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PROFESOR CZESEAW EIMER

WSPOMNIENIE POSMIERTNE

Droga dzialalno$ci naukowej Profesora Czestawa Jerzego Alfreda Eimera byla kon-
sekwentnym zdobywaniem coraz szerszego horyzontu badawczego, bez sprzeniewierzania
si¢ glownej dziedzinie jego zainteresowan, ktéra byla nowoczesna teoria konstrukeji
betonowych. Szczegolng predylekcja darzyt Profesor Eimer konstrukcje sprezone, w kto-
rych widzial przysztos¢ wielkich dziet inzynierskich.

Studia na Wydziale Inzynierii Akademii Gérniczo-Hutniczej w Krakowie stworzyly
podstawy dla jego rozwoju naukowego dzigki zdobytej wiedzy, ale rowniez dzigki nawia-
zanemu kontaktowi z Profesorem Waclawem Olszakiem, z ktdrym nastgpnic wspdlnie
opracowali wiele waznych prac naukowych.

Na Politechnice Krakowskiej w r. 1951 Profesor Eimer doktoryzuje sig pchdStd\\’la]q&,
rozpraw¢ pt.: “Elementy wstgpnie sprezone pod dzialaniem sit podluznych™.

Od nastepnego roku przez 30 lat pracuje w Zakladzie Mechaniki Osrodkow Ciaglych
Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk. Od 1954 r. jest
kierownikiem pracowni Teorii Konstrukeji Sprezonych, p6zniej pracowni Reologii Kon-
strukcji. Profesorem nadzwyczajnym zostaje w r. 1962, a 7 lat péznicj profesorem zwy-
czajnym.

W problematyce konstrukcjt wstepnie sprezonych dostrzegt Profesor Eimer utratg
statecznosci jako jeden z giéwnych czynnikow zagrazajacych trwalosci tych, tak przeciez
oszczednych materialowo budowli. Sposrod 19 prac dotyczacych konstrukcji sprgzonych
6 omawialo statecznosé, a pozostale gtéwnie metodyke projektowania i dwa wazkie nowe
rozwigzania techniczne, jak nagrodzony projekt sprezonej obudowy tuneli kolet podziem-
nej, czy tez metode ciaglej produkcji strunobetonu. Udzial Profesora w opracowaniu
dwu duzych monografii [1, 2], ktérych byl wspétautorem, byl bardzo znaczny, tak w za-
kresic doboru i przedstawienia tematyki jak tex opracowania i redakcji tekstu. : .

Juz w latach 50-tych podejmuje Profesor Eimer tematyke reologii konstrukcji. Kon-
strukcje sprezone wystawione na dzialanie sit sprg¢zajacych w calym okresie swego tech-
nicznego zycia, odksztalcaja si¢ powoli przez, jak méwimy, pelzanie, totez zachodzace
procesy reologiczne, jako waZkie ograniczenie mozliwosci realizacyjnych, staty si¢ przed-
miotem 9-ciu prac Profesora. Tematyka ta weszla réwniez do wspomnianych monografii.
Do grupy omawianych prac moZna jeszcze dolgczyé artykuly z dziedziny nosnosci gra-



120 PROFESOR EIMER

nicznej, takie jak: problemy poslizgu zbrojenia, czy wytrzymatosci strefy zakotwienia
kabli przenoszacych wielkie sily sprezajace. O wazkiej roli prac Profesora niech swiadczy
fakt powofania go na czlonka zespolu autorskiego opracowujacego norme ([3], gdzie
znalazly wyraz jego osiagnigcia badawcze.

W latach 60-tych Profesor Eimer podejmuje tematyke o$rodkdéw wielofazowych widzac
w niej podstawowa dyscypling dla opisania zachowania betonu. Profesor zwraca uwage
na koniecznos¢ odmiennego formulowania zagadnien brzegowych (warstwa graniczna)
dla takich osrodkéw. Kolejno krok za krokiem analizuje w nastgpnych pracach wplyw
losowego skladu osrodka na jego zachowanie sprezyste, plastyczne, czy tez zjawiska przy
uszkodzeniu lub powstaniu spgkan. Ta tematyka Profesora miata charakter gléwnie
metodologiczny. W przeciwienstwie do lat wczesniejszych odchodzi tu Profesor od inzy-
nierskich liczb i norm, co niektérzy recenzenci przyjmowali ze zdziwieniem. Byla to $wia-
doma decyzja, bowiem w $wiatowej literaturze inZzynierskiej obserwujemy do lat ostatnich
i, zapewne jeszcze dlugo, zalew informacji faktograficznych, dla ktérych ciggle jeszcze
brak w pelni organizujacej teorii. Nie odpowiadajac juz bezposrednio na pytanie — jak
projektowac? — dazyt Profesor do uzyskania odpowiedzi bardziej zasadniczej — jakie
rzgdza prawa? — wierzac, Ze na pierwsze pytanie znajdzie si¢ w konsekwencji pelniejsza
odpowiedz.

Profesor byl czlonkiem zalozZycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej, uczestniczyl rowniez w pracach Zarzadu Gléwnego Towarzystwa. _

W latach 70-tych byl réwniez przewodniczacym Polskiej Grupy I.A.B.S.E. (Interna-
tional Association for Bridge and Structural Engineering).

Roéwnolegle z badaniami nad oSrodkami wielofazowymi prowadzil Profesor w ostatnim
dziesigcioleciu prace nad projektowaniem obudowy bezpieczenstwa reaktora jadrowego.
W ramach duzego zespolu realizowaliSmy wspolnie zamierzenie wypracowania metodyki
obliczen statycznych (czesciowo i dynamicznych) konstrukeji szkieletowo-powlokowych
sprezonych.

W ramach tej wspdlpracy kolejno stworzyliSmy oprogramowanie dla obliczania kon-
strukcji osiowo-symetrycznych, by w okresie nastgpnym opracowaé metody obliczeniowe
i oprogramowanie dla konstrukcji szkieletowo-powlokowych. jako nie posiadajacych
juZ symetrii osiowej. Wczesna decyzja, aby stosowaé w obliczeniach rozwinigcia w szeregi
funkcji wlasnych operatoréw rézniczkowych pozwolita na daleko idace zbadanie nume-
rycznej przydatnosci tych rozwinigc. '

Trzeba, analizujac t¢ wieloletnia wspolprace wspomniec, ze Profesor Eimer byl zna-
komitym kierownikiem zespotu. Nawyk intensywnej samodzielnej pracy (90 publikacji
przez 30 lat) wykonywanej z ogromna starannoscia, wg z gory nakreslonego precyzyjnego
planu, powodowal, ze potrafil wlasciwie rozkladaé akcenty i, co nie mniej wazne, doceniaé
réwniez wklad pracy innych cztonkow zespolu. Zespolu tego jedyna wiezia byt sam Pro-
fesor, bowiem ramy organizacyjne byly nad wyraz luzne i wlasciwie malo zobowiazujace.
Tym wigksza byla rola osobowosci Profesora i jego zdolnosci integracyjnych. Jego sto-
sunek do ludzi, nacechowany lagodnoscia i zrozumieniem, nie byl pozbawiony elementow
wytrwalodci i zdolnosci do wytyczania jasno nakreslonych celow. Byt on, trawestujac
jednego z dawnych myslicieli: ,,Czlowiekiem Pokoju, ktory nieraz wigcej dokona niz
Czlowiek Namietnosci.
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W ostatnim okresie zycia Profesor pracowal nad monografia, w ktdrej zamierzad

zawrzeé synteze swoich przemyélen nad teoria osrodkdw wielosktadnikowych. Niestety
$mier¢ przerwala te¢ prace. Zmart 15 maja 1982 r. w pelni sit tworczych majac zaledwie
60 lat. Czeg$¢ Jego pamigci.

[S¥]

10.

Jacek Maqczynski

Wazniejsze publikacje prof. Cz. Eimera

. Teoria koustrukcji sprezonych, L. 1-11 (z W. Olszakiem, S. Kaufmanem i Z. Bychawskim), s. 1238,

PWN, Warszawa 1961.

. Konstrukcje sprezone (z W. Olszakiem i §. Kaufmanem), Budownictwo betonowe t. ITI, Arkady, War-

szawa 1965.

. Konstrukcje z betonu sprezonego, obliczenia statyczne i projektowanie. Polska norma PN-51/B-03320

(wspolautorzy: T. Kluz, W. Grzegorzewski, Z. Zielinski, W. Olszak, K. Zaleski).

. Stan obecny i prespektywy rozwoju teorii konstrukcji sprezonych, Arch. Inz. Ladowej t. 12, z. 4, s.

539 - 555, 1966.

. The boundary effect in elastic multiphase bodies, Arch. Mech. t. 20, z. 1, s. 87 - 93, 1968.
. Teoria osrodkow wielofazowych, Mech. Teor. i Stos. t. 10, z. 2, s. 243 - 238, 1972.
. Tendencje rozwojowe mechaniki konstrukcji inzynierskich (z Z. Waszczyszynem), Arch. Inz. Ladowej

t. 20. z. 1, 5. 3-22, 1974,

Ll

. On optimal shell prestressing (z J. Maczynskim), J. Struct. Mech. t. 4, z. 3, s. 289 - 305, 1976.
. Mechanika kompozytow betonowych w: Sympozjum ITB n.t. Kompozyty betonowe w budownictwie,

wyd. Inst. Techn. Bud. Warszawa 1979,
Bulk constitutive relations for cracked materials, Arch, Mcch, t. 31, z. 4, str. 519 - 532, 1979.
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III KONFERENCJA NAUKOWA

., Konstrukcje powlokowe, teoria i zastosowania”
Opole, 11—13 listopada, 1982

Inicjatorem trzeciej ogoélnopolskiej konferencji naukowej na temat konstrukcji powto-
kowych byla Sekcja Mechaniki Konstrukeji Komitetu Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN,
natomiast roli organizatora podjat si¢ Instytut InZynierii Ladowej WyZszej Szkoly Inzy-

* nierskiej w Opolu. W sklad komitetu naukowego weszli: E. Bielewicz, O. Dabrowski,
J. Gola$, S. Lukasiewicz, Z. Mazurkiewicz, W. Pietraszkiewicz, A. Sawczuk oraz Cz.
-Wozniak (przewodniczacy), natomiast komitet organizacyjny dzialat pod przewodnict-
wem J. Golasia. Nadestano na konferencj¢ 73 referaty indywidualne z ktérych komitet
naukowy wybrat 49 do prezentacji na konferencji. W obradach wziely udziat 102 osoby
w tym: 21 osob z Warszawy, 20 z Opola, 16 z Krakowa, 11 z Gdanska, 10 z Wroclawia,
7 z Poznania, po 4 osoby z Lodzi, Gliwic i Myslowic, 2 osoby z Czg¢stochowy oraz po
Jednej osobie z Lublina, Bydgoszczy i Tarnowskich Gor. Z po$réd uczestnikéw: 78 0s6b
reprezentowalo wyZsze uczelnie, 14 osob bylo z ipstytutéw resortowych, biur projekto-
wych oraz z przedsigbiorstwa ,,Chtodnie Kominowe” w Gliwicach, natomiast 10 ucze-
stnikéw bylo pracownikami instytutow PAN. Materialy konferencyjne, zawierajace
teksty wszystkich referatéw indywidualnych, zostaly opublikowane w osobnym Zeszycie
Naukowym WSI w Opolu, Nr 89, seria: Konferencje, Budownictwo z. 18, liczacym 331
stron. Duzg zastuga organizatoréw bylo przekazanie tych materialéw uczestnikom kon-
ferencji jeszcze przed rozpoczeciem obrad. W czasie konferencji wygloszono takze naste-

pujace referaty problemowe:

1. E. Bielewicz. M. Skowronek: Problemy losowe w teorii powlok,

o

. M. Duszek: Powloki plastyczne z uwzglednieniem stanéw granicznych,

3. M. Golczyk: Metody wykonawstwa i montazu Zelbetowych monolitycznych i pre-
fabrykowanych konstrukcji powlokowych,

4. M. Kleiber: Numeryczne metody obliczania konstrukeji powlokowych.
5. O. Mateja, J. Golas: Przeglad prac o$rodka opolskiego z zakresu mechaniki powlok,

6. Z. Mazurkiewicz, Z. Rychter: Wybrane problemy wieloparametrowych liniowych
teorii powlok,

7. Z. Waszczyszyn: Stateczno$é¢ powlok,

8. M. Zyczkowski, J. Kruzelski: Problemy optymalizacji w teorii powlok.
W wymienionych referatach przedstawiono wspélczesny stan badai krajowych i zagra-
nicznych nad teorig i zastosowaniami konstrukcji powlokowych. Prace indywidualne
dotyczyty migdzy innymi:
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. Podstaw matematycznych teorii, w tym teorii nieliniowych (7 prac),
. Zagadnien statecznosci (6 prac),
. Analizy doswiadczalnej (5 prac),

. Projektowania i wyKonawstwa (5 prac),

. Powlok grubych (4 prace),
. Powlok siatkowych (4 prace),

I

2

3

4

5. Powlok niesprezystych (4 prace),
6

7

8. Metod numerycznych (4 prace),
9

. Dynamiki powlok (2 prace).

Z posrod 49 prac indywidualnych zakwalifikowanych na konferencj¢, Komitet Nau-
*kowy przeznaczyl 25 prac do wygloszenia na sesjach plenarnych oraz pozostale 24 prace
do prezentacji na tzw. sesji plakatowej. Do wygloszenia przeznaczono, migdzy innymi,
wszystkie prace dotyczace analizy dos$wiadczalnej, projektowania oraz wykonawstwa
konstrukcji powlokowych. W ramach obrad plenarnych dyskutowano réwniez nad pra-
cami nie wyglaszanymi, przy czym podstawg dyskusji byly teksty prac opublikowane
w materiatach konferencyjnych. Sesja plakatowa umozliwita natomiast dyskusje w malych
grupach przy poszczegélnych plakatach przygotowanych uprzednio przez autordw, kto-
rych prace zostaly zakwalifikowane na ta sesje.

W ramach obrad odbyla sie réwniez dyskusja okraglego stotu pod nieco kontrower-
syjnym hastem ,,Powloki grube”. Dyskusja miata swobodny przebieg i nie byla takze
wolna od bardzo polemicznych wypowiedzi. Uczestnicy dyskusji zgadzali si¢ raczej
z faktem, Ze pojecia ,,powltoka gruba” lub ,,powloka cienka” sa nieostre (oczywiscie gdy
méwimy o konstrukcji powlokowej a nie o teoriach powlok), natomiast rézne mozli-
wosci ,,rozmywania” tych poje¢ w odniesieniu do rdznych teorii powlok i zakresu prak-
tycznej stosowalnosci tych teorii prowadzily do wielu nieporozumien a nawet ,,utarczek™
stownych.

Zdaniem piszacego te stowa, ktéry mial zaszczyt podsumowania calej konferencii,
spotkanie w Opolu nalezy uznaé za udane, co jest réwniez duzg zastuga opolskich orga-
nizatoréw konferencji. Wydaje sig¢, Zze nie tylko w zakresie teorii oraz metod numerycznych
lecz takze w zakresie badan eksperymentalnych (wyrézni¢ tu nalezy osrodek opolski)
oraz pomysiéw realizacyjnych, stan wiedzy w Polsce oraz istniejace tendencje rozwojowe
w najogolniej pojetej mechanice powlok nie odbiegaja od poziomu swiatowego. Wydaje
si¢ takze, ze ogdlnopolskie konferencje na temat konstrukcji powlokowych powinny by¢
kontynuowane jako wspdlne forum dyskusyjne dla inzynieréw zajmujacych sig¢ teoria.
eksperymentem, metodami numerycznymi, projektowaniem i realizacja konstrukecji po-
wlokowych a takze dla matematykow dziatajgcych w zakresie teorii i metod numerycz-
nych.

Celem szerszego upowszechnienia polskich prac z teorii i zastosowan konstrukcji
powlokowych, redakcja Mechaniki Teoretycznej 1 Stosowanej wystapila z inicjatywa
wydania osobnego zeszytu (w jezyku angielskim) zawierajacego prace z mechaniki powltok
prezentowane na konferencji. Zbyt matla liczba prac, ktore redakcja otrzymata (mimo
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przedluzenia czasu potrzebnego na ich przygotowanie) uniemozliwila niestety ten zamiar.
W zwigzku z tym otrzymywane prace bgda wlgczane sukcesywnie do przygotowywanych
numerdw czasopisma; prace otrzymane w terminie Redakcja umiescita, po przeprowa-
dzeniu zwyklego trybu kwalifikacyjnego (otrzymane prace podlegaja recenzowaniu),
w tym zeszycie czasopisma.

Czeslaw Wozniak*

*» Omawiajac konferencj¢ autor wykorzystal materialy sprawozdawcze przygotowane przez J. Golasia,
przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego Konferencji, ktore zostana opublikowane niezaleznie w innym
czasopi$mie; za udostepnienie tych materialow autor bardzo dziekuje.
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WYBRANE PROBLEMVY WIELOPARAMETROWYCH LINIOWYCH TEORII
POWLOK SPREZYSTYCH"

ZBIGNIEW M AZURKIEWICZ
ZENON RYCH.TER

Politechnika Warszawska

1. Wstep

Zagadnienia liniowej teorii powlok sprezystych naleza do tych klasyczaych problemow
mechaniki, ktére nadal stanowia przedmiot do$¢ intensywnych badan. Punkt cigzkosci
rozwazan przenidst sie z teorii Kirchhoffa-Love'a na teorie bardziej ztoZzone, ktore w tej
pracy nazywamy teoriami wieloparametrowymi. Obmyslenie tych teorii wynika z potrzeby
doktadniejszego opisu takich probleméw, dla ktérych dokladnos$é teorii Kirchhoffa-
-Love’a moze by¢ niezadowalajaca. Przypomnimy, ze teoria Kirchhoffa-Love’a oraz
rézne jej warianty dobrze aproksymuje stan trojwymiarowy w przypadku powlok cien-
kich, izotropowych, o gladkiej geometrii i rownomiernym obciazeniu. Wymienione ogra-
niczenia mozna w skrécie zapisaé w postaci warunkow A/R <€ 1, (h/L)* < 1, (h/d)* <€ 1,
E/E' € 1, G/G' <€ |, ktdérych lewe strony sa bezwymiarowymi parametrami, zas /, R,
L.d, E, E’, G, G’ oznaczaja w kolejnosci grubos§¢ powloki, najmniejszy promien krzywizny
srodkowej powierzchni powloki, charakterystyczna dtugos¢ fali deformacji tej powierzchni,
odlegtos¢ od brzegu (Scislej od miejsca z zaburzonym stanem naprgzenia, tj. stanem silnie
zmieniajagcym si¢ na grubosci powloki) do rozwazanego punktu powloki, najwigkszy
modu! Younga w plaszczyZnie stycznej do powierzchni srodkowej i modul Younga w kie-
runku poprzecznym oraz moduly $cinania w plaszczyznie stycznej i normalnej do Srod-
kowej powierzchni. Stosunki modulow sprezystych E/E’ i G/G’ oczywiscie nie wyczerpuja
wszystkich przypadkow ogolnej anizotropii, ale charakteryzuja czgsto w praktyce spotykany
typ anizotropii, w ktorym wiasciwosci materialu powloki sa rézne w kierunku stycznym
i normalnym do powierzchni $rodkowej (np. material poprzecznie izotropowy, material
ortotropowy, material warstwowy).

Dokladnos¢ teorii Kirchhoffa-Love'a maleje ze wzrostem wymienionych, bezwymia-
rowych parametrow geometrycznych i materialowych i moze byé niezadowalajgca w takich
waznych praktycznie zagadnieniach, jak:

— powloki o sredniej grunosci (A/R ~ 0.3).

Y Praca byla przedmiotem referatu problemdwego na [1l-¢j Ogolnopolskiej Konferencji ..Konstrukeje
Powlokowe, Teoria i Zastosowania’’, (Opole, 1982).
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— powloki poddane dzialaniu obcigzenia o duzej zmiennosci, zagadnienia kontaktowe,
powloki z otworamf,

— powloki o wyraznej anizotropii — podatne na poprzeczne odksztalcenia postaciowe
i normalne, tj. gdy G/G’ > 1, E/E" > |,

(np. powloki z polimerdw lub trojwarstwowe z migkkim wypelnieniem).

Do opisu m.in. takich problemoéw sa stosowane teorie wieloparametrowe, przy czym.pod

pojeciem parametr rozumiemy przemieszczenie uogollnione, okreslone na S$rodkowej

podstawowej powierzchni powltoki i podwyzszajace rzad réwnan rozniczkowych teorii.

Wprowadzenie okreslenia teorii n-parametrowej zezwala na formalne uporzadkowanie
roznych jej wariantow. Czgsto bowiem roéznice pomigdzy wariantami teorii sprowadzaja
sic do odmiennego wywodu rownan, przy praktycznie identycznej ich dokfadnosei- (np.
jak to ma miejsce w teoriach tréjparametrowych BUDIANSKY EGO-SANDERSA-KOITERA [1,2]
oraz NAGHDI’EGO-ZUDANSA [3-5]). _

Niekiedy rownania teorii nie sg formulowane wylacznie za pomoca przemieszezen
uogolnionych, lecz zawieraja inne niewiadome, co utrudnia okreslenie liczby parametrow
kinematycznych. W takim przypadku (poza teorig tréjparametrows) potowe liczby réwnej
rzedowi réwnan rozniczkowych teorii mozna uwazaé za liczbg parametrow tej teorit
(np. réwnania teorii pigcioparametrowych sa dziesigtego rzedu, réwnania teorii szescio-
parametrowych maja rzad dwunasty, itd). Teorie trojparametrowe (trzy skladowe wektora
przemieszczenia powierzchni podstawowej) sa opisane réwnaniami dsmego rzgdu.

Ogolne problemy teorii wieloparametrowych mozna ujaé¢ [6] nastgpujaco:

(a) skonstruowanie dla danego przestrzennego zadania teorii sprezystos$ci rownan odnie-
sionych do podstawowej powierzchni powloki i zezwalajgcych na uzyskanie przybli-
zonej informacji o stanie naprezen i odksztalcen,

(b) analiza poprawnosci matematycznej réwnan teorii, zwlaszcza w zakresie istnienia
i jednoznaczno$ci rozwiazania,

(c) okreslenie doktadnosci i zakresu stosowalnosci teorii powlok,

(d) poszukiwanie efektywnych metod rozwigzywania réwnan.

W dalszej czesci pracy omowimy wieloparametrowe teorie powlok sprezystych w aspekcie

powyzszych, gldwnie (a, ¢, d) problemow. :

2. Konstruowanie réwnan

Wyprowadzenie ogdlnych réwnaii teorii powiok jest, przy pomini¢ciu trudnych pro-
blemoéw (b), (c). stosunkowo proste (por. np. [6 - 13]). Generalnie moZna wyrozni¢ dwic
metody. Jedna polega na wykorzystaniu réwnan teorii sprezystosci ciala tréjwymiarowego.
druga — zwana bezposrednig — jest oparta na koncepcji dwuwymiarowej powierzchni
sprezystej, o danej liczbie lokalnych stopni swobody. Zaleta metody bezposredniej (por.
np. [6. 14]) jest wyeliminowanie uproszczen o charakterze analitycznym, a wigc otrzymane
tak rownania mozna uwazaé za $cisle. Wykorzystanie tych rownan nie jest jednak mozliwe
bez ich pordwnania z réwnaniami leorii sprezystosci w celu ustalenia sensu fizycznego
sit wewnetrznych i okreslenia wielko$ci wspdlczynnikéw materialowych (niekiedy sg
rowniez niezbedne badania doswiadczalne). Podobnie klopotliwa jest [9] analityczna
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ocena dokladnosci teorii otrzymanej metoda bezposrednia. Zatem wywod réwnan teorii
powtok z réwnan teorii sprezystosci jest korzystniejszy. Ponadto wywdéd ten mozna w znacz-
nym stopniu sformalizowa¢ wykorzystujac aparat teorii aproksymacji funkcji [10, 13,
15, 16], analize asymptotyczna [17, 18], lub metody mechaniki osrodkéw z wigzami [12].

Réwnania teorii pigcio- szeScio- o$mio- i dziewiecioparametrowych sa najczgsciej
wyprowadzane przez uproszczenie réwnan teorii sprezystosci za pomoca zalozen (zwanych
rowniez [12] wiezami modelowymi), dotyczacych rozkladu przemieszczen, odksztalcen
lub naprezen na grubosci powloki. Wybor fizycznie odpowiednich zaloZen jest najtrud-
niejszym elementem takiego podejscia. Mozna si¢ tu oprze¢ na rozwigzaniach prostych
zadan teorii belek, ptyt i powlok. Gl6wna przestanka jest uwzglednienie pomijanych w teorii
tréjparametrowej efektow skonczonej grubosci powloki, tj. podatnosci powloki na po-
przeczne odksztalcenia postaciowe i normalne, a czesto i zmiennosci metryki jako funkeji
wspolrzednej u® — normalnej do powierzchni $rodkowej (np. we wszystkich teoriach
pigcioparametrowych sa uwzglednione symetryczne wzgledem powierzchni #* = 0 od-
ksztalcenia postaciowe w przekrojach poprzecznych, natomiast zmiennos¢ metryki na
grubosci powloki uwzgledniono w teorii REISSNERA-NAGHDI’EGO [19] i AMBARCUMIANA
[20] a pominigto w teorii TIMOSZENKI [21, 22]).

Réwnania teorii o szeciu parametrach kinematycznych mozna otrzymac rozpatrujac
osrodek Cosseratow [6], zakladajac jednorodnosé stanu odksztalcenia na grubosci po-
wioki [11] lub postulujac liniowy rozklad wektora przemieszczenia jako funkcji wspot-
rzednej « [13, 22 - 24]. Stan odksztalcenia ujmuje w tej teorii m.in. niesymetryczna wzgle-
dem $rodkowej powierzchni, poprzeczng deformacje postaciowa oraz jednorodng na gru-
bosci powloki poprzeczng deformacjc normalna. Wsréd sil wewngtrznych wystepuja
w teorii sze$cioparametrowej dwie wielkosci nie \Q/p{ywaja(ce na globalna réwnowagg
elementu powloki, a wiec reprezentujace samozrownowazone stany napre¢zen, o lokalnym
znaczeniu.

W teoriach o$mio- [25 - 29] i dziewiecioparametrowych [30, 31] liczba sit wewnetrznych
zwigzanych z samozréwnowazonymi stanami naprezen wzrasta. Ponadto w teoriach tych,
w odréznieniu od teorii tréj- piecio- i szescioparametrowej, rozklad przemieszczen stycz-
nych nie jest liniowy na grubosci powloki, a wiec przekroje poprzeczne zdeformowanej
powloki nie sa plaskie. Taki stan odksztalcenia charakteryzuje np. powloki warstwowe
0 niewielkiej liczbie warstw.

Konstruowanie rownan teorii o przeliczalnej, teoretycznie nieskorczonej liczbie para-
metrow jest oparte na twierdzeniu Weierstrassa o jednostajnym przyblizaniu funkeji
cigglej za pomoca szeregu wielomianéw [7, 10, 13, 15, 16] lub na. rozwinigciu funkgcji
w szereg Taylora [7, 32]. Ze wzgledu na zbiezno$¢ i stabilno$¢ rozwiazan, przy wzroscie
liczby uwzglednionych parametréow i rownan, za najlepsze uznaje si¢ [15] rozwinigcie
w szereg wielomianéw Legendre’a [13, 15, 16], zaproponowane przez WEKUE. Rzadziej
sa stosowane rozwiniecia w ,,zwykle” szeregi potggowe [6, 10].

Efektywno$¢ numeryczna teorii z przeliczalng liczbg parametréw moZna znacznie
zwigkszyé uwzgledniajac fakt, Ze czesto sa znane napreZenia na powierzchniach licowych
powloki. Zezwala to na skonstruowanie i wykorzystanie w obliczeniach - rozktadoéw po-
przecznych naprezen stycznych i normalnych, spelniajacych warunki brzegowe na wspo-
mnianych powierzchniach przy dowolnej, ustalonej liczbie parametréw [10, 16]. Nato-
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miast obliczenie tych napr¢zen na podstawie zwigzkéw konstylutywnych wymaga roz-
wigzania ukladu réwnan ze znacznie wigksza liczbg niewiadomych (por. [15]).

3. Dokladnosé teorii wieloparametrowych

Okres$lenie doktadnosci rownan teorii powlok, z zalozenia przyblizonych w stosunku
do roéwnan teorii sprezystosci, jest trudnym zagadnieniem. Uzyskane dotychczas w tym
zakresie wyniki o ogdlnym charakterze sa w zasadzie ograniczone do, teorii tréjparame-
trowej. W przypadku teorii o pigciu i wigcej parametrach ocena doktadnosci jest najczescie;
oparta na szczegdlnych przykiadach liczbowych, dla ktérych sg znane rozwigzania réwnan
teorii sprezystoséci. Taka ocena nie moze byé oczywiscie w pelni miarodajna. Pozyteczna
bylaby mozliwo$¢ apriorycznego oszacowania blgdu teorii powlok przy danych warto-
§ciach niektérych parametréow geometrycznych i materialowych, np. #/R, h/L, E/E’,
G/G’. Opracowanie ogolnego kryterium dajacego odpowiedz na tak postawiony problem
nie jest jednak mozliwe, gtéwnie ze wzgledu na wptyw warunkéw brzegowych. Jak wiado-
mo, podstawg uproszczen stosowanych w teorii powlok jest mozliwo$¢ wydzielenia w cien-
kiej, sprezystej powloce obszaru wewngtrznego i obszaru brzegowego. Podzialowi temu
towarzyszy rozbicie stanu S naprezen i odksztalcen na dwa stany: wewngtrzny S,,. wyste-
pujacy w calym obszarze powloki i opisany funkcjami o prostym przebicgu w kierunku
normalnym do §rodkowej powierzchni oraz na stan brzegowy Sj, panujacy w tzw. warstwie
brzegowej i opisany funkcjami o duzej na ogdl zmiennosci na grubosci powloki, zanika-
jacymi od jej brzegu w kierunku wnetrza. Najczgsciej stan brzegowy jest zwigzany z faktem,
ze rozwigzanie réwnan teorii powlok nie spetnia danych warunkéw na powierzchni brze-
gowej, prostopadiej do powierzchni srodkowej. Stan brzegowy wystgpuje réwniez w ob-
szarach gwaltownej zmiennosci obcigzenia, geometrii lub moduléw sprezystych powloki.
Przykladem S, jest tzw. zgigciowy efekt brzegowy wystepujacy wtedy, gdy rozwiazanie
réownan teorii bezmomentowej nie spelnia warunkéw brzegowych teorii momentowej.
Istnienie efektow brzegowych ,,wyzszego rzedu” jest dodatkowo uwarunkowane podat-
noscia powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe i normalne.

W cienkiej, sprezystej powloce S, dominuje (S, > S;) na ogdél w obszarze wewngtrz-
nym, natomiast intensywnos$é¢ S, jest duza w obszarze brzegowym. Wniosek powyzszy
dotyczy m.in. ugiecia srodkowej powierzchni powtoki i wypadkowych naprezen. W roz-
kladzie naprezen na grubosci powloki wplyw stanu brzegowego moze przewyzsza¢ wplyw
stanu wewnetrznego [33]. Nalezy tez pamigtaé, ze ze wzrostem niektdrych parametréw,
np. h/R, G/G’, E/E’ intensywno$¢ i zasieg przenikania efektéw brzegowych znacznie
wzrasta, az do osiagnigcia stanu, w ktérym efekty te obejmuja cala powloke. Takie stany
brzegowe, zwanc zdegenerowanymi, zostaly ostatnio zbadane dla powloki sferycznej,
z materialu poprzecznie izotropowego [34] oraz dla powlok o dowolnym ksztalcie, z ma-
terialu ortotropowego [35]. Wykazano m.in. [35], ze zdegenerowany efekt brzegowy moze
powstaé, gdy G'G ~ (h/R)?. Z przytoczonej relacji wynika, Ze w powloce stosunkowo
cienkiej (np. /R ~ 0.1) mozliwo$¢ wystapienia zdegenerowanego efektu brzegowego
Jest niewielka, gdyz podatnosé powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe musiataby
by¢ duza (G’/G ~ 0.01), co w praktyce si¢ nie zdarza. W powloce o Sredniej grubosci
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(np. #/R ~ 0.3) stan zdegenerowany moze si¢ pojawi¢ juz przy stosunkowo stabej anizo-
tropii (G'/G ~ 0.1). Oczywiscie w takim przypadku rozwigzanie uzyskane na podstawie
rownan zagadnienia wewnetrznego teorii powlok moze byé w calym obszarze powloki
nieadekwatne do stanu rzeczywistego.

Z powyzszych rozwazan wynika generalny wniosek, ze w zagadnieniach, w ktdérych
zastosowanie teorii wieloparametrowej jest celowe (np. powloki o $redniej grubosci),
wplyw efektéw brzegowych nie moze by¢ na ogdt pominigty w obszarze wewngtrznym,
co w znacznej mierze komplikuje problem oceny dokladnosci teorii wieloparametrowych.
Zasadnicza trudnos$¢ jest tez zwiagzana z oszacowaniem niektorych wielkosci brzegowych.
Na krawgdzi srodkowej powierzchni powloki mozna zadaé¢ w naturalny sposéb tylko pigé
wielkosci (np. trzy skladowe wektora sily i dwie skladowe wekiora momentu). Okreslenie
dodatkowych wielkosci, wystepujacych w teoriach o szesciu i wigcej parametrach, nie jest
mozliwe bez podania rozkladu naprezen lub przemieszczen na grubosci powloki, co
w ogblnym przypadku wymaga rozwazenia sprezystej wspotpracy powloki z konstrukcja
podporowa [36]. Omawiana trudnos¢ nie dotyczy powlok zamknigtych, nieograniczonych,
powlok o brzegu swobodnym lub zamocowanym w niepodatnej podporze.

Dokladno$¢ teorii wieloparametrowych mozna okresli¢ za pomoca znanych metod
matematycznych. Przypomnimy. Ze blad mozna odnosi¢ do dokladnosci réwnan lub do
dokiadnosci rozwigzan. Poza tym mozna poréwnywaé ze soba rézne teorie powlok, albo
odnosi¢ teorie powlok do teorii sprezystosci. Oszacowanie bledu moze by¢ aprioryczne,
lub oparte na znajomosci rozwiazania réwnan teorii powlok. Ponadto btad mozna oceniaé
w sensie globalnym (np. blad $redni kwadratowy — w normie L,) lub punktowo. Z ocena
bledu teorii powlok wiaze sie Scisle wymaganié spéjnosci jej rownan, oznaczajace koniecz-
nos¢ jednakowego traktowania przy uproszczeniach wszystkich czlonéw tego samego
rzedu w danym réwnaniu.

Systematyczne przejécie od réwnan teorii sprezystosci do rownan teorii powlok moze
by¢ oparte na metodzie asymptotycznej, zezwalajacej na oceng bledu'w sensie punkto-
wym [18], gdy korzystamy z réwnan rézniczkowych teorii sprezystosci i w sensie global-
nym, co ma miejsce w metodzie wariacyjno-asymptotycznej, polegajacej na aproksymacji
funkcjonaléw teorii sprezystosci. W literaturze sy najczesciej podawane réwnania pierw-
$zego przyblizenia asymptotycznego. Ostatnio otrzymano [18] dla izotropowych powlok
W stanie obrotowosymetrycznym rozwinigcie asymptotyczne gestosci energii sprezystej,
zawierajace m.in. drugic przyblizenie. Omawiane rozwinigcie jest odmienne dla trzech
nastepujacych przypadkéw: powlok o przecietnej krzywiznie i dlugosci, powtok o stabym
zakrzywieniu i przecigtnej dlugosci oraz dla dtugich powlok o tagodnym zakrzywieniu.

Zagadnienie dokladnosci asymptotycznej zredukowanych warunkéw brzegowych
teorii tréjparametrowej zbadano [35] w odniesieniu do powlok ortotropowych o dowolnym
ksztaicie. Przyjmujac na powierzchni brzegowej ukiad wspéirzednych {u', w2, u*} z kie-
runkiem ' normalnym do tej powicrzchni, kierunkiem w2 stycznym do krawedzi powierz-
chni srodkowej i z kierunkiem u#* normalnym do powierzchni srodkowej oraz ustalajac
warunki brzegowe teorii sprezystosci w postaci

(D Gy =02 =wy =0, (=h2<u’<h/2)

gdzie o,,, 6;,, ws s odpowicdnio skladowymi tensora naprgzenia i ugigciem powloki,



132 Z. MAZURKIEWICZ, Z. RYCHTER

otrzymano nastgpujace, zredukowane warunki brzegowe teorii tréjparametrowej, odpo-
wiadajace warunkom (1)

Nll+(/1/Rg_)(EI/EJ)(V_ZJTVJVZ/(I—"2__1“‘1142)”)CN22 ="05
o) Ny —(h]A3) (B JEs) (v23932/(1 =v1275))CON5, /0u® = 0, (u3 = 0)

M, —D(h/A) YV G\2/G3dM,2/0u* = 0, w=0.

W rownaniach (2) przez N, M, R, A, E, G,» oznaczono wypadkowa silg i moment,
promien krzywizny powierzchni srodkowej, parametr Lamé’go na tej powierzchni, modul
Younga, modut $cinania i liczbg Poissona - zwiazane z odpowiednimi kierunkami wspol-
rzednych; parametry C i D sa rzedu jednoéci i maja charakter bezwymiarowych wspot-
czynnikow materiatowych.

Podkreslone wyrazy w réwnaniach (2) reprezentujs stany brzegowe zwigzane z po-
datno$cia powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe i normalne. W teorii Kirch-
hoffa-Love’a te stany nie sa uwzgledniane, co w ogdlnym przypadku uniemozliwia otrzy-
manie za pomocg tej teorii zadowalajgcego rozkiadu naprezen w poblizu powierzchni
brzegowej. Warunki (2) wskazuja, ze dokladnod¢ teorii Kirchhoffa-Love’a maleje ze
wzrostem stosunkow A/R, E,JE; 1 G,,/G,5, jezeli natomiast £, € FE; 1 G, € Gy, to
teoria ta jest asymptotycznie dokladna.

Spéjne réwnania teorii powlok mozna otrzymac wykorzystujac aprioryczne, globalne
oszacowanie powierzchniowej gestosci energii sprezystej. Kryterium energetyczne zasto-
sowano [37] do analizy poprawnosci teorii tréj- pigcio- i szeScioparametrowych, w przy-
padku materialu poprzecznie izotropowego. Rozwazono nastgpujace wyrazenie powierz-
chniowej gestosci energii

o
2, = {(1/2)0 B yapyan+ (1/2)2 B " tg 235+ | BP ¥y 03
) +(1/2)0B*3 39, 3953+ (1/2),B¥F 33, 3 gy + | B**P 30 55,
+ 2By 15, } [1 4 0(9*2G/E")),

gdzie y;, i, oy ((,J = 1,2,3; a B, 4, = 1,2.) s3 okreslonymi na srodkowej po-
wierzchni powtoki, kolejnymi wspélczynnikami w rozwinigciu skladowych tensora od-
ksztalcenia w szereg potegowy zmiennej u® — przebiegajacej grubo$¢ powloki, #* =
= h/R+h*/L* jest malym parametrem, 0 ( ) oznacza wielkos¢ rzedu (), B (n =
=0,1,2;i,j,k,1=1,2,3)—skladowe tensoréw sztywnosci, w ktérych w znany [4],
niejawny sposob uwzgledniono wplyw poprzecznych odksztalcen normalnych na energig
sprezysta (blad wynikajacy z eliminacji tych odksztalcen podano w (3) w nawiasach kwa-
dratowych). ;
Wprowadzajac bezwymiarowy wspolczynnik o

) Yap ~ Ohxgg, OYas ~ htas,

zezwalajacy na wyrdZnicnie stanu bezmomentowego 4 > 1, momentowego 0 ~ 1 i silnie
momentowego ¢ < 1, otrzymano w [37] nastgpujace oszacowanie skladnikow wyrazenia
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energii (3) : :
X ~{1,0"% 6 'h/R (G/GHB*672, (G/GHB?
R SO T SRS TR 3
! 2 —=T L 2
(G/G)9%4 _h/f’ [h/Ri(G/,Q(,h,,/L)J}[1+0(ﬁ42G/E'+ h2/R?))
nzs n>6

gdzie liczba pod kreska wskazuje teorie n-paramstrowe, w ktérych dany czton pojawia
si¢. Rozpatrujac rézne, wzajemne proporcje parametréw 6, /R, h/L, G/G’ i G/E’ uzy-
skano nastgpujace wnioski:

1) Teoria tréjparametrowa, w przypadku uwzglednienia tylko dwéch pierwszych czlonéw
w wyraZeniu (3), jest konsekwentna teoria pierwszego przyblizenia dla cienkich, réw-
nomiernie obcigzonych powlok izotropowych, co wykazal wczesniej W. T. Korter [2].
2) W tej samej klasie zagadnien, lecz przy zgieciowym stanie odksztalcenia, teoria zawie-
rajaca wszystkie oprécz széstego skladniki (3) jest konsekwentng teoria drugiego przy-
blizenia (o nieustalonej liczbie parametréw). Odpowiednie rozwiniecie energii podal
w tym przypadku W. PIETRASZKIEWICZ [24].

3) Teoria pigcioparametrowa jest poprawna w sensie energetycznym w zagadnieniach
silnego zginania (6 < 1) cienkich (h/R < 1) powiok anizotropowych- o duzej podatnosci
na poprzeczne odksztalcenia postaciowe (G/G’ > 1) i o niezbyt duzej podatnosci na po-
przeczne odksztalcenia normalne (2G/E’ ~ 1). W tym przypadku w rozwinieciu (3) nalezy
pozostawi¢ drugi i czwarty czlon.

4) Teoria szeScioparametrowa nie jest na ogél poprawna energetycznie, tj. nie istnieje
uklad wartosci parametréow o, h/R, h/L, G/G’ i G/E' gwarantujacy wyzsza dokladnosé
aproksymacji energii w tej teorii w poréwnaniu z teoria tréj- i pigcioparametrowa. Zatem
teoria szeScioparametrowa moze byé pozyteczna tylko w szczegdlnych przypadkach (w nie
ktérych obszarach powloki, dla okreslenia wybranych skladowych stanu napreZenia
itp). .

Znaczne mozliwosci apriorycznej, globalnej i punktowej oceny biedu wykazuja metody
teorii réwnan rézniczkowych. F. JouN [38] otrzymal formalne oszacowanie dowolnego
rzgdu pochodnych tensora naprezenia i tensora odksztaicenia. Rozwijajac skladowe tych
tensoréw w szeregi potggowe wspoirzednej 1 i uwzgledniajac oszacowania [38] mozna
oceni¢ rzad wielkosci wspélczynnikéw szeregdw i skonstruowaé réwnania teorii powlok
0 zgdanej doktadnosci. Sugestia ta nie zostala dotychczas szerzej wykorzystana, z wyjat-
kiem cytowanej juz pracy [24]. Oszacowania [38] obowiazuja w obszarze wewngtrznym
izotropowej powloki, obcigzonej na powierzchni brzegowej prostopadiej do powierzchni
srodkowej. W zagadnieniach powlok o wyraznej anizotropii do zaleznosci podanych
W [38] nalezy wprowadzi¢ moduly sprezyste, np. G/G’ w przypadku powtok podatnych
na poprzeczne odksztalcenia postaciowe.

Efektywnym narz¢dziem oceny doktadnosci, zwlaszcza [39] w zagadnieniach liniowych,
$q dualne zasady wariacyijne, tj. zasada minimum energii potencjalnej i zasada maksimum
energii dopelniajacej [40 - 44]. Zasady te zezwalaja na oszacowanie z géry i z dotu niezna-
nego rozwigzania réwnai teorii sprezystosci za pomoca odpowiednio skonstruowanych,
kinematycznie i statycznie dopuszczalnych pél naprezeri i przemieszczen. Na ogét otrzy-
mujemy w ten sposéb globalna oceng bledu. W przypadku, kiedy znana jest funkcja

2 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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Greena, mozna réwniez znalez¢ oszacowanie punktowe [39]. D. A. DANIELSON [41], popra-
wiajac mniej dokladne oszacowanie W.T. KoiTERa [40] wykazal, Ze przemieszczenia
powloki, okreslone na podstawie teorii trojparametrowej, réznig sic w normie L, od
rozwiazania réwnan teorii sprezystosci o wielko$¢ nie przekraczajaca ¢ = h/R+h*/L2,
przy zalozeniu tzw. regularnych warunkow brzegowych, tj. warunkoéw identycznych dla
zagadnienia teorii spre¢zystosci i dla zagadnienia teorif powtok. Skonstruowane w [41]
pole przemieszczen stycznych, zgodnie na $rodkowej powierzchni z rozwiazaniem réwnan
teorii powlok, jest wielomianem trzeciego stopnia zmiennej 3, a wigc nie pokrywa sie
z liniowym rozkladem przemieszczen na grubo$ci powloki, zakladanym przy wywodzie
réwnan teorii trojparametrowe;.

Roéine kryteria doktadnodci i miary blgdu mozna wprowadzi¢ w teorii powlok traktujac
przemieszczenia i naprezenia jako elementy przestrzeni umormowanych [45]. Jedna
z mozliwosci jest unormowanie bledu residualnego, z jakim rozwigzanie réwnan teorii
powlok spetnia réwnania réwnowagi i warunki brzegowe w naprezeniach teorii sprezystosci.
Na tej podstawie sformutowano kryterium fizycznej poprawnosci teorii powlok rozpa-
trywanej w ramach mechaniki o$rodkéw z wigzami [12, 46].

4. Réwnania rozwiazujace

Réwnania teorii powlok mozna przedstawi¢ w postaci rézniczkowej lub wariacyjnej.
Znalezienie analitycznych rozwigzan réwnan rozniczkowych jest mozliwe tylko w naj-
prostszych przypadkach. Na ogél wystgpuje koniecznos¢ stosowania metod przyblizo-
nych — wtedy bardziej dogodne jest ujgcie wariacyjne.

Formutowanie réwnan rozwigzujacych zostato najdalej zaawansowane w teorii tréj-
parametrowej. Jednak nawet tutaj np. ogdélne réwnania przemieszczeniowe sa bardzo
skomplikowane. W ograniczonych klasach zagadnien réwnania teorii trojparametrowej
doprowadzono do stosunkowo prostej postaci, otrzymujac m.in. réwnania zespolone
(por. np. [47]), réwnania Meissnera i typu Meissnera (por. np. [48]) dla powlok obroto-
wych w stanie symetrii i antysymetrii obrotowej oraz réwnania powlok quasi-potogich
[49. 50]. Duzo uzyskanych rozwiazan dotyczy powltok o szczegolnych ksztaltach i obcia-
zenlach, nad czym nie bedziemy sig¢ jednak zatrzymywac. W dwéch najlepiej opracowa-
nych wersjach teorii tréjparametrowej: BUDIANSKY’EGO-SANDERSA-KOITERA [I, 2] oraz
NAGHDI’EGO-ZUDANSA [3 - 5] wykazano istnienie analogii statyczno-geometrycznej oraz
stusznosé zasad wariacyjnych i twierdzen o wzajemnosci, analogicznych do zasad i twier-
dzen teorii sprezystosci. Skonstruowano i zbadano wilasnosci ekstremalne réznych funkcjo-
natéw teorii Budiansky’ego-Sandersa-Koitera, przy uwzglednieniu anizotropii i niecia-
glosci parametréow powloki, w obszarach jedno- i wielospéjnych [45].

Niektére rodzaje rownani teorii tréjparametrowej uogolniono rozpatrujgc model
pigcioparametrowy. W 1izw. teorii Timoszenki uzyskano m.in. réwnania zespolone [21]
i réwnania powlok o malej wyniostosci [21,22], w teorii REISSNERA-NAHGDI'EGO [19]
wyprowadzono réwnania izotropowych [51] 1 ortotropowych [52} powlok w stanie sy-
metrii obrotowej. Dla powlok o lagodnie zmiennych krzywiznach otrzymano [53] uklad
rownan dwunastego rzgdu, podczas gdy poprawny uklad réwnan teorii piecioparametro-



WIELOPARAMETROWE POWLOKI SPREZYSTE 135

wej powinien by¢ dziesigtego rzgdu, co moZna osiggnaé przez wyrazenie sit poprzecznych
za pomoca dwoch potencjatéw skalarnych [22, 37]. Zbadano zagadnienie analogii statycz-
no-geometrycznej i zbudowano réwnania zespolone [21]. Rozwazono tez niektore zagad-
nienia w ujeciu wariacyjnym [21, 22, 54].

Rezultaty uzyskane w teorii szeScioparametrowej sa skromniejsze. WEKUA otrzymal
{13] dla cienkich powiok izotropowych réwnania przemieszczeniowe o strukturze zezwa-
lajacej na poszukiwanie rozwigzania za pomoca metody funkcji zmiennej zespolonej. Dla
powlok poprzecznie izotropowych o $redniej grubosci wyprowadzono uogélnione rowna-
nia Meissnera i rownania powlok quasi-potogich [37]. Zbadano zagadnienie analogii
statyczno-geometrycznej [37). Rozwazono [22, 37, 55] niektére funkcjonaly wariacyjne.
W zagadnieniach sprzg¢zonej termosprezystosci udowodniono [55] twierdzenie o wza-
jemnosci, zezwalajace na przedstawienie poszukiwanego pola naprezen lub nieznanego
rozkiadu temperatury w powloce w postaci calki.

W teoriach osmio- [25-29] i dziewigcioparametrowych [30, 31] uzyskano wyniki
fragmentaryczne. Rdwnania tych teorii sa dos¢ skomplikowane, a wigc nalezaloby formu-
towacé je w sposéb ukierunkowany na zastosowanic metod przyblizonych i numerycznych.
Z tego punktu widzenia celowe jest zbadanie wlasno$ci operatoréw rézniczkowych, co
dotychczas zrobiono w odniesieniu do niektorych zagadnien teorii tréjparametrowe;j
[56, 57] | pigcioparametrowej [58].

5. Uwagi koncowe

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze duzo niejasnosci wiaze si¢ z dokladnoscia
i zakresem stosowalnosci teorii wieloparametrowych. Nie opracowano dotychczas pelnej,
konsekwentnej teorii drugiego przyblizenia np. energetycznego lub asymptotycznego.
Malo uwagi po$wiccono zagadnieniu zredukowanych warunkéw brzegowych. Nie sa
dostatecznie zbadane wlasnosci operatoréw rézniczkowych w réwnaniach teorii wielo-
parametrowych. Brak jest odpowiednio dobrej analizy wplywu efektéw nieliniowych.
Nalezy bowiem pamigtaé, Ze ze wzrostem wymaganej dokladnosci teorii, maleje dopusz-
czalne obcigZenie, przy ktorym réwnania liniowe sg poprawne [18]. Z innych, nieopra-
cowanych dotychczas probleméw w teoriach wieloparametrowych nalezy wymienié¢ za-
gadnienia termosprezystosci i sprzezonych pdl mechano-elektromagnetycznych. Malo
Jest réwniez badan z zakresu stateczno$ci sprezystej dzwigaréw powierzchniowych, opisa-
nej za pomocy réownan teorii o wigkszej niz trzy liczbie parametréw. Pozostaja tez do
uwzglednienia w teoriach wieloparametrowych materialy sprezyscie niejednorodne oraz
materialy o innych zwigzkach konstytutywnych, np. lepkosprezyste.
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Peszome

HN3BPAHHBIE TIPOBJIEMLI MVIJILTUIIAPAMETPHUYECKUX JIMHENMHLIX TEOQOPHI
YIIPYTHUX OBOJIOYEK

B paboTe paccMOTpeHb! CIeAYIONIHe NPOOIeMbl MYIbTHIIADAMETPHUECKIX JTIHHEHHBIX TEOPHil YIIPYTHX
000JIOYeK: KOHCTPYKLHS YPaBHEHHIT, OLEHKa TOYHOCTH, OOJACTb IIPHMEHMMOCTH OTAEJLHLIX TEOpHil,
dopmynupoBanne pemaromux ypaeHenuid. IIpuBejieHbl cBeleHHs O MHOTHX paGoTax no 2Toii npobie-
MaTHKe.

YKazanbl TalkKe 1PoGAeMbl, KOTOPLIC IO MHEHMIO aBTOPOB O CHX [10p He pa3paboTaHsl.

Summary

SELECTED PROBLEMS IN THE MULTI-PARAMETRIC LINEAR THEORIES OF ELASTIC
SHELLS

We deal with the following problems in the multi-parametric linear theories of elastic shells: con-
struction of equations, accuracy estimation, the scope of application of respective theories, formulation
of solving equations. Many papers concerning the subject have been discussed. Some problems which
according to authors’ knowledge have not been elaborated so far are also indicated.

Praca zostala zloZona w Redakeji dnia 8 lipca 1983 roku
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ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL OF LATTICE TYPE SURFACE
STRUCTURES

RoMAN NAGORSK]

Politechnika Warszawska
1. Introduction

The equations of a one-dimensional continuous model of lattice-type structures with
densely packed and regularly spaced lattice of elements are discussed in the paper. The
equations are obtained by applying the concept of a continuum with internal constraints
[1] to the equations of surface-type fibrous medium of Cosserats’ type [2] which is a con-
tinuous, two-dimensional model of a structure [3].

Considerable costs of the numerical computations of the discret and discretized systems
and the known difficulties with founding the solutions to the boundary-value problems
are related to the partial equations in two dimensions. Therefore the construction of the
one-dimensional model seems to be justified.

The aim of this paper is formulate the equations describing the one-dimensional model
of a static problem of the linear (infinitesimal) theory of elastic structures with kinematic-
type ideal constraints in their integrable form and with the regular basic surface of the
medium. An example of a grid on a cylindrical surface with a circular cross-section and
axial-circumferencial lattice-type prismatic bars is also presented.

The proposed constraint equations represent certain generalization of the hyphotesis
of flat cross-sections. We assume that the cross-sections perpendicular to the axis of the
medium surface independently of the translations and rotations. can be subjected also
to the homogeneus deformations in their plane.

The generalization of the forementioned approach which includes the cases of vibra-
tions and stability as well as more general kinematic and kinetic constraints imposed on
structures was also developed by the author, however exceeds the scope of this paper

2. Equations of a surface-type fibrous medium with kinematic internal constraints

The equilibrium equations and the static boundary conditions for linear surface-type
fibrous medium of Cosserats’ type with internal constraints can be presented as [1] - [3]:

PPHla—bEp" +4%+1r* = 0. pUlatbegpPH+q+r = 0,

(2.1) e ; ¥t 4 i
(=1 mP s —bgm’ + i pP +h* +s5* = 0, m*| 4 byam™ + ey p™ +h+s = 0,
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and
* * *
2.2 pPng = p*+0%  Png=p+o, mPng = m*+o*,  mPn, = m+o,
where p*?, p* and m*, m® are components of the cross-sectional forces and moments,

q% q, h*, h and 7)“,;, ;1“1"‘,‘171 are components of external surface and boundary load, r*, r,
s% s and ¢°% g, 0% o are surface and boundary reactions of constraints, g,5, bz, €45 denote
components of the metric and curvature tensors as well as those of Ricci’s pseudotensor
of the medium surface 7, n; are components of the unit vector normal to a boundary
¢ and tangent to =z, (...)| stends for the surface covariant derivative («, # = 1, 2).

It 1s assumed that the constraints are ideal, i.e.

{2.3) f(r“éva+)'5v+s°‘519g+s619)d7z+ f(Qaéva+gév+o“§ﬂm+(ré??)d((')n) =10,
n dn

for any variations dv,, ..., 62 of components of the displacement vector v,, v and those
of the rotation vector #,, ¥ compatible with constraints in their integrable form
N
o \_1 2 1

(2.4 [V, , B, P1(WF) = D [Vak, Vi, Fux, () pr (),

K=1
where v,x, vk, Bk, O are known, sufficiently regular functions of coordinates (#*) én
the surface 7, while g are the unknown generalized displacements. It is also assumed
that surface is generated by one-parameter family of any contours, provided that these
contours have no common points and are piecewise smooth I'(x!) (u' € <ul, uld) and
can by defined by means of u? coordinate. Another assumption is, that if I'(u') is an open
contour (oI'(u') # @) then for the part 9= different from I'(u}) the static boundary con-
ditions are given. The boundary conditions on dz = I'(uy) (I'(u}) # I'(u3)) can be static
or kinematic compatible with constraints (2.4). Eqs. (2.4) can be relatively easily genera-
lized to the case in which the components of the state of displacements are the functions
of the derivatives of yx with respect to #*. In such a case the form of the relevant equa-
tions and formulae becomes more complex. 5

The geometric relations can be formulated as follows [3]:

Yap = ‘Uﬂfcz —Dgp¥— t",‘,;’ﬁ. Hoo == ‘Ui“ + bg‘vﬂ + e”‘ﬂ’ﬂ': i
= 29;‘1!a—baﬂ"9v Ha = "%a_*-‘bﬂl()ﬁ’

while the constitutive equations can be defined from the formulae

2.5

N 9 ; )
(2.6) Paﬁ = ‘Le . P = ffd’ ik = ‘{e. ‘ Fphe A.(e' ]
CYap Ve Iitoy A3y,
where e is the elastic potential defined as follows
1 a, E. c
(2.7) e = 5 (Ayyye+ A%y ye+ Bt 00, + B 2,),

where A4%P, .| B* are elastic rigidity tensors.
If there is known a continuous lattice of A family of fibres on the surface then the
coordinates of the state of strain of the fibres are defined as follows [3].

(f) 8) 7/] = ’}’aﬂtz ﬂ‘{la ?.1 - yaﬁ tS t‘j, ‘}V'rl = "/'utﬁ,
= s = i .1%8 % = x 1% ;!7 DN
2y = Haplaly, K = Zaglyla. K = Hela,
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where 7%, 1% are the components of a field of versors which are tangent and perpendicular
to the curves from the A family (4 =1,11, ...).

The internal stress densities in the 4 fibres can be described using the following for-
mulae

(2.9) Pa = RaVa, Pa = }:"Ai’m 1‘5.4 = Ruy ,
p my = S,%y, My= S%y, Myu=3S 2,

where Ry, ..., S, are measures of the elastic rigidity, and

p"“e = Z (pAtjt",+ﬁAij;§). Pa = ZﬁAtgv
4 4
(2.10) e
b = 3yt 5l),  me = 3,
o 4

Substituting (2.8) to (2.9) and then to (2.10) and combining the obtained result with
(2.6), (2.7) we arrive at [3]

atn = 3 50 R +BR), A% = N bR
4 4
.11) .
~a~ A - L Y v
Bobtn — Z (P oS + 1Sy, B¥ = L 151554,
4 Aq

When the fibrous medium is a continuous model of a surface grid (4 =1,1L or
A = 1,11, 1) then

Q12 p, = L4, G, DEE sl $58 S Pt sl e g
11_1 IA a4 A4 A4 ]A

where P,, ﬁ s ﬁ_,, are respectively longitudinal forces and shear tangent and normal to
7, M,, M i M 4 are respectively torques and couples tangent and normal to = in the

middle cross-sections of the bars of 4 family, and 7A is a distance between adjacent curves
of a discret lattice of bars axes of the structure. Moreover

E g, 4 2
el »E,}Ad o J%‘EI%]“_’ Hyar E[ s
(2.13) 2 25 ¥
s, = Sada & Eas g Eals
1.4 IA lA

where EA,GA,IA,AL,,JA,L,}A are the Young moduls, the torsional modulus, the
length, the cross-section surface area, the polar and principal moments respectively of
the cross-sections of bars from the A family [3].

3. Egquations of the one-dimensional continuous model

Eliminating from (2.1) - (2.3) the components of the constraint reactions and using
(2.4) a generalized equilibrium equations and boundary conditions, i.e. Lagrange-type
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equations of the second kind [1] are obtained
3.1 l,[/;(+(bK+FK =0, w'eui,uy) ((..)=d(.)/du),
Vi =Gy OF Wx=1Wgs, w=u{Kk=1,2,..N),
where Wy, @y are the generalized internal forces, Fy, Gk, the external forces, wg, the
generalized boundary displacements

Ve = f (P *vux + D o + M"Y + mHy) } &
I'(uty V&2

Dy = f (Paﬂﬁ/a,-:x +Pa7ax+maﬂ”a sk + M ¥yk) —l—g dar,
PR l/g”

(3.2) Fy = f (q zza,\+q7)K+h°‘19aK+ln9,\) -dl'+
@Y ]/g”

+ Z‘ (;avm!\' +;::n)l\' +;;7a"9'al( +n*;19!\) L,

; ' Ve
Grp = (=1 [ (B0ux+Dox+ 0+ mdg) —V-E— ar,
(') V822
while
(3.3) Yapr = T’pxlu—baﬂ’b’x—eaﬁﬁx, Yax = ‘Z)K!a-i-bﬁ'l'ﬂx‘*'egﬁx,

Zapk = 'ﬁf}l\’!a"ba,ﬂ'&l\': Hag = Oglat bl pI\

and Ldu' = d(8z) on the part of én which different then I'(ul)

du

By G0 i e R LT
(3.9 L(ut) = —E,/é’n‘*'zglz 'du—l‘*'gzz (_‘ 1‘) .

Substituting RHS of Eqs (2.4) to Eqs (2.5) and then to the constitutive equations derived
from Eqs (2.6), (2.7) we obtain the components of the strain and stress states as the func-
tions of the generalized displacements ¢, and their derivatives yy. After substituting these
functions in formulae (3.2), , we arrive at the constitutive equations of onc-dimensional

model

Al - 2
(3.5) Py = l (1 l\L“L+(l k), Px = 2, (P + Pyryr),

L L=1

>4 %
where Yy, Py (2 =1,2; K, L =1,2,...,N) are generalized elastic rigidities

o s

VIKL - l (Alp'7,¢ L‘fM+A 7,”_7) +Blﬂ‘:]/£”1 0’I\+B A~ 01() _—([IY,
Ity l/ 822
23 / =
Py = l (4%, w5, + A vy vg + BPIY, 9+ BB, ) —2—dT,
(3-6) ]("1) ‘/ gZ"

- /
& PE. E
(l).'(L = J (Aa/ ’”7’1)514 ﬂ/cv;ﬂl\‘ o AaEVEL ‘,VaK = Ba:h ')./VEylL ;{aﬂK = Ba""f /s Hocl\’) = ]"g”— dF >
ra') V822

i



MODEL OF LATTICE STRUCTURES 143

) s
(3.6) [cont.] Py = f (AamuT'uLVa;’ix'f' AaleVax'f'Bam"‘l?’nL”aﬁx+Bal‘l91,”ax) —l/l/g —dI’.
Ity

822

Substituting' RHS of Egs (3.5) into Eqs (3.1) a system of the governing equations
describing the model is obtained. This is a system of the ordinary linear differential equa-
tions and the boundary conditions. After solving the problem the components of the
states of displacement, strain and stress in the medium can be obtained from Eqs (2.4) - (2.7).
The constraint reactions, which can characterise the accuracy of the one-dimensional
model [4] may be obtained from Egs (2.1), (2.2). Using Eqgs (2.4), (2.8), (2.9), (2.12) the
displacements and rotations of structural nodes as well as the forces, couples and torques
in the cross-sections of bars can be determined.

4, Cylindrical grid

A surface-type grid designed on a cylindrical surface and made of the two families

of prismatic bars which represent a regular and dense axially-circumferential lattice will
be considered in this section (see Fig. 1).

Lo ML e o
¥y e
‘ g
/ [-"I
In this case
(4.1) f=t1=ti=—ty=1, t=1t=tG=1t=0.

Using Eqs (4.1), (2.8), (2.10), (2.11) the governing relations of the cylindrical grid can
be obtained easily.

Let us take into account the following form of the constraint equations (2.4) (see
Fig. 1) :
2, = w, + R(O,sinu—B;cos ),

. i .-
v, = —wzsma+w3cosa+R[@1+slcos2a—5»(ez—s3)sm2a],

v = —Ww,C08%—wssina— R(x,sin20+ %,co82o+ x5 sin2a),

4.2
(2 Dy = @1—@+£10032a——:,12— Esin2o,

=
I

—@,sina+0O;cos o — R(¢, sin 2+ x, cos?a + %5 sin %),

; R 1
9 = —Gzcosa+03sma——-§— [7~+%1 cos2o— —Z—(xz—x3)sin2a] )
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where p” = [w, ws, ..., A] are the generalized displacements, which are unknown func-
tions the argument #' = x (1> = «), while ] = [w,] is the parameter of extension,
pT = [wy, O3] and % = [w;, O,] the bending parameters, y; = [O,, @, 4] the parame-
ters of torsion, wi = [e,, ;, »,] the parameters of homogeneous shape deformation
of the cross-section x = const, y§ = [e,, €3, %2, %3, £] the parameters of homogeneous
linear deformation of this cross-section. Tt is assumed that the cross-section of the struc-
ture is subjected to a rigid displacement and rotation defined by displacements w; and
rotations @; and to a homogeneous deformation in its plane described by ¢;(i = 1, 2, 3).
The remaining parameters describe the “free” rotations #,, # [3]. The conditions v, = 0,
y12—7y21 = 0lead to the classical of the Kirchhoff-Love’s theory of shells with-continuous
structure and to the Bernoulli-Timoshenko’s flat cross-section hipotheses with adequate
constraints imposed on parameters &,,05, 0, A, (,, £, %, %3, %3.
Applying the procedure described in Sec. 3 we obtain a system of equations

(43) L¥+F. =0, xe(x,%); ¥ =G,lub¥ =%, x=x,,

with the matrices of the ordinary differential operators L, and &, with derivatives at most
of the second and first order, respectively, and with the rigidity dependent coefficients
Ra, Ry, ..., Sy (see (2.13).

Egs (4.3) for k = 1, 4, 6 are reduced to exact equations of the rotationally-symmetrical
extension, torsion and bending [5], for k = 2,3 are the equations describing bending
of a Timoshenko-type beam. If k = 6 then equations are separated into two system

(4.49) Lsy¥Psu+Feu =0

for the unknown functions

(4.5) YI, = [e2+es5, %2+ %3], vi, = [e2—e;5, %, — 23, &].
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‘Peswome

YPABHEHISI OJHOPA3SMEPHO! CIUIOIIHOM MOIENM CETYATBIX
TTOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKIIHIA

B pannoit paGote BbiBeAeHbl YPABHEHHA ONHOPA3MEPHOIl M CIUIOIIHON MORENM NMIIOTHBIX M Peryifap-
HBIX CCTUATBIX MOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKIMil. DTH YPABHEHUS MOJNYUYEHO, NPHMEHAA HIEW KOHTMHYYM
C BHYTPCHHMMH CDA3SAMH M YPaBHEHHsA BOJIOKHHCTOil MOBEPXHOCTHOIl cpemnt Tuma Koccepar. Paccmor-
PEHO ClyJail CTATHKH IO JIMHEHHON TEOPHH, MHTErPHPOBAHHBLIE CBA3M KHHEMATHYECKOrO THUTIA U CTEp-
YKHEBBIE KOHCTPYKUMH. PacCMOTPEHO Taroie NPHMEP LMITHHAPHYECKONR CHCTeMBI THIIA POCTBEpPKA.



MODEL OF LATTICE STRUCTURES 145

Streszczenie
JEDNOWYMIAROWY MODEL CIAGLY SIATKOWYCH DZWIGAROW POWIERZCHNIOWYCH.

Przedmiotem referatu sa rownania jednowymiarowego modelu ciaglego sprgzystych siatkowych
dzwigarébw powierzchniowych o gestej regularnej siatce elementéw. Rownania te uzyskano stosujac kon-
cepcj¢ kontinuum z wigzami wewnetrznymi do roéwnan powierzchniowego o$rodka wldknistego typu
Cosseratdéw, bedacego ciaglym dwuwymiarowym modelem dZwigara. W komunikacie ograniczono roz-
wazania do przypadku statyki, teorii liniowej, idealnych wigzéw calkowalnych typu kinematycznego dla
konstrukcji o powierzehni podstawowej w postaci jednoparametrowej rodziny konturéw. Przykladowo
rozpatrzono ruszt cylindryczny.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 5 stycznia 1983 roku
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ON LINEAR THEORY OF ANISOTROPIC SHELLS OF MODERATE THICKNESS
ZENON RYCHTER

Politechnika Warszawska

1. Introduction

The classical theory of thin elastic shells often referred as the Kirchhoff-Love (KL)
theory may be unsatisfactory in some problems of practical importance such as mode-
rately thick shells, shells with short wave length of the deformation pattern of the middle
surface, shells with a high degree of anisotropy, etc. In this paper, limited to the statics
of shells, such problems are considered within the framework of a theory engaging six
unknown kinematical parameters defined on the midsurface. The theory called in the
sequel the six parameter (SP) theory is based on the assumption of linear distribution of
the displacement vector across the thickness, previously used in [l - 4]. To a similar theory
lead the supposition that the deformation in a vicinity of the middle surface is homooenou:
{5] and the concept of a Cosserat surface [6]. In the present paper the basic equatlons of
SP are derived from the equations of three-dimensional elasticity via variational approach.
Then the range of applicability and the accuracy of SP are investigated by evaluation
of the strain cnergy density. Since SP proves not to be generally consistent with respect
to the strain energy approximation it may only be useful in specific problems or in a limited
region of a shell. As an illustration to this conclusion a numerical example is given con-

cerning the rotationally-symmetric bending of an isotropic circular cylindrical shell loaded
by an abruptly changing normal pressure.

2. Basic equations

Let us consider a shcll of constant thickness 4 parametrized by usual normal coordinate
system {x*} = {x% x3 = z) with the z axis pémendicular to the middle surface coordinate
lines {x*} = {x!, »*}. In above and in the sequel the Latin and the Greek indices range
over the integers {1, 2,3} and {1, 2}, respectively. Components of tensors related to
the local basis on the middle surface (z = 0) and on an arbitrary surfacg (z = const.)
are accordingly distinguished by the indices {i,j, k, 1, p,q; «, B, 4,1} and {a,b,¢,d;
®, 9}. Indices preceded by a comma and by a vertical stroke denote partial and surface
covariant derivatives in the middle surface metrix. The Kronecker symbols are denoted
by &%, of, etc., bf stands for the mixed components of the second metric tensor of the
midsurface, # and K are the mean and Gaussian curvatures of that surface. The translators
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ul, ué we define as composed of the above listed midsurface tensors

)l wy = 526D, pg = (1) SRLO+2(bf~2H D)),
2.1) wp=1, ps=pl=0, p=I1-2zH+z°K.

The basic equations of SP can be easily derived from the three-dimensional equations
of elasticity. Starting from the HU-WasHizU [7] variational theorem one only has to assume
a distribution of the displacement U;(x*) and the deformation e, (x*) across the shell
thickness. Let us adopt for these quantities the following power series expansions

Ui(x*) = wi+zf,+2°6,+ ...,
2.2) 2e,,(x*) = (u5 ‘55+#353)(7aa+3%aﬁ+{2.14aﬂ+ )5
2e55(x*) = Op(ysatzitsatZipaat ),  €33(¥*) = 33 +z¥x33+ ...,

involving six generalized middle surface displacements w; and fi and thirteen middle
surface and its vicinity Strains Yus, %us, Ya«»> #3« 20d ya3; the underlined terms in (2.2)
should be omitted throughout as far as SP is concerned.

Introduction of the hypotheses (2.2) into the three-dimensional Hu-Washizu functional
[7] results in the following two-dimensional Hu-Washizu functional of SP

J = f {—Nijyjt—lwaj”ja+(]/2)oBijk‘7117kt+xBijka7U”ka

+(1 /2)2Balﬁj2at Xpjy +Nﬂa(Wa;f3 = baﬁ w3)+ Naa(ﬂa T Wi o+ bi wy)

(2.3 : .
) +N*36,+ Mﬂa(ﬂa!ﬂ _baﬂﬂs) +A’1a3ﬂ3,a_‘1'wl —m'B,}dr

i . iy - . . * ; *
—~ | NSt MEBds — | IN*(wi—w)+ M (B~ B)lrads,
ér &t
defined on the middle surface = with the edge o r and », — the outward unit vector normal
to J r; the starred quantities are prescribed on 9 r. Appearing in (2.3) the stress resultants

N and couples M, the stiffness tensors ,B¥* and the reduced loadings ¢f and m’ are
defined as follows

+h12

(2.4) {NV, MU} = f uo® 8l {l, z}dz,
—-hj2
+hi2 A !
(2 5) nBijkl = Cipkq(sé' (5,', J ,u,u;,uz?-'"dl', nBaﬁi.s S "8333“ i 0’
! 7))
"Bijkl =t "Bkh’f’ n=20,1, 2
+ k2

Y59 @om'y = [ puiFe{l,z}dz+[upio™ {1, 2 )12,

- hi2

where g**(x*) is the stress tensor, C'?*4(x%) the elasticity tensor valid for shells having
symmetry of elastic properties relative to the surfaces z = const. (e.g. orthotropic shejls),
Fe(x¥) denotes the density of the mass forces.
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By requiring the functional (2.3) to be stationary under arbitrary variations of wy,
Bis Vijs #iws N¥ and M one obtains the basic equations of SP, to wit:
the geometric egs.
Vap = Waip—DbugW3, Va3 = Butwa,u+biw;, i3 =P,

%ap = Bup—bupBss  #u3 = P3.a
the equations of equilibrum

Nﬁ“,ﬂ-—bj'{N"S-l-q“ == 0, ] N“3|a+baﬂNﬁa+q3 = 0?
Meal-p_Na3+ma = 0, Ma3;¢+b¢pMﬂ“—N33+m3 =0,

the constitutive egs.

2.7)

(2.8)

Nﬁa o OBaﬂlnyh]'i'lBaﬂb]Hh]'*' OBaﬁ33y35 ’
MP* = | By, 4 ) B3, + | B33y,

N3 = oBaslayM _}_IBm:U.:i%;(3 ; M* = 1Ba313}’1+ 230:3).3%13 )
N33 = 033333733+oBaﬂ33}’aﬂ+lB“p33”aﬂ

and the natural boundary conditions

2.9

* g * * %*
(210) Nal'Va =5 Naiva, M®y, = M%»,, Wy = Wy, Bi= Bi.

Six equations of equilibrum (2.8) can be readily expressed in terms of six generalized
displacements w; and f; by subsequent usage of (2.9) and (2.7). The total order of the
resulting differential equations amounts twelve in accordance with the number of boundary
conditions (2.10).

Having solved the two-dimensional equations (2.7) - (2.10) one may seek an appro-
ximation to the exact distributions of the displacement and stress across the shell thickness.
This problem cannot, of course, be answered uniquely. For example, displacements can
be calculated from our original hypothesis (2.2),. This linear distribution is undoubtely
the simplest possible but as shown in [8] not the most adequate. It is natural, that the
stress distribution should from practical point of view be similar to that occuring in rods
and plates. Furthermore, it ought to satisfy [6] the definition (2.4) of the stress resultants
and couples, and the static boundary conditions at the shell faces z = +//2. The following -
distributions

pob ko (x*) = NP jh+ (122 /h3) MP,
po%a?3(x*) = (N*33/2h+M**30z/h*) [I — (2z/h)?]

— (1/4) {67383 (1 + 322 /h) — 3(2z k) — 522 /h)’]
+ 10?3821 = 3(2z/h) = 3(2z/h)* + 5(2z/h)*]},
1o (¥ = (3/2h) [1 — QRz/h)2IN>3 — (1/4) {12 6*°[1 — 32z /h) — 3(2z/h) + (22 /h)*]
+ 2 033 [1 +3(2z/h) —3(2z/h)? — (2z/h)*]},

possess the expected propertics, where

(2.11)

+ + +
¢ = u(z = hJ2), = 1(z = —h/2), " ="z =h/2),
@212) w= p / ]
0“

3= 0%z = —h[2).

3 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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Expressions similar to (2.11) were proposed in [6, 9, 10]. They, however, violate some
of the requirements mentioned above.

For completness of our derivation the integrals (2.5), should be calculated. We omit
here this simple procedure (see e.g. [13]) assuming only that all the terms up to the order
h/R are preserved in the resulting formulae, which is important in the case of not-so-thin
shells.

3. Evaluation of the strain energy

In order to establish whether SP furnishes a consistent approximation to the three-
-dimensional elasticity we shall examine the strain energy density integrated with respect
to the thickness coordinate z. Such a global evaluation of the strain energy has been pro-
posed by KoITER [11] who proved the Kirchhoff-Love type theory to form the first appro-
ximation, and then used by PIETRASZKIEWICZ [4] for construction of an energy functional
of the second approximation. For the purpose of the present analysis let us consider the
following twodimensional strain energy expression

'—\—" = (l/2)0Baﬁbl‘}’aﬁ‘y}.q+IBGWJ}‘}’OL[?Z).:]'*'(1/2)2Ba{uqza.’}zi.n+(1/2)0Ba3n3)’a3 ‘,V1)3
3.1) +1B% Y3 9,5 + (1/2)2B¥3 30,3 2,3 4 (1/2)0 B>**3y 33733
+ oBaﬂH}’aﬁ)’ss + 2Bama”ab”33 Bit 2B°‘ﬂ’.'"}’aﬁ!‘in RS
where the underlined error terms should be neglected as for as SP is concerned.

The evaluation of (3.1) we start from observing, that for shells having symmetry of
elastic properties with respect to the surfaces z = const. (which was assumed in deriving
(2.3) and (3.1)) two groups of elastic moduli can be distinguished (e.g. {G, E, v} and
{G’, E',v'}), where the non-primed and the primed quantities are accordingly related to
the planes tangential and normal to the surfaces z = const, G denotes the shear modulus,
E stands for the Young modulus and » — the Poisson number. For a transversely

isotropic material with its axis of isotropy coinciding with the z axis of the shell the com-
ponents of the elasticity tensor C*/* (see e.g. [12]) have the following estimates

(3.2) C¥ ~ G'~'E, C¥3 G, CHME~E, CPR G,

shoving that only four elastic moduli (e.g. G, G, E’, ¥’) are of conscqﬁence in our appro-
ximate analysis (at this level of generality the estimates (3.2) remain valid for orthotropic
shells).

Before estimating the strains occuring in (3.1) let us define a dimensionless coefficient &
(33) Yeap. "~ (Shza,‘la Y3z ~ 61’”33) 67’0(3 o~ hza.}a
allowing for the specification of the bending theory § ~ 1, the membrane theory 6 > 1
and the inextensional bending theory ¢ < 1. Defining by y ~ y,, a typical value of the
shell deformation the strain components can be estimated as below r
Yap ~ Vs Y3z ~ (" +E)NG/EV Yy Va3 ~AG/G) (WD),

hugg ~ [h/R+(G/G)Y(h/L)* + (' + D) (G/ENH*]y,
where R is the typical radius of curvature of the middle surface, L — the characteristic
wavelength of the deformation pattern of that surface and ¢ — the small parameter, given

3.4
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as follows
(3.5) b~ 1/R, e~ ()L, &~ (/h/R+h/L)

The estimation (3.4); results from (2.8); and (2.9),,5 with the help of (2.5), (3.2), (3.4),
and (3.5). The relation (3.4), follows from (2.9)s with N33 ~ Ghy$#? — implied by (2.8)s.
Having (3.4),_ the estimation (3.4) can be deduced using the three-dimensional compa-
tibility equations as done in [11] for isotropic shells.

Introduction of (2.5), (3.2), (3.4) and (3.3) into (3.1) yields

X/(Ghy?) ~ L+(h/R)5~"+ 0=*+(G/G") (h/L)*6~% +
(3.6)  +(G/G")(h/L)*(h/R) 6~ +(GJG") (h]L)* + (v’ +92) (G[E") +v'(+' +9%)(G/E") +

which with the sequence of terms correspoding to that of (3.1) expresses an approximation
to the strain energy in terms of the nondimensional parameters: geometric i/R, h/L, 3, 6
and elastic G/G’, G/E’ and »'. Inspecting in (3.6) possible rates of the above listed para-
meters one can establish global energetical cosistency of shell theories. It turns out that
the KL theory forms (as well known [11]) within the relative error #* the first approxi-
mation in the case of bending of isotropic thin shells subjected to uniform loads; accor-
dingly the first and third term in (3.6) are of primary importance. The Reissner-Naghdi
(RN) theory [9] and the Timoshenko-type (T) theory [3] (each including the transverse
shear strain y,3) prove energetically consistent with regard to the inextensional bending
of thin anisotropic shells, with a large (G/G’ > 1) transversc shearing deformability;
here only the third and fourth term in (3.6) should be retained. The SP theory owing to
the absence in (3.6) of the two underlined terms cannot be consistent in general, i.e.
when the analysis is solely based on the rather rough parameters involved in (3.6). Yet in
some specific problems SP may, perhaps, yield a cosistent approximation to the strain
energy which conjecture, however, we are not able to prove rigorously. Instead of that
observe that an inconsistent theory can still be expected to furnish with a desired accuracy
selected components of the stress and displacement. We shall elaborate on that point
of view and show by a physical argument and ensuing numerical example that SP compa-
red with more elementary theories (e.g. RN, T, KL) offers a distinctly improved appro-
ximation of the transverse shear o”* and normal o3 stress in certain shell regions such
as the vicinity of the load discontinuity.

To this end let us focus attention on the equation of equilibrium (2.8),, the transverse
shear couple M*3 (also called [1] the splitting force) and the transverse normal stress
resultant N33, Since in planes normal to the middle surface N33 does not occur and M*
is self-equilibrated (to be exact, M*? tends to be self-equilibrated as #/R approaches zero)
thus neither N33 nor M*® can affect significantly the global equilibrum of a shell element
cut out across the thickness. Therefore in passing from SP to the more elementary theories
which may be reached by the assumption M*3 = 0, the ensuing simplification of (2.8),
to the form

3.7 bug MP*— N334+ m3 = 0
and direct determination of N*2 from (3.7), one cannot expect a noticeable disturbation

3%
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of the global shell behaviour (characterized for example by the normal deflection of the
middle surface). Yet, as regards N>* and M** (and consequently the stresses o** and ¢%3)
the foregoing simplifications may obviously lead to a considerable change. In fact, it is
readily verified that all the elements in (2.8), have in general the same order of magnitude
(see [4]), with the M*®, contribution increasing in proportion with (1/8) and (1/L). Thus
in regions characterized by a large index (1/L) of variation of the deformation (such as
the vicinity of the load discontinuity) we cannot expect the theories (e.g. RN) utilising
(3.7) to approximate ¢** and o3 with sufficient accuracy, whereas SP using the exact
equation (2.8), seems here far more promising.

Return to the first underlined term in (3.6). In most elementary theories (e.g. KL,
RN, T) this term is implicitely taken into account by a simple algebraic elimination (see
[12, 13]) of the transverse normal strain e,3;. Such a procedure undoubtely improving
the strain energy approximation in those theories makes, however, the variational deri-
vation of SP extremely awkward and precludes the possibility of improved approximation
of o® and ¢3? because of destruction of the crucial equation (2.8),. Thus we omit the
relevant underlined term in (3.6) assuming that (»")*> <€ |, which holds for numerous
elastic media.

It should be stressed that the foregoing equations of SP and their analysis refer to the
interior shell problem, i.e. they lose their meaning in the boundary layer zone.

4, Numerical example

Let us consider (Fig. 1) an infinitely long circular cylindrical shell of constant thickness
h, the outer surface radius r, made from an isotropic material characterized by the Poisson
number » and the Young’s modulus E.

} x3=x 05— A-TA
Pt ‘ ¢ 1
i " TTIT e e = c ok 2
—2d— ‘ P \ R . = 5
: ; . . L = I RN SP
I o N 4\
AEEEE! fyifs W L 2004 00
R ] 10 ' -
: (E/pru;
Fig. | Fig. 3
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0'5_ lEL‘ S 0-5_ ST ]
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N
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The internal surface of the cylinder is subjected to a rotationally-symmetric band pressure
p spaced in the longitudinal direction with the period 2/ and having the band width 24.
The normal force N,, directed along the generator is assumed to vanish throughout the
shell and the longitudinal displacement U, to be zero in the plane x' = 0. The solution
of the relevant equations of SP can be readily found in terms of the Fourier series expan-
sions but we omit it here for the sake of brevity (the details are analogous to that given
in [14, 15]). Computations have been carried out with the following data: A/r = 0.3,
dil = 0.2, Ifr = 0.2 and » = 0.3 which describe a nonthin shell under a local load (d/h =
= 0.13). The results depicted in Fig. 2 - 6 (withdistributions EL, RN and KL taken from
[14]. where EL denotes the three-dimensional elasticity solution) evidently confirm our
expectations (sec. 3). To wit, in a vicinity (the cross-section A-A in Fig. 1, having the
coordinate x!'/l = 0.6) of the load discontinuity (having the coordinate x!'// = 0.8) SP
approximates the transverse shear (Fig. 5) and normal (Fig. 6) stress distinctly more accu-
rately than RN. At the same time, SP is only slightly more adequate than RN (or KL) in
the case of the displacements (Fig. 2 and 3) and the normal stress along the generator
(Fig. 4); the surprisingly poor approximation of the cross section rotation by RN (Fig. 3),
disclosed in [14], does not occur virtually [15], i.e. is caused by some errors in [14].
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Peszwme

O JIMHEMHOW TEOPUM AHM3OTPOITHBIX OBOJIOUEK CPEIHEN TONIMHBI

PaccmaTpuBaeTca B JmMHEHHOH NMOCTAHOBKE CTAaTHKA OTHOCHTENIBHO TOJICTHIX, YIIPYTIX, aHH30TPON-
HBIX 000JIOUEK MO AeHCTBHEM ObICTPOM3MEHSIOUIUXCS HArpy3oK. Bapnaunonnsie u auddepednuansanie
YPaBHEHHs ABYMEDHOI TeopHM 000JIOUEK BbIBEACHBI H3 TPEXMEDHBIX YDaBHEHHIl yIIPYLOCTU HA OCHOBE
NPEAROJIOMCHUA O JINHEHHOM pacipeesIleHHH BEKTOPA IepemMelieHuid no Tonumne odonouku. Hecnemo-
BaHa TOYHOCTH AIMIPOKCHMALY YOPYroif SHEPruM I IIPHHATOM MOAEIM 000JIOUKH M OnpeaencHa of-
JIaCTh NPHMEHEHUs ypaBHeHuH aToit momenu. IaH npumep pacuera.

Streszczenie

O LINIOWEJ TEORII ANIZOTROPOWYCH POWLOK O SREDNIEJ GRUBOSCI

W pracy rozwazono statyczne zagadnienie wewnetrzne liniowej teorii niezbyt cienkich, sprezystych
powlok anizotropowych, poddanych szybkozmiennym obcigzeniom. Réwnania wariacyjne i rézniczkowe
teorii dwuwymiarowej wyprowadzono z réwnan teorii sprgzystosci na podstawie zalozenia liniowego
rozkladu wektora przemieszczenia na grubosci powloki. Zbadano dokladno$¢ aproksymacji energii spre-
zystej w przyjetym modelu powloki i okreslono zakres stosowalnoscei rownan tego modelu. Podano przy-
klad liczbowy.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 11 stycznia 1983 roku
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SHELL INSTABILITY ANALYSIS
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1. Introduction

Problems of the elastic instability analysis for thin shell structurss are highly complex
due to the nonlinear character of the actual buckling mechanism. In general, the insta-
bility investigation of such structures may include the solution of ths problem of equi-
librium bifurcation, and a nonlincar analysis based on tracing the nonlinear load-displa-
cement path and determining singular points of load-displacement bzhavior see ([l],
[2], [3])- The basic problem in the instability investigation of thin shells, therefore, lies
in a determination of critical loads related to such points (bifurcation, limit point or the
other points of decrease in stiffness). An approach to the resolution of the above-cited
problems can be based on the finite element method.

The different levels of a nonlinearity can be considered for thin shell instability analysis.
It leads to different numerical problems. A hierarchy of nonlincarity was made clear by
MALLETT and MARCAL [4]. The objective of this paper, therefore, is not an extension of
the finite element approach to the analysis of all the above-cited problems, but the attention
is focused on the formulation of matrices appropriate to instability investigation of stif-
fened cylindrical shell, using for this purpose a ribbed curved element. Fundamental
governing relations to be derived are in the class of geometrically nonlinear formulation.
Then, the clement is verified by comparing numerical results for the linear, stable analysis
to the alternative solution for the same problem. The relevant matrices of the finite element
model appropriate to the linear stability analysis are given by the explicit definition [3].
Herein, computational procedures are not developed for the nonlinear analysis. The
explicit numerical procedures to be outlined are in the class of “linear bifurcational sta-
bility” formulation. The fundamental concept of the element model is, that a set of discrete
stiffenings (stringers and rings) is consideraed in the element stiffness connections. The
approach based upon the introduction of the stiffenings from within the finite element
model is restricted to the thin and flexible ribs referred to as the second order stiffenings.
Assuming that the real structure will be stiffencd with large number of such ribs the local
buckling is not taken into account. The number of the element ribs may be chosen arbi-

trarily. The ribs eccentricity is taken into account. Attention is restricted to linearly elastic
material behavior.
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2. Element geometry and displacement functions

A description of the element geometry is given in Fig. 1. The element consists of thin
cylindrical panel and a set of thin flexible ribs. The radius of curvature (R) and thickness
(t) are constant. The element nodes are corner points numered from 1 to 4 as in Fig. 1
Let &, n represent a set of orthogonal curvilinear coordinates for the mid-surface and ¢
the normal coordinate. The coordinates are defined as follows:

.1y f=2 A= L=z,

where
x — length along the axial direction,
s — arc length along the parametric line 7,
z — length along the normal direction.

Fig. 1. Element Geometry

As the chosen nodal displacements we take the mid-surface translations u, ¢, w in the

R aw dw  *w
£, n, ¢ directions and parameters B 7’7_’ 7&:/; Therefore, the total number of element

degrees of freedom is 24. The displacement functions representing the element behavior
are assumed in the form: '
U= o+ 0y &+ azn+ oy fn+agsing —a;o(cosn—cos o),
v = —as(l —cosncosBo)+ ogEcosn+ oy n+og&n—oyo€sinyg +ay, cosn+ oesing,
(2.2) w = agcosn+ayoécosn+aysing+ oy E2F oy byt n?+ a5 83
+ 06820+ 076N+ 018 NP+ A0 83+ 00 E297 + o2 1P + 05§39
+ o3 203 + 05, E303 + assinncos B+ as £siny.
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Similar functions was previously used by CANTIN and CLOUGH [6] to the linear static
analysis of a thin cylindrical shell. The element is nonconforming since the employed
displacement functions (2.2) do not satisfy required convergence conditions. ZIENKIEWICZ
and CHEUNG [7] summarized conditions to be met by displacement function chosen in
the representation of element behavior for the purpose of matrix displacement analyses.
Reference [6] examines the violation of the above-mentioned conditions with the reference
to a thin cylindrical shell element and, through numerical evaluation, conclude that such
functions exhibit convergence for the linear case.

References [8], [9] conduct a similar study. GALLAGHER [1] concludes, that the finite ele-
ment method, when based on variational principles, requires interelement continuity of
derivatives up to one order lower than it appears in the associated functional, or energy.
With a reference to the strain displacement relationships the highest derivative to appear
in the nonlinear terms is the first. Thus, since the linear terms consist of the second order
derivatives, this opens up the possibility of using the same or simplified field for the non-
linear terms as compared to the field used for linear terms. Since functions (2.2) exhibit

convergence for the linear case, thus, there is no objection to application such field in
nonlinear case and stability analysis.

3. Governing nonlinear equations

Define u and p as the mid-surface translation and external force intensity matrices.
B, &, & as the strain matrices referred to cylindrical panel, stringers and rings, respectively,
and o, g;, o; as the stress matrices corrpesponding to ¢, &;, gj, expressed by

u= [uow]", p= [pp,p]J",

(3.1) e = [&f & €i,]", & = [3c103c12]'r, g = [0&5 3:12]1',

i) 6 = [of 0":20;12]7‘; G = [O'cloo'clz]Ta 6, = [00% ’fiz]'r,
el LS00 T W B ) N T

where

n -—total number of element stringers,
m — total number of element rings,
€i. & — extensional strains in &, directions,
&9, -— shear strain.
The stress components are shown in Fig. 2.
Let v be the strain energy per unit area of the middle surface, expressed by

m

n
3 . m
(3.2) v=Votr D Vit DV,
i=1 i=1
where

Vo — cylindrical panel strain energy density,
V; — stringer strain energy density,
V;— ring strain energy density.
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Fig. 2. Stress Components

The governing eguilibrium equations are obtained by applying the Principle of Virtua
Displacements which requires

i

(3.3) [oVodd+ D [ svida+ Y [ ov,dd, = Af SupdA,
A i=1 4, i=14,

and has to be satisfied for an arbitrary admissible variation du. The formulae for the strain
energy density can be written as follows

1 : . 1 2R
G4 Vo = 7[ s"a(l +%) d¢, V,‘ = f sJ,-To'j_ (l +-;2—) dg .
¢ ¢

The derived nonlinear strain — displacement relationships constitute a generalization
of those due to NovozHiLov [10]:

4012 02
1 du 1 (ow) .1 ad°w

BPE e Tae e iR
Y7 R 0 T 2R2\ & R> g2
1 éo w | 1 [éw) 1 [&w o
3'5) ‘FL; — 7-: i 2 AL — p2 |\ .2 ¢ .)7
( ° R &y + R 2R? ( (-q) 7 R2 (r?or an
X 1 o = I du . 1w éw | 2 ( a*w ('771)
& i e = ¥ i — =rn L\ "2" hne n - ™ .
27 R A TR &y  R* & Iy R\ okgn  ak

After restricting our attention to the linearly clastic material behavior, the dependence
of stress upon strain is assumed to be governed by

(3.6) o= D(e—¢°%, a; =E(e—¢l). a;,=Efe—¢g),
in which &°, &f. &) contain the initial strains. The rigidity matrices are delined as foliows

Sl w0y I 0 0

E | 0 0! 0
(37) D =— 2 El b - Ei
I —» 00 li=% i ilo o Joo

I 2 2(1+»)

where

E, E;, E; — elastic modulus of cylindrical panel and ribs, respectively
».»;,»; — Poisson’s ratios of panel and ribs.
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It is convenient to segregate the nonlinear terms in the expression for strains, thus, the
strain matrices &, &, & can be written as follows

{3.8) e=e+e+lk, & = e+e€+ik,
J f J ]

in which e, ¢;, ¢; contain the linear terms of stretching deformations, e, €;, €; contain
the nonlinear terms and k, k;, k; contain the curvature changes. Substituting for u we

obtain from Eq. (2.2)
(3.9) u= Aa, 7
where A contains prescribed functions of the local coordinates and « contains unknown

parameters «;. Substituting this relation into Eq. (3.8) we are able to express the relevant
matrices in the following form

¢= Ba, e = Ba,
4 4

(3.10) ' "e=Ha, € =H,a,
. j J

J

k= Ga, ki= G,-a.
J

J

Note that H, H;, H; depend on « whereas B, B;, B;, G, G;. G; are independent of a.
The relevant variations are

de = Boa de, = B, da
J 1
(3.11) oe = 2Hoa ¢, = 2H, oa
4 4
ok

Goa ok, = G, da
J

J

ou = Ada

Substituting Egs. (3.10) and (3.11) into Eq. (3.3) and integrating over the element we
obtain

(3.12) da(k,a+P2) = daTP,.

Eq. (3.12) must be satisfied for an arbitrary admissible da. the equality of coefficients, -
therefore, leads to the equilibrium equations

(313) -L:ua-l_};l? - PIH

where k, is the nonlinear stiffness matrix. The matrices P°, and P, depend on the initial
and external loadings, respectively. The above matrices are given explicit definitions in
dissertation [5]. It remains to express the element parameters, &, in terms of the nodal
displacement. Define u; as the displacement matrix for node ..I':

ow' éw 2w |
3.14 = ? — e
G.14) u [u YW & &‘5(’)7;] 3

D= | =2 A

Let U denote the matrix containing the nodal displacement matrices ; listed in a prescri-
bed order ¥

(3.15) U= [u,uusu,]".
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Substituting Eq. (3.9) into the foregoing expression leads to the relation defining tran-
sformation matrix C

(3.16) U= Ca,
Performing this transformation on Eq. (3.12) we obtain
3.17 k,U+P? = P,
where '

Ry = {C-WRAL, | P) = (CTVPY;, P, ={(CYE,.
The system of equations for the complete structure can be obtained in the known manner

(see [11]). Defining r as the system nodal displacement matrix while RY, R, 5 the initial
and external loading matrices, respectively, we can express the total system equations

(3.18) Kr+R] = R,,

where K, is the total nonlinear stiffness matrix.

4. Generation of tangent stiffness matrix

Herein, the definition of tangent stiffness matrix is obtained by applying the Trefftz
criterion ([12], [13]). A necessary and sufficient condition for the stability of the prebuckled
state is the existence of some nonvanishing but infinitesimally close perturbed configu-
ration in which the energy increment is always non-negative. The critical point may be
characterized by a positive, semidefinite, second variation of the potential energy. Thus.
at the critical load there exist nonzero virtual displacements for which the second variation
in the total potential energy vanishes. The total potential energy may be expressed as
follows

(4.1 = V+Q

where V is the strain energy and £ is the potential energy of the external load. If the exter-
nal loading is considered to be independent of the displacements, 3277 reduced to 32F
and Trefftz criterion may be written as 82V > 0. Thus, the attention is turned here to
the formulation of the second variation of this portion of the potential energy. According
to Egs. (3.2) and (3.3) the second variation of ,,V’’ can be expressed as

n m

4.2) 02V = ’ 0%V dA+ E [ (>2V,-d.4,+2 f 0*V,dA;,

A i=1 A, j=1 4;
Expanding the right-hand side od Eg. (4.2) we obtain
(4.3 82V = daTkpda.
where k. is the element tangent stiffness matrix. The expression for k+ takes the form
(4.4) ky = k+k,+k,

where & is the linear stiffness matrix, l_c-c, is refered to as the initial stress matrix and ’-(-,
1s the matrix of large deformations. The matrices are given explicit definitions in disser-
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tation [5]. Applying the transformation (3.16) to Eq. (4.3) we obtain

(4.5) 82V = oUTkroU.

Therefore, the element tangent stiffness matrix k; takes theform

(4.6) kr = (C-YTkC-4,

the total tangent stiffness matrix for complete structure can be obtained in a known manner
(4.7) Kr = ) alksa,.

4

where a, is a Boolean matrix and ,,g” element number. According to Eq. (4.4) the total
tangent stiffness matrix takes the form

(4.8_) KT = K+K6+Kl

S. Calculation of bifurcation state

Herein, the previously outlined finite element formulation is applied to the linearized
analysis of a bifurcation state of the shell. Since the external loading is considered to be
independent of the displacement, the application of the Trefftz criterion to the complete
structure leads to the relation 62V > 0 where ,,V¢” is the total strain cnergy of the system.
The second variation of the total strain energy may be expressed as follows

(5.1) 8V, = ¢TKyor.

In the linearized stability analysis, the prebuckled geometry corresponds to the undefor-
med (initial) geometry. This assumption is introduced by disregarding the second order
nonlinear terms, therefore, the matrix K is neglected. The total tangent stiffness matrix
reduces to

(52) " KT = K+ I(’;

where K is the linear stiffness matrix and K, dépends on the applied loading. If the
distribution of internal forces in the structure does not change along the fundamental
path the matrix K, may be assumed to vary linearly with the load level. If the loading
R, is arbitrary, first we obtain the linear solution r, and then we generate K,. When

the loading can be specified in terms of a single parameter, say A. then K, can be written
as

(53) Kx(r) = )'Kn(rﬂ)~
moreover
(5.9) K; = K+ 2K,(r,).

According to Egs. (5.1) and (5.4) the bifurcation problem can be interpreted as a genera-
lized eigenvalue problem, expressed by

(5.5) Kor— 2K, 0r = 0

Many research efforts have been devoted to solve the foregoing problem (see [i4], [15].
[16]. [17]). Therefore, two independent computational procedures have been developed
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for this purpose. The first procedure represents application of the Householder-Cholesky
method, the second one, based upon Peters-Wilkinson approach may be reffered to as
the trial method. The basis of the trial method may be stated as follows:
“If the matrix K is positive definite then the number of eigenvalues of the problem
(5.5) smaller than the chosen trial value of parameter 4, say Ao, equals to the number
of negative diagonal elements of the top triangular matrix obtained from (K—
— 20K,) by the Gauss elimination” '
The number of negative diagonal elements displaying during the trial process enables-
sensible selection the succeeding values of parameter A, during the calculation. These
values can be introduced into computer storage simply via monitor. The trial process
advances iteratively until the desirable accuracy of solution is accomplished.

6. Numerical examples and accuracy comparisons

In this section the previously described element is verified by comparing numerical
results for the linear stability analysis to the alternative classical solution for the same
problem. The basis for appropriate computations are the computer programs created in
accordance with the methods applied to resolution of the eigenvalue problem. These
programs were coded in FORTRAN for the computers ODRA 1305 and ODRA 1325.
The explicit listings and a concise flow charts of these programs are given in dissertation
[5]. The first example considered was a simply supported along the longitudinal edges,

IS [7 /%*Jﬂ.’%,m;' 4
= 4%
20 E=20x1070;
\ v=03 e
18 25~
!
Ll e ST
| Pawe ATE X
P —Y A \V
S
unsfiffeped shell Vr
10 T \\.1 X T 'L ;
8 s H— -
_Stiffened she(f N | i
[ =SLUEREE O NG =
e = .
i e | L
A RN Tt T: =TS ’T‘i_-l-\”.\‘ 5.7757
o — 4 = = LSS NS
A |2.051532 | | T 2.1605
0 T T
, T T |
== 7 B 2 M & 0 ¥l 36 Number 0f nodes
4 6 8 0 12 14 6 8 X 22 Number of alements

“Fig. 3. Cylindrical panel under uniform normal pressure —
— Accuracy Vs, Grid Refinement
e — unstiffened panel,
A — panel stiffened by the three rings,
— — classical solution
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and free along the circular ends unstiffened cylindrical panel subjected to uniform normal
pressure. Fig. 3 shows a comparison of the finite-element solution with the classical solu-
tion [18]. The same cylindrical panel stiffened, by the three rings (see Fig. 3) was studied
next. Fig. 3 indicates a study of the convergence of the present method. The diagram shows
that the non-dimensional buckling load ,,A” converges guite rapidly. The difference bet-
ween the present result and classical solution is approximately 59, for 22 clements.

Number o,
24 27 eteinegnts f

>

1

|
EN
&
!
o
=~
S
b=y
LR

| 111877

Nl__108910 —

08— T T >t
b

06—

Q4

Fig. 4. Cylindrical panel under uniform compressive load —
— Accuracy Vs. Grid Refinement
® — present solution,
— — clasical solution

Figure 4 shows a simply supported on all four sides cylindrical panel under uniform
end compressive load pe. The non-dimensional buckling load is plotted against the number
of discrete elements. The result for employed class of the finite element mesh division is
compared with the classical Timoshenko’s solution [18]. In this case the difference bet-
ween the present result and those of Reference [18] is approximately 10%. The diagram
shows that the buckling factor ,.2” converges to value higher then those of Timoshenko,
however, a finer. in longitudinal direction, type of the grid can be used, giving more
accurate answer,

Another problem examined is the buckling of a set of stringers supported and loaded
as shown in Fig. 5. The results prove to be in close agrecment with the classical Euler’s
solution,

Fig. 6 indicates a study of the convergence of the present solution for the simply sup-
ported on all four sides cylindrical panel in the shear conditions. VoLmir [I19] has ana-
lyzed this problem using Galerkin's method. Volmir’s results are compared with results
of the present method. Ref. [19] predicts higher loads in comparison with “exact” solution.
whereas the present method gives lower buckling loads. The difference between the results
of foregoing solutions is approximately 8% for 24 elements.
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Fig. 6. Cylindrical panel in the shear conditions —
— Accuracy Vs. Grid Refinement
® — present solution,
A — Galerkin's method

Finally, a stiffened by 7 stringers and 5 rings cylindrical panel under uniform end
compressive load is considered (see Fig. 7). The panel is simply supported on all sides.
In the discrete element analysis, employing 24 elements the result obtained is 2 = 5.46066.
For this case the solution for Householder’s method was compared with the employed
trial method (see Ref. [20]). The results of the trial method prove to be in close agreement
with Householder’s solution also in the other cases examined [5].
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§=125

Fig. 7. Stiffened cylindrical panel under end compressive load

7. Conclusions

It is clear trom the outlined convergence study, that present method assures conver-
gence for the basic cases of loading. The convergence characteristics depend on these
cases of loading. Appropriate curves can converge from opposite directions. It arises from
the nature of the assumed displacement field. Namely, displacement function for the
normal translation ,,w’> satisfies the continuity condition, whereas the simpler functions
for the ..u” and ,,v"" components are assumed. It causes that the violations ol the conti-
nuity conditions for “in plane™ translations are present in the element representation.
It the normal translation is the dominant component in prebuckled state, the convergence
characteristics, therefore, converge from the top direction. On the other hand it the “in
plane™ translations are in prebuckled state the dominant components the convergence
occurs from the bottom direction. Ref. [5] gives more detailed convergence and accuracv
analysis. Fairly good agreement was observed between the results of applicd methods
of solution of the buckling eigenvalue problem in all examined cases. The trial methed
seems to be very effective in such a class of the eigenvalue problem. Finally, it should
be pointed out that discrepancies between the theoretically predicted classical bifurcation
buckling loads and test results are always expected for thin-shell structures. The reason
is that buckling of thin shells is very sensitive to initial imperfections. More accurate
results may be obtained by applying nonlinear stability analysis. The derived non!incar
terms enable an extension of the present formulation for investigation of the nonlinzar
instability effects of the stiffened cylindrical shells.

4 Mech, Teoret i Stos. 2—3/83
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Pesome

KOHEUHBIM 3JEMEHT B PACUETAX YCTOIUYMBOCTH PEBPHCTDLIX
HAJIVMHIPUYECKHX OBOJIOYEK

B pa60're NAPEACTABACHO MCMOJb30BAHIE METOJAA KOHCUHBLIX JJICMEHTOB B pacycTax yCTOﬁllHBOCTM

PEOPHCTBIX LHIHHAPHUECKHX obomouex. JIJist MCCIIENOBaHMA YCTOWUMBOCTH HCHOJIB3OBAH KpPHTEPHiA
TpeBua. AJropuTM NPHMEHAETCA B pacuere oblleil morepu ycroiiumBocti. B paGoTe nocrpoeHer He-
JIHHEHHBIE MAaTPHIBI KOHEUHOIO 3JIEMEHTA.
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Summary

. An extension of the finite element method to the analysis of bifurcation buckling of cylindrical stif-
fened shells is presented. A procedure for the formulation of the problem is based upon the Trefftz criterion.
The present formulation is applied to the prediction of general instabilities. Aspects of the element formula-
tion which pertain to geometrically nonlinear behavior are also described.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 stycznia 1983 roku
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THE ANALYSIS OF A VISCOELASTIC SHELL OF REVOLUTION PERIODICALLY
LOADED

PiotrR KONDERLA

Wroctaw

1. Introduction

The shell of revolution periodically loaded by mechanical forces or by the periodicaliy
forced displacement is analysed in the paper. The material of a shell is assumed to be
linear. The problem will be solved on the basis of the technical theory of thin shells [1].
Under assumption that the displacements and deformations are small the problem is
linear. It is also assumed that the loadings of the shell (mechanical and nonmechanical)
are described by the harmonic functions with the circular frequency w and are applied
in the duration of the sufficient length. It allows to assume that the motion of the construc-
tion is stationary, i.e. that the displacements and internal forces vary periodically with
the frequency w. It enables searching of the solution without explicit time function.

plxti=pxleit
l-p)

L= fofx)e™
Fig. 1

The set of curvilinear coordinates x = (£, %) (Fig. 1) is chosen in the middle surface
of the shell. For sifnplif ication it is assumed that all loads are in the same phase and that
the origin of the time axis is chosen so, that the phase angle is equal to zero. It does not
restrict the generality of considerations because the problem is linear and the principle
of superposition holds. For w = 0 the statical problem has been received.
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The solution of the problem has been obtained numerically by Finite Element Method

[2, 3]. The construction of the FEM algorithm for eight parameter conical elements are

given in the paper. The solution formulated in this way has been applied to the analysis
“of the rubber construction of the seal of rotational shafts.

7 2. Basic definitions and linear viscoelasticity equations

Let the syster;l of cylindrical coordinates X = (r, z, ) be introduced in the Euclidean
space. The middle surface of the shell immersed in this space occupies the region . The
‘curvilinear coordinates x = (&, n), interrelated with (r, z, %) by means of X' = [r(&), z(£), %),
parametrize the surface. The material of the shell is isotropic with mass density g, and
thickness distribution A(£).

All functions which describe the motion, deformations and stresses in the shell will
be described in terms of the physical coordinates of the two dimensional tensor fields on
the middle surface of the shell. Keeping in mind the applied method of the solution we
have assumed it in the form of vectors in the local set of coordinates (x, ).

The motion of the middle surface is described by the displacement vector

(N fGx, 1) = [u(x, 1), v(x, 1), w(x, D]".
Moreover, the concept of the generalized vector of displacement is introduced
2) Jex, 1) = [, 1), o(x, 1), w(x, 1), @5, 1), polx, OF,

where @i(x, t), @,(x, t) are angles of rotations of the material fibre normal to the mid-
surface.
The stresses and deformations in the shell are described by vectors

3 e(x, 1) = [exx, 1), &,(x, 1), p(x, ), we(x, 1), %,(x, 1), 2(x, DI,

©) o(x, t) = [ng(x, 1), n,(x, t), ng,(x, 1), me(x, t), m,(x, 1), meg,(x, H).°
Geometrical relations have the form, [2]

&) &(x, 1) = B[f(x, 0],

where 4]...] is the linear differential operator of geometrical relations for thin shells of
revolution. Stress-strain relations will be written down in the form of the Voltera equation,
3] ]

(6) o(x,t) = F*[e(x, 1)].

For » = const Eq. (6) can be rewritten in the form
. !
(7 o(x, ) = D& |ex, )= [ (-1 e(x, )dx]|.
0
where I'(t, v) = I'(t—17) is the relaxation speed function, while D(§) is the elasticity

matrix for the isotropic linear elastic body.
The equation of motion of the shell will be derived from the law of conservation of
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the energy. For isothermic problems we have

®) - K+U=L,
where: K is the power of the kinetic energy
) K= [ [fte, 01 o(®)f(x, 1)dd,
il
(10) 0(&) = diag[go, 00, 00, h*00/12, h*00/12],

U is the power of the internal energy

(11) U= [ [&x, Do, ndo,
9
and L is the power of the external forces

(12) L= [ [fte, O p(x, ndd.

]

3. The algorithm of FEM

Let the shell be divided into a number of the conical finite elements and the lines of
nodes coincide with the chosen parallels [2]. The nodal parameters in the node a(x = 1, 2)
are represented by the vector (Fig. 2)

(13) 3 (n, 1) = [, 1), 0820, 1). w(, 1), (5, H]T.

4z

Fig. 2

Taking into account the axial symmetry of the structure, we are to expand the nodal °
parameters into the Fourier series along the 7 variable. If the motion is an effect of the
periodical excitation with the frequency w, then

o0
S KO0 1) = D)y O = )OO+ e,
1=0 : i
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where y'(n) = diag [c, 51, ¢, ¢,

cosly {sinh/ for even loads
' T \sinly’ coslyy for odd loads’
8, :52‘— real part and imaginary part (respectively) of the displacement vector of the
a node. ‘
Displacements of e-element will be written down in the form
{15) FOMD, 1) = NepE) 800, 1) = ) NEE)y () dielr =
: {

PEIOIACOPEES
1l
where: x¢ = (£©, ) e 9©,
z'(n) = diag [e1, 51, a).

Table 1

1-¢ 0 | 0 0

Nio(®) = 0 ! e _ 0 ’ 0
0 ; 0 | —3E2 426 | LE-282489

' 0 0 0

= —_ — = - = — i

N2\ (§) = 0 ; £ 0 0

0 i 0 e —2g3 | L(—&+£%)

In Eq. (15) typical base functions were used, namely linear for displacements « and
v while cubic for the displacement w. The shape matrix N, is presented in Table 1. Here
and in what follows the summation convention holds. Similarly for the generalized vector
of displacements (2) we have

(16) FORO, 1) = Ngy 80, 1) = 3 N (80! () 94 =
1

b k| ]
== ; :’(7])]\7(‘:‘)(5(6)) Shergiot

Geometrical relations in accordance with (5) have the form
(17) EOX©® 1) = BfORD, D] = # [Z‘ :l(,,))‘,\r(o:,)(s(c)) Oltergier
]

= D) 2 BlaE@) doe,
I

where: z (n) = diag [¢, ¢;. 8, 1. €1, S1).
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B, (6?) — geometrical matrix is presented in Table 2.
After the conversion of Eq. (7) and substitution into Eq. (17) we have

(18) @ (x, 1)

I

D(f(e))[a(e)(x(e’, t)—ff(t—r) 24, r)dr] o
0

= D(&9) e (x®, ) (I +ily) =
= (L +il) D(E) N, v z! () B%, (&) 8ireir

where I', = 1- [ I'(z)coswzdz, I = f I'(z)sinwzdz.
0 0

The shell as an assemblage of elements e = 1, 2, ..., E occupies the region ¢ which
is different from the region 9. The total nodal parameters of the structure &} are related
to the local parameters of the element by the transformation

(19) SUO = QIS 8l = §l4id),
where

() E | =
(20) Qi — {l for e4a—1=j,

0 in the all remaining cases,

cosd® 0 sing®@ 0
0 1 0 0
—sing® 0 cos¢p® 0
GEL UL T

(21) Aoy —

Applying the transformation (19) to Eqgs. (15), (16), (17) and (18) we arrive at the
expressions describing the state of displacement, deformations and stresses at each point
of the region v in the form

E
Jx,t) = Z‘ \? 2 () NE QIO il = “-\,::l(,,])gvj(g)lj}eiwr’
ST ]

4

~ ! = .
‘(.f, I) - E —\_l _l(q)Nc& ,Qé“)é’ pi®l 2’ Zl(,,))j\rj(g) ,)j_clwl 3

¢ i ]

(22) gx,t) = }: Z 24 () BIZ, (@) R4 dleit = ZEI(,DBI,"('E) Sleit
e 1 7
(0, T Ao 1L ) y\ D(E“”) 21 () BIA(E9) QL@ dleit =
(F +l[) S D( )31(77)3”(550}6"‘"',

where x = (E 7) and & —is the coordinate which coincides with the generator of the
clement.

Substituting RHS of Egs. (22) into Eq. (8) and the performing simple conversions,
we obtain the equation of equilibrium of the structure in the form
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(23) (L. 4il) K8l —w*MYn6) = FY,
for 1 ="0001,72, = LI 190 S SNE L
where
k" = [ [2'(n) BYETIDE)Z () B"(E)dd,
0
(24) M = [ 2 M@ e@' ) N"E)dd,
9

Fli = _f [Z ()N (O] po(E, m)dd.

Comparing real and imaginary parté of Eq. (23) we obtain the conjugateYsystem of
equations with real roots
(Ichljn —,(UZM”")—S; _I’sKljné_:'

5]

I
|

(25)

N

_]"sKljng;I'_ (i”cKljn _w2Mljn) S—Zl lj,
for 1 =0,1,2,...;j=1,2,...,E+1.

Together with Eqgs. (25) the suitable displacement boundary conditions have to be
taken into account.

4, The numerical example

Forced vibrations of the shell of revolution being the model of the rubber construction
of the seal of rotational shafts (Fig. 3) is analysed. The linear viscoelastic body, for which
the velocity of relaxation function takes the form

(26) B =Ce A4y for t» D4
is assumed as the model of the material.

065cm |

e =

__ the axis of rolation _}_\1}_@

,Ll L

the axis of a shatt
Fig. 3
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The material constants were found on the basis of the laboratory tests: C = 0,236;
f =00l; « = 0,1; Youngs modulus of elasticity E = 9,4 MPa. The mass density of ma-
terial is equal to p, = 1250 kg/m?.

The forced displacements of the structure are given by its loading as a result of the
eccentric location of the axis of rotational shaft in the relation to the axis of rotation.
The motion -of the shaft can be decomposed into two simple harmonic motions in two
perpendicular directions, displaced in relation to each other by phase angle equal 7/2.
Dynamical thrusts of the seal lip on the shift are the most interesting values from the
point of view of applications. On Fig. 4 the plot of amplitudes of the unitary thrusts of
the seal lip as the function of angular velocity @ is given. The motion of the structure in
which different influences are taken into account has been analysed:

a) the motion of the structure in which the mass of the spring and the friction are neglec-

ted, (line 1 on Fig. 4),

b) the motion of the structure with the influence of the mass of the spring and without

the friction (line 2 on Fig. 4),

c) the motion of the structure with the influence of the mass of the spring and the friction

(line 3 on Fig. 4).

” p.IN/m]
aolf \:\
5 ]
.0 wlrd/s!
1000 Eooo-.\
_5 —_—— - e — | - =l E ]
| el Is— |

-15
Fig. 4

In each case the forced displacements of the nodal line in the place of contact of the
seal with the shaft are equal to wy(z, 1) = wjcoszne' for w} = 0,01 cm, in the direction
perpendicular to the axis of the shaft. It is assumed that the constraints in the place of
the contact are bilateral. The coefficient of friction u was taken equal to 0,1. Line 4 on
Fig. 4 shows unitary thrust as the result of the static axisymmetrical extension of the seal
lip by value w) = 0,01 cm.
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Peawme

AHAJIM3 BA3KO-YIIPYTONY OBOJIOUKU BPAIIEHHUS NEPHOIUYECKH HATPY)KEHHO!

B paGore apanuanpyiorcst 0GOJIOUKH BPAILECHHUSA IHKIHYCCKH HATPY’KEHHBbIE MEXaHHUECKOH HArpy:-
KOH WM LMKJIMYECKH BBIHY)KIEHHbIM NepeMmelneHueM. Mogesh MaTepuana 5TO TeJIO NMHEHHO BSI3NG-
yapyroe. IlpoGreMbl peIAlOTCS HCXOIS M3 YPaBHEHHIl TEXHHYECKOH TEOpMH TOHKHMX 0BOoNouex mo.r.-
3YACh METOAOM KOHEYHBIX 3NIeMeHTOB. [II MNIIOCTPauuH aHANM3UPYIOTCA BLIHYMKAEHHBIC KONCDaRrIix

00ONIOYKH BpALCHHUA COCTABRNSIONIEH MONETh KOHCTPYKLHH DEe3MHOBOIO YIJIOTHEHMS BPALAIONDINCE
BaJIOB. 5

Streszczenie

ANALIZA LEPKOSPREZYSTEJ POWLOKI OBROTOWEJ OBCIAZONEJ PERIODYCZNIE

W pracy analizowano powloke obrotowa obcigzona cyklicznie obcigzeniem mechanicznym lub cykiicz
nie wymuszonym przemieszczeniem. Modelem materialu jest ciato liniowo lepkosprezyste. Zagadnienic
rozwiazano w oparciu o zwigzki technicznej teorii powtok cienkich, postugujac si¢ metoda elemzntow

skonczonych. Jako ilustracje analizowano drgania wymuszone powloki obrotowej bedacej modelem
Konstrukcji gumowego uszczelnienia wirujagcych walow.

Praca zostala zleiona w Redakcji dnia 15 stycznia 1983 roku
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NUMERICAL ANALYSIS OF LARGE DEFLECTION BEHAVIOUR OF
ELASTIC-PLASTIC SHELLS OF REVOLUTION

MARIA RADWANSKA

Politechnika Krakowska

1. Introductory remarks and assumptions

Plastic deformations are admitted in many cases in order to exploit maximally the
load carrying capacity of structures. Collapse of thin shells often occurs as a result of
the instability before the farge yiclding zones are developed. This fact motivates the inte-
rest in analysis of the elastic-plastic behaviour of shell structures. A limit load of shells
at which the snap-through phenomenon occurs, is investigated. This kind of critical load
is typical for shallow ideal shells; in high shells such an instability occurs due to the initial
imperfections.

Analysis of the lost of stability in the sense of snap-through and the post-critical beha-
viour is possible only on the basis of nonlinear formulation. Simultaneous considerations
of the physical and geometrical nonlinearities complicate the problem, therefore the only
way to achieve a solution is the application of numerical methods. -

A number of papers on large deflections of elastic and efastic-plastic shells have been
written. With respect to elastic-plastic shells different methods were applied. The multi-
-segment method of numerical integration was used in [1], finite differences were explored
in 2] and finite element method was used in [3].

The presented paper is a generalization of the paper [4], where the shooting method
was applied to the ideal sandwich cross-section.. Comparing with the mentioned paper
[4] a modyfication of the algorithm and improved subroutines have been given.

The following assumptions have been introduced:

1. The shell is thin (Kirchhoff-Love hypotheses are valid); constant thichness and
ideal sandwich or full-walled cross-section, approximated by an equivalent multipoint
cross-section are assumed.

2. The displacement field is -rotationally symmetric.

3. The theory of small strains and large displacements is assumed.

4. The material of shall is isotropic, compressible, homogeneous, elastic-plastic of
a general type of strain-hardening (yield surface can translate and/ or extend at the same
time).

5. The load is quasi-static.

In the present paper the semi-inverse. method of numerical forward integration is
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applied for solving differential equations. This method (shooting- method) changes the
two-point boundary value problem (BVP) into an initial value problem (IVP).

Assuming rotational symmetry one can confine the considerations to a geometric
onc-dimensional problem with independent variable 4 measured along the meridian of
the shell (Fig. ta). Application of the plastic flow theory requires introduction of quasi.
~Linwe variable t. '

A-2/h,
1‘_\\* t 1 r=R
] = s
} = | o Pos
r . R
i 4=1,/F, &) . ; T Y3y rd
: ! m4=ﬁ1AW°qr) : 5 ,$_= z/R® l's =z /i
\ -z Fo=2d® Fozhf
apns: Bl Eifi) Wy e WFa/6
) X i b)
Fig. 1

From of a comprehensive numerical analysis only these examples will be mentioned
in which the upper and lower critical loads for shallow spherical caps with various boun-
diry conditions will be calculated.

2. Basic equations

Dimensionless quantities are used according to the notations in [4, 5]; components
of the state vector y are shown in Fig. la. _
Axisymmetric equilibrium state of elastic-plastic shell is described by the nonlinear

set of partial differential equations;

y, ‘=f(yvpa A..),

1 : ;
g d'= D@, )
and algebraic relations:

(D 7= h(w, %),

where the following vectors are used: the state vector y, the vector of generalized stresses
@ and generalized strains q:

(.‘) y ={u’v’¢)”1’t’ml}!

S
Q={n,ny,m,my}, @q=1{3,3,k,k}.
Additionally the vector displacement w and strains z are introduced:
(4) w={u’¢}’ z={32’k2}’

which are not related to each other by differential relations.
The basic set of equations consists of the equilibrium equations, the geometrical and
the physical relations. Detailed description of these equations for elastic-plastic shells
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of revolution is given in Appendix A2 in [5]. The initial boundary value problem must
be supplemented with appropriate boundary and initial conditions.

The set of equations is separated with respect to the spatial ( )’ = d( )/d4 and quasi-
-time derivatives ( )’ = d( )/dv. Incremental physical relations require inversion of
physical equations at each step of numerical integration at nodes/ =1, ..., L.

In elastic-plastic shells the main problem lies in calculation of generalized stresses by
numerical integration along the shell thickness. One of the possibilities to overcome diffi-
culties is the application of the numerical integration concentrating shell properties at
integration nodes. In this way we obtain full-walled cross-section, which will be called
multipoint cross-section. Application of the Simpson quadrature formulae can correspond
to the assumption of R-equally spaced points along thickness. As a special case we shell
consider an ideal sandwich cross-section, when R = 2.

The cross-section stiffness matrices in terms of the physical relations

(5 ":U = Dojkék+Dljk i kk’ ”"J == Dljk:;k+D2jk' ll'ka Jok=1,2,
assume the form
12 R
tef J5 A i
©6) Din= [ Eplldt = > Z.+ (Ey- )

—1/2 r=

—

are calculated by using quadrature formulae, taking into account a current state of stresses
and strains, history of the loading process and type of cross-section. :

Incremental physical relations, given in detail in [4, 5] are referred to a material with
the combined kinematic-isotropic strain hardening, where 4 and C stend for the coeffi-
cients of isotropic and kinematic strain-hardening. Thus, the equations enable us 1o describe
the instantaneous motion of the centre of the yield locus (the interaction curve F) as well
as the development of the locus. Let us assume that £y, are elements of the local stiffness
matrices, occurring in incremental physical equations. These matrices are definite at each
point of the shell under assumption of the plane stress state. Elements E;; can be compu-
ted on the ground of information on the type of process [4, 5].

3. Algorithm of the shooting method in elastic-plastic shells of revolution

Due to the separation of spatial ( )’ = 9/d2 and quasi-time ( )" = é/dr derivatives
in the basic cquations and to the approximation:

(7) Qm ~ (Qm_Qm—l)/Atnn q. ~ (qm—QIn—l)/Atm,

the two-point symmetric BVP of range r = 3 can be computed at each time z = 7,. For
the following values 7 > 7, we can find points on the path of equilibrium states in the
load-displacement space. As a quasi-time independent variable 7 one of the monotonically
increasing parameter of the BVP can be adopted. Dependence on the shape of the path,
the load parameter or one of the components of the input vector y, is applied as the
time 7.

5 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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The BVP can be solved iteratively using the shooting method by means of the multiple
numerical forward integration and choice of free initial values X, at point / = |, in order
to satisfy the boundary conditions Y at the other boundary point / = L, (X,, Y € R3).

The incremental formulation needs storing in the computer memory vector Q,,_, =
= 0% qm_, = q* and information about the history of the loading process (development
of elastic-plastic zones) for the whole structures.

With respect to the convergence and accuracy of the Newton-Raphson method as well
as the time consumption and computer storage the choice of spatial 44 and time A<z
steps is essential. In many numerical experiments the density of spatial step near the
shell ends is fixed. The step 47 is automatically computed on the basis of the criterion,
that the value of Odquist’s parameter increment is within defined limit at each point of
the structures [6, 7].

4. Inversion of physical equations

Considering elastic-plastic properties of the material the problem of inversion of
physical relations appears at each step of the numerical integration 4,/ =1, ..., L at
each time 7,, m = 1, ..., M. The knowledge of values n,, m,, 2,, k, at each point A,
results from the form the canonic set of equations. Appropriate procedure makes it pos-
sible to calculate the values of generalized strains 2,(n,, m,, 25, k;) and k,(n,, m,, 35, k,)
beside generalized stresses n,(g) and m,(q). Apart from the type of cross-section, material
properties, actual type or process should be taken into account in every quasi-time incre-
ment 47, Information stored in the computer memory concerning the values 23, k¥,
nt, m% permits to calculate suitable increments of these quantities.

The passage from increments of strains 3, léj(j = 1, 2) at a point of the mid-surface
to increments of strains (¢;), for each point r = 1, ..., R along the thickness is possible
under the assumption of Kirchhoff-Love hypotheses:

(8) Epr = 3,+K,6, &= 2/ho,  Le[—1/2,1/2].

In this way increments (/e;), are obtained, and thus the calculation of increments stresses
(ds;), is feasible. The local cross-section stiffness matrices require knowledge of the most
actual valg.%_s (E;;), for every point r = 1, ..., R. Unlike the sandwich in the full-walled
cross-section case we cannot easily pass from the increments of generalized quantities
{dn;, Am;, Aa;, Ak;} to the increments of stresses (4s;),. In the case of full-walled cross-
-section approximated by the multipoint section, the stresses cannot be analysed separately
for each point #, as it is possible for two layers of the sandwich cross-section. Only in
an ideal sandwich there is an immediate passage from increments of generalized stresses

An;, Am; to increments stresses 4s; in the particular layer (+, —):
Any = (Ast+4s7)[2,  ny = n;/(h°a,),
Amy = (Asf—Asp)[2,  my = m/(d*Ha,).

)

Values n,, m,; are known in the numerical integration nodes in the mid-surface on the
basis of the solution of the basic set of equations. Therefore in full-walled cross-section
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the increments of stresses (dsy),, ¥ = 1, ..., R, calculated iteratively, added to stresses
(s, stored in the computer memory must agree with values n, i m, in point 4;:

12 R
Ry = o [ (sT+ds)d = o b D Z(sF+ds),,
—1/2 r=1

(10)

12 R
iy = o (6]~ [ (st+4s)2dE = 0 [()2/6]- Y Zi(st+4s)),¢,.
—-1;2 r=1
Increments (/s;), sre computed currently for each point ¢, and 4; and they depend both
on the type of process and on attained yielding [4, 5].

For each point r along the shell thickness and for each node / of numerical integration
the following four cases must be considered:

i). If the elastic material properties at the point » are noted in the computer, the incre-
ment of the effective stress As; < 0 indicates, that the elastic process remains. This is
shown in Fig 2a, where the state for time 7%+ A7 is represented by the vector s} + As,
the end of which is at point P inside yield curve Fj. In this case only s/ and e}“ are cor-
rected, coordinates of centre of yield sufrace aJ and Odqvist’s parameter remain unchanged.

ii). The curve F, is crossed by the vector As, and the vector 4s, leads to point P
inside F,. Then an approximate procedure must be applied. It translates point P, into
P’ along the path of proportional loading and a further increment As” is calculated, as
for an active process (Fig. 2b).

s
S5 2
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4
P
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Lm o = ol o AS
~ // P -\ =
4 4 P'
\ e AspN
4 p -t4s'
2 / 5. st
/' O /,
| /
\ | 4
t - b)
\\___T/
57
//’ PN
// ASe IP‘
/ 0 1
/ 7 /F
I Qe / <
] 7
/
\ s
\\__’//
d)

Fig. 2
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iii). In the plastic zone an active process developes (Fig. 2¢). Quantities sj : ej ay, ey
are corrected.

iv). The passive process occurs in the initial plastic zone if 4s; < 0 (Fig. 2d).

If the yield curve F, is crossed at a single point ¢, in a cross-section, it must be brought
down again to the level of full cross-section. The same step A is divided into subincre-
ments to take into account at first the elastic and later the plastic properties at point r.

When the yield surface is crossed at several points, the most intensive point is looked
for. It determines the way of division A~ into subincrements. The number of iterations
grows up when in the second stage it occurs, that curve F is crossed at the next point or
simultaneously unloading can take place at another point » in the same cross-section.

If the boundary-value problem has been solved for time 7,, the information stored in
the computer is repesated for the next time 7,,;, = Tn+dTmy,.

5. Numerical analysis

The displacement field in a shell depends strongly on various parameters. Geometric
c<hell parameters, boundary conditions, material properties have to be taken into account.
A series of numerical examples for shells differing from one another in values of the men-
tioned parameters should be made with respect to the analysis of response of shells under
applied load in the elastic-plastic range. \

Elastic full-walled circular plate and spherical cap have been tested. A good agreement
with results published in [8] has benn obtained.

First series of calculation have been made for a shell with sandwich cross-section
considering essential simplifications in the subroutine containing inversion of physical
equations, The influence of various parameters is presented in Fig. 3, which demonstrates
different shape of the load-displacement curve.

Further examples serve as a comparison of the results obtained for sandwich (S)
and full-walled cross-section approximated by multipoint cross-section (F). Parameters
of shells with (S) and (F) cross-section have been suitably choosen in order to have an
equivalent extension and bending stiffness of shells in elastic range:

(1) FS=2d°=FF =0, JS=d(h?2=JF = (hF)*/12.
From the above relations the thickness of the face d¥ and the height hS can be calculated:
(12) d5 =hF2, I =h'y3.

For the gecometrical parameters and the boundary conditions described in Fig. 4.
the equilibrium path in the load-displacement space exhibits maximum, i.e. the limit
point with coordinates p,, z,. The load p, indicates the upper critical load opposite to
the lower load p,.

On the basis of the obtained results for the shells with sandwich and full-walled Cross-
-section (approximated by 3-, 5-, 7- points) it can be stated that instantaneous reducing
of the shell stiffness at point (p,, 7,) is the consequence of vanishing of the total elastic
cross-section. Passive processes appear between p, and p; loads. Secondary yielding zones
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have been developed in equilibrium states on the rising part of the path for every cross-
-section type. The Fig. 4 shows, that the cross-section type does not influence values of
the upper critical load p,. Considerable diversions in the shape of the p(z) curve begin
for deflections v & f (f— height of the shell). The lower critical load is found in the deflec-
tion interval /' < v < 2f. Values of p; are limited between p{* = 0.007 and p{® = 0.0115,
i.e. calculated for 3-point approximation of full-walled cross-section and ideal sand-
wich. The loads pf*’> and p{™ occur in interval [p{®, pf>’] and mutually differ slightly.

The spherical caps without a hole around the axis of symmetry are very sensitive to
changes of material, geometrical parameters, boundary conditions and the character of
loading. Fig. 5 shows that the value of the upper critical load p, and difference between
P and p; depend on changes of values of the meridian radius.

The load-displacement curve for shell 4 (Fig. 5) with R = 5 is supplemented with
the equilibrium path calculated for 2, 3, 7— point approximation of full-walled cross-
-section. The next diagram shows that the limit points are obtained for the same displa-
cement but there is a greater distance between p, loads in comparison with the cxample
from Fig. 6 (about 10%). The lower critical pressure occurs in shells with displacements
of the order of the shell height.

p'= P7(nFep)
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5. Final remarks

On the basis of the shooting method and the incremental approach the algorithm and
the computer program have been carried out. The program enables us to compute either
idealized sandwich shells or shells with a full-walled cross-section with different boundary
conditions.

The appropriate program has been written in FORTRAN-EXTENDED and imple-
mented on the CDC-Computer CYBER-72. The program is efficient since only CPU
memory is used, this shortens the computational time significantly.

Compared with the FEM the method applied in this program (semi-inverse method
of numerical forward integration) is especially suitable for analysis of axisymmetric pro-
blems.

Numerical examples verify the 5-point equivalent cross-section as a good approxima-
tion of the full-walled cross-section.
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Peawme

HYMEPUUYECKITI AHAJIM3 BOJBIIUX ITPOTMBOB VIIPYTO-IVIACTHUYECKHUX
OBOJIOUEK BPAINEHHMA

Ypaepneanst Gomapinx nporudon u Mamnbix pedopmanuii NPHMEHSIOTCS K aHAJIM3Y YIPYTo IUIACTH-
ueckux ofonouer. IpeanonaracTea ABYXCIOHNOE MONCPEUHOE CEUEHHE THIIA ,,COHABHY’’ MJIH aNPOKCH-
MAaLHIO CIIJIOLIHOrO CEYEeHHSI SKBHBANCHTHLIM MHOTOTOUEUIILIM CEUEHIIEM.

IpusmensoTcs ypaeHeHMsl TCOPHH IUIACTHUYCCKOrO TCUCHWSA K Mareplany ¢ KOMOHHHPOBAHNBIM
KHHEeMaTHYECKO-HZOTPONHBIM YIIPOUHCHACM.

K suterpuposanmio ypagHeHHit 3aNiCAHHLIX B KBACH-JINHEIHOI GopMe H PASHAENLHBIX K OTHOLCHHIO
K NpPOCTPRHCTBEHHLIM H BPEMCHHBIM IIPOH3BO/IIbLM, MPHMEHSCTCA OJyoOPATHLIIT MeToi Hymepiuec-
ROro muTErpHpoBanuA.
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Jnsa nonorux oGoJIoUeK IOTEPsT YCTORYMBOCTH CBA3aHa ¢ MOJYYEHHEM BEPXHEro PaHHYHOro NaB-
nexnsa. Hymepnueckue BbIMMCICHUA ANA chepHUecKUX OBOJIOUEK HArPY>KEHHBIX BHEUIHUM NaBJICHHCM
YKa3bIBaIOT, UTO B 3aBMCHMOCTH OT JI2paMeTPOB OBOJIOUKH M YIIPOYHEHHA MaTepHasia BO3MOXKHBIH XJI0-
nox. IlocnexpuTiyecKkne NPOrHObl 3aBUCAT CHJIBHO OT PACLUMPEHHs INIACTHYECKUX 30H, BHYTPEHHHX
yNPYFHX Pasrpy3oK H BTOPHYHBIX JUIACTHYECKUX Aedopmaiyii.

Streszczenie

NUMERYCZNA ANALIZA DUZYCH PRZEMIESZCZEN SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH
POWLOK OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH

Roéwnania duzych ugieé i malych odksztalcen sg przyjete do analizy sprezysto-plastycznych powlok
obrotowo-symetrycznych. Zaklada sie dwuwarstwowy przekréj typu ,,sandwich” lub aproksymacje pel-
nofciennego przekroju réwnowaznym wielopunktowym przekrojem.

Przyj¢to réwnania teorii plyniecia plastycznego dla materialu z mieszanym kinematyczno-izotropo-
wym wzmocnieniem. Do calkowania réwnan, zapisanych w postaci quasi-liniowej i rozdzielonych wzgle-
dem przestrzennej i czasowej zmiennej przyjeto potodwrotna metode numerycznego calkowania.

Dla malowyniostych powlok utrata stateczno$ci jest zwigzana z osiagnigciem gornego obciazenia
granicznego. Przyklady liczbowe dia powlok sferycznych obcigzonych cisnieniem zewnetrznym wskazuja,
ze w zalezno$ci od parametrow powloki i wzmocnienia materialu mozliwy jest przeskok. Pozakrytyczne
ugiceia silnie zalezg od rozwoju stref plastycznych, lokalnych obcigzen i wtérnych uplastycznien.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 stycznia 1983 roku
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SHALLOW SPHERICAL LATTICE-TYPE SHELL SUBJECTED TO NORMAL
POINT LOAD-FUNDAMENTAL SOLUTION

T. LEWINSKI

Politechnika Warszawska
1. Introduction

Theoretical problems occuring in designing of the shell structures subjected to con-

centrated forces require special methods, which make it possible to examine stress concen-
trations around the loads. In particular, it is worth to consider specific problems of the
lattice shells response, i.e. grid-, perforated-, or ribbed surface structures. In the present
paper there will be presented: an approximate model of a lattice shell behaviour and its
application to the special case of a spherical lattice-type elastic shell with an isotropic and
centrosymmetric structure, being subjected to concentrated normal force. The proposed
model is based on the lattice surface structure theory developed by C. Wozniak, [1]. Thus,
the engineering problem considered here can be reduced to the analysis of one of the
fundamental solutions of the theory. Before examining this solution an approximate set
of governing equations is derived on the basis of the following assumptions often used
when effect of local loads in the classical shell theory is considered, cf [2]:
— the boundary conditions have a neglecting effect on the local response of the shell,
— the deformations coresponding to the concentrated force vanish rapidly. hence the
consideration can be confined to the small (comparing with the size of the shell) area
around the point load.

The last assumption makes it possible to carry out the simplifications analogous to
those used in Vlasov's shallow shell theory.

2. Fundamental equations and basic assumptions

Consider a point P and a vector # normal at this point to the mid-surface of the shell,
referred to the coordinate system x* « = 1, 2. The plane normal to the vector »n contai-
ning P is denoted by «p. A plane coordinate system x* (obtained via parallel projection
of x* in the direction » on mp) is assumed to be i one-to-one correspondence with the
parametric lines x®. The metric tensors in plane and surface coordinate systems will be

denoted by g,; and g.s, respectively. In the course of the procedure the coordinate system
Xx* is assumed to be orthogonal.
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An actual configuration of the shell is determined by functions: u*, u,v*, v, which
stand for the tangent and normal displacements and rotations, respectively.

The state of strain is described by the tensors of plane and antiplane deformation
Yap» Kaps 1.€. by the stretching and bending strain tensors; y, denotes antiplane transverse
deformations while », — plane bending deformations.

The state of stress is determined by the membrane stress measures p,;, the bending
(antiplane) moment tensor m;, the transverse (antiplane) stresses p, and the in-plane
bending moment tensor (polar moments) mi,.

The mentioned quantities here satisfy the known system of equations due to Wozniak’s
lattice — type shell theory, [1].

The constitutive relations of the isotropic shell considered herein are assumed as
follows

.1 Papg = A gaﬂ)’?a'i'?-ﬂty(aﬂ) +2d; * Yiupys my = C,* #y,

Mag = Ay Gup ®ioF 2" flp* Heapy T 2% " Hiapy, Pa= Cp* ¥y.
Moduli 4;, u;, @;, C; characterize elastic properties related to the plane (i = ¢) and anti-
plane (i = p) deformations.

Inserting the relationships (2.1) into the equations of equilibrium and utilizing the
strain-displacement relations, the governing set of equations is obtained. Taking into
account the spherical shape of the shell and introducing all simplifications yielding from
the approximation g.5 X g5, We have

[(uy+ o) V? —ﬁgp] U+ (A + e — o) u Optipg+2 - @ty - €35050 — Keygvp —
— K- 2+ A)+Cpld,u+ b, = 0,
(2.2) 2ueupdzup+[CV?>—40,—4K? (p,+oJo+ K- [Co+2(up+ 2,)] Qv+ h = 0,
C, - Keapp— K -[2(utp+ 2,) + Cpl duv + [(1, + 2,)VZ — C, — K2C]vy +
+ (up+ A, — ) Gx Opup+ Cpeqp dpt + by = 0,
K- 2+ A4)+ Cplbqtta+ Cpenp vy + [CoVE—4K X (p,+ 2)Ju+b = 0,

where «, 5,0 = 1,2, p® = 81+ 83, e, — Ricci tensor, K = 1/R, R—the radius of
curvature. The components b,, b, h,, i denote resultants due to the effective external
forces and couples measured per unit area of the middle surface, tangent and normal
to it, respectively.

In the course of the derivation we shall confine ourselves to such shells, whose elastic
properties and response under local load satisfy the conditions

i. C,< 0 C, <8,
ii. /R <1 iii. L/R < |

(2.3)

where 8 — a parameter characterizing a geometry of “microstructure” of the lattice.
[] = m, L —the wave length of the deformation pattern.

It can be proved, that the assumptions (2.3) allowus to neglect the underlined terms
in (2.2), dependent on the second powers of the radius of curvature. The underlined terms
in the first two equations result from an influence of transverse stresses p,. The neglected
quantities in the fourth and the fifth equations result from the effect of polar moments m,.
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The assumed simplifications are weaker than those of Vlasov’s applied in the shallow
shell theory. 7

3. Normal point load — fundamental solution

The fundamental solution will be found by Fourier transform technique. After carrying
out the double Fourier transformation of the equations (2.2) with the right-hand sides
by =hy =h =0, b= P-5(x") 6(x?) and then expressing the inverse transforms in
the polar coordinates r, #(x! = rcos?, x* = rsind) and finally carrying out the % —
integration, we obtain .

w)  P-K {cosﬁ} . f V2 QRue+24 +Cp) - (up+ ) y* +2C,(u, + 4,)] Ny - dy
u,| = 27 |sin® J M(y) s

an (o Bl S [ Gt dy K 24 G Ly iy
3.1) V5 T 2=z —cos? & . M(‘y) > i

¢ =0

P f  ylQu+ A) eyt 0p) v+ Que+ L) C, - Y2 = K2C] - Jo(yr)dy

27 M(y)

M(@y) = Qu,+24)  (up+a,)- C,- 76 +K2(/l,,+dp) “[dur (A+p) —
— Cp(Au +44,+ Cly* +4K 2w, - (u + 4)C, -y —
(3.2) —4K4C - (ue+4,),

where J, are the Bessel functions of the first kind of order ».
Let us introduce the dimensionless variables 7 = r/ly,y = 3+ [, where

(3.3) o = [(Qute+ 2) (o + 0)Y(AK*C, * (,+ 2))]*
The quantity /, exists, provided the elastic moduli satisfy the inequalities: u,+ 4, > 0,

#e >0, pp >0, @, >0, C, >0, resulting from the positive definiteness of the elastic
potential of the shell. Equations (3.1) take the form

u =

[} _ Pl DGl X2, (P40 LG Ddp
ul 27 C, Qu+ ) sind] ) w(y) :
(3.4 {vl}-: el --{_Sin‘a}-f‘(yé;bb'_72’;11(7‘>‘)"?

v, 27 (uptap) | cosd| W) '

. ,“ @ +day? +do) -y Joly - D)y
w(y) i
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where
(3.5) W®) = ofy?), o(z) =z +a, z2+a,z—1,
_ 2C,- (‘ti,i-l,)_lé -t [_2,u,+2},+C,,]'K2'13
(upt+ap) - Qui+24+Cy)’ % Qu, + 4;)
66 a e KBt 1)=Cp Gutan G Gyl
. 2 Qu+ 1) C, : : (o +ap)’
4 K2 18- (et 40) I

a, = (0]

@A) (et T T QuetA) (wpta,)

The series expansions of the integrals (3.4) with respect to the variable r depend on
the roots of the polynomial w. In view of the obvious fact, that one of the real roots is
positive, the polynomial @ can be written in the form

w(z) = (z*—a?) (23 +cy z+¢), €9 > 0.
Let us consider the three cases!’

1. The polynomial p(z) = z*+4c¢,z+ ¢, has no real roots, so that the following ine-
quality hold true

37 (% ’(12—-(;212)3+[~é~(&2214+3)— ?;7&2]- > 0.
Thus the polynomial W can be written in the form
W)= *—a®) *+sy+q) @*—s y+q), s,9€R
2. The polynomial p(z) has positive real roots. W(p) takes the form
W) = (7*—a?)(y,—b*) - (y*~¢?), b,c>0.
3. The polynomial p(z) has negative real roots. Hence, we have
W) = (—a®)- (2 +b2) - 2 +¢), b, e > 0.
To carry out a complete analysis of the behaviour of functions u®, u, v*. the cases
1 -3 will be considered separately.

Ad. 1. Decomposing the integrands in (3.4) into a sum of simple fractions and using
the definitions (1, 2) of special functions examined in the Appendix, we find

e (o (5 oy — % R T
L‘z (r, 19_)} = Z(g,(r.a); K®(r: 5. q); hEN(r; s, Q) lsinﬁ]’
(3.8) f e R e e e M o e A
lT’z (F, 19)| = L (g,(r,a); h{®(r; s, q); h¥(r; s, q)) { cosﬂ] y
u(r, 9) = £ (go(r, @); K (7; 5, @); h§R(r, 5, 9)),  o(r, ) = 0.
The expression Z(f,: ...; f,) means the linear combination of the functions f;. ..., f..

Ad 2. Proceeding similarly as in the first case, the equations

) The case of double roots is omitted.
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1 _ cos¥
{ZZ (r, 19)} = -Z}(gl("’a); g, (r, b); g,(r, ‘)) =sim9 }’

3.9) lvl
l'Uz

“(F, 79) = 3(80(7, a): go(;, b); gO(;r C)), v(;! ‘19) = 0*

. ~ f—sind
(r,t?)} = Z(5:(,a); 8, b);8,F, C))- | cos.g}’

are obtained.
Ad 3. In this case, we have

]ux . B =cosz9}

lu2 (r! 19)} = 'Z}(gl(;aa)ufl(r: )9.,.1(;, C)) Sin’l? 3

—sind
cosﬂ}’

(3.10) {:‘ @, 19)} = Z(g,(r,a); fi(r, b); /i (F, r))'{

ur, 9) = L (go(F, @i folF s B): folFr ©)),  oF, #) = 0.

Strains and stresses can be found with the aid of the straindisplacement and consti-
tutive equations.

The results obtained in the Appendix enable us to prove, that in each of the cases
considered above functions &%, u, ¢* in the vicinity of point P can be approximated by

3.1 -] U, - cos? | {‘vx} {—V;sim?} ] z
( . I) {u2} o {UZ'Sin'ﬂ r-inr, v, ~ Vzcosﬂ reinr, U ~ ' Inr.

Hence, the following singularities of the components of the state of stress can be found

1 ]
Pax ~ PoyInr, pINPl.,—_’ Piz=pzy=p, =0,
(3.12)
Mag ~ Mag-Inr, m; ~ M, r-Inr, m;, =0.

4. Grid shell

The results obtained at Secs. 2 and 3 can be applied to the analysis of a grid shell of
isotropic structure. The considerations will be confined to the so called geodesic lattice
domes constructed by three families of bars, formed on the basis of icosahedron by means
of the known methods, due to Fuller [3] or Tarnai [4], cf. [5). The desired properties,
namely the isotropy and centrosymmetry are satisfied with the sufficient accuracy for the
engineering practice. Effective elastic moduli of such structures have been given in [1];
it is worth mentioning, that the relations 4; = u;— oy, i = p, ¢, hold true. In the case of
slender bars, conditions (2.3), are satisfied. Furthermore it can be proved, that for all
real grid shells of this structure the inequality (3.7) is valid; thus displacements and rota-
tions of nodes are approximated by means of the formulae (3.8). *

A quantitative analysis of the response of geodesic grid shell subjected to normal point
load will be presented in a separate paper.
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5. Concluding remarks

In the paper one version of simplifications of the governing system of equations o
Wozniak’s lattice-type shell theory has been proposed. The aim of the model is to describe
special type of deformations occuring in shells subjected to local loads. An analysis of
the response of the spherical lattice shell to the normal point load confirmed, that the
model is useful to both quantitative and qualitative considerations. In particular, it is
possible to prove, that in the case considered, the singularities of the displacements and
stresses are of the same order as those in the classical Keissner's type theory of shells,
cf (3.11-3.12) and [2]. .

Nevertheless, the proposed model can not be used when boundary value problems of
shallow lattice shells are considered since there the governing set of equations does not
satisfy the strong ellipticity condition.

6. References

. Cz. WozZNIAK, Lattice-type surface structures, PWN, Warsaw 1970

. ST. Lukasiewicz, Local loads in plates and shells, PWN, Warszawa 1976

. R. B. FULLER, Geodesic Tent. United States Patent Office, patent 2 914, 074, Nov. 24/1959

. T. TarNAl, Spherical Grids of Triangular Network, Acta Technica Academiae Scientarum Hungaricae,
Tomus 76, 3-4, 1974, pp 307 - 336

. Manual for Metallic Structures Designing, ed. W. Bogucki, vol. 2, Arkady, Warsaw 1982

. F. OBERHETTINGER, Tables of Bessel Transforms, Springer Verlag, Berlin 1972

7. M. ABraMoviTz, I. A. STEGUN, Handbook of mathematical functions, National Bureau of Standards,

Applied Mathematics series 55, 1964
8. J. G. SiMMoONDs, M. R. BRADLEY, The fundamental solution for a shallow shell with an arbitrary quadratic
midsurface, J. of Appl. Mech., Trans. of the ASME, 1976, June, 286 - 290

LN -

N

Appendix

Evaluate the improper integrals

20

{5 - J.(x-y) x7"dx J.(x-y) xt~vdx
L(y,a) = f == xy)+ L ga) = L) »
. :

a? ] x2—a?
)
hyu(y;r,q) = f

0

J.(x-y) - xtdx v,u=0,1, a,qg,reR
xZ4+r-x+q = —4g+r* <0, q>0.

In the paper the following functions are also used

@ hS(y:r.q) = b (y;r,)+h, (y: ~r,q),
' BSOS rg) = OB AT SR, e = g

1. Integrals f,, g,
According to the tables [6], we have
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4
fO(y’a)= KO(/,a'y)1 2 go(}’,a)= 2l 2 | Yo(a'}’),
(3)

T W AL =TT Lol i s I
fl(y’a)=7a” Iiai’;/_Kl(a.y)], gl(yya) - — a" [2 Yl(a’ .V)+ a_.? »
where Y,, Y,, K,, K, are Bessel functions and modified Bessel functions of order zero

and one, [6, 7]. Expansions of f,, g, in the vicinity of y = 0, take the form

1
& Jor 8o~ —Iny,  fi,g ~ =5y Iny.

2. The integrals 4,

The author has not fiund expansions of the integrals 4, , in the available monographs
on the special functions. A method of evaluating of the integrals based on the Poisson’s
integral representation of Bessel functions is presented briefly. Some ideas of the proce-
dure has been taken from the paper of Simmonds and Bradley, [8], where the integral

+0 4o

exp(—i(o* x+8 - y))dodp
i[n C R e o A

has been examined.
Starting from the identity

5 X (x4 —x=,‘i.(“‘____ lv) ,,"Au,.( b= )
(5) X (X241 x+q) i\ %=z, 7. + =

where
72 1/2
p=0,1, ¢ =a+bi, ¢, =a-bi, a= —, b=( —7’—-) ,

one obtains

~ N ] .
; oy 7 g) = g (B = HG) - 8y, (HEGHHED,
6

T e
He = [ DA
o x—C;

Recalling the integral representation of Bessel functions J,

(7) J"(x . y) = 21. _f e—l'xy-COS'I‘. COS"(pd(p, Y = 0’ ]’
-
and interchanging of orders of integrations, we find
2n w
: P L " . exp(i- w(p) - x)dx
(8) H) = - f cosvg - F(g)dg,  Fu(y, ¢) =f ( ,7_% )*”’
0 0 :

2
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where o (¢) = — y cosg. The function F) can be expressed by means of the complex
exponential integral E, '

) F,’;_(y, @) = e"””l{El(i o E+ nz- E - (1+sgn(Rely)) - (sgnw+sgn(Im &‘1))}.

For the sake of brevity the proof is omitted. Expanding E, into power series, inserting
(9) to (8), and carrying out the ¢ — integration with the aid of the equations

. 27 2—’” 2k s
(10) Sa = 2--f cos"xdx = - (k)’ i
T3 0 n=2k+1, k=01, ..,
2
(11) g L2 f cos™ - In|cosx|dx =
27 s
k 2k (f)k)y
\ | 272k (2k)!
koo ok _ 21 _ 9
< ,-g_; G A= gyt e—pt T
0 n=2k+1, k=01,
where:
—in2 k=0
T = A(»“])kj'l o n
'2' |k| k _tl, i— »
: gy
(12) v, = { sgn( —cosx) - cos"xdx =
21 §
0 n =2k,
2k ]

the expansions of the complex functions H) and real functions 4, , are found. Finally,
we obtain

: . | T AR L
(13) hoolyir.g) =, *lny- Z S22 @) - 7"+ ./.?_4 Do sr - Je (D) PR
1

)
R :
=+ Z h})’f},(ﬁ) *Sopt ).211‘
0

o

l -“1 (¢ 2120 i C(1) {4 2n
hio(yir.g) = = -lny-__,}Jf;:wn-.sz,.”-y- s Eo fPB) - Vangs P+
o
R
+ D RN sypan T

0
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o

e |
oy o) = i D) (4 s0@) D) 52037 +
0

; = a . wW -
(13) [cont.] i SN ( fs‘-f’(‘ﬁ)+fc‘f,"(19))'vzm'y2"+'+ Mg 500 52,
\ 2 ‘TJ b 40_1

oo

haQir,g) = —lnye Y ( S0 +/é’:’(‘z9)) Siusa ¥
0

7 ‘1 Gyl *f. : = 0 =
i > ( ¥ lél\.)(ﬁ) _fé:)(ﬁ)) LT l + Z h(":)l *Sang2” .VZ" U 5
2 & b 0

where y=y-0,0= q”z, cosy = —r/2 Vq, sind > 0.
The functions f{>(#),i = S, C,j = s, ¢ are the coefficients in the series expansions

: sin(x-cosﬂ-)} ~ \%!fé;"(ﬂ)}' -
Sh(x - sln‘ﬁ‘) . {cog(x L R =" ,ﬁ fs(:)(ﬁ) X0,

(14)

2n

gmycmm}_liiﬂmm-x

Ch(x- sin - 6) - !cos(x - cosd) 1) ™~

n=0

In order to save space, the complex definitions of the coefficients A$"} will not be given
here.

In the neighbourhood of point y = O the series expansions (13) with the first few
terms written out explicitly have the form

sin2d¢ . T—1 1

ho,oyir, q) ~ — ¥ Iny+
0.0(03r, 4 40 - sin? ) *

helmgice seropl by
o-sind 2o -

sin 29 s

h rLg) ~ — — . "
wolyir, g) 3 s5in0 "

1 ! |
. ey . (g — 2—m.—D]-7—
% Iny: y+ 2 [ctg?(m—~P)+(In2 ye— 1]y

SIn3e

(15) hoo(y;r,q) ~ —Iny+ e -y2-lny—y- cosd,

] l . -
5 + 5;{;5—[(7!—19) -cos29+ (In2—yE—0,5) - sin2d] - y
where y; = 0.5772 — Euler's constant. Hence, for v = 0

ho,o = (@—H(o-sind), h; =0, h ,=05.

The function #,., has a logarithmic singularity at point y = 0.

hl.l(y;",q) ~ cos? -y Iny+

6 Mecch. Teoret i Stos. 2—3/83
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Peswme

JEMCTBUE COCPEIOTOYEHHOIT HOPMAJIBHOM CHJIBI HA IIOJIOI'VIO,
CPEPUYECKYIO CETUYATVYIO OBOJIOYKY-OYHIAMEHTAJIBHOE PEHIEHHE

B paGore mpuBopuTca CTATHYECKHH aHANH3 nepejayd HOPMANbHOH COCPEeXOTOYEHHON CHIbI Ha
chepHUecKyIO CeTUYaTyIo -000JIOUKY O H3OTPONHOH M HEHTPOCHMMeTpHueckol crpyktype. Ilpumeneno
TeoprIo CeTyaThix obonouex Bosuska. IIpeacraBnena npo6nema NpHBOOUTCA K aHAIM3Y OMHOTO H3 dyH-
[aMEHTUILHBIX pELIeHMIT 3TOi TeopHH.

B nepBoil YacT¥ NONy4yeHb! NPUOIMMYKEHHblE YPABHCHHMA paBHOBecHA (B omelleHHsx) 6asupys ua
NPEIONOMKEHUAX OTHOCHTENLHO CNabIuMX OfI THX, MPH MoMOLH xoTopbix B. 3. Bnacos cdopmympo-
BaJl TEOPHIO IOJIOTHX, OTHOPOAHLIX 000JIOYEK.

DyHIAMEHTaTbHOE pEIlleHHe HAMJCHO C IOMOLIBIO MHTErpatbHoil Tpalchopmaunn Pypoe, ITpo-
aHATMPHU30BAHO CHHTYPSAPHOCTH NepeMelleHnii, nedopmanyii 1 HanpsxKeHHit.

Streszczenie

DZIALANIE NORMALNEJ SILY SKUPIONEJ NA MALO WYNIOSLA SIATKOWA POWLOKE
KULISTA — ROZWIAZANIE PODSTAWOWE

Przedmiotem pracy jest analiza statyczna niewielkiego obszaru sferycznej powloki siatkowej o struk-
turze izotropowej i centrosymetrycznej wokol punktu przylozenia normalnej sity skupionej. Wykorzy-
stano teorie powlok siatkowych Wozniaka. Postawiony problem sprowadza si¢ do analizy jednego z roz-
wigzan podstawowych tej teorii.

W pierwszej czeéci pracy wyprowadzono roéwnania przemieszczeniowe malo wyniostej, sferycznej
powloki siatkowej. Przyjeto zalozenia relatywnie slabsze od uproszczen W.Z. Wiasowa bgdacych pod-
stawa teorii jednorodnych powitok potogich.

Rozwiazanie podstawowe znaleziono za pomoca calkowej transformacji Fouriera. Zbadano rzgdy
osobliwosci sktadowych stanu przemieszczenia, odksztalcenia i napigcia.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 stycznia 1983 roku
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1. Introduction

In the paper some results of the nonlinear static analysis for the axisymmetric elastic,
thin spherical cantilever shell has been presented. It is assumed that the shell is subjected
to the conservative load characterized by a single scalar parameter 4. The static analysis
has been performed by means of the finite element method. In the algorithm the equations
of the geometrically nonlinear SANDERS-KOITER shell theory are taken into eccount.
Each point on the equilibrium path has been determined from the solution of the system
of nonlinear equilibrium equations by NEWTON-RAPHSON method with the possibility
of a change of control parameter [1].

2. Fundamental relations and equations

We outline below some relations and equations of a proposed algorithm. More details
one can find in the unpublished paper [2].

We assume that the generating line of the rotational shell midsurface is given by equa-
tion r = r(2), z € [z,, zy. ). Division into the finite elements is performed by the sequence
of values z,, ..., zy, ;. Thus we obtain the finite element as a cone with curvilinear gene-
ratrix. In order to obtain fundamental relations for an element the local parametrization
of generatrix s = s(f) is introduced. For a case of axisymmetric load the displacement
field of a shell midsurface is a function of one variable s only, # = #(s). Tangential and
normal components of this field we denote by u and w, respectively. Defining the nodal
displacement vector of on element by

(2-1) {qe}T E [“l'!u:'y W‘, ﬂ.\'l;“l+1’u;+1, wl+1yﬂsl+l]‘r, (i i la 2’ ...,N),

Iz
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we assume the approximation of components «# and w of the displacement field for i-th
element in the form of the 3-rd order polynomial with respect to s.
The potential energy of the shell is given by the sum

2.2) P@) = UG+V@) = D U+ Y ve,
N . N
where
L ; 4
E E ;
(2.3) Ue = f L S e ' ] 32 2 .
.710 1= (5 + €5+ 2ve co) + 12(1=7%) (363 + 2§+ 2vx x9) ¢ rds,
is a strain energy of an element and
L L
(2.9) Ve = -—-2.7f (pw+p,u)rds = —2nlf (pw+qu)rds,
6 6
is a potential energy of a conservative load with components: normal p,, = Ap and tan-

gential p, = 2q.
The strain — displacement relations may be written in the form
I (o A Sinq5
€ = 85+"5_/3-3’ Co = &o, Hy = —ﬁsa g = ———77/3.:,

(2.5)
1 e
=1 —P'w, &g = 7(usm<f>+wcos(15), Be=w+QPu, ()= dis( %

where @ is the angle between axis of revolution and tangential to shell’s meridian.

The strain energy (2.3) after substituting relations (2.5) can be expressed by U¢ =
= Uf+ Ug, where term Ug, contains displacements and their derivatives to the power
not exceeding two.

The equilibrium equations of a shell can be obtained from the stationarity condition
of potential energy OP(#, A; i) = 0, where Ok is an arbitrary kinematically admissible
variation of a displacement field. Hence

(2.6) [K1{q} = 2{Q} —{@*({a})},
where: [K] is a classical stiffness matrix, {g} is a vector of axisymmetric nodal displa-
Uy
=,
The system of nonlinear equations (2.6) is solved by the use the following version of
an iterative NEWTON-RAPHSON method:
q°® — initial approximation,

cements, {Q} is a vector of unit loads, {Q*} = { } is a vector of “pseudo-forces”.

2.7 [K+ 3aQq* (q’")] Agm+t = —{Kg"+Q*(@™—-20}, form=0,1,2,...,

thrc Aqm+1 = qm+l_qm'
We can distinguish two cases.
"
1° The matrix [K+%Qq—l is well — conditioned in the neighborhood of a solution
q = q(2).
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ES
2° The matrix lK+ ~Q ] is ill — conditioned.

In the first case we calculate displacements g = q(2) using iteration procedure (2.7).
In the second case we assume that one component g, of a vector ¢ is given but 4 is unk-
nown. Then (2.7) can be written in the form

3 )
(2.8) [K er (q"')] A"t = —{K§"+0*(@™)—q,T},

where: [15] -—is a modified matrix [K] obtained via replacement of r-th column by vector
{0}, {T} — r-th column of the matrix [K]

G = [ S T R

To obtain Ag™+*, AG"*' we use methods presented in details [1]. Initial iterate ¢°(2)
for a given g(4,) and gq(4,) is calculated from the formula

l
(2.9) q°(%) = ‘](/‘2)"*‘"" 1q(/n) q(4,)} -
Using displacements {g} = {g(4)} we can calculate stress resultants in the usual
manner.

3. Numerical examples '

Using the forementioned algorithm and a computer program some numerical exam-
ples have been computed. Computer Odra 1204 was used. Calculations connected with
the numerical integration of the stiffness matrix, aggregation of a matrix, boundary con-
ditions etc. were based on methods presented in [3]. "

The shallow spherical cantilever shell subjected to the uniformely distributed load
was considered (see Fig. 1).

In examples No 1 and No 2 the thickness of the shell is constant but heights H are diffe-
rent. In example No 3 we have linear thickness distribution. The shells are divided into
ten finite elements. The displacement of the shell external node for the three mentioned

|

|
P = Ap =02 A Nfmm® ‘a\ Examples:
E = 200kN/mm? \:R Not : H=40mm
—1/3 | h = 04096 mm
ﬂ/k\ R=202mm
H : H=36 mm
2345(,"&‘3 h = 04096 mm
- 4—- R= 224 mm
r =40 mm No3: H=40mm
, = 4
- inearly varying fnickness
i o s 05596 mm

 h,=02596mm
Fig. !
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examples is shown in Fig. 2. In the vicinity of the equilibrium path vertex the control
parameter 4 was replaced in (2.7) by component of displacement vector w,, 8, and f;.
Calculations for particular values of control parameter ended, when

max[dglt! —Ag™] < 107

aximmetric
displacements
{Example No,1)

R=AP
|
asp |
ST s ~
= S,
// N
aLp - -
No.3 =y
=
” ~
>
03p |- = pr2
No.1 e
/ -
O
L= ~-No. 2
-
02p |- )
/
/
Y/
t/
01p -
w
1 25 5 A75 10 /h
l'( -( I[ T 4 [} L i |
s 1 2 3 4 45 W, [nm]
axisymmetric displacementsof the node 1
Fig. 2
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{ nodes numberng
usp L W
g Eara GRIERL
s S e
S - s e ‘|
p=02 N/mm? : v e S
g b - ,/ Nt
i 7 o =T . N
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Sl T o s 7/;, ' \
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oo N e B e e = [
£ e '
! &
2.2p W+ ///
/7
/
/
! /
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1]
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f 1 2z 3 7 5 6 % 8* o 0 n ?
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- where g{ — denotes the i-th component of displacement vector in J-th iteration step. For
the error above defined each point on the path was calculated by means of 3 - 4 iteration
(2.7). In Fig. 3 rotations f# of nodes 3,5 and 7 are shown. The values of the stress resul-
tants for example No I are shown in Fig. 4, where by dashed line on the plots of bending
moments M, the values from the example No 3 are marked.

Fig. 4
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Pesoae

UHCNEHHOE PEUMIEHUE 3AIAUYHM HAXOXSIIEHNS KPUBOM PABHOBECHS IS
CPEPMUYECKHUX KOHCOJIbHLIX OBOJIOYEK

ITpencranienn! pe3ay)LTaThl YMCIICHHOrO AHANHM3a CTATHKH TOHKOH cdepuueckoil obonouxu. [1pu-
HUMACTCSI TEOMETPHYECKM HEJMHEHHYI0 TeopHio oDosoueK CAHIEPCA-KOWTEPA. Harpyska 06o-
JIOUKH ONMCBIBACTCA OAHMM CKAJHAPHBLIM NapaMeTpoMm A, a UHCIEHHbIH aHAJIH3 IPHBOAMICA METOJOM
KOHEUHBIX 3JIeMenTon. Bee Touxu KpuBoil paBroBecHsi HalieHbl IyTeM pellieHHsT HeJMHEITHOH CHCTeMBbI
ypasHenuid merosiom HBIOTOHA-PAITCOHA.
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B nporpaMme na OBM (I) cyiiecTByeT BO3MOYKHOCTb 3aMEHb! MapameTpa A IIPOH3BOJBHOI HEM3-
BECTHOI CHCTeMbl YPaBHEHHH.

Streszczenie

NUMERYCZNE OBLICZANIE KRZYWOLINIOWYCH SCIEZEK ROWNOWAGI DLA POWLOK
SFERYCZNYCH O KONSTRUKCII WSPORCZEJ

W pracy przedstawiono wyniki nieliniowej analizy statycznej dla osiowosynmietrycznej pracy cienkiej,
sprezyste] powloki sferycznej o konstrukcji wsporczej. Zalozono, ze powloka poddana jest obcigzeniem
zachowawczym charakteryzowanym jednym parametrem skalarnym 2, a analizg statyczna przeprowadzono
metoda elementow skonczonych. W algorytmie przyjeto geometrycznie nieliniowa teori¢ powlok San-
dersa-Koitera. Kazdy punkt na sciezce rownowagi uzyskano przez rozwigzanie nieliniowego uktadu rownan
rownowagi metoda Newtona-Raphsona z mozliwoscia zmiany parametru sterujacego [1].

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 31 stycznia 1983 roku
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1. Stability Equations

The set of stability equations for a conical shell under external pressure is of the form:

1 8w a1 aw\) w1 2w 1 3w\l '
1) V2v2F— < 2 L = i gLy 2
h = =ctgﬂ x ox? +[ 0% (x o, )] ox? (xz op3 T ox )[ Og

1 0*F o*w 1 OF 1 @*F PF (1 ow 1 d*w
2 2 s By e, RS e TR e el e 2T
i1 DI e w+ctg,8 ox*  Ox? (x ox % Ty 3(;9’1) 0x? (x dx e X4 3(;9})

pa L 2w 1w \Ji__l__a_’F_)
X% dp, x Oxdp, |\x* dp, X Oxdp,

1 32w +_}.__ai+_wl__aiv_)_0

2 9x*  x 9x C x? dpi gk

+pl3tgﬂ-(

where: x = —1—, ¢, = esinf (see Fig. 1),
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w — shell deflection,
F — force function,
2% n 2 _3”‘ 2 1__34“ %_33__ 2 a2 .
ox* ' x* IxPapi  x* dpt  x oOx®  .x? Oxo¢?
4 92 1 a2 1 d

x* dg?  x? 3F-+ x3 ox

ViV =

Equations (L), and (2), given here in a transformed form, were derived for the conical
shell of an arbitrary shape, c.f. [1]. In equation (2) pl*cos*« should be substituted instead
of the underlined term for the stability problem of a shallow conical shell (for a shallow
shell tga < 0.2).

In this paper the solution of the shallow conical shell stability problem is presented, where
the equation (2) in a “full” (with under lined term included) and in a “simplified” form
are used. It can be concluded from the analysis which of the equations of (1) and (2)
are better in use. The analysis of the influence of shell dimensions on the critical load is
also presented.

2. Solution of the Eguations.
The strain compability equation (1) was solved by Papkowicz — type procedure.
The deflection function was taken as
3) w = (x2= D3 +x*(x%>= 1), cosng, .
where: f, f; — unknown parameters,

k

=— (k= i
n Sinﬂ ( 0’1)2,3, )
The function (3) satisfies the conditions for clamped shell edge at x = I, i.e.:
: 0
(4) =205
ox

When the deflection function (3) is introduced into right-hand side of equation (1), this
can be writgen as follows:

®) V2V2F = Eh(Ay+ A, cosnp, + A5,cos2np,),

where Ay, A,, 45, are the functions of x. 1

The parameters of deflection function and shell dimensions are also included in these
functions. The equations arc of the form given in ref. [3]. The solution of equation (5)
we accept in the form of power series

«0

(6) F(x, ) = E F,(x)cosmep, .

m=1

The coefficients in equation (6) can be determined when the set of four differential
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equations. obtained by substituting the function (6) into equation (5) and comparing
by identity the corresponding terms of the left — and right-hand side, is solved.
Thus the force function takes the form of

(7) F(x,¢,) = Fy+ Fycosng, + Fy,cos2ng, .

F,, F,, F,, are functions of x and of deflection function parameters and they are of
a complex structure. When the force function is known, then we can approximately solve
the equilibrium equation (2) assuming a deflection function w.
A Bubnov-Galerkin-type procedure is used for solving the equation (2). The “full” and
also the “simplified” equations are solved. Orthogonalization of equation (2) requires
27 1

®) . [ [ KGx.g)x(x*=1)%dxdpsinp = 0,
0 0

e, Ml
’ f K(x,0,)x*(x*—1)2cosngp,dxdpsinf = 0,
6 0

where: K(x, ¢,) is left — hand side of equation (2).

When the conditions (8) are expanded we obtain a set of two algebraic equations in
the vector of deflection functions parameters.
For the “full” equation (2) one obtains
A p* AL+ A+ AL+ A58 G+ A L3 = 0,
B,p*+B>+By{,+B,(1+Bs(3 = 0,

and for the “'simplified“ equation (2) there is

&)

Al 4 Ay o+ A2+ A B3+ A, B3+ A £3 = 0,
CZ(B2+B3:1+B4C%+B565) = 0_

The next quantities are introduced in equations (9) and (10):

- f - f 1 ¥P

b =_rg %2=“F, P"=€-

(10)

The coefficients A; and B; include shell dimensions and parameter n. Their structure is
very complicated. When parameter (£, is eliminated from equations (9) we obtain an
expresion form which we calculate the pressure

l:?"‘Kz_C%'l‘KsCl +K4_
i+ K,

The same operation made on equations (10) gives

(ll) p* = KO

(12) ' p* = H,+H2C1+H3Cf+H4C?.

 Since the directions of the pressure and the deflection (see Fig. 1) in equation (11), and
(12) are opposite one has to put £, < 0.
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3. Analysis of the Solution

The .analysis has been performed for shells with 7: = 100, 200, 300 and with angle
a varied (tga was from 0.1 trough 0.5 by step of 0.1).

p‘x106‘f

121

10

Fig. 2

; ! : -
From equations (11) and (12) for each pair of = and tga one obtains an infinite num-

k -
ber of solutions, because they both include the parameter n(n = g:—) The only signi-

. ing ]’
ficant solution is the solution which gives a minimum p* value,
Fig. 2 is a plot of curves obtained from the solutions of equation (11). They refer to a shell

for which —/[z_ = 100 and tga = 0.1. Each of the solutions brings two extremal values

of the pressure. The lowest from maximum pressures is the upper critical load, signed
Py, the lowest taken from minimum pressures is the lower critical load p¥.
The lowest pressures were obtained at k = 1. These are p} = 6.6489 - 10~6 and pE
= 1.4374-10°. The line for {, = 0 is also presented.
It represents a symmetrical form of buckling and it is of a first approximation of the
solution. The minimum value is 2.859 - 10~6.

Change of dimensions and angle « do not influence the quality changes. The critical
load is then obtained from the equation at & = 0,

The solutions of equation (12) are of the same form. However the buckling critical
loads are much higher (for & = 0) here then buckling loads obtained from equation (11).
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PY10°

301~

101~

Fig. 3 presents the lines of lower critical load pJ versus angle « for three different

! S
values of W The lower of the two lines presented by the same type of line is referred to

equation (11), the upper line is referred to equation (12). It is worthenoting to show that
by using the “full” equilibrium equation (2) one obtains in each case, the lower critical
load smaller than the critical load of the “simplified” equation. The decrease is as much
as 507, of the pressure obtained from “simplified” equation. The critical load increases

rapidly with the increase of angle & but the increase is not so rapid when the " ratio

is larger.
To evaluate theoretical results the use is made of the experimental data given in ref. [4].

l
These data are pointed aut by crosses in Fig. 3, and they refer to shells of il 200,

tga = 0.1 and of % = 300 and « = 30°.

The experimental result for a shallow shell is contained within the solutions of equa-
tions (11) and (12), but the result for a shell of & = 30° differs very much from the theo-
retical predictions (when the latter are extrapolated for the angle of 30°). Since the other
experimental data are not a vailable the range of valid solutions is not resolvable correctly.

One may say with cortainty that the accepted deflection, while using a Papkowicz-
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-type procedure and “full” equilibrium equation, makes the results valid for shells of small
angle «; it is also to say that the regime of solutions can be enlarged up to tg & 0.3,

especially when % > 200.
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Pesome

3AJJAYA OB YCTOMUMBOCTH II0JIOIOI1 KOHUYECKOM OBOJIOUKH CO
BCECTOPOHHHMM TTIIPABJIMYECKHM ITABJIEHHEM

PaGoTa COAep KUT CpaBHEHHE PelIeHHH NPoOseMbl YCTOHUYMBOCTH IONOrOH KOHHYECKO 0B0I0UKH
C NpUMeHEHHEM YIPOILEHHOI'O M HEYNPOUIEHHOI'0 YpPaBHEHHsI PaBHOBECHA.

AHanusupyercsi BIHAHHE Pa3MEpOB OGOJIOUKH HA CTOMMOCTb KPHMTHYECKMX JaBilenuii. CpaBHu-
BOIOTCSI TAKIKe TEOPCTHUECKHE PE3YNILTATBEI C B3ATHIMM C JIMTEPATYPLI SKCIEPUMEHTAJIBILIMK pe3yIlb-
TATaMH.

. Streszczenie

ZAGADNIENIE STATECZNOSCI MALO WYNIOSEEJ POWLOKI STOZKOWEJ POD
DZIALANIEM CISNIENIA

W pracy dokonano poréwnania rozwigzan zagadnienia statecznosci powloki stozkowej o malej wy-
niosto$ci przy zastosowaniu uproszczonego i nieuproszczonego réwnania rownowagi. Przeanalizowano
wplyw wymiarow 1 ksztaltu powloki na warto$¢ obcigzen krytycznych. Oceniono réwniez pnydatnosé
otrzymanych wynikéw na podstawie danych doswiadczalnych wzigtych z literatury.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lutego 1983 roku
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1. Introduction

The paper deals with the method of finding the governing equations for a surface
structure having a form of a dense and regular grid made of bars. The lateral deformation
of elements of the system are taken into account. It is assumed that the material of the
structure is elastic, homogeneous and isotropic. The problem of statics is analysed within
the linear theory.

The numerical methods employed to solve the problems related to the considered
systems were based on discret representation of the structure (see, among others [I, 2, 3])
and lead to a system of algebraic equations with a large number of unknowns. The dimen-
sions of nodes, their deformability and the lateral deformability of structure’s bars were
not taken into account.

The application of a continuum model of a structure consists in an appsoximation of
the multi-connected geometry of the system by a certain simply-connected and conti-
nuous model (see, among others [4, 5, 6]). The advantage of the discussed approach
over the previous one lies in the fact that the analytical methods can be employed. The
negative aspects are: a) considerable inaccuracy of results for not sufficiently dense grids,
b) the required geometrical symmetry of the structure. An interesting idea of a continuum
model of such structures based on the concept of a continuum with internal microstruc-
ture and higher order internal reactions is presented in [6]. In the present paper Cz. Woz-
niak’s model will be applied to obtain equations of the second order theory. An ener-
getic approach, different from the previously considered one, which will be employed
makes it possible to describe in the explicit from all properties of the continuum model.
As a special case (in which the higher order effects are neglected) equations of the first
approximation will be obtained.

2. Basic assumptions

It is assumed that the structure consist of (homogeneously) deformable cubicoid nodes
connected by means of the prismatic links of rectangular cross-sections (and subject to
homogeneous deformation in their plane) and constitute the regular and orthogonal
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surface grid made of bars (Fig. 1). The lengths of the elements of structure are small as
compared with the lengths of the surface and its curvature radii.

A system of x!, x? coordinates on the n surface on which the structure is shaped and
a z coordinate in the direction normal to surface = were chosen in such a way that x!, x2, z
axes represent a right-hand system of coordinates. It was assumed that the geometric
centers of the nodes lie at intersections of parametric lines x! = const, x> = const, z = 0
and that the axes of the links coincide with directions of these parametric lines. A typical
segment of such a structure is shown in Fig. 1.

x {x'=const)
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|
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L7
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Ly 727 ‘
I ’;/ l
| & S o
~, \“ \\\ o B -5 x
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N
N

|

|
=

]

Fig. 1

We shall introduce twelve continuous, sufficiently smooth functions defined on the
surface 7 of the structure. These functions represent translations, rotations, deformations
along the coordinate axes and the shape deformations. The forementioned functions
constitute unknown quantities of the model and have a physical sense only at the node
centres. In every net mesh they can be treated as linear nature. L

3. The analysis of the structure components

Node. When a structure is loaded a typical node is subjected to a homogeneous deforma-
tion having 12 degrees of freedom. Let (u,, u,, u.) be the displacements, (9., &y, ) —
the components of an independent vector of rotation, (wy, ®y, w:) and (Wxy, Wxz, Wyz) —
the linear and deviatoric components of a homogeneous deformation, respectively. De-
noting by w,, w,, w. displacements within the node area in directions x, y, z, respoctively
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the following formula hold
Wi(%, ¥, 2) = Uit x+ (0, — )y + (@ o)z,
3.0 wy(x,y,z) = u,+ (@, +w)xto,y+ (0, — %)z,
W (x,¥,2) = u,+ (0, ,—3)x+ (Ftw,,)ytw,z.

After applying the principle of ideal constraints we can arrive at 12 equations describing
the node equilibrium with 6 generalized internal forces and 12 generalized external forces.
From the equations of the linear theory of elasticity the general constitutive relations can
be obtained together with a formula for the strain energy of a node.

Link. Let us take into account a typical element connecting the i-th and the j-th nodes
situated on the x* = const parametric line (see Fig. 1). Let w,, w,, w, represent displa-
cements of the link area in directions of a local coordinates x, y, z (see Fig. 2). It is assumed
that the lateral cross-sections of a link are subjected to homogeneous deformations in
their planes as well as to the rigid displacements (9 degrees of freedom). Hence:

we(X, Y, 2) = 0,(x) = yp,(X)+2z¢,(x),

(3.2) wy(%, ¥, 2) = 0,(x)+yyy(x) +2 [—21— V(%) — %(x)] ;

wo(x, y,2) = v(%)+y [;— Yy2(%) + %(x)] +zy.(x),

where v.,v,,v. are dislocations, ¢, ¢,, ¢, —rotations, y,, ¥:, ¥,. — deformations
of the cross-section of an element along the x coordinate.

Z[w:]

@ /y[w),l D

LS N 12 %'4 ¢
{ :14;" xw,] B , x!

H d i 2|

S PR vides

Fig. 2

The state of link area displacements is described by 9 functions of the variable x being
the Lagrange’s generalized displacements. The assumption (3.2) can be called the hypo-
thesis of a flat, homogeneously deformable cross-section with independent rotations. This
IS a generalization of the well-known hypothesis of Bernoulli and Timoshenko for the
classical model of a bar. :

The constraints for stresses are assumed in the form

3.3) g, =0, o0,=0.

This assumption simplifies considerably the formulae given below. After applying the
principle of ideal constraints of the static and kinematic types we shall obtain 9 equations

7 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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describing the equilibrium of the link with 10 generalized internal forces and 9 genera-
lized external forces. Taking into account the known equations of the linear elasticity,
the generalized constitutive equations and the formulae defining the strain energy of a link
can be found.

Node-link-node system. A system consisting of the i-th node, the j-th node and the
(/—j)-th link connecting these two nodes is presented below (see Fig. 2).
From the equilibrium and constitutive equations describing the link, the differential
equations for the generalized displacements can be obtained. The kinematic boundary
conditions result from the assumption that the displacements of the appriopriate bounda-
ries of the /-th and j-th nodes have to be competible with the displacements of the suitable
boundaries of the link situated between them. In this way we obtain, functions v, v,,
Vzs Pxs Pys Pz> Vyr Vz» Vyz» Which are expressed as the functions of the i-th node and the
4 operator defined as follows:

(3.4 4(0) = (Y-=().

These functions can be understood as certain shape functions of the bar treated as a three-
-dimensional body. The total elastic energy of thé (i—j)-th link is a function of parameter<
attributed to the i-th node and the A operator defined above.

The analogous procedure can be applied to link situated on the x' = const. parame-
tric line and connecting the /~th and the k-th nodes. Instead of the A opsrator we deal

now with the 4 operator defined as follows:

(3.5 A0) = (F=() 4

4. Boverning equations

According to the forementioned assumptions, the parameters describing the displa-
cement, deformation, strains and stresses as well as the elastic moduli are described by
the continuous, sufficiently regular functions of arguments x!, x2. These functions have
a physical sense only in certain points of the surface.

The displacement state of a structure is defined by 12 parameters for each node. A con-
tinuous, sufficiently regular extension of these discrete functions leads to the relations:

ul(xly xl) & u.\') “2(x1) x2) = uyi u(xly x2) = u:y
4 ﬂl(xlv x2) 5 ﬁxv ﬁl(xl! xZ) & 119,\” 29(x1y x2) > 'ﬁzv
( 'l) w“(x‘, xl) = Wy, wzz(xl, x2) = Wy, w(xlv x2) = 0,

(UJZ(xI’ xl) - w.‘!l(xlv xl) - wxyy wl(xly x2) = Wyg,y wl(xlv x?.) = (’)}':'
The strain energy of a typical structure segment (i.e. the energy of the (i—J)-th and the
| |
(i—k)-th links, — energy of the i-th node, of energy of the j-th node, — of energy of

the k-th node) is related to ABCD surface segment with [/, [, drmensrons (sce Fig. 1)
This energy is a function of parameters assigned to the i-th node and involve 4 and A
operators.
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Assuming that:

1 d 1 d

4.2) T40= 5= On 740 =57 = O

and that the density of elastic energy o° is equal to the density of energy o in the i-th
node, the basic relation of the continuum model of the considered structure in its explicit
form was found:

1 1
oL = A9T CKLMN”KL;{MN-F—Q_ ALy ey G¥ Mooy y + FE MV 7+
’ 1 1
+DAL'}’KCUL+ HKL.V“KLwM+RKI.MyK TLM+T GKLMNTKL TMN+-2— GKL’L'K TL+

1 1 ok .
shis F*agw, +~2~ Aw?*+ C*wp 70+ AX TR0+ =L ANy yan +

(4.3) 1

KL, . KLM, KLMN KLMN,,
+7 C™ugur+ EX Mgy + B YkLWpy+ D R Timnt

1.
KLM, KLMNP - KLMN t IPKLMN
+F LMI{K(OLM+A yKLTMNP+—2 ’B, wKLwMN+ E wKLwth+

1

KLMPRS + ARLMPRS KLMPR
=k > A Tionm Ters+'A Tkim Ters T C WKL TMPRT
+ H* @y, w+ DX¥ Moy 7y + B¥ Mgy oo+ HEEMN g Ty

K, L M,N,P,R,S=1,2.

The density of work of the external forces can be olso defined. The relation (4.3) was
originally expressed in the Cartesian coordinate system and then generalized to a curvi-
linear orthogonal system of coordinates in terms of which the surface system is described.
The ~ parameters:” ¥x., ¥k, #xL» %k, TRLM = TRML> UKL, T8, DL = Gix, Og, b 'consti:
tute generalized components of the state of deformation, with the geometric relations taking
the form

Yo = Uplgk—brxu+ex®,  yx = ulx+bgku, +ex O,
(4.4) #rr = Oplg—bix®, g = H+bkd,,

Tiorm = Opulx—Dpx—bxwy,

N N
Txp = Orlx+bRoy —bix®, Tk = w|x+2bRwy,

where by, , ex;., ( )k represent the components of the second metric tensor of the surface,
Ricci’s bivector, and the symbol of covariant differentiation on the surface, respectively.
The functions 4XLMPRS  CKLM = 4K 4 stand for the tensor of elastic moduli of the
structure and describe its geometric and physical properties. i

The components of the stress state of the structure are given by the formulae
4.5) KL do° = da® o do® e HO°

== = m

YL e ~('j“/l(V’ Onygy,’ B Ok

= F = =

2

7* !
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. 2 do® . do® 3 Jdo®
(4.5) [cont] ek AT S ERA ) Memniniy
OTxim Ik, dtx
KL do® % _ do® A do®
dwgr’ dowyg’ ‘w

We see that 12 from 30 introduced aqove components of the stress state is of the force
type (p%L, p%, r*t, r%, r), and the remaining 18 is of the couple type (mXL, mXK, skKLM
L 5K,

With the aid of the principle of virtual work the equilibrium equations and the boundary

conditions for the continuum model of the structure can be obtained in the form
PR —bkp*+4* =0, pX|x+bikp*+q =0,

m*t g —bgm* +egpX+ht =0, m¥|x+ex, p*'+ bgm®t+h = 0,
(4.6) 1
SKLM[K——i—(kaKM+b¥SKL)—)‘LM+fLM = 0’
SKLIK+2bMKSKLM—2kaK—rL+fL == 0, SKIK+bLKSKL'—r+f= 0.
7 .
p¥'ng—p* =0 or u, = i.‘:Li PK"K—; =0 or u= l*“,
* * * *
m&ng—mt =0 or H.=9¢,; mEng—m=0 or I =195,
4.7
SKLM"K—;:LM =0 or o= (“;LM; SKL"x—§L =0 or o = ;’L’

* *
s¥iy—s =0 or w=ow

where ng represents the components of a unit normal vector to the boundary 42 of the

structure, g%, q, A%, h, XL (X f— are the densities of the surface-type external stress;

¥ % kg k% I N . dpoan, X X Hl e %
pX,p,m® m SKL K s are the densities of boundary stresses, u%, u, 35, ¢, WLy, W, @

are the given values of generalized displacements within the 4.

The equilibrium equations (4.6) and the boundary conditions (4.7) together with the
constitutive (4.5) and geometric (4.4) relations form the basic system of equations descri-
bing the continuous model of the structure. This system enables us to calculate the displa-
cement distribution in the link and node areas as well as the stress distribution.

It must be stressed that parameters vy, »kr, Tkr.x, @r, [see (4.4)] define the
components of the plate-like deformation state, while yxr, wgr, %k, Txrs — the com-
ponents of the plane-like deformation state. The components yx; , Wu, %k, TkLm, Tk, @ are
defined exactly as in the rst order model (see [6]), however the parameters which do not
appear in that model, i.e. Tgry, Txr, Tx, Wk, Wk, @ result from the deformability of

“a node and the deformability of link’s lateral cross-sections.

The analysis of the influence of the second order parameters on the internal forces

together with the suitable numerical calculation will be the subject of separate papers.
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NOZTITIsx

Peswonme

YPABHEHHA JIMHEUMHOM TEOPUU BTOPOTrO PAHOA VYIIPYTHUX ITIOBEPXHOCTHBIX
POCTBOPOK

B paBore npencraBieHO AWHEHHBIE YDaBHEHMA CTaTHKM YNPYTHX IOBEPXHOCTHLIX PAacCTBOPOK MMe-
OLUMX IJIOTHYIO M PErYIAPHYIO CeTKY 3JIEMEHTOB, KOTOPBIX AeopMHPOBaHHbIE, IIPAMOYTOALHEIE Y3JIbI
COEQUHEHHBIE MEXIY COGOH pnu IOMOILNM NPH3MATHYECKHX CTepyicHeil MMEIOLAX NPSMOYIONbHOE Ce-
yeHue.

Ilpunuman ucxoainle NaHHbIE: YPaBHEHHs JIMHEHHON TeOpMM YIIpYrocTH, a TaK)Ke ITOJXOASLIHE -
KHMHEMaTHUYeCKHE THIIOTE3hbI MIOYUEHO BapHAHOHHLIM METOOM YPAaBHEHHMA CIUJIOLIHOTO MOAEJST IIPOroHa.

PaGoTa copep>kuT o6oGluenre Teopur Boausixa, BbIXOOALMeE 32 npeaeisl Teopun I-ro papa, mos-
BOJIAIOILME YYHTBIBaTh 3 (EeKTHI ,,BLICUINX PAXOB’’ (pasmepnl y3JIOB, UX AedopmHpoBaHHe, Aedopmu-
POBaHKe MONEPEUHOr0 CeYeHHsl CTCPH(HEH COeMUHSAIOIINX Y3JIbI).

Streszczenie

ROWNANIA LINIOWE] TEORII DRUGIEGO RZEDU SPREZYSTYCH RUSZTOW
POWIERZCHNIOWYCH

W pracy wyprowadzono liniowe réwnania statyki sprezystych rusztébw powierzchniowych o gestej
i regularnej siatce elementow, ktérych odksztalcalne, prostopadioscienne wezly polaczone sg za pomoca
pryzmatycznych pretow o przekroju prostokatnym.

Przyjmujac za punkt wyjécia rownania liniowej teorii sprezystosci oraz zakladajac odpowiednie hipo-
tezy kinematyczne otrzymano na drodze wariacyjnej réownania ciaglego modelu dzwigara.

Praca zawiera uogoélnienie teorii Wozniaka, wykraczajace poza teori¢ I-go rzedu, zezwalajace na
uwzglednicnie efektow ,,wyzszych rzedéw' (wymiary weztéw, ich odksztalcalnos¢, odksztalcalno$¢ prze—
krojow poprzecznych pretow laczacych wezly).

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 marca 1983 roku
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ANALYSIS OF THE STRESS STATE IN THE CYLINDRICAL SHELLS OF THE
CONCRETE TANKS PRESTRESSED BY EXTERNAL TENDONS

ANDRZE] SERUGA
Krakow
1. Introduction

The state of stress in cylindrical shells of the prestressed concrete tanks depends mailny
on:

— the constructional and technological realization of the tank wall,

— the method of joining the wall and the tank bottom,

— the adapted method of prestressing of the cylindrical shell.

The knowledge of the intensity degree of the effect of the above mentioned agents
on the statical work of the shell is very important in the process of the tank construction
design. An especially essential problem is the determination of the amount of prestressing
tendons (wires) as well as the arrangement thereof along the tank wall height. In the
practice, hitherto this task was being solved by means of the determination of the envelope
curve of the circugferential forces exerted by the pressure of a liquid under assumption
that a determined value of friction coefficient in the joint of wall and the tank bottom
exists. The analysis of stress state within the cylindrical shell is then reduced only to chec-
king the circumferential stresses within the concrete for a prestressed tank, which in loaded
by the liquid pressure, assuming that the load distribution due to the prestressing is of
the sectional uniform type.

Moreover the resistance of concrete against the stress cracks for the maximum vertical
bending moment restlts from the thrust of liquid or ground. However, the state of stress
produced by the total or partial prestressing of the tank wall is not analysed. Such a method
of design causes the following restrictions:

— the distribution of loads arising from the prestressing force is in fact a disconti-

nuous one, thus an overloading of the shell may occur during prestressing,

— the effect of the prestressing technology on the distribution of the internal forces
within the shell is not taken into account. It should be emphasized in this connec-
tion that the maximum vertical bending moments must not indispensably be ori-
ginated, after the prestression of all circumferential tendons has been completed.

Many cracks in cylindrical shells of concrete tanks during prestressing were observed

in the practice. Such phenomena make it necessary to carry out an exact analysis of the
effect of prestressing on the distribution of internal forces within the tank wall.
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During the recent 15 years in the Institute of Materials and Building Structures, Tech-
nical University of Cracow, very intensive investigation works have been carrying out
to explain and determine the range of influence of the agents mentioned above on the
behaviour of the tank wall during prestressing as well as during its exploitation. The
results of the above works can be found in papérs [1. 2, 3, 4] in which the necessity of
carrying out the proper analysis of stress state in the cylindrical shell of the tank was

proved, assuming the load resulting from the prestressing consists of circular — symmetrical
concentrated forces.

In the present paper the estimation of one of the most used constructional realizations
was made, based on an example of a tank with a capacity of 5000 cu m.

2. Experimental investigations

2.1. Description of the construction. The constructional realization of the tank was to
some extent reduced because of the necessity to adapt an existing tank for drinking water.

The design thickness for the floor slab was 0.40 m. The tank wall, with a height of
H = 5.6 m, the internal radius being R; = 17.5 m and the thickness being ¢ = 0.18 m,
was made in monolithic system: the concrete works being executed in subsequent sections
and the circumference was divided into 8 fields and 8 pilasters. The individual segments
of the wall were poured with the concrete using the platform — and — the movable
formwork during one day cycle. The top of the wall between the pilasters was made thicker
to execute — during the next stage of work — a roof ring beam of reinforced concrete.
The pilasters of the dimensions 5.6 x 1.2 x0.38 m each were symmetrically arranged on
the tank wall circumference.

The connection of the bottom slab with the cylindrical shell was executed as a sliding
joint, the friction coefficient being assumed in statical calculations to be z = 0.3. The
tank wall was set on the bottom of the groove of foundation ring, the depth being 0.2 m,
using the slide layer made of two layers of bitumen board with glue. The internal chase
of foundation ring was filled with tallow cord and Abizol KF putty first to prestressing
the tank wall.

The prestressing of the tank wall was executed using double-bay external tendons
of Freyssinet type 18 @ 5 mm, running on the rolling pad of 12 mm dia.

2.2. Characteristic of the building materials used

Concrete :

Duying pouring the concrete in the tank wall formwork, the test specimens of 15x 30
cm cylinder were sampled to determine the compressive strength as well as the modulus
of elasticity of the concrete just in the moment of prestressing the tank wall. The mean
compressive strength of concrete determined using 62 specimens is equal to 37.8 MPa,
the standard deviation being s = 6.16 MPa, whereas coefficient of variation was equal
to» = 16.31% which would mean, that a concrete of B 35 class was obtained. The modulus
of elasticity in compression was determined using 31 specimens, the full cycle of load
being assumed. The obtained values are listed below.
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E,., = 28080 MPa; s = 2339 MPa; » = 8.33%
E, , = 27400 MPa; s = 2220 MPa; » = 8.10%
Eo.. = 26630 MPa; s = 2044 MPa; v = 7.67%,
E, s = 25760 MPa; 5 = 2257 MPa; » = 8.76%,
E, ¢ = 24500 MPa; s = 2410 MPa; » = 9.84%

The results in question refer to a concrete made of a granite aggregate, whereas the
first two segments of walls between the pilasters No 3 and No 4 as well as No 45, res-
pectively were accomplished by use of basalt aggregate. The mean compressive strength
of the concrete determined in analogous manner, is equal to 55.1 MPa, which means,
that the concrete is of B 45 class. The modulus of elasticity in compression is E. = 36000
MPa.

Prestressing steel. =

]

Basing on the executed laboratory investigations the following mechanical properties
of steel with 5 mm dia. were determined:
— the characteristic strength of steel.
— the proof stress R.,. 2,
— the modulus of elasticity

- the elongation of steel at rupture,

— the number of contraflexures

The strength of steel was determined using 38 samples taken at random, by means
of multipurpose testing machine of ZD-50 type, the measurement accuracy being 250 N.
The obtained main value, the standard deviation as well as the coefficient of variation
are respectively equal to:

R = 1721.7 MPa; s = 69,4 MPa; » = 4.03%
The strength characteristic of prestressing steel is
R, = R—1.64'5 = 1607.9 MPa
whereas the calculated strength is equal to
I =
1.25

The proof stress R,, , determined using 10 samples is 1478.3 MPa.

The modulus of elasticity of the prestressing steel was determined on the level of loads
cqual 1o 0.4+0.6 of the tensile breaking stress. The adapted level of load (14--20) kN
corresponds approximately to the value 0.5 R,;, which is below the admissible stress after
immediate and rheological losses. The obtained results are as follows:

R, = R, = 1286.3 MPa

E, = 202625 MPa: 5 = 3069.5 MPa; » = 1.51%

Elongation at rupture A, = 5.7%,
Alternate bend test n ==5033

2.3, Program and methodology of the Investigations. To estimate the stati work of the shell
the tollowing investigations were considered to be necessary:
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— measurement of the radial displaéements of the tank wall at the level of its connection
with the foundation ring,

— measurement of the radial displacements of the tank wall along the vertical section.

— measurement of the tank circumference shortening, i.e. the diminishing of the circum-
ference exerted by the elimination of distances between the pilasters and tank wall
segments coming mutually to contact due to the prestressing,

— medsurement of the strains of the tank wall concrete in circumferential and vertical
directions.

2.3.1 Mecasurement of the radial displacements of the tank wall at the level of its connection with the foundation ring.
The experimental investigations were carried out for the connection sealed with the tallow

cord, 50 x 50 mm, tamped therein, which then was covered with the Abizol KF type putty.
The measurements were carried out using 60 dial gauges, the range being 0.01 m and the
measurement accuracy being 0.01 mm, stabilised in foundation ring at the height of 0.25
m. The arrangement of measuring points is shown in Fig. 1.

Fig. 1

2.3.2. Measurement of the radial displacements of tank wall along the verticalsection. The values of the tank
wall deflections were measured using dial gauges placed at the following heights: 0.25,
0.6, 1.2, 1.8, 2.4, 3.0, 3.6, 4.2, 4.8, 5.2 and 5.6 m within ten sections, on two opposite fields
of the tank. The arrangement of the measuring points was made possible owing to a steel
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construction, made especially for this purpose, which could be connected with the floor
slab in stable manner. The localization of the measuring positions is shown in Fig. 1.

2.3.3. Measurement of the tank circumferenceshortening. According to the adapted technology of
tank wall execution there were 16 vertical work contacts. By use of the installed dial gauges
the total values of radial displacements were measured. The author decided to measure
additionally the tank circumference shortening and to reduce properly the displacement
values. The shortening of the circumference was determined by means of DEMEC strain-
gauge measurement base of which was 12 inch. The measuring points were placed at the
following heights: 0.25. 0.65, 1.05, 1.45, 1.85, 2.25, 2.65, 3.05, 3.45, 3.85, 4.25, 4.65,
5.05, and 5.55 m.

2.3‘.4. M_easurement of the strains of the tank wall concrete in circumferential and vertical directions. During the
prestressing the concrete strains were determined by means of a standard DEMEC 8 inch
straingauge. The measuring points were placed on the inside face of the tank wall in six
vertical sections,

., {3days;

Fig. 2
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The arrangement of the individual sections: 0-0, 1-1, 2-2, 3-3, 4-4 and 5-5, respectively
is shown in Fig. 1. Additionally in the section 3-3 the measuring points on the outside
face of the tank wall were placed between the prestressing tendons.

2.4. Results of the investigations. All readings of the displacements as well as of the con-
crete strains were carried out at the morning before the sunrise at a constant temperature:
the prestressing of tank wall was executed during a fortnight.

2.4.1. The radial displacements of the tank wall at the lovel of 0.25 m. The prestressing of the tank wall
was executed according to the sequence shown in Fig. 3, starting at the upper edge of
shell. The measurements of the displacements were carried out as a rule in three stages,
i.e. after 5, 10 and 15 tendon circumferences have been prestressed. The distribution of
displacement values for the 2-nd and 3-rd stage is shown in Fig. 2. The displacements of
the second stage, as well as the final ones of the third stage were read after a 3-days period
of stabilization elapsed, whereas the initial displacements of the third stage were measured
the next day after the prestressing completion. The mean values of displacements and the
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‘distribution parameters corresponding with them are respectively:
w; = 0.0467 mm, s = 0.0632 mm, » = 135.3%
w, = 0.4217 mm, s = 0.1212 mm, » = 28.75% (3 days)
w, = 1.7333 mm, s = 0.9809 mm, » = 56.59%;
wsy = 2.0833 mm, s = 1.1873 mm, » = 56.99%, (3 days)

2.4.2. The radial displacements of the tank wall along the vertical section. AS the cracks were Originated
in the tank wall at the final stage of prestressing, e.g. on the circumference part between
the pilasters No 7 and No 8, the measured displacement values were worked up in separate
manner for opposite measurement positions. The obtained mean values of displacements
for individual loading stages are listed in Table 1. Moreover, this table contains also the
values of radial displacements corresponding with the measured shortening of the tank
wall circumference as well as the reduced values of displacements for total prestressing
of the cylindrical shell. The distribution of the mean values of displacements along the
height of the tank wall is shown in Fig. 3 and Fig. 4 respectively.

2.4.3. Strains of the tank wall concrete. The measurements of concrete strains were carried out
two times, i.e. firstly at the beginning of the prestressing and then after a three — days
period of stabilization, since the completion of the prestressing. The obtained results
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of concrete strains in circu nferential and vertical direction are listed in Table 2, whereas
the distribution of strains along the height of the tank wall are shown in Fig. 5 and Fig. 6,
respectively. The concrete strains on the outside face of the tank wall according to the
seciion 3-3 were measured only in circumferential direction, as there occured difficulties
resulting from the use of band — shaped prestressing tendons.

3. The comparative analysis of the obtained results and the final conclusions

To carry out the analysis of the results of investigations the statical — and — strength
calculations were made boading the tank wall with single prestressing tendons according
to the accepted sequence of tensioning. The calculation method presented in the paper
[2] was used for this purpose.

The value of the prestressing force N, was determined basing on the measured strain
values of the prestressing steel. The electric resistance wires were glued on three wires
selected at random in each of the 15 tendons placed along the height of the tank wall
between the pilasters No 7 and No 8.

The obtained results were worked up using stétistical methods and the mean value, the
standard deviation and the coefficient of variation were determined. Assuming that the
mean value of strains to be decisive the value of effective prestressing force was calculated,
which was equal to:

N,= &-E,- 18- F, = 280.56 kN

Taking into account many cracks in the tank wall occurring on the inside face except
of two segments of wall which were made of concrete using the basalt aggregate (No 3.
to No 5), the statical calculations were carried out for two different calculations scheme.

Scheme 1

The tank wall made of concrete using basalt aggregate, slidingly jointed to foundation
ring the friction coefficient being # = 0.7 and u = 0.8. The modulus of elasticity of con-
crete in bending was E, = 30000 MPa

Scheme 11

The tank wall made of concrete using granite aggregate was jointed in hinge type
manner to the foundation ring. The modulus of elasticity of the concrete in bending was
E, = 22500 MPa.

For both calculations schemes the tank wall was considered to be a cylindrical shell
of a constant thickness ¢ = 0.18 m at the height of H = 5.6 m as well as to be cylindrical
shell of thickness ¢ at the height H = 5.35 m with the top stiffening ring of 0.25 x 0.38 m.

The obtained values of the tank wall displacements for both calculation schemes are
given in the Table 1 as well as they are shown properly in Fig. 3 and 4,

The measured values of concrete strains in the compression along the section between
the pilaster No 7 and 8 are shown in Fig. 5. When comparing the mean values of concrete
strains with the distribution of circumferential forces the conformity of the nature of both
curves is stated.

Taking into account the modulus of elasticity of concrete in compression to be E =
= 27000 MPa as well as the mean values concrete strains along the vertical section 3-3
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(inside and outside of the tank wall) the experimental distribution of circumferential
forces were determined and are shown in Fig. 5. The occurring differences may be explained
by: :
— the presence of pilasters, which bring disturbances in the static work of cylindrical

shell,

— the increased strains of concrete, exerted by partial damage of the concrete structure

due to the cracks appearing at several levels.
Basing on the executed analysis the following final conclusions can be presented:

— A special care must be taken of the quality of execution of the joint of wall and

tank foundation ring. The effect of pilasters, which introduce considerable distur-
bances in the static work of shell can be eliminated to appreciable extent, if the
sliding layer is executed carefully. The Fig. 2 exemplifies the comparison of radial
displacements of the pilasters No | and No 8.

The used sealing materials must not be used second time when further similar con-
structional and technological realizations are executed. Their presence within the
Joint of wall and bottom generated considerable increase of boundary disturbances
corresponding with the coefficient of friction, u = 0.7+0.8

Prestressing of walls of the cylindrical tanks should be commenced at the bottom
edge of the shell. If not, the discontinuity stresses, generated at the subsequent
tensioning of tendons, combined with the boundary disturbances may exert the
cracking of the tank wall, in spite of considerable displacements of the wall (see

vertical section 0-0).
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Pcawme

AHAJIH3 HATIPS)KEHHOI'O COCTOSIHIIA B LUMJIMHAPHYECKHX OBOJIOYKAX

BETOHHLIX PE3EPBYAPOB TIPEINBAPHTEJILHO HATIPSDKEHHLIX BHEINHHMM

KABJISIMH

B nyGumkaumn npepcraBieHa OLEHKAa KOHCTPYKTHBHO-TEXHOJOIHMYECKOrO PEILCHHS LMIMHADH-
IECKOro pesepByapa emKocTbio v =5000 »1.3, o ACHCTBHEM HArpy3Kil OT NPeIBAPHTENIBHOrO HApsi-
KEHUA BHEIUHMMH Kabnsimu 18 @ 5 mm.
CpaBHHTENbHBI aHANH3 IKCIEPUMEHTAIBHBLIX M AHATMTHUCCKHX Pe3yJLTATOB [AeT OCHOBY JUIA
BBLIBOJIOB OTHOCHTENBEHO CTATHUECKOI paboThl 000JI0UEK, 2 TAIOKE TEXHOIOTHE HaNPSIXKEHUA KOHCTPYKIIAH .
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Streszczenie

ANALIZA STANU NAPREZENIA W POWLOKACH WALCOWYCH BETONOWYCH
ZBIORNIKOW SPREZONYCH PASMOWYMI CIEGNAMI ZEWNETRZNYMI

W pracy przeprowadzono ocen¢ rozwiazania Konstrukeyjno-technologicznego zbiornika cylin-
drycznego o pojemnosci ¥ = 5000 m3, spr¢zonego pasmowymi ci¢ggnami zewng¢trznymi typu 18 @ 5 mm.

W oparciu o dokonan} analiz¢ poréwnawcza wynikow otrzymanych z badan do§wiadczalnych z war-
toéciami obliczonymi, wysunieto wnioski koncowe dotyczace dalszego stosowania podobnych rozwiazan
a takze technologii sprezania konstrukcii.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 marca 1983 roku



MECHAN KA

TEORETYCZNA

T STOSOWAN A
2/3, 21 (1983)

EQUATIONS OF THE SPHERICAL SHELL WITH AXIALLY SYMMETRIC,
STOCHASTIC IMPERFECTIONS

GrAZYNA BRYC

Politechnika Warszawska

1. Introduction

Realization of the-shell construction often yields some deformations and since the
changes in the geometry of the middle surface are unpredictable, it is convenient to con-
sider the problem from the probabilistic point of view. There have been in the literature
up to now a few approaches to the description of the stochastic shell. C. BRANICKI and
M. SkowroNek [1] analized stochastically nonlinear static of a shallow spherical shell,
which middle surface was a random function of a rather simple form. E. FiLirow, J. WE-
KEZER and P. WILDE [2] proposed a stochastic model for the dislocations of the surface
of a cylindrical container based on the discretization of the problem. Random fields theory
applicable to thin elastic shells was discussed in the expository paper of E. BIELEWICZ
and P. WILDE [3].

The subject of this note is a statical analysis of the spherical shell loaded uniformly by
its weight taking into consideration geometrical nonlinearity and axially symmetric random
displacement. It is proposed to describe stochastic displacement by auxiliary six dimensio-
nal two parameter random field and the corresponding Meissner-type equations are derived.

2. Description of the random shell

Let the undeformed middle surface of the shell be given by the equations in the vector
form

r=H0O, ¢, w) =0, )+7(0, ¢, w), (D

where 7, describes the points of the middle surface of the deterministic shell designed
and ¥ is the stochastic initial deformation.

In order to describe the stochasticaly displaced shell by the equations close to the
deterministic case. we rewrite equations (1) in the following equivalent form

ar are | »
S TO—+!;(9, P, ), 2
ar (')"0'

P +1,(0, ¢, w),
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with the boundary condition
7‘(@0, @, m) = ;:0(@0. ®), 3
O, 0o e T ()

Here ¢,, ¢, is a 6-dimensional 2-parameter random field satisfying the consistency condi-
tion

d_;z L= i;J E (4)
g 00 - /

<y

Fig. |

In other worlds we assume that stochastic displacement is described by tangent vectors
which are supposed to be a sum of deterministic tangent vectors and random vectors

1., t,, the second ones will be taken small later, Note, that above description making use

of random field ;1, t, can be translated into tensor language and that our assumption is
slightly different from the on the first sight natural representation of the first metric form
of the middle surface of the stochastic shell as a sum of a purely deterministic and stocha-

stic part. Although for smaller random field ;,, tA2 both mentioned above approaches
become closer, we found our approach as given by equations (2) more consistent with
the intuition and therefore we will not deal in the sequel with the equations in the tensor

form. Morever we will restrict ourselves to axially symmetric random fields ?, . ;2 and we
will look for the equations of the stochasticaly displaced spherical shell as given on
fig. 1 loaded uniformly by its weight.

]
Further we assume that ¢, is a vector tangent to the meridian of the middle surface

?3(0. ¢, ®) = [—Bg{w)sin@cos g, — By(w)sin@sing, By(w)cosO]
N
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where Bg(w) is a scalar I-parameter random field. In this case 7, is uniquelly determined
by (4) and the axial symetricity

(21 “
;,((~), q.m) = [sin(/' f B,sin@do . —cosg f Bysin@de, OJ
) o

Since we are in the axially symmetric case, we can use the well known Meissner-type
cquations in the form taking into account geometric nonlinearity, (c.f. [4]). Regarding

an additional assumption, that ;1 and ;2 are small when compared with the radius of the

shell (i.e. Bs < R,) we get the following system of nonlinear second order differential
equations

(D, +L)y+ Ryyd+ Nyl + P9+ 09" = F, (O, w) ‘

D_3+R¥yp+ Py = Fi(0, w) ®)

where D are the second order deterministic differential operators of the form

o d? ) d sin’@ ‘)
D. = cos@— . —sin@ - — '
i cost 10? sin® pTe) ( o5t i:u)SOl (6)
L is the random differential operator
D d? s , d sin?@ 5
L= (-5° —2(3.»@‘059)71@» + (06 5In6 — 0 cosO) 6~ ({Ez—é— S°+w)@cos(~)).
(7
Ri. P;. N are some deterministic functions and F; are random functions.
Also we denoted by R, radius of the spherical shell and o = % 0 = Zl(éj Our.
0

(<]
S” = f 0eSin@dE. » is the Poisson coeficient.

Gy

ZA

Fig. 2
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Equations (5) contain the following unknown quantities,ﬁﬂ — is an increment of an angle
a after deformation o* = a+¢ (fig. 2)

12(1—»2 :
o Vl/ (15th ')n- ‘= (1+0e)Ro T, (fig. 3)

3. Numerical solution

For the solution of the equations (5) we have to consider the boundary conditions
e.g. we consider the shell with fixed lower boundary

O = B4, w) =0, =0, ®)
and with free upper boundary
@ =06, T,= —Tsina*+Q,cosa* (fig. 3). 3 ©)

Determination of the mean value and the standard deviation of the random internal
forces was achieved by Monte Carlo method. For this purpose we assumed that random
function By can be represented as a series

@
By = cos@ D y,c05"20 (10)
n=0
where y, are one dimensional random variables, not necessarily independent — in the
dependent case the multidimensional distribution of y,, y,, ... is needed. Note, that for
Gaussian random function By the assumed in (10) form of B, is not very much restrictive.
Indeed, any Gaussian field can be represented by a series similiar to (10) with independent
random variables and then we can each term of this series expand into a Fourier series.
Thus, up to the convergence questions, our assumption in (10) is that some of the Fourier
coeficients are zero.

As it is usual in the Monte Carlo method, after y,, y,, ... are sampled, i.e. finite
approximation of By in (10) is sampled, we have to solve a deterministic system of non-
linear differential equationé (5). To this end we used a combination of the power series
method together with the iterative procedure. Following R. NAGOrsk1 [5] with slight

changes to avoid singularities, we introduce new unknown variables X. Y defined by
w(O) = X(x)cos@, 1
#(O) = Y(x)cos@, (

where x = cos26.
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After the change of variables in (5) we expand the right hand sides of the equations (5)
in the power series with respect to x. Then we look for the coeficients in the power series
€xpansion of X and Y by iterative procedure adopted from A. Manmoup [6]. The Mah-
moud’s approach lies on the transposition of the nonlinearities to the right hand sides of
the equations (5) treating them as known. This applied to our problem gives the following
separated recurrent equations with unknown X, and Y,

(4—4,‘C2)X:,I+(6— le)X..'—(l—V)Xn - G—(x’Xn—l’ Yn—])’ | 12
@—4x) Y, +(6—10x) Y, —(1+»)Y, = G, (%, Xa_y, Yuoy). L

In (12) the right hand side functions G, can be expanded in the power series of the conver-

o0
gence radius 1, thus the solutions of (12) are given by D at x" (c.f. E. KAMKE [7]). There-

H=0
fore we get the recurrent linear equations for unknown power series coeficients
2n+3 4n*—(11v) 2n+1)2n+1)—(112)
+ aa sroT ey S e BEAL T 2o T AL e +
A2 = o S T 4 DB+ T dmr D2 T
by
TSN TS M a3

el
where G, = Y bx,.

n=0

From (13) follows also, that the convergence radius of the series exﬁansion of X, and Y,
is equal 1.

Approximatively strict solutions of the system of nonlinear equations (5) are then
determined by X = limX,, ¥ = limY, together with (11).

The author checked numericaly the above procedure and it appeared, that iterative
procedure with X, = Y, = 0 works nicely for small stochastic part (5 - 10 iterations are
then sufficient).
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Peawme

BPALIATEJIbHO-CUMMETPHUYHOE CJIVUAMHOE COCTOSAHHE [EPEMENEHUIY
CPEPUYECKO!M OBOJIOUKU

B paGoure npejcraBiieHbl NpodJiemMbl CBA3aHHbIE CO CTATHKON TOHKOH cdeprueckoit 0BoJI0UKH [10CTO-
SIHHOM TOJILMHBI, HAUPY>KeHHOH COOCTBEHHBIM BECOM C YUYETOM BpPalllaTeNIbHO-CHMMETPHUUYHBIX CJIydaii-
HbIX HaYAJIBHBIX IepeMellleHMi] BMECTEe ¢ IeOMeTpHUecKOll HeJIMHeHHOCTBIO.

CryuaiiHast 4acTh MpOOJIeMbI PEllIeHa METOOOM CHMMYJIALMH. UHCIICHHOE pelleHue BO3HHKHYBIIEH
JIETEPMHHMCTHUECKON 3aJaur 1IPOBEICHO METOAOM, KOTOPLIA COEMUSAET METOM CTENEHHBIX PSALOB C HTe-
PaLHOHHBIM METOJIOM.

Streszczenie

ROWNANIA POWLOKI KULISTEJ] W PRZYPADKU OSIOWO SYMETRYCZNYCH
LOSOWYCH PRZEMIESZCZEN WSTEPNYCH

W pracy zostaly rozpatrzone zagadnienia statyki cienkiej powloki kulistej o stalej grubosci, obciazonej
cigzarem wlasnym z uwzglednieniem obrotowo symetrycznych losowych przemieszczen wstgpnych oraz
geometrycznej nieliniowosci. :

Stochastyczna cze$é zagadnienia zostala rozwigzana metoda symulacji. Liczbowe rozwiazanie za-
gadnienia deterministycznego otrzymano metoda laczaca metode szeregdw potegowych i iteracyjna.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lutego 1983 roku
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ON A METHOD OF FORMULATION OF TWO-DIMENSIONAL THEORIES FOR
ELASTIC SHELLS

WIEStLAW NAGAORKO

Uniwersytet Warszawski

The purpose of the paper!’ is to present a certain method of construction of such
theories of shells, in which the two-dimensional solutions can be treated as the appro-
Ximations (with a defined error) for three-dimensional displacements and stresses describi
the state of equilibrum of an elastic body. The method is based on the assumption that
the error of replacing the three-dimensional solution by a two-dimensional one should
be the smallest in a certain domain of the tolerance solutions. In other words, the shell
solution should minimize the error in this domain. We shall call this assumption the error
minimization principle [1]. Two simplified two-dimensional approaches to elastic shells
bave been constructed on the basis of the assumption. Within these frames onc is able
to find tolerance solutions for displacements and stresses.

1. The error functional.

Consider the system
(L) = ol ok enl BEL JCh
where V! is a space of the vector functions
v: Q- R, Qc R,
including a displacements of the body, V% is a space of the symmetric tensor functions
22 Q — R3*3, ‘

including stresses, F is a space of pairs (b, p), where b is a body force and p is a surface
traction

.
AN

b:Q >R p2,R2-R
and 2,02 < a0, whereas the operators T: ¥* — V2 and K:V?>—F are taken in the form

(1.2) T(") = % C(Vo'+Vo'), K(v*) = (dive?, v?)5,0n),

i ﬁ;aper is an extended version of a lecture [1] delivered at the Third Conference ,-Shell struc-
tures — theory and applications™, Opole 1982.
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and C = (Ciu) is the tensor of elastic moduli. The superposition KT will be refered to
by M.

The system . will be called the equilibrium linear elasticity theory system (or structure)
(11- 3] :

Within the structure .# we are able to formulate the following problem:

Let f, = (—b, p) be a known element in F; find such v e VX, K = |, 2, that

(1.3) Vlpg = U, v =T(@Y), fo=K(@?

where ug is the given function, and 8,82 is the subset, such that 0,200,02 = 80, 0,213,822 =
= 0.

The elements v§, K = 1, 2, which satisfy the above conditions, will be called the
solutions corresponding to fo. The solution 25 is a solution in displacements and »2 in
stresses.

We introduce now the concept of an error functional.

For the sake of simplicity let W stands for V'* or V2,

Let be known the functional

8:2"*¥ <0, + )

such that
domd # O,
(Vo edomd)(Vwy, wy € W)[(wy, wy) €Ea = (wy, W) Ea,
(wi,w)ea, (wy, wy)€aq],
(1.4) Vo, ay edomd) [a; U, edomd, a; N, €domd],”

(Vo €edomd) [q = id = d(a) = 0],
Vo, 0, edomd) [a; ¢ a, = d(a;) € d(as)].

The condition (1.4), states, that cach element in the domain of functional ¢ is a reflexive
and symmetric relation whereas condition (1.4); says that domain 6 constitutes a lattice.
Hence the elements of domain 6 are tolerances [6] - [7].

In the special case when W is a set with a norm || - {|, functional 6 can be defined as
(1.5) ' o) = sup “[|w,—wll.

{wy, wi)eEa

The set « € dom d will be referred to as A[w;, w,], so that (w;, w,) € a.

The number
(1.6) e(w;,w,) = inf 0(a),

a€A[wy, w2l

is said to be the error of identification of the elements w; and w,. The relation (1.6) then
determines the functional ¢: Wx W— < 0, 4 c0) which will be called the error functional,
In particular we can assume that e(w,, w2) = {lw; —w,||. However, the error does not
have to be determined by norm. In mechanics there are many cases for which we are not
interested in an error in the sense of the distance (as an example we can take the case in
which only some components of the stress tensor have to be compared).
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2. Error minimization principle

Let us assume that an elastic body constitutes a shell and that in system ./ the refe-
rence configuration is of the form 2 = a x (—h, h), ¢(n) being the midsurface of the
shell and ¢ is the diffeomorfism of = x (—h, h) into the physical space. Apart from the
System .# we consider two systems of the form

AR R VRN G NE O K =)
which will be called shell systems. In these systems YX, G* are the spaces of functions
determined on 7 with the values in R?, and N* are operators N*: Y*¥— GX.

Moreover, let us assume that the structures 47X are interrelated with system .# in
such a way, that the spaces Y* are the spaces of generalized coordinates for VX, and G¥
are the spaces of generalized forces for F. The operators

A Y a1 BE Fl-r GE,
kave to be defined, (Fig. 1). The operators A% determine the constraints in spaces VX [5).

T K
Vv S > F
]A‘ IAZ 18‘ g2
y! N' | - G!
. y2 __L___» G

In systems (Y%, G¥, N*), K =1, 2 the problem of finding solutions can also be for-
mulated:

Given g§ € GX, find y*, K = 1,2 such that
@0 g8 = N*(S).

Each y¥ satisfying the above conditions will be called a solution corresponding to g¥.
- If g§ = BX(f,) and o are solutions (in displacements and stresses corresponding to
Jo, then the solutions yX and the constraints 4X determine in spaces V¥ certain elements
% = AX()X). The set of those elements will be denoted by yK = {o%; @y§, vh) [vF =
= A*(y8), N*(y§) = BX(M(2}))]}- '
Let us define some non — empty sets of the solutions of problem (1.3) (sets of the
exact solutions): ¥4 cdom M < V!, V3% = dom K = V? and assume, that the structures
A% together with operators A%, BX, K = 1, 2 satisfy the following conditions

(Yol € V)@Y € YA IN*(¥E) = BX(N(v7)),

e (A*(y5), ©§) = min 5%, ), K =1,2].

v €v

(2.2)

~ Condition (2.2) introduced for shell systems in the form of a postulate will be called
the error minimization principle. This principle states that for the given structure .# and
the given errors X, the structures 4°X, together with the operators 4%, BX should be such
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that the solution y& to problem (2.1) corresponding to generalized forces BK(M(-U('))) has

to minimize the error of identification of the elements v* € V¥ and the solutions v¥.
Each element 0%, K = |, 2 belonging to the domains of operators X and 7, respecti-

vely, and such that for known a* = 0, X = 1,2 we I?ave

(2.3) X (DX, AX(¥§)) < o,

will be called a tolerance solution of problem (1.3). In particular 4%(3X) are tolerance

solutions to this problem.

3. The error minimization principle in the displacement spaces

Let us define in space V! (in what follows we drop the index 1) the scalar product
in the form

=y
(3.1) R fV?)irCV'Uzd.Q-I- A\J 0103

where 2! = v,(x%), 2% = v,(x'), x € 4Q, i =1,2,...,n > 3 and x' are non-collinear. Let
us take the error in V' as &(v,, vo) = [|lv,—vo|| where the norm || - || is defined by the
scalar product (3.1).

The error minimization principle (2.2) will have the form
(3.2) (VYoo € Vo)(Ayo € Y)[I14(¥o) —voll = min|jo—wv,|

veV

where ¥V is determined by the structure 4! and N(p,) = B(M('vo)_). Moreover v' = v},
Ta=nilo 20

Let us denote by V(9), 9 € V the set of displacements admissible by the constraints.
Now, condition (3.2) will be represented in the form

(3.3) (Voo € ¥o)(@y0 € Y)(Vv €V (A(30)) [2r[14(y0) — vol|*(2) = 0]

Since
[min ||z —2,[[]* = min||o—wv,l[?,
veV veV

where & stands for the Frechet derivative.
Since |lv+A|1*—||v|> = 2(v, h)+|IAl%, then [06]|D]°](») = 2(3,v),
Using the last equation and (3.1) we have
=5, W) = | (T() = T@))VWd2 = [ (T@)V(w)+div T(vp)w) d2—
(7]

2

- f(T(vo)nw)dc"'Q = fT(%)V(w)dQ— I bwdQ — fpnwd(?‘.(.).
a0 Q 2 o} i
Substituting the right-hand side of the foregoing into (3.3) we have
(Voo € Vo) (Ayo € Y)(Yw € ¥ (4(10))) [ f (T(A(e))) V(w)dQ —

(3.4
— fbwd!.)— fpnwdé’.@ = 0]
r éo

where p = T(zo)lin.
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The obtained relation represents the principle of virtual work. Thus the following

conclusion can be drawn:

The principle of virtual work is a particular case of the error minimization principle
(3.2), such that the norm defining the error (1.6) is defined by the scalar product (3.1).

Let us return to the shell structure .47!. Firstly we define space Y! as space of functions

- R, a=0,1,..,1
Space Y! is space of generalized coordinates and can be interpreted for instance as
_a space isomorfic to space ¥!/x where X is an equivalence relation in V!
V) R Uy S Uylay = Vslng
and n, € {mp:my = @(wx {yp})s —=h = yo < y; < ... < yy=h} whereas mapping @
is a diffeomorphism of the domain £ into the physical space. In thr case discussed above
*(z%) = v'(Z%, y®), v'eV', zXen, y*e(-=h,h).
Now we define the constraints i.e. operator A'. We consider the constraints represen-
ting certain given a priori kinematic hypotheses of the form

v} (%) = OeX =) x= @)

The basic system of equations for the vector of the generalized coordinates is determi-
ned by the error minimization principle (3.4) (the principle of the virtual work). Applying
the know procedure we arrive at Euler’s system of equations in the form of equilibrium
€quations and constitutive equations. From this principle we obtain also the form of opera-
tor B! determining generalized forces f

*
DivH*+h*4-f* = 0,

Sl o B

*
avg*

(3.5)

h

e= [ o(VO)dy,

~-h

h

® ob
/== [ badjegrdy +pfgq—a
-k

TP ow
y=—h & aq

bl
y=h
where Div is the divergence in z and o the strain energy function. Equations (3.5) should

be fulfilled for each z € ». On the other hand the geometric boundary conditions on oz
have to be satisfied

3.6 ot _ f rACh
(3.6) H%n P o dy,

where 7 is a unit normal vector to o,
Functions ¢§ which satisfy (3.5), (3.6) are the solution to problem (2.1), whereas P(g%)
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are the tolerance solutions in V. Solution @(gg) minimizes the error, which is defined by the
scalar product (3.1).

Stresses T(<D(q2)) which correspond to solution ¢§ in general do not minimize the error
in V2. Thus we have to look for the tolerance solutions also in stresses. This problem
will be the subject of the following ,Section.

4. Error minimization principle in the space of stresses

Notice that in the Hilbert space W for every w, € W two mutually orthogonal linear
manifolds can be determined, such that for every w, € W,, w, € W, we have
“.1) (wy —wo)(wy —wo) = 0.

At the same time each element w € W can be represented in the form w = ;- (wy+wy)

where w;, w, fulfill (4.1). Equality (4.1) is equivalent to the equality

‘ 1 :
4.2) [lw—wol| = z'le—Wzl!,

where w = -:13-— (wy + w3).

Now determine in the space of stresses ¥'2 (which is referred to as S) the scalar product
in the form [4]:
(4.3) Bhe, =) BasdO

Q9

where 4 = C~! is the matrix of elastic moduli. .
Let S, be a set of kinematically admissible stress, i.e.

4.4 : s; €S, < K(s,) = (—b, p),
and S, be a set of statically admissible stresses
4.5) 52 €Sy Qv eVy) s, = T(v)]

where V, is a set of displacements fulfilling the boundary conditions in displacements.
Using (4.3) it is easy to verify that:

(5:—50)(52—%0) = 0,
holds, where s, = T(v), s = T(v,) is the exact solution in displacements of problem

(1.3).

Error (1.6) will be assumed in the form

I
(4.6) &(s, 50) = 5 lls=soll.
Novertheless, according to (4.2) the error is also given by

I
&(s, so) = > |s; — sal

1 .3
where s = 5 (s;+s;) and s,, 5,, 5, satisfy condition (4.1).
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The error minimization principle (2.2) in this case will have the form

115, = 5211 = min |ls, s3]l
‘“E‘S,‘
SzESg

or, equivalently
.7 |15, — T@)|| = min|ls, ~ T(@)l|

51€S5)
~
o velV

where S, . S, are determined by structure 472 in the terms of the subsets in Sy, S, and
Ve Vi P ={v; T()e S, 1, respectively.
Using (4.3), principle (4.7) can be written down_in the form
V,(©) = minV,(v),
vEe

Vi(51) = min¥isy),

S1E€Y)

(4.8)

where

2 0102

V,(0) = f S T AT@)42 - f opdd,
f%—szs,d.Q— fslnuodc?!.?.

ol 829

Vi(sy) =

Relations (4.8) describe the well known principles of the minimum of potential and
complementary energy. ‘Hence the conclusion.:

The principle of minimum of potential and complementary energy (4.8) is the error
minimization principle (2.2), in which the error is defined in form (4.3).

Now we proceed to structure 472, Let us define operator B? as assigned to loading
P (the body forces are to be neglected) the triplets of functions p*, p~, P where p*, p~
are the loadings acting at the upper and lower surfaces of the shell, respeciively, on the
other hand P: &, n—R3, 3% < dx is a mean loading

P = P(p|a,,-.x(_l.. h))s
defined by

h
P = fplc";nx(—h, h)d)'-
b

Let the space Y? be a space of functions
it R VRIS W
and the constraints for statically admissible stresses will be defined by the operator
Y.yv2o s
4.9) s = P(mh).
Stresses (4.9) have to satisfy Eqs. (4.4), which characterize the interrelation between
the forces € F (it means that p*, p~, P) and the generalized coordinates m® as well as

9 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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their gradients

d(mf, VmPspt,pm)Y =0, p=1,2, ..,r
b(mf,P)=0, o=1,2,..,5

where (4.9), are defined in n and (4.9); in d,7

Substituting (4.9) into (4.8), and assuming that the known displacements u, are defined
on 8,2 < ¢,mx(—h, h) we obtain

(4.10)

(m?) =f£(mﬁ)dn— J w(mP)din,
Ed dam

where

e(mf) = ’; T(mPyA¥(mP)dy,
(4.11)
h
w(m?f) = f’f’(m"’)nuody.
=4

Functions (4.10), (4.11) are differentiable provided that the Lagrange multipliers
theorem can be applied, the condition (4.8) will take the form

od od f db
il s v 8 Tl L
(5vk(mﬂ)+f1 ((’3 5 m'+ i Vm )dn+a e R don = 0

where dvy is a variation of functional », and 2%, b, are Lagrange multipliers.
Applying appropriaete calculations of the variational aaproach, we obtain

L R de ad
—di T LAY [l STy A (I
ik ('1 anﬂ) A e
E Gaobih =
(4.12) 2 N S = 0,
ow
amf ~ -

Egs. (4.12), should be fulfilled almost every in z, whereas (4.12), in 8,7 and (4.12);
in @,n. Together with equations (4.10) they constitute the system of equations for the
unknown functions. After solving the system of equations we find functions mj which
after substituting to (4.9) determine the admissible equilibrium stresses §;, = ¥(m3).
In general this is not a solution that minimizes error (4.6). By virtue of the foregoing

assumptions, the solution minimizing error (4.6) is § = %(5, +5,) where §, should fulfill

condition (4.7);. For such a solution of s, we can take the solution of system (3.5) tran-

sferred to the space § such that is T(P(g8)) it minimizes the potential energy in V. Thus
the tolerance solution that minimizes the error (4.6) will be

(4.13) = % (w(mb)+T(2(43)))-
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Moreover, it should be noted that the error (4.6) can be effectively calculated without
the knowledge of the exact solutions g, so = T(vo) that is the solutions of the problem
(1.3). According to (4.2)

6, 50) = 5 [1P(mB) = T(O@®))l

and § are determined by (4.13).

5. Final ermarks

In the paper a method of formulations of the basic system of equations for displa-
cements and stresses which depend on certain functions defined on the midsurface of
a shell heve been discussed. The method is based on the error minimization principle
resulting from replacing of an exact (three-dimensional) solution by a shell solution.
In the case of displacements the principle is of the form of the principle of virtual work,
and in the case of stresses has the form of the principle of minimum of potential and
complementary energy. On the basis of these principles we have introduced the systems
of equations for the two-dimensional generalized displacements and for the two-dimen-
sional generalized stresses.
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NS AW

Peawne

O HEKOTOPOM METOIE KOHCTPYKLIMH TEOPHMH YIIPYTNX OBOJIOYEK

Llensio npacrosuieii paGoThl ABISIETCS NPEACTABJICHHE HEKOTOPOIO METOAAd KOHCTPYKIMH TaKHX
TEOPHH OGOJIOYEK, B KOTOPBIX TPEXMEDHbIE DEIICHHA OyayT NPUO/IMKEHUAMH C OIPEAEIICHHOI OG-
KOH s TpeXMepHBIX NepcMeleHu M HanpsKeHHH ONHCHIBAIOLMX COCTOSTHMC PABHOBECHS YNPYIOro.
TeJa. DTOT METOJ OCHOBAaH Ha IPEANOCHUIKE, UTO OIIHOKA H3MEHCHHA TPEXMCPHOTO PELICHHA — ABYX~-
MEpHBIM perenxem A0JDKHA ObITh caMoil MaseupKkoll B HEKOTOPOH 0ONACTH TOJEPAHLMOHHBIN PEIICHHI.
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Streszczenie

O PEWNEJ METODZIE KONSTRUKCIJI TEORII POWLOK SPREZYSTYCH

Celem pracy jest przedstawienie pewnej metody konstrukcji takich teorii powtok, w ktorych rozwia-
zania dwuwymiarowe bgda przyblizeniami, z okreSlonym blgdem, dla tréjwymiarowych przemieszczen
i naprezen opisujgcych stan réwnowagi ciala sprgzystego. Metoda ta oparta jest na zatozeniu, ze blad
zastapienia rozwigzania trojwymiarowego rozwiazaniem dwuwymiarowym powmu,n by¢ najmniejszy
w pewnej dziedzinie rozwigzan tolerancyjnych.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1983 roku



MECHANIKA

TEORETYCZNA

t STOSOWANA
2/3. 21 (1983)

ON CERTAIN INEQUALITIES IN THE LINEAR SHELL PROBLEMS
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{PPT Warszawa

1. In the paper the weak formulations of the mixed boundary value problems of the
linear elastostatics with constraints are presented. By constraints we mean here the known
restrictions, imposed on the displacement and stress fields, represented by the closed
convex sets in suitable linear spaces. It has been shown that the forementioned problems
are equivalent to the saddle-point problems for the Reissner functional. Interrelations
between different solutions to the problems under considerations are obtained. For the
formulations of the shell boundary value problems, some special cases of constraints
are proposed and detailed.

2. Now we are to state the three following problems:

A — the mixed boundary value problem of the linear elasticity,
B — the problem with constraints for deformations only,
C — the problem with constraints for both deformation and stresses.

Let Q2 be the open domain in R® with boundary 0Q2 = ryol,, I'ynl', = @. Let
H'(£) be the Sobolev space of square integrable functions with square integrable first
derivatives on Q2. Define

V=(H®), U={ueVu=0 on I}
W= {8/8= (saﬁ)’ Eap = Epa> sapeLz(-Q)’ a’ﬁ= 112’3}’
: Moreover, let U*, W* be the duals of U and W, respectively. Let us define the “deformation
Operator” L: U— W putting
1

(Lll )a[] = 2

(P.ka’ U+ Pf‘,s Ug.a)»

where p: 2R3 is the known smooth invertible mapping. Let the mapping C: W— W*
represents the strain-stress relation, being determined by the tensor of elastic moduli
Cupye satisfying the known assumptions
Ca[?yd € Lw(-Q)) Caﬁyd = Caﬂdv = Cydaps
e >0, Cupstapbys > Colaplapy VEEW.

The duality pairing on W*x W and on U*x U will be denoted by (-,+) and (-, ),
Iespectively. The inner product on W* is denoted by [-, ‘. Let
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(69 6) Tl ’ ()'“l;Saﬁd?.’,
0

[(y, 7_'] = f Gccﬁ Dﬂﬂ.ﬂ; T’,éd’l)

£
where D,g.,s represent the operator which is inverse to C. The adjoint L* of the operator
L is defined via Gauss-Green’s formula by

(o, Lu) = {L¥a,u) = — { (P Oup) pUrdv + f P?u%{;"pukds-

The functional Fe U* is assumed to be given by body forces f; € L2(2) and surface
tractions py € L? (F,) and has the form

CFuy = [ fando+ [ pads.
2 I
The mixed boundary value problem of the linear elastostatics will be stated as follows:
Problem A. Find (v, o) in Ux W#* such that
2.1 {L*c—F,v—uy =20, VovelU,
2.2) [c—CLu,t—0o] =20, VreW.

Variational inequalities in this problem are equivalent to the equations

\V \V

(2.3) el =20 P s C Ly

which constitute the stationary conditions for the Reissner functional
1

24 F(v, 1) = —*Q*IITHZ+<L*T—F,’0>-

Let K = U and 2 = W#* be nonempty closed convex sets. Problem with constraints for
deformations will be formulated as

Problem B. Find (u, ¢) in Kx W¥* such that

(2.5) {L*c—F,v—u) 20, V1eKk,
(2.6) [c—CLu, t—0]l 2 0, VzteW*
Inequality (2.6) is equivalent to the equation

2.7 o= CLu.

By problem with constraints for deformation and stresses we shall mean
Problem C. Find (u, 0) in Kx 2 such that

(2.8) {L*¥¢—F,v—uy 20, Vvek,
(2.9) [c—CLy,t—0]l 20, Vrel.

3. Now we are to observe that the problems 4, B, C are eduivalent to the suitable
saddle points problems for the Reissner functional (2.4). It means that the pairs
(4, 04) € Ux W*, (ug, 05) € Kx WX, (uc, 6c) € Kx 2 are solutions of problems 4, B, C,
respectively if they are the saddle points of the Reissner functional defined on the sets
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Ux W* Kx W*, Kx2X, respectively. If follows that the following inequalities have to
hold

{3.3 Fug, 1)< Flua, 00 < F(v,0,), VY(v,1)eUx W,
(3.2) Fluy, 1) < F(uy, op) < F(v, 05, V(v,7)€Kx W
(33) .g—(llc, T) < ra_(uc, UC) < f(‘l}, GC)) ) V(‘Us T) € KXZ-

To observe this fact it can be easily seen that the left hand sides of (3.1), (3.2), (3.3) are
derived from the constitutive relations (2.2), (2.6) and (2.9), while the right hand sides
are obtained from equilibrium conditions (2.1), (2.5) (2.8), respectively. The sufficient
condition follows directly from the definition of the Reissner functional (2.4).

Since

1
F, CLv)—F (v, 1) = > ||t—CLv||?,

for v € U and 7 € W%, then # (v, CLv) > Z (v, 7) for every 7 € W* holds. Then from
the right hand sides of (3.1), (3.2), (3.3) and after taking into acount (2.3), (2.7) we conclude
that y

F(uy, 04) = min (v, CLv),

velU
F(ug, 0p) = minf(v, CLv),

F(uc, o¢) < mm F (v, CLv).

4. Some relations between solutions of problems A, B, € will be now derived. Let
us denote by Py the orthogonal projection from W* on Z. For any ¢ € W*, projection
Pyo is the best approximation to ¢ in the closed set X' given by

||Pso—oll € T—0l|], Vrel.
Pyo satisfies the variational inequality
[Pro—0c,T—Ps0] 20, Vzel
Therefore from (2.9) we have
4.1) 6c = PsCLuc.

By virtue of the ri ight hand side of (3.2) and taking into account (2.3) and (2.7) we conclude
that

4.2) op = Pcrx0a, -

where CLK is the image of K under mapping CL. If o, € CLK, then oy = o, If
KnKer CL # & then from inequalities (2.5) and (2.8) we have

(4.3) : llopl|? < (F,ugy = [04, 0],
(44) [UC, CLuC] < <F, uC> = [UA, CLuC]'
By virtue of (4.3), ||ogl| < |lo4l| holds.

From the inequality on the left hand side of (3.2) we obtain
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.%(UB, GA) < 'y(uﬂ, GB):
hence
(4.5) llgall? = 2¢F, up) —||agl|?

Putting v = uc in (2.5) and v = ug in (2.8) and cdmbining the obtained inequalities, we
arrive at
{L*0c~L*ag,up—uc) = 0,

which can be transformed to the form

56) 04— (9c+ CLug)| < lloe—CLuc].

The direct consequence of inequality (4.6) and equation (4.1) leads to the corollary: If
CLK < X then g5 = oc.

5, Now we are to give the example of constraints for deformation and stresses leading
to the boundary value shell problems. To this aid assume that:  =IIx (—h, h), I, =
=3I x (—h, )VITx {—h}ullx {h},O = (0*,0*) ell, { € (—h,h). Let us introduce
linear spaces 7, Y, ¥ by means of:

V= {f=@", v"eH'dD, =0 on &lIl, n=1,..,N},
Y= {E/—€= (Ea): -éaELZ(H)’ a 1;---’A}’
Y= {88 =(8), &cli9Q), AR W, B

Let V*, Y*, Y stand for dual spaces of g I;, respectively. The elements of Y* and
Y* can be identified with the elements of ¥ and ¥. Let us introduce the linear mapping
P: V=V, putting
G.D P(0) = yu(X)0",
where functions y,: 2-R%n=1,...,N, are known, y,€(L*(2))* The adjoint P*
of P is defined by the relation

(P*(F), ¥ = (F, P(@®)), VoeV.
Then for tHe functional F € V* given by

(F,v) = fﬁvd‘v_—i—‘ fpvds, fe (L3(2))*, pe (L2d))3,
2 I

we obtain

(5.2) (PHF), By = [ fuvds+ [ pootdl,
I a1

where

., A
fn = f}'nfdc-*- [}'np]—h,h,
Zh

k
Bor= _{ Yupdl.
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Let X be the closed, nonempty convex set in V. If K in problem B is the image of X under
mapping P, K = P(K), then problem B is to be reduced to the following shell problem:
Find % € V such that
(5.3) {(Au—F,v—uy>20 Vovek,
where
A = P*L*CLP, F = P*F.
Let the constraints for stresses be introduced by the mapping 0*: Y*x Y*_ v+
(5.4) 0*(c, 6) = uo +vo,
where u: Y*osY* v Y%—Y* are uniquely determined by the representations u,,»; €
& (L= Q)" g
The conjugate mapping Q: Y=Y xY is given by the relation
(Q(9), (3,8)) = (¢,0%0.0)). V(6.6)e Y*xT*;
hence
(Q(e), (3, 0)) = (u*e, @)+ (v*e, ).
Putting now K = P(K) and X = Q%*(X x Y*), where X is nonempty, closed, convex set
in Y*, the problem C will be reduced to the following problem
Find € ¥V and (G, 6) e Zx ¥* such that

(5.5 (PEL¥Q*(G, 8)—F,o—i) 2 0, Vvek,

(5.6) (QDO*@G, 6)—QLPii, (-5, t—6)) > 0, (7.1 eZx Y+
The inequality (5.6) yields

(5.7 (W*DO*5, 6)—u*LPu, T—3) 2 0 Vrel,

(5.8) »*DQ*(5, 6)—v*LPu = 0.

By virtue of the definition of mapping Q*, from Eq. (5.8) we see that
v*Dyg = v*LPu—v¥*Dus -

Hence, provided that det (#*D») # 0 we obtain

(5.9) ¢ = Cy*LPi—Cv*Dpé

where ¢ = (v*Dv)~!. Substituting the right hand side of Eq. (5.9) to (5.7) and taking into
account (5.4) we arrive at '

(5.10) (u*D(I —vCy* D) s — u*(I— DyCv*)LPu, 1—6) 2 0 V7 e X
Furthermore, substituting the right hand side of (5.9) to (5.5) we obtain ..
(5.11) (P*LE(I—rCo*Dypo+ P*L¥vCr*LPi—F,v—u) > 0, VoeK.

The resulting inequalities (5.10) and (5.11) of the shell problem can be written down in
the final form: -

(5.12) (L*c+Ri~F,v—ud>>0 Vovek,

(D6—Lit, 7—6) =0 Viel,
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L = p*(I—DvCy*)LP,
L* = P*L*(I—vCv*D)u,
R = P*L*»Cy*LP,

D = p*D(I—vCv*D)u.

Inequalities (5.12) were obtained by imposing the constraints for deformations and
stresses, on the three-dimensional equilibrium problem of the linear elasticity. The con-
straints for deformations modify the equilibrium equations, while the constraints for
stresses modify the constitutive relations. The constraints under consideration, (cf. [5].
[1]), are different from those used in papers [2], [3], [4], which modify the constitutive
relations only. From the abstract inequalities (5.12), by the specification of constraints,

different boundary value shell problems can be obtained. The inequalities analogous to

these given by Eqgs. (5.12) can also be derived from a tolerance interpretation of the bo-
undary-value problems of the classical elasticity. [6].
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Peszwome

HEKOTOPBIE HEPABEHCTBA B JHMHENMHOI TEOPHUII OBOJIOYEK

B padore nana cnabasi GoOpMYyIMPOBKA CMEIIAHHBIX IPAHHYHBIX 33/ay JHHEHHOH TEOPHH YNIPYIOCTH
co cBsisamn. JIOKasaHO, UTO OHZ PABHOCIUIbHA 3afaud CeUIOBOI ToukH Juln dyHKunoHnana Peiicchnepa.
BhIBeAeHO HECKONBKO COOTHOLIEHHIT MOXKAY peureHusimyu chopMmyiaipoBannbIx 3afau. Pacemorpeno
KJACC CBASH BEAVIIMX K npobiiemMaM Teopuu obosouek.

Streszczenie
O PEWNYCH NIEROWNOSCIACH W LINIOWYCH ZAGADNIENIACH POWLOK
W pracy podano slabe sformulowanie mieszanych zagadnien brzegowych w liniowej teorii sprezy-
stoéci z wigzami. Wykazano ich réwnowaznosé z zagadnieniem punktu siodlowego dla funkcjonalu Reis-

snera. Wyprowadzono kilka relacji miedzy rozwiazaniami sformulowanych zagadniefi. Rozpatrzono
klas¢ wi¢zow prowadzaca do zagadnien teorii powlok. .

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 marca 1983 roku
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ON THEORY OF LATTICE-REINFORCED SHELLS

KrRzyszTtoF H. ZMIJEWSKI

Politechnika Warszawska

1. Introduction

In the present paper a continuum approach for analysing clastic shells with lattice-type
reinforcement is proposed.

The shell structures are widely used in engineering practice. In many cases (especially
in the civil engineering) these structures require to be reinforced. Thus, from the theoretical
point of view material of the shell ought to be treated as nonhomogeneous mixture of
two components: reinforcement and matrix. Even if additional, simplifing assumptions
of homogenity and isotropy of both components are being utilised, the known composite
and mixture theories lead to the complex mathematical models, which cannot be recom-
mended for engineering practice (analysis). That is why in the majority of papers, authors
<lo not apply the theories mentioned above and assume stronger simplifications: in' most
cases material of the shell is'supposed to be homogeneus and anisotropic (or even iso-
tropic); the crucial point is to determine effective moduli for the hipothetic material of
the shell,

The purpose of this work is to generalize the energy functional for continuum sheli
by adding a term conceraing elastic reinforcement energy and then deriving the equations
of equilibrium as well as appropriate (in particular: natural) boundray conditions.

In the course of the paper, materials of both components are supposed to be linear-
-elastic, homogeneus and isotropic. Considerations are confined to the case of small
strains and displacements. The state of strain of the reinforcement is described according
to Wozniak’s lattice-type shell theory [1]. The state of strain of the matrix is assumed
according to generalised Reissner’s hypothesis. Thus, both models belong to the six-
-parameter classes of surface structures theories and no additional constraints on the rein-
forcement are imposed.

Considerations concern the lattice reinforcement constructed of two or three families
of intersecting bars, lying on a surface parallel to the middle surface of the shell. Com-
patibility conditions of matrix displacements and approximated displacements of lattice
nodes are supposed to be satisfied. !
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2. Geometry of shell

The region of the shell is parametrised by two convected normal coordinate systems
{x }and {x'}. At every point xZ of the fundamental surface 7, x* = 0 a natural reference
triplet (g,) is fixed. Similarly, at all points x' in the shell region marks (g;) can be determi-
ned. Particularly, the surface 7, x* = ¥* = const, which includes the axes of the rein-
forcement bars. The bases (g;) refere to the point of this surface.

Base vectors ¢; can be expressed by means of ¢, vectors; the same can be stated about
the reciprocal bases ¢ and ¢°. The mentioned relations have the forms

2.1 & =Vig., & =4.g"
Egs (2.1) yield from Weingarten formulae and make it possible to shift an arbitrary tensor
object from the point x* on 7 along the normal to the point x* on the reference funda-
mental surface.

The shifters V7, Al (cf. eg [2] [3]) are defined as follows

(2.2) Vi =81+ gix  ViAL= 0, WVidi= o,
hence

(2.3) A% = AS[(1 —2Hx®) 05+ x' gt +(x3)205 62 K],

where

@IeTonn A=V, V=det(VH) = 1-2x*H+ (x*)K,
and

2.5) '8 = —gsp8° = gsgfb,‘

1 y ) 2 1@
H = tr(g), K= det(gp).

It is easy to prove, that the relation
(2.6) dn = Vdx,
hold true.

3. Tensor fields and their derivatives

Values of any vector field v are elements of linear spaces. Thus they can be represented
by their components either in the basis g; or in the basis g, as follows:
(31) v = vlgi = 'U‘gi - vagn = ‘vaga'

From (2.1) it yields that different components of the same object are related by the
formulae
3.2 v, = Viv,, v = Alo°,
Per analogiam one can obtain similar relation for any tensor of (p, ¢g) valency. The ap-
propriate formula takes the form
3.3) thge= Ay . AV Vi g

Ji-Jg
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Applying spatial gradient operation to the tensor field ¢, and taking into account (2.1)
one arrives at the following formulae for the components of tensor derivatives:

oot = OfAL . ARV . Vystgge,
ioodpn : ; i X d
(3.4) l_’i;_”:“k = éf(S':A:,i e .1:141 ijl] sen V,b: (lb ”Cd_ é"A VCHlltg:g:“E))
where

Ve = 6t1e.

4. Displacements

The state of displacements in the shell region is assumed to be compatible with the
generalised Reissner’s kinematic hipothesis

4.n u(x*, x%) = u(x*)+ 'u(x*)x>

Additionally vector functions (cf. [1]) approximating displacements # = #(x*) and rota-
tions § = $(x*) of reinforcement lattice nodes are introduced. The meaning of i, compo-
nents is the same as in the continuum surface structure theory, wheras 5,‘ components
describe the node rotations in the planes perpendicular to parametric lines x* = const

and &, — its rotation in the plane tangent to sr. The vector functions # and 3 are supposed
to be of C! — class of continuuity. Obviously they can be interpreted as displacements
only in the lattice nodes.

It is assumed, that interactions between the reinforcement and the material of the
matrix (in which it is embedded) are caused by the ideal adherence; and therefore the
Compatibility displacement conditions are supposed to be valid. Moreover the latter
relations are assumed to be weakened by substituting into them the approximated lattice
displacements, instead of the real ones. Such procedure leads to the following formulae

(4.2) i=uly,z and 9= 8.z,
where 9 denotes an infinitesimal rotation vector. Hence

(4.3) 9= Ll—lotu—L
= .+l 2

ekimy, mii18k
Where g¥!™ _ Ricci tensor on 7.
By virtue of (2.1) (3.3) (3.4) and (4.1) the components of lattice displacements can

be referred to the basis on the fundamental, reference surface
(4.4) iy = VeCug+'u,x%) = Veil,.

F= L sk sl Ay,
(4.5)

1

¢ .abelsd Amw~
= ngaéme VkAb uc\]c-
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5. The state of strain

The state of strain of the lattice can be determined by means of the functions e, (x*),
‘e.q(x*) as follows

(5]) Exl = ﬁl‘:'z'*'elxmﬂm’ € = Viix-

By virtue of (4.2) and (4.3) we have

emnz,

€1 UnfTmx -

| —

5 gy e, .-
(5.2) € = > (W17 Ftsyn) 5 €y =

Taking into account (3.4) and (2.1) and making some simple rearrangements the following
formulae expressing the strains (5.2) can be obtained:

5 <4t ab ~
€1 = (Dxlua\:b)

=
(5.3) |
e = ? (YI:fcﬁuiibc-Q:?aaHb),
with the denotations
Dif = Vidi+ 8Vt
(5.4) Pobe — ScedaVEAL,

O = War Ay,

6. Potential energy of shell

The total potential energy of the shell is expressed by the'formulu

j (Gmi)dﬂ— f’cd(é’m,

] ¢

(6.1) J= [&di+

where ¢ and & denotes surface densities of the strain energy of the matrix and reinforce-
ment, respectively: ¢ and = denotes densities of potential energy due to external surface
and boundary loads. :
Methods of determining the quantities o, ¢, and v can be found in papers devoted
to so called six-parameter shell theories (cf. [4] [5])
In this paper attention is confined to the method of the derivation of the function
(6.2) J= [az = [Vn,

T

and — the stationary condition dJ = 0 of the variational theorem coupled with (6.1),
The density of reinforcement strain energy can be written in the form

(()3) 6’ = [ ‘Ax’l"lzzlé[l!l+Cxl!”"‘éulléﬂn)-

o —
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Where, for the lattices under consideration

AL ..\_/ 1 a (L n REB + niaynd (,,+ 93 03 RZ),
4
(6.4)
gk i o Lty (1 Tay SEB + 1y iy Sad + 03 03 ).
.4
The vectors t., and n, are referred to the plane 7 and are tangent and normal to the
axis of the bar (belonged to the A — family of bars), respectively.
The quantities R(T), S{T), T =0, 1,2 are stiffneses of reinforcement rods.

Applying the Gauss-Stokes theorem in the form
(6.5) f'vﬁad:rz = - f2H7)3dn+'f ¥, d(dm),

when stationary condition dJ = 0 is being examined, we arrive to the following set of
€quillibrium equations

Ouy: c+"Ht“+°s" f"—
dug: X%+ (2HR? —l)t"3+’e" f" = 0.

with boundary conditions

(6.6)

éﬂd“;d: rdaﬂlﬁ = 0,
(67) (Y’u,,: —(1‘1[3—0&‘”)1[3 = O’d
Sug: (ri*F =219 472901y = '
Underlined terms in (6.6) and (6.7) appear. when variation of appropiate terms in
(6.1) is considered.
The vector I is tangent to 7 and is exteriorly normal to the boundary line 8z.
Moreover following auxlliary quantities are introduced

(68) fab — '111;1 sab Sl pab.

and

pd(‘ = i !/4,‘“‘"(])'“’@(” ll,, ‘h-

“n

pden — Cxluugjdt’u(wxl / ”a by — @:?ﬂa;;b) )

l o
de = T ch“m@/m( /“a 'b',’_@"“?ll”“b')'
7. Conclusions

In the present paper the energy functional for the shells with lattice-type reinforcement
is obtained. Tn the variational way equilibrium equations as well as natural boundary
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conditions are derived. The assumed mathematical model makes it possible to consider
an influence of reinforcement stiffness on resultant shell response in more systematic
way then in the hitherto used approaches in which homogenity of the structure is postula-
ted. In the proposed model a geometry, directions, and full set of elastic features of the
fibrous is taken into account.

In the case of slender reinforcement rods a formal resemblance of the proposed theory
to the anisotropic model of Reissner’s shell is worth mentioning.

Equations obtained in the paper can be applied in several other special cases.

Presented variational approach, in particular the energy functional (6.1) can be used
for the finite element formulation of the problem considered.
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Peawme

O TEOPHH OBOJIOYEK APMHPOBAHHLIX CETKAMH

B paoTe ncrions3ya BapHallMOHHBIH METOM, [IOCTPOEHO YPABHEHHSI TEOPHM: yIIPYTIIX 00OJIOUEK ap-
MHPOBaHHBIX CETKaMH. !

Haru® cunoursoi o0osouKn (MaTpHi{bl) ORMCAHO, NPHHIMAast obiylo rumoredy Peiicchepa. edop-
MauHa CeTyaTol apMaTyphbl COLJIACHO TEOPMH CETYaThIX odosioueK BoswHsika.

IIpesicrannen B pabore NpHeM OnNpefesieHUA BIIMAHHSA apMaTypnl Ha Acdopmandio oGonouxu no
XapaKTePy ,,TEXHHUECKUH”’ . DTO CIIeAYCT M3 NPHHATON MACAIM3AlH CTPYKTYPBI CETYATO} apMaTyphbl

KaK H ¢€ HENPEPLIBHOTO OIIHCAHHA.

Streszczenie

O TEORII POWLOK ZBROJONYCH SIATKAMI

W pracy na drodze wariacyjnej uzyskano rownania teorii powlok sprezystych zbrojonych siatkami.

Zginanie Kontynualnej powloki (matrycy) opisano przyjmujac uogoélniong hipoteze¢ Reissnera, a detor-
magcje zbrojenia okre$lono zgodnie z réwnaniami teorii powlok siatkowych Wozniaka [1].

Przedstawiona w pracy proba uwzglednienia zbrojenia na stan deformacji dZwigara ma charakter
.techniczny™ co wynika zaréwno z zalozen odnosnie struktury zbrojenia jak i z zastosowanego konty-
nualnego opisu siatki.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 kwietnia 1983 roku
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PEWIEN MODEL MECHANICZNY KREGOSLUPA LEDZWIOWO-KRZYZOWEGO

CZL.OWIEKA
MAREK DIETRICH
Politechnika Warszan"ska
Pawe, KurowskI
Politechnika Warszawska
1. Wstep

Wozrastajaca liczba chorych z bélowymi zespolami kregostupa ledzwiowo-krzyzowego
Stanowi powazny problem spoteczny i leczniczy.

Jedna 2 najczestszych przyczyn zespoléw bélowych sg réznego rodzaju zmiany pato-
logiczne tego odcinka kregostupa, wplywajace na jego wlasnosci mechaniczne. Groznym
schorzeniem wystepujacym u ok. 5% populacji rasy bialej jest pgkanie tukéw dolnych
kregéw ledzwiowych (badz ich bardzo duze deformacje). mogace prowadzi¢ do powaznych
konsekwencji neurologicznych.

Obserwacje kliniczne daja podstawe do przypuszczen, ze peknigcia te sy spowodo-
wane czynnikami natury mechanicznej, a wigc glownie obciaZeniami tego odcinka kre-
gostupa i naprezeniami w jego elementach, majacymi cha:akter zm@czenio‘wy.

Natura peknie¢ tukéw dolnych kregéw lgdzwiowych nie jest dostatcznie wyjasniona.
Pewne znane w medycynie hipotezy traktuja obciaZzenia mechaniczne jako podstawowe
Czynniki powodujace uszkodzenia kregostupa, inne jako czynniki réwnowazne czvnnikom
biologicznym, jeszcze inne jako czynniki drugorzg¢dne.

Celem tej pracy jest odpowiedz na pytanie, czy peknigcia tukéw dolnych kregéw ledz-
wiowych moga by¢ wywolane czynnikami natury mechanicznej, a takZe analiza czynnikow
Mmechanicznych, ktére moga wplywaé na uszkodzenia tej czesci krggostupa. Jesli bowiem
rozklad obciazen i naprezen, przede wszystkim w kregach. bedzie przynajmiej jakoéciowo_
odpowiadat stwierdzanym klinicznie postaciom uszkodzen, to $wiadczyé to bedzie, Ze
Nie mozna wyeliminowaé czynnikéw natury mechanicznej jako istotnych przyczyn tych
uszkodzen. W przeciwnym przypadku trzeba bedzie uzna¢ wplyw czynnikéw mechanicz-
Nych za malo istotny.

Ze wzglgdu na ograniczong dostepnoé¢ badan bezposrednich a takze niebezpieczenstwa
Zwigzane z ich stosowaniem, jedynym sposobem umozliwiajacym realizacje postawio-
Nego celu pracy jest zbudowanie odpowiedniego modelu kreggostupa i przeprowadzenie
badaf modelu.

10 Mech. Teoret i Stos. 2--3/83
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2, Model mechaniczny kregoslupa lediwiowo-krzyzowego

Kregostup cztowieka sklada si¢ z 33 - 34 kregow, sposrod ktorych gorne 24 sa potfaczone
ze sobg w sposéb umozliwiajacy wzajemne przemieszczenia sasiednich kregéw. Na te
24 ruchome kregi pofaczone krazkami migdzykrggowymi, stawami miedzykregowymi
oraz systemem mig$ni i wigzadel skladaja si¢: siedem kregow szyjnych C,, ... Cy, dwa-
nascie piersiowych Th,, ..., Thy, oraz pig¢ kregéow ledzwiowych L,, ..., Ls. Krag Ls
jest polaczony z kodcia krzyzowa powstala ze zrosnigcia si¢ pigciu kregéw krzyzowych
Sy, ..., Ss i wchodzaca w sklad miednicy (rys. 1).

Rys. 1 Kregoslup czlowieka widziany Rys. 2 Prawidtowy krag ledzwiowy;
od przodu i z prawej strony; zaznaczony a-— widok z prawej strony
podzial na cz¢s$é szyjng — a, piersiowg — b — widok z gbry.

b, lediwiowa — ¢ oraz kos$¢ krzyzowa
wraz z koscig guziczng — d.

Kazde dwa sasiednie kregi posiadajace mozliwos¢ wzajemnych przemieszczen, tworza
wraz z taczacymi je elementami tzw. segment ruchowy. Wiasciwy zakres tym przemieszcze-
niom zapewnia aparat wigzadlowy i system krétkich migéni migdzykregowych.

Migsnie przy pomocy ktdérych realizowane sa ruchy kregostupa, mozna zgrubnie
podzieli¢ na dwie antagonistyczne grupy: migsnie grzbietu wsréd ktérych najwazniejszym
jest prostownik grzbietu i migsnie przedniej $ciany brzucha.

Odcinek ledZzwiowy kregostupa skiada si¢ z 5 kregédw o zblizonym ksztalcie (rys. 2).
Budowa wyrostkéw stawowych sprawia, ze mozliwe s3 tu duze wzajemne przemieszczenia
katowe w plaszczyznie strzatkowej (do kilkunastu stopni), za§ w pozostalych plaszczy-
znach sa one ograniczone do kilku stopni.

Schorzenia kregoshupa ledzwiowo-krzyzowego, w szczegdlno$ci wspomniane juz
peknigcia tukow kregowych w obszarach wezin tuku (tzw. kregoszczelina), wystepuja
w réznych grupach wiekowych i zawodowych, zaréwno wsréd sportowcéw jak i osob
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prowadzgcych siedzacy tryb zycia. Wsréd czynnosci ruchowych mozna wskazaé takie,
ktére wiaza si¢ ze szczegllnie duzym zagroZeniem wystapienia kregoszczeliny, a wiec
np. wiostowanie, bieg przez plotki itp. Weryfikujac jednak hipotez¢ o mechanicznej na-
turze peknigé nalezy ze wzgledu na powszechnos¢ zjawiska, przeanalizowac obcigZenia
kregow ledzwiowych wystgpujace podczas normalnej aktywnosci ruchowej. Sposrod
czynnosci skladajacych si¢ na taka aktywnos¢ nalezy z kolei wybraé takie, po ktorych
mozna spodziewaé si¢ wystagpienia duzych obciazen kregostupa ledZzwiowo-krzyZzowego.
Codzienne doswiadczenie uczy nas, ze czynnoscig taka jest np. diwiganie rekami ciezaru
w pozycji sklonu do przodu (rys. 3).

zA

Y
Rys. 3 Diwiganie cigzaru w pozycji sklonu do przodu;
Qr —cigzar ciala powyzej kregostupa ledZzwiowego
Q: — cigzar dzwigany w rekach.
| ‘
Z
Prostownik grzbietu Przepona

; /
1

4 AN
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\ \
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Migsien prosty

brzucha

Rys. 4 Model mechaniczny kre¢gostupa lgdZzwiowo-krzyzowego.

Zasadnicza role w dzwiganiu ciezaru pelnia migsnie obreczy barkowej i korczyn
gornych, prostownik grzbietu, migsnie brzucha, przepona oraz migSnie utrzymujace
w odpowiedniej pozycji miednice i konczyuy dolne. Model mechaniczny kregostupa
ledzwiowo-krzyzowego stuzacy do znalezienia obciazen dzialajacych na kregi w glebokim
sktonie ciala do przedu i w innych pozycjach, celem przeprowadzenia poréwnan, musi
uwzgledniaé prostownik grzbietu i migsnie brzucha tj. gléwne grupy mig$niowe utrzymu-

10*
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jace cialo w rownowadze w plaszczyznie strzalkowej, a takze efekt dziatania tloczni
brzusznej.

Ograniczenie rozwazan do analizy czynnoSci podczas ktorych cialo pozostaje syme-
tryczne wzgledem plaszczyzny strzatkowej, pozwala zastapi¢ odcinek ledZwiowo-krzyzowy
plaskim ukiadem mechanicznym. Proponowany uklad mechaniczny sklada si¢ z 7 bryl
sztywnych: czesci ciala powyzej krazka migdzykregowego Th,,/L, i przepony, pieciu
kregéw ledzZwiowych oraz miednicy podpartej przez konczyny dolne (rys. 4). Wszystkie
bryly sa szeregowo polaczone przez nieodksztalcalne przeguby w miejscach. odpowia-
dajacych potozeniu jader miazdzystych (wewngtrzna czgs¢ krazka migdzykregowego).
Podzial kregostupa w powyzszy sposdb jest uzasadniony niewielkim zakresem wzajemnych
przemieszczen kregéw w odcinku piersiowym, niewielkim cigzarem tulowia pomiedzy
kregami Th,, i-S, i duza sztywnoscia miednicy.

Prostownikowi grzbietu odpowiada w modelu 'system clementéw realizujacych
oddzialywania silowe laczacych wszystkie siedem bryl. Sposéb wyznaczania miejsc
przyczepu prostownika grzbietu do kregéw Thy,,, L,; L3, S, wyjasnia rys. 5. Laczne
dzialanie migéni przedniej §ciany brzucha zastapione jest dzialaniem migsnia prostego
brzucha, imitowanego elementem realizujacym oddzialywania sitowe i przebiegajacym
pomiedzy wyrostkiem mieczykowatym a spojeniem tonowym.

Prostownik grzbietu

b _Miejsce przyczepu

ot

Rys. 5 Sposob znalezicnia miejsc przyczepu miegénia prostownika grzbietu do kregéw Thya, Ly, L, S,.
Krzyzyk oznacza Srodek ciezko$ci przekroju migsnia.

Efekt dzialania tloczni brzusznej wyraza si¢ w modelu wypadkowa silg cisnienia brzu-
sznego dzialajgca na przepong. Oddziatywanie ci$nienia wewnatrz jamy brzucha na po-
zostale §ciany brzucha pominigto, gdyZz nie odgrywa ono istotnej roli w odcigzeniu kregow.

Przyjeta pozycja ciala i wymiary bryl okreslaja jednoznaczniec kierunki dzialania,
sit migsniowych oraz sily cisnienia brzusznego, gdyz sila ta jest przylozona w $rodku
ciezkosci rzutu przepony na poziomy przekrdj tulowia (rys. 6) i dziala réwnolegle do sily
w migsniu prostym brzucha. Sposéb okreslenia kierunku wypadkowej sily ci$nienia brzu-
sznego wynika z tego, Zze w analizowanych dalej pozycjach ciala, przepona zajmuje po-
fozenia, w ktérych plaszczyzna rzutu przepony na cz¢$é ciala powyzej kregu L, przecina
kierunek dzialania migsSnia prostego brzucha pod katem zblizonym do prostego.

Obciazenia kregéw ledzwiowych pochodza od cigzaru wlasnego tulowia Qq powyzej
kregu L, i cigzaru dzwiganego w re¢kach Q. Punkty przylozenia sit Qr i Q, wyznaczone
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zostaly na podstawie pomiarow ciala. Wartos¢ sily Qr znaleziono na podstawie pracy [9].
Wymiary elementéw modelu mechanicznego oraz jego konfiguracj¢ ustalono na podstawie
zdje¢ rentgenowskich i fotograficznych obejmujacych pozycje ciata od sklonu do tylu
do glebokiego skifonu do przodu.

Srodek parcia

Rys. 6 Spos6b znalezienia polozenia §rodka parcia ciénienia wewnatrzbrzusznego na przepone;
S§ — pole rzutu przepony na plaszczyzne przekroju.

|
A /
z
¥=-20° !
= \ »> = o \ —
N\ K . 2 U\ v
¥=100°

L N e ey
H U S Rys. 7 Model mechaniczny odpowia-

dajacy réznym pozycjom ciala.
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Pozycje ciala bgda okreslane dalej poprzez kat y odchylenia gdrnej czgsci tulowia
od pionu (rys. 7). Pozycje w zakresie y = —20° do y = 100° wyznaczone zostaly empi-
rycznie, pozycje spoza tego zakresu zostaly wytworzone sztucznie i wyniki ich analizy
beda mialy jedynie znaczenie pogladowe.

3. Model matematyczny

Znalezienie wartosci sit mig$niowych i reakcji pomig¢dzy kreggami w modelu mecha-
nicznym z rys. 4 wymaga analizy réwnowagi szesciu bryt sztywnych wzgledem ukiadu
odniesienia zwiagzanego z miednica. 18 liniowych algebraicznych réwnan réwnowagi
zawiera 6 nieznanych wartosci sit mie$niowych w kolejnych odcinkach prostownika
grzbietu nieznana warto$¢ sity w migéniu prostym brzucha i 12 sktadowych 6 nieznanych
reakcji miedzykregowych. -

Eacznie mamy wigc 19 niewiadomych, a jesli za niewiadoma przyjmie si¢ wartosé
sily ci$nienia wewnatrzbrzusznego, to ich liczba wzroénie do 20.

FartFa

I__C.ln

Rys. 8 Sily przenoszone przez segment ruchowy: F, —sila dzialajaca na wyrostki, F; — sita dzialajaca
na krazek miedzykregowy.

Oddziatywanie wewnatrz segmentu ruchowego (tj. sily przenoszone przez krazek
miedzykregowy 1 sily pomiedzy wyrostkami stawowymi) zastapione jest w modelu jedna
wypadkowa reakcja. Odpowiedni wybdr kierunkéw dzialania skltadowych tej reakcji
pozwala na uwzglednienie dwu drég przenoszenia obciazenia: przez kolumne trzondéw
i kolumng tukow kregowych. Z rys. 8a widzimy, ze sifa F, przedstawiajaca oddzialywanie
pomigdzy wyrostkami stawowymi (suma rzutéw sit dzialajacych na oba wyrostki na
plaszczyzng strzatkowa) dziala na kierunku przechodzacym bardzo blisko $rodka jadra
miazdzystego, ktore jest giléwnym elementem przenoszacym obcigzenie F, w krazku
miedzykr¢gowym. Rozkladajac sile F, na skladowe wg rys. 8b, oddzialywanie pomiedzy
kregami przedstawimy w sposdb pokazany na rys. 8c.
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Wyznaczenie wartosci sit migsniowych i reakcji migdzykregowych na podstawie 18
réwnaf réwnowagi z 19 lub 20 niewiadomymi wymaga dodatkowych zalozen. W tej
pracy przyjmiemy zalozenie, ze migénie sa sterowane przez system nerwowy w sposob
Optymalny. Zalozenie takie, wynikajace z istnienia ogdlnej celowosci budowy i funkcjo-
nowania organizméw zywych, przyjmowali réwnieZ inni autorzy buduajcy modele mate-
matyczne z zakresu biomechaniki [1] [3] [6].

_Optymalizacja dzialania miesni czlowieka wiaze si¢ z dazeniem do nadania wartosci
ekstremalnej odpowiedniej funkcji celu, zaleznej od realizowanego kryterium optymalnego
Sterowania. Dlatego tez zbudowanie modelu optymalizacyjnego wymaga przyjecia kry-
teridéw optymalnego sterowania i zdefiniowania funkcji celu. Ze wzgledu na brak metod
pozwalajacych na pomiary sil we wszystkich migsniach bioracych udziat w wykonywanej
€zynnosdci, wybor kryterium optymalnego sterowania i funkcji celu musi by¢ wyborem
arbitralnym.

Uwzglednienie w modelu mechanicznym dwéch tylko grup migsniowych ulatwia
Wybor kryterium optymalnego sterowania i definicj¢ funkcji celu. Sa to bowiem duze
migsnie, stosunkowo tatwe do obserwacji, n1.in. dlatego, ze ich dzialanie (i jego skutki np.
Zmeczenie) mozna sobie uswiadomié.

Modelujac czynnosé, w ktorej bierze udzial kregostup sadzié mozna, e sterowanie
mig$niami zachodzi tak, by sily migsniowe i obcigzenia kregostupa byly mozliwie male.
Funkcja celu moze wiec mie¢ postaé:

n mn

k, Zv,.x,-+k2_>d' Fj = min, (N
i=1 j=1
gdzie: X; —wartos¢ sily w i-tym migsniu
©; — objeto$¢ i-tego migsnia
n — liczba uwzglednionych w modelu migsni
F; — warto$¢ reakcji w j-tym segmencie ruchowym
m — liczba uwzglednionych w modelu segmentéw ruchowych

k. ky — wspolezynniki uwzgledniajace wplyw wielkosci sumy sil mig$niowych
i sumy reakcji migdzykregowych na ucigzliwo$é¢ danej pozycji dla orga-
nizmu,

_ Analizie poddanc zostany czynnosci z zakresu zwyklej aktywnosei ruchowej, mozemy
SIS wige spodziewaé, ze w takim przypadku sterowanie odbywa si¢ tak, by wykonanie
“zynnosci wymagato mozliwie najmniejszego wysitku (sterowanie nie ma tu na celu ochrony
kr@gOShlpa) wiazacego sie bezboﬁrednio z sitami migsniowymi. Funkcj¢ celu mozna wige
Przedstawi¢ w postaci:

"
\ . 5
2’ oy %; = min. 2
i=1
ZaproPonowany model mechaniczny uwzglednia migsnie zblizone wielkoscig i dlatego
funkcje cely wyrazimy w jeszcze prostszej postaci:

n

A= in = min. 3

i=1



268 M. DierricH, P. KUROWSKI

_Jest oczywiscie mozliwe rozwigzanie zagadnienia optymalizacyjnego przy bardziej
zlozonej funkgcji celu. Wydaje si¢ jednak, Ze nie znajac prawdziwego kryterium, celowe
jest stosowanie funkcji sensownej a mozliwie prostej.

Sity migSniowe nie moga przyjmowaé wartosci ujemnych, a krazki migdzykregowe nie
powinny by¢ rozciagane (grozitoby to ich zniszczeniem), i dlatego przyjmiemy nastgpujace
ograniczenia nieréwnosciowe:

%20 i Fuy>0 (4

gdzie Fy,;(j =1, ..., 6) oznaczaja skladowe normalne reakcji migdzykregowych w szesciu
segmentach ruchowych.

Model matematyczny opisujacy réwnowage ukiadu mechanicznego skiada sig wiec
z 18 liniowych algebraicznych réwnan réwnowagi z 19 lub 20 niewiadomymi, liniowej
funkcji celu (3) 1 warunkéw nieréwnosciowych (4). Jest to zagadnienie z zakresu progra-
mowania liniowego, tatwe do rozwiazania przy uzyciu standardowych metod, np. metody
simpleksow.

4. Analiza modelu matematycznego

Model matematyczny bedziemy badaé w dwoch wariantach: Pierwszy pozwala na
znalezienie optymalnego rozwiazania tacznie z optymalng wartos$cia.sity cisnienia wewnatrz-
brzusznego. W przypadku wysokiego obciazenia zewngtrznego (np. duzy cigzar dZwigany
w rekach) moze jednak si¢ okazaé, ze optymalna warto$é ciSnienia jest za wysoka w sto-
sunku do mozliwosci organizmu i rozwigzania zagadnienia optymalizacyjnego nie bedzie
mozna odnie$¢ do rzeczywistego kregostupa.

W przypadku duzego obcigZenia zewngtrznego spodziewaé sig mozna, Ze rzeczywiste
{mozliwe do wytworzenia) ciSnienie wewnatrzbrzuszne przyjmie maksymalna mozliwa
warto$¢. Przypadek ten, a réwniez przypadek np. braku ci$nieaia wewnatrzbrzusznego
bedziemy modelowa¢ modelem w wariancie 2, gdzie warto$¢ ciénienia brzusznego jest pa-
rametrem, przybierajacym rézne dane wartosci. Wariant ten wymaga wykonywania
obliczen dla kazdej z danych wartosci ci$nien, i pozwala znalezé cisnienie najlepsze,
mozliwe do realizacji w naturze wtedy, gdy wytworzenie cisnienia o optymalnej (ze
wzgledu na minimalizacje funkcji celu 3) wartosci nie jest mozliwe.

Rys. 9 przedstawia wyznaczone wartosci funkcji celu w zaleznoéci od pozycji ciala
w dwéch przypadkach: dzwiganie cigzaru Qz = 400N i bez obciazenia rak. Dla obu
wartosci Q7 linia gorna odpowiada cisnieniu brzusznemu réwnemu 0 (wariant 2, p = 0),
linia ,,kropkowana” — cis$nieniu optymalnemu dla danej pozycji i obcigZenia rak (wariant
1, p = popr). Uwzgledniajac wyniki badan doswiadczalnych, ktore nie wykazuja ci$nien
wewnatrzbrzusznych wyzszych od ok. 0.03 MPa [5], rys. 9 zawiera jeszcze krzywa ograni-
czajaca od gory pole zakreskowane (dla Qz = 400N). Krzywa ta przedstawia wartosci
funkcji celu z uwzglednieniem warunku wg ktérego nie jest mozliwe wytworzenie ciSnienia
wyzszego od 0.024 MPa (wariant 2, p < 0.024 MPa). Przyjeta wartosé cisnienia 0.024
MPa wydaje si¢ odpowiadaé wartosci mozliwej do wytworzenia przez sprawnego fizycznie
czlowieka. W przypadku braku obcigzenia rak (Q; = 0) nie ma potrzeby wytworzenia
cisnienia wyzszego od 0.024 MPa, stad dla Q7 = 0 brak jest na rys. 9 pola zakreskowanego.
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Rys. 9. Wartos¢ funkgji celu Z w zaleznosci od pozycji ciala, obcigzenia zewngtrznego i ci$nienia wewnatrz
jamy brzusznej.
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Rys. 10. Wartos¢ sity normalnej Fu, (wg rys. 8) w segmencie ruchowym Ls/S;, dla réznych pozycji-ciala
podczas dzwigania cigzaru @z = 400N (znaczenie linii ,,kropkowanej’” — jak na rys. 9).

Rys. 10 przedstawia zalezno$¢ sity normalnej Fy, przenoszonej przez segment ruchowy
Ls/s, od przyjetej pozycji ciala dla O, = 400N w dwéch przypadkach: braku ci$nienia
Wewnatrzbrzusznego i przy ciénieniu o wartoéci optymalnej, mozliwej do wytworzenia
W naturze (p < 0.024 MPa). Wg [8] wytrzymalo$¢ trzonu kregu ledZzwiowego na $ciskanie
Wynosi ok. 6500N i wykazuje wysoka zmienno§¢ w zaleznoéci od wieku, stopnia osteo-
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porozy itp. Majac to na uwadze widzimy na podstawie rys. 10, ze podnoszenie cigzaru
400N w pozycji sklonu do przodu moze wywotaé uszkodzenie krggostupa ledzwiowego,
a odciazenie go przez ci$nienie brzuszne moze decydowaé o bezpieczensiwie wykonania
tej czynnosci.

Rys. 11 pozwala poréwna¢ wartosci wypadkowych sit w kolejnych segmentach rucho-
wych kregostupa ledzwiowo-krzyzowego dla @, = 0, 400N i p = 0. W pozycji sktonu
do przodu najwyzej obciazone s3 kregi Ly i Ls.

RENA
y=-20° ¥=0 §=+120°

1 i
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Rys. 11 Wartosci wypadkowego obcigzenia przenoszonego przez segmenty ruchowe krggostupa ledzwio-
wo-krzyzowego w pozycjach ciala y = —20°, y = 0°, y = +100°.

Rys. 12 przedstawia obcigZenie kregu Ls w pozycji y = 80°, Q; = 400N i p = 0.
Widzimy, Ze niewiclka (rzgdu | cm) zmiana miejsca przyczepu migsnia prostownika
grzbietu do kosci krzyZzowej spowodowana np. innymi wymiarami kosci krzyzowej lub
inna objetoscig migénia (lub zmiana wzglednego polozenia kJr@géw Ls i S,), wywolujaca
zmian¢ kierunku dzialania sily w migéniu prostowniku grzbietu pomiedzy kregami Ls
i S,, wywoluje zasadnicza zmian¢ kierunku dzialania wypadkowej silty obciazajacej tuk
kiegu Ls. W przypadku duzego krggu S, wypadkowa ta dziata ku tylowi krggu, w przy-
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padku wymiaréw mniejszych, znalezionych na podstawie radiograméw, wypadkowa sila
Jjest skierowana w strong¢ trzonu krggowego.

Mozemy stad wnioskowac, ze indywidualne réZnice w przybiegu krzywizn krggosiupa
I roznice w wymiarach kregéw i kosci krzyzowej moga stanowi¢ o réznych obcigzeniach
kregéw, nawet przy takich samych wymiarach zewnetrznych ciala, obciazeniach i przyj-
mowanych pozycjach.

Model matematyczny pozwala znalez¢ sily dzialajace na kregi lediwiowe, mozZemy
wigc postuzyé sie jego wynikami dla zbadania stanu naprezen w kregach ledzwiowych.

Rys. 12 Sily dzialajace na krag Ls w pozycji 7 = 80°, Q: = 400N, p = 0. F ;. = 4689N,
Fi s, = 4905 N lub 5602 N — wypadkowe sily przenoszone przez segmenty ruchowe, Li/Ls i Ls/S,,
F,,G,_”,_j = 4385 N, Fpgt,/S; = 4679N lub 5199N — sily w migéniu prostownika grzbietu pomiedzy
wyrostkami kolczystymi krggow Ly i Ls oraz kregéw Ls i S). Sita 736N jest wypadkowym obciazeniem
wyrostka kolczystego w przypadku gdy krag S, jest rowny co do wielkosei kregowi Ls. Sila 1373N jest
wypadkowym obciazeniem wyrostka kolczystego w przypadku, gdy krag S, ma wymiary mniejsze.

5. Model elastooptyczny kregoslupa ledZzwiowo-krzyzowego

Zlozony ksztalt i budowa wewnetrzna krggu praktycznie uniemozliwiaja pelng analize
stanu naprezen. Po realizacji celu naszych badaf wystarczy jednak znalezienie miejsc
0 najwyzszym zagroZeniu zniszczeniem, tj. tych, ktére wg hipotezy o mechanicznej naturze
procesdow prowadzacych do kregoszezeliny powinny podlegaé procesom patologicznym.,

Sposrod pigciu kregow ledzwiowych, do analizy stanu naprezen wybierzemy krag
Ly w ktorym, obok kregu Ls, notuje si¢ pekanie tuku kregowego. Miejsca zagrozone
zniszczeniem znajdziemy stosujac elastooptyczne metody zamraZania naprezen, polaczone
Z prébami zniszczeniowymi modeli.

Whnioskowanie o stanie naprezefl w rzeczywistym kregu na podstawie wynikéw ekspe-
rymentow elastooptycznych wymaga zachowania podobiefistwa pomiedzy stanem na-
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prezenn w modelu i w rzeczywistym kregu. Krag zloZzony jest z kosci ggbczastej i korowej
o rézniacych si¢ wiasnosciach mechanicznych. Uwzglednienie tych cech w modelu byloby
bardzo trudne, a co wazniejsze mogloby uniemozliwi¢ analiz¢ efektow elastooptycznych.
Ré6zne wlasno$ci mechaniczne materialu z reguly pozostaja w zwiazku z rézna czuloscia
elastooptyczna i rozszerzalnoscia cieplna. Niejednorodny material méglby uniemozliwi¢
usunigcie naprezen wlasnych i zwiazanych z nimi efektéw optycznych. Z tego wzgledu
w badaniach stosujemy jednorodny material modelu elastooptycznego. Wymlary modelu
zachowujemy identyczne z wymiarami rzeczywistego kregu.

Stan naprezen w kregu zalezy od dzialajacych na niego sit P, wymiaréw liniowych /
i katowych «, sztywnos$ci materialu krggu opisanej w najprostszy sposéb modutem spre-
zystoéci E 1 liczbg Poissona », sztywnosci krazka migdzykregowego i chrzastek miedzy-
stawowych S.

Z analizy wymiarowej wynika, Ze dla zapewnienia podobienstwa modelowego, przy
zalozeniu identyczno$ci geometrii rzeczywistego kregu i modelu oraz geometrycznie
podobnym obciazeniu kregu i jego modelu, nalezy speini¢ nastgpujace warunki:

So = Eo - = o

Tsv'm“ == E;) Yo = Vs (5)
gdzie ,,0” oznacza wielko§é charakteryzujacg rzeczywisty krag, ,,m” =— modelu kregu.
Obcigzajac model elastooptyczny spelniajacy warunki (5) ukladem sit P, spelniajacym

R~ . ’
zaleznodci: —150— = n, uzyskamy w nim stan naprezen, ktérego dowolna skladowa oy,
m

bedzie spehiaé zalezno$¢ o, = oo/n.

Dane potrzebne do zbudowania modelu elastooptycznego, a wigc modul sprezystosci
materiatu kregu, sztywnosci krazka migdzykregowego na Sciskanie i na Scinanie oraz
sztywno$¢ chrzastki miedzystawowej zaczerpnigte zostaly z prac [2] [7] [10].

Warto$§é v, oszacowaliémy jako bliskg 0,5 ze wzglgdu na wypehienie kregu plynami
ustrojowymi. Zastosowana w modelu Zywica epoksydowa w temperaturze zamraZzania
wykazuje »,, = 0,48.

Zaznaczyé trzeba, ze warunki (5) zapewniaja jedynie z grubsza spetnienie praw podo-
bienistwa modelowego, co jest konsekwencja opisanych wyzej uproszczen zastosowanych
przy budowie modelu elastooptycznego.

Model, kiérego elementy skladowe posiadaja wlasnosci mechaniczne spetniajace
warunki (5) sklada si¢ z dwu segmentéw ruchowych: potéwki kregu Ls, kregu L, i po-
¥owki kregu Ls (rys. 13), odlanych z zywicy epoksydowej EPIDIAN 5 (4 utwardzacz
A, stosowany do grubo$ciennych odlewéw) w podatnych formach. Paramodelami byly
kregi prawidiowe anatomicznie.

Krazki miedzykregowe zastapione sa imitacja jadra miazdZystego (z gumy silikono-
wej), ktore jest glownym elementem przenoszacym obcigZenie w krazku miedzykrego-
wym Przestrzenie migdzystawowe wypeinione sa imitacja chrzastki stawowej wykonanga

z gumy silikonowej.

Wartosci sit obcigzajacych model clastooptyczny dobiera sig¢ tak, by uzyska¢ wyrazny
efekt elastooptyczny lub zniszczenie modelu w przypadku prowadzenia préby zniszcze-
niowej.
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Ze wzgledu na bardzo duzg pracochtonnos¢ i wysokie koszty eksperymentéw, ogra-
mczymy si¢ do analizy stanu naprg¢zen w pozycji glebokiego sktonu do pr7odu (y = 80°)
i w pozycji stojacej (y = 0°).

Rys. 13 Model elastooptyczny.

W badaniach stosujemy dwie metody: metodg cienkich plytek dla lokalizacji miejsc
koncentracji naprezen i metode matych kostek [4] pozwalajgca na poréwnanie wytezenia
Wg hipotezy Hubera w wybranych obszarach modelu. Zastosowanie hipotezy Hubera
do materialy kosci jest uzasadnione sprezysto-plastycznymi wlasnosciami kosci korowej
[11], ktéra jest gléwnym skiadnikiem tych obszaréw kregdw, w ktorych dzialaja wysokie
naprezenia. Kazde zniszczenie musi wigc wiagzaé si¢ ze zniszczeniem kosci korowej.

Laczne zastosowanie dwéch metod elastooptycznych pozwala na ilo$ciowa analize
tré.iWymiarowego stanu naprezen w kregu (metoda maiych kostek) oraz na jakosciowa
analiz¢ koncentracji naprezen w obszarach bliskich powierzchni modelu.

6. Analiza stanu napreZzen w kregu L,

Préby zniszczeniowe, prowadzone w temperaturze zamraZania naprezen pod obcig-
Zeniem modelu odpowiadajacym pozycji y = 80°, wywolaly we wszystkich prébach znisz-
Czenic wezin tuku kregowego (rys. 14).

Do analizy koncentracji naprezeri, zamrozony model kregu zostal pocigty na plytki
8rubosci 2 mm w sposob przedstawiony na rys. 15. Rysunek ‘16 przedstawia izochromy
Potéwkowe w plytce ,,a"", wykazujace najwyZzsze koncentracje naprgzen w obszarze weziny
tuky krggowego. Plytka ,,b” (rys. 17) pochodzi z trzonu krggowego i wykazuje koncen-
gzacje naprezen w obszarach, gdzie material kregu kontaktuje si¢ z imitacjg Jqdra miaz-

ystego. ‘



Rys. 14 Pekniecie lewej weziny uzyskane w
wyniku przeprowadzenia proby zniszczenio-
wej modelu elastooptycznego.

2mm

R r———— e,
3N 5335 7 IAANNUANAVANAY AATARAAVIARAAAARNRARNR TR
e LKLY
 FLATTATEAL TATANA ARURARRAUUURURRURRRRRRARVANRNS,

TLLTILALTRIIAATWRAR WY
e ey e
ANAALATURALUUUURRRRAIRANANRNA

NN
S ARG

AANANNAY

= s AR AN

— A A\

-\\\\\\\\\\$\\\“\\\\\\\\\\\\:::\\\\\\\-
AN \\\\\\\\\\\\:\\.

SYRNNRY

Rys. 15'Sposob pocigcia krggu L, na plytki.

Rys. 17 Obraz izochrom poléwkowych z plytce

Rys. 16 Obraz izochrom potoéwkowych w plytce
W07z rys. 15,
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Kolejny model kregu L, po zamroZeniu naprezen pod obcigzeniem odpowiadajacym
pozycji ¥ = 80 postuzy! do analizy wytezenia metoda malych kostek. Analiza ta zostala
poprzedzona badaniem kostek pochodzacych z modelu bez naprezen. Badania te wykazaly,
Ze cieplo powstajace przy cigciu modelu (stosowane bylo intensywne chiodzenie) nie
wplywa istotnie na stan optyczny materialu modelu.

Sposéb pociecia modelu na kostki przedstawiaja rys. 18, 19, 20. Kostki z lewej i z prawej
weziny nie sa pobrane symetrycznie. Kostki z lewej weziny pochodza z wnetrza tuku,
a kostki z prawej weziny z okolic bliskich powierzchni tuku tj. stamtad, skad braly poczatek
peknigcia w probach zniszczeniowych. Réznica w sposobie pobierania ma istotne znaczenie
W interpretacji wynikéw badania tych kostek.

Rys. 18 Rozmieszezenie kostek pobranych z przekroju Rys. 19 Rozmieszczenie kostek pobranych
Strzatkowego trzonu i z prawej nasady luku krggowego. z lewej weziny luku kregowego.

Rys. 20 Rozmieszczenie kostek pobra-
nych z prawej weziny tuku kregowego.

Wartosci naprezen zredukowanych (w pewnej umowne;j skali) w pobranych kostkach

’ Przedstawia rys. 21, z ktérego wynika, Ze najwyzsze wytezenie materialu w obrebie tuku
kregowego wystepuje w wezinie, w obszarze bliskim powierzchni tuku.

Najwyzsze wytezenie wykazuja kostki pobrane z trzonu kregowego. Pamigtajac jednak

0 koncentracjach naprezen w okolicach bliskich powierzchni luku w obszarze weziny
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(wyniki analizy cienkich plytek) i o wynikach préb zniszczeniowych, stwierdzié nalezy,
Ze najwyzsze zagrozenie zniszczeniem wystepuje w gérnych czgéciach wezin tuku.

Obok opisanej analizy. stanu napre¢zen w pozycji ¥ = 80°, przeprowadziliSmy tymi
samymi metodaini analiz¢ stanu naprezen w kregu L, w pozycji y = 0° uzyskujac podobne
wyniki. Pozwala to stwierdzi¢, ze w obu przypadkach najbardziej zagroZonymi zniszcze-
niem obszarami kregu Ly sg gorne czgSci wezin tuku kregowego (rys. 22).

POZYCJA Y = 80°
TRZON KREGOWY

6. 5 4 3 2
324 || 653 || 532|| 423 || 366 || 151

12 n 10 9 8 7
3.75|| 4.83|| 5.21|| 4.48|[ 315 ] 194

18 17 16 15 14 13
3.441]|4.34[|5.09||4.72 ]| 3.41 | 2.04

24 23 22 21 20 19 l
X |14.72(|550 |]5.56 ||3.72||1.72

30 2 28 27 26 25
203|639 || 490|511 |]|3.29]| 121

Lewa wezina Prawa wezing Prowa nosada

? 10 [ 1
49| [1.45 391 3.5
5
13 1 6
2.58| |249 2.16
1 8
257)|231

Rys. 21 Wartoéci napr¢zen zredukowanych w kostkach pobranych wg rys. 18, 19, 20. |

Misjsca krequ najbardziej zagrozone zniszczeniem

Rys. 22
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) 7. Whioski

Polaczenie modelowania matematycznego z eksperymentami na elastooptycznych -
modelach kregostupa pozwolilo na znalezienie obcigzeii odcinka lgdzwiowo-krzyZowego
W roznych pozycjach ciala i przy réznych obciazeniach zewngtrznych a nast¢pnie na zlo-
kalizowanie najbardziej zagroZzonych zniszczeniem obszaréw w kregu ledzwiowym.

W pracy zostalo wykazane, ze dolne kregi ledZwiowe s3 wysoko obcigzone, a wartosci
Obciqzeﬁ silnie zaleza od wymiaréw kregow, kosci krzyzowej i stopnia rozwoju umigs-
nienia.

Wysokie koncentracje naprezen, wywolane zlozonym ksztaltem luku kregowego,
Wystepujace w obszarach wezin tuku, moga prowadzi¢ do zmgczeniowego zniszczenia
tuku kregowego.

Niezaleznie wiec od innych czynnikéw patogennych, czynniki natury mechanicznej
moga mie¢ podstawowe znaczenie w procesach prowadzacych do schorzen krggostupa
1@dz’wiowo-krzyzowego, zwlaszcza dolnych kregéw ledzwiowych. Wiasnie w tych krggach
I w tych miejscach (tj. w wezinach) najczgéciej obserwuje si¢ uszkodzenia majace postaé
Peknigé (kregoszczelina) lub duzych odksztalcen trwalych, prowadzacych niekiedy do
Przemieszczen trzonéw kregowych (kregozmyk).
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Pesome

MOJIEJIb INTOACHHYHO-KPECTHEBOI'O IMO3BOHOYHHWKA YEJIOBEKA

U7to0bl OTBETHTH Ha BOIPOC KaK 4acTo IOABJISAIOIINECA 3a00JIeBaHHA MOACHHUYHOrO II03BOHOYHUKA,
0COBEHHO €ero HINKHUX MO3BOHKOB, MOI'YT BO3HHKATB B CJICAACTBHE HEHCTBHS CaMHX MeXaHHUeCKHX dax-
TOPOB, HaJ0 IO3HATE HATPY3KH 3JIEMEHTOB MO3BOHOYHHKA. AHAIH3 HACDY30K H HANPMKEHHH NpoBe-
[IEHO yNOTpeGrsaAsas MEeTOAB! MOAeTHMPOBAHHUA.

YrpollleHHasi MexaHH4ecKas MOJENb IMOACHHYHO- KPEeCTLEBOro IO3BOHOYHHKA IPEeACTaBHJIA BO3-
MOYKHBIM CHENaTh MaTeMaTHUECKYIO MONEJIb.

PeayipTaThl MCOBITAHNS MaTEMAaTHYECKON MOAENTH HCITONB30BAHO MO0 KOHCTPYKUMH (hOTOYIIpYroii
MO/ COCTOSIHHA HAMNpPSDKEHUH B MOSCHUYHLIX II03BOHKAX. ‘

AHann3 KOHUEHTPAIMN HANPSHKEHWH (MEeTON TOHKHX IUTACTMHOK) H aHANIN3 HATAMKEHMA MaTepHaia
MO3BOHKa corjlacHo rumotese I'yOepa (MeToa Masbix KyOMKOB) IOKa3aJIH Pe3YyJIbTAThl COIVIACHO C Aeii-
CTBHTE/BHBIMK TPELIHHAMU N TIEPESIOMaMK IIOSCHHYHBIX MIO3BOHKOB. 3TO AOKA3BLIBAET, UTO MEXaHHUIECKHE
cakTopb! BIMAIOT B GONBILIOH CTENEHHM Ha NPOLECChI BEAYLHME K NATOJOTMUECKHM H3MEHEHHAM II0s1-
CHHYHOTO IO3BOHOYHHKA YeNOBEKa.

Summary

MODEL OF THE HUMAN LUMBAR SPINE

To answer a question whether common disorders of the low lumbar vertebrae can be caused or deve-
loped by mechanical factors, authors analysed loads and stresses acting on human lumbar vertebrae using
modelling methods. Simplified mechanical model was the first step to construct a mathematical model.
Results of analysis of the mathematical model (forces acting on lumbar vertebrae) were used to load the
three dimensional photoelastic model of a part of human lumbar spine.

Two different photoelastic methods: thin slices mathod to find stresses concentrations and small
cubes method to find effective stresses according to criterion of Huber-von Mises, showed results which
are in good agreement with modes of damage of real vertebrae.

The investigations presented in the paper have shown that mechanical factors can not be neglected
in pathogenesis of the human lumbar spine.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 kwietnia 1983 roku
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Summary

Basic Concepts of Isodyne Photoelasticity

A new family of characteristic lines of plane stress fields has been introduced on the
basis of Airy Stress Function and denoted as “Elastic Isodynes”.

Isodynes are loci of points related to first derivatives of Airy Stress Function at which
the total normal forces, acting on the corresponding sections, are constant. Being a deri-
vative of a two-variable function, each isodyne field is related to a concrete direction
called the “Characteristic Direction”.

Isodynes directly yield values of the normal and shear stress components in chosen
directions; — no additional relationships arc needed. Basic analytical relations and cha-
Tacteristic features of the isodyne field are given in [3].

By using a measurement system called Isodyne Polariscope, the theory of which
is presented in several papers [1-4], it is possible to obtain fields of photoelastic isodynes
directly related to the elastic isodynes. The photoelastic isodynes can only be obtained
when the consequences following from the Rayleigh Model of Scattering are strictly
observed and the corresponding transfer function is optimized: — e.g., the observation
angles must be close to 90°, the azimuthal angles must be close to 0° or 180, and the
optical paths must be the same for all scattering points. -

For three-dimensional stress states, the photoelastic isodynes are related to so-called
generalized elastic isodynes. Such states occur in contact and stress concentration problems

D Patent pending.
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when the plane equilibrium equations are not valid — in such cases the isodyne photo-
elasticity yields data on the third normal stress components.

The overall transfer function of the isodyne polariscope has been designed to satisfy
requirements following from the theory of the elastic and photoelastic.isodynes, including
the generalized isodynes. This function has been taken as the major component of the
physical and mathematical models of the isodyne polariscope. When the design condi-
tions are satisfied, the isodyne polariscope can be treated as a zero-order, time-invariant
instrument. ;

Applications

Within the framework of the theoretical conditions and constraints the isodyne pola-
riscope can. be readily and inexpensively applied to determine and/or analyze various
classes of important engineering problems. Some typical engineering applications are:

DATA ON EXPERIMENT AND PHOTOELASTIC RECORDINGS
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Fig. 1a A sample of analysis of a contact problem: a beam on a square plate. Sct of complementary pho-
toelastic data: transmission isochromatics and two complementary families of isodynes.
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PHOTOELASTICALLY DETERMINED NORMAL STRESS COMPONENTS AND
LINES SEPARATING COMPRESSIVE AND TENSILE STRESSES

a—’[cm"'] E = 200 mm y A=632.8nm
So h= 30 mm Ta22°¢C
2L b =10 mm P = 1980 N
oy | { S,® 383 N cm™!
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-2k i | |
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- £ L, =
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£

Fig. 1b A beam on a square plate. Evaluated relations: distribution of normal stress components along
the beam axis and in two parallel cross-sections of plate; geometric loci of points jn beam and plate where
the normal stress component is equal to zero.

— verification of applicability of particular solutions of the theory of elasticity: ana-
lytical, numerical and hybrid evaluations;

— stress states in plané and three-dimensional contact problems;

— crack tip mechanios problems: fracture criteria including discussion of the concept
of stress intensity factor;

— three-dimensional stress states in components of composite structures, including
structures with internal cracks;

— thermal stresses: transient and stationary.

Examples of applications are given in Figures 1-6.

Conclusions

It has been demonstrated that the Isodyne Photoelasticity opens new horizons in
CXperimental stress analysis, inaccessible to methods of classical transmission photo-
elasticity, However, because of the high sensitivity and resolution of isodyne photoela-
StiCity methods. it is necessary to develop and apply stronger theoretical foundations of
the interaction between the actual state of deformation and propagation of radiation;
€.8., it is necessary to check in every concrete case of stress analysis whether the relations
of plane clasticity are applicable.
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STRESS INTENSITY FACTOR K; IN BEAM WITH CRACK IN BENDING
ISODYNE METHOD & SPATIAL FREQULENCY MODULATION TECHNIQUE .
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Fig. 2 Determination of stress intensity factor X, in a beam with a CI'E.le, in bending, using the isodyne
frequency modulation technique.
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ISODY;\JE FIELDS IN OUTER PLIES OF A THREE -PLY STRUCTURE
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“  Fig. 4a Determination of interlaminar stresses in a composite structure: Isodyne fields in outer plies of
a three-ply structure, at various distances from the interface.
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PEEL STRESS AND AXIAL STRESS DISTRIBUTIONS CLOSE TO THE INTERFACE
ANALYTICAL -EXPERIMENTAL COMPARISON FOR
PALATAL-GRAPHITE /EPOXY-PALATAL SPECIMEN
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ISODYNE FIELDS N OUTER PLIES OF A THREE-PLY
STRUCTURE WITH INTERNAL CRACK
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Fig. 5a Determination of stress distribution in a three-ply composite structure with internal crack,
Scheme of a system and isodyne fields.
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NORMALIZED STRESS DISTRIBUTIONS IN THE PALATAL - Al ALLOY-PALATAL
SPECIMEN WITH A CRACK
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Fig. Sb Comparison of experimental and analytical results.

MODULATION OF THE RESIDUAL ISODYNE FIELD BY A LOCAL HEAT SOURCE

THERMAL LOAD HISTCRY (EFFECTIVE LOAD)
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Fig. 6 Sample of application of isodyne photoelasticity to determination of components of thermally induced
stresses. using the isodyne spatial frequency modulation technique.
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Pespone

HHXEHEPCKHWE [TPIJIOJKEHHMS IIJIOCKOH 1 OBOBUIEHHOI HM30JbIHOROI
POTOVIIPYIOCTHU

B miockom moJie Hal’lpﬂH(CHHii BB¢JAEHA HOBAas (baMlU]Hﬂ XapaKTePHCTHUECCKHUX JIHHNIT, HA OCHONC

¢hyHKUHH HanpsOyKeHu DpH, Ha3BaHA ,,YIIPYIHe H30ALIHbLL .

H30Ablel ABJIAKOTCA I'eOMETPUUYECCKIM MECCTOM TOUYOK CBSI3aHbIX C INICPBLIMH NMPOU3BOSHLIMLU (l)y}ll(—

1Y HanpsyKeHnid Dpy, A KOTOPBIX O0IUMEe HOPMAJIBHbBIC CHIbI, AeHCTBYIOUIME B ONPEAEIEHHBIX Co-
YEHHAX ABJIAIOTCA IOCTOSHHLIMH. '

HaOHHHbI NO3BOJIAIOT HEIMOCPEACTBCHHO HA HENOCPEACTBEHHOC ONPENCIIEHME HOPMAJILHLIX H Xa-

CATENLHLIX HANPSIKEHUE B ONpeAeTICHHBLIX HAIIPAaBJICHHAX, 6€3 06aBOUHBIX CBsI3eii. OCHOBIIbIE AHATIITH-
yecKite GOpMYTIbl 11 XapaKTEPHCTHUECKHE NOJIsI I30/(bIH Jankl B padore 3.
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Streszczenie

ZASTOSOWANIA INZYNIERSKIE PELASKIEJ 1 UOGOLNIONEJ
ELASTOOPTYKI IZODYNOWEI

Wprowadzono nowa rodzine linii charakterystycznych w ptaskim polu naprezen, w oparciu o funkcje
Naprezen Airy’ego, i nazwana ,,sprezyste izodyny™.
Izodyny s3 miejscem geometrycznym punktow zwiazanych z pierwszymi pochodnymi funkcji napre-
Zen Airy’ego, dla ktérych calkowite sily normalne, dzialajace w odpowiednich przekrojach sa stale.
_ Z izodyn wyznacza si¢ w sposob bezposredni normalne i styczne skladowe napre¢zenia w wybranych
Kierunkach, zbyteczne sa dodatkowe zaleznosci. Podstawowe zwiazki analityczne i cechy charaktery-
styczne pola izodyn zostaly podane w pracy [3].

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 15 kwietnia 1983 roku
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2/3, 21 (1983)

DOSWIADCZALNA ANALIZA NAPREZEN TERMOSPREZYSTYCH METODA
ELASTOOPTYCZNA

ZozistAw D YL A G

Politechnika bialostocka

ZBIGNIEW OR L O §

WAT Warszawa

1. Wprowadzenie

Analiza naprezen termosprezystych ma duze znaczenie dla wielu dziedzin techniki,
Miedzy innymi napreZenia te nalezy uwzgledniaé w przypadku urzadzen i maszyn energe-
tycznych; silnikéw spalinowych, pojazdéw mechanicznych, samolotéw oraz elementéw
kOnstrukcji budowlanych. Naprezenia termosprezyste mozna okresla¢ metodami zaréwno
teoretycznymi, jak i doswiadczalnymi. '

Sposréd metod teoretycznych wyrézniaja si¢ ze wzgledu na rozwdj elektronicznej
technikj obliczeniowej metody numeryczne z metoda elementéw skoriczonych na czele.

Z metod doswiadczalnych stosowanych w rozpatrywanych zagadnieniach mozna
Wymieni¢ metode oparta na zastosowaniu tensometrii elektrorezystancyjnej [16] oraz
Metody optyczne [1]+ [15]. [18]. W tych ostatnich najczgsciej postugujemy sie modelami
Wykonanymi z optycznie czulych materialéw przeswietlanych $wiatlem spolaryZowanym.
Analiza otrzymanych w tego rodzaju badaniach prazkéw interferencyjnych przy réwno-
¢Zesnym pomiarze temperatur w réznych punktach modelu prowadzi do okreslenia na-
Prezeii termosprezystych w stanach stacjonarnych i niestacjonarnych. Omawiang metode
Stosowalj autorzy w kilku pracach [4]+ [8], [19]. Niektore z otrzymanych w nich wynikéw
bedg przyktadowo zwigzle naswictlone i przedyskutowane dla uzyskania wnioskéw o przy-
datnosci i kierunkach rozwoju tej metody. Nie silac si¢ na chronologiczny opis prac w tej
dziedzinie mozna wymieni¢ niektére bardziej charakterystyczne badania prowadzone
Przez réznych autoréw. Z dawniejszych prac podstawowe znaczenie maja badania G.
GEerARDA, A. C. GILBERTA, H. TraMPSCHA [l], [2]. Prace te dotyczyly zastosowania
elastooptyki do rozwigzywania zaréwno plaskich, jak i przestrzennych zagadnien ter-
Mosprezystych.

Zagadnienie rozkladu naprezen w elementach z karbami podlegajacych naglym obcig-
Zeniom cieplnym rozpatrywal H. BECKER w pracy [3]. W wyniku rozwazan teoretycznych
Oraz przeprowadzonych doswiadczen elastooptycznych stwierdzil, ze w Jjednospdjnych
elementach plaskich gérna granice naprezenia termosprezystego stanowi wartos¢ SEAT.
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gdzie: § — wspdiczynnik rozszerzalnosci cieplnej materiatu,
E — modut sprezystosci wzdluznej,
AT — przyrost temperatury.

H. Becker okreélit umownie tak zwang odleglos¢ penetracji s temperatury w ciele, jako
odlegtos¢ od warstwy powierzchniowej warstwy wewngtrznej, w ktorej wystepuje przyrost
temperatury réwny 0,02 A7. W przypadku gdy odlegtos¢ s jest mniejsza od polowy pro-
mienia krzywizny karbu, zdaniem Beckera mozna nie liczy¢ si¢ z dzialaniem karbu jako
Zrédia spigtrzenia naprezen.

W pracy [9] A. AjovaLaSIT przedstawil badania elastooptyczne plaskich tarcz koto-
wych z otworami rozmieszczonymi na wspolsrodkowych okregach. Kazda tarcza byla
ozigbiana na swym brzegu wewngtrznym za pomoca suchego lodu przy czym badano
stan stacjonarny wyznaczajac naprezenia na brzegach poszczegoélnych otworéw.

Podsumowanie pewnego okresu badan do 1975 r. jest zawarte w pracy Ch. P. Bur-
GERA [11] omawiajgcej niektére problemy analizy napreZen termosprezystych metodami
elastooptycznymi. Wymieniony autor zajmuje si¢ rowniez zagadnieniem naprezen wy-
wolanych naglym obcigzeniem cieplnym [12] za pomoca wymiennikéw zawierajacych
ciekly azot wzglednie mieszaning alkoholu z suchym lodem. Wyniki tych badan wskazujg
na trudnosci w praktycznej realizacji udaru cieplnego, co wyraza si¢ faktem wystapienia
-maksymalnej wartoéci napr¢zenia o pewnym krétkim okresie czasu od poczatku przylo-
¥enia obcigzenia. Stwierdzono réwniez, Ze w przypadku plytek grubszych wartosci te
zblizaja si¢ do teoretycznie mozliwych do przewidzenia wartoéci naprezen przy dwukie-
runkowym ograniczeniu swobody rozszerzania si¢ warstwy brzegowej plytki.

M. Tsui i M. ODpA badali elastooptycznie napreZenia w tarczach zawierajacych kotowe
otwory wzglednie wcigcia przykrawgdznowe stosowali przy tym podgrzewanie modelu [13].
Zagadnienie analizy mestaqonamych naprezen termicznych rozpatrywali w przypadku
przykrawgdziowych otwordéw eliptycznych J. MiskioGLu i C.P. BURGER w pracy [17].

E. Matsumoro, S. Sumri oraz T. Sekiva [10] badali elastooptycznie niestacjonarne
naprezenia cieplne w azurowych Sciankach dwuteownikéw podlegajacych chlodzeniu
potek.

W kolejnych pracach [14] i [15] F. A. KHAYYAT i P. SFANLEY przedstawili wykorzy-
stanie metody integralnych efektow optycznych dwdjtomnodci wymuszonej do analizy
stacjonarnych standéw naprezen termospreZystych w tulejach zawierajacych wewnetrzne
i zewnetrzne karby obraczkowe.

2. Podstawy doswiadczalnej analizy naprezen termosprezystych

W doswiadczalnych metodach analizy naprgZen termosprezystych badania przepro-
wadza si¢ za pomoca modeli geometrycznie podobnych do obiektu, z zachowaniem
podobienistwa sposobu obciazenia cieplnego. Jest to z jednej strony zaleta metody z dru-
giej za$ pewnym utrudnieniem jej realizacji. Podstawowa zaleta jest to, Ze badaniu pod-
legaja modele wykonane z okreslonego tworzywa, w ktorych wystepuja zjawiska fizyczne
o podobnym charakterze, jak ma to miejsce w obiektach rzeczywistych — prototypach.
Wazng sprawa jest tu ustalenie pewnych kryteriow podobienstwa dla uzyskania mozli-
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wosci ilosciowej oceny wynikéw badarn modelowych. Istotnym utrudnieniem jest koniecz-
nos¢ uwzglednienia do$¢ znacznej liczby czynnikéw wplywajacych na przebieg rozpa-
trywanego zjawiska. Wéréd czynnikéw, od ktdrych zaleza wartosci naprezen termospre-
Zystych nalezy wyréznié: geometrig i rozmiary obiektu, sposob jego podparcia, materia-
lowe charakterystyki mechaniczne i cieplne, sposéb obcigZenia cieplnego zwiazany z okre-
S‘l-onym rodzajem wymiany ciepla, rozklad temperatur, czas i charakter przebiegu obcigze-
Nia cieplnego.

Jak zaznaczono poprzednio badane sa modele geometrycznie podobne do obiektu.
Z tego wzgledu do okreslania rozmiaréw przedmiotu (modelu wzglednie prototypu)
Wystarczy podaé pewien jego charakterystyczny wymiar o wartosci . Do niezbednych
Charakterystyk materialowych uwzglgdnianych w analizie naprezen termosprezystych
zaliczymy: modul sprezystosci wzdluznej E, wspdlczynnik Poissona 7, wspdlczynnik
F0zszerzalnosci liniowej B, wspdlczynnik wyrownania ciepta 2. cieplo wlasciwe materiatu

‘s gesto$¢ materialu o, wspdlczynnik przewodzenia temperatury a = 0—;'~, ktorego
P
wartos¢ wynika z trzech podanych uprzednio charakterystyk materialowych.

O wartosciach naprezeri termosprezystych, ktére oznaczymy ogélnie symbolem o
decyduja wartosci zmian temperatury w poszczegélnych punktach ciala oraz zalozone
Ofraniczenia swobody przemieszczania si¢ poszczegélnych jego punktéw. Z kolei pole
temperatur w ciele wynika ze sposobu obcigZenia cieplnego, w szczegdlnosci z warunkéw
b_rzegowych i poczatkowych rozkiadu temperatury. W przypadku konwekcyjnej wymiany
Cfepla stosuje si¢ do ilosciowej oceny ilosci ciepla przechodzacego od osrodka otaczajgcego
Cialo do jego wnetrza, tzw. wspolczynnik przejmowania ciepta «. Rozpatrujac proces
Wymiany ciepla oraz zmienne w czasie ¢ pole temperatury nalezy uwzglednié koniecznoéé
Spf{lnienia kryteriow podobienistwa modelowego. W kryteriach tych wazna rol¢ odery-
Wajy tak zwane liczby kryterialne, sposréd ktérych wymienimy liczbe Biota Bi oraz liczbe
Fouriera Fo. Wielkosci te wyrazZaja sie¢ wzorami

[ .
Bi=»§-‘ (1)

t .
Fo=~[[L2 : (2)

W badaniach modelowych nalezy dazyé do tego, aby liczby kryterialne byly jednakowe
dla modelu i dla prototypu.

Wymianione poprzednio charakterystyki materialowe sq na ogoét funkcjami tempera-
lury. W wielu przypadkach jednak dla uproszczenia przyjmuje si¢ je za wielkosci stale
W Pewnym zakresie temperatur.
 Wynikajace ze zmiany temperatury /AT wzgledne odksztaicenia liniowe ey wyrazaja
Sie wzorem

er = AT, (3)
8dzie:
# — wspolezynnik rozszerzalnosci liniowej materiatu.
W zakresic waznosci prawa Hooke’a skladowe o;; tensora naprezenia sa zwigzane

1>
= Mech. Teoret. i Stos. 2-3/83
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ze skladowymi ¢;; tensora odksztafcenia wzorami

1 v X -
E,j = 2G ((TU—— l+1' S()U)+[?AT(SU, (4)
1 1 4 e .
%= 5G {b'rj"' T 5 [ — (1 +v)BAT] 0.’;}, (i,7 =1,2,3), (5
gdzie:
TS modul sprezystosci poprzecznej materiatu,
E — modul sprezystosci wzdluznej materiatu,
r — wspolczynnik Poissona
§ =0,,1022+03;
4 = Ell+8.’.2+€33-
Przy wykluczeniu swobody odksztalcania si¢ w kierunku 1 (¢;, = 0) rozpatrywanego

obszaru i zaloZeniu o,, = o33 = 0 otrzymujemy wzdr na napreZenie termosprezyste oy,
w jednoosiowym stanie naprg¢zenia,

6, = —EBAT. (6)
W przypadku plaskiego stanu naprezenia, przy wykluczeniu odksztalcen w dwoch
kierunkach 1 i 2 (g;, = &,» = 0) i zaloZeniu o33 = 0, wartosci naprezen termospreZy-

stych ¢, 1 0;, wyrazaja si¢ wzorem
EfAT

l—» °

Tyj= Oa 5 = (7

W przypadku tréjosiowego stanu naprezenia przy trojosiowym ograniczeniu swobody
odksztalcen w kierunkach 1, 2 1 3 (g,, = €, = £33 = 0) wartos¢ naprezen termospre-
zystych okresla wzor

EBAT -
o )

Przytoczone proste zaleznosci (6)=(8) pozwalaja na orientacyjna wstgpna oceng
maksymalnych wartosci napreZzen termosprezystych w rdéznych stanach ograniczenia
swobody odksztalcenia ciata spregzystego.

Wzér (5) znajduje zastosowanie m.in. przy wyznaczaniu naprezen lermosprezystych
na podstawie pomiarow tensometrycznych.

W pracy [18] wyprowadzono warunek podobienstwa modelowego dla napregzen ter-
mosprezystych w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia, w postaci ilorazu napre¢zen

g

ok B Epﬂp(l =il 4 Tp_
Oy Emﬁm(] _'Vp) f"1 -T'm .

gdzie indeksy m i p oznaczaja wielkosci dotyczace odpowiednio modelu i prototypu.
Zaleznos$¢ (9) mozna uzyska¢ wprost dzielac stronami naprezenie okreslone dla proto-
typu i modelu na podstawie zwiazku (7). Latwo réwniez mozna oszacowac¢ wplyw réznicy
wartosci wspotczynnikow v, i »,, na stosunek napr¢zen w prototypie i modelu gdy mamy-do
czynienia z przypadkami wyrazonymi wzorami (7) i (8). Z wzoréw (1) i (2) zastosowanych
dla prototypu i modelu przy zalozeniu identycznosci wartosci liczb Bi i Fo wynikaja

(8)

Oy = 022 = 033 =

9
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zwigzki okreslajgce sciste podobienistwo modelowe

oy 77»,, _l,,,

O ") /‘:'m ln y (10)
oraz

e

7tm - a,, 15 ' (ll)

Wzér (11) umozliwia okreslenie wymaganego stosunku wspéfczynnikéw przejmowania
ciepta dla prototypu i modelu. Ze wzoru (11) mozna-obliczyé wartosé czasu tp, dla pro-
totypu odpowiadajacego czasowi t,, mierzonemu dla modelu.

W praktyce zazwyczaj §ciste spelnienie wymienionych kryteridw podobienstwa jest
bardzo trudne. '

‘W analizie naprezen termosprezystych wymagane jest okreslenie zmian pola tempera-
tur wystepujacych W badanym obiekcie. W tym celu stosuje si¢ ré6zne metody pomiarow
temperatur. W metodach punktowych wykorzystuje si¢ czgsto miniaturowe termoelementy
Polaczone z odpowiednimi réznymi ukladami rejestracji wartosci temperatury w poszcze-
glnych punktach pomiarowych [24].

Termoelementy zaklécaja w pewnym stopniu badane pole tempgratury ze wzgledu
N2 wystapienie lokalnych nieréwnomiernosci warstwy powierzchniowej modelu, spowo-
dOW'dnych obecnoscia spojenia termoelementu oraz doprowadzaniem wzglednie odprowa-
dzaniem ciepta z otoczenia przez jego przewody. Z ostatniego powodu nalezy przewody te
Prowadzi¢ wzdluz izoterm, przebieg ktérych nie zawsze mozna przewidziec.

Dobre ustugi w analizie pola temperatury oddaje metoda termowizyjna. Ta bezkon-
taktowa metoda pozwala na szybkie uzyskanie ukladéw izoterm w kolejnych fazach
badania, 7 przeprowadzonych badan wlasnych wynika, Ze w przypadku typowej apara-
tury firmy AGA lepsze wyniki, tzn. bardziej zréznicowane i wyraziste izotermy, uzyskuje
si¢ dla pdl temperatur o wartosciach wyzszych od temperatury pokojowej a wigc przy
Zastosowaniu dodatnich zrédel ciepla. '

3. Metody badan przy uzyciu $wiatla spolaryzowanego

Stosowane techniki elastooptycznych badan naprezen termosprezystych stanowia -
Obecnie wyspecjalizowane dziedziny metod mechaniki eksperymentalne;.

Wazne i wciaz jeszcze aktualne znaczenie maja badania modeli plaskich przeswietla-
Nych na wskro$ $wiatlem spolaryzowanym. Ta metoda stosowana wielokrotnie w pracach-
Wlasnych odznacza sic wzgledna prostotg realizacji i mozliwoscig wykorzystania w roz-
Wiazywaniu zagadnien niestacjonarnych. Od poczatku obciazenia cieplnego prowadzi
sig automatyczng rejestracje zmian temperatury w wybranych punktach modelu oraz
fOtOgrafuje uklady izochrom i izoklin w kolejnych chwilach czasowych. Na podstawie
tych danych mozna okrelié wartosci réznic naprezen gléwnych oraz poszczegélne napre-
Zenia tam gdzie udaje je sie wyznaczy¢ na podstawie uzupelniajacych informacii.

W badaniu elastooptycznym modeli ptaskich obowigzuje zaleznos¢

6, —0, = Ky, (12)
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gdzie:
o, i o, — naprezenia gldwne w plaszczyznie modelu,

K, — elastooptyczna napr¢zeniowa stata modelowa, zalezna od rodzaju ma-
teriatu modelu, jego grubosci oraz dhugosci fali zastosowanego w pola-
ryskopie §wiatla,

m — rzad izochromy.
Wprowadzajgc elastooptyczng naprezeniowa stala materialowa K, otrzymujemy

K, = Kyl (13)
gdzie:
h — grubos¢ modelu.
W termosprezystych badaniach elastooptycznych. wprowadza si¢ wielko$é O,, ktoéra
okresla sie nazwa termosprezysty wspolczynnik jakosci i wyraza wzorem:

Q= p - (14)

Sens wymienionej wielkosci mozna wyjasni¢ zakltadajac przypadek jednoosiowego
stanu naprezenia termospreZystego o wartoéci wyraZzonej wzorem (6). Temu naprezeniu
odpowiada pewien rzad izochromy m okreslony wzorem (12), przy czym jedno z wyste-
pujgcych tam napreZen jest réwne zeru. Przyjmujac ‘oznaczenia o,; = ¢,, 0> = 0 i uw-
zgledniajgc zaleznosci (6), (12) 1 (14)

m= —Q.hAT, (15)

Z rownania (15) wynika, Zze przy danej grubosci modelu i réznicy temperatur rzad
izochromy jest tym wigkszy im wickszy jest wspdlezynnik Q,.

Zasada opisanej metody badan jest réwniez wykorzystana w badaniu modeli prze-
strzennych przy zastosowaniu optycznie czulej warstwy wklejonej wewnatrz modelu
migdzy przylegajacymi sklejonymi z nig filtrami polaryzacyjnymi oraz éwieréfalowymi
dla uzyskania polaryzacji kolowej. Tego typu warstwa z wymienionymi filtrami tworzy
uktad wewngtrznego polaryskopu w modelu, rejestrujacego efekty dwéjlomnosci wymu-
szonej w warstwie, pl'zy'wykluczeniu wplywu optycznego przezroczystych czesci modelu
otaczajacych warstwe z filtrami.

Metoda jest szczegolnie efektywna w badaniu elementow grubosciennych posiadajy-
cych plaszczyzne ‘symetrii. w kidrej usytuowuje si¢ opisang warstwe wraz z filtrami.

W analizie naprezen termosprezystych $cian, ktorych plaszczyzna srodkowa nie jest
plaszczyzng symetrii modelu przestrzennego, badz tez obcigzenie cieplne nie jest roztozone
symetr:<zi ie, optycznie czula warstwa wraz z filtrami wklejona w plaszczyZnie srodkowej
rejestruje jedynie efekty odpowiadajace plaskiemu stanowi napreZenia. Efekty ewentu-
alnego zginania $ciany zostaja wyeliminowane. Rejestrowanie natomiast samego zginania.
mozna przeprowadzi¢ za pom cq modeli z wklejong w powierzchni $rodkowej warstwa
odblaskowa stosujac metod¢ przeswietlania jednostronnego.

W badaniach odksztalcen warstw zewngtrznych stosuje si¢ metode warstwy powierz-
chniowej. W tej metodzie do powierzchni badanego obiektu przykleja si¢ optycznie czula
cienka warstwe z podkiadem odblaskowym. Powstale efekty optyczne analizuje si¢ za
pomocg polaryskopéw odblaskowych. Dla uzyskania dostatecznej dokiadnosci pomiaru



NAPREZENIA TERMOSPREZYSTE 297

nalezy dazy¢ do stosowania warstw bardzo cienkich w poréwnaniu z rozmiarami modelu
co jednak wydatnie zmniejsza czulo$é metody.

W badaniach bryl osiowo symetrycznych wykorzystuje si¢ réwniez metode elasto-
optyki integralnej. w ktérej analizuje si¢ efekty interferencyjne przeswietlania modelu
Swiatlem spolaryzowanym w kierunku prostopadlym do osi modelu (zmienna dlugosé
drogi promieni $wietlnych w niodelu).

Metoda wymaga uzupehiajacych obliczen analitycznych dla wyznaczenia poszcze-
g0Inych skladowych badanego stanu napreZenia.

4. Przyklady zrealizowanych badan

‘Przedstawione rozwaZania z zakresu eksperymentalnej analizy naprezen termosprczy--
Stych metoda elastoptyczna zilustrujemy przykladami zaczerpnigtymi z badan wilasnych.

Metoda umozliwia okreslanie naprezen termosprezystych dla dowolnie skompliko-
wanych obiektow oraz w wielu przypadkach daje podstawg do opisu przebiegu rozpa-
rywanych zjawisk za pomoca wzglednie prostych zaleznosci analitycznych.

4.11. Belka statycznle niewyznaczaina. Przedmiotem badan byly niestacjonarne efekty
elastooptyczne w modelu jednoprzestowej statycznie niewyznaczalnej belki o przekroju
p_rostokqtnym”. Model (rys. 1) byl obciazony wzdluz gérnej krawedzi nagle przylozonym
uJﬁlmnym zrédlem ciepla powodujacym wystapienie okreslonego spadku temperatury
widkien skrajnych. Podczas badan rejestrowano obrazy izochrom wynikajace réwno-
Czesnie ze zmian temperatury belki wzdtuz jej wysokoéci oraz wystapienia reakcji podpo-
Towej (rys. 2).

T Ay SHORY Loy o TGP e e
T : T -
t ]
P ]
B)
EC”' 'E@
_ a=722 Y
i S |
_b=1387 — 7
1=208 ‘
Rys. 1. Schemat badanej belki statycznie niewyznaczalnej !

Przy zalozeniu jednoosiowego stanu naprezenia w belce oraz przyjeciu, ze temperatura
irmema si¢ jedynie wzdluz wysokosci przekroju mozna naprgzenia ox w belce o jednym
* Xoncu utwierdzonym a drugim — swobodnym wyrazi¢ wzorem

¢

i
T, = —ﬂE1T+*‘7~(* j ﬂEJTdy+ j ﬂE T\.’d}, (]7)

=G

" W badaniach cksperymentalnych bral udzial mgr inz. P. Kaidasz.
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gdzie:
p i E — wspolczynnik rozszerzalnodci liniowej materialu modelu oraz modul
sprezystosci wzdtuznej
AT — przyrost temperatury
y — odleglosé od osi belki
¢ — polowa wysokosci poprzecznego przekroju belki.

_ Rys. 2. Obraz izochrom po czasie f od chwili przylozenia obcigzenia cieplnego

a) t=17S5s,
b) 1t = 152 s,
c) t = 280 s.

W celu przyblizonego okreslenia rozkladu temperatur zalozymy, ze model jest izolo-
wany cieplnie na $ciankach bocznych i dolnej. '

Sciste rozwiazanie dla rozkladu temperatury wywolanego naglym ozigbieniem warstwy
goérnej (AT),, uzyskuje si¢ w postaci szeregu. W przyblizeniu rozklad przyrostow AT
temperatury w zalezno$ci od y mozna przedstawi¢ za pomoca funkcji drugiego stop-
nia [20]

2
AT = (_4T)0(I ~ V‘T—qﬂ ) (18)

gdzie:
g, — odleglos¢ od warstwy skrajnej do pierwszej warstwy, w ktorej w danej chwili
czasowej ¢ nie wystapil przyrost temperatury (AT = 0)
Wartos¢ ¢, mozna wyrazi¢ wzorem

g, = 3.36y at, (19 .
gdzie: '
a — wspolczynnik wyréwnywania temperatury.
Przyjmujac okreslong warto$¢ zmiennej czasowej ¢, liczonej od poczatku obcigzenia
cieplnego mozZzna po podstawieniu (18) do (17) wyznaczy¢ napre¢zenie o, w dowolnym
punkcie.
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Na podstawie wartosci rzgdéw izochrom w skrajnych wloknach dwéch wybranych
przekrojow belki mozna dla danej chwili czasowej wyznaczy¢ warto$¢ statycznie niewy-
znaczalnej reakcji podporowej.

W pierwszej kolejnosci mnozac zarejestrowane wartosci rzgdu izochromy dla skraj-
nych wiékien gornych g i dolnych o przekrojow 4 i B (zredukowanych o warto$¢ wstep-
hego efektu brzegowego) przez odpowiednia warto$¢ naprgzeniowej elastooptycznej
stalej modelowej K, otrzymano wartosci sumarycznych naprezen oy, o', of i 6f wywola-
nych lacznym wplywem temperatury i nadliczbowej reakcji podporowej R. Na wartosci
tych naprezen skiadaja si¢ odpowiednie naprezenia od temperatury (7) i od nadliczbowej
reakcji (R), czyli dla dowolnego przekroju:

i Qg —Fa
Org+ Org = Ogs

P " (i=4,B), (20
Oha+ Oy = 0. . )
Ooraz
,. Rl
URU = = »
3 (i = A, B), (1)
: R,
TRy = — W 3
gdzie:

W — wskaznik wytrzymalodci na zginanie przekroju beleczki.
Po podstawieniu (21) do (20) otrzymuje si¢ cztery réwnania o 3 niewiadomych. Po-
Zwala to na usredniona korekte wynikow obscrivacji elastooptycznych ze wzgledu na ko-
Niecznosé spetnienia warunku

ot +of = of +0j, (22)
Przy zalozeniu jednakowych wartosci naprezen oy, i opg W rozpatrywanych przekrojach
dostatecznie oddalonych od koncowych przekrojéw belki.
Ostatecznie uzyskuje si¢ nastepujace wzory na poszukiwane naprezenia cieplne w belce
SWobodnie podpartej oraz reakcje podporowg R belki statycznie niewyznaczalnej:

oy — oy
()'Tq = -::— 5
b—a (23)
ot o
Oy = F= ]
V 174 74 w
R = . (’7;}'—’71.,) = T (_0'3“*"71‘.1) = - (’75 - Op,) = b (_’73‘*'0'1.1)- (24)

gdzic:
i — A =
Wzory (24) spelniaja si¢ tozsamosciowo. Korzystajac z wynikow obserwacji elasto-
®Ptycznych (rys. 2b) dla 1 = 152 s wyliczono warto$ci naprezen o i ¢® w przekrojach
A1 Bi przedstawiono ich rozklad (linic krzywe) na rys. 3a i 4a.
Na tych samych rysunkach przedstawiono réwniez prostoliniowy rozkiad naprezen
7k Wywolanych samg reakcja R. Na rys. 3b i 4b przedstawiono rozkiad naprezen o, wy-

naczonych dla belki o swobodnym koncu. Pola wynikowych wykreséw naprezen za-
kreskowano.
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Na rysunkach 3b i 4b przedstawiono dla ¢ = 152 s rozklad napreZen o, okreslony téo-
retycznie wg wzorow (17)+(19), w zestawieniu z rozkladem wyznaczonym doswiadczal-
nie na podstawie badan elastooptycznych. Z rysunkéw widaé, ze mimo przyjetych zalozen
upraszczajacych wymienione rozktady sa podobne, co potwierdza stuszno$¢ podanej
prostej metody oceny wartosci rozwaZzanych naprezen termosprezystych.

Widoczne réznice miedzy wartosciami naprezenn okreslonych do$wiadczalnie ¢, (linia
ciagla) i teoretycznych o, (linia przerywana) mozna tlumaczy¢ uproszczonym przyjeciem
niezaleznosci modutu sprezystosci 1 elastooptycznej naprezeniowej stalej materiafowej
od temperatury.

4.2. Naprezenia cieplne w pélplaszczyznie z otworem. NapreZenia cieplne w tarczach spre-
zystych z otworami byly przedmiotem badan wiasnych [5], [6] i innych autoréw [13],
[17]. W badaniach wlasnych stosowano oziebianie w celu unikni@cia wystapienia efektéw
niesprgzystych.

0,9r

0,8

0,7

0.6

S

051 - T=11

-
~

o
[%%]
1

O
T

05 1,0 15 20 . 25 “T‘

5
Rys. 5. Przebiegi funkcji (D(T) dla polprzestrzeni przy roéznych wartosciach 7

WCZ'I‘ny\pod uwagg tarcz¢ jednostronnie ograniczong brzegiem plaskim i obciazong nagle
Na tym brzegu zrodlem ciepla, wywolujacym stala w czasie temperatur¢ 7. Zalézmy,
Ze Scianki tarczy s3 izolowane, a jej temperatura poczatkowa wynosi T,. Temperature
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T punktu tarczy w odlegtosci x od brzegu okresla zaleznosé

b = ;:77}’— = erfc )/C_ = /.2_ f exp(—u?)du, (25)
z 0 2) at V= .v/(iVaz)
gdzie:
a — wspolczynnik wyréwnywania temperatury
t — czas od chwili obciaZenia cieplnego
Oznaczajac liczbe¢ Fouriera Fo symbolem 7 mozna wyrazi¢ funkcje @ w zaleznosci

od stosunku 7 podstawiajac W wyraZeniu (25):

Vat=1yr
Na rys. 5 przedstawiono wykresy funkcji @ w zaleznosci od stosunku — 7 dla / = 0,0065 m

ta=0,125-10"% m?/s.

Wezmy obecnie pod uwagg model tarczy z otworem w poblizu krawedzi, podlegajacy
naglemu obciazeniu cieplnemu (ozigbieniu) wzdluz wymienionej krawedzi (rys. 6) [6].
Na rys. 7+9 podano przyklady fotografii izochrom w réznych chwilach czasowych liczo-
nych od poczatku obciazenia cieplnego. Wplyw otworu na rozklad naprézen uwydatnia
si¢ dopiero po pewnym czasie dzialania obcigZenia cieplnego. Zaréwno na brzegu otworu,
jak i chtodzonej krawgdzi mozna zauwazy¢ miejscowe wystapienie ekstremalnych naprezen
cicplnych.

Warto zwrdci¢ uwage na wplyw otworu na stan naprezenia w przekroju B-B (réwnoleg-
tym do pionowej osi x prostopadlej do ozigbianej krawgdzi) w odleglosci od brzegu otworu
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Rys. 6. Model elastooptyczny tarczy z otworem przykrawedziowym.
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Rys. 7. Obraz izochrom po czasie
t = 180 s.
(jasne pole widzenia)

Rys. 8. Obraz izochrom po czasie
t=300s
(jasne pole widzenia)

Rys. 9. Obraz izochrom po czasie
t =990 s
(jasne pole widzenia)

réwnej jego $rednicy. Na rys. 10 przedstawiono rozklady rzedéw izochrom dla réznych
chwil czasowych 7. Na podstawie tych wykresow okreslono odleglo$é x,, w ktérej m = 0
1 przedstawiono w zaleznosci od czasu na rys. 11. W celu poréwnania wyznaczono teo-
retycznie rozklad naprezen normalnych w przekroju prostopadlym do krawedzi pol-
plaszczyzny (bez otworu) dla chwili czasowej 7 = 750 s na podstawie rozkladu temperatur
okreslonego wzorem (25). Wykres tych naprezen oznaczono na rys. 12 litera N. Na tym
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Rys. 10 Rozklady warto$ci rzedow izochrom w przekroju pionowym B-B w kolejnych chwilach czaso-
wych liczonych od poczatku ozigbiania krawedzi:
a)? = 180s,b) 7 = 2405s,¢) 1 = 300s,d) 7 = 360s,e) 7 = 450s,{) 1 = 630s,8) 1 = 750 s, h) 7 = 990-s.

samym rysunku podano wykres M naprgzenn w omawianym poprzednio przekroju okre-
$lonych na podstawie badan elastooptycznych.

Mimo podobienistwa wykreséw M i N réznice rozkltadéw i wartosci naprezen sg wyrazne.
Mozna je tlumaczyé wplywem sasiedztwa otworu oraz, co wydaje si¢ mie¢ zasadnicze
znaczenie — skoficzonymi rozmiarami modelu rzeczywistego w poréwnaniu z modelem
teoretycznym w postaci nieograniczonej pdlptaszczyzny. Nalezy zauwazyé, ze w modelu
teoretycznym nie wystepuje punkt odpowiadajacy punktowi o zerowej wartoéci rzedu
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i Rys. 11. Odleglosci x, od oziebianej krawedzi
y [N |« || L] IS punktéw w przekroju B-B, w ktorych m =0
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Rys. 12. Przykiad rozkladu naprgzen w przekroju B-B w chwili czasowej ¢t = 750 s:
linia M — dla modelu
N — dla nieograniczonej poélptaszczyzny

iZOChromy w modelu elastooptycznym. We wspomnianych rozwaZaniach uwzgledniano
zaleznoéé wartodci charakterystyk mechanicznych i optycznych od temperatury.

4.3. Blachownica z otworem. Na rys. 13 przedstawiono schemat modelu i obciazenia
cieplnego modelu blachownicy z otworem kolowym.

W celu analizy pola temperatury w srodniku stosowano badania termowizyjne za
Pomoca kamery AGA 680 LW? oraz punktowe pomiary zmian temperatury za pomoca
Przyklejonych termoelementow.

? W badaniach termowizyjnych wsp()lpracowé]i mgr inz. mgr inz. J. Zawiejski i W. Adamczewski z
Instytuty Elektrotechniki. W badaniach elastooptycznych wspolpracowali: mgr inz. mgr inz. G. Galin,
L. Kruszka, A. Suchanek.
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Rys. 14. [zotermy w obszarze przyotworowym
$rodnika w chwili ¢t = 565 s

Dwustronne ostonki z polimetakrylanu
metylu o grubosci 4 mm do potowy otw.
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Rys. 15. Rozmieszczenie termoclementoéw w modelu dzwigara dwuteowego z otworem
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Rys. 16. Przyrosty temperatury w punktach 4+7 (por. rys. 15)

Rys. I7. Obraz izochrom po czasie = 40 s

(jasne pole widzenia)

Rys. 18. Obraz izochrom po czasie 1 = 90 s
(jasne pole widzenia)

[307]



308 Z. DyLAG, Z. ORLOS

Rys. 19. Obraz izochrom po czasie 7 = 565 s
(Jasne pole widzenia)

12 m [j‘r;iz.]

Rys. 20. Rozklady wartosci rzedow izochrom m w zaleznosei od odleglodei 7, od krawedzi otworu, w gornci
czeici przekroju przechodzacego przez o symetrii, dla roznych chwil czasowych

Przykladowo na rys. 14 podano zdjgcia izoterm w chwili £ = 565 s od poczatku obcigzenia
cieplnego, a na rys. 15— rozmieszczenie termoelementOw oraz na rys. 16 — przyrosty
temperatury w punktach 4--7.

Wplyw otworu na naprgZenia termosprezyste uwidaczniajg obrazy izochrom pokazane
przykladowo na rys. 17+19 dla roznych chwil czasowych.

Wymienione uklady izochrom umozliwiaja migdzy innymi wyznaczenie naprezen
normalnych wzdiuz krawedzi otworu [19] oraz naprezen normalnych w poprzecznym
przekroju obciazonego cieplnie dzwigara.

Obserwujac rozklad izochrom w okre$§lonych chwilach czasowych od poczatku ob-
cigZzenia cieplnego mozna zauwazy¢ pewne charakterystyczne przekroje pionowe w srod-
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niku. Jeden z nich przechodzi przez o symetrii otworu. W tym przekroju nal brzegu
otworu wystepuja maksymalne naprezenia w Srodniku od strony przylozenia obcigZenia
cieplnego.

Na rysunku 20 przedstaw10no rozkiady wartosci rzgdow izochrom m w omawianym
Przekroju, w zaleznosci od odleglosci #, od brzegu otworu, wyznaczonych w réznych
Czasach ¢, od przylozenia oraz — ¢, od usunigcia obcigzenia cieplnego.

Nastepne rozpatrzone przekroje znajduja sie¢ z dala od otworu — w odleglosci + 14 cm
od osi otworu, w strefie zanikajacego wplywu tegoz.

y Alem]

| Krawgdz gémna

y Alem]
L. 6x [ -1
Bt ]
FE - - | I 1 Eﬁ‘
5 - 30 40 50
L % /
1 2 mljrziz]
—5&- HD-
6 Krawedz dolna
Y Y
Rys. 21. Wartosci rzedu izochromy dla pio- Rys. 22. Teoretyczny rozklad wartosci o/Ef dla
Nowego przekroju odleglego o 14 cm od osi przekroju poprzecznego dwuteowego dzwigara bez
otworu po czasie f, = 565 s - otworu, odpowiadajacy czasowi f, = 565 s

Na rysunku 21 przedstawiono wykres wartosci rzedéw izochrom (w symetrycznie polozo-
Nych wymienionych przekrojach) w obszarze érodnika dla czasu 7, = 565 s. W celach
Poréwnawczych okreslono teoretycznie, metoda zblizona do opisanej poprzednio w p.
4.1. rozklad napr¢Zzen normalnych o, wystepujacych w przekroju analizowanego dwu-
t2ownika lecz bez otworu odpowiadajacy czasowi t, = 565 s. Wykres ilorazu tych napre-
Zen o, przez iloczyn Ef pokazany jest na rys. 22, gd21e E— modul sprezystosci podiuznej
Materiatu @ f — wspotczynnik rozszerzalnos$ci liniowe;j.

Poréwnanie rysunkéw 21 i 22 przy zalozeniu jednoosiowego stanu napreZenia w Srod-
niku, pozwala stwierdzié podobienstwo charakteru rozkiadu naprezen w obszarze nie-
Zakiéconym otworem, okreslonego do$wiadczalnie i teoretycznie.

=
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Rys. 23. Obraz izochrom w modelu §ciany z rur opletwowanych, obcigzonym termicznie grzatka prostoli-
niowa i dodatkowymi grzatkami nad i pod pletwami, po czasie 7, = 123 s od chwili rozpoczecia grzania.

Rys. 24. Obraz izochrom w modelu $ciany z rur opletwowanych, obcigzonym termicznie grzatky prosto-
liniowa i dodatkowymi grzatkami nad i pod pletwami, po czasie 7, = 362 s od chwili rozpoczecia grzania,

Rys. 25. Obraz izochrom w modelu $ciany z rur optetwowanych, obcigzonym termicznie grzatka prosto-
liniowa i dodatkowymi grzatkami nad i pod pletwami, po czasie 1, = 604 s od chwili rozpoczecia grzaniar

(310]
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4.4. Sciana kotla 2z rur opletwowanych. Przykiadem zastosowania dodatniego zrédia ciepta
moga by¢ badania modelu jednostronnie ogrzewanej Sciany kotla energetycznego z rur
opletwowanych [7], [8].

Na rysunkach 2325 przedstawiono obrazy izochrom w jednym z modeli fragmentu
Omawianej §ciany dla wybranych chwil czasowych ¢, = 123 s, 362 s i 604 s.

Zarejestrowane rozkiady izochrom umozliwily m.in. okreslenie wartosci termicznych
napr¢zen normalnych dla swobodnych krawedzi badanego modelu. Przyklad rozkiadu
tych naprezen odpowiadajacych chwili czasowej ¢, = 4800 s pokazany jest na rys. 26.

Rys. 26. Rozkiad naprezen krawedziowych w modelu sciany z rur opletwowanych dla 7, = 4800 s.

5. Podsumowanie

Omowione metody badan i przedstawione przykiady $wiadcza o przydatnosci metody
clastooptycznej do analizy naprezen termosprezystych szczegélnie w obiektach o skompli-
kowanej konfiguracii.

Badania wskazuja na istotne znaczenie wlasciwie okreslonych i zrealizowanych wa-
runkéw brzegowych i poczatkowych cbceigzenia cieplnego. Przedstawione sposoby badan
Moga byé stosowane zaréwno dla stanéw ustalonych jak i nieustalonych.

Otrzymane tymi sposobami wyniki badan mogg stuzyé do weryfikowania teoretycznych

13+
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zaleznoéci analitycznych oraz wynikéw obliczen numerycznych np. metoda elementow
skonczonych.

Przedstawione elastooptyczne badania modelowe nie wykluczajg mozliwosci zasto-
sowania innych waznych metod doswiadczalnej analizy naprezen termosprezystych,
a mianowicie: metody §wiatla rozproszonego [21], elastooptyki integralnej [14], inter-
ferometrii holograficznej [22], [23], tensometrii elektrorezystancyjnej [16] oraz stosowane;j
w badaniach stanéw ustalonych metody zamraZania— rozmrazania [25].

Wymienione metody, mimo niekiedy znacznej pracochionnosci w ich realizacji, moga
siec wzajemnie uzupelniaC.
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Peswusme

HCCJIEDOBAHMST TEMIIEPATYPHBIX HAINPSHKEHHN TMOJISPU3ALIMOHHO-
-OIITTHYECKMM METOIOM

B crathe npescTaBiieHB! HEKOTOPLIE BONIPOCHI HCCIIEAOBAHUSA TEMIEPATYPHBIX IIATIPSHKEHUIT NOJSPH-

SALUHOHHO-ONTHYECKIM METOHOM. PaccMOTpEH NPUHUMII METOAA. M37105eHEl METOBI 1 IIPHMEPh] MCCie-
ROBaHNSA HecCTANMOHAPHBIX TEMNEPATYPHBIX 3aday.

Summary

PHOTOTHERMOELASTIC INVESTIGATIONS OF THERMAL STRESSES

The paper deals with some problems of photothermoelastic investigations of thermal stresses. The

Principles of the methods and some examples of investigations of transient thermoelastic problems are
Presented. ‘

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 czerwca 1983 roku
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RECENT TRENDS IN EXPERIMENTAL ANALYSIS
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Universitat Wuppertal, F.R.G.

1. Introduction

According to the fast developments in the past and still at present in computer techni-
ques in hardware and especially in software with new numerical methods, e.g. the finite-
~element methods, the question is discussed worldwide, whether methods of experimental
Stress analysis are still necessary or not. It is argued that new generations of computers
are developed with increasing capacity and apparently unlimited possibilities, to be adap-
ted to almost every mechanical and structural problem. But despite these discussions
Imethods of experimental stress analysis are introduced and applied to a larger extent
than at any time before in research institutes as well as in the industry. They become more
and more important just because of the tremendous extension and involvement of compu-
ter analysis. Experimental stress analysis is not only used to determine material beha-
viour and to predict the stress and strain state in structures or in parts of structures, The,
fesults of mathematical analysis and the validity of assumptions and suppositions, which
8enerally are necessary to enable mathematical analysis, are checked experimentally.
Methods of experimental stress analysis are introduced into systems control, for permanent
Supervisory operating systems like ships, airplanes, pressure vessels, dams, bridges, tall
buildings, reactor plants and other industrial plants etc. Methods of experimental stress
analysis are involved in product assembly, manufacture inspection and quality control.

There is a wider field of applications nowadays. Beyond the “classical” fields of static,
dynamic and stability problems such problems are investigated experimentally, where
even highly sophisticated numerical methods do not lead towards reliable results, if —
for example — large deformations, load cycles. impact loads, wave propagation in solids,
Problexlls of fracture mechanics, fatigue problems are regarded. It also becomes more
Important to consider non-linear elastic, plastic, viscoelastic and viscoplastic as well
_aS nonhomogeneous and non-isotropic response of material on the stress and strain state
In structures. And until now there is not known any way to determine and to describe
the response of material without experimental analysis.

2. Recent developmesis in experimental methods

Generally speaking, there are no important and basic new developments in the prin-
Ciples of experimental methods, but to a large extent specific improvements of these
methods [1].
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Most common and applied are strain gage techniques, especially in industrial labora-
tories and in systems control. New types of strain gages are available to be used in the
range of extremely low and of high temperatures as well as in elastic-plastic strain analysis.
Higher precision and reliability is provided with advanced technologies of measuring
devices. Semi-conductor techniques, large scale integrated circuits and microprocessors
are introduced. Inductive and piezoelectric transducers are demagnified and can be adap-
ted to different problems in experimental analysis.

Moiré techniques are involved in research laboratories mainly. New fields of applica-
tion are opened because finer grids up to approx. some 1000 lines/cm are available, the
“application in high temperature ranges is possible as well as application to three-dimen-
sional surfaces to determine their spatial deformations. These techniques are used to ana-
lyze elastic-plastic and viscoelastic strain states and dynamic processes, vibration problems
as well as pulse effects.

Beside numerous attempts to transmit the principles of photoelasticity to photoplasti-
city and photoviscoelasticity, strong efforts are made to improve the three-dimensional
photoelastic analysis in frozen stress techniques as well as in scattered light techniques.
For a higher precision in the interpretation of observed optical phenomena, some acti-
vities should be mentioned to get better knowledge in non-linear optical response of
model materials and in the effects of light propagation and radiation. The path of light
transmitting through an inhomogeneous medium is curvilinear. The curvature increases
with the increasing strain/stress gradient [2]. An approximated solution to determine
the light propagation through solid body caused by strain/stress gradient is given in [3].
(fig. 1). Sometimes the principle axes of the stress state are rotating along the light path
through the medium [4]. In such cases a more general solution can be found by introducing
a finite mathematical solution [5] (fig. 2) to determine the stress state by the observed
optical phenomena as the birefringence ¢ and the characteristic directions ¢.

Regarding the methods of holography and speckle interferometry, no new fundamental
developments have taken place in the methods themselves, but in numerous modifications
of experimental setups, in evaluation methods of the originally obtained optical informa-
tions, and in specific forms of application. In basic research as well as in the industrial
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field, even in quality control more advantage is taken of these methods, since complete
experimental devices are available as well as new photographic material with higher
resolving power, as for example thermo-film. Interferometric methods are very convenient
to analyze the effects of impact loading and pulse propagation in solids.
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Especially in fracture mechanics, the method of caustics has been brought to a state
of development recently to intensify the practical application. This method allows to
analyze singularities in stress states and areas of high stress concentration [6], (fig. 3).

The technique of roenthenography has reached a state of perfection now, so that the
available goniometers are used in the industry for manufacture inspection and systems
control as well as in laboratories to measure the stresses, especially the residual stresses
on surfaces of structures or structural elements.

3. Recent developments in data acquisition and data processing

Based on the already known principles of experimental methods fast progress has
been made in the development of measuring systems combined with digital computers
of higher or less capacity, which can run on-line, computer-controlled.
| Multiposition measuring devices on a high technological level have been produced
not only for data acquisition and data processing, but also for automatic computer-ope-
rated control of the experimental as well as the measuring and evaluation process. Such
an automatic system, the block diagram of which is shown in fig. 4, does not include the
hardware only, but with increasing importance the software too, i.e. the computer pro-

DISPLAY PRINTER PLOTTER

t }

DIGITAL
DATA-LOGGER COMPUTER [————— ———

A[D CONVERTER

—————— | CONTROL-UNIT
. AMPLIFIER
SWITCHES
CONTACTS
| SELECTOR SWITHES ]-——— A
STRAIN GAGES :
INDUCT.TRANSDUCERS
PHOTODIODES = —
. | EXPERIMENTAL PROCESS Y {
2 [ o e i s

Fig. 4

grams for control, transmission, converting and processing up to the final output infor-
mations. Mechanical events, such as strains, deformations, temperature, light intensity.
are picked up as electrical signals at some 100 measuring points. which are controlled
automatically by selector switches. After amplifying, the signals are converted into digital
signals and then transmitted to a digital computer where further processing takes place
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The final data or even the unprocessed data may be stored in a data logger to be recalled
if needed. The output of the final results will be done with standard peripheral processors,
such as displays, plotters or printers. It is also possible to transmit the mformatlon to
a larger central processor.

Most remarkable is the closed control circuit to control the measuring process by the
experimental events, or vice versa. The operational capability of such systems strongly
depends on the software. They are organized to put in the data conveniently as to require
minimum computer time for transmission and processing. All data should be reproducible
accurately at any time during experiments.

Recent progress in diminution of electronic measuring devices has led to a rapid de-
crease of costs of the hardware. Proper plug-compatible interfaces allow direct connection
via cable sets to standard peripheral devices and to a variety of computers. All timing,
signal levels and pinouts are adaptable to those specified by computer manufactures.

Since the early sixties, numerous methods and apparatus have been developed for
dutomatic pickup of optical data pointwise. The order of birefringence and the principal
directions of refraction, the position of the regarded point are measured by transmitting
the optical signal, i.e. light intensity, to an electrical signal. which then is converted into
a digital signal. This may be recorded or stored for further processing in a small computer.
But such a device may be regarded as insufficient, as it only permits partial automation
and no full information of the whole fringe pattern. The great advantage of such full-
-field information has been lost. Therefore these methods have not been accepted in prac-
tice for the routine evaluation of photoelastic experiments.

At present, complex systems are being developed to transfer visual information directly
into computers, as is demonstrated in the block diagram of fig. 5. A TV-camera uses
a large variety of one-inch vidicons to detect images at wave length from X-ray to infrared.
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Total fields of interference fringes, as produced by photoelasticity, holographic or other
interferometric methods, by Moiré techniques, can be transformed into a composite
analogous video-signal, which may be viewed on a monitor or recorded on standard
videotlape equipment.

Also, digital signals can be produced by an A/D-converter, which then are transmitted
to a computer. The computer processes and analyzes the input data to produce the wanted
information. The results may be displayed, printed or plotted. The transformed optical
signals also may be stored in a display memory because of availability of data in TV-stan-
dards. Resolution up to 1024 x 1024 lines provides more than one million data points
with 256 gray levels, which can be sampled to permit highly detailed examination of the
field of view. Special attention is to be paid for the scanning of the isoclinics in the auto-
matic process; as yet, a sufficient solution has not been discovered.

This system can also be used in connection with pulsed holographic interferometry,
if the optical data is taken from the monitor after the high d4peed event has been recorded
by the holographic camera system.

As the recent developments of methods and the increased resolving power .of trans-
ducers, receivers, photographic and other recording materials and tools quarantee a higher
accuracy of the measured values by reducing the errors to an extremely low level, the
evaluation methods have to be improved in order not to lose the advantages of such
progress. On the other hand, data processing by means of computers demands and allows
more exact numerical evaluation methods. The amount of data available can be quite
considerable. Contrary to mathematical solutions, the experimental analysis — similar
to numerical methods — yields a set of data in discrete points, the distances of which
may be shorter or longer, depending on the involved method and the equipment. The
measured values are subject to random errors. So as to fit the “surfaces™ to these data,
spline functions are introduced for smoothing and balancing (fig. 6). If the basic measured
values are to be differentiated, the spline functions are dertved, thus avoiding error pro-
pagation. But one must be very careful not to run into the problem of overfitting.

Cubic Spline Approximation
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4. The philosophy of ,hybrid techniques”

In order to describe any kind of process, e.g. biological, physical, social, or economical
processes, models must be developed. Generally this means that such processes or events
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must be transformed into an operational form by verbal descriptions, mathematical
algorithms or by picturing and even by mapping one process on to another one. Then
the reliability and accuracy of results of any investigation or of any analysis of a consi-
dered process strongly depends on the comprehensiveness of this “modelling”. The model
must describe the reality exactly or as exact as possible and in such a way, that the nume-
rous parameters which have considerable influence on the real event are included in the
model.

Despite the tremendous progress in scientific as well as in technological developments,
there are still limitations in scientific capacity and in the technical possibilities. Therefore,
So far it is not possible to model the real event exactly. All attempts are leading towards
approximation processes only, and they are restricted to subsystems.

In stress analysis, the physical process in a real structure must be described in order
to predict the response of this structure under random loading conditions to determine
for exampleAthe stresses, strains, deformations, or the safety against failure, considering
the environmental conditions as well as the material behaviour. Generally, it isimpossible
Lo formulate a “mathematical model”, i.e. to derive “‘true” constitutive equations according
lo the real event or, if this should nevertheless be possible, to solve these constitutive
Cquations. Assumptions and simplificafions must be introduced on very different levels
to find an operational model. This leads to an approach of the reality only. Very often
the certainty and admissibility of such approaches are unknown or can hardly be esti-
Mated. Therefore the results obtained through mathematical analysis are uncreatin as
Wwell, despite introducing advanced numerical methods and computers with high capacity.

It seems to be possible, however, to use more realistic physical models of the regarded
Processes for experimental analysis. As such physical models the real structure, parts
of the structure, a scaled-down replica, or an analogous physical process may be consi-
dered. The different reactions under the given load conditions may then be observed. But
in stress analysis, the observed phenomena are in most cases not identical with the final
informations. Therefore it is also necessary to introduce mathematical models for evalu-
ation and transmission of experimental results.

As in many cases the material of the physical model is not the same as the material
of the real structure, the different response of material must also be taken into considera-
tion. For the transmission of experimental data from the physical model to the real event,
Proper operational models of material behaviour must be developed. Therefore it should
be pointed out, that even the analysis of physical processes by means of physical models
leads to an approximated solution only. An example is given in fig. 7 [7].

However, the approach is much better, More complex and more realistic mathematical
Models based on advanced theories can be derived and introduced into the analyzing
Processes as the constitutive equations must not be solved. or they are solved experi-~
Mentally instead of numerically.

These considerations consequently lead towards a new philosophy of cxperimental
Stress analysis, which may be called “hybrid techniques”. The pattern (fig. 8) demon-
Strates the meaning of these techniques. It makes obvious that only a combination of
theory and experiment, a combination of mathematical and physical models yields a
better knowledge of structure reactions and most reliable results in stress analysis. As
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it is shown in fig. 8, under the assumption of linear elastic behaviour of material (as a ma-
thematical-model!) the mechanical process can be formulated generally by a mathematical
as well as a physical model. Both these models describe the relations between external
and internal forces (or stresses) and deformations (or strains) respectively. Normalizing
the load conditions, the experimental analysis yields the stiffness matrix as the normalized
model matrix of the physical model. Thus, the numerical simulation of the elastic conti-
nuum is replaced by a physical model, which is closer to reality than any mathematical
model could be, and the most extensive and expenswe part of the numerical calculation,
even using computer methods, is avoided. .

Considering a subdomain §; of the whole system S (fig. 9), onec may assume that the
fealistic mathematical modelling of this subdomain is not possible or at least very diffi-
cult. Then this subdomain S; will be imaged by a physical model. For given external
loadings and unit boundary conditions, the data [W;]; along I” will be taken by measu-

domaineS; :
measured data of boundary values: [W ]r

domolne S

mathematical model : [Wo]r [615 [Lo]o [G]r[ur
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rements. The mathematical model of §, yields [W,]r caused by the unit -geometrical and
statical boundary loadings and the external loads on S,. The conditions of equilibrium
and/or compatibility yield the matrix [L], of the effective boundary condition along I
and furthermore the solution of the system S.

As an example, a thin plate on a yielding subgrade under large deflection is consi-
dered [8], [9]. Fig. 10 shows the constitutive equations of the fourth order, describing
an advanced geometrically nonlinear plate theory as the mathematical model M;. Obvio-
usly it seems to be very defficult to solve these equations nunerically, especially as the
boundary conditions are unknown. The physical model M,, (fig. 11), however, yields
experimental data, and after evaluation of these data gives informations about the deflec-

Circular Plate on a yielding Subgrade
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tion surface w and its derivations respectively as well as of the membrane stress state.
These results are introduced into the constitutive equations of the mathematical model
M, and yield the final solution of the regarded problem. The block diagram demonstrates
the procedure generally (fig. 12).

T REALEVENT K_|

M;:= LOG [K)  Megi=PHYS{M;)

eent L Dae

4.|;|ru:\.v ] Puste
1‘ M MATH (Ml)

[SOL-MEASUREM-}

| ME=MATH (M) EVALUATION

L e
| i

CEQ: -reo>~cea’] [ sows e :

. TN L (ml{n)

E —-” (1ip)
s ) FINAL RESULTS

Fig. 12




RECENT TRENDS - 325

Another example of the hybrid technique application is demonstrated in fig. 13 and
14, In order to study the influence of viscoelastic response of material on structures by
Photoviscoelastic experiments, a model of the material behaviour must be formulated.
The mechanical and the optical creep function can be determined easily with proper
testing methods. However, to determine the inverse functions, mathematical methods
(Laplace’s transform) are necessary. For the evaluation of stress-optical data, i.e. the order
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Fig. 14

Of birefringence 8(f) and the angle of isoclinics yx(7), a mathematical model must then
be derived, and furthermore advanced computer methods are needed. This example
demonstrates very clearly the recent trend in experimental analysis to obtain more
Precise informations of the real structure behaviour by combining mathematical and
Physical models in a feed-back process, using all recent developments in measuring
®qQuipment, data acquisition equipment, and automatic data processing and computer
Methods, '
) But one should have in mind that the physical model together with the complete expe-
fimental setup is to be regarded as one system, which includes all measuring devices and

14 Mecn. Teoret i Stos. 2—3/83
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the necessary software. Beginning with the manufacturing of the model itself and model
material, the light source (in photoelasticity, holography, Moiré technique, etc.) or the
manufacturing of strain gages and their application, transducers, filters, amplifiers, the
digital equipment, recording materials and recording devices have considerable influence
on the results of measurement. And aithough recent technical developments guarantee
an accuracy of the measured values, which is some potentials higher than ever before,
the accumulated error caused by transition conditions and the superimposing of noise
effects may be within the range of the measured quantities. And despite the rapid speed
in the measuring and acquisition process in the range of 1/10 us, the time expenditure
to adjust and to calibrate the whole system correctly increases faster than the automatic
measuring process can be accelerated.

Furthermore one must keep in mind that the whole system becomes sort of a “black
box”. Doubtless to say that the danger exists for the investigator-to lose contact and con-
trol about what happens on the way from the phenomena to be observed to the. final
output signal. One must be afraid that exact knowledge will be displaced by believing
in the infallible correctness of highly sophisticated and complex systems. The results
in experimental analysis are not naturally better and more reliable, the better and more
complex the measuring systems used are. Therefore it is still important to use the con-
ventional simple experimental equipments in dependency on the wanted information and
the required precision.
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Wstep

Zalezno$ci Hertza dla kontaktu cial sprezystych opisujace wymiary pola kontaktu,
rozklady naciskow oraz rozklady napreZen sa powszechnie stosowane.

Zgodnie z tymi zaleznosciami skladowe normalne tensora naprezenia sg ujemne (Sci-
skajace), a pomimo to w elementach maszyn wspolpracujacych kontaktowo, takich jak
kota zebate, krzywki, rolki lub szyny obserwuje si¢ zjawisko rozwoju peknieé zmeczenio-
wych zwykle determinowanych przez istnienie naprezen rozciagajacych. Panuje opinia,
Ze w przypadkach gdy wspolpracujace powierzchnie s3 smarowane, rozwoj szczelin moze
by¢ wywolany rozsadzajacym dzialaniem oleju wypelniajacego szczeling. Autorzy pracy
stawiajg hipoteze, ze rozwdj peknigcia moze by¢ réwniez spowodowany przez istnienie
innych mechanizméw zwigzanych bezpo$rednio ze stanem naprezeri w kontakcie. Mia-
nowicie, stwierdzaja pojawienie si¢ na czole szczeliny lezacej w obszarze kontaktu napre-
Zen rozciagajacych, w istotny sposéb odpowiedzialnych za rozwdj szczeliny. Badanie
przeprowadzono nad kontaktem walca z wycinkiem poélplaszczyzny, w ktérej istniala
szczelina o znanych wymiarach. (Rys. 1).

Ze wzgledu na wymiary walca i wycinka poéiplaszczyzny, mozna si¢ bylo spodziewac,
ze w strefie kontaktu panowal plaski stan naprezen. jednakZe w czole szczeliny istnial
stan przestrzenny.

Glownym celem badan bylo poszukiwanie odpowiedzi na pytania: jakie sa rozklady
naciskéw na powierzchni kontaktu, w przypadku gdy jeden z elementéw posiada szczeling
w warstwie wierzchniej oraz jakie sa skladowe tensora naprezenia w okolicy czota szczeliny.
Czy wierzcholek szczeliny w strefie kontaktu stanowi punkt niebezpieczny i czy moze
zaistnie¢ sytuacja sprzyjajaca dalszemu rozwojowi szczeliny. Jesli tak, to wedlug ktérego
Z modeli Irwina zachodzi rozwdj szczeliny w trakcie przetaczania si¢ walca po elemencie
ze szczelina.

Badania prowadzono przy pomocy metody elementéw skonczonych, metody foto-
grafii plamkowej dla modelu stalowego oraz metody elastooptycznej w $wietle przecho-
dzacym dla modelu z tworzywa optycznie czynnego.

14+
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Rys. 1. Ksztalt i wymiary walca i pryzmy ze szczeling

Opls ekspe.ymentu numerycznego. W MES obszar walca i plaskiej pryzmy ze szczeling
modelujacej péiplaszczyzng podzielony zostal siatka elementéw czworokatnych, przy
czym gesto$é siatki wzrastala w miarg zblizania si¢ do miejsca kontaktu i do szczeliny.
Obliczenia prowadzone byly trzema etapami. W etapie pierwszym wykorzystano stan-
dardowy program plaskiego zagadnienia teorii sprezystosci. Dokonano obliczen szeregu
wariantéw obciazen wezldw kontaktowych na powierzchni styku walca z pryzma oraz
w szczelinie. Obcigzenia dawano w postaci sil jednostkowych. W wyniku otrzymano
macierze podatnosci i macierze naprezen dla wszystkich weziéw.

Etap drugi polegal na ulozeniu réwnan cigglosci przemieszczen weziéw kontakto-
wych w wyniku czego wyznaczone zostaly wartoéci sit z jakimi oddzialywaly na siebie
kontaktujace sie ciala oraz sil wynikajacych z wejécia w kontakt brzegéw szczeliny.

W etapie trzecim wykorzystano wyznaczone wartosci sit do wyliczenia przemieszezen
i naprezen w interesujacych wezlach. Dokonano tego poprzez wymnozenie wektorow sil
przez macierze uzyskane w etapie pierwszym. :

Wyniki obliczei numerycznych. Badano przypadki kontaktu cial ze szczelinami o réznej
szerokosci usytuowanych symetrycznie i niesymetrycznie wzgledem normalnej <o powierz-
chni pryzmy przechodzacej przez srodek walca.

Przypadek a) Pryzma ze szczeling o szerokosci 0 = 0,0001 mm lezaca symetrycznie
wzgledem pola kontaktu. Otrzymane w tym prrzypadku rozkiady naciskéw sg zblizone
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do eliptycznego rozkladu Hertza, pomimo ze prébka oslabiona jest szczelina. Uzy-
skane w tym przypadku deformacje szczeliny w kolejnych etapach obcigzenia przedsta-
wiono na rys. 2. Nalezy tu zwr6ci¢ uwage na zjawisko zamykania si¢ szczeliny na odcinku
lezacym bezposrednio pod powierzchnig kontaktu oraz charakterystyczne poszerzanie
si¢ szczeliny w obszarze lezacym w poblizu wierzchotka. Proces ten narasta w kolejnych
etapach obciazania. Dla przyjetych wymiaréw szczeliny i przyjetego obgjazenia uzyskano
maksymalne rozszerzenie szczeliny o 60% w stosunku do szerokosci pierwotnej. W kon-
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Rys. 2. Zmiana ksztaltu szczeliny o szerokosci 6 = 0,0001 mm usytuowanej symetrycznie wzgledem pola
kontaktu w trzech wybranych etapach obcigzenia.

cowych etapach obciazenia szerokoé¢ szczeliny nieznacznie maleje wskutek wchodzenia -
w kontakt weztdéw lezgcych w bliskiej odleglosci od wierzchotka szczeliny.

Opisane zjawisko jest bardzo wazne. Swiadczy ono o istnieniu naprezen rozciagaja-
cych w strefie wierzcholka szczeliny. Wartosci tych naprezen zostaly wyznaczone. Wyniki
te sa jednak obarczone duzym bledem, ktéry spowodowany jest uzyciem w obliczeniach
typowych elementow nicuwzgledniajacych rzeczywistej koncentracji naprgzein w ostrym
karbie jakim jest szczelina.

Przypadek b) Pryzma ze szczeling o szeroko$ci dwukrotnie wigkszej niz w przypadku
poprzednim ¢ = 0,0002 mm. Szczelina usytuowana symetrycznie wzgledem pola kontaktu.
Otrzymane w tym przypadku wyniki sa jakosciowo zblizone do ottzymanych w poprzed-
nim przypadku. Stwicrdzono réwniez rozejscie si¢ brzegéw szczeliny w poblizu wierz-
chotka, spowodowane naprezeniami rozciagajacymi. Rozejscie to jednak wystgpuje przy
wigkszym obciaZeniu niz w szczelinie waskiej.
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Przypadek c¢) Pryzma ze szczeling o szerokosci 6 = 0,001 mm. Szczelina usytuowana
symetrycznie wzglgdem pola kontaktu. Rozklady naciskéw na powierzchni kontaktu
sa dla tego przypadku podobne, jak w przypadkach a i b. Przy poréwnaniu przypadkéw
przyjmowano jako wielko$¢ odniesienia szerokos¢ kontaktu.

Dla rozpatrywanych przypadkéw stwierdzono istotng rdznicg w zakresie deformacji
szczelin (rys. 3). -
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Rys. 3. Zmiana ksztaltu szczeliny o szerokosci 4 = 0,001 mm usytuowanej symetrycznie wzgledem pola
kontaktu w dwoéch wybranych elapach obciazenia.

W przypadku c) zamkniecie szczeliny nastepuje na dlugosci o okoto 109 mniejszej
niz w przypadkach waskich szczelin. Ponadto w przypadku ¢) nie stwierdzono roz-
szerzania si¢ szczeliny w okolicy wierzchotka. Nie pojawiaja si¢ w zwiazku z tym na-
prezenia rozciggajace w tym obszarze.

Przypadek d) Pryzma ze szczeling o szerokosci 4 = 0,0002 mm. Szczelina usytuowana
niesymetrycznie wzgledem pola kontaktu. Stosunek odleglosci szczeliny od Srodka odcinka
kontaktu do szerokosci tego odcinka dla najwickszego obciazenia wynosi: x/b = 0,5.
Otrzymane rozklady naciskéw na powierzchni kontaktu sa niesymetryczne, a ich wartosé
maksymalna odsunigta jest nieco od szczeliny tzn. w strong wezléw o wigkszej sztywnoSci.
Ksztaltu szczeliny przedstawia rys. 4. Szczeliny zamyka si¢ w gérnej czgSci, natomiast
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Rys. 4. Zmiana ksztaltu szczeliny o szerokoéci § = 0,0002 mm usytuowanej w odleglosci 1 mm od normal-
nej do powierzchni pryzmy przechodzacej przez $rodek walca.

w dolnej nie stwierdzono rozejscia si¢ brzegow. Pojawilo si¢ natomiast wyrazne zakrzy-
wienie osi szczeliny i w jej wierzchotku nastapily znaczne naprgzenia styczne 7y, .

Przypadek e) Pryzma ze szczeling o szerokosci 6 = 0,0002 mm. Szczelina usytuowana
niesymetrycznie wzgledem pola kontaktu stosunek odleglo$ci szczeliny od $rodka
odcinka kontaktu do szerokosci tego odcinka dla najwieckszego obciazenia wynosi
x/b = 0,25. W pierwszych fazach obliczen obszar kontaktu lezal po jednej stronie
od szczeliny, natomiast w fazach koficowych pole kontaktu obejmowalo szczeling.
W tym przypadku istotny byl moment wejScia w kontakt krawedzi szczeliny, gdyz
wigze si¢ to z nagla zmiana stanu napregzen. Na rys. 5 przedstawiono dla tego etapu
rozktady naciskow na powierzchni kontaktu. W sytuacji gdy pole kontaktu lezy po jednej
stronie szczeliny, rozklady te maja ksztalt zblizony do eliptycznego. podobnie jak w po-
przednich przypadkach. W chwili wejscia w kontakt drugiej (lewej) krawedzi szczeliny
naciski rozkladaja si¢ po jej obydwu stronach. Maksymalne wartosci naciskow przypa-
dajg na wezel lezacy na krawedzi szczeliny i maleja gwaltownie w miare oddalania si¢
od szczeliny. Wedlug otrzymanych wynikéw wartosci naciskéw w tym punkcie prze
wyzszaja dwukrotnie wartos$ci maksymalnych naciskéw rozkiadu eliptycznego.
Moment wejscia w kontakt krawedzi szczeliny widoczny jest réwniez na rys. 6, przedsta-
wiajacym zmiang ksztaltu szczeliny w trakcic wzrostu obciazenia. Wezel lezacy na kra-
wedzi szczeliny w poczatkowych etapach obciazen doznaje przemieszczen w lewo (od
osi walca), a w chwili wejscia w kontakt przesuwa si¢ on gwaltownie w prawo. Tym
samym o$ symetrii szczeliny przyjmuje ksztalt litery S. W wierzchotku szczeliny pojawia
si¢ w tym przypadku duza koncentracja naprezen tngcych.
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Rys. 5. Rozklady naciskéw na powierzchni kontaktu walca z pryzma. Szczelina o szerokosci 6 = 0,0002
mm usytuowana w odleglosci 0,5 mm od normalnej do powierzchni pryzmy przechodzacej przez §rodek
walca.

Whaioski wynikajace z badan numerycznych. Zbadano pig¢ przypadkow kontaktu walca
z wycinkiem poétplaszczyzny oslabionej szczeling, usytuowang w réznych odleglosciach
od osi dzialania obciagzenia. Kazdy z tych przypadkéw przedstawia sytuacj¢ jaka ma
miejsce podczas przetaczania walca po krawedzi pélplaszczyzny. Na podstawie badan
moZna stwierdzié, ze: waska szczelina usytuowana symetrycznie wzgledem obcigzenia
doznaje rozwarcia w dolnej czesci. W okolicy wierzcholka szczeliny pojawiaja si¢ napre-
Zenia rozciagajace. Jest to wynik jako$ciowo nowy w poréwnaniu do rozkladéw napre-
zen w polplaszczyZnie bez szczeliny. Jednoczesnie nalezy stwierdzi¢, ze rozwarcie szczeliny
moze by¢ efektem skonczonych wymiaréw pryzmy i brakiem oddzialywan na bocznych
swobodnych brzegach pryzmy. Badania pozwolily stwierdzi¢, Zze tendencja do rozchodzenia
si¢ krawedzi szczeliny w poblizu wierzchotka jest tym wigksza im wezsza jest szczelina.
Efekt ten najsilniej wystapilt w przypadku szczeliny o szerokoéci 6 = 0,000 mm, nieco
stabiej w przypadku szczeliny o szerokosci 4 = 0,002 mm natomiast dla przyjgtej szero-
kosci pryzmy nie stwierdza si¢ zjawiska rozchodzenia si¢ brzegéw szczeliny o szerokosci
4 = 0,001 mm. W przypadku szerszej szczeliny zmniejsza si¢ wzajemne oddzialywanie
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Rys. 6. Zmiana ksztaltu szezeliny o szerokosci 8 = 0,0002 mm usytuowanej w odleglosei 0,5 mm od nor-
malnej do powierzchni pryzmy przechodzacej przez $rodek walca.

Jej brzegéw, zwieksza si¢ natomiast jej wplyw na rozklad naciskéw na powierzchni kon-
taktu, Te§li chodzi o wartoéci naprezen w wierzcholku szczeliny to uznano, ze wyniki
numeryczne odbiegaja od rzeczywistosci ze wzgledu na uzycie standardowych elementow
nie uwzgledniajacych osobliwoéci w wierzcholku szczeliny. Natomiast nalezy zwrécié
uwage na bardzo wysokie wartosci naciskow na krawedzi szczeliny usytuowanej niesy-
metrycznie wzgledem obcigzenia. Istnieje wigc mozliwosé wystapienia na krawedzi od-
ksztalcen plastycznych lub wykruszenia krawedzi w tym miejscu.

Opis eksperymentu z wykorzystaniem metody fotografii plamkowej. Istota zastosowanej metody
polega na wykorzystaniu zjawiska plamkowania jakie powstaje w wyniku os$wietlenia
obiektu swiatlem laserowym [1]. Podobnie jak inne metody holograficzne stuzgce do
pomiaréw przemieszczen jest to metoda podwdjnej ekspozycji. W pierwszej ekspozycji
dokonuje si¢ rejestracji na plycie fotograficznej plamek dla obiektu nieodksztaiconego,
W drugiej natomiast rejestrujemy obraz plamkowy obiektu odksztalconego. W wyniku
otrzymuje si¢ naloZzone na siebie dwa obrazy badanego obiektu, rézniace si¢ ukiadem
plamek, przemieszczonych na skutek obciazenia obiektu. Proces rekonstrukcji prowadzony
moze byé metoda polowa lub plamkowa. W wyniku otrzymuje si¢ informacje o kierunku
i wielkosci skladowej wektora przemieszczenia badanego punktu obiektu.

Obiektem badaf byl obszar kontaktu stalowego walca ze stalowymi pryzmami posia-
dajacymi prostopadle do powierzchni kontaktu szczeliny o réznej dlugosci. Szczeiiny
te byly rzeczywistymi szczelinami zmeczeniowymi powstalymi w wyniku poddania prébek
jednostronnemu zginaniu na maszynie zmeczeniowej. Badano probki ze szczelinami
0 dlugosciach I mm, 3 mm, 5 mm. Ze wzgledu na konieczno$¢ precyzyjnego wyznaczania
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przemieszczen w bezposrednim sasiedztwie wierzchotka szczeliny, do rekonstrukcji wy-
brano metodg badan punktowych. Metoda pomiaru polega na o$wietleniu skupiong wigzka
laserowa plyty fotograficznej z zarejestrowanym plamkowym obrazem obiektu.
Schemat ukladu stuzacego do rejestracji obrazu przedstawia rys. 7. Zrédlem s$wiatla
byl laser argonowy (1). Wiazka $wiatla po przejéciu przez migawke (2) i po odbiciu od
zwierciadet (3) i (4) o$wietla obiekt (6). Na drodze wiazki ustawiono soczewke (5) for-

Rys. 7. Schemat ukladu do rejestracji obrazu plamkowego.

mujaca rozbiezna wiazke $wiatla. Plamkowy obraz powierzchni prébki w plaszczyznie
plyty fotograficznej uzyskano za pomoca obiektywu (7). W badaniach stosowano dwu-
‘krotne powigkszenie obrazu wzgledem obiektu. Schemat ukladu pomiarowego stuzacego
do wyznaczania przemieszczen na powierzchni konstrukcji przedstawia rys. 8. W skiad
uktadu wchodzi: laser (1), diafragma (2), plyta fotograficzna z zarejestrowanym obrazem
plamkowym obiektu (3) oraz ekran (4). Zadaniem diafragmy jest zmniejszenie Srednicy
wiazki laserowej, tak aby o$wietlony obszar na plycie fotograficznej byl jak najmniejszy.

4

Rys. 8. Schemat ukladu do punktowej rekonstrukcji obrazu plamkowego.
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W wyniku interferencji wigzek, na ekranie tworzy si¢ uklad réwnoleglych prazkow beda-
cych odpowiednikiem prazkéw Younga i $wiadczacych o przemieszczeniu badanego
punktu, przez ktoéry w danej chwili przechodzi wigzka $wiatla. Wielko$¢ tego przemieszcze-
nia wyznacza si¢ z wyrazenia:

ld| =

- L
'6_’ (l)

NES

gdzie:

|d] — dlugo$é wektora przemieszczenia

A — dhugosé fali $wiatia uzytego w procesie rejestracji i rekonstrukcji

M — powigkszenie obrazu obiektu w procesie rejestracii

¢ — zmierzony rozstaw prazkdéw

L — odleglosé ekranu od plyty fotograficznej w procesie pomiaru

Z zaleznosci (1) wynika, ze czulo§¢ metody mozna regulowaé poprzez dobor odleg-

fosci L i powigkszenia M. W opisywanym eksperymencie wielkoéci te dobrano tak, Ze
przemieszczenia wszystkich badanych punktéow okazaly sig¢ mozliwe do zmierzenia. Po-
miary dotyczyly przypadkéw symetrycznego i niesymetrycznego usytuowania szczeliny
wzgledem obcigzenia, jednakze w praktyce w zadnym z pomiaréw nie udato si¢ uzyskaé
idealnej symetrii. Za kazdym razem istniala pewna niesymetria spowodowana trudnoscia
idealnego ustawienia walca wzglgdem szczeliny jak réwniez tym, 2e szczeliny bedace
rzeczywistymi pekni¢ciami zmegczeniowymi rozwijajacymi si¢ w sposéb przypadkowy nie
mialy kierunku idealnie prostopadiego do powierzchni pryzmy.

Wyniki pomiaréw metoda fotografii plamkowe]. Wektory przemieszczen punktéw wokot
szczeliny usytuowanej symetrycznie wzgledem obcigzen, dla ktérej stosunek dlugosci
szczeliny do szerokosci pola kontaktu wynosi a/b = 1,2 przedstawiono na rys. 9. Analo-

\ 100um . i 4
R T )a
0 a0 w0 A0 a0 O 3;
A o SO o e e T —or s Tt R o ok —— 2
el Szczelina 7
0 f A A" a0 P 2
-0 O a0 a0 a0 4—° P 0 2

Rys. 9. Wektory przemieszczen punktow wokél szezeliny o dlugoici znormalizowanej a/b = 1, 2.

giczne obrazy przemieszczen uzyskano dla szczelin o wymiarach a/b = 0,4 oraz a/b = 2,0,
jak réowniez dla szczeliny o stosunku a/b = 1,2 usytuowanej niesymetrycznie. Rozporza-
dzajac wektorami przemieszczen mozliwe bylo roztozenie wektoréw przemieszczen na
skladowe réwnolegle i prostopadle do osi szczeliny. Korzystajac z prostopadtych skiado-
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wych przemieszczenia sporzadzono wykresy zmian ksztaltu szczelin. Ksztatt szczeliny
usytuowanej symetrycznie, dla ktorej afb = 1,2 przedstawia rys. 10. Przyjeta szerokosé
szczeliny zostata wyznaczona jako Srednia réznica przemieszczen punktédw prawego i le-

L A O

== Q= = O = =0 = -O—

. 0pm °

a — wektor przemieszczenia

Rys. 10. Zmiana ksztattu szczeliny o dlugoéci znormalizowanej a/b = 1, 2 wyznaczona metoda fotografii
- plamkowej.

wego brzegu szczeliny. Opisana procedura powoduje, Ze w pewnych punktach brzegi
szczeliny ,,zachodzg™ na siebie. Uzyskane wyniki potwierdzaja spostrzezenia dokonane
w trakcie obliczei numerycznych, dotyczace zamykania si¢ szczeliny w gérnej strefie
i rozchodzenia si¢ brzegow w strefie przy wierzcholku. Najwigksze rozejscie brzegdéw
stwierdzono przy badaniu szczeliny o wymiarze a/b = 2,0, nieco mniejsze w przypadku
gdy a/b = 1,2. Natomiast szczelina o wymiarze a/b = 0,4 i a/b = 1,2 obciazona niésy-
metrycznie nie wykazywaly tendencji do rozchodzenia si¢ brzegéw w okolicach czota
szczeliny.

Wyznaczenie naprezen w okolley czola szezeliny. Dla wyznaczenia przemieszczen i odksztalcen
powierzchni pryzmy i walca postuzono si¢ zaleznodcia [2].

1 { du; = duy

D e (‘a}j+ ax,) @

Dla wyznaczenia napreZeri przyjeto zaloZenie o sprezystosci materiatu dla ptaskiego stanu

naprezen. Otrzymane skiadowe przemieszczen interpolowano wiclomianami przy uZyciu

metody najmniejszych kwadratéow. Proces rézniczkowania nie nastrgczal w tej sytuacji
trudnosci.

Spoéréd otrzymanych w punktach pomiarowych wartosci napr¢Zen, najciekawsze

z punktu widzenia celu badan byly rozklady naprgzen o, w punktach lezacych wzdhuz

osi szczelin, Dla szczeliny usytuowanej symetrycznie, o wymiarze a/b = 1,2 rozklad ten
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Rys. 11. Rozklad naprezen o, w otoczeniu szczeliny o diugosci znormalizowanej a/b = 1, 2.

Przedstawia rys. 11. W gornej czgéci szczeliny napreZzenia maja wartosci ujemne, co pokrywa
si¢ z rozkladem Hertza dla cial bez szczelin. Im blizej wierzchotka wartoéci te zblizaja
si¢ do zera aby nastepnie przejs¢ w napreg@nia rozciagajace, osiagajac znaczne wartosci.
Podobny wynik uzyskano dla szczeliny o stosunku diugosci do szerokosci kontaktu
a/b = 2,0 przy czym napreZenia rozciggajace sa w tym wypadku znacznie wieksze niz
W wierzchotku szczeliny o wymiarze @/b = 1,2. Istnienia naprg¢Zen rozciggajacych nie
Stwierdzono dla krétszej szczeliny a/b = 0,4 oraz dla szczeliny a/b = 1,2 usytuowanej
niesymetrycznie wzgledem obcigZzenia. W tym ostatnim przypadku w wierzchotku domi-
nNowaly znaczne napreZenia tnace.

Uzyskane wykresy naprezefi o, potwierdzaja przewidywania wysnute w oparciu
O zmiany ksztaltu szczelin. Sg one réwniez zgodne z wynikami otrzymanymi w drodze
numerycznej. Badania doswiadczalne wykazaly istnienie znacznie wickszych wartosci
Naprezen rozciagajacych w poblizu wierzchotka szczeliny niz w MES co jest uzasadnione
1 zgodne z przewidywaniami. Przyjecie w MES zbyt prostych elementéw w poblizu wierz-
chotka szczeliny nie pozwolito na uzyskanie rzeczywistej koncentracji naprezen.

Metoda fotografii plamkowej jest jedna z niewielu metod, ktore pozwalajg precyzyjnie
Wyznaczy¢ rozkiady napr¢zen na obszarze tak niewielkim jakim jest strefa wokot szezeliny.
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Whioski:

1. W przypadku kontaktu elementéw o skonczonych wymiarach, z ktérych jeden
dodatkowo posiada szczeling, obserwuje si¢ istotne rdoznice- w- rozkladzie naprezen oy
w poréwnaniu do rozkladu Hertza. Wierzcholek szczeliny jest oprécz punktéow Bielajewa
i Palmgrena-Lundberga dodatkowym miejscem zagrozenia strefy kontaktu. Spowodo-
wane przez szczeling zaburzenie zalezy od wymiaréw elementu oraz od dlugosci i szero-
kosci szczeliny,

2. W przypadku waskiej szczeliny znajdujacej si¢ w poblizu swobodnej krawedzi
obiektu i usytuowanej symetrycznie wzgledem obcigzenia, charakterystyczne jest istnienie
duzych naprezen rozciagajacych w poblizu wierzchotka. Zjawiska tego nie zaobserwowano
dla szczeliny szerokiej.

3. W przypadku niesymetrycznym, zaréwno waska jak i szeroka szczelina jest grozna
dla konstrukeji. Obciazenie, zblizajac si¢ do szczeliny powoduje powstanie koncentracji
naprg¢zen stycznych w poblizu wierzchotka.

4. Szczelina wywoluje istotne zmiany w rozkladzie naciskow, szczegdlnie gdy obszar
kontaktu zaczyna obejmowaé obydwie krawedzie szczelin. Dla symetrycznego usytuo-
wania szczeliny wzglgdem obcigzenia nie stwierdzono istotnego wplywu waskiej szczeliny
na rozklad naciskéw na powierzchni kontaktu.

5. W przypadku przetaczania si¢ elementow po sobie nastepuje cyKliczna zmiana
stanu naprezenia w okolicach wierzchotka szczelin. Zblizanie si¢ obciazenia do szczeliny
wywoluje koncentracj¢ naprezeni stycznych. Symetryczne usytuowanie obciaZenia wzgle-
dem szczeliny powoduje spadek do zera napregzen stycznych a wzrost napr¢Zzen normal-
nych o,. Dalszy ruch obciazenia powoduje wzrost naprezen stycznych przeciwnego znaku.
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Peawme

BJIWSAHHUE TPEWMHB] IIEPIIEOUKYJISIPHON K BEPET'Y HA PACIIPENEJIEHHE
JABJEHHUS U COCTOSHUE HAIIPSDKEHHMIA B KOHTAKTE

Hccnenopano KOHTaKTHYIO 3ajady Mey<Ay LBITMHAPOM M IOJYMPOCTPAHCTBOM € TpeuiuHoii, Ilpen-
CTaBJICHO Pe3yNbTaThl MOJYUYEHHbIE NI0 METONY KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB M METOAY MATHUCTOH (oTorpaduH.
OnpenenieHO pacripefies/IeHMsT Harpy3KH Ha IIOBEPXHOCTHM KOHTAKTA M HANPHYKEHHH BOKPYI TPElLIMHb.
PaaBuTHe TpelMHbI B KOHCTPYKLMH BBI3BAHHOE HANPIKEHWAMH 00CY)KOaeTcsi B paQorTe.
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Summary

THE INFLUENCE OF THE CRACK PERPENDICULAR TO THE EDGE ON THE LOAD
DISTRIBUTION AND ON THE STRESS STATE IN CONTACT

The study of the contact between roller and half-plane with a crack was performed. The FEM and

speckle photography method were used. The load distributions on the contact surface and strain near
the crack tip were obtained. The crack propagation due to the stress variation is discussed.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 futego 1983 roku
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NISKOCYKLOWA TRWALOSC ZMECZENIOWA STALI O PODWYZSZONEJ
WYTRZYMALOSCI W UJECIU ENERGETYCZNYM

CzesLaw Goss

Wojskowa Akademia Techniczna

1. Wstep

- Rozwazania energetyczne dajag mozliwosé peiniejszego ujgcia trwalosci zmeczeniowej,
niz to wynika z uwzglednienia odksztalcer lub naprezen. Pewne préby okreslenia zwigzkow
miedzy energia wyznaczona z pola petli histerezy a Zywotnoscia zmeczeniowa zostaly
przedstawione, na przykfad, w pracach [1] do [10]. Istniejace energetyczne kryteria zmeg-
Czenia mogg by¢ podzielone na dwie grupy:

— kryteria oparte na pomiarze pracy odksztalcen plastycznych okreslonej z petli histe-
rezy,

— kryteria uwzgledniajagce termodynamiczne wiasnosci materialu 1 zakfadajace podo-
bieristwo miedzy zniszczeniem i stopieniem.

Rozwazania zostang ograniczone do kryteriow pierwszej grupy, w ktorych jako.wa-
runek zniszczenia przyjmuje si¢ osiagni¢cie okre§lonej wartosci przez dysypacje sumarycz-
ng tzn. gdy energia nieodwracalnie rozproszona w materiale osiagnie wartos¢ graniczna,
Dysypacja jest uwzgledniana nie tylko w kryteriach niszczenia elementéw przy malej
liczbie cykli obciazenia, ale ostatnio réwniez w zakresie ograniczonej i nieograniczonej
wytrzymatosci zmeczeniowej [9]. Z tego wzgledu znajomo$é dysypacji odgrywa wazng
role w charakterystyce stali w czasie cyklu obcigZenia.

We wczesniejszych publikacjach (np. [11] do [I5]) przedstawiono zasadniczo wyniki
badan trwatosci zmeczeniowej stali o podwyZszonej wytrzymalosci w ujeciu odksztalce-
niowym. Jednak juz w pracy [12] zasygnalizowano réwniez pewne wyniki badan zmian
dysypacji energii. Stwierdzono tam, Ze ‘w zakresie malej liczby cykli przebieg zmian dysy-
bacji ze wzrostem liczby cykli dla pojedynczej prébki jest podobny do przebiegu zmian
odksztalcen plastycznych. Sumaryczna dysypacja w czasie wszystkich cykli do zniszcze-
nia N, z reguly powicksza si¢ wraz ze wzrostem Nj.

W niniejszej pracy zwigzki miedzy dysypowana energia i trwaloscia zmeczeniowa zo-
stang przedstawione bardziej szczegétowo. Zostanie przedstawione rowniez Kryterium
poréwnawcze uwzgledniajace roznic¢ miedzy sumaryczna dysypacja energii okreslona
dos$wiadczalnie i otrzymana z pomiaru pgtli histerezy uzyskanej przez transformacie
krzywej cyklicznej.

15 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83



342 Cz. Goss

2. Trwalo$§¢ zmeczeniowa w ujeciu energetycznym

W pracach [11] do [15] przedstawiono metodyke i warunki badan zmgczeniowych nie-
ktorych gatunkow stali produkcji krajowej w zakresie matlej liczby cykli oraz uzyskane
wyniki. We wszystkich tych pracach podstawe do dalszych rozwazan stanowily przebiegi
cyklicznego odksztalcenia ze zmiang liczby cykli przy danym obcigZeniu o stalej ampli-
tudzie napre¢Zenia lub odksztalcenia. Badania prowadzono przy wahadlowym rozciaga-
niu — $ciskaniu o stalej amplitudzie odksztalcenia catkowitego (program 1), przy odze-
rowo tetniacym rozciaganiu (program-2) i przy cyklu jednostronnym dodatnim o wspol-
czynniku amplitudy R = 0,5 (program 3). Na podstawie obserwacji zmian p¢tli histerezy
i przez pomiar okres$lonych wielkosci uzyskano informacje o wlasnosciach cyklicznych
badanych stali oraz o trwalosci zmeczeniowej okres$lonej na podstawie analizy odksztatcen.
Znajomo$¢ przebiegu cyklicznego odksztalcenia ze wzrostem liczby cykli pozwala réwniez
na obliczenie pdl poszczegblnych petli histerezy a stad wielkosci energii dysypacji na jeden

: N,

cykl Dy i sumarycznej dysypowanej energii w czasie wszystkich cykli do zniszczenia Z Dy.
. ; NZ1

W pracy [6] stwierdzono, 2e zwiazki miedzy dysypacja sumaryczna a liczba cykli do znisz-
czenia dla badanych stali niklowo-chromowych moga by¢ w ukladzie logarytmicznym
aproksymowane liniami prostymi. Podobna wlasnosciag charakteryzowaly.si¢ zaleznosci,
przedstawione we wspomnianej pracy, pomigedzy energia dysypacji na jeden cykl (mie-
rzona przy potowie Zywotnoéci) a liczba cykli do zniszczenia. Dotyezy to réwniez zwiazkow
mi¢dzy maksymalnym napreZeniem cyklu oq., i dysypacja sumaryczna Z D, przy czym

g 3D Ciax
wielkosci te zostaly przedstawione we wspoirzednych bezwymiarowych hll) (';“' -
s s

gdzie D; jest energia dysypacji na jednostk¢ objetosci, a g, rzeczywistym napr¢Zeniem
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zerwania przy statycznym rozcigganiu. Dla uzyskania odpowiednich zaleznosci dla bada-
nych stali o podwyzszonej wytrzymatosdci rozpatrzono nastgpujace zwiazki:
a) migdzy dysypacja na jeden cykl Dg, przy liczbie cykli rownej polowie zywotnosci
1/2 Ny a liczba cykli do zniszczenia Ny,
b) miedzy dysypacja sumaryczna > D a liczba cykli do zniszczenia Ny,
¢) migdzy amplituda naprezenia cyklu ustalonego o, a dysypacja sumaryczna Z D,
d) migdzy zakresem odksztalcenia catkowitego Ade,. a dysypacja sumaryczna D, D,
) migdzy zakresem odksztalcenia plastycznego Ae,, a dysypacja sumaryczna ZD.

T T g T
€
~
£ 10° I
=
(=]
W
0% o
Stal 20G2Y
8 Stal 18G2A-cykl wahadiowy
4 o Stal18G2A-R=05
a Stal 3562
10 ! | | |
100 10! 102 10° 104
Ny
Rys. 2

Rozpatrzono rowniez pewne zwiazki we wspdirzednych bezwymiarowych, a miano-
wicie zalezno$é stosunku dysypacji sumarycznej do dysypacji pod krzywa statycznego

rozciggania i‘l‘)D~ od:

¢,) stosunku amplitudy naprgzenia do wytrzymatosci doraznej —;i—,

m

d,) stosunku zakresu odksztalcenia catkowitego do odksztalcenia plastycznego przy zer-

- it : N A
waniu w statycznej prébie rozciggania ——,
8_!' -
€,) stosunku zakresu odksztalcenia plastycznego do odksztalcenia plastycznego przy

3 . A 3 c AEnpl
zerwaniu w statycznej probie rozciggania ——2-,
&
W oparciu o wyniki do$wiadczen zalozono, Ze zaleznosci te w ukladach logarytmicz-

nych moga by¢ aproksymowane liniami prostymi. Obliczenia prowadzono wprowadzajac

15+
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zmienne: X — logarytm odcigtej badanych zaleznosci, Y — logarytm rzednej. Wtedy
proste te mozna zapisa¢ w postaci

Y=a+bX, (1)
gdzie wspélczynniki a i b wyznaczamy z warunku, aby suma kwadratéw réznic pomiedzy
wartosciami wyznaczonymi z réwnania (1) i uzyskanymi z badan byla minimalna. Wspol-
czynnik kierunkowy prostej (1) & nazywamy wspélczynnikiem regresji. Punkty uzyskane
z badan nie leza na ogdl na prostej regresji i miarg ich rozproszenia wzgledem tej prostej
jest wspdiczynnik korelacji r, ktéry moze przyjmowaé wartoéci z przedziatlu (—1, 1).
Gdy |r] = 1 wystgpuje liniowa zalezno$¢ migdzy zmiennymi X i Y. Wyniki obliczed wiel-

103 T T T T T T T
800 =f
Stal18G2A -
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S » Stal2062Y s e
x
w00l .
Program1
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10° 104
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kosci b1 r dla zalezno$ci od a do e, dla stali I8G2A, 20G2Y i 35G2Y zostaly przedstawione
w tablicy 1, a odpowiednie wykresy na rysunkach od 1 do 10. Wigkszos¢ rozwazanych
zaleznoséci moze byé w ukladzie logarytmicznym z wystarczajacg dla celéw inZynierskich
dokiadnoscia aproksymowana liniami prostymi. Jedynie dla stali 18G2A dla cyklu o
R = 0,5 uzyskano wicksze rozbieznosci. Moga one by¢ spowodowane wadami materia-
towymi i niedoktadno$cia pomiaréw ze wzgledu na male powierzchnie petli przy cyklach
niesymetrycznych. Odpowiednie wartosci wspoéiczynnikéw korelacji r dla cykli symetrycz-.
nych zostaly podane w tablicy 1. Wigksze rozbieznosci uzyskano w przypadku zaleznosci
ZD = f(Ny) dla stali 18G2A dla trzeciego programu badan (rys. 2). Do aproksymacji
tego wykresu celowe byloby zastosowanie wielomianu przynajmniej drugiego stopnia.
Natomiast dla cykli wahadlowych dla wszystkich trzech stali zalezno§¢ ta moze byé apro-
ksymowana wielomianem stopnia pierwszego (r powyzej 0,92). Proste te dla stali 18G2A
1 20G2Y prawie si¢ pokrywajg. Natomiast odbiegaja od nich wyniki dla stali 35G2Y.
Na przebieg dysypacji sumarycznej ma zasadniczy wplyw wspéiczynnik asymetrii cyklu R,
Wykres obniza si¢ w miare wzrostu R. Sposréd rozpatrywanych zwiazkéw najmniejsza
zaleznoscia od rodzaju materialu i wspdlczynnika asymetrii cyklu charakteryzuja sie

wykresy ZDD =1 ( C;;’“). Wykresy te dla badanych cykli niesymetrycznych (R =0 i 0,5)
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majg przebieg zblizony do réwnoleglej do osi rzadnych. Przedstawione wykresy zalez-
nosci o, = fIOD), Aeapr = f(2 D) lub Atqe ‘= f( X D) umozliwiaja odczytanie dysypacji
sumarycznej przy danym obciazZeniu. Stad z wykresu >'D = f(N;) mozna okresli¢ liczbe
cykli do zniszczenia Ny.

Oa

Te same rozwazania mozna przeprowadzi¢ w wielkosciach bezwymiarowych 7
m

T — 2V i.l,],s,"L'

i . Obliczenia te mozemy przeprowadzié rowniez bez korzystania z wy-
s & &

107 i T T T

Stal 18G2A

2D/Dg

Program 1

10' ;
; 107 02 03 0.4

kresow, ktore ze wzgledu na ich prostote (sa liniami prostymi w skali logarytmicznej)
mozna latwo przedstawi¢ w postaci analitycznej. Znajac przebieg dowolnej z omawianych
zaleznosci mozemy latwo uzyskaé zwiazek migdzy opisywanymi przez nia wielkosciami
w postaci funkgji potegowej. Przesledzimy to na przykladzie zaleZnosci ZD = f(Ny).
W tym przypadku linia prosta w ukladzie logarytmicznym bedzie miata postaé

log 3D = blogN;+logC,. 2)
stad log ZD = log C, N} i po opuszczeniu logarytméw
M = c,n, 3)

gdzie b jest wspotczynnikiem regresji a log C, jest rowny parametrowi g w réwnaniu (1)
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czyli .
logC, = Y—bX, ‘(4)
gdzie
2 X Ny
Tl il S bapes el (5)
n n

Dla badanych stali 18G2A, 20G2Y i 35G2Y uzyskano nastepujace wartosci na C,:
468,57 MNm/m?, 474,68 MNm/m? i 519,4 MNm/m?3,
Otrzymane wyniki pozwalaja na uzyskanie réwnania Mansona-Coffina

N}AEapl = C, y (6)

I wzoréw na stale materiatowe k i C. We wzorze tym N; jest licibq cykli do zniszczenia
a Ae,, zakresem odksztalcenia plastycznego. Zgodnie z rys. 10 mozemy w przyblizeniu

AT - e e n'= Ae )
zalozy¢ istnienie liniowej zalezno$ci miedzy log —ZB— ilog ——F—”’fi. Stad po opuszczeniu
s “f
logarytméw uzyskujemy zalezno$éé analogiczna do (3)
5 ;
,/:'D, = ﬁ : @)
Ds i &r .
102 T T T T T
8
6 “\.Stal 3562 z
_ Stal 2062
C()I) x
~ & Stal 18G2A
[oa] .
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20 =
Program 1
1 | L | el = L
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Po odpowiednich przeksztalceniach i uwzglednieniu zaleznosci (3) otrzymujemy

b 1
b C,
Fi C, D,
wedhug tych wzoréw wartosci stalych k i C zostaly podane w tablicy 2. Widzimy, ze dla
stali 18G2A 1 20G2Y uzyskano wartosci zblizone do siebie, natomiast dla stali 35G2Y
uzyskano na C warto$¢ bardziej zblizona do oczekiwanej niz to uzyskano z analizy od-
ksztalcen, gdzie otrzymano warto$¢ kilkakrotnie wyzsza w poréwnaniu z innymi stalami.
Znaczna roznica wartosci C dla stali 35G2Y w poréwnaniu z pozostalymi stalami moze
wigza¢é si¢ z cykliczna niestabilnoscig, jaka wykazywala ta stal w czasie badan.

- ’ 1 -
Jest to rownanie Mansona-Coffina, w ktorym & = — aC=g¢ ) . Obliczone

Tablica 2
Wyniki
szl\]»_/a z analizy odksztalcen | z rozwazan energetycznych ‘ z proby statycznej
stali | S 2 - = : 2 ? Silm
k | c : k | c | SETR I (4]
| |

18G2A 0,588 0,383 0,561 0,349 | " i 0,444
20G2Y 0,615 0,567 ! 0,511 0,314 0,5 [ 0,569

— | - S o~ 1 -

35G2Y 0,887 2,98 0,574 0,621 | 0,503
|

Dla poréwnania przedstawiono réowniez wyniki uzyskane z préby statycznej, gdzie k&

ol 1 F, ; | )
przyjmuje si¢ réwne 0,5, a C = rzrln ,F‘?,; Fy oznacza tu pole powierzchni przckroju
poczatkowego probki, a F, — przekroju po zerwaniu.

3. Kryteria energetyczne zmeczeniowego zniszczenia metali

3.1. Ocena i zastosowanie dotychczasowych kryteriow. Jedna z prostszych prob okreslenia
energii zniszczenia zostala przedstawiona w pracy FELTNERA i MORROWA [I]. Zatozyli oni,
Zze w pierwszym przyblizeniu calkowita energia rozproszona w materiale Dy,, W procesic
jego cyklicznego obcigzenia jest stata i réwna energii dysypacji otrzymanej w czasie proby
statycznego rozciggania D, ‘

Ny

D =2, 9)
N=

D.\'lll" o

Zakladajac, ze energie dysypacji dla N-tego cyklu symetrycznego mozna obliczyé ze wzoru
Aep,

Dy=2 f adey (rys. 11) i ze nie zmienia si¢ ona ze wzrostem liczby cykli oraz przyjmujac
0

potegowa postaé zaleZno$ci migdzy naprezeniami a odksztalceniami plastycznymi &;; =
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d€n

7

f— O —o
|
|

2

Rys. 11

= k(0)'" uzyskali oni nastgpujacy zwiazek migdzy amplituda naprezenia o, i liczba
cykli do zniszczenia N;.

n
logo, = K—(—l (e )logN,-, (10)
. D\(l+ﬂ) n+ 1
dZ M — e 251 =
gdzie: K log[ %k ]
Ze wzgledu na wspomniane uproszczenia poczynione dla otrzymania zaleznosei (10)
istnicja rozbieznosci pomigdzy przebiegami obliczeniowymi a wykazywanymi przez
niemodelowe materialy (linie kreskowe na rys. 12). W dalszych swych pracach Morrow
zmienit kryterium (10) do nastepujacej postaci

@ (ZD)“"

07 2

= (11)

3

64‘ MPa
Stal SAE 4340

103 przecieciezK

)
pochylenie=- Ton

102

3 | | =
102 10 10® N

Rys. 12

gdzie o, oznacza rzeczywiste napreZenie w momencic zerwania probki, a k jest stala ma-
terialowa. Autorzy pracy [10] w wyniku przeksztalcen zaleznosci (11) uzyskali réwnanie

mk+1
Ou = -k 12
( Uf) AL g a2

: . 20 l+n L 2.
gdzie m mozna wstepnie okresli¢ ze wzoru m = — Badania wykazaly zalezno$¢ tego
7
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wspolczynnika od liczby cykli do zniszczenia. Zaleznos¢ (12) moze by¢ po przelogaryt-
mowaniu zapisana w postaci:

k

o= RE7] log(2Ny). (13)

logo, = logof——’
Badania doswiadczalne wskazuja, Zze catkowita energia potrzebna do zniszczenia nie
jest stala, lecz wzrasta ze zmniejszeniem amplitudy napre¢zenia. Ponadto, nawet dla zakresu
malej liczby cykli, rézni si¢ ona znacznie od energii dysypacji przy statycznej prébie roz-
ciagania. Dlatego czynione sa proby wydzielenia energii zniszczenia z ogdlnej energii
dysypowanej podczas cyklicznej deformacji. D. E. MARTIN w pracy [2] przedstawil hipo-
teze, wedtug ktorej miara energii zniszczenia jest energia zwigzana z procesem umocnienia.
Na wykresie petli histerezy dla materiatu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem linio-
wym (rys. 13) energia ta dla jednego cyklu zostala przedstawiona jako pole dwéch zakre-
skowanych trojkatéw

D.\' = 2(_;' El 5 /.lé‘,,, A /461,’) = El (AEI,,)Z, (14)
46at /
L
\g\
: 7
1 £ - 2 P, -
&
6‘ \IQ
L)
N\
"Rys. 13 Rys. 14

gdzie E, jest tangensem kata « pochylenia linii wzmocnienia, a e, — zakresem odksztal-
cenia plastycznego w jednym cyklu. Dla NV cykli wielkos¢ tej energii wyniesie NE, (de,;)?.
Z zalozenia, Ze zniszczenie nastepuje wtedy, gdy energia dysypacji osiagnie pewna krytyczna
wartosé uzyskuje sie warunek '

NE (A&t = C,;. (15)
) . .
Stalag C, mozna wyznaczy¢ z warunku (15) dla statycznego rozciagania (N ==x idey = sf)
l 2
& =§‘E1 &7 (16)

gdzie &, jest odksztalceniem plastycznym przy zerwaniu. Z zaleznosci (15) i (16) uzyskuje
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sie rownanie Mansona-Coffina (6)

Nil2Ae, = —Eéu 17
i Ept ]/2 ( )

/ . £
w ktorym k=051 C = ==
V2
Jeszcze inne rozumowanie przedstawiono w pracach [3] i [4]. Warunek zniszczenia
zostal zaproponowany w postaci

Ds=Z(D1—D2), (18)
0

gdzie D, i D, stanowia pola petli histerezy dla polcyklu rozciggania i ciskania, a D, — pole
pod krzywa statycznego rozciagania. Wielkosci te zgodnie z rys. 14 mozna obliczyé ze '
wzoréw

» &7

D, = [ (op+a%)ds,
0
1% (19

D,= [ (of+0**)ds,
0

gdzie o, i 6§ s granicami proporcjonalnosci (sprezystosci) przy rozcigganiu i $ciskaniu
a o* = ¢"—q}, o** = ¢~ przy czym ¢" i o° oznaczaja biezace wartoéci naprezen
W polcyklu rozciagania i Sciskania. Uwzgledniajac zaleznosci (19) warunek :(18) mozna
Przedstawi¢ w postaci
Ny s 3¢ c
M o—o69+(f o*ds— [ o**as)] = ahe,+ [ (a—ap)de, (20)
0 0 0 0
gdzie o3 — granica proporcjonalnodci przy zerowym poéleyklu obciazenia.
‘& — odksztalcenie przy statycznym rozcigganiu,
0" i &° — szerokosci petli odpowiednio w pélcyklu rozciagania i sciskania.
Po wylaczeniu z rozwazan energii zwigzanej z umocnieniem zarGwno przy obciaZeniu
cyklicznym, jak i statycznym uzyskujemy z (20) nastepujacy warunek

Ny
D (8 —-058) = b 8. 1)
0 3
Obcigzenie wstepne mozna ujaé w oddzielny czlon uzyskujac
Ny
o} &@ +2 (050" — 0406 = g &5 ‘ (22)
l a .

Autor omawianych prac wykazal dobra zgodno$é danych obliczeniowych z wynikami
doswiadczalnymi.

Niektdre kryteria uwzgledniaja energi¢ mikroplastycznego odksztalcenia. Do nich
nalezy migdzy innymi, koncepcja przedstawiona przez A. Esina (w/g [5]) zakladajaca
Statystyczny charakter deformacji ciala polikrystalicznego. Energia pochlonigta przez
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material zostala okres$lona wzorem

D=p NP [ Keds, (23)

gdzie p’ — czynnik uwzgledniajacy prawdopodobng liczbg plaszczyzn poslizgu,

P, — liczba jednakowo deformowanych elementéw,

AeP — odksztalkcenie k-tego elementu (k = 1,2, ... m),

K, — wspolezynnik okreslony z zaleznosci o = K &" dla k-tego elementu,

n — wspdlczynnik wzmocnienia.
Zalozono, Ze granice sprezystosei pojedynczych ziarn i ich mikroplastyczne odksztatcenia
majg rozklad normalny. Wyniki badan szesciu gatunkéw stali wykazaly dobra zgodno$é
przedstawionej teorii z eksperymentem. Natomiast autorzy pracy [6] na podstawie badan
doswiadczalnych zaproponowali nast¢gpujace wzory dla okreslenia niskocyklicznej trwa-
tosci ’

>'D,, ) a1
s =) .\>’ (24
Dyso Giso (24)
dla kwasistatycznego typu zniszczenia
ZD f O'ma:(
( Ds ) 0 -*O'f : (25)

dla zmeczeniowego typu zniszczenia. We wzorach tych ZD,-A jest energia dysypacji do
wystapienia przewe¢zenia w probce, a o;; — napreZzeniem przed wystapieniem przewe-
Zenia, natomiast D;so 1 0;5 0znaczaja te same wielkosci dla obcigZenia statycznego; ZD
i D, oznaczaja sumaryczna energi¢ dysypacji przy obciaZeniu cyklicznym i energi¢ dysypacji
przy obciazeniu statycznym, oy — rzeczywiste napre¢Zenie przy zniszczeniu statycznym,
y 19’ sa stalymi materialowymi. Badania przeprowadzone dla trzech materialéw wykazatly,
ze dane eksperymentalne dobrze sa opisywane réwnaniem (24) i we wspolrzednych loga-
rytmicznych leza na jednej prostej niezaleZznie od rodzaju materiatlu. Natomiast pochylenie
linii opisywanej réownaniem (25) zalezy od rodzaju materiatu.
W pracy [9] zostalo przedstawione kryterium, ktore uwzglednia c¢zesé sumarycznej
energii niezaleznej od liczby cykli
ZD:Nle—DZ(—DDT) ] 26)
gdzie D — pole petli histerezy,
D, — pole petli histerezy przy napre¢zeniach réwnych granicy zmegczenia,
o — staly wspotczynnik dobierany w ten sposéb, aby energia okreslona wzorem
(26) byla stala. Dla stali jest on réwny okoto 0,9.
W pracy [7] przedstawiono nastepujaca zalezno$¢ miedzy energia dysypacii ZD a mak-
symalnym naprgZeniem rozciggajacym Gy

ZD — C(Glm'xx)m : (27)

gdzie ¢ i m sa stalymi materialowymi. Zalezno$¢ (27) zmodyfikowano réwniez dla przypadku
obcigzenia wielostopniowego.
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Przedstawione kryteria okreslajace zwiazki migdzy energia dysypacji i wlasnosciami
otrzymanymi z proby statycznej i zmgczeniowej wskazuja na istnienie pewnych zaleznosci
typu energetycznego migdzy statycznymi i cyklicznymi wiasnosciami materialu. Opieraja
si¢ one na réznych a czasem nawet sprzecznych zalozeniach, np. zaleznosci (14) i (21).
Uzyskiwane zwiazki dla okreslenia trwalosci zmeczeniowej zaleza gtownie od rodzaju
materialu i sposobu obcigzenia. W czasie réznych badan udalo sig jednak uzyska¢ wzory,
ktére w pewnym stopniu wykazuja niezaleznos¢ od wspomnianych czynnikéw. Nalezg
do nich przede wszystkim omoéwione poprzednio zaleznosci (24) i (26), a takZe przedsta-

: J : 2D g
wion kcie 2 zwiazek = — = -

y W pun q D. ( R,
kryterium uniwersalnego jest ciagle otwarty. Pewna nowa probe stanowi zaproponowane
przez autora pracy kryterium poréwnawcze, ktére zostanie przedstawione w nastepnym

punkcie.

). Jednak problem okreslenia odpowiedniego

3.2. Kryterium poréwnawcze. Z wczesniejszych badan wynika, ze réznice w przebiegu
petli histerezy otrzymanych doswiadczalnie i przez transformacije skali z krzywej cyklicznej
83 wigksze przy mniejszej zywotnosci i maleja z jej wzrostem. Jest to widoczne na przykiad
Z rys. 15, na ktérym przedstawiono przykladowe petle histerezy dla stali 20G2Y przesu-

Mpale | T T T 1 I i ! T T
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g / =
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/ /// / ///
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E [%]
Rys. 15

nigte do poczatku ukladu wspélrzednych przy dwdéch wielkosciach obcigZenia. Linig
ciagla oznaczono petle otrzymane doswiadczalnie, a linia przerywana petle uzyskane
z krzywej cyklicznej przez transformacje skali. Nasunelo to pomyst przyjecia kryterium,
W ktérym miarg energii zniszczenia bylaby suma réznic pomiedzy rzeczywista petla i petla
uzyskana z krzywej cyklicznej przez transformacje skali l

Nj l\lj

\
D Dew = D (Dy=Dy), (28)
N=1 N=1

gdzie Dy — pole pgtli histerezy otrzymanej eksperymentalnie dla N-tego cyklu, D — pole
petli histerezy otrzymanej z krzywej cyklicznej przez transformacje skali. Ma to pewne
Uzasadnienie w tym, iz sg to roznice migdzy energia dysypacji ciala rzeczywistego a jego
modelem z réwnoleglym uporzadkowaniemi podelementéw. Dla stali o podwyZszonej
wytrzymatosci, ze wzgledu na szybkie ustalanie si¢ petli histerezy, mozemy obliczyé dysy-
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pacje sumaryczng z wystarczajaca dokladnoscia ze wzoru
Ny
4
D) Dy = N, D, (29)
N=1
gdzie Dy jest polem petli. histerezy otrzymanym przy polowie Zzywotnosci prébki, acz-
kolwiek w rozpatrywanym przypadku pole to ustalalo si¢ po kilku cyklach; Dy jest zalezne
od materiatu i wielkosci obciaZenia, a nie zalezy od liczby cykli. Stad z zaleznosci (28)
uzyskujemy:
Ny N
> Dy = Y Dy=N;Dy = N;Dyy—N; Dy = Ny D, (30)
N=1 N=1
gdzie D, = D,,— Dy. Jednak w czasie badas stali 20G2Y stwierdzono, ze wielko§é D Dg
wzrasta ze zwigkszeniem liczby cykli do zniszczenia N; (rys. 16). Ze wzgledu na to, ze
‘\,.f

dysypacja sumaryczna ), Dy powigksza si¢ rowniez ze wzrostem liczby cykli, to istnieje
. N=1

. Ny Ny {
prawdopodobienistwo, e stosunek D) DRN/ D Dy bedzie staly niezaleznie od liczby
N=] N=1

cykli do zniszczenia N;. Taki w przyblizeniu wynik uzyskano w badaniach stali 20G2Y
(tablica 3 i rys. 17). Pewne réznice mieszcza sie¢ w granicach rozrzutu wlasciwych dla
badan zmeczeniowych. Zatem mozna zapisaé '

Ny Ny
— i .
2(DN—DT)/Z Dy=c. (31)
N=1 N=1
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Dia stali o krotkim okresie przejsciowym (na przykiad badane stale o podwyzZszonej
wytrzymalosci) zaleznos¢ (31) mozna rozpatrywaé¢ z dobrym plzybhzemem dla pojedyn-
czego cyklu ustalonego (na przyklad w polowie zywotnosci)

(Dy—Dy)/Dy = c. ‘(32)
» b Dy
U stad mozna okresli¢ stala ¢ = 1 — D
N
Stad
A'J’
(1—¢) ¥ Dy = N;Dy. (33)

Podstawiajac zaleznoé¢ (3) do (33) mozemy wyznaczyé liczbe cykli do zniszczenia

e otCl e C‘) ) s i
v= (5 =5 -
8dziex = 1—¢, £ = 1-biC, = «C,. W tym wzorze «, C, i & sa stalymi materiatowymi.
Dla stali 20G2Y wynoszg one 0,96, 474,7 MPa i 0,6121 oraz 0,96, 519,4 MPa i 0,514 dla
Stali 35G2Y. Pole petli histerezy dla danej wielkoéci obciaZenia uzyskujemy przez caltko-
Wanie funkcji okreSlajacej jej galezie. Zgodnie z rys. 18a

raf =
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Opis petli histerezy zostat przedstawiony w pracy [12]. Zostal tam wykorzystany naste-
Pujacy wzoér do opisu galezi petli histerezy:

()" ()" H
Gl 21— 3
B (230)’ 9

W ktérym stale Eo, n i B, zostaly okreslone z aproksymacji krzywej cyklicznego odksztal-
¢enia, Dla obliczenia Dy ze wzoru (35) przy wykorzystaniu do opisu petli zaleznosei (36)
Wygodnie jest dokona¢ zamiany zmiennych ¢ i & (rys. 18b). Wtedy D; mozemy obliczyé

16 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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z zaleznosci

49, A.?" i n
Dy = N5 Ag, B2 J sdo = Az, A0, -2 | [—‘-’—--'+ 2(—"—) ] do. (37)
Po przeprowadzeniu obliczen uzyskujemy:
Ao, 4 Ao, )"
> o S a -y "V <} F="Spe) . 3
Dy A [AE" E, n+1 ( 2B, ] (38)

Po okresleniu As, z réwnania (36) mozna okreslié Dy w zaleznosci tylko od naprgzen
s n

e A Ao,

Dz 51 TR ST
Dla stali 20G2Y i 35G2Y przeprowadzono odpowiednie obliczenia Dy ze wzoréw (38)
i(39)a nastgpnie Ny ze wzoru (34). Uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 19 i 20 (linie

(39)
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przerywane), na ktérych zostaly naniesione réwniez wykresy uzyskane z doswiadczenia
(linie ciagte). Uzyskano dos¢ dobra zgodno$¢ obydwu przebiegéw.

4. Whnioski koncowe

Szereg zaleznosci dotyczacych trwalosci w ujeciu energetycznym w ukladach logaryt-
micznych mozna aproksymowac liniami prostymi. Naleza do nich migdzy innymi naste-
pujace zaleznosci:

a) miedzy dysypacja na jeden cykl Dy, przy liczbie cykli réwnej polowie Zywotnosci a liczbg

cykli do zniszczenia N,

b) miedzy dysypacja sumaryczna D a liczba cykli do zniszczenia Ny,

c) miedzy amplituda naprezenia cyklu ustalonego o, a dysypacja sumaryczng ) D,

d) miedzy zakresami odksztalcenia catkowitego Ae, i plastycznego Ae,, a dysypacja
sumaryczng ZD.

Zostaly okreslone nie tylko wykresy tych zaleznosci, ale pokazano réwniez na przy-
kladzie zwiazku b), jak zapisaé je w postaci analitycznej, co jest szczegélnie przydatne do
obliczen numerycznych. Na tej drodze uzyskano réwniez postaé réwnania Mansona-
-Coffina i wzory na stale k i C.

Wyniki uzyskane z rozwazan energetycznych sa bardziej zblizone do przewidywanych
W poréwnaniu z wartoéciami uzyskanymi z analizy odksztalcen.

Z przeprowadzonych badan wynika, iz sumaryczna dysypacja energii, przyjmowana
przez niektérych autoréw jako charakterystyczna wielkosé okreslajaca zniszczenie, nie
Jest dobra miara zmeczenia niskocyklicznego, gdyz zalezy ona w sposéb istotny od liczby
cykli i asymetrii cyklu.

Zaproponowane kryterium poréwnawcze uwzgledniajace roznice dysypacji rzeczy-
wistej i dysypacji otrzymanej dla modelu G. Masinga dato dla stali 20 G2Y i 35 G2Y
wyniki wykazujace do$é dobra zgodno$¢ z wynikami dos§wiadczen. Wymaga ono jednak
dalszych badan, aby mozna byto wyciagnaé wnioski o jego przydatnosci dla innych ma-
terialéw. Wyprowadzone zaleznosci (37) i (38) do obliczania pol petli histerezy ulatwiaja
korzystanic ze wzoru (34) przy okreslaniu trwatosci niskocyklowej'.
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Peszwmne

MAJIOLIMKJIOBASI YCTAJIOCTE BLICOKOTIPOUHBIX CTAJIEM IOJNYUEHHAS H3
DHEPTETHYECKUX YCJIOBUA

B pabotre npejicTaBienbl JHAPaMMbl H AHATIHTHUECKHE 31BHCHMOCTI JIJIA ONpeJeIeNis MajIouUKIIO-
BOI YCTAJIOCTH IOJIYUEHHBIE U3 SHepreTHuecKkuX ycnoBwuit. ITpi aTos ObIN0 nmonyueHo ypasaeHHe Moan-
cona-Koddua n npaBuna pacuera koedhuienton x 1 C BBICTYIRIONHMX B 9TOM YpaBHEHHH. BLII npoaHa-
JINBHPOBAHB! CYIIECTBYIONIHE 9HEPreTHYECKHE KPpUTepHH paspyiuennsi. Ha ocHoBaHun aToro 6n11 npea-
JIOXKEH CPABHMUTCIBUbLIA KPUTEPHIl, YUHTHIBAIOILHH PasHULY MeMJIy CYyMMApDHOM AHCCHIIanueii 3HEPTHH,
VCTaHOBJICHION Ha OCHOBE 9CHEPHMCHTA I IIOJIYUCHHOH TIPH H3MEPEHHM ITOJIST TN FHCTCPE3ica onpe-
JICJICHION myTem TpaHcdopMalii INIMIUecKkoll KpUBOIl.

Summary

LOW CYCLE FATIGUE OF HIGH-STRENGTH STEELS IN TERMS OF ENERGY

In the paper diagrams and analytical dependences have been given for determination of low-cycle
fatigue from energy considerations. In this way Manson-Coffin equation and formulae for constant coe-
ficients k i C given therein were obtained.

Analysis has been performed by means of energy criteria of fatigue life. From these considerations
it has been proposed a new criterion based on the difference betwen cumulative dissipation of energy
obtained from experiments and from area measurements of hysteresis loops, the latter being obtained by
scale transformation method. .

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 stycznia 1983 roku
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i. Introducion

Internal cracks developed in materials due to straining have, as a rule, oriented cha-
racter and do not represent solely sets of scalar voids distributions. A fissurated material
becomes anisotropic in its response as well as anisotropy varies in the process of conti-
nuing damage. Evolution of continuously regularly distributed cracks in an originally
isotropic and homogeneous material changes the overall mechanical properties of the
material due to the increase in the oriented damage. A formulation of constitutive relations
for a damaged material requires specification of its mechanical characteristics concerning
both the stress-strain response and the damage evolution. KAcHANOV [1] proposed to
formulate the constitutive equation for damaged material as a tensor function including
an independent variable called the crack density tensor or damage tensor accounting for
the variation of the mechanical properties of the material due to the microcracks develope-
ment. According to the definition proposed by RaBoTNOV [2] in the case of random dis-
tribution of the microcracks the damage tensor is the second rank symmetric tensor.
When the distribution of the fissuration appears regular the damage tensor should account
both for the variation of the cracked material strength and for the developement of the
Material anisotropy. Thus the form of the damage tensor depends not only on the micro-
Cracks density but also on their arrangement. Some of the attempts to derive the damage
tensor and to formulate the constitutive equation were presented by MURAKAMI [3] and
BErTEN [4] but due to the lack of the experimental results concerning the anisotropy of
the damaged materials the theories available cannot be verified. Thus it seems worthwhile
to determine the elastic and plastic characteristics of the material with regular array of
the microcracks. Because of the complexity of the suitable analysis of the real damaged
Materials' the special kind of modelling is proposed.

Generally the damage tensor is the function of the stress history but for the given well
defined stages of the damage evolution this tensor depends on the actual mechanical
Properties of the damaged malerial only. The subject of this study is the experimental
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simulation of the oriented damage at such stages of the cracks evolution and the analysis
of the overall behavior of the model of the cracked material, thus the homogenization of
the material response within the continuum mechanics. The attention is purposely given
to the experimental side of the question. This results in an experimental homogenization
for the materials with internal oriented structure.

To simulate an oriented damage sets of cracks of given length, orientation, arrange-
ment and density were cut out in flat metal specimens. The load then was applied produ-
cing an overall uniaxial stress and the material response was recorded regarding the mag-
nitude and direction of the overall strains as well as changes in the fissuration density,
orientation and evolution. Such a method of experimental simulation of and oriented
damage can be applied both to the elastic and plastic response, although the behavior
on the level of a particular cell is evidently non-homogeneous and elastic as well as plastic
zones develop in non-homogeneous manner.

2. Experimental technique

The present paper deals in particular with the elastic characteristics of the damaged
material when damage pattern and fissuration length are prescribed. To determine the
elastic properties for such a material dairly simple uniaxially loaded models can be used.
The preliminary tests concerning only one crack length but different crack orientations,
presented in [5] enabled us to improve the experimental technique. The aim of the expe-
riments presented in this note is to establish a modification of the material constants of
the damaged material when the cracks length and arrangement are variable. The tests
were made on the specimens cut out of the sheets of an aluminium alloy PA2. The overall
length of the specimens was 400 mm, width 70 mm and thickness 0.7 mm. The cracks
arranged in square patterns were cut out in the central part of the specimen 210 mm long
by means of a precise punching device. The details of the cracks geometry is presented
in Fig. 1. The crack width is 1 mm and their length varies from 2 to 7 mm. The pitch of
.the square pattern of cracks equals to 10 mm thus the dimensionless crack length 2 = //P
was variable ranging from 0.2 to 0.7. Two different crack arrangements thus two types
" of an internal orientation of the material tested were considered, namely either the lon-

Fig. 1. Cracks arrangements.
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gitudinal axis of the cracks coincides with the pitch or it makes an angle m/4 with the
pitch. The specimens were cut out so as to make the overall principal stress direction and
the cracks orientation variable. The specimens were subjected to axial loading but for
various directions with respect to the symmetry axes of the crack pattern. The direction
of loading was defined by the angles « = 0, =/12, n/6, z/4, /3, 57/12 and =/2. In this
way the oriented character of the induced damage is accounted for.

The specimens were uniaxially loaded in the testing machine and the longitudinal and
lateral deformations were measured during the loading process. The strains within an
elastic range were measured by means of the electric strain gauges 50 mm long. Then all
the specimens were loaded to fracture and large plastic deformations were recorded
eémploying the mechanical strain gauges. This furnished some information concerning
the plasticity and fracture of the models of the damaged materials.

3. Results of the experiments

3.1. Elastic range. The overall mechanical response of the materials with the oriented
damage Shown in Fig. 1 corresponds to that observed for an orthotropic solid thus their
elastic characteristics is described by nine material constants. According to the nomencla-
ture employed in [6] these constants include three Young’s moduli E,, E,, E; and three
Poison ratios »,,, »5,, ¥,5 determined for loading in the directions of the Cartesian co-
ordinate system axes x;, X,, x; and three shear moduli G,,, G,;, Gs,. The axes x, and
X2 are shown in Fig. 1 and the axis x; is perpendicular to the surface of the specimen.
As the specimens were uniaxially loaded only some of those constants can be determined
employing the results of this experiments.

Restricting the analysis to the plane state of the stress four constants E,, E,, »,; and
Gy, must be determined. The three first constants and additionally Poison ratio v,, were

0

1
/4 72 «

Fig. 2. Diagrams of the function E(x).
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determined directly from the results obtained for the specimens subjected to axial load
at the directions defined by the angles « = 0 and /2. The shear modulus G,, was cal-
culated employing the effective Young’s modulus measured for the specimen loaded in
the direction inclined at the arbitrary angle o« with respect to cracks orientation. The
diagrams of the function E(«) for various crack length and orientation is shown in Fig. 2.
The modification of the elastic constants for iricreasing crack length presents Fig. 3. The
values of the Young’s modulus E; shown in Fig. 3 were calculated from the relation
E; = uE where 4 = 1—2/10 is the reduction of the net area in the direction x; for the
cracked material and E = 67700 MPa is the Young's modulus for the original material.

|
1,0 E,/E
EZ/E
Gy /G =
0.5
E,/E
—~
Va1
| 1 e
0 0,5 0 a=/P

A

| -
0 05 1,0 A= P

Fig. 3. Elastic constants versus the dimensionless crack length: a) cracks in the pitch direction, b) cracks
in diagona! direction.
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3.2. Plastic range. The plastic characteristics of the analysed models of the damaged
materials includes six constants: three uniaxial yield stresses X, X,,, X,; for loading
in the directions x,, x», X3 and three shear yield stresses Xy, Xa3, X3;. The first two
constants X,, and X,, can be easily determined employing the stress-strain curves for the
specimens tested. These curves for various loading orientations and various dimensionless
crack lengths are shown in Fig. 4 and 5. The results obtained show that the minimal
strength of the cracked material models does not correspond to the loading direction
defined by the angle o = /2. This is distincly shown in Fig. 6 where the diagrams of the
uniaxial yield stress versus the angle « are presented. The conventional uniaxial yield
Streses were determined as the stress corresponding to the permanent strain equal 0.1%/.
The modification of the uniaxial yield stresses X, X2, and X;; for increasing crack length
is shown in Fig. 7. The yield stress X35 was calculated similarly as E; from the relation
X33 = po,, where o, = 132 MPa is the uniaxial yield stress for the original material

without cracks.

A
pic's aluminium alloy
Gy
‘ B ]oc 0
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_____ /4
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Fig. 4. Stress-strain curves for material with cracks in the pitch direction.

Determining the complete plastic characteristics of the damaged material even for
the plane state of stress requires much more complicated experiments employing the
tubular specimens subjected to internal pressure and axial load. The specimens should
Possessa given pattern of fissures and if the overall anisotropic response has to be determi-
ned the specimens should be loaded in such a way that the principal stress directions are
inclined at various angles with respect to the symmetry axes of the material. Such expe-
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Fig. 5. Stress-strain curves for material with cracks in diagonal direction.
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Fig. 6. Uniaxial yield stress versus the angle «: a) cracks in the pitch direction, b) cracks in diagonal direc-
tion.
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Fig. 7, Plastic constants versus the dimensionless crack length: a) cracks in the pitch direction, b) cracks
in diagonal direction.

riments have not been performed for the specific case of the damaged material models
but for this purpose can be used the experimental technique established when the plastic
anisotropy of the perforated materials was analysed [7, 8]. When carrying the experiments.
as was described in [7] the material constants as well as the effective yield surfaces can
be determined for various loading orientations with respect to the symmetry axes of the

Material.

3.3. Fracture of the specimens. All the models of the cracked materials were loaded to
fracture what enabled to obtain some information concerning its behavior when large
Plastic strain occur in the plastic zones developed between the cracks. It is seen from
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Fig. 4 and 5 presenting the stress-strain curves for the materials tested that the overall ho-
mogenized plastic strains at fracture are relatively small in comparison with those measured
for the original material. The permanent strain at fracture for the aluminium alloy PA2
measured in this tests was approximately 10%; thus Fig. 4 and 5 show only a part of the
respective curve for the original material.

The relative brittleness observed on the macroscale for the cracked material is the
- result of very narrow plastic zones or rather slip lines appearing in the cells of the material
structure. The localization and the shape of the plastic zones are shown in Fig. 8 and 9

where the photographs of the selected specimens after fracture are presented. Considering
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Fig. 8. Specimens after fracture (4 = 0.5 cracks in the pitch direction).
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Fig. 9. Specimens after fracture (4 = 0.5, cracks in diagonal direction).
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the problem on the macroscale only it is seen from Fig. 8 that the rupture of the specimens
with the cracks arranged in the pitch direction is regular and occures for all the loading
orientations in one of the symmetry axes of the material structure. These regularities are
not observed in Fig. 9 where the models with cracks arranged in the diagonal direction
are shown. The detailed analysis of the fracture mechanism for the models of the cracked
materials on macro and microscales as well as the formulation of the suitable criterion of
the fracture requires further experiments.

4. Conclusions

The experiments enable determining the material constants for the models of the
damaged materials. It is seen in Fig. 3 and Fig. 7 that the elastic and plastic constants
determined for loading in the direction of the axes x, and x; are nearly identical. Thus
the materials tested can be considered as the transversaly isotropic solids with the isotropic
properties in the plane defined by axes x, and x;.

The mechanical properties in the elastic range are almost the same for both crack
arrangements what means that the overall elastic response for given crack pattern depends
mainly on the reduction of the net area of the material but not on the cracks arrangement,
As it is seen in Fig. 6 and 7 this conclusion does not concern the plastic range where the
yvield stresses determined for both cracks arrangements are different especially for increa-
sing crack length.
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Streszczenie

DOSWIADCZALNA SYMULACJA ANIZOTROPOWEGO USZKODZENIA MATERIALU

W pracy przedstawiony zostat sposéb modelowania materialéw z regularnie rozmieszczonymi zary-
sowaniami oraz omdwiona jest technika badah majaca na celu wyznaczenie stalych materialowych w za-~
kresie sprezystym i plastycznym. W wyniku badan otrzymano zaleznosci stalych od diugosci szczelin dla
ich dwéch konfiguracji. Przedstawione zostaly rowniez pewne wyniki dotyczace zniszczenia modeli ma-
teriatéw z uszkodzeniami.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 lutego 1983 roku
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1. Wstep

Wykorzystanie zjawiska rozpraszania $wiatla w elastooptyce zaproponowano po raz
pierwszy w roku 1938, w pracy [1] a nastepnie w [2, 3], DRUCKER i MINDLIN [4] przedsta-
wili analize mozliwosci zastosowania zjawiska rozpraszania $wiatla do badania trojwy-
miarowych stanéw napreZenia, rozwaZajac zagadnienie obrotu kierunkéw wtérnych
naprezen gléwnych (napreZen optycznie czynnych) wzdluz drogi swiatta, przebiegajacego
przez model. Analizie tego zjawiska poswiecone byly dalsze prace [5, 6], co mialo istotne
znaczenie dla rozwoju tej metody.

W przypadku plaskim, gdy nie wystepuje rotacja wtérnych naprezen gtéwnych, uzy-
skuje sie prostsze zaleznosci. W pracach [7, 8, 9] a nastepnie [10, 11, 12, 13] podano teorig
izodyn oraz ich wlasnosci, ktére pozwalaja na pelne rozwigzanie zagadnienia plaskiego
korzystajac jedynie dodatkowo z warunkéw réwnowagi wewnetrznej. Istnieje juz szereg
prac, w ktorych wykorzystano zjawisko $wiatla rozproszonego do analizy ptaskich za-
gadnien konstrukcyjnych [14, 15, 16, 17]. W przypadku tréjwymiarowym wykorzystuje
si¢ konwencjonalng metodg¢ zamrazania [18], metodg naprezen stycznych [19] lub tzw.
metode podwojnej obserwacji [20, 21]. Dalszy rozwdj tej metody wymaga giebszej analizy
teorii rozpraszania §wiatla, zjawiska dwojlomnosci w oparciu o réwnania Maxwella,
jak réwniez udoskonalenia techniki pomiarowej z zastosowaniem automatyzacji procesu
pomiaru i metod numerycznych opracowania wynikéw pomiaru [22]. Jak wykazano
W niniejszej pracy, zjawisko rozpraszania w modelach elastooptycznych pozwala na uzy-
skanie prawie pelnej informacji o stanie odksztalcenia, przyjmujac opisany réwnaniami
Maxwella elektromagnetyczny model fali $wietlnej, rozproszenie wg modelu Rayleigha
oraz prostoliniowe propagowanie si¢ promienia $wietlnego w osrodku quasiizotropowym
[23].

Jak wiadomo zjawisko rozpraszania (scattering) jest szczegélnym rodzajem dyfrakcji
i wystepuje wedlug prawa Rayleigha w przypadku, gdy stosunek wymiaréw czasteczki
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do dlugosci fali a/2 < 0,05. Fala promieniowania elektromagnetycznego wypromienio-
wana przez wzbudzong do drgan czasteczke jest falg rozchodzaca si¢ we wszystkich kie-
runkach, spolaryzowang o rozkladzie intensywnosci bgdacej funkcja kierunku promie-
niowania. Efekt $wiatla rozproszonego i dwdjtomnosci wymuszonej opieraja si¢ na tym
samym zjawisku zdolnosci do polaryzacji przez materi¢. Asymetria chmury elektronow
otaczajacych czasteczke jest $cisle zwiazana ze zdolnoscia czasteczki do polaryzacji. Ist-
nieja dwa rodzaje asymetrii -— naturalna oraz spowodowana polem odksztalcen. Swiatto
rozproszone jest efektem obu tych rodzajéw asymetrii.

W badaniach elastooptycznych. pierwszy z nich jest to biad pomiarowy, a drugi to
wilasciwa wielko$é mierzona.

2. Przechodzenie Swiatla przez ofrodek quasiizotropowy

Osrodek quasiizotropowy definiujemy jako osrodek, dla ktorego tensor stalej dielek-
trycznej niewiele si¢ rézni od tensora jednostkowego pomnozZonego przez pewng liczbe.
Jezeli za normg tensora przyjmiemy:

def tr(zT x)
[R]} S =52, . )
tri
to warunek powyzszy mozna wyrazi¢ przez

[1% —20|] <€ #5. : 2)

Przypadek ten wystgpuje w osrodkach izotropowych poddanych obcigZzeniom ponizej
granicy sprezystosci. Tensor stalej dielektrycznej mozna wtedy wyrazi¢ przez [23]

%= s+ #, EFu,treE. (3)

Z powyiszego wzoru widaé, ze pomiar wielkosci dielektrycznych takiego osrodka pozwala
na wyznaczenie wielkoS$ci mechanicznych scharakteryzowanych przez tensor odksztalcenia.
W praktyce analiza tensora dielektrycznego jest dokonywana przez pomiar parametrow
opisujacych plaska falg elektromagnetyczna, przechodzaca przez dany osrodek. Fala
plaska wchodzaca do modelu scharakteryzowana jest przez: kierunek propagacii, czgstosé
i kierunek pola elektrycznego (prostopadly do kierunku propagacji). W omawianym
przyblizeniu wystepuje modulowarie fazy, bez zmiany czgstotliwosci. Jak wynika z roz-
wigzan rownan Maxwella dla fali elektromagnetycznej pola elektryczne moZna przedsta-
wi¢ w postaci rownania fali

E(r, 1) = E, - sin(wt—k - 1), (4)

gdzie: r — kierunek propagacji;
w — czestosé fali;
Y-
k — wektor falowy;

Wektor mdukql magnetycznej jest prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej przez

wektor k i E. W przypadku osrodka izotropowego kierunek propagacji (s) i kierunek
wektora falowego sa zgodne.
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W osrodku amzotropowym JUZ tak nie jest. Wektor D Jest dalej prostopadty do wek-

tora k a wektor E do wektora s ale kierunek propagacji i kierunek wektora falowego
$a rozne. W przypadku osrodka quasiizotropowego, jaki bedzie rozpatrywany, w pierw-
Szym przyblizeniu mozna przyja¢ jednak, Zze dalej zachodzi wspélliniowo$é wektorow
kis. Konsekwencja tego jest przyjecie wspotliniowosci obydwu promieni, na ktére roz-
szczepia si¢ promient wehodzacy. Interferuja one wobec tego z soba, podczas przechodzenia
przez model oraz nie zachodzi zjawisko odchylenia promienia od prostoliniowosci.

W drugim przyblizeniu nalezy efekt rozszczepiania promieni oraz efekt nieprosto-
liniowosci uwzglednié, co wykorzystuje elastooptyka gradientowa [24]. W omawianym
przyblizeniu wektor E wskutek interferencji wiruje wokdt promienia a koniec jego zakresla
elipse. W granicznym przypadku elipsa redukuje si¢ do odcinka a wektor E pulsuje wokét
Jego srodka (polaryzacja liniowa). Dowolny stan polaryzacji mozna opisa¢ przez podanie
nastepujacych wielkosci:

4 — wielko$¢ elipsy, spelnia ona zalezno$é:
E? = A? (5)

¥ — modul z tangensa y, jest to stosunek potosi malej do duzej. Znak y jest zalezny od
tego, czy wektor obraca si¢ lewo (—) czy prawoskretnie (+),y zawiera sig w gra-

. JT ¥
nicach [— v T]

¢ — kat obrotu elipsy do polozenia takicgo, ze duza pétos pokrywa si¢ z kierunkiem os

»X’, a mala z kierunkiem osi ,,»”;
% — kat pomigdzy koricem wektora E a osia x;

Przyjmujac wielko$¢ bezwymiarowa 7 = w! oraz wektor czasowy é(cos 7,5in 1)
mozna zapisa¢ wektor natezenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej propagujace;j
si¢ w kierunku ,,z”” w postaci:

= /2 AT?D7T—y6, (6)
By . fcosp —sing
gdzie: 7% — tensor obrotu| . -
sing cosg

g . (coszp 0 )
DY — macierz :
0 siny
Zapisane wzorem (6) wyraZenie na nateZenie pola elektrycznego pozwala na szcze-
gétowe przeanalizowanie zmian tego pola w trakcie przechodzenia promienia przez model.
Nalezy w tym celu znalezé zalezno$é pomiedzy wektorem falowym a tensorem dielektrycz-
nym. W ogdélnym przypadku zaleznos$¢ ta jest nastgpujaca:
det(n?8,,—nn,— »y) = 0, (D
2dzie n jest wektorem bezwymiarowym.

—

e ®)

Sio

Y ; 1 a1
W wyrazeniach tych wystgpuje bezwymiarowy tensor dielektryczny, jako stosunek
wladciwego tensora dielektrycznego do stalej dielektrycznej w prozni. Jezeli of ,,z” zostanie
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wybrana wzdluz wektora falowego, to w przypadku quasiizotropowym uzyskuje sie
proste wyrazenie

det(nzcsaﬂ—xaﬁ) = 0. (9)

Wystgpuje w nim dwuwymiarowy tensor dielektryczny x,5, bedacy projekcja tensora na
plaszczyzng prostopadla do wektora falowego. Przez obrét tej ptaszczyzny wokot wektora
falowego mozna doprowadzié macierz wystgpujaca w (9) do postaci diagdnalnej.Uzyskane
wtedy dwa rozwiazania na ,,n” sa to wspdlczynniki zatamania dla fal propagujacych si¢

w dwu wzajemnie prostopadiych kierunkach, odpowiednie wektory E, sg to wektory
wlasne macierzy w rownaniach (9). Na ogdl wartosci wlasne ,,n”” sa rdzne, uzyskuje si¢
dwie fale propagujace si¢ w tym samym kierunku ale o zmiennej fazie wzajemnej. Kat
o jaki nalezy obrécié uklad wspélrzednych plaskich zmienia si¢ od punktu do punktu.
Roéznica faz miedzy obydwoma promieniami jest proporcjonalna do réznicy odksztalcen
gléwnych we wtéornym ukladzie wspdlrzednych plaskich. Wspotezynnik proporcjonal-
no$ci nazywa si¢ stalg elastooptyczng b. W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢ labo-
ratoryjny uktad wspéirzednych, ktérego of ,,z”" jest skierowana wzdluz promienia $wietlne-
go, orientacja pozostalych osi natomiast jest dowolna ale niezmienna. Z powyzZszych
rozwazan wynika, Ze z pomiaru elastooptycznego mozliwe jest uzyskanie informacji
o roznicy wtérnych odksztalcen gtéwnych oraz o kacie pod jakim wystegpuje uktad glowny
wzgledem ukladu laboratoryjnego. Odpowiada to w klasycznym eksperymencie elasto-
optycznym izochromom i izoklinom. Tam jednakZze mozna uzyskiwaé rozwigzania wy-
lacznie dla modeli plaskich, gdyz w technikach tych otrzymuje si¢ pomiar wycatkowany
po grubosci modelu. Problemem do rozwiazania jest analiza elementu tréjwymiarowego
o dowolnym ksztalcie, interesujace sa zwlaszcza przypadki trudno analizowalne przez
metody numeryczne. Stosowana obecnie technika zamrazania, posiada szereg niedogod-
nosci i opiera sig na uproszczeniach. Celowe jest wobec tego poszukiwanie technik optycz-
nych, ktére nie wprowadzajac zaburzen do obiektu, pozwalalyby na uzyskiwanie informacji
o istniejacym w nim polu odksztalcenia. Nowe mozliwosci otwieraja si¢ dzigki wykorzy-
staniu zjawiska $wiatla rozproszonego. W metodzie tej pomiarowi podlega jedynie natg-
Zenie $wiatla rozproszonego w danym punkcie obiektu (pobudzonego do drgai przez
promiefi $wietlny), w kierunkach do tego promienia prostopadlych. NateZenie to jest
proporcjonalne do wielkosci emisji §wiatla w tym punkcie. Anizotropia o§rodka wplywa
jedynie na zmiany polaryzacji i fazy swiatla. Aby uzyskaé zaleznoéci ilosciowe nalezy
przeanalizowaé nateZenie pola elektrycznego wzdtuz biegu promienia padajacego, wyko-
rzystuje si¢ tutaj wnioski z rownania (9). Dla dwdéch infinitezymalnie bliskich punktow
zachodzi zalezno$é

E’(z +dz, 1) = i"";l(—l_c.dz) i"'sf?(z, 1), (10)
gdzie: /f(Z) — operator przesuniecia fazy sinusoidy o warto$¢ £, dla osi ,,x” i o {, dla
osi ,,)";
¢ — para wielkosci (&, {,);

T — transformacja obrotu wokét osi ,,z”” o kat &;
Sens powyzszego wzoru jest nastepujacy. Z laboratoryjnego ukladu wspdtrzednych
przechodzi si¢ przez obrét o kat — & do uktadu wtérnych odksztalcen gtéwnych, tam
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dokonuje si¢ przesunigcia poszczegdlnych faz o — l?dz, po czym obroét o kat & przywraca
orientacje laboratoryjna. Po napisaniu E w postaci (6) i wykonaniu dzialan uzyskuje si¢
wyraZenie na E(z+dz;t) w postaci:

E(z+dz, 7) = V2 A(P+dzSPTHE, (11)
gdzie: P — macierz T°D?T-¥ (12)
b — stala elastooptyczna
S — macierz —% [0 4 £2) 4 (6D — g)T 2P (13)
Vv vy by 0) 14
— macierz 0 —1 ( )
Z drugiej za$ strony w punkcie z+dz obowigzuje réwnanie
E(z+dz, 7) = Y2 (A+dA)P(z+d2)6". (15)

Przyréwnanie prawych stron réwnan (11) i (15) i wyrugowanie wektora czasowego OF
daje réwnanie rézniczkowe na parametry A, v, ¢,y charakteryzujace stan polaryzacji
W danym punkcie na osi ,,z”.

T

PT?). ! (16)

v

(A+dA)P(z+dz) = A(P+dz

Zamiast réwnaniem (16), wygodniej jest postugiwaé si¢ réwnaniem zsymetryzowanym
Z pominigciem wyrazéw drugiego rzedu

(A2 +2A4 - dA)(PPT) gy ary = A2[PPT +dz(SPTZPT +PT 2PTST)). 17
W wyniku bezposredniego rachunku uzyskuje si¢
(A2+24 - dA) (PP e yany = AX[PPT —b(e — e®)sin2yT”" " 2Vdz]. (18)

Réwnanie to zawiera trzy wielkoéci niewiadome: A, y, @. Zostala wyeliminowana nie-
mierzona faza y. Przyréwnanie §ladéw macierzy po obydwu stronach réwnania (18)
daje d4 = 0, co jest konsekwencja przyjecia braku strat podczas przechodzenia promienia
Przez model. Z pozostatych elementéw macierzy wygodnie jest utworzyé jedno wyrazenie
algebraiczne na wielkosci zespolone.

Definiuje sie funkcje macierzowo liczbowg o postaci

v def
comH = (Hy,— H,,)+i(H, s+ H,,). : (19)
Przy jej pomocy mozna zapisaé wyrazenie

-}z- [com(PPT)] = —b(e™ — e)sin2y - com(F2%-3V). (20)

Prowadzace do nast¢pujacego réwnania rézniczko-wego

_51—11{2; jz (—icos2ye?®) = b(eM) — g(M) 2% 2D

172
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W réwnaniu tym udalo si¢ dokona¢ podzialu wystepujacych wielkoéci na optyczne (po
lewej stronie) i mechaniczne (po prawej). Mozna teraz zdefiniowaé jedng wielko$¢ odpo-
wiedzialna za zjawiska mechaniczne tzn.

. defl N T
& = (&M —eD)e2, (22)
- (Wielkos¢ tg proponujemy nazwac zespolonym odksztalceniem kierunkowym — dotyczy
wybranego kierunku osi ,,z”’) oraz dwie wielkosci odpowiedzialne za zjawiska elasto-
optyczne tzn.

Q = —icos2ye* 1 s =sgny. (23)
Wielkosé ,,s” jest skrgtnoscia obiegu wektora E dokola elipsy polaryzacji. Réwnanie
moze by¢ teraz zapisane w postaci

be = Q_ — . (24)

sy 1-0*Q
Nadaje si¢ ono do bezposredniego obliczania zespolonego parametru odksztalcenia.
Wielko$é Q pochodzi z eksperymentu a Q wyznacza si¢ przez numeryczne rézniczkowanie.

3. Wykorzystanie zjawiska rozpraszania Rayleigha do pomiaru wielkoéci elastooptycznych

Przekrdj czynny na rozpraszanie Rayleigha mozZna wyrazi¢ jako
do = %‘;ﬁ’_ (vers E x N)d,, (25)

gdzie N jest wektorem kierunkowym od punktu rozpraszajacego do punktu obserwaciji.
Najdokladniejsze pomiary uzyskuje si¢ wtedy gdy wektor N jest prostopadly do biegu
promieni, czyli w przyjetym ukltadzie wspoirzednych ma postaé ﬁ(cosoc,sinoc.O). Ze
wzgledu na duza czgstos¢ stosowanego promieniowania (np. laser He-Ne) pomiarowi pod-
lega jedynie srednia warto$¢ nat¢Zenia swiatla czyli wielko$é

I~ (NXE) (26)

Podstawiajac w miejsce E wyrazenie (6) i dokonujac usrednienia po czasie uzyskuje si¢
wyrazenie wiazace nateZenie $wiatla rozpraszanego i wielkosci e‘lastooptyczne.

I(2) = Iy A*[l—cos2y - cos(Qp—2a)]. (@)

We wzorze powyzszym I, jest to stala proporcjonalnosci zalezna od jasnoéci zrédla, cze-

stosci i zdolnosci do rozpraszania i pochlaniania $wiatla w modelu, Dokonujac pomiarow
natezenia § viatla pod trzema katami uzyskuje sie trojke liczb

G, . 28
1(0), 1(4), 1(2) 7(~)
Z tej tréjki mozna utworzyé jedna wielkosé

. Jov(5)-2 (])['@ 3]

(29)
1(0)+1(

l\)p}
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Jest to wielko$¢ pomiarowa, wigZze ona obserwacje z parametrem elastooptycznym gdyz
J=0. (30)

Dokonujac pomiaréw natgzenia $wiatla dochodzacego do rejestratora (element foto-
elektryczny) poprzez ukiad zobrazowania tak, aby rejestrowaé promieniowanie docho-
dzace z wybranego kierunku, mozna otrzymaé funkeje parametru elastooptycznego z argu-
mentem bedacym punktem biezagcym drogi promienia.

Przez wprowadzenie wielkosci tej do wyrazenia (24) mozna oblicza¢ w kazdym punkcie
zespolone odksztalcenie kierunkowe. Do wyznaczenia pozostaje jedynie skretnosé s.
Problem polega na tym, ze po przejéciu wartosci y przez zero nie wiadomo, czy warto$é
ta oddala si¢ od zera w kierunku dodatnim czy ujemnym. Zaden pomiar w ukladzie tym
nie daje informacji o znaku s. Mozna go jednak uzyskaé przez wykonanie pomiaréw
analogicznych dla dwu réznych stanéw polaryzacji wejsciowej, tzn. przy dwu réznych
Wartosciach y. Wtedy te dwie wartosci ¢, 1 ¢, nie osiagaja zera rownoczesnie, mozna wobec
tego okreslié przez pomiary réownolegte skretno$é w danym punkcie promienia §wietlnego.

4. Pomiary stanu odksztalcenia w przypadku tréjwymiarowym

Przedstawiona w poprzednim rozdziale metoda pomiaru zespolonego odksztalcenia
kierunkowego pozwala na uzyskiwanie dwoch informacji o tensorze odksztalcenia (réz-
nica odksztatcen gtownych i kat wtornego ukladu gléwnego) w danym ukiadzie wspol-
z¢dnych laboratoryjnych. Pomiary takie, przez obrét ciata lub obrét uktadu optycznego
mozna dokonywaé w rézaych kierunkach.

Powstaje pytanie, czy dokonujac tych obserwacji dla trzech kierunkéw mozna uzyskaé
petng informacje o tensorze odksztalcenia. Odpowiedz jest negatywna, gdyz w przypadku
Odksztalcenia hydrostatycznego (tensor odksztalcenia jest liczbowy tzn. jednostkowy
Pomnozony przez liczbe) wszystkie pomiary mianowane sa zerowe. Wynika stad, Ze
Metoda daje odpowiedZ na zadanie znalezienia tensora odksztalcenia w stanie tréjwymia-
Towym, z dokladnos$cia jednakze do ci$nienia hydrostatycznego. Potrzebny do tego uktad
rdwnah mozna uzyska¢ nastgpujaco: dokonuje si¢ pomiaréw elastooptycznych wedlug po-
danego'wyiej schematu w trzech kierunkach biegu promienia $wietlnego, wzajemnie
niewsp(’){p{aszczyznowych. Dla danego kierunku oblicza si¢ nastgpnie kat obrotu dokota
tego kierunku tak aby uzyskaé wtérny uklad gtéwny. Wiynik operacji mozna zapisaé
nastepujaco:

g 0 65’!1 ;
T-%T=|0 & g,]. €)))
83; €23 £33
Po prawej stronie réwnosci dana jest roznica e’ —g?’| poniewaz mierzona jest wielko$é

Q i obowiazuje (24). Otrzymuje si¢ stad dwa réwnania na niewiadome #. S3 to
. (%—léf)m:(), 4
(i"léf)“—(i"léf')zz — O Ey, (32)

Tensor obrotéw 7 jest ztoZzoniem operacji obrotu uktadu laboratoryjnego do takiego
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ukladu, w ktérym nowa o$ ,,z”° jest kierunkiem biegu promienia T, i operacji obrotu do
wtornego ukladu gléwnego T°.

T'= T*T,. (33)
Za macierze T, 4 wyéodnie jest przyja¢ macierze obrotéw dokota osi ,,x” i ,,y".
I 0 0 cosny 0 sing
5‘“ =1, f‘cz = |0 cosé& -—sinf], ]V‘C3 = 0 1 0 | (34)
0 sin& cosé —sinny 0 cosy

Uzyskuje si¢ w ten spos6b sze$¢ réwnan o szesciu niewiadomych. Uklad ten jest jednak
nieokreslony, co zostalo wyZej pokazane. Do tego ukiadu dolgczamy wobec tego siddme
réwnanie o postaci

tré = 0. (35)

Zaklada si¢ tutaj, Ze odksztalcenie hydrostatyczne jest zero. Nie zmienia to réwnan
pozostatych, o czym mozna si¢ przekonaé dodajac do tensora & dowolny tensor liczbowy.
Zmianie ulega tylko réwnanie (35), ktére wobec tego kasuje nieoznaczono$¢. Otrzymany
teraz uklad réwnan jest ukladem nadokre§lonym. SkreSlenie ktéregokolwiek réwnania
poprzedniego jest niecelowe, gdyz traci si¢ jedna informacje. Nalezy wobec tego rozwia-
zywaé otrzymany uklad jako nadokreSlony, przez minimalizacje normy kwadratowej;

IGe—egll, (36)

gdzie: ¢ — uklad liczb (&1, €22, €33, €125 €235 €31)
G — macierz wspélczynnikdw z trzech ukladéw réwnan typu (32) dla T, ) 2 ’fcz, fﬂ,
g — uklad wyrazéw wolnych z prawych stron (32);

co daje rownanie:

GTGe = GTg. (37)

5. Przypadek plaski

Wspdlng cechq obydwu przypadkéw plaskich (PSO i PSN) jest zerowanie si¢ dwu
skladowych mieszanych tensora odksztalcenia. Jezeli przepuszcza si¢ promien $wietiny
przez model prostopadle do kierunku wyznaczajacego stan plaski, to wtorny uklad gléwny
jest staly w calym modelu i zgodny z osiami ukiadu laboratoryjnego.

Przyjmujac, Ze 0§ ,,)”” wyznacza uklad plaski uzyskuje si¢ nastgpujace wyrazenie na tensor
odksztalcenia

811 0 831 ’
e=|0 k(e +es3) 0], (38)
&34 0 £33
-y

gdzie wspolczynnik & jest réwny 0 dla PSO a dla PSN. Wtérny tensor odksztalcenia

1—»
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ma wtedy postaé

g 0
& = ( 0 6(3))' : (39)

Kat 9 wynosi wobec tego zero. Zespolone odksztalcenie kierunkowe (wzdluz osi ,,z”
jest wtedy rzeczywiste a co za tym idzie i pochodna parametru elastooptycznego. Po
rozpisaniu réwnan otrzymuje si¢ dwa réwnania

2¢ = b(eM—&e@)tg2y - cosg,

e WA LY (40)

Uklad ten moze by¢ jednokrotnie przecatkowany analitycznie (w ogélnym przypadku)
po wyrugowaniu &’ —g®, Faktycznie, podzielenie obydwu powyzszych réwnan przez
siebie prowadzi do réwnania:

2ptg2p = —2ptg2y. (41)
Calky tego réwnania jest zaleznosé:

cos2y|cos2¢p| = const. (42)
Wykorzystano tutaj fakt, ze y e[-%, %] Jezeli iloczyn ten dla promienia wnikaja-

cego do modelu bedzie rozny od zera, to cos2¢ bedzie mial staly znak, np. plus i wtedy
cos2y « COS2p = COS2yq ' COS2¢,, - ,(43)

(Yo, po — sa to wartosci y, @ dla promienia wchodzacego). Podstawiajac powyzsza za-
lezno$¢ do réwnan (40) otrzymuje si¢ rownanie na y:

' sin2y y sin2y,
arcsm(~, = ———— | —arcsin et
1 1—cos?2y, * cos 2<po, Y 1—cos*2y,-cos?2p, (432)
= —b fdz(s“)—s(z))sgn(p.
0

Ze wzgledu na praktyczne zastosowania interesujacy jest przypadek ¢, = %, wtedy

réownania (40) upraszczaja si¢ do '

=0

7= '__g_ (e — &), (44

Przypadek ten sbyt juz wczeéniej realizowany zaréwno teoretycznie jak i praktycznie
[7, 8, 9] w technice izodyn.

Jezeli uklad pomiarowy jest wycechowany (wyznaczony iloczyn I,A42%) wystarczy mie-
rzy¢ intensywnosci pod jednym katem. Ze wzoru (27) widaé, ze najkorzystniej robi¢ to

dla « = i%- Na ewentualnie wykonanej fotografii z obrazu intensywno$ci ukazuja

sig czarne prazki bedace miejscem geometrycznym punktéw, dla ktérychintensywnosé
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jest zero. Wykonywanie jednakze pomiaréw fotometrycznych jest korzystniejsze, gdyz
pozwala zapisa¢ na cyfrowym nosniku informacji (ta$ma magnetyczna lub tasiemka
papierowa) liniowo dane o rozkladzie intensywnosci.

Odpowiednio przygotowany program umozliwia uzyskanie’ rozldadu réznicy odksztat-
cen glownych w -danym przypadku. Dla plasklego stanu odksztalcenia bedzie to ¢,; a
plaskiego‘stanu napre¢zenia oy, .

Drugi z tych przypadkéw byt analizowany w np. pracach [7, 8], [9]. W. KARMOWSK1]

i S. Mazurkiewicz [7] wykorzystali informacjg o wartosci o,, do rozwiazania réwnan
réwnowagi — réwnania te staja si¢ okreslone a co wigcej pozwalaja na uzyskanie infor-
macji o skladowych pola naprezenia przez bezposrednie calkowanie, rozpoczynajac
proces obliczania od miejsca wnikania promieni do modelu. Podane tam wzory pozwalaja
na praktyczne rozwiazanie zadania znalezienia pola odksztalcen w przypadku plaskiego
pola naprgzenia, ’
Inna metode przyjeto w pracach [25]. :
Wprowadzono tam pojecie izodyn sprezystych, jako miejsc geometrycznych punktéw,
dla ktérych dana skladowa sily dzialajacej migdzy dwoma izoklinami jest stata. Definicja
taka nie jest jednak jednoznaczna. Bardziej celowym wydaje si¢ zdefiniowanie sity dzia-
lajacej na przekroj rownolegly do danej osi ukiadu wspoétrzgdnych od brzegu ciata do danej
linii w nastgpujacy sposob:

N

3

96,y = [ dyoutx, ), (45)

LIEY)
gdzie: b(x) — réwnanie brzegu
i—x,y
Wielko$¢ fizyczna }"" proponujemy nazwaé dyna.
Izodyna natomiast bedzie linia o stalej wartosci skladowej f{. Oczywiscie ze wzgledu na
izotropowosé przestrzeni kierunek ,,x” i zwiazany z nim ,,y” moze byé wybrany dowolnie.
Pomiarowi elastooptycznemu podlega skladowa normalna, czyli f$”. Wysoka elegancj¢
wzoréw metody izodyn uzyskuje si¢ przez wyrazenie skladowych naprgzenia jako pochod-
nych funkcji Airy’ego [25]. -
Wystepuje tutaj réwniez nieoznaczono$¢ w funkcji Airy’ego. Mozna jej uniknac przez
zdefiniowanie tej funkcji dla danego stanu jako funkcji, ktéra spetnia réwnanie biharmo-
niczne, warunki brzegowe na naprezenia oraz warunki poczatkowe w dowolnym punkcie
brzegu (xo, o) Przyjgtym za zerowy.
A

; oD oD
oo 2)-(2) -0

Jest to mozliwe poniewaz do funkcji Airy’ego mozna dodaé dowolng funkcje liniows.
Wtedy

fmuy)-n——fm%, 7)

gdzie_(} jest obcigzeniem brzegu a calkowanie przebiega prawoskretnie od punktu zerowego
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(x0, ¥o) do punktu na brzegu ciala, dla ktérego sktadowa x-sowa jest rowna tej skladowej
dla badanego punktu.

L

\ ] o : : . 0D
Analogiczny wzér mozna napisaé dla skladowej /&, ktéry daje H

Wzory te pozwalajg na uzyskiwanie funkcji Airy’ego @ bez rozwigzywania rownania
biharmonicznego. Trzeba jednak dysponowaé ciaglym polem dyn f$°, ¥, co uzyskuje
sig np. metoda aproksymacji zastosowang w [22].

6. Podsumowanie

Przedstawiona metoda analizy przestrzennego przypadku teorii sprezystosci daje
mozliwo$¢ uzyskania informacji o polu odksztalcenia w dowolnym punkcie modelu,
lednak bez skladowej hydrostatycznej. W problemach mechaniki cial stalych takich jak
ocena wytezenia, taka analiza jest wystarczajaca. Przez zaproponowanie pomiaréw row-
nolegtych, dla dwu réznych polaryzacji wejsciowych promienia $wietlnego uzyskano
mozliwo$é oceny znaku wiclko$ci mechanicznych bez odwotywania si¢ do dodatkowych
eksperymentéw, ktére przede wszystkim sa trudne do interpretacji i nie daja si¢ automa-
tyzowaé, co przy ogromi¢ pracy pomiarowej praktycznie wyklucza ich zastosowanie.
Dla prawidlowego opisu zjawisk $wietlnych w obszarze pomiarowym wprowadzono
dwie nowe wielkosci fizyczne tj. zespolone odksztalcenie kierunkowe opisujace sktadowe
tensora odksztalcenia analizowane w danym kierunku oraz parametr elastooptyczny
charakteryzujacy stan polaryzacji swiatta w danym punkcie modelu na drodze promienia
Swietlnego. Podano efektywne wzory pozwalajace na obliczanie skladowych tensora
odksztatcenia w dowolnym punkcie modelu bez odksztalcenia rownomiernego. W drugie;j
¢zgdei pracy przedstawiono przypadek plaski w nawiazaniu do stosowanej w tym zakresie
techniki izodyn. Zostaly podane zaleznodci uscislajace proponowane w innych pracach
wielkodcei fizyczne.
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Peswwe

HOBLIM METO]l OIPENEJEHHA I1OJA JEGOPMALIMM B TPEXMEPHOM CIVYAE
C VUETOM ABJIEHHUA PACCEAHOI'O CBETA

B paBoTe npejcraBiisieTcst HOBblit MeTOA (POTOYNPYIOCTH, MCIONB3YIOWMIT SIBJIICHHE PacCestHHOre
CBeTa /YIS H3MEPEHMs TeH30pa jAedopMalHi B TpexMepHOM cocTosHUH. OnpenensioTcs ABE HOBbIE (-
3HYECKHE BEJIMUMHEI, OMHCLIBAIOUINE COCTOsIHME Aedopmanuy (KOMILIEKCHAasA Hanpapisiowas jedop-
Malisl), a TaIOKE COCTOAHME MONAPU3alMIL B JaHHONH Touxe oObexTa (napamerp (hoToynpyrocts).

ITonyuenrp! odieKTHBHBIE COUCTAHHMS COEAMHANIOUIME O0C 9TH BeJHMUMHEI, KOTOPBIE JENAIOT BO3-
MOM(HBIM HOJIyueHHe 3HaueHHIl COCTABSIAIONIMX MOJs jedopMalmii HyMepHYECKHM IIyTEM.

Hamepenusnm mosepraloTcs 3HauUeHHsi HHTEHCHBHOCTH CBETAa 110 TPeM MEPNEHAHKYNAPHLIM Harpa-
BJIEHMSM K Xofly Jjyueii. ITyTem uasmepeHus IBYX COCTOANMII BXOJHOI NONAPH3AIMHU IOIYyUYaeTCst Hidop-
MalMsl O 3HaKe pOCTA 3HaMeHNs nojis Aedopmaii. PaccMaTpHBacTCs MIIOCKHIT cilyvail, BBOAUTCS NOH-
ATHE JIMH C IOMOIIBIO KOTOPOI'0 MOM(HO NMPUBECTH 3¢eKTHBHEIE BBIUECIHTEIBLHBIC (GOpMYJIb] IS ITOTO
CITyyasi, a TaKKe MOAYUHTh COUETAHHs COeIHHSIONIME 3naueHnsi GOTOYNPYrocTH M (yHKuMIO Ipn.
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Summary

NEW METHOD OF STRAIN FIELD IN THREE-DIMENSIONAL STATE

The new method of photoelasticity with the use of light scattering phenomenon to measure 3-D strain
tensor is presented. Two new physical quantities describing at any point of the object as well the strain
state of the body (i.e. complex directional strain) as the polarization state (i.e. polaritzation parameter)
have been defined. Relations between these two quantities have been obtained making it possible to solve
strain problem by numerical procedure. Light intensities in three directions perpendicular to the light
bearn have to be measured in proposed method. These measurements have to be made for two input beams
(with different polarization states) to evaluate the sign of strain change. New quantity (the dyne) which
is effective in calculation formulae for 2-D case has been introduced. The relationships between the dyne
and Airy's function has been obtained.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1S marca 1983 roku
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APPLICATION OF THE MOIRE METHOD TO THE ANALYSIS OF FAILURE
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Politechnika Warszawska
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1. Introductory remarks

Since the exact determindtion of the limit load of structural elements is often difficult
and sometimes even impossible it is the upper or the lower bound assesment, based on
the extremum principles of the theory of plasticity, that is commonly regarded as satisfac-
tory. The lower bound to the external forces causing plastic flow is obtained by assuming
such a statically admissible stress field in an element which gives the highest possible
loadcarrying capacity. The upper bound is obtained by assuming such a kinematically
admissible deformation mechanism which gives the lowest possible load — carrying
capacity. A ;

In the latter approach the estimation of the limit load of structural elements depends
largely on assuming the proper kinematically admissible deformation mechanism. Thus,
the experimental verification of theoretical solutions is of particular interest. The frequ-
ently used method of etching (see [3]) has a disadvantage of showing only fully developed
slipline patterns. This fact together with a certain amount of freedom in image interpreta-
tion makes the determination of the proper failure mode rather un — reliable. A layer
of ferro — ferric oxide deposited during the metallurgical processing on the surface of
rolled elements such as sheet metal forms_a natural brittle coating which sometimes can
be used effectively. However, specimens made of such materials are not always available.
The method of photoelastic coating is, in turn, mainly applied to the investigation of
propagation of plastic zones (see [4]).

In this paper an application will be proposed of the moiré method [6] for the determi-
nation of failure modes in plane elements. The advantage of the method consists in a pos-
sibility of observation of sliplines development almost from the beginning of their forma-
tion.
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2. Experimental investigations

A characteristic moiré fringe pattern (fig. 1) can be observed on the surface of mild
steel (ST3S) strip under axial tension at the onset of plastic flow. The fringe shown in
fig. 1 takes place in the region, in which the stress state has been reached causing plastic
flow. A point on the load — displacement curve corresponding to this state is marked

Fig.1.

with ,,a” in fig. 2. The obtained fringe can be treated as a trace of slipline in the local
neck as shown in fig. 3. It is possible to find a statically admissible stress field correspon-
ding to such a deformation mechanism, thus obtaining a simple and well known exact
solution.

Fig. 2.
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The fact that ST3S steel behaves in the investigated range approximately as an elastic —
ideally plastic material can be utilized for investigating failure modes in notched metal
strips in plane stress. An element well known both from theoretical ([1], [5]) and experi-
mental [2] studies is a strip weakened by arrays of holes as shown in fig. 4. Such an element
has been chosen as an example for demonstrating the presented method. An attempt
is made to verify experimentally the failure mechanism shown in fig. 5 (denoted further
as A4) used for the upper bound assessment of the limit load of the strip, cf. among others,
[1, 5]. Two series of tests were made, both on steel strips of thickness g = 2 mm weakened
by holes of diameter d = 10 mm and spaced at ¢ = 35 mm (f/d = 3.5). The distance
s between the arrays of holes was s = 15, 18, 21, 24, 27, 30 mm and s = 10.5, 14, 17.5,
21, 24.5 mm for the first and the second series, respectively.

Cross line gratings of density 40 lines/mm were printed photographically on all the
strips. Specimens were subjected to axial tension in the universal testing machine IN-
STRON/1251 with constant velocity of the longitudinal displacement 0.1 mm/min. The

ap

=15

Fig. 3.

load — displacement curve was plotted automatically during the loading process. At
the same time the photographs of the moiré patterns were taken, each photograph cor-
responding to a certain point on the load — displacement curve. The tests enabled us
to make the following remarks:

A characteristic load — displacement curve, as shown in fig. 2, was obtained for all
the strips tested. The process of formation of plastic zones for s = 21 mm (s/t = 0.6)
is shown in fig. 6. Thin [ringes appearing succesively during the test will be treated, as
previously (see fig. 1), as a manifestation of failure mechanism of a given element. Pho-
tographs shown in fig. 6 a, b, ¢ correspond to the points a, b, ¢ marked on the load — dis-
placement curve shown in fig. 2. It is a typical process of reaching the limit state in steel
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strips revealed in all the test specimens up to s = 21 mm. Photographs for s = 10.5 mm
(s/t = 0.3) and s = 14 mm (s/t = 0.4), selected as examples, are shown in fig. 7a, b,
respectively. After the formation of a mechanism such as in fig. 6c mutual displacements
of separate parts of the strip were observed as rapid changes in the moiré patterns. Some
dissimilarities of the obtained mechanism as compared with the mechanism 4 shown in
fig. 5, can be seen.

The generation of the failure mechanism for s = 24.5 mm (s/t = 0.7) is shown in fig.
8. Photodgraphs in fig. 8a. b correspond to the points a, ¢ on the load — displacement
curve (fig. 2), respectively. At the same load level two mechanisms can be seen to be pre-
sent. The first one consists of a local necking (see fig. 3) along the horizontal axes of lower
and upper rows of holes. while the second is similar to that previously described (see fig.
6a).

For s = 27 mm (s/t = 0.77) the formation of each mechanism can be clearly distin-
guished. During the loading, the mechanism similar to that of fig. 8a appears [irst. The
other one appears for considerably increased load. For s = 30 mm (s/t = 0.86) only the
mechanism shown in fig. 8a is present. Thus, for s > 27 mm the mechanism shown in
fig. 8a and fig. 3 is valid. The distance s = 24.5 mm (s/t = 0.7) is thus the so — called
optimum value s,,, [5]. When s = s,,, the limit state can be reached following any of the
described patterns.



Fig. 7.

[389]
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Fig. 8.
3. Theoretical analysis of the experimentally obtained failure mechanism

The failure mechanisms obtained in tests and shown in fig. 6 can be interpreted in
two ways as it is shown in fig. 9a, b. The mechanism shown in fig. 9a can be considered
as the initial stage of formation of the mechanism shown in fig. 9b. In both cases the

—
o)

- i
S T —

Mechanism B *P
. Fig. 9.2, b
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virtual work principle furnishes the same upper bound to the limit load. Thus, only the
mechanism shown in fig. 9a (denoted further as B) will be analysed. The failure, interpreted
as the development of large plastic strains consists in mutual displacement of both parts
of the strip parallel to the line inclined at an angle to the vertical axis. Such a displacement
is generated along CD — lines. Along these lines the tangential stress has to be equal to
the yield stress at pure shear, e.g. to k = 0,;/2 according to the Coulomb — Tresca yield
criterion. Along the lines AB a different mode, consisting in a combined local necking
(see fig. 9c) and mutual horizontal displacement (see fig. 9d) takes place. Lines 44’ and
BB’ are parallel to the lines CD, thus ensuring the continuity of deformation under com-
bined action of both described mechanisms. Along the lines AB the yield stress at pure
shear k = 6,/2 is also present, but its direction depends on the resultant velocity of the
mutual displacements of the parts of the strip.

With the distance s and the angle « known, upper bound to the limit load is obtained
by equating the increment of external work done to the increment of the work dissipated
by internal forces in the shearing planes. Assuming that both parts of the strip move
along the lines CD with the relative velocity 2v, the velocity of their mutual displacement
in the AEFB plane (fig. 9d, ¢) will be o' = ©})/2cos?a +sin?«. Thus the following virtual
work equation is obtained:

P:2vcosa = 2[—;— Op1° & e 2fu+% Op1 ' 4- g—-l/22 Ry |./V2cos-5a+s'in2a "
where /5, Icp denote the lengths of the lines AB and CD, respectively and g is the thickness
of the element.

Given a certain configuration of holes, the angle « can easily be determined. Then,
the minimum value of the force P can be computed from equation (1) by assuming such
CD lines configuration which their minimum length. The latter condition is fulfilled when

18+
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the lines CD are tangential to the circles of equal diameter a located concentrically with
the holes, e.g. as for the mechanism A (fig. 5) taken from [5]. This condition is also con-
firmed by tests as can be seen in fig 6 or fig. 7. The equation (1) can be rearranged to enable
the direct computation of the force P:

S 3 W,
= Upl'g‘[‘c(%a“"lw‘z']/gz +1]- 2

Thus the computation of the limit load of a strip consists in determining for a given
set of d, ¢, s such an angle & for which the value of the force P computed from the formula
(2) is at its minimum. The minimum value of the force P and corresponding angles
o have been computed for various ratios of elements dimensions (i.e. various ¢/d and s/t)
by substituting appropriate expressions for /yz and /¢p into the formula (2). A simple
computer program was written and some selected results will be presented in the follo-
wing section.

4. Comparison of theoretical and experimental results

. One of the problems connected with the estimation of the limit load of strips weakened

by several rows of holes is the determination of the least distance s = s,,, (see fig. 4)
between the rows for which the load — carrying capacity of a strip is equal to the load —
carrying capacity of a strip weakened by only one row of holes. The limit load of such
a strip is given by the formula:

P=2-0, g (1=d). 3)
Theoretical solution to this problem obtained on the basis of both statically admissible

stress field (lower bound) and kinematically admissible collapse mechanism A (fig. 5)
(upper bound) was presented in [5]. The s,,,(¢ vs. t/d diagrams are shown in fig. 10.)

[

opt
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Statical (upper) estimations of the ratio s,,,/f, taken from [5], are given for the Cou-
lomb — Tresca yield criterion and for the Huber — Mises one. Kinematical (lower)
estimations of this ratio are given for failure mechanism A4 (fig. 5) and B (fig. 9) (curves
A4 and B), respectively. Both are given for the Coulomb — Tresca yield criterion.

As it follows from fig. 10, the mechanism B gives better lower bound on the optimum
distance s,,, between the rows of holes for #/d < 5.

Let us define a dimensionless factor f'= P/P,, where P is the load — carrying capacity
of the weakened strip (as in fig. 4) and P, is the load — carrying capacity of a strip wea-
kened by only one row of holes. The factor f is called (see e.g. [1]) the load — carrying

Capacity increment factor although in our tests it was less than unity for the whole range
of load.
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Theoretically obtained ' vs. s/t diagrams plotted for ¢/d = 2 are presented in fig. 11.
The ratio 7/d = 2 was chosen so as to make the comparison of our results with those
obtained by Dietrich [2]. The curves 4 and B are obtained for mechanisms A4 and B,
respectively, the curve C was obtained in [2] by statical investigation of strips made of
PA2 aluminium alloy. '

Here we can see, as in fig. 10, that the application of experimentally obtained mecha-
nism B considerably narrows the gap between kinematical and statical bounds. At the
Same time the lower estimation of the optimum value s,,, (for f = 1 we have s/t = 0.795
instead of 0.73) is closer to the obtained experimentally ratio s/t = 0.92.

The experiments also confirm the correctness of using the mechanism B for the esti-
mation of s,,. For the strips tested, e.g. for t/d = 3.5 (see fig. 12), the lower estimation
of the optimum distance between the arrays of holes gives for theoretically assumed
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mechanism 4 S,,, = 23.4 mm (s/t = 0.67) and for experimentally obtained mechanism
B (fig. 9) Sop = 249 mm (s/t = 0.71), both for the Coulomb — Tresca yield criterion.
The upper estimation for the Huber — Mises yield criterion is s,,, = 28.8 mm (s/¢ = 0.82).

AL
=P y
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Fig. 12.

The value s,,, computed for the mechanism B is not only closer to the upper estimation
but also agrees very well with experimentallyobtained distance s = 24.5 mm (s/t = 0.71),
. what has already been pointed out at the end of section 2.

It is worth noting (see also fig. i1) that the application of the mechanism B (fig. 9)
instead of the mechanism A4 (fig. 5) to the upper estimation of the factor f, when t/d < 2
for s < S,p,, gives better results almost in the whole range of load.

As the ratio t/d increases the f value computed on the basis of the mechanism B tend
to be relatively larger than those computed on the basis of the mechanism 4. An example
of this tendency is shown in fig. 12 for ¢t/d = 3.5, i.e. the ratio for which the tests were
performed. In this case only in the small interval (s/t > ~ 0.57) curve B lies below curve A.
Nevertheless it has to be stressed that for the whole range of s/f ratio, namely 0.3 < s/t <
< 0.7, the formation of the mechanism B has been observed. For t/d > 5 (see also fig. 10)
the application of the mechanism B (fig. 9) gives greater values of f than the application
of the mechanism A (fig. 5) in the whole range of s/t ratio. The statical evaluation of the
factor f resulting from our experiments is absent from the diagram (fig. 12) due to insuf-
ficiently numerous set of specimens tested. The ST3S mild steel used in our investigations
is relatively nonhomogeneous material and gives considerable scatter of results.

5. Final remarks

The main purpose of this work is a presentation of a simple method for evaluation
of the failure modes in notched plane metal elements. The application of the moiré method
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In several tests has given a clear answer: for the presented examples (fig. 6 - 8) it is the
experimentally obtained mechanism B (fig. 9) that is appropriate. Its application results
in narrowing of the gap between the statical and the kinematical solutions.

It cannot be, of course, ruled out that for ratios of element dimensions (different s/¢
and ¢/d ratios) a different failure mode, possibly the mechanism 4 (fig. 5), would have
been obtained. The moire method remains, however, a suitable tool in an adequately
€quipped laboratory to arrive at reliable results by way of simple tests.

Finally, it is worth pointing out that the moiré method is also suitable for the exami-
nation of plastic zones propagation in plane elements of arbitrary shapes. Initial stages
of these zones have already been shown in fig. 6a, b, ¢, d and in fig. 8b. Their further
development is presented in fig. 13a, b. c.

Fig. 13

Bibliography

1. L. Dietrich, J, MIASTROWSKI, W. SZCZEPINSKL:, Nosnosé¢ graniczna elementow konstrukcji, PWN, War-
szawa 1970. :

- L. DIETRICH, Projektowanie plastyczne a wytrzymalos¢ zmgczeniowa pasma = otworami, Rozpr. Inz.,
T. 25, z. 4, Warszawa 1977, s. 659 - 670,

3. P. Jastrzesskl, Limit Load of Steel Strips with Circular Holes, Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. Sci. Techn.,
Vol XVIII, N 6, 1970.

4. ). KArROWSKI, Propagacja obszarow plastycznych w warunkach plaskiego stann naprezer, Prace Naukowe
P.W. — Mechanika z. 50, Warszawa 1976.

- W. SzczerINSKI, Projektowanie elementow maszyn metodq nosnosci granicznej, PWN, Warszawa 1968.

- P. Jastrzenski, J. KAPKOWSKI, J. Wasowskl, S. WICHNIEWICZ, K. PATORSKI, Zastosowania wetody
mory do badania elementow konstrukcji, Skrypt wykladow, Komitet Mechaniki PAN, Warszawa-Ja-
blonna 1981,

1 5]

AN W



396 1 C. AIDUKIEWICZ, P. JASTRZEBSKI

Peszwme

NPUMEHEHHUE METOIA MVYAPA JJISA AHAIN3A KMHEMATHUYECKHUX MEXAHLI3MOR
PA3PYUIEHHNS METAIWYECKHMX I1OJIOC

B crarbu mpepcraBnaerca CrocoS MCMONB30BAHHMA MCTOAA MYapa ISt OMHOIHAUHOIO OIPEICTICHH)
KHHCMATHYECKOr0 MEXaHH3Ma IJIACTHYECKOIO PaspyILEeHHS JJEMEHTOB C HADE3aMM, KOTOPLIE HAXOMSITCSH
B IIJIOCKOM HANPSDKEHHOM COCTOSAHMM. B paGoTe noKa3aHbl pHMEPH] SKCHEPHMEHTANBHBIX HCCIIE IO BAHHM
TPOBEJECHHBIX Ha CTAJBHBIX JIOJOCAX € IATLIO KPYTOBLIMH OTBEPCTBHAMM (PHC. 4) PacCTaBIEHHBLIMH
8 TPEX PsIAax NIPH NEpeMEHHBIM HX paamelueHun (10 BapnadToR). YKaszan haxT, UTo MONyUYeHbIH JKCIIe-
PHUMEHTAILHO MEXaHU3M (PHC. 9) OTIMYAETCS OT NPeXKiie NPHMEREHHOTO IIJIsl KOHKPETHBIX 10JI0C (pPHE. 5).
OTOT MeXaHH3M OILICHLIBAETCA TeopeTHueckH. KoncraTupyercs, 4To ero npumencuue N03BANIAET Ha JIyu-
UIYIO OUEHKY BepxHe#l rpaHuubl (KMHEMATHYeCKoil) NpeAesbHOH HarpysKd, yem TIPHUMEHAEMBIH [0 CHX
YIOp JUIA NPAKTHYECKH BOKHBIX NpPOnopuuii pasmepos. JI0CTOHHCTBOM 3TOrO METOAA ABJACTCH BO3MOYK-
HOCTh HaONIOJEHHMS KHHEMaTHYECKOrO MEXaHH3Ma IUIACTHYECKOro paspyuieHus (puc. 6 - 8) moutH ot
Havana ero peaJHsalluM M sIBJEHHA CBASAHHBIX C ero cyuiecrBopanuem. Kpome Ttoro cymécrayer Boa-
MOM(HOCTB HCHBITAHHS PA3BHTHA OONACTH IUTacTHUECKHMX AedopMmanuil copasmepHO € IPHPOCTOM HAar-
PY3KH.

Sireszczenie

ZASTOSOWANIE METODY MORY DO ANALIZY KINEMATYCZNYCH MECHANIZMOW
ZNISZCZENIA PASM METALOWYCH

W artykule przedstawiono sposoéb wykorzystania metody mory do jednoznacznego okreslania kine
matycznych mechanizmow zniszczenia elementdow z karbami znajdujacych si¢ w plaskim stanie napre-
zenia. Podano przyklady badani do$wiadczalnych przeprowadzonych na pasmach stalowych z pigcioma
otworami kolistymi (rys. 4) rozmieszczonymi w trzech rzgdach, przy zmiennym ich rozstawieniu (10 wa-
riantébw). Wskazano na to, ze otrzymany doswiadczainie mechanizm (rys. 9) rdzni sig¢ od stosowanego
poprzednio [1, 5] dla takich pasm (rys. 5), a opisany teoretycznie daje dla praktycznie waznych proporcji
wymiarow lepsze oszacowanie gornej oceny (kinematycznej) nosnosci graniczngj niz dotychczas stosowany.
Zaleta tej metody jest mozliwoéé obserwacji kinematycznego mechanizmu zniszczenia (rys. 6 - 8) nicomal
od poczatku jego realizacji oraz zjawisk zwigzanych z jego powstaniem. Istnieje tez mozliwosé badania.
rozwoju obszardéw plastycznych w miar¢ wzrostu obciazenia (rys. 6, 8, 13).

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 marca 1983 roku

Praca wykonana w ramach Problemu Wegzlowego 05.12.
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PEWNE ASPEKTY ELASTOOPTYCZNYCH BADAN ODKSZTALCEN
PLASTYCZNYCH W KONSTRUKCJACH STALOWYCH

JeRzZY LIETZ

IPPT PAN

BogpaAN MICHALSKI

IPPT PAN

W niniejszej pracy autorzy pragna zwrdcié uwage na pewne zjawiska wystepujace
W procesie powstawania odksztalcenn plastycznych w elementach konstrukcji stalowych,
z ktérymi spotkali si¢ prowadzac badania na spawanych belkach dwuteowych i wezlach
kratownic z wykorzystaniem metody warstwy elastooptycznej. Obserwujac pole izochrom
na powierzchni blach stalowych z naloZona warstwa optycznie czula stwierdzono, Ze
Proces rozwoju stref odksztalceri plastycznych nie przebiega w sposéb ciagly, a przejawia
si¢ naglym wystgpowaniem waskich wydluzonych stref znacznych odksztalcen trwalych,
widocznych bardzo dobrze na obrazie izochrom. Strefy te z reguly ukladaja si¢ w postaci
linii réwnoleglych krzyzujacych si¢ pod katem prostym z druga rodzing analogicznych
stref. Powstaje w ten sposéb w pewnych obszarach ortogonalna siatka linii rozmmgtych
odksztalcer trwatych.

W dostgpnych autorom publikacjach Jedyme ZANDMAN [1] zamieszcza bez komen-
tarza przykladowe zdjecie obrazu izochrom na konstrukcji stalowej otrzymane metoda
»Photostress”, na ktérym widaé podobne zjawisko.

Warto tutaj podkreslié, Ze metoda elastooptyczna nadaje si¢ szczegblnie dobrze do
Sledzenia tego rodzajéw proceséw uplastycznienia, poniewaz dostarcza ona informaci
O polu odksztalcen na calej badanej powierzchni. Metody pomiaréw punktowych (np.
tensometryczne) moga w tym wypadku dawaé wyniki przypadkowe wykazujace duzy
rozrzut.

Elastooptyczne badania odksztalcen plastycznych elementéw metalowych byly w ciggu
ostatnich lat tematem wielu prac [2], [3]. Obszerna bibliografi¢ tych badan podaje Kap-
KOWwsk1 [4]. Tematyka ta byla réwniez omawiana w wydanych ostatnjo podstawowych
Monografiach metod elastooptycznych [5] i [6].

Z przegladu tych publikacji wynika, ze badania odksztalcen plastycznych wykonywane
byly dotychczas przewaznie na takich metalach, jak aluminium, miedz, oléw lub ich stopy.
Wszystkie one charakteryzuja si¢ monotonicznym wzrostem krzywej napreZenie-odksztal-
Cenie (rys. la), w wynikil czego narastanie odksztalcen i propagacja sfer uplastycznienia
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przebiegaja w nich plynnie. Takie wyniki eksperymentalne mozna tatwo konfrontowaé
z obliczeniami teorii plastycznosci i plastycznego plynigcia, co jest znacznie trudniejsze
przy badaniach na elementach stalowych, w ktérych proces deformacji jest bardziej zlo-
zony, jak to przedstawiono na wstgpie.

8 a) G Ab)
o A
"Gy] B
£ £
Rys. 1. Wykresy o - ¢ odksztalcania metali a) charakterystyka monotoniczna b) charakierystyka

niestateczna

Wyijaénienie przyczyn opisanego zjawiska upatrywaé mozna w fakcie istnienia gérnej
o, i dolnej o, granicy plastycznoéci na wykresie krzywych odksztalcenia stali (rys. 2b).
W chwili, gdy stan naprezenia w o§rodku osiagnie wytezenie odpowiadajace o, material
przechodzi na opadajacy (niestateczny) odcinek charakterystyki, co spowodowaé musi
lokalny znaczny wzrost odksztalcefi przy malejacych naprezeniach. Jesli w konstrukcji
ponadto skumulowana jest znaczna ilo$¢ energii sprezystej, lokalny wzrost odksztalcen
moze mieé¢ charakter naglego przeskoku od punktu A do B na wykresie (rys. 1), gdyz
energia ta oddawana jest w miejscu powstania lokalnej niestatecznosci.

Zjawiska takie autorzy obserwowali np na $rodniku dwuteowej blachownicy ze stali

18G2A o wysokosci 900 mm poddanej czystemu zginaniu.
Blachownica ta sklada sie z dwéch czeéci polaczonych doczotowo na sruby sprezajace.
Na rys. 2 widoczne sg obrazy izochrom w kolejnych stadiach wzrastajacych odksztalcen
w_rozcigganym pasie blachownicy w poblizu miejsca polaczenia doczolowego. Rys. 3
przedstawia wysoko zaawansowany stan odksztalcenia tej samej strefy blachownicy na
granicy zniszczenia. Wystapily tu nawet widoczne na zdjeciu lokalne pgknigcia warstwy
elastooptycznej. Na rys. 4 uwidoczniono stan odksztalcenia blachy wezla kratownicy ze
stali St3S w fazie jego zniszczenia z zaznaczeniem kierunku dzialajacej na nia sily.

Analiza zamieszczonych zdjeé wykazuje pewne wspolne charakterystyczne cechy pola
odksztalcen. Wzajemnie prostopadie strefy duzych odksztalcen zorientowane sa pod
katem 45° do kierunku przytozonych obciazen. Kierunki odksztalcen gléwnych w obrebie
stref tworza kat 45° z liniami przebiegu stref odksztatcen. Stwierdzono to, badajac pole
izoklin w obrebie strefy.

Pozwala to wnioskowaé, ze wspomniane strefy odksztalcen ukladaja si¢ w kierunkach
maksymalnych naprezen stycznych. Na podstawie znajomosci granicy plastycznosci
uzytych stali i wlasnosci warstwy optycznej okreslono w przyblizeniu rzad izochromy
odpowiadajacy granicy strefy uplastycznienia réwny 2,7. Na jednym ze zdje¢ (rys. 2)
zaznaczono izochrome rzgdu 2, okalajaca strefy uplastycznienia.



Rys, 2. Kolejne stadia rozwoju odksztalcers pla-
stycznych w rozciagganym pasie blachownicy
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* Rys.%3. Wysokozaawansowany stan odksztalcen plastycznych w blachownicy z rys. 2.

s

Rys. 4. Stan odksztalcen plastycznych'w blasze wezlowej a) calo$¢ b) powigkszony fragment (bok kwa-
dratu siatki — 10 mm)
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Z analizy przedstawionych obrazéw izochrom uzyska¢ mozna pewne informacje
ilosciowe o polu odksztalcen plastycznych. Metode obliczania réZnicy przemieszczeil
(poslizgéw) na granicy stref uplastycznienia na podstawie tych obrazéw izochrom przed-
stawit W. LoziNsk1 [7].

Na zakonczenie warto zwrécié¢ uwage na pewne szczegdly zwiazane z techmkq ekspe-
tymentu. Przy badaniach blachownic stosowano zwykly polaryskop do badan w $wietle
odbitym. W uktadzie optycznym uzyto zwierciadla (6- rys. 5) pozwalajacego na wykony-

Rys, 5. Schemat optyczny polaryskopu ze zwierciadlem
1 —rteciowe Zrodlo $wiatla, 2 — kondensor, 3 — polaryzator, 4 — plytka ¢wieréfalowa, 5 — belka,
6 — zwierciadlo, 7 — plytka ¢wieréfalowa, 8 — analizator, 9 — kamera fotograficzna, 10 — powierzch-
niowa warstwa elastooptyczna

wanie zdjeé¢ obu prostopadiych powierzchni (Srednika i pasa) z jednego stanowiska.
Natomiast przy badaniach weztéw w miejsce tradycyjnego polaryskopu zastosowano
polaroid z plytkg ¢éwieréfalowa przykladany bezposrednio do warstwy elastooptycznej.
Taki ukiad plytek pelni jednoczes$nie role polaryzatora i analizatora, umozliwiajac bez-
posrednia obserwacje przy dowolnym Zrédle swiatta. Sposéb ten ulatwia prowadzenie
obserwacji i badan w trudniej dostepnych miejscach konstrukcji. Wynikajace stad ogra-
niczenie badania tylko do izochrom catkowitych jest malo istotne ze wzgledu na duze
wartoéci badanych odksztalcen. Przy tym sposobie badania wprowadzenie lepkiej cieczy
imersyjnej migdzy polaryzator a warstwe zmniejsza straty §wietlne i wyraZnie poprawia
jako$é obrazu.

Autorzy uwazaja, ze przedstawione tu spostrzezenia i spektakularne wyniki badan
maja niewagtpliwe znaczenie poznawcze. Wyjasniaé one moga rézne anomalie, z jakimi
spotykaja si¢ inzynierowie przy tensometrycznych badaniach konstrukgcji stalowych.
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Peswme

HEKOTOPLIE ACIIEKTEI d®>OTOVYIIPYTHX HCCIEIOBAHUN IJIACTHYECKUX
IOEDOPMA®GUUN B CTAJILHBIX KOHCTPYKIMAX

IlpencraBnenb! pe3yJibTaThl 9KCIEPHMEHTAJIBHBIX HCCJIENOBaHMHA NMNACTHYECKNX Aedopmanuii B ane-
MEHTAX CTaJIbHbIX KOHCTPYKLHIT MeToaoM ¢oToynpyroro cnosi. O6HapyKEeHO XapaKTepHCTHYECKIE YePThI
noast xeopmMadLUuM IPOSBIAIOILEr0 3HAYNTENBHYIO HEONHOPOMHOCTB AJIA CKauKO-O0pasHoil mpomna-
rauMy niacTuueckux 3on. CHeNlaHa NONbITKA BBISCHHTD MPHYHHLL 3TOr0 SBJIEHUA. YKa3aHbl BO3MOXK-
HOCTH YNPOLUEHUA TEXHHUKH HCCJIeNOBaHHM.

Summary

CERTAIN ASPECTS OF PHOTOELASTIC INVESTIGATIONS OF PLASTIC STRAIN IN STEEL
STRUCTURES

The authors have presented some results of the investigations of plastic deformations in component
parts of steel structures obtained by means of photoelastic layer method. Attention was paid te characte-
ristic features of the strain field exhibiting considerable non-uniformity with a stepwise yield zone propa-
gation. Attempt was made to explain the sources of the phenomenon. Possible simplifications of experi--
mental techniques have been indicated,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 marca 1983 roku
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1. Wstep

Materialy plastyczne, wykazujace wzmocnienie, w wyniku odksztalcenia plastycznego
zmieniaja swoje wilasnosci mechaniczne. WigZe si¢ z tym réwniez zmiana ksztaltu po-
wierzchni plastyczmoéci. Charakter tych zmian jest zalezny od kierunku obcigZzen wstep-
nych. Istnieje szereg teorii opisujacych zachowanie si¢ powierzchni plastycznoéci pod
wplywem obciaZen wstepnych. Do najczesciej stosowanych, a jednoczes$nie najprostszych,
naleza dwie z nich. Pierwsza to, wysunigta przez Prandtla [17], hipoteza izotropowego
wzmocnienia. Zaklada ona réwnomierne rozszerzanie si¢ powierzchni plastycznosci we
wszystkich kierunkach. Potwierdzenie tej teorii uzyskano w pracy [12]. Hipoteza druga,
uwzgledniajaca efekt Bauschingera, zaproponowana przez E. MELANA [14], A. IszLIN-
SKIEGO [18] i W. PRAGERA [15], a nastgpnie rozwini¢ta i zmodyfikowana w pracach
R. T. SHiELDA i H. ZIEGLERA [16, 13], zaklada przesuwanie si¢ powierzchni plastycznosci
W przestrzeni naprezefi bez obrotu. Wymiary i ksztalt powierzchni pozostaja bez zmian.

Obie te teorie, jak wykazano w pracy [9], moga byé efektywne przy opisie pamieci
materiatu.

Kompleksowe badania efektu pamigci rozpoczat J. Miastkowski. Polegaja one na
poréwnywaniu wiasnoéci materialu odksztalconego plastycznie wzdtuz drogi skladajacej
si¢ z dwéch etapdw z wilasnoSciami materialu obciazanego tylko drugim etapem. Jezeli
drugi etap obciazenia jest stosunkowo maty, w poréwnaniu z etapem pierwszym, wtedy
zauwazZa si¢ wyrazny wplyw tego pierwszego na wlasnosci materiatu. Przy wydluzaniu
drugiego etapu wplyw ten maleje, czyli material ,,zapomina’ o skutkach w nim wywola-
nych odksztalceniami na drodze pierwszego etapu obcigZenia.

Dotychczasowe badania efektu pamigci materialu prowadzono zaréwno na prébkach
rurkowych [4], jak i plaskich [S]. Na efekt ,,pamigci’ materialu zwrécono réwniez uwage
w pracach [1, 2, 3].

W prezentowanej pracy przeprowadzono teoretyczna i doswiadczalna analize pamigci
materialu obciaZzanego wstepnie wzdluz drog, ktére wywotywaly obrét powierzchni pla-
stycznosci. Obrét powierzchni plastycznosci uzyskano juz wczesniej w pracy '[7]. Podobny
efekt mozna réwniez zauwazy¢ w pracach [8, 10].
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2. Program badan

Przed przystapieniem do badan efektu pamigci materiatu wszystkie probki podzielono
na dwie grupy. Probki odksztafcano plastycznie wzdiuz ziozonych, innych dla kazdej
z tych grup, drég obciazenia. Roznica w realizacji drég obciazenia polegata na wprowadze-
niu dodatkowego, pierwszego etapu na poczatku drogi w grupie pierwszej. Etap ten wy-
wieral okreslony wplyw na wilasnosci materiatu. Dalszy ciag drogi obciazenia, okreslony
jako etap drugi, byt taki sam jak w grupie drugiej. Przy realizacji takiego programu obcig-
zen z jednego, izotropowego w stanie wyjsciowym, materiatu otrzymywano ,,dwa nowe
materialy’”” rézne pod wzgledem wiasnosci wytrzymalosciowych., Wydluzajac drugi etap
obcigzenia starano si¢ uzyskaé¢ odpowiedZ na pytanie — czy przy takim dziataniu wyste-
puje zacieranie si¢ roznic we wiasnosciach ,,obu materiatow”, a tym sdamym ,,zapomnie-
nic¢” wplywu pierwszego etapu na aktualne wlasnosci materialu.

Program badan, przeprowadzonych w tej pracy, skiada si¢ z o$Smiu serii po siedem
probek w kazdej. Probki serii I wykorzystano do okreslenia powierzchni plastycznosci
materiatu w stanie wyjSciowym po wyzarzeniu. Dla kazdej z pozostalych siedmiu serii,
przed okresleniem powierzchni plynigcia, probki byly odksztalcane plastycznie zlozonymi
obciazeniami, Schematy drog wstepnego obciazenia przedstawiono na rys. 1. Linia ciagla
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zaznaczono drogi obcigzenn wstepnych, natomiast linia przerywana drogi odcigzen. Dla
wszystkich serii obcigZzenie w pierwszej fazie przebiegalo wzdtuz odcinka OA drogi lezacej
na dluzszej osi teoretycznej elipsy Hubera-Misesa. Odcinek ten nie mial wplywu na obrét
powierzchni plastycznosei, Przebieg dalszego ciagu drogi odciazenia byl uzalezniony od
tego, do ktérej z dwoch grup nalezata dana seria probek.
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W grupie pierwszej, okreslonej jako material ,,pierwszy”, dalsze obcigZenie sktadalo
si¢ z dwéch etapéw. Pierwszy etap wywolywal obrot powierzchni plastycznosci w kierunku
0si 0. i przebiegal odcinek AB. Etap drugi rozpoczynal si¢ w punkcie B, a konczyt sig,
odpowiednio dla poszczegolnych serii, w punktach: A (seria III), C (seria V) i D (seria
VID).

W drugiej grupie prébek, okreslonej jako material ,,drugt”, schemat drog obcigzenia
nie zawieral odcinka AB (pierwszego etapu), a obcigZenie przebiegato wzdiuz czgéci drogi
drugiego etapu (poczawszy od punktu A) wywolujac obrét powierzchni w kierunku osi ge.
Obciazenie to koriczylo si¢ w tych samych, co w grupie pierwszej, punktach: A (seria IV),
C (seria VI) i D (seria VIII). Z punktow tych (A, C, D) nastgpowalo odcigzenie po linii
tamanej do punktu 0 — jednakowo dla obu grup prébek.

3. Analiza teoretyczna

Analizg teoretycznag wykonano w oparciu o hipotez¢ kinematycznego wzmocnienia.
Hipoteza ta wprawdzie nie opisuje obrotu powierzchni plastycznosci, niemniej jednak
daje korzystne rezultaty przy zastosowaniu jej do opisu pamigci materiatu.

Obrot powierzchni plastycznosci mozna opisaé w oparciu o regule amzotlopowego
wzmocnienia podang przez A. BALTOWA i A. SAWCZUKA [11]. W tej teorii do opisu po-
wierzchni plastyczno$ci wykorzystuje si¢ parametry aktualnego stanu napre¢zenia, nato-
miast nie uwzglednia si¢ historii obciazenia. Dlatego tez w takiej postaci reguta ta nie moze
by¢ wykorzystana do opisu pamigci materiahu.

Pewne modyfikacje do omowionej reguly, uwzglgdniajace histori¢ obciaZenia, wpro-
wadzil W. L. DaniLow [19]. Modyfikacje te polegaja na wprowadzeniu pewnych wspoi-
czynnikow wyznaczanych doswiadczalnie. Wymaga to przeprowadzenia serii prob roz-
Ciagania i $ciskania oraz skrecania w dwoch kierunkach. Proby takie nie byly uwzgled-
nione w zalozonym programle badan.

Efekt ,,zapominania’” skutkéw wywolanych w materiale pierwszym etapem drogi
obciazenia mozna réwniez opisa¢ opierajac si¢ na hipotezie izotropowego wzmocnienia.
Jednak uzyskane wyniki s zbyt rozbiezne ze wskazaniami do$wiadczend. Analize tego
zagadnienia pokazano na rysunku.3. Dla uproszezenia przedstawiono ja na plaszczyznie
oktaedrycznej, gdzie powierzchnie plastycznosci maja ksztalt okregéw. W tym przypadku
53 to okrggi wspolosiowe. Z.rysunku widaé, Zze przy wydluZzaniu odcinka drogi drugiego
etapu obcigZenia, juz w punkcie P nastepuje pokrycie si¢ poréwnywanych powierzchni,
czyli catkowite ,,zapomnienie” skutkéw pierwszego etapu. Jest to sprzeczne z wynikami
uzyskanymi doswiadczalnie.

Analiz¢ teoretyczng, oparta na hipotezie kinematycznego wzmocnienia, przedstawiono
na rysunku 2. Linig ciagla nakreslono tory srodkéw powierzchni plastycznosci materialu
»Pierwszego”, natomiast linig przerywana dla materiatu ,,drugiego”. Koficowe polozenia
tych srodkéw oznaczono odpowiednio: dla materialu ,,pierwszego” O... z dolnym in-
deksem oznaczajacym punkt, na drodze drugiego etapu, do ktérego prowadzono obcig-
Zenie oraz dla materiatu ,,drugiego” S... z takim samym indeksem. Na rysunku tym nary-
sowano przykladowo dwie powierzchnie plastyczno$ci o $§rodkach w punktach O, i S,

19 Mech. Tcoret i Stos. 2—3/83
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Jezeli w wyniku wydluianfa drogi drugiego etapu obcigzenia materiat ,,zapomina”
O etapie pierwszym, to poréwnywane powierzchnie powinny zbliza¢ si¢ do siebie. Rys. 2
pokazuje, ze w istocie tak jest. Dla drugiego etapu, réwnego odcinkowi BA, odleglosci
srodkéw powierzchni O, i S, sa znaczne, przy wydluZeniu drugiego etapu do punktu
C odlegtosci srodkéw Oc i Sc sa nieco mniejsze, a przy wydiuzeniu tego etapu do punktu
D odlegtoici Op i Sp sa juz niewielkie.

4. Metodyka badan doswiadczalnych

4.1. Materlal I probki. Badania prowadzono na probkach rurkowych ze stopu alu-
minium PA6Nta (AlCud4Mgl). Prébki wycinano z cienkosciennych rur ciagnionych.
Przed dalsza obrobka przeprowadzono selekcje wymiarowa probek. Zatozono dopuszczalne
tolerancje: dla srednicy 0,3% jej wartosci Sredniej oraz dla grubosci Scianki 3%, takze jej
wartosci $redniej. Wybrane probki poddano wyZarzaniu w temperaturze 390°+ i0°C
W czasie 5 godzin., Wyzarzanie miato na celu usunigcie anizotropii, wywolanej odksztai-
ceniem plastycznym przy wykonywaniu rur ciggnionych, oraz polepszenie wlasnosci
plastycznych materiatu. W wyzarzonych prébkach formowano kotnierze przy pomocy
specjalnego przyrzadu, opisanego w pracy [9], zapewniajacego nienaruszalnos¢ srodkowej,
pomijarowej strefy probki. Po oczyszczeniu mechanicznym zewngtrznej powierzchni
W strefie pomiarowej, dokladnie mierzono srednicg i grubosé $cianki. Pomiary wykonywano
dwukrotnie, przed i po obciaZeniu wstepnym. Ostatnim' zabiegiem w procesie przygoto-
Wania probek bylo naklejanie tensometréw. Naklejano je na zewnetrznéj stronie probek,
po dwa (symetrycznie na przeciwleglych ich stronach) w obu kierunkach obciazenia.

4.2. Aparatura pomiarowa l:sposob obcigzania. Do zadawania obcigzen WStQp/nych wyko-
rzystano przyrzad zbudowany w ZMOC IPPT PAN w Warszawie. Konstrukcja przyrzadu
umozliwia niezaleine obcigzanie prébek w kierunku wzdluznym (osiowe rozciaganie)
oraz obwodowym (ci$nienie wewnetrzne). Dzigki temu istnieje mozliwo$¢ obciaZania
wzdtuz dowolnych proporcjonalnych drég obciazenia w calej pierwszej ¢wiartce ptaszczyzny
naprezen o.—oe. Schemat i zasade dzialania przyrzadu mozna znalezé w pracy [9].

Ze wzgledu na skokowa zmiang cisnienia w ukladach obcigzajacych, rzeczywiste drogi
obciazenia nieco odbiegaly od tcoretycznych prostych proporcjonalnego obcigZenia.
Najwieksze odchylenia od teoretycznych drég nie przekraczaly wartosci 3 MPa.

Odksztalcenia mierzono za pomoca elektrycznych tensometréw oporowych, krato-
wych typu RL-15/120/Z. Do pomiaréw wykorzystano zestaw tensometryczny typu M1000
produkeji czechostowackiej. Przy zastosowaniu wyzZzej omawianych tensometrow zestaw
ten zapewnial doktadno$¢ odezytu rzedu ¢ = 4 1076,

5. Wyniki badan doswiadczalnych

5.1. Metodyka okreslania powlerzchni plastycznosci. Do okre$lania kazdej powierzchni pla-
stycznos$ci uzywano po 7 probek. Prébki te obciazano wzdiuz proporcjonalnych drég
obcigzenia wychodzacych z poczaé_’ku ukladu wspoirzednych. Dla kazdej drogi obciazenia

19*
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znajdowano granicg plastycznosci i jako punkt przenoszono ja na prosta przedstawiajaca
dang drogg. Laczac punkty uzyskane dla réznych drég otrzymano krzywa przedstawiajaca
przekrdj powierzchni plastycznosdci pldSzczyzng o,—o. Krzywg ta zwykle okreéla si¢
krétko — powierzchnia plastycznosci. W tej pracy znajdowano szereg granic plastycz-
noéci, zdefiniowanych réina wartoécig trwalych odksztalceni, wynoszaca odpowiednio
&P = 0,0057;; 0,01%; 0,0275; 0,19; 0,2%; 0,3%; 0,4%; 0,5%. Oprécz tego znajdowano
granicg proporcjonalnosci. W zwigzku z tym okreslono szereg powierzchni plastycznosci,
oznaczonych tak jak umowne granice plastycznosci. Przyjgty sposéb okreslania granic
plastycznosci byt stosowany w pracach [1, 2, 7]. Do obliczania intensywno$ci odksztalcent
plastycznych ¢; oraz intensywno$ci naprezen stycznych przyjeto zaleznosci:

n
3

& = Z Aef
k=1

gdzie: de, = ]/A?ﬁjd e, deg+ A3

/1 S Ty :
o = ]/ _6'[(02—09)2+(O'z—0'r)-+(0'@—0'r)2]
gdzie: o, = —— p jest naprezeniem $ciskajacym, wywolanym dzialaniem ciénienia oleju
na wewngtrzng $cianke prébki.

5.2. Analiza wynikéw pomlaréw i obliczen. Na rys. 4 pokazano powierzchnie plastycznosci
serii I dla materiatlu w stanie wyjSciowym. Z rysunku widaé, ze doswiadczalne punkty
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ukladaja si¢ w poblizu teoretycznych elips, narysowanych w oparciu o hipoteze Hubera-
-Misesa. Pewne odchylenie punktow dla dwoch drég obciazenia wskazuje na to, ze wyZa-
rzanie nie usunglo w pelni anizotropii wywolanej odksztalceniem plastycznym przy pro-
dukeji rur. ;

Powierzchnie pozostalych serii 11+ VIII wykonane sa dla materialu wstepnie odksztal-
conego wzdhiz okreslonych drog obciazenia. Na rys. 5 pokazano powierzchnie dla mate-
rialu obciazanego wstepnie wzdluz drogi OABO (seria II). Wida¢ wyraznie, Ze obcigZenie
wstgpne przeprowadzone po takiej drodze wywoluje obrét powierzchni plastycznosci
w kierunku osi o,. i

Na rys. 6 przedstawiono powierzchnie plynigcia materialu wstgpnie, obcigzanego
wzdhiz drogi OABDO. Pod wplywem tego sposobu obciazenia powierzchnia plastycznosci
doznaje dwukrotnego skrecenia, raz w kierunku o, (pod wplywem obciazenia pierwszego
etapu AB) oraz drugi raz w kierunku przeciwnym (pod wplywem obciaZen drugiego etapu
drogi BD).

6. Analiza efektu pamieci materialu

Na rysunkach 7+9 dokonano poréwnania powierzchni plyni¢cia materialu ,,pierw-
szego™ i ,,drugiego” w kolejnych stadiach drogi drugiego etapu obciazenia. Na rys. 7
drugi etap drogi obciazenia koficzy si¢ w punkcie A. Widoczne sg wyrazne rozbieznosci
w polozeniu poréwnywanych powierzchni. To znaczy, ze na wlasnosci materialu ma wyraz-
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ny wplyw pierwszy etap obciazenia, a odcinek BA drugiego etapu jest jeszcze zbyt krétki,
by wplyw ten zlikwidowac.

Na rys. 8 drugi etap drogi obciazenia wydtuzono do punktu C. Widaé wyrazZnie, Ze
wydluzenie to spowodowalo zmian¢ we wlasnosciach materialu ,,pierwszego”. Wplyw
pierwszego etapu drogi obciazenia jest tu znacznie mniejszy. Powierzchnia plastycznosci,
zajmujaca uprzednio polozenie obrécone w strong osi o, ulegla skreceniu w strong prze-
ciwna, to jest w kierunku osi op. Jednak odcinek drogi drugiego etapu jest jeszcze zbyt
maly, by material ,,zapomnial” catkowicie o wlasnos$ciach nabytych podczas odksztalcenia
na pierwszym etapie drogi obciazenia. Réznice {w poloZeniu poréwnywanych powierzchni
sa jeszcze wyrazne.

Po wydhuzeniu drogi drugiego etapu obcigZenia do punktu D nastapito dalsze zblizenie
poréwnywanych powierzchni plynigcia. Oznacza to, Zze material ,,pierwszy” ,,zapomnial”
o skutkach w nim wywolanych podczas pierwszego etapu drogi obcigZenia. Przedstawiono
to na rysunku 9.

Efekt pamigci materialu mozna przedstawi¢ w formie graficznej, jako pewna funkcje
parametru drogi drugiego etapu obcigzenia. Definicje przyjetej funkcji pamigci { oraz
definicje parametru drogi ,,zapominania” y przedstawiono na rys. 10. Funkcja ¢ jest to
stosunek niepokrywajacych si¢ pol uzyskanych w wyniku nalozenia na siebie porowny-

\
Gof = ABi Y.
C " Gis Y =oa
d BC
B “wbh ¥ Ga
_BD
¥3=Ga
=h
Y, i FF:?* Fz
m F, 3 R£r=

K
DS R
materiat , pierwszy”

—_———— materigt ,drugi”

Rys. 10

wanych powierzchni plynigcia do wartosci éredniej tych pdl. Parametr y jest okreslony
Jjako stosunek dlugosci odcinka drugiego etapu drogi obciaZenia, wyrazanego w inten-
sywnosciach napreZenia, do intensywnos$ci naprezenia w punkcie A.

Omoéwiona funkcje £4(y) dla otrzymanych wynikéw do$wiadczalnych przedstawiono
na rys. 13. Dla poréwnania wykre§lono réwniez, zdefiniowana w ten sam sposéb, funkcje
teoretyczng C,(y). Z przebiegu otrzymanych krzywych widadé, ze funkcja £y(yp) lezy w za-
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kresie funkcji teoretycznej £,(w). Oznacza to, ze na drodze ,,zapominania”, oszacowancj
w oparciu o hipotez¢ kinematycznego wzmocnienia, w rzeczywistym materiale nastapi
zatarcie skutkéw pierwszego etapu drogi obciazenia.

Z przebiegu pokazanych na rys. 13 funkcji &u(y) i ;(y) wynika, Ze hipoteza kinema-
tycznego wzmocnienia do$é¢ dobrze opisuje efekt pamigei materiatu. Natomiast jesli chodzi
o ksztalt i wymiary powierzchni plastycznosci, to réznice sg istotne. Wskazuja na to rys.

11 i 12, na ktérych pokazano przykltadowo poréwnanie wybranych powierzchni plastycz-
nosci. '
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Omoéwione uprzednio funkcje pamigci materialu umozliwiaja oszacowanie drogi
»Zapominania”, to znaczy dlugosci odcinka drugiego etapu drogi obciazenia, przy ktorym
nastgpuje ,,zapomnienie” wlasnosci uzyskanych na pierwszym etapie. Nastepuje to wtedy,
gdy przy wydtuzaniu tego drugiego etapu, wlasnosci materialéw ,,pierwszego” i ,,drugiego’
pokryja si¢, a funkcja {(y) osiagnie warto$¢ zerowa. Dopuszczajac pewien rozrzut we
wlasnosciach ,,obu materialéw” zaloZono, Ze juz przy wartosci funkcji £(y) = 5%, nasta-
pito ,,zapomnienie”” poprzedniej historii obciazenia. Dla tej wartosci funkcji, zaréwno
doswiadczalnej £,(p) = 5%. jak i teoretycznej £, () = 57, znaleziono warto$¢ parametru
¥. Wartosci tego parametru wyznaczaja punkty X, i X; na drodze drugiego etapu, okresla-
Jjace dlugos¢ drogi ,,zapominania™. Przedstawia to rys. 14. Na rysunku tym pokazano
réwniez wykres intensywnosci naprezenia wzdiuz drogi obciazenia

7. Whnioski

. Odksztalcenia plastyczne, materialu quasi-izotropowego w stanie wyjsciowym,
przy zlozonych obciazeniach powoduja przesunigcie, zmiang ksztattu i wymiaréw oraz,
przy pewnych sposobach obciazenia, obrét powierzchni plastycznosci.

2. Obré6t ten jest szczegdlnie wyrazny dla powierzchni definiowanych granica pro-
porcjonalnodci oraz najmniejszymi wartosciami trwalych odksztalcen plastycznych, jak
" =0, & = 0,005y i 0,017;. Dla wigkszych wartosci &? obrét ten jest mniej wyrazny.

3. Obcigzenie wtérne o zwrocie przeciwnym do pierwotnego powoduje proces odwrot-
nego skrecenia powierzchni w kierunku tego wtérnego obciazenia.

4. Przy odpowiednio duzej wartosci obciazenia wtérnego w materiale nastepuje zatarcie
{zapomnienie) $ladéw obcigZenia pierwotnego.
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Pesmome

AHAJI3 OBOPOTA ITOBEPXHOCTH TEKYYECTU C YUETOM IIAMSITU MATEPUAJLA

B paGote nmpesCTaBIeHbl XON M PE3YJIBTATHI SKCIEPHMEHTANBHBIX HCCIIENOBARHI IAMATH MATepHalla
IpH CJIOYKHBIX HArPySKaX BBIHY)KNAXOLIEX 00OpOT NOBEPXHOCTH IUTACTHUHOCTH. Mccnenomaums mpo-
BEJleHB! Ha TpyOUaThIX 06pasLax CAENIAHBIX H3 CILIaba aNFOMHHMS.

TeopeTryeckiii aHAJIM3 NOJYYEHBIX PE3YNLTATOb MCCIEAOBAHMIT NIPOBENEH OMUPAsCh HA THIIOTERY
KHMHEMAaTHYECKOro YIPOYHEHHA.

Summary
\

ANALYSIS OF ROTATION OF YIELD SURFACE WITH CONSIDERATION OF THE MEMORY
OF THE MATHERIAL

The procedure and results of experimental investigations of the memory of material at combined
loadings exerting rotation of yield surface are presented in the paper. The mvesugauons are performed
on the tubular specimens made from aluminum alloy.

Theoretical analysis of the obtained resuits was performed on the basis of the kinematic work har-
dening hypothesis.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 marca 1983 roku
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1. Wstep

W projektowaniu konstrukeji inzynierskich spotykamy si¢ z ustrojami zloZzonymi
z elementéw o zmiennych przekrojach poprzecznych. Najczesciej jednak mamy do czy-
nienia z konstrukcjami, ktérych wymiary przekrojéw poprzecznych elementéw zmieniaja
si¢ liniowo w plaszczyznie rysunku, natomiast drugi wymiar jest staly. Celowe staje si¢
wiec opracowanie odpowiednich wzoréw umozliwiajacych latwe wykonanie obliczen
dynamicznych tych ustrojéow. Wprawdzie wspodlczesna technika komputerowa pozwala
rozwigzywaé geometrycznie skomplikowane elementy konstrukcyjne to jednak znajomosé
wzoréw transformacyjnych ulatwia budow¢ kanonicznych uktadéw réwnan.

Jedna z metod, ktéra ma szerokie zastosowanie w rozwiagzywaniu zagadniet dynamicz-
nych ustrojéw pretowych (belek cigglych, ram, tukéw, itp.,) jest metoda przemieszczen.
Zastosowanie jej do rozwiazywania ukladéw o stalych przekrojach poprzecznych jest
Znane, wystarczy wymieni¢ obszerne monografie St. BLASZKOWIAKA i Zb. KACZKOW-
SKIEGO [1] oraz W. NOWACKIEGO [2].

W przypadku pretéw o zmiennych przekrojach poprzecznych znane jest rozwigzanie
Sciste drgan klinowej belki wspornikowej podane przez E. CRANCHA i A. ADLERA [3],
przy czym calka ogélna réwnania opisujgcego to zagadnienie wyrazona jest za pomocg
funkcji Bessela.

Zagadnienie drgan belki swobodnie podpartej o liniowo zmiennej wysokosci zbadane
zostalo w pracy [4] przez zastosowanie metody Ritza. W rozprawie tej uzyskano przy
uzyciu szeregéw Fouriera formalnie rozwiazanie $cisle.

W pracach [5], [6] wyprowadzono wzory transformacyjne metody przemieszczen,
umozliwiajgce rozwiazania zagadnien drgan poprzecznych, podtuznych i skrgtnych ustro-
Jow sprezystych zlozonych z pretow prostych pelnych, ktérych wymiary przekrojow po-
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przecznych zmieniaja si¢ liniowo tylko w plaszczyZnie zginania natomiast grubo$é preta
jest stata. Wyprowadzone wzory w wymienionych wyZej pracach nie pozwalaja jednak
rozwiazywagé ustrojow przestrzennych z braku odpowiednich wyrazen na drgania poprzecz-
ne preta w kierunku prostopadtym do plaszczyzny zginania.

Praca [7] zawiera wzory transformacyjne dla preta o liniowo zmiennych obu wymia-
rach przekroju. Interesujace wyniki zawiera praca [8] w ktérej rozpatrzono drgania pretow
o bardziej skomplikowanej geometrii.

W niniejszej pracy zajmujemy si¢ zagadnieniami drgan poprzecznych preta w kierunku
osi stalego wymiaru preta. Rozwazania ograniczamy do drgan harmonicznych, ktére
opisane sg przez amplitude spetniajaca réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe o zmien-
nych wspotczynnikach. Rozwigzanie ogélne tego réwnania daje si¢ przedstawi¢ jedynie
w postaci szeregdw potggowych, otrzymane wigc w pracy wyniki stanowia formalnie
" doktadne a w praktyce przyblizone rozwigzanie analityczne stawianego problemu i pozwa-
laja na latwe otrzymanie rozwigzan dla przyktadéw liczbowych.

Wyprowadzone w tej pracy wzory wraz z wynikami podanymi w pracach [5], [6]
moga stuzyé do wyznaczenia drgan wymuszonych i wlasnych oraz sit przekrojowych
belek ciagtych, ram plaskich i przestrzennych, rusztéw, ram zatamanych w planie, i.t.d.
Podane rozwigzania mogg mieé rowniez zastosowanie w przypadku ram fundamentowych
ram podpierajacych stropy obcigzone maszynami, konstrukeji wsporczych pod urzadzenia
wentylacyjne; silniki, itp., w konstrukcjach mostowych oraz w wielu innych konstrukcjach
inzynierskich a szczegdlnie przemystowych.

2. Drgania poprzeczne preta

Rozwazymy pret prosty o stalej szerokosci przekroju poprzecznego g oraz o wysokosci
h(&) zmiennej liniowo wzdiuz osi preta (rys. 1) opisanej wzorem:

h(&) = hy(ui& + ), 2.1
gdzie:
—— h h
hy = l/hthk s ty = ”h:* = hi s
h T ?
uk=h—:=]/h—j, tp =1, (2.2)
gt =18
= iy EK
. oy
= 3
T;ksinwtc: -%x
0

k'S'Inth

l; 1 Twsin wt
i |
1
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Symbolami 4;, 4, oznaczono tu wysokosci przekrojéw podporowych. Zmiennos¢ pola
A(£) przekroju poprzecznego prgta wyraza sig nastgpujaco:

A@E) = A& + ), (2.3)
gdzie:
A, = VA 4,. (2.4)

Zmienno$¢ momentu bezwladnosci I(§) przekroju poprzecznego preta przy drganiach
Poprzecznych w kierunku osi y (rys. 1), tj. prostopadle do rysunku ma postac: -

1(§) = Is(#vf""!‘k‘f), (2.5)
gdzie:
L=y L1 (2.6)
Stale u;, ux Wystepujace we wzorach (2.3), (2.5) maja postaé (2.2) lub, co jest r6wnowazne
% B i .
i = '-]l\— g Ly = Ii . (‘.7)

Symbole A;, Ay, Ii, I, oznaczaja pola oraz momenty bezwladnosci przekrojow podporo-
wych

hi‘13 hq®

B I, = P (2.8)

di=hg, Av=ha, L=
Rownanie rézniczkowe opisujace drgania wlasne poprzeczne prgta o zmiennej sztyw-
nosci zginania ma postac’:

[EI(E) 02 (E )

*y(§, 1)
Fra o2

gdzie EJ(£) oznacza sztywno$¢ zginania preta, 94(&) oznacza mas¢ preta na jednostke
dhugosci.
Uwzgledniajac wzory (2.3) i (2.5), réwnanie (2.9) mozemy zapisa¢ w postaci

]+ A& = i (2.9)

El, &'y, 1) _ 2EL, Py ) |
(i —wm)*  0&* (1 — 1) (i &' + ) 0&*
oAt (. 1)
(a0 — a)? o
Dalej rozwazania nasze ografniczymy do drgan harmonicznych. Po rozdzieleniu zmien-
nych otrzymujemy nastgpujace réwnanie rézniczkowe opisujace amplitude

= 0. (2.10)

= _1 = AV - - 2 lll (}_) ) l
(p2i ~ )? wie (i — ) i + &) - (&)~ ¥(& =0, (2.11)
gdzie
16,4*w?
1 = = )
(u— 1)*El 2.1

za§ w oznacza katowa czgstosc drgan.
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Wprowadzajac oznaczenia

‘l/ll' =7 4ty ‘u["“llk = b, (2.13)
rownanie (2.11) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci
1 : 2 o n T AAAE -
bz WO - I)(a —bE) yW(&) - (?) y(&) = 0. (2.14)

3. Rozwiazanie réwnania (2.14)

Rownanie (2.14) jest réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym liniowym jednorodnym
rzedu czwartego o zmiennych wspétczynnikach, przy czym (poniewaz a > b > 0), wspot-
czynniki te s3 funkcjami ciggtymi dla & € <0, 1>. Podstawiajac do réwnania (2.14) zmienna
71 dang wzorem

0 = a—bé, 3.1)
oraz przyjmujac _
¥ = y(&) (3:2)
dostajemy
2 hs '
~1v el )| PO S LA YR oy o
¥+ = () (2) 5z v = 0. (3.3)

Réwnanie (3.3) zostalo rozpatrzone w pracy [9], gdzie autor zastosowat metodg zmiennej
zespolonej dla otrzymania rozwiazania przyblizonego. Wykorzystamy teraz bardziej
klasyczna metode, mianowicie poszukiwaé bedziemy rozwigzan szczegélnych réwnania
(3.3) w postaci szeregu potegowego [10]:

Fap = D e, (3.4)
k=0

gdzie r jest nieznanym parametrem, ktéry trzeba okresli¢ wraz ze wspolczynnikami ¢
podstawiajac (3.4) do réwnania (3.3). Prowadzi to do nastgpujacego réwnania algebraicz-
nego |

cor(r—=1D2(r=2)y" " *+c,(r+ Dr2(r— Ly =3+
D+ )P e (r ) D2+ D+
+ D {4+ R +3+ R +24 k) Be o+ = 0, (3.5)
k=0
gdzie

AN
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Réwnanie (3.5) powinno byé spelnione lozsamosciowo a zatem wspolczynniki przy
dowolnej potedze  powinny byé rowne zeru. Przyjmujemy, ze

¢l =¢p= €3 =0 (3.7)
oraz
r(r—13%(r—2) = 0, (3.8)
Co daje r=0,r=1, r = 2.
Z réwnania (3.5) wynika ponadto. ze jeshi spetnione sa 3.7 1 (3.8) to
Cerar+4+R)(+3+Kk)3(r+2+k)—Bey = 0. , (3.9)

Podstawiajac r = 0 do (3.4) i (3.9) otrzymujemy jedno z rozwigzaf szczegdlnych
tOwnania (3.3) w postaci:

Yol = 1+ aun*, (3.10)
n=1 =
gdzie dla n e N mamy
' n il B" - o »
Ay, = l 11 [B(n—D+4][4(n—D)+31P[4(n—i)+2] (3.11)

ap =1, Agpt1 = Qanyr = g4y = 0.

Dwa nastepne rozwiazania szczegdlne otrzymujemy podstawiajac r = 1 oraz r = 2
do (3.4) i (3.9). Daja si¢ one zapisaé nastgpujaco:

Y.(n) = 77(1 +2b4,."}“”), (3.12)
¥ n=1
2dzie:
- [ I [4(n—=i)+5] [4(n —i)+4][4(n—i)+3] ° (3.13)
bO & I- b4n+l = b4u+2 = h4n+3 =S 0* ne N‘
oraz,
o A 5T i,
Yi(p) = 7)'(1 +Z e iy ), (3.14)
n=1
2dzie
S T L TA— )+ 6180 =)+ SPA(n— )+ 4] (3.15)

co = 1. Cant1 = Cans2 = Canga = 1, neN.
Poniewaz r = 1 jest pierwiastkiem podwojnym réwnania (3.8), czwartego rozwigzania

20 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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szczegblnego poszukujemy w postaci [10]:

o0
A
Ya(p) = Yamlng+ D) dyy™1, (3.16)

n=0

gdzie Y,(n) dane jest wzorem (3.12). Podstawiajac (3.16) do réwnania (3.3) otrzymujemy
wzory okreslajace wspolczynniki 4,

n

d — B"—ld4 = 32":2_ l b
“ L @pr@i+n@i-)  2n@n+D@n-1) 7
dla n-> | oraz @17
11
d4 T ’lab-h ‘I4n+| = d4n+2 — d4u+3 = 0.
Z (3.17) i (3.16) wynika, ze
YoO) = Ya(pinn+ Y dagn**, (3.18)

n=1
gdzie d,, sa okreslone wzorem (3.17).
Podsumowujac, otrzymali$my cztery rozwigzania szczegdlne Y;(n) réwnania (3.3).
Mozna sprawdzi¢, ze sa one liniowo niezalezne, zatem rozwigzanie ogélne rownania (3.3)
mozemy przedstawi¢c w postaci

4
v = Y C Y, (3.19)

T

gdzie C;, i = 1, 2, 3, 4 s3 dowolnymi statymi zas Y; dane s3 wzorami (3.10), (3.12), (3.14)
oraz (3.18). Stale C; mozna wyznaczy¢ z warunkow brzegowych. Rozwigzanie ogolne
réwnania (2.14) dostajemy podstawiajac do (3.19) zmienna » dang we wzorze (3.1)
i uwzgledniajac (3.2).

4. Warunki brzegowe i wzory transformacyjne

Rozpatrzymy nastepujgce warunki brzegowe
y) =y, YO = g,
y() =y, YD) =g,
gdzie yi, Y, lpi, lp. sa stalymi oznaczajacymi amplitudy przemieszczen liniowych i kato-
wych. Poniewaz wygodniej jest operowaé funkcja j(7) wiec wykorzystujac oznaczenia
(3.1) i (3.2) mozemy warunki brzegowe (4.1) zapisa¢ w postaci

4.1)

= 1y l
.V(a) = Y "1']* = —'B“ Pis
a7 in=a
! ) (4.2)
= dy
—b) = ~adad, e e Sy
y(@a—>b) = yi T !m_b b P
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Podstawiajac rozwiazanie ogélne (3.19) do warunkéw brzegowych (4.2) otrzymujemy
uklad czterech réwnan algebraicznych liniowych okreSlajacych nieznane stale C;, i =
Sl-D. -3 4

4

—1Cl Yi(a) = yi,

i=1

=~
) | (4.3)
vc ,.(QIL' !
&y ‘n—a b ¥
4 1
dyY, l
Crelt Byl
ig}: i d"? S b ‘Pk

Znajac stale C; mamy na podstawie wzoru (3.19) funkcj¢ y(n) a uwzgledniajac (3.1)
i (3.2 otrzymujemy y(£). Warunki brzegowe (4.1) maja charakter ogélny, pozwalaja
réwniez znalezé rozwigzanie zagadnienia gdy dane sa na koricach preta momenty zgi-
najace lub sily poprzeczne poprzez rozwiazanie odpowiedniego uktadu réwnai algebraicz-
l(lych. Momenty zginajace i sily poprzeczne w koncach preta wyrazaja sie wzorami [5]
rys. 2):

y
AilII
v . AE)IIE) Al
Y 51? ‘? X
£ 1A %" 'T_________-——-——."k‘ 1;( =
l ————— ——L—" ~ [
£ &
l
4
Rys. 2
EI(&) d?y(&
_ EIE) d*y(§)
ML g :
: 4
o d [EO_ e s
ik ldE 12 dEz ‘E:O’
T _ _L[ EI) &%y()
“K T 2 dg? et
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Zastgpujac & przez 7 za$ y(§) przez y(n) oraz uwzgledniajac (2.5), (2.2) oraz (2.13) to
wzory .(4.4) mozna zapisa¢ nastgpujaco

ElLa ,, d%
1\4”‘ =] ~ == 12 b d?72_!,7,__a’
El(a—b d?p |
My, = ‘(T")‘b2 )2’ »
l dn® ly=a-v :
(4.5)
ERL [ a3y . a]
o= T ]|
BV [ d  a¥
= E it

Jesli dane warunki brzegowe wyrazaja momenty zginajace i sily poprzeczne lub sa
typu mieszanego to mozna otrzyma¢ rozwigzanie stosujac (3.19), gdzie C; spelniaja uklad
réwnan (4.3), przyjmujac y;, yx, lo;, Iy jako nieznane, ktdre trzeba wyznaczyé z zadanych
warunkow brzego'wych i wzoréw (4.5). ;

Z ukiadu réwnan (4.3) wynika, Ze stale C; sa w postaci kombinacji liniowych wartosci
przemieszczen liniowych i katowych danych na brzegu preta, czyli

C, = ayyitanytanle +ag,le,,

gdzie a,m, n,m =1, 2, 3, 4 sg stalymi. Z powyZszego wniosku oraz na podstawie (3.19)
i (4.5) wynika, ze sily poprzeczne i momenty zginajace sa réwniez kombinacjami liniowymi
wartosci y;, v, lgp;, oraz lp;.

5. Rozwigzanie przyblizone

Ograniczymy teraz rozwazania do podania rozwigzania przyblizonego oraz, odpo-
wiadajacym temu rozwigzaniu, wzoréw transformacyjnych. Wspdlczynniki a4y, ban, Can
oraz d,, wystepujace we wzorach (3.15), (3.11), (3.13) i (3.17) podaje nastepujaca tabela

el Tabela 1 K
n [ 1 2 3
B ' B? B3
dan = T o= —
72 200064 50400 - 200064
B BZ j BS
byn L = S e
¥ 240 967680 65280 - 967680
B B2 B?

Can THEEL N2 =~ e A
P 600 3888000 82232 - 3888000
2 118 T L 127 1183 287

a 2400 9696800 252 - 967680 20592- 2400 858 -

-
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Dalej, majac na celu zilustrowanie wynikéw podanych w rozdziale 4 pracy, ograniczamy
sig do nastepujacych przyblizen dla ¥;(5) (wykorzystujemy wzory (3.10), (3.12), (3.19)

i (3.18)):

' B
Yi(n) & l+a,n* = 1+72A ol

B
Yy(n) = 17-'i-b4'r/5 = Yl+m 7%,
- G
Ya(n) & 0°+canf® = nt—om 7,

B 1
Ya(n) = (n+ban)nn+dys® = (“W 175) Inn——z50 1"

Dokladnos¢ rozwiazania przyblizonego moZna poprawié biorgc w rozwiazaniach
Szczegblnych wigcej wyrazéw szeregdw opisujacych Yi(n). Wspolezynniki ay,, Bani G din
dosé¢ szybko maleja do zera.

Wprowadzajac oznaczenia

Ji1

Sia

Jia

Jas

B . B
Y (a) = [+%—a4, Jiz=Ya(a) 2 at 240 a’,

B 3
as,

600 5

Yi(a) x~ a?+
- B A We
Y4(a) ~ (a +’ma ) Ina 24T0a s

Yi(a=b) % 1+ (a—b)*,

A B0 B :

Y(a—b) % a—b+ 540 (a—Db)°,

Yila—b) ~ (a~b)2+- B (a—b)®

3 ) = ) kvl ,

Yoa~b) = |a—bt=B—(a—b)s In(a —b) ~ = (a— b)*

¢ TIUSR H A 2400 i _
I . (5.2)

dY s AR o _dn| B .

By e S B L S| B g

dY, " u -

o it 00

ay, | B 3

. = | ———a*

0 |y (”48 ")”"“ 60 “

, .
d’Yl | : e B (a—b)3.

T Lty TR
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dy, | = B |
Jaz = P I I+ a8 (a—b)*, ‘
_ dY3 e N B i | 5 (5'2)
Jas = Ay |pma-s Hoghit 100 {87 ' [cd.]
. dY,| = B 4o - &
Fig = 777 lyaas B [l + 487(a b) l In(a—b)+1 ico (a—b)?,

mozemy uklad réwnan (4.3) zapisa¢ nastgpujaco

4
Zflmcm - gj‘ , = l’ 2’ 3: 4; (5.3)

m=1
gdzie
. { { :
St =V, L2=)Vr, 83= A 7y Pi» g4 = i P (5.4

Stosujac rozwigzanie przyblizone (5.1) mozemy wyrazi¢é wzory transformacyjne (4.5)
w postaci

_ ELab? T B B 4)
Mlk = *T — [Cl '—6‘(1 +C2 ﬁa +C3 (2+26(1 +
B .3 7 3
+C4(ﬁa lna+ma )],
2, —
Mkl = :E‘{_\ZI’(Za—b‘)' {Cl *—g" (a —b)2+ Cg —1% (a—b)3+C3 lZ nF
B 4 B 33 - __7 2 3]}
+ 20-(a b) ]+C4[T2 (a—b)’In(a —b) + 240 (a—b)|;,
3 g (5.5
ELab B B B
Ty = = M+ - ISI‘: [Cl*:i‘a“'cz "4—02+C3”5 a’+
SRR 19
+C4(4 a lna—"zma )],
b ELb3(a—b) B B
Ty = “Ka—b) M, + P {Cl 3 (a—b)+C, 7 (a—.b)2+

B B : 19 .
+Cs 5 (@=by+C; [7 (a=byIn(a—b)— -5 (a—b) ]}

Rozwiazujac teraz uklad réwnan (5.3) mozemy wyznaczy¢ C, a nastgpnie podstawiajac
Jje do (3.19) (gdzie Y; sa dane wzorami (5.1)) oraz do (5.5) otrzymamy poszukiwane roz-
wiazanie.

W przypadku drgan wlasnych, przyjmujac, Ze pret jest sztywno zamocowany, €O
oznhacza przyjecie na brzegach zerowych przemieszczen liniowych y; = yx = 0 oraz zero-
wych przemieszczen katowych lp; = lp, = 0, uklad réwnari (5.3) staje si¢ uktademréwnan

N
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liniowych jednorodnych i posiada niezerowe rozwigzanie gdy
det[f;m] = 0 (5.6)

Réwnanie (5.6) jest rownaniem na czestos¢ drgan wlasnych @ wchodzgca do niego po-
Przez wartos¢ B (wzory (2.12) i (3.6)). Podstawiajgc przyblizone wartosci f;, dane wzorami
(5.2) do (5.6) otrzymujemy réwnanie algebraiczne stopnia czwartego na niewiadomy A
i mozna Je rozwigzaé numerycznie.

Zastosowanie podanych wyzej rozwigzan przyblizonych zilustrujemy na przyktadach
liczbowych.

Przyktad 1: Znajdziemy czestos¢ drgan wilasnych dla preta o nastepujacych
danych

| = 4,00 m, q= ],20 m, h,- = 2,40 m, hk = 1,20 m.

o = 2400 kg/m*, E = 23:10*® MPa. (5.7
Stosujac wzory (2.2), (2.7), (2.8), (2.13) i (5.7) otrzymujemy
a= 14142, b = 0,7071 (5.8)
nastepnie, podstéwiajqc (5.8) do wzoréw (5.2) i rozwigzujac réwnanie (5.6) dostajemy
B = 19,5291 (5.9)

€0 daje, na podstawie (3.6) i (2.12) czestos$¢ drgan wiasnych dla rozpatrywanego przypadku
w = 209,44 s~!. (5.10)
Przyktad 2: Rozpatrzymy teraz drgania wymuszone preta o wymiarach podanych

We wzorze (5.7) przyjmujac czgsto$é obciazen wymuszajacych
w = 314,16 s~1, (5.11)

€0 odpowiada 3000 drgari/min. Na podstawie wzoréw (2.12) i (3.6) mamy dla tego przy-
padku

B = 43,94, (5.12)

Nastepnie, podstawiajac (5.12) i (5.8) do wzoréw (5.2) otrzymujemy liczbowe wartosci
Wspblezynnikow fj, dla ukladu réwnan (5.3). Podajemy je w postaci macierzy:

3,4409 2,4498 2,5857 0,8231

1,1525 0,7394 0,5090 —0,2571
F = (5.13)

6,9039 4,6614 53138 24955
10,8629 1,2288 1,4919  0,5691
gdzie
F = 1f),] (5.14)

Rozwigzanie ukladu réwnan (5.3) moZemy zapisa¢ w postaci

= l3,8822y,-—9,7928yk+4,5955«é— Pi+4,3511 [') Pe- (5.15)
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106,218y, 476,606 y,— 36,7801 - ¢, —26,0438 | ..
b b (5.15)

[ed.]

o
|

, ]
Cs = 98,1271y, 70,2163, +34,2566 -, q,,.+23,429671) Pe,

Cs = —48,9577y,+ 33,5132y, — 17,3563 ,17 gi— 11,5984 l’)' P

Na podstawie wzorow (3.2), (3.1), (3.19), (5.1), (5.8) i (5.12) mozemy pr7edst1w|<.
amplitud¢ drgan y(§) w postaci
y(&) = C{[14+0,6103(1,4142-0 707lt)4]+C,[l 4142 —
0,7071£4+0,1831(1,4142—0,7071£)]+ C, [(1,4142 —
0,7071£)? +0,0732(1,4142—0,70715)°1+ C, {[1,4142 —
0,7071£+0,1831(1,4142—0,7071£)]In(1,4142—0,7071&)
—0,0045(1,4142—0,7071£)%}, ‘ (5.16)
gdzie C; sa dane wzorami (5.15). :
Podstawiajac parametry charakteryzujace pret (5.7) oraz wzory (5.15) do (5.5), otrzy-
mujemy nastepujgca postaé wzoréw transformacyjnych:

M, = —0,0216 E (— 17,7047y, + 15,4154y, — 71,7320 71; @i —

_5.1135-2— (pk), (Nm),

M, = 0,0108 E (183,8750yi —129,6104y, + 63,7763 —Il)— @+

+ 45,6078 ,Il)_ q)k) ,  (Nm),

Tl k

3;1 (0,2269y,;0,0687yk—3,1495 % P;—0,1443 [f) qu).

E ! l
= 5 1,6989y, —0,4542 y,.+0,5842 5 ¢ +0,4381 5 M) (5.17)
gdzie E = 23 x 10® MPa, / = 4,00 m, y;, ¥ sa amplitudami przemieszczen liniowych za$
lp;, oy, s3 amplitudami przemieszczen katowych na koncach preta.
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Paswome

KOJIEBAHMA CTEPKHEII C JHUHENAHO ITEPEMEHHOI BbICOTOIM TIIOIIEPEYHOTO
CEYEHUS

B padote PaCCMOTPCHO 3ajauy KOJIeGaHMil NIPAMBIX CTEDIKHEH C NOCTOAHHOR TOJIUHHOH, KOTOPLIX
Pasmepns TONEPEeYHBIX CeUeHMH H3MEIAIOTCA JIHHEHHO B IIOCKOCTH Haruda. Paccy»xaeno TapMOHHYECKHE
Honepeunwie xomneGanus CTePyKHA B HANPAaBJIEHHH IOCTOAHHOIO pa3Mepa IIONEDEUHOro ceueHust. Ilo-
JIVUeHO obiee pelleHue YpaBHEHHA aMINMTYAa B BHJE CTENECHHOrO P5ijia, 2 B JaNbHeHIIeM IpUGImKeH-
HOe peuterue mist amMIUIATY A 1 TpaHC(bopmauHOHﬂblx dbopmyn. ITonyueHunle pesysITaThI HIIMOCTUPO-~
BAHO ABYMS YHCICHHBIMU IpUMEpaMM: B IIEPBOM HAMAEHO \AaCTOTY COOCTBEIHBIX KoJIedatmil, BO BTO-
pom PaCCMOTPEHO BBIHYM(ICHHbIE KOIe0aHuA.

Summary

VIBRATIONS BARS WITH LINEARLY VARIABLE CROSS-SECTIONAL HEIGHT

The paper deals with problems of vibrations of straight bars with constant width. The height varies
lincarly in the plane of bending. We consider harmonic transverse vibrations of the bar in the direction
of the constant dimension. A general solution of the amplitude equation is obtained in the form of the
Power series. From this an approximate solution is determined for the amplitude and slope-deflection
€quations. The obtained results are illustrated by two examples. In the first the natural frequency is deter-
mined while in the second forced vibrations are obtained.

Praca zostala zloZona w Redakeji dnia 25 maja 1982 roku
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MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA
2/3, 21 (1983)

O PEWNYCH WIEZACH BRZEGOWYCH W KLASYCZNEJ TEORII PLYT

KazmMiERZ MYSLECKI

Politechnika Wroclawska

1. Wstep

W pracy rozpatruje si¢, w sposéb ogélny, zagadnienie wspdlpracy cienkiej plyty z in-
nymi konstrukcjami np. powloka, belka, pretem cienkosciennym itp. Zaklada si¢, 7e
polaczone sa oné z plyta na jej brzegu. Analiza takiej zlozonej konstrukeji jest czesto
niemozliwa, pomimo dysponowania dobrym aparatem numerycznym (metoda elementéw
skoriczonych). Rozmiar zagadnienia przekracza zwykle wtedy mozliwosci dostepnego
sprze¢tu obliczeniowego. Dlatego tez istotne jest niezalezne rozwiazanie poszczegdlnych
elementédw zlozonej konstrukeji z uwzglednieniem ich wspéipracy.

W potaczeniach plyty z innymi diwigarami powierzchniowymi mozna przyjmowad,
z dobrym przyblizeniem w wielu przypadkach, sztywne zespolenie dzwigara z plytg (ze
wzgledu na duzq sztywnos¢ diwigarédw powierzchniowych w niektérych kierunkach).
Natomiast oparcie plyty na belce jest swego rodzaju podparciem sprezystym.

Analitycznym narzgdziem, ktére zastosujemy do rozwiazania przedstawionego wyzej
zagadnienia jest mechanika ciala stalego z wigzami [1, 2, 3, 4]. Punktem wyjscia bedzie
klasyczna teoria plyt [5].

2, Podstawowe réwnania klasycznej teorii plyt

Na plaszczyznie Srodkowej S cienkiej plyty o grubosci & przyjmujemy krzywoliniowy
ukfad wspétrzednych ©',6%. Wspélrzedne tensora metrycznego oznaczamy przez A%F,
wspdirzedne altenatora —egqp(a, § = 1, 2), a rézniczkowanie kowariantne kreska pionowa.
Wéwezas zagadnienie zginania plyty poddanej obcigzeniu ¢(0', ©®?) prostopadiemu do
plaszczyzny $rodkowej mozna opisa¢ grupami réwnan:
warunek réwnowagi dla tensora napig¢ momentowych M,,

.1 M*lgp+q = 0,
Zwigzki geometryczne
(2.2) *ap = —Wag,
relacje konstytutywne
(2.3) M == C¥ly ,,
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gdzie w jest ugigciem piyty, a x,s — tensorem zmian krzywizny plaszczyzny srodkowej.
Tensor sprezystosci C*° dla plyty izotropowej o sztywnosci zgieciowej D przyjmuje
postaé

1

—p b
(2.4) C = D [maﬁmu ZL (A“‘/Aﬂ"+A°“9Aﬂ”)] .

Na krzywej C bedacej sladem plaszczyzny srodkowej S na: powierzchni brzegowej
plyty zadaje si¢ geometryczne i statyczne warunki brzegowe. Krzywa C parametryzujemy
wspoirzedng diugosci fuku 4 i okreslamy wektor n, normalny do C.

Definiujemy nastgpujace operatory:

d
@ ") = o (),
(2.5 M,(-) = nung(+),
d
l/n( \ ) — nﬂ( ) )|a_ Y [Efzy( i )”ﬁny]~

ktére stuza do okreslenia geometrycznych
; W= wy,
280 Pu9) = o,
i statycznych warunkéw brzegowych
M,(M*) = m,,
2.7 Vi(M*) = po,

gdzie wo, @o, Mo 1 po s34 znanymi funkcjami okreSlonymi na C.
W dalszych rozwazaniach, w celu uproszczenia wzoréw, bgdznemy pomija¢ argumenty
operatoréw brzegowych (2.5).

3. Roéwnania wiezow brzegowych i zasada idealnosci wiezéw

Rozpatrzymy dwa rodzaje wigzoéw brzegowych danych na czg$ciach C, i C, krzywej C:
Pierwszy rodzaj wigzoéw opisuje wspolpracg plyty ze sztywna Konstrukcja i mozna go
przedstawi¢ przy pomocy réwnan
(31) al(;', W, (P",ﬂllﬂZ"" ﬂ;\l)zo (i= lv") reay ) na C

Nieznane parametry 8, £, ..., fa nie zaleza od wspolrzgdneJ Al
Na krzywej C, przyjmujemy rownania wigzow

(32) yl(l’ Mna ny (rni ‘A{ru, -",V '(/)n) Wis A alav s VLW) — O
e ey i B

Opisuja one wiele przypadkéw sprezystego wspoldzialania plyty z innymi elementami

1 Rownania (2.1)= (2.3) z tensorem sprezystosci (2.4) mozna sprowadzi¢ do jednego rozniczkowego
rownania zginania plyty 44w = g/D (44 — bilaplasjan)
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konstrukcyjnymi na brzegu C,. Operatory V’ oznaczaja rézniczkowanie po X(V’(-) =

a.l
= (MJ('))
Funkcje o;, v; sa liniowymi funkcjami swoich argumentow (z wyjatkiem argumentu A).
Réwnania wigzéw (3.1), (3.2) modyfikuja warunki brzegowe (2.6), (2.7) na C, i C,,
ktére mozna obecnie zapisaé w postaci [4]

M, = m.+m,,

(33) Vo= p.-+po na Cy,
W= —W.+Wwy,
(34) Py = —(Pr+(Po,

My, = m.+mg,
Va=p+po na C,.
Nieznane funkcje ¢,, w,, m, i p, sa przemieszczeniami i silami reakcyjnymi na krzywych

C, i C, powstalymi na wskutek naloZenia wiezéw (3.1) i (3.2).
Dla wigzéw (3.1) i (3.2) przyjmujemy zasade idealnosci wiezéw [3, 4]

76.5) [ .80+ p.6w)AR+ [ (. S,+-p, S+, SM, 4+, 8V,)d 2+
Cy (o

L-1

+ D) MY VYol Z +[P¥ 0V = 0.
N=0

Nawiasem kwadratowym w ostatnich skfadnikach (3.5) oznaczono réznice wyrazZenia
W nawiasie na koncach krzywej C,(4 = Agi A = &), a MY(N = 0,1, ..., K—1)i PN(N =
=0,l, L—1) sg wystepujacymi tam reakcjami.

Przermeszczema i sity wirtualne w (3.5) (oznaczone symbolem 0) spetniaja réwnania [4]

4\{

(3.6) g“i Rt j; Spnt D) I;‘ y=0 (i=1,2,..,p) naQ,
(3.7) 931\)}4 M, +- jl’; SV, + > J??L,, SV, +
L
N/_Sa?;'w Vw=0 (i=1,2,..,5) naC,.
Oznaczmy przez y; = wi(4) (= 1,2, ...,p) i p; = w; (/’) (z — ..., §) mnozniki

Lagrange’a na C, i C, oraz pomnézmy przez nie réwnania (3.6) i (3.7) wykonujqc jedno-
Czesnie sumowanie po i. W pierwszym przypadku otrzymamy

-
(3.8) 2‘ p,—~v0\\+ \1 L7 ; O@,+ > > 1/)1 aa, 6ﬂ~= 0.
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Natomiast w drugim — po stosownych przeksztalceniach mamy

’ K—-1
o0 0 Y NN
(3.9) Zﬂ, i - 3M, + S o a)r,/' 8V, +(a+VX°) 5, — (Z Xva¢")+
l N=0
L-1
+(b+VY°)6w—V(Z Y"V“rSw) = 0.
=0
We wzorach (3.9) uwzgledniono oznaczenia
o 7]
(3.10) S i -
XV = Z 2 (_”JVJ( V~+);'+1¢ )
i=1
= d
_ Yi
3.11)

S L-1-N

\ ! d7i

Catkujac (3.8) i (3.9) odpowiednio po krzywych C, i C, i dodajac nastgpnie do réwnania
(3.5) mozemy, po wykorzystaniu lematu du Bois-Reymonda, otrzymaé przemieszczenia
I sily reakcyjne [1]

3.12) ) vis (’“’ .

24 fw, o sbe (N=1,2,...,M) na C,

Je=1

m, = a+Vx°, p, = b+VY°

: 3,
21/! '\)’ ’, _Z:ul_a’ﬁl" na C"

(3.13)

Pr
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oraz
Mi=-X (J=0,1,.. K-1),
Pl=—-Y (=0,1,..,L-1)

na koncach krzywej C, (A= 251 A= 2.

Réwnania (3.1), (3.2), (3.4), (3.3), (3.12), (3.13) i (3.14) lacznie ze zwigzkami' (2.1),
(2.2) i (2.3) stanowia kompletny ukiad réwnan, ktéry moze stuzyé do rozwigzania zagad-
nienia zginania plyt z wiezami (3.1) i (3.2).

Zauwazmy, ze wigzy typéw (3.1) i (3.2) moga by¢ dane na tej samej czgsci brzegu C
(C, = C,), co nieznacznie modyfikuje przedstawione wyzej rozwazania.

(3.14)

4. Przyklady wigezéw brzegowych

Wezmy najpierw pod uwagg wiezy opisywane réwnaniami (3.1). W tym celu rozpa-
trzymy plyt¢ prostokatna, na ktérej jednym boku jest przymocowana sztywna belka (rys. 1).
Wigzy (3.1) majg tutaj postaé

1

a't g,—P3 =0,

(4'1) oy W_ﬂxy—ﬂz =0,

- s b B y

A B

V=

X [

Rys. 1

gdyz ugigcie sztywnej belki jest funkcja liniowa, a kat obrotu wzgledem osi belki jest
staly. Z réwnan (3.12) obliczamy sily reakcyjne

m, = 9,, /
(4.2) Pr = ¥, na odcinku 4B
oraz
! s l
“.3) J yidy = 0, fwzdy =0, i)fi.vzydy =20
0 0

Warunki (4.3) wobec (4.2) sa réwnaniami réwnowagi sil reakcyjnych dzialajacych na
Sztywna belke,
Przykladem konstrukcji z wigzami (3.2) jest plyta z rys. 1 polaczona ze sprezysta belka
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o sztywnosci skretnej D; i gigtnej D,. Wowczas réwnania wigzéw mozna przyja¢ w postaci

d*g,
}l' Ds dy;)_ +M11_0§
44
(4.4) ) d*w
Ve Dq d-;)4+l’,,=0

Sily brzegowe M, i V, wystepuja w réwnaniach (4.4) w miejscu obcigzen skrecanej i zgi-
nanej belki. Na podstawie odpowiednich wzoréw z rozdziatu 3. otrzymujemy przemieszcze-
nia 1 sily reakcyjne

q (P" = )ll'l’ ‘Vr = /-LZ;
(4.5) - g
"M M2 ;
= D. . MY ¢ Rl = 3
m, = D, A p "y na odcinku AB
oraz
M = =D MY = Dy
o _ _n Tpa L_p a*u,
(4.6) PP = —-D, PR Ri-=2D, Q7
J \
P2 = —-D, ‘d’“;?, P? =D, u, w punktach 4 i B.

Gdy wezmie si¢ pod uwage swobode konicéw belki (rys. 1) nalezy przyjaé M? = P2 =
=Pl =0. ’

W obu powyzszych przykladach zalozono, Zze belka jest wolna od obcigZen zewnetrz-
nych (z wyjatkiem sit reakcyjnych od plyty) oraz w drugim przykladzie pominigto wplyw
przesunigcia osi pryzmatycznej belki od brzegu plyty na posta¢ rownania (4.4),.
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Peaome
O HEKOTOPBLIX KPAEBBLIX CBSI38X B KIJACCHUUECKOI1 TEOPHUM IIJIACTHUH

B paGore paccmarpupaercs ,,B 0DOOIIEHHOM BHMAe'' mpobjema COTpYAHHUECTRA ILIACTHHLI C APY-
UMM THITAMI KOHCTPYKLHUH (0aJikoii, 000JIOUKOH M T.01.) COSANHENHbIMII C IUIACTHHON HA ee Kpac. DToT
BOIPOC PELIACTCs € TOUKH 3PCHUA MEXalHKH KOICTPYKLMII CO CBA3AMH. B HacTosuleii paGore noapodHo
HCCIICI0BAHLI /1A UPIIMCPA KPacBLIX cBsacii.
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Summary
ON CERTAIN BOUNDARY CONSTRAINTS IN CLASSICAL THEORY OF PLATES
The problem of co-operation of bent plate with other elements (beam, shell etc.) connected on the

edge with the plate is discussed. The problem is solved as a case of the structural mechanics with constraints.
Two examples of boundary constraints are given and analysed.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 stycznia 1983 roku

21 Mech. Teoret i Stos. 2—3/33
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OPTYMALIZACJA PARAMETRYCZNA UKLADOW DYNAMICZNYCH
O NIECIAGELYCH CHARAKTERYSTYKACH i

JerRzy Luczko
Politechnika Krakowska
1. Wstep

Zagadnienie doboru optymalnych parametrow ukladu dynamicznego przy zaloZonej
Jego strukturze jest zadaniem optymalizacji z ograniczeniami w postaci réwnan roznicz-
kowych. Uzyskanie jawnej zaleznosci funkcji celu od parametréw jest mozliwe tylko dla
nielicznej grupy problemow. Wigkszo$¢ zagadnien praktycznych wymaga rozwigzania
silnie nieliniowych réwnan rézniczkowych rzedu wyzszego niz drugi. WiaZe si¢ to z ko-
niecznos$cig stosowania metod numerycznych przy wykorzystaniu EMC. Duzy czas obli-
czen zwiagzany z rozwiazaniem zadania optymalizacji skiania do przyjmowania uproszczo-
nych modeli zjawiska, ujmujacych jednak wplyw istotnych parametréw na stan ukiadu;
Uproszczenia te moga polegaé na okresleniu charakterystyk elementéw istotnie nielinio-
wych za pomoca funkcji nieciaglych lub dystrybucji. Prowadzi to do zagadnienia opty-
malizacji dynamicznej ukiadu opisanego nieciaglym wektorem stanu. Rozwiazanie powyz-
szego problemu uzyskano, bazujac na ideach rachunku wariacyjnego [7].

2. Sformulowanie problemu

Rozwazmy zagadnienie znalezienia optymalnych wartoéci parametréow a;(i = 1,2 ... 1)
uktadu dynamicznego przy ustalonej jego strukturze. Niech ruch badanego ukiadu bedzie
opisany niecigglym n-— wymiarowym wektorem stanu x(7). Zdefiniujmy przez x; (k =
= 1,2, ... m—1) ciagle odcinki trajektorii ukladu, zas przez £, obszary, w ktérych sa
one zawarte (rys. 1).

Rys. 1
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Wprowadzmy powierzchnie:
Vol @) =0 g = 1,2, .. i, e
ograniczajace obszary (2. Oznaczmy dalej przez ¥(k = 1,2, ... m) te z powierzchni

(2.1), ktdre s3 kolejno przecinane trajektoria uktadu. Oglamczymy sig przy tym do roz-
patrzenia zadania z ustalonyml koncaml tzn przyjmiemy:

P, = 1—1t,,

ﬂm = t—1,,
Zazadajmy teraz spelnienia wewnatrz obszaréw 2, ukladu réwnai rézniczkowych w po-
staci:

).Cjk=j:,-x(xk,i,a) j='1,2,...”

k=1,2,...m—-1" &2)

za$ w punktach t = f, prieci@cia powierzchni (2.1) trajektoria ukladu niech beda dane
warunki:

xXf= ox(xQ; tx, a), ]j= 1,2,...n, 08
k=1,2,...m,
gdzie oznaczono:
X = %(1—=0) = x5_, (1),
X = X;(6+0) = xu(ty).
Dla t = ¢, zachodza zwiazki:
M(xi  te,a)=0. k=1,2,...m (2.4)
Zadajmy ponadto warunki jakie winny speiniaé¢ konce trajektorii uktadu
o, t, Xt e, @) =0, j=1,2,..n. 2.5)

Zadanie optymalizacji mozna sformutowaé nastgpujaco:
Nalezy znalezé wektor statych sterowan a;(i = 1, 2, ... /), zapewniajacy minimum funkcjo-
nalu w postaci:
m—1 £,,1-0
T ol ity ks b @ 30 i 1w, 2.6)
E=1 1,40
przy czym odpowiadajace tym sterowaniom odcinkami ciagle funkcje xj (B/i = 1,2, n
winny speiniaé wewnatrz obszaréw Q,(k = 1, 2, ... m—1) ograniczonych powierzchniami
(2.1) ukiad réwnan rézniczkowych (2.2), zas na ich brzegach warunki (2.3), (2.4), (2.5).
Zalozymy, ze funkcje fjx i fox, @y 1 ¢o Oraz 9y i wy sa ciagle wraz ze swoimi pochodnymi
czastkowymi do rzgdu drugiego wlacznie po wszystkich argumentach wewnatrz odpowied-
nich obszaréw domknigtych.
Ponadto zatozymy, Ze trajektorie uktadu przy przejsciu z jednego obszaru do nastgp-
nego przecinajg tylko jedna z powierzchni (2.1) i nie dochodza do nich stycznie tzn. jest
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speiniony warunek:

! &) av
Z,,f_k,_f“_ﬁ X £0 2.7
j=1 0% j—1 A jr=t-0

k=1,2...m

3. Warunki konieczne minimum funkcjonalu

Rozpatrywane zagadnienie jest zadaniem na ekstremum warunkowe przy czym na-
lozone ograniczenia w postaci réwnan rézniczkowych winny by¢ spelnione we wszy-
stkich przedzialach (#, #xy,) gdzie £ =1,2...m—1, za§ warunki (2.3), (24, (2.5
w punktach ¢t =k = 1,2 ... m).

W celu znalezienia warunkow I\omecznych minimum funkcjonatu wpnowadznmy Zmienne
W czasie mnozniki Lagrange’a 4;;(#) dla réwnan (2.2) oraz stale mnozniki », w; oraz g;
odpowiednio dla zwiazkéw (2.4), (2.3) i (2.5).

Utworzymy funkcjonal pomocniczy:

n m n

% %
Joes J+é\_J 0;p; + Z ["kﬁk'i‘ Zl‘kj(xﬁ:—wjk)]
Jj=1 k=1 J=1

Wprowadzimy oznaczenia:

>
P = Pot 2, 0

=1

O = ndu+ D, wGshi—w) k=1,2...m G.1)

J=1

Hy=—fout D Al k=1,2..m—1

Jj=l
| zapiszemy po nastgpujaco:
m—114,,—-0 =n
=g+ 5’0 + 30 (Y Ay Hdr (3.2)

I\ I\lt,‘+0jl

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum warunkowego funkcjonatu (2.6) jest zero-
Wanie si¢ wariacji A4J funkcjonalu (3.2). Wyznaczymy najpierw wariacje poszczegblnych
Skladnikéw wystepujacych we wzorze (3.2)
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7]
dp = 2( <p Ax; a(f 4xj,,,)
Vs S
az, oty + . ot,, + ' oa; da,
(00 20
40, = 2/ (—" Axmpe—t Ax’f.)
k “ dxp T o T

(Z A Hk) it = ot
’k+0 Jj=1
ts1—0 n 1
. . JH, oH ) OH,
) =2 [luéxjk+(xjk—~a—;:-k-) 6}"\J_—5£_k_ 6x1kj|—2/ —a;k'(sa‘}dt.
0 =1 kJ Jk =1 L

Po scatkowaniu przez czesci wyrazenia:

t41=0 ti41~0
. f41-0 :
lkj(sx_’kdt = ‘l,u-(sxjk‘i, 10 = f l“(sxjkdt
H+0 'k+0

i wykorzystaniu zwigzkow:
Axj = A%t +0) = %5 (t+0) + X (8 +0) 6t
Axji = Axpemy (t—0) = 6x ey (t—0) + X 1 (1 —0) Ot
wariacje funkcjonahi (3.2) mozna zapisaé nastgpujaco:

i m m—1141-0
AL = S o i s E f 9By 11| a,
3a, 30, aal’
k=1 k=1 1,+0

M% a@ 0y
dp 00, o, A )
+ g i .2, )
+ (H + atl E at )6 t + 2 [( axJ . axj_x ) ijl + ( )'lj+ ax;i ijl
o Bl 0 N ]
+( T Hy b )(5t + 2 [A".,+ = )Ax,,,, (‘&c}“ +"axT) Ak

m l n 1410

3T (et

k: Jj=1 5+0

) 6x,,‘dt (33)
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Wprowadzono tu oznaczenia:

hig = k1, i(=0), A = Ay(t+0), (3.4)
Hi = Hi_((4:—0), Hf = Hy(4+0), ]

oraz wykorzystano roéwnania stanu (2.2) zapisane w postaci:

dH, JE=ly. e ien
ey’ k=1,2..m-1

Xj =

Wystepujace we wzorze (3.3) wariacje dx; (1), Axj;, Axj}; oraz 1, nie sa niezalezne migdzy
soba i winny spelniaé¢ zwiazki: (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5). W zwiazku z tym nalezy tak wy-
bra¢ mnozniki Lagrange’a A (?), vx. ui; oraz p;, aby zerowaly si¢ wyraZenia stojace przy _
zaleznych wariacjach. Korzystajac z tego warunku mozna wyznaczy¢ uklad réwnan
sprz¢zonych:

__?_Hk = 2

Mg = OXjy k=1,2..m-1

3.5)
okreslajacy zmienne wspélczynniki Lagrange’a A;;(z). Odpowiedni ukiad warunkéw
brzegowych i zarazem réwnan na mnozniki g; otrzymamy, przyrownujac do zera wyraZenia

przy wariacjach Axj, Axjk i 04, dla k = 1 oraz k = m. Pozostale réwnania (dla k =
= 2 ...m—1) tzw. warunki Weierstrassa Erdmana:

. _ 28,

g By
26,
+- =
M= et (3.6)
36, k=2..m-1
+ ' —_— =
S D A T N 1,y

daja zwiazki dla rozwigzan A;;(r) réwnan sprzezonych w punktach nieciggtosei ¢ = ¢,
oraz pozwalaja wyznaczyé mnozniki », i ;. Przy speinieniu powyzszych warunkéw wzor
na wariacje funkcjonatu przyjmie prosta postac:

]
A= ,é\f ;I‘— da,
gdzie
o N0 Q. aH,
Tar T P, Tt B0, 2 ) fo =i @D
h="T2) oo 1/

jest gradientem funkcjonatu (3.2).

Wariacje 8a,(i = 1, 2 ... ]) sa niezalezne, warunkiem koniecznym ekstremum funkcjonafu
Jest wiec zerowanie si¢ wyrazen (3.7).
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4. Metoda numeryczna rozwiazania zagadnienia

Rozwigzanie przedstawionego powyzej problemu mozna praktycznie uzyskaé jedynie
na drodze obliczen numerycznych. Nalezy w tym celu zastosowaé jedna ze znanych metod
gradientowych optymalizacji [2], [4] przykladowo metoda zmiennej metryki Fletchera-
-Powella-Davidona. Metody te wymagaja na kazdym kroku iteracji podania wartosci
funkcji celu (2.6) oraz jej gradientu (3.7). Wyznaczenie tych wielkosci zwigzane jest Scisle
z czasochlonnym rozwigzywaniem zagadnienia brzegowego odpowiednio dla rdéwnan
wyjsciowych (2.2) i sprzgzonych (3.5). Pojawia si¢ ponadto problem istnienia rozwigzania
zagadnienia brzegowego zwlaszcza dla nieliniowych. réwnan stanu., Warunki brzegowe
(2.5) oraz pozostale ograniczenia wyznaczaja pewien obszar parametréw, w ktérym to
. obszarze istnieje rozwigzanie postawionego zadania. '

W trakcie iteracyjnego procesu optymalizacji dobierane parametry moga wykraczaé
poza ten obszar. Dlatego tez wskazane jest traktowanie tego zadania jako optymalizacji
z ograniczeniami w postaci warunkéw brzegowych. Mozna sie tu postuzyé metodami
funkcji kary, polegajacymi na modyfikacji funkcji celu przez wprowadzenie do niej wy-
razenia reprezentujacego karg¢ za przekroczenie ograniczen. Wedlug metody Powella
z przesuwana funkcja kary [2] mozna przyjaé

u= +*2 2)’1(‘7’1 aj)‘ (4-])

przy czym y; i o; (j= 1,2 ... n) sa wektorami wspo6iczynnikéw i przesunieé¢ kary, zmie-
nianymi w trakcie procesu obliczeniowego. Poszukiwanie ekstremum warunkowego odby-
wa si¢ poprzez ciag kolejnych minimalizacji bezwarunkowych zmodyfikowanej funkcji
celu (4.1), za§ dobieranymi parametrami sa teraz wektor szukanych parametréow oraz
wektor warunkéw poczatkowych, zapewniajacy rozwiazanie zagadnienia brzegowego.
Uwzglednienie warunkow (2.5) w zmodyfikowanej funkeji celu (4.1) powoduje istotng
zmiang postaci funkcji @ (wzér 3.1). Zapiszemy ja nastgpujaco:

= gt D) 05— i), : (4.2)

=

przy czym w miejsce ¢, wprowadzono tu wyrazenie:

= @o+ 2 vl —

Jak wida¢ problem optymalizacji polega na znalezieniu (/4+n) wymiarowego wektora
parametrow mmlmallzujqcego funkcjonat (4.1).
Jednakze przyjecie funkC_]l @ w postaci (4.2) prowadzn do zagadnienia poczqtkowego dla
réwnain wyjéciowych i zagadnienia brzegowego z warunkami na koncu dla réwnan sprzg-
zonych. To ostatnie mozna, wprowadzajac zmienna v = t,,—¢, rowniez sprowadzi¢ do |
duzo prostszego w rozwigzywaniu zagadnienia poczatkowego. Dla tak postawionego
zagadnienia optymalizacji algorytm wyznaczenia gradientu funkcjonalu (4.1) mozna
przedstawi¢ w nastgpujacych punktach:
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[. Wprowadzmy dda ujednolicenia zapisu oznaczenia

7("/‘.'(,"7 == fl-;-nh = 0.

’]1-:; = at’" Jjm
dg
i Sl |5 S5 52 | S WAL
mj i;x;'." A »

Przy przyjeciu funkcji ¢ w postaci (4.2) wyrazenia te nic zalezq od mnoznikow ;.
Podstawmy k < m
IT. Wykorzystujac warunki Weierstrassa-Erdmana (3.6) oraz zwigzki (3.1) nalezy

wyznaczy¢ mnozniki z; i v. Sa one réwne:

W= 4, J=1.2..n,
n
3 , (4.3)
Y = (-ZJ ;ukvw.ck—“"uk) / Uy
§=1
przy czym:
Work = ./‘(I_k _f;k >
n
v, dw
Wy = v LD e e LI
ik l, ax;;‘ f.\k a,k .,.k »
n
> N J; oty
25 x-S UNSaT
s=1
Ostatnie wyrazZenie na mocy zalozenia (2.7) jest rézne od zera.
Nastepnie nalezy okresli¢:
"
3 CW g 09y !
o = yu_\_ O _ —, =12 ..n 4.4
kj l,; ks (’xj—k k 3'\::’.‘ A ( )
I=
H
d6, \ dwgy dd, -
Gy L= /\ Mrs s e *) i=1,2..1 (4.5)
da; ._lJ da; da,
sS=

Podstawmy & <« k—1
[II. Po wprowadzeniu zmiennej 7 = t,—t mozna. wykorzystujac zwiazki (4.4), scal-

Kowa¢ rownania sprzezone w przedziale (1, —1tiyq, th—1)

n
N o
2T = > "j_'*k sl T) — - ,,j_k Sl == ) B
Xk CXjy

s=1

Oraz okresli¢ wyrazenia:

tye1 =0 f—=1~0 "
. ¢H, Tps \w‘ i b dfox |

Freiy 45 Zi aa, 0 e, | (4.6)

Ik‘-l-() ! Py~ gy 0" a=] ! = i
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IV. W celu wyznaczenia gradientu (3.7) funkcjonalu nalezy -powtarzaé czynnosci
okreslone w punktach (11) i (111) az do osiagnigcia przez k wartosci jeden.
Dla k = 1 zdefiniuymy:

¢
Hy = _e‘:z(f = —fa. fhi=0,
gL
) 4.7
—3i_wp B8 .
Ay = Fxiy J=1,2..n.

W oparciu o wzory (4.3) mozna okresli¢ wyrazenia (4.4) i (4.5), a nastgpnie, porownujac
(4.4) i (4.7) z uwzglednieniem (4.2), wyznaczy¢ wartoSci mnoznikéw g;.

0T Iy

0; = z’i—_l_ 6xi_l >
oYy

e . (4.8)
Yatwe jest teraz obliczenie pochodnych funkeji (4.2) podtug odpowiednich parametréw
ai=1,2..1+n).

Sumujac dodatkowo wartosci kolejnych wyrazen (4.5) i (4.6) mozna ostatecznie okresli¢
gradient funkcjonatu (4.1).

5. Przyklad

W formie przykladu rozwazmy zagadnienie optymalizacji konstrukcji pneumatycznych
narzedzi wibroudarowych [1], [6] prowadzonej w celu zmniejszenia poziomu drgan prze-
kazywanych na czlowieka. Intensywno$¢ emitowanych: wibracji okre§limy wartoscia
$rednig energii kinetycznej drgan korpusu 2 narzedzia (rys. 2):

pdl 2

S YT y
AN
'a,/’,'< 1 dy-z
ol
AL
| P, | dl
| !V 5 +Z
| R/ % Fiz : & 2% lz'{z
4 ZIl -«E’/,— = ‘
e o
|

Vs P e
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T
m, (.,
E, = 72—; e3(0)dt, (5.1)
[}]

przy czym ograniczymy si¢ do zbadania stanéw ustalonych drgan. Optymalizacj¢ prze-
prowadzimy w przedziale czasu (O, T), wyznaczonym kolejnymi zderzeniami bijaka
1 z tzw. ogranicznikiem ruchu 3. Wprowadzimy takZe wyraZenie:

Ey = - m, [3(T=0)—23(T+0)]

2
okre$lajace warto$¢ energii straconej w trakcie zderzenia i bedace miara efektywnosci
pracy urzadzenia. Po wykorzystaniu zgodnie z hipoteza Newtona wspolczynnika resty-
tucji r przyjmie ona postaé:

1 J -
g =7 m (1 —=r?)z3(T-0). , (3.2)

Rozpatrujgc dalej ruch ukiadéw w plaszczyznie pionowej i zastgpujac oddzialywanie

czlowieka stalg sita Q mozna uzyskaé nastgpujace zwiazki na przemieszczenia bezwzgledne

zi(1):

1
z, (1) = ,u2:+-2— qi(T—1),

l te(0,7), (53.3)
z2(t) = —z+— qi(T-0),
Przy czym przemieszczenia wzgledne z = z, —z, musi spetniaé réwnanie rézniczkowe
W postaci:
ME'*'B—:+F1(P1_Pw)—Fz(Pz"'Pw) . AlllQ' (5'4)

Wprowadzono tu oznaczenia:

M=mums/m, m=m+m,,
w=my/m, i=1,2
q¢=Q/m+g,

za$ pozostale wielkosci zaznaczono na rys. 2. Rozwigzanie zadania minimum wyrazenia
(5.1) przy ograniczeniu w postaci réwnania rézniczkowego (3.4) umozliwia optymalny
dobor tylko niektorych parametréw konstrukcyjnych urzadzenia. Pozostale parametry
okreslajace np. polozenia zaworéw dolotowych lub wylotowych mozna wyznaczyé roz-
" Patrujgc dodatkowo ukiad réwnan, opisujacych zmiany cisnienia g;(r) w odpowiedniej
komorze narzedzia. Przy zaloZeniu przemiany izotermicznej [S] réwnania te majg postaé:

d : . 1 4 :

dt i+ (=)' 2)Fipi} = kUi 2@pi/p) —fip: @(p/p)], i=1,2, (5.5)
8dzic stala k charakteryzuje czynnik roboczy (powietrze) wypelniajacy komory narzedzia.
Przyjmiemy tu dwa zasadnicze dla dalszych rozwazan zaloZenia:
- funkcje f;(i = 1, ... 4) opisujace zmiany pola przekroju odpowiedniego zaworu wylo-
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towego qui dolotowego okreslimy przy pomocy pewnych nieciaglych funkeji y,

/1 = -"i"}'i(l’l ] P2, Z),
— przyjmiemy tzw. przeptyw nadkrytyczny przez zawory [3], [5]. co rozwiazane jest
z zalozeniem stalosci funkcji @(p). '
Zdefiniujemy nastepujace wspolrzedne wektora stanu:

Xy = py(l,—2),
Xy = po(ly +2),
Xy =2
Xg=.Z,

1 poprzez nie okreslimy wyrazenia y;(i = 1, ... 4)

Postaé¢ tych funkcji zalezy od przyjetego rozwiazania ukladu rozrzadu narzedzia. Dla
ukladu przedstawionego na rys. 2 doplyw powietrza sterowany jest gtéwnie rdznica ci$nien
P1—D2, za$ wyplyw zalezy od przemieszczenia wzglednego x;.

Wprowadzajac pomocniczo funkcje:

Vi= (- l)ix3 -1y,

Vies = (=Dixa+ds; | i 1,2, (5:6)
okreslajace polozenia zaworéw wylotowych i dolotowych, a takze:
Viea = (=[x /0, —x3)+x: /(1 +x3)], i=1,2, (5.7
mozna funkcje y; wyrazi¢ nastgpujaco poprzez funkcje nieciggle typu Heavisaide’a:
v = HV),
vw = H(V.-)“)H(V.-H), i=1,2 0

" Uklad réwnan rézniczkowych opisujacych ruch badanego ukitadu przyjmie postaé:

: ik
Xy = k (53’/'.sk—-5'xll’1k ) F,

I =
L X
g (S“ Vor S22k S ) % (5.9)
X3k = Xax
X = — Bx,, — e = M.,
4k (Qo Xk %, + T

gdzie:
Qo = 1, Q+(Fy —Fa)p.

przy czym przez vy, oznaczono wartosci funkeji (5.8) w obszarach w ktérych wyrazenia |
(5.6), (5.7) nie zmieniaja znaku. Tak wigc oirzymany ukiad réwnan jest ukiadem o nic-
ciaglych prawych stronach, zapisanym w jednolitej postaci. Punkty nicciagloéci #, wyzna- |
czone sa poprzez miejsca zerowe funkcji Vi (i=1....6)

Powrdcimy teraz do drugicgo z przyjetych zalozen.
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Wprowadzimy wyraZenia:

: Xy

TR e i

ive = P L+ (=1)ix; °
i s 3

L+(=1)x, Pw
Przyjecie zalozenia upraszczajacego odno$nie funkcji @ ogranicza zakres waznoséci réwnan
(5.9) do obszaréw, w ktorych:

Viee > 0AV; <0V > 0AV, > 0.

(5.10)

V[+8= i=1,2.

W pozostalych obszarach zmienne p;(f) winny by¢ stale, réwne wartosci p, ci$nienia
powietrza zasilajacego uklad lub wartosci p,, ci$nienia otoczenia.
Przyjmujac w tym przypadku za wspdlrzgdne x;(7) zmienne p;(¢) oraz zastepujac odpo-
wiednie z réwnan (5.9) réwnaniem:

X =0
doprowadzimy zagadnienie optymalizacji do zadania z niecigglym wektorem stanu, przy
czym w punktach f = f;, w ktérych zerujg si¢ wyraZenia (5.10) musza byé spelnione
zwigzki:
Xix

L+ (= Dixs,

oraz dla V; =0
Xk = xllhi+ (= 1) x5, (5.12)
ze wzglegdu na ciagto$¢ zmiennej p;(7).

Pozostate wspolrzedne wektora stanu sa ciagle.

Nieciggtos¢ wspdirzednej x4, bedacq wynikiem przyjetej hipotezy odnosnie zderzenia,
Uwzglednimy w warunkach brzegowych przyjmujac, Zze zderzenia nast¢puja w chwilach
Ly, =01 t, = T. Po wykorzystaniu zwiazkow (5.3), warunkow okresowoséci ruchu oraz
hipotezy Newtona warunki brzegowe przyjma postaé:
=0, j=1,2,3
’7’4 = -\’jm_'\--?l +(IT//’1 e 0'

1T ey 2 1
e e e L= -0,
T's \4I+ 2 qu 1+r lu: ]+, /[l]

L, T TR
P = xjm_'\jl

{5.13)

Za funkcjonat jakosci (2.6) przyjmiemy wyraZenie (5.1). Po przecalkowaniu przez czg$ci
Z wykorzystaniem zwigzkéw (5.3) mozna go przedstawi¢ w ostatecznej postaci:

P

. I \
1 22 1 - 1 | 2 .3
J = m, [54 G*T*+ 5 (X3, +X3,) + ff(»z ‘u;.\‘;—‘u,q.\'_;) dt]. (5.14)
b

Postawione zadanie optymalizacji ukladu dynamicznego (5.9) z naloZonymi warun-
kamj brzegowymi (5.13) oraz warunkami (5.11) lub (5.12) w punktach nieciaglo$ci. wektora
Stanu, przy przyjeciu funkcjonalu jakosci (5.14), jest réwnowazne wczesniej sformuto-
Wanemu zagadnieniu optymalizacji.
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Szukanym wektorem stalych sterowan ,,a” moze tu byé wektor parametréw konstruk-
cyjnych rozpatrywanego narz¢dzia udarowego. W przedstawionych ponizej wynikach
za wspolrzedne dobieranego wektora przyjeto nastgpujace wielkosci:

a, = F/F,, ay=pulu,, ay,=1NL/,

Ay = IO/I) as = dl/[l) a, = dZ/IZ)
przy czym ustalono catkowita dlugoécé:

20 = 1, +20,+1,,
oraz mas¢ ,,m"” narz¢gdzia. Optymalizacje przeprowadzono dla zadanej wartosci okresu
drgan:
T=08)lg

odpowiadajacej w przyblizeniu okresowi pracy tzw. ubijakow formierskich. Takze war-
tosci pozostalych parametréw przyjeto w oparciu o istniejace rozwiazania konstrukcyjne
wymienionych narzedzi.

Przy numerycznym rozwigzywaniu sformulowanego zadania optymalizacji wykorzy-
stano podany w poprzednim punkcie algorytm rozwiazania wyznaczania gradientu funk-
cjonatu.

Uzyskane rezultaty przedstawiamy w sposob pogladowy, nie wchodzac w szczegolowe

rozwazania, zawarte w pracy [6], a dotyczace np. wplywu poszczegélnych parametrow
na warto$¢ przyjetej funkcji celu.

%, fwl 1} 2,/ |

\
2t \ ) // 3 0.05F \
| ] - 4' L 1 L \\
L VN T RTINS
\ -00sF U //
\ 7

Rys. 3

Na rys. 3 pokazano ruch ukfadu istniejacego UO i optymalnego Ul na plaszczyznach
fazowych (wprowadzono tu wartosci $rednie z, i z, wspéirzednych z,(¢) i z,(¢t) oraz
czgstod$é drgan w = 2n/T, za$ w tab. | zestawiono wartosci parametréow charakteryzuja-
cych powyzsze uklady, a takze dwa inne optymalne rozwigzania otrzymane dla zadanych
wartosci parametru a,. :

Mozna tu zauwazyé, ze dysponujac dostatecznie duza iloscia parametréow podlegajg-
cych optymalizacji mozna zaprojektowaé rézne ukiady (np. U2, U3) okreslone tylko
nieznacznie gorszym od optymalnego (Ul) wskaznikiem jako$ci dziatania (5.1). Ze wzro-
stem wartosci parametru a, ro$nie wprawdzie wartosé funkcji celu (5.1), ale réwnoczesnie
wzrasta wyrazenie (5.2), za$ stosunek tych wielkosci pozostaje prawie staly.
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_ Tabela 1
e Uklad | | ]
: ’ uo | Ul u2 u3
Wielk0§¢ Naamap Ty |l 3 =)
| | ]
a; | 0.600 0.466 | 0.600 0.700
™ - G e |l F L
|
a | 0333 | 0292 | 0276 | 0.262
a; 1.000 | 0.888 0.736 ‘ 0.705
Ej k oo f————
a, 0.250 0.313 0.303 | 0.282
as ‘ 0.667 0.629 0,759 0.826
L A s e A e e e =
as | 0.667 | 0.639 | 0.679 | 0.688
— i = _I |_ =
E./mgl i 0.120 0.061 ‘ 0.065 i 0.068
= s — e .
E./mgl | 2203 | 2.417 | 2.527 2.614
| ~
| |

E,|E. 18.4 39.6 | 38.9 | 384

Tak wigc, w zaleznosci od tego czy bardziej pozadane jest zmniejszenie poziomu wi-
bracji czy tez zwickszenie efektywnosci pracy urzadzenia, rézne z tych rozwiazan moga
by¢ uwazane za optymalne.

‘Whioski

Z powyzszych rozwazan i przeprowadzonych obliczen numerycznych nasuwaja si¢
nastgpujace wnioski:

-— Zaproponowana metoda moze by¢ zastosowana do rozwiazania zagadnienia opty-
malizacji dla do$¢ szerokiej klasy dyskretnych ukladéw dynamicznych.

Zaleta metody, dzieki wykorzystaniu analitycznych zwiazkow (3.7) okreslajacych
gradient funkcjonalu, jest fakt. Zze czas obliczen w ramach jednej iteracji nie zalezy prak-
lycznie od ilosci parametréw, zalezy od niej jedynie ilos¢ iteracji.

W przypadku ukladow, dla ktérych rozwigzanie zagadnienia brzegowego jest latwe
do uzyskania (np. ukladéw odcinkami liniowych), polecane jest sporzadzanie odrebnego
algorytmu obliczeniowego, opartego bezposrednio na wzorze (3.3) i zabezpieczajacego
spelnienic zagadnienia brzegowego na kazdym kroku iteracji. W ten sposob mozna obnizy¢
wymiar szukanego wektora parametréow (nic bedg dobierane wartosci poczatkowe wek-
lora stanu) i poprzez zmniejszenie ilosci iteracji skroci¢ czas obliczen numerycznych.

W przypadku bardziej zlozonych problemoéow optymalizacji wskazane jest wstepne
okreslenie wezszego obszaru parametrow w ktérym lezy minimum globalne.

Mozna tu wykorzysta¢ znane [2], [4] bezposrednie metody optymalizacji lub tez rezul-
taty analizy ukiadu. Inaczej mowiac pozadane jest naloZenie pewnych ograniczen na
parametry ukladu, w tym takze na warunki poczatkowe. Winny by¢ one migdzy innymi
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wprowadzane w ten sposob, aby zapewnic stalg liczbe punktéw nieciaglosci w kolejnych
iteracjach procesu obliczeniowego, co gwarantuje jego lepsza zbieznos$é.
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Praca wykonana zostala w ramach problemu wegzlowego 05.12 —,,Wytrzymato§¢ i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych™, koordynowanego przez IPPT PAN.

Peswome

IMTAPAMETPHUYECKAA OTITIIMH3ALWA OJMHAMIYECKHX CHUCTEM C PA3PLIBHLIMIL
XAPAKTEPUCTHKAMH

B npennokennoit padore HCCHemyeTcss IPOGIeMy NAPAMETPHUCCKOH ONTHMH3AMH HHHAMHUECKHX
cucrem AnA anddepeHuHabHbIX YPaBHEHHH ¢ pPa3phbIBHBIMH TIPABBIMH YACTAMU B Pa3pbIBHBIMH KOOPAM -
narami. HeoGxozumbie yciIoBHS MHHHUMYMAa (DYHKOHOHANA NPUHIMAETCA HA OCHOBE BapHALMOHHOTO
ucuncnenud. TlpefuIoyKeHHBI YHCTIEHHBIT METO PCLUCIHS 3aNaud H ONPEACIEH AJIrOPHTM I'PajiHeHTa
(pynxuponana. B KOHKpeTHOM UHCICHHOM NpUMEPE PACCMATPHBAETCA NMAPAMETPHUECKAN ONTHMH3AIHA
[THEBMOYAaPHHKOR .

Summary

PARAMETRICAL OPTIMIZATION OF DYNAMIC SYSTEMS WITH DISCONTINUOUS
CHARACTERISTICS

The paper presents the problem of optimal choice of parameters of non-lincar dynamic system. The
mathematical model can be described by means of system of ordinary ditferential equations, whose right
sides are discontinuous.

The author suggests the numerical gradient metod for solving problem of optimization and proposes
algorithm calculation of the functionals gradient. The preconditions of the minimum have been found
with the aid of the variational calculus metods. The example refers to parametrical optimization of pneu-
matic, hand-held percussive tools.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 6 stycznia 1981 roku
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NUMERYCZNE OBLICZANIE KRZYWOLINIOWYCH SCIEZEK ROWNOWAGI
" DLA JEDNOWYMIAROWYCH UKEADOW SPREZYSTYCH

ZYGMUNT KASPERSKI

WSI Opole

W pracy podaje si¢ metode obliczen punktéw réwnowagi dla jednowymiarowych
uktadéw sprezystych. Przyktadem takich ukladéw sa prety (fuki) lub powtoki obrotowe
obcigzone osiowosymetrycznie. Obliczanie krzywoliniowych $ciezek réwnowagi jest
podstawowym elementem nieliniowej analizy konstrukcji. Dodatkowo zaklada sie, Ze
rozwazany ukliad jest poddany obciazeniom zachowawczym, charakteryzowanym jednym
parametrem skalarnym 2. Metoda rozwiazania nieliniowych uktadéw rownan réwnowagi
wykorzystuje wszystkie wlasnosci macierzy wystepujacych w analizie tych konstrukcji
metoda elementow skonczonych i charakteryzuje si¢ duzg stabilno$cia oraz stosunkowo
krétkim czasem obliczen. Dodatkowa cenna zaletg jest w przyblizeniu liniowy wzrost
czasu obliczen w zaleznosci od liczby elementéw podziatu konstrukcji. Podaje si¢ szereg
przykladéw liczbowych dla powlok obrotowych, a dla zachowania wzglédnej spojnosci
opracowania podstawowe informacje o dyskretyzacji powloki podano w Uzupehieniu.

1. Sformulowanie problemu

Bedziemy rozwaza¢ jednowymiarowe uklady sprezyste, ktorych pole przemieszczen
jest funkcjg jednej zmiennej u = u(&), & € [&,. &]. Zatézmy ponadto. ze rozwazany uklad
Jest poddany obcigzeniom zachowawczym charakteryzowanym parametrem skalarnym 7.
Energia potencjalna takiego ukladu moze byé zapisana w postaci
(I.1) P(u, 2y = Ulu)+ V),
gdzie U(u) jest energia sprezysta. a ¥(u) energia potencjalng obciazen. W stanie rownowagi
energia potencjalna jest stacjonarna, tj. wariacja (rézniczka Gateaux) jest rowna zeru
(1.2) - OP(u, A; ou) = 0,
dla kazdej, kinematycznie dozwolonej wariacji du pola przemieszczen. Roéwnania Eulera-
-Lagrange’a zagadnienia wariacyjnego (1.2) stanowia uklad réwnan rézniczkowych.
w ogdlnym przypadku nieliniowych, ktoéry w zapisie operatorowym ma postaé
(1.3) F(u, 2) = 0.

Podstawowym zagadnieniem analizy omawianych ukladéw jest wyznaczenie wszystkich

22 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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rozwigzan (w tym osobliwych) v = u(4) réwnania (1.3) dla wartoéci parametru A z pew-
nego przedzialu oraz zbadania stabilnosci tych rozwigzan. Szczegdlnie waznym jest wy-
znaczenie tych wartosci 2,, ktdre odpowiadaja punktom rozgalezienia oraz tych A, ktére
odpowiadaja punktom maksimum lub minimum obciaZenia, tj. w ktorych d% =0

(rys. 1).

Rys. 1

Tak postawiony problem jest obszerny i na ogét trudny. Do jego rozwiazania stosuje sig
zwykle jedng z bezposrednich metod rachunku wariacyjnego. Wéwczas niewiadomym
jest wektor uogdlnionych wspoéirzgdnych badz przemieszczen wezlowych g. Dobrym
przykladem jest tutaj metoda elementdéw skonczonych zastosowana do obliczen powlok
obrotowych obciazonych osiowosymetrycznie.

Dla przyjetych funkcji bazowych (funkcji ksztaltu) otrzymuje sig

u(é) = N(é)q,

a wowczas energia potencjalna jest funkcja N zmiennych ¢;(i = 1,2, ..., N) wspdirzed-
nych wektora ¢7 = [g(, q2, .-, qn], 4. .

(1.4) P(q, ) = U(g)+ AV (q).
Energie sprezysta U mozna zapisaé w postaci sumy.
(1.5) Ulq) = U(g)+ Uni(a),
gdzie

1
(1.6) UL(q) = -fq’Kq,

a w czesci Uy (g) sktadowe wektora ¢ wystepuja w potedze wyzszej niz dwa. Symetryczna
macierz K w (1.6) o wymiarach N x N jest nazywana macierza sztywnosci, a forma kwa-
dratowa (1.6) jest nieujemna, tj. U.(q) = O dla kazdego ¢ € R", a dla warunkéw brzego-
wych uniemozliwiajacych sztywny ruch ukladu jest dodatnio okreslona, to znaczy U.(q) > 0
dla g # 0.

Jesli ograniczymy si¢ do tzw. obcigzen typu martwego, to energia potencjalna ¥(q)
jest funkcja liniowa

1.7 Wa) = 4"Q,
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_gdzie staly wektor QT = [Q,, Q2, ..., Qn] jest tzw. wektorem obcigzen jednostkowych.
Obliczajac teraz wariacj¢ funkcjonatu (1.4) w klasie kinematycznie dozwolonych wariacji
wektora ¢ otrzymamy

(1.8) 0P(q, 4; 6q) = 6q"f(q. A) = 0,

a stad uklad réwnan réwnowagi przyjmuje postaé

oUy
(1.9) ) flg, D) = Kg+ é;‘é\'l"(‘I)—lQ=0,
lub definiujac tzw. wektor pseudo-sit
_ Uy,
(1.10) R(q) = T @,
postaé
(1.1) Kq+R(q) = 20,

gdzie R(g) = [Ri(q), R2(9), -, Rn(@)]"-
W ten sposdb znalezienie $ciezki rownowagi sprowadza si¢ do rozwigzania nieliniowego

ukladu réwnan algebraicznych (1.11).

2. Numeryczne rozwigzanie nieliniowych ukladéw réwnan

Wezmy pod uwage uklad (1.11) i ustalajac warto$¢ parametru 4 = i zastosujemy do
niego iteracyjng metod¢ Newtona-Raphsona [7]:
q° — przyblizenie poczatkowe,
2.1 OR ™ "
qm-}-l o qm_ [K+ é)a_ (qm)] {Kq"’+R(q"')—lQ}

dla m =0,1,2,... (m oznacza numer iteracji).
Jesli metoda (2.1) jest zbiezna, to w granicy otrzymamy rozwigzanie

q(i) = lim ¢™.

m- oo

We wzorze (2.1) macierz j,)R jest macierzg funkcyjng postaci

oq
9R, IR, éR,
aq, dq; dqy
5 JR JR ¢R
éR by S0 2
(2.2) g | 4 la v |
ORy Ry IR
_ 2q, dq, T oqy ..

a jej warto$ci liczbowe sy w punktach g™,

=
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W jednowymiarowych ukfadach macierze K i (2.2) maja postaé¢ przedstawiona na rys. 2,
gdzie podmacierze @;(j=1,2,...,/) sa macierzami odpowiadajacymi podzialowi po- .
wloki na elementy, a wyrazy zakreskowane na rysunku sa dodawane.

i w

Rys. 2

e . o : R
Zgodnie z zasadg dodawania macierzy, takg sama struktur¢ ma réwniez macierz K+g—q !

W dalszym ciggu tego rozdziatlu zalozymy, Ze elementy macierzy K i wektora Q sg dane

-oraz znany jest algorytm obliczania wartosci R(g) i %1;— (¢9) dla dowolnego g € R™.

Przy nieliniowym zachowaniu si¢ konstrukcji dla pewnych wartosci parametru 2 ma-

cierz —C;;+K jest macierza zle uwarunkowana, a nawet osobliwa [5]. W tych przypadkach

(szczegdlnie interesujacych z fizycznego punktu widzenia) nie mozna stosowaé metody
Newtona-Raphsona w postaci (2.1). Zapiszmy (2.1) w innej réwnowaznej postaci:

¢° — przyblizenie poczatkowe,
(2.3) IR 2
[K+ &_d (qm) /"i]q"'.‘Ll . {qu_'_R(qm)_ XQ},

gdzie Ag"*! = g"*'—¢"™ dla m = 0.1,2,... i rozwazmy dwa mozliwe przypadki:
OR = 3
1) macierz K+ oq w pewnym otoczeniu rozwigzania ¢ = ¢(A) jest macierza dobrze
[ ’

uwarunkowang,
: h JR . . : .
2) macierz K_i-_&? jest macierzg bliskg osobliwej.

(Praktyczne kryteria rozrézniania tych przypadkéw zostana podane przy omawianiu

przykladéw obliczen). '

W pierwszym przypadku kazdy krok iteracyjny metody Newtona-Raphsona wymaga
e R

rozwiazania liniowego ukladu réownan (2.3), ktérego macierz wspolczynnikéw K+ —%7]

jest postaci podanej na rys. 2. Bardzo efektywna metoda rozwigzania tego typu ukladow

jest opisana w pracy [3]. Tutaj ograniczymy si¢ jedynie do podania informacji, ze jest to
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odpowiednio dostosowana metoda eliminacji z wyborem elementu glownego i ze wszystkie
operacje przeprowadza si¢ jedynie na elementach niezerowych macierzy. W trakcie obli-
czenn wymagany jest niewielki obszar pamigci operacyjnej maszyny cyfrowej. Macierz
ukladu nie musi byé macierza symetryczna.

W drugim przypadku niekorzystng sytuacje mozna ominaé, je§li parametr 2 potrak-
tujemy jako jedna z niewiadomych ukladu (1.11), natomiast dowolnie wybrana skladowa
g wektora g(1 < r < N) przyjmiemy jako dang. Moéwi si¢ wéwczas o tzw. zamianie
parametru sterujacego [5]. Przy takiej zamianie wzér (2.3) przyjmie postaé

~ OR . s 5 e > A
(2.4) [K "o <q'")] Ag"t = — {Kq"+R@") =4, T}

w ktérym macierz K powstaje z macierzy K przez zastgpienie r-tej kolumny wektorem Q
wektor T jest r-ta kolumna macierzy K, natomiast

g = Jary = G A T

-

.

'/jwl

“

; JR . : - .
W tym przypadku macierz K+—— jest postaci przedstawionej na rys. 3, gdzie bez
¢

0q
Zmnigjszenia ogdlnoscei rozwazan przyjeto r = 1. Ze wzgledu na pojawienie si¢ niezerowej
n
) ~  dR . L . . , .
kolumny w macierzy K+ . - nie mozna stosowa¢ procedury opisanej w [3]. Mozna
daq

Natomiast podac¢ prosta modyfikacje tej procedury, ktéra bgdzie przydatna do rozwiazy-
wania ukladéw o macierzach w postaci przedstawionej na rys. 3, zachowujac wszystkic
pozadane whasnosci (m.in. operacje tylko na niczerowych elementach). W tym celu, po-
dobnie jak w pracy [3] zalézmy, ze podmacierze @; sqa wymiaréw n x n ( n-liczba parzysta)
I wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

i fi.— element lezacy w f-tym wierszu 1 s-tej Kolumnie podmacierzy @D;(z, s =

= 10D A el 2 el D)

Eliminacje niewiadomych ukladu (2.4) bedziemy przeprowadza¢ w / etapach. W i-tym

. y ; JdR
etapie eliminacji potrzebne sa podmacierze @; oraz @;,,. Fragment macierzy K+-——

aq
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zawierajacy te podmacierze przed eliminacja wyglada nastgpujaco:
Qt . 0 flll ‘12 'lp ll.p-+-l "'f‘lu
Quer 0 fi fa o Sf% 2,041 S 2n 0
; ] . ;
Ql+p .. 0 f ::2 e Jpp lp.p+1 ;)n
i i i P41 P41
Qitps1 -0 fp+l L fp+l o Sper A1 - dyy, fitesa - ik
. . - . . . . . . . - - . - . - - . ’ - . . . .
i i i ] P41 i+1
Oien .0 fi, fh o dy, LA Ll SO )4
i+l i+ 1 +1 L fi+l
Ql+n+) fp-:-l B e ;):-l P f;)+l p+! ;:l,n
: 0
Q fi+l i+l it1 i+1
t+n+p nl e*~Jnp n,p+1l *++Jnn
\

gdzie d}, = o™ Lingspilts @ = Loy wrfs B

Eliminujac metoda Jordana [7] p pierwszych niewiadomych z tego fragmentu otrzymamy:

[0} e | L i R gy 2 Ipee

O .00 1 ... 0 8., . 0

Q. ..000 .. L fix,. . fix

i i% i+1 I+1

Q% i1 o 00 O 5 R

i% 1% P41 i+l

Qo co o D60 o mald® oo it St L e

; i i % i+1 i+1

or. 000 ...0dx ..dx Hpen oS

Q i+1 I+ f i+1
t+n+t p+1,1 = Jp+i.p p+l ptl = Jptt,n

: 0
Q fi+1 i+1 f-i+1 i+ 1
t+n+p nl s pinp J n.ptit DoL WA

(Symbolem * oznaczono te elementy, ktére ulegaja zmianie w procesie eliminacji niewia-
domych uktadu).

W ten sposéb po wykonaniu / etapéw zostana wyeliminowane wszystkie niewiadome
za wyjatkiem A. Wyliczajac niewiadome w kolejnosci Agy, Aqn_,. ..., 4G5 wyrazimy
je wszystkie jako funkcje liniowe A, a nastgpnie po wyliczeniu A z pierwszego réwnania
otrzymamy rozwiazanie A¢™*! ukladu (2.4). Zwr6émy uwage na fakt, ze uklady (2.3)
i (2.4) sa rozwiazywane duza ilo$¢ razy (dla kazdego punktu na $ciezce wielokrotnie),
wobec tego szybkie i numerycznie stabilne metody rozwigzywania takich ukladéw maja
istotne znaczenie dla calego procesu obliczen. Autorowi nieznane sg efektywniejsze niz
opisane wyZej metody rozwiazania tego typu ukladéw. Korzystanie z wzoru (2.1) jest
w tym przypadku niewskazane, ze wzgledu na to, ze przy odwracaniu macierzy zatraca
sig ich strukture przedstawiona na rysunkach 2 i 3.
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3. Obliczanie przyblizen poczatkowych

Punkty na sciezce rownowagi oblicza si¢ w ten sposob, Ze po rozwigzaniu ukladu (1.11)

dla 2 = 2 (lub dla g, = §,) przechodzi si¢ do rozwigzania tego ukladu dla 2 = 1+ .14
(g9, = q,+Aq,) metoda (2.3) lub (2.4). W kazdym z tych przypadkéw nalezy wybrac
przyblizenie poczatkowe ¢° (lub ¢°). Jak wiadomo, w metodzie Newtona-Raphsona
bardzo istotne znaczenie ma wlasciwy wybdr przyblizenia poczatkowego. Jesli np. za
przyblizenie poczatkowe dla 2 = A+ 42 przyjmiemy ¢° = q(7), to w przypadkach duzych
przyrostow przemieszczen zajdzie konieczno$¢ zmniejszenia A2 (co wydluza czas obliczen)
gdyz w przeciwnym razie mozna otrzymac proces iteracyjny rozbiezny badz ominaé czesé
krzywej na $ciezce rownowagi. Analogiczna sytuacja wystgpuje w przypadku sterowania
parametrem g,. Dobre rezultaty daje nastgpujacy sposob obliczania przyblizenn poczatko-
wych: zalézmy, ze mamy rozwiazania g(4,) i g(2,) dla dwoch parametréw 4, i 4,(4, # 1,)
(w poczatkowej czgsci Sciezki dla 4 bliskich zeru rozwiazania takie otrzymuje sie tatwo).
Wowezas dla 1 = 4,+ 42 przyblizenie ¢°(1) otrzymuje sie z wzoréw

) 3D = a0y g0 W2,
5 s — Ay

e

Analogiczny wzor na przyblizenie poczatkowe wektora ¢°(g,) mozna podaé¢ w przy-
padku sterowania skladowa g, (wystarczy zamieni¢ 4 z ¢,). Wzér (3.1) stanowi liniowa
ekstrapolacje rozwiazania dla znanych dwéch poprzednich rozwiazan na sciezce réwno-
Wagi, a jego geometryczna interpretacj¢ w przypadku N = 2 przedstawia rys. 4.

G.

Rys. 4

Oczywiscic mozna poda¢ wzory ekstrapolacyjné wyzszych stopni. jednakze liczne
Przyklady obliczen dla powlok obrotowych wskazuja na wystarczajgco dobre przyblizenia
rozwigzan wg (3.1).
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Mnozac skalarnie stronami réwnanie (I.11) przez wektor Q, otrzymamy

_ <Kq+R(q), Q>
Q0,0 ’
gdzie symbol (...» oznacza iloczyn skalarny wektoréw. Oznacza to, ze jedli g jest rozwia-

zaniem ukladu (1.11), to odpowiadajaca mu wartosé parametru 2 wyraza sie wzorem (3.2).
W przypadku sterowania skladows ¢,, dla zadanego 44 oblicza sie wielkosci gy wg wzoru

(3.2) A

(3.1), a nastepnie przyblizenie poczatkowe a0 niewiadomej 2 wg (3.2), wstawiajac w miejsce
q wektor ¢°.

4. ‘Przyklady obliczen Sciezek réownowagi dla powlok obrotowych

W rozdziale tym podamy przykfady obliczen dla powlok obrotowych. Wszystkie one
liczone byly na EMC Odra 1204. Obliczenia zwigzane z catkowaniem numerycznym ma-
cierzy sztywnodci, skladaniem macierzy, uwzglgdnianiem warunkéw brzegowych itp.
wykonuje si¢ przy pomocy metod opisanych szczegdtowo w [2].

Wzory (2.3) i (2.4) opisuja proces iteracyjny, ktéry nalezy zakonczy¢, gdy osiggnieto
zadana dokiadnosé¢ obliczen skladowych wektora Ag (lub 4§). Najczesciej jako kryterium
dokiadnosci obliczen przyjmuje si¢ spetnienie przez kolejne wektory 4¢™* i Ag™ relacji

(4.1) | lldg" —Agm=4]]| < e,

gdzie ¢ — zadana liczba dodatnia, a symbol ||¢|| oznacza norm¢ wektora ¢ = [q,. ¢,. ...
..., gN]". We wszystkich przyktadach przyjeto norme

4.2) llgll = max |q;l

I=isN
oraz ¢ = 1076,

Przyktad [. Malowyniosla powloka sferyczna obciazona sita skupionyg w wierz-
chotku (rys. 5).

P
n
i
~ a - /
R
Rys. 5
Dane: R = 4,76 m E=2-10° N/mm-
a =09 m ]
H = 85,89 mm SN
h = 4,637 mm
ER? 53 e, ol .
D = ~ sztywnosc zgigciowa powloki.

12(1 =2
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Na rys. 6 przedstawiono przemieszczenie wierzchotka powloki otrzymane przy podziale
na 10 réwnych elementdw. Linig ciggla zaznaczono rozwiazanie otrzymane w pracy [1].
Ze wzgledu na brak wierzchotkow, takie przyklady rozwiazuje sie fatwo, bez koniecznosci
zamiany parametru sterujacego. Kazdy punkt na $ciezce obliczono wykonujac 3 - 4 ite-
racje wg wzoru (2.3) i przyblizenia poczatkowego (3.1).

: 5 T W T
18}
2 ?
w //
15| | Losm //? -
{%76m A
] /
‘ F
1% #
I/'
12 -1
(=] i
5 X
K : : S
= 10 pomieszczenie =
o
7,03-\(
.
g o
e B e—
| : ! ¢ \ e
0 5 10 15 20 25
— pomieszczenie wierzchotka w/h

Rys. 6

Przyktad 2. Malowyniosta powloka sferyczna obcigzona pierscieniowo.
Liczba elementéw — 10.
Dane: R = 4,758 in E = 107 1b/in?
a =09 in y = 0,3
H = 0,08589 in
h = 0,01576 in

Na rys. 7 przedstawiono wykresy: I dla % = (0,251 II dla —Z— = 0,42. Linig ciggla zazna-

Czono rozwigzanie wg [6]. Punkty na krzywej II zaznaczone cyframi 1, 2, 3, 4 oznaczaja
Zmiang parametru sterujacego. Odcinki krzywej miedzy punktami 1 - 2 oraz 3 - 4 obliczono
wg wzoru (2.4) przyjmujgc jako parametr sterujacy przemieszczenie w wierzchotka. Cha-
rakterystyczng cechq obliczeni przy zblizaniu si¢ do punktéw 1, 2, 3, 4 byl wzrost liczby
Iteracji potrzebnych do obliczen przemieszczen z doktadnoscia (4.1). W programie istnieje



462 Z. KASPERSKI

mozliwos$é automatycznej zmiany sterowania jesli liczba iteracjt przekracza zadana wartosé
lub malym przyrostom parametru odpowiadaja duZe przyrosty przemieszczen (oznacza
to np. mozliwo$¢ pominigcia odcinka 2 -4 na krzywej II, rys. 7).

H T T T

LQ0r-

300
z
a
=
~
2001
100 -
1 L L ]
10 20 30 40
przemieszczenie w [mm)
Rys. 7
T :ggi@t[ﬂ]%[ iy = Bl
18]~ 4
15 1
14~ A
= 7 e, ! s
T 10 o—s %
0.8 .
05 al
0.4 "\.. ’/ —
' ——eld Za
0,2 o—._-.‘\/\—.___./' Ll
0 | i [ i ) J L\/J | | [
10 20 30 L0 50 6,0 707 160 17.0 180 190

pomieszczenie wierzchotka w/h
Rys. 8
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Przyktad 3. Malowyniosta powloka sferyczna obcigzona réwnomiernie.

Dane: R = 202 mm E=2-10"% N/mm?
a = 40 mm 1
H =4 mm LIy
h = 0,4096 mm
2 ER?

Gor = 31—y?)z RE = 1,007 N/mm? — klasyczne obcigZenie krytyczne.

Na rys. 8 przedstawiono przemieszczenie wierzchotka powloki przy podziale na 10 ele-
mentéw. Przy podziale na 20 elementéw otrzymano wyniki niewiele réznigce si¢ (na ry-
sunku nierozroZnialne), a czas obliczenn wzrést dwuktornie. Linia ciagla zaznaczono roz-
wigzania uzyskane w pracy [4].

Ze wzgledu na skomplikowany ksztalt krzywej przedstawionej na rys. 8 jest to przyklad
dos¢ trudny do numerycznej analizy i wymaga doswiadczen w prowadzeniu tego typu
obliczen. Jednakze umiejetne wykorzystanie metod opisanych w punktach 2 i 3 pozwala
liczyé takie przyklady z duza doktadnosécia. Przy pomocy opracowanego programu liczono:
szereg innych przykladéw powlok obrotowych, jednakze tutaj zamieszczono wyniki naj-
bardziej charakterystycznych przypadkow.

5. Uzupelnienie

W uzupelnieniu podamy podstawowe zaleznodci i rownania algorytmu obliczen powlok
obrotowych metoda elementow skoficzonych, przy zalozeniu, ze powloka poddana jest
obciazeniom osiowosymetrycznym typu ,,martwego”. Bardziej szczegdélowe opracowanie
tych zagadnien znajduje si¢ w niepublikowanych opracowaniach [8).

Niech tworzaca powierzchni srodkowej powloki dana bedzie réwnaniem r = r(2),
z € [z;, zn4,]. Podzial powloki na elementy skonczone jest dokonywany przez ustalenie:
ciagu wartosci zy, z5, ..., Zy4 1. W ten sposéb otrzymuje si¢ element skonczony jako
stozek o krzywoliniowej tworzacej r = r(2), z € [z;, ziy1], i = 1,2, ..., N. W celu otrzy-
mania zaleZnosci na poziomie elementu, wprowadza si¢ lokalng parametryzacje lukowa
tworzgcej

: dr

(5.1 s(z) = J a.dz, af = (W) +1, se[0, L],

=]
gdzie L; jest dlugoscia tworzacej i-tego elementu. Dla przypadku obcigZenia osiowosy-
metrycznego pole przemieszczen powierzchni §rodkowej powloki jest funkcja zmiennej
s, # = u(s). Sktadowa styczna i skladowa normalng tego pola oznaczmy odpowiednio
przez u i w. Energia potencjalna powloki jest sumg energii sprezystej U i energii potencjal-
nej V obcigzenia

(5.2) - ‘ P(r) = Uu)+V(@).

W dalszym ciagu zakladaé¢ bedziemy, Ze powloka jest cienka, materiat powloki jest jedno--
rodny i izotropowy, a odksztalcenia w powloce sa male. Wéwczas energia sprezysta wy-
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nosi

(5.3) Uw) = 7Zf{C(€:f + €5+ 2vE,€0) + D(2 + 23 + 2w, xg) Y rds
Eh » Eh3

54 = IR ——=c

(54} d l—p2” “ 12(1 =%’

gdzie i oznacza grubo$¢ powloki, £ i » s3 odpowiednio modutem sprezystosci i-wspoiczyn-
nikiem Poissona.

Ograniczajac si¢ do teorii powlok Sandersa-Koitera, zwiazki miedzy odksztalceniami
i przemieszczeniami maja postaé

1
[ —_p2
5 83+2 ﬁx’

€o = £g,
(5.5) )
)
vo= =L (Y= (),

ds

gdzie liniowe odksztalcenia blonowe oraz parametr obrotu wyraZaja si¢ przez przemieszcze-
nia nastgpujaco:

(5.6) g =u'—Dw, o= —i— Gin®u+cos®w), p;=w+du,

Na podstawie zwiazkéw (5.5) energie sprezysta (5.3) mozna zapisaé¢ w postaci

(5.7 U= U+ Uy,

gdzie

(5.8) U, = nf {C(&2 4 634+ 2ve, £0) + D(22 + 15+ 2w, 320) yrds,
ek e 31

(5.9) Uyi = 7 [ C\(ectrea it B2 rds.

Oznaczajac przez q(i) p skladowe normalna i styczna obcigzenia pownerzchmowego
energia potencjalna tego obciagZenia wynosi

(5.10) V(i) = —2n [ (pu+qw)rds.
Definiujgc wektor przemieszczen wezlowych elementu

(51 l) {qc}T = [ui) “; s W,-.. ﬂ.\'h uH 1 “:‘+l ’ wl+| > .8.\'.1'+ l]
oraz przyjmujac wiclomianowa aproksymacje skladowych przemieszczenia wewnatrz
elementu

u(s) = oy +oa,s+oys*+ad,s>,

5.12) .,
( w(s) = a5+ oS +a,5" + a5 s>,
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otrzymamy

(5.13) Y= {"} = [PII4] (g},

w

gdzie macierz [P] zalezy tylko od parametru s, a macierz [A] zalezy tylko od parametréw
geometrycznych elementu. Korzystajac teraz z (5.13) mozna wyrazi¢ liniowe odksztalcenia
oraz parametr obrotu przez wektor przemieszczei we¢ztowych elementu

\ , (e} = {} = [B114] .},
(5.14) #s
) = {x }= [B:] 4] 4a.},
6 v
B, = [B][41{a.}.

Réwnania réwnowagi elementu otrzymane z warunku stacjonarnosci energii potencjalnej
maja postac '

(5.15) [K]1{g.} = {@.}—{0*({q})},

gdzie macierz sztywnosci elementu [K], wektor obcigzen weztowych {Q.} oraz tzw. wektor
pseudo-sit {Q*} wyznacza si¢ wykorzystujac zaleznosci (5.13) i (5.14) oraz postaé energii
sprezystej (5.7), (5.8) i (5.9) i energii potencjalnej obcigZenia (5.10):

Ll
(5.16) [K] = [4]727 [ (1B, [CI[B.]+ [B.I"[D] [B,Drds [4],
: 0

Ll
(5.17) (0.} = [A]Tznf [P]” “’} rds,
3 lq

L,

(5.18) {Q%} = [A]Tnf C{ﬁf [B,1" [;lv] +(2(ex+1'e@)ﬂs+ﬁ,3)-[b]r} rds.

]

We wzorze (5.16) macierz [C] i [D] sa zdefiniowane nastgpujaco:

1 » 1 »
(5.19) [C] = CL 1], [D] = D[v 1].

0{Q.}
oq

Wykorzystujac teraz postaé (5.18) wektora pseudo-sit mozemy wyznaczy¢ macierz
elementu J

L

1
:“’_g%i = [A]"n f c{zﬂs(wlr [] [b1+ [b]"[1 ] [Bd)+

0

+ (2(&s+veg)+3p3) [b]” [b]} rds[A]. "
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Pesmome

YHCJIEHHOE HCCJIEJOBAHUE KPUBOJIMHENHBIX IIVTEN PABHOBECHS B CJIVUAE
OJHOMEPHBIX VIIPYTHX CHUCTEM

B paGore npeacraBiieH YHCIJIEHHbI METOJX HCCIEOBAHHSA TOYEK PABHOBECHA B cllyyae OJHOMEPHBIX
ynpyrux cucreM. IlpHmepaMy TaKHX CHCTEM SIBJIAIOTCS CTepyKHH (apKM) HIH O0OJIOUKH BpalleHus, Ha-
IPY)KeHHble oceCUMMeTpHuHO. Ilpeamomnaraercsl, YTO CHCTEMAa HArpy)KeHa KOHCEPBaTHBHO H OIIHCbl-
BaeTCsl CKAJAPHbLIM NapameTpom A.

Meron pelueHHA HeJMHEMHBIX CHCTEM YPaBHCHMI DPaBHOBECHA MCMONb3yeT Bce CBOMCTBA MaTpHIL,
KOTOPbIE MOABJISIOTCA BO BpeMsi PELLCHHs 3ajaui METOJOM KOHEUHBIX 3J1eMeHTOB. JOCTOHHCTBOM Me-
TOHA SIBJISAAETCS TAK/KE H TO, UTO BpeMs BhluMciieHHit Ha DBM MeHseTca npHOIH3HTENIBHO JIMHEHHO B 3a-
BHCHMOCTH OT KOJIMYeCTRA KOHEUHBIX JJIEMEHTOR KOHCTPYKUNH. CraThA COREPIKUT PAN UHUCIIEHHBIX NPH-
MepOoB, KacalOLHXCA 0GOJIOUEK BPAILCHMsI, @ OCHOBHBIE CBEJCHHA O AMCKPETH3AIMH O0OJIOUKH ITOJIaHbI
B [lpunoxeHnu.

Summary

NUMERICAL CALCULATION OF THE NON-LINEAR EQUILIBRIUM PATHS OF THE
ONE-DIMENSIONAL ELASTIC SYSTEMS

A method of calculation of the equilibrium states of the onedimensional elastic systems like rods
(arches) and shells of revolution under axisymmetric loading is presented. It is assumed that loads are
conservative and intensity of loads is characterized by single parameter A. The solution method of the
non-linear equilibrium equations utilizes all properties of matrices is stable and less time consuming. The
main feature of this method is that computation time approximately grows linearly with the number of
finite elements. Numcrical examples of shells of revolution and basic relations are presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 lipca 1982 roku
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Instytur Matematyczny PAN

1. Wstep

Rozwazany jest uklad mechaniczny zlozony z nieodksztalcalnych cial, skrepowanych
geometrycznymi stacjonarnymi wigzami jednostronnymi. Potozenie ukladu opisuje wektor
X e RY, a wiezy maja postaé

fl(x) 2 0)

jeshi

f[;eCYRY), i=1,..,n<N.

Rozpatrywana jest chwila czasu 7, w ktorej uklad zajmuje polozenie takie, ze

Li(x(1))=0 dla i=1I,..,n,
natomiast pr¢dkosei ukladu sg takie, ze istnieje co najmniej jeden wig¢z, na przyklad o
numerze k(1 < k& < n) taki, ze

lim GTx(7) < 0,

t=t-0

gdzie

oy o ]T

ax; 77 Oxy

Gy := gradf, (x(1)) = [

W opisanej sytuacji nastepuje réwnoczesne zderzenie ukiadu z kilkoma wiezami.
Zgodnie z teorig zderzenia ciat sztywnych w efekcie zderzenia nastapi skokowa zmiana
predkosci, ktorg spowodujg popedy reakcji wigzow.

Jezeli 4,, ..., A, sa nieujemnymi liczbami charakteryzujacymi popedy reakcji odpo-
wiednich wi¢zéw," za$

x(t+0) := lim x(7),
T=(10

to prawo zmiennosci pedu ukiadu dane jest przez nastepujgcy zwigzek

(D M[x(t+0)—x(t—0)] = GA,
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gdzie
2= [Ay, .oy 22]T € RY — nieujemny wektor charakteryzujacy wartosci popedow
reakcji wigzow
G =[Gy, ..., G,] € R¥*" —macierz prostokatna rzedu n, to znaczy ze wektory
G,, ..., G, sa liniowo niezalezne;
M e R¥*Y — macierz symetryczna dodatnio okreslona, charakteryzu-
jaca bezwladnos$¢ ukladu.
Wektor predkosei ukladu po zderzeniu x(#+0) powinien spetniaé nastgpujacy oczywisty
warunek y

@ G™x(t+0) = 0,

ktory wynika z réwnan wigzéw.

Jednakze warunki (1) i (2) nie wystarczaja do jednoznacznego wyznaczenia x(+0).
Aby uniknaé tej niejednoznacznosci w przypadku skalara, to znaczy gdy n = 1, uzupel-
nia sie warunki (1) i (2) nastepujaca hipoteza [1], [3], [4].

W zjawisku zderzenia wystgpuja dwie fazy. W pierwszej fazie nastgpuje naloZenie
wiezu, a w drugiej oswobodzenie z tego z wigzu; oswobodzenie z wigzu nastgpuje pod
wplywem impulsu sity, ktérego wartoS¢ — zgodnie z hipoteza Poissona 3] — jest pro-
porcjonalna do wartosci popgdu reakcji wigzu nalozonego w pierwszej fazie.

2. Model zderzenia

Przedstawiona wyzej hipoteza, ktora dotyczy zderzenia dwéch cial, nic wystarcza do
analizowania réwnoczesnego zderzenia w ukladzie, w ktérym »n = 2. W tym przypadku
proponujemy rozwazy¢ nastgpujacy model zderzenia.

W pierwszej fazie nastgpuje nalozenie wigzow (zderzenie plastyczne), a w wyniku tego
powstaja reakcje wynoszace R = GA,, ktore powoduja zmiang poczatkowej predkosci
uktadu X(¢—0) na predkosé V.

Pierwsza fazg zderzenia opisujg relacje

3) MV, ST = G

4 Az 0,

(5) GV, 2 0,

(6) G Vo)(ef2) =0, i=1,..,n,
jesti

e;l' = [61.1 Ot 6|’,n])

gdzie: 0;; — symbol Kroneckera.
W drugiej fazie zderzenia nastepuje oswobodzenie ukfadu z wigzéw pod wplywem impul-
séw Glyy, jesli
Iy = &y,
edzie:
& — wspolezynnik restytucji zderzenia taki, Ze

0<eg 1,
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zatem druga faza zderzenia opisana jest zwigzkiem

)] M[x(t+0)—V,] = eG2,. ‘

Model zderzenia opisany relacjami (3) - (7) pozwala na jednoznaczne wyznaczenie wektora
X(t+0). Fakt ten wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli F: R¥— R! jest funkcjonalem okre§lonym nastepujaco:
F(x) = —1— xTMx,

to V, speinia relacje (3) - (6) wtedy i tylko wtedy, gdy
(8) F(Vo—X(t—0)) = min [F(z—x(t—0)|Gz > 0]

Dowdd. Jesli V, jest rozwiazaniem zadania (8), to na mocy twierdzenie Kuhna-Tuckera
spetnia relacje (3) - (6) (poréwnaj [5]). Z drugiej strony, na mocy zalozenia symetrii i do-
datniej okre$lonosci macierzy M funkcjonal F jest ciSle wypukly i rézniczkowalny zatem
warunki (3) - (6) pociagaja za soba (8) (porownaj [5]). g

Poniewaz funkcjonal F jest scisle wypukly, ciggly i koercywny (lim F(x) = o =
= lim ||u|] = o0), to na mocy znanego twierdzenia [2] zadanie (8) posiada jednoznaczne
rozwigzanie, a na mocy twierdzenia 1 wzory (3) - (7) wyznaczaja jednoznacznie 2; oraz
X(140). Predkosci uktadu po zderzeniu w kierunkach wiezow WYnosza

GTx(t4+0) = (14 )GV, — eGTx(t—-0)

Przyklad 1:

Nalezy wyznaczy¢ predkoscei bryly sztywnej po zderzeniu idealnie sprezystym z wig-
zami jednostronnymi; schemat bryly i wigzéw pokazano na rys. 1, gdzie zaznaczono
réwniez wspoéhrzedne x,, X,, X3, opisujac poloZenie bryty, Masa i moment bezwladnosci

b et
' X‘

I

e Tt

Rys. 1

bryly sa réwne jednosci, to znaczy ze

predkosci bryly przed zderzeniem s3 takie, Ze
x(t=0= [V, 0, 0], V>0

réwnania i macierze wiezoéw, wynikajace z rys. 1 maja postaé

—X;+x; 20 -1, 0, 0
Xs—x320;, G= 0, 1, 1
Xat+x, =0 1o =1 M)

23 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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Poniewaz predkosci bryly w kierunkach wigzéw wynosza

=]
GTx(1—=0) = ¥| 0],

0
to nastgpi zderzenie bryly z wigzami.
Na podstawie relacji (3) - (6) otrzymujemy
2/3 [1/3
=V|1/3], V,=V|I1/3],
0 | 1/3.

a ze wzoru (7) otrzymujemy predkosci bryly po zderzeniu (¢ = 1)

—1/3]
x(t+0) = V| 2/3
2/3]

Stad mamy predkosci bryty w kierunkach wi¢zéw po zderzeniu

1
GTx(t+0 = v| of,
4/3

ktére spelniaja warunek (2).
Niestety, zaproponowany tu model zderzenia, ktory opisuja relacje (3) - (7) nie zawsze
ma wlasno$¢ (2) co pokazuje nastgpujacy przyklad.

Przyklad 2:

Rozpatrywane jest jednoczesne proste $rodkowe zderzenie czterech idealnie sprezy-
stych ciat (rys. 2). Masa kazdego ciala wynosi 1, a predkosci tych cial przed zderzeniem
sa rowne 2(1—0) = [1,0,0, 1/3]"

1 1/3
J£3

Vi 75 LT AT

Rys. 2

Macierz wigzéw, ktéra wynika z rysunku 2, ma postac

2 Tl

ke =i
e R, N
0 =0,
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Jedynym wektorem v, speliajacym relacje (3 -6) jest

| o] L I g L

0 — 3 ’ 3 ’ 3 ) ’3_ ’
T

g Ll
}""’[—3—) —3‘) 0])

a ze wzoru (7), jesli e = 1, otrzymuje si¢ predkosci kul po zderzeniu
I~ w2 el ]T

wtedy

U(t+0) = [——3_) T) —3—" 3

a stad predkosci kul w kierunkach wigzow

]

[}
GTo(t+0) = [1, 0, —»3—] : i
Powyzszy wektor nie speinia warunku (2).

Przytoczony przyklad wskazuje na to, ze¢ w modelu (3)- (7) moga powstaé predkosci
x(1+0), ktére w dalszym ciagu powoduja zderzenie z wigzami, to znaczy ze nie spelniaja
warunku wiezéw (2). Dlatego tez zaproponowany model jednoczesnego zderzenia ukfadu
z wigzami powinien byé skorygowany, tak aby predkosci po zderzeniu k(¢z+0) spelnialy
warunek wiezow (2).

3. Rozszerzony model zderzenia

Proponujemy nastg¢pujacy rozszerzony model jednoczesnego zderzenia.

Proces jednoczesnego zderzenia w ukladzie o wielu stopniach swobody mozna po-
dzieli¢ na etapy, skiadajace si¢ z dwéch faz. W pierwszej fazie kazdego etapu nastgpuje
nalozenie wiezow (zderzenie plastyczne), a w drugiej oswobodzenie z wigzéw. Jezeli po
oswobodzeniu z wiezéw predkosci uktadu nie spelniajg warunkéw wigzéw, to nastgpuje
kolejny etap zderzenia.

Jezeli przez y, € R¥ oznaczymy wektor predkosci ukladu na poczatku k-tego etapu
zderzenia lub po zakonczeniu (k— 1)-tego etapu, a przez w; wektor predkosci ukladu po
zakonczeniu pierwszej fazy k-tego etapu zderzenia, to opis matematyczny zaproponowa-
nego wyzej modelu zderzenia jest nast¢pujacy |

©) Yo 1= X(t=0),

(10) i M(we—y) = GA®,

(11) 1z 0,

(12) GTw! = 0,

(13) (FGTw)(eFA®) = 0; i=1,..,n
(14) M(¥py —wi) = 8GA®,

dla k= 0,1, 2

23+
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Jezeli powtorzymy rozumowanie prowadzone dla relacji (3) - (7), to zauwazymy, Ze
ciagi {y} 1 {wi} sa jednoznacznie wyznaczone. Zachodzi przeto nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 2. Jezeli ciagi {y}, {wx} sa wyznaczone relacjami (9) - (14), to sa one
zbiezne, przy czym

m wy,

y
(15) GT > 0;

“szereg D, A® jest zbiezny, to znaczy
k=0

04}
o
0 D i=i<w
k=0
oraz

(16) M(y—y,) = (1+¢&)GA.

Dowéd. Na wstepie pokaZzemy, e cigg {yi} jest ograniczony w normie.
Poniewaz macierz M jest nieosobliwa zatem zwiazki (10) i (14) daja

a7 Yer1 = (I+ &w—eyy,

a stad w oparciu o definicj¢ funkcjonalu F mamy

(18) Fyesy) = (1 +&)2F(w)+ 2F(y ) — e(1 + &) wi My,.
Dla funkcjonatu F zachodzi tozsamos$é

(19) Fwe—yi) = Fw)+F(y)—wiMy,.
Z drugiej strony, korzystajac z wzoréw (10) i (13) mamy
(30 2F(we—yy) = 2F(y)—wEMy,.
Z wzoréw (19) i (20) wynika, Ze

2n Flwy—yi) = F(yo)—F(wy),
zas z (18), (19) i (21)

22) F(yer) = (1= Flw)+ 2F(y).

Poniewaz funkcjonal F przyjmuje jedynie warto$ci nieujemne zatem z (21) wynika
F(w,) < Fa),
co pocigga za soba na mocy (22)
(23) F(yesn) < FOr,

gdyz: € [0, 1].
Niech ap, (0 < oy € «,) beda odpowiednio najmniejsza i najwigksza wartoscia
wilasna macierzy M. Wtedy z definicji funkcjonatu F wynika, Ze

I } I 2
o %ollzll3 < F2) < 5 oy ll2113,

dla kazdego z € R".



ZDERZENIE O WIELU STOPNIACH SWOBODY 473

Z nieréwnosci (23), ktora zachodzi dla £ = 0, 1,2 ... otrzymujemy zatem

2 2 o 2
Iy} € = F() < ——F(yo) < -2 |yoll3
oo Qo o

co dowodzi, 2e ciag {y.} jest ograniczony w’normie.
Dalszym etapem dowodu bedzie pokazanie, Ze ciag {GTyi}%o jest zbiezny.
Niech
N i= GTy, € R,

Ek P = (GTM—IG)—I,’?k G_R", -
dla £k =1,2,... .
Ciag {&} jest dobrze okre$lony, gdyz macierz GTM G jest nieosobliwa (rzad G = n).

Z wzoréw (10) i (14) mamy

(24) MGy =) = (1 +6)GA®,
a stad
(25) Sy =&k = (1+5);¥(k),

dla £ =0,1,2,...
Zatem na skutek nieujemnosci A%

Ek+1>5k dla k=0,1,2,...
ponadto

i - = '
”Ek”l,(R") < [(GTM™1G) lGTiIL(I,(RN).x,(R"))||}’l.-l|l,(k") <
f

Zatem ciag {&:} jako rosnacy i ograniczony posiada granicg, a wigc ciag {n,} posiada
réwniez granice

7= _lim M-
Wprowadzmy cigg pomocniczy {320 =
(26) Ly i= ye—M'GE, e RV
Udowodnimy, ze .
@7 L = Lo = Yo—M™IG(GTM™ D)~ G"y,.

Istotnie z réwnosci (24) i (26) otrzymujemy

M(Cr1 =L +G(Esr &) = (1+9) B,
za$§ 7z (25) :
) G —8) = (14+ )™,

€0 na skutek nieosobliwosci macierzy M dowodzi wzoru (27). W ten sposéb pokazujemy,
2e °

lim y, = M~'G(GTM~'G)~ (5 —G"yo) +Yo-
k=00
Oznaczajac

yi= M7'G(GCTM™'G)™ (n—G"yo)+ Yo,

otrzymujemy pierwsza czg$é tezy.
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Ze wzoru (17) mamy

i na mocy (12)

k=0
Ze wzoru (25) wynika, ze
‘ p P
A= (GTM1G) (=10 = lim(§,4, —Eo) = lim Y, (§yy—&) = lim(1+¢) >, 29,
p=m P=® j=0 p=0 j=0
co dowodzi zbieznosci szeregu
o

A®,
k=

(=

Ostatnia zalezno$¢ w tezie (16) wynika bezposrednio z definicji 4 oraz wzoru (24).
W ten sposob twierdzenie 2 zostalo udowodnione. m

Udowodnione powyzej twierdzenie 2 ma kluczowe znaczenie, albowiem pozwala
w sposob jednoznaczny wyznaczyé popedy reakcji wigzéw wywolane zderzeniem oraz
predkoséci ukladu po zderzeniu. Zmian¢ predkosci ukiadu, wywolang jednoczesnym zde-
rzeniem ukladu z kilkoma wi¢zami, okresla nastepujacy wzor

(28) x(t+0)—x(t—0) =klirg(yu—yo),

za$ popedy reakcji wigzow wynosza:
29) GA
gdzie

A= (1+¢) 2

[ve)
3
k
N o,
k=0

Ciagi wektorow {y}, {4%} okreSlone sa jednoznacznie wzorami (9) - (14).
W wielu przypadkach proces zderzenia kodczy si¢ po K > 1 etapach, wowczas ciagi
te maja postaé taka, Ze
).(K—l+M) = 0’

Y+m = Vx>
jesli
=L oS

Przyklad 3:

Przedstawiony model zderzenia wykorzystamy do wyznaczenia popedow reakcji
wi¢zéw oraz predkosei cial po zderzeniu, ktére opisano w przykiadzie 2.

W rozpatrywanym przypadku zderzenie konczy si¢ po dwdch etapach (K = 2). Na
podstawie relacji (9) - (14) mozna wyznaczy¢ pierwsze wyrazy ciagéw {yi )50, {Wx)}Xzd»
{A®3EZS, opisujace predkosci ukiadu i popedy reakcji wiezéw, powstajace w trakcie
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zderzenia
[ 1 —1/3 —1/3
. _Jo 2/3| | 4/9' =
V=00l | o2nl | apll

1/3 1/3 7/9}

|1/3‘ =173

_ N3 | s

{Wk}— l1/3p D/9‘
/3 3/9

2/3)
(A} = T1/3| )
2/9
Predkosci cial po zakonczeniu zderzenia wynosza:
v(t+0) = y, = [—1/3,4/9,4/9, 7/9]F,
a predkosci kul w kierunkach wigzéw
G"o(t+0) = [7/9, 0, 1/3]7,

spetniaja warunek (2).
Wedtlug wzoru (29) mozna obliczy¢ popedy reakcji wigzow, ktore wynosza (¢ = 1)
A= [4/3,8/9,4/9]7,
Pokazemy teraz, Ze zaproponowany model zderzenia spelnia zasad¢ zachowania
energii. W tym celu wyznaczymy zmian¢ energii kinetycznej ukladu w czasie zderzenia.

Zgodnie z twierdzeniem Kelvina zmiana energii kinetycznej uktadu w poszczegéinych
fazach kazdego ctapu zderzenia wynosi:

AT =~ (GADY (mty0),
(30)
AT = % (GAOY (yyp1 + W),
gdzic: .
AT™ — zmniejszenie energii kinetycznej ukladu w pierwszej fazie etapu:
AT — przyrost energii kinetycznej ukiadu w drugiej fazie etapu.
Po wykonaniu przeksztalcen otrzymuje si¢ wzory, stanowigce uogélniong postaé
wzoréw Carnota na zmiang¢ energii kinetycznej ukladu

1
sz —7 (W= 2T M= 1),

3n

AT (ka WMt — o),
lub

AT = -_;, (G AT M=1(GA®Y,
(32)

AT = ""52 (G2OYT M=1(GA®),
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Calkowita zmiana energii kinetycznej ukladu po K etapach zderzenia wynosi
. K-l
(33) AT = N (AT® + ATH),

k=0

a stad po podstawieniu wzoréw (31) lub (32) mamy

1 1
(34) AT = —7y€My<)+7y£Myx,
lub
K-1
- I=¢ KNT ng—1 K
(35) AT = — 255 X (GIO)TMH(GI®).
k=0

Ze wzoru (35) wynika, ze w przypadku zderzenia niesprezystego (0 < & < 1) energia
kinetyczna zmniejsza si¢, a w przypadku zderzenia sprezystego (¢ = 1) energia kinetyczna
nie zmienia si¢. Oznacza to, 2e model zderzenia spelnia zasade zachowania energii.

4. Rodzina modeli zderzenia

Przedstawiony w rozdziale 3 model zderzenia jest jednym z wielu mozliwych modeli
ktore wynikaja z nastepujacych relagji

(36) %iT(t—{—O)MJ'c(t—{-O) = i_ AT(t—0)Mx(t1—0),
(37 M[x(t+0)—X(1—0)] = G4,

(38) G"x(t+0) = 0,

(39) 1=0,

gdzie:

1 — wskaznik strat energii taki, ze 0 < 5 < 1, przy czym w przypadku zderzenia
sprezystego % = 1.

Relacje (36) - (39) opisuja prawo zachowania energii (36), prawo zachowania pedu
(37), warunek zgodnosci wiezéw i predkosci ukladu po zderzeniu (38) oraz warunek
zgodnosci wigzow i reakcji wiezow (39). Na podstawie tych relacji nie mozna jednoznacznie
wyznaczy¢ predkosci ukltadu po zderzeniu, to znaczy ze relacje te opisuja rodzing modeli
zderzenia, a model zaproponowany w rozdziale 3 jest jednym z wielu mozliwych modeli.
Dla zilustrowania tej tezy rozpatrzymy nastepujacy przykiad.

Przyklad 4:

W dwie stojace i stykajace sie kule uderza kula trzecia z predkoscig réwna 1; kule sg
jednakowe, a masa kazdej jest rowna m. Nalezy wyznaczyé wszystkie predkosci kul po
zderzeniu oraz reakcje wigzow, ktére spelniaja relacje (36) - (39), przy zaloZeniu 7 = 1.

Z zalozen zadania wynika, Ze

1, 0, 0 L - S i
M=m|0, 1, 0], G= I, =1|, x(-0)=1{0
a» 6,1 0] = 0
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Poszukiwane sg wektory
e 5 4 e, m
x(t+0) = | v; i =1Ll

s | 2]
spelniajace relacje (36)- (39). Wektory te dane sa wzorami
A =mu,

X(t+0) = x(t—-0)+Gu.

o ile tylko u = [u,, u.]" spelnia nastgpujace relacje
w=0,

(40) 2xT(t-0)Gu+u"G"Gu = 0,
G'x(t—0)+G"Gu = 0.
Po rozpisaniu relacji (40) otrzymujemy

20, p2>
=

—1+2p,—u,
—u+2u, = 0,

(41
_/u'l +:u-i‘_|u11u2+:u% = 0
Z wzoréw (41) wynika, ze u, > - Zatem kazde rozwigzanie (41) jest postaci
o 1
e l—s
lH, = A t
ST

<& Femlie

X

-1 < L+,

przy czym f oraz s spelniaja zwiazki
1

M|

(42)
t?—t+s=0.

s .
0<s 4

Latwo wyliczy¢, ze zbidr wszystkich rozwigzan (42) jest dany przez
1

L (1+)/1-3s),

t=—

4

Stad wniosek, ze zbior dopuszczalnych rozwiazan (36) - (39) dany jest wzorami
€z —,
3

A=m| 1 (z+y/42~327)

1
>
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4 .
W przypadku, gdy z = 5 orazm = I otrzymujemy

a 117 . 1 "z 21"
A= l—?, ?] ) ,\(l‘l’o) = [_ 3'= 3 ) 3] .

Identyczny rezultat mozna otrzymaé na podstawie zaproponowanego modelu zderzenia,
ktory opisuja relacje (3) - (7) przy zaloZeniu e = 1. ¥

5. Zakonczenie

Przedstawiony model jednoczesnego uderzenia w ukladzie o wielu stopniach swobody
zostal wykorzystany do analizy ruchow wzdtuznych wagonéw, wchodzacych w sklad
dlugiego pociaggu towarowego. Podczas rozruchu i hamowania takiego pociagu w urzg-
dzeniach sprzegajacych wagony powstaja duze sily i bardzo cz¢sto dochodzi do catkowi-
tego Scisnigcia amortyzatoréw, znajdujacych si¢ migdzy wagonami tak, ze dalsze oddzia-
lywanie miedzy wagonami odbywa si¢ poprzez sztywne korpusy amortyzatoréw. Opisany
tu model zderzenia ciat sztywnych zostat uzyty do wyznaczania gwaltownych zmian pred-
kosci wagondw. ktore powstaja w okresie calkowitego $cisnigcia amortyzatorow.
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Peszwome

COYJIAPEHHE TBEPIbLIX TEJN B CMCTEMAX C MHOI'IMI1 CTEIIEHSMII CBOBOIbI
i

B cTaThe paccmMaTpHBAIOTCH BONPOCHI TEOPHit OAHOBPEMEHHBIX COYAAPCHHIT MEMNLY AGCOIOTHO TBep-
Ibimp Tenami. ITpeiIoykeHo MeTOA ONpeAesIeHHs CKOPOCTeil TeJl IIocsle yaapa i HMOYJIbCHBHBIX PeaKuuii
OJIHOCTOPOHNBIX cBaA3eii. JIs onpe/ie/icHHA HEM3BECTHBIX MNOCIEYJAPHBIX CKOPOCTEl HCIONb30RaRO
runoreay Ilyaccona o xoadguinenTe BOCCTaHOBJIEHHA.
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Summary
SOLID BODIES IMPACTS WITH MULTI-DEGREES OF FREEDOM SYSTEMS
Problems of the theory of simultaneous impacts between ideal solid bodies are considered. A method

tor evaluating of postshock velocities of bodies and reactions of unilateral constraints is presented. Pois-
sone's restitution coefficient principle is used for postshock velocities evaluation.

Praca zostula zfozona w Redakcji dnia 22 marca 1983 roku
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NUMERYCZNA SYMULACJA KORKOCIAGU SAMOLOTU

JERZY MARYNIAK

Politechnika Warszawska

WoiClECH BLAJER

Politechnika Warszawska

1. Wstep

W pracy podjeto si¢ proby numerycznej symulacji ruchu samolotu podczas wykony-
wania korkociagu. Samolot traktowano jako sztywny uklad mechaniczny o szeéciu stop-
Niach swobody. Przyjeto, ze zmiany wychylenn steréw maja wpltyw jedynie na wartosci
sit i momentéw aerodynamicznych dzialajacych na samolot w -locie.

Rdwnania ruchu wyprowadzono w quasi-wspélrzednych ukladu odniesienia zwiaza-
nego z samolotem, stosujac rownania Boltzmana-Hamela [4] dla uktadéw mechanicznych
0 wigzach holonomicznych. Réwnania te uzupelniono zwigzkami kinematycznymi uza-
lezniajacymi predkosci- uogélnione samolotu od quasi-predkosci. Uwzgledniono tez
Zmiang ggstosci powietrza ze zmiang wysokosci lotu. W ostatecznej formie rozpatrywano
Nicautonomiczny uklad dwunastu réwnan rézniczkowych o postaci normalnej [5].

Roéwnania Boltzmana-Hamela sa uogoélnionymi réwnaniami Lagrange’a II rodzaju,
wyrazonymi w quasi-wspoirzednych i quasi-predkosciach. W rozpatrywanym przypadku
quasi-pr¢dkosciami sg kinematyczne parametry ruchu okreslone w centralnym ukladzie
Odniesienia, sztywno zwigzanym z samolotem. Parametrami tymi sa predkosci katowe
samolotu P, Q. R i predkosci liniowe jego Srodka masy U, V, W, [2, 3, 4, 6, 7]. Wspdl-
rzgdnymi uwogdlnionymi samolotu sa wspolrzedne $rodka masy samolotu x,, y,. z,
W ukladzie zwigzanym z ziemia i katy samolotowe @, @, Y’ wyznaczajace konfiguracje
Samolotu w przestrzeni, [2, 4, 6]. Pr¢dkosciami uogdlnionymi sg pochodne tych wielkosci
Wzgledem czasu.

Przyje¢to, 7ze oddzialywania zewngtrzne dzialajace na samolot w korkociggu sg pocho-
dzenia aerodynamicznego, od zespotu napgdowego i od sily cigzkosci samolotu. Sily
I momenty aerodynamiczne wyznaczano jako sum¢ oddzialywan od skrzydla, kadluba.
Usterzen poziomego i pionowego, w odniesienin do calosci samolotu, Dodatkowo skrzydlo
Podzielono na N = 20 paskéw. Opierajac si¢ gtownie na pracy [3] uwzgledniano wzajemny
Wplyw czg$ci samolotu na sicbie. Oddzialywania aerodynamiczne na usterzeniach i posz-
Czegblnych paskach plata liczone byly przy uwzglednieniu lokalnych warunkdw oplywu,
4 nastgpnie odnoszone do srodka masy samolotu. Podejscie takie pozwolilo na przyblizone
Uwzglednienie wplywu predkosci katowych samolotu na sily i momenty aerodynamiczne.
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Oddzialywania od zespotu napedowego ograniczono do przypadku jednosilnikowego
samolotu o napedzie turboodrzutowym. Zrédlem tych oddziatywan byly sita ciggu i mo-
menty gyroskopowe.

Obliczenia przyktadowe wykonano dla przypadku samolotu TS-11 ,,Iskra” wedtug
wlasnych programéw w Oérodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskie;j.

2. Przyjete uklady odniesienia

Do opisu ruchu samolotu w korkociggu przyj¢to nastgpujace uklady odniesienia:

1. Uklad inercjalny O, x,y,z, zwigzany z ziemia o osi O,z, zgodnej z kierunkiem
dzialania sity cigzkosci,

2. Uklad Ox,y,z, zaczepiony w Srodku cigzkosci samolotu, o osiach réwnolegtych
do osi ukladu O, x,y,z,, '

3. Uklad wlasny Oxyz sztywno zwigzany z samolotem,

4. Uklad aerodynamiczny Ox,y,z, zwiazany z przeptywem (uklad predkosciowy).

Z)

Rys. 1 Ukiady odniesienia Oxyz, Ox,y,2,, O, x, y, 2, oraz pr¢gdkosci liniowe i katowe w uktadzie wiasnym.

W kazdej chwili potozenie samolotu jako ciala sztywnego wyznaczane jest jednoznacz-
nie poprzez pofoZenie $rodka masy obiektu r, = ¥;[x,, y;, z;] w ukladzie inercjalnym
O, x, y, z; oraz poprzez katy obrotu samolotu @, @, . Katy te wyznaczaja jednoznacz-
nie poloZenie ukiadu wlasnego samolotu Oxyz wzglgdem uktadu Ox,y,z, (rys. 1). Sa to
katy quasi-eulerowskie (zwane samolotowymi) i nosza nazwy: @ — kat przechylenia,
& — kat pochylenia, ¥ — kat odchylenia.
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W ukladzie wlasnym Oxyz wektory predkosci liniowej V. i katowej £ samolotu roz-
kladaja si¢ nastepujaco:

V.,=U-i+V-j+ Wk, (1)
gdzie: U — predkos¢ podiuina, V — predkosé boczna. W — predkos¢ pionowa.
Q = Pi+Qj+ Rk, (2)

gdzie: P — katowa predkos$¢ przechylania, Q — katowa pr¢dkosé pochylania, R — katowa
predkos$¢ odchylania.

Rys. 2 Skladowc sil i momentéw zewnetrznych dzialajacych na samolot zapisane w ukladzie wilasnym
Oxyz.

Wektory sit zewnetrznych F 1 momentdw zewnetrznych p dzialajacych na samolot
W ukladzie Oxyz rozkladajg si¢ na (rys. 2):

F = Xi+Yj+Zk. (3)
8dzie: ¥ — sita podtuzna, Y — sita boczna, Z —si‘la pionowa,
B = Li+Mj+Nk, 4
8dzie: L — moment przechylajacy. M — moment pochylajacy. N — moment odchyla-
jacy.
Predkosci uogdlnione %y, 3y, 5,, @. 6, ¥ zwiazane sa z quasi-predkosciami U. V,

W,P,Q, R poprzez zwiazki liniowe o wspolczynnikach zaleznych od wspétrzednych
Uogdlnionych @, 6, Y i maja postad:

& 1 sin®tg® cosPtgh P P
o 10 c_osi) _Sm(;p x Ql_ Agx . (3)
sin cos¢ R R

1}! = -
] cos® cos®
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sin@sin@cosy cosPsin@cosy

i cos@cosy —cos@siny  +sin@siny U
3. 1= | cososinw sin @sin Osiny cos@_sin@sintp V. (5) [c.d.]
+cosDcosy —sin@cosp w
L2 |  —sin® sin®cos® cosPcos@
czyli:
‘ CO] [":C1> jy_l) Z.l) = AV XCOI[U’ V’ m (6)

Ukiad aerodynamiczny Ox,y,z, (0§ Ox, ukladu jest zgodna z kierunkiem niezaklo-
conego przeplywu, czyli z kierunkiem wektora V,) najczesciej wiazany jest z ukladem
Oxyz poprzez zalezno$é:

U cosfcosa’
Vi=V.: sing |, (7
w cosfsina

gdzie: o — kat natarcia, §— kat §lizgu.

3. Ogolne réwnania ruchu samolotu

Réwnania ruchu wyprowadzono w quasi-wspélrzednych ukladu wiasnego Oxyz przy
uzyciu réownan Boltzmana-Hamela dla ukladéw mechanicznych o wigzach holnomicz-
nych. Dokladne wyprowadzenie réwnan zamieszczone jest m.in. w pracy [l]. PoniZej
przytoczono ostateczng forme réwnan ruchu dla dowolnego ciata sztywnego o szesoiu
stopniach swobody, opisanych w dowolnym ukladzie Oxyz sztywno zwigzanym z tym
cialem.

m 0 0 0 S. =S, U
0 = i 0 Wi, LD A | R4
I et S e 1) W
P e et sy 2w | e i
S. 0 =8 —Jo J, =L |lg
ST Ry S.\' 0.\' _J.r: _Jy: J: L R
0 —R (0] 0 0 0 m 0 0 0 28 =50
R 0 —-P 0 0 0 0 m 0 -=S. 0 D
-0 P Tdi0 0 0 0 0 0 m SpE = S 0 ;
£ e R SRR L b G Gl TR S e ] L
w.. 0. =W 'R p P So 0 =S —d o e~
Ao RN B PV S-SR w5 el TIPS
- > ,
Vv ¥
A7 Qi
P N |
Q &
R e
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gdzie: m — masa samolotu, S, S,, S.— masowe momenty statyczne, J,, J;, ... R =
momenty bezwladnosci gtéwne i dewiacyjne w ukladzie Oxyz, Q* = col [QF, ...
..., O¥] — wektor sit uogdlnionych.

4. Wektor sil uogélnionych

Przyjeto, Ze sity i momenty dzialajace na samolot w locie sa pochodzenia aerodyna-
micznego, od zespolu napedowego i od sily cigzkosci.

Oddzialywania od zespotu napgdowego wyprowadzono dla przypadku jednosilniko-
wego samolotu turboodrzutowego. Zrédlem tych oddzialywan sa sila ciagu (dzialajaca
W plaszczyznie Oxz) i momenty gyroskopowe. Zalozono, Zze wektor predkosci katowej
obrotu czg$ci wirujgcych silnika ma kierunek zgodny z kierunkiem dziatania sity ciagu
(rys. 3).

Rys. 3 Oddzialywanie zespolu napgdowego.

Sity i momenty aerodynamiczne wyznaczano wedfug nastepujacej metody. Liczono
oddzielnie oddziatywania aerodynamiczne od skrzydta, kadluba oraz usterzeri pionowego
I poziomego, a nastepnie odnoszono je do $rodka masy samolotu. Dodatkowo skrzydto
Podzielono na N = 20 paskéw. Lokalne oddzialywania aerodynamiczne (dla poszcze-
g0lnych paskéw skrzydla i usterzen) liczono przy uwzglednieniu lokalnych warunkow
Oplywu. Opierajac si¢ na pracy [3] uwzglgdniano tez szacunkowo wplyw poszczegblnych
Cz¢sci samolotu na siebie. Opisana metoda pozwolita na przyblizone uwzglednienie wplywu
predkosci katowej obrotu samolotu na sily i momenty aerodynamiczne. Blizszy opis
Mmetody zawarty jest w [1].

W ostatecznej formie wektor sit uogdlnionych @ zapisano nastgpujaco:

X,+Tcosd—m - g-sin@
Y,+m: g-sin@Pcos@
0" = Z,—T-sin 6-'|-m-g'cos(1)cos@ ' ©)
L,—Jo Qwsind
M, +T: e+Jg(Recos d+ Psin d) |
N,—Jo*Q wcosd !
gdzie: Q¥ = col [X,, Y., Z,. L,. M,. N,]— wektor sil uogdlnionych od oddziatywan
aerodynamicznych,
T —sila ciagu,
0 — kat dzialania linii ciggu wzgledem osi Ox,
¢ — oddalenie linii dzialania ciagu od srodka masy (rys. 3),
Jo — moment bezwladnosci czgsci wirujacych silnika,
® — predkos¢ obrotu silnika, inne oznaczenia jak poprzednio.

24 Mech. Teoret i Stos. 2-—3/83
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5. Pelny uklad réwnan réiniczkowych do calkowania numerycznego
Rdéwnania ruchu w formie (8), w przypadku centralnego ukladu Oxyz, dla kt(’)régo
plaszczyzna Oxz jest plaszczyzna symetrii, ulegaja znacznemu uproszczeniu z racji, ze:
85:=8,=8.=0,
by = =05

Roéwnania te uzupetnione zostaty zwigzkami (5) i (6). Po uwzglednieniu postaci sit uogél-
nionych (9), pelne réwnania do catkowania numerycznego przyjeto w postaci:

dU

m s X,+ Tcosd—mgsin®@+m(VR+ WQ), (a)
dv .
m-- = Y. +mgsin@cos®@ —m(UR— WP), ' (b)
dw . '
T Z,—Tsin 6+ mgcos@cos®+m(UQ—VP), (c)
5 1 R L JyQusing +0,. PO~ (.~ J)OR, (@)
dQ : ’ ey
Y o= M+ Te+Joo(Rcos d+ Psin ) —J .(P*— R*)+(J.—J,) PR, (e)
J,%'? —Jyz —‘ig = N,—~JoQuwcosd—J .QR—(J,—J,) PO, )
i® (10)
T P+ (Qsin®+ Rcos P)tg®, (2)
[i,(;) = Qcos®— Rsin®, (h)
dy 1 : .
= S (Qsiny @+ Rcos D), 6
dx, . ; }
FTL A Ucos@cosyp+ V(sin @sin@cosy —cos Psiny) + )
+ W(cos@sin@cosy+sin Psiny),
ﬂd;;; - = Ucos@sinyp+ V(sin@sin@siny + cosDcos p) + x)
+ W((‘:os(I)sinOSim/r—sind’coy)),
d;{'/f = —Usin@+ Vsin®cos® + WcosPcos@. (D

Réwnania (a—f) stanowia zbidr szesciu podstawowych réwnan ruchu samolotu za-
pisanych w ukladzie wlasnym Oxyz. Réwnania (g—/) sa zwiazkami kinematycznymi,
uzalezniajacymi predkosci uogdélnione od quasi-predkosci. Nalezy zauwazyé, ze pierwszych
osiem roéwnar (a—A) jest niezaleznych od pozostalych czterech (i—{). Sledzenie toru lotu
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samolotu oraz zmian jego konfiguracji w locie wymaga wyznaczania przebiegdw wszyst-
kich wspolrzednych uogdlnionych. Rozpatrywaé nalezy zatem pelny uklad réwnan.

W pracy uwzgledniono zmiang gestosci powietrza w zaleznosci od wysokosci lotu.
Gesto$é powietrza liczono ze wzoru:

Y HO_ZI 4256’ :
Q—Qo(]—‘44300 ) (11)

00 — gestos¢ powietrza na wysokosci O,
H, — poczatkowo wysokos$é lotu, od ktdrej liczone jest z; (0§ O, z, skierowana
jest pionowo). :

Uklad réwnan (10) zapisa¢ mozna w postaci macierzowej:

gdzie:

AxX = B, (12)
gdzie:
mO 0 0 0 0 0000O00O
0 mo 0 O 0 000000
00 m 0 O 0 000000
000 J, 0 —J.000000
000 0 J 0 00000O00O
000 —J.. 0 J. 000000
A_OOO 0 0 0O 1Loooooy (13)
0 00 0 o 0 01 00O0O
000 O O 0 001000
0 0O 0 O 0O 000100
000 0 O 0 00001 O ]
0 00 0 0 0 0000O0O01

X =col [U, V. W,P,Q,R,©,0,Y, x,,y,, z,]— wektor stanu,
B — wektor prawych stron ukladu rownan (10).
Roéwnanie (12) przeksztalcic mozna do postaci:

X = F(X, 5, T, o). (14)

gdzie: F = A~' x B — funkcja wektorowa prawych stron,
0 = [0y, Oy, 0,] — wektor wychylen sterow,
T' — oznacza wplyw zespolu napedowego.

W pracy zalozono, Ze zmiany wychylen powierzchni sterowych maja parametryczny
wplyw jedynie na wartosci sif i momentow aerodynamicznych. Sterowanie samolotem
podczas wykonywania korkociagu zamodelowano jako funkcje czasu i stanu lotu samolotu.
ZalozZenie to dotyezy réwniez sterowania zespolem napedowym. Zgodnie ze wzorem (11)
jest funkcjg wspélrzednej z;. W rzeczywistosci wzor (14) jest wyraZeniem o postaci:

(15) X = F(X. 1.

Jest to wektorowy zapis ukladu rownan rézniczkowych nieautonomicznych o postaci
normalne;j.

24+
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6. Obliczenia przykladowe
Obliczenia przykladowe przeprowadzono dla przypadku samolotu TS-11 ,Iskra™.
Jest to samolot o napedzie turboodrzutowym, sredniopfat o klasycznej, zwartej konstrukciji,
znacznym wydtuzeniu skrzydet i ich malym skosie. Te parametry konstrukcyjne pozwolily
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na poczynienie zatoZenia o sztywnosci samolotu w locie i na zastosowanie metody pasowej
liczenia oddzialywan aerodynamicznych na skrzydio.

Zakres dostgpnych danych aerodynamicznych wybranego samolotu okazatl si¢ niewy-
starczajacy dla potrzeb badan korkociaggowych. Zostaly one w sposéb szacunkowy roz-
szerzone na pelny zakres katow natarcia. Wyniki obliczen nie nalezy zatem odnosic¢ scisle
do rzeczywistego samolotu TS-11 ,,Iskra”.

Przy calkowaniu numerycznym ukladu réwnan rézniczkowych (15) postugiwano si¢
najprostsza metoda Eulera, liczacej krokowo wartos$ci wektora X(t) wedtug zaleznosci:

X(t+At) = X()+F(X(1), 1) At. ; (16)

Dla podwyZszenia dokladnosci obliczen zaggszczono krok catkowania, drukujac aktualne
wartoéci X (t) po kazdych M cyklach.

Obliczenia wykonano w Oérodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej wedtug
wlasnych programéw w jezyku FORTRAN w systemie SYBER 73.

Przy symulacji ruchu samolotu w korkociagu, jako ruchu sterowanym, postawiono
sobie nastepujace zadanie. Wprowadzenie w korkociag nastgpuje z poziomego, ustalonego
lotu prostego na wysokosci 1500 m. Jako zewngtrzny warunek konfiguracji samolotu
narzucond poczatkowy kat natarcia o = 11°. W chwili # =0 nastgpuje manewr redukcji
ciggu silnika i rozpoczyna si¢ faza zmniejszania predkosci w locie prostym (odpowiednio
do stanu lotu samolotu s$cigganie drazka sterowego ruchem na siebie). Po przekroczeniu
x = oy, dalsze utrzymywanie lotu prostego staje si¢ niemozliwe, Jest to moment rozpo-
czecia manewru sterem kierunku (pelne wychylenie w strong zamierzonego korkociagu)
i w slad za tym S$ciagnigcie drazka sterowego ruchem na siebie do oporu.

Po wejsciu samolotu w korkociag postawiono wymoég wykonania dwu pelnych zwitek,
co jest rownowazne dwu pelnym obrotom kata odchylania ¥. Jest to faza ruchu nieste-
rowanego. Nastepnie przewidziano faz¢g wyprowadzenia samolotu z korkociagu. Manewr
realizowany jest poprzez pelne przeciwne wychylenie steru kierunku i ,,oddanie” drazka
sterowego. Po ustaniu wirowania samolotu ster kierunku cofany jest do neutrum, a po
uzyskaniu odpowiedniej predkosci lotu i przejscia na podkrytyczne katy natarcia, nastg-
puje wyprowadzenie samolotu z lotu nurkowego.

Przebieg zamodelowanych parametréw sterowania samolotem w czasie oraz na ich
tle przebiegi podstawowych parametrow ruchu, poloZenia i konfiguracji samolotu pre-
zentujg wykresy na rys. 4.

Na podstawie przebiegdw z rys. 4 symulowany ruch samolotu w korkociaggu podzieli¢
mozna na nastgpujace etapy.

ETAPI — (0 - 8 sek.) -— obejmuje manewr przeciagni¢cia samolotu i wszelkic manewry
zwiazane z wprowadzeniem samolotu w korkociag (dalej ruch jest juz nieste-
rowany). W okresie tym kat natarcia przekracza wartos¢ krytyczna, lot nie-
znacznie tylko odbiega jednak od lotu prostego.

ETAP2 — (8 - 14 sek.) — jest okresem wykonywania przez samolot dwu niekontrolowa-
nych obrotéw autorotacyjnych (rodzaj njesterowanych beczek autorotacyjnych).
Tor lotu samolotu pochyla si¢, wzrasta warto$¢ kata pochylenia samolotu
i kata natarcia, Zwigksza si¢ tez wyraznie predkos¢ katowa obrotu samolotu.
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ETAP3 — (14 - 19 sek) — wykonanie dwu pelnych zwitek korkociggu o osi w przyblizeniu
pionowej (nieprzerwany obrot odchylajacy).

ETAP4 — (19 - 25 sek.) — manewr przerwania wirowania samolotu polegajagcy na pel-
nym przeciwnym wychyleniu steru kierunku. W §lad za manewrem sterem kie-
runku nastepuje zmniejszenie wychylenia steru wysokosci (..oddanie” drazka).

ETAP5 — (25 - 32 sek.) — wyprowadzenie z lotu nurkowego.

7. Whnioski wynikajace z pracy

Zamodelowany samolot prawidlowo wchodzi i wychodzi z korkociagu. Wejécie w kor-
kocigg rozwinigty (nieprzerwany obrot odchylajacy) poprzedzane jest dwoma niestero-
wanymi obrotami (rodzaj beczek autorotacyjnych). Jest to zjawisko charakterystyczne
dla tego typu samolotéw [8]. Przy wyprowadzeniu z korkociggu opoéznienie zaprzestania
obrotéw w odniesieniu do momentu przeciwnego wychylenia steru kierunku, wynosi
ok. 1.5 sek.. a utrata wysokoséci podczas calego manewru wyprowadzenia z korkociagu
ok. 700 m. p

Uzyskane wyniki sa zblizone do parametrow korkociagu wykonywanego przez rze-
czywisty samolot TS-11 . Iskra”, [§].

Wyniki przedstawionej pracy swiadcza, ze przy dysponowaniu odpowiednio szerokim
zestawem danych aerodynamicznych samolotu mozliwa jest symulacja jego ruchu w kor-
kociagu.

Przedstawiona metoda symulacji ruchu jest bardzo plastyczna. Pozwala na $ledzenie
przebiegdw parametréw ruchu, potozenia i konfiguracji samolotu w przestrzeni.” Umozliwia
to ocene podstawowych wlasnosci samolotu w korkociagu, a w szczegdlnosci prawidto-
wosci wejscia i wyjécia samolotu z korkociagu.

Metoda wydaje si¢ by¢ szczegdlnie uzyteczng na etapie badan modelowych nad nowa
konstrukcja. Mozliwe jest wowczas przebadanie wplywu zmian konstrukcyjnych na wia-
snodci korkociagowe samolotu. Metoda umozliwia tez przebadanie przypadkoéw lotu
nie przewidzianych normalng eksploatacja samolotu.

Nawet gdy otrzymane wyniki obliczedi obarczone sa blgdem, otrzymane ta droga
wiadomosci o wlasnosciach korkociaggowych samolotu, moga okazaé si¢ bardzo istotne
dla pilota oblatujacego nowy typ samolotu.

Aparat matematyczny metody i oprogramowanie numeryczne sg uniwersalne i poslu-
2y¢ moga do symulacji dowolnego innego, nieustalonego ruchu samolo®u.

Metoda wymaga dysponowania zestawem danych aerodynamicznych samolotu dla
pelnego zakresu katow natarcia i duzego zakresu katow slizgu. Nalezy tez uwzgledniac
wzajemny wplyw czesci samolotu na siebie. Rozdzielenie oddzialywan aerodynamicznych
na pochodzace od poszczegdinych czgsci samolotu i paskéw skrzydla, pozwolito jednak
na stosowanie tylko danych aerodynamicznych z dmuchan statycznych [1].

Uzyskanych wynikéw obliczen nie nalezy odnosi¢ $cisle do rzeczywistego samolotu
TS-11 ,,Iskra”. Dane aerodynamiczne przyjete do obliczen zostaly tylko w przyblizeniu
rozszerzone na caly zakres katow natarcia. Zastosowanie stechniczne metody wymaga
Udcislenia tych danych.
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Peswme
UHCJIIEHHAS UMHUTALLA ITOIIOPA CAMOJIETA

IlpejcTaBieHO UHCTIEHHBIH METO MMHTAIMH OBHYKEHHA CaMOJIETa BO BpPEMA LITOMOpA. Y paBHEHUS
JBIYKEHHSA BBIBEAECHO ST YKECTKOTO CaMOJIETA C LIECTBIO CTeNeHAMH cBo60/ibI. IIPMHATO, YTO OTKIIOHEHHE
TIOBEPXHOCTH PYJIEB YNPAaBJIEHHA HMEET BJIHSHIE TOJBKO HAa BEJMUYHHY a3POMHAMHUECKMX CHJI H MO-
menToB. ITo aTOMy METO/Ty CeIaHO BhIUKCIIeHHs LwiTortopa A camonéra TS-11 “Iskra”.

Summary

DIGITAL COMPUTER SIMULATION OF AN AIRCRAFT, MOTION IN SPIN

A method of digital computer simulation for an aircraft in spin is presented. Differential motion
equations have been established for a rigid airplane having six degrees of freedom. Deflections of control
surfaces were assumed to have an influence only on aerodynamic forces and moments. Test calculations
were carried out for Polish training aircraft TS-11 . Iskra’.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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KSZTALTOWANIE PLASKICH USTROJOW NOSNYCH
O NAJWIEKSZEJ SZTYWNOSCIV

JozrF K APLANEK
Politechnika Gliwicka

1. Wstep

Wspélczesne projektowanie powinno uwzgledniaé aspekt optymalizacji konstrukcji
z uwagi na speinienie okreslonych kryteriow. Wymogi natury technicznej czgsto formutuje
sie w postaci kryteriéw wyréwnanego wytezenia lub najwigkszej sztywnosci. Optymalizacje
prowadzi si¢ najczesciej na zadanym szkielecie geometrycznym konstrukcji. Przez szkielet
geometryczny rozumie si¢ tu uklad osi podtuznych pretow stanowiacych o konfiguracii
polaczen wezldw pretowego ustroju nosnego, a w przypadku tarcz powierzchnie Srodkowa
ograniczona przez jej kontur. O ile dla kratownic mozna znalezé prace, w ktorych poszu-
kuje sie¢ optymalnego szkieletu geometrycznygo [3], o tyle w ukiadach ramowych w szcze-
golnosci hiperstatycznych prace ograniczaja si¢ do poszukiwania optymalnych przekro-
jéw poprzecznych pozostawiajac na ogoét dobdr konfiguracji pretéw intuicji konstruktora.
W przypadku tarcz zagadnienie wymaga opisu w kategoriach teorii sprezystosci. Wynikle
stad trudnosci analityczne najczesciej pokonuje si¢ na drodze rozwigzan numerycznych
[2, 3, 8]. Ogdlne sformulowanie problemu optymalizacyjnego dla zagadnien plaskich
prowadzi do réwnania rézniczkowego czwartego rzedu o pochodnych czastkowych [3, 8].
Roéwnanie takie zawiera dwie niewiadome: funkcje naprezen oraz zmienng grubos¢ tarczy.
Formutujac dodatkowe réwnanie wynikajace z przyjgtego kryterium optymalizacji otrzy-
muje si¢ ukiad rownan, ktorego ogdlne rozwiazanie nie jest znane.

Odrebnym zagadnieniem jest dobor metody optymalizacji. Ogélnie mozna stwierdzi¢,
ze nie ma dotychczas metody uniwersalnej nadajacej si¢ do rozwiazywania szerokiej klasy
zagadnien optymalizacyjnych.

2. Sformulowanie problemu

W pracy rozwaza si¢ optymalizacje plaskich ustrojow ze wzgledu na spelnienie kry-
terium najwiekszej sztywnosci przy zalozonej stalej objetosci tworzywa. Pod pojeciem
plaskich ustrojow nalezy rozumieé tu szeroka klase plaskich ukladéw zaréwno pregtowych,
Jak i tarczowych.

1) Praca jest czgscig rozprawy doktorskicj przygotowanej pod kierunkiem prof. dr inz. Antoniego
Jakubowicza
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Przy niezmiennym ukiadzie obcigzen i wigzéw sztywno$¢ ustroju mozna mierzyé
praca sit na przemieszczeniach réwnowazng energii sprezystej.
Problem optymalizacji plaskich ustrojéw mozna woéwczas sformutowaé nastepujaco:

znalezé zbidr grubosci x;eX

wyznaczajacy postaé ustroju plaskiego UP; c UP

przy statej objetosci V = const
taki, by:

energia sprezysta U = MIN (U)).
Nalezy zauwazy¢, ze w wyniku zerowania si¢ niektorych elementéw zbioru X moze zmie-
nia¢ si¢ kontur tarczy UP. '
W szczegdlnodci istnieje mozliwos¢ pizejscia z poczatkowego na ogél jednospodjnego
obszaru UP do obszaru wielospdjnego.

3. Metoda rozwiazania

Przeprowadzona analiza réznych metod rozwigzania problemu na gruncie teorii
sprezystosci wskazuje, Zze najbardziej efektywna jest tu metoda przemieszczen [1]. W zwiaz-
ku z tym rozwigzania poszukuje si¢ na drodze numerycznej wprowadzajac do opisu
dyskretyzacje osrodka ciaglego, a w konsekwencji wykorzystanic metody elementéw
skonczonych [10]. ’

Ptaski ustréj dany jest w postaci zbioru geometrycznego UP ograniczonego poczatko-
wym konturem L, (rys. 1).

Zbior ten musi zawiera¢ punkty &, w ktérych skupione jest obcigZenie zewngtrzne oraz
punkty &,, gdzie na ustréj narzucono wiezy geometryczne. Wngtrze konturu L, wypelniono
clementami skonczonymi. Kazdemu elementowi mozna przyporzadkowaé¢ pewna zmienna
grubos$¢ ustroju w tym elemencie. Dla tak zadanego zbioru geometrycznego okresla sig
zbior obciqieﬁ, zbidr wigzow oraz zbior wlasnosci tworzywa traktujac je jako niezmienne.
Zbior geometryczny elementéw moze by¢ w czasie ksztaltowania modyfikowany tak,
by zachowad jego stalg objetosé. Celem tych przeksztalcen jest uzyskanie ustroju no$nego
o najwigkszej sztywnosci. ]

Ksztaltowanie mozna prowadzié w skonczonej n-wymiarowej przestrzeni R”, w ktorej
kazdej osi przyporzadkowano zmienne grubosci poszczegdlnych clementéw skofczonych.
Zmiznne te tworza wektor grubosci {X} = {x,, x;, ..., x,}. Kazdy punkt przestrzeni
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optymalizacyjnej przedstawia okreslony ustrdj plaski, za$ kazdy wektor {X} zawierajacy
si¢ w dopuszczalnym obszarze tej przestrzeni przedstawia tarcz¢ utworzona przez zbior
elementow skonczonych stanowigcych rozwiazanie dopuszczalne.

Dla poréwnania poszczegdinych wektoréw {X} wprowadzono funkcje celu w postaci
energii sprezystej jako sume energii sprezystej elementéw skoniczonych:

n

U= D U. (1

=1

Miara tak okreslonej funkcji celu moze byé potencjat sprezysty:

P = (2)

Dla spelnienia kryterium ksztaltowania zastosowano twierdzenie Wasiutynskiego o wy-
rownanym potencjale sprezystym [9].

Rys. 2.

Zalézmy istnienie w ustroju takich dwoch elementow e; i e, (rys. 2), w ktérych poten-
cjaly jednostkowe ; i y, sa réine i ponadto

Y5> Y. (3)

Ujecie w elemencie ,,m”’ malej objetosci tworzywa AV spowoduje w tym elemencie
Wwzrost energii sprezystej

A Um o '“;’: Y A V, (4)

za$ dodanie tej samej objetosci do elementu ,,j* spowoduje spadek energii sprezystej w tym
clemencie

AU; = —-—%wJ-AV. : (5)

Calkowita zmiana energii sprezystej w ustroju bgdzie suma zmian w tych elementach

1
AU = AU;+ AU, = =5 (y;—p) AV, . (6)

a wigc jest ujemna z zalozenia

AU < 0. ©)
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Ustroj plaski zloZzony z n elementéw skonczonych osiggnie minimum energii sprezystej
wowczas, gdy potencjaly sprezyste wszystkich elementéow beda wyréwnane.

Dla zadanego ukladu obciazen i wigzéw nalozonych na tarcze okreSlono metoda ele-
mentéw skonczonych skladowe przemieszczen w;; oraz sit fi; poszczegélnych wezidw.
Stanowi to podstawg obliczenia potencjatu sprezystego elementu

o
1
Y = Il/, ; _}1 Wiiliss (8)
ji=1
jak i potencjatu sredniego calego ustroju plaskiego

n 6
11 § ! 2—7

Yy = _I/_ —'2* ’vi_iflj‘ (9)
i=1 j=1

Przejscie do ustroju nosnego o nizszym stanie energetycznym odbywa si¢ przez mody-
fikacje grubosci x; poszczegdlnych elementdéw skonczonych przy réwnoczesnym zachowa-
niu warunku statej objetosci ustroju [6]. W tym celu podzielono wszystkie elementy na
dwa podzbiory: E, o potencjalach nizszych od sredniego i E, o potencjatach wyzszych od
sredniego

/\ (1 < ys) = e € Ey,
£y

10
/\(y,k >1p.§r)=>ekeE3. ( )
(’k e

W trakcie modyfikacji grubosci x; nastepuje przemieszczenie tworzywa ze zbioru
E, do zbioru E,. Ten iteracyjny proces moze odbywa¢ si¢ wedlug zaleznosci
/\ e € E, = x D = x()h _p®
€5
T

—+xi"

Ay® 4, (11)

/\ekEEZ = x{ D = -
k

n
= D =),
k=1

gdzie:
r— numer iteracji,
h" — zmiana grubosci r-tej iteracji,
AV — sumaryczna objetosé tworzywa przekazywana w r-tej iteracji ze zbioru
E, do E,,
A, — pole powierzchni k-tego elementu.
Proces ten przebiega az do osiagnigcia Zadanej dokiadnosci réznicy ekstremalnych po-
tencjatow sprezystych.

Efektem takiego ksztaltowania fest tarcza o zmienncj grubosci. Rozklad grubodci
tarczy w wielu przypadkach pozwala wyznaczy¢ optymalny szkielet gcometryczny plaskiej
konstrukeji pretowej. Wymaga to wprowadzenia dodatkowego warunku w wyniku zasto-
sowania ktdrego, eliminuje si¢ elementy o grubosciach mniejszych od zalozonej grubosci
minimalngj. Uzyskuje si¢ wowczas kontur tarczy na ogdl wielospdjny. Stanowi on wy-
tyczna okredlenia poszukiwanego szkicletu gcometrycznego konstrukeji pretowej [5, 6, 7).
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4, Zwigzek kryterium ksztaltowania na najwigksza sztywnos¢ z kryterium
ksztaltowania wedlug wyréwnanych wytezen

Chcac porownywaé ksztaltowanie na najwigksza sztywnos¢ z ksztaltowaniem na wy-
rownany stan wyteZzenia nalezy przyja¢ w obu dzialaniach optymalizacyjnych te same
ograniczenia. Dotycza one niezmiennosci, objgtosci ustroju. Optymalizacja ze wzgledu
na wyroéwnany stan wytegzenia odbywaé sig moze w identyczny sposob jak w opisanej
metodzie przez przemieszczenie tworzywa w obrebie okreslonego konturu poczatkowego.
Mimo analogicznego sposobu ksztaltowania nie zawsze musi prowadzié to do konstrukgji
takich samych. Ksztalt plaskiego ustroju o wyréwnanym stanie wytgZenia uzalezniony
jest od rodzaju twoizywa oraz od przyjetej hipotezy wyteZeniowej. Zbieznos¢ obu kryteriéw
wystapi wowczas, gdy jako miarg wytgZenia 0.4 przyjmie si¢ potencjal sprezysty v co
ma miejsce w hipotezie Beltramiego [4].

Oted = l/ﬁi_y’: (12)
edzie:
E — modul sprezystoéci podiuzne;.
Dla tworzyw, w ktérych miara wytezenia nie moze by¢ jednostkowy potencjal spre-
Zysty, zbiezno$é taka w ogdélnym przypadku nie istnieje. W przypadku plaskich zagadnien
rozbieznosci sg jednak z punktu widzenia technicznego nieznaczne.

5. Przyklad

Tarcza o wymiarach 3,4x 1,0 m i poczatkowej stalej grubosci # = 30 mm podparta
jest w dwoch punktach i obcigzona sitami P = 10 kN i 2P = 20 kN jak pokazano na
rysunku 3. W wyniku ksztaltowania na najwicksza sztywnosé uzyskano ksztalt tarczy
przedstawiony warstwicami grubosci (rys. 3). Ksztaltowanie pozwolito obnizy¢ calkowita
energi¢ sprezysta ukladu z wartosci U, = 11,3 Nm do U, = 5,6 Nm oraz zmniejszy¢
réznicg ekstremalnych potencjaléw sprezystych z Ay, = 0,78 N/m? do Ay, = 0,04 N/m?.
Maksymalna réznica naprezen redukowanych w ukladzie o stalej grubosci wynosi A¢%y =
= 31,28 MPa, za$ w ukladzie koncowym Ac*.y = 7,69 MPa. Rozklad masy tworzywa
W tarczy przedstawionej na rysunku 3 pozwala wnioskowaé o szkielecie geometrycznym
ewentualnego ustroju prgtowego. Szkielet ten ztoZzony z cztrech pretéw sztywno polaczo-

e S S
| ’ / e
Moo | / jx\\

LGIOOO—H

[ 300 ———

[cml

Rys. 3.
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nych przedstawia rysunek 4. Ponadto rozkiad warstwic grubosci pozwala wnioskowaé
o wstepnej postaci geometrycznej dwdch réwnoleglych pasow nosnych. Tak okreslony
teoretyczny ustréj pretowy moze podlegaé dalszej optymalizacji na gruncie teorii pretéw,
w szczegdlnosci w celu okreslenia ich wymiaréw przekrojéw poprzecznych.

£ 7
S ——A
i

‘P lZP

AN A%
£
e e e
D v %*
£ £ "R
Rys. 4.
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Peaome

BOPMHPOBAHHE IMJIOCKUX CHUCTEM CAMOI BLICOKOI )KECTKOCTH
B patote npeanosKeHo meTod GOPMHPOBAHNS IJIOCKHX CHCTEM JUIS NPOH3BONBHLIX KPACBBIX YCJIO-:
BHi. Hcnons3oBan METOA KOHEUHBIX IJIEMEHTOB JUIsi ONpEAENEHHs YHPYIHX I[IOTeNIIHAIOB JJICMCHTOB,
KOTOpbIE SIBNAIOTCA Mepoil dyHKuMH neian. <PopMEpOBaHME NPOM3BOAMTCA OTHOCHMTELHO CaMOil BbI-
COKOH »KCCTIKOCTH IIPH COXPAaHEHHMH HEH3MEIHOro oobeMma cHCTeMbl. [Ipy 3TOM HCMOB3OBAH KPHTCPHIl
BacloTHHCKOrO 0 CpaBHEHHBIM YNPYrom noreHunane. Mcrunouan ajeMentsl, KOTOPLIX TOJNLINHBI ARSI~
IOTCST MAJIEHBKHMIT — IOJIYHaeM KOHTYP CTCPZKHCBOI CHCTCMBbI.
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Summary

SHAPING OF DISCS WITH RESPECT TO MAXIMUM STIFFNESS

A mzthod for geometric shaping of planar beam structure for arbitrary boundary conditions has
been described. The finite elemsnt m2thod has been used and the elastic potentials of elements which were
a measure of objective function have been defined. Beam shaping with respect to maximum stiffness with
invariable structure volume has beeb carried out.

Wasiutynski’s criterion of the comnarative elastic potential has been used. By elimination of elements
of small thickness a profile of beam structure can by obtained.

Praca :zostala zloiona w Redakcji dnia 11 kwietnia 1983 roku
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BIULETYN INFORMACY]JNY

SPRAWOZDANIE

z dzialalnoécl Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretyczne] i Stosowanej
za 1982 rok

1. Dzialainos¢ organizacyjna
W roku 1982 liczba cztonkow PTMTS zwigkszyla si¢ z 1001 do 1007 osob.
Odbyly si¢ 4 zebrania Prezydium Zarzadu Glownego oraz 3 zebrania Plenarne Z. Gi. Gléwna Komisja
Rewizyjna zebrala si¢ 2 razy.
W dniu 22 pazdziernika 1982 roku odbyt si¢ Zjazd Delegatow, w ktérym uczestniczylo 89 osdb (w tym
88 delegatow).
W Oddzialach Towarzystwa odbyto si¢ tacznie 50 zebran Zarzadow. X

11. Dzialalnos¢ naukowa

Na zebraniach naukowych, ktore odbyly si¢ w Oddzialach Towarzystwa wygloszone zostaly nastepujace
referaty:

Bydgoszcz
— . Trojskiadnikowa funkcja opisujaca i jej zastosowanie do badan ukladow dynamicznych’
dr inz. Andrzej Golik 24.06.82 r.
Czestochowa

. ,,Racjonalne podstawy cksploatacji urzadzen technicznych™

doc. dr Seweryn Lewandowski : 24.06.82 r.
— ,,Obliczanie elementéw konstrukcyjnych w warunkach obcigzen stochastycznych™
doc. dr hab, Jozef Szala 10.11.82 r.
— ..0 pewnej klasie przeplywow w kanalach o przepuszczalnych i ruchomych s$cianach’
prof. dr Andrzej Szaniawski 12.11.82 r.
Gdansk
— ,.Tlumienie drgan w zelbetowych belkach zarysowanych™
mgr inz. Ryszard Wiazlo 12.02.82 r.
Gliwice
— ,, O mechanice w Uniwersytecie prowincji Alberta”
prof. dr hab. Jozef Wojnarowski 11.05.92 r.

— ,,Uzupelnione prawo Newtona oraz rozszerzona zasada d’Alamberta jako podstawowe prawo
mechaniki’

dr inz. Alfred Stgpniewski ‘ 25.06.82 r.
— ,,Ksztaltowanie plaskich ustrojow nosnych o najwigkszej sztywnosci™

dr inz, Jozel Kaplanek 1.06.82 r.
— ,,Teoria identylikacji stalych sprezystosci osrodkéw anizotropowych metoda statyczna™

dr inz. Bronislaw Radzik 21.10.82 r.
— ,,Niezawodno$¢ ukladow maszynowych™

dr inz. Remigiusz Cwik 9.11.82 r.

25 Mech. Teorel i Stos. 2—3/83
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..Mozliwosci wykorzystania nowych technik badawczych do oceny jakosci materiatu na przyktadzie
stali 25 HGNM™

dr inz. Andrzej Warchol 17.11.82 r.
Krakow
— ,,Metody informatyczne w mechanice”
dr inz. Waclaw Przybylo 18.11.82 r.
Lublin

— Brak danych dotyczacych dwoch zebran naukowych.
,»Drgania ukladu samowzbudnego z wymuszeniem parametrycznym i nicliniowa sprezystoscia”
doc. dr Kazimierz Szabelski 18.11.82 r.
— ,,0 pewnym nowym ukladzie rownan wyznaczania naprezen i odksztalcen w o$rodkach konty-
nualnych™

prof. dr hab. Jerzy Grycz ’ 16.12.82 r.
— .,Wariacyjne sformulowanie analizy wrazliwosci i jej zastosowanie w mechanice konstrukcji®’

dr hab. Krzysztof Dems 17.05.82 r.
— ,,0 jednowymiarowym zagadnieniu identyfikacji strumienia ciepla na brzegu warstwy plaskiej”

dr Krzysztof Grysa i mgr inz. Zbigniew Kozlowski 3.06.82 r.

— ,,Wykorzystanie metod analizy wrazliwosci do badania ukladéw mechanicznych opisywanych
liniowymi i nieliniowymi réwnaniami Mathieu’
dr inz. Bogusiaw Skierczynski 3.06.82 r.
— ,,Analiza stanu zakrytycznego swobodnie podpartej tarczy prostokatnej poddanej dzialaniu mimo-
$rodowego $ciskania i jej zastosowanie do przyblizonego obliczania cienkosciennego dzwigara skrzynko-

wego"’

dr inz. Sewer Jakubowski 3.06.82 r.
— ,,Zbiory rozmyte i systemy tolerancyjne w mechanice™

prof. dr Czestaw Wozniak 11.06.82 r.
— ,,Metody pomiardéw przeplywow dwufazowych™

prof. dr Zbigniew Orzechowski 2.12.82 r.

— ,,Zagadnienia pomiarowe struktury pecherzykowej przeplywu dwufazowego™
— ,,Zastosowanie piczoelektrycznej sondy iglowej do badania struktury zloza dwufazowego™

mgr inz. Stanistaw Bobrzyk 2.12.82 r.
Opole
P i
— ,,Analiza dynamiczna powlok obrotowych metoda elementéw skonczonych”
mgr inz, Edward Sadowski 14,04.82 r.
Poznan
— ,,Anizotropia plastyczna mnuteriatéw perforowanych™
doc. dr hab. Andrzej Litewka 3.05.82 r.
— ,,Zagadnienia maszyn energetycznych®
prof. dr hab. Edmund Tuliszka 1.12.82 r.
" Szczecin

— ,.Fizyczny i matematyczny model tarcia mieszancgo™

doc. dr hab. Karol Grudzinski 29.11.82 r.
— ,,Badania doswiadczalne dynamicznych wlasciwosci obrabiarck przy uzyciu sygnaléw zdetermi-
nowanych”’
dr inz. Tadeusz Iglantowicz 22.12.82 r.
Warszawa

— ,,Migjsce techniki w studiach wyzszych, w szczegélnosei technicznych”
prof. dr Roman Gutowski 14.12.82 r.
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Zielona Goéra

— ,,Kryteria optymalizacji konstrukcji”
mgr inz. S. Pryputniewicz

— ,,Bryla sztywna na polprzestrzeni sprezystej. Rozwigzanie metoda elementow skonczonych™
mgr inz. G. Cyrok

— ,,Podstawy rachunku tensorowego’’
mgr inz. W. Czarnecki

W roku 1982 odbyly si¢ nastepujace sympozja naukowe:

Gliwice

— XX1 Sympozjum ,,Modelowanie w mechanice"
Liczba: referatow — 46, uczestnikow — 63, 3 - 6.05.82 r.

Poznan

— X Sympozjon ,,Drgania w ukiadach fizycznych
Referatow — 83, uczestnikbw — 99, 19-22.05.82 r.

Warszawa

— X Sympozjon ,,Doswiadczalnych badan w mechanice ciala stalego”
Referatdéw — 27 (na sesjach plenarnych), 54 (typu plakatowego), uczestnikow — 88 (w tym 2 gosci z za-
granicy), 3-4.12.82 r,

Seminaria i1 kursy zorganizowaly nastepujace Oddzialy:

Gdansk

— Cykl wykladow wygloszonych przez dr hab. inz. Miroslawa Skowronka —-,,Podstawy nieliniowej
mechaniki o$rodkow ciagtych”.
Czas trwania: X—XII 1982 r., liczba uczestnikbw — 15.

Szczecin

— Kontynuacja seminarium naukowego prowadzonego przez doc. dr M. Kmiecika na temat ,,Pod-
stawy wspolczesnych metod numerycznych oraz mechaniki pgkania®, IV kw. 1982 r.
Przecigtna frekwencja okolo 20 oséb.

Opole

— ,,Jezyk FORTRAN IV — zastosowania w mechanice
— dwutygodniowy kurs prowadzony przcz mgra inz. Leslawa Kwiatkowskiego w lutym 1982 r.

Poznan

— Kaurs na temat ,,Miary stanu napr¢zenia w mechanice o$rodkow ciaglych”, oraz ,,Zasady zacho-
wania na powierzchni nieciaglosci”’. Wyklady wygloszone przez dr Janing Ostrowska-Maciejewska z TPPT
PAN W-wa, 9 i 16 czerwca 1982 r. Liczba uczestnikow — 15,

Konkursy naukowe zorganizowaly:

Czestochowa

— III Ogélnopolski Konkurs nt. ,.Mechanika plynow’.
Liczba nadeslanych prac: 4, nagrody: II, 1T i jedno wyrdznienie.

25+
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Lodz
— Ogolnopolski Konkurs na najlepszqy: prace z dziedziny mechaniki teoretycznej zorganizowany
w 1981 roku zostal rozstrzygnigty w lutym 1982 roku.
Nagrody: 11 i dwie IIT i jedno wyrdznienie.

Na dzialalnosé¢ wydawnicza skladajg sie:

— kwartalnik ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana”, w roku 1982 wydano 2 zeszyty z 1980

1981 r. o objetosci 26 ark. wydawniczych. Wydane zeszyty zawieraja oryginalne prace naukowe oraz

Biuletyn Informacyjny. W roku 1982 ztozono do druku 2 zeszyty podwdjne o tacznej objgtosci 25 arkuszy
. wydawniczych — materialy wydane przez Oddzialy z okazji sympozjow.

W ramach dzialalnosci Oddzialéw wydano: Gliwice — Zbidr referatow XXI Sympozjonu ,,Modelo-
wanie w mechanice” z. 46, Gliwice 1982, ss 445, Poznan — Streszczenie referatow wygtoszonych na X
Sympozjonie nt. ,,Drgania w ukiadach fizycznych™ — Wydawnictwo Politechnika Poznanska, 1982, obje-
tos¢ 22 ark. wyd.

Ponadto Oddzial Cze¢stochowa zorganizowal 2 sesje Srodowiskowe:

1. Polaczona sesja naukowa PTMTS z Czgstochowskim Towarzystwem Naukowym nt. ,,Przeplywy tur-
bulentne”, w ramach ktorej wygloszono 4 referaty:
—- J. W. Elsner. Historia rozwoju i ogolna problematyka badan turbulencji przeplywow.
— S. Drobniak. Wykorzystanie wspolczesnych technik cyfrowej analizy sygnaldow stochastycznych do
wykrywania struktur koherentnych w przeplywach turbulentnych.
— J. W. Elsner, M. Janik. Swobodna turbulentna struga izotermiczna w polu oddzialywan akustycznych.
— R. Klajny, R. Wolanski. Nieizotermiczna struga swobodna w polu fal akustycznych.
Liczba uczestnikow: 21, dyskutantow: 6.
2. ,,Termomechanika krzepniecia”, w ramach ktorej wygloszono 4 referaty:
— R. Parkitny. Wprowadzenie do termomechaniki krzepnigcia.
— A. Bokota. Warunki ciagloéci na froncie krzepnigcia.
— J. Kidawa-Kukla. Zagadnienia oddzialywan mechanicznych odlewu i formy odlewniczej.
— Z. Jasikowski. Analiza statyczna ukladu ciaglego odlewania stali.
Liczba uczestnikéw: 14, dyskutantoéw 6.

Colloquium Euromech 162
,»Stabllnos$é I odparowanie cienkich warstw cleczy w przeplywie dwufazowym”

Jablonna, 20 — 30 wrzesnia 1982

Europejski Komitet Mechaniki zdecydowal wiosna 1981 powierzy¢ organizacj¢ Colloquium EURO-
MECH 162 profesorowi J. Krzyzanowskiemu z Instytutu Maszyn Przeplywowych PAN w Gdanskn jako
przewodniczacemu Komitetu Organizacyjnego i profesorowi D. E. Wurzowi (Institut fiir Technische
Thermodynamik) z Uniwersytetu Karlsruhe jako wiceprzewodniczacemu. Colloquium zorganizowano w Pa-
lacu w Jablonnic w dniach 20 - 23 wrzesnia 1982 przy znacznej pomocy Polskiej Akademii Nauk, Powo-
dzenie Colloquium zawdzigezaé nalezy rowniez Zespolowi Organizacyjnemu z Sekretarzem naukowym
dr Z. Billickim z IMP PAN. )

W Colloguium, mimo trudnosci, uczestniczyto 31 0sob, w tym 1S z zagranicy: Czechostowacji (1)-
Chinskiej Republiki Ludowej (1), Francji (2), Norwegii (2), Republiki Federalnej Niemiec (8), USA (1)-
Niestety kilka osob z USA i Wielkiej Brytanii wycofalo si¢ z uczestnictwa. Nie dopisali tez potencjalni
uczestnicy z krajobw Europy Wschodnicj, w szczegdlnosei kitka wysokiej klasy specjalistow ze Zwigzku
Radzieckiego. Mimo_to, przy stosunkowo licznym, jak na Colloquia EUROMECH, audytorium, udato
si¢ zorganizowac rzeczowe i pozyteczne obrady.
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Problemy stabilnosci i odparowania cienkich warstw cieczy w przeplywie dwufazowym budza ostatnio
zainteresowanie. Zebrano w kilku europejskich osrodkach obszerne materialy teoretyczne i doSwiadczaine.
Prace w tej dziedzinie stymulowane s3 przez zainteresowania poznawcze, ale tcz przez liczne wazne zastoso-
wania techniczne. Na czolo wysuwa si¢ tu tematyka projektowania i bezpicczenstwa reaktorow jadrowych,
lecz rowniez w co najmniej tym samym stopniu wiele dziedzin postgpu warunkowanych encrgetycznie.

Na przykiad: 1) intensyfikacja wymiany masy i ciepta w procesach, (koridensacji, suszenia, chlodzenia
cienka warstwa cieczy, spalania ze wstgpnym odparowaniem, atomizacja cieczy w strumieniu gazu, gene-
racji pary w kotlach i reaktorach jadrowych); 2) technologia turbin zasilanych para mokra (konden-
sacja w przeplywie, straty energii, erozja); 3) technika napgdow kosmicznych (chtodzenia ablacyjne, chio-
dzenia dysz rakiet cienka warstwa cieczy...) oraz 4) problemy ochrony §rodowiska (zjawiska przeplywowe
i biologiczne wiez chlodniczych) i wiele innych.

_Obrady prowadzone w 6 sesjach skupily si¢ na tle 18 referatow wokél nastepujacych zagadnien:

1. Analiza numeryczna laminarnych warstw cieczy, poruszajacych si¢ w polu grawitacyjnym lub nape-
dzanych napr¢zeniem na powierzchni rozdziatu.
Specyficzne problemy turbulencji w cienkich warstwach cieczy;

. Struktura ruchu falowego na powierzchni warstw cieczy;

. Zjawiska wymiany masy i ciepla migdzy warstwa, a przeplywem mgly parowej lub powictrznej;

. Relacje migdzy ruchem kropel w warstwie przysciennej i ruchem warstwy cieczy;

. Struktury przeplywéw dwufazowych w kanatlach, rurociagach i strugach (zwiazane z zachowaniem si¢
warstw cieczy);

6. Zastosowania.

Zaprezentowano szereg oryginalnych, nowych prac i prac w toku. Nienapigty program konferencji
stwarzal dogodne okazje do nieformalnych dyskusji i konsultacji. Zbior streszczen referatow zgtoszonych
na Colloquium, opublikowany i rozeslany przez profesora Wurza uczestnikom przed konferencja byl
znaczna pomocg w ukierunkowaniu dyskusji. Niemale znaczenie w tym sensie mialo réwniez 5 referatow
przegladowych wygloszonych przez znanych specjalistow: profesora Mikiclewicza (PRL), profesora Mo-
szynskiego (USA), profesora Wurza (RFN), docenta Konorskiego (PRL) i doktora Bilickicgo (PRL).
Jezykiem Colloquium byt jezyk angielski.

W sesji otwarcia Colloquium w imieniu Sekcji Mechaniki Cieczy i Gazéw Komitetu Mechaniki PAN
przemowil profesor W. Prosnak. Scharakteryzowal on krotko rosnaca rolg przeplywow dwufazowych
we wspolczesnym rozwoju mechaniki plynow. Prof. W. Fiszdon, reprezentant Polski do Europejskiego
Komitetu TUTAM, przedstawil krotko idee colloquium EUROMECH jako nieformalnego forum dyskusji
i wymiany informacji z dziedziny postepu mechaniki w Srodowisku europejskim.

W sesji zamkniecia prof. Wurz podjal m.in. watek licznych gloséw by nastepne colloquium w oma-
wianej dziedzinie urzadzi¢ ponownie w Jablonnej za 2 do 3 lat. Komitet Organizacyjny przyjat ta propo-
zycje jako wyraz sukcesu imprezy. ‘

Dyskusje wytonity kilka wnioskéw godnych zanotowania:

1. Wspolczesne modele tcoretyczne ruchu falowego i stabilnosci warstw cieczy w przeptywie dwufa-
zowym s3 na tyle uproszczone, ze ich zgodnosé z doswiadczeniem wydaje si¢ by¢ raczej przypadkiem. Na
tym tle wylania si¢ istotne znaczenie eksperymentu jako zrédla implikacji dla teorii.

2. Zastosowanie metody malych zaburzeh do rozwazan na temat stabilnosci (rozpadu) warstw cieczy
nie wydaje si¢c obiecujace.

3. Wylaniaja si¢ pewne szanse dia metod asymptotycznych przy rozwijaniu nowych teoretycznych
modeli stabilnosci i stosowanych kryteriow.

4. Réwniez koncepcja fal toczacych sig po powierzchni warstwy czy strugi wydaje si¢ obiecujaca.

5. Dotychczasowe modele ruchu filmoéw opieraja si¢ na koncepcji przeptywu laminarnego. Slabe jest
rozeznanie na temat istoty turbulencji w cienkich warstwach.

6. Niewystarczajace sa ciagle wiadomosci na temat wplywu osiadania i generacji kropli na powierzchni
filmu w warunkach adiabatycznych i przy podgrzewic.

7. Rozpad warstw cieczy i kropel w przeplywie nic jest jeszcze dostatecznie poznany,

8. Pozyteczne byloby siggnigcic w wigckszym stopniu niz dotychczas do eksperymentowania z innymi
cieczami niz woda.

wv BW Y

J. Krzyzanowski

#
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Vi Radzlecko-Polsk.ie Sympozjum z Nieklasycznych Probleméw Mechaniki Konstrukcji CienkosSclennych
Kijéw, 22 — 27 listopada, 1982 roku

W przeciwienstwie do dotychczasowych pigciu sympozjow Polsko-Radzieckich i Radziecko-Polskich,
z ktdrych 3 byly zorganizowane w Polsce a 2 w ZSRR i ktore dotyczyly nieklasycznych probleméw mecha-
niki ciala stalego (bez blizszej specyfikacji), ostatnie sympozjum mialo bardziej wyspecjalizowang tema-
tyke, ograniczajacg si¢ do mechaniki konstrukcji cienkosciennych. Wybdr tej tematyki nie byl jednakze
przypadkowy bowiem Instytut Mechaniki Akademii Nauk USRR, bedacy organizatorem spotkania, ma
od wielu lat znaczace osiggnigcia w rozwoju teorii konstrukcji cienkosciennych. Ze strony polskiej w sym-
pozjum wziela udzial 10-cio osobowa delegacja pod przewodnictwem zast¢pcy przewodniczacego Komi-
tetu Mechaniki PAN W. Szczepinskiego. Ponadto w skiad delegacji polskiej wchodzili: M. Duszek, H.
Frackiewicz, E. Radzikowska, K. Sobczyk (IPPT PAN), J. Skrzypek, Z. Waszczyszyn (Politechnika Kra-
kowska), W, Pietraszkiewicz (IMP Gdansk), Z. Dzygadlo (WAT) oraz Cz. WoZniak (Uniwersytet War-
szawski). Ze strony gospodarzy w konferencji bralo czynny udzial 18-tu pracownikdéw nauki, wszyscy
z Instytutu Mechaniki Ukrainskiej Akademii Nauk, pod przewodnictwem A. N. Guzia, dyrektora tego
instytutu. Celem sympozjum, podobnie jak i sympozjéw poprzednich (odbywajg si¢ one co 3 -4 lata,
naprzemian w Polsce i w ZSRR), jest wspdipraca naukowa w zakresie mechaniki ciala stalego sprowadza-
jaca sie do wymiany doswiadczen, konfrontacji wynikoéw badan i pewnych prob ustalania wspolnej tema-
tyki badawczej. Wszyscy uczestnicy polskiej delegacji wyglosili wykiady, wigkszoéé brala udziat w dysku-
sjach nad referatami oraz w dyskusji ogoinej. Prace przedstawione przez polskich uczestnikow mialy raczej
teoretyczny charakter natomiast wigkszo$¢ z 18-tu wykladoéw przedstawionych przez pracownikow Insty-
tutu Mechaniki UAN dotyczyla zagadniei kompleksowych (byly to zwykle prace kilkuosobowych zespo-
tow) obejmujacych zaréwno podstawy teorii, metody obliczeniowe jak i rozwigzania szczegdlowe roznych
zagadnien o znaczeniu technicznym. Z prezentowanych na sympozjum osiagni¢¢ wynika, ze prace doty-
czace konstrukcji cienkoSciennych prowadzone w Polsce sg zwigzane przede wszystkim z badaniami pod-
stawowymi i akcentuja elementy poznawcze raczej niz praktyczne zastosowania w technice, natomiast,
badania w o$rodku kijowskim sg ukierunkowane na rozwiazywanie problemoéw o znaczeniu technicznym,
zawierajac wyniki numeryczne a takze weryfikacje do§wiadczalng zalozeni. Roznorodnoéé ukierunkowania
badan jest wynikiem zaréwno pewnych tradycji naukowych jak i specyfiki naukowej Instytutu Mechaniki
UAN: konfrontacja osiagni¢¢ w ramach wspolnych spotkan wydaje si¢ przeto bardzo celowa.

C:z. Wozniak

Konferencja
Mechanika osrodkéw ciaglych ciala stalego
Oberwolfach, 2 — 8 stycznia 1983

Pierwsze proby zorganizowania osrodka nauk matematycznych w Oberwolfach-Walke, w gorach
Schwarzwaldu, siggaja jeszcze koricowego okresu Il wojny Swiatowej. W roku 1946 przyjechali tam pierwsi
matematycy zagraniczni. W latach 1967 - 70, dzigki dotacji Volkswagena, na miejscu starych doméw
Lorenzenhofu zostaly zbudowane nowoczesne budynki, w ktorych miesci si¢ bogato wyposazona biblio-
teka matematyczna dzialajaca na zasadzie samoobsiugi, czytelnia czasopism, duza sala wykladowa, male
sale konferencyjne, hotel na okolo 50 0s6b, stolowka, pokdj muzyczny, pokéj do ping-ponga, bilard, samo-
obslugowe bufety itd. Nie ma natomiast telewizji i radia. Konferencje z réznych dzialow matematyki orga-
nizowane s tu prawie bez przerwy przez caly rok w liczbie ok. 50 rocznie. Konferencje zaczynaja si¢ w nie-
dzielg wieczorem wsp6lnym posilkiem i trwaja do piatku wieczorem. Uczestnicy wyjezdzaja zwykle w so-
bot¢ rano. Warunki do pracy w Lorenzenhofie sa idealne, cisza zupetna, a najblizsze, male zreszta, osiedle
Oberwolfach-Walke znajduje si¢ w odleglosci ponad 3 km.

Konferencje z mechaniki osrodkow ciaglych ciata stalego maja tu juz swoja tradycje, odbywaja si¢
zwykle co 3 lata, w drugim tygodniu stycznia. Tym razem uczestniczylo w niej okolo 50 0sob z 14 panstw
(zaproszonych bylo z 17 panstw) w tym rowniez z U.S.A. i Kanady. Polska grupa byla najlicznicjsza z¢
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wszystkich zagranicznych. Wygtoszono 39 referatow o roéznorodnej tematyce. Mozna byto wyrdznié na
stgpujace grupy tematyczne:

mztody mitematyczne w mechanice ciata stalego.

eoria plastycznosci,

mechanika o$rodkow anizotropowych,

dzwigary powierzchniowe (powloki, ply’tﬁ', rowniez nieliniowe),

meachanika pekania materialow,

prace doswiadczalne z mechaniki ciala statego,

termosprezysto$¢, nieliniowa teoria sprezystosei,

rozchodzenie sig¢ fal.

Organizatorami Konferencji byli profesor Horst Lippmann z Monachium i profesor George Herrmann
z Universytetu Stanforda w USA. Przy tak rozstrzelonej tematyce wyrdznienie jakich$ referatdow musi
by¢ subiektywne. Profesor G. Fichera z Rzymu wyglosit interesujacy, chyba najlepiej wygloszony, referat
o zasadzie zanikajacej pamieci. Prof. P. Chadwick mowil o rozchodzeniu si¢ fal w naprezonych ciatach
sprezystych, prof. R.J, Knops o zasadzie Saint-Venanta w nieliniowej teorii spr¢zystosci, prof. 1. Miiller
o dynamicznej teorii pamieci stopow. Wymienmy tu jeszcze referaty profesorow G. Grioli'ego, K. Herrman-
na, G. Koitera, E. Steina, F.Y.M. Wana, H. J. Weinitschkego i W. Wunderlicha.
Polscy uczestnicy wyglosili nastgpujace referaty:

A. Sawczuk: Dolne ograniczenia ugi¢¢ konstrukeji plastycznych przy skofnczonym zginaniu,

W. Szczepinski: Teoretyczne i doswiadczalne studium postgpujacego procesu ciagliwego pekania
metali,

Z. Wesolowski: Fale w ciggnie o przekroju asymetrycznym,

H. Zorski: Bifurkacja fal w os$rodku spr¢zystym,

Z. Olesiak: O stowarzyszonych transformacjach Webera i zastosowaniach w teorii sprezystosci,

Ponadto, pracujacy w Monachium J. Najar wyglosil referat: Porownawcza analiza ciaglych modeli
pekania dynamicznego i zastosowania w zagadnieniach zapobiegania wybuchom wegla.

Zbigniew Olesiak

Euromech 166
,,Focussing of Mechanical Waves
in Continuous Media”’,
Aachen (RFN), 28—30 marca 1983 r.

Tematyka Konferencji dotyczyla skupienia fal mechanicznych w o$rodkach ciaglych. Szereg prezen-
towanych referatow wykraczalo poza ramy nakreslone ta tematyka. Przedstawione prace dotyczyly za-
réwno badan teoretycznych jak i doswiadczalnych zwiazanych z propagacja fal w cialach stalych, cieczach
i gazach. W Konferencji uczestniczylo 50 0s6b, wygloszono 32 referaty (w tym 3 referaty przegladowe):

l. A. Jeftrey (Wik. Brytania) —,,Growth and Decay of Singularities in Hyperbolic Systems, with
Applications™ (ref, przegladowy),

2. M. Piau (Francja) —,,Converging Rayleigh Waves from Annular Spreading Loads,

3. D. Fusco (Wiochy) —,,Wave Propagation in Nonlinear Media Described by Quasilinear Hyper-
bolic First Order Systems Involving Dissipative Effects™,

4. M. Burnat (Polska) —,,On the Qualitative Theory of Autonomic Partial Systems with Applications
in Continuum Mechanics.

5. G. Damamm2 (Francja) —,,Motion of a Front Governed by a Celerity-Curvature Relation”,
6. E. Handke, F. Obermeier (REN) —,,On the Focussing of Shock Waves in Gasdynamics™,
7. R. Holl, H. Gronig (RFN) —,,Shock Focussing in Gases',

8. F. J. Sanchez-Sesma (Wiochy) — ., Diffraction of Elastic Waves by Three-Dimensional Surface
Irregularities™,
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9. R. Dziccielak (Polska) — ,,Propagation of Acceleration Waves in a Fluid-Saturated Porous Solid™,

10. K. Sobczyk (Polska) —,,On the Propagation of Pulses in a Stochastic Medium”,

11. P. L. Christiansen (Dania) — .,Soliton Waves on Mechanical Structures™,

12. B. Rogg, D. Hermann, G. Adomeit (RFN) —,,Pressure and Temperature Development in Regular
Arrays of Obstacles and Packed Beds”,

13. G. Ben-Dor (Izrael) —,,Shock Wave Reflections in Steady, Pseudo-Steady and Unsteady Flows-
-Statc ‘of the Art” (ref. przegladowy),

14. B. Schmidt (RFN) —,,Tnvestigation of the Shock Structure of a Shock Wave Close to a Wall”,

15. D. Zeitoun, M. Brun (Francja) —,,Interaction between Shock Waves and Boundary Layers in
Shock-Tubes”,

16. J. Renard, M. Tronel, J, Brossard (Francja) —,,Shock Waves in Tubes: Transient Response to
Changing Velocities and Rheology of the Confining Material’”’,

17. J. F. Clark (WIk. Brytania) —,,Shock Wavc Reflection from a Porous Surface™,

18. H. Schilling (RFN) —,,Focussing of Sonic Booms”,

19. D. Dufresne, P. Giovanneschi, C. Creput, M. Autric, J. P. Caressa (Francja) — .,Laser Generation
and Measurement of Stress Waves in Materials™,

20. W. Tepper (RFN) —,,Wave Phenomena in Two-Phase Media”,

21. L. Z. Dumitrescu (Rumunia) —,,Some Results on Shock Focussing and Stability’".

22. W. Johnson (WIk. Brytania) —,,Fracture Sites Determined by Stress Wave Focussing™ (ref.
przegladowy),

23. H. P. Rossmanith (Austria) —,,Dynamic Photoelastic Investigation of Stress Wave Focussing
in Layered Media',

24. S.T.S.Al-Hassani (Wlk. Brytania) —,,Antipodal Focussing of Rayleigh Surface Waves in a Sphere
Subjected to Polar Impact™,

25. J. Najar (RFN) —,,Directed Explosive Fracturing of Coal Seams as a Burst Prevention Mecthod™,

26. M. Staat, H. J. Raatschen (RFN) —,,Shock Focussing in Plates”,

27. P. Guelin, W. Nowacki (Francja, Polska) —,,Remarques sur les ondes d’accélération dans un
continu élastoplastique avec hystérésis™,

28. M. Braun (RFN)—, Focussing of Acceleration Waves in Homogeneous, Anisotropic Elastic
Media”,

29. M. J. P. Musgrave (WIk. Brytania) —,,On Criteria for Intense Focussing of Elastic Waves in
Anisotropic Media”,

30. A. Gerard, J. L. Rousselot (Francja) —,,Résonances acoustiques d’une sphere élastique et leur
relation avec les ondes de surface”,

31. W. Kosinski (Polska) —,,Three-Dimensional Waves in Elasto-Viscoplastic Medium with Dila-
tation™’,

32. A. Bostrom (Szwecja) — ,,Elastic Wave Scattering by a Three-Dimensional Inhomogeneity in

an Elastic Half Space”.
Zaréwno obrady Konferencji, jak i spotkanie okraglego stolu mialy interesujacy przebieg. Ozywiona

dyskusja stworzyla mozliwo$é wymiany pogladéw na szereg probleméw zwigzanych z propagacja fal
w osrodkach cigglych.

Obrady Konferencji toczyly si¢g w Wyzszej Szkole Technicznej w Aachen (der Rheinisch-Westfalischen
Technischen Hochschule Aachen). Na podkreslenie zastuguje wysoki poziem organizacji Konferencji
i sprawny przebieg obrad. Uczestnicy Konferencji zwiedzili bardzo interesujace laboratorium fal uderze-
niowych Uczelni. Zadbano réwniez o zorganizowanie programu socjalnego.

R. Dzigcielak
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Euromech colloguium 169
,,Rownanie Boltzmanna w dynamice gazow”’
Trondhelm, 20 — 23 Czerwiec 1983

Relacje naszg rozpoczynamy od prezentacji miasta, w ktorym si¢ konferencja odbywala, gdyz jak
zawsze najpierw z nim si¢ zetkngliSmy. Trondheim zostal zalozony w roku 997 przez krola Wikingow
Olava Tryggvasona i przez wiele wiekow byl stolica Norwegii. Dzi§ jest jednym z glownych osrodkow
przemystowych i kulturalnych kraju, zabudowany w znacznej mierze przez jedno- dwu pietrowe drewniane
domki, pomalowane kazdy na inny kolor. Juz w niedzielg, 19 czerwca, poznalismy gléwna atrakcje Trond-
heim, ktora o tej porze roku jest brak nocy, storice zachodzito po 23-tej na okolo 2 godziny.

W takim atrykcyjnym i spokojnym miejscu odbywalo si¢ kolokwium Euromechu zorganizowane
przez Norges Tekniske Hogskole, a przewodniczacym komitetu organizacyjnego byt prof. Tor Ytrehus.
Wszyscy zamiejscowi uczestnicy zakwaterowani zostali w domu studenckim, ktory latem zostaje zamie-
niony na Sigsaker Sommer Hotel; obrady odbywaly si¢ w Giéwnym Budynku NTH odleglym o ok. 20 min.
spacerem.

W kolokwium brato udziat 44 uczestnikéw reprezentujacych 12 narodowosci, wygtoszono 37 referatow,
w tym 6 dtuzszych wykladéw. Kolokwium rozpoczelo sie¢ w poniedzialek, 20 czerwea, wykladem prze-
gladowym prof. Carlo Cercignaniego (Politechnika de Milano) pt.,,The Boltzmann Equation in Rarefied
Gas Dynamics™, a pozostala cze$¢ obrad dotyczyla przeplywdw w obszarach przejsciowych oraz zagadnicn
parowania — kondensacji i warstw knudsenowskich. We wtorek, 21 czerwca, prof. Wiadyslaw Fiszdon
wyglosil przygotowany wraz z R. Herczyniskim i Z. Walenty wyktad pt. ,.Shock-Wave Structure, Shock
Reflection — Gaps between Theory and Experiments™, zas pozostale referaty dotyczyly wyplwow z dysz
oraz wplywu pol zewngtrznych.

Tego dnia obrady skonczyly si¢ wezesnie , gdyz zorganizowano wycieczk¢ do Ryngve Museum posia-
dajacego okoto 12 tysigcy roznych, czgsto bardzo dziwnych instrumentdow muzycznych. Posiada ono row-
niez jedng z dwu posmiertnych masek F. Chopina, odlew gipsowy jego dtoni i kilka mebli uzywanych
przez niego. Takie pamiatki po Chopinie chcialoby mie¢ chyba kazde inne muzeum. Nastgpnie zwicdza-
liSmy glowny architektoniczny zabytek Trondheim — Nidarosdomen — czyli Katedra Nidarosa, siggajaca
poczatkami roku 1150.

Sroda, 22 czerwca, byla najbardziej przepelnionym dnicm kolokwium. Tego dnia wygtoszone zostaly
dwa wyklady przegladowe, pierwszy przez prof. H. Neunzerta (Universitat Kaiserslautern) pt. ,,Mathe-
matical Research on the Fundamentals of Kinetic Theory — where it stands and where it (perhaps) goes™
i drugi przez J. R. Dorfmana (University of Maryland) —,,Long-Range Boundary Effects in Simple
Fluids™, a pozostale referaty dotyczyly modeli matematycznych w Xinetycznej teorii gazow.

Czwartek, 23 czerwca, byl ostatnim dniem obrad. Glowne wyklady przygotowane zostaly przez prof.
lvana Kuscera (Univerza v Ljubljaini) wraz z B. I. M. Boschem i J. J. Beenakkerem (obaj z Holandii)
na temat: ,,Onsager Symmetries in Field — Dependent Flows of Rarefied Molecular Gases”, a drugi
wyktad wyglosit prof. Y. Sone (Kioto University) — temat iego wykladu: ,,Free Molecular Flow — Con-
struction of Solution, Uniqueness and Application™, Pozostale wystapienia dotyczyly gazow wieloato-
mowych oraz przeptywow swobodnie molekularnych,

Na zakonczenie omowimy udzial Polakow. Bylo nas pigciu, lecz tylko autorzy tego sprawozdania
w Scistym sensie reprezentowali Polske, a pozostali trzej reprezentowali osrodki zagraniczne, w ktorych
aktualnie przebywaja, a ktore ich wydelegowaly. Wszyscy wyglosilismy referaty, a prof. W. Fiszdon —
wspomniany wyktad przegladowy. Ponadto, biorac czynny udzial w dyskusjach dali$my si¢, naszym zda-
niem, zauwazy¢ jako aktywni uczestnicy tego spotkania. Konferencje uwazamy za bardzo ciekawg i pozy-
teczng. Pozwolila nam ona odnowi¢ kontakty naukowe i zorientowa¢ si¢ co do obecnych kierunkow badan
w zakresie dynamiki gazéw rozrzedzonych, tym bardziej, 7e po dwuletnim ostabieniu kontaktéw nauko-
wych z zagranicy, stwierdziliSmy u nas pewien regres.

K. Piechor T. Platkowski

Uniwersytet Warszawski, Instytut Mechaniki



& o . i " .'-

. TI‘ a:_m.y-.l'l..» T
- - "hay ofmuath W e v | e il -
i " - Sl ] -

( Fﬁa"‘”_‘ " g =gy N r i
| ’ y T | = ] .l-
Ll - A = —vidild AV I I.'. W= To e Jain ':_4

sty " XA |;,-u' Ang-Lam fr?',,—-.-u...-s,_a-::,w ¥ eind

oyt esiloty gt e it e abely e Bt 8
b ] L blome o o — i -y T . ad
1 “ e = ."E'”,r' o .I}'?f.m’-l‘ ‘JI "
B Ebgr trE e g ATy 1 e VAAE S LG M vitni an it griem i
g I S R e ey o il e .1:' 1 et 3 Ul ‘!Ff_l""ll'"ﬂ '
L g s AR Y I dvh o -

. I e L™ |hul|_
ey p?i,:'.m.-‘ i e e T e [ TRl T e v e e Brih -m..,‘!:l:- "
- B ORI TR s ke Hd®E e e o ity batis

I

.a.m.. .'"a')ks‘gr LR _-,7..l_'--: AdE 4 ol ‘i'f"_lﬂl ‘..:.m,, .rnw .""

v_{l[-

1_4.."'\, vl B4 wrd velirg "“’“"—' Fist "duv;.-ru ".-H"n' -r ', I ]'
- *ﬂu’rnw- e e i, Vs fr v )ﬂ il o o fﬂL - o ‘i

S e vt e e ity = .ﬂ__%

) ol mflr iz '] sading P::“'M hﬂ -_
S ey Mt e T %ﬂfﬁ‘ Fo0 i e s
" - p_ﬂ'[’ni&{ o | A= Fobarm 99 1Ay .-ru- =48 -miara ,m
3 ) J_ﬂl‘ AL =17 \.T- o] [IEER DTS e J-Jrl--—u.wn-ﬂ, M A e »
q; L_.)‘;!,-; 'I'ﬁ‘* P NS S -',l-J,'a. Liwew .f‘_:‘lLﬂ_rf'i'r‘" -
) . Pzt N R
-.-l‘!-f]bqu P M el s s S A .-u:-mh mr.__; 14 (v i el — H]
. S n‘n:'rﬂ‘n-t.._h:y:: -rilp == el _quﬁ -% A
._uﬂh Uitenr kdtirs HI.]'_'FI'T—"P"I mhuﬂ_ﬂ _,JHTE",H'J" tu.?:.u I . "h
R ey S Ry ) Jﬁ‘-ﬂ"ﬂ'—ﬂh fﬁl‘:'r o it ug 1l
. —'—-‘p e T —anJ—“r——c—-ﬂ -~ éﬁi o
=, W g I"h.'.""‘ll‘l'\.. TS AT S eaine ) e

bl ‘1"4% B 18 Aayn s ﬂ-nnl-.ummﬂww-l
3 o P

oy T m%ﬂfi‘ﬁ_“m

1]
=



SPIS TRESCI

Profesor Czeslaw Eimer — wspomnieni¢ posmiertne
I{I' Konferencja Naukowa ,,Konstrukcje powiokowe, teoria i zastosowania®™
111 Hayuynas woHdepeHuns ,,O0070UKH, TeOpHs M npusenens’’
The third Conference ,,Shells, theory and applications™
Z. Mazurkiewicz, Z. RYCHTER, Wybrane problemy wieloparametrowych liniowych teorii pow-
lok sprgzystych
HabpanHele npobiiembl MYyJILTHIIADAMETPHYECKUX JIHMICHHLIX TeopHil ynpyrax ofoouex
Selected problems in the multi-parametric linear theories of elastic shells
R. NaGORrsk1, One-dimensional continuous model of lattice type surface structures
YpaBHeHNA OJHOPA3MEPHON CIUJIOMIHON MOAEHH CETYATLIX MOBEPXHOCTHLIX KOHCTPYKLIHIL
Jednowymiarowy model ciggly siatkowych diwigarow powierzchniowych
Z. RYCHTER, On linear theory of anisotropic shells of moderate thickness
O nuHefAHONH TEOPHIt AHH3OTPOIHBLIX O0OJIOUEK CpeAHeil TONHIIHLI
O liniowej teorii anizotropowych powlok o $redniej grubosci
L. NoGa, Finite element representation Tor stiffened thin cylindrical shell instability analysis
Koneunyniit onemenT B pacuerax peOpPHCTHIX IHAHHAPHUECKHX 000JIOUEK
Metoda elementow skonczonych w analizie statecznosci cienkich uzebrowanych powlok
walcowych -
P. KonNDERLA, The analysis of a viscoelastic shell of revolution periodically loaded
AHaJI3 Bs3KO-YNPyYroii 0B0JOMKH BPalUEHMs MEPHOMIUECKH HATPYHEHHOI
Analiza lepkosprezystej powloki obrotowej obciazonej periodycznie
M. Rapwarska, Numerical analysis of large deflection behaviour of elastic-plastic shells of revo-
lution
Hymepnuecknii ananis Go/bHIIIX MPOrMOOB YHPYrO-IUIACTHUECKHX OOOJIOUEK BpPAaILEHH
Numeryczna analiza duzych przemieszczen sprezysto-plastycznych powtok obrotowo syme-
trycznych
T. LewiNskl, Shallow spherical lattice-type shell subjected to normal point load — fundamental
solution
JeicTBrE COCpeAOTOUEHHOIT HOPMATIBIION CHIBI HA MOJIOTYIO, CHEPHUCCKYK) CETUATYIO 00010~
UKRy — (yHIaMEHTAIbHOE peLIeHHe
Dzialanie normalnej sity skupionej na malo wyniosly siatkowa powloke kulista — rozwiazanic
podstawowe
. Gora$, Z. KASPERSKI, A. PEER-KASPERSKA, Numerical calculations of nonlinear equilibrium paths
for spherical cantilever shells

—

UncneHHoe pellleHHe 3aJavil NaXOyKI€HUsl KPUMBOIl PaBHOBECHS /151 CHEPHUECKHX KOII-
CONBHBIX 06oJIOUel
Numeryczne obliczanie krzywoliniowych Sciezek rownowagi dla powlok sferycznych o kon-
strukcji wsporczej

- JoNIAK, F. TwARDOSZ, Stability problems of a shallow conical shell under lateral pressure
3agaua 06 yCTOWYHBOCTH MOJIOTOH KOHHUECKOl 060JI0YICH CO BCECTOPOHIILIM THAPABIMUCCH-
KHM jIaBJeHHeM
Zagadnienie statecznosci malo wyniostej powloki stozkowej pod dziataniem cisnienia

. Wisniakowskl, The equations of the second order linear model of surface grids
VpaBHEHISI THHEHHOH TEOPHH BTOPOrO PAHA VIPYIHX IOBEPXHOCTHLIX PACTROPOK
Rownania liniowej teorii drugiego rz¢du sprezystych rusztéw powierzchniowych

A. SERUGA, Analysis of the stress state in the cylindrical shells of the concrete tanks prestressed by the
external tendons

[72)

—
~

AHanH3 HANPSAYKEIHOTO COCTOSIHHA B LHANIAPHYECKHX 0000UKax GETOHHLIX pe3epByapon
MPC/IBApHTEIBHO HANPHYKEHNIBIX BICHIHHMH KaGaAMi

Analiza stanu napr¢zenia w powiokach walcowych z zelbetu sprezonego pasmowymi ciggna-
mi zewnetrznymi

119

147

139

155

169

179

189

199

219



G. Bryc, Equations of the spherical shell with axially symmetric, stochastic imperfections
BpalnarteslbHO CHMMETPHUHOE CIIyyaifHOe COCTOSTHME nepemenieHnit cepnueckoil 060I10uKH
Rownania powtloki kulistej w przypadku osiowo symetrycznych stochastycznych niedoklad-
nosci

W. NaGOrko, On a method of formulation of two-dimensional theories for elastic shells
O HEKOTOPOM METOME KOHCTPYKLMH TEOPHUH YNPYIHX ofoJouex
O pewnej metodzie konstrukcji teorii powlok sprezystych

A. Garka, On certain inequalities in the linear shell problems
HexoTopble HepaBeHCTBa B JIMHEHHOR TeopuH 00OJIOUEK
O pewnych nieréownoéciach w liniowych zagadnieniach powiok

K. H. ZMuEwskI, On theory of lattice-reinforced shells
O TeopHH 060OJIOYEK APMHPOBAHHBIX CETKAMH
O teorii powlok zbrojonych siatkami

M. DieTricH, P. Kurowskl, Pewien model mechaniczny kregostupa lgdzwiowo-krzyzowego czio-
wieka
Mopenb 10JCHHYHO-KPECTLEBOrO II03BOHOUHHKA YeJIOBEKA
Model of the human lumbar spine

J. T. PinpErA, B. KrAsNOwsk1, Engineering applications of plane generalized isodyne photoela-
sticity
HmrKeHepcKue IpUIIOHEeHHs TUIOCKOH 1 0GOGIEHAOH H304pIHOBOH (POTOYNPYrOCTH
Zastosowanie inzynierskie plaskiej i uogolnionej elastooptyki izodynowej

Z. DyLaG, Z. Orro$, Doswiadczalna analiza naprezen termosprgzystych metoda elastooptyczng
ViccnenoBaHHsA TeMIIEPATypPHBLIX HANPSKEHHHA IOJIAPM3aLHOHHOONTHYECKHIM METO{OM
Photothermoelastic investigations of thermal stresses

K. H. LAERMANN, Recent trands in experimental analysis
Ilocnemuue TpeHABI B 3KCIEPUMEHTAJILHOM aHAJIH3E
Ostatnie kierunki w analizie doSwiadczalnej

R. WéicIk, J. STupnickl, Wplyw szczeliny prostopadlej do brzegu na rozkiad naciskow i stan na-
prezen w kontakcie
Bnusanue TpeluMHLI NepHeHAMKYAAPHOI K Gepery Ha pacrnpejelieHHe JABJICHHSA M COCTOSH-
e HanpsODKEHHH B KOHTaKTe .

The influence of the crack perpendicular to the edge on the load distribution and on the
stress state in contact

Cz. Goss, Niskocyklowa trwalo$¢ zmeczeniowa stali o podwyzszonej wytrzymalosci w ujeciu
energetycznym
MaJsnouuKI0Bast yCTaJoCTh BBLICOKONPOUHLIX CTajeil 110JIyueHHasd N3 OHEPreTHUECKHX
YCJIOBHH
Low cycle fatigue of high-strength steels in terms of energy

A. LITEWKA, J. STanIstawska, Experimental simulation of anisotropic damage,
DKCnepuMeHTaJbHOe MOACIMPOBaHHE MATCPHATIOB € TPEeLLHHAMHI
Doswiadczalna symulacja anizotropowego uszkodzenia materiatu

W. KARMOWSKI, S. MAZURKIEWICZ, Nowa metoda wyznaczania pola odksztalcenia w przypadku
trojwymiarowym, wykorzystujgca zjawisko $wiatla rozproszonego w clastooptyce
HoBblil MeTOI onpejesicHna noisA AcopMaIlii B TPEXMEPHOM ClIyyae ¢ yueTeM ABJIEHHS
PaccesiHoro CRETa
New method of strain field in three-dimensional state

C. AIDUKIEWICZ, P. JASTRZEBSKI, Application of the moiré method to the analysis of failure modes
of metal strips
TIpumeHeHue MeTojla Myapa IUlsl allajM3a KHHCMATHUECKMX MCXaHH3IMOB PaspylICHHS Me-
TAJIHYECKHX TI0JIOC
Zastosowanic metody mory do analizy kinematycznych mechanizmoéw zniszczenia pasm
metalowych

J. Lierz, B. MicHaLsk1, Pewne aspekty elastooptycznych badan odksztalcen plastycznych w kon-
strukcjach stalowych

239

W
L
n

2061

279

315

w
| 19]
~J

36]

385



HexoTopbie acuexTsl GOTOYNPYTHX HCCIeAOBAHHA NIACTHYCCKHX Ae(POPMALMil B CTANBHLIX
KOHCTPYKIHAX ]
Certain aspects of photoelastic investigations of plastic strain in steel structures

H. Skrocki, Analiza obrotu powierzchni plynigcia z uwzgl¢dnieniem pamigcei materiatu
AHanus oB0poTa IOBEPXHOCTH TEKYUECTH C YUYETEM IAMATH MaTepHana
Analysis of rotation of yield surface with consideration of the memory of the material

E.). KrYNICKI, S. MATYSIAK, Drgania pretow o liniowo zmiennej wysokosci przekroju poprzecznego
Konebannsa crepycHeii ¢ JIMHEHHO 1IEPEMEHHOH BbICOTOH MONEPEYHOro CEUEHHA
Vibrations of bars with linearly variable cross-sectional height

K. Mys$Leck1, O pewnych wiezach brzegowych w klasycznej teorii plyt
O HEeKOTEepPHIX KPaeBbIX CBA3AX B KJIACCHUYECKOH TEOPHMH IIACTHH
On certain boundary constraints in classical theory of plates

J. Luczko, Optymalizacja parametryczna ukladéw dynamicznych o nieciaglych charakterystykach
Tlapamerpuueckas ONTHMH3ALHS AUHAMHYECKHX CHCTEM C Pa3phIBHBIMH XapaKTepHCTHKAMI
Parametrical optimization of dynamic systems with discontinuos characteristics

Z. KaspErski, Numeryczne obliczanic krzywoliniowych Sciezek rownowagi dla jednowymiarowych
ukladow sprezystych
UncnenHoe MCCICHOBalNe KPHBONMHEIHBIX MyTelf paBHOBECHMA B CIIYUac OJHOMEPHBIX
VIIPYCHX CHCTEM
Numerical calculation of the non-linear equilibrium paths of the one-dimensional elastic
systems ]

W. GrzesikiEwicz, A. WaKULICZ, Zderzenie w ukladzie o wielu stopniach swobody
CoyjlapeHde TBEPABLIX Tl B CHCTEMaX € MHOTHMH CTENEHAMH CBOOOABLY
Solid bodies impacts with multi-degrees of freedom systems

J. MARYNIAK, W. BLAJER, Numeryczna symulacja korkociggu samolotu
UncneHHaa MMUTALMA IITONOpa camonéra
Digital computer simulation of an aircraft motion in spin

). Karranek, Ksztaltowanie plaskich ustrojéw nosnych o najwickszej sztywnosc
POpMHPOBAHHE IIJIOCKMX CHCTEM CamoOii BbICOKOH HECTKOCTH
Shaping of discs with respect to maximum stiffness

BiuLeTyN INFORMACYINY

403

417

431

439

453

467

481

493

501

WYDANO Z ZASILKU POLSKIE]J] AKADEMII NAUK




= : — -
o T ol A o= 8 ﬂ'-- T —]
of e e Clemnlbalieughe —vwﬂm_
fnfwr yag by TN [N IR P b !ﬂv#—h =1
7i Mg T AT (e -ﬁ‘f‘.rlo R Lf-'ﬂﬂ “
. Tﬂl-t‘l‘r i ey (Wl = Mg s e T ivgo T 4 T
il Wy, -":l"""\'Fv =T -'l.lI Jaj"-'lfﬁ_l
Kb MTEm e O nessseis ook, o dsieren glr
«*y.r Wyt g Shusime. (ligecy! -"ua ol \‘- rﬁk—-
(O BETIES A Tl [“”‘W"-ﬂf' "m-_':r"}
e L .4._5;‘._._3.‘..._‘?_-
- srivhg Syt "‘.“'-r— ni olE i rl.u_w m_.._‘-
LSl ot e L ey o e st Y e S -n.vu‘i!:rlll‘; 4‘ dz
A e e i e b e e e o TS Ty
§ M I 1 M1l -_rm-;glh'_.ui ol hemp by - Hr‘_ H 'li-c -
T e Wi rpine e i e = .ly_--u: w,J_l e m

o S N S R L o Al e “I.’.‘p e

| Ibn!—-:*.r = ¥.- W -d:‘..d!'qnd-hp

I e d Ny ‘..__‘_‘_,-PF,---_

7 ovhidlire T ety S L e el L \__=_=_
AT, T 0Ty 5 i N 'ﬁiﬂl'-“m

Byl o mﬂlrih'-\‘-‘[!rtﬂ!!llui! |:=
=S nﬁ"-‘fim-ﬂ-? .4
S M v ‘—Hu‘;‘?wﬂ
» A Flut-“ '-'Q'-"'l.',—hh sk b n-#

'_I}E.I#: _ﬂ-‘-‘v"l'- ul.l:lu.. r_.‘—_‘
Ll'-'l.ulf.'l [-rr.—, "




CENTRALNY KATALOG ZAGRANICZNYCH CZASOPISM
I WYDAWNICTW CIAGLYCH

Centralny katalog zagranicznych czasopism i wydawnictw cigglych
znajdujgcych sie w bibliotekach Polskiej Akademii Nauk i towarzystw
naukowych dotowanych przez PAN dostarcza informacji bibliograficznych
o ponad 18000 tytuléw wydawnictw z réznych dziedzin i dyscyplin nau-
kowych.

Katalog jest prowadzony przez Biblioteke Polskie] Akademii Nauk
w Warszawie w formie kartoteki od 1961 roku. Biblioteka udziela infor-
macji na podstawie katalogu na miejscu (Patac Kultury i Nauki, VI pie-
tro, pok6j 607), telefonicznie (20-02-11 wew. 26) lub za poérednictwem
teleksu 815360).

Katalog jest aktualizowany biezgco na podstawie opiséw bibliogra-
ficznych nadsylanych z ok. 120 bibliotek Akademii.

Opis katalogowy zawiera dane o tytule (ewentualnie i podtytule)
wydawnictwa, miejscu wydawania, czestotliwo$ci, zasobach w obrebie
tytulu (rocznik, zeszyty, numery), sposobie nabycia (prenumerata, kupno),
wymiana, dar), jego lokalizacji w danej placéowce (bibliotece), a takze
informuje, czy wydawnictwo zostalo zmikrofiszowane.

Pewna liczba czasopism zagranicznych posiadanych przez biblioteki
PAN jest dostepna réwniez w postaci mikrofisz znajdujacych sie w
O$rodku Informacji Naukowej PAN, ktory publikuje wykazy czasopism
zmikrofiszowanych oraz udostepnia kopie mikrofisz, a takze odbitki czy-
telne golym okiem na zyczenie uzytkownikow.

Centralny katalog zagranicznych czasopism i wydawnictw cigglych
jest Zrodtem informacji o biezgcych wplywach oraz informacji retrospek-
tywmnej za okres ponad 20 lat.
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