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MODELE MATEMATYCZNE FENOMENOLOGICZNEJ
PIEZOELEKTRYCZNOSCI

WitoLD NOWACKI

PAN Warszawa
1. Wprowadzenie

Niektére krysztaly, takie jak kwarc, turmalin, sél Seignetta itd. poddane dzialaniu
ci$nienia stajg si¢ elektrycznie spolaryzowanymi (P. i J. Curie, 1880). Obok tego efektu
piezoelektrycznego ‘wystapi efekt odwrotny, wywotany przytoZzeniem elektrycznego po-
tencjatu do ciata — w efekcie cialo dozna odksztatcenia. Ten odwrotny efekt zostat w 1881 r.
przewidziany przez LIPPMANNA [5] na podstawie rozwazan termodynamicznych i potwier-
dzony doéwiadczalnie przez braci Curie 1881, [6].

Praktyczne zastosowania efektu piezoelektrycznego sa dobrze znane, przede wszyétkim
w generaciji fal ultradzwigkowych, w konwersji energii elektromagnetycznej na mechaniczna
i odwrotnie, w prospekgji cial o wiasnosciach piezoelektrycznych itd. [7].

" 'W niniejszym artykule przedstawimy kilka modeli matematycznych piezoelektrycznodci
i piezo-termosprezystosci. Rozwazania nasze rozpoczniemy od przedstawienia klasycznego,
kwazistatycznego modelu W. VoigTa [1], przechodzac nastgpnic do omdwienia bardziej
ogblnego przypadku, w ktérym dynamiczne elektromagnetyczne pole jest sprzezone
z polem odksztatcenia [16]. Nastepnie odstapimy od zaloZenia procesu adiabatycznego
i rozpatrzymy kwazistyczny model termopiezoelektrycznodci. [2] [4].

Wreszcie rozpatrzmy bardzo ogélny model R. D. MINDLINA [3], w ktérym rozpatruje
si¢ wplyw gradientu polaryzacji elektrycznej na elektromechaniczne pole. Rozwazania
nasze konfczy prezentacja dynamicznego zagadnienia termopiezoelektrycznosci z gra-
dientem polaryzacji. [32]

2. Pole clektromagnetyczne

Rozwazania nasze rozpoczniemy od podstaw elektromagnetycznych zagadnienia.
Przedstawmy najpierw réwnania elektrodynamiki MAXWELLA [8]

@.1) rotH = I+D
(2.2) rotE = —B,
(2.3) divD = o,,

(2.4) divB = 0,
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gdzie H jest wektorem pola magnetycznego, E jest wektorem pola elektrycznego, B — wek-
torem indukcji magnetycznej a D wektorem przesunigcia elektrycznego. I jest wektorem
pradu przewodzenia a g, — tadunkiem elektrycznym.

Do réwnan Maxwella dodaé nalezy zwiazki konstytutywne

(2.5) D = g E+P,
(2.6) B = u(H+M).
Tutaj P jest wektorem polaryzacji elektrycznej, M — wektorem magnetyzacji, £, Ko

oznaczaja przenikalnosé elektryczna i magnetyczna.
Réwnaniom Maxwella moZna nadaé inng réwnorzedng postaé [8]

2.7 rotH = I+D
2.8) B = rotA4
(2.9) E= —gradp—A
(2.10) divD = o,

Postuzymy si¢ ta postacia réwnan elektrodynamiki w celu uzyskania réwnan kwazista-
tycznych. W rownaniach (2.7) - (2.10) wprowadzono potencjal skalarny ¢ i potencjat
wektorowy A.

Latwo si¢ przekonaé, ze z réwnan (2.1) - (2.4) otrzymuje si¢ twierdzenie Poyntinga

(2.11) —(% erdV= - fn-hdA— [E“IdV,
v A , 14

gdzie
U=ED+H B, h=ExH

Réwnanie (2.11) daje sie interpretowac fizykalnie jako bilans energii elektromagnetycznej.
Skalar n - & przedstawia przeplyw energii elektromagnetycznej przez powierzchnig A ciala
do otaczajacego go o$rodka. WyrazZenie U ~E-D+H-B identyfikujemy jako przyrost
energii elektromagnetycznej w czasie. Wreszcie E - I reprezentuje ciepto Joule’a. Wektor
Poyntinga k daje si¢ wyrazi¢ przy pomocy potencjaléw @ i 4 w sposéb nastegpujacy
(2.12) h=ExH=@I+D)—AxH

Dla piezoelektrykéw wprowadzamy te same uproszczenia co dla niemagnetyzujacych
si¢ dielektrykdw
(2.13) I=0, M=0, p,=0.
Dalszym uproszezeniem jest przyjecie, ze A =~ 0. W tym przypadku uprosci si¢ bilans
energii (2.11) do postaci

(2.14) gt_f U,dv = — fmpi)dA = fE-de, U,=E-D
v A 14

Z ukiadu réwnan (2.5) - (2.10) pozostang nam

(2.15) E =gradp, divD=0, D= g,E+P.
Mamy tu do czynienia z kwazistatycznym polem elektrycznym
(2.16) gVip = divP, E= —gradep.
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Uproszczenie A ~ 0 albo |4| < (grad ) jest stuszne gdy rozwazymy diugosci fal bliskie
dtugo$ciom fal sprezystych. Omowienie szczegélowe i teoretyczne uzasadnienie uprosz-
czenia 4 ~ 0 znajdzie czytelnik w cennej pracy H. F. TIerSTEN’A [9].

3. Klasyczna teoria piezoelektrycznosci W, VOIGTA [1]

Zalozmy, ze cialo dozna odksztalcenia wskutek dziatania obcigzen zewnetrznych i pola
elektromagnetycznego, ktére to przyczyny zmieniajg sie w czasie. Zaldzmy, ze w ciele
brak Zrédet ciepta i przewodnictwa cieplnego (proces adiabatyczny). Zastosujemy do do-
wolnego obszaru V ciala ograniczonego powierzchnia 4, zasade zachowania energii

d ({1 .
(3.1) k(';t_ {(700,7),-+ U) dV = fX,v,clV—# fp,v,(z'A+ fE,D,dV
14 12 A . 12

Tutaj o jest gestoscia, v; = u; pochodna czasowa przemieszezenia, JX; skltadowg sit
masowych, p; = o;, n; sila kontaktowa, o;; tensorem napre¢zenia a n, skladowg wektora
normalnej do powierzchni 4. Dalej U = U,,+ U, jest energia wewngtrzng (mechaniczng
1 elektryczna).

Przeksztalcajgc rownanie (3.1) 1 wykorzystujac rownante ruchu
(3.2) Opyt+ X = oy,
otrzymamy

[ bav = [ (iey+EDpav.

v v
co prowadzi dla dowolnej objetosci ¥ do lokalnego zwiazku

(3.3) U = O'UélJ‘l"Elbi.
Poniewaz U = U(gy, D), to stuszne jest rownanie
oU Y. au \ .
(3.4) (GIJ— —ée—u")l"[_]'l— (E[—".a—Dl) D[ = O-
Roéwnanie to winnol by¢ spelnione dla dowolnych wartosci &, D,. Stad wynika, ze
ou au
(3-5) | Gy = E—, E = —a—D—[—. .
W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie operowaé entalpia elektryczna:
(36) H= U"'EiD[.
Eliminujac U z réwnania (3.3) i (3.6) dochodzimy do réwnania
oH OH \ -
3.7 ( ——=—g,— —=|E; = 0.
3.7 Gyy asu)ﬁu (Dl+ aE, )E. 0
Réwnanie to winno by¢ spetnione dla dowolnych wartosci &;, Ei, zatem
oH oH
(3.8) Oy = = -

aﬁu ’ 5E, )
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Rozwifimy entalpi¢ elektryczng H(sj;, E;) w szereg Maclaurina w otoczeniu stanu
naturalnego (¢; = 0, E; = 0) i pominmy czlony wyzsze od stopnia drugiego.

{
5 €GEE;

l
(3-9) H‘(EU’ E/) = = Ukl‘"u(‘?u‘ekuguEk
Tutaj CF}H jest sztywnodcia sprezysta przy E; = const., €}, — jest -stalg przenikalnoSci
dielektrycznej przy &;; = const., wreszcie e; jest stala piezoelektryczng. Na podstawie
rozwazan termodynamicznych oraz ze wzglgdu na symetri¢ tensoréw oy i &;; otrzymamy
(3-10) Ciget = Cpriys Cijkt = Crikt> Cijkt = Cijties iy = Exps €y = €y

W przypadku ogélnym krysztatu tréjskosnego mamy 21 stalych sprezystych c¢;jy,.
18 statych piezoelektrycznych e;; 1 6 stalych przenikalnosci elektrycznej &;;. Poniewaz
w przypadku krysztatéw centrosymeirycznych znika tensor polarny, to w ciatach centro-
symetrycznych nie wystapi efekt piezoelektryczny. \

Zwazywszy na réwnania (3.8) i wyrazeme (3.9) otrzymujemy nastepujace zwigzki
konstytutywne
3.1 Gy = Crpa&rr— €y Lr,
(3.12) D, = eikl£kl+elkEk

Wstawmy zwigzki konstytutywne (3.11) (3. 12) do rownan rozmczkowych rozpatrywa-
nego pola sprz¢zonego
{3.13) O+ X, = ou;, Dy =0.
W rezultacie tego postgpowania otrzymamy ukiad czterech réwnan, w ktérych jako nie-
znane funkcje wystapia trzy skladowe wektora przemieszczenia u oraz potencjal elektry-
czny . .
(3.14) Coprithi,y+ Gy @ g+ g = 0y,
(3.15) el — €@ = 0.
Uktad réwnan (3.14) (3.15) winien by¢é uzupelniony warunkami brzegowymi, mecha-
nicznymi i elekerycznymi. Te ostatnie dane sg w postaci
(3.16) ¢ = D(x,t) na 0B, Dn = —0c na 0B,
gdzie

dB = 0B, wdB,, JB,NdB,.

Tutaj o jest tadunkiem powierzchniowym. Znajac rozwigzania (ui‘,go) réownan (3.14)
(3.15) wyznaczymy wektor pola elektrycznego E, = —gp,; a z réwnan konstytutywnych
(3.11) (3.12) naprezenia oy, i sktadowe wektora przesuniecia elektrycznego D,. Polaryzacje
elektryczng P, wyznaczymy ze zwigzku
(3.17) ‘Pl = _D[_"EOE[
Zwazywszy na (3.6) i (3.9) przedstawimy wreszcie energie wewnetrzng U w postaci

1 1
(3.18) U= 5 Cunt iyt 0 € EE;
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Poniewaz U jest nieujemnym skalarem, to prawa strona réwnania (3.18) winna byé
forma kwadratowa dodatnio okreslona, co zabezpiecza stabilno$é rozwiazania.

Przedstawiona tu w sposéb zwarty klasyczna teoria piezoelektrycznodci W. Voigta
stanowi powiazanie elastodynamiki sprezystego ciala anizotropowego z quasistatycznym
polem elektrycznym. Z teorii tej wynika, ze efekty piezoelektryczne nie wystepuja w krysz-
tatach o cechach centrosymetrycznych.

Ponizej podamy najwazniejsze twierdzenia ogdlne. Przede wszystkim podamy roz-
szerzona na piezoelektryczno$¢ zasade prac wirtualnych, przy wariacji stanu przemiesz-
czenia i przesunigcia elektrycznego. Oto posta¢ tego twierdzenia [10]

(3.19) s +8) = [ (i—qii)du,dV+ [ (p,3u,—péDen)dA,
B

an

gdzie

1 1
W = '2—cijkif EuskldV, & = “Z—Et_,fEiEjdV.

W przypadku szczegdlnym rzeczywistych przemieszczen i przesunie¢ elektrycznych,
otrzymamy z (3.19) podstawowe réwnanie energetyczne

. 1
(3.20) %(“///'+é”+f) = in-v,dV+ f(p,v,—(pD,,nk)dA, KA = 50 f'v,-v,dV
B aB B

Rownanie to moZe postuzy¢ do wyprowadzenia twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzan
ukladu réownan (3.14) (3.15). \ '

Twierdzenie Hamiltona, uogdlnione na piezoelektryczno$¢ ma postaé [10]

41
(3.21) 8 [ (#~Idt =0,
t2
gdzie
(3.22) 1 = [ (=-Xau)aV= | (o= op)dd.
B .

Twierdzenie o wzajemnosci prac przedstawia si¢ w postaci splotowej jak nastgpuje
(323) [XyxuidV+ [(pyvuj+ D, x gndd = [ X{ xwdV+ [ (0} »u,+Dp » pn)dA.
B aB B aB
Tutaj wprowadzono oznaczenia -
. t
X, *u; = fX,(x, 1— Dui(x, v)dr itd.
0

Dotad rozwiazano szereg probleméw szczegdlowych, odnoszacych si¢ do propagacii fal
powierzchniowych Rayleigha, Love’a i Stoneleya i to dla rozmaitych klas krysztaléw
[11] - [15] zagadnienia kwazistatycznego.
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4. Sprz¢zenie fal sprezystych i elektromagnetycznych

W poprzednich rozwazaniach mieliémy do czynienia z oddzialtywaniem kwazistatycz-
nego pola z ruchem ciala sprezystego. Obecnie odrzucimy to zaweZenie, rozpatrujac
zagadnienie dynamiczne, tak sprezyste jak i elektrodynamiczne.

Rozwazmy uklad réwnan elektrodynamiki Maxwella, zakladajac ze M =0, g, = 0.
Mamy

4.1 _ rotH = I+D
(4.2) rotE = —uoH
(4.3) divD =0

(4.4) divH =0
Dodajmy do réwnan (4.1) - (4.8) zwiazki konstytutywne
(4.5) ' D = eE+P
(4.6) B = uH
4.7) = gE

Wrykonujac na réownaniu (4.2) operacje rotacji oraz wykorzystujac réwnanie (4.1) oraz’
(4.6) dochodzimy do réwnania falowego

. : 0E oD
(4.8) rotro’cE+,uocr—aT = —Ho 77>

WyraZmy teraz wektor D przy pomocy zwiazkéw konstytutywnych (3.12) dla zagadnie-
nia kwazistatycznego. Otrzymamy réwnanie

(4.9) El.j.f—Ej..H"',uOO'_l = —lolewm—F5— T€

0E * ey 62Ek)
ot 012 S TEN

gdzie

B |
&y = ‘i(uk.l +uy )

W tych trzech rdwnaniach rézniczkowych funkcjami nieznanymi sa w oraz E;. Po-
zostate trzy réwnania dostarcza nam réwnania ruchu

(4.10) Cukzuk,u‘ekuEk,j_‘l‘Xt = pii;

Otrzymali$my zatem sze$¢ rownan rézniczkowych z szeScioma nieznanymi funkcjami
u;, E;. Rozpatrywany tu problem i jego rozwigzanie pochodzi od J. J. KAYME [16].

Przyktady wykonane przez J. J. Kayme dla krysztatow klasy 42 m (dla ADP — amo-
nium dihydrogen phosphate) wskazuja na dyspersje i thumienie fali pfaskiej. Ttumienie
to znika gdy o — 0, jednak pozostaje dyspersja fal, Widocznym tez staje si¢ z rozwigzanego
przykiadu, ze odksztalcenie ciala nieznacznie tylko modyfikuje fale elektromagnetyczne.
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5. Termopiezoelektrycznosé

W poprzednich punktach zatozylismy, ze proces termodynamiczny jest adiabatyczny..
Teraz odrzucimy to ograniczenie. Oznaczmy przez g wektor przeptywu ciepta. Niech
we wnetrzu ciata dziala Zrodlo ciepta o intensywnosci w. W wyniku dzialania ogrzania
zewnetrznego 1 dzialania Zrodet ciepla nastapi przyrost temperatury &, réwny réznicy
T—T,, gdzie T jest temperatura absolutna a 7, jest temperaturg stanu naturalnego,
w ktorym brak naprezen i odksztalcen.

Ponizej przedstawiamy bilans energii [4]

g 1 .
(5.1) ¥ f (—2—gv,v,+U)dV= f(X,'v,+W)dV+ f(p,-z),-—q,n,-)dA:+ fE,D,dV
v v A v

oraz nieréwnoé¢ Clausiusa-Duhema

: i w

(5.2) S+ (f>, -7 =0

W bilansie energii (5.1) dostrzegamy (w poréwnaniu z wyrazeniem (3.1)) cztony wyrazajace
moc niemechaniczna, przeptyw ciepla poprzez powierzchnig ciatla oraz energie genero-
wana wewnatrz ciala. W nieréwnosci Clausiusa-Duhema (5.2) przez .S oznaczono entropie.
Przeksztatcajac wyrazenie (5.1) w analogiczny sposob jak to zrobiono z (3.1) ,wprowadza-~
jac energi¢ swobodng F = U—ST oraz entalpi¢ elektryczna H = F—D;F; dochodzimy
do nastgpujacych zwigzkow

0H 0H oH q, T,
. = > -D = - ’ = T a7 — T
G-3) A P 05, ST T aT 7 >0
Ostatnia nieréwnos$¢ jest spelniona przez prawo Fouriera przewodnictwa cieplnego
(5.4) 4 = —kyT,

Rozwijajac entalpig w szereg Taylora w otoczeniu stanu naturalnego

1 : 1 o
(5.5) H = '2— CUk, 8[_, Epp— ek,-j Slek'—‘ —:Z—GIJE,EJ—}/,J Eljg—glE‘-@—‘-é"z_'—ogz,

1 wykorzystujac zwigzkt (5.3) dochodzimy do nastepujacych zwigzkéw konstytutywnych

(5.6) . Oy = Cijra b‘kt—)’u@—ekuEk,
cE
(5.7 S =y &+ T@‘F&Eu
) 0
(5.8) ' D, = ey +8.0+€uFy,

Réwnanie (5.6) mozna traktowaé jako zwigzek Duhamela-Neumanna, rozszerzony na.
piezoelektrycznosé. Mamy tu 10 nowych statych: yy;, g, c.. Stala ¢, jest cieplem wlasci--
wym przy statym odksztalceniu.

Wstawmy zwiazki konstytutywne (5.6) do réwnaf ruchu, a zwiazek (5.8) do réwnash
Gaussa (D;; = 0). Otrzymujemy réwnania :

(5.9 Coktlhe, 1= €ty Py — V1,0, + X, = iy,
(5.10) elkxuk.tt—etk¢,kt+g;@,i = 0.
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Powyzsze rownania nalezy uzupeini¢ rownaniem przewodnictwa cieplnego. Otrzymamy
je przy wykorzystaniu bilansu entropii '

(5.11) TS = —qu+ W |
Biorac pod uwage zwiazek konstytutywny (5.7), prawo Fouriera (5.4) oraz zakiadajac,

[

7e <€ | dochodzimy do IinioWego réwnania przewodnictwa cieplnego

(5.12) kiJ@,U_Cs@.- To(yijéij—gid),l) = —-W.

Rdwnania (5.9) oraz réwnanie (5.12) stanowig komplét réwnan termopiezoelektrycznosci.
Obmyslono szereg ogdlnych twierdzen termosprezystosci, takich jak twierdzenie energe-
tyczne, twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwiazaf [17] zasad¢ prac wirtualnych, zasade
Hamiltona [18], twierdzenie o wzajemnosci prac [19]. Dotad rozwigzano tylko nieliczne
zagadnienia szczegblowe, dotyczace propagacji fal [20]. Pole elektromagnetyczne wy-
stepujace w teorii R. D. MINDLINA [4] jest polem kwazistatycznym. Latwo jednak uzyskaé
uogolnienie tej teoril przy rozpatrzeniu dynamicznego pola elektromagnetycznego.
W tym przypadku do dyspozycji mamy uktad réwnan (przy I = 0)

(5.13)y Ey—Epy = —poDy,
(514) Gj[,J+Xl = Qu[,
(5.15) kiy0,—c,O—To(yyéy+8E) = —W.

Do tych réwnaf nalezy wprowadzié zwiazki konstytutywne (5.6) i (5.8). Zauwazmy, Ze
wskutek naprezenia termicznego wszystkie fale sa tlumione i ulegaja dyspers;ji.

" 6. Klasyczna teoria piezoelektryczno$ci w ujeciu R. A. Toupina

Roéwnania réiniczkowe piezoelektrycznoéci Voigta otrzymaé mozna réwniez jako
szczegblny przypadek liniowej teorii dielektrykéw R. A. ToupiNa [24].

Rozdzielmy energi¢ wewnetrzna na dwie czgsci, na cz¢s’éApochodzch od odksztatcenia
i polaryzacji oraz na energi¢c pochodzaca od pola elektrycznego Maxwella’

1
(6.1) U = UK(E[J, Pl)+_2—£0(p,l(p,l
Zwazywszy na (6.1) wyrazimy entalpi¢ elektryczna w nastepujacej postaci
) v
(6.2) ' H = U~DE; = Ulgy, Pi)——z*ﬁo‘P,t??,t'*‘(P,:Pi

Wykorzystajmy twierdzenie wariacyjne R.-A. TOUPINA [24]
t2
(6.3) [ a{ [ (sk—omar+ [ (Xsu+ELsPYAV+ [ pioudd) = 0.
t B* B aB

Tutaj B jest obszarem ciata a B¥ = BUB’, gdzie B’ jest obszarem zewnetrza, Ef jest ze-
wnetrznym polem elektrycznym. W twierdzeniu (6.3) wariacji doznaja przemieszezenia,
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polaryzacja elektryczna oraz potencjal elektryczny. Zauwazmy, ze U" = U (&, P)).
Korzystajac z definicji naprezenia o;; i lokalnej sity elektrycznej Ef, gdzie

out L aut

(6.4) - Oy = »ab‘,j , Ef=-— (’)—Pl
przedstawimy wirtualny przyrost entalpii elektrycznej w postaci

(6,5) (SH = 0‘1J681j+((p'1—EiL)5Pi—'80(p,1(5(p','+PlCS(/')',-

Wstawiajac (6.5) do (6.3) i wykonujac przepisane dzialania, dochodzimy do wyrazenia
2

66) [ dt] [ [oss+Xi—gii)ou, + (BE i+ ED)OP,+ (= coput P)op+ | do+
I B

~ [ copubpd?+ [ [(pi—oun)du,+neolp |~ Pidpldd] =

B’ aB
Ze wzgledu na dowolno$¢ wariacji du;, 0P;, dp otrzymamy nastgpujacy ukiad réwnan
rézniczkowych

(6.7) o +Xi = ol
(6.8) El—@,+E? =0 dla xeB
(6.9) —&oPu+Pr,; =0
(6.10) ¢u=0 dla xeB
| z warunkami brzegowymi
(6.11) o auny = py
(6.12) (—eolg,l+P)n, =0

Roéwnanie (6.8) nie wystepowalo w klasycznej teorii W. Voigta. Jest to tzw. bilans sit
intermolekularnych wprowadzony przez R. A. Toupina na podstawie rozwazan nad
réwnowaga sﬂ elektrycznych.

Przyjmumy energie UX = U'(e;;, P;) w postaci formy kwadratowej, dodatnio zde-
finiowanej

(6.13) Ut = —;c;’jk,e,jek,+%a,€jPiPJ + fray &y P
Z wykorzystania zwigzkéw (6.4) mamy

(6.14) o = Chint &+ iy P

(6.15) : el = fir € +a5 Py

R. D. MinpLIN [23] wykazal, ze przedstawiona tu droga postgpowania prowadzi do rownan
rozniczkowych, identycznych z wyprowadzonymi przez W. Voigta.

7. Gradientowa teoria dielektrykow R. D. Mindlina

- Badania eksperymentalne wykazuja, ze efekt piezoelektryczny wystapié moze réwniez
w centrosymetrycznych krysztatach. Teorie uwzgledniajaca wplyw gradientu polaryzacji
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opracowal R. D. MinDpLIN [3], [23]. Giéwnym osiagnigciem tej teorii jest wprowadzenie
nowego efektu elektryczno-mechanicznego, wystepujacego tak w centrosymetrycznych
jak i niecentrosymetrycznych krysztatach.

Punktem wyjécia naszych rozwazan jest wyrazenie na entalpi¢ elektryczng z punktu 6,
z tym jednak ze U* jest funkcja odksztalcenia ¢;;, polaryzacji P; oraz gradientu polaryzacji
. Pij.

(7.1) H = UL(EU’PI’Pl.j)__zl"eo(p,i(p,l"l'(p.iPi

Wstawiajac powyzsze do zasady Hamiltona w ujeciu Toupina ((6.3) z punktu 6), do-
chodzimy po wykonaniu przepisanych operacji i wprowadzeniu tensora

(7.2) B, =Y

an'i

do nastepujgcego wyrazenia

f2
(7.3) f dt j [(ojt,s + Xy — 0iiy) 6u,+ (Ejp, y+ EF — @1+ EP) 8P+ (— g0 0,1+ Pi) Spld V +
rl B

l3 {2
— _J dt _J g0 @1, OpdV + ’ dt ‘ (i~ oyin)) duy— E;n 0P+ (ol | — PO dpldA = 0.
I B ty B .
Zauwazmy, Ze wystepuja tu dwa nowe czlony: Ej; ;0P; w calce objgtosciowej oraz
E;n; 6P, w calce powierzchniowej. Ze wzgledu na dowolnoséé wielkoscei wirtualnych du,
dP;, dp otrzymamy nastgpujace réwnania rozniczkowe dielektrykdw

(7.5) o+ X = oti;,

(7.4) Ej+Ef—p;+EP =0, dla xeB
(7.6) o —&eu+P, =0,

7.7 pu=0, da xeB

wraz z naturalnymi warunkami brzegowymi

(7.8) pi—aun; =0,

(7.9) E;yn; =0,

(7.10) eolp| =P, = 0,

W stosunku do teorii klasycznej zmianie ulegto réwnanie (7.5), ktére zostato rozsze-
rzone o czlon E;; ;. Doszedt réwniez nowy warunek brzegowy (7.9).

Obok warunku brzegowego (7.8) przyjaé¢ mozemy warunek brzegowy w przemiesz-
czeniach. Podobnie, obok warunku (7.8) mozna przyja¢ warunek dla polaryzacji. Wreszcie
obok warunku (7.10) przepisa¢ moZna potencjat ¢ na brzegu.

Rozwiimy U* w otoczeniu stanu naturalnego, w ktérym odksztalcenie i polaryzacja
sa réwne zeru a tensor E;; przyjmuje warto$é b3 ‘

1

1
P p P,G
P} b}?jkl i Pik+ Cifki €y et

1
(7.11) UL = b P+ =afCP P+ 5

2
+dfu Py e+ Preptiin Pi Py
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Zwazywszy na zwiazki

ou* ouU* oUt
(7.12) UU:E&:’ Ef = ~ P, Eu=‘a’13;",
dochodzimy do rownan konstytutywnych
(7.13) Oy = Cijn g+ Jeij Pr+ iy Prg,
(7.14) —Ef = [ b+ Prtim Pogs
{7.15) Ei; = dig e iy Pr+biu Pl,k+b?j-

Wstawienie zwiazkéw (7.13) - (7.15) do réwnan (7.4)- (7.6) prowadzi do ukladu
siedmiu réownan rézniczkowych, w ktorych jako wielkosei nieznane wystapia funkcije
u;, P;, . Zauwazmy, ze wprowadzenie gradientu polaryzacji nie podwyzsza rzgdu réwnan
rozniczkowych.

Godnym uwagi jest fakt, ze sprzezenie elektromechaniczne wystapi w przypadku ciat
centrosymetrycznych. W tym szczegdlnym przypadku jest /i, = 0, ji;x = 0 gdyz nieparzyste
tensory sa rowne zeru dla ciat centrosymetrycznych, podczas gdy stale d;;, nie znikaja.
Ze zwiazkow (7.13) 1 (7.15) staje si¢ widoczné, ze stale d;;,; odgrywaja rolg sprzezen miedzy
polem elektrycznym i mechanicznym.

W przyp:idku ciala izotropowego réownania konstytutywne przyjma postaé
(7.16) Oy = Crally 1 O+ Cag(y yuy ) +dy s Py &y +das(Pr;+ P ).

(TN Ey=dug, 0+daa(uy j+uy ) +byo P y0ij+baa(Py i+ P )+
' + b7 (Pyi— Py, ) +b°0,,
(7.18) EE = —aP,

Podstawienie tych zwiazkdéw do réwnan rézniczkowych (7.16) - (7.18) prowadzi do
nastepujacego ukladu trzech sprzgzonych rownan rozniczkowych
(7.19)  cqqVu+1(c 2+ caq)graddive+d, V?P+ (d,,+dsg)graddivP+ X = pu,

(7.20)  dogViu+(dis+dis)graddiva + (bys + b77)V2P +
+(byy+bsqa—by)graddivP—aP—grade+ E° = 0,

(7.21) —&Vip+divP = o, dla x€ B,

(7.22) V=0, dla xeB.

Do réwnan rozniczkowych (7.19) - (7.22) dochodza warunki brzegowe (7.8) - (7.10).
Uktad réwnan (7.19) - (7.22) jest ziozony i trudny do rozwigzania w tej postaci.

W przypadku nieskofczonego obszaru sprezystego znaczne uproszczemie réownan
otrzymamy przez dekompozycje wystepujacych w nich wektoré6w na czgéé potencjalna
1 czg$¢ solenoidalna.

(7.23) v = grady+rotH, P = grady+rotK, divH=0, divK=0,
(7.24) X = p(grad®+roty), E°® = gradr+roté, divg=20, divé=0.
Wstawienie dekompozycji wektordw (7.23) - (7.24) do réwnan roézniczkowych (7.19) -
(7.22) sprowadza je do dwu niezaleznych od siebie ukladéw réwnan
Cyy D%V"*‘duvzx = —ot,
(7.25) ' duVip+ (b \Vi—a)y—p = —1,
Vig—eV3ip = oo,
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oraz
Caa D3 HAdy V2K = —on,

Ao V2H + (b Vi —a)K = E.
Tutaj wprowadziliSémy oznaczenia
Cpy = Cia+2044, diy =diy+2das. by = b4 204y, buy = byy+byy

(7.26)

l 1 & Ci1 2 Caq e
2 g2 _y2 2. yi_ 92, ¢ = | T ]
1 cf d, > 13 C% ! 1 ( 0 ) s Ca ( 3 )

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny podiuznej fal plaskiej, propagujacej si¢ w nieskoficzonej
przestrzeni sprezystej w kierunku osi x; . W tym przypadku jest
(7.27) p=px,1), @=e0,1), z=x0,1), K=0 H=0

Pozostajg nam réwnania
b | '
(1,2 ot — (1—}-71;15--3,2)3%—4— —2—3,2) (w, 1) =0, @=¢e5'g
acs 131

g2
(7.28) a=a+ezt B= ‘i@,‘l‘? >0
ciqa
Dla fali harmonicznie zmiennej w czasie jest
(7.29) (w, 1, @) = (@°, x°, @®)exp[—iwt+ikx,].
Tutaj 9°, x°, ¢° sg stalymi (amplitudami) a v = w/k jest predkoscig fazowa. Wstawiajac
(7.29) do (7.28) otrzymamy réwnanie charakterystyczne

o)
(7.30) Bl kA (l—m—0? = 0, 7=t o =2
I acy, €
z ktorego wywodza sig cztery pierwiastki
1 TR W IETE
(131 Kiaae = k=1 (L=n) £y T—nP +40il3.
L,y2 :

Interesuja nas jedynie pierwiastki rzeczywiste, gdyZz tylko te prowadza do rzeczywistych
predkosci fazowych

l e —————U
(7.32) kyo = +k ko, = l_/—z:‘/l—-n+ V(=52 +402l2.

1

W rezultacie otrzymamy fale
(7.33) W, ) = (%, xVexp[—icwt +ikx, ]+ 2, ¥°)exp[—iwt —ikx],
gdzie v = w/k. Zauwazmy, ze k = k(w), co wskazuje na to, ze fale ulegaja dyspersji.

Dotad rozwiazano nieliczne zagadnienia dynamiczne, przede wszystkim jednowymia-
rowe. [26] [27] [29].

Wréémy do wyrazenia dla energii wewnetrznej. R. D. Mindlin wykazal, Ze stuszny
jest zwigzek

) 1 7 |
(7.34) B_[ vay = . 5‘ (x,-u,+E?P,)dV+§-a_£ {(ay0,+Ey Pyny+
—(—&olp,l +P,x,+b?jP_,)n,}dA .
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Zalézmy teraz, ze brak jest sit masowych i zewngtrznego pola elektrycznego (X, = 0,
E? = 0) oraz ze warunki brzegowe na powierzchni 08 sg jednorodne
(7.35) ouny; =0, Euyn; =0, (—sglp,l+P)n, = 0.

Wtedy z réwnania (7.34) pozostaje nam
(7.36) foav =1 [nbopda.
B* 2 2m ‘

Jest to tzw. energia deformacji i polaryzacji. ‘

Rozpatrzmy prosty przykiad zagadnienia jednowymiarowego odnoszacego sig¢ do pol-
przestrzeni sprezystej x, > 0. Rozwigzmy jednorodny ukfad réwnat rézniczkowych
(z réwnan (7.19 - (7.21))

¢, 103u, +d,; 3P = 0,
(7.37) ‘ , dy u +b,, 0P, —aP —d,p =0,
—g @+, P =0,
ktéry rozwigzad nalezy przy uwzglednieniu jednorodnych warunkoéw brzegowych
0y = € 0yuy+d;, 0, Py = 0,
(7.38) Ell =d“51u1+b“611’1+b0= O,
60(61(p+—61(p—)+P1 = 0, dla xl = 0,

oraz

(7.39) u, -0, P, -0, -0 da x,—» o
Rozwigzanie tego zagadnienia w polprzestrzeni sprezyste] ma postaé
(7.40) u, = ufe=l, Py = PleNih, g = glemi,
gdzie

Wielkosci P, ¢ 1 u, zanikajg wykladniczo wewnatrz ciata. Energia deformacji i polaryzacji
przyjmie warto$é

b3

2la
W rozpatrywanym tu przypadku braku sit masowych i zewnetrznego pola elektrycznego
oraz przy uwzglednieniu jednorodnych warunkéw brzegowych, catkowita energia wewnetrz-
na wyraza si¢ catkq powierzchniowa (7.36). Wyrazenie to jest rowne zeru, gdy przyj-
miemy by = 0. Wyrazenie (7.36) nazywamy energia powierzchniowa deformacji i pola-
ryzacji.

Na podstawie rozwazan Tosi oraz Gemmera, Mac Rae i Gazisa [38] [39] traktowaé
mozna energi¢ deformacji i polaryzacji (7.36) jako te czgsé energii, ktora dodaé nalezy
do energii wigzéw miedzyatomowych aby otrzymaé energie potrzebng do rozdzielenia
materiatu wzdtuz powierzchni S. ' '

Zauwazmy, ze w wyrazeniu na entalpi¢ pomineli$my czlon ¢f;e;;. Jednak wprowadzenie

(7.41) U= - <o,
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wstepnego odksztalcenia nie zmieni stanu rzeczy. Wprowadzenie cztonu e;;cf; prowadzi
do jednorodnego stanu naprezenia, ktére w ciele ograniczonym mozna usungé przez
natozenie jednorodnego stanu odksztalcenia.

Gradientowa teoria piezoelektrycznosci wyjasnia rowniez anomalie wystgpujace
w cienkich blonach sprezystych (efekt Meada [21] [22]), w pomiarze wielkosci C~* (C —
pojemno$¢ elektryczna). .

W ostatnie] dekadzie gradientowa teoria piezoelektrycznosci R. D. Mindlina doznala
znacznego rozwoju, szczegolnie w zakresie zagadnien ustalonych. Uzyskano funkcje Greena
dla wielko$ci u;, P;, @ w nieskoiiczonej przestrzeni sprezystej. Obmyslono funkcje naprezen,
uogdlniajac funkcje Galerkina oraz Papkowicza-Neubera na zagadnienia piezoelektrycz-
noéci. Rozpatrzono zagadnienie dziatania punktowego ladunku elektrycznego, umiesz-
czonego w polprzestrzeni sprezystej. Wiele uwagi poswigcono badaniom energii deformacii
i polaryzacji [25] - [29].

W ostatnich latach sporo uwagi poswigcono propagacji fal sprezystych w osrodku
piezoelektrycznym. Zanotujmy badania odnoszace si¢ do fal plaskich, walcowych i sfe- .
rycznych oraz fal powierzchniowych Rayleigh’a i Love’a. [30 - 32] [35].

W ostatnich latach opracowano réwniez podstawy termo-piezoelektrycznodci [34]
oraz rozwigzano szereg problemdéw ustalonej i nieustalonej termopiezoelektrycznosci
takich jak fale termosprezyste, funkcje Greena, rozszerzone zagadnienie Lamba [35] - [37].

8. Sprzezenie fal mechanicznych i elektromagnetycznych w teorii gradientowej R. D. Mindlina

W rozwazaniach naszych, dotyczacych gradientowej teorii-dielektrykdw, traktowali$my
pole elektromagnetyczne jako kwazistatyczne pole elektryczne. Obecnie uwolnimy sig

od tego zaloZenia i rozpatrywaé bedziemy peiny uktad réwnan Maxwella (przy I = 0,
M = 0). :

(8.1) TotH = _c'?_g_’ B = rotd,
(8.2) = —gradp—d, divD = g,.

Tutaj ¢ jest skalarnym potencjalem elektrycznym, 4 wektorowym potencjalem magnetycz-
nym. Réwnania (8.1) (8.2) wraz ze zwigzkami konstytutywnymi

(8.3) D= €0E+P, B='uoH,

sg punktem wyjécia dalszych rozwazan, W rezultacie eliminacji wewnatrz réwnan (8.1) -
(8.2) otrzyma si¢ nastepujace rownania falowe

(8.4) (V2= p—c*e5 'divP+c2e5lp, = 0,
(8.5) (2V2~02)A+e5'P =0, dla xeB, c= (guo) ?
oraz

(V2= 32)p = 0
(c?V2—-81Yd =0
Zauwazmy, Ze réwnanie bilansu sit intermolekularnych

(8.7) Ej+Ef +E+E =0,

(8.6) dla xeB’
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jest sprzezone z réwnaniem (8.5) i (8.4) a to poprzez czton E; = —g¢,;~4;. W przypadku
ciala izotropowego otrzymamy nastgpujacy ukiad réwnan

(8.8) caaViut(cyy teaa)graddive +dy VP4 (d, , +dyg)graddivP+ X = pi,
(8.9)  dauViu+t(d,,+ds)graddive+ (byy+b,,)V2P4-
+(byy+byy—bs7)graddivP—aP—grad p— A4 + E° = 0,
(8.10) (e?V2—7)p—ceg'divP+c2e5lp, = 0,
8.11) (?V2—0]) A+e5'P = 0.
Otrzymali$my nader ztozony ukiad réwnan sprzgzonych. Uklad tych réwnan podany

zostat przez R. D. Mindlina [32]. Badania tego autora [32] wykazaly, ze w przypadku

harmonicznych fal poprzecznych w kuli wptyw sprzgzenia jest nieznaczny i Zze stosowana
moze byé teoria kwazistatyczna.

Ponizej podajemy uogolnione réwnania sprzgzonej termopiezoelektrycznodci

(8.12)  c4qViu+(ciz+cea)graddivu+d, V2P + (d,, +da,)graddiv P+

+X = pu+ygrad @,
(8.13) d44V2”+(d12 +d44)graddivu+ (b44+b77)V2P+

+ (byz+bas—by7) graddivP—aP—gradp— A+ E° = ngrad 0,

1
(8.14) (Vz——cjaf)q)—sa‘divP+ g5to. = 0,
1 .
(8.15) (vz— Faf)A—eglc—ZP =0,
(8.16) kV20 —¢,0 — To(yit o+ 1Py ) = ~ W.

W niniejszym artykule przegladowym przedstawiliémy modele piezoelektrycznoséci i termo-
piezoelektrycznosci, poprzez najprostszy model Voigta az do ztozonego modelu dynamicz-
' nej termopiezoelektrycznosci. Widocznym jest, ze wraz z uogélnieniem modelu rosna trud-
noéci matematyczne rozwigzania ukladu réwnan. Jednoczesnie jednak bardziej zioZone
modele wyjasniaja szereg anomalii i pozwalaja na wykrycie nowych zjawisk.
Badania pél sprzezonych prowadza do nowych interdyscyplinarnych dziedzin nauki
i tworza pole wspélpracy badaczy reprezentujacych rézne dziedziny, mechanikow, akusty-
kow, termodynamikow i elektrodynamikow.

Rozwdj pdl sprzezonych jest charakterystycznym trendem we wspoiczesnej mechanice
ciala statego.
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Pesome

MATEMATUUYECKAS MOJIEJL PEHOMEHOJIOTHUYECKOI'O ITBE3O3JIEKTPUUECTBA

PaBota riocssena UCIKYCHH HEKOTOPEIX MATEMATHYGCKHX MOMe/ieil be30aJIeKTPUUECTBa U Nbe30-
~tepmoanextpuyectBa. Haunnan ¢ momenu B. dDofirra, nepeuncieno Sonee ofiuie ClIyusd B KOTOPBIX
9JIEKTPOMArHETHUECKHE H AehOPMALIMOHHBIE ITOJIH CONPSHKenbl. PACCMOTPEHO KBA3UCTATHUCCKYIO MOJEID
TEPMOIIbE30AJICKTPHUECTBA X JOBOJILHO OBLIyIo mojens MHHIUIHMHA, B KOTOPOIl yUTeHO BIUSNHE Cpa-
HeNTa MOJSIPH3aUMM B YIIPYroMm JEHIJIEKTPHKE.

Summary
MATHEMATICAL MODELS OF A PHENOMENOLOGICAL PIEZOELECTRICITY
The purpose the paper is to discuss mathematical models of piezo-thermoelectricity. Starting from
W. Voigt quasistatic mode! we pass to more general case in which there is a coupling between the electro-
magnetic and deformation fields. The quasistatic model of the thermopiezoelectricity and general model

introduced by Mindlin, in which the effect of a polarization gradient in elastic dielectrics is taken into
account, have been also considered. :
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1. Introduction

In this paper we treat the initial boundary-value problem of elastic-plastic plates sub-
jected to arbitrary dead-loadtype loading histories. This problem differs from analogous
purely elastic problems by the fact that even under the assumption of certain shape of
strain-distribution over the thickness of the plate, such as Kirchhoff-Love-hypothesis[1], no

_ prediction about stress-distribution over the thickness of the plate can be made as no
one-to-one correspondance between strains and stresses holds. So here we treat this problem
genuinely as three-dimensional problem constrained by certain geometrical and statical
conditions which have a distinct meaning in theory of plates and in theory of plasticity,
respectively. We show, that well known Kirchhoff plate-theory is a special case of the
herein presented concept. For the construction of a minimum-principle for the state of
stress in the plate we make use of a recently derived minimum-principle for general three-
dimensional body [2], based on the formulation of constitutive relations by means of convex
analysis [3, 4] and internal parameters [5] in order to describe elastic-perfectly plastic
and elastic-linear hardening material behaviour by the same mathematical model.

In the last chapter a numerical illustration of the presented method is given for the
case of a proportionally loaded elastic-perfectly plastic square platc.

2. The three-dimensional initial boundary-value problem. Local formulation of the problem

A body of volume &£ as subregion of product-space of three-dimensional Euclidean
space R*® and space T of time ¢, defined on the intervall T = [0, c0), with sufficiently
regular boundary 982, is subjected to external agencies a = a(x), described by the set
[F*(x) € 2, P*(x) € 092,, u*(x) € 982, where f(x), u(x) and p(x) denote three-dimensional
vectors of volume-forces, displacements and surface-forces, respectively. 362, and 80,

'? This paper was elaborated during a stay at the Institut of Mechanics, University of Warsaw and the

author wishes o express his gratitude 1o Professor dr hab. Czeslaw Wozniak lor invitalion and permanent
support.
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denote disjoint paris of 92 where kinematical and statical boundary conditions are pres-
cribed, resp., Considering quasi-static deformation processes in the range of small defor-
mations for conservative external agencies a(x), statical and kinematical field-equations
are given by: '

X Dive+f*=0 in £, 2.
n-o—P*=0 on &Q,,
e—Gradyu =0 in 2 (2.2)

u=u*=0 on 00,

Div and Grad, denote divergence-operator and symmetric part of gradient-operator,
o(x), (x) are elements of space T2 of symmetric, two-dimensional tensors with 6 inde-
pendent components, n denotes outer normal unit-vector on J£2. Prescribed quantities
are indicated by upper star. The problem consists of determining oe and u for the entire
deformation-process. Constitutive relations are described by use of internal parameters
[5], such that elastic-perfectly plastic and elastic-linear hardening material behaviour
can be treated by the same mathematical methods. Assuming, that entire strain e(x) can
be additively decomposed into purely elastic part £°(x) and purely plastic part £°(x),
generalized stress-, generalized elastic strain- and generalized plastic strain-tensors are
defined, respectively, by the sets s(x) = [0, n], €°(x) = [&°, w], e"(x) = [, k], where
internal statical, elastic and plastic parameters z(x), w(x) and k(x) are elements of vector-
space 1} with r independent components. It can be shown [2], that for vanishing w(xx)
and k(x) at time 7 = 0, entire generalized strain e is given by e = [¢°+¢P, 0], defined
on £2. Assuming the existence of a convex, lower semi-continuous elastic strain energy-
density w(e®) and introducing bilinear form (s, ¢°) as inner product s.. e¢° defined by

2.3) s..e® = o e +mm, i,je[l,2,3],nell,2,...,r]

where y and (., .) are mappings of product-space =2 x T, onto R', defined on £, the
following three relations are equivalent conditions for s and ¢° to satisfy elastic. material
behaviour: :

(2.4) e®’e Qp*(s),

(2.5) s € dp(ef), in @

(2.6) w(e)+p*(s)— (s, ¢) = 0,

with polar elastic energy-density 1*(s) defined by:

Q7 w¥(s) = sup [(s, e")—p(e)] in 2,
eCrergd

,,0(.)"" denotes subdifferential of the considered quantity. In the herein treated case of linear-
elastic material behaviour (2.4 - 2.6) degenerate to

(2‘8) ee = G"S -A= [Efi’ CO,,] = [leLlels n:uz'nm)a isj> k1 l € [] bl 2’ 3]’
(2'9) S = G_l'-ee = [GU’ nll] = [glilLl_jll([: a)mzallr] m, ne [1 ] 27 T r]7

]
2.10) 7e"’..G*‘..e”+-%»S..G..s—s..e“= 0.
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L and Z denote here positive definit matrices with known constant coefficients of elastic
and hardening-coefficients, respectively, G is defined as the set [Z, Z], upper index ,,— 17
" denotes inverse of the considered matrix.

Analogously plastic part of constitutive relations is formulated: If p(s) denotes plastic
potential, defined as convex and lower semi-continuous indicator-function of convex
closed region E, in space t¢ x v, of generalized stresses s, normality-rule for rate of gene-
ralized plastic strain é?, used in this paper as plastic flow-law, may be expressed by the
following relations, each equivalent to the other:

Q.11 &P € 0p(s)
(2.12) 5 € Bp*(e) in ©
©.13) P(s) + ") — (€7, 5) = 0

where in (2.13) equality holds if plastic flow-law and yield-condition, demanding that
every admissible state of stress s is in the interior or on the boundary of E,, are fulfilled.
Here, superposed dot denotes time-derivative, (e”,s) denotes according to elastic part

of constitutive relations, bilinear form &fjo;;+4,7,, {,j€ [1,2,3L, ne[l, 2, ..., r]. p*(é?)
is polar plastic potential, defined by:
(2.14) p*(e") = sup [(¢",s")—@(s¥)] in Q

s"e‘ré

Reformulation of the problem, minimum principle for stresses. Assumption: External
agencies a(x) are represented by the given lield-quantities ¢°, £° and ©° such that:

Dive® +/* =0 in 2,
n.e®—p* =0 on o8,

&% — Gradsu® = 0 in 2,
WwW—u* =0 on 28,

@17 O—L.®=0 in .

Physically, 0® and u° represeat the solution of an analogous purely elastic problem. Defining
statically and kinematically admissible generalized stresses s* and s¥, resp., by the definitions

st = [0%, 0] := {s€xifo = LT'Gradsu in 2, u=0 on o2}

$* = [o%, 7] := {se¢/Divo=0 in 2, n.c =0 on 2,}

(2.15)

(2.16)

(2.18)

the entire problem is reformulated by: Determine s, e and e? such that:
§ = §0—s°

(2.19) e = G..(s°+5%) in 2

' e = G..(5°+ 5 € dgp(s® ~5%)
This, however, is equivalent [2] to the minimization of the functional A(s®, s%), defined
by
(2.20) Ms°, 55 = (s —s)+*(G.. (5 +5)—(G.. (5 +5Y), s°\—s’) =0
according to ((2.11) - (2.13), (2.20)). ' -
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By completion of space ¢, of smooth tensorfields of generalized stresses s with
respect to the scalar-product

2.21) (s, 56 = J s G..sPe~tdx, st 5% ec®,,
F ‘

in [2] Hilbert-space H of generalized stress-fields s is constructed. Global formulation
of plastic part of constitutive relations is then given by

(2.22) : D(s)+ PG 'e")— (G 1éP, s)¢ = 0,

where global plastic potential @ and polar potential ®* are defined by

(2.23) @) = lim [ pHe~'dx, seH
€™ o
[ 3
[0 ifseE EcH,
\+¢c ifs¢E ceR, ¢>0

(2.24) G*(G ey = sup [G=1e?, s*)o—D(s*)] in Q
s*eH

lPC(S) =

As G is a constant positiv multiplier, here and in the following space of generalized strains
is identified with Hilbert-space of generalized stress by use of the isomorphism e = G . .s.
Analogously to (2.11) - (2.13), (2.22) is equivalent to:

G™!..eP = &4 e D(s) } )
in £2

(2.25) 5 € 0DH( +34)

Making use of the assumption of given purely elastic solution 69, #° and of orthogonality
of kinematically and statically admissible stresses s*, s° with respect to scalar-product
(2.21), stated by .

(2.26) (k5% =0 inQ2; sceH,«cH»>H,eS; H | H,
minimum-principle (2.20) is now stated globally: The convex functional A defined by
(2.27)  A(s*, %) = D(s° — s5)+ P*(55+5%) (50 =5, 5+ 5)g  in L2

assumes the minimum equal to zero for the solution [s*, §. However, as A(s*, s°) is not
strictly convex, solution may be not unique. If we resign from determination of 5, such
that rate of plastic strain eéf = G..(5°+5*) and as consequence entire state of strain
cannot be determined, strictly convex functional A,(s®), defined by

(2.28) Ao(s%) = D(s®—5)+PEGE)—(s%~55, 5D = 0 in 2

can be constructed [2]. Lower index ,,,”’ denotes restriction of the domains of A and ®*
to elements of H,. Solation §° of the problem is then uniquely obtained by minimization
of sy, if any solution exists. As in case of elastic-linear hardening material behaviour
region E, of admissible generalized stresses is constant, (2.28) can be reduced to the mini-
mization of

(2.29) Aoy = sup  (s—5", 53,

st esC—E,nH,
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3. The initial boundary-value problem of elastic-plastic plates. Systematié‘al generation of
plate-models from three-dimensional theory

A three-dimensional body of volume Q, given by midsurface I” as subregion in R* x T,
parametrized by rectangular coordinates x,,x, and time-coordinate e 7 = [0, c0),
with sufficciently regular boundary oI' and constant extension in xj;-direction with
x5 € [—h, +4], is called ,,plate”, if 2/ is much smaller than characteristic length L as
measure of extension of I'in x, — x,-plane, 41" consists of parts 417, and 91, where kine-
matical and statical boundary-conditions are prescribed. For the moment we assume
oI'smol’, = @, though in the sequel of the paper we shall weaken this assumption. Forces
aéting on upper and lower planes I'*, I"~, resp., parallel to I” at distance A, will be treated
as forces acting on I, kinematical conditions will only be prescribed on 97, not on I

Fig. 1

In order to obtain a two-dimensional minimum-principle for state of stress in the plate
according to (2.29), we define two-dimensional representatives of all three-dimensional
quantities used in chapter 2. In general, they may be introduced in several manners: By
use of multilayer-model, where the three-dimensional body is represented by a finite number
of layers, such that to each three-dimensional fieldéquantity in the body for each layer
a two-dimensional representative of the considered quantity is assigned [6, 7]. Here we
use polynomial representatives defined in the following way: Be f(x) an arbitrary smooth
scalar-, vector- or tensorvalued function defined on 2. We expand f(x) into a Taylor-
series with respect to midsurface I” up to order ¢ such that two-dimensional coefficients
F(x,, x,, 1) of Taylor-expansion are defined by:

1 o f(x)
3.1 F®(x, x5, 1) = — o 202 kell,2, ..,
(3.1) (%1, X2, 1) T @y o [ 9)]
This represents a mapping of the domain «5(f) = C¥, where C§ denotes the space of
smooth three-dimensional functions f onto the domain &/,(F) = (C%)?, where (C%)" de-

notes the product-space of smooth two-dimensional functions of power g. The inverse
relation, given by '

q

32 J0) = D F®x,, %y, x50 kell,2,..,4q),
k=1
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however maps &,(F) only onto a subdomain &3 < &/;. In our approach we take only
elements of .75 into account and interprete this restriction as an imposure of constraints
according to [6] on the three-dimensional body. This restriction is the starting-point for
the construction of plate-theories characterized by the parameter g.

Here we introduce namely two-dimensional representatives n, ¢, n of three-dimensional
generalized stresses s, generalized strains e and displacements u, defined by the sets:

n=[N,a% ¢ =007 q¢"=I[P,K], U= [u

with the definitions:
N1 =[NP, ND, . N(rn) I = [T, [T, . T

= (O, 0, ..., Q1,01 =[O, 0, ..., 0]
P‘l =[PP, PP, ..., P,-‘J’-’ 1,  K?'= [K{", K&, ..., K;"D)
U9 = (i, ul®, ... ul®]
with i,je[l,2,3], ne 1,2, ..., rl]; g: order of Taylor-expansion.

The two-dimensional minimum-principle. Inserting so dzfined two-dimensional quantities -
into scalar-product (2.21) and using the multiplier® G such that G=! #(q") € H, we obtain:

(3.3)

(34) ’ <<") ;l>>(i = <<n’ Q» = f”n? qe—ldx_l dedl)

I
with the definitions

nmgq

I

a a
Z 2 (NiPm, OF +IT$0 my, 640,
=1

k=

(3.5)

+h

m = my = f xk+i-2gy
~h

Splitting up (3.4) ihto parts containing solely vector- and tensor-components in x; —x, —
direction and those containing components in x;-direction, we obtain:

(36) ((Il, ‘I)) = «”aﬁ qaﬂ»'}'z«nod qa3>>+<<"33, q33>)+<<7'5,,, 011)): tX, ﬂ € [I
defined by:

q q
GD L e g = [ D) D NEma0]edx, dxdt,
r k=1 1=1 .
TR
(3.8) {ngas Gua}) = f [Z > N(k)muQU)] e fdx, dx,d1,
r k=11]=1
q _tl1 ’
39 (msss gz = [ D) N NGmu 0B ]etd, dx,dt,
r k=li=t
111 Q_‘ )
(3.10) W, @, = f [ ) ]Y"‘)mk,@(’)] ~tdx, dx,d!.
k=1 I=

In accordance with the physical definition of »plates”, given in the beginning of this
chapter, we now precise that plates in general are characterized by the vanishing of (3.9)
and thin plate by additionally vanishing of (3.8). In the following we shall deal exclusively
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with so defined thin plates. In minimum-principle (2.29) statically admissible generalized
stresses were used for the construction of the solution of the problem. If now we use two-
dimensional representatives for the stresses we also need a criterion for statical admiss-
ibility of these quantities. Here we use condition of orthogonality with respect to scalar-
product (3.4), analoguous to orthogonality-condition (2.26). Statically admissible stress-
representatives are then defined by:

(3.11) n = {nf(n, ¢ =0 on I}

with kinematically admissible generalized strain-representatives ¢* = [Q*?, 0] defined by
the set

(3.12) = {Q”/Q(“ = Q¢ = Grad, u"’ in I, u) =0 on oI}

with o, f [1,2 ;1e(1,2,...,q); g: order of Taylor-expansion. In order to identify

Kirchhoff plate-theory lateron directly as special case of the herein presented generalized
theory we impose on 'u? the constraint

(3.13) P = —u®, P =u® k=1,3,.., g, k#2
By twice application of divergence-theorem (3.11) delivers immediately conditions for
statical admissible two-dimensional representatives of generalized stresses.

Example for ¢ = 4. If we insert into (3.11) two-dimensional representatives of order
. q = 4, we obtain:

G0 @ = | lzhfv“m“ 2R NG NPUS N u)+

P
2 SN 3 (2),,(4) _ N (2) T NS | ot
5 WP (NP u§ +Na,; uth—N§ u]aﬂ)+ h NEPu$ b dx,dx,dt =

2 2 2 2 2
= hNLD SN [ — Zp3N 2 RSN LT a3 N L T RS MDD
f”21Nm +311N )( 3hNa,; 5h Naﬂ),<3h Naﬁ+5h Naﬁ),

r

2 R 2
(-g RPN + 5 h7N§j,))] [ulty, 2}, ul), us i\ e~ tdx dx,dt = 0.

Where square brackets denote supervectors and superposed ,,T” indicates transported
supervector. Twice application of divergence-theorem then delivers:

‘ 2 2
«n: qk» = - f [(2]‘11\,&;3?54— —3- I‘lsNé?]?ﬁ), (—3- hsN&f})ﬂa h Nal? ﬁa) s

r

(% NG+ 2 hSNa%?ﬁ) : (% BN+ 2 KNG f,)J L, 4, 1, u)T

(3| 5) ' e"dxl dxde— f ‘\(leN&},)ﬁ}——%haN&?,)), (7)+Mns,s), Mnn"

or

(‘%hSN&f,)+—§h5Néﬁ)),( PENG+ - /17N(4’” [, u‘z) ul®, ul®, ul1m.

e~ "dsdr + f[M,,sc uPe~tdr = 0,
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where last term indicates difference of lefthand and righthand limit of the square bracket
at a certain point ¢ € 8I". Here we use the definitions:

0 0

% = Ny g —hg s n = cos(x,, n) a#p,
2 2 2 5 4 (i) ) .

Vo= n, 3«—/13N§, )+—5— W3NS 5 NG = Nng,

(3‘16) I\

My = Expha 1;5( - NS+ IzsNg‘f,)) o, B,6€e(l,2]

5() 0()

9 .
M, = 1 (% h3N(u%5) + § hSNg:;)): (‘)\n = 3 (. )ls = A

1 and s denote coordinates of normal and tangent direction to oI, resp., n denotes outer
normal-vector on 81" and €, is permutation-symbol: €,, = —&,, =1, €, = €,, = 0.

Coﬁclusion from (3.15) is, that for the chosen model all (vector-or scalarvalued) ele-
ments of supervector containing statical quantities have to be equal to zero for arbitrary
admissible conjugate displacement-representatives in the integral over I". On oI" conditions
of statical admissibility depend on the support of the plate. Necessary for the vanishing
of the integral over &1 is, that the product of conjugate statical and kinematical quan-
tities vanishes, what permits, as weaking of the introductory assumptions, mixed boundary-
conditions.

Imposure of constraints to deformations is quite arbitrary as long as physically moti-
vated. For example, in order to obtain from (3.14) a plate-model fulfilling Kirchhoff-
Love-hypothesis, we impose on deformation-representative »? the constraint:

(3.17) B = a0 = —u®, @D =u, 1=2,3,..q; [#1.

Then, after performing the same calculation as prevnously, we obtain instead of (3.15)
the expression:

2
((", qk» = — f[(2,1Ng ﬂ+-—h3N&%) ) (%hsN&g ﬂa ~§ hsN;?})ﬂa)]

T

(3.18) [, ut®)Te~"dx, dx,dt + f[(zhzv;;w -32-/13N53,>),

(V+m,.), M,,,,] g, ), U e dsdr + ’ [M,J¢ru®e~"dt = 0,
7

with definitions according to (3.16). _

Inserting statically admissible stress-tensors determined in this way according to the
chosen plate-model into the two-dimensional functional
(3.19) /]0(71“) = sup (n°—n*, G. .71 n'€e n°— E,nH,

"l En°»-~§,mH.‘ .

where E, denotes convex region of admissible generalized stresses s, expressed by two-
dimensional representatives and n° denotes given purely elastic solution of the problem.
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Stress-representative r of the researched state of stress in the elastic-plastic plate is then
given by the superposition

(3.20) n=n—-n onl,

where functional /I(n") attains uniquely the minimum of value zero for the function 7'
If such function does not exist, also the solution of the problem does not exist.

4. Numerical example

A quadratic, homogeneous, on entire boundary 91" simply supported, elastic-perfectly
plastic plate is proportionally loaded by a distributed force § acting orthogonally on the
midspan of the plate. Load is given by the function

o iy T 7o
(4.2) G(xX;, X2, 1) =!f10(t)'005('2; xl)COSz xz),

where ¢, is the controlling parameter of the loading.

Fig. 2
In the following we use dimensionless quantities
X 523

Xo = *2-52 *3 = 2p

g a\* G N. a \*
= —| = . =—v :——lﬁ— — .
q“E(zh)’ 9= N Ea2(2h)

For this probleh purely elastic solution is given by [1]:

; a’*q inl in|
Ngﬁz) _ _;Z_Zg(l+v)81n[-2_(X1+ 1)] Sin [“2‘(x2+ l)] o = /3

4.2)

o]

%(x2+ 1)] wsp

with » as Poissons ratio. Here we use stress-representatives N up to order g = 2k_and
choose as test-functions:
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P = c,(1-x}) (1 =x3)+c(1=x}) (1 —x3),
(4.3) N2 = ¢3(1=x3) (1 =xD)+es(1 =x3) (1 =x7),
i ! 1
NP = NF = c; lle X2 — ~3—(x?x2+x1 xi)]‘*’ Cs [le X2— 3 (x7x +x1x§)].

with the set [c,, ¢;, ..., ¢s] as free parameters. After fulfilling conditions of symmetry
and condition (3.11) of statical admissibility (4.3) reduces to:

NG = e (l=x)(I=xp—c(1=x)(1-xF) a=Pp

I I ] !
Cl(xm——s,— xi) (xﬂ —3 xﬁ) +C2(x°‘— 5 x"s‘) (xﬂ_ 5 xf}) “#p

with only two free parameters ¢, and ¢,, which are subjected to the minimization-process

(4.4)

I

NP

of functional /4, which reduces now to a function of parameters ¢, and c,:
Agley, ) = sup [(ci—cic})- 4,01468+(c3—c %) 6,01351 +
ns (cfc,’z')en"-—l’::,r\H,\-

(4.5) ) .
+ ¢, e5—ce5—cy ) 521133}, w¥(cy, ¢;) € n°~ EinH,

Here » was chosen» = 0.3.
We describe region EnH by Tresca-and von-Mises-yield conditions:
Tresca-yield-condition.:

C@46) (NP =NEPY +ANTD? < NP2 if - NYPNTD < NP2

1)2
—-(Ns‘2)+N§‘22))i [%(Nf‘f’-—Nz‘f’)z+N“,‘22)2] KNG if NIPNID > Ny@»2

von-Mises-yield-condition:
(4.7) NIP2+NIP2 —NYPNFP+3INED? < N2

2

. . . 2h . . . . .
where N is defined by ~3" T with oy as stress-limit of uniaxial tension-test. Practically

this means, that limit for two-dimensional stress-represeéntative is reachéd (in uniaxial
case), when yieldings in upper and lower planes I'*, I'~ starts. From the minimization
of function 4, we obtain numerically results for different loading-parameters g,, namely:

qo Ca

o U —

15 0.1933 | —0.2708 | V. Mises
|
i
S

2 5 —~0.3327 0.1234

13

1.5 0.1575 | —0.2351 Tresca

~0.3673 oisgo | .,

Fig. 3



A MINIMUM —- PRINCIPLE 203
. S . L

In figure 5 the shape of regions of admissible parameters ¢;, ¢, are drawn in ¢,~-¢,-plane
for two values of loading-parameter g,. The inner domain is in both cases related to
Tresca yield-criterion and the outer domain to von Mises-yield-criterion. The vectors C
indicate the position of minimizing parameters ¢,, ¢,. For increasing load-parameter
qo the region of admissible parameters ¢, and ¢, becomes smaller and vanishes beyond
a critical value g3 such that no solution of the problem in the chosen space o\f test-functions

0, =3.792-10° N/ cm?
E =2.017-107 N/cm?
V=03

&

cz. A
0.45F
0.30}~
015
0 | | ! L
o &bo/ Region of admissible parameters cy,c,
(48> load q,=1.5, 0,=0.72
-0.15- L inner region:Tresca's yield-condition ]
’ outer region: von Mises’ yield~condition
G:solution -vectors.
-0.30 l | i | L l
T . T I : I T
c
2 B
0.45- - >
030 - -
015l - -
Cryresc® —
»,,/
= Crnises ’
0 L | — 1 [ | — 1
Region of admissible parameters c,,c;
Load parameter q,=25, 0,=0.72
: ‘inner region:Tresca's yield -condition !
015~ B outer region: von Mises’ yield-condition 7
C=solution-vectors
|

| I | | |
¢, 015 0 ~-0415 -030 -045 ~-060 -0.75%

Fig. 5§
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exists for qo = ¢9. In figure 6 the distribution of purely elastic SO]UthIl N°, of the mini-
mizing statical admissible stress-representative N and of solution N of the problem as
superposition of N° and N* are sketched yualitatively in x, — x,-plane.
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Pesmome

3AKOH MUHUMVYM 17151 HEITPAJKEHHOT'O COCTOMHIIA B VIIPYIO-IITACTAYECKHMX
IUIMTAX YU COOTBETCTBVIOIUN MOIENL IIJINTEI

HanpshieHHoe COCTOSHHE B IINTAX I0L MedCTBHEM HMCTOPHM HAMPY3KH OXIPeeINIAETCH IIPUMEHSISA
IKCIIEPHMEHTABHBIE TEOPEMBI K 3a[a4yaM B DaMKaxX IEOMETPMUECKM JuHeiHo# Teopmu. Ilpemnaraercs,
YTO TUIATHI TpEXMEPHbIE C IEOMETPUYECKIMHA CBA3SMUE 000CHOBaHMbIMKU (usuyecky. Pabora miymocrpu-
pOBaHA WYHMCIIEHHBIM TIPHMEDOM.

Streszczenie

ZASADA MINIMUM DLA STANU NAPREZENIA W PLYTACH SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH
ORAZ DYSKUSJA STOSOWNEGO MODELU PLYT

Stan naprezenia w plycie pod dzialaniem dowolnych historii obciazZenia wyznaczono przez zastosowanie
twierdzen ekstremalnych do zagadnie w ramach teorii geometrycznej liniowej. Przyjgto, Ze plyty sa tréj-
wymiarowe z nalozonymi fizycznie uzasadnionymi wigzami geometrycznymi. Pracg¢ uzupelnia przyklad
liczbowy.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 15 patdziernika 1981 roku

3 Mech. Teoret, { Stos. 3—4/82
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O METODACH TEORI POTENCJALOW W ROZWIAZYWANIU ZAGADNIEN
ODWROTNYCH WYMIANY CIEPLA

KrzYSZTOF GRYSA

. Politechnika Poznanska

Wstep

Zagadnienia odwrotne wymiany ciepta rozwazane s3 w literaturze naukowej od ok.
dwudziestu lat. Pod tym okresleniem rozumie si¢ zwykle jeden z nastepujacych rodzajéw
zagadnien: a) Wyznaqzanie funkeji opisujacej zrédto ciepla przy znanym rozkladzie tem-
peratury w ciele, [1], b) wyznaczanie wspélezynnikéw charakteryzujacych proces wymiany
ciepla przy znanym rozkladzie temperatury w rozwazanym osrodku, [2], c¢) odtwarzanie
historii zmian temperatury w ciele przy znanym jej rozkladzie dla chwil czasu ¢ >r¢,, [3],
oraz d) odtwarzanie warunkéw brzegowych przy znajomosci tzw. wewnetrznych odpowie-
dzi termicznych, ktérymi moga by¢ temperatura lub strumien ciepla okre$lone w pewnych
punktach wewngtrznych rozwazanego ciala, [4]. W niniejszej pracy zajmiemy si¢ zagad-
nieniami odwrotnymi rozumianymi w sensie punktu d).

Przeglad metod, stosowanych przy rozwigzywanin zagadnien odwrotnych zamiesz-
czono w pracy [4]. Jak wynika z tego przegladu, gléwnie zajmowano si¢ — jak dotad —
zagadnieniami jednowymiarowymi. Przez wiele lat podstawowym problemem bylo uzys-
kanie rozwigzania przyblizonego, opisujacego w zadowalajacy sposob poszukiwane warunki
brzegowe. Gléwnym zalozeniem, ktére jest réwniez podstawowym zaloZeniem i niniejszej
pracy, byla znajomo$é¢ rodzaju warunkéw panujacych na brzegach. Zadowalajace rezui-
taty dla zagadniend jednowymiarowych uzyskano dopiero w ostatnich latach — mozZna tu
wymieni¢ np. prace [5] i [6]. JednakZe zagadnienia wielowymiarowe stanovéily problem
o znacznie wigkszym stopniu trudnosci — totez ilos¢ prac, w ktérych takie problemy
sig rozwaza, jest raczej niewielka. Wyniki, prezentowane w tych pracach, nie budzg wiek-
szego zaufania (por. [7, 8]). Sa to wyniki przyblizone, ktérych wykorzystanie w praktyce
uwarunkowane jest dostgpem do szybkoliczacego komputera o bardzo duzej pamigci
operacyjnej.

W niniejszej pracy rozwaza si¢ zagadnienie odwrotne wymiany ciepla w trzech wymla—
rach. Wykorzystujac tzw. potencjaly cieplne sprowadza si¢ problem do réwnan catkowych.
W pierwszej czeSci pracy zdefiniowano zagadnienia Fouriera i okreslono klasy funkcji,
do ktérych naleza dane i poszukiwane wielkosci. Nastepnie zdefiniowano potencjaly
cieplne i pewne funkcje pomocnicze, ulatwiajace analiz¢ tak zagadnierh poczatkowo-
brzegowych jak i odwrotnych. W trzeciej czgéci pracy pokazano rozwiazania niektorych
poczatkowo-brzegowych zagadnien wymiany ciepta. RozwaZania zawarte w tej czesci

kid
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pracy sa punktem wyjscia do analizy dotyczacej zagadnien odwrotnych. Jednoczesnie
stanowia pewien material poréwnawczy, pozwalajacy lepiej uchwyci¢ réznice podejsé do
zagadnien poczatkowo-brzegowych i odwrotnych. W czedci czwartej podane sg rozwig-
zania dotyczace zagadnien odwrotnych. Rozwigzania te okreslone sg przy pomocy funkcji
stanowiacych rozwiazania pewnych réwnan catkowych typu Volterry I rodzaju o jadrach
bedacych iloczynami pewnych jader stabo osobliwych. W koficowych czgdciach pracy
przedstawiono metod¢ przyblizonego rozwiazywania rownan catkowych determinujacych
gestodci potencjatéw, przy pomocy ktérych definiuje si¢ rozwigzania zagadnien odwrot-
nych oraz krétko oméwiono moziiwoséci zastosowan praktycznych otrzymanych wynikow.

1. Zagadnienia Fouriera

Rozwazmy ograniczony obszar 2 < R3, ktérego brzegiem jest zamknigta powierzchnia
klasy C2, [9, s. 217]. Punkty wewngtrzne rozpatrywanego obszaru bedziemy oznaczaé
przez x = (x, X, x;) lub przez y = (y, y,,ys), a punkty zamknigtej powierzchni
S'= 9002 przez £ = (&4, &, &3) lub przez { = (£, {5, {3). W obszarze tym bedziemy
rozwazaé¢ réwnanie przewodnictwa cieplnego

(1.1) (VZ i ;ﬂm )= F(x, 1), xef, te(0, o),
z warunkiem poczatkowym
(1.2) ' limT(x, 1) = @(x),

-0+

oraz z réznego typu warunkami brzegowymi. Tutaj V2 jest operatorem Laplace’a, T(x, t) —
temperaturg, F(x,?)— funkcja zrédia, F(x, ) = —Q(x, t)/A, gdzie Q(x, t) — intensyw-
no$§¢ Zrédia ciepta, A — wspélczynnik przewodnictwa cieplnego, » — wspdlczynnik dy-
fuzyjnosci temperaturowej. O funkcji p(x) zaklada sie, Ze jest ograniczona i ciggla dla
x e L. ,

Ze wzgledu na rodzaje warunkéw brzegowych rozréZnia sie tzw. pierwsze, drugie
i trzecie zagadnienie Fouriera, a takZe zagadnienia mieszane.

Pierwsze zagadnienie Fouriera polega na wyznaczeniu funkeji T(x, ¢), ktéra dla t > 0
spelnia réwnanie (I.1) w obszarze £, jest ciagta w 2, spehna warunek (1.2), a na brzegu
S spelnia warunek brzegowy I rodzaju

(1.3) T D = (& 0.

Drugie zagadnienie Fouriera formuluje si¢ analogicznie, z ta réznica, Ze na brzegu
S funkcja T(&, t) musi spelnia¢ warunek brzegowy II rodzaju

(1.9 ) = TE D).

Trzecie zagadnienie Fouriera polega na wyznaczeniu w obszarze 2 funkcji T(x, ¢),
ktéra — oprécz réwnania (1.1) i warunku (1.2) — musi spetniaé warunek brzegowy
11T rodzaju:

(1.5) %(«E,t)frx(f, DTE, 1) = D, ).
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W powyiszych zwigzkach n; oznacza normalna zewnegtrzna do S, za$ (&, 1), W(£, 1),
G, 1) 1 y(£, 1) sa pewnymi funkcjami ograniczonymi i ciaglymi dla 1 > 01 &€ S, [9].
O wspdlezynnikach 1 i x zaklada sig, Ze sg state. Funkcja (£, r) ma zwiazek z liczba
Biota, Bi(¢, ?):

(1.6) Bi(, 1) = x(6, L

gdzie L jest wymiarem charakterystycznym obszaru £2. Stad — wobec statos$ci 1 — wi-
doczne jest, iz w ramach omawianej teorii dopuszcza si¢ zaleznos$é wspdltczynnika wnikania
ciepla, «, powigzanego z liczba Biota wzorem
(1.7) Bi = al/4,

od wspélrzednych & i ¢: « = a(£, 1).

Oprécz warunkow (1.2) i jednego z warunkéw (1.3), (1.4) czy (1.5) powinien by¢ jeszcze
spelniony warunek zgodnoséci, ktory na postaé nastepujaca:
— w przypadku T zagadnienia Fouriera:

(1.8) (&, 0) = limp(x),
xok
— w przypadku II zagadnienia Fouriera
(1.9 P, 0) = Him 9"1’9-,
xog Ong
-— w przypadku III zagadnienia Fouriera
. |0
(1.10) ®(£,0) = lim [% + x(&, 0)<p(x)l.
x—& § .

W teorii réwnan catkowych dowodzi sig, ze kazda funkcja klasy C?*(5,) (gdzie =, =
= 2% (0,T),§2 — obszar ograniczony klasy C*, [10, str. 351]) daje si¢ w obszarze =, rozlozyé
na sume potencjatéw cieplnych (por. [10, str. 345 - 351]). W zwigzku z tym w nastgpnej .
czesel pracy okreslimy potencialy cieplne oraz pewne inne funkcje pomocne przy dalszych
rozwazaniach. '

2. Potencjaly cieplne

Azeby sprowadzi¢ sformulowane wyzej zagadnienia Fouriera do réwnan catkowych
konstruuje sie pewne szczegdlne rozwiazania réwnania (1.1), ktére odgrywaja taka sama
role, jak potencjaty logarytmiczne czy potencjaly newtonowskie warstwy pojedynczej
i podwojnej w zagadnieniach Dirichleta i Neumanna.

RozwaZzmy funkcije

.1 ow(x,t) = x(4%m)_%exp[—1x\2(4x1)“1],

okreslong dla 7 > 01 x € R™. Funkcja ta nosi nazwe rozwigzania podstawowego réwnania
przewodnictwa cieplnego (1.1), [9, s. 224]. Otrzymuje si¢ je w przypadku, gdy Q(x, t)/1 =
= 0(x)d(2), gdzie 8(x) — dystrybucja Diraca. Za pomoca tej funkcji konstruuje si¢ pewne
rozwigzania réwnania (1.1), majace posta¢ calek. Catki te nosza nazwy potencjatéw
cieplnych. '
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Potencjatem cieplnym warstwy podwdjnej ndzywa sie¢ catke

(2.2) : Ulx, 1) = J ff(c, r)—(%w(x~¢,t—r)dstdr,
0 s e

gdzie funkcja f nosi nazwe gestosci warstwy podwdjne;.
Potencjalem cieplnym warstwy pojedynczej nazywa si¢ catke

{
(2.3) Ve, ) = [ [, Dwx=t, 1—)dS.d,
~ 0 $
gdzie funkcja 2 nosi nazwe gestosci warstwy pojedynczej. :
Potencjalem cieplnym objgtosciowym [10, s. 350] nazywamy catke

!
2.4) A, 1) = — [ [ Fy, Dwlx—y, t—n)dydr,
0 Q .
gdzie F jest funkcja mierzalng i ograniczong w obszarze £2.
Oprocz trzech wyzej okreslonych catek wprowadza sig jeszcze tzw. calke Poissona-
Weierstrassa [9, s. 225], nazywang takZe catkg Fouriera-Poissona [10, s. 361]. Ma
ona postaé

@) 10, 0) = = [ pIwts=y, Dy,

Okre$lone wzorami (2.2) i (2.3) potencjaly maja m.in. nastgpujace wiasnosci: Jesli
x — & oraz x € , naé /i h sg funkcjami cigglymi, to

QO limUen 0 = = gfE 0+ | [SE 9 gowE=t.1-0)-dsedr,
o s -

x— £
1>0

t>0

QN lim W =4, o+ | Je o o WL 1= S

Przedstawione wyzZej zwiazki réznia si¢ nieco od odpowiednich wzorow podanych
w monografii [9]. Wynika to z innej orientacji normalnej do brzegu S; w monografii [9]
n jest normalna wewnetrzng.
Oprécz podanych wyzej funkcji, ktorych wlasnosci beda w pracy wykorzystywane,
wprowadza si¢ dla skrdcenia zapisu nastgpujgca funkcje:
t

L
(2.8) P(x, t) = — J p(y)w(x—y, t)dy— f fF(y, Tw(x—y, t—7)dydr.
@ 0 4
Jak widaé, funkcja P(x, ¢) jest réznicg calki Poissona-Weierstrassa i potencjatu obj¢-

tosciowego. Funkcje @(x) i F(x, t) maja charakter okre§lony zwiazkami (1.1) i (1.2).



O METODACH TEORII POTENCJALOW 211

Dla ¢t = 0 znajdujemy — na mocy twierdzeit podanych w monografii [10] na stronach
367, 3611 347, iz

2.9) Pix,0) = [p()wx—y, 0dy = p(x).

3. Postaé calkowa zagadniei Fouriera .

Poniewaz punktem wyjScia do rozwazan dotyczacych probleméw odwrotnych wy-
miany ciepla jest postaé catkowa zagadnieh Fouriera, wigc ponizej przedstawiono niektére
sposrdd takich przedstawiefi.

W przypadku I zagadnienia Fouriera funkcje 7(x, t) mozna przedstawi¢ w postaci
sumy potencjatu cieplnego warstwy podwojnej o gestosci f oraz funkeji P(x, 1):
3.1) T(x,t) = P(x, t)~Ulx, t).
Gestosé f(&, t) musi dla ¢ > 0 spelnia¢ réwnanie catkowe
' 1
Jest to — jak wynika z (2.2) — réwnanie typu Volterry II rodzaju.
W przypadku jednowymiarowym I zagadnienie Fouriera formuluje sie nastgpujaco:
i 12
axr  w ot
(3.3) limT(x, 1) = (%)
-0+

)n(x 0= RGst),  xe(,D), 10, ),

TI(O, t) = 'l/)o(t), Tl(l, t) = 1/)l(t)‘
Tutaj i w dalszych rozwazaniach indeks ,,1>” stuzy do zaakcentowania, ze chodzi o przy-

padek jednowymiarowy. Wzory (3.1)i (3.2) zastosowane do zagadnienia jednowymiaro-
wego prowadzg do nastqpuj acych zwiazkéw catkowych:

G4 T, )= T hll, t)%ﬁ:itl+~fl(0 1) »w—l(f—tluﬂ(x 1),
3500+ A0 % 28D < )= 20,0
(3.5) ]
wl(l 1)

| 3500+ B A )

Symbol ¥ oznacza splot, [11, s. 149].

Ukfad réwnan catkowych (3.5) mozna latwo rozwigzaé w transformatach Laplace’a.
Po wstawieniu tych rozwigzahn do przetransformowanego zwigzku (3.4), a nastgpnie
odwréceniu transformat otrzymuje si¢ funkcje T,(x,r) w postaci

T
G Tk = {wo(t) P, (0, t)}*{—”Z ( a:) 8
k=1
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X sin( lx otk)e)(p(— o - —7;)} + % {w:(t)‘Pl(l, N} %

1 ;1 koo (x !
X {? +22 ( ak) sm(Ttxk)exp(—Ol:%'?—z)} +P1(x) t),
k=1 N

gdzie oy = sk, przy czym mozliwo§¢ wykorzystania catki Duhamela i doprowadzenia
funkcji T (x,t) do podanej wyzej postaci wynika ze wzoru (2.9) oraz postaci prawych
stron réwnah (3.5), a takze ze wzoru (5.3) z pracy [13], rozpisanego dla x = 1. Rézniczko-
wanie funkcji P, (0, t) i P4(l, t) po czasie rozumie si¢ w sensie twierdzen podanych w mono-
grafii [10] na stronach 360 i 366.

W przypadku IIT zagadnienia brzegowego funkcje 7(x, #) mozna przedstawi¢ w postaci
sumy potencjatu cieplnego warstwy pojedynczej o ggstosci h oraz funkcji P(x, 1):

3.7 T(x, 1) = V(x, t)+P(x, 1.
Gesto$é h(&, t) musi dla ¢ > 0 spelnia¢ nastgpujace réwnanie catkowe:
t
(3.8) %h(&, N+ f fh(g‘, N, L, t, 1)dSedr = k(§, 1)
0 §
gdzie

NG 0 0,0) = 0 w(E =0, =04 (6, Ow(E~L, 1-1),
(3.9) ¢

(1) = B, 1) — (a_an; +(C, t))P(E, 0.

Jesli z funkcja 4 (£, t) dokonaé przejicia do zera, wowczas réwnania catkowe (3.7) i (3.8)
z odpowiednio zmodyfikowanymi zwiazkami (3.9) opisuja II zagadnienie Fouriera.
W miejsce funkcji @(&, ¢) nalezy wowczas wstawié¢ P(¢, 1).

Rozwazmy jeszeze rownanie (1.1) z warunkiem poczatkowym (1.2) i warunkami
brzegowymi mieszanymi:

TE,t) =w&,t) dla £eS,

(3.10) oT
6—11.5(5’ t)+X(§, t)T(E’ t)= ¢(§, t) dla §€S2,
przy czym SinS,; =, S;US, = S. Rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego
(1.1), (1.2), (3.10) mozna przedstawi¢ w postaci )
(3'11) T(x, t)= V(x, t)—U(x’ t)+P(x, t);

gdzie gestodci /1 h potencjaldéw cieplnych sg funkcjami, rownymi odpowiednio

f&, ) =T¢E, )=, 1) dla fesS,

3.12
O e = =06 0160060 dn fes,



O METODACH TEORII POTENCJALOW : 213

Wzér (3.11) wynika z ogdlnej postaci rozwiagzania rownania (1.1) z warunkiem po-
czatkowym (1.2) i dowolnymi warunkami brzegowymi, [10, s. 350]. Funkcje f i A dla
£ nalezacych do — odpowiednio — S, 1 S; okreéla sig¢ jako rozwiazania nastgpujacego
uktadu réwnan catkowych, wynikajacych z (3.11) i (2.6):

(13) g fED= - f f WE D) W(E=E, 1= S+
5 0 ,
+P(E, 1)~ oj S[f(t, Do W=, 1= DS,

+1im{f fh(_t, Dw(x—{, 1= 7)dSdr+
8

x—f ¢

v [ [0 1@, 91, Dz, 1= D,
0 S,

gdzie osobno trzeba rozpatrzyé £e€S;1¢€S,.

W przypadku jednowymiarowym powyzsze: zagadnienie mieszane sprowadza sig¢
do rozwiazania réwnania (3.3); z warunkami (3.3), oraz warunkami brzegowymi
postaci — np. —
(3.14) 0, NT(0, 1) = ~Do(1),

Tl 1) = wi(t),

tzn. tutaj S, = {I}, S, = {0}.

Wzér (3.11) oraz réwnania wynikajace z (3.13) przyjmg wowczas postaci

Wi (x—-l: t)
t

wl(J:a t) +

x .
2—}¢f1(0’ t) N

+P1(x, D+h (1) % wix—1,t)=[x,00, ) [0, 1) —DPo(1)] 3 wi(x, 1),

(15 T 1) = S0

(3.16) %fl(o, D+ ~;—x(o, 0f1(0, 1) l/_n’it _

l It 1 3
=, t) ¥ w(l, 1) = ’27’(/)1(0 * W—l(t-—) +Oo(t) ¥ —2‘]/‘7% +P(0, 1),

wl(l )

f1(0 t) % ————x0, )fi(0, 1) % w, (I, )+

+hu(l, ) % %I/?}:‘r = SO =Bot) % (1, O —P,(L, 1)

Przyjmijmy dla uproszczenia, iz (0, t) = y = const. Wowczas ukiad rownan catkowych
(3.16) mozna fatwo rozwiazaé w transformatach Laplace’a. Przetransformowana funkcje
T,(x, t) mozna ostatecznie przedstawié w postaci
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_ ~ * s /s
3.17 T (x,s) = —M-(—)—lﬁp,(s)~Pl(l, 9)] h/; cosh (xl/ ~ ) +
_ +xsinh<x 'I//% )] + [?])'o(s)-% (]/:; —x) Py(0, s)] xsinh[(l— x)]/;i—] +P,(x, 9),
gdzie M(s) = 'I//? cosh (1 I/»S—) +x~3inh<ll/i ), s — parametr transformacji. Od-
% 4 o

wrécenie transformaty T,(x,s) nie przedstawia wigkszych trudnosci.
Odnosnie rownai calkowych wystepujacych przy rozwigzywaniu zagadnien Fourlcra
w przestrzeni tréjwymiarowej dowodzi sig, Ze ich rozwigzanie istnieje i jest funkcja ciagla,

[9].

4. Zagédnienia odwrotne wymiany ciepla

Jak juz wspomniano na wstepie, przez zagadnienia odwrotne wymiany ciepla bedziemy
rozumieli problem wyznaczenia warunkdw brzegowych (ktdrych rodzaj jest znany) przy
znajomosci warunkow poczatkowych, funkcji Zrodia oraz przy znanej funkcji T(x*, 1)
lub g(x*, 2), x* € 3Q*, gdzie 2* <= L. Funkcja T(x*, t) opisuje rozklad temperatury na
pewnej powierzchni d02%*, za$ funkcja q(x*, 1) — rozkiad strumienia ciepla na tej powierz-
chni. Funkcje te, okreslone dla x* € 802* i ¢t > 0, nazywaé bedziemy wewnetrznymi od-
powiedziami (w skrocie WO), przy czym T(x*, t) jest wewngtrzna odpowiedzia tempera-
turowa (WOT), za$ g(x*,t) — wewngtrzng odpowiedzia strumieniowa (WOS).

Nie kazda funkcja moze opisywaé WOT czy WOS. Pewne ograniczenia na te funkcje
wynikaja z ogdélnej postaci rozwigzania réwnania (1.1) z warunkiem poczatkowym (1.2)
[10, s. 350], jak rowniez z fizyki zagadnienia. Na podstawie wiasnoéci potencjatdéw
cieplnych oraz catki Poissona-Weierstrassa (por. [9, s. 225], a takze [10], twierdzenia
na s. 360 i 366) otrzymujemy nastgpujace warunki dostateczne na to, aby funkcja T'(x*, ¢)
Tub g(x*, ) mogta opisywa¢ WO:
1° Funkcja ta musi by¢ ograniczona dla ¢ € (0, c0)
2° Funkcja ta musi mieé skoiiczone granice dla £ — 0+ 1 f — c0.
3° W przypadku WOT funkcja T(x*, t) musi byé przynajmniej jednokrotnie rdéZniczko-
walna wzgledem czasu dla s > 0. A

W praktyce przy poszukiwaniu rozwiazan przyblizonych rezygnuje si¢ z warunku 3° na
rzecz stabszego warunku, a mianowicie rozniczkowalnoéei funkcji T(x*, t) wzgledem
czasu w przedziale ¢+ > 0 poza pewna przeliczalng liczba chwil.

Przy rozwazaniu zagadnien odwrotnych zaklada sig, Ze znany jest rodzaj warunkow,
panujgcych na brzegu S = 342, a w przypadku gdy sg to warunki III rodzaju — Ze znany
jest wspdiczynnik (&, 1). Brzeg 0Q* obszaru Q% < £ moze mie¢ czeé¢ wspblna z brzegiem
S. Przy stosowaniu do obliczed dotyczgcych tych zagadniel transformacji Laplace’a
zaklada sie, iz transformaty wynikéw sa odwracalne. To zaloZenie zwykle pociagga za soba
spetnienie warunkow 1° i 2°, jak roéwniez stabszej postaci warunku 3°, [6].

Rozwazmy teraz pewne zagadnienia szczegolowe.

Zatézmy, Ze znana jest WOT, tzn. Ze

4.0 T(x* 1) = p*(x*, 1), x*edQ* Q*cQ, .
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oraz z¢ na brzegu obszaru panuja warunki brzegowe I rodzaju. Niech funkcje @p(x) oraz
F(x, t) beda funkcjami danymi, ciagtymi i ograniczonymi dla x € 2 (zatozenie to bedzie
obowigzywaé do konca pracy). Funkcja poszukiwana jest T(&,t), £ € 92, opisujaca
temperaturg brzegu obszaru 2. Funkcje t¢ mozna okresli¢ wzorem, wynikajacym z (3.2)
1(2.6):

@2) T(E, 1) = 5 f(&, D~ U(E, D+ P(E, ),

gdzie f(&, t) jest rozwigzaniem nastgpujacego rownania catkowego typu Volterry I rodzaju,
wynikajgcego z (3.1):

I

{4.3) f ff(_f, T)a—ane— w(x*—C, 1—1)dSpdr = P();*, ) —p*(x*, 1).
¢ s

Jadro réwnania (4.3) mozna traktowaé jako iloczyn dwoch jader stabo osobliwych,
[9, s. 227]. Wynika stad mozliwo$¢ rozwiazania réwnania (4.3), a co za tym idzie —
okreslenia funkcji T(&, t). !

Z poréwnania rozwigzania — czy tez postaci catkowej — zagadnienia odwrotnego
odpowiadajacego I zagadnieniu Fouriera i zewnetrznego I zagadnienia Fouriera, [9, s.
233 - 234}, wynika, iz sa to problemy réznego typu. Mimo bowiem, iZ jadra rownan cal-
kowych na gestosci f potencjatu warstwy podwdjnej roznia sie tylko znakiem, to w przy-
padku I zewnetrznego zagadnienia Fouriera mamy do czynienia z réwnaniem Volterry
IT rodzaju, podczas gdy w przypadku zagadnienia odwrotnego odpowiadajacego I we-
wnetrznemu zagadnieniu Fouriera do rozwigzania jest rGwnanie Volterry I rodzaju na tg
gestosc. Roéwniez wzory opisujace temperature punktdw x € £ rdznia si¢ od siebie. W przy-
padku zagadnienia pdwrotnego temperatura T(x, t) dana jest wzorem (3.1), w ktorym
potencjat warstwy podwdjnej wyznaczony jest w oparciu o rozwigzanie réwnania (3.2),
w ktorym z kolei funkcja (£, t) = T(&, t) jest dana zwiazkiem (4.2). Natomiast w przy-
padku odpowiedniego zéwngtrznego zagadnienia funkcjonuje wzér podany w monografii
[9], s. 234, ktéry nalezy uzupelni¢ o potencjal objetosciowy.

W przypadku jednowymiarowym w miejsce réwnania catkowego (4.3) otrzymuje si¢ —
po wykonaniu transformacji Laplace’a — uklad réwnan na transformaty f; (0, s) i]’;(l 5 8),
wynikajacy z (3.4). Po rozwiazaniu tego ukfadu réwnan i wstawieniu wynikéw do prze-
transformowanego zwiazku (4.2), ktéry w przypadku jednowymiarowym rozbija si¢ na
dwa zwiazki, gdyz S = {0, /}, otrzymuje sie transformaty Laplace’a rozwigzan w postaci

' 2 sinh (x:,_,‘ ‘I/——
@4, T0,9 = B0, 9= ) 6~ Pyle, N~ Drox ——— ¥ )
| oy/%)

oA

2 | sinh[(l—-x:,_k) V < ]

@9 Tl ) = Bully 9+ O | 6 ~Fileps (= Dfx o—toe L

AT sinh(D]/i)
. . *?

k=1 sinh

R

l)
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gdzie x,, x, € (0.)), pi (1) = T\(xy, 1) jest WOT w punkcie x,, k = 1,2, D = x,-x,.
Transformaty dane wzorami (4.4) mozna odwrdcié metoda podang w pracy [6]. Metoda
ta polega na przejsciu do przyblizonego opisu funkcji w;'(¢) i P (xx, 1) przy pomocy funkcji
schodkowych (ktére sa funkcjami dopuszczalnymi do opisu WOT, [6]). W ten sposdb
utamki wystepujace pod suma mozna sprowadzi¢ do postaci transformat, spetniajacych
zatozenia lematu Jordana, [11, s. 186]. Dzieje si¢ tak dzigki przemnozeniu tych utamkéw
przez transformaty funkcji Heaviside’a wystgpujacych w opisie funkcji schodkowych.
Po odwréceniu tak otrzymanych transformat dokonuje si¢ ponownie przejscia, tym razem
od opisu przyblizonego do $cistego | w ten sposéb otrzymuje sig funkcje 7,(0, 1)1 T, (/, t).
Warto tu nadmienié, ze w przypadkach, gdy x, < D lub 1—x, < D, niektére sposréd
ulamkow wystepujacych w transformatach (4.4) od razu spetniajg zatozenia lematu Jordana
i kwalifikuja sie do odwrocenia metoda residuéw. Wyniki otrzymane przy odwrdceniu
bezpofrednim pokrywaja si¢ w takim przypadku z wynikami otrzymanymi na
opisanej w pracy [6].

Po odwrdceniu transformat danych wzorami (4.4), przy wykorzystaniu catki Duhamela
(co.gwarantuja zwiazek (2.9) oraz wzor (4.2) z pracy [14]) i odpowiednich twierdzen za-
wartych w monografii [10], s. 364, 367, 361 i 347, otrzymujemy dla ¢ > 0

2
7.0, 1) = PO, )= > (= DF4 B —Pilse, 0] %

k=1

_ 1N
(4.5) a { X3k 49 ( -d—l—)— sin 237k exp ( —af- ﬁt)} R

700 = Py 0= ) (=1 () = P 0] %
- k=1

=%, O (=1 (%) , i)}
* {—_3_4_21—1 o R D Py T ’

przy czym toézniczkowanie funkeji P, po czasie rozumiane jest w sensie twierdzen zawar-
tych w monografii [10], s. 360 i 366. Migdzy wzorami (4.5) i (3.6) istnieje pewne podo-
bienstwo w budowie; w przypadku, gdy x;, = 0, x, = / wzory (4.5) i odpowiednie zwiazki
wynikajace z (3.6) sa identyczne. o

Punktéw x, i x, nie mozna wybieraé dowolnie. Nie mozna wybieraé takich punktéw,
przy ktérych uwtamki x/D 1 (I—-x,)/D, k = 1, 2, sa liczbami catkowitymi. Jeéli bowiem
utamki te przyjmuja wartoéci catkowite, wéwczas argumenty sinuséw staja sie dla kazdego
I=1,2, ... wiclokrotnoscig = i szeregi nieskorniczone znikajq. Jesli — dla lepszego zilustro-
wania sytuacji — przyjmiemy zerowe warunki poczatkowe i brak funkcji zrédla, to przy
catkowitych wartosciach wspomnianych utamkéw wzory (4.5) sprowadzajg sie do postaci

! X X, .
(4.6) x.

b ; l—x ]
T, 1) = 5 pi () — =52 pt).
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Wyliczajac z uktadu réwnan (4.6) funkcje »{(z) i w%(¢) i poréwnujac je z odpowiednimi
zwigzkami wynikajacymi z (3.6) tatwo zauwaza sie brak zgodnosci pomiedzy tymi zwigz-
kami. Wynika stad nastepujacy warunek na dobdr punktow x, i x,:
4.7 X, > max (le, li;_c_)
Przy speinionym warunku (4.7) spelnione sa nastgpujace nieréwnosci: x./D < 1,
(I—x)/D < 1,x,/D < 2, (I—x,)/D < 2. Nieréwnos¢ (4.7) potwierdza jeden z wnioskéw,
wynikajacych z pracy [6], a mianowicie iZ punktéw x; i x, nie mozna wybieraé w sposdb
zupeinie dowolny. Ponadto, poréwnujac ograniczenia na dobdr tych punktéw wynikajace
z prac [6], [12] i nieréwno$¢ (4.7), dochodzimy do wniosku, iz ograniczenia zwigzane
z doborem punktéw x, i x, sa zalezne od rodzaju warunkow panujacych na brzegach
rozwazanego obszaru,

Zalézmy teraz, za znana jest WOS, tzn. ze

(4.8) q(x*,t) =

= Y*(x* t), x*edQ* 0Q*cQ

oraz 7e na brzegu panujg warunki I rodzaju. Funkcja poszukiwang jest wigc ponownie
T(&, t). Okredla sig ja i w tym wypadku wzorem (4.2), lecz gestos¢ potencjatu cieplnego
warstwy podwajnej, f(£, t), jest tym razem rozwiazaniem rownania catkowego postaci

49 2 f J e

gdzie n* jest normalng zewnetrzng do 902%, _
Przyjmijmy teraz, ze znana jest WOT i ze jest ona opisana zwigzkiem (4.1), za§ na brzegu

W(x*"€ t—7)dS;dr = 1~-——(x* 1)+ WH(x*, 1),

S = 90 panuja warunki II rodzaju. Funkcja poszukiwana jest pochodna 6—(5, 1),

opisujgca gradient temperatury na brzegu S. FunkC_]Q te moZna okresli¢ wzorem wymka—
jacym z (3.8) w przypadku, gdy ¥ = 0:

. t
L AT oP T
(4.10) —— (&, t) = — (&, )+ —=—h(& D+ ffh(c, T) 0 w(E—C, t—1)dSyd7.
ong ong 2 § & ong
Do wyprowadzenia zwigzku (4.10) wykorzystano wzér (2.7). Funkcja h(&, t) jest rozwig-
zaniem nastgpujacego réwnania catkowego, wynikajacego z (3.7):

@.11) [ [, Dwe*—&, 1 —v)dSpdr = —~P(x*, 1) +p*(x*, 1).
0 S

Na zakoriczenie rozwazan dotyczacych postaci catkowej rozwigzan zagadnien od-
wrotnych zatéZmy, ze znana jest WOT i e jest ona postaci (4.1), za$ na brzegu S = 092
panuja mieszane warunki brzegowe, a mianowicie warunki dane zwigzkami (3.10). Funk-
cjami poszukiwanymi sa wigc T(&, ¢) dla & € S, oraz @(&, t) dla & € S,. Funkcje te moZna
okresli¢ nastepujagcymi wzorami:
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(4.12). T(E, 1) = P(E, 1)+ V(E, D)= UG, O+ 5f(E, 1),
(4.13) D, )= |—7+x(§ t)lP(é‘ t)+—~h(5 1)+ ‘

I

4+ — 3 0 (E 1)+ j fh(C r)~*w(£ L, t—1)dSidr+

+ (&, DV (&, 1) - U(E t)+ 5 2 O D=2(E. HUE, 1),

przy czym gestosci potencjaléw cieplnych f1 h spetniaja zwiazki (3.12) oraz réwnanie
catkowe postaci

(4.14) V(x*, 1) = U(x*, 1) = P(x*, 1)~ T(x*, t).

W przypadku jednowymiarowym zagadnienie to mozna zapisaé nastepujaco. Przyjmujac,
iz warunki brzegowe majg posta¢ (3.14), a poszukiwanymi funkcjami sg @o(2) 1 wi(t),
otrzymuje si¢ — przy przyjeciu, ze w punktach x; i x, okreslone sa WOT — uktad réwnan
catkowych na funkcje f7(0, 2), k, (4, £}, DPo(#) 1 wi(2t), skladajacy si¢ z réwnan (3.16), oraz
réwnan wynikajacych z (3.15):

I—x w, (x~1, t)

(4.15) '—‘:2';'5' (1) % ;

+hi(l, ) % wiGe—1, )+ Do(t) % wilxw, 1) = (=P (%, 1), k=1,2.

W (xk: t)

(0, 1) % — = 710, 1) % wi(xy, 1)+

Otrzymany uklad czterech réwnan catkowych mozZna rozwigzaé w dziedzinie transformat
Laplace’a przy zalozeniu, iz x(0, t) = const = y. Otrzymujemy transformaty rozwiazan,
Pi(s) 1 Po(s) w nastepujacej postaci

?1 smh{(l—xa k)l/ ]

B = Pl 9 D) (DO~ Pulw, 9 x ——— .
k=1 sinh(D]/ —i)

2

- ‘1
(4.16)  Po(s) = — > (= D[ (s) = Py (%, 9)] %
k=1

V% cosh(xs_k ) xsmh("s kV ) (]/_ )pl(o ).

sinh (D i)

b4

N]ra]

X
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Zwigzki (4.16), i (4.4), maja tg samg postac; jest to zgodne z intuicja, gdyz odtwarzana
jest tu temperatura na podstawie WOT. Natomiast Do (s) jest nieco bardziej zloZona,
aczkolwiek réwniez nie nastrecza wigkszych trudnosci przy retransformacji metoda podana
na poczatku tej czesci pracy.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy y — 0, tzn. gdy warunek blzegowy na brzegu x = O staje
sie warunkiem II rodzaju, otrzymujemy (kladac w miejsce @o(s) transformate o (s))
transformatg opisujgca strumien ciepta na brzegu (z doktadnodcia do wspolczynnika 1),
za$§ przechodzac z do nieskoficzonodci w ten sposob, aby @o(£)/x — wo(2), otrzymujemy
na brzegu x = 0 warunek brzegowy I rodzaju, za$ transformata (4.16), przyjmuje postaé
4.4),.

5. Metoda przyblizonego rozwiazywania réwnan calkowych Volterry I rodzaju

Roéwnania calkowe na gestosci potencjatow, (4.3), (4.9), (4.11) i inne, ktére pojawiaja
sic podczas rozwazan dotyczacych tréjwymiarowych zagadnien odwrotnych wymiany
ciepta, maja — ogdlnie rzecz biorgc — postad réwnania catkowego typu Volterry I rodzaju,

(5.1 Ju, 1) % K(y—t,0ds; = v(y, 1),
. S
przy czym jadro tego rownania catkowego, K(y—x, t— 1), oraz funkcja v(y, t) sa znane,
za$ funkcja poszukiwang jest u(Z, ¢). W monografii [9] dowodzi sig, ze w przypadkach
rozwazanych w tej pracy jadro to jest iloczynem dwdch jader stabo osobliwych, co pozwala
znalez¢ rozwigzanie tego réwnania metodg iteracji jader i kolejnych przyblizen. Metoda ta,
aczkolwiek $cista, jest dosyé malo przydatna w konkretnych obliczeniach. Dlatego pokrétce
przedstawiamy metode przyblizong, pozwalajaca w stosunkowo prosty sposob otrzymac:
przyblizone rozwigzanie rownania (5.1).
Zapiszmy funkcje¢ podcatkowa nastgpujaco:

(5‘2) u(:> t) —X' —K(y—'é-st) = H(y: Cs t)‘

Zaktadamy, iz funkcji u(¢, t) poszukiwaé bedziemy w postaci przyblizonej. W zwiazku

z tym przyjmijmy podzial przedziatu czasu' (0, T) na podprzedziaty (O, —;—A) , ((l - T)A,A

(i+ —:l)-—)A),i= 1,2,...,1 gdzie (I+ L)A = T. Na powierzchni S wybierzemy uklad
2

punktéw ¢, I = 1, ..., L, stanowigcych $rodki ciezkosci elementéw o,. Elementy skon-
czone o; mogg mieé ksztalty np. tréjkatéw, [15]. Zaklada sig, Ze s one rozlaczne, majg
wspolne krawedzie, wierzcholki ich s punktami nalezacymi do S, a caly zbiér elementow
{o1h=1,...L Stanowi powierzchnie Lapunowa, stanowiaca przyblizenie powierzchni S.
Natomiast na powierzchni 002*% wybierzemy zbiér punktéw y,,, m = 1, ..., L, stanowig-
cych $rodki cigzkoéci elementéw A,,, dobranych w sposéb analogiczny jak elementy a;.

Zakladamy, iz zamiast funkciji u(Z, t) poszuf(iwaé bedziemy jej przyblizonej postaci

Au(C, t), okrelonej nastepujaco:
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Ifl
(5.3) aut, 0= ) [u,(c>—ui_1(c>]n(r—(i—%)A),
i=1
gdzie »
L
(5.4) w(®) = D unE, (O, =1, 1 ue(@) = (@),

i=1
ur1(8) = ui(€).
Funkcje E, ,(¢) definiujemy nastgpujaco:

0 gdy ({éo,
(5‘5) Ea.I(C) = { 1 gdy CE g;. ‘
Podobnie przyblizamy postaé jadra K(y—¢, t):
. f+1
1
(5.6) AK(y—E, 1) = g Ky, O~ Ki1(y, C)]n(t— (i— '2‘) A) ,

gdZie Kl(y, C) = K(y_'é_> IA)» i= 1: cres 1’ KO(y: C) =0 (pOI'. [10]’ 5. 346)’ KI+!(y’ é-) =
= Kl(y, C)' .
Przyblizona postaé funkcji H(y, ¢, ) nazwiemy AH(y,(,t).
Podstawiajac do réwnania (5.2) w miejsce wystepujacych tam funkcji ich postaci
przyblizone, znajdujemy, iz ’
I41

(.7) AHY, &0 = D) By, D (t—kd),,
i=1
gdzie
(5.8) Hy, D= Y m@-u@OlKO, O-Koi(, Ol
: i+j=k41
Lie{l,.., [}

oraz (t—kA), = (t—kA)n(t—kA). Wprowadzajac zwigzki

L
Hi(3, ) = D) BuWE,.(0),  oraz
(5.9 '=L‘ "
K1, 0 = D Ku0)E,0),
1

I=
gdzie K;(y) = K;(», {)), a funkcja 1(?, stanowi pewne przyblizenie funkeji X, oraz pod-
stawiajac prawe strony wzoréw (5.9) w miejsce H, i K; do zwiazku (5.8) przy wykorzystaniu
(5.4), znajdujemy
5
(5.10) - Ha() = D lu=timg, JIKuD =K1, (W),

i+f=k+1
ij={1,... 1}

k=1,.. I+1,
I=1,.., L.
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Kladge ponadto

L
Hkl(y) = Z HklmE/\,m(y)a
m=1

(5.11) )
Iejl(y) = E K_IlmE/\ .m(y):

m=1

gdzie K, = Ku(y.), a funkcja KA,, stanowi przyblizenie funkcji Kj;, oraz podstawiajac
prawe strony wzoréw (5.11) w miejsce Hy, i Kj; do zwiazku (5.10), znajdujemy

. .
(5.12) Hum = Z [ =y, 1] [Kjim — K= 1, 0]
itj=k41
i,je{l,...,I}
k=1,..,1+1
Ibm=1,..,L.

Réwnanie (5.1), ktére dzigki wprowadzeniu funkeji H moZna zapisaé w postaci
(5.13) [ H, ¢, 0ds; = oy, 1),
s

zapiszemy teraz w postaci przybiiZonej. Wprowadzajac funkcje Aw, aproksymujaca o
w sposéb nastepjacy:
I+1 L

(5.14) A0y, 1) = D) D) ven(t—kd)1 Ey D),
k=1m=1

oraz wykorzystujac zwiazki (5.9), (5.11), (5.12), (5.13) i wstawiajac w (5.13) funkcje 4v
w miejsce v otrzymuje si¢ ostatecznie nastgpujacy uklad réwnan na wielkosci uy:

L
(5.15) ZBI 2 (g —uy_q4] (Ksim TKJ—1,lm] = Ugm>
1=1 i+j=k+41
i, jef{l, .., I}

gdzie B, = [doy, k=1,2,..,I+1, m=1,2,...,L. Jest to I ukladéw réwnan,

]
kazdy z L niewiadomymi, ktoérymi sa wielkosci u;,. Wyznaczenie tych wielkosci pozwala
nastepnie zbudowaé funkcje Au(€, ) wg wzordw (5.3) i (5.4).

Podsumowanie

Wykorzystanie potencjaléw cieplnych do budowy catkowej postaci rozwigzan proble-
moéw odwrotnych wymiany ciepta pozwala rozwigzywaé zagadnienia odwrotne w przestrze-
ni tréjwymiarowej przy dowolnych ksztattach rozpatrywanych cial. Oznacza to mozliwosc¢
prognozowania obcigZzed termicznych elementéw maszyn cieplnych w ten sposdb, aby
wewnatrz tych elementéw panowaly temperatury o z géry danym na dowolnej powierz-
chni zawartej wewnatrz tego elementu, 002*, rozkladzie. Mozliwo$§¢ ta moze zostaé wyko-
rzystana w praktyce np. przy optymalizowaniu czasu rozruchu turbin cieplnych, gdyz

4 Mech, Teoret. i Stos. 3~4/82
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od rozk}adu temperatury wewnatrz fopatek zaleza powstajace w nich napreZzenia termiczne,
mogace — w przypadkach szczegélnie niekorzystnych — spowodowaé trwale ich uszko-
dzenia.

Przedstawiona procedura przyblizonego rozwigzywania réwnan catkowych na gestosci

potencjaléw wymaga uzycia maszyn cyfrowych. Tym niemniej w dobie szybkiego rozwoju
elektronicznej techniki obliczeniowej rozwigzywanie na maszynach cyfrowych ukladow
réwnan typu (5.15) nie przedstawia wigkszych trudnosci.
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Peswome

O_.METOJIAX TEOPUH ITOTEHIMAJIOB B PABPEUIEHMHM OBPATHLIX 3AIAY
TEIUIOCIIPOBOOHOCTU

Paccym}xae'rca TPEXMEPHYIO oﬁpamylo 3ajayy TEIJIONPOBOOHOCTH. I/ICHO.TIBSYH TEPMHYECCKHE TIO-

TEHIHANEI [IOJIYYEHBI PE3yJIbTaThl B BH/E HHTETPANLHEIX ypaBHeHuii. J1s 0qHOMEPHBIX CIyyaes TIpel-
CTaBJIeHb! DEUICHHA B BHAE OCCKOHECUHLIX PANOR. A HHTErpaNbHLIX yPABHEHM ONUCHIBAXOLUMX 00paT-
HblE 33/1aYH B TPEXMEPHOM CJIyuae IoKa3aHa HMyTh ONPEHEIEHHSA PEelIeHUH B NPHOIINKEHHOM BUAE.
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Summary

ON METHODS OF THE THEORY OF POTENTIALS IN RESOLVING THE INVERSE HEAT
CONDUCTION PROBLEMS

The three-dimensional inverse hcat conduction problems are dealt with. Making use of the thermal
potentials one obtains the results in the form of the integral equations. For the one-dimensional cases
the solutions have been found in a form of the infinite series. For the integral equations describing the
inverse problems in the three-dimensional case a way of determining an approximate form of solution is
shown.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1982 roku
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1. Wstep

Dyfuzja jest zjawiskiem zwiazanym z budowa molekularng materii i polega na ruchu
pojedynczych atomoéw 1 molekut lub jonéw. Zjawisko to wystepuje cz¢sto w przyrodzie,
wykorzystywane jest rowniez w wielu procesach technologicznych przede wszystkim
w fizyce materialéw, a ostatnio w elektronice. Mimo charakteru wybitnie molekularnego
proces dyfuzji daje si¢ opisa¢ z dobrym przyblizeniem metodami teorii ofrodkéw ciaglych,
ktére jak wiadomo, nie uwzgledniajg atomowej struktury materii. Zagadnienia dyfuzp

rozpatruje si¢ czesto rowniez w ramach mechaniki statystycznej.

Przypuéémy, ze mamy do czynienia z cialem stalym o okreslonych wlasnoécxach
Dla potrzeb technicznych badane sa zjawiska dyfundowania do obszaru zajmowanego
przez cialo stale czastek otaczajacego je gazu, cieczy, lub innego ciala stalego w przypadku
ich kontaktu. Intensywnos¢ procesu dyfuzji, jego natezenie, zalezy w pierwszym rzedzie
od wlasnosci chemicznych substancji bioracych udzial w dyfuzji, ale nie tylko. Wazne
znaczenie odgrywaja czynniki fizyczne jak np. ci$nienie otaczajacego gazu lub cieczy,
sita nacisku przy konmtakcie dwoch cial, temperatura, kierunek i nateZenie strumienia
ciepla, pole elektromagnetyczne, state materialowe mechaniczne i termiczne, itd.

Latwo stwierdzié, ze modele matematyczne dyfuzji czy tez termodyfuzji, gdy rozpatry-
wane jest jedno cialo z otaczajaca ciecza lub gazem sa znacznie prostsze, a odpowiednie
réwnania latwiejsze do rozwiazania w poréwnaniu z przypadkiem réownan dyfuzji miedzy
cialami stalymi poprzez powierzchnie kontaktu. Znacznie bardziej skomplikowane sa
zagadnienia dynamiczne, gdy cisnienie, strumief ciepla, powierzchnia kontaktu, 'pole
elektromagnetyczne sg funkcjami czasu. Ostatnio przeprowadzono do$wiadczenia z dy-
fuzja metali w warunkach niewazkoéci i prézni kosmicznej. Wyniki tych do$wiadczes sg
trudno dostepne dla skonfrontowania z teorig.

ZaloZymy tu, Zze powierzchnia kontaktu jest plaszczyznq i rozpatrzymy przypadek
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termodyfuzji miedzy warstwg sprezysta i potprzestrzenig (lub migdzy dwiema polprzestrze-
niami), obie izotropowe i jednorodne lecz o réznych statych materiatowych. Przy kontakcie
dwdch ciat proces termodyfuzyjny moze odbywac sig w ten sposoéb, ze materia przechodzi
od ciata 1 do ciala 2, lub na odwrét od ciala 2 do ciata 1, moze réwniez mieé¢ miejsce po-
réwnywalna ilo$ciowo dyfuzja dwustronna z przechodzeniem materii w obu kierunkach.

Podstawowe rownania termodyfuzji, w oparciu o termodynamike proceséw nieodwra-
calnych [1], zostaly podane przez Ja. S. PIDSTRYHACZA [2, 3] i W. NOWACKIEGO [5, 6].
W dziedzinie tej rozwigzano niewiele zagadnien szczegétowych, wymienmy tu prace
[3,4,7, 8,9112].

W tej pracy zajmiemy sic przypadkiem, gdy termodyfuzja jednego ze skladnikow
jest o wiele bardziej istotna i interesowa¢ nas bedzie zmiana koncentracji tego wiasnije
skladnika pod wplywem pola odksztalcenia i temperatury. Zagadnienie kontaktu pol-
przestrzeni -zostalo rozwigzane, w ramach przyjetych zatozen, dla wszystkich czaséw ¢,
lecz bez uwzglednienia sit zewnetrznych. Przy kontakcie warstwy z pdlprzestrzenia uwzgled-
niamy sity ci$nienia dzialajgce na swobodng powierzchnig¢ warstwy przenoszace si¢ przez
powierzchni¢ kontaktu na pélprzestrzen sprezysta. W tym przypadku zagadnienie zostato
rozwigzane dla duzych czasdéw ¢, co wynika z przyblizonego obliczenia transformat od-
wrotnych Laplace’a,

W wyprowadzonych réwnaniach i wzorach uwzgledniamy peine sprzgzenie pola kon-
centracji, temperatury i odksztalcenia. Dotyczy to przede wszystkim uogolnionego prawa
Fouriera 1 Ficka (2.4) i (2.5) 1 wynikajacych z nich réwnan.

2. Rownania i podstawowe zwiazki termodyfuzji cial sprezystych

Za punkt wyjscia bierzemy uktad réownan rézniczkowych czastkowych termodyfuzji
oérodka sprezystego w nastgpujacej postaci [2, 5]:

.1 [uV2f¢+(l+,u)graddiv17+)~( = gﬁ+y@grad@+ycgradc,
2.2 (k'V2—nd,)@ = yodivu+de,
2.3) (aV2—md)c = V3(y. divu+de),

gdzie (2.1) jest uvogdlnionym réwnaniem Naviera, (2.2) uogblnionym réwnaniem prze-
wodnictwa cieplnego, a (2.3) réwnaniem bilansu koncentracji skladnika. We wzorach
tych uwzglednili$my uogdlnione prawo Fouriera (przewodnictwa cieplnego), Ficka (termo-
dyfuzji) i Hooke’a:

2.4) Toq = (dLy,—Ly)grad T+ L,,y.graddivu+aL,,gradc,
(2.5)  Ton = (AL~ Lyg)grad T+ L,y graddivi+al,,gradc,
(2.6) 6 = 2ue+(Adivii—ye@—y,6)- 1.

We wzorach powyiszych g jest strumieniem ciepla, .c — koncentracja sktadnika, #—
strumieniem dyfundujgcej masy, Ly, Lyq, Lq, sa fenomenologicznymi wspétczynnikami
Onsagera spetniajacymi warunki Ly >0,L,>0,L,L,—L3 >0, 9., ye, ¥y, d, m, 6,
sg statymi, u jest wektorem przemieszczenia, ® = T— T, réznica temperatur wzgledem
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stanu naturalnego, o i € sa odpowiednio tensorami naprezenia i odksztalcenia, 1 tensorem
jednostkowym, 4, p sg stalymi Lamégo, ponadto przyjeliémy oznaczenia Tok' = k,
erm = To.

3. Zagadnienie kwazi-stacjonarne

Celem pracy jest wyprowadzenie zwiazkéw i zbadanie wplywu niestacjonarnych pél
odksztalcenia i temperatury na rozktad koncentracji dyfundujacego sktadnika w warun-
kach fizycznego kontaktu dwéch cial sprezystych. Zagadnienie rozwiazemy przy naste-
pujacych zalozeniach. Rozpatrzymy procesy, w ktérych mozna pominaé wplyw sit maso-
wych i sit bezwladnosci w réwnaniu bilansu pedu. Réwniez zaniedbamy wplyw zmiany
odksztalcenia na pole temperatury, uwzgledniajgc jednak wplyw odksztalcenia na pole
koncentracji. Przy tych zalozeniach réwnania (2.1) - (2.3) przyjmujg postaé

3.1 uV2iu+ (A+p)graddivy = pograd®+y grade,
: : o oc
. KV2O—pn— =gd—
(3.2) O—n 5 d T
oc .
(3.3) aVzc—mF = v, Vadivi+dVac.

Rownania rézniczkowe czastkowe (3.1)-(3.3) przeksztalcimy do bardziej dogodnej
postaci. Podzialamy operatorem div na réwnanie (3.1), otrzymujac
(3.4) (A+2u)Vidiva = pgV20+ 9y Ve,

Po uwzglednieniu réwnania (3.4) wyrugujemy V2divy z réwnania (3.3). Wtedy réwnania
(3.2) 1 (3.3) sprowadza si¢ do nastgpujgcego uktadu réwnatt rézniczkowych czastkowych
drugiego rzedu :

1 dc 00
2c— —_—
(35) Vic kc Py + 6c 5 ,
1 00 Jc
: V2 — e — = _
(3.6) ) - o
gdzie
[(A+2p)(a—d) —ye] nyYe , ,
I - = ’ = k ’ = d.
N [m(}-+2ﬂ)+d‘}’c’)f@]k, ? ¢ [(l+2n)(a—d)—‘y£]kl ’ <rh 5Tk

W ten sposéb sprowadziliémy przypadek kwazi-stacjonarny do uktadu dwéch réwnan
sprzgzonych (3.5) i (3.6) oraz réwnania Naviera (uogélnionego) (3.1). Zagadnienia kwazi-
stacjonarne termodyfuzji o§rodkéw sprezystych byly juz rozpatrywane w pracach [3, 4]
Jjednak bez uwzglednienia wplywu zmian pél odksztalcenia i koncentracji na temperature.
W pracy [7] pominieto wplyw odksztalcenia na pole temperatury i koncentracji.

4. Termodyfuzja przy kontakcie warstwy sprezystej i pélprzestrzeni spreiystej

Warstwa sprezysta o grubosci 4 znajduje sie w stanie idealnego kontaktu z pélprzes-
trzenig sprezysta. Uklad wspéirzednych dobieramy w ten sposéb, ze plaszczyzna kontaktu
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jest plaszczyzna z = 0, a plaszczyzng swobodna z = +h. Zagadnienie nie zalezy! od wspé6t-
rzednych x, y. W tym ukladzie réwnania rézniczkowe czastkowe (3.1), (3.5) i (3.6) spro-
wadzg si¢ do nastepujacych réwnan

6 uz o6 dc
d%¢ 1 dc 06
42 FZ i
IO 1 06 ac
43 i ey il T

W dalszym ciggu wartosci statych i sklfadowe rozpatrywanych pdl bedziemy oznaczaé
wskaznikiem ,,1°" dla warstwy i wskaZnikiem ,,2” dla pélprzestrzeni. Zaktadamy, ze w stanie
naturalnym -(czyli poczatkowym) jest brak odksztalcen, a pola koncentrac_u i temperatury
przyjmuja wartosci:

dlat =0
(4'4) ) @1(2, 0) = (1)’ QZ(Zs 0) =
(4'5) ) Cl(z: 0) = c(l): Cz(Z, 0) = C(Z)'

Zalézmy ponadto, ze na swobodnej powierzchni warstwy z = +h dziala temperatura
i ciénienie

(46) @l(h’ t) = q(t)a O':zz(h> t) = —G(t)
strumien dyfundujacej materii jest natomiast réwny zeru:
dc 00, oe,
4.7) [D,‘,C al + D) 5 + D}g = ] =0
albo znany jest potencjat chemiczny
(4.8) MY = —yp gy, —d'O, —a'c.
W plaszezyZnie styku warstwy i polprzestrzeni, tzn. dla z = 0, zachodza warunki

ciaglodei:
strumienia ciepla

00 ac de, 00 e de
(4.9) D)y azl +D} az‘ + Dl ~ = D21 = 2 +D2 62 + D2 622 ,
strumienia dyfundujagcej masy

06, - dc de, 00, dc de,
(4.10) Djjr-—+ Dy azl +Djp - = Dir — +D,2,c 52 +Djp —

ponadto, w przypadku idealnego kontaktu termicznego, réwno$é temperatury
(4.11) 6, =6,,
oraz réwnos¢ wartosei potencjatu chemicznego

(4.12) d'@;+a'ci+yle, = d*O,+a%c,+yle,.
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Dla z —+ — co przyjmujemy, ze

(4.13) O, - 0%, ¢, -l

We wzorach (4.9) 1 (4.10) oraz w dalszym ciggu przyjeto nastepujace oznaczenia
ToDye = aLlyy, ToDyr =dLy—Ly, ToDu= v.Ly,

4.14
(4.14) ToDye = Ly, ToDyr = dLy—Lg,  ToDys = pely.

. o -0 .
Przy przyjetych zaloZzeniach: e = divu = ~;TZ. Z uogdlnionego prawa Hooke’a (2.6),

po wykorzystaniu réwnania rownowagi o..(z, t) = — o(z), otrzymamy
(4.15) e = p5O+yrc+o*(t)
gdzie

(A+21)y8 = vor  vE(A+2u) =y,
oraz ‘
(A+2u)o*(t) = —o(1).

5. Rozwigzanie metoda przeksztalcenia calkowego Laplace’a

Transformaty Laplace’a bedziemy oznacza¢ wezykiem nad odpowiednia litera, Zasto-
sujmy transformate Laplace’a do réwnan (4.2) i (4.3). Otrzymamy wtedy

. d*¢ | T e

(5.1) W—TC[SC—C]—— (SC[S@—'@ ],
2o 1 - -
(5.2) _c-iz—z — E [S@—@o] = (ST[SC - CO] .
Roéwnanie charakterystyczne powyzszego ukladu rownan przyjmie postac
(5.3) A —a,sAt+ass* = 0
gdzie
1 1 1
ak=k—c+7;’ a"z-l?ck_T_‘SC‘sT

Pierwiastki rownania charakterystycznego przyjmuja wartosci
(5.4) M=V, o= Ve, A=Vwo, Aa= —Vsr,

. 1 S
gdzie ry . = 5 (ax + 1/ ag —4ay).

Mozna udowodnié, ze wyrdznik okreslajacy pierwiastki réwnania charakterystycznego-
jest dodatnio okre$lony

2 2
(5.5) 05*4616:(1 +i) —4( ‘ —acaT)=(i—i) 44878, > 0
T

ke = kr k kr ke k
zgodnie z definicjg wielko$ci 8,1 81 [S]. Ponadto
. i
kekr k' [(A+2p)(a—d)—y2].



230 R. MOKRYK, Z. -.OLESIAK

Poniewaz stale wchodzace do powyiszego wzoru sa dodatnie, wynika Ze a; > 0,
a stad réowniez, ze r, _ > 0.
Calke ogdlng ukifadu réwnan (5.1) i (5.2) mozna przedstawi¢ w postacj nastgpujacej:

(5.6) &(z,s) = 5 lAlE—[oc+(Alexp(|/Ez)+A2exp(—]/Ez))+
T™HT

+a_(Asexp(ysr_z)+ Asexp(~y/sr- z))] + %1,
(57 O(z,s) = A, exp(y/sryz)+ Ayexp(—y/sry z) + Azexp()/sr_z) +
+ A exp(— ]/E'tz)—k@"s",
gdzie o, = kyry—1, o = kyr_ —1
Zamiast rozwigzania (5.6) i (5.7) mozemy przyjaé calke ogolng uktadu (5.1) i (5.2) w postaci

(5.8) ¥(z,5) = 1—[054,(12l Ch()/sryz)+ B, Sh(y/ sri.z)) +a_(B; Ch(sr_z) +

6TkT :
+B4Sh(]/Ez))]+c°s*‘,
(5.9) O(z,s) = B,Chy/sryz)+B,Sh(}/sr,z)+ B, Chy/sr_z) +B,Shy/sr_z) + O%%~!,
W przypadku poéiprzestrzeni, wykorzystanie warunkéw w nieskonczonosci prowadzi
do nastgpujacych wartosci stalych (dla z —» —c0)

(5.10) A2 = A2 =0, B®=B: B!= B?

6. Zagadnienie termodyfuzji w przypadku styku dwoch polprzestrzeni spreZystych

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny, gdy grubo$é warstwy sprezystej wzrasta nieogra-
niczenie. Warunki poczatkowe zachowuja posta¢ poprzednia (4.4) i (4.5), podobnie
warunki brzegowe (4.9)- (4.12). Z warunkéw w nieskonczonosct otrzymujemy obecnie
dazo 40 0,569 ¢ >
orazdlaz— —o0 @, 6% ¢, S
Warunki te bedg spelnione, gdy we wzorach (5.6) i (5.7) podstawimy

(6.1) Al=A43=0, dj=Bi=-Bj, Ai=DBi=—B
(62) A3 = A3 =0, A}=5B}=B} Ai=Bi=5

Otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan algebraicznych, z ktérych wyznaczymy pozo-

stale parametry transformat: .

B{D;,+ByD,; +B}D} +B3;D: =0,
B{ D, +BiD, +BiD} +B3iD: =0,

(6.3) B!-+Bj—B?—B} = %[(@g_@g)]

. l A~ A A A ‘
Biai+Bial+Bta} —Bia2 = —[(560+p:c)— (7600 +yeci)]
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gdzie
Lk Ak
Do = —(reyd+d), o= —(EyEE+an,  ak = Db oEle
OF K&
. — . ok (D ety
Diays = V1% [(D(’;m)'r‘")’gk + ”"i’(—;(k%(#
Oznaczmy wyznacznik podstawowy uktadu réwnan
Dy Dy Di, D}
' D}, D) DZE D?
x _ [P+ Yn- Yy po
(6.4) :A | 1 -1 =1
al ab a%2 4% |
Wtedy rozwigzanie uktadu réwnan (6.3) mozemy zapisaé nastgpujaco
l. ~ A A A
(6.5) Bf = 3w (03 =ONAu+ {(7803 +Y2'C2) — (7603 + 7 CD)} Cuc-

Wspotezynniki A;, oraz Cy, zalezg wylgcznie od charakterystyk materiatowych i wy-
znacza si¢ je z rozwiazania uktadu réwnan (6.3). Odpowiednie wyznaczniki oznaczymy
nastepujaco

‘ P g
(6.6) Bl = s k=1,2, i=1,3.
Wtedy catka ogélna ukladu réwnan (5.6), (5.7) przyjmie postac

P . 0
£u(z05) = 5 Lo Ao (= /o) +at drexp(— Vsr_z)] + <,

~ - Y —— 0
O,(z,s) = Asexp(— /s z)+Abexp(—y'sr_z)+ %

(6.7 _
~ — — CO
Ci(z,s) = 6;K[ociA%exp(]/errz)—i-otiAgexP(l/S"—Z)] + TZ,
T4HT
P R - @o
Ouz, ) = Ajexp(Ysriz)+dfexp(Vsr_z) + =7,
gdzie
| Pu ; . P, .
Ail:_SA—*, l=2,4, A?:SA*, l=1’3_

Po odwréceniu transformat Laplace’a okazuje sie, ze rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ przez
kombinacje wspétczynnikdw i funkeji btedu:

(6.8) cl(z,;)zcg__lf[ PuErf(zl/m)M P“Elf( e )]

61 K} A* 2yt 21 0
' 1 r r
(69)  Oi(z,1) = 02— -3 [P“Erf( ;/V:)+P31Ef( ‘/]/t )]
1 rz
(6.10) Cy(z,t) = CO+ Vel [oc+PuErf( l/';ft’_)—l-ocZPuErf(— ZZVVT? )]
. z <

2 — @0 _1_ zy/r} ( Z]/r2 )]
(6.11)\ O,(z,t) = OF + I lPlerf( 2|/t )+P32Erf 2]/t ,
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Py = (O3—00) Au+ (7503 + P2 CD) — (7602 +7: CD Cu,
Ay = al_(D,erD.,?'_—D,?_D,f+)+ai(D‘_D3_—D,f_D,%_)+a2_(D,;_DqZ+—Dql_D3+ >
Asy = a_lF(qu_D,%_,_—D,ﬁ_D,?_)—l—af_(qu_D,h—D;+D3_)+QE(D;+D,,2+—D,;+D,f+),
Ay, = al(D}_D2_—D}_ D2 )—a'(D}, D2 —D}, D2 )—a*(D},D}_—D}, D)),
Asy = ai (D2, D, —D,;_D})+ai (D}, D} — Dy, D7) +a3(Dg, Dy —Dy_Dy,),
Cyy = DI;—(D7?+_D712—)—D112+(D712—+Dr;—)+D112—(DﬂZ++D1;—)’
Cyy = Dql+(D,f_—D,72+)+D,12+(D,f~+D$+)—D§_(D§++D,}+),
Ci» = D}, (D2 +D})+D! (Di +D},)—DZ (D +D},),
C3a = D,;+(D,$++D,}_)—D,§_(D,?++D,§+)+D,12+(D1_+D,§+ .

7. Rozwigzanie w przypadku styku warstwy z pdélprzestrzenia

Rozpatrzmy termodyfuzje poprzez plaszczyzne kontaktu warstwy sprezystej z pdl-
przestrzenia sprezysta z warunkami poczatkowymi (4.4) - (4.7), warunkami brzegowymi
na swobodnej powierzchni warstwy (4.6) i (4.7). Ponadto spelnione sa warunki cigglosei
odpowiednich strumieni (4.9)- (4.12). Wtedy uklad réwnan algebraicznych, z ktérego
wyznaczamy parametry Bi przyjmuje postaé nastgpujaca

BICh(y/ srih)+BiSh(srih)+BSCh()/ srlh)+ BiSh(yY/srih) = —09s~1+4(s),

al B'Ch(y i h)+ab BLSh()/srih)+a' BLCh(V/srlh) +
+a} BISh(Y/SrER) = MY~ — (403 +PAed),

BiD}, +BiD)_ —BiD},~BiD: =0,
BLD} +BLD) —B?D? ~B3D2 =0,
1

(7.1) B!+Bi—B}-B} = —(63-069),

1 . R N N .
Blal +Bia' —B?a?—B3a® = ~ [7303+72C)— (6O + PECD+ (y2 —vi)a(s),

gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
*(e) — AfL 1% K (7’5‘)2
M*(s) = M (5)_),’0 a(s), y§&=— ﬂ._K—T-Z—‘u’{

Podstawowy wyznacznik ukladu (7.1) ma nastepujaca strukture
(7.2)  4(s) = (akt—a2)[4, Ch(y/srih)Ch (Y srih)+ 4, Ch(y/ st h) Sh(y/ sl h) +

+ A5 Sh(Y/srERYCh (Y sl h)2 + 4, Sh(y/sr B)Sh (Y/STLB) + 4 s Ch(y/57T k) Sh( Vsrih),
gdzie
4y = a2(D}, D}_—D}, D)),
4, = (a2 —a})(Dy, D}, +Dj, Dy,) —(2a} +ai —a') [Dg++ (D — D}, )— Dy, (D =Dz,
Ay = a3(Dj, D;_—D, D; )—(a} +al)[Dg_(Di.—D},)~D;_(D;-~Dz)l,
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Ay = (al ~a1)[D,12+(D2_ +) D11+(D2 - DI,
As = a2(Dy, Dy — D}, Dy, )+ (a2 —a3) (D), Di + D;  Dy.).
Rozwiazanie uktadu (7.1) przyjmuje postaé

. Ak dla k=1 i=1
ko _TF i
(7.3) B' - A(s) dla k=2, i=1

gdzie przyjeliSmy oznaczenia

-

(74) Ai‘ = (p’flll Pm,
m=1
oraz
Py =~ O0HE(),
Py = M*(S)’"‘ ($eO% +x,.C?),
(7.5) |
Py = L (02-6Y), <
1 A A A A
Py = (PO +72C)~ B+ v CDI+ (75 —¥5)5().
pl, = (4, al +4,,(al —al)lsh, +a’ A ,ch_ +a‘A138h_
pl, = —[dy;shy+4,,¢ch_+4,5sh_],
Py = (a+“a_)(A150h—+A165h_)5h+;
pia = (al—al)(d,,ch_+A,gsh )sh,,
i = —[dyal +4,(at —ab)]ch, +al(4,,¢he —A,55h]),
(p%Z = Azlch+ —A22011_+A23Sh_,
P33 = (ai—al)ch (dysch_—Ayesh ),
®34 = (al—ai)ch, (dy5¢h_ —44sh),
w31 = [dsa(al —al)+ai Aszlsh_+ai(ds,chy —A;y55h,),
P32 = —[d3,chy —A3;8h, +3;sh_],
Pl = (at—ar)(As5¢ch, —Adsssh,)sh_,
Pia = (ai—a_ll_)(A spchy —Azgsh)sh_,
(7 6) ¢41-1 = —[a-li-A4l+A44(ai_a_l+.)]Ch+ +a_1,_(A425h.+“‘A4JCh_),

@iz = daychy —Aupshy +Agsche,

®is = (al —al)ch, (A4sch, —Aeshy),

@iq = (aLl—al)ch (d4,ch, —Agsh ),

@3 = al(ds,chy —As,shy +As;ch_~As,ashl),

®lz = —Asichy+As8h, —Asach_ +As4sh_,

®is = (al —al)[(—dsschy + A5shy)ch_ +(dsochy — A5, shy)sh_],
@1a = (a2 —a})[(dsschy —Asgsh,)ch. — (=45, ochy +45 4ashy)sh_],
P31 = —a3(deychy —Adgshy)+al(dgsch_—Ag,sh),
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3, = Agich, —dgshy +Agyche —Agysho,

I

P33 = (ay—aM)[(dgschy —Ageshy +Agssh_)eh_ —

—(dggchy —deosh, + g, 10¢h_)sh_,
Paa = (al—al)[(Aqsch, —sliashy +4558h )ch. —
—(dygch, —Aq9sh, A5,6¢h_)sh_],

Przyjelismy tu oznaczenia
ch, = Ch(l/s;*—;h) shy = Sh(;/;;{h)

Wielkosci 4y; zaleza jedynie od stalych materialowych warstwy i pdiprzestrzeni, mozna je
wzglednie latwo wyznaczy¢ z rozwigzania uktadu rownan (7.1) zgodnie ze wzorem (7.4).
Z powodu ztozonosci i duzej liczby wzordw o podobnym charakterze, z braku miejsca
nie cytujemy ich. Podstawienie wyznaczonych wspdlczynnikéw Bf danych wzorami (7.3)
do (5.9) i (5.10) z uwzglednieniem (7.2), (7.4) i (7.5) umozliwia nam napisanie transformat
Laplace’a koncentracji masy i temperatury zaréwno dla warstwy jak i polprzestrzeni,
Wykonanie odwrotnych transformat w przypadku ogdlnym, dla dowolnych czasow jest
mozliwe tylko w sposdb przyblizony. Poniewaz w praktycznych przypadkach interesuje
nas dyfuzja dla duzych czaséw ¢, wykorzystamy rozwiniecia asymptotyczne. Jako przyktad
wezmiemy nastepujace warunki brzegowe

(7.7 ' a(t) = a*H(t), q(t) = O¥H()

Przy tych zalozeniach otrzymujemy dla duZzych czaséw ¢ nastgpujace wzory na koncen-

tracje masy i temperaturg w poéiprzestrzeni z < 0

(7.8) Cyz,t) = C°+¥l~ o [a2 o} . Al) E*t 4+ —X+w,—
S ST 1) Rl R WO —

2 1 |

a:.l 1 _w%2+r2wf3) 1p§] + o2 tw%l (-T~ -

2 " Fa

—‘"1“)13) wi’+(- ) E™+

2

C'L)%l 2 2 - (wzl 2 2 _A
—+ """j*‘}‘wzz_rlwzs P+ | Wt rawa3 P2 | (s
: . : v\ 2 .
- o, .2 (1 I + wi 2 2 fox wi,
(71.9) Tu(z, 1) = TP +wi |- -— — | E*+| - =t ol —r ol |pi+|— —
Fy ra Iy s
" 1 1 w3 ,
—wi, +"2w%3) P} +wi, (T - ‘)—) E™+ (_ "'7_2‘1“ +w3—r wis) Y1+
1 2 L
w3y
+ ——’j‘—“wgz‘}‘"zw%s P2
2
gdzie
' z.,r";i( — = /T _
E* = El‘fc(— A I, wE= exp[rk]"riz—{—(l-k)zt]E.fc,*(-— -V ff--+r,4~’r).
) 27/t 2V

Wzory opiéuja,ce pole temperatury i pole koncentracji dyfundujacego skfadnika w warstwie
0 < z £ A mozna przedstawi¢ w przyblizeniu w nastepujacej postaci
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1 [
010 e =t g Roe o ) B B

6rky ro—r, r ry ryoor,

+ R (2)E, —E;) =Ry () E| —r, Ez)l s

1 ’ :1 N ’
(11D Ty(z 1) = T4 ———- [R,,T(»7-- - ﬂl-)—R,ﬂ.(.E‘ - EL) +

Fa—Ty ry ra
+ R r(Z)E;, ~E3)— Ry (2)(r  E, — 1, Ez)] »

gdzie

>z
I

1,1 1,1 1 1 1 /0t 1 1 1 o/l
oy wygFolwy;, R = oc_,r(a>12+w211/;+z) —|—o¢_(a)32+w41]/riz)‘

=z
I

ol (wls+ol ) riz+wlrk 2)_+oz‘(w;‘,3+wi3]/r—‘z+w§,r‘zz),
Ror = 0, +wly, Ry = (0l +wl,Yriz)+(wl, +wi)/rlz),
Ryr = w}3_+w§3+(w22]/r++w42'|/r_)z+(w“r++w31r_)z ,
E, = exp[(r)?t1Etfc(ry/t), k=1,2
- [+ AV rL + A5/ rE] +V [(A +A5)|/r +A |/1+]2_~4A [A (1 +r )+A41 r—1
’ 2[4,(rt +r)+A,rL 1]

wzory na wf; obliczamy z wyraZeri:

3
(7.12) Z kol = Y ol 5) ™Y, pdzie k= 1,2 i=1,2,3,4,
I=1
O*—0°, P, = M{— (710} +3.C))—,0%,
Py = @—62,

P, = (33O +92CH— (16O +7EC+ (y2 —y4) o™,

8. Whnioski

1. Wzory (6.8) i (6.10) przedstawiaja zaleZnoé¢ zmiany koncentracji dyfundujacego
sktadnika. Ze wzorédw tych wynika, ze wykladniki funkcji bledu sg wprost proporcjo-
nalne do glebokosci rozpatrywanego punktu i odwrotnie proporcjonalne do pierwiastka
kwadratowego czasu, ponadto zalezg od stalych materiatlowych. Wykladniki funkeji
bledu nie zaleza od warunkéw poczatkowych. Wielkosci P;, zaleza nie tylko od statych
materialowych ale réwniez liniowo od poczatkowych temperatur i poczatkowych kon-
centracji,

2. Istotna réZnica w poréwnanlu z dotychczasowymi rozwigzaniami zagadnien termo-
dyfuzji dla ciat statych polega na uwzglednieniu pola odksztalcer i jego wptywu na proces
dyfuzji.

3. Otrzymanie wynikéw liczbowych uzaleZnione jest od znajomosci statych materia-
fowych, ktére okresli¢ mozna tylko na drodze doswiadczalnej. Wykonanie obliczed ma
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sens dla konkretnych materialéw i przypadkéw, na ktdre istnieje zapotrzebowanie uspra-
wiedliwiajace poniesienie kosztow obliczen.

4. W przypadku kontaktu warstwy z pélprzestrzenia wykonanie odwrotnych trans-
format jest mozliwe tylko w sposéb przyblizony. Wzory (7.8) - (7.11) dotycza duzych
czasow.
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Pesome

TEPMOIOVIDPYIUA IIPU KOHTAKTE VYIIPYTOro CJIOA C ITOJIYIIPOCTPAHCTBOM

PaccmaTpusaercs npouecc repmoarddysHu npu KOHTAKTE ABYX YIPYLUX MONYIIPOCTPAHCTB, 8 TAKMKE
B CHCTEME COCTOSILLNM U3 CJIOS M MOIYIPOCTPAHCTBA B CIIyYac, KOr/la CBOGOMHAs TVIOCKOCTh CJIOS Harpy-
YKeHa HEKOTOPLIM pacchpejesieBHeM CHJI M Tera. s KBasu-CTALMOHADHOM 3aflaun KOHTAKTa IBYX
YIIPYTHX IIOJIYIPOSTPAHCTB IIOJYUEHO PEUIEHHE B 3aMKHYTOM BHIE, & B ClIyuae KOHTAKTA CJIOS M TONIY-
NPOCTPAHCTBA NPUOIMKEHHOe peleHue Uil GoNblmMx 3HAUeHuH BpemMenu.

¥
Summary

THERMODIFF USI‘ON IN A CONTACT OF AN ELASTIC LAYER WITH A SEMISPACE

A process of thermodiffusion is considered in contact of two elastic semispace and in a system consisting
of a layer and a semispace when the free bounding plane of the layer is loaded by a distribution of forces
and heat. For quasi-statical case the exact solution has been obtained for the contact of two elastic semispace,
and an approximate solution for large values of time for the contact of the layer and the semispace.
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1. Wstep

W literaturze znane jest pojecie wiezéw wewngtrznych dla materialow prostych [1, 2,
3, 4] jako pewnych ograniczen na klase dopuszczalnych deformacji. Ograniczenia te majg
posta¢ réwnad D(C) = 0, gdzie C jest miarg deformacji, a @: RS> R* 1 <k <6,
znang rozniczkowalng funkcja. Tak wprowadzone wiezy powoduja pewna nieokreslonoéé
naprezen. Zaklada sig, Ze tensor naprezenia T jest suma dwoch czionéw T = T+ T,
z ktérych jeden jest dany przez funkcjonat konstytutywny Ty = % (C(®), a drugi nazy-
wamy reakcja wiezow, [2]. Tak wigc z reguly zaklada sie, Ze ograniczeniom dla miar de-
formacji musza towarzyszy¢ stany naprezenia reakcyjnego, utrzymujace te ograniczenia.
Jednoczesnie zaklada sig, Ze praca tensora reakcji wigzéw T, na dowolnym tensorze
predkosci odksztalcenia c, zgodnym z warunkiem &(C) = O jest réwna O.

Tematem tego komunikatu jest zagadnienie wigzow wewngtrznych w materiatach
typu predkosciowego. Bedziemy rozwazaé material typu predkosciowego, ktorego rownanie
konstytutywne ma postaé

(n) (ri=1) . (m) .
(1.D I'=A,, T +...+A4,T+B,C+ ... +B,C,
() ’
gdzie T, i = 1,2, ..., n jest ita pochodna czasowa drugiego tensora naprezenia Pioli-

Kirchhoffa, 8, I=1,2,...,m Ita pochodna prawego tensora odksztalcenia Greena,
znane operatory 4,, ..., A,_4, By ,..., B, dzialajace z R® w R® moga zaleze¢ od Ci T.

Celem pracy jest wprowadzenie pojecia wigzow wewnetrznych dla materiatu zdefinio-
wanego rownaniem (1.1) i analiza przypadku szczegélnego tych wigzdw, ktéry prowadzi
do pewnych uogélniet pojecia niesciéliwoéci materialu. W pracy korzystamy z ogélnej
koncepcji wiezéw wewnetrznych podanej w [5]. Koncepcja ta polega na uwzglgdnieniu
sytuacji, w ktérych ograniczenia dla miar deformacji sa przedstawione w zupelnie ogdlnej
postaci, tj. postaci, ktéra nie musi wyraZaé si¢ przy pomocy ukladu réwnan. Obejmuje
ona réwniez przypadki, w ktérych moga nie wystgpowaé ograniczenia dla miar deformacii,
a mimo to, moga wystepowaé reakcje wiezéw.

5 Mech. Teoret. i Stos. 3—4/82
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2. Podstawowe relacje

Réwnanie (1.1) napiszemy w postaci

2.0 . o = Ae,
) (n—1) . (m . . .
glzieo=T,e=(T ,...T,C,....,C), A= A(C, T) jest znanym operatorem linio~

wym okre$lonym dla kazdej pary C, Tna przestrzeni E = R¥, k = 6(n+m—1) o wartosciach
w 2 = RC,

Definicja 1. Powiemy, Ze na wlasnoscima terialu okreslone przez (2.1) zostaly narzucone
wiezy wewnetrzne, gdy dana jest multifunkcja ¥': E — 2% o nastepujgcych wlasnosciach
1. K = domW% = {e|F(e) # D} jest niepustym, domknigtym podzbiorem E,

2. (Vee K)(#H(e) = {s}) = ((s = 0) A (K = E)).

Zbiér ¥(e) jest zbiorem wszystkich mozliwych reakcji wiezdéw odpowiadajacych deformacji
e e K, tj. bedziemy przyjmowaé, e '

(2.2) o= Ae+s, se'Ple).

Material, ktérego wlasnosci okreslone sa relacja (2.2) bedziemy nazywaé materialem
typu predkosciowego z przyrostowymi wigzami wewnetrznymi.

Definicja 2. Gdy K = E i (Je e K)(¥(e) #{0}), to ograniczenia narzucone na réw-
nania konstytutywne (2.1) nazwiemy quasi-wi¢zami.

W przypadku quasi-wiezéw nie ma ograniczef na e, a jednak wystepuje reakcja wiezéw s.
Sytuacje taka zilustrujemy na przykladach w nastepnym paragrafie.

Definicja 3. W przypadku gdy istnigje subrézniczkowalna [6] funkcja ¢ : E — R taka,
ze dla kazdego e & K zbi6r ¥(e) jest subrozniczka funkeji —w w punkcie e, tzn,
(2.3) Y(e) = —dp(e), Veek,

wiezy nazywamy wtedy subpotencjalnymi, a funkcje w nazywamy subpotencjalem wigzéw.
Relacja (2.2) jest rGwnowazna relacji

29 (y—e)-s+y(y)—yle) 20, Vyek.
Kropka w ostatnim wzorze oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni E. Z (2.4) wynika, Ze
2.5) yos+y(y) = e s+yle), Vyek.

Stad wynika:

Lemat: JeZeli przyrostowe wigzy wewngtrzne w materiale typu predko§ciowego sa
subpotencjalne, to wielkoé¢ e € K realizuje minimum funkcjonatu
(2.6) J¥) = y-s+p(y) na zbiorze K.
na zbiorze K.

PowyZsze rozwazania ogdlne zilustrujemy przypadkiem szczegblnym przyrostowych
wiezéw wewnetrznych,
!

3. O pewnym uogdlnieniu pojecia niescisliwosci

Rozwazmy przypadek szczegdlny réwnania (1.1), w ktérym n = 1, m = 1, tj. réwnanie
postaci

3.1 og=Ae, glzieo=T, A=B, e=C.
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W dalszym ciggu traktujemy wiec o jako tensor przyrostu (predkosci) maprezenia
oraz e jako tensor przyrostu (predkosci) odksztalcenia. Znany dla danej pary C, T opera-
tor A jest okreslony na przestrzeni E = RS,

Roztézmy tensor przyrostu odksztalcenia e na czes$¢ kulistg i dewiator
(3.2) e = e®+1e° gdzie ® e EP < E, (eR,
Analogicznie postgpimy z tensorem przyrostu napreZen ¢
(3.3) 6 =0+ 10° gdzie o®E® = E, o%eR.
Przyjmujemy rownania konstytutywne (3.1) w postaci
oP = APeP,
o® = A%eC.

gdzie A®: E— E, A°: R — R s3 znanymi operatorami. Narzucimy na (3.4) wiezy dane
. . . D

przez multifunkcje ¥ = (Yp, Ps), ¥o: EP =28, W,:R— 2%, ktére zdefiniowane

sg nastepujaca relacja

3.4

oP = APeP 5P,
3.5) 0% = A%°+p,
gdzie s € Pp(eP), p e ¥o(e%). o
Przyjmujemy, ze Ve, W,(eP) = {0}. Wtedy relacja (3.5) ma postaé
o® = A4PeP,

(3.6) 0% = A%°+p.
Wielkoé¢ p opisuja reakcje wigzow.

Niech w:R — R bedzie funkcja taka, Ze

Yole®) = —oy(e®)," Ve’e R,

Wtedy relacje¢ (2.4) mozZna zapisaé nastgpujaco: '
3.7 (r—ep+y@E)—pEe® =0, VreR,
gdzie p € — dyp(e®).

Rozwazmy teraz pewne przypadki szczegélne funkeji .

1. Przyjmiemy, Ze

0 dla r<b
w(r) = a(r—b) dlar>b, a=const, a>0.
Witedy
0 dlar<b
Wo(r) = {[~, 0] dlar="5
—o dla » > b.

Wykres funkgji w(.) oraz multifunkcji ¥,(.) przedstawiono na rys. 1.
Argument e® moze przybiera¢ dowolne wartosci. Reakcja wigzéw p € —dyp(e®) jest stala
dla e® > b.

Jak wida¢ sa to quasi-wiezy, bo nie ma ograniczen na dziedzing multifunkeji ¥, tzn.

. K = R, a jednak jest reakcja wigzdw. Material nie reaguje na wiezy, jezeli przyrost kulistej
y - \ .
5!
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v,
Rys. 1

czesci tensora odksztatcenia nie przekracza stanu b. Dla e® > b wystepuje reakcja wiezéw,
ktéra ma warto$é stala rowna —o, jezeli €2 > b.
2. Niech teraz :
0 dla r € b,
v() = {+oo dla r > b
Wtedy
0 dla r < b,
o) =1 R™ dla r = b,
1] dla r > b.
Funkcja (.) oraz multifunkcja ¥,(. ) sa przedstawione na rys. 2. Jezeli czesé kulista

e® przyrostu tensora odksztalcenia nie przekracza stanu b, to nie ma reakcji wiezéw.
Przekroczenie stanu b jest fizycznie niemozliwe.

Y
Rys. 2
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3. Przyjmijmy, ze

Bla—r) diar <a, f=const, >0
wiry=1{ 0  dlarelab]
a(r—a) dlar>b, o =const, a>0.
Wtedy
[ B dla r < a,
[0, 8] dla r = a,
Yolr) = {[—a, 0] dla r €(a, b),
0 dla r = b,
—a dla r > b.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy funkcji w i multifunkcji ¥,. W rozpatrywanym
przykiadzie, podobnie jak w przypadku 1, nie ma ograniczen na dziedzing multifunkcji
Ys; K = R sa to wigc quasi-wiezy. Jesli €° € (a, b), to nie ma reakcji wigzow, Niezerowa
reakcja wigzow pojawia sie, gdy e° ¢ (a, b).

Y
a b 0
2
|
|
i -oe ——
i
|
a b &
o
%
Rys. 3

4. Material ,,czedciowo’ niedcisliwy definiujemy nastgpujaco:
0 dla r € [a, b]
p(r) =
+c0 dla r ¢ [a, b].

( jest po prostu funkcja indykatorowa przedziatu [a, b].)

Wtedy
0] dla r <a
R* dlar=ua
Ya@r) =1 0 dla re(a, b)
R™ dla r=5»
4] dla r > b.

Przebieg funkeji p( . ) oraz multifunkcji ¥o(.) ilustruje rys. 4. W tym przypadku nie
jest mozliwe, by cze$¢ kulista przyrostu stanu odksztalcenia materiatu osiggneta stan e,
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ktéry nie nalezatby do przedziatu [a, b]. Uniemozliwiaja to reakcje wiczéw. Rozwazane
w tym przykiadzie wigzy sa wigzami w tradycyjnym znaczeniu tego stowa, gdyz

K =[a,b] # R.
[
a b e
]
|
]
{
o} b e
Yy,
i
' Rys. 4

5. Granicznym przypadkiem dla 4 jest materiat niescisliwy, [i], dla ktérego

0 dla r=20
1] dla r#£ 0

Il

p(r) = {
oraz

+co dlar<?0
!{fq(r) =1 R dla r =0
'Q) dla » > 0.

Rys. 5
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R_yéunek 5 przedstawia wykresy funkcji w(.) oraz multifunkcji ¥o(. ). Dla stanu e® = 0
reakcja wiezéw p moze byé réwna dowolnej liczbie rzeczywistej. Materiat nieécisliwy
nie moze osiagnaé stanu e® # 0,

Zauwazmy, ze ograniczenia (wi¢zy) nakladaliSmy tylko na cze$é kulista tensora przy-
rostu odksztalcenia, dewiator P tego tensora moze przebiera¢ dowolne wartosci z prze-
strzeni EP. '
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Pesmome

O BHYTPEHHGLIX CBSI3IX MATEPHAJIOB CKOPOCTHOI'O THITA

PaboTa mocBsilcHa B BEOSHMIO ITOHATHL BHYTPCHHLIX cBasel nst maTeppalia oNpeacJICHHOro ypas-
HCHHIEM

(n) (n=1) . () .
T=A,1 T + ... +AT+BnC+ ... +B,C

YIpoBeNeHHbIH aHAJIM3 YACTHOIO CIIyYast 3TIX CBA3CH BEAET K HEKOTOPOMY ODODIUEHHIO TIOHATHS HECIKM-
MaeMoro MaTepuaa.

Summary

INTERNAL CONTRAINTS FOR RATE-TYPE MATERIALS

The motion of the internal constraints has been introduced for materials governed by the equation

(n) (z=1) . (m) .
T= A"_1 T + ... +A1T+Bm C+ v +B1C

A particular case of such constraints leads to a generalization of the motion of incompressibie material.
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O BLEDZIE ROZWIAZAN PRZYBLIZONYCH
W MECHANICE

WiesLaw NAGORKO

Instytut Mechaniki
Uniwersytet Warszawski

W pracy rozwaza si¢ struktury matematyczne stosowane przy rozwiazywaniu zagadnien
brzegowych mechaniki. Rozpatruje si¢ pojecie rozwiazania przyblizonego oraz formutuje
metode szacowania jego bledu bezwzglednego w stosunku do nieznanego rozwiazania
dokladnego. Jako przyklad analizowana jest liniowa teoria sprezystoéei.’

1. Rozwiazania przyblizone

Wybrane cechy cial materialnych machanika bada i opisuje przy pomocy pewnych
przedmiotéw matematycznych. W niniejszej pracy przedmiotami takimi beda struktury
matematyczne nastepujacej postaci

(1.1 M = <X, F, ud
gdzie X, F sa podzbiorami w przestrzeniach Banacha, za$§ u jest relacja dwuargumentowa

H = XxF

Problemem mechaniki nazywaé be¢dziemy poszukiwanie dla ustalonego f, € F takiego
elementu x, € X, Ze

(1.2) ' (%05 /o) € .

Element x, jest wtedy rozwiqzaniem tego problemu.

Bledem bezwzglednym przyjecia za rozwigzanie problemu (1.2) pewnego elementu
x € domy jest

(1.3) &(x, X0, fo) = rrﬁ):(llx—xcll,llf—foll),
gdzie u, = {feF; (x,Neul

Jedng z ogblnych metod rozwiazania problemu (1.2) jest metoda aproksymacji pole-
gajaca na okresleniu nowej relacji ¢ aproksymujacej ex definitione relacje u.

W niniejszej pracy relacje aproksymujaca okreslimy przez ustalenie a > 0 tak, Ze dla.
kazdego (xo, fo) € u jest

(1.4) _ C&(x, %0, fo) S a.
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Problemem aproksymacyjnym dla problemu (1.2) jest wtedy poszukiwanie dla ustalo-
nego f, takiego elementu x, ze

(15) (x,fo)eﬁ.

Rozwigzanie (1.5) nazwiemy rozwiqzaniem przyblizonym rozwigzania (1.2). Tak okreslone
rozwigzanie przyblizone jest vogdlnieniem definicji wprowadzonej w [1].

JeSli nazwiemy pary (x, f) € pu procesami za$ x przyczynami i f skutkami lub reakcjami
to wtedy warunek (1.4) moZna wypowiedzie¢ jako Zadanie bliskosci w sensie normy roz-
nicy przyczyn i odpowiadajacych jej réznic skutkow. '

Sprawdzenie z definicji (1.4), (1.5) czy element x jest rozwigzaniem przyblizonym wy-
maga znajomosci odlegtosci ||x — x,|| migdzy nieznanym rozwigzaniem dokladnym a ele-
mentem x. Odlegto$é ta na ogc’ﬁ nie jest dana. Inaczej z odleglodcia || f~f,!| gdy2 znajac
x 1 u potrafimy okre$lié fa tym samym [|f—foll-

Trudno$é oszacowania ||x—x,|| usuniemy zakladajac, Ze mozliwa jest konstrukcja
funkcjonatu

(1.6) 8:X- R,,
spetniajacego warunki
(1.7) (Vxo, x € domp)[|[x —xo|| < 6(x, (xo € domé = (x0) = 0)].)

W przypadku istnienia (1.6) speiniajacego (1.7) warunkiem dostatecznym na to by x e
domu bylo rozwigzaniem przyblizonym jest -

(18) . max(é(x), Hf_fo”) €a

feny

Funkcjonat d nazwiemy funkcjonalem bledu. Przykiady konstrukeji takiego funkcjonatu
podamy w punktach 2 i 3.

2. Struktury liniowe

Niech teraz relacja u wystepujaca w (1.1) jest operatorem A € (X —» F) liniowym,
ograniczonym i odwracalnym. Operator A~! jest takZe liniowy i ograniczony. Ustalmy
tak jak poprzednio fu za$§ x, = A7 (fo). '

Z definicji normy operatora mamy

1% —xoll < [1A7HLHf~foll

dla wszystkich x e X i f = A(x).
Funkcjonat btedu (1.6) moZzemy przyjaé w postaci

(z.1) 3(x) = m|l4(x)—foll, _
gdzie m jest dane i m = ||A7Y||. Furikcjonal ten, okre§lony jest na calej przestrzeni X.

1> Zapis f: X > Y oznacza, ze operator f jest okre$lony w przestrzeni X, za$ f € (X » F) na przestrze-
ni X.
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Podstawiajgc (2.1) do (1.8) otrzymamy warunek dostateczny na to, by dowolne x bylo
rozwiazaniem przyblizonym

(2.2) [lA(x)—=foll < min (;ll a).

Dla pewnych operatoréw A4 wielkosé r = A(x)—f, nazywa sie czasami silami reakcji [3).

Z (2.2) wynika, Zze dla operatoréw 4 majgcych norme [[47!|[ mnigjsza od jednosci
mozliwe jest szacowanie btedu bezwzglednego e przez wielkod¢ sit reakeji. Inaczej méwiac,
jezeli m < 1 wtedy z tego, Ze ||7|| € a wynika [|x—X,|| € a. W przeciwnym razie, dla
m > 1 szacowanie takie nie jest prawdziwe. Wynika stad, 2e takze dla liniowej teorii
sprezystodci, ktora jest szczegdlnym przykladem struktury liniowej szacowanie bledu
przez sily reakcji bez obliczenia m nie jest uzasadnione.

3. Struktury w przestrzeniach Hilberta

W poprzednim punkcie podali$my przyktad funkcjonatu btedu zaleznego od sit reakcji.
Tak skonstruowany funkcjonal pozwala z wielkosci sit reakcji wyciaga¢ wnioski o wiel-
kofci bledu bezwzglednego rozwigzania przyblizonego. W tym punkcie zajmiemy si¢ inng
charakterystyka btedu bezwzglednego. o

Ustalmy pewng strukture <X, F, up, w ktérej X jest przestrzeniag Hilberta oraz

(x0, /o) € ph-
W celu okreslenia dziedziny funkcjonatu bledu rozpatrzmy dwie ortogonalne roz-
maitodci liniowe X, i X, tak, Zze dla kazdego x; € X;, x, € X, jest

3.1 (% =xo) (%2 —Xo) = 0.
Funkcjonal § okre§timy dla x zdefiniowanych w nastepujacy sposéb

(3.2) ,  x= % (x4 X2).

Przyporzadkowanie (3.2) jest jednoznaczne.
R6éwnosé (3.1) jest réwnowazna dia x spetniajacych (3.2) réwnaniu

1
X—%o|| = = 1]x; = x5l].
I oll 5 1%, — X2l
Roéwnowaznosé ta pozwala na okreélenie funkcjonatu bledu w postaci

63 59 = 5 lry—ll

1
W tym przypadku rozwigzaniem przybliZonym jest kazdy element x =—2—(xl +x3)
ktéry spelnja
1
(3.49) . max(—2—||x1~x2||, Ilf—foH) sa.
fep, ’

Przyklad konstrukcji ortogonalnych rozmaitosci liniowych podamy w nastgpnym
punkcie,
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4. Przyklad struktury w liniowej teorii sprezystosci

Zdefiniujmy pewng strukture liniowej teorii sprezystosci (T, F, 4). W celu skon-
struowania elementéw tej struktury podamy kilka definicji.

Niech £ bedzie regularnym obszarem w R>.

Oznaczmy przez X przestrzen wszystkich funkceji wektorowych x € (2 —» R3) klasy (C?
w Q iklasy C! w 2.

Niech dalej D bedzie pewnym niepustym zbiorem w X takim, ze wszystkie elementy
D sa odwracalne. Okreslmy M jako

“.1 M= {x:x=i-(d-1),iel, de D},
gdzie I jest zbiorem wszystkich izometrii przestrzeni R* obcigtych do codomd a 1 jest
identycznoécia w X. Elementy okreflone warunkiem (4.1) oznaczymy przez u i nazwiemy
przemieszczeniami. Najogélniejszym zbiorem (4.1) jest cala przestrzen X.

Niech T bedzie przestrzenia symetrycznych funkcji tensorowych e (£2 — R3*3)
takich, ze zachodzi warunek '
@n (Vte T)(fA,jk,t,jtk,dv < oo)

o]

gdzie t = (1)), Ay = Apa = Ayne = Ay, L7k, I=1,2,3.
Przestrzeh T nazywa sig przestrzenig naprezen.
Wyposazmy przestrzed T w iloczyn skalarny [2];

(4.2) 1112 = [ Aththdo.
0

Okre$lmy przestrzed F jako iloczyn kartezjadski Bx PxQ gdzie B jest przestrzenig
funkcji wektorowych ciagltych b € (2 — R®) P przestrzenig funkcji wektorowych prawie
cigglych p € (9,42 - R®) za$ Q = Xl|s,0. Przyjinuje sig, ze 8;2, i = 1,2 sa takie, Ze
0,200,02 = 202, 5,2n3,2 = 3. :

Elementy F oznaczaé bedziemy przez f = (b, p, q). Funkcje b nazywa si¢ sitami masowymi
a p obcigzeniami powierzchniowymi.
W celu okreélenia relacji A przyjmiemy, Ze dane sa operatory K € (T — Bx P) postaci
K(t) = (divt, t]y,qn)
gdzie funkcja wektorowa n € (8,2 — R?) réwna jest wersorowi zewnetrznie normalnemu
do 9,8 oraz L € (X - T) postaci

L(x) = -i— C(Vx+VxT)

gdzie ¢ = (¢;;) sg funkcjami skalarnymi okre§lonymi w £2 (stalymi sprezystoéci) spelnia-
jacymi warunki )
Ci_jkl = lekl = Cl_]lk = Chllj

1 .
Aljleklmn = 7 ((S[m(sjn'*_(s[n(sjm)’ ivja k, I’ m,n = l, 2, 3

Relacje 2 przyjmiemy jako
(4.3) (1. (b, p,q)) e A<= Fu e M)(t = Lu)| A K(1) = (b, p) A ulag = q).
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Dla struktur (T, F, ) formutuje si¢ problem (1.2) jako poszukiwanie dla ustalonego
(b, p, q) takiego t € T, ze

(4.9)

(4.5)

(t,(b,p,q) e A.
Oznacza to, Ze trzeba znalezé takie u € M, ze

t= % C(Vu+Vu™)

(dive, ta,on] = (b, p)

Ulo,g = q
vy
A
o b el
i I
¥ b & I |
l
|
!
1]
e
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|
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Poszukiwanie « € X spelniajacego (4.5) nazywa si¢ mieszanym zagadnieniem brzegowyny
teorii sprezystosci.

Dla problemu (4.4) sformulowaé mozna problem aproksymacyjny.

Zdefiniujmy w tym celu ortogonalne rozmaitoéci liniowe spetniajace (3.1). (Dla uprosz-
czenia pomijamy sity masowe).

Niech 7, bedzie naprezeniem kinematycznym dopuszczalnym

(4-6) K(tl) = (05 p)a
a t, naprgzeniem statacznie dopuszczalnym
4.7) Qus e M)(Iz = L(uy) A K(1;) = (0, tal0,0nm),  uzlo,0 = fl)

za$ 1, rozwigzaniem problemu (4.4).
Wykorzystujac (4.2) tatwo sprawdzié, ze zachodzi zwiazek

(1, —to)(t; —tg) = 0.
Zgodnie wiec z p. 3, jezeli za rozwigzanie przybliZone ¢ problemu (4.4) przyjmiemy
srednig arytmetyczng naprefer spelniajacych (4.6) 1 (4.7) oraz, Ze ¢ ;-(erz) e dom 2l
wtedy blad bezwzgledny rowny jest

(4. 6(t, fo, fo) = max -y (1lts Il 11 /~Fol

1
f= K(--2—(t‘+/2)), Jo = (0, p)
gdzie
Metoda opisana w p. 3 sprowadza si¢ w tym przypadku do zastapienia poszukiwania
rozwiazania (4.4) przez poszukiwanie rozwigzan (4.6) i (4.7) za$ blad bezwzgledny roz-

. . . 1 . .
wigzania przyblizonego 5 (ty+1¢;) rowny jest (4.8).
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Summary

ON APPROXIMATE SOLUTIONS IN MECHANICS

Mathematical structures applied in solutions of mechanical boundary value problems are considered.
A notion of an approximate solution has been formulated as well as a method of estimation of error with
respect to unknown exact solution. As an example the kinear theory of elasticity has been analized.
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'O PROPAGACJI FAL NAPREZENIA W SPREZYSTO-PLASTYCZNYM
PRZEWODNIKU PODDANYM DZIALANIU RUCHOMEJ SIEY MASOWEJ
W OBECNOSCI POLA MAGNETYCZNEGO

KRrRzZYSZTOF PODOLAK

IPPT PAN

1. Wstep

Rozwéj technik wytwarzania silnych p6l magnetycznych [1] spowodowal znaczny
wzrost zainteresowania badaniami na temat wzajemnego oddziatywania pol natury elektro-
magnetycznej z polami odksztalcen mechanicznych w cialach statych. Przyymuje si¢, Ze
rozwaZania nad tematyka okreslana jako elektro- i magnetospr¢zysto$é zapoczatkowala
praca [2]. Od czasu jej ukazania si¢ opublikowano znaczng liczb¢ prac w tej dziedzinie.
W liczbie tej zndjdujq si¢ réwnieZz opracowania monograficzne, jak na przykiad [3, 4, 9].

Wyniki badad o charakterze poznawczym oraz stosowane procesy technologiczne
[1, 5] éwiadcza o tym, Ze oddzialywanie pdl elektromagnetycznych i mechanicznych w os-
rodku moze prowadzi¢ do pojawienia si¢ w nim odksztalceq trwatych. W badaniach
tego rodzaju procesdéw niezbedne jest korzystanie z teorii plastycznosci, stad tez dziedzing
obejmujgca te badania nazywa si¢ elektro- i magnetoplastycznoécia [6]. Dziedzina ta
w poréwnaniu z elektro- i magnetosprezystoscia charakteryzuje si¢ znacznie mniejsza
liczbg publikacji i zupelnym brakiem opracowad monograficznych.

Zaleznie od celu, do jakiego stuzy wytworzone pole elektromagnetyczne, towarzyszace
mu odksztalcenia plastyczne osrodka mogg by¢ traktowane jako niepozadany badz jako
zamierzony efekt. Przykladem pierwszego typu dzialania pola jest wywolane przez nie
plyni¢cie materialu uzwojenia cewek w elektromagnesach stuzacych do wytwarzania pol
magnetyq’znych o duzych natezeniach [1]. Drugi typ dzialania dotyczy przede wszystkim
technologicznych proceséw formowania plastycznego [5, 7].

W ostatnim przypadku pole elektromagnetyczne ma dwojakie zastosowanie. W pierw-
szym zastosowaniu spelnia jedynie role pomocnicza, ktérej celem jest uzyskanie pozadanego
rozkladu naprezen w obrabianym plastycznie elemencie. Podstawowym Zrédiem sit czyn-
nych moze by¢ tutaj materiat wybuchowy, W drugim zastosowaniu pola stanowi jedyne
zrédlo sit, za pomoca ktérych realizowany jest proces obrdbki plastyczaej.

Pole elektromagnetyczne stosowane w procesach obrébki plastycznej ma zwykle
charakter impulsowy [5, 7]. Wytworzone przez odpowiednio skonstruowang cewkg pole
wnika do wnetrza obrabianego przedmiotu (bgdgcego przewodnikiem) wzbudzajgc w nim
prady wirowe. Wzajemne oddzialywanie pola i pradéw przejawia sig pod postacia sit
dzialajacych na ten przedmiot. '

6 Mech. Teoret. i Stos. 3—4/82
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W przedstawionych nizej rozwazaniach zbadano niestacjonarne dziatanie pola magne-
tycznego wnikajacego do wnetrza obrabianego elementu przewodzacego, w procesie
plastycznego formowania. Dziatanie pola zmodelowano za pomoca poruszajacego sig
obcigZzenja masowego o zmiennej intensywnoéci. Uproszczenie to pozwala uniknaé ba-
dania zlozonego (por. [5] i cytowana tam literatura), nieliniowego zagadnienia dyfuzji
- pola magnetycznego i jego oddzialywania ze wzbudzonymi pradmi oraz polem odkszta%ceﬁ‘
w osrodku przewodzacym. Z uwagi na to, Ze w odniesieniu do wymiaréw powierzchnj
obrabianych elementéw, glebokosci na jakie wnika pole sa zwykle mate (por. [5]), mozna
rozpatrywany tu proces traktowaé jako pozprzestrzenianie sig plaskich fal naprezenia
w poélprzestrzeni przewodzgcej, umieszczonej w pierwotnym polu magnetycznym.

Przedstawiony wyzej model oddziatywar, uzupelniony dalszymi zaloZzeniami uprasz-
czajacymi stuzy do pelnego sformulowania zagadnienia, ktore podano w § 2. Paragraf 3
przedstawia rozwiazanie tego zagadnienia w przypadku, w ktérym wystepuja tylko od-
ksztalcenia sprezyste. Rozwigzania te oraz odpowiednie zaleznodci obowigzujace w obsza-
rach odksztalcen plastyéznych i odcigzenia wykorzystano w § 4 do okredlenia granic
obszaru odksztalcen plastycznych. Rozwazania zawarte w wymienionych dotychczas
paragrafach ilustruje przyktad liczbowy, ktory zamieszczono w § 5. Koficowy § 6 poswie-
cony jest omoéwieniv wnioskéw wynikajacych z przeprowadzonych ro;waZali.

2. Analityczny opis zagaduienia

2.1. Zbadamy rozprzestrzenianie si¢ fal naprgzenia w spreZysto-plastycznym o$rodku
przewodzacym, umieszczonym w stalym, pierwotnym polu magnetycznym. Zatozymy, Ze
badany o$rodek ma postaé pdlprzestrzeni oraz, Ze pozostala czgsé przestrzeni stanowi
préznia. Ruch o$rodka spowodowany jest przez przemieszezajace si¢ obcigZenie masowe,
roztozone wewnatrz warstwy ograniczonej dwoma plaszczyznami odleglymi od siebie
o odcinek dtugoéci L i réwnoleglymi do granicy pdiprzestrzeni.

Przebieg powstatego w tych warunkach procesu falowego rozwazany jest w ramach
teorii malych odksztalceni sprezysto-plastycznych. W opisie sprezystego zachowania sig
oSrodka korzystamy z liniowej teorii sprezystosci. Opis ruchu ofrodka w zakresie od-
ksztalcen plastycznych oparto na deformacyjnej teorii plastycznosci z uwzglednieniem
liniowego wzmocnienia. O powstaniu odksztalcen plastycznych w osrodku decyduje
spetnienie warunku Hubera-Misesa.

Wprowadzimy uklad wspdhzednych prostokatnych X;, X,, xi, ktérego dwie osie
X3, X, leza na powierzchni granicznej pSlprzestrzeni, natomiast o§ X; skierowana jest
w glab ofrodka (patrz rys. 1). Przyjmiemy ponadto, Ze 0§ x; ma kierunek zgodny z wek-
torem pierwotnego pola indukcji magnetycznej B,. _

Odnoénie do obcigzenia przyjmiemy, ze w chwili 7 = 0 zaczyna ono wnikaé do wngtrza
osrodka ‘a nastgpnie porusza si¢ w dodatnim kierunku x; ze stata predkoscig w. Inten-
sywno$¢ f3(wi—X,) sity wymuszajgcej zmienia si¢ wzdiuz grubosci warstwy (patrz rys. 2),
nie zalezy natomiast od zmiennych X, , X,. Zmienno$é ta charakteryzuje si¢ wystgpowaniem
jednego maksimum w odlegtoéci L, od czola obciazenia. W utworzonych w ten sposéb
dwéch przedzialach intensywno$é zmienia si¢ monotonicznie, jak pokazano na rys. 2.
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Przyjmiemy, ze w opisywanych warunkach wytworzy sie jednoosiowy stan odksztat-
cenia, analogiczny do rozpatrywanego w [8]. .

Odnoénie do wlasnosci elektromagnetycznych osrodka zatozymy, ze charakteryzuje
sig on doskonaly przewodnoscig, nie wystgpuja w nim ladunki swobodne oraz prady

o f(wi-%,)
\ L o 2_) T o }\\
T YL K% 7
re = P N
N\ /A\Q1 o ; \
| L P k
T Ktunet . 3 L |
| obszar dziatania ) s |
T sity [ masowe) | e =
%2 { L Jl = l %,
- A :rw_ 0 i
Lv‘« L= ol
- N S —
Rys. | - Rys 2.

przesuniecia s3 pomijaine. Jedna z konsekwencji przyjetego tu zalozenia o powolnosci
ruchu jest to, Ze efekty oddzialywania mechano-elektromagnetycznego sa mate. Dzieki
temu mozna wektor catkowitej indukcji magnetycznej B przedstawi¢ w nastepujacej postaci

2.1 B = By+b,

pdzie b jest wektorem zaburzenia pola indukcji, spowodowanego przez proces falowy =
w przewodniku oraz
Pl
1By
Zwigzck miedzy wektorem indukcji magnetycznej i wektorem natgZenia pola magne-
tycznego H przyjmujemy w postaci

(2.2) B = uH,

gdzie p — wspolezynnik przenikalnosci magnetycznej osrodka.

Z zatozenia (2.1) korzystamy przy linearyzacji réwnati (por. [8, 9]), ktére opisuja
badane zagadnienie. :

2.2 Ogolny uklad rownan opisujacych zjawisko oddziatywania pola elektromagnetycz-
nego z przewodnikiem jest cytowany w licznych publikacjach (np. [8, 9]). Nizej ograniczymy
si¢ do podania réwnan, ktére uwzgledniaja tylko oddzialywanie o charakterze dynamicz-
nym wystepujace w tym zjawisku. Réwnania te po dokonaniu uproszczenh wynikajacych
z wyszezegolnionych wyzej zaloZent sprowadzaja si¢ do nastepujacej postaci §cisle odpo-
wiadajacej rozwazanemu tu przypadkowi.

Pola w przewodniku speliaja zaleznosci:

(2-3) 53,t_/a;c333,3 = Fs,
(2.4) 5;53,3_033,1 = 0,

(&
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gdzie

75, 033 — skladowe wektora predkosci i tensora napreZenia — przecinek uzyty w ip-
deksie danej wielkosci oznacza jej pochodng czastkowa wzgledem zmiennej stojacej po
przecinku,

1 (E,+0a2)/oE,, « = s —zakres odksztatcen spreZystych i odciazenia,
. (E,+0a2)|gE,, o = p— zakres obcigzenia plastycznego,

1 =

?(4G+3K), o =S,
E, = L

—3—(4G,,+3K)," o =p,
K=1+26,

3
- —a ,U«]EIg[_
4T g

Hy, — sktadowa wektora natezenia pierwotnego pola magnetycznego w przewodniku,
w kierunku osi x,,
G, A— state Lamé, G — modul wzmocnienia, g — ggstos¢ poczatkowa osrodka,

fa(wt—X,) — zakres odksztalceri sprezystych i plastycznych,
Fy =14 a%(G~G,) do%s + - - L
3 _EM_)_ 933 +f3(wt—X3) — zakres odcigzenia,
3 EE, dxs .
o33 — sktadowa tensora naprezenia na froncie fali odéiqienia.
Wektor natezenia pola magnetycznego mozna przedstawi¢ w postaci analogiczie;
do (2.1)

(2.5) H= H,+h,
gdzie

H, = (Hy,,0,0), & = (hy, i, hs) — wektor zaburzenia pola magnetycznego.
Wynikaja stad nastepujace réwnania pola elektromagnetycznego w przewodniku

h, = —Hy, €33,
(2.6) Lo
hz = h3 = 0,
_ﬁl = ES = 07 ’
@n _ o
E2 = _"—%vS-H‘Olv

gdzie g5; — sktadowa tensora odksztalcenia,

'E = (E,, E,, E;) — wektor natgzenia pola elektrycznego w przewodnikuy,
¢ — predkosé swiatlta w prézni,
w3 — skladowa wektora predkosci przemieszezenia o§rodka w kierunku osi Xj.
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Pole elektromagnetyczne w prézni opisane jest przez réownania
= 1 - -
(28) h]‘,ss— "ETh'JL.n‘ = O’ h; = :; =0,

—_— - | —
(2,9) E]F = E:;) = 0, E2*.33-‘ —E_z—EZ'” = 0,

gdzie
FT ,_/;‘2" 713 — skltadowe wektora zaburzenia pola magnetycznego
EF, E¥, E} — skladowe wektora natezenia pola elektrycznego.

Warunki brzegowe dla x; = 0:

(2.10) Iy = hf = —Ho, €33,
.11 E, = B} = -~ £ Hos,
(2.12) 5’33 = O.

Przedstawione réwnania wraz z warunkami brzegowymi i poczatkowymi opisuja
szczegdlny przypadek propagacji plaskich fal naprezenia (por. [8]). Przy konstrukeji
rozwigzania tego ukladu réwnan korzystano z metody charakterystyk.

W obliczeniach przyjeto tréjkatny rozkiad intensywnosci sity masowej, ktéry na rys. 2
zaznaczono linig przerywana. Intensywno$¢ mozZzna wyrazi¢ analitycznie w nastepujacy
sposob

(Py —
|]_: (wt—x3)—dla wt—L, < x5 < wt,
(2.13) faii—x)=1"
| Lo [L—(wi—%y)] —dla w—L < ¥ < Wt—L,.
| L. |

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenie, przydatne przy tworzeniu wielkoscei bezwymia-
rowych
(2.149) ai = c?+ai,
gdzie

, A4G+3K
= -G%£ — predko$é podtuznych fal sprezystych.

2.3 Otrzymane rozwigzania przedstawiono za pomocg ukladu nastgpujacych wielkosci

bezwymiarowych :

53 g }3
V=, g = ,_33 N X = —,
ag Oo L
ta L L, W
2.15) 1=—f, Li=-=2t, L,=-2, w=-—,
: L L L ag
5.7 - p 2
Po ap A 2 o1
PO_ =7 9 ap ==, Q4 ==, H01= ="
4 E
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. G G E, E

(215) G=-_ ’ Gn = - ? s E\* = -:, E,, = _;’f__’

[Cd.] (a1} To Op o
A.\* = A:‘(:.Oagz, Ap = A,,O'O(-]EI.

gdzie

oo — wartosc granicy plastycznosci w probie rozciggania.

3. Rozwiazanie zagadnienia w przypadku sprezystych odksztalcen

Na pehne rozwigzanie przedstawionego wyzej problemu skladaja sig¢ dwa elementy
(por. [9]): rozwiazanie statyczne zagadnienia magnetosprezystosci, wynikajacego z istnienia
pierwotnego pola indukcji magnetycznej w przewodniku oraz rozwigdzanie zagadnienia
propagacji fal naprezenia wywotanych przez ruchome obcigzenie masowe w Sprezysto-
plastycznym o$rodku przewodzgcym, umieszezonym w polu magnetycznym. W dalszej

Rys. 3

czeéci pracy ograniczymy si¢ do podania rozwigzania zagadnienia dynamicznego, uwzgle-
dniajac rozwigzanie problemu statycznego jedynie w przypadku formulowania warunku
uplastycznienia materiatu przewodnika. Z tego wzgledu réwniez rozwigzania przypadku
sprezystego zamieszezone w tym paragrafie reprezentuja tylko cze$é dynamiczna zagadnie-
nia, Celem ich przedstawienia bedziemy postugiwaé sie schematem podanym na rys. 3,
gdzie obszary, w ktérych obowiazuje inna postaé rozwiazania oznaczono réznymi cyframi
rzymskimi.
Obszar 1

(3.1) o =0, o =0.

obszar niezaburzony.
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Obszar 1I

1
on = =58 (x=1)  w= —Aoy,

3.2
(3.2) P, w?

_Q = -—— "
VUUAL 1—-w?
intensywno$¢ naprezenia jest funkcjg rosnaca czasu.
Obszar 111
1

o = 593 {[W(X—t)‘l‘ 1 —Lz}, v = ~Agony,
(3.3)
Q, = Pa L
ALy 1—w?’
intensywno$¢ napreZenia jest funkcjg rosngcs czasu.
Obszar IV
(3.4) o= = B o= — Al
24(1—-w?)"’ §
Obszar statych warto$ci naprezenia i predkosci przemieszczen.
Obszar V
Oy = —%.Qz[(x—wt)-l-w(x—t)]x,
3.5

Vy = —*%—A;QzW(xz‘-tz), Qz =

intensywno$¢ napreZenia jest funkcja rosnacg czasu.
Obszar VI

(3.6)

P,
vy1 = —Agov, £,

_PL;-
AL, 1+w’

i 2 |
O'v[ = —2—.{24{141 W2 (x‘—t‘l‘ %) +L2[(x"'wt)2 —‘Ll]},

1

prostej o réwnaniu
(3.7 X = mi—b,
gdzie '
_ w
T wL,+L,’

T ALL, 1-w?
Intensywno$é napre¢Zenia jest rosngca funkcja czasu.-w czgSei obszaru

L,

= L+ L

259

lezacej ponizej

W czgéci obszaru polozonej powyzej prostej (3.7) (rys. 4) intensywno$¢ naprezenia jest

malejacy funkcja czasu.

Obszar VII
0
Oy = —ﬁz— [((x—w)*—L,],
(3.9) 0
A
Oyn = — le;

intensywno$é naprezenia jest malejaca funkeja czasu,

[w(x—wt)— L];
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Obszar VIII

o Lex x—wt+1+w(x—t+i
VI T A L1+ W) will

P 1
Dy = fz(lo-l-—W) [(x—wt+ Dwt+ (x—t+;) wx—(x—wt+L1)];
intensywno$é naprezenia jest malejaca funkcja czasu.

Obszar IX

(3.9)

(J‘D( = -"%Q:;(X"—Wt'i’l)za
(3.10) )
vy = 5 A3 W(x—wt+1)2 +(1=w) Lo];

intensywnos$¢ naprezenia jest malejaca funkcja czasu.
Obszar X :

T 2(14w) T

Podane dotychczas rozwiazania stanowig podstawe dalszych badan majacych na celu

okredlenie warunkoéw powstawania odksztalceni plastycznych, wyznaczenie granic obszaru
odksztalcenr plastycznych i rozwiazan wewnatrz tego obszaru.

(3.11) ox =0, ox

4. Analiza rozwigzania w przypadku wystepowania odksztalceri plastycznych

4.1 Jezeli wielkosci charakteryzujace rozpatrywany proces spelniaja warunek
(4.1) HZ, < 8u(1—9) [(1 =20+ ) + 3u2(1 =) 3,

to uplastycznienie materialu przewodnika moze nastapi¢ tylko w skutek dzialania obcia-
senia masowego. Dalej bedziemy zajmowaé si¢ wylacznie takim przypadkiem.

# Warunkiem pojawienia si¢ odksztalcen plastycznych w tym przypadku jest speinienie
nieréwnosci: :

(42)

1-2y°
gdzie
0 = (1—9) (4= 3p2x2)E — (1 — 20+ wy),
H3,
X = dn .
4.2 Parametry okreslajace obcigzenie masowe wplywaja na postaé obszaru odksztatcers
plastycznych na plaszczyinie fazowej x, . Wplyw ten mozna najlepiej uwidocznié przez

podanie warunkdéw dacydujacych o wystepowaniu fal obciaZenia plastycznego w poszcze-
gdlnych obszarach plaszczyzny fazowej przedstawionych na rys. 3. W tym punkcie uwzgled-
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nimy jedynie te zalezno$ci opisujace falg obciazenia plastycznego, do wyznaczenia ktorych
wystarcza znajomo$¢ rozwigzania przypadku odksztalcen sprezystych.

Warunkiem postania fali obcigZzenia plastycznego w obszarze II jest spelnienie nie-
réwnosci
PoLy A0

(4.3) Tp— > T

Fale tg reprezentuje prosta opisana rownaniem

(4.4) Ho=7— 19?,
gdzie
6
Y= aome;
Przedtuzeniem fali (4.4) w obszarze V jest tuk krzywej o réwnaniu
1 + w '292
*) | SRR TR
gdzie
2]
Py = .
T (0=2n0,
Wspotrzgdne punktu poczatkowego fali (4.5) sg nastepujace:
192 1I2 1 + 2W 192 )1/2
4.6 = = — N5 -
(4.6) %o (1+3w) o W 1+3w

Powstanie fali obciaZzenia plastycznego w obszarze III jest uwarunkowane przez speI-‘
nienie nastgpujacej nierownosci:
A0 Py . PoLy A0
< .
—2v ~1=w? ' T-w? S1-2

4.7

Prosta reprezentujaca tg fale opisana jest przez rownanie

“.8) Cx =t (B 1],
gdzie |
"=
PrzedluZeniem fali (4.8) w obszarze VI jest tuk krzywej opisanej przez réwnanie
4.9) L, w'Z(x—t+ %)2+L2[(x—wt)2—L1]+19'4 =0,
gdzie ‘
D4 o

= (1——2;)?4—.
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Punkt poczatkowy fali (4.9) wyznacza sig obliczajac wspolrzedne punktu przeciecia

krzywej (4.9) z prosta opisang przez réwnanie

(wH+wL, +L)w - - 2wL,
4.10 . X o= o e f e .
( ) * 2w2L, 4 Ly(14w) 2wiL +L,(1 +w)

4.3 Konstrukcje dalszego przebiegu fali obciazenia plastycznego przedstawimy opie-
rajac sie na przypadku, w ktédrym spetniona jest nieréwnosé (4.3). Z przypadku tego wy-
nikaja pozostale konfiguracje obszaru odksztalcen plastycznych, z jakimi mozemy mieé
do czynienia w badanym zagadnieniu.

t 7
N/ ix‘-/
4 £/
¥ /
/\ ) obszar g
odksztatcen plaslycﬁnych
vim
T
A
\‘>:,_/\ V1 ¥
\.,4/_ g
L
w7 Ix
<. ) \0'\\ \\\\.‘3\/
~\\\ \\\ ~
v e N
AN

Rys. 4

Krzywoliniowy odcinek fali obcigzenia plastycznego, zawarty migdzy punktem po-
czatkowym (xy, p) fali odciazenia i punktem o wspdtrzgdnych (4.6), wyznaczamy na pod-
stawie zwigzkow wzdiuz ujemnych charakterystyk dla obszaru odksztalcen plastycznych
oraz dodatnich charakterystyk sprezystych (patrz rys. 4). Poszukiwany odcinek fali jest
podzielony na dwie czesci przez charakterystyke o rOwnaniu

L
4.11 = —-—1.
4.11) x ==

Kazda z tych czeéei jest opisana za pomoca innej zaleznodci. Luk polozony w obszarze V
(patrz rys. 4) jest reprezentowany przez réownanie

4.12) R x*—2R, Xt + 2R3 12+ 2Ry(x +a, 1) (W (x +a,t)*— U 3,))° +Rs = 0,
gdzie _

Ry = (Upay ') [a,(1+w)—w(l—a,)]+2w3(l —a,),

Ry = a,w[(Uya;*)?—2w(1—a,)], A

Ry = ajw¥(l—a,),

Ry = w?(1=a,),

Rs = U[w(l +a,)+a,(1+w)]d,,

U, = a,la,(] +w)+2w].

i

I

i

I
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Odcinek fali obcigzenia plastycznego polozony w obszarze VI jest opisany przez row-
nanie
(4.13) S, x* =28, xt+ 2832+ 45,(x — ) +28s(x +a, 1) [W(x+a,1) — U, #,]'12+ Ss = 0,
gdzie
S, = (a;'U))* {2a;w? Ly + [a (1 +-w) (I —=w+a)— w(l —w)] Lo b+ 2w (1 —w) (1 —a?) L,,
Sy = a,w{(ay'U,)*[2a,wl; + [a,(! +w)+ (I =w)] L] - 2w (1 —w)(1 —a}) L, },
Sy = aiw?[(a; ' U)*+w(l —w)(1 —a3) L],
S, = wU3L,,
Ss = w(l—w)(1-ap)L,,
Se = 2U L3+ (1 —=w)(1+a,)U,[a, ' U, — (1 —aywllL, 9.

Fala obciazenia plastycznego w omawianym przypadku jest reprezentowana na plasz-
czyznie fazowej (patrz rys. 4) przez poélprosta (4.4) oraz trzy odcinki krzywoliniowe,
opisane rownaniami (4.5), (4.12), (4.13). Odcinek krzywej (4.13) ma wspdlny punkt z fala
odcigzenia; wspotrzedne tego punktu oznaczono symbolem (xg, fy). Analiza wyrazenia
(4.13) wskazuje, ze punkt ten lezy w skonczonej odlegtosci od powierzchni poiprzestrzeni.

4.4 Znajgc postac fali obcigZzenia plastycznego mozemy wyznaczyC rozwigzania w czeéci
obszaru odksztalcen plastycznych. Z uwagi na ztozona strukture tych rozwigzad oraz
duza liczbe obszardow, w ktérych rozwigzania przyjmuja rézng postaé ograniczymy si¢ do
omoéwienia sposobu ich otrzymywania podajac tylko niektore z nich. Do tego celu wy-
korzystamy schemat przedstawiony na rys. 5. Bedziemy rozwazaé przypadek

(4.14) w<a, <l

Procedura wyznaczania pdl napreZenia i predkosci przemieszezen w innych przypad-
kach ma zblizony charakter,

Rysunek 5 przedstawia czg$é ptaszczyzny fazowej zawierajaca fragment fali obcigzenia
plastycznego poloZony najblizej powierzchni przewodnika oraz poczatkowy odcinek fal

t

o

Rys. 5
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odcigzenia. Oznaczmy przez i,;, tp, i Ip3 punkty polozone na linii reprezentujacej falg
obcigzenia, w ktérych biora poczatek dodatnie charakterystyki dla obszaru odksztalcen
plastycznych. Odpowiednio w punktach #y,, fy,, fy3 maja poczatek charakterystyki
uiemne. Poszukujemy rozwigzan w punktach (x, ¢) lezacych wewnatrz obszaru odksztalcen
plastycznych powstalych przez przecigcie wymienionych charakterystyk. Korzystamy
w tym celu ze znanych wielkosci naprezenia i predkosci przemieszczen na fali obcigZenia
plastycznego oraz scatkowanych zwiazkow wzdluz charakterystyk dla obszaru odksztalcen
plastycznych.

W czgsci obszaru odksztaleen plastycznych ograniczonej przez falg obcigzenia plastycz-
nego (4.4) i charakterystyke dodatnig opisang réwnaniem '

a w
X = f— L2
(4.15) X =yt —
wartosci sktadowych naprezenia i predkosci przemleszczen sg stale 1 réwne tym, jakie
wystepuja na fali (4.4).
Rozwigzanie w punkcie (x, ¢) przecigcia charakterystyk zaczynajacych si¢ w ¢,, i ty,,
potozonym w obszarze przyleglym do krzywej (4.5), ma nastgpujaca postaé

(4.16)  o(x, 1) = "ﬂ ['Uv(tpl) ﬁ_gv(tpl)] 2A [vv(’m)'*' A—Uv(tm)}

17

[2a, + (a,— witi, + (a, + Witi +2(Cptyy — Cuty )],

-4 L1

1

@11 o) = 1 ovt = 2|+ 4 vt + 2oyt |+

Py
+ ar; [2w1Z —4xt+ (a,— w2, — (a,+W)thy +2(Cptpr + Cytny)l

gdzie

A ' Py
wltn) = G ovn) = = 5 Ty |
l7

P

A[(1+w)d, +a,wA] +
F2C, 11 [(a,+a,w—w) A, + 2w A+ 12,a,[(a, +a,w—2w) A, + waZ— w) )},
A P
t el 2N =-___ 0
'UV( N1)+ ap UV(tNl) 2AngaD(lj"W)
—2Cytyi [(ap+a,w+w)A,—azwA)+tia,[(a,+a,w+2w) 4, —wlai—w) 4],

{CRI+w)d,—a,wA])+

C,=x—ayt, Cy=x+a,t,

Uyt {—C,0,~[(wC,)>~ U, ,)'1},
Iyl = Ui—l{CNQI—[(WCN)Z_UlﬁZ]”Z}’
0, = a,(l+w)+w,

U, = a,[a,(1+w)—2w],

0, = a,(1+w)—w.

I
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Podobnie rozwigzanie w punkcie (x, ¢) powstalym z przecigcia charakterystyk zaczy-
najacych si¢ w t,, i fy, przyjmuje postac

p

. y . . y _
4.18) olx,t) = — :,;% {'Uv(tm) - Tp Ov(tpx)] + ‘Qajn‘ l'vll(th)'l‘ —aldll(th)] —

P,a
T4 17;l

Cz
[2a P+ (a,—w) 2, +2C, 1, — -»apJ:w—_l,

4.19)  o(x,t) = ; [vv(tmj)_“. 2—"' UV(Ipl)] -+ % [vu(fwz)‘*‘ %Ull(th)] +

r

+f— R2wr? —dxt+(a,—w)t2, +2C,t,, + - Ci
4L1 14 Pl rpl a,+w ’

gdzie

aAA 2

4,
Vultns) + P oulty,) = 2
iy a, iz 2a =2,

Rozwiazanie w punkcie (x,t) przeci¢cia charakterystyk zaczynajacych sig¢ w 1, 1 fy3
ma nastepujaca postac

l A A,
4200 o(x, )= — 2%;— [UVUM)_ a—pav(tn)] 2A ['zf’u(trvs)'f' — Un(trva):l

Poa

C? R
4A L [ +(a,,—w)t§l+2C,,t;l].

a,—w

@20 ox0 = £ ot 2oyt + [entin + o o)+

P C?
4[(4)1 [;ﬂtl_‘ (a —W)t +2C0tpl]s
gdzie
A4, a,A,—A e
oultvs) 7 roultg) = =550 78

Rozwiazania w pozostatych cze$ciach obszaru odksztalcen plastycznych majg zblizony
charakter do tych, ktére przedstawiono wyzej.

4.5 W punktach 4.2 i 4.3 podano zaleznoséci opisujace fale obcigzenia plastycznego.
Laczy si¢ ona z fala odciazenia w punkcie (xy, ty) przeciecia krzywej (4.13) i prostej (3.7).
Na podstawie rozwazan opisanych w [10] mozna wykazaé, ze poczatkowy odcinek fali
odciazenia lezy na prostej (3.7) (przy zatoZeniu a, > m). Wyznaczajac zaleznosci okresla-
Jjace stan napreZenia i predkosci przemieszczen w punktach nalezacych do tej prostej
korzystamy ze zwigzkéw wzdtuz dodatnich charakterystyk dla obszaru odcigzenia i ujem-
nych charakterystyk dla obszaru odksztatcen plastycznych (patrz rys. 4). Otrzymane ta
droga wyrazenia dla wymienionych wielkosci przyjmuja postaé
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(4.22)

(4.23)

gdzie

© K. PoboLak

B )
_ "21,‘31%?—%“2')71“- (2E, Ly~ (1+w) Ly(x—wi)? — 21, [w;(x— 0412 -
(1= W) Ly + ) (= ) =2Cy (1= 1)),
o) = MO
et AHC O 1+ A () 4 = 3)=2Cy el
3Pya, E,

22“-];—(]‘* \vi)_/]_ {2L1 Lz - (l -+ W)Lz(x — “1[)2 —'2L‘ [)V(x—' f)+ 1]2} ,
142

X+b
p= "1,

m
A = 3a,E.+E,)+4a53(G-G,);

pozostale oznaczenia jak we wzorach wyzej.

Korzystajac ze znanych na podstawie (4.22) i (4.23) wartosci naprezenia i predkosci
przemieszezed oérodka wzdtuz poczatkowego odcinka (3.7) fali odciazenia jestedmy w stanie
wyznaczyé, w sposdéb wyzej opisany, zarowno rozwigzania w czgdei obszaru odksztatcen
plastycznych, przyleglej do tego odcinka, jak i dalszy przebieg fali odciazenia.

5. Wyniki rozwiazania przykladu liczbowego

Podane nizej rezultaty obliczenn numerycznych stuza do zilustrowania rozwazad przed-
stawionych w poprzednich paragrafach. W rozwigzanym przykiadzie wykorzystano dane

1)1
t T T 7 T T 7 T T
obszar 7 1\\/./ V4
140~ odcigZenig/ \’/b: Y,
ey obszar 7
>/ 4 odksziateed 7
Ry /
1.2[~ /7 . |
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A / oo J
IV IL - =a4] A ; Qe v
10 %’ / 3 fﬁ
ool
4
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o7l \\“\5/
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materiatowe dla miedzi (Cu): E, = 1,18 10** Nm~? (modut Younga), &, = 2,45 - 108
Nm=2, G, =981-10°Nm~2§ = 893-10°kgm~3,» = 0,33 (wspélczynnik Poissona),
pmo=1.

Obliczenia wykonano dla dwéch wartosci natezenia pierwotnego pola magnetycznego
w przewodniku: H§Y = 1,11, H§P = 1,82. W obu przypadkach przyjeto rézne maksy-
malne wartosci intensywnosci sily masowej, tj. odpowiednio P§" = 3,3-1072, P -
2,8 1072, Pozostale parametry charakteryzujace wymuszenie sa w obu przypadkach
jednakowe i maja nastgpujace wartosci: w = 0,4, L; = 0,3, L, = 0,7.

Na rys. 6 przedstawiono granice obszaréw odksztalcen plastycznych, odpowiadajace
obu przypadkom oraz zaznaczono przekroje, w ktérych obliczono przebieg naprezenia o
Rysunek 7 pokazuje zmiennosé naprezenia w funkcji odlegtosci x od powierzchni prze-
wodnika, w wybranych chwilach czasu. Na rys. 8 zilustrowano przebieg zmian naprezenia
w czasie dla ustalonych warto$ci x. Rysunek 9 przedstawia zmienno$¢ naprezenia wzdluz
poczatkowego odcinka (3.7) fali odciaZzenia. Cyfry 1 i1 2 uzywane do oznaczenia linii na
wykresach przyporzadkowuja te linie odpowiednim wartoSciom natgZenia pierwotnego
pola magnetycznego.

~gv T ! T [

301 -

15

10/- .

05 -

Y Y N N
oR 016 020 x
Rys. 9

6. Uwagi koncowe

Przedstawione w pracy rozwazania nalezy traktowaé jako wstepny etap w badaniu
efektow towarzyszacych waikaniu pola magnetycznego do wngtrza sprezysto-plastycznego
przewodnika. Przyjety sposéb modelowania dziatania pola magnetycznego przez ruchome
obcigzenie masowe jest daleko idgcym uproszczeniem i nie uwzglednia w szczegdlnosci
oddziatywan natury elektromagnetycznej, jakie maja miejsce w rzeczywistym przypadku.
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Dalsze zatem rozwinigeie tych badan bedzie zmierza¢ do uwzglednienia wnikajacego pola
magnetycznego, jako czynnika wywolujacego propagacje fal naprezenia w przewodniku. .
W tym przypadku moze byé ono wyznaczone niezaleznie, na podstawie rozwigzania od-
powiedniego problemu elektrodynamiki a nastepnie traktowane jako ‘wielko§é dana
w zagadnieniu magnetosprezystoéci i magnetoplastycznofci.

Istotne ograniczenie stosowalnosci przedstawionych tu rozwazad wynika z zalozenia
o jednowymiarowos’ci stanu odksztalcenia, ktére nalezy poming¢ w przysztych badaniach.
Powoduje ono, ze rezultaty tej pracy sa nieprzydatne w przypadku czgsto przyjmowanego
zalozenia o niedci§liwoéci materialu w stanie odksztalceri plastycznych.

Przyjety model, mimo wymienionych wad, pozwolit uzyskaé rezultaty obserwowane
w technologicznych procesach obrébki plastycznej za pomoca pola magnetycznego.

Pierwszym z efektow, ktéry jest wyraZnie widoczny na podstawie rys. 61 7, jest wyste-
powanie warstwy ofrodka nieodksztatconego plastycznie, przyleglej do powierzchni,
przez ktéra wnika pole magnetyczne (por. [5]).

Kolejnym efektem jest stwierdzenie rozprzestrzeniania sie¢ obszaru plastycznego w glab
przewodnika. Wyprzedza on strefg, w ktérej wystgpuje impulsowe pole magnetyczne.
Potwierdza to sugestie szeregu autorow (patrz [5]), Ze uplastycznienie materiatu elementow
obrabianych, jakie obserwuje si¢ po zaniknigciu impulsu pola magnetycznego jest rezul-
tatem dzialania procesu dynamicznego.
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Pesmwme

O PACIPOCTPAHEHWU BOJIH HAIIPSKEHUS B VYIPVYIO-TINIACTHUYECKOM
[IPOBOIHUKE IO, JEACTBUEM ITOOBIDKHOY MACCOBOU CHJIBL B MATHHUTHOM
TIO0JIE ’

B crarse PacCMaTpHBACTCA BOXIPOC PACHPOCTPAHEHHST TVIOCKHMX BOJH HANPSIYKEHUA B yIpyro — mJjac-
THYECKOM H/IeaJIBHOM NIPOBOSHUKE HAXOTAIUMCA B HAYAJIBHOM ITOCTOAHHOM MArHHTHOM IIONE. Heﬁc’l‘BﬂE

7 Mech. Teoret, i Stos. 3—~4/82
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MIHOBEHHOTO MATHHTHOTO TIOJIST BLISBIBAIOLIETO BOJHOBOE [BIKEHHE MOAENHDYETCS ABIDKYyLIEics
MaccoBoit cuirolf. TIPOUBBOMUTCA aHANIM3 TOUYHOTO PELIEHHs TOAYYEHHOrO METOAOM XapaKTepHCTHic. [1o-
Kasalo, YTO B IIPOBOAHHKE CYIIECTBYET CJIOIf KAacaloIUMHCA €ro IIOBEPXHOCTH, B KOTOPOM HET IIIACTH~
YecKO# Jed)OpMaLH, 1 UTO PACHPOCTPaHEHHe IINAcTHUECKON OGIACTH OleperkaeT ABMIKEHHE MACCOBOj
cunpi. Taxomer adhenTnl ABAAIOTCA CXOOHLIMM K TEM KOTOPbLIE BCTPEYAIOTCS B IPOLECCE DJIEKTPO-
MarHuTHOro hopmMooOpasoBaHUA METAJIJIOR. :

Summary

ON PROPAGATION OF STRESS WAVES PRODUCED BY A MOVING BODY FORCE IN AN
ELASTIC-PLASTIC CONDUCTOR SUBJECT TO A MAGNETIC FIELD

The propagation of plane stress waves in an elastic-plastic perfect conductor placed in a constant
primary magnetic field is considered. The action of an instantaneous magnetic field, which generates the
wave motion in the conductor, is modelled by means of a moving body force. An analysis of an exact form
solution obtained by the method of characteristics is performed. It is shown that a boundary layer free of
plastic deformations appears at the outer surface of the conductor and that the propagation of a plastic
zone precedes the motion of a body force. These effects are similar to those observed in a process of electro-
magnetic forming of metals.

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 5 sierpnia 1980 roku.
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NIELINIOWA TEORIA STATECZNOSCI POWLOK PRZEKEADKOWYCH
Z UWZGLEDNIENIEM POPRZECZNEJ ODKSZTALCALNOSCI RDZENIA

FranNCISZEK ROMANOW, JirRzy CZMOCHO WSK I

Wroclaw

W pracy rozpatrzono zagadnienie stateczno$ci sprezystej matowyniostych walcowych
powlok tréjwarstwowych z migkkim rdzeniem, odksztatcalnym w kierunku prostopadiym
do powloki. Zagadnienie to w zakresie liniowym rozwiazano w pracy [1] dla powtok
$ciskanych i w pracy [2] dla powlok $cinanych. Zgodnie z teoria cienkich jednorodnych
powlok przyjmuje si¢ dla warstw zewnetrznych hipoteze przemieszczeniowa Kirchhoffa-
Love’a (K—L). W stosunku do rdzenia zastosowano metode przedstawiona w pracy
[1, 2], uwzgledniajacg poprzeczng odksztalcalno$é rdzenia. Z zasady prac wirtualnych
wyprowadzono rownania réwnowagi sit i zespot naturalnych warunkéw brzegowych.
Uklad pigciu réwnan réwnowagi wyrazonych w przemieszczeniach, po wprowadzeniu
funkcji naprezen i funkcji przemieszczen sprowadzono do trzech rownan rozniczkowych
czastkowych, ktére rozwigzano przyblizona metoda Bubnowa-Galerkina.

Celem ilustracji zjawisk wystgpujacych w stanie zakrytycznym oraz wpltywu poczatko-
wych imperfekcji podano prosty przyklad w ktérym rozwiazano zadanie statecznosci
sprezyste] swobodnie podpartej otwartej powloki walcowej przy osiowym S$ciskaniu.
Wyniki obliczen przedstawiono w formie wykresu sita — ugigcie (rys. 3). Natomiast
wplyw poprzecznej odksztalcalnosci rdzenia na statecznosé poczatkowg przedstawiono
na wykresie sity krytycznej w funkeji grubosci rdzenia.

Wstep

W wigkszosci prac dotyczgcych teorii stateczno$ci sprezystej powlok tréjwarstwowych
zaklada sie stala warto$¢ ugiecia na grubosci rdzenia. ZaloZenie to jest stuszne jedynie
dla powlok cienkich, natomiast jest btedne dla powlok o stosunkowo grubym rdzeniu,
gdzie decydujace znaczenie maja odksztalcenia w kierunku prostopadlym do powierzchni
powloki. Poprzeczne odksztalcenia rdzenia uwzglednit juz E. REISSNER [3], gdzie przy
zatozeniu w rdzeniu liniowej zmiany naprezen normalnych do ptyty wyprowadzit réwnania
réwnowagi sit ptyty trojwarstwowej. W ten sam sposéb badali stateczno$é ptyt V. DUN-
DROVA, V. KovaRrik, P. SLarax [4], a A. L. PoTasz [7] i Karavanov [10] badali skon-
- czone ugigcia plyt ortotropowych. Inna grupa prac uwzgledniajacych scisliwo$¢ poprzeczna
rdzenia opiera si¢ na linearyzacji ugie¢ w warstwie lekkiej Ju. N. Novickov [5], E. 1. Gri-
GOLJUK, P. P. Curkov [6], L. Pomazx [15]. W pracy [14] autorzy wychodzac z réwnosci

T
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odksztalceti przy Sciskaniu rdzenia i okladziny, okredlili krytyczne obcigzenie tylko dla
cylindrycznie éciskanej tarczy o dowolnej grubosci. Jednak ze wzgledu na zawyzone war-
toéci naprezen krytycznych w tarczach o §redniej grubosci, teoria ta ma ograniczone
zastosowanie.
Zagadnieniem nieliniowym statecznosci sprezystej cienkich powlok tréjwarstwowych
i stanami zakrytycznymi zajmowato sie wielu anforéw, co przedstawiono w pracy [13].
Z krajowych publikacji*zasiuguje na uwage praca W. Szyca [8], gdzie autor okreélit
wplyw poczatkowych imperfekeji oraz udziat rdzenia w przenoszeniu obciazen Sciskajacych
stycznych do powtoki.
Natomiast J. G. Ronan i J.S. Kao [9] zbadali wptyw sztywnosci rdzenia na gérng i dolng
warto$¢ obcigzenia krytycznego sciskanych powlok walcowych tréjwarstwowych.

1. Podstawowe zalozZenia

Rozpatrzymy zagadnienie statecznosci powfoki tréjwarstwowej typu sandwich tzn.
ztozong z dwéch warstw ,,sztywnych” grubosci 7, zwanych dalej oktadzinami, pomigdzy
ktérymi znajduje sie warstwa o znacznie mniejszej sztywno$ci, o grubosci 2c, zwanej
dalej rdzeniem,

Przyjmujemy, Zze okladziny pracujg jak cienkie powloki, dla ktérych stuszna jest hipo-
teza Kirchhoffa-Love’a. Dila rdzenia istotne znaczenie majg odksztalcenia w kierunku
normalnym do powierzchni $rodkowej i odksztalcenia od poprzecznego $cinania. Sily
podluzne przenosza tylko warstwy zewnetrzne. Dla migkkich rdzeni (Et/E,c > 10) przyj-
muje si¢, ze napreZenia normalne i tngce w plaszczyZnie rdzenia sa pomijalnie mate w sto-
sunku do pozostatych naprezen. Dla rdzenia przyjmujemy hipotezg przemieszczeniowq
zgodnie z [1].

Powtoke warstwowsg odnosimy do ortogonalnego uktadu wspétrzednych x!, x, z rys. 1.

Przemieszczenia dla oktadzin zgodnie z hipotezg K—L przyjmuja postaé

!
S = yor + —_
(1.1) Uy = Uq +(Z_Ci 2)%,

Rys. 1. Schemat powloki walcowej. *
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gdzie
/= g—dla gérnej okladziny; —(c+1) < z < —1,
/= d—dla dolnej okladziny; ¢ < z < ¢+#; (znak minus w nawiasie)
u/ — przemieszczenie powierzchni §rodkowej okladziny,
¢4 — kat obrotu plaszczyzny prostopadlej do powierzchni $rodkowej oktadziny
(zgodnie z hipotezg K—L ¢, = —w ),
w — ugiecie oktadzin.
Przemieszczenia w rdzeniu przyjmujemy w postaci [1, 2]

Uz {
I Ug = Ug— -g— z~ e Pazf(2),

(1.2)
l we = wf(z),
gdzie:
|
(1.3) ug = 7(u3"+u£"), uy = —i (ugs—ug?),

f(z) — funkcja zalezna tylko od wspdirzednej prostopadiej do powtoki.
Odksztalcenia okiadzin zgodnie z nieliniowa teoria powlok przyjmujemy w postaci:

1
eby = = ptuf o+ wow g+ w oW+ wlew g) —kopw,
(1.4) 2
&y = qu = Pt Woa,
gdzie:
w® — poczatkowe nieregularnoéci powierzchni okfadzin (poczatkowe imperfekcje),
kos — gldwne krzywizny powierzchni $rodkowej okladzin.
W dalszej czgsei wprowadzimy odksztalcenia sprowadzone do powierzchni $rodkowej

powloki
1
(1.5) elp = edpteqs+ (z ici——2-) LR
gdzie:
+ 1 + + 0 o
eap = —2—(11a_g+uﬂ.a+w,aw_ﬂ+ W e WptWaw g)—kepw,
1
(1.6) ey = 5 (uz p+uja),

1 .
Hop = > (P P -

Odksztalcenia w rdzeniu okreslamy w nastepujacy sposob

c c c Ue ! df
Eq3 = Ug 3t Wy = —- ¢ T 9 (f+z£"1;})(Pa+fW.a
(1.7)
df

&y = 2 w.
° dz
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Zgodnie z prawem Hooke’a naprezenia w warstwach przyjmujg postac

(1.8 - - aly = 1 ;E;;-l—{(} —»)els +rdup el
ons = Geéaa,
033 = Ec &5
gdzie: E,y —modul Younga i liczba Poissona materialu oktadzin,
E., G, — modut Younga i modut Kirchhoffa materiatu rdzenia.

2. Réwnania rownowagi

Roéwnania réwnowagi powloki tréjwarstwowej znajdujemy wykorzystujac zasade prac
wirtualnych, zgodnie z ktéra energia odksztalcenia sprgzystego ukiadu jest réwna pracy
sit zewnetrznych na wirtualnych przemieszczeniach

(2.1) oIl = 3w,
gdzie: 811 oznacza wariacje energii odksztatcenia sprezystego powtoki
(2.2) IT = I+ 114+ 11¢,
IT"4¢ sy odpowiednio energia odksztalcenia sprezystego warstwy gérnej, dolnej
i rdzenia,
OW.— oznacza wariacje sit pracy zewnetrznych
(2'3) 1 Wz = W.O+ Ws’

Wq — praca sit dzialajacych na powierzchnig £2 powtoki,
W — praca sit przylozonych do brzegéw powloki.
Wariacje energii sprgzystej mozemy przedstawi¢ w postaci:

@4 om=[[| [ otpoctadzt [otidefidz+
2 —(c+0) -¢
c+t

+ [ atydetpde] d@ = | f[Na*ﬂéea*ﬁ
¢ a n

+Napdezp+ Mop 02tap+ Qo3 09, — 030 ( LLZ* 5300, + TS 0w o+ T§'35w] daQ,
X

b
2c
Q; powierzchnia $rodkowa powloki (£2:0 < x, < [;, 0 < x, < [,), gdzie sity zdefinio-
wano w nastgpujacy sposob: '
Nis = N+ Ngg;
Nop = c(N&~Nip);
(2.5 My = Mép+Mis;
Ous = Q83 +043;

G5 = Tia+ Vs
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. -C c+17
N&g = f olpdz;  Ni = [ oapdz;
—(c+!) c
—~c c+1t
t t .
M = f agﬁ(z+c+ ~2~)dz; Mf}p—_—f agﬁ(z—c—-—z-)dz;
—(c+1) c
—c ct+t <
0= [ otadz; Q= [ dladz; Q%= [ ofadz;
—(c+1) c ~c
c c
d .
Th = [oni@ds T5 = o al
e / e

c

~ lf
P = c —Z .
a3 J Ox32 iz dz

W ten sposéb zagadnienie przestrzenne sprowadzimy do plaskiego. Wariacje pracy sit
przylozonych do powierzchni powloki obliczamy w nastgpujacy sposéb

2.6) oW, = ff(puéu; -+ pa dw)dx, dx,,
02
gdzie: p,, p; — skiadowe obcigzenia powierzchni_owego w l(ierlﬂlku OSi Xy, 2.
Natomiast wariacja pracy sit brzegowych Ngy, Ngp, My, O, ma postaé

Uy

S ) +]—V:;2 W’aawo—Mzzéw’z'i’

In
Q.7 SW, = f [ﬁgzau;+ﬁgza(
0

2
{2 . _ -\
+§zaw] dx; + f [N;léu:{+N;ld(—z%—)+
0
1]

. I
+N;1W,G5WO—M116W_I+—QlaW] dX2—‘2Mlde
0

1, la

o ¢

Wykorzystujac wzory (2.5) obliczamy sity dziatajace na powltoke w funkcji przemiesz-
czen ‘ .

Nz = 2B[(1 —v)efp +vdygef,],

o = 2B [(1—v)ezg+vdaperl,
Moyp = 2D[(1—9) %yg +70,5%,,],
Oz = —2G(uz —B45 W,a),

It

(2.8) € = —2G(Luz~0Os3W.),
Sy = —2G,(Isugs —Orgw,q),
w3 = Loz +Vis,

15, = Zls

4
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gdzie:

t !
29 0, = (c+ 7)1, + 5y

Wartosci parametrow 7; dla przemieszezen w rdzeniu okreslonych funkeja (1.2) [1]i dla
przemieszczen zgodnych z hipoteza prostej famanej f(z) = 1 podano w tabeli 1.

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do (2.1) i catkowaniu przez czgdci otrzymamy
réwnania réwnowagi powloki wyrazone w przemieszczeniach (2.10) oraz zespdt natural-
nych warunkéw brzegowych (2.12).

(2.10) (=) (U pHug ot waw gt w o ws+wlw s—2kesw) 5+
1 i
+2v5aﬂ(u;f,,+7w,,,w,,,+w,,,wf’},—k,,,,w),ﬂ = _% )
cB

1—\"1’ _ -
G. [Wz——(ua?,ﬂ+uﬂ.a)+”‘saﬂuy.r:|’ﬂ —Ui + 06w, = 0,

e
— 2Dw,mﬂﬁ— 2B015 U;,agﬂ +2Gc? W, oa— ECIS

w4+

+N;ﬂ(kaﬂ +W,aﬂ+w?aﬁ)+p3 —‘Pa(W'f' Wo),a = 0»
gdzie:

t t
2.11) o= (C+—i-)037+ —5-@78“@%6
1 )
(2.12) f {(NI:-—N;z)éu; +(Np— ﬁ;—z),s(_“ci) 4
0 i
+ (Nt W0~ Nity ,6) W0 = (M 23— M) w5 +
Iz
r .
: o

+ f {(Nix—ﬁsl)au; +(N;1—ﬁ;,>a(”7“) +

]

F(NAW, o =N w, ) w0 — (M — M) ow, , +

. H
e [M11.1+2M12,2+N;1(W+ Wo),a+2—ch3+

I

+Tf3—§1] 5W} dx;—2(M,, — M 5) 6w
0 .

I I

= 0.

00

3. Statecznoéé osiowo Sciskanej powloki cylindrycznej

Obecnie przedstawimy rozwiazanie zadania statecznosci sprezystej swobodnie pod-
partej otwartej powloki walcowej przy osiowym $ciskaniu. Sity zewnetrzne N}, sa réwno-
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miernie roztozone na krawedziach x; = 0 i x;, = /,. Warunki brzegowe otrzymujemy
zgodnie z powyzszymi zaloZeniami z naturalnych warunkow brzegowych (2.12). Mianowi-
cie dla x, = 0ix, =/, mamy

N = N,
N;l = O)
Nig=0=-er,+v(er,+e3;) =0=uy, =0 1 wu3,=0,
(3.1) us =0
2 = 3
My =0=>(—2)s, 4708, +52) =0=>w ;=0 1 w,,=0,
w=0, :
dla brzegu x, = 0ix, =1,
+2 = Oa
N2+2 = 0,
uy = 0,
(3.2) - ~ _ B _ ) _
N3, = 0= (1—-v)es,+v(el i +ez)) =0=uy, =0 i wu3,=0,
My = 0= (1=9)aan+v(% +%2) = 0= w,;, =0 1 w, =0,
w=0.

Przy badaniu statecznosci sprezystej osiowo $ciskanej powtoki cylindrycznej zakladamy,
7e sity przyloZzone sa tylko do brzegéw powloki, p, = p; = 0.

Pierwsze dwa réwnania rownowagi beda spelnione toZzsamosciowo, jesli sily wyrazimy
przy pomocy tzw. funkcji naprezen (funkcji Airy’ego) F(x,, x3)
(3.3) Ny = 6upF ., —F op.
Wyrazajac odksztalcenia ejy przy pomocy funkcji naprezen i wykorzystujac réwnanie
nierozdzielnosci przemieszczen

' 1

(34) (E;/]'—‘ ‘saﬂ eyy),ocﬂ = (6aﬁ Wy w,aﬁ) lkaﬂ'*‘ ‘2_ (w + 2W0).aﬂ] ,

otrzymamy réwnanie na funkcje naprezen

(35) F,aaﬂﬁ = —2B(1—v2)(6aﬂw_w—w,aﬁ)[ aﬂ+ (W+2W0),ap

Dalej definiujac funkcje przemieszcezen p(x,, x,)
(3.6) Y= Uy,
Z trzeciego i czwartego réwnania rownowagi (2.10) otrzymamy

G, 0:6G.

(3.7) V" g ¥t XCGB Wy = 0.

Z kolei ostatnie rownanie réwnowagi (2.10) moZemy napisa¢ w nastepujacy sposéb

E.I
(B8)  —2DW, s~ 2BOe ot _G A Els s
+(6aﬂ _Faﬁ)[k ﬁ+(w+w0) aﬂ] = 0.

W ten sposéb sprowadziliémy ukiad 5 réwnan réwnowagi do 3 rownaf w funkcp
W, Fiy (3.5, (3.7)1 (3.8).
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Powyzszy ukiad trzech réwnan réwnowagi rozwiazemy przyinZo/na( metoda Bubnowa-
Galerkina.

Przyjmujemy, ze funkcja aproksymujaca ugigcie ,,w” powtoki ma postaé
(3.9) w = Wsinax,sinfx,,

gdzie:

podobnie przyjmujemy posta¢ poczatkowych nieregularnosci ksztaitu
(3.10) w® = WOinox, sinfx,

Tak dobrane funkcje spetniajg warunki brzegowe swobodnego podparcia (3.1), (3.2).
Wprowadzenie przyjetej funkeji ugigcia do réwnan (3.5) i (3.7) umozliwia niezalezne od
siebie rozwigzanie tych réownan, tzn. okredlenie funkcji naprezen i przemieszczen

3.1D F=B(l-»3)1|- W(W+2W°) —cos2dx1 G cosZﬂxz)
2(kzz 02 + ki %) dkei,0f
— 3(2—_'1ﬂ2)[71~ Wsin ox, sin fx, + (&27:.2"3’2)2" Wecos axcosfix, | —
N x2  Npox? -
. l; 2 222 1 +N12x1x2

015G+ %)
cB(e?+ 82+ G,
Trzecie réwnanie (3.8) rozwigzujemy metodg ortogonalizacji Bubnowa-Galerkina
A2

(3.13) [ | xswdx,dx, = 0
0 o ,

3.12) Y= — Wsinox, sinfx,.

gdzie: X jest lewa strona rownania (3.8).
Po scatkowaniu otrzymamy réwnanie algebraiczne na site Sciskajacy:

0 alC+aoC(C+C°)+ase(é+ZC°)+04C(C+C°)(C+2C°)
G149 M= as+as(C+ 1)
gdzie

nt A2 n l@ L (m?+y*n?)?

k 3.15 = 2 2,,2 2
( ) a,; 24 I3 (m?+n ')/) 2/( [ z(m Yy nz)_l_]—vk] +

7:410F(n12+y2n2) N 72p*(l —v?)1 5 +

2k? ’ 4
w2 A(1—»)?
QW%-?%Z [(n22m?®+y*n, 0% +4m>n?y2ni,],
1672 y‘zmn?; (1—»?) s s )
4 = — 3k2(m? +y2n2)? (y22m* + 925, n?),
a2 A(1—»
a; = — —( )(7711'” +9y%n,,n%),

3mnk?
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f(2) =1
=1 |
e
=0
o

6 2
Al —vyy L,
A, = -~ ., 4" ~(m n<),
4 s (MY
4 .
(3.15) Je.d] Us = — ,‘Eh’“("?u‘1’5227722"'25127%2.)'
4
Ay
deg = ZI—C‘E‘(IHZ‘}-”Z’}/ZEzz).
“Tabela 1. Wartosci parametru /; w przypadku uwzglednienia poprzecznej Scisliwosci rdzenia i bez uwzglednienia
flzy=1)
coshpz
} fz)y = ——
coshpe
¢ \
1 tghpe
2cl, = ff(z)a'z Iy = ——--
T pc
. I } o _ o
¢ } 1 tghpe .
2cly = [fz(z)dz | = — (I + —— —lgthc)
A x 2 pe
.
/ df\? ! tgh
o r( f) dz s =p"c2(tgh2pc+ 8 Rc___1>
c J o \dz ‘ pe
- __C.A ———— - »l - i = -
Codf | tghpe
2cls = z-—dz f6 =1~ —-
dz pc
—c
Soodf 1 gh 7
. pc
2cl; = zf -—d. I; = -—(tgh?pc— --I-—
“ ffdzz =l pe )
-
df\? 1 1\ tghpe pic® 1 pit 1
2cls = | 22|- 7 } d; Iy = —| [p2c*+- )u_— - _-—————)l hpc—~-—  ——
BJ(dz)Z\“z[(p 2] pe 3 2B T
m: o =2
2 =gt | 2 2 T
d ( TFE )”’ YT 15y

w o wo t a a
¢=Z- == A==, k==, y=7,
G.c E - N,
3.16 = ck = -5 * . ¢ — 1YaB
( ) Tlaﬁ c mﬁ’P B ] p E > Naﬁ B >
N N A 2] NN
ba=22, Ey=-th 9, =0, 6=
Nll Nll ¢ ¢
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Z rownania (3.14) mozemy uzyskaé gérng krytyczna® wartos¢ obcigzenia $ciskajacego
wzdiuz tworzgcej powloki walcowej (7,, = 7, = 0), bez wstepnego ugiecia (£° = 0),
jeshi ugiecie ¢ jest nieskonczenie bliskie zeru (¢ — 0). Powloka obciazona jest sitami rozio-
Zonymi w sposob ciaggly N, na brzegach x; = 01i x; = /;, wobec czago &,, = &,, = 0.
Zgodnie z tymi zalozeniami gérne obciazenie krytyczne mozemy obliczyé w nastepujacy
"sposob
(3.17) ' Nv = limN,, = L,

&0 ae
Otrzymana wielkosc N zalezy od ilosci potfal m i n. Z praktycznego punktu widzenia
interesuje nas wartos¢ najmniejsza tej wielkosci

(3.18) I\A/;('r = minN" = /\;"(mk, ),

ni,n
my i n, — okresla liczbe poHal tworzacych sie w chwili utraty statecznosci.
W dalszym ciggu zbadamy zachowanie si¢ powloki walcowej po wyboczeniu. Biezace
obcigzenie §ciskajgce bedziemy odnosié do obcigzenia krytycznego Ny

[y

(3.19) po N bil4byl? 40500 ae(my, m)
‘ ]\7"(‘, by+bs{ a(my,ny’

gdzie: b, = a,+(a,+2a;+2a,8°)(),
b2 = [12+03+3a4z:0a

b3 = a4,
b4 = ag CO:
b5 = dg.
Sy
Nkr
0,015
0,010
0,005
| | | | |

Clem]

Rys. 2. Zaleino§¢ krytycznych obciazen w funkcji grubosci rdzenia. Krzywa | — bez uwzglednienia po-
przecznej $cisliwosci rdzenia; krzywa 2 — z uwzglednienicm poprzecznej $cigliwosci.
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Podobnie jak wyzej szukamy warto$ci minimalnej PA(m,n) ze wzgledu na ilo$c potral
m i n, dla kazdej wartosci ugiecia ¢
(3.20) 13,,, = minf;(m, ny = 13(1;1,, n),
- m.n
my, n, — okredlaja liczbe pétfal odpowiadajacych najmniejszej sile sciskajacej dla danej
wartos$ci ugigcia.

4. Obliczenia i wnioski

Obliczenia przeprowadzono dla powloki tréjwarstwowej o nastepujacych parametrach

geometrycznych i fizycznych :

— dtugosci powtoki wzdtuz tworzacej [, = 0,6 m,

— szeroko$é powloki po obwodzie /, = 0,4 m,

— promien zakrzywienia powierzchni podstawowej R = Im,

— pgrubo$¢ oktadzin ¢t = [ mm,

— modut sprezystosci podiuinej materiatu oktadzin E = 70 534 MPa,
— liczba Poissona materiatu oktadzin » = 0,3,

— modut sprezystosci podiuznej materiatu rdzenia E. = 53 MPa,

— liczba Poissona materialu rdzenia v, = 0.

Na rys. -2 przedstawiono krzywe obrazujace utrate statecznosci powtoki przy matych
ugigciach w funkeji grubodci rdzenia. Krzywa | przedstawia zalezno$¢ sity krytycznej
przy pominigciu $ci§liwosci rdzenia, f(z) = 1, natomiast krzywa 2 z uwzgl@dﬂnieniem Scisli-
wosci rdzenia. W tabeli 2 podano wartoéci liczbowe naprezen krytycznych Ay, 1 odpowia-
dajace im ilo$ci poétfal sfaldowania powloki wzdtuz tworzacej ,, "’ i po obwodzie ,.n”.
Jak widaé nie uwzglednianie poprzecznej Scisliwosci jest dopuszczalne jedynie dla do-
statecznie cienkich powlok.

Tabela 2. Obcigzenia krytyczne I ilo§é pélfal y i n w zaleznoSci od grabosel rdzenia. Grupa danych Nr 1
odpowiada obliczeniom bez uwzgiednienia $cisliwoéel rdzenia i grupy danych Nr 2 z uwzgled-
nieniem $cisliwosei rdzenia.

krzywa 2

c krzywa 1
Lp e | e ——
cm m ’ n ‘ Niv m i n ‘ Ni
1 0,0 8 1 0,00221 8 1 0,00221
2 0,5 11 1 0,00517 , 11 1 0,00523
3 1,0 14 1 0,00821 11 1. 0,00870
4 1,5 22 1 0,00996 11 1 0,01218
5 2,0 26 1 0,01048 12 1 0,01566
6 2,5 27 1 0,01063 12 1 0,01913
7 3,0 27 1 0,01067 12 1 0,02260
8 3,5 27 1 0,01068 12 1 0,02607
9 4,0 28 1 0,01068 13 1 0,02954
10 5,0 | 28 1 0,01068 13 1 0,03646

1 Pojecie gérnego i dolnego obcigzenia krytycznego okreslit Vol'mir A. S. [11).



282 F. RoMANOW, J. CZMOCHOWSKI

Na rys. 3 przedstawiono wylkres ,sita-ugiecie”, dla réznych wartodci parametru po-
czatkowych imperfekcji £°. Liczba przy krzywej podaje ilo$¢ potfal sfatdowania powtoki
wzdtuz tworzacej. W pracach (8], [9] przy zatozeniu jedynie globalnego wyboczenia w po-
staci jednej potfali okresla sie tzw. gorne obcigzenie krytyczne odpowiadajace punktowi
Ap (rys. 3) 1 dolne obcigZenie krytyczne — punkt A¢. Natomiast jak wynika z przeprowa-

£+ Lo=Wewwe

Rys. 3. Wykres ,,sita— ugiecie’” dla roznych wartosci parametru poczatkowych imperfekeji §° (Liczba
w kotku okreéla iloéé potfal powstajacych wzdluz tworzacej powloki walcowej).

dzonej tutaj analizy powtoka nlega sfaldowaniu z duza iloscia péifal przy znacznie nizszej
sile, odpowiadajacej punktowi 4. Wartos¢ sity odpowiadajacej temu punktowi, otrzymuje
sie z analizy liniowej zagadnienia statecznoéci powlok trojwarstwowych [12], jest to tzw.
pierwszy punkt bifurkacji, Dalszy wzrost obcigzenia jak wida¢ nie powoduje utraty
noénosci powloki. W punktach A4,, A;, 44 wystepuja ponowne rozwidlenia krzywej
»Sita-ugiecie”, sa to kolejne punkty bifurkacji, gdzie nastepuja ,,przeskoki’ z pierwotne;j
postaci do nowej odpowiadajgcej mniejszej ]lCZble poifal sfaldowania powloki. W punkcie
As powloka osiaga tzw. punkt glamczny tzn. traci statecznos¢ przy utracie nosnosci,
linia A5 - A¢ okresla stany niestateczne. Dopiero za punktem A4, powloka staje sig ponowrnie
-stateczna. W praktyce jednak przekroczenie punktu 45 oznacza zniszczenie powtoki.
Na rys. 3 przedstawiono réwniez zachowanie si¢ powtoki przy ugigciu w strong przeciwna.



NIGLINIOWA TEORIA STATECZNOSCI POWLOK 283

Powtoka przechodzi wowczas przez punkty bifurkacji 47, Ag, Ao, A, bez utraty nos$nosei.
Jednak nalezy sobie zdawac sprawe, Ze przy obcigzeniach bliskich obciazeniu odpowiadaja-
cemu punktowi 45 moze nastapié, przy dziataniu pewnego impulsu, przeskok na krzywa
Ao - A, odpowiadajgcym stanom niestatecznym. Tak zachowuje sie podczas obcigzenia
powloka o idealnym ksztalcie. W rzeczywistosci mamy zawsze do czynienia,z powlokami
o nieregularnym ksztalcie. Nieregularnosci te okreslilismy przy pomocy parametru Z°
Na rys. 3 pokazano réwniez kizywe ,,sila-ugiecie” przy poczatkowej imperfekeji ¢, = 0,2
ity = —0,2. Dla {; = 0,2 powloka ugina si¢ od samego poczatku obciazenia, przecho-.
dzac przez punkt bifurkacji B,, do punktu Bs odpowiadajgcemu obciazeniu granicznemu.
Krzywa Bs - Bg okreSla stany niestateczne. Teoretycznie mozliwe stany stateczne przy
ugieciu w strong przeciwna okresla krzywa Bg - By - By, a stany mniestateczne krzywa
Bg-B,- . Dla {, = —0,2 powloka réwniez ugina si¢ od samego poczatku obcigzenia,
przechodzac przez kolejne punkty bifurkacii Cg, Cq, Cyq, bez utraty nos$nosci. Jednak
przy obcigzeniu wyzszym od obciazenia odpowiadajacemu punktowi Cs mozliwy jest
przeskok, np. jak pokazano na rys. 3 z punktu @, do Q.. Wtedy dalszy wzrost obcigzenia
powodujg utratg nosnosci w punkcie Cs. Z praktycznego punktu widzenia najwieksze
znaczenie, jak widaé ma okreélenie obciaze odpowiadajgcym kolejnym punktom bifur-
kacji, a szczegélnie pierwszego punktu bifurkacji 4,, punkiu granicznego As, Bs, Cs
oraz tzw. dolne obcigzenie krytyczne 44, Bg, Cs.
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Pezome

HENMWMHEWHAS TEOPHSI YCTOUYMBOCTU TPEXCIIOMHLIX OBOJIOUEK C YUYETOM
NOTNEPEYHON NEPOPMUPYEMOCTU 3ATIONHUTEIS

B paGoTe 0GCY)KaEH BOMPOC yOpyroif ycToMUHBOCTH MOSIOTHX TPCXCAOHHBIX LIMIIMHAPHUYECKUX 060-
JoyeK C MACKHM 3artofHMTesIeM, AehOopMHpYeMbIM B TlepenenIuKyISIpHOM hanpasiedun. s mapy-
JKHLIX CJIOBB, COrMIACHO TEOPMH TOHKHX OFHOPOIHBIX 0B0j0YeK, npuHsaTo rHmoresdy IKupxroda-Jlasa
(K-JI). Tlo OTHOMIEHHIO K 3aMOJFMTIIO NPUMEHEH MeTOH, MpeAcTaBJenHbldl B pabotax [1,2], yunTp-
BaIOLUI TTonepeudy1o AedpOpPMUPYEMOCTh 3aNlosHUTENA. M3 NprHuMng BHPTYAJIBHBIX PAGOT BbIBECHEI
audrpepennpanbuple YPAaBHEHHS PaBHOBCCHSI CHJI, KOTODbIE IIOCJTIE BBEJEHHST (DYHKUM HANPSIKEHMR
H QYHKIMH repemeuleHuil ObUIH pelueHbl TpuOMDKEHELIM MeTogom Bybrosa-Tanepkuua. Ilpusemenn
rpaKy: COKUMAIONIEH CHJIBI, COOTBETCTBYIOUIeH nmepBoit Toune GudypKamuH, B (GYHKUHH TONUIHHLI
3AMOJITHMTEJISI, A TAKME CHMMAIONIeH culibl B (PYHKIHK Tporaba o0oN0UIH QI PA3JIAUBBIX HAYAJIBHBIX
3HayeIHl MamnepherLpy.

Summary

NON-LINEAR THEORY OF THE STABILITY OF SANDWICH SHELLS WITH TRANSVERSE
DEFORMABILITY OF THE CORE

The elastic stability of a cylindrical three layer-shell with soft core is considered. The deformation
of a core occurs vertically to the shell surface.

For the external layers according to the theory of thin homogneous shells the hypothe51s of Klrchhoff-
Love displacement was assumed. For the core, the methods given in papers [1, 2] taking into account the
transverse deformability of the core — were considered. The differential equation of the equilibrium of
the forces was established. With the introduction of the stresses and displacement finctions the equation
was solved by aproximate Bubnov-Galerkin method. The diagrams of compressing force as a function
of the core with were presented. The force is connected with the first point of bifurcation. Also the diagrams
of compressive force as a function of shell deflection — for different values of initial imperfections were
given.

Praca zostala zlozona w Redalcji duia 14 lipca 1981 roku.
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Instytut Mechaniki Stosowanej
Politechnika £ddzka

Spis najwazniejszych oznaczen

a, b —wymiary tarczy
h — grubosé tarczy
_ER
T 12(1 %)
E — modut Younga
» — liczba Poissona
u,v, w— przemieszczenia powierzchni srodkowej tarczy
A = a/b — wspoélczynnik ksztalttu tarczy

— sztywno$¢ plytowa zginania

1. Wstep

Przy projektowaniu konstrukeji cienkoéciennych — w tym takze diwigarow o prze-
kroju skrzynkowym — jednym z podstawowych problemdw jest zagadnienie statecznosci.
Najczesciej problem ten jest rozwiazywany poprzez obliczenie obcigZenia krytycznego dla
konstrukcji idealnej (pozbawionej niedoskonalosci ksztaltu, przypadkowych obcigzen itp.)
i ustalenie warto$ci wspélczynnika bezpieczenstwa w stosunku do tegoz obciaZenia [1, 7, 8].

Postepowanie takie prowadzi na ogél do niepelnego wykorzystania konstrukcji, ktéra
w wigkszoéci wypadkéw moze pracowaé bezpiecznie w zakresie obcigzen wigkszych od
krytycznego. Ponadto, jak wykazuja liczne badania do§wiadczalne obcigzenie krytyczne
dla konstrukeji idealnej nie stanowi prawidtowej oceny wytezenia konstrukcji rzeczywistej,
ktéra pracuje naogét w stanie wyboczonym juz od poczatku obcigZenia.

Z powyzszych powodéw prowadzone sa liczne badnia teoretyczne w zakresie standw
zakrytycznych dZwigaréw skrzynkowych lub ich elementéw [2, 3, 5, 9].

W pracy niniejszej przeprowadzono ogdlna i numeryczna analize stanu zakrytycznego
swobodnie podpartej tarczy prostokatnej poddanej dziataniu $ciskania (badZ rozciagania)
i jednoczesnego zginania w tym samym kierunku.

8 Mech, Teoret. i Stos. 3—4/82
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Analize te¢ przeprowadzono pod katem przydatnosci uzyskanych rezultatow do przy-
blizonego obliczania cienkosciennego dzwigara skrzynkowego, kitérego Srodniki utracily
statecznos¢, Otrzymane wynilkdi poddano weryfikacji do§wiadczalnej, uzyskujac na ogét
dobra zgodnosé z przewidywaniami teoretycznymi.

W celu zastosowania rezultatéw badan teoretycznych do analizy pracy wspomnianego
dzwigara skrzynkowego poddanego zginaniu i Sciskaniu zaproponowano odpowicdnig
przyblizong metode obliczeniowa.

W pracy przedstawiono takZe wybrane wyniki badan do$wiadczalnych duzego dzwigara
skrzynkowego, pordwnujac je z rezultatami obliczed opartych o wspomniana metode
przyblizona.

Analliza stanu zakrytycznego swobodnie podpartej tarczy prostokatnej poddanej zginaniu
i Sciskaniu (badZ rozciaganiu) :

Analizie poddano cienkg izotropowa tarcze prostokatna o stalej grubosci A i dtugosciach
krawedzi axb, podparta swobodnie wzdluz obwodu.
Przyjeto dalej, Zze rozwazana tarcza jest obcigzona w sposob pokazany na rys. 1.

Rys. 1

. Zmienno$¢ normalnych naprezen obciazajacych wzdhiz odpowiednich krawedzi tarczy
opisano nastgpujaca liniowa funkcja wspdlrzednej y:

(1) Gx(y) = —Uxo(l_‘x'%) .

Wspéltczynnik liczbowy « charakteryzuje tu sposéb obciazenia tarczy. 1 tak przyktadowo
dla « = 0 wzdr (1) opisuje czyste Sciskanie tarczy, za§ dla « = 2 przypadek czystego
zginania tarczowego. Opisanemu sposobowi obcigZzenia plaskiej tarczy odpowiada nastg-
pujaca biharmoniczna funkcja naprezen Airy’ego

2
@ L olx,y) = -2 ( —%%).
Funkcje w(x, y) opisujaca ugigcia tarczy w stanie zakrytycznym zatozono w postaci naste-
pujacego szeregu trygonometrycznego o nieznanych wspoélczynnikach &,,:

3

3 w(x, y) = hsin — = 2 & mnSin n—;:y,

a

nel

gdziem = 1 lub 2.
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Tak przyjeta funkcja ugigeia spetnia w sposob tozsamosciowy warunki swobodnego
podparcia wszystkich krawedzi tarczy. Wspdtezynnik m opisuje liczbe potfal wyboczenia
tarczy w kierunku zginania. O tym, czy w konkretnym przypadku nastapi wyboczenie
z jedng potfalg (m = 1) czy tez z dwiema (m = 2), rozstrzygnaé¢ mozna na podstawie
odpowiedniej analizy stanu krytycznego tarczy[l, 2, 6]. Dobor powyiszej postaci funkcji
w(x, y) poprzedzony byt a.nalizz; literatury [1, 2, 3, 4, 5] oraz analiza wplywu dlugosci
szeregn (3) na otrzymane wartoéct obcigzenia krytycznego tarczy. Okazalo sig, ze przy
nieskrepowanym doborze wartosci wspolczynnikow &, tréjskladnikowa postaé (3)
tegoz szeregu z zadawalajaca dokladnoscia opisuje ugigcia rozwazanej tarczy. Funkcje
naprezen Airy'ego ®(x, p) dia zakrytycznego stanu tarczy wyznaczono z réwnania nie-
rozdzielnosci odksztatcen. Dla duzych ugig¢ tarczy rownania to przyjmuje nastepujaca
posta¢ [1, 3, 4]

1 Pw \* 2w o%w
LVIV2R = |- oy e
(4) E ® ( axdy ) dx?* Oy

Po wstawieniu do réownania (4) funkcji ugiecia w(x, y) danej zaleznos$cia (3), rownanie
to rozwigzano wyznaczajac jego catke szczegdlna ¢, (x, »). Sumujae uzyskane rozwigzanie
z rozwigzaniem szczegdlnym (2) réwnania jednorodnego (biharmonicznego), uzyskano
funkcje naprezef @(x, y) dla rozwazanego przypadku obcigzenia tarczy. Dana jest ona
nastepujacym wzorem:

Eh*m” |

(5) (.1)(x, y) = ]|:2M(4mz, 0)(&3, + 42, +9853) +

' 27
+ M(4)‘ﬂ2, l) (951711 511]2 + 255»12 51}13)008'%})— + 16M(4m2’ 4) .Eml 51)13 coS '_Zl +
25ty 4y

- M(4rn2) 9) £ml f,,,gCOS - "'b““ —4M(47Tl2, 16)51711 f,,,:;COS ”'B"' -

Sy 2
”ey_J.cos e

+M(4m?, 25) £y £,,3 €08 -~2)

; 2
‘M(O’ l) (Eml fmz +§n|2 51113)005 7;; +2M(0’ 4)( 1%!1 —25"'15"‘3) "cos _:Zl +

3 .
+9M(0, 9) fml £I1IZCOS "-71 + 8M(0, ]6)(5'2"2 +2§ml EmB) X

b
_ 5
x Cosi? +25M(0,25)&,,2Ems cOS __%Ui. +
bmy | 6xoy* i, ya) b°h
2 . —_— — ARl 7
+18M(0,36) 855" cos — %= + —3 \1 3b| =*D|’

gdzie m = 1,2

Ky
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W powyZszym wyrazeniu symbolem M(p, g) 0znaczono wartos¢ wyrazenia

|
(© M) = o
R

zaleznego od parametrdw p i ¢ oraz wspdlezynnika ksztaltu tarczy 4 = a/b.

Wyznaczone w ten sposob funkcje: ugiecia (3) 1 naprezen (5) zawieraja trzy nieznane
wspolczynniki bezwymiarowe &, , &,2 1 &3 - Jednoczesnie obie te funkcje opisuja w sposob
ogélny stan zakrytyczny tarczy — tj. wystgpujace w niej pola przemieszczen, odksztalcen
i naprezen.

Przed przystgpieniem do wyznaczania wartosci wspotczynnikow &, przeprowadzona
zostanie ogdlna analiza pél przemieszczenl, naprezen i odksztalcen, Jest to mozliwe na tym
etapie rozwazan, gdyZ daje si¢ sformutowac szereg wnioskéw niezaleznych od tego, jakie
wartosci przyjmg wspotczynniki &, .

Przemieszczenia punktéw powierzchni §rodkowej tarczy oznaczono przez u, v i w.
Funkcjzi w(x, y) dana jest wzorem (3), za$ funkcje u(x, y}iv(x, y) wyznaczono wychodzac
z zalezno$ci migdzy przemieszczeniami i odksztalceniami. Dla duzych ugigé plyt zaleznosci
te maja charakter nieliniowy i przedstawiaja si¢ nastgpujaco [I, 4]:
ou 1 (6\v)2

= o Ty o
v dv 1 [ow)?
N Eyp = iy + 5 (a‘y‘) >

ou o ow Ow

o P T ey

Odksztalcenia ep, ¢ 1 p» powierzchni érodkowej tarczy, dzigki prawu Hooke'a daja sig
wyrazié poprzez naprezenia o,,, oy, 1 7, dziatajace w tejze powierzchni. Te ostatnie zas,
zgodnie z nieliniowa teoriq ptyt wiotkich [1, 3, 4] wyraZaja si¢ poprzez funkcje naprezeil
D(x, y):

Yxyp =

o*P
Oy —ay—é"v
2?Q
(8) , Typ = _a_x_z_a
oo
= Oxdy

Uwzgledniajac powyzsze w rownaniach (7) otrzymuje si¢ ukiad trzech réwnan rézniczko-
wych wzgledem nieznanych funkcji przemieszezet u(x, y) i 2(x, y). Réwnania te rozwia-
zano, wyznaczajac obie szukane funkcje z doktadnoscia do trzech statych catkowania,
odpowiadajacych przemieszczeniu tarczy jako ciala sztywnego. Z kolei state te obliczono
unieruchamiajac (w sensie przesuniecia i obrotu) punkt tarczy o wspétrzednych x = a/2,
y = 0.

Ze wzgledu na bardzo ztozona budowe wyraZzenia opisujace wartosci funkcji u(x, )
i 2(x, y) nie zostana tu przytoczone. '
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Na ich podstawie wyznaczono dalej przemieszczenia normalne wzdluz wszystkich kra-
wedzi tarczy. Okreslone sa one nastgpujacymi zaleZznoS$ciami:

2,2

o #Oxoh L WIME s 0 a2y Oxod
u(os )’) - 2E y+ 16(1 h (‘Eml +Em2+§m$ 2_E ]
u(a,y) = —u(0,y)
€)) U0 ) az)
v(x, 0) = “Ep \ ¥ +ax—-£—1-»l ,
wh? Osob o
v(x, b) = v(x,0)— 8b (fzﬁ1+4fﬁuz+9fﬁ,s)+v"ﬁ—“ (1 - 7) .

Obliczone tak przemieszczenia przedstawiono na rys. 2, ktéry w sposéb pogladowy ilustruje
ksztalt tarczy po utracie statecznosci. Jak wynika z rysunku, krawedzie obciazone tarczy
pozostaja prostoliniowe, za$ krawedzie nieobcigzone przyjmuja ksztalt réwnoodlegtych
parabol.

Nalezy zaznaczyé, ze otrzymane tu warunki deformacji tarczy staja sie dodatkowym
zaloZzeniem lezgcym u podstaw uzyskanego rozwigzania. Jednoczeénie warunki te z duzym
przyblizeniem sa zgodne z tymi, w jakich pracuja elementy tarczowe w rzeczywistych
belkach cienkosciennych.

NapreZenia wewnatrz tarczy podzielic mozna na skladowe blonowe i zgieciowe. Dla
uogdlnienia dalszych rozwazan w miejsce poszczegdlnych skiadowych stanu napreZenia
wprowadzono odpowiddajqce im wspolczynniki bezwymiarowe, oznaczone gwiazdka.
Zachodzi przy tym relacja:

o T . D
¥ = — gdzie R = B

R ~R

Naprezenia stanu zgigciowego wyrazaja sig¢ poprzez odpowiednie pochodne funkcii
ugiecia w(x, y) [4], zas naprezenia stanu blonowego zaleza od funkcji Airy’ego P(x, y)
zgodnie ze wzorami (8).

Wobec znajomosci obu funkcji w(x, ) i @(x, y) mozna wyprowadzi¢ ogdlne wzory
opisujgce wszystkie sze$¢ sktfadowych stanu naprezenia w tarczy [6]. Szczegdlnie interesu-
jaca jest zmiennos¢ naprezen blonowych w kierunku x. Wyraza si¢ ona nastgpujacym
wzorem: )

(10) a*

M‘z(
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y

b +

(l l) O'_i:b = —3"12(1 —'112){[/\/1(4”12, l)(9£m| 5n|2+ 2551::2 E,,,;;)COS B

| : 2 2 3ny
+ 64]\'1(4,”2’ 4) é_ml EmBCOS g%._y_ —C)M(4HT", 9) é:ml frnz Ccos 7[? +

4 _ 5 D
_641\/[(4”72, 16) gml 51113 COs ?;:y‘ _25/\/[(4”72, 25)5,"2 51113 COS —Eb)_)] Ccos - lﬂ(_’:l’\:‘

- M(O ’ l) ('Eml 51112 + 'Em.?. 51113)003 :Zzy *

. 2
+ SM(O ,4) (El%l L 2'Eml gm’l) cos ““%y' + 8 1M(O,9) Eml EmZ CoS *3—7;£ +

% 5
+ 128M(O1I 6) (5312 + 251}11 EmS)COS —i;;y— + 625M(0’25) Emz Ems Cos ——7;! +

+648M(0,36) £25cos EZX_}_G:O (1 ot ) |

Ogdlny przebieg zmiennosci tychze naprezen wzdiuz wszystkich krawedzi tarczy dla przy-
padku dwu poifal wyboczenia (m = 2) pokazano na rys. 3a. Na rys. 3b przedstawiono
szczegStowo rozklady omawianych naprezen o, wzdiuz obcigZonych krawedzi tarczy.

a) b)

b

Al
T

Rys. 3a, b

Jak wynika z rysunkéw, przy przyjetych zatozeniach zaréwno zginanie tarczy jak i jej
$ciskanie w kierunku x powoduja powstanie w niej nieliniowo zmiennych rozktadéw na-
prezen obciaZajacych. Wnioski te pokrywaja sie catkowicie z rezultatami prac [2, 4, 5].

Na podstawie wzoru (11) wyznaczono wartoéci naprezen o) i of dziatajacych w na-
roznikach tarczy oraz napreZenia $rednie ¢} i o wzdtuz krawedzi nieobciazonych (rys. 3a)

0:; = Ap+Bp—o%,
0f = An+Gn—oio(1—a),

(12) 5 gEoh

of = An—o05(l—a).
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Wspolczynniki A% BX G zalezg od kszta{tu tarczy A oraz jej stanu obciazenia [6]. Wspdi-
czynnik A4;; dany jest np. wzorem:

2

(13) A:x = %;j ) (§ml+5m2+5m3

Obliczmy dalej wartosci momentu zginania tarczowego M,(x) oraz sily ostowej P,(x),
dziatajgcych w kierunku x w kolejnych przekrojach x = const przez tarcze. W tym celu
nalezy scatkowal nieliniowe rozklady naprezen o, danych wzorem (11) przy zmiennej
wartoéci wspdlrzgdnej x. Jedli jednocze$nie zamiast wymiarowych wartosci momentu
i sity wprowadzi¢ odpowiadajace im wspbtczynniki bezwymiarowe M;F(x) i P}¥(x) wg for-
muly

M, . ., Pb
(14) M= 1 PF =g

to wynik tego obliczenia bedzie nastgpujacy:

b
b . .
PH(x) = ff ho¥, Rdy = n2c%, (1 — %) = const = Pk,

b
F(x) = D [f hRO'xbydy P 2]

15
= = G""fé - +6(1——v2)m2{[[9M(4m"‘, D = M(4m?, 9)éns &mz +

2mmx

+ [25SM(4m?, 1) — M(4m?, 25)]&2 Ems] - cos

+ [M(O’3) - M(Os 1)] Eml 5m2 + [M(O,S) + M(071)] §m2 EMS} .

Wynika stad, Ze sita osiowa pozostaje we wszystkich przekrojach stala, moment M}*(x)
podlega natomiast oscylacjom. Jego zmiennoéé wzdluz tarczy przedstawiono na rys. 4.

My{x)
i
M A I A
- I
o, Ao |
12 My | Mix
| :
l
Mtx(Rx | ——b- %)Mlx
|
a
I
[
y




292 S. JAKUBOWSKI

Warto$é momentu obciazajacego tarcze z zewnatrz oznaczono tu przez M;%(M,,). Lokalne
zmniejszenie wartosci momentu wewnatrz tarczy wynika z przejecia czesci tegoz momentu
przez zebra wzmacniajace krawedzie nieobcigzone [6].

Zalezno$¢ miedzy momentem M;, przenoszonym przez tarcze a wspélczynnikami o¥,
i « jest nastepujaca:

*
o¥omia

* =
16y  Mi = =3

+6(1—»)m?{[M(0,3)~ M(0,1)+
+9M(4m?, 1)+M(4m?, 9)] &,y Emy +[M(0,5)— M(0,1)+
+25(M(4m?, 1)+ M(4m?, 25))],,1 £,3} -
Jak wynika z rysunku 3 oraz wzoréw (12) i (13) w stanie zakrytycznym tarczy wspotczynniki
ok, 1 « traca prosta interpretacje fizyczng. Wspolezynniki te nie definiuja bowiem bez-
posrednio ani warto$ci naprezed w naroznikach tarczy (o) i o) ani wartosci $rednich
tychze naprezen (6, i oy).

Z analizy rys. 4 oraz wzoru (16) wynika, ze znajac wartosci o5, 1 « nie mozna obliczyé
bezposrednio (nie znajac wspdlczynnikéw £,,) wartosci momentu zginania tarczowego
M}, jaki tarcza przenosi, W szczegolnosei za$ obliczenie odwrotne, tj. wyznaczenie war-
toéci o, i « gdy dane sg moment M}, i sita P, jest praktycznie niemozliwe.

+ Reasumujac powyzsze, mozna stwierdzic, ze wspétczynniki oo 1 o nie nadaja sig prak-
tycznie do opisu stanu obcigZenia tarczy po jej wyboczeniu. Z tego powodu w dalszej
czeSci rozwazan stan obcigzenia tarczy opisywany bedzie poprzez podanie wartosci mo-~
mentu M i sity P, W funkcji tych dwu wielko$ci podane zostang takze wyniki obliczen
numerycznych. A

Na zakonczenie analizy pola naprezen nalezy zauwazyé pewna jego wlasno$é istotna
z punktu widzenia sformulowania warunkdéw wspélpracy analizowanej tarczy z innymi
elementami. :

Otdz jesli obliczyé Srednie catkowe odksztalcenie wzgledne ¢, w kierunku x wzdiuz
gbérnej krawedzi y = 0 tarczy z uwzglednieniem panujacego tam dwukierunkowego stanu
naprezenia, to otrzymuje sie .

a —
(17) g, = ifex,,ly:odx - i’Ei

a
0

Analogicznie obliczyé mozna érednie odksztalcenie wzdtuz krawedzi dolnej

a

(18) By = %Ofex,,’y:bdx = %
Wzory (17) i (18) stwicrdzaja, ze Srednie odksztafcenie w kierunku osi x wzdluz obu nie-
obcigZzonych krawedzi tarczy otrzymaé mozZna traktujgc te krawedzie jako obciazone
jednokierunkowe naprezeniem $rednim odpowiednio o, lub &,. Zostanie to wykorzystane
w przyblizonej metodzie obliczania dZwigara skrzynkowego. i

Na podstawie przedstawionych powyzej rezultatéw ogdlnej analizy stanu zakrytycznego
tarczy dokonano odpowiednich obliczed szczegbtowych. Kluczem do numerycznego
rozwigzania problemu s wartosci trzech wspétczynnikéw §&,,, na podstawie ktoérych
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mozna obliczy¢ wszystkie parametry stanu zakrytycznego tarczy, tj. m.in. ugiecia, napre-
zenia, deformacje itp.

Wartodci wspétczynnikdw &, wyznaczono metoda minimalizacji catkowitej energii
potencjalnej U tarczy. Energia ta jest suma trzech skiadnikow:

(19) U=V, +V,—L,
gdzie V, 1 V, sa to energie odpowiednio stanu blonowego i zgigciowego tarczy, zas L

oznacza pracg sil zewnetrznych. Oba sktadniki energii sprezystej wyrazaja sie dla duzych
ugie¢ tarczy nastgpujacymi wzorami [4]:

a b
1 Jf ((32w 2*w\? @w 2w [ 02w \|
Vg = 5 Do ‘o { —axz + ayz 2(1 'V) —a-;z— —ay—z— — Tx‘a—}— l(lxdy
(20) s :
h ([ >0 92D 2o \*
= — VZ 2—2 U —
Vo = O[J {( ) (“”)[axz e (axay) ]}dxdy.
Praceg sit zewngtrznych wyznaczono metoda wariacyjna, wynosi ona
‘ n?m2h3o,
(21) L= 2o (1— %) (63, +E2, +E29)+C,

gdzie C jest stalg dowolna.

Po zsumowaniu wszystkich skladnikéw otrzymuje sie energi¢ potencjalng U jako
funkcje postaci :

(22) U= U(a,b,ll,h,E,‘V, Ox0, &, Eml, fmz, §1n3)-

Wzgledem zmiennych &, funkcja ta jest trzynastowyrazowym wielomianem 4-go stopnia.

Funkcje (22) minimalizowano numerycznie wzgledem zmiennych £, przy ustalonych
pozostalych parametrach. Znalezione wartoSci wspoélczynnikéw &, pozwolily nastgpnie
okreslié: obciazenie tarczy (M 1 P, wg wzordw (15) i (16)), najwigksze bezwymiarowe
ugiecie tarczy Wk, = Wqax/h, najwicksze naprezenie zredukowane [5] 074 max Oraz wszyst-
kie inne interesujace wartosci, w szczegdlnosci za$ ¢, i o . Obliczeft dokonano w szerokim
zakresie zmienno$ci parametréw, zestawiajac wyniki w postaci tablic i wykreséw. Przykla-
dowe wykresy przedstawiajace zmienno$é ugiecia maksymalnego wik,., najwickszych
naprezen zredukowanych ofyma.c i naprezen oy w funkcji momentu My, przy réznych
wartoéciach sity osiowej Pk przedstawiono na rys. 5, 6 i 7. Przedstawione na wykresach
ujemne wartosci sity P;% odpowiadaja rozciaganiu tarczy.

Dla oceny poprawnosci otrzymanych rezultatéw przeprowadzono weryfikacyjne ba-
dania doé$wiadczalne. Przebadano dwie tarcze stalowe o wymiarach 315x 350 (4 = 0,9)
oraz 384 x 350 mm (1 = 1,1) poddane czystemu zginaniu, wyznaczajac ugigcia (9 czujnikow
zegarowych) i naprezenia (202 tensometry oporowe). Tarcza pierwsza wybaczala sig-
w ksztalcie jednej péifali sinusoidy (m = 1), zas druga — w ksztalcie dwu péifal (m = 2).
Przyktadowe rezultaty badan do$wiadczalnych dla tarczy o wspdlczynniku ksztaltu 2 = 1,1
przedstawiono w formie wykresdw na rys. 8 19,

Na rys. 8 pokazano zmienno$¢ maksymalnych ugieé zmierzonych i przewidywanych
tarczy w funkciji obciazenia mierzonego sita Q0 w maszynie wytrzymalociowej. Rys. 9-
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Rys. 6

pokazuje przykladowe rozkiady blonowych i zgigciowych naprezet normalnych w przekroju
pionowym x = 0,3a przez tarczg, przebiegajacym w poblizu miejsca najsilniéjszego jei
wybrzuszenia. Na rys. 10 przedstawiono wzgledne i bezwzgledne réZnice miedzy ugieciami
Zmierzonymi i przewidywanymi teoretycznie w funkcji przeciazenia tarczy ponad stan
krytyczny:

_ 0
ri-

14
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W podsumowaniu badan doswiadczalnych mozna stwierdzi¢, ze eksperyment potwierdzil
catkowicie przewidywania teoretyczne w sensie jakosciowym. W ujeciu iloéciowym zanoto-
wano pewne rozbiezno$ci miedzy wynikami doswiadczenia a przewidywaniami teoretycz-
nymi dla ugiec i naprezen zgieciowych przy matych obcigzeniach. Ttumacza si¢ one istnie-
niem przypadkowych ugie¢ wstepnych w badanych tarczach. W miarg wzrostu przecia-
Zenia tarczy ponad stan krytyczny wspomniane réznice maleja jednak dos¢ szybko — czego
przykladem maja byé wykresy zamieszczone na rys. 10. Stwierdzenie powyzsze pozwala
przypuszczad, Ze zastosowanie przedstawionych tu rezultatéw analizy teoretycznej do
obliczania rzeczywistych konstrukcji cienkosciennych obarczonych niewielkim ugigciem

T Oy [MPa]

S. JAKUBOWSKI

Qa b
T I
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wstepnym nie prowadzi do zbyt wielkich bledow.
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3. Przyblizona metoda obliczania cienkosSciennego diwigara skrzynkowego poddanego
zginaniu i $ciskaniu przy utracie statecznosci $rodnikéw

Fragment rozwazanego dZwigara oraz jego przekrdj poprzeczny przedstawiono na
rys. 11.
Przedstawione parametry, charakteryzujgce przekrdj poprzeczny dzwigara oznaczono
nastepujacymi symbolami literowymi:
F, — pole powierzchni przekroju poprzecznego pasa dolnego
F, — pole powierzchni przekroju poprzecznego pasa gérnego
J — moment bezwladnodci przekroju poprzecznego dzwigara wzgledem gidwnej osi
centralnej z,
F — pole powierzchni przekroju poprzecznego calego dZzwigara,
M,— moment zginajgcy dzwigar,
P, — sita osiowa, obciaZajaca dZwigar.

Rys. 11

Proponowana metoda obliczania diwigara opiera si¢ na nastepujacych przybliZonych
zatozeniach: S
a) §rodnik dzwigara na odcinku migdzy przeponami pracuje jak tarcza swobodnie pod-
parta na obwodzie,
b) pasy gorny i dolny pozostaja plaskie i podlegaja jednokierunkowemu stanowi napre-
zenia, e .
¢) odksztatcenia wzgledne pasow i $rednie odksztatcenia wzgledne srodnikow na wszyst-
kich krawgdziach styku — w kierunku osi dZwigara — sa sobie réwne.
Obljczenie dZwigara sprowadza si¢ zatem do znalezienia takiego rozkladu naprezen
w jego przekroju poprzecznym, ktéry spelnia przyjete wyzej zalozenia. Proponowana me-
toda ma charakter iteracyjny. Pod rozwage nalezy wziaé np. przekrd) A—A—A—A diwi-
gara (rys. 11), potoZony w bezposrednim sasiedztwie przepony. W pierwszym przyblizeniu
wyznacza si¢ rozklad naprezern w dZwigarze na gruncie liniowej teorii zginania belek.
Odpowiednie naprezeniz w skrajnych gérnych i dolnych wildknach srodnika wynosza:
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M P
oy = —(T°Yg+ F")

(23) oraz
5 = Mo Y, — Py
d = J d T !

F

Indeks ,,prim” oznacza tu pierwsza iteracje.

Dia tak okreslonego liniowego rozktadu naprezeit w przekroju poprzecznym diwigara
wyznaczyé mozna wartos¢ bezwymiarowego momentu zginania tarczowego MY = ME',
przenoszonego w pierwszym i drugim przybkiieniu przez pojedynczy S$rodnik. Wartogé
ta wyraza sig zaleznos$cia:

M ol w? o)
- ' *o— wee T Mg ST _ 24
(24) : M tx D IR (1 0;)

Bezwymiarowa sifa osiowa P = P’ przenoszonaprzez pojedynczy $rodnik, w pierwszym
i drugim przyblizeniu wynosi:

2R
W zaleznosciach (24) i (25) symbolami D i R oznaczono plytowa sztywnos¢ zginania
oraz wspdltczynnik redukcji naprezen (10) dla fragmentu $rodnika na odcinku migdzy
przeponami. W przypadku gdy srodnik dZwigara pracuje w stanie zakrytycznym, w oparciu
o obliczone wartoéci wspélczynnikéw PX i M’ wyznaczyé mozna kolejne przyblizenie
rozkladu naprezen w przekroju A—A—A—A, z uwzglednieniem teorii nieliniowej. Roz-
wazany przekréj A—A—A—A poprowadzony przez Srodnik (rys. 11) mozna utozsamié
z przekrojem krynicowym x = 0 dla tarczy prostokatnej. Wowczas, na podstawie rozwia-
zania cyfrowego zagadnienia pracy zakrytycznej odpowiedniej tarczy (fragmentu $rodnika),
poddanej obcigZeniu MY’ i PZ'’, wyznaczyé mozna parametry charakterystyczne nie-
liniowego rozkladu naprezenia w przekroju A—A—A—A tegoz érodnika. Parametrami
tymi beda m.in. warto$ci naprezen o, i 0" (lub 67"’ i of"") w skrajnych widknach $rodnika.
Na mocy zalozenia o jednokierunkowym stanie naprezenia w pasach oraz w wyniku
wezesniejszej analizy odksztalcen e, na krawedziach y = 0 i y = b tarczy wzory (17)
i (18), mozna zalozy¢, ze naprezenia w pasach: gérnym i doinym wynosi¢ beda odpowiednio
o, i o). Zalozono przy tym jednakowy modut Younga dla paséw i $rodnikéw dZwigara.
W drugim przyblizeniu otrzymuje sie wiec nieliniowy rozklad naprezen w przekroju
A—A—A—A diwigara, przedstawiony na rys. 12. Otrzymany rozklad naprezen zastapi¢
mozna statycznie réwnowaznym ukladem sit i momentéw, przedstawionych na rys. 12.
Wartosci sit P," i P," w pasach wyrazaja sie przy tym wzorami:
P, = o) F,= o' RF,,
Py = o) Fy= of" RF,.
Otrzymany uklad sit i momentow nie jest jednak statycznie rownowazny sile P, i momento-
wi M,, obciazajacym diwigar. Wynika to m.in. z faktu, e odpowiednie naprezenia oy
1 o, nie sa sobie na ogdt réwne. Globalna sita osiowa Py dla diwigara zredukowana do

srodka cigzkosci przekroju poprzecznego oraz globalny moment gnacy Mg, w drugim
przyblizeniu wynoszg odpowiednio:

(25) P¥ = P} = 7’0, (1 + Eg).

(26) oraz
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1 -'I/D vy Y
Py = 2PL' - = R(a}" Fy~ 0} F)),
27 oraz '
(27) 5 (

1 it st/ st et H
My = 2DME "+ R(—o; F,Y,+07 F,,Yd)—2-ryP,f; - —YQ)

2

Po obliczeniu wartosci Py i My nalezy oszacowaé, jak dalece réznig sie one od zadanego
obciazenia P, 1 M, dla diwigara. Zazwyczaj bowiem, otrzymuje sig :

(28) Py >Py i My # M,.

Jezeli réanice My — M, oraz Po—P(’ beda zbyt duze, nalezy do nastepnej iteracji przyjaé

et

nowe wartosci P i MY, nie rézniace sie zbytnio od P’ i ME''. Proces iterowania
nalezy kontynuowaé az do osiggnigcia zadawalajgco matych réznic Po— P8 i My — M,
przy czym zbieZnosci iteracji jest zagwarantowana. Po zakoriczeniu iteracji otrzymuje sie
wyznaczony dla przekroju 4—A—A—A rozklad naprezen w dzwigarze 1 jednoczes$nie
wartoéci P01 M, charakteryzujace obcigzenie srodnika. Pozwala to na okreélenic — na
podstawie odpowiednich tablic i wykresdw — takich interesujycych wielkosci charakte-
ryzujacych jego prace, jak: maksymalne ugiecie, naprezenia zredukowane itp.

Rys. 12

Nalezy zaznaczyé, ze dla czestego przypadku czystego zginania diwigara (P, = 0),
omoéwiona metoda prowadzi do wniosku, Ze srodniki podlegaja zginaniu tarczowemu
i jednoczesnemu rozcigganiu (P, < 0). Rozciaganie Srodnikéw jest bowiem konieczne
dla zachowania warunku znikania sily osiowej w calym dzwigarze, gdyz w rozwazanym
przypadku obciaZenia, jak wynika z wczesniejszej analizy, zachodzi relacja

(29) log'| > lay'l,
a co za tym idzie, na ogot
(30) PS> Py.

Omawiana metoda obliczeniowa poddana zostata czesciowej weryfikacji do$wiadczal-
nej. Badaniom poddano dwa duze dZwigary stalowe, wykonane jako modele belek pod-
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suwnicowych. Skala zmniejszenia badanych dzwigaréw w stosunku do typowych konstruk-
¢ji rzeczywistych zawierala si¢ w granicach 1,5 + 3.

Badane dzwigary oraz schemat ich obciazenia pokazano na rys. 13.

Przy przedstawionym sposobie obcigZenia trzy $rodkowe sektory dzwigara poddane
byty czystemu zginaniu. Badaniom podlegaly m.in. $rodniki sektora centralnego. Miaty
one wymiary 750 x 750 mm, a wiec ich wspdlczynnik ksztattu wynosit A = 1. W trakcie
badar’l'dokonywano pomiarédw ugieé (wybrzuszen) $rodnikéw — za pomoca czujnikéw
zegarowych oraz naprezen w wybranych przekrojach tychZe srodnikéw za pomoca tenso-
metrow elektrooporowych. Na rys. 14 przedstawiono wyznaczone teoretycznie oraz do-
Swiadczalnie rozktady normalnych naprezen blonowych oy, réwnolegtych do osi dzwigara,
w przekroju A—A (rys. 13) — polozonym w bezpoérednim sasiedztwie przepony.

. 2250——+
P P przepona

Al /
L S 1778 x

i
B B 0"

s
Al pole pomiarowe

g7
e 9®750s6750 - ——————

T ks

4 —— 750
28 28 l

|
I ’5

materiat: blachaSt3

Rys. 13

Jak wynika z rysunku, w rozwazanym przekroju uzyskano dobra zgodnosé wynikéw

. doSwiadczenia z rezultatami otrzymanymi przy zastosowaniu przedstawionej wczesniej
przyblizonej metody obliczeniowej. Wyniki badan wykazaly takze zgodny z przewidywa-
niami teoretycznymi udzial poszczegdlnych elementéw dzwigara (paséw i $rodnikéw)
w przenoszeniu momentu gnacego. Jednocze$nie okazalo sig, Ze pominigcie ugigcia wstep-
nego oraz warunkéw wspotpracy $cianek i przepon dZwigara powoduje pewne réznice
migdzy wyznaczonymi teoretycznie 1 doswiadczalnie warto$ciami ugieé oraz skltadowych
zgigciowego stanu naprezenia w badanych $rodnikach. Zakres przeprowadzonych w tej
dziedzinie badan jest jednak zbyt skromny dla wyciagnigcia pelnych i ostatecznych wnios-
kow.
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Pesmome

AHAJIN3 TIOCJHIEKPUTHUECKOM CTAINU TIPSIMOYTOJBLHONI IUIACTHMHKU
HATPYXEHHOV SKCHEHTPUYECKOM CKUMAIOWENM CHJION M ErO INPUMMEBEHHE
B IIPUBIMDKEHHOW METOMNE BBLIUUCIIEHMST TOHKOCTEHHOM BAJIKHK

B pabore npenm‘a&lex—r AHAJIU3 TTOCIEKPHTHYECKON CTaguy NPAMOYLOJIBHON IIAaCTHHKH, CBOBOMHO
orepToil 1o xpasm. [Inactuka Harpy»KeHHa COKHMAIONICH CUIIOM M M3rUBAIOIUM MOMEHTOM HeHCTBYI1O-
UMY B €€ TJIOCKOCTH.

B craree mpuBeieHb! 3aBMCHMOCTH MEXAY IporuGamu, u3rubaloliuMy ¥ MeMOpaHHBIMH Hanpa-
JKEHHAIMM M IepeMeILIeHHAMH Y Harpy)XeHueM IUacTuHkH, Ilpusemed Taxoxe NPUOIMHKEHHBIR MeTOM

BYUMC/IEHMST HATIPAMKEHNN B TOHKOCTEHHON anke NIPSIMOYTOABHOrC CEUE€HHsA, KOorpa €€ BEpPTHKAJBHLIE
CTeHKH pa60Ta10'r B IIOCJHEKPUTHUYECKON CTa[UH,

Summary

THE POST-BUCKLING STATE ANALYSIS OF A RECTANGULAR PLATE SUBJECTED TO AN
ECCENTRIC COMPRESSION AND ITS APPLICATION IN AN APPROXIMATE CALCULATIONS
OF THIN WALLED BOX GIRDER

The post-buckling state analysis is considered of a rectangular plate, simply supported along their
edges, subjected to the bending and compression. The deflection bas been determined as well as bending
and membrane stresses and in-plane displacements of a plate by means of compressive force and in-plane
bending moment values. The approximate method which allows to determine the stresses distribution
in thin walled girders is described. The method is based upon the fact, that the webs work as simply sup-
ported rectangular plates subjected to the bending and compression.

9 Mech. Teoret. i Stos, 3—4/82
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O JEDNOWYMIAROWYM ZAGADNIENIU IDENTYFIKACJI
STRUMIENIA CIEPEA NA BRZEGU WARSTWY PLASKIEJ

KrzyszTOF GRYSA,

ZBIGNIEW K OZELOWSKI

Politechnika Poznanska
Wstep

Identyfikacja obcigzen termicznych na powierzchniach warstwy plaskiej na podstawie
pewnych danych termicznych lub mechanicznych pochodzacych z punktéw wewnetrznych
warstwy, przy — jednocze$nie — znanych warunkach mechanicznych na obu powierz-
chniach warstwy i warunkach poczatkowych jest problemen, zaliczanym do tzw. zagadnien
odwrotnych pol temperatur, [l]. Podobne problemy byly rozwazane na gruncie teorii
wymiany ciepla, [2, 3, 4 1in.], a takZze na gruncie teorii naprezen cieplnych, [5, 6]. W ni-
nieiszej pracy problem identyfikacji strumienia ciepta i temperatury otoczenia rozwazany
jest na gruncie termosprezystosci, przy zaloZeniu, iz w réwnaniach ruchu pomijalnie maty
jest czion inercyjny. .

Poszczegblne prace, traktujace o zagadnieniach odwrotnych pél temperatur réznia sie,
czesto dos¢ znacznie, tak-w podejsciach do problemu, jak i w rozumieniu samego pojecia
»Zagadnienie odwrotne”, Szersze uwagi dotyczace tego tematu mozna znalezé w pracy [1].

Metoda badawcza, oparta na zagadnieniach odwrotnych, ktdra laczy ze soba pomiary,
aparat matematyczny oraz inZynierskie wyczucie, jest czesto jedyna, umozliwiajaca okres-
lenie obcigzent termicznych brzegu ciata, na ktérym to brzegu umieszczenie czujnikow jest
niemozliwe badZ niewskazane (np. §ciana komory spalania silnika spalinowego, wewngtrzne
sciany silnika odrzutowego, powierzchnie topatek turbin, wewnetrzna Sciana lufy itp.).

Identyfikacja strumienia ciepta na powierzchni odgrywa istotng rol¢ tam, gdzie nalezy
okresli¢ ilo$¢ ciepta pochianianego czy odprowadzanego z osrodka, a wigc np. w procesach
stygniecia odlewu, czy tez réwnomiernego nagrzewania lub chlodzenia. Tam, gdzie moga
wystgpowaé duze gradienty temperatury, oprocz efektéw czysto termicznych pojawiajg
si¢ takze efekty termomechaniczne, ktorych wielko$é moze by¢ nie do ponunigcia podczas
rozwaZan dotyczacych takiego wlasnie procesu termosprezystego. Poniewaz okreslone
obcigZenia termiczne brzegdw wywoluja w ciele termosprezystym okre§lone reakcje typu
termicznego i mechanicznego, wige mozna pokusié si¢ o rozwaZenie zagadnienia, w ktérym
dane sg przebiegi pewnych wietkosci termicznych Jub mechanicznych w punktach wewngirz-
nych ciala (tzw. wewnetrzne odpowiedzi, w skrocie WO), a wielkoS$ciami identyfikowa-
nymi sg przyczyny np. typu termicznego, ktére je wywolaty, czyli termiczne warunki
brzegowe. Przy tak postawionym zagadnieniu  trzeba wszakze wiedzie¢, jakiego typu
warunki termiczne nalezy przyjaé na brzegach, na ktérych sig je identyfikuje. W niniejszej

g»
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pracy przyjmuje sie, ze na jednym brzegu panuja warunki termiczne IT rodzaju, za$ na brze.
gu przeciwnym rozwazanej warstwy — warunki I11 rodzaju.

1. Postawienie zagadnienia

Wiele elementéw konstrukcyjnych mozna w pierwszym przyblizenin uwazaé za.cialy
o nieskomplikowanej geometrii. Rozwazana warstwa plaska moze byé takim wiagnie
pierwszym przyblizeniem wielu konstrukcji badz czgdei konstrukciji.

Rozwazamy warstwe plaska o grubosci /. Niech dolna powierzchnia tej warstwy bedzie
plaszczyzna Opz prostokatnego uktadu wspdlrzednych o osi Ox skierowanej do géry.
W rozwazanej warstwie ma miejsce quasi-statyczny. proces termosprezysty. W procesie
tym wielkosciami nieznanymi, podlegajacymi wyznaczeniu, bgda niektére warunki brze-
gowe.

Aby méc w sposob petny okresli¢ problem postawiony w tytule pracy trzeba najpierw
wypisa¢ uklad réwnan i warunkow, opisujacych tzw. zagadnienie proste (brzegowo-
poczatkowe). Na rownania te, w przypadku zagadnienia jednowymiarowego i ciala izo-
tropowego, przy pominigciu Zrédet ciepta i sit masowych, sktadajg si¢ [7]:

— réwnanie przewodnictwa cieplnego

a2 1 @ 7
(1.1) (5-;2—-‘ ;—(,%—)T(x,t)—n 'MU(X, t)— 0,
— przemieszczeniowe rownanie ruchu z pominigtym czlonem inercyjnym
a* 7]
(1.2) e Ulx, )—k -aTT(A, t) =0,
— warunki poczatkowe
(1.3) T(x,0) =0, Ux,0) =0,
— warunki brzegowe
a
(1.4) Ao TG D =00, Uk 1) = Uy,
d
(15) }'FX—T(JC: t) = —u[Td(t)_—T(O’ t)]a UIX(O’ I’) = Nd(t)
x=0

gdzie T(x, ¢) — temperatura wzgledna, mierzona wzgledem temperatury odniesienia Ty,
U(x, t) — przemieszczenie w kierunku osi Ox, t — czas, x — dyfuzyjno$é temperaturowa,
7 = o, ToE/[A(1 —2v)] — wspotczynnik sprzezenia termomechanicznego, E — modut Youn-
ga, o, — wspolezynnik rozszerzalnodci cieplnej, » — liczba Poissona, A — wspélczynnik
przewodnictwa cieplnego, k = «,(1 +%)/(1 —), Q(t) — strumien ciepla, U,(t) — przemiesz-
czenie punktéw gdérnego brzegu warstwy, « — wspélczynnik wnikania, T,(t) — tempera-
tura otoczenia dolnego brzegu warstwy, o..(x, ) — wspéirzedna tensora napreZenia,
Ny(t) — obcigZenie dolnego brzegu warstwy.

W pracy rozpatruje si¢ jednowymiarowy jednoosiowy stan odksztalcenia, w ktérym
naprezenie oy, jest powigzane z przemieszczeniem U zwigzkiem konstytutywnym

- _26(1-n[ov
(1.6) e = 2000 lﬁ ——kT].
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Rozwigzanie zagadnienia prostego polega — jak wiadomo — na wyznaczeniu funkcji
T(x, 1) i U(x, 1) dla x € (0, h) oraz ¢t > 0. Natomiast rozwaZajac zagadnienie identyfikacji
warunkéw brzegowych zakiada sig, Ze znane s3 WO'w pewnych punktach wewnetrznych
warstwy, za$ wielkosciami poszukiwanymi sg prawe strony zwigzkéw (1.4) i (1.5). Z for-
malnego punktu widzenia mozliwe jest odtworzenie wszystkich czterech funkcji, charakte-
ryzujacych obcigzenie brzegu, tzn. Q(1), U,(2), T4(1). oraz N,(t). Wéwcezas jednakze po-
trzebne sa cztery WO ; przypadek taki prowadzi do skomplikowanych, a jednocze$nie po-
zbawionych wigkszego znaczenia technicznego, obliczen. Diatego tez w pracy ograniczy-
my sie do wyznaczenia dwoch sposréd tych funkcji, przyjmujac, ze dwie pozostate sg
dane. Takie postaWienie sprawy prowadzi do wielu mozliwych do rozwigzania zadan. Nie-
ktére sposréd nich przedstawiono w tabeli 1, gdzie ¢, oznacza wspolrzedng tensora od-
ksztatcenia.

Tabela 1
"\-r\;a}ianty Qéﬁinkl’)W brzegowych | __r:/_fq{yyye Ez’ery WO‘ N a
Nr l Dane | Szukane ‘ Nr Para WO
I ‘ Na, U, 0,7, 1e T(xy, 1) = Ty(0), T(x2, 1) = To(1)

11 Ny, Ta Q, U, 2° exx(X1, 1) = E (1), txx(x5, 1) = E;(1)
I Na, O Ty, Uy, 3° T(x1,1) = Ty(1), eee(x2, 1) = E (1)
v U, Q Ta» Na 4° UCxy, t) = U (t), T(xa, 1) = To(1)
v l Uy, Ty Q, Ny & 5 Ulxy, 1) = Ui(t), exx(x2, t) = Ex(t)
VI 5 T4, O Na, Uy 6° Ulxy, 1) = U(t), Ulxe, 1) = Uy(1)

Funkcje, opisujace WO, nie mogg by¢ funkcjami dowolnymi. Musza one spetniaé pewne
ograniczenia, wynikajace tak z ksztattu rownan opisujacych proces, jak i z fizyki zagad-
nienia, [5]. Problem ten omowimy w trzeciej czgsci pracy.

Wszystkie mozliwe warianty zagadnien odwrotnych, wynikajace z tabeli 1, rozwigzuje
si¢ w zasadzie jednakowo. Z tego tez powodu w pracy zostanie przedstawione szczegdlowo
rozwiagzanie tylko jednego zagadnienia, a mianowicie wariantu J-3°. Dla uproszczenia
obliczen przyjmuje sie, ze N, = 0.

Wprowadzmy wspolrzedne i wielkodci bezwymiarowe, opisane nastepujaco:

=x/h, t==xnth?, @ =T/T,, u= U, q=QhlAT,,

(1.7)
Bi= ahf2, O,=T,/Ts, a=nx/Ty,, b=kTy,, u,= Uylh.

Wykorzystujac (1.7) 1 (1.6) otrzymujemy nastepujacy zespét réwnan i warunkow
opisujacych zagadnienie identyfikacji strumienia ciepla na obu brzegach warstwy:

0? 7 0*
(‘5;52— - ‘57)9(5, D=0 geg (&, 7)) =0,

;;u(f, 1)—b-%@(§, ) =0,
0,0 =0, u,0=0,

(1.8) ®¢ D) _ q(7), u(l, r) = u,(7),

E=1
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L00(&, 1) 0 000
T — Bi[6,(7)—-6(0, 7)],
.?_E(E’_Z)J = bO(0, 7)
' Je=o ’ . '
(1.9) O, 1) = O0/(1), &2, 1) = Eo(7)

Funkcjami danymi sag ©@,(7), E:(z) oraz u,(t). Funkcjami poszukiwanymi sg ¢(z) oraz

6,(1); przy znanej funkcji &, wyznaczenie strumienia ciepla na powierzchni & = 0 nie

przedstawia juz zadnej trudnosci. Zauwazmy, Ze po wyznaczeniu g i @, staje sie mozliwe

uzyskanie pelnego opisu procesu termosprezystego w warstwie. '
Rozwigzywanie problemu bedzie przebiega¢ na nastepujgcej, opisanej w pracy' [5],

~ drodze: .

— w pierwszym etapie zostanie rozwigzany w transformatach Laplace’a problem brzegowo-

poczatkowy (1.8) przy zatozeniu, Ze funkcje ¢ i @, sa znane,

— w sposéb formalny zostang okreslone transformaty funkcji ¢ i 6,,

— ustalone zostang warunki, decydujace o tym, jakie funkcje moga opisywaé WO, @,

1E,,

— odwrdcone zostang transformaty Laplace’a i wyznaczone zostanie przyblizone I Scisle

rozwigzanie zagadnienia identyfikacji

— otrzymane wyniki zostang zweryfikowane numerycznie.

2. Formalna konstrukcja transformat Laplace’a rozwiazan zagadnienia
identyfikacji

Stosujac przeksztalcenie Laplace’a do réwnan (1.8) przy zalozeniu, ze funkcje ¢(7)
i O (7) sa transformowalne, latwo otrzymuje sie zwrazki okreslajgce transformaty bez-
wymiarowych przemieszczen i temperatury:

q(s)

O, s) = G M [BY/s cosh(Bg} s )+Bisinh (B )] +
@2.1) -
. %%.Bicosh [Ba-&ys],
u(&, s) = iiy(s)— 9{_&2&33 sinh|B(1 —&) Vs |+
@.2) Bis M(s
g(s)b - - . —
+—/’;3—S(;)I(s) [ﬂ|/s sinh(B&}7s ) +Blcosh(,8§]/s)—M(s)],
gdzie .
@3 M(s) = BY/s sinh(fy/s )+ Bicosh(By/s),

B* = 1+ab = |l +xnk; nadkredleniami oznaczono transformaty Laplace’a poszczegdl-
‘nych funkcji, za$ s jest parametrem transformacji.
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Do wykorzystania zwigzkéw (1.9) i wyznaczenia na ich podstawie transformat q1i @,,
brakuje jeszcze wyrazenia na transformat¢ odksztalcenia, Z... Korzystajac ze znanego
wzoru, definiujacego &,. w teorii malych odksztalcen,, oraz ze wzoru (2.2), znajdujemy

()b

_gxx(é':, 5) = m

[/?V s cosh(8&)/5)+ Bisinh(8 /5 )] +

(2.4) B.)b
a\S i — &
_,_TBlcosh[ﬂ(l &V

Transformujac nastgpnie zwiazki (1.9) oraz Wykoizystujacc (2.1) i (2.4) mozna w sboséb
zupetnie formalny wyznaczy¢ transformaty g(s) 1 ©,(s):

. BY's - {— N —1
g(s) = sinh[ﬂ(&l—fz)l/s—] @l(s)cosh[ﬁ(l Ez)l/sl
(2.5) _
_ .Ez(s) cosh [5(1—51)1/5]},
=« = . BYscosh(BE, }/s)+ Bisinh(BE, /s
9 B S ) B

6.6 BY's cosh{BE,)/s )+ Bisinh(BE,)/s )
- 1 . : — .
. sinh [8(&, —&E)Y/s |
Warunek brzegowy na przemieszczenia nie wehodzi do tych réwnaf, wige u,(7) moze
byé¢ dowolng funkeja dopuszezalng przez fizyke zagadnienia (niekoniecznie réwng zero).
Zauwazmy, ze wobec warunku, narzuconego na naprezenia o,,, Z ktérego — po
przyjeciu N; = 0 — wynika ostatni zwigzek spoérdd rownan (1.8), punkty &; i £, nie moga
si¢ pokrywaé. Stad ograniczenie na dobdr tych punktow:

@7 E oAb &L EE,1).

3. Warunki ograniczajace dla wewngtrznych odpowiedzi

J;ik juz wspomniano w pierwszej czeéci pracy, nie kazda funkcja moze opisywaé WO.
Funkecje te musza spelnia¢ nastepujace warunki, [5]:

19 Musza mie¢ skonczone wartosci dla © — 0, orazdla 7 — o

20 Musza by¢ ograniczone dla v € (0,-0)

3% Transformaty g(s) i @,(s) musza by¢ odwracalne.

Przyjmujac dodatkowo, iz transformaty bgda odwracane metoda residudw otrzymuje
si¢ nastepujace ograniczenia na transformaty g i 6, [5]:

q(s) % ] k,‘{}
3.1 _
G0 H }ls|=R,, < {kﬁ) ’ ,l,l_l,r.}o o 0,

@d(s)
gdzie lim R, = co. Ponadto od obu transformat wymagana jest ciagtos¢ dla |s| = R,.

n—ro0
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Warunek 2° prowadzi do wniosku, Zze wykladnik wzrastania (odcigta zbieznosci)
funkeji g(7) i ©,(7) jest rowny zero, [8, s. 78]. Konsekwencjg tego faktu jest analitycznogs
-transformat Laplace’a tych funkeji dla Res > 0.
W celu wyznaczenia warunkow ogramczajqcych dla WO wykorzystamy w pierwszym
rzedzie nierowno$é¢ (3.1). Dla transformat O,(s) i Ez(s) wynikaja stad, dla duzych |s|,
nastepujace nieréwnosci:

|_@_1(3)| <
[Ex(s)] < Kgls™~#||exp (—BDx

(3.2)

gdzie - Dg = max(2&,—&,, 1 —&), Dy = max(1+&,~2§,, §,), zad Ky, Kg 1 y — stale
dodatnie.

Podobnie jak w pracy [5], mozna fatwo wykazaé, Ze nieréwnosci (3.2) sg wystarczajace
takze dla speiniania warunku 1°.

4, Wyznaczenie funkcji g(7) i O,4(7)

Samo okreslenie nieréwnosci (3.2) jeszeze nie wystarczy dla odwrécenia transformat
(2.5) i (2.6). Wynika to stad, ze transformaty WO, 8, i E,, sa przemnozone przez funkcje,
ktérych nie da sie odwrécié bezposrednio metoda residuéw z uwagi na to, iz na ogdt
nie s3 to transformaty dystrybucji wykladniczych. Funkcje te daja si¢ bez trudnoéci od-
wrocié tylko wtedy, gdy &,—§&;, > 1—§, lub gdy &,~§, > &, —tym niemniej nawet
w tym przypadku tylko niektdre sposrdd skiadnikédw definiujacych prawe strony zwiazkow
(2.5) i (2.6) daja sie odwrdcié. W zwigzku z tym zastosujemy tu procedurg przyblizonego
odwracania transformat, dzieki ktdrej ,,ktopotliwe” funkcje zostana przemnozone przez
czynniki, dajace w wyniku tego przemnozenia funkcje odwracalne metoda residudw.

Jak wykazano w pracy [5], przyblizenie WO przez funkcje schodkowe jest dopuszczalne
w sensie warunkdéw (3.2). Jest to procedura uzasadniona takZze wowczas, jeSli wzia¢ pod
uwage ewentualne zastosowanie otrzymanych w pracy wynikéw. Zwykle bowiem WO
dane sg w postaci zbioré6w danych dyskretnych, z pomiaréw — a na podstawie takiego
zbioru danych najtatwiej buduje sie wiasnie funkcje schodkowe.

Przyjmijmy zatem, ze WO, ©,(7) i E,(x), dane sq w postaci zbiorow danych dyskret-
nych, {Octicy,..n | {Eihe1,2,..m, gdzie O, = O, (kd,), E, = E,(l4,), 4,, 4, —kro-
ki czasowe przy probkowaniu funkcji @, 1 E,; zakladamy, 2e nd, = md,. Oznaczajac
funkcje schodkowe, zbudowane na podstawie tych zbioréw danych, jako SO, (1) i SE, (1),
mamy

56.,() = D, Oufn(x—kd) —n(z—(k+ D 4],
@.1) k=0

SEy(9) = D) En(z—kd)—n(r—(k+1)d)],
k=0

gdzie n(x) — funkcja Heaviside’a. Funkcje te s3 dopuszczalne w sensie warunkéw (3.2).
Transformaty Laplace’a tych funkcji majg postaé



O JEDNOWYMIAROWYM ZAGADNIENIU IDENTYFIKACI 309

n+1

S 0] 1 h ) }
§6,) = 22+~ D) (@-6, e, gdzic 6,,, = 0,
. k=1 .
(4.2)
m+1
SEy(s) = 20 4 1 2 (E—Eeo)e",  gdzie E,,, = E,.

Wobec warunkow poczatkowych znajdujemy, iz @, = 0; réwniez o odksztalceniu zakla-
damy, ze w chwili poczatkowej bylo réwne zero, skad mamy E, = 0. Warunki na £, ;
i ©,,, zwigzane sg z brakiem informacji o funkcjach @, i E, dla © > nd, — tak wiec
SO, (7)1 SE,(7) sa okreslone tylko dla 7 € (0, nd,), a poza tym przedziatem réwne swoim
wartoéciom w chwili n4; .

Wstawiajac transformaty SO, i SE, do wzordéw (2.5) i (2.6) w miejsce O, i E, otrzy-
mujemy transformaty, okreslajgce w przyblizeniu g i 6,. Oznaczymy te transformaty
Aq(s) i AO4(s). Tak wiec mamy

n1

. — /9 \ cosh[p(1— 2)]’5] el
(4.3) Aq(s) = / /_./ (@1 =611 sinh[B (£, — &, );/s] "
m+1
A\ B ‘cosh [B(1— E)V ] o5l
+bl/3—/éij( 1= i) sinh [B(&;— f)VS] ’

n+1

@ B - -6y COSh(ﬂfz—'V—s‘)jBls'!nh'(ﬁgzm e =

< ssinh[f(€,—£,) )/ 5]

m+-1

- BY's cosh(BE,)/s ) +Bisinh (B, Vs ) sl
- 2/ (Br=Ei-y) sbBisinh[B(&, —E)Ys | )

Odwracajac transformaty (4.3) i (4.4) metoda residudéw otrzymujemy

n+41

45)  AO) = ,21 (©1—6,_) ‘B]i(JrgB—izl)Jr
. nk&z Y
+2,§(_1)k Bl(ef f"')’J“ 28 Jemnemtan |y(e—1a)) |-
15 14 Bit,
b 2 E=E-0| gig—g) T
nkEl .. mké&,
“Z (=D Bl(ffz—;il) ik BB et (14,
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1
(4.6)  Ag(v) = — -
[Cd] v 52—"51 —

O k(1= £) e
+22J(—l)"cos 52_512 ¢ "'"]?7(?—1111)}—

m+1 . ol
— N {(E,—E,_l)[1+22( D¥eo ”’;El_f) - "'=>]n(r—mz)})
. =1 k=

mk 2 ;
i = | e 0.
Bazie [/9(52— l)] T

Powyzsze wzory sa stuszne nie tylko dla odwrotnych zagadnien termosprezystosei.
Mozna je stosowad takze w teorii naprezen cieplnych przyjmujac f = 1. Wzér (4.5) mozna
wykorzystaé ponadto do wyznaczania liczby Biota, Bi, o ile znana jest temperatura oto-
czenia, @,, a wiec réwnieZ i A0,. Po przeksztatceniach otrzymujemy zwigzek nastepujacy:

AL(EU EZ: T)

@ | B 0 —AME E D
gdzie
n+1 3}
~ Rl
@8 AL(E,, &, D) = 5_2}5_(2/ {(@,—@,_1)[1+22(—1)"x
. A ) k=1

m+1
. qké Seire 1
X COS % g~ ’A"]n(r-ldl)}—gg {(EI_'EI—I)[1+

3 . X
+2 %ﬂ (—DFcos ——57;—551, e*“’*"""ﬂ]n(r——lAz)}),

n+1
4.9 AM(E, N o _S_ 0,
4.9 M(&, &, ) = ,=, {(@1 6, 1)l E,—&, +2 Tk
15 m4i-1
. =k 1
Xsin E—Tzle_uh_d“)]n(r_léjl)}__l’_2 {(E,—E,_,)x

I=1

El fad (——l)k . ﬂkf e
[52—61 +2 Zl_ nk Sin 527__516 '( !AZ)]U(T_IAZ)}.

Na podstawie zwiazkdw (4.5) i (4.6) mozna takze otrzymaé $cisle rozwiazania ©,(7)
i (7). Zwigkszajac mianowicie m i n oraz zmniejszajac jednoczesnie 4, i A, w ten sposob,
aby md, = n/l; = const, otrzymujemy w granicy dla m, n — co i 4,, 4, —» 0 nastgpu-
jace wzory:
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- 7ZI\,£7
do,(v) 1 +Bi¢, \ " Eo £,
Nl TR - 2 —1 r
(4'0) Od(r) i'[ . \( 7 Bl(fz'—gl) + Ii;:-l"‘( ) B] (51 &7) +
i -.7.";[“5.{
Lo e | 1 dE(D | 1+Big,
- mk b dr Bl(fz &)
o cos - 2L sin - et
1k 5 ‘3&1 B f ~é‘1 — ST
v Yol gl — B0 |
1 [d@l o) N ik (1= )
) = — )Ty 42 — 1) kT
@1 q(7) 52_51] il k%_,( 1)'cos - 57_51
E; (1) b "'[I((l R
-5 2142 > (~Preos TS 20 |

k 1

gdzie % oznacza splot, [8].

Na zakorczenie tej czg$ci pracy zauwaZmy, ze znajomosc funkeji Ou(t) i g(7) (ew.
AB (7)1 Ag(r)) pozwala wyznaczy¢ rozwigzania zagadnienia brzegowo-poczatkowego (1.8).
Tym samym staje si¢ mozliwe okreflenie pochodnej d0@/0& na brzegu & = 0, jak réwniez
okreélenie — na podstawie prawa Fouriera — strumienia ciepta na tym brzegu. Tak wiec
znajomo$¢ funkcji g(t) 1 ©y(7) wystarcza dla identyfikacji strumienia ciepta takze na tym
brzegu warstwy, na ktérym panujg warunki brzegowe III rodzaju dla temperatury.

5. Analiza otrzymanych wynikow

Wzory (4.5) 1 (4.6) zawieraja szeregi nieskonczone. MozZe si¢ zdarzy¢, Ze przy odpowied-
nim doborze parametréw sumy tych szeregéw beda wnosily pomijalnie mate poprawki do
wynikéw obliczenn prawych stron. Przyjmijmy, ze sume szeregu mozna pomingé, jesli
warto$¢ jej pierwszego wyrazu wynosi /200 warto$ci skladnika, stanowigcego wraz z sze-
regiem zawarto$¢ odpowiedniego nawiasu kwadratowego. W przypadku wzoru (4.6)

. . . . . . 4
prowadzi to — przy zalozeniu, ze wartosci A¢(7) wylicza si¢ tylko dla chwil 7, = 4+ 5

[ =0,1,...—do nastepujacego ograniczenia na kroki czasowe A :
A, .
5.1y . exp| — sk --—2— < 0.005, i=1,2.

Stad w przyblizeniu wynika nastepujacy warunek na 4;:

12
(5.2) 4, 2 o pH&—6)%  i=1,2.
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Poniewaz w zagadnieniach termosprezystosei dotyczacych metali zwykle 8 bardzo nie-
wiele rézni sie od jednosci, wiec prawa strona nieréwnosci (5.2) jest wowczas w przyblizenin
rowna 1,2 (£,—§&,)%
Gdy warunek (5.2) jest spetniony, woéwczas przyblizona warto$¢ strumienia ciepta
Ag(t) mozna wyznaczyC z uproszczonego wWzoru
n-k1
: N\’
(5.3) Aq(re) — — ‘5’2' E {/ (0= 0, )n(v—14))—
1=
m+1

——1- 3 (E,—E,_Dn(r,—14 )]
b i 1= )T — 145 [,

/=1

adzie 7, = kA+dj2, A= %(A,+Az).

W przypadku, gdy 4, = 4,, wzor (5.3) przyjmuje szczegélnie prostg postac, a imianowicie

| L,
(54) Aq(n) = gy (@k—‘;)

Wykonujgc analogiczne szacowanie dla bezwymiarowych krokow czasowych 4, i 4,
we wzorze (4.5), otrzymujemy uproszczony wzor na przyblizone wartosci funkeji A@y(z,),

n+1

(5-5) ABO 1) = "EEGZL_E’)' {(1+Bi§2)2(@l"@l—x)’?(fk—ll]l) ~
! =1

m+1

B
’1+ 14 Z (E—E. 1)7/(Tk—[/‘7)i

ktory dobrze tg funkcje opisuje, jesli zachodzi nieréwnoéé

(5.6) A, < C(E,, &, Bi) (E,—£)2,  i=1,2,
gdzie.
: ; 12 COS - 7E§,_ sin -- _E_'_ -
C(¢,, 62, Bi) = 2ﬂ2max E,—§ fi—‘fl

i Ty

VAL Bi(g- &) n
W przypadku, gdy 4, = A,, wzér (5.5) przyjmuje szczegélnie prosta postaé, a miano-
wicie

(5.7) ' AB (1) = [(1 +Bi&)0,— (1 +Bi¢,) i‘

Bif(f &)

Wzory (5.4) i (5.7) maja jedng istotng ceche, rézniacg je od wyrazen (4.5) i (4.6) czy
(5.3) i (5.5). Jest nia fakt, ze wystepuja w nich tylko wielkosci mierzone w tej chwili, w kté-
rej odtwarzamy funkcje ¢ i ©@,. W przypadku, gdyby chodzilo o identyfikacje strumienia
ciepla 1 temperatury otoczenia na podstawie pomiaréw, to wyzszo$¢ wzoréw (5.4) i (5.7)
nad dokladniejszymi od nich wzorami (4.5), (4.6), (5.3) i (5.5) polega na tym, Zze w zasadzie
nie trzeba znaé chwili, w ktdrej proces termosprezysty si¢ rozpoczat. W takim ujeciu wa-
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runki (5.2) i (5.6) staja si¢ warunkami ograniczajgcymi od dotu chwilg pierwszego pomiaru
w stosunku do chwili rozpoczecia sig procesu: = = 1.54. Zwréémy uwage, iz wzor (4.10),
czy tez (4.5), pozwala takze wyznaczy¢ termiczne obcigzenie brzegu warstwy w przypadku
warunkow I lub II rodzaju. Przechodzac bowiem z liczbg Biota Bi do nieskonczonosci
znajdujemy wzér na temperaturg brzegu & = O (warunek brzegowy I rodzaju):

58 6 = 0 x [ Lo, N ks e-skr]_

d‘lf 57_51 é ak EZ_E

LB [ 1 (=0 ke, ]
b dr fz—sﬁzg ak U E-& D

za$ przechodzac z Bi do zera i jednocze$nie oznaczajac ¢u(z) = lim Bi®(7) (warunek
Bi--0

brzegowy Il rodzaju), otrzymujemy

_ Jz@_@%[ N ko K2 ]_
5.9 q,(v) = EE l+2_/_/( *cos ECE, e |

k=1

1 dE() o, \ ki, _}
— %([ +2 (—1)‘”0552_5—1e ] .

Widag¢, ze wzory (4.11) i (5.9) maja analogiczng budowe.

Z analizy wzoru (4.10) lub (4.5) wynika, iz istnieja pewne punkty, &; 1 52 , dla ktérych
wzOr ten nieco si¢ upraszcza. Zachodzi to mianowicie dla takich punktéow wewnetrznych,
ktére s powiazane zaleznoscia

(5.10) | g, = M1

El, n=1,2,....

Woéwezas sin-. =0dlai=1,2 cos ke,

52_51 ’ 62_51

a wzor (4.10) przyjmuje postaé

= (— 1*") oraz cos k>

— (— k{n+1)
g — VT

(3.11) O,(z) = Bi(le—fr)_ {d@dir) x |:1+B1§2

@ o b2 kb
+2 (=D (5s “)e—w] 5 B [I+B1§1+2 Z (=155 e‘s"’“-
k=1

f.

6. Weryfikacja numeryczna otrzymanych wynikow

W celu zweryfikowania otrzymanych wynikéw pod katem ich doktadnosci zastosujemy
nastgpujaca procedure. Przyjmiemy najpierw pewne wartosei funkeji ¢(7) 1 &4(7) jako dane
i na ich podstawie obliczymy wartoéci temperatury O(&, 7) i odksztalcen £.x(&, 7) w pew-
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nych punktach wewnetrznych warstwy. Nastepnie przyjmiemy obliczone wartosci jako
WO i na ich podstawie bedziemy odtwarzali funkcje ¢(v) i @ (z) zgodnie z procedurg
podana wyzej.

Przyjmujac, ze @ (t) oraz q(t) sa stale, tzn. @y(7) = &,, q(v) = g dla 7 > 0, oraz
odwracajgc transformaty dane wzorami (2.1) i (2.4) otrzymujemy

l - . .
(6.1) O, 7= q(—B—i +5)+@,1—22J [gA(£, Bi+6,B,(£, Bi)e v,
k=1

(62) . axx(fa T) = b@(§9 T)’
gdzie

A(EL BI) = 1 ﬂlﬁ:cps(ﬂfl/r-k)+Bisi11 (B& ]/r_,g)f‘ ’
Pre BYre cos(BYre) + (1 +Biysin(8Yry )

Bi cos[B(1-8) ]
BGn)  BYrecos(BYr)+(+Bsin(By/r,)
za$ r, sa kolejnymi pierwiastkami rownania

(6.4) - ctgBy/r = ’3]‘3/[’;

(6.3)
B.(£, Bi) =

Obliczenia numeryczne wykonano dla nastgpujacych danych liczbowych: Q(t) = 100
W/m2, Ty7) =1° A =001 m, 1 =40 W/mdeg, T, = 1° n = 1075 deg s/m?, » =
= 10"* m?/s, k = 0.22286- 10™* 1/deg, a ponadto dla czterech réznych liczb Biota,
Bi = 0.1, 1.0, 10, 100, dla dwéch réznych krokéw czasowych At = 0.01 i 1.0 s, oraz dla
réznych par punktéow &, &, € (0, 1) i dla chwil czasu ¢ € (0, 30). Przy wykorzystywaniu
wzoréw (4.5) i (4.6) obliczano warto$¢ funkeji A@, i Ag w chwilach 7, = kd+.1/2.

Nierownosci (5.2) i (5.6) przyjmuja w tym przypadku —dla Bi = 1.0, &, = 0.1 i §, =
= 0.9 — nastepujaca postaé (prawe strony zaokraglano do gory):

A4 = 0.7 w przypadku Ag(%), A4 > 0.65 w przypadku A0,(7).

Celem sprawdzenia o ile bardziej dokladne sg wzory (4.5) i (4.6) od wzorow (5.4) i §6.7)
wykonano obliczenia dotyczace Aq i A0, przy czym we wzorach (4.5) i (4.6) przyjeto 4 =
= 0.01, za$ we wzorach (5.4) i (5.7) 4 = 1. Wyniki oblicze, dokonanych dla Bi =
=1,£ =0.11&, =09 zestawiono w tabeli 2,

Tabela 2

czas ABy(T) Ag(T)

s wg (4.5) | wg (5.7 wg (4.6) | wg(s4)
1.5 0.95847 0.81736 —112.59 —685.66
2.5 0.98017 0.91277 —152.50 —272.81
3.5 ' 0.99053 0.95832 51.514 —78.030
45 0.99548 0.98019 76.846 14.985
5.5 0.99784 0.99057 88.941 59.404
6.5 0.99897 0.99554 94,716 80.615
7.5 0.99951 0.99782 97.479 90.741
8.5 0.99976 0.99896 98.793 95.587
9,5 0.99989 0.99951 99.424 97.893
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Przyjmujac, ze doktadno$é odtwarzania termicznych obcigzen brzegu powinna wynosié
conajmniej 95%, to wariant ,,doktadny” (wzory (4.5) i (4.6)) daje ten wynik $rednio
o 2 s szybciej, niz wariant ,,uproszczony”. Trzeba jednak zaznaczy¢é, Ze wariant ,,uprosz-
czony” mozna bylo latwo obliczyé ,,recznie”, podczas gdy wariant ,,dokladny” zajat
30 min pracy EMC. Przemawia to zdecydowanie na korzy$¢ wariantu ,,uproszczonego’ —
dlatego tez w dalszych obliczeniach poshigiwano si¢ tylko wzorami (5.4) i (5.7).

Kolejnym etapem analizy numerycznej bylo ustalenie, jaki wplyw na dokladnosé¢
identyfikacji obciazen termicznych brzegu ma zmiana odleglo$ci miedzy punktami &£,
i &5, gdy ich srodek ciezkodci pozostaje w tym samym miejscu. W tabeli 3 zebrano wyniki
obliczen dla trzech par punktéow o érodku cigzkosci rownym 0.5 (liczba Biota Bi = 0.1).

Tabela 3

_ _AB()

& = 045|§,=0.30 | ¢,
&, =0.555 =070(&

e A
0.10 [&, = 0.45 (&, = 0.30 | &, = 0.10
0.90 [, = 0.55 &, = 0.70 | &, 0.90

. Czas

Ul

i
I

1.5 0.43983 | 0.44158 | 0.38482 | —124.30 |—124.17 |-123.74
3.5 0.53850 | 0.54000 | 0.53629 | —84.800| —84.698 | —84.341
5.5 ~0.61977 | 0.62098 | 0.62957 | —52.250| —52.167| —51.874
1.5 0.68674 | 0.68773 | 0.69084 | —25.439| —25.367| —25.127
9.5 0.74191 | 0.74273 | 0.74315 —3.344| 3286 ~—3.200
11.5 0.78735 | 0.79103 | 0.79299 14.861 14.905 14,941
13.5 0.82481 | 0.82537 | 0.82591 29.853 29.893 29.932
15.5 0.85565 | 0.85613 | 0.85709 42.213 42.241 42.356
17.5 0.88105 | 0.88146 | 0.88191 52.397 52.417 52.447
19.5 0.50200 | 0.90234 | 0.90271 60.781 60.797 60.807
21.5 091277 | 0.91306 | 0.91339 67.680 67.701 67.813
23.5 093348 | 0.93372 | 0.93498 73.3717 73.389 73.391
25.5 0.94518 | 0.94539 | 0.94553 78.072 78.078 78.086
27.5 0.95484 | 0.95500 | 0.95520 81.930 81.940 81.951
29.5 096277 | 0.96293 | 0.96316 85.119 85.120 85.122

Jak wida¢ rozrzut punktéw nie ma praktycznie zadnego wplywu na dokladno$é od-
twarzania. Mozna wiec ostabié warunki (6.5) przez przyjecie punktéw &, i £, jak najblizej
siebie,

Nastepnym krokiem analizy numerycznej bylo zbadanie, czy zmieniajac polozZenie
§rodka ciekodci punktéw &, i = 1,2, mozZna w krotszym czasie znaleZé przebiegi nie-
znanych warunkéw brzegowych. Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono wykresy obrazujace
funkcje Ag(t) 1 A® (¢) dla czterech réznych wartodci liczby Biota, Bi = 0.1, 1.0, 10 i 100.
Na osi rzednych zaznaczono dokladno$é identyfikacji ¢ i @, w procentach. Analizujac.
te wykresy mozna doj$¢ do nastgpujacych wnioskow:
1° wszystkie krzywe maja charakter krzywych wyk}adniczych
2° temperatura @, jest znacznie lepiej odtwarzana niz strumien ciepla
3° im wigksza jest liczba Biota, tym krdtszy czas potrzebny jest do odtworzenia z dana.

dokladnoscig nieznanych warunkéw brzegowych
4° im érodek ciezkosci punktéw &, i &, znajduje sig blizej ktorego$ z brzegéw warstwy,.
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100

841 q (%]

ABy-11Ag-1 ~krzywe dla £,=0,10
£,=0,20

ABy4 -2i Ag-2—krzywe dla _5,1 OLS
42-0 55

ABqy ~3i Aq~ 3 ~krzywe dla g =080
| =2 |

L1
15 35 55 75 95 11,5 135 155 175 19,5 21,5 235 255 275 295
tls]

Rys. 1

tym lepiej odtwarzane jest obciazenie termiczne tego brzegu i tym gorzej odtwarzane jest
obciagzenie termiczne brzegu przeciwnego.

Sprobujmy wyjasnié, skad si¢ biora takie cechy omawianych wykreséw. Whniosek 1°
stanie. sig oczywisty, gdy do wyrazen (5.4) i (5.7) wstawi¢ prawe strony wzoréw (6.1)
i (6.2), okreslone odpowiednio w punktach &, i &,. Otrzymamy bowiem zaleZznosci o cha-
rakterze wykladniczym:

2 N . .
65 AaD =+ IZ a[4(&,, B)— Au(&5, BI)+

+0,[Bu(&, B~ Bi(é, Bi)]}C""’,

SIRPENE
(66) A@d(T) = @d‘l‘ E fl —_Z {q lAk(gz,Bl)(E +§1)_

— A, (&, Bi) (TBIT +§2) l+ @d[Bk(§2, Bi) (% +§1)—Bk(51, Bi) (% +§2)]} e T,

Jesli ograniczymy si¢ tylko do pierwszego wyrazu szeregu nieskoficzonego, to zaleznofci
te mozna zapisaC w postaci

Ag(®) _ e
- q

(6.7) =~ EE {A (£, B)—4 (Ez,Bl)+%[Bl(§1,Bl) 31(52,31)]}
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100

04,09 (%]
13

| | | | |
15 I 3,5/ ]5,5 HS]'ZS 95 15

T I I ]

100|ngg=1
\f\ed-z
90
A3
80 -
S 7ok
< 60 Ag-3
@
SOF
40"‘
301
20—
10L
} ] \ | | ! i
7525 35 45 55 15 25 35 L5 55
tls]
Rys. 2

AOy(r) | e { . (1 )
6.7 ! —1 = . —
%Cdg o, 1 E,—E, B, (&,, Bi) Bi + &

A1 . S 1
—B(&,, Bi) (Tﬁ +§2) +gd—[A1(§2, Bi) (%n +E1)—Al(§1 , Bi) (E +§2)“.

Przy ustalonych punktach &, i &, oraz danej liczbie Biota, Bi, wartosci lewych stron zwigz-
kéw (6.7) zaleze¢ beda w danej chwili czasu tylko od ilorazu ¢/@,. Zbadajmy, dla jakich
wartosci ilorazu /@, lepiej jest identyfikowany strumien ciepta, Ag(7), a dla jakich —
temperatura 40,(7). Wymaga to rozwiazania nieréwnosci

(6.8) )A‘I_(T) _1
q

< ‘A%fr)—l‘.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3—4/82
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Obliczenia, przeprowadzone dla & = 0.3, &, = 0.7 Bi = 1.0 wskazuja, ze obszar, w kté-
rym lepiej jest odtwarzana temperatura @, scharakteryzowany jest nierdéwnosécia —1.337 <
< q/®, < 4.558, albo— wracajac do zmiennych wymiarowych —

(6.9) —~5548 < Q/T, < 18232.

W praktyce zdecydowana wigkszo$¢ ilorazéw Q/T, zawiera si¢ w przedziale, w ktérym
lepiej jest odtwarzana temperatura A6,(7).

Whniosek 3° mozna latwo wyjasni¢é w oparciu o warto$ci pierwszych pierwiastkow
réwnania (6.4) dla réznych liczb Biota. Dla Bi = 0.1 mamy », = 0.09675, dla Bi = 1.0
ry = 0.74012, dla Bi = 10 r; = 2.04175, oraz dla Bi = 100 r; = 2.41884. We wzorach
(6.7) cztony wykiadnicze tym szybciej wygaszaja wyrazenie stojace przy nich, im wartosé
pierwiastka r, jest wigksza. Dlatego dla duzych liczb Biota juz po kilku sekundach czion
ten ma warto$¢ pomijalnie mata 1 dokladnosé odtwarzania jest niemal stuprocentowa.

Ostatni wniosek nie da si¢ tak tatwo wyjasni¢ matematycznie jak poprzednie. Jednakze
jego interpretacja fizyczna jest prosta. Wplyw obcigZenia termicznego danego brzegu
warstwy tym silniej uwidacznia si¢ w wartosciach WO im blizej tego brzegu lezy Srodek
cigzkodci punktéw &, i &, . Stad tez tatwiej jest odtworzy¢ obcigZenie termiczne tego wlasnie
brzegu.

Uwagi koncowe

Przedstawiona w pracy metoda identyfikacji daje sig bezposrednio przeniesé na przypad-
ki ciat o innych ksztaltach jak i na innego typu jednowymiarowe zagadnienia identyfikacii.
Wykorzystane w pracy dla przedstawienia funkcji opisujacych WO funkcje schodkowe
nie s3 jedynym przedstawieniem dopuszczalnym. Funkcjami dopuszczalnymi sa np. splajny
n-tego rzedu (funkcje, ktérych n-te pochodne sg funkcjami schodkowymi). Jednakze
zwig¢kszenie dokladnoéci opisu WO prowadzi do skomplikowania wynikéw, podczas gdy
wyboér funkcji schodkowych pozwolit na otrzymanie bardzo prostych formul przyblizo-
nych (5.4) i (5.7).

Gléwna zaleta przedstawionej metody identyfikacji wydaje si¢ byé jej stosunkowo
duza doktadnoéé przy nieskomplikowanych wzorach, opisujacych wielkodci identyfikowane.
Z uwagi na to metoda dobrze nadaje sig do weryfikacji doswiadczalnej.

Na odrgbng uwage zastuguje fakt, iz niejako przy okazji otrzymano zwiazek okresla-
jacy w przyblizeniu liczbg Biota (wzér (4.7)). Wzor ten takze mozna sprowadzi¢ do prost-
szej postaci, je$li spelnione sa ograniczenia (5. 2) i (5.6); jeéli ponadto 4, = A,, wéwczas
' otrzymujemy zwiazek
—E./b

(EZ—EI)A@d(Tk) Oy &+ EE b
A

gdzie T, = IcA-{— , Op = 0 (kA), E, = E,(kA).

Bi ~

Przedstawiona w pracy technika odwracania transformat Laplace’a pozwala omingé
te trudnodci, ktore staly si¢ przyczyna niepowodzen przy wielu innych, wczeéniejszych
prébach rozwiazywania zagadnien odwrotnych wymiany ciepta, [1]. Wydaje si¢, ze wyma-
gaja dalszego rozwoju techniki obliczeniowe, zwigzane z transformacjg Laplace’a jak i z ra-
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chunkiem operatorow Mikusifiskiego, [9], gdyz pojawiajace si¢ w toku obliczen dotycza-
cych zagadnien odwrotnych funkcje zmiennej zespolonej s (parametru transformacji)
maja charakter operatoréw Mikusiiskiego, czy tez transformat dystrybucji typu odmien-
nego niz wykiadnicze.

Analiza numeryczna potwierdzita poprawno$¢ otrzymanych wynikéw, jak réwniez
pozwolila przesledzi¢ ich dokiadnod¢ i wrazliwo$¢ na dobdr punktow &, 1 &,, jak réwniez
réznych liczb Biota. Szczegdlnego podkreslenia wymaga fakt, iz obliczenia te mozna wy-
konaé nawet postugujgce sie prostym kalkulatorem czy suwakiem.,

-
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Pesiwome

O OOHOMEPHOI 3ADAUYE MOEHTHUPUKALIUMA TEILJIOBOTO IIOTOKA HA
ITOBEPXHOCTM IIJIACKOI'O CJIO:

B paBore mpeAcraBneHo NpuOIILKEHHOE 1 TOUHOE pELUEHME 32[aud HAcHTH(GHUKANH TENIOBOro
TIOTOKA. 3ajaun pacCMOTpeHa Ha OCHOBE COTIPAKEHHON TEOPMM TEIJIOBLIX HAmpsHRCHHI. YToOb! onpe-
JIENIHTH TENUIOBOH IMOTOK Ha OAMOH NOBEPXHOCTH CJOSA H TeMIEPaTypy OKPYYKaIOLIeH Cpelabl AN BTOPOH
HHOBEPXHOCTH, H30paHO TeMreparypy M AedOopMalfIo KalKk TaK HasbiBaCMbIE BHYTPEHHLbIE OTBeThl. Hy-
MepHUecKkoil aHaly3 WINIOCTPHPYCET TOUHOCTh TEOPETHUECKIX Pe3yNIbTATOB ¥ BINsIiNE BLIGOpa BHYTPEH-
HBIX TOueK 5, 1t &, 1 ypcna Buo M2 TOYHOCTH HAEHTH(DHKAIHH.

Summary

ON AN ONE-DIMENSIONAL HEAT FLUX IDENTIFICATION PROBLEM AT A SURFACE
OF A PLANE SLAB '

In the paper an analytical approximate and exact solution of an heat flux identification problem is shown.
The problem is considered on the ground of the theory of thermoelasticity. To determine the heat flux
at one surface of the slab and a surrounding temperature at the another one the temperature and strain
were chosen as the socalled internal response. Numerical analysis illustrates the accuracy of the theoretical
results as well as an influence of the choice of the interior points, &, and &, and the Biot number for the
accuracy of the identilication.
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WYKORZYSTANIE METOD ANALIZY WRAZLIWOSCI DO BADANIA
UKEADOW MECHANICZNYCH OPISYWANYCH LINIOWYMT
I NIELINIOWYMI ROWNANIAMI MATHIEU

BoGustaw SKIERCZYNSKI

Lublin

We wszystkich naukach przyrodniczych i w technice wazna jest idea modelowania.
Sformutowanie teorii (proponowanej koncepcji badanego zjawiska) mozna z calg stusz-
nofcig nazwaé ,,tworzeniem modelu”. Teoria wystepuje tu jako werbalny lub matematyczny
model rzeczywistosci. Dla naszych celéw definiujemy model jako opis zasadniczych cech
istniejacego lub projektowanego uktadu, dostarczajgcy wiedzy o nim w formie uzytecznej.

Podstawowym wymaganiem wzgledem modelu jest to bowiem, by wiedza o procesie
realizowanym przez niego byla przedstawiona w formie uzytecznej, poniewaZ musi on
dostarczy¢ wnioskow do dalszej analizy. JeZeli model jest zbyt ztozony jego uzyteczno$é
staje si¢ watpliwa. Pocigga to za soba konieczno$é odpowiedzenia na szereg trudnych
pytan takich jak np.:

— Jak oceni¢ jako$¢ modelu?

— Jak zawrze¢ w nim calg najistotniejsza wiedze?

— Jak potraktowaé nieliniowosci?

— Jak mozna rozwazany uktad przedstawi¢ w sposéb przyblizony za pomoca prostego

modefu?

— itp, N

Na niektére z tych pytan metody analizy wrazliwo$ci sg w stanie udzieli¢ odpowiedzi.

Literatura dotyczaca metod analizy wrazliwosci nie podaje konkretnych metod nadaja-
cych sig do wykorzystania w analizie uktadéw nieliniowych. Podane sa ogélne definicje
wrazliwoéci oraz ich zastosowanie do uktadéw liniowych. Zastosowanie tych metod do
uktadéw nieliniowych prowadzi do koniecznosei rozwiazywania réwnan liniowych o zmien-
nych wspdlczynnikach, przy zatozeniu, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego nielinio-
wego jest znane. '

Istnieja rézne koncepcje i definicje pojecia wrazliwosci oraz jej miary. Jednym z warian-
téw zagadnienia wrazliwosci jest zagadnienie wrazliwosci ilosciowe]j rozwigzania na zmiany
parametréw, ktére poglagdowo mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb. [2]

Niech model pewnego zjawiska fizycznego bedzie opisywany réwnaniem rozniczkowym
w ogdlnym przypadku njeliniowym.

(l) d)::’e_f(t;x,)-ﬁp):(),
x(to) = xo, X(20) = Vo
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Rozwigzanie rownania (1) uwaZamy za znape. Zagadnienie ktére chcemy zbadaé (o
zmiana wartodci rozwigzania réwnania gdy parametr p zmieni si¢ o p.

Jezeli zmiana parametru nie zalezy od czasu to funkcje wrazliwosci mozna okreglié
nastgpujaco:
x(t, p+Ap)—x(t,p)  0x

2 t,p) = lim .

@) w(t. p) .1,;]—].0, Ap ap

dla p dostatecznie malego zaleznos$¢ (2) mozna przedstawi¢ w postaci:
©) x(t, p+Ap)~x(t, p) = w(t, p)- dp.

Jak wida¢ z przedstawionej zaleznosci (3) jezeli wyznaczymy lub oszacujemy finkcje
wrazliwosci w(t, p) to mozemy wyznaczy¢ lub oszacowa¢ zmiang funkeji x(¢, p) wyniklg
Ze zmiany parametru p, lub jezeli mamy zmiang funkcji x(¢, p) i wyznaczymy lub oszacu-
jemy funkcje wrazliwosci to mozemy wyznaczy¢ zmiang parametru p.

Rownanie rozniczkowe na funkcje wrazliwodei w(z, p) otrzymujemy roézniczkujac
réwnanie (1) wzgledem parametru p.

4 op _ o 0% _of 0x _of ox o _

@ \ dp 0% dp ox dp O0x dp dp

stad na podstawie definicji funkcji wrazliwosci (2) otrzymujemy:

&) wtot, p)iv+B(t, pyw = y(, p),

gdzie: )
b _ _ o

(6) . d(t,p)— ——87(7, ﬁ(t’p)_ —’Ix', )’(f,P) = '5'

Jezeli znamy rozwiazanie réwnania (1) to znamy réwniez wspétezynniki o, f3, v, 1 funkeja
wrazliwo$ci jest rozwigzaniem rownania (5) rozniczkowego o zmiennych wspoétezynnikach,
Funkcje wrazliwosci wyzszych rzedow mozna otrzymad rozniczkujac rownanie (1) wzgle-
dem p2, p3, ..., p".

Tak wiec widaé z przedstawionego. schematu czy tez metody otrzymywania funkgcji
wrazliwosci dla rownan nieliniowych, ze zachodzi konieczno$¢ rozwigzania w pierwszym
rzedzie rownania rézniczkowego a nastepnie rownania liniowego o zmiennych wspol-
czynnikach. : ‘

Drugim wariantéem wrazliwosci jest tzw. ,,4 lub u-wrazliwo$¢” — wrazliwo$¢ rozwia-
zania na zmiany struktury réwnan opisujacych model. Definicja ta jest bardzo ogdlna
1 mozna w niej wyodrebnié cztery gtowne przypadki:

a. wrazliwo$¢ na zmiany rzedu modelu matematycznego,

b. wrazliwos¢ na zmiang ilo$ci stopni swobody,

c. wrazliwos¢ na zmiang modelu ciaglego na dyskretny,

d. analizg wplywu wyrazéw funkeyjnych, z ktérych zbudowany jest model matema-

tyczny. ,

Szczegblnym przypadkiem wrazliwoscei strukturalnej rozumianej jako analize wplywu
wyrazéw funkeyjnych jest wrazliwo$¢ na zmiane parametrdow.

Wezmy pod uwage model opisywany ukladem réwnan rézniczkowych w postaci:

@ x = Ax+¢f(t, x, €),
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gdzie:
x = collx;, ..., x,],
A=ay] (,] = I,..,n
& — maly parametr

f— funkcja nieliniowa
Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazhwosc' dla parametru jest postaci:

® W= Aw+e¢ aa, : ) +1@, x, &),
gdzie:
w = collw,, ..., w,], w,= ax",
oe

Przyjmijmy, ze parametr ¢ = 0. Wtedy réwnanie (8) przybiera postaé:

)] w = Aw+f(t, X, €)
gdzie X jest rozwigzaniem réwnania:
(10) ' % = A%

Wprowadzone funkcje w;(¢, e = 0)(i = 1, ..., n) sa to funkcje wrazliwosci okreslajace
zmiang¢ rozwiazania réwnania (10) gdy w réwnaniu tym pojawia si¢ funkcje nieliniowe
ﬁ(t: Xis E)'

Zgodnie z definicja (3) mozna napisaé:

(1) x—x=wt,e=0)¢,
stad rozwiazanie réwnania rézniczkowego nieliniowego jest postaci:

12) x=X+w(t,e=0)-¢

Powyzej przedstawiona metod¢ moina wykorzystaé do badania réwnan rézniczkowych
liniowych o zmiennych wspdlczynnikach — do wyznaczania ich rozwigzan i obszaréw
statecznosci. W ostatnim czasie krag zagadniefi ktérych rozwigzanie sprowadza si¢ do
badania réwnan rézniczkowych o zmiennych wspélczynnikach a w szczegélnodci do ba-
dania réwnania Mathieu szybko sie powigksza. Spotykamy si¢ z nim nie tylko w fizyce
i technice lecz takze w biologii, biofizyce, medycynie itp.

W zwigzku z tym zachodzi koniecznoéé podania efektywnej metody rozwigzywania réw-
nania liniowego i nieliniowego Mathieu. Wydaje si¢, Ze taka metoda jest metoda przed-
stawiona powyzej.

Jako przyktad rozwazmy réwnanie Mathieu w postaci :

(13) Z+(a—2gcos2t)z = 0.
W zalezno$ci od parametrdéw a i g rozwigzanie réwnania Mathieu moze by¢ okresowe lub
nieokresowe, stateczne lub niestateczne. -

Przyjmijmy, Ze a jest okreslone zaleznoscig:

(14) ' a =w*+a,q+aq*+ ... +
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Podstawiajac (14) do rownania (13) otrzymujemy:

15 Z4+(w?+a,qg+a,g*+ ... —2qcos2t)z = 0.

Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwosdei dla parametru g jest postaci:

(16) W+ (w?+a,qg+ayg®+ ... —2qcos2t)w = —a,z—2a,qz— ... +2zcos2t,
oz .

dzi =

gdzie: w 2

Réwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwosci drugiego rzedu dla parametru g przybiera
postac:

(1) Wy (w?+a,g+axq*+ ... —2qcos2hw, = —a, w—2ga, w— ... —a,w—2a,z—
—... +4cos2tw,
gdzie: w, = g:;zz‘
Przyjmujemy, ze ¢ = 0 i otrzymujemy:
(18) Fo+wizg = 0, 3
(19) W, t+w?w, = —a,29+220C0s21,
(20) Wao+m3Wao = 2(—ay Wy —a,20+ 2w, cos2t).

Rozwiazanie réwnania (18) jest postaci:
21 zo(t) = C,sinwt+ C,coswt,
gdzie:
C,, C, — state okredlone przez warunki poczatkowe.
Podstawiajgc (21) do (19) otrzymujemy:
(22) W, +ww, = —C,a,.coswt—Ca,sinwt+ C,cos(w—2)t+ C,cos(w+2) 1+
s +Cysin(w+2)t+ Cysin(w—2)¢.
Z postaci réwnania (22) wynika, ze wyrazy sekularne pojawiaja si¢ w rozwiazaniu gdy
w=0,1,2
Przyjmijmy, ze w = 1. Wtedy réwnanie (22) przybiera postad:
23) W +w, = —C,a,.cost—Ca,sint+Cycost+ Cyrcos3t+C,sin3t+ C;sint.
Usuwajac wyrazy sekularne otrzymujemy dwa nietrywialne alternatywne warunki,
L a.=1 1 Ci=0
(14) 1 .
II. a;5= —1 i , =0
gdzie: '
a,; — oznacza stala a, przy rozwigzaniu w postaci funkcji sinus.

. 0 . - .y - N
a,. — oznacza stalg a; przy rozwigzaniu w postaci funkcji cosinus.
Rozwigzanie réwnania (23) po usunigciu przybiera postaé:

25 w () = — %coth_— wcgisinSt
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Podstawiajac (25) i (21) do rownania (20) oraz usuwajac wyrazy wiekowe otrzymujemy
takze dwa warunki, A mianowicie: '

(26) . I age= —= i C =0

1
8
(27) I a,y = —
Rozwiazanie réwnania (20) jest postaci:

1 1
== C 3+ — in 3t
i ,C0s3t+ ) C,sin3t+ 56
Cheac znalez¢ dokladniejsze rozwiazanie rownania (13) oraz dokladniejsze obszary
stateczno$ci nalezy wyznaczy¢ funkcje wrazliwoéci rzedu trzeciego, czwartego itp., co nie
nastrecza duzych trudnosci jak widaé z przedstawionego schematu.
Rozwigzanie réwnania (13) w ogolnej postaci okreslone jest zaleznofcia:

1 1

(28) Wao(t) = — C,co85t+ —- C,sin5t.

(29) z2(t) = zo(t)+w (t, g = 0)- q+~%—w20<t, qg=0)-¢+ ..

Ograniczajac si¢ do funkcji wrazliwosci drugiego rzedu oraz uwzgledniajac wyznaczone
warunki (24), (26) i (27) otrzymujemy dwa przypadki okresowego rozwigzania réwnania
Mathieu (13) dla w = 1.

1.
1 1, 1,
(30) z(t) = Czcost—-g--Czqcos3t—6—4C2q cos3t+ mczq cosSt+ ...
przy czym,
1
an a, = 1+_q—-8—q2+
il.
. 1 . 1 . 1 2
(32) z(t) = Clsmt—-g-Clqstit+ —6—ZCIq sin 3¢+ —1—97C1q sinS5t+ ...
przy czym,
1
(33) a; = 1~—q—§q2+

Jak widaé z postaci rozwiazania réwnania Mathieu i krzywych rozdzielajacych obszary
statecznosci i niestatecznosei otrzymanych przy pomocy funkcji wrazliwosci na pojawianie
sig wyrazéw x funkcyinych w réwnaniu liniowym o stalych wspétczynnikach sg one takie -
same jak uzyskane przy pomocy innych metod [1, 3]. Przyjmujac, ze w = 2,3 i postgpujac
w sposob przedstawiony powyzej otrzymujemy inne rozwigzania réwnania Mathieu.
Metoda ta wydaje sie by¢ mniej skomplikowana w zastosowaniu w poréwnaniu z metoda-
mi klasycznymi.

W wielu zagadniem’ach pojawiaja si¢ nieliniowe réwnania Mathieu. W tym przypadku
metoda przedstawiona powyzej wyrazniej uwypukla swoje zalety. Wyznaczenie rozwigzania.
i obszar6w statecznosci jest duzo tatwiejsze w poréwnaniu z innymi metodami.
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Jako przykiad rozwazmy nieliniowe réwnanie Mathien postaci:

(34) ' 4+ (a—2gcos2t)z+uz® = 0.
Podstawiajac,

(35) = qb,

(36) a = w?+tag+ag*+ ...

do réwnania (34) otrzymujemy:
(37) P4 (wr+ag+ag*+ ... —2qcos2t)z+gbz® = 0.

Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwodci pierwszego rzedu dla parametru g jest
. postaci: '

(38) WH(wr+agtag*+ ... —2qcos2t)w+3gbz*w = —a;z~2a,9z+2cos2t -z —
' ~bz3~— ...
Roéwnanie rozniczkowe na f'unkcje wrazliwodci rzedu drugiego dla parametru g przybiera
postac:
(39) W+ (w*ta,gtag®+ ... —2qcos2t)w,+3gbziw, +6gbzw? = —2a; w—2a,qw+
+4wcos2t—6bziw—2a,z—2a,qw— ...

Przyjmujemy, ze g = 0 i w = 1. Wtedy réwnania (39), (38), (37) sa postaci:

(40) o420 =0
(41) Wi+wy = —a,Zo_psy+220C0828,
42) Wao = Wap = 2(—a;w,+2w;cos2t—a,zo—3bz3w,).

Rozwigzanie réwnania (40) jest postaci:
(43) zo(t) = C,sint+ C,cost.

Podstawiajac (43) do réwnania (41) oraz usuwajac wyrazy sekularne otrzymujemy
dwa warunki:

1.
3 .
(44) Aie = I‘“zszb 1 C1=O
1II.
. 3 .
(45) = =l=7Ch i Ci=0

Rozwigzanie réwnania (41) po usunigciu wyrazéw wiekowych jest postaci:

1 1
(46)  wi(t) = —§(Cf+ZCfb—%Cfclb)sin3t~%(C2+%Cfczb—%Cgb)cos&

Usuwajac wyrazy wiekowe w réwnaniu (42) po podstawieniu do niego (43) i (46) otrzy-
mujemy warunki:
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I 4

. = =+ 3 Thr i =
(47) e g + 1 Cib+ - 178C b* 1 C =0,
.

1 4 3 s
(48) s = o 32C b— 138 Cth 1 C,=0.

Ograniczajac si¢ do funkcji wrazliwosci drugiego rzgdu oraz uwzgledniajgc warunki
(48), (47), (45), (44) otrzymujemy dwa przypadki rozwigzania okresowego nieliniowego
rownania Mathieu (34),

I.
49) z(1) = Cacost—gczqcos3t+ 2C3ch053t+ 6 -C,q%cos3t—
1 552
~ 5% —_C3q°cos3t+ - 1024 -C3b*q3cos3t— T9—2—Caq cosSt+
: -C3bg3cos 5t — - 3 3b%g*cosSt+ .
192 3072
przy czym,
3 2 1 2 1 2 2 2
(50) a; = l+q——4—C2bq——-8~q +%—C2bq +—1—2§b Cig*+ .
I
(51)  z(t) = C,sint L o gsin3t— 2 Cagbsin3t+ —-C, q%sin3t
Z =+ ‘8 14 '3_2 q n H 14 s a3t —
l 3 3 552
—mC bgsin 3t — o4 C3b%g*sin3t+ — 192 Cq%sin 5t +
! —_Cbg3sin5t+ - 3 ——C?b%*g%sin5t+ ..
MBT A 3072
przy czym,
3- 2 1 2 1 2 2 2,2
(52) a, = l—q—chbq—gq —ic,bq — 128 ——_Cp2g°+ .

Wyniki uzyskane przy pomocy proponowanej metody zgadzajg si¢ z wynikami uzyska-
nymi przy pomocy innych metod np.: (4).

Efektywno$é¢ proponowanej metody jest tym wigksza im bardziej skomplikowana jest
posta¢ funkcji nieliniowej wystepujacej w rozwazanym réwnaniu. Metoda ta pozwala
na unikniecie bardzo klopotliwego podnoszenia szeregu potggowego do potegi w jakiej
wystepuje nieliniowo$é w réwnaniu, a przy bardziej skomplikowanych nieliniowosciach
do unikniecia mnoZenia szeregdéw potggowych wczesniej podnoszonych do okreslonych
poteg. ‘
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Pesome

OPUMMEHEHHME METOIOA AHAJIM3A UYBCTBHUTEJNBHOCTU K MEXAHMUECKHUM
CUCTEMAM OIIUCBIBAEMLIM JUHEWHLIMU W HEJIUHEWHLBIMU YPABHEHUSIMU
MATBLE

B pﬂ60TC npeacrapiierlo MeToX OITPEeAEeIEHHsE 301 yHTOi‘l‘IHBOCTH JJIST JIMHEHHDLIX M HEeSIHHEHHLIX
ypﬂBHCHHﬁ Marre TIp4 HCHONB30BAHMHM METOAOB anajin3a UyBCTBHTENBHOCTH ~— qpymcunpx Uy BCTBUTEIIb-
HOCTH Ha BBEIEHHE HENWHEHHBIX 4JI€eHOB B IIH(i)CpEHIIHFUIBHbIC YpaBHCHHA.

Summary

METHOD OF SENSITIVITY ANALYSIS APPLIED TO MECHANICAL SYSTEMS GOVERNED
BY LINEAR AND NONLINEAR MATHIEU EQUATIONS

The method of determination of the regions of parametric instability in linear and nonlinear Mathieu
equations has been presented by applying the sensitivity analysis, the sensitivity function has been used
to introduce non-linear terms into differential equations.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1982 roku
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1. Wstep

.Aktualny stan badan w dziedzinie fizyki polimerdw wskazuje na konicznos¢ podej-
mowania prac eksperymentalnych i teoretycznych pos$wigconych wyjasnianiu mechaniz-
mu degradacji polimerow, ktéry jest praktycznie nieznany, a takze niszczeniu polimerdw
w warunkach naprezen mechanicznych. Do bardzo aktualnych zagadnien nalezy badanie
zmian wihasnoéci tworzyw w szczegdlnie trudnych warunkach uzytkowania® [1].

W ostatnich latach, w scharakteryzowanym zakresie, podejmowane byly badania dla
ustalenia jakie wielkosci opisuja uszkodzenie struktury wynikajace z przenoszenia obcigzen
[2,3,4,5, 6,7, 8,9, 10]. Zbadano takie wielkodci jak: temperaturg samowzbudng, dyna-
miczne wielkosci mechaniczne, propagowanie si¢ szczeliny, wielkoéci dielektryczne, wy-
trzymalosé, itp. Badania te dotycza przede wszystkim obcigzen diugotrwatych, wielokrotnie
zmiennych.

Celem pracy jest wskazanie na mozliwo$¢ wykorzystania parametréow wystepujacych
w opisach relaksacji naprezen jako wskaZnikéw uszkodzenia struktury materiatu.

2. Relaksacja napreZeft przy jednoosiowym rozciaganiu jako proces uniwersalny'

Jak wynika z badan prostej (& = const) relaksacji naprezenn przy jednoosiowym
rozciaganiu, dla wielu metalicznych i niemetalicznych materialow konstrukcyjnych, prze-
bieg jest podobny.

Na rysunkach 11 2 pokazano odpowiednio: krzywe do$wiadczalne uzyskane w Labora-
torium Instytutu Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Krakowskiej dla
poliformaldehydu, poliamidu 6, poliamidu 6 wzmocnionego krétkocigtym widknem
szklanym i dla polipropylenu oraz krzywe uzyskane w innych osrodkach (gtéwnie Labora-
torium Instytutu Materiatéw Konstrukcyjnych IT, Uniwersytetu Technicznego w Gote-
borgu) dla nastgpujgcych materialéw: miedZ, ind, molibden, kadm, stop Lipowitza,
fluorek litu, wysoko i niskociénieniowy polietylen, poliizobutylen, celuloza, alkohol
cetylowy, szkto zaroodporne. Jak z powyzszego wynika charakterystyczng cecha krzywych
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Rys. 1. Relaksacja naprezesi dla poliformaldehydu, poliamidu 6, poliamidu 6 wzmocnionego krotkocietym
wloknem szklanym, polipropylenu (proby przeprowadzono w Laboratorium IMiPKM PK).
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T ! T T
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-1 0 1 2 3 4L 5 6
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Rys. 2. Relaksacja naprezen dla szeregu materiatdw metalicznych 1 niemetalicznych (proby przeprowadzono
w CTH w Goteborgu). Na rysunku liniami przerywanymi zaznaczono uzyskiwane maksymalne i minimalne
nachylenia najbardziej stromej czgsci krzywej.

doswiadczalnych jest niemal jednakowe nachylenie (w uktadzie wspélrzednych o* [ogvsig?)

najbardzie] stromej czgdci krzywej relaksacji wynoszace: \ -

0o
do* . % . . o
= AinD)’ natomiast ¢§ = 0q—0, i 0% = 0—0,, oznaczaja odpowiednio efektywne

= 0,1+0,01, gdzie

max

naprezenia poczatkowe i biezace (o, — naprezenie rownowagowe jakie si¢ ustala po
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dostatecznie dlugim czasie). Prawidtowosé ta zostata opublikowana przez J. Kubata w pra-

cy [11]. Na rysunku 2 liniami przerywanymi zaznaczono graniczne wartosci uzyskiwanych
| F

nachylen (0,09 < “-;*— < 0,11}.
4]

Z wszystkich znanych autorom przebiegow relaksacji naprezen odstepstwa od powyz-
szej prawidtowosci wykazuja jedynie: otéw (0,119), stal Cr—Mo—W (0,081), polimeta-
krylan metylu (0,063).

Histogram dla calej wymienionej populacji przedstawia sie jak na rys. 3.

841

//' ’
////
~

7
53 53 [ 53

) ’// ]
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E
)
Tg
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N

max

Rys. 3 Udzial procentowy roznych nachylen w zbadanej populacji tworzyw konstrukeyjnych.

3. Modele relaksacji naprezen

Dla scharakteryzowania przydatnosci réznych modeli opisujgcych relaksacje naprezen
dla celu postawionego w tej pracy, kierowano si¢ sensem fizykalnym modelu i spelnieniem
przez model, oméwionego w rozdziale 2, charakterystycznego nachylenia.

I tak: : '

— proste modele mechaniczne: wykazuja zbyt duze nachylenie, nie opisuja
rzeczywistych przebiegdw, maja bardzo uproszczone podstawy fizykalne,

— uogdlnione modele mechaniczne: praktycznie stosowane przy schematyzacji
dystrybucji czaséw relaksacji rozkladem prostokatnym Iub gaussowskim,
podstawy fizykalne podobnie jak modele poprzednie,

— model potggowy (Nortona-Bailey’a): w zasadzie dobrze opisuja tylko koricowa
czgé¢ krzywej relaksacji tj. dla bardzo dlugich czaséw. Stanowi to powazne
utrudnienie w praktycznym uzywaniu tego opisu dla celu wyszczegéinionego
w tytule pracy. : _

Modelami natomiast uzytecznymi dla badania zniszczenia struktury, poprzez parametry
opisujace relaksacjg, sg modele eksponencjalne i kooperatywne.

3.1 Model eksponencjalny. Jest to model, ktéry dobrze opisuje wysoko i Srednionapreze-
niowy (w stosunku do naprezenia poczatkowego) zakres relaksacji.
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Prawo eksponencjalne opisuje reologiczne zachowanie si¢ defektéw krystalicznych
cial statych, a takze plyniecie segmentéw makromolekut w polimerach. Moze wigc to prawo
by¢ stosowane w przypadku relaksacji i naprezen zaréwno w metalach, jak i tworzywach
sztucznych. Prawo eksponencjalne jest konsekwencjg teorii termicznej aktywacji, czy tez
termicznej aktywacji wspomaganej naprezeniowo. Procesy te sa opisywane réwnaniem
Arrheniusa: ’

3.1 6 = ~Aexp(—4G/LT),
gdzie:
] do iy ..
o= oznacza predkosé relaksacii,
AG = AH—TAS oznacza swobodna energi¢ Gibbsa,
AH — energi¢ aktywacji, 7 — temperaturg, 4S5 — entropig aktywacii,
k — oznacza stalg Boltzmanna, 4 — wspodlczynnik.

Normalnie zakiada si¢, Ze energia wystgpujgca w réwnaniu (3.1) zmienia sie liniowo

z napreZeniem efektywnym 1 wéwezas: -

(3.2) = ~Bexp( ka;)

gdzie: z — oznacza objetod¢ aktywacji, opisuje zalezno$¢ energii od naprezenia (w
fizyce ciala stalego okreéla si¢ tg objetod¢ jako iloczyn powierzchni tworzacej sie przy
uruchamianiu sie dyslokacji w zdarzeniu elementarnym 1 wektora Burgersa [15]).

Zakladajac, ze ,,jednostki plynace” moga przekraczal bariere potencjalu w obu kie-
runkach, wéwczas rownanie (3.2) nalezy zapisaé:

(3.3) ¢ = —bsinh(ve*/kT), — réwnanie Eyringa.

Innym zapisem tutaj stosowanym jest:

(3.4 &= —b(e—k—f— 1) , — réwnanie Kubata.

Wykorzystujac w obu ostatnich rownaniach zalezno$¢:

' 1 v

3. ' =

3.5 F kT’
gdzie: F = d;l;z)d’ oznacza nachylenie stycznej do krzywej relaksacji w uktadzie wspot-

rzednych o*usint,
otrzymamy ostatecznie nastgpujace, czesto stosowane, zapisy dla relaksacji naprezei
w wysoko 1 §rednionapre¢zeniowym zakresie:

. . o*
3.6 = — -
(3.6) o bsmh( 7 ),
oraz
(3.7 ’ o= —b(eT—l}.

Wystepujacy w obu réwnaniach parametr F oznaczajacy charakterystyczne nachylenie
lub pozostajacy z nim w zwigzku parametr v oznaczajgcy objetosé aktywacjt wykorzystamy
jako wskaZnik uszkodzenia struktury badanego materiatu.
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Nalezy tu podkresli¢, ze parametr v nie jest staly dla calego procesu relaksacji. Dla
koncowej czedci relaksacji napreZen, gdzie nie mozna dobrze opisywaé przebiegu modelem
eksponencjalnym, a trzeba stosowaé model potggowy, parametr » zmienia si¢ z napr¢zeniem.
Dlatego tez parametr v bedziemy bada¢ i poréwnywaé tylko w zakresie eksponencjalnym,
gdzie nachylenie F pozostaje niemal state. Nalezy takze dodaé, e istnieje mozliwo$é
wykorzystania, dla wigkszoéci materialow, nastgpujacego rownania dla obliczania v-

F kT
| =0,1400] =
(38) 0‘(*)‘ max 01 IZ)0‘0
skad otrzymujemy:
1
3.9) v = (10i1)kT~F.

0

3.2. Model kooperatywny. Wobec stwierdzonego duzego podobiernistwa w przebiegu relaksacji
naprezefd w ciatach stalych o roznej budowie i sktadzie wydaje sig, Ze istnieje potrzeba
budowania modeli na bazie teorii niezaleznej od specyfiki materialu. W takiej sytuacji
uzyteczna jest teoria kooperacii.

Zaklada si¢, ze w materiale mozna zidentyfikowaé tzw.:jednostki plynace. Moga
nimi byé zespoly atomoéw, dyslokacji, defektéw, molekul, fononéw, itp. Istota kooperacii
polega na wspoloddzialywaniu, poprzez energi¢ kooperatywna, sasiednich jednostek
bedacych w réznych stanach relaksacji. Prawdopodobienstwo, Zze pojedyncza jednostka,

ktéra nie kooperuje z sgsiednimi jednostkami, pokona barierg potencjalng w czasie ¢ jest
t

proporcjonalne do e ¥, gdzie r jest czasem relaksacji pojedynczej jednostki.
W trakcie jednak gdy pojedyncza jednostka ,,przeskakuje” barierg energetyczna moze
zaindukowa¢ podobne zdarzenie dla sasiedniej jednostki. Nastapi zatem podwdjnie sprze-

. LT . ..
zony proces, a czas relaksacji wyniesie 7 Podobnie, czas relaksacji dla s — sprzgzonego

LT . . N
procesu, wyniesie —. Jest oczywiste takze, Zze jednostka pltynaca moze uczestniczyé w pro-

cesie relaksacji wielokrotnie lub tez moze zostaé zablokowana.

Pierwsza praca, ktéra ujela zderzenia molekularne w mys$l teorit koopefacji byla praca
Gilmana [12]. Byly tez inne proby formulowania teorii plyniecia jako zjawisko koopera-
tywne. Wymienié tu naleZy prace: Gotliba, Ptitsyna, Adama, Borodina, Sharanova,
Bohlina i innych. Wszystkie te prace pochodza z lat 70-tych. Ostatnimi pracami (brat
w nich udzial takze autor) sa prace kierowane przez J. Kubata z CTH w Goteborgu.
Model ten zaktada, ze za efekt kooperatywny odpowiedzialne sa fonony, a samo zjawisko
kooperacji jest realizowane tylko w jednym kierunku, tj. takim jak kierunek przepltywu
fononéw. Kinetyka procesu relaksacji jest rozumiana jako przejécie (zblizenie) do pewnego
ustalonego stanu. Model bazuje na statystycznym rozkladzie Bosego-Einsteina. Fonony
podlegaja temu rozktadowi, gdyz zachowuja si¢ jak czastki Bosego, jako ze dowolna ich
ilo§¢é moze przebywaé w tym samym stanie.

W oparciu o powyzsze wyprowadzona zostata formuta kooperatywnego ujecia procesu
relaksacji, tzw. w — model (od funkcji digamma Eulera):

11 Mech. Teoret, i Stos. 3—4/82
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: I wt 1 wi
(3.10) —Wxg = 7 [w(l + 7) nw(_g + _.B_)] ,
gdzie:
1
vET
—
P=VY =%

oznaczaja parametry.

Wystepujacy tu parametr § lub pozostajacy z nim w zwiazku parametr (—xdg) ozna-
czajacy liczbg fonondéw uderzajacych czasteczke podczas czasu koherencji dla ¢ = 0,
wykorzystamy jako wskaznik uszkodzenia struktury badanego materiatu.

3.3. Opis krzywych doSwiadczalnych modelami eksponencjalnymi i kooperatywnymi. Narys.4i5 przed-
stawiono przebieg opiséw Eyringa, Kubata i y. Liniami ciggtymi zaznaczono graniczne

nachylenia . Zdecydowana wigkszo$¢ przebiegdw relaksacji miesci sig w zakresie

max

b
.ograniczonym tymi liniami, tj. pomiedzy 0,09 i 0,11.

Jak wynika z rys. 4 1 5 zastosowane modele dobrze opisuja przebieg relaksacji naprezen.

1= | l 1 T I
T tunkja Eyringa =+« -
»
v —w— Kublta =~
081 _J
t’>8
& 06— -
~
Jd
)
o)
oal-
0,2\~ i
~1 5

log t [s]

Rys. 4. Relaksacja naprgzen dla modeli ekspotencjalnych Eyringa i Kubata.

4. Doswiadczenie

Jak wiadomo zmiany w strukturze moga byé wywotane réznymi dziataniami fizyko-
chemicznymi. W niniejszych badaniach ograniczono si¢ wylacznie do zmiany struktury
 wywolanej mechanicznie (quasistatycznym rozciaganiem). N
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Rys. 5. Relaksacja naprezen dla kooperatywnego modelu .

Polipropylen jest jednym z tworzyw, w Ktérym zniszczenie mechaniczne struktury
mozna zaobserwowyé w postaci powstania siatki mikropeknigé po przekroczeniu pewnego
granicznego naprezenia R,. '

Dla zbadania wplywu zniszczenia struktury na zmian¢ parametru opisujacego relak-
sacjg, rozpoznano na podstawie literatury [13], jaki wplyw maja inne warunki préby
relaksacji, a to: warto$¢ naprezenia poczatkowego o, temperatura T, predko$é rozcia-
“gania do statego odksztalcenia é.

I tak, poziom naprezenia o, wplywa jedynie na polozenie krzywej relaksacji, tzn.
przesuwa ja réwnolegle wzdluz osi czasu; im mniejszy jest poziom naprezenia poczatko-
wego tym dalej, w strong dluzszych czaséw, przesuwa si¢ krzywa relaksacji napreZen.
Podobny wplyw ma temperatura T. Obie te wielkosci wplfywaja wige tylko na parametr
b oraz ,.w”, nie zmieniajac parametru , 2" i ,,(—~xdo)” . Predko$é¢ odksztalcenia ¢ ma

minimalny wplyw na parametry ,,9” i ,,(~x0,)”’. Nachylenje

w migjscu najwigk-
max

o3
szej stromizny wzrasta o okoto 309, dopiero przy 10*-krotnym wzro$cie predkosci od-
ksztalcenia.

Proby relaksacji przeprowadzono na maszynie wytrzymatosciowej ,,Instron”. Stoso-
wano zakresy pomiarowe sit 100 i 200 kG przy dokladno$ci wskazan +0,5 . Predkose
rozciggania byla dla wszystkich préb jednakowa i wynosita 10 cm/min. Komora termiczna.
zapewnila ustalona temperature 26°C + 1°C; wilgotnoéé byta niekontrolowana.

Dla pierwszych 100 s pomiaru stosowano predko$é przesuwu papieru 30 cm/min,
nastepnie do 20 minut 3 cm/min. Pozostala cz¢$¢ krzywej relaksacji byla rejestrowana,
badz przy predkosci przesuwu papieru 0;333 cm/min, badZz odczytywano poziom sity
notujac czas odezytu (przy zatrzymanym przesuwie papieru). '

W doswiadczeniu uzyte zostaty prébki typ II do statycznej proby rozciggania wg PN,

11+
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wykonane w Zakladach Azotowych w Tarnowie przy parametrach wtrysku normalnie
stosowanych dla tego typu tworzywa.

Siatka mikropgknigé w materiale byta wprowadzana w wyniku 3-krotnego rozciagnie-
cia do naprgzenia R,. Wygrzewanie i odpuszczanie przeprowadzano w komorze termiczne;
w temperaturze 85°C przez 24 /i i predkosci schladzania 8°C/h. Czg$¢ préb relaksacji
byta przeprowadzana bezposrednio po wprowadzeniu siatki mikropgknigé, czgéé nato-
miast po 5 dobach. '

Na rys. 6 1 w tabl. 1 pokazano wyniki badan. NapreZenie rownowagowe o, wyznaczane

1.0 T T T T T T

polipropylen

log t s}

L

struktury dla polipropylenu.

Rys. 6. Zmiana maksymalnego nachylenia max w zaleznosci od stanu mechanicznego zniszczenia

Tabl. 1. Wplyw uszkodzenia struktury materialu na warto$é¢ parametréw funkeji opisujacych relaksacie
napr¢zen (dla PP)

v
Nr . s 0o c
Kezywei Stan polipropylenu [ _J _] - (—xa0) [MPa] [MoPoa]
MPa

1 dziewiczy 0,0928 kT .| 9,549 108 18,3 6,1
2 z mikropgknieciami, odpuszczo- )

ny w temp. 85 C, préba re-

laksacji po 120 h : 0,0915 kT | 9,120 10® 21,0 8,7
3 z mikropeknieciami, nieodpusz-

czony, préba relaksacji po 120 h | 0,073 kT | 7,943 10° 20,6 7,0
4 z mikropeknigciami, proba re-

laksacji bezposrednio po wpro-

wadzeniu mikropeknieé 0,0464 kT | 2,511 10® 32,6 11.1
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byto dla odpowiednio duzych czasow (asymptotyczne zmierzanie do ustalonej wartosci),
badz metodg Li [14].

S. Whnioski

Na przykladzie dwu wybranych modeli (teorii) relaksacji naprezen, eksponencjalnego

i kooperatywnego pokazano, ze w kazdym z tych modeli jeden z parametrow wystepuja-
cych w opisie relaksacji moze stuzy¢ jako deskryptor, wywolanego przez naprezenie,
uszkodzenia materiatu. Sposréd wielu modeli przyjmowanych do opisu relaksacji napre-
7en nie wszystkie moga temu celowi stuzy¢. Modele, ktore nie opisujg najbardziej stromej
czesci krzywej relaksacji w ukladzie potlogarytmicznym lub nie posiadaja podstaw fizy-
kalnych odnoszacych sig do struktury nie moga tutaj by¢ uzyte. Jako przykladowego
materiatu do$wiadczalnego uzyto polipropylenu. Parametr v (objetosé aktywacii), czy tez
parametr (—2x6,) (liczba fonondéw uderzajacych czasteczke podczas czasu koherencji
dla ¢+ = 0) wyraznie zaleza od stanu zniszczenia struktury polipropylenu.
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Summary

PARAMETERS OF FUNCTIONS DESCRIBING STRESS RELAXATION AS INDICATORS OF
A STRUCTURE DAMAGE

On the basis of exponential and cooperative rheological models it has been shown that the parameters
apearing in these models when describing the stress relaxation are good indicators of a structure damage.
As an example the stress rélaxation in tensile uniaxial state in polypropylene has been used. The stress
relaxation descriptions realized by different models (also newly introduced cooperative models) in metallic
and nonmetallic materials has been compared.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 30 lipca 1981 roku
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ZASTOSOWANIE POELBEZMOMENTOWEJ TEORII POWEOK
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ZeNON GORECKI

Politechnika Gdanska

1. Wstep

Badania nad zastosowaniem funkcji ksztattu do obliczer statycznych pretéw cienko-
$ciennych o zamknietym profilu zapoczatkowal W. Z. Wiasow w latach trzydziestych
naszego wieku [9]. Podstawa Jego ogdlnej teorii pryzmatyczmych i cylindrycznych kons-
trukeji cienko$ciennych sktadajacych sie z plyt i powlok jest zaproponowana w 1931 roku
metoda wariacyjna umozliwiajaca sprowadzaé ztozone réwnania rézniczkowe czastkowe
opisujace zachowanie si¢ tego typu konstrukcji do réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Teoria ta znajduje réznorodne zastosowanie, a szczegdlnie w lotnictwie [2], [7]. W koricu
lat sze$édziesiatych pojawiaja sie prace gdzie zastosowano teori¢ powlok Wiasowa do obli-
czen statkéw i dokéw plywajacych [1].

Poczawszy od 1974 roku w Instytucie Okrgtowym Politechniki Gdanskiej prowadzone
sg prace nad zastosowaniem pélbezmomentowej teorii powlok do obliczen kadlubdw
statkow bezgrodziowych [4].

" W niniejszej pracy przedstawiono metode obliczania naprezed i przemieszczefi dla
pretéw pryzmatycznych cienkosciennych o przekrojach skiadajacych si¢ z dowolne;j ilosci
wielokatéw dowolnego ksztattu.

Zdaniem autora nowoscig jest rozszerzenie teorii do obliczen konstrukcji wykonanych

z materiatéw ortotropowych oraz przystosowanie teorii do prowadzenia obliczeli na
EMC. '

2. Zalozenia pétbezmomentowej teorii powlok

W ramach teorii pétbezmomentowej poprzeczny przekrdj np. kadluba statku jest
zastgpiony przekrojem cienkosciennym wieloobwodowym odcinkami prostym. Przekrdj
jest wyznaczony przez podanie wspéirzednych (x,y) punktéw zalamania w dowolnym
kartezjafskim ukladzie odniesienia OXY oraz tablicy polaczen wszystkich weziéw. Ograni-
czymy si¢ wylacznie do-preta pryzmatycznego, a wiec wspélrzedne x, y poszczegdlnych
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weztéw sg niezalezne od zmiennej z. Przyklad przekroju wieloobwodowego oraz jego
zapis w tablicy polgczen wezléw podano na rys. 1 i w tablicy 1.

Na kazdym konturze zamknigtym K; przekroju wprowadzamy wspohzedna krzywo-
liniowa s wedlug obiegu w prawo mierzona po dtugoéci konturu oraz uklad trzech werso-
row Iy, i;, b; lewoskretny taki, Ze /, — zgodny jest z kierunkiem wzrostu wspéirzednej s,
n; — wersor normalnej zewngtrznej do konturu, 5; — wersor prostopadty do dwéch po-
zostalych i skierowany zgodnie ze skretnoscia wzdtuz osi z (rys. 1).

Y T
I s
OF—= DK
{ (o F
©)] A
5 O S
2
® > J)®
S e S X
o ® s
Rys. 1
Tablica 1
wspotrzednaX | X1 (X2 |X3 [ X4 | X5 | X6 (X7 | X8
wspblrzedna YY1 |Y2 (Y3 |Y4 | Y5|Y6 | Y7| Y8
rwezta
NFwezta" 112|345 678
L 1 cj1|1/0/0|0|0]|0
2., 1100|1710 0})0]|0
3 110(0] 111 cjo|o
4 0|1(1|0|0]1|0]|O
5 o(oj1/0(0| 1|10
6 0|0 |0]1(1 0|01
7 B|O|0|O[1] 0|01
8 ojlofo|O0|O0|1|1]0

Obcigzenia powloki dajemy w postaci wektora p(z,s) funkcji dwéch zmiennych
z, s 1 rozkladamy w bazie lokalnej /, 7, b

(2.1) P(z,9) = pulz, 8) - Fi+pyz, 5) T +polz, 5) - b,
gdzie:

z — wspoirzedna wzdluz preta

§ — wspoirzedna w kierunku obwodowym

Przemieszczenia powloki dajemy w postaci wektora przemieszczenia R(z, 5) funkcji
dwoch zmiennych z, s i rozktadamy w bazie lokalnej 7, , b

2.2) R(z, ) = u(z,s): b+o(z, s)-1 + w(z, s) ~n.

2.1. Postulat deformacji i naprezenia w powloce. Rozpatrujemy pret pryzmatyczny cienko-

Scienny posiadajacy w przekroju skoriczona liczbe zamknietych konturéw (rys. 1). Na
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przemieszczenia nakladamy wiezy postulujace, ze wspdéirzgdne wektora przemieszczenia
wyrazi¢ mozna w formie sum iloczynéow dwéch funkeji o zmiennych rozdzielonych

@2.3.1) u(z,$) = > Ui2) pils),
i=1

(2.3.2) oz, ) = 2 VilD) - pils),
, k=1

(2.3.3) Wz, s) = D Wi2)- 1),
1=1

w ktorych funkcje zmiennej z: Ui(2), Vi(2), Wi(z) sa funkcjami poszukiwanymi, za$ funkcje
wsp6irzednej obwodowej s: @:(5), we(s), x:(s) stanowia bazy w ktdrych roztozone sg prze-
mieszczenia u(z, 8), 2(z, ), w(z, ).

Wektor przemieszczenia R(z, s) opisuje jedynie deformacje powierzchni srodkowej
powloki. Do opisu deformacji elementéw powloki wprowadzamy w przekroju wspél-
rzedna n normalng do s jak na rys. 2 i przyjmujemy hipotez¢ Kirchhoffa. Przemieszczenia
elementow powloki przedstawiamy w nastgpujacej postaci:

dw

(2.4.1) iz, s,m) = u(z, )= 5—-n,
v 0w
(2.4.2) o(z, s,n) = v(z,s)— 5 n,

(243) a’(z’ S, n) = W(Z, S)»

=1}

1 T s

|

Rys. 2

gdzie: 11, ¥, W — oznaczaja przemieszczenia elementow powloki w zaleznoéci od odlegtosci
od powierzchni §rodkowe;.
Przyjmujac zlinearyzowana teori¢ i uwzgledniajac relacje (2.4) skladowe tensory de-
formacji Greena-St. Venanta sg: '
ou du  O*w

2.5.1 - =
5.0 7 5z oz " a2

.90 ov _?i"

2.5.2 = 2 =27 .
( ) b= 5 Os a5z

o oo TR o*w
2.5.3 e vt T
( ) Yz = s T s 5z azas
.54y e =Y o,
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' dw oo
{2.5.5) : y“—a—s’LW =0,
ow ou
@56 o=yt 5y =0

Na podstawie zaleznosci (2.5) widac, ze stan deformacji w powloce jest jedynie zalezny
od dwdch wspélrzgdnych z, s.

RozwaZania prowad21my dla powtoki wykonanej z materiatu spreZystego iortotropo-
wego o osiach ortotropii 1 n, b. Wtedy przyjmujemy zwigzki fizyczne postaci:

. 1 Vay
(2.6.1) & = ETUZ_ E, Gy,
_ ! Vi2
(2.6.2) &= g, %7 F v
{2.6.3) = ir
SJ ))zs - G zs-
Dla przypadku materialow sprezystych jest:
v Y
2.7 iz o 2L
2.7 4 -
gdzie:
E,, E, — moduly Younga
¥,2, %2, — state Poissona
G — modut $cinania (Kirchhoffa)
Relacje odwrotne do (2.6) sa:
(28'1) gy = -Jj—_— (€Z'V12+ Es),
~Vy2¥a
E,
. .2 : = ——
@82 0= o (e 2,
(283) Tes = Gyzs-

Sity i momenty wewnegtrzne okreslamy wzorami:

s
>

8
2 : 2
N, = f g, dn, N,= f g, dn, S = f 1,40,
_9 3 J
2 2 i 72
{2.9) s s 5
2 . 2 2
M, = f ondn, M, = f o,ndn, H= f T.sndn
3 3 . ]
2 2 Tz

Podstawiajac (2.5) i (2.6) do (2.9) otrzymulemy zwiazki pomiedzy silami i przemiesz-
czeniami

dla sit normalnych
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oy B0 (O_L , 0_?{)
(2.10.1) S P Trago )
E,o v ou
(2.10.2) Ny = 10,7 (*a? +1’12-a7),
dla sily stycznej
du ov
S = o
(2.10.3) Gé(as + az)’
dla momentéw gnacych
EZ (SB azw (’)ZW
(2.10.9) M, = — TZ‘(T:;l—z;z_) 352 +v12‘a-z“2~ >
El (33 02W azw
@103) Me= = e (0 0 5
dla momentu skrecajacego
Gé* 92w
(2.10.6) H= 15 5 as

2.2. Zwiazki zachodzace pomigdzy silami wewnetrznymi w pélbezmmomentowej teorti powlok. ROwnania
réwnowagi nieskonczenie matego elementu plyty przy braku obciaZen zewngtrznych
powierzchniowych mozna wyrazi¢ za pomoca momentdw gnacych i skrecajacych w sposéb
nastepujacy ([9] s. 266)

*M, *M; 0*H

@1 T T e

= 0.

Zakladajac, Ze naprezenia normalne podluzne i naprgzenia styczne sa réwnomiernie
roztozone na grubosci plyty to wtedy otrzymujemy

(2.12) M,=H=0.
Ze zwigzkow (2.11) 1 (2.12) mamy

0* M,
| (2.13) 52 = 0.

Zgodnie z otrzymanymi wynikami w pétbezmomentowej teorii powlok przyjmujemy:
1. pomijamy moment skrecajacy (H = 0)
2. pomijamy moment gnacy M, (M, = 0)

2 .
3. we wzorze (2.10.4) pomijamy wyraZenie »,, -i;z;v przyjmujac
3w
2.14 =M, = —-—D——
( ) M s D asz ’
gdzie:
D= B,

‘12(1 —712%21) '
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2.3. Eunergla sprezysta powloki. Energia sprezysta odksztalcenia jednostki powierzchni
srodkowej powloki jest

|
(215) b = i (Nz & o +Ns' 8:"=0 +S'st||"=0 +M Jf,"=0),
. ?w
gdZICZ = “5;‘2—
Catkujac wyrazenie (2.15) otrzymujemy wzér okre$lajacy catkowits energie sprezysty
Lo
(2.16) = [(f ods)dz,
0 K
gdzie:

K — zamknigty kontur
L — dtugosé powloki
Po podstawieniu (2.15) do (2.16), wprowadzeniu oznaczen

E;b
2.17.1 B = =1t i=1,2);
@171 = =112
(2.17.2) G = G4,

wykorzystaniu zaloZen pétbezmomentowej teorii powlok 1 wykorzystaniu relacji (2.7)
otrzymujemy

L |
1 ou\® a\* dv ou
e =y f [f{E(ﬁz) +E2(ﬁ) +2Biva o,

v
Ju A 02w 2} ]
+G(—_as +‘5z) +D( asz") @ |

Poniewaz praca sit zewnetrznych jest postaci
L

L
@19 A= [|fpG 9 Re, 9ds|az =f[j{(u'ph+‘v-ps+w-p,,)ds]dz,
[} 0 K

calkowita energi¢ mechaniczng vkladu mozemy zapisaé w postaci
(2.20) Q=mn-A4,

3. Zalozenia teorii ramowo-powlokowej

3.1. Sity it deformacje .

a) Moment gnacy M, w dowolnym przekroju ramy wyznaczamy na podstawie
teorii zgigcia ramy o ksztajcie przekroju poprzecznego powloki przy zatozeniu,
ze nastgpuje tylko zginanie pretéw ramy (efekt zgiecia podiuZnego pomija sig)

b) Wezly ramy przemieszczaja si¢ zgodnie z przyjeta hipoteza deformacji

¢) Na ramg dziala obcigZzenie normalne p,(z, 5)
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3.2. Wplyw przemlieszezed wezléw na momenty gnace w ramie. Dany jest pret .,/j” taczacy
wezly ,,i7, 5, j7. Zwrot ,,08i” s przyjmujemy od wezta ,,i” do wezla ,,j”. Niech R, R_J ozna-
czajq wektory przemieszczenia weztow (rys. 3). Momenty w ramie moga powstaé jedynie
na skutek obrotéw wezidw i obrotu prostej taczacej wezty po deformaciji. Niech dodatni
zwrot kata @;; bedzie zgodny ze skretnoscia ukladu (7, /, 1;), to wtedy

(3.1 Py = Rf_ﬁi—)lv—_)‘i ’Egﬂ

i
gdzie: [;; — jest dlugoscia preta przed deformacja
Niech m;;(s) bgdzie momentem gnacym w ramie wywolanym obrotem preta ,,ij”° o kat
pi; = 1. Moment gnacy na calej ramie M ;(s) spowodowany wylacznie katem obrotu
@, wedtug wzoru (3.1) wyraza si¢ wzorem

»

B — R
(3.2) Miy(s) = myy(s) D =Rt

llJ

Rys. 3

Catkowity moment gnacy do przemieszczen weztow zapiszemy w 'postaci

(33) Me= D'my o,
(e
gdzie: J — zbidr wszystkich par ,,ij”” numerujacych wezly.

* 3.3. Wyznaczanie momentéw gnacych w ramie od obclazed p.(z, s). Niech M, jest momentem
gnacym od obciazenia p,(z, s) dzialajacego na rame przy. nieprzesuwnych ale obracajacych
si¢ swobodnie weztach. Gesto$¢ energii sprezystej wskutek zginania ramy w przekroju
z = const jest

dn

1
(34 —H = f 5p (Me+Mp)ds.
K

dz

Obliczenia momentu M, przeprowadzamy nastgpujaco:

a) rozcinamy rame w wezlach i liczymy katy ugiecia od obciazen zewngtrznych na pod-
porach oraz momenty gngce na podporach,

b) piszemy réwnania do wyznaczania momentéw podporowych i wyznaczamy te momenty
z warunku zgodnos’ci katéw obretu,

o) dla kazdego preta znajdujemy sume momentéw gngcych od obciaZzed normalnych
Pn Przy rozciagnietych weztach i momentéw podporowych.
3.4. Calkowita energia mechaniczna ukladu. Energic sprezysta « powloki zgodnie z réwna-

niami (2.14) i (2.18) zapiszemy w postaci
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(3.5 - 2J Ul

gdzie:

ol

. T T ou 0v x| du o \?
V(H,’Z)) = E, (—a;) +E2(—és—) +2E17’12 iz (3‘_8 +G(‘é‘;+ (_)-;

M = Mz+M,.

2

Ay

Dla z = const przemieszczenie w kierunku # jest
(3'6) . W(Zs S) = \’VI(Z, S)+W2(Z, S)a

gdzie:

w,(z, ) — przemieszczenie w kierunku n spowodowane przemieszczeniami R, R; po-
szczegolnych wezlow,

wo(z, §) — ugigeie pretdw ramy przy weztach nieprzesuwnych i przegubach umicjsco-
wionych w weztach.

Niech

w3(z, s) — ugiecie od obciaZenia p,

wi(z, s) — ugigcie od obrotéw przekrojow wgz}owych

to wtedy ‘

3.7 W, = wa+ wi.

Prace sit zewnetrznych (2.19) po uwzglednieniu (3.6) i (3.7) przepisujemy w postaci

. L
(3.8) A= _I{{f(u'p,,+'v'ps)ds]dz+f[f (W + w3+ wh) p,ds| dz,
. 0 K 0 K T

Poniewaz M oraz w3 nie zaleza od poszczegdlnych funkcji U;(2), Vi(z), Wi(z)to pomijamy
je w wyrazenin na energig. Ostatecznie wyraZenie na catkowita energic mechaniczna
uktadu przyjmuje postaé

(3.9) D= %b{{flV(u ?) + N]:I)F +2 M';)M }ds]dz—

_ J{‘[j((u “ DU ps)ds]dz—fL[ P (w, +w§)p,,ds] dz.
o K : 5 L7

3.5. Wnioski wyplywajace z przyjecla teorii ramowo-powlokowej. Dane jest naroze w wezle ,,i””
laczacym dwa prety (conajmniej dwa) jak na rys: 4. Para /{7, I{*) oraz para n{™, #{*
tworza bazg (na ogoél nieortogonalng). Mozemy napisaé, ze

(3.10.1) A = ay I a5,
(3.10.2) A = B0+ o li.
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Mnozac te zaleznoéci obustronnie przez n{*), a nastepnie przez n{~ otrzymujemy uktad
réownan do wyznaczenia oy, ®ai, B1i, f2:. Rzuty przemieszczenn na kierunek wersorow
ny=, it sa

(3.11.1) WD = RET = oy, 007+ ay0fh,

(3.11.2) Wit = Rinf™ = 8,007+ By0f ™.

Stad wynika, Ze ugi¢cia w; jak i moment M moga by¢ uzaleznione od funkeji »(z, s}

Rys. 4

Wynikaja stad nastgpujace wnioski: -
1. W teorii ramowo-powlokowej hipotezy deformacji mozna narzuci¢ na funkcje
u(z, s), v(z, 5), a mianowicie

(3.12.1) u(z, s) =‘ZU,(Z) @(s)
(3.12.2) - o(z,5) = D V()" puls)
k=1

2. Funkcje‘ w(z,s) = D Wi(z)- 21(s) nie s3 potrzebne do pelnego opisu przemiesz-
I=1

czen gdyz sa jednoznacznie okreélone przez funkcje v(z, s).
W dalszej czeéci pracy postugiwaé bedziemy sie teoria ramowo-powlokowa.

4. Réwnania réwnowagi

Ogélne zasady energetyczne prowadza do réwnan réwnowagi w postaci rownan réz-
niczkowych. W przypadku continuum dwuwymiarowego sa to réwnania rozniczkowe
czastkowe albo uktady tych rownan.

Jezeli na ukiad mechaniczny nalozymy wiezy i wykorzystamy zasady energetyczne
do wyprowadzenia rownan réwnowagi, to wtedy przy okre§lonych wigzach maja one postaé
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, Fakt ten wykorzystano dalej w pracy sprowadzajac

' zagadnienie do réwnan réwnowagi w postaci uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

4.1. Metoda funkcji ksztaltu w opisie deformaciji prgta. Calkowita energi¢ mechaniczng po-
wlhoki zgodnie z (3.9) zapisujemy w postaci wygodnej do dalszych rozwazan
@) Q=

L L
1 . ME _
= —2—0‘ [K]({V(u, v) +T}vds]dz+of

]({ MBM’ —u-pb—v-ps—(w1+WE)p.,} dS]dz
X
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Pierwsza catka jest forma kwadratowa, a druga catka jest forma liniowg wzgledem
przemieszczen u, v

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcjonatu Q otrzymujemy z catki
pierwszej — operator rézniczkowy réwnan réwnowagi, z catki drugiej —wyrazy wolne
ktére sa uogdllnionymi sitami zewnetrznymi.

Zajmiemy sie pierwszym skiadnikiem formy kwadratowej
(4.2) § W, 0 ds

K

Wyrazenie podcatkowe zapisujemy w postaci

(43) V@, =E (‘L“) Ez(‘a”) +é(?i)2+é(@)2+
’ 0z ds ds oz

du O v Ou v

9z 3 os oz’
gdzie:

2E = IV-327112+I::11)21.

Wykorzystujgc hipotezg deformacyjng okreslona wzorami (3.12) gdzie funkcie @(s)
przyjmujemy jako ciagle na calym konturze X, funkcje p.(s) jako ciaglte na odcinkach
migdzywezlowych oraz stosujac konwencj¢ sumacyjna Einsteina to wtedy catke (4.2)
mozZemy zapisaé nastgpujaco

@4 § V@, ) ds = UU; § Eipgyds+ ViV § Gypds+
K K K
+V ¥ f}v_?,zzp,'cwl'ds+ U,U, fé(pf(p,fds+
K K

+2U ¥V, fﬁ(p,zp,"ds+2U, Vi f(v}(pf wds.
F4 £

gdzie: ()) — oznacza rozniczkowanie funkcji U; i Vi wzgledem zmiennej z oraz rézniczko-
wanie funkcji ¢, iy, wzgledem zmiennej s. v
Do wyznaczenia wspolczynnikdw pierwszego skiadnika formy kwadratowej (4.4)
trzeba obliczy¢ nastgpujace catki

| fEl Pepyds, y(éwkw,ds, y(lézy;,"y){ds,
4.5) & £ b :
fG(p; @;ds, fE(p, Prds, J(G‘P; weds.
X X KX

, .

Drugim skladnikiem formy kwadratowej jest calka f%ds Jezeli J jest zbiorem par
: K

»1/”” numerujacych odcinki ramy pomiedzy wezlami i i j, m;; — jest momentem na ramie

(kontur preta) spowodowany jednostkowym katem obrotu preta ,,ij” to wtedy zgodnie

z (3.1), (3.3), (3.11) otrzymujemy

' t M2
4.7 74 Vi g = Xa¥rs { ﬂg’?m”,
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gdzie:
(4.8.1) Yy = 0‘2j7)}+)+(au“ﬂZJ)'vJ('_)“ﬁlt'v;H),
(482) Vis = azsv§+)+(als—ﬂ23)7}§~)—ﬁ1r'v£+)'

Do wyznaczenia wspolczynnikow drugiego sktadnika formy kwadratowej trzeba obliczyé
catki

@.9) § I g,

K
dla wszystkich par wskaznikow [(if), (#s)] € J
Teraz rozpatrzymy sktadnik, ktéry jest forma liniowa catkowitej energii mechanicznej £2.
Wyrazenie zawierajace sktadowe obciazen binormalnych py i stycznych p, po wykorzysta-
niu (3.12) zapiszemy w postaci

"

(4.10.1) fu-pds = > Ub,
K i=1
gdzie:
(4.10.2) bi= foppds i=1,2,..,n,
X
oraz
(4.11.1) fo pds= DV,
' K k=1
gdzie:
(4.11.2) = fwpds k=1,2,..,m.
K
Zgodnie z (3.7) funkcje w, 1 wi przedstawimy w postaci
(4.12.1) W, = ZVkWHw
, k=1

Skladnik zawierajacy skladowe normalne p, obciaZenia zewngtrznego zapiszemy teraz
W postaci

m
(4.13.1) § o, +whpads = D VN,
K k=1
gdzie:
(4.13.2) Ne= fwp-widpds k=1,2,..,m.
K

Kolejnym skfadnikiem formy liniowej jest wyraZenie zawierajace momenty Mp i M,.
Sposéb liczenia momentu M, podano w p. 3.3 pracy, natomiast My zapisujemy w postaci

(4.14.1) My = — D Vim,
k=1

:

12 Mcch. Teoret. i Stos. 3—4/82
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gdzie:

v,
(4.14.2) Vit = <5y = Py,
k

k — oznacza pare ,,if” ze zbioru J, ¢ — kat obrotu preta.
Stad otrzymujemy

g MFIW "?1
(4.15.1) ‘f —T:)-ids= ‘ZVk'Pk,
4 k=1
gdzie:
(4.15.2) © P = fﬂ‘bj‘ﬁds k=1,2,...,m.
K

Skladajac wyraZzenia na skladniki formy liniowej otrzymujemy

n m
(4.16) ](u {M%ﬂ_@ —up,,—~7)ps—(w1+w;)p,,}ds = — ZU,b,— Zchzk .
£ =1 k=1
gdzie: a; = t,+N+P,, (i=1,2,..,n, k=1,2,..,m).

4.2. Wybbr funkeji ksztaltu. Funkeji ¢(s). Funkcje g;(s) okre$laja przemieszczenia prosto-
padte do plaszczyzny konturu — musza by¢ zatem ciagle na calym konturze K. Stosowaé
bedziemy funkcje @;(s) pierwszego rodzaju (rys. 5), to znaczy takie, ktére sg znormali-
zowane w taki sposob, ze w wybranych wezlach majg warto$¢ 1 (jeden) 1 zmieniajg sig
liniowo do zera w wezlach najblizszych. Mozna réwniez rozwazaé funkcje ¢,(s) drugie-
go rodzaju skonstruowane z wielomianéw Legendre’a P, tak by funkcje pierwszego
i drugiego rodzaju byly ortogonalne (rys. 6).

Jezeli odcinek ,,i7” przyjaé jako przedziat domkniety <0, 1) to funkcja pierwszego rodzaju
jest
(4.17) PE(s) = Py(s) = s,

a drugiego rodzaju
@.18) PO = Po(s) = 5 (55— 39).

Liczba funkcji ¢; pierwszego lub drugiego rodzaju jest osobno réwna liczbie weztow.

1 .
Q1 R 1 =

i S 1
‘Pi(S) S
9;{s) 5 —
K k

Rys. 5 Rys. 6
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Funkeje w(s). Funkcje w(s) okreslaja przemieszezenia styczne do konturu, musza byé
zatem ciagle na kazdym odcinku prostym miedzy wezlami. Rozwazaé¢ mozna funkcje
»(s) plerwszego rodzaju (rys. 7) nie uwzgledniajace wplywu sit osiowych w precie migdzy
wezlami oraz drugiego rodzaju (rys. &) uwzgledniajgce ten wplyw.

Przyjecie funkcji ksztaltu ¢ 1 p pierwszego i drugiego rodzaju zwigksza liczbe stopni
swobody ukladu, a tym samym liczbe réwnan rézniczkowych réwnowagi. Wplyw czesci
odksztatcenia pochodzgcy od funkeji ¢ iy drugiego rodzaju na calkowita energie mecha-
niczng ukiadu jest maty 1 moze by¢ zaniedbany w opisic deformacji preta. Stad w dalszej
czedel pracy uwzgledniaé bedziemy funkcje ¢(s) i 9p(s) tvlko pierwszego rodzaju.

_ Lij
yis)=2 s
)

g, ts) ‘ . M'ﬂmj

' g j gz~

Rys. 7 ’ Rys. 8

. . . ou\’
4.3, Macierzowa postaé rownowagi, Na wsigpic wezmy pod vwage wyrazenic (T) wy-
dz
stepujace w (4.3). Uwzgledniajge (3.12.1) oraz przyjmujgc ze funkcje ¢; sa ciggle moze-
my napisaé '

, [ ou\? a S ? \”“‘ , 2
(4.19) [y -] 7(721 o )| = | p) @)
stad

2
(4.20) (glf) = (Ui} g {U}},

gdzie: symbolami {} i [] oznaczono wektory i macierze, natomiast litera T oznaczono
operacje transpozycji.
Stad mamy

v ou \’ , )
(4.21) {EJ (_) ds = {Ui}T (Ml {Uj}’

oz
K

gdzie: [M,,] — jest macierzg o elementach f]:ZJ pipds
K

Postepujac analogicznie ze wszystkimi skladnikami formy kwadratowej otrzymujemy
zapis pierwszego skiadnika energii

L
@2) 0= [ {0 M {0} + (R IMG1 () +
0
+ {Vk}T ({an'w’]_{_ [MFF]) {V)} -+ {UI}T [M‘P"P’] {UJ} +
F2{RY M (U]} + 2 (V) M (U .

. . a1 . - MZ‘
Macierz [Mzr] jest wynikiem z rozwazan f‘lT}AdS
K

12+
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Macierze [M,,] i [M,.,] maja wymiar nx n, macierze [Mrr], [M,,] i [M,.,] maja wymiar
mx m, natomiast macierze [M,,] i [M,,] maja wymiar nx m. Elementy tych macierzy
sa catkami.

Z warunku ekstremum funkcjonatu catkowitej energii mechanicznej (4.1) otrzymujemy
G20 (M (U]}~ M ] {0} (M, 17— My ) (1) = {B),
(4.23.2) [M,,] {Vl”} - ([Mw'v"]"' [MI‘I]) {Vl} + ([My) = [A/[svv"]) {u’:} = {a,},
Réwnania te zapiszemy w postaci jednego réwnania macierzowego. Wprowadzajac macierz
kolumng niewiadomych funkcji 7.

. i=1,2,...,n
Ui
(4.29) {T.} = { v } k=1,2,..,m
k = 1,2, ..,n,n+1, .., n+m
wektor sit uogdlnionych w postaci

(425) {bl, bz, ceey b,,, A, Uz, -0y am}T = {41142 cees q"+m}T = {qr}T’

to po przeksztalceniach otrzymujemy uklad réownan rozniczkowych

1"

T, N 7Y
) T
(426) {[Mlpq’] 0 ] _’?’2 + [ 0 I.prlp'] - [Mrp»w] } Tz .
S0 Myl My = [My] 0 :
T, T
T, .‘11
[[Mql'fp'] 0 ] T, _ 142
0 [Myr’rp'] + [MFF] h '
\ T, 4,

Przyjete funkcje p pierwszego rodzaju sa state na odcinkach migdzyweztowych, a zatem
ich pochodne wzgledem s sa zerami. Stad wszystkie wspdtczynniki w macierzach zawiera-
Jace o’ sg zerami i1 uklad rownan (4.26) sprowadza sie do postaci

7

T T, ' T, a1
l[Mqup] 0 ] 75 [ 0 '—[Mm'w]T] T, _‘[NIU"P'] 0 ]‘Tz 142
| 0 (Myyl] | * (Mgl 0 0 (Meell |2 | l '
T, T, T, qr

4.27)
Przyjmujac funkcje ¢(s) 1 w,(s) pierwszego rodzaju mozemy w sposéb automatyczny
budowaé uktady rownan rézniczkowych dla dowolnych pretow cienkoéciennych pryzma-

tycznych o przekroju wieloobwodowym zamknietym skladajacym sie z wielokatéw do-
wolnego ksztatiu.

5. Warunki brzegowe

Przyjecie hipotezy deformacyjnej (3.12) prowadzi do ukiadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych liniowych (4.27) rzedu

(5.1 R = 2(n+m)

\
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gdzie: n— ilo$¢ weztdw w przekroju réwna liczbie znanych funkeji ¢;(s)
m — liczba stopni swobody w plaszczyZznie przekroju poprzecznego preta réwna
liczbie przyjetych funkeji w,(s)
Do rozwigzania ukladu (4.27) potrzebna jest znajomo$¢ R wartosci funkcji U;, ¥ i ich
pochodnych wzglegdem zmiennej z w jednym lub dwu réznych przekrojach preta.
Warunek brzegowy zapiszemy w postaci

(5.2) M) {T}co+ [PH{T}.o+ {S} = {0}

przy czym:

[M] — jest macierza kwadratowg rzgdu R podang dla przekroju z = 0

[P] — jest macierzg kwadratowq rzedu-R podana dla przekroju z = L

{T} — jest wektorem R-wymiarowym zawicrajacym funkcje U; i V3

{S} — jest statym wektorem R-wymiarowym

Tak zapisany warunek brzegowy umozliwia wykorzystanie warunkow danych w prze-
mieszczeniach, w naprgZeniach lub mieszanych,

Wystepujace w wyrazeniu na energi¢ mechaniczng skfadniki formy liniowej rownania (4.1)
zawieraja wielkosci

(5.3.1) bi= f pepods,
.4

(5.3.2) = fqpkpsds,
X

ktore sg uogdlnionymi sitami zewnetrznymi w przekroju z = const.
Rozpatrujac te wielkosci jako sity wewnetrzne i korzystajac z zasady prac przygotowa-
nych mozemy napisac

(5.4.1) () = | po.ds,
K

(5.4.2) () = fwkrmds.
.4

Podstawiajgc wyrazenie na o. i 7., wedlug wzoréw (2.8), po dalszych przeksztatceniach
otrzymamy

(5.5.1) b() = DU f Bapipyds,
=1 .4
% 7 )4 ’ 2 7 .
(5.52) £G) = Y Ui | Goimds+ D Vi) § Gy, ds,
i=1 K r=1 K

Rozpatrujac teraz rownowage powloki w przekroju z = const i zaktadajac, ze p(z, s)
ip2(z, s) sa odpowiednio wzdtuznymi i stycznymi sitami dziatajagcymi na jednostke dhugosci
konturu na podstawie (5.3) 1 (5.5) otrzymujemy nastepujace zwigzki rownowagi nogdlnio-
nych sit zewnetrznych i wewnetrznych
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(5.6.1) §oppds= N Uz | Eogipyds,
K Jj=1 K
(5.6.2) f weplds = \7 V,\f(-:)j' Gy, ds+ U(z) (/ Gl ds.
K re1 £ i=1 K
Wprowadzajac zapis macierzowy 1 poréwnujac z (4.22) zapiszemy
(5.7.1) {60} = (M) {UI ],
(5.7.2) {2} = M, ) {U}+ M1 {¥]}.
Zatem dla dowolnego przekroju = = const warunki (5.7) maja postac
Myl Uy e
i : ; U, 0
5‘8 .. .. ..... / —- e
G Myl M %I lt'?
: U, 0

W miejsca niewypeinione nalezy wstawi¢ macicize zerowe.
Dla przykladu jak na rys. 9 otrzymujemy warunki brzegowe tylko w przemieszczeniach
co zapisujemy nastepujgco

o ZY L .0_]
(5.9) ------- : : Vkl + Ol >

gdzie: [I] — macierz jednostkowa nxn
[E] — macierz jednostkowa m x m

Z=0 z=t

Rys. 9

6. Rozwiazywanie réwnai réiniczkowych — przyklady zastosowan poélbezmomentowej
teorii ramowo-powlokowej. Obliczenia numeryczne

Roéwnania rozniczkowe réownowagi powlok wynikajace z zastosowan potbezmomento-
wej teorii ramowoc-powlokowej sprowadzaja si¢ do catkowania réwnan roZniczkowych
rzedu drugiego dajycych sig sprowadzi¢ w prosty sposéb do réwnan rzedu pierwszego
przez odpowiednie podstawienie. Ogolna postaé macierzowa jest

(6.1) [41{T"}+[BI{T"}+1C1{T} = {0},

gdzie: [4], [B], [C]— state macierze kwadratowe, {T}-— oznacza wektor kolumny nie-
wiadomych.
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Trudnos$é rozwiazania sprowadza sie gidéwnie do znalezienia doktadnej metody wyzna-
czania bazy w przestrzeni rozwigzan tego réwnania, tak aby mozna bylo dokonaé odpo-
wiedniego zloZenia elementdw bazy i uzyskaé rozwigzanie spelniajace warunki graniczne
o technicznym znaczeniu. Okazuje sig, Ze znane metody catkowania ukladdw rownan
rézniczkowych typu Rungego-Kutty i inne opisane w [5], [6] okazaty sie dla tego ukladu
nieefektywne (niezadawalajaca doktadnoé¢ i diugi czas obliczen). Efektywna okazala sie
dopiero metoda opisana w [4] polegajaca na wykorzystaniu i uogdlnieniu metody zapro-
ponowanej przez Oluremi-Olaofe [8] dla jednego réwnania rézniczkowego. Istota metody
jest rozwijanie funkeji T(z) w szereg wielomiandéw Czebyszewa. Szczegdlowy opis metody
i spos6éb catkowania réwnan podano w [4]1 [10].

Na podstawie wyzej przedstawionych rozwaZan autor opracowal program na maszyne
cyfrowa ICL-4-70 w jezyku FORTRAN. Szczegdlowy opis programu zamieszczono
w [3].

Jako przyktad rozwazono prety pryzmatyczne o przekrojach podanych na rys. 10.
Dla wszystkich pretéw-przyjeto dtugosé L = 100 m. Pozostale charakterystyki geometrycz-
ne i materialowe oraz schematy obciaZenia podano na rys. 11, 12, 13, 14, 15, 16. W dzie-
sigciu réznych przekrojach dla kazdego preta podano rozkiady naprezeni stycznych i na-
prezefi normalnych. Dla przejrzystosci rysunkéw w poszezegdlnych przekrojach nanie-
siono wartoéé naprezenia w jednym wezle.

N)
T gme,ee [T 2 1 E,=E,=E
E=28x0" B o E=21x108
- 4 - 5
L A 6 =1,0210 s . 3 1 G =808x10
N Vg =y =0 s T V== 9
-JF§ v=0,38 -"-5 e Vv =03
3 4| 6701 5 4 L 6 =0,1
fa—10 ~——1 la— 10—
52 2
16
1 1 ™ 2 1 3
b g A8 . 2
% 3 48 4 +° ©
i 5 *5 5]
~ 7 5 3
T}‘L 12 4~ 20
E;=E, =E = 2,1x10 E{=E;=E =2,1x10
G = 8,08x%10% G =8,08x105
Vy= Y =V =0,3 V=0 =0=0,3
6 =0,01 6 =0/
Przyjeto nastepujgce jednostki:
€1=(6,0=16) =X (51=m; [0, 1ok, =N | q1=KN
g 1=l 1= ThE =m ;i (o=l e ? [q]-?

Wymiary dotyczqgce przekrojéw podano w metrach.

Rys. 10
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" 7. Wnioski

Z zastosowan pétbezmomentowej teorii powlok do obliczen statycznych ortotropowych

liniowo-sprezystych pretow cienkosciennych pryzmatycznych o przekroju wieloobwodowym

za
1.

W N

mknietym z niniejszej pracy wynikaja nastgpujace wnioski.

Opracowana metoda bozwa]a w sposéb automatyczny budowaé macierze wspolczyn-
nikéw uktadu réwnan roiniczkowych dla pretéw pryzmatycznych cienkoéciennych
o przekrojach zamknietych wieloobwodowych sktadajgcych sie z wielokatéw dowolnego
ksztattu. .

W wyniku opracowanego programu na maszyng cyfrowa mozna obliczaé naprezenia
w dowolnym przekroju preta.

. Poréwnanie opracowanej metody w niniejszej pracy z metody elementdw skonczonych

wykazuje na znacznie szybszy wzrost czasu pracy maszyny cyfrowej wraz ze stopniem
skomplikowania przekroju dla metody elementéw skoficzonych. Dla ilosci weztow
w przekroju 3 - 12 i dtugosci kadtuba statku 100 metréw czas obliczen wedlug metody
przedstawionej w pracy wynosi od 1.5 min. do 10 minut pracy maszyny cyfrowej
1CL-4-70. W metodzie elementéw skonczonych czas ten jest kilkakrotnie wigkszy dla
tych samych przypadkéw co bylo potwierdzone informacjami z przemystu okreto-
wego gdzie wykonano obliczenia kontrolne.

. Rozwiazanie podanego w pracy ukladu réwnan rézniczkowych stato si¢ efektywne

(naklad pracy, czas obliczerl) po wykorzystanin metody podanej w [8] polegajacej na
rozwijaniu funkcji niewiadomej w sumy wielomiandw Czebyszewa, a malo efektywne
w przypadku stosowania znanych metod catkowania typu np. Rungego-Kutty.

. W celu zwigkszenia zakresu stosowalno$ci metody nalezy prowadzi¢ dalsze badania

nad znalezieniem.odpowiedniego sposobu catkowania ukiadu réwnan rézniczkowych
rownowagi, gdyz metoda przedstawiona w [8]1 opisana w [4] jest efektywna dla uktadéw
rownan rézniczkowych do rzgdu 40 tj. dla pretéw o przekroju skladajacym sie z 10 - 12
weztow.
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Peziwoae

[MPHMEHEHNE IIOJ_‘L'.Y'-J')‘E::}[\’KOZ\’_KEI‘YFI‘iOH TEOPLI OBOJIOYEK K CTATIHYHOMY
PACUTITY OPTOTPOTIHALIN JIMHEMHOQ-VIIPYTHX TOHKOCTEHHLIX
MMISMATHYRCHKNY CTEPKHEHN [POLI3BOJILHOIO BAKPLITOrO 1{PODIIIA

B paGoeTe npeACraRicHn MCTO/ phcqi&m HANPDKEHIAT 11 epeMellcinii OPTOTPONHLIK JIHCHIIO-YIpy-
[IIN TOHKCCTEHHBIN MPH3MATHYCCKIIX CTePsIKHeil HPOH3BOABHOrO 3aKphbIToro NMPOohuna COCTABIMOLETr0Cs
113 MHOTOYTONLIIIKOB UPON3BOJILHOrD otuepradivi. [IpHBeAeHo NpeAnonaKCeHNIN mo/iy-0esmoMeHTHo
Teoprl 0CONoUCK Ha OCHOBARHIM Teopitit uvlusouek B. 3. Bracopa. 9Ty TeopHKd paCIIIPEHO M TIPHCNIO-
<oGreno K pacudTont Ha phlumchuresslin mamneax (OB, Tpuseqernndi merof NpHMeHeHo 1K cra-
THUOsY pacuéry Ges-nepeSoproBhIX CcynoBLIX Kopnycos. Janbl ppuseps: Bhrudcnesnti Ha DBM crep-
JIIei o MPOHI3BOJILHBIN OUEPTAHMAX B IPOUSBOJIbHBIX KPACBLIX YCIOBIAX.

Summary

THE APLICATION OF SEMI-MOMENTLESS THEORY OF SHELLS IN STATIC COMPUTATION
OF ORTOTROPIC LINEAR ELASTIC BARS WITH MULTICIRCUIT CLOSED SECTION

In the paper a method of computation of stresses ind displacements [or ortotropic lincar-elastic thin-
walled prismatic bars with multicircuit section consisted of polygon with arbitrary form is presented, The
assumption of semi-momentless theory ol shells is based on V. Z. Vlasov a shell theory. The theory is
developed and adopted for computation on a digital computer. The described method is applied in static
computation for julls of unbulkhead ships. Examples of numerical computations for bars with different
cross-sections and dilferent boundary conditions conclude the paper.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 listopada 1981 roku.
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1. Wstep

Mimo intensywnego rozwoju analitycznych 1 numerycznych metod badawczych,
stosowanych w mechanice konstrukcji, rola metod doswiadczalnych jest w dalszym ciagu
duza. f tak, np. badania do$wiadczalne stuzg udoskonaleniu i budowie nowych modeli
fizycznych i matematycznych opisujacych zjawiska w mechanice. W wielu dziedzinach
postep techniki nie moze czekaé na rozwiazania teoretyczne. W sukurs muszg tu przyjsé
badania doswiadczalne [7, 8, 9, 10, 13, 14, 20].

Ostatnio rozwijane sa metody wykorzystujace zalety techniki cyfrowej i zalety metod
doswiadczalnych [18, 19]. Komputer (minikomputer) wykorzystywany jest coraz czesciej
do wspomagania prac eksperymentalnych. Stato si¢ to mozliwe dzigki postepowi w elektro-
nice, gtownie mikroelektronice. :

W niniejszym artykule, autorzy — po kréotkim wstepie zawierajacym informacje
ogolne — zamierzaja przedstawi¢ swoje doswiadczenia zdobyte w czasie stosowania
minikomputera do wspomagania badan doswiadczalnych z mechaniki.

Nalezy podkredli¢, iz w krétkim opracowaniu nie sposéb omdéwié wszystkich podsta-
wowych wiadomosci z zakresu stosowania minikomputerdw w badaniach eksperymental-
nych. Z zakresu tego dostgpne sa jednak opracowania monograficzne, ktére zastuguja
na uwage (np. [5, 6, 13, 14, 15, 18, 23, 25, 32]).

2. Ogodlne zasady organizacji prac eksperymentalnych

Organizacjg czynnoéei zwiazanych z przeprowadzaniem eksperymentu mozna podzielié
na trzy nastgpujace warstwy [25] (rys. 2.1):
— warstwa decyzji, w ktorej badacz — eksperymentator dokonuje, na podstawie wynikdw
czgsciowych, korekt dalszego przebiegu eksperymentu, zmian w modelu i w obiekcie;
— warstwa przetwarzania danych polegajaca na analizie wynikéw dla otrzymania wielkosci
mierzalnych posrednio oraz na obliczeniu charakterystyk statystycznych,
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— warstwa sterowana eksperymentem, polegajgca na uzmiennianiu wielkosci wejécia
i wykonania pomiaréw zgodnie z programem badan. .
Planowanie prac eksperymentalnych, gromadzenie i budowa srodkéw pomiaru jest

domeng intelektualna cztowieka i nie moze byé¢ przedmiotem automatyzacji. Automaty-

zacji winien podlega¢ natomiast sam proces pomiarowy. Do jego automatyzacji wykorzy-

stywane sg coraz czedciej specjalizowane uklady (systemy) pomiarowe [14, 15, 18, 19,

25, 28, 32]. Uklady te pracowa¢ moga w sposob niezaleZzny lub tez moga by¢ wspomagane

przez komputer. Poprzez pofaczenie uktadu pomiarowego z minikomputerem uzyskuje

sie system pomiarowo-informacyjny, znajdujacy obecnic coraz to szersze zastosowanie

w pracach eksperymentalnych [23, 25, 28, 29]. Przewaga takiego systemu nad dotychczas

WARSTWA STEROWANIA
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Rys. 2.1. Ogblny schemat organizacji prac eksperymentalnych

stosowanymi uktadami pomiarowymi (wyposazonymi w pamigé czy nawet mikrokompu-
ter) polega przede wszystkim na jego unjwersalnosci. Minikomputer moze sterowac
1 obstugiwac kilka uktadéw pomiarowych, a ponadto moze byé réwniez wykorzystywany
do obliczef numerycznych. Zapewnia to jego efektywniejsze wykorzystanie (praca w sy-
stemie abonenckim) [1, 28, 29].

Rozrdznia sig dwa sposoby korzystania z techniki komputerowej w pracach ekspery-
mentalnych:

— tryb off-line (posredni),
— tryb on-line (o dzialaniu bezposrednim).

W trybie off-line (rys. 2.2) wyniki pomiaréw odczytane lub 2arejestrowane podczas
badan sa utrwalane na no$nikach informacji (np. papierowa tasma perforowana) a nastep-
nie wprowadzane do komputéra. Wyniki pomiaréw utrwalone na taémie perforowanej
mogg by¢ wprowadzone do komputera w sposéb bezposredni lub poéredni po ich retrans-
lacji, czyli przystosowaniu do kodu komputera. Wyniki obliczen, na ogét po dosé diugim
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algorytm rogram
————— - ———
wyniki
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N e
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Rys. 2.2, Schemat korzystania z techniki komputerowej w pracach keksperymentalnych; klasyczny tryb
posredni (off-line) '

czasie, wracajg do eksperymentatora. Szybsza, a zarazem mniej pracochtonna realizacje
badan wedug trybu off-line uzyska¢ mozna poprzez zastosowanie do rejestracji wynikow
pomiaréw urzadzen rejestrujgcych zawierajgcych pamieé kasetowa lub dyskowsg przysto-
sowang do bezposredniej wspdlpracy z komputerem.

W trybie bezpodrednim (rys. 2.3) badacz sam formutuje program aplikacyjny, ktory
wprowadza do komputera. Dane pomiarowe s3 wprowadzone do komputera bezposrednio
poprzez sprzezenie z aparaturg pomiarows, czyli tak zwany interfejs. Badacz korzysta
na ogét z wielu programéw opracowanych przez programistéw systemowych. Komputer
bedac tu integralna czescia stanowiska badawczego, moze poza gromadzeniem i analizo-
waniem danych nadzorowal wzglednie nawet sterowaé samym procesem wymuszania
obcigZen lub przemieszezen.

Programista systemowy

Wyniki
AN Polecenia dia_systemu
| - = Komputer
Programy

Odpowiedzi systemu

Bada = sterowanie

\‘.. . Dane_pomidrowe
Aparatura

pomiarowa

Rys. 2.3. Schemat korzystania z techniki komputerowej w pracach eksperymentalnych; system o dziataniu
bezpoérednim (on-line)

3. System pomiarowy oraz jego elementy skladowe

Uktadem pomiarowym okreslany jest zbidr technicznych $rodkéw, ktéry to zbidr,
poprzez odpowiedni dobér jego elementdw i ich wzajemne sprzezenie, przystosowany jest
do realizacji okre§lonej operacji pomiarowej, tzn. do pomiaru, do rejestracji, do prze-
twarzania lub do odtwarzania okres$lonych wartoéci przebiegu (funkeji) [14, 15]. Zdolno$é
realizacji okreélonej operacji pomiarowe] danego ukfadu pomiarowego podyktowana jest
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wlasnoéciami zastosowanych elementéw oraz zalezy od rodzaju sprzezen miedzy tymi
elementami, czyli od struktury uktadu pomiarowego. Elementy skfadowe ukfadu pomiaro-
wego w najogolniejszym modelu sg ,.czarng skrzynka” z wejsciami gtéwnymi X; i wyjéciami
giéwnymi Y; oraz wejSciami i wyjéciamni pomoeniczymi (rys. 3.1) [14, 15, 23, 25].

Wejécia i wyjscia gléwne opisywane s sygnalami pomiarowymi, to jest sygnatami
przenoszacymi informacje o wielkosciach mierzonych, przetwarzanych lub odtwarzanych
(por. [1, 14, 15, 32)).

gtgwne gtowne
wejscie wyjscie

Xi
typu analogawego
tub cyfrowego

Yi=fiXi} Yi
i typu analogowega
lub cyfrowego

wyjécia wejscia
pomocnicze

Rys. 3.1. Model elemenlu (systemu) pomiarowego

Podstawy matematycznego modelowania sygnatow informacyjnych oraz urzadzen
1 systemow pomiarowych omowione jest migdzy innymi w monografiach [14, 15].

Odpowiednio do dwéch typéw informacyjnych sygnatéw gldwnych — analogowych
i cyfrowych, przenoszacych informacje o wielkosciach mierzonych (przetwarzanych lub
odtwarzanych) rozréznia si¢ nastgpujace cztery typy przetwornikdw znajdujgcych zasto-
sowanie w ukiadach pomiarowych [14, 23]: .

— przetworniki analogowo-analogowe (A/A), przetwarzajace sygnaly analogowe w sy-
gnaly analogowe (np. czujnik pomiarowy, wzmacniacz),

— przetworniki cyfrowo-analogowe (C/A), przetwarzajace sygnaly cyfrcwe w sygnaly
analogowe (np. konwertory),

— przetwotniki analogowo-cyfrowe (A/C), przetwarzajace sygnaly analogowe w sygnaly
cyfrowe (np. woltomierz, omomierz cyfrowy), _

— przetworniki cyfrowo-cyfrowe (C/C), przetwarzajace sygnaly cyfrowe w sygnaly
cyfrowe (np. translatory).

W cyfrowej technice pomiaréw, dogodnej dla maszyn cyfrowych, podstawowsg role
odgrywaja przetworniki cyfrowe zwane konwertorami typu C/A, A/C i C/C. Przetworniki
te umozliwiajg takZze zmechanizowanie procesu odczytu graficznych przebiegéw analogo-
wych uzyskiwanych z oscylografow lub rejestratorow. _

Uktady pomiarowe, systemu pomiarowo-przetwarzajgcego, ktérego schemat przed-
stawiono na rys. 3.2, zestawiane sg z reguly z przyrzaddw pomiarowych, przetwornikéw
typu A/A, konwertordw, komutatordw, rejestratoréw, wzmacniaczy oraz ukladéw do-
pasowujacych sygnaly, a wigc translatoréw lub interfejséw.

Kazdy ciag systemu pomiarowo-analizujacego przystosowany jest w zasadzie do
obstugi jednego zewnetrznego urzadzenia. Uklad pomiarowy w wickszosci realizacii jest
wiec réwnoleglym zwielokrotnieniem uktaddéw mono informacyjnych. Zwielokrotnienie
punktéw pomiarowych w tym przypadku wymagatoby zwielokrotnienia uktadéw pomia-
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rowych a przede wszystkim przetwornikéw pomiarowych typu A/A, AJ/C lub C/A. Prze-
tworniki te, jak dotychczas, sa stosunkowo kosztowne, dlatego stosuje sie — w celu lep-
szego ich wykorzystania — komutacje¢ sygnatu [13, 14, 18, 23].

Wspolczesnie stosuje si¢ dwie odmiany komutatoréw: stykowe i pélprzéewodnikowe.
Bardziej nowoczesne i niezawodne s3 komutatory pélprzewodnikowe; napotyka sie jednak

Aparat rejestrujgcy
(np. ekran)
g g Aporqt’ rejestrujacy
S Wzmacniae E { np. tasma magnetyczna)
(=]
2 N
S 2
o Konwerter S )
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= £
T g |
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o ( )
\ / o
i é’ CRPD j ] f
I = np. komputer & |
2 e |
OE/ \
k' |System wielokrotny
+ [multipleks )
Konwerter 3 -
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b
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5
0
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=
____f___ Przetgeznik punktow
pomiarowych
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5; {np. czujnik elektrooporowy )
@
=

Badany obiekt

Rys. 3.2. Schemat systemu pomiarowo-przetwarzajacego; CRPD — centralna rejestracja i przetwarzanie
danych

na trudnosci przy budowie komutatoréw dla sygnaléw o niskich napieciach. Z tego tez
wzgledu obecnie najcz¢éciej znajduja rozwiazania przedstawione na rysunku 3.3 [23].

Komutator w badaniach wykorzystywany moze byé réwniez jako przetwornik do za-
pisu sygnalu analogowego w postaci sygnatu dyskretnego, czyli sprowadzany moze by¢
do funkcji urzadzenia przeksztalcajacego (dyskretyzujacego) sygnal pomiarowy.

13 Mech. Tcoret. i Stos. 3—4/82
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Rys. 3.4, Przykladowe rozwigzania koricéwek pomiarowo-rejestrujgcych stosowanych w badaniach typu
off-line

[366]
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Szerszego omowicnia wymagaja urzadzenia umozliwiajace pomiar, jak i zapis sygnatu
pomiarowego w postaci dogodnej dla maszyny cyfrowej oraz prowadzacego badania.
Urzadzenia te, jak przetworniki pomiarowe (mierniki, rejestratory graficzne wzglednie
magnetyczne) lub konwertory (woltomierze cyfrowe, omomierze cyfrowe, czytniki zapiséw
analogowych, czestodciomierze i fazomierze cyfrowe wzglednie translatory) umozliwiaja
przez odpowiednie polaczenie budowanie koficowek pomiarowo-rejestrujgcych, znajduja-
cych zastosowanie w badaniach typu off-line. Przykladowe realizacje niektorych koncéwek,
mozliwe do uzyskania na bazie krajowej aparatury przedstawiono na rys. 3.4. Uklad
przedstawiony na rys. 3.4a, wyposazony w translator TR-3, wnozliwia rejestracje wynikow
pomiaréw na tasmie perforowanej w kodzie Optima lub ASCII dogodnym odpowiednio
do Odry 1204 lub minikomputeréw SM-3 i SM-4. Uklad ten przy zastosowaniu translatora
TR-4 umozliwia uzyskanie rejestracji wynikédw pomiaréw w kodzie ASCII lub 1900 do-
godnym do minikomputerow SM-3 i SM-4 oraz komputera Odra 1305, pracujgcego
w kodzie 1900. Uktad ten moZna stosowac rowniez do cyfrowego pomiaru rezystancji,
czyli sprowadzi¢ do funkcji omomierza cyfrowego poprzez‘dodanie dodatkowego uktadu
W postacl wzmacniacza operacyjnego z oporowynl sprzezeniem zwrotnym (rys. 3.5).

Rx
——

R‘| Przy Ueg =const.

Uod Uy, Rx

> =—R1 Uogd

Rys. 3.5. Schemat strukturalny wzmacniacza dodatkowego, stosowanego przy pomiarze rezystanciji
woltomierzem cyfrowym

Uklady przedstawione na rys. 3.4b, ¢, d, i e umozliwiaja realizacj¢ nastgpujacych zmian

postaci zarejestrowanego sygnalu pomiarowego:

— odtworzenie zapisu na tasmie perforowanej w postaci przebiegu graficznego — ukiad
z rys. 3.4b,

— zapis sygnatu dyskretnego w postaci analogowej na tasmie magnetycznej lub w postaci
graficznej — uklad z rys. 3.4b,

— przeksztalcenie w postaé graficzng sygnalu zapisanego narejestratorze magnetycznym —
ukiad z rys. 3.4c,

—— zapisaniena tadmie perforowanej sygnatu zarejestrowanego na tasmlemagnetofonowej —
ukiad z rys. 3.4d,

— zapisanie na ta$mie perforowanej oscylogramu wzglednie graficzny przebieg — ukdad
z rys. 3.4e.

Mozliwy do zastosowania w ukladzie z rys. 3.4e czytnik zapisow analogowych (reczny

CTA-1 lub samosledzagcy ACCQ-15) oméwiony jest migdzy innymi w pracach [11, 24

27].

13*
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4. Systemy pomiarowe typu off-line stosowane w badaniach wlasnych

4.1. Uklad przelaczajaco-relestrujacy. Uklad ten, ktorego schemat blokowy przedstawiono
na rys. 4.1, zastosowano do pomiaru rozkladu pola temperatury w powltokowej chiodni
kominowej [31]. W sktad ukladu wchodzi osiem 30 punktowych komutatoréw mechanicz-
nych, blok sterujgcy oraz koncowka rejestrujaca sktadajaca si¢ z woltomierza cyfrowego
V530, dzielnika napiecia, translatora TR-3, perforatora tasmy DT-105-S i bloku steruja-
cego (rys. 4.1).

ST =T=I=T=T=T=

KOMUTATORY PRZELACZAJACE 30 PUNKTOWE

STEROWANIE WOLTOMIERZ TRANSLATD PERFORATOR
ZASILANIE vis ™1 7TR3 [ DT105S
KONCOWKA
REJESTRUJACA 0DCZYTY:
4 TASMA
PERFOROWA

. Rys. 4.1. Schemat blokowy aparatury zastosowanej do pomiaru (rejestracji) temperatury w powtoce chiodni
kominowej

4.2. Uklad tensometryczny. Posiadane trzy standardowe uklady pomiarowe skladajace
si¢ z automatycznego mostka tensometrycznego TSA-63 oraz czterech 25-cio punktowych
skrzynek przetaczajacych produkcji MIKROTECHNA przystosowano do wspolpracy
z automatem organizacyjnym OPTIMA-528, (rys. 4.2). Zastosowany tu ukiad sprzega-
jacy wyposazono w nadajnik oraz odbiornik. Umozliwia to przesyta¢ informacje pomia- -
rowe droga tacznodci przewodowej od stanowiska badawczego do automatu organizacyj-
nego OPTIMA-528, umieszczonego w bezposrednim sgsiedztwie minikomputera SM-3.

Zastosowane polaczenie pomiarowego zestawu tensometrycznego z automatem orga-
nizacyjnym OPTIMA-528 umozliwia prowadzenie badan w trybie off-line z komputerem
Odra 1204 oraz minikomputerami SM-3 i SM-4. Realizacj¢ wspolpracy z minikomputerami
SM-3 i SM-4 umozliwia opracowany program tlumaczacy informacje zapisana w kodzie
OPTIMA na kod ASCII.

PS-63 14
[: : j TSA-63 REKORDER (o ) sl Oiioi0"

PS-63

PS— 63
OPTIMA

528

PS -6 |

Rys. 4.2. Schemat blokowy ukladu tensometrycznego TSA-63 polaczonego z automatem organizacyjnym
Optima-528
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4.3. Uklad pomiarowo-rejestrujacy wykonany na bazie blokéw P-226 i P-227. Uklad ten stosowa-
ny obecnie w badaniach modelowych wykonany zostat na bazie blokdw przetaczajacych
P-227, bloku sterujacego P-226 produkowanych przez MERATRONIK oraz z koficowki
rejestrujacej. Uklad ten, (rys. 4.3), rejestrujacy wyniki pomiaréw na tasmie perforowane;
z szybkoscia 10-ciu pomiaréw na sekunde przystosowano réwniez do bezposredniej
wspdipracy z minikomputerem SM-3. Przy wspoélpracy z minikomputerem, realizowanej
w trybie on-line, stosowana jest maksymalna szybko$¢ rejestracji ukfadu, wynoszgca
100 pomiaréw na sekundg.

Uklad ten szczegdtowo omdwiony jest w pracy [3].

Bloki przetgczajace typu P-227
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Rys. 4.3. Schemat blokowy ukiadu pomiarowo-rejestrujacego

4.4 Aparatura strunowa PAS. Aparatura strunowa PAS produkowana jest przez Zaklad
Aparatury Naukowej Uniwersytetu Jagiellonskiego w wersji cyfrowej 1 analogowej. Do-
stepne sa mierniki analogowe SAM-10 oraz cyfrowe SMC-10 (SMC-2) przystosowane do
zdalnych automatycznych pomiarow czgstotliwodci drgan strun dziesieciu czujnikéw
podigczonych do miernika z chwilowg rejestracja wskazan i stala rejestracja na tasmie
perforowane;j.

Schemat blokowy aparatury strunowej PAS przedstawiono na rys. 4.4. Mierniki
SAM-10 i SMC-10 wspdlpracowaé moga z czujnikami do pomiaru: odksztalceni, tempera-
tury, przemieszczen, cisnienia (parcia) oraz odchylen katowych.

Miernik cyfrowy SMC-10 przystosowany jest do wspdlpracy z drukarkg tasmy perfo-
rowanej DT-105S, czyli rowniez do posredniej wspdipracy z komputerem. Szczegdtowe
dane techniczne miernika SAM-10 1 SMC-10 jak i czujnikéw pomiarowych podane sa
migdzy innymi w pracy [30].
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Rys. 4.4. Schemat blokowy strunowej aparatury cyfrowej; I — komutator, 2 — sterowanie reczne, 3 —
sterowanie automatyczne, 4 — wskaznik numeracji czujnikdw, 5 -— wzmacniacz ukfadu pomiarowego,
6 — czasomierz liczacy, 7, 8 — ukiad rejestrujacy, 9 — czytnik, t0 — EMC

5. Systemy pomiarowe typu on-line -— kanaly procesowe

Kanatl procesowy uzyskuje sie poprzez sprzezenie uktadu pomiarowego z komputerem.
Polaczenia te realizowane sy za pomocg urzadzenia tacznosei, czyli urzadzenia (intecfejsy)
dopasowujace sygnaly pomiedzy magistrala komputera a magistralg uktadu pomiarowego
(rys. 5.1).

Interfejsy stosowane w ukiadach pomiarowych oraz w systemach komputerowych
oparte sa najczesciej na standardach: UNIBUS, CAMAC, 1EC, PI, V24, IEC, SII. Za-
sady ich organizacji omowione sa pracach [23, 25].

< Magistrala komputera >

<Ldug'xs1m\c zestawu kontrolrio—gom‘»o>

Rys. 5.1. Schemat realizacji polaczenia ukiadu pomiarowego z komputerem

Urzadzenia tacznosci umozliwiaja korespondencje pomiedzy magistralami komputera
oraz dolaczonymi zewngtrznymi urzadzeniami (rys. 3.2). Urzadzenia sprzegajace komputer
z obiektem muszg zatem, ogdlnie biorac, spelniaé nastepujace zadania, [23]:
~— izolowa¢ zestaw komputerowy od zaktocen i uszkodzen mogqcych wystapi¢ w obiekcie

lub w sieci przewoddw,

-— dopasowywadé poziomy napieciowe i energetyczne wystgpujace na obiekcie do wyste-
pujacych w zestawie komputerowym, ‘

— dopasowywaé chwile czasowe wystepowania sygnatéw na obiekcie do chwil czasowych
przetwarzania sygnaléw w zestawie komputerowym (tzw. pamigci buforowe),
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— przetwarza¢ postaé sygnatow (np. analogowe w cyfrowe, kodowane liczbg sygnalow
na kodowane liczbami dwéjkowymi itd.).

W zaleznosci od sposobu realizacji, kanaty procesowe podzieli¢ mozna na nastepujace
trzy grupy, [23]:

— kanat procesowy opracowany dla okreslonego komputera lub rodziny komputeréw,

— kanat procesowy typu uniwersalnego laczony z komputerem przy uzyciu jednostek
sprzggajacych,

— unikalny kanal procesowy zaprojektowany i wykonany przez uzytkownika.

Kanaly procesowe pierwszej grupy dostarczone sg razem z komputerem jako jedno
z urzadzen zewngtrznych. Kanal taki charakteryzuje si¢ kompleksowoscia, kompletnoscig
oraz dobrymi parametrami technicznymi i eksploatacyjnymi. Do grupy tej zaliczyé nalezy
kanaly procesowe produkcji ZSRR [28, 29], przystosowane do wspdtpracy z minikompu-
terami: M-6000, M-7000, SM-1, SM-2, SM-3 i SM-4. Do grapy drugiej zaliczy¢ mozna:
krajowa aparaturg standardu CAMAC [23], system mikrokomputerowy MERA-60,
czy tez kanal automatyki INTELDLIGIT — PI [23]. Na podkreslenie zastuguje fakt,
ze wszystkie minikomputery rodziny SM mogg by¢ wyposazone w urzadzenie sprzegajace,
umozliwiajace wspdiprace z krajowg aparaturg standardu CAMAC.

Konkretng realizacj¢ kanatu procesowego ODRA 1325-SMA wdrozonego na bazie
komputera Odra 1325 i Systemu Modulowej Automatyki SMA w Laboratorium Dynamiki
Instytutu Materiatoznawstwa i Mechaniki Technicznej Politechniki Wroclawskiej omdé-
wiono migdzy innymi w pracy [4]. Schemat tego ukladu przedstawiono na rys. 5.2.

325 >
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! JCE;E,':E.SATL';{I 5 |- STEROWANIA PULPITU ZEGARA
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JC P4 MPT MZG
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e
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Rys. 5.2. Schemat blokowy zestawu SMA-Odra 1325
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Rys. 5.3. Schemat blokowy zestawu MER A-400-PI

Z krajowej aparatury na uwage zastuguja rowniez urzadzenia peryferyjne standardu
PI, mogace wspolpracowaé migdzy innymi z komputerami MERA-400 oraz ODRA 1325.
Schemat blokowy kanalu procesowego zestawionego na standardzie INTELDLIGIT-PI
przedstawiono na rys. 5.3. Zestaw PI, stanowiacy dla komputera jedno urzadzenie wejécia-
wyjscia, obejmuje: jeden blok sprzegajacy i od 1 do 16 kaset ze sterownikami kaset. Ma-
ksymalna pojemno$¢ zestawu PI wynosi 256 stanowisk adresowanych.

Przyktadowa organizacj¢ sprzezenia kanatu procesowego z minikomputerem rodziny
SM (SM-2) przedstawiono na rys. 5.4.

Podstawowymi blokami, przedstawionego na rys. 5.4, kanatu procesowego O inter-
fejsie 2K sa [28, 29]:

— uklad sterujacy kanatami wejécia — wyjscia,

— kanat bezposredniego dostepu do pamieci,

— multipleksowy kanal wejscia/wyjscia,

— przetwornik analogowo-cyfrowy typu A612-10 lub A612-11.

Kanat ten charakteryzuje si¢ nastgpujacymi parametrami eksploatacyjnymi:

— maksymalna liczba podlaczen urzadzen zewnetrznych 1764 — przy dwustopniowej
adresacji oraz 56 — przy adresacji jednostopniowe;,

— zakres pomiarowy +10Vi +5V,

— rozdzielczo§é 2711,

— czas przetwarzania do 10ps,
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do nustgpnych
kompl etow
SM1, SM2

do nastepnych
kompletdow SM1 lub SM 2
PAO — pamiec operacyjna 32k stdw
KM - komutator systemu obstugujgcy urzadz. standardowe systemu
‘KBD - kanak bezposredniego dostgpu do pamieci
US - ukrad wejlwyj
O/N — uktady odbiorczo-nadawcze stosowane w systemie gdzie
urzgdz. kanatu sg oddalone od czesdi centralnej systemu

M — monitor
P — perforator
D - drukarka
C -~ czytnik

PD — pamie¢ dyskowa

— urzgdzenia rozszerzajgce ilos¢ podrgczanych urzadzeh peryferyjnych
UP — urzadzenia peryferyjne

UK — komparator

A/C — przetwornik analog~cyfrowy

KB — komutator  bezkontaktowy

C/A — przetwornik oyfr. analogowy

WC — wejséie cyfrowe

UC — uktad sterowania cyfrowego

Rys. 5.4. Kanal procesowy zrealizowany na bazie minikomputera SM-2 oraz urzadzen peryferyjnych
SM-1, SM-2

— czas komutacji komutatora A611-10 — 100us,
— czas komutacji komutatora A612-11 — 4 us.

Konfiguracje kompletowanego w Laboratorium, przez autoréw, kanalu procesowego
na bazie minikomputeréw SM-3 i SM-4 oraz urzadzen peryferyjnych SM-1 i SM-2 (por.
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Rys. 5.5. Kanat procesowy zrealizowany na bazie minikomputeréw SM-3 i SM-4 oraz urzgdzen peryferyjnych SM-1, SM-2
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rys. 5.4) przedstawiono na rys. 5.5. Kanat ten skfadat si¢ z minikomputeréw SM-3 | SM-4
sprzezonych migdzy soba poprzez dwustronny rejestr DP typu A491-3M. Wspétpraca
minikomputera SM-4 jak i SM-3 z urzadzeniami peryferyjnymi SM-1 i SM-2 zapewniona
bedzie poprzez interfejs zrealizowany w postaci bloku taczacego interfejs OSZ i 2K typu
USS0SZ /2K, [28]. Minikomputer SM-4 wchodzacy w sklad kanalu procesowego wypo-
sazony bedzie ponadto w: procesor SM2104, pamig¢é operacyjna SM3102, pamieé¢ dyskowa
SM5402 (2x120T1370), pamigé taSmowg SM5301 (2 x120T503), drukarki znakowo-
mozaikowej DZM180-SM6300, wideoterminda WTA2000, drukarki wierszowej SM6305,
urzadzenia wyjécia, wejscia tasmy perforowanej SM-6202, grafoskopu EPG-SM oraz
bloku rozszerzajacego system BRS.

Kanal procesowy skompletowany na bazie urzadzen peryferyjnych SM-1 i SM-2
sklada si¢ z dwustronnego rejestru DP A491-3M, urzadzen rozszerzajacych ilo$é podig-
czonych urzadzen peryferyjnych RIM-A714 w sktadzie RIM-1 typu A714-5/1 oraz RIM-2
typu A714-5/2, modutéw wewnatrzsystemowej facznosci MSW A723-5/2, modulow prze-
twornikow analogowo-cyfrowych A611-19, moduldw przetwornikéw analogowo-cyfrowych
poréwnujacych A-611-20, komutatorow bezstykowych typu A612-10 i A612-11, modutow
podiaczenia pomiarowych urzadzen cyfrowych A611-15, modutéw wejscia-wyjicia sy-
gnatéw dyskretnych A641-12, modutéw wybierania i zapamigtywania A613-3, modutow
galwanicznego roztaczenia A622-9, moduléw normalizacji i filtracji A613-11 oraz modulow
sygnatéw kontrolnych typu IS-1 oraz [S-2.

Typowym przyktadem uniwersalnego kanalu procesowego jest aparatura standardu
CAMAC [23]. Dzigki jej uniwemsalnosci znalazta one duze rozpowszechnienie w réznego
rodzaju systemach stosowanych w pracach eksperymentalnych. Uklad ten wyposaZzony
w interfejs SM-3-CAMAC typu 106A moze by¢ bezposrednio polaczony z magistralg
minikomputera SM-3. Interfejs ten umozliwia lancuchowe podiaczenie czterech kaset
do magistrali komputera (rys. 5.6). Interfejs SM-3 CAMAC jest specjalizowanym kon-
trolerem przeznaczonym do sterowania kasetami CAMAC z minikomputera SM-3 w re-
Zimie pracy programowej, zapewniajacym dwukierunkows wymiang informacji migdzy
minikomputerem a systemem CAMAC.

<Mogistraio SM-3 (UN]BUS}>’

terminator

Rys. 5.6. Schemat zestawu wielokasetowego CAMAC przystosowanego do wspolpracy z minikomputeremi
SM-3, SM~4; A — blok sterujacy
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Kompletowany w naszym laboratorium kanal procesowy skfadajacy sie z czterech
kaset CAMAC sprzezonych z minikomputerem SM-3 charakteryzuje si¢ nastepujacymi
parametrami eksploatacyjnymi: '

— liczba mozliwych podiaczenn — 600,

— zakresy pomiarowe +50 mV, +100 mV, +500 mV, 1V, +5V, 210V,

— rozdzielno$é —— 2711,

— c¢zas przetwarzania — 20 ms,

— czas komutacji do 100 Hz.

Szczegbtowe informacje na temat organizacji jak i konstrukcji systemu CAMAC podane
sq migdzy innymi w opracowaniach [23]

Narys. 5.7 pokazano schemat transmisji danych stosowanej przy posrednim podtgczeniu
ukladu pomiarowego z komputerem. Przesytanie danych cyfrowych realizowane moze
by¢ jedno wzglednie wieloprzewodowymi liniami typu telefonicznego wzglednie drogg
radiowa. Zagadnienie realizacji sieci telekomunikacyjnej do obstugi komputeréw obszernie
omowione jest w monografii [1].

G) Uktid pomiarowy Uklodl odbiorg;y
{nadajgcy) : informaciji :
01100101 1110101
111Q1101 011(?0101

Kad rowno> - 0110010110101 -~ - koo—Ked Oty

eg — —

szereitggv(vjy linia przewodowa szeregowy
Modem Modem

bl Uktad pomiarowy Uktad odbiorczy
inadajgcy) informaciji
linia _radiowa

Kad réwnnk f nadajnik } ______ odbiornik o Kod r?:g;s_
legh o : radiowy
Szeregowy radiowy sZeregowy

Rys. 5.7. Szeregowe przesylanie danych cyfrowych; a) przewodowe, b) bezprzewodowe

6. System pomiarowy typu on-line stosowany w pracach wlasnych

Bedacy do naszej dyspozycji kanal procesowy uzyskano poprzez podigczenie do mini-
komputera SM-3 uktadu pomiarowego typu ESD-31 produkcji NRD. Schemat blokowy
uktadu pomiarowego przedstawiono na rys. 6.1. Na rys. 6.2 przedstawiono natomiast
schemat blokowy po$redniego oraz bezposredniego podiaczenia ukladu ESDM-31 do
minikomputera SM-3. Zastosowane tu urzgdzenia tgcznosci wykonane zostaly we wlasnym
zakresie na bazie translator6w TR-3 i TR-4. SzczegStowy opis realizacji zastosowanego
polaczenia SM-3 ESDM-31 omdéwiono w pracy [2].

Wykonany kanal procesowy charakteryzuja nastepujace parametry eksploatacyjne:
— maksymalna liczba podlgczen urzadzef zewnetrznych 100, 200 lub 400,

— zakres pomiarowy: +0,2V, +2V, +20V, +200V, +1 kV,
— rozdzielnos¢ od 1 V do 100 nV stosownie do zakresu.
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Rys. 6.1. Schemat blokowy systemu pomiarowo-informacyjnego ESDM-31 oraz kanatlu procesowego

zrealizowanego na bazie minikomputera PRS-4000 lub KRS-4100 i ukiadu ESDM-31

a)
TR-3'
ESDM-31 N TR > SM-3
U il
b} y }
TR-3
ESDM+31 N> ™0 TR-4' SM-3
]
} ...... . 0 [
N—nadajnik 0-odbiornik U-uktad dopasowujgcy

Rys. 6.2. Kanal procesowy ESDM-31-SM-3 przy bezposrednim (a) oraz poérednim (b) sprzgzaniu z mini-
komputerem SM-3 lub SM-4

— c¢zas przetwarzania 80 ms,

— czas komutacji 100 Hz.

Uklad pomiarowy ESDM-31 ma mozliwosé bezposredniego jak i posredniego polaczenia

z minikomputerem PRS4000 lub KRS4100 produkcji NRD (por. rys. 6.1). Ukiad ten

w ramach prac wlasnych przystosowano do wspoSlpracy z minikomputerem SM-3 i SM-4,
Potaczenie to, o dwukierunkowym przesytaniu informacji stwarza mozliwo$¢ zastosowania

./
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w pelni skomputeryzowanego procesu badail modelowych, tzn. poza zbieraniem i opraco-
wywaniem wynikow pomiardw, pozwala takze sterowaé odpowiednio skonstruowanym
ukladem obcigzajacym. Posrednie polaczenie zrealizowano jako polgczenie przewodowe
oraz radiowe, wykorzystujac posiadane radiotelefony. Aktualnie opracowywany jest
wiclokanalowy ukiad do radiowego przesytu informaciji.

7. Przyklady zastosowan komputera SM-3 w badaniach wlasnych

7.1. Pomiar rozkladu temperatury w powloce zelbetowej hiperboloidalnej chlodni kominowej.
Badania te przeprowadzono w latach 1974 - 79, Pomiarom poddano powtoke hiperboloi-
dalnej chtodni kominowej w Elektrowni Rybnik. Do pomiaru temperatury powloki za-
stosowano termistory NTC 110 rozmieszczajac je na 5-ciu poziomach wzdhuz 8-miu po-
fudnikéw. W kazdym punkcie pomiarowym zastosowano po 5 termistoréw réwnomiernie
rozmieszczonych po gruboscei powloki. Badania przeprowadzono frybem off-line stosujac
ukfad przelaczajaco-rejestrujacy, skompletowany w wihasnym zakresie (por. rys. 4.1).
Obszerne omoéwienie realizacji jak i wynikow tych badan przedstawiono w pracy [31].
Autor w ramach badan opracowal kompleksowy systemn programéw na komputer do
opracowywania wynikéow badafh oraz do-ustalanja prognozy rozkladu temperatury w po-
wloce chlodni kominowej, potozonej w dowolnym miejscu, w okre§lonym dniu roku oraz
w okreslonej godzinie doby. Uzyskane wyniki wykorzystane sg w analizie statycznej
nowo realizowanych obiektéw a pozyskane doswiadczenia przy planowaniu komplekso-
wych badan wieloprzewodowego komina oraz chiodni kominowej Elektrowni Opole.

7.2. Badania modelowe stateczmosci powlok hiperboidalnych chlodni kominowyel. Badania te pro-
wadzone s3 w trybie off-line na dwukrzywiznowych modelach wykonanych z zywicy
epoksydowej przy zastosowaniu uprzednio omdwionych ukladdéw pomiarowych (por.
rys. 4.2, 43 i 6.1). Schemat zastosowanego stanowiska badawczego przedstawiono na
rys. 7.1.

Modele powiloki, o ujemnej krzywiznie GAUSSA, poddane sa obcigZzeniom osiowo-
symetrycznym. ObcigZenia te realizowane sg wywotlanym podcisnieniem oraz sila pionowa

~ konstrukcja ramewa

- sitownik

uk¥ad sprezynowy

model

przewody

zbiornik wyrownawczy

pompa prdzniowa

ukkad utrzymujacy zadane podcidnienie

[ R A I

O~ U W N =

Rys. 7.1, Schemat stanowiska badawczego; | — konstrukcja ramowa, 2 — sitownik, 3 — uklad sprezynowy,
4 — model, 5 — przewody, 6 — zbjornik wyréwnawczy, 7 — pompa prézniowa, 8 — vklad utrzymujacy
zadane podci$nienie
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przylozong do brzegdéw modelu. Niektore z uzyskanych wynikéw badan omdwione zo-
staly miedzy innymi w pracach [16, 17].

Zasadniczym celem tych badan jest okreslenie dolnych obciazen krytycznych. Badania
realizowane sg rowniez na modelach hiperboloidy jednopowlokowej o powtoce gtadkie;j,
wzmocnionej uzebrowaniem oraz wykonanej w wersji powloki tréjwarstwowej, to znaczy
powloki skladajgcej sie z zewnetrznego oraz wewnetrznego plaszcza potgczonego Zebrami.

Uzyskane dotychczas wyniki badan utwierdzity nas w koniecznosci pelnej ich kompu-
teryzacji jako ze aktualnie stosowanie techniki badaf w zdecydowany sposob wplywaja
na wielkos¢ obciazen krytycznych. Uzyskiwane sity krytyczne, posiadajace z reguty za-
wyzone wartosci, zdaniem autoréw osiggaé¢ moga inny charakter w przypadku zastosowania
sterowanego obcigzenia (uniezaleznionego od stanu deformacji badanego modelu) czyli
obcigzenia nadgzajacego za deformujgcym sie modelem. Z tego tez wzgledu prowadzone
sa obecnie prace zwiazane z realizacja wymienionych badan wedlug trybu on-line. W tym
celu wykonywany jest uklad sterujacy systemem obcigzajacym model. W skiad uktada
wchodzg sterowany zawér do wywoltywania podci$nienia oraz sterowany sitownik do pio-
nowego obciazenia modelu. Uklad ten charakteryzuje si¢ tym, Ze umozliwia utrzymywanie
stalego oddzialywania na model w trakcie jego deformacji.

7.3. Badania komina Elektrowni Opole. Badania te prowadzone sa w skali modelowej,
w trybie off-line oraz w naturze w trybie on-line. Zasadniczym celem tych badan jest
ustalenie rzeczywistych, zmiennych w czasie obciazenn od wiatru, dzialajacych na obiekt
jak tez odpowiedzi obiektu na te oddzialywania. W trakcie badan prowadzone bedg po-
miary profilu predkosei oraz rozktadu ciSnienia wiatru na badany obiekt. Prowadzony
bedzie takze jednoczesny pomiar odksztalcen, przemieszczen oraz rozkiadu pola tempera-
tury. Odksztalcenia mierzone beda w zbrojeniu jak,i betonie a calo$cig pomiaréw sterowac
bedzie minikomputer na podstawie analizy wynikow pomiaréw predkosci wiatru uzyski-
wanych z anenometru. Anenometr ten spelniat bedzie wige funkcje tak zwanego czujnika
probkujacego. W badaniach tych wykorzystywana jest aparatura omowiona w punkcie
6 niniejszego opracowania, oraz kanat procesowy CAMAC sprzgzony z minikomputerem
SM-3. Komin Elektrowni Opole o wysokosci 250 m 1 $rednicy 24 m wyposazono zatem
w czujniki do pomiaru: temperatury, odksztalcen, przemieszczen oraz ci$nienia wiatru.
Jako przetworniki pomiarowe zastosowano tu termistory, tensometry polprzewodnikowe
czujniki strunowe oraz czujniki do pomiaru ci$nienia wlasnej konstrukeji. £.gcznie na obiek-
cie zamontowano 600 przetwornikéw pomiarowych rozmieszezonych wzduz 12-tu po-
tudnikéw. Wyniki pomiaréw przesylane beda droga przewodowa lub radiowa do minikom-
putera SM-3 lub SM-4 usytuowanego w laboratorium.

Podjecie kompleksowych badan komina Elektrowni Opole podyktowane zostato-
miedzy innymi prototypowoscia obiektu, jego bliskoscia (kilkanascie km od Opola) oraz
duza $rednica trzonu, istnieje mozliwoéé uzyskania wynikéw dla duzych liczb Reynoldsa.

8. Whioski i zakonczenie

W produkowanej obecnie aparaturze pomiarowej dominujaca role odgrywa technika.
cyfrowa. Technika ta pozwala przystosowaé (potgczy¢) aparaturg do wspélpracy z kompu-
terem stala sig¢ mozliwa dzieki:
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— automatyzacjl procesu pomiarowego,

— automatyzacji przetwarzania i opracowywania informacji pomiarowych,

— przystosowaniu uktadéw pomiarowych do wspotpracy z innymi urzadzeniami, a zwlasz~
cza z uktadami automatycznej kontroli i regulacji proceséw,

— wprowadzenia komputera jako nadrzgdnej jednostki kontroli i regulacji -procesu po-
miarowego, -

— wprowadzeniu urzgdzen facznosci przystosowanych do przesylania, informacji cyfro-
wych. ‘

Wprowadzanie nowych technik pomiarowych do prac eksperymentalnych napotyka
jednak na szereg utrudnien natury obiektywnej. Wymieni¢ tu nalezy przede wszystkim
braki aparaturowe na rynku, tradycyjnosé w podejmowanych metodach badawczych, nie-
znaczne angazowanie specjalistow elektronikéw w zespotach badawczych.

" Utrudnienia te mozliwe sg do przezwycigzenia, wzglednie ich zlagodzenia, jedynie
na drodze tworzenia wyspecjalizowanych zespoléw badawczych, w sklad ktérych wehodzié
beda specjalisci elektronicy. Obecnos$¢ ich w zespolach badawczych przyczyni sie do
tworzenia indywidualnej, specjalizowanej aparatury naukowo-badawczej, przystosowanej
do podejmowanych probleméw badawczych, a nie odwrotnie.

Na podkreslenie zastuguje takze fakt, ze wprowadzenie do badan specjalizowanej apa-
ratury pomiarowej sprzezonej z minikomputerem, poza przyspieszeniem samych badan,
stwarza nowe mozliwosci w samym procesie badawczym, jak i opracowywaniu wynikéw
pomiarow.
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MPUMEHEHUE MUHUKOMITIOTEPA B DKCHEPMMEHTAJIBHBIX OIIBITAX
B MEXAHUKE

B pa6ore moKasaHo oGLHE IPHHIMIIL] OPTrAHK3AIHK NSMEPEHIH K MHGOPMAIMOHHBIX cucTeM. Kpome

TOrO NpPEeACTaBJIEHO COGCTBEHHBLIH OILIT BEIpAGOTEHEIN BO BpeMst NPMMEHEHNSA MUHHKOMITIOTEPa B dKCIIE~
PHMEHTANIBHBIX JMEPEHUSIX B MEXAHMKE,
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Summary

MINICOMPUTER APPLICATION IN EXPERIMENTAL INV'ESTIGATIONS IN
MECHANICS

In the paper general principles of organization of measurement and information systems have been
presented.

Also own experience gained during minicomputer application in experimental investigations in me-
chanics has been shown.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 paZdziernika 1981 roku,
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Poznan

1. Wprowadzenie

Wyznaczanie obcigzen niszczgcych dla cienkich membran utwierdzonych na brzegach
i obcigzonych rownomiernym jednostronnym ci$nieniem bylo przedmiotem  licznych
badan teoretycznych i doswiadczalnych. Rozwigzania teoretyczne budowane byly na bazie
duzych -odksztatcen plastycznych membran z uwzglednieniem wzmocnienia materialu,
zmiany grubosci membrany w procesie deformacji oraz réznych zwiazkach fizycznych
teorii plastycznosci. :

Jedna z podstawowych prac w tym zakresie przedstawil A. GLeyzaL [1]. Podat on
numeryczng metode rozwigzania réwnan plastycznosei i rownowagi opisujacych zacho-
wanie si¢ cienkiej okraglej membrany w oparciu o eksperymentalnie okre$lona funkcje
uzalezniajaca oktaedryczne naprezenia styczne od kata odksztalcenia postaciowego dla
konkretnego materialu (stali) w probie rozciggania. Analize A. Gleyzala rozwinegli N. A.
WeiL 1 N. N. NEwMARK [2] wprowadzajac nowe, udoskonalone prawo opisujace za-
leznos¢ miedzy odksztalceniami i przemieszczeniami dla duzych ugieé¢ plastycznych.
Wymienione prace zmierzaly do okreslenia warunkow ' ksztaltowania wyttoczek metoda
tloczenia hydraulicznego. W pracy [3] uwzgledniono dodatkowo anizotropowe wzmocnie-
nie materialu membrany w procesie deformacji. W. M. TRusziNa [4] wprowadzila do
rozwazan niejednorodne wiasnoéci materiatu wzdluz promienia membrany. Z analizy
wynikow powyzszych prac wynika wniosek, Ze powierzchnia membrany w procesie de-
formacji przyjmuje ksztalt w przyblizeniu kulisty. Analizie plastycznej malowyniostej
powloki sferycznej po$wiecona jest praca M. Duszex [5], w ktérej m.in. wykazano, Ze
obszar stanu blonowego w cienkiej powloce przy duzych ugieciach obejmuje praktycznie
cala jej powierzchnie z wyjatkiem matego obszaru brzegowego. Na podstawie oméwionych
wyZej prac mozna ustali¢ wartosci ci$niefd niszczacych gtadkie membrany.

W niniejszej pracy zaproponowano nieskomplikowany sposéb okreélania statycznego
ci$nienia niszczacego dla membran posiadajacych ukiad promieniowych karbéw (rowkéwy).
Membrany takie maja zastosowanie w zabezpieczeniach dekompresyjnych urzadzen i po-
mieszczen zagrozonych wybuchem pyléw lub gazow. Wartoéci statyczaych ci$nien niszcza-

14
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Cych membrany stanowia podstawe do prawidtowego i funkcjonalnego zaprojektowania
ukladéw dekompresyjnych [6, 7].

Membrany z rowkami zapewniaja wlasciwy mechanizm otwarcia-odstoniecia otworu
dekompresyjnego, umozliwiajacy swobodny wyplyw produktéw spalania wybuchowego
nie dopuszczajac do nadmiernego wzrostu cisnienia wewngtrz chronionego obiektu.
Praca zuzyta na zniszczenie takiej membrany jest znacznie mniejsza od pracy niszczenia
analogicznych membran gtadkich, gdyz ugiecia membran z rowkami sa ograniczone
dzialaniem karbow.

2. Teoretyczne wyznaczenie wartosci statycznego ciSnienia niszczacego

Przedmiotem rozwazan jest cienka membrana wykonana z ma‘tieria}u plastycznego
(np. stopy aluminium, mosiadz, migkka stal). Membrana ma ksztalt kotowy z ukladem
promieniowych rowkéw o stalej glebokoscei i profilu tréjkatnym. W wyniku zastosowania
technologii wykonania rowkdéw metoda wygniatania, membrana przyjmuje ksztalt poka-
zany na rys. 1. Srodkowa czeéé membrany (z wyjatkiem malego obszaru brzegowego)

Sl

P

0

Rys. 1 Rys. 2

posiada ksztalt zblizony do czaszy kulistej o niewielkiej wyniostosci fy. W miare wzrostu
ciénienia wyniosto$¢ czaszy powigksza sig i w granicznym przypadku promiefi osigga
warto$¢ R. Przyjety do rozwaZan schemat przedstawiono na rys. 2.

Zajozono, ze membrana posiada wstepna krzywizne kulista o promieniu R,,a jej brzegi
$q utwierdzone bez mozliwoéci przemieszczed w kierunku prom1emowym Wynikajg stad
nastgpujqce zaleznodei geometryczne

Ry = ~- 2 = -
o 2f0 (a? +f3), 6, = arcsin Ro

a

sin@® *

(2.1)
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Potudnik czaszy o dlugosci poczatkowej &y R, pod wplywem ci$nienia niszczacego osigga
graniczng diugo$¢ OR, stad wydluzenie wzgledne okreslone jest zaleZnoscia:

. OR
2 o = — 1.
(2.2) £, 0. R, [
Podstawiajac tu R okreslone z (2.1) otrzymujemy po przeksztalceniach zwigzek
(2.3) sin@ = C: 0,
gdzie
(2.4) c ¢

T (+&)O0R,

Poniewaz graniczny kat @ nie osigga duzych wartosci (nie przekracza =/6) mozna z wy-
starczajaca dokladnoscia przyjaé przyblizony zwiazek

3
(2.5) sin@ ~ O— —2—
'Biorqc pod uwage (2.3) otrzymuje si¢
(2.6) : 0 =)/61-0C).
W czaszy kulistej obcigzonej ci$nieniem p wystgpuja naprezenia stanu blonowego
PR
2.7 O, = Op = S5
stad po uwzglednieniu zwiazkdédw (2.1), (2.4) 1 (2.6) otrzymamy
2h . a
(2. = 61 = ———as—1|.
28) P=" ""’S‘nl/ ( (1+s,)@oRo)

W powyzszym wzorze okre§lenia wymagaja jeszeze o, i ¢, dla stanu granicznego.
Wybierzmy do rozwazan element membrany wskazany na rys. 1 zawierajacy fragment

karbu (rys. 3). Na dnie karbu wystapi efekt spietrzenia naprezen, przy czym' zalozono,

7e stan naprezenia jest plaski a karb wplywa jedynie na warto$¢ sktadowej obwodowe;j:

Rys. 3
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h

O = 6""717 Ol
(2.9) L
O = Uq; "}I ’

gdzie o jest efektywnym wspdlczynnikiem koncentracji naprezen.

Graniczng warto$¢ naprezen obwodowych mozna uzyska¢ doswiadczalnie w wyniku
préby rozeiggania plaskiej probki z poprzecznym karbem o identycznej geometrii (rys. 4).
W prébie tej wyznacza si¢ wartosé o,, przy czym naprezenie na dnie karbu wynosi

h

(2.10) O = O, e Ol -
0
0
o - | .
< | }
RN
h ‘1 Onk
b
Rys. 4

Przyjmujac, ze graniczng warto$é naprezenia w strefie doa karbu okredla napreZenie zre-
dukowane wyznaczone wg hipotezy maksymalnej energii odksztalcenia postaciowego,
otrzymuje si¢ zaleznos¢:

(211) Oroqd = ]/o'gk+0'fk—o'q,ko‘,.k = Opg-

Wprowadzajac do (2.11) zaleznosci (2.9) 1 (2.10) otrzymujemy zwigzek pomigdzy napreze-
niami granicznymi (niszczacymi) w membranie 1 w rozcigganej probee:-

Ol

2.12) P
]/ot,f-—ak-f—l

@
Wspotezynnik «, wyznaczyé mozna w oparciu o granice wytrzymatosci R, wyznaczone;
w prébie rozciagania prébki bez karbu:
Ry
(2.13) o = .
G"

Zwigzek fizyczny migdzy odksztalceniami i naprezeniami przy jednoosiowym rozcia-
ganiu przyjmiemy wg [8] w postaci: ]

(2.14) e(0) = [1 +a, (%)— ] +

gdzie a, jest stala materialows, natomiast n — nieparzysta liczba naturalng; obie te wiel-
kosci mozna okres$li¢ do§wiadczalnie dla konkretnego materiatu.

W plaskim stanie naprezenia wystepujacym w powloce sferycznej (o, = o,) zalezno$é
(2.14) przyjmuje postac:

Ty

B

n—1
a, [}
(215) &, = E{p = |:1—-'V+ 2 (%)
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W powyzszych zwigzkach E jest modutem sprezystosci wyznaczanym w poczgtkowym,
prostoliniowym odcinku krzywej rozciggania, » jest liczba Poissona.

Wyznaczenie ci$nienia niszczacego ze wzoru (2.8) poprzedzone musi by¢ wyznaczeniem
statych materiatowych », a,, E, » oraz g, i R, w oparciu o statyczng probe rozciggania,
a nastepnie okreélenie wartodci o ze wzoru (2.13), ¢, z (2.12) oraz ¢, z (2.15).

3. Badania wlaspo$ci materialu

Przedmiotem badan byla blacha aluminiowa PAlr, walcowana na zimno, o grubosci
nominalnej 1 mm, w stanie rekrystalizowanym. W pierwszej kolejnosci przeprowadzono
préby rozciggania pieciu typowych probek plaskich wyznaczajac charakterystyki o—e
z pomiaréw tensometrycznych oraz wartosci granicy wytrzymatosci-na rozciaganie R,,.
W wyniku badan ustalono nastepujgce $rednie wartosci statych materiatowych:

R, = 1155 MN/m?, E = 6,933+ 10* MN/m?, » = 0.34.

$rednia charakterystyka o—e przy rozcigganiu przedstawiona zostala na rys. 5 linia
ciggty.

krzywa doSwiadczalna
30— -——— krzywa teoretyczna —
{a,=1,09-10% £=6,93310MNm 7]

] L L |
0 35 70 0.5 %0
ex107?
Rys. 5 '

Charakterystyke o — ¢ aproksymuje si¢ wzorem (2.14) odpowiednio okreélajac wartosci
stalych a, i n. Wyznaczono w ten Sposob:

n=9, a,= 1,09-10%*
Przebieg funkcji (2.14) dla tych wartosci przedstawiony jest na rys. 5 linia przerywana.
Z kolei przeprowadzono préby rozciagania dla probek plaskich posiadajacych po-
przeczny karb, ktérego profil okreslaja wartosci o = a/6, o = 0,15 mm. Badane byly
trzy rodzaje karbow o gigbokosciach Ay = 0,4; 0,5; 0,6 mm. W wyniku tych badan wy-
znaczono warto$ci naprezen niszczacych. Srednie z pieciu pomiaréw wynosza odpowiednio:
o, = 90,1; 79,9 i 73,7 MN/m?.

4, Przyklady obliczen

Dla przyktadowego obliczenia cinienia niszczacego przyjeto nastgpujace dane geo-
metryczne membran:
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Tablica I

MAI—.; I [mm] - 0,4 e 0,5 | _0,_6“7
2. | ou [MN/;ZV]M_ 90,1 Bl 79,9 _A7;,77 o
s | wowsor @13 | 122 | taas | 1se
i | op N | :

(2.12) 98,992 90,072 84,038
5. £, (2.15) o 14,39 - 107'737 —;,—60 10-3 _3,88- 10‘3_

6. Jo _[J;vn; ————— B 7,1 N 8,0 B 8,8

7. Ry [mm] i 1696 1505 B "-“E;—__
s | e, @ 00915 | oln | ou#

) 9. p [MN/m?] ) 0,3612 0,2421 (;,_1-930

-— membrana okragla o promieniu ¢ = 155 mm, grubosci /z = 0,94 mm, z szesnastoma
karbami o glebokos$ciach 0,4; 0,5 i 0,6 mm i wstepnymi wyniostosciami f;, odpowiednio
7,1; 8,01 8,8 mm,

-— membrana kwadratowa o boku b = 230 mm, grubosci, iloSci karbow i ich gleboko$-
ciach jak poprzednio, oraz o wstepnych wyniostosciach odpowiednio 6,7; 7,6 i 8,4 mm.

Wyniki obliczen dla membrany okraglej zestawiono w tablicy 1.

Rozwazania teoretyczne przedstawione w rozdziale 2 dotyczyly wylacznie membran
okraglych. W odniesieniu do membran kwadratowych zastosowano tg samg metodyke
obliczefi wprowadzajac zamiast wymiaru ¢ promien zastepczy a, wynikajacy z réwno-
wazno$ci pol powierzchni membrany kwadratowej i okraglej:

l a, = bn“Jf = 129,8 mm.

Wyniki obliczen dla membran kwadratowych zestawiono w tablicy IL.

Tablica 1

Pozycje 1-5 jak w tablicy 1.

6. | fo [mml |67 7,6 8,4

7. | Ro 2.1) _1 1261 1112 1007

8. -@0 @0 0,1031 | 0,1170 0,129'2'
ﬂ‘)v p IMN/m?] | 0,4362 0,2975. 0,2412
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5. Badania doswiadczalne membran

Badania przeprowadzono dla serii membran wykonanych z blachy aluminiowej PAlr
o parametrach mechanicznych i geometrycznych podanych w rozdzialach 3 i 4 niniejszej
pracy. Badano po 5 sztuk membran dla kazdej gleboko$ci karbu, w ogdlnej iloéci 30
sztuk. Schemat stanowiska badawczego pokazano na rys. 6, Badana membrana 1 zamo-
cowana jest na obwodzie do kolnierza zbiornika 2 przy pomocy piericienia 3 i §rub 4.

6 i Ty

Do wnetrza zbiornika przewodem doprowadzajacym 5 tloczony jest olej, powodujac po-
wolny wzrost ci$nienia we wnetrzu zbiornika mierzony manometrem 6. Predko$¢ wzrostu
ciénienia nie przekraczata wartoéci 0,03 MPas™!. W wyniku badan rejestrowano maksy-
malne ci$nienie odpowiadajace zniszczeniv membrany. Ogdlny widok stanowiska badaw-
czego z zalozona membrang i zdemontowanym pierscieniem mocujacym pokazano na fo-
tografii (rys. 7). Zniszczenie membrany nastgpowato kazdorazowo w ten sposéb, Ze w §rod-

Rys. 7
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Rys. 8

kowej czeScl czaszy inicjowane byly promieniowe szczeliny propagujace si¢ wzdiuz jednego
lub kilku karbow. Wyglad zewngtrzny zniszczonych membran pokazano na fotografiach

(rys. 8).
Wyniki przeprowadzonych badan zestawiono w tablicy III.

6. Poréwnanie wynikéw

Rezultaty obliczeri ci$njen niszczacych p przedstawione w tablicach I i IT zestawiono
Z warto$ciami cisnien p,, wyznaczonymi doswiadczalnie i podanymi w tablicy III. Po-
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réwnanie wynikow zilustrowano graficznie dla membran okraglych (rys. 9) i dla membran
kwadratowych (rys. 10).
Na rysunkach tych zaznaczono gwiazdkami wyniki poszczegdlnych préb doswiadczalnych
oraz naniesiono granice przedzialéw ufnoéci. Linie ciagte ilustruja zalezno$¢ éredniego
ciénienia niszczgcego p, okreslonego dos$wiadczalnie od glgbokosci karbu A,. Dla po-
réwnania przedstawiono linia przerywana krzywa obrazujaca te sama zalezno$¢ dla
ci$nienia obliczeniowego p.

Zadawalajaca zgodno$¢ krzywych teoretycznych z dodwiadczalnymi $wiadezy o po-
prawnofci przyjetego modelu teoretycznego bazujacego na nieliniowym zwiazku o—e
oraz na hipotezie maksymalnej energii odksztatcenia postaciowego.

Y T T T I T
[
s
. |BiE
A afd
038~ 4 040 ~
\ :
=
& g
= £
£ =
e
025~ = 0,30 _
, H
~
— W - — -
015 [] 0,20
| | |
. 0‘,1- 0'.5— 05 0% 05 0,6
hy{mm] hylmm)
Rys. 9 Rys. 10

W trakcie prob zaobserwowano doéé duzy rozrzut wynikéw doé$wiadczalnych, szcze-
golnie dla membran okraglych. Rozrzut ten spowodowany jest niejednorodnoécia i anizo-
tropowoscia materiatu (blachy walcowanej), a takze sposobem mocowania brzegéw
membrany umozliwiajacym nieznaczne wysuwanie sie materialu w kierunku dosrodkowym
w czasie préby. '

Zgodnos6 teorii przyjetej w zasadzie dla membran okraglych z wynikami badai mem-
bran kwadratowych wskazuje na prawidtowo$é przyjecia promienia zastepczego wynikaja-
cego z réwnowaznosci powierzchni.

Majac na uwadze praktyczne zastosowanie membran w otworach dekompresyjnych,
nalezy przeprowadzi¢ takze dodatkowe badania dynamiczne, ktore ostatecznie okreSla
przydatnos$é i zakres stosowania membran.
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Peamome

CTATUUYECKOE OABJIEHHME PA3PYIHAIOIIME MEMBPAHY C PAOUAJIBHLIMM
TTIA3AMIL

B pa6OTC NpeacTaBJIEHO TEOPCTHUIECKYIO MOAENs MCIIONTB3OBAHYIO NJIA ONIPEREIICHHA NaBJICHHUS pas-

PYIIAIONIErO KPYTible M KBafipaTHeIe MeMOPAHBI C Ha4aJbHOH Masiof BBITYUHHON M PaJHaILHBIMK Ta-

3

amu. VICIONB3YETCsT SKCIICPHMEHTATIEHO ONpedesIeHHYIO HEJMHEHHYIO XapaKTECpUCTHKY MaTepHasia ¥ I'd-

110Te3y SHeprud uameHeHMA dopmbl. DddexTHBHLIH KO3(DOHUNEHT KOKUEHTPAUNA HANPSIKEHHH OIpe-
ICNACTCA M3 MCIBITAaHMI Ha pacTsyxeHue. Pe3ymsTaTsl BBIUMCICHWHA CPaBHEHBI C PaspyuIalOlIHMH Aa-
BIICHUAMH ONPEHENEHILIMH SKCIEPUMEHTANIBHO THADPABIIHYECKOM METOMOM.

Summary

STATIC BURSTING PRESSURE FOR THE MEMBRANE WITH RADIAL GROOVES

The theoretical model for evaluating bursting pressure for circular and quadratic squared membranes

with small initial deflection and radial grooves is presented. The use is made of experimentally obtained
nonlinear material characteristic and distortion energy theory. The elfective stress concentration factor
is developed on the basis of tension material tests. The results are compared with bursting pressures obtained
experimentally by hydraulic method.

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 13 pazdziernika 1981 roku

15 Mech. Teoret. i Stos, 3—4/82






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3/4, 20 (1982)

UOGOLNIONY PRZEPLYW POISEUILLE’A PEYNU MIKROPOLARNEGO
DRUGIEGO RZEDU W SZCZELINIE MIEDZY DWOMA
WSPOLOSIOWYMI WALCAMI

EDWARD WALICKI,
JANUSZ ZACHWIETJA

Bydgoszez

Wstep

Skomplikowane przeplywy cieczy newtonowskich i nienewtonowskich w kanalach,
majace miejsce w rozmaitych procesach przemystowych, nie sg jak dotad szczegétowo
zbadane. Dotyczy to zwlaszcza plynéw mikropolarnych Eringena ze wzgledu na cechujaca
je mikrobezwladno$é oraz dodatkowy moment masowy i naprezenie momentowe. Tym
samym, celem wyznaczenia wielkosci opisujacych pole' przeptywu, nalezy rozwiagzywaé
uktad réwnan wynikajacych z zasad zachowania: masy, energii, pedu oraz momentu
pedu pierwszego a w szczegdlnych przypadkach réwniez wyzZszych rzeddw. Stwarza to
problemy zaréwno natury czysto matematycznej jak réwniez fizycznej wobec koniecznosci
wyznaczenia warto$ci dodatkowych wspdlezynnikdédw lepkosci.

Pierwszej proby konstrukcji ogdlnej teorii osrodka z mikrostruktura dokonali bracia
E. i F. Cosserat w 1909 roku, jednakZe dopiero w ostatnim dwudziestoleciu problem ten
zostat podj¢ty na nowo, skupiajac uwage badaczy. Wspolczesne poglady odnosnie plynéw
mikropolarnych bazujg gtéwnie na zalozZeniach teorii naprezern momentowych oraz teorii
mikroptynéw Eringena [1]. Tenze [2] wraz z Suhubim [3] rozwinal ogdlng teorie oérodka
mikropolarnego, dyskutujac w [4] termodynamiczne ograniczenia wartoéci wspotezynnikéw
lepkoéci dla ptynéw mikropolarnych. Podobne problemy byly przedmiotem rozwazan
Kazakii i Arimana [5]. Ciekawy przeglad prac na temat plynéw z mikrostrukturg zostat
dokonany przez Arimana, Turka i Sylvestra [6, 7].

Poréwnanie zalozen fizycznych stanowiacych podstawe modeli plynéw Stokesa oraz
Eringena prowadzi do wniosku, Ze ten ostatni wierniej opisuje przeplywy zawiesin, co
potwierdzity badania Kline’a, Allena i De Silvy [8] nad mechanicznymi i reologicznymi
wiasnoéciami zawiesin, emulsji, ptynych krysztalkéw oraz krwi i ptynoéw fizjologicznych.
Ahmadi, Koh i Goldschmidt [9, 10] uogolnili teorie¢ ptynéw mikropolarnych na przypadek
o$rodka w ktérym mikroruch opisywany jest dodatkowo wektorem mikrorotacji drugiego
rzgdu. RGwnania ruchu tych ptynéw wyprowadzone w pracach [11, 12] nie zostaly dotad
rozwiazane dla przypadkéw bardziej ztozonych przeplywow.

Celem niniejszej pracy jest analiza uogélnionego przeptywu Poiseuille’a ptynu mikro-
polarnego -drugiego rzedu w przestrzeni miedzy dwoma wspdélosiowymi cylindrami, ze
szczegblnym uwzglednieniem wplywu wielkoéci szczeliny na ksztatt profili predkosci
i mikrorotacji.

15¢
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1. Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu niescisliwego ptynu mikropolarnego drugiego rzedu, wyprowadzone

w oparciu o zasady zachowania masy, pgdu oraz momentu pedu pierwszego i drugiego
rzedu maja postaé [11, 12] ’

(1.1) div¥ = 0,
dv .
(1.2) d g of —gradp+ (A, +p)grad(divV) + k,rotv(u, + k) rot(rot ¥),
L dv day . .
(1.3) » U + o <= of1 —vorot(rotv)+ (e, + B, +y,)grad(dive) + k, rot V —

—2k,v—fiorotu,
3. dv
(1.4) e = of2+2(Bo—1n,) #+(yo—fPo)rotv+

+3[(ag + o, + o) grad(div g) —a; vot(rot p)],
gdzie: V — wektor predkodcei przeptywu
o — gestosé _ ‘
p — ci$nienie
v— wektor mikrorotacji pierwszego rzedu
# — wektor mikrorotacji drugiego rzedu
f — wektor sit masowych jednostkowych
f1 — wektor jednostkowych momentéw masowych pierwszego rzedu
f» — wektor jednostkowych momentéw masowach drugiego rzedu
i — wektor mikrobezwladnosci
J — gestosé mikrobezwladnosci
A, — wspotezynnik lepkosci objetosciowe;)
k, — wspodtczynnik lepkosci sprzezenia
M, — wspotczynnik lepkodci $cinania
oy, By 8, — wspOlezynniki lepko$ci obrotowych
%o, %y, &, B, — dodatkowe wspotczynniki lepkosci
Pomigdzy wartosciami wspédlczynnikow lepkosei istnieja wzajemne zwiazki. Warunki
termodynamiczne naktadaja na nie nastepujgce ograniczenia [11]

34 +2u,+k, = 0,  2u,+k, 20, £k, =0,
30,42y, 2 0, =y < By < Ve Yu=0,
B00+20, <0, —ar<o; € a,, oy=0,
Not+Bo X0,  8y,(Bo+m) < (Boty,—Bu)>

(1.5)

2. Konfiguracja przeplywu

Rozwazony zostanie przeplyw plynu mikropolarnego drugiego rzedu w szozelinie
pomigedzy dwoma wspdlosiowymi cylindrami przy uzyciu réwnan (1.1 -1.4). W tym celu
wprowadzimy uktad wspotrzgdnych walcowych czynige jednoczesnie zalozenia stacjonar-
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nosci przeptywu oraz dopuszczalnodci pominigcia sit i momentéw masowych. W obranym
ukladzie wspotrzednych wektory V, v, g posiadaja nastepujace skladowe:

@1 Vo) v mre() e ().

Réwnania ruchu (1.2 - 1.4) wobec nalozonych warunkéw, oraz po uwzglednieniu réwnania
(1.1) sprowadzaja si¢ do ukiadu:

dp I d dv 1 d
2.2 —- k) — e e =
(2.2) dz + (ot ko) rodr (' dr )+k" ¥ dr (e) = 0,
d (1 4 . dv, du,
(2.3) Yo - [T-d)—‘ (”’@)]—ku e — 2k,vo + fo g Y
1 d 1 d d
2.4 2B — 1) e+ (o — B)— 2 RN T2
( ) (/30 T/u):u’..'*_('yu .Bv) r dl' ()V@)+3(x~ » d (r dr ) 0
r r
i = 2
~ N
. N “ ‘\\\ v ¥4
‘[\\ \ \
i,—

Rys. 1. Schemat ukladu geometrycznego przeplywu

Rozwigzania réwnan (2.2 - 2.4) podlegajg nastepujacym warunkom brzegowym:
X v,=V dar=R,,
2.5 v,=0 dlar=R,,

v,=p4,=0 dlar=R, ir=R,.

przy czym R, > R;.

3. Rozwiazanie réwnan ruchu

W celu rozwazenia wplywu wielkoSci szczeliny R,— R, na ksztalt profili prgdkosci
i mikrorotacji wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe:

’—-_ r—'_Rl 7= V4
© R,—R,’ " R,—R,’
o ‘vl b Yo L= ,u'z 5
3.1 = — )y = — -_— ., = —_ ~
3.1) bo=—F, Fo=-1(Ra~R), =<2 (Ra— R,
-_ P
p_ 2
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Zgodnie z przyjetymi zmiennymi bezwymiarowymi (3.1), liczby podobiefistwa wyra-
Zajace stosunki wielkos$ci charakterystycznych wystgpujacych w rozwazanym przeptywic |
do statych materiatowych dajaE sie wyrazi¢ jako:

Re = OU(R; Ry newtonowska liczba Reynoldsa,
R, N .
Rem = Oufu,,—i—/ER Do mikropolarna liczba Reynoldsa,
Rint = gu(Rz 1) — liczba Reynoldsa oddzialywania pomigdzy
Tk, predkosciy przeptywu i mikrorotacja,
R
Rw = 0”( 2y l) — mikrorotacyjna liczba Reynoldsa
32 Y
e Lpl = 3eu(Rs — 1)3
4(’10—/5’0)
Lp2 — »3QM(R2 1)3_
Yy ﬂ”) — dodatkowe liczby podobiefistwa.
H(Rz Ry’
Lp3 = QU — )™
20,
@“(Rz R)
Lpd =
ﬁO J {

Wystepujaca w zwiazkach (3.2) wielko$¢ U posiada sens pewnej charakterystycznej
predkosei, ktora jest $rednia predkosé przeplywu plynu newtonowskiego o tej samej
liczbie Reynoldsa, w identycznym ukladzie geometrycznym. W celu przeanalizowania
wplywu warunkéw Couette’a i Poiseuille’a na przeplyw uogélniony wprowadzono wielko$ci
bezwymiarowe « i ff, Dzieki temu rozpatrywang predkos¢ srednig mozna wyrazi¢ w naste-
pujacej postaci:

I Ldp ,, ( 1+k? 1 )
P Ry
Ve 8u o dz (R — R % k)
(3.3)
. V ( k? | )
‘Z)q, -— e ——
g\ 11—l BEITY
gdzie:
R, dp (d
_4 = == —— —_ - =
(3.4) k=g w= G / 2 B=wm,
Jezeli przyimiemy staly wydatek cieczy, wowczas «+ 5 = 1. W zaleznosciach (3.4)
wielkosci (%) 17, sa odpowiednio gradientem ci$nienia w przeplywie Poiseuille’a oraz

predkodcia przemieszczania sig wewnetrznego walca w przeptywie Couette’a.
Rozwiazanie ukladu réownafi (2.2-2.4) w postaci bezwymiarowej ma forme:

_ — k k - ko\
oo 5o il oot

k k
+- C4Ko['/)(r+ T )]+Csln(r+ l_k)Jrcﬁ_
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. 20(1—-k)? (;+ k )2’
o [(1+k2)+ e
(3.6) 59=—ll;;—nn:{—cl(p11[(p(;+-l )] Cﬂle[tp( )]+
+C3(pK1[<p(7+]kk)]+C41pKl['zp( )|+
e
1-k Ink

_ Lp4 Rint| , (~ k
(3.7 #:= Rw Rem {(a 4 )0110[9’ r+m +

+(a2—1,02)CZI0[ (r+—1k—)]+(a - 2)CaKo[ ( lfk)]-l_

ok 1 4a(1—k)?
+(a2—w2)C4Ko[w(r+ l‘k)]}+ Iﬂgz [1+:2()+ 1) kz],

Ink

przy czym: -

* = % (a2 +b2—d?+ [(a®+b*—d?)?—4a?b?]E},
(3.8) 1

¥ = 5 (a2 +bi—d= [(@>+b*—d?)*—4a?b?]H},
gdzie: _

g2 = R (2_ Rem.) 2 _ Lp3 ,_ Rw-Lp3
Rint Rint Lpl - Lp2Lp4

Stafe catkowania Cy, C,, Cs, C,, Cs, Cs mozna wyznaczyé z warunkéw brzegowych
(2.5), ktére we wspdlrzednych bezwymiarowych maja postaé:

2,=0 dar=1,
- p

1 Vyg = — k2 1 dla r=0,

—kz T 20k

3.9

Vo= =0 dla7=0;l.

W réwnaniach (3.5 - 3.7) I, I, Ko, K1, 52 odpowiednio: zmodyf’ lkowanyml funkcjami
Bessela zerowego i pxerwszego rzedu oraz funkcjami MacDonalda takZe zerowego i pierw-
szego rzedu.

Latwo zauwazyé, e uzyskane rozwiazania stuszne sz jedynie dla k > 0, woéwczas
bowiem spetniony jest warunek ograniczonej wartoéci v, v, f1; W punkcie o wspéirzednej
r = 0. Przypadek rozwiazan dla k = 0 nalezy rozpatrze¢ osobno. Odpowiada on warunkom .
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przeptywu Poiseuille’a w rurze kotowej. Tym samym rozwiazania uktadu réwnan (2.2 - 2.4)

przy warunkach brzegowych
V=V =, =0 dlar=1
(3.10) - - - ,
Dz, Yo, th: Skonczone dla r = 0,

przedstawiaja si¢ nastepujaco:

GAD B = 21 -FYE e {(p [To() —Togr)] +—[Io(w> Io(v)r)}
(3.12) Vo = AIl(q71)+BII(1pr)+2r, .
. B
(3.13)  p.= I{f; {’; (a 2“‘P2)[Io(‘P)—Io(‘P7)]+'yT(az""PZ)[Io(W)_Io(WF)]},
gdzie;
Lpl R
L P 1o(@)@® — p?)+ L%z—Lp—”Z ovLi(p)

(3.14) T @t =)L (@I (p) -yl — M) o(p)L, ()

_ —2-BIL(y)

B Il(‘P) )

Poniewaz przy Ry — 0 r — —Rr— tym samym ulegna odpowiednio zmianie okreslenia
2

pozostalych wielkosci bezwymiarowych.
Warunki (1.5) dyktuja zwigzki pomiedzy liczbami podobienstwa:

1 Rw [ 3 1 \* 8

Tpi = 6 \2ipz " 1pa) T 3LpA”
(3.15) P P

1 4

e e,

Lp2 3Rw

Wartosci liczb podobieristwa Rem, Rint, Rw zostaly przyjete w oparciu o wyniki prac
ALLENA i KLINE'A [13] oraz ARIMANA, TURKA i SYLVESTRA [14]. Wartosci dodatkowych
liczb podobiefistwa Lpl, Lp2, Lp3, Lp4 wynikaja bezposrednio z ograniczen termody-
namicznych,

Rys. 2 - 4 ilustruja wplyw wielkosci szczeliny na ksztatt profili bezwymiarowych pred-
kosci : liniowej predkoéci przeptywu oraz mikrorotacji pierwszego i drugiego rzedu okreslo-
nych zaleznosciami (3.1). Dokonano réwniez analizy wplywu wartosci dodatkowych
liczb podobiefistwa na ksztalt profilu bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu dla
przeptywu w szczelinie oraz przeptywu Poiseuille’a w kanale walcowym. Wyniki przed-
stawiono na rys. 5 - 6.

4. Whnioski

Dyskusja formut (3.5-3.7) oraz (3.11-3.14) jak rowmez anahza prezentowanych
wykreséw prowadzi do nastgpujacych wnioskéw:
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Rys. 2. Wplyw wielkodci szczeliny na ksztalt profili predkoécei przeptywu plynu mikropolarnego drugiego
rzedu
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-0,08 T
-112
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0 Ot 02 03 04 0%5 06 07 08 03 10
a - o=0 B=1
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Nr | Rint Rw Rem Lp1t Lp2 Lp3 Lp4 k

i 0.125
>10,0833| 01 |00625| 001 | 043 0.1 0.1 360
3] : 0,500

Rys. 3. Wplyw wielko$ci szczeliny na ksztatt profili mikrorotacji pierwszego rzedu
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_0'015 | i | L L.t 1 |
0 01 0203 04 05 06 07 08 09 10
r
a- ‘=0 p=1
b- o=05 B8=05
c- o=l g=0

Nr | Rint Rw Rem Lp1 Lp2 Lp3 Lps k

1] . 0,125
2 10,0833 01 0,0625 | 0.0 041 0,1 0.1 0,250
3 : 0,500

Rys. 4. Wplyw wielkosci szczeliny na ksztatt profili mikrorotacji drugiego rzedu

. Wzrost wymiaru szczeliny pociaga za sobg zmniejszenie si¢ wartoéci v, zaréwno w prze-

ptywie Couette’a jak i przeptywie Poiseuille’a. Podobnie rzecz si¢ ma z bezwymiarowa
mikrorotacja pierwszego rzg¢du vg.

. Warto$é liczbowa bezwymiarowe] mikrorotacji drugiego rzedu maleje ze wzrostem

wielkos$ci szczeliny w przypadku przeptywu Couette’a. W przeplywie Poiseuille’a
w sasiedztwie oraz pewnej odlegtosci od wewnetrzne] powierzchni walcowej istnieja
obszary w ktdrych wzrost wymiaru szczeliny wywotuje zmniejszenie liczbowej wartosci
bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu. W okolicach zewnetrznej powierzchni
efekt jest odwrotny.

. W sasiedztwie zewnetrznej powierzchni walcowej nastgpuje zmiana znaku wartosci

bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rz¢du.

. W rozpatrywanym zakresie zmian wartoéci dodatkowych liczb podobienstwa wzrostowi

Lp3 w przeplywie Poiseuille’a i Couette’a w szczelinie towarzyszy wzrost bezwzglednej
wartoscli beézwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu, a wzrostowi Lp2 jej spadek.
Wickszym liczbom Lpl odpowiadajg wieksze warto$ci bezwymiarowej mikrorotacji
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[3b] 0,0 0,1 0,451 0
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Rys. 6. Wplyw wartosci dodatkowych liczb podobiesistwa na ksztalt profili
mikrorotacji drugiego rz¢du dla przeptywu Poiseuille’a w kanale walcowym

Nr Lpt
Q 0.01 a,1 0.1 0.1
1 0.02 0 0.1 0.
2 | 0,0833 0, 0,0625|_0.0 015 0, 0
3 0,0 0. 0.15 0,
Lz 0.0 04 0. 015

Rys. 5. Wplyw wartosci dodatkowych liczb podobiedstwa na kszta}t
profili mikrorotacji drugiego rzedu
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drugiego 1zgdu, natomiast wplyw Lp4 okazal si¢ nieznaczny. Analogiczne Zmiany

zachodza w przypadku przeplywu Poiseuille’a w kanale walcowym.

Whnioski tak sformulowane sa stuszne dla prawie wszystkich punktéw ptaszczyzny
przeptywu przechodzacej przez normalna do obu powierzchni walcowych.
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Pesome

OBOBIUEHHOE TEUEHUE ITYACEUJISI BTOPOI'O PANA MHUKPOIIOJISIPHOM KIIKOCTU
MEXOY IOBYMS KOAKCHAJIBHBIMUW HIIHHIPAMK

B pa®oTe npeacraBiieHe pellerHe YPaBHEHHH HM306parkalolHX ABMIKEHHME MMKPOIIOJIapHOH KO-
KOCTH BTOpOro MOPAAKA B oboGIEHHOM Teuennn Ilyaceifna B 3330pe MENAY ABYMA KOAKCHAJNBHDIMH
mwnaapemy. IIposenen aHami3 BAMAHUA NOOABOUHLIX KO3(h(MHUIMEHTOB BA3KOCTH M BEJIHUMHLI 3a30pa
1a dopmy 11podHIIsT CKOPOCTH ¥ MUKPOPOTAKH. PeaynnTarel UINIOCTPHPOBENbI TpadHKam.

Summary

THE GENERALIZED POISEUILLE FLOW OF A SECOND ORDER MICROPOLAR FLUID IN
THE CLEARENCE BETWEEN TWO CYLINDERS

The solution is presented of the set of equations describing a generalized Poiseuille flow of a second
order micropolar fluid in the clearence between the cylinders of the same axis. The effect is discussed of
additional coefficients of viscosities and the width of clearance between the cylinders on the shapes of pro-
files of linear and micropolar velocities. The results are given in the form of diagrams and tables.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 7 kwietnia 1981 roku
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ROZSTRZYGNIECIE KONKURSOW NAUKOWYCH:

A. Konkurs na najlepsza prace z dziedziny mechaniki teoretycznej organizowany przez Oddzial Eodzki
PTMTS w roku 1981, Dqia 23 lutego 1982 roku, po zapoznaniu si¢ z nadeslanymi pracami Sad
konkursowy postanowit:

I
2.

nie przyznawaé nagrody I stopnia,

przyznaé jedng nagrode I stopnia w wysokosci 9.000.— doktorowi Krzysztofowi Grysie i magistro-
wi Zbigniewowi Kozlowskiemu (Poznan) za pracg ,,0 jednowymiarowym zagadnieniu identyfikacji
strumienia ciepta na brzegu warstwy plaskie)”,

. przyzna¢ dwie rownorzedne nagrody stopnia I, po 6.500,— kazda, doktorowi Bogustawowi Skier-

czynskiemu (Lublin}, za pracg ,,Wykorzystanie metod analizy wrazliwosci do badania ukladow
mechanicznych opisywanych liniowymi i nielintowymi rownaniami- Mathieu”’, oraz doktorowi Se-
werowi Jakubowskiemu (L6dz), za pracg ,,Analiza stanu zakrytycznego swobodnie podpartej tarczy
prostokgtnej poddanej dzialaniu mimosrodowego Sciskania i jej zastosowanie do przyblizonego
obliczenia cienkos$ciennego dzwigara skrzynkowego™,

. przyzna¢ wyr0Oznieniec w wysokosci 3.500.—, doktorowi Krzysztofowi Grysie (Poznan), za prace

,,O melodach teorii potencjalow w rozwigzywaniu zagadnien odwrotnych wymiany ciepla”,

Na konkurs wplyneto 5 prac,

. III Ogolnopolski Konkurs na prace z mechaniki plynoéw organizowany przez Czestochowski Oddziat

PTMTS w roku 1982. Dnia 28 grudnia 1982 roku, po zapoznaniu si¢ z 4 pracami, ktore wplynely na
Konkurs Sad Konkursowy postanowit:

1.
2.

nie przyzna¢ nagrody 1 stopnia,
przyznaé¢ nagrode II stopnia w wysokosci 10.000.— doktorowi Piotrowi Kubskiemu i doktorowi
Witoldowi Lewandowskiemu (Gdansk), za pracg ,,Komorkowo-kominowy charakter konwekcji

swobodnej od izotermicznych, poziomych powierzchni wymieniajacych ciepto w przestrzeni nie-
ograniczonej”,

. przyznaé nagrode III stopnia w wysokosci 8.000.— doktorowi Jackowi Zielinskiemu (Czestocho-

wa), za pracg ,,Procesy turbulentnego transportu pedu i ciepta w przeplywie zapalisadowym”,

. przyznaé wyrdznienie w wysokosci 5.000.— doktorowi Janowi Kotodziejowi i magistrowi Slawo-

mirowi Grobelnemu (Poznan), za prace ,,Zastosowanie metody kollokacji do wyznaczania poprzecz-
nego oplywu walca przy malych liczbach Reynoldsa™.
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OGOLNOKRAJOWY KONKURS

na prace teoretyczne z mechaniki technicznej
1.6dzki Oddziat PTMTS organizuje w 1983 roku Ogélnokrajowy Konkurs na prace teoretyczne z za-
kresu mechaniki techniczne;j.
W konkursie tym moga brac¢ udzial osoby nie posiadajace tytulu profesora, docenta lub doktora ha-
bilitowanego. :
Prace konkursowe zawierajace elementy nowosci w stosunku do obecnego stanu wiedzy prosimy
przesta¢ do i

Sekretariatu Oddzialu PTMTS
90—924 . 6d% ul. Zeromskiego 116
Instytut Maszyn i Urzadzen Politechniki f.6dzkiej

w terminie do 30 pazZzdziernika 1983r

Praca nie moze by¢ przed ta datg opublikowana ani zgloszona do druku. Jej maszynopis nalezy prze-
sla¢ w trzech egzemplarzach w formie nadajacej si¢ do druku, w objetosci nie przekraczajacej 20 stron.
Stroneg tytulowa nalezy opatrzyé godiem, a nazwisko, imi¢ i adres wraz z podaniem miejsca pracy przestaé
w zamknietej kopercie. :

Konkurs prowadzony bedzie zgodnie z regulaminem konkurséw PTMTS. Prace ocenial begdzie Sad
Konkursowy powolany przez Zarzad Oddzialu w porozumieniu z Zarzadem Giownym. Sgd Konkursowy
okresli kolejno$¢ i wysoko$é nagréd.

Nagrodzone prace Autorzy zreferuja na publicznym zebraniu naukowym w terminie okreslonym
przez Zarzad Oddzialu., Zostana one ponadto przekazane do opublikowania w czasopi§mic Mechanika
Teoretyczna i Stosowana.

Prace nie nagrodzone beda zwr6cone Autorom po zatrzymaniu jednego egzemplarza w archiwum
Oddzialu.

Sekretarz Przewodniczacy
Oddziatu YL.édzkiego PTMTS Oddzialu Lédzkiego PTMTS
Dr inz. Leon Kowalczyk ) Doc. dr hab. Waldemar Kobza
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OGOLNOKRAJOWY KONKURS
Na prace do$wiadczalne z mechaniki ciala stalego

Czgstochowski Oddziat PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Gtéwnym-PTMTS organizuje w 1983
roku Ogoinokrajowy Konkurs na prace doswiadczalne z mechaniki ciala stalego.

W konkursie tym moga bra¢ udzial tylko czlonkowie PTMTS nie posiadajacy tytulu profesora, do-
centa lub doktora habilitowanego.

Prace konkursowe zawierajace elementy nowosci w stosunku do obecnego stanu wiedzy prosimy
przestaé na adres:

Sekretariat Oddzialu PTMTS
Aleja A. Zawadzkiego 21
42200 Czestochowa
Instytut Maszyn Cieplnych

w terminie do dnia 31 pazdziernika 1983 r.

Praca nie moze byé przed ta datg opublikowana ani zgtoszona do druku. Jej maszynopis nalezy prze-
sta¢ w trzech egzemplarzach w formie nadajacej sie do druku, w objetosci nie przekraczajacej 20 stron.
Strong tytulowa'nalezy opatrzy¢ godlem, a nazwisko i imie oraz adres z podaniem miejsca pracy i za-
$wiadczeniem o czionkostwie PTMTS przesta¢ w zamknigtej kopercie.

Konkurs prowadzony bedzie zgodnie z regulaminem konkurséw PTMTS. Prace ocenia¢ bgdzie Sad
Konkursowy powolany przez Zarzad Oddzialu w porozumieniu z Zarzadem Gléwnym. Sad Konkursowy
okresli kolejno$é i wysokosé nagrod.

Nagrodzone prace Autorzy referujg na publicznym zebraniu naukowym w terminie okreslonym przez
Zarzad Oddzialu. Zostang one ponadto przekazane do opublikowania w czasopi$émie Mechanika Teore-
tyczna i Stosowana,

Prace nie nagrodzone beda zwrdcone Autorom po zatrzymaniu jednego egzemplarza w archiwum
Oddziatu.

Sekretarz ' V-przewodniczacy
Oddzialu Czg¢stochowskiego PTMTS Oddzialu Czestochowskiego PTMTS
doc. dr inz. R, Wolanski doc. dr hab. inz. R. Parkitny
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W nastepnym zeszycie ukaia sie prace:

Z. WaszczyszyN, Metoda elementoéw skorficzonych w statecznoscei konstrukeji.
MeTo KOIEUHLIX 2JIEMEHTOB B YCTOHYHBOCTH COOPYX(EHHIT,
Finite element method in structural stability,

M. KLEBER, A. ZacUARSKI, Nieliniowa analiza powlok cienkich dowoinego ksztallu metods elementéow
skoniczonych.
D¢heKTHIBEBI HeNMUHEHHbIH aHATHS TOHICHX OOOJOWEK MPOM3BONBHON (hopmbl.
Effective nonlinear, analysis of arbitrary thin shells by simple finite elements.

J. Marcmvowskl, Zginanie powloki konoidalnej
Harub rKoHoumaneHoil o00a0uk
Bending of a conoidal shell

St. Suwar, St. WosctecH, Pierwszorzedowe obszary niestateczno$ci drgan waldéw  wykonujacych ruch
obrotowo-oscylacyjny.
ITepBuunble abnactn HeyCcTORIUBOCTH KoNeGaHHMIl BaJOB COBEPINAIONMX BPALIATENHHO ~—— OCLUMMT-
LHOHHOE BIDKEHUE,
First order non-stability fields for vibrating shaft performing swing-like motion.

J. PIETRALA, Metoda wyznaczania momentdw skupionych dzialajgcych na tyczke podczas skoku.
Meron onpepneienus COCPETOTOUHNEHHBIX MOMEHTOB JeHCTBYIOIIHX HA INECT BO BPEMHA TIPBDKKA
C MEeCcTom
The method of evaluating the moment applied to the pole during the pole-vautl

W.BacuMACZ, J. Pisartk, Pomiary przemieszczefl normalnych do powierzchni obiektu metods fotografii
plamkowej w $wietle bialym.
AHaNN3 repemMelleHi METOJOM CEKIOB (TATHUCTLIX CTPYKTYP) B OesioM CBeTe.
Displacement of surface by white speckle photography.

B. KuZnicka, Wplyw parametrow programowanego przebiegu obciaZenia na trwato$é zmeczeniowa.
BnusiHie mapamerpoB NPOrpaMmpl HATPY)KEHMA HA YCTANOCTHYIO JOJTOBEUHOCTD.
The effect of programmed load spectrum parameters on the fatigue life



G. MiLewskl, W. RYCHWALSKI Parametry funkcji opisujqcych relaksacje naprezen jako wskainiki
uszkodzenia struktury materialu ’
Tlapamempsr GyHKyUY ONUCHIBQIOWJUX DEAAKCAINIO HANPANCENNT KAK YKA3amen noapescoenus
CIMPYKMYPLL  Mamepuana
Parameters of functions describing stress relaxation as indicators of a structure damage

Z. GORECKL Zastosowanie pélbezmomentowej teorii powlok w obliczeniach statycznych ortotropowych
liniowo-sprezystych pretow cienkosciennych o przekroju wieloobwodowym zamkuietym
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