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JUBILEUSZ PROFESORA WITOLDA NOWACKIEGO

Dnia 25 czerwca odbylo si¢ w Warszawie w sali Okragtego Stolu w Palacu Staszica
plenarne zebranie Komitetu Mechaniki Polskiej Akademii Nauk- poswiecone przedsta-
wieniu sylwetki i dziatalnosci naukowej Profesora Witolda Nowackiego w zwigzku z ju-
bileuszem Jego 70 lecia. W porzadku dziennym znalazly si¢ wystapienia kilku uczonych
i referat Profesora W. Nowackieéo. Stowo wstepne wyglosit i otworzyt zebranie prze-
wodniczacy Komitetu Mechaniki PAN prof. Antoni Sawczuk.

Profesor Jerzy Litwiniszyn w swoim wystgpieniu przypomnial dziatalnoéé Jubilata
.w czasach przedwojennych i w obozie jenieckim w Woldenbergu, a nast¢pnie omdwil
Jego zastugi w rozwoju badan naukowych oraz jako organizatora nauki w calym okresie
powojennym.

Profesor Zbigniew Kaczkowski w swoim wystqpienid wiele uwagi po§wi¢ci} dziatal-
noéci naukowej i organizacyjnej Profesora W. Nowackiego na Politechnice Gdarnskiej.
Omoéwit réwniez role Profesora jako inicjatora réinych poczynan rozwijajacych zycie
naukowe na uczelni oraz opiekuna i promotora zdolnej mtodziezy i kierownika biura
konstrukcyjnego przy katedrze. W latach pigédziesigtych, dzialajac juz w Warszawie,
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w charakterze Sckretarza Wydzialu IV — Nauk Technicznych PAN Profesor W. No-
wacki byl inicjatorem powolania Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej, nieco pozniej PTETIS i innych towarzystw naukowych przy IV Wydziale, a na-
stepnie patronowal powstaniu naszego kwartalnika Mechanika Teoretyczna i Stosowana.
Nastepnie prof. Z. Kaczkowski omoéwil dzjalalno$é navkowa Jubilata.

Profesor Dominik Rogula wygtosit referat pt. ,,Pola sprzg¢Zone i nieklasyczne oérodki
ciggle”. Referat ten drukujemy jako prace przegladowa w dalszym ciggu niniejszego
numeru MTIiS. Profesor W. Nowacki wnidst znaczny wkiad do rozwoju pél sprzezonych
w mechanice ciala stalego.

Profesor Marek Sokolowski wyglosit referat problemowy pt. ,,Teoria sprezystosci”

i termosprezystosé”. Omoéwil w nim ciekawy sposdb osiagnigcia naukowe Profesora
Witolda Nowackiego, w szczegblnosci w teorii sprezystoscei. i termosprezystoéci oraz
w mechanice budowli.
* W obszernej wypowiedzi Profesor W. Nowacki podziekowal Komitetowi Mechaniki
PAN, a przede wszystkim swoim przedmdéwcom za zorganizowanie zebrania i przygoto-
wanie referatow. Nastegpnie wyglosil referat przéglagdowy na temat”termosprezystosdci
i jej perspektyw rozwojowych. Referat ten publikuje ponizej. »

Dnia 3 lipca 1982 w Patacu Kazimierzowskim w Warszawie odbylo si¢ .uroczyste
posiedzenie Senatu Uniwersytetu Warszawskiego, na ktorym Profesor Witold Nowacki
otrzymal doktorat honoris causa. Na Uczelni tej wykladal przez ponad éwieré wieku,
bedac kierownikiem Katedry Teorii Sprezystosci i Plastycznosei w latach 1955 - 69, na-
stepnie pierwszym Dyrektorem Instytutu Mechaniki w latach 1969 - 78.

Dyplom Doktora Honoris Causa wreczyt Jubilatowi J. M. Rektor Uniwersytetu
Warszawskiego profesor Henryk Samsonowicz, promotorem byt prof. Zbigniew Olesiak.
Godzi si¢ wspomnieé, Ze byt to juz ésmy doktorat honoris causa przyznany Profesorowi
W. Nowackiemu. Wplynely liczne gratulacje i zyczenia od wladz i 0séb prywatnych, a chér
akademicki Uniwersytetu wykonatl kilka uroczystych pieéni.

Réwniez Politechnika Warszawska uhonorowala Profesora Witolda Nowackiego
doktoratem honorowym. Z Uczelnig ta Profesor W. Nowacki byt zwigzany w latach
1952 - 55, pelnigc obowiazki kierownika katedry, W kameralnej uroczystosci dnia 16 gru-
dnia 1981 dyplom Doktora Honoris Causa Politechniki Warszawskiej wreczyt J.M. Rek-
tor Profesor Wladystaw Findeisen, promotorem byl prof. Jerzy Mutermilch.
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Mechanika ciala stalego odksztalcalnego XIX wicku, to giéwnie teoria sprezystosci,
traktowana jako dzial fizyki matematyczne;j.

Rownolegle z teoria sprezystosci rozwijaly si¢ jej zastosowania techniczne w ramach
tzw. nauki o wytrzymatosci materialéw, tcorii plyt 1 powlok oraz mechaniki konstrukeji.

W okresie powojennym zaczely sie rozwijaé nowe dzialy mechaniki ciala odksztal-
calnego, mianowicie teoria plastycznosci, lepkosprezysto$é i reologia. Jednoczcénie na-
stapil renesans. klasycznej teorii sprezystosci. Z powodzeniem rozwijano jej watiant nie-
liniowy. W liniowej teorii sprezystosci na plan pierwszy wysunely sie zagadmema szczelm
znaczna role odgrywajace w fizyce pgkania materiatu.

Jednoczesnie obserwujemy burzliwy rozwdj teorii pdl sprzezonych 01a1 sprezystych.
Pod tym mianem rozumiemy wiazanie co najmniej dwu dzialéw fizyki fenomenologicznej,
dotad oddzielnie rozwijanych. Typowym przykladem takiego wiazania pdl jest termo-
sprezystosé. Wigzemy tu klasyczna teori¢ sprezystoset i teorig przewodnictwa ciepla w cia-
tach statych w jedna, syntetyczng dziedzing. Badamy wplyw zmiany temperatury na od-
ksztalcenie ciala jak i wplyw odksztalcenia na zmiane temperatury.

Impuls do badania pél sprzezonych przyszedl od techniki; w zwiazku -z rozwojem
konstrukeji lotniczych i maszynowych a przede ‘wszystkim z rozwojem inZynierii che-
micznej (zwlaszcza jadrowej). Coraz czgséciej elementy konstrukcyjne narazone sa na pod-
wyZszone temperatury, wyzsze ci$nienie; pracuja w Warunkach radiacji, dyfuzji oraz
w silnym polu magnetycznym. !

W niniejszym referacie ograniczymy si¢ do przedstawienia jednego tylko pola sprzg-
" Zzonego — termosprezystosci. W tej bowiem dziedzinie mechanika polska ma szczegdlne
osiagniecia. -

Wiadomg, ze w klasycznej teorii sprezystoéei stosuje si¢ odmienne zaloZenia termo-
dynamiczne w elastostatyce i eclastodynamice. Jeszcze inne zaloZenia stoja u podstaw
teorii naprgZen cieplnych.

W elastostatyce przyjmuje sig¢, ze w czasie powolnego narastania obciaZen, a co za tym
idzie i odksztalcen, wystepuje petna wymiana ciepta z otoczeniem. Zaklada sig, ze w catym
ciele panuje stala temperatura T, temperatura stanu naturalnego. Wiadomo, ze wektor
przemleszczema u, ktérego pochodne opisuja deformacje ciala, speinia réwnania réZnicz-
kowe

0)) ' uViu+(A+u)graddiva+X = 0,
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gdzie
(2) u >0, 334+2u>0.

Tutaj u jest wektorem sit masowych, a u, A stalymi materialowymi Lame’go dla stanu
izotermicznego. Nierdwnosci (2) wynikaja ze stwierdzenia, 2e energia odksztalcenia jest
forma kwadratowa, dodatnio zdefiniowang. '

Natomiast w klasycznej elastodynamice zaklada sig, Ze wymiana ciepla, odbywajaca
si¢ za posrednictwem przewodnictwa cieplnego nastgpuje w sposéb bardzo powolny,
oraz ze w ciele brak jest zrodet ciepta.

Powyzsze zaloZenie odpowiada warunkom procesu adiabatycznego. Przemieszczenie
u spelnia tu réwnanie ruchu

(3) uVin+ (A+p)graddive+ X = i,
Tutaj p oznacza ggstosé a gii jest silg bezwladnosci. State Lame’go i, A wystgpujace w réw-
naniu (3) odnosza si¢ do stanu adiabatycznego. Réwniez i one speiniajg nieréwnodci

u>0, 3i+2u> 0.

Innego typu zalozenia przyjmuje si¢ w teorii naprezen cieplnych. Uwzglednia si¢ dzia-
tanie Zzréodet ciepla oraz ogrzanie powierzchni ciala, ale pomija sig¢ wplyw odksztalcenia
ciala na zmiang pola temperatury.

Odksztalcenie catkowite &; skladamy z dwu czgdci, z dystorsji termicznej &; =
= o,00;; oraz z odksztalcenia sprezystego ¢;;. W rezultacie otrzymamy

(4) EU = a1951J+2‘Ulo‘u+ 1'5,_,0‘“.,
gdzie '
1 A
W= W= m A
"= 2, 2u(3A+2m)

Zalezno$¢ &f; = o,0d;; opisuje znane zjawisko fizyczne: proporcjonalnoéé dystorsji
termicznej do wzrostu temperatury & = T'—T,, gdzie T jest temperatura bezwzgledna
a T, stala temperaturag stanu naturalnego. Przez «, oznaczono wspolczynnik liniowej
rozszerzalno$ci termicznej. Ze zwigzkéw (4) otrzymamy tzw. zwigzki Duhamela-Neu-
manna. ’

(5) o1y = 2uey+(Aey—y0)dy,.
Wstawiajac powyzsze do réwnant ruchu, dochodzimy do réwnani przemieszczeniowych
teorii_naprezen cieplnych

aVia+(A+ wgraddive+ X = gii—!—ygrad@,

6
© u >0, (34+2w) >0, y= (@Bi+2Wa, >0, o >0.

.P01¢ temperatury opisane jest tu klasycznym réwnaniem przewodnictwa cieplnego
¢) (kV%=cp3)0 = —ph, k>0, ¢>0. '
W réwnaniu tym h jest ilodcig generowanego ciepla, odniesionego do jednostki masy,

¢ jest cieptem wladciwym, odniesionym do jednostki masy (przy ustalonym odksztalceniu),
wreszcie k jest wspolczynnikiem przewodzenia ciepia.
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Réwnanie przewodnictwa cieplnego (7) nie uwzglednia wplywu odksztalcenia ciala
na zmiang temperatury, W tym stanie rzeczy wyznaczamy temperaturg z réwnania prze-
wodnictwa cieplnego it wstawiamy do prawej strony réwnania ruchu (6). Mozemy zatem
z rozwiazania réwnania ruchu wyznaczyé pole przemieszczenia wywolane ogrzaniem
(czy ozigbieniem) ciala. Nie mozemy jednak rozwigzaé zagadnienia odwrotnego, wyzna-
.czenia zmiany temperatury wywolanej odksztalceniem ciala.

W rozpatrywanych tu przypadkach otrzymali$my trzy ré2ne réwnania przemieszczenio-
we, uwzgledniajace rézne zaloZenia termodynamiczne. Dazenie do uzyskania jednego
uktadu réwnan roézmiczkowych opisujaeych wszelkie procesy termodynamiczne stoi
u podstaw sprzgZonej termosprezystosci.

Sprzgzenie pola deformacji i temperatury postulowal juz J. M, C. DunaMEL [1].
Dotaczyt on do klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego czton dylatacyjny. Tak
rozszerzone rownanie przewodnictwa cieplnego miala postaé

®) D@ = &divit = —ph, D = kV?—cpd,,

nie zostalo jednak uzasadnione termodynamicznie. Zanotujmy dalsze usilowania uza-
sadnienia termodynamicznego roéwnania (8) podjete przez W. VoiGTA [2] i H. JEFF-
REYS’A [3]. Jednak dopiero w 1956 r. M. A. BioT [4] opierajac si¢ na termodynamice
proceséw nieodwracalnych, podal pelne uzasadnienie termodynamiczne rdéwnania [8].

Podstawa dalszych rozwazan sa: bilans energii oraz nieréwnosé¢ Clausius’a-Duhema

)] Q& = GV k—qi,x+0h,
. qx oh
_—— >
(10) on+ ( T),k T Z 0

Tutaj ¢ jest energia wewnetrznag, odniesiona do jednostki masy, # jest entropia odnie-
siong do jednostki masy. Kropka na 7 i ¢ oznacza materialng pochodng czasowa. Wreszcie
q jest wektorem przeptywu ciepla. Czlon ¢y, jest przyrostem energii odksztalcenia, po-
minietym przy wyprowadzaniu klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Z bilansu energii wewnetrznej uzyskuje si¢ rownania konstytutywne, zwigzki miedzy
napreZeniami i entropig a odksztalceniamii przyrostem temperatury o

(11 } oy = 2ue—(Aeg—y0) oy,
Cq
(12) S = 'ysl_l‘*‘ To @-

Nierdwnoéé Clausiusa-Duhema prowadzi nas do prawa Fouriera przewodnictwa
cieplnego

(13) a = —kO,,.

Z bilansu entropii oraz z réwnania ruchu otrzymuje si¢ réwnanie przewodnictwa cieplnego
oraz réwnanie przemieszczeniowe

(14 v2o- L o—gdivi = - 2,
% x

(15) sVt (A+p)graddiva+ X = g +ygrado.
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Powyzsze réwnania stanowia komplet réwnan termosprezystosci. Rownania te sg ze sobg
sprzezone. Rownanie (15) jest dla y = 0 réwnaniem hiperbolicznym, réwnanie (14) dla
£ = O réwnaniem parabolicznym, Uklad réwnan (14) (15) jest ztezonym ukladem réwnan
hiperboliczno-parabolicznym.

Przyczynami wywotujacymi odksztalcenie ciata i zmiang temperatury sg tu sity masowe
i Zrodla ciepta, zadane warunki brzegowe oraz warunki poczatkowe.

Termosprezystosé staje sig uogdlnieniem i syntezg dwu dotad oddzielnie rozwijajacych
sie dziedzin, przewodnictwa cieplnego w cialach statych oraz teorii sprezystosei. Termo-
sprezysto$¢ ma fundamentalne znaczenic tam, gdzie gléwnym celem badan jest okres-
lenie energii dysypacji. Znaczenie termosprezystosci polega przede wszystkim na jej wa-
lorach poznawczych; pozwala ona glgbiej wnikna¢ w mechanizm procesu odksztalcenia,
powiazanego z efektami termicznymi w ciele statym.

Roéwnania (14) (15) zawierajy caly szereg przypadkow szczegolnych. Jezeli przyczyny
wywolujace odksztalcenie i zmiang temperatury zmieniaja si¢ bardzo wolno w czasie,
to mozna pominaé w réwnaniu (15) czlon inercyjny gi. Réwnania (14) (15) pozostaja
nadal sprzezone. RozprzeZenie rownan termosprezystosci nastgpuje jedynie w przypadku
procesu stacjonarnego. W tym przypadku rownanic przewodnictwa cieplnego staje sig
réwnaniem Poissona; réwnanie przemieszczeniowe jest réwnaniem typu eliptycznego.

Jesli przyjaé, ze S = 0, co pocigga za sobg ¢ = 0, & = 0 oraz

(16) O = —idivu;
, ce .

to réwnania (14) (15) przechodzg na réwnania klasycznej elastodynamiki (3). Jeéli mamy
do czynienia z zagadnieniem statycznym, to przy © = 0, T'= T, oraz h = 0, otrzymamy
réwnania (1). Wreszcie pominigcie cztonu dylatacyjnego ndivau w réwnaniu (14) prowadzi
do réwnan teorii naprezen termicznych.

Roéwnania termosprezystosci sa bardzo ztoZone i trudne do rozwiazania. Rozseparo-
wanie réwnan termosprezystoéci polega na zastosowaniu dekompozycji wektora przemiesz-
czenia sit masowych na czgéé potencjalng i solenoidalna.

u = grad@+rot¥ X = o(grad®+roty)

(17) ' .
D20 = mO—— 9 DO—yv2d =2, v - L
Cl : > C2'

<

W ten sposob réwnanie termosprezystosci zastapimy ukladem réwnan (H. DEre-
siEwicz, H. Zorski [5] [6]):

(18) (O, D=7y, V*) D = —pDP—yph,
gdzie

[0y = (A4+2u)V?pd? 2 = uV2—p8%, D = kV%—c,o,.

Roéwnanie (19) opisuje fale poprzeczna. W nieskoriczonej przestrzeni termosprezystej
fala podhuzna jest generowana przez cze$¢ potencjalng sit masowych i przez pole
temperatury: fala poprzeczna przez czg$¢ solenoidalng sit masowych. Fala poprzeczna
jest niezaburzona przez pole temperatury. ‘



ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI 9

Zauwazmy, ze funkcja @ spelnia réwnanie

1

1 A+2
20) QiD= V)0 = —— [F0——5 70V*8  G=""F
1

4

Budowa tego réwnania jest identyczna z réwnaniem (18); réznica polega na prawych
stronach tego réwnania.

Réwnanie jednorodne fali podtuznej (18) daje sie przedstawié jak to wykazali L. BRUN
[7]117J. Ienaczaxk [8] w sposdb analogiczny do rozwigzania T. BogGio [9] w elastodynamice
klasycznej. .

Wrécmy do rownan termosprezystosci. Przedstawmy jednorodne rédwnanie prze-
wodnictwa cieplnego (14) w ten sposdb, aby czlon zawierajqcy pochodng czasows dylatacji
znalazt sie po prawej stronic lego réwnania. Funkcje ndivie potraktujemy jako zrddio
ciepla w klasycznym réwnaniu przewodnictwa cieplnego. Rozwigzanie tcgo réwnania
w nieskoniczonej przestrzeni termosprezystej przedstawimy w nastepujgcej postaci

I
2n Ox,t) = J dt J G(x',x,t—1) ~;)(7~«divu(x’, 7)dV(x'),
g 7 T
gdzie
. 7 R?
Gx,x,t:—— — €X (-—-————)’
( ) 8ca(mc)* P 4ut
R=|x"-x], == Cl‘c_e'

Wstawienie funkcji @ ze wzoru (21) do réwnania przemieszczeniowego (15) prowadzi
do ukiadu rownan rézniczkowo-catkowych w przemieszczeniach (H. Zorsk1 [10]).

Analogon do rozwigzania Cauchy-Kowalewskiej-Somigliano zostal w termospreZys-
toéci podany niczaleznie od siebie przez S. KALISKIEGO [11], J. PopsTrIGACZA [12] i D. RU-
DIGERA [13].

Wprowadzajgc funkeje wektorowa ¢ i skalarna 7 przyjmujemy nastgpujaca reprezen-
tacje przemieszczenia m i wzrostu temperatury @

(22) u = Qo—graddiv(l'p)+ygradr,
(23) O = yndiv D,p+0, 7,
gdzie

Q= 0, D—pdV?, I'= (i+u)D~yyd,.

Wstawienie powyZsze reprezentacji do réwnan termosprezystosci (14) (15) prowadzi

do réwnan falowych _

(24) ’ [0.2¢+X = 0,

(25 _ Qz4p0h = 0. _
Powyzsze réwnania sa bardzo wygodne do wyznaczenifi funkcji Greena w nieskofi-

czonej przestrzeni termosprezyste;].
Obecnie termosprezysto$é stanowi juz rozwinigta teori¢ polowa. Sformutowane zo-
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stalty metody rozwiazania ukladu réwnan (14) (15) oraz niektére podstawowe ogdine
twierdzenia.

Z tych ogdlnych twierdzen na plan pierwszy wysuwa sxc zasada. prac wirtualnych,
sformulowana przez M. A. BioTA [14]. Zasada ta stanowi kombinacj¢ zasady prac wirtu-
alnych Lagrange’a dla teorii sprezystoéci (z czlonem termicznym) z zasada wariacyjna
dla zjawiska przewodnictwa cieplnego. M. A. Biot w sformutowanej przez siebie zasadzie
wprowadza funkcjg¢ wektorowa H, zwigzang z entropig oraz z wektorem przeptywu ciepla
nastepujacynii zaleznosciami

(26) S = —~divH, q= T,H.
Zasada prac _wirtualnych termosprezystosci ma postaé (przy A = 0)
7 W +P+9) = [(X,—gi)oudV + [ pdudd— [ On,6H,dA.
: 14 A A

Tutaj # jest praca odksztalcenia, & potencjalem cieplnym, a @ funkcja charaktery-
zujacg dysypacj¢ energii.

Znane sa jeszcze inne sformulowania zasad wariacyjnych. Zwrdcié nalezy uwagg na
twierdzenie wariacyjne G. HERMANNA [15], D. Iesana [16], R. E. NikeL’a i J. L. SAck-
MANN’A [17] oraz P. RAFALSKIEGO [18]. Sa to unogdlnienia znanych z elastodynamiki kla-
sycznej twierdzenn wariacyjnych. Twierdzenie wariacyjne dla kwazistatycznych zagadnien
termosprezystych podali V. JoNescu-CaziMir [19] oraz H. Ben-Amoz [20].

Wréémy do zasady prac wirtualnych M. A. Biota (27) i zalézmy, Ze przyrosty du;,
deyy, OH, pokrywaja si¢ z przyrostami rzeczywistymi wystgpujacymi przy przejsciu od
chwili ¢ do z+df. W tym przypadku otrzymamy z zasady prac wirtualnych twierdzenie
energetyczne v

(28) (xf+9fo+~/1f)+xT = fX,v,dV+ fp,v,dA+— f@@ dA.

W powyiszym wylaZemu A~ przedstawia energie kinetyczna, % prace odksztalcenia
a yp jest funkcja dysypacji

- 2
29) xr = kT, f(?f ) av.
14

o]

Roéwnanie (28) przedstawia bilans energii w ujeciu globalnym (przy A = 0). Podsta-
wowe twierdzenie energetyczne wykorzystat J. H. WEINER [21] do okre$lenia jednoznacz-
nofci rozwiazan roéwnan termosprezystodci. Zagadnieniem tym zajmowali si¢ jeszcze
R.J. Knops i L. E. PAYNE [22] oraz L. Brun {23].

Wazna rolg, tak przy rozwiazywaniu réwnan termosprezystosci przy uzyciu funkcji
‘Greena jak i w twierdzeniu o istnieniu rozwigzania odgrywa twierdzenie o wzajemnosci
prac. Zostato ono obmyslone przez V. IoNESCU-CAZIMIR [24]. Twierdzenie to, w ktoérym
wystepuja dwa niezalezne od siebie uklady przyczyn i skutkéw, ma nastepujacy postaé

(30) el [ (X0ui~Xiou)av+ [ (pOuj—p0u)da) =
¥ A

=y [(Q+0' —QxO)aV+yn [ (930,,—x0)!)dA.
v A
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W réwnaniu tym wprowadzili$my né,stgpujqce oznaczenia splotowe

(€3] X,0u; = fX(x t—1) %‘;—Tzd

(32) 040’ = fQ(\c 1—-2)0'(x, v)dr, i

Twierdzenie o wzajemnoéci prac zawiera szereg przypadkdw szczegoélnych, miedzy
innymi twierdzenie O. GRAFFIEGO [25] dla elastodynamiki i twierdzenie o wzajemnosci
prac dla klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

W. Nowackr [26] wychodzac z twierdzenia o wzajemnosci prac podal uogélnione
na termosprezystosé twierdzenie Somigliana i Greena ; podal wreszcie rozszerzone na termo-
sprezystosé twierdzenie Mayziela.

Zagadnienie mieszanych warunkéw dla termosprezysto$ci zostalo rozwigzane przez
W. NOWACKIEGO [26] poprzez sprowadzenie zagadnienia do rozwigzania ukiadu rownan
catkowo-rézniczkowych. Zastuga W, NowACKIEGO [27] jest wreszcie wykorzystanie roz-
wigzai teorii naprezen cieplnych do rozwigzania zagadnieil termosprezystosci.

Waznym zagadnieniem osobliwych réwnan catkowych termosprezystosci zajeli sig
we wspolnej pracy J. IgNaczak 1 W. Nowacki [28]. Uzyskane rownania catlkowe sg oso-
bliwymi réwnaniami calkowymi Fredholma drugiego rodzaju. Przedstawiono proces
budowania przybliZonych rozwigzahi réwnan termosprezystosci przez wykorzystanie
tzw. kanonicznych, funkcjonalnych réwnan catkowych. ‘

Waznym zagadnieniem stalo si¢ przeksztaicenie falowych réwnan rézniczkowych dla
potencjaldw sprezystych @, ¥ i temperatury & w postaci wyrazen catkowych (rozszerzenie
znanych z elastodynamiki twierdzeri Kirchhoffa, Webera, Poissona i Volterry). Uzyskanie
tak uogélnionych twierdzen byto przedmiotem prac W. NowackieGo [29, 30].

Podstawowe zagadnienie termosprezystosci, dowdd twierdzenia o istnienin rozwigzan
réownan rozniczkowych termosprezystosci stat sig przedmiotem kilku prac. I tak W. D. Ku-
PRADZE i T. W. BURCZULADZE [31] przedstawili dowdd istnienia rozwigzan dla przypadku
drgan ustalonych i czterech podstawowych typow warunkéw brzegowych. Zagadnienia
brzegowe zostaly doprowadzone do osobliwych réwnan catkowych przy pomocy alterna-
tywy Fredholma dowiedziono istnienie ich rozwigzan. Rozpatrzono zagadnienie wewngtrz-
ne i zewnetrzne. Ostatnio, w znakomitej monografii autoréw: W. D. Kuprapzg, T. G. GE-
GELIA, M. D. BaszeLiszwiLl i T. W. BUrcZULADZE [32], poswigconej przestrzennym
zagadnieniom teorii sprezystoéci i termosprezystosci, ukazal si¢ obszerny rozdzial doty-
czacy dowodu istnienia dla zagadniedt dynamicznych periodycznych i réwniez aperiodycz-
nych. Na uwage zastuguje rowniez praca C. M. DarerMosa [33] po$wigcona dowodowi
istnienia oraz asymptotycznej stabilnoci rozwigzan w odniesieniu do ciala anizotropowego
i niejednorodnego. '

Liczne sg prace dotyczace propagacji fal harmonicznych w nieograniczonym i ograni-
czonym obszarze spreZystym. Kluczowe znaczenie ma tu praca P. CHADWICKA i I. N. SNED-
DONA [34]. W pracy tej autorzy zanalizowali w sposéb bardzo szczegblowy wpltyw powig-
zanych ze soba zmian objetosciowych i cieplnych na postaé fal harmonicznych., Wykazali,



12 W. NowaAckr

ze fale poprzeczne nie maja wpltywu na efekty termiczne. Istnieja dwie odrgbne fale po-
diuzne, z ktorych jedna w swej naturze jest podobna do czysto podiuznej fali rozpraszanej
i pochlanianej przez oérodek, druga za$ jest podobna do fali czysto termicznej.

Zagadnienie propagacji napreZen termicznych w pretach metalowych, wywolanych badz
wzbudzeniem termicznym, badZz mechanicznym, zostato rozpatrzone przez I. N, SNED-
DONA [35]. Analogiczne zagadnienie dla polprzestrzeni sprezystej i warstwy sprezystej
zostato opracowane przez W. NOWACKIEGO [36]. Zagadnienie propagacji harmonicznych
fal kulistych i walcowych w nieskonczonej przestrzeni termosprezystej rozwiazane zostato
przez W. NOWACKIEGO [37]. Wazne zagadnienie rozwigzan podstawowych (funkcje
Greena) dla sit i Zrédel ciepta zmieniajacych si¢ w sposéb harmoniczny w czasie, zostalo
opracowane przez W. NOWACKIEGO [38] oraz G. EAsONA i I. N. SNEDDONA [39].

Zagadnieniem propagacji fal powierzchniowych Rayleigha w osrodku termosprezystym
przy swobodnej wymianie cieplnej w plaszczyZnie ograniczajace] polprzestrzen zajal sig
F. J. LockerT [40]. Zagadnienie propagacji fal termosprezystych harmonicznych w wars-
twie sprezystej przedyskutowali W. Nowack1i M, SOKOLowskl [41].

Fale harmoniczne podluzne rozprzestrzeniajace si¢ w pcinych i wydraZonych walcach
staly si¢ przedmiotem pracy F.J. LockeTTA [42]. J. IoNAczAK 1 W, Nowack! [43] roz-
wigzali zagadnienie drgan wymuszonych harmonicznych w walcach o przekroju prosto-
katnym, wywolanych ich rozgrzaniem oraz drganiami wymuszonymi plyt $rcdniej gruboscei.
J. IeNAaczAak [44] podal odniienng droge rozwiazania zagadnienia propagacji fal w precie
péhieskonczonym, dogodna w przypadku jednorodnych warunkéw brzegowych ale nie-
jednorodnych warunkéw poczgtkowych.

Zagadnienie osiowo-symetryczne, odnoszace si¢ do koncentracji naprgZen, wywotanych
plaskim przeplywem ciepla (przeptyw ten zmienia si¢ w sposéb harmoniczny w czasie)
woké! pustki walcowej i kulistej, byto przedmiotem pracy J. I6NACzAKA 1 W, Nowac-
KIEGO [45].

Zagadnienie propagacji naprezen w polprzestrzeni termosprezystej, ogrzanej na po-
wierzchni lub pobudzonej do drgan silami mechanicznymi, ma juz obszerng literaturg.
Zagadnienie osiowo-symetryczne i-ptaskie Lamba, dla przyczyn harmonicznie zmiennych
w czasie, zostato opracowane przez W. NOWACKIEGO [47]. Zagadnienie nieréwnomicrnego
ogrzania plaszczyzny ograniczajacej polprzestrzen spreZysta zostalo opracowane przez
G. Easona i J. N, SNEDDONA [39] i W. NowAcCKIEGO [40].

Doda¢ jednak nalezy, ze uzyskane tu ogdlne rozwigzania maja w duzej mierze charakter
rozwigzan formalnych; na tym etapie nie udato sig nawet dla najprostszych przypadkéw
uzyskaé wynikéw w postaci zamknietej przy uzyciu znanych funkcji przewaznie wyniki
uzyskano w postaci catek niewlasciwych, '

Zanotowa¢ nalezy tu kilka prac odnoszacych si¢ do przyblizonego rozwigzania tzn.
problemu W. I. DaNiLOWSKIES [49]. Problem polega na naglym przyloZeniu temperatury
do powierzchni poélprzestrzeni sprezystej. Zostat on rozwiazany przez W. I. Danilowska
. w ramach teorii naprezen cieplnych. Rozszerzenie tego problemu na termosprezystos$é
jest owocem prac kilku uczonych (LESSEN [50], R. B. HErNARSKI [51], [52], MUKI i BRA-
UER [53]) ktérzy podali swe rozwiazania stosujac metode malych perturbacji oraz stosujac
transformacje Laplace’a dla malych czaséw.

Jak.z powyzszego przegladu prac wynika, rozwigzane zostaly dotad zagadnienia naj-
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prostsze ale i najwaznicjsze. Tym niemniej mamy do czynienia juZ ze spdjng synteza pola
temperatury i pola odksztalcen.

PowyZej przedstawiona termosprezystosé bazowata na klasycznym modelu teorii
sprezystodci. Podstawowymi funkcjami pola byly przemieszczenia u i przyrost tempera-
tury @. W latach 60-tych renesansu doznata mikropolarna teoria sprezystosci, obmyslona
na poczatku tego wieku przez braci Cosseratéw (podstawowe ich dzieto ,,Theorie des
corps deformables™ pochodzi z 1909 roku). Materialy mikropolarne sq z grubsza mowiac
materialami klasycznymi z dodatkowymi niezaleznymi stopniami swobody dla lokalnych
obrotow. Materialy te przejmuja dzialanie sit i momentow masowych: przez element
kontaktowy przenosza dzialanie naprezen sitowych i naprgZen momentowych. Obok
przemieszczenia ¥ wystapi niezalezny wektor obrotu ¢. ’

Teoria termosprezystosci osrodka .mikropolarnego zostata opracowana przez W. No-
WACKIEGO [54]. Dotyczy to nie tylko twierdzen podstawowych (twierdzenie ivariacyjne,
twierdzenie energetyczne, twierdzenie o wzajemnosci prac, jednoznacznodé rozwigzan itd.)
ale i rozwigzan réwnan falowych (fale plaskie, kullstel walcowe, rozwigzania podstawowe,
zagadnienia brzegowe).

Wyniki prac W. Nowackiego zostaty zebrane w IV-tym rozdziale monografii ,,Teorxa
niesymetrycznej sprezystosci” PWN Warszawa, 1972.

W ostatnich latach rozwini¢to termosprezysto$é liniowa cial bardziej zloZonych niZ
cialo mikropolarne Cosseratow. Mam tu na mysl osrodki hemitropowe mikropolarne
(niecentrosymetryczne) oraz osrodki mikromorficzne. Pelna teoria termosprezystosci
osrodkéw mikropolarnych hemitropowych zostala obmys$lona przez W. NOWACKIEGO
[55], J. P. NowAZKIEGO [56], i J. LENTZA [57].

Omoéwmy pokrétce inne dziedziny o szerszym sprzezeniu. I tak w piezoelektrycznosci
sprzega sie quasistatyczne pole elektryczne z polem odksztalcenia i temperatury. Powstaje
nowa dziedzina: piezo-termo-elektrycznosé. Teoria tej dziedziny zostata obmy$lona przez
R. D. MINDLINA [58] [59]; szereg twierdzen i rozwigzan, rozszerzajacych tg dziedzing
podali K. Majorkowska-Knap, L. MULLER, W. Nowacki, J. P. Nowacki, St. Brzg-
ZINSKI.

Magneto-sprezystos¢ rozwinigta przez S. KALISKIEGO i J. PETYKIEWICZA [60] rozsze-
rzona zostala na magnetotermospreZysto$é¢ przez W, NOWACKIEGO [61].

Obszerne omowienie wynikow uzyskanych przez polskich uczonych w tej dziedzinie
podane zostato przez G. MAUGINA w jego artykule przegladowym w Int. J. Eng. Sci.
[62], 1981.

Dodaé nalezy, Ze termosprezystosé, piezotermosprgzysto;éé oraz magneto-termospre-
zysto§¢ zostaty obszernie oméwione w monografii W. Nowackiego ,,Dynamic Problems
of Thermoelasticity” 1966, pierwszej monografii w tej dziedzinie.

‘W ostatnich latach rozwingla sie dysklisja nad fizyczng zawartoscig klasycznego rc’)w-_
nania przewodnictwa cieplnego, ktére dopuszcza jedynie nieskoficzona predkosé rozcho-
dzenia si¢ ciepla. Wielu badaczy podaje w watpliwoéé to stwierdzenie i dazy do modyfi-
kacji klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego. -

W gronie oséb zajmujacych sig fym problemem nie zabraklo badaczy polskich. Wy-
mieni¢ tu nalezy prace S. KALISKIEGO [63].
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Na uwage wreszcie zastugujg liczne prace Cz. WoZNIAKA [64], odnoszace si¢ do za-
gadnien termosprezystosei cial z wigzami i cial z mikrostruktura.

O ile badania nasze w dziedzinie naprezen cieplnych byly liczne i skupialy wiclu ba-
daczy, w dziedzinie termosprezystosci byly mniej liczne i absorbowaly mniejsza grupe
badaczy. Byly to badania na wyzszym poziomie. Dotyczyly twierdzen i metod. Co wigcej
podstawowe réwnania réZniczkowe termosprezystosci okazaly si¢ nowym typem réwnan
rézniczkowych fizyki matematycznej. Interesujace jest to, ze typ réwnan hiperboliczno-
parabolicznych termosprezystosci wystepuje réwniez w innych polach sprzezonych,
w termodyfuzji cial stalych, w magnetotermosprezystosci. Tematyka badan stawala sig
zatem ciekawa zaréowno dla mechanikéw jak i dla matematykow.

Interesujgca byla tez konstrukcja syntezy dwu dziedzin fizyki fenomenologicznej.
Otrzymano twierdzenie o wiekszej ogolnosci. Degradacija sprzgzen prowadzila do znanych
wynikdéw. ' .

Zatowaé nalezy, ze badania w dziedzinie termosprezystosci rozpoczeto o kilka lat
pozniej niz w innych oérodkach naukowych $wiata, gdy cz¢$¢ pola badad zostala juz
wyeksploatowana.

Planowanie badan bylo typowym planowaniem w obrgbie dyscypliny.

Badania rozpoczynano od sformufowania twierdzeri podstawowych (twierdzenia
wariacyjne, energetyczne, o wzajemnosci prac, o jednoznacznosci rozwigzan i ich istnieniu).
Nastepnie przechodzono do rozpatrzenia propagacji w ciele nieskoficzonym (fala plaska,
walcowa i kulista) propagacji fal w cialach ograniczonych (fale powierzchniowe) dalej
funkcje Greena dla przemieszczen 1 temperatury oraz zagadnienia brzegowe.

Problematyke termosprezystoéci rozwijano u nas intensywnie w latach 1957 - 1967.
Okres 10-ciu lat okazal si¢ wystarczajacy do spenetrowania i wyeksploatowania tej dzie-
dz'iny. Oczywiscie obowiazywal tu wymog maksymalnej koncentracji badan.

Prace wykonywane byly przez grono pracownikéw naukowych IPPT—PAN, Insty-
tutu Mechaniki UW oraz Wojskowej Akademii Technicznej. Byli to gtéwnie samodzielni
pracownicy nauki (profesorowie i docenci) oraz doktoranci. Miejscem spotkan i dyskusji
byly seminaria prowadzone w wymienionych instytucjach oraz carocznie organizowane
konferencje krajowe mechaniki,  Wiasnymi sitami zorganizowali§my dwa miedzynaro-
dowe sympozja, sympozjum Euromech VIII w Jablonnie w 1967 r. oraz sympozjum termo-
mechaniki w CISM w Udine w 1973 roku.

Zorganizowano ponadto dwie szkoly letnie (krajowe), na ktorych prezentowano te
wyniki, ktore mogly znalez¢ bezpoérednie zastosowanie. '

Stymulatorem badan byto réwniez wspdizawodnictwo migdzynarodowe. Nawigzaliémy
kontakty z centrami badan w Glasgow (prof. I. N. Sreddon) w Wicdniu (prcf. H. Parkus)
w Providence (prof. E. Sternberg) w Kijowie (akac. AN Kowalenko) i Tbilisi (prof.
W. D. Kupradze). Istniata stala wymiana profesor¢w i stazystéw jak i pelna informacja
o pracach i wynikach naukowych. _

Dazono do moizliwie rychlej dokumentacji wynikéw. Wigkszo§¢ prac ukazywala sie
w Biuletynie Zagranicznym PAN (seria nauk technicznych) a to ze wzgledu na krétki
okres (4 miesigcy) miedzy oddaniem pracy do redakceji i jej opublikowaniem.

Szereg prac opublikowano w ,,Archive of Mechanics” oraz w ,,Proceedings of Vi-
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brations Problems”. Liczne prace ukazaly si¢ we wiodacych czasopismach zagranicznych
(np. Journal of Elasticity, Journal of Thermal Stresses.).

Dazono do mozliwie rychlego podsumowania wynikéw w postaci monografii. W naszym
szczegbinym przypadku termosprezystodci, termopiezoelektrycznosei i terlllomagneto-
sprezystosci byla to monografia W. Nowackiego p.t. ,,Dynamiczne zagadnienia termo-
sprezystosci” 1966 r., przelozona podzZniej na jezyk rosyjski w 1970 r. oraz na jezyk an-
gielski w 1975 1.

Interesujacy jest fakt, Ze nasze prace z termosprezystoéci nie figurowaly w planie prac
rzadowych i wezlowych. Badania nie byly dodatkowo finansowane.

Organern koordynujacym badania naukowe i wytyczajacym kierunki rozwoju mecha-
niki w Polsce jest Komitet Mechaniki PAN. Stanowi on krajowa reprezentacje naukows
mechaniki, jest najbardziej autorytatywnym organem stymulujacym jej rozwdéj. Ostatnie
wytyczne dotyczace rozwoju mechaniki zostaly podjete przez Komitet w 1973 r., podczas
Kongresu Nauki Polskiej. .

Obecnie punkt cigzkoéci badan nad termosprezystodcig przesunat si¢ na pola sprzezone,
w ktorych wazng role odgrywa pole temperatury. Atakowane sa problemy magneto-
termosprezystosci, problemy oddzialywania pola temperatury w stalych dielektrykach
i ferromagnetykach oraz zagadnienia termodyfuzji w cialach statych.

Dalszy rozwoj termosprezystoéci (w zwiazku z polami ‘polaczonymi) jest w naszej
mechanice zapewniony. Zostala wypracowana interesujaca tematyka, istnieje znakomite
grono badaczy. Powstaly oérodki krajowe, specjalizujace si¢ w réznych kierunkach termo-
mechaniki. Wzrosto znaczenie mechaniki polskiej w skali miedzynarodowe;j. _

Jestem szczeSliwy, Ze w rozwoju termosprezystosci danem mi byto z Wami (kolegami
i wspolpracownikami) uczestniczyé, a w pewnej mierze na rozwoéj ten oddziatywac,
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1. Wstep

Inspiracja badan naukowych rozwazanych w niniejszej pracy byla refleksja nad pod-
stawowymi problemami mechaniki ciat deformowalnych i jej zwigzkami z innymi zjawis-
kami fizycznymi. Podstawowe pojecia mechaniki osrodkéw cigglych, w postaci odpowied-
niej do opisu deformowalnych cial statych byly prawie catkowicie sformutowane w pierw-
szej polowie XIX wieku, a §ciflej w latach 1820 - 1840, w historycznych pracach Naviera,
Cauchy’ego i Greena. Pojecia te do dnia dzisiejszego stanowia podstawg mechaniki cial
odksztalcalnych i jej ogromnych osiagnieé w pobudzaniu i ksztattowaniu ludzkiej dzia-
talnosci technologicznej. Idee te okazaly sig tak Zywotne, Ze przez poltora wieku byly
i pozostaja nadal bogatym Zrédiem inspiracji w stosowanych gateziach mechaniki.

Sytuacja taka jest dla naukowcoéw niekwestionowanym powodem do satysfakcji.
Z wyjatkiem mozZe elektrodynamiki Maxwella, trudno byloby znalezé teori¢ naukowsa
o poréwnywalnych osiagnigciach praktycznych.

Z drugiej jednak strony sytuacja ta byla powodem do nie zawsze latwego do odparcia
zarzutu pewnej stagnacji w mechanice, przynajmniej jedli chodzi o jej glebszy rozwdj.
Bez watpienia mozna dowodzi¢, Zze mechanika klasyczna daje sobie radg w prawie wszyst-
kich praktycznie interesujacych problemach mechanicznych, nie jest wi¢c usprawiedliwione
ani pogtebianie jej rozwoju, ani rewolucjonizowanie podstaw, jako ze takie préby beda
przypominaly przystowiowe szukanie dziury w calym. Obrona taka jednakze nie wytrzy-
mata proby historii. We wezesnych latach sze$édziesiatych pojawila si¢ fala prac przed-
stawiajacych nowe idee w dziedzinie mechaniki o$rodkow materialnych. Zrewolucjoni-
zowaly one podstawy mechaniki oSrodkéw ciaglych i odstonity perspektywy dalszego
rozwoju 1 poszerzenia zakresu jej zastosowan. Idee te pojawily si¢ niezaleznie w wielu
oé$rodkach naukowych catego $wiata, w tym réwniez i Polski. Udzial polskiej nauki zwia-
zany jest w przewazajacej czesci albo z profesorem Nowackim osobiscie, albo z jego
uczniami, a wigkszodé tych prac dotyczyta probleméw sprzgzonych pdl mechanicznych,
termicznych i elektromagnetycznych i (lub) nieklasycznych modeli o§rodkéw materialnych
ze wzbogacong struktura kinematyczna lub dynamiczng. Czytelnikowi glebiej zaintere-

~ Referat wygloszony na zebraniu Komitetu Mechaniki PAN z okazji 70-lecia profesora Witolda No-
wackiego. :
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sowancmu ta problematyka radzimy siggnaé¢ do monografii Nowackiego [1 - 5] i podanej
w nich literatury. ‘

2. Klasyczny osrodek ciagly.

Wprawdzie interesujemy si¢ tutaj nieklasyczna, uogolniona teoria ofrodkow ciaglych,
przedstawimy jednak krétko podstawowe zaloZenia klasycznej mechaniki kontinudw.
Bedziemy sie dalej na nie powotywali, Zamierzeniem danego tu sformulowania zatozen
jest przedstawienie idej stanowigcych podstawowa architekture mechaniki osrodkéw
cigglych, bez wdawania si¢ w szczegoly czy formalizacje.

1. Podstawowe zaloZenie kinematyczne: cialo materialne jest ciaglym zbiorem bez-
strukturalnych obiektéw zacﬁé@iﬁdés}éﬂ“éli"@ jak punkty materialne.

Kinematyka ciala jest w pelni okreslona przez funkcje

2D x:BxT— E,

gdzie B, T i E przedstawiaja odpowiednio materialny orodek ciagly, czas fizyczny i prze-
strzen fizyczng. Odwzorowanie to przedstawia konfiguracje ciala w funkcji czasu.

2. Podstawowe zalozenia dynamiczne: oddziatywania wewngtrzne w materiisg w kaz-
dej chwili jednoznacznie okré‘él‘(')'ii'emf)'r'iéi"pole symetrycznego tensora naprezen. Doklad-
niej mowigc jest to czteropoziomowa hierarchia nastgﬁujqcych stwierdzen:

(i) istniejg tylko oddzialywania kontaktowe,

»dwuciatlowych” lub ,,binarnych’” wzajemnych oddzialywah pomigdzy nieskonczenie
bliskimi czastkami materialnymi. Przy tym zaloZeniu ma sens pojecie ,,oddzialywania
przez element powierzchni”. O oddzialywaniu przez rozlgczone obszary powierzchni
zaklada sig, Ze jest addytywne.

Zgodnie z zatozeniem (iii) sity oddziatywania dzialajacego przez elementy powierzchni
moga by¢ wyprowadzone z wektora p; danego wzorem:

2.2) P = Ouhy,. :

gdzie tensor naprezen oy nie zaleZy od elementu powierzchni. W szczegdlnosci oznacza to,
Ze wektor naprezenl p; zalezy od wektora normalnego n,. Zatozenie (iv) méwi, ze od od-
dzialywan migdzy czastkami nie moze pochodzi¢ zaden moment sit dzialajacy na czastke.

3. Podstawowe zaloZenie konstytutywne: tensor naprezenn w punkcie materialnym
X moze byé catkowicie okr'e"s"i'o”ﬁy"ﬁi{"-}-)'é&stawie tensora deformacji w tym samym
punkcie.

Opierajac sie na powyiszych zalozeniach mechanika ofrodkéw ciaglych osiagneta -
wiele sukcesow w rozwigzywaniu rozmaitych probleméw. Jednak w wielu okolicznoéciach
niektére z tych zalozed sa catkowicie lub czesciowo naruszone. MoZna tu przytoczyé
nastepujace przyklady: Koncentracje naprezefi w poblizu mikrodefektéw, drgania o wy-
sokiej czgstotliwosei i bardzo malej fali, efektywne wilasnoéci kompozytdéw i innych ma-
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teriatéw posiadajacych mezostrukture, materialy makromolekularne, oddzialywanie z po-
lem elektromagnetycznym poprzez silng polaryzacje elektryczna lub magnetyczng itd.

Efektem szeregu préb usunigeia tych brakéw teorii klasycznej bylo powstanie wielu
uogodlnionych, nieklasycznych modeli o$rodkéw materialnych.

Autorzy kierowali si¢ réznymi koncepcjami. Wiele z nich, jak np. oddzialywania przez
momenty kontaktowe lub sity nielokalne, czy tez uogélniona kinematyka z dodatkowymi
stopniami swobody moze byé¢ wyprowadzone z klasycznych prac Cauchy’ego, Voigta,
i Duhema.

3. Nicklasyczne osrodki ciagle

Dopuszczajac pewng swobode¢ wyrazen, przez nicklasyczny o$rodek ciggly bedziemy
rozumieé matematyczny model ciala materialnego, ktéry narusza (lub przynajmniej nie
w pelni honoruje) jedno lub wigcej zaloZen klasycznych, pozostawiajac jednakze ideg
ciggltego rozktadu materii. Zaleznie od rodzaju i stopnia naruszania tych zalozent powstaja
rozne nieklasyczne teorie materialnych osrodkéw ciaglych.

1. ZaloZenie kinematyczne mozna naruszy¢ przez obdarzenie osrodka rodzajem struk-
tury lokalnej definiowanej dla kazdej czastki ciala. Struktura taka, a priori niezalezna
od konfiguracji (2.1), do przedstawienia stanu kinematycznego ciala wymaga pewnych
dodatkowych definiowanych nad nim pdél. Ze wzglgdu na dodatkowe wynikajace z takiej
struktury stopnie swobody pole wektora przemieszczert nie wystarcza juz do tego celu.
Przez specyfikacje okreslonych struktur lokalnych mozna otrzymaé rdzne teorie nie-
klasyczne.

W znanej pracy CosseraTOW [6] kazdy punkt materialnego osrodka ciaglego zostal
wyposazony w sztywng prostokatng triade, ktdérej osie zaleza od punktu materialnego
i mogg zmieniaé sie w czasie, definiujgc w ten sposéb lokalng strukture z dodatkowymi
stopniami swobody typu rotacyjnego. .

We wspolczesnej historii problemu niektérzy autorzy, kierowani ideami fizycznymi,
wyprowadzili nieklasyczne oérodki ciagle takie jak ciecz wirujaca WAYSSENHOFFA 1 RAA-
BE'’EGO [7] lub ciecz czasteczek dwuatomowych ZELAZNEGO [8].

Z fenomenologicznego punktu widzenia najprostsza fizycznie spdjna struktura lokalna
polega na przyjeciu mikrorotacji, niezaleznych od lokalnych rotacji pochodzacych
od pola przemieszczen. Idea ta prowadzi do tzw. teorii mikrop olar nej, omédwionej
szerzej w nastgpnym rozdziale.

Nastepnym krokiem w uogélnieniu kinematyki materialnego oérodka cigglego jest
dopuszczeniec deformowalnej mikrostruktury, w przeciwienstwie do sztywnej mikro-
struktury w teorii mikropolarnej. Tutaj najlepiej znane sg: teoria multipolarna
Greena i1 Rivlina [9] oraz Toupina teoria kontinuum obdarzonego dowolnym ukladem
wektorow kierunkowych [10].

Dalsze uogdlnienie polega na traktowaniu czastek materialnego oérodka ciaglego
jako oddzielnych mikrokontinuéw, niezaleznych kinematycznie od przemieszczen w zwyk-
tym makro-poziomie kontinuum. Na takiej idei oparta jest mikromorficzna
teoria ERINGENA i SUHUBIEGO [1]. Przy takim podejéciu kazdy punkt materialnego kon-
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tinuum posiada nieskoriczenie wiele [okalnych stopni swobody. JednakZe czgsto trzeba
ograniczy¢ mikrokontinuum do skonczonej wartosci liczbg¢ lokalnych stopni swobody,
co efektywnie redukuje ten przypadek do poprzedniego.

Ogolnie, stan wzbogaconej struktury kinematycznej materialnego kontinuum moze
by¢ przedstawiony przez funkcj¢ o nastgpujacej postaci
3.0 2B ExY

gdzie Y oznacza odpowiednig przestrzen struktury lokalnej. Chociaz w najprostszych
przypadkach Y jest przestrzenig wektorows, w ogélnosci zatozenie takie nie jest konieczne.
Nawet wiecej: istnieje wiele fizycznie uzasadnionych przykladéw przestrzeni struktur
lokalnych ktére nie moga by¢ wyposazone w sensowna strukturg wektorowa, jak $wiadczg
o tym przyktady skonczonych rotacji, nasyconego spinu czy przestrzen sieci Bravaisa
rozwazana w pracy [12].

2. Najprostsza mozliwa modyfikacja zalozenia dynamicznego polega na odrzuceniu
stwierdzenia (iv) przy pozostawieniu trzech poprzednich (i - iii). Tym sposobem dopuszcza
si¢ niesymetryczne tensory naprezef. Podejicie takie, na gruncie czysto mechanicznym
proponowat BoDASZEWSKI [66]. Bardziej konsekwentne wydaje si¢ jednak wprowadzenie
asymetrycznego tensora naprezeit przez potaczenie tej modyfikacji z inng, kinematyczna
lub konstytutywna.

Naétc;pna modyfikacja moglaby polega¢ na odrzuceniu stwierdzenia (iii), przy po-
zostawieniu (i-1ii). W tym kicrunku nie wykonywano jednak zadnych badan. Idea ta
moze prowadzi¢ do zaleznego od krzywizny przenoszenia sil przez elementy powierzchni.

Jesli bowiem zatozy sig, ze przekazywanie sit nie zalezy od zakrzywienia, wtedy przy
pomocy podr¢cznikowych argumentéw wnioskuje sig, Zze zalezno$¢ przekazywanej sily
od wektora normalnego do elementu powierzchni jest liniowa. W konsekwencji powinien
istnie¢ tensor naprezen i zaloZenie (iii) byloby spelnione.

Przy modyfikacji stwierdzenia (ii) mozZna stworzy¢ wiele nieklasycznych modeli oérod-
kéw ciaghych. Najprostsza modyfikacja tego typu polega na pozostawieniu zaloZenia (i)
i modyfikacji (it) przez dopuszczenie, oprécz oddzialywania przez wektary sit, dodatko-
wych oddzialywan przez wektory momentéw sil. Prowadzi to do tzw. teoriinaprezen
momentowych. Zgodnie z ta teorig oddzialywania kontaktowe pochodza od ogdl-
nicjszego stanu naprezen, ktéry moze byC opisany przez dwa pola tensordw: zwykly
tensor naprezen sitowych oy i dodatkowy tensor naprezen momentowych gy .

Wektor naprgzen momentowych dany jest wzorem
(3.2) Ny = Uy Ny,

a tensor ux; wehodzi do bilansu momentu pgdu. Ani oy, ani gy, nie muszg byé symetryczne.

“Wprowadzone powyzej dodatkowe oddziatywania moga byé zatozone w sposdb ogdl-
niejszy. Mozna mianowicie wprowadzaé hipernaprezenia coraz wyiszych rze-
déw, opisujacych nicklasyczne oddziatywania przez multipole sit wyzszych rzedéw. Jako
przyklad mozna wskazaé teori¢ TouriNa [10], nieprostych materialéw z hipernapreze-
niami najnizszego rzgdu.

Hipernaprgzenia w wezszym sensie definiuja oddziatywania kontaktowe, ktére nie
wchodza bezposrednio do bilansu sit i pgdéw. Jednakze zawsze wchodza one do bilansu
energii.
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Rdwniez stwierdzenie (i) moze byé modyfikowane. Daje to pewien rodzaj nielokalnych
dynamicznie modeli typu catkowegob [14, 15].

3. Klasyczne zaloZenie konstytutywne réwniez moze byé naruszane w sposéb réiny.
Mozna je modyfikowaé przez branie tensora napreZen zaleznego nie tylko od. tensora
deformacji, ale réwniez od jego gradientu, lub nawet gradientéw wyzszych rzedéw. W te-
oriach ze strukturg lokalnag w odpowiednich zwigzkach konstytutywnych moga réwnie
pojawia¢ si¢ odpowiednie dodatkowe stopnie swobody, jak np. w sprezystodci mikropo-
larnej. Mozna réwniez zalozy¢, Ze tensor naprezen zalezy od temperatury i/lub pola
elektromagnetycznego, co prowadzi do teorii pdl sprze¢Zzonych, Nie mniej wazna jest
mozliwoé¢ odrzucenia zasady lokalnosct zawartej w klasycznym zatoZeniu konstytutyw-
nym, przez przyjecie, ze tensor naprezen w punkcie X zalezy od sytuacji w punkcie Y po-
lozonym w skoficzonej odlegloéci od X. W ten sposéb otrzymano modele kontinuum
z nielokalnym zwigzkiem naprgzen 2 odksztalceniami {16 - 19}

4. Mozliwe, a czasem nawet konieczne sg réwniez odpowiednie kombinacje powyzszych
modyfikacji, z nalezytym wszakze uwzglednieniem ich wzajemnych zaleZznosci. Nastepne
rozdzialy beda poswigcone kilku przyktadom.

4. Osrodki mikropolarne

Jak wspomnieliSmy poprzednio pomyst oérodka mikropolarnego byl wynikiem do-
puszczenia lokalnie sztywnej mikrostruktury z niezaleznymi mikro-rotacyjnymi stopniami
swobody. Oznacza to, Ze klasyczne zalozenie kinematyczne zmodyfikowano przez wpro-
wadzenie zamiast (2.1) nastepujgcej postaci funkcji

4.1 xx%: BxT - Ex9,

gdzie ¥ przedstawia przestrzen mikrorotacji. Element tej przestrzeni mozZe by¢ repre-
zentowany matematycznie jako triedre trirectan gle Cosseratdw, sztywna triada
Toupina, czy macierz ortogonalna, lub inny réwnowazny sposdb. W liniowej teorii mikro-
polarnej naturalne jest zastapienie przestrzeni skoriczonych mikrorotacji ¢ przez liniowa,
trojwymiarows przestrzen wektorowa, ktdérej elementy reprezentujg infinitezymalne
mikrorotacje. W rozdziale tym ograniczymy si¢ do przypadku liniowego. Wektor mikro-
rotacji bedzie oznaczony przez ¢, a odpowiedni moment bezwladnosci (dla uproszczenia
zalozono izotropowo$¢) przez J. .

Aby istnialo oddzialywanie miedzy mikrorotacjami w réznych punktach konieczne
jest wprowadzenie pola przedstawiajacego przekazywanie odpowiednich sil nogélnionych.
Najprostszym rozwigzaniem sa tutaj napr¢zenia momentowe. Podobnie, aby zapewni€
oddzialywanie miedzy mikrorotacjami, a polem przemieszczenia, konieczna jest antysy-
metryczna czgéé tensora naprezen. Aby otrzymaé nietrywialng teorig trzeba wigc mody-
fikacje (4.1) zaloZenia kinematycznego uzupzini¢ przez odpowiednie modyfikacje zato-
Zenia dynamicznego. '

Przy tych zaloZeniach bilanse pedu i momentu pedu przybieraja postad

Oy, X = 0ly,

4.2 .
“2) B O+ sy = Iy,
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gdzie uy, i, i @ oznaczaja odpowiednio tensor naprgZenn momentowych, momenty ma-
sowe i infinitezymalne mikrorotacje.

- W przypadku liniowego izotropowego sprezystego osrodka mikropolarnego gesto$é
energii spr@Zystos'ci moze by¢ wyrazona jako ’

A ‘ I}
(4.3) U = pyanyantay ap ¥yt 5 ViV YoapFan+ 84y + 5 %%y,

gdzie wprowadzono nastgpujace skroty:

Yot = Uy, 1= Exji Pr»

(44

( ) N.H = (pl,j’

Wtedy
Oun = 289ap+ AV Ouys
Oeriy = 20V ¢ls,

(4.5) <iiy LU

trap = 2yran+ B by,

pijy = 2E%cijys

i, podstawieniu tych wyrazen do (4.2), otrzymuje si¢ nastgpujacy uklad réwnan dia pél
przemieszczen 1 mikrorotacji

(4.6) i (u+ o) Vi +(A+p—a)graddive+2arot ¢ +X = plt,
“4.7 (y+e)V2(p+(ﬁ+y—s)gradc_lw(p+2axotu—4a(p+Y = J.

Uklad ten stanowi podstawe do formutowania i rozwigzywania szczegdétowych pro-
blemdw teorii mikropolarnej. Wiele z nich zostato juz rozwigzanych lub w peini zbadanych,
jak podstawowe zwigzki, twierdzenia wariacyjne, réwnania napr¢Zeniowe, potencjaly
uogélnione, rézne problemy statyczne i dynamiczne, powstawanie i rozchodzenie sig fal,
warunki promieniowania, jednoznaczno$é¢ rozwiazan i inne [3, 4, 20 - 38]. Badany byt
réwniez przypadek zwigzanych mikrorotacji [39]; skonstruowano uogélnienia wilaczajace
efekty cieplne [40-46], pola elektromagnetyczne [47 - 53] i defekty [54 - 56].

5. Pola sprzeione. Magneto-termo-sprezystosé

Rozwdj dziedziny pdl sprzeZonych w oérodkach materialnych motywowany jest pod-
stawowymi przestankami. Z jednej strony wzajemna zalezno$é migdzy zjawiskami w przy-
rodzie jest zasadniczym problemem wiedzy ludzkiej, z drugiej strony zwiazki miedzy
zjawiskami cieplnymi i mechanicznymi, lub mechanicznymi i elektromagnetycznymi
stanowia fundament nowoczesnej technologii. Wiele szczegdlnych zjawisk z dziedziny
pol sprzgzonych jest znanych w przyrodzie i wykorzystywanych w technice. Mozna tu
wymieni¢ magnetohydrodynamike (pompa metalu cieklego, generator MHD), zjawisko
piezoelektryczne, elektro- i magnetostrykcje, magnetoakustyke, zjawiska elektro-akustycz-
ne, wzmacniacze elektromechaniczne, efekt zyromagnetyczny i wiele innych.,

Jako przyklad rozwazmy dziedzing znang jako magneto-termosprezysto$é [57 - 62, 5],
w przypadku stalego odrodka o skoficzonym przewodnictwie elektrycznym A, w pierwot-
nym polu magnetycznym H. Zlinearyzowane réwnania pola przybieraja postaé
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o

—r  divE=0,

rotE = — Ho
C

(5.1)
4, .
roth = — divh = 0.

gdzie k oznacza zaburzenie pola magnetycznego (catkowite natgZenie pola magnetycznego
jest rowne H+h). Dla gestosei pradu elektrycznego otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie

P 7o Mo [ On
j—lo[E+ p (a: XH)],

Roéwnanie ruchu ma ogdling postaé
| %u
- 62 Op gt Ty + X = Q'a,—zl’

gdzie tensor T;; przedstawia dodatkowe naprg¢zenia pochodzenia elektromagnetycznego.
Moze on by¢ przedstawiony przez zlinearyzowane wyraZzenie Maxwella

(5.3) T, = %‘7% (H hy+ H iy — 6, Hy By

Po wyeliminowaniu z powyZszego rownania pola elektrycznego i po wzigciu pod uwage
przewodzenia ciepta dochodzi sie¢ do nastepujacego ukiadu réwnan

V2h— i = —frot(iex H),

(5.4) 1V O+ ) grad u— pii+ g;% rot(hx H)+X = ygrad®,

kV2@—c,0 —ndivi = —W,

gdzie wspotczynniki przedstawiaja stale materialowe. Ten ukiad réwnan moze by¢ uogdl-
niony dla of$rodka mikropolarnego przez wprowadzenie mikrorotacji. Podobnie dla
ofrodkéw polaryzowanych elektrycznie lub magnetycznie. Szczegdlnie ciekawa sytuacja
powstaje, gdy wektor polaryzacji lub magnetyzacji jest kinematycznie niezalezny od pola
elektromagnetycznego lub makro-ruchu. Wtedy osrodek jest obdarzony strukturg lokalng
‘bezpoérednio czula na pole magnetyczne. W przypadku polaryzacji magnetycznej pod-
stawowe rownania pol sprzezonych, wlaczajace dynamike spindw magnetycznych, sa
wyprowadzone w pracy [63] przez wykorzystanie odpowiednio zmodyfikowanej techniki
nawiasow Poissona.

Dla ogdlnie nieliniowych réwnaf pol sprzezonych przy wlaczeniu dowolnej skoriczenie
wymiarowej struktury lokalnej pokazana jest w pracy [64] technika Lagrange’a, W szczegdl-
noéci technika ta jest odpowiednia do rozpatrywanija dynamiki polaryzacji elektrycznej.

Oprécz wielu zjawisk wynikajacych z pojedynczych sprzezen takich jak wspomniane
na poczatku tego rozdzialu, znane sg zjawiska zwigzane z bardziej skomplikowanymi
ukladami sprzezen. Jako przyklad mozemy podaé wzmocnienia ultradZzwigkowe w pol-
metalach [65], gdzie fala ultradZwigkowa przenosi si¢ w skrzyZowanych polach magne-
tycznym i eIekt'rycznym H i E w kierunku E'x H.
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Przy zaloZeniu, Ze noéniki pradu sg sprzezone z falg dzwigkowa przez potenCJak de-
formacji wynika wzmocnienie ultradzwigku, pod warunkiem, Ze

(5.5) Ec > Hs

gdzie e i § oznaczaja odpowiednio predkosé $wiatla i dZzwigku. IloSciowo efekt ten jest
dosé silny: W sprzyjajacych warunkach moze osiggnaé¢ 300 db/cm. Efekt znika gdy nie ma
pola elektrycznego lub magnetycznego, albo nosnikéw, albo sprzg¢zenia miedzy fala dzwie-
kowa i no$nikami, lub wreszcie gdy dryf nos$nikow w kierunku E'x H jest staby. Pouczajacy
jest fakt, Zze interesujace zjawisko moze wymkac z doé¢ skomplikowanego ukladu pol
i sprzezen.
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1. Wstep

Wazrastajaca liczba konstrukeji metalowych, poddanych dziataniu wysokich temperatur,
stanowi gléwna przyczyne studiow na temat metod przewidywania zachowania sig takich
konstrukcji w warunkach ich eksploatacji. Przy tym istotna role odgrywaja zagadnienia
ekonomiczne i wymagania bezpieczeiistwa, narzucajace bardzo ostre warunki,

Rozwdj wspodtczesnej termodynamiki [1] i analizy funkcjonalnej [2] umozliwia budo-
wanie zwigzkoéw konstytutywnych odnoszacych sig do zZtozonych zjawisk. Ponadto mozliwe
jest formulowanie metod obliczania konstrukcji nieliniowych, Dzigki temu rozwojowi
otrzymuje si¢ zasady pozwalajace sformulowaé, przy ograniczajacym zaloZeniu izotropii,
zwigzki konstytutywne plastycznosci, lepko-plastycznoéci, pekania oraz zwigzki opisu-
jace zjawisko uszkodzenia materiatu. Anizotropia pozostaje nadal zagadnieniem otwartym.

Jesli chodzi o obliczanie konstrukcji, potrafimy formulowaé zagadnienia plastycznej
no$nosei granicznej oraz pewne zadania ewolucji, ale jedynie w przypadku uproszczonych
zwigzkéw konstytutywnych. Jednym z wielkich tematéw mechaniki ciala stalego na lata
80-te jest bez watpienia wprowadzenie do obliczenn wigkszej dawki fizyki.

Drugi korzystny punkt to mozliwoé¢ znalezienia na maszynach liczacych przyblizonych
rozwigzah numerycznych tych zagadnien, ktérych nie mozna rozwiazaé na drodze anali-
tycznej. Silne nieliniowoéci, z jakimi mamy do czynienia w zjawiskach petzania i znisz~
czenia powodujg, Ze zagadnienia mozna rozwigzywaé jedynie krok po kroku na drodze
linearyzacji. Kazdy postep w zakresie szybkosci maszyn liczacych wnosi mozliwo$é rozwig-
zywania nowych zadan.

Obliczenia dotyczace przewidywania zachowania si¢ konstrukcji, znajdujacej si¢ pod
dzialaniem podwyZszonych temperatur, mozna schematycznie uja¢ w nastgpujace etapy:

1. Zdefiniowanie geometrii konstrukcji. ‘
2. Zdefiniowanie historii obcigZen zewngtrznych.
3. Wyznaczenie pola temperatur.

) Referat problemowy wygloszony na XXII-¢j Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala Statego w Go-
tuniu, wrzesienn 1980 r.
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4. Ustalenie zwigzkdéw konstytutywnych lepkoplastycznodci dla rozpatrywanych
materiatéw. .

5. Wyznaczenie p6l napre¢Zefi i odksztalcenn w warunkach stabilizacji wzgledem cy-
‘klicznego wzmocnienia lub oslabienia materialu oraz redystrybucji naprezen,
spowodowanej lepkoplastycznoscig.

6. Okreslenie punktu, lub punktéw, najbardziej narazonych na zniszezenie.

7. Ustalénie praw opisujacych proces uszkodzenia i majacych na celu przewidywanie
pojawienia si¢ lokalnego zniszczenia w postaci elementarnej szczeliny makro-
skopowe;. .

8. Okreélenie czasu (lub liczby cykli), po ktérym pojawia si¢ taka makroszczelina.

9. Ustalenie praw wzrostu szczeliny.

10. Okreslenie procesu ewolucji powstalej szczeliny, lub szczelin, az do zupelnego

zniszczenia na skutek niestatecznosei konstruke;ji.

PowyZsze zestawienie obejmuje praktycznie cata mechanikg materialéw i1 konstrukcii.
W naszej pracy opraniczymy si¢ do czesSci dotyczacej zniszczenia, tzn. punktéow 7 - 10,
przy czym nacisk potozymy na sformulowanie i ustalenie zwigzkdw opisujacych uszko-
dzenie i pekanie. Podstawowym narzgdziem bedzie termodynamika proceséw nicodwra-
calnych, a dla opisu uszkodzenia uogélnimy pojecie napreZenia efektywnego, wprowa-
dzone przez Kaczavowa [3, 4]. Uogdlnienie pojecia predkosci uwalniania energii, wpro-
wadzonego pierwotnie przez GRIFFITEA [5, 6], pozwoli opisaé pegkanie.

Praca zorientowana jest zasadniczo na przedstawienie zagadnienia zniszczenia kon-
strukcji poddanych dzialaniu podwyzszonych temperatur, gdy lepkoplastyczno$é odgrywa
istotna role. Chodzi tutaj o temperatury w przybliZeniu wyzsze od 1/3 absolutnej tempera-
tury topnienia rozpatrywanego metalu.

2. Rozpoczynanie si¢ szczelin

Uwaza sie, Ze szczelina pojawia sig w ciele statym wtedy gdy w elemencie o reprezen-
tatywnej objetosci pojawia si¢ nieciagloé¢ materialna pewnej wartosci. Chodzi tu o taki
wymiar charakterystyczny, poczawszy od ktérego nie mozna stosowa¢ mechaniki osrodkow
ciaglych bez uwzglednienia geometrii tej niecigglosci. Dla metali wymiar ten w praktyce
wynosi 0,1 - 1 mm.

Aby, przy wykorzystaniu réwnan mechaniki o$rodkéw ciaglych, przewidzie¢ poja-
wienie si¢ szczeliny makroskopowej koniecznym jest zdefiniowanie parametru uszkodzenia,
opisujgcego deterioracje materialu poczawszy od jego stanu pierwotnego, az do utworzenia
si¢ szczeliny. Metalurgia fizyczna pozwala zidentyfikowa¢ mechanizmy powstawania
i wzrostu mikropustek i mikroszczelin skladajacych si¢ na uszkodzenie materiatu [7].
Matematyczne metody homogenizacji zagadnien w mechanice pozwalaja zbudowad
modele teoretyczne zachowania si¢ makroskopowego; modele takie schematycznie uwzgled-
niaja wspomniane mikrodefekty, jednakze bez zdefiniowania makroskopowego parametru
uszkodzenia [8]. W ramach termodynamiki mozZna natomiast okresli¢ zbiér makrosko-
powych parametréw, koniecznych do opisu zjawisk reologicznych oraz mozZna podaé
réwnania ewolucji tych parametréw. Jednakze termodynamika maskuje czgs¢ rzeczywis-
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todci fizycznej, ktora wchodzi do rozwazan jedynie na poziomie hipotez. Mimo to obiera-
my wiasnie takg droge.

2.1. Makroskopowy parametr uszkodzenla. Po raz pierwszy koncepcja mechanicznego pa-
rametru uszkodzenia pojawila sie w 1958 roku w pracach KAczanowa, dotyczacych
zniszczenia w warunkach pelzania przy rozcigganiu, por. [3]. Idea ta opiera si¢ na pojeciu
naprezenia efektywnego, ktérego uogolnienie na przypadek tréjwymiarowej anizotropil
stanowi nadal nierozwiazany problem podstawowy.

Rozpatrzmy przekrdj S, o normalnej n, rozpatrywanego elementu o objgtosci ¥, na
ktéry dziala wektor napreZenia T zwigzany z tensorem napr¢Zenia Cauchy’ego o, por.
rys. 1. '

Rys. 1. Definicja wektora naprezen efektywnych

Jesli w elemencie istnieja uszkodzenia w postaci mlkropustek lub mlkroszczelm to
jedynie czgsé S przekroju przenosi naprqzema T. Zwigzek

@n = (1-D)S

okresla parametr uszkodzenia D, przedstawiajqcy nieciaglosci powierzchniowe istniejace

w przekroju S.
W przypadku gdy uszkodzenie ma charakter izotropowy, D jest skalarem niezalezZnym
od n i bez trudu okreéla si¢ wektor T oraz tensor naprezeni efektywnych & piszac

(2.2) ST = ST,

gdzie T = (1—D)T, przy czym T = Gn oraz
(2.3) on= (1-D) 'on,
2.4 = (1-D) lo.

Jeéli uszkodzenie ma charakter anizotropowy, D zalezy od normalnej n. Parametrowi
uszkodzenia mozna nadaé sens tensorowy na kilka sposobow. Mianowicie uszkodzenie
mozna ttumaczy¢ nie tylko ostabieniem przekroju, ale réwniez jego obrotem [9], ktéremu
jednakZe trudno nada¢ sens fizyczny

S—-S n-n

Mamy wéwcezas zaleznoéé:
(2.5 : Si = S[1~DJn,



32 J. LEMAITRE

w ktérej [L — D] oznacza tensor drugiego rzgdu. Prowadzi to do nastgpujacych zwigzkéw

(2.6) T =[1-D]'T,
2.7 _ ' 6 =c[l-D]"
W ogdinym przypadku tensor naprezen efektywnych nie jest symetryczny. Dlatego wige
aby speini¢ na przyklad zwiazek fizyczny sprezystosci, trzeba zdefiniowaé inny tensor
efektywny, otrzymamy przez symetryzacjg tensora a.

Dla przykladu, w pracy {9] przyjeto

(2.8) & = —;—[[[I—D]]“a+a[[1—-D}]‘1],

podczas gdy w [10] rozpatruje si¢ nastgpujacy tensor
(2.9) & = [1-D] *e[1-D] "
Istnicjg 1 inne mozliwoéci, ale jaki jest ich sens fizyczny? _

Inne podejscie polega na zapisaniu potencjatu termodynamicznego ¥, jako funkcji
odksztatcen sprezystych &f i tensora a okreslajacego wiasnosdci sprezyste materiatu uszko-
dzonego '

1.
(2.10) oY, = 7 ae’e’.
Parametr uszkodzenia rozpatruje sie jako operator, ktéry dziatajac na tensor napre-

Zenia o, celem okreSlenia naprezen efektywnych &, pozwala zapisaé zwigzek fizyczny
sprezystosci w zaleznosci od tensora sprezystoéci a4 materialu nieuszkodzonego {11].

2.11) o = as’,
Korzystajgc z potencjatu termodynamicznego otrzymujemy
(2.12) o= as,

skad

{2.13) 6 = aa'c = Ao.

Tensor A jest wigc tensorem czwartego rzedu, trudnym do zidentyfikowania; punktem
wyjécia do jego okredlenia jest przypadek szczegdlny sprezystosel.

Teoria reprezentacji funkcji tensorowych pozwala formulowaé rézne zwiazki anizo-
tropowe [12]; ale i przy takim podejsciu trudno wyprowadzié nadajace si¢ do zastosowania
przypadki szczegdtowe.

Prostsze sformutowania mozna podaé ograniczajgc si¢ do szczegdlnych przypadkow
anizotropii, lub nawet do obcigZen radialnych {13]. Jednakze nie rozwiazuje to podstawo-
wego problemu anizotropii, ktéry nadal pozostaje otwarty.

Do dalszych rozwazan przyjmiemy hipoteze uszkodzenia izotropowego. Wynika stad,
Ze skalar D okresla naprezenia efektywne, czyli mamy

a
1-D°

Ponadto, przyjmujemy nastgpujaca fundamentalng hipoteze: ,,Kazdy zwiazek konsty-
tutywny materiatu z uszkodzeniami otrzymuje si¢ zast¢pujac zwykle naprezenia, napreZe-

(2.14) G =
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niami efektywnymi w zwiazku fizycznym, opisujacym material pierwotny™. ZaloZenie to
ilustruje rys. 2. '

Materiat

pierwotny z uszkodzeniem
E=7(G,....1) EM=FIBG,...... 1)

Funkcjonat  niezmieniony

Rys. 2

2.2. Sformulowanie termodynamiczne. 2.2.1. Zmlenne termodynamiczne. Warto$¢ zmiennej D
charakteryzuje wigc uszkodzenie materiatu; pomiary mikrograficzne powierzchni mikro-
szczelin i przekroi mikropustek wystarczaja do okreélenia stanu uszkodzenia. Na po-
ziomie zwiazku konstytutywnego, tzn. zaleznofci opisujacej proces uszkodzenia w za-
leznosci od obciazen, wielko$¢ D jest zmienng stanu w sensie termodynamiki. Zmienng
te traktuje si¢ jako parametr wewnetrzny, poniewaz nie jest ona mierzalna bezpoérednio,
przy pomocy zwyktych §rodkéw termomechaniki.

Jesli opréez zniszczenia uwzglednia sig spre2ysto-lepkoplastycznodé, to do rozwatan
nalezy wprowadzié dalsze zmienne stanu. Sa nimi: odksztalcenie sprezyste 8® wystepujace
w pracy odwracalnej, temperatura T oraz parametry wewngtrzne ap opisujace wzmecnie-
nie [11, 14].

Zmiennymi stowarzyszonymi sa nastepujace wielkoéci:

1. tensor naprezenia ¢ stowarzyszony z &%,

2. entropia s, stowarzyszona z T, ,

3. predko$¢ uwalniania energii uszkodzenia ¥, stowarzyszona z D,

4. zmienne A4,, stowarzyszone z &p.

Otrzymujemy je z potencjalu termodynamicznego jako funkcji wszystkich zmiennych
stanu, . ,

Jedli & oznacza tensor odksztalcenia, to tensor odksztatcen plastycznych zdefiniowany
jest nastgpujaco .

2.15) eF = g—¢".

Tablica 1, Tablica zmiemnych termodynamic;nych

Zmienne stanu Zmienne - stowarzyszone
Obserwowalne | Wewngtrzne
e
& | ___pL__6
T ] L - .5
D 4 — Y
oo — b A,

3 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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2.2.2. Potencjal termodynamlczny. Biorac za pétencjal/termodynamiczny energi¢ swobodna
i przyjmujac, ze funkcja ta jest wypukla wzgledem wszystkich zmiennych stanu [1]

'P(Ee, T: D: aP)

réwnania stanu zapisuja sie w postaci zaleznosci

oy
(2.16) 6 = Q-a?,

dy
2.17) 5 = ~ 37

gdzie p jest gestoscia na jednostkg objetoéel.
Zmienne stanu stowarzyszone z parametrami wewngtrznymi sa okre$lone przez zwiazki

. oy

(2.18) ¥=e=,
oy

(2.19) | Ap = o,

Pokazemy jak pierwsza z tych dwu zaleinosci prowadzi do kryterium rodzenia si¢
szczeliny. Dla metali rozsadnie jest przyjaé hipoteze, 2e nie ma sprzgzenia pomiedzy spre-
Zystoscia i uszkodzeniem a wzmocnieniem. Oznacza to, Ze energia swobodna ma postaé

(2.20) ¥ = 9(e5, T, D) +pp(ar, T).

W przypadku izotermicznej sprezystosei liniowej, v, jest dodatnio okre$lona forma
kwadratowa odksztalcen sprezystych ef, liniowa wzgledem (1—D), a to z uwagi na wpro-
wadzona definicj¢ napreZenia efektywnego. Mamy wigc

2.21) Oe = % (1—D)as°e",
gdzie a oznacza tensor moduldw sprezystych. W rezultacie otrzymujemy
2.22) ¢ = (1-D)ac*,
0y |
2.23) : Y= Qﬁ = — e,

Widzimy, Ze warto$¢ Y jest rowna polowie zmiany energii sprezystej W,, spowodowanej
zmia}nq uszkodzenia przy stalych naprezeniach i stalej temperaturze.
Wyznaczamy dW, = ¢de®, biorgc ds® z wyrazenia do = 0.

Mamy wigc
(2.24) de = (1-D)ade*—ae’dD = 0,
skad otrzymujemy
dD

2.25 = ggf——
(2.25) dWw, = os =D’
czyli

aw, 1
(2.26) —= 6e° = agfe® = -2V,

diD _ 1-D
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Ostatecznie otrzymujemy nastgpujaca zaleznosé
1 aw,
2 dD a. T=consr.:
Rezultat ten jest analogiczny z definicja predkosci uwalniania energii w mechanice
zniszczenia [15]. 4 ‘
Przez analogi¢ z odpornoécig G, materiatu, kryterium rodzenia sig szczeliny definiuje
sie nastgpujaco ‘
Y| = Y, — istnieje szczelina makroskopowa (2.8)
Podany warunek mozna rownieZ zapisa¢ w zaleznofci od parametru uszkodzenia D.
Je$li WF oznacza energie sprezysta przy zniszczeniu )

(2.27) Y = —

1 1
(2.28) Wk = 5 opeh = —2—(1——Dc)a£§"zs§z = (1-D,)Y,,
to dochodzimy do zaleznosci
we
(2.29) D, =1- Y
Doswiadczenie pokazuje, Ze dla metali najezesciej mozna przyjad
(2.30) D, >~ 1.

2.2.3. Potencjal dyssypacil. Zwigzki opisujace ewolucje parametréw wewnetrznych wy-
prowadza si¢ z potencjatu dyssypacji. Postulujemy istnienie takicgo potencjatu {1]. Za-
piszmy gestod$é dyssypacji w postaci nierdéwnoéci Clausiusa-Duhema
grad T

T

(2.31) oi—o(@+sT)—q >0,
grad T
-

gdzie g oznacza wektor strumienia ciepla, stowarzyszony z
Funkcja ¢, jako funkcja zmiennych stanu, przyjmuje postaé

(2.32) p= —sT+ -i; (68°+ YD+ Apip),
gdzie & = g—¢°. Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy
(2.33) oi—YD—Api—gq gra,?T > 0.
Wielkoéci 87, D, &p, q, oznaciajq odpowiednio predkoéci zmiennych dyssypatywnych.
Natomiast g, ¥, Ap,g—m?gl sa odpowiednimi zmiennymi dwoistymi (sfami) [16].

Zaklada sie wiec, Ze istnieje funkcja skalarna ¢, wypukta wzgledem zmiennych dualnych,
przy czym zmienne stanu traktujemy jako parametry. Jest to wigc hipoteza uogélnionej

normalnosci [17] (stowarzyszone prawo plynigcia w przestrzeni sit termodynamicznych

gradT

o, Y, 4,, — —tlum). Z funkcji -

d.
(P(o'aY’AP’—grLTI—; ae,TaD) “P)

ax
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otrzymujemy wigc
— réwnania konstytutywne lepkoplastycznodci

i = 227
(2.34)

— prawo Fouriera

(2.35) q= ——

— réwnanie ewolucji opisujace proces uszkodzenia

—1, 22 ag

(2.36) = =

Funkqe skalarne A1 i Ap oznaczaja odpownedmo mnoZnik lepkoplastyczny i mnoznik
uszkodzenia.

Termodynamika nie pozwala péjs¢ dalej. Jednakze rozwazania fenomenologiczne
i badania doswiadczalne prowadza do modelowania i identyfikacji przedstawionych
réwnan konstytutywnych.

2.3, Pomlar uszkodzenla. Chcac modelowaé potencjal ¢, tzn. nadaé mu mozliwie naj-
prostsza postaé analityczna, nalezy przede wszystkim wylowié zmienne odgrywajace
istotng rolg, a tym samym wyeliminowaé zmienne, ktérych wplyw jest znikomy. Na-
stepnie naleXy zastanowic si¢, w jakiej postaci analitycznej wyst¢puja zmienne istotne.
Tym samym doszliémy do delikatnej czgéci metody fenomenologicznej; chodzi bowiem
o wykorzystanie jak najwigkszej liczby danych doéwiadczalnych: obserwacji wystepu-
jacych mechanizméw fizycznych i pomiaréw zmiennych w przypadkach szczegélnych. Na
tym etapie mamy do czynienia z praca niezbyt icista, gdzie intuicja, sens fizyczny i rodzaj
rozpatrywanych zastosowan odgrywaja wielka role.

Pomiary uszkodzenia sa wiec niezbedne. Bezposrednich pomiardéw pownerzchm de-
kohezji w materiale przy pomocy mikroskopii jakosciowej nie moZna bra¢ — poza bada-
‘piami podstawowymi— pod uwage, poniewaz sa dlugotrwate i naleza do badan niszcza-
cych, jako ze trzeba badac przekroje materiatu [18]. Dzigki sprzeZeniu deformacji z uszko-
dzeniem pojgcie naprezen efektywnych prowadzi w naturalny sposéb do oszacowan,
" droga poférednia, stanu uszkodzenia. '

2.3.1. Spretysto$é sprzgzona z uszkodzenlem. Wiemy, Ze potencjal termodynamiczny, bedacy
funkcja kwadratowa odksztalced sprezystych &€, jest liniowy wzgledem (1 —D). W rezul-
tacie otrzymuje sig zwigzek konstytutywny 'sprQZystoéci

(2.37) o = (1~D)as".

Jesli rozpatrzymy przypadek sprezystodci izotropowej, stosujacej sie dobrze do metali,
to dla zagadnienia jednowymiarowego réwnanie (2.37) redukuje si¢ do zaleZnosci

(238) o = (1-D)Ee,,



ZNISZCZENIE W ZAKRESIE LEPKOPLASTYCZNYM 37

gdzie E oznacza modul Younga materiatu pierwotnego. Przy okazji moZna sprawdzi¢
podstawowa hipotezg dotyczacg naprezen efektywnych. '
Wyrazenie (1—D) E ma sens modulu sprezystosci materialu z uszkodzeniami [19];
znajac modut Younga E materialu pierwotnego, kazdy pomiar wielkoéei ofe, pozwala
wyznaczy¢ parametr uszkodzenia z wzoru - —_

1 o
(2.39) D= 1—75— —é;-.

Przykiad podano na rys. 3. Dotyczy on prébki poddanej rozeiaganiu i $ciskaniu w pod-
wyzszonych temperaturach, przy czym cykle odksztatcet maja dosyé niska czgstotliwos¢,
tak aby uszkodzenia wywolane zmeczeniem i pelzaniem wystepowaly jednoczesnie. Ewo-
Iucje procesu uszkodzenia opisuje wzor (2.39), w ktérym wielkos¢ o/e. obliczano na pod-
stawie nachylenia petli naprezenie-odksztalcenie. Na rys. 3 petle oznaczono linig przery-

wang.
D e e . ———
4 //’ s ’? /"T_— N\\
J I i 7 (]
;o[ ’ [N -
JF H l ,l IL/ ,'l ;
L§
T "1 | i '. ] ¥ l’l l ¥
R e + ! ! ,’ 1 r
B ’.' _Jr I i
i | i ’
" | i
4 Nc
— v T T -
0 0,5 1

Rys. 3. Ewolucja uszkodzenia podczas préby na obciazenia cykliczne. Stal ASI 316, T = 550°C,
&= +10"?

2.3.2. Lepkoplastycznos¢ sprzetona z uszkodzenlem. Dla materiatow bez uszkodzerd jedna
z prostych specyfikacji potencjatu ¢ prowadzi do modelu HOFFA-LEMAITRE’A [20] izo-
tropowej lepkoplastycznosci. Model ten, dla drugiego stadium pelzania, redukuje si¢ do
prawa ODQVISTA [21]; to ostatnie stanowi uogdlnienie jednowymiarowego prawa NORTONA

[22]
N
. o]
(2.40) Ep = (7) 3
gdzie &p oznacza predkos¢ odksztalcen plastycznych, za§ 1 1.N sa wspOlczynnikami charakte-

ryzujacymi pelzanie danego materiatu.
Podstawowa hipoteza o naprgZeniach efektywnych pozwala zapisa¢ nastgpujaca za-

lezno$é dla materiaty z uszkodzeniami
6' N o N
e = (5] =[]

Tutaj tez, znajac A i N dla materialu pierwotnego, kazdy pomiar wielkosci ép i @ dla
stanéw z uszkodzeniami (np. trzeciego stadium pelzania), przy wykorzystaniu zaleZznof$ci

o
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pozwala ocenié to uszkodzenie. W przypadku préby pelzania przy stalych naprezeniach
N

" . _ .. .. o
zakladajac, ze w drugim stadium pelzania uszkodzenie jest pomijalne, czyli & = (T) ,

dla trzeciego etapu pelzania mamy

« g \1/N
(2.43) D= 1—(‘3—") .

Ep

Przyklad zastosowania tej metody do oceny uszkodzenia przy pelzaniu przedstawiono
na rys. 4.

D
)
a5

0=137 MPa ,*

171 A

239 44

— e
_’,——‘kt/f_*_t -
__—é-ﬁ" -

0 Qs 1+
R

Rys. 4. Ewolucja uszkodzenia w czasie proby cyklicznego pelzania. Stop IN 100, T = 1000°C.

2.4. Modelowanie 1 identyfikacja. 2.4.1. Model ogélny. Wyposazeni w mozliwo$é przeprowa--
dzenia pofrednich pomiaréw uszkodzenia, mozemy zaproponowaé rozsadne réwnanie
ewolucji parametru D

(2.44) D= —AD%(G, Y, Ap, L;d_T-; e, T,D, a,,).

Nalezy zaznaczyé, Ze pojawia sig tu nowa trudno$é. Aktualnie mozliwe pomiary dotycza
zagadniefi jednowymiarowych, a obliczaé trzeba konstrukcje dwu- i tréjwymiarowe.
Nawet przy przyjeciu hipotezy uszkodzenia izotropowego, istnieje szerokie pole badan
teoretycznych i do$wiadczalnych. Jednakze mozna uprosmé wyrazenie na funkcje ¢, prze-
prowadzajac nastgpujace rozwaZania:

— rozsprzgZenie efektéw mechanicznych i termicznych,

— rozsprzezenie efektow lepkoplastycznosdcei i uszkodzenia czyli

gradT
T

@ = up(0, dp; 8, T, D, ap)+@p(Y; 8%, T, D, ap)+ @y ( ; T, D, ap)'-

— W wyraZeniu na @p mozna zastapi€ &® przez o, korzystajac ze zwiazku fizycznego
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sprezystosci. Z hipotezy izotropii uszkodzenia wynika ponadto, Ze funkcja @D zalezy
od niezmiennikéw skalarnych tensora naprezenia

(2.45) oy = tre, oy = tr8?

gdzie § oznacza dewiator tensora naprezenia. Podobnie jak i w plastyczno$ci pomijamy
wplyw trzeciego niezmiennika tensora napreZenia.

— Oprécz szczegblnych przypadkédw efektéw pamieci, takich jak korzystny wplyw prze-
ciazen na uszkodzenie przy zmeczeniu [23], mozna pomingé wplyw parametréw wzmocnie-
nia na uszkodzenie.

— Je$li zalozymy, ze funkcja gp jest liniowa wzgledem Y to otrzymujemy nastgpujace
réwnanie ewolucji

(2.46) b= 238 =~ 1,52 = 4, f(e1, 0w, T, D).

2.4.2. Pojecle naprezenia réwnowainego przy uszkodzenln. Obserwacje metalurgiczne upowaz-
niaja do stwierdzenia, Ze naprezenie $rednie ma silny wplyw na powstanie i rozw6j mikro-
pustek :

1

(2.47) On = 710,

Natomiast je$li chodzi o mikroszczeliny, to raczej naprezenie réwnowazne Misesa @ od-
grywa zasadnicza role,

3 12
2.48) 5= [7tr<a—am1)2] :

gdzie 1 oznacza tensor jednostkowy. Stad idea wprowadzenia napreenia réwnowazne-
go o*, odpowiadajacego powstaniu uszkodzenia, jako kombinacji liniowej wielkoéci
Onic '

(2.49) a* = (3o,+(1-C)o).

C oznacza wspblczynnik wrazliwosci na tworzenie pustek lub szczelin, ktéry nalezy ziden-
tyfikowaé dla kazdego materiatu. Do rozwazahh bierzemy jedynie czg§é dodatniag tzn.
{x) = x, jesli x.> 0; {x) = 0 jesli x < 0, aby przynajmniej w przyblizeniu spelni€¢ wa-
runki zamykania sie mikroszczelin. I wreszcie ¢* dobieramy w ten sposéb aby wielkoéé ta
byla identyczna z jednowymiarowym napreZeniem przy rozcigganiu. Przedstawione wy-
raZenie na napreZenie roéwnowazne jest przypadkiem szczegdlnym, a zarazem znacznie
prostszym, wyraZenia zaproponowanego pierwotnie przez BURZYNSKIEGO [24] w 1928 roku.
HAYRURST [25, 26] podjal ten problem na nowo, ale w innej formie.

Na rys. 5 przedstawiono identyfikacje wspélczynnika C (C = 0,25) na podstawie
wynikéw préby zniszczenia w zakresie pelzania dwuosiowego, zgodnie z rezultatami
pracy [25). Kazdy punkt reprezentuje warto§ci naprgzen ¢ i o, W momencie zniszczenia,
odniesionych do naprgzenia réwnowaznego o*.

2.4.3. Wplyw temperatury. Bardzo liczne wyniki badan doéwiadczalnych nad zniszczeniem
przy pelzaniu i zmeczeniu pokazuja, ze efekt temperaturowy mozna opisa¢ z dobrg do-
kladnoécia, wprowadzajac pojecie naprezenia zredukowanego przy pomocy ilorazu [11, 27]

O'*

(2.50) FeoL



40 J. LEMAITRE

We wzorze (2.50) wielko$¢ o, (T') oznacza naprgZenie koficowe, w zakresie zniszczenia
statycznego, w zalezno$ci od temperatury. Chodzi tutaj o rezultat empiryczny zastugujacy
na gtebsze zbadanie od strony termodynamicznej. Przykiad funkcji o,(T) podano na rys. 6.

Rys. 5. Préba na zniszczenie przy pelzaniu dla stanu dwuosiowego. Stopy ogniotrwale.
. MPal
10007

5001

Of cmmom ==

Rys. 6. Ewolucja napreZenia koficowego jako funkcji temperatury. Stop ogniotrwaty IN 100,

2.4.4. Przypadki szczeg6lne. Uwzgledniajac koncepcje napreZenia réwnowainego i zre-
dukowanego, ogblne réwnanie ewolucji parametru uszkodzenia sprowadza si¢ do postaci

@.51). R _}.Df( T )

Wychodzac' z tego zwiazku mozna otrzymaé wiele réznych modeli szczegélowych
z ktérych kazdy posiada ograniczony zakres stosowalnosci [28] Dla przykladu rozpatrzmy

dwa modele petzania i zmeczenia.
Pierwszy z nich to model uszkodzenia w zakresie pelzania, wyprowadzony z modelu

KACZANOWA uwzgledniajacy nieliniowa kumulacje efektéw [29]
. . 0

2.52 D, = o*( ] Dy -k
(2.52) b [a(l —D)o(T) (1-D)

Model taki scharakteryzowany jest przez pigé parametréw materialowych: a, oy, r, ki C.
Mozna je okre§li¢ do$wiadczalnie; przeprowadzajac mianowicie préby pelzania a% do
zniszczenig, jak o tym wspomniano w podrozdziale 2.3.2. Ponadto nalezy przeprowadzié
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kilka do$wiadczen dla przypadku dwuwymiarowego, celem wyznaczemd wspotczynnika C,
por. rys. 3.

Drugi to model opisujacy stan uszkodzenia spowodowanego zmeczeniem; réwniez
w tym przypadku uwzgledniona jest nieliniowoé¢ kumulacji efektéw, bowiem mamy [30]

8D, Ao* ?

. 1 —(1=D)P+ 1=

(2.33) ON = [1=0-Dy 7 [(l D)a, M(U*)]

W zalenoscei (2. 53) — Jest przyrostem zniszczenia na cykl obciazenia; zas Ao* i 6%

0znaczaja odpowxedmo amplitude i wartoé¢ $rednia napreZenia ¢* — réwniez dla cyklu,
Cztery charakterystyczne parametry materialowe: £, a (%) M(G*), 0,(T) (oraz wspodt-
czynnik C) okreéla sie korzystajac z préby zmeczeniowej na rozciaganie — $ciskanie przy
stalej amplitudzie naprgZen, przy przeprowadzeniu pomiaru uszkodzenia.

W przypadku konstrukcji znajdujacych si¢ w podwyzszonych temperaturach istotna
rolg odgrywa wzajemne oddziatywanie pomiedzy zmeczeniem a petzaniem. Z konstrukcja-
mi tego typu mamy do czynienia w inZynierii reaktorowej, chemicznej oraz w przypadku
turbin. Kombinacja obydwu przedstawionych poprzednio modeli szczegélowych pozwala
opisa¢ proces uszkodzenia wywolany pelzaniem i zmegczeniem jednoczeénie.

Niech wige dla jednego cyklu o okresie 4¢ zachodzi zaleznoéé

oD 8D,

(2.54) = o

= fl')cdt+
At

Réwnanie (2.54) rozwiazuje si¢ metoda krok po kroku, przy nastgpujacym warunku
poczatkowym: N = 0 —» D = Dy (uszkodzenie poczatkowe), albo D = 0 az do warunku
koncowego: D = D. = 1 =+ N = Nj (zapoczatkowanie szczeliny makroskopowej w roz-
patrywanym punk01e)

Zastosowanie tego rodzaju obliczen w celu przew1dywama daje wyniki o wspdlczynniku
dokladnoéci +2.

3. Wazrost szczelin

" Interesowaé nas teraz bedzie rozwdj powstalej szczeliny makroskopowej Motzliwe sa
dwa podejécia:

8). Podejécie lokalne, oparte na mechanice procesn uszkodzenia — takiej, jaka przed-
stawiono w rozdziale drugim. W tym przypadku nalezy obliczy¢ w kazdym punkcie
parametr uszkodzenia D(M), przy istnieniu szczeliny makroskopowej, ktéra staje si¢
zbiorem punktéw M, tzn. punktéw o krytycznej wartodci parametru uszkodzenia,
réwnej D.. MoZemy wigc napisaé '

3.1 D(M,) = D, » M, e szczeliny.
Nasza praca zawiera formalizm wla$nie takiej metody. Jednakze realizacja tej metody

napotyka na problemy numeryczne, ktére stanowi¢ beda dziedzing badania przez
kilka lat!
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b). Inne podejécie, okreélane jako globalne, polega na uogdlnieniu pojgé liniowej mecha-
niki pekania na przypadek nieliniowej lepkoplastycznoéci, Jak wiadomo, liniowa me-
chanike pgkania stosowano z powodzeniem w badaniu zachowania si¢ szczelin w ofrod-
kach sprezystych. Wiasnie takie podejécie przedstawimy obecnie, ale ograniczymy sig
do obciazen ,,prostych” w sensie plastycznosci.

3.1, Sformulowanle termodynamiczne. 3.1.1. Zmienne termodynamiczne. Rozpatrzmy cialo trdj-
wymiarowe, sprezysto — lepkoplastyczne w przypadku izotermicznym. Zaldzmy, Ze w ciele
istnieje szczelina, ktérej ewolucja zalezy tylko od jednego parametru, a mianowicie od
powierzchni szczeliny 4. Na cialo dziala obcigZenie jednoparametrowe o parametrze P,
zgodne z geometria szczeliny; np.: moze to by¢ szczelina wywolana obcigzeniem P. Niech
u oznacza przemieszczenie stowarzyszone z P. Zaktadamy, Ze ¥ mozna przedstawié w po-
staci sumy przemieszczen sprezystych w, i przemieszczen plastycznych u,, czyli mamy,
por. rys. 7.

(3.2) U= u,+u,

Dla rozpatrywanego ciala mozna skonstruowaé termodynamike, zupelnie podobng
do tej jaka dla elementu objgtosci przedstawiono w podrozdziale 2.2 [31, 32].

P

BRHRE

Rys. 7. Mcchanizm wzrostu szczeliny.

Zmienne stanu termodynamicznego to zmienne obserwowalne: przemieszczenie spre-
Zyste u, i temperatura T oraz parametry wewngtrzne: powierzchnia 4 szczeliny i uogél-
niony parametr wzmocnienia ap. Zmiennymi stowarzyszonymi sg odpowiednio obcigzenie
P, okredlona dla calego ciala entropia s, zmienna G oraz dualna zmienna wzmocnienia 7.
Okazuje sig, ze G jest predkoscia uwalniania energii w sensie GRIFFITH’a.

Tablica 2.

3.1.2. Potencjal termodynamiczny. Jako potencjat termodynamiczny mozna wzigé energie

swobodna, tym razem okreslona dla catego ciala

W(ue’ T, A4, aP)'

Tym.samym zmienng G okresla zalezno$é

_ o
(3.3) = -
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Tablica 2. Tablica zmiennych termodynamiczoych

Zmienne stanu Zmienne stowarzyszone
Obserwowalne | Wewnetrzne

Ve P
T — 1 1 _ _ s
A__ —ﬂ—— ]

Wykazemy, 2ze wielko$é¢ G jest rébwna potowie zmiany energii sprezystej W, wywolanej
przyrostem szczeliny, przy stalym obcigZeniu i stalej temperaturze.

Zalozenie o obcigZeniu jednoparametrowym pozwala dokonaé rozsprzgienia efektéw
sprezystych i lepkoplastycznych w wyraZeniu na energi¢ swobodng, czyli mamy
(3'4) Y= we(utn T) A)+1PP(aP7 ﬂ
Rozpatrujac przypadek sprezystosci liniowej mozna wprowadzi¢ sztywno§¢ R ciata przy
pomocy wzoru
(3.5) P = Ru,

i przyjaé nastgpujace wyraZenie za energi¢ swobodna y.

(3.6) pe= 3 R(4, T)ul.
Whnioskujemy stad, Ze
oy 1 ,dR
G G=-3r= "2
czyli
du, -
(3.8) dR = —P e jesli P = const.

Ostatecznie otrzymujemy

1 _du, 1 dw.

(39) G = —i dA - E dA4 P, T=const.'

Rezultat ten, dobrze znany w liniowej mechanice pgkania pokazuje, ze wielko$¢ G, wpro-
wadzona jako zmienna stowarzyszona z powierzchnig szczeliny, jest po prostu predkoscia
uwalniania energii sprezystej. W ten sposéb pojecie to zostato rozszerzone na przypadek
sprezysto — lepkoplastycznodei [15].

3.1.3. Potencjal dyssypacil. Nieréwno$é Clausiusa-Duhema, W ktbrej y wyrazono przez
zmienne stanu, przyjmuje postac '

(3.10) Pip—GA—bpm > 0.

~ W nieréwnosci (3.10) wyrazenie G4 oznacza energig dyssypowang w procesie pekania.
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Zatézmy ponadto, ze istnieje potencjat dyssypacji ¢
(P(Py G) JI; ue’ T) A’ aP)’

tym razem okre$lony dla calego spgkanego ciala.
Z potencjalu ¢ otrzymujemy stowarzyszone prawo ewolucji szczeliny

. 8(])
(3.11) A= lfﬁ.
gdzie A, jest mnoznikiem skalarnym,

Przedstawione proste wywody opieraja sie na istotnym zalozeniu o obciaZeniu jedno-
parametrowym, z ktérego wynika, Zze wzrost szczeliny zalezy réwniez tylko od jednego
parametru. Rozszerzenie takiego formalizmu na przypadek obceigzef ztoZzonych, ktérych
ewolucja zalezy od wigeej niz jednego parametru, pozostaje problemem otwartym. Chociaz
zaproponowano juz kilka kryteriow postaciowych [15, 33, 34}, to jednak pozostaje do
rozwigzania problem zakresu waznosci tych kryteridw.

3.2. Modelowanle I Identyfikacja. Rozw(j szczelin, spowodowany pelzaniem i zmgezeniem,
w metalach poddanych podwyZszonym temperaturom, gdzie lepkoplastycznosé odgrywa
istotna rolg, jest jeszcze dziedzing mato zbadang, bowiem trudng i to zaréwno z punktu
widzenia teoretycznego jak dodwiadezalnego.

Moina wybraé taka sama metodologi¢ jak w przypadku uszkodzenia, a mianowicie:
— rozsprzezenie efektow lepkoplastycznych i pgkania, czyli

(3-12) (P = (PUP(P) 7!:; ue’ T_: A1 aP)+(Pf(G; ue) T’ A) aP))
— eliminacje¢ zmiennych, ktére maja znikomy wplyw na pekanie, czyli
(3.13) A = ﬁ‘i’l‘g—%ﬂ = 2,2(G, T).

Nastepujacy przyklad pozwala lepiej utrwali¢ podstawowe idee:
— Mode] zmeczenia: réwnanie - PARISA [35], zmodyfikowane w pracy [36] celem uwzgled-
nienia czgstotliwodci f obeiaZenia

6A = CfG;]{f_b.

(3.14) e

Gy oznacza wartoéé maksymalna wielkosci G, osiagang podczas cyklu obciazenia. Cy, 7y
i b s trzema wspolczynnikami, ktére nalezy zidentyfikowaé dla kazdego materiahy i dla
kazdej temperatury na podstawie badan pekania przy do§¢ wysokich czestotliwosciach
{5-10 Hz); np. na prébkach poddanych $ciskaniu-rozcigganiu.

— Model pelzania, skonstruowany w pracy [36]

(3.15) A= C,~<G"

C. i 1. oznaczaja charakterystyczne dla danego materiatu wspolczynniki, ktére mozna
otrzymad z préby pekania przy stalym obcigzeniu,

Na rys. 8 przedstawiono poréwnanie wynikéw teoretycznych z dos$wiadezalnymi,
w odniesieniu do przypadku gdy wzajemne oddzialywanie pomigdzy zmeczeniem a pet-
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zaniem ma postaé wyraznego wplywu czgstotliwosci na predkosé wzrostu. W tym przypadku
predkosé wzrostu szczeliny oblicza sig ze wzoru

da

(3.16) 5 = WEGWCrf="+ [ (VEG)-Clar.
[ okres
mmoykl
da . Y ]
dN L
163:‘ = 10_3
i |
1.0-‘ e 410*
i d —— teor. 1 '
L -~ eksper.
1d5 1 X A 1 ) 10"
10 20 30 40 50
VEG MPa\/m

Rys. 8. Poréwnanie badaf teoretycznych z do$wiadczalnymi nad wzrostsm szczeliny w przypadku zme-
czznia i pelzania. Stop AISI 304, T = 538°C.

3.3. Obliczanie wzrostu szezeliny. W zakresie wymienionych hipotez o obciazeniu jedno-
parametrowym i rozsprzezeniu efektéw sprezystych i lepkoplastycznych w wyrazeniu na
energie swobodng, zmienng G mozna wyznaczy¢ przy pomocy analizy sprezystej, stosujac
na przykiad metode elementéw skoriczonych. Znajac kolejne postacie szczeliny, okreslonej
przez A, wystarczy przeprowadzi¢ obliczenia dotyczice energii sprezystej W, odpowia-
dajacej réznym wartoéciom powierzchni A, przy obciazeniu jednostkowym P = 1. Wéw-
czas mozna wyznaczyé predkoéé uwalniania energii zredukowanej G, [6] metoda inter-
polacji funkcji W.(4)

1 dw,

(3.17) G(A) = 5~

(4, P=1).

Poniewaz G jest proporcjonalne do P2, wiéc jeéli obciaZenie jest dane jako funkcja czasu
w postaci P(¢), to G otrzymujemy z zaleznoSci

(3.18) G(A, t) = G,(4)~ P(1).

Funkcje tg wystarczy nastgpnie wprowadzi¢ do réwnania opisujacego wzrost szczeliny ;
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na przyklad do modelu uwzgledniajgcego oddzialywanie pomigdzy zmeczeniem a pelza-
niem,

64

(3.19) =

= C,GYA, N+ [ C.G(4, 1ydr.

at
Rownanie (3.19) mozna rozwigzaé metoda krok po kroku dla kazdego cyklu o okresie 4z,
przy warunku poczgtkowym '

N=0-4=A4,, {(na przyklad 4= 1 mm?).

W ten sposdb otrzymujemy opis wzrostu szczeliny A(N) az do warunku kruchego znisz-
czenia na skutek niestatecznoéci, zdefiniowanego przez zaleznos¢
G = G, — odporno$é materialu w rozpatrywanej temperaturze.
A oto zbiorcze przedstawienie ,,zycia’” konstrukcji az do zniszczenia
Materiat Rozpoczynanie si¢ Wzrost Zniszczenie
pierwotny szezeliny szczeliny konstrukcji

=0mws> D, =1, A= Agewr A(t)w> A~ 0, dla G= G,

Podziekowanie. Autor, J. LLemaitre, znajacy zaledwie kilka stéw w jezyku polskim,
pragnie goraco podzigkowaé swojemu przyjacielowi, Prof, A. Sawczukowi, za inicjatywe
napisania tego artykulu oraz J.J. Teledze za przettumaczenie z jezyka francuskiego na
jezyk polski.
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Peaomel
PA3PYIIEHHE ITPH YCJIOBUAX MMOJI3YYHECTH

PacuersI IPOrHOCTH COOPY K EHMI Ha paspyliesye B 001emM IPOBOANTCA B IBYX 3TanaX : MOpOMIeHHe

Hienelt ¥ UX pacnpoCTpaHeHHe.

B HCpBOi’! YacTH pﬂGOThX pacCMaTpHBAaeTCA TeOpPETHUECKasl 3ajada MEXCHHKI paspylleHHsa OCHO-

BAHHON Ha umed 3hdeKTuBHBIX Henpsixenuit. ITpH moMoLx TepMoOIMHAMBKH HEOOPAaTHMBIX NPOUECCOB
BBORMTCH HENpephIBHBIN IMapaMeTp pa3pylleHUsa NPHAXOHA K SBOJIOIMOHHBIM YPaBHEEHAM M K CONpa-
YEHHH JedopMalliil ¢ PaapyIleHHeM. DT0 CONPFKEHME HCIONB3YeTCH JIO NOCPENCTBEHHLIX H3MepPersit
paspyLIeHUs TIPM NON3YUeCTH H B IOCJEACTBHH CIOCOOCIBYET HACHTHMULIMPOBAHMIO MOIENY SBOJIOIMH.
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" Bo BTOpO# wact npennaraercs o6obrueHus MOHATHSI CKOPOCTH OCBODOYKIEHHMS SHEPTHH, HIBECT-
HOrO C JuIIeHH0i MEXAHAKH PAspyUIeHHA, HA HeJIMHeHHbBIe 3aJaud BSISKOIUIECTHUHOCTH. Taioke 1 B aToM
CNnyuae TepMoOMHAMMUECKHME MCCAENOBAHUST BEAYT K MOIENM OMHCYIOLed BO3POCT LIEJM 3a LUET . yCTa-
JIOCTH ¥ PAspyLUeHdsl ¢ BKJIIOUEHHEM HX B3AMMONEHCTBHSI,

Summary

FRACTURE IN CREEP CONDITIONS

Determinatin of structure resistance to fracture generally takes place in two stages: initiation of cracks
and their greragation. I the first part of the paper we develop the mechanical theory of fracture, based
upon the notion of effective stress. Using the thzrmodynamics of irreversible procssses, a continuous
variabls of fracture-deformation coupling. This coupling enables to davelop indirect measurements of
creep and fatigue fracture, and hence to identify the models of evolution.

In the second part we present a generalization of the notion of the rate of ensrgy release, well-known
in the lincar fracture mechanics, to problems of nonlinzar viscoplasticity. Also in this case tharmodynamical

consldzrations lead to mod:ls of a crack growth due to fatigue and fracture, the interaction being taken
into account.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 paZdziernika 1981 roku.
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O ZAGADNIENIU ODWROTNYM DLA ROWNANIA FALOWEGO

KRrzYsZTOF G RYS A (POZNAN)
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Wstep

Réwnanie falowe jest w literaturze naukowej chyba najbardziej znanym réwnaniem,.
Rozwigzanie tego réwnania w przypadku jednowymiarowym, gdy x € (a, b), gdzie ai b s3
liczbami skonczonymi, badZ sa réwne nieskoriczonoéci, sa powszechnie znane i opisane
(por. [1, 2, 3] i in.). Malo natomiast spotyka si¢ w literaturze rozwigzaf tzw. zagadmeﬁ
odwrotnych dla réwnania falowego.

Warto tu nadmienié, ze samo okreélenie ,,zagadnienie odwrotne” jest dosyé niejedno-
znaczne. I tak np. szkola radziecka rozumie pod tym haslem zagadnienia wyznaczania
nieznanych, stalych lub zmiennych wspélczynnikédw réwnan réZniczkowych, [4, 11),
badz funkcji Zrédia [21, 5] przy znanym. rozwigzaniu tych réwnan, badz tez problem wy-
znaczania rozwigzania zagadnienia dynamicznego dla 7 < ¢, przy znanym rozwiazaniu
w chwili ¢ = ¢4, [6]. Dla odmiany szkota amerykanska uzywa tego okreslenia w przypadku
zagadnien dynamicznych, w ktérych na podstawie znajomofci rozwigzania réwnania
rozniczkowego jako funkcji czasu w pewnych punktach obszaru okreélonoéci tego rozwia-
zania, poszukuje si¢ warunkéw brzegowych, ktére powoduja taka wlaénie zmienno$é
w czasie rozwiazania w tych punktach (por.-[12, 13, 14, 15] i in.). MozZna zatem z grubsza
podzielié zagadnienia odwrotne na zagadnienia identyfikacji funkcji Zrédla, zagadnienia
identyfikacji wspOlczynnikéw, zagadnienia odtwarzania historii procesu oraz zagadnienia
identyfikacji obcigzen brzegu obszaru. Zwykle zagadnienia brzegowo-poczatkowe nazy-
wane s3 — w odréznieniu od wspomnianych wyzej — zagadnieniami prostymi lub bez-
posrednimi.

Rozwazania na temat zagadnien odwrotnych dla réwnania falowego spotyka sie w li-
teraturze radzieckiej, (np. [7, 8, 21]), sa to jednakze gltéwnie zagadnienia identyfikacji
wspbiczynnikéw lub funkeji z'rédia badZ zagadnienia odtwarzania historii procesu. Na-
tomiast brak jest prac traktujacych o identyfikacji obcigZeri brzegu obszaru, w ktérym
rozwaza si¢ zagadnienie propagacji fal. O takim wlaénie zagadnieniu traktuje niniejsza
praca. . o

Problem identyfikacji dynamicznych obciazeri brzegu sprowadza si¢ w niniejszej
pracy do zagadnienia rozwigzania réwnan catkowych pierwszege rodzaju, typu splotowego,
[9). Zagadnienia tego typu naleza do tzw. zagadnien Zle postawior}ych, [10]. W pracy
pokazany jest spos6éb rozwigzania tego typu zagadnienia w przypadku réwnania falowego.

4 Mech. Teoret. 1 Stos. 1—2/82



50 K. Grysa

Podano réwniez ograniczenia, ktérych spelnienie warunkuje otrzymanie rozwigzania
stabilnego w sensie TICL.ONOWA, {10]. '

1. Sformulowanie problemu

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie propagacji fal w osrodku sprezystym. Réw-
nanie rozchodzenia sie fali ma w tym wypadku analogiczng posta¢ jak np. rOwnanie struny,
czy np. réwnanie rozchodzenia sie¢ dZwigku. Jest to mianowicie réwnanie hiperboliczne.
Dynamiczne obcigZenie brzegu obszaru oznacza w przypadku oérodka sprezystego zadanie
zmiennych w czasie przemieszczen czy obcigzen sitowych na brzegu, podczas gdy np. w przy-
padku struny skoficzonej bedzie to zadane, zmienne w czasie przemieszczenie kofcdw
struny. -

Rozwazany w pracy problem bedziemy — dla ustalenia uwagi — utoZzsamiaé z pro-
blemem drgan struny ograniczonej. Tym niemniej otrzymane wyniki beda funkcjonowaly
i dla innych zagadnien fizycznych, o ile tylko zespdt réwnan i warunkéw opisujacych te
zagadnienia bedzie si¢ pokrywal z zespolem zwigzkéw podanych nizej.

Niech w stanie niewymuszonym struna pokrywa si¢ z osia Ox. Wychylenie struny bQ-
dziemy charakteryzowali przesunigciem u(x, ¢) punktu x w chwili #, prostopadlym do osi
Ox. Przyjmiemy, e napigcie p struny jest stale, podobnie jak i jej gestos¢ liniowa p. Niech
Sfi1(x, t) oznacza rzut na o§ Ou sily dzialajacej na jednostke dlugosci struny, Wprowadza-
jac wspblrzedne bezwymiarowe & = x//, gdzie [ jest dlugoscia struny, oraz r = t;/;/(l ;/E) ,
mozemy opisaé drgania struny réwnaniem

(& - Z)uen=se,n, RV

gdzie f(&, ) = f1(§, ¥)I*[p. © funkcji f(£, 7) zakladamy, iz jest funkcja lokalnie sumo-
walng [3] ze wzglgdu na obie zmienne. Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej przemiesz-
czenia i predkosci punktdw struny sa znanymi funkcjami zmiennej £. Ponadto zakladamy,
ze zadane sa przemieszczenia koficéw struny jako funkcje czasu. Prowadzi to do warunkéw

u(¢, 0) = po($),
ou(é, 7) _
a_r o - pl(é-)’
gdzie p;(§) e C(O, 1), i =0, 1, oraz
u(0, v) = uy(2), :
0, ©) = us(7) (L3)
u(l, ) = u (2.
Réwnanie (1.1) z warunkami (1.2) i (1.3) stanowi dla rozwazanej struny zagadnienie

proste (brzegowo-poczatkowe)., Rozwigzanie tego zagadnienia w transformatach Lapla-
ce’a ma postaé

(1.2)

T

sinh[s{1— 5)]

sinhs

smh(sE)
“sinhs

u(§, s) = uy(s) +ity(s) —— -
_ { sinh(s&) (t4)
Ny

sinhs

f 86, sinh [s(1— 1dé — f £1(E, simh (¢ —ldx).
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Tutaj nadkreslenie oznacza transformate Laplace’a funkcji, s jest parametrem trans-
formacji, oraz

21, 8) = f(€, )= spo(£) — p, (£). : (1.5)

Jedli przedtuzymy funkcje po (&), pi(£) i f(&, 7) na calg prosta O& w ten sposdb, ze [16]
p(&) = —pi(=8), pE+2)=p(é), i=0,1,

JE D = ~f(=6 D, fE+2,1) = fE, ), (1.9

to moZemy wowczas przepisaé rozwiazanie (1.4) w postaci

- _ inh[s(1— h
(&, s) = u.,(s)———sm ]s[isrfhs <)l a() sin (35) +g(5 8), 1.7
gdzie funkcja g(&, 7),"dana wzorem
: 1 ) £t I T E4(@~-0)
-g(f,z)=7[po<5+r)+po(5—r)]+75f P () —70f£ (f) f, Ddxdt,
(1.8)

Jest znanym rozwigzaniem d’Alemberta zagadnienia drgafh struny ograniczonej o koncach
unieruchomionych.

Zatéimy teraz, Zze znana jest zmiennos$¢ funkcji u(£, v) w punktach &, i &,, gdzie
0 < & <&, < 1. Funkcje

w () =u;, 1) oraz  uy(7) = u(é,, 1), _ (1.9)
nazywaé bedziemy wewnegtrznymi odpowiedziami struny (w skrécie WO) na dzialanie

sit f(&€, 1), warunkéw na brzegach, oraz na warunki poczgtkowe. Funkcje te muszg spel-
niaé¢ warunki zgodnosci

u,(0) = po(€1),  u5(0) = po(&2). (1.10)

Celem niniejszej pracy jest wyinaczenie funkeji wy(z) i u,(7), opisujacych przemiesz-
czenia koncow struny, przy znanych WO, oraz przy znanych funkcjach f(&, 1), po(£)
i pi(6)

Zwykle stosowane metody rozwiazywania zagadnien identyfikacji warunkéw brzego-
wych (dynamicznych obcigZzen brzegu) polegaly na rozwiazaniu zagadnienia brzegowo-
poczatkowego dla & € (&, &,), a nastgpnie na ekstrapolacji tak otrzymanego rozwizzania
poza ten przedzial (por. [12, 13, 17] i in.). Jak widaé, przy takim podejéciu WO trakto-
wane sa wstgpnie jako warunki brzegowe. W pracy niniejszej stosuje si¢ podejécie odmienne
od wyzej wspomnianego. Punktem wyjscia jest tu zwiazek (1.7).

2. Uklad réwnan typu splotowego

Je$li znane s3 funkcje opisujace WO, u,(7) i u,(7), i jesli sa to funkcje typu wykladni-
czego, [18], to mozna — na podstawie réwnania (1.7) — napisaé nast¢pujacy uklad réwnan
na transformaty u,(s) i u,(s):

sinh [s(1— EJ)]

sinhs

smh(sf D)

uy(s) = u(s) Hy(s) — -~ +8ns), Jj=1,2. QD

49
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Po odwrbceniu transformat wystepujacych po obu stronach réwnan (2.1) otrzymujemy
d ,
u)(1) = o (DK, ) (K, DI +8(E D, =12, (2D
gdzie

Ki(&, ©) = ) n(z—&=2m)— D n(z+&~2n),

n=0 n=1

o 2.3)
Ko, 7) = Y‘n(r+§,—2n—1) Zn(r £—2n+1).
n=0 n=i

Tu x oznacza mnoZenie splotowe, [2, 18], za$ n(x) jest funkcja Heaviside’a. Sposéb przejécia
od réwnan (2.1) do (2.2) powigzany jest ze specjalng technika sumowania szeregéw trygo-
nometrycznych, ktéra krétko przedstawiono w Dodatku.

Roéwnania (2.2) stanowig uklad réwnan catkowych typu splotowego, [10]. Poniewaz
wyznaczenie poszukiwanych funkcji, u,(7) i 4,(7), na podstawie tych réwnan jest bardzo
kiopotliwe, w niniejszej pracy wyznacza si¢ je na podstawie réwnan (2.1). Jak zatem wida¢,
zamiast rOwnan catkowych rozpatruje si¢ uklad réwnan w postaci przetransformowanej.
Natomiast na podstawie zwiazku (2.2), zapisanego dla dowolnego £ € [0, 1], latwo jest
wyznaczyé rozwiazanie zagadnienia brzegowo-poczatkowego. Ma ono postaé

(&, 7) = Z[ud(r—Zn 8)s Fity(v=2n=1+8),]~

"= (2.4)
— Z[ud(r 20+ 8 tu(rt—~2n+1-8), 1+g(&, T)
n=1
gdzie [1]
u(x) gdy x>0
u(X)+ = { 0 gdy x <O. (2:3)

3. Warunki egraniczajace dla funkcii opisujacych wewnetrzne odpowiedzi

Traktujac uklad rownai (2.1) w sposéb formalny, jak ukiad dwdéch réwnan algebra-
icznych z niewiadomymi #,(s) i #,(s), moZna latwo je wyznaczyé. Otrzymujemy
_ .~ _ sinh(s&;) _ - sinh(sé,)
ud(s) = Sinh(SL) [ul(s)—g(slis)]_ Sl h( L) [ 2(5) g(&Z!'s)]!

inh[s(1 =&, _ ~&)] .- 3 .
SO g, 1 P oo g, 9,

€N))]
i (s) =

gdzie L = £,-¢&,.

Widoczne jest, i nie kazda funkcja u,(r) moze opisywaé WO. Wynika to z faktu, iz
utamki, wystepujace po prawej stronie wzoréw (3.1), sg transformatami Laplace’a dystry-
bucji singularnych, [3]. W ogélnosci, aby formalne rozwiazanie (3.1) bylo odwracalne
i aby po odwréceniu mialo sens fizyczny, muszg byé spelnione nasteépujace warunki:
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1° WO musza mie¢ skonczona granice dla * — 0, oraz dla 7 = o

2° WO musza by¢ ograniczone dla 7 € [0, )

3° Transformaty it,(s) i 4,(s) musza by¢ odwracalne w zbiorze funkcji rzeczywistych,
Oznacza to, Ze je$li pewna funkcja F(v) ma opisywaé WO, to '

| lim F(z)| = |lim sF(s)| < + 0, ' (3.2)
-0+ S+ 0D

Him F(7)| = |limsF(s)| < + 0, . (3.3)
T .50

przy czym zaklada sig, Ze te granice istnieja, oraz

\/ /\ IF(x) <M, M —stala dodatnia. (3.4)
M>01€e(0, )
Ponadto, jesli u(z) jest funkcja opisujaca przemieszczenie ktoérego$ korica struny, to z wa-
runku 3° wynika, Ze musi by¢ speiniony warunek (por. [18], str. 102 i 117)
limu(s) =0 dla Res>x,+6, &>0, (3.5)
S 00
gdzie Res oznacza cze$é rzeczywista liczby zespolonej s, za$ x, jest odcigta zbieznosci
funkcji #(t). W omawianym przypadku z (3.4) wynika, Ze x, = 0.

Zamiast warunku (3.5) wykorzystamy warunek silniejszy, zwiazany z odwracaniem
transformat metoda residudw. Warunkiem koniecznym odwracalnoéci transformaty me-
todg residuéw jest spelnienic przez nig zaloZen lematu Jordana, [18]. Wynika stad, ze aby
F(s) byla transformata, odwracalng metoda residudw, musi istnie¢ taki cigg k, liczb do-
datnich, ze '

[F()is|=ra < Kn, (3.6)

gdzie limk, = 0, limR, = +oo, a ponadto funkcja F(s) musi by¢ ciagla dla [s| = R,,
n—w . n— o0

Res > x, (w naszym przypadku Res > 0).
Nierédwnosé (3.6) mozna zapisa¢ w postaci réwnowaznej, a mianowicie

|F(s)| < ITK”I— dla duzych [s{, 3.7

gdzie K,y > 0,y — dowolnie mala liczba dodatnia.

W rozwazanym przypadku Zadanie spelnienia dla duzych |s| nieréwnosci (3.7) przez
poszczegdlne skladniki prawych stron wzordw (3.1) prowadzi do nastgpujacych ograniczen
na u;(s) oraz g(&, 5), j=1,2:

— —_ K . :
[t,(s)—8(&;, 9l < ﬁ le=sDi|, j=1,2, (3.8)
gdzie Ky, K;, y — stale dodatnie, 0 < &, < &, < 1, oraz
D, = max(&,, 1+&,—2&,), D, = max(1—§,, 26;—&;). 3.9
w szczegblnym przypadku, gdy &, > 0.5 oraz &; < 0.5, otrzymujemy
D, =¢&, Dy=1-§. (3.10)
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Nieréwnosci (3.8) bedg spelnione, jeéli dla 70, D], j= 1,2, beda mialy miejsce
nastgpujace zwigzki:
Ey+r t &+ (z—1)
u_/('”)"‘%{Po(fj‘*‘f)'i'Po(fj—T)‘*‘ f Pl(x)dx—f f f(X,t)dth} = 0. (3.11)

&j~1 0 &-(r—n

Zwrbémy uwage na fakt, iz dla 7 = 0 powyZsze réwnania przechodza w zwigzki zgodnoéci
(1.10).

Réwnania (3.11) okreélaja zwiazki pomiedzy WO a funkcjami po(£), p, (&) i f&, T)
w czasie od chwili poczatkowej do chwili, w ktérej do punktu, w ktérym rejestrujemy WO,
dotrze zaburzenie, wywotane przez warunki na brzegach. Jest oczywiste, ze mozliwoéé
identyfikacji funkcji u,(7) i () na podstawie WO pojawia si¢ dopiero po czasie D;, jako
7e dopiero wtedy wjawni sig wplyw warunkow brzegowych na WO. WO beda zatem opi-
sane funkcjami czasu o przesunigtym argumencie; réwniez w przypadku funkcji g nalezy
rozwazaé jej wartoéei tylko dla v > D;.

Wobec powyZszego transformaty i1,(s) oraz g(&;, s), j = 1, 2, dla ktérych maja sens
zwiazki (3.1), musza mied taka postaé, aby zawartosei nawraséw kwadratowych we wspo-
mnianych zwiazkach mialy postaé

l—‘-J(‘S)—E(E_!’ S) = G(s)e—sP’ P 2z DJ) j = 13 2. (3'12)
Funkcja G(s) musi spetnia¢ warunek
|G(s) |< K3|s|™* dla  Res > xg >0, (3.13)

gdzie X3 > 0, y > 0. Je$li dodatkowo G(s) jest funkcja holomorficzng w pélplaszczyinie
Res > x, (gdzie x, jest dobrane tak, aby spelniona byla nieréwnosé (3.8)), to jest ona
wtedy transformata Laplace’a dystrybucji typu wykladniczego (por. [2], str. 309). Jest to
szeroka klasa dystrybucji, do ktérej naleza m.in. wszystkie funkcje transformowalne.
Gdy WO spelniaja ograniczenia podane wyzej, wéwczas rozwigzanie jednowymiaro-
wego odwrotnego problemu falowego jest stabilne w sensie Tichonowa (por. [10], str: 40).

4. Scisle rozwiazanie zagadnienia odwrotnego

Do odwrécenia transformat danych wzorami (3.1) wykorzystamy nastepujace przed-
stawienie funkcji u;(s) oraz g;(¢,, 5):

D
W,(s) = 7,(s)e=P + f e~*u,(v)d,
4]

0, (4.1)
B(&,5) = B(&), e+ [ eg(E), vdr, j=1,2,
0

gdiie .

i,(7) = u(r+Dyn(),

g, v = g(&,, T'iTDJ)‘r](T), j=1,2. (4.2)
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Wobec (4.1) zachodzg — na mocy (3.11) — réwnoéci
u,(s) =8, 8) = [A)()—E(&), e, j=1,2. (4.3)

Oczywiécie musza by¢ takze spetnione nieréwnoéci

B < BE < =12 (4.4)
W miejsce réwnan (3.1) mozemy zatem napisaé réwnania
) = S e ) H 9= SR i, ()~ s, o)
a) = SECZE o)~ Ber, 9)- (45)
' - S S e -Fe, 91 |

Odwrdcenie transformat danych wzorami (4.5) prowadzi do nastepujacych wynikéw:

u(®) = ZZ( 1y 1sin 282 f [ (e=0| o~

~ (&, Dldi—sin f sm[L(r—t)][u;(t)—g(fz,z)]dz},

2

(4.6)

T

u,,(r):-zL—Z (—1)"+1{sm {1‘1(1-5)] fsin [”T"(z-z)]x
1

n= D3

d

x [ux(1)—g(2, D] dt=sin [%” (a- 52)} Df sin [% <r—z)] [, (1) =g (1, 1] _dz}.

Prawe strony wzoréw (4.6) mozna przedstawi¢ réwniez w innej postaci, poslug_ujﬁc sie
badZ technika sumowania szeregdw trygonometrycznych, przedstawiona w Dodatku,
badz bezposrednio odwracajac transformaty (4.5) na gruncie teorii dystrybucji, [20].
Wykorzystujac wzory zawarte w tablicy B.2 cytowanej monografii otrzymujemy

ul(r) = D s (v+& —2nL), —g(Es, THE ~2L), +

n=0

Fuy(t—§&;—2nL)y —g(&,, T—&~2nL),]-

- Z (uy(v—&—2nL), —g(&y, 7§, —2nL)y +

n=1 .
+u(v+&,—-2nL), —g(é,, v+&,—2nL),],
© ' 4.7
uy (1) = Z[ul('r—-l+fx-2"L)+—g(§x, T—1+&~2nL), +

n=0
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fuy(r4 1=y —2nL), —g(&s, TH1—E—2nL),]—

= Dlus(e+ 1= —2mD), —g(E, 16 =2nL), +
n=1 ‘

+uy(v—1+&,-2nL), ~g(&2, v—1+&—2nL),].
Tutaj
g, 1) gdyt>=0,
g )+ ={ 0  gdyt<O.

Warto zwrécié uwage na fakt, Ze sumy, wystgpujace po prawych stronach wzoréw
(4.7), sa w rzeczywistosci sumami skoficzonymi, gdyz dla kazdej chwili czasu 7 liczba
funkcji, ktérych argument jest dodatni, jest skoriczona. Jest to cecha wspélna rozwiazan
(4.7) oraz (3.4). W przypadku szczeg6lnym, gdy &, = 0, otrzymujemy zwiagzek

u4(7) = u,(7)—g(0, 1), 4.8)
ktéry koresponduje z (2.4), oraz

U (1) = ) [ualr—1-2nk2) 5 +uz(v+1- Qn+ &), —

n=0 .
i (4.9)
—8(52 , TH1=Q2n+1) Ez)+] - Z [ud(T+ 1-2n&), +
n=l1

+uz("-'— 1—Qn—-1)&;), —8(52, 1—1-02n-1)&;),].
Podobnie upraszczaja sig zwiazki (4.7), gdy &, =1, a & € (0, 1).

5. Inne mozliwosci stawiania problemu odwrotnego dla réwnania falowego

‘W miejsce warunkéw brzegowych (1.3) mozna sformulowaé inne warunki. I tak —
w przypadku, gdy réwnanie falowe opisuje fale podhuzna, przemieszczajaca si¢ w nieskofi-
czonej warstwie sprezystej o gruboscei / od jednego jej brzegu do drugiego, przy czym fala
ta wywolana jest zmiennym w czasie obcigZeniem jednego, czy teZ obu brzegéw warstwy,
to zamiast warunkéw (1.3) mozna sformutowaé warunki

ou(, t) _
aE =0 - Sd(-c)) (5 l)
'au(é" T) — '
66 \6-1 = S,('L').

Zagadnienie odwrotne oznaczaloby w tym wypadku problem wyznaczenia funkcji
S4(7) i S;(7) na podstawie WO, przy czym te ostatnie mogtyby by¢ zadane zaréwno wzo-
rami (1.9) jak i innymi. Je§li w dwéch punktach wewnetrznych warstwy (o ktérej — jak
wynika z powyZszych uwag — zaklada si¢, Ze jest w jednoosiowym jednowymiarowym
stanie napreZenia lub odksztalcenia) znane beda funkcje opisujace zmiane w czasie od-
ksztalcen, wéwczas one wiaénie moga stanowi¢ WO. Oczywiscie nalezy powt6rzyé rozumo-
wanie z czgéci 3 pracy w celu ustalenia ograniczen, jakim podlegalyby tego typu WO.
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Motzliwe jest réwniez wyznaczenie obcigzent dynamicznych brzegu przy pomocy WO,
ktorych charakter jest inny niZz charakter tych obciazent dynamicznych. Na przyklad mozna
odtwarzaé obciazenie brzegu warstwy przy znanych przemieszczeniach w dwdéch punktach
wewnetrznych, lub przy znanych funkcjach, opisujacych np. zmiany w czasie przemiesz-
czenia i predkodci w jednym punkcie warstwy. '
Nalezy podkredlié, iz niezaleznie od rodzaju warunkéw brzegowych otrzymane roz-
wigzania odwrotnego problemu falowego maja postaé zblizong do (4.7).

6. Whioski

Przedstawiona metoda rozwiazywania zagadnien odwrotnych, dotyczacych identyfi-
kacii obcigZzen brzegu, moZe byé zastosowana bez zmian do rozwigzywania problemdw
odwrotnych, w ktérych réwnanie rézniczkowe opisujace zmiany badanej wielkosci fizycznej
jest typu odmiennego niz hiperboliczny. Jednakze w przypadku réwnan hiperbolicznych
otrzymane rozwigzanie ma postaé szczegdlnie przydatna dla celéw eksperymentalnych.
Jedli bowiem znany jest zbiér danych dyskretnych, opisujacych odpowiedzi wewnetrzne
dwéch punktéw wewnetrznych, to odtworzenie zmiennoéci w czasie obcigZenia brzegu
obszaru jest szczegdlnie proste. Wystarczy na podstawie tych danych zbudowaé funkcje,
opisujace w sposob przyblizony WO, a nastgpnie wykorzysta¢ wzdr (4.7), ktéry idealnie
nadaje si¢ do obliczen numerycznych. W przypadku ciaglego zapisu danych pomiarowych,
dotyyczqcych wewnetrznych odpowiedzi, (gdy zapis ten odzwierciedla przebieg pewnego
pomiaru), identyfikacja obcigzen brzegu moze by¢ niemal natychmiastowa, o ile dane te
bedg bezposrednio poddawane obrdbce numerycznej wg wzoru (4.7). Oczywiécie konieczna
jest przy tym znajomo$¢ warunkéw poczatkowych oraz obcigZzenia f(&, 1); to ostatnie
zwykle jest badzZ stale, badZ pomijalnie male.

Wydaje sie, Ze przedstawione rozwigzanie jednowymiarowego odwrotnego zagadnienia
falowego mogtoby byé przydatne wszedzie tam, gdzie zachodzi potrzeba okreflenia dyna-
micznego obcigZenia brzegu obszaru, w ktérym mozna dokonaé pomiaréw wewnetrznej
odpowiedzi, podczas gdy niemozliwy jest bezposredni pomiar poszukiwanej wielkosci
na brzegu.

Dodatek

Wystgpujace we wzorze (2.1) utamki sg postaci sinh(sx)/sinhs. Po pomnozZeniu i po-
dzieleniu takiego ulamka przez s otrzymuje si¢ wyraZenie sf(s), dla ktérego mozna latwo
wyznaczy€ retransformate

sinh(sx)
ssinhs

L-1(J(9) (3) = sz-*( )(r) -

(D.1)

( ;}11)" sinfzn(z—x)].

= x4 2’%sin[nn(r+x)]— ‘_2;

Szeregi wystepujace po prawej strbnie wzort. (D.1) maja argumenty funkcji trygono-
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metrycznych spoza przedziatu (0, 1), przez co niemozliwe jest bezpodrednie wykorzystanie
odpowiednich wzoréw sumacyjnych, zawartych np. w pracy [19]. Jednakze wykorzystujac

zwigzek
sin(zny) = (—1)"Msin[rn (y—EQ))], (D.2)

_gd21e E() jest funkcja o warto$ciach réwnych czgdei catkowitej argumentu, mozna spro-
wadzié argumenty funkcji wystepujacych po prawej stronie wzoru (D.1) do przedziatu
(0, 1). Dokonujac przejécia granicznego z x do 1 we wzorze (5.3) z pracy [19], oraz wy-
korzystujge (D.2) mozna wyprowadzié¢ nastepujacy zwiazek:

Z I sineam) = ——+2, ny—21—1), ye(—1,w).  (D.3)

n=1

Podstawienie prawej strony wzoru (D.3) do wzoru (D.1), a nastgpnie wykorzystanie faktu,
iz operator s jest transformata operatora ro:chszWego c')/(')r prowadzi bezposrednio
do wzoru (2.2).
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Pecaome

HEKOTOPASA OBPATHASA 3ATAYA OIS BOJHOBOI'O YPABHEHWA

B craTpH NMpencTaByieHa OJHOPa3sMePHAa NMpobiieMa HAEHTHM(hHKAUUMH KPaeBbIX YCIOBHMM IJIS1 KOHEeY-

Hoit ctpyus). IIpcoBpasoBanue Jlannaca peutenust sToH 3aJaun HAXOMATCS HA OCHOBE DeLIeHis] Harajib-

1o — Kpaesoil 3apaun npoparauuy Boad., Onpefenserct yoioBus ansd (MyHKOMH HONYCKAEMbIX INs

y300parKeHH s TaX HA3bLIBAEMBIX BHYTPEHHLIX OTBETOB, a IIOTOM OMPENEsIaeTCst W MHCKYTHPYETCS TOUHOE
" pellleHHe NpPoONIEMb.

Summary

ON AN INVERSE PROBLEM FOR WAVE EQUATION

The one-dimensional problem of a boundary condition idzniification for a finite cord is considered.
Solution of an initial-boundary valuz problzm of thz wav: propagation is exploited to obtain transformed
form of a formal solution of the problem. The conditions imposed on the admissible functions describing
so-called internal responses are scttled and then the exact solution of the problem is found and discussed.

Praca zostala zlozona w Redakcfi dnia 8 wrzesnia 1981 roku.
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1. Wstep

Wiele procesdw wystgpujacych w technice i badaniach naukowych jest opisanych
réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu typu parabolicznego:

div(K gradu) — %‘.} =0, (1.1)

~ z warunkiem brzegowym:
i gradu+o(u—uy) = 0. «(1.2)
W ogdlnym przypadku wspdiczynnik K moze byé funkcja postaci
K = K(P,t), PeV,
a wspéiczynnik « moze mieé postaé
o= oa(d,t) AdeV.

Tutaj V jest wnetrzem obszaru, w ktérym przebiega proces, dV jest brzegiem tego ob-
szaru, 71— normalna zewnetrzna do brzegu, u, — wielkodcia, do ktérej odniesione sa
wartosci funkeji u. W dalszej czgéci pracy wspélezynniki K 1 a sa przyjete jako stale. Wspdi-
czynnik K opisuje przebieg procesu w obszarze ciala, a wspdlczynnik a charakteryzuje
zjawiska zachodzace na powierzchni. Znajomo$é wspdiczynnikdw wystgpujacych w opisie
matematycznym procesu niezbgdna jest do analizy przebiegu procesu. W pracy przedsta-
wiono jedna z mozliwych metod wyznaczenia powyZszych wspélczynnikéw. Zazwyczaj
stale takie wyznacza si¢ poprzez pomiar pewnych wielkosei na powierzchni prébki lub
w jej wnetrzu, Metoda przedstawiona w pracy bazuje na efektach globalnych dajacych sig
zmierzyé w otoczeniu proébki, np: iloéé ciepla wymienionego z otoczeniem w procesie wy-
miany ciepla, lub zmiany wagi prébki w przypadku procesu dyfuzji.

Podstawowym narzedziem analizy prowadzonej w pracy jest technika transformat
Laplace’a [3] i wynikajacy z niej rachunek splotowy. Transformate Laplace’a funkcji
J(¢t) definiuje si¢ nastgpujaco:

fls) = LU = [ fye*d1, - (1.3)
0

gdzie s — parametr transformacji.
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Z uwagi na wykorzystanie w obliczeniach rachunku splotowego koniecznym jest po-
siadanie pelnych danych dotyczacych przebiegu procesu. Przez peine dane w tym przypadku
rozumie si¢ dane od poczatku procesu do co najmniej badanej chwili czasu. ‘Do opisu
funkcyjnego wynikéw eksperymentu proponuje si¢ w pracy uzycie splajndw [8].

Problem dos$wiadczalnego wyznaczenia stalych charakteryzujacych procesy opisane
zagadnieniem brzegowym (2.1)=-(2.4) rozwazany by} wielokrotnie. Najczgsciej spotykane
metody opieraja sig na znajomosci (z pomiaru) zmiennosci w czasie wybranej wielkoéci
wewnatrz obszaru. Wspdlczynniki wyznaczone sa badz metodami iteracyjnymi (np. [12],
[13]), badZ poprzez skomplikowane obliczenia analityczne (np. [14]). W nfektérych pracach
badana jest jednoznaczno$¢ i istnienie rozwigzan problemu, polegajacego na wyznaczeniu
stalych przy znanym przebiegu procesu w punkcie wewngtrznym obszaru (np. [4]). W ni-
niejszej pracy, jak wspomniano wyzej, proponuje si¢ metodg wyznaczania statych, opartg
o pewne efekty globalne. Tego typu podejscie nie wymaga wprowadzenia do wngtrza
probki czujnikéw pomiarowych, ktére zawsze zakidcaja przebieg procesu.

2. OkreSlenie zmian globalnych zachodzacych w ciele

W pracy rozwaza si¢ zagadnienie jednowymiarowe. Rozwazania prowadzi sie jedno-
czeénie dla warstwy, walca i kuli, tzn. Ze obejmuja one trzy podstawowe geometrie. Uzys-

kuje si¢ to przy pomocy parametru ksztattu f. Réwnanie rézniczkowe (1.1) przyjmuje
postaé: :
u 1-28 ou 1 ou’

T w Ka @

gdzie
dla walca g =0,
dla kuli g = —0.5,
dla warstwy g = 0.5,

Warunek brzegowy (1.2) bedzie mial w przypadku rozwazanych cial postaé

ou
— 4 qu

or. = 0. (2.2)

r=R

Warunek poczatkowy przyjeto niezalezny od wspdirzednych przestrzennych

;o0 = Ug. _ (2.3)
Ponadto przyjeto warunek symetrii (dla warstwy — warunek izolacji)
oul| ° ' '
e 0 _ 2.4)

Sformulowane zagadnienie brzegowo poczatkowe (2.1)+(2.4) po przetransformowaniu
przyjmie postaé:

*u 128 du  su . u

I S
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ou

5 Halar =0, B (2.5)
ou
o=

Rozwiazanie zagadnienia (2.1) do (2.4) w transformatach Laplace’a ma postaé.

_ ot s(pr) Ug
u = e +—, 2.6)
[T, p(pR)+ al_p(pRIRF T (2.6)
gdzie p = l/s_kTi I,(x), — zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzedu ». Zmiane:
wielkosci globalnych mozna opisaé zaleZnoémq

f(uo—u)r dv, . .7

gdzie F oznacza: w przypadku kuli jej powierzchnie calkowita, w przypadku walca czgsé
powierzchni bocznej, uzyskana przez wycigeie z nieskoriczonego walca jego czgéci, ograni-
czonej dwoma p{aszczyznami'prostopad%ymi do jego osi; V oznacza w tym przypadku
objetosé odcietej czesci. W przypadku warstwy o grubodci R, F oznacza pole powierzchni
tej podstawy graniastostupa, na ktérej jest okreslony warunek (2.2); ¥V oznacza objetosé:
tego graniastostupa. Wspétezynnik r, jest okreslony poprzez fizyke procesu (porownaj
czg$é 6 pracy). Zwiazek (2. 7) mozna przeksztalcié do postaci:
R

.
T, = ooy f roto—u)ri=20dr. 2.8)
t

PoniewaZ rozwigzanie zagadnienia (2.1) do (2.4) jest podane w transformatach, za-
leznodé (2.8) nalezy réwniez przedstawi¢ w transformatach. Przy obliczaniu transformaty
prawej strony zwiazku (2.8) wykorzystuje si¢ twierdzenie Fubiniego o zamianie kolejnosci
calkowania [2]. Po tych przeksztalceniach otrzymuje sig

R

= 1 -
ST
0

Wstawiajac (2.6) do (2.9) ostatecznie ‘otrzymamy:

T roatioli— p(PR)

To= sp[pIy _p(pR)+ oI 4(pR)] (2.10)

3. Wyznaczenie stalych charakteryzujacych proces
Poniewaz do wyznaczenia sa dwie stale, wygodnie bedzie wykorzysta¢ dwa doswiadcze-
nia; stala K nie zmienia si¢ w obu do$wiadczeniach, natomiast stala & ma postaé:
o =dpa, i=1,2, (3.1)

oy — wielko$€ niezalezna od doswiadczenia, ktéra wyznaczymy
- &; — wielko$¢ zalezna od do§wiadczenia, znana lub zadana (pordwnaj czgs¢ 6 pracy).
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Wstawiajac (3.1) do (2.10) otrzymujemy zaleZnoéci na nieznane wspdiczynniki

T oo rooa, I g(pR) 1, .

o sp[pl;-p(pR) + 0o a,1_p(pR)] ’

Po prostych algebraicznych przeksztalceniach otrzymamy nastgpujace zaleznosci po-
zwalajace oznaczyt wspdlczynniki

P=1,2. (3.2)

1 a ’faz —a, il I_s(pR) = =
— = Ty—Ty2), (3.3
w5  ara; pl_gpR) T~ To2 )
1 = = I,_3(pR) — —
'u—o‘ (T, Tpp)(ay—ay) =1y ;}*&W la, T,2—a, T, 349

Po odwréceeniu zaleznodci (3.3) i (3.4) otfzymamy wzory prowadzace do wyznaczenia
poszukiwanych stalych:
1 ay Taz(t)_aZTgl(t)

% = oy Fy O T —=T, (1" (3.5
T O T (-0 = oGOl T (D=0 Ty Olto. (3.6
Tutaj
F,(t) = iRK—g n(t)exp [— /}z{; Kt], )

G.1) = R+ 2 (1),

J(p) =0,

gdzie 7(t) jest funkcja Heaviside’a, [3], zaé J,(x) — funkcja Bessela I rodzaju rzedu ».

We wzorach (3.5) i (3.6) wystepuja sploty, ktérych istnienie jest zapewnione na mocy

twierdzenia Titchmarsha [7, str. 28]. Podstawowa zaleta zaleznosci (3.5) jest mozliwo$é
bezpodredniego wyznaczenia wspélczynnika oo, jezeli znamy wspdlczynnik XK. Pewna

niedogodnosécia zaleZznosci (3.6) jest konieczno$é stosowania iteracji do wyznaczenia

wspdlczynnika K. Mozna réwniez wymnozy¢ stronami zaleznoéci (3.3) i (3.4). Otrzymamy

wtedy prosta zalezno$¢ pozwalajaca okredlié w sposéb bezposredni iloczyn oo K:

uoKaoalaz%(’I—},,—ﬁz) = sfgl f,z(al—az). 3.7
Po odwrdceniu i uporzadkowaniu otrzymamy
T T (0] (@ —a2)
uoayarn()+[ T, (= Ta(]

Kao = (3.8

4. Opis wynikéw doSwiadczenia.

" Wyniki eksperymentu sg przewaznie okreélone dla chwil czasu, tworzacych pewien
zbidr : . ‘
T {t}e<0, T); i=0,1,2,3... @.1)
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Wyniki sa zapisane jako zbiér wartosci {f;} w chwilach czasu {t;}. W przypadku gdy opis
jest dany w innej postaci to zawsze mozna go do powyZszego opisu sprowadzié, Wyko-
rzystujac zbiér danych pomiarowych {f;} mozna, w sposéb przyblizony, opisaé funkcje
f(t) przy pomocy splajnu [8]. Otrzymujemy

J
1) = Aoty + ) Ait—y (4.2)

1=1

gdzie J jest liczba wynikéw (odczytéw) pomiardw.
Wspdlczynniki A; okre$lone sg zwigzkami

i fa— Aotz
Ag=""; A =7
0 1y ! (=1 )"
Pl (4.3)
Sor1— Ap(tpy 1= 1) —Aotyyy
A - m=1 -
? (tn+1_tp)"

gdzie
(t—1)% = (—t)"n(t—1)

5. Koiicowa postaé wzordw
Do konicowego zapisu wzordw (3.5), (3.6), (3.8) wygodnie jest uzyé splajnu pierwszego

rzedu, tj. splajnu okre$lonego zwiazkiem (4.2) dla n = 1. Mozna oczywiscie uzyé takze
splajnéow wyZszych rzgddw. W tym przypadku df. (4.2) sprowadza si¢ do postaci

J
)= D Al—1),, =0 (5.1)
I=1 . .
gdzie

p-1
Sor1— 12:) Aty —1)s

e )

H Ao=il‘-
1y

A, (5.2)

Ze wzgledu na jednolito$é zapisu, a nie zmniejszajac ogdlnoécei rozwazan, mozna za-
tozy¢, ze funkcje T, i ng, zbudowane wedlug wzoru (5.1), czyli w oparciu o zbiory danych

" pomiarowych, mozna opisaé na tym samym zbiorze chwil czasu {/,}, co znacznie upraszcza
zapis ostatecznych wzordw. W zwigzku z powyzszym opis, wynikéw bedzie postaci

J
8

T, = 2 A(t—1)4,
i=0

J (5.3)
T = Z B/(t—1)+,
i=0

5 Mech, Teoret. | Stos. 1—2/82
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gdzie

Tot,p+1— 2 Atyyr— ) .
A‘ = ’ Ao = —"; (5.4)

thrr—tp t

podobnie okresla si¢ B;.
Ostatecznie wzory (3.5), (3.6) i (3.8) edpowiednio przyjma postaé

N J
1 ‘Zo(ﬂxBi—azAt) (t—1)+
a? N a,a; . M,_g ’ 9
J .
1 —
Z A B(t—t,—1)% i B roM_pguo, (5.6)
1.1=0 ' '

J
3120 A By(t—t,—1t)5(a, —ay) .
Kao = = 5 , 5.7
2u0] 2 At—ti = 3 Bilt—1)3]

gdzie

J J
_ 1 R(t—t).(a; Bi—a,A) Y R3(ayBi~a, A)n(t—t)
M, = - Z 4(1-B) + 2 K *

{= {=0

ZnK :
®_exp [—'F;zz (t—t,)]‘
Hy '

x 1—16(1—B)*2— p) (5.8)

n=0

Najwygodniejszym podejéciem'do oznaczenia wspdlezynnikéw o, i K jest:
1. rozwigzaé réwnanie (5.6) ze wzgledu na K przy pomocy kolejnych przyblizen -
2. przy znanym wspélczynniku K ze wzoru (5.7) wyznaczy¢ wspéiczynnik op.

6. Przyklad interpretacji wspélczynnikéw

Rozwazmy nagrzane. do stalej temperatury wzglednej u, cialo w ksztalcie warstwy,
kuli lub walca nieskoniczonego, na powierzchni ktérego majduje si¢ cienka powloka
o gruboéci 8, gdzie :

8 <R. (6.1)

Ze wzgledu na przyjecie zatoZenia (6.1) moZna przyjaé, ze
— krzywizng powtoki moZna zaniedbaé
~— przeplyw ciepla w powloce jest ustalony. .
Niech funkcja u,(r, ¢) opisuje rozklad temperatury w warstwie (kuli, walcu), a u,{r, ) —
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w powloce. Proces ochladzania takiego dwuskladnikowego oérodka quzier opisany réw-
naniami
0%u, 4 128 du, 1 duy

ar? r o K e % (6.2)
2 .
—aa—;f— =0 y (6.3)
z nastgpujgcymi warunkami:
— warunki sklejenia
[9: —q2ll;=r = 0 réwnoéé strumieni ciepla, 6.9
[ur —u3llr—r = 0 réwno$¢ temperatur, (6.5)

— warunek brzegowy dla powierzchni zewnetrznej
Uslregss = 0, (6.6)
— warunek poczatkowy dla ciata
Uili=o = Uo, 6.7
Stale maja nastepujacy sens fizyczny:
K, — wspOlczynnik wyréwnania temperatury
. 2
0,
A, — wspolczynnik przewodnictwa ciepla,
o, — gestosé ciata,
¢, — cieplo wladciwe przy stalym ciénieniu.
Strumien ciepla § okreélony jest nastgpujaco:

§= —gradu 69

Dla ciata i pokrywajgcej go powloki mamy

(6.8)

=

" du
e (6.10
-2 du, -10)
q2 - 2 ar .
Stad zaleno4¢ (6.4) przyjmie postaé
6u1 _ au)_ _
}"—6/-_ = 127’.— dlar=R (6.11)

~ zagadnienie rozkiadu temperatury w powloce pokrywajacej rozwazane ciato jest opisane
nastgpujacymi réwnaniami: : -
0%u,
or? _
u2|r=R+6 = 0,
trler = U (R, 1)

=0,
(6.12)

5
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Rozwiazanie tego zagadnienia ma postaé

Uy, = ﬂ(lg’t) (R4+68-r); re(R,R+9). . (6.13)
Ostatecznie zaleznoé¢ na strumienie (6.4) przyjmuje postac:
-, Ouy u,
it -t = 6.1
Ay + 2, = . 0, (6.14)

czyli dla rozwaZanego ciala otrzymamy na rozklad temperatury zagadnienie
9%u, 4 1-28 ou, 1 ouy

or? r or K, ot = 0’-
3 s (6.15)
u 1
a—rl'*’TtF“xr:R: 0;  uyli=o = Uo.
Szukanymi stalymi sa:
. Ay
K, 1 op= 7’

zatem nalezaloby w celu ich wyznaczenia przeprowadzi¢ dwa doswiadczenia z réZnymi
gruboéciami powtoki. Mamy przy tym
1 1
—dT, a2 = 0—2.
Mierzong wielkoécia globalna byloby cieplo przekazane otoczeniu przez powierzchnig
jednostkows:

d, =

(6.16)

R

Lo |

Or = grag | "M io—u)c,0dr. (6.17)
0' -

Jak zatem wida¢, w tym wypadku
Fg = Cp@- (6.18)

Znajac Q,(¢) i O,(t) przy odpowiednich @, i @, mozemy wyznaczyé wspdtczynniki prze-
wodnictwa ciepla A, i 4, ze wzordw (5.6) i (5.7) przedstawionych w pracy.

7. Whnioski

Przedstawiona w pracy metodyka oznaczania wspofczynnikéw charakteryzujacych
wspomniane we wstgpie procesy, pozwala efektywnie je znalezé w przypadku, gdy sa one
stale (nie zaleza od zmiennych niezaleznych (r, t) oraz od procesu). Szczegdlnie prosto
daje si¢ wyznaczyé wspolezynnik o, przy znanym K, lub iloczyn obu wiclkoéci ze wzoru
(5.7). Iloczyn ten nie zalezy w sposdb bezposredni od przyjetych ksztattéw prébek, a tylko
od mierzonych wielkosci globalnych. Zaleta metody jest mozliwo$é wyznaczenia wsp6t-
czynnika K niezaleZnie od nieznanego o, (por. wzér (5.6)). Cecha zaleznosci (5.5) do (5.7)
jest wystgpowanie w nich czasu jako parametru, od ktérego to wspotczynniki a, i X po-
winny by¢ niezalezne. Wlasno$¢ ta pozwala, w przypadku wynikéw obliczen wskazujacych
naich zmiennoé¢ w czasie, okresli¢, na ile postawione zagadnienie (2.1) do (2.4) odpowiada
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rzeczywistemu procesowi. Wystepowanie w koncowych wzorach (5.5) do (5.7) sum’ nie
stanowi — wobec coraz bardzicj dostepnej techniki obliczeniowej (komputery, mini-
komputery, kalkulatory programowalne)— powaznego utrudnienia. Czeéé sum jest
skonczona, a ilo$¢ wyrazéw zalezy od opisu wynikdéw eksperymentu, za§ sumy nieskon-
czone wystgpujace we wzorach s szybko zbiezne z uwagi na wystepowanie czlondw
wyktadniczych. Proponowana metoda wyznaczania wspdlczynnikéw bedzie réwniez
funkcjonowaé jes$li w miejsce opisujacych proces wielkosci zostana wziete odpowiednie
strumienie, czy predkosci. Mozna réwniez otrzymaé podobne wyniki przy innym posta-
wieniu wyjsciowego zagadnienia brzegowo — poczatkowego.
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METOJI OTIPENEJIEHUSA KOO DPUUEHTOB, KOTOPLIE XAPAKTEPBI3VIOT TIPOLECHL
H30BPAXKEHBIE YPABHEHUEM ITAPABOJIMYECKOTI'O THUIIA

B cTaThM aHannsmpyeTcs NpoGlieMbl BLIYKC/CHUS, HA OCHOBE SKCIEPHMEHTA, KO3(WGHIEHTOR KOTO-
pble HAXOJATCSA B XpaeBO HayaJiHOK sapmaum mapabonuyeckoro Tuna. KoadoduueHnTnr onpenenenni Ha
OCHOBE HEKOTOPbIX oGUMX adhdexTax. YTOGBI MOMYUHTE KOHIOBbIE COOTHOLUEHHS HCIIONB3YCTCA UHTET-
panbHoe upeobpasopanye Jlamiaca u cBeproBbld aHamu3. K n306panceHd pe3yJbTaTOB JKCIIEPHMEHTA
B Buae QYHKLMHE UCTIOJB3YETCA CILNAiHbI. Pe3ynpTaTh! TIpEACTaRIeHEL B CTATHH UMEIOT 0COBEHHO NpOCThI
BH/ KOTA3 Pe3yNbTAaThl 3KCIOEPUMEHTa H300pa)KeHB! C TOMOILIO CIINAfHOB NEPBOro NMOpPAAKE.

Summary
METHOD OF DETERMINATION OF THE COEFFICIENT CHARACT ERIZING THE PROCESSES
DESCRIBED BY PARABOLIC EQUATION

In the paper a method of determination of coefficients in the boundary-value problems of the parabolic
type is considered. The approach takes into account the experimental results and is based on some global
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effects. The Laplace transform techniques and convolution analysis are exploited to obtain the formulas
defining the coefficients. In order to represent the experimental data in the analytical form a spline approxi-
mation is used. The results have especially simple form when the splines of the order 1 describe the measuring
data.

-

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 wrze$nia 1981 roku.
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METODY OKRESLANIA LICZBY BIOTA I WSPOLCZYNNIKA
PRZEJMOWANIA CIEPLA

KrzyszToF G RYSA (POZNAN)

Instytut Mechaniki Technicznej
Politechniki Poznatiskiej

Spis oznaczen

Aof(D) — funkcja obliczona na podstawie funkcji S,0, S, T, itd.

A D — funkcja obliczona na podstawie funkcji $,0, S, T, itd.
o — wspoélczynnik przejmowania ciepta
oy = 7N
oy — wspdlczynnik rozszerzalnoéci ciepinej
Bi = aTh — liczba Biota
J1} — parametr ksztéltu; = +0.5, 0, —0.5 dla warstwy, walca lub kuli
ox*(1—2)
Cp — ciepto wlaéciwe przy stalym ciénieniu.
Ar — krok czasowy przy pomiarze temperatury medium grzejacego
Ae — krok czasowy przy pomiarze WOT
a4, — krok czasowy przy pomiarze WOP
ege(£, T) — odksztalcenie
G — modut $cinania
h — grubos$¢ warstwy
L(x) — zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzgdu »
J, (%) — funkcja Bessela I rodzaju, rzgdu »
k=2E on
1—v
x = Qi — wspdlczynnik dyfuzyjnosci temperaturowej
P
A — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego
4
An = -5 @2n--1)
Hn — kolejne pierwiastki réwnania Jg(u) = 0
y — liczba Poissona

q(¢, 7) — strumien ciepta
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o0 — gesto$c

5 — parametr transformacji Laplace’a

Sof(?) — przybliZenie fonkcjif(t) przez funkcj¢ schodkowa

S, /() — przyblizenie funkcii /() przez funkcje odcinkowo-liniowa

o) — naprezenie

t —czas

Ti(x) — temperaturg medium grzejacego warstwe, obliczana wzgledem tem-

peratury odniesienia T,

T, = T(p4y) —wynik pomiaru temperatury medium grzejacego w chwili czasu
pAr,p=1,...,P

T = Z—i — liczba Fouriera (bezwymiarowy czas)

O¢, 1) — temperatura punktéw warstwy, obliczana wzgledem temperatury

odniesienia T, ,
O, = O(&*, kAe) — wynik pomiaru temperatury w punkcie wewnetrznym ciala w chwili
czasu kdg, k =1,...,K

O,T, 4, ... — transformaty Laplace’a funkcji@, T, u, ...
u(f, 7) — przemieszczenia punktow warstwy )
u, = w(&*, rAd,) — wynik pomiaru przemieszczenia w punkcie wewnegtrznym ciala
wchwilird,, r=1, ..., R
woOP — wewngtrzna odpowiedZ przemieszczeniowa
wor — wewngtrzna odpowiedz temperaturowa
Y, (%) . —funkcja Bessela Il rodzaju rzedu »
7(x) — funkcja Heaviside’a
x — wspolrzgdna przestrzenna
&= x/h — przestrzenna wspoirzedna bezwymiarowa
&* — punkt, w ktérym znana jest WOP lub WOT; &* € [0, 1]
* — mnozZenie splotowe
Wstep

W wieln przypadkach w technicé znajomo$é wspdlczynnika przejmowania ciepla
odgrywa istotna rol¢. Wyznaczanie tego wspdlczynnika jest bardzo trudne z uwagi na to,
iz umieszczanie czujnikéw (termopar czy innych) na powierzchni elementu maszyny za-
kidca warunki nagrzewania. Czgsto umieszczenie czujnika na ogrzewanej powierzchni
jest bardzo utrudnione (Scianki silnikéw odrzutowych czy spalinowych, topatki turbin itp.)
lub nawet niemozliwe (np. na powierzchniach wspdtpracujacych). Trudnosci zwiazane
z wyznaczaniem liczba Biota i wspoélczynnika przejmowania ciepta sa znane (por. [1],
a takze [2, 3] iin.), a kolejne metody ich wyznaczania, proponowane w literaturze dajg —
przy tym samym zestawie danych wyjsciowych — czesto znacznie rézniace sie od
siebie wyniki (por. [2] i [4]). Niekt6re spo$réd proponowanych metod zawieraja niedomo-
wienia znacznie utrudniajace ewentualne ich wykorzystanie (np.- [5]); inne prace oferuja
metody bardzo zlozone, dla ktérych brak jakiejkolwiek weryfikacji eksperymentalnej czy
numerycznej (por. [3]).
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W niniejszej pracy rozwaza si¢ pole temperatury w warstwie o grubosci # w przypadku,
gdy jedna z jej powierzchni ograniczajacych jest cieplnie izolowana, za$ na drugiej powierz-
chni mamy do czynienia ze swobodng wymiang ciepta pomigdzy no$nikami ciepla, a roz-
wazang warstwa. Zaklada si¢, Ze temperatura poszczegdlnych punktéw warstwy zalezy
tylko od odleglosci od powierzchni izolowanej oraz od czasu. Tak wigc rozwazane jest
zagadnienie jednowymiarowe. Wzory, okreslajace liczbe Biota, wyprowadzono przy wy-
korzystaniu transformacji Laplace’a.

Zagadnienie wyznaczania wspotczynnika przejmowania ciepla nazywane jest czasami
zagadnieniem odwrotnym przewodnictwa ciepla (por. [2, 6] i in.). W niniejszej pracy
zagadnienie to potraktowane jest nie tylko inaczej niz w pracach [2, 3, 4] czy [5], lecz takzZe
szerzej. Proponowane poniZej dwie metody okreslania liczby Biota i wspolczynnika przej-
mowania ciepta bazuja: pierwsza — na odwrotnym zagadnieniu przewodnictwa ciepla,
za$ druga —na odwrotnym zagadnieniu teorii napr¢zen cieplnych, W pracy podano
takze mozliwoéci uogdlnienia metody na przypadek cial o innej geometrii (kula, walec,
ew. warstwa sferyczna i rura), jak réwniez przedyskutowano inne mozliwe podejscia do
rozwazanego problemu. Otrzymane wyniki zilustrowano przykladem numerycznym.

1. Zagadnienie odwrotne przewodnictwa cicplnego

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa ciepta w cieplnie izotropowej.
warstwie o grubosci h. Przyjmijmy, Ze 0§ Ox skierowana jest od dolnej powierzchni war-
stwy, bedacej powierzchnia o réwnaniu x = 0, w gére. Ponadto zaloZzymy, Ze dolny brzeg
warstwy jest cieplnie izolowany, za$ na brzegu gdérnym mamy do czynienia ze swobodna
wymiang ciepla. Warunki poczatkowe dla temperatury przyjmiemy jednorodne. Wpro-
wadzajac bezwymiarowe wspotrzedne £ = x/h oraz 7 = xt/h* mozna sformutowaé naste-
pujace zagadnienie brzegowo-poczatkowe: :

a2 d '
(2~ 26w =0, (1.1
90
73?\5:0 =0, . (1.3)
36 )
BE e —Bi[&(], r)—Tf(?)]- . (1.9

W dalszym ciggu rozwazan plaszczyzne o réwnaniu & = const bedziemy identyfiko-
waé — z uwagi na jednowymiarowo$¢ zagadnienia — z punktem o wspdirzednej £.

Aby wyznaczy¢ liczbe Biota Bi przyjmujemy, iz temperatura 7,(7) medium grzejacego
warstwe jest znana funkcja czasu oraz Ze znana jest zmienno$¢ w czasie temperatury
w punkcie o wspdlrzednej &* (tzw. wewngtrzna odpowiedZ temperaturowa, w skroécie
WOT); & € [0, 1]. Zaréwno WOT jak i Ty(tr) mozZe by¢ przy tym dana w postaci zbioru
danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw.
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At;y wyznaczyé liczbe Biota na podstawie WOT i Ty, nalezy rozwigzaé zagadnienie
(1.1)- (1.4). Po prostych obliczeniach otrzymujemy nast¢pujaca postaé transformaty
Laplace’a temperatury

Bicoshé | s

O, s) = T(s — - — . 1.5
(&8 = Tl V/s sinh /s +Bicosh /s (19
Przeksztalcajac wzor (1.5) otrzymujemy zwiazek
— . cosh&y/s 1 = 1 = sinh /s
TS—'*—*‘——*":.T:"—’@E)S'*"_.‘@E,S"_%_ 1.6
'r()scoshy/s 5 TR )]/s cosh /s ( )

Odwrécenie transformat po lewej i prawej stronie zwiazku (1.6) nie nastrgcza trudnoéci.
Otrzymujemy réwnanie

’I;I(T)* [l +2 2 (—)‘1)" COS(“n)e—m] = 7(1)+O(¢, 1)+ —]—;—0(5, 7)* Ze“:',
n=l " n=] .
skad
20(¢, 7)x S‘ g=tr
Bi = = = . (.7
Ty(7)+ [1+2,,§ (_a,l) cos(fln)e":'] —n(1)* O, 7)

Zatézmy teraz, iz zaréwno WOT jak i Ty znane sq w postaci zbioréw danych dyskret-
nych, pochodzacych z pomiardw. Przyjmijmy, Ze obie serie pomiardw zostaly rozpoczete
w tej samej chwili czasu, ktdra jest jednocze$nie chwila poczatkujaca proces nagrzewania.
Zalozymy, Ze kroki czasowe w obu seriach pomiaréw sa stale i wynosza, odpowiednio,
de i Ay. Wowczas mamy do czynienia ze zbiorami {0 }ey,...x 0raz {Tp}pa1,...r Opi-
sujacymi zmienno$é funkeji O(£*, 7) i Ty(r) w chwilach czasu réwnych odpowiednio
kdg i pAr. Przyjmujemy przy tym, ze chwile K4 i PAy nie sa zbyt od siebie odlegle;
liczb¢ Biota bedziemy bowiem okreélaé w przedziale czasu [0, min(Kde, PAyr)]). Majac
oba wspomniane zbiory danych latwo mozna skonstruowaé funkcje, opisujace w przy-
blizeniu zmiennosé @(&*, t) i Ty(7) w czasie. Najprostszymi tego typu funkcjami ciaglymi

53 splajny [7]; najbardziej ,,zgrubne” przyblizenie obu funkcji mozna uzyskaé aproksy-
mujac je funkcjami schodkowymi.

I tak — aproksymacja WOT oraz T, przy pomocy funkcji schodkowych prowadzi
do wzoréw

P
Ty(v) = SoTy(v) = ) (T,~ T,-)n(z—pdy),
p=1
/ (1.8)

K
O£+, ) = SoO(E%, ) = Y (Bu=0,_)n(t—kdy),

k=1
_gdzie To = Oy = 0. Otrzymujemy wdwczas
‘ Bi % AoBi() = Lo(v)[Mo(7), (1.9)
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gdzie
&
Lo(7) = L{ﬂ O 1)[“24\_/ - -*£<r~kde)]n(f_k49)} (1.10)
k=1 n=1 "
P ) .2 w "
Mo(r)=2{(T T, 1)[1 —pAr _1—‘25_ 2 > (_231) cos(E* 1) %
p=1 =17 (1.11)

K
y e_z:«_,m] n(z—p/ T)} _ Z {(B=0y_,) (1— kA y(t— kAg)}.
k=1

W przypadku, gdy 7Ty(v) = Ty = const, mianownik ulamka okreélajacego liczbe
Biota, M,, przyjmuje szczegblnie prosta postaé, a mianowicie

. _ E*x2 1 n
Mo(D)lr, =const = 7}[1’— 1—5— -2 Z ) cos(&*2,) x
n=1

) (1.12)
et Z {(O4—=6,_) (z ~kAe) (T —kAs)}.

Aproksymacja WOT i Ty przy pomocy najprostszego splajnu, jakim jest funkc;a ciggla,
odcinkowo-liniowa (lamana) prowadzi do wzoréw

X
O ) % S04, D) = 5= D {(hrs =204+ 04-) (= kAey(v— kAg)}, (113)
k

=1

.
TAD) % S, THD) = = DT 2Tt T G=pdr)n(e—pdn).  (114)

T ool
Woéwcezas

Bi = A4,Bi(z) = L (7)/M(7), (1.15)
gdzie

de

k=1

K
. 1 1
Li(r) = — - 2 {(@k+1—'2@k+@k-1) [T—kds— R +
' (1.16)

[ee]

-

1
a

Son

+2

n=1

e“"'z-('*’“’e)] n(r—kAg)},

P

Mm@ = 4 SN Ta-2m4 70| 5 o=

p=1
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n=1

o mpi (=89 -2 DD cos(era) x (.17

B . :
2 ] 1
x (1 _e-z,.(t—pd@))] ?’](T""pAT)}'_ ﬂ@— Z {(Qk“_
k=1 .

'_'2@k+ @k— x)(T*kAe)zn(T —kA@)} .
W przypadku, gdy Ty(7) = Ty = const, funkcja M, () przyjmuje szczegblnie prosta
postaé, a mianowicie :

Ml = T [ (=892 Y C D coserngeniv]| -
n=1 "

K (1.18)
1 Y ,
~ g k%{ {(Oy1, =20, +6,_ ) (z—kdo) n(r—kA@)},

Przy wyprowadzaniu wzoréw (1.9) - (1.18) wykorzystano wzory 0.234 z tablic [8] oraz
wzor (4.13) z pracy [9] dla przypadku H=01ia— 0,

Ze wzorow (1.16) 1 (1.17) widoczne jest, iz okreélanie liczby Biota przy pomocy WOT
i Ty(x) przyblizonych funkcjami tamanymi wymaga znajomosci ,,przysziych™ wartosci
WOT i Ty(z) w stosunku do chwili czasu, dla ktérej okreslana jest funkcja A, Bi(z). Wy-
korzystanie ,,przysztych” wartosci WOT i Ty polepsza dokladnoéé otrzymanych wynikéw —
Jjednakze przedstawianie WOT i T} w postaci splajnéw wyzszych rzgdéw znacznie kompli-
kuje wzory. Z tego tez wzgledu nie bedziemy przedstawiaé z»\Tiazkéw opisujacych 4, Bi(t)
dlan> 1. )

Warto na zakonczenie tej czgéci pracy zaznaczyé, e zalezno$¢ funkcji 4, Bi(z) od czasu
wynika tylko i wylgcznie z faktu przedstawienia WOT i T;(7) w sposob przyblizony. Jest
to wigc raczej zalezno$€ od S,0(&*, 1) czy S, Tr(7) niz od czasu. Przy wzrastajacych war-
todciach 7 funkcja A4, Bi(7) zbliza si¢ do pewnej wartodci stalej bedacej wlasnie poszuki-
wang liczbg Biota. Ilustruje to dobrze przyklad liczbowy, zamicszczony w czgéci piate]
pracy.

2. Wyznaczanie liczby Biota na podstawie wewnetrznej odpowiedzi przemieszczeniowej

Do zatoZert sformutowanych na poczatku czeéci pierwszej dotozymy zaloZenia naste-
pujace: '
— warstwa jest sprezysta, izotropowa
— dolna powierzchnia warstwy jest unieruchomiona
— goérna powierzchnia warstwy jest wolna od obcigzen
— przemieszczenia odbywaja sie tylko w kierunku osi Ox
— przemieszczenia i predkosci poczatkowe punktow warstwy sa réwne zero.
Rozwazany jest zatem jednoosiowy jednowymiarowy stan odksztalcenia w warstwie
sprezystej, wywolany ogrzewaniem gdérnej powierzchni warstwy w sposGb, opisany zwigz-
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kiem (1.4). Zespdt réwnan (1.1) - (1.4) nalezy uzupelnié réwnaniami i warunkami naste-
pujacymi:

9? 1 82 00
(’a’gj ez W) ug, v) =k %5“, (2.1)
|
LI(E, 0) = 0, E;‘,zo : 0’ . (2'2)
(0, 1) =0, (23)
ou . .
5 L:l = kO(1, 7). (2.4)

Warunek (2.4) wynika z zalozenia o braku obcigZen na gérnej powierzchni warstwy
(por. wzér (3.11) dla g = 0.5 i p(z) = 0). Aby wyznaczy¢ liczbe Biota Bi przyjmujemy
tym razem, iz oprécz funkcji 7y(7) znana jest zmiennoé¢ w czasie przemieszczenia w punkcie
o wspotrzednej £* (tzw. wewngtrzna odpowiedz przemieszczeniowa, w skréocie WOP).
Zagadnienie brzegowo-poczatkowe sktadajace sig ze zwiazkéw (1.1) - (1.4) i (2.1) - (2.4)
rozwiazujemy przy zastosowaniu transformacji Laplace’a. Po prostych obliczeniach otrzy-
muje si¢ nastgpujacag postaé transformaty Laplace’a przemieszczenia:

Ty(s) keBi lscosh /s sinh (5 %) —c}/s sinh (£ /s ) cosh %—]
u(€,s) = (2.5)
s(s—c)*cosh —z— [|/; sinh /s +Bicosh /s |
Przeksztalcajac wzor (2.5) otrzymujemy zwigzek
— cosh}/s sinh (é“i)
/ _.
B 6 9+TE, 9~ TS kT )| — e
: Vs sioh's Vs (s—c*)sinh /s cosh =
: (2.6)

_ csinh(E ;/;)

s(s—c¥)sinh /s

Odwrécenie transformat po lewej i prawej stronie zwiazku (2.6) nie nastrecza trudnosei.
Otrzymujemy :

1 © _a11 . .
B 4 DFuE, r)*(1+2"§ e=ai7) = P(1)»2keTy(), Q2.7)
gdzie
, .

@ || sinh (5 oz,,) —alr

Py = | &Ly S (—ysin(Ean | s

a? Ol e e N

n=1 cosh( c ) .
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2 2 — — 1) sin(E4,) ___ 2.8)
et 1/ 203, (AF+c) {cosh y 2¢4, —cos ;/ZCZ,,)
.;< {sinﬁ ],/20_1" [ﬂnsin (cﬂ_,,r - %) —-cCcos (cﬂ,, T—- ~ZL)] —

—sin 1/%,1_,, [l,,cos (cﬂ,,r — —;i) ~+csin (cﬂ,,r — %)”

Bi = - &, ) : (2.9)

ke T,(7)* P(v) —u(f, 7)* (1+2 exp( 2 7))

Stad

- Przyjmujac, podobnie jak w poprzedniej czgsci pracy, 12 tak WOP jak i T;(r) dane sa
w postaci zbioréw danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw, moZna zbudowad
w analogiczny jak uprzednio sposéb funkcje A,Bi(z), opisujaca liczbg Biota w sposéb
przyblizony. Jesli zatem {u,},~,,..,r jest zbiorem danych dotyczacych zmian przemiesz-
czenia od chwili 7 = 4, do 7 = R4, za$ {T,}p~,.. » — zbiorem danych dotyczacych
temperatury medium grzejacego, przy czym chwile P4y i R4, nie sa od siebie zbyt odlegle,
to aproksymumc WOP i T;(t) — przykfadowo — funkcja schodkows, otrzymujemy

Z(ur—ur 1)77(‘[ TA,,)

Bi ~ AOBI(T) = NoGo , Ug =0, . (2.10)
gdzie '
» ) . . O
. || sioh (é’ )
No(7) = 2kc2 (T,—T,_,) S (1 sin(etay) | x
p=1 n=1 cosh c" n
I —exp[—ox(z—pdr)] l S (= 1)"sin(£*4,)
X ) 7 +2
aa oz +c?) J ~ ]/20,1 (A2+4c¢?)(cosh |’ 2¢A, —cos Y/ 2ch, )
X sinh]/202 l—(ﬁ——cos cA(v—p4 )—ﬁ) 1 1/2 -+ (2.11)
: "le\ 2 MR I\ 2 '

. . L r s )
+sin [cl,,(r—pAT)— —Z—])] —sin}/2c2, 53 (% +sin [cﬂ,,(-c—pAT)- %]) +

K

+ __L (]/_2_ —CoSs [can(r—pdr)— -:i])] n(r_pAT)i_
R ©

- 2 {(ur'—ur—l) [T-rAu+ % -2 2 —(é—e\"“'zl""'""’] n(r—rA,,)}.

=1

re=1
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Wzér (2.10) jest znacznie bardziej ztozony, niz zwiazki (1.9) czy (1.15). Jeszcze bardziej
ztozona bedzie postaé funkcji 4, Bi(z), zbudowanej na podstawie WOP i T¢(t) przybliZzo-
nych splajnami rzedu n. Tym niemniej widoczne jest, Ze rowniez na podstawie WOP
moZna W -— mimo wszystko —stosunkowo prosty sposéb wyznaczyé liczbe Biota.

Pl

3. Uogélnienie metody na przypadki kuli i walca

Wykorzystujac tzw. parametr ksztattu, [6, 10], mozna sformutowaé zagadnienie wy-
znaczania liczby Biota jednoczesnie dla walca, kuli i warstwy, a takZe dla warstwy sferycznej
i rury. Réwnanie przewodnictwa ciepta mozna bowiem zapisaé w postaci [6]

(62 N 1-28 @
P T

gdzie parametr ksztaltu f przyjmuje wartoéci +0.5, 0, —0.5 odpowiednio dla warstwy,
dla walca i dla kuli. Po prawej stronie réwnania (3.1) mozna — w razie potrzeby — umies-
ci¢ czton odpowiedzialny za produkcje ciepla [10]. Uzupelniajac réwnanie (3.1) warunkami
(1.2), (1.3) i (1.4) otrzymujemy zagadnienic brzegowo-poczatkowe dotyczace badZ warstwy
o grubosci 1, badz walca i kuli o promieniu I (jest to jedynka bezwymiarowa). Dla wyzna-
czenia liczby Biota niezb¢dna jest znajomo$¢ WOT oraz Ty(t), przy czym moga one byé
zadane w postaci zbioréow danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw.

© Transformata Laplace’a temperatury, @(£, 5), ma w tym wypadku Postaé

O¢;7) =0, (3.1

BifPT,(£)/s)

O, 5) = Tp(s) —= =lALES . 3.2)
s Ipai (1/s)+Bilg()/s)
Stad po przeksztalceniu otrzymujemy
E1/5) _ 1 Lo (Vs)
Ty(s )——~ — 0O, S)+—@(§ syl (3.3)
La(s) s Vs L,lvs)
Odwrécenie transformacji prowadzi do nastepujacego réwnania:
6 J-—ﬂ(aunf) )
T 1-2 =
f(r) ( ﬂnJ—ﬂ+1(/4‘n)
(3.4
L= 77('5)*@(5, T)+—@(§ T)#* \ gm KT
n= l
gdzie u, sa pierwiastkami réwnania J_g(u) = 0. Stad otrzymujemy wzor
20(E, )% D, e~ ,
.Bi= n=1 R _ (3.5)

J_ n —uly N -

A}



‘80 K. Grysa

ktorego szczegblnym przypadkiem jest zwiazek (1.7). Dla g = +0.5 mamy bowiem
Yn = A, oraz

2 2
(%) = 1/;2; sinx, J_,(x)= ]/E COSX.

Dalszy tok postgpowania przy wyznaczaniu liczby Biota jest analogiczny jak w czesdei
pierwszej pracy. Otrzymuje si¢ wzory o postaci zblizonej do (1.9) czy (1.15); wystepujace
w tych wzorach niektére szeregi nieskoficzone mozna zastapi¢ ich sumami, wykorzystujgc
wzory (22) i (17) z pracy [12], przy czym we wzorze (17) nalezy dokonaé przejécia granicz-
nego z parametrem a do zera; oba te wzory nalezy wykorzysta¢ dla n = —f. Dla 8 =
= —0.5 i +0.5 funkcje Bessela przechodza w funkcje trygonometrycznc — tak wigc
woéwczas, tzn. dla przypadku warstwy i1 kuli, otrzymane wzory majq postaé szczegdinie
przydatng do obliczen numerycznych. Wzordw tych nie przytaczamy z uwagi na prostote
ich wyprowadzenia.

Jak widaé ze zwigzku (3.5), warto$¢ liczby Biota jest powigzana z ksztaltem prébki,
dla ktérej znana jest WOT. Zwiazek ten staje si¢ jeszcze bardziej widoczny, jesli zamiast
warunku (1.3) przyjaé warunek

2290 o, tub np. (3.6)
66 =&

@(50’ T) = ’I‘W(T)’ (3.7)

tzn. gdy mamy do czynienia z warstwa o grubosci A(1 —§&,), warstwa sferyczna czy te
rura, o takich sanfych grubosciach §cianek. Tutaj ¢,.(z) i T,,(7) sa funkcjami opisujacymi —
odpowiednio — strumief ciepla i temperatur¢ na $ciance ¢ = §,. Powiagzanie liczby
Biota z ksztaltem ciala jest wowczas o tyle bardziej ztozone, Ze oprécz funkeji J_g(x)
‘pojawia sig we wzorze opisujacym liczbg Biota takze funkcja Y_ 4(x).

Jedli réwnanie (3.1) z warunkami (1.2), (1.3) i (1.4) uzupelnié¢ réwnaniem

? 1-28 0 1-2 1 o2 20(¢,
(FET_{——E.-E@— 5218'"_‘,"2' arz)u(6’7)=k"—(a§‘r—) (38)
i warunkami (2.2), (2.3) oraz '
ou (1-28» u _
LI ?Ll - kO(, v, (39)

to otrzymuje si¢ uogdlnienie metody przedstawionej w czesci drugiej pfacy. Jednakze
wzory, okreélajace w tym wypadku liczbe Biota sa bardziej zlozone od (2.9) i (2.10).
Warto tu moze zwrécié uwage na fakt, Ze przyjecie w miejsce warunku (2.3) warunku

u(bo, ) = U(v), * (3.10)

1ub w miejsce (3.9) warunku
260y [ou  (1-26p u o
h(1—2v) [a—g T-y E k@L = P, (3.1D)

gdzie U(t) i p(t) opisuja — odpowiednio — przemieszczenie brzegu & = &, lub obcia-
Zenie brzegu £ = 1, prowadzi do wzoréw, z ktérych wynika, ze warto$¢ liczby Biota wy-
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znaczana na podstawie WOP i Ty(7) zalezy od warunkéw natury mechanicznej, w jakich
probka sie znajduje. Jest to whniosek dosy¢ oczywisty zwazywszy na to, iz do okreslenia
liczby Biota ma byé w tym przypadku wykorzystana wielko§¢, na kidrg tego typu warunki
maja istotny wplyw.

4. Inne mozliwosci wyznaczania liczby Biota

Liczbe Biota mozna wyznaczaé nie tylko na podstawie znajomosci WOT czy WOP.
Mozna w tym celu wykorzystaé np. strumien ciepla ¢(§*, ) (o ile uda si¢ go w punkcie
wewnetrznym czy brzegowym w jaki§ sposob zmierzy¢), odksztatcenie (6%, 7) =

d
T e
& = &%), gdzie £* € [0, 1]. Wystarczy w tym celu dokonaé odpowiednich operacji na wzo-
rach (1.5) i (2.5), czy tez odpowiadajgcych im wzorach, opisujacych temperaturg i prze-
mieszczenie przy wykorzystaniu parametru ksztattu . Np. rézniczkujac wzér (1.5) po &,
mnozac obustronnie przez wspolczynnik przewodnictwa cieplnego i oraz zastgpujac

O(&, 5)
I}

u(§, D)|s=g+ czy naprezenie oi(8¥, ), okreslone wzorem (3.11) (oczywidcic dla

wyrazenie A ——>— przez —g(&¥*,s) mozna, przeksztalcajac tak otrzymany wzér na

0§

transformate strumienia ciepla, otrzymaé zwigzek

[ve]
29(&, T)* D e~ Mt
n=1

Bi 4.1)

2ATy(7)* ; (—1)'sin(é4,) e~ —n(2)*q(£, )

5. Przyklad liczbowy

Wykorzystujgc wzory (1.9) oraz (1.15) wyznaczymy liczbe Biota na podstawie danych
eksperymentalnych, dotyczacych pomiaréw temperatury na zewnetrznej $ciance rozbieZnej
dyszy silnika rakietowego, dokonanych podczas testowania tegoz silnika, [4]. Dane te
wielokrotnie stuzyly do wyznaczania liczby Biota i wspdlczynnika przejmowania ciepia
(por. [2, 4, 5}; w pracy [5} wyznaczono takze warto$¢ wspolczynnika przejmowania ciepla
metodg przedstawiong w pracy [11]). Wspomniana dysza miala $ciankg¢ o grubosci A =
= 0.0211 m, co pozwolilo te $cianke traktowaé w przybliZeniu jako warstwe plaska (sto-
sunek promienia zewnetrznego do wewnetrznego by na catej dtugosci dyszy bliski jednosci).
Pozostate dane sa nastepujgce: temperatura otoczenia dyszy Ty = 300°K, temperatura
gazéw w dyszy T, = 2946,2° K, o = 7900 kg/m?3, ¢, = 545 Ws/kg°K, $redni wspél-
czynnik przewodnictwa cieplnego A = 35 W/m°K; czas pracy silnika — 16 sekund. Na
podstawie danych temperaturowych okreslono, podobnie jak w pracach {2, 4, 5], wartoéci
O i Ty wg wzordéw

T—T, T,— To

0 = == amena T =
T,— T, T T, =T,

=1, T—temperatura bezwzgledna. (5.1)

6 Mech, Teoret. i Stos. 1—2/82
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PoniewaZ dane eksperymentalne sa niepetne i dotyczg temperatury w chwilach czasu
od t'=6sdot=16scols, ofrzymane wyniki wykazuja tendencje do ustalania si¢ do-
piero dla ¢ > 10 s. Wartosci liczby Biota, otrzymane ze wzoréw (1.9) i (1.15) przeliczono
nastepnie na wartosci wspoétczynnika przejmowania ciepta wg wzoru

o« = Bidjh. (5.2)

Otrzymane wyniki przedstawiono w tabeli 1; podano tam takZe dla poréwnania wyniki
otrzymane w pracach [2, 4, 5], oraz rezultaty cytowane w [5], a otrzymane metoda przed-
stawiona w pracy [11]. Warto zaznaczy€, Zze we wszystkich cytowanych pracach zakiadano
stalosé liczby Biota. W pracach [5] i [11] zakladano dodatkowo, Ze wspdlczynnik prze-
wodnictwa cieplnego, 2, jest funkcja temperatury. Spowodowato to znaczne zmniejszenie
wartoéci wspolczynnika przejmowania ciepla, o, w stosunku do wynikéw otrzymanych
przy zalozeniu, ze A = const.

Jak wida¢ z tabeli 1, wartosci wspélczynnika przejmowania ciepla otrzymane réznymi
metodami cechuje duza rozbieznos$¢. Na tle rezultatéw otrzymanych w cytowanych pra-

Tabela 1. Poréownanie wartoSct wspbdlczynntka przejmowania clepla, «, wyznaczonego réoznymi metodami
na podstawie tych samych danych.

? ©(0, 1) I o

| bezwym | oy | gusy | wm | @ | ®m | wu
6 | 0.00033 7388 | 2395 | 22542 | 18219 | 5366 | 5817
7 | 001588 | 1072 | 696.6 | 22542 | 18100 | 600.6 |  S87.0
§ | oo216 | 11757 | 8843 | 22542 | 16103 | s92.6 | 5984
9 | 003020 | 12417 | 9605 | 22542 | 16909 | 6742 | 6853
10 | 0.03855 | 12016 | 10569 | 22542 | 1669.7 | 7120 | 6932
11 | 004724 | 13189 | 11117 | 22542 | 16419 | 737.4 | 730.0
12 | 005291 | 13004 | 11385 | 2542 | 1497.6 | 7182 | 7219
13 | 006046 | 12796 | 1133.6 | 22542 | 14431 | 7236 | 7258
14 | 006764 | 12576 | 11290 | 22542 | 1387.0 | 723.0 | 7251
15 | 007823 | 12552 | 1127.0 | 22542 | 14130 | 7536 | 7650
16 | 008615 | 12485 | 11355 | 22542 | 13837 | 7583 | 7700

cach, wyniki uzyskane przy wykorzystaniu wzoréw (1.9) i (1.15), wyrdzniaja si¢ tym, ze
dla ¢ > 10 maja tendencje do oscylowania wokoét pewnej stalej warto$ci. Tendencje taka
majg takze wyniki przedstawione przez R. C. Mehte w pracach [2] i [5], jednakze metoda
kolejnych przyblizen, jaka wykorzystal on do uzyskania tych wynikéw, jest nieporéwnanie
bardziej ztozona od metody zaprezentowanej w niniejszej pracy.

Warto zwr6cié uwage na fakt, ze wyniki uzyskane w niniejszej pracy na podstawie
wzoru (1.15), sa gorsze (por. tabela 3) od wynikéw uzyskanych na podstawie zwigzku (1.9).
Wynika to z fragmentarycznoéci danych z pomiaréw. Przy znajomosci danych pomiaro-
wych dla chwil od ¢t = | do ¢t = 16 z krokiem czasowym réwnym 1 s, wyniki uzyskane
na podstawie wzoru (1.15) sg oczywiscie doktadniejsze od rezultatéw bazujacych na (1.9).

Nastepnie sprawdzono, jaki jest zwigzek pomiedzy wartosciami wspéiczynnika przej-
mowania ciepla, otrzymanymi w niniejszej pracy oraz w pracach [4] i [2], a wynikami



METODY OKRESLANIA LICZBY BIloTA 83

pomiaréw temperatury $cianki dyszy, [4], przedstawionymi w drugicj kolumnie tabeli 1.
W zwiazku z tym obliczono $rednig wartosé wspo{czynmka o, biorac przy tym pod uwag@
dane nastepujace (por. tabela 1)
— dla (1.9): od t = 10 do ¢t = 16,
— dla (1.15): od ¢t = 11 do ¢ = 16,
— dla [2]: od ¢t =12 do ¢ = 16.

Otrzymane w ten sposob wspolczynniki ae, a takZe odpowiadajace im liczby Biota,
przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Przyblizone wartosci wspélezynnika przejmowania ciepla, oy i liczby Biota, Big,.

(1.9) (1.15) [4] 12] (1.9) popr.
g 1278.83 1129.22 2254.2 1424.88 1376.78
Biy | 0.77095 10.68076 1.35896 0.859 0.83

Wartoéci temperatury @(&, 1) mozna obliczy¢ na podstawie wzoru

., \'_ Bicosttm) .
O, 1) =1 22 (Bi? +Bi+ u2)cos i, © ’ (5'3)

ktéry otrzymuje sig, odwracajac transformatc;, dana zwiazkiem (1.5). TutaJ Mn S8 pier-
wiastkami réwnania ’

ptgn = Bi. (5.4)
Wstawiajac do wzoru (5.3) w miejsce Bi wielkosci, podane w tabeli 2, wyliczono war-

tosci temperatury dla chwil od ¢t = 6 do r ="16 s. Otrzymane wyniki przedstawiono w ta-
beli 3.

Tabela 3. Wartoéci temperatury w chwilach od ¢ = 6 s do + = 16 s, obliczone na podstawie wspélezynnikéw

'z tabell 2.

t 0,1

51 | pomiar (1.9) (1.15) (4] 2] (1.9) popr.
6 | 0.00933 0.00754 0.00674 0.01228 0.00830 0.00805
7 | 0.01588 0.01238 0.01109 0.01999 0.01361 0.01321
8 | 002116 0.01824 0.01635 0.02921 0.02002 10.01944
9 | 0.0302 0.02494 0.02239 0.03965 0.02735 0.02656
10 | 0.03855 0.03232 | * 0.02906 0.05104 0.03540 0.03440
11 | 004724 0.04025 0.03622 0.06314 0.04404 0.04281
12| 0.05291 0.04860 0.04379 0.07577 0.05312 0.05165
13 | 0.06046 0.05728 0.05166 0.08878 0.06255 0.06084
14 | 0.06764 0.06620 0.05976 0.10203 0.07222 0.07027
15 | 0.07823 0.07530 0.06804 0.11544 0.08208 0.07988
16 | 008615 | 008453 0.07644 0.12893 0.09206 0.08962
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Wyniki przedstawione w tabeli 3 dyskwalifikuja w zasadzie rezultaty pracy [4] oraz wartoéé
liczby Biota otrzymana na podstawie wzoru (1.15). Co do tego ostatniego, stwierdzono
juz wyzej, iz wynika to z fragmentarycznosci danych. Kazdy bowiem wzdr okreslajacy
liczbe Biota w oparciu o S,@(£*, T) wymaga znajomosci danych pomiarowych poczawszy
od chwili poczatkowej przy stalym kroku czasowym; brak danych dotyczacych pierwszej
fazy procesu wymiany ciepta powoduje tym wigksze zafalszowanie wynikéw, im dokfadnie;
przyblizona jest funkcja @(&*, 7) przez S,0, tzn. im wyisza jest warto$¢ n. Najmniej
wrazliwa na brak informacji z pierwszej fazy procesu jest funkcja S,@ — widaé to w ta-
beli 3.

Na podstawie obliczonych dla Bi = 0.077095 wartosci temperatury dokonano po-
nownego obliczenia liczby Biota, biorac takze pod uwage tylko wyniki dla chwil czasu
od ¢t = 6 s do t = 16 s. Oszacowana na podstawie tych obliczen wartoéé liczby Biota,
réznigca sie (na skutek niepelnych danych z ,,pomiardéw”) od wartoéci wyjsciowej, postu-
zyla do oceny stopnia dokladnosci wynik 6w z tabeli 2 w przypadku stosowania wzoru (1.9)
do wspomnianych na wstepic danych z pracy [4]. Stwierdzono, iz fragmentaryczno$é
danych z pomiaréw powoduje zanizenie wartosci liczby Biota. Poprawiona — w oparciu
o te rozwazania — liczba Biota zostala podana w tabeli 2 jako ,,(1.9) popr.”. Odpowiada-
jaca jej zmiana temperatury (0, t) przedstawiona jest w ostatniej kolumnie tabeli 3.
Poréwnujac te wyniki z danymi pomiarowymi wida¢, iZ sa one znacznie im blizsze niZ
wyniki otrzymane na podstawie wzoru (1.9). Jednoczesnie wida¢ duza zgodnoéé tak otrzy-
manych rezultatéw z rezultatami otrzymanymi na podstawie pracy [2].

W przypadku posiadania petnych danych z pomiaru, od ¢t = 1 do dowolnej chwili
czasu, wartosci wyliczone na podstawie wzoréw (1.9) czy (1.15) bardzo szybko dazg do
pewnej wartosci granicznej, o ile oczywiscie wartos¢ liczby Biota jest stala w rozwazanym
procesie grzania (chtodzenia). Co do przedstawionego wyzZej zestawu danych pomiarowych,
oraz otrzymanych na ich podstawie wynikdw, widaé, ze zatoZzenie o stalosci liczby Biota
bylo tu niestuszne. Tym niemniej otrzymana warto$¢ liczby Biota, przedstawiona w ostat-
niej kolumnie tabeli 2, ma charakter pewnej wartosci Sredniej.

Natomiast symulacja numeryczna, polegajaca na obliczeniu zmiany w czasie tempera-
tury w punkcie & = £* przy zadanej liczbie Biota, a nastepnie odtworzenie tej liczby Biota
na podstawie wzoréw (1.9) czy (1.15) catkowicie potwierdza przydatno$é tych wzoréow
w przypadku, gdy Bi = const.

6. Whnioski

Przedstawione metody wyznaczania wspdlczynnika przejmowania ciepla oraz liczby
Biota r6Znia si¢ nieco w zaleznosdci od ksztaltu préobki (badanego obiektu) oraz rodzaju
wewnetrznej odpowiedzi, na podstawie ktorej wspomniane wiclko$ci si¢ wyznacza. Otrzy-
mane wzory, opisujace te zalezno$é, sa proste, a do otrzymania na ich podstawie wynikéw
wystarcza maszyna cyfrowa o nieduZej pamigci operacyjnej. (Przedstawione w czgsci
piatej wyniki otrzymano na kalkulatorze programowalnym TI-59). W przypadku przy-
blizania odpowiedzi wewngtrznej przez splajny wyzszych rzeddw nalezy wziaé pod uwage,
iz dokladno$é otrzymane;j przy ich pomocy liczby Biota zalezy w duzym stopniu od znajo-
moécei historii procesu, poczawszy od chwili £ = 0, od kroku czasowego, a takze od iloéci
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posiadanych danych. Wobec mozliwosci wykorzystania danych z wnetrza ciala, a nawet
z brzegu przeciwnego w stosunku do grzanego, przedstawione metody umozliwiaja okre-
$lenie liczby Biota i wspoélczynnika o w takich warunkach, gdy nie ma mozliwo$ci doko-
nania pomiaru temperatury na brzegu grzanym, lub gdy pomiar taki jest bardzo trudny
do przeprowadzenia. Prezentowane tu podejscie nie wymaga stosowania procedur itera-
cyjnych, co jest wspdlng cecha wielu innych metod, przedstawionych w literaturze. Przy
fragmentarycznych danych zastosowanie podejicia zademonstrowanego w piatej czesci
pracy pozwala w prosty sposéb okresli¢ przyblizona warto$é liczby Biota.

Wydaje sig, iz przedstawione w pracy wyniki moglyby sta¢ si¢ punktem wyjécia do
zbudowania urzgdzenia pomiarowego, ktére na podstawie danych temperaturowych,
przemieszczeniowych czy innych obliczaloby warto$é liczby Biota czy wspdlczynnika
przejmowania ciepta. '

Warto tu tez zaznaczy¢, Ze przy znanej wartosci liczby Biota moZna na podstawie
przedstawionych wyZej wzoréw wyznaczyé temperature 7y czynnika grzejacego w przy-
padku, gdy jest ona stata. Wystarczy w tym celu przeksztalcié¢ wzor (3.5) do postaci

O, )+ [n(7)Bi+2 5:” et
T, = = 2= - (6.1)

. Eﬁj'ﬁ(:unf) _ul ]
B 1-2 ) = oPEnS) o-pir
177(7:)* ,.,;1 /-th—ﬁ+l(,u’n) ¢

Wzor na okreslenie 7, mozna tez tatwo otrzymaé przeksztalcajac zwigzek (2.9) w przy-
padku, gdy 7, = const. Prowadziloby to do mozliwoéci okre§lenia temperatury gazéw
np. w silniku rakietowym czy odrzutowym bez potrzeby umieszczania czujnikéw w tymze
gazie, :

Mozna wreszcie wyznaczy¢ jednoczeénie i liczbg Biota i temperaturg nodnika ciepla Ty
(gdy jest ona stala), jesli znane sa odpowiedzi wewngtrzne w dwoéch réznych punktach
badanego ciala.

Wydaje si¢, ze rozwiniecie metod, przedstawionych w pracy, na przypadek wspol-
czynnikéw zaleznych np. liniowo od temperatury, a takZe na przypadek innych procesdw,
opisywalnych ukladem réwnan rézniczkowych liniowych, mogloby doprowadzi¢ do po-
wstania nowych metod badan nieniszczacych.
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Pesmonme

METOJH, OITPEDENEHMSA YKCIIA BHO M KOSDPPHIIMEHTA TEHﬁOOBMEPlA

B crareu npeicraBieHsl Be MeTOZBl omnperesieHusi uucia bDumo u Koadduumenta TerutoobmeHa.
OO0e meTonbl BLIBEACHR] MIPH MCIIONB30BAHUN UHTErPANLHOro npeobpasoBanust Jlamnaca. Ilepnast meton
MoJIyyeHa BCIEACTBE peuieHust o0paTHOI 3ajaud TeruIonpoBOKHOCTH. [0 BLIBEJEHHSI BTOPOH HCIFONb-
30BaHO PEIeHAE OAHOI NPOBNEMMBI TEOPHM TEPMUUECKHUX HANpshKeHuH. IIpecTaBiiedpl TOXKE JIpyTue
BO3MOXKHOCTH ornpefeneHust uncia buo. 3arem, HCnonb3ys HEKOTOpbIe NAHHLIE H3MEPUTENbHbIE, [[UTH-
pPOBaHIbIE B JIPYTHX CTATBLSIX, CACJAHO UHCIIOBYIO IIPOBEPKY NEPBOM MeTONLI. BLIUNCIIHTENbHbIE PE3YiL-
TaThl CPABHEHO C PC3YJIHTATAMH ITOJIYUEHHBIMH APYTUMI aBTOPIMH.

Summary

METHODS OF DETERMINATION OFF THE BIOT NUMBER AND THE HEAT TRANSFER
COEFFICIENT

In the paper two methods of determination of the Biot number and the heat transfer coefficient are
presented. Both methods are based on the Laplacs transform techniques. The first method takes into
account a solution of an inverse hsat conduction problem. In order to dzrive the second method a solution
of a problem of the thzory of thormal stresses is exploited. Other possibilities of the Biot number d:termin-
ation are also mentionsd. Making use of some measuring data, quoted also in other papsrs, a numerical

verification of the first method is made. The results of computation are compared with those obtained
by other authors. :

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 9 wrzesnia 1981 roku.
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1. Mectody wyznaczania pola naprezenia w przypadku plaskiego stanu nap’rQZenia'

Rozwigzanie plaskiego zagadnienia polega na okresleniu trzech sklfadowych tensora
naprezenia tj. oy, @y, Oxy. Skiadowe te jak wiadomo speiniaja réwnania réwnowagi
oraz réwnanie nierozdzielnosci : !

00 x 60'3.0,

ox dy =9 ‘
00y, . 00y, ' ol
s o

[ 2 o2
(W + '5“}}7) (oxxt0,) = 0.
Rownania (1.1) tacznie z warunkami brzegowymi pozwalaja na rozwigzanie plaskiego
zagadnienia, Eliminacja dwodch spoérdd trzech niewiadomych prowadzi: do uzyskania
Jednego réwnania biharmonicznego. Rozwigzaniem jest na ogdt funkcja nieelementarna
i moze by¢ efektywnie przedstawiona jedynie w postaci dyskretnej. Do rozwiazania sto-
suje si¢ metody numeryczne np. metode réznic skonczonych. Procedura ta jest jedna-ki_g
bardzo pracochlonna. Zasadnicza ‘wada dotychczas stosowanych metod jest- ok‘r_eéla_rgliq
wartosci funkcji wewnatrz obszaru na podstawie jej wartosci i pochodnych na brzcgu.
Powoduje to znaczne odstgpstwa od faktycznego pola fizycznego wywolane nie tylko ble-
dami metody ale i bledami do$wiadczalnymi wyznaczania wlasnosci pola na brzegu obszaru.
Blad pomiarowy jest propagowany przez algorytm do wnetrza obszaru na znaczne odleglo$-
ci co powoduje jego zwielokrotnienie. Wad tych mozna unikng¢ przez prowadzenie eks-
perymentu, w ktérym pomiary sa wykonywane réwnieZ wewnatrz obszaru, skracajac
droge od dowolnego punktu wewnatrz obszaru do najblizszego punktu pomiarowego,
Techniki elastooptyczne migdzy innymi pozwalaja na uzyskanie jednego dodatkowego
réwnania do ukladu (1.1). Poprzez eliminacje trzeciego z réwnan (1.1) uzyskuje si¢ zmnj(;j-
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szenie stopnia ukladu o 2, powodujac zmniejszenie blgddéw numerycznych i poprawiajac
dokladno$¢ rozwiazania.

2. Klasyczne techniki elastooptyczne

W elastooptyce stosuje si¢ powszechnie metody oparte o wykorzystanie izochrom
i izoklin. Obydwie metody pozwalajg na uzyskanie jednej funkcji naprezent w badanym
obszarze, dotyczacej ukladu gléwnego naprezen. Definiujac przez ,,p” polowe samy na-
prezen gléwnych, przez ,,q’" polowg ich réznicy a przez ,,3” podwojony kat transformacji
tensora naprezen z ukladu przyjetego w eksperymencie do ukladu gléwnego, mozna za-
pisac tensor napreZenia w postaci

Oyx = PHqcosy,
Oy, = pP—gcosy, 2.D
0.y, = gsiny.

Metoda izochrom pozwala na pomiar ,,q”" a metoda izoklin na ,,»”. Po wyeliminowaniu
»P", Za pomocg réwnan rownowagi, uzyskuje si¢ réwnanie postaci

22 0
ZW (gcosy)+ (W ~ AT

W przypadku techniki izochrom niewiadoma w tym réwnaniu jest ,,»”. Jest to réwnanie
silnie nieliniowe i rozwigzanie jego jest trudne i pracochlonne. Znajomosé pola izoklin
prowadzi wprawdzie do réwnania liniowego na ,,q”’, lecz pomiar wartosci kata przy po-
mocy izoklin jest obarczony duzym bledem (s one zwykle bardzo rozmyte). Z pierwszego
lub drugiego réwnania réwnowagi wyznacza si¢ ,,p”> po wyznaczeniu ,,g” i ,,%”. Obydwie
techniki sa wobec tego malo przydatne do dokladnego wyznaczania pol naprezen, metoda
izochrom z powodu generowania réwnania nieliniowego a metoda izoklin z powodéw
bledow eksperymentalnych. Nowe mozliwosci eksperymentalnych badaf stworzone zo-
staly dzigki wykorzystaniu zjawiska modulacji intensywnosci $wiatla rozproszonego
poprzez sktadowe stanu napr¢zenia wzdhuz drogi wiazki $wiatla padajacego na model.
Poczawszy od 1939 roku [6] nastepuje szybki rozwdj tej metody w réznych zastosowaniach
do analizy stanu naprezenia. Jednakze bardziej powszechne jej stosowanie bylo ograni-
czone migedzy innymi zbyt uproszczonym modelem matematycznym, opisujacym inten-
sywnos¢ Swiatla rozproszonego jak réwniez bledami znieksztalcen geometrycznych obrazu
wynikajacymi z zastosowanych technik obserwacji i rejestracii.

Zaproponowana w pracy [3] nowa koncepcja tzw. zintegrowanego polaryskopu oraz
przedstawiony model matematyczny zjawiska pozwala na unikniecie szeregu bledéw po-
miarowych i stwarza nowe mozliwoéci szerszego stosowania tej metody w badaniach
elastooptycznych.

2 2

)(qsinzp) = 0. . 22

3. Elementy teorii izodyn

- Termin izodyny wprowadzony zostal po raz pierwszy w pracy [4], dla okreélenia no-
wego typu charakteiystyk w plaskim stanie naprgZenia. Przyjmijmy dowolnie wybrany
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kierunek w obszarze, w ktorym panuje plaski stan napre¢zenia, nazywany dalej kierunkiem

charakterystycznym ,,p”. Niech brzeg modelu opisuje funkcja y = f,(x) rys. 1. Izodyna

n-tego rzgdu y = fy(x) jest miejscem geometrycznym punktéw w modelu, dla ktérych
fa

f‘axxdy = const. 3.D)
Jo

=f (%)
/Y n

—

/Z%Myﬂom

X

rklierunek propogacji
- Fawiatta

Rys. 1

Doswiadczalnie izodyny mozna uzyska¢ stosujac metodg $wiatla rozproszonego wy-
korzystujaca pryzmat integrujacy opisany w [3]. Przyklady zastosowania tej metody poda-
ne sg m.in. w [1] [2] [5]. W plaskim stanie napreZenia, gdy ¢,, = 0, napreZenie oy, Wyzna-
czy¢ mozna ta metoda wprost z zaleznodci:

, dm
"y
gdzie: Am — liczba izodyn przecinajacych odcinek Ay lezacy wzdluz kierunku §wietlnego
$wiatla spolaryzowanego padajacego na model, za§ S, — stata elastooptyczna wyznaczo-
na doswiadczalnie, Yatwo zauwazyc, iz dla grubo$ci modelu ,,b” mamy:

Tyx = S 3.2

In
[ body = 4P, - (3.3)
fl)
gdzie AP, jest ta czescig sity zewnetrzne] Py, ktdra przenoszona jest przez odcinek przekroju
modelu wzdtuz y od brzegu modelu do izodyny f,. Na rys. 2b i rys. 3b pokazano rodziny
izodyn y = f,(x) anarys.2ai 3a schematy obcigzen dla obydwu modeli przy prze§wietlaniu
ich promieniem $wietlnym wzdhuz kierunku y. : -

4, Metoda izodyn

Jak opisano w punkcie 3 w technice izodyn mozna wyznaczy¢ jedna skladowa sy-
metryczng pola naprezenia wprost z przebiegu izodyn. Dzigki temu moZliwe jest uzyskanie
pola naprezenia bez rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych a jedynie przez
catkowanie réwnan réwnowagi. RéZniczkowanie réwnania izodyny (3.1) po ,,x” daje

S
fur 0 f - o ft [ 20ay = o, (.0
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Uwzglgdnienie pierwszego rownania réwnowagi (2.1) prowadzi do zaleznosei na oy,
w dowolnym punkcie izodyny rzedu ,,un”,

ny(x > fn) = ()"\.).(..‘C s fO) +fn : Uxx(x s fn) __}0 . O‘xx(x > fO) (42)
W powyzszym rownaniu, dla wyznaczenia ¢, nalezy podaé wartos¢ kombinacji skla-
dowych oy, i 0y, na brzegu obszaru. Mozna je uzyska¢ z warunku brzegowego
g =7, 4.3)
gdzie: & — tensor naprgzenia
n — wektor normalny do brzegu

y — wektor obcigzen brzegu
Roéwnanie brzegu ma postaé

B(x,y) = 0, (4.4)
gdzie: B(x, ») = fo(x)—y.
Wektor normalny ma tutaj postaé _
o (fe, =1
n= (IQ T.—;l (4.5)
V f3+1
Pierwsze z rownan (4.3) ma wtedy postaé
/e T .
yxV fe+1 = 0.(x, o) fo—oxp(x, fo) (4.6)
co podstawione do (4.2) daje ostatecznie _ '
Oy (52 fo) = fur 0, f) =y x V1413 X))
Wartoéé oy, moze by¢ otrzymana z drugiego réwnania rownowagi '
aUyy aaxy
T T e (4.8)

W powyzszej metodzie, polegajacej na catkowaniu réwnan réwnowagi przy zadane
wartosci oy, fatwo mozna wyliczyé jedynie sktadowa Gy, 1 to w punktach lezacych na
izodynie, przy zadanych warunkach brzegowych. Do wyznaczenia pozostatych skladowych
konieczne jest uzyskanie algorytmu wyznaczania pochodnych po ,,)”’ oraz wartosci funkeji
Oy We wszystkich punktach obszaru analizowanego.

Dla przykiadu podajemy wykresy wartosci izodyny n rys. 4a, skladowej naprezenia
Oy TYS. 4b, skladowej napre¢zenia oy, rys. 4¢ dla przekrojéw modelu pokazanego na ry-
sunku 2 w odlegtosciach 1/8 h, 1/4 h, 1/2 h, od punktu przylozenia sily zewngtrznej.

5. Metoda ciaglege pola izodyn

Efektywne wyznaczenie pola napreZen przy uzyciu izodyn mozliwe jest jedynie wtedy,
gdy znana jest funkcja izodyn utamkowych, czyli rozklad funkcji ciaglej, ktéra na izodynach
przyjmuje wartosci calkowite, Jest to funkcja N(x, y), gdzie ,,N” jest liczba rzeczywista,
" wartosceia izodyny i

N (%, fu(x) = n. (5.1)
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Dla celéw praktycznych celowe jest sformutowanie funkcji ,,H> w postaci
H(x,y) = Sg-N(x, y), (5.2
i wtedy
oH
xx = e : .3
’ dy 4 . 3
Po zastosowaniu pierwszego rownania réwnowagi (1.1)
0 dH '
——| 0 ——| =0, .
ay( xy+ ax) (54)
co daje '
oH
Oay = = 5= +g(x). (5.5)
Funkcja g(x) moze byé wyznaczona z warunku brzegcwego
oH
80) = 0, o) + (—a~) : (56)
v OX [(x fo)

Podstawienie (4.6) i (5.3) do (5.6) pozwala uzyskaé efektywny wzoér na funkcje g(x):

. (oH oH - — -
g(x) = (W)u,m + (??)(x.fo, -fo—yxl/1+fo (5.7)
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Wartodcl o,, wyznacza si¢ z drugiego réwnania rownowagi

do,, 0*H
oy = -a}y—g(x)- (5.8)
Catkujac (5.8) po ,,»” w granicach f;, y otrzymuje si¢ wzér na o, w postaci
5
: . T O*H
Oy = (05 f0r—&(%)- (y—fo) + f ez day. (5.9)
fo
Funkcja (0y,)x oy Jjest okreslona przez
oH : : ——
(O'.vy)(x,fo) = ((7—)/)( P 'f%*(?’ x fo +'y,v) 1/1+f(% . (5-10)

Uzyskuje sig to wykorzystujac drugie rownaniec (4.3) 1 znana wyrto$¢ oyy.
Wariant metody ciaglego pola izodyn. Wykonanie trzech fotografii izodyn, przepusz-
czajac wigzke Swiatla w trzech kierunkach w plaszczyznie ,,xy”, pozwala na uproszczenie

obliczen i uzyskanie skladowych napregzenia wylacznie poprzez obliczenia algebraiczne.
Wychodzac ze wzoru transformacyjnego

§ = T&TT, (5.11)
gdzie T(p) jest macierza obrotéw o kat ,,¢” 1 po wyliczeniu stad sktadowej o', uzyskuje sig:
Orx = OyyrCOS2Q+20,,-sing-cosp+a,,-sin’p. (5.12)
Wykonanie fotografii izodyn w trzech kierunkach pod katami —¢, 0, ¢ daje na &
T = 0xx(0)

G’ + ;x - ’
yy = xx((p) B ( (p) _Gxx(o)'Ctgz‘pa

7 2sing

(5.13)

Gon = O',va(fP) — G;x(_ (P)
i 4sing-cosp

6. Numeryczna metoda wyznaczania ciaglego pola odpowiadajacego izoliniom

Znajdowanie ciaglego pola bedjcego ,,rozmazaniem” izolinii na obszar plaski jest
typowym zadaniem dla metod aproksymacji. Wystepuje tutaj jednakze podstawowa
trudnos¢ polegajaca na tym, ze do§wiadczalna izolinia jest pasmem o znacznej, w stosunku
do jej dlugosci szerokosci. Zapamigtywanie w pamigci komputera takiej linii jest w znacz-
nym stopniu przypadkowe, gdyz rejestrowany jest jeden punkt z szerokosci linii. Zasto-
sowanie jakiejkolwiek aproksymacji wymaga uwzlgdnienia tego rozrzutu. Wykluczone
sa tutaj wobec tego metody interpolacji. Zastosowanie metody najmniejszych kwadratéw,
Jako najkorzystniejszej pod wzgledem numerycznym metody aproksymacji, jest niecelowe,
gdyz rozkiad intensywnosci §wiatla w poprzek izolinii spada z funkcja cos®x, co nalezy
uwzgledni¢ w poszukiwanym algorytmie. Celowe jest wobec tego zastosowanie metody
transformacji pasma w pojedyncza linie, uwzgledniajac okreslony przezfizyke zagadnienia |
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rozrzut pomiaréw. Metoda taka podana jest w [7]. Ma ona za zadanie utworzyé linie,
ktora przebiega mozliwie blisko danych do$wiadczalnych i jest jednoczeénie klasy C,.
Tak uzyskane dane posrednie sa danymi wejsciowymi do drugiego programu, ktéry tworzy
ciggly rozkiad funkcji [8]. Kryterium wyboru jej wartosci w weztach dowolnej siatki
dobrane jest tak by przechodzila ona blisko danych doswiadczalnych i tworzy}a powierzch-
nie o mozliwie matej krzywiznie. Ze wzgledu na juz uzyskang gladko$¢ izolinii korzystne
jest stosowanie miary odchylenia jako sumy kwadratéw bleddw. Przyjecie miary krzywizny
w postaci kwadratowe]j funkcji drugich pochodnych powoduje, Ze tak postawione zadanie
prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych, liniowego wzgledem wartosei funkeji w punk-
tach weztowych. Mimo, ze w rownaniu tym wystepuje wielka liczba niewiadomych dosé
latwo mozna je rozwiagzaé. Proponuje si¢ stosowanie obydwu wymienionych wyzej metod
do uzyskiwania funkcji N(x, ) zdefiniowanej w punkcie 5. '

7. Pedsumowanie

Dotychczas stosowane metody elastooptyki maja istotne braki, polegajace na ko-
niecznosci stosowania pracochionnej procedury do wyznaczania pola naprezen. W me-
todach tych pomiarowi podlega skomplikowana funkcja sktadowych naprezenia. Uzyskanie
skladowych tego tensora wymaga realizacji przez komputer wielu operacji arytmetycznych
(rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych), ktére w przypadku stosowania
metody izochrom sg silnie nieliniowe. Metoda izoklin jakkolwiek daje rownanie liniowe
to pasmo pomiarowe jest szerokie, co zmniejsza znacznie dokladnosé. Metoda izodyn
jest technika prosta w uzyciu dajac dobrze okreslone waskie pasma w calym badanym
obszarze. Prosta fizyczna interpretacja izodyn, pozwalajaca na bezposrednie wyznaczenie
jednej sktadowej tensora naprezen, powoduje, ze zastosowanie dwoch réwnan réwnowagi
daje algorytm wprzdd (bez rozwiazywania réwnan algebraicznych na kazdym kroku
procedury) wyznaczania pozostatych sktadowych. Zastosowanie metody ,,rozmazywania”
izolinii po obszarze plaskim daje wygodny algorytm do wyliczania pochodnych funkcji
utamkowej izodyny. W wyniku tego mozna uzyskaé pole naprezenia w dyskretnej formie
(na siatce o dowolnej odleglosci wezléw). Mozliwe sa dwa warianty metody izodyn. Pierw-
sza polega na wykonaniu jednego eksperymentu i zastosowaniu réwnan rownowagi do
wyliczenia sktadowych pola naprezenia poprzez catkowanie tych réwnan. Potrzebne
wzory sa nastepujace: :

_on
xx ay >
i 92H ) oH —
0= | R a0 =g+ () fa-GxirmVivi, 0
oH
xy = — -67 +g(x)
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W przypadku gdy brzeg, od ktérego liczy sie izodyny jest swobodny przyjmujg one

nastgpujaca postac:

oH
oy’

,
C92H (aZH) ( 92H ) .
oy = ff xS l o oy T\ B0y sy T

aH) : ] -2( E)H)
- S|+l
( OV [(x.f0) Jo| 415 0y [t

Oxx =

(7.2)

e (] f)
= ox aX,(x,fo) ady (x. fo) °

Druga metoda wymaga dokonania tylko prostych dziatan algebraicznych ale niezbedne

jest przeprowadzenie trzech eksperymentéw, co w przypadku brzegu o rozwinigtej linii
jest trudne. Sktadowe tensora naprezen wyznacza si¢ z prostych wzoréw (5.13)

[

O wyborze metody decyduje wobec tego ksztaltt brzegu.
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Pesmome
HOBBIVI METOI WHTEPIIPETHUPOBAHUSI W3O0BPAXEHMS WM30IUH

B pa6oTe mpecTaBNeH HOBLIH METON WHTEPNPETHPORBAHNA H300pAyKerUs u3opud. Ipumenss n3ob-

PKEHHE H30JHH MONYUEHHOE ITIYyTeM SKCIIEPHMENTA H YPaBHEHHE BHYTPEHHEI'O PABHOBECHA BO3MOXKHBIM
ABJIAETCH IIONydYeHHE TEH30Pa HANPSLKEHMIt (B IDIOCKOM COCTOSIHHHK) B IPOH3BOIBHOM TOuke Kaobpa-
JeHHsI. Bpiumcnesus aBroMaTH3upoBadbl. IlpumeHeHa uepHOBAA KOPPEKIMA JKCIEPUMEHTATBHBIX
AaHHBIX. YKasaHbi HOMB3BI OT NPHMEHEHUH STOrO METOJA MO CPABHEHHIO C APYTHMM AHATHTHUCCKMMU

H

SUCNCPUMEHTANBHBIMH  METOJaMH IIPDUMEHACMBIMU B g’po-roynpyr OCTH.
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Summary

DETERMINATION OF PLANE STATE OF STRESS FROM THE IMAGE OF ISODYNES
OBTAINED BY A METHOD OF SCATTERED LIGHT

A new method of interpreting the image of isodynes has bzen shown. Using the image of isodynes,
obtained experimently, and the equation of internal equilibrium it is possible to gzt the tensor of
stress (in plane state) in any point of the image. The calculations can be automizzd. During the course
of calculation the expcrimental data are equaliz:d. Advantagss, of the method as compared with other

well known experimental and analytical — experimental methods used. in photoclasticity, have been
pointed out.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 7 maja 1981 roku.
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Politechnika

Warszawska
/

Wstep

Metoda warstwy elastooptycznej jest metoda do$¢ powszechnie stosowang do pomiaru

~ odksztalcent konstrukcji. Pozwala ona bezposrednio wyznaczyé na badanej powierzchni
réznice gléwnych odksztalcen i ich kierunek. Natomiast uzyskanie informacji o wartosci
kazdej skladowej tensora odksztalcenia wymaga przeprowadzenia dodatkowych badas
doswiadczalnych lub analiz numerycznych. Z opracowanych metod do$wiadczalnych
wyznaczania skladowych tensora odksztalcenia na czoto wysuwa sie metoda skoénego
przeswietlania warstwy elastooptycznej. Jest ona prosta i szybka, ma jednak pewne wady,
ktére moga sta¢ si¢ Zrodlem powaznych bledow, jezeli metode te stosowad bezkrytyczme

Wady te zostang szczegdlowo omowione,

Uklady polaryskopu do skosnego prze$wietlania warstwy elastooptycznej
Stosowane powszechnie poléryskopy- do skosnego . przeswietlania przedstawiono

na rys. 1 1 2. Najprostszy pod wzgledem optycznym ukiad, rys. 1, wymaga w praktycznej
realizacji zbudowania specjalnego polaryskopu z polaroidami ustawionymi katowo.

badana

badana | konstrukcja.
konstrukeja pokrycfﬂiﬁ
y pokrycie ‘ .
62
: Z

I .

¢ | (.

— P i . —— A

K : V;
" Rys. 2

7 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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Uktad polaryskopu do badan w $wietle przechodzéicym skosnie ze zwierciadlami (rys. 2)
jest najbardziej typowy. Umozliwia on zastosowanie tego samego polaryskopu typu V
do normalnego i skosnego prze$wietlania warstwy. Fatwe tez jest ustawienie polaryskopu
tak by plaszczyzna odbicia $wiatla poklywala sig z p}aszczyzna‘ jednego z kierunkow
gtdwnych odksztatcen.

Promienie $wiatla podczas przejscia przez warstwe elastooptyczna ulegaja wzglednemu
op6znieniu, proporcjonalnemu do roéznicy quasigiéwnych odksztalcen w warstwie, ale
réwniez podlegaja wielokrotnemu odbiciu i zalamaniu na granicy o§rodkdw.

Qdbicie i zalamanie- na granicy powietrze-warstwa elastooptyczna jest szczeg6lnie
istotne. Katy @, i ©5 (rys. 2) sa ppwiqzane prawem Snell’a

sin®, = %sin@z, (1)

15 — wspofczynnik zalamania §wiatla na granicy warstwa elastooptyczna powietrze
Dla $redniej wartosci wspdiczynnika zalamania zywicy epoksydowej n; =~ 1,5 odpo-

wiadajace sobie katy @, i @, przedstawia wykres na rys. 3. Latwo zauwazyé, ze w ukladach
podanych na rys. 1 i 2 jest praktycznie niemozliwe uzyskanie wigkszych katéw @, niz 40°.
Dodatkowo dla katéw @, > 70° energia $wiatla odbitego od powierzchni zewnetrznej
warstwy elastooptycznej jest wigksza od energii promiéni zatamanych, odbitych od po-
wierzchni odblaskowej i wychodzacej z warstwy elastooptycznej. Silny strumien $wiatla
odbitego od powierzchni zewngtrznej nie niesie informacji o odksztalceniach i uniemozliwia
pomiary.

Dla uzyskania wigkszych katéw @5 oraz wyeliminowania odbicia promieni od po-
wierzchni zewnetrznych w obydwu ukladach polaryskopdw mozna zastosowaé ‘pryzmat
(rys. 4), szczeling pomigdzy warstwa elastooptyczng i pryzmatem wypelniajac ciecza im-
mersyjna. :

SO T T T T T T T I

n=1,53 3 ciecz_immersyjna

1(()1:'J U 1 ] 1 | ]

0° 10 40° 90°
8, ]
Rys. 3

W praktyce w metodzie warstwy elastooptycznej $wiatlo po przejéciu przez warstwe
odbija si¢ od warstwy metalu o pewnej chropowatosei lub od specjalnego kleju odblasko-
wego, ktéry zawiera najczgsciej proszek aluminiowy dobrze odbijajacy $wiatlo. W obu
tych przypadkach mamy do czynienia z rozproszeniem swiatfa lub odbiciem dyfuzyjnym
(rys. 5a) a rzadko mozemy mowié o odbiciu zwierciadlanym (rys. 5b).

- Efekt rozpraszania jest od dawna wykorzystywany w polaryskopach typu ,,V*>’ podczas
badafi w $wictle przechodzacym normalnie (rys. 6). Poniewaz promienie $wiatta odbite
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na granicy powietrze-warstwa elastooptyczna pogarszaja lub uniemozliwiajg rejestfacje
izochrom polaryskop ustawia si¢ tak, Ze promienie docierajace do obserwatora przez

analizator biegng pod katem @, 3 60,.

a) |

Rys. 6 Rys. 7

W rezultacie licznych doswiadczen autorzy zaproponowali stosowanie tego samego
polaryskopu.do badan w §wietle przechodzacym normalnie i skosnie (rys. 7) [}7]. Metoda
ta wymaga zastosowania nieco silniejszego zrodia Swiatla. Natomiast uklad ten ma szereg
zalet, ktére zostana wyeksponowane w dalszej czeéci pracy. Korzystne jest tez zastoso-
wanie specjalnego kleju odbijajacego swiatlo w kierunku z ktérego ono pada. Efekt ten
uzyskuje si¢ dzigki dodaniu do kleju kulek szklanych stosowanych miedzy innymi do pro-
dukcji farb odblaskowych ,,retro paint—s”. Identyczny uklad zostal niezaleznie zapropono-
wany przez Hung’a i Pottinger’a [6]. ’

Skosne przeswietlanie warstwy

Przedwietlajgc warstwg lub model elastooptyczny wzdiuz normalnej do ich powierzchni
otrzymuje si¢ informacje o réznicy odksztalcern gtéwnych w plaszczyznie warstwy lub
modelu. -

£y — &2 = 6n/2kt = antn,
gdzie:

&y, &, — s3 odksztalceniami gléwnymi warstwy

T*
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d — jest katem wzglednego opdZnienia fazowego

k — jest stata elastooptyczng

t — jest gruboscia warstwy elastooptyczne]

n — odnosi si¢g do wielkosci uzyskanych w normalnym przeswietlaniu

* fiw — warto$¢ rzedu izochromy
N, — rzad izochromy

Jezeli model lub warstwa znajduje sig w plaskim stanie naprezenia to odkszta{ceme w kie-
runku normalnym wynosi

_ & = — 1{‘;(51 +¢,), 3)
gdzie

» — jest wspolczynnikiem Poissona.

Dla cienkich warstw i nieduzych gradientdw odksztalcenn w plaszezyinie warstwy
mozemy przyjaé, ze wzgledne opdinienie obserwowane przy sko$nym przeéwietlaniu
jest proporcjonalne do réznicy tzw. quasi-gléwnych odksztalcen w plaszczyznie prosto-
padtlej do biegu promieni. .

Jezeli tak dobierzemy plaszczyzng odbicia, Ze jeden z kierunkéw gtownych przy prze-
$wietlaniu normalnym np. &, pokrywa si¢ znormalna do tej plaszczyzny przy przeéwietlaniu
skoénym to moZeny napisaé '

&,— &0 = 0p/2ktyg = Ngfro, @)
gdzie:
mdeks e — odnosi si¢ do wielkosci uzyskanych w skosnym przeswietleniu
lo —jest droga promieni w warstwie przyprzeswietlaniu sko$nym tg = t/cos@
Jezeli plaszczyzna odbicia jest dowolna wtedy: _
£10— €20 = 0p/2kty = Nofes. ’ (5

Znajac kat @ przeswietlania warstwy, potoZenie plaszczyzny odbicia wzgledem kierun-
kéw glownych odksztalcen w interesujacym nas punkcie (kierunki gléwne okreslamy
prze$wietlajac normalnie $wiatlem spolaryzowanym liniowo) mozemy powiazaé wartosci

" g 1 ;. nowym réownaniem wykorzystujac zaleznodé (3) i (4) lub w og6lniejszym przypadku
5):
© Ae +Bey = £(C8+DO2)2 )2kt )
A4, B, C, D —sa wspolczynnikami zaleznymi od kata przeswietlania, kierunkéw giow-
nych odksztalcen i wspéiczynnika Poissona dla warstwy [6]

2
ajne—aja%y v
A= —~(1 —q?
1—a3, + l—v( a53),
a3 —asaas
T i (1-a%s),
l—a3.; l—» _ (7a)

Il

C

ais
D= — 203'303'103'2)2
1—al, ’
ay = 53 cosinusami kierunkowymi osi i = 3, wzgledem ukladu 123 (rys. 8) mozemy wiec
wzory (7a) przedstawi¢ w postaci w ktdrej kat « miedzy normalna do plaszczyzny odbicia
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a jednym z kierunkow gléwnych i kgt przeswietlania warstwy wystepuja w sposéb jawny:

A = (sinfa—cos*@cosa) + —lLvﬁ (sin@),

B = (cos?a—cos?@sin? o) + l—i—; (sin?@), (7b)

C = cos?0,
D = —(sin2acos®)>.

Rys. 8

Dysponujgc dwoma réwnaniami wigZacymi dwie niewiadome ¢, i &, otrzymujemy -
ukfad niejednorodny z ktérego wyznaczamy &, i &,. Mamy wiec mozliwo$é rozdzielenia
odksztalcen przez wyznaczenie opdzZnienia w sko$nym przeswietlaniu, Ze wzgledu na
postaé otrzymanych zalezno$ci wartosci wzglednych opdznient 8, i dg musza byé wyzna-
czone Z jak najwigksza dokladnoscig. Niewielki biad ich wyznaczenia powoduje duie
bledy ¢, 1 &, [16]. '

Model matematyczny polaryskopu

Swiatlo przechodzace przez warstwe elastooptyczna podlegajace zatamaniom i odbi-
ciom podlega przemianom, ktére zaleza od wielu czynnikdw. Po opuszczeniu warstwy
elastooptycznej strumiefi $wiatla jest nosnikiem informacji o przebytej drodze. Najwy-
godniejszym sposobem prze$ledzenia przemian promienia jest analiza oparta na macie-
rzowym rachunku Jones’a [1] [4].

Promien $wiatla mozna przedstawié przy uzyciu tzw. wektora Jones’a

" Ayeies ' ‘ ®
[ ] - Ayeis)' 2
A., A, sa amplitudami fali $wietlnej w plaszczyznie oxz 1 oyz, gdy promienie biegng réwno-

legle do osi z. .
&y, & Uogllnionymi fazami odpowiednio w plaszczyZnie oxz i oyz.



102 ~ J. KoMorowski, J. STUPNICKI

Poszczegdlne miejsca w ktérych promienie podlegaja przemianom w ukladzie polary-
skopu do skosnego prze$wietlania pokazano na rys. 9. Miejsca te oznaczono numerami
od 1-7. :

Punkty oznaczone: 1 i 7 oznaczaja odbicie od powierzchni zwierciadet, 2 i 6 — ozna-
¢zaja zalamanie i odbicie na granicy tworzywo powietrze, 3 i 5-— oznaczaja odcinki

N,

4
9.,!'-® (@ /
@l a:j.eh /
AN
-\~® B" \\\\ @
8, 7 \‘\\
|
I
Rys. 9

drogi w warstwie elastooptycznej, gdzie wzajemnie ortogonalne skltadowe promieni bie-
gnacych w plaszczyznach odksztalcen quasi-gléwnych ulegaja op6znieniu, 4 — oznacza
odbicie na granicy tworzywo warstwa odblaskowa. Promien wychodzacy z uktadu [Vyy]
opisany jest iloczynem promienia wchodzacego [Vycn] i macierzy elementéw skladowych
ukladu.

Vwyl = [PFIRIPEXTR[Bs|[ReIIPZ][B:]PT*][R] (PR [Viveal ©)

lub inaczej
[Vwy] = [Tl[Vwcal, (10)

gdzie [T] jest iloczynem macierzy od [R,] do [P7]. W trakcie pomiaréw rejestrujemy
obrazy interferencyjne dlatego nie musimy zajmowac¢ si¢ bezwzgledng wartoscig natgzenia
$wiatla, Pozwala to przedstawié macierze wystgpujace w réwnaniu (9) w nastgpujacej
postaci:

[P} = [tg%DO_ — jest macierza transmitancji amplitudy w punkcie odbicia tgy,p =
r 0 1| =py/e, gdzie g i o, sa wspoiczynnikami Fresnela dla odbicia.
(P*] = [1 0 |—jest macierza transmitancji amplitudy w punkcie zalamania, wéw-
’ Otgy.,| czas tgy,, = ¢,(t, gdzie ¢, i ¢, sag wspdiczynnikami Fresnela dla
zalamania.
[R] = [ewl >0 "]— jest macierza wzglednego opdznienia skladowych promieni réwno-
r 0 e 2] Ilegtych (||) i prostopadtych ( 1) do plaszczyzny odbicia w punkcie r

[B.] = My Mi2| —jest macierza opisujaca efekt przejscia przez o$rodek dwoéjtomny
™ |my, mas|  nadrodze r.

m;, = cos?a+sin?a-e~ 1?2 :
m,, = sina+cos?a-e~ 1?2 a1

myg = m,y, = (l—e " Y?)sinacosa
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o — jest katem miedzy kierunkiem polaryzacji analizatora i kierunkiem quasi-gléwnych
_ odksztaltcen

§ — jest wzglednym opoZnieniem promieni wynikajacym z efektu dwoéjtomnosei.

Wartosci tgy 1 wartoéci 4 dla macierzy opisujacych odbicie od zwierciadel metalowych
i wykonanych z dielektryka (punkty 1 i 7) w funkcji kata padania @ sa podane na rys. 10.

Dla wyznaczenia wartosci tgy i A towarzyszacych odbiciu od powierzchni réznych
stali i stopoéw aluminium stosowanych w budowie maszyn dla powierzchni o réZnej chro-
powatoséci oraz dla klejow odblaskowych dokonano pomiaréw przy uzyciu elipsometru,
oraz polaryskopu z kompensatorem Soleil-Babineta [17] [18]. '

Wyniki pomiaru tgy i 4 w funkeji kata © dla roznych stali i réznych stopdw aluminium
sa zblizone do tych przedstawionych na rys. 10.

W przypadku stosowania ukfadu podanego ma rys. I macierze [R\J[Pf] i [R4I[P%¥]
w wyrazeniu (9) nalezy pomina¢. W macierzach opisujgcych przejscie $wiatta z powietrza
do tworzywa, ktére jest dielektrykiem (punkt 2) i z tworzywa do powietrza (punkt 6)
wyst@puje tgy ktorego wartosci w funkcji kata @ podano w rys. 11, Wartodci e'¥? =

e~ !4? = 1 gdyz nie zachodzi tu wzgledna zmiana fazy promieni (4 = 0).

W przypadku stosowania pryzmatu w wyrazeniu (9) nalezy pomingé macierze [R,] [P"‘*]
i [Re] [P5™):

T T T

aluminium

05 : =

180° T T T T
b)

o stal

o aluminium \\

x dietektryk \\ X
< 90° —

(=]

L1 i 1
0% 20° 30° 40° S0° 60° -70° 80" 9Cf
]

Rys. 10
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Przy obserwacji powierzchni chropowatych i klejéw odblaskowych w polaryskopie
nowego typu do niesymetrycznego skosnego przeswietlania okazalo si¢ Ze opdinienie
4 = watgy =~ 1 co pozwala przypuszezad, ze czesé swiatla wykorzystywana w pomiarach

- tgg=hfty 1

| I |
% 30° 50° 70° a0
82

Rys. 11 '

podlega odbiciu od mikroobszaréw powierzchni ustawionych prawie normalnie do prze-
biegu promieni tak jak to przedstawiono schematycznie na rys. 12.

Podczas przejécia promienia przez odksztalcona warstwe elastooptyczna promienie
biegnace w ptaszczyznach quasi-gléwnych odksztalcen, scisle biorac, zalamuja sig pod
nicco roznymi katami. Jednak ze wzgledu na bardzo malg zmiang wspdiczynnikéw za-
tamania, wynikla z istniejacych odksztalceri [3] oraz mala grubo$é warstwy, moZna przy-
jaé, ze promienie biegna jednym torem wynikajacym z wartosci wspodlczynnika zalamania
tworzywa bez odksztalcen.

e e
2% \pierwsze przejécie
4 - i przez warstwe

normalna
do powierzchni

odbicie

drugie przejscie
~przez warstwe

Rys. 12 ' Rys. 13

Jezeli promienie przechodza przez warstwe w obu kierunkach pod katem O lub @7 ~
>0, =~ O to wzgledne opdznienie promieni jest dla obydwu przejéé identyczne. Nalezy
jednak zwrécié uwage, Ze kierunek quasi-gléwnych odksztalcenn wzgledem plaszczyzny
odbicia przy pierwszym przejéciu rOwny jest « natomiast przy powrocie wynosi —« (rys. 13).
Powoduje to zmiang znaku wyrazéw my; dla i s j macierzy [Br] (11). Przejicie $wiatla
przez oé$rodek dwdjlomny moina opisaé w sposdb wyzej podany jezeli nie zachodzi na
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drodze promicnia skrecenie kierunkéw giownych. Przypadek skrecania kierunkow gtow-
nych opisany jest w dalszej czesci pracy.

Do wyznaczenia kierunkéw gldwnych odksztalcen warstwy potrzebny jest polaryskop-
liniowy w ktérym zapewniona jest mozliwos¢ obrotu polaryzatora 1 analizatora wokét osi
optycznej. Patrzac od strony Zrédta swiatfa plaszczyzny polaryzacji musza pozostawaé
podczas obrotu wzajemnie prostopadte. Przebieg izokliny odpowiadajacy danemu katowi
plaszczyzny polaryzacji wyznacza punkty o kierunku -odksztalcen gtéwnych warstwy
réownemu danemu kierunkowi polaryzacji, .

Obserwacje izochrom, wiec punktédw o stalej réznicy gtownych odksztatcen, dokonuje
sie w polaryskopie kotowym. W tym celu nalezy ustawié osie szybkie ¢wieréfaldwek tak
aby patrzac na polaryskop od strony Zrodia swiatta (rys. 14) byly one skrzyZowane i usta-
wione pod katem 45° do plaszezyzny polaryzacji skrzyzowanego analizatora i polaryza-
tora. Dla takiego ustawienia polaryskopu nastepuje wygaszenie izoklin. Rozdzielenie
glownych odksztalcen metoda skosnego prze§wietlania wymaga wyznaczenia rzedow
izochrom w interesujgcych nas punktach konstrukcji z duza dokladnoscia. Z reguly pod-
czas pomiaréw metodg warstwy elastooptycznej odksztalcen sprezystych konstrukeji
stalowych lub duraluminiowych uzyskuje si¢ nie wiecej niz 3 rzad izochrom. Stad koniecz-
no$¢ stosowania kompensacji dla zwigkszenia doktadnosci odczytu rzgdéw izochrom.

kierunki_obrotu A :
“warstwa elastooptyczno
ng kenstrukcji

Rys. 14

Efekt normalnego przejScia §wiatla spolaryzowanego liniowo
przez warstwe elastooptyczna

Jezeli $wiatto pada normalnie do powierzchni warstwy lub kat padania $wiatla jest
nie wigkszy niz 5°, oraz w ukladzie nie ma zwierciadel kierujacych wigzka to wektor swia-
tta wychodzacy z analizatora mozna przedstawi¢ nastepujaco: (rys. 15)

E, I 0 1
E, 0 -1 0,

Mgy Ny,

(12)

O 0 m“ —mlz
01

—myy Mjay Mz My

gdzie:

1 . 0 . - .

0 — jest wektorem $wiatla poziomo liniowo spolaryzowanego
}0 0

01 # — jest macierza analizatora o pionowej plaszczyZnie polaryzacji.
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Eatwo dowiedc, Ze
1

0

LE, | 0 0|1 oM M,
=Jo o ~1iac .ol e

010 =1{{My; M,,

E,|
gdzie

H — 18

M, = m} +m?, = cos?a+sin®a-c™¥,

]

M,, = m3,+m2, = sina+cos?a-e™¥,
My, = My, = (myy+my)my, = (1—e P)sinacosa,
rédto
y Swiatta
Ll — ~ | x polaryzator
2\ l P ptaszczyzna polaryzacji
) . Wdoosix
\,‘_._". ’1/\\‘1 . L
—— =& 1= pierwsze przejscie
-~/ przez warstwe, opdznienie 5/2
!
odbicie od warstwy odblaskowej
l 2 i
T - drugie przejscie przez warstwe,
y 1% opdinienie 6/2

X R
analizator

Rys. 15

Po przemnozZeniu macierzy (13) otrzymano
E.=0;
E, = ~M,, = (7%~ )sinacosa,

Natezenie $wiatla promienia po przejsciu przez polaryskop jest proporcjonalne do
E, - EJ, * oznacza wielko$¢ sprzezong. Stad:

J~E,Ef= —;—sin22a(1—cos d), , (14
o jest parametrem izokliny, § = (g, — £,)2kt jest katem opdinienia fazowego.
Natezenie $wiatla w danym punkcie obrazu jest rowne zero (J = 0) gdy & = 2zN
gdzie NV jest rzgdem izochromy lub gdy « = 0, =/2. Jezeli chcemy uzyskaé izokliny odpo-
wiadajace innemu katowi giéwnych odksztalceh musimy obréci¢ skrzyzowany polaryzator
ianalizator o kat ¢ (rys. 16). Obrét ten powoduje zmiang wyrazéw macierzy i réwnanie (13)
ma postaé: '

E,
E,

L

Mll M12
M21 M22

sin?¢  singcosg

(13)

cosqo‘

sinpcosp  cos?g sing
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stad przyjmujac s = sing, ¢ = cosg

-+ Ey.= S[(Myy—Myz)sc— M, ,(c* —5?)],

16
E, = c[(M;—M;,)sc— M ,(c* —s%)]. (16)
Yy
= ¢
X
polaryzator
plaszczyzna polaryzacy
9 0 Z x
odbicle
y
{90°-9)
[ X
analizatar
Rys. 16

Natgzenie $wiatla promienia jest proporcjonalne do Ey - Ef+E, - E)f

J~ E,-EX+E,-Ef =
= (+ )My —Myy)sc— M, (c* — )M — M35) sc —~MYa(c? —57)] =
= (2—2co0s8)[(cos?u—sin?a)sinpcosp—sinacos a(cos2p—sin?@)]?.  (17)

Widzimy wiec, Ze izokliny pojawiajg sig w punktach w ktdrych

e=¢ 1 o= @+a/2.

-~

Efekt normalnego przejscia $wiatla spolaryzowanego kolowo przez warstwe elastooptyczna
i kompensator

Zgodnie z zasadg kompensacji o§ gléwna kompensatora musi by¢ ustawiona réwno-
legle do kierunku gléwnych odksztalcen w punkcie badanym (rys. 17).
1 Jezeli przyjmiemy o$ kompensatora réwnolegle do kierunku wigkszego odksztalcenia
£, {— ) to macierz kompensatora mozna opisaé nastgpujaco:

.

¢ = cos?a+sin?q e,
%2 = sina+cos?x-e” ¥, (18)
M, = M5, = —(1—e " *)sinacosc.

2 Jezeli przyjmiemy o kompensatora réwnolegle do kierunku mniejszego odksztalcenia
£, (72— ) to otrzymamy

¢, = sin®a+cos?ae™ ¥,
$2 = cos?a-+sin®ae~"%, : a9
$2= M5, = —(1—e %)sinacosa.
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polaryzator

Cwiercfalowka
08 szybka

45°

pierwsze przejscie
przez warstwe
opbznienie §/2

|2

odbicie, opbnienia A

(A5 —_;3 drugie przejcie
- T przez warstwe
N Ny LA opéznienie 6/2
L
=Xse & kompensatar
[ S o W i opoznienie &,

¢wieréfaldwka

" | x

analizator

Rys. 17

Promien §wiatla wychodzacego z analizatora moze byé opisany wektorem:
E, 0 0}l1 i‘ 1 O|My; Ml illl
E, 0 1|i 1] 0 —1||M,y, My, |i 11107

c <
11 12

< c
M5, M5,

(20)

gdzie:
1 7| __s3 macierzami cwieréfaléwek ktérych osie szybkie tworza kat 45° z plasz-
il czyzng drgan strumienia $wiatla (rys. 17)
Po wykonaniu mnoZenia macierzy otrzymamy:

Ex = O,

2D

Ey = i[M M{ — My, M5]— [My +Mpo]Mia— [M{+M%:1M 5.
NatgZenie promienia wychodzacego jest proporcjonalne do E, - E; i wynosi
J ~ 2(I—cos(6+6,)) dla przypadku 1 . (22)
i
J ~ 2(1—cos(—4,)) dia przypadku 2 (23)

W powyzszej analizie przyjeto, ze o kompensatora jest prostopadia do osi odpowiadajacej
wigkszym odksztalceniom plytki kompensujacej w przypadku odwrotnego ustawienia
plytki kompensatora wyniki dla przypadkow 1 i 2 nalezy zamienié.

Uzyskane zalezno$ci na natgzenie $wiatta sa analogiczne do znanych zaleznosci uzyski-
‘wanych w elastooptyce dla modeli prze$wietlanych na wskro$. Istotne roznice wykazuja
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ustawienia polaryzatora i1 analizatora w polaryskopie liniowym oraz éwieréfaléwék W po-
laryskopie kotowym. (rys. 16, 17) Takie ustawienie jest konieczne ze wzgledu na opdznienie
wystepujace przy odbiciu od powierzchni odblaskowe;j.

Efekt skosnego przejScia. $wiatla spolaryzowanego liniowo przez warstwe clastooptyczna
Chcac wyznaczyé do z duza dokladnoscia na ogd! poslugujemy sic kompensatoreni.

W tym celu na wstgpie musimy okre$li¢ quasi-gtéwne kierunki odksztalcert czyli znalezé
parametry izoklin w sko$nym przeswietlaniu. Korzystajyc z (10) i (15) napiszemy:

E, s ¢s ¢

E,| T les ¢? s)
¢ = cosgp (24)
§=sing

Z definicji izokliny, podobnie jak w (17), wiemy ze warunkiem koniecznym wygaszenia
Swiatla jest by Ex =01 E, =0dla a = @i o = @+2/2.

Poniewaz w wigkszosci uktadéw do skosnego przedwictlania mozna przyjaé, ze $wiatlo
przechodzi przez warstwe w obu kierunkach pod tym samym katem & mamy wiec uklady
w ktérych (rys. 9)

Y1 = ¥1 = Yob,
Y2 = Ve = Yza, . (25)
Al = A7 = A

Mozemy wigc przyjaé oznaczenia:

’ W = tgwoDeidlza

V= tg"PZAe—idlza
E = tgyp,elin? | 26)
F = e™i42,

Stad po przemnoZeniu maéierzy w WyraZeniu (24) otrzymamy
E, = W2es*(im3  E—~m}, F)+V323s2c(Fmb, — Em3,) +
+WVers(mg, F—my EYymy, + WVs*(my E—my F)my . 2N

W ogdlnym przypadku ¢ s 0, ¢ # /2 dla a = ¢ E, = 0 praktycznie oznacza to, ze
w ukladach przedstawionych na rys. 1, 2 i 4 nie mozna wyznaczy¢ poprawnego przebiegu
izoklin w skosénym przeswietlaniu. Wprawdzie w praktyce obserwuje si¢ linie analogiczne
do izoklin s3 one jednak rozmyte i niezbyt kontrastowe.

Jezeli jeden z kierunkéw gtéwnych odksztalcen lezy w plaszezyZnie odbicia promienia
wtedy warunek E, = 0 jest zawsze speliony. Poszukiwanie kierunkéw quasi‘gtéwnych
odksztalcen jest wowcezas niecelowe, gdyz sa one réwnolegte i prostopadle do plaszezyzny
odbicia. .

W ukladzie zaproponowanym przez autoréw (rys. 7) warstwa odbijajaca zachowuje
si¢ tak, Ze: '

tgpa=1 i dyg=mn"
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stad jezeli dodatkowo zastosujemy ciecz immersyjng lub pryzmat (rys. 9) to W=V = |
iz (27)

E, = cs*(imi+miy)~—csP(mi+mia)—c®s(myy +mpp)mip+83(my +mao)my,, (28)

E.,=0dla ¢=0a i ¢p=oat+mn/2.

W tym ukladzie otrzymuje si¢ prawidlowy przebieg izoklin dzigki wlasciwosciom
odbicia ,,retro”. '

Nalezy tu podkreslié, ze dzigki zaproponowanemu ukifadowi moZliwe jest wyznaczenie
kierunkow w ktérych nalezy ustawié kompensator do wyznaczania opdZnienia dg w wars-
twie poza oczywistym przypadkiem w ktorym kierunek odksztalcen gtdwnych lezy w plasz-
czyznie odbicia.

Efekt skosnego przejScia $wiatla spolaryzowanego kolowo przez warstwe eclastooptyczng -
i kompensator

W ukladzie skos$nego przeswictlania przy ustawieniu zespolu polaryzatora ¢Ewieré-
falobwek i analizatora tak jak w. polaryskopie kolowym do przeéwietlania normalnego
amplitudy skladowych promienia wychodzacego moga by¢ opisane nastgpujaco:

Ex= 0’

2
E, = m},K+m, m,,L+m,my; M+mi,N+mi,Q, (29)

gdzie K, L, M, N i Q sa wspolczynnikami wynikajacymi z przemnoZenia macierzy (9):

K = itgy, tgys tgyse Grrderanz(Me, +iM3,),
L= - [tgy’zth7e[(d7—A‘)/2(M£11+iM§1)+
gy, tgpee (MG, —iMS )]l tgpa e 42,
M = [tgy,tgpee' (M5, —iM5,)+
+tgy, tgpae A (MS  +iM§,)]e 2, _ (30)
N = —i[tgy.tgystgy, e’ 4= (M5, —iM5,)+ '
+tgyatgy e M AR(MS  +iMS))],
Q = itgy,tgyee GethTAdIZ(Me, —iM5)).

W ogdélnym przypadku pomiar opdznienia przy uvzyciu kompensatora nie jest mozliwy
ze wzgledu na brak mozliwosci wyznaczenia kierunkéw quasi-gléwnych odksztalcen.
Nawet pobiezne poréwnanie wyrazenia na E, (29) z wyrazeniem na E, dla prze$wietlania
normalnego (21) wskazuje na to, Ze na podstawie wyrazenia (29) nie mozna okresli¢
opdZnienia w skosnym prze$wietlaniu, Warto$¢i natgzenia E, we wzorze (29) zalezy nie
tylko od opéznienia wywolanego réznica odksztatceri gtdéwnyvch lecz rowniez od kierunku
odksztalcen quasi-gléwnych w danym punkeie. Nie mozZna tu stosowaé zalezno$ci analo-
. gicznej do zaleznosci (22) i (23) na nateZenie $wiatla wychodzacego z polaryskopu koto-
wego przy przeswietlaniu normalnym. Dotyczy to zaréwno metody Theocarisa [5] z pryz-
matem I pomiarem d¢ W dwéch dowolnych wzajemnie prostopadlych plaszczyznach
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odbicia jak i ukladu z warstwa odblaskows typu retro tak jak ja zastosowali Hung i Pot-
tinger [6]. .
W tym ostatnim przypadku natezenie sw1atia promienia wychodzgcego z ukladu bez
kompensatora jest proporcjonalne do wyrazenia:

.
I~ (14-tgtpzs) — ’2‘51022“(@21/’2/;“ 1) —cos dg [2t821PZA+

1 . . .
- —2—511122a(tg21/)“— 1)2] +2sin20sin do(tg?Pza— 1) tgpza, 3n

gdzie: tgypza # 1 bo @ # 0°
analiza zaleznosci (31) wskazuje wyraznie, ze dla danego O (dane tgyp,,) minimum nate-
zenia $wiatla zalezy od kierunku odisztalcen quasi-gtéwnych. Punkty w ktorych natgzenie
$wiatla jest najmniejsze moga nie pokrywac si¢ z potozeniem izochrom. Blad popetniany
przy interpretacji tego obrazu przy uzyciu zaleznosci J ~ 2(1 —cos d) jest bledem systema-
tycznym i nie da si¢ go zmniejszyé przez wykorzystanie metody najmniejszych kwadratéow
jak to proponuja Hung i Pottinger [6].

W przypadku gdy jeden z kierunkéw gléwnych odksztalcen lezy w plaszczyZnie odbicia
promieni, otrzymujemy dla najbardziej skomplikowanego ukladu z lustrami i z kompen-
satorem:

J ~ B2 4+ k24 2hkcos(A + A, + 86+ 8,), (32)

gdzie: h = tg2yaa; k = tg? yoptgy,
Yatwo zauwazyé, Zze J,;, dla

244 4,406+ 6. = 2Ngn+m) gdzie Ng=10,1,2,3...

Jezeli zmierzymy przy pomocy kompensatora w punkcic o zerowej réznicy odksztalcen
(dla d¢ = 0) ile wynosi 6, = —n—A,~24 wtedy mozemy dokladnie wyznaczyé rzad
izochromy. Kontrast prazkow jest nieco zmniejszony ale jizochromy sa na ogét czytelne.
Zastosowanie w tym ukladzie pryzmatu dla zwigkszenia kata przeswietlania @ prowadzi
do zmniejszenia kontrastu prazkéw.

Jezeli zastosujemy uklad z warstwa /dblaskowq retro w ukladzie w ktérym plaszczyzna
odbicia pokrywa sie z jednym z kierunkéw giéwnych to otrzymujemy zaleZzno§é

J~ h?—2hcos(de+6.)+1. (33)

W tym ukladzie réwniez kontrast jest nieco zmniejszony jednak nie wystepuje koniecznosé
wprowadzania poprawki na op6Znienie wynikajace z odbicia.

W ukladzie z zastosowaniem warstwy odblaskowej retro oraz pryzmatu, po wyznaczeniu
kierunkéw quasi-gtéwnych odksztalcen ustawiamy odpowiednio do nich kompensator
w polaryskopie kotowym i otrzymujemy nateZenie $wiatla, ktore moze byé opisane naste-
pujaca zaleZnoscia
' J ~ 2{1—cos(de+ ). 34

Wyrazenie to jest identyczne do wyrazenia uzyskanego dla przypadku normalnego
prze$wietlania warstwy.
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Metody badai odksztalceii z zastosowaniem skosnego przeswietlania warstwy clastooptycznej

Na podstawic podanych powyzZej rozwazafi mozna zaproponowaé dwie metody badan
dla rozdzielenia odksztatcenn w konstrukcjach, z zastosowaniem skosnego przeswietlania.
Obydwic wymagaja we wstgpnym etapie wyznaczenia kierunkéw gléwnych oraz réznicy
gléwnych odksztatcen przy przeswietlaniu normalnym.

Wedlug pierwszej metody opisanej migdzy innymi w [15] konieczne jest zgranie plasz-
czyzny odbicia promieni z kierunkiem jednego z odksziatcent gtownych. W tym celu pola-
ryskop musi byé wyposazony w uklad zwierciadetl kierujgcych i musi istnie¢ mozliwoéé
obrotu polaryskopu wokét osi prostopadiej do plaszczyzny polaroidow, W takim poto-
zeniu dokonuje sig pomiaru opdZnienia przy uzyciu kompensatora. Kat przebiégu promieni
przez warstwe jest wyznaczony przez ustawienie zwierciadet i wspétczynnik zatamania
$wiatla w warstwie.

Wyznaczenie skfadowych tensora odksztalcent sprowadza sig do podstawienia wynikéw
pomiaréw do nastgpujacych wzordw:

1
g = k(AT B) [£cos®dg+BS,],
{ (35)
0y = + ,
&2 2k[(A+B) [ COS@(S@ A(s"],
gdzie -
A= ~00520( ! )+( Y ),
1—» 1—»

pe —eovo(i ) [55).

Stale 4 1 B zaleza od kata . Ze wzgledu na wystepujace znaki + uzyskuje sie dwie pary
odpowiedzi. Wybor wlasciwego wyniku na ogol nie nastrecza trudnosci dzigki dodatko-
wym mf‘ormaCJom o odksztatzeniach badanego obiektu.

Wedlug metody drugiej, obserwacje izochrom dla skoénego przeswietlania dokonujemy
jednostronnie wykorzystujge wlasnosci odbicia retfo (rys. 7). Uklad ma przewage nad
ukfadem pierwszym w warunkach ograniczonego dostepu do badanej konstrukcji, pola-
ryskop ‘moze by¢ prostszy gdyz nie ma koniecznoéci obrotu catym vkiadem polaroidow.
Konieczne jest zastosowanie pryzmatu wykonanego z materialu o wspdtczynniku zalama-
nia zblizonym do wspdtczynnika zalamania warstwy elastooptycznej. Pryzmat narzuca
kat przeswietlania warstwy, przy czym kat ten moze by¢ wigkszy niz w pierwszej meto-
-dzie (rys. 18).

Opracowanie wynikow w drugiej metodzie jest bardziej pracoch%onne gdyz sktadowe
tensora odksztatcenia wyznacza sie z zaleZznosci:

_ 13 . 2 12
£ = (AT E) [+(cd3+D62)H*+BS,], :
: (36)
— 2 2y1/2 _
€3 2kl(A+B) [i(05@+D6,,) vAén]a ,

*w ktérych stale 4, B, Ci D przyjmujq rézne wartosci w poszczeg6inych punktach konstruk-
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cji zgodnie z wyrazeniami (7). Tak jak w pierwszej metodzie wybér wlasciwej pary od-
ksztalcenn gldwnych z czterech uzyskanych wynikéw na ogdl nie nastrgcza trudnosci. Sto-
sujac pryzmaty o réznych katach mozna uzyskaé dodatkowe dane, ktére pozwalajg na
uérednienie wynikéw [6], [7], [8].

Rys. 18

Uwagi koncowe

Dla uzupelnienia wymienimy ponizej kilka dalszych powodéw, ktére mogag staé sig
przyczyng uzyskiwania biednych wynikéw w trakcie badan metoda warstwy elastooptycz-
nej.

Zasadnicza idea metody warstwy elastooptycznej jest zaloZzenie, Ze warstwa naklejona
na powierzchni konstrukcji posiada odksztalcenia réwne odksztalceniom powierzchni
konstrukeji

E1p = E1x5  Ea2p = E2g. ]
Wielko$¢ wzglednego op6inienia skladowych promieni w warstwie elastooptycznej wyraza
si¢ nastgpujaca zaleZznoscia (2) (5)
8 = 2kt(e; — &3)p, 37
gdzie t — jest grubodcia warstwy
k — jest wspdiczynnikiem czuloéci warstwy
€1, £, — sa odksztalceniami gtéwnymi w warstwie.

Wielkosci &; i e, rzeczywistych konstrukcji znajdujgcych si¢ w zakresie odksztalcerr
sprezystych nie przekraczaja wartoécei 5+ 1073, Wartodé k zalezy od stosowanego materiatu
i waha si¢ w granicach k = 0.05+0.15

Dla uzyskania duzych efektdw elastooptycznych, duzego wzglgdnego opdinienia
skladowych promieni, nalezaloby stosowaé grube warstwy elastoptyczne. Nie jest to
jednak mozliwe z dwéch powoddw

a. Efektu umocnienia konstrukcji przez warstwe elastooptyczng [9]

b. Nierédwnomiernosci rozktadu odksztalcert wzdluz grubosci warstwy [10].

Efekt wzmocnienia zmusza do wprowadzenia pewnych wspdlczynnikéw korekcyjnych
przy obliczaniu odksztalcedl konstrukcji. Warto$é tych wspdlczynnikédw zostata podana
migdzy innymi w pracach [15] [14].

Nieréwnomierno$é rozkladu odksztalcen na gruboéci warstwy zaczyna odgrywaé
istotng role wtedy gdy badana konstrukcja nie znajduje sig¢ w plaskim stanie naprezef

L
8 Mech. Teoret. § Stos. 1—2/82
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lub gdy réini sig¢ wspélczynnik Poissona warstwy i konstrukcji. Roéznice te wystepuja
w szczegdlnosci przy badaniu konstrukeji z materialéw anizotropowych. Nierdwnomier-
noéé rozkladu odksztalcen wzdiuz grubosci warstw pojawia si¢ tez przy badaniu stref
plastycznych, Obserwowany efekt elastooptyczny w tym przypadku jest pewnym usrednie-
niem co w niektdrych przypadkach moze prowadzi¢ do znacznych bledéw. Uwzglednienie
tego efektu jest trudne i wymaga indywidualnej analizy w kazdym przypadku. Ograniczenie
grubosci stosowanych warstw sprzyja zmniejszeniu tego rodzaju bledow. Szczegdlnie
stosujac metode skosnego przedwictlania nalezy pamietaé, Ze wyniki mogg by¢ poprawne
tylko wtedy gdy warstwa clastooptyczna znajduje si¢ w plaskim stanie napreZenia.

Dos$é czgsto przy badaniu np. powlok mamy do czynienia z nalozeniem si¢ stanu
zginania ze stanem blonowym. Dochodzi wtedy do ciaglej zmiany kierunkow gléwnych
wzdhuz grubosci warstwy. W pracach [11] [12] zaproponowano metod¢ wyznaczania od-
ksztalceh przy zaloZeniu, e skrgcanie kierunkéw gidwnych jest réwnomierne wzdtui
grubosci warstwy,

Przy stosowaniu metody sko$nego przcéwietlania na skutek istnienia gradientu naprezes
wzdluz normalnej do plaszczyzny warstwy moze réwniez powstawaé blad w wyniku
zmiany kierunkéw giéwnych. Wielko$é tego bledu zostala oszacowana w pracy [13].

~Autorzy niniejszej pracy zaobserwowali, ze przy skoSnym przedwietlaniu warstwy
na skutek dyfuzji wody z atmosfery do plyt z Zywicy epoksydowej Epidian 5 pojawia sig
pewien wstepny efekt elastooptyczny analogiczny do efektu brzegowcgo. Wynika to z faktu,
ze dyfuzja nastgpuje na wszystkich powierzchniach warstwy [18] [20]. Na pojawienie sig
tego efektu moze tez mie¢ wplyw sposéb odlewania plyt. W rezultacie mamy w warstwie
pewien wstepny zmieniajacy sie wzdhuz grubosci rozklad odksztalcen. Stan ten naklada sig
na stan odksztatcent wynikajacych z odksztalcenn konstrukcji powodujac skrgcanie kierun-
kéw giéwnych wzdluz grubosci'warstwy. Stan ten nie ujawnia sie w przypadku przeswietla-
nia normalnego natomiast przy prze$wietlaniu sko$nym odgrywa istotna rolg. Wynika
stad koniecznoéé sprawdzenia warstwy elastooptycznej przed obcigzeniem zaréwno
w $wietle przechodzacym normalnie jak i skoénie.

W pracy przedstawiono metode analizy przemian strumienia $wiatta w polaryskopie
do badan metods warstwy elastooptycznej. Przedstawiono tez uklad pozwalajacy na ba-
danje w $wietle przechodzacym skosnie przy wykorzystaniu zwyklego polaryskopu bez
koniecznoscei dodatkowego wyposazenia. Omowiono tez zalety i wady ukladu w poréwna-
niu z vkladem standardowym.

Zbudowanie modelu matematycznego do analizy przemian strumienia $wiatla w pola-
ryskopie pozwolilo na wyjasnienie szeregu przyczyn powstawania bigdéw pomiardw,
szczegdlnie przy zastosowaniu metody skos$nego przeswietlania.

Przedstawione wyniki pochodza z prac wykonanych w ramach problemu wezlowego
05.12 ,,Wytrzymalo$¢ i optymalizacja konstrukcji maszynowych i budowlanych” ko-
ordynowanego przez IPPT PAN.
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Peswome

METOH HAKJIOHHOI'O IIPOCBEUVBAHNMA POTOYIIPYTUX TIOKPLITHM
B paBore npeacraBsieHa MaTeMaTHUeCKass MOHeENb IS aHanm3a 3ddexToB, NOABIIAIOIIMXCA BCIe-
ACTBHE pas3iuuyuil B KOHCTPYKUMH IIOJISPHCKONIOB, TPHMEHSEMBIX B MeTOHe (DOTOYNPYTHX IIOKD BITHH
Ora MOREJIb> MO3BOJIUIIA BLISCHHTD PAR NPHUYMH OWMGOK M3MEPEHHIT, LENBI0 KOTOPhIX ABNAECICA pasje-
neune fecdopmanmit. IJaBHBIE NPEMMYIHECTBA $TOr0 Criocoba COCTOAT B MCIIOJL30BAHMH CTaHAADPTHOrO
nonspucxona 6e3 HONONHHTENLHEIX YCTPONCTB M B BO3MOXHOCTH HONY4YRTh 3HaueHus gedopmarpmil
C NOBBILIEHHOH TOYHOCTBIO.

Summary

OBLIQUE INCIDENCE IN PHOTO-STRESS METHOD

Paper presents mathematical model permitting analysis of the effect of different type of polariscopes
in photo-stress method. This model enable pointing out errors in oblique incidence method. New technique
of photo-stress measurement to separate strains is also described. Its principal advantages are that only
standard photo-stress equipment is needed and results obtained by this method are more reliable.
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Streszczenie

W pracy sformutowano jedno z mozliwych vjeé zadania syntezy ukladéw mechanicz-
nych w reprezentacji graféw. Rozwazono uklady dyskretne zlozone z elementéw Voigta
lub Maxwella. Wykazano, Zze w zadaniu syntezy istotne znaczenie majg dwa typy szczegdl-
nych 2-drzew grafu bedacego obrazem struktury polaczen ukladu mechanicznego. W za-
konczeniu pracy podano algorytm syntezy dyskretnego uktadu mechanicznego z elementami
Voigta.

1. Wprowadzenie

W wielu dziedzinach nauki i techniki opracowuje sig¢ metody oraz algorytmy syntezy
uktadéw fizycznych réZznych typdw.

Zadanie syntezy drgajacego ukladu mechanicznego moina ujgé nastepujgco: na pod-
stawie silowej lub predkosciowej funkcji przejscia vkiadu nalezy podad strukture polaczen
oraz wartosci liczbowe wszystkich parametrow ukiadu. W tak sformulowanym zadaniu
korzystnie jest zastosowaé model uvkiadu w reprezentacji graféw. Sz one, jak réwniez
i hipergrafy [3, 8], wygodnym sposobem opisu struktury polgczen elementéw ukladu
mechanicznego. . :

W odréznieniu od prac [1], [2] uzywane grafy sa obciaZone, z zaloZenia, wagami w po-
staci wielomianéw. Funkcje przejscia, o ktérych mowa powyzej mozna przedstawié w po-

staci L z
M 3

L= D' wd), M= D w(dy,
dae Dy dieD,

gdzie d; — i-drzewo, D; — pewne zbiory i-drzew grafu ukladu mechanicznego, i = 1, 2;
w(+) — pewne wyraZenia przypisane i-drzewom, z — wielko$¢ przypisana pewnej krawedzi

1 Profesor Instytutu Podstaw -Konstrukcji Maszyn
2 Asystent Instytutu Matematyki
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grafu. Wyrazenia L, M moZna przedstaw1él oblicza¢ wieloma sposobam1 np Za pomocy
funkeji jednoczesnoécei i funkceji wyznacznikowej [1, 2, 8].

W niniejszej pracy scharakteryzowano zbiér D,, czyli zbior 2-drzew istotnych w pro-
cesie syntezy dla pewnej klasy ukladéw mechanicznych okre$lonych w rozdziale 2.

Definicje takich pojeé, jak uklad mechaniczny [2], funkcja przejscia [4, 8], graf, cha-
rakterystyki grafu [5], liczba strukturalna, dzialania na liczbach strukturalnych [2, 6, 8]
przyjmujemy za znane.

W modelowaniu ukladéw mechanicznych za pomocg graféw istotne znaczenie odgry-
waja pewne zbiory graféw czesciowych danego grafu, a mianowicie drzewa i 2-drzewa
[8, s. 37].

Definicja 1. Niech X = [\ X, ,X, ,X] jest grafem. Oznaczamy |, X| = n,, k-drzewem
grafu X, k = 1,2, ..., n, nazywamy graf czeiciowy o n, —k krawedziach nie tworzacych
cykli ani petli, 1-drzewo nazywamy drzewem.

2. O rozwazanych ukladach mechanicznych

W pracy bedziemy rozwazaé uklady dyskretne, liniowe, o skonczonej liczbie stopni
swobody n, z elementami o modelach reologicznych Voigta lub Maxwella. Elementy
maja niezmienne w czasic wlasnoéci mechaniczne oraz sa niezorientowane, tzn. zmienna
jest przekazywana przez dany element w ten sam sposob niczaleznie od zwrotu zmiennej.

Na uklad, na ktéry nalozono wiezy holonomiczne, obustronne, dziataja wymuszenia
sitowe. Przy tych zatozeniach w procesie syntezy uktadu poszukujemy struktury funkcjo-
nalnej ukladu mechanicznego U w postaci modelu reologicznego wediug schematu Voigta
lub Maxwella, speilniajacej empiryczna postaé funkcji przejscia K(p) postaci:

gp' +g P+ g P g P

o K = s PP+ s i
gdzie:

I, m, r,seNu{0}; a;, g;,€ R; pe C; N, R, C oznaczajg odpowxedmo zbiory liczb
naturalnych, rzeczywistych i zespolonych.

Funkcja prz:jscia K(p) ukiadéw stabilnych spelnia nastepujace warunki [4, 7]:

2.1. Funkcja K(p) nie ma biegunow dla takich p, 2e Re(p) > 0 oraz jezeli ma bieguny

na osi urojonej, to sg one pojedyncze o urojonych residuach.
2.2, Funkeja K(p) nie ma zer dla takich p, Zze Re(p) > 0.

3. Klasa grafow ukladéw mechanicznych

W prezentowanej metodzie struktur¢ polaczefi dyskretnego ukiadu mechanicznego U
przedstawiamy w postaci grafu biegunowego X, mocno spéjnego, ktérego krawedziom
przyporzadkowujemy poszczegdlne charakterystyki uktadu [9, s. 96]. Wtedy mozna
méwi¢ o réwnowaznofci X = U a graf biegunowy X, czyli tréjka: graf abstrakeyjny
oraz para funkcji opisujacych, zapisujemy w postaci:

) = [X, ], 21],

oo
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gdzie: X = [ X, ,X, 3X] jest grafem abstrakcyjnym, czyli tréjka 2bioréw X — zbidr
wierzchotkow, ,X — zbiér krawedzi, ;X —relacja incydencji, 3 X < X' x ,X x , X, nato-
miast funkcje | f, »f definiujemy nastepujaco:

3) SuX - 1S, ,8],
(4) Zf:ZX - [N: Z],

Z= {mp* bip,ci}, i =1,2,... to zbiér wag krawedzi bedacych sztywnoéciami dyna-
micznymi, 1.5, »S — para wielkosci fizykalnych charakteryzujacych uklad U.

Z uwagi na to, ze graf X ukladu bedziemy przedstawiali bez krotnych krawedzi?, to
przypisane im wagi w ogélnym przypadku moga by¢ wielomianami o postaci z; = m;p? +
+ b, p+c;. Zauwazmy, Ze grafy dyskretnych ukladdw mechanicznych posiadaja wyrdzniony
wierzchotek ;x, reprezentujacy uklad odniesienia oraz n wierzchotkéw ,x;, i =1, ...,n
reprezentujgcych masy, z tym Zze w ukladach z elementami Maxwella, a wigc z szeregowo
polaczonymi sprezynami i thumikami wystegpuja jeszcze tzw. wierzcholki przegubowe.

Stopieni incydencji wierzchotka ;x, reprezentujacego ukiad odniesienia dla ukladéw
mechanicznych z elementami Voigta wynosi n+n’, gdzie n’ oznacza iloé krawedzi czynnych
reprezentujacych wymuszenia,

W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé uklady z jednym wymuszeniem sitowym n’ = 1,
poniewaz dla ukladéw rozpatrywanych w tej pracy speiniona jest zasada superpozycji.

Przyjmujemy, ze krawedZ reprezentujaca wymuszenie laczy wierzcholek odniesienia
X0 Z plerwszym wierzchotkiem ,x,; reprezentujgcym mase¢ m, . Jest to jedyna para wierz-
chotkéw grafu polaczona dwoma réwnolegtymi krawgdziami. Graf cze$ciowy X}, ztozony
wylacznie z krawedzi biernych jest grafem zwyklym (w sensie Korzana [5]).

Graf X ukiadu traktujemy jako obraz geometryczny liczby strukturalnej A4, dzigki
temu silows funkcje przejécia K(p) mozna wyrazié za pomoca funkcji jednoczesnosci

1’ o z \ ol

Sim(aA 3_A) oraz funkcji wyznacznikowej det (—Qi) liczby strukturalnej 4 [2, 8].
zZ
Mamy wéwczas: :

. 04 04\ .
S““('b?"a?)
©) Kp= 2 A9l

0A
det L‘ﬁ)

gdzie z; jest waga krawedzi laczacej wierzcholek odniesienia ;x, z wierzcholkiem ;x;
-= reprezentujgcym badana odpowiedz drgajacego ukladu mechanicznego.

Tak wiec krawedzie ,,1” oraz ,,i”’ reprezentuja odpowiednio wymuszenie silowe i od-
powiedz ukladu. W tych rozwazaniach przyjmujemy, Ze sg one skrajnymi krawgdziami
grafu ukladu mechanicznego (rys. 1a).

W rozwazanych grafach, ktére musza by¢ planarne [2] moga jeszcze wystgpowad
krawgdzie spr:ezen. _

Przykladowo na rysunku 1 bedzie to krawedz 4.

W interpretacji graféw sktadniki licznika funkcji K(p), wyraZzonej wzorem (2), sa

Y multikrawedzi.
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2-drzewami grafu X (rys. 1c). Znaki funkcji jednoczesnoéci okresla si¢ na podstawie prze-
ciwobrazu geometrycznego liczby strukturalnej A, graf dualny do X jest przeciwobrazem
liczby A. Tylko grafy planarne posiadaja graf dualny.

Krawedzie lgczgce wietzchotek odniesienia oraz wierzcholki reprezentujace masy
bedziemy nazywali krawedziami masowymi. Z rozwazan o postaci grafu wynika, ze wszyst-
kie wspolezynniki jednomiandw funkcji jednoczesnosci majg ten sam znak (plus) bowiem
krawedzie ,,1> oraz ,,i” sa incydentne (uklad ma tzw. strukturg tréjnikowa). Ze struktury
tréjnikowej wynika réwniez nastgpujacy warunek na funkcje przejécia

6 O<|K(p)<1l dla peR.
a) b)
|‘X| =4 v
o m
A
£ ) @ oz
. 5/ / /
/ / 5 /
/ / / /
/ /i 4 {
JARE /i /
d d d
N M W ,
2 drzewa : typuo)(a lypuoxﬂ
Rys. 1 -

4. O postaci 2-drzew w syntezie drgajacych ukladéw mechanicznych

O ile zawsze okre$§lamy zbidr wszystkich drzew grafu jako modelu ukiadu mechanicz-
nego, to w zbiorze 2-drzew bgdziemy interesowali sig szczegdlnym ich podzbiorem. Zgodnie
z definicja funkcji jednoczesnoéci wyraZenie Sim (%f—, %IA-) jest suma algebraiczng jedno-
mianéw odpowiadajacych takim 2-drzewom gfafu X, ktorych kolumnowa reprezentacja
wystepuje rownocze$nie w liczbach%—f oraz%‘;. Innymi stowy interesuja nas tylko te

2-drzewa, ktére staja sig drzewami graféw zredukowanych X, oraz X; powstalych z grafu
X przez zwarcie koficéw odpowiednio krawedzi 1 oraz /.

Te szczegbdlne 2-drzewa charakteryzuje nastepujacy lemat.
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Lemat 1. O postaci 2-drzew grafu biegunowego bgdacego modelem ukladu mechanicz-
nego. ‘
Zatozenia: X — graf reprezentujacy uktad mechaniczny dyskretny skladajacy si¢ z elemen-
téw Voigta.
A — liczba strukturalna taka, Zze graf X jest obrazem geometrycznym.

Teza: szczegdlne 2-drzewa reprezentujace kolumny liczby aa—/lim—aaf sa dwu typdéw:

X, — dwudrzewa, ktére nie zawieraja krawgdzi masowych. Jednd skladowa spdjnosci
’ rozpigta jest na wierzchotkach masowych (jest drzewem grafu generowanego przez
wierzchotki masowe), druga jest zdegenerowana, tworzy ja izolowany wierzchotek
1% -
Xp — dwudrzewa, ktérych obie sktadowe spdjnoséci zawieraja krawedzie. Do jednej skla-
dowej naleza wierzchotki lezgce pod krawedziami sprzeZenia 1 wierzcholek odniesienia.
Do drugiej sktadowej spdjnosci pozostale wierzcholki reprezentujgce masy. Krawedzie
nalezace do obu skladowych spdjnosci tworzg drzewa podgraféw rozpigtych na odpo-
wiednich zbiorach wierzchotkéw.

oA
i’
bo operacja zwarcia koncow krawedzi 1 oraz i prowadzi do powstania graféw X, oraz
X, o ilosci wierzchotkow o jeden mniejszy niz w grafie X(|X,| = |Xi] = n;—1), a krawe-
dzie tego 2-drzewa tworza teraz graf czesciowy spdjny graféw przeksztalconych X, oraz
X, bez petli i cykli, o n,—2 = |X;]—1 = |X;|—1 krawedziach, czyli drzewo grafow X,
oraz X;. Poniewaz grafy X; oraz X; sa obrazami geometrycznymi liczb %—f oraz aa—'j
wigc kolumna zlozona z numerow krawedzi 2-drzewa znajdzie sig¢ w obu tych liczbach.
Szczegblne 2-drzewo Xp, reprezentuje jedna z kolumn liczby %—fmg—f, bo zwarcie
dwéch skladowych spdjnoéci wierzchotkami przynaleZnymi do réZznych skladowych nie
powoduje powstania cyklu i prowadzi do powstania spojnego grafu czgdciowego X, X
graféw przeksztalconych X; oraz X; w zaleZznoscei od zwarcia krawedzi a mianowicie

Dowdd: szczegblne 2-drzewo X, reprezentuje kolumng liczby strukturalnej %‘-14; N

zwarcie . zwalcie
~ " T >
o1 “krawedzi 1 ° P krawedzii  ®

1

Mamy |X,| = |X;| oraz X,, X; posiadajg zbior krawedzi ponumerowanych tymi samymi
liczbami naturalnymi, maja wiec takg samg reprezentacj¢ kolumnowa (rys. 2).

Liniami podwéjnymi zaznaczono 2-drzewo Xp grafu X (rys. 2a), drzewo X, grafu X,
(rys. 2b) i drzewo X, grafu X; (rys. 2¢). W 2-drzewie Xp nie moze by¢ réwniez drogi z wierz-
chotka ;x, do ;x; ani 1%, bo po zwarciu krawedzi | lub i powstalby cykl, czyli otrzymany
graf czgéciowy nie bytby drzewem graféw X; lub X;.g

Majac na uwadze powyzszy lemat mozna wykazaé, Ze silowa funkcja przejécia K{(p)
ukladéw z elementami Voigta musi spelniaé nastgpujace warunki:

4.1, m € parzystych,
4.2, 2gl<m-1,
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a) e T T T —
T 1 sktadowa spéjnosci N
- . poj i \‘\
X, \
/
e

 11sktodowo
spdjnosci

b)
c)
m
-3. Sr< 5,
4.3 0 <1 5
44, 0<s< 2+,
4.5. sz r, ale nie moze byl l=s5=r.

‘Wykazemy, przykiadowo niektére z nich:’

4.1. Warto$é drzewa skladajacego si¢ z krawedzi masowych zawiera sktadnik m,m, ...
... m,p*", poniewaz czynnika o wyzszej potedze niz p*" nie ma, wigc maksymalny stopien
mianownika funkcji K(p) m = 2n.

4.2. Stopien licznika / = 2 realizuje si¢ w ukladzie, ktérego graf przedstawiono na
Tys. 3.

oA . S .
Zauwatmy, Ze liczba strukturalnaﬁ— n—aali ma tylko jedng kolumng. Licznik funkcji

K(p) jest wiec postaci ¢;,¢a, --., Ca—1 * Zi. Waga z,; jest wiclomianem stopnia drugiego wigc
1=2, ' ‘
Stopie / = m—1 jest zrealizowany w ukladzie o grafie przedstawionym na rys. 4.
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Z lematu o postaci 2-drzew wynika, Ze 2-drzewo zaznaczone na rysunku 4 podwdjnymi

. .. . 04 0 C .
liniami reprezentuje jedng z kolumn liczby ~— 0—4, a wige licznik funkcji K(p) zawiera

al oi
skladnik moms ... m,_y » bgm, p?"~ D+,
G C2 [+
I PP
[
\
2i=mnP20bP0c Zi=mapts bp+C
1 e
\ )
Rys. 3 Rys. 4

Nie ma innego skladnika, w ktérym bytoby wigcej krawedzi masowych, przeto / =
=2n—-1+1 =2n—1 = m—1,

Pozostate warunki 4.3 -4.5 mozna analogicznie wykazaé.

Dla ukladéw o elementach Maxwella warunki dla sitowej funkcji przejécia przyjmuja
postad: )

4.1, n=1l=m=3,
4.2. In<m<5Sn=3 dlanz=?2,
4.3, m—2npt2I€<m=-2,
4.4. I zmienia si¢ co 2,
4.5. S = Apax+1,
4.6. . = Npags

gdzie:

Hmax — Najwicksza liczba naturalna n speiniajaca warunek 4.2.

5. Algorytm syntezy dla ukladéw mechanicznych dyskretnych z elementami typu Voigta

Na podstawie danej funkcji przejscia K(p) nalezy podaé graf uktadu mechanicznego
oraz wartoSci wszystkich jego parametréw.

Funkcja K(p) musi spelniaé¢ warunki 2.1, 2.2, zalezno$¢ 6 oraz warunki 4.1 -4.5.
Jezeli funkcja nie spetnia warunkéw 4.1 -4.5, to oznacza, Ze nie mozna znalez¢ ukiadu
skladajacego sie z elementdéw Voigta realizujacego t¢ funkcje; co nie wyklucza mozliwosci
zbudowania ukladu skladajacego si¢ z innych elementow.

Po skonstruowaniu grafu obcigZzonego ukiadu mechanicznego wyznaczamy liczby

a 0
strukturalne potrzebne do dalszych obliczefi a w szczegdlnosci A, i—f, -51[—4, a—/;i oraz
o4 o4
ol " oi -

Nastepnie tworzymy ukiad réwnaf przyrownujac a@;, g do odpowiednich wyrazen
zapisanych za pomoca funkcji dziatajacych na liczbg strukturalng 4, czyli poréwnujemy

1 dla elementéw Voigta
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wzory (1) i (5). Otrzymamy i, = [~s+p—r+2 réwnafn. Metod¢ rozwigzywania ukladu
réwnan takiej postaci mozna znalez¢ np. w pracy [1]. Musi by¢ wtedy speiniony dodatkowo
warunek:

5.1. i"? ir,

gdzie i, — iloé¢ niewiadomych poszukiwanych parametréw ukladu. Warunek 5.1 pociaga
za soba nast¢pujgca nierdwnosé

5.2. mz 6.

Podany teraz sposdb rysowania graféw obcigzonych ukladéw mechanicznych, ktérych
wykladniki transmitancji speiniaja warunki

m = 6, m € zbioru liczb parzystych,

20 —?;—-—H oraz warunki 4.3—4.5.

m

1° Rysujemy n, wierzchotkdéw, n; = o)

+1. Jeden znich ; x, traktujemy jako wierzchotek

odniesienia, pozostalych —7;— wierzchotkdw reprezentuje masy ukladu,

2° Laczymy krawedziami wierzchotki masowe ,x; z wierzcholkiem odniesienia ,x, i do-
lagczamy krawedZ wymuszenia (laczy pierwszy wierzcholek masowy ;x, z wierzchol-
kiem odniesienia). Przypisujemy wagi postaci m;p? kolejnym krawedziom masowym.

3° Dla zapewnienia wykiadnika / krawgdziom laczacym wierzchotki reprezentujace masy
nadajemy wagi bp lub ¢. Wage bp nadajemy /—2 razy, pozostalym krawedziom przy-
pisujemy wagi ¢. Dla réznych konfiguracji takiego przyporzadkowania mamy rézne
uklady mechaniczne,

4° Dla zapewnienia w liczniku wykladnika s wagi postaci bp zmieniamy na bp +¢. MoZemy
réwniez zmieni¢ wage krawedzi itej na mp?+bp, mp+c lub mp?+bp+c, tak aby
suma minimalnych stopni wykladnikéw p wielomianéw z; oraz odpowiadajgcego
2-drzewu o najwigkszej ilosci wag postaci bp-+¢ byla réwna s.

5° Dla zapewnienia wykladnika r uzupelniamy teraz wagi krawedzi masowych o skladniku
bp, ¢ lub bp + ¢. Krawedzie masowe nie wchodza do zadnego 2-drzewa reprezentujacego
kolumng liczbya—fl1 8] a—f, wigc wartodci 7 ani s nie zmienimy. Aby na podstawie danego
grafu mozna bylo prowadzi¢ dalsze etapy syntezy musi by¢ spelniony warunek doty-
czacy ilosci parametrdw ukladu i,, 7, = I—s+p—r+2. Do nicktérych wag krawedzi
masowych mozna jeszcze dodad skiadniki bp lub ¢ tak, aby powyzsza nieréwnosé

byla speiniona, MozZemy to przeprowadzi¢ bowien: dlas = 0,r = 0,/ = LG— + 1, mamy

i, =m—r+l—s5s+2 = m+ L 4+3 = —3—-m+3,
2 2

) m m 5

i, = _2"3+ (—2‘—‘ —l)-?. = 7'771_‘2-
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Zauwazmy, Zze dla m 2 6, i, > .. Jezeli.l, s lub » zmienia si¢ o 1, to ubywa réwniez po
jednym parametrze ukladu i nieréwno$¢ tez jest zachowana.

Przyklad

Narysowaé graf ukladu realizujgcego funkcje¢ przejscia w postaci:

3 2
M K(p) = agp® isa%ijizp :illl;+ao ’
Dla funkeji (7) warunki 4.1 - 4.5 sa speinione. Zatdézmy, ze K(p) spetnia réwniez warunki
2.1, 2.2, 3.1. Z postaci funkcji przejscia (7) wynika, zem =6,/ = 3,5 =1, r = 0. Ozna-
cza to, e liczba ‘wierzchotkéw grafu wynosi |X| = %-H = 4, Na rysunku 5 przedsta-
wiono kolejne etapy rysowania grafu i przyporzadkowania jego krawegdziom wag.

al

map’s byp

\\
1-2=3-2=1 s=1=(minimatny wyktodnik pwz; )+
Jedno krowed? otrzymuje woge Jminimalny wyktodnik p w wodze
postaci bp. 2-drzewa(5,61,c2ylio)
f)
/ \™ prabycecy mzpzobzpoc
AN
Wogo drzewo(2,5,6 }zawiero skiod- Po zmionie wog krowedzi 2,3 mamy:
nik ¢c;cq.czyli r=0. in=1 ir=10, cZyli in >in.
Momy in=8 ,ir=10. Wyktodniki m,i,rs nie ulegly zmionie.

Rys. 5§
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Przedstawiony sposéb jest mozliwy do stosowania dla ukladdéw o malej liczbie stopni
swobody, poniewaz na kazdym etapie istnieje kilka mozliwosci przyporzadkowania wag
i dlatego sposob ten jest trudno algorytmizowalny.
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Pesome

O KJIACCAX 2-JIEPEBbEB B CUHTESE AUCKPETHBLIX MEXAHWYECKHX
" CHCTEM

B paGore chopmynmpoBaa OgHA M3 BO3MOMKITLIX 3a4ay CHHTE32 MEXAHHUYECKHX CHCTEM NpPEnCTa-
Basembix rpadami. Pam paccy>XIeHHH NpejCTaBlieH AN OUCKPETHBIX CHCTEM, COCTOALIMX U3 3JIEMEH-
ToR Dolirra u Maxceenna. Jlokasaso, YTo B 3ajaue CHHTe3a CYIECTBEHHOE 3HAUEHME MMEIOT ABA THIA
0coBBIX 2-flepeBben rpada, ABMMOMIErocs H306pIKEHNeM CTPYKTYpPbl CBSSH MEXAHMUECKOHM CHCTEMBI.
B xoHue paSoThl NMpeAcTaRiAcH anropudm CHHTE33d NUCKPETHON cucTemMbl ¢ dnMemeHTamu <DoHrra.

Summary

ON THE CLASSES OF 2-TREES IN THE SYNTHESIS OF DISCRETE MECHANICAL
SYSTEMS

In the paper a formulation of the problem of synthesizing mechanical systems has been proposed.
The discussion refers to discrete mechanical systems composed of Voigt’s and Maxwell’s elements. It has
been proved that in the problems of synthesis two types of 2-trees graphs (the images of joint structure
of mechanical systems) play an important role. An algorithm of the synthesis of discrete mechanical systems
with Voigt’s elements has been given. S

Praca zostala zlozona w Redakcji diia 23 grudnia 1980 roku. -
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE BELKI TROJWARSTWOWEJ
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R. A. Di TARANTO [1] wyprowadzil réownanie rézniczkowe drgan wolnopodpartej
belki tréjwarstwowej (typu ,,sandwich’), w ktdrej warstwa wewnetrzna posiada liniowe
wlasnosci lepkosprezyste (modul zespolony) peiniac rolg elementu tlumigcego drgania.
Drgania wymuszone takiej belki analizowano w [2]. W obu wymienionych przypadkach
byla to belka o stalej grubodci i stalej szerokosci. W niniejszej pracy uogélniono réwnanie
podane przez Di Taranto na przypadek belki o dowolnie zmiennej wzdluz osi szerokodci
b(x) (rys. 1). Dla takiej belki sformulowano zagadnienie optymalnego ksztaltowania [3]

Rys. 1

(optymalnego doboru funkcji #(x)) ze wzgledu na minimum (zdefiniowanej dokladnie
nizej) amplitudy harmonicznych drgad wymuszonych. Problem rozwiazano w oparciu
0 zasade maksimum PONTRIAGINA [4]. Przedstawione wyniki otrzymano na drodze obliczenr
numerycznych przeprowadzonych na EMC.

1. Réwnania rézniczkowe ruchu

Podobnie jak w [1, 2] zalozymy, ze warstwy zewngtrzne sa idealnie sprezyste o modu-
lach Younga E, i E,, za$ warstwa wewnetrzna posiada liniowe wlasnoéci lepkosprezyste
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charakteryzujace sig¢ zespolonym modutem Kirchoffa G*(0) = G (w)+iGy(w), (0 —
czestodé drgan wymuszonych). Pomijamy wplyw napreZen $cinajgcych w warstwach
zewnetrznych na poprzeczne ugigcie belki. Zakladamy, ze przemieszczenia poprzeczne
wszystkich warstw sa identyczne. W zwiagzku z tym, warstwa wewngtrzna podlega tylko
odksztalceniu postaciowemu. Przyjmujemy, Ze nie ma poslizgow mi¢dzy warstwami.
Rysunek 2 przedstawia zakladana deformacj¢ elementu belki podczas drgaf poprzecznych.

o
upEu;'-d.\ @*%%d
Yy
fa— gy
AV A /] k
| A B /5 ¥
o
y é}:—dx L
/ &
//
c D /C l
% : % ‘
. — _——1l F
o~
) '
- 3 .
—— IS
e R
Rys, 2

Przekréj A — C przechodzi w A" — C’, B—D w B’ —D’. Sity osiowe w zewngtrznych
warstwach wynosza odpowiednio

Fy = 2E, hy b(x) 2L a“‘ (1)

Fa = 2B hsb(x 8”3 @)

gdzie u, i u; sa przemieszczeniami wzdluznymi. W warstwie wewngtrznej, zgodnie z przy-
jetymi zaloZeniami sita osiowa nie wystgpuje. Na podstawie warunku réwnowagi sil osio-
wych w calym przekroju belki

Fl +F3 = 0, (3)
otrzymujemy '
ous E b, Ou,
0x  Eahy ox°’
stad ’
E,h,
- — . 4
| ta Eahs ! )
Zaleznoéci geometryczne (rys. 2) prowadza do zwigzkow
@y —hy DY~ (3 +ha D) = 2h,(D+ VW), (%)

du, | 0B\ [ous , 0B\ . (0D ¥ |
(6x —h 6x) (6x +hs x)—th( +ax) ‘ ©®
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Oddziatlywanie warstwy Srodkowej na warstwy zewngtrzne ogranicza si¢ do sil stycznych
(rys. 3). Warunek réwnowagi elementu warstwy 1 prowadzi do zwigzku

oF

Fi, = 6xl dx. 7
Z drugiej strony mamy
b(¥)71, = O, ®)
Fx

gdzie 7, jest naprQZeniém stycznym w warstwie $rodkowej. Lepkdspr@iystoéé warstwy
$rodkowej zdefiniowano przez :

712 = Lg(¥), : ®
gdzie & jest operatorem catkowym [5]
.
) o
PLo(l) = G+ j G- d, (10)
—- o0 - ) :
— dx——
E warstwa 1 q .%i—dx element warstwy 2
T
Fo . /
@‘12
warstwa 2 P—
F2

Rys. 3

w ktérym G jest funkcja relaksacji oraz G, modutem zrelaksowanym. Bio.rqc pod uwage
(D), (8) i (9) otrzymujemy

2Eh, 0 1 Ou .
o T— )

gdzie £ jest operatorem odwrotnym do . Po uwzglednieniu (4), zwigzek (5) prowadzi
do réwnania

_k 1 0 1 6u1)
q) = '3‘ u1+ ——ydb(x) W[b(x)g(; (ax N (12)
w ktérym
_ Ehi+Eshs _
k = ~ Eil, , d=h+2h,+hs
_ 1
¥ = 3E bk,

Moment zgi_najqcy w calym przekroju belki (rys. 4b) wynosi

9 Mech, Teoret. i Stos. 1-—2/82
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M= f (8+hy +Z,)dFy + f (2hy— 8+hy —Z3)dFs,
-—hx --h;
a) b) X

q(x A)
!r.l.__._tz,_._gi,

E—t %
3 ) 1 )
L =

SoQS-dx

liys. 4

gdzie catkujemy po catej powierzchni przekroju danej warstwy oraz gdzie 8 jest odlegloscia
warstwy 1 do osi obojetnej calej belki (rys. 4a) oraz z,, z; sa wspélrzednymi okreslajacymi
odlegtoé¢ danego punktu przekroju do osi obojetnej okreslonej warstwy (rys. 4a). Ko-
rzystajac z

dF, = E, (‘;“‘ +z, gq))b(x)dzl,
dF; = E; (63143 +2z3 a(p)b(x)dza,
L hy

ledzl = 0; fZ;ng = 0,
-k -

' &y

2 2

_;[z}dzl =—3—h‘;‘; __’{ z3dzs =?h§,

'wyraziiny moment zginajacy w catym przekroju wzorem

M= -2dE,h [b( ) au‘]———(Elh3+Esh )lb(x)— , (13
Na podstawie r&vnania belki jednorodnej
0,M w
- ax2 = =0 FIE +q(x,t),

w ktorym M oznacza moment zginajacy, w jest przemieszczeniem poprzecznym, g(x,?)
jest obciaZzeniem zewngtrznym oraz ¢ jest masa na jednostke dhugosci, otrzymujemy

0? ouy’ |, 2 s a 0% Pwl|

= —mb(x) T Y orq(x, 1), (14
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gdiie m = 2(h0, +/1292+h3_93), oraz o, p,, 03 sa ggstosciami odpowiednich warstw.
Poniewaz ‘

ow
_ T ox
wigc rownanie (12) przyjmuje postaé
0 ou, ow
ax[b(x) B ] = y[b(x).SfG (ku1 —dﬁ)]' (15)

Roéwnanie (14) i (15) stanowig poszukiwan.y uktad réwnan rézniczkowych opisujacych
ruch tréjwarstwowej belki. W przypadku b(x) = const uklad ten mozna sprowadzié
do jednego réwnania 6-go rz¢du [1, 2].

2. Warunki brzegowe

Mamy do okre$lenia 6 warunkéw brzegowych na koncach belki (dla x* = 0i x* = L),
Moga to by¢ warunki:

. |
1. w(x*,t) =0, lub wix* ) 0, (16)
0x
*
2. M(x*, 1) =0, Iub LM%& =0, (7

oraz warunki dotyczace przemieszczen i sit wzdhuznych w przekrojach warstw zewngtrz-
nych: '

3. Gdy warstwy zamocowane s3 tak, Ze ich korice nie mogg si¢ przemieszczaé w kierunku
osiowym to

uy(x*, 1) = 0. (18)

4. Gdy warstwy-gewngtrzne nie sa ze soba sztywno polaczone; w zwiazku z czym na konicu
mozZe wystapié tzw. ,,ukosowanie” (rys. 6), to

E
oGty o . (19)
Ox

— S

Rys. 5 Rys. 6

NNN\N

9
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5. Gdy warstwy zewnetrzne sa na koncach sztywno ze soba potaczone (rys. 7), skutkiem
czego nie wystepuje ,,ukosowanie”, to w(x*, ) = 0, czyli (patrz (11))

Ouy(x*,
aix[b(x*)ft’al(”%‘xt))] — 0. (20)

=
=4,

Rys. 7

3. Sformulowanie preblemu optymalizacji

Problem optymalizacji zostanie sformutowany dla stanu ustalonego drgan belki, wy-
muszonych harmonicznie zmiennym obcigZzeniem

q(x, 1) = g(x)e™". 1)

3.1. Réwnanla stamn. Drgania wymuszone rozpatrywanej belki mozZzna przedstawié
w postaci

w(x, t) = w(x)e"™,
{ul(x, 1) = u,(x)e"". (22)
Réwnania (14), (15) prowadza wtedy do ukiadu
[«(Oi"” +w)]" = pPait = p(%),
{ ('] = Fag*(kyiv— ks, (23)

w ktérym wprowadzono wielkosci bezwymiarowe
X=x[L, #=u/L, Ww=w/L
a(X) = b(XL)/d

1 E,h3+E;h3 _ (L)L

@ —= —_— % =
3 Bhdr 0 PO = 5g
2 mL L s L
ﬁ 2E1h1dw’ y‘ 4h1h2’
E h,+Esh d G*
ky = =217 378 = * = gy = ——
1 Eaha > kZ L, g g1+1g2 EI .

oraz G* jest modulem zespolonym. Przedstawiajac zespolone rozwiazanie ukladu (23)
oraz wymuszenie W postaci w = w, +iw,; u = u+iu,, p = p, +ip, oraz dokonujac
podstawien:

Yi=di,  Ya=ta, Yi=ui, Ya=1

ys = —[Oui+w)], ye= —[a(Ous +w})]

1’ ’
Yr=DVYs, Vsg=DYe» Yo=Wi, Yio= Wy, Yy=o0W, Y= 0w,
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otrzymujemy uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu, nazywanych dalej réwna-
niami stanu

Yi=VYs, V2= Va

’

1 , 1
Vs = ~ oy (ys+yu1);  ya= _*@“d”(yﬁ'}'yiz)’

Vs = Y7, Ye¢ = Vs,

y1 = =By, —pi, yg= —fray,—p,, (24)

, 1 , 1
Yo = &‘)’11, Jio = ;}’12,

yir = valn(kiyo—ks ya)=ni(ky yio—ka ya)l,
yiz = va[n(kyyio—kz ya)+n2(ky yo —k; y3)].

gdzie

g1 N, = 82
R

T eirgy

W dalszej czgsci ograniczymy si¢ do rozpatrzenia belki wolnopodpartej (rys. 8) z dwoma
wspomnianymi sposobami polaczenia warstw zewngtrznych na koncu. Oznaczymy te

T oA

F %me‘k B
777 ?

Rys. 8

przypadek A

przypadki przez ,,A” i ,,B”. Warunki brzegowe odpowiadajace wymienionym przypadkom
wyrazajg si¢ nastepujaco:
Przypadek ,,A”
¥1(0) = y,(0) = y:(1) = y2(1) = 0,
y5(0) = y6(0)-= ys(1) = ys(1) = 0, (25A)
Y11(0) = y12(0) = yu (1) = y12(1) = 0.
Przypadek ,,B”
Y1(0) = y,(0) = y;(1) = y2(1) = O,
15(0) = y6(0) = ys(1) = ye(1) = 0, (25B)
k2 ys(1)—ky yo(1) = kaya(1)—kyp10(1) = 0.

3.2. Sformulowanie problemu. Sformuiujemy problem optymalizacji w sposéb nastepujacy:
Okresli¢ funkcje a(X), spelniajaca warunki oy < «(x) < «,, gdzie a, i oy 53 danymi ograni-
czeniami (gérnym i dolnym) oraz warunek '

1

[ a()dz = ao, : @D

0



134 Z.. BASISTA

dla ktérej funkcjonat
1 -~
= f (i +yDds, ‘ (28)
3 _
osiggnie warto§é minimalna.

Tak sformulowany problem, przy spelmemu réownan stanu (24) i warunkow brzegowych
(25A) lub (25B), jest typowym zagadnieniem optymalnego sterowania [4]. Funkcja ste-
rowania jest tutaj funkcja «(X) opisujaca ksztalt belki. Warunek (27) jest warunkiem
izoperymetrycznym (zadana z géry obj¢toéé). Funkcjonal (28), zwany funkcja celu okreéla
uéredniony wzdtuz dhugoéci kwadrat amplitudy drgan belki.

Do rozwiazania niniejszego problemu zastosujemy zasade maksimum Pontrlagma
Warunek izoperymetryczny (27) uwzgledniamy przez zmodyfikowanie funkcjonalu (28)

1 1
Ji= [GR+yDds+a [ads. (29)
0 0

Mnoznik Lagrange’a A dobiera sig tak aby byt spetniony warunek (27). Po wprowadzeniu
Zmiennej

o= J (Vi+yi+20)d3, (30)
o
otrzymujemy dodatkowe réwnanie
Yo = yi+yi+aa, @31
wraz z warunkiem ' .
yo(0) = 0. . (32)
Dzigki temu funkcjonat (29) mozna zapisaé bardzo prosto jako
Iy = yo(D). (33)
Utwérzmy hamiltonian
12
2 .
H= D, (34)
j=0

gdzie f; oznaczaja prawe strony réwnan (24) i (31), a y; sa rozwigzaniami ukfadu réwnani
sprzgzonych

Y= — 5 i= 0,1,...,12, (35)

spelniajacych warunki brzegowe, okreslone pa podstawie warunkéw transwersalnosei
(4(.) oznaczaja wariacje).
12
81+ D) (1D 8y,(1) =0 6y,(0)) = 0. (36)
j=0
Biorac pod uwage (33) oraz wykorzystujac zwiazki y,(0) = 0 (na podstawie (32)) i yo =
= 0 otrzymujemy najpierw 3, = —1. Po wykorzystaniu warunkéw brzegowych (25A)
i A(25B) i przyréwnaniu do zera pozostatych wsp6lczynnikéw stojacych przy niezaleznych
wariacjach otrzymujemy:
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Przypadek A :
P3(0) = 94(0) = pa(1) = 9,(1) = 0, .
2(0) = vs(0) = p+(1) = s(1) = 0, (37A)
P9(0) = 910(0) = wo(l) = p,0(1) = 0. o '
Przypadek B
ky 3 (0)+ka s (0) = ky 9a(0)+ky 910(0) = O,
kyws(1)+kapo(l) = kypa(l)+kap0(l) = O, -
0) = ps(0) = po(1) = ps(D) = 0, (37B)
¥11(0) = 9,12(0) = v, (1) = 1/’12(_1) = 0. . \-, .
Réwnania sprz¢zone oraz hamiltonian (po opuszezeniu wyrazéw niezalesnych od o)
przyjmuja postaé . e
pi= BPaps+2p;, 2= Blays+2y,

Py = =y + Pk (171911 F72912)s
pi = — P2+ Faky(mPiz—n2%11),
, 1 , 1
Ys = m“/’s, Ye = @—w4’ |
V= —9s, P§= —Ys (38)
Yo = “770(1(1(711“/’11'*‘7]21/’12),

Yo = —Paki(Q P12~ ¥11)s

, (1 , 1{1
Yy = ;(5#’3—1/)9), Yi2 = ;(51{’4—%0)-

H(a) = — % -, (39)
gdzie

1
X = @‘(}’5+Y11)1P3+(YG+Y12)1/’4“Y11 Yo—Y12¥10,

Y = B2(y1yr+y298)—P(G 911 +Gayi12) + 4,
Gy = n,(k, Y9"‘kzy:s)—“'72(kx}’1o—k2}’4),
G, = "]1("1}’10“kz}’4)+_’72(k1}’9“‘k2}’s)- -
Zgodnie z zasadg maksimum wg ktorej optymalna funkcja speinia warunek
H(otyp) = sup H(a)

o Rasa,

otrzymujemy:
Da X>0 i Y>0
o, gdy a* > a,,
Hope(X) = [a* gdy a; < af < a,,
o gdy o* < ay,

gdzie a* = 'I/KY | : (40)
W przeciwnym wypadku .
o {aa gdy H(ep) > H(a),
oD =g, gdy Hed 2 Hlw,).
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4. Obliczenia numeryczne

Przedstawiony problem sprowadza si¢ do nieliniowego zagadnienia brzegowego w skiad
ktérego wchodza réwnania (24), (38) wraz z warunkami (25A) lub (25B) i (37A) lub (37B).
Nieliniowo$§¢ jest wynikiem zwigzkow (40), ktore nalezy podstawié w miejscu a(X) do réw-
naf (24) i (38). Rozwiazywanie problemu tego typu wymaga stosowania metod numerycz-
nych. Przedstawione nizej wyniki otrzymano po zastosowaniu metody kolejnych przybli-
2en [6]. Proces iteracyjny rozpoczyna si¢ od przyjecia pewnej funkeji a, (X) jako pierwszego
przyblizenia funkcji optymalnej, rozwigzania kolejno zagadnien brzegowych (24), (25A)
lub (25B) i (38), (37A) lub (37B). Na podstawie otrzymanych rozwiazah, opierajac sig na
(40) okres$lamy nowe przybliZzenia «,(X). Iteracja zostaje zakoriczona, jezeli osiagnie za-
dana doktadnoéé e, tj. jezeli spetniona bedzie nieréwnoéé

1
[ () = ()5 < .
0

Zaleta przedstawionej metody jest to, Ze na kazdym etapie iteracji rozwigzujemy liniowe
zagadnienie brzegowe (dzigki danej w sposéb jawny funkcji (%)), przy czym wystarczy
osobno rozwigza¢ najpierw réwnania stanu a nastgpnie rownania sprz¢zone, Rozwiazania
rownan stanu wchodza do réwnan sprzezonych jako niejednorodnoéci. Obliczenia prze-
prowadzono na maszynie CYBER 72 w oparciu o program napisany w jezyku FORTRAN.
Do rozwigzania liniowych zagadnien brzegowych zastosowano program biblioteczny
o nazwie LINBVP (MATHSCIENCE LIBRARY), oparty na metodzie sprowadzenia
liniowego zagadnienia brzegowego do zagadnienia poczatkowego [7).

5. Wyniki obliczen

Przedstawione wyniki otrzymano przy nastepujacych danych:
o =20; «,=40; oy,=10
ky =2; k=001
O =4.167x107%; 7 = 4x10%;
Przyjeto obcigzenie stale na calej dtugosci belki
() =107 p(3)=0
Dila zbadar/lia wplywu wielko$ci tlumienia w warstwie wewngtrznej na optymalny

ksztatt przeprowadzono obliczenia dla catkowitego braku ttumienia (g, = 0) oraz przy
wielkodci g./g, = 0,5.

Okreslono optymalny ksztalt belki dla obu przypadkéw (A 1 B) zamocowania koficow
oraz dla trzech wartoéci £:0.02, 0.2, 1. Na rys. 9 przedstawiono optymalne ksztalty belki
dla przypadku ,,A” z uwzglednieniem tlumienia, odpowiadajacego podanym wartoéciom f
W tabelach podano liczbowe wartosci funkcji oo (X) W réznych punktach belki oraz
wartosci ugieé y,(X) z y»(¥) dla belki optymalnej. Dla kazdego przypadku okreslono
stosunek wartosci funkcjonatu (28) okreSlono dla belki o stalej szerokosci J(a,) do war-
toéci minimalnej J(etp)- '

Na rysunku 10 przedstawiono analogiczne wyniki odpowiadajace przypadkowi ,,B”.
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20 X o[x} y1x10%y2x107
L__._ T ——lo 6,01 1000 | 000 | 000
= 5 o1 %92 | 048 | -005
PSR SR (] N 1 0.2 | 27 | 087 |-010
5 03 2323 | 147 | -0
= =71 [oe 25T 05 0w
g 05 | 2488 | 1.1 | -0.9

20
B=002  Jlogl/J (o) =107

) % [a&dx) Jyp0-3y,x10"
I N I N I A 60 | 000 | 0,00 ] 0.00
I 01| 000 | 094

— 0.k
A R | 0.2 1380 .84 |-085
= | 0.3 hEAR 258 |-1,18

______ 04 12.92 306 [ -1.40
05 1287 3,23 | -1.47

§=02 J(oco)/J(ctopl)ﬂ,LO

j % o) Ty<i0efyi0Y
e 00 | 10,00 | 0.000] 0,000
0 10,00 |- 0,080 [-0,009
i i 02 | 10,00 |- 0,089 [-0.012
03| 1000]-0.e7 [-0007

0.4 | _40,00|-0,711 | =0,000.
T - 0.5 0.00[-08n | 0002

n=10  Jog/J (oco,;_,)=2,22 _

Rys. 9

Tx [ X(xY [y 107y, <107
— . _ ] 0.0 | 3608 | 0,000 | 0000
0.1 18,68 | 0,093 [-0,010
0.2 n.27 0,235 | -0063
03 7.78 0,370 |- 0,087
- | — i 04 | 233 | ous7[-0@
05 | 25)3 | 0486 |-0.133

x| alx] Ty, x103[y;x104
AN _ 00 | 1000 | 0,000 | 0400
N e 00 | 2207 | omi |[-0.01
I, 07 | 1226 | 0.208 |-0067

; [ 03 | 1596 | 0u64l-0032
o —— ] . 0.4 1988 | 0587 | =008
05 | 2110 | 0624 |-0203

0=02  Jlog)/dloxp) =1,23

x| o{x) yy x10%yo 10

S N I N 00| 10.00 | Gg0d | 0.000

01 10,00 0.626 | 0.23

R a2 10,00 |- 0,124 | 0.564

] 03 | 1000 |- 0237 | 0.760

— _ 0.4 | 4000 |-0675 | 0565
R 0,5 | 4000]- 0768 |- 0058 |

N=10  Jlogl/dlagd Qz,eo
Rys. 10
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6. Wnioski

1) Optymalny ksztalt zalezy od czestoéci wymuszenia. ,,Dzialanie” optymalnego
ksztattu polega jak widaé na odpowiednim przesuwaniu najbliZzszych czgstoéci rezonanso-
wych w taki sposob, aby zapewnié minimum amplitudy drgaf wymuszonych.

2) Na podstawie przeprowadzonych obliczen stwierdzono, Ze thumienie w warstwie

wewnetrznej (w rozpatrywanych przypadkach podparcia i obcigZenia) nic ma zauwazal-
nego wplywu na optymalny ksztalt,

3) Istotny wplyw na optymalny ksztalt, przy niektérych czgstosciach wymuszenia
wywiera sposéb polaczenia warstw zewnetrznych na korncu belki.
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S v

Praca zostala wykonana w ramach tematu wezlowego 05.12 ,,Wytrzymalos$é i optymalizacia konstrukcji
maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez IPPT PAN.

Pesiome

OIITHMMAJIEHOE <>OPMUPOBAHUE TPEXCJIOMHOU BAJIKM B IIPOLIECCE
YCTAHOBUBIIUXCS, TAPMOHHUYECKUX BbIHYXIEHHBIX KOJEBAHUM

B pabore BhiBemeHsl muchdepeHnansubie YPaBHEHHA KonebaHmil TpexciioiiHol 6anku (sandwich)
€ TIOCTOSHHOM TOJIIHMHOM CIOEB W IIPOM3BONLHO ITEPeMEHHON uiHpHre. JIna Taxol Ganxu thopmyupyerca
BHOMPOC ONTAMANLHOTO NMofbopa GYHKLNH, ONpeeNAONIeH IUPHHY Ganky H3-3a MUHHMYMa yCDEHEH~
. HOro BJAJb IIIHHBI KBaJpaTa amIIMTYHb] FApMOHHNECKHX BBLIHYKACHHBIX KoJleGaHuit. YuuTuBas gemn-
(hHpOBaHHE BHYTPEHHETO CJIOA (KOMIUIEKCHAA INOAYJL) peieHa npobiiemMa, ONHpasch HA TIPUHIUIY
maxcumyma IlourparrHa u npumenenun DBIIM.

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE THREE-LAYER SANDWICH BEAM UNDER STABLE
HARMONICAL EXCITATION

For the triple-layer sandwich beam, with the constant thickness and variable width of the layers, the
differential equations have been derived. The problem of optimal choice of the beam width, based on the
minimum of the mean square value (along the lenght) of amplitude of forced harmonical vibrations, has
been formulated.
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Taking into consideration dampoing in the inner layer (complex modulus) and basing on Pontriagin’s
principle the problem has been solved with the aid of computer,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 czerwea 1980 roku.
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Instytut Fizyk!
Politechniki Krakowsklej

1. Aktualny stan zagadnicnia

Przyjecie wydtuzalnosci osi tuku prowadzi do jakosciowo innych zagadnien w proble-
matyce badania statecznosci w pordwnaniu np. do tukéw bedacych w stanie bezmomento-
wym (1), gdzie przez utrate statecznosci rozumie sig¢ wystapieni¢ stanu gi¢tnego. Wyréz-
niajac w tukach o osi wydtuZalnej stan deformacji statycznej oraz badajac naloZzone na
niego male, liniowe drgania mozna wyznaczyé krytyczne warto§ci obcigZenia i réwno-
czesnie typy utraty statecznosei (bifurkacja, przeskok).

Forma utraty statecznoéci zalezy od sposobu podparcia, ksztattu osi tuku, wydhuzal-
nosci jak réwnieZz samej wyniostosci.

W ostatnim czasie zagadnienia krytycznego i pokrytycznego zachowania si¢ tukow
sa przedmiotem coraz intensywniejszych poszukiwan. SCHREYER i MASUR [13] w oparciu
o metody energetyczne rozwazaja kryteria utraty statecznosci fuku pryzmatycznego obcia-
2onego statym cisnieniem gazu. DicKIE i BROUGETON [3] rozwazaja tuk obciaZzony radialnie.
Praca ma charakter teoretyczny i doswiadczalny, Wykorzystujac energetyczng metode
badania statecznosci stosowana w [13] autorzy przeprowadzaja poroéwnanie otrzymanych
rezultatéw z danymi do$wiadczalnymi. Bifurkacja lukéw wyniostych z uwzglednieniem
wydtuzalnosci osi jest rozpatrywana przez Dyma [4]. Utracie statecznosci oraz pokrytycz-
nemu zachowaniu sie tukéw kolowych poddanych réwnomiernie roztozonemu obcigzeniu
o nie zmieniajacym sie kierunku dzialania, po$wiecony jest rozdzial ksiazki Dyma [5].
Réwniez BRUSH i ALMROTH [2] rozwazaja stateczno$¢ kolowych pierécieni. Analiza za-
chowania sig¢ liniowo-sprezystego tuku kotowego, przy zalozeniu hipotezy plaskich prze-
krojéw i przyjeciu nieliniowosci geometrycznej badana jest przez SCHMIDTA [9, 10, 11, 12].
Podstawa analizy jest opis tuku poprzez uktad szesciu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzgdu. Praca [12] zawiera ponadto przeglad literatury poswigcony temu za-
gadnieniu poczynajac od 1884 r. PrauT [8] analizuje stateczno$é ciaglych elementéw
konstrukcyjnych (prety, tuki) obciazonych niezaleznie dziatajacymi obciaZeniami typu
konserwatywnego jak i niekonserwatywnego, lecz w zakresie statycznego kryterium utraty
statecznosci [1]. Z nieliniowego réwnania stanu wyréznia si¢ réwnania opisujgce stan
zerowy (stan statycznego ugigcia w procesie obciazenia), wyboczenie oraz stan pokry-
tyczny. Obok wspornika rozpatrzono kotowy tuk utwierdzony przegubowo, obcigZzony
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pionowo trzema silami skupionymi. Zbadano wplyw niedokladnodci przylozenia sity
skupionej. KorniszyN i IsANBAJEWA [6] rozwazaja zachowanie si¢ powlok kolowych
o stalej grubosci z uwzglednieniem warunku statecznosci. Podana jest analiza form utraty
statecznosci.

Celem obecnej pracy jest zbadanie statecznosci pryzmatycznych tukéw z materiatu
liniowo-sprezystego poprzez analize matych, liniowych drgani nalozonych na stan sta-
tycznego, nieliniowego ugigcia. Na przykladzie tuku kotowego zostanie przedstawiony
zwigzek migdzy formami drgan, a formami utraty statecznosci.

2. Geometrycznie nieliniowe sformuntowanie zagadnienia. Wyprowadzenie réwnan ruchu.

2.1. Zwiazkl geometryczne, prawo fizyczne. Rozpatrzmy tuk nieodksztalcony w kartezjan-
skim ukladzie wspoirzednych (rys. 1), ktorego réwnanie osi srodkowej ma postaé:

x= [cos®(¢)ds,
0

. (1)
y= [sin0@)ds,
(1]

gdzie kat @ mierzony jest miedzy osia OX, a styczng do osi fuku w punkcie s. Zwigzek

4 . Todt
p 2
T Z
[‘ o dh
y—~——sl- | A
I . : 8 +do (] . x
Fis) } 3 R
os)|/ )|( X 40
! \ ¢
. A
Rys. 1 Rys. 2

mig¢dzy elementem dtugoéci tuku ds, a2 zmiang kata d@ pokazano na rysunku 2. Krzywizna
tuku oraz zwiagzki migdzy wersorami n, T zdefiniowane sa nastgpujaco:

1 do dn - dz -
k=-g=a G-k =k @
Niech tak opisany tuk ulegnie odksztalceniu (rys. 3).

Promien wodzacy dowolnego punktu s przed odksztalceniem ¥ oraz po odksztalceniu ™
Zwigzane sa z przemieszczeniem z nastepujaco:

F*(s) = F(s)+u(s), : (3
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przy czym zachodzg nastgpujace zwigzki:

s
% =7 | =1,
d* . di*
= AX%o¥ —
ds IT 3 glee AT - dS » (4)
de* dr*
k* = dsF = T g n*

Rys. 3

Odksztalcenie osi $rodkowej tuku e, w dalszym ciagu bedzie rozumiane w sensie
miary Cauchy’ego jako:
. — ds*—ds
°T T ds

= A¥—1. (5)

Odksztalcenie & warstwy fuku odleglej o z w kierunku normalnej od osi érodkowej (rys. 4)
moze by¢ zapisane:

(R*—2)d@* - (R—2)dO® |

o) = (R—z2)d@ ©®
Korzystajac z (4) i (5) otrzymujemy:
— &(z) = —1—_-1‘-2/? {eo+2[(1 + eg)k*—k]}. (7)

YV ukladzie wspoirzydnych (7, 7n) zwiazanym z osia nieodksztalcona, przemieszczenie
u zapiszemy:
= DT+Wh. ®)
Z (3) i (4) otrzymujemy:
(14 80)T* = (1 4+ &'+ kw) T+ (V' — ko) 7. )
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Korzystajac z rozkladu wektora T* w bazie (7,n) otrzymujemy z (9) nastepujacy
uklad rownan: :
(14 go)cos(@*—0) = 1+2"+kw,
— (1 — &)sin(@*—0) = W' —kv. (10)

R

P
N

Rys. 4

Po podniesieniu stronami do kwadratu réwnan (10) i dodaniu otrzymuje si¢ nastgpu-
jacy zwiazek migdzy odksztalceniem osi érodkowej &, i sktadowymi przemieszczenia v, w:

go= — 1+ V(I+0 +kiw)+ v — k)2 . (11

Wprowadzajac oznaczenie:

Pp=0%*-0, (12)
_zapiszemy zwiazek migdzy zmiang kata 0, a skladowymi v, W w postaci:
% = —arctg Lkv (13)
I+2"+kw
Jesli oznaczymy: ' .
%= (1+¢6)k*—~k, (14
to odksztalcenie (6) mozna zapisaé: ’ '
£(z) = so+(—sok+n)l+%, (15)
.za$ napreZenie (zgodnie z pfawem Hooke’a)
o(z) = an+E(—sok+n)l+Lkz. (16)

Nalezy zauwazyé, e w elementarnej teorii zginania lukow na ogdt przyjmuje si¢ » =
= k¥ —k (pomijajac ¢, we wzorze (14)).
2.2. Réwnania ruchu. Po podstawieniu (16) do wzordw okreSlajacych sily uogoélnione:

N=[[oaa,

. | (17)

— ff ozdA,

A

M
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(gdzie N oznacza sile podtuina, M — moment zginajacy) otrzymamy nastepujgce zale~
noéci: P \
N= EAEO EIZOk(—'sok‘*'”)) H

: 1\“4=,—_E12p( sokfi'-x),_. R o (18)
gdzie [15]: - ' ' S TP

L e
: );:

Korzystajac z (13), (14) i (18) otrzymujemy nastqpujqce réwnania (po rozwigzaniu-zé

wzgledu na v, W, 9): R

1+kz~ \'

A fv o AAI Yo At P, P
= —kW (1 COSQP)'*“ (EA éﬁ) cosy,
Al LA ﬁ kﬁ, .:‘,...i.«';:\\___\“ :
' VA ' v v A L .
M M 2Jzzm - .
¥ E120 (1+k EA )+kEA Sk AT TIPS

_Réwnania ruchu uktadu wyprowadzxmy z zasady prac przygotowanych. Warunkiem
komecznym 1 wystarczajacym réwnowagi. ukladmpodsdanego wigzom ustalonym (tzn. nie-
zaleznym od czasn), jest réwnos¢ zeru sumy prac, wxrj,ualnyc(h sil, dzmla}qcych na uklad .
(z uwzgl@dmcmem sit bezwiadnodci) S e .

6W"6LH‘O,‘_A S

N

(20)

gdzie W jest sumg prac przygotowanych sit v&ewngtf;anych 8L za$ sumg prac przygoto-
wanych si zewnetrznych.

Pracg wirtualng sit wewngtrznych i zewnctrznych obliczamy z réwnafh:

SW = fffa,,aa,,dV 5f(zswao Mé“x)ds
‘ o @1
f(f gAu) 6uds, s

w2

przy czym w pracy sil zewngtrznych pomijamy prac,g Jmomentu pochodzacego od bez-
wladnosci obrotu przekroju poprzecznego luku. Calkujac przez czqécx wyraZeme (21)

oraz korzystajac z rownan (18) i (11) otrzymujexny I R
! . A }]
— 1 ] — ’ COSiP [ 7] m’l’ A
SW = —Mopl,+ [ Nsin§— M’ 1+ 16w} +I[Ncosw M 1+eo]6v}o+
+ f{k ﬁcos‘-._M_'Sm_a’ [—Nsm M cosp ] S+ (22)
NS ¥ 1+ v 1+eo ) . ’

€o

o l+s°

+ f{ [Nsm@+M’ c:s;p] [Ncosw M’“ sind ]}-6%, AR

10 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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oraz _ |
( _ )
5L = [ {[(F* - 048186+ [(F" ) —oai] 6bds.
; . _ ,

Fosiugujqc si¢ (20) (wobec dowolnoéci wariacji 80 1 8w) otrzymuije sig:

k(ﬁcos@"—késin@)+(1\Alsinfv—QAcosﬁ))’—(f n)+opAdw = 0,
k(l“}sin@—écosfp)¥(ﬁcosﬁ)+ésin¢)’—'(f- 7)+0AT = 0,

gdzie, o
M = —(1+£0)Q.

Scatkowane wyrazy daja warunki brzegowe do tych réwnan:

— Mol = 0,
[(—Nsin§+Qcos) ow]l, = 0,
[(Ncosp+0sind) 53]l = 0.

Woprowadzajac nowe zmienne zaleZne A, A
I\?cosﬁwésinﬁl = A},
~Nsinp+Qcosp = ',

(23)

(24)

(25)

(26)

@7)

otrzymamy z (19) i (24-25) uklad czastkowych nieliniowych réwnan réznlczkowych

opnsumcych nieliniowe drgania tuku sprezystego:

v' = —kw—(1—cosP)+ eocosp,
W = k{—sinp—eosing,
n M
= — ke,,
¥ ' EIzo o

N = —kX—(J" t)+gA~v
A = kN~ f n)+QAw

M = —(l+so)(.Afsmtp+.%"Acos¢),
gdzie .

o = —Elx(fcosw—j'sin@—kl\?!),
z warunkami brzegowymi:
| (Mo, =
owls =0
(H D)y =

(28)

(29)

(30)

3. Analiza stanu nielinlowego statycznego ugigcia, liniowych drgan i stann krytycznego.

Wprowadimy do,réwnaﬁ stanu rozwinigcia zmiennych stanu, paramctréw okresla-
Jacych odksztalcenie osi $rodkowej tuku i obcigZenie zewnetrzne, pozwalajgce na zbadanie
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malych drgan naloZonych na statyczne ugigcie lub zbadanie form utraty statecznosci:
0(s, t) = vo(s)+ &D1(s, 1)+ ...
w(s, t) = wo(s)+afv1(s, H+ ...
P(s, 1) = Po(s)+ &Py (s, 1)+ ...
N (5, 1) = H o(s)+ eN 1 (5, )+ ...
H (5, 1) = Ho(s)+ 84 (s, )+ .. @D
M(s, 1) = Mo(s)+ eM, (s, 1)+ ...
4(s) = Go(s)+ 4, ()+ ...
2(5) = Do(8)+&py()+ ...

gdzie: { 77 = q; (f 7n) = p; ¢ — maly parametr ktéry moze byé zdefiniowany naste-
W — Wy
Wo
Zerowy czlon tego rozwiniecia opisuje statyczne ugigeie tuku, ktére jest dane przez
nastepujacy uklad niejednorodnych, nieliniowych réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu:

pujaco: & =

Vo = kwo—(1—cosyo)+ £60COS Yo,

wo = kuo—sinypy— £g05in g,

o M,
El,,

N o = =kAo—qo,

ftln = k-/Vo“i’o:

My = —(1+ &g0) (A osinyo+H"5C05 ),

+ k&oo, ' (32)

gdzie
1 . f
&g = Ez(-/‘/\-ocoswo—xOsln’wO—kMo)-

Do uktadu (32) dotaczymy warunki brzegowe:

(Mo do)lo = 0; (Ko dwo)[o = 0;
(-/Voavo)”) = 0.

3.1. Opis Hniowych drgafi Iuku nalozonych na stan statyczmego uglecia. Na nicliniowe statyczne
ugiecie huku nakladamy matle liniowe drgania. Z (28) i (31) po podstawieniu:

(33)

2, = v exp(iot); Wy = w,exp(iot),
P = prexpliot); -/‘?-x = N exp(iot), (34)
Ji;'l = A" exp(iowt); 1€!1 = M,exp(iot),

otrzymujemy uklad réwnan

-

’ N COS
vy = —kw,— (14 ego)sinyoyp; + T‘l& [cospo Ny —
—sinye A"y — (A osinyo +H ocosyo)y —kM,],

10*
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, : sin ) '
wi = kvg—~(1+ £o0)cOsYPo s — E:ﬁo [cospo b1 — (39

—siny, ~7_£f1—(-/VoSin'Po‘*'xocos?}’o)%‘_le];

b M
Y= T E L,

Ni = —kot',—§, —ow’4v,,
A| = kN ~P,—ow?Aw,,
M{ = —(1+¢e00) (cospo | +sinype A )+ (N gcosypo—

k ' , -
+ T [cospy Ay —siny, fxr(/’/oSIHwo'FfoCOSwo)wx—le],

AN osinyo -+ A gcosy,
EA

—siny, A"y — (N osinyo+o gcospo)w, —kM,],

~H oSINY) Y, — [cospo Ny —

z warunkami brzegowymi: 5 _
(Mo 0w, + M, dyo)lo = 0,
(H 00wy +H ' dwo)lh = 0,
(N 00w, +N; 0vo)lh = 0.

Réwnania (35) bedziemy nazywaé dalej réwnaniami stanu. Rozwigzanie réwnarn stanu (35)
zalezy od rozwigzania (vo(x), wo(x), wo(x), A o(x), K o(x), Mo(x)) ukladu (32).

4. Analiza zachowania sie obcigZenia zewnetrznego

4.1. OhclaZenla konserwatywne. i) ciagle obcigZenie zewngtrzne na jednostkg dhugosei
osi x. o '

Na rysunku 5 przedstawiono schemat obciazenia o danej intensywnoéci g(x) na jed-
nostke diugosci x. :
Elementarna sila dF liczona w kartezjaiskim ukiadzie wspdtrzgdnych (x, y) ma wsp6l-
rzg¢dne: :

dF (0, —g(x)dx). (37

praed odkszrtalceniem

6’0
b\ po odksztateeniem

>

Rys. 5 °
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Natomiast wektor f = dF]ds obcigzenia zewngtrznego ma postaé:
f(0, —g(s)cosB(s)). (3%)

Skladowe (P, §) tego wektora liczone wzgledem lokalnego ukiadu odniesienia (i, 7)
mozna zapisac:

(7 7) = —g[x(s)Isin@(s)cos@(s) = §,,

th.

5 - (39
~ () = glx()]cos?(s) = o. )
Obcigzenie takie prowadz1 do samosprz¢zenia ukiadu (35).
ii) staty kierunek obciaZenia w przestrzeni.
W tym przypadku skladowe (P, §) dadza si¢ zapisaé: .
7= (f7) = g.[y(s)]sinO(s)cosO(s) — g, [x(s)]sin@(s) cosO(s), (40)

p= (" 1) = gly(e)]sin?O(s)+g, [x(s)]cosO(s)
iii) intensywno$¢ obciaZenia zmienia si¢ w okreslony sposdb.
Jesli przyjmiemy obciaZenie zewngtrzne w postaci:

F=Jls, }, ¥, 0) = fu(s, 7, F, ) T+[als, 7, ¥, D)7 , 45
to prowadzi ono do samosprzezenia ukladu réwnan stanu w przypadku gdy obcigZenie
f posiada potencjal V(s, 7, ¥, %) tzn. \

' av oy

S = f2=W, (42)

gdzie V(s, 7,7, u) oznacza dowolna funkcje.

4.2. Obclazenia niekonserwatywne. i) stale ci$nienie zewngtrzne na jednostke dlugodci osi
nieodksztalconej.

Oznaczajac stale, zewngtrzne, cisnienie dzialajace na jeq‘nostke dhugosci osi nieod-
ksztalconej przez p = p, = const, moZna kolejno: wektor f oraz jego skladowe (g, p)
w bazie (1, ) zapisaé:

f=Bs7* = pori*,
g = (" )= po(i* - ?) = posiny, N Cx)
p = (f7) = po(* - i) = pocosy.
Rozwijajac skladowe (p, §) w szereg:
q = PoSInyPo+peCosyy €Y+ ...

- e (44)
D = PoCOSYWo—PoSINPoEY; + ...
otrzymujemy nastepujace cztony tego obcigZenia:
= pPoSiNyWo: gy = PoCOS ,
9o = PoSINYo qdy = PoCOSYPo ¥y (45)

Do = PoCOSYo; Py = —PoSinYoyr,
ktére nie prowadza do samosprzgZenia réwnan stanu (35).
ii) stale cinienie na jednostke osi odksztalconej (cisnienie rzeczywxste)
W tym przypadku elementarna sita dF = pods* - n*. Wektor f mozZna zapisaé:

» F Cds - |
=5 = po =" = po(l + e0)*, (46)



150 J. BLACHUT

za$ jego skladowe (2, §):
g = (7)) = po(1+ eo)sinwy,

o “4n
p = (f+ 1) = po(1+ &o)cosy,
korzystajac z (31) i (34) otrzymujemy po przeksztalceniach:
g = po(l+ so0)sinpo+e[(1+e00)cosyoy, +sinyo o1lPo+ . .
D = po(1+&00)coswo+e[— (1 + s00)sinyoys+CcoS Yo €01]Po+ ...
Z (48) wynikaja nast¢pujace skladowe obcigzenia:
qo = po(l+ £00)sinyo,
Po = Po(l+£g0)cOS9q, )
41 = pol(1+ &0a)cospoyy +sinyg €a4l,

D1 = Pol—(1+ £00)Sinywop, +CcOSYPg €04,
gdzie :

1 .
s00 = o (N oc0spo—H osinpo—kMo)

i [(cOspo A"y =iy o) = (A osinspo-Hl gcospo)ps — kM.
Petny schemat klasyfikujacy 27 réznych sposobéw zachowania si¢ obcigzenia z uwagi

na: .

— aktualny kierunek obcigzenia

— prosta dzialania obciaZenia

— intensywno$¢ obcigZenia ' -

zostal opracowany wspdlnie z J. Skrzypkiem i zamieszczony w jego pracy [12).

€ay

5. Przyklad, Euk kolowy.

5.1. Réwnania oplsujace statyczne ugiecle oraz male, linlowe drgania luku. Rozpatrywaé bedzie-
my sprezysty huk kotowy o dlugodécei /, promieniu R, obustronnie sztywnie zamocowany,
obcigZony statym ci$nieniem hydrostatycznym p, liczonym na jednostke dtugoéci osi nie-
odksztatconej (tzn. cifnienie pozorne). Przyjecie¢ takiego ciénienia podyktowane bylto
wzgledami numerycznymi i jak wynika z poréwnania wzorow (49) (cisnienie rzeczywiste)
i (45) (cisnienie pozorne), nie prowadzi do zasadniczych zmian ilo$ciowych z uwagi na
nieréwnosci: gqo € 1 oraz gy <€ 1.

Wprowadzajac nastepujgce zmienne bezwymiarove i oznaczenia:

x=s/l, ov§=uwfl, w§=woll, 5 = AI[El,, Y§ = Yo,
HE = A GI*[El,, § = Mol[Ely, vt=u9l, wi=w]/l,
NF = A 12[Ely, X% = X, 1*JEI,, ¥ = M,Il/EI,

DoR3 , R*4, I I

A="F1. El, * *T4pe °TFR

Q:gw
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gdzie

p — gesto$¢ materiatu ‘

E — modut Younga, 4,, Jo — oznaczaja pole powierzchni przekroju poprzecznego oraz
jego moment bezwladnosci w punkeie X, zdefiniowanym tak aby 4,/ = V (objeto$é
tuku)

réwnania opisqjqce statyczne ugigcie luku maja postaé:

v§’ = two— 1+ (1 + &50)cos o,

wt' = —Evo— (14 &g0)sinyo,
’ ME
3 = — < —EEgo,
'/)0 f(@) 00 (51)
NE = T o~ B fsiny,
HE = =8N o—e3Bcosyl,
M3 = — (14 &o0) (N §sinyf + 5 cosp¥),
gdzie _
800 = g5 (Bcospl— A bsinps+EM3),
A=Ay P(x); Io=If(®); f(P)=D" »v=1,2,3, 52)

@ — bezwymiarowy przekrdj poprzeczny fuku.
Do réwnan (51) dofaczamy nastgpujace warunki brzegowe wynikle z obustronnego sztyw-
nego utwierdzenia:
2§(0) = 0, w§(0) = 0, y5(0) = 0,
0§(1/2) = 0, 3(1/2) =0,  A7%(1/2) = 0.

Warunki te'odpowiadajq symetrycznej formie ugiqcia.‘ Z (35) otrzymuje si¢ nastgpujace
réwnania stanu:

[0 4
>
—sinp§ A — (N Esinp§+o §Foos )y +eEMY,

vl = ewl— (1 + goo)siny¥pti+ — cosydfcosypl N f;—

’ _ [« 2N
wl = —eo¥—(1+ ego)cospd vl — gsmwé‘ [cospd A fi—
—siny¥ Ak — (N §sinypg+A FcosyB)pi+EMYE], (53)

*
o= - Mb_ o

@ "o
Y = e — B Beosylyli—4Q, Doty
HY = —EA T+ Bsinplph—e*Q2,Pwk,
MY = —(1+&00) [cosp§ K'Y +sinpl &+ (NEcospd — A §sinyE) pil—

COSYE N ¥ —siny§ A T — (V $siny+ A Ecosyp) vt +EMY),

— & WEsiny§+a fcosyy) [cosydh fi—sinpl At~

—(HEsinpf +A FcospyTi+eMt,

z warunkami brzegowymi:
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a) antysymetryczna forma drgan (i = 1)

vf,(0) = 0, w1 (0) = 0, ¥}:(0) = 0, (54)
b) symetryczna forma drgan (i = 2)
‘vfz(o) =0, wi,(0) =0, ¥$.(0) =0, 55)

v},(1/2) = 0, 9%(1/2) =0, 12(1/2) = 0.
5.2. Zwiazek migdzy drganiami, a formami utraty stateczno$ci. W celu zbadania statecznego za-
chowania si¢ tuku catkowano numerycznie réwnania statycznego ugiecia (51) z warunkami

.= . h
brzegowymi (52). Otrzymane rezultaty dla wyniostosci € = 1,571 i —[i = 1/100 przedsta-

wiono na rysunku 6. Punkt b (rys. 6) odpowiada krytycznej wartoéci obcigZenia dla ktdrego

. (R =1/3)¢=0,010000000
2. {h/l=1/L) 4=0,005208110
3. {hy/t=1/8)0=0001302083
L A/t =140} t=0000833333
5. {ho/l =1/20) ot=0000208333
. {hy /t=100) o=0.000008333

o

- h ¢

{ . i | ) ; ! ! ! |
0050 ©J00 0150 0200 0250 0300 03%0 0400 0450 0500
wol1f2}

Rys. 6

nastepuje utrata statecznosci przez przeskok. Galaz (b—c) odpowiada niestatecznemu
zachowaniu sig luku, z uwagi na forme symetryczng wyboczenia. Zbiér krzywych w funkeji
parametru o zestawiono na tys. 6. W celu okreélenia obciazenia krytycznego odpowiadajs-
cego bifurkacji rozpatrzono male, liniowe drgania nafozone na stan statycznego ugiecia
wyznaczony z rozwigzan réwnan (51) z warunkami (52). Wykreslono zalezno$¢ migdzy
wartosciami kwadratéw czgstosci antysymetrycznej 24 i symetrycznej 25, a ugieciem
wo(1/2) w $rodku tuku. Odpowiednie wartosci otrzymano catkvjac numerycznie réwnania
stanu (53) z warunkami (54) dla antysymetrycznej lub (55) dla symetrycznej linii ugiecia.
Dla /;—o = 1/100 atrzymano krzywe przedstawione na rysunkach 7.1 8.

Krzywe te wspolnie z krzywa z rysunku 6 charakteryzuja zachowanie sig tuku pryzmatycz-
nego. Ze wzrostem sily, ugigcie w,(1/2) roénie, za$ czesto$¢ 25 maleje (galaz (a—b)).
W punkcie b (sifa krytyczna) nastgpuje przeskok na gataz ¢ lub niestateczne przejécie po
galezi (b—c) (£2° pozostaje wtedy ujemne). Poczawszy od punktu c cala galg?z (c—d)
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odpowiada statecznemu zachowaniu si¢ luku (ze wzgledu na wyboczenie symetryczne).
Dla drgan antysymetrycznych galaZ (e—f) odpowiada statecznemu zachowaniu sie tuku,
Punkt f odpowiada bifurkacji. GataZ (f—h) charakteryzuje niestateczne zachowanie sie
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tuku. Obszar statecznoéci pojawia si¢ dopiero na galezi (h—g). Odpowiednie obszary
stateczno$ci i niestatecznoéei, przeskok oraz bifurkacja moga by¢ réwniez dobrze zilustro-

wane w innym ukladzie wspéirzednych (rys. 8). Dla parametru % = 1/100, 1/10, 1/4

analogiczne wykresy zestawiono na rys. 9, 10, 11, 12, 13, 14.

Jak widaé z rysunku 111 12 d]a.hT° = 1/10 nie wystgpuje utrata statecznosci przez bifur-

kacje (£24 > 0). Zaé dla h—l° = 1/4 w ogdle nie jest mozliwa utrata statecinoéci, ani poprzez

bifurkacje (gdyz 24 > 0), ani poprzez przeskok poniewaz 2° > 0.
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6. Zakonczenie

Przedstawiona koncepqa wyrc’)Zmema stanu mellmowego statycznego ugiecia z rdwno-
czesnym naloZeniem na niego matych, linjowych drgan oprocz SWC_] funkcji prowadzgcej
do badania stateczno$ci- moze byé wykorzystana do optymalnego ksztaltowania lukow
o osi wydiuzalnej.

W zakoficzeniu pragng réwniez wyrazi¢ wdzigczno$é doc.: dr hab. inZ Antoniemu
Gajewskiemu za pomoc w wykonaniu tej pracy 4
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PeawmMme

AHAJIU3 YCTOMI'MIBOCTH ITPU3MATHUECKIX BAJIOK C ' PACTSDKHBAEMOU
OCEA .-

PaccmaTpuBaercsa 24/(24a yoTONUMBOCTH MPHBMATHUECKHX ‘APOK, B KOTOPhIX YHOTpeGNAeTCs pacTs-
JKHMBaeMeCTh OCH (HC IIPHHIMAETCH BO BHHMaHHE Ge3MOMEHTHOrO COCToAHMA). BLiBegeHsl TOUHBIE ypaB-
HEHUA JBIKEHMsA, a TIOTOM BLIBEACHO HENMHENHOE COCTOAHME, HA KOTOPOE HAKWIAZALIBACTCA MAJbie,
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nuHeHble KONeGaHUsT, UTOOLI MOJYYHMTH BO3MOMCHOCTS YUMTHBAHMA YCTOHCMBOCTM MM mias 6udyp-
Kauwit MM INIA NEPECKOKa. YHuCeHHble pesysibTaTbl NONYYMIIHCh AIA KPYIJIol apku mon neicrBuem
BHEUIHERO NABJIEHUA.

Summary

" STABILITY ANALYSIS OF EXTENSIBLE PRISMATIC ARCHES

The stability problem of a prismatic curved rod in which an extensibility of an rod axis and a bending
state are taken into account, is discusscd. The lincar vibrations are imposed on the deformed state
in order to analyse the buckling problem either by a bifurcation or by a snap-through aprouch. Appropriate
results for a circular arch under external pressure are provided.

Praca zostala zlo2ona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku.

Praca wykonana zostala w ramach problemu wgztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymaloéé i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych”.

11 Mech. Teoret. { Stos, 1--2/82
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STATECZNOSC EULEROWSKA PRETOW PRZEKEADKOWYCH
Z RDZENIEM O ZMIENNEJ CHARAKTERYSTYCE

PIOoTR A. WRZECIONIARZ (WROCLAW)

1. Wstep

Pojawienie si¢ tworzyw o zmiennych wiasnoéciach umozliwito otrzymanie konstrukcji ,
przekladkowych z rdzeniami o zmiennej charakterystyce [1]. Dotychczas rozwazono
utrate statecznoéei ptyty przektadkowej z rdzeniem o celowo zréznicowanych na grubosci
wlasnoéciach wytrzymatosciowych [2]. Przedstawiono metodg okreslania sit krytycznych
grubych plyt przektadkowych w przypadku lokalnej formy utraty statecznoéci [3). W ba-
daniach do$wiadczalnych [4, 5] wykazano, Ze zastosowanie rdzenia o zmiennej gestosci
powoduje wzrost sit krytycznych faldowania nawet o 687, w stosunku do plyt przekladko-
wych z rdzeniem o stalej charakterystyce, przy tym samym cigzarze obu rodzajéw plyt.

Praca niniejsza uzupeinia dotychczasowe o przypadek wyboczenia eulerowskiego preta
przekladkowego z rdzeniem o zmiennej na grubosci charakterystyce wytrzymatosciowej.
Analizuje si¢ swobodnie podparty pret poddany dziataniu jednokierunkowego obcigzenia
§ciskajacego przylozonego w plaszczyZnie okladzin., W celu wykazania korzyéci zwigzanych
ze stosowaniem tego typu konstrukcji poréwnuje si¢ wartoéci sit krytycznych pretéw
o statych i zmiennych charakterystykach rdzenia.

2. Analiza mechanizmu utraty statecznosci

Rozwazany pret przekladkowy (rys. 1) charakteryzuje sig rdzeniem o zmiennej na gru-
bosci gestosci pozornej. Tworzywo o najwigkszej gestodci pozornej, a wiec 1 najwyZszych
wlasnosciach wytrzymaloéciowych, znajduje si¢ bezpoérednio przy okladzinach.

Rys. 2 przedstawia przekrdj- poprzeczny tego preta. Jak wykazaly badania [2, 4, 6]
zmiany w.tworzywie majg charakter ciagly, przy czym istotne réznice wystgpuja jedynie
w cienkich zewnetrznych warstwach rdzenia, natomiast jego warstwa srodkowa charakte-
ryzuje si¢ wlasnoéciami statymi. MoZna wigc w rdzeniu wyodrebnié trzy warstwy: dwie
cienkie zewnetrzne o gruboéci ¢, charakteryzujace si¢ podwyZzszonymi i zmieniajacymi sie
wlasno$ciami wytrzymalo$ciowymi oraz wewnetrzng o wlasnoéciach statych.

Utrata stateczno$ci w kierunku osi-y (rys. 2) jest malo prawdopodobna z uwagi na
znaczng sztywno§¢ okladzin zginanych w swej plaszczyZnie. Wyboczenie pregta moze
nastapi¢ w kierunku osi z. Poniewaz sztywno$¢ rdzenia w kierunku osi x, w tym i jego
warstw zageszczonych jest mala w pordwnaniu ze sztywno$cia okladzin, wigc si¢ ja po-
wszechnie pomija. Jest to réwnoznaczne zaloZeniu, Ze rdzen nie przynosi napreZed po-

11. r
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dhuznych, ktére w catosci przynoszone sa przez obie okladziny. Powszechnie tez przyjmuje
sie, ze w cienkich oktadzinach napreZenia normalne maja rozktad liniowy na grubosci ¢,

_natomiast naprezenia $cinajace sa réwne zeru. Tak wigc utrata statecznosci zwigzana
bedzie ze zginaniem obu okladzin, obu warstw zaggszczonych oraz warstwy Srodkowej.
Obok zginania wystepowaé bedzie, charakterystyczne dla konstrukeji warstwowych,
écinanie rdzenia, ktory przenosi catkowits sile poprzeczna. Naprezenia $cinajgce wystepu-
jace we wszystkich warstwach rdzenia nie moga byé pominigte, gdyZz maja one duzy wplyw
na zachowanie sig konstrukcji przektfadkowych.

<D

k

Rys. 1. Wyboczony pret przekladkowy.

Rys. 2. Przekrdj poprzeczny preta przekiadkowego z rdzzniem o zmiennej charakterystyce.

W rozwazanych pretach rdzeh potaczony jest z okfadzinami na calej ich powierzchni.
w przypadku rdzeni o zmiennej charakterystyce nie jest mozliwe stosowanie technologii
spieniania ,,in situ” migdzy okladzinami. Tak wigc polgczenie elementéw sk{a'd{)wych‘.
konstrukcji moze odbyé sig przez klejenie. Z uwagi na stosowane obecnie kleje, charakte-
ryzujqce si¢ znaczng elastycznodcig, mozna przyja¢, podobnie jak w pracy (3], zalozenie
upraszczajace o istnieniu poslizgbéw na granicy okladzin i rdzenia.

3. ObciaZenia krytyczne

ObciaZenia krytyczne okreSlone zostana dla preta swobodnie podpartego na oby
koncach. Czyni si¢ przy tym nastgpujace zaloZenia wynikajace z p. 2 lub tez powszechnie
czynione w przypadku rozwazania konstrukcji warstwowych:

-~ utrata statecznosci preta, o jednostkowejszerokosci b, nastepuje w zakresie sprezystym,
— na pre¢t dziata réwnomierne obcigzenie Sciskajace P, przyloZone na koficach preta
przenoszone w caloéci przez obie okladziny,
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— wszystkie warstwy preta sa sprezyste i izotropowe,

— dopuszcza sie wystgpowanie poélizgéw na granicy okhdzm i rdzema,

— rdzen sklada si¢ z dwéch jednakowych warstw zewngtrznych o gruboécei ¢, oraz jednej
warstwy wewngtrznej o grubosdei 2c, '

— kazda cienka warstwa zewnetrzna rdzenia ma wlasnosci wytrzymalodciowe réwne
$redniej arytmetycznej wlasnosei ekstremalnych w niej wystepujacych.

Ostatnie z przedstawionych zalozen sprowadza w zasadzie rozwaZany pret przekladko-
wy do preta o tréjwarstwowym rdzeniu. Jak wyk‘aza}y cytowane badania [2, 4, 6] zewnetrz-
ne warstwy rdzenia o zmiennej charakterystyce maja niewielka gruboéé w stosunku do
gruboéci warstwy §rodkowej. Ponadto w warstwach tych uzyskuje si¢ wlasnosci o réZnym
trudnym obecnie do uchwycenia, charakterze zmian. Przyjecie uproszczonego modelu,
identycznego z przedstawionymi w [2 3], zaweza oczywidcic uniwersalno$é przedstawno—
nych rozwazan.

Catkowite ugiecie wyboczonego preta (rys. 1) jest sumg uglgé cze$ciowych, z ktérych
‘w, pochodzi od zginania, natomiast w, od sit poprzecznych wystepujacych w rdzeniu. |

W= W+ w,. ' 3.
“Na podstawie kla'sycznej' teorii gigcia mozna napisaé, Ze

a%w, M )

x* ~ B’ (3.2)

gdzie:
B jesg sztywnos$cig na zginanie.
Od sztywnoéci poprzecznej S zaleZy ugigcie w,

»
99
W, = '.i;,(—, 3.3)
przy czym
%% = P,g—:‘:—. ' 34)
Roéwnanie (3.1) mozna wiec przedstawié w postaci
*w.
S M B (3.
Pamietajac o tym, ze M = P - w mozZna napisaé | - |
*w pow = g—?;
O e oG9
lub po przeksztalceniach - : _ . ,
W= NER)
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Dla warunkdw Swobodneg,o podparcia preta na obu koficach mamy
x=0 w=20
x =1 w=20
Oczywiscie powyzsze warunki brzegowe odnosza si¢ tylko do sumy ugie¢ w, a nigdy
do w, lub w, oddzielnie. Rozwiazanie réwnania (3.7) przy zatozonych.warunkach brzego-
wych przyjmuje ostateczna postac

, P .
Pow = —5 (3.8)
1+ 55
Ps
Sila eulerowska Pr okre$lona bgdzie zaleznodcia
2,2 .
Pr=""B (3.9)

12

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan przyjmuje sig, Ze n = 1, gdyZz wéwczas otrzy-
muje si¢ najmniejsza wartodé sily wybaczajace;.

W sztywno$ci na zginanie B (3.9) uwzglednic¢ nalezy zgma‘me obu okladzin, obu warstw
zaggszczonych oraz warstwy Srodkowej :

B=E, J+E J+E. J,. ' (3.10

Odpowiednic momenty bezwladnosci oblicza si¢ jedynie wzgledem osi §rodkowej preta,
gdyZ sztywnoéci na zgina‘nie okladzin i warstw zageszczonych liczone wedlug wlasnych
osi sa pomijalnie male dla rozwazanego przypadku (cienkie okladziny, c1enk1e warstwy
zageszezone). Moment bezwladnosei okladzin okredla zaleznos¢:

(1428426 (24,+2¢)?

J, = i3 — P ) 3.11)
lub
J, = —§~ [(F+1t.+c)* = (. +0)°]. (3.12)
Analog.icznie moment bezwladnosci warstw zaggszczonych wyniesie
J, = %[(t,+c)3—c3]. (3.13)
Moment bezwladnosci warstwy §fodkowej
Jo = %c:‘. (3'.15)

Uwzgledniajac zaleznodci 3.10+3.14 sita eulerowska okre§lona moze byé réwnaniem

2

P‘=‘=31

s AE(t+ 4+ — (4 + |+ E[(t.+ ©)* - ]+ E, - ¢3}. (3.15)

Sila P,, zwigzana z efektem przekladkowym, uwzglednia $cinanie we wszystkich fragmen-
tach rdzenia, zaréwno tych o stalej, jak i zmiennej charakterystyce. Jak wiadomo jest
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ona réwna iloczynowi pow1erzchm przekroju rdzenia A oraz modulu sprezystosci po-
przecznej G.

S=A4-G (3.16)

Dla rozwazanego preta przektadkowego otrzymamy ,
P,=2c'b G+2:1,bG, ' (3.17)

Dla preta o jednostkowej szerokosci mozna oczywiscie papisaé
Py = 2¢° G.+2t, - G,. : (3.18)
Uwzglqdriiajqc (3.15) i (3.18) sit¢ krytyczna z réwnania (3.8) opisuje ostatecznie zalezno$é
_} g 7;2 {E.[(t+1,+¢)*= (4, +)*1+E,[(t, +c)3—c3]+E ¢}
Puar = 2 n®

N {E, [(t+t+c)>—(2, +c)3]+E,[(t+c)3—c3]+Ec c’}
2¢: Go+2, - G,

Postepujac analogicznie okreslic mozna site krytyczna dla preta obustronnie zamurowanego
lub o mieszanych warunkach brzegowych. W tych przypadkach zaleZznosé (3.9) ulegnie
zmianie podobnie jak dla pretéw jednorodnych, podczas gdy (3.8), (3.10) i (3.18) pozbstanq
W tej samej postaci.

1+

14

-4, Poréwnanie pretow przekladkowych z rdzeniami o stalych i zmiennych
charakterystykach

W celu sprawdzenia efektéw zwiazanych z ewentualnym stosowaniem pretéw z rdze-
niami o zmiennej na grubosci charakterystyce wytrzymaloéciowej poréwnuje si¢ je z odpo-
wiednimi pretami o klasycznych rdzeniach spienianych. Obliczenia przeprowadza si¢ dla’
rdzeni ze sztywnego tworzywa poliuretanowego, ktérego warstwy zewngtrzne majg cha-
rakterystyki identyczne do wczeéniej ptrzymanych [2, 4, 5]. Dobiera si¢ do nich takie
rdzenie o stalych wlasnosciach, ktérych gesto$é pozorna jest rdwna $redniej gegstodcei po-
zornej tych pierwszych. Innymi stowy pordwnanie dotyczy pretéw przekladkowych o tej
samej masie. Oczywiscie pozopta{e wielkosci takie jak wymiary gabarytowe state materia-
towe i gruboéé okladzin, warunki brzegowe oraz sposéb obciazenia s identyczne dla obu
rodzajéw pretow,

Obliczenia przeprowadza si¢ dla pretéw o dhugosci I = 500 mm i catkowitej grubosei
rdzenia 16 mm. Wymiary powyzsze gwarantuja pojawienie si¢ eulerowskiej formy utraty
statecznoéci. Przyjmuje si¢ ponadto, Zze okladziny o grubosci ¢+ =1 mm wykonane 53
Z blachy duralowej o E, = 72,9 : 10> MPa oraz », = 0,3.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy zmian gestosci pozornej w trzech réznych rdze-
niach. Zgodnie z zaloZeniami przedstawionymi w p. 3 oraz w oparciu o metodg okreélania
zwiazkéw migdzy gestoécia pozorna a wlasnosciami wytrzymaloéciowymi [6] mozna okre§-
li¢ stale materialowe rdzenia. Dla warstwy zaggszczonej o grubosci 3 mm, I-szego pr¢ta
mamy E, = 51,2 MPa oraz G, = 25,6 MPa, natomiast dla warstwy §rodkowej o grubosci
10 mm odpowiednio E, = 6,88 MPa i G, = 3,44 MPa.
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- Sita -eulerowska, zgodme z:3.15 wyniesie-416,9 N/mm, a sila P zgodme z 3,18 —
]80 N/mm.

Ostatecznie sita krytyczna przyjmuje warto$é Py, = 129,6 N/mm, Podane Jednostkl
wymkajac z rozwazan preta o szerokosci b = 1. Sredma gestose pozorna rdzenia wynosi
98 2 kg/m?, a odpowiedni modut Younga 15,4 MPa [6] Mozna wiec obliczyé site krytycz-
‘na dla preta z rdzeniem o statej charakterystyce Wynosi ona 95 N/mm.

a) b c)’
SR — : -
cog 100Q ey e T 7
800" . -
i e — — — L -
0 (mm] 16 (mm 1 (mml. -~ 16

Rys. 3. Zmiany gestoci pozornej w trzech rdzeniach.

Postepujac-analogicznie okreélono sity krytyczne dla pretdw z rdzeniami przedstawio-
_nyrhi na rys. 3b i.c oraz dla odpowiadajacych im pretéw z rdzeniami o stalej gestosci po-
zornej. Wyniki obliczen zestawiono w tablicy 1. Odpowiednio podano: $rednjg gestodé
pozorna rdzenia o« warto$é sity krytycznej dla preta z rdzeniem o zmiennej charakte-
rystyce P,y oraz dla odpowiedniego preta o charakterystyce skialej Pryxest, AP r6inicg
mi¢dzy obydwiema wartoéciami sit krytycznych oraz przyrost procentowy liczony w sto-
sunku do sity ka,,

Tablica 1
Poréwnanle sit krytycznych pretéw z rdzeniami o stalych l zmlennych charakterystykach
& Prirx Pryent ap - 100%;
. P XKtz .
kg/m? N/mm N/mm - N/mm %
98,2, - 129,6 95,0 34,6 36,4
247 304,7 263,7 41,0 15,5
346,8. 364,9 3244 . 40,5 12,5

Z przedstawionego zestawlenia wynika, Ze wybaczajace sily krytyczne dla pretéw
z rdzeniami o zmiennej charakterystyce sa wieksze niz dla pretéw z rdzeniem o tej samej
§redniej gestodci pozornej lecz charakterystyce stalej. Podobnie jak dla plyt réZnica ta jest
najwigksza dla najniZszej $redniej gestoéci pozornej rdzenia i maleje wraz z jej wzrostem.
Podane przykiady wykazaty, Ze w przypadku stosowania obecnie wytwarzanych rdzeni poli-
‘uretanowych o zmiennej charakterystyce mozna pominaé szty'wn.oéé zginania warstwy
§rodkowej, ktbra jest znacznie mniejsza od sztywnoéci na zginanie obu oktadzin i warstw
zaggszezonych. MozZna wigc tym samym uproscié zaleznoéé 3.10 i dalsze w konkretnych
‘obliczeniach inZynierskich.

Wykazane w poprzednich pracach korzyici piynqce z zastosowama konstrukcji prze-
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kladkowych z rdzeniami o zmiennej charakterystyce znalazly réwniez potwierdzenie
w niniejszym opracowaniu. Nalezy spodziewaé sig, ze ewentualne dalsze prace mogg
réwniez wykaza¢ celowo$¢ wprowadzenia tego typu elementéw w miejsce dotychczas.
stosowanych konstrukcji przekladnikowych o stalych charakterystykach rdzenia.

Przedstawiona propozycja okreslenia statecznosci pretow przekladkowych z rdzeniem
o zmiennej charakterystyce nie jest jedyng mozliwg. Zastosowanie innych metod oblicze-
niowych takich, jak np. MES pozwoli na bardzicj efektywne analizowanie zjawisk wyste-
pujacych w konstrukcjach warstwowych o celowo zréznicowanych wlasnodciach wytrzy-
matoéciowych materialu rdzenia.

Literatura cytowana w tekécie
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Peswome

3MJEPOBA YCTOWUMBOCTEL TPEXCJIOMHBIX CTEPXXHEN C 3AMNOJHUTEJIEM
O TIEPEMEHHOH XAPAKTEPHCTUKE

B pabore paccmorpeHa mpobiiema moTepH 3isiepoBOi yCTOMUMBOCTH TPEXCNONHOrO CTEp)KHA € 3a-
MO/THUTEIEM O MAKCHMAJIPHBIX CBOMHCTBaX NPH INACTHHE M YMEHBILIHMBAIOIIMXCA B HANPABJLEHIO Cepe-
JMHBL SAIOJIHUTENSE. BhiBEJeHb! YPABHEHAA KPUTHUECKONR HArpyaxy IS CTEp>kHa cBOGOMHO omapToro-
HA KOHBLAX M CKMMAEMOro B INTOCKOCTH 1utecTiH, CpaBHEHHE Pe3yJIbTATOB JNA TPEXCIIOMHBIX crepriHeil
C 3eNOJIHUTEISIMM O NOCTOSHHON M nepemeHHoH XapaKTEPHCTHKE IIOKA3bIBAET IIPEBOCXOACTBO OTHX
BTODHBIX. ‘

Summary

OVERALL INSTABILITY OF SANDWICH STRUTS WITH A CORE OF VARIABLE
CHARACTERISTIC

. The problem of overal instability of a sandwich strut with a core of the highest strenght properties.
near the faces and decreasing towards to the axis of symmetry is considered. A formula for the critical
load for a strut having both ends free supported and compressed with forces acting in the planes of the
faces is derived. The calculation shows superiority of sandwich struts with the core of variable characte--
ristics over struts with constant properties. -

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 marca 1981 roku.
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1. Tezy pracy[l], jak réwniez prac {2], [3] podwazZajg stan wiedzy w dziedzinie transportu
energii poprzez przewodnictwo cieplne oraz przenoszenia masy droga dyfuzji, bez podania
zadowalajacej argumentacji. Na fakt ten zwrdcit uwage R. Zelazny, opiniujac rozprawe [2].
W pracach tych E. Bobula proponuje nowy matematyczny model jednowymiarowego
i nieustalonego procesu tramsportu. Przewodnictwo ciepla fub dyfuzja ma by¢ zacho-
wawcza w obszarze skonczonym, o brzegu przemieszczajacym si¢ w czasie. Zatem Autor
zamierza usung¢ paradoks nieskoniczenie wielkiej predkosci rozchodzenia sig energii lub
masy, bedacy konsekwencja stosowania réwnan parabolicznych. NateZenie strumienia
energii lub masy @ E. Bobula przyjmuje w postaci: :

{13» ® = —k(«gli%,’i) +e(x’, 1)p(x’, t))?,

gdzie x’ € (— o0, + c0) — wspolrzedna potozenia, 1€ [0, o) — czas, p — temperatura Jub
stezenie, ¢ — sily zewngtrzne, bodice wewnetrzne lub Wpadkowa wszystkich oddzialy-
wan, i— wersor na osi Ox'. ' ,

Po przyjeciu silnych zalozen, ze p(x', 0) = p(—x",0), c(x', 1) = —c(—x', 1), wpro-
wadzeniu nowej zmiennej niezaleznej x = J/D,x’ i po przeksztalceniach Autor przedsta-
réwnanie bilansu w postaci:

ap *p d Jdc
{2} —é—t— = —‘axz +W(CP)+2(E+CP)X=O_6(X),
W pracach [2]i [3] oraz w rozdziale 3 [1] Autor rozwaza problem gdy ¢ = 0. Dla skrécenia
wywodéw w niniejszych rozwazaniach zwrécono uwage gldwnie na ten przypadek szcze-

g6lny.

2. Uwagi krytyczne
2.1. Jeszcze przed znalezieniem rozwigzania Autor zaklada, Ze funkcja p nie posiada
pochodne;j ?’J% dlax = 0, ¢ > 0. Gdy natgzenie strumienia energii lub masy podaje wzor {1},

¢ = 0, a proces przebiega w o$rodku jednorodnym to nawet w przypadku, gdy p(x, 0)
nie posiada pochodnych po x w skonczonej ilosci punktéw x; réwnanie zachowania ma
postaé ‘
2
: ot x?
! Nawiasy {} dotycza numeréw wzor6éw tej pracy. Wzory z rozprawy [1] posiadaja numery w na-
wiasach ().
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oraz posiada klasyczne rozwigzanie. Zagadnicnie takie znane jest pod nazwa problemy
Cauchy’ego dla réwnan parabolicznych. Jego rozwigzaniem jest catka Poissona, ktéra
jest nieskonficzenie wiele razy rozniczkowalna wzglegdem zmiennych x i # (np. [25]). Powstaje
wigc watpliwo$é dlaczego rozwigzanie p musi posiada¢ wlasciwosci nieistnienia pochodne;
. op . ..
po x, dla x = 0, 1 > 0. W przypadku o$rodka jednorodnego pochodna —a—p; nie istnieje
dla tych x w ktorych dzialaja punktowe. Zrédta lub upusty energii lub masy. Autor nato-
miast stwierdza ([1]str. 31) ... zatem otrzymane réwnanie ((12( {2} J.W.) jest réwnaniem
2 o
bezzrédtowym”. Skiadnik tego réwnania 2(—5@— +cp) d(x) przedstawda Zrodlo energii
. _ x=0" . . ]
lub masy. Wskutek jego dziatania od punktu x = 0 ptyng dwa makroskopowe strumienie
energii lub masy o natezeniach rownych odpdwiednio:

_ op = ap ) .7
[ ) T k)
Rozwigzanie speiniajace warunki (14) 1 (15) [1] oraz zerujace si¢ dla |x| = |A(2)| nie

posiada klasycznych pochodnych poe dla trzech, a nie dla jednej wartoéci x. Sa to x, = 0,

X, = +/1(t), x3 = —A(2). Wobec tego rownanie bilansu ma postaé
p _ &p op I _ | :
— = 2(0))— = 8(x—AD)),
{4} Ot -0x? ox x»-o-a( ax x=-1(t)+6(x+ () X= +A(D)" (x ())
ktora rézni sie od (13). Ponadto winny by¢ speinione warunki
op op dp| - ap
+A(t), 1) =0, —— = , = i .
P(__ ® ) 0% |x=0- 0X |x=—an+ 0X |x=o+ 0% |x=ntty-

Twierdzenie J. Szarskiego [2] ,,Jezeli p(x, 0) jest nieujemne w przedziale —2(0) € x <
< A(0) 1 zeryje si¢ na zewnatrz tego przedziatu i jest ograniczone dla x — oo to rozwigzanie
jest nieujemne dla ~ A(2) € x £ A(t) oraz zeruje sig na zewnatrz tego przedziatu” nie
dotyczy réwnania (13), lecz réwnania {4}. Spetnienie warunku (14) jest rezultatem dosto-
sowania nateZenia Zrédta energii lub masy w punkcie x = 0 do intensywnosci jej odbioru
na ruchomych brzegach obszaru, zatem Autor rozwaza proces ze Zrédtami a nie zacho-
wawezy jak podaje. w tytule. Omawiany problem moze byé przeformutowany na przypadek
Zrédet roztozonych, na co zwrdcit uwagg R. Zelazny [2].

2.2. Problemy transportu masy i energii stanowig przedmiot termodynarmkl proceséw
nieodwracalnych [4], [5]. Metodologia badania procesdw transportu oparta jest na poje-
ciach bodzcow (sil) i przeptywdéw termodynamicznych, na -lokalnym -ujeciu II zasady
termodynamiki. Uzyteczne bywa pojecie Zrédta entropii.

Mozna przypuszczaé, Ze uzywajac stowa ,,gesto$é” w przypadku dyfuzji Autor ma na
my$li steZenie, a wigc ggstosé czastkows, parcjalng. W powszechnie przyjetym rozumieniu
transport masy przez wybrang powierzchni¢ oznacza sume transportéw czastkowych po-
szczegolnych sktadnikdw wyrdznialnych w ukladzie. Transporty te moga byé skoniugowane
lub sprzezone. BodZcami do transportéw skoniugowanych mogg byé ulamki molowe.
Fragmenty tekstu ze str..35 i 36 rozprawy [1] przynosza rew1z_]q tego ogélme przythego
stanowiska.
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»»--- transport pewnych skiadnikéw odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do kierunku
wyznaczonego przez gradient gestosei ... W tym przypadku modulem napedowym trans-
portu jest potencjat elektrochemiczny™. ,,Je$li proces dyfuzji pbsiada strumien, ktdéry
zalezy rowniez od gestoscl, jak w przypadka transportu zachddzacego pod wplywem po-
tencjatu elekirochemicznego ..., wowczas c(x, 1) ... jest czynnikiem ... wplywajacym na
ksztalt rozwigzania ...”” W dyskusji nad tymi sformulowaniami mozna stwierdzié:

— bodzcem napgdowym transportu czastkowego jest gradient potencjatu chemicznego,
a uproszczeniem jest przyjecie za bodziec gradientu stezenia,

— transport przeciwiy do kiecrunku wyznaczonego przez gradient ,gestosci” nie jest
wywolany potencjalem chamicznym lecz jest sprzezony z innymi bodZcami,

— potencjal chemiczny jako bodziec powinien wystgpowaé w postaci gradientu a nie
w czynniku c(x, ¢), .

— pojawienie si¢ w réwnaniu transportu sktadnika zalezacego od ,,gestosci” czastkowej
utozsamiane jest z dziataniem sity zewnetrznej,

— w rozumieniu Autora bytby to czynnik wewngtrzny ¢(x, r). W tym znaczeniu czynnik
ten reprezentuje jaka$ wiasciwosé uktadu. Jak Autor wyjadnia zmiang znaku tej wiaéci-
woéci dla x = 0, lub ewentualng nieciggtos¢ w tym punkcie? '

Ponadto biorac pbd uwage wzor na c(x, t) = 2(+_’) ze str. 27 [1] nalezy stwierdzié,
Zze ma miejsce niezgodno$¢ zwrotdw wszystkich bodzcoéw termodynamicznych oraz ma-
kroskopowego przeptywu energii lub masy. Zatem rozdzial 4 [1] kwestionuje lokalne
ujecie II zasady termodynamiki. - '

2.3. Autor sugeruje, ze wyrazenie na strumiefi {1} pochodzi od M. Smoluchowskiego
z pracy [6], gdzie podany jest wzér (niektére oznaczenia za praca [1]):

{5} ' R (B = (-—k—g—+qu)?

gdzie u — jest ruchliwoécia czasteczek, F— rzutem sity zewnegtrznej skierowanej rowno-

legle do osi x. : o
Poréwnujgc wyrazenie {1} ze wzorem M. Smoluchowskiego, uzywanym do dzi$ [7],

[8] nalezy spostrzec, ze w odréznieniu od wzoru {1} w zaleznosci {5} drugi skiadnik nie

zalezy od wspdlczynnika dyfuzji, strumien czastek transportowanych pod wplywem sity

zewnetrznej (zaleznej tylko od potozenia) jest zgodny z jej zwrotem.

2.4. Odnosénie bibliografii. o _

a) Autor nie uwzglednia prac dotyczacych problemu przewodnictwa cieplnego i dyfuzji

po J. B. J. Fourierze i A. Ficku, Nalezato powofaé si¢ m.in. na monografie [9], [10],

[7, [11}, [26] oraz.na prace A. Einsteina, M. Smoluchdwskiego, J. E. Boltzmanna,

P. G. Shewnona oraz na tworcéw termodynamiki proceséw nieodwracalnych [12], [13],

[14] oraz [4], [5], [L5]. _

b) Problem impulsu cieplnego czy masowego o ,,skonczonej predkoéci” nalezy prawie

do klasycznych, wywodzi sig bowiem od Maxwella. Istnieje polska bibliografia z tego '

zakresu [16], [17]. Hipotez¢ Maxwella uzasadnit C. Cattaneo w oparciu o kinetyczna
teorie gazdw, implikujaca réwnanie hiperboliczne [18], [19]. Omawiany problem byt
przedmiotem prac P. VERNOTTE [20], M. E. GURTINA i A. C. PipkINA [21]. Interesujaca
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jest koncepcja J. Miillera, przedstawiona w kilku publikacjach syntetycznie omdéwionych
w monografii K. WILMANSKIEGO [22], gdzie zamieszczona jest pelna bibliografia. Podobny
wykaz piSmiennictwa mozna zestawi¢ dla zagadnienia dyfuzji, zaczynajac od pracy S. Gold-
steina [23] ktora od lat znalazia stale miejsce nie tylko w bibliografii problemdw dyfuzji
lecz takze przy omawianiu zagadnienn probabilistycznych. Efekt ,,skonczonej predkosci”
uzyskuje si¢ takze w niektorych przypadkach nieliniowych réwnan rézniczkowych para-
bolicznych. Wéwcezas rozwigzanie zachowuje cigglo$é, ktorej nie zapewnia réwnanie
hiperboliczne. Autor nie cytuje podanych tu czy ewentualnie innych pozycji literaturo-
wych. W tej sytuacji Autor nie poréwnuje swojej propozycji z dotychczasowym stanem
wiedzy w zakresie ,,skonczonej predkosci” mimo, Ze problem ten ma stanowié¢ zasadnicze
osiagnigcie prac [1], [2]1 [3].

"~ 2.5. Praca nie zawiera erraty, wigc pragnatbym si¢ nie ustosunkowywaé do drobnych
bleddéw, ktére mogly byé naniesione w toku drukowania pracy.
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INSTRUKCIJE DLA AUTOROW

Ogélne

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sa prace przegladowe oraz oryginalne teoretycinc
i do$wiadczalne z zakresu mechaniki ciata stalego oraz cieczy i gazéw. Publikujemy réwniez dyskusje
naukowa oraz polemike dotyczacg prac z mechaniki, ktdére ukazaly si¢ w MTiS Jub w innych czasopis-
mach naukowych.,

W Biuletynie Informacyjnym druku_lemy sprawozdania z konferencji naukowych z zakresu mechaniki
w kraju-i za granicg oraz z dzialalnosci Polskicgo Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

Praca moze by¢ zlozona do druku w MTIS pod warunkiem jej nieopublikowania w innym czaso-
piSmie.

Drukujemy w jezyku polskim oraz na zyczenie autoréw w jezyku angielskim pod warunkiem zlozenia
pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadsyla¢ na adres Redakcji badz jednego z redaktoréw, w dwéoch egzemplarzach (ory-
ginal + kopia).

Praca ztozona do druku podlega recenzji.

Wszzlkie zmiany (poprawki autorskie) po zakwalifikowaniu artykuiu do druku i przekazaniu go do
drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymuja 25 egzemplarzy odbitek swojego artykulu.

Szczegblowe

1. Prace skladane do publikac:ii w MTiS powinny zawieraé (wg. kolejnosci)

a) Tytut

b) Imig, Nazwisko z podanlem miejsca pracy

c) Abstrakt (w jezyku polskim)

d) Wiasciwa praca

e) Spis literatury

f) Streszczenia w jezyku

— praca w jezyku polskim — rosyjskim i angielskim

~ —praca w jezyku angielskim — polskim i rosyjskim.
2. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronie (nie na papicrze kredowym) z zachowaniem podwéjnych
odstepdw i obustronnych margineséw — z lewej 3 cm, z prawej 1 cm.
3. Wzory nalezy wpisywaé czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie prawe}
(nalezy zwrbcié szczegblna uwage na rozrdznienie 1 oraz litery 1, zera i litary o oraz liter ¢ i p).
4, Zyczenia autoréw dotyczacs formy graficznej pracy w tym kroju czcionki, liter greckich itp. powinny
by¢ dolaczone na osobngj kartce, badZz na marginesic (otdwkiem). '
5. Tablice wystepujace w tekécie nalezy dolaczyé na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).
6. Podpisy pod rysunkami powinny byé wyszczegélnione oddzielnie, a nie pod rysunkami.
7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposéb nastepujacy: W. Nowacki, Teoria Sprezystosci,
Warszawa PWN, 1970.
8. Qdnosniki nalezy numerowaé kolejno w calej pracy, a nie wg strony.
9. Obownazu_)c stosowanie ukiadu jednostek SI.



W nastgpnym numerze ukazg si¢ prace

‘W. Nowackl, Modele matematyczne fenomenologicznej piezoelektrycznodci
Maremarnueckass MOOENE (PeHOMEHOIOTHYECKOro HLeao:)JIeI(TpH'-ICCTBa
Mathematical models of a phenomenological piezoelectricity
D. WEICHERT, A minimum principle for stress-state in elastic-platic plates and the systematlcal
generation of appropriate plate-models
330N MUHHMYM JUTF HETIP@XKEHHOro COCTOSHMA B YIPYTOIUIACTHUECKHX IUIATAX H COOTBET-
crnymu.uiﬁ Moaesb IUIHTBE *
Zasada minimum dla stanu naprezenia w pretach sprezysto-plastycznych oraz dyskusja sto-
* sowanego modelu plyt
K. Grysa, O metodach teorii potencjaléw w rozw@qzywaniu zagadniefi odwrotnych wymiany ciepla
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