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ON THE NONSTANDARD ANALYSIS AND THE INTERRELATION BETWEEN MECHANICS
OF MASS-POINT SYSTEMS AND CONTINUUM MECHANICS

Czestaw WO ZNIAK (WARSZAWA)

INTRODUCTION. Methods of the nonstandard analysis, introduced for the first time
by A. RosinsoN, [1, 2], and then developped in many publications, cf. [3 - 11], are based
on the fact that for every mathematical structure 9t there exists another structure * 9N
which is called an enlargement of 9. By the mathematical structure we mean here a pair
I = (X, M), where X is an infinite set of elements called individuals*? and M is a system
of relations (of an arbitrary order, i.e., including also relations between relations and
between individuals and relations, etc.) for which X is its ,,underlying’’ set. The enlargement
*IM = (*X, *M) is a model of IM = (X, M), i.e., every statement about 9 (expressed
in a certain formal language) which is meaningfull and true is also meaningfull and true
as a statement about * 9. At the same time *9)t is an extension of M, i.e., X < *X
and M < *M elements of X and those of M are called standard entities of * 1. If X is an
" infinite set then *X is a proper extension of X, i.e., *X contains nonstandard elements.
Moreover, every infinite set consisting of standard entities only is not contained in the
structure *Jt and is called external in *3IN (is not an element of *M). Entities belonging
to *M are called relations internal in *9%. It must be emphasized that the statements
which are meaningfull and true for M are also meaningfull and true for *IN provided
that we interpret them exclusively in terms of the totality of internal entities only (indi-
viduals and relations of * 9). Following [6] we recapitulate the key properties of an
enlargement *IN = (*X, *M) of M = (X, M) by the principles stated below:

1. Permanence Principle. Every mathematical statement which is meaningfull and
true for Mt is also meaningfull and true for *IN, provided that it is interpreted exclusively
in terms of internal entities, i.e., entities of *M.

2. Extension Principle. Every mathematical notion which is meaningfull for 9t is also
meaningfull for * 9. Tt follows that any entity of Mt extends naturally and uniquely to
an entity of *9N. The extended entity is called standard in * 90,

3. Enlargement Principle. Every standard set *.5 of * 901 which is infinite, and only.
in this case, contains nonstandard elements, i.e., *SN\.S # @, where S is a set of all standard
elements of *S.

) We assumne that elements of X are not sets, i.e., if x €X then x # @ and the assertion 7€ x is
always false, cf. [11], p. 11.

@ We have assumed that a single formal language describes both structures It and * 9.

3 Sets are treated as a special kinds of relations; If r € M then the corresponding standard entity
of *M will be denoted by *r. Thus *S is an extension of a set S in M.



512 Cz. WOZNIAK

4. Externity Principle. Every infinite set S which consists of only standard elements
does not belong to *M (is said to be external in *%R).

The enlargement *M of a given mathematical structure I is not defined uniquely.
However, from a point of view of applications, all we néed is that such enlargement exists
and has the relevant properties outlined above. Putting X = R and assuming that M is
the set of all relations for which the real number system R is the underlying set™, we shall
refer the enlargement * 9N = (*X, *M) to as a nonstandard model of analysis. We have
R & *R where R is a set of all standard real numbers in *I. Moreover, *R constitutes
a non-Archimedean ordered field, i.e., it contains positive numbers which are greater then
any standard number (infinite positive real numbers). The reciprocals of infinite positive
real numbers are infinitesimal numbers; they are positive and smaller then any positive
standard real number. The set of all infinitesimal numbers is denoted by u(0) and is said
to be the monad of zero. By the monad of an arbitrary standard number r, r € R, we mean
the set u(r) := {ala € *R, a~r € u(0)}. Every finite number of *R (i.e., the number which
is not unfinite) can be uniquely represented by a sum r = °r+¢, where °r is a standard
number and e is an infinitesimal number, °r € R, & € u(0). The number °r is called the
standard part of a finite number r. Analogously, in every Euclidean space *R" we define
the set R", R" < *R", of standard points, and for every point x € *R" we define its monad
u(x) putting pu(x) 1= {y}o(x,y) € p(0)}, 0:*R"x*R" —» *R being the distance function
in *R . Points of *R with all finite coordinates are said to be finite. Every finite point x
has a unique representation x = °x+4, with “x as a standard point and & as an infinitesimal
vector (all componeuts of & are infinitesimal numbers). For further informations the
reader may consult ref. [1,2,8, 11}

In this paper we are to show that, using the methods of the nonstandard analysis, the
fundamental relations of continuum mechanics (for an elastic response) can be derived
directly from the Newtonian mass-point mechanics (cf. also [14]). To do this we shall
include the basic relation of Newtonian mechanics into a certain structure 9N = (X, M)
and then reinterpret them within an enlargement *R = (*X, *M) of M. This procedure
was detailed in [12] and in a simplified form will be outlined in Sec. 1. Then we shall prove
that there exists a class of ,,nonstandard” mass-point systems which have ,,standard”
properties of some continuous systems. The presented approach has two main advantages.
Firstly, it treats the continuum mechanics as a special case of the Newtonian mass-point
mechanics. Secondly, it yields an interpretation of the basic concepts of continvum mecha-
nics (such as a mass density, body force, stress tensor, strain energy function, etc.) in terms
of the concepts of mass-point mechanics. In the first case the non-standard approach to
continuum mechanics is conservative because any standard result that has been obtained
by nonstandard methods can be also obtained without using these methods, [2]. However,
the methods of the nonstandard analysis are more desirable from a purely analytical
point of view, mainly by the avoidance of passages to a limit at different stages, [5]. They
are also more desirable from an heuristic point of view, namely the obtained standard

) The set M of ,,all” relations based on R contains only relations of a definite type, i.e., we exclude
from M certain abnormal relations such as sets containing simultaneously individuals and sets of indi-
viduals, ete, cf. [1, 2, 9].
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relations of confinuum mechanics describe certain properties of some ,,nonstandard”’
mass point systems and are not limit cases of the relations of mass-point mechanics. As
we have mentioned above, the nonstandard passage from Newtonian mass-point mechanics
to continuum mechanics also yields an interrelation between the known continuum con-
cepts and those of the mass-point mechanics. Such interrelation can be formulated only
in nonstandard terms. It must be also emphasized that the nonstandard formulation of
the Newtonian mass-point mechanics yields more extensive class of mathematical models
of the real bodies then the classical formulation. The nonstandard terms used in a descrip-
tion of different phenomena within mechanics have, as a rule, well determined physical
meaning. For example, the infinitesimal interpartide distances or the infinitesimal masses
of points can be treated as distances and masses, respectively, which can not be neglected
but are too small to be measured in a class of problems under consideration, [12]. At the
same time the standard parts of finite numbers can be treated as suitable approximations
due to the character of the mathematical models of physical problems we deal with.

1. Nonstandard model of Newtonian mechanics.

To develop Newtonian mechanics of mass-point systems within certain mathematical
structure I = (X, M), we shall assume that R =« X and # < X, # being certain
infinite but countable set of elements called points. Since we are to deal with finite systems
of points, we shall assume that there is known an arbitrary but fixed sequence

@ = {D,}nen+; C_OJI D,= 4, D,=n.
Every D, D = #, such that D = D, for some positive integer n, is called a point system.
By C(D) we shall define the set of all injections %:D 3 P — »(P) € R®. A continuous
mapping I> t — %, € C(D), I being an open interval of R, such that 3,(P), %,(P) exist
for every tel, Pe D, will be called a motion of D. Let Do D := {(P,Q)|P,Q €D,
P # O}. By 4/ we shall define the set of all quadruples (D, (mp)rep, {(fe)ren, (0pa)ce,0yenon )
where D € {D,, D,, Dy, ...}, mp € R* and

friR3*XR®* - RS gpg:RY - R; 0pg = 0gp,
are sufficiently regular functions. An arbitrary element of A will be called Newtonian
mass-point system; D is a point system, mp is a mass assigned to a point P, f» (#.(P), #.(P))
tel, is an external force acting at P in an arbitrary motion of D and O‘pQ(Q( #:(P), %.(0) )) ,
tel (p:R*xR®— R is a distance function) will be treated as a value of an interaction
force between points P, Q € D in this motion. As a basic statement of Newtonian mechanics

we shall assume that for every Newtonian mass-point system (D, (p)pen,(fr)ren,
(0r0)(p,0)p-0), @ motion of its point system D has to satisfy the relation

(1.1) mpit,(P) = fp(%,(P), ;'c,(P))+ 2 fro ("t(P)’ "r(Q))’

QeD\ (P}
PeD,tel,
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where we have denoted

(-2 Jro (P, () = oea(e (4 (), (D)) -, ’(‘4(2)— @)

We have tacitly assumed here that.4" is a set of all unconstrained Newtonian mass-point
systems (cf. also [12]). Substituting RHS of Egs. (1.2) into Egs. (1.1) we arrive at the well
known Newtonian equations. Every motion of a point system D satisfying Newton equation
(i-e., Eqs. (1.1) with the denotations (1.2)) will be referred to as motion of a Newtonian
mass-point system (D: (mp)pep, (fp)rep> (Opa)p.0)enen)- _

Passing to an enlargement *I = (*X, *IM) of M = (X, M), we obtain *R < *X,
*# < *X. A sequence ¢ isnow uniquely extended to a standard sequence *¢ = {D,}ucen+

o0 =
with () D, = *4#, D, = n, where n runs over all positive integers *N* (finite and infinite).
n=1

The set C(D) (here and in what follows D = D, for some n € *N*+).analogously as before,
is the set of all internal injections %:D 3 P — »(P) € *R3, which will be called configu-
rations of D. Symbol I stands now for an arbitrary internal interval of *R. An arbitrary
internal continuous mapping 1>t — %, € C(D), such that ¥,(P), %,(P) exist for every
tel, Pe D, is said to be a motion of D. The set A4~ extends uniquely to a standard set
* A of all quadruples s = (D, (mp)pep, (fe)pens (0ro)p.0yenen), Where fp:*R3 X *R? —
- *R3 and 6pq: *R™ — *R, 0pg = 0¢p, are sufficiently regular internal functions. An
arbitrary element s of *.4 will be called a Newtonian mass-point system with D as a point
system (without any specification; mind, that D = D, for some n € *N*¥), mp as a mass
of P, fp(2.(P), %,(P)) asan external force acting on P and ope(0(%(P), %,(Q))) as a value
of an interaction between P, Q in an arbitrary motion of D (by the definition every motion
is an internal mapping). By 4 we shall denote the set of all quadruples (D, (mp)pep,
(fe)reps (apo)(P,Q)EDOD) consisting exclusively of standard elements (here D = D,
for some standard n, n € N*); elements of .4 will be called standard mass-poirt systems‘>’-
Tt is obvious that 4 & *.4, i.e., there exist nonstandard mass-point systems (cf. also the
Enlargement Principle). Such systems have no counterparts in the known formulation
of mechanics. Thus, in the nonstandard model of Newtonian mechanics, we deal with
more extensive class of mass-point systems (i.e., more extensive class of mathematical
models of certain physical phenomena) then that in the classical (standard) model of
Newtonjan mechanics. The basic statement of Newtonian mechanics (which can be for-
mulated within a certain formal language, cf. [2], p. 60), formulated above, is also true
in *M = (*X, *M). Tt means that for every s = {D, (Mp)pep, (fr)rens (Tra)ir,0)enon),
motion of D has to satisfy Eqgs. (1.1), (1.2). Thus the form of Newton’s equations of mo-
tion remains unchanged after passage to a non-standard model of Newtonian mechanics.
At the same time these equations now describe more extensive class of mathematical
models of physical phenomena then the ,,standard” equations. Generally speaking, within
nonstandard model of Newtonian mechanics we can deal with point systems D which are

infinite from the ,standard” point of view (i.e., D = n where n € *N\WV is a fixed but

¢ Mind that 4" is an external relation (cf. the Externity Principle).
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nonstandard natural- number®. To each point we can assign an infinitesimal (infinite)
mass. Distances and values of interactions between points can be infinitesimal or infinite.
Thus the question arises how to interpret, from the purely physical point of view, the
nonstandard quantities (nonstandard real numbers) in problems of mechanics. The answer
to this questidn depends on the physical character of the problem under consideration.
Roughly speaking, the quantities of the different order in magnitude (i.e., not belonging
to the same Archimedean system‘?’) will be treated as describing the features of phenomena
which can not be simultaneously measured and compared (from a quantitative point
of view) in an experiment. In what follows we shall see that an existence of quantities of
a different order in magnitude (an existence of non-Archimedean systems in the nonstan-
dard analysis) makes it possible to investigate continuum mechanics as a special case of
mass-point mechanics.

2. Kinematics of nonstandard point systems.

Let s = (D, (mp)pep, (fe)peps (Opo)p.oyepon) be a certain (fixed in what follows)
nonstandard Newtonian mass-point system in which D = D, for some infinite n,
n € *N\N. Every set D,, n € *N N, is a nonstandard point system. By Cy(D) we shall
denote the subset of C(D), defined by Co(D):= {x|x € C(D)x(P) is a finite point in
*R? for every P € D}. Following [2], for an arbitrary subset K of *R? we shall define the
set (possible empty) °K, putting °K := {x|x € R®A [u(x)nK] # }. The set °K will be
called the standard representation of a set K, provided that all points of K are finite (cf.
Introduction). It can be proved that if K is an internal set in *R? then °K is closed in R?
(cf. [2], p. 101). Let xg: D — *R> be the known configuration of D such that x; € Cy(D)
and °xg(D) = 2, where Q is a certain regular region in R* (here 2 = °(*Q) and *2 is
a standard regular region in *R?, cf. [2], p. 102®). The set of all such configurations will
be denoted by Cs(D). The triples @p = (0%) = xx(P), @ = (%) = °xx(P), P € D.
o= 1,2, 3, will be referred to as Q-material and S-material coordinates of P, respectively.
It can be easily observed that the Q-material coordinates @, are related to a discrete struc-
ture of an internal set xg(D) in *R? and play the role of certain micro-coordinates of D.
At the same time S-material coordinates @ (standard coordinates) can be interpreted as
macro-coordinates; mind that all points of xx(D) belonging to one monad have the same
S-material coordinates. Thus the internal set xx(D) in *R3, where xz € Cs(D), having the
standard reprezentation 2 = °xx(D) (2 is a regular region in R?), can be interpreted from
two different points of view. Firstly, it is a discrete set in *R3, i.e., for every xx(P), P € D,
there exists a ball B(xz(P),r) with a center xx(P) and a radius r € *R*, such that

B(%g(P), r) " [xr(D)\ {xx(P)}] = &. Secondly, to xg(D) we can uniquely assign a re-

&) Mind, that from the point of view of the nonstandard analysis all point systems under conside-
ration are finite.

 The numbers «, § €*R, 0 < o < B, are assumed to belong to the same Archimedean system if
and only if there exists such standard natural number 1, n € N, that na > 8.

) A region (2 in R? extends uniquely to a standard region *£2 in *R3, ¢f. also the footnote in the
Introduction.
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gular standard region * in *R3, such that 2 = °x(D) is a standard representation of
%#x(D) in R3. It means that the nonstandard discrete set xz(D) in *R* has the features of
a certain standard region *{2 and a nonstandard point systems D in every configuration
% € Cs(D) has certain properties of a standard but ,,continuous” system®.

Let D be a nonstandard point system (D = D,) for an infinite positive integer ) and
% be its arbitrary configuration such that s € Cg(D) (i.e. (D) has a standard representation
in a form of a closure of a certain regular standard region). Let 2 = °¢(D) stands for
a standard representation of »#(D) and let us define

= {xlp(x)n*0Q # B},
ints*Q: = {x|u(x) c *Q}.
The foregoing sets are said to be S-boundary and S-interior of *£, respectively, cf. [2]
p. 107 - 108. Now putting Bound (D) = #(D)nds*2, Intx(D) = »(D)nints*£2, we shall
refer Bound (D) and Intx(D) to as a boundary and an interior, respectively, of a discrete
set %2(D) in *R®. It means that to every configuration x, » € Cs(D), of a nonstandard
point system D, we can uniquely assign a set of boundary points and a set of interior points.
Analogously, denoting by S an arbitrary smooth surface in 2 = °%(D) and putting L : =
= {x|pu(x)n*S # @}, Ls = *R®, we shall refer the set %(D)nLs to as a discrete material
surface in %#(D). Thus we conclude that for every » € Cs(D) there exists one-to-one corres-
pondence between certain discrete subsets of a discrete set 2(D) in *R® and certain smooth
manifolds of a closure of a regular region £ in R*. This correspondence is not only formal
but also gives interpretation of a material smooth surface or a boundary of a continuous
body in more physical terms of configurations of mass-point systems.

Now let I = (74, 7;) be an open interval in R and let *[51—> % € Cs(D) be a certain
motion of a nonstandard point system D. Let us.define the function @x 15 (©,1) —»
- p(O,1) € R* setting p(@, 1) = °%,(P) with @ = °xg(P), for every PeD, tel Let
p:2xI— R3be a function, such that p(- , t) is smooth in £ and invertible in "Q for every
tel (ie., detVp(@,t) > 0, @ € £2), having continuous first and second time derivaties,
and satisfying conditions: p(@, 1) = °x,(P), p(@,t) = °%,(P), p(O,t) = °%,(P),O =
°%r(P), for every te*I, PeD. Function p(:) will be referred to as the deformation
function (related to the reference configuration xy € Cs(D)) for a motion *Ist— % €
€ Cs(D). Motions of D for which there exist deformation functions (related to a certain
reference configuration »z:D — *R%) will be called S-regular®®. Putting ¢(@5p, 1) =
= %,(P), PeD,te*l, we can define the function ¢:xx(D)x*I —» *R3, representing
the motion of D by use of the ,,microcoordinates” @p & xz(D), P € D, It can be seen that
the deformation function for this motion (if it exists) is nothing else but a standard part
of the function ¢, i.e. p( ) = °q(-) (c.f. [2], p. 115, for the definition of a standard part
of a function).

In the sequel we are to show under which conditions a motion a nonstandard point
system D (provided that D belongs to a certain nonstandard Newtonian mass-point
system) can be S-regular.

 The problem of different interpretations of discrete sets of points in *R? has been detailed in [13].
% A terminology used here slightly differs from that used in [13].
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3. Mass-distribution In certain nonstandard Newtonian mass-point syste;ns

Let %z € Cs(D) be fixed reference configuration of a point-system D(D = D, for some
infinite n, n € *N\N) belonging to a certain Newtoilian mass-point system s = (D,
(mpYpens (fe)rens (Gpodp.0yepon)- We have °xp(D) = 0, 2 being a regular region in
R3 (c.f. Sec. 2). Let 4 be an arbitrary subset of ¥*R>. To every 4 we shall assign (provided
that xg is fixed) the subset Dp(4) of D, putting

(3.1 Dg(d) :={P|P € DA xg(P) € A}.

Thus Dg(4) is a set of points of D which in the reference configuration #; occupy the
places in *R® belonging to 4.

Now let @ be an arbitrary point in S-interior of *Q, @ eints*2, and let r, stands for
an arbitrary but fixed positive standard number. Setting r,, = r,/m form = 1,2,3, ...
(m runs over the sequence of all positive integers, finite and unfinite) and denoting by
B(O, r,) the ball in *R? with a center ® and a radius r, we shall construct the sequence

— ] V! -
(3.2) 0m(O) o1B(O . ;‘;",)_ Peo,ﬁfe,.-",)) Mmp, m=1,2,3,...,
where vol B(@, r,,) = 4ran /3 is a volume of B(@, r,). We see that g,(0) is a mean mass.
density (in a ball with a center @ € ints*£2 and a radius r,) of a mass-point system under
consideration in its reference configuration. Sequences (3.2) are obviously not conver-
gent(l l)_ )

In what follows we shall apply the known concept of an F-limit of an infinite sequence
{a,}, n €*N of points a, in a certain metric space (*T, p) (cf. 2, p. 109). The space (*T, p)
is an extension of a metric space (7, o), where o is a distance function in 7 and hence
a distance function in *T. In the sequel *7 will always stand for a Euclidean space *R*, k
being a fixed positive standard integer. We say that point a, a € *T, is a F-limit of {a,},
a € Flima,, if and only if for every e € R* there exists n, € N* such that p(a, a,) < ¢
for all finite n, n > n,. If @ € Flima, is a finite point in *T (i.e., if there exist a standard
point x in *T such that p(a, x) € £(0)'?) then a standard point °e will be called S-limit
of a sequence {a,}. Mind that if @ = Flima, then for every b € u(a) (b is an arbitrary point-
in *T such that p(a, b) is infinitesimal positive number) we also have be Flima,. It
follows that F-limit of a sequence {a,} (if it exists) is not determined uniquely (but S-limit
is defined uniquely).

Now assume that there exists the standard continuous function gg:*£2 — *R* (ob-
tained as a unique extension of the continuous function gg:2 — R*), such that

3.3) or(®) € Flimp,,(@); @ € intg*(.

it follows that gz(@) = Slimp.(@), @ € 2. We have assumed here that every infinite
sequence {0,(0)}, @ eintg*2, has such finite F-limit gr(@), that gg( ) is a continuous

D The concept of a limit in an enlargement * MM of a certain structure N is analogous to that of
a limit in the structure Pt (cf. the Extension Principle in Introduction). For example, the real number
r € ¥R is, by definition, a limit point of a sequence {rm}, m & *N, in *R, if for every ¢ € *R* and for every
» € *N there exists the natural number n, n > », such that |r—r| < &.

U2 Finite points in *7" are also called near-standard points, cf. [2], p. 93.
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function defined on 2 (mind, that Q < ints*Q2, where 2 is a set of all standard points
in ints*Q). The existence of a function gg(*) depends only on mass distribution (mp)pep
and on the choice of the reference configuration %z of D, g € Cs(D). The standard function
or*Q — *R* (if it exists) will be called S-density of mass in a reference configuration
#z of a mass-pointsystem. In what follows we shall assume that for the system (D, (#p)pep,
(fr)een, (0po)p.orepen ) there exists the reference configuration xz € Cs(D) with the
S-density of mass gz . It means that the mass-point system under consideration has certain
property of a material continuum which will be referred to as_S-regular mass-distribution
in a configuration x%g. We can observe that the masses mp, for every P € D, have to be
infinitesimal. '

The interrelation between the ,,discrete’ mass distribution xxz(D) > @p -+ m(@;p) € *R™,
where m(©,) = mp, and the ,,continuous” standard mass distribution gg:*{2 — *R™*,
can be written down explicity due to the following theorem on F-limits (cf. 121, p.- 110).
Namely, if {a,}, n € *N, is an internal sequence of points &, € *T having F-limit, then
there exists an infinite natural number 4, 2 € *N~_N, such that Flima, = 4, for every
infinite » and v < A (mind, that F-limits are not uniquely defined).

Since every infinite sequence (3.2) is internal and is assumed to have S-limit®?, we
obtain

o

3.4) 0x(0) = !

—_— *
oTB(O, 1) mp), ¥ < Ao, ¥ € FN WV,

PeD x(B(O, 1))

for every @ € 2 « *0. The RHS of Eq. (3.4) represents the standard part of an arbitrary
standard number in a bracket (i.e., for an arbitrary infinite positive integer », such that
v < o). Using Q-material coordinates ©@p, @p = xx(D), and setting mp(O) = mp, we
obtain an alternative form of Eq. (3.4), given by

1
volB (O, r,)

. OpeB(B,ry)Oxng(D)

for every @ € 2 « *Q2. Egs. (3.4) or (3.5) yield the direct interrelation between the ,,dis-
crete” mass distribution in a nonstandard mass-point system and a standard ,,continuous”
mass distribution. The physical sense of Egs. (3.4) or (3.5) is evident; the values of ,,com=
tinuous’ mass density at every standard point © € 2 of * are obtained (if they exist)
as standard parts of mean mass densities in a ball with a center in a point &, provided
‘that the radius r, of this ball is infinitesimal but, roughly speaking, not too small (i.e.,
r, > 1, for some infinite 2, and » € *N\N).

4
3.5  ox(®) = ( m(@,,)), » < Aoy ¥ EXN WV,

4. Distributions of external and Internal forces In certain
non-standard Newtonlan mass-point systems.

Now let *ITet— %, € Cs(D) be an arbitrary S-regular motion of the nonstandard
point system and let us construct the sequences

13 We confine ourselves to mass-point systems with S-regular mass-distribution in a reference
.configuration xg.



ON THE NONSTANDARD ANALYSIS 519

“.n b (O, 1) = ;/OI—B(I('-’),—I‘,"—) Z fl;(xt(P)i J.‘z(P)),

PeDy(B(0, )

m(@ t) VOIB(@ ’m) Z 2 f;’Q((x!(P)’ xt(Q))a

PeDy(B(O, rm)
QeD\ {P}

forevery @ eintg*2, t € *]. It can be easily seen that bu(@, 1), d(@, 1) are mean densities
of external and internal forces (in a ball with a center @ and a radius r,, = r /m, me *N*)
for a certain S-regular motion of a mass-point system under consideration. As a rule, the
sequences (4.1) are not convergent. However, it may happen that the sequences {b,,(@, t)},
{d.(©, 1)} have S-limits for every @ €ints*Q2, te *I. In what follows we shall confine
ourselves only to such non-standard mass-point systems s = (D, (mp)pzp, (fe)ren s
(06r@)p.0yeron )> that for every S-regular m(_)tion of D there exist the standard continuous
functions bg(@, 1), dg(0, 1), @ € *Q2,t € *I (i.e., the extensions of continuous functions
bR xI— R, dp:2xI— R respectively), such that -—.

be(@, t) = Slimb (0, 1).

(4.2) . . . =
_ dy(©, 1) = Slimd,(@,1); O eints*Q2, 1 e *I.

From the foregoing assumption it follows that bz(@,t) = Slimb, (@, 1), dg(@, 1) =
= Slimd,,(@, 1) for every standard (@,t)eQxI < *Qx*I. The standard functions

R FQ X * o *R3 de:*Qx *] > *R3 will be called S-body force and S-density of in-
teraction, respectively, related to a reference configuration xg, %g € Cs(D).

Since the infinite sequences 5,,(@, 1), ,(@, t) are internal, then by virtue of a theorem
on Flimits (cf. Sec. 3) we obtain

° 1 .
bp(@,1) = (7()113(—@,1') 2 So(3,(P), “:(P))), v < A,

¥ PeDg(B(O, 1))

(4.3)
0 1
dg(0,1) = (;OI—B(@-:I'—J ZZ fpo("r(P),"r(Q))), v < 4y,

, Rl
for every standard (@, 1) € @x1 = ¥*Qx*I,» € *N\N.

Thus we conclude, that the Newtonian mass-point system under consideration, in
an arbitrary S-regular motion of its point system D, has certain features of a material
continuum. These features are expressed by the existence of uniquely defined continuous
fields bg:Q2x I — R3, dg:Q2 x I — R3, characterizing the distribution of external and internal
forces. At the same time Egs. (4.3)-yield an interrelation between the system of forces in
a ,,discrete” mass-point system and a certain ,,continuous” distribution of forces (S-body
force and S-density of interaction). The physical interpretation of the RHS of Egs. (4.3)
is rather clear; we deal here with certain mean densities of forces in an infinitesimal ball
B(©, r,) which, roughly speaking, is not sufficiently small (has an infinitesimal radius
ry but greater then r), 1 = max(4,, 1,)).
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5. Passage to standard laws of motion.

From now on we shall assume that the Newtonian nonstandard mass-point system
s = (D, (mp)pen, (fe)ren> (Opa)p,oep-p) under consideration satisfies all assumptions
introduced in Secs. 3.4. Thus we assume that there exists the reference configuration
#z: D — *R3, such that 2 = %,(D) is a closure of a certain regular region £ in R* and
such that the function pg:2 — R*, defined by Eq. (3.4), exists and is continuous in Q.
Moreover, we assume that for every S-regular motion of D there exist functions bg:82 x
x I — R3, dg:Q xT— R3, defined by Egs. (4.3), which are continuous in 2 x 7. A Newto-
nian mass-point system satisfying the forementioned conditions will be called regular.
Now the question arises which necessary conditions are imposed on S-regular motion
of D (if it exists) by Newton’s equations of motion (1.1), (1.2) for a regular Newtonian
mass-point system. - .

To obtain these conditions let us observe that for every @ € @, tel, me *N*, from
Egs. (1.1) it follows that

e () - e Y fo(a(P), k(P)
volB(O, 1,,) mp:( TVolB(O,r) PAFRSS %
( 5 1) PeD (B(O,r,)) PeD o (B(O, ru))

1 | .
—V_.SW@,_F,,S 2 2 pr(”r(P)a ”t(Q)) =0,

PeDp(B(O, '.m))
QeD\ (P}

where *I's t — %, € C(D) is a motion of the point system D. Let Eqgs. (5.1) be satisfied by
a certain S-regular motion. It means that
»,(P) = p(0, t)+u,(P),
5.2 #(P) = p(O, t)+i,(P),
%(P) = p(O, 1)+ (P); @ = °xz(P),
hold for every P e D, t e*], where u,(P), it,(P), it,(P) afe certain infinitesimal vectors

in *R3, Substituting the RHS of Eq. (5.2) into Eq. (5.1) and putting m = v, where » < 4,
A = max(dy, 4., 4,) and » e *N\WV, cf. Eqgs. (3.5), (4.3), we shall arrive at the relation

which has to hold for every @ € 2, r € I. Passing from Egs. (5.1), (5.2); to Eqgs. (5.3) we
have taken into account formulas (3.5), (4.3) and a relation

o 1 j‘
5.4 L) w(P)) =
6.4 _ (volB(@, ) mPu,(P)) 0, ©ef.

PeDR(B(O, )
In order to prove that Eqgs. (5.4) holds let us observe that the RHS of the foregoing formula
can be interpreted as S-limits of internal sequences

' 1
5.5 — -S-' o N+
(5.5) . Vol B(@, 7 mpu,(P), me*N

PeD (B0, 1))
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But the existence of F-limit of an infinite sequence {a,}, n € *N, of points in a certain
metric space *7T depends only on terms a, for n € N. Because all these terms for sequence
(5.5) are infinitesimal (it follows from the fact that all such terms of sequence (3.2) are
finite) then S-limit of this sequence is equal to zero and Eq. (5.4) hold for every © e 2.

Eqs. (5.3) constitute the interrelation among the deformation function p:QxJ — R3,
S-density of mass pg:2 — R*, S-density of interaction dz:2x7J — R3 and S-body force
bp:R2x I > R3. Thus Eqs. (5.3) can be called standard laws of motion and their form coin-
cides with that of laws of motion for a certain material continuum, occupying in the refe-
rence configuration a regular region £2 in R*. Because the interactions have been assumed
non-local, we do not deal here with any contact forces (which are introduced and detailed
in [15]). It must be emphasized that Eqs. (5.3) have to hold only if the motion of a nonstan-
dard point system D, satisfying Egs. (1.1), (1.2), is S-regular. At the same time Eq. (5.3)
(in which p(@, t) = ®xg(P), @ = ®xx(P), cf. (5.2);( together with Egs. (3.4), (4.3) re-
present the necessary condition imposed on the S-regular motion of a regular Newtonian
mass-point system (provided that such motion exists).

6. Passage to standard constitutive relations.

Now let us substitute the RHS of Egs. (5.2),,, into Eqs. (4.3),. Setting
A (p(O, 1), D(O, 1); t(P), u(P)) =
= fo(p(@, )+u,(P), p(O, )+, (P))~fo(p(O, 1), P(O, 1)),

let us assume that the relation

0 1 7 ) .
(6.1) (WB(Tr,) Z Aﬁ»(p(@,t),p(('),t),u,(P),u,(P)))EO

PeDy(B(O,ry))

holds for every infinitesimal u,(P), i,(P). Let us also define the function pr:£2 x R®x R3 —
- R3 by means of

(6'2) ﬂR(@aP(@’ t),j)(@,t))E (m(l—@T,) Z fP(p(@’t)a P(@; t)))

PeDR(B(O,1.))

In Egs. (6.1), (6.2), as usual, we have v € *N~\ N and v < A for a certain infinite positive
integer A. Thus we conclude that if the conditions of the form (6.1) are satisfied for every
O € 2 then we can characterize the S-body forces by the formulas

(6'3) bR(@; t)= BR(@ap(@a t)9 .i’(@’ t))a @EQ’tEI_a

with the RHS of Egs. (6.3) defined by Egs. (6.2). Egs. (6.2), (6.3) yield the interrelation

. between the ,,continuous” S-body force and the ,,discrete’ distribution of external forces
in the regular Newtonian mass-point system under consideration. This interrelation is
valid under the conditions that the value of S-body force in any S-regular motion of a
nonstandard point system D (cf. Sec. 2) depends only on the deformation function for
this motion. It can be shown that such situation will take place if the external fields in
*R3, determining the form of functions fp:*R3x *R® — *R3, are standard.
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Now let us detail the possible interrelation between the S-density of interaction dg (@, 1)
and the deformation function p(-) of an arbitrary S-regular motion of a nonstandard
point system D. To this aid we shall use Eq. (4.3), with the functions fpq:*R* x R* — *R?
defined by Eq. (1.2). For every S-regular motion *I3 t =%, € Cs(D) with the deformation
function 2xI3(0,1)— p(@,t)e R? (where p(@,1t) = °%,(P) with @ = %xx(P) cf.
Sec. 2) we have ‘

(6.4) %,(P) = p(@p, )+w,(P); ©Op=xx(P),PeD, te*l,

where now p:*@Q x *I - *R? stands for an extension of the deformation function (which
can be called a standard deformation function) and w,(P) are infinitesimal vectors in *R3,
Instead of S~material coordinates @ = %%gx(P) (macro-coordinates), which have been used
before (cf. Eq. (5.2)), we apply now Q-material coordinates @p = xg(P) (micro-coordi-
nates). If w,(P) = 0, P € D, t € ], then Eq. (6.4) will tepresent a special S-regular motion
of D in which material points are ,,frozen” in a certain standard ,,material continuum”;
motion of this ,,material continuum” is described by a standard deformation function
PF*Rx*I5 (0,1) - p(@,1) € *R? (i.e., by an extension of a deformation function for
the motion of D). -

In what follows we shall confine ourselves to a certain subclass of a class of all S-regular
motions of a point system D under consideration. This subclass contains motions in which
the values of a function w,(P),PeD,te *I in Eq. (6.4) are not only infinitesimal but
also, roughly speaking, ,,sufficiently small”. To be more precise we shall assume that for
every pair (P, Q) of interacting material points (i.e., points for which f»o( *) is not identi-
cally equal to zero) in the subclass of motions under consideration we have

(6.5) w,(P)—w,(Q) = E(P, @, )[x.(P)—=/(Q)],
where E(P, Q,t) is a certain 3 x 3 matrix of infinitesimal numbers. Eq. (6.5) can be also
written down in a form

.W,(P)— wl(Q) _E O'(JC,(P)'*M,(Q)),
where by o(x), x = (x;, x,, x¥3) € *R3, we denote the set of all triples y= (y,, y,, y3) € *R3,
such that y; = Ef x;, i,/ = 1,2,3, where Ef are infinitesimal (cf. also [2], p. 79). By
virtue of Eq. (1.2), for a class of S-regular motions of D satisfying Eq. (6.5), we obtain

(6-6) Sfro (x,(P), xr(Q))—fl;Q (p(@m ), P(Qo, 1)) eo'(fpo (_”:(P), ”r(Q))),

for every P, Qe D, P+ Q,te*]. It means that, roughly speaking, the interactions in
a motion determined by Eqs. (6.4), (6.5) are ,,nearly the same” as the interactions in a mo-
tion characterized by Eq. (6.4) with w,(P) = 0 for every Pe D, t€ *J. Motions of D
satisfying Eq. (6.5) (for every pair of interacting points P, Q and every ¢ € *I) will be called
-strictly S-regular. '

For motions of D which are strictly S-regular it can be shown that the S-density of
interactions is uniquely determined by the deformation function. Namely from Eq. (6.6)
it follows that

. _1 -
(67 (oisers D ) Fralu(P)m(@)] =

PeDg(B(O, r»)
QeDN\{P}
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(6.7) [cont.] = (m 22 fPQ(p(GP’ t), p(@q, f))),

' PeDp( B(O, ry))
. QeDN{P)

for every @ € 2, v e *N~\_N and » < I
Introducing the functionals

o 1 7 U
(6.8) Dr(@,p(, 1) = (m,—m) PDZ(/B%_J\.)) Sro(p(Op, 1), p(O,, f))),
QDN(B)

defined for every @ € 2 on the space of all deformation functions p:Qx 13 (@, 1) —
- p(@, 1) € R* (and hence on the space of all standard deformation functions p:*Q2x *I5
5 (0,1) - p(O, 1) € *R?) and taking into account Egs. (4.3), and (6.7), we arrive at the
relation

(6.9) dr(@,1) = De(@,p(- ,1)); @ €Q, 1€l

Eqs. (6.9), (6.8) characterize the interrelation between the ,,continuous” S-density
dr( -, t) of interactions and the ,,discrete” distribution of interactions in the regular New-
tonian mass-point system. This interrelation holds in any strictly S-regular motion of the
point system D under ¢onsideration™®,

Formulas (6.3), (6.9) can be interpreted as the constitutive relations of a certain non-
local elastic ,,material continuum”, motion of which is described by an arbitrary defor-
mation function p:2xI3 (0,t)— p(@,t) e R3. The properties of this ,,material con-
tinuum’ are uniquely determined by the properties of a regular Newtonian mass-point
system, provided that we confine ourselves to the strictly S-regular motions of its point
system.

7. Conclusions.

Summarizing the obtained results wé shall formulate the following assertions:,

1. Every S-regular motion of an arbitrary regular Newtonian mass-point system®>
(if it exists) has to satisfy Eq. (5.3) together with Eqgs. (3.5), (4.3) and with p(0, ) =
= %, (P), ©@ € %%, (P), for every P D, te I

2. If there exists strictly S-regular motion of a certain regular Newtonian mass point
system then the deformation function for this motion has to satisfy Eqs. (5.3), (6.3), (6.9)
with denotations (3.4), (6.2), (6.8).

3. Every regular Newtonian mass-point system uniquely determines certain non-local
elastic ,,material continuum™ with governing relations (5.3), (6.3), (6.9). The continuous
fields in these governing relations are expressed in terms of Newtonian mass-point mecha-
nics by Egs. (3.4), 6.2), (6.8) for every strictly S-regular motion of the Newtonian mass-
point system under consideration (if it exists).

U9 This interrelation also holds in any S-regular motion satisfying Eq. (6.7)
U9 A motion of the Newtonian mass-point system was defined in Sec. 1 as the motion of its point
system satisfying Newton’s equations (1.1}, 1.2).
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It must be remembered that every regular Newtonian mass-point system is, by defi-
nition, a nonstandard Newtonian mass-point system. The number of points in this system
is equal to a certain fixed infinite natural number and the masses of points are infinitesimal,
For the class of motions under consideration (for S-regular motions) also the values of
-external forces acting on the points as well as the values of interactions between the points
are infinitesimal. The assertions listed above, which interrelate certain nonstandard ,,discre-

e” functions (i.e., defined on. xx(D) = *R%) with standard continuous fields (defined
on %%g(D) = R®) can be expressed exclusively in terms of the nonstandard analysis. On
the other hand, resulting relations (5.3), (6.3), (6.9), which can be interpreted as descri-
bing certain ,,material continuum”, are standard. Thus the method of the nonstandard
analysis applied to Newtonian mass-point mechanics makes it possible to define the class
.of nonstandard mass-point systems (which were called regular Newtonian mass-point
systems) having properties of material continua (for more general approaches cf. [13]).
In this paper, starting from Newtonian mechanics, we have derived governing relations
of a nonlocal continuum mechanics; passage from Newtonian mechanics to the relations
of the elasticity theory will be described in the next paper (cf. also [15]). However, the
non-standard methods can be also applied directly to some problems of continuum me-
«<hanics, [16, 17].
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Pesmwome

HECTAHIAPTHBIN AHAJIM3 1 CBSI3E MEXIY MEXAHUKOM MATEPUAJILHEIX TOYEK
1 MEXAHMKOM KOHTUHYVYM,

B pafore JOKa3aHO, YTO YYHTHLIBAS METOMBI HECTAHJADTHOTO AHANMGA M3 YPABHEHMH MeXamKu
HroroHa CHCTEMbl MATEPHAIBHLIX TOUEK MOMHA BLIBECTH HENOCIE[CTBEHHO (DYHAAMEHTAalEHLIE ypaB-
' HEHHST MEXAHWKM KOHTHHYYM 6e3 IIpUMEHEHHST anpOKCHMAIlAM M FPaHNYHBIX IEPEXOJOR.

Streszczenie

O N ESTANDARDOWEJ ANALIZIE I ZWIAZKU MIEDZY MECHANIKA PUNKTOW
MATERIALNYCH A MECHANIKA KONTINUUM

W pracy wykazano, ze korzystajac z metod niestandardowej analizy mozna wyprowadzi¢ podstawowe
réwnania mechaniki kontinuum bez stosowania aproksymacji i przej$¢ granicznych bezpofrednio z réwnan
mechaniki Newtona ukladéw punktéw materialnych.

INSTYTUT MECHANIKX
UNIWERSYTET WARSZAWSKI

2 Mech. Teoret. i Stos. 4/81
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ZAGADNIENIE SZCZELINY W WARSTWOWE] PEYCIE POPRZECZNIE
1ZOTROPOWEJ

Bogpan RoGgowski1 (LODZ)

1. Wstep

Teoretyczne badanie zagadnien mechaniki anizotropowych cial warstwowych osta-
bionych szczelinami rozpoczeto w ostatnich latach. Plaskie zagadnienie szczeliny w pasmie
ortotropowym zlaczonym z poéiplaszczyznami rozwigzano w [1], a w pasmie zlgczonym
z pélptaszczyzng w [2].

Dla anizotropowych cial warstwowych nie zbadanymi pozostaja przestrzenne i w szcze-
golnoéci osiowosymetryczne zagadnienia szczelin. Zagadnienie szezeliny w warstwie
poprzecznie izotropowej rozpatrzono w [3] i [4], a w ciele nieograniczonym w pracach
[3 - 6].

W niniejszej pracy rozwigzano zagadnienie plaskiej szezeliny kolowej, usytuowanej
w plaszezyZnie $rodkowej warstwy poprzecznie izotropowej, ztaczonej z dwoma innymi
poprzecznie izotropowymi warstwami identycznymi ze soba.

2. Réwnania podstawowe i ich rozwigzania

Zagadnienie réwnowagi sprezystego, jednorodnego ciala poprzecznie izotropowego
moze by¢ rozwigzane za pomoca funkcji @.(r, z), ktére w przypadku osiowej symetrii
sa rozwigzaniami réwnan i

2.1 (B2 4710, 4572 )y = 0; = 1,2.

Funkcje ¢,(r, z) spelniaja uklad czgstkowych réwnafi rézniczkowych réwnowagi
i okrelaja w walcowym ukladzie wspélrzednych (r, @, z) skladowe wektora przemieszcze-
nia (¢, 0, w) i tensora naprezenia (o,,, 0es, 02z, 0, 0, 0,7) Za pomoca wzordw [7]

(2.2 u= 0kp,+9), w= 0Ap1+kps),

Oz = Gy(k+1)0(s7?p1 +552@,),
G1(k+1)07(p; +92),
Or = —Gy(k+1) 02 (1 +92)—2Gr~9,(kp, +¢2),
= —G,(k+1)0%(@; + 1) —2G 2(ko, + p,).

Q
o
R

It

(2.3)

&
o
!

2=
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W zwiazkach (2.1), (2.2), (2.3) przyjeto dla symboli rézniczkowania oznaczenia

o) 8.
L 0] =

Parametry S,, k zalezg od stalych materialowych. Obliczamy je ze wzordéw [7]

o)
(2.4) 1,2 N 2 ’

k=pu+yur—1
w ktorych
1 *
£ = I:l—_z—H(l"—'V%H):I 5
N
0= I"—» H(1—»{H)|
-1

2.5)
: M= F[v1H+ (l—v — 2} H)] -1,

E G
H=—-, I'=—
E, Gy
Techniczne stale materialowe E, » charakteryzuja wiasciwosci spr@Zyste materialu
w plaszczyznach z = const (izotropowe), natomiast E,, »,, G, w kierupku osi z, réwno-
leglej do osi sprezystej symetrii materiatu.
Biorgc pod uwage nieréwnosci jakie spelniaja techniczne stale materialowe

E

(2.6) 1 —"Vi —E;—

E
> 0, 1"7}_2‘”%'E> 0,
stwierdzamy, Ze stale ¢, o, u sa rzeczywiste.
Z zaleznodci (2.5) i (2.6) wynikaja nierdwnosci

e>0, 030, u>-1,
za$§ z rownan (2.4) zaleznosci

Il

o= 8+, € ]/% 4'—1),
B =si~s;=¢e)/20~1).

W przypadku ¢ 2> —1 parametr «jest rzeczywisty dodatni badZ rowny zeru, dlag < —1
przyjmuje warto$¢ urojona. Wspéiczynnik f jest rzeczywisty dodatni dla ¢ > 1, réwny
zeru dla p = 1 i urojony dla g < 1. ’

W przypadku ¢ > —1, tj. gdy spelnione sa nieréwnosci
G, = "E,

2.7

it

(2.8) =7, Jub —1<p<0,

co najmniej jeden z parametréw a, B jest liczbg rzeczywistg. Rzeczywiste materiaty maja
takie wlasciwoéci, Ze ich stale sprezystosei spelniajg alternatywe (2.8) (na przyklad kom-
pozyty). Teoretycznie moga wystepowaé réwniez takie matenaly dla ktorych o< —1
i wéwczas parametry «, f przyjmuja wartoci urojone « = i, f = 113 (a, ﬂ — rzeczywiste).
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Jezeli wykonamy transformacje Hankela w réwnaniu (2.1), to stwierdzamy, ze funkcje

(2.9) B (€, 2) = K u(r, 2)ir ~ &) = [ ren(r, 2)J,(En)dr,
0
spelniaja réwnania
2
(2.10) (jzz —5352)@,: 0: «=1,2.

W zaleznosci (2.9) o, oznacza operator transformacji Hankela rzedu » zdefiniowany
za pomocg J,(&r), funkcji Bessela pierwszego rodzaju i rzedu ».

Przechodzac w rozwigzaniach réwnan (2.10) do oryginatéw otrzymujemy funkcje
przemieszczen @q(r, z), ktére zapisano w postaci

@D g2 = g g Ty F ol AO)shsubzt

+ B, (&)chs,éz]; E > r};  a= 1,2 (nie sumowane),
gdzie A, (&), B.(&) (« = 1, 2) sa nieznanymi funkcjami parametru transformaciji &.
Pola przemieszczen i naprezen okreslimy jezeli uwzglednimy zaleznosci (2.11) w zwiaz-
kach (2.2) i (2.3).
Otrzymujemy wzory

1

G2 WD = G G )

H 1 {E 1 [ksy(Aqshs Ez+ B, chsl1 £z)+
+S1(AqShSZEZ+B20hS2§Z)]; :f - r},

$182
Gi(k+1)(s1—s2)

(2.13) w(r, z) = Ho{t ' [A chs, Ez+ B, shs, &z +
+k(A20hS2£Z+ sthSZEZ)]; f 4 r},
(2.14) 0,.,(r,2) = % Ho{[s2(A;shs, Ez+ B, chs, E2)+
. 1792

+51(A25h5252f_i'B20h5252)]; &-r},

(2.15)  o6,.0r,2) = —%%1{(Alchs1§z+Blshsléz+
+A,chs, €z +B,shs, £2); & = 1},
2.16)  a,(r,z) = — sf‘_szz Ho{s,(A,shs, éz+ Bychs, &2)+
+s2(Azshsz éj‘z—.i-Bzchs,,Ez); £E-r}—2G _u(rr;z)“’
@17 oeelr,z) = — sffzz Ho{sy (A shs, Ez+Bychs, E2)+5,(A;shs, 2+
+B,chs, £z); £ = r}+2G u(r;z) +. k—zi-l . sllsz G—G, #Ho{ks,(A,shs, Ez+

-t~B1<:hks1 £z)+5,(Ayshsy Ez+B,chs, E2); & — r}.
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3. Zagadnienle, jego warunki brzegowe i réwnania catkowe

Rozpatrzymy liniowo sprezysta, poprzecznie izotropowa, nieograniczong plyte zio-
zong z trzech warstw o grubosciach h,, 2hy, I, ze szczeling kotowa o promieniu a.

Szczelina usytuowana jest symetrycznie wzgledem swobodnych brzegéw plyty i poczatkn
przyjetego walcowego ukladu wspétrzednych (v, @, 2').

Plyta zajmuje obszary:

Qp={(r,0,z):0< 1" < 0,

0<0O< 27,z | <k} i
Qu=1{(,0,2):0<1r" <0,0<0<2n,h <|Z|<h=h+h},

wypelnione materialami poprzecznie izotropowymi o technicznych statych, odpowiednio,
£y, vy, Eu,_"n > G U By, vy, By, Vs Gune

Stale te okreslaja zgodnie z wzorami (2.4), (2.5) parametry materialowe warstw, od-
powiednio, Sy, Su, Kr 1 Sqars Sams Kun.

Szczelina jest obcigzona wewnetrznym cisnieniem p(r’x o rozktadzie osiowo symetrycz-
nym.

Pola przemieszczed (u;, 0, w;) (i = I, I) i napreZed (6,r, Gsor, Ozzi, Orzi), WYStEPUjace
w materialach wypelniajacych warstwy, dane sa za pomoca wzordw o postaci (2.12)—
(2.17), w ktérych nalezy wprowadzi¢ wspdtrzedne r’, @, z' 1 parametr transformacji &'

Wprowadzimy wspélrzedne bezwymiarowe r, z, & takie, ze r' = ra 2’ = za, &' = &fa.
W tych wspotrzednych promien szczeliny ma jednostkowa diugoéé oraz h, = ad,, h, =
= ad,, h = h;+h, = ad. Rozwiazania w obszarze £ otrzymamy z réwnan (2.12)—(2.17)
przez formalna zamiane s,, 5,5, k, G G, na sy, 5,1, k1, Gi, Gy, a rozwiazania w obszarze
Qy z tych samych réwnan zamieniajac odpowiednio Ag(£), B.(E), Sy, k, G, G, na Cy(&)
Dy(&) Semr, ks Gu, Giu- W warstwie zewnetrznej zastapimy zmienna z przez z—4d,.
Wprowadzona zamiana zmiennych prowadzi do pomnozZenia prawych stron réwnai
opisujacych przemieszczenia przez ¢~* i prawych stron réwnan dla naprgie}’l przez ¢~ 2.

Dzigki symetrii zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia fizycznych wielkosci w ob-
szarze 2 ={(r,2):r 2 0, 0 €< z < 8}.

Poszukiwane funkcje musza speinia¢ odpowiednie warunki mieszane dla z = 0, wa-
runki brzegowe dla z = § i warunki cigglosci dla z = §,. "
~ Z warunkéw tych wyznaczymy funkcje parametru transformacji 4.(£), By(&), Cu(£),
Dy(£). '

Warunki brzegowe maja tu postaé

(3'1) O'zz"(r, 6) = 0; r

0,
(32) Gzrll(rs 6) =0; r 0

=
=

W plaszczyznie z = 0 mamy warunki brzegowe mieszanego typu
(3.3) O(r,0)=0; r>0,
G4 ' O, 0 = —p(r); 0<r<i,
(3.5) : wi(r,0) = 0; r>1.
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Warunki ciagloéci sg postaci '
(3.6) [0, SO = Dwar, 801 = 0; 7> 0,
(3.7 foza(r, 61)]]{1 = [oznlr, 61)]]‘1‘ =0; r=0,
gdzie [ f1] I oznacza skok funkcji f; przy przejéciu z warstwy I do warstwy I1.
Z zaleznoSci (2.12)- (2.15) otrzymujemy
1
GH D = = G et Den—sa)
+Bychsy1€z) +51(A25hsy €2+ Bychs, 62)]; € — 1},

1 {E [kys21(A shs £z +

s _ S11521 B -
3.9 wi(r,z) = Giallat DE—5) Ho{E" A chs  z+ B, shs; &z +
+kl(A2Ch52]EZ+B25h32152)]; E - r},

1 ‘
(3_10) O'zzl(r, Z) = -(—Smﬁ yfo{[Szl(AlShSlIEZ'f‘BlChSllfz)+
: .
+511(A28hs3162+ B,chsy E2)]; & - rf,
5118
GB.1)  ou(r,2) = — (T—lzls—ziﬁi #{(Aschs, &z + B, shs, éz +
11 2 N

+A2ChSZIEZ+B2Sh52l£Z); E - r},
gdy (r,z) £y oraz
1 . .
- . A kysoan(Crshisiné(z—6)+
Gina(ky+1)(S1n—S2m) 1{ [ " 2“( ! i %

+chh51"£(z\—‘ 61))+S1“(C2Shs2“5(z— 61)+D2‘ch32u§(z—61))]; 5 - r},

(3.12) un(r, z) =

SinSa2n -
3. ,2) = 4 [C,ch d)+ -
(3-13) walr, 2) Ginalky+ 1)(s1n—S210 O{E [C1chsinblz~2)

+D15hsm§(z’—51)+ku(020h52115(2— 51)+D25h32nf(z—51))]; &> "},

1
m')a—z Ho{ls2n (Cyshsyné(z—8)+

+ D, chs yé(z— 61))"'5111(0251152115(2— 51)+D20h32115(z—51))]; £&— r},

(314) Uzzll(r, Z) =

8118 .
(3.15) Oui(r, 2) = — Zs—l—;ll_l_lsz%z? #1{[C1Chs1u§(z_51)+D1 shsiné(z—6d;,)+

- +Cychs, &(z— 61)+ Dyshsané(z—8))]; €~ 1},
dla (r, Z) E.Q”.

W szezegdlnoéei dla z = 0 otrzymujemy z (3.9), (3.10), (3.11)

3.16) . ) — S11521 _ .
_( ) o wi(r, 0) = Goatet D=2 Hol 1[A1(£)‘+k1f42(£)],r},
(317) Uzzl(r, O) = ! #D{[521B1(§)+811B2(5)]; r}’

(s11—82pa”

G 0, 0) = — (O + A (O 1)
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Z warunku brzegowego (3.3) i zalezno$ci (3.18) otrzymujemy
(3.19) A (8) = —A4,(8) = —f(§),

gdzie f(£) jest nieznang funkcja.

Réwnania cigglosci pola przemieszczen i naprezen dane za pomoca wzoréw (3.6)
i (3.7) przechodza, po uwzglednieniu zaleznosci (3.8) - (3.15), w uklad réwnan algebraicz-
nych, z ktérego mozemy wyznaczyé C.(8), D.(£) za pomoca B,(£) i f(§).

Otrzymujemy

Ci (&) = —1—— . ﬂ—j (z—:) {f(f)[(g—kll)Chsllfa1“(gkl“ku)chsnffsl]—
—[B2(gki—ky)shsz,£6, + By (g— ky)shsy166,]},

Call) = o 22 (j—) {FO(ghr—1)chsy, 8, — (g — Dehs; 6,]+

+B,(gki— 1)shs; €8, + B, (g—1)shs,(£8,},

(3.20) R
ky—1 By sy

{f(&)s11(g— Dshsz1§0; —s54(gky— 1)shsy £6,] +
+B,5,1(g—1)chsy £6; + By s21(gky— 1)chsy £6,},

D& = P L) (e k) shs 1 86, —syy(g — ey shsy £6,]—
ku—1 /31 S1n1

— [B2531(g~kn)chsz£6, +Bx sa1(gki— kichsy 66,1},

gdzie
_ G kutl
Gy k17
(3.21) Pz = Siu—Sa,

B1 = su—s
el = siuSa, €3 = SinSzu- .
Warunki brzegowe (3.1) 1 (3.2), po uwzglednieniu (3.14) i (3.15) i wykorzystaniu (3.20),
prowadza do ukladu réwnan algebraicznych, z ktérych mozemy wyznaczy¢ B, (&) za pomoca

nieznanej funkcji f(£).
Rozwigzanie tego uk¥adu ma postaé

(322 BuE) = O 20, () = JO25 (5= 80),
gdzie i
(3.23) I(x) = (a,+as)chx(e; 7, +B2m2)— (a1 —as)chx(ay 9y —B2nz)—
. —(aztag)chx(Byn, +P2m2)+ (a2 —ag)chx(Byn1— fam2) +
+ (a3 +a)chx (o n; +w2n;)— (a3 —aq)chx (e, 7y — 0z 72) —
—(as+asg)chx (817, +a2m2)+(as—ag)chx(Bym — o2 m2) +
+agchxa; 1y +ayochxfy 9y —ay; chxa, n2+as,chxfyn, +a0,



(3.29)

(3.25)

ZAGADNIENIE SZCZELINY W WARSTWOWEJ PLYCIE 53%

I,(x) = —(a,+as)chx(a;n;+B2m2) +(ay —as)chx(o, 7, =, 7m2)—
—(ay+ae)chx(B1n1 +fam2) +(ar—ae)chx(Byin—F2m2)—
—(azt+aq)chx(oyny+amz)+(as—~az)chx(o; 7, — oz m2)—
—(as+ag)chx(Byny +az792) +(as—ag)chx(B 19—z 1) —

—agchxa, 7, +a,0chx By 9, —a};chxa, n, +a7,chxf, n, +ag,

m(x) = (a,+as)shx(o;n:, + f212) — (@ —as)shx(oy 7, —f27,) —
—(az+ag)shx(B1m:+B2m2) +(ar—ae)shx(B1 7, —Bm.)+
+(az+az)shx(a, 9, +axn,) —(as—aq) shx(o, n, —azm2)—
—(a4tag)shx(B1m1+wan2) +(asa—ag)shx(B1 1, — oy 1) +

+agshxe;n,+ao0shxpin,,

0 0
("11=Tl,772=72,x=§5)-

Wystepujace we wzorach (3.23), (3.24) i (3.25) wspolczynniki ¢; obliczamy za pomoca

WZOTOW

(3.26)

ay,, = dg(ky— (k= D(s11521F 1115210

83,4 = —P2gCky— Dki— D(s11521ES1u82105

as,6 = 0{S21[s2n(gki—kn)®+ s, u(gki— D2 F s1i[sin(g— D +s21(g — k1D1},
azs = Br{suls2u(gh—ki)* —sinlghky— 1)1 s11[s1n(g—~ 1> —s2u(g — k1) 1} »
ag,10 = 8s1uSznls11(g— k(g —VF salghki~ D(gk—kwl,

ag1,2 =4 (iz) sylsin(gki— D(g—DF sanle — ki) (gki— k],

ap = —8syyS2uSullghki—ku)(g— D+ (g— k) (gki— D],

’ -1
Ay1,12 = S21817 Q11,125

v -1
a, = 821511 Qo

w ktérych

(327

oy = Sy1+821, %2 = Syy+Sam,

B1 = S11—S21, B2 = Sin—Sam-

Z zaleznodci (3.22) obliczymy kombinacje statych B, (&) i B,(&)

(3.28)

S B+ —S B = - (= 80).

S1y— 821 S1y— 821 m(x)’

Funkcja I(x) jest odpowiednia kombinacja funkcji 7, (x) i /,(x). Okreélona jest ona wzorem

(3.29)

I(x) = (a,+as)chx(ay 7;+ Ba12)— (a1 ~as)chx(o 71— Ban2) +
+ (a3 +ad)chx (B, + fan2)—(af —ad)chx(Byn,—fama)+
+(as+az)chx(o, 1, + &2 12) — (@3 —az)chx(oty 7y — oz m2) +
+(a%+af)chx(B,n, + oy m2)— (aF —ag) chx(Bimi— a2 m2) +
+agchxa, 0, —atochxf; g +2af, chxayn, —2at, chxpyn, —2a5 ,
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gdzie
o = ayfila; i=2,4,6,8 10,
(3.30) gt = syfrta k=011, 12,

przy czym d;, a, dane sa za pomoca wzoréw (3.26).
Wprowadzimy funkcje M(x)(x = £0) taka, Ze

Ix) . _
(3.31) M(x) = 1~W, (x = £0),

gdzie funkcja /(x) jest okreslona wzorem (3.29), a funkcja mi(x) za pomoca wzoru (3.25).

Podstawienie zaleznosci (3.19) do wzoru (3.16) i wykorzystanie reguly transformacii
Hankela prowadzi do okre$lenia przemieszczen punktow lezacych w plaszczyznie zawie-
rajacej szezeling

3.32) (e, 0)= 25 [ f@aenae,
0

gdzie
) sprSai(ky—1)
Gk +D(sy—s27)

(3.33) =

jest parametrem materiatowym.

‘Naprezenia wystepujace w tych punktach okreslimy ze wzoru (3.17) podstawiajac
(3.28) i uwzgledniajac (3.31)

(3.34) Oonlr,0) = = [ EI=M(ESNIo(En) fE)E.
0

Funkcje parametru transformacji 4,(£), Bo(£), Ca(£), Dy(£) zostaly okreslone za pomoca
nieznanej funkcji f(§) 1 wzoréw (3.19), (3.20), (3.22).

Za pomocsa funkcji f(&) mozemy okreslié przemieszczenia i naprezenia w materialach
wypelniajacych warstwy rozpatrywanej plyty niejednorodnej, wykorzystujac w tym celu
zaleznoéci (3.8) - (3.15) 1 wzory jakie otrzymamy dla o,.(r, 2), 6ee:i(r, 2) ze zwiazkéw
(2.16) i (2.17). ’

Realizacja mieszanych warunkow brzegowych (3.4), (3.5) prowadzi do réwnan wzgle-
-dem nieznanej funkcji f(£). Jezeli w tych warunkach uwzglednimy zaleznodei (3.32) i (3.34),
to otrzymujemy réwnania

(3.35) [ JOE—MEBNJo(E)dE = p(Ia?; 0 <r< 1,
0 . .

(3.36) [ 1 @TEdE=0; v 1.

. 0

Rozpatrywane zagadnienie zostalo sprowadzone do dualnych réwnad calkowych
(3.35), (3.36), z ktérych wyznaczymy nieznang funkcje f(£), okredlajaca poszukiwane
fizyczne wielkodci. Funkcja M(£6), wystepujaca w réwnaniu (3.35) i dana za pomoca
‘wzordw (3.31), (3.29), (3.25) jest zalezna od stalych materialowych warstw i stosunku ich



ZAGADNIENIE SZCZELINY W WARSTWOWEJ PLYCIE 535

gruboéci. Funkcja ta zalezy takze od parametru 6, okredlajacego stosunek grubosci plyty
h do promienia szczeliny a.
Gdy wlasciwosci sprezyste warstw sg identyczne, to ze wzordw (3.26), (3.27), (3.30)
otrzymujemy \
A, =04 =045 =0g =0y =0y5=10ay; = a;, =0
ai =ag =afo=af;=a}, =0
a, = ag = 25,5, a(k—1)2.
— 25, 52/)’(/6——'1)2,
a¥ =af = 2s, 5,271 (k~1)2,

8sis3 81 (k—1)%

(3.37)

as = dy

Uwzgledniajac zaleznosei (3.37) w zwigzkach (3.25) 1 (3.29), a te w (3.31) otrzymujemy
postaé funkcji M(x) dla warstwy jednorodnej [3]

chax—ea?f 2chfx+4s,5,67°
shax+af'shfx ’

(a0 = §y+53, B = 8,—53, % = £5).

(3.38) M) =1—

Przejécie graniczne 9, — co(n, — ) wykonane dla przypadku o, ER; we wzorach
(3.25) i (3.29) prowadzi do okreslenia funkcji M(x) za pomoca wzoru

ascho; x+assha, x+agch B, x+aishf, x+a¥,
aschoy x+a;sho; x—aschpfyx—agshf; x

~

Zdefiniowana wzorem (3.40) funkcja M(x) odpowiada zagadnicniu warstwy poprzecz-
nie izotropowej zlaczonej z poélprzestrzeniami o innych stalych materialowych, ostabionej
obecnoscia szczeliny usytuowanej w jej plaszczyZnie srodkowe;.

Jezeli w (3.40) podstawimy wartoéci wspdlczynnikéw "okre$lonych wzorami (3.37),
a wigc przejdziemy do oérodka jednorodnego, to funkeja M(x) jest tozsamosciowo réwna
zeru. Funkcja M(x) posiada te wiasnoé¢, ze dazy do zera gdy x dazy do nieskorczonosci.

Gdy 6 — oo (dlugo$¢ promienia szczeliny dazy do zera lub cialo mnieograniczone),
to M(£8) — 0 i réwnania (3.35), (3.36) przechodza w znane réwnania opisujace zagadnie-
nie szczeliny w ciele nieograniczonym, ktére dla przypadku izotropii podano w [8] (s. 96
wzory 3.4.1 1 3.4.2).

(3.40) M(x) =1— , . (x= &6y

4. Réwnanie calkowe Fredholma, wspélczynnik i_nten§ywno§ci napréienla,
przemieszczenia i energia szczeliny

Réwnanie (3.36) jest spetnione tozsamoSciowo przez reprezentacie catkowa

_ 1
@) O =1 2a [ smsinEnar, 50 =0,
0
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Podstawiajac zwiazek (4.1) do réwnania (3.35) sprowadzamy je do réwnania catko-
wego typu Abela wzgledem nieznanej funkcji g(7)

— 1 w .
@0 g0 = 2 [ sonan [ s o<,
0 0

gdzie o, jest operatorem Abela pierwszego rodzaju zdefiniowanym wzorem [8]

Y r d
(43) 2N =) 5 [ 25 >0
J |

Stosujac w réwnaniu (4.2) odwrotny operator Abela

d
(4.9) AT 7] = e () 7]
i wykonujac w tym roéwnaniu calkowanie z uwzglgdnieniem g(0) = 0 oraz wzoru [9]

d [ re(Endr

(4.5) — — - = cosér,
dr 4 Vii—rt
otrzymujemy
1 0 — T
D e g 2 d
46 & = = [ glydn [ MEo)sinEnsinnde+ ]/ 2 [0 gce<n,
Jr P4 ‘/12_r2
0 0 0
Réwnanie catkowe (4.6) zapiszemy w postaci
1
@7 g(0) = [ K(z,mg)dn+p*(x); 0 <7 <1,
0

gdzie symetryczne jadro K(r, i) jest zdefiniowane wzorem

@8) K(,m) = = [ MEosinEnsin@En s
0

i p*(7) jest dana funkcja okreslong za pomoca calki

2 d rp(r)dr
4.9) = ]/ 2 [ dr
¥ Yri-r
Réwnanie catkowe (4.7), okreslajace funkcje g(x), ktéra wyznacza poszukiwana funkcje
f(&) za pomocg wzoru (4.1), jest réwnaniem catkowym. Fredholma drugiego rodzaju.
Istnienie 1 jednoznaczno§é¢ rozwigzania tego réwnania zaleza od zachowania si¢ jadra,

zdefiniowanego wzorem (4.8), a wigc okreélonego za pomocs funkgji trygonometrycznych
i funkcji M(x)(x = £98), zaleznej od stalych materialowych warstw, stosunku ich grubosci

oraz od stosunku gruboéci plyty do promienia szczeliny (6 = %)
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Jadro zapiszemy w postaci rownowaznej do (4.8)

2 -
(4.10) K(t6~Y, n6~Y) = ;6“1 f M (x)sin(xn6~)sin(x76~)dx,
5 .

(x = £0e<0,00), 6! =—Z—).'

Analizujac wzory (3.31), (3.29), (3.25), okreslajace funkcje M(x), oraz zaleznosci (2.7)
i (3.27) okreslajagce parametry a;, f; (i = I, XI) mozemy stwierdzié, ze funkcja M(x)
posiada nastgpujace wlasnosci:
" a) Dla dowolnych wilasciwosci sprezystych materialéw mamy
9, dlan=1
{O, " dlan=2,3,4,..

Granica g ma warto$¢ skonczona i wynosi:

4.11) limx"M(x) =

x—+0

_ 2as+aq+ag+af +af,—~at,—ad)+as~ato
(ag+2as+2a5)oyn; +(a10—2ag—2ag) By M1 +2(a3—a4) 01y +

+2(ay—az) 27

(4.12) g=

dla warstwy niejednorodne;j,

_ w28-2 -2
(4.13) g=—1 2l 24;43152’3 , gdy B#0, a#0

w przypadku warstwy jednorodnej, przy czym '

(4.14) g=0, gdy =0 albo a=0.
W przypadku # = 0, odpowiadajacym g = 1, mamy ze wzordw (2.4) i (2.7) zaleznoéé
45,5, = a?—p2

ktéra uwzgledniona w (4.13) prowadzi do (4.14). Przypadek f = 0, « = 2 odpowiada
izotropii. W przypadku « = 0 mamy f = 2 is;s, i ze wzoru (4.13) otrzymujemy (4.14).
b) Dla funkcji M(x) maja miejsce nastepujace asymptotyczne réwnosci

(4.15) M(x) ~ —e~?**M gdy @, e R,, x— 0,
(4.16) M(x) ~ —e-2®MF®m) ody o, 1 o €R,, x-— o0,
Tak wiec
“.17) limx"M(x)=0; n=1,2,...,a, €R,

P

W przypadku rzeczywistych wartoéci parametru o, i urojonych &, musimy zbadaé
zachowanie sig funkcji M(x) przy x daZzacym do nieskotficzonosci. Mozemy postuzyé sig
w tym przypadku funkcja M(x) dang wzorem (3.40), ktéra zachowuje si¢ dla duzych x
tak jak funkcja M(x), dana wzorem ogdélnym.

Jezeli a, i a, przyjmuja wartosci urojone, to nalezy dla takich, teoretycznie mozliwych,
materialéw zbadaé zachowanie si¢ funkcji M(x) przy x dazacym do nieskonczonoéci.
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Biorac pod uwage wniosek wynikajacy ze wzoru (2.8) moZemy stwierdzié, ze gdy
zachodzi
Gy _— E,
Gll EII

(4.18) lub -1 <, <0,
to ma miejsce wlasno$é funkcji M(x) okreslona wzorem (4.17).

¢) Jezeli a; € R, lub a, € R, to funkcja M(x) jest ciagla w przedziale (0, o).

Whniosek ten wynika z analizy wzordw (3.31), defininjacego funkcje M(x) i (3.25),
okreélajacego funkcje m(x). Funkcja m(x) jest rézna od zera dla kazdego x € (0, o), gdy
o, €R, lub a, ER,. : -

Jezeli warstwa wewnegtrzna rozpatrywanej plyty niejednorodnej wypelniona jest ma-
teriatem o parametrze gy < —1, tzn. nie zachodzi (4.18), to funkcja M(x) moze nie mieé
wlasnosci (4.17). Ponadto jezeli dla obu materialéw mamy ¢; < —1, to mogg wystapic
punkty nieciaglosci tej funkceji.

W przypadku analizy zapadnienia w tej klasie materiatow, teoretycznie mozliwych,
nalezy zbada¢ dla danych materiatdw zachowanie sie funkcji M(x) przy x — oo i ciagglosé
tej funkcji. Wiasnosci funkcji M(x) okreslone przez (4.11) i (4.17) oraz ciaglosé tej funkcji
w przedziale (0, co0) zapewniaja zbiezno$¢ calki (4.10), okreélajacej jadro réwnania catko-
wego Fredholma. Z wlasciwosei funkcji M(x), majacych zawsze miejsce w przypadku
gdy spelniona jest alternatywa (4.18) wynika, Ze jadro réwnania calkowego zagadnienia
jest ciagla funkcja i mamy oszacowanie

(4.19) Yz, €{0,1> |K(z, )| < C,.

Wystepujaca w rownaniu catkowym (4.7) funkcja p*(z), zdefiniowana wzorem (4.9),
jest takZze ograniczona

(4.20) Vzel0,l) p*(2)| < C,.

Roéwnanie calkowe (4.7), okreflajace poszukiwana funkcje g(7), jest regularnym réw-
naniem catkowym Fredholma drugiego rodzaju to znaczy réwnaniem o jadrze ciaglym
i calkowalnym z kwadratem. Wyznacza ono jednoznacznie poszukiwanag funkcje g(7),
nalezaca do przestrzeni funkcji ciaglych.

Za pomoca funkcji g(7) mozemy wyznaczy< fizyczne wielkosci interesujace nas w oma-
wianym zagadnieniu.

Przemieszczenia brzegu szczeliny otrzymujemy z zalezno$ci (3.32), ktéra po uwzgled-
nieniu (4.1) prowadzi do wzoru

: — 1 @
(4.21) wy(r, 0) = ]/ _7_?;_ xa f 2(D)dv f To(Er)sin(Er)de.
0 0

Uwzgledniajac w (4.14) zWiqzek

. ® T
(4.22) f Jo(€r)sin(£7)dE = ‘
0

-1 :
(z2=r®"2, T>r
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okreslimy przemieszczenia brzegu szezeliny za pomocg wzoru

l g(n)dr
; ]/~52——r2

4.23) W, 0) = l/ 2 4

;0 O0<r<l.

Parametr materialowy » dany jest wzorem (3.33).
Energia szczeliny jest zdefiniowana wzorem [8]
1

(4.24) W= 27m2f rp(P)w, (@, O)dr.
0

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.23) i zamianie porzadku calkowania znajdujemy, ze
energia szczeliny jest okreslona przez funkcje p*(7) i g(7) w postaci nastepujgcej:

1
(4.25) W = 2ma% | p*(v)g()dr,
0
gdzie funkcja p*(v) dana jest za pomoca wzoru (4.9).
Wspélczynnik intensywnosci naprezenia [8]

(426) N = hm ]/2(7_1) {Gzzl(r, 0)}r>1

r—1+

okrelimy uwzgledniajac (3.34) i (4.1) w definicji (4.26). Po przeksztalceniach uwzgled-
niajacych wzdr rekurencyjny dla funkcji Bessela i réwnowazny wzor dla calki niewlasci-
wej z iloczynu funkcji Bessela i funkcji trygonometrycznej oraz pominieciu skladnika,
w ktérym nie wystepuje osobliwo$é dla r = 1 otrzymujemy

(4.27) | N =1/ %50,

5. Stale ciénlenfe, iteracyjne rozwigzanie réwnania calkowego
W przypadku gdy p(r) = po jest stalg otrzymujemy z (4.9)
(5.1) r¥(?) = l/%por; 0< 1<l

Dla tego przypadku zapiszemy réwnanie (4.7) i zaleznosci (4.8) (4.23), (4.25), (4.26)
za pomocg funkcji (7)) takiej, ze

62 g(v) = ]/-i—.pow(r); 0<v<l.
Mamy:
1
(5.3) v(2) = [ K(v, pp@dn+v; 0<7z<1,
0

N 1
(5.4 K(z,n) = ——_;zl—d‘lfM(x)[cosxé"(i+n)—cosxé‘l(r—n)]dx,
: 0
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1
2 p(v)dr
(5.5) wy(r, 0) = ;%Poa;f;/_[—'—frz, 0grgl,
1
(5.6) . W= 4xp%a3fr1p(r)dr,
6
7
(5.7 N = —V/apop(l).

Jezeli we wzorze (5.4) wykorzystamy rozwinigcie funkcji trygonometrycznych w szereg
potegowy wzgledem parametru 874, to jadro K(z, ) zapiszemy w postaci

[0} I"
(5.8) K(t,n) = 2 'gz—u—lK(")(’T, 7)s
: n=1

gdzie

(5.9) ko, m) = S gy ey
oraz’

{5.10) I, = %f Mx)x*™dx;,; n=1,2,3,..

& ;

Szereg (5.8) jest zbieiny bezwzglednie i jednostajnie dla kazdego 7,7 e <0,1>,

gdy parametr §~! spelia nieréwnosé '
' 1

(5.11) 61 < <

gdzie C; > 0 jest kresem jadra K(z, n) (wzér (4.19)).

Calki I,, okre$lone za pomoca (5.10), sg zbiezne gdyz dla rzeczywistych materialéw
mamy wiasciwosci (4.11) i (4.17) ciaglej funkcji M(x).

Warunek (5.11) stanowi ograniczenie zastosowania rozkladu (5.8) do takich przypad-
kéw, w ktérych parametr 0-!, réwny stosunkowi promienia szczeliny a4 do grubosci
warstwy £, jest na ogdl maty. Zalezy to od statej C;.

Rozwigzanie réwnania catkowego (5.3) moZna otrzymaé teraz na drodze iteracyjnej

Yo(v) = 7,

(5.12) !
Pers(D) = 14+ [ K(r, my(dy; (¢ =0,1,2,..)
1] .

Proces iteracyjny wymaga obliczenia kolejnych zbieznych calek danych wzorem (5.10).

Szybkos¢ zbieznosci (5.8), a zatem i procesu iteracyjnego (5.12) zalezy w istotny spo-
s0b od warto$ci parametru 6=, W przypadku gdy grubos$¢ warstwy wewnetrznej dazy
do nieskonczonosci (ciato nieograniczone) mamy

(5.13) p(7) = po(7) = 7,
dla dowolnej, skonczonej rozwartosci szczeliny.
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Jezeli warstwa wewngtrzna o grubosci £, jest ztaczona z pdlprzestrzeniami poprzecznie
izotropowymi (M(x) zdefiniowana wzorem (3.40)), to parametr 67! nalezy zastapié

a
parametrem 07% = ——.
hy .

W tym przypadku zbieznos$¢ procesu iteracyjnego jest szybsza. Stosujac proces itera-
cyjny opisany za pomoca wzoru (5.12) otrzymujemy, przy zatoZeniu 67! = _Z_ < 1,
przyblizone rozwiazanie
(5.14) T/’(T)‘=T 1+'—1—I 6‘3;—1-—1 5-5— I, 56572+ ilzd‘s 1 LI

' 37 30 18 2 g 19 g
2 e 130772+ - 16‘7r4——11168 ! — 11,6782+ 0(6719 .
t 5 360 °* 30 12 54 ‘iz

Uwzglgdniajqc zalezno$¢ (5.14) we wzorach (5.5), (5.6), (5.7) i wykonujac catkowanie
otrzymujemy wzory okre$lajace deformacje i energie szczeliny oraz wspdlczynnik inten-
sywnosci naprezenia

(5.15) Wi(r, 0) = —%poa]/l—r2 [1+?]15 < 1;5 1,675+ 11{6‘6+
L ETPICI Iy S PN N
300 2 405 172 27 2 150 32
1 -8 2 ~T..4 —-10 .
— 4 2 A3 1 -3 1 5 1 2 6
(5.16) W—?”Poa [1+ —3—115 —13‘125 +§—I 256+
7 7_ 17 8 10
1800135 36011125 +0(6-19],
| __ 2 - 1 -3 _ 4 5 1 2 §—6 7 7
(517) N = ;pol/a[lf?llé 25 1207+ 5 11670+ s T3 677+

7 8 -10
+ 3z lil287°+0(6" )]

W przypadku gdy warstwa ze szczeling jest zlaczona z pélprzestrzeniami poprzecznie
izotropowymi nalezy w rozwiazapiach (5.15), (5.16), (5.17) podstawi¢ w miejsce 6=+

parametr 47! = h . W tym przypadku funkcja M(x), okreslajaca wzorem (5.10)' calki
1

I, zdefiniowana jest zaleznoécia (3.40). Jezeli y,(7) jest rozwiazaniem dla plyty warstwowej
a Yo(7) = 7 dla ciala nieograniczonego, to w,(7) = ¥o(7) przy hy, — oo jednostajnie
wzgledem 7 € {0,1>.

3 Mech, Teoret. i Stos. 4/81
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W przypadku h; — 00(6~! — 0) otrzymujemy rozwigzania w postaci [3]

2 J—
(5.18) Weo (1, 0) =;kpoa1/l—r2; ogr<l,
4 2 .3
(5.19) < We = 5 *P6a’,
(5.20) Ny = _L_“ Po-

Wzory (5.18), (5.19), (5.20) przechodza w znane rozwigzania dla nieegraniczonego
ciala izotropowego [8], gdy podstawimy w nich stalg materialowa

1—v»
5.21 = ,
=20 *= g
otrzymang ze wzoru (3.33) za pomoca przejécia grapicznego s — 1, sy — 1, k= 1,
Gu = G.

Wspékczynnik intensywno$ci naprezenia w nieograniczonym ciele poprzecznie izotro-
powym jest taki sam jak w przypadku ciala izotropowego. W rozpatrzonym w pracy za-
gadnieniu szczeliny w plycie warstwowej anizotropia materialu wplywa na wszystkle
fizyczne w1elkosm i na wspélezynnik intensywnosci napreZenia.
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KOOPAMHAT, HAIDIYKEHA BHYTPEHHLIM JaBJIEHUEM. '
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Kpaesast 3ajaya cBefeHa K PEMIEHHMIO HHTErPajIbHOrO YpPaBHEHWA CDpe):(roﬁbwa BTOpPOTO poAa
C HEH3BECTHOH (hyHKUEH, peuIaioliei sanauy, ¥ AAPOM 3aBUCAIMM OT (DYHKUMH, KOTOpPAsl YUATLIBAET
ynpyrue CBOMCTBA COCTABHLIX MATEPUANlOB IUIACTHHKH W OTHOLUCHME X TaJIUlMH.

Tlpisenenst Gopmynsl A KoadghUIeHTa HHTEHCHBHOCTH HANPSIKEHNS, SHEPTHH M YIepeMeLUeHM S
Tpewnubl. JINA 9acTHOro ciiydasl IIOCTOSTHHOIO NABJICHHS [ASHO WTEPAlMOHHOE PeLleHHe 3a[aud.

Summary
CRACK PROBLEM OF TRANSVERSELY ISOTROPIC THREE LAYERED
ELASTIC PLATE

A penny — shaped crack problem for a transversely isotropic, symmetrical, three layered elastic
plate is considered. The crack is situated in an elastic symmetry plane and axially loaded.

The mixed boundary-value problem has been reduced to a Fredholm integral equation of the second
kind.

Expressions for the stress intensity factor, crack energy and crack opening displacements are derived
by means of the solution of an integral equation. In the case of uniform pressure the iterative solutior
of the equation and expressions for the physical quantities are presented as functions of the ratio of a crack
length and a plate thickness.

INSTYTUT INZYNIERII BUDOWLANEJ
POLITECHNIKI £ODZXIEJS

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 30 wrze$nia 1980 roku
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PL.ASKA FALA SILNEJ NIECIAGEOSCI WE WSTEPNIE
ODKSZTALCONYM IZOTROPOWYM MATERIALE SPREZYSTYM

StawoMmIR KosiwNskr (Eopz)

1. Wstep

~Fale silnej nieciagloéci oraz fale ‘przyspieszenia byly przedmiotem rozwazan wielu
autoréw m.in. D. R. BLANDA [1] i P. J. CHENA [6]. W pracy [3] Z. WESOLOWSKI podat
metode, ktéra w przypadku przyblizenia adiabatycznego, umozliwia wyznaczenie predko-
$ci propagacji fali, amplitudy oraz skoku entropii w osrodku wstepnie odksztalconym.
Rozwiazanie dla predkosci propagacji U, i amplitudy H bazuje na rozwinieciu U, i H
w szereg potggowy parametru m, ktéry jest modulem amplitudy fali. Wielko$¢ m traktuje
si¢ jako maly parametr — jego warto$¢ nalezy przyja¢ zgodnie z warunkami fizycznymi
zadania. Nastgpnie wyznacza si¢ predko$¢ propagacji U, oraz amplitude H i skok entropii
w funkcji amplitudy H, skok jest rzgdu m®.

‘W pracy rozwiazano powyZzszym sposobem zagadnienie propagacji plaskich sprezy-
stych fal silnej nieciagtoéci w obszarze nieograniczonym, dla materiatu II rzedu. Przed
frontem fali silnej nieciaglosci przyjgto jednorodny stan odksztalcenia. Na wykresach
przedstawiono wplyw sktadowych tensora odksztalcenia na predko$é propagacji fali
akustycznej, ktéra jest zerowym przyblizeniem dla predkosci fali silnej nieciaglodci, oraz
wplyw wielko$ci skoku m na predkosé fali. Wykresy wykonano dla stali i aluminium.

2. Zwiazki podstawowe

Podstawowe wzory tego punktu podane zostana zgodnie z pracami [2], [3], [4].
Ruch ciata opisany jest zwiazkami

2.1 : xt = XX 1),

gdzie X* — sa wspétrzegdnymi punktu materialnego w konfiguracji odniesienia Bg, x'—
wspolrzednymi punktu materialnego w konfiguracji aktualnej, a ¢ — czasem. Przez xi
oznaczane sg skladowe gradientu deformacji F.

Zwiazek migdzy lewym tensorem odksztalcenia Cauchy-Greena B, a tensorem odksztal-
cenia D jest nastgpujacy

1
22) D = (B-1),

gdzie przez 1 oznaczono tensor metryczny.
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Poniewaz w pracy beda rozwazane jedynie male przemieszczenia, przyjmuje si¢ zato-
zenie o utoZsamieniu tensora D z tensorem matych odksztalcen E, ktorego skladowe bgdg
oznaczane &;;.

Zgodnie z pracami [3], [4] przez o jest oznaczana gestosC energii sprezystej nagroma-

‘ dzonej, odniesionej do jednostki masy w Bg, a przez # entropia. W ciele sprezystym o =
= (x4, ). Wprowadzimy oznaczenie

My \F
@3 ""‘*_”;_f(m) :
G A

F — oznacza, Ze pochodna dotyczy obszaru przed frontem fali silnej nieciggloscei.
Dla materialu izotropowego gestosé energii sprezystej nagromadzonej odniesionej
do jednostki masy, mozna wyrazié jako funkcje niezmiennikéw tensora B i entropii

(2.4) o= oIy, 15,15, 7).

W dalszych rozwazaniach konieczna jest znajomo$é wyrazern dla pochodnych off,
ol o, B,y =1,2 34k, m=1,2, 3 (zgodnie z (2.3)). Wyrazenie dla pochodnej o
mozna znalezé w [2] (s. 37). Pochodng off? obliczymy rézniczkujac (2.4).

Jesli dany jest modut skoku gradientu deformaciji x!,

(2.5) m = |H'| = (BHY} = ([][4]g* g2,

gdzie g*, g, oznaczaja skladowe tensora metrycznego w ukladzie {X*} i {x'} odpo-
wiednio. Woéwczas dla okreslonego kierunku propagacii fali N, mozna wyznaczy¢ z wa-
runku propagacji [3], predkos¢ propagacji U, oraz kierunek tego skoku. Warunek pro-
pagacji wyprowadzony z doktadnoscia do m® jest nastepujacy

1 .
(2.6) O H*N.Np+ = offh H* H" NNy, + % o228 H* H™ H" N, NyN,Ny+

1
o DiNe oo H*H"H"NsN,Ns = UZH,.
3 o

Aby wyznaczyé przyblizone wartosci U, i'H’, stosujemy rozwinigcie obu wielkosci
w szeregi potggowe parametru m, aprbksymacje pelnego rozwiniecia potggowego ogra-
niczymy do dwéch pierwszych wyrazéw rozwinigcia.

) 1
H'/m = H'+mH!
@7 /m = H'+mH?*,

0 1
Uym) = U,+mU,.
Po wstawieniu wyrazen (2.7) do (2.6) otrzymamy

0 0
(UlffNaNﬁ— U% 51k)Hk = 0,
(2.8)

5 0 1 0 0 1 1 0 0
(0¥ NoNp— U206, ) H*~2H,U, U, + ) off? H*H™N,N;N, = 0,
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oraz

00

RH, =1,
(2.9) 1o
HH, = 0.

0 1
Ostatnie cztery réwnania pozwalaja wyznaczyé dla danego skoku m, U,, U,, oraz

0 1
HiH

3. Zwiazki dla materialu IT rzedu

Zgodnie z propozycja Murnaghana, dla niezbyt duzych odksztalcen, mozliwa jest
nastepujaca postaé energii sprezystej nagromadzonej w jednostce objetosci materiatu
izotropowego [4] (s. 309)

I+2m A+2u+4m

8u+n
(3.1 QRO = —-24—(11—3)34' — g (I;-3)*+ /1,

I -3+

4u+n

— L= =3)= "2 (L, =9+ ¢ (5= D+ Tonen+ 5-7* =

ﬂ-i—B

(I =3+ 5 =3+ DL, =3+ 712(11—3)+D71 :
gdzie )
M, A stale Lamégo
I, m, n — stale sprezystosci II rzedu
A, B, C, D, m, o — wspblczynniki przy czionach z entropia
T, — temperatura poczatkowa osrodka w stanie naturalnym

W wyrazeniu powy2szym dodano czlony uwzgledniajace entropig.

Zalozono, ze deformacja wstepna w obszarze przed frontem fali silnej nieciaglodci
opisana jest wzorami

xt = 1, X%,
(3.2) ' ¥ = L,X2, -
x3-= }.3X3,

gdzie: A;, 1,, A; — stale

Uklady wspétrzednych {X*}, {x'} sa pokrywajacymi si¢ ukladami kartezjanskimi.
Gradient deformacji przy takim opisie ruchu jest niezalezny od wspohrzednych X1 czasu ¢,
funkcje off; 028 dla materiatu jednorodnego pozostanq stale w czasie 1 przestrzeni. Otrzy-
mujemy

A 0 0
(3.3) =0 4 0
0 0 I,

b
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oraz
I, =23+13+13
34 . : I, = A} 3+ 2325+ 2343,
1, = A22323.
Zakladamy, Ze powierzchnia nieciggtosci jest plaszczyzng o réwnaniu
(3.5) X' () =f¢) N,=N*=(1,0,0).

Biorac pod uwage réwnanie powierzchni niecigglosci, otrzymamy tensor akustyczny
postaci

(3.6) Ou=old i k=1,2,3.
Dla gradientu deformacji {x}}" oraz tensoréw {B¥} i {C*F}F sktadowe tensora akustycz-
nego Qi zgodnie z (5.21) w [2] wynoszg

oif = @2‘ (014 (024 401, A2) (B34 A2+ 03 A223 420, A2)
R

2
3.7 ol = —Q—;{0‘1+0’2}.§},

2
11 2
033 = — {0y + 0,43},
@r
11 11
0i3 = 033 = 013 = 0.
We wzorach powyzszych i dalej wprowadzono oznaczenia

do oo o

(3.8) Og = aTK; Ogr = m; OKLm = m

KL M=1,2,3.
Biorac pod uwage pierwsze réwnania (2.8) 1 (2.9) otrzymamy
- : 0 o
(olf NyN - U6 )H* =0
3.9 o o
H'H, = 1;
rozwiazania sg nastepujace

0 0

o A
HLN,

=
SN
I
Q
[ S
IS
aofS)
]
—
(o]
I+
—
N

(3.10)

13:/'3 =gis, H=1(0,0,+1); IOI_LN.
o 0
Zerowe przyblizenia U, i H sa wiec rozwigzaniami rOwnania propagacji fali akustycz-
nej.
Wyrazenie ogélne dla trzeciej pochodnej off zajmuje duzo miejsca, oraz ma skompliko-
wana budowg, dlatego nizej podane zostang istotne dla opisywanego tu przypadku, war-
tosci trzeciej pochodnej
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4
oiii = g—~f26“11 1430, A +60,; 4, (A3+A3)},
R

G.11) oz = Q—r401111+4012}* 1(A3+223)},

0'}%5 = a {401111 +4012)~1(1§+2Z%)},

Lo 100 1L 11 111
3= 0233 = O[33 = 0333 = 0332 = 0.

549

Z drugiego rownania (2.8) 1 (2.9) mozemy obliczyé przyrosty predkosci i skladowe
amplitudy 1 rzedu dla kiernnku podtuznego i obu kierunkéw poprzecznych. Zakladamy,

ze trzy zerowe przyblizenia predkodci fali silnej nieciggloéci sa rozne.

0 0
Dla fali podiuznej llfu, (41,0, 0) otrzymamy

I , 0
(3.12) U, = ——l-au,ﬁxH*HkH"'N NyN, = +JO o

40, 4U,
I 1

Skfadowe amplitudy dla tej fali spetniaja réwnania

0 1 1
(o= UDH+ 5ot} = 0,
0 I
(313 (= UDH + 5 o] = 0,
1.0 '
HH, =0

1
Po rozwigzaniu otrzymamy H = (0 O 0)

Dla fali poprzecznej o kierunku X2, Uu, H (0, &1, 0) mamy

1 1
U, = — o} = 0,
40,
3
0 1
(il —UHH+ <0133 = 0,

(3.14)

co daje ostatecznie

1

L
H = (—oi33/R2(o41 -T2, 0, 0),
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0 0
Analogicznie dla fali poprzecznej o kierunku X3, gf,,, H = (0,0, +1) mamy

1 1
gju =0 0':!3:13:!) =0,
40,
3
: ( 11_5]2)1,111_}_10111_0
(3.15) O11 §v 7 Y133 s
0 1 1
(o34~ UDH* 4 o1t = 0,
01
HIH’ =0

Osfateczﬁie otrzymamy
1 0
H = (~ol3}/[2(cti YD), 0, 0).

Jak wynika z przytoczonych powyzej wzoréw jedynie predkosé fali podtuznej zwigksza
sie. Fale w dwoch pozostalych kierunkach poprzecznych, przy przyjetym przyblizeniu,
propaguja z predkoscia rowna predkoscei fali akustyczne;j.

Wezmy pod uwage podiluzna falg silnej nieciggloéci, wstawiajac do (2.7),, (3.10),
i rozwiazanie dla (3.13) otrzymamy

(3.16) H = H(+m,0,0).
Biorac pod uwage warunki zgodnosci w [3],
{3.17) [x] = H'N, dla «=1,2,3 oraz i=1,2,3.

Stwierdzamy, ze skoku moze doznaé tylko jedna sktadowa gradientu deformacji xi.
‘Chcac dobraé wielkosé skoku m, sktadowych gradientu deformacji, tak aby skladowe
tensora odksztalcenia D, ktéry tu redukuje sig¢ do tensora E, nie przekroczyly granicy
sprezystosci materialu zauwazymy, ze

[0 = 5 ([FIIFT)+ G+ Y IFD).
Bioragc pod uwage (3.2), (3.17) oraz fakt iz jedynie [x!] = m # 0 otrzymamy

(3.18) 104 =[xt + IxilA, = S memi,,

D=EFE, 22=1+2, 21, = +}1+2e7 x +(1+¢Y).

Przypadek A, < 0 zgodnie z (3.2) nie jest fizycznie mozliwy. Zalezno$é (3.18) jest
podstawg dla przeprowadzonej dalej analizy numerycznej. Przy zatozeniu D = E, czlony

rzedu wigkszego niz m w (3.18) nie maja istotnego znaczenia, wobec tego wyrazenie (3.18)
upraszcza si¢ do postaci

(3.19) [D*] = [xi] = +m = ["],

ostateczna modyfikacja mozliwa jest dalej w oparciu o réwnanie (4.5).
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Rozpatrujac wylacznie fale sprezyste, mozna stwierdzi¢, ze maksymalny skok sklado-
wej tensora odksztalcenia, moze by¢ rowny podwojonej granicy sprezystosci g, ale je-
dynie w przypadku kiedy przed frontem fali silnej nieciagtosci skladowa jest réwna gra-
nicy sprezysto$ci materialu ze znakiem przeciwnym niz skok. W nastgpnym punkcie
pracy biorac pod uwage przyblizenie izentropowe obliczono predkodci fal, gdy odksztal-
cenia przed frontem fali silnej nieciagtosci zmieniaja si¢ w granicach +e,, a modul skoku
odksztalcenia 0 € m < 2e. '

4, Przyblizenie Izentropowe

Zgodnie z uwagami w § 2.2 w [1] jako pierwsze przybliZenie przyjeto réwnanie (3.1)
z entropig = 0. Do obliczen przyjeto stale sprezystosci weg. tabeli | zamieszczonej w pra-
¢y [5], stale v,,v,, v; podane przez Smitha, Sterna i Stephensa przeliczono na stale Mur-
naghana /, m, n. Stale te wynosza

Tabela 1
o$rodek pe10-6 ‘ A-10-¢ m- 10-6 n-10-¢ [-10~¢
Fe 0.321+0.005 } 1.11£0.01 —6.36+0.56 —7.08+0.32 —4.61+0.85
Al 0.2764-0.001 ‘ 0.57+0.02 —4.01+1.38 ‘ —4.08+1.36 —3.11+1.25

State w tabeli wyrazone sa w kG/cm?2. Wartosci stalych I, m, n wahaja sie w do$é znacznych
granicach. Bardzo istotng sprawa dla dalszych obliczen jest ustalenie odksztalcenia od-
powiadajacego granicy sprezystosci dla stali i afuminium ;. Obliczenia dla stali przepro-
wadzono dla odksztalcen zmieniajagcych sig w granicach —85+107%* < & € 85-107%,
a dla aluminiom —30-107* < ¢ < 301074,

Po wstawieniu do (3.7) wspoétczynnikéw (3.8) obliczonych dla # = 0 (zakladamy, ze
" entropia w stanie naturalnym wynosi zero), oraz po zastgpieniu skladowych tensora B
skladowymi tensora D = E tzn.

BY = |+42-DY = 1+2- £,
A} = 142¢, (nie sumowad)

i

i wstawieniu danych z tabeli 1 otrzymano z (3.7) dla stali nastgpujacy wzor

\ 0o 2-107-9.81 m?
(4.1) U} = S (1371322 6,,—4.06 K 61}, 15

We wzorze powyzszym przyjeto Q‘R = 7.85 t/m?, ponadto przyjeto
€22 = O3 &1y, —'1<a2<1, k=ot1+0t2,
£33 = d3&yy, —1<oa3<]l, —-2<k<g2.

Na rys. 1 sporzadzono wykresy dla &, zmieniajacego si¢ w granicach +85 10~* i dla
-2<K<2. ' '
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m/s L b

- 6200 |

L Fe ' _

T 6000 -
- 1 /5800 i

| ~ 3 — _2 —

0=/ 22 - 5857

( 1 T

B 2
| | | 5400 | | | €n
85 50 25 0 25 50 85 x107*

. 0
Rys. 1. Wykres predkosci U podiuznej fali akustycznej w stali.

W analogiczny sposob otrzymujemy wyrazenia dla predkosci fal poprzecznych

. 0 2-107-9.81 m?
2 _——— — — — N —_—
“4.2) ) g]u = 785 {0.41—1.8Le33—0.84¢53}; a2’
przy oznaczeniach
gy = fress, —I<pi<l, L=p+p
82;?}32333, 1<, <1, -2<L<2

Tlustracje graficzng wzoru (4.2) przedstawiono na rys. 2. WyraZenie dla predkosci

T T T ol m/s I T
- 213400 -
i Fe
3300 : L3 -
B —/-‘_ _0,46_
L V =3201 {3100 : ; -
| | 3000 |- | | Ea3

85 50 25 0 25 50 85 «107*

[}
Rys. 2. Wykres predkosci (21» poprzecznej fali akustycznej w stali.

0 —
g.'fu otrzymamy z (4.2) wstawiajac &,, w miejsce £35. Wykres identyczny jak w przypadku
wzoru (4.2).

Gdy obszar przed frontem fali silnej nieciaglosci nie jest wstepnie odksztalcony z (2.8),
i (3.10) otrzymamy

0 0

U, = [(A+2m)/0x]'* = 5852 mfsek, U, = (u/en)'* = 3201 m/sek
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Widzimy, ze zerowe przyblizenia predkoscei fali silnej nieciagtoéci w osrodku nieod-
ksztalconym przed frontem fali, sg rowne predkosci fali podiuznej i poprzecznej w danym
oérodku. Z rys. 1 wynika, ze maksymalne réznice w predkosciach wystapia przy X = 2,

0
dla &, = 85-10"% le" = 5454 mfsek, a przy e, = —85-107%, l:}u = 6224 m/sek.
Réznica predkosci wynosi 770 m/sck. Na rys. 2 wystapi analogiczna sytuacja dla L = 2,
przy zmianie £33 przed frontem fali z 85-10~% na —85 10~%, réznica predkoséci wyniesie
313 m/sek.
Analogiczne wyraZenia dla zerowych przyblizen predkosci fali w aluminium, przy
pr = 2.65 t/m* sg nastgpujace '

0, _2107-9.81 m?
(4.3) Ub =5z {056-9476,,-285Kz,}, —
0, _2:107-9.81 m?
2 &~ Y 700 _ _
4.4 Ub =45 (013072655~ 1.46Less},

Wykresy wzoréw (4.3) 1 (4.4) przedstawiono na rys. 3, 4. Zakres zmiennoéci odksztal-
cen przyjeto +30-107% Dla obszaru nicodksztalconego przed frontem fali otrzymamy
odpowiednio

f T I G‘ﬂ m/s T T i
- 6600 Al _
r‘ —
~ 6400 2]
L -1 _|
1
- l 6200 2 —
| I | 1 €n
30 20 10 0 10 .20 30+10*

o .
Rys. 3. Wykres predkosci lllu podtuznej fali akustycznej w aluminium,

~

V] V]
U, = [(A+2u)/0x]'? = 6439 mjsek, U, = (ufon)*’* = 3219 m/sek.

. 0
Najwigksze réznice predkosci Ef,, wystapia dla X = 2, przy zmianie odksztalcenia &,
przed frontem fali z 30-10~% na —30 1074 réznica predkosci wyniesie 461 m/sek. Dia
0
predkosci IZJD rys. 4, przy takiej samej zmianie odksztalcenia réznica predkosci wynosi

230 m/sek.
Wstawiajac warto§ci wspotczynnikéw (3.8) do pierwszego réwnania (3.11) oraz bio-
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T T l - } | 1
lij" m/s
_ ' 13300 Al _ -
L=
]
04573219 ai00 : 2
I~ 7Y ¥ er ‘ : T
I I | L 3000 I | | Ea3
30 20 10 0 0 20 30-10"

. [y] : .
Rys. 4. Wykres predkosci [zj" poprzecznej fali akustycznej w aluminium.

rac pod uwage (3.12), przy statych sprezystosci podanych w tabeli I, oraz zmianie skla-
dowych tensora B na D = E, dla stali otrzymamy

1 Y 0O 0 0
(lju.: ) ! {—26.38'—‘173.24811—27.6(822+833)}H1VH1H1N1N1N1,
(4.5) 4Usex

0 -_—
H'= +1, A =y1+2e; = 1+e,, ey<l=i x1

-

1 .
poniewaz El,, > 0 zgodnie z [4] mozliwa jest tylko nastgpujaca sytuacja

. _ . |
przy H! =1, A, <0, zachodzi réwniez nieréwno$é llf,, > 0, ale warunek aby A, < 0,

zgodnie z (3.2) nie jest fizycznie mozliwy.
Skok entropii wynosi [3]

1 I N,NyN, HH*H"
(4.6) 7] =S =13 : :

Wobec (4.5) 1 (3.16) licznik tego wyrazenia oraz o, jako temperatura bezwzglgdna, sa
zawsze wigksze od zera, wobec czego [n] > 0. Sprawdzenia tego dokonano zgodnie z uwaga
w [1] § 2.2, w my$l ktorej dopuszczalne jest izentropowe przyblizenie w przypadku fali
silnej niecigglosci, jedynie wtedy, kiedy zostanie stwierdzony fakt, Ze mata zmiana 5 przy

propagacji fali okazZe si¢ rzeczywiscie dodatnia.
0
Zgodnie z uwagami przy wzorze (4.5) stala 4, > 0 stad mamy H' = —1. Jednoczeénie
biorac pod uwage (2.7); otrzymamy
0 1 0
H'/m = H'+mH!' H'=mH!' = —m.

Modut skoku w sktadowych gradientu deformaciji m (2.5) jest co najwyzej réwny ((3.19))
m=2-85-10"*.
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Przy przyjeciu oznaczemia K jak w (4.1), otrzymamy zgodnie z (2.7), nastepujace
wyrazenie dla predkosci fali silnej nieciggtosci
0
4.7 U, = Uv+0—1—{26.38+173.24eu +27.6Kse;,} m, I
1 i sek
4?UQR
Odksztalcenie przed frontem fali waha si¢ w granicach 485+ 10~%, warto$¢ m w row-
naniu (4.7) dobieramy tak, aby po skoku, po stronie B powierzchni nieciaglosci, sktadowe
stanu odksztalcenia nie przekroczyly granicy sprgzystosci. Latwo zauwazyé, Ze najwieksza
wartoé¢ skoku moze wynies$¢ 2 +85-107% Wezmy pod uwage (3.19), dla H! < 0 otrzy--
mamy
[D] =[] = [xi] = GDP— ()" = —2-85-107%
Zakladajac (xDF = 85-10~* mamy (x})® = —85:10~%, przypadek ten ilustruje
rys. 5. Przy wartoéci skoku m = 2-85-10~* granica sprezystosci materiatu nie zostala
przekroczona. Na rys. 6 przedstawiono wzér (4.8) dla K = 2, oraz dla pieciu wartosci

€1t
85-107*
H! N™ 1yl
2-85-107 - x=X
. 85-107*
ols
Rys. §
| I o T I i ¢
Uy=Uy+mU, .
L v o1 1 -
:\\ F I'h/S
L ~ e _16400 . —
\:\\\\\ 640 ==~ obszar plastyczny
- t\\\:\\\\\ _ obszar spregzysty _
K=2 \:\\\\\\ Sa - H14O
B SONINDN 16200 4 -
S OO "m=2-85-10"
T N S —
_ | NN 1,5-85107* -
SO
N | 0 ]
|
L | —
|
L | -
I
- | —
I
- I —
| |
- | ‘ . :
| J Yi | | 5400 | | €1
85 60 50 35 25 0 25 42,5 50 85-107%

Rys. 6, Wykres predkosci Uw funkcji skoku m dla stali.
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skokéw skladowej gradientu deformacji mniejszych niz oméwiony wyZej, graniczny
2-85-107%, linia ciagla oznacza obszar sprezysty, przerywana plastyczny. Najwigkszy

. 1
przyrost predkosci mgf,, uzyskuje si¢ w punkcie C rys. 6. Przyrost predkosci wynosi w tym

punkcie 274 m/sek.

0
Porownujac  wartosé predkosci U, = [(A+2u)/en]? = 5852 % (Rys. 6) przy

nieodksztalconym obszarze przed powierzchnig nieciaglosci, z predkodeia fali silnej nie-

mfs | Uy -
6100
6000

59001~

5800
5700

5600
5500~ — :

| obszar sprezysty _
5400} oY o
——— = 5852 I

5300} Pr | -
|

5200 I ‘ | I LM
0 25 50 » 85 1,5-85 2-85 »107*

——=— obszar plastyczny

Rys. 7. Wykres predkosci U» w punktach 4, C w zaleznodci od skoku m dla stali.

ciaglosci, stwierdzamy wzrost predkosci o 119 m/sek, punkt A rys. 6. Predko$é fali (1],,
wynosi 5971 ‘m/sek.

W analogiczny sposéb, w oparciu o te same réwnania otrzymujemy nastgpujace wy-
razenie dla predkosci ?ﬂ fali w aluminium

0 1
(4.8) U, = Ut —5—{19.02+112.24¢,, 18.72Ke,,} - m, —-

40,00 ek

-oznaczenie K jak w (4.1)

. Skok w skladowych gradientu deformacji jest co najwyzej réwny (zgodnie z (3.19))
m = 6010 '

1
Odpowiednie wykresy przedstawiono na rys. 8. Najwigkszy przyrost predkosci mgf,,
uzyskuje si¢ w punkcie C rys. 8. Przyrost predkosci w tym punkcie wynosi 172 m/sek.

0
Poréwnanie wartosci predkosci U, = [(l+2,u)/gR]% = 6439 m/sek, przy nieodksztaico-
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I o T T
o= Gl |
- | m/s |
Al —~=— obszar plastyczny
_ 16900 —— obszar sprezysty N
SITe— ' H'<0
- ~ =
~— \\:\\\
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Rys. 8. Wykres predkosei l{v w funkgji skoku m dla aluminium.
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Rys. 9. Wykres predkosci (xj" w punktach 4, C w zalezno$ci od skoku m dla aluminium.

nym obszarze przedvpowierzchnia‘ nieciagtoéci, wykazuje wzrost predkodei o 82 m/sek
w odniesieniu do predkosci fali silnej nieciagloéci. Predko$é Ill/,, wynosi 6521 m/sek. (Rys. 8).

5. Przyblizenle adlabatyczne

Rozpatrzmy adiabatyczng fale silnej niecigglo§ci. W wyrazeniu (3.1) zostanie uwzgled-
niona entropia. W warunkach adiabatycznych przed frontem fali, entropia jest stala.
Jezeli w obszarze tym propaguje fala silnej niecigglosci, stala warto$é entropii ulega zmia-
nie. Entropia przyjmuje nowa warto§¢, ktéra nie zmienia si¢, az do czasu przejécia przez
obszar nowej fali silnej niecigglosci. Poprzednio w punkcie 4 rozpatrywaliémy przybli-
Zenie izentropowe, zalozyliSémy, ze entropia przed frontem fali wynosi zero. Obliczmy

4 Mech. Teoret. i Stos. 4/81



558 S. KosiNsk1

przyrost entropii jaki wywotla przejécie przez obszar adiabatycznej fali silnej nieciaglosci.
PoniewaZ skok entropii jest rzedu m® [3], [4], sktadowe tensora odksztalcenia sa rzgdu m,
nalezy w wyrazeniu (3.1) pomingé wyrazy zawierajace 52 i > oraz iloczyny 7 i niezmienni-
kéw tensora B. Rownanie (3.1) zostalo wyprowadzone z doktadnoScia do trzecich poteg
sktadowych tensora odksztatcenia. Otrzymamy

14+2m A4-2u+-4m .
(1) ero = Tomout —og— (L =3+ = (L, =3+

8 m 4u+n
N A [ R s

T3

=3+ 5 1 -3),

skok entropii wynosi [3]

P o’i‘f,’,;N“N,,N,,H‘H"H"‘
7] =8 = 12 o .

W naszym przypadku (3.18), (3.6) mamy H = H(m,0,0), N, = N* =1 wigc

1 oiiim® . do
| =5 =5 >0 a=g =T
ll/' _ 1 111 dni 3.13
U, = —— 0111 zgodnie z (3.13)
40,
1 /
01
1 (4€fvllfm)m2
(5.2 l=8=5——

n

Temperature poczatkowa T, przyjeto 300°K. Bioragc pod uwage ostatnia zalezno§¢
(5.2) obliczono wartosci skoku- entropii dla réznych wartosci skoku m skladowych gra-
dientu deformac;ji.

Wartosci skoku entropii w kecal/(kg °K) dla stali podano w tabeli 2, a dla aluminium
w tabeli 3.

Tabela 2
skok m
25-10~# 50-10-4 85-10~% 1.5-85-10-#% 2,85+ 104
“skok s
/
0.37-10-° 2.93-10-¢ 14.25-10-% 48.50- 10-¢ ‘ 113.75-10-¢

H! < 0 gy = 85-10-%
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Tabela 3
skok m

10-10~* i 20+ 10~# ! 30- 104 ‘ 50- 1074 60- 104
skok s

0.05-10~° | 0.38-10-¢ | 1.27-10-¢ ‘ 4,89 - 10~¢ 10.19- 10-¢

HY< 0 &, = 30 10-*

Wyniki zawarte w tabelach przedstawiono na rysunkach 101 11,

T T T T T
[Q]-S, kcal/kg°K
100}-*107° -
Fe
80— _
60/~ .
40— -
201~ -
1 [ L m
o 10 50 85 100 1585 2785 »10°

Rys. 10. Zalezno&¢ skoku entropii [5] od wartoéci skoku m dla stali.

[ T
1001~[n]-S, keal/kg°K
*107
80—

Al
60—

H'<0

40 en=30107"

20—

I !
0 10 20 30 40 50 60 10"

Rys. 11. Zalezno§¢ skoku entropii [7] od wartosci skoku m dla aluminium.

W przypadku gdyby rzad skoku entropii ﬂ:n]], okazal sie¢ réwny rzedowi skoku m,
konieczne jest uwzglednienie entropii zgodnie z (3.1). Otrzymamy wtedy nastepujgce
wyrazenie dla predkosci fali akustycznej zgodnie z (3.11)

Cn?
2

0 0 2 A B
(5.3) yg = U0+ _{_ M,ﬁ L=+ +(_’7) (1§+1§)+An1§},
T Or 2 2 4

4*
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o 0 2| n+B A By
2 __rr2 el B 2
(5'4) gv - gv|q=0+ QR { 2 77+ 2 ( 3)77+ 4 }
0 2 7+ B 4 By
2 __ rr2 — _ 2
(5-5) . gv = U |n=0+ Q—R{ B n+-— B ( 1 3)"7+ 4 12},
1 1 2
(5.6) U, = gv[,,=o+—{6A1721}.
Or

Wartosci wspolczynnikdw 7 oraz w w (3.1) mo#na znalezé w [7].

2
ﬂTo(3+‘3‘/‘)
=

q

Ty BT, 2
a)=7(1— 2 (l+§,u)).

gdzie: f— wspélczynnik objetosciowej rozszerzalnosci cieplnej
g — cieplo wlasciwe przy zerowym stanie napreZenia
Dla stali wartoSci wspdlczynnikéw 7 i @ przy

kcal
= 36 10-6 =
f=36-10"op, 4= 011 opr,
WYynosza
kg* °K kg °K
= 159885 = = .
7 5 1,6 10 m kcalsek?’ 2678,2 keal

Biorac pod uwage najwigkszy skok m = 2+85-107% z tabeli 2.i odpowiadajacy mu
skok entropii [7] = 113.75 - 10-° stwierdzamy, e skok entropii jest rzedu m?. Zachowujac
w rownaniach (5.3), (5.4), (5.5) cztony ze wspotczynnikami 77, w stwierdzamy, ze predkosci
obliczone z powyZszych réwnan, przy przyjetej dokladnodcei liczenia nie ulegaja zmianie.

6. Whnioski { uwagi koncowe

Z przedstawionych wykreséw wynika, ze predkosé fali silnej niecigglosei zalezy w znacz-

0
nym stopniu od wstepnego odksztalcenia o$rodka. Predko$¢ fali akustycznej Efl, jest
wigksza w strefie gdzie £,, < 0, maleje ze wzrostem odksztalcenia 11, 0siagajac w stanie

0
nieodksztalconym wartoéé IIJ., = [(A4+2w)/or]"?._ Z poréwnania wykreséw 1,2 wynika,

0
ze najwiekszy wplyw na predkosé g,, ma odksztalcenie &£;,, odksztalcenia ¢,,, €55 nie sg
w stanie tak wplyna¢ na predkoéé, aby w strefie gdzie ¢, < 0, przyjeta warto$¢ mniejsza
0 0
od 1U" = [(A+2p)[0r]"/?. Inaczej jest w przypadku predkosci 2U,,. Odksztalcenie £33

ma muoiejszy wplyw na zmiany predkosdci, o zmianie decydujg odksztalcenia e,,, €11
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w strefie gdzie odksztalcenia te sg rozciagajace np. (K = —2), a odksztalcenie £33 < 0,
0 0
predkosé (2],,jest mniejsza od U, = (ulop)'?. W strefie gdzie ¢, < 0, £,, < 0, £33 > 0,

(K = —2), predkosc jest wigksza od predkosci fali poprzecznej w tym o§rodku.

Najwieksza réznica migdzy predkoscia fali akustycznej, propagujaca siew osrodku wstep-
nie odksztalconym, a predkoscia fali silnej niecigglosci w tym o$rodku wynosi 274 m/sek,
punkt C rys. 6. Predko$¢ fali akustycznej wynosi w tym punkcie 5454 m/sek. Otrzymamy
wiec 5% przyrost predkosei. '

Skok entropii bedacy rzgdu m?®, dla matych wartosci skoku m szybko wazrasta ze sko-
kiem m rys. 10, 11. Dla stali otrzymano wigksze przyrosty predkosci niz dla aluminium,
wigze si¢ to z mniejsza wartoscig granicy sprezystosci przyjeta dla aluminium, a tym samym
mniejszym skokiem m. W opisanym tu przypadku fala silnej nieciaglo$ci jest falg $ciska-
jaca. Zachodzi tu analogiczna sytuacia jak w gazie przy zaniedbaniu przewodnictwa
cieplnego, nieréwnos¢ 7] > 0 dopuszcza jedynie Sciskajace fale silnej niecigglosci, oraz
uniemozliwia propagacje fal rozrzedzeniowych.
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Pesome

TIJIOCKAST YIAPHAS BOJIHA B IIPEIBAPUTEJILHO
HATIPSDKEHOM, VIIPYTOM M30TPOTIHOI CPEIE.

PaccmoTpeHo paciipoCTpaHEHHME IUIOCKHX YAAPHBIX BONH B ONHODOJHOM HEOrpaHWYeHHOH cpene
C YOPYTHMH TOCTOSIHHBIMM TPETHEro IOPAAKa. IIpernonorkeHo, uro reped ¢hpoHTOM YHAPHOH BOJIHLI
HaXOIMMTCA ONHOPOJHAS TIpefBapHresibHag Jedopmauna. Paccmorpeno agHabarHyeckoe ¥ H33EHTPOIII-
YeCKOe MPHONMIKEHUS .

B paBore mcrons3oBado mero[ nokasawweli B pabore [3]. Iowre pasamoyxeHMsT CKOpPOCTH pAacIIpo-
CTPAHEHUA M aMIUIMTYABI B CreleHHble DAIbl NOJy4eHo perueswme. Kax ,,HyieBoe’’ mpubaMiKeHHe No-
JIYY4EHO BOJIHY YCKOpeHHs (OfHY NpPONOJLHYIO ¥ JBE Ionepednble). Ha pucyrrax HpencTaBIeRo CKO-
POCTH  PAacCIIpOCTPAHEHMA B 3aBHMCHMOCTH OT KOMIOHEHT TEH30pa AethopMarudi mepel; CHHTYISpPHON
TIOBEPXHOCTHIO. ,,IlepBoe” npHOIImKEeHNe NaeM TOIBKO OIHY TIPONONEHYIO YOAPHY10 BOMY. Ha prcym-
KaX NPEJCTABIEHO CKOPOCTh YIAPHOM BONHbI B 3aBHCHMOCTM OT CKAUKa rpamuenta nedopmanmii. Pa-
CYHKH CHENAHO IJIA CTANH M AJFOMHHUS.
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Summary

STRONG DISCONTINUITY PLANE WAVES IN INITIALLY STRAINED ELASTIC
ISOTROPIC MEDIUM.

The subject of the paper is the analysis of propagation of strong discontinuity plane waves in an
isotropic unbounded medium. The isotropic material with the second order elasticity coefficients has
been assumed. We also assumed that the strains in front of the strong discontinuity wave were homo-
geneous, The isentropic and adiabatic approximation were taken into consideration. By means of the
method described in paper [3] the amplitude vector H' and the speed propagation U, have been expanded
into power series of the parameter m. As the ,,zero” approximation we obtained the acceleration wave
(two transversal and one longitudinal). The diagrams for the speed propagation against the strains in
front of the singular surface have been presented. The ,,first” approximation gives only a single longi-
tudinal strong discontinuity wave, On the remeining diagrams we presented the strong discontinuity wave
speed against the jump of the deformation gradient. The diagrams were made for steel and aluminium.
It has been calculated that the greatest difference between the acoustic speed wave propagated in initially
strained medium and the strong discontinuity wave speed in this medium for the steel is 274 m/s.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 stycznia 1980 roku
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1. Wstep

Metoda no$nosci granicznej projektowania elementéw maszyn i konstrukcji opiera
si¢ na istniejacym w teorii plastycznosci twierdzeniu o dolnej ocenie obciazenia niszczg-
cego. Zgodnie z tym twierdzeniem, dolne oszacowanie obciaZenia niszczacego element,
uzyska¢ mozna przyjmujac dowolne statycznie dopuszczalne pole naprezen. Odwrotnie —
przy danym obciazeniu, pole statycznie dopuszczalne pozwala okresli¢ nieznany ksztalt
elementu.

Dotychczas przy projektowaniu metoda no§nosci granicznej stosowano pola statycznie
dopuszczalne skokowo niejednorodne, to znaczy zlozone z pewnej ilosci pdl jednorod-
nych oddzielonych od siebie liniami nieciggloéci naprezen.

W.wielu przypadkach osiagna¢ moZna znacznie lepsze oszacowanie, zaréwno ksztaltéw
projektowanych elementdw, jak i ich no$nosci przy danym ksztalcie, postugujac sig
polami o ciagtej niejednorodnosci stanu naprezenia (w calym lub czgéci obszaru).

W poprzedniej pracy [6], zaproponowano zastosowanie kilku prostych typéw pdl
statycznie dopuszczalnych o cigglej niejednorodnosci do konstruowania elementéw ma-
szyn. W niniejszym artykule proponuje si¢ uzycie w tym celu pdl naprezesi zbudowanych
metoda charakterystyk. Jedyny, znany autorowi przyklad ksztattowania przy pomocy
tej metody pochodzi z mechaniki gruntéw i dotyczy wyznaczania profili skarp ziemnych
([3D). ) :

Ponizej przedstawiono krétko sposoby budowania réznych typédw pdl statycznie
dopuszczalnych, a nastgpnie skonstruowano przy ich pomocy dwa przyklady elementéw
konstrukeyjnych. Otrzymane rozwigzania poréwnano z dotychczasowymi, otrzymanymi
przy uzyciu pol skokowo niejednorodnych. :

" W rozwazaniach przyjeto sztywno — idealnie plastyczny model materiatu i zaloZono,
ze podlega on warunkowi plastycznosci Treski. Przyjeto tez, Ze projektowane elementy
znajdujg sie w plaskim stanie napreZenia. Pola naprezen budowane przy tym zalozeniu,
pozostajg statycznie dopuszczalnymi réwniez dla plaskiego stanu odksztalcenia oraz dla
elementow o skonczonej grubosci, sa wiec najbardziej uniwersalne. Tak wigc, material

- osiaga stan plastyczny, gdy spelniona jest jedna przynajmniej sposréd réwnosci

M oy = 2k,
) o, = —2k,
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3 o, —0, = 2k,

gdzie oy 1 o, sa napreZeniami glownyml (0; > 03), a k— granicg plastycznosci przy
czystym $cinaniu. :

2. Metoda charakterystyk budowy stafycznie dopuszczalnych pél naprezef

Metoda ta, stosowana szeroko do rozwiazywania réZznych plaskich zagadnien teorii
plastycznoéci, opisana jest wyczerpujaco w monografiach poswigconych temu dzialowi
mechaniki (np. [2], [4]). Dlatego ponizej zostanie przypomnianych jedynie kilka zasadni-
czych pojgé 1 wzordw.
Zaktada sie, ze w rozwazanym obszarze material jest w stanie plastycznym, przy czym
naprezenia gtdwne spelniaja, warunek (3). Zwiazek ten zapisadé mozna inaczej w postaci

@ (ox—0,)*+472, = 4k2.
Dolaczajgc dont réwnania réwnowagi
o, 07,y 0t,, = Jo,
=3 0, = O’
0x dy ' x T a,

otrzymujemny uklad trzech réwnan, z ktérych wyznaczyé nalezy niewiadome naprezenja
Oy, Oy 1 Tyy. Stan napreZenia okreslic wiec mozna bez konieczno$ci wyznaczania kinema-
tyki.

W dalszym ciggu wprowadza si¢ nowe zmienne ¢ i y tak dobrane, by warunek (4)
spetniony byt tozsamo$ciowo. Naprezenia wyrazaja si¢ wzorami

o, = 2ky-+kcos2ep,
&) o, = 2ky—kcos2g,
T,y = kSIn2¢.
Interpretacja nowych zmiennych pokazana jest na rys. 1. ¢ jest wielkoscia kata miedzy

kierunkiem napreZenia o, (wigkszego), a osia x, za§ y — bezwymiarowym naprezeniem
§rednim.

-
a)
y r |
ot
TXU 4-\\2(‘7
=}
f a2 Oy
o‘ .
[e}} 2 ~__| .
J< i
P % - Oy oy -
2k

Rys. 1.
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Podstawiajac wzory (5) do réwnan réwnowagi otrzymujemy nowy uklad réwnan
rézniczkowych czastkowych z niewiadomymi y i . Uktad ten jest typu hiperbolicznego,
posiada wigc dwie rodziny charakterystyk rzeczywistych (oznaczonych symbolami « 1 f).
Okreélone sa one réwnaniami

dy 7 .
i tg ((p-l- ~4—) (rodzina «),
© dy 7
y tg( — Z) (rodzina f).
Wzdtuz charakterystyk spelnione sg zwigzki pomigdzy niewiadomymi
2+@ = const. (),

@ x—¢ = const. (f)..

Rozwigzanie odpowiedniego. zadania brzegowego sprowadzi¢ wiec mozna do caltko-
wania uktadu réwnaf rézniczkowych zwyczajnych (6) przy wykorzystaniu zwiazkéw (7).
Calkowania tego dokonuje si¢ numerycznie metoda réznic skonczonych. Szczegély na
temat sposobu postgpowania przy rozwigzywaniu poszczegoinych za‘gadniexﬁ brzegowych
znalez¢ mozna w cytowanych monografiach,

3. Szczegblne odmiany pdl statyczmie dopuszezalnych

Metoda charakterystyk shuzy do budowy pdl statycznie dopuszczalnych, spelniajacych -
warunek (3), tzn. ze w kazdym punkcie réznica naprezen gtdéwnych réwna jest 2k. Jednak
zaloZenie to nie zawsze musi by¢ speinione. W projektowanym elemencie moga np. istnieé
obszary o jednakowych znakach naprezen gléwnych. W takim obszarze material osigga
stan plastyczny, gdy spetniony jest warunek (1) lub (2), tzn. gdy przynajmniej jedno z na-.
prezen gldwnych ma wartoé¢ bezwzgledng 2k. Moga tez istnieé obszary (o naprezeniach
jedno- jak i rézno- imiennych), w obrebie ktérych materiat pozostaje w stanie sztywnym.

We wszystkich tych przypadkach nie mozna wykorzystaé omawianej wyzej metody..
Proponuje si¢g zamiast tego inny tok postepowania: W obszarach, w ktérych, jak sig¢ spo-.
dziewamy, metoda charakterystyk nie bedzie mogta by¢ zastosowana, czg§é spoérdd funkcji
okreslajacych nam stany naprezenia i granice danego pola zakladamy z géry. Pozostale,
nieznane funkcje wyznacza sie z warunkoéw réwnowagi pomigdzy budowanym polem,
a polem skonstruowanym metoda charakterystyk.

Oczywifcie w ten sposéb budowaé mozna nieograniczona ilo$é roznych pol, sposréd
ktérych oméwione zostang jedynie dwa. Beda one wykorzystane w pokazanych w naste-
pnych punktach przykladach, '

a) Pole o statych kierunkach gtéwnych

Stanowi ono uogblnienie podobnego pola pokazanego w pracy [6]. W calym obszarze
tego pola kierunki giéwne sa jednakowe. Zaldzmy, Ze s3 one zgodne z osiami ukladu
wspohrzednych prostokatnych (rys. 2a). Wynika stad, Ze naprezenia o, = 51 0, = p sa
napreZeniami gldwnymi, a ponadto, Ze sa one stale: o, wzdtuz prostych réwnolegtych do
osi x a o, wzdluz prostych réwnolegtych do osi y. Inaczej méwiac s = s(y), p = p(x)..
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a) | b)
Y
/
/
/ 19
5=5
// ’
(o7} V4
%—__*
s |
// l
1
T 4 e .
Rys. 2.

Zaldézmy teraz, Ze omawiane pole przylega do obszaru, w ktdrym stan napreZenia
(tzn. warto$ci naprezefi o, 1 o, oraz kat @) jest znany. Réwnania réwnowagi na linii gra-
nicznej pomigdzy obszarami (stanowiacej w ogélnym przypadku lini¢ niecigglosci) sg
nastgpujace (rys. 2b):

—~pdx—o,dasing+o,dbcosg = 0,
@®) sdy—o,dacosg—o,dbsing = 0.
Wielko$ci da i db wyraZzaja sie wzorami B
da = dycosp—dxsing,
db = dysingp-+dxcosg.
Podstawiajac powyzsze wyraZzenia do réwnan (8), otrzymujemy, po przeksztalceniach

dy o, 8in?@ + 0, cos?p—p
©) 2= T
dx (oy—0z)singcosg

(0, —02)*sin*@cos?y
o,8in2@+o,cos?p—p

{0y - s = 0,c08%p+ 0,5in*p—

Przy danej funkcji p(x) (np. p(x) = p = const), wyznaczy¢ moZna z réwnania (9)
przebieg linii granicznej y = y(x), a nastgpnie, ze wzoru (10), wielkosci napreZen s.

b) Pole osiowosymetryczne

Rozwazmy pole, w ktérego kazdym punkcie kierunki gtéwne wyznaczone sg przez
styczne do linii biegunowego ukladu wspélrzednych. W obszarze pola naprezenia obwo-
dowe zaleza tylko od wielkoécei promienia ¢p = 05(p) natomiast naprezenia promieniowe
spelniaé musza réwnanie réwnowagi
dal, + 1

an EE O

0'9)= 0.

Rdéwnania réwnowagi na granicy pomigdzy omawianym polem, a innym, w obszarze
ktérego stam naprezenia jest znany sg analogiczne do réwnan (8): nalezy jedynie zastqp1é
51 p przez ge i 0,, zas dx i dy przez pd® j do (1ys. 3).

Wyznaczanie napreZzen panujacych w obrebie pola upraszcza si¢ w przypadku, gdy
krzywa g = f(@) rozgraniczajaca obydwa pola poprowadzona jest tak, by byta w kazdym
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punkcie prostopadia do kierunku naprezenia o,. W punktach przylegajacych do krzywej
panuje woéwczas dwuosiowy réwnomierny stan naprezenia. Obwodowe naprgZenia oe
sa wigc rowne naprezeniu panujacemu w punkcie brzegu o tej samej wartosci promienia
o, natomiast naprezenia promieniowe oblicza si¢ ze wzoru (11).

a) b)

=\~ 0%a(p)

Rys. 3.

Dla pewnych rozkladéw napreZenia wzdluz linii granicznej ¢ = f(®) ekstremalne
wartoéci naprezen o, wystapi¢ moga w punktach wewnetrznych pola. W ogblnym wigc
przypadku, sprawdzepia, czy nie przekraczaja one wartoéci dopuszczalnych dokonaé
nalezy w calym obszarze.

4, Projekt elementu jarzmowego

Rozwazmy element jarzmowy, stuzacy do przeniesienia sily pomigdzy dwoma okragltymi
sworzniami (rys. 4). Zatézmy, ze obydwa boczne pasy jarzma rozciagane sa naprezeniami

)

Rys. 4.

2k. Nalezy tak uksztaltowac gléwke elementu, aby jej no§no$é nie byta mniejsza niz paséw
bocznych.

Rozwiazanie tego zadania przy zaloZeniu, Ze na powierzchni styku sworznia z jarzmem
nie wystepuje tarcie, widnieje po prawej stronie rys. 5 (ze wzgledu na symetri¢ pokazano
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Rys. 5.

tylko polowe pola). Cigglymi liniami zaznaczono charakterystyki, za$ przerywanymi —
linie nieciaglosci. Obliczenia wykonano dla szczegélnego stosunku wymiarédw charakte-
rystycznych: szerokodci pasa bocznego do potowy szerokoéci elementu c/a = 0,4,

Pole konstruuje sie w sposéb nastepujacy: Rozpoczynamy od odcinka 4B, wzdluz
ktérego, zgodnie z zatozeniem, rozloZone sg naprezenia rozciagajace 2k. Takie same na-
prezenia panuja w calym tréjkacie ABC. Z zalozenia o braku tarcia na brzegu otworn
wynika, ze w kazdym punkcie tuku kat ¢ jest znany (jest to kat kierunkowy stycznej do
brzegu w danym punkcie). W czworokacie BCEF rozwigzujemy wigc mieszane zagadnienie
brzegowe. Na podstawie danych wartosci funkcji y 1 @ wzdluz charakterystyki BC,
oraz znanego rozkladu ¢ wzdiuz tuka BF, znajdujemy stan naprezenia w. calym tym ob-
szarze. Punkt F na okrggu tak wybrano, by prosta OF tworzyla kat #/4 z osig x. Zapewnia
to, ze w punkcie D styczna do brzegu swobodnego bedzie pozioma (¢p = x). Nastepnie
wykorzystujac znajomo$é wartodei funkeji x i ¢ wzdhuz charakterystyki CE, rozwigzu-
jemy tak zwane odwrotne zadanie Cauchy'ego. Wyznaczamy w ten sposdb ksztalt brzegu
swobodnego CD, oraz stan naprezenia w catym obszarze CDE. Zakladamy dalej, Zze odci-
nek LD — styczny do brzegu swobodnego w punkcie D wyznacza ksztalt brzegu az do
osi symetrii.

W tréjkacie utworzonym przez prostoliniowg czgéé brzegu swobodnego, charaktery-
styke DJ i symetryczng do niej charakterystyke po drugiej stronie osi panuje jednorodne
rozciagganie naprgzeniami 2k. Znajac wartoéci funkcji i ¢ wzdhuz charakterystyk DJ
1 DE rozwiazujemy teraz charakterystyczne zadanie brzegowe, wyznaczajac w ten sposdb
stan naprgZenia w obszarze DEHJ. Charakterystyki EF i EH (podobnie jak DJ oraz BC)
sa prostoliniowe. W obszarze EFGH panuje wigc jednorodny stan naprezenia: ¢ = 37/4,
y = 0,5—m/4.

Z warunku symetrii wynika, ze dla punktéw lezacych na osi, naprezenie o, jest skiero-
wane poziomo, wigc ¢ = @. Rozwigzanie zadania mieszanego opartego na charakterystyce
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GJ i odcinku JJ osi symetrii okresla nam stan naprgzenia w obszarze GIJ. Nastepnie,
poczynajac od punktu F, prowadzimy krzywa o réwnaniu dy/dx = tge (trajektori¢ na-
prezenia gtownego o,). Przyjmujemy, ze krzywa ta — FGJ, bedzie linia niecigglosci.
Ponizej krzywej FGI rozciaga sig pole osiowosymetryczne, opisane w poprzednim punkcie.

Na 1ys. 5 pokdzany jest tez rozktad naciskéw na obwodzie otworu wynikajacy ze skon-
struowanego pola, statycznie dopuszczalnego. Naciski te rosng od zera w punkcie B do
wartosci 0,82 - 2k w punkcie K. Nastepnie zaczynaja si¢ obniza¢ i w punkcie N osiagaja
wielko$¢ 0,58 - 2k.

Na rysunku zaznaczono tez (linig przerywang), kontur analogicznego elementu za-
projektowanego przy pomocy pdl skokowo niejednorodnych ([5]). Omawiane rozwiazanie
jest, jak wida¢, oszczedniejsze.

Istotny wplyw na budowe pola 1 w konsekwencji na zewngtrzny ksztalt elementu maja
zalozenia dotyczace warunkdw panujacych na powierzchniach obcigzanych. Obydwa
przedstawione wyzej przyklady powstaly przy zaloZeniu, Ze powierzchnia otworu jest
gtadka (w przypadku drugiego elementu bylo drobne odstgpstwo od tego warunku).
Rozwazmy teraz podobne zadanie, przxjmujacc jednak, ze na linii styku sworznia z jarzmem
dopuszceza sig tarcie. Rozwigzanie zadania przy zatoZeniu, Ze wspdlezynnik tarcia g = 0,2,
pokazane jest z lewej strony rys. 5. Pole buduje si¢ podobnie jak poprzednio. Jedyng
réznice stanowi fakt, ze charakterystyki wychodzace z punktéw lezacych na tuku BF
nie sa nachylone pod katem z/4 do stycznych do tuku.

Oznaczmy symbolem © kat miedzy styczna do tuku a kierunkiem naprezenia gtéwnego
o,. Pochodna funkeji y =1/1—x* okre$lajacej ksztalt otworu réwna jest w kazdym
punkcie tuku tangensowi kata ¢ —© (rys. 6a):

d
{12) ' E]/l——x2 = tg(p—0).

]
T_
-G -+ 2kx

Rys. 6.

a) b)

o X

Oznaczajac symbolami ¢ i 7 naprgzenia normalne i styczne panujace na brzegu otworu
otrzymujemy dalej (rys. 6b):

: 0 = 2k—kcos26,
(13) . T = —ksin20,

T = uc
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(przyjeto taki zwrot sil tarcia by ich pionowa skladowa brata udzial w Zrownowazeniu
sity zewnetrznej obcigzajacej sworzen). Eliminujac z rownan (12) i (13) wielkosci o, 71 @
otrzymujemy zwigzek pomiedzy funkcjami y i ¢, jaki musi by¢ spetniony we wszystkich
punktach tuku B'F’. Zwiazek ten wyraza zadanie aby pomigdzy jarzmem a sworzniem
panowaly sily tarcia o maksymalnej (przy danym wspdiczynniku tarcia) wysokosci. Otrzy-
mang zalezno$¢ wykorzystujemy do rozwigzania zadania mieszanego i znalezienia naprezen
w calym obszarze B'C'E'F’. Punkt F’ jest znéw tak dobrany, aby zachodzilo ¢, = 7.

Konstrukcja pozostalej czesci pola przebiega identycznie jak poprzednio. Na tuky
N’M dziataja wytqcznie naprezenia normalne. Jak wynika z rys. 5 zalozenie, Ze na powierz-
chni obcigzonej moze wystapi¢ tarcie pozwala jeszcze oszczedniej zaprojektowad jarzmo,

5. Projekt elementu kotwiacego

Rozpatrzmy element kotwiacy pokazany na rys. 7. MoZe on stanowi¢ na przyklad
cze$¢ mocujaca topatki turbiny zapobiegajaca wyrwaniu lopatki z gniazda w wirniku
(patrz [5]). Zakladamy, ze trzon elementu obcigZzony jest naprezeniami rozciagajacymi

4
M . U

Giids

2a

Rys. 7.

o, < 2k. Nalezy tak uksztaltowaé leb, aby przenidst naciski réwne 2k powstajace na po-
wierzchniach oporowych KL i K'L'.

Zadanie rozwiazano dla szczeg6lnego stosunku wymiaréw charakterystycznych bja =
= 0,6. Wartoé¢ te wybrano, celem poréwnania otrzymanego rozwiazania z istniejacymi
Juz rozwigzaniami, uzyskanymi przy pomocy p6l skokowo niejednorodnych, Konstrukcja
adalogicznego elementu ‘dla innego stosunku wymiaréw charakterystycznych nie przed-
stawia wigkszych trudnosci.
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Budowa pola statycznie dopuszczalnego przebiega podobnie jak poprzednio. Pole
jest symetryczne wzglgdem osi pionowej. W trdjkacie KLM panuje $ciskanie napreze--
niami --2k. W punkcie L nastgpuje skokowa zmiana stanu napreZenia, jest to wiec punkt.
osobliwy.

Z punktu tego wychodzi wachlarz charakterystyk LMP, Odcinek LP przyjeto prosto--
padty do krawedzi KL, co zapewnia poziome potoZenie stycznej do brzegu w punkcie N..
Rozpoczynajac od charakterystyki MP rozwiazujemy odwrotne zadanie Cauchy’ego:
w obszarze MNP. Okreslony zostaje w ten sposob ksztalt brzegu swobodnego MN. Przyj--
mujemy, podobnie jak poprzednio, Ze styczna do brzegu swobodnego w punkcie N okresla
dalszy ksztalt brzegu ciala do punktu N’ po drugiej stronie osi. W obszarze NN'S panuje-
jednorodne $ciskanie naprezeniami —2k. Na podstawie znajomo$ci stanu napreZenia -
wzdtuz charakterystyk NS i LN rozwiazujemy kolejno zadania charakterystyczne w ca--
tym obszarze LNR'T (pamigtajac, Ze charakterystyki SR i SR’ sa symetryczne). W punkcie:
0 tego obszaru charakterystyki nalezace do jednej rodziny («) zaczynaja si¢ przecinaé..
Krzywa QT stanowi wigc linig niecigglosei. '

Jej przebieg okreslié mozna postugujac si¢ znanymi zaleznodciami (patrz np. [1])..
Roéwnanie linii nieciaglosci zapisa¢ mozna w postaci

% = tg [%((Pﬁ%)—%],
gdzie @, i pp sa wartosciami ¢, w tym samym punkcie po obydwu jej stronach. Wzdluz:
linii speiniony jest ponadto zwigzek

205 = @a—@p—Sin(ps—p)+ @s—Pp—Sin(p — Ps).
Oznaczenia poszczegdlnych punktow podane sa na rys. 8. W omawianym przypadku, ze-
wzgledu na prostoliniowo$¢ odcinkéw LP i NS odpowiednich charakterystyk, wyznaczanie:
przebiegu krzywej nieciagtoscei jest znacznie ulatwione.

y
D
B —7d
A - //
7~
e
o
s
B O
b <
a
‘ ‘Pb"{l‘
I
Jz'(‘Pb“PB)‘a;“ Ve 4\<\ %
Rys. 8.

Ponizej linii nieciggloéci LT rozciaga si¢ pole naprezen o statych kierunkach gtéwnych,.
“ ktérego budowe opisano w punkcie 3a. Przebieg tej krzywej wyznacza si¢ catkujgc nu-
merycznie réwnanie (9). NapreZenia p dziatajgce w kierunku pionowym sg stale w obszarze:
pola i réwne 2k (a—b)/b = 1,33 k.
Naprezenia s — w kierunku poziomym maleja od 0,94 -2k na linii LL" do 0,84 - 2k
w punkeie T tak wiec caly obszar LL'T znajduje si¢ w stanie sztywnym.
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Réwniez w obrebie trzona LL'U’'U material, zgodnie z zaloZzeniem, nie osigga stanu
plastycznego. Takie sposoby uksztaltowania trzona, by w calym jego obszarze wystepo-
wal stan graniczny, pokazane sa w monografii [5] i nie beda tu omawiane,

Na rys. 7 zaznaczono tez, linia przerywana, zarys rozwiazania pochodzacego z pracy
[5], a otrzymanego przy uZyciu pola statycznie dopuszczalnego o skokowej niejedno-
rodnosci. Ksztalt otrzymany za pomocg pol cigglych jest, jak wida¢ oszczedniejszy.

6. Uwagl koncowe

Ciagle pola statycznie dopuszczalne wykazujg szereg zalet w stosunku do pél skokowo
niejednorodnych. Pozwalaja one na otrzymanie gladkich zaryséw zewnetrznych projekto-
wanych elementéw i uniknigcie w ten sposdb, lub ograniczenie koncentracji naprezen.
Ciagte pola umozliwiajg tez (jak pokazano na przykladach) oszczedniejsze ksztattowanie,
Zbudowana siatka charakterystyk moze ponadto postuzy¢é do skonstruowania odpo-
wiadajacego jej pola predkosci i znalezienia w ten sposéb goérnego oszacowania nosnosci
zaprojektowanego elementu konstrukcyjnego. Tematowi temu poswigcona bedzie osobna
praca.

Wada omawianych pdl jest w1gksza na og6! pracochlonno$é¢ ich wykonania, niz pél
0 skokowe]j niejednorodnosci. Stosowane procedury obliczeniowe daja sig jednak latwo
zaprogramowaé na maszyng cyfrowa (lub kalkulator elektroniczny). Istnieja tez sposoby
wykreslne konstruowania siatek charakterystyk.

Metoda charakterystyk stanowi standardowy sposéb budowy pol statycznie dopusz-
czalnych i jej stosowanie nie nastrecza wigkszych trudnosci. Dalszy rozwéj przedstawio-
nych sposobéw projektowania zalezy wigc gléwnie od skonstruowania pél (takich, jak
pokazano w punkcie 3), ktére nie dadza sig¢ zbudowaé przy pomocy charakterystyk, oraz
od stworzenia sposobdw laczenia réznych typdw pol.
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TIp# KOHCTPYMPOBAaHHU NONEH HCTONB3YETCS MABECTHLIA B TEOPHH IUIACTHUHOCTH MCTOJ XADAKTE-
PHCTHK.
B pa6ore KOPOTKO OGCYMUIEHBI CIOCOGHI CTPOGHHS HETIPEPLIBHEIX MOJIEH, a4 TAKIKE IPEACTABIEHDI

npumepbl (GOPMHPOBAHKA JNEMEHTOB IO CPABHEHMIO C AQHANOCMUHALIMA DEIUEHHAMH, IOy JEHHBLIMH
Gnarofapf NPHMEHEHHMIO CKAYKOOOPadHO HEOXHOPORHLIX NoJIEi.

Summary

DESIGN OF STRUCTURAL ELEMENTS
BY MEANS OF STATICALLY ADMISSIBLE CONTINUOUS STRESS FIELDS

Plastic design of structural elements by means of nonhomogeneous continuous stress fields is presented.
Well-known method of characteristics is used to construct stress fields. The process of constructing stress
fields is shortly described. Ei(amples of plastic design of bolt joint and tension member are presented
to illustrate the proposed design procedure. Results are compared with those obtained by means of piecewise

-homogeneous stress ficld technique.

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku.

5 Mech. Teoret, i Stos. 4/81
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1. Wstep

Przeprowadzenie analizy wytrzymalosciowej cienkosciennych konstrukeji pretowo-
plytowych z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego metodami tradycyjnymi [1] przy-
sparzalo wiele trudno$ci natury obliczeniowej pod wzgledem szybkosei jak i zakresu
obliczeA. W znanych na §wiecie i w kraju systemach (np. SEZAM-69, NASKA, WAT-KM)
nie uwzglednia si¢ technicznej teorii VLaSOvVA [1]. Ostatnio pojawilo si¢ wiele publikacji
dotyczacych obliczania pregtowych konstrukeji cienkoéciennych z uwzglednieniem skre-
cania nieswobodnego, opartych na metodzie sit oraz metodzie elementow skonczonych
[2, 3] z opracowanymi programami na EMC,

W niniejszej pracy podejmuje si¢ probg mozliwie ogdlnego okreslenia macierzy sztywno-
$ci prostokatnego elementu (superelementu) pretowo-plytowego. Wyznaczenie macierzy
“sztywnodci takiego elementu jest przydatne w konstrukcjach powtarzalnych oraz zmniejsza
efektywny czas obliczen EMC. Zagadnienie rozwazane jest jako liniowe. Rozwazania
szczegOlowe opieraja si¢ na metodzie elementdw skonczonych, z uwzglednieniem technicz-
nej teorii Wrasova [1]. o

2. Okreslenie macierzy sztywnoéci elementu prostokatnego pretowo-plytowego

Macierz sztywnosci elementu pretowo-plytowego wyznaczamy analogicznie jak w pracy
[4], metoda superpozycji. Okresla si¢ macierz sztywnoéci plyty, a nastepnie rusztu, poka-
zanego na rys. 1, skladajacego sig¢ z czterech pretdw cienkosciennych. Macierz sztywnosci
elementu pretowo-plytowego wyznacza sig¢ w ogélnej postaci jako

@) leu_ ] = [kl + [k,

gdzie: [k,] — macierz sztywnosci rusztu jednoobwodowego ramy obciaZone]j przestrzennie,
[k,] — macierz sztywnosci elementu plyty.
Prostokatny element plyty polaczony jest z dowolnymi elementami pretowymi n, p, r, s
wzdtuz krawedzi plyty w sposob ciggly (rys: 1). Wielkoéci wezlowe odniesione sa do osi
pretéw i powierzehni $rodkowej plyty, pominieto mimosréd pretdw.

5%
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Rys. 1. Konstrukcja rusztowo-ptytowa jako zbiér elementow prostokatnych pretowo-powlokowych.

2.1. Macierz sztywnoscl prostokatnego elementu plyty. Analizujemy prostokatny element ply-
ty o wezlach i, j, k, I, gdzie poczatek ukladu wspoirzgdnych przyjeto w wezle ,,i”, jak
pokazano na rys. 2. W kazdym wezle zadane sa przemieszozenia {V,}. Maja one trzy
skiadowe: przemieszczenie liniowe u,, w kierunku osi z, oraz dwa obroty ox,, oy, Wokol
osi x i y. Przemieszczenia wezidw mozna zatem przedstawi¢ w postaci:

uzn uzn
(0uz_)
(2.1.1.) (Vo =%, g=1¢ -\ 0y [af-
ou,
a)’n - ( ax )

Rys. 2. Prostokgtny element plyty.
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Uogélnione sily weztowe odpowiadajace tym przemieszczeniom mozna interpretowad
jako jedna site i dwa momenty.

P,
(2.1.2.) {S,} = { M. .
M

Yn
Funkcje ksztattu przyjeto w postaci wielomianu [5], w ktérym wystepuje 12 parametréw:
U, = a1t o, X+ azy+usx2+osxy+ ogy 4o, x3+
(2.1.3) +agx?y+ ot xy? + ooy oy X3y +ay 5 xy3

Macierz sztywnosci, wiazaca sity weztowe z odpowiednimi im przemieszczeniami we-
ztéw, dla tak przyjetej funkcji ksztattu, okresla sig na podstawie kinematycznego pola
przemieszczen wg [6] w postaci:

a b
(2.1.4) " k= [ [ Y DIbIdxdy
0 0

Po wyznaczeniu elementéw skladowych powyZszego réwnania i scalkowaniu otrzy-
mano macierz sztywnosci prostokatnego elementu plyty, ktdra przedstawiono w tablicy 1.

2.2. Maclerz sztywnoscl rusztu jednoobwodowego. Rozwazany ruszt jest zbudowany z czterech
pretow cienkosciennych n, p, r, s polaczonych ze soba sztywno (rys. 1). Przy polaczeniu
sztywnym zginanie pretéw jednego kierunku powoduje zginanie i skrecanie pretéw dru-
giego kierunku. W zwiazku z tym w wezlach mogg wystapié trzy rézne wielkoéci statyczne:
sifa poprzeczna i dwie skladowe momentéw. Natomiast w rusztach z pretow cienkoécien-
nych przy nieswobodnym skrecaniu powstaje spaczenie przekroju [1], w wyniku czego
w wezle wystepuje czwarta sktadowa- bimoment. Przedstawiony na rys. 1 rusztjest opisa-
ny wezlami 4, Jj, k, [ z poczatkiem ukiadu wspétrzednych w wezle .17,

W celu wyznaczania macierzy sztywno$ci cienkosciennego elementu (rys. 3) wykorzy-
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Rys. 3. Wydzielony element preta cienkoéciennego.

stuje si¢ zamieszczone w pracy [1] réwnanie réZniczkowe katéw obrotu przekroju przy
nieswobodnym skrgcaniu w postaci:

Gl,
(2.2.1) =Tl it = o,




O - N
[

— NN g wn O > o0

AMQIMI (32 v T = 125 .A,Nﬂnm + PE v Iy = 0%
a—1 v 4 a—~1 I
.A&| 29t 1y = 615 ¢ E + 7€ =81 Qwum +mV Ty =t1p
a—]1 [4 a—1 I . (4
P ﬁ.ﬂllh 1y =975 ¢ & m 1y =5t Qwam |&V Ty =71
a—7 I ww+] I 1
P NQNQW +ﬁ|ﬁ' m|. o= t1s [ 2951 ¢ V Ty =21 A||+n'0v Iy =1y
tp—pl 4 4 =1 4 [4
.N|~u‘m1 NQM av\"oﬁw 4 ’u@‘mv~v\"am
a—1 ¥ 4 a1 I
(25 Yy (),
ap—bl 14 4 p—¥1 4 ¥
NI A MR +l$|v€unm.
_ < @+ [4 W+ 4 ]
2
‘ va 25 A4 g = t3 ¢ knml.m +|Mv qv\ = Ez
.7 95 _ 5o Iz I 'y a—1 ¥ ¥
z T ] A9 qe
W |F] 0 2 A _ ¢ 3 = z w Nv\ = 73
_ 0 o1y 65— To— %9 i 1 a—1 ¥ 4
{ H — -
i o o 5 59— " a .A AL S L) P .
T 0 915 — 1z 0 sTp ) W =yl v b ='[dy)
0 812 Tlo— 0 A "2 2 A (-D7L
| 91y vig €lg sIg Ly 25 95 Sa is S g =1y
| 71 0 STy 07, 0 915 zT3 0 11, €3 _
0 615 | Lig_ 0 P | va— : 0 ory 65 vy — z5
_ ] i ! —
STo— 11 * 85 95— | *ip | €ta ) 99— B T2
<l IT ol 6 8 ‘L 9 S b € z I —

-mAmopd3z omme)s u A)Ajd musmRpd 08amby01s0ad ISOUMAIZS ZIGOBIA]

T B2IIqR ]

{578]



ANALIZA STATYCZNA KONSTRUKCJI 579

oraz rownanie osi ugigcia preta

(2.2.2) El,z = ~Mg
gdzie: E— modul Younga,
G — modut Kirchhoffa,
I, — moment bezwladnosdci przekroju na skrecanie,
I, — gléwny wycinkowy moment bezwladnosci przekroju,
I, — moment Bezwladnosci przekroju na zginanie.
Z przedstawionych powyZszych réwnan rézniczkowych wyznaczono macierz sztywnoéci
dla preta cienkosciennego (rys. 3), ktéra zamieszczono w tablicy 2.
Tablica 2.

Maclerz sztywno$cl clenkosclennego elementu preta.

— 1 2 3 4 5 6 7 8
Al o o | —B| —4| o o | —B 1
—-P| 0 0 R | P 0 2
S| s 0 0| —P| S 0 3
12EI,
=7 Y1 F| B o] o T 4
[kg]=
p = b A 0 0 B 5
120N
AEI 2EI, M P 0 6
L L T\ s 0 7
) GL
K =
EJ, F 8

I

M= T,Fd [k + Lcosh(kL)—sinh(kL)],
GI

P= —q—“[cosh(kL)—l],

Gl . GI,
R= ——qki[smh(kL)—kL], S = —qi k- sinh(kL),

g = 2+ kLsinh(kL)~2cosh(kL)

gdzie: L przyjmuje wartosci a Iub b,

Po okresleniu macierzy sztywnosci preta, okreslamy macierz sztywnosci rusztu jedno-
obwodowego wedlug nastepujacej zaleznosci:

@2.11) - Z [CTILk,]ICI,

i=

gdzie: [C]— macierz transformacji z ukladu rusztu jednoobwodowego do ukladu lokal-
nego preta. "
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Macierz transformacji przedstawia zaleznosé

| 1ce] ]
(2.2.12) | [ﬂ~l el
gdzie:
1 0 0 0
0 1 0 0
(2.2.13) : [Ce] = 0 0 cosy siny

0 0 —siny cosy

Kat y w tym przypadku przyjmuje dwie wartosci, zaleznie od potoZenia preta, w ruszcie
jednoobwodowym: 0 lub /2. Macierz sztywno$ci elementarnego rusztu jednoobwodowego

[k.] przedstawiono w tablicy 3.
2.3. Maclerz sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-plytowego. Znajac macierze sztywnosci

elementéw, plyty [k,] (tabl. 1) oraz jednoobwodowego rusztu [k,] (tabl. 3) wyznacza sie .

Rys.” 4. Prostokatny element pretowo-plytowy.

macierz sztywnosci elenﬁentu pretowo-ptytowego [k,_,] na zasadzie superpozycji jak to
pokazano na rys. 4. : '
Zagadnienie sprowadza si¢ do dodania odpowiednich skladnikéw do siebie. Doda-
wania tego nie mozna zrobi¢ wprost, gdyZz macierz sztywnosci [k,] ma w wezle 4 skladowe
(tz, > %, otx,, ,,) natomiast macierz sztywnoéci plyty ma w wezle po 3 sktadowe (u;,, oy, , y,)
W macierzy sztywnoéci plyty brakujace wiersze i kolumny pochodzgce od deplanacii
przekroju preta uzupelnia si¢ zerami, w wyniku czego otrzymuje si¢ nowa macierz [k}].
Woéwcezas réwnanie (2.1) przyjmuje postaé: .
(231) [ku—p] = [ku]+ [kg]s
gdzie: [k%] — macierz sztywnosci elementu plyty z zerowa deplanacjg przekroju.
Ze wzgledu na wymiary macierzy sztywnoéci [k,_,] przedstawia si¢ ja w formie:
LALY ]
Sy, [kl |

- Odpowiednie podmacierze [k,], [k,] i [ks] zamieszczone sa w kolejnych tablicach
4,51 6.

(2.3.2) | whg=[

3. Program PPLY

PowyzZej przedstawiona macierz sztywnosci cienkosciennego elementu pretowo-ply-
towego, poshuzyta do zbudowania programu PPLY. opartego na metodzie elementéw
skonczonych z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego. Program ten napisano w jezyku
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FORTRAN 1900 i uruchomiono go na maszynie cyfrowej serii ODRA 1300. Obliczaé
mozna dowolne konstrukcje plaskie obcigzone przestrzennie, skladajace si¢ z elementéw:
— prgtowo-plytowych (o elementach prostokgtnych),

— pretowych (ruszty),

— plytowych.

Prety moga by¢ o dowolnym, lecz statym przekroju, a w polaczeniu z plyta stanowia
jej ozebrowanie lub wzmocnienie brzegdw. Obciazenie zewnetrzne moze by¢ stale ciggle
Iub skupione — przykladane w wezlach elementéw. W danym do programu nalezy podaé
dyskretne wielko$ci geometryczne pretow i plyty. Jako wyniki otrzymuje si¢ przemieszcze-
nia weztéw konstrukcji (uz, %, ax, o) oraz sily wewnetrzne w elementach pretowych i ply-
towych. Ponadto program PPLY liczby w kazdym elemencie pretowym naprezenia:
— gnace (0y),

— normalne wycinkowe (o, — pochodzace od bimomentu),
— styczne do San-Venanta (z,),

— styczne wycinkowe (7w),

— zredukowane (o, — wg hipotezy Hubera),

oraz w elemencie plyty napreZenia oy, 0y, Txy i zredukowane o,.

4, Przyklady liczbowe

Na podstawie opracowanego programu rozwigzano szereg prostych przykladow licz-
bowych. Jako pierwszy przedstawiono przyklad ramy plaskiej (rys. 5) obciazonej przestrzen-
nie, ktérej wytrzymato$é obliczono dwiema metodami, powyzsza z uwzglednieniem skre-
cania nieswobodnego (PPLY) oraz bez skrgcania nieswobodnego (WAT-KM). Wyniki
obliczen wedtug metod zostaty przedstawione w tablicach 71 8.

Analiza naprezen stycznych (tabl. 7) wykazala, Zze system WAT-KM daje zawyione
wartosci naprezen stycznych (w tym przypadku o 61,5%) przy jednakowym lub mniejszym
momencie skrécajgcym w poréwnaniu z przedstawiong metoda obliczeni. Rozbieino$é

O rodzaj profilu
D nr preta .

Rys. 5. Model ramy skrecanej.



Tabela 7.

Zestawienie wewnetrznych momentéw skrecajacych i naprezen stycznych w poszezegdlnych elementach ramy
(poréwnanie z nieswobodnym skrecaniem).

PPLY KM-WAT| _ PPLY ‘{(M-WAT
S I B I B R e
7| kGem] | [kGem] | [kGem] | [kGem | [MPal | {MPa] | [MPa] | (MPa] °
’ | ,

1 | —798,0 | —1600,5 l —~2398,6 | —1129,5 | 40,59 83 | 489 58,9 ~16,9
2 | —798,0 | —1600,5 | —2398,6 | —1129,5 40,59 8,3 48,9 58,9 —~16,9
3 959,1 1920,6 | 2879,8 | 28829 | 23,50 3,68 | 27,18 70,6 —61,5
4 959,1 1920,6 | 2879,8 | 2882,9 | 23,50 3,68 | 27,18 70,6 —61,5

5| ~798,0 | ~1600,5  —2398,6 | —1129,5 | 40,59 | 83 48,9 58,9 —16,9

6 | —~798,0 | —1600,5 | —2398,6 | —1129,5 | 40,59 8,3 48,9 58,9 —~16,9
7 959,1 1920,6 | 2879,8 = 28829 | 23,50 3,68 27,18 70,6 —61,5

8 959,1 1920,6 | 2879,8  2882,9 | 23,50 3,68 27,18 | . 70,6 —61,5
9 | —489,3 | —3193,6 | —3683,0 ‘ 23,0 : —

M, = Mo+ My, dp_x = LI 100; ©p = 1ot Ty,

Tk -

PPLY — system oparty na metodzie elementdw skonczonych z uwzglednieniem skrecanta nieswobodnego,
KM — system oparty na metodzie elementéw skonczonych (bez skrgcania nieswobodnego) opracowany przez KMS i Wytrz,

Mat. WAT.

Tabela 8.

Zestawienie maksymalnych naprezen normalnych i zastepczych w elementach ramy skretnej
(porbwnanie z nieswobodnym skrecaniem).

PPLY KM-WAT ’ PPLY KM-WAT
Nr * Ay Aep— iz
preta Og Op Oy Og = On A Oz Oz o
MPa MPa MPa MPa MPa MPa
1 7,389 237,14 244,5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
2 7,389 237,1 244.5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
3 1,99 75,39 77,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
4 1,99 75,39 717,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
5 7,389 237,1 244.5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
6 7,389 237,1 244,5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
7 1,99 75,39 71,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
8 1,99 75,39 77,38 2,576 96,7 90,57 1224 —26,0
9 0,00 276,87 276,87 0,0 100 —
Ap_xyy = GHP—U"R < 100;  Ap_gy, = Tz az"- - 100; 0, = 0yt 0y
Onp ' Oz

0g — naprezenia gnace, oy — normalne naprezenia wycinkowe (pochodzace od nieswobodnego skrgcania), oz — naprezenia
zastepcze wg hipotezy Hubera, ' ’

. [586)
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ta wynika stad, ze przy skrgcaniu nieswobodnym pretéw cienkoéciennych catkowity mo-
ment skrecajacy jest réwny

4.1.) M= M,+M,

momentowi de San Venanta (M,) i momentowi gietno-skretnemu (M,,), natomiast w me-
todzie bez skrecania nieswobodnego (system WAT-KM) przyjmuje sie, ze moment catko-
wity skrecajacy

4.2) M;=M,,

jest réwny momentowi de San Venanta, w wyniku czego otrzymuje si¢ nieadekwatne na-
prezenia styczne. Z poréwnania naprezen normalnych (04) obu metod w tabl. 8 wynikajg
duze rozbieznoéci, poniewaz w metodzie z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego
s3 one réwne

(4.3.) Oy = O3+ 04,

tzn. sumie naprezen gnacych (o,) i wycinkowych (o,) — pochodzacych od bimomentu.
W metodzie (WAT-KM) bez skrgcania nieswobodnego napreZenia normalne sg rowne
naprezeniom gnacym :

(4.4) o, = 0,."

Z poréwnania naprezen zastepczych (tabl. 8) wynika, ze blad w obliczeniach prowa-
dzonych bez uwzglednienia teorii pretéw cienkodciennych jest znaczny 1 osiaga w tym
wypadku 152,8%;. Oprdcz tego nalezy zwrécié uwage na mdksymalne naprezenia (prze-
kréj niebezpieczny), ktére wedtug obu metod s w réznych przekrojach ramy (rys. 5).

Drugim przykiadem jest ptyta kwadratowa izotropowa (rys. 6),
podparta w narozach i obciazona réwnomiernie (¢). W tabl. 9 poréwnano wyniki analizy

/Y
/[ S
i sl
— e ._/__,_
/@y e /L
z é\/\‘ /Z 7/
% / (D /.// x

Rys. 6. Plyta kwadratowa izotropowa obcigZona réwnomiernie.

metody elementéw skoficzonych otrzymane programem PPLY z przykladem Zienkie-
wicza [7] i innymi rozwigzaniami przyblizonymi. W tym przypadku, gdzie koncentracja
sit w naroZach komplikuje zagadnienie, uzyskano dosy¢ dobrg zgodno$é zaréwno prze-
mieszczen, jak i napreze. Przy bardziej zageszczonej siatce podziatu na elementy uzyskuje
sie wigksza doktadnosé 1 zbieznosé wynikow. )

Trzecim przykiadem liczbowym Jest komnstrukcja prqtowo-plytowa
skrecana asymetrycznie. Przedstawiona konstrukcije na rys. 7 podzielono na trzy elementy
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Tabllca 9.
Zestawlenle przemieszczen kwadratowe] plyty liczone réinymi metodami.

Obciazenie ciggle (g)

u: (ugiecie)
Siatka Mnoznik
Punkt 1 l Punkt 2 . nozm
PPLY 2x2 0,0145 0,0217
4%4 0,01677 0,0249
Zienkiewicz 2x2 0,0126 0,0176 _qL®
4x4 0,0165 . 0,0232 D,
Marcus — 0,0180 0,0281
Lee i Ballesteras — 0,0170 0,0265
Obciazenie sila skupiong (P)
PPLY 2x2 0,07695 | 0,14662 _r
4%4 0,09066 0,15977 D,

Punkt 1 — $rodek boku, punkt 2 — $rodek plyty, D, — satywno$é piyty,

180806

/U ¢p=98,6 N
. &%} b=0,08m

Rys. 7. Konstrukcja pretowo-plytowa skrecana asymetrycznie.

pretowo-plytowe (2.3.2)) Analizg wytrzymalo$ciowa przeprowadzono MES z uwzgle-
-dnieniem skrecania nieswobodnego programem PPLY. Ze wzgledu na brak w litera-
turze podobnej analizy cienkoéciennej konstrukcji pretowo-plytowej, w tabl. 10 poréw-
nano wyniki przemieszczen wezla pod sita skupiona dla trzech przypadkéw konstrukeji: ply-
towej, ramowej i ramowo-plytowej. .

Przeprowadzona analiza trzech przykladéw wykazala, ze przedstawiona metoda obli-
-czeh cienko$ciennych konstrukcji pretowo-plytowych daje wyniki zadawalajace. Uwzgled-
nienie dodatkowego stopnia stbody » (deplanacja przekroju preta cienkofciennego),
pozwala na osiggnigcie wynikéw zblizonych, odpowiadajgcych rzeczywistym w stosunku
do tradycyjnej MES (tabl. 7, 8). Ponadto wyprowadzona macierz sztywnosci plyty (tabl. 1)
W poréwnaniu z wynikami np. Zienkiewicza (tabl. 9) przy tej samej siatce podziatu daje
wyniki dokladniejsze. Dla podzialu na elementy 2 x2 réznica wynikéw wynosi 185,
a przy 4x 4 juz 6,89 (tabl. 9). Réznice wynikdw maleja przy wzroécie liczby elementdw,
na jaka konstrukcja zostala podzielona. Natomiast jest bardzo wazne, Ze program PPLY .
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Tablica 10.
Maksymalne przemieszczenia trzech typéw Kkonstrukejl.
Przemieszczenia konstrukcja N
Mnoznik

w weile or 8 ramowa plytowa l ramowo-plytowa
uz[m] —0,33685 —33,01587299 —0,33344 10-2
% [1/m] —0,00000233 0,0 —0,00000231 102
oy [rad) —0,00420937 —0,31269841 —0,00416688 —
aylrad] 0,0011192 0,11005291 0,0011079 —

dla duzych elementéw daje wyniki dokfadniejsze od innych metod, a tym samym po-
twierdza mozliwo$¢ stosowania programu do analizy wytrzymatoéciowej cienkosciennych
konstrukcji z podzialem na elementy pretowo-plytowe. Taki podzial dia konstrukcji
powtarzalnych pozwala w znaczny sposéb skroci¢ efektywny czas liczenia 1 nie zajmuje
tyle pamigci EMC, jak przy uZyciu systemu ASKA, SEZAM-69 lub KM-WAT, w ktérych
oddzielnie sa liczone macierze sztywnosci poszczegdlnych pretdéw i plyt.
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Pesome
CTATI/I‘-IECKI/IIZ AHAJN3 CTEPXHE-TTAHEJIPHBIX KOHCTPYKIIUIA METOIOM
KOHEYHKIX SJEMEHTOB C YUYETOM CTECHEHHOI'O KPYUEHMSI

B paGore ommcan ycoBepLIEHCTBOBAHHBIA IO CPABHEHHIO C IIPMMEHSEMBIM [I0 CHX IIOD METOOOM
KOHEUHBLIX OJIEMEHTOB Ui aHAJNGA TOHKOCTEHHBLIX CIep)KHEnaHeJLEbIX KOHCTpyknmif. IlpemoskeH
HOBBI CIOCOG NMOAPAasHEeNEHHs KOHCTPYKUME Ha CTEpXKHE — MAHENBHLIE JJIEMEHTBI, COCIOAINAEC M3
NaHeNy | CTEPXHEH Ha KpasiX, 4 TAroKe OOpeaencHa MacTpHIA KETKOCTA TAKOIO SJIEMEHTA C yUETOM CTec-
HEHHOro KpyueHmwsi, OnpefeneHa TarXKe MaTPHL]a HANDSOKEHMI M BHEIDHAS CIUYOUIH3S HATPY3Ka 2ie-
menra naunermm. PazpaGorana nporpamma Ha sispike POPTPAH 1900 pns pacaéra TOHKOCTEHHBIX KOH-
CTPYKITMIi: CTEPM(HEBBIX, NAHENLHLIX H CTEPIKHE-IIAaHeNbHBIX. ’

6 Mech. Teoret. { Stos. 4/81
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Summary

THE METHOD OF FINITE ELEMENTS IN STATICAL ANALYSIS OF THE
ROD-SHIELD CONSTRUCTION, WITH NON-FREE TORSION, TAKEN INTO
ACCOUNT

The existing finite elements method has been improved for the analysis of thin-walled rod-shield
constructions. The rod-shield construction consist of a thin panel framed with rods on all sides.

The stiffness matrix of such elements has been determined by taking into account the non-free torsion
of the rods. The stress-matrix and external continous loading matrix of an element have been also deter-
mined, The program PPLY in FORTRAN 1900 language for calculations of thin-walled constructions
has been worked out. The program applies to calculation of rod constructions, rod-shield constructions
and panel constructions. The program has been tested on computer Odra 1300. The paper has been
illustrated with examples to verify the total procedure.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 pazdziernika 1979 roku.
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BADANJA ELASTOOPTYCZNE MIESZKOW
KOMPENSACYJNYCH Z PIERSCIENIAMI WZMACNIAJACYMI

CyprRIAN KOoMORZYCKI (LUBLIN), JACEK STUPNICK I (WARSZAWA)

1. Wstep
Mieszki sprezyste (rys. 1), w miarg postepu technologii ich wykonania, sg coraz czgsciej

stosowane jako kompensatory przemieszczen w réznego typu rurociagach, pracujacych
w zmiennych warunkach termicznych.

a)

Rys. 1. Kompensatory mieszkowe: a) z zakonczeniem kolnierzowym, b) z zakoAczeniem rurowym.

Analiza jakosciowa wykazuje, ze mozliwosci stosowania mieszkéw sprezystych jako
ukladéw kompensujacych przemieszczenia znacznie malejg, gdy mamy do czynienia
z wysokimi ci$nieniami i duzymi $rednicami rurociggdw. Nowe mozliwo$ci w tym zakresie
pojawily si¢ wraz z zastosowaniem mieszkéw o powloce wzmocnionej pierscieniami,
znajdujacymi si¢ we wglebieniach powloki!? (rys. 2).

Ogdlnie shuszna idea zastosowania pier§cieni wzmacniajacych w kompensatorach
mieszkowych, napotyka przy praktycznej realizacji na szereg trudnosci technologicznych
i obliczeniowych [1]. Badania elastooptyczne sa jedna z metod do$wiadczalnych, ktore
moga by¢ zastosowane do analizy wytrzymalo$ciowej kompensatoréw mieszkowych
z pierécienjami wzmacniajgcymi dla réznego rodzaju obciaZzen wiasciwych kompensato-
rom, a w tej liczbie réwniez obciaZent niesymetrycznych. Wystepujace wzajemne oddziaty-
wania pier§cienia wzmacniajacego i mieszka czynig z kompensatora obiekt trudny do mo-
delowania. )

1 Praca nt, ,,pr'w podatnofci pierécieni wzmacniajacych na prace kompensatoréw mieszkowych”
w MTS :

(4



592 C. KoMorzyckl, J.. STUPNICKI

L] L]

Rys. 2. Kompensator mieszkowy z pierscieniami wzmacniajacymi: 1-mieszek, 2-pierScienn wzmacniajacy

Ograniczeniem w badaniach elastooptycznych kompensatoréw mieszkowych z pierécié-
niami wzmacniajacymi jest mala grubo$é¢ $cianki mieszka w poréwnaniu z pozostalymi
wymiarami, co nastrecza trudnosci wykonawcze. Innym ograniczeniem ogdlniejszej na-
tury, jest zastosowanie metodly zamrazania naprezen do zagadnienia nieliniowego. Polega
ono na tym, ze otrzymane wyniki badan opisuja tylko jeden wybrany stan pracy konstrukcji,
a uzyskanie informacji dla innych stanow pracy jest mozliwe po wykonaniu nowych mo-
deli elastooptycznych.

2. Technika badah doswiadczalnych

Badania elastooptyczne konstrukcji przestrzennych metoda zamraZania naprezen,
jakkolwiek zaliczane juz do badan rutynowych, zawsze posiadajg na etapie wykonania
modelu, stanowiska badawczego oraz przeprowadzenia samego do$wiadczenia wiele
cech indywidualnych, uwarunkowanych wielkoscia i ksztattem konstrukcji oraz charak-
terem i wielkos$cia wystgpujacych obciazen [2]. W przypadku badan elastooptycznych
kompensatora mieszkowego z pierécieniami wzmacniajacymi szczegdlnych zabiegdw wy-
magaly: '

— na etapie wykonania modelu: zachowanie stalej grubosci $cianki mieszka, zapew-
nienie dobrego przylegania mieszka i pierscieni wzmacniajacych bez napieé w stanie
nieobcigZonym, szczelno$¢ modelu, plaskos$¢ pokryw modelu; v

— na etapie przygotowania stanowiska badawczego: maksymalne wyeliminowanie
cigzaru wlasnego modelu, zachowanie staloéci cisnienia wewnetrznego z wysokoécig
modelu, umozliwienie zadawania dowolnych obcigzen cisnieniem i przemieszcze-
niem, zabezpieczenie przed wystapieniem napreZen termicznych;

— na etapie prowadzenia do$wiadczenia: zabezpieczenie mozliwie réwnomiernego
wzrostu i zmniejszania temperatury modelu.

2a. Wykonanie modelu. PoszczegSlne elementy modelu kompensatora wykonane zostaly
z zywicy epoksydowej Epidian 5 z utwardzaczem A4, [2]. Kompletny model przedstawia
Tys. 3, a jego widok rys. 4. Dwie pokrywy 3 z uksztaltowanymi pélpierScieniami zamy-
kajg mieszek 1 i sq z nim sklejone zywica epoksydowa. Piericien wzmacniajacy 2 po
rozcigciu 1 natoZeniu na mieszek zostal réwniez sklejony Zywica. W poRrywie gornej
zamontowany jest kréciec 4, umozliwiajacy doprowadzenie oleju i termopara 7.
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Rys. 3. Model kompensatora: 1 — mieszek, 2 — pierScienn wzmacniajacy, 3-pokrywa, 4 — kréciec, 5 —
nakretka, 6 — podkladki uszczelniajace, 7 — termopara.

L Nnain 2

Rys. 4. Kompensator mieszkowy z pierécieniami wzmacniajacymi.

Ksztalt i wymiary mieszka przyjete do badan elastooptycznych przedstawia rys. 5,
a pierscienia wzmacniajacego rys. 6.
‘% Elementami wyjSciowymi do wykonanja mieszka, pierscieni wzmacniajacych i pokryw
byly pramodele pierscienia wzmacniajacego i jednej poifali powloki mieszkowej, wykonane
z duralu PAS. Dzielona forme gumowa do odlewania mieszka w catosci z odpowiednimi
naddatkami na obrébke mechaniczna przedstawia rys. 7.
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Rys. 5. Mieszek wykonany z Zywicy epoksydowej Epidian 5.
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Rys. 6. Piercien wzmacniajacy wykonany
z zywicy epoksydowej Epidian 5.

Rys. 7. Kompletna forma gumowa przygoto-
wana do odlewania mieszka: 1 — cze$é we-
wnetrzna formy (guma silikonowa M33), 2 —
mieszek (Zywica), 3 — cze$¢ zewnetrzna formy
(guma M33), 4 — podkiadka (polimetakrylan
metylu), 5-podstawa drewniana.

Pierécienie wzmacniajace zostaly odlane w formie z gumy silikonowej, wzmocnionej
powloka z zywicy zmieszanej z gipsem, przedstawionej na rys. 8. Dla mieszka i pierscienia
przewidziano naddatki na obrébke mechaniczna. _

Grubo$é warstwy gumy 3 zalezy od Zadanej grubosci pokrywy. Pokrywa z poldwka
pierécienia wzmacniajgcego byla pasowana z mieszkiem na drodze obrébki mechaniczne;j.

Rys. 8. Forma do odlewania pier§cieni wzmacniajacych: 1 — pierscien (zywica), 2, 3 — cze§¢é lewa i prawa
formy dzielonej, 4 — §ruby laczace, 5 — kolki centrujace, 6 — warstwa gumy, 7 — przektadka z tkaniny,
8 — warstwa zywicy epoksydowej z wypelniaczem w postaci gipsu.
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Pokrywy kompensatora mieszkowego zostaly wykonane w formie, dla ktérej baza
byla powloka formy, przygotowanej do odlewania pierscieni wzmacniajacych (rys. 9).

3
[ BN A _

Rys. 9. Forma do odlewania pokryw: 1 — pokrywa (zywica), 2 — poléwka formy gipsowej do odlewania
pier§cieni (patrz rys. 8), 3 — warstwa gumy.

Koncowym etapem przygotowania modelu kompensatora do badan elastooptycznych
byto zamontowanie termopary i krééca do napelnjania kompensatora olejem oraz skle-
jenie Zywicg poszczegblnych elementéw i sprawdzenie szczeinosci.

2b. Stanowisko badawcze. Schemat stanowiska do badan elastooptycznych kompensa-
toréw mieszkowych metoda zamrazania napreZen przedstawia rys. 10,

Przygotowane stamowisko badawcze umozliwia realizacje dowolnych obcigzen kom-
pensatora mieszkowego przemieszczeniem osiowym i cispieniem wewngtrznym oraz
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Rys. 10. Schemat stanowiska do badaf e]astooptycznych kompensatoréw: 1 — kompensator mieszkowy,

2 —komora cieplna, 3 — pojemnik, 4 — rama obciazajaca, 5 — zbiornik z olejem, 6 — termometr rte-

ciowy, 7— wskaznik poziomu oleju, 8, 9 — termopary, 10— rejestrator temperatury, 11 — automa-
tyczny regulator temperatury.
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umozliwia realizacie dowolnie wybranego programu nagrzewania i chlodzenia modelu

oraz kontrole rozkladu i zmian temperatury.
Kompensator mieszkowy 1 wraz z rama obcigzajaca 4 (rys. 11) umieszczono w pojem-
niku 3, ktéry znajdowal si¢ w komorze cieplnej 2. Do wngtrza kompensatora doprowa-

|
l
1
I
|

Rys. 11. Rama obcigzajaca.

dzony byt olej przewodem grumowym ze zbiornika oleju 5. RoéZnica pozioméw oleju
w zbiorniku 5 i pojemniku 3 wyznaczala wielko$¢ cisnienia wewnetrznego w kompen-
satorze (p = h-y; h—résnica pozioméw oleju, y —cigzar wlasciwy oleju). Olej wy-
pelniajacy pojemnik 3 eliminowal w znacznym stopniu (okoto 80%) wplyw ciezaru wia-
snego kompensatora na stan naprezen oraz powodowal, Ze ci$nienie hydrostatyczne p
wewnatrz mieszka pozostawalo stale z jego wysoko$cia. Temperaturg oleju wewnatrz
kompensatora podawala termopara 8, a temperature na zewnatrz mieszka termopara 9.
Rejestrator 10 dokonywal ciaglego zapisu temperatur, przekazywanych przez termopary.
Termometr rteciowy 6 wskazywal temperature wewnatrz komory cieplnej. Nadajnik
programu temperatury 11 sterowat szybkoscia ogrzewania i chtodzenia modelu. Rama
obcigzajaca 4 .(rys. 11) umozliwiala realizacje obciaZzen kompensatora przemieszczeniem
osiowym i ciénieniem wewnetrznym.

2¢. Przebieg badas. Duza pojemnoéé cieplna ukiadu i mate przewodnictwo cieplne oleju
i zywicy epoksydowej wymagaly programu zamrazania, przedstawionego na rys. 12.

Jeden z modeli poddano obcigzeniu przemieszezeniem osiowym 10 mm (2,5 mm w prze-
liczeniu na jedna pétfale), a drugi obcigzono ci§nieniem wewnetrznymp = - h = 81073
MN/m?:1,55 m = 1,24 - 102 MN/m?. Dla unikniecia dodatkowych obciazefi, wynika-
jacych z duzych réznic wspblczynnikéw rozszerzalnosci cieplnej stali (rama obcigZajaca)
1 zywicy epoksydowej (kompensator) w przypadku obcigZenia kompensatora cisnieniem
wewnetrznym, wprowadzono poprawke w postaci luzu A/ pomiedzy pokrywa gorna
kompensatora i plyte gorna ramy obcigZajacej, réwng

Al =1- AT (a,—otgr)
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Rys. 12. Program zamraZania stanu naprezen (odksztalcen): 1 — obciazenie modelu kompensatora prze
mieszezeniem lub ciénieniem (rozpoczecie zamrazania), 2 — koniec zamrazania.

czas

gdzie: [— dhuigos¢ kompensatora (I = 132 mm)
T = T,—T,; T, — temperatura zamrazania, T, — temperatura otoczenia; (AT =
= 100 K) .
o, = 12,5-107% 1/K — wspétezynnik rozszerzalnosci cieplnej zywicy,
g = 1,25:1073 1 /K — wspotezynnik rozszerzalnosci cieplnej stali
Wielko$é luzu Al = 132100 (12,5-107*—1,25-107%) = 1,5 mm.

W przypadku obcigzenia kompensatora przemieszczeniem osiowym, plyte gérna
ramy obcigZajacej przesuwamy W temperaturze gérnej zamrazania o dang wielkos¢
przez pokrecenie $ruby, liczac przemieszcezenie od momentu zetknigeia plyty z kompen-
satorem. Uwzglednienie wiec luzu w tym przypadku jest zbyteczne.

3. Opracowanie wynikéw badan

Jak wykazaly badania wstgpne Zywica epoksydowa Epidian 5 z utwardzaczem A,
posiada w temperaturze zamraZania 383 K(110°C) modul Younga E = 16 MPa. Dla
prébki o grubosci 6, = 3 mm wycietej z modelu z zamrozonym stanem odksztalcen dla
§wiatta 26ltego o dhugosci fali 4,, = 578 nm stala modelowa naprezeniowa fo,, = 9,25+
-10-2 MN/m? - rz.iz.

Najbardziej wyteZonym elementem kompensatora jest mieszek, a ekstremalne napre-
zenia wystepuja na jego swobodnych powierzchniach. Okreélenie naprezed giéwnych,
decydujacych o wytgzeniu materialu na powierzchniach swobodnych mieszka sprowadza.
sie, wobec znajomoscei ich kierunkoéw, do wyznaczenia rozkladu izochrom w phytkach
wycigtych w plaszczyznie poludnikowej (rys. 13).

Wielko$é naprezeri na powierzchniach swobodnych mieszka w plaszczyZnie potudni-
kowej wyznaczamy z podstawowego réwnania elastooptyki:

01 —0, = fa m,
gdzie: o,, 0, — naprezenia gtéwne (o; > 02)

v é
f, — stala modelowa naprezeniowa ( Jo=Jou* TZ— 6_) H

Sous Ay Oy, — stala modelowa, dlugosé fali $wietlnej,
grubo$é phytki dla prébki wzorcowe;j;
fo, A, 8, — stata modelowa, dlugo$¢ fali $wiatia, grubosé dla plytki badanej;
m — rzad izochromy.



Rys. 13. Plyta o grubosci wycigta z kompensatora przeznaczonego do badan elastooptycznych,

Rys. 14. Obrazy izochrom dla kompensatora obcigzonego przemieszczeniem osiowym 2,5 mm/1 péifale:
a) izochromy catkowite, b) izochromy poléwkowe.

[598]



Rys. 15. Obrazy izochrom dla kompensatora obciazonego ci§nieniem wewnetrznym p = 1,24+ 10-2MN/m? :
a) izochromy  calkowite, b) izochromy potéwkowe.

Rys. 16. Obraz zbiorczy izochrom dla kompensatora obciaZonego przemieszczeniem osiowym 2,5 mm/
[1péifale,

[599]
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Obrazy izochrom w wycinku kompensatora mieszkowego z pierécieniem wzmacniajg-
cym dla przypadkéw obcigZenia przemieszczeniem osiowym i ci$nieniem wewngtrznym
przedstawiaja rys. 14 i 15, a obrazy zbiorcze izochrom (catkowitych i poléwkowych)
pokazujg rys. 16 i 17.

Wyniki obliczen w postaci wykresow naprezen na powierzchniach swobodnych wy-
cinkéw mieszka (rys. 16, 17) przedstawione sa w postaci wykreséw, przedstawionych na
rys. 18 i 19.

Rys. 17. Obraz zbiorczy izochrom dla kompensatora obciazonego ciénieniem wewngtrznym p = 1,24 x
% 10~2MN/m?.

I T T T

i
=2
[MP3} o-10 powierzchnia wewngtrzna
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powlerzchnia zewngtrzna \

Rys. 18. Naprezenia potudnikowe na powierzchniach swobodnych mieszka obeiaZzonego przemieszczeniem:
osiowym 2,5 mm/1p6ifale.

4. Dyskusja otrzymanych wynikéw i ocena bledéw

Przedstawione napreZenia na powierzchniach swobodnych mieszka (rys. 18, 19) sa
w przewazajacej czgici efektem zginania powloki mieszka w-plaszczyznie potudnikowej.
Maia one decydujacy udzial w. wytezeniu materialu, poniewaZ napreZenia obwodowe sa
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Rys. 19. Naprezenia poludnikowe na powierzchniach swobodnych mieszka obciazonego ci§nieniem wew-
netrznym p = 1,24- 10-2MN/m?2.

stosunkowo male, dzigki zastosowaniu pierscieni wzmacniajacych, co mozna potwierdzié¢
przez wycigcie plytki obwodowej. Okreslenie naprezen obwodowych na drodze elasto-
optycznej przez badanie podplytek jest jednak klopotliwe ze wzgledu na malg wartos§¢
tych naprezen.

Dla obciaZzenia kompensatora przemieszczeniem osiowym najwigksze co do wartoéci
bezwzglednej naprezenia o kierunku potudnikowym wystgpuja w srodku torusa zewnetrz-
nego mieszka i w miejscu wchodzenia w kontakt powloki mieszka z pierécieniem wzmacnia-
jacym. Dla przypadku obciaZenia ci$nieniem wewngtrznym najwigksze naprezenia wyste-
puja w Srodku czgsci plytowej péifali mieszka, w czesci Srodkowej torusa zewngirznego
oraz w miejscu wchodzenia w kontakt mieszka z pier§cieniem wzmacniajacym.

Zasady przenoszenia wynikow pomiaréw modelu na konstrukcje rzeczywista (obiekt)
okredla teoria podobienstwa modelowego. Nieliniowo§é procesu wspéipracy mieszka
z pier§cieniem wzmacniajgcym stwarza szczegélne wymagania zachowania postaci modelu
i konstrukcji rzeczywistej w trakcie obcigzania i po obciazeniu; zachowanie podobienstwa
badanych zjawisk prowadzi do koniecznodci zachowania podobiefistwa zmiany postaci
modelu i obiektu. W badanej konstrukeji kompensatora zupelnie inne réwnania opisuja
odksztalcenia mieszka (zgigciowa teoria powlok), a inne masywnego pierécienia. Zaréwno
obszar oddzialywari pomiedzy mieszkiem a pierécieniem jak i rozklad tych oddzialywan
zalezy od odksztalceri obydwu elementéw. Dla punktdéw dostatecznie odlegltych od ob-
szaru kontaktu wplyw, wynikajacy ze zmiany obszaru kontaktu, moze byé pominiety.
Takie zalozenie mozna poczyni¢ jesli ograniczamy sie do wyznaczania naprezen w punk-
tach mieszka o najwigkszym wyteZeniu materiatu, a wigc dla punktéw torusa zewnetrz-
nego lub punktdw powierzchni swobodnych §rodka czgsci plytowe;.

Przy powyiZszych zaloZeniach, zgodnie z teoria Buckinghama, dla materiatu izotro-
powego podlegajacego prawu Hooke’a, naprezenia w punkcie o wspolrzednych (x, y, 2)
mozna wyrazi¢ nastgpujaco [4]:

TP (XY E LAY N A
E" E f.l(l,l)l’v:"')'i'l fl(l315 l)v,'“)a
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gdzie: p — ciénienie wewngetrzne w kompensatorze,
{ — dowolny wymiar liniowy,
v — przemieszczenie osiowe (przemieszczenie jako obciazenie),
E — modut Younga,
» — liczba Poissone’a.

Jesli stosunki odpowiednich wielkosci, dla modelu i obiektu, w funkcjach f i f, sg
réwne (w tym i liczbo Poissone’a) to naprezenia w dowolnym punkcie modelu i obiekty
mozna przedstawic:

=0 e~
gdzie: C,, C,, — stale niezalezne od obcigzen jednakowe dla modelu i obiektu.

State C, i C, moina wyznaczy¢ poddajac niezaleznie obcigzeniom p i v dwa jednakowe

modele. Wtedy dla obcigzenia modelu ci$nieniem spelniony bedzie warunek:

Jm p"l
E = Cl ' E 3
m n
a dla obciaZenia przemieszczeniem
Um 7)’"
o, Car 1
m m

Piszac analogiczne zaleznosci dla obiektu i uwzgledniajac réwnosé odpowiednich sta-
tych otrzymujemy proste wzory umozliwiajace przenoszenie wynikéw z modelu na kon-
strukcje rzeczywista :

a) dla obciaZenia ci$nieniem

«

Do
Gg = —— " On

il

b) dla obciaZenia przemieszczeniem

o = Zo o In.
° Em U 10

Jesli przyjaé, ze obiekt ma te same wymiary co model i zadane obciazenia przemiesz-
czeniem sg jednakowe dla modelu i obiektu to naprezenia w konstrukeji rzeczywistej
1 modelu pozostaja do siebie w takim stosunku jak moduly sprezystosci E,/E,, naprg-
Zenia za$ od obciazenia ci$nieniem pozostaja do siebie w stosunku réwnym skali cinien
pO/Pm-

Na btad wynikéw pomiaréw elastooptycznych wplywa blgd samej metody pomiaru
oraz blad wynikajacy z koniecznosci przenoszenia wynikéw pomiaréw Z modelu na kon-
strukcje rzeczywista. Blad wzgledny mozemy obliczyé metoda pochodnej logarytmicznej
przyjmujae, ze E, jest wielkoscia o bledzie pomijalnym, za§ AE,/E, = 0,05 (z pomiaréw
testowych), a obiekt pod wzgledem wymiaréw geometrycznych i wielkosci przemieszezef
jest wiernym odwzorowaniem modelu. Otrzymamy wtedy:

Aoy 4 (‘ AE,, | |Ado,

Oo E m m

+‘ )-100%
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Blad 4a,/0m obliczony metoda pochodnej logarytmicznej na bazie rownania podsta-
wowego elastooptyki przytoczonego w opracowaniu wynikow wynosi 4o, /0, = A(o, —03)/
Joy—0, = £0,055. Stad blad wzgledny okreslenia naprezen w punktach obiektu (mieszka
rzeczywistego) dostatecznie odlegtych od obszaru kontaktu i bedacego pod wzgledem
geometrycznym wiernym odwzorowaniem modelu wyniesie

Agy

(o)

= +10,5%.

5. Whnioski

Przeprowadzone badania elastooptyczne dostarczyly cennych informacji o wytrzy-
malo$ciowych warunkach pracy kompensatora mieszkowego z pierscieniami wzmacniajg-
cymi. Uzyskane wyniki i poczynione w trakcie badan obserwacje pozwalaja sformulowaé
nastgpujace wnioski:

1) W przypadku obéiqienia kompensatora ci$nieniem wewnetrznym ekstremalne na--
prezenia wystepuja w $§rodku czgéci plytowej na éw0bodnej powierzchni wewngtrzne;j.

2) W przypadku obciaZenia kompensatora przemieszczeniem osiowym ekstremalne
napreZzenia wystgpuja w czegsci §rodkowej torusa zewngtrznego i w obszarze wchodzenia.
mieszka w kontakt z pierécieniem;

3) Zgodnie z zasadg superpozycji naprezenia w punktach powloki mieszkowej dosta-
tecznie odlegtych od obszaru kontaktu mieszka i pierscienia moga by¢ wyznaczone dla
dowolnej kombinacji obciaZen ci$nieniem i przemieszczeniem na podstawie wynikdéw
otrzymanych oddzielnie dla obcigZenia kompensatora ci$nieniem i1 przemieszczeniem.

4) W warunkach prowadzonych badan, dla obcigzenia kompensatora ci§nieniem wew-
netrznym, obserwowane bylo przyleganie mieszka na calej powierzchni torusa pierscienia.
za$ dla obcigZenia przemieszczeniem (Sciskanie), zgodnie z oczekiwaniem mieszek i pier-
$cien nie przylegaly w czgéci §rodkowej torusa wewnetrznego.

5) Je$li wylaczy¢ niewielki obszar spigtrzenia napregied w obszarze przechodzenia
pierécienia wzmacniajacego z czgsci stozkowej w torusowsg to nalezy zauwazyé, ze wartosci
napr¢zen w torusie wewngtrznym sa pomijalne w poréwnaniu z naprezeniami w pozosta-
tych fragmentach mieszka.

6) Zastosowana w badaniach technologia wykonania modeli elastooptycznych wy-
kazala, ze osiagniecie ostatecznej grubosci $cianki mieszka 3 mm lub wigkszej i $rednicy
do 400 mm nie jest trudne. '

7) Gdyby zaszla konieczno$¢ badania kompensatoréw o bardzo cienkich powlokach
mieszkowych (np. utamkoéw milimetra) to obok oczywistych trudnoéci wykonawczych
wystapilyby trudnoéci w badaniach naprezen, a przede wszystkim naprezefi obwodowych,
ktérych udzial w wytezeniu materiatu przy obcigzeniu ciénieniem zwigksza si¢ w miarg
zmniejszania si¢ grubosci $cianki mieszka.

8) Warunki brzegowe w modelowych badaniach elastooptycznych sa bliskie rzeczy-
wistym, a uwzglednienie innych rodzajéw obcigZen niZz osiowo-symetryczne nie zmienitoby
w zasadniczy sposéb metodyki badan.
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9) Badania elastooptyczne moga by¢ stosowane jako samodzielna lub uzupeiniajaca
metoda analizy stanu naprezen 1 przemieszezen w kompensatorach mieszkowych z pierscie-
niami wzmacniajacymi.
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Peswme

TIOJISIPMBATTHOHHO-ONITHMYECKHE UCCIEJOBAHMA KOMIIEHCATOPOB
CHUIIBPOHHOI'O THUITIA C YKPEILNIAIOUNMMY KOJBIIAMU

B pafoTe NpecTaBieHO PE3yNbTaThl MCCIELOBAHIH KOMIEHCATOPOB CHJIL(IOHHOIO THNA C yKpel-
JIAIOILIAME KOJIBLAMM ITPOBEICHB! ITONSIPHU3ALMONHO-ONTHUCCKEM METOLOM.

Ilonyuyennple pe3ynsTATHL HCCIEAOBAHMIl [IOKA3aJM GOJBLIYIO JXIPHTOMHOCTD IOJISAPH3ALAOHHO-
~ONTHYECKUX METOHOB AJISI AHAMM3A YCIOBRH paGoTh! KOMIIEHCATOPOB CUJILGIOHHOrO THIA.

Summary

PHOTOELASTIC STUDY OF THE BELLOW WITH REINFORSING RINGS

Experimental analysis of stress and deformation of the bellows with reinforcing rings, used as compensa-
tors of thermal expansion in pipelines has been performed. Using the photoelastic freezing method and mo-
dels made of epoxy resin the stress distribution, effective stresses, contact zones between the shell and the
rings for inner pressure as well as for displacements has been determined.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 lutego 1981 roku
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1. Wprowadzenie

Z przeplywem plynu lepkiego wzdluz ukladu réwnoleglych pretéw przy réwnoczesnej
wymianie ciepla migdzy pretami i plynem spotykamy si¢ w niektérych typach reaktoréw
atomowych, przy procesach przedzenia widkien chemicznych oraz w innych dziedzinach
techniki. Analiza tego typu przeplywow bywa réwniez wykorzystywana do okreélenia
oporu filtracyjnego lub wsp6tczynnika wymiany ciepla w 1‘éwnan§ach filtracji.

Ze wzgledu na wage zagadnienia, problem podtuznego optywu ukfadu pretéw byt roz-
wazany przez wielu autorow. Jednak prawie wszystkie prace rozwazaja problem przepltywu
bez wymiany ciepta. Obszerny przeglad tego typu prac pod katem wyznaczania charakte-
rystyk filtracyjnych podany jest w pracy [1].

Po raz pierwszy zagadnienie podtuZznego optywu rownolegk:] wiazki pretow z wymiang
ciepla rozpatrywali E. M. SPARROW, H. L. LoErLER i H. A. HUBBARD [2]. Autorzy ci ana-
lizowali wymiang ciepla miedzy pretami i plynem zakladajac, Ze prety utozone w siatce
tréjkatnej wytwarzaja cieplo ze stala intensywnoscia na jednostke objetosci. Ponadto
zakladali oni, ze temperatura w danym przekroju poprzecznym preta jest identyczna w kaz-
dym punkcie. Bardziej ogdlne rozwazania wymiany ciepta podczas optywu pretdow w siatce
tréjkatnej podal R. A. AxFORD [3]. Zalozyl on, Zze prety wytwarzajace cieplo ze stafg
intensywnoécia sa ostonigte rurami. Nie zakiadal ponadto stalej temperatury w przekroju
poprzecznym pretéw i rur. Niestety, autor ten nie wyznaczyt wspolczynnika przejmowania
ciepta w takim ukladzie ograniczajac si¢ do wyznaczenia pola przeptywu i temperatury.

Niniejsza praca jest kontynuacja badan dotyczacych wymiany ciepla przy podluznym
oplywie ukladu pretéw. Rozpatruje sig trzy sposoby ulozenia pretow w ukladzie, a mia-
nowicie wedtug siatki tréjkatnej, kwadratowej i sze§ciokatnej. Podobnie jak w pracy [3]
zaklada sie, Ze prety wytwarzajgce cieplo ze stalg intensywnoécia sg osloniete rurami.

Do wyznaczenia pola przeptywu ptynu oraz pdl temperatury w pretach, rurach i ptynie
stosuje si¢ metode kollokacji brzegowej. Dzigki temu rdwnania roZniczkowe opisujace
problem sa spetnione $cisle, a wymienione pola sa podane przy pomocy wzoréw zamknie-
tych w postaci obcietych szeregéw. '

Gléwnym celem pracy jest wyznaczenie liczby Nusselta, ktéra charakteryzuje wymiang
ciepla pomiedzy pretami i ptynem w funkcji parametréw geometrycznych i termicznych
ukladu. Liczbg te wyznacza si¢ w oparciu o otrzymane rozwigzanie pola przeplywu i tem-
peratury przyjmujac odpowiednia procedur¢ usredniania.

7 Mech, Teoret. i Stos. 4/81
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2. Sformulowanie zagadnienia brzegowego

Wezmy pod uwage regularne uklady réwnolegtych pretéw ostonigtych rurami, ktére
sa ulozone wedlug siatki tréjkatnej, kwadratowej i sze$ciokatnej jak na rysunku 1. Wpro-
wadzamy nastepujace wielkosci ‘charakteryzujace geometri¢ siatki: @ — promien preta
lub promienn wewnetrzny rury, b — promied zewngtrzny rury, ¢— potowa odleglosci

<77

Iﬂ
s s

i s
<BA_ 7
= e (7
’v' (g ;\
S

Rys. 1. Rownolegte uklady pretdw cylindrycznych ulozone wedlug siatki szesciokatnej, kwadratowej
i trojkatnej. ] o

migdzy osiami dwdch sasiednich pretéw. Stosunek promienia zewngtrznego rur do polowy

odlegtoéci migdzy osiami sgsiadujacych pretéow oznaczmy przez ¢ = - Wielkos¢ ta zwia-

‘zana jest z tzw. gestoscia upakowania ukladu ¢ zaleznofcia, ktéra dla trzech typéw siatek
podano w tabeli 1. Stosunek promienia preta do promienia zewnetrznego rury oznaczmy

przez n = e
=5
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Tabela 1
Typ siatki
trojkatna kwadratowa szeSciokatna
) me? ne? me®

¢ 2V3 4 3Y3
A 6 4 3

1 —  7e? 1 e 1 —  me?
S —|V3 — —|1- —{ V3 —

" 6(‘/ 2) 2( 4) 2('/ 3)

Celem ulatwienia teoretycznej analizy wymiany ciepla zauwazmy, ze w kazdej siatce,
wedlug ktérej utozone sa prety, wystepuja ptaszczyzny symetrii, ktore dziela nieskofczony
obszar na elementarne powtarzajace si¢ komorki nieograniczone tylko w jednym kierunku
(rys. 1). Przekréj poprzeczny takiej komérki, wspolny dla trzech sposobdw ulozenia pre-
téw, przedstawia rysunek 2. Sposéb uloZenia pretéw jest okreslony parametrem A, ktéry
podaje tabela 1. We wspomnianym przekroju poprzecznym wystgpuja trzy obszary:

Rys. 2. Przekrdj poprzeczny komorki elementarnej.

a) obszar preta — A4; o polu S,

b) obszar rury — 4;; o polu Sy,

¢) obszar ptynu— A4y o polu Syy.

W dalszym ciggu przyjmujemy nastegpujace zatoZenia upraszczajace:

a) przeplyw jest ustalony, laminarny oraz w petni rozwinigty;

b) prety stanowig zrédlo ciepla o stalej intensywnosci na jednostke objetosci;
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c) rury ciepla nie wytwarzaja, a cieplo wytwarzane w plynie na skutek lepkiej dysy-
pacji ignorujemy;

d) wymiana ciepla pomigdzy pretami, rurami i plynem jest w pelni rozwinieta;

e) wspolczynniki charakteryzujace fizyczne wiasnosci pretow, rur i plynu sq stale
i nie zaleza od temperatury.

Po wprowadzeniu powyzZszych zaloZen rozpatrywany problem mozna sprowadzié do
wyznaczenia pola przeplywu ptynu i p6l temperatury w precie, rurze i ptynie w dowolnym
przekroju poprzecznym wspomnianej wyzej komdrki uktadu. Przyjmujgc cylindryczny
uklad wsp6lrzednych (r, @, z) tak jak na rysunku 2 dysponujemy przy tym nastepujacymi
rownaniami rézniczkowymi opisujacymi zjawisko w obszarach:

a) preta (obszar 4;)

0%, 1 ot 1 2%t (0]
M Tt e T 0 T T aatky
gdzie: ¢, —temperatura w precie, k; — wspolczynnik przewodzenia ciepla w precie,
& —ilo$¢ wytwarzanego ciepla na jednostkg diugosci preta;
b) rury (obszar Ay)
2
@ d%t,

d*t, 1 o1, 1
» e =

or? +T or r
gdzie: t, — temperatura w rurze;
c) ptynu (obszar Ajy)

0%w 1 ow 1 0w 1 dp
® T T T e T w dz’

0%, 1 0t, 1 0%, oty
) s 2 Tt rz @2 gcp— oz’

gdzie: w — predkos¢ przeptywu w kiernnku réwnoleglym do osi pretéw, ',u'—— wspolczynnik
lepkosci piynu, TZ — staly spadek ci$nienia w kierunku osi pretéw, 3 — temperatura

w plynie, p — gesto$¢ ptynu, ¢, — cieplo wlasciwe plynu przy stalym ci$nieniu. Ponadto
zgodnie z przyjetymi zaloZeniami mamy
ot ()
(5) SR,
. 9z Qgc,

gdzie: Q — objetosciowy wydatek przepltywu przypadajacy na jedng rure.

‘Warunki brzegowe dla réwnan (1 - 4) wynikaja z przeslanek fizycznych i geometrycz-
nych. Symetria zagadnienia prowadzi do nastepujacych warunkéw:

o, o, o 0 ©=0
1 __ Y2 73 =l_
©) 0~ =50 ~ 36 = ° dla@_.l,
ow 1 ow .
0 —_aTCOS@_T"@Sm@=O, - e
ot ‘ dla r = cos®

0s@— _6_ sin® = 0

3
®) “or ¢ r 060
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Zaktadajac cigglodc temperatufyi strumieni ciepla na granicy pretéw i rur oraz rur i plynu
otrzymujemy

(9) Iy =1

oty at; dla r = a,
(10) i or ko =5 or
an t, = 14

ot, Oty dla r=5.
(12) | eyt = ky >

Z warunku braku poslizgu ptynu po powierzchni rury otrzymujemy
(13) ' w=0 dlar=5»

Réwnowaga sil cisnienia i lepko$ci prowadzi do zwiazku

T
ow
(14) of e

przy czym pola powierzchni Sy, zostaly podane w tabeli 1.
Tak wigc zagadnienie brzegowe do rozpatrywanego w pracy problemu okre$la uktad
réwnan (1 -4) z warunkami brzegowymi {6 - 14)

d
rr=bd@ = — % S

3. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Znalezienie {cistego rozwigzania ukladu réwnan (1 - 4) ze §cistym spelnieniem warun-
kow brzegowych (6 - 14) jest zagadnieniem trudnym. Wynika to z faktu, Ze warunki brze-
gowe sa stawiane na liniach nie bedacych liniami wspétrzednych tego samego ukiadu.
Z tego powodu podajemy rozwigzanie, ktore spetnia $cisle ukiad réwnan (1 -4) oraz
warunki brzegowe (6), (9 - 14), a warunki brzegowe (7 - 8) spelnia w sposéb przyblizony.
Rozquanle to ma postaé:

. |
N N Y, (R O R

(15) = T(R £ )+—2n tg (T)In (_e )+k—21 sth[lkln(—e )] cos(lk@),‘

. N
' k RV 1 O R \*

1 =% | L R

(.6) | T, dnk, [1 (8’7) ]+ M P Zk( 577) cos(Ak®),
. 3

an T.= -l (—en) _ngl Z, ch[lkln(—en )] +

| - l;—;_sh [zkln( 1; )]}cos (46,
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ks 1 R 114 7

x [ln (é) (R? + £)— (R? — s%] -5 [(RZ— ) (R2—36%) 1

ol

+ N sh [}.kln ( )] [ ch((AkIn(n)) - sh(/’lkln(n))} cos(Ak@) +

+ Z l =T (R e deeh [}.kln( R)]_(R2+ez)sh [lkln(—f—)”cos(lk@)],

B 4

Z, {ch[ Akln( )] [ch(/lkln(n)) - Z—: sh(lkln(n))] +

1

]

gdzie:
(19) R=2,
(20) W= ?f—dp_,
u dz
@D ) T, = Relid) s g

1
e v [ua(Z)] _lg[ig?m(%)]_”

PR ) 2
22 +"’“

tg ltg(

>»]:=l

I

).k
N @sin _7 q:sm _z-l
S Dkl[z,, =)t
(ﬂ.k+2)(}.k+l) ()Jc 2)(1k

k=1

przy ozym A, jest §rednia temperatura na pow1erzchm rury, ' o

Stale X; i Z, wyznaczamy spelniajac w sposdb przyblizony warunk1 (7 - 8) Wa-
runki te spetniamy mianowicie $ciSle w N réznych punktach na brzegu CD. Innymi
stowy, stosujemy metodg . kollokacji brzegowej zakladajac, Ze punkty kollokacji sa
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od siebie réwno odlegle. Biorgc pod uwage fakt, ze punkty te okresla N wartosci
kata

(23) 0, = arctg[((ljv )) ] j=12,...,N

z warunkéw (7 - 8) po uwzglednieniu (15) i (18) otrzymujemy nastegpujace uktady réwnan
liniowych na niewiadome Xj i Z,

24) ZAijk=Bj: Jj=12,..,N,
=1

(25) ZCJRZI(=DJ: j= ],2,...,N,

. k=t
gdzie:
(26) Ay = 2k{[ecos(O)Pcos[(Ak+1)O,]+ [scos(O)]~ *cos [(Ak— No},

1 A

1)) B, = C0sO, tg( )COS(QJ),

(28) Cj = 2Akcos(0)) I{ch[lkln(n)] - {3— sh[lkln(n)]} {ch[2kin(scos(@)))] x

x sin(Ak@))sin(0,) —sh[AklIn(ecos(O,))cos(AkO,)cos(O )} +

k,

o {'k chlﬂkln(ﬁ)]—sh[lkln(n)]}{ch[ﬂkln(ecos(@,)) cos(lk@,)cos(@J)—

—sh[Akln(ecos(@;))]cos(2k@)) cos(@))} 1,

@ D= - 2 [(Ak)z—-l]cos(@) (e {1 - [£cos(E,)]%)} x

x {ch[Akln(ecos(@;))]} bin(1k®,)bin(®,)—sh[ AkIn(ecos(@))] x
x cos(Ak®))cos(@))} — Ak {1+ [ecos(O))]?} - {ch[AkIn(ecos(O;))]cos(AkO )cos(O))—
—sh[2kln(ecos(®))]sin(AkO))sin(@,)} + 2cos( Ak@J)cos(@,) {AkchIn(ecos(@)))] —

- sh[/lkln(ecos(@,))]}} + —M— cos?(@;) +o tg (——) {1+ 2In[ecos(@))] -

O)1%}2
— acoS(@j)]z} - _1— —{1—'?[;?%@7}))]—};

Nalezy zwréci¢é uwage na fakt, Ze przed przystapieniem do rozwiazywania ukladu
rownad (25) musimy juz dysponowaé rozwigzaniem ukladu réwnad (24), poniewaZz wy-
razy wolne ukladu (25) okreslone sa rozwiazaniem uktadu (24). Liczba catkowita N okresla

wymiar tych ukladéw i zarazém jest ilogcia punktdw kollokacji, w ktorych spelniamy Scile
warunki (7 - 8).
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4. Wyznaczenie wspolczynnika przejmowania ciepla

Przejmowanie ciepla od powierzchni ciala stalego przez plyn, ktéry to cialo oplywa
jest opisywane przez prawo Newtona w postaci {[4], s. 23}:

(30) qs = ”(ts_tp),

gdzie: g, -— gesto§é strumienia ciepla przejmowanego przez plyn od powierzchni ciala
stalego, t; — temperatura powierzchni ciala stalego, t, — odpowiednio okre§lona tempe-
ratura plynu, x-— wspolczynnik przejmowania ciepla.

Dla konkretnego przeptywu # jest wielkoscig stata. Zmienia si¢ jednak ze zmiana jego
parametréw charakterystycznych. Celem uzyskania wigkszej uniwersalnosci rezultatéw
w miejsce wspdlczynnika przejmowania ciepla podaje si¢ na ogét ligzb@ Nusselta zdefi-
niowang wzorem
31 N, = %,
gdzie: L — dlugo$¢ charakterystyczna, K — wspolczynnik przewodzenia ciepla.

Znajomosé pola predkosci przeptywu oraz pola temperatury w rozwazanych przez nas
przypadkach optywu wiazki pretow daje mozliwoéé wyznaczenia wspélczynnika przejmo-
wania ciepla lub liczby Nusselta. W tym celu musimy $cislej okres$li¢ znaczenie rdznicy
temperatur (f,—?,) we wzorze (30). Z uwagi na nieograniczonoéé ukiadu i zmienno$é
pola temperatury na zewngtrznej 4cianie rury, wygodnie jest przez fs oznaczaé $rednig
temperature zewnetrznej Sciany rury, natomiast przez f, §rednia temperature ptynu. Wow-
czas korzystajac z definicji temperatury $redniej w postaci

JJ otywdA
A
32 =
2 ? S [ owda

Alll

réZnicg temperatur (#;,—¢,) mozna przedstawié jako

I (tslr—b—ta) wrdrd®

" A
33 ti—t, = (Lalyop)f = 208 ,
(33) (t3r=b) TTwrird®

A

It
lub w postati bezwymiarowej
1

c"»]':l

cos®
ay ks _ J (Ts| we—T5)WRARAO =f(}. b ke
dj - M ’7]’ (P: k2 >, k3 .

Wspélczynnik przejmowania ciepla #, zgodnie z réwnaniem (30) po wykorzystaniu
(34) wyrazi si¢ wzorem

ks

(35) % = - kz) ,

27Ibf 2" "l:‘P"E:’ k—3
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natomiast liczba Nusselta, po wprowadzenin obwodu zewnetrznej 4ciany rury 2z:b jako
dhigofci charakterystycznej, przyjmuje postaé
1

ki k2’
7(m ot 22

(36) Nu =

W dalszym ciagu liczba Nusselta bedzie wyznaczana poprzez numeryczne obliczenie calki
wystepujacej we wzorze (34).

5. Rezultaty numeryczne

W proponowanej metodzie rozwigzania omawianego zagadnienia warunki brzegowe
na czeécl brzegu rozwazanego obszaru zostaly spelnione w sposéb przyblizony. Speinia
sig je $cisle tylko w skonczonej iloéci N punktdw. Dotyczy to zaréwno wyznaczania pola
predkosci jak réwniez wyznaczania pola temperatury. Przy czym wyznaczajac pole tempe-
ratury korzystamy z rozwiazania dla pola predkosei. Tak wigc bledy przyblizenia rozwia-
zania przeplywu ingeruja w dokladnoéé rozwiqzania okreslajacego pole temperatury.

Intuicyjnie moze sie wydawal, ze zwiegkszajac ilo§¢ punktéw kollokacji (liczbe N)
zwigkszamy dokladno$é spelnienia warunkow brzegowych,a tym samym dokiadnosé otrzy-
mywanych rezultatéw. Eksperymenty numeryczne nie potwierdzaja jednak w pelni takiego
przypuszczenia. Okazuje sig, ze liczba N nie musi by¢ duza, aby uzyska¢ odpowiednio
maly maksymalny blad spelnienia warunkéw brzegowych pomigdzy punktami kollokaciji.
Sytuacje te ilustrujg rysunki 3 i 4, gdzie podano wykresy bledu speinienia warunku brze-
gowego na brzegu CB, zaréwno dla rozwigzania przeplywu jak i dla pola temperatury.
Widzimy, Ze juz przy dwéch punktach kollokacji (N = 2) tangens nachylenia stycznej do
profildéw predkosei lub temperatury, ktéry powinien by¢ réwny zeru, jest bardzo maly.

L i
1,0 | ) ~
. i ' ] | ! | TJ

205 /6 , o w3

Rys. 3. WartoSci pochodnej predkosci na brzegu CD dla siatki szefciokatnej przy e = 0,9, n = 0,95.

8 Mech. Teoret, i Stos. 4/81
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-2,0—

! |
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Rys. 4. Wartoéci pochodnej temperatury na brzegu CD dla siatki szedciokatnej przy £ = 0,9, # = 0,95,
ky ks :

_—= 1,0, _—= 1,0-
kz k3

Dla czterech punktc’)w kollokacji maksymalna warto$¢ wspomnianego tangensa w obu
przypadkach jest mniejsza od 10~%.

Z drugiej strony powigkszanie iloéci punktow kollokacji prowadzi w konicu do zlego
uwarunkowania macierzy uktadéw rownan (24) i (25) (przy wartoéciach N rzedu kilku-
dziesiecin). Zwiazane to jest z faktem, Ze zggszczanie punktéw kollokacji powoduje, iz
sasiadujace ze sobg réwnania we wspomnianych uktadach, okredlone dwoma sasiednimi
punktami kollokacji niewiele réznig si¢ od siebie.

- Na dokladno$¢ speinienia warunku brzegowego pomigdzy punktami kollokacji przy

ks ki
spelnienia warunkéw brzegowych rosnie, jeli 2 maleje lub jeéli ¢ roénie. Jednak, jak wska- -
zuja rysunki 3 i 4, ktére przedstawiaja niekorzystny przypadek ze wzgledu na parametry l
A i & spelnienie warunkow brzegowych przy ,,rozsadnej” wartosci N jest zadowalajace.
Istnieja jedynie problemy natury numerycznej dla wartosci & bliskich maksymalnym i ma-
ksymalnych (¢ = 1). Wowezas, aby w zadowalajacy sposob spelnié warunki brzegowe
nalezy powigkszaé N, co z kolei prowadzi do ukladéw liniowych stabo uwarunkowanych.
W rezultacie dla tych wartoéci e, przy wzroécie N, szybciej uzyskujemy uklad stabo uwa-
runkowany niz w zadowalajacy sposéb spelnimy warunek brzegowy. Z tego powodu
dalsze wyniki podaje sig dla & < 0,9, ktore uzyskiwano przy N < 10.

Przykladowe profile pola temperatury w plaszczyznie rozwazanej komorki pokazuja
rysunki 5 - 10. Z rysunkéw tych wynika migdzy innymi, Ze temperatura w precie zmienia
si¢ znacznie i zatoZenie stalej temperatury preta, jak to uczyniono w pracy [2], jest po-
waznym uproszczeniem. Mozliwie dokladne rozkiady temperatury sg istotne z punktu
widzenia wyznaczenia naprezed cieplnych, ;

ustalonym N majg réwniez pewien wplyw parametry 1, ¢ i 7. Maksymalny blad
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-0,14125

— warstwica punktu w narozniky
ZZZZZ rura

0,63633 00416
k1 kz
Rys. 5. Przykladowe pole temperatury dla 4 = 6, ¢ = 0,75, n = 0,95, . = 1,0, N = 1,0.
2 3
-0,07746

—-—-— warstwica punktu w narozniku
T rura

0,07954 g _ -0,03411

k
Rys. 6. Przykladowe pole temperatury dla A =4, ¢ = 0,75, n = 0,5, —ki = 0,25.

2

-0,07947

-—-— warstwica punktu w narozniku
T rura

0,07055 —0,01514

k
Rys. 7. Przykiadowe pole temperatury dla A = 6, ¢ = 0,9, n = 0,95, f— = 1,0, k—z = 1,0.
2 3
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-0,16

-—-— warstwica punktu w narozniku
ZLZZZ, fura

N

0.63642 _ 0.03922

k
Rys. 8. Przykladowe pole temperatury dla 1 =4, €= 0,9, n =0,5, k_x = 0,5
2

~0,24093

-—-— warstwica punktu w narozniku

TZZ7Z rura

0,07954 -0,00476

' k k
Rys. 9. Przykladowe pole temperatury dla 1= 3, e = 0,75, 7 = 0,95,k—1 = 1,0, k—z = 1,0.
2 3

1616]
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~0,2631

-~—-— warsftwica punktu w narozniku

ZZZIZ rura

0,07955 0,02748
k; k,
Rys. 10. Przykiadowe pole temperatury dla 4 = 3, ¢ = 0,9, # = 0,95, — = 1,0,— = 1,0.

k2 ks

Na rysunku 11 zostaly przedstawione wartosci liczb Nusselta w funkcji gestosci upa-
kowania ukiadu przy réznych wartoéciach pozostalych parametréw. Z rysunku tego
wynika, ze zaloZenie stalej temperatury preta, jak to uczyniono w pracy [2], nie prowadzi
do istotnych zmian liczby Nusselta, Zgodnie ze wzorami (34) i (36) liczba Nusselta jest
odwrotnoscig réznicy érednich temperatur powierzchni, zewngtrznej rury i ptynu przy
ustalonym strumieniu ciepla pomiedzy pretami i ptynem. Z rysunku 9 wynika, 2ze dla
wszystkich sposobéw uloZenia pregtow réZnica ta maleje ze wzrostem gestosci upa-
kowania, Oznacza to, Ze intensywno$é chlodzenia rofnie, gdy ggstos¢ upakowania
maleje. . .

Widoczny jest dosé istotny wplyw sposobu uloZenia pretéw na warto$¢ liczby Nusselta.
Przy ustalonej gestoéci upakowania najkorzystniejsze chiodzenie wystgpuje przy utozeniu
pretow wedtug siatki szedciokatnej, a najmniej korzystne, gdy prety utoZone s3 wedhug
siatki tréjkatnej. Znacznie mniejszy wplyw na warto§é liczby Nusselta maja stosunki
wspdlczynnikéw przewodzenia ciepta.
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Rys. 11. Wartodci liczb Nusselta przy 7 = 0,95, /Tl = 1,0.
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Pesmome

OIIPEJEJIEHUE TEIIJIONEPENAUM MEXXIY PECYIISPHON CUCTEMOM CTEPKHEMN
U KUOKOCTBIO IIPY IIPOTATEHOM JAMUHEPHOM TERUEHUM
METOIIOM I'PAHHUYHON KOJUIOKAILIIH

B cratee o6Cy:KOeHO CTALMOHAPHOE JIAMMHAPHOE TEYeHHe >KHAKOCTH BIANh CHCTEMBI IIVITHELDH-
uveckmx crepyelt, Mccnenyerca remnonepeqauy Me3(Ty CTEDIKHAMH M YKHIKOCTHIO, HPUUEM CTEDYKEH
ABJIAXOTCS MCTOUHMEKAmMy Terna. CHcremMa CONEPXKUT NapajUlefibHble CTEPMHH, KAXKOBII H3 KOTOPBIX
UPHKPBIT TPYOKOi. Mccnemyercss Tpy criocofhl PACIIONOMEHMsT CTEp>KHek B TPEYTONBHON, KBAApPaToBOi
M IIECTHYTONBHON CETKE, IIpameHAsT MeTOX IpaHiioN KOJLIOKAIHH ONPENENAeTCH ABHIKEHHE HCHKOCTH
u Teruionepenavy. Beramcnseres uncno HyccenbTa B MIMPOKOM O@anas0He OTHOUIEGHHIT MOBEPXHOCTH.



OKRESLENIE WYMIANY CIEPLA 619

Summary

THE DETERMINATION OF THE HEAT TRANSFER BETWEEN REGULAR BUNDLE OF RODS
AND FLUID DURING LONGITUDINAL LAMINAR FLOW, BY MEANS OF BOUNDARY
COLLOCATION

The steady longitudinal laminar flow along a system of cylindrical rods is considered. The heat transfer
between the rods and fluid is taken into account, where the rods are assumed to be heat sources.

The system consist of the parallel rods each of them is placed in cylindrical tube. yThree different
patterns of lattice (perpendicular normal cross section of system) are considered: triangular, square and
hexagonal.

Using boundary collocation method the problem of fluid flow and heat transfer in the system is sol-
ved. The Nusselt’s number for wide range of the surface ratio is determined.

IPPT PAN POZNAN
POLITECHNIEA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcjl dnia 7 paidziernika 1980 roku
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SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI PTMTIS za rok 1980.

I. Dzialalno$é organizacyjna

Na koniec roku 1980 do naszego Towarzystwa nalezalo 983 0s6b, w tym w poszczegdlnych oddzialach:

Bielsko Biala — 17, Bydgoszcz 36, Czgstochowa — 66, Gdafisk — 62, Gliwice — 166, Xrakéw — 71,
Lublin — 40, £6d2— 57, Opole — 23, Poznah — 74, Rzeszébw-— 21, Szczecin — 40, Warszawa — 202,
Wroclaw — 87, Zielona Goéra —21. '

W okresie sprawozdawczym odbyly si¢ 3 zebrania Prezydium Zarzadu Giéwnego, 4 zebrania plenarne
Zarzadu Gl6wnego, oraz {acznie 83 zebrania organizacyjne w oddzialach (od 11 w Gliwicach do 1 w Rze-
szowie). .

W dniach 21 - 22 maja 1980 r. odbyl sie w Blazejewku Zjazd Delegatéw PTMTS, polaczony z sym-
pozjonem ,,Drgania w ukladach fizycznych™ (patrz oddzielne sprawozdanie w 3 zeszycie 1981 MTIS).

. Dzialalnoéé naukowa

Na zebraniach naukowych, ktore odbyly sie w 14 oddzialach wygloszono 67 referatdw, a-mianowicie:

Lp. Data Prelegent - Temat
Bielsko Biala
1. 13.03. K. Maczyfski Dynamika mechanizméw o zmiennym przetozeniu
. przy uwzglednieniu tarcia w wezlach
2. 6.06. J. R. Moszynski Metody i zastosowania akumulacji energii
3. 19.12. J. Matkowski Twierdzenie o punktach statych jako metoda rozwig-
i zywania roéwnafi
Bydgoszcz .
4. 18.03. E. Lubieniecki Rozklad naprezen w elementach skrzynkowych od
o " docisku sity skupionej
5. 18.06 K. Wernerowski Thimienie drgan wybranych lozysk gazowych
6. 2.12. F. Lubieniecki Wigzary. stalowe o duzej rozpigtoSci wstgpne sprg-
19.12. zone .
Czestochowa
7. 8.05. K. Ciupak Symulacja numeryczna standw przej§ciowych ruchu
samochodu »
8. 15.05. R.M. Evan—Iwanowski Drgania rezonansowe w ukladach mechanicznych
(UsaA)
9. 12,06. J. Elsner Metody uéredniania réwnar konstytutywnych w aero-
mechanice przeptywéw turbulentnych

10.  12.06. S. Drobniak Struktury koherentne w turbulencji przeptywoéw
11, 30.10. T. Chmielniak Przeplyw czyonikéw dwuskladowych w kanalach

maszyn przeplywowych. Aerodynamiczne aspekty
erozji pylowej maszyn przeptywowych.
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Lp.

12,
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.

22,

23.
24,

25.

26.

217.

28.

29,
30.

31.
32.

33.

34,

35.
36.

Data

19.11.
4.12,

4.02.

5.03.
12.03.
15.03.
12.05.
14.05.
14.04.
19.06.
11.09.

2.12.
2.12.

7.05.

4.06.
14.10.

11.11.

28.01.
30.04.

8.01.
4.03.

1.04,
13.0s5.

19.11.
10.12,
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Prelegent

L. N. Sidelkowskij
J. Trojan

J. Bystrzycki
S. Dobrocinski
J. Walaszczyk

Carlos Mota Soares
(Lizbona)

‘R.M. Evan Iwanowski

A. Tomana

J. Wdowicki

B. Chrobot
J. Henrysiak

B. Skalmierski

J. Maryniak
E. Polonis

K. Stoinski

G. Szefer
Eduardo Romano
(Lizbona)

T. Opolski
B. Skierczynski

J. Mames

C. Werbanow
(Bulgaria)

E. Polonis

J. Podgorski

Temat

Gospodarka skojarzona w energetyce przemyslowej
Podstawy matematyczne metody elementu skorczo-
nego

Gdansk

Badania dynamiczne sprezystej belki obciazonej si-
lami krotkotrwatymi i uderzonej pretem
Wybrane problemy brzegowe termosprezystoéei nie-
sprzezonej w ujeciu metody elementéw skoriczonych
O pewnych mozliwosciach zastosowania metod nu-
merycznych do zagadnienia odprezenia gorotwory
Dynamic analysis of plates by mixed elements

Oil whirl and critical instabilities in Roter-Bearing
systems

Resonanse oscillations in mechanical systems

Stability of shells (static)

Zastosowanie S§cistych elementéw skonczonych do
optymalnego ksztaltowania pretowych ukladow
drgajacych

Analiza dynamiczna konstrukcji przy uzyciu jezyka
problemowo-zorientowanego

Matematyczne metody powlok uzebrowanych

Matematyczne modele powlok wzmocnionych na
brzegach

Gliwice

Wplyw stanu naprezed pudla rezonansowego skrzy-
piec na rozklad formatéw w widmie

Wiasno$ci dynamiczne objektéw latajacych

Koncepcja nowego ustroju budowlanego pod tasmo-
ciagi lubelskiego zaglebia weglowego

Analogie elektromechaniczne w zastosowaniu do
oceny obciazen udarowych podpory hydraulicznej

Krakéw

Problemy nauczania mechaniki w RFN
An integrated theory for finite elements and finite
differences

Lublin

Zmiany naprezen ciegna w ukfadach zamknigtych

Wrazliwo$¢ réwnaf rézniczkowych zwyczajnych,
liniowych i nieliniowych na zmiany parametrow

Teoria bezpieczefistwa konstrukcji oparta na roz-
kladach ekstremalnych

Metody wariacyjne w mechanice konstrukcji

Analiza dynamiczna betonowej wstegi sprezonei
O pewnych przypadkach nieliniowych réwnai teorti
powlok i ich zastosowanie



Lp.

37.
38.
35.
40.
41.
42.

43.

45.
46.

47.

48.

49.

50.
51.
52.

53.

54,

55.

56.

Data

21.02.

27.03.

/31,03,

23.10.
30.10.
20.11.

18.12.

29.04.
20.05.
11.11.

17.12.

20.04.

20.06.

31.01.
6.03.
27.03.

14.05.

29.05.

12.06.

15.10.
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Prelegent

K. Kozakiewicz
K. Dems

A.E. Bergles

F. Lothar (NRD)
J. ZajaczKowski
H. Glaser (NRD)

W. Konecki
J. Miskiewicz

M. Radwanski
Z. Waszczyszyn
T. Strzelecki

E. Maciag

A, Szadkowski

C. Cempel

K. Szmidt

P. Wilde

A. Bodnar

S. Berczyniski
K. Grudziaski
R. Kwiat

Z. Gobrecki

S. Berczyfiski
Z. Mincel
H. Broker

W. Frohling (NRD)

Temat
_Lédi

Wystepowanie osobliwosci w zagadnieniach kon-
taktowych

Stateczno$¢ i stan zakrytyczny swobodnie podpartej
tarczy trapezowej poddanej jednokierunkowemu

$ciskaniu
Enbancement of heat transfer
Projektowanie konstrukcji przy pomocy EMC

z aktywnym ekranem

Drgania samowzbudne belki opartej na ruchomej
podporze

Rozwiazanie zagadnienia wiskoplastycznego metoda
elementéw skoriczonych

Zmiany podstawowych wlaciwoéci mechanicznych
mono i bifilamentéw o réznych stopniach skreca-
nia

Opole

Pewne problemy analizy stateczno$ci obrotowo-
symetrycznych powlok sprezysto-plastycznych
Nieliniowa numeryczna analiza stateczno$ci kon-
strukcji

Optymalne wyznaczanie parametré4w modeli me-
chanicznych '

Spektrum odpowiedzi i spektrum Fouriera dla drgani
drogowych

Poznan

Kilka uwag o sposobie objasniania podstawowych
poie¢ mechaniki

Identyfikacja drganiowych stanéw krytycznych ele-
mentow maszyn i konstrukeii

Szczecin

Male drgania sztywnej plyty w paSmie cieczy

Problemy wielowskaznikowej oceny rozwiazani w pro-
cesie optymalizacji

Zagadnienie modelowania i obliczania polaczen $ru-
bowych metoda elementéw skoriczonych

Zastosowanie pélbezmomentowej teorii powlok do
obliczania wieloobwodowych cienkosciennych pre-
tow pryzmatycznych

Algorytm estymacji parametréw liniowych modeli
dyskretnych na przyktadzie modelu drgaf skretnych

Cyfrowe elektroanalogowe zastosowanie réwnania do
symulacji nieustalonych przeplywéw w korytach
otwartych '

Wplyw naprezen spawalniczych na zachowanie sig
plyt w zakresie sprezysto-plastycznym
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Lp. Data Prelegent Temat
57.  29.11. J. Sutocki Stateczne problemy obliczeniowe rurociagéw wiot-
) kich
58. 19.12. A. Majchrzycka Temperatura komfortu w warunkach hiperbarycz-
nych
Warszawa
59. 28.01. A. Oledzki Badania symulacyjne w budowie maszyn
W. Szemplinska-Stupnicka
A. Marusak ‘
60. 10.06. Z. Xaczkowski Zastosowania métody czaso-przestrzennych elemen- .
. téw skoriczonych w dynamice konstrukcji
61. 23.06. J. R. Moszynski Perspektywy energetyczne '
B. Staniszewski
E. Radwanski
Wroclaw
62. 14.01. - J. Sasiadek Sterowanie i modelowanie proces6w o parametrach
roztozonych
63. 5.03. H. Chrostowski Interpretacja zjawiska ,,stukania” zawordéw w pom-
pach ttokowych
64. 23.06. .. Z. Kowal Efekty statyczne w mechanice
65. 24.07. C. Rodkiewicz O przeplywie krwi przez duze arterie
25.07. (Kanada) o
66. 1.12, ' W. Kordylewski Dziwne atraktory w mechanice plynow
67. 18.12. E. Brzuchowski Dylemat polozenia martwego

W oddziale Zielona Goéra odbyly si¢ 53 spotkania naukowe o nastepujacej tematyce:

Wybrane zagadnienia z dynamiki — S. Mazur —9 spotkan

Wybrane zagadnienia mechaniki analityczne] — S. Mazur — 5 spotkan _

Programowanie i obstuga kalkulatora programowego COMPUCORP 425G — S. Pryputniewicz —
4 spotkania :

Teoria niezawodnoéci. Wykorzystanie teorii niezawodnosci do badan niezawodnoSciowych — S,
Iwanski — 3 spotkania

‘Teoria naped 6w ciggnowych — E. Goss — 5 spotkan

Teoria optymalizacji. Programowanie liniowe — J. Kurpiewski — 6 spotkan

Metody numeryczne rozwigzywania wybranych zagadnien inZynierskich — F. Fabi§ — 3 'spotkania

Wykorzystanie metody elementéw skonczonych do wyznaczania sil wewngtrznych w tarczach —
E. Misztal —4 spotkania

Rezonanse przejfciowe w konstrukcjach budowlanych —S. Mazur — 3 spotkania

Funkcje pelzania betonu w konstrukcjach zelbetowych —J. Reiche — 1 spotkanie

Drgania budowli w ujeciu komputerowym L. Szeloch — 10 spotkan

Sympozja i konferencjie maukowe

Gdarnisk — w dniach 14—15.11.1980 r. odbyla si¢ konferencja na temat ,,Problemy losowe w mechanice
konstrukcji” — zorganizowana przez Oddziat PTMTS w Gdansku przy wspéludziale Komitetu InZynierii
Ladowej i Wodnej PAN — Sekcja Mechaniki Konstrukcji oraz Instytutu Konstrukcji Budowlanych Po-
litechniki Gdanskiej .

Gliwice — w dniach 17—22.03.80 r. odbyt si¢ XIX Sympozjon pod hastem ,,Modelowanie w Mecha-
nice” w DW w Szczyrku. W czasie obrad wygloszono 44 referaty, ktére zostaly opublikowane w zbiorze
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referatow. Odbyly sig dwie dyskusje ,,Okraglego stolu” na tematy prac naukowych z mechaniki i dydaktyki.
Bylo okolo 160 wypowiedzi w dyskusjach. W sympozjonie wziglo udzial 77 uczestnikéw z Polski i 1 nauko-
kowiec z Miskolca (Wegry)

Krakéw — w dniach 29—30.09.80 r. odbyl si¢ II Krajowy Sympozjon nt. ,,Wplyw wibracji na oto-
czenie”, ktérego organizatorami byli: Instytut Fizyki Politechniki Krakowskiej, Instytut Mechaniki i Pod-
staw Konstrukcji Maszyn Politechniki Krakowskiej oraz PTMTS O/Krakéw. W Sympozjonie uczestni-
czylo 60 os6b, wygloszono 39 referatoéw, w dyskusji wziglo udzial 41 osob.

}.6d% — Oddzial wspbluczestniczyl w organizowaniu Sympozjonu na temat ,,Kompozyty i konstrukcje
zespolone w budownictwie”, ktéry odbyt sig w dniach 13—I14 maja 1980 r. Opublikowano 19 referatow.
W Sympozjonie wzigto udziat 80 0s6b.

Poznah — w dniach 21—24 maja 1980 r. odby! si¢ IX Sympozjon na temat ,,Drgania w uktadach
fizycznych” w Blazejewku k/Poznania. Wygloszono 81 referatow. W Sympozjonie wziglo udziat 129 uczest-
nikéw.

Warszawa — w dniach 24—27 wrze$nia 1980 r. odby! sig IX Sympozjon ,,Doswiadczalnych badan
w mechanice ciata stalego”. Wplyneto 90 prac, wygloszono 10 referatéw sekcyinych. W Sympozjonie
wzieto udzial okolo 150 uczestnikéw z réznych o$rodkéw naukowych Polski oraz 6 z zagranicy. Opubli-
kowano zbiér referatéw.

Seminarla i kursy

Czegstochowa — odby? sig kurs ,,Metody numeryczne w mechanice plynéw"” — cze$¢ I ,,Programo-
wanie i wykorzystanie minikomputera MERA 400", Wzi¢lo w nim udzial 22 uczestnikéw.

Gdansk — odbyly si¢ 2 seminaria ,,Dynamika stochastyczna” (prof. E. Bielewicz, I i II kwartal po
2 godz. tygodniowo, 12 uczestnikéw) ,,Metoda elementdw skoriczonych w obliczeniach drgan i statecznosci
konstrukeji”® (prof. J. Kruszewski, doc. W. Ostachowicz I—IV.1980 r. po 2 godz. tygodniowo, 8 uczestni-
kow).

Gliwice — Zarzad Oddzialu razem z Instytutem Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Slaskiej
zorganizowal kurs na temat ,,Metoda elementéw skoriczonych dla inZynieréw”. Kurs rozpoczat si¢ 28
" marca pod kierownictwem naukowym prof. A. Jakubowskiego. Uczestniczylo w nim 35 os6b.

Poznan — Oddzial kontynuowat kurs na temat ,,Metody elementow skoficzonych’, ktdry mial miejsce
od 29.19.1979 r. do 30.03.1980 r. Uczestniczyto w nim 44 osoby. Wygloszono 4 wyklady, ktérych wykia-
dowcami byli mgr M. Kwiek, dr M. Ciatkowski i dr K. Magnucki

Szczecin — od 16.11.80 r. prowadzone jest seminarium przez doc. dr inz. M. Kmiecika. Temat ,,Me-
tody elementu skofczonego’. Wyklady odbywaja sig raz w tygodniu i ciesza si¢ zainteresowaniem. Obec-
nych okoto 20 oséb.,

Konkursy naukowe

Czestochowa — II Ogélnokrajowy Konkurs na pracg z ,,Mechaniki Plynéw” Wplyngto 9 prac. Sad
konkursowy zebrat si¢ 12.09.1980 r. w skladzie Prof. Z. Orzechowski (IMP PL) — przewodniczacy, doc.
M. Nowak (IPPT PAN W-wa), dr J. Kolodko — (IBW PAN Gdaifisk), doc. W. Bachmacz (IPKM PCz)
przedstawiciel ZG PTMTS, dr A. Jarza (JMC PCz), mgr inz, M. Trzcifiski (IMC PCz). Przyznano 2 row-
norzedne II nagrody, trzecia i wyréznienie,

Wroclaw — Oddzial zorganizowal konkurs na prace z ,,Mechaniki stosowanej”. Wplynelo 11 prac.
Sad Konkursowy zbieral si¢ w dniach 8—9.12.80 r. w skladzie 7 oséb. Po wysluchaniu opinii recenzentow
postanowiono nie przyzna¢ I nagrody, przyzna¢ II i III nagrode¢ oraz 4 wyrdznienia.

Dzialalno$é wydawnicza

Na dziatalngéé wydawnicza skladajg sie:
— kwartalnik Mechanika Teoretyczna i Stosowana
— materialy wydawnicze z okazji sympozjéw
W 1980 r. wydano 4 zeszyty MTiS o objeto$ci 53,5 ark. wyd.,
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W ramach dziatalno$ci oddziatléw wydano:

Gdansk — Materialy konferencji ,,Problemy losowe w mechanice konstrukcji”.

Gliwice — Zbidr referatow XIX sympozjonu ,,Modelowanie w mechanice” z. 45, Gliwice 1980,
148 stron. Wydano réwniez programy obrad XIX sympozjonu.

1.6dz — wydano 19 referatédw z sympozjonu ,,Kompozyty i konstrukcje zespolone w budownictwie”,

Poznai — Program XIX Zjazd u Delegatéw PTMTS i IX Sympozjonu ,,Drgania w uktadach fi-
zycznych”.

Warszawa — wydano zbior referatoéw i program IX Sympozjonu ,,Doswiadczalnych badan w mecha-
nice ciala stalego™ 24—27 wrzeénia. Sprawozdanic nic obejmuje danych dotyczacych Oddzialu w Rze-
szowie — z powodu braku.



W nastepnym numerze ukaZa si¢ prace:

JUBILEUSZ PROFESORA WITOLDA NOWACKIEGO
IOGuneit Ipodeccopa Buromsna Hogaukoro
Professor Witold Nowacki’ s Jubilee

W. Nowackl, Zagadnienia termospreZystoéci
IIpoGnemsr TepmMoynpyrocTu

Problems of thermoelasticity

D. Rogura, Pola sprz¢zone i nieklasyczne osrodki ciagle
ConpshxerHple TSI M HEKIACCHUYECKHE CIUIOUIHBIE CPERbI
Coupled fields and nonclassical continuous media

J. LemAITRE, Zniszczenie w zakresie lepkoplastycznym
‘PaspylieHde IpH YCJIOBHAX IION3YUECTH
Fracture in creep conditions

K. Grysa, O zagadnieniu odwrotnym dla réwnania falowego
Hexoropast ofpaTtnass 3agaya It BOJHOTO YDaBHCHMS
On an inverse problem for wave equation

H. XamMmiNsk1, Metoda oznaczania wspolczynnikéw charakteryzujacych procesy opisane réwnaniem
parabolicznym .
Mertop, onpepestenns K03 GHUUMEHTOB KOTOPbIE XaPAKTEPUIYIOT (POLEChl U300GpaYKeHbIE YpaBHE—
HHeM NapaGoJIMYeckoro THIA
Metod of detetmination of a coefficients characterizing the processes described by parabolic equation

K. Grysa, Metody okre§lania liczby Biota i wspédlczynnika przejmowania ciepta
Meronst onpenencuus uncia Buora H koadpuumenTa Temioobmena
Methods of determination of the Biot number and the heat transfer coefficient

W. KARMOWSK], S. MazZURKIEWICZ, Wyznaczanie plaskiego pola mapreZenia z obrazu izodyn uzyskiwa-
nych metoda $wiatla rozproszonego
HoBrlii MeTOn AMHTEPNPETHPOBaHMS M30DparkeHUA H30IHH
Determination of plane stafe of stress from the image of isodynes obtained by the method of sca-
tteredlight

J. Komorowskl, J. STUpNICKI, Skoéne prze§wietlanie w metodzie warstwy elastooptycznej
Meron HEKJIIOBHOr0O NPOCBEUMBaHUs (POTOYNPYIHX DOKPBITHI
Obligue incidence in photo-stress method

J. WorNnarROWsKI, St. ZawrtsLak, O klasach 2-drzew w syntezie dyskretnych ukiadéw mechanicznych
O xuaccax 2-HepeBbEB B CHHTE3€ JUCKPETHBIX MEXAHHYECKHMX CHCTEM
On the classes of 2-trees in the synthesis of discrete mechanical systems

Z. Basista, Optymalne ksztaltowanie belki trojwarstwowej w procesie ustalonych harmonicznych drgaiy
wymuszonych )
OnTumansHoe GhOpMHAPOBAHME TPEXCIIONHON GallKM B MPOIECCe YCTAHOBMBILMXCA TIapMOHMUECKUX
BBLIHY>XXIEHHBIX KoJeOaHui -
Optimal design of the three-layer sandwich beam under stable harmonical excitation

J. BracHUT, Analiza stateczno$ci pryzmatycznych lukéw o osi odksztalca nej
Apamis yCroluMBOoCTA MPU3MATAYCCKHX GaN0K
Stability of extensible prismatic arches

P. WrzECIONIARZ, Stateczno$é eulerowska pretéw przekladkowych z rdzeniem o zmiennej charakterystyce
Oitneposa yCTONYABOCTE TPEXCIOMHLIX CTEDIKHENR C SATIONIHATENEM O TICPEMEHHON XapaKTEPHCTHKeE
Overall instability of sandwich struts with a core of variable characteristic

LisT po Repakcit J. WAéLAwnc, O pewnych rozwiazaniach réwnania dyfuzji w przestrzeni dystrybucji
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Cena z¥ 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
rocznie z} 120.—

pbdirocznie z1 60.—

Prenumeratg na kraj przyjmujg Oddzialy RSW ,Prasa-Ksigzka-Ruch”, oraz
urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I pélrocze roku nastepnego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwca na I poélrocze roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju
zaklady pracy zamawiaja prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-
Ksigzka-Ruch”, w miejscowosciach za$§, w ktérych nie ma Oddziaté6w RSW w urze-
dach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumerate wylgcznie w urzedach pocztowych
i u doregczycieli.

Prenumerate ze zlecemem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa-Ksigzka-
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto NBP XV Oddzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach padanych
dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest drozsza od-prenumeraty kra-
jowej o 50% dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla zleceniodawcow
instytucji i zakladéw pracy.

Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni Wydaw—
nictw Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter)
00-901 Warszawa oraz w ksiegarniach naukowych ,,Domu Ksiazki”.

A subscription odrer stating the period of time, along with the subscribe’s name
and address can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade
Enterprise Ars Polona — Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiegcie,
P.0Q. Box 1001, Poland, Please send payments to the account of Ars Polona — Ruch
in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOW ANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwar-

talnik. Zeszyty z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor. T. 19, z. 4, s. 509—628, Warszawa 1981, Indeks 36523
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