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PROTESOR WACLAW OLSZAK
(1902 - 1980)

Nauka polska poniosta dotkliwg strate. Dnia 8 grudnia 1980 r. odszedt od nas na zawsze
jeden z najwybitniejszych mechanikéw polskich — Profesor Waclaw Olszak. Przez os-
tatnie 11 lat swego bogatego i pracowitego zycia pelnil obowigzki Rektora Rezydenta
Migdzynarodowego Centrum Nauk Mechanicznych (CISM) w Udine we Wloszech.

Jego encrgia w dzialalnosci naukowej i organizacyjnej wydawata sie niespozyta. Jeszcze
na Kongresie Migdzynarodowej Unii Mechaniki Teoretycznej o Stosowanej (IUTAM)
w Toronto w sierpniu 1980 stuchaliémy z zainteresowaniem jak wyglaszal referat (wspdlny
z prof. Z. Bychawskim) i podziwialiémy jego aktywno$¢ w organizowaniu nowych sym-
pozjéw, konferencji i wykladédw, w nawigzywaniu kontaktéw naukowych oraz w zache-
caniu do dzialalno$ci naukowcj. Niedawno, w marcu 1981, odbyla si¢ jedna z tych konfe-
rencji organizowana przez IUTAM/CISM, niestety juz bez udzialu jej gtéwnego promo-
tora (Symposium on crack formation and propagation, Tuczno 22 - 27 marca 1981).

Spis prac naukowych i technicznych Profesora Wactawa Olszaka obejmuje imponujaca
liczbg ponad 300 pozycji, w tym dziesig¢ monografii naukowych. Pierwsza jego praca
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naukowa ukazata sig drukiem w roku 1923, ostatniec beda si¢ jeszcze ukazywaé przez
pewien czas.
70-lecie urodzin Wactawa Olszaka zbieglo sig z jubileuszem 50-lecia Jego dzialalnosci
naukowej. Mechanika Teoretyczna i Stosowana wydala z tej okazji specjalny zeszyt
(2, 10 (1972)), ktory zawieral oméwienie dzialalnosci naukowej i organizacyjnej Jubi-
lata oraz przegladowe i oryginalne prace Jego wspdipracownikow i uczniéw, Nie powta-
rzamy tu omdwienia zastug naukowych i zaszczytdéw, ktorych dostapil Profesor Waclaw
Olszak, cztonek PAN i wielu zagranicznych akademii nauk, doktor honoris causa wielu
uniwersytetéw w kraju i zagranicg. Wspomnimy jedynie, ze znalazt On czas i cheé by
w okresie powstawania naszego Towarzystwa by¢ jego czlonkiem zaloZycielem oraz wice-
prezesem i czlonkiem Zarzadu Gtéwnego PTMTS w latach 1958 - 1962. W uznaniu zastug
naukowych w dziedzinie mechaniki w szczegélnoSci w teorii plastycznoéci oraz w dzialal-
nosci na rzecz rozwoju Towarzystwa, PTMTS nadato mu w roku 1970 najwyzszg godnosé
cztonka honorowego.
Zegnamy z glebokim Zalem Wielkiego Mechanika, Nauczyciela wielu z nas, zyczliwego
Czlowieka.
Redakcja
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
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Wstep

Mechanika newtonowska punktéw materialnych, podobnie jak i inne dzialy fizyki
teoretycznej, jest teorig opisujaca pewna klase zjawisk fizycznych przy pomocy odpowied-
nich modeli matematycznych. Modele te formulowane sa z reguly w ramach aparatu
pojeciowego analizy matematycznej. Tym samym wszystkie wartosci dowolnej funkeji
liczbowej (wystepujacej w znanych w mechanice modelach zjawisk) sa wielkosciami
»tego samego rzedu” tj. naleza do tzw. archimedesowych systeméw wielkoéci. Oznacza to,
Ze dla kazdych dwéch dodatnich skalarowych wielkosei fizycznych «, b, ktdre sa porowny-
walne (tj. a = b lub'a < b lub a > b), istnieje zawsze liczba naturalna n taka, ze na > b.
Tworzenie matematycznych modeli zjawisk uwzgledniajacych wietkosci ,,réznych rzedow”
wymaga zastosowania bardziej ogdlnego aparatu analitycznego, dysponujacego niearchi-
medesowymi systemami wielkodci. Systemy takie spotykamy w tzw. analizie niestandar-
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dowej, w ktérej procz liczb rzeczywistych ,standardowych” mamy takze do czynienia
z liczbami ,,nieskonczenie matymi’ i ,,nieskonczenie wielkimi’ co do wartosci bezwzgled-
nej.

Poczatek rozwoju analizy niestandardowej przypada na rok 1961, w ktorym zostala
ogloszona praca A. RoBINSONA [l]. Wprawdzie istnienie niearchimedesowych systeméw
wielkogci bylo znane juz wezesniej, niemniej dopiero w [1] wykazano, Ze moga by¢ one
konstruowane przy pomocy pewnych procedur prowadzacych do rozszerzenia pojgcia
liczby rzeczywistej. Pelny wyklad podstaw analizy niestandardowej zawiera monografia
A. ROBINSONA [2] z roku 1966 (por. takze opracowanie M. MACHOVERA i J. HIRSCHFEL-
DA [3] oraz monografi¢ M. DAvIEsA [4]). Warto nadmieni€, ze A. Robinson, bedacy twérca
niestandardowej analizy, byt tez wspélautorem (wraz z P. J. Kelemenem) pierwszej pracy
po$wigcone]j zastosowaniu metod analizy niestandardowej w fizyce teoretycznej, [5].
Przeglad prac A. Robinsona na temat niestandardowej analizy zawiera drugi tom opra-
cowania [6]. Szereg prac dotyczacych réznych zagadnien analizy niestandardowej oraz jej
zastosowan moZna znalezé w opracowaniach pokonferencyjnych [8, 9].

Korzystanie z wielkosci ,,nieskoficzenic matych’ lub ,,nieskoiiczenie duzych” w me-
chanice Newtona punktu materialnego jest fizycznie umotywowane; przykladowo sko-
kowa zmiana prgdkosci punktu materialnego prowadzi do nieskonczonej wartodci przys-
pieszenia, zderzeniom punktéw materialnych towarzysza nieskonczone wartodei sit a skon-
czone zmiany pedu, kretu lub energii moga zachodzi¢ w nieskonczenie matych przedzia-
tach czasu. Wprowadzenic do mechaniki nicarchimedesowych systeméw wielkoéci, ty-
powych dla analizy niestandardowej, umozliwia nadanie wielkosciom nieskonczonym
charakteru iloSciowego (tj. traktowanie ich tak samo jak liczb skoficzonych) i glebsze
wniknigeie w strukturg wymienionych powyZej sytuacji fizycznych.

Zasadniczym celem pracy jest sformulowanie podstaw i opis nicktérych zagadnien
nechaniki Newtona (mechanikiskonczonych ukiadéw punktéw materialnych) przy uzyciu
analizy niestandardowej jako aparatu matematycznego teorii. W ramach takiego sfor-
mulowania mozemy tworzy¢ nowe modele matematyczne zjawisk, ktére opisuje i bada
mechanika. Sa to modcle nie majace znanych odpowiednikéw w dotychczasowym sformu-
towaniu mechaniki Newtona. W szczegdinosei, jako przypadek réwnan mechaniki skon-
czonych lecz ,,niestandardowych” ukladéw punktow materialnych otrzymamy znane
réwnania mechaniki kontinuum. Tym samym analiza niestandardowa jest pomostem
migdzy mechanikg ,,dyskretng” a mechanika kontinuum materialnego. Zastosowania
analizy niestandardowej w mechanice przedstawione w pracy maja wiec dwojaki charakter;
z jednej strony prowadzg do pewnych ,standardowych’ sformulowani (analiza niestan-
dardowa jest wtedy stosowana jako metoda), z drugiej strony otrzymujemy relacje, ktére
moga by¢ wyrazone wylacznie przy wykorzystaniu poje¢ niestandardowych (np. relacja
migdzy tensorem napreZzenia a oddzialywaniami punktéw materialnych).

Przedstawione ponizej opracowanie sklada si¢ z trzech rozdzialéw. Rozdzial
pierwszy to wprowadzenie do analizy niestandardowej, korzystajace z cytowanych juz
monografii [2, 4] oraz pierwszych ustgpéw opracowania W. A.J. LUXEMBURGA [7].
Drugi rozdzial podaje podstawy mechaniki Newtona jako fragmenty pewnego systemu
relacyjnego i omawia niestandardowe rozszerzenie tego systemu. Prowadzi to do niestan-
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dardowego modelu mechaniki Newtona. Jedno z prostych zastosowan tego modelu podano
w rozdziale trzecim. Bardziej zlozonym przypadkom zastosowafl bedzie po$wigcona
oddzielna praca. Catosc opracowania ogranicza sig do zastosowania analizy niestandar-
dowej w mechanice Newtona skoriczonych uktadéw punktéw materialnych.

1. Co to jest analiza niestandardowa??

1.1. Systemy relacyine. Podstawy analizy niestandardowej sa nierozerwalnie zwiazane
z podstawami logiki matematycznej, a w szczegélnosci z dzialem logiki zwanym teoria
modeli. Tym samym odpowiedZ na pytanie ,,co to jest analiza niestandardowa?’ poprzedzié
nalezy wprowadzeniem pewnych poje¢ z ktérych korzysta teoria modeli. Punktem wyjscia
rozwazan jest pojecie systemu relacyjnego jako pewnego systemu obiektow zwanych re-
lacjami. W systemie tym wyrdéznimy przede wszystkim obiekty zwane elementami indy-
widuowymi. Przyjmujemy a priori, ze si to pewne elementy ,,pierwotne” (urelemente),
tj. takie o ktorych nic nie zakladamy procz tego, Ze nie sa one zbiorami. Wszystkie inne
obiekty systemu relacyjnego sa utworzone przy pomocy elementéw indywiduowych, przy
czym bedziemy rozréznia¢ obiekty réznego typu (jak zbiory, relacje n-cztonowe, relacje
miedzy relacjami etc.). Wprowadzajac najpierw czysto formalnie pojgcie typu, podamy
nastepnie definicj¢ systemu relacyjnego.

Klase wszystkich typow oznaczymy przez T i zdefiniujemy indukcyjnie przyjmujgc, Ze:

1° 0 jest typem (zamiast symbolu ,,0”” mozna wprowadzi¢ np. symbol ,,%°, por. {10]
s. 205, lub dowolny inny symbol),

2°jesli 7., ..., 7, sa typami to v = (v, ..., 7,) jest typem,

3° T jest najmniejsza klasa spetniajaca warunki 1°, 2°.

Systemem relacyjnym nazwiemy indeksowang rodzine zbiordw Wi = (B,).cr taka,
ze:

1° B, jest danym nieskonczonym zbiorem elementéw indywiduowych (elementy te
bedziemy takZe nazywaé relacjami typu zero),

2° B, dla 7 = (0, ..., 0) (n razy) jest dla kazdego n, n > 1, danym zbiorem relacji
n-czlonowych w B, (tj. zbiorem podzbioréw w By X ... x By, n razy; kazdy z tych pod-
zbioréw nazwiemy relacja typu (0, ..., 0),

3° jezeli B, ..., B, ,n =1, sg juz zdefiniowanymi zbiorami relacji odpowiednio
typéw t,, ..., 7,, to B, dla v = (7, ..., 7,) jest danym zbiorem relacji n-czlonowych
w produkcie B, x ... x B, (tj. zbiorem podzbioréw w B, x ... X B, , z ktérych kazdy
nazwiemy relacjg typu (t,, ..., 7,)).

Zgodnie z powyzsza definicja, dla kazdego = & T, zbidr B, jest zbiorem relacji typu 7,
np. By jest znanym zbiorem zbioréw elementdéw indywiduowych (ogdélnicej B, jest zna-
nym zbiorem podzbioréw zbioru B,) a k-ta dziedzing relacji typu (74, ..., 7,), ! £ k € n,
tworzg relacje typu 7. System IR zawiera tylko relacje okre§lonego typu (zgodnie z tzw,
zasadg czystosci typdw, por. np. [10], s. 214) tj. nie wystepuja w nim takie obiekty jak

D Rozdziat ten zawiera ogblne wprowadzenic do analizy niestandardowej, niezbgdne do zrozumienia
lektury dalszej czesci pracy. Przedstawione tu podejécie korzysta z pojecia systemu relacyjnego i teorii
typbw, por. np. [2,7]; podejécie alternatywne, teoriomnogosciowe omowiono w [4] (por. takze [13]).
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np. zbiory utworzone z elementow indywiduowych i zbioréw tych elementow. Dla kazdego

reT i+ 0,zbiér B, nie musi zawiera¢ wszystkich relacji typu 7; w szczegélnosci moze

byé zbiorem pustym. System relacyjny zawierajacy wszystkie relacje wszystkich typow

nazwiemy zupelnym; w systemie takim dla kazdego v = (7y, ..., 7,) mamy B, x ..
. XB, €Bu, s B2 1.

Niech M = (B,):er bedzie danym (niezupelnym) systemem relacyjnym oraz nicch
(4)ser bedzie zupelnym systemem relacyjnym takim, ze Ao = Bo. Relacje nalezace do
ANGB,, v € T, nazwiemy wtedy zewngtrznymi (wzglegdem IN) a relacje nalezace do B, —
relacjami wewnetrznymi (wzgledem 9). Zbioér wszystkich relacji wewnetrznych wszyst-
kich typéw oznaczymy przez M. Z definicji Ao\ B, = 0 tj. wszystkie relacje typu zero
s3 wewngtrzne.

Celem opisu systemu relacyjnego M wprowadzamy pewien jezyk formalny L. Jezyk
ten zawiera, miedzy innymi, zbiér symboli C, zwanych stalymi. Wprowadzajac dowolne
lecz ustalone i wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru M na pewien podzbiér
zbioru C, stwierdzamy, ze kazda relacja systemu )1 jest oznaczona przy pomocy pewnej
statej jezyka L. Précz statych jezyk formalny zawiera tez inne symbole (takie jak funktory
zdaniotwércze, kwantyfikatory, nawiasy, symbole do oznaczania zmiennych, ete.) przy
pomocy ktérych, w pewien okre§lony sposéb, budujemy formuly jezyka L. Spoéréd
réznych formut jezyka L interesowaé nas dalej beda jedynie formuty, ktére dotycza systemu
relacyjnego 9t nazwiemy je zdaniami okreslonymi w systemie 9. KaZda taka formula
zawiera¢ moze wiec jedynie te stale jezyka L, ktére oznaczaja pewne relacje systemu i;
ponadto wszystkie symbole formuty oznaczajace zmienne (jesli wystepuja) musza byé zwig-
zane kwantyfikatorami. Kazde zdanie okreé$lone w systemie 9t moze byé w tym systemie
prawdziwe lub falszywe,

W dalszym ciggu zalozymy, ze dany jest pewien zupelny system relacyjny I = (8,)ccr
oraz zbioér zdan jezyka L prawdziwych w tym systemie. Zbior ten oznaczymy przez K,
nazywajgc system 9t modelem zbioru zdan K.

1.2. Modele nlestandardowe. Niech teraz *IM = (*B,)..r bedzie systemem relacyjnym
réznym od IR, ktérego zbidr wszystkich relacji *M zostal wzajemnie jednoznacznie od-
wzorowany na pewien podzbiér zbioru C statych jezyka formalnego L (tj. jezyka wprowa-
dzonego poprzednio do opisu systemu ). Jezeli kazde zdanie prawdziwe w N jest jed-
noczesnie prawdziwe w *I) to system relacyjny *IN nazwiemy niestandardowym modelem
zbioru zdan K?. Latwo zauwazyé, ze zbidr relacji M mozna zanurzyé w *M; kazdy
bowiem element w M jest oznaczony przy pomocy pewnej stalej jezyka formalnego L,
ktéra jednoczesnie oznacza pewien clement w *M. Relacje systemu *IN, ktére sg ozna-
czone tymi samymi stalymi co pewne relacje systemu I, bedziemy nazywaé standardo-
wymi. W dalszym ciagu zbidr relacji standardowych systemu *IR bedziemy oznaczaé
symbolem M, tj. symbolem oznaczajgcym zbiér relacji systemu 9. Podobnie przez B,
oznaczymy rowniez zbidr relacji standardowych typu 7, bedacy podzbiorem zbioru *B,.
Taka niejednoznaczno§¢ oznaczen nie prowadzi do nieporozumien, gdyz zasadniczym
przedmiotem rozwazan jest dalej system relacyjny *IN. Zachodzi jednak pytanie, czy
system *Yt zawiera takZe relacje nie standardowe. Pozytywna odpowiedz na to pytanie

# Podobnie kazde zdanie prawdziwe w *M i okreflone w M jest takze prawdziwe w 9.
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jest zwigzana z pojgciem tzw. relacji wspotbieznych w systemie 9. Relacje (R) € B,,
gdzie v = (v, 7,), nazywamy wspotbiezna (jest to wigc relacja binarna) gdy dla kazdego
skoriczonego ciagu elementéw a,, a,, ..., a, € dom(R) istnieje element b eran (R)®
taki, ze (a,,b) € (R), (a;, b) € (R), ..., (@, b) € (R). Kazdej relacji wspélbieznej w M
odpowiada relacja standardowa (*R) w *I (oznaczona w jezyku L sa samgq stata). Mozna
wykazag, ze istnieje element ¢ € ran (*R) spelniajacy warunek: (*a, ¢) € (R) dla kazdego
*q e dom (R). Nie uzasadniajac powyzszego stwierdzenia (por. np. [2]) zauwazmy, Ze
relacja # (,,nie rowna sig™), ktérej dziedzing i przeciwdziedzing jest dowolny nieskon-
czony zbidr B, , jest relacja wspotbiezna typu v = (7,, 7;) w systemie relacyjnym .
Tym samym istnicje element c € *B, taki, Ze *a # ¢ dla kazdego *a € B, . Element ¢
jest wiec niestandardows relacja typu v, w *I. Wykazuje si¢ takze, ze system relacyjny
*R, ktéry nazwiemy rozszerzeniem zupelnego systemu I, jest niczupelny. Tym samym
bedziemy mie¢ dalej do czynienia z relacjami standardowymi (ktére sg zawsze wewnetrzne),
z relacjami wewnetrznymi niestandardowami oraz z relacjami zewngtrznymi (nie naleZa-
cymi do *M lecz nalezacymi do pewnego zupelnego systemu relacyjnego, w ktorym *B,
jest zbiorem elementow indywiduowych). W szczegolnosci kazdy nieskonczony zbidr B,
jest relacja zewnetrzng typu (t) (por. [6], s. 378).

W dwoch nastepnych podrozdzialach pracy podamy dwa proste przyktady ilustrujgce
rozwazania ogoélne naszkicowane powyzej. Zgodnie z tymi rozwazaniami bedziemy zakla-
da¢, ze:

1° dany jest pewien zupelny system relacyjny M = (B.).er, W ktorym zbior B, ele-
mentéw indywiduowych jest nieskonczony, wraz ze zbiorem zdan K prawdziwych w tym
systemie (moéwiac pogladowo, jest to zbidr zdan ,,opisujacych’ system 1),

2° istnieje system relacyjuy niezupetny *IR = (*B,).cr, bedacy rozszerzeniem sys-
temu YN (tj. B, = *B, dla kazdego 7 €T), ,,opisywany” tym samym zbiorem zdan K
co system IN; kazde zdanie prawdziwe w 9 jest wiec takze prawdziwe w *It (jednakze
przy zastrzezeniu, ze dotyczy ono wylacznie relacji wewnetrznych wzgledem *!),

3° wsystemie “9N = (*B,).r istnieja relacje wewngtrzne niestandardowe (tj. nalezace
do *B,\ B,), ktorych istnienic wykazujeiny tworzac relacje wspdibiezne w .

Dowolna procedure analityczng w ramach ktdrej wprowadzamy niestandardowy
model *§Jt zbioru zdad K (prawdziwych w pewnym systemie relacyjuym 1) nazwiemy
dalej analiza niestandardows.

1.3. Liczby rzeczywiste w analizie nlestandardowej. Jako system relacyjny M = (B,).er Przyi-
miemy teraz system zupelny w ktérym zbiorem B, elementéw indywiduowych jest zbidr R
liczb rzeczywistych. Przedmiotem rozwazan bedzie rozszerzenie *IN = (*Blrer SYS-
temu IN. Oznaczajac *R = *B,, réwniez elementy zbioru *R (j. elementy indywiduowe
systemu *Yt) nazwiemy liczbami rzeczywistymi. Zgodnie z przyjetymi poprzednio zajo-
zeniami mamy R < *R, gdzie R jest teraz zbiorem standardowych liczb rzeczywistych.
Sg to liczby oznaczane w jezyku L tymi samymi stalymi co liczby rzeczywiste w 9Jt. Po-
niewaz relacja < (,,mniejszy niz’’) w zbiorze R jest wspdlbiezna, przeto istnieje liczba
a € *R taka, ze r < a dla kazdego r € R. Tym samym istnieje liczba rzeczywista wigksza
od wszystkich standardowych liczb rzeczywistych. Podobnie wykazujemy, Ze istnieje

¥ Symbole dom (R), ran (R), oznaczajg odpowiednio dziedzing i przeciwdziedzing relacji (R).
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liczba rzeczywista mniejsza od wszystkich standardowych liczb rzeczywistych. Liczby
takie nazwiemy nieskonczonymi. W zbiorze *R sa okreslone wszystkie te relacje, ktére sg
okreslone dla znanych w analizie liczb rzeczywistych. Sg to relacje standardowe systemu
#J. Tym samym dowolne elementy zbioru *R mozna dodawaé, mnozyé¢, i dzieli¢ (za wy-
jatkiem dzielenia przez zero) otrzymujac elementy zbioru *R. W szczegdlnosci istnieje
liczba € = a~1, gdzie a jest liczba nieskonczona; liczbe takg nazwiemy infinitezymalng.
Fatwo wykazaé, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb nieskoficzonych (zbiér *R nie jest
ograniczony gdyz nie jest ograniczony zbidr ,,klasycznych’ liczb rzeczywistych) a wiec
istnieje takze nieskoficzenie wiele liczb infinitezymalnych. Zbiér wszystkich liczb infi-
nitezymalnych oznaczymy przez p(0), #(0) < *R. Jesli a jest dowolng lecz ustalong liczba
rzeczywista to przez p(a) oznaczymy zbidr wszystkich liczb postaci a+e¢, gdzie ¢ jest do-
wolng liczba infinitezymalng ; zbiér taki nazywamy monadg liczby a. Liczbg rzeczywista,
ktéra nie jest nieskoficzona, nazwiemy skonczong. Mozna wykazaé, ze kazda skoficzona
liczba r daje si¢ jednoznacznie przedstawié w postaci sumy r = % ¢, gdzie % e R,
& € u(0). Liczbg standardowa °r nazywamy wtedy czescia standardowa liczby skonczonej r.
YTatwo wykazad, Ze nie istnieje w zZadnej monadzie w *R liczba najmniejsza lub najwigksza.
Podobnieliczby takie nie istnieja w zbiorach liczb nicsk oniczonych dodatnich i ujemnych.

Zbiér liczb naturalnych jako podzbidr zbioru liczb rzeczywistych, jest okreélony pewng
relacja typu (0) w IN. Ta sama relacja w *I (bedaca relacja standardowa) okresla w *R
podzbidr *N, ktdérego elementy nazywamy w dalszym ciggu liczbami naturalnymi. Oznaczmy
ponadto przez N zbiér liczb naturalnych w *¥, ktérego elementy sa oznaczane (w jezyku L)
przy pomocy tych samych statych co znane liczby naturalne. Elementy zbioru N, N = *N,
nazwiemy standardowymi liczbami naturalnymi. tatwo wykazaé, Ze wszystkie niestan-
dardowe liczby naturalne sa nieskonczone. Kazdy zbiér postaci {ay, ..., a,}, a € *B,,
nazwiemy skonczonym nawet, gdy » jest nieskoficzona liczba naturalng. Gdy » jest skon-
czona (a wigc standardowa) liczba naturalng, ciag ten nazwiemy S — skoriczonym (stan-
dardowo skonczonym). Zbiér liczb rzeczywistych dodatnich jest systemem niearchime-
desowym w tym sensie, Ze nie dla kazdych a, b € *R" istnieje liczba naturalna skonczona n
taka, Ze na > b (liczba n, wystgpujaca w definicji archimedesowego systemu wielkosci,
por. Wstep, jest skonczong liczbg naturalng).

W powyzszych rozwazaniach pojawiaja si¢ w sposob naturalny takie podzbiory zbio-
ru *R jak p(a), *R\R, R, *N\N, N. Jako zbiory elementéw indywidualnych (relacji
typu 0) sa to wige relacje typu (0). Zachodzi pytanie, czy relacje te naleza do *M, tj. czy
sg relacjami wewnetrznymi. Celem wykazania, Ze relacja *N\V jest zewnetrzna (tj. ze
zbidér nieskonczonych liczb naturalnych nie nalezy do *B,) wezmy pod uwage zdanie
»»-kazdy nie pusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera element najmniejszy’’. Zdanie
10, jako prawdziwe w systemie relacyjnym- 9t (dla B, = R) jest takze prawdziwe w jego
rozszerzeniu *IM (gdzie *B, = *R). Z drugiej jednakze strony nie istnieje najmniejsza
nieskornczona liczba naturalna (gdyby » bylo taka liczbg, to n—1 byloby liczba skoriczona,
co nie jest prawda). Tym samym zbiér *N\N jest relacja zewnetrzng. Podobnie zewnetrz-
nymi sa wszystkie powyzej wymienione podzbiory zbioru *R.

Dowody powyzszych twierdzen wraz z doktadnym omdwieniem wprowadzonych pojeé
a takze niestandardowe ujecie rachunku rézniczkowego i calkowego jest tematem trze-
ciego rozdziatu monografii Robinsona [2].
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1.4. Przestrzenie metryczne w analizie niestandardowe]. Przestrzenia metryczna nazywamy
pare (7, o) gdzie T jest pewng przestrzenig punktowa a ¢: Tx T — R jest funkcja, ktora
kazdej parze punktéw x, y € T przyporzadkowuje nieujemng liczbg p(x, y) (odleglosé
punktéw x,y), przy czym dla dowolnych x, y, ze T mamy: 1° o(x, y) = o(y, x), 2°
o(x,y) = 0 tylko gdy x = y, 3° o(x, »)+eo(y, 2) = o(x, z). Celem zastosowania analizy
niestandardowej do teorii przestrzeni metrycznych wprowadzimy zupelny system relacyjny
M = (B)rer w ktérym T'< By i Rc By, tj. w ktdrym przestrzen 7' i zbidr R sg relacjami
typu (0). Relacje te sa standardowymi relacjami w rozszerzeniu *IN = (*B,),cr Sys-
temu M. Tym samym *T < *B,, *R < *B,, gdzie wlasnoéci zbioru *R liczb rzeczywistych
zostaly oméwione w poprzednim rozdziale, Zbidr standardowych punktow przestrzeni *T
oznaczymy przez T. Monada dowolnego punktu x € *T' nazwiemy zbidr p(x) punktow y
takich, ze p(x, y) jest liczby infinitezymalna. Galaktyka dowolnego punktu x € *T naz-
wiemy zbidr G(x) punktéow y, takich, ze o(x, y) jest liczba skoficzona; wszystkie punkty
standardowe naleza oczywiscic do jednej galaktyki, ktéra nazywamy gtdwna.

Topologie w przestrzeni *T, ktorej baza jest zbidr wszystkich kul B(x,r): =
= {ylo(x, ») < r}, x €*T, r e *R*, nazywamy Q-topologia. W przestrzeni *T wprowa-
dzimy takze topologig, ktérej bazg bedzie zbidr tzw. S-kul, S(x, r) := {¥|%(x, ) < r},
xe*T, re R, o standardowych promieniach r (symbol %o(x, y) oznacza czes¢ standar-
dowgq skoniczonej odlegtosci o(x, y) dowolnego punktu y kuli od jej $rodka x); wprowadzo-
na topologi¢ nazywamy S-topologia (standardowa topologia). Topologia ta odgrywa
wazng role w zastosowaniach analizy niestandardowej w mechanice. Korzystajac z S-to-
pologii, dla dowolnego (wewngtrznego lub zewngtrznego) podzbioru D, D < *T, wpro-
wadzimy pojecia jego S-wnetrza, S-domknigcia oraz S-brzegu. Dla zbioréw wewngtrznych
mozna wykazaé, ze zbiory: S-intD := {x|u(x)< D}, S-closD := {x|u(x) n D # ¢}
oraz S-bound D := {x]u(x) " D # OAau(x)n (*T\D) # 0} sa kolejno: S-wnetrzem,
S-domknigciem 1 S-brzegiem zbioru wewnegtrznego D.

Niech (x,)yc«n bedzie dowolnym ciagiem w *T. Punkt x € *T nazwiemy F-granica tego
ciggu gdy dla kazdego ¢ € R* istnieje n, € N takie, ze o(x, x,) < & dla wszystkich n > ng;
w powyzszej definicji e, ny sq liczbami standardowymi. Latwo zauwazyé, Zze gdy x jest
F-granica ciagu (x,) to kazdy punkt nalezacy do monady u(x) jest takze F-granica tego
ciggu. W czwartym rozdziale tej pracy bedziemy korzystaé z nastepujacego twierdzenia:
ezeli x jest F-granica ciagu wewnetrznego (x, ).« W *7T, to istnieje nieskonczona liczba
naturalna A, 4 e *N\WV taka, ze odleglos$é o(x, x,,) jest infinitezymalna dla wszystkich
nieskoniczonych m spelniajacych warunek m < A. Tym samym kazdy punkt x, gdzie
m < Aime*N\WN jest F-granica ciggu wewnetrznego (X,)pein-

Niech D bedzie dowolnym podzbiorem w gidwnej galaktyce przestrzeni *T'; symbolem
°D oznaczymy wtedy podzbidér *T zawarty w T (tj. ztozony wylacznie z punktéw standar-
dowych) zdefiniowany przez °D := {x|x € TA u(x)n D # 0}. Niech nastepnic f: D — *R
bedzie funkejg o dziedzinie D, przyjmujaca jedynic wartosci skoriczone i takg, ze dla kaz-
dego x € D mamy f(u(x)n D) = u(f(x)). Tym samym dla kazdego x € D istnicje doktadnie
jeden punkt °x € °D oraz dla kazdego f(x), x € D, istnieje doktadnie jedna liczba standar-
dowa y, y € R, dana przez y = %f(x) (tj. bedaca czescia standardowa liczby f(x)) i taka sama
dla wszystkich x € u(°x) n D. Przyjmujac °y = °f(°x) dla kazdego °x €°D, zdefiniujemy
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funkcje °f:°D — R. Funkcje te nazywamy czgscig standardowa funkcji /2 D — *R,
Mozna wykazaé, ze gdy funkcja f: D — *R jest zdeliniowana i S-ciagla (tj. ciaghy w
S-topologii) na wewnetrznym zbiorze D, to jej czgsé standardowa °f jest jednostajnic cig-
gla na °D. Gdy D jest zbiorem wewngtrznym w *T' to oD jest zbiorem domknigtym w T,

Szersze oméwienie wprowadzonych tu poje¢ oraz dowody powyzszych twicrdzen
mozna znalezé w czwartym rozdziale monografii A. ROBINSONA [2].

2. Niestandardowy model mechaniki Newtona.

2.1. Analiza niestandardowa 2 mechanika. Analiza niestandardowa w matematyce znajduje
zastosowanie jako metoda dowodzenia ,standardowych’ twierdzen; cclem wykazania
prawdziwosci pewnego zdania w systemie relacyjnym I = (B,),.r wystarczy wykazaé
jego prawdziwosé w systemie rozszerzonym *¥ = (*B,),.r co zwykle zdecydowanie
upraszcza dowdd. Niezaleznie od znaczenia analizy niestandardowej jako metody dowo-
dzenia ,,standardowych’ twierdzen, przedmiotem badan mogg byé rozszerzonc syste-
my *IN. Traktujac mechanike Newtona jako pewien fragment matematyki sformulujmy
ja w postaci zbioru zdan prawdziwych w pewnym zupelnym systemie relacyjnym 9 =
= (Brer. Tym samym relacje mechaniki Newtona zanurzymy w zbiorze M relacji sys-
temu IN. Pojecia pierwotne mechaniki bedg odgrywaé rolg clementéw indywiduowych
(relacji typu zero) a prawa i twierdzenia mechaniki beda zdaniami prawdziwymi w syste-
mie relacyjnym IN. Wprowadzajac nastgpnie rozszerzenie *I = (*B,),cr systemu IN
bedziemy rozpatrywa¢ mechanik¢ w ramach analizy niestandardowej w podobny sposéb,
jak w poprzednim rozdziale w ramach analizy niestandardowej byly badane nicktore
elementy teorii przestrzeni metrycznych. Wszystkie prawa i twierdzenia mechaniki nic
zmieniajg przy tym swej postaci bedac zdanjami prawdziwymi w systemie rozszerzonym #M.
Moéwigc pogladowo, procedura taka nie zmienia tresci samej mechaniki lecz wyraza ty
tres¢ przy pomocy bardziej bogatego aparatu analitycznego. Nawiazujge do uwag przedsta-
wionych we wstepie tatwo zanwazyé, ze zastosowanie analizy nicstandardowej pozwoli
na jednoczesne rozpatrywanic w mechanice wiclkodci ,,réznego rzedu” (skonczonych
I nieskoniczonych); konsekwencja tego bedzie, miedzy innymi, nowa interpretacia wigzdw
w mechanice Newtona oraz mozliwo$¢ otrzymania ,,standardowych” réwnan mechaniki
kontinuum jako przypadku szczegéinego mechaniki skonczonych (lecz niestandardowych)
ukladow punktdéw materialnych.

Przydatno$¢ mechaniki do opisu pewnych zjawisk przyrody rozstrzyga doéwiadczenie.
Tym samym wartoéciom liczbowym uzyskanym z teorii winny odpowiadaé zblizone do
nich wartoéci liczbowe uzyskane w rezultacie pomiaréw badanego zjawiska. Poniewaz
wartosci pomiarowe s3 liczbami wymiernymi ,,standardowymi’’, przeto tylko liczby stan-
dardowe, uzyskane z teorii korzystajacej z aparatu niestandardowej analizy, mogg sluzy¢
za podstawg weryfikowania przydatnosci teorii do opisn badanego zjawiska. Nie oznacza
to jednak, ze wielkosci niestandardowe, wystgpujace w niestandardowym modelu me-
chaniki Newtona, nie majq jasnej interpretacji fizycznej. Jak wykazemy w dalszych roz-
wazaniach, zastosowanie aparatu analizy niestandardowej umozliwia glebszy i petniejszy
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opis analityczny pewnej klasy zjawisk fizycznych, dostarczajac nowych modeli matema-
tycznych tych zjawisk.®

2.2. Podstawowe relacje mechaniki Newtona. Mechnik¢ Newtona punktu materialnego be-
dziemy rozpatrywa¢ najpierw w ramach pewnego zupelnego systemu relacyjnego It =
= (A4y)ser. Przyjmiemy w tym celu, ze zbior 4, elementéw indywiduowych zawiera jako
podzbiory nastgpujace przestrzenie nieskonczenic elementowe:

1° czterowymiarowa rozmaito$¢ rézniczkowa E, bedaca przestrzenia zdarzen p,
peE,

2° czterowymiarowa przestrzei wektorowa ¥V, bedaca przestrzenia translacji czaso-
przestrzennych v, v € V,

3° przestrzen #, ktorej elementy nazwiemy punktami materialnymi P, P e #,

4° tréjwymiarowa przestrzed wektorowa £, ktérej elementy nazwiemy sitami f,
fer,

5° zbidr liczb rzeczywistych R.

Wymienione powyzej elementy indywiduowe p, v, P, f systemu I interpretujemy jako
pojecia pierwotne mechaniki; ich zbiory E, V, ., F oraz zbiér R sa relacjami typu (0),
tj. E,V, H,F, R€ Ag,.

Zgodnie ze znanymi aksjomatami odnosnie czasu i przestrzeni w mechanice Newtona
(por. np. [11]) wprowadzimy jako relacje typu (0) podzbiér S, S < V, ktéry interpretu-
jemy jako tréjwymiarowa przestrzen wektorowa translacji czystoprzestrzennych. Ponadto
wprowadzimy relacje typu (0, 0, 0), dang funkcja g: ExV — E przyjmujac, ze V dziala
w E jako abelowa grupa translacji, tranzytywnie i swobodnie. Podzbiory E, = {p}+S
w E interpretujemy, dla dowolnego p € E, jako przestrzenie zdarzed réwnoczesnych ze
zdarzeniem p (przestrzenie zdarzefd réwnoczesnych). Wektory nalezace do ¥\ S nazy-
wamy wektorami czasowymi.

W mechanice Newtona mozemy postugiwac sie réznymi uktadami jednostek fizycznych
przy pomocy ktérych wyrazamy dlugodci przedzialéw czasowych, odleglosci czystoprze-
strzenne, wielkodci sit oraz masy punktéw materialnych., W zwiazku z tym wyréznimy
nastepujace zbiory relacji:

1° Zbidr T € Ao, 0y, gdzie elementami zbioru T sa formy liniowe v: ¥ — R, spehnia-
jace warunek Kerz = § (tj. v(u) = 0 dla kazdego v e T oraz u € S) przy czym dla kazdej
pary 7,, 7, € T istnieje @ € R, @ # 0, takie, 7¢ 7, = @1,. Zbiér T nazwiemy przestrzenia

form czasowych a tv(p—gq) nazwiemy odlegloscia zdarzed p, q € E w formie czasowej 7,
teT.

2° Zbiér H € Ao, 0,0y > 8dzie elementami zbioru H sg iloczyny skalarowe 2: §x.S — R,
przy czym dla kazdej pary h,, h, € H istnicje €€ R* takie, ze h; = ¢%h,”. Dowolny
element A, h € H, nadaje przestrzeniom zdarzen réwnoczesnych E, struktur¢ przestrzeni

4 Zauwazmy takze, Ze ograniczenie wielkoéci stosowanych w teorii fizycznej do wielkosci ,,pomia-
rowych”, ktére sa liczbami wymiernymi, oznaczatoby rezygnacje nie tylko z aparatu analizy niestandardo-
wej lecz takze z klasycznego rachunku rézniczkowego.

5 Zmiana iloczynu skalarowego }h; — h, nie zmienia katébw migdzy dowolnymi wektorami u,
w eSS lecz jedynie ich dlugosé: / :

hy(u, w) ho(u, w)

- . hy(u, n) > hy(u, u).
]/h 1, wWyhy(w, w) ]/lzz(u, u)hip(w, w) o 1) a0 %)
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metryczanych (E,, 0); liczbe o(x, y) = ]/h(x—y, x—y), x,y € E,, nazwicmy odleglosciy
zdarzen réwnoczesnych x, y € E, w metryce okreslonej iloczynem skalarowym /i, h € H.

3° Zbior @ € Ao, 0,0y gdzie elementami zbioru D sa iloczyny skalarowe ¢ : Fx F— R,
przy czym dla kazdej pary g@,, @, € @ istnieje a € R* takie, ze @, = agp,. lloczyn ten
okresla katy miedzy sitami f,, f, € F niezaleznie od wyboru funkcji ¢, natomiast wielkoéci
sit |f] = Vo(f, f) w zaleznosci od wyboru funkeji ¢, ¢ € @.

4° Zbiér M € Ao, 0y, gdzie elementami zbioru M sa odwzorowania m:.# — R¥,
przy czym dla kazdej pary m,,m, € M oraz kazdej pary P, Q € 4 mamy m,(P),/
my(Q) = my(P) /m,(Q). Liczbg m(P) nazywamy masa punktu materialnego dla
przyjetej miary m, m € M. Dla kazdej pary m,, m, € M istnicje u > 0 takie, Ze m, =
= um,.

Uktad elementéw indywiduowych e; €S, a; € F, e, € V\S, Py e 4 taki, zc dla
przyjetych (v, h, @, m)e Tx Hx @ x M mamy h(e;, e) = 0y, ¢(a;, ;) = 6;;, v(ep) = 1,
m(Py) = 1 (wyznacza on ortonormalne bazy wektorowe w S i F) nazwiemy ukiadem od-

niesienia dla (z, 4, ¢, m)®.

Przedmiotem rozwazan mechaniki sa pewne skoficzone zbiory punktéw materialnych,
ktére dalej bedziemy nazywaé cialami. Celem wprowadzenia do rozwazan pojecia ciata
oznaczymy przez % relacje typu ((0)), % € Aoy, Przyjmujac, ze % jest podzbiorem zbio-
ru 2% zawierajacym skonczenie elementowe podzbiory zbiotu .. Relacje % nazwiemy
uniwersum materialnym (por. np. [12], rozdziat 1) a jej elementy nazwiemy ciatami. Kazde
cialo w mechanice Newtona jest wigc skoficzonym zbiorem & punktéw materialnych,
B={P,.., P}, Be¥". Niech I, I< R, bedzie pewnym przedzialem liczbowym.
Odwzorowania

BxIs (P,1) = po+tey+1*(P,t)e, €E,
@1 BxIs (P, t) > f*(P,t)a, € F,
gdzie p, jest dowolnym lecz ustalonym zdarzeniem, p, € E, a funkcje r*(P, "), f*(P, ),
spelniaja znane warunki regularnosci, nazywamy odpowiednio ruchem i rozkladem sit
dla ciata & w przedziale czasu I, Ic R.

Wiasnosci dowolnego ciala 4, 4 € %, opiszemy dalej dwoma aksjomatami, Po pierwsze
postulujemy, ze istnieja takie uklady odniesienia (zwane inercyjuymi) w ktoérych relacja
miedzy ruchem (2.1), a rozkladem sit (2.2), dla dowolnego ciala % € # ma postaé
2.9 m(P)¥* (P, t) = f*(P,t), PedB, tel.

Po drugie postulujemy, ze dla kazdego ciala & wypadkowa sita f(P, t) = f*(P, ),
dzialajaca na dowolny punkt P € # w dowolnej chwili ¢ € I jest okre§lona wyrazeniem
analitycznym postaci®

@.3) 4P, 1) = fi(t,0(P, 1), #(P, )+
+ Z ﬁa(e(r(P, 1), ¥(Q, 1)) 1P, )10, 1) Ped,

o o (P, 1,10, )
® Wskazniki i, j, &k przebiegaja tu i dalej ciag 1, 2, 3. '
7 Zalozymy takze, 7e dla kazdego naturalnego n istniejg ciata n-clementowe, # = {P{, ..., P»},

oraz, 7e podzbiory # nalezace do uniwersum materialnego % sg rozlaczpe (por. takze uwage po
wzorze).® Tu i dalej ozpaczamy: r= (+,r2,r3), = (1,2, %), 0= (rr) = Vilri—ta2, Fi—12)
i zakladamy r(P, 1) # r(Q, t) dla kazdego P Q, te1.
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w ktorym fE(-) oraz f;Q(-) =_]‘\é)p(') sa znanymi dla kaZdego ciata % i dostatecznie
regularnymi funkcjami. Jednoczesnie zakladamy, ze dla dowolnych P, Q € & istnieje ciag
punktéw Po = P, Py, ..., P, = Q nalezacych do B i taki, ze fpp,,(-) % 0 dla i =
=0,1,...,k—1. Tym samym dla kazdych #,, %, €U, B, # B,, mamy B, N %, = §.
Warto$¢ funkeji fE(1, - )a, jest wypadkowa sil zewnetrznych dzialajagcych na punkt P
w chwili ¢, warto$¢ funkeji fpo(-) jest wielko$cia oddziatywania punktu Q na punkt P
w ciele 4.

Réwnania (2.2) i (2.3) przedstawiaja relacje, nalezace do systemu 9N, bedace ograni-
czeniami narzuconymi na ruch i rozklad sit dla dowolnego ciala 2 € #; po wyrugowaniu
funkcji f*(P, 1) otrzymamy réwnania Newtona tego ciala. W powyzszym sformulowaniu
podstaw mechaniki Newtona (w ktérym obowiazuja zaleznosci (2.3)) mamy wiec do czy-
nienia wylacznie z cialami swobodnymi. Uniwersum materialne % jest zbiorem ciat swo-
bodnych. Mechanikg Newtona tych cial bedziemy natomiast traktowaé jako zbidr zdan
pewnego jezyka formalnego L, prawdziwych w systemie relacyjnym M = (4 )ier.

2.3. Niestandardowa interpretacja czasoprzestrzeni Galileusza. Niech teraz system relacyjny
M = (*4,).er bedzie rozszerzeniem systemu relacyjnego M = (A4,),cr, zawierajacego
relacje mechaniki Newtona dla swobodnych skoniczonych uktadéw punktéw materialnych.
Tym samym zbior elementédw indywiduowych *4, zawiera w sobie przestrzen zdarzen *E,
przestrzed translacji czasoprzestrzennych *V, przestrzen materialng *4#, przestrzen sit
*F oraz zbidr liczb rzeczywistych *R. Wszystkie relacje wymienione w poprzednim pod-
rozdziale sa relacjami standardowymi systemu *3t i beda oznaczane tymi samymi sym-
bolami co poprzednio, poprzedzonymi gwiazdka.

Niestandardowa interpretacja czasoprzestrzeni Galileusza wykorzystuje relacje *E,
*V, g, *T, *H, *R, gdzie odwzorowania g: *Ex *V — *Eoraz v: ¥V — *R, h: *V x *V>*R,
T e*T, h e *H, maja te same wlasnosci co poprzednio. Przestrzeri wektorowa translacii
czysto przestrzennych *S mozemy zdefiniowaé jako *S: = {u|z(u) = 0}. Poniewaz dla
kazdej pary form czasowych z,, 7, € *T'istnieje « € *R, o # 0, takie, Ze 7, = «t,, przeto
definicja przestrzeni *S nie zalezy od wyboru formy 7. W zbiorze zdarzen *E wyréznimy
podzbidr zdarzen standardowych E, E < *E, podobnie w przestrzeni translacji *V wyroz-
nimy zbiér translacji standardowych V, V< *V. '

Jezeli v jest translacja standardowa, tj. v € ¥, to kazda translacje v = Av, gdzie 1 jest
dowolna liczba infinitezymalna, Ae u(0), nazwiemy translacjg infinitezymalng. Zbior
wszystkich translacji infinitezymalnych oznaczymy przez uy(0); tworza one podgrupg
translacji zbioru zdarzed *E. Tym samym kazdemu zdarzeniu x € *£ mozemy przypo-
rzadkowaé monade tego zdarzenia up(x), kladac ug(x): = {(yly = x+v, v eu(0)}.
Dowolna translacje postaci v = v,+, gdzie v, € ¥, v € uy(0), nazwiemy skonczona,
oznaczajac przez Gy(0) zbiér tych translacji. Niech x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy
x—y € Gy(0). Relacja ~ jest w *E relacjq réwnowaznosci i dzieli przestrzen zdarzen *E
na roztaczne podzbiory Gg(x), ktére nazwiemy galaktykami zdarzen. Galaktyke zdarzen
do ktérej naleza wszystkie zdarzenia standardowe nazwiemy galaktyka gfowna.

Zbidr pus(0) = py(0) N *S nazwiemy zbiorem przestrzennych translacji-infinitezymal-
nych, natomiast zbiér Gs(0) = Gy(0) N *S nazwiemy zbiorem przestrzennych translacji
skoriczonych. Zachodzi us(0) = Gs(0), przy czym kazda przestrzenna translacje, ktora
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nie jest skofczona nazwiemy nieskoriczong. Niech x, y € *E. Niech x =~ y wtedy i tylko
wtedy gdy x—y € us(0). Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci i dzieli zbiér zdarzen *E
na rozlaczne podzbiory, ktére nazwiemy przestrzennymi monadami. Zdarzenia nalezace
do tej samej przestrzennej monady (sa to zdarzenia réwnoczesne) nazwiemy nieskonczenie
bliskimi. Podobnie relacja ~, gdzie teraz x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy x—y € Gs(0),
dzieli zbiér *E na rozlaczne podzbiory, ktére nazwiemy przestrzennymi galaktykami.
Zdarzenia nalezace do tej samej przestrzennej galaktyki (sa to takze zdarzenia réwnoczesne)
nazwiemy skofczenie przestrzennie odleglymi. Zdarzenia réwnoczesne nalezace do roz-
nych przestrzennych galaktyk nazwiemy nieskonczenie przestrzennie odleglymi.

Niech *E, bedzie przestrzenia wszystkich zdarzen réwnoczesnych ze zdarzeniem x € *E,
*Eoo={yly = x+m,uec*S}. Kazdy zbior up(*E): = {ply e p (2), z € *E,}, nazwiemy
zbiorem zdarzen prawie rownoczesnych; kazda para zdarzen réwnoczesnych jest wigc
tez para zdarzen prawie réwnoczesnych. Kazdy zbiér Gp(*Ey): = {y|y € Gx(2), z € *E,}
nazwiemy zbiorem zdarzef skoficzenie odleglych w czasie. Zdarzenia, ktére nie sa skon-
czenie odlegle w czasie nazwiemy nieskonczenie odleglymi w czasie.

Niech 7, /i beda dowolnymi lecz ustalonymi elementami standardowymi z *7T, *H,
odpowiednio, tj. niech = € T, & € H. Wtedy zdarzenia x, y € *E sa prawie réwnoczesne gdy
7(x—y) € u(0), natomiast sg one skonczenie odlegle w czasie gdy v(x— y) € G(0). Podobnie
zdarzenia réwnoczesne x, y € *E naleza do jednej przestrzennej monady gdy #(x—y, x—y) €
€ u(0) natomiast naleza do tej samej przestrzennej galaktyki gdy h(x—y, x—y) € G(0).
PowyZsze warunki sa konieczne i wystarczajace. Oznaczajac przez p(x, y) = ]/ hix—y,x—y)
odlegto$é zdarzen réwnoczesnych x, y, mamy o(x, y) € u(0) dla zdarzein réwnoczesnych
nalezacych do tej samej monady (x, y sa wtedy zdarzeniami nieskonczenie bliskimi) oraz
o(x, y) € G(0) dla zdarzen rownoczesnych nalezacych do tej samej galaktyki (x, y sq wtedy
zdarzeniami skonczenie przestrzennie odlegltymi).

Oznaczmy przez °z(v) i h(uy, u,) czgsci standardowe liczb z(v), h(u,, u,) dla dowol-
nych v, uy, n, € Gy(0). Odwzorowania °z: G,(0) — R, °h: Gy(0) x Gy(0) — R, nazwiemy
odpowiednio S-miarg czasowa i S-miara przestrzenna.® S-miara czasowa przyporzadko-
wuje kazdej parze zdarzef (x, y) skonczenie odleglych w czasie, y € Gz(*E,), liczbe stan-
dardowg °7(y - x), ktérg nazwiemy S-uplywem czasu od zdarzenia x do zdarzenia y mie-
rzonym w 7. S-uplyw czasu pomigdzy zdarzeniami prawie rownoczesnymi jest réwny zero.
S-miara przestrzenna przyporzadkowuje kazdym dwém zdarzeniom skonfczenie przes-
trzennie odleglym (a wigc réwnoczesnym) liczbg standardowa %o (x, y) = V/°h(y—x, y—x),
ktéra nazwiemy S-odlegtoécia przestrzenng tych zdarzen mierzona w A. S-odlegto$é zda-
rzef nieskoficzenie bliskich jest réwna zeru. Dla zdarzef nieskoniczenie odlegltych w czasie
S-uplyw czasu nie jest okreslony, podobnie jak dla zdarzefi nieskoriczenie przestrzennie
odleglych nie jest okreflona ich S-odlegtosé. Zbiory S-miar czasowych i przestrzennych
oznaczymy odpowiednio przez °T, °H. Dla kazdej pary °z,, ®7, €°T istnicje niezerowa
liczba standardowa « taka, Z¢ °7, = «°7,. Podobnie dla kazdej pary °h,, °h, € °H istnicje
dodatnia liczba standardowa f taka, ze °h;, = f%%,.

Zgodnie z wlasno$ciami S-miar °z, °h, zdarzenia prawie réwnoczesne bedziemy in-
terpretowa¢ jako zdarzenia, ktérych nie mozna rozrézni¢ przy pomocy bedacych do naszej

® Litera ,,8” oznacza, ze wartosci tych form sa liczbami standardowymi.
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dyspozycji §rodkéw pomiaru czasu; podobnie zdarzenia nieskoficzenie bliskie i réwno-
czesne interpretujemy jako zdarzenia, ktérych nie mozna rozrézni¢ przy pomocy stojacych
do naszej dyspozycji srodkéw pomiaru odlegtosci. Zdarzenia nieskonczenie odlegte w czasie
(nieskoriczenie odlegle w przestrzeni) bedziemy natomiast interpretowaé jako zdarzenia,
uptyw czasu (odlegto$¢) miedzy ktorymi, z uwagi na ograniczonosé §rodk6w pomiarowych,
réwniez nie podlega pomiarowi. Tym samym, korzystajac z aparatu analizy niestandar-
dowej, mozemy mowi¢ o pewnej skali rozpatrywanego zjawiska, rozrozniajac w nim
wielkoéci ,,réznego rzedu”. W powyzszych rozwazaniach formy z, & (na podstawie ktd-
rych utworzyliémy S-miary z° A% byly dowolne lecz standardowe, 7 e T« *T,
he Hc *H. Celem opisn przy pomocy liczb standardowych uplywéw czasu i odleglosci
,.nieskonczenie matych” 1 ,,nieskoficzenie wielkich”, nalezy wprowadzi¢ odpowiednie
niestandardowe formy czasowe 7 € *T'\T i przestrzenne 4 e *H\ H; przypadki takie
beda rozpatrzone w osobnej pracy.

2.4. Niestandardowa interpretacia réwnait Newtona. Uniwersum materialne *% jest podzbio-
rem zbioru 2™# (gdzie *./4 jest przestrzenia punktow materialnych) zawierajacym skoi-
czenie elementowe rozlaczne podzbiory zbioru *.# zwane cialami. Ponadto dla kazdego
m e *N istnicje cialo & = {Py, ..., P,}, B *%, zawierajace dokladnie m punktéw
materialnych, Gdy m jest liczbg naturalng nieskonczona, m €*N\N, mamy do czy-
nienia z cialem niestandardowym (zbiér & jest wtedy réwniez zbiorem skoficzonym
por. 1.3). Rozklad masy w cicle & opiszemy wykorzystujac dowolna miarg m € *M,
m: ¥4 — *R*, Oznaczajac ten rozklad symbolem mg, mamy mg: &3 P - m(P) € *R*,
Jezeli punkt materialny P jest punktem standardowym, P € ., to jego masa m(P) wyra-
zona w dowolnej standardowej mierze m € M < *M jest liczbg standardowq ; stwierdzenie
odwrotne nie jest prawdziwe.

Niech A i ¢ bgda dowolnymi ustalonymi elementami standardowymi odpowiednio
w*H, *®tj. e Hc *H, p € ® = *@. Niech ponadto elementy e; € S, a; € *F, i = 1,2, 3,
tworza ortonormalne bazy wektorowe odpowiednio w *S, *F, tj. niech h(e;, €)) = &,
pla;, a)) = §;;. Ruch i rozklad sit dla ciata & w pewnym przedziale czasu I, I < *R, jest
wtedy dany odwzorowaniami postaci (2.1). Dla danego zdarzenia p, € *E i wektora
ey € VN *S (0 ktérych zatozymy, Ze sa standardowe), mamy wtedy
BxIs(P,t)— po+teg+r*(P, t)e, € *E,

BxIa(P,t)— fY4P, t)a, € *F,

przy czym funkcje r¥(P,-): I - *R, f*(P,-): I-» *R, k = 1,2, 3, s3 funkcjami wewnet-
rznymi (mogacymi przyjmowaé takie wartodci niestandardowe) spelniajacymi znane wa-
runki regularno$ci®. '

Niech teraz uklad standardowych elementéw indywiduowych e; €*S, a;€*F,
ey € *YN\*S, P, € A, bedzie ineracyjnym ukladem odniesienia dla standardowych form
h, ¢, 7 oraz standardowej funkcji rozktadu masy!®. Obowiazuje wtedy postaé (2.2)

2.4

9) Aby nie wprowadzaé dodatkowych oznaczen, elementy indywiduowe i relacje nalezace do systemu
*M, wystepujace w (2.4) i w dalszych wzorach, oznaczyliémy tymi samymi symbolami co relacje nalezace do
M 1 wystepujace w (2.1) - (2.3).

10 Z zalozenia tego w ostatnim rozdziale pracy zrezygnujemy, wprowadzajac do rozwazan takze
niestandardowe elementy z *H, *®, *T, *M.

2 Mech. Teoret. i Stos. 3/81
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drugiego prawa dynamiki Newtona, przy czym wystgpujace w (2.2) funkcje sy teraz
wewnetrzne lecz nie koniecznie standardowe. Rozpatrujac wylacznie ciata swobodne (uni-
wersum matcrialne *& sklada sig tylko z takich ciat, por. poprzedni podrozdzial) przyjmie-
my, ze wypadkowe sily dzialajace na punkty materialne ciata sg okreslone wyrazeniem
postaci (2.3). Tym samym przyjmiemy, Ze

2.5)  m(Py*(P, 1) = f&(t,#(P, 1), #(P, 1))+

v (P, )10, 1
+ 2 fra(e(r(P, 1), #(Q, 1)) ﬁ)t),—r((QQ,‘t))j’ Pe® ={P,.., P},
QeBN\(P}
tel,
gdzie f:’;’(-), f;o(-) sa znanymi, dostatecznie regularnymi, funkcjami wewngtrznymi,
przy czym obowigzuja nadal uwagi wymienione po wzorze (2.3). Ukfad 3x réwnai (2.5)
(gdyz k = 1,2, 3 oraz & = {P,, ..., P,}), ktéry nazwiemy réwnaniami ruchu, jest ukia-
dem réwnan rézniczkowych zwyczajnych dla 3n funkcji wewnetrznych r*(P,-): I — *R,
okreslajacych ruch ciala 4 z uniwersum materialnego *#%, % € *%. Wszystkie funkcje
wystepujace w (2.5) mogg przyjmowaé dowolne wartosci z rozszerzonego (niearchimede-
sowego) zbioru liczb rzeczywistych, tj. moga przyjmowaé takze wartoéei infinitezymalne
1 nieskonczone, Liczba »n punktéow materialnych ciala 4 moze by¢ ponadto liczbg nie-
skoriczona, 1 € *N\N.

Réwnania ruchu (2.5) przedstawiaja pewna relacje nalezacg do systemu relacyjnego
N = (*4)er, tj. relacje wewnetrzng wzgledem *IR. Tym samym wszystkie funkcje
wystepujace w (2.5) sa wewnetrzne (por. [2], s. 49). Relacja ta nic jest nowym postulatem
mechaniki Newtona (dla swobodnych ukfadéw punktéw materialnych) lecz jest niestan-
dardowg interpretacja réwnan Newtona tj. postacia rownan Newtona w systemie rozsze-
rzonym *YR. Traktujac bowiem wszystkic postulaty mechaniki Newtona jako zdania
Jezyka formalnego L prawdziwe w systemie relacyjnym zupelnym I = (4,) et 1 zakla-
dajac, Ze system relacyjny *IR = (*4,),er jest rozszerzeniem niestandardowym syste-
mu IR, otrzymujemy odrazu prawdziwo$é tych zdan w systemie *I. Nalezy zauwazycé,
Ze nie zachodzi tu konieczno$¢ przedstawiania explicite postulatéw mechaniki w postaci
pewnych zdan jezyka formalnego (prawdziwych w ) lecz wazna jest jedynie mozliwosé
takiego przedstawienia (por. [2], s. 60). Nalezy takze pamigtaé, zc wszystkie znane
twierdzenia analizy dotyczace ukladéw réwnan rdézniczkowych zwyczajnych wynika-
jacych z (2.2) i (2.3) sq nadal prawdziwe dla ukladéw réwnan rézniczkowych okreslonych
relacja wewngtrzna postaci (2.5). Twierdzenia te mozna bowiem sformutowaé w jezyku
formalnym L jako zdania prawdziwe w systemie relacyjnym 9, tym samym pozostaja
one réwniez prawdziwe w systemie rozszerzonym *I)t, Zapewnia to istnienie rozwigzan
ukiadu (2.5) (przy spelnieniu znanych zalozer regularnosei) takie w przypadku gdy,
funkcje wystgpujace w (2.5) sa wewngtrzne lecz nie sa standardowe oraz gdy n jest liczbg
nieskonczong.

W przypadku szczegdlnym wszystkie funkcje wystepujace w (2.5) moga byé standardowe
oraz liczba punktéw ciala moze by¢ standardowa tj. skoficzong liczba naturalna. Relacja
(2.5) jest wtedy relacja standardowa (standardowymi réwnaniami ruchu) tj. odpowiada
jej relacja okreslona wzorami (2.2), (2.3) nalezaca do systemu 9. Tym samym standar-
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dowe réwnania ruchu opisujg te same problemy fizyczne, ktére s opisywane znanymi
réwnaniami mechaniki swobodnych uktadéw punktéw materialnych tj. réwnaniami New-
tona. Aparat analizy niestandardowej nie wnosi wtedy nowych trefci do mechaniki.
Cialo 4, dla ktérego relacja (2.5) jest standardowa (dla ,,standardowego™ inercyjnego
ukladu odniesienia), nazwiemy ciatemn standardowym.

Sytuacja ulega zmianie gdy relacja (2.5) jest wewnetrzna lecz nie standardowa, tj. gdy
co najmniej jedna z funlkeji wystepujacych w (2.5) jest wewnetrzna lecz nie standardowa.
Roéwnania ruchu (2.5) rozpatrywanego ciala opisuja wtedy pewien problem fizyczay, ktéry
nie moze by¢ opisany réwnaniami Newtona (2.2), (2.3). Cialo &, % € *U\ %, jest wtedy
cialem niestandardowym a réownania (2.5) nazwiemy niestandardowymi réwnaniami ruchu.
Tym samym niestandardowe ciala stanowia nowy model matematyczny zjawisk fizycznych
w ramach mechaniki Newtona swobodnych ukladéw punktéw materialnych.

3. Niestandardowe podejicie do pojecia wiezéw.

3.1. Standardowe reprezentacje funkcjl wewnetrznych. Celem nie tylko jakosciowego lecz tak-
ze ilosciowego pordwnania rezultatéw otrzymanych z teorii z wynikami eksperymentu
nalezy funkcjom wewngtrznym wystgpujacym w rownaniach ruchu (2.5) przyporzadkowaé
pewne relacje standardowe. Gdy funkcje wewngtrzne, o ktérych mowa, sa S-ciagle to
odpowiednie relacje standardowe sg funkcjami zwanymi czgéciami standardowymi funkgji
wewnetrznych (por. [2], s. 115 oraz podrozdziat 1.4 tego opracowania). Te czgSci stan-
dardowe stanowi¢ moga podstawe do iloSciowego pordwnania teorii z eksperymentem.
Poniewaz funkcje ciagle wystgpujace w (2.5) nic musza byé S-ciggle (ich czeéci standar-
dowe mogg nie istnie¢), przeto nalezy dysponowaé bardziej ogdélng standardowa repre-
zentacja funkcji wewnetrznych, ktéra przedstawimy ponizej.

Niech (X, gx), (¥, oy) beda danymi przestrzeniami metrycznymi, *X, *Y rozszerze-
niami odpowiednio zbioréw X, Y, oraz ¢:*X — *¥ — funkcje wewngtrzng ciagla okreslong
na zbiorze (wewngtrznym) D(y). W zastosowaniach do mechaniki bedziemy przyjmowaé
*X = *R", *Y = *R*, oraz zakladal, Ze px, oy, $a znanymi mectrykami odlegtosciowymi
w przestrzeniach Euklidesa. Kazdej funkcji w przyporzadkujemy standardowa multi-
funkeje Sy:X — 2¥, kladac
(3.1 Se(x): = {yly eYau)nplux)nD()] # 0},
gdzie °D(y): = {x|x € X A[u(x)nD(p)] # 0}.

Tym samym S,(x) = °(p[u(x) " D(p)]), x € °D(y). Dziedzing S-efektywng y nazwiemy
podzbidr D,(y) zbioru °D(y), ztozony z punktéw x dla ktérych S,(x) # 0:

(3.2) D(p): = {x|x € °D(p) A S,(x) # 0}.

Funkcje wewngtrzng y:*X — *Y, ciagly i taka, Ze Do(p) # 0, nazwiemy wlasciwa; multi-
funkcj¢ S, bedziemy nazywaé wtedy S-reprezentacja funkcji y. Jezeli funkcja o jest —
S-ciagla na D(y) (4j. p[u(x)nD(p)] = ulp(x)] dla kazdego x € D(yp) oraz przyjmuje war-
todci tylko w glownej galaktyce przestrzeni *Y (tj. wlp(x)]NY # 0 dla kazdego x € D(yp))
wtedy jest wladciwa oraz mozna wykazaé, ze S,(x) = {%(x)} dla kazdego x €°D(y).
Tym samym S-reprezentacja funkeji S-ciaglej u jest jej czesé standardowa Oy (jezeli

2%
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istnicje). Ogolniej: Sy(x) = {p(x)} dla pewnego x €°D(yp) gdy pluE)N D] < p(w(2)
dla pewnego z € D(y). Podzbior dziedziny S-efektywnej D, (y) funkcji wlasciwej v, dla
ktorego S,(x) = {°p(x)}, oznaczymy przez

(3.3) D(®): = {xIx €°D() A S,(x) = {y},y€ ¥},

i nazwiemy dziedzina S-jednoznacznodci. Mamy wigc D, () < D (y) = °D(p).

Kiadac *X = *R, *Y = *R® oraz 9:*R — *R*, dokonajmy teraz S-reprezentacji
ruchéw #:*R — *R3, predkoéci r:*R — *R3 i przyspieszen F:*R — *R*® punktu ma-
terialnego. Przyjmiemy, ze I = D(¥) jest standardowym przedzialem czasn, D(r) =
= (ty, 1) = *R, 1, t, € R, oraz, ze ¥(-) jest funkcja ciagla w D(r) majaca w D(r) ciagte
picrwszg i druga pochodna. Zakladamy takze, ze funkcje ¥, #, ¥ s funkcjami whadciwymi.
Rozmzmmy nastgpujace przypadki:

° D () =°D(y) dla pe{r, i, #}. Istnieja wtedy funkcje standardowe Or, O, OF
okreélone na °D(r) a tym samym dla kazdej chwili ¢ € °D(r) S-reprezentacja ruchdéw, ple-
koéci i przyspieszent jest jednoznaczna, tj.S,(t) = (1)}, t € (o, t,) © R, dla ¢ e {r, ¥, 7},

2° Dy(w) = °D(y) dla y € {r, ¥, ¥}. Dla kazdej chwili ¢ € °D(r) istnieje S-reprezentacja
ruchéw, predkosei 1 przyspieszen, lecz dla f € D (y)\D, () jest ona niejednoznaczna.
W szczegdlnosci, standardowej chwili ¢ € D (¢)\.D,(¥) przyporzadkowujemy wieloele-
mentowy zbi6ér predkosdci S;(f) = R® a chwili ze D (¥)\D,(r) przyporzadkowujemy
wicloelementowy zbidr ,,standardowych’ potoZen S;(¢) punktu materialnego.

3° DI\ Du(y) # @ dla pewnego wefr, #,%). Dla 1D\ D.(y) nie istnieje
mozliwos¢ liczbowego poréwnania rezultatow teorii z eksperymentem. Zbiory S,(¢)
warto$ci standardowych sa bowiem puste dla t e °D(r)\ D, (p) co oznacza, Ze niektére
sposrod wartosei ¥ (s), 1(s), #*(s) sa nieskoniczone dla kazdego s € u(2), £ € °D(r)N\D.(),
gdzie y efr, I, ¥}.

3.2, Niestandardowe podejScle do wigzéw zewnetrznych, Wiezami zewnetrznymi dla ukladu
punktéw materialnych nazwiemy takie ograniczenia nakladane na potoZenia i predkosei
punktéw materialnych, ktére sa wywolane sitami zewnetrznymi. Ponizej wykaZzemy, Ze
sify zewngtrzne dzialajace na swobodny punkt materialny moga prowadzi¢ do pewnych
ograniczefi dla czgdci standardowych wektoréw potozenia i predkodci tego punktu; ogra-
niczenia takie majg wigc charakter pewnych ,,standardowych” wigzéw.

Przyjmujac & = {P} rozpatrzymy uklad ztozony z tylko jednego punktu materialnego
0 standardoweJ masie m = m(P) e R*. Réwnania ruchu (2.5) redukum sie wtedy do postaci
mi(t) = f(t “1), (1)), ¢ €1 (tuidalej oznaczamy: r = (1*), f (f") b= (b9, k=1,2,3,
etc). Zatozmy, ze funkcja f Ix*R*x*R3® - *R3 jest suma funkeji standardowej b(*)
i wewnetrznej s(-), a réwnania ruchu majg postaé

(3.4) m(t r(t), F(1)+s(r(t)), tel,

w ktorej b:Ix*R3 x *R® — *R3 5:*R3 - *R3, 53 cigglymi funkcjami, przy czym °D(b) =
= D.(b) = Dy(b) = °Ix R®x R®. Niech ponadto °D(s)\Dq(s) # 0, De(s)\D.(s) # 0
gdzie De(s) jest nie pustym domknigtym i spéjnym podzbiorem w °D(s) = R3. Tym sa-
mym istnieje okreslona na °D(b) cze$é standardowa °b funkcji b (gdyz Sy(r) = {°b(r)}
dla kazdego re°D(b)), natomiast nie istnieje na °D(b) cze$é standardowa funkcji s.
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Warunek
(3.5) reD.(s); r="0%(1), te’,

jest ograniczeniem natoZzonym na czgsci standardowe wektordw potozenia rozpatrywanego
punktu materialnego. Relacje (3.5) nazwiemy relacja S-wiezdéw zewngtrznych a sily
s(r(2)), t € I, bedziemy interpretowaé jako sily reakcji utrzymujace S-wigzy. S-repre-
zentacja funkeji s:*R® —» *R3 prowadzi do warunku

(3.6) PES(r); reDs),

w ktérym dowolny wektor p spelniajacy (3.6) nazwiemy S-reakcja dla (standardowej)
konfiguracji » punktu materialnego. Jezeli dla dowolnych (standardowych) warunkéw
poczatkowych zgodnych z (3.5) istnieje funkcja #:°7 — R® spelniajaca dla prawie kazdego
t €°7J relacje standardowa

(3.7) mi(t) = b(t,r(t), H(1))+p@), p)eS,(r(1)), r(t) €Dys),

to powiemy, ze funkcja wewnetrzna niestandardowa s:*R> — *R3 generuje S-wiezy
zewnetrzne. Poniewaz funkcja s charakteryzuje dziatanie sity zewngtrznej, wigzy te nazwie-
my zewnetrznymi.!t

Podamy teraz dwa przyklady funkcji s:*R®> — *R® generujacych S-wiezy zewngtrzne:

1° Niech D,(s) bedzie regularnym obszarem £ w R® o gladkim brzegu 02 oraz
Do(s) = Q. Niech ponadto S,(r) = {0} dla kazdego r € 2 oraz S,(r) = {0+ An(r); / > 0}
dla kazdego r € 082, gdzie n(r) jest wektorem wewnetrznie normalnym do 0£2. Funkcja
s( ) generuje wtedy S-wigzy beztarciowe a kazdy ,,standardowy’’ tor punktu materialnego
(okreslony relacjami (3.7)) znajdujc si¢ w Q.

2° Niech D.(s) bedzic gladka zamknigta powierzchnia I7 w R®. Niech ponadto
Ss(r) = {0+ An(r); A € R} dla kazdego r €ll, gdzie n(r) jest wektorem normalnym do I7.
Funkcja s generuje wtedy S-wigzy idealne dwustronne a kazdy ,,standardowy” tor punktu
materialnego znajduje si¢ na powierzchni I1. W przypadku tym D (s) = 0.

3.3. Niestandardowe podejScie do wiezéw wewnetrznych. Wigzami wewnetrznymi dla ukiadu
punktow materialnych nazwiemy ograniczenia nakladane na wzajemne odleglosci posz-
czegblnych punktéw; zakltadamy jednoczeénie, ze ograniczenia te sa utrzymywane dziafa-
niem wylacznie sit wewnetrznych. Tym samym przedmiotem rozwazan bedzie teraz uklad
zlozony co najmniej z dwdch punktdw materialnych. Zalozymy, ze sa to punkty o stan~
dardowych masach m(P) € R*, P € %, poddane dziataniu standardowych si zewnetrznych,
tj. sil okre§lonych standardowymi funkcjami f;:] X*R3IX*R® — *R3, Zalozymy takze,
ze funkeje fpo:*R* — *R w rownaniach ruchu (2.5) sa sumami funkgji ciaglych standardo-
wych bpq:*R* — *R i funkeji ciaglych wewnetrznych lecz niestandardowych tpq:*R* —
— *R, gdzie bpg = bgp, tpq = top. ROwnania ruchu maja wiec postaé

(3.8)  m(PY(P, 1) = Jp(t,1(P, 1), (P, )+
. V(P,t)—l’(Q, t)
—+ 2 [bPQ(Q('(Pﬂ t),r(Q’t)))'*'tPQ(Q(r(P’ Z),F(Q, t)))] Q(V(P, t),l’(Q, t)) )

QeB\(P}

Pe®, tel.

D Przytoczone tu rozwazania latwo uogélnié na przypadek, w ktorym s:Ix*R3x*R3 —» *R3 tj.
funkcja s zalezy od argumentéw ¢, r, #. Wtedy (r, r) € De(s(t,-)) oraz p € Ssey(, P
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Wykazemy, ze dla odpowiednio dobranych funkcji #p¢ rozpatrywany uktad materialny
mozna interpretowaé jako pewien uklad ze ,standardowymi” wigzami wewngtrznymi.
W tym celu przyjmiemy, ze funkcje fpo spelniaja warunki °D(fpo) = R, D.(tpq) =
= [o:pas Brals D1(tre) = (apa, fra), gdzie opq, fre sa danymi dodatnimi liczbami stan-
dardowymi, fpq > ape. Zatézmy ponadto, ze w przedziale czasu I wszystkie punkty
¥(P,1), PeB, t el znajdujy si¢ w gitodwnej galaktyce przestrzeni *R3. Argument p
funkcji tpg speinia warunek

(3.9) 0eD,(tpg), o0 ="0(P,1),1Q,1)), tel.

Relacje (3.9) nazwiemy relacja S-wigzow wewngtrznych, interpretujac 7pq jako wielkosci
sit reakcji utrzymujacych te wigzy. S-reakcjami wigzdw nazwiemy sity wewngtrzne o wiel-
kosciach

(3.10) Gpa € St,o(0)

przyjmujac ponadto, ze Si,,(0) = {0} dla ¢ € D, (trq), Stpe(Bra) = R7U{0}, S;,,(apg) =
= R*uU{0}. Oznacza to, ze S-reakcjc wigzéw sa rowne zeru gdy p € (apg, firq), prze-
ciwdzialaja zblizaniu si¢ punktoéw gdy o = apq oraz przeciwdzialaja ich oddalaniu si¢ gdy
¢ = Prpo. Niestandardowe funkcje wewngtrzne tpq = top, P, O € 4, spelniajace powyzsze
warunki, prowadza do standardowej relacji

m(P)#(P, 1) = folt, (P, 1), (P, 1)+

)'(P, t)—l‘(Q, t)
an . %:P}[bm(é(’@» 0,1Q, D)) +4re®)] G-

qPQ(t) € S‘pQ(Q(r(P, t): r(Qa t))) ’ Q(I‘(P, t); r(Q’ t)) € De(tPQ)-

Powyszsza relacja opisuje pewien standardowy ruch ukfadu punktéw materialnych, podda-
nego wigzom wewnetrznym, Gdy dla kazdej pary P, Q € # mamy bpy = 0 oraz apq = fro,
otrzymujemy przypadek szczegélny rozpatrywanego ukladu materialnego, ktéry mozna
nazwaé cialem S-sztywnym, Mdwiac pogladowo, jest to uklad zachowujacy sie jak cialo
sztywne gdy dziatajace na niego sily zewnetrzne sa skonczone.

3.4. Uwagl i wnioskl. Dwa podejécia przedstawione powyzej mozna tacznie zastosowaé
do jednego ukladu punktéw materialnych (swobodnego i niestandardowego) otrzymujac
réwnania ruchu opisujace pewien uklad standardowy lecz nieswobodny (z wigzami zew-
netrznymi i wewngtrznymi). Z przedstawionego prostego przykladu zastosowania nie-
standardowej postaci (2.5) réwnaf ruchu wynika, Ze:

1° Analiza niestandardowa umozliwia traktowanie nieswobodnych ukladéw punktéw
materialnych jako pewnej ,,aproksymacji”’ ukladéw swobodnych; ,,aproksymacja’ ta
polega jedynie na odpowiednim doborze niektorych funkcji (wewnetrznych lecz nie
standardowych) wystepujacych w réwnaniach ruchu ukiadu swobodnego i nie wymaga
stosowania ani przejéé granicznych, ani dodatkowych postulatéw.

2° Analiza niestandardowa daje nowa interpretacje wiezéw (por. (3.5), (3.6), (3.9),
(3.10)), zgodng z ich sensem fizycznym, tj. polegajaca na zaniedbywaniu wielkoéci infini-
tezymalnych jako nie dajacych si¢ opisaé przy pomocy bedgcych do naszej dyspozycji
$rodkéw pomiarowych.
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3° Przy formutowaniu podstaw mechaniki Newtona w ramach analizy niestandardowej
mozna ograniczy¢ sig tylko do mechaniki swobodnych ukladéw punktéw materialnych
(ktorych ruch opisuja réwnania (2.5)), bowiem wigzy nakladane na ,,standardowy”” ruch
uktadu sa rezultatem pewnych zatozen co do sit dzialajacych na punkty materialne uktadu.

Druga czg$é tego opracowania bedzie zawiera¢ bardziej ztozone przyklady zastosowari
ruchu (2.5) do formulowania modeli matematycznych rzeczywistych ukladéw material-
nych. Miegdzy innymi wykazemy, ze z niestandardowych relacji (2.5) mozna otrzymaé
standardowe relacie mechaniki kontinuum. Umozliwi to interpretacie znanych poje¢
mechaniki kontinuum (jak np. gestod¢ masy, gestos¢ sit brzegowych i objetosciowych,
tensor naprezenia) wylacznie przy uzyciu poje¢ mechaniki Newtona punktéw material-
nych. Wykazemy takze, ze stosowanie réznych ukladow odniesienia (inercyjnych lecz
nie tylko standardowych, por. podrozdzial 2.2) do opisu jednego i tego samego ciafa
B ={Py,.., P}, ne*N\WN, prowadzi do réinych matematycznych standardowych
modeli, tj. jedno ciatlo & moze by¢, w zaleznosci od przyjetego ukladu odniesienia, trak-
‘towane jako uklad standardowy ciagly, ukiad dyskretny lub nawet jako jeden punkt
materialny.
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Peawome

HECTAHIAPTHEBIH AHAJIN3 B HIOTOHOBCKOW MEXAHUKE CUCTEM
MATEPHUANNBHBIX TOYEK 1.

B nacroameit paGoTe HccnenyeTcs ¥ IPUMEHAETCH HECTAHIAPTHBIN AHATIME K 3a4auaM HIOTOHOBCKOR
MEXaHHKH. TaKolf Iomxol BBOOAT B MEXaHUKY HE-RPXHMENOBBIX YHODPsJOYEHHLIX Noneif W JomycKaer
BO3MOXGOCTE ONKCATh GECKOHEUHBIX M MH(DUHMTEILIMATBHLIE SHAUCHASA (DHIHYECKHX BEJIMYMH.
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MeTofpl HeCTAHFAPTHOrO AHANM3a MIOTOHOBCKOH MEXAaHHKH CHCTeM MATEPHATBHBLIX TOYCK NpH-
BOTAT K BoJiee LIMPOKOMY KITACCY MATEMATHUECKHX Mofelell (hH3HUECKHUK SIBICHUI 110 CDABHEHUH C Tio-
JIYUAIONTHMHCA B Iutaccuueciodl (hopMyJHpoBKe OucKpeTHoH mexanuiu. Ha npumep, us ,,xe-crangaop-
Hoit’’ (hopMyIHPOBKH HIOTOHOBCKMX MDHHITHIIOB IBIKEHMS NHCKDETHOH MEXAHHIH MOXKHA BLIBECTH
yHIAMEHTANBHL] ;,CTaHIAPTHbIE™ COOTHOLLEHUST MEXAHHKH KOHTHHYyMa.

B aT0it yacTit paGoTsl pacCMOTpeHb! ofliee BBeJEHHE B HECTAHNAPTHBIH aHamus, a Taione dyuna-
MEHTAJIbHBIE NPENIIONIONeH s HIOTOHOBCKOH MEXaHHKH B PaMKax HECTaHAapTHOro aHanusa. B Bupe
MpUMEpa HOBAsl MHTEPIpETAlUA CTAHNAPTHOrO IIOHATHSA CBaseli BhIBeAeHa H3 HIOTOHOBCKHX IIPHHUIIIOB
IBROKEHHST MEKOTOPLIX HECTallapTHLIX CHCTEM MAaTepPHAbHBIX TOueK 0e3 cBs3eit.

Summary

NON-STANDARD ANALYSIS IN NEWTONIAN MECHANICS OF MASS-POINT
Systems I

The aim of the present paper is to apply and to investigate the non-standard analysis as the mathe-
matical tool of Newtonian mechanics. Such approach introduces into mechanics non-Archimedean or-
dered fields and makes it possible to describe explicitly also infinite and infinitesimal values of the physical -
quantities. Generally speaking, the methods of the non-standard analysis in Newtonian mechanics of
mass-point systems lead to the wider class of mathematical models of physical phenomena than that which
can be obtained within the classical formulation of the discrete mechanics. For example, from the ,,non-stan-
dard” formulation of the Newton’s law of motion in discrete mechanics we can derive the fundamental
,,standard” relations of the continuum mechanics.

In this part of the paper the general introduction into the non-standard analysis as well as the
fundamentals of Newtonian mechanics within non-standard analysis have been outlined, As an example
of applications the new interpretation of the standard concept of constrains has been derived from the
Newton’s law of motion of certain non-standard unconstrained mass-point systems.

INSTYTUT MECHANIKI
UNIWERSYTET WARSZAWSKI
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WRAZLIWOSC ROZWIAZAN ROWNANIA LINIOWYCH DRGAN MEMBRANY
NA ZMIANY WSPOLCZYNNIKOW ROWNANIA

ROoMAN GUTOWSKI (WARSZAWA)

J. Wstep

Problem wrazliwo$ci modeli matematycznych powstal w ostatnim dwudziestoleciu
a wigc stosunkowo niedawno. Stal on sie wkrétce jednym z najbardziej aktualnych proble-
méw badawczych zaréwno teorii jak i praktyki modeli matematycznych opisujacych zja-
wiska rzeczywiste. W problemie tym wystgpuja dwa gléwne zagadnienia, a mianowicie
jakosciowe i ilosciowe. W celu wyrobienia sobie bliZzszego pogladu na oba te zagadnienia,
warto przedstawié skrétowo istote problematyki wrazliwosei. Ograniczymy si¢ tu do modeli
w postaci rownan rozniczkowych. Dla modeli tych formuluje sie szereg zagadnien takich
jak istnienie 1 jednoznaczno§¢ rozwigzania, ciagla zalezno$¢ wzgledem wartosci poczatko-
wych i parametréw, stateczno$¢ (np. w sensie Lapunowa) ze wzgledu na zaburzenia warto$ci
poczgtkowych, lub prawych stron réwnania i inne. Wrazliwos¢é jest problemem polegaja-
cym na zbadaniu zmiany rozwigzania réwnania rézniczkowego, powstajacej wskutek
zmiany ktorego$§ ze wspdlczynnikéw wystepujacych w rownaniu. Okazuje sig, Ze zmiana
stalego wspolczynnika o pewna niewielkg wartoéé, nie powoduje bynajmniej statej odchylki
od starego rozwigzania, lecz odchylke zmienna w czasie, odnos$nie ktérej mozna badaé
badz jakoSciowo pewna jej miare informujgca nas o ograniczonosci tej odchylki, lub jej
zachowaniu sig z biegiem czasu, badZ tez mozna t¢ odchyltke wyznaczy¢ iloSciowo. Opisana
powyzej koncepcja pojecia wrazliwosci nie jest jedyna i istnieja réwniez inne koncepcje
wrazliwosci, jak na przyklad wrazliwo$¢ strukturalna, zajmujaca si¢ badaniem odchylki
od starego rozwiazania, w przypadku zmiany struktury, czyli postaci réwnania réZniczko-
wego, lub zmiany ilodci stopni swobody. Pozostajac przy zmianie wspolczynnik 6w, moZzna
bada¢ réwniez zmiany innych charakterystyk niz samo rozwiazanie, takich jak na przyklad
widma czgstosci, lub postaci wlasnych, w liniowych ukfadach drgajacych. W kazdym
z rozwazanych przypadkéw nalezy zdefiniowaé odpowiednig miare wrazliwosci. W ni-
niejszej pracy ograniczymy si¢ do badania klasycznej wrazliwosci, to znaczy zmiany roz-
wigzania spowodowanego mata zmiana jednego ze wspétczynnikéw réwnania. Badanie to
przeprowadza sig za pomocg odpowiednio zdefiniowanej funkcji wrazliwoéci, kt6ra moZzna
wprowadzi¢ w rozmaity sposéb. W przedstawionej pracy podane jest badanie jako$ciowe
wprowadzonej funkeji wrazliwosci. W tym zakresie zagadnienie mozna zaliczy¢ do grupy
jakoSciowej problematyki teorii statecznosci specyficznego rodzaju, a mianowicie statecz-
nosci na male zaburzenia statych wspélczynnik 6w réwnania. Badanie takie powinno poprze-
dza¢ zagadnienie ilo§ciowe wyznaczenia funkcji wrazliwoci, ktére nadaje problemowi
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wrazliwosci ostateczny wyraz praktyczny. JednakZze nawet jakosciowe zbadanie zachowania
si¢ funkcji wrazliwosei i stwierdzenie, ze jest ona na przyktad ograniczona, lub zmierza do
zera i od jakich parametréw fizycznych zagadnienia to zalezy, daje pewne interesujace
informacje praktyczne o wrazliwosci modelu matematycznego, w postaci réwnania réz-
niczkowego, na male zaburzenia wspolczynnika.,

Z praktycznego punktu widzenia, badanie wrazliwosci w sensie omoOwionyn powyzej
pozwala na przewidzenie, jak znacznie beda si¢ réznity rozwiazania np. drgan elementéw
wykonywanych seryjnie, dopuszczajac pewien rozrzut parametréw fizycznych (mas,
sziywnosci) podczas produkcji. Na podstawie analizy wrazliwosci mozna réwniez rozwig-
zywat zagadnienie odwrotne, to znaczy poda¢ dopuszczalny rozrzut parametrow fizycznych
aby odchylka rozwiazaid od egzemplarza wzorcowego nie przekroczyla z géry zadanej
wartosci.

Nalezy podkreélié, ze problematyka ta zostata w mniejszym lub wigkszym stopnju
zbadana dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych [2], [3]. Dla réwnan rézniczkowych
o pochodnych czastkowych problematyka ta znajduje si¢ w stadium formulowania i uzys-
kiwania pierwszych rezultatéw. Niektdre z nich, dla zagadnien zawierajacych jedna
zmienng przestrzenng sg przedstawione w pracach [4], [5], [6]. Niniejsza praca przed-
stawia problem wrazliwosci na zmiany wspélczynnikdw réwnania dla réwnania o pochod-
nych czastkowych z dwiema zmiennymi przestrzennymi. W tym przypadku, jak réwniez
w przypadku wielu zmiennych przestrzennych powstaja jako$ciowo nowe problemy,
w poréwnaniu z przypadkami, w ktorych wystgpuje jedna zmienna przestrzenna. Dla
przejrzystosci rozwazan zagadnienie zostalo przedstawione nie na przykladzie ogdlnego
réwnania o pochodnych czastkowych o wielu zmiennych przestrzennych, lecz na przykla-
dzie drgah membrany, majacej znane znaczenie i zastosowanie w teorii i praktyce drgan
ukladéw ciaglych.

2, Sformulowanie zagadnienia
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe drgafi membrany prostokatnej w postaci
2 2 2
1 m%% +,u—aait+ru = To(%c%+gv—2)+F(x,t),
gdzie
m — masa przypadajaca na jednostkg powierzchni membrany,
4 — wspdlczynnik tlumienia liniowego zewngtrznego drgan poprzecznych,
r — wspdlczynnik sprezystoéci podloza sprezystego,
T, — napigcie membrany,
F(x, t) —sila wymuszajaca,
u(x, y, t) — przemieszczenie poprzeczne membrany.

- Niech boki rozwazanej membrany prostokatnej beda odpowiednio réwne a i b, przy
czym b < a.

Wprowadzamy oznaczenia

go_
m—'z’B’



WRAZLIWOSC ROZWIAZAN 377

gdzie B, ¢, y oznaczaja stale dodatnie. Réwnanie (1) przybiera postaé

0%u Pu P
2 W‘F2ﬂ +Cu"'}’(a 7 + £)+f( 1).

Niech warunki poczatkowe maja postaé

ou(x, y,0)

3 u(x, y’O) = 'zpl(xa ¥)s & = ?Pz(x, ¥,

za$§ warunki brzegowe niech maja postaé

[u(O,y, =0, ula,y,t)=0,

(4) Vu(x,0,2) =0, u(x,b,t)=0.

Warunki te odpowiadaja przypadkowi membrany zamocowanej wzdiuz wszystkich
bokow.

Zaktadanmy, ze rozwigzanie réwnania (2) z warunkami (3) i (4) jest znane, Zagadnie-
niem, ktoére chcemy zbadaé, jest wrazliwo$é rozwiazan réwnania (2) na zmiany wspol-
czynnika &, ktéry jest rowny » lub # lub ¢. W tym celu wprowadzamy funkcje wrazliwosci
w postacl

—1; u(x,y,t,f-l-ﬁf)—u(x,y, t;E) _%
(5 w(x,y,1,8) —‘1116310 AE =5

Na mocy (5) mamy nastgpujaca réownos$é przyblizona
(6) ux,y,t, E+48)~ulx, y,1,8) > w(x,y,t, §4E.

Jedli wyznaczymy, lub oszacujemy funkcje w(x, y, ¢, &), wtedy na podstawie wzoru (6)
mozZemy wyznaczyé w przybliZzeniu, lub oszacowaé zmiang funkcji u(x, y, ¢, £) odpowia-
dajaca zmianie 4£ parametru & RéwnieZ na odwroét, jesli réznica du = u(x, y, t, E+48)—
—u(x, y, t, §) jest z géry dana, wtedy na mocy (6) mozemy wyznaczyé w przyblizeniu
dopuszczalng wartosé 4E&.

Wyprowadzimy réwnanie rézniczkowe dla funkcji w(x, y, ¢, £). Rézniczkujac réwnanie

rézniczkowe (2) wzgledem & = yp, 8, ¢ otrzymujemy réwnanie réZniczkowe wrazliwosci
W postaci

0w 0w Pw
M ¥ +2p%2 A oo = ”(a + 2)+<p(x ¥4, )
gdzie
Pu  Pu
ety daf=v
8 Yy = _
( ) (p(xaya t, ‘5) aal; dla é: ﬂ

—u dla & = ¢.



378 R. Gurowskl

Warunki poczatkowe i brzegowe maja postaé

5}
w(X,y,O, S) = aigu(x:y>0s§) = G_EWI(x’y) = 0’

) !
| 200200 7 [M] = S ) =0

ot B ot

o0, y.1, 8 =ai5u<o,y, LE =0, wa,y,t, &= a%-u(a,y, £ E) =0,

(10) ! ; )
|w<x,o, L= g u 0,6, = 0, 0(x,b, 8= Frulx,b,1,8=0.

Zagadnienie polega na zbadaniu zachowania si¢ rozwigzan réwnania (7), to znaczy
na znalezieniu warunkow dostatecznych ich ograniczonodci, lub zmierzania do zera przy
t — 00.

3. Badanic zachowania sle rozwiazan réwnania rézniczkowego wrazlivosci
Jesli wspotczynnik & nie ulega zmianie, wtedy jest w = 0. Je$li wspSlczynnik & zmienia

sig 0 AE, wtedy rozwiazanie réwnania (7) odchyla si¢ od rozwiazania zerowego. Qdchyle-
nie powyzsze bgdziemy mierzyli za pomocg odlegloéci w postaci

a b .
dw 0
1D elw) = ff ) +2ﬂw +cw +y 2 +y o ) dxdy =
¥ ot X dy
;e dw\* [ow\® [dw)?
- — B2y y2 o bl ==
—ofof[(c fHw +(ﬂw+ at) +y(6x) +y(6y)]dxdy,
gdzie zakladamy, ze
(12) c—f% > 0.
Wprowadzona odlegloéé spetnia warunki
o(w) =0, p(0)=0.
Odleglo$¢ ta nie musi spetniaé aksjomatéw przestrzeni metrycznej.

Dla pewnego w(x,y,t, &) odleglosé bedziemy oznaczali przez ¢(r) i zakladamy, ze

jest ona jednoznaczng i ciagla funkcja czasu f.
2

Rézniczkujac odlegtoéé (11) wzgledem czasu i podstawiajac zamiasta—w

7 odpowiednie

skladniki z réwnania (7) otrzymujemy po pfzeksztalceniach

o= 2[[[ (E) —26%w ——ﬂcw +fyw 65; + fyw 6;? +

+@_62w+8_w62w+ 6w62w+6w62 dxdy+
Y78t ox* TV 5t ayr TV ax oxor ' ay ayar |

+2ff(,3w+—aa—?)<pdxdy.
00
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Obliczmy catkujac przez czeSci nastgpujace catki, uwzgledniajac przy tym warunki

brzegowe

b b
: Jw 0*w ff Jw 0%w
ff ot 0x? dxdy = 0x Ox0t dxdy,
b0 o 0

——dxdy.

o
OH
2 g
Q) [ &)
[ )
L
g
<
1
|
OH
OH
28
|
S

Wzor (13) przybiera wiec postaé
a b
: dw dw w\*  fow)?
- (1] vams e (2 o[ s
0 /30 0 [( ar) +2f0—-+co +y(ax) +y(ay) dxdy+

a b
* Jw
+20fbj (ﬂww)(pdxdy.

Na mocy (11) mamy wige

a b

(14) 0= —2/30+2ff(/3w+ %?)q)dxdy.
b 0

Stad otrzymujemy

a b a b

2
¢ < —2ﬂ9+f 2 ﬂw+—€% lpldxdy < —2ﬂg+ff[(ﬁw+%) +<p2]dxdy,
{ 0 b

0 0

- r ow\* ow\? oo\’ tr
< =20+ [ [ |e=prorey|22) 4y (52 % [ [asay,
0 /39+6{0 [(c Ao +y(ax) +y(ay) +(/3w+ 5t) ]dxdy+0 0 p*dxdy
a b

a b
(15) e < ——2/39+9+ff(p2dxdy = (1——2/3)Q+ff(p2dxdy.
00 00

Oznaczmy
a b

(16) 01,8 = [ [9(x,y, 1, Odxdy.
00
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Na mocy (I5) otrzymujemy nieréwnosé

(17) o < Bexpl(1-20) 1+ [ &(s, Hexp[(1-28)(t~9)]ds, 1 €0, )
0

Na podstawie warunkéw poczatkowych (9) 1 wzoru (11) mamy
B = Q‘,zo = 0.
Nierowno$é (17) przybiera wigc postaé

(18) o < [ @(s, Hexpl(1-2p) (t—s)]ds
0

Poniewaz rozwiazanie u(x, y, t, &) jest znane, wigc znana jest réwniez funkcja @(z, &).
Mozemy wiec wyznaczyé analityczaie, [ub numerycznie, obszar parametrow, dla ktorych
nieréwno$é¢ (18) jest spetniona.

Majac oszacowana odleglo$¢ o, mozemy oszacowaé catke podwéjng z kwadratu funkcji
wrazliwosci o rozciagnigty na obszar powierzchni membrany. Istotnie na mocy (11) i (18)
mamy

a b t
1
(19) w?dxdy < ——5 | D(s, £)exp[(1-2p)(z—s)]ds

W przypadku szczegdlnym g = 0, ¢ = 0 nie mozna skorzysta¢ z oszacowania (19), jed-
nakze oszacowanie typu (19), niezalezne od f i ¢ mozZna otrzymaé jeszcze w nastgpujacy
sposdb.

Funkcje wrazliwosci w?(x, y, t, &) mozemy przedstawi¢ w postaci

ds.

b y
wz(x:y) t, E) = f‘gs_wz(x, S, t; &)dS = f .ZCO(X, S, t, E) aw(x,a‘z’ t’ &)
0 0

Stad mamy
a b

a l) y
dow(x, s, t, &)
w(x,y, 1, Edxdy = [ 20(x, 5,1, &) —2 22>~ ds]dxdy,
fbj { of Js

20) 0 00

a b a
OJ Ofwz(x,y, t, Hdxdy = f{

Zmieniamy kolejno$¢ catkowania wzgledem y i s stosujac wzér Dirichleta w postaci
b

y b b
@1) [ay [ fs, vyds = [ ds [ 765, pydy,
[} 0 0 s

przy czym w rozwazanym przypadku, funkcja f we wzorze (20) nie zalezy od zmiennej y.
Na podstawie (21) otrzymujemy wzér (20) w postaci

a b N b
’ PR = [ aw(x S,I,f) } } .
ofb{co (x,9,t, &dxdy J {of Lf 20(x, s, 1, &) — dy| dsbd

y

b
f[j 2co(z_c,s, t,E)ﬁw(—x(,Ig-t §) ds]dy}(/x

0
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Jednakze funkcja podcatkowa po prawej stronie nie zalezy od y wiec mamy

ff ©2(x, y, t, E)dxdy = ffzw(x s,t,g)M(b s)dxds.

Poniewaz zmienna s zmienia si¢ w granicach 0 € s < b wiec ma miejsce nieréwnosé
b—s < b. Oznaczajac s przez y otrzymujemy wiec

ffwz(x,y, t, &dxdy < 2bff |w(x,y,t,§)|.M dxdy.
0 0 _ 0 0
Stosujac nieréwno$é Buniakowskiego-Schwarza mamy
a b 3
[ [ wre, 1, axay < 20 f f @5,y 1, Hdxdy]} [ f f (L("-—ﬁ’—’f)) dxdy]
b0

Podnoszac te nierdéwno$¢ obustronnie do kwadratu otrzymujemy ostatecznie

a b a b 2
(22) ffwzdley < 4b2j f(—aﬂ) dxdy.
b o g\

0

Na mocy (11) i (18) mamy

a b 2 ’{
bfof (66_6;;) dxdy <%6J D(s, E)exp[(1—2p)(t—s)lds

Wobec tego na mocy (22) otrzymujemy

a b t -
2
(23) ffa)zdxdy < if@(s,E)exp[(l—Zﬁ)(t——s)]ds.
00 7%
Nieréwnosci (19) i (23) mozemy napisaé w postaci
a b t
@4 ffwzdxdy < Nf@(s, Eexp[(1-28)(t — s))ds,
00 ‘ 0
gdzie
1 4p?
25 = min|———0 ., =
(25) N mm(c_ﬂz, 7)'
Zalézmy, 7e jest spelniona nierdwnosé
(26) 1-28 < 0.

Jedli funkcja @ (¢, £) jest ograniczona dla £ € [0, o), wtedy catka podwéjna z kwadratu
funkeji wrazliwodci jest réwniez ograniczona, gdy zas @(¢, £ — 0 dla t —» oo, wtedy catka
podwéjna z kwadratu funkcji wrazliwoéci ma réwniez tg whasno$c.

Zalézmy, ze ma miejsce nieréwno$é (26) i rozwazmy przypadek, gdy rozwigzanie
u(x, y, t, &) réwnania (2) oraz pochodne wystepujace w tym réwnaniu sa ograniczone.
Wtedy funkcja @ jest rowniez ograniczona, to znaczy

27 D(t,8) < A= const < oo, tel0,c0).
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Nieréwno$é (24) przybiera wtedy postac

a b
(28) J fw"dx(ly < %(l~exp[(l—2ﬂ)t]).
d 0

Gdy funkcja u(x, y, t, £) jest nieznana, wtedy w przypadku & = ¢ to znaczy ¢ = —u
mozemy otrzymaé oszacowanie catki podwéjnej z kwadratu funkeji wrazliwosct w sposéb
nastepujacy.

Dla funkcji # mozemy otrzymaé analogicznie jak powyzej oszacowanie

a b 2 2 2
29) J= ff[(c——ﬂz)uz-h(ﬂu+%) +y(g—i) +y (%l;—) }dx(ly <
50

< Aexpl(1-20) 1+ [ Q@) expl(1~20)(t—9)lds,
4]
gdzie

a b
o) = fff%lxdy, A= J|,=0.
00

Stad otrzymujemy w sposéb analogiczny jak w przypadku nieréwnosci (24) nieréwnosé
w postaci

a b t
@ = [ [urdxdy < N{expl(l-20) 0+ [ Q(©)expl(1~28)(t~9)lds)
00 0

Wobec tego na mocy (24) mamy
t

ab
(30) ffwzdxdy < sz(Aexp[(l—2ﬂ)s]+
00

0
+ [ 0 expl(1 ~28)(s— 7)]de) expl(1 ~ 28)(t — ]ds
0

Na podstawie nieréwnosci (30) mozna, zbadaé zachowanie sig catki podwdjnej z kwad-
ratu funkcji wrazliwoécei z bicgiem czasu, w zaleznosci od wiasnoscei funkceji Q.

Nalezy podkreslié, ze w przypadku membrany, w ktérej rownaniu drgaii poprzecznych
wystepuja dwie zmienne przestrzenne x i p, nie udaje sie uzyskaé informacji bezposrednich
o funkeji wrazliwodci w, lecz tylko o calce podwdjnej z kwadratu funkcji wrazliwoéei.

Wynika stad na przyklad, Ze jesli oznaczymy przez u, rozwigzanie réwnania (2) dla
B # 0, za$ przez u, rozwigzanie réwnania (2) dla 8 = 0, to przy § — 0 nie nalezy spodzie-
waé sig, ze u, — u,. Natomiast powinno by¢

a b a

b
ffu%dxdy - ffu%dxdy przy B-0
00 [V ]

Podsumowujac uzyskane rezultaty mozna stwierdzi¢ co nastgpuje. Badajac wrazliwo$¢
drgani membrany w oparciu o liniowy model matematyczny drgasi, za pomoca wprowadzo-
nej funkeji wrazliwoéci, nie daje sie uzyskaé wartosci ograniczajacej sama funkcje wrazli-
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wosci, co jak stwierdziliémy na poczatku jest na ogét nadzwyczaj pozadang informacja
jako$ciowa majacy samodzielne znaczenie praktyczne. Odnosnie funkcji wrazliwosci
mozemy uzyskaé tylko informacjg, ze catka podwdjna z jej kwadratu jest ograniczona,
Jub zmierza do zera, co wynika ze wzoru (24). W nieréwnosci tej prawa strong otrzymujemy
ustalajgc warto$¢ statej N, ktédra mozna wyznaczy¢ znajac wymiary i parametry fizyczne
membrany (wzér (25)) oraz majac informacje o zachowaniu si¢ rozwigzania réwnania (1)
membrany z niezaburzonymi wspdélczynnikami, to znaczy znajac funkcje @ dang wzo-
rem (16). Skoriczong posta¢ oszacowania (24), w przypadku gdy funkcja @ jest ograni-
czona staly A (wzor 27) przedstawia wzoér (28). Oznacza to, ze stosujac model liniowy
membrany w postaci réwnania (1), mozemy w przypadku malej zmiany wspotczynnikow
réwnania spodziewaé si¢ tylko matej zmiany catki z kwadratu funkcji wrazliwosci, a nie
samej funkcji wrazliwosci. Jest to podstawowa cecha charakterystyczna i trudno$é wyste-
pujaca przy badaniu modeli matematycznych ukiadéw dynamicznych ciaglych, zawiera-
jacych wigcej niz jedng zmienng przestrzenny, ktéra trzeba braé pod uwage przy fizycznej
interpretacji wynikéw dotyczacych badania wrazliwosci, Tub przy badaniach numerycz-
nych.

Wzér (24) podaje oszacowanie catki podwodjnej z kwadratu funkcji wrazliwoéci przy
zatozeniu, Ze rozwigzanic rownania (1) to znaczy réwniez i funkcja @ dana wzorem (16)
sa znane. W przypadku gdy zmianie ulega wspélczynnik ¢ (p. réwnanie (2)), wtedy mo-
Zemy nic rozwigzywaé tego roéwnania w celu wyznaczenia funkcji @ lecz postuzyé sig
oszacowaniem funkcji @, co wystarczy do skonstruowania oszacowania catki podwaojnej
z kwadratu funkcji wrazliwosci danej wzorem (30). Sens tego wzoru jest taki sam jak wzoru
(24), z tg jednak réznica, Zze po prawej stronie wzoru (30) nie wystgpuje juz jawnie funkcja @
ktérej nie trzeba wigc wyznaczaé. Nalezy jednak podkreélié, ze wynik ten zostat uzyskany
kosztem dokladnosci oszacowania, to znaczy oszacowanie (30) jest ,,grubsze” niz oszaco-
wanie (24), w tym samym przypadku badania wrazliwosci rozwigzania na zmiang wspot-
czynnika ¢, Oszacowanie to zachowije jednakze te same cechy jako$ciowe, to znaczy moZna
na jego podstawie wnioskowaé o ograniczonoéci i zmierzaniu do zera catki podwdjnej
z kwadratu funkcji wrazliwoéci.
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Pesome

YYBCTBUTENLHOCTS PENIEHUN YPABHEHUWSA JIMHEMHBIX KOJEBAHUIA
MEMBPAHBI OTHOCUTEREILHO U3MEHEHUM Er0 KOEDGHUMEHTOB

B pafore uccnepyercs UyBCTBHTEILHOCTh PELICHME ypaBHEHHS JMHedHBIX IoneGamuil npsaoy-
rONBbHOl MeMOPaHB! OTHOCHTEJIBHO H3MeHCHHI Koed(dHLHEHTOB 3TOr0 YPaBHEHHS. yBCTBHTEBHOCTS
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Summary

SENSITIVITY OF SOLUTIONS OF LINEAR EQUATION FOR A VIBRATING MEMBRANE
TO VARIATION OF EQUATION COEFFICIENTS

The sensitivity of solution of is investigated the linear equation for a vibrating rectangular membyane,
with respect to variation of equation coefficients.

The sensitivity has been tested by the sensitivity function, defined in the paper, for which a partia,
differential equation has been derived.

A properly established distance between the null solution to this equation and the solution of the
differential equation of sensitivity has been used to estimate the double integral of the square of the sensi-
tivity function. The estimation served later to investigate the variation with time of the double integrall
and permitted to determine its limitations and convergence to zero as ¢ — 0.
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O PEWNYM MATEMATYCZNYM MODELU PROCESU KOLMATACJI WYMIAROWREJ
W SZCZELINACH I JEGO ZASTOSOWANIU

KrzyszroF CIESLICKT (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Spoérdd wielu réznorodnych metod pomiaru zawartosdcei zanieczyszezeni stalych w cie-
czach coraz wigcej uwagi poswieca sig metodom kolmatacyjnym. Wykorzystuja one zja-
wisko kolmatacji wymiarowej tzn. zatrzymywania czastel zawiesiny przeplywajacej przez
przegrodg porowata wskutek réznic wymiarowych czastek i poréw. W kolmatomierzu —
przyrzadzie pomiarowym — rol¢ osrodka porowatego spelnia szczelina o sztywnych i nie-
przepuszezalnych $ciankach i o wysokosci zblizone;j do wymiardw wystepujacych w cicezy
czastek. U podstaw pomiaru metoda kolmatacyjng liczby i skladu granulometrycznego
czastek lezy zwigzek pomigdzy parametrami hydrodynamicznymi przepltywu zawicsiny
(spadek ci$nienia, nateZenie przeplywu), a parametrami charakteryzujgcymi rozklad wy-
miarowy czastek. Dotychczas, ze wzgledu na zlozono$¢ zjawisk, nie podano $cistego mo-
delu analitycznego wiazacego te wielkodci. W istniejacym modelu, prezentowanym w pra-
cach [1, 2] uproszczono opis matematyczny procesu kolmatacji
— przypisujac szczelinie posiadanie cech idealnego filtru dolno-przepustowego o nie-

zmiennej w czasie charakterystyce filtrowania (tzn. szczelina zatrzymuje tylko czgstki

wigksze od wysokosci szczeliny);

— calkowitemu zatkaniu szczeliny przyporzadkowujac stala liczbg czastek zatrzymanych,
rowng ilorazowi szerokosci szezeliny — L przez jej wysoko$é — h (Lo/h), niezaleznie
od rozkladu wymiarowego czastek,

Dzigki tak sformulowanym zalozeniom uzyskano nieskomplikowana zalezno$é 1a-
czacyg intensywno$é zatrzymywania czagstek z ilodcia czastek juz zatrzymanych. Ma ona
postaé [2]:

m PO~ k- npa-rpoy,

gdzie: P(¢) —liczba czastek wiekszych od wysokosci /# szczeliny w chwili ¢

z;, — koncentracja czastek wigkszych od wysokosci / szczeliny w cieczy dopro-

wadzonej do jej wejscia

A — graniczna ,,pojemno$¢” szczeliny rowna ilorazowi Lg/h

K — stata zalezna od geometrii szczeliny i warunkéw przeplywu zawiesiny
1 jest analogiczna z zaleznofcig opisujaca w ujeciu fenomenologicznym kinetyke procesu
kolmatacji w o$rodkach porowatych [6]. Pomiedzy zadaniami kolmatomierza, a zaloze-
niami modelu na ktérym pomiar sig opiera uwidacznia si¢ pewna niekonsekwencja. Otéz

3
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celem pomiaru jest okreslenie m.in. rozktadu granulometrycznego czastek zdyspergowa-
nych w cieczy, z drugiej strony model nie ujmuje parametru charaktcryzujacego ten
rozklad. Prosta struktura analitycznego wzoru (1) okupiona zostata zmniejszeniem wier-
nosci opisu zaznaczajacym sig wyraznie w przypadkach, gdy do szczeliny naplywajq czastki
znacznie wigksze od wysokodci szczeliny oraz w koncowych fazach procesu (tzn. gdy
w szezelinie znajduje sie juz duzo czastck zatrzymanych). Zastosowanie zaleznosci (1)
dla potrzeb opisu kinetyki kolmatacji w osrodkach porowatych takze nie oparlo si¢ probic
kolejnych, dokladniejszych eksperymentow i zostala ona zmieniona [7]. Okazalo sie bo-
. . o . oP(t) . . .
wiem, Ze intensywnos$¢ zatrzymywania czastek w porach - o nie jest, jak zakiadano
liniowo opadajaca, poczatkowo roénie, az do osiggniecia pcwnego maksimum. Przy czym
dalsze malenie wynika ze zmniejszajacej sig intensywnosci doplywu czgstek zwigzanej
z malejaca przepuszczalno$cia osrodka.

W znanych pracach brak jest prostych modeli uwzgledniajacych wplyw rozkladu
wymiarowego czastek zawiesiny na przebieg procesu i uzasadniajgcych zmienng w czasie
efektywnosé procesu kolmatacji zachodzacego w szczelinach. Problem ten rozwazano
w pracy [3], gdzie w wyniku otrzymano stochastyczny proces markowowski jako model
zaleznosci odpowiednich parametréw fizykalnych od czasu. Jednak jego stopien skompli-
kowania znacznie utrudnia uzyskanie dostatecznic przejrzystych rozwigzaf.

W niniejszej pracy przedstawiono model, ktoéry jest znacznie prostszy a przy tym
uwzglednia mechanizm odpowiedzialny za zmienno$é charakterystyk filtrowania szcze-
liny oraz parametry rozkladu wymiarowego czgstek.

2. Matematyczny model procesu kolmatacjl

Przeplyw cieczy dwufazowej przez szczeling i towarzyszacy mu proces kolmatacji wy-
miarowej potraktowano w modelu jako przeptyw cieczy jednorodnej przez obszar o zmien-
nej strukturze geometrycznej. W chwili poczatkowej struktura obszaru przeptywowcego
jestznana i okre$lona przez charakterystyczne wymiary szczeliny: Ly — szetokos¢, i — wy-
soko$¢, m — dlugosé, spetniajacych relacje:

(2) h <€ Lo, m=O0(h).

Przyjmijmy, ze ciecz dwufazowa ma posta¢ zawiesiny czastek stalych réwnomiernie
zdyspergowanych w jednorodnej, nieéci§liwej cieczy lepkiej, a koncentracja czastek jest
na tyle mala, Ze ich wzajemne oddzialywanie mozna pomingé. Podstawa modelu jest za-
lozenie, Ze czastki zatrzymane w szczelinie moga dzielié, poczatkowo jednospdjny, obszar
szczeliny D na rozlaczne segmenty —a zatem zwigkszaé rzad spdjnosci tego obszaru,
lub tez eliminowa¢ segmenty — czyli zmniejszaé rzad spdjnosci. Podzial lub eliminacja
segmentéw wynika z relacji wzajemnych wymiaréw czastek i segmentéw i zmienia sig
w czasie trwania procesu. W kazdej chwili przeplyw cieczy odbywa sig zatem przez pewien
obszar bedgcy skohczona suma roztacznych obszaréw jednospdinych. Niech kazdy z seg-
mentéw charakteryzuje pewna liczba rzeczywista x bedaca realizacja zmicnnej X. Po-
dobnie, kazdg czastkg przybywajaca do obszaru przeplywowego opisuje jej wymiar cha-
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rakterystyczny y bedacy realizacja zmiennej Y. Chwilowy stan szczeliny opisuje para liczb

C i L oznaczajacych odpowiednio wartoéé érednig liczby segmentéw obszaru D oraz war-

toéé §rednig sumy wymiaréw segmentéw. Zmienna niezalezng jest $rednia objetosé V

cieczy jaka przeplywa przez szczeling. PoniewaZz czastki fazy drugicj sg réwnomiernie

wymieszane w fazie pierwszej, to obj¢tos¢ cieczy, ktéra przeplyngta przez szczeling jedno-

znacznie wyznacza sklad czastek, ktére znalazly sig w jej otoczeniu. Jesli do obszaru D

przybywa czastka o wymiarze charakterystycznym y to jesli przybyla do segmentu o wy-

miarze charakterystycznym x zachodzi jedno z nastgpujacych zdarzen:

— czastka ulega zatrzymaniu, za§ suma wymiaréw charakterystycznych segmentow
zmniejsza si¢ 0 p, o ile /1 €y < x; jednoczedénie rzad spojnodci obszaru szezeliny
wzrasta o 1;

— czastka ulega zatrzymaniu, za$ suma wymiaréw segmentéw zmmiejsza si¢ o x, o ile
x < y; jednoczes$nie rzad spéjnosci obszaru maleje o 1;

—- czastka nie zostaje zatrzymana, suma wymiardw segmentéw nie zmienia sigo ile y < /
i y < x; rzad spojnosci obszaru pozostaje staty.

Oznaczmy przez Pgr(x, ) rozkiad taczny zmiennych X, Y. Za podstawowa informacje

o funkcjach C(V) oraz L(V) przyjmuje si¢ w $wietle przedstawionych zalozen nastgpujacy

uklad réwnan rézniczkowych:

dZISV) =N [I‘J( xf’Péz(x,y)—x zy'ydPaz(x,y)],
3 _
dI;z(IV/) = —N| [ yapae, )+ [ xdPeitx, ),

hgy<x x<y

gdzie: N — koncentracja czastek zawiesiny. :
Wystepujace po prawych stronach ukiadu réwnan (3) catki Riemanna-Stieltjesa wzgle-
dem fgcznego rozkladu zmiennych X, ¥ majg prosta interpretacje. W pierwszym réwnaniu
okreslaja zalezny od L i C wzgledny udzial czastek zawiesiny, ktérych przybycie do ob-
szaru wlotowego szczeliny spowoduje odpowiednio wzrost, lub zmalenie o jeden liczby
segmentéw na ktdre szczelina byla podzielona przed ich przybyciem. W drugim réwnaniu
okredlajg warto$¢ Srednia zmiany sumy wymiardw segmentow, pod warunkiem, ze przy-
bycie czastki spowodowalo odpowiednio wzrost lub zmalenie o jeden liczby segmentéw
szczeliny. Przyjmujemy dalej, Ze wymiar czastki-y nie zalezy od wymiaru charakterystycz-
nego segmentu-x, do ktérego czastka przybyla. Jest to réwnoznaczne z zalozeniem nie-
zaleznodei zmiennych X i Y. Wéwezas rozklad iaczny Pgg(x, y) jest produktem dwu roz-
kiadow f(x) i g(»). W niniejszej pracy przyj¢to, Ze sa to rozklady wykladnicze o ggstosciach:

4 Jx) = —% CXP{—%x} dla x >0

g(y) = xexp{—xy} dla y >0
gdzie » oznacza parametr rozkladu wykladniczego zmiennej Y.
Rozktad wyktadniczy g(y) jest jednym ze stosowanych do aproksymacji rozktadu wy-
miaréw charakterystycznych czastek zanieczyszczen w cieczach roboczych uktadéw hydra-
ulicznych. Idea przyjecia funkcji wykladniczej dla opisu wymiaréw charakterystycznych
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segmentow powstala przez analogig z asymptotycznym — wyktadniczym rozkiadem od-
legtosci miedzy punktami rzucanymi réwniomiernie na odcinek [5]. Ze wzgledu jednak
na rézny od zera wymiar czastek, jako warto$c srednig rozktadu f(x) przyjeto parametr
zmienny, bedacy ilorazem wielkodci L i cw).

Przyjecie gestosci tacznej dPzz(x, y) w postaci iloczynu funkcji na plaszczyZnie R?
pozwala przedstawi¢ odpowiednie catki Riemanna-Stieltjesa w postaci calek iterowa-
nych:

acw) _ . C0) l f f exp{, cw) x}exp{_%y}(,xdy_

dv L(V) 5 L)
© © J E(V) }
_OJ !expl— Z(V)x exp{ —ou,}dxdy
(5)
dL(y) c) cn|
72l L(V)[ fyexp Z(V)]exp{ %yt dxdy+

+ffx { ﬁ(; }exp{—%y}dxdy].

A po przeksztalceniu prawych stron (5) otrzymamy nastepujacy nieliniowy uklad réw-
nan rézniczkowych:

dC()= N (+@)_1(%Xp{_h[ +@]} C(V))

© L) L) L)
e T s 2ol 222
¥ % Ni{x+ I0) I+h—— 7% +xh|expy—h | ”®+ Z(V)v + I0) .

Warunki poczatkowe dla powyzszego uktadu rownan wynikaja z zatozenia, ze w chwili
poczatkowej ciecz plynie caly szerokodcia przeptywowa szczeliny, a zatem maja postaé:

(M C0)=1: L) = L.

3. Prayblizone analityczne rozwigzania sformulowanego ukladu réwnan

W poczatkowych etapach procesu kolmatacy spelniona jest zgodnie z (2) i (7) re-
lacja:

' h
®) p() = CV)—=—| <1
(V) V=0
Mozemy zatem zlinearyzowaé uklad réwnan przez rozwinigcie funkeji exp{—u(¥)}
w szereg potggowy. Pomijajac wyrazy rzedu wyZzszego niZ pierwszy otrzymamy po prostych
przeksztalceniach rozwiazanie: [3]
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5=
Iny 1— % +a2[w(V)—%] = ——B%,
ay— =
0 EZE i
( WO(V)[Fxlll Z—(f?%%j—b—ii% -len{1+—&ll/jf%}
+F;In ll—%”ﬂ(m: 1-G-V,
gdzie: - q = hx, h = _Lflg’ I—(V) — Lg:)’

wo(V) = hC(¥),
4 = [1+¢*2+q)%e~*1—2q%",

a - .—q_v
YTog+et’
g = l+ge™?
g+ (e’
e?—q* ;
by =——<; by=—-(I+97,
' q(l+q) (
dy = q(l+q)e™
1—-q%e1—-y4 l—g% 14y 4
dy= —>—-— 22— {dy=-—— T
2 2
B = (I1+ge 9> N
T 1+(1+q)e® Lox’
1
Fi= ———<[2(1+q)+4*—¢7],
(= sy RA )+ =]
F, = ~2(1+—1),——Z[e’1+(2+4q+6q2+4q3+q4)e—‘1—2(1 +q+9%)]
q Yy —
G=(14+q)e*

Lo% )

Uwikiana posta¢ zaleznosei (9) nie pozwala wyznaczyé niewiadomych L i C bezposred-
nio od zmiennej niezaleznej V. Mozna jednak zauwazyé, ze w poczatkowych fazach pro-

cesu, zgodnie z (8), réwnania (9) mozna dalej uproscié, przez odrzucenie cztonéw matych,
do postaci:

C(V) = a,LYV)—[a; L(V)~1]exp{B()},
LWV) = L,—GV,

(10)
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gdzie:
. _ vV
a, =2 G = GL,.

B’

Dokladniejsze rozwigzania ukladu réwnan rézniczkowych (6) dla danych wartodcei
paramets6w Lo, 4, N, m, A uzyskano numerycznie wykorzystujac biblioteczng procedure
,Runge-Kutta 47, Na rys. 1 pokazano je lacznie z wynikami rozwiazan przybliZonych,
Wartosci bledu wynikajacego z poczynionych aproksymacji zaleza przede wszystkim od

a)
FrIfe T T 7 1 T T T T 1 11
10* () <107 Vs
x10 /B
0,606~ 1,2/ ”
CEN
055 05[-1.0[- i % c .
/ / AN
0.4~ 0408 4 AN
03l 0,3%0,6 = = :\\
Ll
0,210,204 NN
\\ \
0,11-0,1-02 N N -
Lo L1 01 AN
01 02 63 04 05 06 07 0% 08 10 102
b) Viml}
Pl LI C 1 1 LA R T T T
¢ : —
10 l;r;g;] X0’ Vi \\\ :
140~ 707 S
AN
121 606 . _
10~ sos- X
/s \
|~ L_ [._
08 0, ) N
os]- 3lo3- P D\ -
// RN
04 2102 2 L \\\
-~
0,2[ 1[0,1 ; \\\\ ~
| A S IS I N N
03 06 03 12 15 18 21 24 27 30 33 »102
Viml]
rys. 1

Numeryczne (linie ciagle) i przybl.iione analityczne (linie przerywane) przebiegi funkeji C(V), L(V), P(V),
dla a) ¢ = 1,8; b) ¢ = 3. Wartoéei Ly = 60 mm, &= 6 um, N = 400 szt,/ml,

bezwymiarowego parametru g, okreélajacego relacje pomiedzy wysokoscia szczeliny 4,
a parametrem zalozonego rozkladu wykladniczego czastek [3]. Oczywiscie warto$é
bledu jest zawsze zbiezna do wartosci zerowej przy ¥ — 0.

Funkcje E(V) oraz L(V) wykorzystano takze do obliczenia §redniej liczby czastek P(V)
zatrzymanych na wejéciu do szczeliny po przeplynigciu objetoéci ¥. W pracy [3] zostalo
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to dokladnie omowione lacznie z wyprowadzeniem przyblizonej zaleznosci analityczne]
funkcji P(V) stusznej dla malych wartosci zmiennej niezaleznej V. Ma ona postac:
an PV) = g:V+gaV?,

gdzie:

g = Ne™®, g, = 0,5iNg,a, [1- %]

4. Dyskusja rozwigzan fenomenologicznego modelu procesu kolmatacji

Wspolczynnikom g; i G’ wystepujacym w réwnaniach (10) i (11) mozna przypisa¢
przejrzystg interpretacje. I tak:
g, — okresla liczbe czgstek wigkszych od wysokosci szezeliny w jednostce objetosei cieczy
[24)

g =n(xz=h)= Nx J exp{—z, dx = Ne 7.
h

G’ — odpowiada wartosci Sredniej sumy wymiardw charakterystycznych czgstek wigkszych
od wysokosci szezeliny w jednostce objetosci cieczy

G = E{x/x = h} = Nx f xexp{—#,}dx = N(h-{- %)e—q = gl(h-i- 1;)
I v
Obydwa wspolczynniki g, oraz G’ okreslaja wartosci odpowiednich pochodnych
dL(V) dC(V) dP(V)

w punkcie V =0

av Qv av
dC(V) dP(V) dL(V) ,
12 = ——— = . = .
(12) dV v av lv-o Eu av  |v=o G

Jest to zrozumialte zwazywszy, ze w poczatkowym okresie procesu kolmatacji moga
by¢ zatrzymywane wylgcznie czastki wieksze od wysokodei szezeliny, powodujac podziat
szczeliny na réwna ich liczbie liczbe segmentéw oraz zmniejszajac czynng szerokos¢ prze-
plywowa szczeliny o warto$é $rednia sumy swoich wymiaréw charakterystycznych. Do-
piero wzrost liczby czastek zatrzymanych na wejéciu do szczeliny i towarzyszaca jej ma-

. . . . Ly .
lejaca warto$¢ srednia wymiardw charakterystycznych segmentéw — EEV; zwieksza

liczbe zdarzei ,,zatykania” poszczegdlnych fragmentow szczeliny. Wigkszej liczbie czastek
w jednostce objetosci cieczy o wymiarach charakterystycznych spetniajacych relacje y = /4,
towarzyszy szybszy podziat szerokosci przeptywowej szczeliny na liczbg czgéci zblizona
do ilodci czgstek zatrzymanych. Dominacja efektu ,,zatykania” fragmentéw obszaru prze-
anx
wyrazajacego iloraz objetosci cieczy przy ktérej wystgpuje ekstremum funkcji C(v), do
objgtosci wywolujacej catkowita niedroznosé szezeliny Vg (rys. 2). Gdy udziat czastek

plywowego szczeliny nastgpuje wowczas przy wigkszych wartoéciach stosunku
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o wymiarach y > & jest niewielki, procesy podzialu i zatykania segmentéw szezeliny prze-
biegaja prawie réwnoczeénie. Maksymalna warto$é funkeji C(V) jest w tej sytuacji mniejsza

ex

i przesunieta w kierunku mniejszych wartosci stosunku

max

1225
1050
875
700
525
350,

175 4.8 -

/ | L | |

02 G4 86 a8 10
V/ Vmﬂx

rys. 2

Przebiegi zaleznosci E‘( ) dla réznych wartosci parametru ¢

max

Korzystajac z zaleznosci (9b) oraz przyjmujac najprostszy — liniowy zwiazek pomigdzy
czynng szerokodcig przeptywowa szczeliny — L, a objetoSciowym natezeniem przeptywu
Q(V)cieczy ptynacej pod dzialaniem statego spadku cisnienia Ap (tzn. zakladajac proporcjo-
nalno$¢ natgzenia przeplywu cieczy do powierzchni przeptywowej szczeliny, gdyz
5 = const) otrzymamy:

(13) 0(t) = Qoexp{—yt},
gdzie: Q, — poczatkowa warto$é natezenia przeplywu zawiesiny przez szczeling
Y = Qo —I(a;_o
lub:
(14) i) = %{1—exp{—yr}].

Zaleznoci powyzsze wskazujg na poczatkowo wykladniczy charakter przebiegu pro-
cesu kolmatacji w funkeji czasu.

Wystepujacy we wzorach (13) i (14) parametr staly y, wyraza poczatkowy wspéiczynnik
intensywnosci doplywu do szczeliny czastek o wymiarach charakterystycznych wigkszych
od jej wysokosci. Okrela on jakg czesé catkowitej (tzn. w chwili ¢ = 0) szerokosci przeply-
wowej szczeliny eliminujg zatrzymane w niej czastki w jednostce czasu.

Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku

(15) h>—i lub g > 1,
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tzn. gdy warto$é srednia wymiaréw czastek o rozktadzie wyktadniczym, wigkszych od wy-

sokosci szczeliny — (/1+ E;Z)’ Jest bliska /1, wzér (13) jest zbiezny do zaleznosci podanej

w pracy [1, 2]. Istotnie wprowadzajac cytowane we wzorze (1) oznaczenia z, oraz 4 wzér
(13) mozna doprowadzi¢ do postaci:

(6) o) = Qoexp{Qo—}t}.

wynikajacej z wzoru (1)

5. Zastosowanie fenomenologicznego modelu procesu kolmatacii

Zaleznosé (13) badz (14) jest prosta do weryfikacji praktycznej. Opisy stanowisk dos-
wiadczalnych oraz ich wyniki zamieszczone zostaty w pracy [3]. Stwierdzono dobra zgod-
nos¢ przebiegdéw teoretycznych i doswiadczalnych funkcji V(¢) dla réznych wymiaréw
geometrycznych szezelin i rozmaitych zawiesin. W dalszej cze§ci omdwiony zostanie je-
dynie pomyst wykorzystania prezentowanego modelu matematycznego dla okreslenia
parametrow czastek zawiesiny.

Za¥ézmy, 2e mamy co najmniej dwie szczeliny o réznych wysokosciach %, oraz h,.
Przez obie te szczeliny przepuszczamy dane wartosci objetosci zawiesiny — odpowied-
nio V,, i ¥,; mierzac jednoczes$nie czasy ich wyplywu — ¢, i ¢,. Nastgpnie, nie przery-
wajac eksperymentu mierzymy objgtosci cieczy v, ,, 92, jakie przeplyna przez obie szczeliny
w przedzialach czasu # odpowiednio: (¢, 2¢,> oraz (¢,, 2¢,>. Wykorzystujac zaleznosé (14)
dla szczeliny o wysokosci A, otrzymamy:

01

Vii = Qy [I_CXP{~71t1}],

1

Q‘il [1—exp{—2y,t;}].

17
Vie+ Vi =

Eliminujac z rédwnan (17) czasy, uzyskujemy zwiazek:

Vii=V12 — Y1
(V11)? Qo1

Dla dwéch wspomnianych szczelin,. zalezno$é (18) przybierze postaé ukladu réwnan

(18)

=N (hl—l- ~1—) g~ lx
%

ViimVia 1 I
(V11)2_ h N(h1+ i ©

Var=V 22
V21)*

19
=N (h2+ —1—) g~han
%

Z powyzszego ukladu, przy zmierzonych wartodciach objetosci Vi, Via, Vays Voo
oraz danych A, oraz h, mozna wyznaczyé szukane parametry. OczywiScie warunkiem
poprawnoéci eksperymentu jest statoé¢ temperatury i spadku ci$nienia, a wigc i lepkosci
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cicczy w czasie do$wiadczenia. Przedstawiona wyzej metoda bazujgca na podobnej, znanej
metodzie okreslania tzw. ,,wskaznika kolmatacji” (Silting Index) [1] nie jest oczywiscie
jedyna. W wigkszosci jednak przypadkéw wykorzystuje si¢ zwigzek (13) badz (14).

7. Whnioski

— Proponowany w pracy matematyczny model zjawiska kolmatacji wymiarowej moze
stanowié punkt odniesicnia dla badan eksperymentalnych prowadzonych pod katem
wykorzystania szczeliny jako integralnego elementu czujnika kolmatometrycznego,
a takze by¢ pomocny przy konstrukeji urzadzen do okreslania koncentracji i rozkladu
granujometrycznego czastek zawiesiny bazujacych na tej metodzie pomiaru.

— Mimo wielu odrebnych zatozen czynionych przy formulowaniu modelu matematycznego
uzyskano w granicznym przypadku zbiezno$¢ z modelem proponowanym przez autora
pracy [1]. Model opisany przez tegoZ autora mozna uwazaé za szczegdlny przypadek
modelu fenomenologicznego przedstawionego w niniejszej pracy.

— Uklad réwnan rézniczkowych (3) opisujacy w sensie fenomenologicznym przebieg
procesu kolmatacji w szczelinach ma charakter ogdlny i moze byé wykorzystany przy
zatozeniu dodatkowych, badz innych mechanizmoéw zatrzymywania czastek oraz od-
miennych funkcji aproksymujacych rozklad wymiarowy czastek fazy zdyspergowane].
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Pesome

MATEMATHYECKAS MOJEJb NTPOIIECCA KAJIBMATAIIMM HA INEJSIX L ErO
TIIPYIMEHEHUE

B pafore npepcramieHa MaTeMaTAUECKasd MOJEND SIBIEHWSI COITYTCTBYELIETro TEUEHMM CycrieHcuii
yepes wlese. OTO SIBJIEHHE HA3bIBAEMbIE KOJbBMATALMEN, 3AKIIOYAETCA B 3aXBATHIBAHUM AHCHEDIMHBIX
uactunl. JlMcnepcubie uyacTHLbl 3aflep)KAHHBIE B WIENH DPasfeNIAIoT oBJacTh TeYEHHSA Ha DasfelbHbIE
CermMertbl. BEIUHCIEHO KOTAUECTBO — G H XapaKTepHble pasmepbl — I BceX CErMEHTOB IOCTC TEUEHMH
ofbema V, 3aTem HpOBefeH aHANTH3 NPEJIOHKEHHOA MOMCIH OCHOBAHHDIH HA KOMITYTEPHBLIX PE3yJIbTaTax
pelenuss HelMueiHo cucrembl pudiepednuansiblx ypaBHenuid. IlpepcraBieHbl TAOKE NPHOIM3K-
TCHBHBIE aHAJIMTHUYECKHE PEeILEeHMsT AAHIIOH CHCTeMBI.
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Summary

ON A MATHEMATICAL MODEL OF COLMATAGE PROCESS IN CRACKS AND ITS
APPLICATION

The work presents the phenomenological model of a phenomenon accompanying the flow of suspension
through a micro-gap. The phenomenon is called the colmatage process and depends on trapping the disper-
sion phase particles. The particles beeing trapped in the gap divide its area on separate segments, There was
assumed that a single particle stopped in the crack segment can divide or remove the segment, depending
on their mutual dimensions. The number of segments — C and the characteristic dimension of Flow
width — L after flowing of the volume V of liquid have been calculated. The analysis based on the compu-
ter solved results of the set of formulated, nonlinear differential equations. Also the approximate, analytical
solution of the set have been obtained.
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O PEWNYCH WLASNOSCIACH NAPREZEN W KOMPOZYTACH LAMELKOWYCH
STANISEAW MATYSIAK, ZBIGNIEW OLESTAK (WARSZAWA)
1. Wstep

Badanie stanu naprgzen w kompozytach widknistych mozna, w wielu przypadkach
praktycznych, sprowadzi¢ do rozpatrywania o$rodka sprezystego z wtraceniami (inkluzja-
mi) w ksztalcie lamelek. Inkluzje wtokniste sg zwykle gtéwnym elementem przenoszacym
sily i obciazenia dzialajace na caly obszar kompozytu. W praktyce modut Younga wiékien
jest znacznie wigkszy od modulu Younga matrycy. Przyjmiemy, ze material matrycy jest
liniowo sprezysty, a sztywno$¢ widkien na tyle wigksza od sztywnoéci matrycy, Ze mozna
zatozyé ich nieodksztalcalnos¢. ZalozZenie, ze widkna maja ksztatt plaskich lamelek pro-
wadzi do uproszczenia analizy pozwalajac réwnoczesnie wyciagnaé wnioski dotyczace
naprezen w matrycy w przypadku, gdy widkna nie odbiegaja zbytnio od ksztaltu tagmy.

Wyznaczymy tu stan napreZen i przemieszczen wystgpujace w matrycy, przede wszyst-
kim interesowaé nas begda sktadowe stanu naprezenia w bezposrednim otoczeniu wiékien.
Wyprowadzone wzory beda przydatne przy okresleniu wytgzenia w matrycy oraz przy
wyznaczeniu naprezen mogacych prowadzi¢ do dekohezji na granicy migdzy wiéknami
i matryca, powstawania szczelin, przekroczenia granicy plastycznodci i osiggniecia od-
ksztalcen trwalych w matrycy, itp. Skladowe tensora naprezenia i wektora przemieszczenia
zalcza od wspdlezynnika Poissona ». Interesujace jest to, Ze np. skfadowa naprezenia nor-
malna do powierzchni lamelki osigga maksymalng warto$é dla v &~ 0,317. Znajomo$é
rozkladu naprezen w ofrodku nieograniczonym pozwala na oszacowanie stanu napre-
zenia w kompozycie, pod warunkiem, ze odlegtos¢ miedzy poszczegdlnymi lamelkami
(widknami) nie jest mala w porédwnaniu do ich wymiaréw poprzecznych. Nie zajmujemy
sig w tej pracy wazng dla kompozytdw sprawa usredniania wartosci statych materialowych
i naprezen [3, 7].

2. Stan naprezen w matrycy w otoczenfu wiracenia w ksztalcie clenkiej tasmy

Materiat kompozytowy mozna traktowaé jako osrodek sprezysty o skokowej niejedno-
rodnoscei, lub w przyblizeniu jako osrodek niejednorodny z ciggla, ale o duzym gradiencie,
zmiennoscig przestrzenng statych materialowych. Najstarsza metoda polega na rozpatrze-
niv dwéch lub wigcej cial, z ktérych jedno jest matryca, a pozostale wtraceniami, przy
uwzglednieniu odpowiednich warunkéw brzegowych dla kazdego z tych cial, w tym wa-
runk6w cigglosci (zwanych czasami warunkami na ,,zszyciu) przemieszczen i naprezen
normalnych. Zakladamy tu, Ze wtracenia wtdkniste, w ksztalcie lamelek, s3 odpowiednio
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uporzadkowane oraz, ze inkluzje s4 oddalone od siebie tak, ze odnosne odleglosci s3 co
najmniej kilkakrotnie wigksze od szerokosci lub grubosci lamelek. Zalozymy, ze materja
Jamelek jest na tyle sztywnicjszy od materiatu matrycy, Ze mozemy przyjac jego nicodksztal.
calno§é. Material matrycy jest sprezysty, izotropowy i jednorodny. Lamelka jest niesko-
czenie dluga o szerokosci 2a i pomijalnej gruboséei. Przy tych zatozeniach przyjmicmy dwy.
wymiarowy stan odksztalcenia. W zaleznosci od sposobu przytoZenia sit rozpatrzymy dwa
przypadki szczegdlne.

Lamelka zajmuje nastgpujacy obszar: D = {(x,y, z); |x| < /i, [y| < a, z e R}, gdzie
(v, v, 2) oznacza uklad wspdlrzednych kartezjafskich, /1 < a.

Przypadek 1. ObcigZenia zewngtrzne prostopadie do powierzchni lamelki.

Przestrzed z inkluzja tasmowa jest poddana rozcigganiu obcigZeniami oy w kierunku
osi x, prostopadtym do powierzchni lamelki. Wektor przemieszezenia w dwuwymiarowym
stanie odksztalcenia ma postaé u(x, y) = (u, v, 0).

Rozwigzemy zagadnienie brzegowe teorii spreZystosci sprowadzajace si¢ do rdwnaf
przemieszczeniowych Naviera w postaci

QD (1 =20ty pgp+uppe =0, o, f =120 =u,u, =v),

z warunkami brzegowymi

2.2 u(0,9) =v(0,y) =0, |yl <a,

oraz warunkami ,,wypromieniowania’ w nieskonczonosci

(2.3) Ogx = 0o, O3y =0, 0,50, dla r=})x2+y?> .

Rozwiazanie otrzymamy przez prosta superpozycje dwoch rozwiazan: zagadnienie
(a) — poiprzestrzert bez wtracenia w jednorodnym stanie naprezenia z warunkami brze-
gowymi (2.3), oraz zagadnienia uzupelniajacego (b) spelniajacego réwnania rézniczkowe
czastkowe (2.1) z warunkami brzegowymi komplementarnymi do (2.2) i warunkami re-
gularno$ci w nieskonczonosci.

Rozwiazanie zagadnienia (a) ma postaé:

1—v »
(2 4) ”(x,}’) = 2[u OpX; v(x’ y) = - _'2?0‘0}“
. Gxx(x7 _V) = 0op>» ny(x’ _V) = G)'y(x, y) =0,
V x,ye R

Zagadnienie uzupetniajace (b) jest réwnowazne nastepujacemu mieszanemu zagadnieniu
brzegowemu dla poétprzestrzeni x € [0, ), y € (—co, +c0), ktérym rzadza rdéwnania
rézniczkowe czastkowe (2.1) wraz z warunkami brzegowymi:

u(05 _V) = 0’ ye R,
p
(2.5) 2(0,y) = “ﬂao)’, yl <a,

ny(o’y):o’ |yl>a$

oraz jednorodne warunki regularno$ci w nieskofczonosci.
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Przypuéémy, ze z rozwigzania wyniknie, ze 0,,(0,y) = —s())H(y—a), yeR, przy
czym s(—y) = —s(»), oraz s(y) € £'(— 0, 4 0). Rozwiazanic zagadnienia (b) przyjmuje
postaé nastgpujaca:

1 .
—_ (278 - _— N\ o .
UG, 9) = =gy *F R8T £ .

o(, ) = 4(1—1); F L6 — 3+ Ex) exp(— E0)s(8); & — ],

‘2(11_,,) Fel(1=2—Ex)exp(—£x)3(); & > y),

(2.6)  ou(x,p) = —

Oey(X,9) = = F | 1—;/5 xp(—Ex)3(8); 6 —»

xyx’y - s 2(1_,‘/) xep X ( 3 AR

1 N .

0yy(X,y) = — 20— F[{— (B —=2v)+&x}exp(—£Ex)5(E); € — ),
gdzie F[ ; 1, #.[ ; ] sa odpowiednio sinusowa i kosinusowa transformacjg Fouriera,
ponadto §(¢) = F,[s(y); y = £l s(y) spelnia warunki brzegowe (2.5), i (2.5);, ktdre
prowadzg do nastgpujgcego ukiadu dualnych réwnan catkowych:

3—41/ PENT T _ [
2.7) v0,9) = gy FAETHO 6 o0l = 5 oay, ye ),
ny(oay)z —F5(8);E-y]=0, y>a.

Rozwigzanie dualnych réwnan catkowych (2.7) ma posta¢ [8]:

eX) 5@ =) 22 ooan e,

gdzie J,(af) jest funkcja Bessela.
Po podstawieniu wartosci calek [4] wystepujacych we wzorach (2.6) otrzymamy naste-
pujace rozwiazanie zagadnienia llzupelniajqcegO'

- —_ Y00 L ___@1 @2]}
u(x,y) 2 —) ICOS@{ ]/7 7‘2 cos[@ 6,+6,)
2(x,y) = %{(3 4v)[rsm@ ]/rlrzsm——(@l+@2)]
r2cos®
Y 0-— @1 @2 ’
S kgl
Y0 1
Uxx(xa y) = 3__4,‘7{( 2”)[1—%‘117 COS( _7(@14'02))] -
(2.9) —rcos@-(—f%‘ﬁcos (91+@2)}
_ 2(1-y) r
Oxy(X,9) = — 34, °0 {]/Z—'; sm[ - (@1 +02)]

2

1 a
- A 0,+6
50— rcos® CENEE sin - ( L+ 2)}

4 Mech. Teoret. i Stos. 3/81



400 S. MATYSIAK, Z. OLESIAK

2.9 _ . Y9 -
Ecd.]) 0,,(x, ) = 34y { 3B~ 2v)[l ’/

cos (@ = (6, +02))]

ryry

2

a
+rCOS0W COS — (@1 +@2)}

Rys. 1

gdzie r, ry, r, oraz 0, &,, 0, sy okreSlone wzorami (rys. 1)

r=yx24+y?, 6O = arctg%,

3

= ‘/x2+(y——a)2, ®, = arctg y;a

v, =Y X2+ (y+a)?, 6, = arctg y—;a

dla x =0, |y <a, @1=—;—n, @2=—7i 0==2

3
dla x=10, |y|>a, @1=02=@=% oraz —-g.
Z kolei dla x = 0 otrzymujemy nastgpujace skltadowe przemieszczenia i napreZenia.
Wzory te podajemy dla zagadnienia wyjciowego, tzn. superpozycji rozwigzan zagadnienia

(a) 1 (b):
M(O, y) = 0,
v(0, y) = J’;aosgn(y) Yy =a?H(y|~a),

050, y) = [ v - 2”)]00+ v(1-2)  |yloo

(2.10) 3-4 =4 /y—a H(lyl-a),
axy(o, y) = - 2;(}_—4—.:) O “‘Iy|),
,,,.(0 y) = i iv ’1’00[1 1/ = H([yl ]

gdzie H(y) oznacza funkcje Heaviside’a.
Obliczmy jeszcze wspolezynnik intensywnosci naprezen:

Ky = lim 2/ 2z(Jy[~a) 0,,(0, y),
y—at

skad, po podstawieniu otrzymujemy
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@.11) K, = WZ—(_IK”)—”V&%.

Z powyzszych rozwazan mozemy wyciagnaé dwa nastgpujace wnioski:

1. lamelki o duzej sztywnosci spelniaja rolg koncentratora naprezern w matrycy,

3-)/3
4

2. wspolczynnik intensywno$ci napreZen osigga najwiecksza wartosc dla v =

~ 0,317.

Przypadek 2. ObcigZenie rownolegle do powierzchni lamelki,

Obecnie przyjmiemy, Ze obcigzenie zewnetrzne g, jest réwnolegle do osi 0y, przy
niezmienionym potozeniu lamelki. Uklad réwnan rézniczkowych nie ulegnie zmianie,
podobnie jak warunki brzegowe na powierzchni lamelki, jedynie warunki w nieskonczo-
noéci przyjmg teraz postac:

112

6= 0, 0,520, o0,—4g, da l/xz—i—yz—) 0
Réwniez w tym przypadku wykorzystamy zasade superpozycji. Zagadnienie (c) odpo-
wiada réwnomiernemu stanowi naprezenia wywolanemu w osrodku sprezystym bez
inkluzji obciazeniami g, przylozonymi w nieskonczono$ci. Rozwiazanie zagadnienia(c)
otrzymamy z rozwiazania zagadnienia (a) przez cykliczng zamiang wspoirzgdnych:

v I—w
u(x,y)= '—2—‘“q0xa 7)(x:y): 2# 40,

2.12
( ) Gxx(xa y) = xy(xa y) =0, ny(xa y) = {o»

VY x,y e R2

Zagadnienie uzupelniajace (d) sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan rézniczkowych
réwnowagi (2.1) z warunkami regularnosci w nieskonczono$ci oraz nastgpujacymi wa-
runkami brzegowymi:

u(0,y) =0, wueR,

1—y

(2.13) 20,) = ~—

doYy, dla’ lyl <a,

0e(0,9) =0, [yl >a.
Rozwigzanie zagadnienia (d) otrzymujemy przez podstawienie we wzorach (2.9) wartosci

11—

(2.14) oo = ——

do-
Przez superpozycje rozwigzan zagadnied (c) i (d) otrzymujemy dla x = 0 rozwigzanie
odpowiadajace przypadkowi 2 obcigzen zewngtrznych:
ll(o, y) = O’

1~

@15 YOI =-—, q0sgn(y) Y y*~a*H(ly|—a),

o0 ) = O o1 L G -a).

4%
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2(1—-9)?
O'xy(o, _V) = H(a~|y|)
(2.15) 34y 10 /
d. | —9)(3—2 ()32
e - 0 ‘1"7;2?‘,2‘1'“'”*“”‘1"[1_%2

Wspolczynnik intensywnosci naprezen przyjmie w tym przypadku warto§é

2 ma(l —v)(1—2)
(2.16) Ky = =34, 4o

osiggajac maksymalng wartos¢ dla » = 0.

3. Wyniki liczbowe i wnioski

7 otrzymanych wzoréw, w obu przypadkach obciazen moZemy obliczy¢ koncentracje
naprezen oraz wspolczynniki intensywnosci naprezen. Dla poréwnania podajemy, ic
odpowiedni wspélczynnik intensywnosci naprezen szczeliny Griffitha w dwuwymiarowym
stanie odksztalcenia przyjmuje warto$¢

(3.1) Ky = Y/ nap,,

gdzie p, sa obciazeniami prostopéd%ymi do powierzchai szczeliny. Jak widaé wspédtczynnik
ten nie zalezy od stalych materiatowych. W przypadku inkluzji mozna mieé watpliwosci
jak nalezy obliczy¢é wspdlczynnik intensywnosci naprezen. Kazda ze skladowych stanu
naprezenia wzrasta nieograniczenie w otoczeniu wierzchotkdw inkluzji i nicwiadomo,
ktéra z nich bgdzie decydujaca przy inicjacji pgkania. Wydaje sig, ze w przypadku odkle-
jania si¢ materiatu matrycy od inkluzji decydujacy wpltyw bedzie mieé sktadowa styczna
tensora naprezen, w przypadku pekniecia na zewnatrz inkluzji w plaszczyznie lamelki
skiadowa normalna naprezenia.

Na rysunkach 2 -7 przedstawilismy rozklad poszczegdlnych skladowych naprezenia
oraz podaliSmy wykresy szesciu funkcji statej materialowej Poissona f; (») —f5(»). Okazuje
sig, zc kazda z wymienionych skladowych naprezenia zalezy w inny sposéb od stalej Pois-
sona, osiagajac najwigksze wartosci badZ na brzegach przedziatu zmiennosci, lub przyj-
mujac ekstremum wewnatrz dziedziny okre$lonosci ». W przypadku obciazen normalnycﬁ
do powierzchni lamelki o4, naprezenia 0.,(0, y) osiagajg maksimum dla wartoéci sta}a
Poissona #, = 3—4]/3 , wtedy fi(vn) = 2—41/3
kaja dla v = 0 i przyjmujg odpowiednie najwicksze wartoéci dla materialu niescisliwego.
Z kolei przy obcigzeniach réwnoleglych do powierzchni lamelki g, otrzymujemy najwiek-
sze wartodci 0.,(0, y) oraz 0,(0,y) dla ¥ = 0, ponadto 0,,(0, y) znika dla materiatu
niesei§liwego. Naprezenia ¢,,(0, y) natomiast przyjmuja warto$¢ minimalng dla », =
= 3_41/3 wynoszaca fe(v,) = +]/3

4
iv=0,5.

. Naprezenia 04,(0, y) oraz oy,(0, y) zni-

, a jednakowe wartoéci najwigksze dla » =0
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Zaleta przedstawiogego tu rozwigzania analitycznego dla kompozytu z nieodksztat-
calnymi lamelkami jest latwo§é wyciagniecia interesujacych nas wnioskdw. Rozwiazanie
dla lamelki sprezystej prowadzi do réwnania calkowego Fredholma II rodzaju na pewna
funkcje w przestrzeni transformat. Rozwiazanie mozna otrzymaé na drodze numerycznej,
z kolei przemieszczenia i naprezenia otrzymujemy przez obliczenie odpowiednich transfor-
mat odwrotnych. Dyskusja otrzymanych na tej drodze wynikéw jest trudna i ucigzliwa
i prowadzi do wzoréw przyblizonych.
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4. Og6lny przypadek obcigzenia
Przypuéémy, Ze réwnomierne pole naprezen po jest nachylone pod katem « do po-
wierzchni lamelki. Wtedy wystarczy do wyprowadzonych wzordéw podstawié
4.1) 0o = PoSina, g = Pocosa.
Odpowiedni warunek brzegowy w zagadnieniu uzupelniajacym (b) wzér (2.5) przyjmie
postaé

(4.2) 2(0,y) = —i—po[v(sinowrcos o) —cosal,

do wzoréw (2.9) nalezy wtedy podstawié

' . 1
(4.3) Go = Po \smoc-k cosa — —v—cosa].

Rozwigzanic ogélne otrzymamy przez dodanie, w odpowiedni sposéb, do wzordw (2.9)
rozwigzan zagadnienia (a), bedacego uvogdlnieniem rozwiaznia (2.4), w postaci
2uu(x, y) = —pox[»(sina +cosa)—sina],

2uv(x, y) = poyl¥(cosa—sina)—cosal,

Oex(X, ¥) = posine,  oyy(x,y) = 0,

0,,(x,y) = pocosc.

4.4)

5. Energia wlasciwa odksztalcenia postaciowego

W przypadku dwuwymiarowego stanu odksztalcenia mamy nastgpujacy znany wzor
na energi¢ wlasciwa odksztalcenia postaciowego:

1
(5.1 Qf = _Elu_ [(Uxx_ny)2+{(v_l)cxx+”ayy}2+{(7’—I)Uyy+7’0'xx}2+605y]-

Podstawienie odpowiednich wyraZen na napreZenia wyznaczone w p. 2 pracy pozwala
na znalezienie krzywych stalej wlasciwej energii odksztalcenia postaciowego ¢p(x,y) =
= const. Poniewaz rozwiklanie tego rdwnania jest uciazliwe, a najbardziej interesuje nas
warto$¢ energii w bezpodrednim otoczeniu wierzchotkéw lamelki, tzn. punktu (0, )
wyprowadzimy wzory przyblizone, wykorzystujac rozwini¢cia asymptotyczne dla malej
wartosci r,/a = § € 1 (por. rys. 1). Otrzymujemy nastgpujace wzory:

_ V0o i _ - 1 —(B
Gxx(x’ y) = - -3_—"41J {(1 2"’)(1 ]/2—5 COS 5 ) —
1

3
— ————singcos — | + O(8'2),
TR 2‘P] (8'7%)
(5.2)

Ouy(X,9) = — 21—y 0'0[ L—

3—4y

1 1 3
— - sinpcos — @| + O(J?),
0= 2535 P2 ¢] (
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Yo

s, = =57 | <621~ 5

cos z) 4+
(5.2) 2
[ed.]

. 3
sin@sin —- (p] + 0(6'12).

1
+ —
2y/26
Wz6r na energi¢ wlasciwa odksztalcenia postaciowego ma postaé:

63 b =y G (1 s 2]

1 1 312
+ (1 —=—==cos L}(=4?>+6v— 1)+ sinwsin —
[( V26 2)( Vire=D 2;/25 SIS (p] *

+ [(1—— ‘/_ cos—)( 2+ 6r—3)+(1—=29)——— l/_ singsin — 3 (p]2+

+24(1—»)? . sin & b sin cosi ’ + 0(9)
V25 2 20-) ayz5 02 ? '
W podobny sposéb mozZna wyprowadzié wzér na wlasciwa energie objetoSciowa:
1 2o} . @
®v = E‘L—:—@-——W— (1—2’1’)(1 +'V) [4(1 '—"V)(l"" ‘/__ COS——) —

—;sin sin~3—<;o 2-i—O(é)'
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Peaome

O HEKOTOPBLIX CBOVICTBAX HATIPSDKEHHH B KOMIO3UMUMOHHLIX MATEPHUANIAX
C JIEHTOOBPA3HLIMU BOJIOKHAMM

PaccMaTpyBaeTCA KOMIOSHIMOHHBIA MATEpHall C JICHTOOOPA3HBIMH BOJIOKHamK. BrnIBegews! dop-
MyJBI HA HANPSYKEHHA K YIepEeMeIlleHNA B MATPHLE OKPY(AIONIEH BOJIOKHA B CIyyac PacTSITHBAIOIIMX
yernuit. PesyisraThl pacCyXIOeHMH KacalOIFXCA 3aBUCUMOCTH OT Koappuuenta ITyaccona npusemens
B BUAe guarpamm. [IpuBenesr! Taike BHIPAXKEHHS Ha IJIOTHOCTh SHEPTHH.

Summary

PROPERTIES OF STRESSES IN COMPOSITES WITH RIBBON-LIKE INCLUSIONS

A composite with rigid, ribbon-like fibres has been considered. The formulae have been derived for
stress and displacements in the matrix surrounding a fiber in the case of tensile forces, The dependence on
Poisson’s ratio has been discussed and given in diagrams. The expression for energy density completes the
paper.

UNIWERSYTET WARSZAWSKI
INSTYTUT MECHANIKI
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WPLYW PODATNOSCI PIERSCIENI WZMACNIAJACYCH NA PRACE KOMPENSATOROW
MIESZKOWYCH"

CyprIAN KOMORZYCKI (LUBLIN), JACEK STUPNICKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Przewody rurowe w instalacjach cieptowniczych oraz réznego typu ukladach sieci
przemystowych, pracujacych w zmiennych warunkach termicznych, musza mieé mozli-
wos¢ wydtuzen przy niewielkich wzrostach sit. Uzyskuje si¢ to na drodze kompensacji
naturalnej przez wprowadzenie duzZej liczby zalaman i krétkich odcinkdw prostych lub
tez przez stosowanie kompensatoréw wydluzZen termicznych. Sposrod stosowanych obec-
nie kompensatoréw ksztattowych, dtawicowych i mieszkowych, najbardziej uniwersalne
sq coraz czgsciej stosowane kompensatory mieszkowe (rys. 1).

Rys. 1. Kompensator mieszkowy

Przeglad wspdlczesnych mozliwosci w zakresie kompensacji wydluzen termicznych
przez zastosowanie mieszk6w sprezystych daja rozwiazania stosowane przez firmy Hydra-
Metallschlauch-Fabrik [1] i Gilardini SpA Divisione Flexider [2].

dink

L=

Rys. 2. Kompensator mieszkowy z pierScieniami wzmacniajacymi

Od kompensatoréw wymagamy duzej podatnoéci w kierunku wystgpujacych przemiesz-
czefi oraz odpowiedniej wytrzymaloéci na dziatajace ciénienia. W przypadku kompensa-
toréw mieszkowych zachowanie odpowiedniej wytrzymaloéci przy rosnacych ci$nieniach
I rosnacych §rednicach nie daja si¢ pogodzié z wymogiem odpowiedniej podatnosci.

D Autorzy skiadaja serdeczne podzigkowanie Docentowi Janowi Witkowskiemu za cenne wskazowki,
udzielone przy wykonywaniu niniejszej pracy.
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Konsekwencja tego byto pojawienic sig¢ kompensatoréw mieszkowych z pierscieniam
wzmacniajagcymi (rys. 2).

Obecnoé pierscieni wzmacniajacych w kompensatorze stwarza mozliwo$¢ wystapienia
pod wplywem ci$nienia wewngtrznego stanu napreZen bliskiego stanowi blonowemu,
Pozwala to zmniejszyé gruboéé $cianki mieszka przy stalym ciSnientu lub zwigkszyt
ciénienie wewnetrzne przy niezmiennej grubosci powloki. Mniejsza grubo$é scianki zmniej-
sza sztywno§é mieszka, co jest zjawiskiem poZadanym.

al
ﬁ
1 3 g
—!’—— ————— 7 % S S B
! /// e
! :
b}
[
il \
c)

LTI,

Rys. 3. Przyklady r6znych ksztaltdw pierScieni wzmacniajacych

Analiza wytrzymatosciowa kompensatora mieszkowego z pierscieniami wzmacniaja-
cymi stanowi zagadnienie kontaktu dwoch cial odksztalcalnych o ztozonym ksztalcie i me-
Ze byé prowadzona metodami dos$wiadczalnymi Iub analitycznymi.

Decydujacy wplyw na rozklad napregzen w mieszku i jego podatno$é maja wymiary
i ksztalt pierScienia wzmacniajacego. RéZne ksztalty pierécieni wzmacniajacych, spoty-
kanych w dotychczasowych rozwiazaniach kompensatoréw mieszkowych pokazuje rys. 3.

Pierscien wzmacniajacy powinien byé odpowiednio wytrzymaly i sztywny przy dzia-
laniu obcigZzed w kierunku promieniowym i powinien zabezpieczaé jak najlepsza reali-
zacje przemieszczenn osiowych. Ten ostatni warunek mozna osiggngé, stosujac pierscied
mozliwie cienki (rys. 3c) Iub pierscien o duzej podatnosci w kierunku osiowym (rys. 4).

| %
L

Rys. 4. Cienkocienny piericien wzmacniajacy
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Odcinek powtoki cylindrycznej, widoczny na rys. 3c, ma zabezpiecza¢ pierécien przed
utraty statecznosci.

Obok wymiaréw i ksztattu pierscienia wzmacniajacego na wlasnosci uzytkowe kompen-
satora wplywaja wymiary i ksztatt mieszka oraz uzyty materiat i stosowana technologia
wykonania.

2. Sprecyzowanle zadania i metoda badan

W dotychczasowych rozwiazaniach analitycznych kompensatoréow mieszkowych
z pier§cieniami wzmacniajacymi [3] zakladano, iz pieréciert jest idealnie sztywny. Ten
model obliczeniowy dobrze opisuje wspotpracg mieszka z masywnym pierécieniem wzmac-
niajacym, nie umozliwia jednak analizowania kompensatoréw z podatnymi pier§cieniami
wzmacniajacymi. Nowe mozliwosci w zakresie badania wspétpracy mieszka i pierscieni
w czasie odksztalcen rurociagu stwarza metoda elementdw skonczonych (MES) [4, 5, 6].

Celem niniejszego opracowania jest wykazanie, iZ poszukiwanie optymalnej konstrukeji
kompensatora mieszkowego z pierscieniami wzmacniajacymi powinno migdzy innymi
zmierzaé w kierunku poszukiwania optymalnych ksztaltéw pierScieni wzmacniajacych
wiérdd pierscieni cienkodciennych o duzej podatnosci osiowej.

+-8 U ———— - o
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|
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Rys. 5. Wymiary jednej p6ifali mieszka: a — torus wewnetrzny, b — czgéé plytowa, c — torus
zewnegtrzny
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Rys. 6. Masywny pier§cief wzmacniajacy

Do obliczei numerycznych przyjeto wymiary jednej péifali mieszka jak na rys. 5.

Wymiary i ksztalty pierScieni wzmacniajacych do poréwnawczych badan numerycz-
nych przedstawiajg rys. 6 i 7.

Przeprowadzone zostaly obliczenia kompensatora mieszkowego bez pierscieni wzmac-
niajacych oraz z masywnymi i cienkoéciennymi pierscieniami wzmacniajacymi dla obcig-
Zen ci$nieniem wewngtrznym p = 1 MPa i dla obciaZefi kompensatora przemieszczeniem
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osiowym v = 1 mm na jedng péifale. Schematy obliczeniowe dla tych przypadkéw przed-

stawia rys. 8.

Bys..& -Schematy' thczemowe kompensatora: a) bez pierécieni wzmacniajacych, b) z masywnymi pier-
Scieniami wzmacniajacymi, ¢) z cienko$ciennymi pierScieniami wzmacniajacymi o duzej podatnosci w kie-
runku osiowym

w Przeprowadzonych badaniach zagadnienia kontaktu mieszka i pierécienia nmozna

wyrézni¢ nastgpujace etapy:

1) P-odz_ia} mieszka i pierScienia wzmacniajacego na elementy skoficzone. Opracowa-
nie listy danych odnoénie topologii, obcigZefi zewnetrznych i warunkéw brzego-
wych. ‘

2) Zastqpieni.e ciaglego oddzialywania miedzy mieszkiem i piercieniem wzmacniaja-
cym oddzialywaniem dyskretnym w wybranych wezlach mieszka i pierécienia na
podporach przesuwowych, nie uwzgledniajacych sit tarcia. Przy podziale na cle-
menty skoniczone p(1), nalezy zapewnié, azeby wezly siatki podziatu mieszka i pier-
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écienia na elementy skonczone, w ktérych chcemy przewidywac dyskretne oddzia-
lywanie, trafialy na siebie.

3) Napisanie ukladu réwnari Maxwella-Mohra dla mieszka przy zaloZeniu, ze na
wszystkich n podporach wystepuje wzajemne oddziatywanie:

: [‘xtk]{Xk} = {61}
gdzie: X — sila wzajemnego oddzialywania mieszka i pierscienia na podporze
o numerze ,,k”’,

ok = (tir)m— (i)ps  (cti)m — przemieszczenie wezla ,i” mieszka pod
wplywem sily jednostkowej (tu 10° N) przytozonej w wesle , k>
mieszka,

(aix), — przemieszczenie wezla ,,i” pierscienia pod wplywem sily jednostko-
we]j przylozonej w weile ,,k’° pierécienia;

8; = 010+ Oim— 01p; 00 — luz miedzy wezlami mieszka i pierscienia o nu-
merze ,,i”’ przed przyloZeniem obcigzen zewnetrznych do kompensa-
tora, d;, — przemieszczenic wezla ,,i”’ mieszka pod wplywem ob-
ciazenia zewnetrznego (cisnienie wewngtrzne lub przemieszczenie
osiowe), przylozonego do mieszka, d;, — przemieszczenie wezla ,,i”’
pierScienia pod wplywem obciazenia zewnetrznego, przylozonego
do pierécienia (w rozpatrywanym przypadku nie wystepuje).

Wielkos§ci (og)ms (%k)p, Omm 1 i orzymano na drodze obliczen numerycznych
MES z wykorzystaniem odpowiednich programéw [7, 8] dla cial osiowo-syme-
trycznych obcigzonych osiowo-symetrycznie.

4) Utworzenie z ukladu réwnan Maxwella-Mohra p (3) przez odpowiednie skre$lenie
wierszy i kolumn o tych samych numerach (réwnoznaczne z odrzucaniem podpdr),
uktadu réwnan, ktdérego rozwiazania wskazywaé beda na istnienie docisku na
wszystkich uwzglednionych podporach (zgodne jest to z fizykalng strong zjawiska).
Jedli uwzgledniona w réwnaniach ilo§é dyskretnych oddzialywan migdzy mieszkiem
i pierscieniem w domniemanym obszarze kontaktu (obszarze poszukiwan) bedzie
maksymalna, to rozwigzanie nalezy uznaé za optymalne. Bedzie to uklad:

'E“;I;] {A:L} = {fi}
gdzie: n, < n
X ... X», —rzeczywiste oddziatywanie dyskretne migdzy mieszkiem i pierscieniem.

5) Wlaczenie wielkosci X, , X,, ... X, do listy obciaZen zewnetrznych mieszka i pier-
§cienia oraz przeprowadzenie obliczen MES.

Dokladno§¢ przeprowazonych w ten sposob obliczen zalezy od gestosci podziatu

elementéw konstrukcji, kontaktujacych sie ze sobg, na elementy skonczone oraz od ilosci
wstepnie przewidzianych oddzialywan dyskretnych.

3. Wyniki badan

Podzial mieszka i pierécieni wzmacniajacych na elementy skoriczone z zaznaczeniem
21 punktéw, w ktdrych przewidziano wstepnie kontakt, pokazuja rys. 9, 10, 11. Wartoci
sit kontaktowych X i wielkosci sit wewngtrznych dla rozpatrywanych przypadkéw zawiera



R 838,5

R
——

1 e1 e e e e

21468

12 ‘
519 ,
526
5> H
12670 '
Bl .
rrs‘-v%\ |
6o I
D :
st |
NS |
N
e
)
2 SN
29 O «:A;\)‘A_
S e 8 P o '
LRG> KRS0 ¥ O g,
N Ble & 3 0 ;
© et G LEQ s v
& 00 g B oo
% frpr/;,f W wrs
& S ST u
& S5
o ]
@ \Y oy @
© O &b 09
Ce5g g8
& RY

ol -

e e ————— e

e4z51i 5o

R8I0

[414]

Rys. 9. Podzial mieszka na elementy skoticzone
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Rys. 12. Naprezenia zredukowane w mieszku bez pierScieni wzmacniajacych i naprezenia od zginania |o|
w plaszczyZnie poludnikowej
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Rys. 13. Naprezenia zredukowane w mieszku z masywnym pierécieniem wzmacniajacym i naprezenia od
zginania |o| w plaszczyznie poludnikowej
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Rys. 14, Naprezenia zredukowane w mieszku z cienkosciennym pierécieniem wzmacniajacym i naprezenia
od zginania |o| w plaszczyinie poludnikowe)
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Rys. 15. Naprezenia zredukowane na powierzchni zewnetrznej piercienia masywnego po obciazeniu
kompensatora ci$nieniem wewnetrznym oraz przemieszczeniem osiowym
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Rys. 16. Naprezenia zredukowane na powierzchniach cienkofciennego pierécienia wzmacniajacego i na-
prezenia od zginania |o| w plaszczyZnie poludnikowej

tablica 1. Wytezenie materialu powloki mieszka wedtug hipotezy Hubera dla rozpatry-
wanych przypadkow obcigZenia i podparcia przedstawiaja wykresy na rys. 12, 13, 14.
Odpowiednie naprgzenia w pierscienjach wzmacniajacych pokazuja rys. 15 i 16.
Najwigksze wyteZzenie materiatu, jak wynika z zamieszczonych wykreséw, wystepuja
na powierzchniach wewngtrznych mieszka. W kompensatorze bez pierscieni wzmacnia-~
Jacych (rys. 12) najwigksze naprezenia wystepuja w czeéci §rodkowej torusa zewnetrznego
dla przypadku obcigzenia ci$nieniem. Podobne relacje naprezefi obserwujemy w powloce
mieszka z pierscieniami masywnymi (rys. 13) i z pierscieniami cienko$ciennymi (rys. 14),
chociaz dla poszczegélnych przypadkéw wystepuja wyrazne réznice ilodciowe.
Naniesione na wykresach naprezenia od zginania w plaszezyznie potudnikowej wska-
zuja na decydujacy ich udzial w wyteZzeniu materiatu zaréwno mieszka jak i pierécienia

cienkosciennego, a szczegdlnie w przypadku obcigZenia kompensatora przemieszczeniem
osiowym. :
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Naprezenia na powierzchni wewngtrznej mieszka dla rozpatrywanych przypadkéw -

obeiaZen i rodzajow pierscieni wzmacniajacych przy niezmiennych wymiarach mieszka,
przedstawia zbiorczy wykres poréwnawczy na rys. 17.

GOred y=—forus wewngtrzny —==————-c2¢$¢ ptytowa ——»t=—torus zewanrznu—j
. .
Py ]' 1p, 1v=mieszek z pierdcieniem masywnym 4y e
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- J 3p, 3v -mieszek bez plericienia

% 4p, 4v-mieszek z podparciem

400 % sztywnym
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240
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701 673 645 617 589 561 533 505 477 449 421 393 365 337 309 261 253 225 197 169 141 113 85 57 29 1
707 679 651 623 595 567 539 511 483 455 427 399 371 343 315 207 259 231 203 175 147 119 91 63 35 7

Rys. 17. Naprezenia zredukowane na powierzchni wewnetrznej mieszka dla réznych przypadkow jego
podparcia i obciazenia

Poszezegbdlne wykresy (rys. 17) wykonane przy zatoZeniu niezmiennych wymiaréw
mieszka pozwalaja ocenia¢ i poréwnywaé wplyw pierécieni wzmacniajacych o réznych |
ksztaltach na warunki pracy kompensatora, nie upowazniaja jednak do bezposredniego
pordwnywania kompensatoréw z pier§cieniami wzmacniajacymi z kompensatorami bez .
pierécieni. Istota bowiem stosowania pierécieni wzmacniajacych polega na tym, ze w kom-
pensatorze z piercieniami mozemy nawet kilkakrotnie zmniejszy¢ grubo$é écianki mieszka
w pordwnanin z grubodcia $cianki mieszka kompensatora bez pierScieni wzmacniajacych. |

Dzigki temu malejg kilkakrotnie sity i napreZenia spowodowane przemieszczeniem.

4. Whnioski

Poréwnujac wyniki dla kompensatora mieszkowego o podanych wymiarach z masyw- ‘

nymi i cienkosciennymi pierscieniami wzmacniajacymi (rys. 17) mozemy stwierdzié:

— maksymalne napreZenia zredukowane dla obciazenia przemieszczeniem w obydwu
przypadkach wystgpuja w czesci Srodkowej torusa zewnetrznego i sq 1,5 raza wigksze
dla kompensatora z pier§cieniem masywnym,

— maksymalne naprezenia dla mieszka z pierScieniami masywnymi, dla przypadku
obcigZzenia przemieszczeniem, wystgpuja w obszarze przechodzenia czgéci plytowe
mieszka w torus wewngtrzny i sa okolo 2,5 razy wieksze od analogicznych naprezef
w mieszku z cienkosciennymi pierScieniami wzmacniajgcymi,
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_— w obszarze przechodzenia czgsci ptytowej mieszka w torus wewnetrzny przebieg napre-
zefi zredukowanych dla przypadku podparcia pierécieniem cienkosciennym jest la-
godny i naprezenia te dla torusa wewnetrznego pozostaja prawie stale, podczas gdy dla
pierscienia masywnego osiggaja maksimum na granicy czgsci plytowej i torusowej,
a nastepnie gwaltownie maleja,

— przebieg naprezen dla obciazenia ci$nieniem jest dla obydwu pierscieni wzmacniaja-
cych podobny, a iloSciowo nieznacznie wigksze naprezenia wystepuja w mieszku
z cienkoéciennym pier§cieniem wzmacniajacym,

— pierScien cienko$cienny jest prawie pieciokrotnie Izejszy od piercienia masywnego.
W sumie kompensator z cienkosciennym pierécieniem wzmacniajgcym posiada lepsze

wlasnosci uzytkowe od kompensatora z pierécieniem masywnym.

Przeprowadzone badania wykazaty, ze MES jest przydatna w analizie ukiadu mieszek
sprezysty — pierscien wzmacniajacy, stanowiacego jedno z hcznych w technice zadan
kontaktu dwodch cial nie ujgtego w teorii Hertza,

Weryfikacja do$wiadczalna przeprowadzonych obliczen numerycznych przy wyko-
rzystaniu metody elastooptycznej potwierdzila uzyskane wyniki. Szczegdty dotyczace
badan elastooptycznych bgda podane w osobnej publikacji w MTIiS,
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Summary

INFLUENCE OF THE RIGIDITY OF REINFORCING RINGS ON THE WORK OF EXPANSION
JOINTS

Numerical analysis of stress and deformation of the bellows with treinforcing rings used as compensa-
tors of thermal expansion in pipelines has been performed. The stress distribution, effective stresses, con-
tact conditions between the shell and the rings have been determined by means of the finite element method
in case of axisymmetric problems. The results allows us to determine the influence of the rings stiffnes,
The thin wall rings have been taken into account.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 lutego 1981 roku
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DRGANIA GIETNE BELKI WYWOELANE PORUSZAJACYM SIE UKLADEM DYSKRETNYM
STaNISEAW K ASPRZYK, RYSZARD ZIERNICKI, (KRaKOW)

W pracy analizowane s3 swobodne drgania gigtne belki elastosprezystej wymuszone
poruszajacym si¢ po niej ze stala predkoscig ukladem o dyskretnym roztozeniu masy.
Zagadnienia tego typu sg rozwazane w pracach [1, 2, 4, 5] przy zatozeniu a priori, ze funkcje
wlasne i wartoéci wlasne belki nie zaleza od parametrow poruszajacego sig ukladu dys-
kretnego. W pracach tych drgania uktadu przybliza si¢ pierwsza harmoniczna, tj. pierwsza
postacig drgan wprowadzajac w ten sposéb ukiad dyskretno-ciagly do ukladu o dwoch
stopniach swobody.

W pracy [3] pokazano, Zze funkcje i wartoéci wlasne belki w przypadku ustalonego
polozenia ukladu dyskretnego na belce zaleza réwniez w istotny sposéb od parametrow
ukladu dyskretnego. Wykorzystujac ide¢ wyznaczania funkcji wlasnych [3], w pracy [6]
pokazano, ze sita w liniowym elemencie spreZystym taczacym belk¢ z masa skupiona
w istotny sposéb zalezy od drgan belki.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie nowej przybllzonej metody analizy drgan
zachowawczego uktadu przedstawionego na rys. 1.

zltly

0 Mo (0
AN
7777

wix,t) “

Oznaczenia: 7 — predkosé przemieszczania si¢ ukfadu dyskretnego B-C po belee O- A,
m — masa ciala B, m, — masa ciala C, EI— sztywno$¢ zginania belki, oF — gestosé
belki na jednostke belki, k— wspélczynnik sprezystosci, w(x, #) — przemieszczenie
punktéw belki, z(¢) — przemieszczenie §rodka masy ciata B, I — dtugoéé belki O - A, a —
wspdtrzedna polozenia ciata C na belce mierzona od punktu 0, g € [0, ], 6(x—a) — impuls
Diraca w punkcie a.
Przyjete zalozenia:
1. Uklad dyskretny B-C porusza sig¢ ze stala predkoscia o.
2. Cialo C w czasie ruchu nie odrywa sig od belki.
3. Jezeli uktad B-C znajduje si¢ w punkcie o wspdirzednej x = 0, to belka O-A po-
zostaje w spoczynku,

Rys. |
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4, 2(0) = z, 2(0) = z, dla x = 0 —warunki poczatkowe ukladu B-C.

5. Ukladem o ciaglym rozlozeniu masy jest pryzmatyczna belka sprezysta swobodnie
podparta o stalej sztywnosci EJ.

6. Amplitudy drgan punktéw belki sa male tzn. sg tego samego rzg¢du co ugigcia statyczne,
przekroje poprzeczne nie ulegaja odksztalceniu oraz pozostaja plaskie,

7. W ukladzie pominigto wplyw tftumienia, bezwladnoéci obrotowej przekroi poprzecznych
oraz {cinania.
Drgania ukladu przedstawionego na rys. 1 sa opisane uvkladem réwnan:

o*w o*w d*w
, EJW +oF = = §(x— vt){ e +k[z(t)—w(vt, t)]},
1 ‘
d d*w _ 0%w Pw |, Pw
g TREO =L 0] =0, (dﬁ = G T axar TY 73)72)
z warunkami brzegowymi
_ ’w(0, 1) a*w(l, t)
) w0,t)=0, w(,t)=0, 52 = 0, e =0,

oraz poczatkowymi
dw(x, 0)

3 w(x,0) =0, 5t

=0, z(0) =2z, 2z(0) =z,
Przytoczymy te wyniki z pracy [3], z ktérych bedziemy korzystali w dalszej czgéei niniejszej
pracy.

Przyjmujac v = 0 i m, = 0 w ukladzie réwnan (1), otrzymujemy zagadnienie rozwa-
Zzane w [3], tj.:

EJ ‘;:W +oF %t‘: = d(x~a)k[z(t)—w(a, 1)],
@ .
(e +kz = kw(a,t),
z warunkami brzegowymi (2) oraz poczatkowymi
6w(x 0)

(5)  wx,0) = fi(x), =fax), 2z(0)=1z,, z(00) =2z, (fi,f2€C?

Ogélnym rozwazaniem ukladu rownan (4) jest:

w0 o)
(6) wix, )= D X,T0), 2(0) = 3 AT,
ne=1 n=1
gdzie:
@) T.(t) = Cy,cosw,t+Cyysinw,t,

(8) Xu(x) = R,sind,x+Q,shA, x+ m A 2[shA,(x —a)—sind,(x—a)]H(x—a),

xdla X=a

H(x—a) =
(x—a) 0dla x <a, (a),,—l“ EFJ)
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Wektory wlasne (X,(x), 4») = y» problemu (4), (2) odpowiadajace réznym war-
toéciom wilasnym sa ortogonalne z wagami M, m, tzn.

i

©) O ¥ = [ IMXn() X, () +m A, A,]dx =

{O dla m # n
0

y>0dlam=n,

gdzie: oFl = M, n, m €IN.

W dalszej czeéei pracy przyjmiemy y = 1, wynika to z odpowiedniego unormowania
(), 41). |

Z (5), (6), (1), (8) i (9) wyznaczamy state, ktére dla warunkéw poczatkowych (6)
w chwili # = to wynosza:

(10) Cl,. = Yl,.COSCO"tO—Yz,,SiIlCO,, fO; C2n = YnSinwn tO +Y2,,COSCU,, tO’
gdzie:
I /
1
T = [ME S +mAzldx, oy = —— [ IMX,(f(0) +ma,zs]dx.
0 b

Stale R,, Q, i A, wyznaczamy z réwnania;

. mi,

sin A,] sha,l —2Q—Fﬂ1
2 R 0

(1n —sin Al sh,l 1’2"‘—1;/32 —lo.|=]0],

¢ 4,] o

. mEJ _,

i sin A"a Shﬂ.,,a kQ—F}. ‘—]F
gdzie:

B, =shA,(—-a)—sini(I—a), B, = sinA,(I—a)+shi,(—a)

Wartosci wiasne 4, wyliczamy z réwnania otrzymanego z przyréwnania do zera wyznacz-
nika macierzy wspélczynnikéw (11).
1. Przedstawimy obecnie ideg metody otrzymywania przyblizonego rozwigzania réwnan (1)
z warunkami (2) i (3). Przy zaloZzeniu m > m,, przyjmujemy g, = Q.
1.1. Przedziat [0, «] dzielimy na » réwnych cze$ci punktami xg, Xy. ..., Xy, PIZY CZym
0=xp <X <Xp... <X3< 0. Xney < Xp = d

1.2. Uktad ciat B - C znajdujacy si¢ w punkcie x = O dla ¢t € [O, 7‘;—] przenosimy w czasie

no
W tym przedziale czasu jest wzajemne oddziatywanie ukladu B - C1i belki w punkcie
X = x,. Przeniesienia dokonujemy tak, aby wektory predkosci wzglednych belki
w punkcie x, i ciala C byly sobie réwne.

a ) ] a 2a
zerowym do punktu x; = ;| pozostawiamy go W tym punkeie dla 7 o’ nol

1.3 W . - a a
[N YZnaczamy rozwigzanie z —’—1—,1 oraz w x,-n—, ).
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1.4, Nastgpnie, jesli ¢ = 2—Z ukdad B-C przenosimy sposobem podanym w punkcie 1,2
n

. 2a
do punktu belki o odcigte] x, = PR
1.5. Postgpowanie to powtarzamy tak diugo, az uklad cial B-C znajdzie si¢ w punkeic
X = a, a nastgpnie wyznaczamy rozwiazanie z(a, t) i w(x, a, t). Sposéb przemiesz-
czania cial B - C po belce przedstawiony w punktach 1.2 - 1.5 nazwano poréwnawcezym
ruchem skokowym. Powyzsze postgpowanie ilustruje rys. 2,

(H‘l)A!L ——————————
F e— T
!

!

|

L } ; i

I | i

At = I : }

1

24t —— ’ ; P

at : ! : l Il | X

0 l————.h—-—! D

X0 X X Xi *n1 Xnza

~rovoq PrZebieg rzeczywisty ukiadu ciat B-C do punktu x=a

I przebieq przyblizony dojazdu uktadu cid B-C do punktu x=a
Rys. 2

Uwaga 1. Z przedstawionej w punktach 1.1-1.5 metody postgpowania wynika, ze

e ia v .
w, z, X, ... zaleza réwniez od parametru ~ i dla krétkosci zapisu oznaczymy:
ia . ia ia
w(x, 1) = w(x, - t), zZB() = 2(7, t), XD(x) = X(x, —n—)

T (1) = T(t, %) a0 = x(%) R® = R(E),
B

n

——

t=0
=0
| X
—R
7777
Rys. 3

Uwzgledniajac powyzsze zaloZenia, rozpatrzymy kolejne etapy ruchu cial B - C po bel-
ce O-A.
W chwili z = 0 ukfad B - C znajduje si¢ na lewej podporze (rys. 3). Zgodnie z zaloZeniem 3
belka pozostaje w spoczynku. W tym przypadku mamy warunki poczatkowe:

a
(1) 29(0) = z0, ZO(0) =Zo, WO(x,00=0, WO(x,0) =0, (w-=—5?)'
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a

Z (6), (7), (8) i (I1) otrzymujemy rozwigzanie dla x = 0, te[O,
nv

| S

>

Zg .
(13) w(x, 1)y =0, zO4)= zocoswot—i—w—osmwot, wE =
0

SRS

Krok pierwszy

B

m 5
zla/n ) k=4t

/ k x,=Ax=c1/n
0 ¢ (A X
=
APM_J =
wix,a/n,t)
Rys. 4

Uklad dyskretny B - C znajduje si¢ w punkcie x; = % dlat e[o, %—] (rys. 4)ipobudza
belke do drgan. Jest to wigc uklad dyskretno-cigglty, ktorego drgania wyznaczamy z (6),
(7) i (8) dla mastgpujacych warunkéw poczatkowych:

© . Z; .
2O (1) = z,coswgty; +——sinwy iy,
Wo
(14) 2O(ty) = z,C05Woty —2Z, WoSiNWo Iy,
2a

wOx,t) =0, wo(x,t)=0, 1= T

Dla pierwszego kroku funkcje wiasne (8) maja postaé:
(15)  X{P(x) = R{MsinAVx+ 0 sh AP +

mMD ™ a N DR a)} _a)
+ 50F AP ish| AL x——J|—sin A X~ H{x -l

Z (10) dla x, =% wyliczamy state R{P, OV w zaleznodei od 4"

sin w)(z—i)]
L [ I g,

(16) 20F sinAgP1
a
ay sh [l},‘) (l— ——)}
v _ mAj; ' n "
ok 20F shA{D] A

Z (7) otrzymujemy

(17) T (@) = CiPcoswi t+ CPsinwi .
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Wobec (7) i (14) otrzymujemy:

DXPETOW) = 0,

k=1

D XOETEW) = 0,

8

k=1

(18) w
(1) L) 22 o
Ak Tk (tl) = Z;CO8Wol; —— S wy iy,
Wy

k=1
o0

ZA,“”T,‘,”(tI) = Z;COSWgl; +2Z,WeCOSWe 1, .
k=1

Mnozac pierwsze dwa réwnania (18) przez MX{(x) oraz trzecie i czwarte przez mA(Y,
a nastepnie dodajac pierwsze do trzeciego i drugie do czwartego otrzymujemy:
oo . .
Z TP IMXD XD +mAD AP = mAD [zl COSwot + %Z—sincuo tl] ,

a9

3 . .
2_, T ) [MXP XD +mAD AP = mAD [z;c08w0 by — 2, 0o SINW, 1],
k=1

Calkujac stronami (19) w przedziale [0, 1] oraz wykorzystujac (7), (9) i (14) wyliczamy
stale C{Y, CP:

CH = Y cos(wf? 1) YR sin(wft,),

20 .
(20) CHf = Y sin(afO1)+ ¥ Rcos(@fr), 4 = =,
gdzie
ml .
YR = mAREO(), TP = Z APEO),

Wykorzystujac (6), (15), (16), (17) i (20) otrzymujemy rozwigzanie ukiadu (1) z wa-
runkami (2) i (3), (mp = 0) dla 7 [0, %]

Krok i-ty.

——

v

lia/n,t} 't=iA‘t=H‘1
2lia/n, k x=iAx=la/n

1
T
wix,ia/n,t}

Rys. 5
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W i-tym punkeie (x = x;, f; = it,) warunki poczatkowe sa nastgpujgce:
z8-9(ty) = 2D(ity),  24-Y(iyy) = (i),
2 wi=D(x, ity) = w®(x, i),  wi=Y(x, it;) = wi(x, it,).
Rozwigzanie (6) w i-tym kroku ma postaé:

wh(x, 1) = D X TO ),
s=1

22 -
20(t) = D APTH().
s=1
Funkcja wlasna (8) dla i-tego kroku ma postaé:
1 . .
23 XP = ROsind®Ox+09sha0x+ T2 gl Lo (e [ da
5 2QF 5 'S n n )

gdzie:

PO PYOY /AL
o (-]

(y _ MAs 0
Rs 20F sin[AP]] A7,

ia
00— ma® shl:}é'i)(l—T
20F sin[AP1])
Wobec (7) funkcja T§P dla i-tego kroku wyraza si¢ wzorem
TO@) = CPcoswPt+CHsinwPt, (selN,i=1,2,...,n)
Z (6) i (21) otrzymujemy uklad réwnan

)] AP, selN,i=1,2,...,n).

D AFOTE=0(in) = DT APTO(i),
k=1 k=1
D AEOTE-DG) = 3 APTP ),

(9 “ .

‘X;‘i_x)(x)T,(‘i—l)(itl) = ZX,‘,"(x)Tﬁ”(itx),

fe=1 k=1
ZX,&"”(x)Tﬁ“‘)(itl) = ZX,‘,‘)(x)T}")(itl)'
ial k=1

Mnozac pierwsze dwa réwnania ukladu (24) przez m4P i dwa ostatnie przez MXP,
a nastgpnie dodajac stronami pierwsze do trzeciego oraz drugie do czwartego rownania
otrzymujemy odpowiednio:

o0
DTD(it,) [MXG-DXP +mAY=D AP)~TH (it ) IMXPXP +mAL=D AP} = 0,

(55) “7
D) (T8 (i) [MXG-DXP -+ mAG-D AP] - TP (i) IMXP X +m AP APTy = 0.

k=1
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Calkujac stronami uktad réwnaf (25) w przedziale [0, /] oraz uwzgledniajac (7), (8)
i (9) wyliczamy C{, CH, tzn.
O = Y{)cos(wgit,) Y Rsin(wPit),

(26) C§) = Y{hsin(wPit) +Ycos(wfPity), (i=1,2,...,n),
gdzie
1
= f[MX,((”(x)w“‘”(x, it )+mAP =D (ir)ldx,
[}
27N I
Y = (z) r[MX")w“‘”(vc it )+mAP - (i)ldx; (= 1,2,...,n).
()
Uwaga 2.
We wzorze (26) dla i = | nalezy wstawi¢ odpowiednio: '
W(O)(x’ O) = 07 w§0)(x: O) = 0’ Z(O)(O) = zla 2(0)(0) = ZZ
Uwaga 3.

Jeéli przyjmiemy:
fl(x) = w(i—l)(xr itl)’ Zl == Z(I—l))itl)’
L) = wiP(x, i), 2z, = 24 D(ity),

a .,
to z wzoru (10) otrzymujemy wzér (27). Dla n-tego kroku (x =a,t= —5) nalezy podstawié

w powyzszych wzorach [ = n.

Obliczenla numeryczne warto$ci wlasnycl.

Obecnie przedstawimy wyniki obliczefi numerycznych wartosci wiasnych i czgstosol
wlasnych rozwazanego zagadnienia uzyskane na maszynie cyfrowej CYBER 72. Obliczono
kilkanacie kolejnych wartosci wlasnych A w zaleznodci od potozenia ukladu B - C na belce
dla nastepujacych danych: n = 100, m = 16,5749 [kGs?m~!], EI = 2,1 - 9,785 - 10°[kGm?},
oF = 5,51 [kGs?m~2], k = 5-10* [kGm™1], I = 6 [m].

Wyniki obliczenn przedstawione sz na rys. 6-12.

T F T T T T T T T 7T T

22 A 7] 2690 =
201 1 12| ]
1.8~ ] 2441~ -
16 2 1876 : .
N N o 1608 3
12 A2 T 1340 - —
1.0 — 107l i

.0.8— 1 804 Wy
06— >‘| ] N6 —
04 Ao~ 268} w;
13 S s S B t — . =,
0 06 12 18 24 /30 36 47 48 54 50 O T3 15 21 30 35 4 o8 i 80

CeLT N 6 1.2 1.8 24 30 35 42 4

| x L/N
Rys. 6 Rys. 7



177
176

175
174

172 w

540
57 538
56 536
55 534
5¢ 532
53, » 530
52 528
Bl 526
] 50 524
0287+ 49 522
02865515 18 24 30 35 i 10 16‘(11'8 520
IxL/N fxL/N
Rys. 8 Rys. 9
1.0490 675
1.0488 674
10486 673
10484 672
10482 67
A 10480 =670 W
10478 669
10476 668
10674 667
1OLT2 [ e [|pee
07018 24 30 365 o7 28 8L o
IxL/N
Rys. 10
15720 T T T T 110
1.5718/— {1509
1.8716 1508
1.574 <{1507
1.5712 1506
s w
15710 1505
1.5708 1504
15706~ 1503
15704~ ~1502
15702 —1501
S0 15 24 30 TR l&(;soo
I=L/N
Rys. 11
2.0954
2.0952
20950
A 20948
20946
2.0942,
209421~ —2675
{
zog‘o(ﬁs 1,|2 l.|8 2|;. 3l.0 3{6 1"‘2 48 54 6.026%
1xL/N
Rys. 12
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‘Whloski

1. W przedstawionej metodzie funkcje wiasne oraz wartoéci wlasne (czestoéci wlasne)
belki zaleza nie tylko od jej parametréw lecz rédwniez od parametréw poruszajacega
sie po niej uktadu dyskretnego. Takie podejscie pozwala na dokladniejsza analizg drgan
rozwazanego ukladu. :

2. Je$li w przedstawionej metodzie zwigkszymy liczbg ,,n”” punktéw podziatu to ruch po-
réwnawczy poruszajacego sig po belce ukladu dyskretnego zbliza si¢ do ruchu rzeczy-
wistego.

3. Przedstawiona w pracy metoda analizy drgan gietnych belki wywotanych poruszajacym
sie ukladem dyskretnym moze byé réwniez zastosowana do bardziej zlozonych uktaddw
dyskretnych poruszajgcych sig¢ po belce.

4. Przeprowadzone obliczenia na maszynie cyfrowej (dla dwoch przypadkow) pokazaly,
ze potozenie ukiadu dyskretnego na belce sprezystej nie ma duzego wplywu na wyisze
wartosci wlasne ukfadu.

5. Réznica wartosci wiasnych ukladu dyskretno-ciagtego typu (I, o0) i wartosci wlasnych
belki swobodnie podpartej i z tymi samymi warunkami brzegowymi maleje dla wyzszych
wartoéci wlasnych.

6. W zbiorze czestosci wiasnych ukladu dyskretno-ciaglego pojawia si¢ dodatkowa czestosé
wilasna, ktora jest mniejsza od pierwszej czestosci wiasnej belki. Pojawienie sig tejczestosei
spowodowane jest uwzglgdnieniem parametréw ukladu dyskretno-ciaglego przy wyzna-
czaniu funkcji wiasnych.
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Peaome

TIOITEPEYHBIE KOJEBAHUA BAJIKA BRIHYXXIAEHHLIE OBUTAIOUENCA
MEBEXAHUYECKOM CHUCTEMOW M3 COCPEIOTOYEHHBIMU [NAPAMETPAMHU.

B crathe poccmarpereaeTca maTemaTHuecKas MOLENb [N AHATHAA AMHAMUYECKOTO PEAKHIO GankH
1O KOTOpOH BMYKETCA MEXaHHJYECKAsT CHUCTEMa M3 COCPE[OTOUEHHBIMH IapaMmerpamu. AHanua CcciaH
HOBBIM METOHOM KOTOPLIA IIpeAcTaBieH B pabore.
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Summary

TRANSVERSE VIBRATIONS OF A BEAM FORCED BY DISCRETE MATERIAL SYSTEM
MOVING ON IT

In the paper we develop a mathematical model for the analysis of the dynamic response of a beamn on
which a discrete system moves with constant velocity. The analysis has been made according to the new
method presented in the paper.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1979 roku
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ANALITYCZNY OPIS STARZENIA POLIAMIDU 6 NISZCZONEGO ZMECZENIOWO

MaARIAN NowaAx (Wrocraw)

Zestawienie wazniejszych oznaczen

A, B— stale rownania empirycznego,
m — wartos$¢ srednia rozkladu normalnego,
PA6 — poliamid 6,
v, — predko$¢ starzenia w chwili = = o,
Z,0 — wytrzymalo$¢ zmeczeniowa (granica zmeczenia) przy probie wahadlowego
zginania,
Z, — granica zmeczenia w chwili =,
Zw, Zm, Zs~— granica zmeczenia w chwili T = 00, T=m, 1 = o
o — odchylenie standardowe,
7 — czas starzenia (ogdlnie), czas ekspozycji,
T, — Czas starzenia w pelnym cyklu badan,
Ar — stopien czasu starzenia,
T, — czas starzenia w metodzie skroconej,
@(u) — gestos§é zmiennej losowej unormowane;j.

1. Wstep

Starzenie sig tworzyw sztucznych termoplastycznych nie zostalo w literaturze technicznej
wystarczajaco naswietlone i opracowane w odniesieniu do jego wplywu na wlasnoéci
mechaniczne, a analizy o relacji ,,granica zmeczenia — czas starzenia’ nie podejmowano.
Dlatego tez pierwsze wyniki badan [1], a zwlaszcza tworzyw produkcji krajowej, moga
przyczynié si¢ do lepszego wykorzystania i stosowania ich w przemyéle oraz produkcji
tworzyw odporniejszych na starzenie. Niedocenianie roli efektdw starzenia wynika prawdo-
podobnie stad, ze krétki czas skladowania obiektéw moze nie sygnalizowaé wszystkich
aspektéw zwiazanych ze zmniejszaniem si¢ wytrzymalo$ci zmeczeniowej. W niniejszej
pracy wykazano, ze ograniczenie czasu starzenia wewngtrznie uspokojonego PA6 do 4 lat
zmniejsza granice zmeczenia Z,0(107) zaledwie o 5Y; podczas gdy wytrzymalodé zmecze-
niowa poliamidu 6 starzonego przez 10 lat jest o 26% mniejsza. Przewidywany spadek
granicy zmeczenia w pelnym cyklu starzenia (7. = 13 lat) wynosi 29%. Spadek taki
powinien juz byé przez konmstruktora uwzgledniony przy projektowaniu elementéw na
diugi czas eksploatacji, pracujacych w warunkach zmiennych naprezen.
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Matematyczny opis zjawiska starzenia jest jeszcze mato uzyteczny, zaréwno do celéy
badawczych jak i projektowych (2, 3, 4]. M.in. ze wzgledu na daleko posunigte uproszeze.
nia i zalozenia. Tworzywa sztuczne charakteryzuja sig¢ wyraznymi, a wigc nie do pominiecia
w modelu matematycznym, wlasnosciami relaksacyjnymi, ztoZona budowa molekularny
i nadmolekularng [5, 6] oraz duzg czuloscia na bodzce zewngtirzne — mechaniczne i ter-
miczne. Postugiwanie si¢ funkcjami liniowymi moze ponadto korespondowa z fizycang
naturg zjawiska tylko dla krétkich czasow starzenia, mato wigc uzytecznych w praktycs.
nych obliczeniach inzynierskich. Dlatego tez analiza dos$wiadczalna efektéw starzeni,
mimo Ze opiera si¢ na diugotrwalym eksperymencie, jest jednak w aktualnym stanie za-
gadnienia konieczna i przez teorig jeszcze nie zastgpiona lub réwnorzednie wspoitwo-
TZO0NA.

Starzenie poliamidu 6 wyjasniono w zasadzie od strony zmian w budowie molekularnej
[6, 7, 8, 9]. Zmiany te polegaja przede wszystkim na zmniejszaniu si¢ masy czasteczkowej
makroczasteczki oraz sit wiazan pobocznych w wyniku sorpcji wody. Ujemne skutki sta-
rzenia sa zwigzane ponadto z przemianami fazowymi, efektami reotermokinetycznymi [10]
oraz z napreZeniami wewngtrznymi. Pewne spostrzeZenia i interpretacje fizykalna pro-
cesOw starzenia PA6 niewzmocnionego i wzmocnionego podano w pracy [1].

Problem starzenia tworzyw sztucznych jest takZe istotny w ich badaniu na petlzanie,
a zwlaszcza przy stosowaniu przy$pieszonej metody badan lub w obliczaniu wytrzymaloéei -
na pelzanie metoda interpolacji. '

Niekorzystne skutki starzenia mozna zahamowaé lub usunaé poddajac wyroby poliami-
dowe obrdbcee cieplnej [1, 11]. :

Liczne prace na temat starzenia tworzyw sztucznych jakie ukazaly si¢ w ostatnich dwu-
dziestu latach w specjalistycznych czasopismach naukowych, poswigcone sa gltéwnie
starzeniu naturalnemu, tj. starzeniu w warunkach klimatu atmosferycznego, a wigc uwzgled-
niajacego wplyw takich czynnikéw jak promieniowanie stoneczne, deszcz, ozon, wahania
temperatury i wilgotnosci itp. [12+18].

Pozostale kierunki badari mozna sklasyfikowaé wedlug nastgpujacych zagadnied:
— badania trwalosci termoplastycznych tworzyw sztucznych, rzadziej termoutwardzal-

nych, na dzialanie mikroklimatu w miejscach o réznych wspohzednych geograficz-

nych [16~20].

— badanie wplywu réznych stabilizatordw na predkos$¢ starzenia [21, 22];

— badanie wplywu niekonwencjonalnych warunkéw pomiaru — podwyZszonej tempe-
ratury, specjalnych §rodowisk itp. (3, 4, 23, 24];

— analiza mechanizmu starzenia pod wplywem wybranych czyonikéw (np. fotonow
$wiatla, deszczu) oraz prognozowania wlasnosci na podstawie pomiaréw krétkotrwa-
tych [20, 25, 26, 27];

~— zagadnienia metodyczne (np. zastosowanie ETO w w analizie wynikéw pomiardw).
Miarg starzenia s najczgéciej wskazniki, ktére reprezentuja wlasnosci fizyczne i che-

miczne, rzadziej (co juz podkreslono wyzej) wlasnosci mechaniczne, jak: wytrzymalosé

na rozcigganie, wytrzymatos¢ na zginanie, udarno$é, wydluzenie wzgledne, modul sprg-
zystosci poprzecznej [18, 20, 28]. Ze wzglgdu na specyficzne znaczenie i rolg tlenu w pro-
cesie starzenia tworzyw sztucznych, autorzy [23, 24] omawiajac to zagadnienie stwierdzaja,
ze utlenianie, a zwlaszcza w podwyzszonej temperaturze prowadzi intensywnie do de-
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zintegracji struktury. Ponadto w skutek podwyZszonej temperatury zachodza takie zmiany
strukturalne jak rekrystalizacja, przemiany polimorficzne, orientacja pod obcigzeniem
itp. prowadzace w zasadzie do wzrostu wytrzymatosci. W pierwszym etapie starzenia
dzialaja zatem z rézng sita dwa konkurencyjne procesy: proces utleniania prowadzacy do
zmniejszania warto$ci wytrzymatosci oraz procesy porzadkowania struktury — prowadzace
do wzrostu wytrzymalosci. Efektem wypadkowym w tym etapie starzenia moze byé
(i czgsto jest) czasowa poprawa wlasnosci,

2, Charakterystyka materialu pomiarowego

Przedmiotem badan zmeczeniowych jest poliamid 6 (Tarnamid T-27) produkcji Zakla-
dow Azotowych w Tarnowie (ZAT). Do scharakteryzowania wtasnoéci prébek, wykona-
nych metoda wtrysku oraz utworzenia bazy wielkoéci do identyfikacji materiatun, okreslono
wskazniki zalecane przez normy [29, 30, 31] i dodatkowo wyznaczono: naprezenie zry-
wajace o, | wydhuZzenie wzglgdne &,, w prébie pierscieniowej [32, 33] naprezenia wiasne a,,
oraz wspdlczynnik zmeczenia K (tabl. 1). Wymienione wskazniki okreslono po 7 i 120

Tablica 1. Wlasnoécl mechaniczne badanego poliamidu 6 (Tarnamidu T-27).

Czas starzenia 7 | Zmiana wskai-
mies. i
Wskazniki Metoda oznaczania —(—)— nika vs./skutek
120 starzenia przez
7 10 lat, %
NapreZzenie zrywajace o,, MPa PN-68 75 44 —41
WydluZenie wzgledne &,, % C—89034 — | 210 —_
Naprezenie zrywajace or,, MPa Préba pier§cieniowa [33] 40,9 31,7 —-23
Wydiuzenie wzgledne &;,, % 2x2x12 (mm) 30 32 +7
Modut sprezystosci przy zginaniv E,,
MPa PN-61/C-89027 1450 1060 —27
Granica zmgczenia Zy0(107), MPa Z wykresdéw zmeczenia 12,9 9,5 —26
Naprezenia wlasne ¢, MPa Przecigcia probki wzdhuz
osi — 0,152 —
Wspdlezynnik zmeczenia X ) K = Zylo, _ 0,17 0,22 +29

miesigcach starzenia prébek w naturaliych warunkach laboratoryjnych. Z otrzymanych
rezultatéw wynika, Ze¢ starzenie PA6 moze byé mierzone, oprécz granicy zmeczenia,
takze modulem sprezystosci E, oraz naprezeniem zrywajacym op,. Zmniejszenie si¢ ich
wartodci przecigtnie o 1/4 jest jednak duza utrata zdolnosci do przenoszenia obcigzen
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stalych i zmiennych przez wyroby poliamidowe, wlaczone do eksploatacji, jesli wiek po.
limeru jest znacznie zaawansowany [5]. .

Na szczegblna uwage zastuguje wzrost (a nie odwrotnie) wlasnosci plastycznych Erpe
Wydtuzenie wzgledne &, probek wiosetkowych po 120 mies. starzenia, wynoszace az 210%,
stawia PA6 w rzedzie materialéw o wlasnoéciach nadplastycznych. Jest to szczegdlnie cenna
wlagciwoéé poliamidu 6 jako tworzywa konstrukcyjnego, a przede wszystkim wlékno-
tworczego.

3. Przedstawlenie danych eksperymentalnych za pomoca réwnania

Wiyniki eksperymentu (rys. I i tabl. 2) przedstawiono w formie krzywej Zycia materialu
(rys. 2). Wynika z nich, ze nalezy je opisa¢ réwnaniem majacym punkt przegigcia. Do tego
celu przyjeto rozktad normalny (rys. 3), poniewaz oprécz dobrej jakosci dopasowania
jest tatwo do$wiadczalnie okresli¢ jego parametry (m, o) oraz réwnanie asymptoty. Ko-
rzystajac z wilasnosci tego rozkladu wyznaczono wykreslnie przyblizone polozenie punktu

T li
- i 1 23] 456 ||
n 2030 | 12| 2 | x| 2
Timies) | 7 | 48 | 78 | 84 | 96 | 120
8 ZgolMPa)| 12,9 [12,2 | 109 [105 | 97 | 95 | |
‘o
o
=
- 16 ]
€ | Tk
[ o)
- ]
12k i

| ! |
10* 10% 108 N 10

{

|

!

|

i

!

|

|

l i
|

|
Nkr

Rys. 1. Wykresy zmeczenia poliamidu 6 starzonego w naturalnych warunkach laboratoryjnych (n-liczba
oznaczed d = 12 mm érednica probki [1])

przegigcia P (rys. 2), a wigc jeden z jego parametréw. Korekcja ¢° polega na tym, 2
dopasowujemy jego modul do takiej wartodci, ktéra zapewnia w przybliZeniu jednakowe
bledy 4, w punktach najdalej odlegtych od wykresu Z, (tabl. 2). Drugi parametr, cha-
rakteryzujacy przesuniecie wykresu, przyjeto m = 6 mies. Wartoé¢ m odpowiada czasowi
uspokojenia PA6 (tys. 4). Celem wykorzystania danych stabelaryzowanych gestosci
prawdopodobiefistwa [34] do wykreslania réwnania empirycznego wprowadzono statystyke
upraszczajaca u (tabl. 2). Ogblne réwnanie empiryczne granicy zmeczenia w funkeji czasu
starzenia ma zatem postaé

¢S] Z, = A+B- o),
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Tablica 2. Poréwnanie wartoscl granicy zmeczenia Z; okreslonej z réwnania empiryeznego (11) z wartosciami
Z,0 okreslonymi doswiadczalnie (rys. 1)

—_

Czas . . "
i starzenia T _ Réwnanie pélc;stej regresji 2z, o r—m ” -z 4, *
lata | mies. - (MPa) o (MPa) e

1, 0,58 7 | 1gN = 17,001 —-0,7736 " Omax 12,9 0,02 0,3989 12,99 0
7 4 48 | IgN = 15,382—0,6922 opmux 12,2 0,84 0,2803 11,87 —2,70
7 6,5 78 | IgN = 15,343 —0,7660 " Opmax 109 1,44 0,1415 10,55 —3,20 '
7 7 84 | 1gN = 13,363 —0,6060" Gpax 10,5 1,56 0,1182 10,33 —1,62
? 8 96 | IgN = 11,646—0,4870" Gynx 9,7 1,80 0,0789 —;,95 +2,58
? 10 120 | lgN = 12,464—0,5749 0 9,5 2,28 0,0297 9,48 —0,21

04 =100- 2 E op a1

r | T T T T | T T T
v | MPAlZgors ]
i
|
!
|— 1
|
12 I T
0.8~ i
|
|
B . i
|
T,
o4l *-”’2‘
fof- | 7
| /
L [-*—-‘/Q/—0=50(mies.)———— i=B
L]
4 Zoo
oL | x | | | | L l ‘
6 2 4 6 8. 10

czas starzenia T (lata)
Rys. 2. Krzywa zycia PA6 oraz wykre$lne wyznaczanie punktu przegiecia P i odchylenia standardowego

(0° — warto§é orientacyjna, o — warto§¢ dokladna, po korekc;ji)

w ktérym @(u) — gesto§é zmiennej losowej unormowanej okre§lona wzorem

u?

(2) p(u) = 7127 C’EP ( -
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z.4 Belu)

- ° ‘T 0,3989 B
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/ 02628 '
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a=3933(%); b=989(%); c=100{%); k=c/a=2,5425

Rys. 3. Charakterystyka rozkladu Gaussa do opisu efektdw starzenia: P — punkt przegiecia; ro — czas
starzenia w pelnym cyklu badan; k& — wspolczynnik we wzorze (3)

Zaol T T T T T T T T
Zg | ‘_\\
T \\
MPa
{MPa) \\
-:El \\ goo
\ -
12~ \\ ®
N, 2
m PR &
0=50mies: \X N
M| 2,292 «109(u)} \\o
2N\
\O
Z.=92+ 95261¢ (u) N
N
10 \
Too=M+ 30 =13 R
Zoo
| | I | { | | | | I L
0 2 Z 6 8 10 12 13 %
7{ lata)

Rys. 4. Krzywe zycia PA6: 1 — réwnanie empiryczne zbudowane wg metody najmniejszych kwadratow;
2 — wg metody wybranych punktéw; g — wykres zmiany trwalosci zmeczeniowej

Stala 4 mozna zdefiniowaé jako najmniejsza warto§¢ granicy zmeczenia ze wzgledu
na wiasnoéci fizykochemiczne PA6 i czas starzenia T, w pelnym cyklu eksperymentu,
czyli A = Z,,. Warto$é Z,, wynika z wlasnosci rozkladu normalnego, tj. ze w unormo-
wanym rozktadzie Gaussa &V (0,1) zmienna ¢(u) zmniejsza si¢ w przedziale jednosigmowym
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0 39,33%, a w przedziale trzysigmowym o 98,9% (rys. 3). Na podstawie tych wlasnosci
ustalono réwnania do obliczania stalej Z, w przedziale 1o (3) i w przedziale 3¢ (4):
€) Zo = kZy—(k=1)Z,,
(4) Z°° = 0'989(Zg0)m1n,
gdzie: Z, — warto$¢ granicy zmeczenia dla v = o; Z, — warto§¢ granicy zmeczenia dla
v = m; (Zy0)mn — wWarto$é granicy zmeczenia w punkcie pomiaru, ktéry jest polozony
najblizej asymptoty Z. = Ze. _

Wychodzac z ogélnej procedury przedstawiania danych za pomocs réwnania, stala B

mozna okresli¢:
a) Metodg najmniejszych kwadratéw

® f= D Zs—Zo—Bp@w)* = min.,

© I 2 3 Zya=Za-Bp()]- ) = 0.

Poniewaz o) # 0 = [Z,0—Zo— Bp(u)] = 0, czyli

]

f=ngp

Zo—2Zy . .
@) B = M, )’ (no = liczba prob).
1

2 o) =1

b) Metodg wybranych punktéw. .
Tym wybranym punktem moze by¢ albo pierwszy wynik z oznaczania Z,0(7;), czyli war-
toé¢ granicy zmeczenia w chwili v = 7, (rys. 4)

_ ZaO(TJ.)_ Zy ]
(8) B= [ Py (u) T=n’

¢, (4) — gestoé zmiennej losowej unormowanej w czasie T = 7, ; albo wybranym punktem
moze byé Z,:

(9). B=[_Z,L1§E';]_’

—-0.5
@o(u) = i/T = 0,242 — gesto§é zmiennej losowe] unormowanej w punkcie przegiecia
JT

P (m+0,Z,).

Konstrukcja réownania (9) wynika z analizy predkosci starzenia o, (vide 4.1.). War-
tosci stalej B, obliczone wedtug wzordw (8) i (9) roznia si¢ miedzy soba dopiero na czwar-
tym miejscu po przecinku.

Szczegélowa postaé réwnania empirycznego, ktére najlepiej aproksymuje wyniki
eksperymentu do fizycznych przestanek zjawiska jest wigc dla czasu starzeniam < v < m+
+30 (6 < 7 < 156 mies.) nastgpujaca
(10) : Z, = 9,2+ 10,0p(u),
albo gdy stala B okredli¢ metoda wybranych punktow

(11) . Z., = 9,2-}-9,5261 . (p(u)
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Poniewaz prawdopodobiefistwo wystapienia obserwowanego efektu starzenia w gra-
nicach (0, ) przedstawia warto$é funkcji

1 4
(12) po(u) = i j "
0

a czesto$é wartosci odchylki standardowej réwna si¢ o, to w przedziale (0, 30) miedci sig
prawie cata zmiana wedlug sformulowanej hipotezy starzenia w 4.3 — badanej wielkoéci,
tj. granicy zmeczenia (98,9% — rys. 3). Potrdjne odchylenie standardowe informuje
zatem o pelnym cyklu starzenia. Wynosi on dla badanego PA6 (rys. 4)

(13) Te = m+3c = 13 lat.

4. Analiza i uogélnienie danych eksperymentalnych

4.1. Nowa klasyfikacja tworzyw sztucznych. Za podstawe klasyfikacji, ze wzgledu na ba-
dane procesy, przyjeto predko$¢ starzenia, ktora moze by¢ zdefiniowana w dwojaki
sposéb.

a) Matematyczny

Funkcja starzenia dana jest w postaci

1/“ e"p[ “ my]‘

Stad réwnanie stycznej do rozkladu normalnego

— — 2
as) 0Z, — = B(m 1) exp | — (7 1;1)
dr 2]/27,; 20 ’
o Bylu)
0y> 0> 0y
—_f— e
7/
/
e /
Vo]
€ // o
N ~1
™~
/ T
el
X 0
T
g
SNE
I 0

tgh=Zuo-Za
9

Rys. 5. Klasyfikacja tworzyw sztuczaych ze wzgledu na predko$é starzenia: 1 — tworzywa szybko sta-
rzejace sig; 2 — tworzywa wolno starzejace sig; 3 — tworzywa praktycznie nie starzejace sig
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a predkosé starzenia w punkcie przegigcia P (m+o, Z,) wynosi
_ 0,242B

V| =t ,

(16) lv,| = tgo 5

albo uwzgledniajac zaleznosci geometryczne (rys. 5), otrzymamy
Zo—Ze

a7 [vg| = T

Poréwnujac ze soba réwnania (16) i (17) mozna okre$lié stala B — vide réwnanie 9.

b) Fizyczny

Jest on praktyczniejszy w zastosowaniach inzynierskich ze wzgledu na to, ze informuje
ile wynosi éredni spadek granicy zmegczenia w przedziale jednosigmowym (o w latach):

Znm—2Z,
(18) vy = tgf = -2,

Za kryterium zmiany granicy zmeczenia w czasie (lub innego parametru materialowego
badanego na starzenie) moze by¢ réwniez, przyjety czas starzenia w pelnym cyklu ekspe-
rymentu (7 = Ty), albo czas starzenia réwny odchyleniu standardowemu (7 = 1),
ktérego warto$¢ informuje réwnoczesnie o ksztalcie rozkladu normalnego (rozklad mniej
lub bardziej splaszczony).

Tablica 3. Stosowane miary zmiany granicy zmeczenla w czasie — czas starzenla 7 i predkosé
starzenla V; dia poliamidu nlewzmocnionego | wzmocnionego.

. . , M Pa
Czas starzenia r(mies.) Predko$é starzenia Vs p
Materiat
to= 0 |t = mt3a| g OB | g TaZa

g o
Tarnamid T-27 50 156 0,5532 0,3587
Ttamid 25 25 75 1,7346 1,1247
Ttamid 35 19 57 2,71773 1,8007

Wyniki obliczen dla trzech materialdw i czterech wielkosci, ktore moga by¢ stosowane
do oceny predkoéci proceséw starzenia, zestawiono w tablicy 3. Wynika z nich oraz z krzy-
wych zycia, Ze tworzywa sztuczne, ze wzglgdu na predko$é zmiany wytrzymatosci zmecze-
niowej mozna podzieli¢ na trzy charakterystyczne grupy (rys. 5 i 6):

1. Na tworzywa szybko starzejace si¢, gdy predkosé starzenia v, = tgf > 1 (albo
gdy dochylenie standardowe ¢ < 28 mies.). Do grupy tej naleza np. Itamid 25 oraz Itamid
35 (rys. 71 8).

2. Tworzywa starzejace sig¢ wolno, gdy predko$¢ starzenia v, = tgf < 1 (albo gdy
0 > 28 mies.). Do grupy tej nalezy badany PAS.

3. Tworzywa nie starzejace si¢ w znaczeniu technicznym (v, = tgf < 0,1, albo gdy
0 — jest bardzo duze) oraz takie, ktérych wytrzymato$¢ zmeczeniowa Z,o ro$nie nieznacz-
nie do pewnego czasu z powodu proceséw sieciowania.
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Rys. 6. Schemat podzialu czasu starzenia 7o na okresy oraz wykresy funkcji Vy i ar na tle wykresu
granicy zmeczenia PAG
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Rys. 7. Krzywe zycia poliamidu wzmocnionego (Itamid 25): 1 — roéwnanie empiryczne zbudowane
wedtug metody najmniejszych kwadratéw; 2 — wedtug metody wybranych punktow

Zaproponowany podzial i wprowadzone umowne kryteria maja charakter orientacyjny
i wraz z nagromadzeniem danych doswiadczalnych moga byé precyzyjniej ustalone i przy-
jaé obligatoryjny charakter. Znajomo$é lub wezesne rozpoznanie przynaleznodci polimeru
do jednej z wymienionych grup pozwala na dokladniejsze okreslenie parametréw rozkladu
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normalnego (m, ) oraz na ekonomiczne prowadzenie eksperymentu przy korzystaniu
ze skréconej metody badan na starzenie, tj. gdy opis krzywej zycia materialu M = M(7)
powstaje na podstawie fragmentu wykresu.

Na czas starzenia 7, W petnym cyklu badas, okre$lony na podstawie wlasnosci funkcji
o(u), skiada sig warto$¢ Srednia m i odchylenie standardowe o (tabl. 4). Zatem wielkosci te
moga byé przyjete jako racjonalne i ogdlne kryteria podziatu 7, na okresy o jednakowej
podstawie czasu (v = @), a roznej intensywnosci zmiany granicy zmeczenia (tabl. 4, rys. 6)

[ T T T ; T T T T
\\}m=o Ti(mies.) | 10 | 40 | 50 | 60 | 64 | 84
26 "[\ Ze!MPa) | 25 | 185 | 20 |188 188 [19,3
5 \\ 1 Z: (MPal | 25,9 | 1948| 18,93 18,75| 18,73 | 18,7 |
© ! \ 32 |A o :
5 s 1l20%) | ~0 | 53| 535 03| 0.4 31
<ol L\ ] |
E. | \ "
e { PR\ & 1) Z{ =187 + 2115629 (u) 7
N | \ <
2- \Y -
|
. =19 ! 2) Z = 18,7 « 181713 ¢lu)
o \
|
0~ | \ o i
z
] %
o © Zoo
[ [o]
ok o -
Too=3|0 =57 rnlles. | ] ‘ [ 1
|
g 2 4 6 3
T (lata)

Rys. 8. Krzywe zycia poliamidu wzmocnionego (Itamid 35): 1 —réwnanie empiryczne zbudowane
wedlug metody majmniejszych kwadratow; 2 — wedhig metody wybranych punktow

Tablica 4. Podzial czasu starzenia w pelnym cyklu badah na okresy.

Czas starzenia
= m+3o
w pelnym cyklu badan T —
Oznaczenie okresu I i ‘ it v
Intensywnos¢ zmiany mala bardzo mala
granicy zmeczenia bardzo duza
AZ; w danym okresie AZy =04 AZ, | AZyy =0474Z, | AZy = 0,134Z;
Granice okresu (og6lnie) O <m | ms<Tus mto ‘m < T € m+ Tiv > m+20
—_ ’ + 20
. T-27 0-=6 656 ‘ 56106 > 106
Granice okresu dla —_— —
badanych materiatéw | 195 — 025 2550 > 50
mies. e —
[ I-35' — 019 1938 > 38

Ny
314Z, = (04+0,47+0,13)4Z; = AZ;

it
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zamiast dotychczasowych wartosci szczegdtowych i orientacyjnych [1]. Analogiczny po-
dzial mozna wprowadzi¢ dla kazdego badanego na starzenie parametru materiatowego ¥,
ktérego zmiang w czasie opisuje réwnanie

(19) M, = M+ Bop(u).

4.2. Metody badan efektéw starzenia. Wybdr metody badania efektéw starzenia — metoda
trwatosci (N), czy metoda wytrzymalosci (Z) —jest jednoznacznie okreSlony przez
skonstruowane wykresy zmegczenia PA6 (rys. 1) oraz stopied waznosci technicznej miary
starzenia. Nie ulega watpliwoéci, Ze powinna to byé metoda wytrzymatosci (oznaczanie
granicy zmeczenia) z bazg N nie mniejsza niz 107 cykli. Metoda wytrzymatodci jest czula
w petnym cyklu starzenia 7. , podczas gdy metoda trwalosci tylko w okreslonym przedziale
czasu i okre§lonej wartosci naprezenia .

4.3. Sformulowanie hipotezy starzenia si¢ polimeréw niszczonych zmeczeniowo. Wybor rozkladu
normalnego do opisu proceséw starzenia, zachodzacych w poliamidzie 6 wynika nie tylko
z ksztattu wykresu do§wiadczalnego (rys. 4), lecz takze z charakteru zmiany masy czastecz-
kowej wskutek destrukcji mechaniczno-chemicznej [35, 36] —jako podstawowego aktu
w samorzutnej i nieodwracalnej zmianie wlasnoéci tworzywa w przedziale czasu narzuco-
nym przez eksploatacje albo eksperyment. Proces ten jest opisany przez charakterystyczae
wielko$ci — minimalna mase czasteczkowa M, 1 staly szybkoscei destrukcji k. Wielkosci
te s zwiazane ze sobg rownaniem

(20) M, = M +Bexp(— k1),

w ktérym M, — masa czgsteczkowa w chwili 7. Nie jest wiec przypadkiem, ze funkeja
Z4o = Zyo(7) ma punkt przegigcia oraz asymptotg Z, = Z, tj. taka minimalng wartos¢
Z,0, ktora wynika z wlasciwoéci makroczasteczki poliamidu (Mo), a ogodlniej — z wiasci-
wosci zwigzkun wielkoczasteczkowego. Formutujac model fenomenologiczny, opisujacy
procesy starzenia w tworzywach termoplastycznych, w oparciu o fizyczne przestanki
wykresu (rys. 4), to powinien on uwzgledniaé:

1. Wiasnodci tworzyw objete klasyfikacja ze wzgledu na predkosé starzenia.

2. Praktyczny zanik efektéw starzenia po 7. latach skladowania lub eksploatagii.

3. Czas uspokojenia =, [6].

Wszystkie te warunki— jak wida¢ to na przykladzie badan PA6 oraz dodatkowych
badan weryfikujacych, przeprowadzonych na Itamidzie 25 i Ttamidzie 35 (wlasnoéci—
vide [1]) w pelnym cyklu starzenia — spetnia rozklad Gaussa.

Uogélnienie wynikéw eksperymentu prowadzi wiec do sformulowania hipotezy sta-
rzenia polimerdéw, niszczonych zmeczeniowo, w postaci: granica zmeczenia termoplastycz-
nych tworzyw sztucznych, starzonych w naturalnych warunkach laboratoryjnych, zmienia
sig wedlug rozktadu normalnego o odchyleniu standardowym o i wartosci §redniej m.
Zatem dla badanego tworzywa, ktérego proces starzenia mierzony bedzie wytrzymaloscia
zmeczeniowa nalezy okreslié cztery wielkosci—mi o (dodwiadczalnie) oraz stale réownania
B i Z, (analitycznie).

4.4. Algorytm skréconej metody badan na starzenie. Prowadzenie badan starzeniowych w pek
nym cyklu eksperymentu jest w warunkach przemystowych dziatalnoscia nierealng, po-
niewaz okres starzenia w obszarze trzysigmowym (30) dla niektorych polimeréw moie
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py¢ dtuzszy od 10 lat. Dlatego tez zbudowanie algorytmu skrécone;j metody badan na
starzenie —na podstawic sformutowanej hipotezy starzenia tworzyw sztucznych — ma
istotne znaczenie w badaniach do$wiadczalnych, a szczegdlnie tworzyw z dodatkami
zwigkszajacymi ich odporno$c na starzenie. Z wiasnosci przyjetej funkcji @(u) wynika, ze
czas skréconego eksperymentu mozna ograniczy¢ do takiej wartosci r,, przy ktérej mozna
wykre$lnie wyznaczy¢ parametr rozktadu o, tj. do czasu

@1) T, =m+o+A4r.

Dysponujac odchyleniem standardowym o, wartoscia $redniqa m oraz réwnaniami do
obliczania B i Z, tylko na podstawie fragmentu krzywej Zzycia materialu mozna zapisaé
réwnanie (1). :

Na algorytm skréconej metody badan starzenia skladajg si¢ nastepujace instrukcje:

1. Kwalifikacja polimeru do odpowiedniej grupy starzeniowej i ustalenie gestosci
punktéw pomiarowych. Dla tworzyw szybko starzejacych sig mozZna przyjaé stopien
czasu starzenia Az = 1/2 roku oraz dla wolno starzejacych sig 4+ = 1 rok.

2. Dos$wiadczalne okreslenie parametréw rozkladu (m, o).

3. Wyznaczenie stalych réwnania empirycznego B, Z,, — ze wzordw (8) i (3).

4. Zapis rownania krzywej Zycia polimeru na podstawie zaleznosci (1).

5. Okre$lenie czasu petnego cyklu starzenia wedtug réwnania (13).

Zaleta metody skroconej — w stosunku do metod przy$pieszajacych starzenie — jest
to, ze otrzymane wyniki reprezentuja naturalne zmiany wiasnosci materialu, bez udziatu
bod7zcéw zewnetrznych znieksztalcajgcych w niektorych przypadkach eksperyment. Me-
toda skrocona zmniejsza ponadto okolo 2,5-krotnie czasochfonnos$¢ pomiardéw, podczas
gdy badania w warunkach niekonwencjonalnych (np. w wodzie i podwyzszonej tempera-
turze) i bez korzystania z hipotezy starzenia skracaja czas trwania préby najwyzej o okoto
20%.

4.5. Analiza jako$ci dopasowania i anallza warto§cl uzytkowej rozkladu normalnego. Spoéréd oko-
o 20 rozkladéw zmiennej losowej [37, 38] wytypowano do analizy po wstgpnych roz-
wazaniach statystycznych rozklad normalny, poniewaz tylko ten spetnia wszystkie zalo-
zone kryteria selekcyjne. A wigc:

1. Posiada punkt przegiecia i asymptoteg.

2. Uwzglednia rzeczywisty rozktad wynikoéw badan na starzenie i niektére zjawiska
zwigzane ze starzeniem [23, 39, 40], ze szczegdlnym uwzglednieniem wiasnosci tworzyw
scharakteryzowanych réwnaniem (20).

3. Zawiera minimalng liczbe parametréw (m, o) fatwych do doswiadczalnego okresle-
nia w stosunkowo krétkim czasie starzenia.

4. Jest prosty w budowie, analizie fizykalnej wynikéw pomiaru i praktycznym stoso-
waniu przez wprowadzenie zmiennej losowej unormowanej.

5. Dokladnie opisuje jednym réwnaniem nie tylko wyniki badanego PA6 (rys. 9
i tabl. 5) lecz takze jest ,,zdolny” do opisu réwniez takich proceséw jak chwilowy wzrost
Z40 [41] w wyniku sieciowania, zmian strukturalnych lub zmian naprezen wlasnych oraz
naprezen na granicy faz.

6. Jest rozkladem bardziej elastycznym od innych, poniewaz metoda kolejnych przy-
blizefi mozna okreslié jego parametry oraz stale rownania tak, ze biad wzgledny aproksy-

7 Mech. Teoret. i Stos. 3/81
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Rys. 9. Aproksymacja wynikéw pomiaru granicy zmeczenia rozkladem gamma: 1 — rozkiad normalny,
2 i 3 —rozklad gamma dla r6znych wartoSci parametréw b i ¢

Tablica 5. Por6wnanie wynikéw obliczen statystycznych wzglednego bledu aproksymacji gra-
nicy zmeczenia PA6 rozkladem normalnym { rozkiadem gamtma

Czas starzenia 7, lata 058] 4 | 65 | 7 | 8 | 10

— Wzgledny blad| g

aproksymacji = LmeTT o
RomN A4=100 Zyw %
aproksymujacy ~——
Normalny
Z, = A+ B, o) = 0 | 2,70 | —3,20 | —1,62 | +2,58 | —0,21
= 9,2+9,5261- p(u)
Gamma
Zy = A+B,f(d) = 0 | —558 | —2,02 | +0,48 | +639 | +48

= 9,2425,1815/(x)

magcji jest maly — okoto dwukrotnie mniejszy niz dla rozkladu gamma (tabl, 5). Ponadio

za rozstrzygajacy uznano jeszeze fakt, ze rozklad normalny stanowi wygodna bazg do zbu-

dowania algorytmu skréconej metody badari na starzenie ze wzgledu na tatwosé doswiad-

czalnego okreflenia jego parametrow (m, o) oraz prosta budowe wzoréw (3), (8) i (13).
Jezeli poréwnac gestosé rozkladu Weibulla (rys. 10) i rozkladu gamma [38]

22) sy =S

¢ cr,
T tbe U(r).
b > 0; ¢ > 0 parametry rozkladu,

17220 g
@3 v ={) 2, Ty = [ vear
0
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z gestodeia rozkladu normalnego (2), to widaé jego bezsporne zalety zaréwno iloéciowe jak
i jakoSciowe.

Warto podkresli¢ interesujaca zbiezno$¢ wartoéci odcigtej punktu rozdzielenia rozkla-
d6w Weibulla (7, — rys. 10) z wartoscia odchylenia standardowego o rozkladu normal-
nego (rys. 2), ktora ujawnila si¢ przy prébie opisu wynikéw pomiaréw réwniez rozkladem
Weibulla. W analizie trwaltosci obiektéw technicznych [42] 7, informuje o zmianie inten-
sywnosci uszkodzen, a w przypadku badanego PA6 o zmianie intensywnos$ci starzenia,
ktére polega m.in. na powstawaniu uszkodzen (zrywaniu wigzaf gtéwnych, rozpadzie
Jub wzroécie obszaréw krystalicznych z defektami w strukturze krystalicznej i z defektami

%l T T TTT T T 17171
90—

i ¥
sol- m_F('r)

70~ H‘T)=—g-'r‘5’1exp(—%5)u('r) .

N x=0 -
"( = E=2
sol- Y lgxz0

F"('r):

-

Lt | [ SRR
0,6 1 2 5 7 10
T { lata)

Rys. 10. Dystrybuanta empiryczna (z probki) F*(z) na siatce funkcyjnej rozkiadu Weibulla; punkt roz-
dzielenia rozkladéw 7, & 5,5 roku; i—- kolejna realizacja zmiennej losowej w prébce o licznosei n {371;
(%) — gestoéé rozkladu Weibulla [42]

w strukturze bezpostaciowej — zagieciach, suptach, przesunigciach itp.). Pon_iewaz prze-
bieg dystrybuanty empirycznej (rys. 10) wskazuje, ze mamy do czynienia ze zltoZonym
rozkladem Weibulla i w zwiazku z tym nie spelnionym kryterium jednego rownania,
zaniechano wiec dalszej analizy statystycznej i aproksymacji wynikow pomiaréw tym
rozkladem. Jednak przyblizona réwno$é z, & o jest cenna informacja w badaniach pro-
ceséw starzenia przeprowadzanych na podstawie sformulowanej hipotezy starzenia.
Ponadto zbieznos$é 7, ~ o potwierdza, Ze naturalnymi procesami starzenia rzadza dwa
mechanizmy, zaleznie od czasu ekspozycji.

Analiza statystyczna doprowadzajaca do ustalenia odpowiedniej funkcji aproksymu-
jacej wyniki pomiaréw (konstrukcja krzywej Zycia materiatu) — to jeden z wazniejszych
kierunkéw badafi tworzyw sztucznych na starzenie. Innym, od przedstawionego przez
autora, podejéciem do problemu starzenia jest okreslenie krytycznego czasu starzenia
Tar, tj. takiego czasu, w ciagu ktérego nastapi zmiana mierzonego parametru materialo-
wego M o ustalona warto$é AM (rys. 11). Oznaczanie 7, moze by¢ realizowane metodq.
do$wiadczalna albo teoretyczna, najczgéciej w oparciu o kinetyczng teorie wytrzymatosci

T
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polimerdw [43, 44]. Osiagnigcie czasu krytycznego oznacza w praktyce wylaczenie wyroty
z eksploatacji. Kilka wybranych funkcji, stosowanych do oznaczenia . podano w tabli.
cy 6. :

T

Rys. 11. Schemat krzywej Zycia materialu (kinetyki starzenia) i okrellenie vy, .

Tablica 6. Zestawienie funke]i prognozujgcych krytyczny czas starzenia 4, w réznych warunkach obclazenta

Nr Star.ze.me_ pod
obciazeniem:

obiektu [3, 4, 16, 43, 44].

Funkcja prognozujaca
_ krytyczny czas starzenia

Uwagi

_ U Np. dla polietylenu (male p)
1 | cieplnym Bexp RT) U = 12--30 kcal/mol
B = 10"2-~10""6h"*
Uo— 0 Wartosci parametréw vo, U i 9
2 | mechanicznym To€XP (—OR:F—) dla niektérych polimerow podaje
[43, s. 108]
3 pola elektrycznego 7. = CE-™ Funkcja prognozujaca czas do
przebicia dielektryka
In.Sr v Sie = 0,52-0,75
4 | cieplnym i ¢(7) = 0 - exp | — ke »0+0,
Py @ Ao P (RT) Np. Ao =2,5-105(% %~ 57"

B — stala czasowa; U — energia aktywacji;
R — stala gazowa; T — temperatura; ¢ — naprezenie;

y — wspbdlczynnik strukturalny; z, — wspélczynnik czasowy;
E — natgzenie pola elektrycznego; m, C— parametry;
Sir — dopuszczalna warto$¢ wspodlczynnika odpornodci na starzenie;

S W, — warto$¢ po czasie ekspozycji =

- [16]
Wo — warto$¢ przed ekspozycja

5. Whaioski

I. Granica zmegczenia poliamidu 6 (Tarnamidu T-27), starzonego w naturalnych wa-
runkach laboratoryjnych przez 10 lat, zmienia si¢ wedlug rozkladu Gaussa o réwnanit -
empirycznym

Z, = 9,2+49,5261 - p(u)
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2. W badaniach laboratoryjnych oraz w obliczeniach zmeczeniowych elementéw
maszyn wykonanych z PA6 i programowanych na diugi czas eksploatacji lub z duzym
opOZnieniem wlaczanych do uzytkowania nalezy uwzgledni¢ spadek granicy zm eczenia,
ktéry np. po 10 latach starzenia wynosi 267,. Przewidywany spadek granicy zmegczenia
w pelnym cyklu starzenia (7o = 13 lat) wynosi 29%.

3. Na podstawie przeprowadzonych badani starzeniowych oraz ogdlnych wilasnosci
fizykochemicznych polimeréw mozna sformulowaé nastgpujaca hipoteze starzenia two-
rzyw sztucznych niszczonych zmeczeniowo: tworzywa sztuczne termoplastyczne zmieniaja
w czasie wytrzymato$¢ zmgczeniowa wedtug rozktadu normalnego opisanego parametrami
m i o oraz ogdlnym rownaniem empirycznym

exp{_f_—;’ﬁ]

Z, = Zo+

l/i;—r 20'2

4, Zastosowanie prawa Gaussa do analitycznego opisu zjawisk starzeniowych zacho-
dzacych w tworzywach termoplastycznych umozliwia korzystanie z algorytmu skréconej
metody badan na starzenie. Czas trwania eksperymentu zmniejsza si¢ wowczas z wartosci
7o = m+306 na 7 = m+o+Az, a wiec okolo 2,5-krotnie.

5. Tworzywa sztuczne, oprécz istniejacego podziatu na krystaliczne i bezpostaciowe,
termoplastyczne i termoutwardzalne itp. moga byé sklasyfikowane ze wzgledu na szybkosé
starzenia na: szybko, wolno i technicznie nie starzejace sig. Taki rodzaj klasyfikacji ulatwia
ich badanie na starzenie oraz podnosi poziom ufnosci funkcji starzenia zbudowanej me-
toda skrocong.
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Pesiome

AHATIUTHUYECKOE OITMICAHHE CTAPEHNA
YCTJIOCTHO PA3PYITAEMOTI'O TIOJTMAMMUIA 6

OnpcaHo H3MEHeHMe ycranocTHoH mpouydocrd moymmamuaa 6 (PA6) B pesyneTare eCTECTBEHHOTO
craperus B reuenye 10 neT. Ha ocHoBe mpoBeneHHBIX HcCNeNOBaHM, a TaoKe ofuirx (HHU3RKOXUMH-
YECKMX CBOHCTB TONEMepoB Gblna CHOpMYIMPOBaHA THIIOTE3a CTAPEHHS CHHTETHMUYECKHMX MaTEepHAaNOB,
YCTANIOCTHO pa3pylllaeMblX, B BHOE: YCTAJIOCTHAR TIPOUHOCTh (Zr = 0_;) TEPMOIUIACTHUCCKHX CHHIE~
THYECKHX MaTepHanon (ILIacTMace), II0JBepraeMblx crapenmb B €CTECTBEHHBIX Na00PATOPHBIX YCJIOBHAX,
H3MEHACTCH IO HOPMAJIBHOMY PaclIpeleICHUIO, OTHCAHHOMY TIapaMETPaMH #2 M 0, & TaroKe oBLIHM aMITH~
paueckam ypasHenuem (1).

Ipennosxen coxpami€HHbIA METON MCOLITEHHI Ha CTapeHMe, 3aKIIOYAIOIACA B TOM, YTO aHAIIM-
THYECKOE OIMCAHME IUACPAMMBI HOJTOBEYHOCTH MATEPHANIA MOXKHO IPOBECTH HAa OCHOBE TAKOro Qpar-
MEHTA H3MEpEHN, B KOTOPOM BO3MOYXHLIM ABNISeTCA onpenencHue o. ITocTosaHRyr0 Zy ¥ B OnpelesstioT
Torfa ypasuenus (3) u (8). Ilpusenena npsamas 3aBAECHMOCTs A BEIYHCIEHHSA BPEMEHH IIOHOIO LAKIA
CTAapeHHA TONHMEPOB B €CTECTBEHHBIX naGopaTopHbIX yenoswsax (13).

IlponsBeneHO HOBOE MOAPA3eNeHHe CHHTETUUECKHUX MATEPHANIOB, NPUHUMAA 33 KIaCCHOMKAIHOH~-

HEIH KpUTEpHi cKkopocTb crapeHus (18), a TaKyke BpeMs CTapeHWsI, PaBHOE 3HAUCHHIO CpeAHEKBajgpa-
TUYHOI'O OTKJIOHEHHS G,

Summary

ANALYTICAL DESCRIPTION OF AGEING OF POLYAMIDE 6 SUBJECTED TO FATIGUE
FAILURE

The variation of fatigue behavior of polyamide 6 (PA 6) in effect of ten years of ageing is presented.
The hypothesis of ageing process of polymers, based on experimental results and general physico-chemical
properties of polymers has been proposed in the following form: fatigue limit of thermoplastics Z aged in
laboratory environment conditions decrease in agreement with Gaussian distribution (with parameters and)
and general empirical equation (1).
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A method of accelerated investigation of ageing has been proposed. The analytical description of
life-time curve may be found on the basis of such experimental results which enable to determine the value
of. Then the constans Z and B may be found from equation (3) and (9). A simple formula for determinatiop
the ageing time of polymers in laboratory environment conditions has been proposed. A new classification
of polymers has been done. The criterion of classification were the rate of ageing (18) and time of ageing
equal to value of standard deviation.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

FPraca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 stycznia 1980 roku
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ON THE CALCULATION OF THE VELOCITY INDUCED BY A VORTEX-SOURCE CONE

K. VarsaMov, K. YosiFov, A. HAiM0oV (WARNA)

The present paper describes the transition from numerical quadrature to linearized
expressions for calculation of the velocity induced by unit vortex cone at points near the
vortex sheet. A criterion is obtained by comparing the results with the exact solution for
singularity distribution of constant strength.

I. The method of singularities is often used for solving axisymmetric potential flow
problems in doubly connected regions (ring aerofoils, bodies in ducts, etc.). The bodies.
are represented by a vortex or source-vortex distribution along the so called camber sur-
faces. The strength of the singularities gives the velocity at any point of the flow by nume-
rical quadrature. The numerical integration for the velocity at a control point near a vortex
sheet becomes inaccurate due to the singularity of the integrand at points on the sheet.

_ Mi£,9)

Rys. 1

Consider a continuous vortex or source-ring distribution of strength y(s"), ¢(s’), res-
pectively, along a camber line s (see fig. I) and the control point M located near s. Any
component of the velocity induced by such a sheet may be written as

L N
() C= [ p(s) F(S, 8ds' = D) hovirFoy
0

i=1
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where A; are the weight coefficients of the quadrature. It was mentioned in [I] that the
increasing error of quadrature formula for small values of b forces a special consideration
of the interval 4 = & —§;_,. Eq. (I) can be expressed in the form

i—1

©)] C= 2 AJVJFJ'FZ Ay Fy+c*
where
S |
3) = [ y(s) F(S,8)-ds".
Sioy

The exact solution of the integral (3) can be found by using linearization of the camber
line and the vortex strength and setting

0'(€) = om+a- &,
C)) Y(E) = ymte- &,
a(&") = qu+f- &,
where a, e, f are the corresponding derivatives and gy, ¥m, gm — the mean values.
For the axial and radial velocity components from (I) in [I} and [2] we obtain:

e A ([ (e 1
© = {[ln(]/l_i_aT)——[ln(A A)]/_1+

_a . b A* b 20,+b a4, +b)
+——~H_a2 (Q,,,+—2—)lnF e 0 e[

ke
N (2024 —d le,’na b)— A_z) ln%;-— (Ta-|-—¢,1l;|)7 (49;,,+b)9”,
e el B

¢ O At |b| .
+ o |42 —3d-12-8 _ 2a 21y o
6 ( ' I+¢12)1n A~ 3(1+a?)? [b*(3a*~ 1) — 600m(1l —a )]Q]}:

.« a&) 20, 1 1. |4
0w 2 otom 1+a2[ lngA I

+ 2 _
lbl .Q+f( ab lnA +|b|a I.Q\)]

1+a? A~ a?+1
(‘) V= a¢)  om i detom) 1
q 27 oo+ om) '|/1+a2 4

a b A+ ¢ 2g'a)
— = 14
v (2 )In |b| @e=0) 73 gr 1+ 2 +f[(2 Trar) "

2 4 £ g e, A
+(c—— - ¢-b 29”)1 R |b2|)2 (49—1;)9]}.

lnd* A‘] A+

2 4 16 1+az 1442
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where the notation is expedient from fig. 1:

_ah b
T 1+a?’ o l+a?’
a4y 4 . (A 2 4 B
A—c 4 ¢
arctg \ ———| —arctg ———| = £;
® yd—c? *Vi—a

2. The above equations for the induced velocity have been applied to the numerical
solutions [1] [3] of the inverse hydrodynamic problem for propelling complex in partially
nonlinear formulation. They have been used not only for calculation of the camber
(b = 0) lines, but also for the construction of duct’s profile in case of control points si-
tuated near the camber line. For the points sufficiently distant from the camber line the
contribution of the vortex-source cone containing in its interval the control point is ob-
tained from (1). The trapezoidal rule is used in both solutions. It is obvious that the boun-
dary value of b, which gives more accurate result using eq. (5+8) than the trapezoidal
rule must be obtained for the considered interval. The purpose is to obtain a smooth tran-
sition in accuracy for both formulas.

3. The solution of the problem in [l] is obtained empirically by numerical tests in
quite a narrow interval along the duct profile (~ 0.5) and about 20 points used in the case
of large relative thickness. The results of computations [3] show that it is not convenient
to use a fixed value of b like a transition criterion from (1) to (5=+8). Obviously, the varia-
tion of the number of points with other parametres fixed changes the length of the inter-
val A4 (fig. 1) and the relative position of the control point M towards the influencing cone.
That is why the comparison of the accuracy of (5+8) and the quadrature formulae will

b

Y| .
be made for normalized values of b, ¢ = ——, p = ——. Only the main components u}
m m

and vy will be discussed.

4. Consider the influence of vorticity distributon of constant strength placed along
a cylindrical surface. Hence, assuming that y = const, ¢ = const, where ¢ = 0, ¢ = 0,
J=10,¢=0, d=»4? from eq. (5 and (8) we obtain the expressions:

- qn . 1 )/ .

(10) e *=—{1 8———1nb'2P-.Q},
- 4n 1 P .

(ll) 'U:=Tﬂ:=T{MS—Q'+SIgD(b)2P'Q},

where

_1{ . a N RYANFAS
_p(l+2)’ Q= p]/4(q)+’

go (A-0+ap)

p
= 2arctg ——,
P £20q]

4 ‘- b
P= e Om

m
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It is sufficient to analize eq. (10). The simple chosen scheme gives the possibility to
calculate the exact values of the velocity, substituting the vorticity distribution by twg
equivalent source disks (fig. 2). This suggests the solution

(12) uy = up, +up_,
MUE,q) _Mlg»Q)

Jaaa .

A N K{Wéﬁf{

,{—_____‘_,,___I_—F_B,_.. . IL-‘— q__h.z(._AL«_.__

I |

ceqeed /7 leeqlelece

Rys. 2
where
_ Oa §-6, Qﬂ 2

9 o= 44 (s—sﬂ)2+(e+ea)2[ K=, 10 ")]}

K(k), E(k), II(m?, k) are the complete elliptic integrals of first, second and third kind with
4pe’ 4p
arguments K = ]/ - s M= ——
(p+0)+(E=-E)? (o+04)?
Fig. 3, 4, 5 and 6 show certain results of calculations obtained by the use of the three
methods (eq. (1), (10) and (12) for which computer programs were written. The results

T T T

linearized method
—-— trapezoidal rule
o  exact values

A

LﬂuT

————
————
——
—

2 —— ]

iy
—




\\ﬂ 9> q)

-5 = 1
. linearized method
' . — — trapezaidal rule

\ o exact values -
2 -

| | |
0.025 0.050 0.075 0.100
q

linearized method
— — trapezoidal rule
0 exact values

J
=01 -0.2 -03 -04 -05 -0.6 -0.7 -08
Rys. 5

(459]
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linearized method

—— trapezoidal rule
o exact values

Rys. 6

T T T
O exact values
approx. polynomial

Rys. 7

of (10) and (12) are in good agreement, specially for small values of |¢|, where the error
of the quadrature formula increases rapidly. Increasing the value of ¢ we obtain that, the
accuracy of both methods becomes equal and next the results from (1) are better.

The behaviour of the solution permits to obtain the curve p = f(q) plotted in fig. 7
which, gives the same accuracy in using both formulae. In the interval —0,6 < ¢ < 0,6
the function is approximated by the polynomial

(14) p = —05393-¢*—0,0852- ¢ +1,494 - g2 —0,445 - 1039 +0,386 - 102
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The resulting formula defines two regions 4 and B which correspond to the sufficiently
accurate use of eq. (10) and (I), respectively. '

As a concluding remark it should be mentioned that eq. (14) permits the automatic
transition from numerical quadrature to linearized expressions in calculating the velocity,
induced by a vortex-source come in points of its neighbourhood.
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Peswme

BBEIUUCJIEHVWE CKOPOCTH ITOPOXKIEHHOM BHPOBEIM KOHYCOM

B pafoTe paccmMaTpHBAETCA NEPEXON OT BBIUMCIIMTIENBHOH KBaJpaTyphl JI0 JMHEAPH30BaHBIX (hop-
MYJI Ha CKOPOCTh IIOPOM/IEHYI0 AMANURELIM BUPOBBIM KOHYCOM B TOUKAX B OKPECTHOCTH BUXPEBOIO CNOS .

U3 cpaBHEHMS DE3yNLTaTOB C TOUHBIM peIlleHHEM [ONYUEH KPUTEPMH [UIA CHHTYIADHOrO paclpe-
JIeTIeHA BUXPa O ITOCTOSTHHOH MHTEHCHBHOCTH.

Streszczenie

WYZNACZANIE PREDKOSCI PRZEPEYWU WYWOLANEJ WIROWYM STOZKIEM

W pracy przedyskutowaliémy przejécie od kwadrtury numerycznej do zlinearyzowanych wzorow
obliczeniowych, z ktérych wyznaczona zostala predko§é przeplywu wywolana jednostkowym stozkiem
wirowym w punktach w poblizu warstwy wirowej. Przez por6wnanie wynikéw z rozwiazaniem Scistym
otrzymano kryterium na rozklad osobliwodci o stalej wydajnosci.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 11 listopada 1980 roku






ME CHAN IKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 19 (1981)

WARUNEK UTRATY STABILNOSCI KONWEKCJI SWOBODNEJ W WARSTWIE POROWATEJ

BARBARA BORKOWSKA-PAWLAK, WLODZIMIERZ KORD YL EW S K1 (WROCLAW)

Wstep

W ostatniej dekadzie obserwuje si¢ wzrost liczby publikacji dotyczacych konwekciji
swobodnej w oérodkach porowatych. Problematyka ta ma szereg aspektéw technicznych
takich jak ekstrakcja ropy z tupkéw, poprawa wlasnosci materiatéw izolacyjnych i niektdre
zagadnienia technologii chemicznej. Pelni réwniez wazna role w zagadnieniach geofi-
zycznych.

Z teoretycznego punktu widzenia konWekcja swobodna spowodowana gradientem
temperatury dostarcza jednego z najprostszych przykladdw niestabilnosci ruchu w mecha-
nice ptynéw. Klasycznym obiektem jest tu warstwa plynu ograniczona dwoma nieprze-
nikliwymi ptaszczyznami, z ktérych dolna ma wyzsza temperaturg.

Lapwoop [1] wykazal, ze dla liczby Rayleigh’a Ra = 4n? rozwigzanie trywialne
réwnan ruchu ptynu i bilansu energii cieplnej w warstwie porowatej staje si¢ niestabilne,
co utozsamia sig z wystapieniem konwekcji swobodnej. Liczne badania doswiadczalne
potwierdzily ten rezultat wykazujac, ze konwekcja swobodna wystgpuje dla liczb Rayleigh’a
wiekszych od pewnej wartosci krytycznej, ktéra zawiera si¢ w granicach: 32,3 < Ra < 43.

Na przetomie lat 60 i 70-tych, seria prac eksperymentalnych [2], [3], [4] wykazala, Ze
ruch konwekcyjny w warstwie porowatej staje sig niestabilny po przekroczeniu przez Jiczbe
Rayleigh’a wartosci zawierajacej siec w zakresie 240 < Ra < 280. Od tego czasu, proble-
mowi teoretycznego okreslenia tzw. drugiej liczby Rayleigh’a poswigcono wiele uwagi.
Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie polega na wyznaczeniu wartosci krytycz-
nej liczby Rayleigh’a, dla ktdrej nietrywialne rozwigzanie réwnan ruchu i bilansu energii
staje si¢ niestabilne.

W dotychczasowych pracach teoretycznych rozwiazan poszukiwano numerycznie
metoda réznic skonczonych lub metoda Galerkina; ich stabilno$é badano metodg Galer-
kina, réwniez numerycznie.

STRAUS [5] stwierdzil, ze nieregularne fluktuacje ruchu plynu w warstwie porowatej
pojawiajg sig, gdy Ra > 380. CALTAGIRONE [6] wykazal, ze ruch konwekcyjny w warstwie
porowatej przestaje by¢ stabilny dla Ra > 384. Jednakze péZniejsze prace nie potwierdzity
poprawnosci tych rezultatéw. Schubert i Straus [7] stwierdzili, ze druga liczba Rayleigha
zawiera si¢ w przedziale 300 < Ra < 320. HorN [8] odkryt fluktuacyjny charakter kon-
wekcji swobodnej w warstwie porowatej dla Ra > 300. Tak wiec, druga liczba Rayleigh’a
nie jest jeszcze okre$lona i wydaje sig, ze wymagane sa bardziej staranne studia nad za-
gadnieniem utraty stabilnosci ruchn w oérodku porowatym.

8 Mech. Teoret, i Stos. 3/81
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Celem niniejszej pracy jest okreslenie drugiej liczby Rayleigha metodami analitycznym;,
Inspiracja byly migdzy innymi prace LORENTZA [9], RUELLE i TAKENSA [10] oraz Mags-
DENA [11] dotyczace klasycznego zagadnienia konwekcji swobodnej Benarda. Wyjsciowy
problem analizy ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych zredukowano metoda Ga-
lerkina do badania pewnego ukladu réwnand rézniczkowych zwyczajnych. Wyznaczong
pierwsza nietrywialna galaZ rozwigzan stacjonarnych odpowiadajaca poczatkowej fazie
wystepowania konwekcji swobodnej w warstwie porowatej oraz zbadano jej stabilnogé.
Wykazano, ze dla liczby Rayleigh’a Ra = 302? ma miejsce bifurkacja Hopfa, stad dla
Ra > 3072 konwekcja musi mieé charakter fluktuacyjny. Zalaczone przyklady obliczef
na maszynie analogowej wskazujg, Ze fluktuacje maja niestabilny charakter, lecz w odréz-
nieniu od rozpatrywanego przez LORENTZA [9] przykladu, trajektorie nie sg ograniczone,

Spis oznaczen

u(u,, u;) — bezwymiarowa predkosé (skladowe w kierunku x i 2)
T — bezwymiarowa temperatura

P — bezwymiarowe ci$nienie

t — bezwymiarowy czas

h — dlugo$é komoérki

Y — wektor o skladowych (0,0, 1)

g — przyspieszenie ziemskie

o — wspolczynnik rozszerzalno$é termicznej
k

m — termiczna dyfuzyjno$é
To — temperatura .zimnej (gérnej) powierzchni
AT — réznica temperatur migdzy goraca (dolng) i zimng (gérna) powierzchnia
warstwy
C, — cieplo wlasciwe
0 — gestosc
(6cp)m — jednostkowa pojemnosé cieplna nasaczonej substancji porowatej
0Cy — jednostkowa pojemnoéé cieplna materialu porowatego
H — bezwymiarowy wspdlczynnik H = (é)%c’f)'”—
S 4
k — przepuszczalnosé
B — lepko§é dynamiczna
» — lepko$¢ kinetyczna
& — porowatosé

2. Sformulowanie problemu

Rozwazana jest substancja porowata nasaczona plynem, umieszczona migdzy dwiema
poziomymi nieprzenikliwymi plaszczyznami w ziemskim polu grawitacyjnym (Rys. 1).
Odlegloé¢ miedzy plaszczyznami jest réwna jednostce diugoéci. Przyjmuje sig, Ze dolna
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plaszczyzna ma wyZ2szg temperaturg ni gorna, €O jest przyczyng wystepowania konwekcji
swobodnej. W celu uproszczenia analizy, rozwaza si¢ pionowy przekrdj warstwy (Rys. 1).

Bezwymiarowe réwnania ruchu piynu wraz z réwnaniem ciagloéci oraz transportu
energii cieplnej maja postac

1 du - —
F% = —u—Vp+TRay,
(1‘) divi = 0,
oT )
W +MVT— V*T.
{01 (11
/ LSS
z=1 zimna powierzchnia

goraca powierzchnia
N o,

N NN
{00~ {1,0)

Rys. 1. Pionowy przekrdj warstwy porowatej,

Rownania te uzyskano drogg skalowania prawa Darcy’ego oraz réwnania przewod-
nictwa cieplnego wzglgdem zmiennych
hW2H whn e
Tm——, h’ AT’ T; —h—’
ktore odpowiadaja: czasowi, dtugosci, temperaturze, ci$nieniu oraz predkosci. Parametry:
liczba Prandtla Pr i liczba Rayleigh’a Ra okres$lone sg nastgpujaco:
2
_ hH; Ra — kghocAT'
knk -
Przyjmuje si¢ nastepujgce warunki brzegowe:
u=0 dla z=0,1.

T=1 dla z=0; T=0 dla z=1.

Pr

(1a)

W rozwazanym przypadku dwuwymiarowym wygodnie jest wprowadzi¢ funkcje
pradu y zdefiniowana nastgpujaco

oy oy
2 _— = —_—— = = .
( ) ax uz’ az ux
Uklad réwnan (1) mozna wéwczas zapisaé jako
19 ,, ) 26
o E‘E(V ¥) = —V*p+Ra Hx
7C] dp oy 00 Oy 00

.5
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gdzie @ = T—T, jest réznica temperatur odpowiadajgcych stanom wystgpowania i braky
konwekeji swobodnej. Temperatura w stanie bez konwekeji jest funkcja tylko zmiennej
z (I =1-2).

Warunki brzegowe dla problemu (3) przedstawiaja sig¢ nastepujaco
(3a) p=0=0 daz=0,1.

Zagadnienie brzegowe (3), (3a) posiada nieskoficzenie wiele rozwigzain. W celu ogra-
niczenia ich ilo$ci rozwazac sig je bedzie w obszarze ograniczonym w tzw. komorce podsta-
wowej. Wysokosé jej jest rowna 1, natomiast dlugo$¢ wyznacza sig na podstawie analizy
stacjonarnego liniowego problemu wlasnego, ktéry ma postac

o0
pu— 2~ b =
V2p+Ra E 0,
4 26
v2H+ -2 ~ o,
ox

z warunkami brzegowymi;
p=0=0 daz=01,
G,

o

43
(4a) =0 dlax=0h.

Y=
gdzie £ jest szukang diugodcia komorki.
Wartosci wlasne problemu (4), (4a) tworza ciag nieskoiczony o wyrazach danych

wzorem

HZ
(5) Ra; = - 2R+ i, =1,2, ...

. . > . L.
Pierwsza warto$¢ wilasna Ra,, = (1+h2)2Jh—2 jest wartodcia wlasng prosta tzn.

odpowiada jej tylko jedna funkcja wiasna. Ma to duze znaczenie (jak to si¢ pdZniej okaze)
przy badaniu stabilnosci standéw stacjonarnych odpowiadajacych tej warto$ci wiasnej.
Wartosé 2 = 1 minimalizuje pierwsza warto$¢ wlasna Ra;,(Ra;, = 4n? dla A = 1),
ktérej odpowiada minimum energii uktadu.
Z tego wzgledu uzasadnione sa przyjecie w charakterze komoérki podstawowej kwadratu
o boku réwnym 1.

3. Aproksymacja Galerkina

W celu analizy stabilnosci rozwigzan problemu brzegowego (3), (3a) przedstawia sig
je w postaci szeregéw Fouriera

09 o0 0 0
(6) Y= 22/91;1/)11, 0= 22%1@“,
i=1j=1 k=017=1

gdzie uklad funkcji {;;; @u} postaci

;= 2sinllixsinlljz; i,j,1=1,2,...
%) Yy J J

6y = 2cosllkzsinlllz k=0,1,2, ...,
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jest ukladem ortonormalnym zupelnym w przestrzeni funkeji typu L2 ([0, 1]x [0, 1])
spelniajacych warunkibrzegowe (3a), natomiast ;1 ey, s3 nicokre§lonymi wspétczynnikami
zaleznymi tylko od czasu. Badanie zachowania si¢ tych wspdlczynnikéw w czasie pozwala
okresli¢ wasnosci dynamiczne (stabilno$¢) rozwigzan ukiadu réwnan (3), (3a). W celu
okreslenia zalezno$ci migdzy wspdlczynnikami f,, 1 o nalezy wyrazenia (6) podstawi¢
do ukladu réwnan (3), wymnozy¢ pierwsze z réwnai przez y,, drugie przez @, oraz scai-
kowaé je po kwadracie jednostkowym [0, 1]x [0, 1]. Otrzymuje si¢ wéwczas nastgpujacy
nieskoriczenie wymiarowy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

T Bam _ Bt mRa
Pr odt e (m? 4-n?) Gons
dors 2002 3 o2 7’ SAS Yw’ .
(8) di = ——H (r +s )O:rs'l'?ﬂ‘ﬁrs—‘ T . Z kZ: 2 gkhl_k{_]k[(élrl_kl —
i=1 j=1 k=01i=1

— (S]ri-}-lq) 57[-_” Sgn(l _j)(ajri—lq + 6|ri+k| 6TI+J'|] il[((sﬁ_kl — 6|ri+k|) 6‘191_1.‘ Sgng — [)+
. + (‘Slri—k! + 6lri+k|) 5Tl+jl]} BisVi
gdzie:
wskazniki m, n, r, s, zmieniaja si¢ tak jak wskaznikii, j, k, / wystepujace w wyrazeniach (6);
funkcje g i hi_x okreSlone sa nastgpujaco:

1 ,
{4 dak#0, 5 dlai=k#0,
Er = 5 -k =
e = 1
2y/2 dla k =0, Lt imre =0,
natomiast 6% jest delta Kroneckera zdefiniowang
s l1dlaa=>b b a=i-k; i+k; 1—j; 1+j
““lodlaasb gazie b=rs

Analiza uktadu réwnas (8) jest zadaniem trudnym i zloZonym. Metoda Galerkina
pozwala sprowadzié ten nieskoficzenie wymiarowy problem do skonczonego wymiaru
przez obcigcie bazy ortonormalnej do skoficzonej ilosci elementdw.

W pracy rozwaza si¢ uklad réwnani oparty na podbazie szesciu elementow

P11 P12, o1, Y02, 01,0,

1 dﬂll a
S T
1 dfi, _ Ra
Broar © ety e
dog, 2 7w’ m
= —J; g, +—= Ap+ —= & ?
©) i ot g Puent g b
dotor —47r2d02—‘752 }/50‘116117
dt
do 5 a?
—d;—l = qfy, — 277y, +7'¢21/2/311°‘02"17§— Br2ttor
de i
dltz = nﬂ12—5n2a12—~;/—i‘ Bi1%o1
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Zasadniczym problemem jest teraz znalezienie stanow stacjonarnych ukladu dynamicz-
nego (9) oraz okre$lenie ich stabilnosci.

4. Stany stacjonarne

Stany stacjonarne (punkty state) uktadu dynamicznego wyznacza si¢ przez przyréw-
- nanie jego prawych stron do zera. Tabela 1 podaje zestawienie punktdéw stalych dla ukladu
réwnan w zaleznosei od wartosei liczby Rayleigh’a Ra, moze ich byé 1, 3 Iub 7. Z tabeli |
wynika w szczegolnosei, Ze zero (punkt 0) jest punktem statym dla dowolnej wartoéci Ra,
Jezeli warto$é parametru Ra przekracza 4n® (pierwsza warto$é wilasna problemu linjowe-
go (4)), pojawiaja si¢ dwie galgzie niezerowych rozwigzan stacjonarnych 4, i 4, co utozsa-
miane jest z pojawieniem si¢ konwekeji swobodnej.

Punkt (0, 4722) jest zatem punktem bifurkacji rozwigzania zerowego z prostej wartosci
wlasnej Ra = 4n2. W ogdlnosci punktem bifurkacji rozwigzania x,(x) ukladu dynamicz-
nego x = F(x(u), u) z wartodci wlasnej uo nazywa sig¢ punkt (x(uo), to) taki, ze w do-
wolnie malym jego otoczeniu pojawia si¢ nowe, dodatkowe rozwigzanie tego ukladu.

Jezeli wartoéci parametru Ra przekraczajg 2512, pojawia sig cztery nowe glezie rozwia-
zanh stacjonarnych B,, B,, Bs, B, przy czym interesujace jest, Ze nie rozwidlajg sie one
Z rozwigzania zerowego.

Dalsza czgé¢ pracy poswigcona jest (zgodnie z jej celem okre§lonym poprzednio)
analizie stabilno$ci galezi rozwigzan niezerowych A4,, A, odpowiadajacych stanowi po-
czatkowemu wystgpowania konwekcji swobodne;j.

Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zbadanie stabilnosci rozwiazania zerowego,
z ktorego rozwidlaja sig¢ te galezie.

5. Stabilno§é stanéw stacjonarnych

Stabilnoéé punktu statego ukladu dynamicznego bada sig, wyznaczajac wartosci wiasne
jego zlinearyzowanej postaci. Jest on stabilny tylko wtedy, gdy czesci rzeczywiste wartosci
wlasnych sa ujemne.

Linearyzujac uklad réwnan (9) w otoczeniu rozwigzania zerowego, otrzymuje si¢

1 dpy, , Ra ,
Pr ar Bii+ 2—7'5““’
1 dpi, _ ¢ Ra ,
Broar T Pty
d(X(Ijl — —nzoc{)l
(10) at
daOZ =__4n2al
dt 02>
dot' ’ '
d;l = afy—2m20y,,
doy,

’
dt = nﬂ12—5n2“’129
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gdzie zmienne z indeksem ,,prim” oznaczajg odchylenie od punktu stalego. Wartosci
wlasne okre§lone s nastepujgco

2 -
A= -——21# + —;— V (27% +Pr)? +2Pr(Ra—4a?),
2 4 Pr 1
(11 Azs = —Sl;—P—' + % I/(5ﬂ2+Pr)2+?P1‘(Ra—257r°-),
25 = —47‘E2,
}‘6 = —ﬂ2.

W punkcie Ra = 47? warto$§¢ whasna A, przecina o$ urojong, zatem rozwiazanie ze-
rowe staje sie niestabilne. Jednoczesnie jak bylo wspomniane w poprzednim punkcie
pojawiaja sie dwa rozwiazania niezerowe (Rys. 2), odpowiadajgce wystapieniu konwekcji
swobodne].

20| By (
0,12— 6 |
0,01 Sr —
008~ 4 o
0,06— 3 —
0,04~ 2r -
0,02 i .
o~ o
-0,02 -1 —
-0,04~ -2 -
~0,06L -3 —
-0,08 -4 -
-0,10— -5 ]
012 -8 .
04 -7 -
L |

Ra/4m?

Rys. 2. Bifurkacja niezerowych rozwigzan stacjonarnych z rozwigzania trywialnego.

Stabilnos¢ galezi nietrywialnych w pewnym otoczeniu punktu bifurkacji mozna ok-
reéli¢ na podstawie twierdzenia o bifurkacji z prostej wartosci wlasnej [12] (s. 39).

Zgodnie z twierdzeniem tym, jeZeli pochodna wartoéci wlasnej, ktéra ,,powoduje”
niestabilno$é rozwiszania zerowego po parametrze w punkcie bifurkacii jest dodatnia, to
rozwidlajaca sig z niego galaz nietrywialnych rozwiazan jest stabilna.

W punkcie bifurkacji (0,47%) ukladu réwnad (9) zachodzi

di,
dRa lRazdn2

>0,
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zatem galezie rozwigzan A4, i A, sa stabilne w pewnym otoczeniu wartosci parametru
Ra = 4n?%, a co za tym idzie, stabilny jest ruch konwekeyjny plynu dla liczb Rayleigh’a
mato réznigeych sig od 4>

Z postaci rozwigzan stacjonarnych 4, 4, (Tabela 1) wynika, Ze amplituda konwekcji
swobodnej roénie wraz z liczbg Rayleigh’a. Dodwiadczenia wykazuja, ze od pewnej war-
toéci krytycznej liczby Rayleigh’a ruch plynu staje sig fluktuacyjny [1], [2]. Sugeruje to,
se z galezi A, (lub A,) rozwidlaja si¢ rozwigzania okresowe.

6. Stabllnosé rozwiazan okresowych

Przypadek rozwidlenia si¢ z danej galezi rozwigzan stacjonarnych okresowego rozwia-
zania nazywa sig bifurkacja Hopfa; sci§lej punkt (x(uo), ft0) nazywa si¢ punktem bifur-
kacji Hopfa ukladu réwnan rézniczkowych x = F(x, w), jezeli spetnione sa dwa warunki
(i) Fu(x(uo), o) posiada dwie czysto urojone wartosci wlasne
(i) Jezeli S, (u) Jest czgscig rzeczywista wartosci wlasnej, to dla u = p, zachodzi
ds,

Sy(pe) = 0, B |y

Istniejg dwa typy bifurkacji Hopfa — superkrytyczny i subkrytyczny. W pierwszym
przypadku pojawiajg sig stabilne rozwigzania okresowe dla warto$ci parametru wigkszego
od wartosci krytycznej, w drugim natomiast rozwiazania okresowe sa niestabilne i istnieja
dla warto$ci parametru mniejszych od wartosci krytycznej (Rys. 3). W celu okreslenia
punktu bifurkacji Hopfa na gatezi 4, (lub 4,) linearyzuje sig¢ ukiad réwnan (9) w otoczeniu
rozwiazania nalezacego do galezi 4, (lub 4,).

> 0.

nieslabilny
. punkt staty

niestabilny
punkt staty Xy

stabilna / niestabiina
orbita orbita

zamknieta -\_zamknigla

5 X3
~.Stabilny punkt staty

X QD

Rys. 3. Typy bifurkacji Hopfa a) superkrytyczny b) subkrytyczny.

stabiiny
=~ punkt staty

Linearyzacja ta prowadzi do dwéch odseparowanych od siebie podukiadow réw-
nan ‘

1 dpi. Ra ,

—15[- dt = _ﬂ11+3;_£_a119
(123') d;(tm = _7!21/'?2“11/9111 —47[2(1:)2—-77:2 ]/—Z-ﬂllafll >
da’u

s a(l+m- ]/50‘02)/311 a2 Y 2By 00 — 2770y -
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1 df, Ra ,

Pr dt = _ﬂ112+ 5.’7Z alla
dog, 72 , a n? ,
{12b) = —— oy fr212— 0o + —= B11%12,
dt V2 : Vz
“da , n? , ,
d;Z = 7t.51:z"—]/"—2 Biictoy — 573y,

gdzie B,,, %52, &, 53 odpowiednimi wspéirzednymi punktu statego 4, lub 4,.

a) b) o | c}

Oy

002

-0.03}-

Rys. 4. Trajektoria rozwiazar ukladu réwnah (9) na plaszczyznach fazowych (xoy, ®12) i (o2, o1y)
dla wartosci liczb Rayleigh’a a) Ra = 24w?, b) Ra = 30n?, c¢) Ra = 36n2.

Z postaci uktadu réwnan (12a), (12b) widaé, Ze jego réwnanie charakterystyczne mozna
przedstawié w postaci iloczynu dwéch réwnan:

(13a) A+ (672 +Pr) A2 +2n%(Ra +2Pr) A+ 4 *Pr(Ra—4n?) = 0, oraz

n?Ra PrRa
2 5

ktére sa réwnaniami charakterystycznymi poduktadéw réwnan (12a) oi (12b).

Badajac znaki wyréznikéw réwnan trzeciego stopnia (13a) i (13b) mozna latwo wyw-
nioskowac, Ze oba posiadajg jeden pierwiastek rzeczywisty oraz pare pierwsiastkéw zespo-
lonych sprzgzonych. Zatem, réwnanie charakterystyczne zlinearyiowanego ukladu réw-
nan (9) spelnia warunek (i) wtedy i tylko wtedy, gdy wlasno$é te posiada réwnanie (12a)
albo (12b).

(13b) A4 (6w +Pr) A% + | 672Pr +3n* +

117 m?
R * =0’
)l+_ 5 Pr+ 5 PrRa
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Réwnanie charakterystyczne (13a) mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej nastepu-
jaco
(14a) (A=8)" (A=8)* (A—a) = 0
gdzie: _
S, S — pierwiastki zespolone, sprz¢zone
o — pierwiastek rzeczywisty.
Poréwnujac wspdtczynniki przy odpowiednich potggach A w réwnaniach (13a) i (14a)
otrzymuje si¢ uklad zaleznoéci:
2S;+ o = —(6=*+Pr),
(14b) 1824208, = 272(2Pr+Ra),
—a|S|? = 4n*Pr(Ra—4n?), gdzie S; = ReS.
Korzystajac z warunku (i) (S| = 0) wyznacza si¢ krytyczna wartosé liczby Rayleigh’a
2Pr(1072 +Pr)
(13) Ra =Gz

Zwykle dla substancji porowatych wartoéci osiggane przez liczbe Prandtla sg bardzo
duze (rzgdu 105-10%), przyjmujac wigc we wzorze (15), 2e Pr — co otrzymuje sig¢ Ra — oo.
Podobnie przedstawiajac réwnanie charakterystyczne (13b) w postaci iloczynowej

(16a) (A-g)(A—-g)(1—p) = 0,
gdzie:
g, 4 — pierwiastki zespolone
f — pierwiastek rzeczywisty
oraz porownujac wspdlczynniki przy odpowiednich pot¢gach w réwnaniach (13b) i (16a)
otrzymuje sie¢ nastepujacy uklad zaleznosci

2, + 8 = —(Pr+6x?),

2
lq|*+2Bq, = 62*Pr+3n*+ T Ra -—%PrRa,
(16b) 1 1 V2
1
—Blal? = —~ —
Bl4| 3 Pr+ 3 PrRa,

gy =0, gdzie g, = Regq.

Przyjmujgc w ukladzie (16b) g, = 0; wyznaczona z niego krytyczna warto$¢ liczby
Rayleigh’a wyraza si¢ wzorem

1
(Pr +672)(67Px + 37*) — -51- 7t Pr

(17) Ran = 1 1 )

. _ 2N "2 .
7Pr (Pr+ 67 )(2 7t Pr\)

Jezeli Pr — oo to Rag — 3072,

Wynika stad punkt (4, , 30%2) jest punktem bifurkacji Hopfa oraz, ze dla wartosci para-

metru Ra > 30n2 gala? rozwiazan stacjonarnych 4, staje sig¢ niestabilna.
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Okreslenie typu bifurkacji Hopfa jest prostym problemem, wymaga bowiem zbadania
stabilnosci rozwigzan okresowych. MARSDEN i MCCRACKEN [11] podali algorytm, ktéry
pozwala rozstrzygnaé typ bifurkacji. W pracy [13] autorzy wykazali, korzystajac z tego
algorytmu, Ze Ra = 30s? jest subkrytycznym punktem bifurkacji Hopfa. Nie przytacza sig
tu diugich i ztozonych obliczen, bowiem o typie bifurkacji mozna takze wywnioskowaé
na podstawie prezentowanych na rysunkach 4a, 4b, 4c rozwigzan ukladu réwnan 9.
Przedstawiaja one trajektorie rozwigzan na plaszczyznach fazowych («o;, ;;) oraz
(@02, osy) dla trzech wartosci liczby Rayleigh’a Ra = 2472, 3022, 367°. Wynika z nich,
ze dla Ra < 307 konwekcja swobodna jest stabilna, po przekroczeniu drugiej liczby
krytycznej Rayleigh’a, ruch plynu nabiera fluktvacyjnego charakteru.

7. Zakonczenie

Dokonano analizy stabilnoéci ruchu dla dwawymiavowej konwekcji swobodnej w war-
stwie porowatej. Zastosowano metodg¢ Galerkina obcinajac nieskoniczone szeregi trygono-
metryczne do szesciu wyrazow.

Przyjmujac nieskoficzona wartos$é liczby Prandtla wykazano, Ze galaZz rozwiazan
stacjonarnych, odpowiadajgcych stadium poczatkowemu konwekcji swobodnej, traci
stabilno$¢ dla wartosci liczby Rayleigh’a Ra = 30z2. W punkcie tym ma miejsce bifurkacja
Hopfa do rozwiazan periodycznych. Poprzednie badania autoréw [13] oraz wyniki obli-
czeri na maszynie analogowej wskazujg, Ze bifurkacja ma charakter subkrytyczny. Oznacza
to Ze rozwigzania periodyczne, ktére zjawiaja sig dla wartosci liczby Rayleigh’a bliskich
3072 musza byé niestabilne.

Mimo, ze uzyskany rezultat zgadza si¢ z wynikami badan do§wiadczalnych i ostatnimi
rezultatami obliczen numerycznych, problematyce tej nalezy poswigcié jeszeze duzo uwagi
ze wzgledu na jej podstawowe znaczenie dla analizy stabilnodci ruchu w oérodkach poro-
watych. :
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Pezwome

YCIOBUE ITOTEPY CTABUJIBHOCTU ECTECTBEHHOI KOHBEKIIUHY
B ITOPMCTOM CIIOE

Cpenana YIONBITKA AHANH3A CTAOMIIBHOCTH FBYXPA3MEPHOH ECIECTBEHHON KOHBEKUHMM B XOPHCTOM
cnoe. Ilpomenssi merox Iaxepxuna, cucrema OByx AuQ(epeHLHaNbHbIX YaCrHbIX ypaBHEHHH 6n1ia
samenena wectsro quddepeHnpampublMe ypapHeHasiMK. OnpeesIeHo obNacTh CTALMOHAPHBIX PeIUEHMI,
COOTBETCTBYIOLIUX HAUANBHOW CTajiMN ecTeCTBEHHOH KOHBEKImH. Haxofsuiasics B 3ToOH 06GNACTH TOUKA
Gudyprunn X, Xompa gng uncsna Peiinu, pasroro 30 TT?, onpenensieT ycIOBHe TOTEPH CTAGHIBHOCTH
TIBIDKEHHA YKUAKOCTY B IOPHMCTOM CIIOE, HHAYLIMPOBAHHON ¢ IIOMOIIBIO I'DAafIMEHTA TEMIIEPATYPLI.

Summary

LOSS OF STABILITY CONDITION FOR FREE CONVECTION IN A POROUS LAYER

A stability analysis of the two-dimensional natural convection in a porous layer has been performed.
By means of Galerkin’s method the system of two partial differential equations has been replaced by a
system of six ordinary differential equations. The branch of steady-state solutions referring to primary
stage of free convection has been determined,

The condition for stability loss of fluid motion in porous Iayer induced by temperature gradient is
determined by the Hopf bifurcation point for Rayleigh number equal to 3072,

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 25 listopada 1980 roku
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LEPKOSC WIROWA W OSIOWO-SYMETRYCZNYCH STRUGACH ZAWIROWANYCH

STANISLAW D ROBNIAK (CZESTOCHOWA)

1. Wstep

Problem ewolucji charakterystyk turbulencji w osiowo-symetrycznych strugach z za-
wirowaniem wstgpnym jest zagadnieniem interesujacym i wartym szczegSlowych badani
zaréwno ze wzgleddw aplikacyjnych jak i poznawczych.

Nalozenie na przeplyw gtéwny dodatkowego pola predkosci obwodowych deformuje
bowiem strukture ruchu Sredniego i fluktuacyjnego intensyfikujac procesy turbulentnego
fransportu masy, pedu i ciepta. W rozwazaniach niniejszej pracy szczegllowej analizie
poddano wplyw warunkéw poczatkowych przeptywu (intensywno$ci zawirowania wstep-
nego) na przestrzenny rozwéj wspolczynnikéw burzliwej dyfuzji pedu.

Wykaz oznaczed

d — drednica dyszy wylotowej

F — bezwymiarowa funkcja

r* — charakterystyczna skala wymiaru liniowego
Ry — turbulentna liczba Reynoldsa

s — intensywno$¢ zawirowania

Us; U,; U,— skladowe predkoéci §redniej
Ug; Up; u, —skladowe predkosci fluktuacyjnych

U* — charakterystyczna skala
X r, e — wspdirzedne cylindryczne
i — wspdirzedna wzgledna
Indeksy
max — wartos¢ maksymalna w danym przekroju poprzecznym
0 warto$¢ okreslona w przekroju wylotowym dyszy

2. Opls ewolucji wspbiczynnikéw lepkoscl wirowej

Analiza strug turbulentnych oparta w znacznej mierze na przyjecin modelu pelnego
lub czgéciowego samopodobienistwa pdl predkosci prowadzi w efekcie do szeregu pote-
gowych zaleZnoséci opisujacych przestrzenny rozwéj charakterystycznych wielkosci prze-
plywu. Obszerne podsumowanie otrzymanych w powyzszy sposéb praw potggowe] ewo-
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lucji przedstawia min Schlichting 8 sugerujac statosé w kierunku przeplywu turbulentnej
liczby Reynoldsa (opartej o wspolezynnik lepkosci wirowej vr). Do podobnego wniosku
sklaniaja takze rezultaty prac cytowane przez Reynoldsa [7], ktory stwierdza ponadto,
e turbulentna liczba Ry zachowuje stata wartosé dla poszczegblnych kategorii przeplywu
nie zalezac w ogolnosci od rzeczywistej liczby R, i warunkéw poczatkowych pola pred-
kosci. Zalozenie o stafo$ci Ry = Ry(x) lezy takze u podstaw sformutowanej po raz
pierwszy przez CORRSINA [1] hipotezy ,,niestabilnoéci brzegowej” (marginal instability)
przeplywéw swobodnych, w my§l ktorej warto§é Ry dla okreslonej kategorii przeptywu
(struga plaska, osiowosymetryczna) jest tego samego rzedu co dolna krytyczna wartosé R,
dla odpowiedniej strugi laminarnej. Wynikajace z przyj¢cia tej hipotezy rozwazania przed-
stawiono w [5], a uzyskane wyniki wykazuja peina analogig z rezultatami pracy [8].

Przyjecie samopodobiefistwa przeptywu, ktéra implikuje staloé¢ Ry(x) prowadzi
jednak, jak to wykazal ELsNER w jednej ze swych prac [2] — do ,,zamrozenia’” w otrzy-
manym rozwiazaniu struktury turbulencji. Wyraza si¢ to m.in. we wzajemnej proporgjo-
nalnosci wszystkich skfadowych tensora napreZen burzliwych, podczas gdy do$wiadczenie
wykazuje, ze znacznie szybciej zanikaja skladowe niediagonalne (i # j) co jest wyrazem
naturalnego dazenia przeplywu do stanu izotropii.

Rys. 1

Przyjecie samopodobienstwa sprowadza si¢ do réwnan wykladnikéw w potggowych
zwigzkach opisujacych zanik wszystkich charakterystycznych momentéw korelacyjnych
turbulencji i jak wykazano to m.in. w [9] struga rzeczywiscie moze osiaggnaé ten stan w pew-
nej (zazwyczaj do$¢ znacznej, x = 70d) odleglosci od wylotu. Zwazywszy jednak, ze
obwodowa sktadowa predkosci zanika w omawianym typie przeptywu znacznie szybciej
niz osiowa, bylaby to wigc praktycznie struga niezawirowana. Poszukujac wigc modelu
uzytecznego dla potrzeb strugi z zawirowaniem wstgpnym, moZe nim byé jedynie rozwia-
zanie oparte o hipoteze semi-zac_howawczos’ci przeptywu sformulowang pierwotnie w [2].
Koncepcja ta zaklada, ze w pewnym obszarze przeptywu rozklady wszystkich charakte-
rystycznych parametrow strugi (rys. 1) opisane by¢ moga za pomoca indywidulanych skal
odrgbnych tak dla wielkodci $rednich jak i fluktuacyjnych, co ujaé mozna nastgpujacym
zapisem:

Ux(xv 7‘) = U: (x) ' Fx(nx), Ny = r—*)
. r

(1) Up(x, 1) = Ug () “Fy(m,); Ty = E
@

Uy(x,r) = UF(x) - F.n.); M= s
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ﬂi(x’ )‘) = U:J? ) Fxx("]xx);‘ Nxx = ——
=
— . r
B2(x, 1) = UE2 Foo(Mop); Moy = 5
Pp
ﬁ?(-xy l‘) = Urlrz ' Frr(nrr); Npr = ’;_ 5
Ty
(1 cd)
[ r
Ut (x, 1) = UFZ () Fer(nxr); Nxr = PE
r

Urtly(x, 1) = U"Twzl(x) Frp(Mrg)s Mg = —% >

hetlg(%, 1) = Ug (%) Fop(Mao); 7w = -

Obecny stan wiedzy nie pozwala na jednoznaczne skorelowanie naprezen turbu-
lentnych z polem predkosci $rednich. Z wielu zaproponowanych do tej pory hipotez,
do dalszej analizy wybrano postulat Boussinesq’a wigZacy naprezenia burzliwe z tensorem
predkoéci deformacji plynu w oparciu o lepkos¢ wirowo definiowana zwigzkiem

o — 1
2 Yry, = U, ou,_

dx, 0x,

ktéry dla potrzeb opisu zawirowanej strugi osiowo-symetrycznej wyrazony zostaje w pos-
taci:

_ ity Wy
® T GU T T o () T T a0, Gy
or —07( r or r

Jezeli zatozymy, ze tak zdefiniowany wspolczynnik lepkosci wirowej vy = jest staly
w poprzecznym przekroju strugi:

4 vy, (r) = const,

wéwezas prawa strona pierwszego z réwnan ruchu (5):

oU,, aU, 1 o
Usge + U = =5 ()
Uz 1op 18 — u
® i A
au, v, UU, 1 8 ,
Ux ax + Ur ar + r - r2 ar (7 u—ru_w)’

po 'uwzglgdnieniu zwigzkéw (3) i (4) przyjmuje postaé:

1 0 0*U, 'r, 0U,

©) o () = —vn, gk

9 Mech. Teoret, i Stos. 3/81
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Po wprowadzeniu do powyZszego zwigzku zaleznosci (1) otrzymujemy ostatecznie:

* * * * % P ”(x) - F!
Fe avy o Us drg U; g T .y .
) U# Fx[Fx dx = o odx + U* Frly rrUF U Y N

Tak przeksztalcone réwnanie ruchu zachowuje shusznos¢ w kazdym punkcie rozpatry-
wanej przestrzeni, w szczeg6lnosci za$ niezalezne jest od wspolrzednej x, co prowadzi do
relacji:
® re dUy dy Ur vr,, (%)

U¥ dx dx U NUME
przy czym zgodnie ze zwigzkiem definicyjnym 3 winien by¢ jednoczeénie spelniony wa-
runek:

U,
© P () ~ 2
x
Zauwazmy ponadto, Ze wyraZenie:
re U
(10) = = RT)
Yr

jest omawiana juz wczeéniej turbulentng liczba Reynoldsa, a zwiazki (8) wskazuja na
znacznie bardziej zlozong postaé zaleinosci R4(x) niz wynikaloby to np. z [5].

Analogiczny jak w zwiazku (6) sposéb postepowania w odniesieniu do drugiego wspdt-
czynnika lepkosci wirowej nie jest mozliwy, poniewaZ nie wykazuje on stalosci w poprzecz-
nym przekroju strugi.

3. Zmienno$¢ charakterystyk turbulencii w strudze z zawirowaniem wstepnym

Dla eksperymentalnej weryfikacji wyprowadzonych powyzej zaleznoéci przeprowa-
dzono odpowiedni cykl badan do§wiadczalnych. Srednica wylotu dyszy wynosila d =
= 0,04 m a charakterystyczng liczbg Reynoldsa utrzymywano na stalym w trakcie po-
miaréw poziomie

Re =

Uso-d
X = 9,810%
)
Intensywno$¢é zawirowania definiowana zwiazkiem:
2]

f Uxo'Uwo'rz'dr
0

So—

_’. U_)%o e dr
0
wynosita odpowiednio:
S = 0; 0,1; 0,129, 0,147; 0,164; 0,195,

a badaniami objgto obszar x € (0; 15)d co jest zakresem spotykanym w literaturze i umozli-
wia konfrontacj¢ wynikéw wlasnych badan z rezultatami prac innych autoréw. Pomiary
wielkosci $rednich wykonywano pigciootworkowa sonda kulowa, a skladowe naprezen
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burzliwych okre$lano dwukanalowym zestawem DISA 55 System wykorzystujac metode
opisang w [3]. Eksperymentalnie znalezione rozklady naprezen tak stycznych jak normal-
nych korygowano ze wzglgdu na wplyw intermittencji w sposéb nastepujacy:

u—izm = Ql;zlulb—l_(l_'g)u—%

pot ?
) uh, = D, (=00,
u:’zm = ‘QL—;?’lurb + (I' ——.Q)ll_g]po( >

uxurzm = qu ur(urh Prurb

przy czym rozkiad wspéiczynnika intermittencji podano na rys. (2), za§ wartosci tzw.
potencjalnych fluktuacji strugi przyjeto za [9] jako réwne:

+(Q —.Q)uxu,pm; Uty = Quu, +(1 —-.Q)u,u,plurh

(12) uipm = —u%l't ~ 3,7-1078; ur ~ 7>8- 10-¢.
UZo U T 7 U T )
o T T 1
1 e -
\I
0,75~ \'\ -
0,5 \ | ! L%

0,8 0,6 0,4 0,2 Uy /U

Rys. 2

Poréwnawcze zestawienie naprezed burzliwych przed i po korekcji przedstawiono
na rys. 3a=d przykladowo dla sy = 0,129 i x = 84. Wyniki tam zamieszczone wykazuja,
7e w obszarze przeplywu transkrytycznego (tj. w zewnetrznej strefie strugi) wielkosci uzys-
kane bezposrednio z pomiaréw maja wartosci zanizone w stosunku do swych odpowied-
nikéw charakteryzujacych rzeczywista turbulencje przeplywu.

Uwzglednienie zjawiska intermittencji w definicyjnym zwigzku (3) daje przyktadowo:

. . 0
(13) "[‘Q(uxur)turb + (1 _‘Q)ux ur[m(] = ¥r,, ’a_r [‘Q(Ux)turb + (1 _‘Q) prm]’ '
a uwzglednienie w powyZszym réwnaniu zwiagzkéw (12) prowadzi wprost do zaleznosci:
7 — 0 (U
(14) uxu,m = “—quurlurb = QVT'“‘“",‘E‘— (TQ_)’
skad wynika:
Uy,
" S A
or \ 2

Nalezy wiec stwierdzié, ze spotykany czesto sposéb obliczania skorygowanej warto$ci
wspolczynnika lepkoSci wirowej z zaleznosci:
YT

(16) 'VTU“"b = Q

9.
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! [ | ! | | !
05 10 r/d 05 1,0 r/d
Rys. 3
I 1 J

1,0 20 r/d.

Rys. 4

nie jest poprawny, chociaz w pewnych przypadkach blad wynikajacy z przyjecia takiego
zwiazku moze byé malo znaczacy [4]. Z rys. 3e na ktérym naniesiono promieniowe roz-
klady zaréwno skorygowanego jak i nieskorygowanego wspéiczynnika lepkosci wirowe;
wynika wyraznie, Ze uwzglgdnienie wplywu intermittencji pozwala uzyska¢ bardziej wy-
réwnany rozklad '
amn vr,, = v (1),
co dodatkowo potwierdza dopuszczalnos$é zalozenia o stalosci tegoZ wspdlczynnika w po-
przecznym przekroju strugi.

Na rys, 4 przedstawiono narastanie i nastepnie zanik w kierunku przeplywu naprezen
stycznych dla strugi niezawirowanej. W poblizu wylotu dyszy struga niezawirowana cha-
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rakteryzuje si¢ istnieniem tzw. potencjalnego jadra przeplywu, w ktérym nie wystepuja
jakiekolwiek napreZenia burzliwe, przy jednoczesnej obecnosci znacznych wartosci tychze
iloczynéw korelacyjnych w obszarze warstwy granicznej (shear-layer) — stanowiacej
powierzchnig ruchomego rozdziatu migdzy struga i otaczajacym ja osrodkiem. W miare
oddalania si¢ od poczatku przeptywu zmniejsza sig niejednorodnoéé powyzszych rozkladéw,
gdyz strefa burzliwosci ogarnia stopniowo caly obszar strugi. Obecno§é natozonych na
struge osiowa dodatkowych pél predkosci obwodowych wywoluje wyrazne zmiany tak
ilociowe jak i jakosciowe turbulentnej mikrostruktury przeplywu (rys. 5). Strefa rdzenia

potencjalnego praktycznie zanika, a struga jest w pelni turbulentna poczynajac juz od wy-
lotu z dyszy. Wystepujaca w poczatkowych przekrojach znaczna niejednorodno$é rozkladu
naprezen stycznych ulega w miarg wyréwnania si¢ profilu predkosci sredniej wyraznej
redukcji, a w obszarze w peini rozwinigtego przeptywu turbulentnego (x = 7d) profile
naprezen stajg sie podobne do tych, ktore zaobserwowaé mozna w strudze niezawirowanej.
Obecno$é zawirowania wywolujac z jednej strony w poczatkowym obszarze przeplywu
wyrazny wzrost warto$ci maprezed burzliwych powoduje jednoczednie przyspieszenie
procesu ich zaniku (co zilustrowano na rys. 6) w dalszym rejonie strugi. »
Przeprowadzony eksperyment wykazal (vide rys. 7), ze w analizowanym obszarze
strugl obserwuje sie tendencje narastania warto$ci wspolczynnika lepkosci wirowej vz,
w kierunku przeplywu, przy czym mozliwym jest przyjecie potggowego charakteru zmien-~
nodci »r_(x). Wplyw zawirowania na ewolucje wspdiczynnika ma (podobnie jak poprzed-
nio) wyraznie niejednoznaczny charakter. W zakresie najmniejszych intensywnoéci zawi-
rowania wzrost s, powoduje poczatkowo zwigkszenie wartoéci vz (rys. 7e) przy jedno-
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104~ -
®s5,=0
050=0,195

"E 5‘101 _/o"‘k'oj\ 1

H
Xa

o JU

10,2

6,8

Rys. 8

. . . N % .
czesnym wyraznym spadku stopnia narastania wielkosci ( 6xA ) w kierunku przeplywu.

W zakresie wigkszych wartosci s, wplyw ten staje si¢ natomiast przeciwny (rys. 7f).
Zaobserwowany efekt jest suma dwoch jednoczesnie wystgpujacych w przeptywie oddzia-
tywani. Najmniejsze z zastosowanych wartosei s, powoduja zwigckszenie intensywnosci
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podsysania czynnika z otoczenia, podczas gdy dalszy wzrost 5, wywoluje tendencije prze-
ciwna, co zilustrowano na rys. 8. Wzmozone zasysanie czynnika o znikomej burzliwosci
oprécz intensyfikacji procesow mieszania wywoluje takze istotny przyrost efektywnej
szerokosci strugi wyrazny zwlaszcza dla matych wartodci s (rys. 9). Prowadzi do to
spadku promieniowego gradientu predkosci osiowe] wywolujgc tym samym wzrost war-
tosci wspolezynnika lepkosci burzliwej. Wigksze wartosci s, powoduja juz tylko nieznaczne
przyrosty szerokosci strugi (rys. 9) co przy jednoczesnej wyraznej redukcji naprezen stycz-
nych (rys. 10) prowadzi w efekcie do zauwazalnego spadku wartodei vy

75 |- I I T T =
a) 0 sp=0,1
. ® 54=0,195
50— /'\ _ —
bl el N
# \
[ 4 .\
25— o/ 0\. —
< J \’\o\
3 o l L o
~575F l T T l =
£ |0 15
x=15d
50— ° —
O
25— P -
2
_./ \
| -9 | | I \
5 10 B r/re
Rys. 9 Rys. 10

Drugi z analizowanych wspolczynnikéw lepkosci burzliwej VL1 wykazuje zupelnie
odmienny charakter przebiegu (rys. 10a i b). W miarg wzrostu odleglosci osiowej x wspoi-
czynnik ten poczatkowo narasta, nastgpnie za$ zaczyna zanikaé (rys. 11) wykazujac
tendencje podobna do obserwowanej przy omawianiu turbulentnych charakterystyk strugi.

150 T I T T T ]
° 0 5,=01
3 100 e @ 5,=0,195 ]
\
2 ° 8
— @ o
,,_250 3 8 o o g o 7]
-~ 8 8 o] e @ °
0 | ! | ! | |
3 4] 7 9 1 13 15. x/d
Rys. 11

Na rys. 12 zamieszczono zestawienie wlasnych danych eksperymentalnych z rezultatami
obliczed LiLLEY’A i CrIGIER’A [6], wykazujace jakoéciowe podobiedstwo poréwnywanych
przebiegéw. Uzyskana w ramach niniejszego eksperymentu wartos¢ vr,, jest dla strugi
niezawirowanej znacznie blizsza empirycznym danym HiNzEe'A [4] niz cytowane wyniki [6],
co dodatkowo potwierdzaé moze wiarygodnosé uzyskanego materiatu do§wiadczalnego.
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Zgodnie z zamieszczony mi poprzednio rozwazaniami, zaloZenie istnienia w omawianym
przeplywie obszaru semi-zachowawczego wymaga lowprowadzenia charakterystycznych
skal predkosci U* i wymiaru liniowego takich, ze eksperymentalnie okre$lone rozklady
wszystkich parametréw strugi po ich zredukowaniu wzgledem U* i r* winny z mozliwie
dobrym przyblizeniem grupowad sig wokot wspolnych krzywych. Zastosowanie powyZszej
procedury po rozpatrzeniu szeregu wariantdw pozwolito na znalezienie odpowiednich

Wyniki pomiaréw wiasnych Przebiegi wyliczone w [6]
[ [ f T ! |

-==-~ wyliczone w oparciu o [4] 110* E=r/(x+a) 7]

Rys. 12

skal tak dla ruchu $redniego (rys. 13) jak i fluktuacyjnego (rys. 14), a sens fizyczny przy-
jetych skal wyjasniono na rysunkach zamieszczonych w naroznikach odpowiednich wykre-
s6w. Dla ulatwienia weryfikacji zwigzkdw semi-zachowawczo$cl wyrazono rozpatrywane
skale w postaci:

(18) UF = UFx) = Cu, X7 rf=rf@ = C,x 1,
UgfUs "y,
D

N

0 1 r/ck

Rys. 13

traktowano je wigc jako potegowe funkcje wspotrzednej x. Jest to zatoZenie czgsto spoty-
kane w analizie przeplywow burzliwych, a graficzng ilustracje jego dopuszczalnosci przed-
stawiono na rys. 15. Matematycznym wyrazem spelnienia warunkdw semi-zachowawczosci
jest zatem rowno$¢ wykladnikédw potegowych obydwu stron zwigzkéw typu (9):

X~ X%
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S1. DROBNIAK

%L=7€p

Szczegdtowe] analizie poddano nastgpujace, wyprowadzone uprzednio zwigzki:

Postaé¢ pierwotna

Relacja potggowa

Warunek

Ur2r:

Uz

L dU;

~ 2

dx
Uz ~ U U
Uitr:

Uz

Vryr ™~

YTy ™ Uru;

®, N, —X 2% —=,
X U.\'r+ T Ux o X = Ux

7 +x,
X‘U,\‘r ~ Xer Ux

b, —X,
Xva ~X xuxr+"’x Uy

X"VT ~ X"U,+ "rx

—1

Jako kryterium pozwalajace oceni¢ stopied zgodnosci koncepcji semi-zachowawczosci
z doswiadczeniem uznano pokrywanie si¢ przedziatéw ufnosci wykladnikéw

[pep — sy ; sep,+ Asey]

oraz [, —Aux,; 1, + Ay

wyznaczonych na ustalonym poziomie ufnosci (ap. « = 0,95). Rys. 16a -d wykazuja, ze
przedzialy ufnosci odpowiednio prawej i lewej strony powyzszych zwigzkéw pokrywaja
si¢ wzajemnie w calym zastosowanym zakresie intensywnofci zawirowania wstgpnego,
co $wiadczy o istnieniu w omawianym przeplywie obszaru semi-zachowawczego. Zastoso-

;\EE\g REhA, ? 122’2/ Apt Axp

Rys. 16
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wanie zatem do opisu ewolucji strugi zawirowanej skal predkosci i wymiaru liniowego
oddzielnych dla ruchu $redniego i fluktuacyjuego, pozwala w sposéb pelniejszy (niz ma
to miejsce w przypadku samopodobiefistwa) oceni¢ sposéb rozwoju tak istotnego para-
metru jakim jest wspotczynnik lepkosci burzliwej. Wykres 17 ilustruje dodatkowo zmiennoéé

— T |
Rr=(R0)/(Ry (x=7d))

Ry

Rys. 17

turbulentnej liczby Reynoldsa, ktéra zgodnie z przewidywaniami nie zachowuje statoéci
w kierunku przeplywu, zanikajac tym szybciej im wyzZsza jest warto$é zastosowanego za-
wirowania wstepnego So.

4. Zakonczenie

W przedstawionej pracy oméwiono sposéb ewolucji wspotezynnikéw lepkosei wirowej
i zaproponowano analityczny ich opis w oparciu o hipotezg semi-zachowawczego obszaru
przepltywu. Prowadzone w pracy rozwazania wykazaly, ze rozwigzanie powyzsze moze
by¢ jedynie uzytecznym dla przypadku strugi z zawirowaniem. Koncepcje semi-zacho-
wawczosci traktowaé mozna jako hipoteze stanu przejéciowego strugi, po ktorym wystapic
moze réwnowaga typu samopodobienstwa, ale ze wzgledu na znacznie szybszy proces
zaniku skladowej obwodowej bedzie to juz przeplyw praktycznie niezawirowany.
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Pesome

TYPBYJIEHTHAS BSI3KOCTH OCE CUMMETPUUECKOM 3AKPYUYEHOIL CTPYH

Jns onpepesnenin passuTuA TypOylneHHOM BASKOCTH CBOODOJHOM 3aKpyueHOH CTDYM mnpoBeneno
CEPUX0 IKCIEPHMEHTANBHBIX MCCIIEI0OBaHRmIA.

Joxasano, B TeYEHMAX NAHHOrO THNA, CYLUECTBOBaHHE aBTOMOMAENBHOH obmacty. ITpoBeneno ramke
pasBuTHe TypOyJIeHTHOro uwcina PelfHonsiaca. :

Summary

EDDY VISCOSITY IN AXIALLY SYMMETRIC, SWIRLING JETS

The results are presented of the experiments carried out in order to find the evolution of eddy visco-
sity in swirling jets.

The existence of semi — preserving region has been proved in this kind of flows and the behaviour,
of turbulent Reynolds number has also been checked.

POLITECHNIKA CZESTOCHOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25‘ listopada 1980 roku
»



BIULETYN INFORMACY]JNY

SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI PTMTIS ZA OKRES XVIII KADENCII
od 9 III 1978 r. do 20 V 1980 r.

W ciagu XVIII kadencji Zarzad Glowny, przy wspéludziale Zarzadow Oddzialéw, rozwijal dziatalno§é
w dziedzinie mechaniki teoretycznej i stosowanej. Przy zachowaniu obowiazujacych przepiséw prawnych
i statutowych Towarzystwo realizowalo swoje zadania poprzez:
— organizowanie zebrat naukowych, wykladéw, seminariéw, kursébw i sympozjéw,
— popieranie badai navkowych,
— organizowanie konkurséw naukowych z nagrodami,
— udzielanie informacji navkowych zainteresowanym instytucjom,
— utrzymywanie laczno$ci z pokrewnymi stowarzyszeniami w kraju i za granica,
— czynny udzial w zjazdach krajowych i zagranicznych,
— wydawanie zeszytow naukowych, monografii i ksigzek.

Podstawa dzialalnosdci finansowej Towarzystwa byly i sa nadal dotacje Polskiej Akademii Nauk,
ktorej Towarzystwo bezpoSrednio podlega.

Integralna czgécia sprawozdania z dzialalno$ci Towarzystwa jest sprawozdanie finansowe, ktore ujeto
w oddzielnym opracowaniu.

1. Zarzad Glowny | sklad Glownej Komisji Rewizyinei.

W okresie sprawozdawczym Zarzad Glowny dzialal pierwotnie w skladzie:

prof. dr hab. Marek Dietrich przewodniczacy

prof. dr hab. Eugeniusz Bielewicz z-ca przewodniczacego
prof. dr Zbigniew Olesiak z-ca przewodniczacego

doc. dr hab. Jozef Wojnarowski sekretarz generalny

doc. dr hab. Andrzej Tylikowski z-ca sekretarza generalnego
dr inz, Kazimierz Borsuk skarbnik

prof. dr hab. Zenon Waszczyszyn z-ca skarbnika

prof. dr hab. Kazimierz Biernatowski czlonek
prof. dv hab. Henryk Mikolajczak czionek

doc. dr Wiadystaw Walczak czionek
Przewodniczacy Oddzialow:

doc. dr Krzysztof Wernerowski Bydgoszcz

prof. dr hab. Janusz Elsner Czestochowa

prof. dr hab. Jan Kruszewski Gdansk

doc. dr Walery Szuscik Gliwice

doc. dr hab. Stanislaw Kasprzyk Krakéw

doc. dr hab. Jan Kubik Opole

doc. dr Zdzistawa Rotter Lublin (od 5.12.1978 r.)

doc. dr Janusz Lipiniski Lodz

prof. dr hab. Jarostaw Stefaniak Poznah

prof. dr hab. Zbyszko Stojek Rzeszow

doc. dr Czestaw Mickiewicz Szczecin

prof. dr hab. Stanistaw Eukaszewicz  Warszawa

prof. dr hab. Eugeniusz Brzuchowski Wroclaw

doc. dr Edward Goss Zielona Goéra

prof. dr hab. Stanistaw Jerzy Gdula  Bielsko-Biala (13.03.1980 r.)

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/81
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natomiast sklad Giéwnej Komisji Rewizyjnej byl nastgpujacy:

prof. dr Zbigniew Kaczkowski przewodniczacy
prof. dr hab. Szczepan Borkowski czlonek

prof. dr hab. Gwidon Szefer czlonek

prof. dr Zdzislaw Parszewski z-ca cztonka
doc. dr Karol Grudzidski z-ca czlonka

Z dniem 9.12.1978 r. zrezygnowal z funkcji skarbnika dr Kazimierz Borsuk i uchwaly plenarnego
zebrania Zarzadu Gloéwnego funkcje skarbnika powierzono z-cy czlonka Zarzadu Glownego doc. dr Ed-
wardowi Radwanskiemu.

1.1. Dziahﬂnoéé organizacyjna

1.1.1 Czlonkowie Towarzystwa

Na koniec pierwszego kwartalu 1980 r. zarejestrowanych 971 czlonkéw Towarzystwa — oznacza to,
ze w okresie XVIII kadencji zanotowano wzrost liczby czlonkow o 87 oséb, czyli 9,8%. Liczba Oddzialéw
wzrosla z trzynastu do pigtnastu. Liczba delegatéw Oddzialdw wybranych na Walnych Zgromadzeniach
na XIX Zjazd Delegatow wynosi 108. Ilustruje to Tablica 1.1.

Tablica 1.1
l Liczba czlonkow ’
o N Liczba
Lp. Oddziat i rok zalozenia na Ii(OD fec: Lkwar- | e
IV kwartaiu tatu gatow
1977 | 1978 | 1979 | 1980
]
1. | Bydgoszcz 1970 27 29 2 2 4
2. | Czgstochowa 1969 54 55 63 63 7
3. | Gdanask 1958 59 64 61 63 7
4. | Gliwice 1958 157 153 166 161 17
5. | Krakéw 1958 82 76 73 73 8
6 Lublin 1978 — 40 44 44 5
7. | LodZ 1958 57 55 60 61 7
8. | Opole 1975 20 21 21 21 3
9. | Poznan 1958 65 70 75 75 8
10. | Rzeszéw 1972 20 21 21 21 3
11. | Szczecin 1958 34 33 34 39 4
12. Warszawa 1958 227 201 201 201 21
13. | Wroctaw 1958 71 75 80 81 9
14. | Zielona Gora 1978 11 22 18 22 3
15. | Bielsko-Biala 1980 — — — 14 2
Razem: | 884 | 915 | 949 | 971 | 108
Wzrost: 3t 34 22
%% 3,50 | 3.7% | 2,3%

Wazrost cztonkdw w XVIII kadencji 87 (9,8%)
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1.2. Zebrania organizacyjnc

Zarzad Giowny na posiedzeniu w dniu 10.03.1978 wybral siedmioosobowe Prezydium Zarzadu Gléwnego
w skladzie:

prof. dr hab. Marek Dietrich przewodniczacy

prof. dr hab. Eugeniusz Bielewicz z-ca przewodniczacego
prof. dr Zbigniew Olesiak z-ca przewodniczacego

doc. dr hab. Joézef Wojnarowski sekretarz generalny

doc. dr hab. Andrzej Tylikowski z-ca sckretarza generalnego
dr Kazimierz Borsuk skarbnik

prof. dr hab. Zenon Waszczyszyn z-ca skarbnika

W okresie kadencji Prezydium Zarzadu Glownego zebralo sig 6 razy. W X VU1 kadencji odbylo sie
pig¢ zebran plenarnych.

W czasie kadencji wystapily pewne trudnosci w dzialalnosci biura Zarzadu Gléwnego wskutek nie-
uniknionej, trzykrotnej zmiany na stanowisku kierowniczki.

W okresie XVIO kadencji w Oddziatach odbylo sig 171 zebran organizacyjnych Zarzadéw i 15 Wa]nych
Zgromadzen, Tablica 1.2. ujmuje liczby zebrafi w poszczegodlnych latach kadencji. Nalezy podkresli¢, ze

Tablica 1.2
Liczba zebran
Zarzadow i prezydium
Lp. Oddzia} Data Walnego Zarzadow
Zgromadzenia S ———
1978 | 1979 | LXW: IR azem
1980

1. | Bydgoszcz 19.04.1980 1/19 4 4 1 9
2 | Czestochowa 1.03.1980 11/20 4 4 1 9
3. | Gdansk 19.01.1980 11/17 4 3 1 8
4. | Gliwice 14.04.1980 11/45 124+2| 646 2 28
5. | Krakéw 28.01.1980 1I/24 3 4 2 9
6. | Lublin 5.12.1978 1/22V 1 2 3 6
7. | Lb6dz 1.03.1980 I1/26 2 2 2 6
8. | Opole 4.03.1980 1/13 6 241 1 10
9. | Poznan 4.02.1980 II/26 2 3 2 7
10. | Rzeszow 21.02,1980 1/12 4 10 1 15
11, | Szczecin 21.02.1980 II/14 2 2 2 6
12. | Warszawa 30.03.1980 1I/19 842 241 3 16
13. | Wroclaw 15.04.1980 I1/23 11 8 3 22
14. | Zielona Géra 23.01.1980 I/10 8 6 5 19
15. | Bielsko-Biata 13.03.1980 I/10% — ! — 1 1
171

1) Zebranie Czlonkéw Zalozycieli

zebrania organizacyjne Zarzadu Glownego i Zarzadéw Oddzialéw odybywaly sig zgodnie z wymaganiami
statutu Towarzystwa. Zwolywanie zebran Prezydium Zarzadu Gioéwnego w tym samym dniu, przed zebra-
niami Plenarnymi Zarzadu Gléwnego, mialo na celu racjonalizacje czasu po§wigcanego na zebrania przez
Cztonkow Zarzgdu Glownego oraz oszczedno§é wydatkowania srodkoéw finansowych na delegacje.

W czasie od 19.01.1980 r. do 19.04.1980 r. odbyly si¢ w QOddzialach Walne Zgromadzenia, na kt6rych
wybrano Zarzady Oddzialéw na XIX kadencje.

10+
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1.3. Powolanie nowych Oddzialéw Towarzystwa

Qddziat w Lublinie

W dniu 15.04.1978 r. na zebraniu plenarnym Zarzadu Gtéwnego podjgto uchwalg o utworzeniu 14 Od-
dziatu Towarzystwa w Lublinie. W dniu 4.12.1978 r. na zebraniu cztonkéw zalozycieli utworzono Oddziat
w Lublinie.

Ze strony Zarzadu Gléwnego w zebraniu tym wzial udzial Przewodniczacy prof. Marek Dietrich.

Przewodniczaca oddzialu w Lublinie zostala wybrana doc. dr Zdzistawa Rotter.

Do oddziatu w Lublinie przeszio 26 czionkéw z Oddzialu Warszawskiego i 14 z Oddzialu  Gliwickiego.

Oddzial w Bielsku-Bialej

W dniu 25.05.1979 r. na zebraniu plenarnym Zarzadu Gtéwnego podjeto uchwale o utworzeniu 15 Od-
dziatu Towarzystwa w Bielsku-Bialej, upowazniajac prof. Stanistawa Gdule do podjgcia prac organiza-
cyjnych z tym zwiazanych.

W dniu 13.03.1980 r. na zebraniu czlonkéw zalozycieli utworzono Oddzial w Bielsku Bialej.

Ze strony Zarzadu Gléwnego w zebraniu udzial wzigli: Przewodniczacy prof. Marek Dietrich i Sekre-
tayz Generalny doc. Jozef Wojnarowski.

Ze strony Oddziatu Gliwickiego w zebraniu uczestniczyli: doc. W. Szuscik 1 dr J. Xuczynski.

Przewodniczacyni Oddzialu zostal wybrany prof. St. Gdula.

Do Oddziatu Bielsko-Biala przeszio 10 czlonkéw z Oddziatu Gliwickiego i 4 z Oddzialu £06dz-
kiego.

2. Dzialalnosé naukowa
2.1. Zebrania naulkowe

Zebrania naukowe byly formg ciaglej dzialalnosci. W okresie X VIII kadencji w Oddzialach Towa-
rzystwa zorganizowano w sumie 176 zebran, na ktérych wygloszono 185 referatow.

Na zebraniach naukowych Towarzystwa, ktére z zalozenia traktowano jako forme spotkan naukowych,
realizowano zasadg prezentowania najnowszych osiagnigé z dziedziny mechaniki i dyscyplin pokrewnych,
Tematyka wyglaszanych referatéw podczas zebran naukowych byla bardzo réznorodna i czestokroé byla
dcisle zwiazana ze specyfika danego Oddzialu. Zakres poruszanych zagadnien dotyczyl: badania zjawisk
ruchu ciala i o§rodkéw materialnych, tworzenia modeli o$rodkéw i maszyn, prezentowania teorii i metod,
rozwigzan, nowoczesnej techniki obliczeniowej, teorii konstrukgcji i innych. Liczbe¢ i poziom wyglaszanych
referatow nalezy oceni¢ pozytywnie. Na podkreflenie zastuguje liczny udzial w zebraniach uczonych
z zagranicy. Liczbowe zestawienie zebraid naukowych w poszczegdlnych Oddzialach ujmuje Tablica 2.1.

Tematyke referatéw wygtoszonych na zebraniach ujeto w Biuletynie Informacyinym kwartalnika Me-
chanika Teoretyczna i Stosowana.

2.2. Sympoziony i konferencje

Sympozjony i konferencje staly sie juz tradycyjna forma dziatalnosci Towarzystwa. Stwarzaja one
warunki dla bezposredniej wymiany my$li badawczej i wyprzedzaja publikacyjne przekazywanie informacji
naukowej o pracach z dziedziny mechaniki.

W niniejszej kadencji odbylo si¢ 9 sympozjonow, na ktérych wygloszono 456 referatow. Szczegblowy
wykaz, haslo sympozjonu, liczby referatow, uczestnikow i dni obrad ujmuje tablica 2.2.

Nalezy podkresli¢, ze sympozjony organizowane przez PTMTS osiagaja coraz lepszy poziom naukowy
a przez to i odpowiednig rangg w zyciu naukowym kraju. Mozna twierdzié, ze naleza one do najbardziej
udanych imprez nankowych Towarzystwa. Nalezy wicc dbaé o utrzymanie tradycyjnych sympozjondw
i dazy¢ do podjecia organizacji nowych w nowopowstatych Oddziatach.



Tabllca 2.1

Liczba
Lp. Oddziat zebran/referatow uczestn. /dyskutant,
1978 | 1979 |1 KXWl rasem | 1978 1979
1980
1. | Bydgoszcz 4/4 9/9 1/1 14/14 73/24 349/37
2. | Czestochowa 9/12 9/9 3/3 21/24 351/52 162/31
3. | Gdansk 5/5 717 4/4 16/16 72/15 118/48
4. | Gliwice 8/8 7/8 0/0 15/16 137/62 141/44
5. | Krakéow 6/6 3/3 1/1 10/10 114/28 66/23
6. | Lublin — 6/6 3/3 9/9 — 98/21
7. | L.6dz 7/8 5/7 3/3 15/18 109/20 *)
8. | Opole 6/6 9/9 2/2 1717 64/33 106/41
9. | Poznan 2/2 /1 1/1 4/4 27/12 20/5
10. | Rzeszow 3/3 i1 0/0 4/4 *)
11, | Szczecin 5/5 8/8 3/3 16/16 61/16 168/32
12. | Warszawa 1/3 5/5 1/1 7/9 57/12 100/36
13. | Wroctaw 717 5/6 2/2 14/15 52/25 89/48
14, | Zielona Géra 3/2 1/1 9/9 13/12 19/5 9/2
15. | Bielsko-Biala — — 1/1 /1 _ —
Razem: 66/71 | 76/80 | 34/34 |176/185| 1136/304 | 1426/368
*) Brak danych
Tablica 2.2
. ) Liczba
Lp. Oddzial Haslo sympozjonu Data
ref. | uczest.
1. | Gdansk II Konferengja ,,Konstrukcje po-
wlokowe teoria i zastosowanie” | 49 105 6-10.11.1978
2. | Gliwice XVIII Sympozjon ,,Modelowanie
w Mechanice” 39 96 25.2-3.3.1978
XIX Sympozjon ,,Modelowanie
w Mechanice” 44 77 17 - 22.3.1980
3, | Krakéw V Sympozjon Techniki Wibracyj-
nej 1 Wibroakustyki 51 125 23 -24,3.1979
4, | Lodz I Sympozjon nt. ,,Stateczno$¢
konstrukcji” 53 103 26 - 27.10.1979
5. | Poznah VI Sympozjon .,Drgania w u-
kiadach fizycznych” 78 116 18 -20.5.1978
6. | Rzeszéw IV Sympozjon Dynamiki Kon-
strukeit 41 70 23-24.9.1979
7. | Warszawa VIII Sympozjon Doéwiadczalnych
Badasi w Mechanice Ciala Stale- | 69 180 5-6.9.1978
8. | Wroclaw go VII Sympozjon PoSwigcony
Reologii 32 80 26 -27.9.1978
Razem 456 952
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2.3. Konkursy naukowe

Organizowane konkursy naukowe mialy na celu aktywizacj¢ do pracy naukowej mlodej kadry,

W okresie dwu lat Zarzady Oddzialéw zorganizowaly 4 konkursy i rozestaly zawiadomienia o dwn
nowych konkursach.

Na ogdling liczbe 37 prac przyznano 9 nagrdd i 7 wyroznien. Suma przyznanych nagrod i wyréznien
wyniosta 109 tys. zk. Tablica 2.3. podaje zestawienie odbytych konkursdw, liczbe nadestanych prac i rodzaje
przyznanych nagrod.

Tablica 2.3
Odd'z ial i l:Ok zor- Rodzaj zgtoszonych Liczba Rodzaj i wysokosé
Lp. | ganizowania kon- prac nadesianych prac przyznanych nagrod
kursu |
1. | Czgstochowa mechanika plynow 12 I, I, XII nagroda
1978
2. | Gliwice teoretyczne 9 1 i I nagroda oraz
3 wyrbZnienia
3. | Czestochowa doswiadczalne 8 IT nagroda i
4 wyrbdznienia
4. | Lbdz—Warszawa teoretyczne 8 I, II i I nagroda

Biorac pod uwagg liczbe prac zglaszanych na konkursy organizowane przez Oddzialy PTMTS, re-
cenzje i opinie oraz dyskusje na posiedzeniach Sadéw Konkursowych mozna stwierdzi¢, ze konkursy spel-
niaja swoja role ispiratora i stymulatora dziatalnoSci naukowo-badawczej miodej kadry naukowej speciali-
zujacej si¢ w dziedzinie mechaniki. Liczba konkursow jest wystarczajaca, nalezy jedynie wieksza uwage
zwrdcié na dostateczny okres czasowy poiniedzy ogloszeniem i terminem zglaszania prac na konkurs,
lepszg propagande oraz staranno$¢ w doborze recenzentdéw oceniajacych poszczegélne prace.

2.4. Seminaria naukowe i kursy

Obok zebran naukowych szeroko stosowana forma dziatalnosci Towarzystwa staly sie seminaria
naukowe i kursy. Jest przy tym rzecza godna podkre§lenia, ze akcja ta nabrala cech systematycznosci.
W okresie XVIII kadencji odnbylo sig 16 seminaridéw i 10 kursow, Szczegdlowe dane zestawiono w tablicach
241 2.5,

2.5. Dzialalnoé¢ wydawnicza

Na dzialalno$¢ wydawnicza Towarzystwa skladajg sie:
— kwartalpik Mechanika Teoretyczna i Stosowana
— materialy wydawane z okazji sympozjonéw naukowych zawierajace streszczenia badz pelne referaty
zgtoszonych prac.

W XVII kadencji wydano 8 zeszytéw Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej o objetosci 46,75 ark.
wyd. w 1978 r. i 47,5 ark. wyd. w 1979 r., razem 94,25 ark. Zgodnie z przyjgtymi zalozeniami na tres¢ wy-
dawanych zeszytéw skiadaja sig oryginalne prace naukowe teoretyczne i do§wiadczalne, referaty przegla-
dowe i sprawozdania z dzialalpo$ci Towarzystwa, kongresow, sympozjondw i zjazdéw naukowych. W szcze-
go6lnodci w 1978 r. opublikowano 39 prac, a jeden sposrod autordw byt z zagranicy, natomiast w 1979 1.
opublikowano 36 prac i wérod autoréw dwédch bylo z zagranicy. Jesli dokonaé podziatu wedlug tematyki,
to w 1978 r. 7 prac bylo do§wiadczalnych, 4 przegladowe, 5 z mechaniki ptynow, 22 z mechaniki ciala sta-
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Tablica 2.4
Liczba ref.
Lp. Oddziat Tematyka seminarium Rok lub odbytych
spotkan, ucz.
1. | Bydgoszcz Wybrane zagadnienia 2z mechaniki
plynéw 1979 6
2. | Czestochowa Termo-Aerodynamika maszyn prze-
. plywowych 1979 19 r., 30 u.
3. | Gdansk Nieliniowa teoria powlok 1978 13 u.
Liniowa teoria powlok 1978 8 12 u.
Metoda elementow skonczonych -5
w nieliniowych zagadnieniach o$rod- i
kow ciaglych 1979 = 15 u.
Metoda elementbw skoriczonych |
w analizie drgan i statecznoéci kon- &
strukgji 1979 o 35 u,
4. | Krakéw Tworzywa sztuczne w budowie maszyn
5. | Rzeszéw Mechanika konstrukcji 1978 9 r. 23 u.
Mechanika konstrukeji 1979 8r. 20 u.
6. | Szczecin Zagadnienia nieliniowe w mechanice ‘
konstrukcji 1978/79 8 r. 20 u.
7. | Warszawa Optyczne metody do§wiadczalnej ana-
lizy odksztalcen i naprezen 1978 2r.
8. | Wroclaw Metodologia konstruowdnia 1979 4r.
9. | Zielona Géra Teoria optymalizacji 1978 7 spotkan
Zastosowanie teorii sprgzystoSci 1978 5r.
Wybrane dzialy kinematyki 1979 9 spotkan
| Dynamika budowli w ujeciu kompu-
| terowym 1979 9 spotkan

lego, 12 o innej tematyce, natomiast w 1979 r. odpowiednio podzial ten ksztaltowal si¢ nastgpujaco
13-1-4-25-7.

W tomie 16 z. 4 w 1978 1., s. 601 - 604 w Biuletynie informacyjnym ukazalo sie¢ sprawozdanie z XVIII
Zjazdu Delegatéw i Sesji Naukowej 2z okazji XX-lecia PTMTS.

Komitet redakcyjny kwartalnika Mechanika Teoretyczna i Stosowana dzialal w skladzie: prof. Marek
Dietrich — przewodniczacy, prof. Igor Kisiel, prof. Jerzy Marypiak, prof. Witold Nowacki, prof. Jan
Szargut, prof. Jozef Wieckowski, prof. Zbigniew Olesiak — redaktor naczelny, doc. Jacek Stupnicki,
prof. Andrzej Szaniawski, prof. Czeslaw WoiZniak, ~— mgr Monika Wagrowska redaktorzy, mgr. Jerzy
Dalek, obecnie mgr Elzbieta Olszewska — sekretarz redakcji.

A oto zestawienie wydanych materiatéw w Oddziatach Towarzystwa:

1. VII Sympozjum Drgania w ukladach fizycznych, streszczenia referatéw PTMTS, Oddzial Poznan,
Blazejewko k. Kérnika 28 - 29 maja 1978.

2. W. Burzyhski: Mechanika ukladéw odksztalcalnych. ZNP Pol. Sl., s. Energetyka, z. 64, Gliwice
1978, ss. 289. Z okazji XX-Lecia PTMTS przygotowal do druku J. Wojnarowski.

3. Konstrukcje powlokowe — teoria i zastosowanie. Materialy z II Konferencji PTMTS Oddziat
Gdansk 1978.

4. Sprawozdanie z VII Sympozjum Reologii — materiaty. PTMTS Oddzial Wroclaw, Pol. Wroc-
fawska WDN, Wroclaw 1978, ss. 440.

5. Doswiadczalne badania w mechanice ciala stalego. Materialy VIII Sympozjum PTMTS Oddziat
Warszawa 1978, cz. 1 ss. 417,



Tablica 2.5

Oddziat

Tematyka kursu, prowadzacy

Rok

Liczba
uczestnikobw

Czestochowa

Gliwice

£o6dz

Opole

Poznan

[«

19.

. Analiza korelacyjno-spektralna

w przeplywach turbulentnych
Prow. prof. Janusz Elsner

. Metody modelowania matema-

tycznego

. Zasosowanie graféw w mechanice

i technice
Prow. doc. Jozef Wojnarowski
dr Jerzy Kaczmarski

. Metoda elementow skonczonych

dla inzynierdbw/rozpoczeto w mar-
cu
Prow. doc. Antoni Jakubowicz

. Analiza niestandardowa i jej zas-

tosowanie w mechanice

/5 wykladow

Prow. prof. Czestaw WozZniak
Ogblne podstawy mechaniki 0$-
rodkéw ciggtych

Prow. doc. Jan Kubik

. Metody numeryczne mechaniki

konstrukcji
Prow. dr Tadeusz Smolen

. Pierwsza szkola mechaniki nt.

,»Statyka nieliniowych uktadow
pretowych oraz przyrostowych
metod w nieliniowej analizie kon-
strukgji”

Prow. doc. Jan Kubik

. Powloki pneumatyczne i ciggna

Metoda réznic skoniczonych przy
nieregularnej siatce weziéw
Zagadnienia wilasne dla duzych
ukiadow

Automatyczna aproksymacja da-
nych do$wiadczalnych przy zasto-
sowaniu funkcji typu SPLINE
Metody elementéw skonczonych
4 wyklady

Prow. dr M. Ciatkowski,

mgr M, Kwiek

dr K. Magnucki

1978

1979

197778

1980

1978

1978/79

1979

1979

1979

1979

16

18

38

10

12

27

44

183
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6. DoSwiadczalne badania w mechanice ciata stalego. Materialy VIII Sympozjum PTMTS Oddzial
Warszawa 1978, cz. 1I ss. 462.

7. Doswiadczalne badania w mechanice ciafa stalego. Suplement VIII Sympozjum PTMTS Oddziat
Warszawa 1978, ss, 58.

8. J. Kubik, A. Zybura: Mechanika i termodynamika proceséw korozji zelbetu. PTMTS Oddziat
Opole 1978, nakt, 14 egz.

9. J. Elsner: X-lecie Oddzialu Czgstochowskiego PTMTS, Czestochowa 1979.

10. XVIII Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”, zbior referatéw 44, PTMTS Oddzial Gliwice,
1979, ss. 404.

11. Problemy dynamiki konstrukcji. Zbiér prac IV Sympozjum, Rzeszéw listopad 1979, ss. 480.

12. M. Wrbébel: Wariacyjne ujecie sprzgzonych przeptywow cieplno-dyfuzyinych w ciele lepkospre-
zystym. PTMTS Oddziat Opole 1979, ss. S1.

13. B. Pala: Stany naprezed w betonowych ostonach reaktoréw jadrowych. PTMTS Oddziat Opole
1979, ss. 56.

14. M. Biskup: Stany graniczne ram dla modelu ciala sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem.
PTMTS Oddzial Opole 1979, ss. 60.

15. XIX Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”, zbi6r referatdéw nr 45, PTMTS Oddzial Gliwice
1980, ss. 348.

16. J. Kubik: Wprowadzenie do statyki ukladébw niesprezystych, PTMTS Oddziat Opole 1980,
ss. 259,

2.6. Crlonkowie Honorowi PTMTS

W uznaniu za wybitna dzialalno$¢ w dziedzinie rozwoju mechaniki oraz zaslug potozonych dla To-
warzystwa Zarzad Gléwny przygotowal na XIX Zjazd Delegatéw wnioski o nadanie godnodci Czlonka.
Honorowego Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej profesorom

— TIgorowi Kisielowi — Czlonkowi Oddzialu Wroclawskiego
— Janowi Oderfeldowi — Czlonkowi Oddzialu Warszawskiego.

2.7. Czlonkowie zagraniczni

Zarzad Gi6wny na zebraniu plenarnym w dniu 30.11.1979 r, podjal uchwale o wystapienie do Sekre-
tarza Naukowego PAN z wnioskiem o powolanie nastgpujacych uczonych na Cztonkéw Zagranicznych
naszego Towarzystwa profesoroéw:

Stephen H. Crandal — Massachusetts Institute of Technology USA
Konstantin W. Frolow — AN ZSRR

Charles Massonet — Liége, Belgia

Jerzy R. Moszynski — University of Dalaware, USA

Antoni K. Oppenheim — University of California, USA

Czeslaw Rodkiewicz — The University of Alberta, Kanada.

Zaproponowani na czlonkdéw naszego Towarzystwa profesorowie prowadza ozywiona dzialalno$¢
naukowa z zakresu mechaniki i wspolpracuja z polskimi uczelniami.

2.8. Informacje o mi¢dzynarodowych organizacjach rozwijajgcych dzialalno$é z mechaniki

W czasie zebras plenarnych Zarzadu Gléwnego organizowano wystapienia przedstawicieli migdzyna-
rodowych organizacji reprezentujacych dyscypling mechaniki. Dzigki temu uczestnicy plenarnych zebraf
Zarzadu Glownego zapoznali sig z formami dzialalnosci IFToMM, IUTAM, EUROMECH (tablica2.6).

Ponadto doc. dr hab. W. K. Nowacki w dniu 25 maja 1979 r. przedstawil formy i zakres dzialania
Komitetu Mechaniki Polskiej Akademii Nauk.
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Tablica 2.6
Lp. Nazwa organizacji Prezenter Data
1. | International Union Theoretical | Prof. S. Zahorski 9.12.1978
and Applied Mechanics ({IUTAM) | Sekretarz Polskiej Grupy
IUTAM
2. | International Federation for the | Prof. A. Morecki 25.05.1979
Theory of Machines and Mecha- | Sekretarz Generalny
nisms (IFToMM) IFToMM
3. | European Mechanics (EURO- | Prof. W. Fiszdon 30.11.1979
MECH)

Pragniemy podkre§li¢, ze informacje o migdzynarodowych organizacjach rozwijajacych dziatalnosé
w dziedzinie mechaniki adresowano poprzez Przewodniczacych Oddziatow do ogdtu Czlonkdéw Towa-
rzystwa i to z mysla o zacheceniu wszystkich do wigkszej aktywno$ci w migdzynarodowym zyciu nauko-
wym.

2.9. Dyskusjo ,,Okraglego stolu”

Dla wzajemnej informacji o tematyce prowadzonych prac badawczych a takze jako forma swobodne;
wymiany pogladéw organizowano w Oddzialach dyskusje ,,Okraglego stoiu”.
Migdzy innymi przeprowadzono dyskusje na temat:

— prac naukowych realizowanych w oérodkach krajowych,

— metod symulacyjoych w budowie maszyn,

-— nauczania mechaniki w uczelniach technicznych.

Ogoélem w XVIII kadencji zorganizowano 6 dyskusji.

2.10. Zagraniczni goScie Towarzystwa

Godémi Towarzystwa w poszczegdlnych Oddzialach byli:

Oddzial
Czestochowa Doc. F. Molesa VSD Zilina, CRS
Ing P. Zdeno VSD, Zilina, CRS
Doc. V. Korolev ZSRR
Prof. M. Markovin USA
Gdarnisk Prof. H. Stumpf Bochum, RFN
. Doc. A.P. Popov ZSRR
Gliwice Dr Laszlo Forrei Miskolc, Wegry
Krakow Prof. T.S. Dane Edinburg, W. Brytania
Dr W. Stiasny Bratyslawa
Prof. J. Pindera Waterloo, Kanada
1.6dz Prof. S.H. Crandall Massachusetts, USA
Dr J. M. Prentis Cambridge, W. Brytania
Prof. W. King
Prof, C.W. Radcliffe Berkeley, USA
Prof. 1. S. Rao Delhi, India
Poznafi Prof. G. Eason Glasgow, W. Brytania
Szczecin Prof. H, Phau WSI Wismar
Prof. H. Moll Hanower, RFN



501

Warszawa Prof. C. Atkinson Londyn

Doc. W.J. Andrejew Moskwa, ZSRR
Wroctaw Prof. K. Shimada Tokyo

Prof. C. Rodkiewicz Edmonton, Kanada.

3. Podsumowanie dzialalnosci Towarzystwa.

W okresie XYVIII kadencji dalszy rozwdj Towarzystwa polegal na nastepujacych osiagnieciach,

1. Powstaly dwa nowe Oddzialy: w Lublinie i w Bielsku-Bialej tak, Zze obecnie liczba Oddzialow wy-
nosi pigtnascie.

2. W okresie sprawozdawczym liczba czlonkéw Towarzystwa wzrosta o 87 oséb co wynosi 9,8%.

3. Liczba zebran naukowych wyniosta 176.
liczba wygloszonych na nich referatéw 185.
W zebraniach tych wzielo udzial okolo 2700 uczestnikéw a okolo 700 zabralo gtos w dyskusji.

4. Zorganizowano
9 sympozjondw, na ktoérych wygloszono 456 referatow,
4 konkursy naukowe, na ktbre zgloszono 37 prac,
16 seminaridow,
10 kurséw,
6 dyskusji okraglego stohu.

Ogodlem podczas wszystkich zorganizowanych spotkan naukowych wygloszono 641 referatow.

W ramach zebran naukowych 22 uczonych z zagranicy bylo go§émi Towarzystwa.

5. W ramach akcji wydawniczej wydano: 8 zeszytéw kwartalnika Mechanika Teoretyczna i Stosowana,
w ktérych popublikowano 75 artykuldw, 11 pozycji systemem malej poligrafii i 5 pozycji (Oddziat Opole)
w postaci odbitek kserograficznych.

6. Opracowano zestawienie instytutow, zakladéw i zespoldw rozwijajacych w Polsce dzialalnogé
w zakresie dyscypliny mechnika.

7. Odbyto
5 zebrad plenarnych Zarzadu Gléwnego
6 zebran prezydium Zarzadu Gléwnego

8. Prowadzono ciagla informacje CZlonkéw Towarzystwa o odbywajacych sie konferencjach og6ino-
krajowych i zagraniczaych.

9. Wprowadzono na zebranjach plenarnych Zarzadu Gléwnego prezentacje dzialalnoéci mi¢dzynaro-
dowych organizacji naukowych TUTAM, IFToMM i EUROMECH.

10. Dokonano oceny poziomu naukowego i organizacyjnego sympozjondéw i konkursdw zorganizo-
wanych w 1978 i 1979 roku.

11. Wreczono z okazji XX-lecia PTMTS pisemne podzigkowania wieloletnim Czlonkom PTMTS
za pracg w Towarzystwie.
Zbiorcze zestawienie dzialalnoSci Towarzystwa ujmuje tablica 2.7.

4. Uwagi koficowe.

Przeprowadzenie dokladnej analizy z dzialalnoéci Towarzystwa jest niewagtpliwie trudne., Zestawione
w sprawozdaniu dane i tablice maja r6zna wage a ich ujecie tylko w spos6b statystyczny i orientacyjny cha-
rakieryzuje rzeczywisty wklad pracy Oddzialéw. Proba takiego przedstawienia dziatalnosci Oddziatéw jest
wiec napewno uproszczona i moze nasuwaé wiele uwag natury metodologicznej, wydaje si¢ jednak pozy-
teczna dla zorientowania sie w glébwnych liniach realizacji zadan Towarzystwa. Moze by¢ takze podstawa
do doskonalenia metod analizy pracy w przyszlych kadencjach. Nalezaloby podjaé réwniez ogllniejsza
i glgbsza analize nad zagadnieniem w jakim stopniu dzialalno$¢ naukowa PTMTS wplywa na rozwdj
mechaniki, na postep techniczny czy na inspiracje tematyki badan naukowych. Wydaje sig, ze sg to proble-
my, ktére powihny wlaczy¢ do swojego programu Oddzialy Towarzystwa.
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Podsumowujac nie ulega watpliwosci, ze osiagniecia Oddzialéw sq znaczne. Oddzialy Towarzystwa
prowadzily dzialalno$¢ naukowa na miare zadan i swoich mozliwoéci, Jedne z nich caly swdj wysitek skie-
rowaly na zebrania naukowe i sympozjony, inne na seminaria czy tez kursy. Te odmienne formy aktywnosci
przez poszczegblne Oddzialy sa dowodem, Ze nasze Towarzystwo w zakresie swej dziatalnoéci dostoso-
wywuje sie¢ do mozliwosci oraz indywidualnych predyspozycii organizatorow.

Wymienione wyzej osiagni¢cia, podane tu w duzym skrécie, mozna bylo uzyskaé jedynie dzieki ofiarnej
i aktywnej pracy Czlonkéw Towarzystwa za co Zarzad Gléwny wyraza im gorace podzickowanie.

Jozef Wojnarowski

MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM
»DEFECTS AND FRACTURE"” (,,DEFEKTY A TEORIA PEKANIA”)
Tuczno, 13,17.10.1980

W pazdzierniku ubieglego roku odbylo sie w Tucznie (woj. Pilskie), w Domu Pracy Tworczej SARP,
pieciodniowe miedzynarodowe sympozjum naukowe po$wiecone pewnej dziedzinie wspélczesnej teorii
pekania 1 fizyki ciala stalego, a mianowicie teorii defektéw i jej zwiazkom z mechanika tworzenia sie i roz-
woju szczelin w osrodkach ciaglych i materialach konstrukcyjnych.

Sympozjum zorganizowane zostalo staraniem Instytutu Pekania (Institute of Fracture) Lehigh Uni-
versity w Bethlehem (USA), reprezentowanego przez Prof. C. C. Sih oraz Instytutu Podstawowych Proble-
moéw Techniki PAN, reprezentowanego przez Prof, H. Zorskiego. Wymienieni profesorowie byli wsp6l-
przewodniczacymi sympozjum i stali na czele Komitetu Naukowego sympozjum, w sktad ktérego wchodzili
ponadto profesorowie D. R. Axelrad i J. W. Provan z Kanady, R. Bullough z W. Brytanii i R. De Wit
ze Stanéw Zjednoczonych. Komitet ten byl odpowiedzialny zaréwno za dobér uczestnikéw spotkania
(uczestnictwo w obradach odbywalo sie wylacznie na zasadzie indywidualnych zaproszen), jak i za przyjecie
zaproponowanych przez autoréw referatow.

W dobie obserwowanego od okolo dwudziestu lat burzliwego rozwoju teorii i mechaniki pgkania ciat
stalych, tego rodzaju polityka selekcji uczestnikéw spotkan naukowych i doboru odpowiednio sprecyzo-
wanej 1 zawezonej tematyki jest jedyna rekojmig ich rzeczywistej efektywnodci. Takze i w tym przypadku
polityka ta okazala si¢ w pelni sluszna. Ograniczenie liczby przyjgtych referatéw do 22 (w konferencji
poza referentami brato réwnjez udziat kilku obserwatoréw z réznych polskich ofrodkéw naukowych)
wplynelo w sposéb zasadniczy zaréwno na poziom przedstawionych referatow, jak i na pelne zaangazowanie
wszystkich uczestnikéw w obradach sympozjum w calym okresie jego trwania.

Pelny material naukowy (zbi6r kilkunastostronicowych opracowan poszczegdlnych referatéw) ukaze
sie w najblizszych miesiacach w opracowaniu ksiazkowym przygotowywanym przez wydawnictwo Noord-
hoffa w Holandii (pod redakcja G. C. Sih). Tutaj zasygnalizowaé warto jedynie kilka ciekawych tematéw
poruszonych przez niektérych referentéw. G.I. Barenblatt mdwil o zastosowaniach analizy wymiarowej
i metod podobiefistwa do badania kinetyki wzrostu szczelin zmeczeniowych. B. C. Edwards referowat
wyniki swych badan eksperymentalnych na temat wplywu segregacji zanieczyszczen §ladowych na pgkanie
$rddziarnowe i miedzyziarnowe. F. Gillemot omawial zastosowania roinych kryteridbw emergetycznych,
a w szezegbdlnosel tzw. kryterium ASPEF, do oceny defektéw spawalniczych w zbiornikach ci$nieniowych
stosowanych w energetyce atomowej. Podstawy fenomenologicznych teorii pekania o§rodkoéw ciagtych
byly tematem kilku referatéw wygloszonych przez E. Kossecka, E. Kronera oraz zespolowej pracy M. Mat-
czynskiego, M. Sokolowskiego i H. Zorskiego. S. Minagawa przedstawit teoretyczng pracg o zastosowaniu
geometrii nieriemannowskiej do teorii defektébw w osrodkach typu Cosseratow. Referat H. Liebowitza,
J.D. Lee i N. Subramoniana omawia} rozne koncepcje liniowej i nieliniowej mechaniki pekania takie jak
liniowa mechanika pekania kruchego, tworzenie sie stref plastycznych w wierzchotku szczeliny, wplywy
termiczne i dynamiczne. R6zne aspekty problematyki powstawania i rozwoju peknigé zmeczeniowych
przedstawiali T. H. Lin, H. Meghrabi, J. W. Provan i G. C. Sih; praca ostatniego z wymienionych refe-
rentdéw stanowila obszerny przeglad jego najnowszych badan teoetyczno-doéwiadczalnych nad rozwojem



504

peknieé zmeczeniowych i akumulacja uszkodzen w stopach metali na poziomie makroskopowym. W. Szcze-
pifiski méwit 0 mechanizmach pgkania ciagliwego w metalach. W. Greenwood przedstawit swe teoretyczne
rozwazania na temat ruchu dyslokacji i wakansji w procesach pgkania przy podwyzszonych temperaturach,
Probablistyczne aspekty teorii pgkania poruszyl K. C. Valanis,

Na osobne wyro6znienie zastuguje wysoki poziom organizacyjny sympozjum,

Marek Sololowski

SYMPOZJUM
POWSTAWANIE 1 RUCH SZCZELIN
(Tuczno 23 - 27 marca 1981)

Organizatorzy: Migdzynarodowy Os$rodek Nauk Mechanicznych (CISM), Udine, Wiochy; Instytut Pod-
stawowych Problemoéw Techniki, PAN.

Komitet organizacyjny: Przewodniczacy — Prof. W, Olszak, Prof. M. Sokolowski; cztonkowiec —
profesorowie A. Ben-Menachen, J. Carlson, L.B. Freund, Yu.N. Rabotnov, I N. Sneddon; sekre-
tarz — doc. dr M. Matczynski.

W pieknej scenerii zamku Wedlow — Tuczynskich, pomigdzy ukrytymi w lasach jeziorami odbylo sie
migdzynarodowe sympozjum na temat mechaniki pekania. Autorytet czionkéw Komitetu Organizacyjnego
i ranga Instytucji Organizujacych spowodowal, Ze sytuacja spoleczno-polityczna nie wystraszyla zapro-
szonych gosci. Przyjechato wielu reprezentantéw siedmiu krajoéw, niemniej zawiodto kilkunastu, na ktérych
obecno$¢ bardzo liczono. Wygloszono 20 godzinnych referatéow, odbyta sig¢ tez krotka sesja plakatowa.
Po kaidym bez wyjatku referacie toczyly si¢ kilkunastominutowe dyskusje, ktore znalazly swéj final os-
tatniego dnia w plenarnej sesji podsumowywujacej obrady.

Referaty swa tematyka objely szeroki zakres mechaniki zniszczenia i cho¢ nacisk polozono raczej na
zagadnienia podstawowe znalazty si¢ w programie réwniez prace o bezpo$rednim praktycznym zastoso-
waniu.

Zagadnienla dynamiczne reprezentowane byly w wiclu pracach.

A. S. Kosavasrr (USA) przedstawit wyniki prac doswiadczalnych w referacie ,,Dynamika pgkania pew-
nych polimerdw, szkia i stali” F, NiLssoN (Szwecja) w pracy ,,Niekt6re rezultaty analizy dynamicznego
ruchu szczelin w sprgzysto-lepkoplastycznym materiale” zaprezentowal rozwigzanie dynamicznego za-
gadnienia dla trzeciego schematu pekania dla pewnego prostego zwigzku konstytutywnego ciata lepko-
plastycznego, W. G. Knauss (USA) przedstawil prace ,,Przejciowy ruch szczeliny spowodowany falg
naprezen”. Autor pokazal niezwykle ciekawe wyniki doswiadczen dotyczacych ruchu szezeliny pod dzia-
faniem nagtych zewnetrznych obciazen oraz pomiar wspodlczynnikow intensywno$ci naprezen (WIN).
Ta sama technike pomiarowa zastosowali: J. F. Kartor, W. KLEMN (RFN) i T. KoBavasur (USA)
w pracy: ,,Badanie energii kinetycznej szczelin sztucznie zatrzymanych we wczesnych i péznych stadiach
propagacji””. M. HumMeN, Z. BILEK i J. BucHAR (CSRS) zaprezentowali ciekawa prace dotyczaca pomiaréw
WIN zwigzanych z etapem inicjacji ruchu i zatrzymania szczelin porustajacych sig z duzymi predkosciami
w materialach optycznie czulych. Tytul pracy: Inicjacja i propagacja szczelin pod wplywem fali naprezen”.
K. KIsHIMOTO, S. Aokl (Japonia) przedstawili referat pt. ,,Wplyw rozkladu naprezen na rozgalezianie sig
szczelin w szkle”, ktéry zaklasyfikowa¢ mozna do teoretyczno-eksperymentalnego studium z zakresu dy-
namiki szczelin. K. B. BROBERG (Szwecja) wyglosit interesnjaca prace ,,0 osobliwoéciach podczas ruchu
szczeliny przez poSlizg z duzymi predkodciami”, Z. OLesiak (Polska) w pracy ,,Dynamiczny stan naprezei
wokot dwu ruchomych plaskich szczelin® przedyskutowat zjawisko ruchu dwu szczelin az do ich wzajemnego
poiaczenia sie.

Zagadnienia zmeczenia metalu opisano w dwéch pracach:

N. G. OnLson (Szwecja) przedstawit prace ,,Fenomenologiczna analiza wplywu utwardzenia cyklicznego
na inicjacje szczelin”, G. GLINKA (Polska) zaprezentowal interesujacy model zmeczeniowego wzrostu
szczeliny w pracy” Kumulacyjny model zmeczeniowego wzrostu szczeliny. Model zweryfikowano doswiad-
czalnie,
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Dynamiczny i quasi-statyczny ruch szczelin stal si¢ tematem pracy D. R. Currana (USA), kiorej
tytu} brzmi: ,,Mikrostrukturalne podioze odporno$ci materialu na pgkanie”. Przedyskutowano tu zjawisko
tworzenia sie pustek przed frontem szczeliny.

Podkrytyczny ruch szczelin i pekanie w warunkach pelzania przedyskutowano kolejno w pracach:
M. P. Wnuk (USA) —,,Rozwdj szczeliny przy zmiennym kroku wzrostu™ przedstawiono tu model i kry-
terium podkrytycznego wzrostu szczeliny teorig zweryfikowano do§wiadczalnie. H. RiEpEL (RFN) w pracy
»»Makroskopowe szczeliny w warunkach pelzania” podal szeroka teorie zniszczenia w r6znych etapach
pekania, teori¢ oparta na wnikliwej analizie prac eksperymentalnych, W. SzczeriNski (Polska) przedstawit
bardzo interesujacy model zniszczenia ciala polikrystalicznego., Zapostulowano zniszczenie po granicach
ziaren czyli odpowiadajgce zniszczeniu wysokotemperaturowemu Tytul pracy: ,,0 modelach post¢pujacego.
miedzykrystalicznego pekania i poslizgu™. A. Nemitz (Polska) w pracy ,,Fizyczno-mechaniczny model
szczeliny w warunkach pelzania” przedstawil teoretyczny model wzrostu skokowego szczeliny na skutek
procesu rozwoju pustek w strefie pekania. H. HoMma, H. Nakazawa (Japonia) wykorzystujac calke J
i kryterium wierzchotkowego rozwarcia badali ustalony wzrost szczelin, Wyniki przedstawili w pracy
,,Ciagliwy i ustalony wzrost szczelin”, Rowniez w sesji plakatowej przedstawiono dwie prace, ktore moga
byé zaliczone do powyzszej grupy referatéw, sa to: M. CHrzaNOwsKy, J. Migrea (Polska) — ,,Wzrost
pustek w obszarze miedzy ziarnami jako efekt kumulacji zniszczenia”, Z. GMURr, G. Grinka (Polska) —
,,Odporno§¢ na zniszczenie ciggliwych materialow”

Zagadnienia stacjonarne przedstawiono w pracach:

M. MaTczyYNskI, M. Soxkorowsk1 — (Polska) — ,,Qddzialywanie szczelin w osrodku sprezystym”. W pracy
tej analizowano wzajemne oddzialywanie szczelin w r6znych konfiguracjach wykorzystujac ogélne zasady
teorii defektéw w ofrodku sprezystym zaproponowanej przez Eshelby’ego i Zorskiego. G. KUHN (RFN)
zaprezentowal prace ,,Sformulowanie granicznego problemu dla wydzielonego elementu z ciala zawieraja-
cego okre$lona konfiguracje szczelin®.,

B. MicreL (NRD) wyglosit referat na temat: ,,Sprzezenie mechaniki kwantowej z mechanika pekania”,
A. Borcz (Polska) w pracy ,,Szczeliny w konstrukcjach z cementu” przedstawil rozwigzania dla kilku
konkretnych obiektéw obcigzonych z zewnatrz i oslabionych szczelinami. .
R. Worcik i J. STUPNICKI w ramach sesji plakatowej zaprezentowali prace: ,,Mozliwo$¢ rozwoju szczeliny
na skutek chwilowych obciazen kontaktowych”. Oprocz przedpotudniowych i popotudniowych sesji
uczestnicy mogli braé udzial w kilku $wietnie zorganizowanych imprezach, takich jak: zapoznawczy koktail,
wycieczka autokarowa po okolicach, koncert muzykéw Panstwowej Orkiestry Kameralnej z Torunia,
uroczysta kolacja. Organizacja calego sympozjum zastuguje na najwyzszq note. Najbardziej wybredny nie
mbégtby dopatrzeé si¢ bledéw lub niedociggnieé.

Andrzej Neimitz



Cena zt 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
rocznie zt 120.—

pbirocznie z 60.—

Prenumerate na kraj przyjmujag Oddzialy RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”, oraz
urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I pélrocze roku nastgpnego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwca na I péfrocze roku biezacego.

Jednostki gospodarki uspoiecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju
zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-
Ksiazka-Ruch”, w miejscowosciach za$, w ktébrych nie ma Oddzialdbw RSW w urze-
dach pocztowych.

Czytelnicy indywidualnfi oplacajg prenumerate wylacznie w urzedach pocztowych
i u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa-Ksigzka-
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto NBP XV Oddzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej. ‘

Prenumerata ze zleceniem wysytki za granice jest drozsza od prenumeraty kra-
jowej o 50% dla zleceniodawcow indywidualnych i o 100% dla zleceniodawcoéw
instytucji i zakladéw pracy.

Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zambéwié¢ we Wzorcowni Wydaw-
nictw Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter)
00-901 Warszawa oraz w Kksiggarniach naukowych ,.Domu Ksigzki”. .

A subscription odrer stating the period of time, along with the subscribe’s name
and address can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade
Enterprise Ars Polona——Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Xrakowskie Przedmiescie,
P.O. Box 1001, Poland, Please send payments to the account of Ars Polona — Ruch
in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa, Poland.

¥
MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajac od 1 stycznia 1967 r. jako kwar-
talnik. Zeszyty z lat poprzednich moina nabywaé w sgkretariacic Zarzqdu Giéwnego PTMTS
(Warszawa, Patac Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor. T. 19, z. 3, s. 351;—506, Warszawa 1981, Indeks 36523
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