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ROWNANIA LINIOWEJ, ZGIECIOWEJ TEORIT POWEOK -
O WOLNO ZMIENNYCH KRZYWIZNACH

STANISEAW £ UKASIEWICZ (WARSZAWA)

“Wstep

Roéwnania teorii powlok o wolno zmiennych krzywiznach byly tématem. wezesiiiejszych.
prac autora [1,2,3], w ktérych wyprowadzono podstawowe réwnania dla -tego typu
powlok. Niniejsza praca przedstawia wyniki dalsZzych badan w- tym zakresie. ‘W stgsunku
do prac poprzednich zawiera pelne, formalnie $ciste i bardziej konsekwentne wyprowa-
dzenie réwnan podstawowych oraz oceng ich dokiadno$ci. Zostaly przesnalizowane dwa
warianty réwnan teorii powlok, oparte na dwu réznych miarach tensora zmiany krzy-
wizny [4], ktére s3 uznane obecnie za najlepsze. Wykazano, ze w ‘przypadku powlok

o wolno zmlennych krzyw12nach oba te warianty prowadza do tej’ samej postaci rownan'
podstawowych.

1. Zalozenia podstawowe

Zajmijmy si¢ analizg powlok wyniostych, ktérych krzywizny sg wolno zm1ennym1
funkcjami wspétrzednych @' i @2, Przez okreslenie ,,funkcja wolrio zmienna” roZumiemy
funkcje, ktorej stosunek jej pierwszej pochodnej do niej samej jest wielkoscia mmc:JszaC
od jedno$ci w calym obszarze, za wyjatkiem otoczenia punktow gd21e ta funkCJa Jest
bliska zeru. Dla tego typu powlok mozna uzyskac uproszczone réwnania dobrze nadajqce
si¢ do obliczefi liczbowych. W omawianej klasie powlok znajduja si¢ oczywiscie powtoki
kuliste i powtoki walcowe, ktorych krzywizny sa stale. MoZna wykazad, ze rowniez powloki'
odbiegajace od walca i kuli, lecz o fagodnie zmiennych krzywiznach moga by¢ obliczone
w ten sposéb. Obecnie wykazemy, ze podstawowy ukiad réwnan powlok cienkich mozna
sprowadzi¢ do ukiadu. dwu réwnan rézniczkowych dla ugiecia normalnego w i funkcji
naprezen @, Funkq@ te definiujemy w podobny sposéb jak w przypadku plaskiego zagad-'
nienia teorii sprezystoéci. Staje si¢ to mozliwe dzigki dokomaniu pewnych uproszczen
w réwnaniach podstawowych, Uproszczenla te sa dopuszczalne jezeli przyjmiemy pewne
dodatkowe warunki i dokonamy oceny bleddw popemionych przez przyjecie zaleznogci
uproszczonych. '

W dalszych rozwazZaniach bedziemy opieraé si¢ na zaloZeniach i réwnaniach teorii
powlok cienkich podanych w pracach KoiTEra i SIMONDSA [4, 6]. Ponadto przyjmiemy
zatozenie dodatkowe dotyczace zmiennosci krzywizny powierzchni $rodkowej. A wiec
zalozymy, Ze powloka jest na tyle cienka, ze mozemy pomija¢ wyrazy rz¢du (A/R)? w po-
réwnaniu z jednoscia. Dalej przyjmiemy, ze odksztalcenia powierzchni §rodkowej powloki
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sa na tyle male, ze mozemy pomija¢ wyrazy rzgdu odksztalcenia powierzchni srodkowej ¢
w poréwnaniu z jednosci (& € 1).

PowyZej: h— oznacza grubo$¢ powloki, R-— mniejszy z gléwnych promieni krzy-
wizny powierzchni $rodkowej powloki. 1/R = min(b).

Na razie zajmiemy si¢ tylko zagadnieniami liniowymi. Aby oceni¢ wielko$¢ wyrazéw
zawierajgcych rome pochodne skltadowych stanu odksztalcenia i naprezenia, wyste-
pujacych w réwnaniach teorii powlok wprowadzimy parametr L charakteryzujacy dtugosé
polfali przemieszczenia. Przyjmijmy, Ze stan przemieszczenia powloki zmienia si¢ zgodnie
Ze wzorem
70, 70,

Uy = VgeSIN )2 a=1,2.

w = wesin

gdzie w — jest ugigciem normalnym do powierzchni §rodkowej,
Q. — wspolrzedng krzywoliniowa na powierzchni powloki,
7, — sktadowa styczng wektora przemieszczenia

wtedy rzad wielkosci tych wyrazdw wynosi

O(W) = Wy, 0(‘1)0‘) = Uy0,
Przyjmujemy, z¢ zajmowaé si¢ bedziemy najczesciej spotykanymi przypadkami, dla
ktorych o(wg) > 0(940).
Rzad wielkosci pochodnej skladowej wektora przemieszczenia mozna oceni¢ na pod-
stawie zaleznosci

ow

ow d 70, awiec o —) = iK—o( )
’ 26, = T ">

——a@a = WOT coS L

oraz  o(w|,) = %o(w).

Zalozymy dalej, Ze podobnie zmiana stanu napreZenia towarzyszaca stanowi zgigciowemu
moze byé scharakteryzowana przez te sama odleglo§¢ L. Przyjmijmy, Ze rozpatrywana
w tej pracy klasa zagadnied zgigciowej teorii powlok cienkich dotyczy takich przypadkéw,
dla ktorych spelnione sa nastgpujgce warunki

R2/R* <€ 1, h*}L? < 1.

Ponadto przyjmijmy, ze L?/R? < o(1) co oznacza, ze wyrazy rzedu (L/R)? nie beda
pomijane w pordéwnaniu z jednoscig. Moina si¢ przekonal, Ze powyisze zatoZenia sa
spelnione w najczesciej-spotykanych przypadkach technicznych, w ktérych wystepuje
zginanie powlok. Dalsze zaloZenie dotyczy zmiennosci promieni krzywizny powloki.
Aby oceni¢ wielko§¢ wyrazéw zawierajacych pochodne tensora krzywizny powierzchni
srodkowej b,p przyjmujemy, Ze tensor ten moze byé np. przedstawiony w nastgpujacy
sposéb

bag = bugo ( 1+3sin ’Z@“),

R

gdzie bugo jest wielkodciq stala i przedstawia $rednie krzywizny powierzchni $rodkowej
powloki, @ — jest pewna liczba bezwymiarowa mniejsza od jednosci oznaczajgcg stosunek
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przyrostu krzywizny do jej wielkosci §redniej, Ly jest dtugoscia charakteryzujaca szybko$é
zmiany skladowych tensora krzywizny powierzchni érodkowe;.
Przyjmijmy, Ze bedziemy rozpatrywali powloki dla ktorych stosunek L/Lg < 1.
Z powyzszego wynika, Ze rzad wielkodci pochodnej tensora krzywizny mozna ocenié
jako
7
LpR"’

Opierajac sie na powyisze] ocenie mozemy stwierdzi¢ réwniez, Ze

_ 7 _
o(baﬂlr) = o(b%lr) = Qﬂo(baﬂ) ]

4 - =
o(Kl,) = o ~L:O(K) =0T R
gdzie X jest krzywizna Gaussa.

Przyimijmy dalej, e zmiany krzywizny rozpatrywanych powtok sa na tyle niewielkie
i odbywaja si¢ na tyle powoli, Ze mozemy pomijaé wyrazy rzedu

Gt e _ b
o= b = Tamre <L o= e <L

w poroéwnaniu z jednoscia. Jezeli p = max(o ), nicch o € 1. Powyzsze warunki sg naj-
czesciej spelione w tych problemach technicznych, dla ktorych sa stuszne zaloZenia
zgigciowe] teorii powlok cienkich. Poniewaz ¢ < 1, A/R ~ 0,05-0,001 < 1, a dlugoéé
fali ugiccia L jest rzedu VAR, a wiec gdy L/R ~ L/Lg ~ ]/h_/R < 1, pomijane wyrazy
wynosza kolejno (przy np. ¢ = 0,3, /R = 0,01), 0,3-1073, 0,3-10"4, 1-1073.

Podstawowy uktad réwnan liniowej teorii powtok, po wyeliminowaniu sit- poprzecz-
nych, przyjmuje nastgpujgca postaé [4, 6, 7] (przy zmienionych znakach tensora momentéw
1 zmiany krzywizny).

— rownania réwnowagi

(S —bE M) 3 — b M™|g+ P* = 0,

1

M M|yt (S — b M) byt P2 = 0, a0, f = 1,2
— rownania zgodnoéci odksztalcen

@ K &} +d™dM (e yupn — Do p2) = 0,

dePah [epay + D3 (opint Comp— Epma)] = 0.
gdzie d*” jest tensorem permutacyjnym,
— rdwnania konstytutywne

1
(3) Eap = _EZ [(1 +V)Saﬁ—vaaﬁsfl] +0(£@2),

M* = D[(1—v)%* +va*?x%]+ o(Eh?£0?),

gdzie D = ER®[12(1—»?) jest zgieciowa sztywnoscig powtoki, s — gruboécia powtoki.
02 = max(h/L,y h—/TQ,)/E). W powyzszych réwnaniach S* oznacza skiadowe tensora
sit blonowych, a M* sg skladowymi tensora moment&w gnacych, #,s I £48 przedstawiaja
tensory zmiany krzywizny oraz tensor odksztalcenia powierzchni §rodkowej. Wszystkie
wyzej wymienione wielkosci s tensorami symetrycznymi, spehiajacymi zasade prac
przygotowanych. Pomigdzy rzeczywistymi, niesymetrycznymi sifami i momentami we-
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wnetrznymi dziatajacymi w przekroju powloki a ich symefryczhymi reprezentacjami
istnieja nastgpujace zaleznosci

4 NP = S p2MB, M = M
Tensor zmiany krzywizny »,p dany jest wzorem
(5) “af = _'w|o¢3+cuﬂw—béul‘,ﬂ—"bguuu—bé\ﬂux‘
Cap = boinblﬁ = 2Hbaﬁ—aa/1Ka

gdzie 2H = bf; jést $rednia krzywizna, a K krzywizng Gaussa. Tensor odksztatcenia po-
wierzchni §rodkowej g5 wynosi

1
(6) Eup = ’5 (”oqﬂ +u/3|a)—bapw>

gdzie u, — jest skladowa wektora przemieszczenia na powierzchni $rodkowej, w — prze-
mieszczeniem normalnym do powierzchni srodkowe;j.

2. Przeksztalcenia réwnan podstawowych

Powyzszy uklad réwnan rézniczkowych, razem z warunkami brzegowymi okresla stan
naprezenia i odksztatcenia powloki o umiarkowanie duzych ugigciach. Aby sprowadzié¢
powyzszy uklad do postaci bardziej dogodnej do obliczen liczbowych dokonujemy naste-
pujacych przeksztalcefi. Opierajac si¢ na zatoZeniu o wolnej zmianie krzywizny, pierwsze
z réwnan réwnowagi mozna przedstawi¢ w postaci

) (S~ 262 M) g+ p* = 0.

Zostaje tu pominigty wyraz b%s M zawierajacy pochodng tensora krzywizny. Dopusz-
czalno$¢ takiego uproszczenia jest wykazana w dalej przytoczonych rozwazaniach. Miano-
wicie, przyjmujemy zgodnie z zaloZeniami zgigciowej teorii powlok, Ze odksztalcenia
spowodowane zginaniem sa tego samego rzedu co odksztalcenia stanu blonowego, wtedy
rzad wielko$ci skfadowych tensora odksztalcenia &, mozna ocenié¢ jako

0(&qp) ~ 0(x,5h).
Rzad wielkos$ci pomijanego wyrazu wynosi wiec

ER3 _ nER3
o R —— = ———— ————— 7
bie ja(1—y2y °0e®) = ¢ 0T R o(ap);

podczas gdy rzgd wiclkosci wyrazu $%7; wynosi

Eh* =

L 0(%p) .-

o(57p) = () = -,

1—»?
‘Poréwnujac oba te wyrazy ze sobg widzimy, ze pominiecie wyrazu b?,‘“gM"’ﬂ daje biad
o - Lh ' '

w rownaniu (7) rzgdu g——
(7y rzedu ¢ LR
poczatkowymi uproszczenie to jest dopuszczalne:

= p, W pordéwnaniu z jednoscia. Zgodnie z zatozeniami
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Réwnanie (7) mozna spetnia¢ tozsamosciowo przy p = 0, jezeli wprowadzimy funkcje
naprezen @ zdefiniowana w nastepujacy sposob
(8) S —2b2 M = R = —d**dPP|,, —Ka*D.

Po podstawieniu powyiszego wyrazenia do réwnania (7) otrzymujemy
(9) Raﬁ\ﬁ = __dotldﬂl—l@lxuﬁ__(K(laf}@)h‘)‘.

W pierwszym wyrazie po prawej stronie réwnania (9) wystgpuje antysymetryczny tensor
permutacyjny dP* mnozony przez trzecig pochodna funkcji @. Poniewaz rézniczkowanie
kowariantne w dwuwymiarowej przestrzeni powierzchni $rodkowej nie jest przemienne,
wyrazenie to nie jest rowne zeru. Mamy bowiem
(10) ®|lllf3_®|1ﬂ1z = (I)lyR?}.;lﬁa
gdzie R, jest tensorem Riemanna-Christoffela.

Przedstawimy @;,5 jako kombinacje wielkodci symetrycznej i antysymetrycznej ze wzgledu
na wskazniki g1 .

1 1
Dlpup = > (Plaup+Dlop) + 3 (Plaus— Plagy) -

Podstawiajac to wyrazenie do réwnania (9) otrzymamy

1 .
Ry = — %d“"dﬂ“(ﬁlyR}},,p—(Ka“ﬁcb)l,g = =5 AV Ry B — (KDY,

gdzie oznaczyli$my a”°®|; = D|*.
Wykorzystujac definicje RY,p otrzymujemy
(11) R**|; = KP|*— (KD)|* = —K|*D.

Widzimy, ze po wprowadzeniu funkcji naprezen wg wzoru (8) do réwnania (7), réw-
nanie to jest spetnione tozsamosciowo pod warunkiem, Ze mozemy pominaé wyraz K|*D.
e

TR Rzad wielko$ci najwigkszego wyrazu w réwnaniu (7)
R

Wyraz ten jest rzedu o(®D)

Wynosi
7[3
O(Saﬁhq) = WIT“T 0(@)

Poréwnujgc te wyrazy widzimy, Z¢ pominiecie wyrazu K|*® jest uzasadnione jezeli
mozemy pominaé g, = pL3/n2R?Ly w poréwnaniu z jednoscia. Poniewaz ¢ < 1, L/Lg <
<1, »? ~ 10 a wigc mozna uznaé, Ze jest to uzasadnione.

Zajmijmy si¢ obecnie drugim réwnaniem réwnowagi (1). Réwnanie to moZe byé
przeksztaicone i uproszczone jezeli wykorzystujac rownania konstytutywne, wyrazimy
momenty gnace M* przez ugiecie normalne w, a sily blonowe N*# przez funkcje naprezef
¢. Zaleznos¢ (3); moze by¢ przedstawiona w innej postaci za pomocg nastgpujacej toz-
samosci stusznej dla dowolnego symetrycznego tensora powierzchniowego

(12) WP = Pyt d"“dﬂ"%m.
Po podstawieniu (12) do (3), otrzymujemy
(13) M| = D[a* s~ (1 —2)d2dPu;,] |5
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Aby obliczyé wielkosé »} wykorzystajmy wyrazenie (5) dla tensora zmiany krzywizny
%.p. WyraZenie to moze by¢ przeksztalcone jezeli wykorzystamy zalezno$¢ (6).
Mnozac obie strony réwnania (6) przez b5 i b§ otrzymamy po dodaniu

1 1
(14) blesg+ b esy = > b3 (usp +upe) + 5 b (g1 +1g5) —2CepW .

Dodajac stronami réwnania (5) i (14) otrzymamy nastepujace wyrazenie dla tensora
zmiany krzywizny
(1 5) Xap + bg 56!1 + b?) Efqg = — Wlaﬂ - Caﬂ+ (bolcwlﬂ +b?3 wla) - bg[ﬂud 3

gdzie wy, = % (30— 1y7) jest tensorem obrotu dookofa normalnej do powierzchni $rod-

kowej.

Ostatni, podkreslony wyraz jest rzedu pL/Lz w pordéwnaniu z pozostatymi wyrazami
zawierajagcymi funkcje przemieszczenia u,. Jezeli o(u,) ~ o(w) wtedy w pordwnaniu
z pierwszym, najwiekszym wyrazem wiqs jest on rzedu p; = pL?/nLg R. Poniewaz przy-
jelismy, ze o(u,) < o(w), (odpowiada to przypadkom najczgéciej spotykanym w technice),
orazp < 1, L/Lgp < 1, L/R < 1 a wiec dla rozpatrywanej klasy powlok o wolno zmien-
nych krzywiznach podkreslony wyraz jest maly i moze byé pominiety. Wtedy otrzymamy
(16) # = —wli—b*bsw—2b%¢,p,
gdyz wyraz (b}wys+bjw,)a*? = 0.

Zajmijmy si¢ teraz drugim wyrazem réwnania (1),
a7n (S —bEMP) b,y = (R¥+b%M"P)b,gs.

Wykorzystujac wyrazenie (9) otrzymamy
(18)  (R¥+bEMPYbyg = —(ddP D3+ KaPP)b,p+b2bys M = A, D+ c s M?.
gdzie operator 4, P oznacza nastgpujace wyraZenie
(19) 4D = —d**dPb,s D), —2HKD,

Przeksztalémy teraz wyrazenie (18) wykorzystujac tozsamoéé (13). Mamy

(20)  C,sM®® = DC,p[a*Pst~ (1 —»)d**dP*s*] =
= (4H?—2K) D+ (1 —») DK} — (1 —2) 2HA* b5, .

Wykorzystajmy w powyZszym réwnaniu wyrazenie (16) dla tensora zmiany krzywizny
). Wyrazenie to zawiera czion 2b%¢,; ktéry jak sie mozZna przekonaé po podstawieniu
do réwnania réwnowagi (18) daje wyraz rzedu A?/R? w poréwnaniu z pozostatymi wyra-
Zami tego réwnania. Aby to udowodni¢ zauwazmy, Ze wyrazenie to mozna wyrazié¢ przez
funkcje naprgzen @ korzystajac z réwnan konstytutywnych (3);

2
@D 26y = - [0S} — (1 4+9)b%dusdp Sy
Poniewaz

(22) St = Ri+2Db;,M* = —(AD+2KD)+4H Dt — 2(1—v) Dbosd®idPisy,
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Przeksztalcajac podobnie drugi wyraz w wyrazeniu (21) otrzymamy
(23) b*Pd 3 d g S* = —b*P|,5—2HKD+2(1 +) DK}

Po podstawieniu do réwnania (21) mamy

(24)  2b%ey = 7;% {—2H(AD+2KD) + 8H D — A(1 ~v) D Hb g dPscy, +
+ (1+N[b*D| 5+ 2HKD —2(1 +v) DKx]} .

Powyzsza zaleznos¢ mozna wykorzysta¢ do obliczenia 3.

Zauwazmy, ze gdy podstawimy (24) do réwnania (16), otrzymamy po prawej stronie
tego réwnania wyrazy rzedu (D/ERR?)x;. Wspdlczynnik D/EhR? stojacy przed tymi
wyraZeniami jest rzedu

h%*/R* € 1; (D/EhR?* = Eh?*/12(1—v*)ER?).

A wiec wyrazy mnozone przez ten wspdtczynnik mozna pomina¢ w pordéwnaniu z wy-
razem x; wystepujacym po lewej stronie réwnania (16). Wtedy otrzymamy nastepujace
wyrazenie dla drugiego wyrazu réwnania réwnowagi (18)

(25)  (R¥+beM¥P)b 5 = Ach+D(4H2—(1+v)K){—w|§+b“ﬂbaﬂw—

~ 'Ez;T [—2H(AD + 2K D + (149) (D o5+ 2HKQ5)]} +2(1 =) HDd*dPa sy, .

Poréwnajmy teraz wyrazy zawierajace drugie pochodne funkcji stojace w mawiasie
kwadratowym w (25) z wyrazem 4,9 znajdujacym sig¢ po prawe]j stronie powyzszego
réownania (25). Widzimy, ze wyrazy te, zawierajace tego samego rzgdu pochodne funkcji @
sa mnozone przez wspolczynnik D/EAR? rzedu h?*/R?, a wigc moga by¢ w tym réwnaniu
pominigte. Otrzymujemy wigc }

(26) (S —bEMYP)b,g = 4, D —(4H*—(1+»K)D[wli+
(4H? —2K)w]~2(1—») HDd**dPrb 4 2,

Jest to wynik jaki otrzymaliby$my pomijajac wyraz 26*° ¢, w wyrazeniu (16). Wynik
ten jest interesujacy gdyz oznacza, Ze w réwnaniu réwnowagi rzutéw sil na kierunek
normalny efekty zmiany krzywizny przy malych odksztalceniach powierzchni érodkowe;j
g8 €1 mozemy obliczy¢ tak jak dla powierzchni odksztalcajacej sie izometrycznie,
to znaczy przy &, = 0. Wplyw tych odksztalcen jest jak si¢ okazuje rzedu A%/R?. Jezeli
wykorzystamy ten wniosek otrzymamy, ze przeksztalcajac réwnanie réwnowagi (26)
mozemy przyja¢ dla tensora zmiany krzywizny

(27) Heg = — W|aﬂ—'caﬂw'

Przeksztatémy obecnie ostatni wyraz wystepujacy w réwnaniu (26), po wykorzystaniu
(15) otrzymamy

(28) d¥dPb g3, = Aew +d**dPb, 5 [DA( & pu+ @)+ D80+ w,p1)] -

Podkreflony wyraz daje w réwnaniu (26) wyrazenie rzedu

Eh3 h2n?

1
HP e o) = 5y rems 0) = agagz o(P): P olew) = o(ep).
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Poréwnajmy teraz ten wyraz z najwickszym wyrazem w réwnaniu (26) zawierajagcym
2

| = - .
funkcje naprezen, to znaczy z wyrazem g rzedu " r—[~20(¢).W1d21my, ze podkreslony

wyraz daje blad rzedu (A/R)? i moze by¢ pominigty. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie
(28) w postaci

(S —b2M*P)byy = Ay —(4H?*—(1+7)K) D[Aw + (4H? =2K)w]+2(1 —») HD Ay w.
Zajmijmy si¢ obecnie pierwszym wyrazem réwnania (1),.

(29) M*|,p = D[l — (L —»)d*d™s;,,).

Pierwsza cze$é tego wyrazenia przedstawia Axj. Cheac przeksztalcié drugi wyraz (29),
ktéry jak sig mozna przekonaé¢ ma mata wielko$¢ w poréwnaniu z pierwszym wyrazem
w nawiasie, wykorzystajmy zaleznoi¢ (15) omdwiong powyiej. Wtedy po podstawieniu
1 przeksztatceniach otrzymujemy

(30)  d¥dMsesp = 2K Aw+2H (A, w+2HKW) — ddP [B5( e+ ) + b5 €00+ 0p1) ] jop -
Pelne réwnanie rownowagi (1), ma wtedy postac
(Bl) =M —(S* —bEM*)b,; = DA[A+(4H* —2K)]w+
+2(1—1})D[KAw+H(A,‘w+HKw)]+D(_4H2—(l+v)K)[Aw+(4H2—2K)w]+
+2(1~v)HDAkw—AkQ)+(1—v)Dd“"d’J“[bﬁ(sl'}+wp,,)+bﬂ(sp1+wp1)]|aﬁ = p3

Latwo wykazad, Zze podkreslony wyraz jest rzgdu

3 4

e KB 0@ G2y ole) = ow),

Poréwnujac go z wyrazem A, ¢ widzimy, ze jest on rzgdu A2/L? € 1 i moze by¢ po-
minigty.

Powyzsze réwnanie zawiera jedynie dwie nieznane funkcje w i ¢ i moze byé uznane
za pierwsze z dwu podstawowych rownan powloki o wolno zmiennych krzywiznach.
Roéwnanie to mozna nieco uproscié jezeli do przeksztalcenia pewnych matych wyrazow
wykorzystamy réwnanie zgodnosci odksztalcen (2),

32) AP gy e, = —d*P AR & pp1t € — Eaup e
Pordwnujac zaleznosci (30) i (32) widzimy, Ze

l 7 4
2HApw = —2KAw—4H K+ - 24 o(D).
Jezeli wykorzystamy te zaleinoéé do przeksztalcenia pewnych matych wyrazdw w rdw-
naniu (31) otrzymamy réwnanie w ktorym wyrazy wynikajace z udziatu odksztatcen
. . . a*h? .

bionowych i obrotéw (e, i my) sa rzedu 2k -0(¢). W poréwnaniu z wyrazem
Arep, ktdrego rzad wielkosci wynosi (72/RL*)o(®), sa one rzedu h*/L> a wigc mogg byé

pominigte. Ostatecznie otrzymujemy pierwsze podstawowe rdéwnanie w postaci

(33)  D[A+4H*— (3 —»)K[4+4H?*—2K]w+4(l —») DK(H?> - k)w+ A, D = P>.
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Powyzsze réwnanie 16zni si¢ od réwnania poprzednio wyprowadzonego w pracy [3]
jedynie matym wyrazem 4(l —») DK(H?*—-K)w 1z¢du L*/R*, ktéry moze by¢ najczeiciej
pominigty. Dla powloki kulistej i walcowej wyraz ten réwny jest zeru.

Aby otrzymaé drugie réwnanie zawierajgce te same dwie nieznane funkcje, to jest
ugiecie normalne w i funkcje naprezed ¢ wykorzystajmy réwnanie zgodnosci odksztatcen

(2)1 A ’ 2
d*fd [ Eppa— Do 9] + K5 = 0.

W réwnaniu tym mozemy odksztatcenia wyrazi¢ przez sity blonowe, a te z kolei przez
funkcje naprezen @ korzystajac z wzoréw (3). Mamy wigc
1
Lap = Eh (%) 551'— (1 +V)dazdﬁus)‘”],
gdzie S¥ = R +2bE M.
Po podstawieniu S* z (8) otrzymujemy

1 2D .
& =~ G (e AP — (1 +9) D s+ (1 —v)a,, KP] + B [(—aup2H+ (14+v)byg) i+

+ (1 —V)aaﬂ b"xx,,l + (1 '—'Vz)(bg Hpp— 2onz[})] .

Po podstawieniu do réwnania (2); i wykonaniu réZniczkowania otrzymujemy
1 i 2D
(G4 d®Bdyepupn = ¥ {A(A¢+(1 ~a,)K<Z>)+(1_+v)daﬁdmcb,w,,} + mo(x§|§).

Mozna si¢ przekonaé, po wykonaniu do$¢ pracochionnych przeksztalcen, ze ostatni
wyraz réwnania (34) zawiera jedynie wyrazy rzgdu drugich pochodnych funkcji w mnoZone
przez wspolczynnik 2D/EhR®. Przeksztalémy jeszcze powyzsza zalezno$é, mamy

d*Pd |5, = Ka”®|,, +K|, D

Ostatni wyraz K|,¢|* w poréwnaniu z wyrazem poprzedzajacym jest rzedu pL/Lg.
Jednakze gdy poréwnamy go z najwickszym wyrazem AA@ w réwnaniu (34) otrzymujemy,
ze pominigcie go daje btad rzedu p, = pL3/n?R2Ly.

Poniewaz p < 1; (L/R)* < 1; L/Lp < 1; ®? ~ 10, widzimy, Ze pominigcie to jest
dopuszczalne w ramach rozpatrywanego wariantu zgieciowej teorii powltok cienkich,
(02 € 1).

Pomijajac wyraz zawierajacy pochodna krzywizny Gaussa K otrzymamy

(9 gy = - (A4 —v)K(D)+(1 +0KAD) +

o(dw) = lh (A(Ap+2KD)) + o(dw).

D
EhRJ EhR?
Drugi wyraz réwnania (2); mozna przeksztalci¢, wykorzystujac zaleznos¢ (16). Otrzy-
mamy wtedy

(36)  —d*PdM by gy = — Ay w4dPdMb,, 208 &5y = —dw+ (1—v)K[A(15+2K¢>]
Trzeci wyraz K&} po wyraZeniu e, przez funkcje naprezefd otrzymuje postaé

(37) Kej= — 1E” K[dp+2KD].
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Dodajac wyrazy (35), (36) i (37) otrzymamy réwnanie zgodnosci odksztalcen w postaci

1 2D
(38) En {A4(AD +2KD)+ (1 —»)K(d+2K)D} — A w+ R O(Ai) = 0.

Poréwnajmy ostatni wyraz powyZszego réwnania, mnoZony przez wspotczynnik
D/ERR® z wyrazem A, w. Poniewaz wspolczynnik ten jest rzedu h*/R? wyraZenie to moze
by¢ pominiete. JeZeli nie skorzystamy ze wspomnianych przedtem przeksztalcen i porow-
namy ostatni wyraz réwnania (34) z A, w otrzymamy, ze jest on rzgdu h/L* co réwniez

dowodzi, 2e moze by¢ pominiety. Ostatecznie mozemy zapisa¢ rownanie (38) w prostej
postaci

(39) flﬁ [4 4+ (1 =) KJ[A +2K]D—dyw = 0.

W wyniku przeksztalcen otrzymaliémy uklad dwu réwnan rézniczkowych (38) i (39)
zawierajgcych dwie nieznane funkcje w i ¢, ktére moga by¢ uznane za podstawowe row-
nania powloki o wolno zmiennych krzywiznach. Rozwiazanie tych réwnan okresla w i ¢,

a nastepnie wszystkie poszukiwane wielkoéci. Sity przekrojowe N* otrzymujemy z wzoréw
N*# = R 3-b= M*,

3. Wariant drugl, tak zwany ,,najlepszy warlant roéwnan teorii cienkich powlok®

RozwaZmy jeszcze drugi wariant réwnan podstawowych zwany ,,najlepszym” warian-
tem réwnan teorii powlok cienkich. Wtedy podstawowe réwnania przyjmuja postaé [4]
Roéwnania réwnowagi

I
aff 3 - (B8 Aal . Ba AfAB _ R AfAB P* =
(40) [S + 3 (b4 M**—bSM )]Iﬁ b Mg+ 0,
Maﬂlaﬁ+suﬁbaﬂ+]33 = 0.
Roéwnania zgodnoséci odksztalcen

Ad*PAM [ &1 — boy 03] = 0,
S B JA 1 b4 4 4
d*Pd™ | 0pr— 5 (bf &,0+ bl 2,p) |,‘+b?-(bvﬂw+ Eyuip— Epui)} = 0.
Roéwnania konstytutywne
1
42 &ap = gy [(1+9)Sap —¥Sagsl,  M* = D[(1-9)¢" +vg}a].
gdzie ¢,p jest tzw. modyfikowanym tensorem zmiany krzywizny danym przez

1
@“3) tap = #ap + 5 BLE e,

Pomigdzy rzeczywistymi, niesymetrycznymi tensorami sit 1 momentéw wewngtrznych
a ich symetrycznymi reprezentacjami istnieja nastgpujace zaleznosci

44) NP = SeP_ o M,
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Réwnanie rownowagi (40), dla powlok o wolno zmiennych krzywiznach mozna przed-
stawié w postaci

(45) [Saﬂ + % (b‘,{MM—Sb%M"")]m+P“ = 0.

Réwnanie to moze byé spelnione tozsamos$ciowo. Jezeli wprowadzimy funkcje @
okreslong jako

(46) S“"+%(b§M“‘—3b3me) = R? = —dd"®y,—Ka'.

Wyrazy drugiego z réwnan réwnowagi (40), przyjmuja po przeksztalceniach nastg-
pujaca postaé
Sy = 4@ +D{[4H*—(1+»)K]o} —2H(1 —) A w},
M*|,5 = —D{4[4+@AH*=2K)lw+2(1 —»)K(A +2H*)w+2(1 —») HA,w},
gdzie Axp = b R%.
Po dodaniu otrzymujemy réwnanie identyczne z réwnaniem (30) otrzymanym po-

przednio. Drugie réwnanie podstawowe wyprowadzone na podstawie réwnania zgodnosci
odksztalcen (41); przyjmuje réwniez t¢ sama postaé co poprzednio, gdyz nie wystepujacy

47

. 1 .
w tym réwnaniu wyraz Ke} jest skompensowany wyrazem > (b, ,8+ b &,,) pojawiajgcym

sie w wyraZzeniu (43) dla tensora zmiany krzywizny. W rezultacie otrzymujemy drugie
réwnanie podstawowe identyczne z rownaniem (39).
Réwnania dla sit przekrojowych N*® s nastepujace

“8) N* = R+ % (b5 M — b M)

i ré2nia si¢ od zaleznos$ci w poprzednio rozpatrywanym wariancie rownani podstawowych.

4, Warunki brzegowe

Podstawowy uktad réownan (33, 39) teorii powlok jest dsmego rzedu. Pozwala wiec
na spelnienie czterech warunkéw brzegowych na kazdym brzegu powloki, podobnie jak
ma to miejsce w klasycznej teorii powlok o matej wyniostosci, Warunki te moga mieé
charakter geometryczny lub statyczny.

Jezeli geometryczne warunki brzegowe sa wyrazone przez odksztalcenia i zmiany
krzywizny wtedy trzeba wyrazi¢ odksztalcenia przez funkcje naprezen, korzystajac z wzo-
16w (3) oraz z zaleznosci (8). Zmiany krzywizny powierzchni $rodkowej okreslone sg
téwnaniem (15). Poniewaz, jak wykazano poprzednio wyrazy zawierajace funkcje skla-
dowych tensora odksztalcenia powierzchni §rodkowej daja w podstawowych réwnaniach
(33) (39) efekty rzgdu (h/R)* i (h/L)?, vzasadnione jest wiec pominiecie ich réwniez w wa-
runkach brzegowych dotyczacych tych réwnan. Wtedy mozemy korzysta¢ z wyraZenia
(27) przy okresleniu skfadowych tensora zmiany krzywizny. Mozliwe jest réwniez speinienie
warunkéw brzegowych w przemieszczeniach, Badamy wtedy spelnienie warunkéw brze-
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n

.. adw . . )

gowych przez ugigcie w1l 5, oraz skladowe styczne wektora przemieszezenia u,. Poszuki-
n :

wanie skfadowych u, wymaga scatkowania zaleznosci (6).

Statyczne warunki brzegowe mozna wyrazi¢ przez sity 1 momenty brzegowe. Korzy-
stamy przy tym z zalezno$ci (4), (8) i (3),. Konieczne jest przy tym wprowadzenie sta-
tyczne réwnowaznych sit brzegowych. Podstawowy ukiad réwnad wraz z odpowiadajacymi
im warunkami brzegowymi moze by¢ w ramach przyjetych przyblizen wyprowadzony
z warunkow wariacyjnych. Jednakze zagadnienie to bedzie przedmiotem oddzielnej publi-
kacit.

5. Whioski

Wyprowadzenie wyZej przedstewionych réwnan teorii powlok o wolno zmiennych
krzywiznach opiera si¢ na zalozeniu, ze mozemy pomijaé wyrazy rzedu A?/R2? h2[L>
w poréwnaniu z jednoscia oraz mate wyrazy okreSlone w § 1, wynikajace z efektu zmien-
nosci krzywizny powicrzehni srodkowej powloki. Przyjeto réwniez, ze dlugos¢ fali ugiecia
naprezenia jest rzedu ~ Rh i I < R. Poniewaz wiele probleméw technicznych spemia
przyjete warunki, réwnania. te, dzigki swej prostocie, moga by¢ uZyteczne w obliczeniach
inzynierskich. ,

Powyzsze réwnania sq réwnaniami liniowej teorii powlok gdyz wszystkie efekty nie-
linjowe wynikajace ze zmiany geometrii powloki zostaly pominigte. Jednakze fatwo mozna
je uog6Ini¢ na przypadek nieliniowy dotyczacy umiarkowanie duzych ugigé. Bedzie to
tematem nastgpnej publikaciji.
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Pesome

YPABHEHWSI JJMHEVHON TEOPHMM M3THBA OBOJIOUEK C MEIJIEHHO
N3BMEHAIOUHMMICS KPUBHU3HAMH.

B paGore paccmoTpenn! (hyHAaMeHTanbHbIe YPABHEHHA TEOPHH OOOJIOUEK C MEMJIEHHO H3MEHS-
JOIUUMUCA KpABA3HaMH, B cpaBHennn ¢ mpedbixynumu pafoTamH aBTOpa CHAech Aad Gojiee TOUEH H CH-
CTEMATHYHCKPII BBLIBON YPABHEHHH, a TAK)KE OLICHKA TOUHOCTH PEIUEHMS.
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CucremMa (byHAAMEHTANLHLIX AM(EPENLHANBHLIX YPaBHEHHH 0DOJIOUKY CBeficHA K CHCTeMe nBYX
JuddepeHnUansHLIX YPAaBHCHHE 15T HOPMAJIBHOTO M3riba M (hYyHKIMH HANPSIKEHHIT,

TIpoananuaoBano ABa BapHAHTBI AM(DGhEPEHIMANPHBIX ypaBIeH#it U A0Ka3aH0, UTo IS OBOJIOUeK
C MEVICHHO HIMEHSIOLHMACA KPHBH3HAMIT, MOay4eHbl DYHAGMEHTANBHEIE YPaBHEHHST MACH T UMb,

Summary

EQUATIONS OF THE LINEAR THEORY OF SHELLS WITH SLOWLY VARYING CURVATURES

In the paper the fundamental equations are presented of the theory of shells with slowly varying curvatures.
In comparison with the author previous works, here, a consistent and complete derivation of the funda-
mental equations is given. The system of differential equations of the theory of shells has been reduced
to the system of two differential equations for the normal deflection and the stress function. Two variants
of the differential equations have been analysed and it has been proved that in the case of shells of siowly
varying curvature they lead to the identical fundamental equations.
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WYBOCZENIE CIENKIEJ POWEOKI PRZY OBCIAZENIACH
OBROTOWO SYMETRYCZNYCH POZA GRANICA SPREZYSTOSCI

JErzy Z1ELNICA, MariA Kwiek (PozZNAN)

1. Wstep, zalozenia i oznaczenia

W pracy wyprowadzono zaleZnodci oraz przedstawiono metode obliczei obciazen
krytycznych dla cienkiej sprezysto-plastycznej powtoki w ksztalcie stozka scigtego pod
wplywem podstawowych obcigzen typu obrotowo-symetrycznego, tj.:

— poprzeczne cinienie réwnomierne,

— wszechstronne réwnomierne obciazenie hydrostatyczne,

— sila wzdhuzna $ciskajaca skierowana wzdtuz tworzacej.

Wykorzystujac podejécie SHANLEYA, dopuszczajace wzrastanie obciaZenia i rozwijanie
si¢ stref proceséw biernych w wyniku powstawania pozakrytycznych ugieé, dla kazdego
z wyszczegolnionych przypadkéw podano zaleznodei dla obliczania obcigzed krytycznych
wedlug dwoch podstawowych teorii plastycznodci, tj. teorii deformacyjnej i teorii plas-
tycznego plyniecia. Uwzgledniono $ci§liwo$é materialu powloki i przyjeto charakterystyke
umocnienia typu liniowego. Do rozwiazania réwnan wyisciowych wykorzystano metode
ortogonalizacyjng.

Przy uwzglednieniu niejednorodnego rozkladu naprezen w powloce w stanie przed-
krytycznym i wprowadzeniu badania -warunku uplastycznienia typu H-M-H uzyskano
zalezno$ci pozwalajace na obliczanie obciazen krytycznych dla powloki calkowicie lub
czgéciowo uplastycznionej, a nawet dla powtoki znajdujgcej sie przed wyboczeniem w stanie
sprezystym. W wyniku analizy stwierdzono, ze zwiazki wyjsciowe uzyskane na bazie
teorii plastycznego plyniecia s prostsze i wygodniejsze dla praktycznego wykorzystania.
Przy wykorzystaniu teorii deformacyjnej obliczanie obciazen krytycznych wymaga stoso-
wania metod iteracyjnych i calkowania numerycznego.

W pracach [4, 5] przedstawiono analize statecznoéci poza granicg sprezystosci powtoki
stozkowej obcigZonej wszechstronnym réwnomiernym ci¢nieniem hydrostatycznym przy
zaloZeniu charakterystyki umocnienia materiatu typu potegowego. Wyprowadzone w tych
pracach zwigzki wyjéciowe posiadaty rozbudowana strukture; stosowanie ich do obliczania
obcigzen krytycznych bylo ograniczone do przypadkéw gdy cala powloka przed utrata
statecznoéci przeszta w stan plastyczny. Tego doéé silnego ograniczenia, zawgZajacego
zakres mozliwych rozwigzan, niniejsza praca nie zawiera. W pracy niniejszej przyjeto
liniowg charakterystyke¢ umocnienia materiatu [6), a poprzez calkowanie przez czedci
po ortogonalizacji uniknigto konieczno$ci rézniczkowania wspodlczynnikéw macierzy
sztywnodci, ktére z uwagi na niejednorodny stan naprezen w stanie dokrytycznym zalezg

2 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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od wspolrzednych geomcetrycznych, przez co zaleznosci wyjsciowe przyjely zwarta postaé.
Zaklada sie ponadto, Ze material powtoki jest izotropowy i ciSliwy. Obowiazuja hipotezy
Kirchhoffa-Love’a (w powloce panuje plaski stan naprezenia, obowigzuje hipoteza nie-
wydluzalnego odcinka mormalnego) i zajmiemy si¢ dowolna formg utraty statecznosei.
Analize opieramy na koncepcji wzrastajacego obcigzenia, ktéra, pomimo zioZzonoscl,
umozliwia uzyskanie zwigzkow fizycznych w postaci rozprzeggnietej i daje rezultaty bardziej
zblizone do danych eksperymentalnych. Przeglad wazniejszych prac, tematycznie zwigza-
nych z niniejsza, mozna znalezé w pracy przegladowej [2], oraz w pracach [I, 4, 5].
Ponizej zestawiono wazniejsze oznaczenia stosowane w pracy:
E, — modut sieczny,
E, = E, — moduf styczny lub modut wznocnienia liniowego,
E, G — moduly sprgzystosci podiuinej i poprzecznej,
» — liczba Poissona,
g — rownomierne cisnienie dziatajace na powierzchnig
boczng powloki,
o — wszechstronne réwnomieme cisnienie hydrosta-
tyczne,
N, — sita wzdtuzna roztoZona réwnomiernie, przylozona
do gérnej podstawy powloki,
g*, o*, Ny — argumenty miejsca zerowego,
0y, & — intensywno$¢ naprezen i odksztalcen,
m, 2n — parametry — liczba potfal wzdluz tworzacej i po
obwodzie przy wyboczeniu,
op) — granica plastycznosci,
Nio, Nyo, T1o — sity stanu btonowego,
w, @ — funkcja ugigcia i funkcja sit,
Ea» %y E125 V12 — Odksztalcenia i zmiany krzywizn powierzchni
podstawowej powloki,
s = o5[oy, Og = 0/01, Tso = Tse/0; — wzgledne naprezenia odpowiednio w Ikierunku
podhuznym, obwodowym i styczne,
/L, B, — calki numeryczne w rownaniu statecznodci,
()ss; (),e — réimiczkowanie wzglgdem odpowiedniej wspot-
rzednej,
51, 5, — odleglo$¢ od wierzchotka do gémej i dolnej
podstawy wzdhuz tworzacej,
h — grubos¢ powloki,
p — kat pochylenia tworzacej przy podstawie.

2. Sformulowanie problemu i podstawowe zwigzki wyjsciowe

Rozwazamy cienkoécienng powloke w ksztalcie stozka $cigtego, swobodnie podparta
na brzegach, obcigZong w sposéb dowolny, obrotowosymetryczny. Zakladamy, ze przed
utratg statecznosci w powloce istnieje bezmomentowy niejednorodny stan naprezen
o sitach wewnetrznych: Ny, Nyo, Tyo, Th0, @ Wymiary powtoki i materiat sa takie, ze
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przy aktywnym i proporcjonalnym narastaniu skladowych tensora naprezen, wyboczenie
moze nastapi¢ po osiggnigciu granicy sprezystosci. Jezeli przyjmiemy, Ze. w chwili wybo-
czenia powloka ulega uplastycznieniu, a strefy lokalnych odcigzen powstaja dopiero
w wyniku ugie¢ powloki, wéwczas dochodzimy do stosowanej tutaj koncepcji wzrastajg-
cego obciazenia. Przy takim podejsciu rozwijaniu sig stref proceséw biernych towarzyszy
wzrost obciagzenia ponad wartos¢ krytyczng, a kat pochylenia krzywej o; = o;(w) w punkcie
bifurkacji jest na ogol rézny od zera. Koncepcja ta zostala zaproponowana przez SHAN-
LEYA do analizy wyboczenia protdw i zastosowana przez STOWELLA, ILIUSZYNA 1 GRIGO-
LUKA dla plyt i powlok.

Rownania statecznosci powloki STOZkOWCJ zostaly wypr owadzone w pracy [4]:

1
OM, o8 20M,, C _—
sssSlnﬂ—*_ S.Ss'scosﬂ+ S Osﬂ.-*- SCOSﬂ

6M9,99—6M@_scosﬂ+
b2 Mep.0+20Meo, w0t |~ — +e .ﬂ Nao+sc08f N,
S 56,6 50,56 scosfB W,00 +COSPW, | N0+ SCOSPW, oV 1o+

Q.0 1
+2 Wi — TW,@ TlO = 0,

dgg, 00 +208g, ;cOSf—
deg,sco08f3 = 0.
Roéwnanie (2.1); wynika z warunkéw rownowagi elementu po utracie statecznodci,
natomiast (2.1), jest réwnaniem nierozdzielnoéci odksztalcen. 6 My, ..., ON;, ... oZnaczajg
wariacje sit i momentéw wywolane w powloce przez utrate statecznosei, deg, 0g9, 0y0 —
wariacje odksztalcen w powloce.
Wedhig hipotezy Kirchhoffa-Love’a wariacje wydtuzen dowolnego odcinka powloki
zaleza od wydluZenia elementu powierzchni podstawowej i zmiany krzyw12n

. 1 :
W, Sin S~ 0yc0,50 — - 0y 0,0+ 0, ss5COS B+ scosf

ey, = Oe; —x; 0%,
(2.2) (SEQ = (582'_X3 6%2,
o = 0y12—x30%;,,

. . , . . . h
gdzie x5 jest wspéirzedna mnormalua do powierzchni podstawowej, przy CZym ——- <
h -
£ X3 €+
3 s+ 2
Wariacje krzywizn w powloce sg okreSlone nastepujaco
1 sinf
ony = w, = - ~
#L= Wi 0% s Wt szcoszﬂ Wsoe szcoszﬁ

Q2.4 .1

1 1 ‘ tgf v
scos f Wrso™ s%cosf SRR -v,s—-s—2tgﬂ.

Sity i momenty w powloce jakie powstana w wyniku utraty statecznosci uzyskamy
catkujac po grubosci powloki wariacje naprezeni

B +
ty

2.5) N = [ bogdxs, OMuy= | O0,xsdxs,
h h

0%y, =

D xe

-2 2

2%
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gdzie do,p oznacza wariacje naprezeri, ktére nalezy okresli¢ ze zwiazkow fizycznych.
Zgodnie z teorig malych odksztatcen sprezysto-plastycznych NADAIA-HENCKYEGO [6]
mamy

2.5) oy; = 2m(e;) &+ [BK—2m(e)] €, 0y

gdzie nalezy dokona¢ wariacji sktadowych tensora napreZenia. Wedhug stowarzyszonego
prawa plynigcia PRANDTLA-REUSSA, po dokonaniu wariacji tensora odksztalcenia mamy

1 1 1 doy A
(385 —_ —E-— ((30'5—-1)(30‘9)'*‘ fwk(o‘s__z_oe) o, > (E’_Q.)
(2.6)

1 3
(S}’,@ = 'E'(sr_‘-g'*'f(l)krsg .

gdzie 6 = o}+0d—0509+37%, wp= E[E—1.

Zwiazki (2.6) nalezy odwréci¢ ze wegledu na wariacje naprezen. Po rozwinigciu, a
pastepnie podstawieniu (2.5) i (2.6) do (2.4) i scatkowaniu dostaniemy wzory, ktére dla
skrécenia zapisu podajemy w zapisie macierzowym
2.7 ON = E x de,

2.8 oM = D x dx,

gdzie E i D sa macierzami sztywnosci

Ella E12» '_E13 _Dlls "‘D12’ D13
2.9 {Ey} =| E21,  Ea, —Eas|, {D,}=|-D2, =Dz, Dasj,
—E31, _E32’ E33 D31’ D32, '—D33
natomiast Vi 6M sg wektorami kolumnowymi sit i momentéw.
(2.10) ON = {ON,, 0No, 0N}, OM = {6M,, $Ms, M},

a de i dx sa wektorami kolumnowymi odksztalcen i zmian krzywizn
(2.11) 58 = {581, 652, 6612}, 5” = {6%1, 57{2, .6312}.

Zgodnic z koncepcja SHANLEYA wspotczynniki E;; 1 D;; zaleza od przyjete] teorii plastycz-
noéci, mechanicznych wlasnosci materialu w stanie sprezystym i plastycznym 1 od stanu
naprezen w powloce przed utrata statecznodci. Wartoéci ich mozna znalezé w pracach
[4, 5] dla obydwu podstawowych teorii plastycznosci, dlatego tez w pracy niniejszej ogolnej
ich postaci nie przytoczymy, podamy jedynie ich warto$ci po okresleniu charakterystyki
materiatu i zdefiniowaniu naprezen stanu przedkrytycznego dla poszczegélnych rodzajow
obciazen zewngtrznych. Do réwnania réwnowagi i réwnania nierozdzielnosci (2.1) wsta-
wiamy wariacje momentéw (2.8), oraz wariacje odksztalcern po odwréceniu réwnania

@, t.
(2-]2) g = EX oN
gdzie E jest odwrécona macierza sztywnosci.

Do rownan (2.1) wstawiamy réwniez wyrazenia okreslajgce krzywizny (2.3) oraz wariacje
sit wyrazone za pomoca funkcii sit
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1

1
Tieosp Doty P WMo = By,

ON,; =

(2.13) .

S/ PO N —
ONseo scosf 7 sZcos?p

Pomimo obrotowej symetrii obcigZenia, w powloce panuje niejednorodny rozktad
uapreZen w stanie przedkrytycznym, stad E;; 1 Dy; sg funkcjami argumentu s, a dla przy-
jetych rodzajéw obcigzen znikaja sily 1 naprezenia tnace, co powoduje Ze E,; = E;, =
= Dy3 = D3, = 0. Po uporzadkowaniu réwnania (2.1) przyjma postac

(D,_“Sinﬂ—'D“ SCOSﬂW,ssss—ZCOSﬂ(SDI1),SW, sss+cosﬁ [_ (SDll, ss+D1 2, s+

1 1 1
+2D11.S_T Dzz) +N10] w’ss+cos,3(_D12,ss+ Y Diys— ‘STDzz +

2
scosﬂ

2
+N20) W:s‘*‘ ﬂ (D33—D3 )W, 500 + [_(Dlz Di33)+Das,—
D + ! D (2D +D 2D33. )
= D2, (W00 W — Dz, s+ . 12,s 22,5 33,80

2 1 :
(2-14) - “s’i (D12+D22“D33)—N20] W,GG—WDMW,QGQG = 0,

- 1 - -
W, 558in B+E;,5c08 8D, oo+ ScosB (E33+2E )P, 500+ mEu@,eeee‘*‘

= _ 2= 1= o
W (E33;s+2E21,s_ ’E"Elz'— —S—E33) @,599.+2COS[9(SE22”+E22)+

1 = .
+ scosh [sz,xs — (Esa, 5+2E21,S+Eu,s)+ (E33+2E“+2Eu)l o0+

_ _ _ 1 — _
+ cosﬂ'(SEZZ,SS+2E22,S+E21,S— e En)@,ss'*‘cosﬁ(Eu.u—

1 = 1 -
—TE“’S-F—.STE“)@": 0.

3. Rozwiazanie réwnan

Aby wyznaczy¢ obciazenie krytyczne nalezy rozwigzaé uktad réwnan réiniczkowych
czastkowych (2.14). Uklad ten sprowadzimy do réwnad téZmiczkowych zwyczajnych
wzgledem zmiennej s przez przyjecie funkcji ugigcia w i funkcji sit @ w postaci podwojnych
szeregdw nieskoriczonych

o

3.0 w(s, ©) = 2 Z Wan(s)cosn@,  &(s, O) = Ej S: Dp(s)cosn®.
mal

n=1 m=1 =1
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Przyjmujac w pierwszym przyblizeniu po jednym wyrazie tych funkcji i podstawiajac
do (2.14) uzyskamy uktad

. d*D d*w ddw , . d*w - dw
sinf8 152 +ory P + o, ds3 +(oc3—n“oz5)m2—+(oc4—n2a7) o
—n?w(@,—n%a5) = = 0,
G2 . dw R B d*® N
Smﬂw +8s a5 +(f7—n?8,) e +6. v +(Bs —n*Ba) 75 +

+n2@(n?*B;3—fs) = 0.

Wspdlczynniki «; i B; rownan (3.2) sa funkcjami zmiennej s. Uklad réwnan (4.2)

scatkujemy w .sposéb przyblizony metodg ortogonalizacyjna GALERKINA, przyjmujac
funkcie w(s) i @(s) w postaci

(3.3) w(s) = wosininl2 (s—s), P@6)= @osinm—ln (s—sy),

spelniajacej kinematyczne warunki brzegowe.
Zgodnie z metoda ortogonalizacyjng zadamy spetnienia warunkow

(3.4) [Fiewe =0, [F@o6 =0,

gdzie F,(s) i F,(s) oznaczajg lewe strony téwnan (3.2).

Podstawiajac (3.3) i (3.2) do (3.4) oraz wykonujac catkowanie przez czgSci wyrazdw
zawierajgcych zmienne wspOtczynniki o; 1 B: uzyskamy uklad dwdéch réwnan algebra-
icznych wzglgdem niewiadomych wq i @,
wodi; +DoAi2 = 0,

WAy +PoAs, = 0,
Z warunku znikania wyznacznika tego ukiaduy, tj.

All All]
3.6 =0
( ) [AZL A22
i po odpowiednich przeksztalceniach, wyznaczymy obciazenia krytyczne.

Jak juz wspomniano, do analizy przyjmuje si¢ charakterystyke umocnienia materiatu
typu liniowego, dla ktorej

3.7 o = §Er—op (% — 1).

Modul styczny w zakresie plastycznym E; = E; = const w tym przypadku, natomiast
modut sieczny E. = a,/¢; jest zmienny i okreslony charakterystyka (3.7). W momencie
utraty statecznosci czg§¢ powloki moze znajdowac sig w stanie sprezystym, a czgsé w plas-
tycznym, stad tez konieczne jest badanie warunku uplastycznienia i przyjmowanie E, =
= E, = E dla zakresu sprezystego. Moduty sieczny i styczny, wchodzace do zwiazkéw
fizycznych, zdefiniujemy wobec tego nastepujaco

E {Ec, oy > Oy E;, 0, > oy
e = = .
E; ai < Upl E7 at < Gpl

(3.5)

(3.8

Obecnie przejdziemy do podania wynikéw dla poszczegdlnych przypadkéw obcigzen.
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4, Powloka obciazona réwnomiernym cisnieniecm poprzecznym

Sily i naprezenia blonowego, przedkrytycznego stanu naprezen w powloce sg okre§lone
nastepujaco

$ 5%
Ny = osh = —'22Tﬁ<1*‘%‘), Nao = 0ph = —-—
4.1

N <L S o)
%= htgf 3+( s ) ’

natomiast modul sieczny przyjmuje wartos$é

*+.2) E. qsy &2
gdzie .
k= 2(—%—1)cnlhtgﬂ, 02, = 3+(ST1) .

Zgodnie z (3.6) uzyskamy nastgpujacy zwiazek okreslajgcy wartodé obcigzenia krytycznego

, [ wsinf \*
Sn( h )

(43) Qo =

2, n*

~ n
B cosf+ S ?

3 —_
~ S, |7z
OS‘B B2+ 005313 BS_ 12‘31 (T) COSﬁ

2 - 4

2
_(/Lcosﬁ+ én As+d?, Lj(%) cosﬁ) X

n
osf A2t cos®f
Eh*gf | 1 3)2 PRSP +an}”
X Bleosp |2 1 17T cos?f )

W réwnaniu powyZszym

~ 1 {=)\? 7 \? T 1 '
= | — 5| | =sdys |5-) sin?¢—d,,+ sin2p— — cos?p | ds,
l 1 1 s

e
I

s (11 1= T, 1 .
AZ_J { —S_T[_Zd”v_l_sm ¢+—sd22s1n2¢]+

2 _ 1 .
+2d33% l(-gli) coszw—%%§1n2<p+s—2s1n2¢ }ds,

Ay = -f 1 ——li-dzzsinztpds,
4.9 B

' , 1 -
sinztp—b12%51n2<p+ Tb“coszqo} ds,
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~ N 1 = 1
B, = f{M T (Zb12 - sin (p——s—b“sm2tp)

V(=Y , 1 =& 1.,
+b3; T[(T) cos*p— - sin2¢p+ ~7 sin q)]} ds,
~ TN
B, o

S1

1 .
ey b, sin*pds, ¢ = —7;— (s—sy).

Wspotczynniki wystgpujace w zaleznosciach (4.10) sa zwigzane z elementami macierzy
sztywnosci nastgpujaco

o [%2 D, 2(s2) D,(s,)

Wl = NG T TAG)
o |°2 _ N(Sz) _ N(Sl)
(4.5) b?, s T M(sy) D,(s2) my Di2(sy),

daﬂ=Daﬁ> bn= Dzz, b22=D11, b12= —Dlz,
M = DuDzz—D%z-

Elementy macierzy sztywnosci Dy i funkcje N i M zaleza od przyjetej teorii plastycz-
nosci i dla danego typu obciaZenia i przyjetej charakterystyki materiatu w zakresie spre-
zystym i plastycznym sa okreslone nastgpujaco:

a) teoria deformacyjna (TD)

l, (o1} < O'pl
3
+ —
DY = 1+ k_ls_ 1- s o, > oy
3s*+s¢ sy I
]’
™ _ 3kys®
gy Bs*+sH3’
1
_Z"(z_vl)’
4.6 9 =
4.8 Diz 3kls3(sz—s§l+_1_ _ B,
2q)/ (3s*+54)} 2 2E )
L
3-—1’1’ 3—-1}1,
D _

53 = E 2k b3y = 3_15_(” kys )_v
(] AN
LB+,

NTD —
ks [ E ) 2siBS4sD ] g E,
4 QI/?W E, 3S4+Sl ——+V1_—v E}’

gdziev, = 1—2»,
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b) teoria plastycznego plynigcia (TPP)

20, IS O
DI =, 9 s\’ ; 5 )
6+‘2‘ U)k+3(—s" U)k+ (2+’2 wk) (—ST ) 3 o > GDI
Z'Q.\',
DTPP — Sy +
22 2134+ (1 + ) b
282,
(47) D'rPP — s 2 S, 4
E o301 r@ron ()
1
TPP _ PP __
dyy = I+v °’ b33 2(1+7))’
21—,
NTPP — ?

9 s | s \*
6(1 —2»%) + 5 we+3(1 —=22)e, s—; + [2(1 —»3) + 5 w (5 ——47/)] (v&i—) .

Jak wida¢, wspolczynniki wg teorii deformacyjnej zalezg od zmiennej s jak i od obcia-
zenia zewnetrznego ¢, natomiast zgodnie z teoria plastycznego plynigcia zaleza tylko od s.
W zwiazku z tym stosujac teori¢ plastycznego plyniecia obciazenie krytyczne mozna
otrzymaé bezposrednio ze wzoru (4.3); pozostaje jedynie obliczenie calek numerycznych
Aii B (4.4), ktorych wyznaczenie w sposob scisty jest zawite. Wedtug teorii deformacyjnej
obcigzenia krytycznego bezpoérednio ze wzoru (4.3) nie mozna obliczyé, poniewaZ prze-
ksztalcenie tej zaleznodci ze wzgledu na g nie jest mozliwe. W zwiazku z tym podamy
pewien algorytm iteracyjny. Powloka na ktdrg dziala boczne ci$nienie réwnomierne traci
statecznos$¢ w ten sposéb, ze wzdhuz tworzgcej tworzy sie jedna poifala; dlatego w réwnaniu
(4.3) przyjeto m = 1, natomiast po obwodzie powstaje » fal, przy czym warto$¢ n przy
obcigzeniu krytycznym zalezy od parametrow geometrycznych powtoki. ObcigZzenie
krytyczne gy,, stanowi minimalna spoéréd wartoéei g* = ¢*(n) dla réznych liczb n (n =
=1,2,3,..). Obliczenia bgdziemy prowadzili nastepujaco. Zwiazek (4.3) zapiszemy
w postaci
(4.8) Fi(g,n) = L(g,n)~q = 0,

gdzie Li(g,n) oznacza prawa strong réwnania (4.3). Mamy w ten sposob funkcje jednej
zmiennej g i parametru n. Obliczenia, polegajace na poszukiwaniu miejsc zerowych (g*)
funkcji Fi(g, n) zrealizowano przy pomocy komputera po opracowaniu odpowiednie;
procedury. Na rys. 1 przedstawiono uproszczony algorytm obliczel. Po wezytaniu danych,
w tym parametréw iteracji ¢ i ,, nastepuje start obliczen od q; = Guin (PIZY CZYM i <
< grkrm) Przyjgtego na przyklad w oparciu o wyniki dla teorii plastycznego plynigcia.
Po obliczeniu elementéw macierzy sztywnosci dla szeregu wartoéci argumentu s & (s, ,)
przy zadanym kroku catkowania i przechowaniu ich w pamigei, nastepuje obliczenic calek
A; 1 By i réwniez przechowanie ich w pamn@m Pozwala to na zwigkszenie efektywnosci
obliczen, gdyz we wyrazeniach na 4; i B; nie wystepuje parametr n. Po obliczeniu F;(q, n)
nastgpuja kolejne obliczenia dla (g+kdq), az do osiagnigcia zmiany znaku funkcji
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Fiox(g+kAqg, n). W tym momencie metody interpolacji liniowej zostaje ustalona i zapa-
migtana warto$é przyblizona argumentu ¢* odpowiadajaca miejscu zerowemu przy réznych
wartoséciach 2. Dalej nastepuja ponowne przejscia przy zmniejszonym kazdorazowo kroku
Adq i badanie czy osiagnigta zostata odpowiednia dokladno$¢ (parametr ¢). Jak widaé
z rys. 1, procedura przewiduje réwniez kazdorazowo badanie wplywu na wynik doklad-

START

O I

Rys. 1

noéci catkowania. Dokonuje si¢ tego przez zrealizowanie ponownych przejéé ze zmniej-
szonym za kazdym razem krokiem catkowania, az do spelnienia zwiazku (02, — 01xs) < &1,
gdzie g, jest parametrem calkowania, a 0%y, i o}y, oznaczajg wartoéci argumentu miejsca
zerowego z poprzedniego i biezacego przejécia. Po spehieniu tych warunkéw nastepuje
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wyprowadzenie wynikow i automatyczne przejécie do realizacji dla kolejnej grupy danych,
przechowywanych w zbiorze dyskowym. Obliczenia koncza sig po wyczerpaniu wszystkich
wariantow. Rezultaty obliczed zostana przedstawione w ostatnim rozdziale pracy.

5. Powloka obcigzona wszechstronnym réwnomiernym cisnieniem hydrostatycznym

Dla tego przypadku obciaZenia sity i naprezenia blonowego przedkrytycznego stanu
naprezen wyraZzaja sie nastgpujaco

g8 g8
g Nyp = oh = _EE’ Nyo = opgh = — tgf’ Tio = T, =0,
G- V3 s
T higp
Modut sieczny przyjmuje warto$é
E
- ’;C ) o, > Op1
1+ —=
E,= V/ 30s
E
E’ gy < Opls kl = 2(f‘—l)dplhtgﬁ.

Wedtug kryterium statecznosci (3.6) dla tego przypadku obciazenia powloki otrzy-
mujemy nastgpujaca zaleznos$¢ na obcigzenie krytyczne

32 (nsinﬂ 2

h
(52) Okrn = !

B,cosp + n’ B, + n B,—b?
1 cosf 27T cosPp T P2

S ﬂ 2
a: (—I—) cosf
- n? -~ n*t . o |5 {7 2
— (Alcosﬂ+ 03B A+ cos7B A:,—i—dm\Sl (—1—) cosﬁ) %

a: - 2 -1
x E—h—;lirﬁ {coszﬁ l% + % (%) (s3— s?))] + 2n2} .
Calki numeryczne wystgpujace w réwnaniu statecznosci (5.2) s3"okre§lone zaleznosciami
(4.4). Obowigzuja tutaj rowniez zalezmodci (4.5). Wspdlczynniki okreslajace elementy
macierzy sztywnosci dla obcigZenia wszechstronnego i liniowej charakterystyki umocnienia
83 nastgpujace:
a) teoria deformacyjna

1, 0 < Oy
(53 D=1, V3 k

12 os’ 0t > Op1
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1
1, T(2~v1)$
V3 k, 12 = -
I+ 14 V3
3 os
2
3y, 3—y,,
Ecsf]) a3 = : by = 33(1+(»——k‘ )-—m)
: k ’ E 3
5 (” m}@)‘“ e
k
1 2
D ~4T [(3+2V1)—1’1],
_N =
1 E E, = E 2 k
o Emmt 3 (B2 20) 5], mroa
k k

b) teoria plastycznego plynigcia (TPP)

6, 1 o<y
S 6+iwk, o, = 0,
2
(5.4) DIF = 6, DIF =6v, dEF = l_iL;_ 1 = 2(149),
6(1—»%),
N = 6(1—v2)+%a),,, o, _Eik__l

Podobnie jak w poprzednim przypadku, wedlug teorii deformacyjnej wspdlczynniki
zaleza od zmiennej s i obciaZzenia ¢, natomiast zgodnie z teoria plastycznego plynigcia
wspolezynniki te sg stale, co bardzo upraszcza zagadnienie. Dla teorii plynigcia obcigzenie
krytyczne obliczamy bezposrednio ze wzoru (5.2), gdzie catki numeryczne A1 B (biorac
pod uwage, ze DJFF i NTPF = const) mozna wyznaczyé explicite. Sa one nastgpujace

- 11 (=1 (=) s s
A, = —TW(T) =7 (T) di1(s3 —s})+ds, [lns—2(1+cos27z—;—) +

1

+Ckcos2n ] L 4 S,sin2% l]}

- 1 z s 5 s
(5-5) A2 = F (T) {—-du]nﬁ +(d12+2d22) [(Ck—'ln —;:—) COSZ?ZTl-l-

2
+ S;sin2mw l]}+c133 —71) {ns—z— C,,—lnil—)cos2a"c~s—1—+S,‘si112a~cs—l y
1 1 Sy Sy 1 1

~ 1 AN s s .
A, = _ﬁd“ (T) [(Ck—lné—) cos27z—li+Sksm27stl],
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2 2
69 5 _ LN (z) {Lbu (1’_) (s§—s§)+bu[lni2—+(Ck—lni)x
l 2 l S M

2

x cos 271 L l + Sisin —IL]

2 }
N [(=\?
B, = el buln—~(b12+2b“)[(Ck—ln—— cos2n—+Sk51n2 St +
M\l l l
1 n\® S, Sy Sy . 5y
+_i_ b33 (—l") {]n?'*'[(ck_ln;) COS2ﬂ-l—+Sksm2 T

~ N AN Sy Sy . Sy
B, = ﬁb“ T Cy—1In S cosZn—l—+Sksm2nT ,

gdzie
27
00 k+1
2( b (l) -
Ce=— oot e s,

k=1
2k+1
2n)

ooy
T A& @kEDI kD)

Sk

(S2k+1 2k+1)‘

Jak widaé, w oparciu o teorig deformacyjna obcigZenie krytyczne moze by¢ wyznaczone
jedynie w oparciu o poprzednio oméwiong procedure iteracyjng. Dla teorii plastycznego
plyniecia nie ma problemu w przypadku gdy powloka traci statecznos¢ w stanie catkowicie
sprezystym lub catkowicie plastycznym, gdyz tylko wtedy elementy macierzy sztywnodci
(5.4) sa okreslone jednoznacznie. Gdy powloka traci stateczno$¢ w stanie sprgzysto-
plastycznym, pojawiaja sie problemy, ktére mozna pokonaé np. przez dokonanie podziatu
przedziatu (s, s,> na czeéci i sprawdzenie dla kazdego kroku warunku uplastycznienia.
Umozliwi to wybranie wlasciwych wartoéci wspolczynnikéw (5.4). Oczywiscie jeZeli
dokonujemy podzialu na wigksza ilo$§¢ czgSci wynik bedzie doktadniejszy.

6. Powloka obciazona wzdluina sila sciskajaca

Sily 1 naprezenia w bezmomentowym przedkrytycznym stanie naprQZema 53 naste-
pujace
s; 1

sTl’ Nao =0, Tio=Tew=0, 0;=N,~-

6.1 = oh = — 2
( ) N10 Gsh Na a h s

Modut sieczny przyjmuje warto$é

N gy > Gpl
6.2 =11 S
6.2) E. +k, -

E, Ul g- Upl!
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gdzie

h E )
= — — —1}.
k, 5, Opt ( E )

Krytyczng site Sciskajaca obliczymy z zaleznosci

(63) Nnkr =
_ End " 3m2a?sin?p 1. +
T 6s.(5,—5 h’cosf  ~ n? o~ . s *
1(52—52) g Bxcosﬂ"'mBﬁ‘g&ﬁBa“b?z 5 micosf
1 ~ - n* - 15,
_ L - _ 10 i
t micosp (Alcosﬂ+ cosp A2+ cos3f A3) Hial,

Catki 4; i B; obliczamy wedtug zaleznosci (4.4) i (4.5), natomiast elementy macierzy
sztywnosci dla omawianego przypadku obciaZzenia sg nastepujace:
a) teoria deformacyjna

I, ' 0y K O
DI? = 3 s =1,
e 1+-ij_—]v;, (] > Op1, 22
1
. 'Z (2'—’”1)’
Piz =1, E
’4— (2—7’1 —E—k—)’
(6.4 1
1+4»° 2(1 4v),
40 — 2 TD _ y
33 - , b33 3—5—(1+k1 Wt)—vl-’
3-—k(1+k1 Na)—’“ . o
1—»2,
N™ =11 E N E , Bx
—4—[3—E:kl(Ta)+3E—k+2vl—vl'F 5 Py = 1—2»,
b) teoria plastycznego plyniecia
2; Ul < Gpl
DTPP = 1
11 2+7(—EE'7—1), gl>dpl
2, 2,
- DI ~{ E  DJF- E
2—, 2—~1+—,
(6.5) E, E,

1
di5T = ——, b = 2(1+),

2(1—92),
NTPP — 1 [ E
2(1 '—'Vz) -+ _2“ (E o 1) (5_41))
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Jak widaé z powyzszych zaleznosci, jezeli do obliczen zastosujemy teorie deformacyjna,
wtedy obcigzenie krytyczne mozna znalez¢ wylacznie w sposéb iteracyjny, natomiast przy
wykorzystaniu teorii plynigcia, gdzie elementy macierzy sztywnosci sg stale i nie zalezg
od obciazenia, problem sig upraszcza. Poniewaz w tym przypadku funkcje podcatkowe
w wyrazeniach (4.4) nie sg zawile, po scalkowaniu uzyskamy

- 11 1 s
A, = —Z—Tm%{ 5 d, mi(si— s%)—dzzlns_z‘“dzz [(Ck

1

s, 2mmn
cos Sy

2 '
+ Sisin n;:m sl]},

A2=

%m} {—dlzlnéi + (d,.+2d,5) [(Ck—-ln --z—l—)cos 2ma Sy +
1

2 1

5 )
+8,;sin anm sl]}+cl”m} {ln —22« — [(Ck—ln Z—l) cos —nlwis1+Sksin @—;ﬁ sln,

1 2

- 1 mn |\’ s 2mn . 2mn
Ay = —Td“( 7 ) [(Ck—ln-é) cos 7 - 51+ S;sin i 51],
(6.6) 1 N L1 2
~ s s mr
B, —2ﬁm%1—:—):bzsz(si—sf)—_l-buln-S%+b“l(Ck—ln :) St
-I—Sksm ]}
Ez = %m%{b 2]n (b12+2b11)[(Ck—1n--§-1-) cos 2’7 s;+S;sin 2mn ]}
2

_I_
1 Sa Sy 2mw
+-2~b33mf In = —|{Ci—In—] cos ; ﬁsl+Sksm

Sy S,

~ N mr \? s 2mm . 2mxw
B3=ﬁb“(»—l—) [(Ck—ln?:»)cos—-~Z——-sl+Sksm 7 51],

2mn 2k
o0 (_1)k+1 ( l )
Ce = _IZ k)1 2k (53" =519,

NE )

Si = 2 TQRk+D12k+1)

(s2k+1 2k+1).

Dla rozwazanego przypadku obcigZenia powloki w celu obliczenia obcigzen krytycznych
nalezy dokonaé¢ minimalizacji wzgledem dwéch parametréw, tj. m i n. Moze wystapic
tutaj réwniez przypadek wyboczenia osiowo symetrycznego (n = 0) i wowczas zaleznosé
na obcigZenie krytyczne sprowadza si¢ do zwiazku

En? [ 3Im2n’tg*f Ay

(6.7) Ny = ~ds,

6s,(s2—s1) | h2(B,—b%, | m2)  mi

51
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7. Obliczenia numeryczne i wnioski

W oparciu o przedstawiony algorytm (rys. 1) opracowano program Ww jezyku
FORTRAN-IV, a obliczenia zrealizowano na komputerze ODRA-1305. Istotna rolg
w uruchomieniu programu i wykonaniu obliczen numerycznych stanowita mozliwo$¢
korzystania ze zdalnej koncowki konwersacyjnej pod sterowaniem systemu operacyjnego
GEORGE-3. Jako podstawowe do obliczen przyj¢to nastgpujace dane: E = 2,09 - 10° MPa,
Fr = 9-10°> MPa, 0,y = 72 MPa, » = 0,33,s5, = 32cm, 5, =8l cm, f = 20% ¢ = ¢, =
= 0,001. Dane rézniace si¢ od wymienionych zaznaczono na wykresach.

! ! : |
4 6 8 10 12 14-107R
Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiono wyniki obliczen dla przypadku obciazenia powloki réwno-
miernym ci$nieniem bocznym g. VAVykres przedstawia zalezno$¢ obeciaZenia krytycznego
Gur = Gur/0p od grubosci powloki h = h/,; gdzie 0z = S ctgf jest promieniem krzywizny
powierzchni $rodkowej przy mniejszej podstawie. Wyniki podano zaréwno dla teorii
deformacyjnej (TD-linia ciagla), jak i dla teorii plastycznego plynigcia (TPP-linia prze-
rywana). Jak wida¢, w miare wzrostu grubosci powloki obcigZenia krytyczne réwniez
rosng i to W sposdb zblizony do liniowego. Zmienia sie jednak postaé utraty statecznosci;
im grubos¢ wigksza, tym tworzy si¢ mniej fal po obwodzie odksztalconej w wyniku utraty
statecznos$ci powloki. Obydwie teorie daty tutaj zbliZzone wyniki, z tym Ze stosujac teorig
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plastycznego plynigcia uzyskuje sig¢ nieco wyzsze obciazenia krytyczne. Nadmieni¢ nalezy
réwniez, ze w catym badanym zakresie powloka tracita stateczno$¢ w stanie sprezysto-
plastycznym. Dla przyjetej grupy danych uwzgledniono $cisliwo$é materialu powloki.
Poniewaz w szeregu pracach dotyczacych statecznosci ptyt poza granica sprezystoéci
nie uwzglednia sig scisliwosci materiaty, dla tego przypadku przeprowadzono ponownie

Al%)
15 -
101
g|--
| | | ! ] i}
6 8 10 12 14107 A
Rys. 3
a,«
0.025,- -
0.020|- -
0.015f
0010 -
0.005;- -
| | i |

20 Lo 60 80 [E}

3 Mech. Teoret. i Stos, 2/81



198 J. ZieLNica, M. KwIEkK

obliczenia przy zatozeniu niescisliwosci. Kolejny wykres pokazuje rozbieznosci jakie
wynikaja w obcigZeniach krytycznych przy uwzglednieniu i bez uwzglednienia $cisliwosci
materiatu. Przedstawione na rys. 2 krzywe obrazuja zaleinos¢

(7.1 /A = ﬁ".i)__”=°;5__(‘z‘,‘i)_“.=,9:§§_. 100,
(Gkedv=0.5

przy zmieniajacej sie grubosci powloki, dla obydwu teorii plastycznosei. Stwierdzono,
ze rozbieznosci sa wigksze dla mniejszych grubosci powtoki, czyli dla przypadkdéw gdy
proces uplastycznienia w chwili utraty statecznodci jest jeszcze niewiele zaawansowany.
W miar¢ rozwoju procesu uplastycznienia rozbieznosci maleja; jednak teoria plastycznego
plyniecia wykazuje wyisze warto$ci tych rozbieznoéci niz teoria deformacyjna. Wynika
stad wnoiosek, Ze nie uwzglednienie $ci§liwosci materiatu, (co pozwala uzyskaé prostsze
zwigzki) moze by¢ z technicznego punktu widzenia stuszne dla powlok tracacych statecz-
noé¢ przy zaawansowanym procesie uplastycznienia.

Na kolejnym rysunku pokazano jak zmieniaja si¢ obcigzenia krytyczne ze zmiang
kata pochylenia tworzacej przy podstawic, przy zachowaniu stalego $redniego promienia
powloki. Obliczenia wykonano dla teorii deformacyjnej z uwzglednieniem $ciliwosci
materiatu. W obliczeniach wykorzystano opracowany algorytm iteracyiny i zwiazek (4.3).
Zauwazy¢ mozna tutaj, ze przy wzroscie kata f obciazenia krytyczne nieliniowo Tosna,
przy wzrastajacej jednoczesnie ilosci fal wyboczenia. Wzrost ten staje sig mniej gwaltowny

8,
0.025[-
0.020|-

0.015—

0.010[—

0.005L

20° 20° 60° 80° 1
Rys. 5
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dla kata B > 60°, gdy stozek zbliza si¢ ksztattem do walca. Wyniki przedstawione na tym
wykresie odpowiadaja stosunkowl grubosci do ditugosci powloki £// = 0,015. Przepro-
wadzono réwniez obliczenia przy zmieniajacym si¢ kacie f§ dla wigkszych stosunkoéw A/,
tj. dla powlok o wigkszej grubosci, a wyniki przedstawiono na rys. 5. Istotnym celem tego
wykresu jest pokazanie rozbieznosci pomigdzy dwoma podstawowymi teoriami plastycz-
nosei. Jak widaé réznice sa niewielkie dla 4/l = 0,015, natomiast dla wigkszych grubosci
rozbieznosci tosng, przy czym teoria plastycznego plynigcia daje zawsze wyzsze wartosci.
W oparciu o obliczenia stwierdza sig, ze rozbieznosci byly stosunkowo niewielkie dla
powtok tracacych stateczno$¢ w stanie sprezysto-plastycznym. Gdy cala powloka przeszia
przed wyboczeniem w stan plastyczny, rozbieznosci gwaltownie wzrastaty.

Kolejnym etapem analizy numerycznej byly obliczenia obcigZen krytycznych powloki
$ciskanej osiowo sifa roztozong réwnomiernie na obwodzie podstawy. Obliczen dokonano
dla obydwu teorii plastycznosci, opierajac sie na zaleznosciach (6.3) do (6.6) i (7.1) i pro-
cedurach. opisanych uprzednio. Powloka §ciskana silg wzdluzma moze po utracie statecz-
nosci pofalowaé sig zaréwno w kierunku wzdiuznym jak i po obwodzie, zaleznie od
parametréw fizycznych i geometrycznych. Stad wynika koniecznos¢ minimalizacji zaréwno
wzgledem parametru »1 jak i n. Na rys. 6 pokazano jak zmieniaja si¢ obcigzenia krytyczne
dla réznych ilosci fal wyboczenia m i n. Dla tej grupy danych uzyskano obciazenie kry-
tyczne réwne Ny, = 1,217 MN/m przy m = 2 i n = 6. Przeprowadzono réwniez analize

1.30

1.28

1.26

Nak,[MN/m]

124

122

120

3e
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wplywu zmiany grubosci powloki na obciaZenia krytyczne, co przedstawia rys. 7. Wymiary
dobrano w ten sposéb, ze dla dolnych wartosci badanego zakresu powloka tracita sta-
teczno$é w stanie catkowicie sprezystym; wyniki dla obydwu teorii byly zgodne, przy
wigkszych grubosciach nastgpowalo wyboczenie w stanie sprezysto-plastycznym, rozbiez-
nosci pomiedzy TD i TPP byly niewieikie. Jak widac¢ z wykresu, podobnie jak w poprzednich
przypadkach, wraz ze zmiang gruboéci powloki krytyczna sifa sciskajaca wzrasta w przy-
blizeniu liniowo, przy malejacej liczbie fal obwodowych n. Zauwazy¢ nalezy réwniez,
ze nizsze wartos$ci obcigzen krytycznych uzyskiwano dla badanej grupy danych przy
niesymetrycznej formie utraty statecznosci.

Na zakoficzenie nalezy podkresli¢, ze odpowiedZ na pytanie ktora z przyjetych teorii
plastycznodci da wyniki blizsze rzeczywistosci powinien da¢ eksperyment. Pewna probe

ﬁ ] ; |

12| - ’ ]

Nokr[ MN/m ]

08| ' —
08| - ' —

04l- ' _

027 s | s-pL

|
¢ 6 8 10 12 %07 R
Rys. 7

wyjasnienia uzyskiwanych rozbieznosci dla probleméw wyboczenia piyt i powlok przed-
stawil ostatnio R. N. Dusgy [l] doszukujac si¢ przyczyn w obrocie gtéwnych osi naprezen,
a wlasnie teoria przyrostowa pomija wplyw tych obrotow na plyniecie plastyczne. Pomimo
ze w pracy przyjeto liniowa charakterystykg umocnienia materiatu, wyniki i zapropono-
wana metoda moga byé z powodzeniem zastosowane dla iimych charakterystyk, np.
odcinkowo-tamanej lub potegowej.
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Pesome

BLIITYUMBAHME TOHKOH KOHWUECKOM OBOJIOUKH ITPU
OCE-CHMMMETPHUYECKHNX HAI'PY3KAX 3A TIPENEJIOM VIIPYIOCTH

B paGoTe mpefCTaBNeHo METON ONPEMESIEHHA HATPY30K TOHKOI KOHMUecKOil 000MOUKH IIPY HATIDS-
JKEHHAX NPEBRILAIOMIX TIPEACT YIPYTOCTH NIPH CIEKYIOLIMX 0CE-CHMMETPHUECKHX HACPY3Kax:

— panHomepHOe OOKOBBLIE HaBieHue

— BCECTODOHHOE PaBHOMEPHOE OOKOBLIE NaBIICHUC

— CKMMAOLIAA NPOMOALHAA Cujla AeficTByrowas BAOAL oOpasyroiucH

Hcronb3osanpl GH3HUECKHE COOTHOIUEHHST 000MX HYHAaMEHTANBHLIX TEoPeH IUIACTHYHOCTH, TIpU
poapacraiouieii narpyaie. [IpHHEMAECTCH CIKHMAEMOCTE MAaTepHAIa 0GOTOYKH, NPH JTHHEHLIX XapaKTe-
puctHkax. ITonmyueHHsIC YpaBHEHMA PeLieHbl OPTOrOHAIM3AHONHEIM MeTOOM . IIpUBENeHB! HEKOTODLIE
YHCJIEHHBIE NPHMEDBLI H HX aHalu3. )

Summary

BUCKLING OF A THIN-WALLED CONICAL SHELL FOR AXIALLY-SYMMETRIC LOADS
BEYONED THE ELASTIC LIMIT

The basic equations are derivated, and critical load evaluation method for elastic-plastic thin-walled
conical shell is presented. It is assumed that the shell is subjected to the following, external, axially symmetric
loads: lateral upiform pressure, external uniform hydrostatic pressure, longitudinal compressive force,
acting along the shell generatrix. .

Taking into account, Shanley’s concept, for each case the relations are given enabling to find critical
loads according to the both basic plasticity theories (incremental and total strain). The material’s compres-
sibility and linear-type stress-strain characteristic are taken into account. The problem is solved by the
orthogonalization method. Numerical results are given in diagrams.

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 stycznia 1980 roku
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OZNACZENIA:
o — kat nachylenia bocznych krawedzi trapezu do osi Ox
2b — diugos¢ wigkszej podstawy trapezu
2a — wysokosé trapezu

A= % — wspdtezynnik ksztattu tarczy

h — grubosé tarczy (h = const)
f— parametr ugiecia tarczy
Jfo — parametr wygigcia wstgpnego tarczy
S Jo

fx= T f&= T bezwymiarowe parametry ugiecia

P*{ P — bezwymiarowe wartodci sily P obciazajace] tarcze i sily krytycznej Py,

n= — wspoltezynnik obcigzenia tarczy
kr
k — wspolczynnik statecznosci
E — modul Younga
vy — liczba Poissona (w obliczeniach przyjeto » = 0,3)
D= _EP towa sot o
20— plytowa sztywnos$¢ zginania
N 4h* L .
0% = 0,y — naprezenia bezwymiarowe

Oy, Oy, Txy — NAPIgZenia stanu blonowego
Oxg, Oyg» Txpg — NAPIeZenia stanu zgieciowego
o5, — bezwymiarowe naprezenia zredukowane:

ok =V o5, + 03, — 05, 05,4375,
gdzie:
oy, = O +05g
ol'c = G;‘+G;kﬂ

*  _ % *
Txye = Txyt Txyg
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1. Wstep

Czesto spotykanym elementem nosnym blachownicowych lub skrzynkowych ustrojéw
dzwigarowych sa cienkie tarcze, o ksztalcic trapezu. Tarcze te — jako wydzielone elementy
noéne ustrojéw dzwigarowych — pracuja na ogdt w ztozonym stanie obcigzenia. Przenosza
one giéwnie obciaZenia dzialajace w ich plaszczyinie i z tego powodu moga ulega¢ wybo-
czeniu. Podstawowym wiec zagadnieniem przy analizie pracy takich tarcz jest zagadnienie
utraty statecznoéci. W odniesieniu do tarcz trapezowych dotychczasowy stan wiedzy na
temat stanow krytycznych tych tarcz jest stosunkowo skromny. Nieliczne prace z tego
zakresu uzna¢ mozna za pierwsze proby poznania zagadnienia, Ten stan rzeczy wynika —
ogodlnie rzecz biorgc — ze znacmie wigkszych trudnogéci jakie trzeba pokonaé przy rozwig-
zywaniu plaskich zagadniedl teorii sprezystosci tarcz trapezowych — w stosunku do tych
jakie wynikaja przy rozpatrywaniu takich samych zagadnien dotyczacych np. tarcz prosto-
katnych czy kotowych, tj. tarcz o geometrycznie prostszym ksztaicie.

W odniesieniu do zagadnienn statecznosei trudnoscei te dodatkowo rosng z uwagi na
dobdr odpowiedniej funkeji ugiecia spelniajacej warunki brzegowe zagadnienia, a jedno-
czednie mozliwie doktadnie opisujacej ksztatt ugietej powierzchni §rodkowej tarczy tra-
pezowej — po jej utracie statecznoécei. ZtoZzono$¢ — z uwagi na ksztalt tarczy trapezowej —
postaci tej funkcji prowadzi w dalszych rozwazaniach do znacznej komplikacji otrzy-
mywanych wzorédw i w konsekwencji do wzrostu trudnosci natury matematycznej.

Z tego wzgledu znane do tej pory rozwiazania zagadnienia statecznosci tarcz trapezo-
wych oparte sq na daleko idacych zalozeniach upraszczajacych. Powoduje to, Ze przyjete
schematy obliczeniowe takich tarcz w matym stopniu odpowiadaja warunkom podparcia
oraz obcigzenia spotykanych w zastosowaniach technicznych istniejacych konstrukcji.

Zagadnieniem statecznosci tarcz trapezowych zajmowali sie: B. KLEIN [5], L. RooTs
[6]. [7], L. PREGIER [8], [9], [10], A. Porozkow i I. GorpuENKO [11], [12], V. ILLEi G. BAR~-
SAN [13].

Zagadnienie — okre$lone tytulem pracy — rozwiazano w oparciu o rownania nie-
liniowej teorii cienkich plyt sprezystych [2].

2. Geometrla i stan obciazenia tarczy

Przedmiotem rozwazan jest cienka izotropowa tarcza w ksztalcie trapezu réwno-
ramiennego o stalej grubosci /4, swobodnie podparta wzdhuz obwodu. Tarcze te opisano
w prostokatnym ukladzie wspélrzgdnych O, x, y, z. 0§ Oz skierowano prostopadle do
plaszczyzny O, x, y pokrywajacej sie z plaszczyzng §rodkows tarczy (rys. 2.1.). Poczatek
tego ukladu przyjeto na osi symetrii trapezu, w polowie jego wysokosci. Takie przyjecie
poczatku ukiadu wspohrzednych umozliwilo latwiejsze przeprowadzenie odpowiedniej
analizy poréwnawczej przy przejéciu od tarczy trapezowej do tarczy prostokatnej. W przy-
Jjetym ukladzie wspdirzednych réwnolegle oraz boczne krawedzie tarczy opisane sa réw-
naniami o postaci:

.0 X=*+a; y= tg),
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gdzie:

2.2 g(x) = m(x—a)+b.
za$

(2.3) m = tga =

2a+H"
Granicznymi postaciami tak opisanej tarczy jest: trojkat— gdy H = 0, tj. gdy m = tga =

=3, oraz prostokat —gdy H = o, tj. gdy m = tga = 0.

Rys. 2.1.

Dla opisu stanu naprezenia tarczy w ksztalcie trapezu réwnoramiennego, wykorzy-
stano — znane z teoril sprezystoéci [l1], — rozwiazanie zagadnienia plaskiego klina,
obciazonego w swym wierzchotku sila skupiona. Wartoéci sktadowych o, o, 1 T, blono-
wego stanu obcigZenia w dowolnym punkcie tarczy okre$lone sg wowcezas za pomocyg
nastepujacych wzorow.

o = — P _ £
¥ arctgm 1 ] [g*(x)+m?y?}*°
= h
m 1+m
O, = — P g(x)y*m?
24 d arctgm 1 [g2(x) +m?y?]*”’
L + 3 h
m 14+m? ]
o P g2(x)ym
w [ arctgm 1 [g2(x)+m?y?]*”
+ =k
m 1+m* |

Rozklad powyzszych naprezen na krawedziach x = +a tarczy przedstawiono na
rys. 2.1.
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3. Stan krytyczny

Analize stanu krytycznego przyjetej do rozwazan tarczy przeprowadzono dwiema
metodami, a mianowicie: metoda energetyczna oraz metodg ortogonalizacji. Uczyniono
to w celu sprawdzenia efektywnosci wymienionych metod z punktu widzenia dokladnodci
wyznaczania wartosci obcigzenia krytycznego dla tego typu tarcz. Z uwagi bowiem na
ksztalt tarczy trapezowej istnieja trudnosci dobrania takiej postaci funkcji ugigcia, ktora
opisywalaby — w mozliwie dokladny sposéb — rzeczywisty ksztalt ugigtej powierzchni
$rodkowej tarczy po jej utracie statecznodci, a jednoczesnie spetniala geometryczne i sta-
tyczne warunki brzegowe. Pordwnawcze zestawienie wymienionych dwéch metod rozwig-
zania zagadnienia — przy przyjeciu w obydwu przypadkach takiej samej postaci funkcjj
ugiecia w = w(x, ») — pozwolito w koficowej fazie na wybér tych wynikéw, ktére w bar-
dziej $cisty sposéb opisuja zjawisko utraty statecznosci rozpatrywanej tarczy.

Funkcj¢ ugigcia w = w(x, y), opisujaca — w sposdb przybliZony — ksztalt ugietej

a) b) c)

«=0° »=03 ;1.3 a=15° A=0.3 o=15°  A=13
r..___c],——.—-‘—-c]——»l X r—-o—»—«—ﬂ——»} X E:G——«a 9 X
0 \(i/ O
Yw 37Tx w

w gt
{w),0* fB—I;iLLl cos >

Q——t—q

—( —le—-Q
Q-—+{e—a
0 X 0 A‘ X r o) X

T 1 L
9 . TIx |
w w (who=fz b: sin—g5~ w

Q —tt— (Q —

— Q —rts—0Q
/; Q —»t4—Q
0 X 0 % [v 0 / Jx
/ ~

\ J
g
g JIE
fly.07h 2 cos 5
w | w
d)
m{xy -aj¢b m{x,~aj+d
[

yw

{w) =consf.(y“—6yzg(2x)~5g(‘;))

x=const.

Rys. 3.1.
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powierzchni §rodkowej tarczy po utracie statecznosci, przyjeto w nastepujacej, trojpara-
metrowej postaci:

(3.1) w(x,y) = (flcos S +f25m +f:,cos 3_ [y*—6y2g2(x) + 5g*(x)].

W celu zilustrowania wplywu parametrow ksztaltu tarczy na postaé poszczegdlnych

skizdnikéw funkcji w = w(x, y) przyjetej wedtug wzoru (3.1.), na rys. 3.1. pokazano —
w sposéb pogladowy — wykresy zmian poszczegSinych skladnikéw tej funkcji wzdluz
osi symetrii tarczy (wzdhiz osi Ox) dla réznych wartosci kata a pochylenia jej bocznych
krawedzi.
Przedstawione tu krzywe odnosza si¢ do granicznego przypadku gdy m = tga = 0 odpo-
wiadajacego tarczy prostokatnej (krzywe ,,a’") oraz do traczy trapezowej o kacie pochylenia
bocznych ramion trapezu wzgledem osi Ox réwnym o = 15°—dla dwdch wartosci
stosunku % = A, a mianowicie dla i = 0,3 (krzywe ,,b”) oraz A = 1,3 (krzywe ,,¢”).
Krzywa przedstawiona na rysunku ,,d” odpowiada przekrojowi x = const z wylaczeniem
przekrojow x = ta.

3.1. Rozwlazanie zagadnienia metoda energetyczna. Przy rozpatrywaniu zagadnienia statecz-
nosci tarczy metoda energetyczng uwzgledniono energi¢ sprezysta zginania tarczy oraz
energig sit zewnegtrznych [2].

Energia sil zewngtrznych, dzialajacych w plaszczyznie §rodkowej tarczy, okreslona jest
wzorem:

1 ow\’ (')w Bw 6w

Odpowiednie wyrazenie okreflajace energig zginania ma postac:

0w 62w 2w \?
(312 U= 2)“( ) 2(1—)[&_ 5 (FxTy) ]}dxdy.

Krytyczne wartoéci sit P, obciazajacych tarcz¢ wyznaczono z warunku [2]:
(3.1.3) T=U
Krytyczng warto$é tej sity okre$lono wzorem:

n2D

3.1.4 = k—.
( ) Py, =k 2b

W celu wyznaczenia krytycznej wartodci sity Sciskajacej tarcze przyjgto — w pierwszym
przyblizeniu — dwuparametrowa funkcje ugigcia o postaci:

(3.1.5) w(x, y) = (flcos g;c— +flsin%) [y*—6y2g*(x) + Sg*(x)].

Do rozwigzania zagadnienia zastosowano metod¢ Timoshenki — Ritza. Wyniki obliczen
pokazano na rys. 3.2.2.
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3.2. Rozwiazanie zagadnienia metods ortogonalizacji. R6wnanie rdwnowagi dowolnego elementu
tarczy majace — przy uwzglednieniu odksztalcenia jej powierzchni §rodkowej — postaé:
o*w *w ?w

272 — R
(3.2.1) DV2V3yw = N, Epe +N, e +2N,, ETR

mozna zastapi¢ réwnowainym ukladem dwdch réwnan [3]:

, o*w 0w 0%w
- VM +N, 32 +N, B +2N,, ey O
B V2w+-]—\-/[— =0
D - 2
gdzie:
M. +M
2 - X Y
(3.2.3) M ="

Przy takim ujgciu zaréwno funkcja w = w(x, ») jak i funkcja M = M(x, y) musza
spelmiaé odpowiednio geometryczne | statyczne warunki brzegowe.
Dla tarczy przegubowo podpartej wzdiuz obwodu musza by¢ zatem spelnione warunki:

(3.2.4) w=0 1 M=0.

Dia wyznaczenia przyblizonej wartosci sily krytyczuej zalozono funkeje w = w(x, ))
i M = M(x,») wnastepujacych postaciach:

(3.2.5)  wix,») = (f1 cos ;(\[ +‘f251n~7%€— + f3cos —;al) [y* —6y2g2(x)+5g*(x)],

(3.2.6) M(x,y) = (nucos-z(i;— +mzsinn7x +1113cos—3—27—[}) [y*—6y2g2(x)+ 5g*(x)].

gdzie: m, my 1 my; — podobuie jak f1, /5 1 f3 — sa nieznanymi swobodnymi parametrami.

Wyze] okredlone funkcje w = w(x,)) oraz M = M(x,y) spehiaja odpowiednio
warunki brzegowe (3.2.4). Podobnie jak poprzednio site krytyczna i w tym przypadku
okreslono wyrazeniem (3.1.4). Poniewaz funkcie w = w(x, )) oraz M = M(x,y) nic
spehiajy SciSle ukfadu réownan (3.2.2), w celu wyznaczenia wartoéci wspolczynnika sta-
tecznosci & obciazenia Krytycznego tarczy zastosowano metode ortogonalizacji. Otrzymuje
sig wowcezas nastepujacy ukiad réwnan:

+a  +g(x)
’ 0 a*w *w
VM IV N 0w dy =
B —g“({l) l +N\' axz + y ay’_?, +2ny axay 5Wd\(ly 0,

(3.2.7)

+a  +g(x)

[V"-w-i—%] dMdxdy = 0.

—a —g(x)
Po wykonaniu obliczenn otrzymano.uklad sze$ciu jednorodnych réwnas liniowych
zawierajgcych nieznane swobodne parametry f), f, i f3 oraz m,, m, i ms. Uklad tych

rownan daje rozwiazania réZne od zera tylko wéwcezas, gdy wyznacznik tego uktadu jest
rowny zeru. Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3.2.1.
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Na 1ys. 3.2.2. przedstawiono krzywe k = k(1) otrzymane metodg energetyczng i me-
toda ortogonalizacji dla katéw o« = 7°30" i « = 15° przy zaloZeniu tej samej dwupara-
metrowej funkcji ugiecia (3.1.5). Linie ciggte odpowiadaja rozwiazaniu zagadnienia metodg
ortogonalizacji, natomiast linie przerywane rozwigzanie metoda energetyczng. Z wy-

Rys. 3.2.1.

~I

|
5 1 e sral

Rys. 3.2.2.

kreséw tych wynika, -ze poprawniejsze wyniki otrzymuje si¢ w przypadku rozwiazania
zagadnienia metoda ortogonalizacji, poniewaz z tej metody otrzymano mniejsze wartosci
wspotezynnikéw statecznodei k dla takich samych wartoéci wspétezynnika . Zastosowana
tu metodg ortogonalizacji nalezy zatem uznaé za wladciwa przy rozwigzywaniu posta-
wionego zagadnienia. IR ' ‘
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4. Stan zakrytyczny

Analize stanu zakrytycznego rozpatrywanej tarczy lrapezowej przeprowadzono przy
zalozeniu, Ze powierzchnia $rodkowa tarczy nie jest idealnic plaska, lecz ma wstepne
wygiecie, opisane funkcja w, = wy(x, y). Rozwigzanie tego zagadnienia przeprowadzono
w oparciu o réwnania rézniczkowe Kéarmdna nieliniowej teorii cienkich ptyt. Postepujac
podobnie jak przy analizie stanu krytycznego, uklad dwéch réwnan Kdrmédna zastapiono
réwnowaznym ukladem trzech réwnan o postaci:

(4.1) V2VRD = el 20vtwo) | 220w +wa) 070w +wo) Pwo\” 92wy 92w, }
: =B - - _

dx dy ox? oy? 0x 0y ax*  0y?
(42)  VZM+] [‘Z‘f AU an iAo Ffﬁg;r_wo) aa:fy aZX;ﬁ‘] o
(4.3) v2w+_]§. ~ 0,
gdzie:
(4.4) | M= M;j:iwy

Przy analizie stanu zakrytycznego tarczy funkcje ugigcia w = w(x, y) przyjeto w naste-
pujacej postaci:

(45) W0, 3) = [ g0 [y 6382+ Sg*(x)].

Zalozono, ze wygieta wstgpnie powierzchnia srodkowa tarczy ma taki sam ksztatt
jaki przyjmuje tarcza — idealnie plaska w stanie poczatkowym — po utracie statecznosci,
spowodowanej przylozonym obcigZzeniem. Taki ksztalt wstepnego wygiecia tarczy jest naj-
bardziej niekorzystny z punktu widzenia pracy tarczy w zakresie zakrytycznym. Tak wiec,
funkcja opisujaca wstgpne wygigcie tarczy ma postaé:

(4.6) Wo(x, 3) = fo g5 008 [y* 6y g3 (x)+ 3g4(2).

Funkcje M = M(x, y)—podobnie jak przy rozpatrywaniu stanu krytyczmego —
zaloZzono jako funkcje z jednym swobodnym parametrem a mianowicie:

4.7) Mz, 3) = mycos 5~ [y = 6y () + 5¢*(¥)].

Funkcja naprezen @ = P(x, y) przyjeta do dalszych rozwazah ma postaé:

P y my
4.8 D(x,y) = Do+ Dy = - Zarctg —— +
“4.8) (x, ) 0 arctgm _ 1 2 & g(x)
m 14m?

X 15 381 33
+@picos—— +, [ys— 7y5gz(x)+ TR gt (x)— - »2gS(x )+ 8(x)]



STATECZNOSC 1 STAN ZAKRYTYCZNY TARCZY TRAPEZOWEJ 211

Nieznane wartosci wspotczynnikow ¢, 1 g, funkcji naprezed okreslono w zaleZznosci
od wspolczynnikow f i Jo — stosujac metode ortogonalizacji. Wowczas otrzymano wa-
Tunek :

+a el ,
T 29245 [l 20v+wo) |7 22(w+we) 92 (w+wp)
(4.9) f | VEVROE S Sl tve Tlotval
“a g

92wq )2 Pwy 0%wgy
[( avay] T o ay? 0D,dxdy = 0.

W celu rozwiazania ukladu rownan (4.2.) i (4.3.) zastosowano metodg ortogonalizacji,
otrzymujac nastgpujgce warunki:

+a  +g(x)
) O*D *(wHwy) 2D P wHwg)
2 pl L VT © 7 Y AT Vel
f f {V M+ [8y2 axt T axz oy?
—a —g(x)
020 62(\v+w0)'}
4, — o) dy = 0.
(4.10) axdy  oxdy wdxdy = 0
+a  +g(x)
A A M
f J Vzw-l—ﬁ dMdxdy = 0.
—a —g(x) )
Gar
Az JE:O.
o =0.7
=10 “m
15} | _
W/ A
w0k
703 - ’/,/ =0
2K £ =02 -0
o b 15
362~ —— //—4#«--
.
| Wiax" Womay
0 1 n 2 - hn
Rys. 4.1. Rys. 4.2.

Po wykonaniu obliczen i wyrugowaniu parametru m,, otrzymano zwiazek pomigdzy
obcigzeniem tarczy, jej parametrami geometrycznymi oraz wspoiczynnikami ugigcia.
Zwiazek ten ma postaé:

(4.11) SRA)+1*[33(A) + [ [PE —nPl+2(4) f&7]— finPg, = 0.
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Wyniki oblicze, ktére przeprowadzono w celu okreslenia sktadowych blonowego
i zgieciowego stanu naprezen, naprgzen zredukowanych oraz ugigc tarczy przedstawiono
przykladowo na rys. 4.1. - 4.3.

oL =10°

=0 ;=05

02 bnat n=tifo.z

0.5 ta=0
rL__.

¥
X0t

5. Badania do$wladczalne

W celu sprawdzenia poprawnosci otrzymanych wzordw teoretycznych oraz ich przy-
datnosci do obliczen praktycznych, przeprowadzono odpowiednie weryfikacyjne badania
doswiadczalne. Badania te zostaly przeprowadzone na dwéch réznych modelach tarczy
trapezowej, wykonanych z cienkiej blachy stalowej. Wymiary modeli zostaty tak dobrane,
aby miescily sig one w zakresie tarcz objetych analizg teoretyczng. Najwieksza trudnosé
stanowilo natomiast spetnienie zaloZzonych warunkéw obcigzenia tarczy oraz swobodnego
podparcia jej krawedzi. W celu jak najlepszego zblizenia warunkéw badan do warunkéw
przyjetych w zatozeniach teoretycznych, badania te przeprowadzono na dwdch modelach
tarcz. Modele te rénily si¢ migdzy soba w istotny sposdb, Model pierwszy byt wycinkiem
trapezowego pasma plytowego, drugi zas samodzielng tarcza trapezowa, podparta prze-
gubowo wzdhiz obwodu. .

Schemat pierwszego stanowiska przedstawiono na rys. 5.1. natomiast schemat drugiego
stanowiska na rys. 5.2. Badania przeprowadzono metodg SOUTHWELLA [2] 1 TERESZKOW-
SKIEGO [14]. Wartosci sit krytycznych otrzymane z dodwiadczen byly o kilka procent
muiejsze od wartodci sit krytycznych otrzymanych z rozwiazania teoretycznego.

Rozkiady blonowych naprgzern normalnych w poblizu dtuzszej podstawy trapezu
zweryfikowano badaniami tensometrycznymi (rys. 5.3.) — linie przerywane. Linie ciagle
przedstawiaja rozkilady tych naprezed otrzymane na drodze teoretycznej.
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6. Whnioski

1. Jak wynika z przeprowadzonej analizy poréwnawczej, zastosowana w obliczeniach
metoda ortogonalizacyjna — do zmodyfikowanego ukladu réwnan, otrzymanego przez
wprowadzenie dodatkowo funkcji M = M(x, y) — okazala sig, przy badaniach statecz-
nosci i stanu zakrytycznego tarczy trapezowej, skuteczniejsza od powszechnie stosowanej
metody energetycznej.

2. Przyjete w obliczeniach numerycznych zakresy zmiennoéci katéw a pochylenia
ramion trapezu oraz wspéiczynnika 2 ksztaltu tarczy — odpowiadaja wigkszosci para-
metréw tarcz, stosowanych w praktycznych rozwigzaniach konstrukcyjnych dZwigaréw
cienkoéciennych. Przeprowadzone na dwéch modelach weryfikacyjne badania doswiad-
czalne potwierdzily prawidlowoéé otrzymanych, na drodze teoretycznej zwiazkéw i z tego
wzgledu otrzymane wzory moga byé wykorzystane w obliczeniach inzynierskich przy
projektowaniu tego typu konstrukciji.
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YCTOMUMBOCTD M 3AKPUTHUYECKOE IIOBEIEHWE
TPATIEEBMIHON TUIACTUHKHM IIPH CKATHHA

ITonyuero npnbmnxenHoe pemredue npobiemMbl HAa ocHOBE AW QepeHLHaNnbHbIX YDABHEHNH HeNu-
He#HOl TEODHM TOHKHX IJIACTHHOK C HAUAJILIM npornbom. PemeHne 3THX ypaBHEHHI OCYIUECTRIISACTCS
Ipy nomou MeTona ByGHoBa-Ianepkuua. Pe3yspTaThl YUCIHEHHBLIX NMPHMEPOB IIPEACTABNIEHBI B BHIE
rpacuxoB. TeopeTHuecKue PE3yNbTATHI MPOBEPEHO HKCIIEPHMEHTANLHO,

Summary

BUCKLING AND POST-BUCKLING BEHAVIOUR OF TRAPEZOIDAL WEBPLATES UNDER
COMPRESSION

The approximate solution of the title problem derived on the basis of nonlinear differential equations
of thin plates with initial deflection. Solution of these equations is based on the Bubnov-Galerkin method.
The results of pumerical calculations are presented in diagrams form. Theoretical results are verified by
experiments.
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1. Wprowadzenie

Z posrod szeregu systemow i rozwigzan konstrukcyjnych wytwornic pary elektrowni
igdrowych (wytwornice poziome, U-rurowe itp.) — szereg zalet wykazuja przeplywowe
wytwornice pionowe o budowie podanej schematycznie na rys. 1. Wytwornica taka sklada
sie z plaszcza cylindryczuego (1), do ktdérego przyspawane sq dna sitowe (2) z dennicami
(3). Przestrzen miedzy dnami sitowymi wypetniaja proste rurki (4), ktérych konce sg

Wiot czynnika obiegu pierwotrego

Szczegol A"

Wylot paryf—
obiegu
widrnego

ngor czynnika obiegu pierwotnego

Rys. 1. Schemat przeplywowej wytwornicy pary 1 — plaszcz cylindryczny, 2 — dno sitowe, 3 — dennica
polkulista, 4 — rurki wkladu grzewczego
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rozwalcowane w dnach sitowych (lub w inny sposéb np. wybuchowo — potaczone z dna-
mi).

Jezeli rurki — na swej dlugo$ci — usztywnione zostang przeponami, to wéwczas mogg
przenosi¢ nie tylko sily rozciggajace, lecz rowniez Sciskajace — a wigc moga byc trakto-
wane jak sprezyste podloze na ktdérym spoczywaja dna sitowe. Przy tym rozwiazaniu dna
sitowe moga by¢ traktowane jako kolowe plyty perforowane spoczywajace na sprezystym
podiozu. Analiza takiego zagadnienia przeprowadzona zostata przez autoréw w pracach
[1], [2] 2 ostatnio réwniez analogiczne rozwiazanie ukazalo si¢ w opracowaniu [3].

Dotychczasowe opracowania oparte byly na teorii plyt cienkich i z powodzeniem
mogly by¢ wykorzystane do analizy urzadzen niskocisnieniowych (wytwornice pary
elektrowni konwencjonalnych, reaktory chemiczne itp.).

W odniesieniu do elektrowni jadrowych, gdzie ci$nienie obiegu pierwotnego wynosi
przykiadowo 20 MPa, przy ekonomicznie uzasadnionej $rednicy wytwornicy pary rzedu
2+4 m (i wysoko$ci rzedu 20 m) — grubos¢ den sitowych wypada rzedu 0,6 m, a wiec
dna takie powinny by¢ liczone wedlug teorii plyt grubych.

Dla plyt takich — liczonych wg teorii pltyt cienkich, a wigc z pominieciem wplywu
naprezen od sit tngeych na odksztalcenia postaciowe elementéw plyty — otrzymuje sie
ugigeia znacznic mniejsze od ugigé rzeczywistych, otrzymywanych po zastosowaniu teorii
plyt grubych, co w zdecydowany sposéb wplywa na ustalenie sit osiowych ($ciskajacych
lub rozciggajacych) dzialajacych na rurki wkiadu grzewczego.

Opierajgc si¢ na wynikach analiz teoretycznych i badan dos$wiadczalnych [4] cienkie
dna sitowe mozna bylo traktowac jako perforowane plyty koliste, w ktérych wplyw per-
foracji uwzgledniany byl przez zmiane stalych materiatowych. JeZeli w plycie okragtej
o grubosci g, wykonanej z materialu o modulach sprezysto$ci E oraz G i liczbie Poissona v
wykonano gegsta sie¢ otwordw, to obliczenia takiej plyty perforowanej mozna prowadzié
Jjak dla plyty izotropowe]j pelnej wykonanej z materiatu o takiej samej grubosci lecz innych
zastgpczych statych materialowych E*, G* oraz »*.

Powyzszy warunek izotropowosci materialu plyty perforowanej, stosowany w odnie-
sieniu do plyt cienkich, nie moze by¢ przyjety w odniesieniu do plyt grubych. O ile bowiem
w plaszczyZnie plyty gesta sie¢ otwordéw moze dawaé w efekcie jednakowe w kazdym
kierunku stale parametry odksztalcend, to w kierunku poprzecznym stale materialowe
muszg by¢ inne, gdyz wystepuja tu lite kolumny materialn rodzimego. Tak wigc w odnie-
sieniu do grubych plyt perforowanych stale materialowe powinny by¢ inne w plaszczyZnie
plyty, a inne w kierunku prostopadtym tj. wzdluz prubosci plyty. Wartosei liczbowe
stalych materiatlowych E*, G*, »* w plaszczyZnie plyty oraz E?, G*, »* w kierunku prosto-
padlym do plaszczyzny plyty okresli¢ mozna na podstawie wykresu podanego na rysunku 2
(wedtug [5]), w zaleznosci od wspdlczynnika perforacji #, ktéry dla heksagonalnej siatki
otworéw wyraza si¢g wzorem :

(1.1) n= h+—’t"gL

gdzie:
h — szeroko$¢ mostka w najwezszym przekroju
£, — grubosé $cianki rurki
t — podziatka perforacji (w ukladzie heksagonalnym)
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# = 1,5+2,0 — wspdlczynnik zalezny od polaczenia rurki z dnem sitowym (dla
rurek rozwalcowywanych x = 1,5, dla dokiadnego polaczenia np. metoda
wybuchowg » = 2,0).

Biorac pod uwage przytoczone wzgledy, analize naprezen w pionowej przeplywowej

wytwornicy pary elektrowni jadrowych przeprowadzono przy zatozeniu, ze dna sitowe

10

0,8

0,6

0,4

Efektywne stafe sprgzyste

0,2

|
0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
Wspdfczynnik perforacji ny

Rys. 2. Zalezno§¢ miedzy stalymi materialowymi dla grubych kolistych plyt perforowanych (v = 0,3)

traktowane sa jako grube, perforowane, ortotropowe plyty koliste spoczywajace na sprg-
zystym podlozu utworzonym z rurek wkladu grzewczego. Plyty te wspélpracuja z plasz-
czem cylindrycznym oraz z przyspawanymi do nich pétkulistymi dennicami.

2. Zalozenia do obliczen

Na podstawie analizy warunkow pracy wytwornicy przyjeto zaloZenie ze temperatury
wszystkich rurek wkladu grzewczego sg w kazdym przekroju poprzecznym (poziomym)
wytwornicy jednakowe (i zmieniaja si¢ wzdhuz diugosci rurek). Dzigki usztywniajacemu
dziataniu przepon umozliwiajacych przenoszenie przez rurki sit Sciskajacych przyjeto,
ze rurki tworza sprezyste podloZze typu winklerowskiego o stalej:

n(d;~d;)E,

2.1 =
@D k= 4a?l,

Oznaczenia w powyZszym Wzorze:
I, — polowa dhigoéci rurek (polowa prze§witu migdzy dnami sitowymi)
d,, d, — zewnetrzna i wewnetrzna §rednica rurek (wszystkie rurki wkladu grzewczego
sa jednakowe)
E, — modut Younga materiatu rurek
w, — wspolczynnik uwzgledniajacy niedokiadno$é wykonania i odchylki od prosto-
liniowosci rurek
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n — liczba rurek wkiadu przewczego
a — zewnetrzny obliczeniowy promien czgsci perforowanej dna sitowego. Promien
ten (wg [6] s. 431) oblicza si¢ ze wzoru

d

a=r,+ 7
gdzie: r, — odleglo$¢ osi najdalszego otworu od $rodka ptyty.

Przeprowadzane badania do$wiadczalne [7] wykazaty, Ze wlasnodci rzeczywistych
rurek, przy ich osiowym sciskaniu wyraznie 16znia si¢ od wlasnosci teoretycznych, wyni-
kajacych z prawa Hooke’a jak réwnicz ze wzoréw Eulera okreslajacych site krytyczna
(wyboczeniowa). Tak wigc dla rurek inconelowych ¢ 16/14 mm przy smuktosei okoto
100 wspotczynnik ten wynosi y, = 0,7 do 0,49,

W odréznieniu od den pelnych, dla ktérych promieniowe odksztalcenie dna od sif
tarczowych traktuje sig zazwyczaj jako pomijalne, w przypadku den perforowanych
konieczne jest uwzglednienie rowniez i tych odksztalcen.

Majac na uwadze oméwione wyzej wzgledy, schemat obliczeniowy wytwornicy przyjeto
w nastepujacy sposob. W polowie wysokosci wytwornicy poprowadzono umowng plasz-
czyzne symetrii (oznaczona I-I na rys. 1) i obliczenia wykonano osobno dla gérnej, a
nastgpnic — przy zastosowaniu takich samych wzorow — dla dolne] potowki. Zatozenie
to zwigzane jest z faktem, ze dla uproszczenia wzorédw — w niniejszym, opracowaniu pomi-
nigto wplyw cigzaru wlasnego, oddzialywania podpdr i rurociagdw, obciazen sejsmicznych,
nieustalonych stanéw pracy itp. gdyZ powyzsze czynniki mozna osobno obliczyé i uwzgled-
ni¢ stosujgc zasade superpozycijt. Tak wigc kazda potowka wytwornicy sklada sie z grubej,
ortotropowej plyty koliste] spoczywajgcej na sprezystym podlozu utworzohym z rurek-
wkiadu grzewczego, wspdlpracujacej z pierécieniem, do ktérego przyspawany jest ptaszcz
cylindryczny oraz pétkulista dennica. Przyjeto, Ze pier§cien ten moZe zmieniaé swa $rednice
lecz jest na tyle sztywny, Ze jego przekroje poprzeczne nie doznaja odksztaleen postaciowych
(moga sig przemieszczaé¢ i obracaé zachowujac swdj pierwotny ksztait).

3. Podstawowe wzory | zaleznoéci wytrzymalosciowe

Uklad sit dzialajacych na kazdy z gloéwnych elementéw wytwornicy przedstawiono:
na rys. 3, gdzie podano réwniez wymiary i oznaczenia wystepujace w dalszej czesci opra-
cowania. Wszystkie sity brzegowe odniesione sa do jednostki dtugosci mierzonej po ob-’
wodzie okre§lonym danym promieniem.

Na skutek dzialania cisnienia p, obiegu pierwotnego i cisnienia p, obiegu wtomego,
obliczeniowe ciénienie dzialajace na cze$é perforowang dna sitowego od strony gérnej
(wg rys. 3) wynosi: - - :

d,\*
(3.1 Pio= P.x [1"" (55) ] >

1) Badania przeprowadzone przez K. Januszkiewicza i J. Grabskiego [7].
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za$ od strony dolnej:

d,\’?
(3.2) P20 = Pz[l“”(,);’) |

Réznice swobodnych wydtuzen plaszeza i rurek wkladu grzewczego powoduja powstanie
sit brzegowych ktére wyznaczy¢é mozna z warunkéw cigglosci ukiadu dla r = a.
Swobodne wydtuzenie rurek spowodowane przyrostem temperatury wyraza si¢ zwigzkiem:

k

1 0
(3'3) Al" = —2‘ Z Api [rl ' Atri,

/
H{ Sy /
Mikk O
R1’
Ry
S H \M1 .
- 7 T
'3{ \37:/»1 Ra ;
~JEBAA [ S
M, 54" {4 Sa O

Rz : i 90K 3
- X
w 45——Pc——*—~'-lz ‘!;’*w* czedt perforowana

GEve . dna sifovego

G E e M -1 ' M
G v el :ﬁg_?__'_____ﬂ L

Rys. 3. Obciazenia glownych elementébw wytwornicy pary.

podobnie swobodne wydiuzenie termiczne piaszcza

| | -
(.4) | = Dttt I At
{=1

Ponadto dzialanie cisnienia wewngtrznego pyo 1 ZeWnetrznego pio na rurki powoduje
ich wydtuZenie o wielko$é:
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y . Y, /r(pl _Pz) ! (dz +dw)
3-3) Moy = = L= d)E.

W powyzszych wzorach «,; oraz a,; oznacza wspolczynnik cieplnej rozszerzalnosei
liniowej, I — dtugos¢ strefy o danej Srednicj temperaturze za$ ¢ — réznica temperatury
pracy i montazu danej strefy, odpowiednio dla rurek (indeks r) lub plaszcza (indeks D),
przy czym liczba ,,i” stref rurek wynosi k, za$ plaszcza — m. Po wprowadzeniu omo-
wionych wyzej oznaczen przemieszczenia punktu 4 (potozonego na zewngtrznej krawedzi
powierzchni §rodkowc] czgsci perforowanej dna sitowego, rys. 3), zgodnie ze wzorem (6.5)

podanym w pracy [8] dla tego przypadku wynosi:
(3.6) w, = &Zﬂg +AIT_A[’)+AZW+C1 Ber(ﬁae‘“)—f—Cz : Bei(ﬂaeia),

w kierunku za$ promieniowym (wzér (6.6) w pracy [8]).
(3.7  u,= —n{C,[Ber'(Bae’)cos2u+Bei'(fae'®)sin2a] -+

-+ C,[~Ber'(Bae')sin 20+ Bei' (Bae™)cos 2a] + fad, } +aa, At
kat obrotu:

38 6,= - 2—;;%—2 {C’1 [(0082a+ %CG—) Ber'(Bae™) + Bei'(Bac™)sin 205] +

+ C, lBer’(ﬂa e *)sin2a+ (cos 20+ iéng_) Bei'(fa ei"‘)]}

Oznaczenia w powyzszych wzorach omdéwione sg w pracy [R], tam tez podane s3
zaleznodci pozwalajace wyznaczy¢ state C,, C, oraz 4, w funkcji sit brzegowych M,, Sa, R,
dzialajacych na cze$¢ perforowang dna sitowego.

Z warunku réwnowagi dennicy (gérnej wg rys. 3) znajdujemy:

1 2
a,— 'Egl

(3‘9) R]. = pl 2a1

3
promieniowe przemieszczenie brzegu dennicy (punkt H na rys. 3):

2
(3.10) W1;=—Eﬁ(ﬁlMl—aISI)+alaltl,
&1

2 /3A=ai - Egd
g T DY

-2 :
O = gy =~ OB Mi=S)

gdzie:

It

1

Analogicznie dla krawedzi plaszcza (pkt B wg rys. 3, przy zaloZeniu Ze najblizszy
pierScienia odcinek powloki walcowej mozna traktowaé, jako powloke diuga, Ba; * 1oy >
> 3).

1 a
(3.1 Wg = m (Sy+f21 - My)+ Egzzl (pa-ar—v-R)+ay: oy Atyy,
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!
12 Op= — (S 42Ba; - M),
(3.12) B 262, D (S2+2B,4 2)

() Egl,
B2y = ]/777 D,y = 120 —97)
2" 821 2(1—»?)

Dla uproszczenia rozwazan — pominigto roznice temperatur na grubosdei dennicy,
powloki walcowej i pierscienia wytwornicy.

Dalsze réwnania wynikajace z warunkdw réwnowagi pierécienia oraz warunki ciggloéei
odksztalcen dla punktéw A4, H oraz B piericienia i przylegajacych elementéw pozwalaja
wyznaczyé wszystkic wystepujace tu sity wewngtrzne (brzegowe) a nastgpnie naprezenia
w poszczegdlnych elementach wytwornicy pary.

gdzie:
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PACUYET HA INPOYHOCTH BEPTHUKAJIBHBIX ITAPOIEHEPATOrOB
ATOMHBIX DJIEKTPOCTAHIIMM.

B paGore npepcrasies aHaMTHUECKYI METOX OLIPEAEIIEHH BHYTPEHHBIX CHII ¥ HAMPSDKEEHH B OCHOB~
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Summary

STRENGTH ANALYSIS OF THE VERTICAL FLOW STEAM GENERATORS OF NUCLEAR
POWER PLANTS

An analytical method is considered of calculation of internal stresses and forces in the main elements
of the vertical flow steam generators of nuclear power plants. The heating tubes make an elastic foundation
supporting the perforated bottoms. The botioms are assumed to be ortrotopic plates juncted with a cylin-
drical shell and hemispherical or eliptical hcads. The solutions are given for any conditions of exploitation.

POLITECHNIKA LODZKA

Pruca zostala zlozonu w Ra(/akcji dnia 12 stycznia 1979 roku.
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NIEKLASYCZNE ZACHOWANIE SIE MODELU HIPERBOLOIDALNEJ CHELODNI
KOMINOWEJ POD OBCIAZENIEM OSIOWO SYMETRYCZNYM

Jan Owczarzy, Janusz Kossowski (GLIWICE)

1. Wstep

Chlodnie kominowe stanowig konstrukcje ztozong z bardzo cienkiej powloki, wiotkich
stupow podtrzymujacych powloke oraz fundamentu najczegsciej pierscieniowego posado-
wionego na zréznicowanym ze wzgledu na swe gabaryty podlozu gruntowym. Powloke
chiodni konstruuje sie zazwyczaj jako jednopowlokowa hiperboloide obrotowa o wyso-
kosci, ktora osigga juz ponad 160 m, minimalnej grubosci wynoszacej 16 cm i stosunku
jej do najmniejszego promienia rzedu 1/200. Problem pracy statycznej tych powtok beda-
cych prostokre§lnymi powierzchniami o ujemnej krzywiznie Gaussa nie jest jeszcze
catkowicie zbadany a intensywny rozwdj ich zastosowan w budownictwie energetycznym
nie obyl si¢ bez katastrof. Z technicznego punktu widzenia najbardziej racjonaing, zapewnia-
Jjaca rownomierna na grubosci prace materiatu (Zelbetu) jest bezmomentowy stan naprezZen
w powloce. Z drugiej strony istniejg wszelkie przestanki, ze powloka ze wzgledu na malg
grubo$¢ Scianki a tym samym duzg jej wiotko$¢ nie jest w stanie przejmowac szczegdlnie
na obwodzie naprezen $ciskajagcych i mieé tendencje do deformacji bez wydtuzen i skrocen
powierzehni $rodkowej czyli do wystepowania stanu czystego zginania.

- Wazeasow [1] w swej fundamentalnej pracy dotyczacej powlok dowodzi, ze powioki
o ujemnej krzywiznie Gaussa, dla ktoérych problem réwnowagi sprowadza sig¢ do rozwia-
zanja rézniczkowych réwnan czastkowych typu hiperbolicznego w odréznieniu do powlok
o dodatniej krzywiZnie nie mogg wylacznie pracowa¢ w stanie bezmomentowym. Nowo-
ZILOW [2] stwierdza, ze warunkijem niezbednym i dostatecznym dla uniknigcia naprezen
czystego zginania w obrotowych powlokach o ujemnej krzywiznie jest pelne ntwierdzenie
jednego brzegu w obu kierunkach stycznych do powierzchni srodkowych (v = 0,u = 0).
FLUGGE [3] zwraca uwage na osobliwe zachowanie sie powlok o ujemnej krzywiznie
Gaussa i na przykladzie hiperboloidy jednopowlokowej obcigZonej na brzegach pokazuje,
2e nieciaglosci na brzegach wywotujg niecigglosci naprezen w powloce propagujace si¢
wzdtuz pewnych linii powierzchni §rodkowej. Jednym z warunkéw stosowalnosci bezmo-
mentowej teorii cienkich powlok jest wg GOLDENWEIZERA [4] spelnienie tzw. hipotezy
Nowodworskiego o mozliwych zginaniach. W mysl tej hipotezy w powloce panuje bez-
momentowy stan naprezen wtenczas, gdy sity przylozone do powloki nie wykonujg zaduej
pracy na przemieszczeniach mozliwych zginan czyli inaczej gdy nie wystgpuja przemiesz-
czenia czystego zginania lub gdy sa one ortogonalne do dziatajacych obcigzen. Stosowane
rézne warianty teorii dwuwymiarowych oparte na skornczonej ilosci wielkosci zdefinio-
wanych na powierzchni §rodkowej sa z definicji teoriami przyblizonymi i nie moga daé
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petnej i $cislej informacji o stanie naprezen i odksztalcen w cienkich tréjWYmia.rowych
cialach jakimi sa powloki [5]. W tej sytuacji duzego znaczenia nabieraja metody dos$wiad-
czalne pozwalajace na pokonanie barier wynikajacych z niedoskonatosci metod anali-
tycznych w wiernym odwzorowaniu zachowania sig powtok pod réznymi sposobami
obcigzen. Badania modelowe konstrukcji sa szczegdlnie przydatne do rozwiazywania
wybranych zagadnien skomplikowanych konstrukeji skladajacych sie z diwigarow po-
wierzchniowych w tym i powlok.

Wielu autordw 'prowadzﬂo badania. eksperymentalne na malych modelach chiodni
kominowych obciaZonych cigZarem wiasnym, wiatren itp., ktorych celem prawie zawsze byt
problem zachowania si¢ powlok przy utracie statecznosct w tym przede wszystkim okres-
lenie tzw. obciazen krytycznych. Obszerne podsumowanie aktualnego stanu badan do-
éwiadczalnych, analitycznych i numerycznych wraz z krytyczng dyskusjg zawarto w arty-
kutach [6, 7]. Rezultaty tych badan réznia si¢ migdzy sobg jakoéciowo i ilo§ciowo i wska-
zuja, e problem zachowania si¢ powlok chiodni hiperboloidalnych przed i po utracie
statecznosci jest nadal otwarty. Wynika to, poza stosowaniem przyblizonych teorii powtok,
z braku wiarygodnych informacji o przebiegu zjawiska a w zwigzku z tym o roli pracy
blonowej, zgieciowe] w fazie przed i po utracie stateczno$ci konstrukcji. Analizujac znane
i dostepne opisy badan modelowych [8, 9, 10, 11] mozZna stwierdzi¢ brak wlasciwej i pemej
obserwacji zachowania sig modeli we wszystkich poczawszy od zera stadiach obciazen.
Nie rejestrowano w wystarczajacej ilosci punktéw pomiarowych procesu deformowania sie
modeléw 1 nie okre§lono w sposéb nie budzacy watpliwoéei charakteru rozwijania sie
przemieszczen i naprezen szczegblnie po obwodzie powlok. Ponadto badania realizowano
dla réimych geometrii modeli, przy réznych warunkach brzegowych, wiasnosciach ma-
terialu modelowego oraz réinym sposobie i charakterze obcigzenia. Zaobserwowane
w tych badaniach do$¢ duze na obwodzie rozrzuty mierzonych wartosci przemieszczen
i naprezen przy osiowo symetrycznym obciazeniu skiadano tylko na karb niedoktadnosci
ksztaltu i grubosci, mimo $rodkowego dziatania obcigzZen czy tez bledéw pomiarowych.

Majac powyzsze na wzgledzie autorzy przeprowadzili szczegdtowa analizg czynnik 6w
wplywajacych na rezultaty eksperymentu modelowego i skupili sig¢ na doktadnym i kom-
pleksowym rozeznaniu charakteru pracy modelu, w ktérym zachowano najwierniejsze
ze znanych realizacji podobienstwo geometryczne, warunkdw brzegowych pod najprostszym
osiowo symetrycznym S$posobie obcigZenia. Opracowano i wdrozono metodyke badan
oraz systemy pomiarowe napreZen i przemieszczen zapewniajace pelny i wiarygodny opis
zachowania si¢ modelu pod obcigzeniem. W artykule omoéwiono rezultaty przeprowadzo-
nych badan, ktére ujawnity osobliwosci i stany pracy statycznej hiperboloidalnej powltoki
chlodni kominowej, ktére przy obecnym stanie wiedzy trudno osiagnal na drodze roz-
wazan analitycznych.

2. Badania modelu pod obcigZeniem oslowo symetrycznym
Model uzyty do badan wiernie odwzorowywat w skali 1:100 chiodni¢ kominows typu

Jaworzno III, Rybnik II o wysokosci 120 m 1 minimalnej grubosci 14 cm. Do wykonania
modelu zastosowano kompozycje epoksydowo mineralng plastyfikowana Zywica po-
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liestrowa. Posiada ona wlasnosci ciata chwilowo liniowo sprezystego. Modut Yunga wynosit

48°C = 3640 MPa, za$ wspotczynnik Poissona byt z okreslonym prawdopodobiedstwem
niezalezny od poziomu naprezen i temperatury i wynosit v = 0,336. Powloke modelu
wykonywano przez sukcesywne nanoszenie plynnego tworzywa na wczesniej przygotowana
powierzchni¢ wewngtrzng powloki. Tworzywo to bylo profilowane tak, aby uzyska¢
powierzchni¢ zewngtrzng powloki a nast¢pnie po utwardzeniu szlifowane do Zadanej
grubosci modelu powtoki. Pozostate elementy modelu, tj. pierécien gorny, stupy ze stopami,
wykonywano osobno doklejano do powloki, po czym zatopiono je w wymodelowanym,
nie stwardniatym jeszcze pierécieniu fundamentowym. Fundament modelu byl przyklejony

do sztywnego stendu, co odpowiadalo posadowieniu na sztywnym podlozu gruntowym.

Rys. 1. Widok stanowiska badawczego.

Obcigzenie od ciezaru wlasnego zastapiono na modelu obciaznikami zaczepionymi
za pomoca wiotkich ciegien do powloki w $rodkach pél wyznaczonych przez siatke po-
dziatu powtoki. Zastosowano podzial na 15 rownoleznikéw oraz od 40 do 120 potudnikéw,
w wyniku czego uzyskano 1280 pdél. Dla przeprowadzenia obcigZenia i odcigZenia zasto-
sowano ruchomy pomost oparty na trzech podno$nikach hydraulicznych. Poprzez podno-
szenie i opuszczapie pomostu kolejno odciazano i obcigzano model. Rysunek 1 przed-
stawia widok stanowiska badawczego, za$ rysumek 2 wymiary modelu. W badaniach
zastosowano podobiefistwo modelowe, w ktérym dla przyjetej a priori skali wymiardw
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liniowych i materiatu modelowego inne skale $cistego podobienstwa modelowego byly
jednoznacznie okreslone i wynosity:
— skala naprezen Ko = 1/8,8
— skala przemieszczef K, = 1/100.

W badaniach zastosowano w kolejnych etapach dwukrotne, sze$ciokrotne i oémio-
krotne zwiekszenie obeigZen ponad wartosci wymagane przez podobienstwo sciste. W arty-
kule podano wyniki iloiciowe uzyskane dla o$miokrotnego przeciazenia.
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Rys. 2. Wymiary modelu chiodni [em].

Dia uzyskania jak najwigksze] iloéci informaciji dotyczace] reakcji modelu na obciazenie
zastosowano nastgpujace ilo$ci punktdédw i przekrojéw pomiarowych:
a) pomiar przemieszczen normalnych powloki modelu w 20 punktach na obwodzie
ina od 6 do 16 poziomach wzdfuz wysokosci oraz pomiar przemieszczen stycznych
(u, v) na brzegach powloki,
h) pomiar tensometryczny normalnych naprezen poludnikowych i réwnoleznikowvch
w 10 punktach na obwodzie i na 6 poziomach, w tym na poziomie —28 pomiar
zageszczono do 20 punktéw na obwodzie,
¢) pomiar tensometryczny naprezen na stupach [0 parach stupdéw modelu.
Pomiary przemieszczenn oraz tensometryczne . pomiary mnaprezen przeprowadzono
przy uzyciu automatycznego systemu przeprowadzania pomiardw i przetwarzania danych
»ASMT-CHEODNIE” wersja ,,stress” i ,,displ”, opartego na sprzeZeniu ,,on line” zestawu
aparatury tensometrycznej firmy Briel and Kjear (mostek typu 1526) z kalkulatorem



NIEKLASYCZNE ZACHOWANIE SIE MODELU CHEODNI 229

programowym Compucorp G-22 typu 425 oraz na odpowiednim oprogramowaniu stero-
wania pomiarami i przetwarzania danych pomiarowych. W wersji ,,displ” przystosowano
odpowiednio mostek temsometryczny do pomiaru przemieszczen. W trakcie obcigzenia
modelu przeprowadzono réwniez pomiar ciggly naprezen i przemieszczen za pomoca
systemu skladajacego si¢ z 12 kanatowego mostka dynamicznego TDA-6 Mikrotechna
oraz oscylografu pegtlicowego typu 2925 japonskiej firmy YEV. Do pomiardw przemiesz-
czef uzyto czujniki indukeyjne produkcji krajowej typu MDKa-E o dokladnodci w syste-
mie | um i zakresie 1000 um. Pomiary odksztaicen przeprowadzono uzywajac krajo-
wych tensometrow foliowych typu FK oraz kratowych typu RL. Zastosowano oryginalna
metodyke pomiardw tensometrycznych mnaprezenn oparta na metodzie pordwnywania
mierzonych na modelu odksztalcen ze wzorcem oraz zastosowaniu pelej kompensacii
temperaturowej przy uzyciu osobnego mo<elu kompensacyjnego [12, 13]. Wielkosci
stanu odksztatce i naprezen okreslono za pomoca prostokatnych rozet naklejonych
na powierzchni zewnetrznej t wewnetrznej modelu i rozdzielano je na skladowe stanu
blonowego i zgigciowego przy zaloZeniu liniowego ich rozkladu na grubosci.

Wyniki. W wyniku pomiardéw otrzymano pelny obraz zdeformowanej icatsop modelu.
Na rysunku 3 zestawiono pomierzone przemieszczenia normalne modelu powtoki., Po-
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Rys. 3. Wykres przemieszezen normalnych powloki modelu.

wierzchnia modelu przybrala pod obcigzeniem osiowo symetrycznym symulujacym cigzar
wlasny globalna na calej wysokosci posta¢ falowa. Ilo$é powstatych na obwodzie fal waha
si¢ od 5 na dolnym do 3 na gérnym brzegu powloki. Podobnie jak przemieszczenia nor-
malne tak i styczne do powierzchni $rodkowej (v, &) pomierzone na brzegach maja charak-
ter falowy. Przebieg przemieszczerd normalnych wzdiuz poludnikéw nie wykazuje wyraZznie

5 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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Rys. 4. Wartoéci $rednie oraz usrednionych amplitud przemieszczen na obwodzie powloki.
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okreslonych prawidlowoéci, albowiem jest zdeterminowany przede wszystkim przebiegiem
falowym po obwodzie powloki. Mozna doszuka¢ sig pewnej tendencji uktadania si¢ punk-
téw charakterystycznych fal po prostych tworzacych hiperboloidy. Amplitudy fal prze-
mieszczent normalnych osiagaty wartosci rzedu grubosci powloki modelu. Redystrybucja
réwnoleznikowych i potudnikowych naprezen blonowych i zgigciowych uzyskana z pomia-
réw napreZen na powierzchni zewnetrznej i wewnetrznej powloki przybrata takze falowy
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Rys. 6. Przebieg przemieszczen i naprezeti na poz. — 28.

charakter. Charakteryzowala si¢ ona duiymi, szczegélnie na obwodzie naprezeniami
zginajacymi, a ponadto wszystkie skladowe naprezen, w tym i blonowych naprezen potud-
nikowych byly silnie uzaleznione od przebiegn przemieszczen normalnych na obwodzie
(rys. 6). Stwierdzono, ze pomiar w 10 punktach na obwodzie nie daje wystarczajacego
obrazu zmian przebiegu mierzonych naprezen, dlatego dokonano tylko statystycznej oceny
tendencji $redniej i amplitud ,,falowania”. Te wielkosci zestawiono i poréwnano z war-
to$ciami otrzymanymi wg teorii zgieciowej [14] na rysunku 4. Zauwazy¢ mo2na, Ze przebieg
uérednionych wartosci potudnikowych naprezen btonowych jest dos¢ zgodny z rozwiaza-
niami stanu bezmomentowego, za$ przebieg oscylujacych wokot zera btonowych naprezen
réownoleznikowych przy réwnoczesnych duzych wartoéciach naprezen zginajacych wskazuje
na wystepowanie globalnego stanu bez wydtuzen powierzchni §rodkowej powltoki. Réwno-

5%
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leznikowe naprezenia btonowe w dolnym obszarze powltoki nosza charakter efektu brzego-
wego dla tego stanu oraz rozkladu ,tarczowego” od podparcia shupami dolnej krawedzi
powloki. Z pomiaréw naprezen na stupach wynika, Ze pracujg one na skutek ,,falowania”
sig krawedzi dolnej powloki w zlozonym stanie. Oprocz napr¢zen osiowych wystepuja
népr@ieni_a dwuosiowego zginania, skrecania i $cinania. Pomierzone w stupach wartosci
naprezen normalnych 1 stycznych sg takze silnie uzaleznione od przebiegu przemieszczen
krawedzi dolnej powloki.

Dla zbadania charakteru i sposobu ksztaltowania si¢ postaci falowej powfoki obser-
wowano na poziomie —44 proces przemieszczania si¢ wybranych punktéw na obwodzie
wraz zZ przyrostem naprezen w tych punktach (rys. 5). Proces falowego deformowania
modelu zaczyna si¢ od poczatku obcigzenia, przy czym przyrosty bfonowych naprezen po-
tudnikowych sg prawie w liniowej zaleznosci od przemieszczen normalnych. Inny charakter
majy przyrosty naprezen rownoleznikowych wskazujace na fakt, ze powtoka na obwodzie
przemieszcza si¢ bez' odpowiedniego przyrostu blonowych napreZzen réwnoleznikowych
czyli tendencji do odksztalcen bez wydhuzen powierzchni $rodkowej.

Kazdorazowo po odciazeniu model wracal do swej pierwotnej postaci i zachowywat
zdolno$¢ do przejmowania obciazeri. W badaniach nie zaobserwowano zjawiska bifurkacji
czy tez przeskoku rozpatrywanego w teoriach statecznosci konstrukcii.

Falowy po obwodzie przebieg przemieszczen normalnych stwierdzono we wszystkich
etapach badan tj. miedzy innymi przy dwukrotnym i sze$ciokrotnym przeciaZeniu jak
réwniez przy brzegowym obcigZzeniu montazowym [15]. Przeprowadzone kontrolne
pomiary na badanym modelu oraz na drugim, ,nie skazonym’ tensometrami itp. pod
pierfcieniowym osiowo symetrycznym o malej wartoéci obciazeniu przytoZonym na po-
ziomie —44, wykazaly calkowita powtarzalno$é zjawiska falowego charakteru deformacji
powtoki.

3. Analiza czynnlkéw wplywajacych na wyniki badan modelowych

Dla wyjasnienia przyczyn osobliwego zachowania si¢ hiperboloidalnej powtoki chiodni
kominowej pod obciazeniem osiowo symetrycznym przeprowadzono analize czynnikow
wplywajgcych na wyniki badan oraz przeprowadzono dodatkowe badania modelowe.
Podstawa analizy bylo zaloZenie, Ze reakcja modelu na obciazZenie jest ZtoZonym procesem
wieloczynnikowym. Czynniki majace wptyw na wyniki badan dotyczg trzech zasadniczych
elementdéw podobiefistwa zjawisk w modelu i obiekcie rzeczywistym, a mianowicie:

a) stopnia zachowania podobieristwa sztywnosci konstrukc;ji

b) stopnia zachowania podobieristwa warunkéw brzegowych

¢) stopnia zachowania podobienstwa obcigzenia.

Analiza abstrahuje od zasadniczego pytania w jakim stopniu quasi sprezysty model -
moze odwzorowaé skomplikowane zachowanie sig rzeczywistej konstrukeji chlodni w as-
pekcie niejedriorodnoéei struktury betonu, reologii oraz dwufazowej pracy materiatu
(zelbetu). Opiera sie ona na zaloZeniu a priori, Ze zjawiska fizyczne w ujeciu analitycznym
i na modelu przebiegajg jednakowo. W wyniku szczegélowej analizy bledéw pomiarowych
stwierdzono, Ze¢ nie wplywajg one na jakosciowy obraz mierzonych wielkosci.



NIEKLASYCZNE ZACHOWANIE SIE MODELU CHEODNI 233

ad. a) Jakos¢ badan modelowych jest uzalezniona przede wszystkim od stopnia zacho-
wania §cislego podobienstwa geometrii, warunkéw brzegowych i cech materiatowych.
Nie mozna wigc pordwnywac wynikéw uzyskanych dla réznych wymiarow geometrycznych
i warunkow brzegowych modeli. Jak juz wspommiano w badaniach przeprowadzonych
przez autoréw zachowano $ciste podobiedstwo geometryczne wszystkich elementéw
konstrukcji chtodni tj. powloki, stupdw, gérnego pierscienia i pierscieniowego fundamentu
wraz ze stopami stupdw. Grubosci poszezegdlnych czgéci modelu starano si¢ wykonad
z dokladnoscia 0,1 mm, zas wymiary gabarytowe z doktadnoscia 1 mm, Wiadomo, ze model
zawsze obarczony jest okreslonymi bledami wykonawczymi, dlatego dla modeli uzytych
w badaniach przeprowadzono pomiary grubosci za pomocg grubosciomierza ultradzwigko-
wego UNIPAN typu 546 z glowica typu 4LDS7G produkcji krajowej. Srednie wartosci
z 20 pomiaréw na obwodzie powtoki wraz z oszacowaniem bigdow rozrzutu wok ot Sredniej
zamieszczono w tablicy nr 1. Pomierzone wartosci sq miarg zaréwno grubosei jak i jedno-

Tablica nr 1. Wyniki pomiaru gruboéci modelu

Srednia Blad rozrzutu
Grubosé warto$c wokol $redniej
R (’)wn'olezniki projekt. mm mm
pomiarowe e e = meese o
mm 7 _ _Z_/z / o g o E
1= 50 | 0,95 = Sy lo,9s
+20 2,50 2,57 0,040
+12 1,62 1,64 0,014
+ 4 1,40 1,45 | 0,013
-4 1,40 1,44 : 0,007
—12 ‘ 1,40 1,46 0,019
—-20 | 1,40 1,46 0,014
—28 1,40 1,46 0,018
—36 | 1,40 1,48 _ 0,013
—44 1,40 1,48 , 0,013
—52 1,40 1,50 ‘ 0,010
—61 1,54 1,59 ‘ 0,013
—-70 1,64 1,66 0,017
—76 1,74 1,76 0,010
—~80 1,79 1,82 0,011
—84 2,25 2,28 0,011
—88 3,96 3,97 0,016
—-93 6,00 6,10 0,026

rodnosci powloki modelu. Zmiany gruboéci powltoki modelu naloZone na przebieg prze-
mieszczen normalnych nie wykazaly okreslonych korelacji. Tak samo skazenia grubosci
w postaci naklejonych na powtoke tensometréw, kostek lutowniczych, przewoddéw jak
réwniez lokalny defekt w poblizu potudnika 148° nie miat zasadniczego wplywu na globalny
przebieg falowego odksztalcania sie modelu. Potwierdzaja to dodatkowe badania na
nieskazonym w ten sposéb modelu kontrolnym. Wplyw tego typu defektoéw i skazed
majg charakter lokalny, tym niemniej zdaniem autordw moga one inicjowaé osobliwy
globalny proces deformacji powloki.
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Stosujac do badan, ktérych interpretacja oparta jest na zasadzie sprezystych wilasnosci
betonu 1 materialu modelowego, tworzywo sztuczne o wiasnosciach zaleznych od tem-
peratury i czasu wynikl problem ich poprawnosci. Bazujac na pojeciu o chwilowych spre-
zystych wilasnosciach materialéw oraz na zasadzie pomiaru opartej na poréwnywaniu
wielkosci mierzonych na modelu z wielkosdciami na wzorcach, opracowano i zastosowano
metodyke badan 13, ktéra w powaznym stopniu eliminuje biedy wynikte z niekorzystnych
wlasnosci tworzywa jako materialu modelowego.

ad. b) Realizowane w badaniach usztywnienia brzegéw powloki maja duze znaczenie
na zachowanie si¢ modelu w takim stopniu jaki ma wplyw tzw. efekt brzegowy na stan
deformacji modelu. Przy dlugich a nie catkowicie skrepowanych brzegach prawie zawsze
stwierdzano globalny stan wyboczeniowy, za$§ przy modelach krétkich i brzegach utwier-
dzonych wystepuje najczesciej lokalne w $rodku wyboczenie propagujace si¢ do obszaréw
zamocowania. Teoretyczne rozwazania nt. wplywu warunkéw brzegowych na charakter
pracy statycznej, w tym i mozliwo$é wystepowania stanu czystego zginania zawarte sa
w pracach [1,2, 3,4]. Analizujac stan osiowo-symetryczny w powloce hiperboloidalne;j
od obciazenia przylozonego na brzegach DuLACskA [16] dowodzi, Ze cienka powloka
hiperboloidalna moze doznawaé deformacji- bez wydtuzen powierzchni Srodkowej gdy
jeden brzeg powtoki ma mozliwosé przemieszczen w kierunku potudnikowym, a w tych
cksperymentach, w ktérych obciazenie realizuje si¢ za pomoca sztywnych ptyt zamoco-
wanych na brzegach taki stan nie moZe wystapi¢. Zestawione w pracy [17] wyniki badan
modelowych wskazuja, ze modele utwierdzone na jednym brzegu a na drugim swobodne,
wybaczajy si¢ przy obciazeniach bliskim stanowi bez wydtuzed powierzchni $rodkowej
powloki i Zze zjawisko jest w wysokim stopniu nieliniowe. Dla ustalenia wplywu zmian
warunkow brzegowych, w tym i rozchodzenie si¢ zaburzef brzegowych, autorzy przepro-
wadzili obszerne dodatkowe badania na modelu. Rozpatrywano wplyw usztywnienia
gornej krawedzi powloki pierScieniem, wplyw usztywnienia goémmego brzegu sztywna
przepong, wplyw sit skupionych przylozonych na brzegach, wptyw usunigcia grupy podpdr
i stwierdzono:

— dla obcigzenia symulujacego ciezar wlasny zastosowany pierscien gorny stezajacy

powloke zmniejsza na gérnej krawedzi amplitudy fal przemieszczen o polowe,
PrZy Czym poniZej przeweZenia zmiany te sj nieznaczne,

— dla pionowego piercieniowego obcigzenia umieszczonego na poziomach —40,
+0,0, +20 stwierdzono, ze usztywnienie gérnego brzegu sztywna przepong nie ma
zasadniczego znaczenia na obraz deformacji w $rodku powloki (poz. —28),

— badano reakcje modelu na sily skupione normalne przylozone do powtoki na
brzegu gémym, dolnym i w $rodku powloki (—40). W tych badaniach stwierdzono,
ze zaburzenie w postaci sit skupionych przytozonych do powloki rozprzestrzenia
si¢ na cala wysoko$¢ powloki na obszarze ograniczonym. liniami asymptotycznymi
powierzchni §rodkowej (rys. 7). Podobnie zaburzenie w postaci wyciecia jednej,
a potem trzech grup stupdw przy obciazeniu cigzarem wlasnym propaguje sig
daleko w gtab powtoki wzdtuz linii asymptotycznych, zmieniajac obraz powierzchni
zafalowanej powloki,

— badano obraz przemieszczen normalnych przy obciazeniu gérnego brzegu kolgjno
1, 3,4, 5, 8, 13, 201 40 sitami skupionymi rozmieszczonym kazdorazowo symetry-
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cznie po obwodzie i stwierdzono rozchodzenie sie i nakiadanie wywolanych przez nie
zaburzen wzdhuz linii asymptotycznych. Dla powyzej 13 tj. 20, 40 sil na obwodzie
obraz odksztalconej powloki poza proporcjonalnym zwigkszeniem amplitud fal
nie zmieniat sig, co $wiadczy, ze sposéb podparcia (50 par stupéw) nie jest bez-
poérednia przyczyna falowej postaci deformacji. Wieksza, a moze dominujaca role
odgrywa fakt, ze stupy podparcia pozwalajg na przemieszczenia dolnej krawedzi
powloki we wszystkich kierunkach (u, v, w).

Rys. 7. Rozchodzenie sig zaburzenia od sily normalnej przytozonej na dolnym Drzegu powloki.

ad. ¢) Charakter i sposob przylozenia obciazen decyduja w sposob znaczacy o zacho-
waniu si¢ powloki. Z drugiej strony jest to czynnik, ktory najtrudniej da sie odwzorowaé
na modelu. Dla przypadku obcigzenia cigzarem wilasnym istnieja niepokonalne trudnoéci
w wiemym zamodelowaniu jego masowego charakteru oraz sposobu jego przyrastania
wraz z postgpem wznoszenia powloki tak, aby w miarg doktadnie wywolaé stan naprezei
i odksztalcen realizujgcy sie w obiekcie rzeczywistym. Najczestszym spotykanym sposobem
obcigZzenia modelu jest jego dyskretyzacja za pomoca obciginikéw lub badania na maszy-
nach wytrzymatos$ciowych realizujacych obcigzenie na krawedziach modelu. Urzadzenia te
w zaleznoéci od rozwigzania konstrukeyjnego moze byé typu sztywnego lub obcigzni-
kowego. Stosowane zazwyczaj sztywne przepony na krawgdziach modelu powloki poza
ich usztywnieniem moga ulegaé obrotowi lub tez powodowaé mimosrodowe przekazy-
wanie si¢ obcigzen. Obcigzenie powierzchniowe jest wywolywane najcze$ciej przez medium
(powietrze, ciecz) dzialajace wewnatrz lub zewnatrz modelu. Szybko$é realizowania
obciaZenia, ewentualne wplywy dynamiczne moga takze wplywaé na wyniki badaf. Taki
sposéb obciazania modelu zmienia w zasadniczo stan naprezen i odksztalcen na wysokosci
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modelu oraz zmienia jego warunki zamocowania. W przeprowadzonych przez autoréw
badaniach zastosowano obciazniki zawieszone na modelu wg przyjetej siatki dyskretyzacji
masowego charakteru obcigZenia cigzarem wiasnym. Przyjeto bardzo gesty w miare
mozliwoéci technicznych podziat wzdiuz réwnoleznikow. Autorzy przeprowadzili badania
w jakim stopniu zageszczenie obcigznikow wplywa na przebieg zjawiska deformowania sig
modelu. Dokonano pomiardw przemieszczen normalnych powloki modelu przy zmiennym,
na poziomie —40 i brzegu gémym, zaggszczeniu na obwodzie siatki dyskretyzacji osiowo
symetrycznego obcigzenia pierécieniowego i stwierdzono, Ze podziat obcigZenia na 20
i powyzej czesci na obwodzie nie powoduje dalszych zmian, poza wielkosciami amplitud
w przebiegu falowego odksztalcania sig powloki modelu, tzn. nie zalezy on od tak przyjetej
siatki podziatu. Na podstawic wynikéw dot. wplywu sit skupionych przyktadanych pod
réznymi katami do powloki stwierdzono szczegdlne znaczenie sit normalnych do powtoki.
Zamiana np. grawitacyjnego charakteru dziatania cigzaru wlasnego na sity dzialajgce
na krawedzie i cisnienie medium na powierzchni¢ powloki modelu moze spowodowaé
znaczne zmiany w przebiegu deformacji modelu. Nalezy spodziewaé sig duzego wptywu
sit normalnych np. od wiatru na wielkoéci zafalowanej deformacji powlfoki. Swiadcza
o tym takze wyniki badan modelowych przeprowadzonych w tunelach aerodynamicznych,
w ktérych uzyskiwano z reguly przebieg deformacii zblizony do stanu bez wydtuzen
powierzchni $rodkowe;j.

Wyniki analizy. Konfrontujac rozwazone czynniki ze sposobem przeprowadzonych badan
stwierdzi¢ mozna, ze zrealizowano najbardziej wietne ze znanych badadi modelowych
$ciste podobienistwo geometryczne wszystkich elementow konstrukeji chlodni i warunkéw
brzegowych. Obcigzenie w zakresie zastosowanej dyskretyzacji w miarg wiernie i bez
wplywu na przebieg zjawiska odwzorowuje dzialanie cigzaru wtasnego. Ewentualne tole-
rancje w wymiarach, grubosci, obciazenia moga powodowaé pewne skazenie stanu wyjscio-
wego modelu, ktore jednak nie ma decydujacego wplywu na mechanizm deformowania sig
modelu. Autorzy na podstawie obserwacji reakcji modelu na sity skupione sgdza, ze gtéwna
przyczyna falowego od poczatku obcigZzenia stanu przemieszczen i naprezen moga byé
osobliwosci geometrii otwartej powloki hiperboloidalnej. Problem ten wymaga dalszych
badan.

4, Wnioski koncowe

Wyniki badan znacznie réznia si¢ od znanych rozwiazan teoretycznych i rezultatow
badann modelowych. Potwierdzaja one osobliwo§ci pracy statycznej bardzo cienkich
powlok o ujemmej krzywiZnie Gaussa jaka jest hiperboloidalna powloka chiodni komi-
nowej:

a) Powtoka modelu pod obcigzeniem osiowo symetrycznym symulujacym cigZar
wiasny od poczatku procesu obciaZania przybierata globalng posta¢ falows. Na
réwno z naprgZzeniami stanu blonowego, zgieciowego wystepuja naprezenia stanu
bez wydtuzen powierzchni $rodkowej. Takie zachowanie sie modelu stwierdzono
we wszystkich przeprowadzonych etapach badan.
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b) W badaniach nie zaobserwowano zjawisk $wiadczacych o wystapieniu bifurkacii,
przeskoku rozumianych w kategoriach jednowymiarowych teorii statecznosci.
Od poczatku obcigzenia powloka przybierala w sposob lagodny postaé falowa.

c) Zaburzenia przylozone na brzegach i na wysokoséci powloki propaguja sie daleko
w glab powloki wzdhluz linii asymptotycznych powierzchni $rodkowe;.

d) Zaobserwowane na modelu zjawiska sygnalizujg ztozonos¢ pracy statycznej cienkich
powlok prostokreslnych o ujemnej krzywiznie Gaussa. Problem zachowania sig
tego typu powtok podpartych punktowo nie jest jeszcze catkowicie zbadany. Zdaniem
autoréw gléwna przyczyna zaobserwowanego w badaniach falowego od poczatku
obciazenia stanu przemieszczen i naprezen moga by¢ osobliwosci geometrii otwar-
tych, wklgstych powlok o ujemnej krzywiznie. Dlatego istnieje konieczno$é podjecia
obszernych badan teoretycznych i eksperymentalnych.

e) Stosujac metode badan modelowych, dla rozwigzywania problemdéw pracy statycznej
konstrukcji powlokowych, poza koniecznoscia wiernego zachowania podobiefstwa
sztywnosci, warunkoéw brzegowych i obcigZen dla zapewnienia wiladciwej inter-
pretacji rezultatow badai nalezy postawié szczegdlne wymagania metodyce badan,
a przede wszystkim ilo$ci 1 jakoS$ci opisu stopni swobody catej powierzchni modelu.
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Pesrome

HEKJIACCUUECKOE TIOBEIEHUE MOJEJIA T'MIIEPBOJIMYUECKOH OBOJIOUYKU
TPAIOVIPHU TP OCECUMETPUUECKOI HAITY3KE

HMcenpitanua oBHApy)KaIOT CYCLIECTBOBaHHE OCOGEHHOCTH CTATHKH THNEPOONHUecKodl 00010uKy
rpamupau. OBONoUKa CHAUANA HATPYKEeHHs NMPHHUMACT 00LIYIO0 BONHHCTYIO (hopmy: COBMECTHO C TaH-
TEeHLUHANBHLIMHE HANPAX(EHUAMK NOSBIAIOTCH U3rHbaloriue HanpsnDKedus oT gedopmanuy 0e3 vijuHe-
HUS M COBHCE CPEIMHHOME ToBepXHOCTH. OTMEUEHO TOKE, YTO BO3MYILLIEHHS PO3NPOCT PAHSIOTCA BHIYG
OoGONOYKH BOOMb ACHMOTOTHYECKHMX JIMHHH CpemuHHOll noBepxHocty. IToBepenue MOMeNst NOTBEPTIaET
CIIOTHEHIT XapaKTep CTATHKM TOHKHX, OTKPBIThIX, BarHYTHIX, JHHEHUYATLIX 0BONOUEK € OTPHUATELHOI
wpususmoil I'aycca.

Summary

A NONCLASIC BEHAVIOUR MODEL OF HYPERBOLIC SHELL OF COOLING TOWER
UNDER AXISYMMETRIC LOADING

Results of the model study show peculiarities of stress state in hyperbolic shells of cooling tower
The shell has from the initial state a wavy form. Beside the membrane stress also the bending one exists
due to the wavy form. It has been observed that the edge loadings propagate into the shell along the asymp-
‘ote lines of mid surface. The model of the shell shows the complexity of the stress state of thin nonclosed
and nonconvex rectilinearly drawn shells with negative Gaussian curvature.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 15 pazdziernika 1979 roku.
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WPEYW TEMPERATURY I SZYBKOSCI ROZCIAGANIA NA WYTRZYMAEOSC WEOKIEN
POLIESTROWYCH O NISKIM STOPNIU ORIENTACJI

ANDRZE) WLOCHOWICZ, MAREK LiNEK (BIELSKO-BIALA)

Wstep

Rozwdj prac badawczych w dziedzinie polimeréw zmierza w dwéch zasadniczych
kierunkach — fenomenologicznym i statystycznym.

Grupa pierwsza jest reprezentowana przez opracowania FRAUDENTHALA [1], TRUES-
DELLA [2], NoLLaA [3], CoLEMANNA [4], ERINGENA [5] i innych [6, 7], druga za$ przez prace
Zimma {81, Rouse’a [9], CerraA [10], BucHEGO [11], PETERLINA [12], KARGINA [13] czy
ZAWADZKIEGO [14].

Prace w grupie pierwszej opieraja sie na koncepcji mikroskopowej osrodkdéw ciaglych
uwzgledniajac termodynamiczne teorie materiatow z ,,pamiecia”’, z drugiej zas na modyfi-
kowaniu teorii typu statystycznego przy uwzglednieniu indywidualnych cech struktury
czasteczkowej elementdw sktadowych makroczasteczek.

W polimerach, w zaleznosci od ich stanu fizycznego, naprezenia, struktury czastecz-
kowej 1 nadczgsteczkowej, warunkéw badania, przebiegaja ztozone procesy fizyko-che-
miczne, ktérych wynikiem sa zjawiska termokinetyczne i zmiany struktury wewnetrzne;j.

Wytrzymalos¢ charakteryzuje zdolnosé widkna do zachowania spoistosci pod dzialaniem
sit zewnetrznych. Stanowi wige wazZng w praktyce wiasnos¢ ciat statych. Szczegélny przy-
padek stanowi wytrzymatosé na rozrywanie. Istnieje w tym wzgledzie szereg teorii i metod
badawczych [15], z ktérych na wyréZnienie zastuguja opracowane w ostatnich latach
dwie — PETERLINA [12], oraz ZURKOWA i ABAsowa [17-19].

PeTERLIN zaklada, Ze wytrzymato$é widkna jest uwarunkowana ukladem makro-
czasteczek w warstwie rozdzielajacej (wiazacej) sasiednie lamele krystaliczne, wykazujace]
najnizszg trwalo$¢ mechaniczng w fibryli. Zurkow i Abasow twierdza, ze decydujacy
wplyw na rozwoj destrukcji tworzywa widkna majg drgania cieplne atoméw. Fluktuacje
cieplne mogg spowodowaé zerwanie poszczegdlnych wigzaf,, co moze da¢ poczatek prze-
grupowaniu czasteczek oraz pojawieniu si¢ mikroszczelin w objetosci badanego widkna.
Teorja Zurkowa — Abasowa wyréznia sig prostym ujeciem ilosciowym procesu niszczenia
mechanicznego opartym na elementarnych zjawiskach fizycznych. Wystepujacy w réwnaniu
ZURKOWA graniczny wspOlczynnik strukturalny 4 jest funkcja parametréw budowy
czasteczkowej i nadczasteczkowej tworzywa widkna. Znalezienie postaci tej funkcji stwo-
rzyloby podstawy teoretyczne do projektowania widkien chemicznych o z géry danych
wiasnoéciach makroskopowych. Rozwiazanie tego zagadnienia wymaga jednak uprzednie]
analizy réwnania Zurkowa w zastosowaniu do zmiennvch obciaZzen badanego widkna,
co jest trescia niniejszego opracowania.
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Zarys teorii Zurkowa-Abasowa

Termomechaniczna teoria ZURKOWA [19] jako podstawowa przyczyng procesu des-
trukcji polimeréw przyjmuje fluktuacje drgan cieplnych atoméw w makroczasteczkach.
Naprezenia wystepujace w tworzywie polimeru pod dzialaniem sil zewngtrznych sa jedynie
czynnikiem stymulujgcym proces zrywania wigzan gléwnych w makroczasteczkach przez
obnizenie bariery energetycznej. Wzrost temperatury zwigksza prawdopodobicistwo
fluktuacji drgan cieplnych, co takZe aktywizuje proces destrukcji. Wielkoscia makrosko-
powa charakteryzujaca wytrzymalo$é polimeru na zrywanie jest wg Zurkowa ,,czas zycia”
probki 7 pod dzialaniem stacjonarnych naprezen o w statej temperaturze 7. Wielkosci
te sa zwigzane réwnaniem typu Arrheniusa:

M T = roexp(ﬂ-}’ﬁ),

gdzie:
1, = 10713%1 _ okres drgan wlasnych atomu, niezaleZny od rodzaju tworzywa,
1 — bariera energetyczna wigzan gléwnych réwna sredniej energii dysocjacji,
y — wspotczymnik strukturalny zalezy od parametréw budowy czasteczkowe;j
i mnadczasteczkowej, odzwierciedlajacy nierdwnomiernosci rozktidu
naprezen wewngtrznych,
o — naprezenie.

Rownanie (1) nie odzwierciedla jednak szeregu zjawisk towarzyszacych procesowi
destrukciji, np. przy matych wartosciach naprezen istotna role odgrywa proces rekombinacji
zerwanych wiazan. Istnieje zatem pewna warto$é naprezen, przy ktérej proces rekombinacii
réwnowazny proces destrukcji wigzan, (widkno zachowuje spoistosé).

Nadto wystepuje zalezno$¢ miedzy ciaggloscia przemian zachodzacych w strukturze
nadczasteczkowej tworzywa widkna w procesie rozciggania a diugo$cia badanej prébki.
Wystepuje wiec szereg ograniczen w stosowalnosci réwnania Zurkowa podanego w postaci
.

W praktyce, podczas rozrywania wiokien rzadko stosuje sie obciazenia stacjonarne.
ZaloZenie o nieodwracalnoéci elementarnych aktéw destrukcji wigzan, czyil o ich sumo-
waniu si¢ (co jest do przyjecia dla dostatecznie duzych naprezen) prowadzi przy dowolnym
programie napreZenia o(¢) w stalej temperaturze (7)) do réwnosci (2) [20].

: dt
) (.J{Aexp[—acf(t)] =5

gdzie:
e
“T T
U
A= ToeXpTT,

Z réwnania (2) wynika, Zze podczas zrywania wldkien éredni czas Zycia 7 zalezy od zmian
naprezenia o(t). Wielkoscig charakteryzujaca wlasnosci wytrzymatociowe tworzywa
witkna jest wspdlczynnik strukturalny y. '
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Roéwnanie (2) poszerza zakres stosowalnosci réwmnania (1) i mozna je przyjaé za kry-
terium zgodnosci z teoria Zurkowa w przypadku zmiennych naprezen. Przy stalej szyb-
kosci wzrostu naprezen ¢ z rbwnania (2) mozna wyznaczy¢ warto$ci naprezen zrywajacych
w postaci funkcji

LGS B I
(3) [24 o
0 = const

Stusznosé powyzszego rozumowania (réwnania 1 i 3) dla réznych materiatéw potwierdzaja
dane doéwiadczalne w pracy [21].

Wyznaczanie wspolczynnika strukturalnego p, oraz energii aktywacji U przy stalej predkosci rozciagania
wlokien

W praktyce badan wytrzymalo$ciowych widkien na rozcigganie najczesciej prowadzi
si¢ ocene wytrzymalosci rozciggajac widkno ze stala predkosceia rozciggania. Sprawdzenie
kryterium (2) wymaga wowczas znalezienia funkcji o(t) w oparciu o krzywa dos$wiadczalng
a(e) dla kazdego przypadku zmiany parametréw strukturalnych tworzywa lub temperatury
pomiaru. Na rys. 1 przedstawiono zaleinosci o(¢) dla widkien poliestrowych o niskim

'

[NAM2]4 o

300 T
— dr —————————— -
E 2001 |
z |
- i
100} :
SN == |
i 1
.
50 100 , f Lt
e{%] _ to T [s])
Rys. 1. Doswiadczalne zaleznosci o(e) dla widkien Rys. 2. Sposodb wyznaczania statych oo, ,, fo, T
poliestrowych o niskiej orientacji wewnetrznej, z krzywej o(t).

w rbéznych temperaturach rozciagania wibkna.

stopniu orientacji wewnetrznej, rozcigganych ze statg predkoscig v, w réznych ustalonych
temperaturach T. Zaleino$¢ o(f) (rys. 2) z- dobrym przyblizeniem .opisuje funkcja (4):

0o dla 0<t<ty,
@ olt) = Got 790 (1py)  dla o< E< T

T—1lo )

Sposéb wyznaczenia statych a4, o, 1o, T dla funkcji aproksymacyjnej (4) podano na rys. 2.
Zmiana predkosel rozciagania nie wplywa praktycznie na postaé funkcji (4), zmienia
Jjedynie wartodci o,, t,, 7. Podstawiajac funkcje (4) do réwnania (2) i wykonujac catkowanie
otrzymuje si¢ zalezno$é miedzy czasem, Zycia T a maprgZeniem zrywajacym o, w postaci
: Up—po, | kT(—p)
(5) 1nr=—~?T——~ln ’)/(O’,.——O'O)‘E_U’
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gdzie:

B = t—;’ = 0,33 — czas wzgledny, w ktorym ¢ = ¢, = const, niezalezny od v (rys. 2).
Uwzgledniajac zaleznosc

© r o Ll ® g,

v

oraz wiaczajac wolnozmienne wyrazy rownania (5) do statej C (wprowadza to biad < 0,5%)
otrzymuje sie zaleznosci: ‘

kT
@) or(v) = 71n7}+C1 gdy T = const,
gdzie:
U o 60(1=8) kT
(7a) c, = Yo _ KTy, & lo 60U=H)
Y 4 To(0,—d0)Y
Iub
U
(8) Gur) = " —C,T gdy v = const,
w Ktore] '
Ay 60(1— T
(82) c, = Ky & for S0U=-PKT

y v To(0,~0p)y

Zaleznosci (7) 1 (8) pozwalajg w oparciu o dane doswiadczalne wyznaczy¢ wartosé
wspoélezynnika ¢ i U. BUECHE [11] wychodzac z nieco odmiennych od Zurkowa zatozen,
lecz takze opartych na termofluktuacyjnym charakterze procesu zrywania wigzan w makro-
czgsteczece, dochodzi do réwnania analogicznego do réwnania (7).

Liniowa zaleZzno$¢ migdzy napreZzeniem zrywajagcym widkna aluw jest spelniona dla
badanych witdkien poliestrowych przy predkosciach rozciagania mniejszych od 300 mm/min.

Réwnanie (8) nie daje rowniez wartoéci a, zgodnych z dos§wiadczeniem. Wplyw tem-
peratury na wytrzymalo$¢ widkien jest znacznie wyzszy niz wyrazony w réwnaniu (8)
przez wspdlczynnik kierunkowy C, przy czym liniowa zaleinoéé o,(T) jest zachowana.

Podstawowa przyczyna niezgodnosci réwnania (8) z danymi do$wiadczalnymi wydaje
si¢ by¢ przyjecie w réwnaniu (1) jako energii aktywacji, niezaleinej od temperatury energii
dysocjacji wigzan giéwnych w tancuchu makroczasteczki, W tworzywach z polimerdéw
organicznych istotng role odgrywa kobezja czasteczkowa. W temperaturach mniskich,
w ktorych ruchliwoséé grup bocznych taicucha gtéwnego jest niewielka, wigzania miedzy-
czasteczkowe przenosza czesC naprezen dzialajacych na makroczasteczke na pewien
obszar jej otoczenia. W takim przypadku fragmentaryzacja makroczgsteczki jest mozliwa
dopiero po przekroczeniu bariery energetycznej réwnej sumie energii dysocjacji wigzan
gtéwnych (Uy) i energii kohezji czasteczkowej (Uy).

© Uy = Us+Up.
Ze wrzrostem temperatury wzrasta ruchliwo$é cieplna laficucha makroczasteczki 1 jej

grup bocznych, zatem wplyw wigzan miedzyczasteczkowych na degradacje makroczasteczki
maleje. Oznacza to, ze U, maleje ze wzrostem temperatury. Z do$wiadczenia wynika,
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7e zalezno$¢ ta jest liniowa w szerokim przedziale temperatur. Mozna wigc napisaé, ze:

(IO) Uk = Uk“—-otT,
fub
(1D U= Uy—aT,

Dane doswiadczalne zawarte w pracy [22], otrzymane dla poliamidu 6 w zakresie teni-
peratur 253 - 330 K, potwierdzaja stusznosé réwnania (11).

Konsekwencje przyjecia w réwnaniu Zurkowa linfowej zaleinosci U(o)

Wystepujaca w rownaniu (1) energia aktywacji przedstawiona jest w postaci liniowej
funkcji naprezenia, co stanowi duze uproszczenie, zwlaszcza gdy badane tworzywo pod-
dawane jest naprezeniom w szerokim przedziale wartosci. W celu okreslenia konsekwencii
takiego uproszczenia przesledZzmy jedna z metod obliczania energii aktywacji.

Energi¢ potencjalng dwéch atoméw polgczonych wiazaniem gléwnym w zaleznodci od
odlegloéci $rodkdw cigzkosci tych atoméw mozna opisa¢ réwnaniem Morse’a (rys. 3a):
(12) U= Uy+U,[l—edtr-ra)2,
gdzie:

U, — warto$é energii w stanie réwnowagi (glebokosé studni potencjatu),

U, — energia dysocjacji wigzania,

ro — odleglo$¢ migdzy atomami w stanie réwnowagi,

b — stala, .
Sila potrzebna do rozciagnigeia wigzania gtownego bedzie réwna (rys. 3b):
(13) . . F = % = 4F,n[e—b(r—ru)__e—zb(r—r.,)]’
a) c)

Rys. 3. a) Krzywa zmiany energii potencjalnej glownego wigzania chemicznego wedlug r. Morse’a. b) Sila
oddzialywania atomoéw w dwuatomowej czasteczce w funkeji odlegtoscei. ¢) i d) Sposob wyznaczania energii
aktywacji destrukcji wigzania przy stalej sile rozciagajacej f.
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gdzie:
b .
F, = —2—Ud — maksymalna warto§¢ F(r).

Energia aktywacji procesu zrywania wiazai pod dziataniem statej sity f réwna jest
pracy potrzebnej do przejécia atomu z polozenia réwnowagi trwalej przy deformacji Ar,
do potozenia réownowagi chwiejnej przy deformacji Ary, (rys. 3c i 3d):

T ”l/l‘Ff:
W U= | FO-fdr = U, ]/ S Ty Y Fa

Ary

Rys. 4 przedstawia zalezno$¢ energii aktywacji od przytoZonej sily rozciggajacej wigzanie
dla réznych ilosci (#) ogniw merowych w tancuchu makroczasteczki [25].

1 T T I
4 1-N=00
2-n=100 '
3-n=20 |
t-n=10
05l z s
1
Rys. 4. Zalezno$é energii aktywacji od sily przylozonej do makro-
0 ' 0"5 czasteczki dla r6znych dhugosdci lancucha [26]. Ilo§¢ ogniw merowych
t/Fm w lafncuchu makroczasteczki: 1-—o0, 2—100, 3 —20, 4—10.

Réwnanie (14) z dobrym przyblizeniem opisuje zalezno$¢ U(f) dla makroczasteczek
o wysokim stopniu polimeryzacji (n — o).

Krzywe z rys. 4 przedstawiajg takze z dokladnodcia do stalej przebieg zmiennosci
funkcji ]nr(i) dla stacjonarnych . naprgzen rozrywajacych przy T = const:

' U kT, =

1 (27

O liniowej zaleznosci mozna tu méwié jedynie dla waskich przedziatéw wartosci
napre¢zef stacjonarnych, przy czym nachylenia prostych zmieniaja sie w kolejnych prze-
dzialach. A zatem przyblizenie liniowe prowadzi do réinych wartosci energii dysocjacji
U; w zaleznosci od rozwazanego przedziatlu naprezen rozrywajacych. Przebiegi krzywych
dla skrajnych wartoéci f/F, nie majg praktycznego znaczenia, gdyz dla wartosci bliskich
zera wystepuje silny efekt rekombinacji wigzan, natomiast wartosci bliskie jednosci sa
praktycznie nieosiagalne — przylozenie zewnetrznej sity rozrywajacej wywoluje ustalenie
sig naprezen lokalnych w préobee w skoniczonym réznym od zera przedziale czasu, a wigc
rozerwanie zachodzi przed osiagnieciem maksymalnej wartosci naprezen §rednich. Ogoélnie
mozna stwierdzié, ze dla maltych wartoéci n (np. krysztaly metaliczne) rownanie (1) daje
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zawsze zawyzone wartosci Uy(Uy > Uy), natomiast dla n z przedziatu 50 - 150 (np. poli-

mery) otrzymujemy przy matych wartodciach f/F,, Uy > Uy, za$ przy duzych — U, < Uj.
Rozpatrzymy z kolei przypadek zmiennych naprezen opisanych réwnaniem (4), przyj-

mujac energie¢ aktywacji w postaci (14). Wprowadzimy przy tym oznaczenie

(16) i=J A0

- r = s
Fm o,

gdzie:

o — naprezenie srednie,

0, — napreZenie teoretyczne (wytrzymalo$é teoretyczna),

g — wspédlczynnik spigtrzenia naprezen lokalnych.
Analiza intensywnosci przebiegu procesu destrukcji ma podstawie réwnania (2), przy
liniowo zmiennych naprezeniach wykazuje, ze ponad 999 aktéw destrukcji wigzan gtow-
nych zachodzi w koncowym przedziale wartosci (z) o szerokoéci z,—z = 0,1, niezalezmie
od wartosci z, (z,. = —(‘—I—.i).

Gy

Fakt ten pozwala na nastgpujgce uproszczenia w rozwazaniach iloSciowych: granice
w rownaniu (2) mozna zredukowa¢ do przedziatu ¢, 7, gdyz w poczatkowej fazie rozcia-
gania wystepuje gtéwnie przegrupowanie jednostek kinetycznych tworzywa bez zrywania
wigzan giéwnych, ponadto funkcje (14) mozna do calkowania zastapi¢ styczng w punkcie
z,. Prowadzi to do nastgpujacej zalezmoscei:

&1,  60(1—p)kT

—zIn 'I//—lﬂ (1— "°)rou,, )

14/ 1—2z r

(17 Inv=In

Przebieg zmiennosci funkeji (17) przedstawiony jest dla dwéch réznych wartosci
energii na rys. 5. W przedziale predkosci stosowanych w eksperymencie (linia ciagla

v,=20mm/min
V222000 mm/min

—

0,51

Rys. 5. Przebieg zmiennosci funkcji z(Inv) dla réznych wartoSci energii
aktywacji (r. 17).

2 Inv

na rys. 5) przebieg jest z dobrym przyblizeniem prostoliniowy, a wigc analogiczny do
opisanego réwnaniem (7). Sposéb postepowania, prowadzacy do réwnania (17) eliminuje
wplyw na warto$é energii dysocjacji przyblizenia wystgpujacego w réwnaniu Zurkowa
w postaci liniowej zalefmosci U(o).

6 Mech. Teoret, { Stos. 2/81
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Jednakze i w tym przypadku dane doswiadczalne wskazuja na zalezno$¢ energii akty-
wacji od temperatury, przy czym warto$¢ energii dysocjacji otrzymana z réownania (17)
jest wyZsza niz przy stosowaniu réwnania (8). Wynika to stad, ze dla poliestréw n wynosi
100 - 140, a wiec U(z) odpowiada krzywej 2 na rys. 4. Réwnanie (17) mozna wykorzystaé
do oszacowania wartoéci z, odpowiadajacych eksperymentalnym wartosciom o,. I tak
dla T = 298 X otrzymujemy z = 0,39-0,42 a dla T = 453 K z = 0,25 - 0,27. Réwnanie
stycznej do krzywej 2 w przedziale pierwszym daje dobra zgodno$¢ z przyblizeniem Zur-
kowa, natomiast stosujac réwnanie Zurkowa do danych z drugiego przedziatu nalezaloby
oczekiwac wyzszych wartoSci Uy (efekt przeciwny do obserwowanego w eksperymencie),

Reasumujac, mozna stwierdzié ze obserwowane dla poliestrow odstepstwa od teorii
Zurkowa wynikaja z pominiecia w réwnaniu (I) oddzialywan miedzy czasteczkowych,
natomiast przyjecie limiowej zaleznosci U(o) moze jedynie zmienia¢ wartos¢ wspétczynnika
w réwnaniu (11). Réwnanie Zurkowa w postaci (1) moze wiec stanowi¢ podstawe do
analizy jakosciowej wplywu oddzialywan miedzyczasteczkowych na proces destrukeji
podczas rozciggania tworzywa. Wplyw ten powinien ujawni¢ sie w postaci zaleznosci
U(T) oraz y(v, T).

Wplyw temperatury i predkoscl rozciagania wlokicn na warto$é wspolezynnika strukturalnego v

Wzrost temperatury wplywa nie tylko na wartosé energii aktywacji (11), lecz takze
na koncentracje naprezen podczas rozciagania prébki.

Wskutek réznej dhugosci i ksztaltu makroczasteczek laczacych poszczegdlne obszary
krystaliczne oraz ich silnego powiazania wzajemnego, rozcigganiu probki towarzyszy
bardzo nieréwnomierny rozklad sit dziatajacych na makroczasteczki. Powoduje to sukce-
sywne zrywanie ladcuchéw makroczasteczek, przy czym w pierwszej kolejnosci ulegajg
naprezeniu i rozrywaniu makroczasteczki taczace o najmniejszej dhugosci i najbardziej
wyprostowane, a nastepnie dhuzsze i bardzicj skigbione. Tak wigc, napreZenie rozciagajace
jest przenoszone przez wzglednie mata liczbe makroczasteczek. Ilosciowo efekt ten ujmuje
wspotczynnik strukturalny .

W niskich temperaturach (poniZej temp. zeszklenia T,) ze wzgledu na malg ruchliwosé
termiczna lancuchdéw lub ich fragmentéw oraz grup bocznych, oddzialywania miedzy-
czasteczkowe sa znaczne. Rozklad naprezen jest wowczas optymalny dla danych para-
metréw strukturalnych tworzywa wiékna. Ze wzrostem temperatury zmniejsza sie udziat
dhugich, silnie skigbionych, makroczasteczek w przenoszeniu naprezen. Wynika z tego,
ze wzrost temperatury powoduje wzrost wartosci wspdlczynnika y. Proces przegrupowy-
wania makroczasteczek 1 obszaréw krystalicznych, rozwijania i rozprostowywania skle-
bionych laricuchéw makroczasteczek powoduje wzrost stopnia orientacji tworzywa widkna.
Towarzyszy temu relaksacja naprezed w obszarach o duzej ich koncentracji zwiekszajaca
réwnomiernoé$¢ rozkladu naprezen. Stopien zrelaksowania naprezen wzrasta z czasem
trwania procesu. Nie eliminuje to jednak destrukcji wiazan, zwlaszcza w makroczastecz-
kach silniej naprezonych, przy czym prawdopodobiefstwo rozerwania wigzania w wyniku
termofluktuacji rosnie z czasem dzialania naprezenia. Oba procesy wywoluja przeciw-
stawny wplyw na wytrzymato$¢ tworzywa poddanego naprezeniom rozciggajacym. Wynika
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7 tego, Z€ istnieje taki czas Zzycia probki, przy ktorym wystepuja najmniej korzystne warunki
dla procesu destrukcji, a wigc naprezenia zrywajace o, osiagaja warto§¢ maksymalna.
Zalezno$¢ o.(Inv) nie moze wigc byé liniowa [22, 24] ani monotonicznie zmienng.
Proces cze¢éciowej relaksacji naprezen zmniejsza sie ze wzrostem predkoécei, zatem
wrzrost predkosci wywoluje zwigkszenie y. WprowadZzmy wspolezynnik korekeyjny
f(v, T) i niech

Yo
18 Y= .
(%) F@, 1)
Wielkosci v oraz T wplywaja na y w sposéb niezalezny, mozna wigc napisaé, ze:
19 B(o, T) = f1(v) - f(T).

Tlosciowy wplyw przegrupowania makroczasteczek na warto$¢ naprezed mozna rozpa-
trzyé w pierwszym przyblizeniu w oparciu o model reologiczny Kelvina — Voigta. Zwiazek
miedzy wydtuzeniem wzglgdnym & podczas pelzania tworzywa widkna a naprezeniami
stacjonarnymi w funkcji czasu, opisuje réwnanie:

(20) £=%{l—exp[-——%-t]}

gdzie:

o — naprezenie,

E — modul Younga,

7 — wspblezynnik lepkosci,

t—czas. _
Zaktadajac, ze wartoéci chwilowe o i ¢ spelniaja réwnanie (20) dla poszczegdlnych makro-
czgsteczek przy zmiennych obcigzeniach, wplyw szybkosci rozciggania widkna na wartosé
naprezen lokalnych mozna okresli€ poréwnujac naprezenia przy jednakowych wartosciach
e dla v = 0 (maksymalna relaksacja — o,) 1 dowolnej wartosci » (relaksacja czesciowa —
0), zatem

(1) g=—_J0
l—exp(— const)

Ze wzrostem stopnia relaksacji naprezen roénie liczba makroczasteczek przenoszacych
dzialanie sil zewnetrznych, w wyniku czego naprezenia makroskopowe w znacznie mniej-
szym. stopniu zalezg od predkosci rozciagania. Réwnanie (21) odzwierciedla jedynie
wplyw predkoéci na spigtrzenie naprezen lokalnych. Wynika stad, e funkcja f; (v) moze
mieé postaé:

const
(22) filw) = ]—exp(-— o )
Na drodze empirycznej otrzymano, ze:
(23) S1(®) = 1~CeXP(_— 3;3)
oraz ‘
. : T
24 f2(0) = 1-—

)]

]

6%
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gdzie:
C, vy, Ty — stale
Stata C obrazuje nierdwnomierno$é procesu relaksacji naprgzen w poszczegblnych
makroczgsteczkach obszaru bezpostaciowego. Ostatecznie wspotczynnik korekeyiny B(v, T)
przyjmuje postaé:

(25) B(v, T) = [1~Cexp(_vl)].(1__TT_)

0 o]

Na rysunku 6 przedstawiony jest schematycznie przebieg zmiennosci funkeji o,(v)
na podstawie réwnania (7) z uwzglednieniem funkcji fi(v) (23).

O itv) “

Rys. 6. Przebieg zmiennosci funkcji o,(v) wyliczony na podstawie
Inv rownania (7) z uwzglednieniem funkcji f,(v).

Przy malych szybkosciach rozciggania czas trwalosci probki jest dostatecznie dhugi
do pelnego, maksymalnego dla danej probki przegrupowania makroczasteczek lub ich
zespoldw, niezaleznie od szybkosci rozciagania. Wspolczynnik strukturalny y,, decydujacy
o nachylenia odcinka prostej (I) z rysunku 6 ma warto$¢ odpowiadajaca strukturze two-
rzywa w momencie zerwania, jednakowa dla wszystkich probek.

Przy duzych szybkosciach rozciagania rozklad naprezen lokalnych jest funkcja para-
metréw struktury wyjéciowej probki. Czas trwalosci jest zbyt krotki, aby podczas rozcia-
gania zaszly w probee istotne zmiany strukturalne. Wspolezynnik strukturalny y, jest
wigc takze niezalezny od szybkosci rozciggania, przy czym y, > y,. Odpowiada to odcin-
kowi prostoliniowemu (IT) krzywej z rysunku 6.

Dla tworzyw kruchych wspolczynniki y, i v, moga byé w przyblizeniu réwne. W takim
przypadku nie wystapi obnizenie wytrzymaltodci przy duzych szybkosciach rozcizgania.

‘Wyniki pomiaréow

Pomiary wytrzymalosci badanych widkien poliestrowych prowadzono na zrywarce
Instron model 1122, stosujac szybko$é rozciggania 20 - 2000 mm/min w temperaturach
298 - 453 K. Minimalna dtugo$¢ prébek byla ograniczona konstrukcja komory tempera-
turowej i wynosita /, = 100 mm. Srednica przekroju poprzecznego widkna byla réwna
d = 0,025 mm. W celu wyeliminowania wplywu skurczu termicznego wyraznie ujawnia-
jacego sig w temperaturach powyzej T,, prébki wprowadzone byly w szczeki zrywarki
za pomocg specjalnego uchwytu, zapewniajacego ich stata dlugosé poczatkowa (doklad-
niej — stala mase prébki).
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Naprezenie zrywajgce badanych wiokien w funkcji v i T, przy statej predkosci rozcigga-
nia w ustalonej temperaturze obliczono z réwnania (5) przy uwzglednieniu funkcii (19)
i (25).

Ostatecznie po przeksztalceniu réwnanie (5) ma postaé:

Up—aT kT &-lo 60 (1-ﬂ)kT]

Yo Yo v 1o(0,— 09) y
) T
1—C — 21— =
x[ exp( 4 )] (1 To)

Przy statych predkosciach rozciagania v < 300 mm/min, (¢ < 3 min~!) i T = const
roéwnanie (26) przechodzi w zaleznos¢ liniowa podobng do réwnania (7). Wprowadzenie
wspdlczynnika f, (T') zmienia nieco warto$¢ U, i y, w poréwnaniu z obliczonymi z row-
nania (7). Wartoéci stalych otrzymane z réwnania (26) przy uwzglednieniu danych do-
$wiadczalnych wynosza :

U = 74,9 [keal/mol], y = 1,344 [kcal/mol/kG/mm?],

T, = 3130 K, V,= 1400 [mm/min], « = 0,03 [kcal/mol- K],

C=03.

(26) 0’,.(7), T): [

Na rys, 7 przedstawiono wykresy przebiegu zmiennoéei o,,r(Inv) na podstawie réwnania
(26), oraz dane doswiadczalne.

295

0y (N/mm?]

245

i K '
298 333 373 453
TiK]

Rys. 7. Przebieg zmiennosci funkcji o,,7(v) dia réznych wartofei T (wg r. 26) oraz dane do§wiadczalne.

195

Rys. 8 ilustruje analogiczne zaleznosci temperaturowe o, ,(T). Z poréwnania krzywych
wynika, iz zgodnosé réwnania (22) z danymi doswiadczalnymi jest duza. Srednie odchylenie
standardowe dla poszczegdlnych punktéw pomiarowych (Srednia z 20 pomiaréw wyko-
nanych dla widkien elementarnych skladajacych si¢ na przedze), oraz dla wartoéci §rednich
przedzy, sa tego samego rzedu i zawierajg si¢ w przedziale 0,1 - 0,2 kGmm?.
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Rys. 8. Przebieg zmiennosci funkcji o,,,(T"), dla réznych wartosci v (wg r. 26) oraz dane do§wiadczalne.

Tabela 1. Wyniki pomiarow wartoscl U | y dla wibkien poliestrowych o niskle] orientac]i wewngtrzne]

TK : 0 298 333 373 453 530
U [kcal/mol] 74,9 66,0 64,9 63,7 61,3 59,0
U [J/mol] 314 277 272 267 257 247
kcal kG
Y [ —-—] 1,34 1,49 1,50 1,53 1,57 1,62
mol / mm?2

W tabeli (1) zestawiono wartosci energii aktywacji obliczonej z réwnania (26) dla
badanych widkien poliestrowych w przedziale temperatur 298 - 453 K. Ekstrapolujac
te wartosci dla T'= 0 K, otrzymamy, ze U, = 74,9 [kcal/mol], za$ dla temperatury
topnienia widkna T, = 530 K, Uy = 59,0 [kcal/mol].

Mozna wigce stwierdzi¢, ze wplyw grup bocznych fafdcucha gléwnego na przenoszenie
naprezen zanika dopiero w poblizu temperatury topnienia tworzywa widkna, czyli gdy

Usg= Ur.
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Warto$¢ energii dysocjacji Uy i energii kohezji czasteczkowej Uyo znalezione przez
PiEREPELKINA [23] wynosza odpowiednio: U, = 62,6 - 68,9 [kcal/mol], U, = 11,0 -
14,6 [kcal/mol] i dobrze spelniaja réwnanie (9).

Podsumowanie

Przedstawione wyniki pomiaréw potwierdzaja termofluktuacyjny charakter procesu
destrukcji tworzywa wiékna poliestrowego podczas rozciagania, stanowigcy podstawe
teorii Zurkowa. Nieuzasadnione jest jednak przyjecie w téwnaniu (1) stalej wartodci
energii dysocjacji wiazan glownych w makroczasteczce tworzywa widkna. Wydaje sig
koniecznym uwzglednienie energii kohezji czosteczkowej. W skrajnym przypadku oddzia-
lywania pomigdzy makroczasteczkami mogg decydowaé o wytrzymalosci, gdyz znaczna
czesé makroczasteczek laczacych moze ulec wysunigciu bez zerwania wigzat gtéwnych.
Jedynie dla wtokien o wysokim stopniu krystalicznoéci wplyw temperatury na wartosé¢ U,
a takze v, moze by¢ pomijany. Dla wldkien o niskim stopniu orientacji nie mozna pomijaé
takZe procesu przegrupowywania makroczasteczek i obszaréw uporzadkowanych, powo-
dujacego zmiang rozkladu naprezen lokalnych. Nalezy wige uwzglednié wplyw szybkosci
rozciggania na wartos¢ p. Dla widkien poliestrowych zaleino$¢ naprezen rozrywajacych
o, od Inv jest nieliniowa. Przy duzych szybko$ciach rozciggania wystgpuje znaczne zmniej-
szenie wytrzymatosci tworzywa widkna w porédwnaniu z przewidywang przez teorig¢ Zur-
kowa.
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Pesloae

BIIUSIHUE TEMIIEPATYPLI 1 CKOPOCTH PACTSDKEHNA HA IIPOUHOCTD
MONIM2dHMPHBIX BOJIOKOH C MAJIOI BLITSKCKON

B pabore masa momudmkands ypasaeHMA JKypkoma, paciiupalolyas npefen ero NpHUMEHEHHsT Ha
BELIECTBA , XAPAKTEPHIYIOIHECH TEYEHHEM BO BPEMSA PACTSYKEHHS.

1 TAaKUX BEIECTB CTPYKTYPHBLIX K03(hGhHIUIEHT ¥ 3aBHCHT OT CKOPOCTH PaCTAMXKEHHA M TeMIle-
PATYDBI.

DhherToM *aTOro ABJAETCST TOTEPS MPOUYHOCTH BEIIECTBA, C YBENWUEHHEM CKOPOCTH MpH (OAbLINX
€& BeJIMYMHAX ¥ 3HAUUTEJIFHO CHIIbHEee BIIMAHHME TCMIIEPATYPLI HA IPOYHOCTB, Yem NnpeanonaraeT JKypion.

Kpome Toro yyreHo BIHSIHHE MEKMOJIEKYTISAPHLIX CBSI3EI HA HANPSIKEHHST B BELLECTBE, OTBETCTBEH~
HOe 33 NMuHEeHHOe NAaJeHHE IHEPrHH AKTHBALMI IIPOLECcCa AEMTPYKLUHMH [IPH MOBBILEHHH TEMIEPAPYDDLI,
Ananua ypaBHueHRS JKypKOBa NOTBePAEH PE3YJbTATAMH H3MEPEHHIT IMPOBEJEHHBIMH I NonHaGHp-
HbIX BOJIOKOH C MaJIOH BBITSMKKOIT.

Summary

INFLUENCE OF TEMPERATURE AND STRETCHING RATE ON THE STRENGHT
OF POLYESTER FIBRES OF SMALL ELONGATION

The modification of Zurkov equation widening the range of its application for materials characterized
by strong flow during stretching is described in thes paper. For such materials the structural coefTicient y
is stretching rate and temperature-dependent. This results in loss of material strenght with rise in streat-
ching rate, when stretching rate reaches high value, and temperature dependence considerably greater
than it is assumed by Zurkov. More over, the effect of intermolecular bounds on stress transfer in material,
responsible for linear loss in activation energy of destruction with increase in temperature has been regarded.
Taken into account.

The analyses of Zurkov equation has been confirmed by data of measurements carried out on polyester
fibres of small elongation.

INSTYTUT WEOKIENNICZY
FILIA POLITECHNIKI EODZKIEJ — BIELSKO-BIALA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 lipca 1979 roku.
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ANALIZA KONSTRUKCJI PRETOWO-TARCZOWYCH METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

EuGgenitsz RUsINsK1 (WROCLAW)

1. Wstep

W metodzie elementow skoniczonych, jak wiadomo, istotna sprawa jest wyznaczenie
macierzy sztywnosci, za pomoca ktdérej wyraza sig sity uogdlnione w wezlach w funkciji
przemieszezen wezltowych. W konstrukcjach pretowo-tarczowych wystepujg elementy
pretowe | tarczowe. Znane s3 w postaci jawnej macierze sztywnodci zaréwno preta, jak
i tarczy, ktore zostaly omoéwione m.in. w 1], [2], ..., [9]. Dla przeprowadzenia analizy
konstrukcji pretowo-tarczowej i skrécenia czasu liczenia na EMC, celowe jest okreslenie
w postaci jawnej macierzy sztywnosci elementu pretowo-tarczowego. Pozwoli to bez-
posrednio podzieli¢ konstrukcje tylko na elementy pretowo-tarczowe.

2. Okreslenie macierzy sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-tarczowego

Istnieja dwie drogi okreslenia macierzy sztywno$ci na drodze energetycznej lub tez,
jak to czyni si¢ w niniejszej pracy, metodg superpozycji, polegajacej na zlozeniu macierzy
sztywnosci ramownicy skladajacej sie z 4 pretéw 1 macierzy sztywnosci samej tarczy
(rys. 1). Macierz sztywnosci elementu pretowo-tarczowego wyraza sig réwnaniem

2.1) [kr—o = [k ]+ [k,
Y .
@T ® m ramownica florczo
T % iz e et —
L\ | i
b | 1 o= o+
| R )
|| x ]
@ o —l D ]

Rys. 1. Prostokatny element pretowo-tarczowy.

gdzie: [k,] — macierz sztywno$ci ramownicy pretowe,
[k.] — macierz sztywnosci elementu tarczy.
Prostokatny element tarczy polaczony jest z dowolnymi elementami pretowymi n, p,
r, s wzdluz krawedzi tarczy w sposéb ciggly (rys. 1). Przy formutowaniu funkcji ksztaitu
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tarczy, w celu zapewnienia ciagtoéci polaczenia pretéw z tarcza, przyjmuje si¢ jednakowe
przemieszczenia dla tarczy i pretow w miejscu potaczenia.

2.1. Macierz sztywnoscl prostokatnego elementu tarczy. Przedstawiony na rys. 2 typowy ecle-
ment prostokatny o weztach i, j, k, /| numerowanych odwrotnie do ruchu wskazéwek

Rys. 2. Prostokatny element tarczy.

zegara, ma poczatek uktadu wspdlirzednych w wezle i. Macierz sztywnosci takiego elementu
ma postac:

Et
@.1.1) k] = T
2z i(1+v) p-29 ——3—(1—31:) —i zy —i(1+v) Z3 i(l—3v)
2 2 _ 2 2 2
Za —3— (1-3» Zs -—i (1+») —-—1— Z4 -—i (1-3) Zs
2 2 2 2
3 3 1 3
zy Ty (1+) Z3 -5 (1-3» - zy 5 (1~v)
Zy =ib-+—zi (1-v») Za —3-(1—31:) Zg i(1+v) —iz4
a b 2 2 2
o| zp = _4—b+i(1—1}) zy }—(1+v) Zs —i (1-3»
a b 2 2
26 2a 4a 2b 3
Zz3=——(1-9), zz=—+—U0—w) Z4 — (-3 Zs
a b b a 2
25 = 2a 2% A-%, z= _ﬁ+b(1—v) z —i(l+v)
b a b 2
Zs

Wyprowadzenie macierzy sztywnosci prostokatnego elementu tarczy dla uktadu
wspohzednych w §rodku cigzkosci zostato przedstawione w pracach [2 1 4].

2.2. Maclerz sztywnosci ramownicy jednoobwodowej. Rozwazana ramownica jest zbudowana
z czterech pretdw (n, p, r i 5) polaczonych ze sobg sztywno (rys. 3). Macierz sztywnosci
[k.] takiej ramownicy jest zbudowana z macierzy sztywnoéci [k] poszczegblnych elementdw
pretowych transponowanych do ukfadu wspdlrzgdnych ramownicy. Wyprowadzenia
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macierzy sztywnoscl preta obustronnie utwierdzonego przedstawiono miedzy innymi
w pracach [1], [4], [5], [6], [8]- Macierze sztywnosci przyktadowego preta ,,n”° ma postaé:

Q nr wezta
D nr preta

EF, EF,
0 0 — 0 0
a a
| 1287, 6EJ;, . 12E7;, GEJ:,
! P a2 T a
@2.1) 4B, 2ET,
S 0 0
a a
k] =
EF,
Y 0 0
a
12ET,, 6EJ;,
M a® a?
4EJ;,
a

Transformacje poszczegélnych macierzy sztywnosci pretéw (2.2.1.) przedstawi¢ moZna
zaleznoscia
(22.2) k"] = [CI" k") [C]
gdzie:
[C] — macierz transformacji z uktadu globalnego ramownicy do ukfadu lokalnego
preta o wymiarze (3 x 3),

[C]" — macierz transponowana macierzy transformacji. Macierz transformacji ma
postaé

cosf smf 0 O 0 0
—sinf cosf 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
2.2.3 =
( ) €] 0 0 0 cosg sinf Of
0 0 0 —sing cosp 0O
0 0o 0 0 0 1]




256 E. RUSINSKI ®

W tym przypadku kat f przyjmuje dwie wartosci (rys. 3), zaleznie od poloZenia preta
w ramownicy, 0° lub 90°. Uwzgledniajac (2.2.1) i (2.2.2) oraz dokonujac przeksztafcen
macierz sztywnos$ci ramownicy (rys. 3) przedstawi¢ mozna w postaci

L7 I U438 I U ) I B
[ki-i] [K3ZPY (kW] O | )7
(U (L1 B L g 4 L) || WL
(ki 0 [kisk] [KIZHL 07

(2.2.4) [k]=E

gdzie: elementy [k;_;] sa podmacierzami kwadratowymi o wymiarach (3 x 3). Podmacierze
te wyznaczono w postaci jawnej i przykladowo wynoszg:

CF, 12, 67,
R 0 b
12J.,, F 6J
5] = I oy S Zs
[ki*{] 0 -~ 5 o ;
6., 6J; 4( Tew e
| b @ o b
Do o
; 12J., 6J,
(2.2.5) ki_;] = 0 e
6J,, 2J.
0 — i I
127,, 67, |
S b
s F;
[kf-—l] = 0 - —b— 0 >
67, 2J,,
| Y

gdzie a i b, J,, F oznaczaja odpowiednio: dlugosci pretéw, moment bezwladnosci na zgi-
nanie i pole przekroju preta.

2.3. Macierz sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-tarczowego. Po okre§leniu  macierzy
sztywnosci prostokatnego elementu tarczy (2.1.14) oraz macierzy sztywnoéci ramownicy
(2.2.4) przeprowadzono dodawanie dwéch macierzy wedtug (1). Dodawanie to nie jest
wykonywane wprost, gdyz macierz opisana réwnaniem (2.1.14) jest o wymiarze (8x8)
i w tej macierzy wystepuja tylko przemieszczenia u,., 1, w kazdym wezle. Natomiast w wez-
fach ramownicy oprdcz przemieszczenr liniowych ., u, wystgpuje obrét «, wzgledem
osi z. Dlatego tez do wezldw tarczy wprowadza sie dodatkowo zerowy pozorny obrot
a, = 0 wzglgdem osi z, w wyniku czego uzyskuje si¢ macierz sztywnoéci tarczy o wymiarze
(12x 12). Po przeksztalceniach i dodaniu obu macierzy otrzymano w jawnej postaci
macierz sztywnosci elementu prostokatnego prgtowo-tarczowego (tabl. 1).
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3. Maclerz sztywnosci elementu trojkatnego pretowo-tarczowego

Postepujac podobnie jak wyzej wyznacza si¢ macierz sztywnosci elementu tréjkatnego,
skladajacego sie z tarczy polaczonej na swoich krawedziach w ogéinym przypadku z trzema
dowolnymi pretami (rys. 4).

Rys. 4. Tréjkatny element pretowo-tarczowy.

Kolejno$¢ numeracji wezléw jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara: i—j—k.
Grubo$¢ tarczy jest stata 1 wynosi f. Uklad wspolrzednych lokalnych jest zaczepiony
w wezle. Rozwaza si¢ plaski stan naprezen. Stan przemieszczen wewnatrz elementu jest
podobny jak w elemencie prostokatnym. (rozdz. 2). Wyznaczong w ten sposéb macierz
sztywnosci elementu tréjkatnego pretowotarczowego zamieszczono w tablicy 2.

4. Program PRTA

Przedstawiono obliczenia konstrukcji z podziatem na elementy pretowo-tarczowe,
wg metody elementédw skonczonych, zostat zaprogramowany na maszyn¢ cyfrowa, pod
nazwa PRTA. Program ten napisano w jezyku FORTRAN 1500 i uruchomiono go na
maszynie cyfrowej serii ODRA 1300. Obliczenia mozna prowadzi¢ dla dowolnych kon-
strukcji plaskich obcigzonych w plaszczyinie, skiadajacych si¢ z elementow:

— pretowo-tarczowych (prostokatnych i tréjkatnych),

— pretowych (ramy plaskie),

— tarczowych (prostokatnych i trojkatnych).

Prety o stalym przekroju, w polaczeniu z tarcza stanowia jej uzebrowanie lub wzmocnienie
brzegéw. Obciazenie zewngtrzne musi by¢ przykladane w wezlach elementu,

W danych do programu nalezy podaé wielkosci geometryczne pretéw, tarcz i obcigzen
zewnetrznych., Jako wyniki otrzymuje sig przemieszczenia poszezegblnych weziow kon-
strukcji, sity wewnetrzne w pretach i tarczach. Ponadto otrzymuje si¢ naprezenia pocho-
dzace od momentu gnacego o,, iciskajace lub rozciagajace o, i sumaryczne sy, — W Pre-
tach, odksztalcenia bezwzgledne &, &y, ys, Oraz napreZenia o, o, i Ty — W tarczach.

Ograniczenia programu stanowi ogdlna liczba elementow m < 300, co wynika z po-
jemnosci pamieci operacyjnej maszyny serii ODRA 1300. Jednak jest ona zupehie
wystarczajgca dla celéw praktycznych. ‘
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5. Przyklad liczhowy

W celu sprawdzenia poprawnoS$ci dziatan programu wykonano szereg obliczen testujg-
cych. Uzyskane wyniki obliczenia prostych konstrukcji pretowo-tarczowych porownywano
z wynikami otrzymanymi metodami analitycznymi [10, 11, 12]. Poréwnanie to wykazato,
ze juz przy podziale na niewielka liczbg elementow nzyskuje si¢ dobrg zgodnos¢ z wynikami
otrzymanymi z rozwigzaii analitycznych. Przeprowadzono przykladowo obliczenia kon-
strukcji pretowo-tarczowej obcigzonej czterema sitami skupionymi (rys. 5). Konstrukeje

<C
N
[a )y
r® S
~~— o
= 'y
i EF
" |
D S
N o
P@ s X
fp——t -

e '

Rys. 5. Przykiad konstrukeji pretowo-tarczowej: &) uklad obeigzen, b) rozklad naprezen stycznych. MES —
metoda elementow skonczonych, 4, — rozwigzanie $cisle.

podzielono na dwa prostokatne elementy pretowo-tarczowe (Tablica 1) zawierajaca
po 4 wezly kazdy, w elementach tych wystepuja tylko 2 prety na przeciwlegtych bokach.
Wartodci naprezern w pretach omawianej konstrukcji (rys. 5) wedlug rozwigzania [10]
Wynosza:

P
74—5

04 = —0; = 0¢ = —03 = 0, = 05 = 0,

a maksymalna bezwzgledna warto§¢ naprezen stycznych

: P
Tmn'x = 0,42'2‘
Natomiast wartosci naprezen, uzyskane przy wykorzystaniu omawianej macierzy sztywno$ct

w MES wynosza: '

P P
64 = "(71 = 06 = —0'3 = 0,8074-, 0'2 = '—‘65 = _0,04Z
a maksymalne naprezenie styczne
P
== 4 —_—
Tmax 0! 3A

Najwickszy blad uzyskanych wynikéw wystepuje w pretach nr 1, 3 1 wynosi 20%, ale
obliczenia wg [10] daja w tym przypadku zawyZone wartosci. Mianowicie zaklada sig,
ze w weztach przylozenia sit (rys. 5), obcigZenie to jest przemoszone tylko przez prety,
a w rzeczywistosci czgé¢ obciaZenia przenosi tarcza co uwzgledniono w przedstawionej
pracy, ktdra jest sztywno polaczona z pretami. Natomiast w precie nr 2 wynosi 4%, a dla
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naprezen stycznych 19. Nalezy przypuszczal, ie przy zwigkszaniu liczby elementow,
na ktéra podzielono konstrukcje, otrzymane wyniki beda jeszcze bliZsze rozwigzaniu
dokiadnemu. '

Reasumujac stwierdza sig, Ze przeprowadzenie analizy wytrzymalosciowej konstrukc;ji
o elementach prgtowo-tarczowych, z uwzglednieniem macierzy sztywnodci (tab. 1 1 2),
pozwala w znaczny sposéb skréci¢ efektywny czas liczenia oraz mniejsza pamie¢ EMC.

Literatura cytowana w tekscie

—

. J. S. PrzeMmieNmEckl, Theory of Matrix Structural Analysis, McGraw — Hill 1968.

2. O. C. ZIeNKIEWICZ, The Finite Element Method in Structural and Continuum Mechanics, McGraw —
Hill 1967.

3. J. H. ARGYRIS, Energy Theorems and Structural Analysis, Aircraft Eng. 26,1954, 27,1955.

4, CH. MaSSONNET, G. DeprEZ, R. MAQuUOL, R, MULLER, G. FONDER, Calcul des structures sur ordinateur,
Tome I, Analyse matricielle des structures. Paris 1972.

5. G. RAakowskl, Metoda elementow skoniczonych w mechanice budowli, Inzynieria i Budownictwo, nr
2,1971.

6. E. RUsINSKI, J. TEISSEYRE, Die Berechnungs methoden mit Torsionsmoment belasteten riumlichen Stab-
rragwerke, Politechnika Wroctawska, TIKIiEM, Komunikat nr 238,1977.

7. J. SzMeLTER, S. DOBROCINSKI, Zastosowanie metody elementéw skoriczonych do tworzenia macierzy
sztywnosci elementu plyty. Biuletyn WAT, nr 4, 200, 1969 r.

8. J. SzMeLTER, M. DACKO, S. PYRAK, Analiza statyczna przesirzennych ukladdw pretowych inetodq ele-
mentow skonczonych, Poradnik Konstruktora nr 7,1972.

9. O. C. ZieNkEWICZ, Metoda elementéw skoriczonych, Arkady Warszawa 1972,

10. Z. BRzZOSKA, Statyka i stateczno$é konstrukcii PWN, Warszawa 1965.

11, S. TiMOSHENKO, S. WoINOsKY — KRIEGER, Teoria piyt i powlok, Arkady, Warszawa 1962.

12. Z. Kaczkowskl, Plyty, obliczenia sratyczne, Arkady, Warszawa 1968.

Peswome

AHAJIM3 CTEP)XHE-CKJIIATYATOM KOHCTPYKLIHU
C IIOMOIIBIO METOIJA KOHEUYHBIX SJIEMEHTOB

IIpencraBnen MeTon pacueTa JHOOBIX CTEPIKHE-CKI@AYATBIX KOHCTPYKUMH METOAOM KOHEUHbIX
anemenToB. IlpuBelennl B ABHOM BHE MATPHIIbI YKECTKOCTH MPAMOYTONEHOTO ¥ TPEYT'OIBHOIO CTEPIKHE-
CHJI3UATOTO DNEMEHTA C TPEMs CTeNeHAMH CBOGoAbI. B crepsiHe-cknaxuaTom 9JIEMEHTE YYTeHa Niobas
dhopma ceyerua Ka>KIoro crepxusa. OrpeleneHsb! TaKyie MATPULBI YKECTKOCTH IPAMOYTOJIBHON CKIagKu
M pamMHON KOHCTPYKLHH, cOCTosAIIel! u3 4 crep>xuett. [Iporpamma PRTA Hanmucana Ha sispike SPOPTPAH
1900 u TecTrpoBana na mudposoit BuruucnuTensHoli mamrHe OJIPA 1300. PaGora DposyImOCTpHPOBAHA
NMPOBEPOYHBIM [IPIMEPOM.

Summary

AN ANALYSIS OF THE ROD-SHIELD CONSTRUCTIONS BY THE FINITE ELEMENT METHOD

The way of calculating any rod-shield construction by the finite element method is shown in the paper.
The rigidity matrix of the rod-shield construction elements of a rectangular and triangular shape with
three degrees of freedom is given. In a rod-shield element any shape of the rod cross-section may be applied.
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The rigidity matrix of a rectangular shield and of a four bars frame is also given in the paper. The PRTA
programme was writen in the FORTRAN 1900 language and was tested on the ODRA 1300 computer.
The paper is illustrated with an example.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 5 marca 1979 roku.
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O JEDNOZNACZNOSCI ZASADY NAJMNIEJSZEGO SKREPOWANIA
(NAJMNIEJSZEGO PRZYMUSU) GAUSSA

N. CyGaNowaA (Tura)

W pracy P. STACKELA [l] zawarty jest $cisty dowdd jednoznacznosei zasady Gaussa
dla ukladdéw z przytrzymujacymi (udierziwajuszczimi) i nieprzytrzymanymi (niendierzi-
wajuszczimi) holonomicznymi i liniowymi nieholonomicznymi wigzami pierwszego rzedu
i zbadane sg przypadki osobliwe.

Przy zatozeniu regularnosci potozenia ukladu istnieje jeden i tylko jeden ukiad przy-
spieszei, ktéry dla danego stanu ruchu spelnia zasade najmniejszego skrepowania.

Rozpatrzmy dowdd Stickela dla ukiadu z wigzami przytrzymanymi. Niech ukiad ,,n”
punktéow materialnych jest zwiazany ,,k” holonomicznymi wigzami

M fulxi, ) =0, (u=1,2,..,k),
z ktérych dla predkosei w postaci wynikaja warunki
3n
) Ofy . Ofp B
@ it =0 =120,

i=1

i,,0”” liniowymi nicholonomicznymi wigzami pierwszego rzedu

3n

&l .

(3) ‘_l(p;.l(x,,t)xi+(p,10(xl,t) = 0, ()u——_— 1,2, ,/)

i=1
Polozenie (x;) ukladu nazywamy regulamym jesli réwnania (2) i (3) stanowig razem
uklad m = k+/ réwnan liniowych wzgledem rzutéw predkoséci

3n

(4) ZFQ,(XI, t)).ci_"Feo(xl:t): 0’ (Q= 1,2;-'-;'71):
i=1

przy czym co najmniej jeden z wyznacznikéw m — rzgdu macierzy (F,) rézny jest od zera,
W przeciwnym przypadku poloZenie nazywamy osobliwym.
Rézniczkujac réwnania (4) wzgledem czasu otrzymujemy liniowe réwnania wzglgdem
rzutdéw przyspieszenia '

3n

) . .
(%) N Fo e D5+ Ho(, %, 1) = 0, (0= 1,2, ., m),

i=1
gdzie H,(x:, X;, t) sa funkcjami drugiego stopnia wzgledem X;.

Przy polozeniu osobliwym przynajmniej jedno z réwnan (5) jest zastapione rowna-

niem drugiego lub wyzszego stopnia wzgledem przyspieszen.

7 Meeh. Teoret, i Stos. 2/81



262 N. Cyganowa

Z réwnan (5) mozna okredli¢ ,,m” skladowych przyspieszen jako liniowe funkcje
pozostatych 3n—m sktadowych. Dalej, w celu okreslenia przyspieszenia uktadu punktéw
przy istnieniu wigzéw i sit rzeczywistych, przytacza si¢ jedna z zasad mechaniki anali-
tycznej.

Zgodnie z zasada Gaussa przyspieszenia rzeczywiste okresla si¢ z warunku minimum

skrepowania
3n

2(5) = D) (mE=X)P
przy uwzglednieniu warunkéw (5) dla przyspieszen.

Istnienie minimum funkeji Z wynika z jej dodatniej okreslonosci. W dowodzie korzy-
stamy z faktu, Ze dla regularnego potozenia ukladu, skrgpowanie charakteryzuje sie jednym
minimum, inaczej moéwiac, ze zasada Gaussa przy tym istotnym ograniczeniu okreéla
ruch jednoznacznie.

Niech Z okreéla minimum dla warto$ci przyspieszen X; = E,. Wowczas spelniona jest
nieréwno$¢ Z(& +u;) > Z(é',-) dla wszystkich dostatecznie matych ukfadéw wartosei w;
takich, dla ktorych odpowiednie warto$ci przyspieszen &+ spehiaja warunki (3), tzn.
spetniajacych warunki

3n
©) NFu =0, (0=1,2,..,m).
=1

Z réwnan (6) wynika, ze jesli uklad wartosei u; jest dopuszezalny, to dopuszczalny jest
rowniez uklad wartosci U; = gu;, gdzie g jest dowolna dodatnig lub ujemng liczbg. Z tego
powodu i z réwnosei

3n 3n

©) ZEAU) = Z(E)+ D) mUt+2 D) (mE~X)U,,
i=1 I=1
wynika, ze
3n
(8) 2 (mié',—X,-)u,- =0,
=1

dla dostatecznie matych dopuszczalnych wartosci u;. Oczywiscie réwnanie (8) spelnione
bedzie réwmiez dla dowolnych dopuszezalnych wartosci ;.
Zatozymy, ze skrepowanie osigga minimum réwniez dla wartodcl przyspieszen X; = #);.
Réznice ﬁ,-—é.,, jak latwo zauwazy¢, spefniaja warunki (6) i moga by¢ przyjete za dopusz-
czalne wartosci wielko$ci u;, tzn. moZna przyjaé #; = &+u;. Woéwezas z réwnania (7)
wynika, ie Z{#;) > Z('E'i). Zatem, zaloZenie istnienia dwdch miniméw skrgpowania
doprowadzito do sprzecznoscei.

Jednoznacznos¢ zasady Gaussa zostaje naruszona przy osobliwym potozeniu ukiadu.
Jeden taki osobliwy przypadek bada dokladnie Stickel.

Punkt materialny o masie jednostkowej porusza si¢ po powierzchni stozka

©) x24y2—z% = 0,
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7 réwnania wiezow (9) wynikaja warunki
(10) X¥+yp—zz =0, xX+tyj-zz+xi+ji-z=0,
8] x0x+ydy—z8z = 0,

ktére sa spelnione przez predkosci, przyspieszenia i wirtualne przesuniecia punktu.

Niech w chwili ¢ punkt materialny znajduje sie w stanie spoczynku na gérze stozka.
W tym osobliwym polozeniu réwnanie (11), okreslajace wirtualne przemieszczenia, nie
naklada na nie Zzadnych ograniczen, tzn. jest nieprzydatne. Wirtualne przemieszczenia
dla osobliwego potozenia nalezy okresli¢ oddzielnie. Okreslajac jako takie, ktére prze-
prowadzaja punkt materialny z danego polozenia w drugie potozenie zgodne z wiezami,
otrzymujemy warunek

(12) (6x)?+ (6y)* - (6z)? = 0.

Warunek (10) dla przyspieszen w poloZeniu osobliwym réwniez jest nieprzydatny. Eatwo
zauwazyé, ze dla rzutow przyspieszefi na gorze stozka powinien by¢ spelniony warunek

(13) F24P2o52 = 0,

gdyz punkt materialny moze oczywiscie pozostawaé tylko wtedy na goérze stozka, gdy
na poczatku ruchu wektor przyspieszenia lezy na jego powierzchni.

Zasada przemieszczen wirtualnych lacznie z zasada d’Alamberta tutaj oczywiscie jest
niewazna, poniewaz warunek (12) dla przemieszczen wirtualnych jest nicliniowy. Jednakze
zasada najmniejszego skrepowania daje mozliwo$¢ okredlenia ruchu aczkolwiek niejedno-
znacznie.

Znajdziemy minimum skrgpowania Z = (X —X)?+(¥—Y)>+(—2)* przy warunku
(13). Otrzymamy dwa rozwiazania, co réwniez jasno wynika z przedstawienia geometrycz-
nego. Skrepowanie Z geometrycznie oznacza odleglosé migdzy dwoma punktami (¥, ¥, %)
i(X,Y,2Z), a okreslenie minimum skrgpowania przy uwzglednieniu warunku (13) spro-
wadza sie do znalezienia najmniejszej odlegtoéei punktu (X, ¥, Z) od powierzchni stozka.
Rozwigzanie dadzg dwa punkty ua powierzchni stozka. Odcinki od wierzchotka stozka
do obydwu punktdéw daja wielkos¢ 1 kierunek poszukiwanego przyspieszenia. Odcinki te
leza na prostych otrzymanych przy przecigcin powierzchni plaszczyzna, przechodzacy
przez o$ stozka i wektor sily.

Rozpatrzony sposdb okreslenia przyspieszen jest nieprzydatny tylko w tym przypadku,
gdy wektor sity znajduje sie¢ na osi stozka. W kazdym bad?Z razie jest jasne, ze w przypadku
poloZenia osobliwego mozna stosowaé tylko zasade Gaussa.

Jedli idzie o niejednoznaczno$¢ w przypadku osobliwym, Stickel zauwaza: ,,Nie-
prawidlowe bylo by odrzucenie zasady mechaniki z tego powodu, ze przy znanych wa-
runkach przyspieszenie jest niejednoznacznie okreslone. Przyczyna moze tkwi¢ w posta-
wieniu zadania. Ruch zachodzacy w poblizu wierzchotka stozka nie moze by¢ mechanicznie
okre$lony. Tutaj przyjeta jest niedopuszczalna idealizacja” [1, s. 10]. Przyktad Stéckela
rozpatruje takZze Nordheim traktujac go bardziej szczegétowo [2, s. 66]. Z przykladu
wida¢, ze dla polozenia osobliwego zasada wirtualnych przemieszezen wspélnie z zasada
d’Alamberta nie sq réwnowazne zasadzie Gaussa, zasada Gaussa daje mozliwo§¢ okreslenia
przyspieszenia, chociaz nie jednoznacznie, .natomiast pierwsza z wymienionych zasad

T+
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nie moze by¢ w ogble zastosowana. Wynika stad, ze dla osobliwego potozenia zasady
najmniejszego skrepowania nie mozna otrzymac z zasady dopuszczalnych przemieszczes
i zasady d’Alamberta. Zasadg Gaussa dla polozenia osobliwego przyjmuje si¢ jako aksjo-
mat.

Jednoznaczno$é zasady Gaussa dla wigzéw nieprzytrzymanych udowadnia si¢ analo-
gicznie.
Niech opréez holonomiczanych i nieholonomicznych wigzéw (1) i (3), natozonych na uktad,
dziataja dodatkowo holonomiczne i nieholonomiczne nieprzytrzymane wigzy
(14 glx, Dz (W =12,..,k),

3n
(15) Dl x4y, 020, (K =1,2,..,1)
i=1
Zatozymy, Ze dla danego stanu ruchu w chwili # wspotrzedne predkosci spelniajg s réwnan
In
(16) D (v DE AV, 1) = 0, (0=1,2, 0,55 5= k' +1),
i=1
wywodzacych si¢ z wigzow (14) i (15).

Potozenie (x) ukiadu w chwili ¢ nazywamy regularnym, jesli przy pomocy réwnan (16)
i (4) m+s rzutéw predkosei moze by¢ przedstawionych jako litiowe funkcje pozostatych
3n—m—s rzutéw predkosci. Rzuty przyspieszen spehiajg (5) 1 warunki

3n
a7) D) (i DF K, 5, )2 0, (0=1,2,...,9),
i=1
odpowiadajace réwnosciom (16), ktore sg spenione przez predkosci punktéw w rozpatry-
wancj chwili ruchu.

Twierdzenie o jednoznaczno$ci zasady Gaussa dla nieprzytrzymanych wiezéw ma
miejsce takze przy zaloZeniu regularnosci poloZenia. W przestrzeni euklidesowej R,,
wiclko$ci X;, skregpowanie Z dla czeSci przesirzeni, zawierajacej punkty X;, spelniajace
wspomniane warunki (5) i (17), jest ciagta funkcja punktu, dodatnio okreslona i dlatego
osiagga przynajmniej w jednym punkcie wartos§¢ minimalnag.

ZaloZenie regularnosei potozenia nie jest w tym przypadku konieczne, jest oo istotne
dla dowodu jednoznacznoéci zasady. Niech wartos¢ minimalna skrepowania jest osiagnieta
dla warto$ci przyspieszen ¥; = &, stad dla wszystkich dostatecznie matych dopuszezalnych
wartosci uktadéw (u;) ma miejsce nier6wnoscé

Z('E'i+u,) > Z(El) .
Poniewaz
3n

3n
Z('E.l'*'ui) = Z(Ei)'*_ Zml“%'*‘zz (’ni.él'"Xi)ui:
i=1 I=1

wynika stad, ze dla dostatecznie malych dopuszczalnych ukladow wartosci u; spelniony
jest warunek
3n

s D mE—Xu, > 0,
P=1

H
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W przypadku regularnego potozenia uktadu moina pokazaé, ze warunek (18) spetiony
jest takze przy dowolnych dopuszczalnych ukladach wartosci ;. I rzeczywiscie, wartosci
& speliaja warunek (17), tzn.

3n

DV E+K, = 0.
i=1

Wartosci wielkosci u; sa dopuszczalne, jeSli odpowiadajace im wartosci przyspieszen
£ +u; spetiaja warunki (17), tzn. dla dopuszczalnych uktadéw wartosci u; spelniona jest
nierownos$é :

3n 3n

(19) SWolit D Vopui+K, > 0.
i=1 i=1

Latwo udowodni¢, Ze jesli ukiad wartosci u; jest dopuszczal_ny, to dopuszczalny jest takze
uklad wartosci Gu;, gdzie 0 < @ < 1. Jezeli uklad u; jest dopuszczalny, to spehia on
zwiazek (19), ale woéwczas, jak tatwo zauwazyé, speliony jest zwigzek

3n 3n

(20) NV 46 3 Vo +K, > 0,
i=1 i=1

Wielkos$ci @ mozna przyjaé¢ na tyle male, ze warunek (18) begdzie spetniony dla wielkosci
Ou;, tzn. bedzie speiniona nierdwnosé

3n

2 (mlgi_Xi)Oui =0

i=I
z ktorej wynika dla @ > 0 spelnienie nieréwnosci

3n

Z(ngi—Xi)“i =0,
i=1

dla dowolnych dopuszczalnych wartosci u;.

Przy pomocy tej nierdwnoscei latwo mozna teraz udowodnié¢ jednoznaczno$é zasady
Gaussa, przeprowadzajac rozwazania analogiczne do tych, przy ktérych pomocy dowodzito
si¢ jednoznacznos$é zasady dla wiezdéw przytrzymanych.

W pracy P. Stickela podano réwniez geometryczny dowdd jednoznacznosei zasady
Gaussa.

Podstawiajac

Vi (mt:)él_Xl)s

1
Vm
skr¢powanie
3n 3n

Z= ZL(”":}&;'—XDZ = ZJ’iZ
= ™ i=1

mozna traktowaé jako kwadrat odleglosci punktu 3n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej
Ry, od poczatku ukladu wspéhzednych. Warunki (5), ktére spelnione sa pizez rzuty
przyspieszenn. w przypadku wiezéw przytrzymanych (1) i (3) zapisza si¢ w postaci
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3n

1 _ .
21 Z—_F yitH, =0, (e=1,2,..,m).
( ) £ ]/ml @ e

Warunki (21) wydzielaja w przestrzeni euklidesowej Rj, podprzestrzen euklidesowy
Rsn_m. Zasada najmniejszego skrepowania wymaga wyznaczenia punktu tej podprzestrzeni,
znajdujacego sie najblizej poczatku uktadu wspétrzednych.

Z teotii wielowymiarowych przestrzeni euklidesowych wiadomo, Ze szukana naj'-
mniejsza odlegtosé jest prostopadla z poczatku ukiadu wspoirzednych do podprzestrzeni
Rs._m, oraz e istnieje jedna i tylko jedna taka prostopadta.

Wykorzystujac geometryczna interpretacje, Sédtckel rozpatruje potem okreslenie
przyspieszen przy pomocy zasady najmniejszego skrgpowania w przypadku ogélnym,
gdy wystepuja wérdd wigzow nieprzytrzymane wiezy.

Przy zalozeniu regularno$ci potozenia ukfadu maja miejsce lmlowe zwiazki pomiedzy
wielko$ciami' y;, odpowiadajace réwnaniom (5)

3n

(22) DAyt de =0, (=1,2,...,m)
i=1

1 nieréwnosci
3n .
(23) D Byi+Bu=0, (@=1,2,..,5,"
i=1
odpowiadajace warunkom (17).

Réwnania (22) wyznaczaja w przestrzeni euklidesowej R,, podprzestrzen euklidesowa
Rj,_m, a nieréwnodci (23) wyznaczaja w tej ostatniej jednospdjny wypukly obszar Sy,
ograniczony podprzestrzeniami euklidesowymi N—1, N—2,...,2, 1 — wymiarowymi,
priy czym N = 3n—m. OkreSlenie przyspieszen przy pomocy zasady najmniejszego
skr¢powania sprowadza sie zatem do zadania geometrycznego:

Przez liniowe réwnania i nieréwnosci wyznaczony zostal obszar w przestrzeni eukli-
desowej. Nalezy okresli¢ najmnuiejszg jej odlegloé¢ od danego punktu przestrzeni. Przy
wyznaczaniu najmmejszq odlegtosci to, ze istnieje tylko jedna taka najmniejsza odleglos¢
wykazano analitycznie; spotykamy dwa takie przypadki.

Dany _]eSt punkt O, poczatek uk{adu wspohrzednych, moZe naleze¢ do obszaru Sy
wlacznie z granicg, wéwczas najmniejsza odleglosé dotyczy samego punktu O. Punkt O
moze leze¢ na zewnatrz obszaru S.

Niech OT — prostopadta do podprzestrzeni Ry, do ktérej nalezy Sy, wowczas OT — jest
najmniejsza odlegloicia punktow Ry od O.

Jesli puukt 7 nalezy do obszaru Sy, to OT takZe jest szukana najmniejsza odlegtoécia.

W tym przypadku punkt 7 lezy na granicy obszaru Sy 1 przestrzeni Rs,. Jesli punkt T
nie nalezy do obszaru Sy to minimum odlegloéci wystepuje dla pewnego punktu A4, réZnego
od T. Punkt A lezy na granicy obszaru Sy 1 podprzestrzeni Ry.

Zagadnienie jednoznacznoéci zasady najmniejszego skrgpowania zostato dalej rozwinigte
i zbadane przez A. PRZEBORSKIEGO [3].

W odréznieniu od badan Stickela, ktdry ograniczat si¢ do idealnych holonomicznych
i liniowych nieholonomicznych wiczéw pierwszego 1zedu, Przeborski przeprowadzil
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badanie zasady Gaussa dla najbardziej ogélnego przypadku holonimicznych i nieholo-
nomicznych wigzow z tarciem. A. Przeborski sformulowat zasade Gaussa w postaci obej-
mujacej wszystkie przypadki fizycznej realizacji wigzow:

,.Przy kazdej fizycznej realizacji wigzow, w kazdym momencie czasu, w ktérym poto-
senie ukfadu jest regularne, ruch ukladu odbywa si¢ w taki sposob, ze odpowiadajace
wymuszenie osiagga warto$¢ minimalng przy zaloZeniu, ze przyspieszenie spelnia warunki,
nalozone wigzami analitycznymi” [3, s. 285]. W ,,Wykladach” Przeborskiego spotykamy
sig z prawidlowym rozpatrzeniem zasady najmniejszego skrepowania z uwzglednieniem
regularnoscei ukfadu.
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Peaome

OB OOHO3HEUHOCTH ITPUHIIMITA HAMMEHNBUIETO NPHHYXHEHMA FAYCCA

Henmenrnomy yuemomy I1. Ilrexento npuHagieyKaT HCCHCKOBaHHe OJHO3HAYHOCTH npuHNmna Iaycca
RIS CHCTEM C YAEPIKUBAIOUMMM Y HEYNEepPMCHBAIOIHMMH HOEANbHBIMY TOJNOHOMHBIMH M JIHFeHHBEIMU
HETOJIOHOMHBIMK CBSI3SIMH TIEpBOro mopsaxa. s peryasipHOro MONMOMEHU CHeTeMsl npuanun Taycea
OIpeneNaeT ABIKEHME OHO3MNAYHO, B CHHETYISIPHOM Cllydae — HeofHo3RauHo. HanoHeilutee passurne
9TOT BOTpOC noyyuun B wccnegosanny A. ITweGoperoro. ITeGopckuit npoBes MCCHENOBaHUE TIPHH-
uuna Taycca nis camoro obero ciayyas FOJIOHOMHBIX H HECOJIOHOMHBIX CBA3ell ¢ TpeHHeM.

Summary

ON UNIQUENESS OF GAUSS’ LEAST CONSTRAINT PRINCIPLE

A German scholer P, Stickel has investigated the uniqueness of Gauss’ principle for a system with
restrained and nonrestrained ideal holonomic and linear nonholonomic constraints of the first order.
For a regular position of a system the Gauss’ principle determines the motion uniquely, while in a singular
case non-uniquely. The subsquent development of the problem can be traced in A, Przeborski’s papers
who has investigated Gauss’ principle for the most general case of holonomic and nonholonomic constraints
with friction.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 stycznia 1980 roku.
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ZASADY WARIACYJNE MECHANIKI DLA ZMIENNYCH OBSZAROW
I ICH WYKORZYSTANIE W OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI

KrzysztoF DEMs (L6DZ)
1. Wstep

Zasady prac przygotowanych oraz uzupetiajacych prac przygotowanych sg podstawi
wariacyjnego sformulowania zagadnien statycznej réwnowagi ciala pod dzialaniem ze-
wnetrznych i wewngtrznych sit. Najczgsciej ksztalt ciala jest z géry okreslony i wariacji
podlega¢ moga pola naprgzen, odksztalcen i przemieszezen. Istnieje jednak szereg zagadnien
w ktérych istotnym jest uwzglednienic zmiany ksztattu brzegu ograniczajacego cialo,
lub jakiejkolwiek powierzchni wewngtrz rozpatrywanego ciala. Zagadnieniami takimi
moga by¢ problemy optymalizacji ksztaltu ciala, zagadnienia propagacji peknigé, transfor-
macji faz przy krzepnigeiu itp.

W przedstawionej pracy zajmiemy si¢ wyznaczaniem wspomnianych zasad waria-
cyjnych w przypadku gdy oprécz wariacji pél naprezefi, odksztalcer i przemieszczer
nalezy réwniez rozpatrywaé wariacje obszaru zajmowanego przez cialo. Nastepnie wyko-
rzystamy te zasady przy wyznaczaniu warunkow optymalnoéci ksztattu brzegu ciala.
Nasza analize ograniczymy do materiatéw sprezyscie nieliniowych z potencjatami naprezen
i odksztalcen W(oy;) oraz U(e;) takimi, ze
) ey = ow ou

] oy =
Dalej przyjmiemy, ze W(o;;) i U(g;;) sa jednorodnymi funkcjami rzedow (n-+1) i (k-+1),
takimi, Ze

Oey;

aw
2 O1j€; = Oy = (n+1DW(oy) =
0oy

;:l]j gy = (k+1)U(ey),

gdzie kn = 1. Dla jednoosiowego stanu naprgZenia zalezno$¢ naprezenie-odkszialcenie
jest opisana zatem przez zwiazek & = co”, gdzie ¢ oraz n sg parametrami materiatowymi.
Dia n = 1, zwigzki (1) odpowiadaja materialowi sprezyécie liniowemu, podlegajacemu
prawu Hooke’a.

2. Zasada prac przygotowanych przy réwnoczesnej warlacjl pola przemleszczen i ksztaltu brzegu

Niech dane cialo sprezyste B, zajmujace obszar ¥ i ograniczone brzegiem S znajduje sig
w stanie réwnowagi statycznej pod dziataniem danych sit powierzchniowych, rys. 1.
Powierzchnia graniczna sktada si¢ z dwoch czgéei S; i S,,. Na czgéei brzegu S; dane sg sily
powierzchniowe TP = oy;n;, za$ na brzegu S, zadane sg przemieszczenia u; = u?.
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Rozpatrzmy nieskonczenie malg wariacje konfiguracji ciala B okreslona przez ciagle
i rézniczkowalne pole wektorowe dp; = ;i (x) takie, ze dowolny punkt P ciata przechodzi
w punkt P* zgodnie z zaleZnoscia '

3 P~ P:x¥ = x;+ 6g,.

Rys. 1. Cialo B podparte na S, i obciazone na brzegu S: poddanym wariacji

W wyniku transformacji (3) obszar pierwotny V¥ przechodzi w obszar V'* za$ brzeg S,
przechodzi w brzeg S¥. O funkcji d¢; zalozymy ponadto, ze znika ona na brzegu S,, tak,
7e ksztalt brzegu podpartego nie ulega zmianie podczas wariacji ksztattu ciata.

Oznaczmy naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia ciata B przed wariacia ksztattu
przez oy, &y i u;. Pola te spetniaja odpowiednio réwnania réwnowagi, warunki nieroz-
dzielnosci oraz warunki brzegowe na S; i S,. Rozpatrzmy teraz wariacje pdl statycznych
i kinematycznych. Dla pola przemieszczen mozemy napisaé, rys. 2a, [1]

4) ufF(x*) = w(x)+ duy(x),
Up 3 0.) | 6.. r b)

=

k*()q‘k

Rys. 2a) wariacja i przediuzenie pola przemieszezen b) przediuzenie pédla naprezen poza brzeg S

gdzie wariacja du; jest okreslona przez

(5) Suy = wF(x) —uy(%) F g o (%) O = Oty iy, Opi
i spelnia warunek

(6) o ou; =0nas,. v

Zauwazmy, ze Ju; przedstawia catkowita wariacje u;, podczas gdy du; jest wariacja
przemieszezen dla ustalonej konfiguracji pierwotnej ciata B. Wariacja odksztalceli wyrazona
jest analogicznie do (5) i wynosi

(7) 58” ='(Szu+8u'k6(pk,
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oraz

(8) eF(x*) = &;(x)+ de;(x).

Rozpatrzmy teraz statycznie dopuszezalne przedtuzenie pola naprezed okreslone przez,
1ys. 2b

) 05 (x*) = 0,,(x) + 01, 1(x) Sp;..

Zatem pole naprezen jest okre$lone réwniez poza brzegiem S, i spelia ponadto réw-
nania réwnowagi, skoro [1]

(10) ofy. f(x*) = 01,5(X) +01,15(x) S = 0.
Sity powierzchniowe na brzegu S wywolane naprezeniami (9) wynosié beda
(n TH(x*) = afx*)n,

gdzie n} jest jednostkowym wektorem normalnej zewngtrznej do brzegu S#. Dla konfigu-
racji ¥'* mozemy zatem napisaé
(12) [ otezave = [1ru0ds,+ [ Trurass.

v+ Sy S
SprowadzZmy teraz w réwnaniu (12) catkowanie po obszarze V* i powierzchni S¥ do catko-
wania po obszarze V i powierzchni S;. Uwzgledniajac w jakobianie przeksztalcenia (3)
jedynie wielkosci rzedu pierwszego ze wzgledu na dg, otrzymamy [1]

(13) dv* = (1+0g;, )V,
podczas gdy element powierzchniowy rnfdSF wyrazié mozemy przez [2]
(14) nFdSE = (n;+n; oy —n, 0@y, )dS,,

gdzie n; jest jednostkowym wektorem normalnej zewngtrznej do pierwotnego brzegu S;.
Uwzgledniajac zatem zwiazki (4-11) oraz (13) i (14), réwnanie (12) przedstawié
mozemy w postaci '
(15) j (015+ 015,k 001) (&4 081+ &4, 0) (1 + 0, AV =
y )

= J tiufdS, + f (01,4015, x 0p) Wy + O +uy 1 0) (ny+1; 8y, — i Opy, LS,
5, 5, _

Pomijajac czlony wyzszego rzedu niz pierwszy ze wzgledu na dg,., d&;y 1 0u; oraz wyko-
rzystujac rownosé

(16) . [ oyedv = [tuds,+ [ Touds,
14 Sy S,
réwnanie (15) mozemy przedstawi¢ w postaci

(7 Joude,av= [ T96m,aS,+ [U(owdp—o,0pIul, /mdS.,
v S, Se

ktéra przedstawia poszukiwana zasade prac przygotowanych. Stosujac dalej do ostatniego
czionu po prawej stronie réwnania (17) twierdzenie Stokesa, mozemy go przeksztaici¢ do
catki krzywoliniowej po krzywej I' ograniczajacej powierzchnig S,. Otrzymamy zateni

(8) - [oysE,av= [ TP 6u.dS.—§ ejiouitf dgfal,
v 3, I
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gdzie 1 jest jednostkowym wektorem stycznym do krzywej I, O przedstawia wariacje
punktéw powierzchni S, na krzywej I" za$ ej, jest symbolem permutacyjnym.

Jezeli teraz uwzglednimy, ze wariacja ksztaltu powierzchni S, na ograniczajacej ja
krzywej I" wynosi zero, dpf = 0, ostatni czlon po prawej stronie (18) znika i zasada prac
przygotowanych przy réwnoczesnej wariacji pola przemieszczen i ksztaltu powierzchni
obciaZzonej przyjmuje postac

(19) [ 0,;85,av = [ T? su,dS,.

v S,
Rozpatrzmy teraz posta¢ zasady (19) jezeli brzeg S, sklada si¢ z czesci obcigZonej Sy
na ktérej dzialajg niezerowe sity powierzchniowe T # 0 i ktorej ksztalt jest z géry dany,
dpr = 0 na Sy, oraz nieobciazonej czedci S, ktorej ksztait podlega wariacji, TP = 0,
Opx # 0 na Sy, rys. 3a. W takim przypadku réwnanie (19) przyjmie postac

(20) [ 0,88,dV = [ TP 5u,dSr.
|4 Sr

Niech teraz dane bedzie dwufazowe cialo sprezyste B ograniczone ustalonym brzegiem
S = $,uS; 1 zajmujace obszary ¥, i ¥, rozdzielone brzegiem wewngtrznym S,, rys. 3b.
Przyjmiemy, ze konfiguracja ciala doznawa¢ moze nieskonczenie matych wariacji okreslo-
nych transformacja (3), gdzie teraz funkcje dg; znikaja na catym brzegu zewnetrznym S,
W wyniku tak okreslonej transformacji ksztatt brzegu wewngtrznego S, moze podlegaé
wariacji, podczas gdy zewngtrzny brzeg S nie ulega zmianie.

b)

2
7,
v

Rys. 3a) Cialo podparte na .S, i obcigzone na Sr ze swobodnym brzegiem S, poddanym wariacji, b) Wariacja
ksztattu wewngtrznego brzegu S.

Niech naprezenia, odksztalcenia oraz przemieszczenia oznaczone beda odpowiednio
przez of}, ofP, &, &, uf" oraz u{® i niech spelniaja odpowiednio réwnania réwnowagi,
warunki nierozdzielno$ci oraz warunki brzegowe na §, i S;. Ponadto na brzegu wewnetrz-
nym S, przemieszczenia u; = uf i sity powierzchniowe T§ = oy;nf musza by¢ ciagle podczas

gdy ich gradienty moga doznawaé unieciagloéci. Mozemy zatem napisaé [3]
wil=0, [Tf]l= [glj]nj =0,
[l = fugung,  [TE = [TF.Ing
gdzie symbol [ ] oznacza skok odpowiednich wielkosci na powierzchni S, obliczany jako

ich réznica w obszarach ¥y i ¥,, np. [fi] = fiV(x) — f{?(x) dla x € S.. Jednostkowy wektor
normalnej na S; nf jest skierowany na zewngtrz obszaru ¥,.

(1) na S

(]
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Rozpatrzmy teraz wariacje pol przemieszezen uf*? i u{® okreslong przez (5) i spelniajaca
warunki
(22) ou;=0na S,, du,=0du nasS,, [du]l=0nas,.

Uwzgledniajac ostatni z warunkéw (22) oraz réwnanie (5), wariacje pél przemieszczen
na S, speinia¢ musza warunek

(23) [0u ]+ [u, 4]0 = 0, mna S,

Piszac teraz dla obu czegdci ciata zasade prac przygotowanych (19) i uwzgledniajac ciggtosé
sit wewnetrznych na powierzchni S, otrzymamy

4) [opospav,+ [of ospdv, = [ 10 sudS,+ [ T¢[6u1ds,,

Vi Va S, S,
gdzie T? oznaczaja dane sily powierzchniowe na brzegu obciazonym S, zas Tf sa po-
wierzchniowymi sifami wewnetrznymi na powierzchni S.. Wykorzystujac w (24) waranek

23) oraz rowiosc

(25) [1:,4] 09y = [”i,n] O,

gdzie d¢, oznacza sktadowa normalng wariacji brzegu S,, zasada prac przygotowanych
dla réwnoczesnej wariacji przemieszezen i ksztaltu brzegu wewnetrznego S, przyjmuje
postac

(26) [apoapdv,+ [op ssPdv, = [ TP 6wdS,~ [ Tiu;]0p,dS..
S, S

Ve Vs 3 c

3. Zasada uzupelniajacych prac przygzotowanych przy réwnoczesne} warlacji pola naprezen i ksztaltu brzegu

Wykorzystujac notacje poprzedniego punktu zatozymy teraz, ze transformacja ¥V — V#
polaczona jest z réwnoczesng wariacjg naprezen oraz, ze pole naprezeit o/ jest statycznie
dopuszezalne i spetnia odpowiednie warunki brzegowe. Mamy zatem

7 o (x*) = a(x)+00y,(x) = 01+ 00+ 04, x Or,
gdzie

(28) 80, = o (x)—0,,(x)

i statyczna dopuszczalno$é pola naprezen wymaga, aby

(29 ol ¥ = o1+ 80y, ;104,100 = 0.

Stad

(30) 86, ,; =0wV,

za$ sity powierzchniowe na brzegu S s3 okreslone przez

(31 THE(x*) = of(x*)n¥.

Oznaczajyc teraz calkowita wariacije sit powierzchniowych przez

(32) 0T = T#F(x*)—TP(x) = doyn,+o;;0n,
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i wykorzystujac réwnosé [2]

(33) dny = n¥F—n; = nmym oy, —1, 0y,

oraz uwzgledniajac (27) otrzymamy z (32)

34 0Guym; = OTP — TPmen, Oy, 1 — 01y, 11 i+ 011 Oy 5, na S,

Przedtuzajac analitycznie pola przemieszezen i odksztatcen z V' do V* mozemy napisa¢

UE(F) = 1)+t (%) O,

ef(x*) = &;(X)+ €1y, 1(X) Opy..

Zatem w konfiguracji V* napiszemy

(35)

(36) [orezdve = [rrudS,+ [ Trufdsy.
y* S, S¥

Postepujac podobnic jak w poprzednim punkcie zastapimy catkowanie w obszarach
V* i Sf przez catkowanie po obszarach V i S,. Wykorzystujac (13), (14) i (27 - 35) otrzy-
mamy, pomijajac cziony wyzszego rzedu ze wzgledu na dgy 1 oy

@D [(oy+85)e,dV = [ruldS,+ [ [Tour+STPu+ Tou,(dpe, s~
14 Sy S,
— 1 8k, 1)+ (04 09— 01, Oy, M dS, .
Odejmujac teraz (16) od (37) otrzymamy poszukiwana zasadg uzupelniajacych prac
przygotowanych w postaci

(38) fé?r”a,jdV= fatt“?dsu‘i‘J [6T?u,+ TPu,(O@y, y—neh, Oy, 1+
14 Sy Sy

+ (0 09,— 01, 6@, )uy, j1,)dS,.

Niech teraz powierzchnia S, bedzie sparametryzowana ortogonalnym krzywoliniowym
ukladem wspblrzednych «, f, rys. 4, pokrywajacych sie¢ z liniami glownych krzywizn
na S i niech @, b, oznaczajg jednostkowe wektory styczne do linii « i 5, za$ dq,, Ops,

O, oznaczaja skladowe wariacji punktdw powierzchni S, w kierunkach «, 8, n, przy czym
zachodzi

(39) 0¢. = a, Ogy, (SQ’b = b, dqy, O, = ny, 5%-

X

1

Rys. 4. Parametryzacja powierzchni S krzywoliniowym ortogonalnym ukladem wsp6lrzednych («, B)
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Uwzgledniajac, Zze dla dowolnej funkciji f(x) cigglej i rozniczkowalnej na S, zachodzi
1 1
(40) f.k = -A_f.mak'l'—B—f.ﬂbk-l-f:nnka

gdzie A2 i B? sq wspolczynnikami pierwszej formy kwadratowej powierzchni S, réwnanie
(38) przeksztalcimy do postaci

(41) f 0o, &,;dV = f&tlu?dS,,+ f(STiOu,-dS,+ f{(T?u,),,,—ZT,Ou,H—
|4 S, S, 5,

1
~ oy e ne— TPu} dpedS,+ f[(T?u,nkéan)_a+(TSuf;1k5¢k),ﬁ] A—Brds”
S!
gdzie H oznacza $rednig krzywizng¢ powierzchni S,. W réwnaniu (41) wykorzystano
ponadto réwnosé

(42) 2Hn, = 71% [(Bay), o+ (Aby), 4]

Jezeli na krzywej ograniczajacej powierzchnig¢ S, znikaja wariacje ¢y, to ostatnia
calka po prawej stronie (41) staje si¢ réwna zeru i poszukiwana zasada uzupelniajacych
prac przygotowanych przy rownoczesnej wariacji pola naprezen i ksztaltu brzegu obciaZo-
nego przyjmuje postadé

S,

"

(43) f(sc_rue,jdV= fét,u?dS,,+ féTiOu,dS,+ f{[(T?u,)_,,—ZTf’u,.H—
14 S; S,

~ oy el — TR} 0 dS, .

Zauwazmy, ze zasada (43) (jak réwniez (19)) jest stuszna zardwno w przypadku gdy sity
powierzchniowe na S, sg sitami zachowawczymi jak réwniez w przypadku sit niezacho-
wawczych.

Niech teraz powierzchnia S, sklada si¢ z obciazonej czgéci Sy o zadanym ksztalcie,
T? # 0 dp, = 0 na Sy, i nieobcigzonej czebci Sy ktorej ksztatt moze podlegaé zmianom,
T? = 0 8¢y # 0 na S,. W takim przypadku z réwnania (43) otrzymamy

(44) [ 5, e4dv = [ 0tupdS,~ [ 01, ,80,dS0.

14 Sy So
Wprowadzajac na S, lokalny prostokatny uklad wspdlrzednych (»,) z osia y; normaing
do S, 1 osiami y, i y, lezacymi w plaszczyZnie stycznej do Sy, z rownania (44) otrzy-
mamy zasade uzupelniajacych prac przygotowanych w postaci

(45) [ 83 endV = [6tu2dS,~ [oueudp.dSs, k,1=1,2,
12 s, So
gdzie ostatni czlon po prawej stronie przedstawia iloczyn ,,wewnetrznych’” naprezen
1 odpowiednich odksztalcen.
Réwnie fatwo otrzymaé mozemy zasade uzupelniajacych prac przygotowanych w przy-
padku wariacji ksztattu wewnetrznej powierzchni S, ciala dwufazowego rozdzielejacego
materialy o réznych wlasnosciach sprezystych, rys. 3b. Korzystajac z notacji wprowadzongj
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w poprzednim punkcie oraz uwzgledniajac ciaglo$¢ przemieszczen oraz sit powierzchnio-
wych i ich wariacji na S;, z réwnania (43) napisanego dla obu czgsci ciata otrzymamy

@6 [oepepdv,+ [s5Pepdv, = [ oqufdS,+ [{[(Teus) Jng—
vV, vy u S

— [ov; &g — [TEauf} dpudsS,.
Uwzgledniajac teraz warunki (21) oraz réwnosé
“47 [o);€5] = [on] &t 0im[en] na Se

gdzie o i e (k, [ = 1, 2) oznaczaja ,,wewngtrzne” naprezenia i odksztatcenia w kierunku
osi k, I lezgcych w plaszezyznie stycznej do S, 1 o0y, = T7 (i=1,2,3;n = 3) sg ,,ze-
wnetrznymi” naprezeniami dzialajacymi na niecigglych odksztalceniach [e1,] = [uf,],
z réwnania (46) otrzymamy poszukiwana zasade uzupelniajgcych prac przygotowanych
w postaci

@) [sapebav,+ [65ePav, = [ otufdS,~ [lowlawdpdS.  k,1=1,2.
V; V2 " ¢

gdzie ostatni czton po prawej stronie przedstawia iloczyn skoku ,,wewnetrznych® naprezen

i odpowiednich odksztatcen, ktére sg ciggle.

4. Warunki optymalnosci ksztaltu brzegu ciala

Rozpatrzymy teraz problem optymalnego projektowania ksztaltu brzegu ciata. Dyskusje
nasza ograniczymy do projektowania ksztaltu konstrukcji przy ktérym osiaga ona mini-
malna podatno$é¢ (maksymalna sztywnos$€) w klasie cial o danym z géry catkowitym
koszcie materialu. Tego rodzaju projektowanie proponowane byto po raz pierwszy przez
WASIUTYNSKIEGO [4]. Generalne sformulowanie problemu tréjwymiarowego rozpatrywane
bylo przez MRroza [5, 6], ktory podal globalne warunki optymalnosci w przypadku pro-
jektowania ksztaltu brzegu swobodnego ciala, a rozszerzenie na inne ograniczenia roz-
patrywane bylo przez PRAGERA [7]. DEMS i MR6z [8, 9] rozpatrywali zagadnienia wielo-
parametrowej optymalizacji ksztaltu brzegu swobodnego i wewnetrznego konstrukcji
wykonanych z materialéw fizycznie nieliniowych. W pracy [8] rozpatrzono ponadto
algorytm numerycznego rozwigzania problemu metods elementéw skofczonych. Problem
optymalnego ksztaltu skrecancgo preta pryzmatycznego rozwiazywany byl przez DEMSA
[10]. W przedstawionej pracy rozszerzymy rozwazania zawarte w pracach [8, 9] na zagad-
nienie optymalnego projektowania ksztaltu brzegu obcigzonego konstrukcji wykonanej
z materiatu fizycznie nieliniowego, przy czym rozpatrzymy obcigZenie sitami zachowaw-
czymi, jak réwniez sitami niezachowawczymi, zaleznymi od konfiguracji brzegu. Dalej
wykazemy réwnowazno$¢ warunkéw optymalizacji przy projektowaniu na minimum
podatnosci i maksimum sztywnosci konstrukcji.

Rozpatrzmy cialo B pokazane na rys. 1 i wyznaczmy warunki optymalnodci ksztattu
brzegu obciazonego przy projektowaniu na minimum podatnosci. Catkowity koszt ma-
teriatu konstrukeji okreélimy jako

(49) C=cV
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gdzie ¢ jest jednostkowym kosztem materiatu, za$ V' oznacza objetos¢ ciala. Przyjmijmy
catkowita energi¢ uzupelniajaca jako miarg globalnej podatnoéci konstrukcii

(50) n, = [ Wopdv— [rulds,.
14

S,

Zauwazmy, 2e dla jednorodnej funkéji gestoscl energii uzupelniajacej, z uwagi na (2),
zachodzi

1
(51) Ty = ~—— fTPu,.dS,, dla S,=0,
n+1 J

(52) 7y = f tulds, dla S, =0
S

n+1

i catkowita energia uzupelniajaca jest proporcjonalna do pracy sit powierzchniowych
na .S, lub §,. Problem optymalizaciji

(53) min., dla €< G,

gdzie C, jest danym z géry catkowitym kosztem materiatu konstrukcji, moze by¢ za-
stapiony przez poszukiwanie warunkow stacjonamosci funkcjonatu

(54) 7501, @ur A) = 75+ A(C— Co)

gdzie A jest dodatnim mnoznikiem Lagrange’a. Pierwsza wariacja funkcjonatu (54) z uwagi
na o;;, @ i A wynosi [1]

(55) bn, = f(SE” 7%—”1 av+ ank S dS, — f&tluf’dS,,+ Ac f 1 0@, dS; + SA(C— Cy).
v 4 5, 5, 3

T

Wykorzystujac zasade uzupehiajacych prac przygotowanych (43) otrzymamy warunek
stacjonammosci

(56)  Om, = f {IWH(TPu), . —2Tu.H—o0y; 8 ]n,— Topu,} 09, dS, +
5

+ [ 8T0udS 42 | n,dp,dS,+B5MC—Co) = 0.
S

' St

Rozpatrzmy teraz wariacje sit powierzchniowych 672, W przypadku zachowawczego pola
sit napiszemy

(57) TP = T?[u(x)]
1 wariacje sit powierzchniowych spowodowang zmiang ksztaltu brzegu S, okreslimy przez
(58) 8T = TPy oy

Uwzgledniajac teraz (58) w warunku stacjonarnosci (56) oraz wykorzystujac (39) otrzy-
mamy

(59 by = [ (W (TPup), a2 T H—0y56,+ Ac] p,dS,+ 3M(C—Co) = 0.
Sl

8 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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Z uwagl na niezaleinos¢ wariacji dg,, 64 z réwnania (59) otrzymujemy lokalne
warunki optymalnosci ksztaltu brzegu obcigzonego sitami zachowawczymi w - postaci

(60) oyey— WH2TPuH~(T{u) ., = Ac na S,, C= C,.

Jako przyktad niezachowawczego pola sif, rozpatrzmy sily powierzchniowe zaleine od

punktu i konfiguracji powierzchni S;, 7 = T7(xx, S;), dane w postaci

(61) T = p(xon,

gdzie n; oznacza wektor jednostkowy normalnej zewnetrznej do .S, za$ p(xy) jest funkcja

punktu. Tak wiec réwnanie (61) przedstawia soba obciaZenie brzegu zmiennym ciénie-

niem p skierowanym stale wzdhuz normalnej do powierzchni S,. Tego rodzaju obcigZenie

wystgpuje przy projektowaniu np. zbiornikéw ci$nieniowych, zapér wodnych itp.
Wykorzystujac (33), wariacje sit (61) spowodowana zmiang ksztaltu brzegu przedsta-

wimy w postaci

(62) 0T = Op(xn+p(x) ony = p, ity 6+ p(n 1 0@y, =1 01, 1),
za$ prace wariacji sit 677 na przemieszezeniach w; wyrazimy przez
63) [ oTPuds, = [{[2pnuH—(pnu),,+ @), Inet (on), st} g, dS,.
sl St
Uwzgledniajac teraz (61) i (63) w (56) oraz wykorzystujac (39) otrzymamy warunek
stacjonarnosci
(64) dmy = [ [W=0yyei+(pus), i+ A 8g,dS,+ 84(C—Co) = 0,
Sl

skad z uwagi na niezaleznoé¢ wariacji de,, 61 otrzymamy lokalne warunki optymalnosci
ksztattu brzegu obcigZzonego niezachowawczymi sitami normalnymi do brzegu

(65) O‘UEU-‘ W—-(pui)_i = ﬂ.C na SIS C = Co.

Poszukiwane warunki optymalnosci, korzystajac z pojecia energii potencjalnej, otrzy-
mamy stosujac podobny tok postgpowania. Przyjmijmy energie potencjaing

(66) m, = fU(s,-j)dV—— fT?u,dS,,
12 $,
jako miare globalnej sztywnosci konstrukeji. Problem optymalizacji sformutujemy teraz
nastepujaco '
67 max. 7w, dla C<C,.
Warunki optymalno$ci wyznaczymy rozpatrujac funkcjonat
(68) nl,l(ul’ Tlo: Pr> )”) = 7'5,,—/'{(C— CO),

ktérego pierwsza wariacja wynosi

, U _ '
69) o, = f 5o SV f Uny 5dS,— 6 f TOu,dS,— ic f e Sp,dS, —
S -

—8MC—Cy) = 0.
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Wariacje pracy sif powierzchniowych wyrazimy jako

(70) o [ TOu,dS, = [ 6TPu,dS,+ TP su,dS,+ TPu, 5(dS,).
S, 3,

Wykorzystujac teraz (5) oraz rowno$é [2]
(71) 6(dS,) = (0@k, k=1, 01, 1) ASy,

rownanie (70) przedstawimy w postaci

(72) 6 fT;ou,dS, = fﬁT?u,dS,+ TP 6u,dS,+[(TPu) w—2TPu,Hln, O, dS, —
SI Sf

— TP u, 6(}3de,+71% [(TPu,Bay, 6pi), o+ (T{u; Ab, 69, 51 S,

gdzie ostatni czlon po prawej stronie staje sig rowny zeru, jezeli na krzywej I" ograniczajacej
powierzchnig S, wariacja dg; = 0.

Wykorzystujac teraz w réwnanie (69) zasade prac przygotowanych (19) oraz réw-
nanie (72)otrzymamy warunek stacjonarnosci funkcjonatu (68) w postaci

(73) 67‘5:« = f {[U—(T?ui),,,+2T?u1H]nk+ T?,kul} 5¢Ldst— f (ST?UidSt—‘-
M St

—c [ m,0pudS,—864(C—Co) = 0.

5

¢

Jezeli powierzchnia S, jest obciazona zachowawczym ukfadem sit (57), ktérych wariacja
wyrazona jest przez (58), z réwnania (73) otrzymamy lokalne warunki optymalnosci

74 U—(T?u) ,+2T u;H= Acna S,, C= C,.

W przypadku niezachowawczego pola sit (61), ktorego wariacja okre§lona jest przez
réwnania (62 - 63), lokalne warunki optymalnosci ksztaltu brzegu S, otrzymane z row-
nania (73) przyjmujg postaé

(75) . . U—(puy),;= Acnas,, C=C,.

Zauwazmy réwnoczeénie, ze réwnowainoéé globalnych warunkéw (56) i (73) lub
lokalnych (60) i (74) oraz (65) i (75) wynika bezposrednio z réwnosci

(76) U+ W= GUEU'

Jezeli teraz optymaiizacji bedzie podlegaé ksztalt brzegu swobodnego S, ciala (77 =
= 0T7 = Ona S,, réwnania (56, 73)), toz réwnania (56) otrzymamy lokalny warunek
optymalno$ci w postaci

(77) Oy &iy— W= A¢ na So, C= Co,
lub, z réwnania (73), [8]
(78) U= Acna Sy, C=Cp.

8*
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Réwnie latwo otrzymaé mozemy warunki optymalnosci ksztaltu brzegu wewnetrz-
nego ciala, rys. 3, rozdzielajacego materiaty o réZnych wlasnosciach sprezystych w klasie
cial o danym calkowitym koszcie materiatu okreslonym teraz przez
(79) C=cVi+e,V, < Gy,
gdzie ¢, 1 ¢, s4 jednostkowymi kosztami obu materialow.

Minimalizacja catkowitej energii uzupelniajacej 7., przy wykorzystaniu zasady uzu-
pehiajacych prac przygotowanych (48) prowadzi do lokalnych warunkow optymalnodci
ksztattu powierzchni wewnetrznej, danych w postaci [9]

(80) . ol ea—[W]= A(cy—¢2) na S, C = Cy,

za§ maksymalizacja energii potencjalnej m,, przy wykorzystaniu zasady (26), prowadzi
do warunkdw optymalunodei postaci [9] , .

(81) [U]—Tio[”l,n] = 2(01—02) na SC’ C = C’0'

5. Przyklad optymalizacji ksztaltu brzegu obcigzonego

Jako prostg ilustracje wykorzystania otrzymanych w poprzednim punkcie warunkdw
optymalnosci rozpatrzmy problem optymalnego projektowania grubodciennej rury koto-
wej obcigzonej stalym ci$nieniem wewng¢trznym p,, i zewngtrznym p., rys. 5. Rura o we-

Rys. 5. Rura kolowa poddana stalemu ci$nieniu wewnetrznemu i zewnetrznemu

antrzn}m promieniu }'w i zewngtrznym F, wykonana jest z materiatu liniowo sprezystego.
Problem optymalizacji ograniczony jest do wyznaczenia wartoéci promieni r, i r,, dla
ktérych podatnos¢ rury osiaga minimum, przy zachowaniu stalego pola powierzchni
przekroju poprzecznego rury. Zakladajac catkowity koszt rury jako proporcjonalny
do pola powierzchni jej przekroju otrzymamy
(82) C = cn(r} —r3).

Calkowita energia uzupehiajaca rury, odniesiona do jednostki jej dlugosci, wynosi¢
bedzie

Lo
(83) Mo = oF J (62 —-2v0,0,+0?)rdr,
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gdzie o, 1 0, oznaczaja naprezenia promieniowe i obwodowe, zas E i v sa stalymi spre-
zystoéci. Rownanie réwnowagi

d
(84) W(ro‘r)_'o‘r =0,

uzupelnione jest warunkami brzegowymi
TI(') = —0, = +Dy, T? =0 dla rF=r

(85) T = ¢, = —p,, TP =0 dla r=r,.

Powyzsze rownania uzupeinimy warunkiem stacjonarnoéci (65), wyrazonym przez napre-

zenia w postaci
(O‘I+PW)2—2P‘%(I "_'V) = ZACE, dla— I = rw’

(59 (0,+p)*—2p2(1—v) = 2AcE, dla r =r,.

Réwnanie (84) spelnimy tozsamosciowo, przyjmujac pole naprezen w postaci [11]
(87) 6, = 4B, o= -4B,

za$ warunki brzegowe (85) sa spelnione, gdy

(88) | A—.zrrz(pz ~DPw)s B=p—”r§’—:r%’ﬁ—.

Warunki optymalnosci (86), przy uwzglednieniu zwiazkéw (87) i przedstawimy w po-
staci .
23 (pu— ) — Do —12)?(1—%) = AcE@I —13)%,
28 (pu—p) 2 —Ph(E —18)*(1—v) = AcE(?—rd)2.
Ograniczenie natozone na catkowity koszt materiatu rury, z uwagi na (82) wyrazimy
w postaci
(90) ri-r. =4
gdzie g > 1 jest danym kosztem wzglgdnym projektowania,

Rozwiazujac uklad réwnan (89 - 90) wyznaczymy poszukiwane wartosci optymalnych
promieni r,, 1 7,

o) __]/ (3—w)p,—<1+v)pw l/ (3_,,)pw#(1+y)p,

przy czym musi zachodzi¢

(89)

Dy 3y
92) 1 << T

Jezeli nierownosé (92) nie jest spetniona, réwnania warunkéw optymalnosci (89) nie maja
rozwigzan rzeczywistych. _
Podatnos¢ rury (83), wykorzystujac (87) i (88) przedstawimy w postaci

©3) 1y = =5 L2 =p, ) +(1=) @urd =por2Y)
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: Rysunék 6. przedstawia zmiang podatnosci rury o ustalonym. koszcie wzglednym
projektowania w przypadku » = 0.3 jako funkcj¢ promienia wewnetrznego r,,, dla usta-
lonego stosunku cigniet p,/p,. Dodatkowo pokazana jest zmiana wartodci naprezei

TRE T T 1 6
R R
8,90 i-61/F), -10
8,86/~ -08
8,82/ -lo6
8,781 o
(6,/R), -
8741 o2
] !
8.70 ST S B R

Rys. 6. Zmiana podatnosci rury i naprezed obwodowych w funkeji promienia wewnetrznego (» = 0.3,
g =25, pulpz = 2).

obwodowych ¢, na wewngetrznym i zewngtrznym brzegu rury. Latwo ZauwaZyé, Ze wartosci
r, 1 r; spefniajace warunki optymalnogci (91) odpowiadaja globalnemu minimum podat-
nofci rury. S ' '

6. Whioski

Wyznaczone zasady prac przygotowanych i uzupehiajacych prac przygotowanych
tworza podstawy do rozpatrywania szerokiej klasy probleméw optymalnego projektowania
konstrukcji. W przedstawionej pracy rozpatrzono problem projektowania sztywnoscio-
wego konstrukcji. Jednakie rozszerzenie na inne kryteria optymalizacyjne, jak np. po-
datno$¢ dynamiczna, stateczno$é, projektowanie naprezeniowe [7] czy tez projektowanie
na minimum dowolnego funkcjonatu zaleznego od pét naprezefi i odksztalcer, moze byé
uzyskane réwnie latwo, skoro znane sg odpowiednie zasady waridcyjne.

Otrzymane warunki optymalnosci tworza uklad nieliniowych réwnan pozwalajacych
wyznaczy¢ parametry generujace ksztalt optymalnego brzegu. Rozwigzanie takiego ukiadu
jest ogélnie mozliwe przy zastosowaniu proceséw iteracyjnych analizy-syntezy, co bylo
dyskutowane w [8], gdzie do rozwiazania problemu optymalizacji ksztaltu brzegu wyko-
rzystano metode elementow skonczonych.

Nalezy réwniez wspomnieé, Ze wyznaczone zasady wariacyjue, oprocz problemdéw
optymalnego projektowania, pozwalajg na rozpatrywanie w podobny sposéb problemow
o innej ,naturze” fizycznej, jak np. propagacja peknigé, transformacja faz itp., gdzie
ksztalt nieznanej powierzchni stanowi czgéé rozwigzania.
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Pesome

BAPUAIIMIOHHDIE ITPABMJIA MEXAHUWKW IJIS1 IIEPEMEHHEBIX OBJIACTEM
1 UX UCIIOIB30BAHUE OJIA OIITTHUMAJIM3AIIMN KOHCTPYKIIUN

B paGore BoIBeJeHBI BAPHALMOHHBIE IIPABMIA MEXAHVKHM IS CIOyvasd, KOrga (opMa TPaHHLEI,
OKDYM(AIOILEH TEN0, MOYKET H3MEHATHCA. PaccMOTpeHbl COXPAHMIONINECS M HECOXPAHMIOIUECA OIS
CHJI B 33aBUCHMMOCTH OT KOH(MHIypanud rpaHunnl, IIpoaHaH3upoBaHA BO3IMOMKHOCTL OITHMATHIAUMH
opMbI IPaHULIBL, OKPYIKAIOLIEH YIIPYIOe TENO0, ¢ TOUKK 3PEHMA MHHEMATH3AMHH €€ YCTYITIHBOCTH | Onpe-
Jenenbl HeoOXOuMble YCJIOBHA ONTHUMAaNBHOCTH IS CAyYas M3MEHSIOUXMXCA HATPpyy(eHHbIX ¥ CBOGOM-
HDBIX TPadHIl, & TAloKe IS CIyuas U3MEHTIOMEHCsT BHyTpPeHHeH I'paHmlbl, pas/ensiomell maTepHab!
C pasyIMYHLIMH YIPYTHMH CBOMCIBAMH.

Summary

THE VARIATIONAL PRINCIPLES OF MECHANICS FOR YARTABLE DOMAINS AND THEIR
UTILIZATION FOR STRUCTURAL OPTIMIZATION

The paper provides the virtual displacement and stress principles in the case when the simultaneous
variation of external or internal boundaries bounding an elastic body is considered. Both the conservative
and nonconservative, dependent on boundary configuration load systems are considered. Next, we consider
the problem of mean compliance design of a structure with unspecified in advance shape. The optimality
conditions are generated for the case of optimal shape design of loaded and free external boundaries as
well as for design of interfaces separating materials of different stiffness.
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1. Wprowadzenie

Materialy perforowane z regulamnym ukfadem otwordw stosowane sa w budowie
réinych urzadzen w energetyce i chemii, stad tez istotnym problemem sa badania ich
wlasnoséci mechanicznych. W obliczeniach wytrzymaltoéciowych elementéw perforowanych
przeprowadza si¢ homogenizacje osrodka wprowadzajac pojecie materiatu zastgpczego.
Zasady projektowania elementéw perforowanych w oparciu o koncepcje materiatu za-
stepczego, ktorego state sprezystosci odpowiadaja statym sprezystosci materiatu perforo-
wanego w skali makro podali O’DONNELL i LANGER w pracy [1]. Na podstawie licznych
badan doswiadczalnych jak réwniez analiz teoretycznych przyjmuje si¢ [2], ze w zakresie
sprezystym material zastgpczy w przypadku kwadratowego ukladu otworéw jest ma-
terialem ortotropowym, natomiast dla tréjkatnego ukladu otwordw zaklada si¢ izotropie
materiatu zastgpczego. W ostatnich latach ukazalo si¢ szereg prac, ktorych celem bylo
okre$lenie wilasnodci plastycznych materialéw perforowanych. Porowskl i O’DONNELL
w pracach [3, 4] przedstawili powierzchnie plastycznego plynigcia dla materialéw perforo-
wanych z kwadratowym i tréjkatnym ukladem otwordw, wyznaczone metoda nosnosci
granicznej w oparciu o statycznie dopuszczalne pola naprezen. Z tych prac wynika, ze
materialy perforowane wykazuja anizotropi¢ plastyczna przy kwadratowym, jak réwniez
przy tréjkatnym ukladzie otwordw. Podobny wniosek wynika réwniez z doswiadezalnych
badan plastycznosci materialdw perforowanych. W pracy [5] przedstawiono wyniki
badant do$wiadczalnych anizotropii plastycznej, przeprowadzone na prébkach perforo-
wanych ze stopu aluminium PA4, poddanych osiowemu rozciaganiu, przy réznych katach
nachylenia osi symetrii perforacji w stosunku do kierunku obcigzenia. Badania te wykazaly,
ze materialy z kwadratowym ukladem otworéw wykazuja wigksza anizotropig niz materialy
z ukiadem trojkatnym. W dalszym etapie badan, ktdry przedstawiono w pracach [6, 71,
wyznaczono w zlozonym stanie naprezenia powierzchni¢ plastycznego plynigcia dla
materiatu z kwadratowym ukladem otworéw. Badania te przeprowadzone byly na per-
forowanych rurkach wykonanych ze stali migkkiej ST3S. W pracach [6, 7] stwierdzono,
ze anizotropia materiatu perforowanego w znacznym stopniu uzalezniona jest od wspol-
czynnika oslabienia otworami u = h/P (wielkosci h i P objasnia rys. 1). Anizotropia
materiatu z kwadratowym ukladem otworéw wzrasta, gdy wartosci g maleja, przy czym
dla u > 0,7 material jest praktycznie izotropowy plastycznie.

W badaniach materialéw anizotropowych jakimi sg materialy perforowane istotnym
czynnikiem wplywajacym na dokladno$é wynikéw sg zakldcenia stanu naprezen, wyste-
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pujace w przypadku, gdy kierunek obciazenia prébki nie pokrywa sie z kierunkiem os
symetrii osrodka. Problem ten daje si¢ bardzo wyraZnie zauwazyé w przypadku osiowego
Tozciagania, gdzie zaktocenia stanu naprezen spowodowane sg powstawaniem odksztalcen
postaciowych wystepujacych w plaszczyznie probki obok jej przewgzenia i wydhiZenia
osiowego. Z reguly sposéb mocowania prébek w maszynie wytrzymalosciowej krepuje

Rys. 1. Probki uzyte do badan.

swobode odksztalcefi prébki, szezegdlnie w kierunku prostopadlym do jej osi przez co
utrudnione jest powstanie odksztalcen postaciowych. W takim przypadku w pidbce
wytwarza sie zloZony stan napreZenia, ktérego skladowymi w ukladzie wspdirzgdnych
x,y (tys. 1) sa oF, o), v&,. NaprezZenia o, o), 77, sa usrednionymi naprezeniami w oérodku
zastgpczym otrzymanym w wyniku homogenizacji materiatu perforowanego. Tego rodzaju
rozciaganie osiowe nazywaé bedziemy w dalszym ciagu niniejszej pracy niesymetrycznym
rozcigganiem osiowym, co oznacza, Zze kierunek obciazenia nie pokrywa sie z kierunkiem
osi symetrii ukladu perforacji. Wystgpienie omowionych wyZej zakiécen oznacza, Ze
kierunki naprezen gléwnych podlegaja obrotowi w plaszczyZnie probki i nie pokrywaja si¢
z kierunkami osi x, y. Wowczas przykladowo przy wyznaczaniu powierzchni plastycznego
plynigcia, badany stan napreZenia odpowiada w przestrzeni naprezed gléwnych oy, 0,
punktowi A’ lub A" (rys. 2), a nie jak wynikatoby ze sposobu obcigZzenia, punktowi A.
Wielko$¢ naprezen stycznych 7y, zaklcajacych osiowy stan napreZenia nie jest znana,
a tym samym nie jest znany kat ¢’ lub ¢”, okreélajacy odchylenie wektora naprezen o1y
lub oy, w stosunku do wektora o;; odpowiadajacego osiowemu rozciaganiu. Podobna
sytuacja ma miejsce réwniez dla innych drog obcigzenia w zloZonym stanie naprezenia.
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Z tego wzgledu utrudniona jest poprawna interpretacja wynikow badan, gdyz faktycznie
nie mozna okresli¢ jaki stan napreZenia wystepuje w badanej prébee. .
Celem ninigjszej pracy jest ilosciowe okre$lenie wartosci naprezen stycznych o, Wyste~
pujacych przy. osiowym rozciaganiu probek materialéw perforowanych, gdy kierunek
obciazenia nie pokrywa si¢ z osig symetrii ukladu perforacji oraz okreélenie btedéw po-
petnionych z tego tytulu przy wyznaczaniu powierzchni plastycznego plynigeia.

6,4.

Rys. 2.

2. Metoda badan

Badania omoéwione w tej pracy przeprowadzone zostaly przv zastosowaniu metody
fotoplastyczno$ci przedstawionej przez FROCHTA i THOMSONA [8]. Jako materiatu do
wykonania modeli uzyto plyty celuloidowej o grubosci 3,9 mm. Badania cechujace
materiaty nieoslabionego otworami przeprowadzone zostaly w sposéb opisany w pracach
[8,9]. Krzywa obrazujacg zalezno$¢ odksztalcert od naprezen oraz krzywa zaleZnosci
efektu optycznego, reprezentowanego przez rzad izochromy, od réznicy naprezen gléwnych
0,~0, dla celuloidu uzytego do badan przedstawia rys. 3. Krzywe te zostaly wykreslone
na podstawie przeprowadzonych badan petzania mechanicznego oraz petzania optycznego
probek celuloidowych poddanych osiowemu rozciaganiu i odnosza sig one do czasu
badania ¢t = 300 minut. Uzyty do badan materiat byl jednorodny i izotropowy oraz wyka-
zywal przed zerwaniem odksztalcenia trwate rzgdu 25%;. Caloé¢ badan przedstawionych
w tej pracy przeprowadzono w jednakowych warunkach termiczno-wilgotnoéciowych
przy czym temperatura wynosita 22°+2°, a wilgotno$¢ wzgledna 50+10%;. Koniecznoéé
taka zaistniata stqd, Zze wlasnosci celuloidu w znacznym stopniu uzaleznione sa od tem-
peratury i wilgotnosci otoczenia.

Ksztatt oraz wymiary uzytych do badari prébek materialéw perforowanych przedstawia
1ys. 1. Srodkowa perforowana czeéé stanowita zasadniczg, to znaczy anizotropows czedé
prébki natomiast dolna i gérna czeéé nieostabiona mialy stanowié rodzaj czujnika elasto-
ptycznego stuzacego do obserwacji zakldcen osiowego stanu napreZenia. Badania prze-
prowadzono dla kwadratowego 1 trojkatnego ukladu otwordw. Ze wzgledu na przebieg
osi- symetrii ukladu otworéw najwiekszych zakldcen osiowego swanu naprezenia nalezy
oczekiwaé w przypadku, gdy kat o zaznaczony na rys. 1 wynosi 15° dla ukladu tréjkatnego
oraz 22,5° dla ukladu kwadratowego. Badania przeprowadzono wigc na prébkach, w kté-
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rych kierunek obciaZenia tworzyt takie katy z osiami symetrii. Wspotczynnik ostabienia
otworami okreslony stosunkiem u = /P wynosit dla badanych probek 0,4, gdyz jak wynika
z badan omoéwionych w pracy [7] materialy perforowane przy tej wartosci p wykazujg
znaczng anizotropie. Przeprowadzono réwniez badania na kilku prébkach z nizszym
wspdlczynnikiem ostabienia wynoszgcym 0,3.

Opisane wyzej probki poddane zostaly osiowo rozciagajacej sile, ktorej wartosé byta
tak dobrana, Ze w czgsci perforowanej mogly rozwinaé sie odksztatcenia trwale, natomiast
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Rys. 3. Kraywa zaleznoici odksztalcern od naprezen oraz krzywa zaleznoici rzedu izochrom od rdznicy
naprezen glownych dla czasu badania ¢ = 300 minut.

W nieostabionej czgsci probki wystepowaly odksztalcenia spreZyste. Sile rozciagajacy
realizowano w dzwigniowym ukladzie obciaZajagcym polaryskopu, przy czym szczeki
mocujgce probke umieszezone byly pomigdzy sztywnymi stalowymi prowadnicami umozli-
wiajacymi ruch prébki tylko po kierunku jej osi. Prébka obciazana byla w ten sposob,
ze wielkos$¢ sity zwigkszano skokowo co 10 minut przez okres 90 minut az do osiggniecia
przez nig pelnej wartosci przewidzianej w danym badaniu. Nastgpnie pozostawiano prébke
pod pelnym obcigzeniem przez okres 210 minut. £.4czny czas badania wynosit wiec 300
minut. W identyczny sposob prowadzone byly badania cechujace materiatu nieostabionego.
Taki sposob badania wynikat stad, ze po okresie 300 minut od chwili rozpoczecia obcia-
Zenia nastepowata stabilizacja efektu optycznego, ktéry pozostawal juz praktycznie nie-
zmienny pomimo przyrostu odksztatcen. Problem ten zostat przedstawiony w cytowanych
Juz pracach [8, 9]. Po uptywie 300 minut rejestrowano globalne odksztatcenia perforowanej
czgdei probki & oraz wykonywano zdjgcia izochrom i izoklin. Przy takim sposobie pro-
wadzenia badaii jedna prébka materiatu perforowanego dostarczala tylko jednego punktu
dla krzywej obrazujacej zalezno$é odksztatcen podtuznych ey od naprezeni oy . Odksztat-
cenia podtuzne mierzone byly za pomoca katetometru o dokiadnosci 0,01 mm. Baza
pomiarowa o dlugosci okolo 35 mm zaznaczona byla na perforowanej czesci probki
cienkimi kreskami nacigtymi na mostkach przewiazaf pomigdzy otworami.



STAN NAPREZENIA PRZY ROZCIAGANIU MATERIALOW PERFOROWANYCH 289

Dla obliczenia naprezen wystepujacych w przekrojach przechodzacych przez strefy
uplastycznione zastosowano metode fotoplastycznoéci zaproponowang przez FROCHTA
[8]. Metoda ta polega na takim prowadzeniu eksperymentu, azeby rzad izochrom w jedno-
znaczny sposob okreslat wielkos¢ réznicy naprezen glownych o, —o,, natomiast parametr
izoklin jednoznacznie okreslat kierunki naprezen gléwnych. Warunki te spetnione sg jezeli
zdjecia izochrom i izoklin w modelu wycigtym z celuloidu wykonuje sig po czasie 300 minut

od chwili Tozpoczgeia obcigzenia. Obliczenie naprezen wzdhiz dowolnie wbranych pro-
stoliniowych przekrojéw mozna wéwczas przeprowadzi¢ metoda réZnicy naprezen stycz-

nych powszechnie stosowang w elastooptyce.

3. Wyniki badan

3.1. Krzywe rozciagania. Krzywe zaleznoSci odksztalcen podtuznych &f od naprezen
podtuzaych oy dla probek perforowanych otrzymane w sposéb oméwiony w punkcie 2

przedstawione zostaty w bezwymiarowym ukfadzie wspotrzednych ooy, &5leo na rys. 4
i 5. Wielkosci o) i &, oznaczaja naprezenie i odksztalcenie w materiale perforowanym,
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Rys. 4. Krzywe zaleznosci odksztalcen od npaprezen dla prébek o kwadratowym ukladzie otworow.

traktowanym jako ofrodek jednorodny, o, oznacza granicg plastycznosci materiatu bez
perforacji. (u = 1,0), a e, oznacza odksztatcenie odpowiadajace wartosci o,. Wartosé

umownej granicy plastycznosci o dla materialéw perforowanych podobnie jak dla ma-
teriatu bez perforacji wyznaczano jako naprezeme o, odpowiadajace odksztaiceniom
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trwalym & = 0,5%. Usrednione naprezenia o w materiale perforowanym obliczano
z zaleznosci oy = F|A,, gdzie F jest osiowa silg przytozona do probki, a A, jest poczatko-
wym przekrojem probki bez potracenia powierzchni otwor6éw. Na rys. 4 1 5 przedstawiono
poréwnanie krzywych rozciagania dla probek perforowanych z kwadratowym i tréjkatnym
ukladem otwordéw przy p = 0,3, 0,4 i 1,0 dla dwéch réZnych materialdw a mianowicie

—— celuloid

—~-~ stop aluminium
PAL

______

Rys. 5. Krzywe zaleznosci odksztalcern od naprezen dla prébek o tréjkatnym ukladzie otworow.,

celuloidu uzytego w badaniach omawianych w tej pracy i stopu aluminium PA4, z ktérego
wykonywane byly prébki w badaniach przedstawionYch w pracy [5]. Z rys. 4 1 5 widad,
ze krzywe dla tych dwdch materialdéw wykazuja podobienstwo, co oznacza, Zze spemiony
jest jeden z warunk6éw podobienistwa modelowego w fotoplastycznosci. Z prac [10, 11]
wynika, Ze przy podobienstwie krzywych rozciggania istnicje mozliwo$¢ przeniesienia
wynikow badafi otrzymanych metoda fotoplastycznosci na elementy geometrycznie
podobne, wykonane z innych materialow.

3.2. Naprezenla. Na podstawie zarejestrowanych zdj¢¢ izochrom i izoklin obliczone
zostaly dla badanych probek naprezenia styczne oraz normalne w przekrojach ogranicza-
jacych tréjkatne lub kwadratowe ogniwa struktury prébek. Wykresy bezwymiarowych
NAPIEZEN Oxn/0p, Oyn/To, Tunyn/0o, gdzie oo jest granica plastycznosei celuloidu, przedsta-
wione zostaly na rys. 6 i 7. NapreZenia wyznaczono w charakterystycznych przekrojach
struktury materialu oznaczonych numerami n = 1, 2, 3 dla trojkatnego ukladu otwordw
in=1, 2 dla kwadratowego ukladu otworéw. Jak wida¢ z wykreséw intensywnosci
naprezen o), pokazanych na rys. 6 i 7, uplastycznienie materialu nastepuje w przekrojach
112 w przypadku tréjkatnego ukiadu otworéw oraz w przekroju 1 w przypadku kwadrato-
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Rys. 6. Wykresy napr¢zen dla trdjkatnego ukiadu otwordw.

wego ukladu otworéw. Szczegdlnie niskie wartosci napreZen wystgpowaly w przekroju 3
przy trdjkatnej siatce otwordw, w zwiazku z czym dla zachowania czytelnoéci rys. 6 przed-
stawiono tam dla przekroju 3 tylko wykresy intensywnos$ci napreZen o; a pominigto wykresy
skladowych 0.3, 0y3, Txays. Dla warto$ci napreZenn przedstawionych na rys. 6 i 7 spraw-
dzono warunki réwnowagi dla ogniw struktury materiatu, ograniczonych przekrojani,
w ktérych obliczone zostaly napreZenia. Bigdy tego sprawdzenia tylko sporadycznie
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Rys. 7. Wykresy naprezen dla kwadratowego ukladu otworow.

przekroczyly 10%;. Rysunki przedstawiajace wartosci naprezen zostaly sporzadzone przez
odniesienie wykreséw naprezen do nieodksztalconej siatki struktury probki. Obliczenia
naprezed przeprowadzono natomiast dla odksztalconej siatki otwordw, wytyczajac prze-
kroje na podstawie potozenia $rodkéw otworéw po deformacji, W takiej sytuacji przekroje
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nie tworzyly katéw prostych ze stycznymi do krawedzi otwordw, stad naprezenia styczne
na krawedziach otwordéw w przyjetym ukladzie x,, y,, gdzie n oznacza numer przekroju,
z reguly nie byly rowne zeru. Porownanie siatki otwordw przed przyloZzeniem obcigzenia
oraz po odksztalceniu przedstawiaja rys. 8 i 9. Na rysunkach tych naniesione zostaty

Rys. 8. Tréjkatna siatka otwordéw przed i po odksztalceniu.

Rys. 9. Kwadratowa siatka otwordéw przed i po odksztalceniu.

9 Mech, Teoret. i Stos. 2/81
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réwnieZ granice obszaréw uplastycznionych, wyznaczone z przebiegu izochrom przy
zalozeniu, Zze uplastycznienie materialu nastgpuje zgodnie z warunkiem plastycznosci
Treski. Rzad izochrom m,, odpowiadajacy poczatkowi uplastycznienia, wyznaczony
zostat z rys. 3 dla umownej granicy plastycznosci okredlonej naprezeniem, przy ktérym
odksztalcenia trwale wynosza 0,5%.

3.3. Zaklécenia osiowego stamn naprezenia W punkcie 2 niniejszej pracy wspommniano, ze
nieostabione czesci probek przedstawionych na rys. 1 miaty stanowi¢ rodzaj czujnika
elastooptycznego stuzacego do obserwacji zakldcen osiowego stanu naprezenia. Czeéé
nieostabiona na skutek oddzialywania czgsci perforowanej, w ktorej powstawaty odksztal-
cenia postaciowe w plaszczyznie probki, podlegala zginaniu, przez co stan naprezenia
w tej czedci byl superpozycja osiowego rozciggania i zginania. Wartosci naprezen wywo-
fane zginaniem byly jednakie zbyt male, azeby mozna bylo w ten sposéb ilosciowo okresiié
w jakim stopniu faktyczny stan napreZzenia w probee odbiega od osiowego rozciagania.
Nie powidd! sig réwniez pomiar zakloced oparty na pomiarze zmiany parametru izoklin
w czeéei nieostabionej, wywolanej obrotem kierunkéw naprezen gtéwnych. Podczas badan
mozna bylo zaobserwowaé obroét kierunkow gléwnych o kat rzedu n/60— /30 w stosunku
do podtuznej osi prébki, co wskazywalo na istnienie w ukladzie wspdlrzednych x, y na-
prezen stycznych Ty, zaklocajacych osiowe rozcigganie. Dokladnoéé takiego pomiaru
byla jednak zbyt mata dla wyciagniecia wnioskow ilosciowych odno$nie zakidcen stanu
naprezenia. W trakcie badan przeprowadzono szereg préb, majacych na celu dobranie
najodpowiedniejszego ksztattu probki do pomiaru zaktocen osiowego rozciggania. W trakcie
tych poszukiwan przeprowadzono réwniez badania kilku probek diugich, ktérych ksztatt
pokazany zostal na rys. 10. Na rysunku tym przedstawiono réwniez ksztatt tych probek
po ich obciazeniu. Kontur probki po wymontowaniu z uktadu obciazajacego byt inwentary-
zowany przy uzyciu komparatora Abbego. Probki te rozciagane byly w ten sposob, ze szczeki
mocujace nmieszczone byly pomiedzy dwoma sztywnymi prowadnicami, uniemozliwiaja-
cymi ich przesunigcie poziome. Stan odksztaicenia prébek przedstawionych na rys. 10 jest
dos¢ zlozony, gdyz po przyloZeniu sity osiowej w perforowanej czesci probki powinny sie
pojawi¢ odksztalcenia postaciowe, powodujace przesuniecie gémego przekroju tej czesci
wzglgdem dolnego. Z uwagi na umieszczenie szczgk mocujacych probke pomiedzy sztyw-
nymi prowadnicami przesunigcie to moze sig realizowaé tylko poprzez sprezyste odksztal-
cenie cze$cl nieostabionej, ktéra w rezultacie poddana jest nie tylko osiowemu rozciaganiu
lecz réwniez zginaniu. Po odcigzeniu prébek zniknety odksztalcenia sprezyste, natomiast
pozostaly trwale odksztalcenia czgéci perforowanej, ktéra przybierata ksztalt pokazany
na rys. 10. Pewien niewielki udzial w przesunigciu poziomym gérnego przekroju probki
wzgledem dolnego miaty réwniez nieuniknione luzy pomiedzy szczgkami a prowadnicami.
Wielkoéé tych luzow nie przekraczala jednak kilku dziesigtnych cze$ci milimetra. Charakter
odksztalcenia trwatego probek krotkich, ktérych ksztalt pokazany zostal na tys. 1 byt
analogiczny z tym tylko, Ze znikata w nich czg$¢ $rodkowa w ksztalcie litery S, a pozosta-
waly jedynie sko$ne odcinki przylegajace do czesci nicostabionych.

Obliczone w poszczegolnych przekrojach naprezenia styczne 7,,,, oraz naprezenia
oy, ktorych wykresy przedstawiaja rys. 6 i 7, postuzyly do obliczenia érednich naprezen
stycznych i, oraz rednich naprezen normalnych oy, dzialajacych w zastgpczym osrodku
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jednorodnym na odcinku jednego skoku siatki otwordw. Naprezenia te obliczono z zalez-

nosci

h*
1
*
GY" = p* O'vndxn,
0
(1) h*
1
" |
Txnyn = P Txnyndx":
0

w przekrojach n = 1, 2, 3 dla tréjkatnego ukiadu otworéw i n = 1, 2 dla kwadratowego
ukfadu otworéw. W zaleznoéci (1) A* oznacza szeroko$¢ przekroju po odksztalceniu,

I A
- 1
]
1
i
1
1 2Bmm 1{2mm
/
J !
Ul i
MO i
"y N 1 .
{ | 1
A L
N )
Nt L
1} / !
E » / / /’_\/: -: i
} 1S ]
i > | 1
i o °
2 1 |
~ T H 14
: :
‘ : .'
| : /
| ; ’
‘ " { ) : " .
4 e 7 \225°
15° R el
ey e
i Lo
o T e
T 70 —»] le—- 70~ =~
i { . R
7 emisow E%25%
' = =los
R i
L P '
80— i =80

Rys. 10. Ksztatt probek po odciazeniu.

natomiast P* jest skokiem odksztalconej siatki otworéw. Wielkodci A* i P* mierzone
byly bezposérednio ze zdjeé izochrom i izoklin. Obliczajac w ten sposdb naprezenia §rednie
material perforowany zostal potraktowany jako osrodek ciagly jednorodny, w ktérym
w kilku przekrojach n wyznaczone zostaly dwie skladowe stanu naprezenia ojy i Thaym.
Obliczone z wzordéw (1) wartoéci naprezen Srednich umozliwily wyznaczenie sktadowych
napreZzen odniesionych do uktadu wspdlrzgdnych x, y zorientowanego jak pokazano
na rys. 1 i 11. Posluzono si¢ tutaj zalezno$ciami

g*
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(2) |T.;:ky| = O';kn tgo, — T.fnyu >
0';; = U;(n + (T;cknyn + ij) tg o,

wyprowadzonymi przy zaloZeniu ze naprezeniec of w ofrodku zastgpczym jest réwne zeru,
Znak naprezen stycznych vy, ustalony byt odpowiednio, przyimujac za dodatnie zZwroty

Rys. 11. Naprezenia w zastepczym o$rodku.

pokazane na rys. 11. W omawianym przypadku przy obliczaniu naprezed of i v¥, odnie-
sionych do ukladu wspoélrzednych x, y nie mozna bylo wprost zastosowaé prawa transfor-
macji wspélrzgdnych tensora naprezedi, gdyZ brak bylo wartoéci o, dla poszczegdlnych
przekrojow n. '

4. Analiza wynikéw

Na podstawie rys. 6 i 7, z ktérych kazdy przedstawia wykresy naprezed dla dwdch
réznych prébek, poddanych obcigzeniu wywolujacemu w czgéei perforowanej zblizone
warto$ci odksztalcenl e mozna stwierdzi¢, ze powtarzalno$¢ wynikéw uzyskanych metoda
fotoplastycznosci jest do§é dobra. Wykresy naprezen pokazane na rys. 6 1 7 sporzadzono
w bezwymiarowej skali o/o, gdzie o, jest granica plastycznoici dla materiatu, z ktérego
wykonane sa probki, w tym przypadku celuloidu. Obliczone w ten sposéb bezwymiarowe
warto$ci naprezen, jak wykazane zostalo w pracach [10, 11], moga byé przeniesione na
geometrycznie podobne modele wykonane ze stopu aluminium PA4 lub innego metalu
o podobnej krzywej rozciggania.

Z zaleznosci (2) obliczono naprezenia 7y, 1 o podstawiajac kolejno wartoéci naprezen
Thayn 1 Ojn Wyznaczone dla poszczegélnych przekrojéw n, a nastepnie obliczano $rednie
arytmetyczne. Zestawienie §rednich wartosci oy i 7§, zamieszczono w tablicy I, a na rys. 12
przedstawiono zaleznosci 7, /of od £9/eg. oF oznacza tutaj granice plastyczno$ci materiahu
zastepezego, a £5 jest wartoscia odksztalcenia podluznego materiatu zastgpczego, ktéra
odpowiada paprezeniu of . W tablicy I podane zostaly réwniez dla poszczegSlnych prébek
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Tablica I. Zestawlenle naprezen

F Naprezenie w materiale
oy = —
v MN
Uklad " Ao % zastepezym [ ]
otworéw MN ] % m?
[ m? o | T3, ] a%
13,7 6,08 14,1 1,2 14,2
. 4 15,1 6,66 14,8 2,0 15,2
Trojkatny 0, 15,3 10,3 15,8 2,6 16,4
15,4 13,4 16,3 2,5 16,9
03 9,8 8,74 114 1,5 11,7
’ 11,6 12,9 11,6 1,8 12,0
14,2 4,12 12,4 2,4 13,1
14,2 5,35 14,7 2,2 15,2
Kwadratowy 0,4 15,2 5,88 14,7 2,9 15,5
15,3 7,06 12,6 4,2 14,6
15,2 8,14 134 3,7 14,9
0,3 10,9 7,89 10,9 1,1 11,1
L{E T T T T
04 -
L]
L uktad
03 kwadratowy .
11=04
L]
02 B L) _,'\ :
) uktad i u =03
trojkatny :
: =04
01 - ) W=
O 1 1 | | L b
1 2 3 4 5 E,..pﬁ
T

Rys. 12. Zalezno$¢ naprezen stycznych -od wielkoéci odksztalcen trwalych.
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intensywnosci naprezen of w zastgpczym osrodku, obliczone na podstawie naprezen of
i 78,. Wyznaczone w ten sposob wartosci o;f wykazuja dos¢ dobra zgodno$é z wartoscia
naprezenia o) = F[A,, gdzie F jest sita rozciggajaca, a 4, jest przekrojem poczatkowym
prébki bez potracenia powierzchni otworéw. W jednym tylko przypadku dla probki
z tréjkatnym ukiadem otwordw przy p = 0,31 ¢, = 8,749, blad wynosit +18%. Tak duza
rozbieznoéé spowodowana zostala mala zmiang warunkéw termiczno-wilgotno$ciowych,
jaka nastapila podczas trwajacego kilka godzin badania tej préobki. Dla pozostatych
prébek rozbieznoéei wahaly sie w granicach kilku procent. Z zestawienia naprezen poda-
nego w tablicy I oraz rys. 12 wynika, Ze w czgéci perforowanej oprécz naprezen nofmalnych
oy wystgpuja réwniez napreZenia styczne t7,, ktorych zwrot jest zgodny z odksztalceniem
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postaciowym tej czedci prébki. Doktadno$c ‘obliczéhia wartodci naprezei stycznych nie
jest duza, gdyz szacunkowa -analiza bl@dow wykazata, ze bledy wartosci usrednionych
naprezen styczmych zw moga dochodzi¢ do »50/, Przeprowadzone obliczenia, mimo
iz daja tylko poglqd odnoénie rzedu wartosei Tw, umozlxmeQ sprecyzowanie pewnych
wnioskéw. Mianowicie mozna stwierdzi¢, Ze wartos¢ naprgzen stycznych dla prébek
o kwadratowym ukladzie perforacji jest wyraznie wigksza niz dla ukladu tréjkatnego,
Ponadto wartoéci naprezei stycznych z_’fy w czesci perforowane;j wzrastaja wraz ze wzros-
tem podiuznych odksztalcen trwatych. Podobna tendencje stwierdzeno rowniez przy
obserwacji zaklécen osiowego stanu naprezenia w czujniku elastooptycznym, jakim byly
nieostabione cze$ci probki. Biorac to lpod uwage mozna oczekiwac, ze przy malych od-
ksztalceniach trwalych zakidcenia osiowego stanu naprezenia beda niewielkie, w zwigzku
z czym biad popetiony z tego tytutu przy okreslaniu granicy plastycznosci, wzglednie
powierzchni plastycznego plyniecia, jest niewielki. Wynika to stad, Ze w badaniach przedsta-
wionych w pracach [5, 6, 7] granice plastycznosci wyznaczone byly dla odksztalcen trwa-
fych 0,2% dla stopu aluminium PA4 i 0,19 dla stali migkkiej. W takim przypadku wartosé
&5?/es odpowiadajaca granicy plastycznosci materialu zastepczego nie przekraczata 0,5
co odpowiada na rys. 12 wzglednej wartosci naprezen stycznych zf,/os = 0,06 dla kwa-
dratowego ukladu otwordéw i 0,04 dla tréjkatnego uktadu otworéw. Oznacza to, ze kat
obrotu kierunkéw naprezen gtéwnych wzgledem osi x nie przekracza #/60 radianéw,
a stosunek naprezen gtéwnych o,/o, jest mniejszy niz 0,007. Mozna wige przyjaé, ze taki
stan naprezenia jest bardzo zblizony do stanu jednoosiowego. Otrzymanych tutaj wynikéw
oszacowania zaklécen nie mozna przenies¢ na przypadek innej drogi obcigzenia w zlo-
Zonym stanie naprezenia, mozna jednak wnioskowaé, ze w przypadku obcigzen ztozonych
bledy beda rowniez pomijalnie mate.

5. Whnioski

Przedstawione w tej pracy badania umozliwily znalezienie rozktaddw naprezen w cha-
rakterystycznych przekrojach struktury materiatu perforowanego i oszacowanie rozmiaréw
zak¥oced osiowego stanu naprgZenia przy niesymetrycznym rozcigganiu materiatu perforo-
wanego. Stwierdzono, ze zaklécenia te sq dostrzegalne dopiero przy odksztalceniach
podtuznych probki materiatu perforowanego rzedu kilku procent i sg wigksze w przypadku
materiatu z kwadratowym ukiadem otwordéw niz dia ukiadu tréjkatnego. Z badan wynika,
ze zaklécenia stanu naprezenia w poczatkowej fazie uplastyczoienia sg niewielkie w zwiazku
z czym blad popelniony z tego tytuhu przy wyznaczaniu poczatkowej powierzchni plastycz-
nosci jest pomijalnie maty. W dalszym etapie uplastycznienia materialu nie mozna jednak
pomija¢ zakldcen stanu naprezenia.
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Pesome

HATIPSDKEHHOE COCTOMHHME IJISA HECHUMMETPUYHOI'O OIHOOCHOI'O
PACTSDKEHIA ITEPLOPUPOBAHHBIX MATEPHAJIOB

B paBoTe npencraBiseTcs OnpejesieHHe HANPAXKCHHOTO COCTOAHHMA B 0GpAslaxX M3 aHMS0TPONHOrO
MATEpHAa HarpyEeHHOro B NJACTHYECKOH o6JacTu B HAMDPABIIEHUH, KOTOPOE HE COBMNAIAET C HANPAB-~
JIEHUAMH CHMMETPHH CTPYKTYPbI Marepuana. AHH3OTPOMHBIR MaTepuan ObuI MOZepoBaH mnepdopu-
POBaHHLIM MATEPHAJIOM C DErYJISIPHBIM TPEXYTOMBHBIM ¥ KBEAPATHBLIM PACION<EHHEM OTBEPCTHI.
13 HCNBITAHHMH TOJIYUENHCh HANPSDKEHHsI B XaPAKTEPHBIX Pa3pe3ax CIPYKTyphl matepuana. Ilonyuen-
HBIE HANPAYKEHHUA TOMOTEHH3UPOBAIHCh B OGIACTH OMHOIO LUAra CTPYKTYPLI MaTepuasia u onpenensiach
BEJIMYUHA OTKJIOHEHUS OT OJHOOCHOIO HMANPAYN(EHHOIO COCTOSIHHSA.

Summary

STRESS STATE FOR OFF-AXIS TENSION OF THE PERFORATED MATERIALS

The aim of the paper is to determine elastoplastic stress state in the specimens of anisotropic materials
loaded in the direction which does not eoincide with the symmetry axes of the material structure. The
anisotropic material was modelled by means of the perforated materials with regular triangular and square
penetration patterns. The tests enabled determining the stress distributions in characteristic sections of the
material structure, The stress determined were homogenized along the pitch of the hole pattern and the
stresses disturbances of the uniaxial stress state for off-axis tension of the specimens were estimated.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lutego 1979 roku.
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OZNACZANIE GRANICY ZMECZENIA
TWORZYW SZTUCZNYCH METODA SCHODKOWA

MariaN NOowAx (WROCLAW)

Zestawienie wazniejszych oznaczen

warto$é $rednia rozkladu,

czestotliwo$¢ obcigzen — [Hz],

typ maszyny zmeczeniowej: 1w — jednowrzecionowa [1], 12w — dwu-
nastowrzecionowa [2], PH — pulsator hydrauliczny [3], 1wB — jedno-
wrzecionowa, bulgarska [4],

liczebno$é préby (liczba obserwacii),

wspdlczynnik amplitudy cyklu [3],

temperatura badania — [K],

krytyczna wartos$é statystyki ¢t — Studenta,

najnizsza i najwyzsza wartos¢ zmiennej losowej,

wytrzymalo$¢ zmegczeniowa przy probie wahadlowego zginania okreslona
metoda schodkowa na bazie Ny — [MPa], '

wytrzymalo$¢ zmgczeniowa przy prébie wahadlowego zginania okresiona
metoda schodkowa zmodyfikowana na bazie Nz — [MPa],
wspdtczynnik zmiennosei — [%],

odchylenie standardowe,

czas naturalnego starzenia -~ [miesigce].

B. Szczegdtowych — zwiazanych z metoda schodkowa

i numer kolejny poziomu napreZenia,
n liczba prébek rzadziej wystgpujacego zdarzenia (n = Zn)),
n; liczba probek na poszczegdlnych poziomach naprgzenia zdarzenia rzadszego
w prébie,
q liczba stopni (pozioméw) napreZenia,

szacunkowa warto$¢ odchylenia standardowego préby i zbioru — [MPa],
warto$¢ najnizszego poziomu naprezenia rzadziej wystgpujacego zdarzenia —

[MPa],

warto$¢ stopnia napr¢zenia — [MPal.
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1. Wstep

Pierwsze prace ze zmeczenia tworzyw sztucznych ukazaly sig w latach 1937 239 [6, 7, 8]
i dotyczyly laminatéw fenolowoformaldehydowych. W Polsce badania zmeczeniowe
zainaugurowala publikacja KARCZEWSKIEGO na temat wlasnosci zmeczeniowych zytki
polikaprolaktamowej [9]. Historycznie pierwsza i aktuainie zasadnicza forma opraco-
wywania wynikéw pomiardw jest wykres zmeczenia w ukladzie o—IgN (zwany takze
wykresem Wohlera [10]). W dalszych badaniach zaadaptowano do oznaczania wytrzy-
malodci zmeczeniowej tworzyw sztucznych takie metody, jak: Prota, schodkowa, Lehra-
Schencka i Probit [11].

Metoda schodkowa (nazwa w oryginale: the ,,up and down” method), opracowana
przez DixoNA i Moobpa [12], zostala spopularyzowana w polskim piSmiennictwie nauko-
wym przez DYLaGAa i ORLOSIA [13] oraz BARANOWSKIEGO [14, 15], BACHMACZA [16] i in-
nych [17, 18]. Stosowanie jej w badaniach zmeczeniowych tworzyw sztucznych jest celowe
z tego powodu, ze jest doktedna i nadaje si¢ do materiatéw o duzej dyspersji wynikéw
pomiardw.

Niniejsza praca omawia zasednicze problemy stosowania metody schodkowej i schod-
kowej zmodyfikowanej do oznaczania granicy zmeczenia tworzyw sztucznych z uwzgled-
nieniem aspektéw praktycznych zwigzanych przede wszystkim z liczebnodcia proby w wy-
mienionych metodach (»,, n,) oraz stopniem i iloscia pozioméw napreZenia. Podstawy
analizy teoretyczno-dos$wiadczalnej jest zbiér 60 wykreséw schodkowych zgromadzony
przez autora na przestrzeni 10 lat stosowania tej metody w badaniach zmeczeniowych
tworzyw sztucznych [19].

2. Charakterystyka badanego zbioru

Przedmiotem analizy doswiadczalnej jest pigé rodzai tworzyw termoplastycznych:
poliamid 6, poliamid 6 wzmocniony szklem (widkna i kulki szklane), polichlorek winylu
nieplastyfikowany [20], polistyren wysokoudarowy produkcji bulgarskiej [4] oraz poli-
tereftalan etylenowy wzmocniony szklem (tablica 1). Najliczniej reprezentowana jest
grupa poliamidéw wzmocnionych i niewzmocnionych. Zestaw tworzyw wynika z faktu,
ze poliamid 6 nalezy do popularnych w Polsce tworzyw konstrukcyjnych oraz z chronologii
wykonywania z nich tworzyw wzmocnionych. Pierwszym w kraju polimerem wzmocnio-
nym byt Tarnamid T-27 (T-27WS), ktérego produkcje w skali laboratoryjnej uruchomit
Instytut Chemii Przemystowej w Warszawie [21,22]. W roku 1976 rozpoczgto wytwa-
rzanie politereftalanu etylenowego wzmocnionego szklem (Elit 25), ktéry facznie z pro-
dukowang serig itamidéw (Itamid 25, 35, S) tworzy grupe nowych tworzyw konstruk-
cyjnych o podwyZzszonych wiasnoéciach mechanicznych [23].

Analizg statystyczng i sformulowane wnioski — jak zaanonsowano we wstgpie —
oparto o zbiér 60 wykresow zbudowanych metodg schodkows dla liczebnosci préby
ny = 27--51 (tablica 2). Jest to reprezentatywna populacja, poniewaZ rdznica w statystyce
t, dla n’ = 60 i nastepnej dla n” = 120 jest bardzo mata [24]. Ponadto zbior, dla ktérego
n’ > 30 uwazany jest juz za prébe o duzej liczebnosci.

Obok szerokiego asortymentu tworzyw sztucznych analizowana populacja, z ktorej
wybrano przyktadowo dwa charakterystyczne wykresy schodkowe (rys. 1), reprezentuje
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Rys. 1. Wybrane wykresy schodkowe o ro6znym stopniu asymetrii 1 — Elit 25 (wykres niesymetryczny
vy > E(v)); 2 — Ttamid S-2 [wykres symetryczny, »; < E@)].

takze réZne temperatury (293358 K), typy maszyn zmeczeniowych (1w, 12w, PH, 1iwB)
rézng zawarto$¢ wilgoci w prébkach (stan klimatyzowany i mokry), czas starzenia (784
miesiecy), technologie wykonania i ksztalt prébki (walcowe i profilowe [25]) oraz czgsto-
tliwosé (15 i 100 Hz). Badany zbiér wykresow schodkowych scharakteryzowano wielo-
bokiem czgstosei szeregu rozdzielezego liczby stopni naprezenia g (rys. 2) oraz sumaryczng
liczbg wykreséw dla praktycznie stosowanych liczebnosci zdarzen (tablica 2).

T T T
5 " n=B60
B L0} - Efx)=4
B Elx) +0lx)-t,=7
g oix)=1,15
a.
B
[e]
5 20| /
N AN
— i & \\\\‘ —]
N7
0 T 5Ty L5 6 7 8 1

Rys. 2. Wielobok czestosci szeregu rozdzielczego liczby stopni naprezenia q(e = 2%).

Tablica 2. Klasyfikacja badanego zbioru ze wzgledu na liczbe wykresow
schodkowych w grupie o liczebnosci

Stosowane liczebno$ci oznaczen w kon-

strukcji  wykreséw schodkowych, n, 2730 | 3139 = 40
Liczba wykreséw schodkowych z liczba
oznaczen Mg 32 12 16

Liczba pojedyniczych obserwacji w zbiorze = 1930; $rednia liczba obserwacji
w probie 7y = 32.
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3. Ogblne uwagi o metodzie schodkowej i schodkowej zmodyfikowanej

Granica zmeczenia Z, wedtug metody schodkowej, jest takie naprezenie, w cyklu
okreslonym przez o., o 1 R, ktére spowoduje zniszczenie okoto 509 badanych prébek
przed osiagnigciem przez nie zatozonej granicznej liczby cykli Ng. Z definicji Z i sposobu
prowadzenia eksperymentu wynika, ze przed rozpoczgciem badan nalezy zatozyé: 1. li-
czebno$é proby ng, 2. baze Ng, 3. warto§¢ stopnia naprgzenia Ao.

Liczba prébek zalecana w konstrukceji wykresu schodkowego metali jest rzedu 40+ 50
{12, 13, 26]. Analogiczne liczebnosci nalezaloby przyjmowa¢ w badaniach zmeczeniowych
tworzyw sztucznych (a nawet wigksze z powodu wigkszego rozrzutu), poniewaZ obliczanie
granicy zmeczenia, odchylenia standardowego oraz przedziatéw ufnosci dla pojedynczych
spostrzezeft i warto$ci §redniej oparte jest na tej samej podstawie teoretycznej. Zebrany
material dodwiadczalny z badan tworzyw sztucznych na zmeczenie i jego analiza teore-
tyczna wskazuja jednak, Ze liczbg¢ probek mozna znacznie zmniejszy¢ do statystycznie
i ekonomicznie uzasadnionej, uwzgledniajac przy tym przeznaczenie pomiarow.

Wielko$é bazy Ng jaka obserwuje sie w badaniach porédwnawczych tworzyw sztucznych
wynosi najczeéciej 108, a wigc powyzej krytycznej liczby cykli [25]. Przy jej wyborze kie-
rujemy si¢ tym, Ze z jednej strony nie moze to by¢ liczba zbyt mata ze wzgledu na techniczng
warto$é wytrzymalosci zmeczeniowej, a z drugiej — wartos¢ bazy 5 - 106, 10 - 10%, 20 - 10°
jak w przypadku badaf metali [10] przedtuzylaby czas trwania proby do tego stopnia,
ze wplyw starzenia na wytrzymalo$é zmeczeniows niektérych tworzyw moze okazaé sie
juz znaczacy [25].

Trzecim parametrem przyjmowanym w metodzie schodkowej — to stopied naprezenia
Ao. Wartoéé zalecana przez Dixona 1 Mooda wynosi 4o = (0,5+2) - §;. Pierwsze badane
probki obcigza si¢ wigkszymi stopniami napreZenia az do osiggnigcia dwojki probek,
ktére daty przeciwne wyniki wzgledem granicznej liczby cykli, a nastgpnie mniejszymi
i juz stalymi do zakoiiczenia préby. Podstawa analizy statystycznej jest zdarzenie rzadziej
wystepujace w eksperymencie.

Wyznaczanie umownej wytrzymalosci zmeczeniowej wedtug zmodyfikowanej metody
schodkowej opiera si¢ réwniez na wykresie schodkowym, lecz o mmiejszej liczebnosci
(minimum 15 — [13]). Obliczone wedtug wzoru

! no
ay | = o,

wartodci granicy zmeczenia sg przedmiotem poréwnania i rozwazad statystyczmych.

4. Analiza statystyczna wynikéw pomiaréw

Analizie statystycznej poddano (tablica 3) — zgodnie z celem pracy sformufowanym
we wstepie — szes¢ wielkosci, charakteryzujacych wykres schodkowy:

1. Wzgledny btad metody obliczania granicy zmeczenia (schodkowa — schodkowa
zmodyfikowana) — 4,4, (rys. 5). :
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Tablica 3. Zestawienie obliczen statystycznych wielkoSci charakteryzujacych do$wiadczalng populacje
wykresow schodkowych dla ¢; = 2%,

“_ Ljczby charak-
terystyczne

by E(x)+
Lp. E@) | Xon | X | 06 | 005y | 9@l G(()C ))_ t

> o
Wielkosci
badanego zbioru

1 Wzgledny bfad me- 0,18 0,00 1,5 0,34 2,000 0,68 0,86
tody obliczania
ZEO:AYH

2 | Odchylenie 0,70 | 0,20 2,1 — — —_ -
standardowe: §
3 Minimalna liczeb- 26, 51)
noé proby w me- | 13 1 29 6,940 2,000 13,88 27
todzie schodkowe;j
Hs |
4 | Minimalna liczeb- 23, 37)
nosé préby wmeto- | 12 1 | 28 5,685 2,000 11,37 24

dzie schodkowej
zmodyfikowanej: n;
5 Liczba stopni 4 2 7 1,15 2,000 2,30 7
naprezenia: g
6 | Wspdlczynnik 5,40 0,8 34,5 5,23 2,000 10,46 15,86
zmiennos$ci: v

2. Odchylenie standardowe [12] —

. 20 (i 2
) S, = 1,62.AU[M

+0,029].

. Liczebno$¢ proby w metodzie schodkowej — ny;.

. Liczebno$¢ proby w metodzie schodkowej zmodyfikowanej — n,;.
. Liczbe stopni naprezenia g;.

. Wspdlezynnik zmiennosci »;.

Zasade obliczania n; i n,; skonstruowano na wzdr analizy sekwencyjnej w ten sposob
(rys. 3), ze dla zalozonego bledu &; wyznaczania granicy zmeczenia poszukuje si¢ dla
kazdego wykresu schodkowego minimalnych liczebnosci préby, dla ktérych spetnione sa
nieréwnosci
(3): (4) Asj < &;5 Amj < &y

Nastepnie dla nowego zbioru zmiennych losowych ng;, 1,5 wyznaczono parametry rozkladu
E(x) 1 o(x) i dla zaloZonego poziomu istotnosci o okreélono granice przedziatu: +o(x) -+ t,.
Obliczenia prowadzono systemem tablicowym.

Wartoé¢ majnizszego bledu przyjeto |es| = 2% (tablica 4), poniewaz gdy |es| < 2%
to procent wykresow schodkowych w badanej populacji, dla ktérych obliczona liczebnosé
jest wigksza od najmniejsze] w zbiorze (ny > ny = 27) przekracza zaloZony poziom

SN L W
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|(WYKRES SCHODKOWY);IW"ﬁﬁ_ Rys 4
Zin-.

zatozono E;
E; I— . —
€42 2 £,=25| £=3%

A, rozktad JER
j gw
schematyczn
L yeeny g
3 [ngle)+1 < x<ng) %S
o 8 . o H rozktog:ly
g3 Z] = gl
c8| & @ e
=
= HSJ(EJ) A g é
liczba obserwacji x Ny
Zgo(0) - Z,(x | | -
ngle,) I‘”““’ Ag =100 —-—2_ 90— L4 g6
Zgoln,) il :

{ ng = Elx}+ o(x)-tg |

Rys. 3. Schemat obliczen statystycznych liczebnosci proby w metodzie schodkowej (ns).

Tablica 4. Minimalne liczebnosci proby w wyznaczeniu
Zg0, w funkcjl bledu pomiaru e, okreslone
7 prawdopodobienstwem P = 95%.

& (%)
2 2,5 3
Metoda
oznaczania Zg
schodkowa ns 27 25 22
schodkowa Hz 24 23 20
zmodyfikowana

istotnosci « = 0,05 (warto$¢ najezgéciej przyjmowana w doswiadczalnictwie). Natomiast
wartosci €, 1 &, (rys. 3) moga byé uzasadnione wprowadzeniem do badan zmgczeniowych
klasyfikacji pomiaréw na trzy strefy dokladnoéci, jak to uczyniono m.in. w metrologii
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wiokienniczej [27]. Wedtug tej klasyfikacji pierwszej strefie doktadnosci (doktadnosé
przecigtna) odpowiada e, drugiej (doktadnej) — ¢, i trzeciej (bardzo doktadnej) — ;.
Zalozono ponadto, ze zmienne losowe A,,;, Sj, Ny, A5, 45, ¥, Majg rozklad normalny,
Weryfikacje tego zatoZenia przeprowadzono dla ng; i 1.y — jako wielkosci podstawowych
w zagadnieninu — metoda wykredlna na siatce funkcyjnej (papierze probabilistycznym).
Z otrzymanych wykreséw wynika, ze rozkiady badanych zmiennych losowych s po
wygladzeniu w przyblizeniu normalne. W zwigzku z tym poszukiwane wielkosci (tablica
3) maja sens praktyczny tylko dla gérnej granicy przedziatu, tj. dla
®) E(x)+a(x)1,.
Analize statystyczng pozostalych wielkodci ograniczono do jednej wartosci &; = &5 uwa-
7ajac, Ze jest ona wystarczajaca w stosunku do roli jaka te wielkosci spetniajg w metodzie
schodkowej i schodkowej zmodyfikowanej, zas dyskusi¢ wynikéw — do bezposrednich
wnioskéw. Natomiast analize statystyczna wielkoSci n, oraz n, przeprowadzono dla
trzech warto$ci e;, uwzgledniajac w schemacie obliczen (rys. 3 i 5 oraz tablica 3) specyfike
funkcji kumulacyjnych 4,; i A,; = F(x). Polega ona na tym, zZe niektore wykresy A,
i 4,,; przecinaja proste & = const wigcej niz jeden raz. W takich przypadkach za zmienng
losowa przyjmowano minimalne wartodci ny; oraz n,; wynikajace z pierwszego przecigcia,
prowadzac obliczenia w kierunku malejacych x (rys. 5). Gdy za$ skumulowane wartoéci

(4 X
N, =10"cykli; t =298K; [=15Hz; M —1W; q=3; AG=0,5MPq;| prbki

MPa] wilgoinost wzgledna 9=50% o -prébka nie ztamana; @ WMEL A inlifn
+ - prébka ztamano; 1 =48 mies. g "E'g N ’ ! !
T T — T — 2| "
2571 8| |8

<.
<
<
<"
/
.../

1% | 28

24

'\1
L
°<:
{
1
j
|
|
|
[
|
i
\
|
Iz\i
~[ w
~1 O
ol =
~| o
ol w
ELO

23,7
| | | |
] 10 20 30 0 20|23 | 37
numer kolejny probki razem 21 20| 4
23
7,262 +05 (2_0+05) 25,0 MPQ; 20,22 € Z,,< 25,78 ; Zj= 7-1026,6=25,04

7 - .
5;=1,62:05 (A%O—.ZS—LQW,OZB): 0.45MPa; V,=1,8%; A,=016%

Rys. 4. Przebieg oznaczania umownej wytrzymalos$ci zmeczeniowej Itamidu 35 metoda schodkowa (wykres
schodkowy).

funkeji 4,,; 1 45; nie przecigty zadnej z prostych ¢; = const (wykreséw takich zanotowano
4), to przyjmowano ng; = n;; = 1.

Z podziatu badanego zbioru wykreséw schodkowych na podzbiory (grupy tworzyw —
rys. 6) wynikaja dwa charakterystyczne zjawiska. Pierwsze — dotyczy tzw. wynikow
wyskakujacych poza granice rozkladu wustalong wzorem (5), a drugie — zwigzane jest
z przesunigciem wartosci oczekiwanej grupy poza warto§é §rednig zbioru. Do tych pod-
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zbioréw nalezy Tarnamid T-27, poliamid polimeryzowany w bloku (poliamid B), Tarlon
XB oraz polichlorek winylu (PCW — r, /r,), tzn. te tworzywa, ktérych wykresy schodkowe
sa niesymetryczne (rys. 1). Asymetria ta jest prawdopodobnie zwiazana z niejednorod-
noscig podzbioru polegajaca na tym, Ze zawiera on probki nalezgce do trzech populacii

N

-2

tunkcje kumulacyjne bgj » Am; (%)
(=]
—

-
Zgolno) - Zon{x) g
By =100 =585 — , g
\ © 4 e .20] B, __INSTRUKCIE:
» 17AM e ]
3\ — —l,—— £,=25;88 g
. W Ny o 2
A - =AW et A 8y 20| 3 8 o
3 kierunek obliczers § ?;47
L ' g =
o BE @
g 'gin 2
g g8 5
=] 4 2le H
Ak < \g %c g
o N k] g
Nr| METODA POLIMER 2125] 3 g R
{ = 1 | schodkowa | tarlon XB nsg | 919 (9 [
X
I 2 schodkiwu tarnamid T-27 n 28 |25 | 24
—zmodyti j
l Bsy 3 [Pmodytkowe ) o XB "l 5] 3
wzor narys3
| | | |
10 20 30 40

Rys. 5. Wykre$lna analiza sekwencyjna regulacji zalozonego bledu & wielkodcia proby X,

Rys. 6. Podzial badanych tworzyw na podzbiory (grupy) monomateriatlowe (g; =

licza obserwacji x

ngle)+1=x <ng

E(x) oix) to
Nr|rodzaj grupy | T,
1 10 20
1 T T
1 |tarnamid T-27| w EZ 5 Ao VAR
2 | poliamid B ) EZ 17 A { g
4 nan=N
3 |tarlon XB w 4 54 508 Sy
tarnamid %
“lT-27 ws v £ 2 bg
N bz
5| ftamid 25 | w ZZZAZZZZZA | &
R e 1' S,
6| itamid 35 w [# X Z4 Li
7| itamid s-2 | w | EZZAZZA [
. ; - T
sl Pcw r1/r2 ¢ | _srednia zbioru ) 7 7]
i
g| PCW r 10 S 7 drednia grupy l
: 1
10| polistyren w 24 !
|
1| elit 25 w e T
| 1 |
1 10 20 .
uwagi

Tw - technologla wykonania prébek :

w - metodq, wirysku
s - przez skrawanie

10 Mech, Teoret. i Stos. 2/81
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[28, s. 29]: niskowytrzymatosciowej, podstawowe]j i wysokowytrzymalosciowej. Ztozone
warunki witrysku tworzywa do formy, jako§¢ stosowanych substratéw do wytlaczania
watkéw z PCW, zmienne warunki polimeryzacji poliamidu w bloku oraz szereg innych
czynnikéw zwiazanych z technologia wykonania prébek sklada si¢ na powstawanie nie-
jednorodnych podzbiordw. Do zmniejszenia tej niejednorodnosci moze przyczynié sie:

— na etapie formowania proébek — staranne przygotowanie masy wtryskowej, dobér
i utrzymanie optymalnych parametréw wirysku, prawidlowe pod wzglegdem funkcjo-
nalnym wykonanie formy oraz wlasciwy dobor wtryskarki i oprzyrzadowania pomocni-
czego (lub wiadciwy dobdr parametréw skrawania — dla prébek wykonywanych przez
toczenie);

— na etapie przygotowania proby do eksperymentu — staranne wymieszanie prébek
oraz pobieranie ich do pomiaréw wedlug tablic liczb losowych.

Na zakonczenie nalezy zwréci¢ uwage, ze wielkosci charakteryzujace wykresy schod-
kowe wybranych przykladowo metali (tablica 5) sg w zasadzie tego samego rzedu co dla
badanych tworzyw sztucznych.

5. Whioski

1. Oznaczanie granicy zmeczenia termoplastycznych tworzyw sztucznych metoda
schodkowa nalezy przeprowadzaé na zbiorze prébek o liczebnosci nie mniejszej od 22
zaktadajgc, Zze ¢ = 3%, a prawdopodobienstwo popeinienia bledu 0,05. Dla & = 2%
liczba badanych prébek wynosi ng = 27.

2. Zmodyfikowana metoda schodkowa moZe byé stosowana do obliczania granicy
zmeczenia, poniewaz w poréwnaniu z metoda schodkowa réznice wytrzymalosdci zmecze-
niowej nie przekraczaja 1% (P = 95%). Metoda schodkowa zmodyfikowana jest prostsza
w obliczeniach, a liczebnos¢ proby moze by¢é nawet mniejsza o okolo 109 i wynosi: dla
e=3%mn, =20,adlae=2%n, =24.

3. Srednia warto$é odchylenia standardowego zbioru, obliczona wzorem przybliZonym
wynosi 0,7 MPa i zawiera si¢ w przedziale S = 0,20+2,10. Stopien za$§ napreZenia do
badan poczatkowych mozna wybraé wstgpnie z przedzmlu Ao = 0,1+4,2 MPa, srednio
Ade = 0,35 — 1,4 MPa.

4. Serie prébek o duZej liczebnosci, co do ktérej istnieje przypuszczenie, Ze mogg
w niej wystapi¢ rézne zbiorowosci nalezy dobrze wymieszaé, a do pomiaréw pobieraé
probki wedhug tablicy liczb losowych. Nieprzestrzeganie tej zasady moze by¢ przyczyng
niesymetrycznego ukiadu wynikéw na wykresie schodkowym, co prowadzi do wzrostu
bledu ozpaczania granicy zmeczenia albo do wzrostu liczebnoéci préby ponad wyzej
ustalona.

5. Jezeli badania okre$lonego zjawiska beda oparte na wynikach pomiaru granicy
zmgcezenia metoda schodkowa, to ze wzglegdéw praktycznych liczbg probek mozna ogra-
niczy¢ do n, = 20, a dalsza niezbedna poprawe dokladnosci oznaczania nalezy skoncen-
trowa¢ na jakos$ci wykonania pfébek i starannosci przeprowadzania eksperymentu.

10+
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Sformulowane wnioski (wniosek 3 z ograniczeniem) mozna rozszerzy¢ na inne two-
rzywa sztuczne i materialy — takze metale — pod warunkiem, Ze wartodci parametréw
charakteryzujacych wykres schodkowy (g, v 1 symetria wykresu) mieszczg si¢ w przedZLale
odpowiednich wartosci badanego zbioru.
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Pesome

OMPENEJIEHUE VCTAJIOCTHOM IMPOUHOCTH ITIIACTMACC
METOIOM BBEPX-BHU3

TIpoBengH CTATHCTHYECKHH aHANNE MHOXKECTBA 60 CTYNMEHUATHIX TPAQUKOB )1 ONPELEICHNUS MHAHM-
MaJIBHOTO UHCIIA OJIEMEHTOB MCIIBITAHHS IS OTIPEJeNeHHT YCIIOBHOTO CONIPOTHRIIEHMS YCTAJOCTH TepMO-
niacroB. JOKYMEHTHpPOBAH MHCCIENOBATEIbCKANM aHANM3, UTO €CNI 3HAUEHME KYMYJATHBHON (yHiainu
He Gonplue, uem 3% M0 OTHOWEHHIO K OOBEMY MHOMKECTBA, IIPHHATOrO 32 EHEPANIBHYIO COBOKYIIHOCTE,
TO 9KCIIEPUMEHT C OIpe[eIeHHeM YCTaJOCTHOM IPOYHOCTH MOYKHO IIPOBECTH HA MHOYKECTBE OGpasioB
C YMCIOM B3JIEMEHTOB, He MeHbBLINMM, uem 22, IlposepeHa nmpHMeHsAEMOCT: MOAM(HUMPOBARHOIO METONA
BBEPX-BHU3 AN ONpPEAENIEHHs COTIPOTMBIIEHHA YCTaJIOCTH M YCTAaHOBNEHO, YTO YHC/IO 00pasLoB B 9TOH
cxeme BhIUMCNEHHI! menbiue Ha orosio 109%. Taxk Kak onmeITHOE MHOMKECTBO CTYMEHUYATHIX TpPaduKOB
NpPEJICTaBIISET CPABHHUTEILHO IUMPOKHH KIJIACC IIACTMACC ¥ IapameTpoB HCCIEIOBAaHUH, NPU3HAHO BO3-
MOYKHBIM PACHPOCTPaHEHHE BHIBOAOB Ha IPYIHE MATEPUANbI, QUCITIEPCHS PE3YIILTATOB KOTOPBIX HE IIPEBbI-
AT ONpeleNEHHBIX IPEeHeNIoRB HCCJIEHYEMOTO MHOMKECTBA.

Summary

DETERMINATION OF FATIGUE STRENGTH OF PLASTICS ACCORDING TO UP-AND-DOWN
METHOD

The statistical analysis of 60 up-and-down method diagrams was carried out to find the minimum
number of samples required for determination of the fatigue strength of plastics. Basing on the sequential
analysis the evidence was given that if the value of cumulative function is not greater than 3 per cent of the
size of set taken as parent population, then the determination of fatigue strength can be carried out with
the number of samples not less than 22. The applicability of modyfied up-and-down method for determina-
tion of the fatigue limit was verified. It was found that in this patfern of calculation the number of samples
may be reduced by 10 per cenf. As the experimental set of diagrams represents a relatively wide class of
plastics and test parameters, the applicability of conclusions to other materials with dispersion within
the limits of tested set, was found possible.

POLITECHNIKA WROCEAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 kwietnia 1979 roku,
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WYZNACZENIE WSPOECZYNNIKOW UDERZENIA W UKEADZIE O DWU STOPNIACH
SWOBODY Z NIELINIOWOSCIA TYPU DUFFINGA I HERTZA

HENrRYK WOJCIECHOWS K1 (GLIWICE)
1. Wstep

Obiektem badaf teoretycznych jest zachowawczy, nieliniowy uklad dwumasowy
(rys. 1), ktérego ruch wymuszony zostal obcigZeniem nieokresowym o znanym przebiegu
czasowym, tj. o znanym ksztalcie impulsu.

P(t} i
]

Rys. 1.

Uktad taki moze by¢ modelem dynamicznym réznych urzadzen technicznych pracuja-
cych udarowo. Uderzenia wystgpujace w eksploatacji urzadzen technicznych moga stuzy¢
z jednej strony jako sposob przekazywania energii np. mioty, z drugiej strony sa zrodiem
niepozadanych nadmiernych sit dzialajacych na elementy konstrukcji,

W pierwszym przypadku celem dziatalnosci konstruktora jest optymalizacja przekazy-
wania enpergii przez odpowiedni dobor parametréw ukladu, za§ w drugim minimalizacja
skutkéw uderzenia. Stad tez analiza dynamiki ukladéw uderzeniowych, zwlaszcza nie-
liniowych — blizszych rzeczywistoéci, jest zagadnieniem technicznie waznym. Ukladom
nieliniowym o dwu stopniach swobody poswiecono szereg prac muin. [2], [6], [7], [10],
[11], [12], [13], [14], w ktérych rozwiazano zagadnienie drgan swobodnych przy warunkach
poczatkowych x,(0) = x;, x,(0) = x,, %,(0) = x,(0) = 0, albo tez zagadnienie drgan
wymuszonych harmonicznie. Jak wiadomo [3] warunki poczatkowe ruchu wzbudzonego
uderzeniami mozna formulowaé dwojako.

Pierwszy sposéb, matematycznie prostszy, polega na tym, Ze obcigZenie traktuje sig
jako impulsowe (w sensie Diraca) i wtedy analiza ruchu wymaga tylko opisu drgan swo-
bodnych przy okreslonych predko$ciach poczatkowych. Sposéb ten moZzna stosowaé
gdy dlugotrwalo$§é obcigZenia jest mala wobec najkrotszego okresu drgan wilasnych.
Gdy warunek ten nie jest spelniony, stosuje sie drugi sposéb. Wymagana tu jest znajomos§¢
czasowego przebiegu obciaZenia, czyli ksztattu impulsu sity uderzenia. Obliczenia rozdziela
si¢g na dwa etapy.

W pierwszym etapie bada sig ruch wymuszony sifa o znanym przebiegu czasowym
i zerowych warunkach poczatkowych, celem okreélenia stanu kinematycznego w koncowe]
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chwili obcigzenia. Te dane stuzg jako warunki poczatkowe dla nastgpujacej potem auto-
nomicznej fazy ruchu. Zauwazmy, Ze najwigksze przemieszczenia (odksztalcenia) moga
wystapi¢ zaréwno w pierwszej jak i drugiej fazie ruchu, czego nie da si¢ rozstrzygnaé
na gruncie metody pierwszej,

W tym sensie drugi sposob podejécia jest ogdlniejszy, a zarazem prowadzi do wynikéw
dokladniejszych. Wymaga on jednak znajomosci ksztattu impulsu obcigzenia, ktéry zalezy
od szeregu czynnikdw, przede wszystkim od geometrii powierzchni styku oraz sprezystych
Iub sprezysto-plastycznych wlasnosci zderzajacych sie cial. '

W przypadku uderzenia cial sprezystych, zagadnienie stykowe opisuje sie znanymi
wzorami Hertza lub ogdélniejszymi Sztajermana. Chcac rozwiaza¢ zagadnienie uderzenia
dwdch ciat sprezystych, z ktorych jedno (bijak) jest swobodne, za$ drugie (ciato uderzone)
jest podparte w okreslony sposob, trzeba badaé uklad ztozony co najmniej z dwoch mas,
pomiedzy ktérymi zachodzi oddzialywanie typu Hertzowskiego.

Ten sposéb ujecia zagadnienia reprezentowany jest w p. 4 niniejszej pracy.

Nieliniowosé¢ typu Hertzowskiego sprawia szczegélnie duzo kiopotéw przy probach
analitycznego rozwiazania zagadnienn dynamicznych. Aby unikngé dodatkowych kompli-
kacji, przyjeto warunki poczatkowe jak przy obcigZeniu impulsowym, czyli wedtug spo-
sobu pierwszego.

W p. 3 przeprowadzono obliczenia wedlug sposobu drugiego, w szczegdlnosei dla
tréjkatnego impulsu obciazenia. Ponadto przyjeto, ze wiezy nalozone na cialo uderzone
maja charakterystyke nieliniowg typu Duffinga.

W p. 2 wyprowadzono ogélne réownania i wzory dla dowolnego sposobu obcigZenia
i dowolnego typu nieliniowosei charakterystyk sprezyn.

Rozwigzanie nieliniowe ukladu réwnani ruchu uzyskano stosujac' metode optymalnej
linearyzacji, po uprzednim wprowadzeniu wspdirzednych gldéwnych.

Wyniki obliczenr zostaly zilustrowane wykresami wspdtczynnikéw uderzenia, ktére
uzyskano drogg rozwiazan numerycznych z pomoca komputera.

2. Linearyzacja uklada zachowawezego o dwu stopniach swobody wzbudzonego uderzeniowo

Rozpatrywa¢ bedziemy ukfad przedstawiony na rys. 1 obcigZony w ten sposéb, Ze na
masg¢ m, dziala sita o znanym przebiegu czasowym P(¢) dla t € [0, 7], ktéra réwna sie
zero dla t > 7. Sily sprezystodci fy(x; —x,), f2(x,) sa na ogét nieliniowymi, nieparzystymi
funkcjami odksztalcenia sprezyn, ktére mozemy przedstawié jako sume skladnika linio-
wego, 1 nieliniowego piszac w postaci:

(2.1) Silxg—x3) = (xy—=x2) k=S (% —x,),
(2.2) Ja(x2) =kzx,—S(x,),
(2.3) : S(x2)—S1(x;—x2) = S,(x; —x,).

Réwnania ruchu uktadu w przedziale czasu ¢ € [0, 00] po uwzglednienju (2.1 - 2.3) mozemy
napisaé

2.4) moxy kX —kyx; = 8(x, —x,)FP)[HE)—H(t—7)],

My Xy (ki Fl)x,—k x; = Sy(x;—x,),

z zerowymi warunkami poczatkowymi, gdzie H(r) jest funkcja skokowa Heaviside'a.
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Przeksztatcimy te réwnania wprowadzajac wspéirzedne gldwne q,, ¢, ukladu liniowego
(to jest w rownaniach (2.4) przyjmujemy S, = S, = P = 0). Migdzy wspohrzednymi
naturalnymi x,, x,, a wspohzednymi gtownymi q,, ¢, zachodza znane zaleznosci [5],

(8], [16]

(2.5) i = Aqi+Aqs, X3 = 24014+ 12029,
gdzie

1 1
(2.6) M=————, i=

m,+myp3’ m,+my05 "

Wspbtczynniki postaci drgan “wlasnych ukiadu liniowego p,, ¢, okre$lone sa wzorami

dy—m, w3, ok

2.7 0= ,k{ - Tkt ky—my0d,
ky—m w3, ka

(2.8) O T T Ktk —myad,

w3, w3, sa kwadratami czestoéci drgan wiasnych ukfadu liniowego [3]

29) PR 75 ey ('kl . k1+k2)2_ 4k1k2]”2
: 002 ™ m, 2m, 2 |\m, m, mom, |

Roézniczkowe réwnania ruchu. we wspélrzednych glownych maja postaé:
g1+w5q, = D(q,,q)+H (OHE)-H(—7)],
Ga+wd2q, = Pi(qy, q)+H(O[H ()~ H(t—7)].
@, H;, i = 1,2 wyznaczono obliczajac pracg uogdlnionych sit S., S,, P(t) na odpo-
wiadajacych im przemieszczeniach wirtualnych dx,, 6x,
D41, 92) = MlS1(q1,42) +0:52(01, 4]

H,(t)= AP@), i=1,2.

(2.10)

(2.11)

Ateby rozwiaza¢ nieliniowe rownania (2.10) linearyzujemy je postgpujac podobnie
jak w metodzie Panowki — réznica polega na tym, Ze w metodzie przedstawionej w [7],
[8] przeprowadzono linearyzacje we wspolrzednych naturalnych, natomiast tu przeprowa-
~ dzamy linearyzacje we wspétrzednych gtéwnych. Oznaczmy sity sprezystosci dla nielinio-
wego uktadu réwnad (2.10) odpowiednio przez

(2.12) Fi(qy,92) = 08:4i— P41, q2),  i=1,2.
Nieliniowe wyrazenia (2.12) zastepujemy wyrazepiami liniowymi
(2.13) Ff =wlq, i=1,2

z odpowiednio dobranymi czestodciami w;, w, zastgpczego ukiadu liniowego.
Niech
ra=F—FFf, i=1,2

oznacza réznice miedzy funkcjami nieliniowymi (2.12) i liniowymi (2.13), za$
(2514) moy = ryq; = Fi—ofqdq, i=1,2,
sa momentami tych odchylen.
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Nieznane kwadraty czestoéci w3, w? zastepczego ukladu liniowego dobieramy w ten

sposdb, azeby calki z kwadratéw momentéw odchylen

I = fm?hd%d(h:
D

2.15)
I, = fm%2d41d42’
D
-0

Ql}

-0, 0.

miaty warto$¢ minimalna (Q,, Q, sa maksymalnymi warto$ciami wspétrzgdnych q,, g¢,).
Z warunkéw koniecznych na ekstremum funkcji I (w?, ), Li(w}, ©3)

a, . A
(2.16) 07 O Gur

1

NN

£4q
w obszarze D = {
<4

=O,

otrzymujemy dwa réwnania, z ktérych wyznaczamy w?, w3:

Ql Q2
o ) ]
2 _ F 3
601 4Q?Q2 D b 1(41,42)‘11d‘Z1d‘]2,
(217) 01 (2
o ) ] :
Wi =_——"_ F,(q,, da.da..
= 0.0 2(41,92)9249,4dq;

-0 -0:
Amplitudy @, = maxg,(t), @, = maxq,(¢) znajdujemy rozwiazujac liniowe réwnania
t t

gitw?q, = LP@), i=1,2 dlado<gt<

(2.18) Gtwiq, =0, i=1,2 dlait>n.

Ulkdad dynamiczny, ktérego ruch opisany jest rownaniami (2.18) nazwiemy uktadem
liniowym réwnowaznym. Przedstawiona metodg linearyzacji mozemy réwnieZ stosowaé
do uktadéw autonomicznych, obliczajac kwadraty zastgpczych czestosci wzorami (2.17).
Natomiast Q,, Q, znajdujemy jako maksimum (wzgledem ) rozwigzan réwnan

(2.19) Gitwiq =0, i=1,2
przy danych warunkach poczatkowych.

W teorii uderzenia szczegllnie interesujacy jest przypadek wymuszenia ruchu przez
udzielenie tylko masie m, pewnej predkosci poczatkowej, tzn. gdy warunki poczatkowe
sa nastepujace:

(2.20) x1(0) = x,(0) = %,(0) = 0, x,(0) = V.

Rozwiazujac zadanie poczatkowe (2.19), (2.20) znajdujemy wyrazenia dla obliczenia
01,0, [3]

14 eV,
221 SR 5.4 W S 2 4 W
( ) % /‘{10’1(92"91) 2 Arwa(0y—02)

Obliczmy jeszcze zastgpcze wspolczynniki sztywnosei ky,, k,, ukladu zlinearyzo-
wanego. W tym celu do (2.9) zamiast k;, k, podstawiamy k., k,.. Otrzymamy wowczas
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1k, ki +k (K k+k)24kk”2
2 — 1z 1z 2z - 1z 1z 2z _ 1zK22 _ _
(222) @iz = 2(m1 T )+2[( m, T m, m,m, = aiFb,
przy czym b} = af—c?, gdzie
k. k
2 _ K1z

(2.23) ¢t = mom, "
Po przeksztalceniach otrzymamy

o _ wloimm,

1z kzz 3

k3. —2a,m, k2,+c§m2(m1 +m,) = 0.

Po rozwigzaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy

. — 2mymyw? w3
229 7 my(wi+w3)— [m3(0} + i) —4wiwim,(m, +my)] 2’
) 1
ky,, = o) mo(wi +w3)— 2 [m3(w} +w3)? —dwiwim,(m; +m,)] 2,

Zagadnienia dynamiki uktadu przedstawionego na rys. 1 moZna rozwigzywaé przy uZycin
rozmaitych metod, znanych w dynamice nieliniowych uklfadéw dyskretnych [1], [4].
Uzyskane wzory na zastgpcza czesto$¢ wlasna wymagaja w konkretnych przypadkach
korzystania z pomocy komputera. Wydaje si¢ jednak, ze obrana droga postgpowania
prowadzi do celu szybciej niz np. bezpoSrednie calkowanie numeryczne rdzniczkowych
réwnan ruchu,

Zaproponowana linearyzacja we wspolrzednych gléwnych g,, g, ma tg zalete w po-
réwnaniu z linearyzacja we wspotrzednych naturalnych x;, x,, Ze dla ukladéw wzbu-
dzonych uderzeniowo o wiele tatwiej jest wyznaczy¢é maksymalne warto§ci wspétrzednych
gléwnych niz naturalnych.

3. Rozwiagzanle szczegblne dla ukladu z nielinlowoscia Duffinga

Niech w ukladzie przedstawionym na rys. 1 charakterystyki sprezyn beda okreslone
nast¢pujgco:
fi = (x1=x2)ky,
f2 = kax,+kax3.
ObcigZenie ma charakter impulsu tréjkatnego:
t
BT

P(t) = P, dla tel0, 7],

gdzie P, jest maksymalng wartoécia sily uderzenia, a 7, — dhugotrwaloécia jej dziatania.
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:

b = ﬁ’ -;C-l = bxl, xz = bx29
ks,

kl

2 — —
— = x3, —~ =c, ——__ﬂ’ T =1,
my
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réwnania ruchu sprowadzamy do postaci bezwymiarowe;j:

XX, %, = P(D) dla 0< 7 < 7
o g}"ézt(u_c)}z-}l = —cxd = S(%,),
Xi+x;—x, =0 dla 7 > 74,

Bxs+(14+0)%,—; = S(¥2).

b . c/zfi
my x5 P(2), %= dv?

X,, X, sg bezwymiarowymi wspéh-zgd.nymi, P(r) = i=1,2

To = %,T,.

W celu rozwiazania uktadu réwnan (3.1) zlmearyzowano je stosujac metod¢ podana
wp. 2.

Przeksztalcamy rownania (3.1) wprowadzajac bezwymiarowe wspdlizedne gléwne
qi=bg;, i =1,2,

Réwnania te we wspolrzegdnych glownych przyjmuja postaé

G+ o84 = P@1,G2)+Hy(7), dla 0< 7 < 7,

(32) =1,2, dla T > 7o, Hi(7) = 0,
gdzie:
33 @ = 40:5@:,32), H(r) = LP(2), i=1,2.
Parametry A;, i, @8;, I = 1, 2 sa nastegpujace
1
2 ;
(3.4) 23 Crgr 1= L2
' _ 1 1+4c 1 1+¢\> e
(3.5) 91,2—-5—-—5‘3—1"—2—[(1-}- T) _4F] )
_ 1 1+c¢ 1 I+e¢
o0 et ]

Uktad réwnan (3.2) zastgpujemy réwnowaznym ukladem liniowym

3.7) 5:‘*‘6012411 = l,ﬁ(_r), dia 0 € 7 < 10,
. Gitwig; =0, T>1,, i=1,2,

w ktorym kwadraty czestoéci wi, w?, obliczone wzorami (2.17), w tym przypadku beda
mialy postac:

_ 5

w} = wo1+52191( 191Q1+2292Q2)3
(3.8)

w3 = woz+61202( 191Q2+ lezQZ)

W celu wyznaczenia amplitud Q, = maxg,(z), 0, = maxq,(7) naleZy obliczy¢ maksy-

malne wartoéci funkcji bedacych rozwigzaniami ukladu réwnan (3.7), w ktérym podsta-

wiamy za A P(7) wyrazenie A P,z, gdzie P, = ———.
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Z okreslenia wspétrzednych gtéwnych wynika, ze rozwigzania ktdre we wspotrzednych
naturalnych X, , X, spefniaja zerowe warunki poczatkowe, musza je spelniaé takze we wspot-
rzednych gléwnych.

Rozwigzanie réwnan (3.7), spetniajace zerowe warunki poczatkowe, ma postaé calki
Duhamela

_ WPy .
(3.9) qi(7) = %J‘tsmm,(r—t)dt, i=1,2,
i
0

lub

AMPo [ T sinw; 7
W,

(310) ZI;(T) = — —_ =5 ) dla 0 <7 To, [ = 1, 2.
Przemieszczenia ¢;(7) sa w przedziale 0 € 7 € 7,  Tosnacymi funkcjami czasu, co wynika
z wzordw (3.10). Zatem maksymalne wartosci Q;, @, wystapia dla t > 7,.
Rozwigzanie uktadu réwnan (3.7) dla v > 7, ma postaé

To

‘ -
(3.11) q,(7) = ‘C_UP° ftsina,(r—t)dt, i=1,2
i

0
Iub

_ AP, o 1 1\ .
(3.12) g7 = -UL)—‘ZO[(Tosmwiro+acosw,ro——a:) sinw; T+

— | S _ ,
+ (rocosw,ro——:—smw,ro coswyt|, i=1,2
Wy

Obliczone maksimum tych funkcji ze wzgledu na 7

— AP
(3.13) Q= —'_ﬁA,, i=1,2,
w?
gdzie
5 e 3 12 ‘
(3.14) A, = [T%+—a—12——a—7;)sin&3ﬂo——62—%—cosw,ro] , I=1,2.

Celem niniejszych rozwazan jest obliczenie wspéiczynnika uderzenia u, rozumianego
jako stosunek maksymalnej sity zwrotnej w sprezynie max F(¢f) do maksymalnej wartosci
¢

sity wymuszajgcej P,. Dla ukladu o dwu stopniach swobody trzeba obliczyé dwa wspoi-
czynniki uderzenia
maxF (1) " maxF,(1)
{ t

3. S N— =t
3.15) My P, J H“2 P, >

-gdzie: : :
Fy(t) = ki lx (1) —x,(1)], F,(t) = kazx2(2),

kiz, k,. sa zastgpczymi wspolezynnikami sprezystosci ukladu zlinearyzowanego.
Znajac wspélrzgdne gldwne mozemy powrdci¢ do wspoéirzednych naturalnych i po
odpowiednich przeksztalceniach napisa¢ wzory przyblizone (wynikajace z oszacowania
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funkcji typu maxAsin(w,?+@,)+ Bsin(w,t+@,) € A+B) dla wspolczynnikéw ude-
t

TZenia: o
fey, | ATA(1—0y) 134,(1—0,)
(3.16) My = —K[ o7 + @2 ,
ko, [ A3 A4, A2A,
347 = oo e

gdzie k,,, k,, obliczono wzorami (2.24)
. 2fwt @ -
T o+ o) — [ (0] —w3)* —4fwiwi] '

(3.18)
2z = %ﬂ(mf +w2)—— [82(@? — w2)*— 4wt @] 2.

Czestoéei w,, w, uktadu zlinearyzowanego oraz wspdlczynniki uderzenia ., 4, sa funk-
cjami nastepujacych parametréw P,, ¢, f, 7,. Zlozona budowa powyzszych wzoréw
uniemozliwia przeprowadzenie wprost ogdlnej dyskusji wplywu poszczegdlnych para-
metrow na warto$¢ w,, w, lub u;, u,.

Dlatego obliczono wielko$ci @y, @,, uy, 4, jako funkcje 7y, traktujac pozostale
parametry jako stale.
Wyniki obliczen przedstawia rys. 2.

15
u

13

03

07

05 I | L | | ] [— |
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 T

Rys. 2.

4. Uklad dwumasowy z nielinfowo$cla Hertza

Dla ukladu jak na rys. 1 wyznaczmy maksymalng sile w sprezynie posredniej oraz
maksymalne ugiecie sprezyny skrajnej, jeSli charakterystyki spr@Zyn sa okreslono naste-
pujaco:

Ji = kgsgn(x;—x;)|x; —x,|3?
I dlax;—x,>0

przy czym sgn(x; —x;) = ‘I—l dla x,—%, < 0
1 2
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f2=kyx,, P()=0.
Przyjmujemy warunki poczatkowe:
4.1 %1(0) = x5(0) = X%,(0) = 0, x,(0) = V,

Rozpatrywany uklad dynamiczny modeluje uderzenie quasi-sztywnego bijaka® w cialo
quasi-sztywne nieswobodne, na ktore sg natozone liniowe wigzy sprezyste o sztywnosci k, .
Przez m, nalezy rozumie¢ mas¢ bijaka, przez m, — masg ciala uderzonego, zredukowana
do punktu uderzenia. Sprezyna posrednia imituje podatno$é lokalna (ky) zderzajacych
sig cial i dlatego jej charakterystyke przyjeto w postaci hertzowskiej [3].

Réwnania ruchu mas podczas trwania ich kontaktu sa nastepujace:

My Xy +kysgn(x; —x,) [x; —x,3% = 0
(4.2) My Xo—kysgn(x, — X)X, — X3P+ kyx, = 0,
z warunkami poczatkowymi (4.1).
Dodajmy z obu stron réwnania (4.2a) czlon k,(x, — x,) za$§ do réwnania (4.2b) czion
— k,(x,—x,) oraz wprowadzimy oznaczenia

k—(;= b, )_Clz bx1> }2=bx29
(43) ’_Cz_ _ x2 ’:’12 _ ﬂ kH —a
me T omg T bk,

T=wnt, gdzie G = m,g
i przepiszmy réwnania (4.2 po) uwzglednieniu (4.3) w postaci bezwymiarowej
X ER =R = —asgn(F X)) [ - %, 4E =R, = S,(%1, %)

s P

X2 +2%, =X, = asgn(X; —X2)|X, =X, |3 —x, +x, = =S, X2).

Przeksztalcamy réwnania (4.4) wprowadzajac wspdlrzedne gléwne g,, ¢, ukladu
(4.4), w ktérym S,(x;, X,) = 0. We wspblrzednych gléwnych réwnania (4.4) beda [5]:

(4'5-) 21‘*‘5%161 = '1!(1"91)51(‘_]1; 4:,) i=1,2
gdzie:
(4.6) At = 11 , i=1,2,

— 4 f

B e

1
“.7 Q1,2 =5 = 73- ——-—]/4+ﬂ2
(4.8) D00 = 1+g i,
Nieliniowy ukfad réwnaf (4.5) zastgpujemy ukladem liniowym
(4.9) . q,+0%q, =0, i=1,2.

D Cialem quasi-sztywnym nazywamy cialo lokalnie odksztalcalne [31.
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Kwadraty czgsto§ci obliczamy korzystajac z wzordw (2.17), ktore w tym przypadku
bgdq nastepujace:

2

0 0
_ 5 Y - _ _ _
(410) @t == [ [ @83, +adsen(4d, + B:) A7, + BT
40,07 J J
-0y -0 B ~
“Ath Aqu]Zz?dﬁldc‘zz,
5 1
@1y @ = J f [@32d>+aBsgn(Aq, +B3>)| 4G, + BG, |2 -
40,07
-0 ~0» ~ o
— ABj, —B*q,]q3dq, dg,,
gdzie:
TS DS (R
A= 1, .2~+F.~.i__y4+ﬁ ,
(4.12)

Bﬁl( +;+2ﬁ]’4+52)

Azeby obliczyé catki we wzorze (4.10) i (4.11) w ktérych wystepuje sgn(4q, + Bg,) nalezy
zbadaé znak wyrazen A i B. Poniewaz 4, > 0, 4, > 0, f > Owigc 4 > 01 B > 0. Dzie-
limy obszar catkowania na dwa obszary M i N prosta o rownaniu Ag, + By, = 0. Nalezy

wyrdzni¢ dwa przypadki przy uwzglednieniu, ze % > 0.

_ A --
— przypadek I @, < 5 0,
A —
50

W przypadku pierwszym obszar catkowania jest podzielony jak na rys. 3, a podobszary M
N okreslone nastgpujaco:

— przypadek II 0, =

- B B_ : —
M= "Q1<‘h<"7q2 ) N = I‘] << ,
_QZ < 52 < QZ é < < QZ
4?/"‘@ qz qz
&y s S G
- . N | AG+BE20 | -
_AarBG,s AJ,+BG,Z0 % e 9
-Q M N al _GI Ac‘11+8q2‘0 O1
_ . M M
G, \ ' -0,
Rys. 3. _ Rys. 4.
Dla drugiego przypadku rys. 4 mamy:
01 €4, <0 -0,<q:, <0,
M = . A_:, N= A _ _ —
—Q2<‘]2<_“B“‘h —-§41<‘12<Q2
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W obszarze M spelniony jest warunek 4q, +Bg, < 0, wiec sgn(4g, + Bg,) = —1, ponadto
|Aq. + Bi,| = —Aq,— Bq,. W obszarze N mamy Aq,+Bg, > 0, wicc sgn(4g, + Bj,) =
= 1 oraz |Aq, + Bg,| = Agq, + Bg,.

Uwzgledniajac powyzsze po obliczeniu calek otrzymamy:

. . — A —=
w przypadku pierwszym, czyli dla Q, < FQ !

(4.13) @2 = 0+

20“{ 5 l(Aé‘*Béz)m_<AQ+B@)‘3'2]
7B -

4294° 0,03 0,03
8 [(A@«Béz)“ﬂ _ (Aél+B§2>“ﬂ] L2 [(Aél~B§z)9’2 _
3347 0,0% 0,0t 34 0,03
_ (40, +B0.)" ]_ (40,-B0,)"* | (AQ:+BQ.)""* }_ T
Qzéi‘ Qzé% —Qzé% ’
— — 2a 1 -(A-Q_1+B§2)13/2 (Aél_Béz)lslz
4.14 =0+ o5 { [ _ = - —— ]—
@19 e B4l 0,0 0.03
(AQ, +BQ,) 11> (AQ—B@)“/Z] AQI
_ (AQ,+BQ,)%2 —
11[ 03 03 ;|

N ) \9/2 A2Q% 2y A \7/2 P2) 7 \7/2
~(AQ,—BQ,)° ]“W [(4Q:+BQ,)"*—(AQ,—BQ,)" ]}“
5 )

w przypadku drugim, czyli 0, < % 0,

(4.15) @2 = w01+ 124‘;{ 1 [(Aélj-B_éz)lalz _ (Béz:A_és1)13/2]_
138 QzQi Qle

11Q [(AQ1 +BQ2)“/2“(BQ2 AQ, )11/2]+ [(AQI +BQ ) —
1

—(B’QZ—ATQl)W]—’;QTQ: [(A'Q‘1+Béz)9/2—(BQZ—AQJ’”]}—
1 N

(4.16) 02 = w3, + —

2a { 16 [(Béz*Aél)lalz _ (Aél'f'Béz)ls/z]_
74408 | 0,03 - 003
8 [waz-A@l)wz B (A§1+B§z)11’2]_'_i[(Béz-—Aéx)g’z B
3387 0,04 0,03 3Bl 0,03
_ (40,+B0Qy)"" ]_ (BQ,—40)""  (A0,+B0,)" }_ B
0,03 0:03% 0,03

Yatwo mozna wykazaé, ze dla warunkéw poczatkowych (4.1) maksymalne wartosci
wspoélrzednych gléwnych beda

11 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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0, = _&L
Awi(02—01) ’
7o 01}7_0
Aa@3(0;—02) ’

(4.17)

gdzie: Vo = %Vo.

Wartoéci ©,, @, obliczono na komputerze traktujac parametry a, f jako stale, ¥, Jjako

zmienne. Rozwigzujac uklad réwnan (4.9) mozemy powréci¢ do wspdirzednych natural-

nych X, X,, ktére beda okreslone nastepujaco:

. ¥y = M0,Sin®, 7+ A Q,sinw, 7,

(4.18) _ - —
Xy = 2;0,Q,8inw, T+ ;0,Q,sinw, 7.

Uktad réwnan (4.2), podobnie jak i réwnowazny mu (w sensie przyjetej metody rozwia-
zania) uktad (4.9), opisuje ruch §rodkdéw mas podczas ich kontaktu, czyli dla ¢ € [0, 7,]
gdzie 7, jest nieznanym czasem kontaktu. Mozna go wyznaczyc z warunku
(4.19) %,(1)~Fa(2) = 0,
bowiem w koncowej chwili uderzenia przemieszczenia srodkéw obu mas sa jednakowe.

Maksymalng sile uderzenia F = maxf(r) wyznaczono z réownania

(4.20) ' F(7) = kyo(X1—X2),
w ktérym 17(7:) jest bezwymiarowa wielkodcig reprezentujaca stosunek sily uderzenia F(z)

. . T Kiz .
do cigzaru m,g, bezwymiarowa zastgpcza sztywnos¢ k,, = »kl— dana jest wzorem (3.18).
2

Wyniki obliczen przedstawia rys. 51 6.

Z kolei obliczmy maksymalne ugigcie sprezyny skrajnej. Jest to wielkos¢ o tyle intere-
sujaca, ze w przyjetym modelu reprezentuje maksymalne odksztalcenie ciata uderzanego,
wynikajgce z jego podatnosci ogélnej. Poniewaz omawiane maksimum wystgpuje z reguly’
w drugiej fazie ruchu, czyli dla ¢ > 7, przeto nalezy najpierw okresli¢ stan kinematyczny
ukladu w chwili # = 7, a mianowicie x,(7x) = x,(7), X,(7s), X,(7x). Postulujemy spre-
Zysty charakter uderzenia tzn., Ze wspéiczynnik restytucji R = 1. Dalszy ruch ciala ma
wigc charakter swobodnych drgann oscylatora harmonicznego o masie m, z liniowymi
wigzami sprezystymi o sztywnoéci k,. Wspébtczynnik uderzenia u, zdefiniowany jako
stosunek maksymalnego ugigcia dynamicznego spreZyny o sztywnosci k, do jej statycznego
ugigcia pod cigzarem bijaka okreslony jest wzorem [9]

4.21) | | u=BY R+,

Wyniki obliczed przedstawiono 'na rys. 7, natomlast na rys. 8 pokazano wplyw podatnosci
lokalnej na wspolczynnik uderzenia.

5. Uwagi koncowe i wnloski

Uklad dwumasowy rozpatrywany w p. 2 wraz z przyjetym sposobem obciazenia,
moze by¢ modelem rozmaitych mechanizméw o dzialaniu udarowym. Podczas pracy.
takiego mechanizmu, na masg m, (reprezentujaca np. bijak, tok itp.) dziata obciazenie.
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impulsowe. Druga masa polaczona jest z pierwsza wigzami sprezystymi, liniowymi, za§
z podlozem (tzn. ostona, obudowa, lozyskami itp.) wigzami nieliniowo-sprezystymi.

Pozwala to uwzgledni¢ duze (geometrycznie nieliniowe) odksztatcenia tego ciala, ktére
moze by¢ uformowane na ksztalt belki, walu itp. '

[T LI N
20001 6000] -
1800 p=5 - 500 -
- L ] A
5001 a=10 4 B 4800
100~ > g £200
1200 - 2 - 3600)-
1000}~ p . 3000/ -
800 7/ 24001
L #=0,75 - .
800 : / - 1800;
400 - 1200
2001~ - . 600y -
[ L1 I |
0 TTETT T 20 2 3/ B % 0 5 10 15 200 25 .30 3'5 [vo

Rys. 6.
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Jak wida¢ z rys. 2 (i wielu innych przedstawionych w pracy [15]) w zakresie badanych
parametréw maksimum wspolczynnika u, jest wigksze od maksimum u,, a zmiany tych
wspolczynnik6w wraz ze wzrostem 7, maja charakter oscylacyjny. Ze wzgledow wytrzy-
malosciowych korzystne jest tak dobiera¢ parametry ukiadu, aby odpowiadalo im lokalne
minimum wspétczynnikéw uderzenia. Natomiast dla ukladu z nieliniowosciy Hertza [15]
mozna przyjac, ze u jest funkcja tylko predkosci bijaka i stosunku mas, bowiem zmienia
si¢ on nieznacznie (w zakresie badanych sziywnosci) przy zmianie sztywnodci lokalnej
(rys. 7, 8), a jego wzrost jest liniowy przy wzroécie predkosei bijaka V.

Na wartoé¢ maksymalnej sity uderzenia duzy wplyw ma podatnos¢ lokalna a, przy
czym jak wida¢ na rys. 6 ze wzrostem podatnosci lokalnej rosnie wartosé tej sity.
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" Peswome

OITPEOENEHHE ,]IHHAMH‘IECKI/IlX KOSPPUIMEHTOB B CUCTEME C IBYMA
CTEIIEHSIMYU CBOBOILI C HENMHEMHOCTLIO THUIIA OIVGOOUHTA U TEPIA

B cratee paccmaTpHBaercA criocof JIMHeapU3alMK HeNMHEHHO0N KOHCEPBATHBHOM CHCTEMBLI C ABYMSI
CTEIIEHAMHI CBOBOAbLI BO30Y (HEHHON HeneproANYECKOl Harpyaxoit mmw yaapom. JImHeapusanexo He-
JIMHEHHBIX YPABHEHMI OBIYKEHHA MPOBEACHO IIOCHE NPEeABaPHUTENHFHOr0 BBEJCHHA IIIABHBIX KOODHAMHAT.

Ly
it
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Ocoberno TPOBOJUIMCE HCCIENOBAHUA CHCTEMbI, KOTOPOIl ABMYKCHAE GBINO BBLIHY)KINEHHO HArPY3KOM
THNA TPEXYTONBHOro Mmnyikca. Kpome Toro paccmarpuBaercs gByXmaccoBas cucTema, B KOTOPBIX TpY-
JKUHA COeQMHAIOLIAA MacChl UMeeT XapaKrepucruKy THna Lepua. IBmxenue Taxoit cucTemMsl Bo30y»Kaa-
JloCh MIPHJAHMeM Macce a; HauanbHOH cxopoctd Vo. M o6oMX CHCTEM ONpeAeNeHO JHHAMHUECKHE
K09 hUIHeHTE.

Summary

THE DETERMINATION OF DYNAMIC FACTORS IN A SYSTEM WITH TWO DEGREES
OF FREEDOM AND DUFFING-HERTZ NONLINEARITY

Tn the paper the linearization method of the non-linear conservative system with the two degrees
of freedom has been considered. The system is excitated by aperiodic or impact loads. The linearization
of the non-linear motion equations has been performed after having introduced the main coordinates.
The system excitated by triangular pulse has been tested in particular, Besides, the two-mass system with
jojning spring of Hertz characteristcs has been considered. The system has been excitated by the motion
impart of the mass m; with the initial velocity vo. For both systems the dynamic factors have been intro-
duced.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 maja 1980 roku.
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O WYI(ORZYSTANIU FUNKCJI WEASNYCH DO OPISU DRGAN WYMUSZONY CH PODATNIE
PODPARTYCH ASYMETRYCZNYCH WALOW

Janusz KOLENDA (GDANsK)

1. Wstep

Drganla linii waléw z uwzgledmemem asymetrii sztywnosc1 glgtnej i podatnoscx funda-
mentéw rozpatrywano w pracach [1], [2] i [3] przy zaloZeniu, ze wymuszenia moga byé
traktowane jako sily skupione. Drgania wymuszone podatnie podpartych asymetrycznych
walow przy obciazeniach roztoZonych nie byly dotychczas analizowane w literaturze.
Zagadnienie to rozpatrzono poniZej, przy czym do rozwigzania wykorzystano funkcje
wlasne drgasd. Przyjeto, ze. funkcje wilasne drgan podatnie podpartego asymetrycznego
walu sa znane. Sposob ich wyznaczenia przedstawiono w pracach [4] i [5]. W niniejszgj
pracy rozpatrzono takze przypadek wymuszefi skupionych. ' '

2. Drgania podatnie podpartego asymetrycznego walu przy obcigzeniach rozlozonych

Obliczeﬁiowy schematlﬂr.ozpatrywanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Zachowuje si¢
oznaczenia i zaloZenia, jak w pracy [5]. Przyjmuje sig, Ze na pierwszy odcinek wahu dziala

0BG, A Bl L G |

: T } |
S
SN tD= > U'.x> VAl N T fy
x /I f > Xy Ku ¥ = T u{ ——t
3 ‘;‘\ 1 1.4 5
X2 Xn Uyxp :
o S
' ’ v JF >
- M |
Rys. 1.

w plaszcezy#nie x, ,, X,, obciaZenie roztoZone q1,(x, 1) i drgania tego odcinka w ruchomym
ukladzie wspétrzednych x,,, X5, X;3 Opisuja si¢ niesprzgZonymi réwnaniami:

. Y , @
(21) Qlulxl—Elulllxl = 0’ ()'—'—'—'_’ () ='—'
(2.2) (QA)l(ulxz w0u1x2)+f0u1x2+(EIZ)lule = {32,
(2.3) : (QA)I(ulxs_w0u1x3)+f0u1x3+(EIS)lulxs =0,

(2.4) o (];)1‘?;1:4"01“;::4 = 0.



332 J. KOLENDA

Na skutek podatnosci konstrukcji podpierajacej moga wystapi¢ sprzezenia pomiedzy
drganiami ., Uies, Hixs OTAZ Upey.

Warunki, jakie spelniajg macierze podatnoéci dynamicznej konstrukcji podpierajacej
w poszczegdlnych przypadkach sprzezen, oméwiono w pracy [3]. Rozpatrujac ogdlny
przypadek drgan wymuszonych przy sprzezeniach pomigdzy w/w drganiami zaklada sig,
7e znane sa czestosci mettumlonych drgan swobodnych ukladu w, i funkcje uf,’ﬁ;’)(x),
stanowiace- skladniki f_unkcp wlasnych drgan podatiie _podpartego asymetrycznego watu

(3] _

(2.5) B9 = D ukp, a=1,2,3,4, k=1,2,.., i=1,2
p=—r
Jak ukazano w pracy [4], w ogélnym przypadku sprngen drgania swobodne podatnie
podpartego asymetrycznego wahu opisuja si¢ zaleznosciami

26) - Ui, 1) = D () TR,
. . k.
w ktérych funkcje czasu 7¢# s identyczne dla wszystkich sprzgzonych drgan u;,(i =
=1,2,a=1,2,3,4), gdyz wplyw parametréw ukladu i sprzgzen na amplitudy drgan
uwzglgdmajq funkcje ufku (4], [5).

Funkcje 7*# s3 rozwigzaniami réwnan

Q7N TEO4(optuweyr®M =0, k=1,2,..., pu=0,=+I,+2,.., 47

Dzigki istnieniu sprzezen pomiedzy drganiami stale rozwigzan réwnan (2.7) wyzna-
‘czono w pracach [4] i [5] z warunkéw poczatkowych, okreslajgcych w chwili 2 = O jedynie
stan odksztalcen gietnych walu w plaszezyznach x;, x,.

Gdy znany jest stan obciaZen watu w ptaszczyznach x;y, x;,(4, 2(x 1) # 0, q,,(x, ) =
= 0), réwniez poszukiwaé bedziemy drgaf wymuszonych watu w postaci (2.6), dokonujac
rozkladu funkcji q,, w szereg wedtug uktadu funkcji wlasnych drgan gietnych pierwszego
odcinka w plaszczyZnie x,,, x,,:

0.8 g, ) = D ELRW).

k

Mnozac (2.8) przez u{%, i calkujac obustronnie otrzymane réwnanie po x w przedziale
[0/,] otrzymuje si¢ z uwzglednieniem (2.5) i ortogonalnoscn funkcji wf:w

f‘hz(x Hud (x)dx
Of

Podstawienie (2. 6) dla o = 2 oraz (2.8) do rownama (2 2) da_]e dla kazdego k i y row-
nanie:

A ‘ f ('u(k.u))'u | EI (uff)iv S q®
2.10 0 1x2 2 x2 o — 2 .
R TP w7 Rz A

Q9 B =

r

p) [d“‘ "><x>12d$c'

p=—r
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Uwzgledniajac, ze zachodzi relacja [5]
Jo (i) ( El, ) )
(ed)y  uf3y ed J1 uly

otrzymuje si¢ roéwnania

(2.11)

— 0§ = (wg+pwo)?,

o

2.12 TEO 4 (@, + 1) TN = di2 ’
e o A
z ktorych dla (wy + pewo) # 0 wynika
l t
213 PSS S v o
@1 ‘ (@A) (@ +pwo) q12(2)sin[(w, +pwo)(t — Dldz

Rozpatrywany ukfad jest traktowany jako liniowy, zatem zgodnie z zasadg Sﬁﬁerpozycji
drgania walu w przypadku wystgpowania dodatkowych obcigzen rozlozonych g, (x, t),
q,s(x, 1) i qia(x, t) w téwnaniach (2.1), (2.3) i (2.4) okreSlone sg zaleznosciami (2.6)
i wyrazeniem

4
(2.14) 2 - ZI T,

Funkcje 7 sa rozwigzaniami réwnan

O a0 = gl
1

(ko) 2 (k. p) (k
T2 +(wk+luw0) Tg (QA)I qiz,

1

T + (0 + pwe)? 1§ = (04), a3,

(2.15)

i

(ks K,
T8 + (@r+ pooo) T 0. -442,
. . s/1

w ktérych ¢ wynosza:
I
f qlal—tsl‘:c)a(lx
(2':[@ . qs’2= Ilo r s o = 1;27 3’4'
[ Wy

0 p=-—r

Gdy drugi odcinek ‘watu réwniez poddany jest wymuszeniom roztozonym, to nalezy,
podobnie dodaé¢ do funkcji 7*# odpowiednie cziony. Przykiadowo, jesli plaszczyzna
X1, X jest pozioma i wal przedstawiony na rys. 1 znajduje si¢ w polu sit wywierajacych
na jednostke dhugoéci i-tego odc¢inka pionowe obciazenia Q;(x, )= const, to drgania
i-tego odcinka oraz funkcje t*# mozna przedstawi¢ w postaci (2.6) i

k., k, k, K k.
(2.17) T8 = 7l o0 4 o4 o,

W celu wyznaczenia i)oszczegélnych funkcji 78 (2.17) nalezy odnie$¢ obcigzenia Q;
do ruchomych ukladéw wspdirzgdnych obu odcinkéw watu. Jesli ruchomy ukiad wsp6t-
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rzednych X,,, X,,, X3 drugiego odcinka jest obrécony w kierunku wirowania watu o kat
d, wzgledem ruchomego uktadu wspéhrzednych x,,, X, ,, X, 5 pierwszego odcinka i w chwili
t = 0 0§ x,, jest zwrdcona pionowo w dot, to przy-predkosci katowej wirowania watu w,
obcigzenia roztozone w ruchomych ukiadach wspétrzednych wynosza w dowolnej chwili ¢:

412 = Q,c05w,1, q;3 = —Q;sinwgt,

2.18 .
@18) G2z = Qa2c08(wot+02), G2z = —Qasin(wot+d,).

Funkcie 79 sa zatem rozwigzaniami rownan
1€ Tig

2.19) TEM 4 (Wt pwo ) TEP = gb, i=1,2, a=2,3

(¢4
w ktérych gf® sq zgodnie z (2.16) i (2.18) nastgpujacymi funkcjami czasu:

Iy . I

. J o J Rsax
9% = Qicoswot —— s 419 = —Qysinwet ———; ,
{3 & »,
[ 5 @daydx [ 2 (upyax
0 u=-r 0 pu=-r
Iy
f u§d,dx
0
2.20) 4 = Qzcos(wot+6,) —; ,

g8 = —Qasin(wot+6,) A
3 wydx
0 pu=—r

W celu uwzglednienia thumienia wewnetrznego w wale oraz w filmie olejowym loZysk
i w konstrukcji podpierajacej wal wykorzystaé mozna pewne relacje, dotyczace drgan
swobodnych ukladu niezachowawczego [5]. W pracy [5] zatozono, ze tlumione drgania
swobodne podatnie podpartego asymetrycznego walu -moga byé opisane zaleznosciami
(2.6), w ktérych funkcje uf*) sa wyznaczane jak dla ukladu zachowawczego, natomiast
funkcje v** sa przy zastapieniu czgstoSci w; zespolonymi czestodciami &, = o, +Jjd;

drgan swobodnych ukladu z ttumieniem rozwiazaniami réwnafi:

(2.21) T 05, 70 4 [(@ + pwo) 2+ 02] TEP = 0.

Przyjecie analogicznego zaloZzenia w odniesieniu do bpisu drgai Wymuszonych przy
wykorzystaniu funkcji wlasnych prowadzi w przypadkach rozpatrywanych w niniejszej
pracy do zastapienia (2.12) réwnaniem

k)

2.22) TEM 428, T 0P 4 [(wy+ peoo)? +BF] TP = oD e,
1

1 do wprowadzenia podobnych zmian w réwnaniach (2.15), (2.19).
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3. Drgania podatnie podpartego asymetrycznego walu przy wymuszeniach skupionych

Wykorzystanie funkcji wiasnych do opisu drgan podatnie podpartego asymetrycznego
watu przy wymuszeniach skupionych nie rézni sig¢ w istotny sposéb od podobnego zagad-
nienia przy obcigzeniach roztozonych. Przykladowo, jesli nie wystepuja obciazenia rozto-
zone i w plaszczyznie x,,, X, dziala w punkcie x = £ prostopadle do osi watu sita skupiona
f12(2), to rébwnanie (2.2) przyjmuje postac:

3D (0A)1 (b1 52~ @3ty x2) + oz + (EL) 1%y = 0(x~&)f (1),

gdzie § oznacza dystryblich Diraca. Poszukujac drgan wymuszonych watu w postaci (2.6)

nalezy roztozy¢ funkcje 6(x—§)f12(t) w szereg wedtug ukladu funkcji whasnych drgan
gietnych pierwszego odcinka w plaszczyznie x, (, x, ,:

3.2) S(x— (1) = D @R, ().
I
Zwazywszy, ze
I
(33) [ dGx—O1 @ (x)dx = [ (e)atks (@),
0
otrzymuje si¢ w odroZnieniu od (2.9)'
(34 g9 = f12(t) iy E(IIQZ—(G)
|3 i eopax
p=—r

Funkcje t%* sa rozwigzaniami réwnan (2.12) (lub (2.22) przy uwzglednieniu ttumienia
w uktadzie), do ktérych nalezy podstawi¢ (3.4).

Rozpatrzenie w oparciu o zasade superpozycji przypadkéw dziatania wickszej liczby
sit skupionych lub réwnoczesnego wystepowania obcigzen skupionych i rozlozonych
nie nastrecza trudnosci. '

4. Uwagi koncowe

Drgania wymuszone bardziej zlozonych ukladéw z asymetrycznymi watami (np.
ukladéw rozpatrywanych w pracach [1]1 [2]) moga by¢ wyznaczane analogicznie jak w p.
2 i 3 niniejszej pracy. Przedstawione w p. 3 podejicie stanowi alternatywny sposob roz-
wiazania zagadnienia drgan podatnie podpartych asymetrycznych watéw przy wymu-
szeniach skupionych w stosunku do metody opisanej w pracy [1]. W metodzie tej stosuje
sie macierze przejicia, odnoszace si¢ do poszczegdlnych odcinkéw obliczeniowych. Biorac
pod uwage, ze wymaga sie przy tym dokonania podziatu watu (linii watéw) na odcinki
obliczeniowe m.in. w miejscach dzialania sit skupionych, wykorzystanie funkcji wlasnych
do analizy drgan wymuszonych moze sig okazaé bardziej celowe w przypadkach wystgpo-
wania sit skupionych w odpowiednio licznych przekrojach watu.
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Peswme

O HCIIOJIb3OBAHHMM COBCTBEHHBIX <$OPM IJII OITMCAHWSI BBIHYIXKHEHHBIX
KOJIEBAHUIM ACHUMMETPUYECKUX BAJIOB HA IIOUATIUBLIX SYHIAMEHTAX

Pafora xacaeTcs BHIHYIKACHHUBIX M3THOHBIX, IPOJOJIBHBIX M KPYTMIBHBLIX KONeOaHMI{ Bajla C acHA
MeTpHeH HA3rubHOH JKECTKOCTH, ONMMCAHHBLIX HECONPMNEHHLIME JMHelnpimu AuddepenuanbbMy
YPAaBHCHHAMH B l'XaCTHI:IX NIPON3BOSHBIX. Y‘-IPITbIBaCTCH CONPSKCHUA MCIY KONeDaInIMHI BCJICACTBHE
TNIOAATIIMBOrO HNOOKPEINICHXII Bajla H TPEHHE B CHCTEME. Paccmarpmaae'rc;{ CJIy4al pacnpeacICHHbIX
M COCPENOTOUEHHSIX BOSMYILEHmit, PeleHus npencTaBiAercst NPH NIOMOLM PAasiIOKEHWH B pAAbI IO
coGcTReHHEBIM (hopMan, ‘ '

Summary

USE OF MODES FOR DESCRIPTION OF FORCED VIBRATIONS OF FLEXIBLE SUPPORTED
ASYMMETRICAL SHAFTS

The paper deals with flexural, longitudinal and torsional forced vibrations of a shaft with an asymmetry
of a flexural rigidity, being governed by non-coupled linear partial differential equations. The couplings
between vibrations due to the flexibility of the shaft support as well as a damping in the analysed system
are taken into account. The cases of distributed and discrete loadings are considered. Solutions are expressed
in terms of the normal modes.

POLITECHNIKA GDANSKA
INSTYTUT OKRETOWY

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 9 pazdziernika 1979 roku.
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NIEIZOTERMICZNY, LAMINARNY PRZEPLYW NIENEWTONOWSKIEJ
CIECZY W KROTKIEJ RURZE

KaziMierz RuUP (Krakdw)

1. Wstep

Do licznej grupy substancji wykazujacych wlasnosci nienewtonowskie naleza roztwory
i stopy polimeréw o duZe) masie czasteczkowej, oraz liczne zawiesiny ciat statych w cie-
czach. Nieizotermiczne przeptywy wymienionych plyndw odgrywajg podstawows role
w takich gafeziach przemystu jak przemyst tworzyw sztucznych, widkien sziucznych,
farb i lakieréw, farmaceutyczny i inne.

Zagadnienie nieizotermicznych, laminarnych przeplywéw cieczy nienewtonowskich

bylo przedmiotem wielu prac. Za pomoca metody rozdzielania zmiennych okreslono
w [1] pole temperatury cieczy spetniajacej empiryczne rownanie Ostwalda de Waele w przy-
padku plaskiego przepltywu Couette przy termicznych warunkach brzegowych pierwszego
rodzaju. : .
W pracach [2] i [3] analizowano pole temperatury w podobnych cieczach lecz w przy-
padku przeptywu przez rury kolowe z uwzglednieniem efektéw dysypacji wiskotycznej.
Zakladajgc w [2] 1 [3] stalg temperature scianki rury rozwiazano réwnanie energii cieczy
za pomocg metody perturbacji.

Eksperymentalng analiz¢ dotyczacg nieizotermicznych przeptywdw cieczy pseudo
plastycznych realizowanych w. rurach kotowych ogrzewanych stalym strumieniem ciepta
przedstawiono w pracach [4] i [5]. W niniejszej pracy podjeto probe analitycznego, przy-
blizonego rozwiazania réwnania energii cieczy pseudo plastycznych i dilatantnych w przy-
padku przeplywu przez rurg kolowg. Na sciance rury zalozono konwekcyjng wymiang
ciepla, a wigc termiczne warunki brzegowe trzeciego rodzaju.

Do rozwiazania tak postawionego problemu wykorzysiano w pracy acklowmetod¢ g
Karmdna-Pohlhausena [6].

Otrzymane wyniki przedstawiono w sposéb graficzny, a w jednym szczeadlnym zrp-y
padku poréwnano z innymi otrzymanymi za pomoca metod $cistych [7].

Oznaczenia

a= :
e¢p

, 200 g . L
Bi = % liczba Biota

wspoéiczynnik 'przewodzenia temperatury

12 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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¢, cieplo wlasciwe

k wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego
m parametr reologiczny w réwnaniu (1)
n wskaznik plyniecia

liczba Pecleta

r wspolrzedna
ry promien rury
1 temperatura
t, temperatura poczatkowa
T,, temperatura $rednia
V  predkose
y  wspblrzedna mierzona od scianki rury
o wspolczynnik przejmowania ciepta
o bezwymiarowa grubo$¢ termicznej warstwy przysciennej
o gestosé cieczy
¢ dynamiczny wspétczynnik lepkosci plynu newtonowsklego
7,r Daprezenie styczne

2. Analiza problemu

Rozwaza¢ bedziemy nieizotermiczny przeplyw cieczy nienewtonowskiej o niezmien-
nych wraz ze Zzmiana temperatury wilasnosciach fizycznych realizowany w rurze kolowe;.

Na $ciance rury zalozono warunek konwekcyjnej wymiany ciepla. Warunek taki
odpowiada wymianie ciepta pomigdzy cieczg a §cianka rury zgodnie z prawem Newtona.

Opisane wyzej zagadnienie rozwigzane zostanie w tej pracy przy nastepujacych zalo-
Zeniach:

1) przeptyw cieczy jest ustalony, laminarmy i charakteryzuje sie osiowa symetrig

2) ciecz posiada w przekroju wejsciowym stala temperature '

3) uwzgledniamy efekty dysypacji wiskotycznej,

4) pomijamy wplyw przewodnosci cieplnej cieczy wzdhuz osi przeptywu (Pe > 100).

‘Wiasnoéci reologiczne rozwaZanych w pracy cieczy opisywal bedziemy za pomoca
znanej zaleznosci potegowej [1, 2, 3] '

n—1

nas

: av
(2~1) . o . Tar = "'m( ar

| dr

Zaleznos¢ (2.1) zwana jest réwniez réwnaniem empirycznym Ostwalda de Waele.
Nalezy zazpaczy¢ Ze zalezno§¢ (2.1) opisuje w sposéb dostatecznie dokladny wlasnosci
reologiczne znacznej grupy cieczy ,,czysto” lepkich ale w zakresie umiarkowanych szyb-
kosci $cinania. Natomiast dla szybkosci §cinania zmierzajacych do zera lub do nieskon-
czonosci zalezno§¢ (2.1) traci interpretacje fizykalna. W zaleinosci od wspélczynmka
plynigcia n zalezno$é (2.1) obejmuje: ciecze pseudoplastyczne (r < 1) ciecze newtonowskle
(n =1, m = p), ciecze dilatantne (n > 1). :
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Uwzgledniajac zalozenia 1-4 oraz zalezno$¢ (2.1) réwnanie energii cieczy mozna
zapisa¢ w postaci

o ko | o av "=t gy \?
(2.2) @CPVE—Ta—r("aT)“"‘W &)
gdzie: ,
N+1
SNEEY
rs
N=L1,
n
VAR e dr |
max N+1 °° 2m dz |’

Drugi skladnik prawej strony réwnania (2.2) reprezentuje wewnetrzne Zrédlo cieplta
powstale w wyniku dysypacji wiskotycznej. Rownanie rézniczkowe (2.2) rozwigzane
zostanie przy nastepujacych warunkach brzegowych:

(2.3a) z£0, 0<L<r<gr, t= ty(const),

(2.3b) z>0, r=0, —gr—t =0,

(2.3¢) >0, r=r -k o _ a(t—1")
. 4 ) — s> 7 - .

Schemat rozwaZanego przeplywu przedstawiono na rys. 1. Dla uogélnienia dalszych
rozwazan wprowadzimy nastepujace wyrazenia bezwymiarowe:

1 z
2.4 - .2
(2.42) z Pe r’
(2.4b) y=1--—-,
. t—t/
2. _ =
(2.5) T o

Podstawiajac do (2.2) wyrazenia (2.4a), (2.4b), (2.5) oraz uwzgledniajac liczbg Brink-
mana

g mer? Vv 1/N+1
= -1 LN+ s max
(2.6) Br = (N+1) K (ta=1) [ . ] ,
otrzymamy : : '
oT 1 0 oT
2. — (] — )N+ = — 1=y == 1—p)¥+L
@7 1-0=p"* 7 =15 % [(1 ) ay]+Bf( s
Warunki brzegowe (2.3a), (2.3b) i (2.3c) zapiszemy odpowiednio
(2.8a) iZg0, 0<y<l, T=1,
. oT
SRR o _y .eT 1., :
(2.8¢c) Z>0," y=0, —7}7+—2—B1T— 0

15*
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Roéwnanie roézniczkowe (2.7) wraz z warunkami brzegowymi (2.8a), (2.8b) i (2.8¢)
rozwigzane zostanie za pomoca metody Kdrméana—Pohlhausena [6].

Zgodnie z idea przewodnig zastosowanej metody rozwigzanie rownania (2.7) przy
warunkach (2.8a), (2. b) i (2.8¢) przeprowadza si¢ w dwoch obszarach oddziclnie, rys. 1.

Pierwszy obszar charakteryzuje si¢ nieuformowanym procesem wymiany ciepta.
W obszarze tym grubos$é termicznej warstwy przysciennej narasta od zera do jednosci.

r~~~obszar1 e Obszarll — - w petm u!ormowona
wymiana ciepta
re——— obszar wlotu termicznego —: -~

Rys. 1. Schemat przeplywu w obszarze wlotu termicznego.

Drugi obszar charakteryzuje si¢ bardziej uformowanym procesem wymiany ciepta.
W tym obszarze grubo$¢ termicznej warstwy przysciennej traci interpretacj¢ fizykalna.
Wprowadzajac do rozwazah pojecie grubosci termicznej warstwy przySciennej 6,
oprécz warunkéw (2.8a), (2.8b) i (2.8¢c) obowigzuja w pierwszym obszarze ponadto:

(2.92) y=982), T=1,
oT

Zgodnie z ideg zastosowanej metody funkcje aproksymujaca dokladne pole tempera-
tury w pierwszym obszarze przyjmujenmy

T=ag+a,y+ay?, O
(2.10) oThYyrds )

d,
T=1, 1.

/A //\

<y
<y

Wsp6tezynniki funkcyjne w (2.10) wyznaczamy w oparciu o warunki (2.8¢c), (2.9a)
i (2.90).
Wynosza one:

—_— 2Bi . _ . 2B
T Bi 4+6Bi ' ' 4+6Bi’
(2.11) .
b L 2B
27 728 T4+6Bi

W celu wyznaczenia nieznanej funkeji 6 = 8(Z) catkujemy réwnanie (2.7) w granicach
0d 0 do 6(Z) po zmiennej y otrzymijac:
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[}

oT
ey | {[1—<l—y)"+'1<l—y) Sz =0-9 5

0

y=0

é
~(1-y 2T +Brf (1—y)¥+2dy.
9y [y=0 §

Uwzgledniajac reguty rézniczkowania catki po parametrze (reguta Leibniza) oraz
uwzgledniajac warunek (2.9b) réwnanie (2.12) przyjmuje postaé:

d
@13) o [ D=1 (=) Toz)dy -
V]

== -840 = - 2T

é

+Brf (I=y)¥+2dy,
y=0

0

Podstawiajac (2.10) i (2.11) do wyrazenia (2.13) po wykonaniu catkowania otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne
(1 - 6)N+4 1

8  N+3

2.14)  4(N+3)Bi— [—A4 +
Az

86382 [ (26°— 1 dé
+ P -+(— 24 )Bl—"—A B1+A2 62 + AzB] dZ 1,
gdzie, |
, | :
(@13) A= Ny TN
1 2 1

A2=

N+3 ~ N+4 TN¥5°
Ay = (44 6Bi) {2(N +3)Bi—Br(4+ dBi)[1 - (1~ 5)V*?]},

A, = ,412[1+(N+4)5+%l o+ N+3 Bi 52J

Roéwnanie rézniczkowe (2.14) catkujemy przy nastepujacym warunku (2.16)

(2.16) Z=0, 6=0
otrzymujac

4(N+3)B1 _ (1= )N+4 1
2.17) Z = f [ Ay 3 ~ N3 +

86 —3482 (252—
+ +

63

Calke (2.17) mozna stosunkowo latwo wyznaczyé w sposob analityczny w przypadku
pominigcia-efektéw dysypacji wiskotycznej to jest gdy Br = 0. I tak postugujac sig tabli-
cami calek [8] otrzymano po scalkowaniu (2.17) w przypadkach:

55 A2B1] dé.



342 : K. Rup

a) Br = 0, N = 1 (ciecz newtonowska)

T . [ e

B e Ll e o IR

1 (16 64 128 4+ 3Bi
T (T+ 5Bi +A15Bi2‘)_ln( z )

b) Br = 0, N = 2 (ciecz pseudoplastyczna)

8 (2 2 Vo [ 2 13\
@19) 209 = =735 +(_7?" 525Bi )‘s +( 10582 T 30Bi “4—0)‘3 +

1 2 8 32 a3+_1_( 64 16 4 1),
92 7 15Bi T 4587~ 305BP Bi \105B° ' 15Bi*  sBi " 4)°

1 (s12 128 % b1 (2048 sl

T B \T05B°  15B ' 5Bi ' /0" B \ 105BF ' i5BE

: 128 4+ 0Bi
£ s AR

Ze wzglgdu na duza pracochlonnos¢ przy analityczaym catkowaniu wyrazenie (2.17)
scalkowano téwniez numerycznie metoda Simpsona dla kilku wybranych wartoéci para-
metréw Bi, Br i N. Podobnie jak w pierwszym obszarze réwniez w drugim obszarze .wy-
miany ciepla pole temperatury cieczy aproksymujemy wielomianem drugiego stopnia

Jak wspomniano wyzej w drugim obszarze wymiany 01ep1a gruboé¢ termicznej warstwy
przysciennej traci sens.

Wspoétezynniki funkcyjne by, by, b2 wyznaczamy w réwnanlu (2.20) w oparciu o wa-
runki (2.8b) i (2.8¢c). Ostatecznie wyrazenie (2. 20) przyjmle postaé

2.21) T=%b1[4+Bl—(l )]

g
Aby wyznaczyé nieznany wspolczynmk b, w réwnaniu (2. 21) podstaw1amy ostatnie do
réwnania (2.7). Réwnanie (2.7) catkujemy nastépnie po zmiennej y w granicach od 0 do 1.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie roézniczkowe zwyczajne

db, 2 ; - 2Br
(2.22) Z T T aiB 1T 1 4B 1 T N3

2 Bi 4 N+3 Bi N+5

\

- Réwnanie (2.22) mozna latwo calkowaé anahtyczme w og6lnej postaci, a wigc dla
dowolnych wartoéci parametréw Bi, Br'i N.
Po scatkowaniu (2.22) otrzymuje si¢
o 2Br

v O ee(=M2) |

(2.23) | ' by(2) =
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gdzie: : S ' . S

M:

1 44Bi | 1 4%+Bi 1

2 Bi 4" N+3 -Bi TN¥5

Statg catkowania w réwnaniu (2.23) wyznacza si¢ z warunku spéjnosci rozwigzan
w pierwszym i drugim obszarze.

Warunek spéjnosci (zszycia) ma w rozwazanym przypadku postaé

2Bi U S

(2.24) Z=7 bi=me

W (2.24) Z, oznacza warto$¢ bezwymiarowe] wspolrzednej- Z w rozwigzaniu dla
pierwszego obszaru, dla ktérej §(Z,)= 1.
‘Warunek (2.24) wynika z poréwnania temperatury cieczy na koficu pierwszego obszaru
i na poczatku drugiego.
Uwzgledniajac (2.24) w wyrazeniu. (2.23) stala calkowania wyniesie
2Bi 2Br -
¢= [ 4FBI M(N+3)']CXP(MZI)'

(2 25)

Podstawiajgc (2 25) do (2. 23) otrzymamy zaleZno$é okreslajaca wspolczynmk funk—
cyjny b,(Z). W dalszvm ciggu odstawiamy wymieniony. wspdtezynnik b, (Z) do wyrazenia
(2.21) otrzymujac w rezultacie pole temperatury cieczy w drugim obszarze,

Ma ono postaéé

44Bi T M@N+I)

exp[M(ZI 2+ M(f,:_,)) R )

Ostatecznie mozZna pow1ed21eé Ze pole temperatury cieczy w pierwszym i drugim
obszarze wvmiany ciepla opisuja wyrazenia (2.10).1 (2.26) odpowiednio. . Dysponujac
powyzszymi rozwigzaniami wyznaczamy liczbe Nusselta charakteryzujaca proces wymiany
ciepla.

Odnoszac wspé%czynnik przejmowania ciepta o do roéZnicy temperatur pomigdzy
temperaturq $§rednig cieczy 1. temperaturq powierzchni WCWIIQtI'ZIlC_] rury IICZbQ Nusselta
wyznaczamy z zaleZznosci '

‘ ) : 20(-}'3 _ 2 oT
2.27) , pr. k, _——-(ay)

W wyraZemu (2.27) T, _]CSt temperatura $rednia 01eczy, ktorg nalezy wyznaczy(: Z zalez—
noéci o . . o !
o . . [ V(- yydy
(2.28) _ T, = °_1_— —_
' of V(1-y)dy
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Dia pierwszego obszaru wymiany ciepla temperatura $rednia cieczy wyznaczona z (2.28)
Wynosi

Az_

2AN+3) 4Bi [(1—5)N+5

@29)  To=1==g37 7+ 0Bi 52

A, | 24, 1 46— ¢?
T TR TNy T

gdzie 4, i A, okre§lone sa zaleznosciami (2.15).
Odpowiednia temperarura érednia w drugim obszarze wvmiany ciepla ma postaé

Br Bi Br '
(2.30) 77::={W(N+3) +[4+Bi T TM(N+3) J

A+Bi  2AN+3) (11
Bi N+1 \4 "N¥5 /I

‘CXP[M(ZI—Z)]}'[

W celu zobrazowania przeprowadzonych rozwazafn wykonano przykiady liczbowe. Uzys-
kane wyniki przedstawiono w sposéb graficzny.

Wartosci parametréw Bi, Br i N zalozono identyczne w obu obszarach wvmiany ciepla.
Na podstawie zaleznosci (2.29) i (2.30) sporzadzono zalezno$¢ graficzng zmian tempera-
rury éredniej cieczy wzdtuz osi rury. Zalezno$¢ powyzsza przy pominieciu efektow dysypacii
wiskotycznej przedstawiono na rys. 2.

10 1 T T T
n=10
JihirE
SR s
E 08 e D 15 .
NI —~— RALA
s, .
~— —
\._\. \i
06! 1 l | | i
0 0,05 010 0,5 0,20 0,25
Z . .

Rys. 2. Srednia temperatura cieczy wzdhuz osi przeplywu' dla: Bi = 1,Br=0." "

W celu dokonania analizy poréwnawczej przytoczono w tablicy 2.1 rozwigzanie sciste
otrzymane w [7] dla nastgpujacych wartosci parametréw: Bi = 2, Br = 0, N =1 (ctecz
newtonowska, brak faktéw dysypacji wiskotycznej). '

Wyniki liczbowe zamieszczone w tablicy 2.1 pozwalajg stwierdzié, ze rozwiazanie przybli-
zone otrzymane W pracy aproksymuje wystarczajaco dokladnie w pierwszym i drugim
obszarze wymiany ciepla odpowiednie rozwigzanie Scisle. .

W celu przedstawienia efektéw dysypacji wiskotycznej na rozklad temperatury $redniej
cieczy wzdhuz osi przeptywu wykonano rys. 3. Na rysunku tym przedstawiono krzywe
dla nastepujacych warto$ci parametréw Bi=1,4;Br=1,2; N =2, 2/,.

Wplyw parametréw Bi, Br i N na zmlany liczby Nusselta wzdtuz osi przeplywu cieczy
przedstawiono na rysunku 4.



PRZEPLYW NIENEWTONO WSKIEJ CIECZY W KROTKIE} RURZE 345

Tablica 1. Poréwnanie wynikéw otrzymanych w pracy z wynikami rozwigzania $cislego

Bi=1, Br=0, N=1
Lp.
" z (roz. élee) T
1 0,00008 0,99986 0,99985
2 0,00183 0,99666 0,99653
3 0,00732 |  0,98690 0,98657
4 001721 |  0,97003 0,96940
C 5 | 0,03106 | 0,04748 | 094634
6 0,03911 0,93479 0,93333
7 0,05500 |- 0091049 | 090825
8 0,07000 0,88833 0,88520
9 0,10000 0,84589 |  0,84082

10
Tm
081~
0,61
1-Br=1, Bi=1, n=05
- 1, 1, 15
04 3- 1, 4 05
4~ 1, 4L 15
5 2, 4 05
02}~ 6- 2, 4 15
] L 13 ¢ 1y ll L] 1 11 b L) | 1 1t 1]
0,001 0,01 0 zZ 10

Rys. 3. Oddzialywanie dysypacji wiskotycznej na zmiany $redniej temperatury cieczy wzdluz osi przeplywu.

4 T T T T

Br=2, Biz4, n=15

Bret, Bi=1, n=15
1, 1, 05
T M. : -

| | | |
0 0,02 0,04 0,06 008 Z 01

Rys. 4, Przebieg zmian liczby Nusselta wzdluz kierunku przeplywu.
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3. Uwagl koncowe

Zastosowanie metody catkowej Karmana-Pohlhausena do rozwigzania postawionego
w pracy problemu umozliwia uzyskanie wynikow charakteryzujacych si¢ stosunkowo
wysokim stopniem aproksymacji rozwigzania $cistego w obu rozwazanych obszarach.

Zakladajac r6zne wartoéci parametréw Bi, Br i N okre§lono ich wplyw na pole tem-
peratury cieczy. Stwierdzono, ze w przypadku braka wewnegtrznych zrédet ciepta (Br = 0)
przy tej samej wartosci liczby Biota temperatura $rednia cieczy pseudoplastycznych
(n=0,5) jest wyzsza od temperatury sredniej cieczy mewtonowskich (z = 1) i cieczy
dilatantnych (n = 1,5).

Przeanalizowano réwniez oddziatywanie dysypacji wiskotycznej na pole temperatury
cieczy stwierdzajac jej istotny wplyw zwlaszcza na zmiany temperatury sredniej. Z rysunku
3 wynika, ze efekt dysypacji wiskotycznej. wyraznie zmniejsza oddzialywanie zmian wspol-
czynnika plyniecia n na przebieg temperatury $redniej cieczy zwlaszcza w obszarze Z ~ 1,

Na rysunku 4 fatwo zauwazy¢, ze warto$¢ liczby Nusselta zalezy szczegblnie od zmian
liczby Biota. ' "

Warto zaznaczy¢, Ze zaleznos¢ (2.18) i (2.19) w przypadku zatozenia Bi — 00 mogg
stuzy¢ do okreélenia pola temperatury c1eczy przeplywajacceJ w rurze kotowej o stalej
temperaturze $cianki. -

./.

Vi
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HEWM30TEPMHUYECKOE, JIAMPIHAPHOE TEUEHUE HEHBIOTOHOBCKOU >XUIKOCTHU
HA TEPMHYECKOM HOYAJIBHOM VYACTKE TPVYBEI.

Jns mecenoBaNdsl BIMAHUS TEIUIOBOIO IPAHHUHOIO YCIOBMS TPETHEro POJA HA IIEPEHOC Temia
NpPH BbIHY)KAEHHOW NAMUHADHON KOHBEKIMM B HEHHIOTOHOBCKOMN »KMIKOCTH Ha HAYANBHOM TEIIOBOM
YU4CTKE KpPYTJIOH TPyObI pelllaeTcsi YPaBHEGHME SHEPIMH WHTETPAJBHBLIM METOHOM. HEHBIOTOHORCKOE
IIOBESEHME CPebI OXAPAKTEPHIOBAHO CTENCHHOR MOKENbI0. PACCMATPHBAIOTCS ONHOPONHBIE H IONHOCTHIO
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passuThie npoduia ckopocti. CBOMCTBA YKHAKOCTH CUMTAKOTCH MOCTOSHHBIMH. YunthiBaercs addexr
BRLIIEJIEHNS TeIIa 33 c4ET BA3KOM Auccumanau., CHenaH BhIBOA, 4TO YHcio Buwo, uucno Bprmxmana
¥ K03(Q)OULHEHT ,,n’’ MOTYT OKAa3bIBATE BIMAHME Ha JowrameHoe wucno Hyccemsra., Cpasuenue mony-
YEHHBIX PE3YNBTATOR C UMEFOLMMUCA PEINEHHUAMH [UIST HHFOTOHOBCKHMX JKHAKOCTEH ITOKa3ajo Xopoluee
COOTBETCTBHE MEXKOY HHMI.

Summary

LAMINAR FLOW OF A NON-NEWTONIAN FLUID IN THE THERMAL ENTRANCE REGION
OF A SMOOTH PIPE

To investigate the influence of the temperature boundary condition of the third kind on the laminar
heat transfer of a pipe, the energy equation is solved by applying the momentum integral method. The
power-law model characterises the non-Newtonian behavior. Uniform and fully developed velocity profiles
are considered. Constant fluid properties are assumed. The effect of heat generation by viscous dissipation
is included. It is concluded that there can be a significant influence of Biot number, Brinkman number
and flow index non mean temperature and local Nusselt number. The results are compared with the available
solutions for Newtonian fluid an excellent agreement has been found.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 kwietnia 1980 roku.
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KURS SZKOLENIOWY NT. ,,ZASTOSOWANIE METOD TOPOLOGIL I ANALIZY
FUNKCJONALNEJ W MECHANICE TEORETYCZNEJ”,

W dniach 20 - 30 pazdziernika 1980 roku odbyt si¢ w Jablonnie kurs szkoleniowy na temat wybranych
metod topologii i analizy funkcjonainej w mechanice, zorganizowany przez Sekcje Mechaniki Teoretycznej,
Komitetu Mechaniki PAN.

Podstawy dynamiki topologicznej zostaly przedstawione przez prof. Romana Gutowskiego z Poli-
techniki Warszawskiej. Uwage w tym wykladzie skupiono na podstawowych pojeciach i twierdzeniach
dotyczacych uktadu dynamicznego, ruchéw i trajektorii, zbioréw niezmienniczych, punktéw spoczynku,
punktéw i zbioréw granicznych, statecznodci w sensie Lagrange’a, ruchu po torusie i jego statecznosci
w sensie Poissona, punktow bladzacych i niebladzacych, zbioru ruchéw centralnych, zbioréw minimalnych
ruchéw rekurencyjnych i prawie rekurencyjnych oraz ich zwiazku ze zbiorami minimaloymi.

Elementy analizy wypuklej przedstawit prof. Adam Piskorek z Uniwersytetu Warszawskiego. W tym
wykladzie przedstawiono pojecia podstawowe analizy wypuklej i jej twierdzen uraz ukazano ich zastoso-
wania. W szczegblnosci, poza preliminariami funkcjonalno-analitycznymi, rozwazania dotyczyty dwoistosci
i stabej topologii, funkcji wypuktych, ciagtych i polciaglych dolnie, punktowych kreséw gornych ciagtych
funkcji afinicznych, gamma regularyzacji, funkeji Sprzezonych i dwusprzezonych, subrdzniczkowalnosci
oraz minimizacji funkeji wypuklych i nieréwnosci wariacyjnych.

Doc. Jerzy Kurlandzki z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN przedstawit konstrukcje
nowego formalizmu wariacyjnego w przestrzeni transformat Fouriera. Zwrécono uwagg na to, ze podsta-
wowe pojecia tego formalizmu takie jak rOwnania Eulera — Lagrange’a, funkcjonal dzialania, funkcje
Lagrange’a oraz zwigzane z nimi zasady zachowania maja form¢ analogiczng do formalizmu klasycznego.
Pokazano na zwiazki tego formalizmu oraz réznice z formalizmem klasycznym oraz na mozliwosci zasto-
sowania jego w fizyce i technice.

Wprowadzenie do réwnan rézniczkowych w przestrzeni Banacha bylo celem wykladu prof. Jerzego
Muszynskiego z Politechniki Warszawskiej. Pokazano, e wiele znanych wynikéw dla réwnan w R" prze-
nosi si¢ na réwnania abstrakcyjne przy zalozeniu, ze ich prawe strony spelniajg warunki Lipschitza, Przed-
stawiono klasyczna teorig istnienia i jednoznacznoci rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego w postaci twier-
dzen typu Picarda-Lindelsfa. Podano przyktad, gdy twierdzenie typu Peano nie ma miejsca dla rownan
w przestrzeni Banacha, W przypadku réwnan liniowych podano twierdzenia typu Lapunowa o stabilnosei.

Dr Katarzyna Litewska przedstawila metode sprowadzania zagadnien mieszanych dla czastkowych
I6wnpati ewolucyjnych do odpowiednich zagadnien poczatkowych dla réwnai operatorowych, wyko-
rzystujaca teorie silnie cigglych poélgrup. Zastosowanie tej metody pokazano na przykladzie zagadnienia
poczatkowego dla struny nieskoriczonej.

Organizatorem i Kierownikiem kursu szkoleniowego byt Prof. R. Gutowski, Przewodniczacy Sekcj
"Mechaniki Teoretycznej Komitetu Mechaniki PAN.

Roman Gutowski

:SPRAWOZDANIE Z KONFERENCJI

,»Problemy losowe w mechanice konstrukcji” — Gdaiisk, 14, 15 listopada 1980 r.
Organizatorami konferencji byli:
Instytut Konstrukeji Budowlanych Politechniki Gdanskiej, — Sekcja Mechaniki Xonstrukeji Komitetu

Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN, — Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej,
Oddzial w Gdansku.
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Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego byt prof. Eugeniusz Bielewicz.

w
L.
2.

10.
11.

12.
13.
14,
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

23.

konferencji uczestniczyly 62 osoby. W czasie obrad wygtoszono 23 referaty:

Andrzej Baranowski, Analiza drgan losowych ukladéw dynamicznych cigglo-dyskretnych,
Eugeniusz Bielewicz, Krzysztof Dobrowolski, Mirostaw Skowronek, Ogblny program na EMC dla
losowych zagadnien w powlokach toroidalnych,

. Eugeniusz Bielewicz, Miroslaw Skowronek, Analiza wplywu losowych odchylefi geometrii dla pewnego

typu konstrukeji powlokowej,

., Kazimierz Biernatowski, Niezawodno§¢ wspbldzialania konstrukcji z podlozem gruntowym,
. Zdzistaw Bodarski, Hartmut Pasternak, Analiza i prognoza jako$ci toru podsuwnicowego za pomoca

lancuchow Markowa,

. Czestaw Branicki, Statyka i dynamika siatek wiszacych z losowymi niedokladno$ciami geometrii,
. Czestaw Branicki, Pawel Kiosowski, Analiza numeryczna problemu statycznego- pewnego typu siatki

wiszacej z imperfekcjami geometrycznymi,

. Aleksander Bzowy, Zastosowanie metody analizy przedzialowej w zagadnieniu plyty na sprezystym

podtozu,

Tadeusz Chmielewski, Jerzy Chrobak, Analiza stochastyczna drgan liniowych ukladéw dyskretnych,
Wactaw Dobosz, Budowa modelu statystycznego estymujgcego przemieszczenie na zaporze,
Krzysztof Dolinski, Dynamika sztywno-plastycznej powtoki cylindrycznej obciazonej stochastycznym
ci$nieniem wewnetrznym,

Ryszard Ganowicz, Petzanie prostych konstrukcji wykonanych.z materialéw o losowych wiasnosciach,
Wiadystaw Grzesiak, Zagadnienie stochastycznie nieliniowych drgan konstrukcji wspornikowe;j,
Wojciech Karmowski, Aproksymacja funkcji okreslonej w obszarze plaskim zbiorem wartosci ekspery-
mentalnych w dowolnie rozmieszczonych punktach,

Wojciech Karmowski, Janusz Orkisz, Wygladzanie krzywych ecksperymentalnych uwzglcdmajqce
fizyczng funkcj¢ rozrzutu danych,

Wiadystaw Knabe, Wplyw losowosci podatnosci podp6r na maksymalny moment zginajacy w belce
cigglej na trzech podporach,

Janusz Murzewski, Ewa Yrzyk, Projektowanie belek wieloprzgstowych z uwzgiednieniem niezawodnosci
systemu.

Janusz Murzewski, Andrzej Machowski, Wytrzymato§¢ plastyczna stochastycznie jednorodnych
pretdw rozciaganych,

Jerzy Onysyk, Zastosowanie metody Monte-Carlo do oceny stanu naprezenia w elementach beto-
nowych z uwzglednieniem zjawisk reologicznych,

Aleksander Panek, Estymacja parametrow ukladow statycznych — filtr o skoficzonej pamigcei,
Ryszard Sygulski, Badania modelowe w tunelu aerodynamicznym drgan przekrycia membranowego,
Béla Szentivanyi, Static analysis of gridworks on elastic supports in case of stochastically linear and
nonlinear problems,

Zbigniew Kowal, Wactaw Eaban, Wojciech Seidel, Teoretyczna aproksymacja empirycznych para-
metréw losowego wytezenia pretdw wybranych modeli struktur przestrzennych.

Referaty od 1 do 22 zostaly opublikowane na prawach rekopisu w materiatach konferencji i weze$niej

rozestane do uczestnikow konferencp

Odbylo si¢ Téwniez spotkanie dyskusyjne pt. ,,Czy uwzglednienie losowodci prowadzi do istotnego.

postepu w teorii konstrukcji”. Wprowadzenia do dyskusji dokonal — oraz spotkanie prowadzit — prof
Piotr Wilde.

Obrady i spotkanic dyskusyjne mialy Zywy przebieg, dajac mozliwo$¢ do wymiany pogladéw i stanowisk

réznych zespolow krajowych zajmujgcych si¢ zagadnieniami losowymi w mechanice.

Fugeniusz Bielewicz
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Zawiadomienie o konferencjach,

1. Sympozjum pos$wiecone pamigci profesora Waclawa Olszaka organizuje CISM. w czerwcur 1983. Tytut
sympozjum ,,Plasticity today”’. Streszczenia referatéw (o objgtosci nie mniej niz 500 stow) nalezy przesylaé

do konca grudnia 1982 na adres CISM Symposium Plasticity today, Plazza Garibaldi 18, 33100 Udine,
Ttaly '

2. 1983 Tokyo International Gas Turbine Congress
2328 pazdziernika 1983.
Adres: Sansei International Inc.

4-1-21, Toranomon, Minato-ku, Tokyo 105, Japan
3. Third international symposium on flow visualisation
6—9 wrze$nia 1983
Ann Arbor, Michigan 48109 (Prof. Wan-Jei Yang)
4. Doroczna konferencja GAMM odbgdzie si¢ w dniach 28 do 31 marca w Hamburgu
5. The third international conference on numerical methods in thermal problems
The University of Washington, Seatle, USA
2-—5 sierpien 1983
6. International conference on numerical methods in laminar and turbulent flow
8—11 sierpien 1983
The University of Washington, Seatle, USA
7. Fourth International Conference on Mathematical Modeling
15, 17 sierpieti 1983
Zurych, Szwajcaria

Adres do korespondencji: Prof. X.J.R. Avula, School of Engineering, University of Missouri-Rolla,
Missouri 65401 USA

VWysiiki konkursu.

Oddziat PTMTS w Czestochowie zorganizowat w 1981 r. ogélnopolski konkurs na najlepsza prace
doswiadczalng z mechaniki. Wplynely trzy prage.

Sad kopkursowy przyznal:

11l nagrode w wysokosci 6000 zi mgr inz. Piotrowi Doerfferowi (Gdansk) za prace ,,Badanie wplywu
ksztaltu krawedzi splywu profili naddZzwiekowych na straty w falach uderzeniowych”, wyr6znienie w wy-
sokosci 4000 zt. dr inz. Jerzemu Wasowskiemu (Warszawa) za prace ,,Optyczna metoda wyznaczania krzy-
wizny plyt w czasie rzeczywistym”

W nastepnym Zeszycie ukazg sie prace:

Cz. WozNIAK, Analiza niestandardowa w mechanice newtonowskiej punktu materialnego (I).
HecranaapTHpil aHanmua B HIOTOHOBCKON MexaHmke maTepuansHod Touky (I).
Nonstandard analysis in Newtonian Mechanics of mass point (I).

R. Gutowsk1, Wrazliwo§é rozwiazan réwnania liniowych drgafi membrany na zmiany wspdi-
czynnikdéw réwnania.

YyBCTBHTENBHOCTh DEIIEHHH YDABHEHHA JHHEHHBIX KoyeGamnii MeMOPaHEI OTHOCHTENBIO
usMeHEeHu# ero KoedhHIHEHTOB.

Sensivity of solutions of linear equation for a vibrating membrane to variation of equation
coefficients.
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K. CrrSLicky, O pewnym matematycznym modelu procesu kolmatacji wymiarowej w szczelinach
i jego zastosowaniu. )

Marematiyeckan Mo/iesb IMPOLECCA KOJMLMATALMH Ha IUENSX U €ro XIPHUMEHEHHE.
On a mathematical model of calmatage process in cracks and its application.

S. Marysiak, Z. OLesiak, O pewnych wlasnoSciach naprezen w kompozytach lamelkowych.

O HeKOTOPBLIX CBOMCTBAX HANPaX<eHHH B KOMIO3HMI[HOHHLIX MATEPHAJNAX C JIEHTOOOPasHbIMH
BOJIOKHAMH .
Properties of stresses in composites with ribbon-like inclusions.

C. KoMorzyckl, J. STUPNICKI, Wplyw podatliwosci pierScieni wzmacniajacych na prace kompen-
satorow mieszkowych.

BiuAxre NOAATAMBOCTY YKPENJISIOWMX KOJBUOB Ha paboTy KOMIEHCATOPOB CHJIB(OHIIOrO
THIIA .
Influence of the rigidity of reinforsing rings on the work of expansion joints.

S. Kaserzyx, R. Z:ERN:CK:,_Drgania gietne belki wywolane poruszajacym sie ukladem dyskretnym.
Honepeunsic xoneGanua Oajxd BLIHYNKAEHIbIE ABUTAIOILEHCS MeXaHHUeCKoll cucTemoif n3
COCPEIOTOUEHHBLIMH [IAPaMETPAMH.

Transverse vibrations of a beam forced by discrete material system moving on it.

M. Nowak, Analityczny opis starzenia si¢ poliamidu 6 niszczonego zmeczeniowo,
AHAJIUTHUCCKOE OMHCAHME CTAPEHITA YCTAJIOCTHO paspyLUaeMoro mojinamuna 6.

Analitical description of agring of polyamide 6 subjected to fatigue failure.

K. VARsaMoV i inni, Wyznaczanie predkoSci przeptywu wysvotanej wirowym stozkiem.
Brryucneune CKOpOCTH TOPOMCHHON BHPOBLIM KOHYCOM.

On the calculation of the velocity induced by a vortex-source.

B. Borkowska-PAwLAK, W. KoRDYLEWSKI, Warunek utraty stabilnosci konwekcji swobodnej
w warstwie porowatej. ' ‘

YenoBue norepu craluiibHOCTH €CTECTREHHOM KOHBEKIIMH B IIOPHCTOM CJIOE.
Loss of stability condition for free convection in .a porous layer,

St. DroBNIAK, Lepko$¢ wirowa w osiowo-syx\hetrycznych strugach zawirowanych.
TypOyNEeHTHAs Ba3KOCTb OCE — CHMMETPMUHPH 3aKpydeHOH CTpyH.

Eddy viscosity in axially symmetric swirling jets.



H. WoicecHOWSKE, Wyznaczenie wspblczynnikdw uderzenia w ukiadzie o dwu stopniach swobody
z nieliniowoécia typu Duffinga i Hertza.
Onpenenenue OUHAMHYECKUX KOI(DGhULIMEHTOR B CHCTEME C JBYMsS CTENEHAMH CBOGOIbI
¢ "enuHeitHocThIo THA Hyddurra 1 Tepna
The determination of dynamic factors in a system with two degrees of freedom and Duffing-
Hertz nonlinearity.
J. KoLenpa, O wykorzystaniu funkcji wlasnych do opisu drgan wymuszonych podatnie podpartych
asymetrycznych walow.
O ucnonkzoBanuy coBCTBEHHBIX (HOPM IS ONMCANHA BBIHYM(ICHHBIX KOJeOaHuil acHMMeTpH-
YecKHX BaJOB HA NOJATIUBLIX (PyHHameHTax.
Use of modes for description of forced vibrations of flexible supported asymmetrical shafts.
K. Rup, Nieizotermiczny, laminarny przeplyw nienewtonowskiej cieczy w krotkiej rurze.
HCH30TCOMH‘{CCKOC JlTaMmuHapIioe TeYeHUe HEHBLIOTONOBCIKON YKUOKOCTH Ha TCPMHYECKOM Ha-
YyajgpHOM yuacTKe TPYObI.
Laminar flow of a non-newtonian fluid in the thermal entrance region of a smooth pipe.
Biuletyn Informacyjny
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337
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Cena z1 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
polrocznie 2t 60.—
rocznie 2t 120.—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW , Prasa-Ksiazka-Ruch” oraz urzedy pocz-
towe i doreczyciele w terminach:

— do 25 Jistopada na I péirocze roku biezacego i na caly rok nastgpny,
— do 10 czerwca na II pélrocze roku biezacego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju zaktady
pracy zamawiaja prenumerat¢ w miejscowych Oddziatlach RSW , Prasa-Ksiazka-Ruch”, w miej.
scowosciach za$, w ktorych nie ma Oddzialéow RSW — w urzgdach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumerate wylacznie w urzedach pocztowych i u do-
reczycieli,

Prenumerate ze zleceniem wysyltki za granice przyjmuja RSW , Prasa-Ksigzka-Ruch”, Cen-
trala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Od-
dzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach podanych dla prenumeraty krajowe;j.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest droZsza od prenumeraty krajowej o 50%
dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla zleceniodawc6w instytucji i zakiadéw pracy.
Biezyce i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwit we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz
w ksiggarniach naukowych ,,Domu Ksiazki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and ad-
dress can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polo-
na-Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, Poland. Please send
payments to the account of Ars Polona— Ruch in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street,
00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r.-jako kwartal-

nik. Zeszyty z lat poprzedniclh mozina nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, pietro 17 pokdj 1724)

Mech. Teor, T. 19, z. 2, s. 165—352, Warszawa 1981, Indeks 36523
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