_,?f {f ::'.,‘?_,E’
A1 i
w/
P 0 L S K I E T 0O W A R Z Y S T W ©
MECHANIKI TEORETYCZNE]J 1 STOSOWANE ]

PL ISSN 0079-3701

MECHANIKA

TEORETYCZNA
I STOSOWANA

KWARTALNIK
TOM 19 - ZESZYT 1

WARSZAWA 1981
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE

53/



SPIS TRESCI

N. CyGaNowa, Badanie charakteru warjacyjnego zasady Jourdaina i jej zwiazku z og6élnymi
twierdzeniami dynamiki . . e e e e
HccrneoBaHue BapAALMOHHOTO XapaKTepa MPHBIKANA }Kypnena M CBSISH €ro C onnmn Teope-
MaMH JUHAMHKYU .

On variational character of Jourdam S prmcnple and 1ts re]atlons Wlth general theorems of dy-
nymics .

Z. GABRYSZEWSKI, W SRODKA Zastosowame temperatury sprZonneJ z odksztalcemamx do oceny
dysypacji energii i wyznaczania granic plastycznosci. e e e e
TIpumeHeHHe TeMImepaTypsl CONPATEHHOR edOPMALTAMH IS OL{EHKH SHEPIHH M Ompeme-
JNEHKS TIPe/lenNa NNACTUUHOCTH
The effect of temperature coupled with strains for estimation of energy dissipation and determi-
pation of the yield limit. .

A. KusieEL, S. PrecHNik, Reologiczne efekty prqtow metalowych réwnoczeéme zgmanych i rozcig-
ganych
Peonormueckue ad)d)ex*rm B namGaeMbrx 1 pacTATHBAEMBIX METANHUECKUX 6am<ax
Reological effects in metal beams and tension.

W. I. ANDREJEW, Zagadoienia koncentracji naprezet w otoczeniu otworéw w osrodku mejedno-
rodnym. Cz. II .
Bonpocn! KOHUEHTPALMH Harl PAXKeHHH B6:man OTBEpCTHI B HEOJHOPOOHOH cpeje. ‘{ Il'
Stress concentration in the neighbourhood of holes in a nonhomogeneous medium. Part II .

G. Gasiak, Pelzanie cienkich powlok w zakresie duzych odksztalcen .

ITonsyuecTs TOHKHX 06070YeK BPALLEHHS 110 TEOPKH YCTAHOBHMBIUETOCH TeYCHUSA
Creep of thin axially-symmatric shells based on the theory of plastic flow

A. Garka, O formulowaniu dwuwymiarowych zagadnienn brzegowych teorii spregzystosci .
O nocTpoeHnM ABYXMEDHBIX KPaeBhIX 331a4 B TEOPHH YIIPYFOCTH
Construction of two-dimensjonal boundary yalue problems in the theory of elasticity .

W. BupmeN, K. SzaseLski, Metoda symulacji zlozonych obciazei stochastycznych w badaniach
zmeczeniowych elementéw |
MeTon CHMYJIAIUMH CITOKHBIK CTOXACTHYECKKX HATPY30K B YCTaNOCTHBIX HCCIEN0OBaHUAX 3yie~
MEHTOB _

A method of simulation of the complex stochastic loads in the fatigue tests of elements .

T. SOLKOWSKI, Plynchie kolnierza przy ksztaltowaniu wytloczki z niejednorodnej blachy anizo-
tropowej .
Teuenne dnamaa npu r:ry6or<on BBITSXKE ue’ranei& U3 HEOLHOPOZHOI'O AaHM30TPOIHOTO MaTep~
uana
Flow of the flange in deep drawing of shells from a non-homogeneous anisotropic sheet metal

B. Wosiewicz, O pewnej interpretacji metod energetycznych dla probleméw filtracji ustalonej .
K nrreprniperanuyn SHepreTHYECKHYX METOZOB pellleHust 3aJad CTAlMONADHON dmnmpamm
An interpretation of vatiational methods for steady seepage problems .

M. Nowak, A. WrocHowicz, Zmiany struktury poliamidu 6 w procesie niszczenia zmcczemowego
HccneroBande MeXaHN3Ma YCTANOCTHOTO paspyllieHys monmaMua (tapaamuna T-27)
Variation of polyamid 6 structural parameters resulting from fatigue failure process .

W. XKoroyrewskl, H. Kruczexk, Numeryczne modelowania zaplonu czastki paliwa statego
UncneHnoe MOZeMPOBaHKE IPOlleCcca BOCIIIAMEHEHNA YACTHIIBI TBEPJOro TOIIHBA
Single particle of solid fuel ignition modelling

J. LesrecuT, Naddzwickowy przeplyw w obszarze wylotowym doérodkowego wxeﬁca kxerujqcego
Mopens CBepX3BYKOBOTO TEUEHMA 34 LEHTPOCTPEMHTENBHON pellIeTitowH
Supersonic outlet flow in a centri petal blade cascade .

Biuletyn informacyjny . . . . . . . . ..

11

27

41
57

69

81

95

105
115
125
137

153

WYDANO Z ZASILKU POLSKIE] AKADEMII NAUK




}[}W
’

O L S K 1 E T 0O W A R Z Y S T W O
MECHANIKI TEORETYCZNE]J] I STOSOWANE]

MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

TOM 19 « ZESZYT ¢

WARSZAWA 1981
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKO WE



MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA

poswiecona jest pracom przegladowym, oryginalnym naukowym pracom teorctycznym

i doswiadczalnym, komunikatom naukowym i bibliografii najwazniejszych pozycji wy-

dawniczych. Zawiera rowniez sprawozdania z dziatalnoSci Towarzystwa, kongreséow, kon-
ferencji 1 sympozjéw naukowych

*

THEORETICAL AND APPLIED MECHANICS

is devoted to surveys, original theoretical and experimental papers, scientific informa-
tion and bibliography of important current editions. It contains also reports on the Polish
Society for Theoretical and Applied Mechanics activities, on Congresses, Conferences
and Symposia
*

TEOPETHUYUECKAMS U IIPUKITAIHAAS MEXAHHKA

copepikutr 0030prble paloThi, OPUCHHANBHBIE TEOPETMUECKHE M IKCIEPHMEHTANIbHbIE

paboThl, KPATKHE HayuHble coobeHHs, Gubnuorpaduyueciue 0630pbl HOBLIX NEYATHBIX

pabot, orueThr 0 HearermsHocTH Ilomecxoro O6wmwecrBa Teopernueckolt n Ilpuxnaguoit
Mexamixu, CBeICHNS O HAYUHLIX KOHTPECCAX M KOH(epeHumax

KOMITET REDAKCYIJNY

MAREK DIETRICH—PRZEWODNICZACY,
IGOR KISIEL, JERZY MARYNIAK,
WITOLD NOWACKI, JAN SZARGUT,
JOZEF WIECKOWSKI,

ZBIGNIEW OLESIAK-—REDAKTOR NACZELNY,
JACEK STUPNICKI—REDAKTOR
ANDRZE) SZANIAWSKI—REDAKTOR,
CZESLAW WOZNIAK—REDAKTOR
MONIKA WAGROWSKA—REDAKTOR,
ELZBIETA OLSZEWSKA—SEKRETARZ

REDAKCIJA

00-901 Warszawa, PKIiN, pok. 1724, tel. 20-02-11, wewn. 2268

Nakiad 640. Ark. wydawniczych 12,5. Ark. drukarskich 10,25. Papier druk. mat, k1. III, 90 g. 70X 100.
. Oddano do skladania 12.1.1981 r. Druk ukoficzono w grudniu 1981 r. Zam. 82/81. Cena zI 30.—

Drukarnia im. Rewolucji PaZdziernikowej, Warszawa



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1,19 (1981)

O WARIACYINYM CHARAKTERZE ZASADY JOURDAINA I JEJ ZWIAZKU Z OGOLNYMI
TWIERDZENIAMI DYNAMIKI

N. CyGanowa (Moskwa)

Zasada Jourdaina jest rézniczkowa zasada wariacyjng mechaniki niezmieniajacego
sie ukladu punktéw materialnych. Ma ona posta¢ zasady wariacyjnej poniewaz w jej
analitycznym zapisie wystgpuje wariacja predkosei.

W niniejszej pracy badamy wariacyjny charakter zasady i jej zwigzek z ogdinymi
twierdzeniami dynamiki.

1. Zasada Jourdaina jest rézniczkowa wariacyjna zasadg mechaniki, zajmujgca po-
$rednie miejsce miedzy zasada d’Alamberta-Lagrange’a i zasada najmniejszego skrepo-
wania Gaussa. Zasada ta zostala wyprowadzona przez angielskiego uczonego F. Jourdaina
w 1909 r. :

1. Dowdd F. Jourdaina jest nast¢pujacy.

Rozpatruje si¢ ukiad ,,n”” punktow materialnych z wigzami holonomicznymi i liniowymi
nicholonomicznymi. Réwnania wiezow holonomicznych i liniowych nieholonomicznych
przyjmuja postac

8 dx, = Za,,dq,,-f—aidt i=12,..3n),
y=]
gdzie x; — kartezjanskie wspolrzgdne ukladu punktéw, g, — wspodirzedne uogdinione,
ay, 1 a; — pewne funkcje ¢, i . Poréwnajmy analityczne wyrazenia zasad d’Alamberta-
Lagrange’a 1 Gaussa i odpowiadajgce im procesy wariacyjne
3n -

)] Z (X;—mX)bx, =0, 6t=0, JIx;#0,

i=1
3u

3) D (X—m3)8,% =0, 8,1=0, &x;= 6% =0, &% #0,
i=1

dla wigkszej jasnosci wariacje w tych dwoch zasadach oznaczone sg odpowiednio przez
d1 6,

Wariacje wspétrzednych w zasadzie d’Alamberta-Lagrange’a i wariacje przyspieszen
w zasadzie Gaussa spelniaja zwigzki
@ ox; = D ay, 84,

r=1

(5) 0%, = Zalv 029,,

v=1
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F. Jourdain zauwaza, 7e jesli rozpatrzymy nowy proces wariacyjny d,, dla ktérego d,¢ = 0,
8,% =0, a 8,%; # 0, to wariacje prgdkosci beda spelniaty warunki

(6) Sk = D) audid,
v=1]

podobnie jak warunki (4) i (5) dla éx; i d,X; w procesach wariacyjnych 81 d,. Stad wnio-
skuje on, Ze w wyrazeniu (2) zasady d’Alamberta-Lagrange’a dx; mozna zastapi¢ przez
9, %; (lub w wyrazeniu (3) zasady Gaussa d,X%; zastapi¢ przez d,x;) i dochodzi do wyra-
%enia analitycznego nowej zasady wariacyjnej w postaci

3n
) g(X,—m,lv',) Sk =0, 6,6=0, 8% =0.
Przechodzac w réwnaniu (7) do wspoélrzednych uogdlnionych, F. Jourdain otrzymuje
réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju dla ukladéw holonomicznych, a dla liniowych
nieholonomicznych ukiadéw uklad réwnan Ferrersa. W ten sposdb, zasada Jourdaina
(7) nie prowadzi do nowej formy réwnan ruchu. Jedynie zasada Gaussa daje nowg postaé
réwnan — réwnania Appela. Dalsze badanie zasady Jourdaina zwigzane jest z pracami
austriackiej szkoty fizykow Leitingera i Wassmutha, W pracy z 1913 r. [2] Leitinger wy-
prowadza zasade Jourdaina, rézniczkujac réownanie d’Alamberta-Lagrange’a (2) wzgle-
dem czasu i nastepnie przechodzac w otrzymanym wyrazeniu

3n In
.. . d .
(8) S" (m; X, —X)0x;+ § d—t(mlxt_Xl)‘Sxt =0
st i=1

i=1

do wariacji Jourdaina, tzn. podstawiajac d,x; = 0. Wdwczas réwnanie (8) otrzymuje
postaé¢ (7). Analogicznie réZniczkujac wzglgdem czasu rownanie (7), przedstawiajace
zasade Jourdaina i przechodzac w otrzymanym wyrazeniu do wariacji Gaussa, Leitinger
wykazal réwniez zwigzek zasady Jourdaina z uogdlniong zasada najmniejszego dziatania
Holdera-Vossa dla ukladu z holonomicznymi i liniowymi nieholonomicznymi wigzami,
w ogdlnym przypadku niestacjonarnymi. Zasada Holdera-Vossa dla takich ukladéw ma
postaé

©) [ (ATdt+2T Adt+dT At+84dt) = 0,
ta

gdzie T'— energia kinetyczna ukiadu, 04 — praca wirtualna dziatajacych sit, 4 — asyn-
chroniczna (zupeina) wariacja. Uogélniona zasada najmniejszego dzialania u Héldera
opiera si¢ na zasadzie d’Alamberta-Lagrange’a. Voss przechodzac do wspdirzednych
uogdlnionych pokazal, ze uogdlniona zasada najmniejszego dzialania dla uktadéw holo-
nomicznych odpowiada réwnaniom Lagrange’a drugiego rodzaju, a dla liniowych ukla-
déw holonomicznych — réwnaniom Ferrersa, przy czym Voss rozpatrzyt przypadek
wiezOw niestacjonarnych.

Leitinger wyprowadzil zasad¢ Holdera-Vossa bezposrednio z zasady Jourdaina, prze-
ksztatcajac w odpowiedni sposéb wyrazenie podcatkowe w calce Vossa (9). Jesli wiezy
holonomiczne sa natoZzone na uklad niestacjonarny, to niesynchroniczne wariacje uogél-
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nionych wspélrzednych <g; sa nastgpujaco zwigzane z wirtualnymi wariacjami tych
wspbtrzgdnych
(10) Adqy = dqi+4, 4t
a dla A — uogdinionych wariacji predkosci mamy
Adt
dt

Uwzgledniajac réwnania (10) 1 (11), oraz wyrazenie dla wirtnalnej pracy sil dziatajacych

84 = D) 0iq;
i=1

. d .
(1D Ag; =_J?(Afh)_qi

podcatkowe wyrazenie catki (9) mozna przedstawié w postaci

[ T d [ ar
(12)  ATdt+2TAdt+dT At + dAdt = ,; [—a? 641—7;(—6—57) 6q,+Q; 64+
d [ ar d [or d
+ ?J‘i' (qu‘ Aql) dt - —d—t— ("a_q:;‘ int)] + W (2Té|t)dt

Rézniczkujac réwnanie (12) wzgledem czasu i nastgpnie podstawiajac w otrzymanym
wyrazeniu, zgodnie z zasadg Jourdaina dg; = O, a takze uwzgledniajac wyrazenie zasady
Jourdaina dla uktadéw holonomicznych i liniowych nicholonomicznych w postaci

Ofd (or\ or .
(1 2 [ ()~ —edon -0
Leitinger dochodzi do réwnania

j—t [ATdt+2T Adt+dT At + 5A4dt] =

s

d* { oT d* { oT d?
= 2 ['dz_— (_551— Aql) ~ (wI q,At)] + o 2T 49),
ktére mozna rozpatrywad, jako jedno z analitycznych wyrazen zasady Jourdaina. Calku-
jac dwukrotnie ostatnie réwnanie wzgledem czasu r w okre§lonych granicach, odpowia-
dajacym zatozonemu poczatkowemu i koncowemu polozeniu ukiadu, — Leitinger otrzy-
muje réwnanie (9), wyrazajace zasade Holdera-Vossa dla wiezdw niestacjonarnych. Dane
wyprowadzenie znacznie upraszcza sie, je§li wiezy sa stacjonarne. Wéwezas

Aq, = éq;
(14) dg, ., . di O aT
AT— 5?1”“]i—d—t—, 2T = a—ql‘b-

i=1

Uogolniona zasada najmniejszego dzialania dla wigzéw stacjonarnych przedstawia sig
rownaniem
Iy

(15) [ aTar2r4di+64d1 = 0.

fo
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Pochodna wzgledem czasu wyrazenia podcatkowego z uwzglednieniem zwiazkdéw (14)
przeksztalca si¢ nastgpujaco

- [ d 2 [ or
a4 [AT+2TM +6A1 = Z [- (ﬂ) 6q,+—0—T— 0g,+ dii; (_éz'/— 6q,) —
| =1 i

dt dt dt \ 0q, 0gq,
d* {eT d [ 0T\ . dg, .
- 7[2” (_ac-]i ) 6411 - dt (*aql ) 6% + - dt_ 6ql+Ql 6qi:| ’

stad zgodnie z zasada Jourdaina otrzymujemy réwnanie

d . Adt d* ( oT

Dwukrotne calkowanie tego rownania doprowadza do réwnania (15), tzn. do zasady
Holdera-Vossa dla zwigzkéw stacjonarnych. A. WAsSMUTH w pracy z 1919 roku [3], do-
tyczacej zwiazku trzech zasad rézniczkowych, wprowadzonego przez Leitingera, zauwaza,
Ze proces przejscia od jednej zasady rézniczkowej do drugiej przy pomocy rézniczkowania
wzgledem czasu mozna przediuzyé, co doprowadzi do nowych réZnic"zkowych zasad me-

chaniki.
W szczegblnodci, jesli zroZzniczkowaé wzgledem czasu réwnanie

1 .
0,8 = 2_, Q,0,4,,
i=1

(S — energia przyspieszenia), przedstawiajace zasade Gaussa we wspéirzednych uogdl-
nionych i rozpatrzyé proces wariacyjny w ktérym 63t = 0, d,q; = 639; = 6,3 ¢; to doj-
dziemy do nowej zasady rozniczkowej

d 3
W(st = gQ163 di,

na mocy ktoérej, réwnania ruchu maja postaé E = Q. W pracy tej Wassmuth rozpa-

24;
truje takZze zastosowanie zasady Jourdaina do wyprowadzenia dynamicznych réwnan
ruchu Eulera przedstawiajacych ruch ciala sztywnego wokél nieruchomego punktu.
Niech cialo sztywne porusza sie woko6t nieruchomego punktu 0, (O&n¢ ) — nieruchomy
uklad osi, (oxyz) — nieruchomy uklad osi, niezmiennie zwigzany z ciatem i poruszajacy
si¢ razem z nim wzgledem nieruchomego ukladu.

Zgodnie z zasadg Jourdaina (7) mamy
(16) D my(E o€+, 00+ £, 88) = D (B, 08+ H, 60, +Z, 6L,

i=1 i=1

gdzie 5;, H;, Z; — rzuty aktywnej sity F;, dzialajacej na punkt m;, na osie n'ieruchomego
ukladu wspéirzednych. Wykorzystujac zwigzek miedzy wspoéirzednymi punktu w rucho-
mym i nieruchomym ukiadzie wspdtrzednych, lewg strong réwnania (16) mozna przed-
stawi¢ w postaci
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n
N I} divy+ By 0By + 1 891 +my y2 (s 0o + B 0, 452 672) +
i=1
+I11,Z,-2(Zi3 60.63'*‘,33 6/33 +’5;3 6'}.’3)],
gdzie o, Bi, yx — cosinusy katéw miedzy osiami ukladu (0&nl) i (oxyz).
Nastepnie w wyrazeniu tym w miejsce dziewigciu wariacji pochodnych cosinuséw
kierunkowych wprowadza si¢ wariacje rzutéw predkosci katowej w {p, g, r} na osie ru-
chomego ukladu wspélrzednych. W tym celu réwnanie Poissona

oy = Fi;—(qos, Oy = PU3—TU;, ..., Y3 = gy, —DV>

wariuje sie zgodnie z Jourdainem (oczywiscie wariujg si¢ tylko p, g, r). Po podstawieniu
lewa strone réwnania (16) doprowadza sie do postaci

[4p+(C —B)grldp + [Bi+ (A~ C)rpldq+ [Ci+ (B— A) pqlbr,

gdzie A, B, C — momenty giéwne bezwladnosci ciala. Analogicznie prawa cze$é réwna-
nia (16) doprowadza si¢ do postaci

n "ﬂ 1
5}72()’121_21 Y,-)-{—(SL]Z (ziXi—xiZ)+ 5"2xtYi—}’tXi),
i=1 =1 i=1

gdzie X;, Y;, Z; — rzuty aktywnej sity F; na osie ruchomego uktadu wspéirzednych. Obec-
nie rownanie (16) ma postac

[4p+(C—B)gqrldp+ [Bg+ (4A— C)rpldg+ [Cr + (B— A)pqldr =

= 0p D Zi—z, Y)+0q D) @ X=X, Z)+ o ) (i ¥y, X)),
i=1 =

i=1 i=1

skad na mocy dowolnosci wariacji dp, dq, o wynikaja dynamiczne réwnania Eulera.
2. Wyprowadzimy zwiazek zasady Jourdaina z twierdzeniem o zmianie energii kine-
tycznej ukiadu. '
Wyrazenie zasady Jourdaina (7) mozna przeksztalcié do postaci, ktéra pozwoli wy-
prowadzi¢ z niej twierdzenie o zmiennosci energii kinetycznej ukifadu,
Istotnie

3n 3n 3n
e or d T L. 2 1 . d
(17) Zmixléxi = -?[t—Zﬂhxiax—' m,xi—Jt—éx,.
i=1 i=1 i=1
Poniewaz czas nie zmienia sie, to 4 8x; = 0 X = 0X;
dt dt
Wyrazenie (17) otrzymuje postaé
3n d 3n l
v ar e s (
(18) z:m‘x, Ox; = v ;’m,xtéx‘ = oT,

przy czym

d dr
19 2 8T = 6—-—
(19) 5 0T=29 i
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Jesli zatozyé, ze sily X; nie zaleza od predkosci, to przy uwzglednieniu réwnan (18) i (19)
wyrazenie zasady Jourdaina (7) przyjmuje postaé
In

oT .
(20) 6(W~%X’x’)=0’
lub
3
dr . .

Stad w dowolnym momencie ruchu ma miejsce rownanie (21) wariacji Jourdaina: Waria-
cja pochodnej energii kinetycznej ukladu réwna sig wariacji pracy sil zewnetrznych na
predkosciach rzeczywistego ruchu uktadu punktow.
Z réwnania (21) wynika, ze w dowolnym momencie ruchu
3n
IT .
(22) L= Mxix+c,
i=1
gdzie C — funkcja niezalezaca od predkosci.
Niech w pewnym momencie ruchu, predkosci wszystkich punktéw ukladu sg zerowe.
Wowezas z réwnania (22) wynika, ze C = 0.
Stad, z réwnania (22) mamy

dT I
(lt Z%X[xi:
Iub
3n
(23) aT = D X,dx,

tzn. rézniczka sily dzialajacej jest rowna sumie elementarnych prac sil zewnetrznych.
Ostatnia réwno$¢ wyraza twierdzenie o zmianie energii kinetycznej ukladu dla staltego
ukiadu punktéw materialnych.

3. W wyrazeniu zasady Jourdaina (7) nie wystepuje wariacja zadnej funkcji, ale wyste-
puje wariacja predkosci, stad lewa strona wyraZzenia (7) jest wyrazeniem wariacyjnym
i zasada Jourdaina ma postaé wariacyjna.

Poréwnamy z zasadg Gaussa

3n
(24) D (mE—X)6%, = 0.

i=1
Ona jest zaréwno wariacyjna w swojej formie jak i w tresci, poniewaz wyraza minimum
skrgpowania

1 3n x 2
(25) = - E m, (.‘75, — —l) .
2 my

Wracajac do zasady Jourdaina nalezy postawié pytanie, czy zasada Jourdaina okresla
warunek na ekstremum jakiej$ funkcji. W jakim przypadku? Przy jakich ograniczeniach?
a) Jedli sily nie zaleza od predkosci, to ma miejsce réwnanie :
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an 3u

[ dT <) N1, - dT
(26) O(—Adr_gXiAi)_O lub 6(%Xix1_m—)= 0.

3n
W tym przypadku zasada ma jawnie wyrazony charakter wariacyjny: funkcja ' X;x; —

3u B .
— —(?l dla rzeczywistego ruchu ma stala warto§¢. Oznaczymy te funkcje J = 3, X; x;— _[g;
! i=1
i nazwiemy funkcja Jourdaina.
b) Jesli sily zaleza od predkosci, to przeksztalcenie réwnania (7) prowadzi do:

n 3n

O("dl—? —ZX.-J\',) + 3 6X,%, = 0,
a i=1 =1

tzn. wariacja funkcji Jourdaina réwna jest pracy wariacji (wg Jourdaina) sit na predko-
éciach ruchu rzeczywistego. Zasada Jourdaina w tym przypadku nie ma jawnie
wyrazonego charaktern wariacyjnego w sensie istnienia funkcji posiadajacych wartosé
stala dla ruchu rzeczywistego. Jednak jesli praca wariacji sit na predkoéciach ruchu
rzeczywistego jest rowna zero, to 6J = 0 tzn. funkcja Jourdaina ma wartos¢ stacjonarng
dla ruchu rzeczywistego.

A wiec, dla ukladu punktéw materialnych z wigzami idealnymi, zasada Jourdaina ma
jawnie wyrazony charakter wariacyjny — wariacja funkcji Jourdaina jest réwna zero —
jesli sity dzialajace na ukiad nie zaleza od predkosei, 1 jesli praca wariacji (wg Jourdaina)
sil na predkosciach ruchu rzeczywistego jest réwna zero.
¢) Jesli na uklad oddzialywuja jedynie zewngtrzne sity reakcyjne, proporcjonalne do
pierwszej potggi predkosci ukladu punktow, to wprowadzajac funkcje rozrzutu Rayleigha

(funkcja dysypatywna)
n

1 U, .
D =72{ k,x?

zasade¢ Jourdaina mozna przedstawi¢ w postaci

l
5(i+d'>)=o b 67 =0
dt
. . . dT .
gdzie funkcja Jourdaina ]=7+<ﬁ, tzn. w tym przypadku zasada Jourdaina ma

jawnie wariacyjny charakter.
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Summary

ON VARTATIONAL CHARACTER OF JOURDAIN’S PRINCIPLE AND ITS RELATIONS
WITH GENERAL THEOREMS OF DYNAMICS

A short review of the development of Jourdain’s principle is investigated as well as its variatio-
nal character.

Praca zoslala zlozona w Redakcji dnia 24 stycznia 1980 roku.
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ZASTOSOWANIE TEMPERATURY SPRZEZONEJ Z ODKSZTALCENIAMI DO OCENY
DYSYPACJI ENERGII I WYZNACZANIA GRANIC PLASTYCZNOSCI

ZpziStAW G ABRYSZEWSKI, WIESLAW SRODKA (WROCLAW)

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie, miedzy innymi na przykladzie wynikow
wlasnych badan, mozliwosci wykorzystania pomiaréw zmian temperatury sprzgzonej
z procesem odksztalcenia do opisu dysypacji energii i wyznaczania granic plastycznodci
dla dwéch rodzajow cial, ciala izotropowego sprezysto-plastycznego jakim jest stal nisko-
weglowa i ciala nienormalnie izotropowego (tzw. péikruchego) — Zeliwa szarego.

1. Zmagazynowana energia odksztalcenia

Zjawisko zmiany temperatury wywolanej odksztalceniem obserwuje sig¢ zaréwno
w metalach jak i w tworzywach wielkoczasteczkowych, jakkolwiek charakter zjawiska
w kazdym z tych przypadkéw istotnie sig rézni. O ile przy prostym rozcigganiu metale
w zakresie sprezystym charakteryzujg si¢ na ogdt liniowg zaleznoscia zmian temperatury
od odksztalcenia, to np. dla kauczuku zalezno§é ta jest nieliniowa i ponadto przyrost
temperatury zmienia znak z poczatkowo ujemnego na dodatni. Badaniem wptywu od-
ksztalcania na zmiang temperatury w metalach zajmowal sig¢ miedzy innymi G. J. Taylor.
Wspélnie z W. S. Farrenem przedstawit w 1925 roku wyniki pomiaréw zmian tempera-
tury towarzyszacych prostemu rozcigganiu [3]. Przeprowadzone do$wiadczenia na stali,
miedzi, aluminium oraz wykonane pézniej z H. Quinney’em badania dotyczgce skreca-
nia [9] wykazaly, ze przyrost pracy wlasciwej odksztatcen plastycznych

(1.1) dw, = o, def;
jest wiekszy od przyrostu energii rozpraszanej
(1.2) dwy = p-¢c,-dT,

gdzie ¢, — ciepto wiasciwe przy statych odksztalceniach. Oznacza to, ze czgéé pracy gro-
madzona jest w odksztalcanym o$rodku, nie wywotujac zmian temperatury:

dwy = dwp—dwy,.

Energia wy okre$lana mianem zmagazynowanej energii odksztalcenia wiazana jest ze
zjawiskiem umocnienia [5, 12]. Zwiazek ten uzaleznia wzgledna (tj. odniesiong do pracy
wp) wielkosé gromadzonej w ten sposob energii od wielko$ci umocnienia tj. stosunku
przyrostu naprezenia do przyrostu wywolanego nim odksztatcenia trwalego i dotyczy
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zaréwno polikrysztatéw jak 1 monokrysztalow {3, 13]. Stwierdzono, ze w obszarze naj-
wickszego umocnienia ilo§¢ gromadzonej w osrodku energii jest najwigksza, natomiast
obszar idealnej plastycznoséci cechuje sig catkowita dysypacjs.

Badania majace na celu okreslenie wielkodci zmagazynowanej energii odksztalcenia
w zaleznodcei od stanu osrodka mozna zwigzaC z pomiarami zmian temperatury w pro-
cesie odksztalcania. Parametrem przyjmowanym do okre$lania stanu o$rodka w obszarze
odksztalcefi sprezysto-plastycznych bywa zwykle praca odksztalcenia plastycznego, lub
parametr Odqvista [18]. Oznacza to iz funkcja wy, zalezna od pracy plastycznej, opisujaca
energie zmagazynowang, nie zalezy od drogi obcigZzania.

Eksperymenty okreslajace przebieg zmian energii gromadzonej w osrodkach sprezy-
sto-plastycznych przeprowadzane byly dla kilku rodzajéw obcigzenia probek a ich wyniki
zawarte sq w szeregu publikacjach. Bogata literaturg, prezentacje stosowanych metod
pomiarowych, oraz poréwnania otrzymanych wynikéw zawieraja m.in. prace [2, 8, 13].
Teoretyczng analizg tego zagadnienia podaja prace Th. LEHMANNA [5, 6], czy A. A. Wa-
KULENKI [10, 11].

Omowione w powyzszych pracach badania obejmuja rozciaganie $ciskanie 1 skrecanie
probek walcowych, najczgsciej petnych.

Przy rozcigganiu lub sciskaniu uzyskiwano jednorodne pola odksztalcenia w calej
objetosci pomiarowej probki, co pozwalato na jednoznaczne okreélenie stanu odksztat-
cenia i zwigzanej z nim zmagazynowanej energii odksztalcenia. Natomiast skrecanie
pelnych probek walcowych [9] prowadzi do niejednorodnego pola odksztalcenia, a co
za tym idzie i temperatury. Otrzymane wyniki majg charakter globalny odniesiony do
calej objetosci probki i dotycza w zasadzie tylko tego konkretnego rodzaju probek. Jest
rzecza oczywista ze z punktu widzenia fizykalnego istotny jest zwigzek migdzy energia
zgromadzong a praca plastyczna dotyczacy materiatu a nie konstrukcji. W wiekszosci
przytaczanych tu publikacji autorzy stwierdzaja, zc dla stali stosunek przyrostéw energii
utajonej do przyrostdw pracy odksztalcenia plastycznego dw,/dw, jest staly w niemal
calym obszarze odksztalcenia, niezaleznie od sposobu obcigzenia i wynosi okolo 0,1.
Jedynie koncowa faza skrecania wykazuje odchylke od tej wartosci [9].

Badania wykonane na monokrysztatach Al, Cu, Ag itd. [I, 14, 15, 16] wskazujg Ze
stosunek ten bardzo silnie zalezy od stopnia odksztalcenia 1 ma pewien charakterystyczny
przebieg we wspolrzednych wy/wp — w,. Poczatkowo osiaga pewng wartos¢ maksymalna,
nastgpnie obnijza sig do wartosci ustalonej przy wzrastajacej pracy wp. Omowione wyniki
badan dotycza materialow sprezysto-plastycznych.

Dla tzw. materialéw nienormalnie izotropowych brak jest tego rodzaju danych do-
swiadczalnych. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage na ich charakterystyczne cechy. Poja-
wiajace si¢ podczas odksztalcania (mikro) pekniecia sprawiaja, ze konieczne jest wpro-
wadzenie, poza odksztalceniami plastycznymi, jeszcze tak zwanych odksztatcen rozluz-
nienia &f; [19]:

gy = eyt eljtel; = el tel,
gdzie &, jest catkowitym odksztalceniem nieodwracalnym.

Gléwne odksztalcenia rozluznienia zaleza tez od znakow gléwnych odksztatcen cal-
kowitych a objetosciowe odksztalcenie roziuznienia jest nieujemne.
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2. Sprzezenie migdzy polem odksztalceir a polem temperatury

Wyprowadzajac wzor opisujacy sprzgZenie termomechaniczne, stosowaé bedziemy
znane, uproszczone zaleznosci (np. zalozenie malych odksztalced w réwnaniu energii,
male przyrosty temperatury, quasistatyczno$¢ procesu) oraz przyjmowad, ze nie wystepuja
gradienty temperatury a proces globalnie jest adiabatyczny. Zapisujac energi¢ rozpraszana
w uktadzie wzorem

(2.1) “l.D = wl'j‘ésj!
otrzymamy nastgpujace wyrazenie na entropi¢ s
(2.2) 0TS = Y38~ Q. x»

gdzie w;; jest pewnym tensorem drugiego rzgdu, zaleznym od zmiennych przyjetych do
opisu procesu, § — wektorem strumienia ciepla.

Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki, wyrazajac energi¢ wewnetrzng przez
energi¢ swobodna ¢ i entropi¢ s (wszystkie funkcje stanu odniesione sz do jednostki
masy) oraz zakladajac addytywnos¢ predkosci odksztatcen &;; = &f;+&;, &; — skladowe
tensora odksztalcenia sprgzystego, rownanie energii jest nastgpujace:

2.3) 01(&5+E ) — ke = 0(p+TS +sT),
a po wykorzystaniu (2.2)-

(2.4) ) O'Uéi’j'i'aué;{j—’/’uéfj—QST = 0¢.
Przy zaloZeniu, Zze ¢ = @(&f;, €, T) otrzymamy
, dp 0 op’
(2.5 iy = Qs T Uu—’l’u=97%;j—, § = —a—?-
Z réwnania (2.2), wykorzystujacc (2.5); wynika, Ze
04 .
—QT% = Y€1, 4k, k»
czyli
e .. Po ., Pp . o
@9 QT( Ge0T V7 Gepar T e T) = Vuti T dex
Zauwazajac, ze przy &; = 0
) 8% - .
2.7 —oT T2 T = —q¢ = ecT,
przy braku gradientéw temperatury (g;; = 0), na podstawie (2.5), i (2.5),
l
do op
1 f oy f Yy Opy
ocIn — dey+ T 5T
Dla matych przyrostéw temperatury
Ty (78 Y 3
(2.8) 0= gco —aT—deu‘l' —G.Tc—f (V’U—To ;}f’)deij,
0 ©o

gdzie 0 = T—T,.
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Wyrazenie (2.8) przedstawia rozszerzony wzér Kelvina, ktéry mozna jeszcze zapisaé

w postaci:
1
2.9) 0= wyeust—o | kwdw,
o

gdzie

T da;;

g = @0: Biys  Buy=— ﬁlf“,
natomiast
op;

P;—Ta T k(w)oy;,
przy czym przyigto, Ze k jest wylaczna funkcja pracy odksztalced niecdwracalnych.
W przypadku ciala o izotropii normalnej, czyli gdy

Bi; = aBA+2u) 0y,
otrzymamy

2 3
0 = — ’I},—a(?)l_—l:_y_) et 1 J k(w,)dw,.
Q(’z Q 2 0 )

3. Badania dos$wiadczalne

Aparatura i prébki. Badania przeprowadzono na dwu materiatach. Niskoweglowa stal
15 H reprezentuje typ osrodka sprezysto-plastycznego opisanego prawem Hooke’a w czesci
sprezystej odksztalcen, natomiast w obszarze odksztalcen sprezysto-plastycznych cechu-
jacego sig¢ brakiem trwatych zmian objetosci. Dodatkowa wlasno$cig o charakterze indy-
widualnym jest gérna granica plastycznosSci oraz obszar plynigcia plastycznego wyste-
pujacy po jej przekroczeniu. Zeliwo szare ZI25 jest przedstawicielem modelu o$rodka
potkruchego, cechujacego si¢ tzw. nienormalng izotropig. Probki, identyczne dla obu
materialéw, wykonano w postaci cienkosciennych rurek zakonczonych gwintowanymi
uchwytami. Srednica zewnetrzna probek wynosita 41 mm, wewnetrzna 38 mm, dlugo$é
czes$ci pomiarowej 125 mm, dlugosé uchwytéw 30 mm. Pomiary prowadzono na maszynie
ZDM U 30t. '

Wielkoscei sity rozciagajacej (Sciskajacej) i skrecajacej mierzono przy uzyciu specjal-
nych czujnikéw przetwarzajacych odksztalcenia sprezyste elementéw pomiarowych na
sygnat elektryczny za pomoca naklejonych na nich tensometréw oporowych.

Do pomiaru odksztalcenia préobek wykorzystano tensometry oporowe RL 120/6
naklejone na prébkach w kierunkach przewidywanych odksztatcen gitéwnych, wspélpra-
cujace z mostkiem tensometrycznym AT 970. Pomiaréw temperatury dokonano przy
uzyciu jednego czujnika termistorowego NTC-210 przylozonego do probki w §rodku
jej dlugosci i specjalnie zbudowanego wzmacniacza., Czuloé¢ ukladu jest rzedu 10732K.

Sygnaly sily, odksztalcenia i temperatury rejestrowano na trzech rejestratorach X-Y
Rikken Denshi.



ZASTOSOWANIE TEMPERATURY DO OCENY DYSYPACII 15

Prace ,,plastyczng’” obliczono przez zmierzenie pola powierzchni zawartego migdzy
krzywa naprezenie — odksztalcenie, osia odksztalcenia, oraz prosta przedstawiajaca
proces odcigZania.

Przy wyznaczaniu energii rozpraszanej wp = oc,.f, korzystano z tablicowej wartosci
ciepta wlasciwego ¢, dla stali 1 zeliwa. Przyrost temperatury 6, wyznaczano jako rdznice
miedzy zmierzonym przyrostem temperatury 6 i zmiang temperatury 0,, zwiazang z od-
ksztatceniami sprezystymi, ekstrapolowana -z obszaru sprezystego indywidualnie dla
kazdej probki.

Zakres badai. Badania obejmuja trzy proste drogi obcigzania ktérych przebieg w prze-
strzeni naprezen (o, 6, = 0, ¢3) przedstawia rys. 1. Wlasno$ci mechaniczne obu ma-

4

Rys. 1. Drogi obcigzania w przestrzeni naprezen gldownych.

terialéw cechuje symetria wzgledem prostej tworzacej z osia o; kat w/4. Do okre$lenia
warunkow termicznych- procesu zachodzacego w probce postuzyta idea metody Farren’a
i Taylor’a [3] w my§l ktdrej cieplo wydzielane w objetosci préobki jest wymieniane z oto-
czeniem czgSciowo na skutek konwekcji a czeSciowo na drodze przewodnictwa (prze-
plyw ciepla do uchwytéw maszyny). Specyficzny rozkiad temperatury wzdiuz osi prébki
w wyniku transmisji ciepta do (lub od) uchwytéw stanowi podstawe opisywanej metody.
Przy pomiarze zmian temperatury w $rodku dlugo$ci probki, zawsze istnieje taki prze-
dzial czasu w ktérym otoczenie ,,punktu’”’ w ktérym dokonuje si¢ pomiaru temperatury
ma praktycznie taka sama temperature jak rozwazany punkt. Sprawia to, Ze proces w tym
punkcie moZna traktowaé jako adiabatyczny. Rys. 2 przedstawia wywolane ﬁrzewod—
nictwem zmiany temperatury wzdluz osi probki w ktoérej w chwili t, temperatura jest
jednorodna i réZzna od temperatury otoczenia. Graniczna warto$§¢ czasu f;; w ktérym
mozna nie uwzgledniaé zakldcajacego wplywu przewodnictwa zalezy od zalozonej, do-
puszczalnej odchylki temperatury 46,, od warto$ci poczatkowej. Farren i Taylor okre-
slaja ten czas, dla wzglednego odchylenia przyrostu temperatury 0,6% od wartosci po-
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.czatkowej, nastgpujaco.
te = 0,014-0-¢c-I?/k,

gdzie p — gestoss,

¢ — cieplo wlasciwe,

[ — dlugo$é czeséci pomiarowej probki,

k — wspolczynnik przewodnictwa.
(Daje to dla uzytych tutaj prébek stalowych czas ok. 20 s.). Konwekcyjna wymiana ciepta
uwidacznia swéj wptyw od samego poczatku, lecz ze wzgledu na wykladnicza zalezno$é
ob
sttty

=

"Rys. 2. Zmiany temperatury w probce ktorej poczatkowa temperatura rozni si¢ o 0, > 0 od temperatury
-otoczenia, W kolejnych chwilach ¢, ¢, itd. temperatura obniza si¢ symetrycznie wzglegdem §rodka dtugosct
probki /o, doznajac poczatkowo najwigkszych zmian na koncach tego przedzialu.

:zmiany temperatury od czasu jest stosunkowo fatwa do uwzglednienia. Laczne dzialanie
-obu tych zaklécen (jak rowniez bezwladnosci termometru) uwidaczniaja wykresy, wy-
‘konane dla badanych probek rurowych, przedstawione na rys. 3. Uzyskano je przez
rejestracj¢ zmian temperatury w czasie, probki szybko obcigzonej do ustalonej wartosci
-obciazenia (a wigc i temperatury). Dolny wykres przedstawia zmiany temperatury probki

alK] ! T T I T

10} -

B rozcigganie sprezyste

J ! | ] |
0 T30 60 90 120 150 ts)

"Rys. 3. Zmiany w czasie temperatury punktu Srodkowego probki zarejestrowane po szybkim odksztatceniu
-a wiec po jednorodnej zmianie temperatury w calej pomiarowej objetosci probki o +1,10K i —0,10K,

rozciaggnigtej spreZyScie (zmiana temperatury jest ujemna), gorny — probki odksztalco-
nej plastycznie. W drugim przypadku, na skutek wigkszej réznicy temperatur probki
1 otoczenia, silniej uwidacznia sie¢ wplyw konwekcji (uwzgledniany przy odczytywaniu
‘temperatury) ktéry w pierwszym przypadku jest po 60s niemal niewidoczny. Zmiany
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temperatury wywolane przewodnictwem oceniane sg na max 2%, po 60 s i w tym tez czasie
przeprowadzane byly wlasciwe pomiary. Badania te szczegélowo oméwiono w pracy
[20]. Predkos¢ odksztalcania wynosita 3 x107* s™1.

Wyniki pomiaréw I Ich dyskusia. Kazdg z trzech drég obcigzania-rozciaganie, $ciskanie
i skrecanie realizowano na pigciu prébkach zaréwno w przypadku Zeliwa jak i stali. Na-
stepnie wybierano jedna z pigciu probek ktorej wyniki najblizsze byty wartosciom srednim,
do dalszego opracowania. Pominigto w ten sposéb statystyczne opracowanie wynikow
i mozliwo$é oszacowania najbardziej prawdopodobnych przedzialéw w ktérych powinny
byé one zawarte, nie narazajac si¢ jednoczesnie na przyjecie wynikdw zaktéconych szcze-
gblnie niekorzystnym nalozeniem sie przypadkowych bledéw pomiarn. Przedstawienie
wynikéw jednej tylko probki wynika tez stad, ze wyznaczanie przebiegdw (funkcji) sred-
nich jest na ogo6t niejednoznaczne, poniewaz wynik usrednianiazalezy od sposobu oblicza-
nia tych $rednich.

Wykresy podane na rys. 4 przedstawiajg zaleznos¢ zmiany temperatury od odksztal-
cenia wzdluznego prébki zeliwnej przy rozcigganiu i $ciskaniu oraz zalezno$¢ naprezenia

T I
8lkl| 6iMral
- 07 I _

[ |

Rys. 4. Zalezno§¢ zmiany temperatury od odksztalcenia przy rozcigganiu i $ciskaniu zeliwa, oraz napreg-
zenia i wspoOlczynnika przewgzenia od odksztalcenia.

od odksztalcenia. Charakterystyczna dla tego typu materialéw zalezno§¢ wilasnosci od
kierunku odksztalcania dotyczy, jak widaé, takZe termicznego jej aspektu. Wspoiczyn-
niki kierunkowe & = /e, W poczatkowym, liniowym zakresie sa rézne przy rozcia-
ganiu i $ciskaniu. Fakt ten w zasadniczy sposéb odréznia zachowanie si¢ pod tym wzgle-

2 Mech. Teoret. i Stos, 1/81
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dem zeliwa od stali. Podobny wykres dla stali podany na rys. 5 §wiadczy o niezaleznosci
§ od kierunku odksztatcania.

Przebieg zmian temperatury w poczatkowym zakresie odksztalcen opisuje pierwszy
wyraz wzoru (2.9). Wystegpujacy tam tensor z;; okresla zmiany temperatury w tym za-
kresie odksztatcen dla kazdej drogi obcigzania, a wigc takZe dla rozciggania i Sciskania.

T T 01K} O[MF;OI T i T [ . i T
2 400+
- -~ 300!
a 1~ 200
-~ - 100jj-
> !
20 ~10
-100
-200 =
- ~|-300 4

0

T t v 1 | I : ! |

Rys. 5. Zaleznos¢ zmiany temperatury i naprgzenia od odksztalcenia przy rozciaganiu i Sciskaniu stali.

Poniewaz wartos¢ wspoiczynnika & w przypadku Zeliwa zalezy od znaku odksztaicenia
wzdluznego (rozciaganie lub Sciskanie) wigc takze wdwczas skladowe tensora x;; zalezed
muszg od znakow sktadowych tensora odksztafcenia &;;. Zalézmy zatem, Ze tensor x;;
wiaZzacy zmiany temperatury z odksztalceniami w o$rodkach pétkruchych cechuje sie
nastgpujacymi wlasnosciami:

a) kierunki gtéwne tensora x;; pokrywaja si¢ z kierunkami gtéwnymi tensora odksztal-
cenia g;,

b) wartodci gléwne tensora x;; zaleza wylacznie od znakéw odpowiednich wartodci
glownych tensora ¢;; (przy zadanej temperaturze T,).

Stusznoé¢ tych zalozet moze potwierdzi¢ pordéwnanie przewidywan teoretycznych
z wynikami doswiadczen w zloZonych stanach naprezenia.

Wartosci gidwne tensora x;; wyrazmy w postaci

3.1) »; = L[(1+»-£“)—-) x’+(1 — 8—(2——) xSJ,
2 lenl [

gdzie x", »* — stale materialowe.

Skladowe #x;; w dowolnym, ortogonalnym ukladzie osi wspotrzednych okreslone sa
przezstate x" i x°.

Wartosci »" i »° moZna wyznaczyé znajac wspSlczynniki kierunkowe & przy rozcia-
ganiu i Sciskaniu: 4, = 8/, i ¢, = 6/e5. Rozwijajac pierwszy wyraz (2.9) dla kierunkéw
glownych, otrzymamy

0 = x; &5+ %5 8,43, &,
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stagd, odpowiednio dia rozciagania i sciskania,
Dy = wl—uy  vo—2h " 1g,
ﬁ’s = "“’5'} ' 7’0_H;'1’o+%§,

(3.2)

ale wobec zalozone] zaleznosci »; wylacznie od znakow odksztalce glownych sgn ¢

M=ol = A =, A== =
z stad po rozwiagzaniu ukladu (3.2)
. l? +2'U97.9
'X T =43
(3.3) l‘ _ D+ 2n09,
T 1493

gdzie vy jest wspolczynnikiem przeweZenia przy &, — 0, rys. 4.
Po podstawieniu (3.1) do (2.9) otrzymamy rozszerzong posta¢ wzoru Kelvina uwzgled-
niajgca wyraznie wlasnosci ciala o izotropii nienormalnej

1 . ] 1
(3.4) 0= Y [(# 42" e+ (27— ") &, |+ 82| + &3] + ;&_”f k(w.)dw,.

Drugim waznym spostrzezeniem jest liniowos¢ wykresu § —¢, w zakresie odksztalcen
znacznie wigkszym od zakresu liniowosci wykresu o, —¢g,, rys. 4. Nie zauwazZa sie tegd
przy sciskaniu, kiedy obydwa wykresy o,—¢e3 i 0—¢; w tym samym miejscu przestaja
by¢ liniowe.

Droga obciazania 2 przedstawiona na rys. I, stanowiaca przypadek ztozonego stanu
naprezenia, weryfikuje wzor (3.4), a wige takze (2.9).

Tabela 1. Wyniki ofrzymane przy skrecaniu préobki Zeliwnej oraz zmiany temperatury ob]ic;one Ze WZOoru
(3.4). Wyznaczone na podstawie rys. 4 wartosci #, i ¥, wynoszq odpowiednio —34K i —53K co przy
rq = 0,25 daje, na podstawic (3.3), =" = —75,8K i %' = —92,9K.

i ~5 / . ’ 0o = *75 8¢ ; W, )
LD 103 & [ 103 . 10 JW, 0 dosw. 92 9. €3 ! BD = z)“(':“' 00-{—90
| S K] ‘ ] K
- ;M- T T T | ’*“‘—__“’:'v"' ]
1o 0 0 o ‘ 0 : 0
2 - 031 =027 0 ; 0 +0,0016 | o 0,0016
3 4 064 | —0,55 005t | 0 ' 0,0026 | +0,0003 0,0029
4 ‘ 1,01 | —084 00717 | 0 . 0,005 | 0,016 0,0031
5 | 1,49 1 —1,17 0,274 ‘ 0 ‘ —0,004 | 0,006 0,002
6 | 217 —1,61 0,897 +0003 | —00t5 | o002 | 0006
7 0 32 } —2,27 2,529 +0015 | —0,037 | 0,058 0,021
s | 368 | +0023 | —0,047 ‘

. —2,50 3,269

Poréwnanie wartosci zmian temperatury-obliczonych na podstawie tego wzoru oraz
wyznaczonych doswiadczalnie zawiera tabela 1. Teoretyczny przebieg zmian temperatury
zaznaczony jest na rys. 6 linig przerywana. Rysunek ten przedstawia ponadto zaleinos$¢
migdzy naprezeniami gldwnymi o, i 03 = — o, a odksztalceniami gféwnymi ¢, i 5. Latwo

2%
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Rys. 6. Zalezno$¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami gléwnymi w zeliwnej probce skrecanej oraz
przebieg zmian temperatury zmierzony i teoretyczny (linia przerywana).

zauwazyé, ze w przeciwiefistwie do stali (rys. 7), odksztalcenia gtowne &, i £; nie'sa co
do bezwzglednej wartosci réwne, co $wiadczy, Ze zmienia si¢ przy skrecaniu objetosé
a zatem i temperatura. Pojawia si¢ tu problem okre§lenia wszystkich wartoéci gléwnych
tensora odksztalcenia jako Ze mierzone sa dwie skladowe &, i &3, @ nieznane jest odksztal-
cenie promieniowe g, ktore dla stali jest z zalozenia woéwcezas réwne zero. Ze wzgledu
na to Ze badania wykonano na probkach cienkosciennych, wyniki przeprowadzonych
pomiardéw odksztalcenia ¢, obarczone sg duzymi blgdami. Z tego powodu wykorzystano
réwnania konstytutywne dla Zeliwa ZL25 zaproponowane w pracy [17]. Wynika z nich,
ze takZe zeliwo przy skrecaniu nie odksztalca sig w kierunku promieniowym czyli &, = 0.
Dane te postuzyly do wyznaczenia przebiegu teoretycznego 6 (rys. 6) na podstawie row-
nania (3.4). Wchodzaca w sklad catkowitej zmiany temperatury czg§¢, opisywana przez
drugi wyraz wzoru (2.9), zwigzana jest z dysypacjag. Poréwnanie obliczonej dla zeliwa
pracy odksztalcen nieodwracalnych, przy rozcigganiu i $ciskanin, z energia odpowiadajaca
przyrostowi temperatury 0, wyznaczong eksperymentalnie, prowadzi do wniosku, ze
funkcja k = 1, czyli mamy do czynienia z petna dysypacja energii, rys. 8. Wynik ten
Jjest przyblizony, bo otrzymany po zastosowaniu liniowych zwiazkéw miedzy napreZe-
niami i odksztalceniami sprezystymi ktére dla 2Zeliwa, $cisle biorge, takimi nie s3. Te war-
to$¢ k wykorzystano przy wyznaczaniu temperatury 6, (opisywanej przez drugi sktadnik
wzoru (2.9)) dla- prébki skrecanej, tabela 1.

Analiza zmian. temperatury sprzgzonej z odksztalceniami w stali pozwala stwier-
dzi¢ stuszno$é powszechnie przyjmowanych zalozen dla tego typu materialow
a wige #" = 3*, co prowadzi do wzoru Kelyina, niezmienno$¢ odksztalcenia objetosciowego
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Rys. 7. Zaleznosci migdzy napr¢zeniami i odksztalceniami glownymi w skrecanej prébee stalowej oraz
przebieg zmian temperatury. Wykres zawiera faze odcigzania i ponownego obciazania. W obszarze od-
ksztalcen sprezystych temperatura zawsze pozostaje stata.
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Rys. 8. Zmiany temperatury fp przy rozciaganiu i 4ciskaniu zeliwa. Wspé}czynhik kierunkowy prostej
Op/w, = 0,23 10~ m*K /T odpowiada pelnemu rozpraszaniu pracy w; (przyjmujac ce = 4,36 MJ/m3K)."
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&, = ¢ = 0 itp. Wyznaczona stad zmiana temperatury fp wywolana dysypacja, po-
stuzyla do obliczenia wartosci wp i z kolei, stosunku energii wy do w, w zaleznosci od w,.
Zalezno$é te przedstawia krzywa na rys. 9a. Dla poréwnania z wykresem rozciagania,
na rys. 9b podano zalezno§t¢ o, —w, dla stali.

Krzywa ta wykazuje charakterystyczny przebieg podobny do wykresow przedstawia-
nych dla monokrysztatléw w pracach Wolfendena. Chociaz wystgpuje tu obszar idealnej

W /w' T I T

0.5

2 a y ie .
° rozcigan )
a skreconie

i | |
50 100 150

107w, (1/m?)
Rys. 9.

plastycznosci, stosunek wy/w, jest bardzo duzy, osiagajac maksymalng warto$¢ 0,6 w kof-
cowej fazie plynigcia plastycznego. W' obszarze umocnienia zaczyna maleé, zblizajac si¢
do wartodci podanej przez Farrena i Taylora.

Przeprowadzona analiza wykreséw przedstawionych na rys. 9 pozwala stwierdzi¢
zalezno$¢ miedzy energia zgromadzonga wy a wykresem rozciagania w przypadku stali.
Odzwierciedleniem przemian energetycznych zachodzacych w procesie odksztalcania
migkkiej stali jest tu omawiana krzywa.

Jednakowy przebieg funkcji wy/w,—w, dla wszystkich trzech drég obciazania $wiadczy
o tym, Ze prac¢ w, mozna przy analizie tego typu o$rodkéw traktowaé jak zmienna stanu,
jednoznacznie opisujaca osrodek w obszarze odksztalcen nieodwracalnych (przynajmmej
dla prostych drég obcigzania).

Duza dyssypacja energii pojawiajaca si¢ po przekroczeniu powierzchni plastycznosci
(poczatek wykresu 9a) pozwala na wyznaczanie tej powierzchni za posrednictwem po-
miaru temperatury.
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4. Wyznaczanle granic plastycznosci

Doswiadczalne wyznaczanie powierzchni plastycznosci, oraz jej zmiany w procesie
obcigzania powinno teoretycznie polega¢ na podaniu w przestrzeni napreZefi, dla danej
drogi obciazania, szesciu skladowych of; odpowiadajacych pojawieniu si¢ w przestrzeni
odksztatcen pierwszych odksztalcen plastycznych &, lub osiagnigciu przez te odksztalcenia
przyjetych umownie wartosci.

Dla dowolnych drég obcigZzania, nie wszystkie sktadowe &f; réwnoczeénie takie war-
tosci osiagaja. Wobec tego, aby okresli¢ przejscie w stan plastyczny, wprowadza sig
funkcje g (&), uwazang za pewne uogélnione odksztalcenie, stanowiaca w zlozonym
stanie miarg wejscia w stan plastyczny. Gdy warto$é tej funkcji bedzie réwna przyjetej,
umownej jej wartosci, np. przy jednoosiowym rozciaganiu, wowczas uwaza sie, ze nasta-
pilo przejscie w stan plastyczny a odpowiednia granicg plastycznosci wyznaczaja wspot-
rzedne drogi obcigzania of; w przestrzeni naprgzen. Praktycznie, unikajac zmudnych
pomiaréw przy kolejnych obciaZzaniach i odciaZaniach, korzysta sie z wprowadzonego
w mechanice uogdlnionego naprgzenia f(o;;) zwiazanego z funkcjg g(¢;;), w obszarze
sprezystym liniowo f(o;)) = A~ [g(e;)], buduje przy obciazaniu wykres f(o;)) =
= F[g(e;p] i z wykresu tego wyznacza — przy zatoZeniu, Ze odcigzanie jest opisane pra-
wem linjowym o takim wspélczynniku A, jak obciaZanie w zakresie sprezystym — f(o7),
a nastgpnie ewentualnie of;. Powszechnie za funkcje g(e;;) i /(0i)) przyjmuje sig¢ intensyw-
no$¢ odksztalcen, oraz intensywnoéé naprezen. Takie postgpowanie jest czgdciowo uzasad-
nione dla materialy do granicy plastycznosci liniowo-sprezystego izotropowego, chociaz
moze budzié¢ watpliwosei w przypadkach ustalania warunku plastycznosei h(o;)) =
= const lub prawa umocnienia A(c;;) = H(el;) sugerujac posta¢ h(o;;) = f(0y)).

Dla cial anizotropowych liniowo-sprezystych do granicy plastycznoéci, doswiadczal-
nych badan dotyczacych powierzchni plastycznosci, przeprowadzonych przy wykorzysta-
niu uogdlnien intensywnosci naprezen i odksztatcet na ciala anizotropowe, nie moina
uwaza¢ za poprawne, gdyz: .

a) w proponowanych warunkach plastycznosci, z ktérych wynikajg nogélnione inten-
sywnosci, najczesciej ogranicza sig iloéé statych sprezystosci lub statych wytrzymatosci,
przez zaloZenie niezalezno$ci warunku od naprezenia §redniego, co nie jest niczym uza-
sadnione,

b) uogdlnione intensywnoéci zdefiniowane sg z dokladnoscia do wspéiczynnika,
przyjmowanego na ogdt jako funkcja granic plastycznosci przy rozcigganiu w roznych
kierunkach, z duza dowolnosdcia [7].

Wystepowanie licznych statych materialowych wymaga wstepnej identyfikacji materia-
hu, z punktu widzenia jego anizotropii, co jest doswiadczalnie trudne, a niekiedy wrecz
niemozliwe.

Do wyznaczania do$wiadczalnej granicy plastycznosci moze by¢ z powodzeniem wy-
korzystane znane zjawisko sprzeZenia, wystepujacego miedzy polem odksztalcen, a polem
temperatur [4]. Latwos¢ i dokladno$é, z jaka mozna zmierzyé obecnie przyrost tempera-
tury w procesie odksztalcania, oraz stwierdzenie, Ze momentowi przejScia materiatu w stan
plastyczny odpowiada spontaniczny wzrost wartoéci przyrostu temperatury, w procesie
quasiadiabatycznym, upowazniaja do zaloZenia, Ze miara granicy plastyczno$ci moze
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byé dla takich ciat okreslona umownie warto$é¢ tego przyrostu. Pozwala to oczywiscie
w latwy sposéb wyznaczy¢ do$wiadczalnje odpowiadajace temu przyrostowi skladowe o7;.

W ciatach nieliniowo-sprezystych do granicy plastycznosci problem wyznaczania
obszaru sprezystego w przestrzeni napreZen, istotny z punktu widzenia wytrzymalosciowe-
go, jest nierozwigzany. Dlatego wydaje si¢ celowym przeprowadzenie badan zmian tem-
peratury towarzyszacych procesom odksztaicania.
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Pracg wykonano w ramach problemu MR I-23, koordynowanego przez IPPT PAN w Warszawie

Peswme

TIPUMEHEHUE TEMIIEPATVYPEI, COTIPSDKEHHOU C MEDOPMAIIUAMU
JJ15 OUEHKK TMCCHUITALYIN SHEPTUM Y OTTPEEJIEHU A ITPENEIIA [IJIACTUYHOCTH

B paboTe nmpoanann3anpoBaHO SABJIEHHE COIPSIKEHHS MEM/Y MOJIEM ,ue(bopmauun ¥ TEMNEPAaTypHbIM
IIOJIEM TIPM agrabaTHUECKUX NPOLECCaX, YUYUTHLIBAA B 3TOM aHAJIM3€ AMCCHIANMIO SHEPIHM, CONYTICTBY-
IOINYE0 HeOOPaTHMBIM IPOLECCaM.

Joxasana uenecooGpasHocTs: 1 OGCYH/AEHE] BOIMOXKHOCTH MCNONB3OBAHMSA 3TOrO ABJEHMA IS
SKCIIEPHMEHTAIIBHOTO OIIpEeIe/IeHHA I0BEPXROCTH INIACTHUHOCTH B M30TPOIMHbLIX U AHM30TPOIHEIX JIMHE-
HO YIPYTHX TeNax [0 NPENeia IUTRCTHUHOCTH. IIpuBefeHbI pe3ynhTaThl COBCTBEHHBIX MCCReNOBaHUN
WM3MEHEHMH TEMIIEPATYDBI IIPH PAaCTUKEHHM, CHKATAU M KPYYEHMH YOPYTO-INIACTHUeCKHX Tes (CTajs)
¥ MONMYXPYIKHX Ten (cepbui 9yryH). .

Belnn nomyuens! 3aBHCHMOCTH MEMKLY H3MEHEHMAMY TEMIEPATYPH] H paGoroifx HeobpaTumeIx nedop-
MAITHH, U3 KOTOPBIX CICAYET, YTO B CPeaX TUIIA CEPOro YYIyHa IPOUCXOXMT NOMHAS AUCCHTALUA SHOPTHH
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B HEOGPATHMBIX IIPOLIECCAX,, CPEAAM JKE THNA CTany CBOHCTBEHHA 3aBHMCHOCTD TPadHKOB ¢ NIIaCTHUECKas
paGoTa — M3MEHEHHE TEMICPaTyphl H nebopmaia — HanpsoKeHne, IlpuBedensl TaloKe HAHHDBIE,
CBUICTENLCTBYIONIHE O BIHAHMK AeOpMAlni PasPLIXNEHIA, HMCIOIHX MECTO B IONYXPYNPKUX CPesaX,
HAa H3MEHEHUs TEMIIETATYDbLI.

Summary

THE EFFECT OF TEMPERATURE COUPLED WITH STRAINS FOR ESTIMATION OF ENERGY
DISSIPATION AND DETERMINATION OF THE YIELD LIMIT.

We discus an effect of coupling between strain and temperature fields occurring in adiabatic processes.
taking into account the energy dissipation resulting from the irreversible processes. The usefulness was
shown and a possibility of the application of the effect for an experimental determination of yield surface
in jsotropic linear elastic bodies we to yield limit. The results of our experiments concerning temperature
changes for tension, compression and torsion of plastic (steel) and semi brittle bodies (grey cast iron)-
were given. The relations between the changes of temperature and the work of irreversible strains were
obtained. In the result in a medium of the grey cast iron type, in the case of irreversible processes, a con-
plete energy dissipation occurs while for media of steel type, there correspond the relations from the dia--
grams: plastic work-change of temperature, and strain-stress. Data were presented demonstrating the.
influence of slacken strains occurring in semibrittle media due to changes of temperature.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 stycznia 1979 roku.
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REOLOGICZNE EFEKTY PRETOW METALOWYCH ROWNOCZESNIE ZGINANYCH
1 ROZCIAGANYCH")

Apam K1S1EL, STEFAN PIECHNI K (KRAKOW)

Wstep

W pracy sformulowano i rozwiazano problem mimosrodowego rozciagania preta
pryzmatycznego w warunkach pelzania ustalonego. Material prgta opisuje uproszczone
réwnanie Odqvista [4] (dla ustalonego peizania)

I—n

0.1) Sij = Ooe " &1

gdzie
s;; — skladowe dewiatora naprezen
&y = éy(dla » = 0,5) — skladowe tensora predkosci odksztatcen
£, — intensywnos$¢ tensora predkosci odksztalcen
0y, W — stale materiatowe.

Sposéb rozwigzania problemu (podejscie kinematyczne) pozwolit na peina analizg
pol odksztalcet, napreZzeh i przemieszezen (z dokladno$cig do stalych wystepujacych
w ruchu bryly sztywnej), dla pr¢ta pryzmatycznego, prostego, o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego, obciazonego sila rozciagajaca na dowolnym mimosrodzie (nie
uwzgledniono nie sprawiajacego w rozwiazaniu analitycznym 2Zadnych trudnosci przy-
padku, gdy punkt przylozenia sity pokrywa si¢ ze $rodkiem ciezkosci przekroju poprzecz-
nego).

Analizy takiej z uwagi na trudnosci numeryczne brakuje w dotychczasowe;j literaturze.
Rozwigzanie problemu réwnoczesnego rozciagania i zginania podal S, Pmcunix w pra-
cach [5] 1 [6], ograniczajac sig¢ jednak do pretéw o przekrojach posiadajgcych jedna of
symetrii i obciazonych w taki sposob, Ze deformacja preta zachowuje wlasnosé symetrii
wzgledem plaszczyzny wyznaczonej przez o$ preta i o§ symetrii przekroju poprzecznego.
Przypadek prostego zginania pretow o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego roz-
wiazal A. JakuBowicz [2]. Podal on tylko rozklad naprezefd (nie przeprowadzil analizy
stanu deformacji), przy czym metoda graficzna, jaka poshizyl sie do wyznaczenia cha-
rakterystyk geometrycznych przekroju nie pozwala na uzyskanie dokladnych wynikéw
numerycznych. W pracach, ktérych celem bylo wyznaczenie czasu powstania pierwszych
peknigé, badz tez catkowitego zniszczenia preta, 11ajcz¢§6iej wprowadzano zalozenia
upraszczajace odno$nie rozkladu naprezen. I tak np. 1. N. RasotoNw w [8] przyjat poto-

! Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12, temat 13.1.
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zenie osi obojetnej jak przy pelnym uplastycznieniu, niezaleznie od wartosci wykiadnika
w prawie (0.1). Wyniki uzyskane przez S. PIECHNIKA w [5] i [6] wykorzystal do wyznacze-
nia czasu powstania pierwszych peknig¢ M. CHrzaNOWsKI w [1], natomiast do wyzna-
czenia czasu catkowitego zniszczenia S. PIECHNIK i M. CHRZANOWSKI W [6], wykazujac,
Ze jest on nieznacznie wigkszy od czasu powstania pierwszych peknig¢. Dlatego w niniej-
szej pracy ograniczono si¢ do obliczania czasu powstania pierwszych peknigé, przyjmujac
prawo zniszczenia kruchego za .. M. KaczanvoweMm [3]:

dy _ _ 4.[maxo.\"
©2) )
z warunkiem poczatkowym w(t = 0) = 1, gdzie:
y — funkcja charakteryzujaca rozluzZnienie materiatu (yp = 0 dla czasu zniszczenia),
max o, — maksymalne napreZenie rozciagajace,
A, m — stale materialowe.

1. Sformulowanie problemu

Pret pryzmatyczny, prosty, o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego, wykonany

z materialu podlegajacego prawu fizycznemu (0.1), ktérego pierwotne poltozenie w prze-

strzeni identyfikujemy z konfiguracja poczatkows, poddany jest mimo$rodowemu rozcig-

ganiu.
Celem pracy jest znalezienie:

1 — stanu predkosci odksztatcenia,

2 — stanu napreZenia,

3 — stanu przemieszczenia,

4 — czasu powstania pierwszych pekniec.

W analizie przyjeto zatozenia:

(@) — wielkosci kinematyczne (predko$¢ zmiany krzywizny, predkos¢ odksztalcenia osi
preta) sa stale w czasie,

(b) — w czasie pracy preta, az do momentu powstania pierwszych pegknigé, przemieszeze-
nia i ich pochodne wzgledem zmiennych okreslajacych polozenie punktéw preta
sa wystarczajaco male, aby stuszne byly: zasada zesztywnienia, pominigcie wplywu
przemieszczei w plaszczyZnie przekroju poprzecznego na jego ksztalt i w1elkosé
oraz liniowe zwigzki geometryczne Cauchyego,

(c) — kinematyczne warunki brzegowe odbieraja ruch preta jako ciala sztywnego (sze$c
niezaleznych réwnan wigzow),

(d) — pobocznica preta wolna jest od obcigzen,

(e) — zniszczenie materiatu opisuje prawo kruchego pekania (0.2).

2. Rozwigzanie problemu

2.1. Matematyczna postaé zagadnienia. Konfiguracje pierwotna prostego prgta pryzma-
tycznego identyfikujemy z obszarem w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowe] spara-
metryzowanej kartezjafiskim wkladem wspélrzednych (x. y. z), przy czym przyjmujemy
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0§ z jako réwnolegia do osi preta. Z konfiguracjg aktualng tego preta zwiazemy ukiad
krzywoliniowy (X,, Ya» 2.), W ktérym linie z, sa wyznaczone zdeformowanymi wiéknami
pierwotnie réwnolegtymi do osi z, a linie x, i y, sa zawarte w zdeformowanych przekro-
jach poprzecznych.

Przyjmujemy a priori, Ze miejsce geometryczne punktéw przekroju poprzecznego
(z = const.), w ktorych odksztalcenie &. = 0 jest prosta /. Rodzing prostych o kierunku
I przyjmujemy jako linie wspoirzgdnych x,, natomiast rodzing prostych z nig ortogonal-
nych i zawierajacych si¢ w zdeformowanych przekrojach poprzecznych utozsamiamy
z y,. Jezeli poczatek tego krzywoliniowego ukiadu wspétrzednych przyjmiemy w punkcie
nalezacym do prostej I, wéwezas réwnanie przyrostow Aw, przemieszczefr punktéw
plaszczyzny z = const. wzdluz osi z, mozna przedstawi¢ w postaci:

(2.1 Aw, = B(D) " [Yo+0a(Xe, ya) 1]+ Az,

gdzie wielko$¢ v4(x,, ¥o) okresla predko$¢ przemieszezenia réwnolegtego do osi y, (zwe-
zenie przekroju) (rys. 1). Na podstawie zatozenia (b) konfiguracje aktualnag moZna utoz-
samié¢ z konfiguracja poczatkowa [(x,, y4, z,) = (x, », 2)], a przemieszczenia 0,(X,, Va) * ¢

by /\
Az / AW~ d‘%
Plx,y,z) ’ 7
/

B”)'d

Rys. 1.
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zaniedba¢ jako mate wzgledem 1,. Wykorzystujac zalozenie (a) mozna przyjaé B(t)_
= B, t. Z zalcinosci (2.1) otrzymuje sie wowczas

(2.2) dw, = Adw = By y- Az

co mozna zapisa¢ takze w postaci
dw = zhw -t

'Z liniowych zwiazkow geometrycznych Cauchy’ego otrzymujemy
Aw(x, y, z)

2.3) Eom= b (x,0,2) = lni—n-]o B = Bory -t =01,
skad
(2.4 &(y) = Bo- ).

Nie ograniczajac ogblnosci rozwigzania przyjeto B8, > 0.

Aby zagadnienie postawione w p. | rozwigza¢ dla dowolnego ksztaltu przekroju po-
przecznego, uktad wspolrzednych (x, p, z) nalezy zwigzaé z pewnym charakterystycznym
vkladem wspdirzednych dia kazdego przekroju. Niech bedzie nim ukiad gtdwnych cen-
tralnych osi przekroju poprzeczncgo (osie x*, y*) 1 osi preta (08 z) (rys. 2).

Rys. 2.

Zwiazki transformacyjne przedstawiaja si¢ wigc w sposob:

X¥ = x-coso+(y—a)-sina,

2.5 . . .

@2.5) ¥ = —x-sinag+(y—u) - cosa,
lub

a6 x = x*-cosa—p* - sing,
(2.6) y = x*-sina+y* - cosu+a,
gdzie

o — kat mierzony przeciwnie do ruchu wskazowek zegara od osi x do osi x¥%,
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a — miara odlegtoéci $rodka cigzkosci przekroju poprzecznego .S od osi x, rowna wspol-
rzednej p(S). Wielko$¢ a jest zalezna od czasu, jednak na podstawie rozumowania
prowadzacego do zaleznosci (2.2) mozna przyjaé a(t) = const.

2.2. Stan naprezenia i odksztalcenia. Wykorzystujac zaloZenia (a) i (d) oraz zwiazki -
zyczne (0.1), w prosty sposéb mozna okresli¢ tensory predkosci odksztalcen i naprezen,
ktore spetniaja komplet rownan geometrycznie liniowej teorii pelzania:

E‘-le':’fy= —-0,5'30')’, {.:'Z=B0',V,
2.7 :
Oy = Oy = Oyy = Oxz = Oy = 0,
(28) _ . ,Bl/u . 1in
o, = sgn(y) - ao- B - |yl'm.

Z zaleznosci (2.6) i (2.7) wynika, ze w punktach lezgcych na osi x predkosé odksztalcenia
¢. oraz naprezenia o, sa réwne zero, stad 0§ te bedziemy dalej nazywaé osig obojgtna.
Statyczne warunki brzegowe spelnione 53 W sposdb scisly jedynie dla rozkladu obcia-
zeh g,, przylozonych do scianek poprzecznych preta (rys. 3):
oz = s80(Y) - oo - By -|y[1".
W innych przypadkach wykorzystujemy zasadg de Saint-Venanta,

y

Quz= 590 {y) -6, A% »‘yﬁ

= —_

| -z

Rys. 3.

2.3. Stan przemieszczenia. Okreslone powyzej odksztalcenia pozwalaja z rownan
Cauchy’ego wyznaczyé nastepujace funkcje przemieszczen:

(2.9) u(x, y,z, ) = —0,5- By x-yt+ag+bo' y+co- 2,
{2.10) ox, p, 2z, 1) = —025- Bo(—x>+p2+2- 23 1+do~bo X +fo" 2,
(2.11) W(X,.V,l',t)=Bo'}"z't‘f'eo_co'x‘fo‘)’,

gdzie stata B, nalezy wyznaczy¢ ze statycznych warunkéw brzegowych na sciankach po-
przecznych preta, natomiast state ag, by, Co, dos €05 fo —Z kinematycznych warunkow
brzegowych dla czasu ¢ = 0. Przy pominicciu zalozZenia (¢), wielkosci ag—f, nalezy trak-
towaé jako liniowe funkcje czasu ¢, a dodatkowych sze$¢ stalych wyznaczyé z warunkow
poczatkowych natozonych na predkosci.

Stala B, posiada interpretacj¢ predkosci gldwnej krzywizny powierzchni obojetncj
%o, cO pokazano nizej (rys. 4). Przyjeto nastgpujace oznaczenia:

Azg = go(1) - Ag(2) — dlugos¢ widkna réwnolegtego do osi z przed deformacja,

ktore w czasie f nie doznaje odksztalcen,
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Az(p, 1) = [2o()+¥] - Ap(t)— dlugos¢ widkna réwnoleglego do osi z, odlegtego o y od
powierzchni obojgtnej (utworzonej z osi obojetnych kaz-
dego przekroju poprzecznego), zmienna w czasie defor-
macji,

0o(t) — promienr gléwnej krzywizny powierzchni obojetnej,
o(t)— promien gldéwnej krzywizny osi preta,
a — odleglo$¢ osi preta od osi obojetnej,
Ap(t) —kat miedzy sasiednimi przekrojami,
#(2), %y — gtéwna krzywizna powierzchni obojetnej i jej predkoée.

by
dlazy_ ¥
S N
y ~
L
RN
2y /o N
o
&
Rys. 4
Z rys. 4 odczytujemy:
. . Az(y, )= Az - [oo()+y—go(8)] - Ap(t) y
e,(y, ) = &,(y)-t = lim ——22_""" = lm —> = ,
o, 1) W) Azo—0 Az, Ag(1)—0 eo(t) - Ag(?) 2o(9)
skad, oraz z (2.3)
1
——— =By 1.
oo() °
Poniewaz
1
= o),
00(8) o(!)
wigc

By -t = 24(t), Bo = #0(t) = const. _

2.4, Zredukowany uklad sit wewnetrznych w ukladzie (x*, y*, z) W celu praktycznego zasto-
sowania otrzymanych wynikéw nalezy skorzysta¢ z zasady de Saint-Venanta. PoniewaZ
zredukowany uklad sil wewnetrznych na ogét podawany jest w ukladzie gidwnych cen-
tralnych osi przekroju poprzecznego, dlatego w tym wilasnie uktadzie zredukowano obcia-
Zenie przylozone do $cianek poprzecznych preta.
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7 réwnan rownowaznosci wynika:

e N
r

(2.13) M, = _Jj o, (x*, y*) - y*dF,
F

@14 M,. = = [ [ o.(x%, y*) - x*dF.
F

Z budowy macierzy naprezen (2.8) widaé od razu, ze
th = Qyt = M: = (.
Aby uzyska¢ wygodne wielkosci do tablicowania, wprowadzono ukiad wspétrzednych
bezwymiarowych (x', )", z'), zdefiniowany zwigzkami
x* =
y*
Zz =

il

x, - ’-’

r .
Yy
z.

Jakobian tego przeksztalcenia J(x', ") = r, gdzie r jest dowolna stala o wymiarze
dlugosci. W niniejszej pracy przyjeto, ze r jest promieniem kola o srodku w punkcie S,
zawierajacego calty przekrdj poprzeczny.

Dla wygody obliczeni, catkowanie przeprowadzono w ukladzie wspoirzednych (x, y, z)
okreSlonym zwigzkami (2.6). Przeksztalcono wigc zwigzki (2.12) - (2.14), podstawiajac
naprezenie o, wyrazone w ukladzie (x, y, z) 1 przedstawione zaleznoscia (2.8):

(2.15) No = oo By 1t+2min [ [sgn(y) - |y | haF,
)

(216) Mx* = 0g° Bé/n < pU+3-mn ff Sgﬂ(y’) . |yl|l/n ,[___x/ . sina+(y’—a') . COS(Z]dF’,
o

(217) Myt = 0g° Bé/n . ].(1+3.n)/n . ffsgﬂ(y') _’yllll,, . [_x/ . COSd—(yl—a’) . Sind]dFl.
F’ .

Dalej przyjeto oznaczenia:

(2.18) By = 0¢" Bé[n . ’.(1+2-n)/u’

(2.19) By = og* B ptt3mm = By

(220) N/ — ff sgn(y')' Iyll_l/ndFl’

~

(2.21) M. = ffsgn(y’)- [y |4« [~x -sina+(y' —a’) - cosa]dF’,
~

(2.22) M. = f_j sgn(y) - V' (1" [—x"-cosa—(y’ —a’)-sina]dF .
.

Wielkodci N', M., M. zaleza tylko od ksztaltu przekroju poprzecznego F' i jednej stalej
materiatowej n. Zwigzki (2.15) - (2.17) mozZna wigc zapisaé w postaci:

(2-23) . N — BN . NI,

3 Mech, Teoret. i Stos. 1/81
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(2.24) My = By Me.,
(2.25) M,. = By * M.
Z zaleznoéci (2.24) i (2.25) mozna wyznaczy¢ wielko$¢ By, jako funkcje momentu M =
= |M| = (M4 +MZA)'2,
Z (2.19) oraz warunku B, > 0 wynika By > 0, wiec
(2.26) By = MJ(ME+MHY2,

Korzystajac z ostatniej zaleznosci oraz z (2.19) mozna wyznaczy¢ stata B, jako funkeje
momentu M:

2.27) Bo = ogm r 73t (ME+HMZ) 2 M”.
Podstawiajac (2.26) do (2.23) - (2.25) otrzymujemy:

(2.28) N-r/M = N'|(Ma+MZ)H?,

(2.29) M, /M = cos % (x*, M) = M [/(M:&+M32)2,
(2.30) M, /M = sin X (x*, M) = M,./(M2+M})2.

Z postaci zwiazkéw (2.28) - (2.30) wynika, ze dla ustalonego kierunku wektora mo-
mentu M i ustalonego stosunku N/M (niezaleznie od wielkosci N i M), kat zawarty miedzy
osia obojetng x 1 osia x* oraz miara odlegiosci a osi obojetnej od $rodka cigzkosci S (od
tych wielko$ci zalezg warto$ci N', My. i M,.) pozostaja state. Jest to wlasnos$¢ ogélna dla
dowolnego zwiazku fizycznego typu oj; = 0;;(¢;;) przy zaloZeniu, Ze mozna go przedsta-
wi¢ jedna funkcja ciagla w obszarze przekroju poprzecznego (por. [2]).

Fakt ten jest cenna wskazéwka dla przejrzystego tablicowania funkcji (2.28) - (2.30),
badz innych wielkosci, ktére opisano nizej. Poniewaz nie jest mozliwe przedstawienie
zamknietych wzordw na calki (2.20) - (2.22) dla dowolnego ksztaltu obszaru F’, w pracy
wyprowadzono odpowiednie wzory i ulozono program na maszyne cyfrowa dla obszaru
opisanego dowolnym wielokatem. Postuzono si¢ przy tym nastgpujacym algorytmem:

a) W celu uniknigcia niejednoznacznoéci w przypadku przekrojow wklestych badz

wielospdjnych, nalezy je podzieli¢ na skoficzong ilo$¢ wielokatéw wypukiych.

b) Calke po calym obszarze oblicza si¢ jako sume calek po wielokatach wypuklych.

c) Calkowanie po wielokacie wypuklym oparto na spostrzezeniu, Zze kazdy taki wie-

lokat mozna w sposob jednoznaczny podzieli¢ na skoficzong ilosé trapezéw o pod-

/ A\

Q
t\b,:xlo‘) —
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stawach réwnoleglych do dowolnie danego kierunku. Zakladajac, ze tym kierun-
kiem jest o$ obojetna x (rys. 5), wzory na catki (2.20) - (2.22) dla pojedynczego
trapezu mozna przedstawi¢ w sposéb:

N'O = (a,—a3,) g2+ (b2—by) - gy,
MP = (M.O-N'2 q)- coso+ M0 - sine,
M = —(M,D—N'D-a)-sina+M,0-cosq,
gdzie
M8 = (a,—a;) g3 +(b,—b)) - g,,
MB =0,5-(aj—a3)-gz+(a,*by—a,-by) g, +0,5- (b3—-b3) - g,,
a; = tgoy, a,=1tgau,, .
by, b, —jak na rys. 5 } dia y, # ya,
ay=a,=b;=b,=0, dla y,=y,,
g1 = nf(mH1) - ((y| DI — |y e DI,
g2 = nf(2-n+1) e (Jy |7+ —f |p,|2-ntDim),
g3 = n[(3-n1)« ([y,| @ DM — |y, |G -nt iy,
e =sgn(y,), Jf= e sgn(yy),
2.5. Czas powstania plerwszych peknigé. Rozwiazujac réwnanie rézmiczkowe (0.2) i wy-

korzystujac warunek (¢ = #,) = 0, czas powstania pierwszych peknie¢ mozna okreslié
wzorem

(2.31) e =1/[A-(m+1)" (02ma)"],

gdzie A, m sa stalym “materialowymi.

3. Zebranie wynikéw i podsumowanie

Podstawiajac we wszystkich zalezno$ciach wielko$¢ okreSlona zaleznodcia (2.27),
otrzymano:
a) Stan odksztalcenia

o= &= ~05 Y (ME+M)™> [M/(c, )" - 1,
(3.1) gz =y (ME+MAY "> [M[(oo - r¥)" - 1,

Exy = Exz = &y = 0.
Wprowadzajac oznaczenie

(3.2) gy = y' [(ME+MZYP?2,

mozna krétko zapisac:
— maksymalna predko$é odksztalcenia

(33) max: éz = éz(y’ = yxlnax) = sl(yl = yrlnax) ’ [M/(O'O ' ra)]"
— predkos$¢ odksztalcenia osi preta '
3.9 go =8,y =a)= & =a’): [M/(o'o I

3*
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Wielkosci £'(3' = Vaa) 1 &€() = &) sa bezwymiarowe i zaleza tylko od ksztattu prze-
kroju poprzecznego i jednej statej materiatowej n — sa wigc wielko$ciami wygodnymi do
tablicowania.
b) Stan napreZenia
g, =0,=0,
(3.5) 0, =M r 3 (MZ+MZ)™12sgn(y) )y ',

Ogy = Oyz = Opy = O’

Oznaczajac bezwymiarowa wielko$¢ naprezenia w sposob

(3.6) o'(y) = (ME+M)~Y2 - sgn ()~ y'|"”
maksymalna warto$é napreZzenia rozciggajacego mozna wyznaczy¢ z zaleinosci
(37) max - o; = al(yl = yrlnnx) : M/'.S.

c) Stan przemieszczenia (w ukladzie wspotrzednych (x', ', 2)):
w(x', ¥, z, £) = —0,5-a5" - r 73 (MEA+ M) My X - tag+by Y + ¢ - 2,
3.8 o(x,y,z,8) = —0,25 05" r ¥ (MA+ M) M (YR —x"24222) 1+
+do—bo"x'+eo" 2;
w(x', y',z,8) = og" r T3 (MAHMBEY - M-y -zt fo—co X —go Y.
Poniewaz stala B, posiada interpretacje predkosci krzywizany powierzchni obojetnej,
wiec wprowadzono bezwymiarowa wielko$¢

(3.9 %o = (M3+M,3)~ "2,
skad:
(3.10) By = xg - og" - rT1T3 0 M,
d) Czas powstania pierwszych peknigé
(3.11) fe= L[4 (1) (@G = Yuad) (3/M)™.
Analogicznie oznaczono bezwymiarowy czas zniszczenia
(3.12) te = 1/[(m+1D-(c'"(+" = Yo"

Z postaci zwigzku (2.27) wynika, Ze wszystkie wielkosci okre§lone w tym punkcie
zaleza od caltek (2.20) - (2.22), ktére w istotny sposdb sa zalezne od sit dzialajacych na
pret. Stad rzeczg korzystna jest ich tablicowanie. Poniewaz jednak ze wzordw przedsta-
wiajacych rozwiazanie zagadnienia mozna wybraé pewne bezwymiarowe wielkosci zalezne
od tych wiasnie catek, wigc program na maszyne cyfrowa tak ulozono, aby bezpos$rednio
te wielkosci tabelaryzowaé.

Przyktadowe wyniki przedstawiono w postaci wykreséw na rysunkach 6 i 7. Mozna
sig nimi w prosty sposdb posluzy¢ przy wstgpnym wymiarowaniu mimosrodowo rozcia-
ganych elementéw pretowych konstrukeji pracujacych w warunkach pelzania ustalonego,
badz (interpretujac wielkosci kinematyczne jako statyczne) w warunkach fizykalnie nie-
liniowej teorii sprezystosci. Dla celéw dokladnego projektowania mnalezy postuzyé si¢
programem. Program i sposéb jego wykorzystania oraz numeryczny przykiad przedsta-
wiono w sprawozdaniu realizacji problemu weztowego 05.12, temat 13.1.
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Rozwiazane w niniejszej pracy zagadnienie mimo$rodowego rozciagania pozwala
na latwe wykorzystanie otrzymanych tu wynikéw w analizie wyboczenia w warunkach
pelzania ustalonego, umozliwiajac jego rozwiazanie bez powszechnie wprowadzanych

przez autoréw ograniczen, dotyczacych dowolnosci ksztaltu przekroju poprzecznego
preta i jego obciaZenia.
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Pesome

PEOJIOTNYECKHE O®DEKTHI B MBIMMBAEMBIX M PA3TATHBAEMBIX
METAJINTMYECKHX BAJIKAX

TIprHMMAs. CTEMEHHbIH 3aKOH ToNayuecTH (3axon OAKBHCTA JUTA YCTAHOBMBIUEHCR mON3ydecTh),
a rarke nuHelusle ypaBHenust Ko u HaBee (miis1 yckopeHuil paBHbIX HYJBIO) PEleHO 3aauy OQHO-
BPENEHHOrO PACTHCCHUA M U3rHba MPU3MaTHYECKHUX CTEPKHel O MPOM3BONEHOM (OPMe MomepeuHoro
ceuenua. [lpeamonarad, Uro HEKOTOpPBIE MapameTpbl JedopMaldy BLINOJHAOT CHCTEMY ypaBHEHHMI,
MOKa3aHO Croco6 NPHIOMNEHMUA CHII HCIOJIHAKILETO TOUHO CTATHUECKHE KpaeBBbIE YCIIOBHsI, 2 TAKKE
TOJIyUeHO BCe KOMIIOHEHTHI TEH3OPOB HAMpPSUKenmit, ckopocTedt Aedopmanuil, mepeMelieHuss, U BPeMA
[0 TIosiBteHns Tpeliud (3a KauagoBEIM).

OcofeHno TOUHOMY aHanuay NONBeprHyTO cocTosinue nedopmauu crepykua. IlpuBenen anropuTm
BBIYHCIIEHAS HeonpeNe EHHbIX 1apaMeTpoB.

Summary

REOLOGICAL EFFECTS IN METAL BEAMS UNDER BENDING AND TENSION

The problem of simultaneous tension and bending of prosmatic bar of arbitrary cross-section shape
has been solved in the case of the steady state creep law in the power form (Odquist’s law) and linear
Cauchy and Navier relations.

Assuming that certain parameters of deformation satisfy the system of equations.The method of
the application of loads satisfying exactly the boundary conditions was shown, and the components of
the stress tensor, rote of strains and displacements have been obtained as well as the time of crack initia-
tion (according to Kachanov). The state of the bar deformation was subjected to detailed analysis. The
numerical algorithm of unknow parameters of deformation has been given.

POLITECHNIKA KRAKOWSEA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 19 marca 1979 roku.
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ZAGADNIENIA KONCENTRACJH NAPREZEN W OTOCZENIU OTWOROW W OSRODKU
NIEJEDNORODNYM. CZESC 1I.
!

W. 1. ANDREJEW (MOSKWA)

W pracy tej wyprowadzone sg rownania sprezystego i sprezysto-plastycznego zagadnie-
nia grubosciennego walca i grubosciennej kuli z materiatu niejednorodnego. Przytoczone
sg pewne rozwigzania dla réznych charakterystyk mechanicznych zaleznych od promienia.
Wryniki obliczen moga byé wykorzystane do oceny stanu naprezeh w poblizu otwordw
w oérodku niejednorodnym. Przytoczone sa takZe pewne wyniki obliczen dotyczgcych
zadania o masywie sprezystym z pustka kulista, z uwzglednieniem sit objetosciowych.

1. Niech gruboscienny walec sprezysty, o promieniu wewngtrznym a i zewnetrznym
b jest obciazony rownomiernymi ci$nieniami, odpowiednio p, 1 p,. Material walca jest
niejednorodny i w ogélnym przypadku jego sprezyste charakterystyki — modul Younga
i wspolczynnik Poissona sg dowolnymi funkcjami promienia: E(r) 1 »(r). Przytoczmy
podstawowe réwnanie w biegunowych wspolrzednych r, 8. Roéwnanie rownowagi:

(1.1) e 2T,

Réwnanie zgodnosci odksztalcen:

(1.2) deg  t—e
dr r
Prawo Hooke’a:
1
& = .E‘(’_'j [0’,.—-11(/')(0'0+0’z)],
1
(1.3) fg = —Em [oy—»(r)(o.+ 0L,

[

e = ‘Etﬁ [5,— 9 )@+ ).

Rozpatrujac dostatecznie dlugi walec i przyjmujac dla prostoty &. = 0 (w przypadku
&, = & roznice beda niewielkie), z ostatniego rownania (1.3) znajdujemy o, i wyrazajac
z (1.1) oy przez o, otrzymamy wzory na &, i &

& = 1[% [0’,.(] -—I2’V) —W'O';-],
(1.4) '
e9 =~ (o (1 ~20)— (1 —»)rd].

E
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Tutaj i dalej prim oznacza rézniczkowania wzglgdem promienia. Podstawiajgc (1 4) do
(1.2) otrzymamy podstawowe rownanie rozwigzujace na o,:

" 31— 42t E'| v'(1+4v) 1—2» ~£ B

(1) 1o, +[Tv2——’ 3 il R Ty vl il
Dla v = const rownanie (1.5) upraszcza sig

E' 1-2v FE’

i e ' = O-r — 0,
(1.5a) 1o, +(3 7 7 )0,. = E
a w przypadku materiatu niecisliwego (» = 0.5) przyjmuje najprostsza postac:
E\ ,

{1.5b) ro, + (3 —r —E—> o. = 0.

Calke ostatniego réwnania mozemy otrzymaé w postaci ogolnej dla dowolnej funkg;ji
E(r). Oznaczajac y = o), dostaniemy

E
stad
~E()
Cy )‘3 ’
1 ostatecznie
(1.6) o, = cz—l—clf E](;) d

Drugie naprezenie o, fatwo znajduje sie z (1.1). ;Obzywis'cie, z (1.6) otrzymuje sie roz-

wigzanie dla materiatu jednorodnego (£ = const)
E

1. = Cy—Cy
( 7) Or C2—0Cy 22

W przypadku materialu $ci$liwego (v = const # 0.5) rozwiazanie réwnania (1.5a)
istotnie zalezy od postaci funkcji E(r) 1 dla pewnych zaleznosci moze by¢ sprowadzone
do réwnan klasycznych. Tak na przyklad, jesli E = E,r", to réownanie (1.5a) jest réwna-
niem Eulera

” 1-2» n
ro.'+(3—n)o, = o, = 0.

W przypadku zaleznosci E(r) odcinkami liniowej (na rys. 1. jest ona pokazana dla
o$rodka nieograniczonego (b - c0)) réwnanie (1.5a) sprowadza sie do hipergeometrycz-

E

Lo
er”

Rys. 1.
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nego, a w przypadku » = 0.5 rozwigzanie otrzymuje si¢ w sposob elementarny przy po-
mocy wzoru (1.6) dla obszaru a < r € ¢ i (1.7) dla przedziatu ¢ < r < co. Na Rys. 2.
przytoczone sa pewne wykresy naprezen o, i 0p dla przypadku ¢ = 3a, p, = 0, p, = —yH

i réznych wartosci k; = TE‘— Widaé, ze wykresy o, zmieniaja si¢ nieznacznie w poréw-
0

naniu z naprezeniami w zagadnieniu jednorodnym, podczas gdy naprezenia o, w poblizu

2T T T T T T T

r/a
Rys. 2.

brzegu pustki maleja znacznie w miare zmniejszania si¢ parametru ky, przy tym maksi-
mum naprezell moze przesuwaé si¢ od brzegu pustki w glab masywu,

2. W zagadnieniu grubo$ciennej kuli sprgzystej, obciazonej na wewngtrznym brzegu
(r = a) ci$nieniem p,, a na zewngtrznym (r = b) cisnieniem p,, przy takich samych zato-
zeniach jak w rozpatrywanym powyZej zagadnieniu rury grubosciennej, wsrdéd podsta-
wowych rownan réznié¢ sie bedzie réwnanie rownowagi, ktore we wspotrzednych kulistych
r, 8, @ ma postaé
do,
2.1 i

Oprocz tego, uwzgledniajac, ze op = 0, 1 wyrazajac na podstawie (2.1) o, przez o,, prawo
Hooke’a mozna teraz zapisa¢ w nastépujacej postaci

+2 = 0.

0,— 0y

g = % [6.(1 —2v)—w»ra}],
2.2

1] 1—
&y = ‘f lgr(l—ZV)+—21’* )'O’,’.] .

Trzeci zwiazek przy uwzglednieniu g = g, bedzie analogiczny. Podstawiajac (2.2) do
(1.2) (warunek Saint-Venanta w przypadku symetrii §rodkowej ma taka posta¢, jak
i w plaskim osiowosymetrycznym zadaniu) otrzymujemy podstawowe réwnanie:

E' v'r 1-2% E' &'
23 el 4___ .~ ! —_ = .
23) w,+( V. 1——-v)6’+( 245 F l_v)ar 0

W przypadku » = const réwnanie przyjmuje postac

E' 1-2» E’
2.3a ' - 2" T g =
(2.32) rol + (4 7 r) o2 = F O 0,
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a dla » = 0.5 ma najprostsza postac

: = ,
(2.3b) ro, + (4— — r) o, = 0.
£
Ostatnie réwnanie pozwala otrzymaé rozwiazanie w poétaci catki
E(r)dr
(24) 0, = Cp+Cy ——T .

Przytoczymy niektore rozwiazania otrzymanych réwnan dla réznych zaleznosci E(r),
W przypadku materialu scisliwego (» = const #% 0.5) dla funkcji E(r) = E,r" réwnanie
(2.3a) sprowadza si¢ do postaci :

(2.5) 02" +(4—nYos'—2kns = 0.

. 1-2 . o
Tutaj o = L, = —lv—-’i, 5= —UL, gdzie p-pewne cisnienie charakterystyczne. Row-
o - P

nanie (2.5) jest réwnaniem Eulera, ktorego rozwiazanie zapisuje sig w postaci

=

(2.6) s = ¢, 0" +ca 0,

gdzie
n—3 (n—3)*
a, f = 5 + V— T —+2kn.

W przypadku zaleZnosci przytoczonej na rys. 1., rownanie (2.3a) w obszarze a < r < ¢
przyjmuje postat

2.7 o(o+A)s"” +(3p+4A4)s'—2ks = 0,

gdzie 4 = TEElC—TEO)z. Podstawiajac o0 = A(x—1), s = y(x) otrzymamy hipergeome-
0 &1

tryczne rownanie Gaussa

(2.7a) x(x—1Dy"+C@x+ 1)y —2ky = 0,
ktére w skréconej postaci da sie zapiséé [1] nastepujaco
(2.7b) H(a, 8,7, y,x) = 0,

ze stalymi

o f =11y 1+2k,
v=-1

Postaé¢ rozwigzania réwnania (2.7b) zalezy od obszaru zmienno$ci zmiennej x, ktéra
zwiazana jest z r zaleznoScig

-
2.8 X = —-+41.
{2.8) X =— 1 +1 B
Na rys. 3. pokazane sa obszary zmiennosci x w zaleznosci od parametru 4. Zauwazmy,
ze polozenie krzywych ograniczajacych te obszary x,,, dla 4 <0 i x,;, dla 4 > 0 nie
E,

zalezy od wartosci kA, = B
0

. c . . .
1k, = Vi réwnoczeénie polozenie krzywych xp;, dla



ZAGADNIENIA KONCENTRACJH NAPREZEN 45

A <01 xu dla 4 > 0 zalezy od k,. W ten sposob, obszar zmiennosci x mozna rozbié
na dwa. A mianowicie, 4 <0 x £ 0, oraz 4 > 0 x = |. Wowczas rozwigzanie réwnania
(2.7b) jest znane tylko dla obszaru 0 < x < 1, a rozwigzanie dla pélprostych x < 0
i x > 1 otrzymuje si¢ przy pomocy okreslonych podstawied. Oddzielnym przypadkiem

ATV T

X
N\, XmadKa)
N et
3 RNy
2_ .
1 - X'n'n

Rys. 3.
est 4 = 0, gdy x jest nieokreslone, ale w tym przypadku bezposrednio z (2.7) otrzymuje-
my réwnanie Eulera.
Przytoczymy rozwiazanie dla przypadku A4 > 0. Podstawienie & = —ch—, () =

= |x|*5(&) sprowadza rozwigzanie réwnania (2.7b) do rozwigzan réwnania

(29) H(ah 181,71,77, 6) = 0)
dla obszaru 0 € £ < 1. Przy tym
(2.10) o, =0o B;=a-p+l, y =oa-F+1,

jesli p, nie jest liczba catkowita. Rozwigzanie réwnania (2.7b) wyraza si¢ przez hipergeo-
metryczne funkcje F; [2] i po nie skomplikowanych przeksztaiceniach mozna otrzymad
wyrazenie dla naprezen:

0, = pE*c Fi(§)+c &7 1F,(8)],
(2.11) 1— 1—
o) = pE* {cl[( - az—“t) Fy(6)~ if“ Rl 5&(5)] +

ver [ (125 aram ) - 222 o S pe .
Tutaj

ck, c
Fueir oy &) = 1+2M5k

ch+k 1

gdZie al’ﬂl’ Y1 ZgOdne 8§ z (2'10)) a o = 0‘1—‘}’1+1, /32 = ﬂl_‘}’l+la Y2 = 2_')}1)
oy = oy +1, B3 =pf+1,..., 9. = y,+1. Stale rozwiazania (2.11) moZna wyznaczy¢
z warunkéw brzegowych dla & = &, i & = &,, odpowiadajacych brzegom kuli a i b.

3
W przypadku gdy ¥, jest liczba catkowita, co jest mozliwe tylko dla wartosci » = T
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(dla 0 <» < 0.5 y, zmienia si¢ od 3 do 1+2|/§, przy czym jedyna liczba calkowity
w tym przedziale jest y, = 4) rozwigzania rownania (2.9) mozna sprowadzi¢ przy pomocy
podstawienia

(&) = 1€1""71(8),

do rozwigzania rownania
H(a~y,+1, fi—y1+1,2=y1,7, &) = 0.

Rozwiazanie powyZszego réwnania jest rowniez znane i mozna je znaleZ¢ np. w [1].

Jak juz zauwazyliémy, w przypadku 4 = O réwnanie (2.7) przechodzi w rownanie
Eulera

p3s" 4+ 308"+ —2ks = 0,

ktore jest szczegdlnym przypadkiem rownania (2.5) dla » = 1. Parametry o i 8, wyste-
-2
1-»
nie. Rozwigzanie (2.4) jest wazne w obszarze liniowej zaleznoéci E(r) (e < r < ¢), dla
F > ¢ waZne jest rozwiazanie zadania jednorodnego.§Przytoczymy pewne wyniki obliczef
dla danego przypadku przy warunkach brzegowych r=a, p, =0, r=b - 0, p, =
= —yH. Na rys. 4. przytoczone sg wykresy zaleznosci wspodiczynnika koncentracji
[o0(r = @)l

yH

—jest zawsze dodat-

pujace w rozwiazaniu (2.6) sa rzeczywiste, poniewaz k =

naprezen k, = od wspoélczynnika Poissona przy roéznych zaleznoéciach

0,05 02 03 04 Y05
Rys. 4.

E,/Ey,. Zauwazmy, Ze strefa niejednorodnosci, dana zaleznoécia a/c jest w tym przy-
E,
Ey
rodnosci w poblizn brzegu (E;/E, — male) wplyw wspdiczynnika Poissona moze byé
dostatecznie duzy. )
3. Rozpatrzymy sprezysto-plastyczne zadanie o réwnowadze gruboéciennej kuli przy
tych samych zatoZeniach co w p. 2. Bedziemy zakladaé, ze w kazdym punkcie materiat
spelnia warunek idealnej plastycznodci, przy tym modul Younga i granica plyniecia o,
s3 funkcjami promienia i

padku scile okreslona (dla A=0, % = ) Z rysunku widac¢, ze przy silnej niejedno-

Hﬂ=&bﬂh4%%ﬂ,

(3.1) o
Q’r(") = 0O [l +(kr_ l) (’i:') ]
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Przy przejsciu do oérodka nieograniczonego (zewngtrzny promien kuli b — o), takie
funkcje asymptotyczne dostatecznie dobrze opisuja rzeczywiste zaleznosci. Oprécz tego,
jak zwykle w sprezysto-plastycznych zadaniach bedziemy zakladaé, Zze material jest nie-
écigliwy (» = 0.5). Rozwiazanie w strefie sprezystej zgodnie z (2.4) przyjmuje postaé

613 kl_“l a nt3
o= Cote| T3 iy ]

3 a3 (=D +1) {a\""?
Oy = C2+¢'1—6737+—_2“(’1T— r .

(3.2)

Drugie naprezenie otrzymano z rownania (2.1), indeks odpowiada strefie sprezystej.
W przypadku symetrii $rodkowej warunki plastycznoéci Hubera-Misesa i Treski-
-Saint Venanta maja jednakowa posta

(3'3) Gy — O = %Ur(r), 2 = il.

Podstawiajac ten zwigzek do (2.1), po scatkowaniu otrzymujemy

k=1 (a\"
a,p=D+2xaTo[ln7?— T (i) ],

m r

_ r 1 (ke=D(m=2) (a \"
UOp—D+2”UTo[1n7+7+T -1 |

34)

Tutaj indeks p odpowiada strefie plastycznej. State C;, D, C,, oraz promienie brzegéw
strefy plastycznej r; okre$la sig z warankow brzegowych na powierzchni kuli

r=a, 0, = —Das

(3.5)

i na wspomnianych granicach

r= b, Or = — Dy,

r=ris Urezarp:
(355) . Cpe— O = %GT(rl):
U, = U,.
Drugi ze zwiazkéw (3.5a) odpowiada punktowi przejécia materialu w stan uplastycznie-
nia, ¥ — jest przemieszczeniem promieniowym.

Przed wyznaczeniem stalych, nalezy zbadaé zagadnienie powstawania stref plastycz-
nych. Na podstawie zwigzkow (3.2) przejscie w stan plastyczny zachodzi przy spelieniu
warunku

3
_ & (a) 1+(k—D@/r) _
(36) FO = o (r )'-1+(kT—1)(a/r)’" =1
Po znalezieniv maksimum funkcji F(r), otrzymamy réwnanie okreslajace r, — promien,
od ktérego zaczynaja pojawia si¢ odksztalcenia plastyczne
’ . a m a n a m+n

3.7 T — — — = 0.
Tutaj & = B—m)kr—1), = GB+)(ky—1), ¥y = B+n—m)(k,—Dkr—1). W zalez-
noéci od warto$ci n, m, k;, ky zachowanie si¢ funkcji F(r) mozZe znacznie sig rézni¢. Na
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Rys. 5. podali$my cztery rézne postacie tej funkeji. Widaé, ze funkcja F(r) moze nie po-
siada¢ maksimum (krzywa I), a w przypadku jego istnienia, moZe ono znajdowa¢ sig
wewnatrz $cianki kuli (krzywa 3) lub na zewnatrz jej (krzywe 2 i 4). W ostatnich dwéch
przypadkach powstaja oczywiscie odksztatcenia plastyczne na wewnetrznym lub zewnetrz-
nym brzegu kuli. W przypadku braku maksimum, pozostaje okre§li¢ najwigksze wartosci
F(r), (np. na krzywej I dla r = a). Mozliwe sa réwniez funkcje posiadajace minimum,
np, dla n < —(m+3). W tym przypadku odksztalcenia plastyczne powstaja kolejno na
powierzchniach kuli i przy zwigkszeniu obcigZenia strefy lacza sig.

Latwo znajdujemy ciénienie, gdzie najpierw pojawig si¢ odksztalcenia plastyczne.
Okreslajac C, dla zagadnienia spreZystego, zgodnie z (3.6) znajdziemy

1-k3 k=1 2moro[l + (kr—1)(a/r)"1

(3.8) P, = (Pa—Du)s =[ 5+ 53 "‘5”)] U+ (ky = D) (ajr)(afr)?

Tutaj k, = —. Z (3.8) mozna takie okresli¢ znak », jesli tylko znak wyrazZenia znajdu-

a
b
jacego sig w pierwszym nawiasie kwadratowym przy znanych &, n i k, jest znany. Np.
dlan > 0, % = sign(p,—7p,)-

W zalezno$ci od miejsca wystapienia strefy plastycznej moze byé rézny dalszy sposdb
rozwigzywania. Rozpatrzmy przypadek, gdy odksztalcenia plastyczne powstaja wewngtrz
Scianki kuli: a < ry < b. Przy zwigkszeniu ci$nienia p, strefa plastyczna rozszerza sie

Elr)
3 |

I
l
i
)}

]
i
]
{
1

a/r

Rys. S. Rys. 6.

‘w obie strony az do momentu gdy jedna z granic pokryje si¢ z jedng z powierzchni kuli,
a nastepnie, do catkowitego przejécia kuli w stan plastyczny. Oznaczajac granice strefy
plastyczoej przez r, i ro (p. rys. 6). i dwukrotnie spelniajac warunki (3.5) i (3.5a), znaj-
dujemy osiem zwigzkow dla o$miu niewiadomych: C,, C,, Cs, Cs, D, ry, r, i B, gdzie
C; i C, — stale rozwiazania zagadnienia spreZzystego, typu (3.2) dla drugiej (wewnetrznej
lub zewnetrznej) strefy sprezystej, a B — stala wystepujaca w wyraZeniu na przemieszcze-
nia w strefie plastycznej

(3.9) u, = —E

ry

Ostatni zwiazek otrzymuje si¢ drogg calkowania warunku niescisliwosci. Przemieszczenie
w strefie sprezystej okresla si¢ z prawa Hooke’a (2.2) i zwiazku Cauchy’ego u = &,.
Uklad oémiu réwnan dla okreslenia powyZzej wymienionych statych, moze byé sprowa-
dzony do dwéch, z ktérych jedno jest liniowe

( ry ) 1+ (ker=D(afr)™ 1+ —1)(afry)"

ra

(3.10) T+ (kr—D(afr)™ ~— T+, =D(ajr)"”’
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a drugie przestepne

b2 k=1 [{a)" _a_)m f1 __(a *fa)
G.11) 2u070 = In P Tm [(rl) ()'2 ]+1§ ! o + Ty kz_ +

k,—1 a\"? a\"" N T ke= D)™ [ Y
+'n+3_[1—(71) +(7?) e alfmléf—l')(?z/l"z)T(_f )

W celu wyznaczenia z tych zwigzkéw promieni r, i r, przy danym p > p, stosuje sie
nastepujaca metode odwrotng.

Wybierajagc dowolna warto$¢ r, z przedziatu [a, ], z (3.10) znajdujemy odpowiada-
jaca wartosé r, i dla otrzymanej pary wartodci ry, r, z (3.11) okre$la si¢ konieczne ciénie-
nie p. (Przy dojéciu strefy plastycznej do jednej z powierzchni kuli otrzymuje si¢ przypadek
zwyrodnialy i dalsze obliczenia prowadzi si¢ jedynie przy pomocy zwigzku (3.11) dla
r, = a lub r, = b).

Na rys. 7 pokazaliSmy zaleznos¢ p(ry, ;) dla przypadku o3 = o7, = const, k, = 0.1,
n=2 b- oo (k, =0). Wedlug tego wykresu mozna dla danego ci$nienia p okresli¢

16
30 T 1.2f -
/6.,
T
25(~ strefa odksztateert L' 08
plastycznych =)
)
2,0 . 04 -
15\ odksztatcet 0
R /5rg i sprezystych
!
10 : ! -02
i n/a 15 2,0 2 ' P A 6
S/ T/G ,5 P/Gr
Rys. 7. Rys. 8.

granice strefy plastycznej. Znajac je, pozostale 6 stalych mozna okredli¢ bardzo atwo
z pozostalych zwigzkdw. Na rys. 8 pokazane sg przemieszczenia punktéw brzegu pustki
w zaleznosci od ci$nienia dla réznych stopni niejednorodnosci sprezystej. Kétka na krzy-
wych odpowiadaja poczatkowi odksztalcenia plastycznego.

Na rys. 9 pokazaliémy jeszcze jeden przyklad obliczenia dla przypadku & — o
(b, = 0),n =2, k = 0.5, m = 2 i réznych wartosci kr. W tym przykiladzie odksztalcenia
plastyczne pojawiajg sig na brzegu pustki (r = a), a przy powigkszeniu ciénienia, strefa
plastyczna (okreslona promieniem r) rozprzestrzenia sig¢ w glab masywu. Na podstawie
przeprowadzonych obliczedd, na rys. 10. podaliSmy wykresy przemieszczen punktéw
brzegu pustki w zaleznosci od ciénienia, dla réznych wielkosci plastycznej niejednorod-
nosci. Poréwnujac wykresy na rys. 8 i 10 mozna zauwazyé, ze przy duzych ci$nieniach
niejednorodnos¢ plastyczna znacznie bardziej wptywa na przemieszczenia, niZ sprezysta.
Jest to zwiazane z tym, ze przy duzych ciénieniach, kiedy strefa plastyczna jest dostatecznie

4 Mech. Teoret, i Stos. 1/81
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duza, jej rozmiary malo zaleza od wielkosci sprezystej niejednorodnosci, a znacznie od
plastycznej.

4. Na zakonczenie rozpatrzymy zagadnienie o wplywie sil objgtosciowych i asymetrii
obciazen zewngtrznych na stan naprezenia w poblizu pustki kulistej. Pelne sformutowanie
zadania podane jest w [3]. W celu rozwigzania zadania postuzono si¢ algorytmem zapro-

8 T T
wle
=) o
I=J

0 : : -08 ! | f

1 3 9 7 9 1 ' 2 A <] 8
rn/a P/ 6.,
Rys. 9. Rys. 10.

ponowanym w [4]. Programy i obliczenia wykonali A. B. Zototow, W. L. Prokopiew,
B. N. Sidorow i autor niniejszej pracy. Ponizej krétko przedstawimy metodg¢ obliczen
1 wyniki.

Na Rys. 11. pokazany jest schemat obliczeniowy zadania, zgodnie z ktérym, z nie-
jednorodnej sprezystej pdlprzestrzeni wycina sig scigta kulg o promieniu R, a — jest

Rys. 11.

promieniem pustki. Z powodu symetrii wzgledem osi Oz wystarczy rozpatrzyé polowg
kuli. W zwigzku z przyjeta geometrig i obciazeniami oddzialywujacymi na rozpatrywany
obszar, warunki brzegowe moga by¢ zapisane w nastgpujacej postaci
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a <H
U = : =
a<r< € R, ;o =0

v
= sin26 + coszﬂ) R

f = 7T, x
r = Ry, Or = —Pp = "y(H_RooCOSO) (‘
£0<gn

(4.1)
H
arccos —— Ty = (op = v (H—Rycos 0) —2 sin29,
R, 2
r o= cosO 0,c08%0+ 0psin®0 — 7,45in 20 = 0,
0<0< a1ccos—~ sm20+-r,0c0320 = 0.
Na kazdy element rozpatrywanej przestrzeni oddzialywuja sily objetosciowe
R = ycos,
(4.2) _
@ = ysinl.

W rozpatrywanej metodzie mechaniczne stale materialu mozna przyja¢ jako dowolne
funkcje dwéch wspoétrzednych, jednak obliczenia przeprowadza sie dla modutu Younga
danego w postaci (3.1) 1 » = const. Sposéb przyjety w obliczeniach pozwala na wypro-
wadzenie rownan réwnowagi na cyfrowej maszynie matematycznej. W tym celu konieczna
jest znajomosé funkcjonatow energii odksztalconej strefy i pracy sit zewnetrznych., W roz-
wigzaniu zadania stosuje sie metode elementow skoriczonych,; w ktdrej obszar dzielt sig
kulistymi i stozkowymi powierzchniami na skonczong liczbe podobszaréw. Zakladajac,
ze wewnatrz (7,j)-tego elementu wszystkie odksztalcenia i naprezenia sg stale, moZna
dla niego napisa¢ funkcjonal energii

4.3) D, = {—E%I_)_ [0+ 07 +06%—2v(0,0y+0y0,+0,0,)+2(1 +v)-r,20]} Dy,
if

gdzie

riﬁx 01+‘1

Viy= | | f(&)sin0dtao,
re 04
e H .
0, jesli O0<O<Karccos-5— 1 r>-—0p,
Ro cosf

a) f(§) = £2

punktowi wezfowemu odpowiadaé¢ bedzie funkcjonat
1 .
Dpiy = y (P, jo1+ Dig, s+ Dy jr + D),

o wartosci Sredniej w objetosci, ograniczonej linia kropkowana na rys. 12. Zgodnie z twier-
dzeniem o skonczenie wymiarowych operatorach liniowych [5], dany funkcjonal mozna
jednoznacznie przedstawié jako macierz wspélczynnikéw ukfadu liniowych réwnan
algebraicznych, ktéra odpowiada réwnaniom réwnowagi.

4r
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W celu obliczenia prawych czgici liniowych réwnafi algebraicznych wykorzystuje sig
wzory (4.1), (4.2). Dla (i, /)-tego punkiu weziowego
4 Fi; = RyVy+[po RA(esli 1 = Ry)syy,
4 Fij = OV, + [qu R (jesli 1 = Ry)lsyj,
gdzie

. 00501_1 —‘C0501+1
Sy = T 5 T,

Rys. 12.

4P 1 g — 0znaczajg normalne i styczne ci$nienia, przylozone na zewngtrznej powierzchni,
dane wzorami (4.1).

Dla okre$lenia wspdlczynnikow ukladu i jego rozwiazania metoda Gaussa wykorzy-
stuje si¢ procedury w jezyku Algol. Zauwaimy, ze wzdiuz promienia obliczaliSmy nie-
rownomierng siatke, zageszczajaca sig przy brzegu pustki. W wyniku obliczen, wyznaczono
napregzenia w Srodkach elementéw, a w celu obliczenia naprezen na granicach obszaru
zastosowano ekstrapolacje liniowa. Przed przejéciem do omowienia wynikéw nalezy
powiedzie¢ kilka stéw o oszacowaniu dokladnosci obliczeh. Pierwszg, ocene catkows
przeprowadzamy na podstawie analizy spetnienia warunku rownowagi na osi Oz (rys. 13).
Catka z obcigzent powierzchniowych i sit objetosciowych (Weryfikacje przeprowadzono
dla przypadku R, < H)
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nj2 a2
d .
I, =y —i(p- (R?,J—a3)+d(pf pDoRmSIHOCOSO(ZH-i-(Z(pf 4o RZ sin26d0.
0

poréwnywano z obliczona calka z napreZenia oy, oddzialywujacego na warstwg pozioma
R

I, = d(pf agrdr

Réznica pomigdzy tymi catkami dla pewnych wariantéw obliczen nie przekraczata 0.4,
Druga weryfikacja polegala na poréwnaniu naprgzen o, w punkcie (r =a, 0= —;—) dla
przypadku jednorodnego (k; = 1) i rozwigzania zadania o $ciskaniu w trzech kierunkach
masywu z pustkg kulistg (p. [3]). W punkcie tym, jak pokazuje analiza analogicznego
zagadnienia plaskiego z otworem walcowym, wplyw cigzaru wilasnego oérodka i asy-
metria obciaZen zewngtrznych nie powinny si¢ rézni¢ od bardziej prostego rozwigzania.
W rozpatrywanym zadaniu, odpowiednie pordwnanie pokazalo, Ze w danym przypadku
tez ma to miejsce, réznica w wielkosciach naprezen o, wynosita okoto 2%, co jest dobra
dokladno$cia dla metody elementéw skonczonych.

Na rys. 14. pokazalismy wykresy trzech skladowych naprezenia wzdiuz poziomego
promienia dla dwoéch wersji obliczeri: zadanie jednorodne (k; = 1) i niejednorodne
(k; = 0.5) dla v = 0.23, y = 21.1 Pa.

-20 T 1 1
—_ K, =
6/fH \ K, =0,5
\
\
| l\ -
6.
%] \\\\
10t -
_ /7
N
Oy~
//,6—
/,
o | | |
1,0 15 20 25 30 35
r/a
Rys. 14,

Na podstawie tych wykreséw mozna wyciagnaé dwa podstawowe wnioski.

1. Wplyw sit objetosciowych i asymetrii obciazenia zewngtrznego daje istotne réZnice
W naprezeniach oy i 0, w poréwnaniu z zadaniem Lamégo dla grubo$ciennej kuli w ktdrej
po pierwsze 0y = 0, a po drugie oy = 1.5 yH. Réwnoczesnie wzdtuz danego. kierunku

(0 = ;) wszystkie trzy naprezenia (przypadek jednorodny) praktycznie sg takie same

jak w zadaniu o ciskaniu (w trzech kierunkach) masywu z pustka kulista.
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2. Wplyw nigjednorodnodci na wielko$¢ naprezenn w poblizu pustki catkowicie odpo-
wiada temu, co bylo pokazane przy rozwigzaniu duzo prostszego zadania z symetrig
$rodkowa.

Na rys. 15. przedstawione s napreZzenia ¢, i 0, na brzegu pustki w zaleznosci od
kata 8 dla tych samych dwdch wersji obliczen. Widaé oczywiste roznice w poréwnaniy
z zadaniem Lamégo, zwigzane z istotna zmiennoscia naprezen wzdluz brzegu pustki,

6/1.H T i T i 1

-1

] ] ]
30 60 90 120 150 180
90

Rys. 15,

az do miejsca w poblizu biegundw, gdzie pojawiaja sie niewielkie napreZenia rozeiagajace,
co moZe by¢ przyczyna zniszczenia w gruntach, w ktérych granica wytrzymalosci na roz-
ciaganie jest znacznie mniejsza od granicy wytrzymatoéci na sciskanie. Oproécz tego, i to
jest waznym czynnikiem, niejednorodnos¢ w poblizu pustki wplywa proporcjonalnie na
obie sktadowe naprezenia. '

Na podstawie przeprowadzonych oblicze zanalizowano wplyw rozmiaru pustki
a na sfan napreZenia przy stalej glebokosci H. Obliczenia przeprowadzono dla a =
= 0.0008 +0.2 H, przy czym okazalo sig, Ze przy wszystkich tych warto$ciach naprezenie

2
zmienia si¢ o wielko$é rzedu ya, co jest zgodne z analogicznymi obliczeniami we wspo-
mbianym powyzej zadaniu o pustce walcowej. Przeprowadzone obliczenia pokazaly, ze
dla dostatecznie zaglebionych otworéw (a < 0.2H), obliczenia z uwzglednieniem nie-
Jjednorodnosci moga byé przeprowadzone w dwéch etapach. Pomijajac sily objetosciowe,

7 L. . .
00 max (6 = —) praktycznie si¢ nie zmienia, a naprezenie o, w punktach (r=a,06=0mn)

z zadania

7 - . . . . . V4
mozna otrzymac rozwigzanie zawierajace Wspolczynnik oporu bocznego 7

o Sciskaniu masywu w trzech kierunkach. Biorac pod uwagg to, ze wplyw niejednorodnosci
na naprezenia o, i o, w poblizu brzegu pustki jest proporcjonalny dla wszystkich war-
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tosci 8, wspotezynnik proporcjonalnosci mozna okreslié z rozwiazania zadanja Lamego
dla kuli grubosciennej. Poniewaz rozwigzanie ostatniego zadania mozna otrzymaé sto-
sunkowo latwo, to mozna réwniez przeanalizowaé rézne postacie niejednorodnosci dla
szeroko zmieniajacych sie wartosci parametrow.
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BOITPOCH! KOHILIEHTPAIIMU HAIIPSHKEHMI BBIM3U
OTBEPCTHUM B HEONHOPONHOM CPEIE. Y. II

Iannas paboTa SBJIACTCA NPOXOIDKeHUEM M pasBuTHeM I vacTi. B Helt paccmaTpmBealorcs peayns-
TaTh! COBCTBEHHLIX MCCJIE[OBaHui aBTOpDa B BOMpPOCe ICOHUEHTPANMM HANPSIKCHME B HEONHOPOIHOM
cpene. [IpuBeleHb! peleHHsa YyIPYFOH M YIDYro-ruiaCTHUECKod 3aayu AJIA TOJCTOCTEHHBIX LHUIMHADA
{ 1Iapa C pasjdYHBIMH 3aKOHAMH HEOJHOPOJHOCTH. PaccMaTpuBaeTCA TakKe 3afaua O KOHUEHTPALMH
RanpsoxeHuit BONM3H noazemMuoit cheprueckoll TONOCTH ¢ ydeToM COOCTBEHHOrO Beca cpejbl U ACHM-
MEeTPHHM BHEUIHEN HArpy3Ku, PellleHHe KOTOPOM) HOTyUeHO YHCIICHHBIM METONOM.

Summary

STRESS CONCENTRATION IN THE NEIGHBOURHOOD OF HOLES IN A NONHOMOGENEOUS
MEDIUM. PART II.

Author’s results are considered referring to the stress concentration in a nonhomogeneous medium,
The solutions are discussed to elastic and elasto-plastic problems in the case of a thick-walled cylinder
and a sphere with various laws of nonhomogeneity. We also envisage the numerical solution the stress
concentration problem in the neighbourhood of an underground spherical, cavity taking into account
the forses of gravity and asymmetry of an extermal load.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1979 roku.
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PEELZANIE CIENKICH OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH POWELOK NA PODSTAWIE TEORII
USTALONEGO PLYNIECIA

GRZEGORZ G AS1AK (OPOLE)

1. Wstep

E. C. BERNETT [1], 2 w §lad za nim i inni badacze (por. [2,3]) zauwazyli, ze w warun-
kach wysokich temperatur i naprezen krzywe pelzania nie posiadaja poczatkowej czesci
wzmocnienia. Doswiadczenia przeprowadzone przez N. N. MALININA | jego wspdlpra-
cownikow [2-4] wykazaly, Zze w przypadku pelzania w zakresie duzych odksztalcen
stopu aluminiowego PATNY w temperaturach 673, 723 i 748°K, kazda z otrzymanych
krzywych pelzania posiada poczatkows czgéc liniowa (por. rys. 1). Powyzszy fakt pozwala
na zastosowanie teorii ustalonego plynigcia w badaniach stateczno$ci przy petzaniu.
W pracy [4] wykazano réwniez, ze w przypadku liniowoéci poczatkowych odcinkéw
krzywych pelzania teorie plynigcia i wzmocnienia daja rezultaty identyczne, a wyniki
obliczent wedtug tych teorii sa bardziej zblizone do danych doswiadczalnych, anizeli wyniki
obliczen, otrzymane w $wietle teorii starzenia.

Zastosowanie teorii plynigcia przy petzaniu w zakresie duzych odksztalceri cienkich
powlok napotyka znaczne trudnosci natury matematycznej. Dlatego w literaturze mamy
do czynienia z pracami, w ktorych daje si¢ rozwiazania dla najprostszych przypadkow
powlok, takich jak powtoka sferyczna i nieskorniczenie dluga powloka walcowa, obcia-
zonych statlym cisnieniem wewnetrznym [5-11].

Probe $cistego rozwigzania powyzszego problemu wedtug teorii ptynigcia dla dowolnej
osiowo-symetrycznej powloki zawieraja prace [11 - 14]. W pracach [12, 13] L. M. Ka-
czANow, stosujac fizyczne zwigzki teorii ustalonego plynigcia przy pelzaniu, otrzymat
ukiad szedciu nieliniowych réwnan rézZniczkowych czastkowych, opisujacych forme
powloki, stan naprezen i odksztalcefi oraz zaproponowal numeryczna metode rozwia-
zania. Sposdb ten w swietle pracy J. OrRkisza [1i] nie jest poprawny ze wzgledu na to,
ze rozklad charakterystyk ukladu réwnan prac [12, 13] nie pokrywa si¢ z liniami, wzdiuz
ktérych poszukuje si¢ rozwiazania., Ten sam temat podejmuje J. Orki1sz [11], ktéry opie-
rajac si¢ na szerszych zalozeniach (dowolne obcigZenie, zmienna grubosé powtoki, strefa
faldéw), otrzymal uklad réwnan rézniczkowych stanu réwnowagi powloki prostszy niz
odpowiedni ukiad podany w pracach [12, 13]. Ponadto w pracy [l11] zaproponowano
numeryczny sposob rozwiazania wyzej wymienionych réwnan, lecz nie otrzymano kon-
kretnych rozwiazan. Probe numerycznego rozwiazania réwnan wyprowadzonych przez
J. Orkisza [11] podjeto w pracy [14], ktéra zawiera niektore wyniki liczbowe dotyczace

b Wedtug normy GOST odpowiada to stopu aluminiowemu D 16.
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jednej powloki walcowej. W pracy tej jednak nie podano parametréw pelzania materiat,
Brak jest réwniez informacji o wartosci wspdtczynnika wzmocnienia materiatu, przy
ktérym uzyskano warunki poczatkowe. Fakt ten uniemozliwia przeprowadzenie analizy
poréwnawczej z rezultatami uzyskanymi w niniejszej pracy. :

Podkresla sig, Ze bezposrednie wyznaczenie naprezenia réwnoleznikowego wedlug
réwnania wchodzacego w zaleznosci fizyczne ukladu réwnan stosowanych w pracy [14]

£ — e e
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20 A '
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Rys. 1. Krzywe krotkoczasowego pelzania stopu aluminiowego PA7TN, gdzie ¢, oznacza naprezenie po-
czatkowe (w chwili 1 = 0).

Jjest uciazliwe ze wzgledn na przestepny charakter tego réwnania, W zwiazku z tym w ni-
niejszej pracy zastosowano odmienna anizeli w [14] forme¢ zapisu réwnan fizycznych.

Celem pracy jest przeprowadzenie, na podstawie teorii ustalonego plynigcia przy pel-
zaniu, analizy stanu napreZenia i odksztalcenia oraz liczbowe wyznaczenie tak zwanego
,,czasu krytycznego™ t* dla szeregu powlok o poczatkowym ksztalcie walca kolowego
przy 16znych dlugosciach. Pod pojgciem ,,czas krytyczny” 7* w mys$l definicji podanej
przez A. S. GRIGORIEWA [15] rozumie sig czas, po uplywie ktérego powloka w procesie
pelzania traci stateczno$é ksztaltu.
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2. Zalozenia wstepne i réwnania powloki

Przyjeto, Ze material powloki jest plastyczny niescisliwy, izotropowy, obciaZenie do-
wolne osiowo-symetryczne, a sama powloka jest wiotka, to jest moze znajdowaé sie je-
dynie w stanie blonowym i przenosi¢ tylko naprgzenia rozciagajace.

Rozpatrzmy cienka, obrotowo-symetryczng powloke (rys. 2), ktéra obcigZona sta-
tycznie w chwili ¢ = 0 ulega natychmiastowym odksztalceniom plastycznym, a nastgpnie

zaczyna pelzaé wedlug teorii ustalonego ptyniecia. WprowadZzmy w tym celu dwa ukiady
wspotrzednych: pierwszy ustalony X, ¥ (typu Eulera), ktory zwiazany jest z nieruchomymi
punktami w przestrzeni i opisuje forme¢ powloki odksztalconej oraz drugi uklad r, &
(typu Lagrange’a), gdzie wspoOlrzgdne sg sztywno zwigzane z okreslonymi czastkami
powtoki 1 charakteryzuja ich stan wyjsciowy. Postugiwaé si¢ bedziemy wielkosciami
bezwymiarowymi, ktére definiujemy nastgpujaco:

‘= X Y £ r _ ¢ h— H
"R’ TR “TRrR: ""R "TH
o o o R
2.1 = 1 = 2 = i - A
( ) Pl K ] P2 K 3 pi K ’ Qll Qn(x’y) KHl qll(X’ Y)’

R,
Qs = Qs(x: y) = TmQS(X, Y):

gdzie poszczegdlne wielkoSci oznaczaja: H, i H grubos$¢ powloki odpowiednio przed
odksztatceniem i po odksztalceniu, ¢,(X, Y) 1 g,(X, Y) obciazenie na jednostkg powierzchni
odksztatconej powloki odpowiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, R, dowol-
ny charakterystyczny wymiar powloki, o, i o, rzeczywiste naprezenia gléwne, K stata
materialowa o wymiarze naprezZenia. ' ‘

Oznaczajac kierunek poludnikowy, rownoleznikowy i normalny przez 1,2 i 3, to z uwagi
na zalozony plaski stan naprgZenia mamy oy = 0.
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Zaleznodci teorii ustalonego plynigcia przy pelzaniu przyjeto w postaci [16]:

) G, ..
& = ‘;il‘ = Cpi', ¢&tértes =0,
oT
(22) . . . . . . 1 m—1
_8{_.—8_2_. = ﬂ“ — __‘lza_i_sl‘ = _3_ CF-Fé m
pi—p2 P2—Ps  P3—p1 2
) . d¢e; 1 d¢ . L. .
gdzie C = TBK", ¢; = o T T e (j=1,2,3) oznaczaja predkosci odksztalcen

ustalonej czastki w powloce, T jest stala o wymiarze czasu, B i m sy parametrami pelzania
zaleznymi od materialu i temperatury, p; i & oznaczaja intensywnoéci naprezen i pred-
koéci odksztalcen, gdzie w rozpatrywanym tu plaskim stanie naprezenia okreslone sg
odpowiednio zaleZno$ciami

T e —
po=VPi+pi—pipa b= 7§—Va%+s§+ezag.

W pracy [11] wyprowadzony zostal uklad réwnan rézniczkowych

dx & cosg dy & sing

" 0¢ hx cosyp’® 0f ~ hx cosy’

b _p O & cospf . X ) P df
ot i @& T cosy \P2TPYT Thcose f dg’
(2.3)
9 & (9 P (p)
0 pihxcosy \ fh X ’
Ox 1 1 oh _ 1 m— 1
o7 T ‘fCPi (2p>—pi)x, o _TCPi (P1.+Pz)h,

opisujacych forme, napreZzenia 1 odksztaicenia wiotkich powlok obrotowo-symetrycz-
nych w $wietle teorii ustalonego plynigcia przy petzaniu, gdzie f = f(£) oznacza funkcje
opisujaca-zmiang grubosdci Scianki powtoki w stanie nieodksztalconym, v oznacza kat
zawarty miedzy styczng do poludnika a plaszczyzna prostopadia do osi obrotu, natomiast
@ jest znaczeniem p po odksztalceniu. Ukiad réwnan (2.3) w powyzszej formie zastoso-
wano w pracy [l14].

W niniejszej pracy w miejsce zaleznosci (2.3)s, wprowadzono réwnania

ox oh
h(p,+p2) a7 +x(2p>—p1) B 0,
(2.49)

ktére wynikaja bezposrednio z zaleznosci fizycznych (2.2). Ponadto przyjeto stala grubosé
$cianki powloki nieodksztalconej (/= 1). Niewiadomymi sg tu funkcje: x(&, 1), y(&, 1),
P&, 7), k(& 7), Py 7) 1 pa(é, ). '

Rozwigzanie probleméw na podstawie teorii ustalonego ptyniecia przy pelzaniu wymaga
okreslenia stanu wyjsciowego powloki, opisanego przez warunki poczatkowe dla v = 0:
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x(&;,0) = x0(&),  y(&,0) = yo(&),  h(&E;, 0) = ho(&y),
@&, 0) = P&y P&, 0) = pio(&),  pa(éy, 0) = paal&),

gdzie i=0,1, 2, ..., n
Réwnania rézniczkowe stanu rownowagi powloki (2.3),_., (2.4) uzupelniaja warunki
brzegowe (por. rys. 2):

x(o’ Tj) = .V(O, TJ) = ‘P(Oa T.i) = 0) 71(0, Tj) = ho,j)
20, 7y = p2(0, 7)), j=0,1,2,..,m,

2.5

oraz
x(l,r)y =1, y(l,z)=1 h(l,z)=h,,,
_QutF
20y ypi(L 7))’
gdzie /g ; 1 hy,; sa grubodciami powtoki odpowiednio w wierzchotku kopuly i przy denku,
!, oznacza odniesiong do 2R, dtugo$¢ poczatkowa powloki, / jest znaczeniem /, po od-

1 )
po(l, 7)) = —2—171(1, 7)), (1, 7;) = arcsin

ksztalceniu, F = oznacza bezwymiarowg wartosé sily P.

P
nH, KR,

3. Metoda numerycznego rozwiazania rownan rézniczkowych powloki

Metoda numerycznego rozwiazania ukladu réwnan (2.3),_,, (2.4) polega na spro-
wadzeniu réwnan rézniczkowych, o pochodnych czastkowych, do dwdéch réownan réznicz-
kowych zwyczajnych, ktére rozwigzuje si¢ numerycznie. Sposéb tego sprowadzenia oparto
o metod¢ opisang w pracy [l1]. .

Przy z; = const. numerycznie rozwigzuje si¢ réwnania (2.3),_, metodg Rungego-
Ku:ty. Przy & = const numerycznie rozwigzuje sig, w oparciu O ulepszong metodg
Eulera, rownania (2.4), w ktorych pochodne majg postaé:

k k
dh,_, 1 O dx;_ 1 ’
—"_(FE—_ = A_T%/ ﬂkrhj—rv _“d't = Z g;ﬂkrlj—r:

gdzie B, jest wspdlczynnikiem, ktérego wartosé zalezy od przyjetej liczby & [11].

oh . . . S e
Pochodna FE wystepujacg w rownaniu (2.3), okresla si¢ z réwnania roéznicowego

k

dhy_, 1 )
—= == — - c = v 2 .
d& O,SAE ﬁkrhé—r’ s 0’ 1’ 27 y <1

r=0

Z powodu braku bezposredniej zalezno$ci miedzy parametrem obcigZenia, czasem
i parametrami odksztalcenia na granicach calkowania, nalezy w procesie catkowania
uktadu (2.3),_4, (2.4), przy Q = Q, = const. i bieacym 7, dobiera¢ parametr poczatko-
wy ho,; a2 do spelnienia (z 2adana dokladnoscia) danych warunkow na drugim brzegu.
Wobec tego problem brzegowy sprowadza si¢ do problemu poczatkowego i zadanie roz-
wiazuje si¢ metoda pétodwrotna.
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4, Przyklady liczbowe

W charakterze przykiadu dano rozwigzanie powloki w ksztalcie walca kolowego
(przed odksztalceniem) zakoficzong sztywnymi, swobodnie przesuwnymi denkami, obcig-
sona réwnomiernie roztozonym parciem wewngtrznym. Przy rozwiazywaniu danego
przykladu wygodnicj jest przyjac jako zmienne niezalezne 5, T i wowczas zamiast pochod-
nych —gg— mamy _0(2_’ a w miejsce cosy nalezy podstawi¢ siny. W naszym przypadku

n
& =1 isiny = 1. Ponadto zakltada si¢ O, = 01 Q, = Q.

W tym przypadku podstawowe uklady réwnaf stanu réwnowagi powtoki (2.3),_,

i (2.4) sprowadzi¢ mozna do postaci:

ox cosp dp, py Oh cos
B hx o =k ag T hxe 22T
oy sing Ox oh
4.1) T T Thx h(Px‘*‘Pz)E + x(2p, Px)E =0,
- arcsin 520 _ 2w s
¢ = arcsin T p2= C TR
€i

gdzie Q, oznacza obcigZenie poczatkowe (warto$é obciaZenia Q przy 7 = 0), a # jest
osiowg wspdlrzedng powloki.
Uktad réwnan (4.1) powinien spetni¢ nastepujace warunki brzegowe:

x(07 T_i) = 1: Y(O, T.i) = 0, h(o’ TJ') = hO,J"

1 — .
P20, 7)) = '2*P1(0,Tj) = 7 ¢ (”‘—' lés|)ln ’

olh )_Z‘,
Pla=t =72

Z poczatku problem powyzszy rozwiazywano na podstawie teorii plynigcia plastycz-
nego DAViSA-NADAI [17] przy 7= = 0. Przy obciazeniu Q; = Q, rezultaty tego rozwigzania
stanowily warunki poczatkowe (2.5) do réwnan (4.1) w przypadku k = 1. Po kazdym
kroku catkowania réwnym Az wyniki zapisywano w pamieci maszyny. Kiedy otrzymano
k rozwigzan, ich wyniki wprowadzono do programu i rozwigzanie zadania statecznosci
przy pelzaniu w $wietle teorii plynigcia przy zadanych Q, k i Ar prowadzono do chwli
osiggnigcia przez powloke ,,czasu krytycznego” ¥, ktéry otrzymano z warunku

dz
4.2 i,
(42) -0,

gdzie ¢ oznacza parametr charakteryzujacy wielkoéé odksztalcen w powtoce.

5. Analiza wynikéw obliczen

Wyizej opisana metoda przeprowadzono obliczenia powlok o poczatkowym ksztalcie
walca kotowego przy roznych dlugosciach i obciazeniach poczatkowych oraz przy réznych
parametrach pelzania materiatu.
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Rezultaty obliczen przedstawione na rys. 3-8 otrzymano korzystajac z warunkow
poczatkowych (2.5) wyznaczonych przy wykladniku potegowego wzmocnienia materiatu

1 o . .
p= [18]. Analizujac rys. 3 stwierdzamy, Ze dla tej samej powloki, przy réznych Qg

czas krytyczny z* otrzymuje si¢ praktycznie przy tej samej wartosci intensywnoéci od-
ksztatcen odnoszacych si¢ do punktéw réwnika powtoki &;_ . » czego nalezato oczekiwac.
Z rys. 4 wynika, Ze W miar¢ zmniejszania si¢ parametru pelzania m, warto$¢ ¥ szybko
maleje. W charakterze przykiadu na rys. 5-8 pokazane sg wykresy zmian naprezen i od-
ksztalcen wzdiuz pofudnika powloki dla /; = 0,5, 1,0 1,25 przy m = 10. Na rysunkach
tych linie przerywane dotycza powlok wyjciowych (¢ = 0), natomiast ciagle dotycza
powlok w chwili osiggniecia czasu krytycznego = = t* przy pelzaniu. Z analizy wykreséw
wynika, ze dla powlok o dlugosciach /, < 1 napreZenie réwnoleznikowe p, z upltywem
czasu T obniza swa warto$¢ w stosunku do wartosci poczatkowe] (oznaczonej indeksem®),

i &

=
N\

S

T

7 L=l
/ ] m=10
%% C=500
0 LT T T w0 A 28 32 36 L0 ¢
Rys. 3. Krzywe pelzania dla punktow rownika powloki przy réznych wartoéciach obcigzenia poczatko-
wego Q.
) /i_ » l ]m=10
M . S S N
|
i
|

i ‘ —

! |
3 4 5 6 7 8 ‘9 0 LU o

Rys. 4, Krzywe pelzania dla punktow rownika powloki przy réznych parametrach pelzania materiatu /.
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Obnizenie wartosci p, zaczyna si¢ w pewnej odlegtosci od dna powloki (por. rys. 5i6)
i dotyczy jej érodkowej czesci. Maksymalna réZnica w wartosci p, ma miejsce na rowniku
powloki. Zjawisko obniZenia si¢ napreZenia p, jest wynikiem bardzo intensywnego oddzia-
tywania na stan naprezen i odksztalcen powloki sztywnych, nieodksztalcalnych denek,
Oddziatywanie to jest tym silniejsze, im krotsza jest powloka.

R ]d;b}:ﬂ I N R
B =1 i

NSO SO
N

(»]

0“

o

]

[0a]

o

01 0.2 03 04 /)

Rys. 5. Rozklad rzeczywistych naprezen gtownych Rys. 6. Rozklad rzeczywistych napregzen gltownych
p1 1 p2 wzdluz poludnika powloki dla /; = 0,5 py 1 p2 wzdluz potudnika powloki dla [ =1
przy Q. = Q,55. przy Qo = 0,51.

Y- WA R

08 Q=051
l,=1

08—+ - -
m=10

EB C=500

B S I R

Rys. 7. Rozklad logarytmicznych odksztalceit

Rys. 8, Rozklad rzeczywistych naprezen glownych
glownych e, €; i 3 wzdluz poludnika powloki p, i p, wzdluz poludnika powloki dla I, = 1,25 przy
‘dla I, = 1 przy Qo = 0,55. Qo = 0,41.
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Wykresy na rys. 9 i 10 przedstawiaja rezultaty rozwigzania zadania statecznosci przy
petzaniu powloki walcowej (/, = 1) wykonanej ze stopu aluminiowego PATN o para-
metrach krotkoczasowego petzania w temperaturze 748 °K: m = 7, B = 208 10-2!
MPa-" K~* [2]. Warunki poczatkowe (2.5), niezbedne przy rozwiazywaniu uktadu réwnan
(4.1) mozna bylo otrzymac po uprzedniej znajomosci parametréw p i K dla materiatu

P, 0,038
R
0'8___, 7 AT —
m=
C =50 oy |
06 - S — ]
/ £
04 A : :
5 ~05| ‘ A
G038 | N | emns
02 { Py S R ST p—— ll'1 ! i »
A P \ |
I\ 120 1 Oﬁl—v me? 1 ——N
E C=50 \
0 02 0.4 06 08 7 }
Rys. 9. Rozklad rzeczywistych naprezen gléwnych Rys. 10. Rozkiad logarytmicznych odksziatcen
p1 i p, wzdluz poludnika powloki wykonanej gtébwnych ¢, &, i &5 wzdluz poludnika powtoki
ze stopu aluminiowego PA7N. wykonanej ze stopu aluminiowego PA7N.

PA7TN w temperaturze 748 °K. W wyniku aproksymacji wykreséw odksztalcenia [2] na
podstawie metody pracy [19] otrzymano: x4 = 0,295, K = 65,5 MPa. Obliczenia wyka- .
zaly, ze powloka o diugoséci /, = | wykonana ze stopu aluminiowego PA7N pod obcia-
zeniem Q, = 0,38 traci stateczno$é przy pelzaniu po osiagnigciu czasu krytycznego =* =
= 11,5, co odpowiada czasowi ¢ = 586 sekund.

6. Whioski

Z otrzymanych tu rezultatéw wynikaja nastgpujace spostrzeZenia:

1. Cienkie powloki o poczatkowym ksztalcie walca kotowego i skornczonych diugos-
ciach, pracujace w warunkach petzania w zakresie duzych odksztalcen, traca stateczno$é
po osiagnieciu czasu krytycznego, okreélanego wartoscia maksymalng na krzywej zbu-
dowanej w osiach: bezwymiarowy parametr czasu-charakterystyczne odksztalcenie;

2. W miarg¢ zwigkszania si¢ parametru pelzania m krytyczny moment utraty statecz-
nosci ksztattu powloki nastepuje przy coraz to mniejszych wartosciach odksztalcen i coraz
to wigkszych wartodciach czasu krytycznego ©*;

5 Mech. Teoret. i Stos. 1/81
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3. Wykazano, ze w krétkich powlokach (/; < 1) zachodzi zjawisko zmniejszania si

napreZenia réwnoleznikowego p, wraz z uplywem czasu .

4. Wprowadzajac nowa forme zapisu zaleznosci fizycznych teorii ptynigcia pray

pelzaniu, uniknigto koniecznoéci uzycia dla wyznaczenia napreZenia réwnoleznikowego
réwnania o przestepnym charakterze stosowanego w pracy [14].

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Peawme

HOJIBYYECTbh TOHKHX OBOJIOUEK BPAIEHUS IO TEOPUU
YCTAHOBUBUIEI'OCA TEYEHUSI

B paSoTe naercs cTporoe pellieHue 3agadyl YCTOHUMBOCTH NPHM NOJSYYECTH B OGIACTH GONBLIAX

nedopMaliMy N0 TEOPHHN YCTAaHOBHBILEroca TeUeHHA TOHKUX 00osouex Bpawenus. Ha ocHoBaHMH cOOT-
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pomicHuit (2.3);-a # (2.4) Haercs aHaNM3 PaCnpCAEIenHs HaNpsHKeHwil u medopManuii IO MEPHIHAHY
0GOJIOUKH, 4 TAKIKE TIONYYEHO TAK Ha3LIBAEMOE , KPHTHUECKOEe BPEMs’ NIPH TION3YyYeCTn A PACCMaTPH-
pacmbIx OBONOUEK.

Summary

CREEP OF THIN AXIALLY-SYMMETRIC SHELLS BASED ON THE THEORY OF PLASTIC
FLOW

The paper presents an exact solution of the stability problem of the creep in the range of large defor-
mations of thin axially-symmetric shells based on the theory of steady-state plastic flow.

On the basis of egs. (2.3),-4 and (2.4), the analysis of stress distribution and deformations along
the meridian of the shell are given and also the so-called ,,critical times” of the creep for the shells con-
sidered are obtained.
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1,19 (1981)

O FORMOWANIU DWUWYMIAROWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH TEORII SPREZYSTOSC1

ANDRZE) G ALK A (WARSZAWA)

‘Wazniejsze oznaczenia

Wskazniki k&, /, ... przebiegaja ciag {l, 2,3} i odnosza si¢ do kartezjanskiego ukladu
wspolrzednych w przestrzeni fizycznej. Wskazniki «, 8, y, ... przebiegajace réwniez ciag
{1,2,3} i wskazniki K, L, M, ... przebiegajace ciag {I,2} odnosza si¢ do krzywolinio-
wego ukladu wspdlrzednych w wyrdinionej konfiguracji »,.. Wspolrzedne materialne
oznaczone sa przez X = (X%)i zamiennie przez X = (Z, Y), Z = (Z¥). Wskazniki 4, B, ...;
ab,...;Cn..;v, u, v, u przebiegaja skonczone ustalone ciagi liczb naturalnych, przy
czym {, 17 € 6. Stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina.

B, — obszar zajety przez cialo B w ustalonej chwili 7.
Br — obszar zmiennos$ci wspotrzgdnych Lagrange’a.
B,, B, IIx — domkniecia obszaréw odpowiednio B,, By, I1y.
0B,, By, — brzeg obszaru odpowiednio B,, By.
e, — jednostkowe wektory bazy w przestrzeni fizyczne;j.
g, — wektory bazy naturalnej krzywoliniowego ukladu wspotrzednych
w wyroéznionej konfiguracji x,.
g% — wektory bazy dualne;j.
&up = 8,85 — skladowe tensora metrycznego
n, n — jednostkowe wektory normalne do 0By, ¢B,.
x = x*e, — wektor potozenia czastki w przestrzeni fizycznej.
2*(X, t) — funkcje deformacji, x = ¥*(X, 1) -
C = Cypg" ® g” — lokalny metryczny tensor deformacii.
T, = T*e, ® g, — pierwszy tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa
T=T"g, ® gg— drugi tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa (odniesiony do B,), T, =
= Vg1,
0, — gesto$¢ masy na jednostke objetosci obszaru B,.
b = b*(X, 1)e, — zewnetrzne obciazenia masowe,
P = p*(X, t)e, — zewnetrzne obciazenia brzegowe,
r = r*(X, t)e, — wewnetrzne sily reakeii,
s = s*(X, 1)e, — brzegowe sity reakcji,
a(C) — funkcja energii odksztalcenia,
y(T) — funkcja energii komplementarnej,
a()

(), — operacja rézniczkowania' czastkowego, ()« = A
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Wstep

W teorii powlok, w celu sprowadzenia trojwymiarowych zagadnien brzegowych do
aproksymujacych je zagadnienn dwuwymiarowych, stosuje sig rozne metody. Wsérdd nich
mozna rozréznié dwa podejscia [1]. Podejécie bezposrednie oparte na modelu powtoki
jako tzw. powierzchni Cosseratéw i drugie poprzez uproszczenie réwnan klasycznej me-
chaniki kontinuum, Metody te zostaty wyczerpujagco oméwione w monografii NAGHDI'EGo
[1]. W pracach [2], [6] przedstawiono odmienng metod¢ formutowania zagadnied dwu-
wymiarowych, opartg na réwnaniach mechaniki o§rodkéw ciagtych z wigzami wewnetrz-
nymi, przy czym wigzy zakladano tylko dla deformacji. Metoda przedstawiona w [2]
zostanie w tej pracy rozszerzona poprzez wprowadzenie wiezéw dla naprezen.

Przyjecie wiezow dla naprezenh pozwala w pewnych przypadkach otrzymaé prostsze
réwnania i wierniej opisac stan naprezenia i odksztalcenia w ciele.

1. Zalozenia i sformulowanie problenu

Przedmiotem rozwazan jest cialo B z materiatlu hypersprezystego, ktére w pewnej
ustalonej konfiguracji zajmuje obszar B,. Zalozymy, Ze obszar ten da sie parametryzowaé
wspoétrzednymi X = (Z, Y) € Bg, gdzie domknigcie obszaru By jest postaci By = IT, x
% [~ h, i} I, jest obszarem regularnym na plaszczyzmc (—h, h) odcinkiem, Z— VAR
ZHellp, Ye(—h,h). :

W pracy zostanie podany sposob opisu przestrzennych zagadmen mechaniki rozwa-
zanego ciala przy pomocy dwuwymiarowych zagadnien brzegowych. Jako podstawe
rozwazan przyjeto nastgpujace roéwnania mechaniki osrodkéw ciaglych z wiezami dla
deformaciji i naprezen [4]:
1°. Réwnania ruchu i kinetyczne waranki brzegowe _

DivT 4o b+eo,r=0,%, Xe€Bg,
T.n. = p.ts, ' X € 0B,
2°. Rownania konstytutywne dla ciala hypersprezystego
do(C)
1.2 = —_——
(1.2) T= 2,7,
3°. Réwnania definicyjne obciazen zewnetrznych
(L3 b(X, 1) = b(X, 1, 1, V),
(X, 1) = p.(X, 1, p),
gdzie B(-), p.(-) sa danymi funkcjami tub funkcjonatami,
4°. Wigzy dla deformagii
(L.4) h(X,t, 1, V2, 9,V9) =0 XeBg,v=1,..,1,
’ R.(X,t,2,9)=0, Xe€dBg,u=12, ..1
5°. Wigzy dla naprezen '
(X, t, ,VT, $,V9) =0, XeBg, »=1L12 ..1;
RYX,1, T,9) =0, XedBy, pn=12..I;

(1.1)

(L.5)
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W réwnaniach wigzow funkeje /,(), R.(), #'(*), R'(*) sa znanymi funkcjami, réznicz-
kowalnymi w swoich naturalnych dziedzinach. Funkcje g = (¢(X,1)), 4= 1,2, ...
I, <3i8=(X0), =12 . I <6 stanowig dodatkowe nieznane pola kinema-
tyczne i kinetyczne.

6°. Warunek idealnosci wiezéw dla deformacji

(1.6) fe,réxdvﬁ fs,c?xdar =0,
B, B,

ktéry winien by¢ spetniony dla dowolnej funkcji dy, takiej, ze uklad funkcji (dy, dq)
speinia réwnania:

oh oh, oh, oh

ot - 6V . =
7 Sy + V7 z+ %4 dq + Vq 0Vg =0 dla XeB,
OR, OR,
T ox + r og =0, dla Xe0Bg

7°. Warunek idealnosci wiezow dla napréier’n

(1.7) [ DsTdus = 0, gdzie D= (Vyy'(Vp)-C,

Bg ‘
ktory winien by¢ spetniony dla dowolnej funkcji 6T takiej, ze ukiad funkcji (6T, 69)
spetnia ukfad réownai:

oh" oh" oh” oh*
. oR"
—67;‘ (5T+75:9— 08 = 0, dla Xe 6BR

W pracy (w punkcie 2) wyspecjalizujemy wiezy dla deformacji (1.4) i wigzy dla napre-
zen (1.5) tak, by na podstawie wyZej przytoczonych réwnan otrzymaé¢ dwuwymiarowe
zagadnienie brzegowe, ktérego rozwiazanie pozwala okresli¢ stan przemieszczenia, od-
ksztalcenia i naprezenia w tréjwymiarowym ciele hypersprezystym. Po rozwigzaniu przy
pomocy otrzymanych réwnan danego zagadnienia dysponujemy wewngtrznymi sitami
reakcji r i s, (1.1) oraz niezgodnosciami deformacji D, (1.7),, wywolanymi wigzami dla
naprgzen, ktére po wprowadzeniu odpowiednich norm daja pewna mozliwo$€ oceny
dokladnoéci rozwigzan wzgledem nieznanych rozwigzah odpowiedniego zagadnienia
tréjwymiarowego.

2. Rownanla wi¢zéw

Wiezy dia deformacji przyjmiemy w postaci
(X, 0 = QN(X,9"(Z,1)), XeBg, Zellg.
(2.1 t(Z, p*(Z, 10, p%(Z, 1)) =0, Zellg, »=12,..1,
B(Z,v*(Z,)) =0, Zeollg, p=12..1,
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wigzy dla naprezen w postaci
(2.2) T = P X, n*(Z, 1), PX, 1), XeBr, Zelly.

W przyjetych réwnaniach wiezéw funkcje D*(-). &, (), B.("), ¥**() sa danymi a priori
funkcjami rézniczkowalnymi w swoich naturalnych dziedzinach, natomiast y*(Z, 1),
A=1,2 .. 1, 7°Z 1), a= 1,2, .. I, #X, 1), L =1,2,... I, <653 nowymi niewia-
domymi funkcjami. Funkcje »*(Z, t) nazwiemy uogdlnionymi deformacjami a funkcje
9*(X, 1) i °(Z, t) vogblnionymi naprezeniami. Postulowanie wigzéw w postaci (2.1) ma
jasny sens kinematyczny w teorii ptyt i powlok. Kinematyka bryty jest tam sprowadzana,
przy pomocy tego typu wiezow, do kinematyki powierzchni. Informacje dotyczace stanu
napreZenia, dajace si¢ analitycznie wyrazi¢ w postaci (2.2), moZna przy pomocy wprowa-
dzonych wiezéw (2.2) wykorzysta¢ do wierniejszego opisu, otrzymanymi nizej rdwna-
niami, stanu napreZenia i1 odksztalcenia w rozpatrywanym ciele.

3. Réwnania ruchu I kinetyczne warunki brzegowe

Celem otrzymania réwnan ruchu i kinetycznych warunkéw brzegowych o dwdéch
zmiennych niezaleznych przeksztalcimy warunek idealnosci wigzéw (1.6) do postaci
w ktdre] wystepuja catki po obszarze Bg = Iy x(—~h h) 1 0Bg = (0llg x([—~h, lHu
U Mg x {—h)u ({Tx x {h}). Po dokonaniu zmiany obszaréw catkowania z B, na Byi
przejeciv do, = V' gdIIgdY, ds, = jdsg oraz uwzglednieniu zaleZnosci
. a D
G.n O = Dy 0p*,  gdzie Dy I= “gq);’:‘,
wynikajagcych z przyjetych rownan wiezéw (2.1),, warunek idealno$ci wiezow deforma-
cyjnych (1.6) moZna zapisaé w postaci [6]:

(3.2) [ siz yoyptain+ [ ru(Z, 1) syp*di, = 0,
&ir, ,
gdzie zostaly wprowadzone wielkosci
h
SAZ, 1) = | sEBujdy,  Zeill,
-k

(3.3) \ |
PaZ, 1) = [ 0Dy gdYH 15D il iy Zelly,

—h
ktore nazwiemy uogdlnionymi sitami reakcji. Funkcje dy* w przypadku wystepowania
wiezdw (2.1),, (2.1); nie sa dowolne, lecz spelniaja zaleznodci

da, . Oa, A _
—é;};‘_ Sy + 51)0:4}( % =0, Zellg,
oa du
3.4 P W
B4) oyt OVt g V=0
[‘)ﬂ,, A __ * 60(,, A *#J7T
—éy—)[(s‘lp = 0, Zeank——a HR: '(71})?‘; 61[) Q‘ITR—::O, Zed R-
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Symbol [ly-_sn Oznacza sumg wartoSci wyrazenia w nawiasie dla Y= —h 1 dla
Y = h, v, oznacza pochodng funkcji *(Z, 1) w kierunku stycznym do brzegu oIl,
d*IT, skoficzony zbior punktow brzegu obszaru 17, w ktérych normalna moze doznawaé
skoku, [ -Jgap, suma skokédw wyrazenia w nawiasie w punktach Z € ¢%[{,.

Warunek (3.2)idealnosci wigzow bedziemy realizowaé przyjmujac

au, , 0o,
raZ, 0 = — (),v__awTK) K+Z Tt Zell,,

(3.3)

, Oa, Ao 0fr - Oa, - Oa,
sAZ, 1) = 4 '@Tp_{fN"+}J Dot + 4, T (); o
gdzie 7’, 2, a s dowolnymi rézniczkowalnymi funkcjami, ktére nazywaé bedziemy
funkcjami wigzéw odpowiednio dla (2.1), i (2.1);, N jest wektorem jednostkowym, zew-
netrznie normalnym do 8I7; w plaszczyznie ¥ = 0. Mozna wykazaé, korzystajge z (3.4),
ze zwiazki (3.5) speiniaja warunek idealnosci wiezdéw (3.2) tozsamosciowo
Po podstawieniu do (3.3) wyrazen g.r* i sf odpowiednio z réwnan ruchu (1.1) i kine-
tycznych warunkdw brzegowych (1.1), i wykonaniu potrzebnych przeksztatcen, otrzymamy
réwnania ruchu

) , Zedllg.
N

(3.6) HY w+h +fatry=i4 A=1,..,1,
i kinetyczne warunki brzegowe

G.7 HENg = pa+sas

gdzie C '

h
HYZ, ) = [ 74T 4/ gdY,

—h
I

ho(Z, 1) = — | 25T*0 4 ,)/5dY,
—h

o

(3.8) FaZ, ) = [ 0.0"D 4 gAY+ [PED ulyi .
—h
h

idZ0) = [ 0 DuygdY, Zelly,

—h
I

pA(Z; Z) = jpk®Akde, ZEaHR.
—h

Po wykorzystaniu réwnan wiezow (2.1), i (2.2) i rownan definicyjnych obcigzen zewngtrz-
nych (1.3) ostatnie zwigzki mozna zapisa¢ w postaci

HK(Z, 1) = BX(Z,9"(Z, 1), vi(Z, 1), n°(Z, 1); [#°(X, 1]),
ha(Z, 1) = h(Z, pA(Z, 1), p(Z, 1), (2, 1); [H(X, 1)),
(3.9) fAZ, D) = fA(Z,9*(Z, 1), p4(Z, 1),
PA(Z, 1) = p(Z,p*(Z, 1)),
i Z 1) = @Aﬂil:’s“i'QABc@PB?PC
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gdzie HA( ), hA( -) sa funkcjami zmlermych Z, y*, v, =" i funkcjonatami zmiennych
(X, t), zdefiniowane catkami
I

A5 = | cDAk(cb*!IJMw B EN)) gdy,
-

(3.10) A
ha() = = [ @y o(@EP +9? OFWP))/ g dY,

—h .

Fa() Da(), 642("), @amc(?), sa funkcjami zmiennych Z, w4, pr:

]

jA( ) = f @rbk(X’ t, ¢k, djfa)(DAkl/g’dY'l_ [PA(X, t’ ¢k)¢Akj]Y=—h,h ZEHR,
—h
(3.11) ;74( D= pi(X, 1, (D"')(DdeY Z e 0,
' 0k
AB( ) = f 0. DY qjskl/ng QABC( D)= f@r Ak "5 B A ayP oy o 1/3
—n n
oDk

K .

Dk axE -

4. Réwnanla zgodnosci deformacji

Warunek idealnosci wigzéw (1.7); po zmianie obszaru calkowania B, na By, uwzgled-
nieniu zaleZznosci

4.1 ST = Wb oms L WEh 5%,

: Yafl ayjaﬂ af a_[/ﬂ'-ﬂ
gdzie W& =g T8 = aar , wynikajacych z przyjetych wigzow dla naprezen,

i wprowadzeniu wielkosci D,(Z, t) i Dy(X, t)
-k

DAZ, 0 = [ Dy,\Psy/gay,
~h

DC(X5 t) = DaﬂT?ps

(4.2)

ktére nazwiemy uogdlnionymi niezgodnoséciami deformacji, mozna zapisaé w postaci

(4.3) [ D89y gdBr+ [ D,6ndII, = 0.
ER nR

Ze wzgledu na dowolnosé funkcji #(X, ¢), n*(Z, ), z warunku (4.3) otrzymamy
4.4) D,=0, D,=0.

Po podstawieniu do (4.2) wielkosci Dy z réwnan (1.7), i uwzglednieniu (4.4) otrzymamy

réwnania zgodnosci deformacii
h

= ke /o
(4.5) CG(Z’ t) = _‘{ x> xk,ﬂqya J ng,

CX, 1) = x* s P&,
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gdzie wielkosci C,, C;, ktére nazwiemy uogolnionymi odksztalceniami sa zdefiniowane:

wzorami )
(]

(4.6) CAZ, 1) = [ Copl¥)/gdY, CuX,1) = C,yie?,
-~k

Réwnania zgodnoéci deformacji (4.5) po uwzglednieniu réwnan wigzéw (2.1); mozna
zapisa¢ W postaci .
CuZ, 1) = Ci(Z, p*, vk, 7% [,

4.7) A
( X, 1) = Co(X, 3,y 2, )
gdzie :
C()= AIII(ALBVJ:“K’IP?L"_A('I(A"/J:‘K"‘Anﬁ
é:( ) = Bipwikwh + By + B,
h
Ay = [ @By WENY gdy,
—h
(4.8) 5 n
A =2 [ DA BEPEPYRaY, A, = [ G O5PPYgdy,

—h -h
Bl{‘(ALB = @Ak(pg TcKL,
BLI‘(A = 2¢Ak¢ﬁ Wfﬂ: BL’ = ak@;g y’fﬂ» )
Wspotczynniki AXfy, Ak, Aa, Bis, By, B;, w ogblnosci zaleza od 34, n®, #. W przy-
padku gdy funkcje Y*8(-) wystgpujace w rownaniach wiezow sa liniowymi wzgledem
uogélnionych naprezen n® i #* to wymienione wspoélczynniki od nich nie zalez.

5. Rownania konstytutywne

Roéwnania konstytutywne dla materialu hypersprezystego przyjmiemy w postaci
odwrotnej do (1.2)

(5.1) Cap = 2

T8 >

gdzie y(T) jest funkcja energii komplementarnej. Po podstawieniu ostatnich zwiazkow
do zalezno$ci (4.6) otrzymamy uogdlnione réwnania konstytutywne

aI'(+) ()

on® o9t

gdzie y(-) jest funkcja otrzymang z funkeji energii komplementarnej ¢(T) przez podsta-
wienie T*F = W(X, 9(X, 1), n°(Z, 1)),

(5.3) 5 = HXFX, 1), 192, 1)) = p(PP),

ﬁ( ) jest funkcja zmiennych Z, #° i funkcjonatem 9¢(X, ¢) okre§lonym catka
I
4 D) =1Z,2%Z, 0; FX0) £ [ 5(X %X 0,72, D)V gdY.

-

(5.2) CAZ, 1§ = Ci(X, )=
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6. Konstrukcja dwuwymiarowych zagadniein brzegowych

Réwnania wigzéw (2.1) i (2.2), rownania ruchu (3.6), kinetyczne warunki brzegowe
(3.7), réwnania zgodnosci deformacji (4.7) i zwiazki konstytutywne (5.2) tworzg podsta-
wowy ukliad réownan dla podstawowych niewiadomych funkcji: uogdlnionych naprezen
(2, 1), 9(X, t), uogdinionych deformacji p*(Z, ) i funkcji wigzéw 2°(Z, 1), /"(Z 1),
i '(Z, t). Wykazemy, ze powyizszy uklad réwnan prowadzi do dwuwymiarowych zagad-
nieft brzegowych dla funkcji p*(Z, t).

Z rownan konstytutywnych (5.2), i réwnan zgodnosci deformacji (4.7), otrzymamy
zwigzki migdzy uogdinionymi deformacjami i uogélnionymi naprezeniami

()
29+

Zatozymy, ze w przypadku gdy w réwnaniach wiezéw dla naprezen (2.2) wystepuja funkcje
9 zalezne od trzech zmiennych przestrzennych, speiniony jest warunek

(6.1 = CX, p*, phe, 70, 99).

() (7C ()
(6.2) det[ oot g | 2O
Z réwnan (6.1) mozemy wtedy wyznaczyé 9°(X, t) jako znane funkcje X, p*, p4, ="
(6.3) 9X, 1) = DX, w4,y 7).

Podstawiajac (6 3) do (4.7),, (5.2); oraz do (3.9),,, wyeliminujemy z podstawowego
ukiadu réwnan nieznane funkcje 9°(X, 1) i otrzymamy zamknigty uklad réwnan na po-
szukiwane funkcje v*(Z, 1), 2(Z, 1), ¥(Z, 1), /J‘('Z 1), n°(Z, 1)
Zestawimy ten uklad rownan
1°. Réwnania wigzow
0 (Z, py(Z, 0, 9% (Z, ) =0, Zelly, »=12 .

6.4 BAZ v (Z,0) =0, Zedlly, p=12, ..

2° Roéwnania ruchu i kinetyczne warunki brzegowe

6.5) H§,K+]1A+fA+rA =iy, Zell,
@ HSng = patsa, Zeoll,,

3°. Rownania definicyjne
HE = HX(Z, 4", %, w*; [0°(X, v%, pi, 7)),
hA = hA(Za 1/)8, w?L: na; [&;(X’ 'I’B: q}?L: J'l")]),
fA = fA(Z’ V’B, w.BL):
Py= E)A(Z, 1/’5),
is= 0452, 2P +0.4nc(Z, 1PDI)1..UB¢C=
O oo’

= ar 20 1Y%

ra ( ozph),_'_”@"’ Zell,
dee, do,

l » )
= A’ J_ 'él + "_._.__ oY VA [
SA— (:" A NK A ﬂ. a‘(/)A ﬂ. a 4 I, Ea R»>
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4°, Réwnania zgodnosci deformacji

6.7) Co = CiZ, p*, pie, 75 [9(X, ", 7)),

52, Réwnania konstytutywne

(6.8) Ca=( P(Zn 19(Xt)]))19“(Xt)~19(X1P i, )

W przypadku gdy w réwnaniach wigzéw dla naprezen (2.2) nie wystepuja funkcje
P (X, 1), wtedy p(*) nie zalezy od & (X, o). Rownama (6.1) sa spetnione tozsamos$ciowo
aw rOWnadeh (6.6),2, (6.7) 1 (6.8) HA( 9, /1,1( D, G, (i P( *) sa funkcjami zmiennych

Z’ 1/') k] "I),K:
Przy zatoZeniu

a A A
det [—a-y-rb— Pa( ')_Cu( ))] o4 0
gdzie
A a A -
() =+ 1(Z n ¥ . an
u( ) [ ana ( > T [ ])] ,19, — ,0,(X’ .(/}n, W{JK’ nb)’
Co( ) = CuZ, v, i, 25 (X, P, pl, 2t)]),
z réwnan (6.7) i (6.8) mozna wyznaczy¢ n*(Z, t) jako znane funkcje Z, y*, v
na(Z) F) = ;ZE(Z: WA’ WAK)'
Podstawiajgc te zwigzki do (6.6),, otrzymamy I,+21, +I,, rownait na niewiadome
funkcje pA(Z, 1), A =1, ... L, (Z,1), ¥(Z,t),v=1,... ], l“(Z ), w=1,..1,. Elimi-
nujac funkcje wigzédw, mozemy ta droga dojsé do dwuwymnarowych zagadmer’l brzego-

wych dla p4(Z, t). Przedstawiony wyzej sposéb konstrukeji dwuwymiarowych zagadnieni
brzegowych zilustrujemy niZej na przyktadzie.

7. Przyklad

W wyrdznionej konfiguracji », wprowadimy ortogonalny ukiad wspdirzednych
o wektorach bazy g, taki, Zze g;3 = g3;g; = 1. Wigzy dla deformacji przyjmijmy w postaci
(2.1)y, za$ wiezy dla napreZzen w postaci

Y=94X, ), T¥®=9(X,1), TY=9(X0),

K3 __ K Y :
(7.1) TX3 = p%(Z, t)(l—-(—h—) )

T3 = V(X, 1),

gdzie (X, t) £ =1,2,3, a¥(Z,t), K = 1,2 sg nieznanymi funkcjami — uogdlnionymi
naprezeniami, Y(X, t) jest znana funkcja. Zatozymy, ze material ciala jest jednorodnym
izotropowym materialem Hooka. Tréjwymiarowe réwnania konstytutywne (5.1) maja
wigc postaé

(1.2) Eup = Lap T,
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gdzie E,; jest tensorem odksztalcenia Greena, Saint Venanta

1
Eaﬂ = —2— (Caﬂ—'g:zﬁ)s

1+ »
Ly, = SE (8uy8ps+8us8py) — 5 Bab8yo-

Kazdemu z uogélnionych naprezen odpowiada uogdlnione odksztalcenie ktére oznaczy-
my odpowiednio przez C.(X,t) i Cx(Z, t). W przypadku przyjetych wigzéw dla naprezen
(7.1) funkcje Cp(-) i Cx(") nie zaleza od 9°(X, t) i n%(Z, t). Réwnania (6.1) na podstawie
(4.8), (4.6), i (5.2); beda mialy postaé

1 A~
(7.3) L., (X, t)+Lc'J’(X, ) = 7(C'c——g‘;),
gdzie
1 1 I+
Ly, = fgu, Ly = fgzz, Ly = Tgugzz,
v
L,=1L, = _—E-gugzz, Lyz= L3y =L,3=1L;,=0,
1+» I+
L, = —Q.E-g“’ L, = —TE—g“’ Ly =0,

C, = Bypyiv i +Bayi+B,,
C, = BAB'PZ‘Z'PFz‘*'BAz?P:‘z‘i‘Bzz,

1
C; = BAB‘I’:‘NP,BZ‘F—Z‘(BAlw)Aé*'BAz‘l’f‘l)‘i'Bu,

8 = 811> 82 =82, £ =0,
By = qjﬁd}ﬂk’ B = 2@5 Dy, By = ¢II‘(¢1k-

Warunek (6.2) jest spetniony. Z réwnan (7.3) mozna wyznaczyé 9°¢(X, 1)
(7.5) ﬂC(X, 1) = Lo [';__ (én _gn)_Ln #(X, t)] P

gdzie L7 sa elementami macierzy odwrotnej do macierzy o elementach L,
(gll)Z ,‘}glngZ 0

(7.6) = £ |8V (@ 0
(1-»?) 0 o, 207 g2
’ * T ite %
Roéwnania zgodnosci deformacii (6.7) na podstawie (4.8), maja postaé
(7.7) Cx(Z,t) = Apypi+Ax,
gdzie

Ap = 2_['@”@',;[1_(%)2] VgdY, Ax= f@,‘@f([l—(—;’—)z]l/édY.
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Réwnania konstytutywne (6.8) maja postac:

(7.8) . Cx = Ly.7(Z, 1),
gdzie ' :
1+ h Y 2 . . 14 h v 5
— v - = oy -
e [l @ b 5 o ()
. ) L1‘2“="0 '
Z réwnan (7.7) i (7.8) otrzymamy '
[
(79) ﬂK(Z, l) = — (AB'IP,BK—*_AK)-
Lyk

Wielkosci HX, h, Wyst@pujqce w réwnaniach ruchu’ (6.5) po‘uwzngdnieniu réownan wiezow
(7.1), zwigzkéw (7.5), (7.9) i wyznaczeniu calek w (3.10),,, sa znanymi funkcjami Z,
pMZ, 1), vi(Zt). Otrzymamy wigc réwnania rézniczkowe na funkcje 9*(Z,1t). Jezeli
znajdziemy rozwiazanie tych réwnan to z (7.9) i z (7.5) wyznaczymy 7*(Z, 1) i %¢(X, 1).
Ruch ciala okreslony jest funkcja deformacji (2.1), a napr¢zenia zwigzkamti (7.1).
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Pesome

O ITOCTPOEHHMH PIBYXMEPHBIX KPAEBBIX 3A0AY B TEOPHMU VIIPYTOCTU

B paBore npennorken meTod, B KOTOPOM KNACC MPOCTPAHCTREHHBIX 3a[1aY MEXaHUKH CHIIEPYNIPY-
roro Teja peliaeTcsi IPM NMOMOIIM JIBYXMEPHBIX KpaeBbIx 3aay. HMCXOAHONW TOUKOM SABIAIOTCH TPEX-
MepHBIE YPaBHEHWA MEXAaHHKHM CIIJIOLIHBLIX cpef ¢ BHYTpeHHuMH cBA3amy [4]. IIpmauATO upeanbHbie
cBA3M i nmedopmaumy M panpsbxeHnil. ITocne ynoTpe6leHUss NPHHIMNOB KIEaNBHOCTH IIOJIYYEHO
CHACTEMY YPaBHEHHH, KOTOpasi IJI ONpeleNEéHHBIX NPENNnoNIOMKeHul NaéT BO3MOM(HOCTb TIOCTPOHKH
ABYXMEPHBIX KP4€BBIX 3a/1aY anpOKCHMUPYIOMIKX COOTBETCTBYIOIIYIO TPEXMEPHYIO 3alayy.
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Summary

‘CONSTRUCTION OF TWO-DIMENSIONAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN THE THEORY
OF ELASTICITY

The purpose of the paper is the reduction of a class of three-dimensional problems of hyperelastic
body to two-dimensional ones. The equations of continuum mechanics with internal constraints are used
[4). For deformations and stresses the ideal constraints are assumed. By means of the principles of ideality
the system of equations has been obtained which, under some assumptions, gives the possibility of con-
struction of two-dimensional problems approximating the corresponding tree-dimensional problem.
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1. Wprowadzenie

Ocena trwalo$ci zmeczeniowej obiektdw technicznych opiera sie gléwnie na doswiad-
czalnych metodach badan. W przypadku uktadéw mechanicznych doskonalone sg wciaz
metody dotyczace symulacji obciaZzen eksploatacyjnych. Badania takie, prowadzone
w warunkach laboratoryjnych, sa szczegélnie zalecane w przypadku elementéw lub ze-
spoléw prototypowych, decydujacych o bezpiecznej eksploatacji ukiadow.

W szeroko stosowanej symulacji posredniej obcigZen losowych aproksymuje sie je
widmem zastepczym, zloZonym z cykli harmonicznych zawartych w blokach, odpowiednio
uporzadkowanych wedlug wartoéci amplitud. Obcigzenia zastepcze powinny byé przy
tym rownowazne, w sensie zmeczenia, obcigzeniom eksploatacyjnym.

Metoda symulacji bezposredniej polega na odtwarzaniu obcigzeh przez sterowanie
sitownikéw, najczesciej hadraulicznych, zapisem na tasmie magnetycznej. Najcenniejsza
jej zaleta jest zachowanie kolejnosci nastgpujacych po sobie impulséw. Ponadto omija
sie konieczno$¢ statystycznego opracowania zapisow obcigzen. Moglo by sig¢ wydawaé
7e dzigki mozliwoéci wiernego odtwarzania obciazen eksploatacyjnych zostana rozwigzane
zasadnicze problemy zwiazane z ich symulacja. W praktyce jednak ze wzgledéw dyna-
micznych, nalezy si¢ liczy¢é ze znieksztalceniem odtwarzanego procesu obciazen. Istotna
uciazliwoscia moze byé rownieZz dlugotrwalosé takich badan.

Bardziej ogdlna metoda jest symulacja obcigZen o danych charakterystykach staty-
stycznych. Uwaza sig, Ze takie obciazenia moga by¢ bardziej reprezentatywne od wycinka
zapisu obciazen rzeczywistych [1]. Symulacja ta jest zazwyczaj oparta na funkcji rozkladu
prawdopodobienstwa Iub gestosci widmowej procesu obcigzen eksploatacyjnych. W bada-
niach zmgczeniowych za charakterystyke wiodaca przyjmuje si¢ najczesciej funkcje ge-
stosci widmowej.

Pomimo coraz wigkszych mozliwosci technicznych dla rozwoju badan typu ,,random’
w dalszym ciagu sa doskonalone badania programowane z blokami obcigzeni harmonicz-
nych. Obserwuje si¢ nawet ponowny wzrost zainteresowania tymi metodami, wynikajacy
gltéwnie ze stosunkowo niskiego kosztu badaf oraz mozliwoséci znacznego ich przyspie-
szania.

Przy przemyslanym programie obciazen mozna ta droga uzyskaé zadowalajace wyniki,
dotyczace przewidywanej trwalosici elementéw oraz lokalizacji peknigé zmeczeniowych.

Wiele miejsca w literaturze naukowej poswigcono symulacji prostych stanéw obcigzen
losowych. Sposoby tworzenia widm zastepczych, na podstawie zapisow realizacji funkcji

6 Mech. Teoret. i Stos. 1/81
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losowych, oméwione sa w pracach [1, 2, 3, 4]. W wielu elementach wystepuja jednak obcig.
zenia zlozone, bedace kombinacja dwdch lub kilku sktadowych obciazen zmiennych,
Zmianom podlegaja wowczas wartosci oraz kierunki naprezen gtéwnych, ktore w ba.
daniach zmegczeniowych nalezy odtwoszy¢. Mozna to uzyska¢ odpowiednio kojarzac
widma zastepcze obciaZen, co w kazdym przypadku badai wymaga indywidualnego po-
dejscia. Zagadnienia redukcji blokéw obcigzen i przyspieszania badan przedstawiajy sie
inaczej niz w przypadkach symulacji prostych stanéw obcigZenia.

W niniejszej pracy przedstawiono metodg symulacji posredniej, opracowana dla przy-
spieszonych badan zmeczeniowych elementéw poddanych ztozonym obcigzeniom eksploa-
tacyjnym w postaci dwoéch funkcji losowych.

2. Kryteria zniszczenia zmeczeniowego w zlozonym stanie naprezenia

Realizacja laboratoryjnego programu obciazen, ztozonego z blokéw o réznych ampli-
tudach i réznych wartosciach $rednich umownych cykli, jest ucigzliwa ze wzgledu na
konieczno$¢ czestych nastaw na stanowisku badawczym. T¢ niedogodno$é mozna zla-
godzié przez redukcje widma zastepczego do widma ztozonego z cykli o stalej wartosci
srednicj, najczesciej cykli wahadtowych, Wiaze si¢ to z koniecznoscia wyznaczenia ampli-
tud rownowaznych w widmie zredukowanym.

W przypadkach zlozonych obciazeri zmiennych obliczenia powinny by¢ oparte na
kryteriach zniszczenia zmegczeniowego. Przegladu prac, omawiajacych zwigzki miedzy
naprezeniami przy zniszezeniu zmeczeniowym, dokonano w publikacji [5].

G. SiNES [6] przedstawit kryterium zniszczenia zmeczeniowego w postaci

(l) Lg%' (Url)i = A- d(O’,,,J_ + Oy + 01113)5

gdzie (o,); jest intensywnoscia naprezed zmiennych:

3

(0 = {—12—;[(0‘,1—0,,2)24-(0a3—0‘03)2+(0a3——0‘a1)2]} .

[}

Wielkodci o, 1 0,, odpowiadajg amplitudom i warto$ciom $rednim naprezef gtéwnych,
natomiast 4 i o sg wspdlezynnikami uwzgledniajacymi wiasnoéci zmeczeniowe materiatu.
Mozna je wyznaczy¢ na podstawie badan zmeczeniowych dla obciazeni o réznych cyklach;

na przyktad przy obciagZeniach osiowych o cyklu wahadtowym (o,); = Z,., 0,, = O i przy
tetnigcym rozcigganiu, gdy (g,); = o, = —;Z,j. Po uwzglednieniu tych wielkosci w za-
leznosci (1) otrzymujemy A = 3 Zypy € = 2—V3_ Zre —1}.

3 3 Z,;

Podobng posta¢ ma kryterium zniszczenia zmeczeniowego B. CROSSLANDA [7] sformu-
fowane na podstawie badari prébek ze stali stopowych:

@ (o = V32, (3 2 - )<aa+o;+a;),
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gdzie: Zs, 1 Z,. — granice zmeczenia przy wahadlowym skrecaniu i rozcigganin — $ci-
skaniu, natomiast symbolami ¢}, 03, o3 oznaczono najwicksze wartosci naprezen gltow-
nych (0,4 ;).

Ze wzgledu na trudng technike badan, niewiele jest prac pozwalajacych na peiny opis
zniszczenia zmgczeniowego materialéw przy obcigzeniach zlozonych. Autorzy pracy [5]
sq zdania, ze kryterium Crosslanda dla stali jest wystarczajgco zgodne z wynikami, nie-
licznych wprawdzie, do$wiadczen.

3. Przyspieszanie badan

Przyspieszanie badan laboratoryjnych moizna osiagnaé w rdZny sposéb, poprzez:
realizacj¢ obciazen wyzszych od obcigzen eksploatacyjnych, pomijanie cykli o matych
amplitudach, lub zwickszenie czestotliwosci obcigzen.

Ostatni z wymienionych sposobéw jest najczesciej ograniczony ze wzgledéw technicz-
nych. Mankamentem duzej czgstotliwosci obcigzen jest réwniez naruszenie termicznych
warunkéw badan, ktére moga znacznie odbiega¢ od warunkéw eksploatacji elementu
i w rezultacie wplywaé na jego trwalo$¢ zmeczeniows.

Intensyfikacja obcigzen jest uzasadniona tylko wtedy, gdy nie wplywa na charakter
procesu zmeczeniowego. Bardzo istotnym czynnikiem, stanowiacym o doktadnosci wy-
nikéw badan, jest model matematyczny kumulacji uszkodzei zmeczeniowych. Pomijajac
oméwienie stosowanych hipotez kumulacji, opisanych w pracach [8, 9, 10], nalezy stwier-
dzi¢, Zze dotychczas nie ma potwierdzonej empirycznie teorii pozwalajacej na ocene trwa-
losci z uwzglednieniem parametréw technologiczno-konstrukeyjnych badanego obiektu,
historii procesu obciazen oraz ksztaltu cykli zmeczeniowych. Ponadto, do obliczenia
rownowaznej liczby cykli obciagzen w badaniach intensyfikowanych, wymagana jest zna-
jomosé doswiadcezalnej charakterystyki zmeczeniowej elementu. Przy statystycznym opra-
cowaniu wynikow badan zaklada sie, ze jest to funkcja ciagla.

W niektérych przypadkach zalozenie takie jest niestuszne, gdyz obserwuje sie strefy
przejsciowe, w ktorych wystepuje przesunigcie albo zaltamanie charakterystyki (rys. 1).

5 \ G 6
lgN IgN igN
Rys. 1. Typowe nieciagloéci wykresbw Wohlera.

Przy okre$lonej wartosci naprezen, na tym samym poziomie, mozna wyodrgbnié dwie
grupy wynikéw o réznych rozktadach czgstoéci ich wystgpowania. W wymienionych
grupach ztomy zmeczeniowe réznig sie migdzy soba, co $wiadczy o odrgbnych mecha-
nizmach zniszczenia. Przeglad publikacji' dotyczacych tego zjawiska zawiera praca {1).
Dla wigkszosci metali poziom ten odpowiada obcigzeniom wywolujacym w najstab-
szym przekroju elementu, lub na dnie karbu, napreZenia réwne granicy plastycznosci.

(5
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Przy obciazeniach losowych, sporadycznie tylko pojawiajace si¢ naprezenia na pozio-
mie nieciagtodci moga powodowaé zmian¢ zywotnosci elementu i charakteru ziomu [J],

Stosujac intensyfikacje obciazern mozna nieSwiadomie przekroczy¢ napreZenia odpo-
wiadajace strefie przejsciowej o,. Obawy te szczegdlnie sa uzasadnione w badaniach ele-
mentéw z karbami o nieznanych wspéiczynnikach koncentracji naprezen. Stad, prazy
doborze wspolczynnika intensyfikacji naprezen, wskazana jest pewna ostrozno$é. Po-
winien by¢ przy tym spelniony nastepujacy warunek:

Slg T o
® 6 S Ou  Z

Dia elementéw z karbami konstrukcyjnymi zakres intensyfikacji obciazen jest jeszcze

e

bardziej ograniczony. Przyjmujac w nieréwnosci (3) o, ~ oraz uwzgledniajac zmiang

. . . Z )
granicy zmeczenia przez wprowadzenie wspolczynnika dzialania karbu (ﬁ_)’ otrzymujemy
k

0 ﬁk_ &
* o " a Z
Wartosé ilorazu% dla stali stopowych wynosi 0,85+0,90, a dla stali weglowych
k

i niskostopowych — 0,75+0,80. W niektérych przypadkach, zwlaszcza dla obciazen

o cyklach niesymetrycznych, gd

wych, ograniczenie (4) moze staw1aé pod znakiem zapytania celowo$¢ intensyfikacji
badan.

Zagadnienie to komplikuje si¢ jeszcze bardziej, gdy obcigZenie wystgpuje w postaci
n-wymiarowej funkcji losowej. Charakterystyka zmegczeniowa przybiera wowczas postac
powierzchni. Wyznaczenie takiej powierzchni na drodze empirycznej wymaga znacznego
nakladu pracy, ktéry czgsto nie bedzie zrekompensowany korzysciami wynikajacymi
z przyspieszenia badan zmeczeniowych.

Przyspieszenie programowanych badan w licznych przypadkach moze by¢ jednak ko-
niecznoscig. Poniewaz stosowanie intensyfikacji obciazen nie zawsze jest celowe i nie zawsze
mozliwe, pozostaje sposéb przyspieszenia badai droga pominigcia w bloku laboratoryjnym
cykli obciazed o malych amplitudach. Przy tym powinna byé ustalona gorna wartosé
amplitud obciazen, ktérych odrzucenie nie obarczy wynikéw badan wiekszymi biedami.
Oczywiscie rozwaZania te dotycza materiatéw dla ktérych wystgpuje granica zmeczenia.
Wplyw naprezen nizszych od granicy zmeczenia (niedocigZzen) na ograniczong trwalosé
zmeczeniows jest bezsporny. Naogoét jest to wplyw korzystny. W przypadku stali efekt
wytrenowania jest widoczny przy naprezeniach niewiele mniejszych od granicy zmeczenia.
Wplyw niedociazen duzych (0,6Z) na poziom granicy zmeczenia i na ograniczong trwalo$
Zmeczeniowa jest nieznaczny.

W monografii [6] przytoczone sa wyniki badain majacych na celu pO_]anenlC si¢ §laddéw
poslizgdw w plaszczyznach krystalograficznych.

Rys. 2 przedstawia granice (linia 1) ponizej ktdrej nie stwierdza sie, za pomocg mikro-
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skopu optycznego, zmian na powierzchni badanych probek. Pierwsze §lady poslizgéw,
przy obciazeniach dlugotrwalych, wykrywane sa dopiero na poziomie naprezen op.

7 chwilg pojawienia sie mikropgknie¢, ich propagacja jest uzalezniona réwniez od
naprezenn o malych amplitudach. Uwzgledniajac jednak to, ze rozwdj peknigé nastgpuje

6

wykres Wohlera

Ig N

Rys. 2. Linia $ladoéw pierwszych poslizgow 1.

w ostatniej fazie zmeczenia i ze etap ten jest stosunkowo krétki, mozna przypuszczad,
1e pominiecie w badaniach cykli obciazef o wartosciach nizszych od op W niewielkim stop-
niu wplynie na ostateczna trwalo$c.

Przyjmujac z przesada, ze najwigksze obcigzenia eksploatacyjne moga wywolaé na-
prezenia nominalne réwne R,, przy zaloZeniu gp = 0,5Z, otrzymujemy zalezno$é

o 0,52
Omax - Re'ﬂk ’

pozwalajgca na wyznaczenie obcigzen zmiennych, jakie powinny by¢ uwzglednione w ba-
daniach stanowiskowych.

(5)

4. Metoda symulacii zlozonych obciazen eksploatacyjnych

Metode posredniej symulacji zlozonych obciaZed eksploatacyjnych, przedstawia sig
na przykladzie badan tréjezionowego walu kierownicy z przegubami krzyzakowymi
samochodu dostawczego ,,Zuk’” (rys. 3).

Ze wzgledu na mozliwo$¢ wystgpowania w wale naprezen eksploatacyjnych w zakresie
ograniczonej wytrzymalo$ci zmeczeniowej, nalezalo wyznaczy¢ trwalo§¢ walu w prze-
cigtnych warunkach uzytkowania samochodu.

Podczas jazdy w poszczegdlnych czlonach waltu wystepuje skrgcanie wywolane od-
dzialywaniem przekladni i kola kierownicy. Jednoczesnie wystepuje zginanie uwarunko-
wane wzajemnym poloZeniem elementdw.

Z analizy ukladu wynika, ze wystgpujace w nim sily wewnetrzne mozna wyznaczyc¢
na podstawie wartosci momentu skrgcajacego w jednym z cztonéw oraz kata obrotu tego
czlonu. Sa to funkcije losowe sktadajace si¢ na proces obciazed watu w warunkach eksploa-
tacji samochodu. .

Realizacje tych funkcji rejestrowano na ta$mie magnetycznej, podczas jazd dos$wiad-
czalnych. Do pomiaréw momentu skrecajacego stuzyly tensometry elektryczne naklejone
na powierzchni gérnego czlonu (rys. 3) a do rejestracji kata obrotu wykorzystano po-
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przektadnia
/\l/ kierownicy

Rys. 3. Przegubowy wal kierownicy samochodu.

Rys. 4. Wykresy momentow skre¢cajacych i zginajacych w czlonach waha.

[86]
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tencjometr. Pomiary przeprowadzono w sytuacjach odpowiadajacych typowym i charak-
terystycznym, ze wzgledu na prace ukladu kierowania, warunkom jazdy samochodu.

Przeglad zapisOw na monitorze oscyloskopu wykazal, ze we wszystkich przypadkach
kat obrotu watu jest funkcja wolnozmienna w pordwnaniu z realizacjami momentu skre-
cajacego. Fragment oscylogramu przykladowo przedstawia rys. 5.
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Rys. 5. Zapis obciazenr walu kierownicy przy pokonywaniu zakretu.

W celu symulacji obcigzen zmeczeniowych, w warunkach laboratoryjnych, nalezato
skojarzy¢ ze soba odpowiednie wartosci realizacji obu funkgji losowych zapewniajac przy
tym odtworzenie zmian naprezen gtéwnych.

Opracowanie zapisow zostato oparte na metodzie wzglednych rozpigtosci i odpowia-
dajgcych im wartosci Srednich. Wedtug tej metody zakresy zmian obcigZzenia miedzy dwo-
ma, nastgpujacymi po sobie, lokalnymi ekstremami odpowiadaja podwdjnej amplitudzie
zastgpczego cyklu harmonicznego. Przy tym, najczesciej uwzglednia sie tylko rosnace
galezie zapisu zakladajac, Zze dla wystarczajagco dlugich przebiegdw czestosci wystgpowa-
nia takich samych galezi opadajgcych beda identyczne. PowyZsza metode wykorzystano
do zliczania umownych cykli, odpowiadajacych szybkozmiennej funkeji M;, a kazdemu
cyklowi zostata przypisama warto$é funkcji wolnozmiennej. ObciaZenia zastepcze wyra-
zone sa w rezultacie przez trzy wielkoéci: amplitude momentu skrecajacego M,, jego
warto$¢ §rednig M, i kat obrotu ¢. Poszczegblne realizacje zapisu opracowano w maszynie
cyfrowej. Dla zmiennej M, bylo wyznaczane kolejno lokalne minimum, a nast¢pnie naj-
blizsze lokalne maksimum. W przypadku gdy réZnica miedzy tymi wielkosciami, réwna

%
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‘Mm
a

(3}
Ma

Mo

\ ’ czas
min

Rys. 6. Zasada zliczania umownych cykli obcigzen.
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2M,, przekraczala granice zaktocen o przyjetej wartosci 5%, zakresu pomiarowego, obl;.
czana byla wartos¢ §rednia M,, oraz odczytywana odpowiadajaca jej wartosé kata obro.
tu @. Na podstawie tych danych, okreslajacych pojedynczy cykl, nastepowata jego klasy-
fikacja w tréjwymiarowej tablicy.

W wyniku oddzielnego opracowania zapiséw poszczegdlnych realizacji procesu obcig-
Zen, uzyskano czestosci wystepowania umownych cykli, w przyjetych przedziatach kia.
sowych, dla kazdego stanu jazdy. Nastepnie wszystkije tablice zostaty zsumowane wedtug
zaleznosci

Pijk = Zpljkl i
i=1
Wyrazy p;j, Sa czestosciami wystepowania obcigzen wlprzedziale klasowym i, j, k dla
stanu jazdy /. Wyrazy p, wjmuja udzial stanu jazdy / w ogdéloym przebiegu, reprezenta-
tywnym dla samochodéw dostawczych. Wyznaczono je na podstawie odrebnych badag
eksploatacyjnych.
W ten sposob powstal rozklad czestoci wystgpowania umownych cykli obcigZen
w przecigtnych warunkach eksploatacji samochodu.
W celu uproszczenia badan laboratoryjnych, tréjwymiarowe widmo obciazen spro-
wadzono do widma zastgpczego o cyklach wahadlowych.
Dla elementéw o przekroju kotowym, poddanych jednoczesnemu skr¢caniu i zginaniu,
kryterium Crosslanda (2) przybiera postac:

’T‘b— Y - ZSO ’ ’
(6) ]/051 +032_Ua1 Og2 = 1/3 Zsa_(l/s VA —'1) (Ul+02)'
go

Skladowe dwuwymiarowego stanu naprezenia mozna przedstawié nastepujaco:
2M,  2c(M,+tM,)

o} = =
Omax = 7 W,
M, M,
Tmax _, — 0,
min — VV,,

gdzie: M,, i M,— odpowiednio warto§¢ $rednia i amplituda momentu skrecajacego,

W, — biegunowy wskaznik wytrzymalosci przekroju, ¢ = M, .

M
Uwzgledniajgc, ze napreZzenia gidwne
o 1 -
= — _ 2 2
01,2 ziz]/a +472,

wyznaczono wielkosci wchodzace do (6)

0, = (et y/ 1),
o) ’

W,
Kryterium zniszczenia zmegczeniowego dla obcigzenn o cyklach dowolnych opisuje
réwnanie

(8) M,V4c2+3 = W,Z,,J/3-2Be(M .+ M,),
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w ktérym
Zy
Z,

g0

B = ]/5 1.

Dla obcigzenn wahadlowych o amplitudzie momentu skrg¢cajacege M, kryterium to
ma postaé

©) M,V4c*+3 = W, Z,, /3-2BcM,
Przez poréwnanie obu zaleznosci wyznaczono amplitude momentu skrecajacego M,
réownowazna amplitudzie M,:

M,=M,+k-M,,

I [l _*_';/4c2+3]_1
2Bc¢

Wartosé wspdlczynnika k maleje w miarg zmniejszania si¢ wielkosci ¢, az do zera
w przypadku czystego skrecania. Woéwczas asymetria cykli nie wplywa na warto$é granicy
zmeczenia, co jest zgodne z wynikami wielu doswiadczen [6, 11].

Nalezy zaznaczyC, ze wspolczynnik k zostal wyznaczony dla obciazen odpowiadaja-
cych granicy zmeczenia. Stosowanie go przy innych wartoéciach obcigzef jest rownoznacz-
ne zatoZeniu, ze stosunek naprezent do granicy zmegczenia, w cyklach niesymetrycznych
i rownowaznych im cyklach wahadlowych, jest taki sam.

Wielko$¢ k jest odpowiednikiem wprowadzonego do literatury technicznej przez
SERENSENA [11] wspdlczynnika wrazliwosci materiatu na asymetri¢ cykli y. Przez analogie
mozna go nazwa¢ wspdlczynnikiem wrazliwoéci elementu na asymetri¢ cykli obciaZex.

W obliczeniach réwnowaznych amplitud M, uwzgledniono napreZenia wystepujace
w najstabszym przekroju gérnego czlonu walu kierownicy.

Laboratoryjny cykl obciaZen odpowiadat przebiegowi samochodu rownemu 35 tys.
km. W poprawnie zaprogramowanych badaniach zmeczeniowych zniszczenie elementu
powinno nastepowaé po wielokrotnym powtérzeniu tego cyklu. Warunek ten dotyczy

gdzie:

kgly obrotu kierownicy
{Nm 1t M, /6 /3 yz2fol /3 | /2 | -1/6

66
58
50

36
30
24

T 1T 71 T 11
'

i

liczba cym

laboratoryiny cykl _obcigzen
148 200 cykli)

Rys. 7. Laboratoryjny cykl obciazen odpowiadajacy przebiegowi samochodu 35 tys. km.
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zlagodzenia wptywu kolejnosci przyktadania obciazen o réznych amplitudach. Dig
walu kierownicy, przy wymaganej trwatosci eksploatacyjnej odpowiadajacej 350 tys. km
przebiegu samochodu, zaloZono conajmniej 10-krotna realizacje programu obciazen,

Program ten zawieral okolo 85 milionéw cykli umownych o réznych wartosciach
amplitud. Jego odtworzenie na stanowisku badawczym wymagatoby setek godzin, a znisz-
czenia watu nalezaloby oczekiwaé w czasie znacznie dluzszym. Z tego wzgledu cykl labo-
ratoryjny zostat skrécony przez pominigcie obcigzen o matych amplitudach.

Po uwzglednieniu naprezen w najstabszym przekroju oraz kryterium zniszczenia zme-
czeniowego (9) i warunku (5), z programu badan odrzucono obcigzenia o amplitudach
M, < 22 Nm. W ten sposéb, cykl laboratoryjny zostal zredukowany do widma przed-
stawionego na rys. 7.

Schemat blokowy programowania badan zmeczeniowych przedstawia rys. 8.

TNUMERYCZNE OPRACOWANIE ZAPI- |BADANIA EKSPLOATACYINE _]
| SOw | |
[ | [anauzaco-| [zuczanie |
| [ KUMENTOW STANOW
| EKSPLOATA IAZOY |
| HETODA ! |
Al ACH
| T
| LOSOWYCH [ OFRACOWANIE |
{} {} | | STATYSTYCZNE |
! !
ODTWORTE - | i 1 |
NIE 2rP1- | : |
| GLOBALNA
RE%;;TRA | | PROGRAM DLA | STRUKTURA }
E | EMC [ ]standw sazoy I
| & |
eyl || T i
osCYLDS- Lo WYDRUK! |
E Pl ROZKLADY DKRESLENIE BEZ- -5
] | OBCIAZEN DLA WZGLEDNES LICZ %
& | | ROZNYCH WARUN- BY CYKU W Z&R0 §§
DYSKRETYZA [ EMC KOW EKSPLOAT. PONYM PRZEBIEGU &
Ca4 ZAPOW | SYGNAL }# OPRACOWANIE TN ‘z§
e e G S e 3
1ER ROZKEAD ik
1 0BCIAZEN
|
]
i

|

|

I

|

!

I

|

| |

DIWUWYMIAROWY LICZROWA CHA -
R B ROZKLAD RO CRAMY '
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AZEN

|

L — }
|

ANALIZA STANU j %D%ﬁJQ%REA- !
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| |
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Rys. 8. Schemat blokowy programowania badan zmeczeniowych.
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Badania przeprowadzono na skonstruowanej do tego celu maszynie zmeczeniowej.
Waty mocowano w niej w taki sam sposéb jak w samochodzie, z zachowaniem wzajemne-
go potozenia ich elementow. ObcigZenia byly realizowane jednoczesnie z obu stron walu
przez uktady korbowe. Dla kolejno zmieniajacych si¢ katéw obrotu walu przyk}adano
momenty skrecajace o amplitudach M,.

Badaniom poddano pig¢ zespotéw zmodernizowanej kierownicy, uzyskujac naste-
pujace trwatosci: 49, 40, 68, 52 i 38 cykli laboratoryjnych.

5, Opracowanie statystyczne wynikéw badat 1 ich interpretacja

W badaniach trwaloéci zmeczeniowej liczba elementéw lub zespoléw maszyn jest
zazwyczaj ograniczona ze wzglegdow technicznych i ekonomicznych. Przy opracowaniu
wynikéw, powstaje wowczas koniecznosé przyjecia pewnych zalozen.

Istnieja teoretyczne i dodwiadczalne przestanki, Ze trwalo$¢ obiektéw technicznych
przy obciazeniach zmiennych ma rozktad Weibulla [11] o dystrybuancie

(x—x)*
F(x) = l—exp[————(r— dla x> x,,

0 dla x< xo,

Rozklad ten okredlaja trzy parametry: k > 0 — parametr ksztattu, 0 — parametr
skali oraz x, — parametr progowy rozkladu.

Dla ukladéw mechanicznych najwieksze znaczenie ma warto$é¢ parametru progowego,
interpretowana jako minimalna trwato$é dla catej populacji obiektéw w danych warun-
kach badad. W takim ujeciu przedstawiono wyniki badafd walu kierownicy. Parametry

fix} T T T T T T T

! | ! I | 1 | X ,
10 20 30 - 40 50 liczba programéw obcigzen

Xo=26 ——

Rys. 9. Rozklad prawdopodobienstwa trwalosci zmeczeniowej elementow.

rozkladu Weibulla zostaly oszacowane na podstawie estymatora skosnosci wyznaczo-
nego z proby. Warto$é progowa x, wynosi 26,15 cykli laboratoryjnych. Uwzglgdniajac,
ze kazdy cykl odpowiada, z zatozenia, przebiegowi samochodu réwnemu 35 tys. km,
parametr ten jest réwnowazny w przyblizeniu przebiegowi 900 tys. km. Jest to trwalo§¢
znacznie przewyZszajaca wymagania stawiane w zaloZeniach konstrukcyjnych (350 tys.
km). Z tego wzgledu badania laboratoryjne mozna bylo ograniczy¢ do pigciu zespotow,
dopuszczajac mozliwosé popelnienia znacznego bledu w statystycznej ocenie progowego
parametru rozkladu.

Znaczny margines beszeczenstwa uzasadmony znaczeniem wahi kierownicy samo-
chodu, uniemozliwia w petni eksploatacyjna weryfikacje przedstawionej metody.
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Nalezy podkresli¢ jednak, ze dotychczas nie notowano pgknigé waldéw podczas eksploa.

tacji dziesiatkow tysigcy samochodéw, co w pewnym stopniu potwierdza wyniki badag

W

dolnym zakresie szacowanej trwalosci.

6. Podsumowanie

W pracy zostala przedstawioma propozycja metody programowania badan zmecze.

niowych elementéw uktadéw mechanicznych, dla ktérych obciazenia eksploatacyjne
majg posta¢ dwuwymiarowej funkcji losowej. Daje ona mozliwo$¢ uwzglednienia w pro-
gramie badan laboratoryjnych, lacznego rozkiadu prawdopodobienstwa ziozonych ob.
ciazed. Metoda aproksymacji rzeczywistych widm obciaZen zostala opracowana dla przy-
padkéw w ktérych jedna z funkeji losowych jest wolnozmienna w poréwnaniu z drug.
Uzasadnienie zaproponowanej metody w zakresie mozliwosci przyspieszania badan oraz
konstrukcji blokéw obcigzen o rownowaznych cyklach harmonicznych ma znaczenie
ogodlne. Metoda moze by¢ stosowana po dalszych pracach w zakresie jej weryfikacji empi-
rycznej do badan elementdéw, dla ktérych obciazenia losowe odpowiadaja zalozenin do-
tyczgcemu zmiennosci obu funkcji.

11.

12,

13
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Peszwome

METOIN CIMVYJIIUHM CJIIOXKHBIX CTOXACTHUYECKHUX HATPY30K B YCTAJIOCTHBRIX
VCCJIEDOBAHUAX DJIEMEHTOB

B paGoTe IpeAcTaBIIeH METOX HPOTPAMMHPOBAHHA HCCNENOBAHHI YCTANOCTHBIX IJIEMEHTOR MCXaHH-
HeCKHX CHCTeM COCTABHBIX 3KCIUIYaTAI{MOHHEIX HATPY30K. :

TIpeanoyKeHHBIA METON AINMNPOKCHMMALMK CNy4YalHbIX YCTaJIOCTHBIX HCCAEJOBAHMII XacaeTcs Ciy-
yaeB, B KOTOPBIX OJHA H3 CAyUaiHbIX (DYHKUNH ¢ HASHAUNTENBHO MEHAIOWEHCA YACTOTON MO CpaBHEHHIO
co BTOpOIl (hyHKIMei.

B paGoTe NpeAacTasjeHa KOHCTPYKIHSI 3aMCHAIOLIEro Groxa rapMOHHUYECKHX HATPY30K, KOTOPBI
[P YCKOPEHHBIX MCCAEAOBAHMAX, COOTBETCTBEHHEII OIpeleIGHHOMY MePHOAY SKCHNyaluTaHH 00 beKTa.
MeTox HIUTIOCTPUPYETCA HIPHMEPOM UCCIEJ0BAaHBH POUHOCTH IUAPHAPHOYr0 BaJia pYJIsk aBTOMOGIIIA.

Summary
A METHOD OF SIMULATION OF THE COMPLEX STOCHASTIC LOADS IN THE FATIGUE
TESTS OF ELEMENTS

A method is presented of programming tests of fatigue elements of the mechanical systems, exposed
to the action of complex service loads. The suggested method of approximation of random fatigue loads,
refers to the cases when one of the random functions, has a negligible changing frequency in comparison
to the other.

A construction of a supplementary block of harmonic loadings, which, under accelerated tests, cor-
responds to a certain period of exploitation of the object, has been presented in the paper. The method
has been illustrated by an example of the durability of an articalated shaft of car steering wheel.

POLITECHNIKA LUBELSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 stycznia 1980 roku
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PLYNIECIE KOLNIERZA PRZY KSZTALTOWANIU WYTEOCZXI Z NIEJEBNORODNEJ
BLACHY ANIZOTROPOWEJ

TapEUSZ SOEKOWSKI (KRrRAKOW)
1. Wstep

Istnieje grupa specjalnych sposobdéw tloczenia, w ktorych celowo wytwarza sie nie-
jednorodno$¢ wiasnosci blachy przeznaczonej do ksztattowania. Sposoby te polegaja
na obnizeniu wytrzymaltodci materiatu w kotnierzu formowanej wytloczki, przy zacho-
waniu poczatkowej wyZzszej wytrzymatosci w obszarze 1 otoczeniu dna. Dzigki temu,
graniczna sita jaka moze przenie$¢ dno pozostaje taka sama, a sila tloczenia obnifa sie
w wyniku spadku oporu ksztattowania i mozna uzyskaé wyzsza wytloczke w jednej ope-
racji.

Nigjednorodno$¢ wlasnodci praktycznie uzyskuje si¢ poprzez miejscowe wyZarzenie
lub miejscowe podgrzanie blachy. W wyniku ograniczonych mozliwosei technicznych
nagrzewu, nie uzyskuje si¢ skokowego spadku a,, lecz wytwarza sig¢ w kolnierzu pewien
rozklad o,(x, y). Ponadto bardzo czgsto material blachy wykazuje anizotropie wlasnosci.

Analiza teoretyczna takich przypadkéw wytlaczania powinna by¢ wykonana z uwzgled-
nieniem zaréwno plastycznej nigjednorodnoéci jak i anizotropii materiatu.

W analizie przedstawione]j w niniejszej pracy, uwzgledniono zmienna warto$é napreze-
nia uplastyczniajacego w zaleznosci od polozenia punktu w obszarze odksztalcenia oraz
od kata ¢ wzajemnej orientacji kierunkéw gléwnych tensora napreZenia i ortotropii
materiatu. Ograniczono si¢ do procesu wytlaczania, w ktérym naprezenia gldwne maja
réznoimienne znaki oraz do przypadku ortotropii symetrycznej wzgledem katéw beda-
cych calkowita wielokrotnoscia 45° do kierunku walcowania blachy. Przy takich zaloze-
niach mozna zastosowaé warunek plastycznos$ci Treski zmodyfikowany dla materialu
anizotropowego przez IwrLewa [3].

W pracy podano réwnania i zwiazki wzdluz charakterystyk dla naprezen i predkosci
ptyniecia w warunkach plaskiego stanu naprezenia. Wykonano przyklady ilustrujace
wplyw niejednorodnosci i anizotropii na stan napreZzen i predkosci plynigcia w koltnierzu
wytloczek o niektérych ksztaltach podstawy w poczatkowym stadium ich formowania.
Wskazano na praktyczne zastosowanie uzyskanych rozwigzan.

2. Plaski stan naprezenia niejednorodnego materialu anizotropowego

W przypadku niejednorodnego materialu Treski o ortotropii symetrycznej, tzn.
1

5 ) i przy 0,0, < 0 podstawowy ukiad réwnan plaskiego stanu

op(x, y, @) = c,,(x, net
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naprezenia ma postac:
0(hay) + 0wy, _ o:

d(ho,) + a(ht,,) ~0

210 Ox oy ’ ay 0x ’
2.2) 0,—0> = 0p(X, ¥, @),

lub

(2.22) F = (0,~0,)" +475,—0p(x, y, ) = 0,

(2.3) L R )

oF ‘5_1'«"_“ oF
do, 9o, 01,

(2.4) boti, i, = 0.

Powyzszy uklad réwnan moze byé rozwiazany w sposdb podany przez HILLA [2] po przy-
jeciu z géry zalozenia o rozkladzie grubosci h(x, y), a warunek niesci§liwosei (2.4) nie
bedzie wowczas spelniony.

Warunek plastycznosci bedzie tozsamo$ciowo spelniony przy dowolnej funkeji
o,(x, y, p) po parametryzacji znanym Ssposobem:

6. = o+kcos 2y,

(2.5) o,'= o—kcos 2g,
T,, = ksin 2¢p,
gdzie:
o1 . _ 0to, 1 2T,y
k =75 (% Vs @); G—-—T—, <P—73J'Ctg’o,x—_o,y—

Po wprowadzeniu zaleznosci (2.5) do warunkéw réwnowagi (2.1) uzyskuje si¢ pewien
nie wypisany tutaj uklad dwoch réwnan rézniczkowych quasi-liniowych typu hiperbo-
licznego, ktory posiada dwie rodziny charakterystyk o rownaniach:

(2.6) —z = tg(§+£),
gdzie:

1 1 dlnk
£=(p—6, é=7arctga———a@—.

Natomiast zwiagzki wzdiuz charakterystyk majg postaé:

+ [(M + @) sin2d — ( flnk + dlnh ) cos26] kdx+

Q7 4dot 2K
co

$29 Ox 0x dy ay
N dlnk N dlnh 03254 dlnk . dlnh SM&] Ky +
dx ox ay ay
dlnh . dlnh dlnh dlnh . )
_ tlnn dy = 0.
( % sin2&+ 3 cos2£) crdx+( I cos2&+ oy sin2&) ady

W szczegélnym przypadku przy A = const réwnania charakterystyk (2.6) pozostajg
takie same, a zwiazki wzdtuz charakterystyk przybieraja prostsza postac:
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2k ok . ok
(2.8) id”m‘”’ + (W sin26 — B cos 26) dx+
ok dk .

+ (Aé,\—- cos2d + B sm2(5) dy = 0.
Prawo plynigcia (2.3) stowarzyszone z warunkiem plastycznosci, po uwzglednieniu
(2.5) daje dwa réwnania rézniczkowe typu hiperbolicznego, ktére posiadaja dwie rodziny
charakterystyk o takich samych réwnaniach (2.6) jak charakterystyki dla naprezen.
Wyprowadzenie tych réwnan dla plaskiego stanu odksztalcenia materialu anizotropowego
podal Bykowcew [l]. Wzdiuz charakterystyk dla predkosci obowigzuja zwigzki podane

przez Geiringer:

A9+ 0pdE = 0,
29

A9 —0,d& = 0,

3. Poczatkowe plynigcie kolnierza w procesie wytlaczania

Teoria plaskiego stanu napreZenia ma wazne zastosowanie do analizy proceséw tlo-
czenia blach. Aby méc rozwiazaé zagadnienie plyniecia kolnierza w procesie wytlaczania,
musimy poczyni¢ pewne zaloZenia upraszczajace. Zakladamy, Ze kolnierz znajduje sie
w warunkach plaskiego stanu napreZenia, tzn. pomija si¢ napr¢Zzenia normalne i styczne
pochodzace od dociskacza, jako niewielkie w poréwnaniu z oporem odksztalcenia. Na
wewnetrznym brzegu kotnierza, czyli na krawedzi otworu matrycy dziala jedynie naprg-
Zenie ciggnace normalne do tego brzegu. Maksymalna warto$é tego naprezenia jaka
moze przenie$é material jest réwna jego granicy plastycznosci w tym miejscu.

Najbardziej interesujacym bedzie przypadek, w ktérym rozkiad naprgzenia ciggna-
cego na wewngtrznym brzegu jest rownomierny, gdyz jak pokazuje doswiadczenie, kot-
nierz wykreslony z warunku réwnomiernego rozkladu ciggnien ma najmniejsza sklon-
nos¢ do utraty statecznosci przy wyttaczaniu.

Po przyjeciu zalozen odnosnie warunkéw na brzegu wewnegtrznym mozna wyznaczyé
wokol niego siatke charakterystyk dla naprezes dla przypadku plyty nieograniczone;j.
Prowadzone rozwiazanie ma jednak praktyczne znaczenie tylko w obszarze do trajektorii,
wzdtuz ktérej bytoby o, = 0 i bylaby ona prostopadia w kazdym punkcie do kierunku
dzialania o,. Technika poszukiwania takiej trajektorii na wykre$lonej juz siatce charak-
terystyk moze byé roznorodna, W przypadku materialu jednorodnego i niejednorodnego
ale bez anizotropii, mozna te trajektorie wykresli¢ z warunku, Ze linie po§lizgu maja do
niej podchodzi¢ pod katem 45° w kazdym jej punkcie.

Wychodzimy z jakiego§ wezta siatki, o ktérym wiemy, 2e o, = 0. Niech begdzie to
punkt A na rys. 1. Nastgpny punkt, w ktérym szukana trajektoria przecina lini¢ poslizgu
ma wspdlrzedne x, y, ktére znajdujemy rozwiazujac nastgpujacy uklad réownan (wediug
oznaczefi podanych na rys. 1):

1+——j§

(€RY) y_Yk—1,t=—‘—AT(x‘xk—1.x),
=27
Ax

7 Mech. Teorct. i Stos. 1/81
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3. 4y
[cd ] Y= (=X,

Znaleziony punkt jest nowym punktem wyjéciowym do poszukiwania nastepnego,
Tak wykre$lona linia jest w kazdym punkcie prostopadfa do kierunku dziatania napreze-
nia ¢,. Czy i z jakg doktadnodcia spetnia ona warunek swobodnego brzegu mozemy spraw-
dzié znajdujac przez interpolacje wartosci o, w poszczegdlnych jej punktach.

4

Y

el X

Rys. 1.

W przypadku materiatu anizotropowego, kierunek napreZzenia gtéwnego o, nie tworzy
z charakterystykami kata —Z—, lecz kat %:-—_t d, a wigc charakterystyki nie podchodza do

szukanej trajektorii pod katem % z wyjatkiem katéw ¢ = 0, %, -7—;—

Majac wykre$long siatkg charakterystyk i znajac warto$ci ¢ i oy W wezlach, w przypad-
ku materialu anizotropowego réwniez wychodzimy z jakiego$ wezla, w ktorym o, = 0.
Nastgpny punkt x, y szukanej trajektorii (rys. 1) wyznaczamy rozwiazujac uklad rownan:

1
Y=Vr—11= — o (X—X_1,1)
. e Prs, .
(3.2) o
Ay
V= Vi—1 = A—% (x--x4,1)

Nastegpnie znajdujemy przez interpolacj¢ warto$é kata ¢ w punkeie x, y, ktorej znajo-
mo$¢ jest niezbgdna do kontynuacji obliczen. Mozemy tez znalezé drugie i dalsze przy-
blizenia wspolrzednych punktu x, p, biorac w pierwszym réwnpaniu (3.2) zamiast kata
@i_1,; wartodé érednia z katow @p_y,; 1 @y ,.

Tak wyznaczona trajektoria bedzie w kazdym punkcie prostopadia do kierunku dzia-
Jania napreZenia o,. Pozostaje do sprawdzenia wzdhuz wykreslone; linii z jaka doktadnoscia

jest spelniony warunek o, = 0.
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(1

W przedstawionych w pracy przykiadach odchylenia byty rzedu = 0,02 do 0,06

Po
i sa one podane przy kazdym rozwigzaniu. Wykreslona trajektoria wyznacza ksztalt

i graniczne wymiary materialu wyjsciowego na wyttoczke, jaki teoretycznie moze byé
wzigty do wytlaczania w jednej operacji.

Plan predkosci ptyniecia w kolnierzu sporzadza si¢ na podstawie zwigzkdw (2.9)
wychodzgc z zalozenia, ze predkos¢ ptynigcia na wewngtrznym brzegu kolnierza jest
rdwna predkosci stempla i ma rozklad réwnomierny. Zalozenie takie jest dopuszczalne,
gdyz w wyniku dziatania sit tarcia miedzy czotem stempla a blachg, odksztalcenia blachy
w dnie sg niewielkie [4]. Dla kazdego ksztattu podstawy wytloczki zarys zewnetrzny ho-
dografu bedzie wiec kolem, a wartod¢ predkosci stempla przedstawia promien tego kota.
Konstrukcje hodografu prowadzimy do wyznaczonego na siatce charakterystyk dla na-
prezef brzegu zewngtrznego kolnierza. . .

Przedstawione ponizej przyklady rozwigzan obrazuja wplyw niejednorodnosci i ani-
zotropii blachy na ksztalt i graniczne wymiary materialu wyjéciowego wyznaczone z wa-
runku réwnomiernego rozkladu ciggnienia o wartosci ¢, na brzegu otworu matrycy.

T+
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Niejednorodnos¢ i anizotropig blachy uwzgledniono w tych przyktadach wprowadzajge
rozklad o, opisany funkcja:

%p

(3.3) = (1 +asin®2g)be’ 7

Cp,
gdzie: o, — warto$¢ o, na brzegu otworu matrycy i w kierunku walcowania blachy.
Pierwszy czton tej zaleznosci opisuje symetryczng anizotropig blachy z dobra zgodnos-
cig dla wielu gatunkéw materiatéw. W przyktadach przyjeto dla aluminium a = —0.15,
Drugi czton wczytywano w ten sposéb, aby rozklad o, podany na wykresach przy
kazdym przyktadzie opasywal podstawg wytloczki. Przyklady wykonano dla poczatko-
wego stadium plyniecia, w ktérym s = const. Wykonano tez rozwigzania przy liniowym
wzroscie grubosci blachy w kierunku brzegu kotnierza o warto$é rzedu do 5%, ale réznice
w polu charakterystyk byly tak niewielkie, Ze nie mozna ich przedstawi¢ na rysunkach.
Mate zmiany grubosci wystepujace w poczatkowych etapach ptynigcia sa wiec pomijalne,
Na rys. 2 przedstawiono siatki charakterystyk dla naprezen w kolnierzu wytloczki
o podstawie kotowej w przypadku blachy anizotropowej (a) i anizotropowej z podang
niejednorodnoscia (b). Siatki wyznaczono na podstawie zwiazkéw (2.8) metoda réznic
skonczonych obliczajagc kolejne przyblizenia punktéw. Przedstawione rozwigzania s
trzecim przyblizeniem, przy czym czwarte i dalsze przyblizenia nie wprowadzaja juz

praktycznie zadnych zmian. Wzdluz trajektorii zewngtrznego brzegn wartosé %t
o

odbiega

Dy
od zera maksymalnie o 0,02. Niejednorodno$¢ blachy nie zmienia obrazu siatki, ale do-
puszczalny obszar kolnierza jest znacznie wigkszy.
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plan predkosci pokazuje, ze predkosé plynigcia na zewnetrznym brzegu kolnierza
jest najmniejsza w kierunku pod katem 45°, przy czym réznica migdzy predkosciami
w kierunku 0° i 45° jest wigksza po zwigkszeniu kotnierza w przypadkn blachy niejedno-
rodnej. Taka réznica predkosci powoduje dobrze znane w praktyce zjawisko tworzenia
sie uszu w przypadku wyttoczenia z blachy anizotropowej naczynia cylindrycznego z pét
wyrobu kolowego.

Sama niejednorodnos¢ materiatu, bez wystgpowania anizotropii moze réwnieZ znacz-
nie wplyna¢ na obraz siatki charakterystyk. Wykazuje to przyktad na rys. 3 wykonany
dla wyttoczki o podstawie trojkatnej w przypadku wystgpowania niejednorodnosci o roz-
kladzie podanym na wykresie. Przy bokach prostych otworu matrycy wartos¢ ¢, zmienia
si¢ tylko w kierunku do nich prostopadlym i pola siatki przylegle do tych bokéw pozo-
staja wtedy prostoliniowe. Zagadnienie charakterystyczne FMNL rozpoczyna si¢ od
charakterystyki prostoliniowej FM, ale charakterystyki tej rodziny przechodza w krzywo-
liniowe. Konsekwencja tego jest wystapienie na planach predkosci obszaréw typu A'N’L’,
w ktorych charakterystyki A’N’ 1 A’L’ wychodza ze wspdlnego punktu i stopniowo sig
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rozchodzg. Poczgtkowo zmiana krzywizny linii z rodziny FM na plaszczyZnie fizycznej
jest tak nieznaczna, ze praktycznie linie A'N” i A’L’ pokrywajg sig.
W powyzszym przykiadzie, na zewngtrznym brzegn wykreslonego kolnierza wartoge

21 waha sie od 0 do 0,03.
O-Po
Dla wyttoczki o podstawie prostokatnej (rys. 4) wykonano dwa przypadki rozwiazag

obrazujace wplyw poszczegdlnych cech materiatu:
— a) material niejednorodny bez anizotropii
— b) material niejednorodny anizotropowy
Przy tym ksztalcie wytloczki uzyskano nieco gorszg doktadno$é na zewnetrznym

brzegu; wartos¢ wynosi od 0 do 0,06.

Py
Rozwigzania takie, jak przedstawiono na powyiszych przykfadach sa wskazéwka

przy projektowaniu ksztattu materialu wyjSciowego na wyttoczke, gdyz pokazuja ksztalty
kolnierzy zapewniajgce rownomierny rozktad ciggnien w otworze matrycy. Podaja tez
w jakim stopniu wywolana niejednorodnoéé¢ blachy wptywa na zwigkszenie dopuszczal-
nych wymiarow materiatu wyjsciowego.

4. Uwagi koncowe

Przedstawione przykiady wykazuja, Zze przy zastosowaniu zlinearyzowanego warunku
plastycznosci mozna rozwigza¢ pewng klase zagadnien plynigcia kolnierzy przy wytla-
czaniu w warunkach plaskiego stanu naprgzenia z réwnoczesnym uwzglednieniem nie-
jednorodnosci i symetrycznej anizotropii blachy. Dokiadno$é rozwigzan zalezy od ksztaitu
wewnetrznego brzegu kolnierza oraz ilosci punktdw brzegowych wzigtych do obliczen,
ale jest wystarczajgco duza dla celéw praktycznych. Mimo, ze mozliwe jest sformutowanie
rozwiazan jedynie dla poczatkowego stadium plyniecia, to maja one zastosowanie do ana-
lizy proceséw wytlaczania blach z miejscowym podgrzewaniem i po miejscowym wyZa-
rzeniu. Rozwiazania te pozwalaja wyznaczyé¢ ksztalty materialu wyjsciowego zapewnia-
Jjace réwnomierny rozklad ciggnien na brzegu otworu matrycy i sa pomocne przy projek-
towaniu technologii wytlaczania.
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Peasome

TEUEHWE DOIIAHUA TIPU TIIVEOKOM BbITSOKKE TETAJEN
H3 HEOOHOPOOHOTO AHU3OTPOITHOIO MATEPHAJIA

B craThe IPEACTABIIEHO peLUeHHE 10 MeTOAY XapaKTepIICTHK, 3afauy O NepBOHAMAJNLHOM ILIaCTH-
veckov Teuennu GraHLa B mpoliecce riy00KoH BBITSIKIY C yUeTOM HCOAHOPOJHOCTH ¥ IJIOCKOH aHM30-
TPOITHH MATEPHATIA, PaspaboTanbl ceTI XapaKTePMCTUK IS HANPSDKEHHIT i rogorpadel 1S HEKOTOPBIX
ApHMEPOB BBITAKKA AETayeH pasiuwuioil (pOPMBLI ONEpPeUHOTo cedeHns. DTH pelleHHS OnmpelenaioT
GNATONPUATHEIA KOHTYD 3ar0TOBOK, @ TalKe 0OBSICHAIOT MEXAHH3M NOIBACHH PECTOHOB TPU BLITANKE
aHU30TPONHOrO JIMCTOBOIO METAJIA.

Summary

FLOW OF THE FLANGE IN DEEP DRAWING OF SHELLS FROM A NON-HOMOGENEOUS
ANISOTROPIC SHEET METAL

The method of characteristics is applied to solve the problem of initiat plastic flow of the flange in
deep drawing with regard to the non-hornogeneity and plane anisotropy of material.

Characteristic line networks for stresses and hodographs are designed for some cases of shells with
different cross-section shapes. The solutions allow to determine the favourable shape of the blank for
the deep drawn part and explain the mechanism of earing of an anisotropic sheet metal.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 lutego 1979 roku.
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0 PEWNEJ INTERPRETACII METOD ENERGETYCZNYCH DLA PROBLEMOW FILTRACJI
USTALONEJ

BOGDAN W OSIEWICZ (POZNAN)

1. Sformulowanie problemu i zaleZnosci podstawowe

W pracy wykazemy, Ze poszukiwanie rozwigzania problemoéw filtracji ustalonej me-
todami energetycznymi przez minimalizacje funkcjonalu energii jest réwnowazne z mi-
nimalizacja metoda najmniejszych kwadratéw wazonych bledéw wyznaczenia skladowych
wektora predkosci filtrujacej cieczy.

Zatozymy, ze filtracja odbywa si¢ w tréjwymiarowym anizotropowym obszarze fil-
tracji ¥ a osie uktadu wspotrzednych pokrywajg sig z gtdéwnymi osiami anizotropii o$rodka
(rys. 1). Przy takich zaloZeniach problem filtracji sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji

+

Rys. 1. Oznaczenia (plaski obszar filtracji dla uproszczenia rysunku).

h(x, y, z), opisujacej rozklad ci$nienia piezometrycznego, spefniajacej w obszarze filtracji
rownanie rozniczkowe

) a—i(k%) +§y- (k%—;l) +%(k,%’;—)+Q =0, (ny2eV
a na brzegu S mieszane i niejednorodne warunki brzegowe

) h(xyz)=g, (x,y,2)€8;,

oraz

(3) ucosa+vcosf+wcosy =g, (X,,2)€S,,
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W zaleznosciach powyzszych przez ki, k,, k. oznaczono wspoétczynniki filtracji odpo-
wiednio wzdluz osi x, y,z, przez u, v, w skfadowe wektora predkosci wzdiuz tych osi,
przez Q, g, ¢ odpowiednio wydatek zrédet wewnetrznych, zadane na brzegu S; ciénienie
piezometryczne oraz wydatek przez brzeg S, a przez «, f, ¥ katy jakic tworzy normalna
do brzegu S z osiami wspdirzednych.

Zwigzek pomigdzy skladowymi wektora predkosci a cisnieniem piezometrycznym
dany jest za pomoca prawa Darcy’ego

oh

u= ke
I oh

@ v= kg
oh

W= _ICZE‘

Alternatywnie zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia takiej funkcji £ (x,y, z),
ktéra minimalizuje funkcjonal energii

(5) (k) = f [ f [/cx(%)2+ky(—?;—)2+I;z(%l;—)z—2Qh]dV+2 fs f ghds

i spetnia zasadniczy dla tego problemu warunek brzegowy (2).
W metodach energetycznych stosowanych do zagadnien filtracji ustalonej poszukuje
sie przyblizonego rozkladu ciénicnia piezometrycznego /2 w postaci

(6) H(X, )’, Z) = 2 Ni(x’ Y, 2)111
i=1

gdzie liczby H;(i = 1,2, ..., n) sa szukanymi wspdiczynnikami (w metodzie elementéw
skonczonych sa to wprost wartosci ci$nien piezometrycznych w wyrdznionych punktach
obszaru filtracji) a znane funkcje N;(x, y, z) stanowiag zbidér funkcji bazowych (ukiad
wspoirzgdnych) w rozpatrywanej przestrzeni funkeyjnej. Po wyznaczeniu wspdlezynnikéw
H; przez minimalizacje funkcjonalu (5) mozemy takze wyznaczyé przyblizone wartosci

;e o~ o~

2. Funkcjonal bledu wyznaczenia skladowych wektora predko$ci I jego minimalizacja

Jako miarg bledu przyblizonego rozwiazania problemu filtracji uzna¢ mozna nastg-
pujace wyraZenie '

I DU B
N e = 7;(u——u) +—/2—'(v——'v) + e

¥ z

(w—1)2.

Zaleznos¢ (7) jest wazonym bledem kwadratowym wyznaczania skiladowych wektora
predkosci. Jako wagi przyjeto odwrotnosci wspétczynnikdw filtracji. Warto§é biedu e
jest oczywiscie funkcja polozenia a takze zalezy od sposobu aproksymacji sktadowych
wektora predkosci.
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Jako najlepsze rozwigzanie, w sensie metody najmniejszych kwadratéw, mozna uznaé
takie, ktore catce

N B | R S s
v 14 ¥y z

nadaje najmniejsza wartosc.

Wrykazemy teraz, Ze wyznaczenie liczb H; przez minimalizacjg funkcjonatu (8) jest
réwnowazne minimalizacji funkcjonatu (5).

Wyrazajac i, , i poprzez funkeje A(x, y, z) za pomoca formut (4) mozemy funkejonat
(8) zapisa¢ w sposob nastgpujacy

ony? oh )2 (aﬂ 6/1 oh dh
o) o 2] ] E a5
E_f_y{f[c,\ 6x) +cy(ay +k 82) +2 bar +o 3 +w- az”dV+
fff( kl wz)dV.

Ostatnia catka w powyzszej zaleznoéci ma dla kazdego konkretnego zadania stata
warto$¢ (cho¢ oczywiscie inng dla réznych zadan), w zaden bowiem sposéb nie zalezy
ona od wyboru przybliZzenia funkcji l1~(x, y, z) za pomoca wyrazenia (6), Warto$¢ tej catki
oznaczymy przez C;.

Do ostatniego skladnika w pierwszej calce zastosujemy teraz twierdzenie Gaussa-
Ostrogradzkiego w postaci

(10) fff( L ah)dv+”fh(—@i C'vy +%)le=
= ffh(ucosa+7)cosﬁ+wcos'y)dS.
S

Wyrazenie w nawiasie drugiej catki objetosciowe]j jest dywergencja wektora predkosei.
Jest zatem rowne wydatkowi Zrodet wewnetrznych O w obszarze filtracji. Wyrazenie
w nawiasie w calce po powierzchni S przedstawia natomiast jednostkowy przepltyw ¢
przez brzeg obszaru filtracji. Warto$é tego wydatku przez czgéé S, brzegu jest okre$lona
na podstawie warunku brzegowego (3). Na czesci S, brzegu warto$é rzeczywistego wydat-
ku ¢ nie jest natomiast znana. Pamietaé jednak nalezy, ze rozwigzania zagadnienia brze-
gowego (1), (2) i (3) a takze problemu wariacyjnego (5) i (2) poszukiwaé nalezy wsrod
funkeji /i(x, y, z) spetniajacych zasadniczy dla tego problemu warunek brzegowy (2) [1].

Na brzegu S; musi by¢ zatem spelniona zalezno§é

an h(e,y, 2y = h(x, p,2) = g, 3,2)  (x.y,2) €S,

Tym samym wartosé tej calki po brzegu §, jest dla konkretnego zadania stats, nieza-
lezng od wyboru funkeji /i(x, y, z). Oznaczymy jej wartosé przez C,.

Podstawiajac do funkcjonatu (9) wyrazenia wynikajace z twierdzenia Gaussa-Ostro-
gradzkiego (10) i wykorzystujac wnioski z przeprowadzonych powyzej rozwazan uzy-
skamy

. oh \* oh oh . ' -
a2 E(l1)=fyff[kx(7v—) +ky(w3y*)+kz(»-a7)—2/1Q]dV+2fohqu+C1+C2.
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Poréwnujac funkcjonaly (5) i (12) wida¢, ze réznig si¢ one tylko o staly sktadnik, jest
bowiem:

(13) E(R) = a(h)+Cy+C,.

Poszukujgc przyblizonego rozwigzania problemu filtracji poprzez minimalizacje
funkcjonatu (5) lub funkcjonatu (12) uzyska¢ musimy identyczne wyniki. Tym samym
teza, ze metody energetyczne dla problemdw filtracji ustalonej traktowaé mozna jako
procedure minimalizacji metoda najmniejszych kwadratéw wazonych btedéw wyznacza-
nia sktadowych wektora predkoscei filtrujacej cieczy zostata wykazana.

W identyczny sposob interpretowaé mozna metody energetyczne dla innych proble-
méw fizycznych opisanych réwnaniem (1) i warunkami brzegowymi (2) i (3). Wystarczy
tylko podaé fizycana interpretacie funkcjonatu (8) i wyrazett w formule (10). Dla proce-
sow fizycznych w ktérych konieczne jest uwzglednienie warunku brzegowego trzeciego
rodzaju

(14) ucosot+ocosf+weosy+ah =gq, (x,,2)€S;,

gdzie iloczyn a/r uwzglednia takie zjawiska jak na przykiad straty konwekcyjne i radia-
cyjne, funkcjonal (8) musi zosta¢ rozbudowany o skiadnik

(15) 2 [ [ da(h—hyxds.
53
Skladnik ten mozna interpretowaé jako wazony blad kwadratowy wyznaczenia funkeji’
A na czeséci S; brzegu.

3. Wyprowadzanie funkcjonalu bledu wyznaczenia skladowych wektora predkosci

W podobny sposdéb mozna, jak si¢ wydaje, zinterpretowaé metody energetyczne dla
innych zagadnien brzegowych. Wystarczy jedynie odgadnaé postaé takiego funkcjonatu
metody najmniejszych kwadratow, ktérego minimalizacja jest réwnoznaczna z minima-
lizacja funkcjonatu energii dla danego zagadnienia brzegowego i nada¢ mu odpowiednia
interpretacje fizyczna. Tg droga w pracy [2] zinterpretowano na przyklad metode elemen-
téw skonczonych w zagadnieniach teorii konstrukcji jako procedurg minimalizacji wa-
zonych bledow wyznaczenia skladowych dewiatora i aksjatora naprezen.

Jednakze w pewnych przypadkach odpowiednia posta¢ funkcjonatu biedu moina,
jak sie okazuje wydedukowac wprost z postaci rownania rézniczkowego problemu i jego
interpretacji fizycznej. Rozpatrzmy rdownanie rézniczkowe

(16) Au=f

gdzie A jest operatorem rozniczkowym problemu a fi « sa dana i szukang funkcjg w pew-
nej przestrzeni funkcyjnej, W przypadku gdy operator A jest operatorem dodatnio okre-
$lonym mozna wprowadzi¢ operator B taki, ze A = B? i dowie$é [I] istnienie ograniczo-
nego operatora B! do niego odwrotnego. W tym wypadku rozwigzanie réwnania (16)
jest réwnoznaczne rozwigzaniu réwnania

(7 Bu = B~Y.
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Ponadto funkcjonaly metody energetycznej dla réwnania (16) i najmniejszych kwadra-
tow dla rownania (17) réznig sig wtedy tylko o staly sktadnik [1]. Z tego wynika, ze w przy-
padku dodatnio okreslonego operatora A zastosowanie metody energetycznej do proble-
mu opisanego réwnaniem (16) prowadzi do tego samego wyniku co zastosowanie metody
najmniejszych kwadratéw do réwnania (17).

Problemem pozostaje oczywiscie konstrukcja réwnania (17). Nie wydaje si¢ bowiem
mozliwe podanie efektywnej drogi znalezienia operatora B w kazdym przypadku. Po-
nadto operator B~ jest przeciez poszukiwanym rozwigzaniem problemu, zachodzi bo-
wiem B~!Bu = w. Tym samym konstrukcja réwnania (17) jest w zasadzie réwnoznaczna
znalezieniu poszukiwanego rozwigzania. '

Tym niemniej jezeli uda si¢ rozlozy¢ operator réownania rézniczkowe o (16) na ilo-
czyn dwéch identycznych operatorow B mozZna takie zinterpretowaé prawa strone row-
nania (17). Tym samym uzyska¢ mozna funkcjonal metody najmniejszych kwadratéw
dla réwnania (17), funkcjonat o okreélonej interpretacji fizyczne;j.

Idac ta droga wykazemy, Ze wprowadzony a priori funkcjonat (8) jest w analizowanym
problemie identyczny z funkcjonalem metody najmniejszych kwadratéw dla réwnania
. :

W przypadku probleméw filtracji ustalonej operator A z réwnania (1) jest dodatnio
okre$lony i daje sig przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch identycznych operatoréw
macierzowych wzglegdem siebie transponowanych. Istotnie, mozna sprawdzi¢ bezpo-
$rednim rachunkiem, Ze

(18) A =B"B
gdzie macierzowy operator B ma postaé
o
e G,
(19) B=KD=| 0 —}Vk O v
0 0 —Vkl|,
0z

Tym samym zaleznos¢ (17) dla problemu opisanego réwnaniem (1) mozna zapisaé na-
stepujaco

— 0Oh
_]/kx EC_
(20) KDh = { -k, g—jj = —B~1Q.

oh

V5

Prawa strona powyzszej réwnosci nie jest dana w jawnej postaci. Aby jednak réwnos¢
byla spetniona winna byé¢ ona réwna stronie lewej. Biorac pod uwage prawo Darcy’ego
(4) widzimy, ze lewa strona zaleZnosci (20) przedstawia podzielone odpowiednio przez
I/E, ]/k—,, ]//—c—, skladowe u, v, w wektora predkosci. MozZna wigc napisac, ze
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Yl B

0x Vi,

— 0oh ?

Vi, U —

N0 l/cy ay ]/ky
Vi

0z Vk,

Podstawiajgc teraz w miiejsce s warto$¢ przyblizona k réwnanie (21) nie bedzie oczy-
wicie spetnione. Jako najlepsze przybliZzenie mozna uwazaé to, ktore minimalizuje funk-
cjonal metody najmniejszych kwadratéw dla tego réownania
[ u 1

]/lc_

(22) E=fff l/k —KDh | av.
14

| ;/7{ _

Wykonujac dzialania w funkcjonale (22) z wykorzystaniem formut (4) uzyskamy

o oo T8 e B s
ST

Otrzymali$my zatem wyjsciowy funkcjonat (8). Innymi stowy wprowadzony poprzed
nio funkcjonat (8) jako catka z waZzonych bledéw kwadratowych wyznaczenia skiado-
wych wektora predkosei jest identyczny z funkcjonatem metody najmniejszych kwadra-
tow dla réwnania (17). Funkcjonal ten istotnie rdzni sie¢ od funkcjonatlu metody energe-
tycznej dla réwnania (1) tylko staia co wykazano poprzednio.

Zastosowane tutaj postepowanie moze byé, jak sie wydaje uzyte do interpretacji po-
dobnych zaleznosci dla innych proceséw fizycznych.

—fv)2] av.

4. Metoda elemept()w skonczonych

Wsrod metod energetycznych stosowanych do rozwiazywania zagadnien filtracji usta-
lonej najwigksze uznanie zdobyla ostatnio metoda elementéw skoficzonych (MES) [3].
Mozna ja oczywiscie takze traktowaé jako procedure minimalizacji bledu wyznaczania
skiadowych wektora predkosci w sensie najmniejszych kwadratéw. Ma to o tyle waine
znaczenie praktyczne, ze z jednej strony pozwala na interpretacje niektérych wiasciwosci
rozwiazan uzyskiwanych za jej pomoca a z drugiej strony umozliwia ogdlne wnioskowa-
nie o zbieznosci metody oraz warunkach i kryteriach tej zbieznosci. Dla przykiadu:

(i) Rozwigzania przyblizone minimalizujace éredni blad kwadratowy maja jak wid-
domo [2] tendencje do oscylacji wokét wartoéei doktadnych a zatem predkosci obliczone
metodg elementéw skonczonych beda takze wykazywaé takg nature. Istotnie, taka oscy-
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lacja sktadowych wektora predkoéet jest powszechnie obserwowana w MES, szczegdlnie
w poblizu osobliwosci w rozkladzie predkosei. Z tego tez powodu jako ostateczne wartosci
przyjmowane sa zwykle wartosci usrednione z réznych elementéw.

Dla ilustracji tego faktu w tabeli 1 zestawiono u/k, i v/k, obliczone w wezle 23 dla
obszaru filtracji i podzialn na elementy przedstawionego na rys. 2. Obliczenia wykonano
za pomoca programu zreferowanego w pracy [4].

Tabela 1
Predkosci obliczone 7 v
z elementu k. ky
27 —0,527 —0,223
28 —0,338 —0,412
29 —0,352 —0,412
36 ~0,527 ~0,587
37 —0,532 —0,587
38 ~0,352 —0,767
Wartosci $rednie —0,438 ‘ —0,498
Wartosci dokladne —o43 | —0483
e
Gl | E D)
y F
— Qg w h=sin x
| !
i | /_3_7__
23 ] 28
A 36 38
h=0 2 J kek=i0 0 [h=0 \\
‘C_a; 23 /]J 2 2
| . I P N
\ 0 Vi VA 29
, /
i /4 __28.
J,_ 2 W 4 sjr .
1 hO |
M0

Rys, 2. Obszar filtracji, warunki brzegowe i podziat na elementy dla zadania przykladowego (a) oraz nu-
meracja wezlow 1 elementow w otoczeniu wezla 23.

(ii) Blad bezwzgledny wielkosci uzyskanych przez minimalizacj¢ blgdu kwadratowego
moze by¢ tego samego rzedu dla wszelkich wartosci (duzych i matych) obliczonych tym
sposobem.,

Tym samym nalezy liczy¢ si¢ z wiekszymi biedami wzglednymi wyznaczenia sklado-
wych wektora predkosei dla obszaréw gdzie predkosci te s3 mate. W tabeli 2 zestawiono
przykladowo wartodci u/k, i v/k, obliczone dla wezléw lezacych wewngtrz obszaru fil-
tracji z rys. 2 wzdtuz prostej x = 0,25. Obliczone bigdy wzglgdne wskazujg istotnie naj-
wigksze wartoéci dla predkosci matych co do modutu. Jest to szczegdlnie widoczne w tym
przypadku dla sktadowej v.
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Tabela 2
T i v \
7‘7 i ky
Wezet |- — _ == — _
’ MES Dokladnie Blad MES Dokladnie Biad
| wzgledny w % wzgledny w 9
! ! i
8 —0,074 —0,077 3,9 | —0,215 —0,207 3,9
13 —0,165 —0,167 1,2 L —0,264 —0,255 3,5
18 —0,280 —0,283 1,1 i —0,354 —0,342 3,5
23 | —0,438 —0,443 1,1 | —0498 —0,483 31
28 \ —0,663 | —0,672 1,3 o7 —0,699 2,6
33 | —0,988 —1,006 1,8 —1,046 —1,024 2,1
38 ‘ —1,464 — 1,497 2,2 ‘ —1,534 —1,509 1,7

(iii) Zbieznoé¢ metody elementéw skonczonych, traktowanej jako procedura mini-
malizacji bledu kwadratowego wynika z poniZzszego twierdzenia [5]:

Jezeli: 1) ciag elementow BN, (n = 1, 2, ...) jest zupelny w rozpatrywanej przestrzen
funkcyjnej, do ktérej naleza zaréwno poszukiwania funkcja u jak i znana funkcja fz réw-
nania (16) 2) réwnanie (17) ma rozwigzanie oraz 3) istnieje ograniczony operator od-
wrotny B! wowcezas ukfad réwnan uzyskiwany metoda najmniejszych kwadratéw ma
Jjedno i tylko jedno rozwiazanie, ktére przy n — co zapewnia zbiezno$é u, do u jak i Bu,
do B~1f.

Zupetnosé elementow BN, oznacza tutaj fakt, ze funkcje bazowe w MES musza byé
tak dobrane aby ze wzrostem n dowolnie dokiadnie przyblizy¢ rzeczywisty rozktad pred-
kosci. Natomiast zbiezno$¢ u, — u oraz Bu, do B™!f oznacza w przypadku problemow
filtracji ustalonej zbieznos¢ zarédwno funkcji 4 (x, y, z), opisujacej rozklad ciénienia piezo-
metrycznego, jak i sktadowych wektora predkosci filtrujacej cieczy do wartosci doklad-
nych, Pamigta¢ jedynie nalezy, ze pojecie zbieznosci odnosi sie tutaj do zbieznosci wediug
normy w analizowanej przestrzeni funkcyjne;j.
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Pesome

K UMHTEPIIPETAUMM OHEPTETHUYECKNX METOIOB PELUIEHU ST
3AJIA1[ CTAUMOHAPHOIT GUIBTPAINN

B xauecTse Meph! OWHMOKK IPHOIKENHOrO perlenus 3agaun (huubTpalun B BapualMoHnol Gop-
mymposke (5) u (2) vunu 3xBUBaNeuTHOI ¢it kpaeBoit sagaun (1), (2) ¥ (3) NpuHsITO BIBELIEHHYIO KBa-
JPATHUHYIO HEBS3KY ONPEfENenusl COCTABIAIOLINX BEKTOPa CKOPOCTH QHABTpyIowedics suaroctu (7).

Toxasano, YTO MHHUMH3ALM TaKOl HEBA3KHM 1o Beelt obnacru dunstpauns (8) npUBOAUT K MHHH~
py3aLiH YHKLMOHAJA JHCCHNAUHH SHCPTuM (5). .

TMapubiil TOAX0A K JHEPTETHUYCCKUM METOHAM [IO3BAJISICT ONPE/IEIHTh HEKOTOPBIE CBOJICTBA pelleH i,
a TaKKe, CXOMUMOCTh camoro meroma. OH NpoaHaNM3HpoBaH ISl METOXa KOHEUHBIX JJIEMEHTOB.

Summary

AN INTERPRETATION OF VARIATIONAL METHODS FOR STEADY SEEPAGE PROBLEMS

Analysed boundary value problem [or steady seepage is described by partial differcntial equation (1)
with boundary conditions (2) and (3) or by energy functional (5) with boundary conditions (2). The weigh-
ted squared error of velocity components (7) is assumed as the error measure of an approximate solution
to the problem. It is proved that the minimization of the weighted squared error over whole flow domain
(8) is equivalent to the corresponding variational formulation (5). Thus, variational methods lor steady
seepage problems may be interpreted as the least squared error procedure where the measure of error is
the weighted function of the errors in the velocity components. The formulation of variational methods
as a minimum least squared error procedure is susceptible to interpretation ol some properties of the ob-
tained solutions and affords a method of convergence. These aspects have been discussed for the [inite
elements method.

INSTYTUT BUDOWNICTWA WODNO-MELIORACYJNEGO
POZNAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 listopada 1979 roku.

8 Mech, Teoret. i Stos. 1/81
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ZMIANY STRUKTURY POLIAMIDU 6 W PROCESIE NISZCZENIA ZMECZENIOWEGO

MARIAN NoOwAK (WROCLAW), ANDRZE] WLOCHOWICZ (BIELSKO-BIALA)

1. Cel i zakres hadan

Jednym z celow badan strukturalnych tworzyw sztucznych jest zbudowanie modelu
fizycznego objasniajgcego np. zasadg modyfikowania wytrzymalo$ci zmeczeniowej [1].
Problem konstytuowania nowych, lepszych wlasnosci mechanicznych tworzyw w stanie
stalym, dostosowanych do potrzeb eksploatacyjnych sprowadza sie do modyfikacji struk-
tury nadczasteczkowej polimeru, od ktérej zalezy m.in. trwalo$¢ zmeczeniowa (N), gra-
nica’ zmeczenia (Z) oraz kat pochylenia wykresu zmeczenia w zakresie wytrzymalosdci
umownej (0 < oy,). Problem moze polegaé takze i na tym, w jaki sposdb zahamowad
rozwdj procesOw starzenia, aby w okreslonym czasie 7 granica zimeczenia Z = const.
[2]. Sformulowanie fizycznych podstaw proceséw rzadzacych kinetyka kohezji i deko-
hezji oznacza ustalenie jakosciowych i iloSciowych zwiazkow pomiedzy czynnikami zew-
netrznymi, np. termiczno-ci$nieniowymi, a ich skutkami mierzonymi wytrzymaloscia
lub trwalosdcia zmeczeniowa. Podstawg do sformulowania takich zaleznosci jest dokladne
zbadanie zmian zachodzacych w mikrostrukturze fizycznej polimeru pod wptywem za-
programowanych bodZzcoéw termicznych i termiczno-cisnieniowych oraz pod dziataniem
zmiennego pola naprezen i sprzgzonego z nim wewnetrznego pola temperatur.

Réwnorzgdnym zagadnieniem w stosunku do konstytuowania wiasnosci wytrzyma-
foSciowych (zmeczeniowych) jest sformutowanie hipotezy zmeczenia dia tworzyw sztucz-
nych [3, 4, 5].

Oba zagadnienia sg ztoZzone, a ich rozwigzanie wymaga wieloletnich i czasochionnych
badan. Sg to tzw. zadania dalsze, ktorych strona merytoryczna moZe by¢ realizowana
w dwoch etapach. Pierwszy — to badanie tworzywa w stanie nieobcigZonym i znuzonym.
Ten etap badan sprowadza sie do pomiaréw strukturalnych, ktére ujawnilyby najstabsze
ogniwa w strukturze nadczasteczkowej polimeru oraz do wytypowania jednego lub kilku
sposrod oznaczanych wskaznikéw zmieniajacych si¢ najwyrazniej w procesie zmeczenia.
Nalezy wiec przede wszystkim ustalié czy mozna wytypowaé taki wskaznik, ktory bylby
szczegblnie odpowiedzialny za wzrost wytrzymatosci zmeczeniowej i czy aktualne metody
badan strukturalnych moga byé stosowane do masowych oznaczen w granicach opty-
malnego czasu badan.

Etap drugi — badanie tworzywa po dokonanych zabiegach termicznych lub termicz-
no-ci¢nieniowych, takze w stanie miecobcigzonym i znuzonym.

Zadanie zrealizowane i przedstawione w niniejszej pracy — tzw. zadanie blizsze —
polegato na zbadaniu mikrostruktury fizycznej prébek wykonanych z poliamidu 6 metoda

S
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wtrysku, o rdéznej historii obcigzenia mechanicznego i sprzgzonego z nim obcigzenip
termicznego [6] oraz na udokumentowaniu tezy, Ze w procesie zmgczenia bierze udzal
nie tylko faza bezpostaciowa lecz takze obszary uporzadkowane o wigkszych wartosciach
sit kohezji.

Badania strukturalne przeprowadzono na dwdéch rodzajach preparatéw pobranych z:

1. prébek nieobciazonych (stan poczatkowy), przeznaczonych do badan zmeczenjo-
wych, tj. przede wszystkim do okredlenia granicy zmeczenia oraz do charakterystycznych
cech wytrzymalosciowych, wynikajacych z wykresu zmeczenia;

2. probek obcigzonych naprezeniem zmieniajacym si¢ wedlug cyklu sinusoidalnego
(G4 = Omax> Om = 0, R = —1) z czgstotliwoscig /= |5 Hz

W zakresie wytrzymalosci ograniczonej wykonano pomiary dla dwoéch poziomow
naprezenia on,.., a W zakresie umownej wytrzymatosci zmeczeniowej — dla szesciu po-
zioméw napre¢zenia i liczbie cykli zmian naprgzenia do 107.

2. Konstrukcja wykresu zmeczenia. Przygotowanie preparatow do badan strukturalnych

Prébki do badari zmeczeniowych (rys. 1) wykonano metoda wtrysku do formy ogrze-
wanej (353 K). Celem doprowadzenia w nich zawartosci wilgoci do stanu réwnowago-
wego z otoczeniem, probki klimatyzowano w normalnych warunkach klimatycznych,

T T T T ] T T
i R, = 75 MPa
24— —
L Rc¢ =109 MFa
Eg =1450 MPa
I~ stopied polimiz8| |
o | ]
z 7 4 b
20— g * _
g
© T | e N
a ° |
B }
Bur = 15266 -
ol | Zg0 = 12,3 |
| | Ts =7mies. | |
Ta = 298K
t = 15 Hz 1gN=17,001 - 0,7736 Bmax
12 Ll Lo aenl L vl Ll

10* 10° 108 107 N
Rys. 1. Wykres zmgczenia poliamidu 6 (Tarnamidu T-27), probka do badah zmeczeniowych i rentgeno-
graficznych (a) oraz wybrane wlasnosci mechaniczne i fizyczne (b).

tzn. w temperaturze i wilgotnosci wzglednej otoczenia. Podstawa do oceny stanu réwno-
wagowego byt wykres trwaloéci zmeczeniowej (N) w funkcp czasu starzenia t, [1]. P

czasie lezakowania okolo v, = 6 miesiecy osiagnieto N = const przy wybranej ampll-
tudzie cyklu naprezen o, = 24,7 MPa. Dla probek wewnetrznie uspokojonych skonstruo-
wano wykres zmeczenia metoda statystyczng [7], przyjmujac do okreslenia $redniej aryt-
metycznej liczby cykli do ztomu N liczebnosc préby n = 12 + 96 [1]. Selekcje probek
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przeprowadzono po badaniach zmeczeniowych, stosujac do eliminacji wynikéw odbie-
gajacych test t-Studenta. Umowna wytrzymato$¢ zmgczeniowa w temp. Ty = 298 K,
okre$lona na bazie 107 cykli wynosj Zy =129 MPa. Dla o,,,,, < oy, Wyznaczono anali-
tycznie réwnanie prostej regresji 1Ig N = 4 — Boy,,,, W ktorym 4 = 17,001 i B = 0,7736
(rys. 1).

Preparaty do oznaczen strukturalnych wykonano skrawajac z malg predkoscia
(v~ 25 m/minlprébki nuzone, ktorych liczba cykli N' do ztomu byta najblizsza $redniej
arytmetycznej N (tablica 1).

Tablica 1. Zestawienie wynikéw pomiaru do Konstrukcji wykresu zmeczenia
oraz liczba cykli do zlomu N; probek wybranych do badan strukturalnych.

Cax N Ni

n ) S e
MPa 1 5 3
24,7 12 2 800 2270 2630 3100
20,7 12 5650 5240 | 6 050 6290
16,7 12 13 540 11 200 .[ 11 800 13 500
15,7 24 71910 41 600 | 63 500 65 600
14,7 96 302 380 301 500 307 0600 327 000
14,2 20 1030370 868 000 874 000 10¢ ¢
13,7 12 4707 920 6-10° 1 6-10% 1 610 1
12,7 12 | 10285170 107 t 107 ¢ 107 1

1 prébka nie zlamana n— hczebnosc proby

Wszystkie badane preparaty, pochodzace z okre§lonego poziomu naprezenia, sa
w pojeciu statystycznym jednakowo wytezone i znuzone. Do oznaczania parametréw
strukturalnych stosowano po trzy preparaty, w ksztalcie plytki o wymiarach Dxg =
a 12x1 mm (rys. 1-a).

3. Metody stosowane w badaniach strukturalnych

Strukture badanego poliamidu 6 (Tarnamidu T-27) scharakteryzowano za pomocg
wskaznikow, ktére podzielono na dwie grupy.

W pierwszej grupie znajdujg si¢ te, ktérych wartosci okreslono metodam1 bezposred-

i. Sg to (tablica 2):

1. poprzeczne wymiary obszaru krystalicznego (szeroko$¢ A 290y 1 gruboéé A020y4220)
= A(ozo));

2. §rednia dlugosé obszaru krystalicznego (/wo);

3. gestosé obszaréw uporzadkowanych (d);

4, stopiei krystalicznoéci (X,).

Do drugiej grupy zaliczono wielkoéci okreslone metodami posrednimi, tj.:

5. wskaznik doskonalosci obszaru krystalicznego (k);

6. masowy i objetosciowy stopier krystalicznosci (Xon,), (Xo);

7. objgtos¢ obszaru krystalicznego (v,).



Tablica 2. Zestawicnie wzoréw stosowanych w obliczenlach

parametréw strukturalnych [5, 10, 14].
Nr Nazwa badanego parametru Wzor
wzoru strukturalnego
1 Poprzeczne wymiary obszaru krysta- . R-2
licznego 4 (ar, beanay * €08 Oy
2 Srednia dtugos¢ obszaru krystalicz- | 4
nego 1|vg 2sin @wu
Masowy stopien krys_talicznoﬁci wed- .
3 tug Wakelina-Virgina-Crystala M 100
(WVC) X, 2 [h—1120
4 Masowy stopien krystaliczno$ci wed- | di(d—d,)
tug metody gradientowej X,y d{di—d,) 100
5 Objetosciowy stopien krystalicznosci d—d, 10
wedlug metody gradientowej X, di~d, 0
e ;. dlZOO)
s Wskaznik doskonatosci obszaru kry- Tiorer
. __l)ZO)
stalicznego k 0,166 100
7 Objetosc agregatu krystalicznego wi Acz00y * deo20y * I

(objetos¢ umowna)

Dane dodatkowe: R = 114,7 mm; 2 = 1,54 A; O00) = 10°10°;
BOoz0y = 12°02°; d, = 1,084, di = 1,174 gjcm?® [15, 16); 26,, = 14°=31°

Tablica 3. Zestawienle wynlkow badan strukturalnych poliamidu 6

Wyniki badan Wyniki badan strukturalnych
zmeczeniowych bezposrednie ° posrednie
Lp Omax N A("“) [A] [wn Xm . d k Xi [%] Ve * 10]
MP kl Y, 3 Y
[MPa] [cykle] Aez00y ‘ Aioz0s [A 76l | [g/em?] [l Xo Xmg (Al
O |Stan poczatkowy | 63,0 | 560 | 90,5 | 544 11445 | 825 | 672 | 68,9 319
1 24,7 2800 59 48 99,4 | 46,0 | 1,1391 72,5 | 61,2 63,0 282
2 | 20,7 5650, 59 50 98,4 | 47,0 | 1,1391 72,6 | 61,2 63,0 290
3 16,7 13 540 59 , 48 96,1 | 47,0 1,1399 73,6 62,1 64,0 272
4 15,7 71910 59 43 95,3 | 48,0 1,1402 73,3 62,4 64,2 242
5| 14,7 ] 302380 59 50 94,0 | 50,0 | 1,1409 | 753 | 632 65,1 277
6 14,2 | 1030370 59 48 935 | 50,0 | 1,1406 76,6 | 62,8 64,7 265
7 13,7°| 4707920 59 48 93,0 | 51,0 1,1409 77,4 | 63,2 65,1 263
8 12,7 (10285170 59 47 92,2 | 51,0 1,1413 79,3 63,6 65,4 256
Wzgledne, maksy-
malne zmiany ba-
danych wskaznikow,
% —6,4 —23,3| +9,8| —16,4 —0,5 —12,2] —9 —8,6 | —24,3

(118
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Wyniki pomiaréw i obliczen zestawiono w tablicy 3. Sg to wartosci orientacyjne, wy-
korzystane w analizie wynikéw badan w charakterze danych poréwnawczych, jednak
zupelnie wystarczajace do uzasadnienia postawionej tezy. Rentgenograficzne badania
strukturalne prowadzono na dyfraktometrze ,,Rigaku-Denki” (Japonia) w warunkach:
promieniowanie CukK,, nateZenie pradu anodowego 30 mA, napiecie przys$pieszajgce
40 kV, szybkos$¢ katowa licznika scyntylacyjnego 2 °/min. Wzorce do oceny wskaznika
krystalicznosci — krystaliczny i bezpostaciowy wykonano wedtug [8].

Gestosc okreslono metodg gradientows, w kolumnie przygotowanej sposobem Wisniew-
skiej [9], wypelnionej mieszaning CCl, i n-heptanu.

4. Dyskusja wynikéw

Nie wnikajac w zagadnienie zasadnosci wyboru modelu struktury nadczasteczkowej
tworzywa polimeru — jedno czy dwufazowego — nalezy zwrécié uwage na fakt, ze w pro-
cesie zmeczenia mechanicznego Tarnamidu T-27 biora udziat obszary, ktére posiadaja
najbardziej poprawnie wyksztalcona sie¢ przestrzenna. Jest to wynik na tyle nieoczeki-
wany, ze doprowadzenie obszaru krystalicznego (wzglednie mezomorficznego) do dezin-
tegracji poprzez zmienne pole naprezen, wymaga przeciez doprowadzenia znacznie wigk-
szej ilodci energii niz do obszaréw bezpostaciowych.

Nalezy doda¢, ze agregaty krystaliczne zajmuja ponad polowe objetosci i ponad potowe
masy obiektu badanego.

Wiochowicz i Kubacki stwierdzili [3], ze mikropeknigcie rozwija si¢ wedlug zasady
najmniejszego oporu. Z energetycznego punktu widzenia jest to oczywiste i réwnoznaczne
zpewnikiem. Ale jezeli pgknigcie zmeczeniowe napotka na drodze swojego rozwoju obszar
krystaliczny, nie oznacza to jeszcze — w $wietle otrzymanych wynikéw (tablica 3) — ze
musi powstaé uskok o takiej wysokosci, aby obszar ten pozostal poza strefg dekohezji.
Przedstawione badania strukturalne (rys. 2), a w szczegblnosci ujawniony fakt zmniej-

_ Braoo Bi0201 Lo k Xm Xy Vi

.MPa

T

I ' U /
10 10° 105 107 N
Rys. 2. Schematyczne przestawienie zmian strukturalnych poliamidu 6 na tle wykresu zmeczenia,

2
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szania sig objetodci obszaréow krystalicznych (v,) wskazuje wyrainie, Zze nie wszystkie
obszary uporzadkowane sa W pozycji uprzywilejowanej, tzn. ze posiadaja wieksza wartog¢
sit kohezji od obszarow bezpostaciowych. Co zatem wptywa, ze w wyniku dzialania na-
prezen zmiennych obszary krystaliczne zmieniaja wymiary (np. grubos$¢ o ok. 23%) i ze
zachodzi obniZenie stopnia krystalicznogci (maksymalnie o ok. 167;). Bezpornym wydaje
sig fakt, ze obszary uporzadkowane badanego poliamidu, jak w kazdej strukturze rzeczy-
wistej, posiadaja liczne defekty [5, 10], ktérych wptyw na ostabienie wigzan migdzycza-
steczkowych jest wiekszy, niz osiagnigte wzmocnienie jako nastgpstwo Scistego upako-
wania makroczasteczek. Poprzez wzrost tylko samych obszaréw uporzadkowanych nie
osiagnie sig jeszcze wzrostu wytrzymalosci zmeczeniowej. Nalezy dazy¢ do tego, aby byly
one o mozliwie niskim stopniu zdefektowania i o odpowiedniej budowie morfologiczne;.

Do opisu jako$ci wyksztalconych struktur krystalicznych wprowadzono za Roldanem
[11] i Wlochowiczem [5] tzw. wskaznik doskonalosci obszaru krystalicznego (k). Dla
prébek nieobciazonych jest on znacznie mniejszy od jednosei (0,825) i maleje maksymal-
nie dla o, = 24,7 MPa o 12%. Dla matych wartodci naprezen o,, przy ktérych liczba cykli
do zlomu jest wigksza od 107 naruszenie doskonatosci sieci przestrzennej w stosunku do
stanu nieobciazonego wynosi juz tylko 4%.

Tablica 4. Zestawienie wynikéw badan strukturalnych Itamitu 1-35 i Tarlonu XB [17, 18].

W Aenwty [A] X x; VA
Lo | e | ]Xl ] ' B [g/ins]
a CyKle, )
J(zoo) A(on) v Xy ‘ Xmg
[4] Stan poczatkowy ) 75,4 ) 46,3 48,4 } — / —_— ) —
“- I P B
o 1| 202 92 000 75,4 41,5 40,8 — —
9 2| 19,7 213 000 75,4 41,5 43,4 — _ _
= 3 18,7 1 150 000 75,4 49,3 46,7 — — —
= 4 | 182 | 5000000 75,4 41,5 44,6 — — —
5 | 17,2 | 14000000 75,4 37,5 45,5 — —_ -
0 | Stan poczatkowy | 303 | 290 | 406 | 1145 | 672 | 689
m — e
>: 1] 187 6 000 29,2 y 37,3 48,3 1,1441 66,8 68,5
8 2| 16,7 267 160 28 | 362 47,5 1,1442 66,9 68,6
S 3] 157 | 132407 29,8 37,8 47,4 1,1430 65,6 67,3
4 | 13,7 | 15420470 29,9 37,3 49,2 1,1440 66,7 68,4

Interesujacym zjawiskiem, ktére zaobserwowano w procesie zmgczenia poliamidu
6 jest niezaleznoé¢ szerokosci obszaru krystalicznego 4,00y 0d wartosci amplitudy cyklu
papreZzen o,. Analogiczny fakt zaobserwowano takze w badaniach zmeczeniowych Itamidu
35 oraz Tarlonu XB (tablica 4). Mimo, Zze tworzywa te réznig si¢ wlasnoéciami mechanicz-
nymi to jednak ze wzglgdu na zblizong budowe chemiczna posiadaja pewne cechy wspélne.
Przejawem jednej z nich jest to, Ze pod dzialaniem zmiennego naprezenia 4 ,,, jest stale,
lub prawie stale. Jezeli szeroko$¢ krystalitu nie jest wrazliwa na zmiane naprezenia nalezy
wiec dazy¢ w procesie wytwarzania, przetworstwa, wzglednie poprzez zabiegi na gotowym
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wyrobie do tego, aby 4200y byto jak najwieksze. Sposrdd trzech wymiaréw obszaru kry-
stalicznego tylko jeden z nichv moze stanowié prog energetyczny przeciw rozwojowi mikro-
peknigcia.

Zmiany zachodzace w strukturze poliamidu 6 potwierdza jednoznacznie oznaczanie
stopnia krystaliczno$ci metoda wypornosciowa w kolumnie gradientowe;j.

Rozpatrujagc zmiang dhigodei krystalitu (/,,) nalezy podkresli¢, Ze jest to jedyny pa--
rametr, ktéry wzrasta 2109 w wyniku dzialania zmiennego naprezenia. Ale mimo to,
ze 1,, wzrasta, to kierunek zjawiska jest taki, ze w wigkszym stopniu maleje umowna
objetos¢ krystalitow, niz wskaznik krystalicznosci. Oznacza to, Ze w wyniku zmiennego
pola naprezen nast¢puje z jednej strony rekrystalizacja (krystalizacja wtérna o charak--
terze wymuszonym), a z drugiej — obszary krystaliczne maleja. Efekt ten moze byé naj-
prodciej wyjasniony pogladowo w oparciu o hipotezg micelarno — fredzlowa Kratky’ego-
i Marka [za 10]. Za interpretacja zaobserwowanych zjawisk wymieniona hipotezg prze-
mawiajg nastgpujace fakty:

1. mate zmiany w zawarto$ci fazy krystalicznej wskazuja na silne sklebienie i splatanie:
obszaréw bezpostaciowych;

2. hipoteza dopuszcza zmiany w zawartosci obszaréw uporzadkowanych w wyniku
dzialania naprezen i temperatury (tutaj temperatury samowzbudnej);

3. bardzo male rozmiary obszardéw krystalicznych.

Aby wyjasni¢ wzrost dlugodci krystalitéw, koniecznym jest przyjecie zalozenia, ze
w wyniku obciagzenia mechanicznego i mnieznacznego termicznego jest mozliwa zmiana
polozenia makroczasteczek w stanie stalym. Badania przeprowadzone np. przez Urban-
czyka wykazaly [12], ze sa mozliwe zmiany strukturalne w poliamidzie 6 w stanie stalym
pod wptywem obcigZenia mechanicznego. Zmiany te dotycza obszaréw uporzadkowanych
(okoto 27%), wymiaréw poprzecznych (14%) i diugosci krystalitéw (10%,) oraz orientacji
obszarow bezpostaciowych i uporzadkowanych (87%;). Struktura w badanych preparatach
nie jest zorientowana, a wigc i osie krystalitow nie posiadajg uprzywilejowanego kierunku
w stosunku do kierunku zmiennego naprezenia. Istnieje jednak pewien procent obszardéw
krystalicznych, dla ktorych o$ c¢ jest rownoleglta lub nachylona pod niewielkim katem
do osi probki. Zatem w wyniku dzialania napreZenia o, jest mozliwe dalsze porzagdkowa--
nie makroczasteczek, ktére wychodzac z krystalitu tworza obszary bezpostaciowe lub
mezomorficzne. '

Poshugiwanie si¢ hipoteza micelarno-fredzlows, mimo jej szeregu luk i niescistosci
[10], stwarza wygodniejsza pozycje w aplikacji takich poje¢ jak krystalit, faza bezposta-
ciowa i krystaliczna, orientacja, dezintegracja struktury, wymiary poprzeczne i dlugodci
krystalitobw itp. niz model jednofazowy typu Bonarta-Hosemanna [13]. Interpretacja .
zjawisk zachodzacych w strukturze poliamidu 6 sprowadzalaby si¢ — bioragc za punkt
wyjscia obszary parakrystaliczne -—— do operowania pojeciami zwigzanymi z obszarami
krystalicznymi o okre$lonym stopniu zdefektowania, lub uwzglednienia struktur lame--
larnych 1 makroczasteczek z warstw przekiadkowych [3].
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5. Wnloski

1. W procesie zmeczenia mechanicznego poliamidu 6 ulegaja zmianie wszystkie mie-
rzone parametry strukturalne, z tym Ze wzrasta tylko diugos¢ krystalitu, natomiast wiel-
koéci pozostale — maleja. Oznacza to, ze obszary krystaliczne, ich budowa i sity kohezji
czgsteczkowej majg znaczny udzial w kinetyce dekohezji zmgczeniowej.

<z J T
N = ’E X
it >*
54F = 2
- k Stan poczgtkowy
i azF =
320"—-§ vy
oL =
5 80l | x Xp=42+1,3 lgN\\‘
a .
T k =646+ 2IgN
- 300
781 I~
501 - L
76 - 17k lg/N =17,001-0,7736 * Umay,
- 2801
Thl- - 151 Iy = - .
8- 109,299 5\,? tgN
260 E
‘ 721 i 13;-
J | l!llll|| ] | N 1 R

10 10 108 N 107
Rys. 3. Przedstawienie wybranych wynikow badan strukturalnych vk x,, w zakresie umownej wytrzy-
malosci zmeczeniowej

2. Obnizenie wskaznika krystaliczno$ci (masowego i objetoSciowego) oraz objetosci
umownej krystalitow nastapito w trakcie zmeczenia w takim stosunku, ze pod wplywem
pola naprgzen i sprzgzonego z nim pola temperatur zachodza procesy rekrystalizaciji.

3. Poprawg wiasnosci zmeczeniowych poliamidu 6 moZzna osiggnaé poprzez zmiang
fizycznej mikrostruktury tworzywa dazac do zwiekszenia sit spdjnosci obszaréw bezpo-
staciowych i krystalicznych. W tych ostatnich szczegdlnie pozadany jest wzrost szero-
kosci krystalitéw 4,00y oraz wzrost doskonatosci budowy sieci krystalicznej.

4. Poliamid 6 (Tarnamid T-27) wykrystalizowal catkowicie w ukladzie jednoskosnym.
Na rentgenogramach badanych preparatéw nie zaobserwowano wystepowania reflekséw
charakterystycznych dla ukiadu heksagonalnego.

5. Najwigksze zmiany wartosci parametréw strukturalnych zachodza pod wplywem
Zmiennego napreZenia w umownej objetosci krystalitu v,, masowym stopniu krystalicz-
nosci x,, oraz doskonaloéci obszaru krystalicznego k. Wielkoéci te moga wiec byé wyko-

rzystane w metodzie oceny stopnia znuZenia poliamidu 6, opartej na kryteriach struktu-
ralnych (rys. 3).
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Peswme

UCCIEODOBAHUE MEXAHN3MA YCTAJIOCTHOI'O PA3PYINEHMSL
ITIOJIMAMUM A (TAPHAMUIA T-27)

TlpencraBnensl pe3ynbTaThl M3MepEHHMIt HMABGPAHBIX MapaMeTPOB  OXIPefeNAIOUNX  (DHIHUECKYIO
MHKPOCTDYKTYPY monuamuaa 6 (Taprammnga T-27) g0 w mocie onbITa MEXaHHUECKOH yCTANOCTH. Mana
OLfeHKa TONEPEYHbIX PA3MePOB KPUCTAINUTOB Aak,1y HMHA KPHCTAUHUECKOrOo PafoHa lws , & TAKKE
MAcCOBBIA N OOBLEMHBIIL CTermeHs KpucTaUIMuHocTH. Kpome Toro onpepneseHo, nooGpaswy Pomsnaua,



124 M. Nowak, A. WLOCHOWICZ

Koo dUIUIEHT COBEPIIEHCTRA KPHUCTAJIIMYECKOTo paifora. McXaHHUeCKyI0 yCTanoCcTh NPOBEAEHO B Cligy-
COMFAJILIIOM LUNJIE N0 KOHCONLHOH cxeme HArpy3ku (Ommy = 0, Omax = 0a) P = 0) ¢ qacToToi
15 repuos.

VCraHOBJIEHO, YTO B TIPOLECCE YCTANIOCTH M3MEHAIOTCs BCE HCCNELOBaNHble CTPYKTYpabHbIe napa-
MeTphl. M3 HUX NOBLIEETCS TOJIBKO JIIMHA KPHCTANNMTa, makcumym 10 %5, ocranbubie -yMedbltaorcs
B uaTepBane 8+ 25 9%. BesnuunHoil, KOTOpas He 3aBHCHT OT aMIUIMTYAL! LIMIJIA HanpaykeHud 6, u uuca
LIMKIM Q0 TIEPEJIoMa SBJSIETCS LIMPHHA KPHCTamnaTa 200y, DTOT pesysbIaT, M3 TOUKH 3PEHMS ycTa-
JIOCTHOTO PaspyUISHUA, MOKET ObLITh OCHOBaHUWEM IS HCCIENOBAHHA TAKUX TEPMHUYECKO-MEXAHHUECKHX
TIPOLIEY P, KOTOPBIE B NOJUSIMALE 6 BBHISOBYT €ro pOCT B TCUEHHC KPUCTATUIM3ALIH MK NPHHYAIEHHOf
PeKPHCTaJIITN3aUH .

Summary

VARIATION OF POLYAMID 6 STRUCTURAL PARAMETERS RESULTING FROM FATIGUE
FAILURE PROCESS

The results of measurements of selected parameters which characterise the physical-structure of Polya-
mide 6 (Tarnamid T-27) before and after mechanical fatiguc are presented. Assessed were the cross dimen-
sions of crystallites <1y the lenght of crystalline regions /., , the mass- and volume-degree of crystalti-
nity. In addition the perfection index of crystalline region according to Roldan’s formula was determi-
neted. Mechanical fatigue tests were carried out at sinusoidal cycle for cantilever beam (Gnin = 0, Gpax =
= 0,, R = 0) with 15 Hz frequency.

During the fatigue process alt measured structural parameters can alt alter. From these only the
length of crystallites increases to m maximum 109 — the other structural parameters decrease in the
range from 8 to 25%.

The width of the crystallite 4200y is the quantity which is independent of the amplitude of stress and
of the number of cycles till fracture N. This effect may be a basis for investigating of such thermal-mecha-
nical process which generates the growth of the crystallite width during a constrained crystallisation or
recrystallisation of Polyamide 6.
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NUMERYCZNE MODELOWANIA ZAPLONU CZASTKI PALIWA STALEGO

WeODZIMIERZ KORDYLEWSKI, HaLina KRUCZEK (WROCLAW)

W pracy przedstawiono metode modelowania numerycznego procesu zaplonu poje-
dynczej, kulistej czastki paliwa stalego. Wychodzac z cieplno-dyfuzyjnej teorii zaptonu,
zagadnienie rozwigzano metoda réznic skofczonych, stosujac metode nicjawna. Doko-

nujgc zamiany liniowej zmiennej n =

1 .
& przeksztalcono otaczajaca czastke przestrzen

w kule jednostkowa, dzigki czemu uniknigto trudnosci zwiazanych z ocena grubosci
warstwy granicznej. Wystepujgce w zagadnieniu nieliniowe warunki brzegowe czwartego
rodzaju prowadza do nieliniowych réwnan algebraicznych, ktore rozwigzywano metoda
bisekcji. Metodg zilustrowano przykladami obliczen.

Spis oznaczen

« — wspolczynnik wyréwnania temperatury
A, B — wspotczynniki przeganiania
¢, — stala Boltzmanna
¢, -—cieplna pojemno$¢ wiasciwa
D — wspoétczynnik dyfuzji
CO,— masowa koncentracja dwutlenku wegla
E — energia aktywacji
h — krok przestrzenny
k — wspélczynnik przedeksponencjalny
O,— masowa koncentracja tlenu
Q —cieplo spalania
r — promien
R — uniwersalna stata gazowa
t — czas
T — temperatura
y — bezwymiarowa koncentracja tlenu
&, — wspdlczynnik emisji pozostalo$ci koksowej
4 — wspoélczynnik przewodzenia ciepla
& — bezwymiarowa zmienna liniowa
7 — bezwymiarowa zmienna liniowa (n = 1/§)
€ — bezwymiarowa temperatura
T — bezwymiarowy czas
© — gestosé
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Indeksy

0 — odnosi si¢ do warunkdéw poczatkowych
1 — odnosi si¢ do czastki paliwa statego
2 — odnosi sie do gazowego otoczenia.

1, Wstep

Wyznaczanie czynnikéw determinujacych czas i temperature zaplonu nalezy do kla-
sycznych probleméw teorii spalania. W przypadku plomienia pytowego badz olejowego
parametry zaptonu i gasniecia ziarna weglowego lub kropli oleju decyduja o statecznodci
i niedopale plomienia [I].

W pracy przedstawiono metode numerycznego modelowania procesu zaplonu kulistej
czastki paliwa statego, umieszczonej nagle w nieruchomym, goracym powietrzu. Przyjeto
przy tym, ze zapton ma charakter heterogeniczny, czyli zachodzi na powierzchni czastki,

Model matematyczny zjawiska zaptonu dla czastki paliwa stalego formuluje sie w opar-
ciu o cieplno-dyfuzyjna teori¢ zaptonu [l - 3]. Tworza go réwnania transportu ciepla
wewnatrz czastki i w jej otoczeniu oraz réwnanie dyfuzji tlenu

— czastka
oT, { 02T, 2 9T,
M ekt B
— otoczenie
oT, 0T, 2 0T,
@ ot ( T ) =0
90, 2?0, 2 aoz)
Powyzsze rownania uzupeinione sg warunkami poczatkowymi
(4) ' Tl(Oa 1') = TOI: 0 g r < Yo
(52) 7(0,r) = Toz,}
r, <1< oo
(5b) 02(0, 1) = O3,,,
1 nastepujacymi warunkami brzegowymi
oT,
(6) ’ ar‘—oa ’_0)
o oT.
) 11—77?— = 7 —0-;2- +c,e(TH—TH+0,00kexp(—E/RT,), T,= T, dlar=r,
0
(8) D _g% = O,kexp(—E/RT)), r=r,
(9 TZ = 7-;12)
) 0,0, [ "%

W powyzszym ukladzie réwnan podstawowe problemy wynikaja z nieliniowych wa-
runkéw brzegowych czwartego rodzaju (7) [4] oraz z koniecznosci wyboru skonczonej
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grubosci warstwy gazu w otaczajacej czastke nieskoficzonej przestrzeni, w ktorej zachodzi
przekazywanie ciepla i dyfuzja tlenu. W celu uniknigcia trudnosci zwigzanych z aprio-

ryjna ocena gruboécia warstwy przesciennej, dokonuje si¢ zamiany zmiennej # = L

&

(5 = _’__) dla otaczajacego czastke obszaru zawierajacego tlen.
rﬂ

W wyniku transformacji obszar ten ulega przeksztalceniu w kule jednostkowa. Po-
zwala to zachowaé w przedstawionej metodzie obliczeniowej warunki brzegowe w nie-
skonczonosci, co byloby niemozliwe w przypadku metody warstwy granicznej.

2. Zamiana zmiennych
Réwnania (1) — (3) przeksztalca sig do postaci bezwymiarowej, odnoszac zmienna

liniowa r do promienia czastki paliwa r, («E = %) , a nastepnie dla rownan (2), (3) doko-

4

. . 1
nuje si¢ zamiany zmiennej 1 = E

ao(1) a0y 2 60(1)) _
(10) a7 —( gz + r =0,
Q) a, , 0%60(2)
(th Tt T a o =
dy D,
(12) "5;[‘-“0—1‘77 Ejz =V,
gdzie:
T T _ 02 _ait
W= =g 7=, T
Warunki brzegowe w postaci bezwymiarowej przedstawiaja si¢ nastgpujgco:
a6(1
(13) . % ~0, £=0,
20(1) Ay 00(2)  coe,roTH [( T2)4 ]
g 7N f2 TUAE Te%eleler | Ce2 } ()4
(14) 5E 7 e o T, (O |+
70%’67"}02,0“6)(}3(_}5/1(7;] . I/@(l)), 6N =02) y=4¢&-1
. 1£01
(15) O _ 7k o (— EIRT,, - 1/6()),
an b
T, ,
(16) 0(2) = 22 y=1 dla 75=0.
T,
Warunki poczatkowe (4), (5) przyjmuja natomiast postaé
(17 6(y=1, 0<é<,
T

(18) 6 =%, y=1 da 0<g<l

ol
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W ten sposéb problem modelowania zjawiska zaplonu kulistej czastki paliwa statego
w nieograniczonej przestrzeni zostal sprowadzony do rozwigzania ukladu trzech réwnag
parabolicznych (10), (11), (12) w kuli jednostkowej odpowiednio z warunkami brzego-
wymi (13) - (16) i poczatkowymi (17), (18). Zmienne liniowe {, 0 bedzie si¢ dalej trakto-

waé jako jedna zmienng liniows.
Powyzsze rozwazania od strony fizycznej wazne sg dla nastepujacych zatozen:

— wartoéci parametrow fizyko-chemicznych 4., 04, ¢p1, 22,02, 62, €,0, k, E, D

przyjmuje si¢ stale w trakcie trwania zjawiska zaptonu [!], [2]

— reakcja chemiczna rzadzaca zapfonem jest reakcja heterogeniczng typu Arrhe-

niusowskiego i pierwszego rzgdu wzgledem tlenu, przebiega wg schematu [5], [6]
Cin+ 03¢0 = COsp)

gdzie indeksy s i g odnoszg si¢ do fazy stalej i gazowej odpowiednio.

3. Aproksymacja réinicowa réwnai (10)—(12)

Uktad rownan parabolicznych (10) - (12) rozwiazuje si¢ przy pomocy niejawnej me-

tody roznic skonczonych [7], stad schemat réznicowy przedstawia si¢ nastgpujaco:
O =0(DE  OOUEI 20D +0(DiET 2 B(T —6(1)i]

(10a) = At B h? w26 0,
O -0 ay , 6()E] 202+ +6(2){%}
(1ta) s T h? -=9
=yl D yiEi =29 ol
(122) dr ——azm = ’12———0,
=1,2,..K

Rzad aproksymacji wynosi O(41)+ O(h?).
Réwnania (10a) - (12a2) mozna zapisa¢ w ogdlnej postaci nastepujaco:
(19) 4@+ D + w0, Dt} = D,
gdzie wektor @ posiada trzy skladowe
o(1)
= 6(2)| .
¥

Wybdr niejawnego schematu obliczeniowego, ktéry wymaga bardziej ztozonego algo-
rytmu obliczen niz schemat jawny,” wynika z koniecznodci stosowania bardzo malego
kroku czasowego w tym ostatnim. Zastosowanie metody niejawnej pozwolito zmniejszy¢

ilos¢ iteracji o dwa rzedy.

Liniowy ukfad réwnafi (19) rozwiazuje sie w kazdym kroku czasowym (j+1) Av
uzywajac tréjdiagonalnej metody THomasA [7]. Rozwiazania na danym poziomie cza-

sowym otrzymuje si¢ z formutly
(20) D, = 4Dy +By, k=12 ., ,K-1,
gdzie A4, B, sa wspolczynnikami przeganiania.
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PoniewaZ wyznaczanie rozwigzan zaczyna si¢ od przedostatniego wyrazu @g_,, wiec
w pierwszym kroku obliczeniowym rozwigzuje si¢ réwnania warunkéw brzegowych (14),
(15) dla O, O(2)k 1 yx okreslonych w punkcie £ = 9 = 1 na brzegu kuli.

4. Aproksymacja réznicowa warunkéw brzegowych

Warunki brzegowe (14), (15) w postaci réznicowej przedstawiaja si¢ nastepujaco:
o casonh

2\ yk0Qkr,0; .k
64 K o~2,0
@ Ay + O (1 * A ) A1 Tos ’

A CoEoy T3 h *
exp (= BIRT,, /0 =00)e =2 0@cs= 2T (T2 )
ol

kr, h
D

(22) Y~ Vk-1 = —¥k

gdzie Oy = O = Q).
W réwnaniach powyZszych opuszczono dla jasnosci indeksy dotyczace czasu (j).
Okreslenie wielkosci O, yx bezposrednio z réwnat (21), (22) jest niemozliwe w me-
todzie niejawnej, poniewaz nieznane sg wartosci O(1)x_,, @(2)g_, i yx-1- Zmienne z in-
deksem K-1 eliminuje sig, wychodzac z formuly ,,przeganiania” (20)
Pgy = Ag-1 P+ By_y.

Korzystajac dalej z liniowoéci réwnania (22) wzgledem koncentracji yx, otrzymuje
sig rownanie algebraiczne pozwalajace wyznaczy¢ temperaturg na brzegu czastki G

exp(—E/RT,, - 1/0x)

Caeo’onxh
e

64+ 6y [I—AK 1(1)+ﬁ (1~ A 1(2))]

kr,0, ,h,Bx_,(3
_ Q r 2,0 K l( ) kr h -‘BK.—I(I)‘—
llTal(l—AK—1(3))exp(E/RT;1 < 1/6)+ —3

1

D
A2 CototoTor B ( T, )4
2 . _0T0 070l =0,
11 BK—1(2) 11 Tz,l

gdzie indeksy 1, 2, 3 wspdlczynnikéw przeganiania 4, B odnosza si¢ odpoWiednio do
0(1), 62) i y.

Powyzsze rownanie, ktdre mozna przedstawié w ogolnej postaci
K =F (®K)1

jest silnie nieliniowe. Rozwigzywano je metoda bisekcji [8], ktora co prawda nie jest tak
szybka, jak metoda Newtona, ale jest absolutnie stabilna.

5. Rezultaty obliczein

Przeprowadzono obliczenia dla modelu zaptonu, przedstawionego w punktach 1 i 2,
metoda opisang w punktach 3 i 4, dla czastki pozostatoéci koksowej antracytu. Obliczenia
wykonano dla promienia ziarna r, = 2-10"* m, temperatury poczatkowej ziarna

9 *Mcch. Teoret, i Stos. 1/81
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293 °K i temperatury goracego otaczajacego powietrza 1523 °K. Wartoé¢ masowej koncen-
tracji poczatkowej tlenu réwna byla 0,23. State kinetyczne E = 140 kJ/mol, k = 4,5 105
m/s i cieplo spalania Q = 7-10% kJ/kg pochodza z pracy [9]. Warto$¢ pozostatych pa-
rametrow fizycznych, przyjetych do obliczen, wynosita

kJ kJ kg

= . —4 = —_— = 13 —

Bom 60107 e = LTI, 0= 138900
KJ kJ kg

— . -5 _. T = _— = —
Ba= 845010700 e = LIS o 02 = 0248

2

g, =082, k=01, D=36- 10—4’%.

Warto$é wspdlczynnika emisji ¢, dla pozostatosci koksowej antracytu wzigto z pracy
[10].

‘W wyniku obliczen otrzymano przestrzenno-czasowe rozklady temperatur w ziarnie
antracytu i otaczajacym gazowym osrodku (rys. 1). Jak wynika z rys. 1, czas relaksacji

(5] T T T { T T T T
9 1=0,3s -——— ]
B*____E'_zi%___/”/ _
Vi |
6 |
5 M §
L 017s — -
3= 015/ 0,10s
2 _
t=0,01s
5
! \ ! ! | ! | !
0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 08 0,6 0.4 0,2 0
—~¢ N

Rys. 1. Przestrzenno-czasowy rozkiad temperatury w ziarnie antracytu i w jego gazowym otoczeniu.

w fazie gazowej jest znacznie krétszy niz w fazie statej. Swiadczy o tym rozklad tempera-
tury w otoczeniu ziarna, tj. w obszarze kuli jednostkowej 0 < »n < 1, w ktorej rozwia-
zanie stacjonarne réwnania (11) ma charakter liniowy. Stacjonarne rozwigzanie réwnania
(10) dla czastki paliwa statego ma warto$¢ stalg, ale rozklady temperatury wewnatrz
ziarna pozostaltosci koksowej antracytu nie odpowiadajg stanowi ustalonemu.

Rozklady koncentracji tlenu przedstawiaja rysunki 2 i 3. Koncentracj¢ dwutlenku
wegla wyznaczano w spos6b przyblizony jako réznicg O, ,—O, wartoci koncentracii
poczatkowej tlenu i biezacej. Uzasadnieniem moze byé mala roznica migdzy wspdlczyn-
nikami dyfuzji O, i CO, w powietrzu, wynoszaca w zaleznoéci od temperatury kilka
procent [11}.

W krétkim poczatkowym okresie nagrzewu (10~7 s) zaobserwowano szybkie usta-
lanie si¢ temperatury powierzchni ziarna, dalej jej malenie i po osiagnigciu pewnego mi-
nimum, ponowny wzrost (rys. 3a). Tiumaczy¢ to nalezy nieciagtoscig warunkéw poczat-
kowych (4), (5) oraz nieciagtocia gradientéw temperatury na granicy fazy stalej i gazowej.
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Pomijajac dla tego okresu czasu w réwnaniu (21) czlon promieniowania i Zrédla ciepla,
otrzymuje si¢ po przyjeciu 0(1x_; =1, 0(2x-; = 0,,
A
1+22
Az
1422
+ 7,
Dla przyjetych wyzej danych obliczeniowych wynika z powyzszego wzoru O = 1,518.
Réznica migdzy tym wynikiem, a rezultatem, uzyskanym z obliczen numerycznych
fx = 1,6 spowodowana jest przyjeciem skoficzonego kroku 4 = 0,1 w tych ostatnich.

Ox =

COZ T T T
0, 0, ——C0,
t=001s t=01s

T

0,225
0,200
0175
0150
01251

0100|-
0075
0050

0,025}

0 \ L 1 |
10 08 06 04 02 0

Rys. 2. Rozklady koncentracji tlenu i dwutlenku wegla w gazowej przestrzeni otaczajgcej ziarno antra-
cytu Oy, oo CO,.

Dalszy gwattowny wzrost temperatury powierzchni ziarna nastepuje w momencie
zaptonu (rys. 3). Za kryterium zaplonu przyjgto w pracy znikanie drugiej pochodnej
temperatury powierzchni ziarna wzgledem czasu, analogicznie jak w pracy [14].

Do momentu zaptonu nie zauwaza si¢ istotnych zmian w rozkladzie koncentracji
tlenu (rys. 2, 3) czyli zapton nast¢puje w rezimie kinetycznym. Sugeruje to, ze do okres-
lenia charakterystyk zaptonu: czas i temperatura zaplonu, wystarczy uzy¢ cieplnego
przybliZzenia procesu.

Przypuszczenie powyZsze znalazio potwierdzenie w obliczeniach numerycznych w pra-
cy [15], gdzie uzyskano rozklad temperatury wewnatrz ziarna rozwiazujac réwnanie
bilansu ciepta (1) przy stalej koncentracji tlenu na jego powierzchni.

Uzyskane z obliczerr wartoéci temperatury powierzchni ziarna pozostatosci koksowej
antracytu w funkcji czasu pozwalaja, przy przyjgciu w.w. kryterium zaptonu, okresli¢

9%
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warto$¢ temperatury zaplonu i czasu zaplonu. Warto$¢ temperatury powierzchniowej,
uzyskanej w chwili zaplonu dla temperatury otoczenia 1523 °K, réwna okolo 1000 °C
(6 = 4,35, rys. 3, krzywa 2), pokrywa si¢ z wynikami, uzyskanymi w pracach [12], [13],

Aby oceni¢ wazno$¢ wplywu stalych kinetycznych na czas i temperature zaplony
przeprowadzono obliczenia dla réznych wartosci energii aktywacji. Jak wynika z rys. 3
(krzywe 1, 2, 3) ze wzrostem energii aktywacji znacznie wydluza si¢ czas zaplonu i roénice

022 |-
0.20
018}~

0361 8-

012~ 7~

010~ 6
008}‘ S|-
006 4

0,04~ T .

0p2f 21

] 01 0.2 03 04
tls)

Rys. 3. Rozklad temperatury powierzchniowej 0, = T'((r,)/Tor = Ta(r)/Toy i koncentracji tlenu O(r,)

przy powierzchni ziarna antracytu w zaleznosci od czasu dla K, = 0.45- 10° m/s, Q = 7- 10* kJ/kg oraz

dla krzywych: 1—E = 100 kJ/mol, 2 — E = 140 kJ/mol, 3 — E = 160 kJ/mol. (a) poczatkowe sta-
dium nagrzewu.

temperatura zaplonu. Problem ten jest jednakze znacznie szerszy. Jest oczywiste, Ze zna-
Jjomo$¢ stalych kinetycznych (E, k) ma zasadnicze znaczenie dla iloSciowej oceny tempe-
ratury i czasu zaptonu, a takZe dla okreslenia czasu i predkosci spalania.

Czy zatem mozliwa jest weryfikacja statych E i k przy pomocy przedstawionych modeli
numerycznych. Nalezy przede wszystkim zaznaczyé, Ze stale kinetyczne moga byé rézne
dla réznych modeli matematycznych. I tak, nie nalezy oczekiwaé, ze rezultaty uzyskane
przy pomocy modelu opisanego ukladem réwnad zwyczajnych i modeln opisanego ukia-
dem réwnan czastkowych beda identyczne. Oba modele wymagaja réznych statych kine-
tycznych. Wyznaczanie statych kinetycznych dla danego modelu matematycznego jest
trudnym problemem matematycznym, zwanym odwrotnym zadaniem aerotermochemii.
Obecnie istniejg proby okreslenia stalych predkosci reakcji homognicznych przy zato-
Zeniu znajomosci petnego schematu kinetycznego [16].
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6. Podsumowanie

Przedstawiony przyklad obliczeniowy dotyczyt zaptonu pozostalosci koksowej antra-
cytu, gdy nie wystgpuje wydobywanic si¢ czedci lotnych, ktére moglyby zmienié charakter
zaptonu. Czy zatem przedstawiony model numeryczny moze by¢ wykorzystany dla ana-
lizy zaptonu innych paliw stalych.

W przypadku wegla zasadniczym problemem jest wplyw czeéci lotnych na mechanizm
zaptonu. EsseNHIGH [I7] podaje, ze powyzej predkoéci nagrzewania ziarna weglowego
10* deg/s procesy pirolizy dla zaplonu praktycznie nie maja znaczenia, zaplon wyprzedza
pirolize.

THOMAS i in. [6] w swoich badaniach nad zapfonem czastek wrzucanych do przeply-
wajacego strumienia powietrza wykazali, Zze nawet dla czastek wegla brunatnego o §red-
nicy 1000 pm zachodzi zapton heterogeniczny. Tego ostatniego wyniku nie nalezy uogél-
nia¢ na wszystkie typy wegli brunatnych. Prawdopodobnie zapton heterogeniczny moze
zachodzi¢ jedynie dla pewnych odmian petrograficznych wegli brunatnych.

Drugim problemem jest wplyw homogenicznej reakcji dopalania tlenku wegla w oto-
czeniu ziarna na warunki zaptonu. W pracy przyjeto, Ze reakcja decydujacg o zaplonie
wegla jest pierwotna reakcja przebiegajagca do CO,, pominigto wigc druga reakcje do
CO i bomogeniczng reakcje dopalania tlenku wegla. Obszerne uzasadnienie tego zaloze-
nia mozna znalez¢ u LAwRova [18]. W poprzedniej pracy autoréw [19] analizowano nume-
rycznie zaplon czastki wegla uwzgledniajac cztery reakcje reagowania wegla z tlenem.
Wyniki, jakie uzyskano w poréwnaniu z wynikami w tej pracy, réznia si¢ tylko o okolo
1%, natomiast czas obliczeri dla modelu w pracy [19] byt dziesigciokrotnie dluzszy. Na-
tomiast problem zawartosci cze$ci mineralnych w weglu dla zjawiska zaplonu jest niei-
stotny, a to z powodu matego stopnia wypalenia (konsumpcji paliwa) do momentu za-
ptonu [20].

Czy przedstawiony model moZe opisywaé zaplon czastek metalu, To zalezy jakich,
bowiem pod wzgledem sposobu niskotemperaturowego utleniania metale dzieli si¢ na
posiadajgce porowata, przepuszczalng dla tlenu, warstwe tlenku na powierzchni metalu
oraz na takie, ktére pokrywaja si¢ krystaliczna, trudno przepuszczalng warstwg tlenku
[21]. Typowym przedstawicielem pierwszych jest magnez, drugich natomiast glin.

Czastka magnezu ulega zaplonowi w poblizu temperatury topnienia magnezu, mozna
wigc pominaé parowanie metalu w trakcie zaplonu i uzna¢ go za heterogeniczny [22,
23, 24]. Mimo, Ze czgstka przyjmuje w trakcie topnienia do$¢ nieregularne ksztalty [23],
autorzy sgdza, ze przedstawiony model mozna uzy¢ do analizy jej zaptonu.

Czastka glinu zapala si¢ dopiero w temperaturze topnienia tlenku glinu [25]. Dzieje
sie tak, gdyz w trakcie zaptonu narastajaca warstwa tlenku utrudnia dostep tlenu do me-
talu, wiec zaplon nastapi jedynie wéwczas, gdy temperatura czgstki zdazy wzrosngc
w wyniku samopodgrzewu do temperatury topnienia tlenku glinu [25, 26]. W takim przy-
padku proponowany model zaplonu nalezy uzupeinié opisem wzrostu warstwy tlenku
na powierzchni metalu. Z matematycznego punktu widzenia problem ten nie przedstawia
wigkszych trudnosci i stanowi uogélnienie modelu zerowymiarowego [26].
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Peawme

UYUCIEHHOE MOJIEJIMIPOBAHHME ITPOLIECCA BOCIUIAMEHEHHUSA UACTHIBI
TBEPOOTO TOIINUBA

B craThe IOKA33H METOJ MATEMATHUECKOTO MOMCIMPOBAHMS MPONECCa BOCIUIAMEHEHHS OLHHOUHBIX
chepiIUCCKIUX FaCTHL TBEPJIOTO TOIIMBA Ha 3IEKTPOHHO-BBIYMCINTEbHELIX ManInHax. Fexons us renno-
andbycrorBoi TEOPHN BOCINIAMEHEHN A, 3Ta 1poSiema Obina pellena NPH NOMOILH KOHEUHO-Pa3HOCTHOTO
METONA C IPMMEHEHIEM HESIBHODA3HOCTHOH cxembl. IIpocTpaHCTRO, OKpY)Kalollee yacTrlly, LU0 npe-

. 1
ppamieno B cdepy IyTeM Npeobpa3soBaHust NMHEHHON NEpEeMEHHOR ¢ = —E—, fnaronaps 4Yemy yAanoch

H36e>HarTh SaTPYRHEHUH CBA3AHHBIX C OLeHKON NOCPAaHIUNOrO CJION, a Tarke Obuno ofecreueno coxpa-
BeHHE KpaeBLIX yenoBui B GeckoHeunocTy. PaccmaTpuBaeMeic B MaHHOM BONPOCE HENMHEHBIE KpaeBhle
yCNOBHA YETBEPTOrO POJA, BEXYT K HENMHEHHEIM anreGpaMuecKuM ypaBHEHIAM, KOTOpDhIe pPeIIaiiuch
MeTonoM Guccexiu. MeTox MAMOCTPHPYETCsT IIPUMEPAaMH BBIUMCIIEH I .

Summary

SINGLE PARTICLE OF SOLID FUEL IGNITION MODELLING

A numerical method of the modelling ignition process, for a single spherical particle of a solid fuel
is presented. The problems has been solved by an implicit finite-difference technique based on the thermal-
-diffusion ignition theory. The surrounding space of a particle has been transformed into the unit sphere

by conversion of the linear variable p = T In this way the difficulty connected with the estimate of the

thickness of boundary layer has been avoided and the boundary conditions at the infinity assured. The
ourth kind of nonlinear boundary conditions which appear in the problem lead to nonlinear algebraic
equation which have been solved by the method of false position. The numerical examples illustrate the
method of modelling. )

POLITECHNIKA WROCEAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 lutego 1979 roku.
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NADDZWIEKOWY PRZEPEYW W OBSZARZE WYLOTOWYM DOSRODKOWEGO WIENCA
KIERUJACEGO

Jacek LEBRECHT (LODZ)

1. Wstep

Znane z literatury modele naddzwigkowego przeptywu za ukladami lopatkowymi
dotyczg jedynie prostych, nieskodczenie dtugich palisad topatkowych [1, 2, 4, 5, 6, 7, 8].
Celem niniejszej pracy jest przedstawienie modelu przeptywu za dosrodkowym wieficem
lopatkowym oraz wykazanie, Ze skoéne fale uderzeniowe pojawiajace si¢ na krawegdziach
splywu powinny powstawa¢ w kazdych warunkach pracy wiefica, przy tym fale te oraz

Rys. 1. Rozwazany model wietica dosrodkowego.

linie rozdzielajace strugi wyplywajace z sasiednich kanaléw lopatkowych beda zawsze
krzywoliniowe — nawet przy jednorodnym polu parametréw w przekroju a—a (rys. 1).
Celem pracy jest takze okreslenie charakteru zmiany parametréw na linii rozdziatu w nie-
wielkiej odleglosci od krawedzi topatek: 0,95 < r £ 1,0.
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2. Zalozenla

Rozwazany jest naddzwigkowy wyplyw gazu z do$rodkowego wiefica ograniczonego
dwiema réwnoleglymi $cianami. Lopatki uksztaltowane sg tak, ze w czgéci wylotowej
éciany kanaléw lopatkowych sa réwnolegle (rys. 1). Parametry przeptywowe w przekroju
a—a (w obszarze przed pierwsza falg powstajaca na krawedzi splywu) sa jednorodne.

Wprowadzono ograniczenie, Zze w przeplywie nie pojawiaja si¢ lokalne obszary pod-
dswickowe oraz sko$ne fale uderzeniowe nie sa falami odsunigtymi.

3. Model przeplywu

Konfiguracje fal powstajacych na krawedziach splywu sa zalezne od kata ustawienia
lopatek o, liczby Macha w przekroju a—a oraz ci$nienia za wiencem. Wszystkie mozliwe
uklady fal zestawiono na rys. 2*’. NaleZy zwréci¢ uwage na scisty zwiazek migdzy konfi-
guracja fal i katem &’ = o,—,, katem odchylenia linii rozdziatu na krawedzi sptywu.

linia rozdziatu
fala uderzeniowa
~-——— fala rozrzedzeniowa

6'<-T/2

Rys. 2. Mozliwe konfiguracje fal na krawedzi splywu lopatki. Oznaczenia obszaréw: 1 — przed fala
»:b”, 2 —za fala ,,b” i nad linia rozdzialu, ¢ — przed fala ,,d” i pod lopatka, 7 — za fala ,,d” i pod
linig rozdzialu.

1 Na rys. 2 i dalszych symbolami 1, 2 ... oznaczono nieskoficzenie male obszary w bezposrednim
sasiedztwie Scianek i linii rozdziatlu, w ktérych fale uderzeniowe moga byé potraktowane jako prostoli-
niowe. Na rysunkach symbole cyfrowe oznaczone sa w kolkach.
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Na przykiad dla kata 6’ > % (rys. 2a) fala ,,b> moze by¢ jedynie fala uderzeniowa

za$ fala ,,d”> — jedynie falg rozrzedzeniowa. Odpowiedni model przeplywn dla tego przy-
padku podany jest na rys. 3a. Przeplyw za wiericem bedzie powtarzalny wzdluz calego
obwodu, jezeli ci$nienie wzdinZz linii rozdzistlu (A—D) bedzie sie zmieniaé identycznie
jak wzdluz (B—E). W szczegblnosci w bezposrednim sgsicdztwie krawedzi splywu —

Rys. 3, Model przeplywu za wieficem doérodkowym a—dla 6’ > %, b—dla 6 = —Z—

w obszarach 2 i 7 — ciénienie musi mieé réwna warto§é. Ponadto byé powinna zacho-
wana rownoéé kata 6’ w punktach A i B; przy czym moze byé M, # M.

Powyzsze warunki zapisane przy pomocy znanych zwigzkéw dla sko$nych fal uderze-
niowych i prostych fal rozrzedz#hiowych wigzacych liczby Macha oraz ci$nienia przed
i za fala przy pominieciu nieznacznej zmiany parametréw migdzy obszarami 4 1 ¢
(M, = M), daje sie sprowadzié do ukladu os$miu réwnant (1) + (8) z niewiadomymi:
My, M3, Mg, M,, 0., &1_3, €c3—a, 812 (Datrz oznaczenia na rys, 4).

Y nt1 . x—1 2_ 1\ ar 7_‘____1 2_
1 6 T_Vm [alctgl/m(M7 D alctg]/}H_l(Ms D+

+arctg]/M§-— 1 —arctg |/M?,— 1,
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x+1

Y 2 M;
(2) Ctg(é’-}-.z—) = tg &y mm_—-l ,
x+1 M2 | %+ 1 M2
3 tg&p1-3 —2?-—1 =t8&3-4 2 -1/,

M32sin2g,, _53—1 M32sin?g.5_q—1

Rys. 4. Kat . zakrzywienia linii rozdzialu

2 . : b2z -
(4) [1+~%—+—1— M2sin?e 54— 1)] [1+m (Mgsmzsm—s—l)] =

x—1 ad

] I+ M3 \x-t
- [1+%‘T(Mzsinza,,l_2_1)] Til_ ,
1+TM§
%+ 1 M2
’ y 2 a
5 —02= -~ —ar t _ ——
(5) o'+ 5 arctg| tgey _» ST e, 1 111,
M2 2 2,12
“+_,7:T MZsin® ey, 5
(6) M2= .o ¢ -
) 2 2 w—1"

-+

1 w—1 .
[1 %+1 (M,%Slnzb‘,,l_z—l)] [1-{-%—_:%—(M38in26,,1_2—1)]
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2
(Mn+ ——e ) MZsin?e,,_ 4

. ~1
(M 3= - 2‘ - t
l[+¥_ (M25m Epp- 3—1)]l (M,,sm Epi-3 —I)J
5 2 .
M5+;¢_:l_ M§51n25c3—4 2
@8 Mi= -—r— — T o1
x—1

- - 7_ SNl =Y e
[l+—x+l(A/Igsm‘aﬂ_q——])] [] +— (M sinZ g,3_ 4)]

Uklad ten przy warunku conajmniej dzwigkowego przeptywu we wszystkich rozpa-
trywanych obszarach (M; = 1;7=1,2...7) ma zawsze tylko jedno sensowne fizycznie
rozwiazanie dla zestawu danych wejsciowych M,,, x, &',  skad wynika, Ze w omawianym

przypadku (6’ > %) model przeptywu podany na rys. 3a moze zapewni¢ powtarzalnoséé

przeplywu wzdluz catego obwodu wienca.
Do analogicznych wnioskéw o powtarzalnosci przeplywu dochodzi si¢ [9] rozpa-

a)

3/2>6">0

Rys. 5. Model przeplywu za wiedcem dosrodkowym a — dla 12,— >8>0 b—dla § =0
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trujac pozostale warianty podane na rys. 2b -+ g okreslone rézna wartoécia kata ¢, Od-
powiadajace im modele przeplywu przedstawiono na rys. 5 + 7.

3,1. Wyniki obliczen. Kat 0, wyraza w sposob uwiklany krzywizne fal uderzeniowych —
dla 0, = O fale te sg prostoliniowe. Obliczenia wskazuja (rys. 819), Ze kat 0, # 0 w calym

Rys. 6. Model przeplywu za wieficem dos$rodkowym dla 0 > &' > —%.

zakresie katow &', a jego warto$é zalezy od liczby lopatek i liczby Macha w przekroju
a—a. Oznacza to, ze fale uderzeniowe powstajace na krawedzi sptywu sa zawsze krzywo-
liniowe.
Wraz ze wzrostem liczby lopatek kat 6, maleje i dla z — co (a wiec jedynie dla nieskofi-
czenie diugiej palisady cienkich topatek) kat 6, — 0 i skoéne fale sa prostoliniowe.
Wykresy na rys. 10 przedstawiaja zaleznoéé liczby Macha M, (i = 1,2 ... T) w posz-

czegoélnych obszarach w funkeji kata 8'. Interesujace jest, ze dla 6" » — %— liczba Macha

po obydwu stronach linii rozdzialu ma taka samg warto§é: M, = M,.

Zakres wartoéci M, i ¢, dla ktérych podane rozwigzania maja sens fizyczny podano
na rys. 11. Przeplyw na wylocie wierica bedzie naddzwickowy, bez lokalnych obszarow
poddzwigkowych, o ile tylko graniczne wartosci (Ma)‘zr i (8", bedg lezaly powyzej krzy-
wej podanej na rys. 11.
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Rys. 7. Model przeplywu za wienicem doSrodkowym a—dla &' = —1, b—dla § < —-%.

2

4. Obliczenie pewnych charakterystycznych parametréw przeplywu na linii rozdzialu

Celem niniejszej czesci jest okreslenie zalezno$ci bezwymiarowego cisnienia 7, liczby
Macha M, i kata «,, w punktach lezacych na linii rozdzialu od bezwymiarowego promie-~
nia r = r/r,, oraz zwigzku miedzy konfiguracja fal w obszarze wylotowym i katem usta-
wienia lopatek o, (rys. 12).

Wykorzystujac zaleznosci geometryczne (9)=(14) miedzy promieniem r, i wspol-
rzednymi (x,,, y.) punktéw lezacych na linii rozdzialu oraz wspéirzednymi (xz, yp) kra-
wedzi splywu B sasiedniej fopatki, a takZze majac na uwadze fakt, ze wzdtuz linii rozdziatu
(A—D) zachodzi izentropowy zwiazek (15) migdzy ci$nieniem i liczba Macha okazuje
si¢, Ze poszukiwane zaleznodci daje sig okreéli¢, jesli znane sg wspdhrzedne xp, yp kra-
wedzi splywu sasiedniej fopatki. Konieczna jest przy tym znajomo$¢ zaleznosci M, =
== f(X, Ym), ktora bedzie okreslona, jezeli dopusci si¢, Ze linia rozdziatu jest np. linig pradu
prostej fali rozrzedzeniowej zogniskowanej w pewnym punkcie O' — patrz rys. 13 oraz
wzory (16)+(21).



e, [ — T T T x i T -
N Y
R
T -
L\
[
8
o [ | ! | | ! ] |
2-6 -20° _16° 120 ~g° Lo 0° 4° 8° 120 5
Rys. 8. Wykres zaleznosci 0, = f(5")
16° T I ]
Ma=2,0 o
120 / -
ANy
w
T
V.
g - ' ’
2=40; /2= 45° ]
12° i
16° _
-2 \ | I - | | | |
15 20 25 05 10 15 20" 25 30
T,

Rys. 9. Wykres zaleznosci ¢° = f(rr;); a — dla trzech réznych wartosci z, b — dla trzech réznych wartosci M,

(1441
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MI. MS My = 2'2
. z =40

2,51 My -1 -
20—

15[~

-1/2
f

P R T ¥
' 16° 12° 8° Lo 0° L g° 12° 16° &'

Rys. 10. Wykres zaleznosci M, = f(6"). Nieciagioé¢ pochodnych 0M,/86" w punktach & = % 0,

i

zwigzana jest ze zmiana charakteru fal ,,b” 1 ,,d” (por. rys. 2)

{Ma)gr i ! H{Malg

30 219

2,18

2,5~ —

150 —

10 / L1 I \ | |

e L0 20 0° 2° 1,0 6° g 10° 12° 14

Rys. 11, Wykres zaleznosci (Ma)sr = f(8')er. Wplyw liczby lopatek jest nieznaczny

2 2
9 rm=l/ sin aa+l)—x"' + [cos|op+ Z-| + 2m] s
2 ry 2 e

ry-sin (a,, + %) — X
( -9

(10) o, = arctg

mm

oz,,+%)+y,,,

rycas
gdzie:

(11) '0m= "92+X2_Xm’
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0.

Rys. 12. Zalezno$ci geometryczne migdzy 7w i Xm, Ym, X8, ¥a.

Rys. 13. Wspoéhzgdne linii rozdziatu w ukladzie x—y.

(12) ;/=]/—a ctg %+1( ——1)—alctg1/M2--1
(13) o, = arctg 25,
Xp
(14) ro = VX548
. ’
2sin 3
1+ ”;1 M3 \»-T

15 g = | —2 |,
x—
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2mCOS ((p,,,+ &+ —)2)—) —Xg'»

ko
e
i

(16)
Ym = QnIS]n (‘pm+(5, 2) — Yo'

cos(qu+6’+%),
— o Y
Yo = SIn(‘PA+6 +—2‘),
N D x+1
cos[arctg]/ (Mz—l)] w1
(18) o=t e :
4 coslarc’[g]/-~~(M2 )]
19 ¢,,,=¢A—]/ZT [a ctg]/»— (M7 —1)~ arctg]/-—— (M2—1)]

(20) ¢4 = arcsin

(21 oa=1

Tak wiec poszukiwane zaleznosci m,, = f(rn), My = f(rm), o = f(rm) beda okreslone,
jesli dla danych M,, », 0’ iy znane beda wspélrzedne xp, yp krawedzi splywu sasiedniej
lopatki.

Obliczenia wykonywane sa poczawszy od przypadku, w ktérym 6’ = 0%. Wowczas
(rys. 2d, 5b oraz 14) uderzeniowa fala ,,b’’ pada na sgsiednig topatk¢ wlasnie w punkcie

Xo’

Il

(17)

Mz’

Rys. 14. Siatka do obliczenia ksztattu fali ,,b” dla & = 0.

2) Przypadek ten jest szczegdlnie wyr6zniony gdyz dla danej liczby topatek z oraz liczby Macha
M, istnigje tylko jedna warto$é kata «, = (0z)6r= o przy ktorej mozliwy jest uklad taki, aby 6’ = 0. Jesli
0> 010 oy > (@a)or=o; jebli 6" < 0 10 ag < (Aa)er=o-
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B pokrywajacym sig z sgsiednig krawedzig sptywu a jej intensywnos¢ w tym punkcie jest
nieskoficzenie mala. Do wyznaczenia ksztaltu fali zastosowano metode charakterystyk,
Wprowadzono przy tym uproszczeuia polegajace na pominigeiu wplywu fali rozrzedze-
niowej odbijajacej sig od fali uderzeniowe;.

4.1. Wyniki obliczen Rys. 15 przedstawia pordwnanie poloZenia i ksztattu fali uderze-
niowej dla dwoch wartosci kata 6': &' = 0° i §" = 4,5°. Obliczony kat ustawienia fopatek,

Y I I | T I I T
0= 27,36° F -
Zz =40 -
n.=1389,8 P
300[- /// —
-~
P
//
r/
-
200} /// 6’—‘-0“ —
///
-
~
. 7
1001— - |
ol 8'=45°
il
/
A ! i | | | ]
e 100 200 400 500 600 700 x

Rys. 15. Poréwnanie polozenia i ksztattu fali uderzeniowej ,,b” dla 8’ = 0° i &’ = 4,5°

dla ktérego mozliwe sa takie konfiguracje przeplywu wynosi «, = 27,36°. W obydwu
przypadkach krzywoliniowo$¢ fali objawia si¢ w zasadzie nie ksztaltem lecz malejaca
intensywnoscia w miarg oddalania si¢ od punktu A — zakrzywienie fali jest niewielkie.

Jednakze wzdiuz linii rozdzialu parametry przeptywowe zmieniaja si¢ znacznie —
rys. 16. W miarg oddalania si¢ od krawedzi sptywu ciénienie znacznie maleje za§ wartoéci
liczby Macha i kata « znacznie wzrastaja. W odlegloéci 7 = 0,95 odpowiednie parametry
na linii rozdzialu wynosza: = ~ 0,45; M ~ 2,7; a =~ 40°.

Dla poréwnania w przeptywie z prostoliniowymi falami uderzeniowymi, a wiec dla
nieskoniczonej palisady prostej (linie ,kreska kropka™ na rys. 16) wielkodci te pozostaja
niezmienne w miarg¢ oddalania si¢ od krawedzi sptywu i wynosza: = ~ 1,3; M ~ 2,0;
o 23°

Réznica miedzy przeptywem w obszarze wylotowym zawierajacym fale prostoliniowe
1krzywoliniowe jest istotna, a wigc w wieficach dosrodkowych mimo niewielkiego zakrzy-
wienia fal uderzeniowych nie mozna w obliczeniach zastapi¢ ich falami prostoliniowymi;
powodowaloby to znaczne niedokladnosci wynikéw.

5. Wizualizacja przeplywu
Sprawdzajacy eksperyment, polegajacy na wykonaniu wizualizacji przepltywu przez

wycinek wiefica do$rodkowego, przeprowadzono przy pomocy naddzwickowego tunelu
impulsowego. Na krawgdziach splywu lopatek (rys. 17) widoczne sg fale uderzeniowe



1,7 i
6l Mg 2,2 506 27,36° ;8'24,512=40)
' wieniec Srodkowy 7
28M - ——-—palisada
) )

all
L0

38~
36

34

26~

24
22~ 03

0,96 097 0,38 6,99 10
T=r/n
Rys. 16. Wykres zaleznoéci ciénienia, liczby Macha i kata « w funkcji bezwymiarowego promienia 7 = r/r
dla § = 4,5°

b = ———

Rys. 17. Obraz naddiwickowego przeptywu w obszarze wylotowym wycinka wiefica do$rodkowego.
M.~ 1,34; z = 40; p = 9°; an = 18°; ry, = 114,3 mm, profil TS-2R

10 Mech. Teoret, i Stos. 1/81 149]
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,,b’71,,d"" oraz rozmyte linie rozdziatu strug — $lady zatopatkowe (por. rys. 2¢). Jak widaé
uderzeniowa fala ,,b” nie odbija si¢ od sasiedniej topatki (mozna tez powiedziec, ze odbija
sig jako nieskonczenie staba fala ,,c”’) co $wiadczy, Ze jej intensywnos$¢ w punkcie padania
jest nieskoficzenie mala.

Poniewaz w kanale lopatkowym nie otrzymuje sig¢ jakiego$ szczegdlnego rozklady
parametrow przed falg ,,b”°, ktéry moglby spowodowaé jej malejacq intensywnosé, to
mozna wnioskowaé, ze fala ,,b”” jest krzywoliniowa (w sensie podanym w czgéci 4) na
skutek doganiania jej przez inna falg rozrzedzeniows. Z poréwnania rys. 17 1 6 wynika,

ze otrzymany eksperymentalnie ukiad fal odpowiada przypadkowi 0 > &' > —%.

6. Whioski

Obliczenia i wizualizacja. przeplywu wskazujg, Ze w obszarze wylotowym naddzwie-
kowego wienca dosrodkowego powinny pojawial si¢ krzywoliniowe fale uderzeniowe
i linie rozdziatu. Fale uderzeniowe na krawgdziach sptywu powinny wystepowaé w kazdych
warunkach pracy wienca (rys. 2 i 8).

Wartos¢ kata §’ jest scisle zwiazana z konfiguracja fal powstajgca w obszarze wyloto-
wym i w sposOb istotny zalezy od =, M, oraz z.

Zakrzywienie fal uderzeniowych jest niewielkie i trudng do 21dentyf1kowama. na dro-
dze wizualizacji — objawia sie zmiana intensywnosci tych fal.

W miare oddalania sie od krawedzi splywu parametry na linii rozdzialu i w calym
obszarze wylotowym ulegaja zmianie i znacznie rdZnia si¢ od parametréw w przekroju
a—a.

Przeplyw w obszarze wylotowym wienca do$rodkowego jest istotnie rozny od prze-
plywu za palisada prosta — wynika to z réznego charakteru fal uderzeniowych.

7. Uwagi koncowe

Naddzwickowy wieniec dosrodkowy moZe byé zastosowany jako np. aparat wywo-
lujgcy zawirowanie wstepne przed pierwszym — osiowym wiencem wirujgcym turbiny
lub tez jako kierownica turbinowego stopnia promieniowo-osiowego [3]. Z przedstawio-
nych rozwazan plynie szereg praktycznych wnioskéw przydatnych konstruktorom takich
stopni:

— powstajace fale uderzeniowe powodujq znaczne przyrosty entropii wplywajgce
na sprawno$¢ stopnia

— na wlocie do wirnika (promieni r;) parametry beda silnie niejednorodne wzdhuz
obwodu

— udredniony wzdhuz podziatki kat naptywu na wirnik bedzie wigkszy (czasem nawet
znacznie) od kata ustawienia lopatek kierownicy

— uérednione parametry na promieniu r, beda silnie zalezaly od warunkéw pracy
stopnia.

Whnioski te nalezy uwzgledni¢ przy projektowaniu lopatek wirnika.
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MOJJEJIb CBEPX3BYKOBOTO TEUEHNA 3A LIEHTPOCTPEMUTEJILHON
PEHIETKOIT

B crarbe NpeAcTaBNeH MOMAENE CBEpPX3BYKOrO TEUEHHS 3a LIEHTPOCTPEMHTENbHOH pelueTiol. Iloka-
3bIBAETCH, YTO HA BBIXOAHBLIX KPOMKaX, B JIOBBIX YCIOBHAX paBoTbl pElUeTKH HOJDKHBI BO3HHKATH
KOChle KPUMBOJIMHEHHbIE YAAPHBIE BONHbI. KXpoMe TOrO OnpenensieTcs XapaKTep H3MeHCHHS TepMOAHHA-
MHYECKHX YIapaMeTPOB Ha JIMHHUAX TOKA HA HeGONBLIIOM PACCTOAHMH OT BBEIXOAHOMN KOPMKH .

Peaynpratsl nmoxasanb: Ha oTorpaduyu CBepX3BYKOBOIO TEUCHMS Hepe3 MOMENLHBIH OTPEe30K pa-
AHanbHOH pellueTxH.

Summary

SUPERSONIC OUTLET FLOW IN A CENTRI PETAL BLADE CASCADE

In the papera model of supersonic outlet flow in centripetal blade cascade has been presented. It has
been proved that on the trailing edges under all working conditions of the blade cascade oblique cuives
shock waves should arise.

Moreover, the character of a change of flow parameters on the slip line close to the trailing edge bas
been determined.

The results have been illustrated on a photograph of supersonic flow through the model section of
the centripetal blade cascade.

POLITECHNIXA LODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 marca 1979 roku
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XV MIEDZYNARODOWY KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
(ICTAM) TORONTO, 17—23 SIERPNIA 1980 R.

Kongres zoslal przygotowany przez 17 osobowy komitet lokalny pod przewodnictwem prof. F.P.J.
Rimrotta oraz 27 osobowy komitet migdzynarodowy pod przewodnictwem prof. F.I. Niordsona (Da-
nia). Sekretarzem odpowiedzialnym Kongresu byl prof. K. Charboneau, a z ramienia Polski do komi-
tetu migdzynarodowego wchodzil prof. W. Fiszdon. Kongres odby! si¢ w salach i pomieszczeniach Uni-
wersytetu Toronto (St. George Campus).

W Kongresie uczestniczylo okolo 800 oséb z 41 krajéow, co jest liczba raczej mala, jezeli poréwnamy
z XII Kongresem w Stanfordzie (1336 uczestnikéw), Jub z XIIT Kongresem w Moskwie (2540 uczestni-
kow). Warto moze dodaé, ze dokladnie w tym samym czasie odbyl si¢ w Waterloo (odleglym ok. 100 km
od Toronto) wielki migdzynarodowy kongres po$wigcony zagadnieniom spalania, na ktéry mialo przy-
jecha¢ ponad 1000 uczestnikéw. Na Kongresie MTiS w Toronto byla réwniez sekcja dot. spalania, a nawet
jeden z referatéw ganeralnych po$wigcony byl tam zagadnieniom. Liczbg uczestnikéw ilustruje ponizsze
zestawienie: Algieria — 3, Australia — 3, Austria — 4, Belgia — 11, Brazylia — 3, Bulgaria — 3, Chiny
— 13, Czechoslowacja — 3, Dania — 10, Francja — 58, Holandia — 34, India — 7, Izrael — 19, Japonia
—-35, Jugosiawia — 14, Kanada — 126, NRD — 3, Polska — 17, Portugalia —3, RFN — 41, Stany
Zj. — 245, Szwajcaria — 8, Szwecja — 20, Wielka Brytania — 45, Wiochy — 18, ZSRR — 9, z pozosta-
tych panstw (Finlandia, Grecja, Irak, Korea, Meksyk, Nowa Zelandia, Nigeria, Poludniowa Afryka,
Arabia Saudyjska, Egipt, Tunezja, Turcja, Wenezuela, Indie Zachodnie) przyjechalo po jednym lub
dwoch uczestnikéw. Zestawienia tego nie nalezy jednak bra¢ zbyt dostownie, wykryliSmy bowiem, Ze
jeden z naszych kolegbéw zostal uznany za reprezentanta Nigerii, Prof. W. Olszak za Wiocha, a nizej pod-
pisany za Kanadyjczyka.

Na Kongres zgloszono 868 prac. Komitet selekcyiny (4 osobowy) wybral z poéréd nich 334 prace do
wygloszenia, w tym 14 zostalo zakwalifikowanych jako sekcyjne. Dalsze 24 prace stanowily rezerwe.
Ponadto, na zaproszenie organizatoréw opracowano i wygloszono 5 referatéw generalnych, jednogodzin-
nych — bez dyskusji, i 21 referatdéw sekcyjnych, 50 minutowych z dyskusja. Liczba faktycznie wygloszo-
nych referatébw byla mniejsza od sumy 5+ 35+ 320, przynajmniej 7 referatéw 20 minutowych nie zostalo
wygloszonych z powodu nie przybycia referentow, odpadly réwniez 3 zaplanowane referaty sekcyjme
(wszystkie ze Zwigzku Radzieckiego), jeden referat zostal wygloszony dodatkowo. Wpiynely prace z 48
krajow, przyjeto do wygloszenia z 40 krajéw. Dla poréwnania w Delft bylo odpowiednio 421 39, a w Stan-
fordzie i w Moskwie referaty wyglosili, w obu przypadkach, przedstawiciele 27 krajéw. Ponizej podajemy
statystyke prac zlozonych i zakwalifikowanych do wygloszenia oraz zaproszonych. W kolumnie 3 po-
dalismy procent w stosunku.do wszystkich 868 prac, w kolumnie 11 procent prac zakwalifikowanych do
zlozonych, w kolumnie 16 procent prac zakwalifikowanych do wszystkich prac przyj¢tych. S — oznacza
prace z mechaniki ciala stalego, P — prace z mechaniki i plynéw i termodynamiki. Dla por6wnania po-
dajemy, ze w Moskwie wygloszono 228 referatéw 20 minutowych, 5 generalnych i 20 sekcyjnych, w Stan-
fordzie referatébw 15 minutowych bylo 291.
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prac prac prac na zaproszenie
5 it | przyietych organizatorow
Lp Kraj zlozonych . zakwalif. el xo % | o8 sl X X %
% A 74 Gen sekeyjne | ¥
% X |SP 2 |sp 3 1sp ¥
1 Afryka Polud. 0,1 1 1 —1 | ——— — | —_——— — 0,3
2 Arabia Saud. 1,5 13 213 | ——— — — = — = 0,9
3 Australia 03 3 11— 1 | === — _ = — — 0,3
4 Austria 0,2 2 2— 2 | —— — — —|— 1 1 : 06
5 Belgia 1,5 13 32 5 | ——— 38,5 — ] 11— 1 1,5
6 Brazylia : 1,0 9 3— 3 | —— — — S 0,9
7 Bulgaria 0,3 3 2— 2 | —— — — — = — 0,6
8 Chiny 3,6 31 538 | ——— 25,8 —_— — = — 2,4
9 Czechoslowacja 1,5 13 4 1 5 | ——— 38,5 —_——_— 1,5
10 Dania 0,8 7 3— 3 | —— — 42,8 — I— 1 0,9
1| Egipt 0 9 | 3— 3 |——— |33  — ——— 109
12 Francja 8,1 170 12 13 25 11 2 38,6 — | — 1 1 8,1
13 | Gregja ] ot 1 1i— 1 | — - — — —_ - — — 0,3
14 Holandia 1,3 11 347 |— 11 72,7 — | — 1 1 2,4
15 Hiszpania 0,1 1 — 11 | ——— — —_——— = 0,3
16 India 7,0 61 7 512 | —— — 19,7 —- - — — 3,6
17 Irlandia 0,1 1 f— 1 | ——— — — | - — — 0,3
18 Izrael 1,8 16 729 |——— 56,3 —— — — 2,7
19 Japonia 5,0 43 14 6 20 11 2 51,2 —_—— 2 2 6,6
20 | Jugostawia 0,3 3 1— 1 | —— — — — ——— | 03
21 Kanada 5,9 51 8 816 1— 1 33,3 1 1— 1 5,1
22 Meksyk 0,6 5 112 | ——— — _ - — — 0,6
23 Nigeria 08 7 11 2 ) - — — — —_] = — — 0,6
24 Nowa Zelandia 0,1 1 1l — 1 | —— — — —_ = —— 0,3
25 Norwegia 0,1 1 — 11 |——— — —_— —— 0,3
26 N.R.D. 0,5 4 112 | ——— — ——_— ] 06
27 Polska 3,3 29 7 310 1 — 1 37,9 — I — 1 33
28 Portugalia 1,0 9 1 23 | ——— 33,3 —_ —— 0,9
29 R.F.N. 5,5 48 11 920 | — 1 1 43,8 — 3 — 3 6,3
30 Rumunia 05 4 1— 1 | —-—— — —| = — — 0,3
31 St. Zjedn. A.P. 31,8 276 61 3192 3 4 34,8 1 2 1 3 | 287
32 Szwajcaria 0,7 6 2 2 4 |~ — — 66,6 — 1 1 — 1 1,2
33 Szwecja 03 3 2 2 — — _ - — 0,6
34 Taiwan 06 5 213 | ——— 60,0 — = = — 0,9 .
35 Turcja 08 7 2 1 3 _—— — 42,8 ——— — 0,9
36 Wenezuela 0,1 1 1— 1| ——— —_ _ —_— = 0,3
37 Wegry 0,5 4 J— 1 | —— — — —_ — - — 0,3
38 W. Brytania 39 34 |15 520 | 1 — 1 61,8 11112 63
39 Wiochy 3530 | 7 310 | —— — | 333 1 — 11| 30
40 ZS.R.R. 24 21 it 213 1 — 11 66,7 111 21 42

Wplynely jeszcze prace z Albanii, Finlandii, Iraku, Iranu, Liberii, Libii, Malezji, oraz Sudanu.

Ponizej podamy klasyfikacje tematyki referatéw przeprowadzona przez organizatorOw Kongresu.
Sesji odbyto sig 90, w tym 59 po$wieconych zagadnieniom mechaniki ciala stalego i mechanice analitycznej
(z grubsza biorgc), pozostale 31 dotyczyly mechaniki plyndw i termodynamiki. Wygloszone zostaly wszy-
stkie zaplanowane wyklady generalne, 32 wyklady sekcyjne oraz okoto 310 referatéw. Wyklady odbywaly
sig¢ w 10 roéwnolegtych sesjach, wykiady sekcyjne natomiast réwnolegle po 5 lub 4. Jak zwykle na Kon-
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gresach trzeba bylo dokonywa¢ wyboru migdzy rownoleglymi sesiami. Na jedna sekcie tematyczng prze-
znaczono od jednego do 6 sesji (posiedzen). Po wylaczeniu referatéw sekcyjnych grupy tematyczne refe-
ratow przedstawialy si¢ nastgpujaco:

[l B NV U S

L S S R S T S R S R S O T T S S U U U
N A WLWNSOVUWOONU AR WD~ O Y

Bt St b ek ek et ek ek bt
OO BN = O\

0O NA YA WN

I. Mechanika cial stalych i analityczna

. Zagadnienia statecznodci (6 sesji)
. Mechanika ofrodkéw ciaglych

. Mechanika pgkania (4 sesje)

. Drgania (5 sesji)

. Plastycznos$¢ (4 sesje)

. Mechanika gruntéw

. Sprezystosé (3 sesje)

. Kinematyka t dynamika (3 sesje)
. Biomechanika

. Metody analityczne (3 sesje)

. Ruch falowy w cialach stalych (5 sesji)
. Powloki (2 sesje)

. Dynamika maszyn

. Systemy i kontrola {2 sesje)

. Procesy pgkania (2 sesje)

. Materialy kompozytowe (2 sesje)
. Plyty, powloki i membrany

. Metody numeryczne

. Ruch wymuszony sitami ciezkosci
. Trybologia

. Geomechanika

. Plyty (2 sesje)

. Studia dos$wiadczalne

. Lepkosprezysto§é (2 sesje)

. Metoda elementéw skonczonych (2 sesje)
. Liny i prety

. Metody fotosprezystosci

Razem 59 sesji
IL. Mechanika plynow i termodynamika

. Konwekcja

. Warstwa przyscienna

. Turbulencja jednorodna (2 sesje)
. Przeplywy turbulentne (2 sesje)
. Przejscie do turbulencji

. Teoria kinetyczna gazéw

Splywanie wir6w

. Przeplywy dwu-fazowe

. Smarowanie

. Niestacjonarna separacja

. Metody analityczne

. Spalanie

. Stateczno$§é przeplywow

. Fale wodne

. Mechanika plynow

. Przenoszenie ciepla

. Wybuchy

. Wzajemne oddziatywanie przeplywéw i cial
. Przeplywy laminarne w przewodach

24
3
17
19
14
3
is
14
s

oo

NN ANANVUWLWAOGODANSAO

referaty

referatow,

referaty
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20. Fale gestosci
21. Ciala smukie
22. Akustyka
23. Przeplywy potencijalne
24. Przeplywy turbulentne z uwzglednieniem Scinania (2 sesje)
25. Przeplywy Stokesa
26. Przeplywy przydiwigkowe
27. Dyspersja w rurach
28. Magnetohydrodynamika
Razem 31 sesji 107 referatow.

[SCI US I FURR N I N SN S (S ]

W pordéwnaniu z poprzednimi kongresami nastapilo wigksze z réznicowanie referatow oraz wzrost
liczby referatow z mechaniki ciala stalego.

Obrady Kongresu rozpocz¢ly si¢ w poniedzialek 18 sierpnia 1980 w wielkiej sali ,,Convocation Hall”,
Adresy powitalne wyglosili prof. F.P.J. Rimrott, przewodniczacy lokalnego komitetu organizacyjnego,
prof. G.R. Slemon, dziekan Wydzialu Nauk Stosowanych i Inzynierskich Uniwersytetu w Toronto, prof.
J.L. Kerwin, prezes National Research Council w Kanadzie, oraz prof. F.I. Niordson, prezes Miedzyna-
rodowej Unii Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (JUTAM).

Inauguracyjny wyklad generalny wyglosil prof. H.H.E. Leipholz (Kanada), tytul wykladu ,,Analiza
niekonserwatywnych uktadéw nieholonomicznych”. Nast¢pnego dnia wyklad generalny wyglosil prof.
J.C.R. Hunt (W. Brytania) na temat ,,Srodowiskowa dynamika przeplywéw”. W wykladzie tym cho-

- dzito o zagadnienia przeplywdOw w réznych $rodowiskach, na ktére oddzialuje cztowiek i wzajemnie,
Trzeci referat generalny wyglosit prof. G. Fichera (Wiochy). Jego tematyka dotyczyla analitycznych za-
gadnien materiatéw z pamiecia. Czwarty wyklad generalny pt. ,,Dynamika gazoéw egzotermicznych fal”’
wygtlosit prof. G.G. Czernyj (ZSRR). Obrady merytoryczne Kongresu zamknal wyktad generalny prof.
E. Sternberga (St. Zjedn. A. P.) pt. ,,O osobliwych zagadnieniach w elastostatyce zlinearyzowanej i skor-
czonych odksztalcen™.

Wygloszone zostaly nastepujace wyklady sekeyjne (w porzadku chronologicznymy):

. R. C. Tennyson — Startecznosé powlok,

. B. Budiansky, J. W. Hutchinson — Wzrost pustki w cialach lepkich,

. T.J. Pedley — Fizjologiczna mechanika cieczy,

. D. D. Joseph — Bifurkacja w mechanice cieczy,

J. A. Geurst — Teoria dwdch cieczy laminarnego przeplywu supercieczy helu przez rurki kapilarne

i waqskie kanaliki,

. K. Huseyin, V. Mandadi — O nijestatecznosci ukladéw wieloparametrowych,

7. G. A. Maugin — Sprezysto — elektromagnetyczne sprzeienie rezonansowe w osrodkach uporzadko-
wanych elektromagnetycznie,

8. M. M. Carroll — Mechaniczne oddzialywanie cieczy i nasyconego materialu porowatego,

9. K. Oshima, Y. Oshima — Wirowy oplyw za drgajacym platemn,

10. Y. Sone, S. Tanaka — Thermal stress slip flow induced in rarefied gas between noncoaxial circular cy-

linders,

11. P. Perzyna — Zjawiska statecznosci w cialach dysypatywnych z wewnetrznymni defektami i wadami,

12. J. Wittenburg — Dynamika ukladéw z wielu cial,

13. K. Kawata — Mikromechaniczne studium cial przy wysokich predko&cmch odkszialcen,

14. C. Baiocchi— Przeplyw cieczy przez osrodek porowaty ze swobodnymi brzegami,

15. D. R. Crawford, B. M. Lake, P. G. Saffmann, H. C. Yuen — Wplyw nieliniowosci i spektralnej szero-

kosci pasma na zwiqzek dyspersyjny i skladowaq predkosci fazowej powierzchniowych fal grawitacyjnych,

16. Z. Mroz — Odksztalcenie i plynigcie oSrodkow ziarnistych,

17. E. Axelrad — Wiotkie powloki,

18. O. Richmond, W. A. Spitzig — Zalesnosé cisnienia i dylatancji plastycznego plym@cla

19. W. Schneider — Wplyw promieniowania w jedno i wielofazowym przeplywie,

20, H. Hasimoto — Solitony,

h bW =

[=}
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21. J. W. Dally — Doswiadczalne studia dynamiki pekania,

22, J. R, Willis— Teoretyczne wyznaczenie ogdlnych wiasnosci materialéw kompozytowych,

23. J. A. Battjes — Fale i ich wplyw na koustrukcje nadbrzeine i przybrzezne,

24. H. Buggisch — Nieliniowe fale w o$rodkach,

25. J. G. Simmonds, J. W. Nicholson — Wspdlezynniki intensywnosci naprezen dla spekanych powlok
o malej wynioslosci,

26. T.C. Rogers, R.L. Moss, A.J. M. Spencer — Sprezysto-plastyczne odksztalcenia walcéw wzmoc-
nionych widknami (warstwami na krzyz),

27. Y. Yamamoto — Zagadnienie wzajemnego oddzialywania konstrukcji i cieczy w przypadku statku
na falach,

28, N. Rott — Nieliniowa akustyka,

29. N. Olhoff — Optymalne projektowanie wzgledemn wartosci wlasnych konstrukeji,

30. S. Cescotto, F. Frey, Ch. Massonet — O efektywnej analizie elementéw skornczonych konstrukcji inzy-
nierskich w zakresie nieliniowym,

31. E. Becker — Przeplyw warstwy przysciennej nienewtonowskiej cieczy o krétkiej paniieci,

32. R. Moreau — Metalurgiczne zastosowania magnetohydrodynamiki.

Wymienimy jeszcze 10 zakwalifikowanych i wygloszonych referatéw polskich, po za powyiej poda-
nymi dwoma sekcyjnymi. Byly to nast¢pujace referaty: Z. Banach i H, Zorski — Kontynualny model ukla-
déw materialnych z oddzialywaniami mechaniczynmi i elektrodynamicznymi, M. Bratos i R. Herczynski —
Wyznaczanie potencialéw miedzymolekularnych przez pomiary gazodynamiczne, J. Xlepaczko — Widmna
predkosci obciqzenia w przypadku inicjacji pekania nietali, D. Allirot, J. P. Boeller, A. Sawczuk — Kryteria
plyniecia i mechanizmy zniszczenia dla cial anizotropowych, A. Dragon — Inicjacja makropekania w cialach
plastyczno kruchych, W. Xosifiski-— Fala uderzeniowa powstajaca przy pgkaniu skaf, A. Paplinski 1 E.
Wilodarczyk — Fale naprezenia i przemieszczenia wymuszone w oSrodku sprezystym przez liniowe obcigienie
poruszajqce si¢ wzdluz walcowego otworu wiertniczego, W. Kalita — Przeplywy o malej liczbie Reynoldsa
naokolo szeregéw wicku cienkich pretéw, 1. Pienkowska — Uogdlnienie twierdzenia Faxena uwzgledniajqce
warunki poczqtkowe i efekty wzajemnego oddzialywania, Z. Bychawski i W. Olszak — Funkcjonalna metoda
rozwiyzywania zagadnier o slabej nieliniowej lepkosprezystosci. Z dziesieciu powyzej wymienionych prac
jedna powstata we wsp6lpracy z dwoma autorami francuskimi. Na Kongresie byly wygloszone réwniez
dwie prace, zaliczone do prac prezentowanych przez inne kraje, ale wykonane we wspoélpracy z autorami
polskimi: A. G'olQbiewska-Herrmann i G. Herrmann — Mechanika plaskiej szczeliny, oraz O. Bruhns
i B. Raniecki-— Granice naprezen bifurkacyjnych w cialach z niestowarzyszonym prawem plyniecia plastycz-
nego w warunkach duzych odksztalceri. Nazwiska prelegentow zostaly wyrbznione. Z grupy uczestnikow
polskich 9 oséb mialo pokryte koszty pobytu i przejazdu, kilka oséb tylko koszty przejazdu, pozostali
przyjechali Igczac pobyt na Kongresie z pobytem w Kanadzie, lub St. Zjednoczonych. 2 osoby mialy opla-
cony rowniez przelot przez instytucje zagraniczne.

W czasie trwanie Kongresu wydawcy wykorzystali okazje do zareklamowania ksiazek i czasopism
z dziedziny mechaniki, Szkoda, ze nie bylo tam ani naszych ksiazek wydawanych w j. angielskim, ani
zadnych tytuldw czasopism. Redaktor Applied Mechanics Reviews i Redaktor International Journal of
Engineering Sciences urzgdzili mate spotkania z autorami.

Organizatorzy Kongresu wlozyli wiele trudu by wzorowo zorganizowaé przebieg obrad. Zorganizo-
wano caly program dla 0s6b towarzyszacych, a w §rode popoludniu mozna bylo pojechaé do wodospadow
Niagary, lub do Stratfordu. Wydany zostal pierwszy tom obszernych streszczef referatéw generalnych
i sekcyjnych oraz oddzielny tom ze streszczeniami wszystkich referatéw, ktére zostaty, lub miaty by¢ wy-
gloszone na Kongresie. Drugi tom streszczen referatéw generalnych i sekcyjnych zostanie wydany w nie-
dlugim czasie. Czesé uczestnikéw zakwaterowana w starych domach na terenie kampusu uniwersyteckiego
natrafila na warunki dalekie od luksusowych.

W wyniku wybor6éw, do nowych wladz Miedzynarodowej Unii Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
(LUTAM) weszli nastgpujacy profesorowie: D. C. Drucker — Prezes (St. Zjedn. A. P.), F. 1. Niordson —
wiceprezes (Dania, dotychczasowy prezes), E. Becker — skarbnik (RFN), oraz J. Hult —sekretarz
(Szwecia, dotychczasowy sekretarz). Czionkami ,,Biura” IUTAM zostali wybrani profesorowie: P. Ger-
main (Frangja), M. J. Lighthill (W. Brytania), L. I. Siedow (ZSRR) oraz 1. Tani (Japonia). Dokonano
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rowniez wyboréw czlonkéw Komitetu Kongresu w liczbie 26 0sob. Ze strony Polski wybrano prof. W,
Fiszdona, ktory reprezentowat nas w tym Komitecie rowniez do tej pory.
Nastepny Kongres odbedzie sie w sierpniu 1984 w Kopenhadze (Dania). Tym razem Polska nie wy-
stepowala z propozycja organizacji Kongresu u nas w kraju.
Z. Olesiak

IX SYMPOZJUM BADAN DOSWIADCZALNYCH W MECHANICE CIAEA STALEGO

Sympozjum zostalo zorganizowane wspoélnie przez Oddzial Warszawski PTMTS, Zespot Mechaniki
Doswiadczalnej Komitetu Mechaniki PAN oraz Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej
PW. Odbylo si¢ ono w dniach 24 - 27 wrzednia 1980 r. w Jachrance pod Warszawa, a uczestniczylo w nim
ok. 130 oséb z kraju i 6 osob z zagranicy.

Czterodniowe obrady biegly dwoma nurtami, z ktdrych pierwszy stanowito 10 referatéw plenarnych
o charakterze ogoinym naswietlajacych stan wiedzy, nowe tendencje oraz pozadane kierunki rozwoju
w wybranych dziedzinach. Dwa z tych referatow (R. Prabhakaran USA, V. Reiman NRD) dotyczyly
ulepszen metody elastooptycznej, dwa dalsze (F. P. Chiang, J. Stupnicki) omawialy zastosowanie holo-
grafii do pomiaru odksztalcen metoda bezposrednia (plamkowa) badZ przez wykorzystanie interferometrii,
W trzech referatach (J. W. Dally USA, J. Bicklund Szwecja, A. Drescher) przedstawiono réine aspekty
mechaniki pekania, a w szczegbinosci obserwacje procesu pekania metodami optycznymi, mechanizmy
niszczenia cial kruchych i wreszcie wyznaczanie trwalej wytrzymatosci zmeczeniowej. Interesujaca metoda
hybrydowej analizy proceséw, w ktérej cze$é informacji wyjsciowych dostarcza eksperyment, byla przed-
miotem referatu K.H. Laermana z NRF, Dwa ostatnie referaty dotyczyly pomiaréw naprgzen. I tak
referat W, Klepackiego i K. Wojtyry dat przeglad kilkuletnich prac Instytutu Lotnictwa w zakresie drgan
fopatek turbin i sprezarek, podczas gdy referat M. Bijak-Zochowskiego naswietlit problem pomiaréw
naprezen wlasnych. ' _

Drugim nurtem sympozjum byly 4 sesje plakatowe, na ktérych przedstawiono ogélem 90 prac, wy-
konanych gtéwnie w Polsce, Pierwsza grupa (22 prace) objela badania wlasnosci materialow w aspekcie:
mechaniki pekania, naprezen wilasnych, reologii oraz zmian strukturalnych. Grupa druga (21 prac) po-
$wigcona byla metodom badan, wérod ktorych dominowaly elastooptyka i holografia. Réwnorzedna
byta z nimi grupa 25 prac obejmujaca badania modelowe i badania konstrukcji, wérod ktorych na wy-
réznienie zastuguja badania naprezen w elementach wirujacych turbin oraz badania konstrukeji cienko-
Sciennych w stanach podkrytycznym, zakrytycznym i w fazie zniszczenia. Wreszcie ostatnia czwarta grupe
22 prac stanowilo badanie zmeczenia i pelzania.

Oceniajac ogolnie obrady sympozjum nalezy stwierdzié, ze w poréwnaniu z poprzednimi sympozjami
zaznacza si¢ wyrazny dodatni gradient rozwoju badan do$wiadczalnych. Dotyczy to zardwno jakoSci
prac jak i ich zakresu oraz tematyki. I tak jako bezsporne fakty trzeba podkredli¢:

I. Bardzo wyrazne zaakcentowanie mechaniki pekania w roznych jej aspektach jak propagacja peknigcia
w warunkach obcigzen jednorazowych, a szczegdlnie w warunkach obciazed zmiennych. Znajomo$¢
mechaniki pgkania dotarla do §wiadomos$ci ogdtu w uczelniach, instytutach resortowych. Pod tym
wzgledem zaznaczyt sie wyrazny posiep w poréwnaniu z sympozjami poprzednimi.

I1. Bardzo wyrazZny wzrost liczby i jakoci prac w zakresie zmeczenia. Duzo prac dotyczyto ograniczonej
wytrzymatosci zmgczeniowej potaczonej z mechanika pekania. Pojawily sig takze catkowicie nowe
tematyki jak zmeczenie cieplne, fretting i zmgczenie w podwyzszonych temperaturach. Pozytywnym
objawem jest réwniez postep w dziedzinie programowania badafi zmeczeniowych.

III. W zakresie badan modelowych obserwuje sie podjecie nowej tematyki jak badania stateczno$ci kon-
strukeji ‘oraz ich praca w stanie zakrytycznym, adaptacji konstrukcji, no$nosci granicznej oraz obcia-
zen cieplnych.

Podsumowujac ten aspekt mozna oceni¢ obrady Sympozjum jako akcentujace znaczne rozszerzenie
tematyki. Rowniez obiektywnie biorac poziom przedstawionych prac ulegt podwyzszeniu i wytrzymuje
poréwnanie z analogicznymi pracami wykonanymi za granica.
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Pod wzgledem metod badawczych ubiegly 2 letni okres cechuje znaczny wzrost zastosowan holografii
i to w szeregu oérodku krajowych, Niewatpliwie ulegl znacznej poprawie poziom prac, szersze opanowanie
metod bezpoéredniego pomiaru odksztalced w szczegblnosci metody plamkowej. W elastooptyce obser-
wuje si¢ poszukiwania okreslenia polowego nowych wietkosci, np. izopach, pewnej komputeryzacji pro-
cesbw wreszcie uzycie dodatkowych metod jak superpozycja modeli, z ktorych jeden przedstawia znany
stan napig€.

Jako dodatnig cech¢ zaobserwowano pojawienie sie po raz pierwszy badan metoda emisji akustyczne;j.

Rowniez po raz pierwszy na szersza skale niz dotad pojawily sie prace wykonane w resortowych in-
stytutach i oérodkach rozwojowych przemyslu. Zaprezentowany poziom prac pod wzgledem nowocze-
sno$ci narzedzi, metod opracowania wynikdw wytrzymuje pordwnanie z dobrymi pracami zagranicznymi
opisywanymi w takich czasopismach jak Experimental Mechanics, Strain czy Transactions ASME.
Na tym tle wydaje si¢ celowe, aby w nastepnych sympozjach udzial podobnych osrodkéw zdecydowanie
rozszerzyC.

Wreszcze na zakonczenie warto jest zaznaczy¢, iz zmodyfikowana na tym sympozjum forma reali-
zacji obrad zdala egzamin uzytecznosci. W szczeg6lnosci wprowadzenie sesji plakatowych wzmoglo zna-
cznie dyskusje naukowa, stopien zrozumienia wynikéw poszczegblnych prac i zaangazowania uczestni-
kow. Fakty te byly powodem, iz taka forma organizacji przewiduje si¢ w nastepnym X Sympozjum, ktore
powinno odby¢ si¢ w 1982 r,

Zbigniew Brzoska

136 KOLOKWIUM EUROMECHU PT. ZAGADNIENIA LOKALNE W PLYTACH I POWEOKACH

Kolokwium odbylo si¢ w dniach od 29 wrze$nia do 1 pazdziernika 1980 r. w Jablonnie kolo War-
szawy. Wziglo w nim udzial 35 uczestnikow z 9 krajow (Anglii, Austrii, Danii, Finlandii, Francji, Hiszpanii,
Polski, RFN i Szwecji), w tym 16 uczestnikbébw z zagranicy.

Kolokwium bylo pos$wiecone zagadnieniom Jokalnym spotykanym w teorii ptyt i powlok. Ogblem
wygloszono 26 referatow 25-minutowych, ktore dotyczyly nastgpujacych grup tematycznych:

— efekty brzegowe w teorii plyt (2 referaty: P, Ladevese i F. Pecostings oraz A. M. van der Heijden)

— propagacja szczelin w plytach i powlokach (cztery referaty; w tym dwa dotyczace powstawania szczelin
w betonie H. Manga i H. Flégla oraz P. Gambarowy)

— zastosowanie réwnan calkowych w roznych zagadnieniach ptytowych (trzy referaty); na uwage zastu-
guja dwa z nich: E. Hansena dotyczacy zastosowania tej metody do analizy koncentracji naprezen
dookola otworéw w plytach i powlokach oraz S. Krenka, w ktorym zastosowano réwnania catkowe
do badania drgan plyt na sprezystym podlozu;

— zastosowanie metody elementdw skosficzonych w zagadnieniach plytowych (3 referaty)

— zaganienia analizy koncentracji naprezed w powlokach (4 referaty); niektore referaty z tej grupy mialy
bardziej techniczny charakter, np. referat A. Tootha dotyczacy analizy naprezen w zbiornikach walco-
wych spoczywajacych na podporach siodlowych, omawiajacy zagadnienie lokalnej utraty statycznosct
zbiornikdw, czy praca M. Suviolati omawiajaca dachy cylindryczne;

— lokalna utrata statecznoéci (2 referaty), ciekawa byla praca B. Krdplina, w kidrej przeanalizowano
zagadnienia utraty statecznosci plyt i powlok przy uwzglednieniu efektéw lepkich. Jeden referat miat
charakter eksperymentalny i dotyczyl analizy rzeczywistych rozkladéw naprezen w cienkosciennych
konstrukcjach lotniczych.

— zagadnienia optymalnego projektowania konstrukcji (2 referaty)

Obrady Kolokwium zakonczy! referat Z. Mroza, ktéry dotyczyl zagadnienia optymalnego dzialania
obcigzed na konstrukcje. Podane zostaly ogélne warunki okre$lajace optymalne roziozenie podpér oraz
umiejscowienie elementdbw wzmacniajacych.

Po prawie wszystkich referatach dyskusja byla bardzo ozywiona i bralo w niej udzial wielu dysku-
tantébw, Waruoki pobytu w Jablonnie byly zadowalajace. Kolokwium bylo trzecim z kolei kolokwium
EUROMECHu poéwieconym podobnej tematyce, pierwsze odbylo sie w 1976 w Jablonnie, drugie w 1979
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w Linkdping w Szwecji. Organizatorami kolokwium byli: Komitet Mechaniki Polskiej Adademii Nauk,
Instytut Techniki Lotniczej Politechniki Warszawskiej i Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej.

Prace przedstawione na Kolokwium beda opublikowane w Archiwum Budowy Maszyn.

S. Lukasiewicz

JUBILEUSZ PROFESORA WITOLDA NOWACKIEGO

Dnia 25 czerwca 1981 odbylo sie w Warszawie w sali Okraglego Stotu w Palacu Staszica plenarne
zebranie Komitetu Mechaniki Polskiej Akademii Nauk poswigcone przedstawieniu sylwetki i dzialalnoéci
naukowej Profesora Witolda Nowackicgo w zwiazku z jubileuszem Jego 70 lecia. Porzadek dzeinny prze-
widywat:

. Stowo wstepne przewodniczacego Komitetu prof. A. Sawczuka,
. Wystapienie prof. J. Litwiniszyna omawiajace sylwetke Jubilata,
. Wystapienie prof. Z. Kaczkowskiego o dziatalnosci naukowej W. Nowackiego,
. Referat problemowy prof. D. Roguli pt. ,,Pola sprz¢zone i nieklasyczne ofrodki ciagle”,
. Referat problemowy prof. M. Sokolowskiego pt. ,,Teoria sprgzystoSci i termosprezystosci”,
. Wypowiedz Profesora W. Nowackiego na temat przeszioéci i przyszlosci mechaniki polskiej.
W przysziosci podamy skrét wystapien i referatdw. Wypowiedz prof. W. Nowackiego, ktéra zapewne
zainteresuje ogo6t mechanikéw w Polsce drukujemy oddzielnie.

Dnia 3 lipca 1981 w Palacu Kazimierzowskim w Warszawie odbylo sig uroczyste posiedzenie Senatu
Uniwersytetu Warszawskiego, na ktérym profesor Witold Nowacki otrzymal doktorat honoris causa.
Na Uczelni tej wykladal przez ‘ponad éwieré wieku, bedac kierownikiem Katedry Teorii Sprezystosci
i Plastyczno$ci w latach 1955—69 i Dyrektorem Instytutu Mechaniki w latach 1969—78.

Dyplom doktora honoris causa wreczyl J. M. Rektor Uniwersytetu Warszawskiego profesor Henryk
Samsonowicz, promotorem by} prof. Z. Olesiak. Godzi si¢ wspomnieé, ze byl to juz 6smy doktorat honoris
causa przyznany prof. W. Nowackiemu. Wplynely liczne gratulacje i zyczenia od Wiladz i 0séb prywatnych,

N DWW DN e

SYMPOZJA MIEDZYNARODOWEJ UNII MECHANIKI TEORETYCZNEJ 1 STOSOWANEJ
(IUTAM)

Rok 1981

1, IUTAM/IUPAC Symposium on Interaction of Particles in Colloidal Dispersions, Canberra, Australia,
16—21 marca, organizator prof. B. W. Ninham,
2. CISM/IUTAM Symposium on Crack Formation and Propagation, Tuczno, Polska, 22—27 marca,
organizator prof. M. Sokolowski,
3. JUTAM symposium on Unsteady Turbulent Shear Flows, Toulouse, Francja, 5—8 maj 1981,
Przewodniczacy Dr R. Michel
Départment d’Aérothermodynamique
ONERA/CERT
B. P. 4025
F-31055 TOULOUSE Cedex, France
4, TUTAM Symposium on the Mechanics and Physics of Gas Bubbles in Liquids, Pasadena, USA, 15—19
czerwiec 1981,
Przewodniczacy Prof. M. S. Plesset
Engineering Science Department
California Institute of Technology
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Pasadena, Cal. 91125, USA, oraz
Prof. L. van Wijngaarden
Technische Hogeschool Twente
Postbus 217
ENSCHEDE, Holandia
5. Second IUTAM Symposium on Stability in the Mechanics of Continua, NUMBRECHT, RFN, 31 sier-
['pieni—4 wrzesien 1981
Przewodniczacy Prof. F. H. Schroeder
Universitit Wuppertal, FB 11
Pauluskirchstrasse 7
D-5600 WUPPERTAL, RFN,
6. IJUTAM Symposium on High Temperature Gas Dynamics, Praga, Czechostowacja 14—18 wrzesient
1981
Przewodniczacy Prof. M. Pichal
Institute of Thermomechanics
Czechoslovak Academy of Sciences
Puskinovo nam. 9
160 00 PRAGA, Czechostowacja

Rok 1982

1. IUTAM Symposium on Threedimensional Turbulent Boundary Layers, Berlin Zachodni, 29 marzec—
1 kwietnia 1982
Przewodniczacy Prof. H. Fernholz
Technische Universitidt Berlin, Sekr, HF1
Strasse des 17 Juni 135
D-1000 Berlin 12, Berlin Zachodni oraz
Prof. E. Krase
Aerodynamisches Institut
Technische Hochschule Aachen
Wiillnerstrasse zw. 5—7
D-5100 Aachen, RFN

2. COSPAR/IUTAM Symposium on Fundamental Aspects of Material Sciences in Space, Ottawa,
Kanpada, maj 1982
Przewodniczacy Dr A. Bewersdorf
DFVLR
Postfach 90 60 58
D-5000 Kol 90, REN

3. IUTAM Symposium on Mechanics of Composite Materials, Blacksburg, Virginia, USA, 16—19
sierpieft 1982
Organizator Prof. Z. Hashin
School of Engineering
Tel-Aviv University
Ramat-Aviv
TEL-AVIV 69978, Izrael oraz
Prof. C.T. Herakovich
Department of Engineering Science and Mechanics
Virginia Polytechnic Institute
BLACKSBURG, Va. 24061, USA

4, ITUTAM Symposium on Non-linear Deformation Waves, Tallin, ZSRR, sierpien 1982
Przewodniczgcy Prof. U. Nigul
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Institute of Cybernetics

Academy of Sciences of the Estonian SSR
Lenini Puiestee 10

200104 Tallinn, ZSRR

5. IUTAM Symposium on Collapse — the Buckling of Structures in Theory and Practice, Londyn,
21 sierpien — 3 wrzesien 1982
Organizator Prof. J. M. T. Thompson
Department of Civit and Municipal Engineering
University College London
Gower Street
LONDON WCIE 6BT, Wielka Brytania

" 6. IUTAM Symposium on Metallurgical Applications of Magnetohydrodynamics, Cambridge, 8—10
wrzesnia 1982
Organizator Prof. J. A. Shercliff
Department of Engineering
University of Cambridge
Trumpington Street
CAMBRIDGE CB2 1PZ, Wielka Brytania

7. TUTAM/IUGG Symposium on Intense Atmospheric Vortices, Reading, 1982
Organizator Prof. Sir M. J. Lighthill
Provost, University College London
Gower Street
London WCIE 6BT, Wielka Brytania

8. TUTAM Symposium on Structure of Complex Turbulent Shear Flow, Marsylia, 1982
Organizator Prof. R. Dumas
Institut de Mécanique Statistique de la Turbulence
12 Avenue Général Leclerc
F-13003 MARSEILLE, Francja

9. TUTAM Symposium on Deformation and Failure of Granular Media, Delft, 1982
Organizator Prof. A. Verruijt
Department of Civil Engineering
Delft University of Technology
1 Stevinweg
DELFT 8, Holandia

10. ISIMM/IUTAM Symposium on Modern Developments of Analytical Mechanics, Toryn, 1982
Organizator Prof. A. Lichnerowicz '
Ecolc Polytechnique
F-91128 Palaiseau Cedex, Francja

Rok 1983

1. ICA/IUTAM Symposium on Mechanics of Hearing Processes, 1983 (ewentualnic 1982)
Organizator Prof. Sir M. J. Lighthill :
Provost, University College London
Gower Street
London WCIE 6BT, Wielka Brytania
2, IUTAM Symposium on Sea — bed Mechanics, 1983
Organizator Prof. B. Denness
Department of Ocean Engineering



University of Newcastle- upon-Tyne
NEWCASTLE-UPON-TYNE NE! 7RU, Wielka Brytania

. IJUTAM Symposium on Atmospheric Dispersion of Heavy Gases and Small Particles, 1983,
Organizator Prof. G. Ooms

Delft University of Technology

P.O. Box 5033

2600 GA DELFT, Holandia

Prof. H. Tennekes

Royal Netherlands Meteoroligikal Institute

P.O. Box 201

3730 AE DE BILT, Holandia

. IUTAM Symposium on Geomaterials: Rocks, Concretes, Soils Evanston, Illinois, 1983
Organizator Prof, Z. Bazant

Department of Civil Engineering

The Technological Institute

Northwestern University

EVANSTON, ILL. 60201, USA,

Prof. J.R. Rice

Division of Engineering

Brown University

PROVIDENCE, R.T. 02912, USA

. IUTAM Symposium on Probabilistic Methods in Strenght of Structures Sztokholm, 1983
Organizator Dr S. Eggwertz

Aeronautical Research Institute

Box 11021

S-16111 BROMMA, Szwecja

Prof. N. C. Lind

Department of Civil Engineering

University of Waterloo

WATERLOO, Ontario N2L 3GL, Kanada

. TUTAM Symposium on Random Vibrations and Reliability, Berlin, 1983
Organizator Prof. G. Schmidt

Akademie der Wissenschaften der DDR

Zentralinstitut fur Mathematik und Mechanik

Mohrenstrasse 39

108 BERLIN, NRD

. TUTAM Symposium on Turbulence and Chaotic Phenomena in Fluids Kyoto lub Tokyo, 1983
Organizator Prof. T. Tatsumi

Department of Physics

Kyoto University

Kitashirakawa-Oiwake, Sakyo-ku

KYOTO, 606 Japonija

. IUTAM Symposium on Electromagnetic Solid Continua, Paryz, 1983
Organizator Prof. A. Maugin

Laboratoire de Mécanique Théorique

Université Pierre-et-Marie Curie

Tour 66

4 Place Jussieu

F-75230 PARIS Cedex 05, Francja m

. IUTAM Symposium on Experimental Techniques in Two-phase Flow, 1983.
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W nastepnym numerze ukaia si¢ prace:

Bukasmwicz, Rownania linjowej, zgieciowej teorii powlok o wolno zmiennych krzywiznach.
VpasaeHHA nuHeNHOM Teopur uarubGa o6OJIOYEX M MEATIEHHO H3MEHSIOLIMMUCA KPHBHIHAMH
Equations of the linear theory of shells with slowly varying curvatures.

ZieLNIcA M. Kwiek, Wyboczenie cienkiej powloki przy obciazeniach obrotowo symetrycznych i ich
wykorzystanie w optymalizagji konstrukgji.
BouiyurBaHue TOHKOM KOHMUECKOH OBGOJOUKH HPH OCe- CHMHETPHUECKHMX HACPY3KaX 3a Mpefenom

YIIpYrocTH
Buckling of a thin walled conical shell for axially-symmetric loads beyoned to elastic limit,

. GRADZKI, Stateczno$¢ i stan zakrytyczny swobodnie podpartej tarczy trapezowej poddanej jedno-

kierunkowemu Sciskaniu.
VeroiuMBOCTh M 32KPHTHYECKOE MOBeJEHHE TPareueBHAHON NIECTHHKA TIPH CHATHI
Bucling and post-bucling behaviour of trapezoidal webplates under compression.

NIEZGODZINSKI, W. ZWOLINsKI, Analiza wytrzymalo§ciowa pionowej przeplywowej wytwornicy
pary elektrowni jadrowych.

Pacuer ua NPOYHOCTH BEPTHKANRHLIX IMAPOrE€HEPATOPOB ATOMHBIX QJIEKTPOCTAHIINM .

Strength analysis of the vertical flow steam generators of nuclear power plants.

Owczarzy J. KossowskI, Nieklasyczne zachowanie sie modelu hiperboloidalnej chiodni kominowej
pod obcigZeniem osiowo symetrycznym.

Ilpumep MOOensi HEKJIACCHUCCKOrO MOBEAEHHA ruiepGonaueckoi 0GONOUKM rpaAHpPHH IpH OCECHII-
METPHUYECKOH Harpyske

A nonelastic behaviour model of hyperbolic shell of cooling tower under axisymmetric loading.

. WrocHowicz M. LiNex, Wplyw temperatury i szybko$ci rozciggania na wytrzymalo$¢ widkien polies-

trowych o niskim stopniu orientacji.

Brnusune Temmeparypbl M CKOPOCTH PACTSOKEHHA HA NPOYHOCTH MONMAI(PHUPHBIX BOJOKOH C MaNoOH
BBITSDKEKOH.

Influence of temperature and stretching rate on the strenght of polyester fibres of smoll elongation.

. RwsINsKI, Analiza konstrukcji pretowo-tarczowych metods elementéw skonczonych.

AHamM3 CTepIKHE — CKIIAYATON KOHCTPYKUMHK C YIOMOLUBIO METOAA KOHEUHLIX JJIEMEHTOB.
An analysis of the rod-shield constructions by the finite element method.

. CyaaNowa, O jednoznaczno$ci zasady najmniejszego skrepowania (najmniejszego przymusu) Gaussa.

O6 0HO3HAYHOCTH NPHHOUIIA HAMMEHBINErO NPUHYXAeHHA Laycca.
On uniqueness of Gauss least constraint principle.

. DEMS, Zasady wariacyjne mechaniki dla zmiennych obszar6w i ich wykorzystanie w optymalizacji

konstrukcji.

Bapuarmonusie npaBria MeXaHEKH IS NEPEMEHHBIX o6JACTel M MX HCIONL3OBAHHE MU ONTHMA-
MH3aUAY KOHCTPYKUMH.

The variational principles of mechanics for variable domains and their utilization for structural optimiJ
zation.

. Litewka E. ROGALSKA, Stan naprezenia przy niesymetrycznym rozciaganiu osiowym materialow

perforowanych.
Hanpsxentioe COCTOAHHE I HECHMMETPHYHOIO OFHOOCHOTO PACTSDKEHMA NEPOPOPHPOBAHHBIX
MAaTepHAIOR,

Stress state for off-axis tension of the perforated materials.

. NowAk, Oznaczanie granicy zmeczenia tworzy sztucznych metoda schodkowa.

Onpenenenne ycranoCTHOR MPOYHOCTH NIACTMACC METOXOM BBEDX—BHH3.
Determination of fatigue strenght of plastics according to up-and-down method..



H. WoictEcHOWSKI, Wyznaczenie wspblezynnikéw uderzenia w ukladzie o dwu stopniach swobody z nie-
liniowoscia typu Duffinga i Hertza.

Onpepgenenne AVMHAMIYECKUX K03((HIHEHTOB B CHCTEME C NBYMA CTeleHsAMH CBODOABI ¢ HeJIMHEH-
moctero  tHma Mydduura u Iepua.

The determination of dynamic factors in a system with two degrees of freedom and Duffing-Hertz
nonlinearity.

J. KoLenpA, O wykorzystaniu funkcji wlasnych do opisu drgan wymuszonych podatnie podpartych
asymetrycznych waldw.

O uCnonb30BaHMM COOCTBEHHBIX (DOPM [JIA ONMUCAHMUSA BBIHY>(JIEHHBIX KONEGaHUH 2CCUMETPHUECKHX
BaJOB HA MOJATIUBLIX (DYHAAMEHTAX.
Use of modes for description of forced vibrations of flexible supported asymmetrical shafts.

K. Rur, Nieizotermiczny, laminarny przeplyw nienewtonowskiej cieczy w krotkiej rurze.
HensorepMuyeckoe NaMHHAPHOE TEYEHHE HEHBIOTOHOBCKOH YHHMIKOCTH HA TEPMMYECKOM HayalLHOM
YUYacTKe TpYyObI.

Laminar flow of a non-newtonian fluid in the thermal entrance region of smooth pipe.
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