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ZAGADNIENIA KONCENTRACJI NAPREZEN W POBLIZU OTWOROW W OSRODKU
NIEJEDNORODNYM. CZESC 1. PRZEGLAD.

W.I. ANDREJEW (MOSKWA)

W zagadnieniach mechaniki niejednorodnego oérodka ciaglego rozpatruje si¢ trzy
podstawowe typy niejedgorodnoéci: nieciagta, dyskretna i stochastyczna. Dla kazdego
z przedstawionych typéw, rownania oraz metody rozwigzania sg zupelnie rézne, dlatego
mozna rozpatrywaé trzy samodzielne klasy zagadnien mechaniki niejednorodnego osrod-
ka cigglego.

Zadania z pierwszym typem niejednorodnosci sprowadzaja si¢ do réwnan réznicz-
kowych ze zmiennymi wspolczynnikami, w drugim przypadku rozwigzanie polega na
,,Z5zycin” rozwiazaf ma granicy obszar6w z wlasno§ciami jednorodnymi, w ostatnim
przypadku nalezy postugiwaé si¢ aparatem statystyki matematycznej.

W tej pracy rozpatrzymy niejednorodnosci pierwszego typu, kiedy mechaniczne cha-
rakterystyki materiatu sg ciggltymi funkcjami wspéirzgdnych, przy tym w kazdym punkcie
ciala spelione sg ogdlne prawa teorii sprezystosci lub plastycznodci. '

Niejednorodnoéé o konkretnej postaci powstaje przy réznych sposobach obrébki
cze$ci, w procesie produkcji (dzialanie wybuchowe, prowadzace do lokalnego zagesz-
czenia lub spulchnienia materiatu, twardnienie betonu itp.), przy napromieniowaniu,
istnieniu pola temperatury itd. W ostatnim przypadku, w zaleznoéci od materiatu, gradient
temperatury powodujacy niejednorodno$é moze byé istotnie rézny, od kilkuset stopni
(metale) do kilku stopni (zamarznigty grunt). I tak w zamarznigtym gruncie przy zmianie
temperatury o 5—7 stopni modul Younga moze zmienié si¢ dwukrotnie i wigcej. ZaleZ-
noé¢ charakterystyk mechanicznych od wspdirzednych wyznacza si¢ doéwiadczalnie
w kazdym konkretnym przypadku, a potem aproksymuje sie funkcje E(x, y, z), v(x, v, 2),
o,(x, y, z) itd. Tutaj E, v i o, sa odpowiednio modulem Younga, wspotczynnikiem Pois-
sona, granica plyniecia materiatu. Czesto otrzymanie odpowiednich danych doswiadczal-
nych jest bardzo trudne, dlatego funkcje te moga byé wrzigte w przyblizenin, aby tylko
pokazywaly tendencje¢ zmieniania si¢ wiasnosci, a w rezultacie rozwigzania konkretnego
zadania mechanicznego otrzymamy jakosciowa ocene wplywu tego czy innego czynnika.
Dalej bedziemy zakladaé, ze wszystkie charakterystyki mechaniczne osrodka sa znanymi
i zadanymi funkcjami. ‘

Jedne z pierwszych prac podwieconych teorii sprezystoici oérodka niejednorodnego
napisat S. G. MicHLIN [1, 2], wyprowadzil w nich réwnania plaskiego zagadnienia dla
ciaglej i dyskretnej niejednorodnosci. PdZniej podobne réwnania dla bardziej ztozonych
przypadkéw zostaly podane w pracach [3, 4 i innych). Jedna z podstawowych prac na
temat teorii plastycznoéci osrodka niejednorodnego jest praca W. Orszaka, J. RYCHLE-
WSKIEGO 1 W. URBANOWSKIEGO [5]. W ostatnich latach prace po$wigcone mechanice
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oérodka niejednorodnego opubli\kowali G. P. Korcziv [6, 7], W. A, Lomakin [8], N. A.
RosTocew [9] i inni autorzy [10-12]. Jest takZe duza ilos¢ prac poswigconych konkret-
nym zagéldnieniom mechaniki, w ktérych niejednorodno$é odgrywa istotna role. W pierw-
szej kolejnosci, oczywiscie, rozwigzano klasyczne zagadnienia mechaniki ciata stalego —
zagadnienie Lamégo dla walca i kuli [13-15 i inne], zadanie o klinie [16], zadanie Fla-
manta-Boussinesqa [17, 18]. Poréwnanie otrzymanych rozwiazas ze znanymi klasycznymi,
pokazuje, Ze niejednorodno$é osrodka motze istotnie zmieni¢ obraz stanu naprezen i od-
ksztakcen.

Niniejszy przeglad poswigcony jest przede wszystkim pracom, w ktdérych rozwigzane
sg zadania o rozkladzie naprezen w poblizu otwordéw. Wéréd wielu zastosowan takich
zadan w technice, szczegélna uwaga bedzie zwrdcona na zagadnienie koncentracji napre-
zefi w poblizu podziemnych pustek (jam, wydrazen), majacych prosta postaé: pustka
kulista i usytuowany poziomo, dostatecznie dlugi otwér walcowy. W pierwszym przypadku
zadanie jest osiowosymetryczne wzglegdém osi ¥ (Rys. 2.), a w drugim zadanie mozna
rozpatrywaé jako zadanie o plaskim stanie odksztalcenia (Rys. 1.). Jedynym obcigZzeniem,

y )
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ktére powoduje powstanie pola naprezen jest cigzar wlasny osrodka. Przy tym cigzar
wlasny jako obciaZenie zewngtrzne wystepuje dwojako. Jesli z masywu Wciqé pewng
objetos¢ zawierajaca pustke, to przechodzace do zadania brzegowego i zewngtrznego brzegu
danej objgtosci, nalezy przylozyé obciaZzenie normalne p i styczne q.

p = —(H—Ryc0s0) |2 sin2@+ooszg),
® Y | 1—2» |
q =7(H—Rmcos@) i sin20,

' gdzie y — cigzar wlasciwy materialu, R, — promien wycigtej objetosci, ©® — kat bie-
gunowy. Oprécz tego, cigzar whasny wywoluje sily objetoéciowe, ktdre we wspbirzednych
kartezjasiskich maja postaé ¥ = —y, X' = Z = 0, a we wspdlrzednych biegunowych
i kulistych - : - _

' R = —yco0s8,
@ 6O = ysin®,
. trzecia skladowa jest réwna zeru. '

‘
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Okreslenie naprezen nawet w przypadku jednorodnym nie jest zadaniem elementar-
nym, jest kilka prac [19-22], w ktérych rozpatruje si¢ plaskie zagadnienie z otworem wal-
cowym. Na przyklad, zgodnie z [20], naprezenie 6y w poblizu szczeliny okresla si¢ wzorem

‘ I | AN I ST 8 4% Gnse| -
B =715 [(3a+ rs)sm@+( e 41_5 sin30 | —
CpH|[ 1 2} 122
_12—[1—11 (1+ir2-)+ 1_: (1+34)cos2@]

1 r 1-2v a 9 a®
+ya{[77-+ ) r A= )r3]51n@+

1 r 1 a3 5
el in3@;,
+{4a Tt ]sm@}
gdzie r — promien poprowadzony ze §rodka pustki, @ — promienr otworu. W przytoczo-
nych wyraZeniach ostatnie skladowe odpowiadaja stamowi naprezenia w nieskoriczonej

plaszczyZnie z otworem, a pierwsze dwie wystepuja przy przejéciu do polptaszezyzny.
Poza tym, druga skladowa odpowiada rozwigzaniu zadania Kirscha, jesli w kierunku

pionowym wystepuje obcigZenie yH, a w poziomym Tv—v yH. W ten sposéb, wplyw

cigzaru wlasnego wycietej objetosci okresla sie, w przytoczonym wyrazeniu, pierwszg
i trzecig skladowa. Jedliby ocenié¢ rzad poprawki, jaka wprowadza uwzglednienie cigzaru
wlasnego, to okazuje sig, Ze na brzegu otworu wzdluz promienia poziomego (€ = 0, m)
poprawka zeruje si¢, a przy innych wartosciach @ zalezy ona od » i osigga najwigksza
n 3n
272
tomiast rzad naprezen, okreslony druga skladowa, réwny jest yH. Mozna wycmgnqc
dwa wnioski:

wartos¢ dla v = 0 w punkme r=a,0 = . Warto$é poprawki réwna jest ya, na-

1. Wzdiuz poziomego promienia, tam gdzie W);stgpuje najwigksza koncentracja mna-
prezen, uwzglednienie wplywu ciezaru wlasnego ofrodka nie zwigksza dokladnosci w po-
réwnaniu ze znacznie prostszym zadaniem Kirscha.

2. Uwzglednienie wplywu cigzaru wlasnego os$rodka daje istotng poprawke w rozwia-
zaniu, gdy promienn otworu jest poréwnywalny z glebokoscia potozenia szczeliny H.
W przeciwnym przypadku poprawke mozna pominaé.

Oczywiscie, podobne wnioski beda prawdziwe réwniez w przypadku pustki kulistej.

W ten sposéb, dla oceny stanu naprezenia pray spetnieniu warunku H & aw przypadku
jednorodnym mozna wykorzystaé rozwiazanie Kirscha w zadaniu z otworem walcowym,
a przy pustce kulistej — zadanie o $ciskaniu oérodka w trzech kierunkach z takim samym
otworem. Ostatnie rozwigzanie -otrzymuje sie bardzo jatwo droga superpozycji trzech
rozwigzan dotyczacych rozciagania (§ciskania) preta z pustka kulistg [23]. Przytoczymy
Wwzory na mnapreZenia wystgpujace przy Sciskaniu oérodka w trzech kierunkach. Niech
w pewnej odlegloéci od pustki na oérodek oddziatywuja obciazenia fciskajace

0y = —’}/H, Oy = 0, = —
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Wowcezas w poblizu pustki naprezenie o, = 0, a dwa pozostate naprezenia normalne
w punktach charakterystycznych oblicza si¢ ze wzoréw (Rys. 2).

by (A+»)(5r—1)
o = o = 7”H 7= (1—»)

3 O-16v+5°)
(7 ) (1—») °
2 3 (=14 14y ~150%)
A A (e
Na Rys. 3 pokazaliSmy zaleznosci tych trzech naprezen (zauwazmy, ze pxzy Zmianie
kata © przyjmuja one wartosci ekstremalne) od wspolczynnika Poissona. Poza tym, przy-
toczylismy wykres réznicy napreZen gtdwnych of?—of?. Widaé, ze wykres ten lezy po-
wyzej wykresu o2 dla malych wartoéci » i w tym naog6t rzadkim przypadku moze odpo-
wiadaé za zniszezenie. Praktycznie, przy warto$ciach » (0.2 +0.35) réznica miedzy napre-
zeniami gtownymi 6§ — o!? tzn. w rzeczywistosci samo naprezenie 65 (o, = 0) jest mak-
symalne i zmienia sig meznacznie przy zmianach », Ostatni fakt pozwala stosowaé do oceny
naprezed jeszcze prostsze rozwigzanie — zadanie Lamégo dla grubosciennej powloki
kulistej. Zauwazmy, ze rozwigzanie (4) dla » = 0.5 (przypadek réwnomiernego wszech-

@) oD = of®

25 T T T T

201 -1

—

15
62 -5

B!

- 2)
0S 5, -

Ca/5H + 6/ 7H

0—/

- | | | L
05 01 02 03 04 05

Rys, 3

stronnego $ciskania) jest rozwigzaniem zadania Lamégo. Jedli z tego punktu widzenia
Tozpatrzymy powyzej wspomniane rozwiazanie zadania Kirscha dla plaskiego zagadnienia
Tomax
yH
w zaleznosci od wspoiczynnika Poissona-zmienia sie w 'granicach od2 (»=05)do 3
(» = 0), co pozwala stosujac rozwiazanie zadania Lamégo dla rury grubosciennej, wpro-
wadzi€ poprawke dla dowolnej wartoici ».

z otworem walcowym, to okaze sig, Ze wspolczynnik koncentracji napreZzen K =
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Przytoczone powyZej rozwazania, dotyczace sprowadzenia zadania o koncentracji
naprezed w poblizu podziemnych pustek do znacznie prostszych zadafi mialy dwa cele.
Po pierwsze, pokazaliSmy, Ze zatozenia o nie istnieniu cigzaru wlasnego i o tym, ze wspoOl-
czynnik Poissona jest bliski 0.5 przy okreslonych warunkach nie daja istotnych réznic
w poréwnaniu z rozwiazaniem $cistym. Po drugie, przy przejsciu do zagadnieni z wiasnos-
ciami nicjednorodnymi rozpatrzenie tych duzo prostszych zadan pozwala duzo jadniej
i zrozumialej wyjasni¢ wplyw réznych czynnikéw na stan odksztalcenia i napr@Zenia.\
Przy tym, jak widaé, wyniki obliczen tak jglk i w zadanijach dotyczacych o$rodka jedno-
rodnego nie bedg bardzo rdézni¢ si¢ od rzeczywistosci. Wigkszosé prac o komcentracji
naprezen w oérodku niejednorodnym, tak w teorii sprezystodci, jak w teorii plastycznosci
poswiecona jest jednowymiarowym zadaniom symetrycznym. Przed przejéciem do roz-
patrzenia poszczegélnych prac, warto zatrzymac¢ si¢ krétko na podstawowych réwnaniach
mechaniki ciaglego oérodka niejednorodnego i niektérych metodach ich rozwiazan. Jak
wspomnieli§my powyzej, réwnania teorii sprezystosei ciaglego o$rodka nicjednorodnego
dla zagadnienia plaskiego zostaly wyprowadzone w pracach [I, 3]. PdZniej analogiczne
réwnania otrzymano w pracach [4, 6 i innych]. Tak jak w przypadku plaskiego zagadnienia
jednorodnego, mozemy peshuzyé si¢ funkcja naprezen Airy’ego — i w ten sposéb zagad-
nienie sprowadzi si¢ do jednego roéwnania czwartego rzedu, ktére mozna zapisaé w po-
staci
(5) V4P + LO+PH+P° = 0.

gdzie V2 = A — operator Laplace’a, L — operator rézniczkowy trzeciego rzedu, a PH
i P° — odpowiednio niejednorodny i jednorodny operator, dzialajace na czlony nie zawie-
rajace @. Zardwno w biegunowym, jak i w kartezjanskim ukladzie wspétrzednych wspo-
mniane operatory przy dowolnych. zaleznosciach, obu statych sprezystosci od wspéirzed-
nych majg bardzo skomplikowany zapis (tak np. operator L w biegunowym ukladzie
wspotrzednych, w ogdlnym przypadku sktada si¢ z 33 sktadowych). Jednak dla przejrzy-
stosci przytoczymy tutaj postaé operatoréw L i P¥ dla szczegélnego przypadku, kiedy
v = const., a modul Younga zadany jest przez jedna z prostszych zaleznoici E = Eqr”,
przy czym z poérod sit objgtosciowych rdzina od zera jest tylko sktadowa pionowa (Rys. 1.)
réwna y (cigzar wlasny oérodka). W tym przypadku

: _ 2n 00 2n 9*¢ 2n Bn  n(n+1) | 8*P
© =550~ 7 a ["7«? 2 —7*—](3—
3n._'Bn(n+l) | 3*°@ n  Bn(n+1)| 0P
FR R O PR R N
1 -
(n P2 ==n(n—+)[-—(1 —B)ycos®+ (1+ B)ycosB@cos260] —

2r?
1+B

— %[ ~2(1 —B)ycosO-+ ycosOcos2@+ (1+ B)y sin® sinZO] .

Tutaj B = Ti_v Widaé, ze takze w tym stosunkowo prostym przypadku réwnanie (5)

ma bardzo zlozona postaé.
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Wiérdd 'réinych metod rozwigzan plaskiego zagadnienia niejednorodnej teorit spre-
zystodel, w wigkszosci stosuje si¢ tradycyjnie: metode zmiennej zespolonej [24], funkcje
specjalne -[18], metode matego parametru, rozwigzania przy pomocy szeregéw [4, 25] itd.
Interesujaca jest ogélna metoda rozwigzania réwnania (5), przedstawiona przez G. B.
Korcziva [26] metoda kolejnych przyblizen. W metodzie tej poszukuje si¢ funkeji @ w po-
staci szeregu

(8) o=D0.

]
=0

Wéwezas réownanie (5) mozna przedstawi¢ w postaci nieskonczonego ukladu réwnan

. 4 . V4¢0 - ‘—PH :_PO,
(9) VAQ)l = —L®0,
V4q}k = _Lék—l

Jesli przyjmiemy, ze szereg (8) jest malejacy i poczynajac od pewnego N odrzucimy jego
- czlony przyjmujac, Ze ostatni zatrzymany jest dostatecznie maly, to otrzymamy LD,_, = 0.
Wéwezas mozemy przejéé do skoniczonego ukladu réwnan (9), w ktérym pierwsze
réwnanie daje rozwigzanie zadania jednorodnego, a wszystkie nastgpne s3 pewnymi po-
prawkami wynikajacymi z niejednorodnoéci. Przy korzystaniu z tej metody warunki brze-
gowe musimy spelni¢ jedynie przy calkowaniu pierwszego réwnania, tzn. rozwiazujac
zadanie jednorodne. We ‘wszystkich nastgpnych etapach calkowania warunki brzegowe
sa jednorodne. Jesli w pierwszym etapie nie udaje si¢ dokladnie spelni¢ warunkéw na gra-
nicy, to mozna to osiagnac przy obliczeniu nastgpnych przyblizen. Metoda ta byla zasto-
sowana przez G. B. KorLcziNa w rozwiazaniu pewnych zagadnien [6], a takze przez W. N.
TORLINA [25]. Nalezy zauwazy¢, Ze jak przyznaje sam autor tej metody, zbiezno$¢ jej nie
jest udowodniona i moZe byé jedynie przeanalizowana droga poréwnania kolejnych
przyblizen. .
Ponizej, na przykladzie zadania Lamégo rozpatruje si¢ dwa przypadki postugiwania
si¢ ta metoda. Rozpatrzymy rurg gruboscienna, ktérej promien wewngtrzny réwny jest a,
a zewnetrzny b = 2a, obcigzona zewnetrznym réwnomiernym ci$nieniem p, Przypusémy,
ze v = 0.5, a zalezno$¢ modutu Y'ounga od promienia ma postaé

(10) ) A E = Eom.

Takie zadanie ma rozwiazanie §cisle, przy czym nie potrzeba postugiwa¢ si¢ réwnaniem
(5), lecz mozna rozwiazac¢ zadanie, przyjmujac jako funkcje rozwiazujace naprezenie o,.
W danym przypadku zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania drugiego rzedu
" {27, 28]. Nie zatrzymujac si¢ nad szezegélami wyprowadzenia tego réwnania i metodzie ,
rozwiagzania (co pokazemy w drugiej cz¢éci pracy), przytoczymy tu postaé réwnania dla
danego przypadku oraz wzory na napreZenie otrzymane z¢ §cistego rozwigzania zadania

¢8) ' rol’ + (3 —n)o. = 0.



ZAGADNIENIA KONCENTRACYY NAPREZEN 525

Tutaj prim oznacza rézniczkowanie wzgledem promienia

p r n—2
e T

oo = —l_—gn_—; [1 —(n—l)(-;—)n_ J

Dane rozwigzanie jest prawdziwe dla kazdego n, za wyjatkiem n = 2. W tym przypadku
w wyniku calkowania otrzymuje si¢ logaryty. Zadanie to mozZna rozwiaza¢ metoda ko-
lejnych przyblizen, ktéra moze by¢é zastosowana do réwnania (11). Jesli wydzielié w tym -
réwnaniu cze$¢ odpowiadajaca zadaniu jednorodnemu, to mozna zapisaé je w postaci

(12)

(11a) ‘ ro,’ +30, = no,.

Z prawej strony szt@puje odpowiednik operatora L z rownania (5). Znajdujac roz-
wiazanie zadania jednorodnego

_ 4p( a?

13) T 1—7)’
| o, ___4P 1+"a_2

60 — 3 r2 >

z réwnania (112) mozna obliczy¢ pierwsza poprawke danego rozwigzania, ktérama postaé

4n 1 a? a> r .

4n 1 a? a? { r

a po pierwszej iteracji otrzymuje sie rozwiazanie w postaci sumy

(14)

oV = 010+ 0,p,
08" = 0o+ 0oy

Poréwnanie naprezen og, obliczonych ze wzordw (12) i (15) pokazuje ze juz po pierw-
szym przybliZzeniu otrzymuje si¢ nie wiele réznigce sie¢ wyniki dla pewnych n, na przykiad
n=11 n= —2. .

Jednak w przypadku n = 3 réznica wynosi 50% i w tym przypadku jasne jest, Ze pierw-
sze przybliZzenie jest niewystarczajace. Wida¢, ze nawet przy rozwiazaniu jednego-zadania,
w zaleznodci od iloéci parametrow, potrzeba duzej ilosé etapow iteracji dla otrzymania
dobrych wynikéw. Zauwazmy, ze w danym przykladzie &cisle rozwigzanie otrzymuje sig
latwiej, niz przy zastosowaniu metody kolejnych przyblizen; ale czgsto metoda ta moze
by¢ stosowana znacznie efektywniej, kiedy $cislego rozwigzania nie udaje si¢ otrzymac.

Przytoczony ponizej drugi przyklad réwniez dotyczy zagadnienia zbieZnosci roz-
patrywanej metody kolejnych przyblizend. Autorowi tej pracy wspdlnie z T.S. Daniking
udalo si¢ dla szczegdlnego przypadku otrzymaé rozwigzanie w postaci szeregu, ktory
przy okreslonych warunkach jest zbiezny do écistego rozwiazania. Tak jak i w poprzednim
przykladzie, rozpatruje sie rure gruboscienna, ktérej wewngtrzny promient ¢ = 1, a zew-
. ngtrzny ¢ = b (p,— bezwymiarowy promief). Rura moze byé obciazona dowolnym rdw-

a5
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nomiernym ci$nieniem na zewnetrznym i wewnetrznym brzegu, Kladac v = 0.5 i przyj-
mujac zalezno$§¢ modulu Younga od promienia w postaci

(16) . E(o) = Eo(l —’9’—1)

podstawowe réwnanie rozwigzujace to zadanie mozna zapisaé w mastgpujacej postaci

d?F 1 dF F

¢¥) 7 Er I P L(F),

gdzie F — funkcja zwigzana z napreZzeniami nastgpujacymi zaleznosciami
F dF

.0, = -— Cpn = ——
. e’ © do’
a L(F) operator okreslony przez niejednorodnos$¢ materiatu

dF 1 dF F mn (dF F
do” "¢ dg T ) T \de T o
W przypadku m = 0 modu}l Younga jest staly, operator L(F) = 0 i réwnanie (17) odpo-

Lo 4}
wiada zadaniu jednorodnemu. Zadajac funkcj¢ F w postaci szeregu F = Z F, i prze-
K=0 :

(18) L(F) = =

ksztalcajac réwnanie (17) w uklad (9), udaje si¢ skonstruowaé zaleznos¢ rekurencyjna
(19) L(Fy) = fL(Fe-r) = BL(Fo),
gdzie '
me btz —1 .
B==i2 n+2 S YT ) i

Zauwazmy, Zze warunki brzegowe w tym rozwigzaniu spelione sa juz w pierwszym
etapie przy rozwiazaniu zadania jednorodnego, a we wszystkiclh nastgpnych etapach
20) Flo=1)=F(=b=0k=1,2,...

Na podstawie zaleznosci (19) daje sie takze wyrazi¢ wszystkie nastgpne rozwigzania F
przez funkcje Fy: F, = f~1F,,

= ﬁk_lFl ’

2mBy | o 1
F, = n+2'[?+(1—°¢)0“’9,,—+‘f],

przy tym

a By, — jedna ze stalych roniqzania jednorodnego zadania

FO z%—'—c()\_

W ten sposéb, pelne rozwigzanie réwnanja (17) przedstaw1a si¢ w postaci nieskon-
czonej sumy

1) F=§' = Fo+ ZF —+cog+F1§ﬂk~1.
k=0 =1
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B
1-§

Szereg ten jest zbiezny dla |f| < 1 i w tym przypadku rowny Po prostych prze-

ksztatceniach funkcje F mozna doprowadzi¢ do postaci

Bor _p B 1

@ F = Cogt B8~ Bow oo

gdzie

o
C01 = Co‘{‘Bor*l _

Sciste rozwiazanie rownania (17) otrzymano w [29], pokrywa si¢ ono z rozwiazaniem (22).
Rozpatrzmy warunek zbieznosci szeregu (21)—|B| < 1, ktéry naklada okreslone ogra-
niczenia na parametry m, n i promied b. Tak np. dla m =075, n = =1, 6 =2, 8 =1
szereg jest rozbiezny. Dla funkcji (16) asymptotycznie zbiegajacych do wartosci granicznej
przy zwigkszeniu si¢ o, n jest zawsze dodatnie, a m < 1 (je§li m > 1, to dla ¢ = 1, E mu-
sialoby by¢ ujemne). Rozpatrujac przypadek b — oo (x = 1) mozna okre§lié obszar

. . . 2m .
zbieznosci szeregu (21) w danym przypadku. Poniewaz teraz f = PRt to warunkiem
koniecznym zbieZno$ci szeregu jest, by state m.in byly zwiazane zaleinoécia

_n+2 <m< nt2 .

Prawa nieréwnos¢ przy przedstawionych powyzej ograniczeniach (m < 1, n > 0) spel-
niona jest zawsze, a lewa moze nie by¢ spetniona, wowczas szereg bedzie rozbiezny. W tych
przypadkach, kiedy szereg jest zbiezny, szybko$¢ jego zbieznosci w duzym stopniu zalezy
od wielko$ci . Dla maltych f w celu otrzymania dostatecznej dokladnosci konieczne sa
2-3 przyblizenia. Jesli § jest bliskie 1, to dla otrzymania dokladnych wynikow moze byé
niezbedna duza liczba iteracji. Fakt ten jest potwierdzony takze przez rozpatrzony powy-
zej przyktad. : '

Zanim przejdziemy do oméwienia poszczegdlnych prac, dotyczacych rozwiazan zadan
zwigzanych z koncentracja naprezef w osrodku niejednorodnym, przedyskutujemy bardziej
szczegbtowo wplyw nicjednorodnodci na mechaniczne wlasnoéci materiatéw. Jako pod-
stawowe zrodia rozpatrzymy prace {5, 29]. W pracy [5] gtéwna uwage zwrécono na zmiang
sprezysto-plastycznych wiasnodei metali pod wplywem dwoch podstawowych przyczyn:
napromieniowanie strumieniami neutronowymi i pole temperatury. Przytoczone sa dane
do$wiadczalne dotyczace wplywu wymienionych czynnikéw na wykres rozciggania, gra-
nicg piynigcia oraz wytrzymalto§é pewnych metali. Zauwazmy, Zze zwigkszenie strumienia
neutronéw prowadzi do zwigkszenia sie dwoch ostatnich charakterystyk, a zwigkszenie
temperatury obniza granice wytrzymatosci i plastycznoéci. Pokazane zaleznosci dodwiad-
czalne maja naogoét skomplikowany charakter, rézny dla réznych materlaléw i ich ana-
lityczne przyblizenie jest bardzo trudnym zadaniem. ‘

W pracy [29] na podstawie wlasnych badai do$wiadczalnych oraz na podstawie wyni-
koéw prac [30-34] przytoczono dane na temat wlasnogci mechanicznych mineratéw i ich
zmian, powstajacych pod wplywem wybuchdw i proceséw cementacji. Przy wybuchowym
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wierceniu tuneli oraz przy tworzeniu pustek za pomoca zamaskowanego wybuchu moga
zachodzi€ rozne zjawiska, w zaleznosci od typu skaty. W pewnych przypadkach moze na-
stapi¢ zgegszczenie materiatu, prowadzace do zwigkszenia modutu odksztalcenia (analo-'
logiczne zjawisko zachodzi w-mineralach zgeszczonych przez cementacje), a w kruchych
skalach moze powstaé obszar zarysowan, w ktérym modut odksztaicenia jest mniejszy
niz w niezniszczonym masywie. Na Rys. 4 przedstawiony jest charakter zaleznosci dwdch
oméwionych typow. W miare oddalania si¢ od pustki, modut dazy asymptotycznie do
wartosci wyjsciowej. Dla takxch zaleznodel zaklada sie anahtycznq forme zapisu (tutaj
zastosowano inne oznaczenie niZz w pracy [29])

(23) | E = E, [1 + (kg — 1)(-‘,’—)]

Rys. 4

gdzie E,, — modul Younga w nienaruszonym masywie, k, E, — wartoé¢ modulu na
brzegu pustki, a — promied pustki, n — parametr. Funkcja (23) dobrze opisuje rzeczy-
wiste zaleZnoscl, dla k; < 1 jest to typ niZszej krzywejna Rys. 4., a dla k, > 1 — wyZszej.
Dla funkcji asymptotycznie zbiegajacych do wartosci granicznej, oczywiscie n > 0. Za- "
uwazmy, Ze podobna zaleznodé wystepowala juz wezesnicj (16).

Poza zmiang wiasno$ci odksztatceniowych, przy pojawieniu si¢ niejednorodnosci po
wybuchu zachodzi takze zmiana wytrzymaloéciowych wlasnoéci materiatu, W [29] przy-
toczone sa pewne zaleznosci granicy wytrzymatoéci w miare oddalania si¢ od brzegu
pustki. W celu analitycznego zapisania tej zaleznoéci oraz zaleznosci granicy plyniecia
od promienia moZna tez wykorzysta¢ funkcje typu (23). Zatrzymajmy sie jeszeze nad
pewnymi postaciami aproksymacji wlasno$ci mechanicznych, W niektérych pracach
[S; 14, 38 i innych] dla modutu Younga stosuje si¢ funkcje typu E = E, 0", E = Eo(4 + Bo)",
E = Eqem" i inne. Pierwsza z przytoczonych funkcji jest najprostsza przy calkowaniu
réwnania rézniczkowego, jednak moze ona doéé efektywnie aproksymowaé rzeczywista

_zalezno$¢ jedynie w ciatach ograniczonych, poniewaZ dla ¢ — co, E réwnieZ roénie nie-
ograniczenie, co przeczy rzeczywistosci. Zatrzymajmy sig jeszcze krétko na drugiej cha-
rakterystyce sprezystej — wspétczynniku Poissona v. W pracach [35, 37 i innych] dla tego
parametru stosuje si¢ takze rézne zaleinodci funkcjonalne, jednak niedostateczno$é i nie-
wiarygodno§¢ danych do$wiadczalnych dotyczacych wplywu niejedporodnosci na ten
wspolczynnik nie pozwala okreélié tej zaleznosci. Oprécz tego, w pracy [37] wskazuje sig
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na stosunkowo niewielki wplyw tej charakterystyki na stan naprezenia, a na podstawie
wszystkich powyzszych rozwazan nalezy w obliczeniach plzyjmowac staly wspdtczynnik
Poissona.

Wracajac do problemu koncentracji naprezen w poblizu pustki w masywie skalnym,
rozpatrzmy zagadnienie o podstawowym stanie napreZern w nim. Korzystajac z pracy' [29]
i pomijajac anizotropig¢ masywu, w znacznej odlegto$ci od pustki naprezenia mozemy przed-
stawi¢ w mnastgpujgcej postaci:

Oy = _VH’
249 0, = 0, = — Ty——v_yH .
Dla dostatecznie duzych wartoéci » (bliskich 0.5), ciénienie na gl¢bokosci H mozna roz-
patrywaé jako hydrostatyczne, na co w szczegdlnosci wskazuje praca [38]. Zauwazmy,
ze z (24) wynikaja przytoczone wyzej réwnania (1).

Na podstawie powyZszych rozwazan mozna pokazaé, ze dla oceny wplywu mejedno—
rodnosci na stan naprezenia w pobliZu otworéw, wygodnie jest rozpatrzy¢ jednowymiarowe
zadania z osiowa i Srodkowa symetria. Podobne podejscie jest dostatecznie usprawiedli-
wipne z punktu widzenia stosunkowo nieduzych rézni¢ w jakoSciowej ocenie koncentracji
napreZen w rzeczywistych warunkach i pozwala pogladowo przefledzi¢ jakosciowy wplyw
poszczegdlnych czynnikoéw. Wladnie tak postgpuje wigkszo§¢ autoréw [24, 39, 43, 44]
nie méwiac o pracach po$wigconych bezposrednio jednowymiarowym zadaniom [38, 40,
41, 45, 46 i inne]. W niektérych z wymienionych prac [24, 39] podstawiono znacznie ogol-
niejszy problem, przy dowolnych zaleZnoéciach charakterystyk sprezystych od dwoch
wspolrzednych, wyprowadza si¢ petne réwnania dla plaskiego zagadnienia. Jednak kon-
kretne rozwigzania otrzymano dla przypadkéw uproszczonych, przechodzac od ogdlnych
rownan do zadania jednowymiarowego.

W sposéb najbardziej pelny w literaturze rozpatrzono sprezyste osiowosymetryczne
zagadnienie walca grubodciennego [25, 36, 37, 39]. W tym przypadku zadanie sprowadza
sig do zwyczajnego réwnania rézniczkowego drugiego rzgdu ze zmiennymi wspolczynni-
kami. Jako funkcje rozwiazujaca stosuje si¢ albo funkcje naprezed Airy’ego — albo
znacznie prostsze funkcje (patrz np. (17)). Jeéli obie charakterystyki sprezyste E i » s3
funkcjami promienia, to przy braku sit objetosciowych i temperatury, rébwnanie rozwiazu-
jace dla @ zgodnie z [25], bedzie mialo postaé

(25) f"V"V"@ 2f1f1 i VZ@ -——flf1 L®—I[f.f1 —2(f1)2]L2(Z5-—
- ,
—”of1( fifz *2f1f2) (L1+”of2 2 J(b'*'”oflfz a2 = 0.
Tutaj f; (r) 1 f5(r) — funkcjonalne czgéci charakterystyk sprgZystych

E = EofL(") Y= "’sz(")
1 d a2 d? 1 d
LI-ZTE—VOJ}WV’ L, =Tz —vofa— = dr’
d? 1 d
2 = —_— —_———
v 7
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Oczywidcie 1zad tego réwnania moina od razu obnizy¢ przez wprowadzenie funkcji.

_eD

=—

Jeszcze bardziej upraszcza si¢ réwnanie, jesli jedynie modul Younga jest wielkoscig
zmienng. Wowczas, postugujgc sie funkcja rozwigzujaca F(17), otrzymamy réwnanie
drugiego rzedu [39]

dr r
Podobne do wyzej otrzymanych réwnania uzyskano tez-w innych -rozpatrywanych pra-
cach. Ztozono$¢ rozwigzania réwnania (26), przede wszystkim zalezy od postaci funkcii
E(r). Jak wyzej wspommiano, najprostsza funkcja ma postaé E(r) = E,r", jednak nie
zawsze opisuje ona w zadowalajacy sposob rzeczywiste zaleznodci. Dla takiej funkcji
otrzymaho rozwiazania w [25, 36, 41]. Bardziej zloZony przypadek rozpatrzony jest réw-
niez w [36], gdzie otrzymano rozwigzanie z pomoca szeregu dla funkcji

(B—r)y

(b—a)y

a i b oznaczaja odpowiednio wewnetrzny i zewngtrzny promien rury lub pierécienia. *

Nie analizujgc szczegblowo wszystkich mozliwych postaci funkcji E(r), przytoczymy

jeszcze wyniki pracy [39], w ktérej otrzymano rozwigzanie dla funkcji postaci (16) przy.
warunkach brzegowych

dF [ E()

(26) EOrSE B —EQ)] —E@|r =0

27) E() = E

r=aqa 0, =0,
(28) r=>b- o o, = —yH.
Warunki te odpowiadaja zadaniu o zag}@bionéj pustce w masywie skalnym przy oddzia-
lywaniu cidnienia hydrostatycznego. Przytoczymy tu wzdr okreSlajacy napreZenia o,
n+2-2mn+Dr-" 1 ]

(29) 0 = yH[1+ e |

Oczywiscie dla m = 0, co odpowiada przypadkowi jednorodnemu, rozwiazanie przechodzi
w znane rozwiazanie zadania Lamégo. Wraz ze zwickszaniem si¢ m, tzn. przy zmniej-
szaniu sig modutu Younga w miarg przyblizania sic do brzegu otworu naprezenia zani-
kaja, a obszar najwigkszej koncentracji naprezefi przenosi sig¢ w glab masywu (Rys. 5.).

B I I
m=0
15 .
=
s
['s]
10— ]
m>0
| | [
051 2 3 4 5

Rys. 5
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© Nie zwracajac uwagi na to, ze wspdlczynnik koncentracji w danym przypadku jest
mniejszy niz w przypadku jednorodnym, ale uwzgledniajac takze zmiane we wiasnosciach
wytrzymatosciowych, nie moZna by¢ pewnym, Ze niejednorodnosé¢ takiej postaci gwaran-
tuje stabilnos¢ pustki. Fakt zmniejszania si¢ naprezen jest dostatecznie oczywisty, poniewaz
rozmigkczenie materialu w podblizu otworn prowadzi do zwigkszenia przemieszczen i czes-
ciowego odcigzenia strefy otaczajacej otwor. Przy istnieniu obszaru zageszczenia mate-
riatu, gdzie modut Younga jest wigkszy, niz przy nienaruszonym masywie sytuacja jest
odwrotna.

Nalezy powiedzie¢ kilka stéw o drugiej stalej sprezystej —». Jak pokazujg prace M.
M. Prornixowa [31, 37 i inme], wplyw tego parametru na stan naprezenia jest niewielki.
Jednak trzeba tu zauwazyC, Zze w zadaniu o masywie skalnym, przy zalozeniu ci$nienia
hydrostatycznego, zagadnienie wplywu » na stan napreZenia jest postawione niepopraw-
nie, poniewaz zaklada sie, Zz¢ v = 0.5 na zewnatrz wycietej objetosci i bytoby nielogiczne
przyjaé inng warto$¢ wewnatrz objetosci. Rownoczesénie zagadnienie wptywu na koncen-
tracje naprezen jest interesujace w zadaniach nie zwigzanych z zaltozeniami mechaniki
gorotworu. .

Wérdéd prac poswieconych zagadnieniu sprezystemu dla grubodciennej powtoki ku-
listej, Tozpatrzymy [35, 39, 42], przy czym w [42] rozwiazanie zadania sprezystego jest
czescia zagadnienia sprefysto-plastycznego. W pracy [35] przytoczono réwnania rozwia-
zujace dla funkcji ¢, zwiazane] z naprezeniami zaleZnodciami N
A e 1dp 2 dp

do> " @ do * o do

Jest to réwnanie trzeciego rzedu dla przypadku anizotropowego i przy uwzglednieniu
pola temperatury -

(30) d*p + (_2_ 1 da,, ) d’p 1 [d(2a12+a22) —

O

do® o a, dg do® " axpe do
2a;+a) ] dy 1 [ d(eo T) ]
—_— = = o, —p)fd —p————{.
Q do @220 '(e 02 =¢ do.

Tutaj a;; — stale sprezyste, «,, oo — wspdlczynniki liniowej rozszerzalnosci, T — tem-
peratura. Dalej w rozpatrywanej pracy réwnanie (30) sprowadza si¢ do réwnan klasycz-
nych dla réznych zaleznoSci moduldéw sprezystosci 1 wspolczynnikow poprzecznej defor-
macji. Tak wiec, jesli moduly sprezystosci sa funkcjami potegowymi typu (10), a wspot-
czynniki poprzecznej deformacii sa state, to réwnania (30) przechodzi w réwnanie Eulera.
Rozpatrzone sg takZe zaleznosei typu (27), wykladnicze i inne. W kazdym z tych przypad-
kéw otrzymuje si¢ réwnania znanego typu: Bessela, hipergeometryczne itd. .

W pracy [39] otrzymano rozwigzanie dla pustki kulistej w masywie skalnym przy zato-
Zzemiach rozpatrzonego wyzej zadania o pustce walcowej. Przy czym mnalezy zauwazyc,
Ze w przedstawionej pracy jest blad, ktory doprowadzit do blednych wynikéw liczbowych.
Jakosciowy wplyw niejednorodnoéci na stan naprezefi i odksztalcen jest taki sam, jak
w plaskim zagadnienin osiowosymetrycznym.

Na zakoficzenie przegladu rozpatrzymy dwie prace W. OLSZAKA i W. URBANOWSKIEGO
[41, 42], po$wiecone rgzwiaczaniu sprezysto-plastycznemu dla grubosciennego walca i kuli.
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Sformulowanie tych dwéch zadan, réwnania I metody rozwigzania ich sg bardzo podaobne,
dlatego zatrzymamy si¢ jedynie na rozpatrzeniu zadania o kuli. Rozpatruje si¢ materiat
idealnie plastyczny, kt6rego modut sprezystosci i granica plyniecia sg dowolnymi funkcjami
promienia. Przyjmuje si¢, ze wspolczynnik Poissona jest téwny 0.5, jak zwykle w zagad-
nieniach plastycznosci. Rozw1qzame w obszarze sprezystym otrzymano przy pomocy
catki

& so) = [ ar

gdzie G(r) modut odksztalcenia postaciowego. Dalej wyprowadzone sg zaleznosci okres-
lajace ci$nienie pomigdzy obszarem sprezystym (zewnetrznym) i plastycznym (wewnetrz-
nym), oraz réwnanie przestgpne dla okreslenia promienia ¢ rozdzielajacego te dwie strefy.
Réwnanie to ma postaé

@ P =0 = ha() ~ho(@2050(0) ~ o] 53¢

’i"utaj p i g — wewnetrzne i zewnetrzne réwnomierne cisnienie, Q(r) — charakterystyka
plastycznoéci, a h(r) — catka postaci

(33) ho(r) = 2 f Qi’) dr,

Otrzymano warunki powstawania strefy plastycznej na wewnegtrznym brzegu i uplas-
tycznienia sig calej kuli. W szczegblnodci, Zzeby spetni¢ pierwszy warunek, konieczne jest

monotoniczne zmnigjszanie si¢ funkcji :—3 G(rQ(r). Jako przyktad rozpatrzono przypadek,

gdy charakterystyki materiatu sa funkcjami potggowymi
(34) G(r) = 4r%, Q(r) =

Zauwazmy, Z¢ zaleznosci te pozwalaja stosunkowo tatwo otrzymac rozwiazanie, dzigki
prostej postaci catek (31) i (33). Przy bardziej ztozonych funkcjach (34) otrzymanie roz-
wigzania w zamknigtej postaci jest trudniejsze, przy czym, jak bedzie pokazane w II-giej
czefei pracy, odksztalcenia plastyczne moga powstawaé nie tylko na wewnetrznym brzegu
" kuli, ale takZe wewnatrz jej Scianki. W tym ostatnim przypadku okazuje sig, Zze dla otrzy-
mania rozwiazania zadania nie wystarcza warunkéw brzegowych w napreZeniach i na-
lezy rozpatrzyé przemieszczenia.
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B HEOOHOPOMHOM CPELE. YACTE I. OB30P
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Summary

STRESS CONCENTRATION IN THE NEIGHBOURHOOD OF CAVITIES IN
NONHOMOGENEOUS MEDIA. PART I-REVIEW

A review is given of the papers concerning the solved problems. When the mechanical properties of the

material are the continuous functions of the coordinates. The problems of the theory of elasticity and
plasticity are discussed.
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1. Wstep

W wigkszosci zagadnien praktycznych rozwigzanie réwnania przewodnictwa ciepla
nie przedstawia wigkszych trudnodci o ile tylko warunki brzegowe dadzy sie okreli¢
z wystarczajaca dokladnodcig. Pomiaréw przebiegéw temperatury na brzegach rozwaza-
nego -ciala dokonuje si¢ w takich przypadkach przy pomocy termopar lub innych przy-
rzadéw pomiarowych, a nastgpnie rachunkowo wyznacza sig przebiegi temperatur w punk-
tach wewnetrznych (tzw. wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe).

Zdarzaja si¢ jednakze sytuacje, gdy umieszczenie na powierzchni ciala instrumentéw
pomiarowych jest niemozliwe badz niewskazane. Z tego typu sytuacja spotykamy sig
rozwazajac pole temperatury cylindra, w ktérego komorze spalania porusza sig tlok,
silnika odrzutowego — z uwagi na szybki przeplyw gazow, czy turbiny cieplnej. W takich
przypadkach duzo latwiej jest rejestrowad przebiegi temperatur w punktach wewnetrznych
rozpatrywanych cial, za$§ zagadnieniem podstawowym jest okre§lenie warunkow termicz-
nych powierzchniowych, ktére powoduja owe wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe.
Tego typu podejscic do zagadnienia jest istotnie rézne od zwyklego problemu brzegowo-
poczatkowego. Chodzi tu bowiem nie tyle o wyznaczenie rozwigzania wewnatrz obszaru
ograniczonego brzegiem, na ktérym zadane sg wartosci poszukiwanej funkcji lub jej po-
chodnych, co o ekstrapolacje tego rozwigzania poza ten obszar. W literaturze przyjelo
si¢ nazywa¢ tego typu zagadnienia problemami odwrotnymi w odréznieniu od konwen-
cjonalnych zagadnien brzegowo-poczatkowych, nazywanych problemami prostymi lub
bezposrednimi.

Ogolnie problemy odwrotne w technice to zagadnienia, ktore wigza pomiary, metody
matematyczne oraz inZynierskie wyczucie. Pomiaréw zwykle dokonuje si¢ w miejscach
tatwo dostgpnych. Poszukiwane wielkosci czgsto moga zostaé zmierzone tylko posrednio.
Na przyklad w. celu okreslenia przebiegu strumienia ciepla po stronie wewngtrznej na-
czynia ci$nieniowego dokonuje si¢ pomiaru przebiegu temperatury na jego brzegu zewngtrz-
nym. W konstrukcjach czasami wyznacza si¢ nieznane przebiegi ci$nienl czy przemieszczen,
dokonujac w kilku punktach pomiaréw predkosci. Jest oczywiste, Ze poprawne rozwigza-
nia tego typu problemdéw w istotny sposéb zaleza od prawidfowego wyboru punktéw po-
miarowych, wielkodci, ktére sie mierzy oraz wyczucia inZzynierskiego.

Dodatkowym utrudnieniem przy praktycznym zastosowaniu rozwigzaf zagadnien
odwrotnych jest wplyw instrumentu pomiarowego na przebieg pomiaru. Z tego tez wzgle-
du nie jest wskazane wprowadzanie do wnetrza ciala wigkszej iloéci czujnikow. Niemmniej
nawet jedna czy dwie termopary zakldcaja pole temperatury i powoduja niewielkie za-
falszowanie wynikéw. Stad jednym z podstawowych probleméw dotyczacych zastosowafy
rozwigzan zagadnieri odwrotnych jest problem pomiaréw malo zakiécajacych przebieg

2%
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wielkosci mierzonych. Wydaje si¢, ze nowe, kompleksowe podejécie do zagadnien odwrot-
nych pél temperatur, jakie jest rozwijane w ostatnich latach tak w Polsce jak i za granica,
moie przynie$¢ pozytywne rozwigzanie 1 tych problemoéw.

Rozwdj tej galezi teorii przewodnictwa ciepla, jaka jest problematyka odwrotnych
zagadnien pol temperatur, rozpoczat sig stosunkowo niedawno. Autorzy najwezesniejszych
prac, opublikowanych na przetomie lat pig¢dziesiatych i szes¢dziesiatych (mozna tu wspo-
mnie¢ prace N. V. Szumakowa [33] czy G. J. StorzA [35]) powoluja si¢ przede wszystkim
na znana monografic CARSLAWA 1 JAEGERA [8], w ktdrej wprawdzie autorzy nie wprowa-
dzaja nawet pojecia zagadniert odwrotnych, ale gdzie podane sa liczne przyklady sposobéw
rozwigzywania zagadnied bezposrednich, latwych do zastosowania.(choé dosyé mato
efektywnych) przy rozwiazywaniu zagadnien odwrotnych. W latach szes¢dziesiatych te-
matyka ta byla rozwijana gtéwnie dla zagadnied liniowych. Rozwazano tylko problemy
jednowymiarowe, przyjmujac jako punkt wyjécia znana odpowiedZ temperaturows jed-
nego punktu wewngtrznego oraz warunki poczatkoWe, a poszukujac temperatury brzegu
przy zalozeniu tzw. warunkéw symetrii w $rodku ciala (gdy rozwazano walec lub kulg)
1ub izolacji drugiego brzegu (gdy brano pod uwage nieskonczong plyte). Wicle prac z tego
okresu to prace teoretyczne, rozwijajace wprawdzie metody rozwigzan tego typu proble-
moéw, ale oferujace wyniki w postaci skomplikowanych wielokrotnych szeregéw badZ
calek, zupelnie nieprzydatne dla celéw praktycznych. Autorzy tych prac, w ktérych prze-
liczane byly przyklady liczbowe, wykorzystywali zwykle metode réznic skonczonych
i w zasadzie przede wszystkim sygnalizowali, na jakiego rodzaju trudnoéci i niebezpie-
czeistwa pomylek narazeni moga byé eksperymentatorzy, probujacy wykorzystywac
wyniki ich prac. Niemniej kilka pomystéw dotyczacych rozwigzywania probleméw od-
wrotnych doczekalo sie, po niewielkich modyfikacjach, pozytywnych realizacji w latach
siedemdziesiatych. Do takich pomystéw nalezy np. metoda dopasowywania funkeji,
o ktérej bedzie mowa w dalszej czesci pracy. W latach siedemdziesiatych rozpoczal sig
burzliwy rozw6j metod rozwiazywania zagadnien odwrotnych i to juz nie tylko jednowy-
miarowych i liniowych, ale takze dwu- i trojwymiarowych (dla tych ostatnich nakreslono
tylko, co prawda, sposdb postepowania) oraz nieliniowych. Wyznaczono rozwigzania
dla plyty, rury grubo$ciennej i powloki kulistej, gdzie przy zatozeniu znajomosci odpowiedzi
temperaturowych z dwéch punktéw wewnetrznych okre§lono przebiegi temperatur na
obu brzegach. Nastapit gwattowny rozw6j metod numerycznych. Wreszcie w okresie tym
-pojawily si¢ pierwsze prace traktujace o zagadnieniach odwrotnych termosprezystosci —
czyli o problemach wyznaczania warunk6éw termicznych na powierzchni ciata gdy znane
sa w punkcie wewnetrznym odpowiedzi naprezeniowa badz przemieszczeniowa.

Niektoérzy autorzy pod hastem ,,zagadnienia odwrotne” pdl temperatury rozumieja
treéci odmienne od przytoczonych wyzej. W zwiazku z tym warto wyszezegdlni€ jakie
zagadnienia sa objete tym okreSleniem. Sa to mianowicie:

1° Zagaduienia wyznaczania temperatury lub strumienia ciepta_na powierzchni ciata
Przy znanym przebiegu temperatury lub strumienia ciepta w jednym lub kilku punktach
wewnetrznych ciala;

2° Zagadnienia wyznaczania temperatury lub strumienia ciepta na powierzchni ciala
Przy znanym przebiegu naprezef termicznych badz przemieszczen w jednym lub kilku
punktach wewnetrznych ciala;
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3° Zagadnienia wyznaczania zaleznosci funkcji f(r, #), opisujacej Zrédio ciepta, od
zmiennych przestrzennych przy zatozeniu, ze f(r, 1) = f1(r) - f>(t), gdzie f,(z) jest znana
‘funkcja, oraz przy komplecie warunkéw brzegowych i poczatkowych;

4° Zagadnienia wyznaczania stalych lub zmiennych z temperatura lub z czasem wspét-
czynnikéw dotyczacych przewodnictwa cieplnego przy okre$lonych warunkach brzego-
wych i poczatkowym oraz znanym badz latwym do wyznaczenia polu temperatury we-
wnatrz ciala. l

Spos"r'c')d prac traktujacych o zagadnieniach odwrotnych w sensie okre$lonym w punk-
cie 3° warto wymieni¢ monografig [27], w ktore] podany jest m.in. spis literatury dotyczg-
cej tego typu odwrotnych probleméw przewodnictwa ciepta i nie tylko. Zagadnienia od-
wrotne w sensie okreslonym w punkcie 4° byly m.in. rozwazane w pracach [2, 4, 11, 26,
301 in]. ‘

W ninicjszym przegladzie zajmiemy si¢ wylacznie zagadnieniami odwrotnymi w sensie -
punktow 1°i 2°.

2. Liniowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa ciephiege

Metody rozwigzywania liniowych zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepta moina
podzieli¢ nastepujaco:

2.1. przewidywanie rozwiazania w postact szeregu.

2.2. analiza transformat Laplace’a

2.3, podejscia oparte na metodzie réznic skofnczonych

2.4. rozklad na szereg problemdéw prostych.

Kazdg z tych metod omdéwimy oddzielnie. .

2.1. Przewidywanie rozwigzariia w postaci szeregu. W rozdziale II rﬁonografii H. S. CarsLA-
wA i J. C. JAEGERA [8] omoéwione sg proste (bezposrednie) rozwigzania liniowego rdow-
nania przewodnictwa ciepla. Przedstawiajac mozliwe postaci rozwigzah autorzy dali
pOZniejszym badaczom zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepta mozliwo$é predykcji
temperatury brzegu obszaru, gdy znana jest wewngtrzna odpowiedZ temperaturowa.
Jedna z postaci rozwiazan przedstawionych w [8] byla szczegdlnie czesto wykorzy-
stywana, Byla to funkcja [8, str. 52]

‘ [ 1 ae | (w1 drp
en o= 2 |5) i i o3 e

k=

gdzie @ i p sa dowolnymi funkcjami czasu, speliajacymi jednowymiarowe réwnanie
przewodnictwa ciepla

2.2) -VZTF—:‘—- % =0, V — operator nabla,

za$ x jest dyfuzyjnoscia tempefaturowq. Dla funkcji T(x, 't) zachodza zwigzki

(2.3) T, ) = &) oraz %xz = (1).
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Przyjecie rozwigzania zagadnienia odwrotnego w postaci (2.1) przy zastapieniu poda-
nych tu wspdtczynnikéw funkcyjnych przez pewne nieznane funkcje pozwalato efektywnie
rozwiazywac te zagadnienia w przypadkach gdy znana byla odpowiedz temperaturowa
w jednym punkcie wewnetrznym ciata. Bazujge na tym podejsciu BURGGRAF [7] wyznaczyt
$cisle rozwigzanie dla przebiegow powierzchniowej temperatury i powierzchniowego stru-
mienia ciepta dla.danych ciagtych przebiegédw temperatury i strumienia ciepla w jednym
punkcie wewngtrznym. Wykorzystat on wymka_]qce z rownania (2.1) i z plawa Fouriera
zwiazki .

a” T 1 2n i a"q — gll 2n
2.4) T VAT, oraz o = Vg,
gdzie g = —A VT — strumien ciepla, A — wspolezynnik przewodnictwa cieplnego.

Zadajac nastepnie przebleal T(xo, t) = To(t) oraz q(xe, 1) = qo(t) wyznaczyl dla plyty,
kuli i walca pole temperatury w postaci

@3) TCx, ) =2, [ﬁ.( L A )d‘f,?],
n=0
gdzie funkgje £, (x) i g,(x) spetniajg zwiazki nastepujace:
idg—zo— = 0, % =.x‘lf,,_1, n=172 ...;idzf—zo =0, id;% : xlen,n=12..;
) = 1A =0, P om0t g =0, %) o,
g.(x0) = 0,%‘—3&){ = 0, n=1,2

Ciekawy jest fakt, ze do wyznaczenia rozwiazania nie jest tu potrzebny warunek poczat-
kowy. Wynika to z zalozenia, ze funkcje T4 () i go{t) sa okreslone dla re(0; o0).

Davies [13] i KovEryaNov [25] réwniez wykorzystali metode przewidywania rozwig-
zania w postaci szeregu nieskonczonego, przy czym o ile podejécie Koveryanova byto ana-
logiczne do metody Burggrafa, o tyle Davies zaproponowal nieco bardziej ztoZong postaé
rozwigzania, zawierajaca funkcje bledu.

Zupelnie nowy sposéb atakowania jednowymiarowych zagadnien odwrotnych jest
zaprezentowany w pracy IMBERA i KHANA [18]. Przede wszystkim, w odréznieniu od prac
poprzednich, zakladaja autorzy znajomoéé przebiegdw temperatury w dwoch punktach
wewnetrznych. Jest to znaczne utrudnienie, gdyz nie ma wtedy mozliwosci zastosowania
metod podanych wyzej. Trzeba najpierw rozwiaza¢ zagadnienie brzegowo-poczatkowe,
aby moéc okrefli¢ posta¢ rozwigzania dla obszaru zawartego pomiedzy wspomnianymi
punktami wewnetrznymi, a nastgpnie ekstrapolowaé to rozwiazanie poza ten obszar.
W pracy [18] wyznaczono.w ten sposOb rozwiazania dla plyty i dla grubej powtoki kulis-
tej, za§ w pracach [19, 24] réwniez dla rury grubosciennej. W niniejszym opracowamu
omdéwimy t¢ metodg na przykladzie rozwiazania dla ptyty.

Zagadnienie do rozwiagzania to réwnanie przewodnictwa ciepla (2.2) z Jednorodnym
warunkiem poczatkowym oraz z dwoma warunkami wewngtrznyml

(2.6) T(xy, ) = Ty(t) 1 Tlx,, ) = Tyb),
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gdzie x; < x; < x, < X.; X; oraz x, sa wspohrzednymi dolnej i gérnej powierzchni plyty
nieskonczonej, ktoéra jest rownolegta do plaszczyzny Oxy.

Rozwiazanie tego problemu dla x e {x,, x,> nie przedstawia trudnosci i w transfor-
matach Laplace’a moze by¢ zapisane w postaci

. T,
(27) T(x’ p) = 1 _e_lzp.A ' [e—p(x—:cl) —€” p(2A+x1-x)] +
—Tl —p(A+x,—X) —p(A =Xy +X)
+ ﬁl—e‘ZP'A '[C 1 —e~P 1 ],

. o : , s ..
gdzie nadkreslenie oznacza transformate Laplace’a, 4 = x,—x,, p = l/—, za$ s jest
o

parametrem transformacji.

Na zewnatrz przedzialu <{x,, x,> transformata T(x, P) nie moze zostaé odwrécona
z uwagi na pojawienie si¢ wtedy w wyktadnikach dodatnich argumentéw. Okazuje sig
jednak, ze przyjecie funkcji 7,(¢) i T,(t) w odpowiednich postaciach umozliwia obejicie
tej trudnosci. Autorzy stosuja dwa, rézniace sig mieco w szczegélach podejécia: jedno
w celu dokonania ekstrapolacji ,,do tytu”, dla x e {x;, x,>, i drugie w celu ekstrapolo-
wania rozwigzania ,,do przodu”, dla x e <{x,, x.). '

Warto tu zaznaczyé, Ze wobec faktu iz T,(t) i T,(t) sa sprowadzonymi do postaci
funkcyjnej odezytami z dwoch termopar, tego rodzaju manewr jest niegrozny dla wynikow
koncowych, o ile tylko przyjete postaci T, i 7, dobrze pasuja do wynikdéw pomiarow.

Dokonujac ekstrapolacji do tylu przy zaloZeniu, ze 4 > x; —x;, przyjmuje sig, Ze

. — —— 00*1 ao“l "
(2.8) Ti(p) = T, 2/ A, e_m'p'A_ oraz Ta(t) = Z b, T
n=1 ’

m=1

gdzie wspdtezynniki 4,, 1 b, nalezy wyznaczy¢ na podstawie odpowiedzi temperaturowych
zanotowanych w punktach x, i x,. Po wprowadzeniu funkcji T, i T, okre§lonych zwiaz-
kami (2.8) do (2.7), transformata temperatury daje si¢ odwrécié 1 wynik koficowy, fun-
kcjonujacy dla x € (x;, x>, wyraZzony jest przez potrdjng sume, zawierajgca potegi czasu
1 funkcje erfc od stosunkowo nieskomplikowanego argumentu.

_Ekstrapolacja do przodu wymaga zaloZenia, ze x € <x,,24+x,>. Tak wigc jesli
x, > 24+x,, to osiagniecie brzegu x, w jednym kroku jest niemozliwe. Trzeba wowczas
przyja¢ punkt x = 24+x, jako x;, temperaturg wyliczona w tym punkcie jako 7'5(¢)
i ponownie stosowaé ekstrapolacje do przodu, tym razem dla danych 7, i T5. Co do od-
czytéow z termopar przyjmuje sie wowczas, Ze

(2.9) T(p)= T, M B e-mwa T (t —2 ntn
v 2(p)_ 1 Z—J me . oraz 1() - a n! >

n=1 n=1

gdzie B, i a, wyznacza si¢ analogicznie, jak poprzednio 4,,1 b,. Rozwigzanie dla ekstra-
polacji do przodu ma posta¢ zblizona do rozwiazania otrzymanego przy ekstrapolowaniju
temperatury do tyhu. : ‘

Wykorzystujac te metode wyznaczono w pracy [18] takZze rozwiazanie zagadnienia
odwrotnego dla plyty dwuwarstwowej, jak réwniez nakre§lono sposob postgpowania przy
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rozwiazywaniu tego typu problemdw dla plyt wielowarstwowych. Okazuje sie, ze do roz
wigzania zagadnienia odwrotnego dla plyty wielowarstwowej o ile$ci warstw réwnej 5
lub wiecej wystarcza odezyty z czterech termopar, z ktorych po dwie musza znajdowagé
si¢ w dwbch warstwach zewnetrznych z kazdej strony. Termopary nie moga by¢ rozmiesz-
czone dowolnie, lecz ograniczenia narzucone na ich rozmieszczenie nie stwarzaja pro-
blemow przy wykorzystaniu praktycznym tej metody.

Bazujac na metodzie podanej w pracy [18], CHEN i THOMSEN [9] rozwiazali odwrotne
zagadnienie dla rury grubosciennej dla malych czaséw. Zatozenie krétkotrwaloscei rozwa-
zanego procesu pozwolito uwzgledni¢ dane tylko z jednej termopary. Zamiast drugiego
czujnika przyjeto zaloZenie, ze dla bardzo krotko trwajacych proceséw. nagrzewania
powierzchnia zewnetrzna rury nie zdazy sie nagrza¢, w zwigzku z czym mozna zam1ast grubej
rury rozwazaé przestrzen z pustka walcowa.

Metody szeregowe typu zaprezentowanego przez Imbera i Khana wydajq sie mied
przed sobg liczne zastosowania w zagadnieniach odwrotnych termosprezystosci. Cechuje
je bowiem nie tylko — jak wykazano w pracy [18] — bardzo duza dokladnos¢ przy sto-
sunkowo niewielkim naktadzie pracy ze strony maszyny cyfrowej, ale réwniez precyzyjne
okreslenie obszardw, dla ktorych dokonane ekstrapolacje sa wiarygodne.

2.2 Analiza transformat Laplace’a. Metoda analizy rozwigzania rownania przewodnictwa
w transformatach Laplace’a jest metoda badawcza narzucajacy sig, jesli chodzi o zagad-
nienia odwrotne. Jest to wszakze — jak sie okazuje — metoda nieefektyWna, jesli trzymaé
sig joj $ciSle. W przeciggu ok. 20 lat jej stosowania dla potrzeb zagadnien odwrotnych
przewodnictwa cicpla — tzn. poczawszy od pracy MASKETA i VASTANO [28] z roku 1962,
a skonczywszy na artykule CIALKOWSKIEGO i GRyYsY [12] — udawato si¢ tylko przedsta-
wia¢ rozwigzania tych zagadnien w transformatach, przy czym byly to. transformaty nie
. do odwrocenia Scistymi metodami. Tak wigc prace §ci$le stosnjace metode analizy trans-
format miaty raczej warto$é tylko poznawcza, zas rozwigzania w postaci jawnej mozliwie
byly tylko do uzyskania dla punktéw brzegowych, dla tzw. brzegowych zagadnien odwrot-
nych [10]. Dopiero IMBER [22], kombinujgc analiz¢ transformat z metoda dopasowywania’
funkcji, podal przyblizony sposéb rozwigzywania wewnetrznych zagadnien odwrotnych,

MASKET i VASTANO [28] jak réwniez i SABHERWAL [32] przedstawili transformaty
temperatury i strumienia ciepta na powierzchni przy pomocy wyrazen zawierajacych trans-
formate odpowiedzi termperaturowej jednego punktu wewnetrzncgo. W zagalnieniach
przez nich rozwazanych zakladano zerowg temperature poczatkowa oraz warunek sy-
metrii (w przypadku ptyty warunek izolacji) dla x = 0. W obu pracach autorzy twierdza,
ze transformaty rozwigzan mozna odwroci¢, lecz w pracy [28] nie podano oryginaiéw,
za§ w pracy [32] podane oryginaly wzigte s3 ,,z powietrza”, bez najmniejszej wzmianki
o metodzie ich uzyskania.

Wyniki ciekawsze z punktu widzenia metodyki rozwigzania, choé tez nieefektywne
jedli chodzi o procedurg odwracania transformat rozwiazan, zaprezentowano w pracach
[34] i [14]. SrARROW, HAJI-SHEIKH i LUNDGREN W pracy [34] dopuszczaja niejednorodny
warunek poczatkowy dia temperatury. RozwaZajac zagadnienie odwrotne dla kuli otrzy-
mali’ transformate temperatury powierzchniowej w postaci

_ " smhl/s
(2.10) T(1,5) = f(s) x Sih (7 /5 ) /5y’
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gdzie f(t) = T(x*, t) jest znanym przebiegiem temperatury w punkcie wewnetrznym
x* €<0, 1, za$ s jest parametrem transformacji. Dla transformaty danej wzorem (2.10)
oryginal nie istnieje i z tego powodu autorzy prébowali obejs¢ problem, spycnykquc
funkeje f(#). Dokonali tego w dwéch etapach. Najpierw zapisali transformate f(s) w po-
staci

(2.11) 7Gs) = 2(s) =75,

Nastgpnie, podstawiajac (2.11) do (2.10), otrzymali taka posta¢ transformaty temperatury,
dla ktérej prébowali okresli¢ orygma1 metodami przyblizonymi najpierw dla malych cza-
séw, a nastepnie dla czasow dowolnych, Rozwiazanie dla matych czaséw uzyskuje sie
1—e-2Vs :
przez przyblizenie utamka Toovs’ wystepujacego w iloczynie z g(s) po prawej stro-
nie przeksztatlconego wzoru (2.10), przez szereg potegowy wzgledem e~2* Vs Otrzymuje
si¢ w ten sposéb rozwigzanie w postaci catkowej, przy czym funkcja g(¢) okre§lona jest
przez rownanie catlkowe wynikajace ze wzoru (2.11). o

Rozwiazanie dla czaséw dowolnych uzyskuje si¢ metoda dopasowywania funkcji
[31]. Metoda ta — og6lnie rzecz biorac — polega na przyblizeniu transformaty funkcji,
ktéra jest nieodwracalna, przez zblizona do niej transformate, dla ktorej oryginal jest
znany. Sprawdzanie, czy funkcja, przy pomocy ktérej zastepuje si¢ niewygodna transfor-
mate, jest do tej ostatniej dobrze ,,dopasowana’, odbywa si¢ przez ustalenie dla niej war-
toéci w zerze i w nieskonczonoscei, a nastgpnie poprzez graficzne [29] lub numeryczne
sprawdzenie, czy dopasowywana funkcja ma wykres (oczywiscie dia argumentu s 1ZeCzy-
wistego) zblizony do wykresu tej transformaty. Z punktu widzenia matematyki metoda
ta jest niescista, jednakze z punktu widzenia inzynierskiego jest ona poZyteczna, gdyz:
daje stosunkowo doktadne wyniki w catym zakresie zmiennodci 2.

W pracy [34] zalety metody dopasowania funkcji nie zostaty dostatecznie wykorzy-
stane. Metoda ta przyblizano przebieg temperatury powierzchniowej przy znanej funkcji
f(2), ale poniewaz po drodze trzeba bylo rozwigzaé rownanie calkowe okreslajace g(¢),
liczba kolejnych aproksymacji byla dosy¢ duza i stad mozliwo$¢ doktadnego oszacowania
numerycznego temperatury jest raczej watpliwa. Uzyta metoda rozwigzywania réwnania
catkowego okreslajacego funkcje g(t), polegajaca na podziale przedziatu czasu na pod-
przedzialy, musi by¢ stosowana ostroznie, gdyZz przy zbyt malych podprzedzialach biad
aproksymacji gwaltownie wzrasta 1 moga si¢ pojawié oscylacje. Autorzy przestrzegaja
przed ta ewentualnoécia i prébujg ustalié najmniejsza wielkosé podprzedziatéw. Do mi-
nusdw pracy nalezy zbytnie zaufanie, jakie autorzy pokiadajg w mozliwosciach rekon-
strukcjftemperatury' brzegu. Wydaje sig, iz ich stwierdzenie, ze znajomo$é¢ odpowiedzi
temperaturowej w é’rodku kuli pozwala wyznaczy¢ temperaturg brzegu, jest przesadzone.
Wiadomo bowiem, ze wplyw warunkéw brzegowych jest we wngtrzu ciata thumiony i dla-
tego ekstrapolacja temperatury jest zawsze obarczona pewnym bledem.

Metode uzyta w pracy [34] probowali usprawnié DEVERALL i CHANNAPRAGADA [14].
Jednakze réwniez i oni otrzymali wyniki w postaci skomplikowanych catek.

Klasyczna metodg analizy transformat Laplace’a probowano takze atakowaé zagad-
nienia odwrotne w pracach [10] i [12]. Réwnanie przewodnictwa bylo tam rozwaZane
wraz z zerowym warunkiem poczatkowym, warunkiem symetrii (izolacji w przypadku
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plyty) dla x = 0 i przy znanej odpowiedzi temperaturowej jednego punktu wewngtrznego,
W odréznieniu od wszystkich wyzej oméwionych prac, zaktadano tak w [10] jak i w [12],
ze na brzegu panuja warunki III rodzaju (swobodna wymiana), przez co rozwazZane za-
gadnienie odwrotne moglo prowadzi¢ badZ do wyznaczenia temperatury powierzchni,
badZ strumienia cieplnego, badz tez liczby Biota. W pracy [12] podano rozwigzanie w po-
staci splotowej, przy czym jest ono zlozone z trzech wyrazen, opisujacych kolejno — tran-
sformate odpowiedzi temperaturowej, transformate rozwiazania problemu brzegowo-
poczatkowego dla warunku I rodzaju, oraz transformatg tzw. funkcji intensywnosci
grzania. W pracy tej podano réwniez ograniczenia, jakie musza by¢ spelnione w przypadku
funkeji T'(x*, t), jesli ma ona opisywaé wewngtrzna odpowiedz temperaturowa. Okazuje
sig, ze dla transformaty T(x*, s) musi by¢ spelniona nier6wnoséé

(2.12) s T(x*,s) — Tp(/s) | M, x*e < 0,1,

X I_g(x*Ys)
gdzie M — dowolna stata dodatnia, I_z(z) — zmodyfikowana funkcja Bessela I fodzaju,
rzedu ,,— 7. B jest tzw. parametrem ksztaltu Rozwiazanie zagadnienia odwrotnego staje

sig rozwia‘zéniem dla kuli, gdy § = ——-, dla walca gdy £ = 01 dla nieskonczonej plyty

1 . . .
gdy B = =~ Idea wprowadzenia parametru ksztaltu nie jest nowa; uzywali go takze

m.in. IMBER i KHAN w pracy [18].

Autorzy pracy [12] nie prébowali szukaé retransformat rozwiazania dla x* € <0, 1.
Wyznaczyli natomiast rozwigzanie tak postawionego zagadnienia dla x = 1 (brzegowe
zagadnienie odwrotne), Oczywiscie dla warunku I rodzaju tego typu rozwiazanie jest
nieciekawe, lecz dla warunkéw IT rodzaju pozwala ono ustali¢ relacje pomigdzy tempera-
tura czynnika grzejacego, strumieniem ciepla na brzegu i liczbg Biota (bezwymiarowym
wspdlczynnikiem przejmowania ciepla.)

Posta¢ splotowa rozwigzania réwnania przewodnictwa cieplnego dla walca, kuli i ply-
ty [10, 12] wykorzystano do zdefiniowania miary odlegtoéci procesu nagrzewania (chto-
dzenia) z liczbg Biota ; od procesu nagrzewania (chlodzenia) tego samego ciala (i w tej
samej temperaturze otoczenia) z liczba Biota y, (w Szczegolnosm 0 < 9, < 00, P, = ).
Miara ta jest zdefiniowana wzorem

Fo

(213)  #(Fo, i, 2. B) = J [Fu(Fo, 92, B)—Fy(Fo, vy, B)IAF, =
0

C o= 2 g 2 .F

. —-ln.Z o e—lul o

=2§;(% : - = Bi,i=12,
H=1 1/‘}%_*‘/1'?,2 1/)1+/1n 1 1/)1 !

gdzie liczby 4, ;, i= 1,2, sg pierwiastkami réwnania przestgpnego

A FpraB) =y Fp(H) =0, i=1,2
F(2) — funkcja Bessela I rodzaju rzedu », Bi— liczba Biota, F, — liczba Fouriera
(bezwymiarowy czas). Wielkodé, wprowadzona przy pomocy wzoru (2.13), znakomicie

'
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nadaje si¢ do odnoszenia procesu nagrzewania z dowolng liczba Biota do procesu nagrze-
wania. z warunkiem brzegowym I rodzaju, a co za tym idzie, do decydowania, w jakim
stopniu proces nagrzewania moze zosta¢ przyblizony procesem z warunkiem I lub II
rodzaju. Réwniez w pracy [10] podano rozwiazania zretransformowane tylko dla x* = 1,

Do prac [10] i [12] powr6cimy jeszcze w rozdziale 5 z uwagi na inme ciekawe idee
w nich zawarte.

Na zakoficzenie rozwazan dotyczacych analizy transformat oméwimy jeszcze prace
ImBeERA [22]. W pracy tej rozwazano zagadnienie odwrotne dla walca. Autor bardzo
szybko uzyskuje rozwigzanie w transformatach. Nastgpnie dokonuje aproksymacji re-
transformaty dla matych czaséw. przy pomocy odpowiedniego przyblizenia wewngtrznej
odpowiedzi temperaturowej (szereg quasipotegowy zawierajacy funkcje erfc) oraz zasta-

s /s . -
pienia utamka I, (x ]/7 )/ 1, (x* I/—H—) przez rozwinigcie asymptotyczne (x* — punkt,
!

w ktérym zarejestrowano wewngetrzng odpowiedZ temperaturowa). Ta cze$é pracy jest
podobna do wezesniej omdwionych (np. [34]). Ale nastepnie autor dokonuje przybli-
zenia rozwigzania dla catego zakresu zmiennosci t. Wykorzystuje w tym celu metode do-
pasowania funkcji [31, 34]. Poszukuje funkcji F(s), posiadajacej tatwa do znalezienia
retransformate, a bedaca dobrym przyblizeniem ulamka

I R

| w2

Funkcja ta dla x* > 0,5x odbiega od warto$ci wspomnianego ulamka, liczonych dla s
rzeczywistego, nie wiecej niz o 1,1%. Autor zaklada poczatkowo, ze F(s) ma postaé

= a, px* a, s
2.15 : F(s) = = _
(2.15) O Trasp* T iTagpx’ P ]/

gdzie nieznane wspotczynniki a,, a3, a4 1 ag sa funkcjami zmiennej x. Dopasowujac F(s)
do funkcji (2.14) dla matych i duzych czaséw ustala postaci tych wspétczynnikéw, a na-
stepnie, opierajac sig ma numerycznym poréwnaniu zwigzkéw (2.14) i (2.15) dla argu-
mentu rzeczywistego, znajduje poprawke, decydujacqa o dobrym przyblizeniu utamka
(2.14). Ostatecznie F(s) przyjmuje si¢ w postaci

az p x* ag

Ty 1,25
— x*
2. = o *o0]—-
@16) F@&) =" s+ Trac 557 ~046379px ( . ) X

V* 0,4
xexp[—-l,39028px* . (1—'7) ]

Zastepujac ta funkcja utamek (2.14) otrzymuje sig takie przyblizone wyrazenie na trans-
formate temperatury, ktére daje sig¢ w prosty sposéb odwrécié. Otrzymana funkcja T(x, 2)
przybliza wartosci temperatury w obszarze x e (x*, X», gdzie x jest wartoécia graniczna,
dla ktérej jeszcze funkcjonuje odwracanie funkcji T(x, s) przyblizonej poprzez zastg-
pienie vlamka (2.14) przez F(s); Blad, z jakim Imber przyblizyl wartosci temperatury
we wspomnianym obszarze, byt nie wigkszy niz 0,3%.
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Metoda dopasowywania funkcji w ujeciu Imbera jest metoda efektywna i dajaca
w okre§lonym obszarze wyniki bardzo obiecujace. Wada tej metody jest moze zbyt duza
przewaga intuicji nad matematyka w doborze funkeji ,,zastepczej”.

2.3. Podejscia oparte na metodzie réznic skoficzonych. Tego typu podejscia byly stosowane
w wielu pracach. Bylo ono bad? wykorzystane do wyliczenia wartoci liczbowych rozZwig-
zania danego w postaci bardzo skomplikowanej, jak np. w [16], badZ w celu ekstrapolacji
temperatury poza obszar wyznaczony przez punkty o danych odpowiedziach temperatu-
rowych [1, 15, 17], przy czym w pracy [17] zastosowana jest metoda elementéw skoniczo-
nych. Zadna ze wspomnianych prac nie wnosi nic nowego do metodyki rozwigzas. Na-
tomiast interesujaca wilasnie z punktu widzenia sposobu, w jaki wykorzystano metode
T6Znic skonczonych, jest praca TrRusLLo [37].

Trujillo rozwaza rdwnanie macierzowe postaci

dx

17 i=K-x+T g, gdzie =x = i

>

z warunkiem poczatkowym x(0) = C - x(2) jest wektorem (nx 1), reprezentujacym zmien-
ne stanu, K — pewna macierza ( nXn) reprezentujaca wlasnodci rozwazanego ciala,
T jest pewna macierza (nxm), za$ g jest wektorem (mx 1) reprezentujacym wymuszenie.

Problem odwrotny w ujeciu Trujillo jest to tego typu zagadnienie, w ktdrym znane sa
macierze K 1 T oraz wszystkie lub niektére ze sktadowych wektora x (zmiennych stanu),
podczas gdy nieznane sg wielko$ci wymuszajace proces. Réwnanie (2.17) autor fozwiqzuje
metodg réznic skonczonych, przy czym minimalizacja blgdu odbyw’a si¢ przy uzyciu w pe-
wien szczegblny sposéb metody najmniejszych kwadratéw. Autor podaje przyklady roz-
wigzania réwnania (2.17) dla przypadku odwrotnego zagadnienia przewodnictwa ciepla
jak i dla odwrotnego problemu dynamiki konstrukcji. W bardziej dla nas interesujacym
pierwszym przypadku wektor x(¢) to temperatury punktéw reprezentujacych plastry,
na jakie podzielono pyte (jest to wigc metoda dyskretyzacji zmiennych przestrzennych),
macierz K wigZe sig z dokonanym podzialem i jest oczywiscie macierza pasmowa, macierz
T zawiera rézne od zera elementy tylko dla tych warstw, w ktérych dane éac przebiegi
temperatur badz strumieni ciepta, za$ wektor g jest wektorem ztozonym ze znanych od-
powiedzi temperaturowych. W ten sposob zagadnienie odwrotne zostaje sprowadzone
do ukladu zwyczajnych réwnan rézniczkowych, ktére daje sig stosunkowo prosto rozwiazaé
numerycznie. )

2.4. Rozklad na szexcg probleméw prostych. Metoda ta-zostala po raz pierwszy uiyta przez
G. StoLza [35]. Istota metody jest wykorzystanie rozwigzania zagadnienia bezposredniego
dla stalego wymuszenia danego poprzez jednostkowy strumien ciepta, przy jednoczesnej
dyskretyzacji zmiennej czasowej. Autor wykorzystuje zatem znajomo$¢ funkcji F(x, t)/Z
-(Z — pewna stala), bedacej rozwigzaniem problemu brzegowo-poczatkowego postaci
’ B 00 ' .00

(2.18) x V0~ TR 0, x| _s =0, O(x,0) =0, . k-5; e = 1.

Dla warunku brzegowego. Il rodzaju z prawa strong dowolnej postaci, np. rowng — D(1),
oraz dla niezerowego (réwnego pewnej stalej @;) warunku poczatkowego, mozna teraz
Iatwo uzyskaé rozwiazanie, wykorzystgjqc twierdzenie o splocie:
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(2.19) [0,—0(x, H]Z = f @(,u)(%F(x,t—ﬂ)dy.
0 . X

Nastepnym krokiem jest przyblizenie funkcji @(t) funkcja schodkows, ktéra przyjmuje
wartosci state w przedziatach czasowych o dtugodei At = A. Poszezegdine skladniki sumy
przyblizajacej @(¢) réznia sig 0 0D(j 1) = 0D, n(t—j A), gdzie n(x) — funkcja Heaviside’a,

oraz j =0, 1, 2 ... n. Po tym kroku otrzymuje si¢ rozwiazanie (2.19) w postaci przy-
blizonej ' '
1N .
2.20) 0,~0s,n 1) = -+ > 00(j 2) F(x, (1)) 2).
- j=0

Przechodzac teraz do zagadnienia odwrotnego, zakladamy ze O(x*, t) = f(¢) jest
Znane, a wyznaczy¢ nalezy przebieg strumienia ciepta na brzegu. Oznacza to potrzebg
wyznaczénia wyzstkich wartosei @(j - 'A). Wykorzystujac fakt, iz F(x, 0) = 0, otrzymuje
sie. s

n-2 . .
-
@21)  6B[n—1) 4] = — Z (60 1) F(x*, (n—)) A1+ Z [0,—O(x*, n D} x
7=0
y 1
_ F(x* A)~
Poniewaz kazda warto$¢ 6@ (n - 1) zalezy od wszystkich poprzednich przyrostdw strumienia
ciepla, wigc rozwiazanie moze by¢ teraz generowane krok po kroku poczawszy od ¢ = 0. -
,Dla przyrostu d®(0) dostaje si¢ stad
_Z
F(x*, A)

a nastepnie na podstawie (2.21) latwo wyznacza si¢ pozostalte przyrosty strumienia cje-
pla.

@22) 5B(0) = [0:—O(x*, 2,

Autor ostrzega, ze krok czasowy nie moze by€ zbyt maly, gdyz wystepuje wéwczas
mozliwo$¢ oscylacji rozwiazania (por. takZe uwagi zawarte w pracy [34]).

Podobna metodg stosuje takze w swoich pracach J. V. Beck. Rozwazal on w [5] takze
problem wyznaczania powierzchniowego strumienia ciepla. Jednakze o ile ,,wygladzanie”
rozwigzania Stolz przeprowadza wykorzystujac réwnowage cieplna, o tyle Beck robi
uzytek z metody najmniejszych kwadratéw przy wykorzystaniu idei tzw. wspélczynnikéw
wrazliwosci [4]. O podejéciu Becka bedziemy moéwié dalej przy omawianiu probleméw
nieliniowych, \

A
3. Nieliniowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa cieplnego

Zagadnienia nieliniowe nastreczaja wiele trudnoéei juz przy rozwigzywaniu problemow
bezposrednich. Problemy odwrotne poteguja te trudnosci, gdyz nie tylko chodzi wéwczas
0 rozwiazanie nielatwego zagadnienia brzegowo-poczatkowego, lecz takze o ekstrapolacjeg -
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otrzymanego rozwigzania poza obszar wyznaczony przez punkty wewnetrzne ze Znanymi
odpowiedziami temperaturowymi, i to w taki sposéb, aby uwzgledni¢ nieliniowosé. Z tej
przyczyny prac traktujgcych o zagadnieniach nieliniowych jest stosunkowo niewiele,
Tym niemniej wéréd nich daje si¢ wyrézni¢ dwie metody:

3.1. podejécia oparte na metodzie réznic skonczonych, oraz

3.2. rozklad problemu nieliniowego na szereg probleméw linlowych (metoda calkowa).

Co do pierwszej metody istnieje pewna liczba prac, w ktérych stosuje si¢ ja z po-
wodzeniem i przy wykoszystaniu interesujacych modyfikacji. Metoda druga jest prezento-
wana na przykladzie jednej pracy, [23], z roku 1979. Podejécie zaproponowane w tej pracy
dotychczas nie bylo stosowane w rozwazaniach dotyczacych zagadnien odwrotnych.

3.1. Podejécie oparte na metodzie réznic skoiczonyeh. Podejicie to stosowane bylo m. in. w pra-
cach [3, 6, 10, 11 i in.,]. Prace [3, 10 i 11] to wykorzystanie klasycznego aparatu metody
r&znic skofczonyeh, przy czym w pracy [3] zarysowana jest, wykorzystana w [6], a omé-
wiona dokfadniej w [4], metoda tzw. wspolczynnikow wrazliwosci. Prace [10] i [11] za-
wierajg, m. in., przyblizone rozwigzania nieliniowych zagadnien odwrotnych w sensie
p. 4° ze wstgpu.

Praca, ktéra warto tu nieco szerzej omowic, jest praca BECka [6]. Modyfikacja metody
réznic skonczonych, ktéra sie on postuguje, opiera sig na koncepcji tzw. nieliniowej esty-
macji. Metoda ta jest przedstawiona na przykiadzie plyty nieskoiiczonej. Autor formutuje
problem nastgpujaco:

G sl e, o TeRD= YO, | =0,

a( aT) oT oT
2
Ox X=Xt

oraz T(x,0) = Ty(x),

gdzm Y(z) oraz T;(x) sa znanymi funkcjami, x* € (x,, x;) przy czym autor przyjmuje
=0, x; =L, x* = E< L O 1i ¢, zaklada si¢, ze mogg by¢ funkcjami temperatury
i znuennych przestrzennych.

Wiellcosciami poszukiwanymi sa pow1exzchmowy strumien ciepla i powierzchniowa
emperatura.

Rozwigzanie tego problemu moze zosta¢ wyznaczone przez zastosowanie kilku przy-
blizent przy pomocy réznic skonczonych, jak zrobiono np. w [3]. Jednakze z pracy [7]
wynika m. in., Ze je$li zmniejszaé kroki czasowe, to coraz wyizsze pochodne po czasie
funkcji Y{#) i strumienia w punkcie x* = FE staja si¢ nie do pominigcia. Przy uzyciu forma-
lizmu réznic skonczonych oznaczaloby to konieczno$é uwzglednienia réinic wyzszych
r2¢ddw. Z drugiej strony wiadomo [6, 34, 35], Ze zmniejszanie kroku czasowego prowadzi
do utraty stabilno$ci procedury numerycznej.

Idea nieliniowych estymacji pozwala po czgéci omina¢ te trudnosci, aczkolwiek kosztem
pojawienia si¢ nowych, o ktérych mowa ponizej.

Jako zerowe przyblizenie dla g tzn. jako ¢° przyjmuje sie rozwigzanie problemu linio-
wego. Nastepnie wyznacza sig, rozwiazujac nieliniowe zagadnienie brzegowo-poczatkowe
(3.1)y, (3.1)3 (3.1)4 przy wykorzystaniu wyznaczonego ¢°, przebieg temperatury T stanowia-
cej odpowiedZ temperaturows punktu E na wymuszenie ¢°. Procedura wyznaczania stru--
mienia g polega na minimalizowaniu funkcjonah
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7
G2) . . F@ =) (Tri= Y2,
i=1
gdzie g = [g1, 42, ..., qn] jest wektorem, ktérego wspélrzgdne okreslone sa nastepu-
-jaco:’ o
q(oa t) = qn dla @n—l <t< @n:

Y, 1 jest wartodcig zmierzonej w punkcie £ temperatury w chwili ¢, ;, T, ; jest temperatura
wyliczong dla chwili ¢ +i przy zalozeniu, ze warto§¢ - umienia ciepla na powierzchni
wynosi ¢. (Zatem dia ¢° otrzymuje si¢ temperaturg 7°).

Krok czasowy dla wyznaczenia Y, ,; czy T, ; moze si¢ rézni¢ od kroku czasowego
dla wyznaczenia g,. Zachodzi migdzy nimirelacja 40 = m - At, gdzie m — liczba naturalna,
AO — krok czasowy przy dyskretyzacji strumienia, za$§ Ar dotycza Y i T. Oznacza to, Ze
@, 11, sa tg sama chwila czasu gdy m M = ».

Liczba J, do ktdérej nastgpuje sumowanie po prawej strome (3.2), jest réwna J = mr,
gdzie r = 1, 2, 3 lub 4; rzadko trzeba przyjmowaé r wigksze od czterech. Dzieki temu dla
r > 1 przy wyznaczaniu strumienia wykorzystuje si¢ ,,przyszie’ temperatury. Jesli bowiem
wyznaczana jest wartodé g, to sumowanie obejmuje wskazniki od = m + M poprzez
n+m=m(M+1) az do y+rm = n+J. Dzigki temu autor uzyskuje bardziej precy-
zyjne wyniki; chwyt dotyczacy mozliwosci wprowadzenia do (3.2) temperatur T,
gdzie i > m, polega na zatozeniu (tylko na uzytek chwilowo wykonywanych rachunkoéw),

Z€ Grme1 = Iue2 = - Iual.

Aby zilustrowaé sposob, w jaki funkcjonuje metoda, zalézmy Ze wyznaczone jest
glrl,, tzn I—1 przyblizenie strumienia ciepla w chwili (M +1) 460. Oznacza to, Ze znamy
réwniez Ti7}!,. Rozkladamy teraz T),, w szereg Taylora:

(3.3) T; i o~ T-,;J-zl-l'@M 0, i VqM+1’
gdzie Vgl = Ghry1—qhri1 zas Pl jest tzw. wspolczynnikiem wrazliwodci [4], okre-
Slonym mnastepujaco:
o= T = aT’llH ~ 7l+‘ [[IM+1 (1 _}-ﬂ___ ’7"'_,1_[.(15‘;;’1?11_% g <€ 1
> " f aqui & (IM+1 ’

Za ¢ przyjmuje autor warto$é 0,001,

Jak wigc widaé, przyjmuje sig zalezno$¢ funkeyjng pomiedzy T,,; oraz gy ;. Wyko-
rzystujac nastepnie fakt, ze F(g) ma osiagnaé minimum, oraz zwiazek (3. 3), otrzymuje.
sig wzOr na zmiang wartosci strumienia po l-tym przybliZzeniu:

(3.4) VqMH-[Z[@Mm] Z(Y,,H i) Br L.

i=1
Kolejne przyblizenia prowadzi sie az do chwili, gdy zmiana Vg, , bedzie znikoma, np.
bedzie réwna 0,005g}7};.

Metoda daje zadowalajace wyniki dla r = 3 lub 4 nawet przy m = 1. Dla r = 2 roz-
wigzanie silnie oscyluje wokét rozwigzania Scistego, za$§ dla r = 1 procedura numeryczna
jest niestabilna. Metode te mozna takze stosowaé w celu rozwiazania liniowego problemoéw
odwrotnych. W tych przypadkach funkcjonuje ona na zasadach zblizonych do procedury
opisanej w pracy [35]. '
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3.2. Metody calkowe, Zasadnicza réznica pomigdzy metoda catkowa, uzyta przez IMBERA
[23], a metoda omdéwiong wyzej, polega ma tym, ze Imber wyznacza rozwiazanie zagad-
nienia odwrotnego jako funkcje ciagla, podczas gdy BECK [6] wyznacza tylko ciag wartosci
dyskretnych.

Rozwigzanie Imbera sklada sig¢ z dwéch czesci. W czgsci pierwszej rozwaza on bezpo-
$rednie nieliniowe zagadnienie wyznaczenia pola temperatury dla potprzestrzeni. Dokonuije
‘tego metoda kolejnych przyblizerd. Jako przyblizenie zerowe T, rozwigzania réwnania
(3.1), z warunkiem poczatkowym (3.1)4 przyjmuje rozwiazanie dla problemu liniowego.
Znajac rozwigzanie bedace n-tym przyblizeniem (n = 0, 1, 2, ...), uzyskuje sic n+1 —
przyblizenic nastgpujaco. Konstruuje sie- funkcjonat

o I n
o (, 0T\ 0T SN
1(3.5) I(a, CO) CI’ seny Cn) = ojvbf‘ {—a}— (}. —a;)— W - . Ck axz } dxdt,

‘ktdry nastepnie nalezy zminimalizowaé, prZy czym wspéiczynnik a musi by¢ réwny czesci
state] wspdtczynnika przewodnictwa cieplnego A, oznaczonej A;. Funkcja T(x, ) wchodzac
'w skiad prawej strony zwiazku (3.5) jest rozwigzaniem réwnania

| oT  &°T Z 2T,

'(3-§) Qc—; = 0W+k ’ Ceg2 5

state Cy dla k = 1,2, ..., n wyznacza si¢ na podstawie warunkdw koniecznych osiggnigcia
“minimum przez fimkcjonai 1. Zatem aby otrzymac T, ((x, t), trzeba wyznaczy¢ wspolczyn-
niki C,, C,, ..., C, z réwnan
a o
6a  ° aC,
przy jednoczesnym podstawieniu @ = 4;.

Jak wigec widaé, rozwigzanie zagadnienia bezpoéredniego otrzymane jest metoda
rozktadu problemu nieliniowego na ciag probleméw liniowych,

Natomiast nieliniowe zagadnienie odwrotne autor rozwiazuje w oparciu o zreferowana
juz metode rozwiazywania odwrotnych zagadnieri liniowych [18]. Na podstawie rozwiazania
zagadnienia- bezposredniego stwierdza om, iz krzywa opisujaca przebieg odpowiedzi tem-
peraturowej w punkcie wewnetrznym dla zagadnienia'nieliniowego daje sie lokalnie przy-
blizy¢ odpowiednimi krzywymi otrzymanymi dla zagadnies liniowych. W zwiazku z tym
przy nieliniowym zagadnieniu odwrotnym traktuje sie wspolczynnik przewodnictwa A jako
odcinkowo staly i otrzymuje si¢ rozwiazanie jako sklejenie rozwigzan dla poszczegdlnych
zagadnien liniowych. Dla stwierdzenia, czy otrzymane przybliZenie, na podstawie odczytow
z dwdch termopar, jest w poszczegdlnych .przedzialach czasu wystarczajaco $ciste, pro-
ponuje Imber, aby umiescié pomigdzy tymi termoparami trzeci, kontrolny czujnik.

3.7 0, k=12 ..n,

4. Zagadnienia odwrotne wielowymiarowe przewodnictwa cieplnego

Po raz pierwszy dwu- i tréjwymiariowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa ciepla
rozwazal IMBER [20] w 1974 roku. Rozwazal on zagadnienic dwuwymiarowe dla ciala
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o dowolnych ksztaltach, natomiast dla zagadnien tréjwymiarowych okreélit sposéb otrzy-
mania rozwigzania.

Aby rozwazaé zagadnienie odwrotne wiclowymiarowe, trzeba znaé a priori tempera-
ture w zamknigtym obszarze wewnatrz ciala. Z tego powodu termopary winny by¢ usy-
tuowane na brzegu tego obszaru, tzn. na krzywych w przypadku dwuwymiarowym lub
na powierzchniach w przypadku tréjwymiarowym. Staje si¢ jasne, ze w przypadkach
wielowymiarowych dokladno$é predykeji temperatury w dowolnym punkcie na zewnatrz
obszaru ograniczonego przez krzywe (powierzchnie)- na ktorych przebiegi temperatur
sa znane, w istotny sposob zalezy od ilosci termopar uzytych do wyznaczenia tych prze-
biegow. '

Ograniczajac si¢ w rozwazaniach do zagadnienia dwuwymiarowego, konstruuje Imber
rozwigzanie w sposob analogiczny jak dla problemu jednowymiarowego [18, 19]. Roz-
wigzuje on zatem roéwnanie '
4.1 . V2T = e
z jednorodnym warunkiem poczatkowym oraz z warunkami opisujacymi temperature
w rogach pewnego prostokata

’ N
(4.2) T(xi, yot) = D) bY 1% ij=1,2,
. ’ n=1 .
oraz na bokach tegoZz prostokata
(4.3) T(x,y;, 1) = f;(1)  pizy czym x € (x, X2),
(4.3), T(x;, 3, 1) = /() przy czym y € (yy, 2)-

W celu otrzymania rozwigzania we wnetrzu prostokata, wykorzystuje transformacje
Laplace’a. Specjalnych metod trzeba uzyé dopiero przy eksploatacji rozwiazania poza
ten obszar. Istota metody ekstrapolacji temperatury w przypadku wielowymiarowym polega
na sprowadzeniu zagadnienia do jednowymiarowego. Dokonuje si¢ tego, dobierajac
odpowiednie drogi, na ktérych przeprowadza 8ig operacje ekstrapolacji. W rozwazanym,
dwuwymiarowym przypadku autor wybiera przediuzenia bokéw prostokata. Uzyskuje
w ten sposdb do predykcji temperatury na zewnatrz obszaru te same dane, ktore poshuzyly
mu do wyznaczenia rozwjazania wewnatrz prostokata. Postepujac teraz zgodnie z omoéwiona
w rozdziale 2.1, pracy metoda, [18], otrzymuje w ten sposéb po jednym lub kilku krokach
przebiegi temperatur w o$miu, punktach na brzegu rozwaZanego ciala. Aby wyznaczyé
przebiegi temperatur w punktach wewngtrznych badZ brzegowych nie lezacych na wspo-
mnianych wyzej drogach, nalezy obra¢ jako nowe drogi ekstrapolacji badZ proste prze-
chodzace przez prostokat (réwnolegle do poprzednich), badz przecinajace obszar wyzna-
czony przez te proste. W ten sposéb mozna wyznaczy¢ przebiegi temperatur w kazdym
punkcie dwuwymiarowego ciata o dowolnych ksztattach, tyle tylko, ze czeéé wyznaczonych
przebiegéw beda to wyniki niejako drugiej generacji (w oparciu o dane — wyniki ekstra-
polacji na drogach przechodzacych przez obszar prostokata).

Metoda Imbera jest dosyé ucigzliwa w zastosowaniu do probleméw wigcej niz jedno-
wymiarowych. Potrzeba wykorzystania jako -danych wyznaczonych uprzednio poza

3 Mech. Teoret. 1 Stos. 4/80
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obszarem przebiegow temperatury znacznie zwigksza mozliwo$¢ biednej aproksymacii,
Ponadto minusem metody jest konieczno$¢ wprowadzenia do badanego obiektu duzej
iloéci termopar. Imber podaje, ze przy osmiu czujnikach (w kazdym narozu i w $rodku
kazdego boku prostokata) otrzymane wyniki sg obarczone blisko 10%; bledem. Wspomina
on takze o ,,waskim gardle” metody, jakim jest — przy duzej liczbie termopar — wielkosé
ukladu réwnan na wyznaczenie statych w zwigzkach typu (2.8). Przy dwunastu termopa-
rach (po dwie termopary pomiedzy narozami) i przy uwzglednieniu tylko pigciu pierwszych
wyrazéw szeregdw typu (2.8), (zawieraja one — z uwagi na dwuwymiarowo$¢ zagadnie-
nia — wyrazy o dwéch wskaZnikach, podobnie jak po prawej stronie zwiazku (4.2)) —
liczba niewiadomych. wynosi 40 [21], tzn. do wyliczenia s wyznaczniki o rozmiarach
40x 40 i to jeszcze na etapie przygotowywania danych do wyznaczenia ekstrapolowanej
temperatury! Z tej przyczyny Imber proponuje [21], aby termopary umieszezad blisko
interesujacego nas obszaru, a wymiar prostokata i liczba termopar powinny by¢ jak naj-
mniejsze.

Wydaje sie, ze stosowanie metody Imbera nie moze da¢ wynikéw bliskich rzeczywi-
stoéci, gdyz wprowadzenie duzej liczby czujnikdéw spowoduje niewatpliwie zmiany w polu
temperatury. '

5. Odwrotne zagadnicnja temperaturowe w termosprezystoscl

Zupelnie nowe mozliwosci, szczegdlnie jesli chodzi o wyznaczanie pola temperatury
na zewnatrz obszaru o znanych warunkach brzegowych, wprowadzajg idee zawarte w pra-
cach [10]1 [12]. W pracach tych oméwione sa metody wyznaczania temperatury i strumienia
ciepla na powierzchni cial, gdy uwzglednia sig efekt sprz¢zenia pola temperatury z polem
przemieszczen. Dokonana analiza dotyczyla jednowymiarowych zagadnien teorii naprezen
cieplnych (a wigc bez uwzglednienia tzw. efektéw krzyZzowych). Sformulowanie problemu
zawierato réwnanie przewodnictwa cieplnego (2.1) z jednorodnym warunkiem poczatko-
wym, warnnkiem symetrii (izolacji w przypadku plyty) dla x = 0 oraz réwnanie ruchu
w przemieszczeniach.

2 1-28 & 1-28 1 @& AT(x, 1)
[ Wt T T e e |t =k
z warunkami brzegowymi i poczatkowymi

du(x, 1)
ot

5.1

(5.2) u(x, Q). =

=0, u0,0)=0; o.(,1)=0

2G (1+26%)
e[1—-(1-2fp] "

f# — wspébtczynnik ksztattu, oméwiony w rozdziale 2.2, u(x, t) — przemieszczenie w kierun-

gdzie ¢? = G — modut Scinania, » — liczba Poissona, o — gestosé,

kuosix, kg = T:}_—%a,, o, — rozszerzalno$¢ cieplnej. W rozpatrywanym zagadnieniu
B # 0,5. o,y jest wspotrzedna tensora napreZenia, okre§lona nastepujaco:
2G wll u
5.3 = 28 - )22 - el
(5.3) Tee = [T —2B) [(1+ By +(1-28)» : (1+9)0, T]
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W celu otrzymania rozwigzania zagadnienia odwrotnego pola temperatury stosuje si¢
tu, podobnie jak i w wielu poprzednio oméwionych pracach, analiz¢ transformat Laplace’a.
Pozwala ona wyrazi¢ temperaturg powierzchniowa lub strumien ciepla na brzegu, gdy np.
znany jest przebieg przemieszczenia w punkcie x*, tzn. u(x*, ) = u,(t). Dla transformaty
temperatury oraz strumienia ciepla na powierzchni ciala zachodza woéwczas zwigzki
[10]

(1, 5) = w(s) Cf;;sk . _V SIs(Y5) Ly(s. B) :
I‘ﬂ"'l(x* ]/S ) Ll(s’ ﬁ) “I-ﬁ+1(x*—c—)L2(S, ﬁ)
(54) | . _
2, 9) = () — i - sTpy(Vs) Li(s. B) :
: I-p+1(x* ]/S) Ll(S, ﬁ)—I_ﬂ+l(x=k_C_) LZ(S, ﬂ)
gdzie )

Ly(s, ) = (1+29) I_ﬂ(—f;-) ~(1=20) U =(1 =281 =T, (—j)

La(s, f) = (1+267) Ki I(/5)=(1=28) [1=(1=28) "1~ Ty u(V/5)

Podobne zwiazki mozna podaé dla przypadku, gdy znany jest w punkcie wewngtrznym

przebieg naprezen cieplnych [10, 12]. Aby transformaty zwigzkéw (5.4) byly odwracalne,

funkcja u,(f) musi by¢ odpowiednio regularna tak, ze beda spelnione dla niej warunki

analogiczne do warunku (2.12) {10, 12]. Przy zastosowaniu pomiaru przemieszczen me-

toda np. znaczonych atoméw (umieszczenie w odlewie np. cylindra silnika §ladowych ilosci
izotopu pierwiastka promieniotwérczego) uzyskuje si¢ mozliwo$¢ dokonywania posrednio

pomiaréw temperatury na tej powierzchni cylindra, kiéra wspotpracuje z tlokiem.

6. Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera przeglad wazniejszych metod rozwiazywania zagadnien od-
wrotnych przewodnictwa ciepta. Jednakie oczywistym jest, Zze nie wszystkie prace dadza
si¢ jednoznacznie ,,zaszufladkowaé”. Do takich nalezy np. praca TuL1szkl [38], gdzie
nie tylko rozwigzano ztozony problem pél temperatury i naprezed, ale takze podano
sposOb wyznaczania temperatury powierzchniowej, ktérego nie da si¢ poréwnaé z zadnym.
z oméwionych. Nalezy jednak przy tym zaznaczyé, iz z uwagi na ztozonoéé rozwazanego
zagadnienia metoda podana w pracy [38] nie jest tak prosta i elegancka jak metoda IMBERA
[18, 22] czy BeckaA [6). Niniejszy przeglad nie zawiera réwniez wszystkich prac napisanych
na temat zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepla. Pominigto np. prace cytowane
w monografii TIEMKINA [36], jak réwniez sama monografig, ktora — choé traktuje o za-
gadnieniach odwrotnych — jest stosunkowo malo czytelna i nie zawiera treici przydatnych
dla eksperymentatora. Niewatpliwie niektore z podejéé zaprezentowanych w tej monogra-
fii, jak np. rozwijanie splotu w szereg, moze jeszcze znalezé zastosowanie, lecz wydaje sig,

3=*
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7e metody omowione w rozdziatach 2.1, 2.4. czy 3.1. naszego opracowania $a znacznie
prostsze i bardziej cleganckie.

Dalsze kierunki badan dotyczacych zagadnien odwrotnych, to rozwaZania dotyczace
probleméw nieliniowych jak réwniez rozwijanie metod predykcji temperatury przy-zna-
nych odpowiedziach przemieszczeniowych czy naprezeniowych w punkcie (punktach)
wewnetrznym. Te drugie problemy stanowia przedmiot badan autoréw tego przegladu.
Warto podaé, Zze w ogdlnosci zagadnienia odwrotne w sensie punktéw 1° 1 2° ze wstgpu
mozna podzieli¢ na -

a) zagadnienia odwrotne jednorodne, tzn dane i poszukiwane s3 przebiegi funkcji
tego samego rodzaju, np. temperatury, oraz :

b) zagadnienia odwrotne nicjednorodne, tzn. dane i poszukiwane sa przebiegi funkeji
réznych rodzajéw (por. rozdziat 5 pracy).

Rozpatrujgc zagadnienia odwrotne niejednorodne, gdy dane sa przebiegi dwoch roZnych
wielkosci, kazda w innym punkcie wewnetrznym, dochodzi sie do wniosku, ze ilo$é pro-
bleméw czekajacych na rozwigzania (zastosowania?) jest znaczna. Zwrécimy chociaZby
uwage na to, ze w punktach x, i x, moga by¢ znane przebiegi, odpowiednio, temperatury
i przemieszczen, temperatury i naprezen, przemieszczen 1 strumienia ciepla itd., a wobec
tego zagadnienia odwrotne moga dotyczyé np. w obszarze,, do tytu” temperatury, a w ob-
szarze ,,do przodu” przemieszczen, jak to jest w przypadku pierwszej ze wspomnianych
par znanych przebiegdéw. Jednocze$nie proste (bezpodrednie) zagadnienie brzegowo-
poczatkowe z warunkami typu Dirichleta badz Neumanna okazuje si¢ by¢ szczegdinym
przypadkiem problemu odwrotnego. Sa to wspomniane w rozdziale 2.2. brzegowe za-
gadnienia odwrotne, wéréd ktérych tylko jeden rodzaj probleméw — z warunkami brze-
gowymi trzeciego rodzaju [10, 12] — to brzegowe zagadnienia odwrotne. wlasciwe,

Ponad potowa prac oméwionych w przegladzie to publikacje z dziesieciolecia 1970 - 1980.
Wydaje sig, ze obecnie, przy burzliwym rozwoju metod badaf nieniszczacych, problematyka
zagadnien odwrotnych, nie tylko dotyczacych pol temperatury, jest szczegélnie aktualna
1 istotna.
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Peawme

OBPATHBIE 3AOAYUM TEMUIOIPOBOIHOCTH — OB30P JIUTEPATYPLI

B paGoTe npoAHCKyTHPOBAHO NYGTHKALIMY,, OTHOCSIIHECS K BOXPOCOM OOPATHBLIX IOl TeMIepaTyp.
DTOT psill BOIPOCOR, KOTOPDLI KHHTEPeCOBaX aBTOPOB 0030pa OCOGEHHO, CBAISHHBIE C NpoGremMamu
ONpeNeNICHMA PaspelllcHHMA BOMpoca KPacBo- HavalbHOrO BHE ofnacTd, onpegenéHHOH uepes Geper,
HA KOTOPOM 3afaHkl YCiHOBHA. Omucado 3afady JIMHeHHbIE Y HEIMHEHHbIE , ONHO K NBYXMEPHBIE, a TAKMKe
ofpaTHbIe 320Ul JULS CONPFOKERHBLIX mToneit. B xoxue paboTh! JaHbL aKTyaIbHBIC HANPABICHA U3y YeHIA
¥ BO3MOXXHOCTH ITPAKTHYECKHX MPHMEHEHHH 06GDATHbIX 337ad.

Summary

THE INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEMS — REVIEW

The papers dealing with the inverse heat conduction problems are being reviewed. The concerns
the following problems: to find a solution of an initial-boundary value problem outside the region deter-
mined by the boundary with prescribed conditions. The linear and nonlinear as well as one- and two-
dimensional problems are discussed. Also some inverse problems of the coupled fields are briefly presented.
In the last part of the review some new aspects and approaches to the problems as well as the possibilities
of application of their solutions arc given.
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EFEKT PRZEJSCIOWY PRZY PRZENIKANIU SEABEJ FALT UDERZENIOWEJ PRZEZ
ROZGALEZIENIE PRZEWODOW

Pawer WIEWIORSKI (£.0DZ)

Wykaz oznaczen

a — predkosé dzwieku,
— predkoéé diwieku w gazie, ktéry doznal przyrostu entropil i rozprezyk
sie do ci$nienia p,,
. A — powierzchnia poprzecznego przekroju kanatu,

d — szerokos¢ kanatu przeplywowego,

M — liczba Macha,

p — ciénienie absolutne,

Ap p—po — nadci$nienie

§ — entropia,
1 — czas,

u — predkodé przepiywu

x — wspolrzedna,

o — wskaznik (rys. 7),

0 — kat rozgalezienia (rys. 4),

»x = 1,4 — wykladnik izentropy,
indeksy:

¢ — parametry stagnacji,
i — parametry zwiazane z falg padajaca,

t — parametry zwigzane z fala przechodzacy,

0 — parametry odniesienia (przed zak}6ceniem),

1, 2, 3, — odnosi sie do poszczegblnych odgatezien,
", — kolejne stany przeplywu (rys. 3),
p, z — parametry przed lub za nieruchoma fala uderzeniowa (rys. 2c)

1. Wstep

Przenikaniu fali uderzeniowej przez rozgalezienie przewodéw towarzyszy efekt przej-
§ciowy, ktérego skutki daja-znaé o sobie w do§é znacznej odleglosci od rozgatezienia
[1]. Efekt ten obejmuje zjawiska formowania sig ptaskich frontéw fal przechodzacych
1 odbitych oraz formowania sie wiru za narozem i jego oddziatywania na przeptyw. Umie-
Jetno$¢ precyzyjnego przewidywania natezenia fal przechodzacych i odbitych jest wazna
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z punktu widzenia dokladnoéci wykonywania obliczef przeplywu nieustalonego w ru-
rociggach maszyn tlokowych, itp: [2], [3]. W obliczeniach natgzenia tych fal zaniedbywano
dotychczas istnienie tego efektu. Znanych jest kilka takich jednowymiarowych metod
obliczeniowych [5, 6, 8]. Sposrod nich, bardziej zloZone metody dobrze przewidujg rze-
czywiste natgzenia fal w dalszej odlegloéci od rozgalezienia; bezposrednio w okolicach
rozgalezienia dobrze przewiduja wartoéci ci$nienia dopiero po zniknieciu efektu przej-
$ciowego, natomiast Zle przewiduja natezenie fali pierwotnej. W pracy [2] zaproponowano
metode obliczania natezenia pierwotnych fal przechodzacych, ktéra uwzglednia dwu-
wymiarowo$é zjawisk falowych. Efekt przejéciowy byt badany [1] w zasadzie jedynie
eksperymentalnie w zakresie stabych fal, analize teoretyczna ograniczono tu do prze-
$ledzenia rozwoju w czasie fali o zatozone] strukturze i o danym poczatkowym ksztal-
cie.

Celem niniejszej pracy jest proba ilociowego opisu wyZze] wspomnianego efektu
przejsciowego. '

e &Y vy R g k‘ d

Rys. 1 — Obrazy wizualizacyjne przenikania fali uderzeniowej przez rozgalezienie [9].,
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2. Obraz przeplywn

Na rys. 1 przedstawionych jest kilka wybranych fotografii pokazujacych historig:
przenikania stabej fali uderzeniowej przez rozgalezienie przewodéw. Wizualizacji doko-
nano [9] metoda smugowa (Schlieren) uZywajac $wiatla blyskowego o czasie blysku
ok. 1 pus z regulowanym czasem opoznienia blysku. Pozwoli}o to zarejestrowaé stany
przeplywu co 10 us. Opis uzytej aparatury mozna znalezé w [5, 9].

Z analizy zdje¢ smugowych wynika nastgpujgcy obraz przeplywu. Fala pada_]qca
napotyka nagle zwigkszenie przekroju kanalu. Powoduje to powstanie na narozu L fali
rozrzedzeniowej (niewidocznej na zdjgciu), ktdra wspoldzialajac z fala padajaca powoduje
jej ugiecie (rys. 1bi 2a), Z chwilg dotarcia ugigtej fali do przeciwleglego naroza P (rys. 2b);

a) c)
1 3
! /7
—— M=t [/ M<1
! 1/
L M>1
L P Ly P
M<1

fala rozrzedzeniowa
———= fala uderzeniowa-

Rys. 2 — Niektore fazy przenikania fali uderzeniowej a, b — przeplyw poddiwigkowy, pi/po < 1,83
¢ — przeplyw krytyczny i naddzwigkowy, pi/po > 1,83.

nastepuje jej podziat na dwie fale pierwotne. Jednoczesnie generuje sig fala odbita od naroza
P (rys. 1d), ktéra przemieszcza si¢ w gorg przeptywu (o ile przeptyw jest poddzwigkowy)
Iub ustytuowuje si¢ w rozgalezieniu (przy przeplywie krytycznym i naddzwickowym)
w obszarze wylotu przewodu 1, rys. 2¢, [2]. Na poszczegdlnych zdjeciach widaé takze
koleine fazy rozwoju wiru za narozem L. Zmiana parametro’w wywolana wzrostem oporéw
przeplywu wywotuje fale rozrzedzeniowa w przewodzie 2 oraz fale zageszczeniowe w prze-
wodach 1 i 3, ktére gonig fale plerwotne i zmieniaja ich natgzenie.

. 3 Teoretyczne przybllienle‘

Jak wynika z obrazéw wizualizacyjnych (wlasnych oraz zawartych w [2]), proces
formowania si¢ fal przechodzacych, tj. ksztaltowania si¢ plaskich frontéw fal jest sto-
sunkowo, szybki i koficzy sie zasadniczo w odlegtosci kilku $rednic od rozgalezienia.
Dluzej trwa w odgalezieniu bocznym, krécej w odgalgzieniu na wprost. Natomiast proces
formowania si¢ wiru za narozem jest stosunkowo powolny, trwa okoto 1 ms, (rys. 6, 7).
W zwiazku z tym fale informujace o zakonczeniu rozwoju wiru doganiaja fale pierwotne
dopiero w odleglosci kilkudziesigciu §rednic. Zjawisko to decydu_]e zatem o wielkoéci
obszaru przeptywu objetego stanem przejsciowym.

Nasuwa si¢ nastepujacy (rys. 3) model przeplywu: z chwila osiagnigcia wezla roz-
galezienia przez falg padajaca tworza si¢ pierwotne fale przechodzace w odgalezieniach
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2 i 3 i pierwotna fala odbita (rozrzedzeniowa) w odgalezieniu 1. Nastepuje ,,natychmia-
stowe” wksztaltowanie si¢ plaskich frontéw fal pierwotnych. Pojawiajacy sie w tym mo-
mencie wir za narozem roénie i wywoluje ciagly wzrost oporéw przeplywu. Zmiana wa-
runkéw przeplywu w rozgalezieniu powoduje powstanie fal rozrzedzeniowych i zag@sz-
czeniowych, gonigcych fale pierwotne i zmieniajacych ich nateZenie.

%y X3
X2

i

fala uderzeniowa
—-~- fala 2geszczeniowa
——« fala rozrzedzeniowa
——= linia ruchu czastki ' Qv
powierzchnia rezdziaty )

Rys, 3 —Schematyczny plan fal w plaszczyznie t—x

Nalezy wobec tego iloSciowo przewidywaé:
— mnatezenie fal pierwotnych,
— TOZWO0] Wiru na narozu,
— oddzialywanie rosnacego wiru na przeplyw w obszarze za falami pierwotnymi.
Natezenle fal pierwotnych. Jak wynika z rys. 4 metoda uwzgledniajaca dwuwymiaro-
wos¢ zjawisk falowych [2] nie przewiduje dobrze natezenia pierwotnych fal przechodzacych
w zakresie slabych fal padajqcych (dla silnych fal zgodno$¢ z danymi eksperymentalnymi
Jest dobra). Prawdopodobnie jest to spowodowane tym, ze zaniedbano energig transporto-
wana przez falg odbita od naroza P. Udzial energetyczny tej fali w stosunku do energil
transportowanej falg BP lub PC (rys. 2b) jest istotiy w zakresie stabych fal padajacych.
Natomiast prosta, jednowymiarowa ,,metoda izentropowa” {4, 5] daje wyniki bardzo
dobrze zgodne z danymi eksperymentalnymi podanymi w [1]. Metoda ta opiera sig na
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b) e 90° pomiar
I I kY
&« Sloan, Nettleton 1971)11}
s
o /0/
14— n/,{° +
A° -
R
120 e
//
//
—
//
\ | L
10 1.2 14 16 -
b)
: I T T I I f
2,0 metoda . 7/ —
izentropowa lobliczenie //
——— Heilig{1975)[2] //
250 7
18/ a)l 0‘ 5} —I.SD Y ; —
b) e 90 pomior // ++ 0.
o c)+ 135° / + A
£ | Stoan, Nettletonfg7it] e V1 n
- / w5 "
-
/ +6
/ o4 . e .
na Yy .-
// el [y
SO o/ 3
12 /S A -
/ a} b} .
/7 ~
/. \
/ | \ | | | - !
1,0 12 1,4 1,6 1,8 20 2,2 26

Pi /Ry /

Rys. 4 — Natezenie fali pierwotnej w funkeji natezenia fali padajacej: a — odgatezienie boczne, b — od-

galezienie na wprost.

réwnaniach przeptywu quasiustalonego: ciaglosci, energii i izentropy. R6wnania te dotycza
chwili przeplywu, kiedy fala odbita od naroza P wraca do przewodu 1, tzn. wtedy, kiedy
gaz w odgalezieniu 1 ,,dowiaduje sig” o istnienin naroza P, Metoda ta nie uwzglednia oczy-
wiscie faktu réznych ,,ostroéci” naroza P, ale daje to w zakresie stabych fal niewielka,
rozbieznos$¢ z eksperymentem (rys. 4). Réwnania tej metody funkcjonuja dla natezenia
fali padajacej p;/po < 1,83 [6]. Dla wigkszych natezen fali padajacej przeptyw w obszarze
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wylotowym przewodu 1 staje sie krytyczny, a w dalszej czefci naddzwigkowy. Tworzy sie
nieruchoma fala uderzeniowa (rys. 2c¢), powodujaca wzrost entropii i spadek cisnienia
catkowitego. Dalej przeplyw jest traktowany jako izentropowy. NatgZenie tej nieruchomej
fali jest okreslane przez spadek ciSnienia catkowitego, wymagany dla spehienia réwnania
cigglosci. W ten sposob ,,metoda izentropowa” funkcjonuje takze dla natezen fali padajacej
Pilpo > 1,83. . _

Na rys. 5 pokazano schematycznie sytuacje¢ obliczeniowa na plaszczyZnie stanu gazu.
Stan I lezy w zakresie przeptywu poddzwigkowego, stan II lezy w zakresie przeptywu
krytycznego. Slabe fale uderzeniowe traktowane sa jako fale izentropowe.

(e, /n )Lt

/
(pcz/po),n7

(R./p, W

° /!

Rys. 5 — Schemat obliczenia natezenia fali pierwotnej

u/a,

Rozwéj wiru na narozu. Rys. 6 pokazuje zaobserwowany wzrost wymiaru wiru w czasie,
zamierzony dla jednego natezenia fali padajacej pi/po = 1,4. Natomiast rys. 7 pokazuje
wynikajaca z tego zmiennosé w czasie efektywnego przekroju przepltywu w odgalezieniu
2, mierzonego wskaZnikiem « = A4,/A. Zaznaczono tam takZe wartosci quasiustalone
wskazpika [6].

I o f
£ o
€ [o}
20— R ~
- _s o
o - .
B 15_——1 JF 3 . o, [} |
£ '
E 2 T g
° | p/pstk
10— —
o
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5k 5 .
o
Q
| ! |

0 0,2 0,% 06
. . t{ms]

Rys. 6 — Zmierzony wzrost wymiaru wiru.
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Rys. 7 — Przebieg wskaznika e.

Oddzlalywanic wiry na przeplyw za falaml plerwotnymi. Odcinek przewodu 2, w ktérym naste-
puje Tozszerzenie strugi po przejsciu przez przewezenie spowodowane istnieniem wiru
jest w przyblizeniu réwny wymiarowi wiru. Znajac wzrost wymiaru wiru w okres§lonym
odcinku czasu (rys. 6) mozna oszacowad, ze relacja migdzy czlonami réwnania pedu bedzie
miala postaé:

RV
ox | 0Ot ujdt

Upowaznia to do stosowania réwnaf przeplywu quasiustalonego do obszaru przeptywu

W bezposredniej bliskoéci wezla rozgalezienia. Stwarza to sytuacje analogiczna do napltywu

do rury przez przewgZenie o zmiennym stopniu otwarcia [10, 11] z dodatkowa komplikacja

w postaci réwnania ciaglodci, bilansujacego strumief masy w poszczegdlnych przewodach.
Zmiana stopnia otwarcia jest dana wskaznikiem « (rys. 4b).

Na rys. 8 pokazano schematycznie sytuacje obliczeniowa na plaszezyZnie stanu gazu:

() —a = 1 —wiru jeszcze nie ma, (') —x < 1 — widoczna zmiana parametrow prze-

a/ag

1/7
(RY/Po)

(ot /p,)"

Rys. 8 — Schemat obliczenia uwzglgdniajacego istnienie wiru za narozem.»
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plywu, np. uy < uj, uy > uz, w) < uy. Zmiana warunkéw przeptywu w rozgalezieniu
oddzialywuje na przeptyw w obszarach za falami pierwotnymi. Obliczenia przeprowadzono
metoda charakterystyk {10, 11]. Pokazuje to schamatycznie rys. 3 1 8.

Ze wzgledu na ograniczona objetosé artykulu nie podano szczegStowych wzoréw
obliczeniowych, ktore w zasadzie mozna znalezé w cytowanej literaturze.

4. Poréwnanie wynikéw obliczen z dostepnymi danymi eksperymentalnymi

Wykorzystujac metode opisang w-rozdz. 3 wykonano obliczenia przeplywu inicjowa-
nego fala padajaca o natgzeniu p [po w zakresie od 1,4 do 2,45.

Na tys. 9 przedstawiono przykladowo obliczone przebiegi ci$nienia w czasie. Nanie-
siono takze wg [1] przebiegi cidnienia zmierzone w przypadku rozgalezienia o kacie § = 45°
(nie dysponowano danymi dla rozgalezienia o kacie § = 90° i o ostrych naroZach).
Zaznaczono takze quasiustalone wartosci cisnienia (po zaiknigciu efektu przejéciowego)
obserwowane doswiadczalnie dla 6 = 90° [5, 6, 7]. Widaé¢ dobra zgodno$é przebiegéw
obliczonych 1 zmierzonych. Zgodnos$¢ ta jest bardzo dobra dla mniejszego nateZenia fali
padajacej. :

1 3
T T Xy
%y
ap[Nm2} Pi/Po=16 , Pi /P 2,45
e ,
fola padj 135
ala padajgca
1 [~ ms /™
T °°°Ooooooooo
odgatezienie 2
X, =180 mm
% oo S =+ .
T . odgatezienie 2
2’|‘1O [ 1 ms —= X, = 1140 mm
00000000000 QOO +
T ' . odgatezienie 3
2x10% X5 =180 mm

Lol [f—tms /=

0o
o
5x10 % 000 000°° ooeot odgatezienie 1
~——1m ——:j
l T . s Xy =180 mm
——

© 0o oo obliczenie ~————pomiar  [1),  +pomiar (wartesci quasi-ustalone] (51,7}

Rys. 9 — Pordwnanie zmierzonych i obliczonych przebiegdw ci§nienia —t.
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Na rys. 10 pokazano obliczony przebieg zmniejszania si¢ natgzenia czola fali prze-
chodzacej w odgalezieniu bocznym w funkcji odleglosci od wezta rozgalgzienia. Dla po--
rownania zaznaczono takze wartosci zmierzone dla rozgalezienia o kacie 6 = 45° [1].
Tu takZe wida¢ bardzo dobrag zgodno$é. Z rys. 10 wynika takze fakt, Ze zasieg obszaru
objetego efektem przejsciowym wynosi okoto 1,5 m i nie zalezy od natgzenia fali padajacej..

20 | i [ I T I T T

19 P, /P, =245 ]
<oy -
a | obliczenie

o pomiar[1] Sloan, Nettleton {1971)

P /P16

! - \ | 1 | ! l l
23 0,2 0L 04 06 08 10 1,2 14

X, m)

Rys. 10 — Zmiana natezenia fali przechodzacej w odgalezieniu 2 w funkcji odlcg105c1 od wezla rozga--
lezienia.

5. Whioski

1. Przedstawiony model efektu przejéciowego ujmuje te zjawiska, ktére majg decy--
dujgcy wplyw na. obraz iloéciowy przeptywu. W smuklych rurociggach (x/d > 6-10).
dwuwymiarowo§¢ zjawisk falowych nie ma istotnego znaczenia iloSciowego. O istnieniu
zjawiska przejsciowego decyduje rozwdj wiru za narozem.

2. Zasigg obszaru objetego stanem przejéciowym jest znaczny i wynosi co najmniej;
kilkadziesiat $rednic.

3. Wskazane sa badania, majgce na celu ustalenie wplywu natgzenia fali padajacej.
na rozwdj wiru w czasie.

4, Efekt przejSciowy powinien by¢ uwzgledniany w obliczeniach nie tylko w przypadku,
kiedy fala padajaca jest fala uderzeniowa, lecz takze w przypadkach, kiedy czas narastania.
ci$nienia i predkoséei gazn w fali padajacej jest maly lub poréwnywalny z czasem rozwoju
wiru za naroZzem. Czas ten jest rzedu 1 ms.

5. Istnieje mozliwos¢ zastosowania opisanej metody obliczeniowej do przeplywow:
okresowo zmiennych, pod warunkiem uzyskania dodatkowych mformacp o zachowaniu.
si¢ wirat w tym typie przeplywu,
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Peawome

TEPEXONHLIY 3P@OEKT BO BPEMSI ITPOHUKAHUS CJIABOY VIAPHOM
BOJIHbBI UEPE3 PA3BETBJIEHHWE TPYBOIIPOBOIOB

ITporuKanye yAapHOI BOJHBI 4Ycpes pasBeTBIIEHHE TPYGONPOBOJOB MAeT NEpeXOmHblit sddexr,
KOTOPBIl COCTOMT N3 ABMCHHUA (POPMMPOBIH IIOCKIX (DPOHTOB BOJH I Pa3BHTHA YrJIOBOIO BHXpA.

Ha ocHOBaHHHM BH3yaH3AHHOHALIX HA0OPAKEHUHA NPEQIOKEHA KOJIHUESCTBEHHASA MOJENh HEpexon-
Horo sdpeicra. CaenaHbl pacueThl TeUeHHS IS HECKONbKAX HAMPsKeHuocrell yuapHoH Bombl (B pe-
aenax: 1.4 < py/po < 2.45). ConocraBiedne Pe3syIETaTOB PACUETOB C IOCTYIMBIME DKCIIEPEeMEHTalb~
HBIMH JaHHBIMK YKa3bIBAET NPUTOAHOCTS ¥ MPABHIBHOCTh NPHHATON Momeny. Benyunna obnactu nepe-
XOJHOTO COCTONHMA 3aBHCHT, IVIABHBIM O0PA30M, OT YMEPERHO Me/JICHHOI'O ABJICHUA PASBHIUA YTJIOBOIO
BHXpA.

Summary

TRANSITIONAL EFFECT AT THE TRANSMISSION OF A WEAK SHOCK WAVE THROUGH
A BRANCHING OF PIPES

Transmission of a shock wave through a branching of pipes is accompanied by transitional effect
including phenomena of plane wave fronts formation and the phenomenon of a corner downstream vortex
development. On the basis of visualisational images a quantitative model of transitional effect has been
formulated. Calculations of the flow for some values of the incident wave strength (in the range: 1,4 <
< pypo € 2,45) have been performed. The comparison of the results of calculations with the available
experimental data indicates usability and correctness of the assumed model. Comparatively slow deve-
lopment of the corner downstream vortex affects mainly about the area of the transitional state. The descri-
bed method can be applited for the calculation of unsteady gas flow in pipe system of piston engines and
compressors and in other similar problems.

INSTYTUY MASZYN PRZEPLYWOWYCH
POLITECHNIKA LODZKA

- Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 marca 1979 roku
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NUMERYCZNA ANALIZA OPEYWU PEASKIEJ PODSTAWY WALCA KOEOWEGO
NADDZWIEKOWYM STRUMIENIEM LEPKIEGO GAZUY

ANDRZEI TOPOLINSKI (BYDGOSZCZ)

1. Wstep

Zagadnienia wyznaczania naddZwigkowych oplywdéw cial przez gazy nabraly szcze-
golnie waznego aspektn praktycznego wraz z rozwojem lotnictwa 1 kosmonautyki. Na du-
zych wysokodciach lotu wartosci charakterystyczne liczb Reynoldsa sg juZ na tyle male,
Z¢ opracowania teoretyczne optyw6w musza opieraé si¢ na rozwigzaniu peinych réwnan
Naviera - Stokesa. Ksztalty wspdlczesnych aparatéw latajacych a zwlaszcza statkow ‘
kosmicznych, odpowiadaja czesto modelowi ciala z silnie zatgpionym czolem i z zala-
maniami tworzacych jego konturdéw. Zatgpienie cial podyktowane jest przede wszystkim
potrzeba minimalizacji -pochlanianego ciepla, za$ =zalamanie konturéw tworzacych
wynika m. in. z koniecznosci zapewnienia statosci form ciala w procesie unoszenia jego-
materiatu konstrukcyjnego spowodowanego nagrzewaniem aerodynamicznym [8].

Naddiwigkowe oplywy gazem lepkim ciat z silnie zatgpiénq czgscia czotowg i z zala-
maniem ich tworzacych doczekaly sie stosunkowo nielicznych teoretycznych opracowan.
TromMme:T [1] wyznaczyl niestacjonarny oplyw czolowej czesci prostokatnej plytki gazem
lepkim i przewodzacym ciepto. Krylow i Pawlow [5] wykonali serig eksperymentéw
numerycznych stacjonarnych oplywéw czolowych czeéci plyty prostokatnej oraz walca
kolowego. Autorzy obu wymienionych prac stawiaja sobie za cel wyprébowanie nowych
numerycznych, stad przytoczone przez nich opisy oplywow sa fragmentaryczne i niepelne.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie osiowosymetrycznego oplywu walca kolowego
o plaskiej podstawie gazem lepkim i przewodzacymn cieplo.

2. Sfermulowanie zagadnienia

W pracy przyjeto, 7e gaz oplywajacy ciato jest $ciliwy, lepki, przewodzacy cieplo
oraz doskonaly w sensie termodynamicznym (c,, = const., ¢, = const.). Brak w nim Zrédet
1 upustéw ciepla i masy, pominigte tez zostaly sity masowe.

Rozpatrywany bedzie osiowosymetryczny, niestacjonarny przeptyw w poblizu podstawy
walca kolowego o stalej temperaturze $cianek. Ograniczong czeéé plaszczyzny przeptywu,
przyjeta jako obszar caltkowania (2, przedstawiono na rys. 1. O§ x jest tutaj osia symetrii —
Jej zwrot zgodny jest z kierunkiem naplywajacego strumienia gazu.

 Praca zawiera wyniki rozprawy doktorskiej Autora, ktorej promotorem byt doc. dr hab. inz. Edward
Walicki, _ .

1

4 Mocch, Teoret. i Stos. 4/80
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W bezwymiarowym ukiadzie réwnad (2.1-2.3) rzadzacych ruchem plynu, wszystkie
dtugoéci zostaly odniesione do $rednicy walca L, sktadowe predkosci u, v —do V,,
gestosé o do o, jednostkowa energia wewnetrzna e do V3, ciénienie p do 0., V3, czas
t do L]V, przewodno$¢ cieplna A i lepkos¢ u odpowiednio do 4., i u,. Uklad ten ma

nastgpujaca postac:

2.1
(2.2)
(2.3)

gdzie:

0 . %=1,0 %=07 %
=05 . 22
] Q
u
V£
n=214
l"r
Rys. 1
1 ] D u 7
u
D
2
F=p v , A= -—p u +'E
e+'z)_2 uv ’
2 _ 22 p
_u e+7+——_
_ v _
uy 1
v u
B= —p 'z;2+% , C= —%— 7
v* p e+v—2+£
~v<e+7+—g—)— 2 0

A. ToPOLINSKI

F,= A,+B,+C+D,

D= (%—I)Qe’

A=p o= [Mgr(x—1)e>>,
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Macierzowe réwnanie (2.1) wynika z zasady zachowania masy, pedu oraz energii: réwnanie
(2.2) jest réwnaniem stanu, a (2.3) zaleznoscia wigZaca przewodno$t cieplna i lepkosé
dynamiczna z jednostkowa energia wewngtrzng gazu.

Warunki brzegowe zagaduienia sa nastgpujace (rys. 1):

1. Na brzegach x = 0, 0 < r < r, oraz r = r,, 0 € X € x,, dostatecznie oddalonych
od ciala, przyjeto warunki odpowiadajace strumieniowi jednorodnemu:

u(x,r,t) =1, o(x,r 1) =0,
(2.4) CaCerf) =1,  e(nr i) = ey = [e(x~DMZ]L
2. Na osi symetrii r = 0:
(2.5) P =—=-=—=0,

3. Na powierzchni walca x = x;, 0 < r<ryorazr=r;, X; <x<Xx,
(2.6) u=90v=0 e=ae,.

Znana stala a(a > 0) okrefla stosunek temperatury powierzchni ciata do temperatury
niezakléconego strumienia gazu. _

4. Na granicy prawostronnej x = x,, r; < r € r,, wartosci g, 4, ¥, € Wyznaczono
z wngtrza obszaru £ za pomoca kwadratowej ekstrapolacji— co odpowiada uzyciu
przyblizonych, ,,miekkich” warunkéw brzegowych:

3f
2.7 =
2.7) 2~

gdzie f — dowolna z funkcji g, u, v, e.

4>
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Jako warunki poczatkowe przyjeto spelnienie w obszarze Q zaleznodci (2.4) —
wyjatkiem powierzchni walca na ktérej predkos i temperatura spelnia (2.6) a o = 1,
‘Warunki te sa réownoznaczne z naglym umieszczeniem walca w jednorodnym strumieniu
gazu.

3. Schemat réznicowy

Numeryczoe rozwiazanie ukladu (2.1 - 2.3) opiera sig¢ na zastapieniu cigglego rozkladu
funkcji i argumentow ich wartofciami w weztach siatki réznicowej. Jesli przez m, /, n
oznaczymy numery weztdéw, przez Ay, h,, v — odleglo$é miedzy wezlami siatki w kie-
runkach x, r, t, to przez f; ; rozumieé bgdziemy wartoS¢ f w punkcie mhy, lh,, nt.

Do obliczesn przyjeto dwustopniowy, jawny schemat réznicowy typu Laxa - Wen- -
droffa [1].

Pierwszy krok umozliwia obliczenie F,’,’,*ﬁ,; oraz F,','ﬁi* (2.1y — przykladowo na
kierunku osi x:

" 1 T 1. .
(3.D Fmigl =7 {F;'H.I+F"mi1,l+'i—[i";;(Amil,l_Am.I)"l"

1 .
+ Th:(B:I,I-H'*'B;& et =B i1 —=Bhgi-1)+

+ C:‘n,l+C;:vil,l+D:l,l+D;:u:1,l:|} + 0(43).

7 powyiszego wyznacza si¢ Apit.1, Buiis oraz Cmiiy i Chi.. Drugi krok pozwala
na obliczenie wartosci F&H:

(3.2) Fitt = Fo + o[(A)5HE + (B + CitE 4+ Do, 1+ 0(49).

Stabilnoéé uzytego schematu réznicowego zbadana zostata dla. réwnan modelowych
uzyskanych z linearyzacji ukladu (2.1) 2.3). Ograniczenie nakladane na krok CZasowy ©
ma lokalny charakter i jest nastgpujace:

—
(3.3) T < min{ﬂi——h——, , ﬁ"i},
3 |u|+|v|+c;/2 8

gdzie: . - :
h = max(hy, hs),

» = max 1 *
= R > Re Pr/’

¢ — lokalna predkoéé dz'w1gku.

Obserwowany w trakcie "obliczern niemonotoniczny przebieg procesu zbieZnosci —
szczegllnie silny w obszarach formowania si¢ duzych gradientéw — spowodowat koniecz-
no$¢ uzycia filtru numerycznego tlumiacego t¢ niedogodnosé. Zastosowano tutaj auto-
matyczny filtr Shumana [2, 6, 7], ktérego wspdlezynniki zostaly tak dobrane, aby pozo-
stalyy spelnione: warunek liniowej stabilnosci schematu réznicowego [6] oraz warunek
zapewniajacy odpowiednia relacje migdzy wplywem filtracji i rzeczywista lepkoécia
gazu [9].
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4. Obliczenia numeryczne

Obliczenia wykonane byly dla czterech zestawdéw parametréw:

1. M,=11;a=05; 2. M, =25; a=1.5;

3. M, = 3.0; a=1.5; 4, M, = 4.0; a= 3.0.

Dla kazdego wariantu przyjeto: » = 1.4; Pr = 0.74, Re,, = 50; by = h, = 0.066666667.
Przedstawione w niniejszej pracy wykresy warstwicowe pochodza z drukarki wierszowej
ODRY-1305, na ktérej byly wykonywane obliczenia. Wykresy przedstawiaja proces
formowania sie stacjonarnych pol oplywdw w obszarze 2 (rys. 1). Przyjeto, Zze przeplyw
bedzie uwazany jako stacjonarny, jedli spelniona bedzie nieréwnoéé:

ntl n
. |9m.l TQm,Il < 0’03




Rys. 4

5703



Rys. 6

.o



v/
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Warunek powyZszy nie zostal osiggniety dla pierwszego wariantu obliczed M, = 1.1
z przyczyn natury technicznej; przy przyjetych parametrach obliczeniowych, czolo fali
uderzeniowej stacjonarnego oplywu musiatoby znalei¢ si¢ poza mozliwym do przyjecia.
obszarem catkowania. Tlustracja tego wariantu jest rys. 2, przedstawiajacy formowanie
sie w polu przeptywu jednostkowej energii wewnetrznej dla bezwymiarowych czaséw —
odpowiednio ¢ = 0.228; 0.888; 1.186 i 1.524. W celu zorientowania si¢ w wartosciach
odpowiadajacych symbolom wykresu (nie mnaniesionym dla pfzejrzystoéci odczytu na
1ys. 2) — shizy rys. 3, pokazujacy rozklad energii wewnetrznej na osi symetrii przeplywu
dla tychze chwil. 1

Rysunek 4 pokazuje ksztaltowanie sig cisnienia (dla M = 2.5) w obszarze oblicze-
niowym. Wykresy otrzymane sg odpowiednio dla: ¢ = 0.240; 0.960; 2.141; 2.774 i 4.493.
Uzupetnieniem powyzszych wykresow jest rys. 5 przedstawiajacy rozklad cisnienia na osi
symetrii. Interesujacym szczegélem rysunku 4 sa oznaczone strzalka zamknigte obszary
obnizonego ciénienia (poniZej ciénienia strumienia jednorodnego).

Na rysunku 6 ukazane sa obrazy skladowej predkosci v (M., = 4) dla ¢ = 0.224;
0.858; 1.640; 2.422 i 4.004. W okresleniu wartoéci odpowiadajacych poszczegéInym sym-
bolom tworzacym wykresy, pomocnym jest rys, 7, obrazujacy odpowiednie rozklady na
prostejx = x;, r = ry.

" symbot warloéé

0,1133

0,7168
13202
1,8237
2,5271

3,1306
3,7340
4,3375
4,9409

5,5443

6,1.78

Rys. 9

Wykresy rozkladow lokalnych. liczb Macha dla wariantu z M, = 3(t = 0.240; 0.974;
2.083; 2.599; 4.291) pokazuje rys. 8. Na wszystkich pokazano zmiany i ostateczne ustale-
nie si¢ potozenia linii dZzwigkowej (0znaczonej linia ciagla na rys. 8). Jak wykazaty doswiad-
Czenia numeryczne, przybliZa si¢ ona do czola i ku powierzchni bocznej ciata wraz ze wzro-
stem liczby Macha niezakldconego strumienia gzizu, ale oddala przy wzrastajacej tempe-
raturze Scianek walca.
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Na rysunku 9 przedstawiony zostal rozklad gestodci ustalonego (¢ = 4.291) optywu
.czotowe]j czedei walca dla M, = 2.5. Tuz za naroZem, na powierzchni bocznej ciata wy-
stepuje obszar silnego rozrzedzenia gazu oraz obniZona jego gestosé (w stosunku do g,)
wzdtuz tworzacej walca z tendencja do wolnego wzrostu w kierunku przeplywu. Nie za-
.obserwowano wyraznego zwigzku rozktadu gestoéci z parametrami przeptywu na wspo-
mnianym wyzej kierunku.

Program, ktorym sie postuzono umozliwial §ledzeni€¢ zbieznosci proceséw obliczenio-
‘wych. Stwierdzono, ze 709, czasu, przy ktérym nastapilo umowne ustalenie, jest zuzywa-
ne na uformowanie si¢ przyblizonego obrazu przeptywu (1-2 cyfry znaczace), a pozostale
30% na ,,udokladnianie” wynikéw. Proporcje te nie sg zachowane w calym badanym
obszarze. Najszybciej nastgpuje zgrubne uformowanie rozkladéw funkcji przy czolowej
czesel ciala. Proces ,,zwigkszania dokladnosci” wynikéw dhuzej trwa w obszarach wyste-
powania najwyZszych gradientéw — tj. na fali uderzeniowej i w okolicy naroZa ciata.

Powyzsze spostrzezenia poshuzyly do podjecia préb skrdcemia czasu otrzymywania
stacjonarnych rozwigzan. Dokonano tego na drodze zastosowania uproszczen réwnan
{2.1) w poczatkowym czasie zgrubnego formowania si¢ rozkladéw funkcji oraz ,,wyla-
czania” czeSci obszaru calkowania 2 w péZniejszej fazie obliczefi. Oszczgdno$é czasu przy
zastosowaniu tych zabiegow siggala 309,

Przedstawione tutaj wyniki obliczen uzyskane na drodze eksperymentow realizowanych
przez maszyne cyfrowa, wskazuja na realne mozliwosci prowadzenia ich na krajowych
komputerach sredniej mocy.
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Peswome

YUCIEHHLIY AHAJINS OBTEKAHUS IIJIOCKOI'O OCHOBAHU S
KPYTOBOT'O ITMIIMHIOPA CBEPX3BYKOBBIM ITIOTOKOM BA3KOIO TA3A

B paGore npuBeneHBI YUNCIEHHEEIE PE3yTEYATEI OCECHMETPUUHOTO OBTEKANHA TIPONONBHOIO LIHTHHADA
*C ILMOCKUM TOPLOM. 3ajada pelllaeTcsi ¢ TIOMOILBIO SIBHON ABYXILAroBOH pasHOCTHOM cxembl Tana Jlaxca-
Bernapogda, amporcumyromeit muddepeHIMOHANEHYIO cHCTeMY CO BTOPOM IOPAAKOM TOYHOCTH [1].
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C [enpio BRITIIYIIEHNS OCHMITALMOHHOO MOMEHTa BEIUMCIEHMAH, IPUMEHEHbI NPOLUeayPhI CrIIAM I~
panys ocHoBaHHbie Ha GuubTpe [lymana [2, 6, 7].

BorupciieHIsT CHENAHB! [JIA YETHIPEX BAPHAHTOB IapameTpoB. Bo Beex OOMHAKOBLI GLINO UYHCIIO
Peitnomsica — Regyp = 50.

Pacriperenen s (PYHKIMM OIS TEYEHNA WLIOCTPHPOBAaNbI B paboTe Ha SMOPaX M HA HMBOCHIICHBIX
IUIaHAaX.

Summary

NUMERICAL ANALYSIS OF FLOW AROUND A FLAT BASE OF CIRCULAR CYLINDER BY
SUPERSONIC STREAM OF VISCOUS GAS

In this work numerical results of axisymmetrical flow round a cylinder with a flat front has been acc-
complished. .

The calculations were made by means explicit, two-step Lax-Wendroff type scheme [!], which
aproximates the set of differential equations with the second order of accuracy.

In order to damp an oscillating course of calculations smoothing procedures based on Shuman’s
filter were applied [2, 6, 7]. ;

The calculations were accomplished for four various sets of parameters Reynolds number was con-
stant in all of them, and equaled Re,, = 50.

Distribution of function of surface of the flow was represented on diagrams and contour graphs.
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NOWA METODA SYNTEZY UKZADU_ STEROWANIA FLATTEREM PROFILUY

J6zeF PIETRUCHA, ZBIGNIEW SZEWCZ YK (WARSZAWA)

Omaczenia

A — macierz stanu ukladu niesterowanego o wymiarach nxn
B — macierz sterowania o wymiarach nXr i kolumnach 5;
x — n-wymiarowy wektor stanu
u — r-wymiarowy wektor sterowania
V — macierz wektoréw wlasnych macierzy AT o kolumnach v,
U — macierz wektorow wlasnych macierzy A o kolumnach u;
H — macierz stanu ukladu zamknietego
{A;} — zbiér wartodci wiasnych ukladu niesterowanego
{0i} — zbiér wartoéci wlasnych ukladu sterowanego
w; — wektory wiasne macierzy H
m-— masa na jednostke roszgtosm skrzydia
T, S, — moment bezwladnosci i moment statyczny jednostki rozpigtoéci skrzydta
wzgledem osi skrgcen
J,, S, — moment bezwladnosci i moment statyczny Jednostkl rozpigtosci powierzch-
chni sterowej wzgledem osi zawiaséw
- Ky, K, Ky — sztywnoéci zastgpcze odpowiadajace poszczegdlnym wspdlrzgdnym uo-
- gélnionym
Cy, Cq, C3 — zastepeze wspblczynniki thumienia
Py, M,, My, — sity aerodynamiczne odpowiadajace poszczegdlnym wspdirzegdnym uo-’
glélnionym na jednostke . rozpigtosci
M, — moment sterujgcy dzialajagcy na powierzchnig sterowac
h, a, § — wspdlirzgdne uogdlnione
N1, N, — Zmienne stanu charakteryzujace opltyw mestaqonamy
Ty, ..., Ty — funkcje Theodorsena
V., — predko$é strumienia niezaktéconego
(*)T — transponowanie
(*)* — sprzeganie

1. Wstep

Jednym z podstawowych parametréw charakteryzujacych jako$¢ samolotu jest jego
predkos$¢ maksymalna w locie poziomym. Dazenie do zwigkszania predkoéei przy jedno-

i

(1) — artykut ninigjszy jest opracowany na podstawie referatu [6]
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czesnym tworzeniu coraz lzejszych konstrukcji doprowadzilo do tego, Ze nowoczesne
obiekty latajace ulegaja znacznym odksztalceniom podczas lotu. Obie te tendencje Spo-
wodowaly pojawienie si¢ nowych grup zagadnien zwigzanych z konstrukcja samolotow.
Sa to czesto zagadnienia interdyscyplinarne. Nalezy do mich takZe tzw. aeroautoelastycz-
noé¢, ktora laczy sterowanie automatyczne ze zjawiskami aeroelastycznymi [1]. Gtownym
przedmiotem aeroautoelastycznogdei jest sterowanie drganiami aeroelastycznymi. Przez
,,Sterowanie” rozumie si¢ realizacjg oddzialywan stuzacych do poprawienia funkcjono-
wania obiektu sterowania zgodnie z celem sterowania. MozZna wigc powiedzieé, ze stero-
wanje flatterem polega na niedopuszczeniu do narastania drgan aeroelastycznych. Drga-
nia te sa powodem wielu niepozadanych skutkéw np. dodatkowego obcigzenia konstrukci.
W zwigzku z tym zagadnienie zapobiegania flatterowi jest od dawna waznym zagadnie-
niem w projekiowaniu obiektéw latajacych. Metody zapobiegania mozna podzielié na
bierne i czynne.

Metody bierne [2] polegaja na wprowadzemu takich zmian konstrukcyjnych (na eta-
pie projektowania albo juz w czasie eksploatacji), aby wszystkie predkoéei krytyczne byly
wyzsze od predkoséci lotu. Metody te sa powszechnie stosowane, chociaz powoduja wzrost
masy konstrukcji, co pogarsza osiggi samolotu. Z tych to wzgledéw w ostatnich latach
prowadzone sg intensywne badania podstawowe i doswiadczalne nad metodami czynnymi.
Metody te polegaja na stosowaniu ukladéw sterowania automatycznego, ktérych czlo-
nami wykonawczymi sa: istniejgce lub dodatkowe powierzchnie sterowe. Odpowiedni
ruch tymi powierzchniami generuje dodatkowe sily i momenty aerodynamiczne, ktdre
wplywaja w sposdb istotny na drgapnia calego ukladu. Schemat blokowy takiego ukiadu
pokazany jest na rys. 1. W literaturze znane sa nastgpujace metody czynnego zapobie-
gania flaterowi: czgstotliwosciowa, np. [3]; energetyczna, np. [4]; sterowania optymal-
nego, np. [5]. Najpowazniejsza wada metody czestotliwoéciowe]j jest jej mata przydatnosc
przy projektowaniu ukladéw sterowania o wielu zmiennych wejéciowych i wyjsciowych.

odksztalcenie

fittr szmocnioczH czujnik I-—

Rys. 1 . -

Wada pozostalych metod jest konieczno$¢ stosowania techniki préb i bledéw, bo np.
w sterowaniu optymalnym zmuszeni jesteémy do arbliralnego doboru wspoéiczynnikéw
wagi we wskazniku jakosci.

W niniejszej pracy proponujemy nowa metode czynna [6]. Do syntezy ukladu stero-
wania drganiami aeroelastycznymi zastosowano mianowicie stosunkowo mloda galaZ
teorii sterowania—sterowanie modalne [7],
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2. Metoda stérowania modalnego

Obecnie oméwimy krétko metode sterowania modalnego, ktéra poshiZzono sie przy
wyznaczaniu parametréw regulatora drgan aeroelastycznych.

Rozwazmy uklad jednowejsciowy (r = 1), ktérego macierz stanu ma pojedyricze war-
tosci wlasne rzeczywiste lub zespolone. Zakladamy, Ze uklad jest catkowicie sterowalny.

Niech réwnanie ukladu zamknigtego ma postaé:

@2.1) % = Ax+bn.

Wyznaczymy takie sterowanie (), ktére pozwoli na uzyskanie zadanego zbioru wartosci
whasnych uktadu zamknigtego, a tym samym pozwoli na syntezg¢ uktadu o zadanych wias-
noéciach dynamicznych, Zakladamy, ze bgdziemy zmienia¢ m(m < n) wartoéci wlasnych
uktadu otwartego. W tym celu wprowadzmy do ukladu sterowanie w postaci
(22) ’ u = 2 kp’,T X,

i=1
co jest mozliwe przy zaloZeniu bezposredniego mierzenia wszystkich zmiennych stanu.
Podstawiajac (2.2) do (2.1) otrzymamy réwnanie stanu dla uktadu zamknigtego

x = Hx,
gdzie macierz H ma postaé
(2.3) H = A+5 ) ky.
’ i=1

MnozZac wyrazenie (2.3) prawostronnie przez #; otrzymamy warunek
nt

Huy = Aup+b D kivTuy, j=1,..,m,
i=1

z ktérego widaé, ze jezeli i = m+1, ..., n, to wektory i wartosci wlasne macierzy Hi A
sa takie same, natomiast w przypadku, gdy i =1, ..., m, to
24) Hu; = Au,+bk; = Au;+bk;.

Tak wigc efektem wprowadzenia sterowania w postaci (2.2) jest zmiana zbioru {4;} w {o;}
1 {w;}w {w;}, gdziei = 1, ..., m, przy zachowaniu pozostatych n—m wartosci i wektoréw
wlasnych niezmienionych. Warunek (2.4) wynika z faktu, Ze wektory u; i v; sa ortonor-
malne. Przy ustalonym zbiorze {p;}, problem wyznaczenia sterowania sprowadza si¢ do
znalezienia wspolczynnikéw wzmocnienia k; w sprzgzeniu zwrotnym. Dla r = 1 i przy
zaloZeniu calkowitej sterowalnoéci ukladu rozwigzanie jest jednoznaczne i dane wzorem
(zob. [7])

” (05— A)
j=1

pe [T (h=2

(2.5) ki = N l = l, ey M
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W powyiszym wyraZeniu p; jest elementem wektora sterowalnosci modalnej
(2.6) p=VTh

Dla ukladu wielowejsciowego bedzie to macierz P = VT B o wymiarach X r. Sterowanie
otrzymamy podstawiajac (2.6) i (2.5) do (2.2) i tak

U= Z kT x(?).
i=1

Nalezy zauwazyé, ze w przypadku ukladu fizycznego sterowanie bedzie rzeczywiste (zob.
[7D. |
Obliczenia dla ukiadu jednowejsciowego przeprowadza si¢ w nastgpujacych etapach:
1° ze wzoru (2.6) wyznacza si¢ sterowalne i niesterowalne postacie uktadu, o czym infor-
muja zerowe elementy wektora p;
2° ze wzoru (2.5) wyznacza sie wspélczynniki wzmocnienia k,,
3° ze wzoru (2.2) wyznacza si¢ sterowanie.

3. Synteza regulatora

Przedstawiona metoda zostanie zastosowana do syntezy regulatora drgan aeroelas-
tycznych. Przez syntezg¢ regulatora rozumie si¢ projektowanie teoretyczne, tzn. procedurg
zmierzajaca do ustalenia struktury regulatora, nie za$ konkretne urzadzenie np. elektro-
niczne czy hydrauliczne.

3.1. Réwnania ruchu we wspélrzednych uogélnionych. ZatoZenia upraszczajace omowione w pra-
cy [8] prowadza do modelu skrzydia o trzech stopniach swobody. Przyjety model jest
" przedstawiony na rys. 2. Uwzgledniono juz na nim istnienie silownika wprawiajacego
w ruch powierzchnie sterowa. Réwnania ruchu takiego modelu maja postaé: '

mh+S oc+S5ﬂ+C,,h+K,,h = Py,
(3.1.1) S xJ oc+((e——a)bS,g+Jﬂ)ﬂ+C &+Kyo =
Sﬂh+((e—a)bSﬂ+Jﬁ)oc+Jﬁﬂ+Cﬁﬁ+Kﬂ,3 = Mﬂ'i‘Mﬂ. :

Uogdlnione sity aerodynamiczne P,, M,, My dla drgaf harmonicznych z czgstoscia w
83 przytoczone w pracy [5]. Aby wyznaczyé wartosci sit aerodynamicznych w dowolnej
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chwili czasu (czego wymaga metoda sterowania modalnego) trzeba te sily przetrans-
formowaé z dziedziny czgstosci do dziedziny czasu. Przeprowadzajac transformacje
Fouriera otrzymamy

(3.1.2) F, =Jg"+B, g +Aq+D f@(r—S)%ds,
. -0
gdzie:

q = [h/b, o, BI7;
F, = 1/(@b?V}) [Pyb, M, Mp]T,

—,
J = | ma, . ,
T]_ —"ZT4, —2T13'—ZT24, (T3"‘21T2+12T5)/7Z
0, —m, -~ Te+2y1=c
B,= |0, "73(1/_2"‘1): —T6—IT,s s
0, —Ti7~1Ts, (Ty9—ITy7 —1*Ty)[n
0,0, 0
A, = 0, 0, “T15"IT22 >

' 0, 0, —(Tig—ITho—12Ty)/m
D = [—2x, 2n(a+1/2), — Toa +21T5,]T,
(3.1.3) ' W =wV,,
(3.1.4)  w(7) = Vo (a()+h' (v)[b+1/2~a)e' (v) +
+(no‘lT21)/3(T)/n+'(T11 —‘2IT10)A8'('5)/27‘)'

Symbolem ‘LD(t) oznaczono w (3.1.2) funkcje Wagnera. Opisuje ona wplyw historii ruchu
na wartoSci biezace sit aerodynamicznych. Natomiast indeks ,,prim” oznacza rdznicz-
kowanie wzgledem czasu bezwymiarowego

T =V,tlb.

Korzystajac 2 wyrazenia (3.1.4) mozna przeprowadzié catkowanie przez czgéci w wyra-
zeniu (3.1.2), a nastgpnie podstawié je do roéwnan ruchu (3.1.1), ktére po ubezwymiaro-
wieniu i przeksztalceniu przybieraja postaé

T

(G.LS)  (M-D)g"+(Co-B,~Bbo) + Ko-A—AB)g—D [ #2020 g5~ ,,
gdzie: \
m, Safb, Sg/b .
M = | S./b, L, (e—a)bS;+Js)b? |,
Sslb, ((e—a)bSs+Jg)/b?, Jy/b?

Cy = 1/(ebVo)diag[Cy, Cofb?, Cy/b?],
B. = D[1,1/2~a, (T, —2IT,0)/27],

5 Mech. Tooret, i Stos. 4/80
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K, = 1/(eV%) diag[Ky, Ka/b?, Kp/b?],
Ac = DI[0, 1, (Tyo—IT;,)/7],
Fy = [0,0, M[(eb*V )T
Dy = P(T)rwo-
W réwnaniu (3.1.5) wystepuje splot funkcji Wagnera z wyraZzeniem (3.1.3). Réwnanie to
przedstawia wigc uktad réwnan rézniczkowo-catkowych. Poniewaz nie ma opracowanej

teorii sterowania dla takich ukladéw, wiec réwnanie (3.1.4) nalezy sprowadzi¢ do ukladu

réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Pokazano to w punkcie 3.2,
3.2. Réwnania ruchu we wspélrzednych stanu. Przyjmujemy najpierw przyblizenie Jonesa fun-

kcji Wagnera (np. [9]):
3.2.1) PD(z) = 1 —A,exp(—B,7) — A exp(—B,1),

gdzie A, A,, By, B, sa stalymi dodatnimi. Przyblizenie to nie jest obecnie traktowane
jako narzedzie obliczesi, poniewaZ blad przyblizonej funkcji Theodorsena otrzymanej
przez transformacj¢ przybliZzenia Jonesa przekracza 10%;. W dalszym ciagu jest jednak
uzywane do badan jakosciowych. Zastgpujac funkcje @ w splocie (zob. (3.1.4)) przybli-
Zeniem (3.2.1) otrzymujemy

fw( ) @(T_S) ds = f(Al Byexp (~B,(z —s))+A2B2exp'(—B2(r—s))) w(s)ds,

0 0
gdzie przyjeto, Ze ruch zaczyna si¢ w chwili 7 = 0. Wprowadzamy teraz nowe zmienne
pomocnicze (podobnie jak w pracy [10]): :

n = [ A Biexp(—Bi(z—9)W(s)ds,
(3.2.2) °
Ny = fA2Bzexp(—B2(r—s))W(s)ds.
o

Roézniczkujac wzgledem 7 wyrazenia (3.2.2) otrzymujemy
Ny = ~Byn +4,B,w(x),
7Ny = —B;n2+A2leT)(r).
Tak wiec réwnanie (3.1.5) mozna doprowadzi¢ do ukladu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych w postaci
(3.2.3) Mg+ Ceq' +Keq—D(ny+75) = Fy,
gdzie: |
M, =M-J,
C.= C,—B,—B.D,,
K.=K,—A,—A . D.
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Dla stosowania metod teorii sterowania dogodne jest postugiwanie si¢ przestrzenig sta-
néw. W tym celu réwnanie (3.2.3) nalezy przedstawi¢ w tzw. postaci normalnej Cauchy’ego.
Wprowadzamy zatem wektor zmiennych stanu x w postaci

x = [(h/b), o', ', h[b, a, B, 91, 2],
dzieki czemu réwnanie (3.2.3) mozna przedstawi¢ w postaci (por. (2.2))
3.24) x' = Ax+ bu,
gdzie:
u = M/(eb*V%);
-C,-K.,, D, D
E,, o0, O, O

AIBINT9 '—BL’ 0 ’
4,B,NT, 0, —B,

b=F-1[0,0,1,0,0,0,0,0],
F = diag[M.,, E], det F 0.

A=F1

Ponadto-
N = [1,0,5~a, (T}, —2ITy0)[27, 0, 1, (Tyo ~1T54) [7]7,

a przez E; oznaczono macierz jednostkowa o wymiarach iXi; i = 3,5. Ostatecznie dla
modelu skrzydla o trzech stopniach swobody otrzymali$my uklad o$miu réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych w postaci normalnej o statych wspétezynnikach. Rownanie (3.2.4)
jest punktem wyjscia do obliczen.

3.3. Obliczenia. Obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych danych: .

a) dane statyczno-dynamiczne

a = —0438, b=0768m, c¢=04645 e=0.5372, m =11.53kg/m
I, =291 kg2 /m, I; = 0.0571 kgm? /m, '

Sy = 2.84 kgm/m, Ss = 7.994 10~ * kgm/m

K, = 5.56 10*°N/m?, K, =571 10* N, Kp = 5.169 10° N,
Cy = 24.2 kg/ms, C, = 12.2 kgm/s, Cs = 0.5169 kgm s,
b) dane przeplywowe

Ve = 250 m/s, o = 1.2928 kg/m? @D, = 0.5,

Ay = 0.165 B, = 0.041, A, = 0.335, B, = 0.32.

Dia tych danych wyznaczono macierz stann A i wekior sierowania b, a nastgpnie obliczo~
no wartosci wlasne

A = —0.285 + 0.974i, Aae = —0.432 £+ 0.306i,
Ass = 0.114 + 0.337i, - A; = —0.077, A = —0.026.

W zbiorze wartoci whasnych istnieja wicc wielkosci z dodatnig czeécia rzeczywista
(1s,6), co oznacza wystepowanie flatteru przy predkosci 250 m/s. Wprowadzajac stero-
wanie do uktadu zadamy, aby zbiér wartosci wlasnych ukladu zamknigtego nie impliko-
wal powstania drgan niegasngcych.

5%
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Niech wigc zbior dahych wartoSci wiasnych ma postaé:

01, = —0.059 + 0.651j, 03,4 = —0.261 + 1.531},
0s.6 = —0.228 + 0.452, 07 = —0.207, 0 = . _0.039.

Przy tych danych wykonano dalsze obliczenia. Z réwnania (2.6) wyznaczono macierz
sterowalnoéci modalnej, ktérej elementy réwne sa '

Dias = 5.615 + 0.769i, Ps.a = 0.611 + 0.0451,
psc = —0.449 +0.033i,  p; = —0025  ps = —0.009.

Z réwnania (2.5) wyznaczono wspolczynniki wzmocnienia

ki, = —0.004i, & 0,066i, k3,4 = 0.520 + 1.113i,
ks.s = —0.619 + 2.210i, k; = 27.751, ks = —39.549,

Majac te wyniki wyznaczono ostatecznie sterowanie z réwnania (2.2)

u(t) = —2.846(h/b) —0.030c’ -+ 0.0508" -+ 64.328(h/b) — 7.713c + 32868 — 06267, —
—3.9607,, '
gdzie: u(r) = M,[ob*VZ; © = V,t/b.

4, Omoéwienie realizowalnoScl wyznaczonego sterowania

Glownym problemem w realizacji technicznej prawa sterowania wyzpaczonego meto-
dami teorii sterowania jest warunek bezposredniego mierzenia wszystkich wspoirzednych
stanu. Tylko dla bardzo prostych ukladéw warunek ten jest mozZliwy do spehienia. Dla
uktadéw zloZonych jednym ze sposobOw rozwiazania tego problemu jest zastosowanie
dodatkowego ukladu dynamicznego zwanego obserwatorem. Podstawa dziatania takiego
uktadu jest odtwarzanie niemierzalnych wspoélrzgdnych stanu za pomoca pewnych ope-
1acji dynamicznych na wielkodciach wyjsciowych i wejsciowych. Schemat wprowadzenia
obserwatora do ukiadu przedstawiony jest na rys. 3. Na przedstawionym schemacie wek-

’ -~

v macierz
= -
obserwator wzmocnienia[ 5 v'uktad -y

Rys. 3

tor y oznacza mierzalng cz@sé wektora stanu zalezna od mozliwoéci pomiarowych. W oma-
wianym zagadnieniu flatteru profilu beda to wspélrzedne b, o, 8 i dodatkowo h, &, /3
Trudno dostgpne wspoirzedne 5, i 7, charakteryzujace oplyw niestacjonarny beda na pod-
stawie wektora y i sterowania u odtwarzane przez obserwator i w efekcie otrzymamy wek-
tor stanu v. Wystgpujgca w schemacie macierz wzmocnienja tworzona jest na podstawie
wspoiczynnika wzmocnienia k;, natomiast metoda obliczania parametréw obserwatora
przedstawiona jest w pracy [11].
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Techniczna realizacja sterowania wymaga zbudowania odpowiedniego ukladu elek-
troniczno-mechanicznego, co wykracza poza ramy teorii sterowania i powinno byé przed-
miotem analizy ekonomicznej.

5. Zakorczenie

Jak widaé z przeprowadzonych obliczen efektywno$é metody sterowania modalnegc;
jest duza, co wynika ze stosowania prostych dzialan algebraicznych. W pordwnaniu ze
znang metoda sterowania optymalnego zastosowana do podobnego typu zagadnienia,
proponowana metoda pozwala uniknaé ktopotliwego doboru wspoélczynnikéw wagowych
we wskazniku jakosci, a takze trudnosci zwigzanych z rozwiazaniem réwnania Riccatiego.

W przykladzie obliczeniowym wyznaczono sterowanie dla predkosct krytycznej pro-
filu wynoszacej 250 ms™1. Poniewaz w praktyce zachodzi potrzeba sterowania w calym
zakresie predkodci eksploatacyjnych przewyzszajacych -predkosé krytyczna, nalezy algo-
rytm obliczen powtdrzyé wymagang ilo$é razy.

Wybdr profilu jako modelu skrzydta nie jest przypadkowy, poniewaZ jest on punktem
wyjscia do stosowania bardziej ztozonych modeli aeroelastycznych.

Kazdy uklad sterowania flatterem musi zapeéwnia¢ utrzymanie katéw wychylenia
powierzchni sterowej i sit dziatajacych w ukladzie w ustalonych przedzialach wartosci.
W dalszych badaniach nalezaloby wiec uwzglednié¢ kryteria majace na celu minimalizacje
sit i wychylen w calym zakresie eksploatacyjnych predkosci lotu.

O aktualnosci podjetej tematyki zdaja si¢ §wiadczyé zaréwno dane firmy Boeing, we-
dlug ktérych straty spowodowane stosowaniem metod biernych wynosza od 10-2077 masy
uzytkowej samolotu [12], jak i fakt udanego eksperymentalnego lotu samolotu B-52 z urzg-
dzeniem do czynnego sterowania flatterem [13]. Do tej pory nie ujawniono jednak szcze-
g6téw potrzebnych do projektowania tego typu urzadzen.
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Pesome

HOBBIM METON VIIPABJIEHUS OJIATTEPOM ITPODHIII

B paGore nmpuMeHeHO MCTOA MOZANBHOIO YUPABJEHNSA K CHHTE3e PELYIIITOPA a3pOyNPYIUX KoJe-
Ganuit KU@acCcHUecKol Mogeny Kpbina. IIPHHATO IPK STHM NHHEHHY0 HeCTANHOHAPHYIO a3POSUHAMMKY.
JIMHEHAHOCTS X CTANMOHAPHOCTD CHCTEMbI YOJIYYEHO C IOMOWIBKO ammpolcumannu Jhionca dymicuuy
Barmepa.

Summary

A NEW METHOD OF FLUTTER CONTROL OF THE AIRFOIL

In the paper the theory of modal control was applied to the syntesis of the regulator of aeroelastic
vibrations in the classical model of wing. The linear unsteady aerodynamics was assumed. The linearity
and stationarity of the system have been obtained by means of Jones’ approximation of Wagner’s function,
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BUDOWA GRANICZNYCH KRZYWYCH ZNISZCZENIA W OPARCIU O KONCEPCJIE
- PARAMETRU USZKODZENIA!,

MarcIN CHRZANOWSKI, JERZY MADEJ (KRAKOW)

Wykaz oznaczen

n — stala materialowa,

n, — stala materialowa,

. t— czas, ‘

t* — czas zniszczenia,

t* — czas zniszczenia w jednoosiowym stanie naprgZenia,
A — stala materiatowa,

Ao — stala materiatowa,

A4, — pierwotne pole powierzchui prébki,

Ay — pole powierzchni szczelin powstatych w probee,

A, — pole powierzchni przenoszgcej naprezenia w przekroju probki,
R — naprezenie poréwnawcze,

Sy, S, — bezwymiarowe napreZenia gléwne,

S — bezwymiarowa intensywno§¢ napreZen, .
o — parametr w rGwnaniu (4.1a),
B — parametr w réwnaniu (3.1),
o — parametr uszkodzen,
T — bezwymiarowy czas,

¥ — bezwymiarowy czas zniszczenia,

0, 0, — naprezenia glowne,

a; — dodatnie, najwigksze naprgzenie gldwne,

a; — intensywnos$¢é napreZen,

. — mnaprezenie ekwiwalentne wg Sdobyriewa, .

ot — wartoéci intensywnosci napreZenia, przy ktérej zniszczenie nastapi w czasie

t=0,

% — parametr cigglosci.

1. Wstep

Charakterystyczna cecha zniszczenia elementéw konstrukcji w wielu wypadkach
(petzanie, zmgczenie) jest to, e nastepuje ono w wyniku kumulacji uszkodzed w ciagu

Y Praca niniejsza wykonana zostala w ramach Problemu Migdzyresortowego -23, koordynowanego
przez IPPT PAN
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calego okresu eksploatacji. Makroskopowo obserwowane pgknigcie jest wiec efektem kofi-
cowym procesu nukleacji i narastania mikrouszkodzend. Drugim etapem procesu znisz-
czenia jest propagacja jednej (lub wielu) dominujgcej szczeliny, prowadzaca do wyczer-
" pania noénoéci elementu. Czas trwania tego etapu we wspomnianych powyzej wypadkach
jest jednak pomijalnie maly w poréwnaniu z etapem pierwszym [8], [12], ktérego znacze-
nie jest podstawowe. :

Dla opisu okresu kumulacji mikroskopowych uszkodzen przy petzaniu Kaczanow [5]
wprowadzil parametr, ktérego zmiana obrazuje proces uszkodzen w materiale. Dla jedno-
osiowego rozciggania parametfr ten moze byé interpretowany [11} jako stosunek pola
efektywnie pracujacej powierzchni przekroju poprzecznego proébki, do jej pierwotnego
pola:

(1.1) w = ]

gdzie: A, — pierwotne pole powierzchni
A, = A,—A; — pole powierzchni przenoszacej naprgzenia w przekroju
A; — pole powierzchni szczelin
@ — parametr uszkodzen,
Zamiast parametru o wygodniej jest czasami wprowadzié tzw. parametr cigglodci
materiatu

(1.2) : Y =1—w,

ktérego zmiany w czasie, w jednoosiowym stanie naprezenia podat Kaczanow w postaci:
' : dy o\’

0 o),

gdzie A, n — stale materiatlowe.

Odpowiednie réwnanie dla parametru uszkodzen bgdzle miato postaé:

dw c YV
1.4 — = A|—].
4.4) .oodt A( 1 —w)

To fenomenologiczne podejécie znalazto szerokie potwierdzenie doéwiadczalne. Po-
nadto pozwala ono na opisanie calego procesu akumulacji uszkodzen, a nie tylko efektu
konicowego — zniszczenia. W miniejszej pracy zdjgto sie zbadaniem mozliwoéci zasto-
sowania tego parametru dla opisu zniszczenia w plaskim stanie naprezenia.

2, Transforacja krzywych granicznych

W przypadku materialéw polikrystalicznych i w jednoosiowym stanie naprezenia,
zmiana wielkosci dziatajacego obciazenia powoduje zaréwno zmiane czasu do zniszczenia
jak i jego charakter. Dla matych wielkoéci obcigzen, a w konsekwencji duzych czaséw do
do zniszczenia, peknigcia maja charakter miedzykrystaliczny, a przetom jest rozdzielczy.
W drugim skrajnym przypadku duzych wielkoéci obcigzen zniszczenie ma charakter
wewnatrzkrystaliczny i zachodzi na skutek poslizgéw w plaszczyznach przebiegajacych
przez poszczegdlne ziarna (bloki krysztalow). A
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W przestrzennym stanie nﬁprgzenia znajduje to swoje odbicie w zachowaniu sig¢ ma-
teriatu zgodnie z r6Znymi kryteriami wytezeniowymi. I tak dla przypadku duzych czaséw
do zniszczenia, decydujace znaczenie ma wielko$¢é najwigkszego naprezenia gléwnego,
a wigc najadekwatniejsza jest hipoteza Clebscha-Rankine’a (zmodyfikowana hipoteza
Galilensza). Dla zniszczenia wewnatrzkrystalicznego decydujacy jest mechanizm po§liz-
gowy, zblizony do tego jaki obserwuje sie przy plynieciu plastycznym. Stad powszechnie
stosowanym jest_tu kryterium Hubera-Misesa-Hencky’ego (lub — dla swej prostoty —
kryterium Tresci).

Nalezy podkredlié, ze powyzszy podzial jest czysto umowny i rzeczywiste zachowanie
sie materiatéw jest wynikiem réwnoczesnego wystepowania obu typéw zmiszczenia. Po-
nadto przewaga jednego z powyZszych typéw zalezy zaréwno od temperatury, jak i od
budowy krystalicznej materiatu. W praktyce dazy sie. do jak najdalej idgcej idealizacji,
dzigki ktérej klasyfikuje si¢ materiaty, ktére w najczgéciej spotykanym zakresie tempera-
tur zachowujg si¢ badz jak czule na najwieksze naprezenie gtdwne, badz na wielkosé sty-
cznego naprezenia oktaedrycznego. Klasyfikacje taka wprowadzil m.in. Hayhurst [4],
nazywajac materialy pierwszej grupy materiatami typu 4-—4, drugiej typu @~ @. Do
klasy A —A naleza takie metale jak miedZ, braz i stale w bardzo wysoklch temperaturach.
Typowym reprezentantem klasy ®—@ jest aluminium,

Jednak dla wielu materiatéw, waznych ze wzgledu na swoje powszechne zastosowanie
(stale stopowe), obserwowaé moZna opisang powyZej zmiang charakteru zniszczenia

iw konsckwencp transformac_]g krzywych granicznych wraz ze zmiana czasu do ZNisz-
czenia.

Istnieja dwie mozliwoéci opisu posrednich krzywych granicznych. Pierwsza z nich to
postugiwanie si¢ réznymi hipotezami wytezeniowymi, dla réipych czasOwW zniszczenia.
Jest to jednak z praktycznego punktu widzenia mozliwe tylko dla znalezienia pewnych
oszacowan czasu do zniszczenia. Dla danego obciaZenia mie jest bowiem znany z géry
czas zniszczenia, a wiec 1 postaé szukanej krzywej granicznej, a w konsekwencji posta¢
hipotezy wyteZzeniowej, ktéra nalezy zastosowad, aby ten czas poprawnie wyznaczyé.

Druga mozliwos¢ opisu transformacji krzywych granicznych, to dobdr takiego prawa
rozwoju uszkodzen, aby w przypadkach granicznych tj. dla bardzo matych, Iub bardzo
duzych czaséw do zniszczenia otrzymaé odpowiednio hipotezy Hubera i Galileusza-Cleb-
scha-Rankine’a. W przypadkach posrednich wielkosci obciaZen prawo takie powinno
opisywaé krzywe graniczne zawarte pomigdzy krzywyml odpowiadajacymi powyZszym
dwom hipotezom wytezeniowym.

Niezaleznie od powyzszych mozliwogci nalezy podjaé decyzy@ co do reprezentacji
uszkodzeri w przestrzennym stanie naprezenia. Najogélniejszym jest tu przyjecie, Ze uszko-
dzenia reprezentowane sa przez pewien tensor. Koncepcje taka zaproponowal RABOTNOW
[14], 2 pewna interpretacje fizykalna skladowych tego tensora podali KAczaNow jr.
i WAKULENKO [16]. Wedhug tej teorii zaklada sie, ¢ w kazdej plaszczyznie powstawanie
1 rozwéj mikrouszkodzen nastepuje w trzech kierunkach wzajemnie ortogonalnych. Pra-
Wo zmiany parametru uszkodzen w tensorowej reprezentacji ma postaé uktadu szesciu
réwnan rézniczkowych dla szeciu sktadowych tensora uszkodzen, w ktérych prgdkosm
uszkodzen sa funkcja niezmiennikéw tensora maprezen rzeczywistych.

Zaréwno ze wzgledu na trudno$ci matematyczne w skonstruowanin praktycznie przy-
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datnyvch rozwigzas, jak i na brak odpowiedniego materiafu doswiadczalnego koncepcja
ta nie znalazla szerszego zastosowania w odniesieniu do zniszczenia metali przy pelzaniu,
cho¢ » powodzeniem byla juz stosowana do niektorych zagadnied mechaniki pekania
skat [2]. _

Do prostszych zwigzkéw prowadzi koncepcja operowania zamiast tensorem uszko-
dzed trzema parametrami opisujacymi uszkodzenia w plaszczyznach naprezed gtéwnych,
W dalszym ciagu w przypadku tej teorii, zaproponowanej przez KaczaNowa. [6], opero-
waé bedziemy umowna nazwa ,,wektorowa reprezentacja uszkodzen’.

Wreszcze najprostsza koncepcja jest operowanie — réwniez i w przypadku przestrzen-
nego stanu naprgzenia — skalarng reprezentacja parametru uszkodzen, ktéry moze wigc
byé rozumiany jako $lad tensora uszkodzen. Propozycja taka zaproponowana zostala
przez SDOBYRIEWA [15] i dzieki swej prostocie znalazla szerokie zastosowanie (np. [17]).

W niniejszej pracy zbadano skalarng i wektorowa reprezentacje uszkodzefh z punktu
widzenia mozliwosci ich zastosowania do opisu omdéwionego powyzej zjawiska trans-
formacji krzywych granicznych.

3. Skalarna reprezentacja parametru uszkodzen

Aby rozwazy¢ mozliwe postacie krzywych izochronicznych (krzywych jednakowego
czasu zniszczenia) przy pelzaniu wg skalarnej reprezentacji parametru uszkodzen po-
stuzono si¢ prawem Kaczanowa uogdlnionym na przestrzenny stan naprezZenia przez
Sdobyriewa w postaci :

(3.1) . w = A(l a)) s
gdzie
gdzie - e = fo,+(1—-Po; 0K p<1,

o; — intensywno$¢ tensora naprezenia.

Granicznym warto§ciom parametru § odpowiadaé beda hipotezy Clebscha-Rankine’a
i Hubera-Misesa. W pierwszym rzedzie zbadano wigc, jak przedstawia si¢ wspolpraca
naprezen giéwnych w zakresie rozwoju uszkodzen dla poszezeg6lnych warto$ei wspdiczyn-
nika f przy ustalonym czasie zniszczenia t*, tzn. jaka posta¢ majg krzywe izochroniczne
dla réznych wspélezynnikéw f.

Jako poréwnawczy prazyjeto czas zniszczenia dla jednoosiowego stanu napreZenia >,
Nastepnie dokladajac naprezenie o, zmieniano ¢, tak, by uzyskaé ten sam czas znisz-
czenia 1*.

Proby te przeprowadzono dla réznych wartoéci wspélczynnika f otrzymujqc za kaz-
dym razem odpowiednie krzywe graniczne.

Powyzsze zagadnienie sprowadza sie do rozwiazania réwnania roézniczkowego, zwy-
czajnego typu (3.1) z warunkiem brzegowym na funkcje w(f) w postaci:

3.2) w0) =0, o(t*) =1,
przy dodatkowym warunku, aby dla réznych o, zmieniajac o, uzyskaé ten sam czas
zniszczenia £*.
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Rozdzielajac zmienne w (3.1):
7] I
(3.3) [ ~wydo = [ Actar.
0 0

i wykonujac calkowanie otrzymujemy czas do zniszczenia

1
*
34 = ATy
Przyjmujac § = 0 mamy:
(.5) 0. = 0; = Y0} +03—0, 0,

Wprowadzajac bezwymiarowe naprezenia .

0y
(3.6) " Iz ,
Sy = _Tz,
3.7) = o = Y51+ 5155,
mamy zatem:
1

(.8) t* =

A(L+n)R (Y SF+S2+5, 8.

W jednoosiowym stanie naprezenia tj, gdy S; = 1 1 S, = 0 czas zniszczenia wyraZa
sig wzorem

(3.9 T = Tin)iﬂ“
Wprowadzajac bezwymiarowy czas

(3.10) | = FL* = t+ AR"(1+1),
mamy:

(3.11) L :

(/S 85-5.5)

W dalszym ciagu poszukiwaé bedziemy takich wartosci S; i S, aby spelnioﬁy byt wa-
runek * = 1. Stad:

(3.12) S24+52-8,S, = 1.
Jest to rownanie elipsy Hubera-Misesa.
Dla 8 # 0 otrzymujemy:

(3.13) T =

BS +(1—p) Y/ ST+55—5,5a)
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W dalszym ciggu zbadamy jak przy danych f przedstawia si¢ wspélpraca naprezen
¢, 1 @, w zakresie rozwoju zniszczenia, czyli d]a jakich §; 1 8, v* = 1. Stad:

(3.14) BS1+ (1 =B/ SI+53-8,S,) = 1.

Na rys. 1. pokazano przykladowo krzywe graniczne dlan =11 f = 0.5, 1.0 a takze
dla = 1.5 (tzn. 0. = 1.5 0,—0.50;) W tym ostatnim przypadku otrzymuje si¢ krzyws
graniczng opisujaca wzmocnienie materiatu przy o, < 0, co nie znajduje potwierdzenia
doswiadczalnego.

1

)

0,0
1

0,6~ Q}(y : wnle

-
) =
Loy .
04 &/' @
A
Q.2 A .

05

1

f=0,0 0.5, 1.0 15

Rys. 1

Skonstruowane krzywe nie dotycza II-ej éwiartki ukladu oy, 0,, gdyz zgodnie z su-
gestia Kaczanowa propagacja uszkodzed w plaskim stanie naprezenia zathodzi tylko wtedy
gdy przynajmniej jedno z naprezed gléwnych jest dodatnie (krzywe zniszczenia sa otwarte).

Jak wynika z powyzszych rozwaZafd skalarna reprezentécja parametru uszkodzef
w postaci, (3.1) daje mozliwos¢-opisu izochronicznych krzywych zniszczenia typu Gali-
leusza i Hubera, a takze krzywych posrednich migdzy tymi dwoma krzywymi granicz-
nymi. _ '

Zgodnie z uwagami z rozdz. 1, rozwazana koncepcja nie daje jednak mozliwosci opisu
transformacji izochronicznych krzywych zniszczenia. Aby to uzyskaé musialoby by¢
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g = B(™). Jakoéciowy charakter tej krzywej powinien by¢ zgodny z pokazanym na rys. 2.,
jednak autorem nie sa znane wyniki badai do$wiadczalnych potwierdzajacych iloSciowo
przebieg zaleznosci f(t*). :

)

104~ e e

Rys. 2

Skalarna reprezentacja parametru uszkodzed moze jednak byé wykorzystana do
opisu transformacji krzywych granicznych, je§li przyja¢ odpowiednie prawo propagacji
uszkodzen. W oparciu o [1], mozliwo$¢ taka przedstawiono w pracy [10]. '

Zalozymy, e réwnanie kinetyki uszkodzen ma postaé:

fdo o, \do oy

019 do sl %5) el %)
gdzie:

@ — parametr uszkodzenia (0 < w < 1), 0y — intensywno$¢ naprezefi, o; — dodat-
nie, wigksze z dwu napreZen gtéwnych (j =1, 2), t — czas.

Pierwszy skladnik w prawej czgsci wzoru dotyczy uszkodzen niezaleznych od czasu,
drugi okre$la rozwéj uszkodzen zwiazanych z procesami reologicznymi.

Dla proceséw niezaleznych od czasu o zniszczenin decyduje wielkos¢ dzialajacego

obcigZenia, zatem zmiany p‘aramefru uszkodzen opisuje tylko pierwszy czion tj. f ('1%5) .

Dia bardzo duzych czaséw zniszczenia o prayroscie uszkodzed decyduje druga z funkgji

g ( 1_(?0))» a wplyw pierwszej jest pomijalm'e'maty,

W oparciu 0 powyZsze réwnanie kinetyki uszkodzeri, uwzgledniajace efekty zaréwno
natychmiastowe jak i zaleZzne od czasu, zbadano moZliwosé transformacji krzywych izo-
chronicznych w plaszczyZnie naprezen gléwnych o4 i 0, dla réfnych czaséw zniszczenia.

W tym celu przyjeto do rozwazan szczegdlng, potegowa postaé funkeji i g w formie:

dy oy )"° do, o \" ‘
3.1 Yo 4l 2t) Al
gdzie: y — parametr ciagtosci (1 > v > 0)
o, — intensywno$¢ naprezen,
Ao, A, np, n — stale materiatowe. -

Przyjeto program obciaZenia pokazany na rys. 3, wedfug ktérego obcigZenie dziala
w dwéch etapach. ’



594 M. CHRZANOWSKI, J. MADES

a)l
o;
5
5 etap I |
!
etapl |'
1
e
b} =
6, E
1
|
1
I
|
!
SyR ¥
tﬁ
c) 6,
!
|
|
|
|
S,'R
t*
t
Rys. 3

Dla wyznaczenia dowolnego punktu krzywej izochronicziiej przyjeto program pokaza-
ny na rysunku 3a. Stato$é intensywnoéci naprezed w drugim etapie jest przy tym zapew-
niona dzieki przyjeciu staloéci zaréwno o4 jak i o, (Rys. 3b, 3¢). Pary o,, o, dobierano
tak, aby dla kazdej byl speliony warunek:

t* = const.
Dzigki zaloZzenin o natychmiastowym wzroscie obciazenia do wartosct oy W etapie I
do glosu nie dochodza uszkodzenia reologiczne, ktérych rozwd] opisuje drugi skiadnik
sumy w prawej stronie wzoru (3.16). W tym etapie catkowano wigc réwnanie uproszczone
(por. réwnanie (3.17)) wyznaczajac warto$¢ parametru v,, ktéra stanowi warunek po-
czatkowy dla réwrania opisujacego uszkodzenia w etapie II. Wobec zaloZonego w etapie II
g; = const. jest do;/d* = 0 i w konsekwencji catkowad nalezy réwnanie (3.16) z pominie-
ciem pierwszego skladnika (por. réwnanie (3.20)).
Dla pierwszego etapu réwnanie kinetyki uszkodzedn ma wiec postaé:
dy - o, \" do,
(3.17) g = —Ao(-&)—) ~7

Rozdzielajac zmienne i calkujac to réwnanie przy warunkach poczatkowych o; = 0
iy =1dla¢= 0 otrzymujemy warto§¢ parametru ciagtosci , dla intensywnosci napr¢-
Zen oy

1
(3.18) o = (1 —Aooyg"e* )T
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Oznaczajac przez R warto$C o, dla ktdrej nastapi zniszczenie natychmiastowe w jedno-
osiowym stanie napreZepia, otrzymamy nastgpujaca interpretacje staltej materiatowej Ag:

1

(3.19) Ay = RAeFL
Rozwiazujac réwnanie (3.16) dla ¢ > 0 (tzn. gdy do, [dt = 0):

dy _ o\
(3.20) o= A(T) ,
przy warunkach
(3.21) : Yo2yp=20, 0<%
otrzymujemy:

1
(3.22) p = [Pt —A(nx D)ot n+1 .
Podstawiajac tu za yw, wyrazenie (3.18) otrzymujemy:
"+l 1

(323) P = [(1 —Aog'ilb‘*’l) no+1 _.A(n+ 1)0”1' t] ntl

Po podstawieniu wielkoSci bezwymiarowych okre$lonych przez (3.6) i (3.10) oraz
0znaczajac oo = Sio *R réwnanie (3.23) przyjmuje postaé:

1 Ho+1 1 1
(3.24) v = {[1 - WT(RSIO)”"H] n+l —(SIR)"TF} ntl
a po dokonaniu redukcji:
n+l 1
(3.25) P = [(1 —Spg+t) mo+T —Sng]n+l,
al bl :
T T In(S )
n/ng =15
———n/ng =1,0
——=n/ng =05
= - e
0 Rt T
l | \

10 T 1.0 In{t¥
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Dla p = 0 czas zniszezenia T = t* wyznaczamy z (3.25):

nt+l

(3.26) o = %[l — ot et T
1

Na rys. 4a pokazano przebieg zaleznoici v* = 7*(S,) dla jednoosiowego stanu napre-
" Zenia (S; = S|) przyjmujac 7 = 3 i n/n, = 0.5, 1, 1.5, Na rys. 4b pokazano ten sam wy-
kres w skali dwulogarytmicznej, czeiciej stosowanej dla przedstawienia tej zaleznoécei.
Dla opisu transformacji krzywych granicznych poszukiwaé bedziemy krzywych
S1(S,) opisanych zwiazkiem (3.26) przyjmujac rézne wartosci 7*,
Obliczenia przeprowadzono dla ny = 6, n = 3 oraz v* = 0, 1, 1.707, 2, 10, 30, 50,
100 dla S, > 0 (IilIV éwiartka), a uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 5. .

Sz T T T
1,0

0.8+
0.5
04

02

100,0\

L7

02 04 06 08 10 S

Rys. §

Jak widaé na podstawie uzyskanych wynikéw réwnanie kinetyki uszkodzed w postaci
(3.16) moze byé stosowane do opisu transformacji krzywych granicznych zwiazanych
z poziomem dzialajacych obciazen. Otrzymane krzywe graniczne leza pomigdzy skraj-
nymi przypadkami otwartego wieloboku Galileusza i elipsy Hubera.
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4. Wektorowa reprezentacja parametru nszkodzen

Analogiczne rozwazania dotyczace postaci krzywych granicznych przeprpwadzono
dla wektorowej reprezentacji parametru uszkodzen. Poshizono sig tn réwnaniami kine-
tyki uszkodzen przy pelzaniu dla przestrzennego stanu napreZenia zaproponowanymi
przez KACZANOWA [7].

W jednoosiowym stanie naprezenia zgodnie z koncepcja KAczaNowa [7] kumulac_;a.
uszkodzed ma charakter przestrzenny. Rozwdj mikropeknieé w kierunku napr@Zema oy
opisuje wzdr:

. dy, _ oy}
D el
za$ w kierunkach prostopadlych do kierunku o, zachodza zwigzki:
dy; =« dy,
dt dt’
4.1)
dys - ad#b
dt dt’
gdzie0 < a < 1. ‘

Dla a = 0 zniszczenie ma charakter kierunkowy (t_] postepuje tylko w kierunku pro-
stopadtym do ¢,) zad przy o = 1 jest réwnomierne w calej objetosci.

Odpowiednie prawo rozwoju uszkodzen w przestrzennym stanie nmapreZenia zapro-
ponowal Kaczanow [5] w postaci: '

(4.2) o A%%)'H%y+&ﬂ1

Dla kierunkéw 2 1.3 analogiczne réwnania otrzymuje sig¢ przez cykhczna, zmiang wskaz-
nikéw t_]

el )
el 2]

Dla plaskiego stanu naprezenia zagadnienia wyznaczenia izochronicznych krzywych gra-
nicznych, odpowiadajacych réznym wartosciom wspdiczynnika «, sprowadza si¢ do roz-
wigzania ukladu trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych typu (4.2) z warunkami
brzegowymi na funkcje w,(t) w postaci:

(43) wO =1 %) =0i=123

przy dodatkowym warunku, aby dia réznych par ¢,, o, uzyskaé ten sam czas zniszczenia *.
Uzywajac zmiennych bezwymiarowych wprowadzonych w rozdz. 3 uklad réwnan

(4.2) w postaci:
o (2]
dr n+1 Yy P,

i

6 Mech. Teoret.'i Stos. 4/80
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R el
(4-4) dr —  n+1 |\y: +a7pl— ’

2 -5l (2)

dr T+l W\ + N
nalezy rozwiaza¢ przy warunkach (4.3), oraz przy warunku dodatkowym, aby dla réznych
S, tak zmieni¢ S, by uzyskad czas zniszczenia taki jak dla jednoosiowego stanu napre-
Zenia (fj. dla 7* =1, S, =0, §; = 1).

Powyzsze zagadnienie sprowadza si¢.zatem do wiclokrotnego rozwiazywania uklady
réwnai rézniczkowych (4.4) przy warunku (4.3) i wielokrotnego ,,wstrzeliwania sig”
wartoscia S, tak aby przy ustalonym S, zniszczenie nastapilo w czasie % = 1.

Z uwagi na brak mozliwosci rozwiazan droga analityczna, przy rozwigzaniu zadania
zastosowano przyblizone metody numeryczne (metoda Rungego-Kutty trzeciego rzedu
do rozwigzywania ukladu réwnan réiniczkowych, oraz metode Newtona do poszukiwa-

- nia Zzadanej wartosci naprezenia S; [9]).

0 :

08—

1o

Rys. 6

Na rys. 6 pokazano postacie krzywych granicznych dla n = 3 i« > 0. O ile ich przebieg
w pierwszej éwiartce moze by¢ niekiedy potwierdzony do$wiadczalnie [13], o tyle umoc-
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nienie w IV éwiartce nie jest obserwowane. Zbadano wigc postaé krzywych granicznych
dla o < 0, przyjmujac jak poprzednio n = 3 lecz &« = —0.5, —1.0 i —1.5. Uzyskane
krzywe pokazano na rys. 7. Maja one charakter zblizony do granicznych krzywych wg
teorii najwigkszego wydluzenia de Saint-Venanta. Takie zachowanie si¢ materialéw nie
jest potwierdzone doswiadczeniami jesli chodzi o I éwiartke, natomiast jest zgodne z wy-
nikami doéwiadczen w ¢wiartce IV-¢j.

Uklad réwnan (4.2) nie opisuje transformacji i dobér odpowiedniego prawa kinetyki
uszkodzen umozliwiajacy opis tego efektu jest celem dalszych prac autorow.

Rys. 7

G*
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5. Uwagi koncowe

Rozwazone mozliwoéci opisu kinetyki uszkodzen w plaskim stanie naprezenia wskazuja
na konieczno$é stosowania rozszerzonego prawa uszkodzen (3.15) dla opisu transformac;,
izochronicznych krzywych granicznych. Dotyczy to zaréwno skalarnej, jak i wektorowej
reprezentacji parametru uszkodzen. Wyboér tej reprezentacji podyktowany musi byé
zgodnoscia uzyskanych krzywych granicznych z do$wiadczalnymi. W skalarnej repre-
zentacji parametru uszkodzen mozliwe jest jedynie wykorzystanie istniejacych hipotez
wytheniowych poprzez dobér odpowiedniego okredlenia naprezenia o, w (3.1).

Wieksza mozliwo$¢ daje wektorowa reprezentacja. RozwaZony uklad réwnan réznicz-
kowych (4.4) prowadzi do krzywych granicznych, ktére zblizone sg do do§wiadczalnych
dlao > Ojeslic, > 0ig, > 0,0razdlaa < 0jeSlioy; > 0io, < 0. Przyjecic o dodatniego
lub ujemnego dla dowolnych wartosci ¢, i o, daje krzywe znacznie odbiegajace od ty-
powych wynikéw do§wiadczen. Koniecznym jest wigc poszukiwanie innego opisu kinetyki
uszkodzen, dajacego zarazem mozliwo$¢ opisu transformacji krzywych granicznych.

Uzyte w niniejszej pracy réwnania kinetyki uszkodzen sa waZne jeSli przynajmniej
jedno z naprezen gléwnych jest dodatnie. Stad dla rozwaZanego plaskiego stanu naprezenia’
nie ma mozliwosci zbudowania krzywych granicznych dla wjemnych wartosci ¢, i o,,
W przestrzennym stanie naprezenia, w zaleznofci. od ksztaltu powierzchni granicznej
moze ona przecigé plaszczyzng o, o, takZe i dla ujemnych ich wartoéci.
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Pesmome

TIOCTPOEHME NIPEJEJIBHLIX KPYIBLIX PASPYIIEHIIA C TIOMOIIO TIAPAMETPA
TTOBPEXOEHUIL

B paGore paccmaTpHBaeTCsl BO3MOXKHOCTh IIOCTPOEHHA M30XPOHHLIX KPHBBIX DaspylleHHst B YCJIO-
BUAX TIONBYYECTH MCHONB3Ys napameTp noppex«ieHuit BBesenunlit JI. M. KauvanoBbrim [3]. Ocobennoe
BHUMAHHE TIOCBAIEHHO ODCYXIAEHMIO NPUMEHHMOCTH CKalfAPHOH M BEeKTOPHOH HHTepuperaryy napa-
MeTpa NOBPEXAEHII K ONHCAHAIO TPaHC(OPMAIiAH H30XPOHHBIX KPHBEIX B 3aBHCHMOCTH OT BEJIHUMHBI
BpEMEHH X0 paspylueryis. IIokasano, Wro JUIs 5TOrc HeoGXomumo BBeleHHe OGOOIIEHHOTrO ypaBHEHUA
KIHETHKY TOBEH(IEHHA COZIEPIKAFOIIETO TAIOKe UJEH COOTBETCIBYIOIIMIL NOBPEXKNEHHAM HE3RBUCHMBIM
OT BpEMEHH.

Jlyuiye pesyanTaThl, HOMYUEHB! JJIs1 BEKTOPHOIT pempeseHTAllny IOBPEXHACHUI UeM JJIA Cralsp-
HOH, HE COOTBETCTBYIOT BIIOJHE 3KCIEPLIMEHTAJPHBIM JaHHBIM 1 BOOPOC JO/DKEH B JaNeHeliuem GbITh
MCCIIEA0BAN HCIOMB3YS GOJIee CHIOIKHBIE YPABHEHUS KMHETHKH NOBP X HEHMIA.

Summary

THE CONSTRUCTION OF FAILURE LIMIT CURVES BY MEANS OF A DAMAGE

A possibility to employ Kachanov’s damage parameter [3]in constructing isochronous failure limit
curves in creep conditions is evaluated. A scalar and vector representation of damages are verified to be
used in revealing a phenomenon of changing a shape of these curves with time to rupture. It is shown that
in this case it is necessary to use an extended law of damage kinetics containing a term responsible for time
independent deterioration. .

The results are better when vector representation of damages has been used, however further impro-
vements to fit more accurately experimental results are necessary.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcfi dnia 11 grudnia 1978 roku.
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1. Wstep

Powszechnie stosowanym podejsciem przy ksztaltowaniu elementéw konstrukcyjnych
w zakresie sprgiystjm jest zastosowanie warunkéw rownomiernej wytrzymatosci. W za-
kresie plastycznym, pewnym odpowiednikiem tego podejécia jest poszukiwanie ksztaltow
cial, ktore przy osiagnieciu no$noéci granicznej osiagna stan plastyczny w calej swej
objetosci. Narzucenie warunku calkowitego uplastycznienia w stadium zniszczenia przy
projektowaniu elementdéw z materiatu idealnie plastycznego pozwala na wyeliminowanie
z konstrukcji stref sztywnych badZ sprezystych: pozwala zatem na lepsze wykorzystanie
materialu w pracach [1], [5] stwierdzono, bowiem, ze w optymalnych konstrukcjach
w stadium zniszczenia uplastycznione powinno byé cale cialo, badZz mozliwie wielki jego
podobszar.

Ksztalty, ktore uzyskuje si¢ w oparciu o to kryterium wykazujg najczesciej catkowita
niejednoznacznos$é, zatem przy doborze ksztaltéw optymalnych, nalezaloby przeprowadzié
procedurg optymalizacyjna np. w oparciu o warunek minimum objetosci. Niekiedy jednak
pewne wymagania konstrukcyjne narzucaja ksztalty odbiegajace od ksztattéw regular-
nych, powszechnie stosowanych w praktyce. Wtedy tez mozna dobra¢ ksztalty, ktdére
odpowiadaja calkowitemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia, bez prowadzenia pro-
cedury optymalizacyjnej. Niekiedy tez ksztalty, o ktorych mowa spelniaja waronek mini-
mum objgtosei, zatem sa ksztaltami optymalnymi w sensie powszechnie przyjetym.

Omawiane podejécie przy ksztaltowaniu elementéw konstrukcyjnych w zakresie
plastycznym bylo stosowane w pracy [3], przy ksztaltowaniu niekotowych cylindréw
grubosciennych, nastgpnie w pracy [2] przy projektowaniu skre¢canych pretéw rurowych.
Szersze omoéwienie problematyki wylaniajacej sig w trakcie ksztattowania ciat wykazujg-
cych catkowite uplastycznienie w stadium zniszczenia, jak réwniez przeglad publikacji
z tego zakresu, moZna znalezé w pracy [4].

W niniejszym opracowaniu poszukuje si¢ takich ksztaltéw preta z materiatu idealnie
spreZysto-plastycznego, ktéry poddany zginaniu z rozcigganiem i cinaniem jak na rys. 1,
ulegtby catkowitemu uplastycznieniu przy osiagnieciu noénosci granicznej. Problem roz-
wiazemy w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia, w p. 6 podamy ponadto wyniki
analizy problemu w warunkach plaskiego stanu naprezenia.

Z uwagi na zastosowana metodg¢ matego parametru poszukuje si¢ ksztaltéw preta,
odbiegajacego od kotowego (od ¢éwiartki kola), bedacego rozwigzaniem trywialnym
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postawionego zagadnienia. Problem ten jest rozwinigciem i uzupehieniem przykladéw
analizowanych w pracy [4] 1 pozwala na szersze poznanie analizowanej tam problema-
tyki. -

- Rozwigzanie ma spelia¢ warunki réwnowagi wewngtrznej, warunek plastycznosdci
" Hubera-Misesa-Hencky’ego w formie réwnoéci oraz naprezeniowe warunki brzegowe.
Mozna wiec je uzyskaé w oparciu o réwnania naprezeniowe bez analizy réwnan odksztal-
ceniowych. Otrzymuje si¢ szereg rozwiazan statycznie dopuszczalnych, a odpowiadajace
tym rozwigzaniom ksztalty sa ksztaltami bezpiecznymi. W omawianym precie mozna
wyrézni¢ strefe obwodowego Sciskania oraz strefe obwodowego rozciagania. W kazdej
ze stref uzyskano dwa jakosciowo réZne rozwigzania, mianowicie ciag rozwiazan odpowia-
dajacy niewielkim odstepstwom od ksztaltu bedacego Cwiartka pierécienia kolowego,
o ustalonym stosunku niezaburzonych promieni wewnetrznego i zewneirznego oraz
rozwiazania dla dowolnych stosunkéw niezaburzonych promieni.

2. Zalozenia [ réwnania podstawowe

Rozwazany jest pret o przekroju prostokatnym i ksztalcie scharakteryzowanym we
wspdirzednych biegunowych funkcjami a(6) i b(#), obcigZony jak na rysunku 1.

Rys. 1

W precie tym wyréznia si¢ dwie strefy uszeregowania naprezen:

— stref¢ I -— wewnetrzng, Sciskana napreZeniem obwodowym oy,

— strefe IT— zewnetrzna, rozciagana napreZeniem obwodowym 0sy.

Przy zaloZeniu plaskiego stanu odksztalcenia i nieécisliwosci materiatu, stan naprezenia
w dowolnym punkcie preta jest okreslony czworka skladowych o,, 04, 7,9, OTazZ 0; =

1
= ) (Gr +0y).
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Naprezenia te, w kazdej ze stref spetniaja po dwa réwnam'a rownowagi wéwngtrznej
postaci:

(90 1 0r, o,—0p
o Tty %
@ ] 10 ’
’ Tro Oy Trp
7 +—7‘__5’5_ +2 . = (),

Zgodnie z przyjetym kryterium ksztaltowania preta, w kazdym punkcie jest spelniony
warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky’ego:
2.2 (0,—0g)* +41% = %ag.

Problem jest zatem wewngtrznie statycznie wyznaczalny, gdyz w kazdej ze stref mamy do
dyspozycji trzy rownania naprezeniowe oraz trzy niewiadome skladowe stanu napreze-
nia.

Dla wyznaczenia poszukiwanych funkcji a(6) 1 b(0) oraz czterech stalych catkowania
réwnan réwnowagi wewnetrznej, wykorzystano naprezeniowe warunki brzegowe (réwno-
warto$ci napreZef promieniowych i obwodowych) na brzegach wewngtrznym i zewnetrznym
oraz na granicy stref. Na obu nieobcigzonych brzegach a(6) i b(6), skladowe ci$nienia
Par 1 Pno sa TOWDE zeru. Na powierzchni g(#), rozgraniczajacej obie strefy skladowe na-
prezen wewnetrznych réwnowazg sie wzajemnie. Warunki te wyprowadzone w pracy
[3] prayjmuja nastgpujaca postaé (pznaczenie ,,I”’ odnosi sie do strefy wewnetrznej, a ,,II”
do strefy zewnetrznej):

— na powierzchni wewngtrznej r = a(0):

‘a(@)a‘rllr=a<9);a’(@)r’@'lr=a<@) =0,

= & (0o, ~3(O)Tr0r, o) = O

r=a(@)
— na powierzchni zewnetrznej r = b(6):
b(@)a,,,,rzb@)—b'(@)‘r,e,,»,rﬂ(e) =0,
‘b'(@)ffonl,z,,w,"b'(@)‘fre,q,:,(@, =0,
—na granicy stref r = g(6):
—8(D0n, 0y TE D Troy,
&' 00y gy~ & ) Tro|

(2.4)

= —g (’9)‘7'11],=,(,,) +¢'(%) Troul, _ g gy
= g'(’ﬁ)a‘,,"' - g@)"‘rﬂulv.:nw)'

Okaze sig, Ze na tej drodze uzyskamy dwie rodziny rozwigzan: pierwsza bgdzie dotyczyé
niekotowych ksztattéw przy czystym zginaniu momentem Mo, natomiast druga dopuszcza
wplyw jednoczesnego niewielkiego $cinania i rozciagania sifami N = T.

=0(3)

2.5)

r=4(§) r=a(4)

3. Metoda malego parametru

Przyjmujemy rozwigzanie w postaci szeregu parametru, charakteryzujacego niekolowosé
" ksztaltu preta, mianowicie:

3.D x(r, 9) = xo+ 0%, (r, )+ a2%,(r, N+ ...,
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gdzie
x(r, 79) = 0‘,.(7‘, ?9), 0‘0(7‘, 19), ‘5,.,9(7', ﬁ)a a(ﬂ), b(ﬁ), g(’ﬁ),

a wielkodci z indeksem ,,0” sg sktadowymi stanu naprgZenia dla preta kotowego o pro-
mieniach a, 1 by, zginanego momentem M,, bedacym no$nodcia graniczna tego preta.
Jak wiadomo, w oparciu o metode malego parametru, nie badajac zbieznosci szeregow,
mozemy wyciggnaé pewne Jakosmowe wnioski np. odno$nie niejednoznacznosci roz-
wigzan.

Po rozwinieciu skladowych stanu naprgzemia w réwnaniach (2.1) i (2 2) w szereg
parametru « i poréwnaniu wspdlezynnikéw przy odpowiednich potegach a otrzymuje sie
dla kazdej ze stref cigg ukladéw 3 réwnaf, w ktérych mew1adomym1 sq odpowiednie
poprawki sktadowych stanu naprezenia:

dory | 1 0101 | Ou—0or 0
52 “or ' r 00 r 7
) 6’5"@! 1 ao‘@, 2'17,.@‘ _ 0
or r 00 r
(3.3 O —0ar = fi(0005 Oro .. Opi_is Ooi_y 5 Tron,)s
gdziei =0,1,2 ..

Roéwnania (3.2) maja dla kaZzdego przyblxzema identyczna postaé z wyjsciowymi wa-
runkami (2.1), ktére sa réwnaniami liniowymi. Réwnanie (3.3) jest dla i'— tego przybliZenia
liniowym warunkiem plastycznosci,

Zastapienie w warunkach brzegowych (2.3), (2 4) 1 (2.5) funkcji a(8), b(0), g(0) ich
rozwinigciami (3.1) oraz rozwinigcie wyrazef na kolejne sktadowe stanu napreZenia dla
promieni a(6), b(0) i g(0) odpowiednio wokét punktéw ag, by i go prowadzi do rozwinigcia
warunkow brzegowych w szereg parametru o (schemat rozwinigcia .wedlug pracy [31).

Pierwszy z warunkow (2.5) (warunek na granicy stref) po rozwinigciu przybiera na-
stepujaca postac: /
gdziei =0,1,2...

) (34) _(g0+ag1 + “2g2+ '-'){[(JrOx'_'o'rOn)'r=go +

6(0"01 ""' GfOu) 2 62(0r01 - O'r()u) g% 2
+ ‘—ar ‘—“> |r=gn(ag1+d g2+ ---)+—_‘ar2_ *ﬁa +
+ a(crll_arlll)

5 (ogy +alg, + ...)]oc+(0‘r2,—0‘,2")|r=g a4 .+
r r=20 °

+ (agy + g2+ ---){[(Tran ~Trotu|ag, T

a(Trﬁil Trﬂln)

ar (o¢g1+ot2g2+ ...)]}(X‘F(T,-gzl—"L’,;gzu)(ler=g°+ . =0,

r=go

Pozostale warunki rozwijaja si¢ podobnie.
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Poréwnanie wspotezynnikéw przy o prowadzi do warunkéw brzegowych w i — tym
przyblizeniu. W dalszym ciggu oznaczono poszczegdlne warunki odnoszace sig do brzegu
wewnetrznego litera ,, W”, zewngtrznego ,,Z”, a do granicy stref litera ,,g”.

Indeks ,,p” odnosi si¢ do warunkéw rownowagi naprezen promieniowych, a indeks ,,0" ob-
wodowych.

Cyfra w nawiasié¢ oznacza szczebel przyblizenia.

Warunki brzegowe w zerowym przyblizeniu:

Wy (0): 0 = aroy, >
Wo(0): 0 =0,
(3.5) Z,0): 0= Orou|, — g, >
Zo(0): 0 =0,
£5(0): 0 = Groy, g, —ron| g,
g(0): 0=0

Warunki brzegowe w pierwszym przybliZeniu:

00,
Wp(l): 0= _alo‘r0||,.=n —Qoay ) 01' —Qo 0y, _ g,
0 r r=ao L]
VVD(I): 0= _a;0001|,=nn+a07r011|r=a°7
Zp(l): 0= -b, GrOu[,.___b —'bob1 000n _b06r1n|,_b »
(3.6) 0 or o=z, =bo
Zn(l): 0= _b_iaﬂolllr=bo+b07r811(|,=b0,
0(or0,— 0
&: 0= [_gl (0ror—0ron) — 8081 ‘(—OlTBl’l)— —gO(O'rlx_‘o'rlu):ll >
f . r=go

go(l): 0= [—gl'. (6001 _0'0011) +g0(7r0h - Tn‘}lu)],=g° .
Warunki brzegowe w drugim przybliZzeniu:

60,0 60‘,0 asa? 520',-0
Wp(z): 0 = [—aZ G'rol -—a%—a;—l —adgds 6', [ (‘)2 1 arz T
ao'rll ’
—@:1 0y~ Ao 41—, —0Or2iH A1 Tro ||r =gy
’ ’ 601901 ’
, Wo(2): 0=\ —aj0s0,—a,4a; o —a;0s1,+
3.7 ' ]
a77r1911
+aoa; or +a; T s+ AoTron lr=ay?
000 0040 bob} 0%0r0y -
Z,,(Z): 0= [_bszrOn—b%T"'bObZ or .- 2 or2 - -

a("rlu
or

’ ’
'_bj.o'rlu""bobl —b00r2,1+b1'rr0111“|,=b07
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(3.7. cd.)

W zerowym przyblizeniu skladowe stanu naprezenia odpowiadaja zginaniu preta
kotowego o wymiarach a, i b, momentu M,, w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia.

A. DOLLAR, Z." KORDAS

0 G0y

or —biaﬂlll+

Z,2): 0= [—b;«mo"—bibl

aTr|9lll

or

+bob, +b17r0111+b07r8211][r=b0’

3(0v0,— 0
8:(2: 0= [—gz(o‘ro,—cfro,,)—g’}(a_o‘arg—o") —

a(GrOI_UrOII) gog% 62(0‘,0,—0',0”)
—&082 ar - 2 o2 -

a(grll "O'rlu)

~g1(0rll_0'r111) ~8o081 or —‘go(O‘rZ)‘—Grlu)"’

+81(Tror,— Tn?lu):l lr=go°

! r o(o  — O
g0(2): 0 = l:_gz(o‘ool_o‘ooll)—glgl'_('ooT‘M_‘

. . A(Tro1,— Tro1
_gl(dan—orolu)-Fgogl %’0 l() +

+81(Tro1:— Trot) + (Trozs — Trozu) g°1|r¥xo .

- Sa to nastepujace funkcje promienia r:
— w strefie wewngtrznej (obwodowego $ciskania)

(3.8)

ooln T

2
l/_3_ ag’

ao(ln% + 1)

0

o'r(')l = =

: 2
0901 = - _'/3~

Tr00p = 0.

— w strefie zewnetrznej (obwodowego rozciggania)

(3.9)

“Funkeje te stanowia rozwigzanie ukladu réwnan (3.2) i (3.3) dla i = 0, przy zaloZeniu
kolejno a,0; > G0, i Groy < Gooy, z Wykorzystaniem pierwszego i trzeciego z warunkéw

ro = = —=doln -

eru = L_(ln—]"_'}’ 1)
]/3 bo ?

\ T,-oen = (.

(3.5). Zerowe przyblizenie promienia rozgraniczajacego strefy jest réwne:

(3.10)

8o = ]/aobo,
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a moment, ktéry powoduje catkowite uplastycznienie preta wynosi:

1
. ]_ M = ———— b - 2.
(3.11) | 0 21/3 o(bo—aq)

4. Rozwigzanie w kolejnych szczeblach przyblizenia

4.1. Przyblizenie plerwsze. Z warunku plastycznosci (3.3) dla i = 1 wynika réwnoséé
pierwszych poprawek naprgzefd promieniowego i obwodowego w obu strefach. Dwa
réwnania ukladu (3.2), dla i = 1, mozna sprowadzié do réwnania rézniczkowego czastko-
wego, drugiego rzedu na pierwsza poprawke napreZenia stycznego T,5,. Przyjecie:

(4.1) C Tr = R()-T(@),
prowadzi do rozdzielenia zmiennych, a tym samym do dwdch réwnan rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzgdu, okre$lajacych funkcje R(r)1 T(0). Sg to nastepujace rownania:

4.2) r?R"+43rR'+ A’R = 0,
(4.3) . T"+A2T =0,
Rownanie (4.3) ma catke ogdlna dajgca si¢ przedstawié w posl:acx
(4.4) T = D-sinid
Réwnanie (4.2) ma nastgpujace catki ogdlne:
—dla 2 #£1
(4.3) R = %[C1 sin (]/22 1 ln—) + C,cos (]/,12—1 lnb—)]
0
—dla A =1,
“s R = L(c oy —+C3).
r bo
Wobec (4.4), (4.5) i (4.6), pierwsza poprawke naprezenia stycznego okreélaja wzory:
—dlaZ # 1:
@D ve = —}T[Alsin(l/l”—l Lnbi) +B,cos (;/,12—1 ln-br—) sind@,
. 0 o]
—dla 2 =1: ;
(4.8) Trp1 = l(14. ln—B—“ +B )Sin@-
’ [}

Calkowanie réwnafi réwnowagi dla pierwszego przyblizenia z uwzglednieniem kolejno
(4.7) i (4.8), prowadzi do okreélenia pierwszych poprawek naprQZen obwodowego i pro-
mieniowego; . .

—dla A #£1

4.9 Oy = Ogy =é[(A1 — l/ﬂz—lBl)sin (1/12"_'1 ln_l:__)_i_
0
e ey
+(B1+l//12—-1A1)COS(Vﬂ.2—1 n—b'—;—)] Coi +Cy,
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—dlai=1

(4.10) C Oy = Oy = %[A{ (ln-r—+1)+B;]cosz9+C{,

bo

— gdzie stale 4], B;, 4,, B, nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych. Sa to Ay,
By, A1y, Biy — w strefie wewnetrznej A1y, B, Ay Bin — W strefie zewnetrznej; stale
C, i C; sa dowolnymi stalymi catkowania odpowiadajacymi naloZeniu dodatkowegg
ciénienia hydrostatycznego i w dalszym ciagu przyjeto: Cyy = Ciy = Cy; = Ciy =0

Dla wyznaczenia statych catkowania nalezy w warunkach brzegowych uwzgledni¢

uzyskane wyrazenia na pierwsze poprawki sktadowych stanu

naprezenia przy zalozeniy

kolejno 4 % 1 wzory (4.7) (4.9) oraz A2 = 1 wzory (4.8) i (4.10).

Wyznaczenie z warunkow w,(1) z,(1) 1 g,(1) pierwszych peprawek promieni a; (B,
b,(®) i g,(#) i porébwnanie z wyrazeniami na a;(#), by(F) 1 g1 (), vzyskanymi z warunkéy
Wo(1), z,(1) i g,(1) prowadzi do vktadu réwnan na state catkowania.

Dla 1 # 1, uklad ten ma mnastgpujaca postac

YazoT [A“cos (wl —1 m%) —B,,sin (W “Tin
4]

(4.11) VA2 =14,y =0,

Uwzglednienie wzoru (3.10) i oznaczenie
(4.12) g = wz—un—gl
0

upraszcza ten uklad do nastgpujacych réwnan

Ayycosp—B,isin g = 0,

Ay =0,
(4.13) H

(B1l—Bl,I)Sin§ —Aucosg = 0.

Uktad ten ma nastgpujace nietrywialne rozwiazania:

[
4.14) : , Ay = But.gﬂ,

le = Bu(l —ctg%tgfi).

ﬂ%n%,

B =—@ntD),

(4.15)
Au = Bul(—l)",
Bu = 0.
(4.16) { = —2nn,
Al! = On

ao —
7;)] =0

S [(Bl,—Blll)sin]/lz—l 1ni—°) +(A1— A 1r)cos (}/lz—lln—ii)] =0
4] s 0
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B = —Qn+1D)z,
(4-17) B, = Bux = B,,
All = 0, .

gdzie n=10, 1, 2...

W dalszym ciagu opracowania omdwione Zzostanie jedynie rozwigzanie (4.17), gdyz
jak sie okazato warunki brzegowe w drugim szczeblu przyblizenia sprowadzaja rozwizzanie
(4.14), (4.15), (4.16) badZ do rozwiazania (4.17) badz do rozwigzania trywialnego 4, =
=B, = Biu= 0.

Pierwsze réwnanie z (4.17) okreéla podwojny ciag stosunkéw wymiaréw preta:

—(2n+1)m

(4.18) 20— i1

Wykorzystujac zaleznosci (4.17) otrzymuje sie z wzoréw (4.7) i (4.9) wyraienie na pierwsze
poprawki sktadowych stanu naprezenia

o, = Trogpy = ﬂcos(w?—nni)sinzw,
r bo
— — —_ — B1 = . r
(4.19) Oriy = G0 = Oryyy = G0y = 7 Y A2—1sin|yA2—1 e
—cos|Y TP Tinl ]| cs4?
cos(VZ 1ln be )] T
z warunk 6w brzegowych pierwsze poprawki promieni jako nastgpujace funkcje kata &:
V3 _ cosid
wl) = =g By
(4.20) V3 _ cosi®
by (¥ = — —2'0731 2 »
gl‘(ﬂ) =0. - !

Niewyznaczona stala B, spelnia role parametru, ktory zostanie wiaczony do parametru ¢.
Dla A= 1, wykorzystanie warunkéw brzegowych prowadzi do zerowania stalych
Ay = A4 = 0 (nie pojawia si¢ problem wartosci wlasnych). Pierwsze poprawki sklado-
wych stanu naprezenla przyjmuja postaé: '
—w strefie obwodowego Sciskania
Troyy = Erfl “sind,

4.21)

!

— — I
Ory = 0oy = —Lcosd,
r
— W strefie obwodowego rozciagania

’
T - Blll

l rO@y T * Sin'ﬁ,

(4.'22)

By
UL L cosdh

Orin = %oy =
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Pierwsze poprawki promieni wyrazaja si¢ nastgpujacymi funkcjami kata 9:

3
a,(¥) = }’./00 Biycosd,

3.
(4.23) by (9) = Bjucos®,

—3_- ! ’
81(79) = —Lioo—(Bn—Bm)COSﬁ

Nalezy zauwazy¢ ze wzory (4.21)i (4.22) mozna uzyskaé z wzorow (4.19) przez podstawie-
nie A = 1 oraz kolejno B; = Bj; lub B, = Bj;. MozZna zatem traktowaé wzory (4.19)
za obowiazujace dla A = 1, 2, 3 z dokladnoécia do stalej.

4.2, Przyblizenle drugle. Warunek plastycznosci (3.3), dla i = 2 daje zaleznosé:

2
—‘27:,.91

(4.24) 0, —0p, = ;’o_-—o‘@o.

Réznica zerowych przybliZer naprezen promieniowego i obwodowego jest z doktadnosceig
.do znaku, jednakowa w obu strefach. Ogdlnie, warunek plastycznodci (4.24) moZna wige
zapisa¢ wzorem:

@25 G, —0 = + V2 V3 %— cos (]/lz—llni)r—)s'in:w,

! : T 0o 0

— gdzie znak gorny odnosi si¢ do strefy obwodowego §ciskania a dolny do strefy
obwodowego rozciagania.

Roéwnania réwnowagi, dla i = 2 po uwzglednieniu (4.25) mozZna sprowadzi¢ do jednego

Téwnania czastkowego, drugiego rzedu, niejednorodnego, okreslajacego drugac poprawkg
mnaprezenia stycznego Trg, :

9’70, 0* Tre, . +3r 070,

B —. Y
. 2. — = 1 _ 2 _
(4.26) r 5 o g t—3 [1+cos (2;/,1 Iln )+

bo

+2y/22-1 sin(2 V-1 lnb—)]sin%ﬁ.
o]

Takie samo réwnanie z dokladnoscia do znaku prawej strony otrzymano w pracy
[3] (wzor 3.26). Zatem jego rozwigzanie ze znakiem ,,—’ przy stalej B, dla strefy obwodo-
wego Sciskania, a ze znakiem ,,4 dla‘strefy obwodowego rozmqgama stanowia wzory
(3.29), (3.30) i (3.31) pracy [3].

Stale 4, i B, nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych w drugim przyblizeniu dla
A # 1 jako Ay, By, Azn, Ban; dla 4 = 1 jako A3y, By, Asy, Ban

Dla 2 # 1 wykorzystanie warunkéw brzegowych w,(2), z,(2), £5(2), wo(2), 2,(2), £:(2)

prowadzi do wniosku, e dla ustalonego wzorem (4:18) stosunku promieni%’— stale catko-
0

wania

(4-27) : Azx = Bél = 'Azn = B = 0.
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Mimo zerowania sig statych catkowania drugie poprawki sktadowych stanu napreZenia
sa rézne od zera I mozna je wyrazi¢ z doktadnoécia do znaku wzorami (3.37) pracy (3]
(dla strefy obwodowego rozciggania z tym samym znakiem a dla strefy obwodowego

sciskania ze znakiem przeciwnym).
Drugie poprawki promieni s3 nast¢pujacymi funkcjami kata :

2
a,(P) = 3B —al—sinzllﬁ,
332 1
(4.28) by(9) = 8oz, AP,
3B} 1 1-12
g% = ITgZ —5—cos 24P,

Dla A= 1 wykorzystanie warunkéw brzegowych prowadzi do nast¢pujacego ukladu

réwnan na stale catkowania: , |
45 [ZSin (]/B—InZ—Z) + ¥/3cos (]/f’;ln%;»)] + \
+B;,[2cos (ﬁan—Z) - V?Tsin(]/gan—z)] = 0,
(4.29) 34m = 0,

(Bu+Bm)2+(A2, A [2s1n(]/3ln )+ Vs cos (1/‘ 3In2% )]
+ (B~ Biu) [2008 (;/B"ln%) -V BTsin(ﬂ 1n%’-)] =0

Uklad (4.29) jest spetniony dla dowolnych stosunkéw —2 gdy:

bo
ozn

' ’
Bi s — By = —Bj,

(4.30) ; ,
Az = Azu = le = an =0.

Zatem podstawienie we wzorach (3.29), (3.30) i (3 31) pracy [3]kalejno B, = By i B; =
= B, = B}y, A = 1 oraz uwzglednienie (4.30) daje wyraZenia na drugie poprawki sktado-
wych stanu naprgzenia.

Drugie poprawki promieni wyraZaja sig nastgpujacymi funkcjami kata 4:

3B2 |
az('&) = 8—0’3— '.—53—008219,
—3B;2 1 . _
(4.31) b (P = Wg)‘—~b—osm2’ﬂ,
. _3B2 1,
gz(ﬁ) = ——8—6'(2,— —0"'COS 3.

7 Mech. Teorst. i Stos. 4/80
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5. Zestawlenie koticowych wzoréw I przyklady liczbowe.

Wykorzystujac wzory (3.1) oraz wyniki uzyskane na poszczegélnych szczeblach przy-
blizenia mozna wyrazi¢ koricowe wzory okreslajace promienie ksztattowanego preta
oraz skladowe stanu naprgZzenia.

Analiza problemu doprowadzila do dwéch jakosciowo réznych rozwiazan dla A # 1,
co odpowiada calkowitemu uplastycznieniu prgta o ustalonym stosunku niezaburzonych
promieni (wzér (4.18)), oraz dla A = 1, co odpowiada calkowitemu uplastycznieniu preta

o dowolnych stosunkach Ao,
o

Dla 2 # 1 funkcje okreslajace promienie ksztaltowanego preta z dokladnoscia do
drugiego przyblizenia maja postaé: '

_ , _=cosyd . 5
a(¥) = ao—a 7 " 2 Ao+ ...,
cosﬂ.ﬁ a? 2
(GN )] b(#) = — —2Hsm A+ .
o Ar-—-1
g('ﬁ) - go——E-ﬂ-Z———COS‘?Xﬁ-F aney

N
——gd.zn::oc__20r

- B, *a jest nowym parametrem charakteryzujacym niekolowost
(1] .

preta.

Skiadowe stanu naprezenia z dokladno$cia do drugiego przybliZzenia okxeslone sa
nastepujgcymi funkcjami kata & i promienia r:

— w strefie obwodowego Sciskania (wewnetrznej):

( . — _ 200 [l L+__[;/,12~lsm(l/32 llnm)

l‘l VS—
—cos(]/lz—-llnb—)]coslﬁ+ AiE {[(222—_1)]/22—1 sin x

x (2 V=1 m—b—) —(342~1)cos (2 VE—1 1nb'—') ——2/12]'cos2h9+

0

+cos (21/2.2 1 ln—) Y A2 —Tsin (2 V2-1 lnb—) +12} H,

52) | o=~ ;2/‘;_" [

- = 2 _Tsinfv/ 2=
lna0 +1+ Zr[l/l lsm(].). lln_E_)_

0

—cos_(]/lz—l ln—bi—)] cos A+
0

412 2 {[(2'12 1y ]/12 1sin (2]/}»2 ]ln—b—)

—(AZ—l)cos(zl/ A1 xnbL)coszw—
0

- [,12+ 1/12—1'sin(2 VATod 1n7"—) +
0
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l + (242 =1)cos (2V,12—11n{—)]} + H
. : 0]
Tye, = 2—;‘_0— % cos Vii=1 ln——rv,)sinlﬁ-i-
]/3 r bO
62 _ o,
cd. - ' LN st T
[cd.] . + g [1/2 lsm(Z]/l llnb0)+l+
(242 —1)cos (El/ 221 1nbL)]sin2,w+ |] :
0

W strefie obwodowego rozciggania (zewngtrznej):
20’0 l bq

% In—+ — [;//12—1 sin (;/,12*1 an—o)

~cos Y42 —1 lnb—r)] cos A% —

(=

4/122 2 {[(222—1) ]//12 15m<2‘/}{2—1 ln_bo.) -

— (312 —1)cos (2 YIS mbi) —w] cos2AB+
1]

+cos (2 Vazi— lln———) (22—1)5111(21//12—1 ln—b—) +22} I] ,

209
Gy = W

T |y Ty ST ) -
In 5 +1+;2r []/2 lsm(V/l lln.b_)

0

- —cos (]/12 ~ l’lnbL) cos A9+
o :
(5.3) !

;22 z {[(232—1) Vii—1 sm(Z;//P “n?;) _

~(A*=Dcos (2]/22 -1 lnb—)]cosﬂ.ﬂ—

o

— ]2 2 H 2 __ ___r___
24y 15111(2]//1 llnbo)+

+(24%—1)cos (2 V/P——TlnbLo)}+ ”

% cos (]/22 1 In-b——) sinAd— .

. 20, [
'911 V3
2 2_ o
4/%2 [1/2 lsm(2}/1 llnb )+1+

| | - (242 —1)cos (2 ]/22—1 ln-;—)]sin220+ ”

T*



616 A. DoLLAR, Z. KORrDAS

Wyniki otrzymane w strefie zewngtrznej, pokrywaja si¢ z wynikami otrzymanymi
w pracy [3], w ktorej ksztaltowano niekolowe cylindry grubo$cienne poddane dzialaniy
ciénienia, z tym Ze zniszczeniu w sensie przyjetego kryterium moga ulec dodatkowo cylindry
niekotowe o stosunku:

—2nx

1/11 T

bo
Dla 4 = 1 funkcje okreSlajace ksztalt pr@ta z doktadnoscia do drugiego przyblizenia
maja postac:

72
a(®) = ag—dcos?+ i -cos2P+ ...,
, i 2a0
5.4 b(®) = bo—0icos® — — - §in2d + ...,
) 2b
0
=2
g(®) = go—acost — x -sin?d + ...
: 280

Sktadowe stanu naprgzenia z dokladnoscia do drugiego przyblizenia okre§lone sg
nast@pujaccyml funkcjami kata 9 i promienia r:
— w strefie wewnetrznej:

20'0
]/3 [1 a_+ cosﬂ+ 2 A3 (1 2c0s2)+ .. ]
20‘0 o ‘
(5.5) Ogy = — 1/3 [I Z;+l+ " cosz? ozt ],
~ 5 .
Troy = %[11 n¢———-sin2d%+4 . ] . '
—w strefie zewngtrznej
( ~ =2
Ory = f/a:;’ [l Z‘; —%cosﬁ—%(l —2c082%) + ] ,
24 o? ‘
(5.6) Oon =—1/—°[1 B o Fl+— cos19 S+ ],
T 200 [® . a?
Troy = —— | ~—sind ~ sm229+
L B11 ‘Vs [r 2 2 ]

Przyjecie konkretpych_wartoéci liczbowych za @, by, A i a, (poprzez n dla A # 1)
okrefla jednoznacznie poszukiwany ksztalt preta, ktdry ulegnie catkowitemu uplastycznie-
niu w stadium zniszczenia, jak rowniez naprezenia w kazdym jego punkcie. Sily zewngtrzne
odpowiadajace tak przyjetym danym, nalezy wyznaczyé z warunkéw réwnowagi w kon-
cowych przekrojach preta okreSlonych katami 4 =0 1 9 = % (rys. 1). Mianowicie

w: przekoju okre§lonym katem & = 0:
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2(0) : b(0)
70) = [ wo@dr+ [ Tioudr,
a(0) &(0)
‘ £(0) 5(0)
5.1) NO) = [ on©dr+ [ oou(O)dr,
a(0) F{O)]
. £(0) b(0)
MO = [ oa(Orirt [ on©rar— OOy,
a(0) 20

oraz w przekoju 9 =

BN

o
———
[ 8]

~—
o
———

Lﬂ
—
SIE
v
1
-y
,L Nlﬂ%
Pl ~—
Y
/:-—\
NSE
N —e—"
,
~
+
- =
= —
g
;_\
NI
s g
Y
i

—
&
————
[
s S
=
3
+
—
S
/-‘-\
N|§
S ———
=~
S

(58 1 N (%) =

Y
-
[SE)
N —
x
—_

L]
—

R
—
o>

|2

| M(£)= f.a,,,(%)rm f(Z)Gg,,(»;)rdr—MN(ﬂ).

«(3) «(3]

Ograniczymy sig¢ ponizej do A calkowitych. Dla parzystych A = 2k, wobec zerowania k

sig naprezen stycznych w przekrojach 4 = 0; & = %, problem sprowadza si¢ do poszu-

kiwania niekolowych ksztattéw preta pbcigZonego jedynie momentem M, (wzér (3.11).
Dla nieparzystych A = 2k+1, napreZenia styczne zeruja sie tylko na brzegu 4 = 0.

Scalkowanie napreZzef 7,5 (%) daje wzdr na silg styczng:
—dla 2 31
a-1 .
7 205 a(—~1) 2 (. y— o
5. —| = S 2_ U |
69 1(3)= 5y pel e ) \
_ o2
—g 2 — -
sm[]/ A2—1In (ao 2 )]}
Rozwijajac wyrazenie (5.9) W'szefeg parametréw o, otrzymujemy

A-1

_ 400 (_Msjn(l/p_llnbo)_ |

V3 Vit

TT
(5.10) T(7)

A-1

—1) z g2 i T
_ o= 2 @ (a3+ b3y cos (Y A2 —11nbo) + ...



T e
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—dla A=1

[20= 20 ) (o= 325]
a —— [ —
T(n) 20, ln 7 24, I\ 2b,

5= o 2

{5.11)

2b,
Po rozwinieciu wyraZenia (5.11) w szereg parametru o, otrzymujeny:

m\ _ 0 (2a0go—ag—bj) _,
r{z) -y Buteodi,

Warunki réwnowagi preta wymagaja;

(5.12)

A
N(?) =0

{5.13) N(0) = T(—;E)
M(%) = M)+ 20Oy,

Na rysunkach 2, 3, 4 podano przykladowo znalezione niekotowe ksztalty preta oraz
rozklad naprezen w kilku-przekrojach przy przyjeciu réznych danych liczbowych.

6. Analiza problemu w warunkach plaskiego stanu napr¢Zenia

Zalozenie plaskiego stanu napreZenia pociaga za soba koniecznod¢ skorzystania
z warunku Tresci-Guesta, gdyz warunek H—M-—H nie daje na szczeblu zerowym rozwia-
zania $cistego. W strefie obwodowego $ciskania warunck przedstawia sie wzorem:

. v 1
(6.1) G0 = — —O%G—BL + -Z‘V(Grl —O’ﬂ’)2+41’2‘91 s

a w strefie obwodowego Tozciggania wzorem

(6.2) Op = ]/(o‘,“-—o'ou)2+47r2,," s

identycznym z dokadnoscia do czynnika 3 2 wzorem (2.2). Réwnania réwnowagi we-

wnetrznej (2.1), warunki brzegowe (2.3), (2.4), (2.5),2 tym samym ich rozwinigcia (3.4)
pozostaja obowiazujace.

W pierwszym stopniu przyblizenie przy zalozeniu A = 1, 2, 3 ... catkowanie réwnan
podstawowych z wykorzystaniem warunkéw brzegowych prowadzi do nastgpujacych
WZordw mna pierwsze poprawki skfadowych stanu naprezenia i promieni a,(%) i (b,(#)
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— w strefie obwodowego $ciskania:

0‘,9“ = 0,
a;(®) = —Lcosd,
(6.4) | 0
by(8) = 13; . 0051119

‘Warunki brzegowe w drugim szczeblu przyblizenia moga by¢ spehione jedynie dla
‘A =1 z czego wniosek, Ze nie mozna spowodowa¢ calkowitego uplastycznienia preta
ktérego promien wewngtrzny zmienia si¢ w funkcji kata & a zewnetrzny w funkcji wielo-
krotnoéci tego kata. Warunki te okreslaja réwniez zwiazek migdzy stalymi catkowania
w obu strefach

C, = —Bja,.

Wykorzystujac wyniki uzyskane na poszczegdlnych szczeblach przyblizenia mozna
wyrazi¢ wzory okreélajace promienie ksztaltowanego preta, z dokladnoseig do drugiego
przyblizenia w postaci funkcji kata 9:

1
— _~ 2 T2
a(® = a, oc(.:osﬁ o 25, sin?d+ ...,
-, 1 '
(6.5) b(#) = by —acost?—a? sin®*é+ ...,
2b,
g(® = go —Ecqsﬂ—&z 22e sin®d+ ...,

.. _ B
et glee o = 70—(1
Skladowe stanu naprezenia okreslone sa nastgpumcyml funkcjami kata & i promlema r:

— w strefie wewnf;trznej

0 = — 0y 1—_+ aao ——cos? M+ . ]
[ azao s a .
{6.6) O = —0o|1— sin 1‘/‘+ .
_ -an ind azao .
Troy = —O'OL 7 sind——3 sin2d+ ...,

— w strefie zewnetrznej:

Oy = —o‘o[lnﬁ——oicose?+ ;—2(2003219—'-1)+ ],

. . "'2
(6.7) Ogy = —o‘o[ln—+1+——cos19-—+ ol
- b, o2

a . o W2
Tron = Gg —r—smﬂ— 577

sin 29+ j
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Rys. 5 podaje przykladowo ksztalt preta i rozklad naprezen znaleziony w oparciu
0 powyZzsze wzory przy mastgpujacych danych liczbowych 4 = 1, a4 = 0,4503, b, = 1,
E = 0,06. !

z, "‘[ AUty N
. STy " —
o i

Gy
Rys, 5
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Peswome

POPMEI CTEPXXHEW CUJIBHO MCKPHUBJIEHBIX ITOIBEPIHYTHIX U3FUBY

C PACTSDKEHUEM M COBUIOM B CTAIMHM ITOJIHOM ILIACTUYHOCTM IIPHI

PA3BPYIIEHHT :

B mnpencrasnenoit paore aprop miuer OPM CTEPIKHST IOABEPIHYTOro H3THOY € PACTAIKEHHEM
M CIBHTOM, KOTOpbIe B NPEMEIBHOM COCTOSHHMM IOJHOCTHIO pAa3pYLIAKOTCH .

B cBAsu ¢ npuMenuem MeTONA MANOrO NMAPaMeTpa aBTOP MIeT (OPM CTEPXKHA, OTIHIALOUMKCA OT
Kpyra (YeTBepb Kpyra). B (OPMHPOBAHHOM CTEP)KHE MOMKHO BLIAENINTH JBE 30HLI: 30HY CXATHA IO
LOEPHMETPY U 30HY JEPHUMETPHYECKOrO PACTSMKEHMS, B KanegoH u3 KOTOPBIX HAMPSKEHHA XapaKTepr-—
3HPYIOT Oy, 6@, Tr@ COTTACHO YCJIOBHAM BHYIDEHHEIO PaBHOBECHA M YCNOBHIO TUTACTMUYHOCTH. Taxkum
06pa3oM JOCTATAOTCS [Be Tpymme! peltendil. OHA M3 HMX COOTBETCTBYET YCTaHOBJIEHHBIM YCIOBHAM
HEe HCKAKEHHBIX PAagUyCoOB UETBEPTH Kpyra, BIOpad IPyrma SBIACTCA PELIeHHEM IJIA ITPOMIBOJBHBIX
yeroBuii, ' _

Pemennan f1poGnema LONOMHAECT M paclIMpseT BOSMOYKHOCTH pelleHHs psAja npoblieM IpefcTaB-
JleHseIx B pabote [4].
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Summary

THE SHAPES OF THICK CURVED BARS SUBJECTED TO BENDING, TENSION AND SHEAR
SHOWING COMPLETE YIELD AT THE ETAGE OF COLLAPSE

In the paper we investigatc the shapes of bars subjected to bending, tension and shear, satisfying
the yield condition at all points at the stage of collapse.

Applying the small parameter method the shapes different from circular (a quarter of a ring) are
investigated. In the designed bar we can observe two zones: a zone of circumferential compresion and
a zone of circumferential tension. In each of them the stress state is determined by three components o,,
06, Tro, satisfying the internal equilibrium conditions and the yield condition. Two types of solutions are
obtained: the first, corresponding to goven ratios of undisturbed radii of a ring quarter, and the second
corresponding to arbitrary ratios.

. The solved problem completes and broadens variety of analyzed in [4].

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 'styczm'a 1979 roku
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POWLOKI PROSTOKRESLNE OPARTE NA OKREGU PRACUJACE W STANIE
ZGIECIOWYM

STANISEAW BIELAX, ANDRZE} D UD A (OPOLE)

1. Wstep_

W pracy przedstawiono rozwigzanie powlok prostokreslnych ‘opartych mna okregu
pracujgcych w zgigciowym stanie napreZenia. Przyjety model matematyczny, opisujacy
stan naprezenia w powloce, oparto na liniowej teorii izotropowych jednorodnych powlok
sprezystych. W pracy rozpatruje sig tylko péwloki cienkie, tj. takie, w ktérych odleglosci
pomiedzy powierzchniami granicznymi sa wielokrotnie mniejsze od wymiaréw i promient
krzywizn tych powierzchni.

Obecne rozwigzania stosowane w praktyce dla powtok hiperboloidalnych (chlodnie
kominowe) bazuja w zasadzie na pracy w stanie blonowym. Natomiast préby rozwigzania
stanu zgigciowego za pomoca innych metod nie uwzgledniaja rzeczywistych warunkoéw
brzegowych, co prowadzi do znacznych odchylen w pordwnaniu ze stanem rzeczywistym.

Najwigksze odchylenia uwiadaczniaja si¢ w przemieszczeniach. W prezentowanej. pracy
rozwiazanie stanu zgigciowego bazuje na szeregach hipertrygonometrycznych pozwalaja-
cych uwzglednia¢ dowolny sposob obcigzenia i podparcia.

Wprowadzona parametryzacja opisuje wspOlnym réwnaniem wektorowym hiper-
boloide jednopowlokowa, stozek i walec a to pozwolilo na podanie algorytmu rozwiazu-
jacego trzy typy powlok. Takie ujecie umozliwi obliczanie tych powtok na EMC za po-
moca jednego programu.

Rozwiazanie ogdlne ukladu réwnan oparto na pracach [1, 2] i polega ono ma wpro-
wadzeniu dwéch wymuszonych standw, blonowego i zgigciowego sprowadzajacego od-
powiednie uktady do kwadratur. Postepowanie takie dalo w rozwiazaniu uvogélnione sity
przekrojowe napiecia i momenty, ktére sa sumami ztozonymi z wptywéw pracy blonowe]
i zgieciowej. Podane rozwigzania ogdlne zawieraja dowolne funkcje niewiadome, zaleZzne
od sposobu zamocowania powloki. : '

Funkcje te moga by¢ wyznaczone z warunkéw brzegowych, poniewaz rozwigzanie
zawiera szeregi trygonometryczne pozwalajace uwzgledni¢ dowolny sposoéb podparcia.

/

2. Ogélny uklad réwnan

2.1. Opis geometryczny. ROwnanie wektorowe powierzchni srodkowej powlok prosto-
kreslnych opartych na okrggu opisuje wzér:

Q.1 F = a, (cosu?i+sinu?) +u [cos(u? + )i+ sin(u? + a)j] x cos B +u'sin k.
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Zmienne niezalezne u?!, u? s wspotizednymi krzywoliniowymi na powierzchn? (rys. 1)
przy czym u' okre§la poloZenie punktu na tworzacej, u? wskazuje tworzaca, na ktérej
lezy punkt. , _ '

Zmienna »' nalezy do przedziatu 0 < u' </, gdzie / jest dhigoscia tworzacej, nato-
miast u? jest zawarta w przedziale 0 < 42 < 2.

Kat « jest zawarty migdzy rzutem tworzacym na plaszczyzng xy, a promieniem pod-
stawy a, . Nachylenie tworzacej do plaszczyzny xy okreéla kat f.

Jezeli w réwnaniu (2.1) przyjmiemy o = 0i f = 7/2 otrzymamy walec, &« = 01 f % z/2
stozek, o # 0 i 8 % =/2 hiperboloide jednopowtokowa.

Wspolczynniki pierwszej i drugiej formy réZniczkowej, ich wyrézniki oraz krzywizny —
gaussowska 1 Srednia wynosza [1];

811 = 1:
812 = g2, = a,sinacosf,
222 = (u')?cos?B+2u'a cosacosf+a3,
g = (u')%cos?f+2u'a;césacos f+ a3 (1 —sin?wcos?f),
bl]. = 0: ‘

1 ‘
by = by = —=g1,5inp,
Ve

(2.2) 1
by = —— g2z8inp,

Ve .

1 .
b= — "g—,(gizsmlg)z,

. 1 ,
K = ——(?g“sinﬁ) >

H o= 878 g
2%Ve
Symbole Christoffela drugiego rodzaju:
| }1 =0, ix =0,
F§2=F%1= _821;%_’
23) b= T} = ~—— T,
' - 812
52 = gozz. iz >
&512
%2 = = I‘}z .

2.2. Zwlazki geometryczne powloki. Zwigzek skiadowych przemieszczenia ze skladowymi
tensora odksztalcenia blonowego przyjmuje postaé:

'
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Y4

Rys. 1 !

Whi+g W2 = vi1,

2.4 ] gW? —2b,,W? = 2Y12—812Y11,
1
74?,11’1/1-1722’4/3 = Y22

- Przecinek uzyty w wyrazeniach (2.4) oznacza odpowiednia pochodna wzglegdem zmien-
nej ul. ‘

2.3. Zwiazki fizyczne. Zwigzki fizyczne wiaZzace naprezenia z odksztalceniami dla wersji
uproszczonej maja postaé:

@.5) ' NY = NY46HEY, MY = My En2HNY,

gdzie: £ oznacza parametr staly, a NY i MY sg zwiazkami:

— 2Eh .
26 NY = T [(1 =»)y" +vghi 4], ’
' sy 4BR -

Niezmienniki 4 i B wystepujace w (2.6) sa sumami:
‘ .

en . - A=g'y;, B= g”‘?‘i’
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przy czym tensor odksztalcenia blonowo — zgieciowego g;; mozna zastapié zaleznosciy:

1
(2.8) 0is = — Wl

Utzyta w (2.8) kreska pionowa oznacza pochodng kowariantna. Zwiazki (2.6) napiszemy
w innym ujeciu, dostosowanym do bezposredniego wykorzystania. Z pierwszego wyraZenia
(2.6) wyznaczamy skladowe tensora blonowego y;:

. 1 .
2.9 - Yy = 2Eh (M —»)gugn ~ygigulN"™.

Wielkosci MY opisane drugim wyrazeniem (2.6) po podstawieniu (2.8) przyjma postaé:

(2.10) MY = —L}P[(l —v) g'g™ W2y -+ yg W],
3(1—»)2
Sktadowe tensora sit tnagcych Q ‘napiszemy w oparciu o prace [1]:
3
2.11) O = ~ 5 msr £
Niezmiennik W wystepujacy w (2.10) i (2.11) jest suma:
(2.12) W= giw3|,.

Przejscie do wspoéirzednych fizycznych, odniesionych do bazy jednostkowej dokonujemy

Za pomocyg Wzorow:
1 _ 81 agij 1 1 i
Nlj "“I/gu N P Ql = Vgii Q:

(2.13) My == ]/g::,-i M2, M = ]/—%r M7,
Wil =vyeu W, Wil= W
Pl =Yg v, Py = P?,

(po ij nie sumowad).
Symbol ,, 1’ oznacza wspSlrzedna fizyczna.

3. Rozwijzanie réwnanla réiniczkowego powlok prostokreélnych opartych ma okregu

Réwnanie rézniczkowe rozwiazujace dowolne powloki prostokresine dowolnie obcia-
zone j podparte posiada ksztatt — patrz praca [1]:
N — —4 o —
(3.1) gijgklg"'"grsszhmnkm'i'%biubszzhlu = —R,
gdzie:

g B 1 1
R = gJgktgm"Rllmnku,f'*‘%Kbu[Rz+?P3|11]|u+ Lid

5ok
878" P |cuisnss
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(3.2)
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o
Rt = gpe, - B p,

KB, — b”Pm,

Kb = 2Hg' —p,

34. 3(1;_1'2 2)

Rozwigzanie réwnania (3.1) mozna przedstawi¢ jako sume:

(3.3)

Zdozona z catki N2?, nazwanej calka ogdlng i catki N22 nazwanej calky szczeg6lna.

2 _ N§2+ﬁ§2

627

Calka szczegblna N 22 jest rozwigzaniem stanu ‘bezmomentowego i moze byé wyznaczona
przez calkowanie bezpoérednie,
Catka ogélna N22 rozwiazujaca stan zgieciowy, moze byé przedstawiona jako suma
odpowiednio dobranego szeregu hipertrygonometrycznego, zapisanego w ujgciu tenso-
rowym. Zapis tensorowy bedzie szczegélnie korzystny dla przeprowadzema wszystkich .
operacji matematycznych zwigzanych z obliczeniami.
Wprowadzmy nastgpujace wielkodci majace charakter tensorowy ze wzgl@du na su-

mowanie.

Argumenty funkcji trygonometrycznych

hiperbolicznej:
(3.9

kotowej:

(3.5

7 = B,

= Briw.

Funkcje trygonometryczne

Hiperboliczne:
3.6)

pochodna funkeji Hi:

(3.6")
kotowe:

3.7

"pochodna funkcji K7:

(3.7

;_Jsh dlai=1,
H—{ch dlai=2,

= _Jch dlai-1,
H_{sh dla i = 2,

i _ sin dla j=1,
K {cos dla j =2,

— cos dla j=1,
k {sin dla j = 2,
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Wielkoscl trygonometryczoe
hiperboliczne:

Ak = H'Zk,
(3.8) A, = H'ZY,
kolowe _

B = K'Z,
) B, = K1z,

Po wprowadzeniu tych wielkosci calce ogdlnej NZ? mozna nadaé ksztatt:

(3.10) ' N2 = ' cppAlBL,
mu=1
Wskazniki I, j, k, I maja charakter tensorowy i przyjmuja wartoéci 1, 2, natomiast m, n
53 liczbami naturalnymi. Wielkosci Cj3Y;; wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych.
W wyrazeniu (3.10) nie znamy wielko$ci mf, n}. MozZemy je wyznaczyé rozwiazujac
réwnanie algebraiczne dsmego stopnia, uzyskane ze spetnienia tozsamosciowego réwnama
(3.1), ktére przgimuje postac:

. B4 - _ o
(3-11) 888 e N 22 s mmeasy+ %bi"b"‘Nlekm = 0.
Po wykonaniu dzialad polegajacych na rézniczkowaniu szeregdw otrzymamy nastepujacy
ukiad rownan:

B*[(D* —E?)* —4D?E? 4+ %*g(D} —ED] = 0,

Roéwnanie rézniczkowe (3, 11) jest rGwnaniem o pochodnych kowariantaych (oznaczonych
pionowa kreska ,,|”’) ze zmiennymi wspélczynnikami zaleznymi tylko od wspotczynnikéw
pierwszej formy rézniczkowej g;;. Réwniez poszukiwane wielkosci m¥, n} beda funkcjami
wspoélczynnikow g;;. Dzigki temu w procesie rézniczkowania kowariantnego beda si¢ one
zachowywaly tak jak wielkosci stale, Zilustrujemy to prostym przykladem rozwigzania
nastgpujqcego réwnania rézniczkowego, o pochodnych kowariantnych:

gUNlu'l' dN = 0,
gdzie « jest funkcja g;;.
Przyjmujac rozwiazanie ilustrujace postaci

N = sinng?,

w ktérym n; beda funkcjami wspolczynnikéw pierwszej formy rézniczkowej g;, otrzy-
mamy po zréZniczkowaniu kowarlantnym i spelnieniu réwnania wyjéciowego nastgpujace
rownanie:

[gnn;—alN =0,
1 dajace algebraiczne réwnanie rézwiazujqce postaci

ginnj—a =0,
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Uwaga: Rozwijajac funkcje sinnu' w szereg otrzymamy:

. ; nu)?  (mu')s
N =sinnu’ = nu ( 3!) + ( '5!) -
Po zrézniczkowaniu kowariantnym wzgledem zmiennej u* bedzie

e oL na
le=n,‘[1—(n'2u!) + (”‘:!) - ]

bo n, jest funkcja gy;, czyli;
Nl = n cosnud.

Ponowne zréZniczkowanie wzgledem zmiennej «' daje
' Ny = —nnsinnu’.

Rozwigzanie ogélne réwnania (3.11) uzyskamy tworzac odpowiednia sume szeregu
hipertrygonometrycznego postaci (3.10).

(3.12) B[4DE(D? —E?) +2x%¢D,E,] = 0,
gdzie: .
D = gg¥Dy, E = ggVEy,,
b b-

. Dy = k}-;bijD,_i, E, = kj——b”E”,
3.13) ; :
( k,_{ 1 dlai=j
7o l-1 dlai#j,
- Dy =mim§—nin}, E,; = mn}+minl,
Z ukiadu (3.12) mozemy wyznaczyé niewiadome wielkodci m¥, n}. Przyjmujac D = 0
i E = & dochodzimy do ukltadu dwéch réwnan z czterema niewiadomymi:
g8 (mfmk—nin}) = 0,
(3.14) g el
88Y(min;+mjni) = s,
gdzie: & = +sinp

Dwie z tych niewiadomych moga byé dowolnie przyjete, a wtedy pozostate dwi‘e
Wyznaczymy z réwnati (3.14). Rozwiazanie uktadu réwnan (3.14) mozna podaé w postaci:

— 2
B PR W o S
mk —?—IV_——H ]/7[]/”( bz ) |\l =gt ) +1 ¥ ,

mg = m2’
gb n 1 11\2 4mayn n,\?
nl — ]/g 812 T2 1 4 8y _ 2N, ]_(‘_2)
o R
nIZ = nZ’
gdzie: .
' : b* = (m;)*+(ny)*
3.16) gl 1 dlak=1
' “l-1 dla k=2

8 Mech. Teoret. i Stos. 4/80
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4. Rozwigzanle stanu zgigciowego

Wszystkie wielkosci opisujaice stan zgieciowy, 2ardéwno sity jak i przemieszczenia, sg
sumami odpowiednich szeregdéw hlpertrygonometrycznych Szeregéw tych sa cztery
rodzaje, a rozwigzania sa ich kombinacjami.

Oznaczajagc wystgpujace w réwnaniach sumy odpow1edmm1 symbolami, uzyskamy
mozliwo$é wprowadzenia do opisu konwencji sumowania tensorowego.

Niech symbole S*i S* okreslajg sumy:

S = CklijArl:nB;,rlln: S2 = Cl’("l'l‘_/Arir,l‘anln’
S" = Ckll]A::anln7 S = Cl,:"l'ileli:anln
Wéwezas sity N beda opisane wyraZzeniem:

@2 - N§ = D FY s

@1y

mn

Wielkosci FY¥ uzyskamy z odpowiednich réwnan réwnowagi [1]. MoZemy je podaé¢ w po-
staci: '

.Fiz _ m’{km22+n’lln§ .
iz = ' l(ml)"*;(nl)
. |1 < DEM2 TR
: (mh)*+ (n})?
4.3) f“ 3 {F}1 = (F1%)* —(F3*?,
ro= Fil = QF12F12
Fi2 =
FH o= { ‘ .
Sl -0

Po wykorzystaniu zwigzku przemleszczema W z sitami N¥ postaci:

4.4) Wo = - g b, NY

moZzemy momenty M okre§lone réwnaniami (2.10) opisaé nast@puja_ccymi wyrazenia-
mi: ‘ : : : :

@5 | ‘ R — /32 z [(1 —v) (5"G"’+e§‘L")+vag”e"]FkS’
gdzie: G”‘ irrs sa okreslone wzorami: . '
4.5) G™ = gg"gl (mf mk —nim), L™ = gg"gl(mink+nimk),
oraz
o o | 1 dlai=1
a;.'={(1) iZd g=1 0 dai=j
ar#J ~1 dlai=2

Sity tnace opisane réwnaniami (2.11), dla stanu zgi@éiowego po odpowiednim zréZnicz-
kowanju kowariantnym wyrazenia (4.4) wynosza:

(4.6) Ol = —%g"'(éﬁni_—efm{‘)F,E’,
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gdzie: ‘ .
47 Fp= bUFllcj'
Przemieszczenia wi wyznaczymy z réwnan (2.4):

= 35k L B
m,n
vi/2=—1——23§'
(48) ' 2Eh &1 7

3 i
| ,?.Eha ZF'S

Wielkosei 4;, B; wystépujqce w (4.8) s3 réwne: .

o MimtMan o Mam—Man,
A CA RN Bl(m%)*+ ()]’
_ —B,[mfFY +niFY] _ —By[mf FY —nlF¥]
By = B, =

(4.9) BlmD*+ ()] 7 Almd)*+ @D 7

M, = AIJF;:J"ﬂ((Ska'*’er nZ)Bk,

2gH .
4= (1 '"‘”)gu‘—%”bu, By = (148,81~ Ay —v8y

5. Zestawienle wzoréw obliczenlowych
WyraZenia opisujace prace powloki sa sumami zlozonymi z calek szczegdlnych od-
powiadajgcych stanowi blonowemu i calek ogdinych dajacych prace zgieciowa.
5.1. Stan blonowy

Nit = —ﬁ[f}/g Pidyt 2si1nﬂ fg’P3du’+C1],
(5.1 N2 = - 2; N4 V’g o [ ng gia Pldut + — ng3 dut +c2],
N22 = — i[2g12ﬁ§2+:{TgﬁP3].
Przemleszczenla
wHh =f{[ gg v +2-82 (%” -—yu) expf ;;:: %3;22 du‘]}du1+C3(u2),
“y W | [ Fuuaw —Wl]+c4(u2),

b, |2 ou
Odksztalcenia 7,; wystepujace w (5.2) wyznaczymy ze wzoréw (2.9).

= 1 {1 — '
W3 — [_ 3822 W_l _‘y22j| .

8*
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5.2. Stan zgleciowy
Sily
Ni = Z F{s
(53) n,n
O = __;’; gi(8snl—esm¥)F, 57

Momenty zginajace

(5.4) M= ﬂ2 — [(1 =) (3KG™+ ef L™*) +vegliek| Fy S,

- Przemieszczenia

A 1 —_ »
(55) W1=—2—ETZA1S1, Wz_—z—E]—ZBiS[ Ws_—th—z FiS'.

nm mn
Wielkosci pomocnicze Fif, G™, L™, F,, Ay, B, okreslaja wzory: (4.3), (4.5), @.7),
(4.9).
5.3. Stan laczny
Wielkosci tensorowe

Sily
N = NY+N¥ +6HM",
(5.6) A —
Q) = Q'+ En*(HNY)|,,
Momenty
(5.7) MY = MV 4 ER2HNY,
Przemieszczenia
(5.8) Wi=W+W, W3=Ww3+w?

Wielkoscei fizyczne uzyskamy ze wzoréw (2.13).
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Peswome

U3TUB JUHENYAUIBIX OBOJIOYEK OITEPTHIX HA OKPYXXHOCTH

B pafote fano pelllenue NpoGneMbl THHEHYATHIX 000NOUEK OMUPATOLIMXCA HA OKPYXKHOCTH, pabo-
TAIOLUHX B MICHGAIOILEM HAIPSYKEHHOM COCTOAHMM. IIpHHATa MaTeMaTHUecKad MOIEJNb, OINHCHIBAIOLAS
COCTOSIHHE HANPAXKEHHA B 000JOUKe OCHOBCHA HA JIMHEHHON TEOPHH K3OTPONHBLIX OJHOPOJHBIX YOPY-
rux oBonouex. Beegena mapameTpHaala OMUCHIBAET OOLIMM BEKTOPHBIM YDPABHEHWEM OAHOIIOJIOCTHBIA
TAnepOONON S, KOHYC ¥ IWJIMHOD, a 3TO IO3BONMIO ONPENENUTh aNTOPHTM Dellaronlmit 3a)1atm Tpex.
THOOB 0GONIOYEK.

B nacroswett pafore pelllenne n3rubaroLIero COCTOSHUS ONHPAETCs HA UNEPTPHUIOHOMETPHUECKHX
pAOaX, MO3BaJAIQIIMK YTHTBIBaTh X000 Criocol Harpyska ¥ IORIOPLI.
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Summary

BENDING STATE OF RULED SURFACE SHELLS BASED ON A CIRCLE

We discuss the bending theory of the ruleg surface shells such as cylinder, cone and one sheet hyperbola
based ona circle. The mathematical model is based on the assumption that the shells material is isotropic
and linear.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 3 lipca 1978 roku.
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DRGANIA SPREZYSTO LEPKOPLASTYCZNEJ POWLOKI KULISTEJ

WIESEAW WOTEWOD ZK]Y, JANUSZ SOKALSKI (WARZAWA)

1. Wprowadzenie

Uwzglednienie efektdw lepkosci, wzmocnienia materialu i zmian geometrii w kon-
strukcjach obcigZonych dynamicznie jest komieczne dla poprawnej oceny charaktern
procesu deformacji, wielkosci odksztalcen i naprezef. Problem ten byl przedmiotem
wielu prac teoretycznych i do$wiadczalnych. Obszerne prace WIERZBICKIEGO [1] i JONESA
[2] zawieraja przeglad dotychczasowych osiagnie¢ w tej dziedzinie. Problem deformacji
cienkiej powloki kulistej obciaZonej wybuchem w jej wnetrzu byl rozpatrywany w kilku
pracach. BAKER [3] przedstawil rozwigzanie dla powtoki z materialu sprezysto-plastycznego
ze wzmocnieniem bez efektu lepkosci. Otrzymane teoretyczne wyniki poréwnano z ekspe-
rymentalnymi osiaggajac dobra ich zgodnosé. W pracy SzczepiNSKIEGO [4] uwzgledniajac
duze odksztalcenia powloki zbadano oddzielny i Iaczny wplyw cfektu wzmocnienia i lep-
kosci materiatlu na wielko$¢ przemieszezend. Stwierdzono, ze uwzglednienie obu efektdw
daje duze zmniejszenie koacowych odksztalcer. Wyniki otrzymane przez DUFFEY [5, 6]
wskazuja, ze réwniez w zakresie matych deformacji powloki wzmocnienie odksztalceniowe
i lepko$¢ materialu zmniejszaja znacznie przemieszczenia. Stwierdzono, ze wplyw lepkosci
materiatu na wielkoé¢ maksymalnych przemieszczeri wzrasta gdy warto$¢ impulsu rognie.
Dla ustalonej warto$ci impulsu ci$nienia wplyw ten maleje ze wzrostem czasu dzialania
impulsu. Najwigksze przemieszczenia powstaja w przypadku obcigzenia idealnym impul-
sem ci$nienia. Podane rozwigzanie analityczne odnosi si¢ tylko do poczatkowego okresu
deformacji nie dajac informacji o szybkosci thumienia drgan w dalszym procesie odksztal-
cenia. .

W niniejszej pracy rozpatrywaé bedziemy cienka pelng powloke kulista z materiatu
sprezystolepkoplastycznego obciazong pojedyficzym prostokatnym impulsem ci$nienia
badZ tez kilkoma prostokatnymi impulsami. Impuls jest skierowany radialnie na zewnatrz
powloki. Rozpatrywany problem cechuje kulista symetria. Celem pracy jest analiza calego
procesu drgan w zakresie malych odksztalcen, okrelenie czasu poczatkowego uplastycz-
nienia, zbadanie wplywu lepkosci materiatu i wielkosci impulsu na podstawowe parametry
drgan. Badany bedzie réwniez wptyw chwili przylozenia powtdrnego impulsu i obciazenia
cyklicznego na wielko$¢ przemieszczen.

2, Réwnanie ruchu

Przyjmujemy réwnania konstytutywne dla materialu wrazliwego na predkosc od-
ksztalcenia, wyprowadzone przez PErzYNE [7] w nastegpujacej postaci:
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1 i 1,
SpSuty L o(Fy V_ » Gk = 3 Ok
T _{Q)(F) dla F >0
F =22, {P(F)) = 0 dlaF<o,

gdzie &, 0;; oznaczaja odpowiednio skladowe tensora odksztalcenia i naprezenia, e,
s;; sa dewiatorami tych tensordw, u, K oznaczaja odpowiednio moduly odksztalcenia
postaciowego 1 objgtosciowego, k = o‘o/]/ 3, 0o jest statyczng granica plastycznodci ma-

éij =

(2.1)

teriahy, o wspolczynnikiem lepkodci, a J, = —-5;;5;; oznacza drugi niezmiennik dewiatora

1
2
napreZzenia. Kropka oznaczono rdézniczkowanie wzgledem czasu. Rownania powyZsze
opisuja liniowe efekty sprezyste, statyczne uplastycznienie wedhug warunku Hubera-Misesa,
izotropowe wzmocnienie materiatu oraz liniowy wplyw predkosci odksztalcenia. W przej-
§ciu granicznym dla y = oo, ]/.12 = k otrzymuje si¢ réwnania dla o§rodka sprezysto-
idealnie-plastycznego. W rozpatrywanym przypadku kulistej symetrii (o, = o4 = o,
g, = o =8) z (2.1) otrzymujemy

2.2) £ = E ‘/ 4 (a+mcro) dla || > oy,

. 1—v .,
(2.3) &= .Ev & dla |o] < oo,
gdzie E jest modulem Younga, » oznacza wspolezynnik Poissona za§ m = + 1 dla $ciskania
i m = —1 dla rozciagania. :

Roéwnanie ruchu elementu powloki, rys. 1, jest nastgpujace
(2.4) 2N = a(phw —q(t)),

Rys. 1 Element powloki. Dodatnie kierunki sit i przemieszczen

k2

gdzie p jest ggstoscia materiatu, & jest gruboscia powtoki, NV = f odz jest sita pedhizna
~h{2 .

na jednostke diugosci, pozostale wielkodci sa okreSlone na rysunku. Przyjmujemy, Ze
material powloki jest nieécisliwy. Predko$¢ odksztalcenia punktéw powierzchni Srodkowej
wynosi & = —w/a. Uwzgledniajac (2.2) réwnanie ruchu (2.4) dla |N| > N, zapisujemy
w nastepujacej postaci

(2.5 W20+ W = %[

~omt o Law+200) .
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gdzie

yE 2E
2.6 20 = — ', wl= "
26) 21/ 3 (1 —»)o, (1—7)a?
w jest czgstoscia sprezystych drgan wlasnych o okresie T = 27n/w, za§ Qo = 20,k jest
noénoscig graniczng powloki. W fazie sprezystej deformacji, |N| < Ny (N, = o,h) réwnanie
ruchu ma postaé

2.7 W+w%b=-é;qay

W og6lnym przypadku deformacji rozpatrywaé bedziemy nastepujace cztery fazy:
1i4 sprezyste gdy|N| < Ny i odpowiednio ¢ # 0, ¢ = 0, 2 i 3 sprezystolepkoplastyczne
gdy |[N| > N, 1 odpowiednio ¢ # 0, g = 0. Zakladamy, ze jesli przekrdj powtoki uplastycz-
nia si¢ to jednoczesnie caly w czasie odpowiadajacym.uplastycznienie punktéw na po-
wierzchni srodkowej. Dla cienkich powlok wplyw stopniowego uplastycznienia si¢ przekro-
ju na zachowanie powlok jest zaniedbywalny, DUFFEY, KRIEG [8]. Przy przejsciu z jednej
fazy do drugiej musza by¢ spelnione warunki ciaglosci: przemieszczenia, predkoéci oraz
sit wewnetrznych.

W dalszej czesci zajmowaé sie bedziemy powloka obciazona prostokgtnym impulsem
ci$nienia o wielkosci Q i czasie dzialania ti,

| —0 dla0<i<Ht
(2.8) ﬂ0={ 0 dla  t>ti.

Impuls jest roztozony réwnomiernie na calej wewngtrznej powierzchni i skierowany
radialnie na zewnatrz powloki. W zaleznoéci od wielkosci impulsu I = Qfi deformacja
powloki moze odbywac si¢ w roZnych fazach. Rozpatrywaé bedziemy rézne mozliwosci.

3. Fazy sprezyste

Zajmiemy si¢ najpierw sytuacja gdy w calym procesie deformacji [N| < No. Roz-
wiazanie rownania (2.7) w przypadku (2.8) ma postaé

2.9 w = Acoswt+ Bsinwt+C.

Wyznaczajac stale z warunkow poczatkowych w(0) = w(0) = 0, w(0) = —Q/oh oraz z
warunkow ciaglodci dla ¢ = ti, otrzymujemy

Q .
(2.10) w L(l coswt), L oho? 0t ti
(2.11) ’ w = L[(coswti—~1)coswt +sinwtisinwt], t > ti.
Ze wzoru (2.10) wynika, ze w czasie t = (n+1/2)T, n =0, 1, 2, 3, ..., przemieszczenia

i sity wewnetrzne sg najwigksze i wynosza

w= —20Q/ohw?, N = Qa, za§ w, =0, W= QJoh.
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-08 10—-2 w E:m:]

Q=490 MPa _
1i=100 ps
_0‘5.

Q=6,20MPa

Rys, 2. Zmiana przemieszczenia w czasie w zakresie sprezystym. Obcigzenie impulsem ci$nienia: krzywa
1~Q = 4,90 MPa 1i = 100 us krzywa 2—Q = 6,20 MPa, ¢i = 100 us.

Dlat=nT,n=0,1, 2 3, ..., obciaZona powloka osigga najmniejsze odksztalcenia i sily
wewnetrzne, w =0, N=0 za§ w =0, W = —Qfgh, rys. 2. Analizujgc (2.11) roz-
patrzymy dwa skrajne przypadki. Przypadek plerwszy gdy ¢i = (n+1/2)T, n =0, 1, 2,
3, ... Mamy wéwczas w = (20/ohw?)coswtidlat = T(n+1)/2,n =0, 1,2, 3, ..., powloka
osiaga ekstremalne przemieszczenia i sily wewnetrzne w = +20Q/ohw?, N = +(Qa, za$
w =0, w = +2Q/oh. Przypadek drugi gdy ti = (n+1)T, n =0, 1, 2, 3, ..., wtedy otrzy-
mujemy w = w = w = N = 0. Do obliczeri numerycznych w calej pracy przyjeto dane
liczbowe zawarte w tablicy 1. ‘

Uwzgledniajac (2.10) (2.11) i warunek uplastycznienia w réwnaniu (2.3) otrzymujemy
nastepujace wzory okreslajgce czas poczqtkdwego uplasfyczm'enia powloki

Tablica 1. Dane lczbowe do obliczed numeryczaych.

Material E v %o Q Pis-r
[MPa] [MPa] [Ns?/cm*] 57l [cm] fem]

10
100
200
Mickka : _ ' 400
stal 2,0594-105 | 0,3 | 2069 7,65-10-3 427,36 10 0,3
500
1000
2 000
20 000
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1 \ Qo
1§ = — _—— <t
(2.12) s = arccos(l 0 ) dla ts < ti,

' 1 . | Qo sinoti ./ T—coswti 00 \2 . .
(2.13) ts= - arcsm[ZQ T—cosoi T I/_Z——_ - (ﬁ) +ti  dla s = ti.
Najwigksza warto§¢ przemieszczenia w zakresie sprezystym okreslona z (2.10) wynosi
Whax = —20/ohw® i wystepuje po raz pierwszy w czasie m/w. Zatem najmniejszy po-

czatkowy impuls uplastyczniajacy powloke wynosi 1o = (Qo/2)(7/w) = (Qo/2)(T/2).
Jezeli przylozone obcigzenie ma wartos¢ mniejsza od Qo/2 to dla dowolnie diugiego czasu
jego dzialania powloka nie uplastyczni sig. W rozpatrywanym szczegélowym przypadku
(tablica 1) Qo = 12,42 MPa. Wrykres funkcji (2.12) przedstawiono na rys. 3. Czas pier-
wszego uplastycznienia dla impulséw I > I, oblicza si¢ ze wzoru (2.12) badZ (2.13).

W przypadku dzialania wigkszych obciazen gdy pojawiaja si¢ wielokrotnie fazy spre-
zystolepkoplastyczne wéwczas aby okresli¢ caly proces deformacji, do opisu faz ezwartych
musimy korzysta¢ z réwnania w postaci (2.9), a wystgpujace trzy state okresla¢ z warunkow
cigglosci na granicach faz.

ts|T T T T I T T LI T T
0,54

0,47
0,31

0,2

0,19

" Rys. 3. Czas pierwszego uplastycznienia powloki w funkcji obciazenia, (wzoér (2.12)).

4. Fazy sprezystolepkoplastyczne

Zajmowadé si¢ bedziemy drugg i trzecia faza ruchu, [N| > No. Istnieja trzy rozwiaza-
nia (2.5) w zaleznosci od relacji wielkoéci « i w. Niech & = ofw.

4.1. Przypadek slabego thumienia, & < 1. Dla prostokatnego impulsu cisnienia (2.8) otrzy-
mujemy

(2.14) w = [Acos ]/i——ffwt+BsinVﬂ?wt]e_gw,_ 400 ¢ ( Q

m+ —) t+C,
wa \ " Qo

gdzie A, B, Cstale catkowania. Jak widag, przemieszczenie (2.14) sktada sig z trzech czesoi:
cyklicznej, liniowej i statej. Czeé¢ cykliczna jest wytlumiana w czasie, szczegolnie silnie
dla wigkszych wartosci wspdlczynnika lepkosei y.
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Rozpatrzymy teraz sytuacje gdy w drugiej fazie ruchu czgé¢ cykliczna jest prawie wy-
tlumiona a przemieszczenie (2.14) mozna aproksymowaé czescia liniowa, ktéra nie Jest
tlumiona i czegscig stala reprezentujaca trwate przemieszczenie. Cze$¢ liniowa znika gdy
obciazenie QO = O, i przy dlugim czasie jego dziatania w — C tzn. powloka dazy do sta-
fego polozenia réwnowagi, Gdy O > Q, cz¢é¢ liniowa powoduje zwigkszenie priemiesz-
czen wraz ze wazrostem wspolczynnika lepkosci. Dla Q@ < Qo czgéé liniowa zmniejsza
‘przemieszczenia. Kladac Q = 0 w wyrazeniu (2.14) dla drugiej fazy otrzymujemy odpo-
wiedni opis ruchu fazy trzeciej. '

Na rys. 4 przedstawiono przemieszczenia w przypadku dziatania niewielkiego obcia-
senia. ZatoZono wspdlczynnik lepkosci y = 400 s=*. Krzywa 1 odpowiada impulsowi
Q = 6,22 MPa i = 36 us a krzywa 2 impulsowi Q = 6,22 MPa, ti = 100 us. Krzywa 2
Jest niemal identyczna z krzywa 2 na rys. 2. Roznica polega na malym przekroczeniu gra-
nicy plastyczno$ci materialu. Faza sprezystolepkoplastyczna pojawia sig¢ tylko jedno-
krotnie. Jest to wplyw diugosci dzialania obciaZenia na wielkos¢ przemieszczenia. W przy-

-2 l
107w [em] -0,7049 0=86,22MPa  ti=36 ps ‘
—~0'5 lll I
] i 0=6,22MPa ;=100 ps
~04 o3
ul?d
- 1=
0,2 _é,g.
0 + + + |“_
0 10 20 30 {1 40 .
.y PSR 7} S
1,73

Rys. 4. Zmiana przemieszczenia w czasie. Przypadek slabego tlumienia, p = 400 s~1. Krzywa 1—-Q = 6,22
MPa, ti = 36 us, krzywa 2—Q = 6,22 MPa, i = 100 us

padky krzywej 1 fazy sprezystolepkoplastyczne pojawiaja sie wielokrotnie, sa bardzo
krotkie i nie wplywaja w sposob istotny, dla ¢t > # na posta¢ drgad. Liczby umieszczone
przy poziomych kreskach tuz nad osig odcietych, wyznaczaja chwilowe potozenia réwno-
wagi wokdt ktérych powloka wykonuje oscylacje. Tym warto$ciom odpowiada sita N = 0.
W powloce powstaja niewielkie odksztalcenie trwale. Na rysunku podanc réwniez war-
toéci najwigkszych przemieszczet w fazie sprezystolepkoplastycznej i czas trwania tych faz.
Wartosci te maleja z uplywem czasu.

Na rys. 5 podano typowy wykres przemieszczenia, predkodci, przyépieszenia i sily
podiuznej dla obcigzenia impulsem Q = 14,71 MPa ti = 20 us. Przyjeto y = 400 s7%.
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W czasie ts = 16,12 us powloka uplastycznia si¢ przechodzac z fazy sprezystej w faze
sprezystolepkoplastyczna. Osigga ona w tym czasie maksymalne przemieszczenia spre-
zyste wynoszace 0,00703 cm. Stanowig one 0,023 grubosci powloki. Sita podluzna osiaga
warto$é Ny = 6207,6 N/em. Po zdjeciu w 20 us obciaZenia, przemieszczenia i sita podiuz-
na w dalszym ciagu narastaja ale coraz wolniej. Po 22 us (w 2 us po zdjeciu obciazenia)
sita podtuzna osiaga najwigksza warto$é N = 86259 N/cm po czym stopniowo maleje
do wartosci No w chwili 35,4 us i wowczas nastgpuje czwarta faza ruchu (odciazenie spre-
zyste). Po fazie czwartej nastgpuje powtdmie trzecia faza ruchu ale przekroczenie granicy
plastycznosci wystepuje przy sciskaniu. Fazy trzecia i czwarta wielokrotnie sig powtarzaja.
W miarg uptywu czasu |N| dazy do N, i tak w chwili 7 = 2036 us N = 6208,2 N/cm.
Przemieszczenie osiaga najwigksza warto$¢ 0,013447 cm w chwili 30 us. Predkosé od-
ksztalcenia jest najwigksza w chwili 18.3 us i wynosi 731,8 cm/s. Wielko$ci przemieszczen
(liczby przy poziomych kreskach) okreslajace chwilowe potozenie réwnowagi stopniowo

-
_1‘5_ WE:mJ1 s ¥=400s Q =14,71MPa ti=20 ps
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Rys. 5. Zmiana przemieszczenia, predkosci, przy$pieszenia i sity podiuznej w czasie dla obcigzenia impulsem
Q= 14,71 MPa ti = 20 usidlay = 400 s~* '

ulegaja stabilizacji reprezentujac trwale odksztatcenia. I tak w chwili 1 = 2018 us trwale
ugiecie wynosi 0,00501422 cm. Roéznica migdzy maksymalnymi odchyleniami powtoki
od potozenia réwnowagi powoli maleje do wartosci maksymalnej amplitudy drgan spre-
zystych wynoszacej 0,007033 cm i na przyktad w chwili # = 2036 us wynosi 0,0070341 cm.
W skutek tlumienia diugoéci faz sprezystolepkoplastycznych maleja i okres drgan dazy
do okresu drgafi sprezystych T = 71,64 us. Np. w czasie okoto 2000 us wynosi on 71,6452 US.

Na rys. 6 1 7 przedstawiono wplyw lepkoéci materiatu i wielkosci obcigzenia na prze-
bieg drgan. Dla wspoélczynnika lepkosci y = 400 s™* i danych w tablicy 1, w chwili # =
=20 ps e~®* = 1/5,15 a w chwili £ = 800 us e~%* = 1/(2,95 - 102%). Wida¢, ze czgsé
cykliczna rozwiazania (2.14) jest juz w poczatkowej fazie silnie wyttumiana i dla duzych
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Rys. 6. Przemieszczenie powloki w funkeji czasu i wspblczynnika lepkosci. Przypadek slabego tlumienia.
Obciazenie impulsem Q = 34,32 MPa, #i = 20us.
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Rys. 7. Przemieszczenie powloki w funkgji czasu, wspoiczynnika lepkosci i impulsu. Przypadek stabego
tlumienia.

(6421
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wartoéci czasu praktycznie nie ma Zadnego wplywu na posta¢ przemieszcezenia. Dla ma-
lych wspotczynnikéw lepkosei przebieg tlumienia przebiega bardzo powoli. Np. dla
y = 105" wchwili 7 = 20 us e~%! = 1/1,04, a wigc w tym przypadku thumienie cyklicz-
nej czeéé drgan jest minimalne i okres drgan sprezystolepkoplastycznych jest bardzo zbli-
zony do okresu drgan sprezystych. Jednoczesnie czgé¢ liniowa jest 40 razy mniejsza niz
dla y = 400 s~* i malo wplywa na posta¢ przemieszczenia. Dla p = 10 571 i ¢ = 800 us
e~tet = 1/5,15, a wigc jest to warto$¢ osiggana dla y = 400 s~* juz w chwili 7 = 20 us.
W czasie okolo 1950 us dlugosé fazy sprezystolepkoplastycznej dla ¢ = 400 s=* wynosi
0,33 us natomiast dla y = 10 s~ ! wynosi ona 13,25 us, rys. 6. Reasumujgc, wzrost wspot-
czynnika lepkodci powoduje wzrost maksymalnych przemieszezen i czasu ich pojawienia
sig, wzrost odksztalced trwatych, szybkie wyttumienie faz sprezystolepkoplastycznych
a w konsekwencji szybsze dazenie procesu do drgan sprezystych, zmniejszenie wielkosci
sit wewnetrznych. Wzrost wielkoéci obcigzenia Q powoduje wzrost ekstremalnych prze-
mieszczen i czasu ich wystepowania, wzrost odksztalcen trwatych i sit wewnetrznych.
Wplyw wielkosci obcigzenia Q na postaé drgan a zwlaszcza na szybkosé wytlumiania
faz sprezystolepkoplastycznych jest bardzo maly, rys. 7. Wraz ze wzrostem czasu trwania
obcigzenia ti szczegblnie dla wigkszych y przemieszezenia (2.14) daza do réwnania prostej
idla |Q] < Qo maleja, dla |Q] = Qo sg stale, za$ dla |Q] > Q, rosna.

4.2. Przypadek granicznego tlumienia, £ = 1. Dla obcigZenia impulsowego (2.8) otrzymujemy
w fazie drugiej
dooé

owa

Qa)
(m+ 0 t+C,

gdzie 4, B, C state okreslone przez warunki ciggtosci. Ruch nie jest oscylacyjny. Pierwszy
czton jest silnie wytlumiany juz w poczatkowym okresie fazy sprezystolepkoplastyczne;.
Czlon drugi i trzeci jest identyczny jak w przypadku & < 1. Opis dla fazy trzeciej otrzymu-
jemy podstawiajac do (2.15) O = 0. Dla danych w tablicy 1 wielkoéci £ = 1 odpowiada
wspotezynnik lepkosci y = 427,36 s~1. Drgania powloki dla tego przypadku przedsta-
wiono na rys. 8.

(2.15) w = (A+ Bi)e 5" —

1072w 6] : 4 Q=34,32MPa =20 us
7041 K'=20000 S
-7 . 6] e !..'
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- i -5066 -5,064. -50
-5 506 4925 6
2 ~gh228 Tl 6 g, 2]
-4t ; 3L = - =
{=42736s 2507 374
3,097 = g
3 E 23000 3,022
-2 A _ 2,255 -2,299
.': l‘J —— t )
o ‘ sprezysta

b 25 . faza P )

r~0703¢ SIE seeaer sprezystolepkoplastyczna

{ .¥|.._

g + + + t + t } —t— 1 + 4 t +

0 {s=10 20 40 60 80 100 120 ¢[3]

Rys. 8. Przemieszczenia powloki w funkcji czasu i wspolczynnika lepkoéci. Przypadek granicznego i silnego
tlumienia. Obciazenie impulsem Q = 34,32 MPa, i = 20us
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4.3. PrzypadeX silnego thumienia, £ > 1. Dla obciaZenia prostokatnym impulsem (2.8) otrzy-
mujemy w fazie drugiej

(2-]6) W= Ae("&'l‘ l/ifi—l)wt + Be"(é"‘ VEZT])U)I _ iol)é (]Tl-l— &) t—l—c.
' gwa .

0

Stale A, B, C sa okre$lone przez warunki ciagloéci. Jest to opis ruchu aperiodycznego.
Pierwszy czlon okreslony przez funkcje eksponencijalne jest silne wyttumiany w poczat-
kowym okresie fazy sprezystolepkoplastycznej. Pozostate cztony liniowy i staly sg iden-
tyczne jak w przypadku stabego ttumienia. Na rys. 8 przedstawiono zmiang przemiesz-
czenia w czasie dla kilku wspdtczynnikéw lepkosci materiatu, Fazy sprQZystolepkoplés-
tyczne sg silniej wythumiane niz w poprzednim przypadku stabego tlumienia: Drga-
nia konstrukcji szybko daza do drgan sprezystych. Np. dla wspdiczynnika lepkosci
y = 20000 s~ po poczatkowej fazie sprezystej faza sprezystolepkoplastyczna wystepuje
jednokrotnie i dalsza odpowiedz konstrukcji jest czesto sprezysta, a przejscie z fazy spre-
zystolepkoplastycznej do spreiystej (odciazenie) wystepuje przy najwiekszej wartosci
przemieszczenia. Wnioski dotyczace wptywu lepkosci i obcigzenia podane w przypadku
stabego tlumienia stosuja sig i w tym przypadku.

5. Obcigzenie kilkoma prostokatnymi impulsami cisnienia

Na rys. 9 przedstawiono przemieszczenia powloki (y = 400 s~*!) obciazonej dwoma
jednakowymi impulsami cisnienia Q = 4,90 MPa # = 36 us. Pod wplywem obcigZenia
Q < Q)2 przytozonego w chwili poczatkowej powloka nie uplastyczni sig. Chwila przy-
lozenia drugiego impulsu zostala tak dobrana aby wektory predkosci i przyspieszenia

0611072 w [em] 0550
04 imputs 1 Q=4,90MPa ti=36ps imputs 2
0,2 ‘ i
]
0 + t . o ; |
0 0 20 30 ' 4o . 50 60 70 8ol g0 !
—o_zt ! [ '
04 36 \::/ 445 } 1858
~0,556 . '
§=400s"

Q=4,90MPa 1i=36ps

1501 180\, 170 180

i

| | -0,331 t{ps]

| 6,83 ! 30,20 | 497 b
|

sprezysta ! )

i
1
sprezystolepkoplastyczna |-1,036/

Rys. 9. Zmiana przemieszczenia w czasie. Obcigzenic dwoma jednakowymi impulsami Q = 4,90 MPa
‘ ti=36pus -y =400s"%
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przemieszczenia wywolane pierwszym impulsem byly zgodne z wektorami predkosci
i przyépieszenia wywolanymi przez drugi impuls. W rezultacie zostaje przekroczony wa--
runek plastycznodci i powloka przechodzi w faze sprezystolepkoplastycznej deformacji.'
‘W dalszych rozwaZzaniach zbadano wplyw chwili przylozenia powtérnego obcigzenia
na wielko$¢ przemieszczenia powloki. Na rys. 10 krzywa 1 obrazuje fragment przebiegu
drgan powloki (y = 400 s~*) obciazonej pierwotnie w chwili poczatkowej impulsem Q =
= 9,81 MPa przez okres ti = 20 us. Powltoka ta w chwili ¢ = 100 us osigga maksymalne
. lokalne przemieszczenia w stanie rozciggania, a w chwili £ = 135,5 us w stanie $ciskania.
Nastepnie taki sam impuls przykladano powtérnie w réznych chwilach czasu i badano
deformacj¢ powloki. Stwierdzono, Ze zmniejszenie przemieszczenia wystepuje gdy obcig--

‘IO—A2 w [cm) 1
0624 ¥=400 s
05 I,
04 \ 0,273
062 1075 L las N\ 0047
-02 130 / -0052= 170 0092
-04
-0,64
'.?'3 -0978
e S
14
-1.6 . - = seae~]
: AEPELY _1,547
impuls —|0=9,81MPa —impuls 1,791
ti=20 ps
(1) [obciazenie =20 ps R axa sprezysta
impulsem .
‘w chwili 0=9,81MPa sprezystol.epkoP[gsgycznq
poczatkowej ti=40 ps

Rys. 10, Wplyw chwili przylozenia powtdérnego impulsu na wielko$¢ przemieszczenia. Przypadek stabego-
) thamienia, ¢ = 400s~! |

Zenie jest przykladane w chwilach zawartych w przedziale czasu 100—117,5 us. W tym
- przedziale czasu wektory predko$ci i przyépieszenia drgan wlasnych i wymuszonych
maja przeciwne zwroty. W rezultacie drgania zostaja w znacznym stopniu mechanicznie
wythimione. Sily wewnetrzne maleja do wielkosci [N| < Ny, a wigc w powloce beda wy-
stepowaé jedynie niewielkie drgania sprezyste. Odksztalcenia trwale pozostaja takie same
jak przed wtérnym obciaZeniem. Najwigksze wytlumienie drgan wystapi gdy powtorne
obciazenie nastapi 107,5 us tzn. w 7,5 us po czasie osiagniecia przez powlok¢ maksymal-
nych odksztalcen rozciagajacych. Natomiast zwigkszenie przemieszczenia wystepuje gdy
wektory predkosdci i przyépieszenia drgai wlasnych i wymuszonych dzialaniem wtérnego
obciazenia sa zgodne. Dla rozpatrywanej powloki przemieszczenie zwigksza si¢ gdy pow-
térny impuls jest przytozony w chwili czasu pomiedzy 135,5 a 153,5 us. Najwigksze prze-
mieszczenie wystepuje gdy powtdrny impuls jest przylozony w chwili ¢ = 144 us tzn.
w 8,5 us (~ T/9) po czasie odpowiadajacym maksymalnym odksztalceniom $ciskajacym.
Obserwuje sie wtedy znaczne zwigkszenie odksztalcen trwalych i faz sprezystolepkoplas-
tycznych. Réwniez na rys. 11 przedstawiono wplyw chwili przylozenia powtdrnego ob-
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14107 v Q-34,32MPa s N
ti=20 ps -10,270
40 .-
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Rys. 11. Wplyw chwili przylozenia powtérnego impulsu na wielko$¢ przemieszczenia i sity podluznej
Przypadek silnego tlumienia, ¥ = 500 i 1000s~!

ciaZzenia na wielko$¢ przemieszczenia i dodatkowo na wartosé sity podluznej. Wyniki do-
‘tyczg wiekszych impulséw i przypadku materiatu o silnym thumieniu y = 500 i 1000 s™1.
Przemieszczenia trwale sg tu znacznie wigksze iz przemieszczenia przedstawione na rys. 10.
Stwierdzono, Ze wplyw czasu przylozenia wtoérnego obciaZenia na wielko$¢ proporcji
‘migdzy przyrostami przemieszczen trwatych po pierwszym i wtérnym obcigzeniu szybko
‘maleje ze wzrostem obcigZenia oraz bardzo malo zaleZy od wspéiczynnika lepkosci. Chwila
najbardziej niekorzystnego (najbardziej zwigkszajacego przemieszczenia), lub korzystnego
przytozenia drugiego impulsu zalezy ogélnie od przedzialu czasowego w ktérym nastapi,
od wielkosci obciazenia i wspdlczynnika lepkosci.

ObcigZenie cykliczne. Na ostatnim rysunku 12 podano zmian¢ przemieszczenia po-
wioki w czasie, obciaZonej pigcioma impulsami ciénienia. Krzywel (y = 400s™)i2 (y =
= 1000 s™') odnosza si¢ do przypadku obciazenia pigcioma réwnymi impulsami (Q =
= 14,71 MPa, i = 20 us) o jednakowej diugosci cykli wynoszacej 200 us, za$ krzywa 3
(y = 400 s~1) do przypadku gdy dtugosci cykli nie sa jednakowe. W przypadku impulséw
o jednakowej diugoéci cykli kazdy z impulséw rozpoczynat swoje dzialanie przed osia-
gnigciem przez powloke maksymalnych odksztalceri w stanie Sciskania. Powodowalo to
umiarkowane przyrosty przemieszczenia na poszczegOlnych cyklach. Natomiast w dru-
gim przypadku gdy dlugosci cykli nie byly jednakowe kazdy z impulséw zaczynal dzia-
fa¢ w 9 us po osiggnigciu przez powlokg maksymalnych odksztatcenn w stanie $ciskania.
Ten niekorzystny moment przylozenia kolejnego impulsu zostat wybrany tak jak dla po-
wioki obcigZzonej dwoma impulsami. W rezultacie powloka osiagnela na poszczegélnych
cyklach znacznie wigksze przemieszczenia niz w pierwszym przypadku. W wyniku analizy
obliczen numerycznych dla przypadku dzialania kilku réwnych impulséw o jednakowej
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Rys. 12. Zmiana przemieszczenia w czasie. Obcigzenie pigcioma jednakoWymi impulsami o r6wnych
i nierébwnych dlugosciach cykli.

dhagosci cykli stwierdzono, Zze na cyklu przyrosty przemieszczeri maksymalnych, przy-
rosty przemieszczenn trwalych, czasy osiagniecia granicy plastycznosci i maksymalnego
przemieszezenia na cyklu liczone od chwili przyloZenia kolejnego impulsu maja tendencije
do stabilizacji. Ta stabilizacja zostala osiggnigta dla » = 400 s~ juz po drugim cyklu,
natomiast dla y = 1000 s™! jest ona mniej wyrazna. Podobne efekty wyraznej stabili-
zacji dla y = 400 s~1 stwierdzono w przypadku gdy dla jednakowych xmpulsow dhugosci
cykli nie byly jednakowe.
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Peazrome

KOJNEBAHUVS VIIPYIO — BA3SKOILJIACTUUECKON CORPUUECKON
~ OBOJIOYKU :

B paGoTe mpefCraBNeH aHANMA KONeGaHus, B Tpemene MANbiX ReiOPMaIMy, IS TOMHOR TOHKON
YIIPYro-BASKOIIACTAUECKOH 000n0uKn. OB60II0UKa ecTh HATPY)KEHA CHXHHHYHBLIM DafHaNBHBIM HMITYL-
COM [aBJEHMS WM HeCKOJBKMMH nmIrynscamu. IIpobllem xapaxTepH3yercss chepHdecKod CHMMeTpeir.
Oripenesneso BeNUUNHY Jie PBOHATAIBHOTO HMITYILCS JaBNenwa nnacTudrimpyoiero ofonouxy. Yccne-
[IOB3aHO BIUTHHE BSSKOCTH MaTEeDHAIA HA OCHOBHEBIE ylapameTph! KoyeGanuii. Paccmarpeno Taroxe Bnus-
HHE MOMEHT2 NPWIOKEHHsT NOBTOPHOIO MMIIYJBC2 ¥ IHKIJIHYECKOTO HATPY)KEHHS Ha BENHUMHY TEpe-
MELIeHIS .

Summary
!

OSCILLATIONS OF ELASTOVISCOPLASTIC SPHERICAL SHELL

Oscillations of a complete thin elastoviscoplastic spherical shell is analysed in the range of small strains.
The shell is subjected to a radial pressure impulse of rectangular shape or to several impulses. The magnitude
of the initial impulse is determined resulting in the yielding of the shell. The influence of the viscosity of the
material upon the basic parameters of vibrations is investigated. Also, the influence is considered of the
instant of application of the second impulse and of the cyclic loading on the magnitude of deflections.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INST. MECH. KONSTRUKCJI INZYNIERSKICH

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 paZdziernika 1978 roku
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SPREZANIE TERMICZNE NA PRZYKEADZIE ZAGADNIENIA
KOLOWO-SYMETRYCZNEGO!,

JAN HoLNiIckI--SzULC (WARSZAWA)

1. Wstep

Celem pracy jest sformutowanie i analiza zagadnienia sprezania termicznego na przy-
kladzie kolowosymetrycznej tarczy wirujacej.

Przez sprezanie rozumiemy sterowanie wymuszanym polem dystorsji pierwotnych g,
w celu uzyskania (samozréwnowazonych) stanéw naprezen wstepnych o oraz (nieroz-
dzielnych) stanéw odksztalcen wstgpnych P takich, ktdre korzystnie reguluja stany kon-
cowe o = 5+¢1R, g = 'é+§ gdzie pola Gis sa znane i zwigzane z danym obciaZeniem
zewnetrznym (por. [1, 4, 6]).

Prezentowane w pracy ,,spreZanie termiczne” stanowi szczegélny przypadek opisanej
wyzej idei ,,sprezania wewngtrznego”. Wprowadzanie do ustroju dystorsp za posrednic-
twem wymuszania pola temperatury ogranicza mozliwosci regulacji stanéw. Ograniczenia
te wplywaja na fakt, Ze pewne rozwiazania wyznaczane dla sprezania termicznego maja
bardziej ztozong postaé niZ rozwigzania uzyskiwane w przypadku ogélnym [6].

Przykiadem innej technicznej realizacji sprezania wewngtrznego moze by¢ wymusza-
nie pdl dystorsji w ustrojach kratowych poprzez generowanie odpowiednich stanéw dys-
lokacji (wydtuzen i skrcen pretéw). [7].

Zajmijmy si¢ przypadkiem ciafa izotropowego i ustalonego procesu przeplywu tem-
peratury. Dystorsje termiczne dzialajace na cialo przyjmuja postaé:

6)) 8 = 03,
gdzie ® — pole temperatury w stosunku do stalej temperatury otoczenia, « — wspdt-
czynnik rozszerzalnosci termicznej materialu, § — tensor jednostkowy.

Pole temperatury musi przy tym spelniaé réwnanie przewodnictwa cieplnego.

@) VO = —

ud

1 b

gdzie }.——wspolczynnlk przewodnlctwa cieplnego w materiale za§ W — pole skalarne
Zrédet ciepla,

Cecha charakterystyczna sprezania termicznego jest fakt, Ze nie istnieje mozliwos¢
wymuszania beznaprgZeniowo odksztalcen wstgpnych (poza przypadkiem liniowo zmien-

nych pél §) oraz bezodksztalceniowo naprezen wstepnych [6].

» Praca wykonana zostala w ramach wspélpracy polsko-amerykanskiej (fundusz Marii Skiodowskiej-
Curie NO INT 75-08722) na temat ,,Optymalizacja elementéw i systemdw konstrukcyjnych”.

9 Mech, Teoret. i Stos, 4/80
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Zatem, poza przypadkiem liniowo zmiennego pola @, kazdy inny rozktad temperatury
wywoluje jednocze$nie stany naprezen i odksztalcen wstgpnych.

2. Sformulowanie zagadnienia spr¢zania termicznego tarczy wirujacej

Oméwimy przyklad tarczy z otworem wirujace]j ze stata predkoscia katowa w (rys. 1).
Obcigzenie zewngtrzne opisane jest w tym przypadku (pomijajac €igzar wiasny) przez
pole masowych sit odérodkowych
gdzie o — masa wlasciwa materiatu.

(3) R = ow?r,
L
o/t
4=
6. 039 ,
0,394 G4
14 T R
-0394 0,394
R (i
. b Gog
..1 —
/
-2 69/? .
e .
gw
04 to
. o,
140 ¢
Rys. 1

Uwzgledniajac wplyw pola dystorsji na stany naprezen i odksztalcei koncowych
przez przyjecie zmodyfikowanych zwiazkéw konstytutywnych [2, 6], otrzymujemy ukiad
zwiazkow zapisanych dla naszego kolowosymetrycznego przypadku w ukiadzie wspét-
rzednych biegunowych: '

— réwnania réwnowagi

@ : rt - (6,=06)+ R = 0,
o, =0 dla r =5,
=0 dla r=a,

— warunki nierozdzielnosei _
(%) g —&+Tee, =0, = -
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— zwigzki konstytutywne

—

& = f(gr _7’69)"':31
© 1
Ep = E(O‘O —1’0’,.)-|—8,
E °
g, = IT,,z(ef-l"""'@)—U'
(D ..
% =153 (o+78,) —0,
gdzie
® P-u, ¢=-L 40
1—»

WprowadZmy ograniczenia nieréwno$ciowe narzucone na koncowy stan napreZefi
w postaci: :

~

o—<0<7
® _
G— < 0p <

g < 0, gdzie o> 0.
I’ . L L . . .

Jedli napreZenia o, i 0, Wywolane przez obciaZzenie zewngtrzne polem sit masowych R
ograniczer tych nie spelniaja, interesujacy z inZzynierskiego punktu widzenia staje sig
problem poszukiwania pdl dystorsji £, ktére minimalizujac koszt sprezenia mierzony cal-
ka (globalna energia stanu dystorsji):

(10) min [ &5dv

‘ v
wywoluja stany wstgpne g,, 3@ dostosowujace naprezenia koncowe ¢, = g,+('r',, 0o =
= 6g+0s do ograniczen ). _

Dysponujac techniczng mozliwoscia wprowadzania dowolnie roztozonych Zrédet
ciepla w, zwigzki (3)+ (10) formuluja zagadnienie optymalnego sprezania termicznego.
Otrzymane zadanie minimalizacji funkcjonatu (10) przy ograniczeniach nieréwnoscio-
wych (9), wiezach w postaci czterech réwnan: (4)*, (5) i (6) lub (7) oraz dwéch warunkow
brzegowych (4)2 i (4)° opisuje pie¢ poszukiwanych funkcji 0, o,, 64, &, co-

Zwiazek (2) opisuje rozklad Zrédet ciepta w, jaki nalezy wymusié w celu wygenero-
wanija pola temperatur ©. ' ' '

A\
3. Przypadek ir()del' clepla rozlozonych na brzegu tarczy

Stan naprezen uzytkowych rozpatrywanej (niesprezonej) tarczy wirujacej opisany jest.
zwigzkami [5]:

2
R L Qw2b2[1+ (%) (1_%) —52] ¥ gs(6),

g*
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2
L | T B EFON
gdzie: £ = —;;—E<-i;—, 1>, = %szbz.

Omowmy przypadek lagodzenia koncentracji naprezed w $rodkowym obszarze tarczy
(por. rys. 1) przez zastosowanie sprgzania termicznego.

Warto$é & wystgpujaca w ograniczeniach (9) — mniejsza od maksymalnych wartoci
c'f,, 5@, przyjmiemy pozniej.

Wprowadzmy dodatkowo ograniczenie dowolnosci pdl temperatur & do takich, kt6-
re moga by¢ wywolane przez zrodla ciepla przylozone jedynie do brzegn wewngtrznego
otworu tarczy (rys. 1). Ograniczenie to uwarunkowane jest wzgledami technologicznymi,
ulatwiajac realizacj¢ wyznaczonego rozktadu temperatur. _

Kryterium optymalizacji (10) zbiezne jest w tym przypadku z minimalizacja inten-
sywnodci Zrédet ciepla na obwodzie r = a. 7

Poszukiwane pole temperatury @ musi spelnia¢ w stanie ustalonym réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego (2) (bez Zrédet wewnatrz tarczy: VO = 0), ktére w omawianym za-
daniu kolowosymetrycznym przyjmuje postac:

(12) . @rr+ '}_‘@r =0,

7z warunkiem na brzegu r = b;
13y o =0,
Z powyzszych zwiazkéw wynika postaé rozkladu temperatur:

¢ r
(14) 6=2m(7)
z doktadnosicig do parametru C, zaleznego od intensywnosci zrodla ciepla roztozonego
na obwodzie r = a.

Znajac pole dystorsji termicznych (14) mozna okresli¢ pole naprezen wstgpnych przez
nie wywolywanych (z dokladnoscia do statej C).

Podstawiajac w tym celu (14) do (6) a nastepnie wyrazajac warunek nierozdzielnosci
(5) przez naprezenia otrzymujemy wraz z réwnaniem réwnowagi (pomijajac obcigZenia
zewngtrzne R) uktad dwu réwnan rozniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na dwie nie-
wiadome funkcje opisujace naprezenia wstepne: 5,(r), f;e(r) o warunkach brzegowych
(432,i® na okregach r = g oraz r = b. Rugujac z tego uktadu funkcje naprezen obwodo-
wych dochodzimy do opisu wstgpnych naprezen promieniowych 0,

r2§m+(2v+ 1)r'c})z‘,,,.+ rEa®, = 0,
(15) R R
o dr'r:a = Gr’r:b =0,

gdzie:

@ir = _G‘-
r
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Mozna sprawdzi¢, Zze calka ogélna réwnania rézniczkowego (15)! ma postaé:

EaG

a
(16) ())'z = 7 (Inr"i—rle) +¢12,

okres$long z dokladnoscia do stalych a,, «,.
Wyznaczajac je z warunkow brzegowych (15)2 otrzymujemy ostatecznie

1 ar
ln(—al;)a” (52” -—1) = z1(),

R

an _ ¢ = —z|Iné+ P

. ExC r a
gdzie: z = §=_be<—b—’1>'

Znajac rozklad naprezen promieniowych, mozna wyznaczy¢ z (4)! naprezenia obwo-
dowe:

In (%)az" i
R

(18) 0g = —Z ln§+ W ((1 —21’)2'27 '—]) d——f— Z\'V(E).

Znajagc napreZenia wstepne wywolywane przez pole temperatur (14), zadanie termo-
sprezania ze wzgledu na spelnienie ograniczen (9) minimalnym kosztem wprowadzanych
dystorsji sprowadza si¢ do minimalizacji parametru:
(19) minz?,
przy ograniczeniach
Es(£)+21(8) < T, Es(E)+zt (&)
u(B)+zw() <o, Lu(d)+zw(é)

Jesli wartoé¢ o ograniczajaca napreZenia dopuszezalne jest okreslona, to przy funkcjach
s(8), 1(5), (&), W() zdefiniowanych wyrazeniami (11), (17), (18), zwiazki (20) opisuja
zesp6t warunkéw okreslajacych obszar dopuszczalny na osi liczbowej z, ktéry jest zgodny
dla kazdego & z warunkami (20). -

Po znalezienin tego obszary,-oraz okre$§leniu minimalnej wartoéci z, mozna wyznaczyé
poszukiwany parametr C (17) okre$lajacy (por. 14) intensywnos¢ Zrodia ciepla
1) 6y =—In (‘;—)
jakie nalezy wprowadzi¢ na obwodzie otworu wewnetiznego tarczy wirujacej w celu opty-
malnego termosprezania. '

Omawiane zadanie rozwigzano numerycznie przyjmujac dane:

1 1
T, b"15 'p——Z:

Warto$¢ ¢ ograniczajaca naprezenia dobrano tak, aby efekt sprezenia byl najwiekszy.
Omawiany przyklad reprezentuje zatem zadanie maksymalnego lagodzenia koncentracji
naprezeri. Mozna go wykorzystaé do maksymalnego zwigkszania noénoéci ustroju po-
przez sprezanie.

Z _89
20) z —o.

a= ¢ = 0,3941Z.
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Parametr z przybiera w omawianym przykladzie optymalna wartosé
(22) -z = —14151¢,
skad wynika, obliczajac parametr C, ze poszukiwane pole temperatury (14) ma rozklad.
2¢ r
23 6= 14151Eb1(b)

i moze byé wywolane przez ogrzewanie brzegu otworu wewnetrznego tarczy Zrodtami
ciepta (21) o intensywnosci (podstawiajac dane przykladu)

2

) gw
O, =
(24) o = 0,3985 o

Rozklady naprezen radialnych i obwodowych w stanach uzytkowym, wstepnym i kofi-
cowym pokazano na rys. (1). Wida¢, ze w wyniku termosprezania wzyskano ponad pig-
ciokrotne zmniejszenie ekstremalnych wartosci mnaprezen.
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 OBPA3OBAHHME IIPEIBAPHTEJIBHBIX TEPMI/I‘-IECKI/IX HATIPSDKEHUIA
HA TIPUMEPE OCECHMETPI/I‘-IECKOI‘Z 3ATAUN

B pabGore paccmarpmBaerca npoOieMa NpefBapUTENBHBIX TEPMAYECKMX HanpsOKeHMi. Jagaya
SAKJIIOYAETCA B YNPABJIEHMA TEPMUUECKHM IIONEM C LEIBIO NOMYUeHAsS TpeGyeMoro yepepacupeseIeHns
HanpspxkeHMi 1 gediopmammii B HArDYIKEHHOM YIIPYTOM COOPYIKEHKH.

ITonpoGuo o6cy:aaroTcss pe3yNbIATEI HONYYEHHbIE B CIIydae BpAalIarollerocs OHCKA. Honyqeuo
ONTHMAJILHOE PACNPENETICHHE TEMIEPATYPhL I yKasad CHOCOG re0 peaNTH3amuH.

Summary
THERMAL PRESTRESSING — AN EXAMPLE OF ROTATING DISK

A thermal pretressing problem is formulated in the paper. The pretressing is understood as a coatrol .
of temperature field in order to produce a convenient redistribution of stress and strain states in a loaded
structure.

An example of rotating disk is examined in detaﬂs In the result, the optimal distribution of temperature
is determiped. A technical way producing of such a distribution is also discussed.. '

IPPT
PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 czerwca 1979 roku.
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IX SYMPOZJUM DRGANIA W UKELADACH FIZYCZNYCH

W dniach 22—24 maja 1980 r odbylo si¢ w Blazejewku k/Ko6rnika IX Sympozjum ,,Drgania w ukladach
fizycznych”. Sympozjum ma wieloletnia tradycje i jest organizowane co dwa lata przez Oddziat Poznanski
Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej i Instytut Mechaniki Technicznej Politechniki
Poznanskiej. Obecne miato szczegbiny charakter. Bylo bowiem polgczone z XIX Zjazdem Delegatow
PTMTIS. Wspblnym dniem obrad dla Delegatow na XIX Zjazd oraz uczestnikéw IX Sympozjum byl
czwartek, 22 maja. Podczas przedpoludniowej sesji plenarnej wygloszono trzy referaty:

1. J6zef Wieckowski — Dynamika 1 zastosowania mostéw skladanych.

2. Jozef Wojnarowski — O grafach odwzorowan drgajacych uktadéw fizycznych.

3. Jarostaw Stefaniak — Zagadnienia propagacji fal monochromatycznych w cialach statych.

Dalsze obrady odbywaly sie w sekcjach. Przyjeto nastepujacy podziat tematyczny referatow:

Sekcja I — Modele ciagle obiektow mechanicznych

Sekcja " IT — Modele dyskretne obiektow mechanicznych

Sekcja III — Dynamika maszyn i urzadzen.

Podzial powyzszy miat charakter doéé ogélny i byt podyktowany nic tylko wzgledami merytorycznymi
lecz rOwniez organizacyjnymi.

W sekcji I wygloszono 34 referaty, w sekgji 11 23 referaty, w sekcji I 25 referatow. W sesji plenarnej
wspolnej dla Delegatow XIX Zjazdu PTMTIS i uczestnikéw IX Sympozjum wzigto udziat 217 oséb.Uczest-
nikow IX Sympozjum byto 129. Wéréd nich zdecydowang wigkszo$é stanowili pracownicy wyzszych uczelni
i instytutéw PAN. ‘Materialy Sympozjum’ w postaci streszczeni referatéw wydano drukiem, nakladem
Politechniki Poznariskiej.

Jarostaw Stefaniak

XIX ZJAZD DELEGATOW POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ, 21—22 maja 1980 r., BlaZeJewko

W Zjezdzie uczestniczylo 84 delegatow.

Obrady otworzyl Przewodniczacy Zarzadu Gléwnego prof. dr hab. Marek Dietrich. Powital przyby-
lych delegatow oraz zaproszonych gosci czlonkdw Honorowych PTMTIS prof, prof. Janusza Dietrycha
i Zbigniewa Kaczkowskiego. Podzickowal jednoczeénie Zarzadowi Oddzialu Pozpanskiego za podjgcie
si¢ organizacji XIX Zjazdu Delegatow Towarzystwa.

Na przewodniczacego Zjazdu powotano prof. J. Stefaniaka (Poznafi). Na wiceprzewodniczacych
Zjazdu wybrano profesoréw: A. Oledzkiego (Warszawa) i J. Kruszewskiego (Gdafsk). Na sekretarzy
Zjazdu wybrano doc, Sobczyriska-Konczak (Poznan) i doc. A. Tylikowskicgo (Warszawa).

Przyjgto nast¢pujacy porzadek obrad:

Pierwszy dzieii obrad 21 maja 1980 r.

1. Otwarcie Zjazdu. Wybor przewodniczacego, zastepcoéw przewodniczacego i sekretarzy Zjazdu.
2. Dokonanie wyboru cztonkéw honorowych PTMTS.

3. Przyjecie protokotu z XVII Zjazdu Delegatow PTMTS odbytego w Ustroniu Zawodziu.
4 Powolanie Komisji Matki i Komisji Skrutacyjnej.
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5. Zlozenie sprawozdania z dzialalnosci Towarzystwa,
6. ’s ' finansowego.
7. Informacja o dzialalnoéci czasopisma —,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana”’.
8. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjnej. ’
9. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Glow-
nemu absolutorium i gtosowanie nad wnioskiem.
10. Zmiany w statucie PTMTS.
11. Wybory:

a) przewodniczacego,

b) czionkdéw Zarzadu Glownego,

¢) Giownej Komisji Rewizyijnej,

12. Sprawy biezace i wolne wnioski, N

W drugim dniu obrad przewidziano sesje naukowg polaczona 2z otwarciem obrad IX Sympozjum
PITMTS ,,Drgania w ukladach fizycznych” oraz kontynuacj¢ obrad Zjazdu Delegatow wg nastepujacego
porzadku.

13. Dyskusja 1 uchwalenie generalnych wytycznych dzialalnosci PTMTS na nastepna kadencje.
14. Zamkniecie Zjazdu Delegatdw.

Na wniosek Przewodniczacego obrad prof. J. Stefeniaka, zebranie uczcili minutg ciszy pamieé¢ zmarlych
w okresie XVIII-ej kadencji czlonk6éw i pracownikdéw Towarzystwa. '

Ad. 1.

Pierwszy punkt porzadku dziennego wyczerpano na wstepie.

Ad. 2.

Doc. J. Wojnarowski w imieniu Zarzadu Gléwnego przedstawit wniosek Oddzialu Wroclawskiego
o nadanie godnofci cztonka honorowego profesorowi Igorowi Kisielowi oraz wniosek Oddziatu Warszaw-
skiego o nadanie godnosci czlonka honorowego profesorowi Janowi Oderfeltowi. Poinformowatl on Zjazd,
e kandydatury byly przedstawione i poddane pod glosowanie na Zebraniu Plenarnym Zarzadu Glow-
nego. '

Delegaci w jawnym glosowaniu jednomyslnie przyjgli wnioski o nadanie godnoéci cztonkéw hono-
rowych. ‘

W zwiazku z nieobecnoicia spowodowana zlym stanem zdrowia nowowybranych Czlonkéw Honoro-
wych dyplomy czionkéw honorowych przekazano przéwodniczacym Oddzialu Wroclawskiego i Oddzialu
Warszawskiego i zaproponowano, aby oddziaty te zorganizowaly uroczyste zebrania, na ktérych dyplomy
zostang wreczone,

Ad 3.

Wobec opublikowania protokotn XVIII Zjazdu Delegatéow w kwartalniku Mechanika Teoretyczna
i Stosowana T. XVI 1978 z. IV zaproponowano nie odczytywa¢ go, a jedynie poddaé pod dyskusje.

Ad 4.

Komisje Matke powolano w nastepujacym skladzie: prof. J. Elsner (Czestochowa), doc. . Golas
(Opole) i doc. E. Walicki (Bydgoszcz). Komisje skrutacyjng powolano w skladzie: doc. A. Ajdukiewicz
(Gliwice), doc. W. Gawrorniski (Gdansk), doc. M. Trombski (Bielsko-Biata).

Ad s. .

W zwigzku z opublikowaniem sprawozdania za okres XVII kadencji i dorgczeniem go wczesniej
delegatom, przewodniczacy prof. M. Dietrich ograniczyl si¢ do krétkiego komentarza i podkreslenia nowych
form dzialalnoéci. Nowoscia w pracach Zarzadu Gléwnego bylo przydzielenie na stale wszystkim czlon-
kom Zarzadu okre§lonych zadan zgodnie z wytycznymi XVIII Zjazdu Delegatdw wskazujacego na fakt,
ze Towarzystwo dobrze wywigzywalo si¢ ze swych zadan statutowych w kraju przy do$¢ ograniczonej
dzialalnoéci o charakterze miedzynarodowym, zwigkszono informacje o miedzynarodowych organizacjach
rozwijajacych dzialalno$¢ w zakresie mechaniki (IFTOMM, IUTAM, EUROMECH) adresowane poprzez
‘Przewodniczacych Oddzialow do ogdlu czlonkéw Towarzystwa.

— powolanie dwoch nowych Oddziatéw w Lublinie i Bielsku-Bialej.

— powolano dwa nowe Oddzialy w Lublinie i Bielsku-Biatej. W czasie kadencji wystapily trudnosci
orpanizacyjne w pracy biura Zarzadu, spowodowane zmianami na stanowisku kierowniczki. Na zakof-
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czenie Przewodniczacy Z. G. podkreslit duzy wklad pracy doc. J. Wojnarowskiego w przygotowaniu
materialéw do sprawozdania i wydania go drukiem,

Ad 6.

Sprawozdanie finansowe zlozyt skarbnik doc. E. Radwariski. (Szczegdlowy tekst wlaczony zostal do
akt Zjazdu). Podsumowujac wystapienie zaapelowal o realniejsze planowanie wydatkéw Towarzystwa
i wykonywanie planéw f mansowych

Ad 7.

Prof. Z. Olesiak zapozna} delegatow z historia i aktualng dzialalnoicia kwartalnika ,,Mechanika
Teoretyczna i Stosowana” (Petny tekst wystapienia wlaczony zostal do akt Zjazdu).

Ad 8.

Sprawozdanie Gl6wnej Komisji Rewizyjnej ztozyl j _]e_] Przewodniczacy prof, dr Z. Kaczkowski. (Tekst
wlaczono do akt Zjazdu).

Ad 9.

Przewodnictwo obrad przejal prof. A. Oledzki. W dyskusji nad sprawozdaniami zabrall glos:
Prof J. Dietrych, prof. Sz. Borkowski, prof. A. Oledzki, Doc. dr Z. Rotter, dr Swider, doc. Walicki, prof. Z.0-
sinski, prof. Brzuchowski, doc J. Wojnarowski prof. Z. Kaczkowski i doc. W. Szuscik. Dyskutanci podkre-
£lali, Ze swoboda i bezinteresowno$¢ sa cechami dzialalnosci Towarzystwa. Wiele wypowiedzi zawieralo
wyjasnienia odnoszace sig do uwag i zastrzezen zawartych w sprawozdaniu Giéwnej Komisji Rewizyinej.
Podkreslano, ze wiele uwag szczegdlowych zawartych w sprawozdaniu Komisji bylo spowodowanych
oparciem si¢ w pracach Komisji na sprawozdaniach nadeslanych do 24 kwietnia br. i oddzielna ocena
dziatalnosci w xoku 1978 i 1979 a nie oceng calej kadencji. Dyskutanci wysoko ocenili dzialalnoéé me-
rytoryczng zwlaszcza zebrania naukowe w formie dyskusji ,,0kraglego Stolu oraz kwartalnik ,,Mechanika
Teoretyczna i Stosowana”. Stwierdzono, ze nalezy dazy¢ do podniesienia poziomu konkurséw naukowych
miedzy innymi poprzez zwiekszenie liczby uczestnikow i szerszego udzialu naukowcdw w pracach Sadu
konkursowego spoza ofrodka organizujacego konkurs.

Po zakonczeniu dyskusji Z-ca przewodniczgcego Zjazdu prof. A. Oledzik postawil wniosek o udzielenie
absolutorium ustepujacemu Zarzadowi Gléwnemu,

Whiosek przyjeto w glosowaniu jawnym przy wstrzymaniu sie od glosowania os6b, ktore wchodzity
w skiad bylego Zarzadu.

Ad 10.

Prof. E. Bielewicz przedstawil propozycje dotyczace zmian w statucie Towarzystwa dotyczace wpro-
wadzenia oprécz istniejacych rodzajéw czlonkostwa (zwyczajnego i honorowego) réwniez czlonkostwa
wspierajgcego. Jednocze$nie postawil w imieniu Zarzadu Gldéwnego wniosek o zmniejszenie skladek czton-
kowskich PTMTS dla czlonkédw emerytowanych do wysokoéei zi. 1. — rocznie.

W dyskusji udziat wzigli: prof. Dietrich, prof. Z. Osifiski, doc. Dems, dr Pillch, prof. Z. Olesiak, prof.
Brzuchowski, dr Rakowski.

Zjazd jednomyslnie zaakceptowal propozycje zmian z tym, Ze stang si¢ one obowiazujace po za-
twierdzeniu ich przez wladze rejestracyjne — Urzad Miasta Stolecznego Warszawy. Zjazd uchwalil przy
1 glosie wstrzymujacym sie wysoko$¢ skiadek dla czionkéw emerytodw w wysokosci 1 ziotego. Uchwala
obowiagzuje od 1-go stycznia 1980 r.

Przewodnictwo obrad przejal prof. Kruszewski.

Ad 11

Przewodniczgcy Komisji Skrutacyjnej doc. A. Ajdukiewicz pomformowal ze na Zjazd przybylo 84 De-
legatdw w zwigzku z czym, uchwaly moga by¢ prawomocne.

Przewodniczacy XKomisji Matki prof. J. Elsner, zglosit kandydature prof Marka chtrlcha na prze-
wodniczacego Zarzadu Gtéwnego, kandydatury do Zarzadu Gléwnego:

Doc. W. Bachmacza

prof. E. Bielewicza

prof. K. Biernatowskiego

doc. S. Kasprzyka

prof. Z. Olesiaka

doc. E. Radwanskiego

prof. J. Stefaniaka
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doc. A. Tylikowskiego

doc. W. Walczaka

doc. A. Wilczyniskiego

doc. J. Wojnarowskiego
do Glownej Komisji Rewizyjnej:

prof. Sz. Borkowskiego

doc. K. Grudzinskiego

prof. Z. Kaczkowskiego

prof. H. Mikolajczaka
Prof. Z. Kaczkowski wysung! kandydature dra K Borsuka do Giownej Komisji Rewizyjnej. Wywigzala
sie dyskusja na temat liczby czlonkéw Gi. Komisji Rewizyjnej. Zabierali w niej gtos prof. Elsner, doc. Szus-
cik, prof. Ostiiski.

Prof. Z. Kaczkowski zglosit wniosek o wybér Komisji w skladzie 5-ciu oséb.

Wigkszoscia gloséw wniosek ten (przy 9-ciu glosach przeciwnych) przeszedl. W zwigzku z tym, do-
datkowo zgloszono kandydatury doc. M. Trombskicgo, doc. K. Grossmana i doc. Parkitnego.

W wyniku glosowania tajnego Przewodniczacym Zarzadu gtéwnego wybrano prof. Marka Dietricha
(65 glos6éw), do Zarzadu Globwnego wybrano nastgpujgcych kolegéw: doc. Bachmacza (58 glosow)s
prof. E. Bielewicza (72), prof. K. Biernatowskiego (69), doc. S. Kasprzyka (57), prof. Z. Olesiaka (75),
doc. E. Radwanskiego (68), Prof. I. Stefaniaka (69), doc. A. Tylikowskiego (68), doc. W. Walczaka (66),
doc. J. Wojnarowskiego (58), oraz na zastgpce czlonka Zarzadu doc. A. Wilczynskiego (44). Do Giownej
Komisji Rewizyjnej wybrano: prof. Sz. Borkowskiego (75), dr X. Borsuka (64), doc. K. Grudzisiskiego
(65), prof. Z. Kaczkowskiego (72), prof. H. Mikolajczaka (59).

Prof. M. Dietrich w seredecznych slowach podzickowal za ponowny wybdr na stanowisko prze-
wodniczacego Zarzadu Gi6wnego.

Ad 12.

Skarbnik doc. E. Radwanskl poinformowal Zjazd o wynikach kontro]n NTK dzialalnoéci finansowej
Towarzystwa.

W drugim dniu obrad przewodnictwo objat prof. J. Stefaniak i udzielit glosu Przewodmczqcemu
Zarzadu Gloéwnego XIX kadencji prof. M. Dietrichowi.

I’rzewodmczacy poinformowat Zjazd o zebraniu wybranych czlonkéw Zarzadu Gléwnego odbytym
w dniu 21 maja br. oraz o pierwszym zebraniu plenarnym Zarzadu Gloéwnego odbytym w dniu 22 maja
br, na ktérym nowowybrany Zarzad ukonstytuowal si¢ nastepujaco:
Prof. Marek Dietrich — Przewodniczacy (z wyboru)
Prof. Eugeniusz Bielewicz — Z-ca Przewodniczacego
Prof. Zbigniew Olesiak — ys - 'y
Doc. Jozef Wojnarowski — Sekretarz Generalny
Doc. Edward Radwariski — Z-ca Sekr. Generalnego
Doc. Andrzej Tylikowski — Skarbnik
Doc. Waldemar Bachmacz — Z-ca Skarbnika

Prof. Z. Kaczkowski poinformowal, ze Gléwna Komisja Rewnzy_ma ukonstytuowala si¢ w nastepu-
jacym skiadzie:
Prof. Zbigniew Kaczkowski— Przewodniczacy
Prof. Szczepan Borkowski — Z-ca Przewodniczacego
Dr Kazimierz Borsuk — Czlonkowie
Prof. Henryk Mikolajczak —
Doc. Karol Grudzinski — v

Prof. M. Dietrich przedstawit wytyczne jakimi Zarzad Gléwny ma zamiar kierowaé si¢ w swojej
dziatalnosci.
Sa to: .

— zachowanie i rozwdj dotychczasowych form dziatalnoéci,

— rozwijanie kontaktéw miedzynarodowych,

—dazenie do reprezentacji Towarzystwa w organach migdzynarodowych.

— pomoc czionkom PTMTS w publikowaniu prac w czasopismach zagranicznych.

3
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— utrzymanie i poszerzenie specjalistycznych sympozjow w tym réwniez przez Oddziaty, ktére do-
tychczas nic stosowely tej formy dzialalnoscei.

— podniesienie rangi konkurséw naukowych,

— porzadkowanie spraw organizacyjnych i formalnych,

— gromadzenie i porzadkowanie informacji o dzialalnoéci Towarzystwa,

— poprawa wspoélpracy z Giéwna Komisja Rewizyjna poprzez szczegblowe kontrole biezace Zarzadu
przez Komisje Rewizyjne oraz analityczne oceny pracy za okres kadencji.

W dyskusji nad generalnymi wytycznymi dzialalno$ci Towarzystwa, udzial wzieli doc. W. Tarnowski,
prof. M. Dietrich, prof. J. Stefaniak, prof. E. Brzuchowski, prof. J. Antoniak, doc. Z. Rotter, doc. Werne-
rowski, prof. Z. Kaczkowski, doc. J. Wojnarowski. Dyskutanci poruszali problemy wspélpracy miedzy
Zarzadem Glownym a Gi6wnag Komisja Rewizyjng oraz Zarzadami Oddzialéw i Komisjami Rewizyjnymi
Oddziatéw. Wigkszos¢ méwcodHw byla zdania, ze Komisje Rewizyjne winny opracowywaé sprawozdanie
" syntetycznie, oceniajgc ocene dzialalnoci merytorycznej, natomiast szczegdlowe kontrole i wskazdwki
winny by przeprowadzane na biezagco. Wskazywano rowniez na potrzebe kontroli przez Gtéwna KOmlS_]C
Rewizyjna, Komisji Rewizyjnych Oddzialoéw.

Ze spraw merytorycznych zaproponowano obowiazkowe przedstawienie przez doktorantdéw swoich
osiagnicé na zebraniach naukowych Towarzystwa i jesli to mozliwe poza miejscowoscia zatrudnienia np.
w érodowisku recenzenta spoza uczelni Iub instytutu doktoranta. Podkre§lono potrzebg podniesienia
poziomu konkurséw na majlepsze prace naukowe. Zaproponowano w tym celu lepsza propagandeg kon-
kurséw poza ofrodkami organizacyjnymi oraz wigkszy udzial PTMTS spoza oérodka organizujacego w pra-
cach Sadu Konkursowego.

Na tym dyskusj¢ zakonczono akceptujac plan pracy Zarzqdu. Na zakonczenie prof. M. Dietrich
zlozyt profesorom J. Stefaniakowi i M. Cemplowi oraz calemu Zarzadowi Oddzialu Poznanskiego (no-
wemu i poprzedniemu) podzigkowania za sprawne zorganizowanie Zjazdu delegatow i Sesji Naukowej o-az
goscinne przyjccie. .

Podzigkowal réowniez Delegatom za liczne przybycie, dyskutantom za aktywpy udzial w obradach
Zjazdu.

Na tym obrady XIX Zjazdu zakonczono.
Zofia Sobczyriska-Koliczak
Andrzej Tylikowski

ZARZADY ODDZIAY.OW POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ. KADENCJA 1980—82 r.
1. Blelsko-Biala

'

Przewodniczacy — prof. Stanistaw  Gdula
Wiceprzewodniczacy — dr.  Zbigniew  Banet
Sekretarz —dr Stanistaw  Wojciech
Skarbnik —dr  Andrzej Sucheta
Czionek Zarzadu —doc. Janusz Bogustawski
2. Bydgoszcz '
Przewodniczacy — doc. Edward Walicki
Wiceprzewodniczacy — doc. Stanistaw — Sittkowski
Sekretarz — mgr Andrzej Golik
Skarbnik — mgr Mirostaw Molec
Czonek Zarzadu —dr Jozef Szala
Czlonek Zarzadu ~—dr Marian Szymanski

3. Czestochowa
Przewodniczacy — prof. Janusz Elsner
Wiceprzewodniczacy — doc. Ryszard Parkitny .
Sekretarz — doc. Roman Wolanski -
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3. Cestochowa c.d.

Skarbnik —dr Jozef Zajdel
Czlonek Zarzadu  — doc. Waldemar Bachmacz
Czlonek Zarzadu — dr hab. Lech Tomski

Z-ca Czion. Zarzadu ~— doc. Stefania Stachura
Z-ca Czion. Zarzadu — dr Janusz Wilczyniski

4. Gdansk ,
Przewodniczacy -— prof. Jan Kruszewski
Wiceprzewodniczacy — doc, Wojciech  Pietraszkiewicz
Sekretarz —dr Edmund Wittbrodt
Skarbnik —dr Czestaw Branicki
Crzlonek Zarzadu — dr Zbigniew  Powierza

5. Gliwice
Przewodniczacy - — doc, Walery Szuscik
Wiceprzewodniczgcy — doc. Wojciech  Tarnowski
Sekretarz —dr Wojciech  Pillich
Skarbnik —dr Remigiusz Cwik
Z-ca Sekretarza —dr Jerzy Kuczynski
Z-ca Skarbnika —dr Henryk Skowron
Z-ca Czlonka Z-du — doc. Zbigniew  Gebicki
Z-ca Czionka Z-du —dr Jozef Suchon

6. Krakow
Przewodniczacy — prof. Wiestaw Krzy$
Z-ca przewodniczac. — doc. Stanistaw  Bedparz
Sekretarz —doc.  Jan Ry¢
Skarbnik —dr Maria  Baczynska
Czlonek Zarzadu — doc. Stanistaw  Kasprzyk
Z-ca Czlonka Z-du —dr Stanistaw  Michalowski
Z-ca Cdonka Z-du —dr Lech Ghuch
Z-ca Czlonka Z-du —dr ' Jerzy Wapiennik

7. Lublia
Przewodniczgca — doc. Zdzistawa Rotter
Z-ca przewodniczac. — doc. Kazimierz Szabelski
Sekretarz —dr Jan Golec
Skarbnik — doc. Krzysztof Wierzcholski
Z-ca Sekretarza —dr Elzbieta = Polonis
Z-ca Skarbnika —dr Antoni - Molicki

8. L.odz
Przewodniczacy — doc. Janusz Lipinski
Z-ca przewodniczac. — doc. Marian Krolak
Sekretarz —dr Krzysztof Dems
Skarbnik —~— doc. Piotr Klemm
Czlonek Zarzadu —~—doc. Sylwester  Konieczny

9. Opole
Przewodniczgcy —doc. Maciej Gryczmanski
Z-ca przewodniczac. —doc.  Jerzy Golas
Sekretarz —dr Tadeusz Smolen
Skarbnik —dr "Tomasz Dziadek

Czlonek Zarzagdu .—doc. Jan Kubik
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10. Poznan
Przewodniczacy — prof, Czestaw Cempel
Wiceprzewodniczacy — prof. Henryk Mikolajczak
Sekretarz —dr Andrzej Litewka
Skarbnik —dr Ryszard Dazi¢cielak
Czlonek Zarzadu —dr Jan Kotodziej
Z-ca Czlonka Z-du — prof. Romuald Switka
11. Rzeszéw
Przewodniczacy — prof. Jan Wozniacki
Sekretarz —dr Zbigniew Oniszczuk
Skarbnik —dr  Jerzy Ledzifski
Czlonek Zarzadu  —dr Joanna Gibalewicz
12. Szczecin
Przewodniczacy —doc. Czestaw Mickiewicz
Wiceprzewodniczacy — doc. Karol Grudzifiski
Sekretarz —dr  Alfred Stepniewski
Skarbnik - —dr  Jerzy Honczarenko
Cztonek Zarzadu — mgr Mieczystaw Kosecki
13. Warszawa
Przewodniczacy — prof. Andrzej Oledzki
Wiceprzewodniczgcy — doc.  Stanislaw  Dubiel
Sekretarz —doc.  Andrzej Tylikowski
Skarbnik — doc. - Przemystaw Jastrzebski
Z-ca Sekretarza —prof. Jerzy Maryniak
Z-ca Skarbnika — prof. Wanda Szemplinska-Stupnicka
Czlonek Zarzadu — prof. Stanistaw Eukasiewicz
14. Wroclaw
Przewodniczacy = — prof. Eugeniusz Brzuchowski
Wiceprzewodniczacy — doc.  Bertold Eysik
Sekretarz —dr Jerzy Sasiadek
Skarbnik —dr Ryszard Izbicki
Cztonek Zarzadu —doc. Mirostaw  Werszko
Czlonek Zarzadu  —doc. Franciszek Romanbéw
15. Zielona Géra
Przewodniczacy —doc. Edward Goss

WYKAZ KONFERENCJI I SYMPOZiJ OW Z DZIEDZINY MECHANIKI
ORGANIZOWANYCH W POLSCE W 1981 ROKU

1. Metody badania wlasno$ci mechanicznych skat i gruntéw w laboratorium in situ.

luty
Organizator: Instytut Geomechaniki Gérniczej AGH, al. Mickiewicza 30,
30-059 Krakdéw

2, Osiagniecia w badaniach i projektowaniu pgdnikéw okrgtowych.
11—13 luty, Gdansk
Organizator: Instytut Maszyn Przeplywowych PAN, ul. Gen. J. Fiszera 14, 80-952 Gdaiisk

3. Migdzynarodowe Sympozjum nt. Powstawanie i propagacja szczelin.

2228 marzec, Tuczno :

Organizator: Zaklad Teorii O§rodk6w Ciaglych IPPT PAN, IUTAM i CISM, Swigtokrzyska 21,
00-049 Warszawa ' -
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4. 11 Seminarium Zespotu Mechaniki Zniszczenia Materialow Komitetu Mechaniki PAN nt. Teorety-
czne i doswiadczalne problemy mechaniki zniszczenia.

kwiecien lub listopad, Czgstochowa

Komitet Mechaniki PAN, Instytut Maszyn Politechniki Czestochowskiej, prof. 8. Kocarida

5. Sympozjum polsko-wioskie nt. Nowe zagadnienia' w mechanice cial odksztélcalnych.
14—20 czerwiec, Jablonna
Organizator: Komitet Mechaniki PAN, prof. H. Zorski

6. FEuromech 149 nt. Fale naprezenia w ciatach niesprezystych.
22—27 czerwiec, Jabjonna
Organizator: Xomitet Mechaniki PAN, doc. W. K. Nowacki

7. Szkola Jetnia nt. Materialy z pamiecia ksztattu.
29. 06—4 lipiec, Jablonna \
Organizator: Zaklad Teorii Osrodkow Ciaglych IPPT PAN, 00-049 Warszawa, vl. Sw;ctoksrzyska 21,

8.XXIII Polska Konferencja Mechaniki Ciala Stalego

wrzesien

Organizator: Komitet Mechaniki PAN, Zaklad Teorii Ofrodkéw Ciaglych IPPT PAN, ul. Swnetokrzyska
21, 00-049 Warszawa, prof. D. Rogula

9. XV Migdzynarodowe Sympozjum nt. Wspolczesne metody i problemy mechaniki cieczy i gazéow.
6—12 wrzesien, Jachranka
Organizator: Zaklad Mechaniki Cieczy i Cazéw IPPT, ul. Sw:@tokrzyska 21, 00-049 Warszawa

10. Euromech nt. Fale uderzeniowe.
14—16 wrzesieri, Jablonna
4Orgamzator Zaklad Mechaniki Cieczy 1 Gazoéw IPP’I PAN.

11. 1V CISM-IFToMM Sympozjum Teorii i Praktyki Robotdw i Manipulatorow

8—12 wrzesief

Organizator: CISM-Udine, IFToMM, i. Wydzial Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa PW, Instytut
Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej, ul. Nowowiejska 22/24, 00-665 Warszawa, prof, A. Morecki

12. Euromech ISO. Analiza statecznoéci druga metoda Lapunowa i jej zastosowanie w mechanice.
‘4—10 pazdziernik, Jabionna
Organizator; Komitet Mechaniki PAN, prof. R. Gutowski

{

13. Problemy losowe w mechanice konstrukcji. .
14—15 listopad, Gdansk

Organizator: Instytut Konstrukcu Budowlanych Politechniki Gdanskiej, ul. Majakowskiego 11, 80-952
Gdassk i PTMTS prof. E. Bielewicz

14. Wybrane zagadnienia z mechaniki gruntéw i fundamentowania.
Jablonna

Organizator: Instytut Budownictwa Wodnego PAN, ‘ul. Cystersow 11, 80-953 Gdansk-Oliwa.



W nastepnym zeszycie ukaze sie prace:

N. CyGANOwA, Badanie charakteru wariacyjnego zasady Jourdaina i jej zwiazku z ogdlnymi twier-
dzeniami dynamiki.

HcenenoBaime BapraguonHoro xapaxrepa Npuanuna JKypaena u cBA3H ero ¢ obUHMI Teopema-
MM JHH2ZMHKH.

On variational character of Jourdain s principle and its relations with general theorems of dyna--
mics.

Z. GaBrYszewskl W. SRODKA, Zastosowanie temperatury sprzezonej z odksztalceniami do oceny
dysypacji energii i wyznaczania granic plastyczno$ei.

TIpmMeneHue TEMNEPATYPEI CONPATENHON ¢ HedOPMalMaMB ST OLEHEH SHEPIMH H onpenene}mn
npenena MaacTHIHOCTH .

The effect of temperature coupled with strains for estimation of energy dissipation and determi-
nation of the yield limit.

A. KisieL S. PrecHNIK, Reologiczne efekty pretow metalowych roéwnocze$nie zginanych i roz-
cigganych.

Peonornuecune adpexTsl B maruGaeMbix M PacTSITHBAEGMbBIX METAJHMUECKHX OayKax.

Reological effects in metal beams and tension.

W. 1. ANDREJEW, Zag_adnienia koncentracji napr¢Zed w otoczeniu otworéw w osrodku niejedno--
rodnym, Cz.II.

Bonpockr KOHUEHTpalMu HanpsoKeHui B6ausy oTBepcTHil B HeoaHopoaHoit cpene Y. IT.

Stress concentration in the neighbourhood of holes in a nonhomogeneous medium. Part II.
G. Gasiax, Pelzanie cienkich powlok w zakresie duzych odksztalcen.

FlonsyuecTs TOHKHX O5O0JIOUEK BpAIeHHs IO TEOPUM YCTAHOBHBIUErOCsS! TEUSHHMS.

Creep of thin axially-symmetric shells based on the theory of plastic flow.

A. Garxa, O formulowaniu dwuwymiarowych zagadnied brzegowych teorii sprezystosci.

O 1ocTpoeHny OBYXMEDHBLIX KpaeBBLIX 3afay B TEOPHM YIPYTOCTH.

Construction of two-dimensional boundary value problems in the theory of elasticity.

W. BuBiedN K. SzaBELSKI, Metoda symulacji zloZzonych obciazen stochastyczoych w badaniach:
zmeczeniowych elementow, '

MeToa CUMYNADMH CIOXKHBIX CTOXACTHUECKMX HAUPY30K B YCTaNOCTHEIX MCCIEJOBAHHAX 3ye--
MEHTOB.

A method of simula_tion of the complex stochastic Joads in the fatigue tests of elements.

T. Sorkowskl, Plyniecie kohierza przy ksztaltowaniu wytloczki z niejednorodnej blachy anizo-
tropowe;j.

Teuenue ¢uieHUa npu IIYGOKON BBITSOHKKe AeTaneil M3 HEONHOPOMHOIG aHHUIOTPOITHOTO MaTe-
puana. :

Flow of the flange in deep drawing of shells from a non-homogeneous anisotropic sheet metal.
B. Wosiewicz, O pewnej interpretacji metod energetycznych dla probleméw filtracji ustalonej.
X uETepOpeTally SHEPUeTHUECKUX METONOB PELIeHHA 3afad CTALMOHADHOH UIBTDALMH.
- An interpretation of variational methods for steady seepage problems.

M. Nowaxk A, WrocHOwICz, Zmiany struktury poliamidu 6 w procesie niszczenia zmgczenio-
wego.

VccnenoBagine MEXaHH3Ma YCTaNOCTHOTO paapylleHuss monmammpa (rapmammaa T-27).
Variation of polyamid 6 structural parameters resulting from fatigue failure process.

W. KorpyLEwskI H. Kruczeg, Numeryczne modelowanie zaptonu czastki paliwa stalego.
Upncnearoe MOMEJMPOBAHME INIPOLECCa BOCIIAMEHEHHsT WACTHIBI TBEPAOro TOILUIHEA.

Single particle of solid fuel ignition modelling.

J. Lesrecat, Naddiwigkowy przeplyw w obszarze wylotowym dos$rodkowego- wienica kierujacego..
Momens CBEpX3BYKOBOXO TEUGHHMA 33 LEHTPOCTPEMHTENBHON peleTKOH.

Supersonic outlet flow in a centri petal blade cascade.



Cena zt 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
pétrocznie zt 60.—
rocznie zt 120.—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddziaty RSW , Prasa-Ksigzka-Ruch” oraz urzgdy pocz-
towe i1 doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I pélrocze roku biezacego i na caly rok nastegpny,
— do 10 czerwca na II pétrocze roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju zaklady
pracy zamawiaja prenumerate w miejscowych Oddziatach RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, w miej-
scowosciach za$§, w ktorych nie ma Oddzialéw RSW —w urzedach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumeratg wylgcznie w urzgdach pocztowych i u do-
reczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuja RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Cen-
trala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Od-
dzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach podanych dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granicg jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50%
dla 7leceniodawcédw indywidualnych i o 100% dla zleceniodawcow instytucji i zaktadéw pracy.
Biezace i archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwié we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz
w ksiggarniach naukowych ,,Domu Ksiazki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and ad-
dress can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polo-
na-Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmieécie, P.O. Box 1001, Poland. Please send
payments to the account of Ars Polona — Ruch in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street,
00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOW ANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajqc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartal-

nik. Zeszyty z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzgqdu Gléwnego PTMTS
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, pietro 17 pokdj 1724)

Mech. Teor. T. 18, z. 4, s, 517—664, Warszawa 1981, Indeks 36523
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