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DYNAMICZNE ROZCIAGANIE PROBEK METALOWYCH PRZY UZYCIU MEOTA
ROTACYJINEGO

ANDRZE) TOBOTA, JANUSZ KLEPACZXO JRZY GRONOSTAJSKI,
(WROCLAW, WARSZAWA, WROCLAW)

-1, Wstep

Rezultaty badan doswiadczalnych dotyczace wlasnosci metali odksztalcanych z du-
zymi predkosciami wskazuja, ze podstawowa pizyczyna réZnic w zachowaniu si¢ metali
podczas dynamicznego i statycznego obcigzania jest czulo$€¢ materiatu na predkosé od-
ksztalcenia. Zjawisko to jest intensywnie badane od szeregu lat, a zainteresowanie nim
wynika zasadniczo z dwéch przyczyn. Z jednej strony znajomo$¢ wilasnosdci V'plastycznych'
metali ma podstawowe znaczenie dla analizy proceséw obrobki plastycznéj, w ktdrych
odksztalcenie materialu odbywa si¢ z podwyzszonymi Iub duzymi predkosciami. Z dru-
giej natomiast strony badania takie posiadaja istotne znaczenie poznawcze, przyczyniajac
sie do glebszego zrozumienia zjawisk flzycznych zachodzacych w odksztalcanym ma-
teriale.

Uzyskiwanie mformacp o wlasno$ciach plastycznych metali odksztalcanych w bardzo
krétkich przedzialach czasu stanowi powaZzny problem techniczny. Wynika to z wielu
trudnosci w technice eksperymentu spowodowanych krétkotrwaloscia zjawisk oraz ko-
niecznoscia stosowania specjalnych metod badawczych i elektronicznej aparatury pomia-
rowej. Stad wiekszo$¢ badan w tym zakresie przeprowadza si¢ przy prostych schematach
obciazen, jakie wystepuja w probach rozciggania, $ciskania, skrecania i prostego $cinania.

O ile wsrod metod dynamicznego $ciskania technike zmodyfikowanego preta Hopkin-
sona mozZna traktowaé jako probe najbardziej rozpowszechniona w skali Swiatowej [1, 2], -
to w przypadku préb dynamicznego rozciagania trudno jest wyrézni¢ jakakolwiek domi-
nujaca metode. Niewatpliwie préba jednoosiowego dynamicznego rozciagania prébek
zarowno walcowych jak i plaskich jest jednym z waZniejszych sposobow badan wlasnoéci
plastycznych materiatow. Odgrywa ona bowiem identyczna role jak proba rozciggania
dla obciazen statycznych.

Dynamlczna proba rozciagania jest jedng z najwczedniej wprowadzonych i stosowa-
nych. Dotychczas w literaturze opisano szereg urzadzen przy uzyciu ktérych jest ona rea-
lizowana. Ze wzgledu na rodzaj wykorzystywanej w nich- energii, urzadzenia te mozna
podzieli¢ na dwie grupy. Sa to:

1. Urzadzenia wykorzystujgce energie kinetyczng duzej masy, ktéra z okre$long pred-

koécia uderza w koniec prébki, podczas gdy drugi jej koniec jest utwierdzony. Stosuje
si¢ tu takie urzadzenia jak: mloty wahadlowe (0,5 ms™! < v < 5ms™1) [3,4], mloty
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spadowe (1,0ms~! < 2 < 10 ms~!) [5,6] oraz mioty rotacyjne (1,0ms™ <o <

< 50 ms—1). Dla poszczegdlnych urzadzen podano orientacyjne granice predkosci wy-

muszenia mechanicznego v (predkosci uderzenia).’

2. Urzadzenia wykorzystujace energi¢ potencjalna osrodka posredniczacego (ciSnienie
powietrza, wody lub produktéw spalania), ktdra jest przekazywana zazwyczaj na ttok
poruszajacy koniec prébki. Mozna tu wymieni¢ prace [7]1 [8]. _

Oméwienie problemdéw konstrukcyjnych i pomiarowych spotykanych w wymienio-
nych urzadzeniach, za wyjatkiem mtota rotacyjnego, wykracza poza ramy niniejszej pracy.
Niektére z nich zostaly przedyskutowane w podanych wyzej opracowaniach.

Stosowanie mlotéw rotacyjnych rozpoczgto stosunkowo dawno. Pierwsze konstrukcje
datujg si¢ z lat trzydziestych [9], jednak pozbawione byly one elektronicznej techniki po- '
-miarowej. W badaniach okre$lano jedynie pracg odksztalcenia plastycznego probki w funk-
cji predkoéci wymuszenia mechanicznego.

Jedng z pierwszych konstrukcji, w ktorej zastosowano pomiary elektroniczne, jest

- urzadzenie opisane w pracy [10]. Do pomiaru sily rozciagania zastosowano dynamometr

z fotokomérka, dla rejestracji przemieszczenia jednego z uchwytdéw probki uzyto réwniez

fotokomorki. Przebiegi sity w funkcji przemieszczenia fotografowano na oscyloskopie

katodowym. Niektore wyniki uzyskane przy uzyciu tego urzadzenia przedstawmno w pra-

cy [11}

Obecnje mioty rotacyjne typu RSO produkcji WPM Lipsk sa rozpowszechnione w wielu
krajowych laboratoriach. W urzadzeniach tych stosuje sig system pomiaru sily czujnikami

. piezokwarcowymi, 2 w pomiarze przemieszczen wykorzystuje si¢ fotokomérke. Niewielkie
zainteresowanie miotami typu RSO do wyznaczania dynamicznych krzywych umocnienia
jest spowodowane, jak si¢ wydaje, zastosowanym systemem pomiaru sily, ktdry znacznie
utrudnia prawidlowa interpretacje uzyskiwanych wynikow.

Z uwagi na brak bardziej szczegétowych analiz dotyczacych tego zagadnienia, podtho
badania na urzadzeniu wspomnianego typu, dokonujac odpowiednich usprawnien syste-
mu pomiarowego sily oraz wskazujac sposéb interpretacji otrzymywanych oscylograméw,

2. Zasada dzialanla urzadzenia i zastosowane metody pomiarowe

Schemat rozciggania probek przy uzycin miota rotacyjnego przedstawiony jest na rys.
1. Rozciggana prébka 1 jest zamocowana w nieruchomym uchwycie 2, ktéry polaczony jest
szeregowo z dynamometrem 3. Drugi koniec prébki, do ktérego przymocowano kowadlo
dolnego uchwytu 5, po uderzeniu przez pazur 4, porusza si¢ z odpowiednio duza pred-
-koscia v. Probka poddawana jest rozciaganiu jedynie po zazgbieniu kowadla z pazurem,
ktory jest zamocowany na kole udarowym 6. Pazur zwalniany jest przeg czujuik elektro-
magnetyczny przez okre$lonej predkosci obrotowej kota zamachowego miota. Predkosé
uderzenia v w dynamicznej probie rozciagania posiada bardzo istotne znaczenie, bowiem
stanowi podstawe przy okreslaniu predkosci odksztalcenia. Stwierdzono, Ze pomiar
predkoéci za pomoca zainstalowanego fabrycznie w mlocie rotacyjnym miernika
predkosei, obarczony jest dos¢ zmacznym bledem. Wobec tego podjeto prébe
wyznaczenia predkosci "o inng metoda. W tym celu wykorzystano fotokomérke,



DYNAMICZNE ROZCIAGANIE PROBEK : 353

ktéra jest zamocowana nieruchomo do korpusu mtota. Przestona przytwierdzona do watu
kola udarowego, obracajac si¢ wraz z nim, przecina przy kazdym obrocie kota padajgcy
na fotokomodrke strumien swiatla. Impulsy z fotokomérki kierowane na wejécie dwu-

Rys. 1. Schemat rozciggania probek na milocie rotacyjnym. 1-prébka, 2-gérny uchwyt, 3-dynamometr,
4-pazur, S-dolny uchwyt, 6-kolo zamachowe,

kanatowego oscyloskopu typu OKD-514A z wewngtrznie wyzwalana podstawa czasu
pozwalaja zmierzy¢ czas trwania jednego obrotu. Otrzymywany przebieg jest fotografo-
wany. Znajac drogg pazura odpoWiadajch jednemu obrotowi mozna obliczyé¢ predkosé v.
1 tak np. przy wskazaniach fabrycznego miernika 10 ms~* wyliczona predko$¢ wynosila
8,1 ms—1L.

Najistotniejszym problemem w badaniach dynamicznych sa pomiary i rejestracja
szybkozmiennych sit wystepujacych podczas odksztalcania prébek. Wynika to przede
wszystkim z bardzo krétkich czaséw narastania impulsu, rzgdu kilkudziesigeiu mikrose-
kund, jak réwniez ze stosunkowo krétkiego czasu trwania calego procesu. Stad tez zasto-
sowana technika mierzenia sil odgrywa bardzo wang role, decyduje bowiem o popraw-
noéci otrzymywanych wynikow.

- Jak wspomniano poprzednio, mlot typu RSO jest wyposazony fabrycznie w czujniki
piezokwarcowe do pomiaru sily. Uzyskiwane przebiegi zmiany -sily w czasie sa jednak
znacznie znieksztalcone, co jest spowodowane zaktoceniami elektrycznymi samych czuj-
nik6w. Dlatego zmieniono techmike pomiarowa, wykorzystujac w nowym rozwigzaniu
tensometri¢ elektrooporowa. System tego rodzaju jest miedzy innymi szeroko stosowany
w pomiarach dynamicznych w Zakladzie Mechaniki O$rodkéw Ciagiych IPPT.

Na tulejce o odpowiednio dobranej grubosci écianek, wykonanej z wysokogatunko-
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wej stali narzedziowej (NC 10) naklejono po dwa tensometry w ukladzie samokompen-
sacyjnym. Uzyto czujnikéw foliowych ITWL typu FK-3 o bazie pomiarowej-3 mm. Ten-
sometry byly zasilane napieciem 6V z jednokanalowego mostka tensometrycznego pradu
stalego zbudowanego w IPPT. _

Mostek posiadal liniowe pasmo przenoszenia od 0 do 100 kHz. Sygnal napigciowy
z mostka kierowany byl na wejscie dwustrumieniowego oscyloskopu typu PM-5 o pa$mie
przenoszenia réwniez 0—100 kHz. Rejestracja sygnatu odbywala si¢ za pomoca mato-
obrazkowego aparatu fotograficznego, a wyzwalanie jednorazowej podstawy czasu zsyn-
chronizowane bylo z uderzeniem pazura mlota rotacyjnego w kowadto dolnego uchwytu
probki. Podstawa czasu wyzwalana byla przy uzyciu fotokomorki, tuz przed samym ude-
rzeniem pazura w probke. Schemat blokowy ukladu pomiarowego przedstawiono na
TYys. 2.

PM-5

@
ij

Llg—<

Rys. 2. Schemat blokowy ukladu pomiarowego.

Pomiar dynamicznej sily rozciagania przyjeto w oparciu o zasade pomiaréw quasi-
-statycznych. W mys$l tej zasady pomija si¢ efekty falowe zardéwno w prébee jak i w dyna-
mometrze. Przyjmuje si¢, ze rozktad naprezen na diugo$ci probki jest rOwnomierny, co
Jjest wynikiem wielokrotnych odbié fal naprezed w prébee o krétkiej bazie pomiarowej [12].
Ponadto dynamometr w takich pomiarach powinien znajdowaé si¢ jak najblizej probki,
dzigki czemu czas przejécia fal naprgZzen od- probki do dynamometru jest stosunkowo
krétki. Dla zastosowanego ukladu czas ten wyliczony dla wzdiuznej fali sprezystej wynosit
0,0273 ms. Porownujac go z najkrétszymi czasami rozciggania, ktére wynosily srednio
~ 2 ms widaé, ze jest on okolo siedemdziesiat razy krétszy od czasu odksztalcania probki.
Wynika stad, ze zaprojektowany uklad do pomiaru sit mozna traktowaé jako quasi-sta-
tyczny. Szersze rozwazania na ten temat zostaly przedstawione wpracy J. KLEraczkI [13].

Drugim czynnikiem decydujacym o prawidlowosci pomiaréw jest charakterystyka
samego dynamometru. Powinien on mie¢ odpowiednio duza czestotliwo$¢ i mata ampli-
tudg drgan wlasnych. Wymagane parametry uzyskuje sie przez wiasciwy dobér masy dy-
namometru, z réwnoczesnym uwzglednieniem masy uchwytu probki, jak réwniez odpo-
wiednig jego sztywno$é. Okres drgan whasnych T, dynamometru powinien by¢ conajmniej
kilkakrotnie krétszy od czasu odksztalcania prébki. Czestosé drgaft wlasnych stosowanego
w pracy dynamometru, pomierzona na oscylogramach po zerwaniu prébki wynosita
5269 Hz, co. odpowiada okresowi T, ='0,189 ms, Tak wiec okres drgan wlasnych jest
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okoto dziesi¢é razy krétszy od czasu rozciagania prébki, czyli i pod tym wzglgdem po-
miary mozna traktowac jako quasistatyczne.

Opisany uklad dzialat sprawnie. Nalezy tutaj jednak pamigtaé, Zze przy pomiarach
dynamicznych na odpowiedZ dynamometru moZe w znacznym stopniu wplywaé czgstosé
drgafi elementéw, do ktdrych jest on zamocowany. Zjawisko to, majace wplyw na wynik
pomiaréw, nalezy uwzglednia¢ podczas interpretacji wynikow, zostalo ono dokladnie prze-
dyskutowane w dalszej czgéci pracy.

3. Wyniki doswiadczen — oscylogramy P(¢)

Do badan wybrano dwa materialy, w tym jeden w dwdch stanach — blache miedziana
(99,909, Cu) o grubosci 1,5 mm w stanie wyzarzonym oraz blache stalowa glebokotloczna
(0,11 C) o grubosci I mm w stanie po walcowaniu i w stanie wyzarzonym. Doéwiadcze-
nia przeprowadzono na probkach o dhugosci bazy pomiarowej 35 mm i szerokosci 7 mm.

Po wzorcowaniu statycznym dynamometru za pomoca maszyny wytrzymalds'ciowej
przeprowadzono proby dynamiczne z oscyloskopowa rejestracja sily rozciagajacej P w funk-
cji czasu t. Proby te wykonano przy réznych predkosciach wymuszenia mechanicznego o,
co odpowiadalo réznym predkosciom odksztalcenia. Typowe oscylogramy z takich préb
dla miedzi przedstawiono na rys. 3a, dla prdbek z blachy stalowej w stanie po walcowaniu
na rys. 4a i 5a, natomiast dla blachy stalowej w stanie wyzarzonym na rys. 6.

Na podstawie uzyskanych krzywych mozna zaobserwowaé, ze w obszarze plastycznego
plynigcia materialu obserwuje sie wystepowanie przebiegéw periodycznych o dwéch réz-

Rys. 3. Oscylogram pomiaru sily rozciagania dla probki miedzianej odksztatcanej z predko$cia v= 4 ms™*
(a) oraz rozwiazanie z maszyny analogowej dla impulsu wymuszajacego typu C (b).
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Rys. 4. Oscylogram pomiaru sily rozciagania dla probki stalowej walcowanej odksztalcanej z predkoscia
v = 1ms™! (a) oraz rozwiazanic z maszyny analogowej dla impulsu wymuszajacego typu A (b).

‘—s.\_,/-v\

Rys. 5. Oscylogram pomiaru sily rozciagania dla probki stalowe;j walcov’vapej odksztalcanej z predkoécia
v =4 ms~! (a) oraz rozwigzanie z maszyny analogowej dla impulsu wymuszajacego typu A (b).

nych czestoéciach. Zjawiska takie sa charakterystyczne dla dynamicznego zachowania si¢
ukladu mechanicznego. :

W badaniach dynamicznych istnieje potrzeba okredlenia rzeczywiste] odpowiedzi dy-
namometru. W przypadku gdy dynamometr zostaje poddany obciazeniu udarowemu, jego
‘odpowiedz moze znacznie odbiegaé w danej chwili od proporcjonalnosci do rzeczywistej
wartosci przylozonej sity. Wynika to z faktu, iz w takich warunkach w dynamometrze
zostaja wzbudzone drgania o okreslonej czestosci wlasnej. Drgania dynamometru przeja-
wiaja sie na uzyskanych oscylogramach w postaci periodycznego przebiegu o wysokiej
czestosel (5269 Hz). Amphtuda tego przebiegu zalezy od czasu narastania impulsu sity,
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niezaleznie od sztywnosci uktadu. Stad szczegdlnie wyrazne oscylacje widoczne sa przy
wigkszych pre¢dkodciach uderzenia (rys. 5a), podczas gdy przy mniejszych predkosciach
koncentruja si¢ one w obszarze poczatkowym krzywej P(¢) i zanikaja (rys. 3a, 4a i 6).

~ Niezaleznie od obserwowanego obrazu drgann dynamometru, na oscylogramach otrzy-
manych przy matych predkosciach uderzenia v zaznacza si¢ wyraZnie przebieg periodyczny

Rys. 6. Oscylogram porﬁiaru sity rozciagania dla probki stalowej (stan wyzarzony) odksztalcanej z pred-
kobcia v = 1 ms™1.

o duzo mniejszej czestosci. Przy wigkszych predkosciach oscylacje te sg mniej widoczne..
Pomiary oscylograméw wykazaly, Ze czestosé tego przebiegu jest niezalezna od rodzaju.
odksztalcanego materiatu i wynosi $rednio 369 Hz. Na tej podstawie nalezy sadzié, Ze
spowodowany jest oh drganiami elementéw, do ktérych zamocowany jest dynamometr.

Zjawisko drgan konstrukcji no$nej dynamometru, oddziatywujace na jego odpowiedz,
nie jest do tej pory dobrze poznane. Znieksztalcenia pomiaru ktére wywoluje mogg w bar-
dzo istotny sposéb wplywaé na interpretacje uzyskiwanych wynikow z prob dynamicznych..
Na przyklad oscylogramy dla stali w stanie po walcowaniu rozcigganej przy predkosci
uderzenia v = = 4 ms™! (rys. 5a) maja ogdlny ksztalt w postaci fragmentu zblizonego-
do sinusoidy, co jest niewatpliwie nietypowa charakterystyka dla tego materialu. Nalezy
przypuszczaé, ze obraz ten jest wynikiem znacznie wigkszej predkosci odksztalcenia i stad
krétszego czasu rejestracyi dla v = 4 ms™!, w poréwnaniu do mniejszych predkosci, dla.
. ktérych obserwuje sie kilka okresow tego zaklocenia (rys. 4a). '

Potwierdzenie takiej interpretacji mozna uzyskaé w oparciu o analize dynamicznego
ukladu mechanicznego, ktéry stanowi konstrukcja no$na — dynamometr-probka. Po-
niewaz oscylogramy sg podstawa do otrzymania dynamicznych krzywych umocnienia,
celowym jest przeprowadzenie takiej analizy, by w ten sposéb wyeliminowaé zaklocenia
pomiaru i uzyskaé rzeczywista warto§é sily rozciggania.

4. Metodyka interpretacji oscylogramow P(r)

Przeprowadzajac teoretyczna analizg¢ rzeczywistego ukladu mechanicznego, stosuje
sie zawsze uproszczenia pomijajace szereg drugorzednych jego wlasnosci. _

Rozpatrywany uktad mechaniczny konstrukcja nosna — dynamometr — prébka mozna
idealizowaé dyskretnym modelem fizycznym o trzech stopniach swobody. Biorgc jednak
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pod uwage, Ze o strukturze ukladu (liczbie stopni swobody) wnioskuje si¢ na podstawie
charakteru wzbudzanego procesu drgafi, to z analizy rzeczywistych krzywych P(¢)wynika,
ze powyzszy uklad mozna uproécié, sprowadzajac go do uktadu drgajacego o dwdch stop-
niach swobody. Za takim uproszczeniem przemawia fakt, iz oscylogramy stanowia pewna
superpozycje przebiegdw periodycznych o dwdéch réznych czgstoseiach.

Utworzony model ukladu mechanicznego pokazano na rys. 7. Masa m, reprezentuje
mas¢ zredukowana konstrukeji nosnej, a m, dynamometru. Stale k; i ¢;(i = 1,2) obrazuja
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QzFlt) Rys. 7. Schemat analizowanego ukiadu mechanicznego.

odpowiednio wspolczynniki sztywnosci i tlumienia. Probka zostala pominigta, jednak na-
lezy zauwazy¢, ze parametry k, i ¢, uwzgledniaja ja poSrednio. Rodzaj materiatu prébki
wplywa bowiem na warto$¢ amplitudy obu przebiegdw. Znacznie wyzsza amplitude, przy
danej predkosci uderzenia, daje si¢ zauwazy¢ dla stali niz dla miedzi. Czynnikiem powo-
dujacym to zjawisko jest rézna reakcja sprezysta tych materiatléw. WyZsza dla stali anizeli
dla miedzi. :

" Punktem wyjécia do dalszej dyskusji problemu jest opisanie modelu ukladem réwnan
rozniczkowych. Jako wspélrzedne uogdlnione przyjeto przemieszezenia mas x;(i = 1, 2)
o dodatnich zwrotach pokazanych na rys. 7. Wprowadzajac wspdirzedne gtéwne &, ktdre
zwigzane sa ze wspdtrzednymi uogdblnionymi nastgpujaca zaleZnoscia:

M Xy = Z Ao u(t),
;

réwnania rézniczkowe ruchu uktadu o dwu stopniach swobody mozna przedstawi¢ w po-
staci:

2 Mkk‘Z‘:k'*‘Z Cklék+KkkEk =Fy, k,1=1,2,
1l .

gdzie My, oznaczaja uogdlnione masy, Cy; uogdlnione wspélezynniki thumienia, Ky, uogoél-
nione sztywnosci, a Fj uogélnione sily. Ponadto & = dé/dr, gdzie t oznacza czas, 4 jest
dowolnag stala, a u;, przedstawiaja tzw. wspotezynniki postaci drgan gtéwnych, charakte-
ryzujace forme k-tego drgania gléwnego. '

Nalezy dodaé, ze réwnania (2) opisujace tzw. drgania gtéwne, moga odnosi¢ sig do
obiektu o dowolnej liczbie stopni swobody.

Latwo zauwazy¢, Ze jezeli Cy; = 0 dla k # /, a wigc macierz wspoiczynnikéw ttumie-
nia jest diagonalna, to réwnania (2) przyjmuja postac:

3 Mkkék"’ Cklék'*'KkkEk =F, kl=1,2,
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i sa ukiadami rownan rozprzgzonych. Oznacza to, ze kazde z nich opisuje drganie wymu-
szone, ttumione, ukladu o jednym stopniu swobody. Wynika stad, Ze postaé¢ drgan wymu-
szonych przez kazda z sit Fy jest taka sama, jak postaé k-tego drgania gidwnego.

Jako podstawe do dalszych rozwazan przyjeto réwnania (3). Sily uogdlnione F;, mozna
zapisa¢ w nastgpujacej postaci: - .

“ Fy = ﬂkZQl:ulk,

gdzie Q; jest rzeczywista sita przylozona do badanej konstrukcji. W rozwazanym przy-
padku (zgodnie z rys. 7) @, = 0, natomiast O, = F. Wynika to z faktu, Ze sita F przylo-
zona do probki oddziatywuje bezpoérednio na dynamometr. Przyjmujac powyzsze warunki,
oraz A = 1, zwxqzek (4) dla rozpatrywanego ukladu mozna zapisaé jako:

5 _ . Fo=Fuy, k=12,
Wprowadzajgc dalej nastgpujace oznaczenia: Ky /My = w3, oraz Cy/Myx = 2hy, réw-

nania rézniczkowe ruchu uktadu konstrukcja nos’na-dynamometr-pfébka mozna przed-
stawié nastgpujaco:

(6) Ek2hbrodl = L2 Fr), k=1,2
Mkk

gdzie w,;, 53 czestosciami katowymi drgai wlasnych, a &, wspélczynnikami tlumienia.

Efektywne rozwigzanie réwnan (6), z odpowiednimi warunkami poczatkowymi, jest
niemozliwe, jezeli nieznane sa wartosci wystgpujacych w nich wspélezynnikow, na podsta-
wie ktérych mozna uzyska¢ pelny matematyczny opis zjawisk fizycznych! zachodzacych
w badanym obiekcie. Wspdlczynniki te mozna jednak wyznaczyé doswiadczalnie, wyko-
rzystujac jedng z metod identyfikacji dynamicznego uktadu mechanicznego.

Znane i powszechnie stosowane metody identyfikacji dynamicznej polegaja na bada-
niu odpowiedzi uktadu w wybranych jego punktach, podczas dzialania na uktad kontrolo-
wanych wymuszen (obciazen). Metody te maja charakter eksperymentu czynnego. W przy-
padku obecnej pracy eksperyment miat charakter bierny. Dysponowano jedynie odpo-
wiedziami uktadu rzeczywistego na wymuszenie, w postaci obcigzenia udarowego probek.
Nie istniala mozliwo$¢ stosowania kontrolowanych obcigZen. .

W zwiazku z powyzszym problem polegat na sprawdzeniu, czy uklad réwnan (6) z wy-
znaczonymi wspolczynnikami dostatecznie dokladnie opisuje zachowanie si¢ uk¥adu rze-
czywistego. :

Wspolczynniki 2, 1 w,, (K = 1, 2), stanowigce podstawe do rozwiazania zwiazkéw (6),
wyznaczono bezposrednio z oscylograméw P(f). Byto to mozliwe ze wzgledu na znaczne
réznice w czestoSciach obu przebiegéw periodycznych, reprezentujacych odpowiednie
formy drgan. Z pomiaréw oscylograméw wyznaczono okresy drgan ttumionych 7} oraz

a(®) ‘
a(t+Ty)
kolejnych amplitud). W obliczeniach dekrementu tlumienia pomijano wartoé¢ pierwszej
amplitudy, a z pozostalych wyznaczano wartoéci §rednie. Na podstawie znaleznonych
wielkosci oraz korzystajac z ponizszych zaleznosci:

w=2xT, A=h T, 1 wi=ow?+h?

logarytmiczne dekrementy tlumienia 4 = In (logarytm naturalny stosunku dwu
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wyznaczono wartosci odpowiednich wspélczynnikow. Wynosza one:
wo; = 2319 574, h, = 85 7%,
woy = 33106 s7*, h, = 1579 57!

Do pelnej analizy drgaht wymagana jest znajomo$¢ impulsu- wymuszajacego F(7). Do-
kladny zapis matematyczny wymuszenia nie byt znany, dlatego tez okreslono jakosciowo
jego przebieg na podstawie charakteru fizycznego préby oraz odpowiedzi ukladu rzeczy-
wistego. Uzyskane oscylogramy P(r), przedstawiajace przebieg czasowy sily rozciggania,
moga byé traktowane jako reakcja ukladu na wymuszenie o charakterze impulsowym.
Z otrzymanych przebiegow dla stali widaé, ze mozna je aproksymowac impulsami o ksztat-
tach regularnych, ograniczonych odcinkami prostych. W przypadku natomiast oscylogra-
moéw dla miedzi aproksymacja wymuszenia moze by¢ dokonana funkcja o charakterze
potegowym. W zwiazku z powyZszym przyjeto trzy rodzaje impulséw wymuszajacych
F():

A) Sita wzrasta liniowo w czasie, nastepnie zachowuje stala wartosé, jak pokazano

.to na rys, 8. Impuls ten charakterystyczny jest dla stali po walcowaniu (rys. 4).

B) Sila wzrasta liniowo do okreslonej wartosci, a nastgpnie gwaltownie spada do pew-
nej wartosci i pozostaje stata. Przypadek ten, pokazany na rys. 9, charakterystyczny jest
dla stali wyzarzonej (rys. 6), posiadajgcej wyrazna granice plastycznosci.
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Rys. 8. Postaé impulsu wymuszajacego typu A. - Rys. 9. Postaé impulsu wymuszajacego typu B.

C) Sita zmienia si¢ wg. paraboli, ktéra w pewnym przyollZemu moze opisaé zachowa—
nie si¢ miedzi.

‘W przypadkach A i B czas narastania sily =, dobierano na podstawie pomiaréw oscy-
logramow. Wynosit on srednio 0,55; 0,40; 0,121 0,10 ms odpowxedmo dla prgdkosci ude-
rzenia 1; 1,5; 4 i 8§ ms™1.

NaIeZy tu dodag, ze rzeczywista odpowwdz uktadu stanowi sygnat z czujnikoéw tenso-
metrycznych dynamometru, ktory w przyjetym modelu by} reprezentowany przez element
sprezysty ko . Przyjmujac, ze odksztalcenie rozciagajace ma znak plus a $ciskajace minus,
zalozono, Ze tensometr mierzacy odksztalcenie jest rownocze$nie miernikiem réznicy
przemieszczen x, —x;. Przeksztalcajac zatem réwnania (1) (dla 4, = 1) mozna pokazad,
ze odpowiedZ ukiadu rzeczywistego (x, —x,) stanowi sume wartosci wspdtrzednych glow-
nych &, i &, z odpowiednimi wspdiczynnikami. Otrzymuje sig bowiem:

(7 Xo—X; = (Y21~ g1 )+ (a2 —p12) &5
Badania 1dentyf1kac31 uktadu drgajacego konstrukc;a nosna—dynamometr-prébka po-
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legaty na uzyskaniu w postaci graficznej sumy catek ogdlnych réwnan (6) przy zerowych
warunkach poczatkowych, a nastgpnie poréwnaniu jej z odpowiedziami uktadu rzeczy-
wistego (oscylogramami). W badaniach wykorzystauno technike analogowa.

W wyniku przeprowadzonych doswiadczed otrzymano graficzne rozwigzania réwnan
ruchu vktadu mechanicznego, z ktérych charakterystyczne pokazano na rys. 3b, 4b i 5b.
Porownujac uzyskane rozwigzania z maszyny analogowej z odpowiadajacymi im rzeczy-
wistymi przebiegami P(¢) (rys. 3a, 4a 1 5a) stwierdzono, ze wystepowata pomiedzy nimi
zadawalajaca zgodno§é. Wskazuje to, ze przyjety model matematyczny uktadu rzeczywns—
tego w poprawny sposdb opisywal badane zjawisko.

Nalezy zaznaczyé, Zze w praktyce nie jest mozliwe uzyskanie 1dealne_| zgodnosci (szcze-
gélnie .co do wartoéci amplitud) pomigdzy przebiegami teoretycznymi a rzeczywistymi.
Wrynika to z faktu, iz model jest zazwyczaj ukladem liniowym (tlumienic wiskotyczne),
podczas gdy warunek ten nie odpowiada $cisle uktadom rzeczywistym.

Z przeprowadzonej identyfikacji ukladu wynika, Ze obserwowany na oscylogramach
proces oscylacji sily jest rezultatem drgafi mechanicznych i zachodzi wokét krzywej, ktéra

odpowiada rzeczywistej sile rozciggania probki. Do dalszej zatem interpretacji danych
doéwiadczalnych niezbedne jest wyznaczenie tej krzywej. Poniewaz przebieg periodyczny
« o wysokiej czgstoéci, ktory latwo jest uérednié, natozony jest na przebieg o niskiej czestosci,
" wobec tego rzeczywista krzywa P(r) jest linia wokét ktérej oscyluje ten ostatni. Prowa-
dzac obwiednie tego przebiegu na odpowiednio powiekszonych oscylogramach i usrednia-
jac ja graficznie, wyznaczono poszukiwang krzywa P(¢). Wiadomo jednak, ?e uérednianie
takie jest mozliwe, gdy wystepuje kilka okreséw przebiegu. Stad na oscylogramach uzyska-
nych dla stali rozciaganej przy predkosdciach 4 i 8 ms™*, na ktérych wystepowatl z reguly
jeden niepetny okres przebiegu o niskiej czestoéci, trudno bylo wyznaczyé rzeczywista
byly pozwalal zmiang w czasie sily rozciagania. W przypadku miedzi, amplitudy przebiegu
" bardzo male, a ponadto przewndywany charakter krzywych rozciagania. do$¢ doktadnie
Jje wyznaczy¢.

" Whioskiem wyptywajacym z przedstawnonych powyzej uwag jest stwierdzenie, ze drga-
nia konstrukcji no$nej dynamometru moga w znacznym stopniu wplywaé na poprawna
interpretacje wynikéw. badafi dynamicznych. Aby nie znieksztalcaly one rzeczywistej war-
todci sily, czas trwania proby dynamicznej powinien byé znacznie dhuzszy od okresu drgan

elementdw do ktérych przytwierdzony jest dynamometr. W przypadku obecnego uktadu
mechanicznego warunek ten, byt spelniony.

Dokonujac analizy uzyskanych wynikéw nalezy zmterpretowaé pierwsze maksimum
sily, w szczegdlnoéci widoczne na oscylogramach dla prébek stalowych. Niekiedy [14]
wartoé¢ tego maksimum na krzywych dynamicznych interpretowano jako sit¢ odpowia-
dajaca goérnej granicy plastycznos$ci. Jak wynika natomiast z rys. 4, 5 oraz 6 interpretacja
taka jest bledna, bowiem warto$é pierwszego maksimum zalezy nie tylko od zachowania
_sie odksztalcanego materiatu lecz réwnieZ od reakcji dynamicznej uktadu mechanicznego.
Reakcje dynamiczng charakteryzuje tzw. wspdlczynnik dynamiczny, ktory jest stosunkiem
maksymalnego przemieszczenia ukladu (pierwsze maksimum) do przemieszczenia sta-
tycznego (wartosci ustalonej). :

Wyizolowanie poszczegdlnych form drgan przy uzyciu maszyny analogowej wykazato,
ze wspdlczynnik dynamiczny ukladu zwiszany jest jedynie z forma drgaf o wysokiej czgsto-
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$ci. Jego wartosé zalezy od postaci i czasu narastania impulsu wymuszajacego. W celu
ilo$ciowego okreslenia wplywu tych czynnikéw, na zamodelowany uklad o jednym stop-
niu swobody i parametrach odpowiadajacych wysokiej czgstodei drgar, dzialano impul-
sem wymuszajgcym typu A, o TéZnym czasie narastania sity w zakresie od 0,10 do 0,55 ms
oraz impulsem typu B, przy réznym stosunku wartosci ,,piku” A (rys. 9) do ustalonej
wartosci sity. Na podstawie uzyskanych rozwiazan sporzadzono zalezno$¢ wspdlczynnika
dynamicznego y w funkcji bezwymiarowego czasu narastania sily, ktéra pokazano na
rys. 10. Z przedstawionego wykresu wynika, Ze wspolczynnik dynamiczny bardzo wy-
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Rys. 10. Zmiana wspélczynnika dynamicznego y w funkcji bezwymiarowego czasu narastania sily.

raznie zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem stosunku T, /Ty, gdzie T, jest okresem drgan wlas-
nych. Dla 7,/T, > 1 wspélczynnik dynamiczny v jest mnigjszy od 1,05, co wskazuje, ze
z dokladnoscig do 5% dla 7, > T, mozna przyjaé v = 1.

W przypadku dziatania impulsu typu B obserwuje sie doéé intensywny wzrost wspol-
czynnika p wraz ze wzrostem procentowej wartosci ,,piku’’ 4 (rys. i1). Dla 7, = 0,12 mm
y zmienia sig od 1,37 przy 0% 4 do 2,41 przy 100% 4.

ObcigZenie ukladu impulsem typu B wiaze sig w rzeczywistosci z wyZsza reakcja spre-
zysta odksztalcanego materialu anizeli dla impulsu typu A, oczywiscie pod warunkiem,
Ze w obu przypadkach ustalona wartos¢ sily jest taka sama. Dokladna analiza poréwnaw-
cza oscylograméw dla stali walcowanej z uzyskanymi dla nich rozwigzaniami przy wymu-
szeniu typu A wykazala, Ze o ile przy mniejszych predkosciach odksztalcenia tego materia-
hu (v = 1,0 i 1,5 ms™*) pierwsze maksimum sily na oscylogramach pokrywa si¢ z pierw-
szym maksimum przemieszczenia ukfadu, to w przypadku wigkszych predkosci (v =
= 4 i 8 ms™!) krzywe rzeczywiste majq nieco wyzsze pierwsze amplitudy przebiegu o wy-
sokiej czgstosci anizeli krzywe modelowe. Wyliczone wspdiczynniki dynamiczne z oscylo-
graméw dla stali walcowanej naniesiono na rys. 10. Poréwnujac rzeczywiste wartosci .
z wartosciami uzyskanymi z modelu stwierdza sie, Ze te pierwsze dla =,/T, < 1 sa nieco
wyzsze. Wskazuje to, Ze obliczona reakcja sprezysta ukladu, odpowiadajaca impulsowi
typu A jest zbyt mala, by mogta wywolaé pierwsza amplitude o wartosci odpowiadajacej
przebiegowi rzeczywistemu, Zastosowanie natomiast w badanym ukiadzie impulsu wymu-
szajacego typu B przy 10% ,,piku’’ dato wartosci pierwszych amplitud zgodne z odpowia-
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dajgcymi im wartodciami uzyskanymi na oscylogramach przy predkosci v = 4 ms™. Dla
krzywych P(z) uzyskanych przy predkoéci v = 8 ms~! pokrywanie si¢ pierwszych ampli-
tud zachodzito dla impulsu majacego okoto 209 wartosci ,,piku’’. Nalezy zatem wniosko-
wac, ze przy predko$ciach uderzenia wigkszych od 1,5 ms~! dla badanej stali walcowanej
zaczyna si¢ uwidaczniaé wyraZna granica plastycznosci. :

25 T T T T T
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Rys. 11. Zmiand wspblczynnika dynamicznego ¢ w funkeji procentowej wartosci ,,piku’” 4 dla impulsu
wymuszajacego typu B; czas narastama impulsu z; = 0,12 ms.

- Znajomo§¢ wartosci wspé}czynmka dynamlcznego y posiada bardzo istotne znaczenie
dla materiatéw wykazujacych wyrazna granicg plastycznosci. Rzeczywista gorna granica
plastycznofci o, bedzie bowiem Wynosi€¢ oy = 0., /1, gdzie opma, jest obliczeniowa wartos-
cia napregZzenia odpowiadajaca pierwszemu maksymalnemu wychyleniu na krzywych P(2).

Wystepowanie dla stali wyzarzonej wyraZnej goérnej i dolnej granicy plastycznosci
wymagalo zatem przeprowadzenia odpowiedniej korekty uzyskanych oscylograméw. Po-
stgpowano w ten sposob, ze dla wybranych oscylograméw poszukiwano na maszynie ana-
logowej rozwiazan, najdokladniej opisujacych zarejestrowany przebieg rzeczywisty, za
wyjatkiem pierwszej amplitudy. Amplitudy drgan regulowano réznymi wartodciami ,,piku”
przy impulsach wymuszajqcych typu B. Nastepnie dla znalezionych rozwiazan wyliczano
wspOlczynniki dynamiczne, ktérych wartoéci byly réwne wspotczynnikom korekcyjnym
dla pierwszego maksimum sity na oscylogramach. Wyznaczone srednie wartosci wspdtczyn-
nikéw korekcyjnych dla stali wyzarzonej wyhosi}y 1, 10; 1,12; 1,36 odpowiednio dla pred-
koéci uderzenia 1; 1,5 1 4 ms—!.

Z przeprowadzonych w tej czgsel pracy rozwazan wynika, Ze z punktu widzenia ekspe-
rymentu w warunkach dynamicznych, istotne znaczenie posiada fakt pelnego rozumienia
wszystkich charakterystycznych zaktécer, znieksztatcajacych pomiar w stosunku do rze-
czywistych obciazen dziatajacych na odksztalcana probke.

5. Krzywe umocnienia

Przyjecie zatoZenia o stalej predkosci odksztalcenia, pozwolito traktowaé uzyskane
krzywe P(¢) na réwni z zalezno$cia P(4/), jednak z odpowiednio zmienionymi wspolrzed-
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nymi osi odcietych. Na tej podstawie oscylogramy przeliczono, po dokonaniu odpowied-
nich pomiaréw, na zaleznoéci naprezenia rzeczywistego ¢ w funkcji odksztatcenia loga-
rytmicznego . Uzyskane w ten sposéb krzywe umocnienia dla réZznych predkosci od-
ksztalcenia, pomierzone przy uZyciu mlota rotacyjnego, przedstawiono odpowiednio dla-
miedzi i stali po walcowaniu na rys. 12 i 13. Na rysunkach tych wykreslono réwniez krzywe
umocnienia dla matych predkosci odksztalcenia 4,76 - 10=% i 4,76 - 10~ 257!, Krzywe te
otrzymano za pomoca maszyny wytrzymatoéciowej Instron, przy czym uzywano probek
o identycznych wymiarach jak w badaniach dynamicznych. Wszystkie krzywe zostaly
sporzadzone przez usrednienie pomiaréw z 3 - 4 préobek. -

W oparciu o uzyskane wyniki mozna stwierdzi¢, ze zmiana predkosci odksztalcenia
powoduje odpowiednia zmiane krzywej umocnienia badanych -materiatéw. Swiadczy to,
ze badane materialy sa wrazliwe na predkoéé odksztatcenia. Te wiasciwoéé materiahn wy-
godnie jest przedstawi¢ na wykresie w ukiadzie pétlogarytmicznym o(log@), jak to poka-
zano odpowiednio dla miedzi i stali na rys. 14 i 15. Kazda z krzywych dotyczy innej war-
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Rys. 14, Wykresy o(log@) dla miedzi uzyskane z vérednionych krzywych umocnienia dla poszczegdlnych
_ I wartoéci odksztalcesi ¢

todci odksztalcenia. Jak widaé z przebiegu krzywych dla miedzi, wptyw predkosci odksztal-
cenia na naprezenie plastycznego plyniecia przy ¢ = const przejawia sie w postaci mono-
tonicznie rosnacej funkcji predkosci odksztalcenia. Czutos¢ na predkosé odksztalcenia £,
ktéra mozna zdefiniowa¢ jako § = do/dlogp, zwieksza si¢ zaréwno ze wzrostem odksztat-
cenia ¢ jak i predkosci odksztalcenia ¢. Na skutek rozrzutu wynikéw w zakresie matych
odksztalcen, tj. dla ¢ < 0,05 przy predkosciach odksztalcenia od 2,71 - 10! do 4,63 - 102571,
nie bylo mozliwe okreslenie $cistej zaleznosci pomigdzy predkoscia odksztalcenia a napre-
Zeniem w tym zakresie. '

2 Mech. Teoret, i Stoso. 3/80
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W przypadku stali walcowanej obserwuje si¢ nieco inna reakcje na predkoéé odksztal-
cania. O ile w-zakresie matych predkosci odksztalcenia ¢ od 4,76 - 10-2 do 4,76 - 10—4 s—1
czuto$é na predkosé odksztalcenia f3 jest stosunkowo niska i zmienia sig od 6,5do 14,3 MPa
w przedziale odksztatcen ¢ od 0,020 do 0,182, to dla ¢ wigkszych od 4,76 - 1025~ §rednie
wartoéci fi sa znacznie wyzsze i zmieniaja si¢ od okolo 43 do 30 MPa w tym samym za-
kresie odksztalcen. Ponadto § maleje w miare wzrostu odksztalcenia. Wyrazna réznica
w czulosci na predkos¢ odksztalcenia stali w poszczegdlnych zakresach spowodowana
jest, jak wynika z pracy [15), ré6znymi mechanizmami odksztalcenia p]astycznego wyste-
pujacymi w poszczegdlnych zakresach predkoéci odksztalcenia.

Wprowadzone wyzej pojecie czuloéci na predkos¢ odksztalcenia § jest o tyle trafne,
ze posiada duze znaczenie przy interpretacji wynikow od strony fizycznej. Jednak z inzy-
_nierskiego punktu widzenia bardzo czgsto stosuje si¢ definicje czutoéci na predkosé od-
ksztalcania jako n = dlogcs/dloge. Korzystajac z tej definicji sporzadzono zaleznosé
logo (logg), ktora dla miedzi przedstawiono na rys. 16. Z przedstawionego wykresu wy-
nika, Ze n, podobnie jak f, zmienia si¢ nieco w zaleZznosci od odksztalcenia oraz predkosci
odksztalcenia. Srednia wartosé tej stalej wynosi n = 0,0187. Jest ona poréwnywalna do
wartoéci #n = 0,0146 jaka uzyskano w pracy [16].

Badana blacha stalowa walcowana w zakresie predkosci odksztalcenia od 4,76 - 10-4
do 4,29 - 10*s~! nie wykazywala zjawiska gérnej i dolnej granicy plastycznosci. Fakt ten
jest prawdopodobnie spowodowany zgniotem powierzchniowym materiatu, powstalym
w wyniku walcowania wygladzajacego w procesie hutniczym. Przy wyzszych predkos-
ciach odksztalcenia, o czym wspomniano uprzednio, najprawdopodobniej pojawi si¢
dla tego materiatu wyraZna granica plastycznosci.

Wystepowanie przy duzych predkosciach odksztalcenia wyraznej granicy plastycz-
nodci dla materialéw, ktére przy mniejszych predkosciach odksztalcenia jej nie wykazuja,
jest zjawiskiem do$¢ czgsto spotykanym.
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Rys. 17. Zmiana gornej g, i dolnej o4 granicy plastycznosci w funkcji predkosci odksztalcenia dla badanej
stali w stanie wyzarzonym.

21



368 A. ToBora, J. KLEpACZKO, J. GRONOSTAJSKI

Wplyw predkosci odksztalcenia na gérng i dolng granicg plastyczno$ci badanej stali
w stanie wyzarzonym przedstawiono na rys. 17. Aproksymacja liniowa uzyskanych wy-
nikéw w ukladzie log o (log ), w catym zastosowanym przedziale predkosci odksztalcenia,
" pozwala na przyjecie nastgpujacych zaleznosci analitycznych: ‘

0, =C, ¢ 1 _0g=Chp™,

gdzie o, i 0, oznacza odpowiednio gorna i dolng granice plastycznoséci, C, i C, — stale,
a n, i ng— czutosci na predkosé odksztatcenia.

Wyliczone wartosci n, i ny wynosza odpowiednio 0,0618 i 0,0442. Sg one poréwnywalne
z wartosciami 0,0677 i 0,0593 otrzymanymi w pracy [7] dla wyzarzonej migkkiej stali
o zawartoéci wegla 0,085% i podobnej zawartosci innych domieszek, odksztalcanej w po-
dobnym zakresie predkoséci. Nieznaczne réznice wynikaja prawdopodobnie z innej zawar-
‘toéci wegla w obydwu badanych materiatach. Blacha stalowa badana w obecnej pracy
'p051ada 0,11% C. Uzyskane wyniki, znajdujace potw1erdzeme w innych pracach wskazuja,
ze przeprowadzona korekta wartosci gérnej granicy plastycznosci na oscylogramach P(t)
wydaje si¢ by¢ w pelni poprawna.

6. Podsumowanie i wnioski

Na podstawie przytoczonych wynikéw doswiadczen jak i przeprowadzonej dyskusji
mozna sformulowaé nastepujace wnioski:

i. Dokonane zmiany systemu pomiarowego sily, przez wykorzystanie w nowym roz-

. wigzaniu tensometrii elektrooporowe;j, okéza{y si¢ prawidtowe — stwierdzono przydatnosé¢
stosowania do préb dynamicznego rozciagania miota rotacyjnego typu RSO.

2. Przeprowadzona identyfikacja uktadu drgajacego konstrukcja nosna-dynamometr-
-probka przy wykorzystaniu techniki analogowej, umozliwita prawidtows interpretacje
uzyskanych oscylograméw. Dzieki identyfikacji uktadu vdalo sie wyznaczyé wartosci
naprezenia dla gérnych granic plastycznosci badanych stali.

3. Opisana metoda interpretacji oscylograméw na ktorych obserwuje si¢ proces oscy-
lacji sily moze stanowi¢ podstawe do analizy wynikéw otrzymywanych na urzadzeniach
podobnego typu.

4. W wyniku do$wiadczeis na milocie rotacyjnym uzyskano krzywe umocnienia dla
miedzi i stali niskoweglowej w zakresie predkosci odksztalcenia od 10%s~* do okoto 10251
Krzywe te poréwnywano z krzywymi umocnienia, ktére zostaly wyznaczone dla matych
predkosci odksztalcenia. Otizymane wyniki moga by¢ uzZyteczne w pewnych procesach
przerébki plastycznej.
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Peaome

HUCIIBITAHUE METAJUII/I‘—IECKI/IX OBPA3IIOB IIP¥1 VIAPHOM PACTSKEHHHA
HA POTAIJMOHHOM KOIIPE

B crartne npefcTaBIeHO KaK CJIEAYET NPOBECTH YIRPHOE PACTFAMKEHHE Ha POTAIMOMHOM KOIIpe THIR
RSO npousBopcrsa ¢pupmbl WPM. Jleitmmur. O6cy:KNeHO CAeNaHHbIE H3MEHEHMST N3MEPEHUHE CHCTEMBI
CHJI ¥ CKODOCTH yHAapa, @ TAK)Ke IPOBENeHO KParKui aHaiis 9TOM CHCTEMBI C TOUKH 3PEHUS pacmpo-
CTpaHeHAA BOJH,

TIpoBeneno u}:geﬂm(bm(aumo KoJjieGarolelf CHCTEMBI: KOHCTPYKIHA KOmpa — JHHAMOMETD —
oBpaser HCIONb3YSA AHANOTOBYIO BHEIUACIHMTEIFHYIO MALAEY YTO JAJI0 BOSMOYKHOCT: TPaBHIIBHON HATEp-
DPETALKH NONYUeHEIX OCLMIIIOTPAMMOB YCHIAE — BPENS, 2 TAKXKE HAMETHTH HANPKEHHA BEPXHEro
Tpefena TEKYYeCTy HCCIeyeMoi CTanm.

B pesyneraTe sKCNEPHMMEHTOB NONYUEHO AMHAMHUECKHE KPHBbIE YOPOUHERMT IS FIOTHKDUCTAN-
maueckoit menm (99,90% Cu) m msroyriepomucroii crama (0,11% C) B Ouanasome CKOPOCTEH e~
dopmarmit 10 - 10% cex™*. ITocTpoenslie AMHAMKHYECKHE KPHBbIE YOPOUHEHHA STHX METANIOB CPaBHM-
BAaOTCA CO CTATHUCCKMMY KPHBLIMH.

Summary

DYNAMIC TENSILE TEST OF METALS BY ROTATIONAL HAMMER

It has been shown how the dynamic tensile test should be performed by means of rotational hammer
RSO type, produced by WPM Leippzig. Some improvements have been described concerning measurements
of force and impact velocity, as well as the wave analysis of the system.
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Due to performed identification, by the analogue technique, of the system: support-dyramometer-
-Specimen.

This enabled the correct of obtained oscillograms and the ‘determination of values of the upper yield
point.

As a result of the experiments the dynamic strain hardemng curves for polycrystalline copprer
(99,99 Cu) and low carbon steel (0,117 C) have been obtained in the strain rate region 10— 1025 L
The curves have been compared with those for quasi-static case.
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PROBY STATYCZNEGO I DYNAMICZNEGO SKRECANIA W ZASTOSOWANIU DO OCENY
ZDOLNOSCI DO ODKSZTALCEN TWARDYCH STALX

Mirostaw P1wECK1 (POZNAN)

1. Uwagi wstepne

Predko$§é odksztalcenia jest jednym z podstawowych czynnikéw wplywajacych na
wlasnoéci plastyczne materiatow, a charakter tej zaleznosci ma donioste znaczenie prak-
tyczne w zagadnieniach technologii ksztalttowania plastycznego oraz w aspekcie odpor-
nosci materialéw na pekanie.

Ponizej przytoczono wybrane przyktady badan w tej dziedzinie, W pracy [1] podano

zalezno$é przewezenia probki od predkosci rozciggania w zakresie od 10~3 do 103 —

dla trzech gatunkoéw stali, a w [2] %rezultaty podobnych badan dla pigciu gatunkdw
stali o rozmalt{ych zawartosciach wegla 1 manganu.

Wiasnosci plastyczne kilku gatunkéw stali weglowych opisano w [3], przyjmujac za
miarg plastycznosci wydtuZenie i przewgzenie z proby rozciagania, ktéra realizowano
z predkoéciami od 10~* do 2,5 - 103 ! W [4] podano wyniki podobnych badan dla sto-

p6w aluminium, a w [5] zaleznos¢ przewgiema probki od predkosci rozciagania w zakre51e

od 10-4do 5 - 102 ? dla szeregu stali oraz stopéw aluminium i tytanu.

Podsumowujac wnioski podane w wyzej cytowanych pracach mozna stwierdzi¢, Ze
zaleznos$é wlasnoéei plastycznych od predkosci odksztalcenia ma rézny charakter dla réz-
nych materialéw; wlasnosci plastyczne wzrastaja, maleja lub tez nie ulegaja zmianie w po-
szczegllnych przedziatach predkosci odksztatcenia.

Przedmiotem nizej opisanych badan byly stale narzgdziowe szybkotnace gatunkéw
SW7M i SW18, ktére poddano prébom skrgcania w szerokim zakresie predkosci. Prze-
prowadzenie badafi bylo mozliwe po uprzednim zaprojektowaniu i wykonaniu odpo-
wiednich stanowisk badawczych. Badania whasnosci wybranych stali potaczone byly z tes-
towaniem stanowisk, zwlaszcza opisanego urzadzenia-z drazkiem skregtnym jako Zrédiem
energii. Urzadzenie takie do tej pory nie byto wykorzystywane. Celem badad bylo uzyska- .
nie informacji na temat zaleznosci odksztalcen trwatych stali narzedziowych od predkosci
odksztalcenia. Badania te wypelniaja w pewnym stopniu lukg¢ w opisie wtasnosci stali
0 twardoéciach wigkszych od 60 HRC, charakteryzujqcych si¢ znikomga skltonnoscig do
trwalych odksztalcen.

Nadmienié nalezy, ze préby statycznego i dynamicznego skrecania sa, poczawszy od
- lat trzydziestych, stosowane do badania wlasnosci stali narzedziowych jako jedne z bar-
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dziej czutych metod. Jako przyklady wymieni¢ mozna artykuly [6], [7] i [8], w ktorych
oceniano wlasnoéci plastyczne stali po réznych zabiegach obroébki cieplnej. Rowniez w pra-
cach [9], [10], [11] i [L2] opisano préby skrecania wykonane w podobnym celu. W prze-
prowadzonych badaniach zdolnos¢ do odksztalcen stali SW7M i SW18 oceniano za
pomoca kata odksztalcenia plastycznego probki pelnej z lagodnym wytoczeniem na
czesécei robocezej, ktore lokalizowalo miejsce pgknigcia.

Stale narzedziowe o twardo$ciach wigkszych od 60 HRC charakteryzuja si¢ bardzo
duza wrazliwoscia na dzialanie karbu, co utrudnia zastosowanie prébek rurowych, gdyz
zminimalizowanie efektu koncentracji naprezen spowodowanego chocby istnieniem czesei
chwytowych, wymagatoby nadania prébkom odpowiednio duZzych wymiarow. Ksztalt
probki musi réwniez umozliwiaé jej ostateczng obrébke mechaniczng po zabiegach ob-
robki cieplnej. Ilustracja tych probleméw moze by¢ praca [13], w ktdrej przedstawiono
ksztalt probki umozliwiajacy wyznaczenie wlasnosci wytrzymato$ciowych i plastycznych
stali narzedziowych podczas préby statycznego rozciggania.

Rezygnujac z zastosowania probek o rurowym ksztalcie czeéci pomiarowej nie podawano
wykreséw skrecania we wspdirzednych = —y lecz we wspolrzednych moment skrecajacy —
kat skrecenia, na podstawie ktérego wyznaczono kat odksztalcenia plastycznego probki.

2. STANOWISKA DO BADAN

W ponizej opisanych badaniach wykonanie préb statycznego skrecania z predkoscia
0,0314 rad/s (0,3 obr./min.) umozliwila typowa maszyna KM-50-1.

Préby dynamiczne przeprowadzono na dwdch specjalnie zaprojektowanych w tym
celu stanowiskach. Jedno z tych stanowisk zostalo zbudowane na bazie miota wahadlo-
wego Charpy’ego wedtug schematu przedstawionego na rysunku 1. Pomiar kata skrecenia

Rys. 1. Schemat stanowiska na mtocie wahadiowym
1 ~ korpus mlota, 2-— wahadlo, 3 — 0§, 4 — korpus przystawki skrecajacej, 5 —
prébka, 6 — uchwyt ruchomy, 7 — tuleja dystansowa, 8 — uchwyt z fotodnodq 9—
- Iampka, 10 — czujniki tensome!ryczne

umozliwia ukiad obejmujacy fotodiode 8, lampke 9 oraz kolnierz uchwytu 6 z nawierco-
nymi na obwodzie otworami. Pomiar momentu skrecajacego przeprowadzano za pomoca
tensometréw oporowych naklejonych na tulei uchwytu 6. .
W skiad wktadu pomiarowego wchodzit mostek tensometryczny TDA-6 firmy Mikro-
techna oraz oscyloskop dwustrumieniowy OKD 505A-111 produkcji Radiotechniki z przy-
stawka fotograficzna. Opis dzialania urzadzenia znale§¢ mozna w artykutach [10], [11] [12]
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Podobne uklady pomiarowe wykorzystane byly w badaniach N. G. MICHAJLICZENKI
[14], J. KrLepaczkr [15] oraz M. G. STEVENSONA i JJ. D. CAMPBELLA [16]. W pracy [§]

w miejsce przetwornika fotoelektrycznego zastosowano do pomiaru kata skrecenia przet-
wornik magnetyczny.

Zalezno$¢ predkodci skrecania 7 = qu) w funkcji kata skrecenia ¢ dla kilku prébek

skrgconych na omawianym stanowisku przedstawiono na rysunku 2. Jak widaé, predkosé

[/ — T ] X rﬁ“—rj
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t L I [ \ !
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Rys. 2. Zalezno§¢ predkosci skrgcania od kata skrecenia podczas prob na stanowisku z rysunku I
1 -— prébka ze stali SW7M, temperatura odpuszczania 663K, 2 — SW7M, 783 K, 3 — SWI18, 663 K, 4 — SW18, 783 K.

skrecania wzrasta w trakcie préby by osiagnaé¢ maksymalng warto§¢ okolo 6,6 rad/s
(63 obr/min). Materialy bardziej plastyczne posiadaja dla wigkszych katéw skrecenia
réwniez gataz opadajaca na wykresie 1 = f(¢).

Drugie stanowisko do préb dynamicznych zaprojektowano wykorzystujac drazek
_skretny jako Zrodlo epergii miszczgcej prébke. Schemat stanowiska przedstawiono na
rysunku 3. '

Drazek skretny 1 wykonany ze stopu PA-9 potaczony jest z lewej strony z przektadnia
§limakows 2. Drugi koniec drazka gczy si¢ za pomoca wielowypustu z uchwytem rucho-
mym 4 majacym mozliwo$é obrotu w panewce tozyska 5, ktéra za pomoca wpustu jest
ustalona w. korpusie 3. W korpusie osadzony jest réwnieZ uchwyt nieruchomy 6 prébki 9.
Istotnym’ elementem urzadzenia jest kolek, ktéry uniemozliwia obrét uchwytu 4 podczas
napinania drazka za pomoca przekladni §limakowej. Skrecanie prébki rozpoczyna sig¢
woéwczas, gdy moment skrecajacy w drazku 1 osiagnie wartosé, przy ktérej kotek 7 ulega

‘ 'écicciu. , ' .
Do pomiaru kata skrecenia stuzy, jak i w poprzednim stanowisku, uklad z fotodioda
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10, lampka 11 i tarcza 8 z nacieciami na obwodzie, natomiast moment skrgcajacy sygnali-
zuja czujniki tensometryczne 12. :

W sktad stanowiska wchodzi réwniez identyczna aparatura pomiarowa i rejestrujaca
jak poprzednio. :

Na rysunku 4 przedstawiono zalezno$¢ predkoéci skrecania od kata skrecenia podczas
préb na omawianym stanowisku. Uzyskuje sig tutaj wigkszy rozrzut predkosdci skregcania
niz na stanowisku zbudowanym na mtocie wahadtowym, co jest zwigzane z niejednorod-

7
NN NN
) Rys. 3. Schemat stanowiska z drazkiem skretnym.
1 — drazek skretny, 2 — przekladnia §limakowa, 3 — korpus, 4 — uchwyt ruchomy, 5 — panewka lozyska, 6 — uchwyt nie.
ruchomy, 7 — kolek, 8 —tarcza z nacieciami, 9 — prébka, 10 — fotodioda, 11 — lampka, 12 ~— czujniki tensometryczne, -

120 T T ( ] T
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100~ ]
— 4
S 8ok i
<} 1 3
=
50’—' 1
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i ] ! I {
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-Rys. 4. Zaleino$¢ predkoéei skrecania od kata skrecania podczas prob na stanowisku z rysunku 3,
1 —prébka ze stali SW7N, temperatura dopuszczaloa 663K, 2— SWTM, 883K, U, — SWI8, 663K, 4 —SWI8, 883K.
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nofcia materiafu stosowanego na kotki (metapleks). Maksymalne predkosci skrecania

osiagaly w przeprowadzonych badaniach wartosci z przedziatu 80 - IISE;—cE (okolo 760 -

obr . o . . P . _—
IIOOE). Opisujac dziatanie stanowiska nalezy wspomnieé, Zze umozliwia ono rowniez

al
SWi8
tEémp. odpuszcz 873K
prébka nr10 89 =0p733rad
b)
: SW7IM .
temperatura odpuszczania 723K Ag=00262rad

probka nr

Rys. 5. Oscylogramy skrgcania prébek. Przebieg gérny — sygnat z fotodiody, przebieg dolny — moment
skrecajacy.’

a) oscylogram ze stanowiska na mlocie wahadlowym,
b) oscylogram ze stanowiska z drazkiem skretnym.
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wykonanie préb statycznych, jesli nic stosuje sie¢ kotka, W tym przypadku moment skre-
cajacy jest przekazywany na probke poprzez drazek skretny podcezas dzialania przekladni
flimakowe;. :

Na rysunku 5 przedstawiono przyktadowo oscylogramy uzyskane na obu stanowiskach,
przy czym na rysunku 5a) przedstawiono oscylogram ze stanowiska usytuowanego na
miocie wahadtowym, a na rysunku 5b) — ze stanowiska z drazkiem skretnym. Nalezy
zwroci¢ uwage, ze oscylogramy zarejestrowano przy réznych podstawach czasu, oraz ze
nie maja one tej samej podziatki kata skrecenia. Podziatka kata na oscylogramie z rysun-
ku 5a) jest zblizona do zastosowanej w pracy [15), natomiast na rysunku 5b) jest ponad
dwukrotnie dokladniejsza. Przedstawione oscylogramy uzyskano podczas badan materia-
16w o réznej plastycznoscei; na rysunku 5a) pokazano oscylogram skrecania prébki z ma-
teriatu bardzo kruchego, natomiast na rysunku 5b) — z materiatu o stosunkowo duzej
- plastycznosci. :

Przebiegi kata skrecenia i momentu skrecajgcego podlegaja dalszemu opracowaniu
graficznemu. Uzyskuje si¢ wykres skrecania skad wyznacza si¢ kat.odksztalcenia plastycz-
nego @y;.

Na podstawie oscylograméw opracowuje si¢ rowniez wykres 7 = f(@). Dokladniejsze
informacje na ten temat zawieraja cytowane juz artykuty [10], [11], [12] i [15].

Na zakonczenie opisu dzialania obu stanowisk nalezy podkreéli¢, ze w badaniach wy-
korzystano zasad¢ pomiardw quasi — statycznych. Wskazowki odnoénie prawidlowego
interpretowania tej zasady znalezé mozna w literaturze [15] i [17].

3. Badany materifal i stosowane prébki

Na opisanych w rozdziale 2 stanowiskach przeprowadzone badania wlasnodci stali
narzedziowych szybkotnacych gatunkc')WUSW7M i SW18. Z kazdego rodzaju materiatlu
pobrano po dwa prety o Srednicy 45 mm, ktore cigto na éwiartki by z nich wykonaé prébki,
ktérych wymiary pokazano na rysunku 6. _

Przeprowadzono analize skfadu chemicznego badanych materialéw, ktérej wyniki za-
wiera tablica 1 oraz wykonano odpowiednie obserwacje metalograficzne w celu dobrania
pretéw o w miarg jednorodnych wiasnosciach. -

. - 60
Rys. 6. Probki do badani: a) statycznych, b) dynamicznych
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Tablica 1
Sklad chemiczmy badanych stali

L)

Gatunek Nr Skiadniki stopowe w %,
stali preta clmn | si | al|lw]| M| v
SWIM 1 0,86 | 036| 033! 44 | 68 55| 2.2
2 0,82 | 034 035| 44 | 65| 55 22
1 075 | 030 | 0290:| 45 | 17,5 0,7 | 1,2
SW1s
2 0,84 ] 035| 032 44 | 172 1,3 | 1,0

Prébki poddano obrébee cieplnej: stal SW7M hartowano z temperatury 1473 K
(1200°C), a stal SW18 — z temperatury 1533 K (1260°C), a nastgpnie dla obu gatunkéw
stali przeprowadzono odpﬁszczanie w temperaturach 663 K (390°C), 723 K (450°C),
783 K(510°C), 813 K(540°C), 843 K(570°C) i 873 K(600°C). Na obydwu stanowiskach
do préb dynamicznych, opisanych w rozdziale 2, wykorzystywano identyczne probki. Na
probkach do badan statycznych i dynamicznych wykonano jednakowe karby w celu za-
pewnienia poréwnywalnosci katéw odksztalcenia plastycznego.

Karb usytuowany na pomiarowej czeici prébki powoduje koncentracje naprezenia,
przy czym wspolczynnik ksztattu wyznaczony na podstawie [18] i [19] dla przyjetych wy-
miardéw wynosi oy & 1,035. Jak widaé wartos$é «, jest bliska 1, wigc w pierwszym przybli-
zeniu mozna pominaé efekt koncentracji naprezen.

- Wykorzystanie w badaniach prébek pelnych wymaga uwzglednienia zmiennoéci na-
prezen wzdluz promienia, co zwlaszcza po przekroczeniu granicy plastycznosci jest za-
‘gadnieniem do§é skomplikowanym. Wyznaczenie krzywych umocnienia nie bylo celem
niniejszej pracy, ale jak podano w pracy [20] zadanie takie mozna rozwigzac na podstawie
skrecania pelnych prébek.

4. Wyniki badan

Wplyw warunkéw obrobki cieplnej oraz predkodci skrecania na wilasnosci badanych
stali zilustrowano na rysunkach 7 i 8. Przedstawiono tam zalezno$¢ twardosci HRC od
temperatury odpuszczania oraz zaleZno§¢ maksymalnego momentu squcajqcego M pax
i kata odksztalcenia plastycznego ®,1 0od predkosci skrecania, oraz temperatury odpu-
szczania.

Na rysunkach 7 i 8 podano w charakterze parametr(')w prob maksymalne wartosci
predkosci skrecania, ktére uzyskano podczas badad mna poszczegélnych stanowiskach.

Rezultaty pomiardw kata odksztalcenia plastycznego opracowano statystycznie, ko-
rzystajac z tablic zawartych w [21]. W szczegdlnoéci zastosowano test Dixona na poziomie
istotnosci o = 0,1 w celu wyeliminowania wartosci odbiegajacych od przecigtnych wy-
nikéw pomiaréw oraz obliczono przedzialy ufnosci dla $rednich, réwniez na poziomie
istotnosci @ = 0,1. Opracowane w wyzej opisany sposob wyniki pomiarédw kata p,, za-
warte sg w tablicy 2.
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Rys. 7. Wlasnoéci stali SW7IM w zaleznosci od
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a) twardo§¢ HRC,
b) maksymalny moment skrecajacy,
c) kgt odksztalcepia plastycznego.
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Rys. 8. Wilasnosci stali SW18 w zalezno$ci od
temperatury odpuszczania i predkodci skrecania

a) twardo$¢ HRC,
b) maksymalay moment skr¢cajacey,
¢) kat odksztalcenia plastycznego.

W tablicy podano réwniez liczbe udanych préb. Dla poszezegdlnych kombinacii wa-
runkow badan w wierszu gérnym przytoczono $rednia wartoéé ¢, w rad, w wierszu §rod-
kowym przedzial ufposci dla éredniej, a w wierszu dolnym — liczbe préb, ktére postuzyly
do wyznaczenia $rednich wartoéci katéw odksztalcenia plastycznego.

5. Uwagl koncowe 1 wnioski

1. Przedstawione wyzej stanowiska badawcze umozliwiaja wykonanie préb skrecania
w szerokim zakresie predkosci odksztalcenia. Préby te sa latwiejsze od prob wprowa-
dzonych na gruncie mechaniki pekania, oraz sa czulsza metoda oceny sktonnoici
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- Tablica 2
Zaleimos¢ ¢p; [rad] od predkosel skrecania | warunkéw obrébki cieplnej dla stali SW7M | SW18

Gatunek Maks. predk. skrec. Temperatura odpuszczania w K
stali | podczas proby w rad/s 663 723 783 813 843 873
0,250 0,214 0,131 0,035 | . 0,031 0,038
0,0314 0,0535 | 0,0208 | 0,0335 | 10,0127 | 0,0128 | 0,0121
5 5 5 4 5 4
0,191 0,196 0,132 0,024 0,029 0,026
SWTM 6,6 0,0555 | 0,0460 | 0,0309 | 0,0081 | 0,0062 | 0,0055
8 9 12 10 10 15
0,136 0,192 0,076 0,033 0,016 0,016
80— 115 0,0145 | 0,0631 | 0,0284 | 0,0067 | 0,009 | 0,0025
7 2 4 10 8 3
0,142 | 0,144 | 0,087 | 0035 | 0,023 | 0029
0,0314 0,0209 | 0,0379 | 0,0162 | 0,0129 | 0,0041 0,0051
5 5 5 5 5 4
0,186 0,157 0,154 0,038 0,022 0,036
SWi18 6,6 0,0158 | 0,0357 | 0,0182 | 0,0191 | 0,0111 0,0045
: 7 10 7 8 6 8
0,182 0,201 0,166 0,048 0,024 0,010
80— 115 0,0059 | 0,0121 [ 0,0500 | 0,0111 | 0,0110 | 0,0092
3 3 4 4 6 4

bardzo twardych stali do kruchego pekania, od powszechnie stosowanych znormalizowa~
nych préb udarowego zginania, co wykazano w pracy [10]. Inne przyczyny mogace zade-
cydowac o wdroZeniu omawianych préb zebrano w artykule [22].

2. Jak wynika z wykresow na rysunkach 2 i 4 stanowiska do dynamicznego skrgcania
charakteryznja si¢ zmienna predkoscia odksztalcenia podczas préb. W niniejszej pracy
jako parametr charakteryzujacy warunki préby podawano maksymalng wartosé predkosci
skrecania. Mozliwe jest rowniez wyznaczanie predkosci w momencie przekraczania gra-
nicy plastycznoséci, lub tez éredniej wartoéci predkosci skrecania [15].

3. Stanowiska podczas préb dzialaty zgodnie z zatoZeniami konstrukcyjnymi 1 byly
w petni przydatne do realizacji zatozonego badar. '

4. Przeprowadzone badania maja aspekt praktyczny. Podczas procesu odpuszczania
badane stale uzyskuja tak zwana twardo$¢ wtérna, wskutek wydzielania sie weglikow
i prgemian austenitu. Problemem o duZej wadze jest dobor optymalnych warunkéw ob-
.robki cieplnej ze wzgledu na uzyskiwane wlasnosci mechaniczne.

5. Na podstawie przeprowadzonych badai mozna wysnué wniosek, ze odksztalcenia
trwate badanych stali zaleza w rézny sposéb od predkosci odksztalcenia. W przypadku
stali SW7M zaobserwowano zmniejszanie si¢ odksztalcen trwatych ze wzrostem predkosci
skrecania. Tylko dwa punkty na wykresie z rysunku 7c) potozone sg niezgodnie ze sformu-
lowang wyzej zasada. ' '
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Odksztalcenia probek ze stali SW18 wzrastaja ze wzrostem predkosci odksztatcania
Na osiemnascie $rednich wartosci katéw odksztalcenia plastycznego, ktére postuzyly do
koﬁstrukcji wykresu podanego na rysunku 8c) w trzech przypadkach obserwuje si¢ od-
stepstwa od ogélnej prawidlowosci.

Generalnie rzecz biorac wartosci katow odksztalcenia plastycznego uzyskane podczas
badan dynamicznych sa dla stali SW7M mniejsze, a dla SW18 wigksze od wartosci uzyska-
nych podczas prob statycznych

6. Dla uzyskanych wynikéw przeprowadzono odpowiednig anahz@ wariancyjna, na
podstaw1e ktérej mozna stwierdzi¢, ze zréznicowanie wartosci katdw ¢, spowodowane
zmiana predkodel skrecania jest istotne ze statystycznego punktu widzenija.

7. Wplyw predkosci odksztalcania na zdolno$¢ do trwatych odksztalcen z ktdrg
wigze sig- odporno$é na pekanie, nalezy uwzgledniaé podczas praktycznego zastosowania
stali narzedziowych.
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Peswome

HUCIILITAHUS HA CTATHYECKOE 11 TUHAMUWUYECKOE KPYUEHUE
B [IPUMEHEHMNA K OUEHKE CIIOCOBHOCTH K NE®ROPMALIUM
TBEPOLIX CTAJIEH

B crartee 3aKIOYEHO PE3yALTATHI MCHLITAHUA BAKSHHS CKOPOCTH Nedopmauuy ¥ ycioBMii Tep-
MHUECKOR 00paboTKy Ha ITacTHUeCKHe CBOWCTBA KBYX COPTOB HHCTPYMEHTANLHBIX cTaieil (puc. 7 u 8).
Vron mnactideckoll qedopMalny HONYUEHHBIA B HCHOBITAMMAX HA KPYUSHHE TIPUHATO XaKk NOKAa3aTelb
TUTACTHUECKHX CBOMCTB. Y NOCTOBEPEHO, YTO IUIACTHYECKHe cBoiictBa cranu SW7M ymenbmiarorcs,
a ctaym SW18 — B03pacTaloT ¢ MOBBILIEHHEM CKOPOCTH JedopMaiuu.

JuHaMUUECKHE HCITBITAHUA OCYIIECTBEHO Ha ABYX CNELMANBHO 3apPOEKTHPOBAHHLIX YCTAHOBKAX,
NPHANUI NeficTBHA KOTOPBIX OOBSICHAXOT PUCYHKH 1 ¥ 3. YeTaHOBKY HpEATaB/IEHHYIO HAa PHCyHKe 1
NIOCTPOEHO KaK NPHUCTaBIy K masTauioBomy xonpy lllapny. IlosBanser OHAa MOJYUHTE MAKCHMAILHYIO
CIOPOCTSH CKPYYHBABMA OKONO 6,6 pam/c (puc. 2). Bo BpeMHs MCTIBITAMHIA HA YCTAHOBKE TIpe/ICTABIEH~
HOHM HAa PUCYHKE 3, B KOTOPOH MCTOYHMKOM CKPYUMBAIOUICH 3HEPIHUH ABISETCHA INPEABAPUTENEHO CKPY-
YEeHHLIA CTEPIKEHb, TONYUEHO MAKCHMaNbHbIE CKOPOCTH CKpy4uBanya B Auamnazone 80 - 115 pan/c

(puc. 4).

Summary

STATIC AND DYNAMIC TORSION TESTS IN APPLICATION TO VALUATION OF ABILITY
TO DEFORMATION OF HARD STEELS

The paper describes the results of investigations of the influence of the strain — rate and the heat
treatment conditions on the ductil properties of two sorts of tool steels. The measure of the steel ductile pro-
perties was the angle of plastic strain during the torsion tests. It was found that with growing of the
strain — rate the ductile properties of the steel SW7M decrease and the ductile properties of the steel SW18
increase,

The impact tests have been carried out on the two specially designed stands the operation principles
of which are explained in the figures 1 and 3. The stand shown in the figure 1 is designed on the basis of
the Charpy hammer, It permits to achieve the maximum strain — rate up to 6.6 rad/s (fig. 2). The expe-
riments carried out ‘on the stand shown in the figure 3, where a torsion bar was a source of energy, the
maximum strain — rates of the range 80--115 rad/s were achieved. . ) .
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PLASKIE FALE HARMONICZNE 1 DYFUZJA W CIELE STALYM

JAROSLAW STEFANIAK, JANUSZ JANKOWSKI (POZNAN)

1. Sformulowanie zagadnlenﬁ

Punktem wyjécia rozwazait sa réwnania rézniczkowe dla termodyfuzji podane przez
S. PODSTRIGACA 1 W. NOWACKIEGO [1]. Przy zaniedbaniu wplywu temperatury mozna je
zapisaé w postaci

'(1.1) c,-,——%c', =kuj,ﬂl—%(x,t),
piy g+ (e Dy, = ouy g tyec,;~X(x, 1),
gdzie

51=1,2,3; xe R3; te (0, 0)

B> A, 0, ¥e, D, k — stale materialowe

¢ — koncentracja, u; — przemieszczenie

¢ — Zrédlo dyfuzji, X; — sity masowe.

Przyjeto jednorodne warunki poczatkowe

1.2) e(x,0) = 0; wy(x,0) =0; uy,(x,0) =0,
oraz warunki znikania w nieskonczonosci
(1.3) Im e(x,t) =0; limu(x,?) =0.

| %] 00 |x]|—>00 .

Zalozono, Zze w chwili ¢t = 0 zaczynaja dziala¢ w plaszczyinie x; = 0: zrédlo dyfuzji
i Zrédto dylatacji [2]

g DCO 6(1'1) ﬂ(t)’
X; — Py 0'(x) e n(t) by,

gdzie §; — symbol Kroneckera, 0(x;) — funkcja Diraca,
7(t) — funkcja Heaviside’a.
Zgodnie z [3], tak postawione zagadnienie posiada dokladnie jedno rozwigzanie w przes-
trzeniach Sobolewa: H?-! dla koncentracji, H* dla przemieszczenia.

2. Transformaty Laplace’a rozwigzan
Stosujac transformate Laplace’a [4] do ukiadu réwnan (1.1) - (1.4) otrzymano
' _ s _ - c
(2.1) C,’[——EC = ku_,'_ﬂ[ __’?O_ 6(x1),

3%
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9y
1

s—iw

2.1 — - - ,
([Cd)] ,uuj,”-f-(/l+u)u¢_u= QS2uj+'yCC,J'+P1(5(x1)

gdzie f(s) oznacza transformatg Laplace’a dla funkeji f(#), s jest parametrem transformacji,
Oznaczajac

A+2u Ve P,
2. = — = ;0 P=-
22 = L Iy At2u

dla yk s .1 rozwiazanie ukiadu (2.1) ma postaé

- . Pk o(x,) 1 P/C_ 4, Cof 52 efox]
e, 5) = 1=y s—iw 2]/1—1{[3—1'60 a'+—(o{1+c—f)] ia,
i o2 oc%%—s—z e
s—iw 2 s \ 22| ia, J
(2.3) - oF o
. sgnx, YYD oy |
Uy(%y,5) = 24 P o T efeslxl +
s
a3+ —- :
— P-Ti_g.ﬁl eit2|x Oy
—iw §
gdzie ) ‘
R Y N
1
¢ R
Sz = 3[1 —2ykt2 ]/yk(yk—l)],
argys—s, =0, gdy Re(s—s)>0 i Im(s—s,) =0,
1 sz s —
@5) Wy = _———(~+—¢ A).
2 (A-yi)\ez " D 4
Osobno nalezy rozwazyé brzypadek vk.=1
- Dc3 Pk 8"(x)) s Pk ¢
Xy, = — —_—
s 9) Ds+c§{s—iw s T Ds+c} s—iw s )+
$ Pk Dcos| el \
2.6) + [Ds+c} s—iw ¥ & ] 2iao(Ds+c§)}’
Z c3 0y, [PD d(x) 1 ( P c2 yDc(; : .
U (%, 8) = — farg] %1 ]
t J_'( 5 5) Ds+c? |s—iw s 2 \s—iw D(Ds+c}) + §2 sgnxy e
gdzie ' !
’ 2
@.7 . ad = J
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Ponadto, zgodnie z warunkami (2.4), wybiera si¢ na «,,, m = 1,2, 0, te jednoznaczne ga-
lezi pierwiastkéw /o2, dla ktérych. Im a,, > O.

atwo zauwazy¢, Zze przypadki szczegdlne py = 0 lub & = 0 daja 1ozw142an1a $ciste,
znane w teoriach niesprzg¢zonych. ’

3, Przyblizone roz§vlazanle zagadnienia

Poniewaz wartosci wspotczynnikéw y i k nie sg stablicowane w dostepnej literaturze,

nalezy rozwazy¢, z uwagi na (2.4), nastgpujace przypadk1 a) yk>1byyk =0, ¢)yk <
<1, yk>0

Wzory (2.3) oraz (2.6) dadza sie przedstawi¢ w nastepujacej, rownowaznej postaci

- _ Pk o(xy) i 7/’1(xl, s)
C(xl’ S) - S—'—J[ 1 ')/]C Al.(xl 51(0)) m >
P A.2 (xl, ICU)

_ I
Cu(xy, 8) = [ 5 W ]/*— =5 (%, 5)] Oiss

s o2 S ]

3.1)

\s—iew s(Ds+c?) (Ds+c2)?
;- . 1 DC REN
_mA3(xl,zw)+ ——;*3,77/’3(351’ s) l/ ° 2\
_ (S+ D). (S+ _5)
(32) c2 6" PD 6l(x ) A (x la)) 17)- (x S)
‘ _ _ 10y, 1 4\ Xy 5 4\V1 >
14 (%1,8) Ds+¢c? s—iw s + s—iw + c? 2
S+'3
ClyCOD iao|X1|(5 .
2(Ds+c2) 52 Sgnxie 1
gdzie

C eial(lw)lxll — i) el?2 ()| x|
Ay 1 2 o) e

iw—s; YViw—s,
Vio=s, Vi |
N e

c
Ay, ,i =t
o “.Lo) iw Vio —s, Yio—s, ’

3

(iw)? o
2 p mo(iw)|x1|,
63 * Gusio)= Der Pl o ) GwD T ) ©
A4(x1 ,1(0) Pcl Sgnx, 61" eiﬂo(lwﬂxxl, :

2D(iwD +c3)?

_ Pk : - .
i) = o ol e Ty, )]+

Co §2\ efaalxl T L ]
o F — B+,
) s [( ! 01) 0y 2T et 123 ? ’
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et

: P s s _
Eicf)] Valx1,8) == {:ﬁ[(ﬁ +3) el —\(a%+—5)e’“2’”*’ — Y/ Ady(x, ,iw)] +

¢} [ Pks® 2DYD . 2\
: [S'____—iaTei“°|x1l+—7'/A3(xlalw)(s'f‘_l) )

Pa(Xy,8) = — = -
¥3(x1, 9) 2D YD 3G —iw) D
— 'Ci'éu Jo A4(x1 lw)
= olwegf _ ZTANTAY T
V(e 8) 2D3 s—ig 20 ¥1® s—im

Metodg przyblizona (wg KryLOowA [5]) oblicza si¢ oryginaty transformat
— 1 - !
(3.4 F(s) = —————w(x,8); [=1,2,3,4; peN.
Y (s—s)p o
‘Oryginaly pozostatych skladnikéw wzoréw (3.1), (3.2) mozna obliczy¢ w sposéb scisty.
Rozwazmy przypadek vk > 1. Wéwczas 5, < 0, a wige funkcja F,(s) da si¢ zapisac

@) ACE 1/15 '/S,IH i, —515).
. Y1 1

Zgodnie z monografia [5] transformate odwrotna F,(¢) mozna jednostajnie przyblizaé
sumami

G6 Fi(t) & )] B(0)p; oy, —5:0),
=0 !
gdzie
' _ l-f—y;
(3.7 oy = —1—_7,

Yi,1=0,1,...,n, sa migjscami zerowymi wiclomianéw stopnia (rn+1) ortogonalnych
na przedziale (—1, 1) oraz :

(3.8) B = 2 /o one’
R 0= & rgeip o

=0
Wartosci a;;, 0; mozna znalezé np. w [6] tablica 6 lub tablica 7. _
Na mocy powyzszych rozwaZani mozna przedstawié oryginaly transformat wystepu-
jacych w (3.1) w postaci

| 1 1 .
c(xl N t) R —Pkl:—;kj‘ 6(x,_)+EA1(x1,lw)] L S
3.9) o +2 By (1) p1(e1y —s100),

=0

o P .. n _ :
up(xy, t) = [E—Az(xL, iw)efor + 2 B, (), (xy, —51 ol)] Oy
‘ ' : - 1=0
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‘Obierajac dla prz&kkadu n= 3 dostaje si¢ wzor na koncentracj@

c(x17 t) ~ _Pk[ 1 6(xL)+ A (xl’la)):leiwl_l_ .'

1 o :
.+. Eem[aoo'}’l(xu —$100)+.

{2 —— - 2, 22
+idi0 +‘Taut P (%158 0)+ azo‘f'aszH“T?azzt X
. - 2 22 22 2
XPy(Xy, —5102)F |@soFas —t+——-as,12+—
4 | _ 177173 1
Rozwazajac analogicznie przybadek yk = 1, otrzymujemy

' ‘51(5?1, 1) = _{Pkch [6”(3‘1) iwd(xy)

{7} 4
ioD|c} | iw iwD|c} ]-{—A3(x1,lw)}e ’
_ ‘ . . C%" . 2
- _ iwD ——t(iwD+ci)
N 2811 2
iwD+c? _D o)t . ioD+ct 200 |+
D2 . prD | D
+——Co 5(351_) e D r+ _—6"(36 )+DCO( ) o0n)+
.__—rD2 tj+1l2 ]/B _. c% |
]7]-|-5/2) a; —-———. ) tps X1r50'1 +
(311 ; “ymer
: +2_;:—3 ¢ coe DYar+1 ,
o 1 (o) Do) |,
- 2 L[ . I 0 | iw!
lul(x‘l,.t).N Pcl[2 (D) A4()IC1,?_CU)‘ .:i:'CQ(_iwD-I'—C%) e'of +
2 ___,__,— D L7 .
'+:PD [iwD _ iwD+c} e , ]6 (x.l)-_l_

2 .

D
j1=0

o : . S
' 1 -5 CH S c?
+-2_c D ‘Za,j [PD2 J+11p3(x1, G'l)-l-

D2 _ "Alxxl ]
. DVa+1sgnxy |.
| g

W przypadku 0 < yk < 1 warto$é s, , d;iha wiorém (2.4), jest liczba zespolong i wow-
czas ‘wzory typu (3.6) - (3 :8) zawieraja funkcje hipergeometryczne, co komplikuje algo-
rytmy obliczeniowe. Aby tego uniknaé, zastosowano tutaj rozwinigcie nieznanych orygi-
nalow transformat (3 1) W szereg wwlormanow ortogonalnych na przedziale (0,1). Mozli-



388 J. STEFANIAK, J. JANKOWSKI

woéé takiego rozwinigcia jest umotywowana twierdzeniem o istnieniu rozwizzania zagad-
nienia (1.1) - (1.4) dowodzonym w [3]. Otrzymuje si¢ '

e(x,, 1*) =~ Pk { 5(x1)+ A (xl,tw)] fwr*
- 2i(%
(3.12) +Z(21+1)a1P¢(e b )
K =0 !

. n . c?
P . . : o I
u, (3 1%) A S Ay, f) el + Z<21+1)b,P,(e D )

=0

gdzie P (x) jest wiclomianem Legendre’a

/
- % . I+ G+n!
Pl(x)—_’é_’_b/ﬂjlx": B = (- 1)+(]) ST
1/)1(x1: (1+]))
a, = Zﬂﬂ o2 —
]/ 1 —(1+5) -5,
(3.13) }
. _ cf- )
Vlj ) Cz 7/)7 Xy, _5'(1-*'.])
b, = P ﬂﬂz ! — >
— D c? .
= _D’(l"f‘J)"Sl
1D
* = ——
14 ) Cf t.

Wzory typu (3.12) znalesé mozna w monografii [5]. Wielomiany Legendre’a zastapié
mozna inng rodzing wxelomxanow ortogonalnych na przedzmle (0,1), otrzymujac wzory

podobne do (3.12).
Otrzymane wzory (3.9), (3.11) i (3.12) pozwalaja wyznaczy¢ w sposob efektywny,

z dowolnym przyblizeniem, koncentracje ¢(x,, t) i przemieszczenie u,(x,, 1).

Literatura cytowana w tekécie

1. W. Nowacky, Termodyfuzja w ciele stalym, MTiS 13, 2, 1975.

2. 1. STEFANIAK, Concentrated loads as body forces, Rev. Roum. Math, Pures et Appl., X1V, 1, 1967.

3. M. Drvia, Difference and finite-element methods for the dynamical problem of thermodiffusion in an
elastic solid, Archives of Mechanics 29, 1, 1977.

4. G. DorerscH, Prakiyka przeksztalcenia Laplace’a, PWN 1964.

5 B. . Kerwor, H. C. Crobna, Memodu nmtﬁﬂuoucenuoeo npeobpazoeanun DPypee u obpawenun npeotpa~
sosanun Janaaca, Hayxa 1974.

6 B.H. Keninos, H. C. Cro6ns, Crpagounan kuza no uucaeniomy npeobpasdsanuio Janaaca, Musck 1968.



PEASKIE FALE HARMONICZNE . 389

Peswome
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_ Summary
PLANE HARMONIC WAVES AND DIFFUSION IN A SOLID BODY

On the basis of equations given by S. Podstrigad and W. Nowacki [1], the interaction between har-
monic waves and diffusion in solids is considered. To obtain the concentration and displacement the appro-
ximate method for inverse Laplace transform is used.

POLITECHNIKA POZNANSKA
INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 30 czerwea 1978 roku






MECHANIKA'

TEORETYCZNA

I STOSOWANA -
3, 18 (1980)

PROBLEMY OBLICZANIA POWEOK W TURBINOWYCH SILNIKACH LOTNICZYCH !

ZBIGNIEW D ZYGADLO (WARSZAWA)

1. - Wstep

Wspélczesne turbinowe silniki lotnicze ($miglowe i odrzutowe) sa konstrukcjami zto- -
zonymi z elementéw powlokowych, plytowych i tarczowych. Buduje sie je jako Vuk%ady '
Jjedno lub dwuprzeplywowe, wyposazone w_jeden, dwa lub nawet trzy niezalezne wirniki
sprzgzone termodynamicznie. Dzigki zastosowaniu wysokowytrzymatych i lekkich ma-
teriatdw oraz odpowiednich rozwigzan uzyskuje si¢ niezawodne w dziataniu i trwale kon-
strikeje charakteryzujace si¢ mata masa jednostkowa [1], [3].

Z uwagi na ziozony ksztalt poszczegdlnych zespoldw wirnikdw i korpuséw, obhcze-
nia wytrzymalosclowe przeprowadza si¢ stosujac rézne przyblizone metody anahtyczne
i numeryczne [2], [4] - [6]. . ,

Wprowadzenie metody elementéw skoficzonych i macierzowej analizy numeryczne_]
umozliwia opracowanie Jednohtego podejscia ‘'do statycznych i dyn_amlcznych obliczen
‘réznych zespo%ow konstrukcyjnych [7] - [13], [16], [17].

W niniejszym referacie przedstawiono metodyke obliczed zespoléw w1rmkowych spre-
zarek i turbin silnikéw lotniczych (na przyklad rys. 1a i b), oparta na podziale konstrukc_u
na pow}okowe plytowe lub tarczowe pierScieniowe elementy skonczone.

Zakladamy, ze rozpatrywane zespoly wiruja ze stala predkoscia katowa 9. Na ele-.
‘menty konstrukcp dzialaja sity masowe spowodowane wirowaniem, sily ciagnien promiie-
niowych od wieficéw lopatek, sily i momenty gnace od sil aerodynamicznych przytozonych -
do pidr topatek oraz obcigzenia pow1erzchmowe od rozmcy cisnieft na poszczegolnych
stopniach sprezarki lub turbmy

Poza tym uwzglednimy fakt, ze badane zespoly pracuja na ogét w warunkach s1lnego_.'
nagrzania, gdy modu} sprezystosci, liczba Poissona i wspdiczynnik rozszerzalnoséci cieplnej
materiatu zaleza od temperatury i z uwagi na duze gradienty temperatury w kierunku osio-
wym i promieniowym staja si¢ funkcjami zmiennej osiowej lub promieniowej. :

W zwiazku z tym w konstrukcji moga wystgpowaé naprezenia termlczne a matenal '
nalezy rozpatrywa¢ jako nigjednorodny (por. [10]). - " A

Jako podstawowy element stosowany w omawianej metodzie przyjgto poonkowy, .
stozkowy element o zmiennej grubosci i niejednorodnym materiale. Za pomocg odpo- -
wiedniej transformacp mozna przekszta}mé go na element tarczowy, plytowy fub powlo-’
kowy cylmdryczny : - :

-0 Referat problemowy przedstawmny na II Konferengji ,,Konstmkc;e powlokowc teorna i zastoso- X
wania’’, w Go}umu 6-10 XI 1978 .
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W referacie podano réwnania réwnowagi dynamicznej takiego elementu oraz sposob
wyznaczania przemieszczen, odksztalcen i naprezen w wirnikach skladajacych sig z ele-
mentéw powlokowych, plytowych i tarczowych przy uwzglgdnieniu gradientéw tempera-
tury i niejednorodnosci materiatu. '

-0

I

. Rys., 1.

Przedstawiono réwniez metodyke ksztalttowania wytrzymalo$ciowego konstrukcji oraz
badania drgan wlasnych i wymuszonych.

Omowiono stosowane sposoby skladania rownan elementéw w macierzowe réwnanie
calej struktury, a takze przeksztalcania réwnan elementéw w ukiad rekurencyjny, co umoz-
liwia nastgpnie proste rozwigzanie rozpatrywanych problemow.

2. Réwnanla réwnowagi dynamicznej wirpjacego, niejednorodnego elementu stozkowego

Rozpatrzymy cienki, stozkowy element powlokowy o zmiennej gruboéci i = (&),
wirujacy dokola osi symetrii Ox z predkoscia katowa 2 (rys. 2a). /

Przyjmiemy, 2e element jest umieszczony w osiowosymetrycznym polu temperatury
zmiennym wzdluz tworzacej, przy czym wzdhiz grubo$ci Scianki temperatura jest stala,
(2-1) : T = Tnnzj(g)—TO = T)(E)a
gdzie

Toqej(£) — temperatura nagrzanego' elementu,

- T, — poczatkowa temperatura stala dla calego zespotu.

W zwigzku z silnym nagrzaniem elementu zaktadamy, ze modul sprezystosci E, liczba
Poissona » i wspélczynnik cieplnej rozszerzalnosci materialu o zalezg od temperatury
Tagi(£), @ wigc — od wspdtrzednej & '

E=E(H, »=n(d,

(2.2)
ep = qT = o(£) T{(&) = er;(8),
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gdzie e — odksztalcenie termiczne.

Na powierzchni¢ elementu dziala obcigzenie pochodzqce od rdznicy cinien
p = p;(&, B, 1), ktére w ogblnym przypadku zalezy od wspélrzednych przestrzennych £,
(rys.2) oraz czasu ?.

Roéwnanie rownowagi dynamicznej elementu wyznaczono wykorzystujac zasade prac
wirtnalnych przy zastosowaniu liniowej teorii cienkich powlok [6], [7], [14], a w przy-
padku rozpatrywania wplywu napigé blonowych na sztywnos$é elementu uwzgl@dmono
nieliniowe skladowe odksztalcenia [15].

Skladowe przemieszczenia Srodkowej powierzchni powloki u, v, w odniesiono do lo-
kalnego, ortogonalnego ukiadu wspélrzednych sfn (rys. 2c), gdzie s — zmienna wzdtuz
tworzqcej, f — zmienna obwodowa, a n — zmienna normalna do s’rodkowej powierzchni.

Sity i momenty dziatajace w przekrojach powloki maja dodatnie zwroty takie jak po-
kazano na rys. 2c. gdzie

Q;, Op — sity poprzeczne,
N;, Ny — sily normalne

Ssp, Sgs — sily styczne

M, Mg — momenty zginajace

Mg, Mps — momenfy skrecajace

Powierzchniowe obciazenie zewnetrzne p;(£, f, t) przyjmiemy w postaci
2.3) (&, B, 1) = po(E)coskferer.

» k=0,1,2, ...

W zwiazku z tym wektor przemieszczed elementu begdziemy poszukiwaé w nastepujacej
formie

2.9 G =q& 8. t) = [w(E, B 1), u(E, B, 1), wil&, B, O)]T =
| = Lo ®(FN(E) 8¢,
gdzie !Ib(ﬁ) _]CSt macierza dlagonalnq ‘
coskfi, 0 , 0
-5 ®B) = 0 , sinkp, 0 |,
o, 0, cos kf.

a N(&) jest macierza 3 x8 o postaci

(2.6) N(&) = [N.(®), N2(8)],
ktérej skladowe sa '

[1—-¢, 0, 0 , 0
N@E = 0, 1-¢ 0. 0 ,
o ' | | 0, 0, 1-382428, (5_252+§3)/1,
E,0, 0, . 0
N, =|0.& 0, . .0 :
0, 0, 382283, (B3—£2)4,
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- oraz '
£=(s—s;-0)M, A =1/ Lo,

Lg jest wielkoscia charakterystyczna przyjeta jako dlugoéé odniesieniowa.
- §, jest wektorem uogdlnionych przemieszczen krawedzi rozpatrywanego elementu (rys 2b)
-. (28) 8 = rj l’vj~].’wj 15wj 1;”]:7)_)5WJ: J]’
gdzie wielkosci #;_,, D51, W1, 8,05, Tv, s3 odpowiednimi przemieszczeniami krawedzi
odniesionymi do Ly, a wj_,, w; — katy obrotu tych krawedzi.

Wektor przemieszczed 8, jest odniesiony do lokalnego uktadu wspétrzednych Spn.

Dla analizy zlozonych konstrukeji wirnikéw wygodnie jest wprowadzi¢ wektor prze-

- mieszczenn krawedzi elementu w globalnym ukladzie xOz (rys. 2a). Oznaczymy go 8}",
przy czym

2.9 8, = 0,8,

gdzie . :
0,, 0

(2.10) -91=[0, el],

cos @, » 0, sing;, 0
o ,1, 0,0

(2.11) . 0, = —singj, 0, cosg,, 0|’
0,0, 0,1
oraz :
':.(2'12) 8.:; = [l_‘tfla 5'-! I’WJ“ i:wt ~1> W;—I,E;,Ej, Wf, W_'i]T

Wiy, Wi_y, ﬂf, w} — odpowiednie bezwymlarowe skladowe przemieszczen krawedzi ele-

mentu w globalnym ukladzie wspétrzednych.

.Stosu_]qc zasadg prac wirtualnych oraz wykorzystujac zaleznodci teorii cienkich powlok
[6],. [7), [14] i [15], przy uwzglednieniu wzoréw (2.3) - (2.12) oraz (2.1), (2.2), otrzymamy
- rOwnanie rownowagi dynamicznej wirujacego, hiejednorodnego elementu stozkowego

(2.13) (B, + K —o’m,+iopK )8} = Fer 4 FE +FP -+ FF,

gdzie kolejne sktadniki maja nastepujace znaczenie:

Kj —ma01erz sztywnosci elementu,

K — dodatkowa macjerz sztywnosci, wynikajgca z poczatkowego, osiowosyme-
trycznego stanu napieé bltonowych [1 5]

m; — macierz mas elementu,

pK; — macierz thumienia wewnetrznego materiatu pow}okl przy za}ozenm lepko-
-sprezystego modelu Voigta [8],

. — wspdiczynnik tlumienia materiatu,

F{*r) — wektor obciazen termicznych,

F‘Q) — wektor obciazen masowych, spowodowanych wirowaniem elementu,

F“’) — wektor obciazenia pow1erzchmowego (2,8),

F(’") — wektor sit krawgdzwwych
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Rys. 2

Szczegélowych wyraZer na lposzczego.lne skladniki nie bgdziemy podawaé (po'r {101 -
~ [13], [16], zwr6cimy jedynie uwage na posta¢ wektora sit krawg;dznowych F{, ktéry quzne _
- potrzebny w dalszym ciagu ' '
(2.14) SO . F = R:FT’
gdzie Ry jeSt macierzg diagonalng 8% 8

(2.15) . . Ry = [rj—LirJ—1’rJ—i,rj—1,7'_1,-7'Ja ris 1l
a F} jest wektorem o postaci: L
(216) : F* = [._N;:jFl s T sﬂ) 15" Qx_} 1> sj;l,’ N:jy Ssﬂja Q:j) .;"ij]T

Przy czym w1e1kosc1 S,p_, 1> Mgj_1, Sspj» M, sa silami i momentami okreslonymi wyzej
(rys. 2b), - ' N S ) ,K
Nj-1,Q%-1, N3j, Q¥ — odpowiednie sity w globalnym ukdadzie wspSirzednych xOz.

Przyjmujac w poszczegolnych sktadnikach réwnania (2. 13) kat pochylenia tworzacej -
elementu (rys. 2a) @; = 7/2 otrzymamy zaletnosci dla elementu tarczowo-p}ytowego,v
a przy P = '0 — zaleznoéci dla cylmdrycznego elementu powlokowego
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Rownanie réwnowagi elementu (2.13) umozliwia rozpatrzgnie probleméw statycy.
nych odksztalcen i naprezen (przy w = 0) w termicznie niejednorodnych uktadach wirni-
kowych, a dla w # 0 — analize drgaf wlasnych i wymuszonych tych zespotow.

3, Statyczna analiza stanu odksztalcen [ maprezen w wirnikach

W tym przypadku rozpatrujemy osiowosymetryczny stan odksztateen i naprezed w ukla-
dach powlokowo-plytowo-tarczowych wirujacych z predkoscia katowa .

Do szczegélowych obliczen przyjeto, Ze temperatura, grubo$¢ elementu oraz charakte-
rystyki materialu moga zmienia¢ si¢ wzdtuz tworzacej w sposéb liniowy.

Opracowano program do obliczen na maszynie Odra 1305 stuzgcy do analizy statycz-

. nej ztozonego ukladu typu wirnik sprezarki osiowej (rys. la). Zastosowano algorytm
sktadania réwnan réwnowagi clementéw z jednoczesnym ich rozwiazywaniem (metoda
frontalna), wykorzystujac pasmowos$é macierzy sztywnosci. Niektére wyniki obliczen
byly przedstawione w szczegétowym referacie [13].

W przypadku rozpatrywania konstrukcji typu turbiny gazowej (rys. 1b) zastosowano
inng metodg obliczefi. Polega ona na przeksztalceniu réwnan réwnowagi elementéw w uktad
rekurencyjny (por. [10}).

W tym celu wprowadzamy wektor bezwymiarowych parametréow krawedziowych
(31) pj = [ﬂj‘, 5}9 WT: w}91—v:j"'§;ﬂj: Q::j Msj]:
ktorego sktadowymi sa bezwymiarowe przemieszczenia krawedzi elementu #¥, v;, w}, wj,

_ okreslone wyzZej, oraz bezwymiarowe sily i momenty przekrojowe

N¥; = N%; Lo/Do, Ssps = Sspy Lo/Do,

(3.2) _ _ ]
Q:j = Q;', Lo/Do; M.j = Msj L%/Do,
gdzie, : E
3
(3.3) , DO = EOhO

120 =)
Jest sztywnoscia gigtna powtoki, ktora przyjeto jako wielko$é odniesieniows.

Wykorzystujac wektor p mozemy przeksztalcié réwnanie (2.13) do postaci bezwy-
miarowej

3.4 Copy = A

gdzie wspélczynniki macierzy A wyrazaja si¢ w zaleznosci od wspélczynnikéw macierzy

wystepujacych po lewej stronie réwnania (2.13), a skladowe wektora f; wynikaja ze skla-

dowych wektoréw obciazed termicznych, masowych i powierzchniowych. |
Nastgpnie, uwzgledniajac rekurencyjny charakter réwnania (3.1), przeksztalcimy je

w nastegpujacy sposdb '

(3.5 ' : Py = Y;Po+Y;, '

gdzie macierz Y; i wektor y wyznaczamy z zaleznodci rekurencyjnych

Y;=A;Y, 4,

(3.6)
Y;= Ay +1,

j=2,3,4,..,



PROBLEMY OBLICZANIA POSVEOK 397

z warunkami poczatkowymi
(3.7 Y, =4, y=1.

Réwnanie (3.5) stanowito podstawe do opracowania algorytmu i programow obliczen
statycznych tarcz turbin gazowych i réznych uktadéw plytowo-powlokowych 9], [11],
[12], [16]. '

4. Wytrzymaloéclowe ksztaltowanie ukladéw} powlokowo-plytovo-tarczowych

Metodyka statycznych obliczed wirnikéw przedstawiona wyzej moze byé réwniez wy-
korzystana do opracowania algorytmu wytrzymatosciowego ksztattowania konstrukcji
wirnikéw przy zalozonym rozkladzie naprezen dopuszczalnych i uwzglednieniu termicz-
nej niejednorodnosci materiatu [11], [17].

Rozpatrzono osiowosymetryczne uklady powlokowo-plytowo-tarczowe, wirnjace ze
staly predkoscia £2, na ktére dzialajg obcigZenia masowe, termiczne i powierzchniowe,
rozlozone w sposéb osiowosymetryczny.

Przyjmujemy, 2e dany jest rozklad naprezen dopuszczalnych wzdtuz osi lub promienia
elementow konstrukcyjnych wirnika, zalezny od wiasnosci materiatu i temperatury, musi-
my za$ wyznaczy¢ rozklad grubosci tych elementdéw tak, by zredukowane napreZenia
byly réwne wartoSciom dopuszezalnym (por. [2)).

W zwiazku z tym jako warunek ksztaltowania konstrukcji przyjmujemy

4.0 Ored max = IMax (]/U§+a§ ~osaﬁ) = Oaop

gdzie o, 05 oznaczaja naprezenia osiowe i obwodowe, a 04., — naprezenia dopuszczalne.

W opracowanym algorytmie numerycznego ksztaltowania konstrukcji zadamy by
warunek (4.1) byl spelniony na wszystkich krawedziach elementéw, na ktdre podzielono
rozpatrywany wirnik.

Algorytm oparty jest na rekurencyjnym cyklu obliczers. W poczgtkowym przyblizeniu
przyjmujemy stata grubos¢ poszczegdlnych czgci wirnika, a nastepnie wykorzystujac wa-
runek (4.1) wyznaczamy Zmian@ grubos’ci wzdhuz elementow wirnika.

Opracowano programy stuzace do numerycznego ksztaltowania tarcz turbin gazo-
wych oraz ukladéw powlokowo-ptytowych [11], [16], [17].

5. Analiza drgan wlasaych i wymuszonych wirnikéw

Pelne réwnanie dynamicznej réwnowagi wirujacego, niejednorodnego elementu stoz-
kowego (2.13) moze stanowi¢ podstawe do -opracowania algorytmu numerycznej analizy
drgan wlasnych i wymuszonych rozpatrywanych wirnikéw. ‘

W tym przypadku stosowano réwniez metode skladania réwnan elementéw w macie-
rzowe réwnanie calej struktury oraz sposéb przeksztalcenia rownan do postaci rekuren-
cyjnej, podobnie jak przy obliczeniach statycznych [11], [16].

4 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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Peawome

IIPOBJIEMBI PACUETA OBOJIOYEK B TYPEMHHBIX
ABUALITMOHHBIX OBUTATEJLAX

TIpencraBnena METofaKa PAcyeTOB POTOPHBIX arperaToB KOMOPECCOPOB K TYPOWH ABHAIMOHHBIX
JBUTATENEeH, OMUPAIOIAsiCsl Ha pasjelieBie KOHCTPYKIHI Ha 060JI0YeuHble, IUIMTOYHbIE H AMCKOBEHIE
KOHEUHEIE 3JIEMEHTDI. '

TIpemmosmmoneHO, UT0 pACCMAaTpuBAEMble arpEraThl: BPALIAIOTCA C IOCTOSHHOM YIJIOBOH CKOPOCTHIO.

Ha anemenTb1 KOHCTPYKIUMH HEACTBYIOT MACCOBLIE CHJILY, BHI3BaHHble BPALIEHHEM, CHIIBI paAHAIE-
HEIX HaTAYKeHUE O CTOPOHL! BERLOB JIOTACTEH 1 TIOBEPXHOCTHEIE HATPYSKH CO CTOPOHB] PASHHIMI AaBle-
HHH Ha OTHENBHBIX CTEHEHSX KOMIIDECCOPa MMM TypOHHBI.

Iaerca cmocof ompejesieds mepemeliensit, AedopMaluil » HAUDMKeHM B 3yeMEHTaX pOTODa,
a TaxoKe Croco® NpoYHOCTHOr0 GOPMAPOBAHMI KOHCTPYHKITHHA M MCCNICOOBaKKA COGCTBEHHBIX ¥ BBIHYX-
JeHHbIX KoJeOami. , :
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Summary

ON THE PROBLEMS OF SHELL CALCULATIONS FOR THE AIRCRAFT TURBINE ENGINES

A method is presented for calculations of compressor and gas turbine rotors of the aircraft engines
making use of shell, plate and disc finite elements. '

Tt is assumed that the units under consideration rotate at a constant angular speed. Their elements are
exposed to the action of mass forces caused by the rotation, tension forces of rims of blades, as well
as surface forces due to the pressure difference at a compressor or turbine section.

In this paper 2 method is presented for determining the state of displacements, strains and stresses
in the rotor, for the design of its elements under a prescribed distribution of the permlssxble stress and
for calculations of natural and forced vibrations.

WAT
INSTYTUT TECHNIKI LOTNICZEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 marca 1979 roku.
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O OSOBLIWOSCI NAPREZEN W ZAGADNIENIU SKRECANIA STEMPLEM
PIERSCIENIOWYM

JAN KOKOT, ZBIGNIEW OLESTAK (WARSZAWA)
1. Wstep

W przypadku skrecania polprzestrzeni sprezystej, gdy napreZzenia kontaktowe sa styczne
do powierzchni w ksztalcie piericienia, zagadnienie jest uogdlnieniem znanego zadania
Reissnera-Sagoci’ego [6, 8, 10, 11], dotyczacego kontaktu na powierzchni kola.

Zastosowanie metody transformacji catkowych Hankela do rozwigzania osiowo sy-
metrycznych zagadniefi z powierzchnia kontaktu w ksztakcie piericienia stato sie mozliwe
dopiero po ukazaniu si¢ pierwszych prac dotyczacych potrdjnych réwnan catkowych
z jadrem Hankela (CoOKE [3, 4], WiLLIAMS [14, 15]). Metoda rozwiazywania potrdjnych
réwnan catkowych opiera si¢ zwykle na konsekwentnym zastosowaniu operatoréw Er-
DELYI'EGO-KOBERA i COOKE’A [5, 12, 13]. Uklad potiéjnych réwnan calkowych w przes-
trzeni transformacji Hankela, odpowiadajacy migdzy innymi zagadnieniom kontaktowym
skrecania pélprzestrzeni pierécieniem daje sie sprowadzi¢ metodg rozwiazan prébnych
Sneddona do uktadu dwu réwnan calkowych, albo do jednego rownania catkowego Fred-
holma drogiego rodzaju, ktére mozna rozwigzaé numerycznie. Rozwiazanie podane przez
Cooke’a posiada ciekawa wiasnos$é, a mianowicie jezeli (a, b) oznacza odcinek mierzony
- wzdhuz szerokosci pierscienia, to z postaci rozwigzania mozna znaleZé, przez rozwinigcie
asymptotyczne, osobliwo$¢ napr¢zed na brzegu zewnetrznym pier§cienia dla r — b—.
BORODACZEW, W niedawnych pracach [1, 2] postuzyt si¢ réwniez metoda rozwiazan préb-
nych, jednak jego rozwigzanie posiada postaé pozwalajaca znalezé osobliwosé naprezef
Z innego rozwini¢cia asymptotycznego, tym razem dla » — a*. W pracy wykorzystamy -
oba podstawienia do przypadku szczegdlnego, w ktérym przedyskutujemy osobliwoéci,
gdy polprzestrzen sprezysta jest skrecana pierscieniem, a nastgpnie prosta metode pozwa-
lajaca z duza doktadnoécia wyznaczy¢ rozklad naprezer kontaktowych.

2. Réwnania podstawowe

Wezmy pod uwage osiowo symetryczne zagadnienie skrgcania pélprzestrzeni sztyw-
nym, plaskim stemplem pierScieniowym. Zakladamy, ze pélprzestrzen jest jednorodnym
osrodkiem sprezystym. Ze wzgledu na osiowa symetri¢ zagadnienia wszystkie skladowe
stanu napreZenia i odksztalcenia bedziemy rozpatrywaé w walcowym ukladzie wspolrzed-
nych (r, @, z). Wtedy uklad réwnan przemieszczeniowych Naviera redukuje sig do jed-
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nego réownania [7, 11], ktére mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

1 82 2 {1 a3l
D [TWJf 5‘(757)]“”’9 -0
Po zastosowaniu transformacji catkowej Hankela pierwszego rzedu
(2.2) B(E, 2) = H, [0, 2); 1~ £ = [ rD(r, DT, (r, E)dr,

0
réwnanie (2.1) redukuje si¢ do réwnania rézniczkowego zwyczajnego:
. ' . o .
(2.3) (D2—-&Hu,(§,2z) =0, gdzie =%

Ze wzgledu na znikanie sktadowej przemieszczenia dla ]/ F2+z2 - + 00 rozwiazanie row-
nania (2.3) przyjmiemy w postaci ‘

(2.4 uy(&,2) = A(E)exp(—£2).
Otrzymujemy nastepujace wzory:

(2.5) ug(r, 2) = #, [E-1AE)exp(—éz); £ - 11,
(2.6) 0pe(r, 2) = —p, [A(Eexp(~Ez); & -1,
.7 O(r,2) = —pit, [A(E)ekp(—E_Z); £—r].

Nieznang funkcje A(£) WyznaCZymy z warunku brzegowego, ktéry w przypadku skre-
cania osiowo symetrycznego ma postaC nastg¢pujaca
0pe(r,0) =0, dla re(0,a) v (b, +»),
u,(r,0) = or, dla re (a,b),
gdzie § jest katem skrecenia.

Warunek brzegowy (2.8) prowadzi do poniZszego uktadu potrdjnych réwnan catko-
wych na A(£):

(2.8

HJAE); E>r]=0, dla ref0,0) U (b, +o0),
HL[ETAE); E—>r]l=06r, dla re(a,b).
Catkowity -moment skrecajacy, dzia}ajqcy'na stempel, dany jest wzorem

2.9)

b b
(2.10) = —21 [ r?0,.(r, Odr = +2mu [ 12, [A(); & — rldr.

Przyjmiemy nastepujaca zasade oznaczania funkcji, gdzie wskazniki beda zawsze si¢ od-
nosity do tych samych obszaréw, np.:
_ fi(r), dla rel0,q),
(2.11) f() = {f2(r), dla  re(a,b),
: (), dla  re(b, +0).
Obecnie, wykorzystujac operatory Hankela [12]:

o)

(2.12) Sy f(X) = 2% | tt-ag, . (x)f(2) dt,

0
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uktad rownan catkowych (2.9) zapiszemy w postaci nastgpujace;j:
Sl/Z,OA(r)z()) re[O,a)U(b) +CD)9

(2.13) So.1 A(r) = fo,r) =2, re(a,b)."

3. Dwie postacie rozwiazania ukiadu potréjnych réwnai ‘catkowych (2.13)

Dla kazdej z postaci rozwigzania uktadu réwnan catkowych (2.13) skonstruujemy réw-
nanie catkowe Fredholma drugiego rodzaju. Pierwsze rozwigzanie pozwoli na wyznaczenie
osobliwoéci naprezen stycznych o,.(r, 0) przy r — a*, drugie za$ przy » — b~. Postuzymy
si¢ operatorami catkowymi Erdélyi’ego-Kobera [5, 12} i operatorami czgéciowego (frak-
cyjnego) catkowania Cooke’a [5], a mianowicie:

2x- 20— 27

(o)
B QlLdfx) ={f(x), « =0,

J (x2 —uPP =12 f () du, o > 0,

x—2e-21-1 4

b
TI(ld) dx f (x? ~uyu? f@du, o€ (=1,0),

2x27
10) f (u? —x?)*tum 2% 24 f()du, o > 0,

(32 (K.f(x) =1f(x), « =0,

x2n 1

T T @ f(“ ~ x2Sy du, ae (=1, 0)

Zauwazmy, ze §l, o = I, 4, oraz %K, , =
Wprowadzmy operatory

7

2sin (7o)

b
CORNGHAPYEOE X2 —e?) [ (02— =)t

dla a < b < ¢ < x, oraz

&
G4 @M, f() = 2D gy [ (2 mary ) e

a

xf(t)dt, dla x<d<a<b
W dalszym ciagu pracy wykorzystamy reguly ,,skladania” operatoréw [12]:
p wy y y
(3 5) ' Sn+or ﬁS In -+ S fon at+f — Kﬂ-0‘+ﬁ’
I 1 - Iﬂ+¢z - K;;.tx = Kq+ot.—a7
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oraz
CLw) Glhe) = —GiLyw), x>d>¢,
Go (GKzD (Kpo = —(13M, ), x<d<e.
Zaldzmy obecnie, ze poszukiwana funkcja 4(&) w réwnaniach (2.13) ma postaé [2]:
3.7) AGY = Sy,_ap HE).

Po podstawieniu do ukiadu réwnan (2.13), otrzymamy:
]1.—L/2H(r)=0’ I'G[O,G)U (b’ +OO),
Ko.12H(@) = f2(r), ref(a,b).
Zastosowanie wlasno$ci i wykorzystanie wzoréw (3.1) - (3.6) pozwala nam spfowadzic’
ukiad réwnan (3.8) do ukladu réwnan catkowych Fredholma na funkcje H(r):
H(x) =0, xec[0,a), -
3.9 H,y(x) = (JI:KL/?,,—-L/Z)fZ(x) —(f,'.'{”MO,L/Z)H:,(x), x € (a,b),
H3(x) = —GraLly,—12)Ha(x), xe(b, +).

Z drugiego i trzeciego réwnania ukladu (3.9) mozemy wyrugowaé Hi(x) i w ten sposéb
otrzymamy rownanie catkowe Fredholma drugiego rodzaju na poszukiwana funkcje
H,(x):

‘ (3.10) H,(x) = £K1/2,—L/z)fz(x)‘*’-(g'.szo.l/z)(lf.'ZLL—uz)Hz(x) “dla x € (a,b).

Roéwnanie powyzsze mozna zapisaé w réwnowaznej postaci

3.8)

2 b
(3.11) ‘ Hy(x) = w(x)—(%) fKa(x,y)Hz(y)dy,
gdzie: p(x) = GKip, —1/2)f2(%)s
. Ka ,- _ xy3 + 00 2 )
(3-12) o) = I/(bz—.a_cz) B*—y» bf 12(1? —x?) (£ —y?) ar.

Po obliczeniu catki w (3.12) i przejéciu do wspéhrzednych bezwymiarowych réwnanie
(3.11) zapiszemy w postaci nastgpujacej

1—x2

(3.13) —

v =1-(2) f Ro(eo 010y, %61,

gdzie

w x?
¢ =.a/b’ X(x) = 2/1,1/6b2 ]/mz— Hz(x)’_

1 1—p2 14y 1-x2  1+x 1
n - In-—"] ———-.
2(x*~yH { y? -y x3 1—x x2p?

2K, (x, y) =

Poniewaz zaréwno jadro réwnania catkowego (3.13) K,(x, y) jak i funkcja swobodna
x*/(1 —x?) sg klasy L(e, 1), to zgodnie ze znanym twierdzenien; teorii réwnan catkowych,
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rozwiazanie réwnania calkowego Fredholma drugiego rodzaju (3.13)x(x) jest jedyne
i rowniez nalezy do klasy L*(e, 1). Skladowa styczna naprezenia o, (r, 0) Wyraziny przez
funkcje x(x) w sposob nastgpujacy

rlb
2udb® d 1—y* 2
(3.149) Oz (1, 0) = P iy “—rz—y— x(dy.
T )

Wykorzystujac powyzszy zwigzek przepiszemy wzoér na moment skrecajacy, wyrazajac.
go réwniez przez funkcje y(x):

~

1
(3.15) M = —4ub8 [ x(p)dy = —4ub3sy;*.

Roéwnanie powyzsze mozemy rowniez potraktowac jako zwigzek pomiedzy momentem:
skrecajacym i katem skrecenia, gdzie '
1

(3.16) vt = [ x()dy.

Ze zwigzku (3.14),' po podstawieniu (3.16), otrzymamy nastgpujace wyrazenie asymptoty--
czne dla o,.(r, 0), przy r — a*:

My, y/T=s% (r )/
3.17 0‘,7’,0 = - — — & €).
17 . =0 2Y/2a%y e \ b M)

W przypadku, gdy stempel ma podstawg kolowa (a2 = 0), otrzymamy dokladne rozwig-
zanie. réwnania (3.13), (ktére prowadzi do dobrze znanego wyniku na rozklad naprezZen.
kontaktowych):

x
n]/ 1—x2
Stosujac analogiczng metode postgpowania otrzymamy wyrazenie pozwalajace na.

ustalenie charakteru osobliwofci naprezen kontaktowych dla r — 67. W tym celu przyj-
miemy nastepujaca postaé [4] poszukiwanej funkcji A(r) wystegpujacej w rownaniu (2.13):

(3.19) ' A@) = Sy2,-1)2h().

(3.18) | 1(x) =

[(1+x2)1n ij;‘ —2x].

Po podstawieniu otrzymujemy uklad potrdjnych réwnan catkowych
Kip-12h() =0, rel0,a) u (b, +0),
L2 h() = f2(r),  re(a,b).

Wykorzystujac nastgpnie, jak poprzednio, definicje i wlasnosci podane pod (3.1) - (3.6):
dostaniemy ' '

(3.20)

hy(x) ~ —(,';;ZMllzl_‘”z)‘lzz(x), x e [0,a),
(3.21) hy(x) = (§I1.—1/2)f2(x) "(:ISL1/2,1/2)h1(x): x€e(a,b),
. hy(x) =0, xe(b, +w).
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Po podstawieniu za #&,(x) z pierwszego réwnania do drugiego otrzymamy réwnanie
catkowe Fredholma drugiego rodzaju ze wzgledu na h,(x):

(3.22) ha(x) = Gly,-y2) S2()+ G8L1s2,12) (;'.:lz’Muz,—L/z)hz(x)'
Po przejsciu do zmiennych bezwymiarowych réwnanie (3.22) sprowadzi si¢ do postaci

2\ '
(3.23) (x*—eM)n(x) = (2x2~82)—(—7;) f Ky (x, y)n(y)dy,
gdzie .
I?b(X,_V) 2(x21 ) [x(xz_SZ)lnit‘Z “'_V( 2 8)111 y'f'i] %’
.
) = ‘7.‘3}_-,2. (bx)

Podobnie jak w przypadku réownania catkowego (3.13) réwniez tutaj moZzemy stwier-
dzié, ze rozwiazanie rownania catkowego (3.23) jest klasy L?(e, 1). Obecnie wyrazenie na
naprezenia kontaktowe o, (r, 0) dadzg si¢ zapisa¢ nastgpujaco:

. M d 2_g2 U2 '
(3.24) Opz(r,0) = 27:;’;% i f y—rz n(y)dy,
& 2—. —_
d (b)
gdzie

1
it = [ @ =)y

Poniewaz rozwigzanie rownania catkowego (3.23) jest klasy L?(e, 1) mozemy dokonaé
przejécia asymptotycznego we wzorze (3.24), podobnie jak poprzednio w (3.17). Wyra-
Zenie asymptotyczne dla » — b~ przyjmie postaé nastepujaca

. ' M}’b]/l_é'z”l(l) -
(3.25) _ Opy = — - 1—r/b)~1/2,
Dla kolowej podstawy stempla (a = 0) otrzymujemy dokladne rozwiazanie réwnania
(3.23), wtedy n(x) = 2.

4. Rozwigzania przyblizone

Na podstawie dotychczasowych rozwigzan okreslilismy osobliwosci skladowej stycznej
naprezen kontaktowych wystepujacych na kraricach obszaru kontaktu. Na brzegach pier-
Scienia skladowa obwodowa wektora przemieszczenia, aczkolwiek ciagla, nie posiada
pochodnej. Dla re (a, b) funkcja o,.(r,0) jest dodatnia, klasy C!. Rozklad naprezeh
kontaktowych otrzymamy dopiero po rozwigzaniu odpowiednich réwnan  catkowych
Fredholma drugiego rodzaju, réwniez wtedy bedziemy w stanie wyznaczyé pozostale
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niezerowe skltadowe tensora napreZzenia, wektor przemieszczenia oraz wspoétczynniki y(¢)
i (1) wystepujace w wyrazeniach asymptotycznych (3.17) i (3.25).

Naszym celem nie jest powtdrzenie tu znanych metod rozwigzan lecz pokazanie jak
w latwy spos6b mozna wyznaczy¢ rozktad naprezen kontaktowych bez koniecznodci roz-
wiazywania réwnania catkowego zagadnienia. Wykorzystujac wyrazenia asymptotyczne
zapiszemy o,,(r, 0) w postaci:

(2 2y 1og(e), re@asa),
(4.1) g (1, 0) = —2;‘—‘51/52—a2 {f(r, re(a+4,b-24),
|5 L (b2 (D), re(b-a,b),

gdzie 4 = (b—a)/n, n > 2, f(r) jest regularng funkcja dodatnia.

Gdyby funkcja o,,(r, 0) byla doktadnym rozwigzaniem naszego zagadnienia, to wtedy
u,(r, 0), obliczona z transformaty Hankela (2.5), dla r € (a, b), przyjetaby oczywiscie postaé
zgodna z warunkiem brzegowym (2.8),:. ‘

(4.2) ' u,(r,0) =rdé, refa,b).

Jako pierwsze przyblizenie, dostatecznie dokladne dla szerokich piericieni mozemy

przyjaé, ze wspolczynnik n(1) dla r — b~ jest taki sam jak w przypadku kontaktu na po-

a L.
—b—) we wzorze na naprezenia stycz-

ne oy, (r, 0), dla r - a*, mozna obliczy¢ z warunku na moment skrecajacy (2.10). Przyj-
miemy obecnie, ze trzeci przedzial we wzorze (4.1) zostat przedluzony w ten sposéb, ze
obejmuje drugi. Mamy wige dla pierwszego przedzialu r € (¢, a+(b—a)/n), a dla trzeciego
re(a+(b—a)/n, b); drugi przedziat znika. Jak wida¢ z rysunku 1 przyblizenie takie ma

wierzchni kota, t.zn. (1) = 2. Wtedy wspolczynnik y (

e Lo a .
~sens dla duzego zakresu szerokosci pierscieni. Celem obliczenia 7((7) wykorzystamy wzor

na moment skrgcajgcy 'w postaci

M = 4ué ]/bz—az [bza—z % f 72(r* —a?)~ 1 2dr 4
“4.3) o . a .
A T 3(h2_2y-1/2 4,
+—3 J r (b. r?) d)],

b—a
a-t
n

Jezeli przyjmiemy podzial odcinka (b—a) na pewng calkowita liczbe m czesci to na ogdt
okaze sig, ze warto§¢ napreZef na granicy przedzialéw doznaje skoku. Na drodze préb
mozemy znalez¢ takie (niecatkowite) n, ze skok bedzie mniejszy od pewnego z géry za-
danego, malego &, a funkcja naprezen praktycznie ciaglta. Metoda préb otrzymalismy
nastgpujgca tabelke, dla réznych szerokodci pierécienia kontaktu, gd21e 1/n jest stosun-
kiem dhugoéci pierwszego przedziatu do szerokosci pier§cienia:

alb 0,1 0,2 03 0,4 0,5 0,6

n 95 6,3 4,8 3,5 2,75 2,5
I/n 0,105 0,159 0,208 0,286 0,36 0,40
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Poniewaz jednak tylko jedna z wielkosci M, lub & jest znana z warunkdéw zadania, zalo-
zymy, ze w przyblizeniu, dla dostatecznie szerokich pierscieni zwiazek migedzy momentem
skrecajacym i katem skrecenia jest taki sam jak w przypadku kontaktu na powierzchni
kota: ’

4.4) - M= ——13£b3,u5.
Miara popelnionego bledu bedzie roznica migdzy przemieszczeniem u,(r, 0)r € (a, b)
obliczonym. dla rozkladu naprezed danych wzorem przybliZonym i wynikajacym z wa-
runku brzegowego (2.8),.
' Na rysunku 1 przedstawili$émy rozklady naprezen dla réznych szerokosci (b—a) pier-
$cieni kontaktu, od 0,4b do 0,9b. Dla poréwnania, w przypadku o najmniejszej szerokosci

6y /}J I ] T T T T T
) M=const.
L5/T =1
1,0
0,5~
Q

Rys. 1

0.4b wrysowaliSmy réwniez krzywa odpowiadajaca rozwigzaniu otrzymanemu z rozwia-
zania numerycznego réwnania calkowego Fredholma drugiego rodzaju, wedlug metody
Cooke’a. Widaé, ze redystrybucja naprezen jest nieznaczna i tym mniejsza im szerszy jest
pierscien kontaktu. Rysunek 2 przedstawia wartosci y(a/b) i b2a~2y(a/b) w zaleznoéci od
szerokoéci pierécienia. Warto zauwazyc, ze dla waskiego pierscienia warto$é b2a—2 z(ajb) =
~ 1,8 i jest bliska wspolczynnikowi osobliwoéci na promienju zewnetrznym dla przy¥
padku kontaktu na powierzchni kola. Punkty oznaczaja odpowiednie wartoéci pierwszego
przyblizenia. : :

W drugim przyblizeniu odstapimy od zaloZenia upraszczajacego, ze (1) = 2 czyli, ze
7(1) jest taki sam jak dla kontaktu na powierzchni kota. Brakujacy warunek, (fub warunki)
otrzymamy ze spelnienia warunku brzegowego w punkcie, ewentualnie w kilku punktach.
Jezeli zalozymy, ze o,.(r, 0) jest znane, wtedy otrzymamy ze wzoru (2.6) '

b

—d(®) = [ rop(r, 0)J(E)dr,

a
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L L !
0 01 0,2 03 04 05 06 r/b

Rys. 2
skad, dla z = 0, mamy
b o

. 1 s
O f 16,1, 0)dt of RCOIRCHETS
gdzie |

L
JT

(4.6 > nenenae =" |
. 0 ——t— [K(T) —E(T):I s r>1.

Podstawiajac r = b w warunku brzegowym '(2.8),, otrzymafny dodatkowy warunek

b
@4.n - 7r,‘ub5._ = —2f 0,:(t, 0) [K (—Zt)-) —-E(%):I dt.

Z kolei zamiast warunku (4.4) mozemy wzigé nastgpujacy :

R .
(4.8) | aua*d = —2f Tz (t, 0) [K(it) -—E(—at—)] tdt.

Wspétezynniki y(e) oraz (1) wyznaczymy, po obliczeniu- calek, z réwnan algebraicznych

(4.7) i (4.8), a nastepnie kat obrotu z réwnania (4.3). Obliczenia ulatwia wykorzystanie
wzoru : ' : :

1

K(k)—E(k) = k? f

0

x2

Y a—x%) (1 —k*x?) d,

k<1,
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ktéry umozliwia obliczenie jednej z calek w calce podwdinej i numeryczne scatkowanie
pozostalej. .

Potraktujmy réwnanie (4.7) jako test pierwszego przybliZzenia i przyjmijmy np. dla
a/b = 0,5, ze zgodnie z pierwszym przyblizeniem (b2/a¢) x(e) = 1,42 (Rys. 2). Po podsta-
wieniu i obliczeniu calek otrzymamy %(1) & 1,58, a wigc wartos¢ mniejsza od.2, co byl
do przewidzenia.
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Summary

ON STRESS SINGULARITIES IN TORSION BY AN ANNULUS

Using the forms of solutions proposed by Cooke and Borodachev we discuss the stress singularitiese
in the torsion, on outer and inner radii of the contact annulus. Next a simple method of approximat,
solution is considered and verified on examples.
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WYMUSZONE DRGANIA GIETNE PODATNIE PODPARTEGO ASYMETRYCZNEGO WALU

Janusz KOLEND A (GDANSK)

1. Wstep

Rozpatrywane w pracach [1] i [2] uktady z asymetrycznymi watami analizowano przy
zalozeniu, ze drgania gietne w obu plaszczyznach oraz drgania podtuzne i skrgtne poszcze-
gbéinych odcinkéw linii watéw mozna opisaé niesprzgzonymi réwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi. Uwzgledniono natomiast mozliwo$¢ sprzgzed pomigdzy tymi drganiami na
skutek podatnosci konstrukcji podpierajacych linie watéw. W szczegdlnosci istotne sa
sprzezenia pomigdzy drganiami gigtnymi. Zagadnienie to zilustrowano w niniejszej pracy
na przykladzie drgan dwupodporowego watu. Rozpatrzono réwniez zagadnienia redukeji -
i doktadnosci obliczen. '

2. Opis drgan gigtnych walu przy wymuszenlach okresowych

Obliczeniowy schemat analizowanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Przyjeto, Ze
gléwna centralna o$ bezwladnosci walu pokrywa si¢ z osig obrotu. Wat podzielono na
dwa odcinki obliczeniowe o dtugosciach /, i /,, ktérych przekroje poprzeczne sa stale
i kolowo asymetryczne. Lokalne ruchome uklady wspStrzednych obu odcinkdw x4, X2, .
X(3 1 X3, X22, X3 Maja poczatki na osi obrotu w potowie diugosci pierwszego fozyska
i w przekroju x,, = I, oraz osie odpowiednio réwnolegle w chwili z, = 2krtw,

1y wla-- i -
f2

. ' [
X, f&w) ~ A,01,E1 {1 L) 8 A2,02,E5, i)y, ), L oo

‘ / X=X %‘}m 2
X3 X ’xn <3 12§ ) f;§

Rys. 1. Schemat obliczeniowy analizowanego ukladu. A,-pole przekroju poprzecznego pierwszego od-

cinka walu; o, — gesto§é materialu pierwszego odcinka; E, — modut Younga dia pierwszego odcinka;

(1)1, (I,), — momenty bezwladno$ci przekroju poprzecznego pierwszego odcinka; /; — dbugo§¢ pierw-

szego odcinka; f¥(x = 2, 3, 5, 6) — skupione wymuszenia zewnetrzne; f31% — stala poosiowa sita §ciska-

jaca; xyy, X2, x,3 — ortogonalny ruchomy uklad wsp6irzednych pierwszego odcinka; Xy, Xz, X3 — orto- .

gonainy njeruchomy uklad odniesienia konstrukcji podpierajacej; © — predkos¢ katowa wirowania walu;
1,2 — podpory lozyskowe

XV

5 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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k=0,1,2, ... do osi nieruchomego ukladu odniesienia fundamentu X, X,,X;. Osie
Xi2, Xiz(i = 1,2) sa réwnolegle do gtownych centralnych osi bezwladnosci przekroju
poprzecznego watu. Zaklada sig, ze wymuszenia zewnetrzne f,* i reakcje lozysk fi,(x =
= 2,3, 5, 6) sa sitami skupionymi, ktérych wektory przechodza przez of obrotu w prze-
kroju x,, = I, i w potowie dlugosci lozysk. Okresowe wymuszenia przedstawiono w po-
staci:

f¥ = 2(f;”(”)costh+f;”2(’)sinth) =
2.1) Y

I

bl . .
Zf;"(")exp(]uwt), H=., —v, .., —1,0,1, .. ,v...

[

Podobnie wyrazié mozna przemieszczenia i sily wewnetrzne wahi w przekrojach x;, =
= x¢€ [0, ]:

2.2) Upng = 2 uffzexp(jumt),
I
2.3 Pisa = ) Pexp(iuot), i=1,2, «=2,3,5,6.
n

W wyniku podstawienia (2.2) do jednorodnych réwnan rézniczkowych drgan gigtnych
i-tego odcinka watu oraz uwzglednienia relacji migdzy sitami p;,, i przemieszczeniami u;g,
uzyskuje sie dla usci§lonego modelu walu *? wyrazenia [2]:

(2.4) uf) = CPaf,
(2.5 [ = APaP,
gdzie:

ulp = {uia}, PP = {2}, «=2,3,56,
; o = {a®}, q=3,4,..,10, i=1,2.
Macierze Cf£>, A, tworzy si¢ z analbgicznych macierzy wyznaczonych w [2] przez odrzu-
cenie kolumn: 1-¢j, 2-ej, 11-¢j, 12-¢j oraz wierszy: 1-go i 4-go.
Warunki ciaglosci przemieszczed i réwnowagi sit w przekroju x,, = /; prowadzg do
zaleznodci [2]: '

2.6) a{® = B@a{+ FOfw»w,
Macierze B{, F{ tworzy si¢ z macierzy B{¥, F{ okre$lonych w [2], natomiast f*® jest
macierzg kolumnowa amplitud p-tych sktadowych wymuszen zewnetrzoych:

P = {f;(u)}, o=2,3,5,6.

Zgodnie z przyjeta w [1] konwencja znakéw, warunki brzegowe analizowanego walu
maja postad: '

(2.7 Pio2 = —fi2, DPros = —fiz» DPios = fis, P105'=f16,,
(2.8) P2z = f22,  Pus = faz,  Pus = —fa5, P2 = —fae.

1) Z uwzglednieniem wplywu tlumienia wewnetrznego, momentéw sit bezwladnosci obrotu, odksztal-
cefi postaciowych od sit poprzecznych i stalej sily poosiowej f$°”
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Z uwzglednieniem (2.3), (2.5) i (2.6) warunki (2.7) i (2.8) prowadzg do zaleznosci:

(2.9) B® g B — g,
w ktérej oznaczono:

B® [ AL ] B® [ 0 ]
“LB(H)_B(I;L) . . B®F® {o .2

f(u) = {f(lﬂ),f(zu)}’ fgu) {f;(”) 1"3, fi;)’f(,u) i=1,2.

Macierz A® powstaje z macierzy A¢), przez podstawienie x = 0 oraz pomnozenie pierw-
szego i drugiego wiersza przez (—1); macierz B powstaje z macierzy A¢) przez podsta-
wienie x = I, oraz pomnozenie trzeciego i czwartego wiersza przez (—1).

Amplitudy p-tych skladowych przemieszczen walu w miejscach podpér lozyskowych
zapisa¢ mozna w postaci macierzy kolumnowej

u = (U, ugP} s

ktéra zgodnie z (2.4) i (2.6) wyraza si¢ zaleZnoScia:
2.10) u® = CWa 4 C(“)fw(”)

Cy 0
C¥ = [ ] , CW = [ ] .
CEHBP g CHFL |gxa

Ogdlna zaleznoéé pomiedzy amplitudami sktadowych reakcji i przemieszczen wahu
w miejscach podpodr tozyskowych jest nast¢gpujaca [1]:
2.11) é(r) = —UDORO®,
przy czym r jest liczba uwzglednianych harmonicznych, a u® i £® oznaczaja macierze
kolumnowe:
UP = (PR 0, =Dy}

£ = (D fereh L fO) ) fe=D) 0O,
Dla analizowanego ukladu macierze U® i R® majg przy pominieciu sktadnikéw do-
tyczacych drgan podhiznych i skretnych postaé:

o fir oA
fr o M7
—— S
it o I~
| 0 ar o Asr+1) _
0 Dberrt -0

ﬁ(—r+1)ﬁ 0 1")(—r+1)ﬁ
R® —

ﬁ(r—-l).ﬁ 0 l"j(rl—)l-v[
_ DOTI 0 Jse+n
=i, M), U=, T,

5%
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1 j 00 1 50 0
A A 1{—-j 1 0 0 y y 11 Jj 1 0 0
] 5 = — .l I = = — :
=1, =3 0 0 1 =1 =~ 00 1 —j|
0 0 —j 1 : 00 j L
D® = [D""] i,j=1,2, wpu=—r, —r+1,...,0,...,r=1,r,
M dii22 (:2)3 d1(5‘2)5 dz(flz)\o
: bf;{z) _ dffgz 5#3)3 d(“) d?’,-‘%s ’

d92, d42s dds did
d“ a0, d¥ds ds
(a2, dis dij3s dif)e’]
di, dii3s dis diide
P did; A, dis d¥ls
| d§3, dfds difds dfids.

W odréznieniu od d, a2 # 1) wspotczynniki podatnosci dynamlcznej d(i‘gﬁuwzglgdmajq

wpltyw filmu olejowego w tozyskach [1}, [2].
Zaleznosci (2.9) i (2.10) mozna dla wszystkich rozpatrywanych harmonicznych napisaé

w postaci:

B(")‘a(lr) +B(r)fw(f)= f("é
2.12 — .
( ) u = C(")ai") + C(rJfW(r)’
gdzie: : .
aP = (a7, a7+, L, af®, .., a=V, a0},
e _— B
i‘w(r) — {fw( r),fw( r+ ), “',fw(O), ...,fw(' 1),fw(r)}’
Y “R(— R(~r+1 P10 Re- n
B(r) = r—B( r)J B( T ): LARE] B( )J R B(r 1)7 B(r)__I8(2r+1)
—§(~r) 0]
BG-r+D

B® = B©

Be-v

-B.(r)_ B(2r+ 1)xrd(2+1)

CF — (=1 ((=r+1 ~(0 Fr—1) 7

C(r) - |—C( ’)’ C( T ), ree C( )’ (AR ] C(r 1)’ C(r)_l8(2r+1)’
NoS) 0]
é(—r+1)

o = c®

ce-n

C(r) .
) 8C2r41)x4(2r+1)
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7 réwnan (2.11) 1 (2.12) wyznaczyé mozna nieznane macierze kolumnowe:
&’ = —(CM) 1O L YORD[E+BO(CP) " UNPRO]~ BN —

(2'1 3) _ ﬁ(.r)(c_ir))—lc_(r)]}fw(r)’

(2.14) 10 = [E+BOCY)- UPRO] [BO —BO(C)- 1€,

(2.15) u®” = —UWRO[E+BO(CH)~TUMRO]-1[Bw —BO(CO)1Em e,

przy czym E jest macierza jednostkowa.

Przemieszczenia oraz sily wewngtrzne w przekroju x pierwszego odcinka wali okre$lone

sa zgodnie z (2.1) do (2.5) zaleznosciami:

T e = e Gl e s

2. =1

— C32ar M) sinvot],

o Pz = AQa® + D [(AQaP + AR al ) cosrt +(ALa —
. . r=1

— AG"a")sinvot].

Wielkosci te oraz wymuszenia (2.1) odnosza éig do lokalnych ukladéw wspotrzednych,
wirujacych wraz z watem. Podobnie wyznacza si¢ przemieszczenia oraz sity wewnetrzne
w drugim odcinku, wyliczajac uprzednio z zalezno$ci (2.6) macierze kolumnowe a$ dla
p=—r'—r+1,...,0,...,r=1,r

3. Przyklad obliczeniowy

Do obliczedt przyjgto uproszczony model watlu, pomijajac wplyw thumienia wewnetrz-
nego, momentow sit bezwladnodci obrotu, odksztatcen postaciowych od sit poprzecznych
i stalej sity poosiowej. Konsekwencja tego uproszczenia jest mniej ztozona postaé elemen-
tow macierzy C%, A%, B®W, Bw Cw i C®. W szczegdlnosei pominigcie thimienia we-
wnetrznego walu prowadzi do identycznej postaci w/w macierzy dla = —v i u =»
»=1,2,..,r)%. Zaleinosci (2.4), (2.5), (2.6), (2.9) i (2.10) przyjmuja posta¢ [1]:

ufp = CRaf”, v = |ul,
P = ARap,
3. L g = B g e
B®g(® £ BOf Wi = fw,

) u® = C(")a(,j")—l—c("?fw(").

2) Przy uwzglednieniu thumienia w konstrukeji podpierajacej wat (inig walow) macierze podatnoéci to-
zysk dynamicznej D" i D) sa zespolone sprzezone. Przy pominigciu tiumienia w filmie olejowym tozysk,
podporach lozyskowych i w fundamencie macierze te staja sig rzeczywiste i jednakowe. Zalozenie o ideal-
nie sprezystym podparciu linii waléw prowadzi do identycznej postaci macierzy D1 dla wszystkich g.
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Wystepujace tu macierze okre§lono poniZej:
3

x* x2x1 O 0 0 0
co 0 000 x3 *2 x 1
710 000 —-3x2 —2x —-10|
3x22x 10 O 0 0 0
CR = [(C), (CHal, v #0,
cosdyx sind,x chid,x shi,x
0 0 0 0
(C,(;))i = 0 0 0 0 s
—A,sind,x Ascosd,x Ayshid,x A,¢hidsx g
0 0 0 0
), = cos A3 X sinA;x chld;x shi;x
=2 AssinAsx ~Ascosdix —AsshAdsx —A;chid;x
0 0 0 0 »
—6EI, 0 00 0 0 00
T 0 00 —6E, 0 00
¥ 0 0 00 GEI,x 2EI, 0 0f’
—6EI,x —2EI, 0 0 0 0 00

AR = [(Af),: (4], » #0,
—EILA3sind,x EI,A3cosA,x —EI,A3shd,x —EI,A3chl,x

0 0 0 0
(4D, = -
(Alx)]. 0 0 0 0 ’
EI,A3cosA,x EI,Aisind,x —EI,A3chA,x —EI,A%shA,x |
0 0 0 0
(AS")) | —EI;A3sind;x * EIsA3cosAsx —EI;A3shA;x —EI;A3chAsx
xJ2 —

—EI;A%cosA3x —EI;A3sinA;x  El;A3chAs;x EI A3shi;x |
0 0 0 0 0}
Jz‘( Ap )ﬁ %( Ap )i
A =(AD); = (o) |-, A= A, = o) |—==—1) , i=1,2.
o =0 = Go) (-G, () = (D = 0o) | 1)
Do obliczett przyjeto, Ze oba odcinki obliczeniowe sg identyczne:
=1 =1, (A2)1 = (A2)2 = 24a, (A3)1 = (A3)2 = 45, AR =4% = Ap, .
CHR=CN=CY..
Macierze B{" oraz F{® przyjmuja wowczas postac:

1000 0 000
3:.1000 000
31221 10 0 00 0
po | PP 110000
00001 000f
00003 100
0000372010
0000 B 21 1]




" cosAyl sindil 0 0 0 0 0
—sinl,l cosd,l 0 0 0 0 0
0 0 chAyl shi,l 0 0 0
B — 0 0 sha,l chi,l 0 0 0
a0 0 0 0 0 cosdsl sinizl 0
0 0 0 0 —sindzl cosdsl O
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0
[1/6EI, 0 0 0
0 0 0 —1)2EI,
0 0 0 0
o 0 0 0 0
F = 0 1/6EI, O 0 ’
0 0 1J2EI, 0
0 0 0 0
| 0 0 0 0
0 0 0 1)2E1,32 7]
—1/2EI, A3 0 0 0
0 0 0 —1/[2EI, 12
F® = 1/2EI, 23 0 0 0.
v#0 0 0 —1/2EI, A2 0
0 —1/2EI; 23 0 0
0 0 1/2EI; 22 0
0 1/2EI; 73 0 0
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chisl shijl
shisl chisl

oo OC oo

0
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Zaleznosci (2.13) do (2.15) zachowuja swa postaé, przy czym macierze B®, B, C™ i €
maja na skutek pominiecia tlumienia w wale jednakowe odpowiednie bloki:

C” = [C»,Cr-1, ., C®, ..., Cr-, " ],

B® = [[B®",Br-b, . BO® . Be-1 BO |

B® =

"B
B(r -1)

0 -

B

0

Br-»

B |
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| ¢ : 0
Cv(r —1)

C(l’) — 6(0) .

~

Ce - .
0 ¢ |

— A(y) ~ 0 = Cg') By 0
B¢ ) — [B(v) B?’)]’ B® — [B(") F(l")il, Ct ) = [C{") Bgv) s C" = C{V)F(liI) P

»=20,1,2,..,r.

Macierze 4™ i B® tworzy si¢ z macierzy AL’ analogicznie jak wystgpujace w (2.9) macie-
126 AW i B™ z macierzy A2 1 A,
Do obliczen przyjeto:
— rzad uwzglednianych harmonicznych r = 2,
— pole przekroju poprzecznego walu 4= 9 cm?,
— gesto$¢ materialu walu p = 7,85 1073 kg/em3,
— modul Younga £ = 2,1-10 N/cm?,
— gloéwne centralne momenty bezwladnoéci przekroju poprzecznego watu 7, = 12 em*
I, = %,—2,253 cm?,
— dlugos¢ obliczeniowego - odcinka watu / = 100 cm,
— predkosé katowa wirowania wahu w = 75 rad/s.
Zgodnie z twierdzeniem o wzajemno$ci prac obrano macierze podatno$ci dynamicznej
konstrukcji podpierajacej w postaci symetrycznej, przy czym pominieto wplyw thumienia.
Dia analizowanego ukladu przyjeto:

DED = P@ = g, PO HeD = PO = g, PO, HO = kD,
Wspoélczynniki d, , d> i k zmieniano w trakcie obliczen, ograniczajac sie do dwdch warian-

téw macierzy D: :
— z uwzglednieniem sprzgZzedi pomiedzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

D21 D22
30 0. 0 20 0 0 ~
06 0 0 ' 04 0 O
Dll - DZZ - 0 O 0,06 O > D12= D21 - O O 0,04 O >
00 0 0,03 00 0 0,02

~— z pominieciem sprzezen i)omi@dzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

_ _ D, 0
D"D"“[o Dn]’
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7 uwagi na symetri¢ analizowanego ukladu wyznaczano drgania jedynie pierwszego od-
cinka z zaleznodci:

uy, = wi +wilcoswt-+ePsinwi+ wPcos 2wt + vPsin 2w, o

w® = (W@}, w = {(wR}, o = W}, v=1,2, a=2,3,5,6,
(3.2 W® = COa®, W = CO(al +as-"), ’

20 = jCO(a$ —ai™).

Przykladowe wyniki obliczet wartosci amplitud poszczegolnych harmonicznych drgan:
Hyxa 1 tixa Przedstawiono na rys. 2 do rys. 6. Amplitudy harmonicznych wyznaczano
z zaleznosei (3.2), po uprzednim wyliczeniu wartosci elementéw macierzy kolumnowej
a$? zgodnie z (2.13). W wyniku obliczen stwierdzono, ze niezerowe macierze kolumnowe
a1 a§™ sa zespolone sprzezone, a macierz kolumnowa a{ jest rzeczywista.

Dla przypadku istnienia sprz¢zen pomiedzy podporami lozyskowymi poprzez funda-
ment wykonano obliczenia przy wymuszeniach momentem gnacym ¥ = 10%cos 1 50¢[Nem]
(rys. 2) oraz sifg poprzeczng f3' = 103cos150/[N] (rys. 3). Jak wynika z rys. 2 i 3, drgania

T T T L T

*10%cm]

-1

VL.

20 70 60 80 700

y

! o f
20 %0 60 80 100
xfcm]

Rys. 2. Amplitudy drgan walu w przypadku
sprzgzen pomiedzy podporami lozyskowymi po-
przez fundament przy fo¥ = 10%cos 150¢f [Ncem),
k=10"5%5d, =025, d, = 0,15, D = D4, v,
wid, w® — amplitudy- wedtug zaleznolci (3.2);
W% — amplituda drgad gietnych pierwszego od-
cinka walu w plaszczyZnie utworzonej przez osie
x11,X13 W przypadku sztywnego zamocowania
koncow wala.

Rys. 3. Amplitudy drgan walu w przypadku
sprzezeni pomiedzy podporami lozyskowymi po-

‘przez fundament przy f3’ = 103cos 150t [N], k& =

=104, d, = 0,25, d»= 0,15, D = Da. w3
w3, v{3 amplitudy wedlug zaleznoSci (3.2);
w2 — amplituda drgan gietnych pierwszego od-
cinka wati w plaszezyZnie utworzonej przez osie
X11, X1, W przypadku sztywnego zamocowania

konicow wafu.

gietne wystepuja nie tylko w plaszczyznach dzialania wymuszen, lecz takie w plaszczyz-
nach do nich prostopadtych (pomimo zaloZonego braku sprzgzen réwnan rézniczkowych,
opisujacych drgania gietne w plaszczyznach X, , X1, Oraz X,,, X, ). Przy pominieciu tiu-
mienia w ukladzie harmoniczne skladowe drgan watu o czgstosci rownej czgstosci wymuszen
sa w plaszczyZnie dzialania wymuszenia zgodne w fazie z wymuszeniem, a w plaszczyZnie
prostopadiej do plaszczyzny dzialania wymuszenia — przesunigte w fazie o m/2. W plasz-
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czyznach dzialania wymuszed pojawiajg si¢ ponadto stale skladowe przemieszczefi waky
WP 1 wi). Wystepujace przy tym sily odérodkowe sa zaniedbywalne (w analizowanych
przypadkach przyspieszenia od$rodkowe nie przekraczajg 107, przyspieszenia ziemskiego).
Przyjete wymuszenia nie wywoluja drgad gietnych o czestosci = 75rad/s (@ = a{~» =
= 0).

Przy zalozeniu braku podatnoéci filmu olejowego w tozyskach, podpdr tozyskowych
i fundamentu (D = 0) drgania gigtne wystgpuja jedynie w plaszczyznach dzialania wymu-
szen, a ich czgstoscei sa rowne czesto$ciom wymuszed. Amplitudy drgan przy D = 0 przed-
stawiono na rys. 2 i 3 liniami kreskowymi.

W celn zilustrowania wplywu pominigcia sprzgzen pomigdzy podporami na drgania
walu zastgpiono przy niezmienionych wymuszeniach macierz D, macierza blokowo dia-
gonalna Dy. Wyniki obliczes przedstawiono na rys. 41 5.

I T i I —r—‘ .

4 -

x 10-3[cm]

N (58]
T
|

-

<1021 cml]

‘D/—J
%

I

/
-1 [ —
2t v‘g) -

| ! |
20 40 60 80 100

xlcm)
Rys. 4. Amplitudy drgat walu w przypadku bra- Rys. 5. Amplitudy drgain walu w przypadku
ku sprzezen pomigdzy podporami lozyskowymi braku sprzgzen pomiedzy podporami lozysko-
poprzez fundament przy f3* = 103cos 150#[Ncrm], wymi poprzez fundament przy f3 = 103cos 150¢
k=10"% dy = 0,25, d; = 0,15, D = Ds. [N], k = 10-%, dy = 0,25, d; = 0,15, D = Da.

Transformacja harmonicznych wielkosci z ruchomego uktadu wspétrzednych do nie-
ruchomego ukladu wspétrzgdnych odniesienia fundamentu (i odwrotnie) zmienia przy
czgsto§ci wirowania watu o czgstoéci tych harmonicznych o +w. Macierze podatnosci
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dynamicznej fundamentu DO, D=2 j D@ pie wplywaja zatem na powyzsze obliczenia
(dotyczace wymuszen z czgstoscia 2w) i mogly byé zastapione blokami zerowymi. Przy
wymuszeniach zaw1erajqcych harmoniczne nieparzystych rzedéw obliczenia wymagaja
znajomosci macierzy D® § p® dla parzystych wartoéci u. .
W kolejnym wariancie obliczeniowym przyjeto wymuszenie sifa poprzeczng f Y=
= 103coswt[N] (rys. 6). Rzad uwzglednianych harmonicznych w przykladowych oblicze-
niach wynosi r = 2 i w tym przypadku wymuszenia przyjgto: k = 107%, d, = 0,25, D =
= D,. W celu zilustrowania wptywu ograniczenia analizy do harmonicznych rzgdu r = 1
wykonano réwniez obliczenia przy d, = 0 i niezmienionych pozostalych parametrach.

8 T T T T T

€101 cml

Rys. 6. Amplitudy drgan walu w przypadku po-
mini¢cia harmonicznych rzedu wyzszego od r =
= 2(d; = 0,25) i w przypadku pomini¢cia harmo-
nicznych rzedu wyzszego od r = 1 (d, = 0) przy
f¥ = 10%o0s 75t [N], k = 1074, D = Da.

Z rys. 6 wynika, Ze pominigcie wplywu wyzszych harmomcznych moze byé przyczyna
blednego wyznaczenia punktéw wezlowych i zanizenia wartosci amplitudy analizowanej
harmonicznej drgan.

4. Uwagl koncowe

Przedstawiony powyzej sposéb rozwiazania moze byé réwniez stosowany, gdy drgania
asymetrycznego watu opisuja si¢ sprzgzonymi réwnaniami rozniczkowymi. Przyktadowo,
gdy watl posiada jedna ptaszczyzne symetrii, drgania gietne w plaszczyZnie prostopadie]
do plaszczyzny symetrii i drgania skretne opisuja si¢ dwoma sprzgzonymi réwnaniami
rézniczkowymi czastkowymi czwartego rzgdu [3]. Prowadzi to m.in. do odpowiedniego
zwigkszenia wymiaréw macierzy w zaleznoéciach obliczeniowych.

W. szeregn przypadkach wymiary macierzy moga by¢ zmniejszone. Niech punktem
wyjécia do rozpatrzenia tego problemu bedzie linia waléw z asymetrycznymi odcinkami
wykonujacymi drgania gietne, skretne i podiuzne opisane niesprzgzonymi rownaniami



424 J. KOLENDA

rozniczkowymi czastko~wymi, podparta konstrukejg charakteryzujaca sie macierzami po-
- datnofci dynamxcznej D¥(u = ~r, —r+1,...,0, ...,r) z elementami sprzggajacymi w/w
drgania. Macierze D sa wowczas stopma 611(n — hczba }ozysk) a macierze kwadratowe
w zaleznosci analogicznej:do (2.11)
(4_1) u? = UM ROY
sq stopnia 6n(2r+1) [1].

W przypadku gdy sprzeZenia pomiedzy podporami lozyskowymi poprzez fundament
sa zaniedbywalnie male, macierze podatnosci dynamicznej staja si¢ blokowo diagonalne:

“4.2) D® = ["DW Jeu, D =0 (#), iLj=12,.,n
i zaleznos¢ (4.1) moze byc zastapiona n zalezno$ciami:
(4 3) u(r) — _U(r) R(r)f(r)

lub z uwzglednieniem ortogonalnosci macierzy kosinuséw kierunkowych migdzy osiami
nieruchomego ukladu i rachomych vkladéw wspohrzednych

(4.4) ’ 10 = —UPRMPu,
Macierze tu wystepujace maja postaé [1]:

- —r41 - 3
uf” = {uf", uimD, L u®, a0 ),

50 = {ffD, {0, O, L feD o)

uf = uwPl,  f0 = {fP}, o=1,2,..,6,
BIARIA 0]
fiy f1, 07
v - .

10 IF 11 s@r+1)
_b%"') f.[, ﬁi(;_r) I\-’Il : . T
j’)}i—r+ 1)ﬁi 13§i—r+1)ﬁ 155?” 1)1‘-1‘_

b~ofl; Bg-oit, Dg-vln
0 DRI, DRI gty

[ (De™ L (D)L : ]
(D(—r+1)) 1H (D( r+1)) 11‘_[ (D(—r+1)) 11‘_[

R =

(B B0y gL
0 . . (ﬁg_-'))qf[i . (l3§§’)‘1f1: _6(2;-+1)
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f.[i = l_ﬁ,is ﬁ:_l: ﬁi = I_I\:[Iu ﬂ:_l> f'[l - l_ﬁli’ ﬁ:——l’
‘ 1-00 . 00 O
M =10000, =101 ~jjexp(=jd),
000 0j 1
) 0 00
11; == 0 I jiexp(jéy)
0 —j 1

W,ielkoéé 8, jest katem obrotu lokalnego ruchomego ukiadu wspoirzednych, w ktérym
opisywane sa drgania watu u; w miejscu i-tego lozyska, mierzonym wzglegdem uktadu
X,, X,, X3 w kierunku wirowania walu w chwili ¢, = 2 knjw, k =0,1,2, ...

Jesli w przekroju faczacym odcinki ity oraz (i+ 1)-y dziataja sily /; = {f,} i osie lokal-
nych ukladéw wspohrzednych tych odcinkéw sa do siebie odpowiednio réwnolegle, to
wspolezynniki rozwigzan dla tych odcinkéw zwigzane sa relacja [2]:

(49 aff2y = BEay+FPf0,

a amplitudy p-tych sktadowych przemieszczen walu w miejscu i-tego tozyska wyrazaja sie
zaleznoscia [2]: .
(4.6) U = CPra®,
Na podstawie (4.4) do (4.6) mozna napisaé:

@.7). a7, = PPaf”,

gdzie P{” moze by¢ traktowana jako macierz przejécia, wigzaca wspdlczynniki rozwiazan
poszukiwanych harmonicznych dla dwéch odcinkéw sasiadujacych z podatnym lozys-
kiem w przypadku braku sprzezen pomiedzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

4.8) P = B ~FOUPUPCY).

Poszczegdlne macierze maja postaé:

a” = {a{=",a""0, L, al®, ., af D, af"},
: = - —r+1 0 -1
a?—?l =, {a§+r1)’ a§+’i L a1(+)1 > eens 0511 2, aﬁzl}’
- - (re1 i
B = [B&", B&rHU B L BV B iory,
O 0] i 0"
—r+1 —-r4+1
Fg r+1) Cfl r+1)
0
FO = F{® , CP = o2
Fgr—l)_ Cg—l)
(r y
| 0 F® |12@ri1yx6@r+1) | 0 CiP le@r+ 1yx1202r4 1y
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Na podstawie zaleznoéci (4.7) i wyznaczonych w [1]i [2] macierzy przéjécia (wiazacych
wspdlezynniki rozwiazan dla sgsiednich odcinkéw w przypadku wymuszen skupionych, mas
dyskretnych i skokowych zmian stalych materialowych) mozna wyrazi¢ macierze kolum-
nowe wspolczynnikdw rozwiazan dla poszczegdlnych odeinkéw w funkceji jednej niewia-
domej macierzy kolumnowej wspdlczynnikdéw rozwiazan dla wybranego j-tego odcinka
a{?, ktéra mozna wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych linii watéw. Zatem w tym przy-
padku macierze wystgpujace w zaleznosciach obliczeniowych maja w poréwnaniu z ukla-
dem wyjsciowym n-krotnie zmniejszone wymiary. Jesli ponadto macierze D~§§" sg diago-
nalne

(4.9) DY = [d¥, d8s, ..., d%s_|, D® =0 (i #J)
i spetnione sa warunki
(4.10) d%, =d¥,, d¥s =d%e, i,j=1,..,n, u= —r, —r¥l,...,r=1,r,

to drgania podhuzne, skretne i gigtne (w obu plaszczyznach) oraz ich harmoniczne ulegaja
rozprzegnigciu i moga byé liczone oddzielnie w oparciu o zalezno$é:
(@.11) S = —(@d@)u, a=1,..,6.

Przy pominigciu inercyjnych oraz dysypatywnych wiasno$ci konstrukcji podpierajacej,
wspoiczynniki podatnosci nie zalezg od czgstosei i w tym przypadku zaleznosei (4.9) - (4.11)
przyjmuja postac: _ ’
* Dy = Tdusys s duss_l, Dy =0 G#),
(4.12) guzz = &usa, 31155 = Juse, i,j=1,..,n,
fla = “(Jtiaa)—luia = —Eliaauia, o = 1, e 6.

Wielkos€ €0, jest wspOtezynnikiem sztywnoéci i-tej podpory tozyskowej (facznie z filmem

olejowym) w kierunku o« wzglgdem nieruchomego uktadw X, X,, X5 (przy czym zgodnie

z poprzednimi oznaczeniami f;, jest sita reakcji a u, przemieszczeniem watu w miejscu

i-tej podpory lozyskowej w kierunku « wzgledem ruchomego ukladu wspéirzednych).
Przyjecie do obliczen zaloZenia o braku podatnosci

(4.13) . DWW =0, pu= —r,—r+l,..,r=1,r

sprowadza zagadnienie do drgai belek dwustronnie wtwierdzonych.
W przypadku, gdy macierze D% nie zawieraja elementow sprzegajacych drgania pod-
hizne i skretne z drganiami gigtnymi, t.j. gdy

Ay = dfls =d¥s =df, =0, i #],
(4149)  dgn = dfh = dy = df, =0,
i,j——-—‘l,,,,,n, a>ﬂ=2’3>5,6a = —-r _r‘['l,--"r_‘l,r’

drgania te moga by¢ liczone oddzielnie, przy czym wzajemnie sprzezone drgania gigtne
w obu plaszczyznach moga byé wyznaczane jak powyzej w p. 2 i 3 przy pomocy réwnan
macierzowych o odpowiednio mniejszych wymiarach (w zaleznoéci (4.1) wystapig macierze
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stopnia 4n(2r+1)). Latwo stwierdzi¢ na podstawie przykladu obliczeniowego i zaleznoéci
(2.11), ze w tym przypadku istnieje dalsza mozliwoé¢ zmniejszenia wymiaréw macierzy,
gdyz w ruchomych ukiadach wspétrzednych amplitudy harmonicznych parzystych rzedéw
nie sg sprzezone z amplitudami harmonicznych rzgdéw nieparzystych. Mozna zatem (2.11)
rozdzielic na dwie zaleznosci:

u(rl_) — _U(rl)R(rl)f(rl)’

(4.15) — U REDFOD),

ur» —

w ktérych oznaczono:

u = {un g CrEn Ly 0= g0
1 - ~r2 -
fOD = {fCn flered | fe-n o}
u(rZ) = {u(—r+l), u(-—r+3), s u(r—s), u(r—-l)},
rz) __ —rt1 -r+3 -3 —1
£ = {flrtD fOred | fO-D fo-Y,
_y _
T . 0 . . o
f_[ ﬁ IIT IIT
T T
. - fIT fIT
U = , U = .
) A ’ v . .
T IIT N .
- 10 iy HT._4nrx4n(r+l)
—0 HT_4n(r+l)x4nr ‘
— o~ (—r+1) A ~(_r+1) v 0_
D II D II
f)(—r+3)f_[ 5(—r+3)ﬁ
ROL — )
-~ A ) -~ v
D(r—s)H D(r—s)H
-~ A ~ v
| 0 DC-OIL DOPII lgprxdne+1y
| Denl1 07
Derenfl Deren Ty
RC2) — ,
.~ A .,-r hd
D= DC-2I1
~ A
_0 D(r) H _N4n(r+1)x4nr

i=1,...,n.

fI = r—ﬂin-n, fI = rﬁi_Jd-ns

Jesli wymuszenia dzialajace na uklad nie zawieraja skladowych statych i harmonicznych
parzystych rzedéw, to wystarczy ograniczy¢ sig do analizy drgan o nieparzystych rzedach
harmonicznych (i odwrotnie), korzystajac z jednej z zaleznosci (4.15). Jak ukazano w p. 3,
do analizy drgafi przy wymuszeniach statych oraz przy wymuszeniach zawierajacych har-
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moniczne parzystych rzedéw (w ruchomych ukiadach wspolrzednych) wystarcza znajo.
mos$é macierzy D% dla nieparzystych wartoéci p (i odwrotnie).

Na wymiary macierzy w zaleZnosciach obliczeniowych wplywa réwniez liczba uwzgled-
nianych harmoniczaych r. Liczba ta zalezy od najwyzszego rzgdu uwzglednianej harmo-
nicznej wymuszen, od wartosci amplitud harmonicznych wymuszen, od intensywnodci
ttumienia w ukladzie oraz od pozadanej dokfadnodci obliczen. Jesli najwyzsza 'qwzgl@d_
niana harmoniczna wymuszen jest rzedu k, to wyznaczenie liczby r = r,, wymaga wyko-
nania obliczent drgan dla jednego z odcinkéw linii waléw w oparciu o zaleznosci (2.13)
i (2.16) kolejno przy r, =k, r, = k+2, ry = k+4 itd., az réznice pomiedzy wartosciami
amplitud r,, harmonicznych przy obliczeniach z liczbg r = r,, i wartoSciami amplitud tych
samych harmonicznych przy obliczeniach z liczba r = r,., (a takze wartosci amplitud
harmonicznych rzedéw wyzszych od r,) stang si¢ mniejsze od przyjetych dopuszezalnych
wartosci. Odcinek linii watéw wybrany do tych obliczen winien charakteryzowaé sie mozli-
wie najmniejszym tlumieniem fal gietnych w petli: odcinek — podpora tozyskowa — fun-
dament — podpora lozyskowa — odcinek (np. o najmniejszej odlegtosci pomiedzy pod-
porami) lub najwyzsza wartoscia amplitud dzialajagcych nan wymuszen.

Dla uzyskania nalezytej dokladnosci obliczeil celowe jest (zwlaszeza przy diugich liniach
waldw) prowadzi¢ obliczenia z mozliwie duza liczba cyfr znaczacych oraz wlasciwie wy-
bra¢ macierz kolumnowa a{”, w funkgeji ktorej wyraza si¢ pozostale macierze kolumnowe
wspolezynnikéw rozwiazan. W przypadku, gdy linia watdéw skiada sig¢ z N obliczenio-
wych odcinkdéw o jednakowych statych materiatowych i nie wystgpuja masy dyskretne,
macierz kolumnowa wspoiczynnikow rozwigzan dla u-tej skladowej drgad ostatniego
odcinka watu wyraza sie w funkcji macierzy kolumnowej wspo{czynmkow rozwigzan dla
pierwszego odcinka wahu zaleznoscig [1]:

(4.16) af® = B, af®+ B, JFPFO+BE | S FOfS+ . +FOLP,.

Wielkodei ff moga tu reprezentowaé zaréwno reakcje tozysk, jak i skupione wymuszenia
zewngtrzne, Macierze B$? |, tworzy si¢ z diagonalnych macierzy przejécia B§?; ; [2] przez
zsumowanie diugosci kolejnych odcinkéw o numerach od i do (N—1) w wykladnikach
funkeji eksponencjalnych, wystepujacych w tych macierzach. Amplituda u-tej sktadowej
drgan gietnych na korcu ostatniego odcinka linii waléw w plaszczyZnie utworzonej przez
osie xy, , Xy2 lokalnego ukladu wspdlrzednych tego odcinka wynosi {2]:

(4.17) ufft, = af3exp[(A4?+jA9) In]+affdexp[— (A4 +jA$D) vl +

+afdexp[(A¢8 —A42) In]+-afigexp[— (A48 — 24D Iy,
przy czym Iy oznacza diugo$¢ ostatniego odcinka obliczeniowego linii watdéw. Z uwzglgd-
nieniem postaci macierzy B* i F* (okreslonych zaleznosciami (2.23) i (2.24) w pracy [2])
otrzymuje si¢ na podstawie (4.16) i (4.17):
(4.18) ufl?, = alexp[(A4? +jA42) L] +aflexp[~ (242 +jA$3) L] +

+a{exp[(A43 —jA42) L1 +a{dexp[— (143 —jA42) L1+ r®,
gdzie L jest dlugoscia linii watéw, a +® reprezentuje czlony, w ktérych wykladniki funkciji

eksponencjalnych zawieraja sumy dlugosci (N—1) odcmkow, (N—2) odcinkéw itd. Ozna-
cza to, Ze jeSli gérny kres bledu, z jakim wyznaczona jest macierz a{”, wynosi 6%, to
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wéwczas gorny kres bledu, z jakim okreslane sa poszczegélne czlony zaleznosci (4.18),
nie przekracza warto$ci

(4.19) AP = 6 exp (A’ L),
gdzie Ay jest wigksza liczba spoSréd wartosci moduléw
(4.20) Ag = max (|49 +jA431, 1243 —j2421).

W ogdlnym przypadku state 2* w zaleznosci (4.18) réwniez obarczone sa bigdem, na jaki
sktadaja si¢ glownie niedokiadnodci w ustalaniu wartosci wspdtczynnikéw thumienia ma-
terialowego, momentéw bezwladnosci przekroju poprzecznego watu etc, Jesli gorny kres
bledu, z jakim okreslone sg state 44, wynosi 64, to
4.21) AR = 0P exp[(A4 + 0¢°) L]. ’
Znajomos¢ 6¢” i uwzglednienie takiej sposrédd wszystkich wystepujacych w obliczeniach
danej linii watéw wielkosci A%?, ktorej wartosc jest maksymalna, umozliwia oszacowanie
wartosci 6 zapewniajacej nie przekroczenie wartodci A¢” uznanej za dopuszczalng. Za-
leca si¢ przy tym wyzZnacza¢ z warunkéw brzegowych linii watéw macierz kolumnowa
wspolczynnikéw rozwigzan dla §rodkowego odcinka linii watéow i w funkcji tej macierzy
wyraza¢ macierze kolumnowe wspétczynnikéw rozwiazan dla pozostatych odcinkow,
gdyz wowezas wartosci (4.19), (4.21) ulegaja zmniejszeniu w wyniku zastapienia L przez
Lj2.
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Peszome

‘BRIHY)XIOEHHBIE M3TUEHEIE KOJIEBAHM A ACPIMMETPI/I‘—IECKOI‘ O BAJIA
HA TIOUATIMBOM ®YHIAMEHTE

Paccmarpusaercs uarnGusle ronebanuA BpallaIOLIErocs Baja IPH HePUORHUCCKUX BOIMYIUICHUAX.
Ananuanpyemplit aCUMMETDMUECKHH BAN YCTAHOBJIEH HA [Be MONATIMBLIC OMOPEI, IPHCOEQHMHEHELIE
X noparnmuBoMy dbymmamenty. Ui ONMMCAHMA [OBeleHyA 3TOH CHCTEMbI MCIIOJIE3YETCH 3aBHUCHMOCTH,
ONpEeREnCHbIC B NPeABLAYIUMX CTATHAX aBTOpa. IlpemcraBmsercst pesysnbTaThl UHACIIEHHBIX DAacueToB,
4 TAIGKE PACCMaTPHBACTCS POGIeMBbl PEAYKUHE K TOUHOCTH PACUETOR.

Summary
FORCED FLEXURAL VIBRATIONS OF FLEXIBLE SUPPORTED ASYMMETRICAL SHAFT

Periodically excited flexural vibrations of a rotating shaft ére considered. The analysed asymmetrical
shaft is supported on two flexible pedestals which are mounted on a flexible foundation. For the descrip-
tion of behaviour of this system the relations determined in previous author’s papers are used. The re-
sults of numerical calculations are given and problems of a reduction and accuracy of calculations are
considered,
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1. Wprowadzenie

Punktem wyjscia jest teoria anizotropowych, niejednorodnych plyt Reissnera o zmien-
nej grubosci [11V. Praca niniejsza jest uogdlnieniem podejécia E. ReissNerA (21, [3], [4]),
ktéry obmy$long przez siebie teorig plyt grubych zastosowal do obliczania skrecania izo-
tropowych, jednorodnych pretdw o przekroju prostokatnym. Wyniki uwzyskane przez
E. Reissnera w pracy [2] zachecity F. EsSENBURGA 1 P. M. NAGHDIEGO [5] do Tozszerzenia
teorii 1 uwzglednienia zginania i skrecania plyt izotropowych o zmiennej gruboséci. Oka-
zalo sig, Ze rozwigzania zagadnienia skrgcania pretdéw o przekroju eliptycznym i przekroju
trojkata rownobocznego uzyskane na gruncie teorii plyt grubych pokrywaja si¢ z rozwia-
zaniami $cistymi, a rdéznice w wartoéciach naprezen stycznych -dla przekrojéw trapezo-
wych w poréwnaniu z teoria de Saint-Venanta nie przekraczaja 5%. Bledy w wartosciach
katow skrecania sa okoto 10 razy mniejsze od bledéw w wartosciach napreZen.

Rezultaty powyZzsze wskazuja, Ze teoria Reissnera zastosowana do obliczania sztyw-
noéci skretnej daje — praktycznie biorac — wyniki $cisle.

Zasadniczy zaleta omawianej metody przyblizonej jest mozliwos¢ nzyskania wzordéw
na naprezenia i przemieszczenia w postaci zamknietej dla skrgcania przekrojow o jednej
osi symetrii. Poza tym naklad pracy rachunkowej jest duzo mniejszy w poréwnaniu z me-
todami $cistymi. Wymienione wyzej zalety stanowia o duzej wartosci metody. w proble-
mach projektowania i optymalizacji konstrukcji.

W pracy niniejszej podjeto probe dalszego nogodlnienia przyblizonej metody obliczania
skrecania swobodnego, na pryzmatyczne prety anizotropowe. Wyniki liczbowe dla pre-
tdw o przekroju prostokatnym i tréjkatnym poréwnano z rozwigzaniami $cistymi.

2. Sformulowanie problemu

Roéwnania podstawowe teoril ortotropowych, niejednorodnych plyt Reissnera o zmien-
nej grubosei zgodnie z praca [1] maja postaé (rys. 1):

. Teoria Reissnera uwzglednia wplyw sil poprzecznych na ugiecie piyty
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cl
L
e
Mhey
s Qy
Qy
Rys. 1.
— réwnania réwnowagi:
oM, oM., _
ax + ay Qx - 0,
. oM, oM, .
.1) T 2 Q, =0,
00 0, _ _
ax T y P 0,
— réwnania ,,przemieszczenia — sity wewnetrzne”
Oy . 0
ox oM,
Ops , Opy 04
oy T ey %
op, o4
.2) Gy oM, 0,
+ ow % 0
Px -'a? 6Qx >
, ow oA
T _ 7 0
W.V-r— ay 6Qy ?

W rownaniach (2.1) 1 (2.2) wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
M, , M, — momenty zginajace na jednostke szerokodci plyty,
M, = M, — moment skrecajacy na jednostke szerokodci plyty,

0., Q, — sily poprzeczne
h — grubos¢ plyty, .

na jednostke szerokosci, piyty,

1

gl

oh
ox

5= (prpg)]/u (

E

ok
oy

(

2
) ] — obciazenie zastepcze,

Pa, Pg — ObcigZenia dolnej i gérnej powierzchni plyty,
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A =AMy, My, My, O, Qy) — energia sprezysta plyty odniesiona do jednostki pola
plaszczyzny $rodkowej,
@¢, @y— Katy obrotu elementu normalnego dopowierzchni $rodkowej odpowiednio
wzgledem osi y i osi x.
w — przemieszczenie (ugiecie) plyty w kierunku osi z.
Dodatnie wartosci sit wewnetrznych M., M,, Q. i O, oraz przemieszczen @,, ¢, 1 w uwi-
doczniono na rys. 1 b), Ic). Réwnania podstawowe wyprowadzono przy zalozeniu, ze
" kierunki gléwne ortotropii materiatu plyty pokrywajs sie z kierunkami osi ukladu wspét-
rzednych x, y, z
Rozwazmy problem czystego squcama preta pryzmatycznego przedstawionego na
rys. 2. Pret ten mozna traktowa¢ jako plyte o zmiennej gruboéei k = h(x). Plaszczyzna

skrecania

Rys. 2.

$rodkowa tej ptyty pokrywa si¢ z plaszczyzna x, y. Obcigzenie ptyty jest przytozone tylko ‘
pa krawedziach y = +/. Wypadkowa tego obcigzenia réwna si¢ calkowitemu momentowi
skrecajacemu IR - dzialajacemu na pret:

Ent = f (Tyx' P2 Tyt x)dA’
A

2.3) [ tedda =0,
A
f Ty dA = 0,
A .

Zaleznosci (2.3) obowigzuja réwniez dla kazdego przekroju prostopadlego do osi y.

Pozostale powjerzchnie ograniczajace phyte sa wolne od naprezen. Oznaczato, zep = 0.
Przyjmiemy dalej, ze wspélczynmkx sprezystoéci materialu (moduly §cinania) moga by¢
funkcjami zaleznymi jedynie od wspblrzednej x. Podstawowym zalozeniem kinematycz-
nym stosowanym w omawianej teorii jest hipoteza de Saint-Venanta, wediug ktorej ksztalt
rzutu przekroju preta na plaszezyzne (x, z) nie ulega zmianie, a rzut ten doznaje jedynie
obrotu woké} §rodka skrecania o wspétrzednej x = S.
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Kinematyczne warunki brzegowe dla y = +/ prowadza wigc do nastgpujacych za-
leznosci:

w= +60-(x—s)1,

(2.4) . _’0~w_
o Px = dx

gdzie @ jest jednostkowym katem skrecania.
Z naprezeniowych warunkow brzegowych mamy

dla y= 41, M, =0,
(2.5) { Y

dla,x=bl J. X;:bz, Mx:M.\'y:Qx:O‘

Przy ézystym skrecaniu swobodnym zakladamy oczywiscie, Zze stan napr¢zenia nie
moze zalezeé od wspdirzednej y. Uwzglednienie tego faktu w réwnaniach réwnowagi (2.1)
przy spelnieniu warunkéw brzegowych (2.5) prowadzi do stwierdzenia, ze w calym ob-
szarze ptyty znikajag momenty zginajace i sila poprzeczna Q,, to znaczy, ze:

(2.6) M, = M,=0Q,=0. -

Tak wiec jedynymi réznymi od zera sitami wewngtrznymi sa moment skrecajacy M, =
= M oraz sila poprzeczna Q, = 0. Stosownie do wynikow prac [S] i [1]. wywoluja one
naprezenia styczne Ty, i Ty, :

_6M =z
T,,x—~h—2 m,

S R

Z powyzszych zaleznofci widaé, ze rozktad napreZef stycznych z,, na grubosci plyty
jest zawsze liniowy, co stanowi zasadnicze Zrédto bigdéw prezentowane;j teorii skrecania.
W omawianym problemie skrgcama preta ortotropowego wyrazZenie na energi¢ sprezysta
A upraszcza sie do postaci

2.7)

h

£3
A=a01,0 =5 [ |2

h

3

Gye | Gy

2.8) T
GM? 3 , - OM dh (M dh\? \
G.h* Y106,k [2Q 27 T+3(Td—) ’

gdzie G, 1 G,, oznaczaja odpowiednio moduly §cinania w p{aszczyznach v, xiy,z
7. zalezno$ci (2.8) otrzymujemy:

oA
o C;1M+012Q,
.9
o4
= ¢ M+4¢,5,0,

00
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przy czym:
o 12 9  [dn\?
w =G m Tae e \ax )
3 [dn\?
(2.10) Cip = €3 = __SG—,.;h—Z(E) s
o __ 6
227 5G,,h

Biorac pod uwage wzory (2.9) i (2.10) réwnania podstawowe (2.1), (2.2) modyfikuja sig
do postaci: :

aM
(2.11) ke 0
0@y
ox 0,
op. 0 :
69; + 8% ~cyM—c,Q =0,
op
2.12 > =0,
(2.12) -
ow
(px+ W = .0,
BB ow
Qo+ ———c3 M—c;3,Q = 0.
ly-nL ay ' : 22
Przyjmujac funkcje w(x, y) w postaci:
(2.13) w= -0(x~s)y,

spelniamy kinematyczny warunek brzegowy (2.4) oraz réwnania (2.12), 1 (2.12),. Warto
zwrdéic uwage, ze z réwnan (2.12) i (2.13) wynika zaleznoéc¢:
op 0w

2.14 T e - = = t.
(2.14) 3 % ay ® = cons

Jesli w réwnaniach (2.12), i (2.12)s uwzglednimy obecnie zalezno$ci (2.11), (2.13)
i (2.14), to otrzymamy uklad dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych o dwéch nie-
wiadomych ¢, 1 M:

0 aM
R
(2.15) ' '
OCi—5) — ey M—csa 2 — 0
@y—O(x—5) ~Cyy C22 x

Rézniczkujac drugie z réwnad (2.15) wzgledem x oraz odejmujac je od pierwszego
uzyskamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na funkeje M(x):
c d*M | dcy, dM + dey,
222 dx dx dx

(2.16) —cll)M = —20.
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" Réwnanie (2.16) jest réwnaniem podstawowym przyblizonej teorii skrecania swobaod-
nego niejednorodnych ortotropowych pretéw pryzmatycznych o przekroju monosyme.

trycznym.
Zgodnie z warunkami brzegowymi (2.5), funkcja M(x) musi spetniaé zaleznogci:
217 M(b,) = M(b,) = 0.

Jednostkowy kat skrecenia @, wystgpujacy w réwnaniu (2.16), mozna wyrazi¢ przez

catkowity moment skrgcajacy wykorzystujac réwnanie (2.3); oraz réwnania definicyjne
h h
2
Tyezdz, Q = [ 7,.dz):
B

2

1

sit wewnetrznych & i Q (M =

N[}Lﬁwg

h
b; 2z

(2.18) m = [ f (ryxz ryzx)dz]dx = f(M —Q0x)dx -éfde

bx

2
Z réwnania (2.12)5 wnioskujemy, Zze @, = @,(x). Oznacza to, ze funkCJa deplanacji ¢
jest niezalezna od wspolrz«:dnej ¥y 1 wynosi:

(2.19) & = H(x,z) = z¢,(x).

Jak wida¢ funkcja deplanacji (spaczenia) w omawxanej teorii jest zawsze powierzchnig
prostokreslna.

W dalszym ciagu niniejszej pracy podamy kllka przykladéw zastosowah przedstawio-
nej teorii oraz poréwnanie wynikéw z rozwigzaniami $cistymi.

3. Skrgcanie jednorodnego preta o przekroju trapezowym

W przypadku, gdy material preta jest jednorodny i ortbtropowy, a wysoko$é przekroju
h jest funkcja wspétrzednej x, rownanie (2.16) mozna zapisa¢nastgpujaco: -

M dh M 1 [{an\*  a2n 5
3. 2 Yy il N S ¥ Rl - 2 3
Bk TR hdx = {2[(dx)+hd2]+10 }M 3G@h,
gdzie: ‘ "
G
G-2) {G Gyer 8% =5~
r——- by=1-by ———=y
‘bi:gibz".i 12)_
2
?m ) 7":&"32
i)
J -2
ra——G —i

Rys. 3.
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Dla h = mx, gdzie m jest stalg wieksza od zera, réwnanie (3.1) modyf ikﬁje si¢ do postaci:.

(3.3) EM —EM —a2M = —~GOB - &3,
gdzie: '
. X
57 - —b?’
2 _ 1 10g>
) 2 m2 "’
3.4
( 8 5mb3}
3 >
- ' ,_ d
(=40
Funkcja M (&) musi spelnia¢ warunki graniczne:
b
(3.5) ME) = M1) =0, & =
2
Rozwigzanie ogdlne réwnania (3.3) Jest nastgpujace: ,
(3.6) M(£) = M(§)+c, - E37 ey §77,
gdzie: : '
y =V1+a2

M(&) jest catky szczegdlng, a ¢; i ¢, sa statymi calkowania.
Calke szczegdlna wyznaczono metods uzmiennienia stalych. W rezultacie otrzymano:
GoOp
o T A2
3.7) M) =
( ( Gop .
B0y, y=2

£2, p #£2

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (3.5) 1 wyrazen (3.7), rozwigzanie réwnania
(3.3) ma postaé:

G@ﬂ [@f'*7 +DE-7—£3], y #£2

(3.8) | M(§) =
GO =
(o 4frem]. -
gdzie:
_l-ggv o gv—gp __ HIng
(3.9 O=—T_g b—_l:E_%‘;“: R

Sita poprzeczna wynosi:
GO
(4—y%)b,
G@ﬁ[

(1 +7)& +b(L—)ET=3E], y £2
(3.10) Q® = = M & =
201 +3a)+ — +3§21n§] y =2
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Wyznaczenie funkcji M(&) i O(&) pozwala obliczyé sztywno$¢ skrecania, rozktad naprezeq
i funkcje deplanacji.
Przedstawimy obecnie szczegdtowe obliczenia dla preta o przekroju tréjkatnym (rys. 4),

. H
W zadaniu tym b, = 0 (4. &, = 0)ib, = B(j. &, = ) orazm = 5

Lt

—by= B———

Rys. 4.

Dla uproszczenia pominiemy przypadek, gdy y = 2, Oznacza to, ze w dalszych roz-
. H '
wazaniach m # 2g (t). EE # 2).
Wobec powyzszego a = 1, b = 0, a wyraZenia na sity wewngtrzne sa nastgpujace:

Gy (M@ = @), 0® = o

_E Y _3E2)
Py [(14+y)&" -3
Calkowity moment skrecajacy wynosi:

1
' GOPBB
M = bt o
2B of M©df = 55
Skad '
MmN
12 © GBI

Sztywno$¢ skrecania D, wystgpuje w mianowniku prawej strony(3.12c.) Podstawiajac
wyrazenie na § ze wzoru (3.4); otrzymujemy

m 5SGHB?
Wzory (3.11) po wykorzystaniu (3.12) mozZna zapisaé jeszcze inaczej:
im 2(2
M) = 5 2D @),
(3.149) M 202
+
Q8 = L_L)[(ur 7)€ —382).
Poziome naprezenia styczne stosownie do wzoru (2.7), wynosza:
. 6M =z m 24(2+y)
3.15 = = = . =24y .
Gl 2 = e = g 2o, € Dz

Na brzegu z = —;—/z(é) otrzymamy:
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1h) M 122+7y)

(316) ryx(é:’z— - BH2 2'—’}/ (E_I-H’."E)-

Rys. 5.

Pionowe naprezenia styczne t,,(&, z) obliczyé mozna ze wzoru (2.7),. Na brzegu Z =

L h(§) otrzymujemy:

2
1 , m 62+ ey
(3-17) Tyz (5; E—h) - HBZ 2“__,}}‘(5 —g)
Natomiast dla z = 0:
M 30+
(3.19) T, 0) = e s D (k7 -28).
Naprezenie 7,, w punkcie (1,0) wynosi:
m
(3.19) 7 = 7u(1,0) = — 32+,
natomiast w punkcie (£5, 0) napreZenie 7,, = 0, przy czym
1
2 \y-2
3.20 &y = (—) .
(3:20) =1
W koncu na brzegu & = 1 mamy:
‘ m i 2z \
(3.21) Tyz(l ,'Z) = — FB?B(Z‘,"}/) ll — (?) j‘.

Analizujac wzory (3.16) i (3.17) tatwo przekonac sig, ze

1
1”"(f’—z"h) _H M
T\ 2

1 2B
Tyz E, —Q—h
Oznacza to, ze na brzegu z = —21—h(£) wypadkowy wektor naprezefl T = 7Ty, + Ty ma kie-

runek styczny do konturu przekroju. Modut tego wektora wynosi: ,
M| 6Q2+7) ey V (H)2
= —_—— - - 4+ .
h A=y (¢ £) 5

(2  v=y e+ =t =
.. ' 1 . .
Najwigksze wypadkowe napreZenie styczne na brzegu z = —é—h(f) rowna sig:




440 A. GAWELCKI, A, BoRUSZAK

1
Tmax = T2 = 1(545“2—h)7

gdzie
1 \vz

Nietrudno stwierdzi¢, ze dla izotropowego tréjkata réwnobocznego (g =1, m=
H
B
scistym (por. np. [8] str. 238, 239),

Rezultaty obliczen dla wybranych przypadkdw skrecania pretéw ortotropowych o prze-
kroju tréjkatnym oraz poréwnanie ich z wynikami $cistymi uzyskanymi na gruncie teor
sprezystodci zamieszezono w punkcie 6.

2 . . . . ) )
= ]—/?) rozwigzanie podane wyZej pokrywa sie z dobrze znanym rozwiazaniem

4, Skrecanie jednorodnego preta ortotropowego o przekroju prostokatnym

Zalezno$é (3.1), podana w poprzednim rozdziale, przedstawia ogdlne réwnanie skre-
cania jednorodnego preta ortotropowego o przekroju monosymetryczoym. Je§li w réw-
naniu tym przyjmiemy, Zze A(x) = H = const., to otrzymamy (rys. 6):

a*M g 2 5 —

. 5
ITiew _f-
T x=§ 2
l:ﬂN
z )
Rys. 6

Wprowadzajac oznaczenia:

-  2x B _ S ' d
4-2 {£=':—, n =, a = 2,5 N, ’:—-_— R
@42) = = V2Sem (Y =—0)
‘réwnanie (4.1) mozna zapisa¢ nastgpujgco:
4.3) M7 -2M = - &% GO&>,

Warunki brzegowe wymagaja, by:
4.4 M(—-1) = M(1) = 0.
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Rozwigzanie réwnania (4.3) spelniajace warunki brzegowe (4.4) ma posta¢

' = H? chaé
4.5 M(é)——ﬁéz—G@(l-— Ch&).

Wobec powyzszego sifa poprzeczna wynosi:

H*GO . shaé
3ng cha

— 2 VB B
“6) 0B = =M@ =

Wychodzac z réwnania (2.18) obliczymy sztywno$é skr@cania D,:

1 _
— ~ ~—  BH?
E[R_B_j;M =t (1——tha),
skad
M BH? 1,

gdzie [ jest tzw. momentem bezwladnosci na skrecanie:

]’;,4
4.8) li= 5z [n—

1 N
————th(y'2,5gn ]
gy2,5 v , )
Dla przypadku izotropii (g = 1) i gdy B > H, wzér (4.8) daje wartoéci réwnie dokiad-
ne, jak ogdlnie znany wzor C. Webera, cytowany przez W. NOWACKIEGO [7]:
4

(49) I = %— [n —0,63+

0,052
4 bl

Naprezenia styczne obhczone ze wzorow (2.7) przy wykorzystamu rozwigzan (4.5)
(4.6) okredlaja nastepujace zaleznosci: :

o H chak

, e o 2 (1 ) 3]

(4.10) B i .
ryz(éaz)—‘ ""G@ 2;_:["' &'—Sc%l'_aa—é; 1_‘(%)],

lub po uwzglednieniu wzoru (4.7):

aMm - 3 chag\ [ 2z
(£, 2) = BH 1 (1 T “cha ) (—fi—)’
4.1) - m 3 shaf [ ( 2z )2]
Tyz( »Z) = Bﬁz chu —ﬁ— .
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Wartosci ekstremalnych naprezen stycznych 7, i 7, wynoszg (rys. 7):

3

1 i
_ H m 3(-1“'chz.z)
R ) o L)
n(l———th&
¢4

_ M 3y/10, thd
T, = 1,:(1,0) = "—‘—T%’—l—"
(1 — ?th&)

Na podstawie rownan (2.15) nietrudno przekonaé sig, ze srodek skrgcania (punkt
w ktérym @, = 0) wypada w srodku cigzkoéci przekroju, tzn. s = 0. Funkcje deplanacii
obliczymy na podstawie zaleznosci (2.19) wykorzystujac drugie z réwnan (2.15):

(4.12)

‘ 7 = H2 {— 2 shwE\[2z
PR e

Po wykorzystaniu zalezno$ci (4.7) réwnanie (4.13) mozZna zapisa¢ nastgpujaco:

— 2 shaé

E— — =
. M 32 a cha {2z
4,14 5 = — ) ——
(4.19) o) = —— 2 %)

1—-Lwa
o

5. Rozwiazania écisle teorii sprezystosci

5.1. Sformulowanie problemu. Podstawowe réwnanie rozniczkowe funkeiji naprezen y(x, z)

przy skrecaniu swobodnym sprezystych, ortotropowych pretéw pryzmatycznych ma postaé:
1 &%y 1y

5.1 : — = —

G- G, o TG o - 20

przy czym funkcja naprezen spelnia nastgpujace zaleznodci:

_ % _
(5.2) ' Tyx = Bz Ty = B
(5.3) W, = const,
(5.4) M =2 [ [ pdxdz = D,0,

gdzie v, oznacza wartosci funkcji naprezen na konturze preta.
Réwnanie (5.1) fatwo doprowadzimy do réwnania Poissona podstawiajac, ze

(5.5) X; = Xg, 2Z,=2.
Otrzymamy wowcezas

*p(x,, z,) 0%y(x,z,)
'6 1541 141
-6) ox3 + 073

= ~2G,.0.
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Problem skrgcania pregta ortotropowego sprowadza si¢ obecnie do rozwiazania skre-
cania zastgpczego preta izotropowego o g-krotnie zwigkszonych wymiarach w kierunku
osi x[11], [12}. .

5.2. Skrecanie preta o przekroju trojkatnym. W celu uproszezenia obliczén ograniczymy sie
do rozwigzania problemu skrgcania preta ortotropowego o przekroju trdjkata réwno-
ramiennego, przy czym wymiary przekroju dobieramy tak, by w ukladzie osi x,, z; za--
stepczy przekrdj izotropowy odpowiadal tréjkatowi réwnobocznemu (por. rys. 7a i 7b).

b)

Rys. 7

W przypadku trojkata réwnobocznego funkcje naprezen w(x,, z,) buduje si¢ jako
iloczyn réwnan bokéw trojkata (por. [8]). Mamy wiec:

(5.7 | (x5 2,) = A(x1+%c) (xl—%c—]/gzl) (x1 ——i—c+ 1/?21).

Stala 4 wyznacza si¢ podstawiajac wyrazenie (5.7) do réwnania (5.6).
Ostatecznie uzyskujemy:

2
Po uwzglednieniu transformacji wspétrzednych (5.5) funkcja naprezen p w ukladzie
osi x, z przyjmuje postaé:

2 B
(59 o op(x,z) = — —G”z"@ [g (—i—xzz — —gz—x:“) + (gzé'c2+zz)].

¥atwo sie przekonaé, ze funkcja v na konturze preta, zgodnie z warunkiem brzego-
wym (5.3), przyjmuje warto$¢ stala réwna zeru,
Stosownie -do zalezno$ci (5.2) sktadowe naprezenia styczne wynosza:

G011
(5.9) p(x,,z,) = ——2= [_6_(3xlz§——xi)+ (xf+z§)].

©
oo lp 00,
- 0z g ¢
(5.10) 2 3 .
' 7y = —i=260(—22—£x2+2x).
ox cg c
Jednostkowy kat skr¢cenia obliczono na podstawie zaleznosei (5.4):
4

(5.11) 0= ﬁ, gdzie D, = ——(—;—C—:

D; 2153
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i ostatecznie skladowe napreZemia przyjma postac:

m —{ 3gx
e = -?gIS]/:;( 5 +1)Z,

C
(512) S {3 3 L,
Ty, = F—g7,5;/3 (ng —&x+ 2 x)-

5.3. Skrecenle preta o przekroju prostokatnym. Rozwiazanie zadania brzegowego dla preta
prostokatnego przedstawionego na rys. 6 zbudujemy za pomoca szeregéw Fouriera, Po-
niewaz zadanie jest symetryczne wzgledem osi X, = X' g zaréwno funkcje naprezen
@(x,, z,) jak i prawa strong réwnania (5.6) przedstawimy w postaci pojedyficzego szeregu
COoSINUSOWego :

krx
(5.13) P, 7)) = Z‘ C,(cos( o L)z,‘(zl)
. k=1,3,5 Bl ’
. 4 Ll k
(514) szx@ = 2ny@ Z —TC—(.—I) 2 COS( fxl )7
k=1,3,5 7 B,

gdzie C, oznaczaja niewiadome wspotczynniki rozwinigcia funkeji v, B, =B-g

Po wykonaniu rézniczkowania i podstawieniu zaleznodci (5.13) do lewej strony réw-
nania (5.6) oraz podstawieniu zaleZznosci (5.14) w miejsce prawej strony zaleznosci (5.6)
dla poszczegdlnych wartosci k otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na nie-
wiadoma funkcje Z.(z,):

*zZ. [ kx \ ' 4 L
Rozwigzanie tego réwnania jest nastgpujace:
knz knz 8G,.6OB? Ll
5'16 Z — A 1 i L R i 1 »x 1 _ 2
( ) k(zl) 1S Bl +A~Ch Bl k3an ( 1) >

gdzie 4, i A, oznaczaja stale catkowania.

Z symetrii zadania wynika, ze 4, = 0. Stala 4, zgodnije z (5.3) wyznaczamy z warun-
ku Zyl;, - vm,,, = 0.

Po obliczeniu statej 4. réwnanie (5.16) przyjmuje postaé:

knz,
8G,. 0B} AL N
( ) k(zl) k3an ( ) 1 an—-l
ch—=
_ - 2B,
Ostatecznie po podstawieniu do (5.13) i po uporzadkowaniu otrzymamy:
' 86,.,08: < 1 *=i| B l'chI kx
(5.18)  pOn,z) = 22220 M (- 1o P cos( a )
‘ k=1,3,5 ch ks H, B,

2B, .
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Funkcja napre¢Zen wyrazona przez zmienne X, z przyjmie postac:

ch kmz
8G6OB? 1. Lty gB knx
/
5.19 X,2) = — 35— E — (=D 1- — CO8 | ——
( ) tp( 71:3 L k3 ( kazH B
e ch——
2gB

Naprezenia styczne wyrazajg zaleznos¢:

. <h knz
op 8GOB 1 Lis gB knx
yx=732~: _—_'J'-ZTg_— 'I?f('—l) ————— " COS§ —
S k=135 ch _k”%l)
2g

(5.20) knz '

oy 8GOB 1 -t Ch( B )

w —_—
== O g [1- o E Sh(
k=1,3,5 ch( k“_.)
2g
Moment skrgcajacy I obliczony z réwnania (5.4) wynosi:
s meofem[lo® S Ly(BE) o,
' ST P 2gB

6. Poréwnanie rezultatéw teoril przybiZonej z rozwiazaniami Scistymi

445

Poréwnanie przeprowadzimy dla trzech przypadkéw: izotropii, ortotropii ,,A’ oraz
ortotropii ,,B”’. Wartosci modutéw écinania materiatu ortotropowego odpowiadajg drewnu

$wierkowemu, dla ktérego wedtug E. K. Aszkenaziego [9] mamy (rys. 8):
— Ortotropia A G,, = 4210 kG/cm?

G,. = 3540 kGfem? < G,,, g= 1/ g” = 1,0905
. rx
— Ortotropia B G,, = 3540 kG/cm?
G, = 4210 kGjem? < G,,, g = ‘/ _gy_ ~ 0,9170
»x

ortotropia A {Gy> Gy}

ortotropia B(G, <G, }

7 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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Przypadki ortotropii A i B réznia si¢ jedynie sposobem wycigcia preta z pnia drew-
nianego.

Przypadek izotropii rozwazano przyjmujac, Ze modul Scinania jest réwny Sredniej

o 1

arytmetycznej modutéw dla przypadku ortotropii, tj. Gy = 5 (Gy. +Gyx) = 3875 kG/cm?,
W tablicy 1 przedstawiono wartosci naprezen 7, i 7, oraz sztywnosci skretnej D; dla preta
o przekroju trjkata réwnoramiennego (rys. 7a). W przypadku rozwiazywania takiego
zadania, niezaleznie od wartosci modutéw G, i G,, wspolrzedne &3 1 &4 maja stalg war-

2, 1 . . . .
toé¢ (por. rys. 9). & = £ £, = 5 Rozwiazanie przyblizone jest w tym przypadku roz-

wigzaniem $cistym. W tablicy 2. zestawiono wartodci sztywnosci skretnej Ds oraz napre-

~zen T, i 7, (por. rys. 10) dla preta o przekroju prostokatnym przy réznych stosunkach
bokéw n = B:H.

— B

T
yZ

Rys. 10

Przedstawione rezultaty pozwalaja stwierdzié, ze sztywno$ci na skrecanie dla pretow
ortotropowych obliczone w sposéb przyblizony wedtug teorii plyt Reissnera sa niemal
identyczne z wartosciami uzyskanymi z metody §cislej. Podobne stwierdzenia dla pretow
izotropowych zostaly przedstawione w pracy [5]. W pewnych przypadkach przekroju

Tablica 1
Pr¢t o przekroju tréjkatnym. Wyniki dla metody przyblizone] i Scisle]
Przypadek Ds Ty T2
Ortotropia A 0.0322 G 15 m Mm
Gye > G,» ,0322 ¢*G, —15,448 3 14,4976—3

‘Ortotropia B 0.0456 ot ' 0.9 m , m
Gy < Gy ) c*Go —10,923 -;3— ]],673:3_

tréjkatnego wyniki uzyskane z metody przyblizonej sg Sciste. Odnosi sig to zaréwno do
sztywnosci jak i do skladowych naprezen stycznych. W przekrojach prostokatnych war-
toéci napreZen réznia sie, a najwiekszg roznicg (do 10%) otrzymuje sie dla przypadkéw
gdy stosunek bokdéw prostokata wynosi 1:1.
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) Tablica 2
Pret o przekroju prostokatmym
Stos. - Ds: GoH* T, —‘13- T, A_a
dlug. Przypadek :
bok. rozwigzanie rozwigzanie rozwigzanie
n=HB:H przyblizone Scisfe przyblizone Scisle przyblizone Sciste
izotropia 0,1396 0,1406 4,3340 4,8080 5,2020 . 4,8080
1 ortotropia A 0,1388 0,1396 4,3070 4,5970 5,3250 4,9331
ortotropia B 0,1384 0,1396 4,3580 4,77717 5,0960 4,6633
izotropia 0,4566 0,4580 2,0050 2,0320 1,7250 1,6133
2 ortotropia A 0,4328 0,4334 1,9680 1,9639 o 1,8160 1,7010
ortotropia B 0,4760 0,4770 2,0320 2,0293 1,6440 —1_,555 )
- izotropia 1,1220 1,1240 0,8877 0,8865 0,7043 0,6596
4 ortotropia A 1,0415 1,0420 0,8754 0,8625 0,7563 0,7093
“ortotropia B ' 11,1989 1,1997 0,9008 0,8895 0,6570 0,6162
izotropia 2,4561 2,4546 0,4072 0,3979 0,3219 0,3027
8 ortotropia A 2,2600 2,2601 0,4043 0,3979 0,3486 0,3270
ortotropia B 2,6472 2,6483 0,4104 0,4050 0,2975 0,2791

7. Uwagl koficowe

Na podstawie przeprowadzonych przyktadowych obliczed mozZna stwierdzi¢, ze przed-
stawiony w pracy przyblizony sposdb wyznaczania sztywnosci, naprezen i deplanacji prze-
krojéw w ortotropowych prqtach' skrecanych jest szczegélnie przydatny do obliczania
sztywnosci skretnej dla dowolnych przekrojéw, o jednej osi symetrii. Przyblizony sposéb
stosowa¢ mozna réwniez do obliczania naprezen, przy czym nalezy si¢ liczy¢ z bledami,

ktére dla przekrojéw kwadratowych wynosza niemal 10%.

Ocene bledéw dla przypadkéw gdy nieznane jest rozwiazanie $ciste uzyska¢ mozna,
przy rozwiazywaniu zagadnienia na drodze teoretycznej, w zasadzie tylko na gruncie teorii
ofrodkéw z wiezami [10].
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Peswome

TTPUBJIYDKEHHAS TEOPUS CBOBOITHOI'O KPYYEHUS
i MIPU3MATUYECKUX CTERKHEN

B pafore nmpencraBieHo MPUONKEHHLIY METOX BBIYMCICHHA HANPAKeHH# B CKPYUMBAEMBIX
OPH3MATHYECKIX, aBU30TPONHBIX CcTep:xuax., Meron sBiserca obobuienuem teopuu . Paiiccrepa
IUIA AHK30TPOINHBIX, HEOMHOPOMUELIX MIACTHHOK M HEPEMEHHOMR TOJUIHMHOM.

ITonyuennie upulnuycéAnbIe PELUCHUA HMEFOT 3aMKHYTON Bil. IpeICTaBerHsL IPHMEpHI ¥ CpaBHe-
HHE MOJNYUEHLIX PE3YJLTATOB C PE3YJbTAaTaMy BBIYMCIEHBIMW TOUHLIM METOIOM.

" IlpemsosKeHblif METOX MOMKCET GBITh MCITONB30BAH NPY BBLIUHCICHHH OPTOTDOMHBIX CYepIKHel
C NPOM3BONBLHBIM [IOUEPEUHBIM CEYEHHEM M aKCHANBHOH MInMerpeH.

Summary

AN A-PPROXIMATE SOLUTION OF TORSION OF ANISOTROPIC PRISMATIC BARS .

An application of Reissner’s plate theory to torsion problem of monosymmetric anisotropic bars
is presented. The solution obtained by means of the method has a simple exact form. The torsion of
the rectangular and triangular cross-section bars are discussed. A good agreement (esspecially in case of
displacements) with exact solution & the theory of elasticity is shown. The approximate method presented
here is useful in design and optimization problems. :

POLITECHNIKA POZNANSEA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 stycznia 1979 roku
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ANALIZA PEYTY KOXLOWEJ GRUBEJ O ORTOTROPII CYLINDRYCZNEJ SPOCZYWAJACEJ
NA SPREZYSTYM PODLOZU

Wactaw ZwoLINskI (£.0pz)

1. Zalozenia podstawowe

)

Obliczanie kotowej plyty grubej izotrogowej spoczywajacej na sprezystym podiozu
przedstawil w pracy [1] D. FREDERICK w oparciu o teorig E. Reissnera. W wielu konstruk-
cjach plyty tego typu wykonane s3 z materialu o wiasnosciach ortotropowych. Plyta per-
forowana otworami tworzacymi siatke tréjkatna moze by¢ przyktadem plyty o ortotro-
'pii konstrukcyinej [2].

Przyjeto do obliczen nastgpujace stale materialowe plyty: (

E*, G, v* — moduly sprezystosci i liczbg Poissona w plaszczyZnie plyty.
E?, G*, v* — moduly sprezystosci i liczbg Poissona w kierunku prostopadiym do plasz-
czyzny plyty.

Ponadto zalozono:

a) material plyty podlega wogoélnionemu prawu Hooke’a,
b) grubo$é¢ elementu mierzona wzdhuz normalnej do powierzchni érodkowej nie ulega
zmianie podczas odksztalcenia plyty [3].
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¢) napreZenia styczne 7., 1 7y, (lub odpowiadajace im odksztalcenia Vrz | Vpz) ZMieniajy
si¢ wzdtuz grubosci plyty wedtug okreslonej funkeji [1, 3, 4, 5].

Na rysunku 1 przedstawiono przyjgty walcowy uklad osi wspdirzgdnych oraz obeig-
zenie elementu plyty. Cisnienia p,, p, dzialaja na powierzchnig ptyty, za$ p = kw oznacza
oddziatywanie podioza sprezystego (k — stala sprezystego podloza, w — ugigcie §rodko-
wej powierzchni ptyty). Zatozono, ze obcigZenie plyty jest symetryczne i wywoluje syme.
tryczne odksztalcenia 1 przemieszczenia u, w, (v = 0) poszczegolnych elementéw plyty.
Tak wigc przemieszczenia, odksztalcenia i napregZenia beda funkcjami wspoirzednych:

r,z (rys. 1) [4].

2. Odksztalcenia i naprezenia

Naprezenie styczne 7,, wystgpujace w rozpatrywanej plycie okreslono na podstawie
prac [1, 3,4, 5] w postaci:

2.1 Ty = —1—h2<p(1——4—zi)
=g ek
gdzie:
h — grubo$é piyty
" @ ~nieznana funkcja wspéirzednej ,,r”’
- Odksztatcenia na podstawie prawa Hooke’a [1, 5, 6] maja postaé:

2.2) g = EI;(J —v¥0g) ~ —~O‘
(2.3) £y = o (6—1"0) — g
. & E* r E* zs
: 1 1
(24) Yz = —G—xrrz; Yoz = FT\‘)Z'

Po wstawieniu wyrazen (2.4) do odpowiednich réwnan geometrycznej hipotezy W. Wia-
sowa dotyczacej ogdlnej teorii powlok [7] (jak podano w pracy [3]), przcmleszczeme u(r, 2)
dowolnego punktu plyty jest okreslone funkcja:

dw = zph® 4z2
(2.5) u(r,z) = u(r)— R T (1_3—h2)
gdzie:
u(r) = u — przemieszczenje punktéw §rodkowej powierzchni plyty

Odksztatcenia dowolnego elementu ptyty wyraZzone w przemieszczeniach mozna przed-

stawi¢ w postaci [3].

2.6 _du dw oz [
(2.6) "= Far s\ ")

‘ v z dw zh? 4z2\ ¢

du  d*w th(1 422 )dqo

s

2 2
@) . .i'_(_l-_4i-)¢,
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Naprezenia wyrazone odpowiednio w funkcji przemieszczen, po wykorzystaniu za-
leznoéei (2.2) (2.8), okreslone sa wyrazeniami:

E¥ [ﬂt_ s (d2 e dw) zh?

A R T ar) Ve
. dp , @ E*
29 (1_ 342 )(dr + )] T &7
[——(p1+pz+kw)+ 5 Z( )(m —kW)]
- E¥ . d?w 1_ dw\  zh? _
-~ PR e

o et

[ (0, + P2+ kw)+ 5 Z( )(pl kW)],
(2.11) Gz=-——(p1+p,_+kw) 2 ( 3h2)(p1 P2 kw)

h
.12) Tpp = T(l —4 hz)

3. Sily przekrojowe

Sily i momenty przekrojowe dzialajace w ptycie (rys. 1) wyrazone w funkcji przemiesz-
czen po uwzglednieniu wyrazed (2.9)+ (2.12) przyjmuja postaé [3]}:

h \
b
2
- E*h (du  u vh E*
6 No= ] ods = T—'(E")'Z(EF“L” T)‘"WF(P*”Z”‘“’)’
)
A
'z h d ¥*h E
E* Ldu u & =
0D Mo ””42:147)2(” @ 7) R T(E AR
7z
+—h_
2
h3
3.3 0 = [ tdz =50,
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’ )
_ _ E*p? d*w  v* dw R (de ¢
Ca) M, = [ ozde=~ 12[1_(vxﬁ[drz +TW”W(W i r)]+
2
v*h? E~
+ WF(I’L‘P:*’CW%
h
'z B Pw tdw k[ _d
— _ * x &°W ____W__ ap 9
(.3) M, = fh 9242 = = T30 GV [” a5 lOG’( @ Tr )]+
)
'uzh2 E*
]0(1 ,‘,x) Ez( P1—D2—kw).

4. Rownania rownowagl

Rownania réwnowagi elementu rozpatrywanej plyty (rys. 1) w tym przypadku maja
_postac [7]:

d
(4.1) -GN =Ny = 0,
d
4.2) ar Q) +r(p,—p.—kw) =0,
(4.3) : %(rM,)—M,‘)—.rQ,T -0

Wstawiajac do tych réwnan sity i momenty okreslone. zaleznosciami (3.1) = (3.5) otrzy-
mamy: ' '

duv 1 du u dw
4.4 L L e
(4.4 axZ Tx ax %2 x>
d 12x° ’

(4.5 ‘ o E(_x‘ﬁ)‘i' W(Pl '—Pz—_kW)_= 0,

d*w 2 d3w 1 d?w I 2C\dw P1—P2
(4.6) FraiE] a’xs*(x Zc)dz (_3 _)dx+ T
gdzie: .

. x_ E™h? _ (14 k s Kk

x=fr; D 12[1— (yx)z] 77——‘2/3?‘_:‘ g =D

z 2 X 1 z X
@7 c=i[ Sk _ v(Ew? ET| _ 3k 1_v(l+’u)],
2 L58%hG* 101 ~»¥) E* 56%h B :
Tak wige otrzymano ukiad trzech réwnad rézniczkowych (4.4) + (4.6) w ktérym niewia-

domymi sg funkcje u, w, . .
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5. Rozwigzanie réwnan rézoiczkowych réwnéwagl plyty

W celu rozwigzania réwnania rochzkowego (4.6) wprowadzono parametr «[l, 8]
okre$lony réwnoscia:

1 ; .
6.1 - C = —cos2a = —-—2—(e2'°‘+e‘2’°‘).

PoniewaZ parametr « zalezy bezpoérednio od.stalej C, ktéra moze przyjmowaé rézne war-
todci, zatem nalezy zbadac¢ pierwiastki rownania otrzymanego z (5.1):

(52) 1*42Ct+1 = 0,

gdzie:

t = el
Pierwiastki tego réwnania wynoszg:
(5.3) . ty,p= —CHYCI-1

i iloczyn tych pierwiastkow réwny jest jednosci (f, - £, = 1). Tak wiec dla Wyznaczcnia'
wartoéci parametru o otrzymujemy réwnania: -

(5.4) Qo = ¢; e =, = tL
z ktérych wynikajq zaleZnoSci (przy uwzgl@dmemu tylko gléwnych wartosci argumentu
(-7 < argly < 7)
2ic, = Inlt,|+iargt,,
2iot, = In|t,|+iargt, = —(In|t,|+iargt,).
Po podzieleniu powyzszych réwnan przez i otrzymamy:

5.5) 20, = argt; —iln |-tll,
_ 20, = —(argt; —iln|ty)).

Aby nie ogranicza¢ rozwigzania réwnania roézniczkowego (4.6) zatozono, ze wystepu-
jaca w nim stata C moze przyjmowaé dowolne wartodei rzeczywiste. W zwiazku z tym
wyréZniono trzy przedzialy wartosci i dwa przypadki na granicy przedziatdw, ktére moze
przyjmowac stata C.

a. Przedziat I: —1 < C < +1. Pierwiastki (5.3) przyjmuja w tym przypadku war-
todei zespolone. Yatwo zauwazyé [9], ze t,] = 1 i Inlt, | = 0, a wiec z wyrazenia (5.5)
otrzymamy: ' ; '
56 20y, = +argt, = arccosC—m,

5:6) 20, = —argl, = —(arccosC—).

Jak wida¢ parametry «, i @, przyjmuja wartoéci rzeczywiste o przeciwnych znakach. Za-
tem parametr o wystgpujacy w réwnaniu (5.1) w przypadku (-1 < €C < 1) moze byc
okreslony (zaleznoscig:

(5.7 o= %——arccosc; (0 << %)
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W celu rozwigzania réwnania rézniczkowego (4.6) wprowadzimy zmienna:

w1 dw 2
- - u
(5.8) V=t g T e
1 otrzymamy rdéwnanie:
d’y 1 dy _ PL—D:
(5.9) d-xz—+ x dx +ye k-
Rozwigzaniem tego rownania jest funkgja:
(5.10) y =272 4 e go(xei) + Cy HED (xei),

gdzie:
o
Jo(xei#) — funkcja Bessela (funkcja walcowa pierwszego rodzaju) rzedu zerowego
H{P (xe'*) — funkcja Hankela (funkcja walcowa trzeciego rodzaju) rzedu zerowego,
Wstawiajac wyrazZenie (5.10) do réwnania (5.8) otrzymamy:
d*w 1 dw . PL—D:2

+we™ %% =

(5.11) e Yo S

+ Cy Jo(xe™)+ Cy HEV (xe)™.
Catka ogolna tego réwnania jest réwniez catkg ogdlng réownania (4.6) i ma ona postaé:

(5.12) w=2t ;p 2+ Cy Jo(xei®) + CyJ o(xe ™) 4+ Cy HED(xe®) + Cy HE (xe™ ),

gdzie' X
=+ C; — state calkowania zespolone
Aby wyrazi¢ funkcje ugiecia w postaci rzeczywistej, funkCJe walcowe roztozono na
czgici rzeczywiste i urojone w postaci [8]:
Jo(xeti®) = Ber(xe®)+iBei(xe™),
H§VY(xet™) = Her(xe')+iHei(xe™).

‘Wykorzystujac zalezno$é (5.13) i przeksztalcajac odpowiednio stale catkowania zespolone
C; + C; mozemy przeksztalci¢ funkcje ugigeia (5.12), do postaci nie zawierajacej elemen-
téw urojonych. W ten sposob otrzymamy:

(5.13)

(5.14) W= —pl—lg—z« +c¢,Ber(xe™) 4+ ¢, Bel(xe‘“) + ¢ Her (xe'®) + L4Hel(xe‘°‘)
gdzie: _ |

C; + C; — state calkowania rzeczywiste :
Z rozwigzania réwnania rézniczkowego (4.5) po wykorzystaniu funkcji (5.14) otrzymamy:

12k

?= T HRs {CJ_[BCI (xe’™)cos 20+ Bei' (xe™)sin2¢] +

+C,[—Ber'(xe=)sin2a + Bei’ (xe™) cos 2a] +

(5.15) . . . .
© + C[Her’(e*)cos 2a - Hei’ (xe™)sin 2] +

. " B
+ C4[— Her'(xe)sin20+ Hei'(xe'®) cos 2¢] +—x—}
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gdzie:
B — stala catkowania

d . . )
I [Ber(xe™)] = Ber'(xe®); % [B.ei(xe’“)] = Bei’(xe‘“)

dL‘;c [Her(xe™)] = Her(xe™); dix [Hei(xe™)] = Hei’(xe™)

Wstawiajac pochodng wzgledem x funkcji ugiecia (5.14) do réwnania rézniczkowego
(4.4) tatwo otrzymamy calke ogdlna tego rownania w postaci:

u= - {Cl [Ber’ (xei*)cos 2¢+ Bei'(xe') sin 2] +

(5.16) + C, [ —Ber'(xei*)sin2¢ + Bei(xe™) cos 2o +
' + C3[Her" (xe')cos2a -+ Hei'(xe’“) sin2e] +

: . s A
. 4 Cu[ — Her'(xe™)sin2a + Hei'(xe’*) cos 2c] + A; X + 72—} ,

gdzie:
A,, A, — stale catkowania.
b. Przedzial II: C > 1. Pierwiastki ¢,,, (5.3) sa liczbami rzeczywistymi ujemnymi,
zatem arg?, = 7 i z réwnan (5,5) otrzymamy:

2y = m—iln(+C+ )/ C*~1),

(5.17) s
20, = —[mw~iln(+C+)/C*-1)],
poniewaz |t,| = —1,
Wyznaczone tu parametry e, i «, sg zespolonymi liczbami przeciwnymi.
W dalszych obliczeniach uwzglednimy nastgpujaca zalezno$é:
it 1
xeft = xe 2 .2 Iy _ iy, x,

(5.18) in 1 x
' xele = x¢~ 2 - 2 = —i,

Y1

gdzie:
yi=VC+yCi-l.

Nastepnie pamigtajac, Ze istnieja miedzy funkcjami walcowymi zaleznosci [10]:

Jo(iyx) = I(p1); Io(—i—’i) = I, (i)

YL Y1
2 | x 2 x
5.19 (1 = -2 . | _ = 2K (_ )’
I R L e R

X x X
Kyl —— ) = K (~—) —inl (—),
o( )’L) o Y1 ° Y1

gdzie:
Iy(y, x) — zmodyfikowana funkcja Bessela rzgdu zerowego
Ko(ylx)—zmodyfikowar}a funkcja Mac Donalda rzgdu zerowego
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zatem dla rozpatrywanego tu przypadku funkcja ugigcia ,,w” (5.14) bedaca catka 0golng
réwnania rézniczkowego (4.6), po odpowiednim doborze stalych catkowania, przyjmie
postaé:

(5.20) w = 1 —FCI Iy (v, Y)'FCzIo(y )+C3K0(V1x)+C4Ko(,y )
. 1

Funkcja ¢, bedaca calka rownania rézniczkowego (4.5) ma postaé:

12k
(5 21) @ = ﬂ o 3

Po rozwiazaniu réwnania rozniczkowego (4.4) w tym pLZypadku otrzymano:

_ , x B
lC1II(}’1x)+Cz}’§]1 ( ) ~C3 K (y,x)— C4}’1K1( )+ Y1 ]
Y1 Y1 x

X X
’y—) -C3 K (y,x) - Csy3iK, <71‘\, +

1

u Zi‘[cxll('yxx)"’cz'y%h(
(5.22) e
YiAix |y As
PO 2
2 X

c. Przedziat 1III: C < —1. Pierwiastki 7;,, (5.3) w tym przypadku sg liczbami rze-
czywistymi dodatnimi, zatem args, = 01 z réwnania (5.5) otrzymamy:
' 20, = —iln(—C—y/C*=1),
20, = iln(—~C—}'C?=1).
Otrzymane wigc parametry «,;, o, sa liczbami zespolonymi przeciwnymi. W dalszych
obliczeniach uwzglednimy nastepujaca zaleznosc:

(5.23)

xela = xelf2nv: = g, x
(5.24)

xeiaz —_ xC—l/Z]n'}‘z = _)f_,
Y2 .
gdzie:
| va=V-_c—yci-1.
W rozpatrywanym tu przedziale wartosm statej C, rozwiazaniem rownania rozniczko-
wego (4.6) bedzie funkcja:

(5.25) — - ClJo(yzx)-!-CzJo(

)+C3 YQ(’}’2X)‘,‘C4YQ(') )
gdzie:

Jo(y2x), Yolyax) — funkcja Bessela rzedu zerowego.
Funkcje @ otrzymano tu z réwnania rézniczkowego (4.5) w postaci:

12k

v, B
ﬂy2h3 C1J1(’}’2V)+C2}’§J1(;~)+C3Y(V2X)+C4yaY1.( )l— " ]

(5.26) @ =

Z rozwiazania réwnania rézniczkowego (4.4) dla tego przypadku, otrzymano funkcje
przemieszczen ,,u”" w postaci:

x | P
u = 2 CyJi(y2x)+ Cayid, (—“) FC3 Y (y20)+Cuyi 1, (*‘) +
(5.27) 72l v2 L\
+ Y24 x n ?’2142].
2 b
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Nalezy tu jeszcze przedstawiC rozwiazania réwnania rézniczkowego (4.6) dla dwdch
szczegblnych wartoéci C; t.j. C=1,1 C= ~1. :

d. Przypadek: C = 1. Latwo mozna sprawdzi¢, przez bezposrednie podstawienie do
rownania rézniczkowego (4.6), ze rozwiazaniem ogdlnym tego réwnania jest funkcja:

e

(5.28) w T

+ C Ip(x) 4+ CoxI, (x) + C3 Ko(x) + CoxK ().
Z rozwigzan za$ réwnan rozniczkowych (4.5) i (4.4) w tym przypadku otrzymamy:

(5:29) ¢ = %,f{c 08 CaleTa(8) ~2,(90] = Ca o)~ Caliko (92K, (01 2,

u = 37{01 I () F Ca[xdo(x) =21, (x)] = C3 K (x) —C4 [xKq (x) +2K, (x)] +

(5.30)
+ Alx + AZ
2 X
e. Przypadek: C = —1. Dla tego przypadku rozwiazaniem ogdélnym rdéwnania rdz-

niczkowego (4.6) jest funkcja:

Pi1—D2
k

(5.31) w o= +C Jo(x)+CaxJ (x)+ C3 Yo (x) + Cux Y (x).
Nastepnie z rozwiazania réwnania rézniczkowego (4.5) i (4.4) odpowiednio .otrzy-

mamy: ,

(5.32) ¢ = %{cm (%) = Ca [5Jo(%) = 2T, (91 Cs ¥y(x) ~Cy -
- [xYo(x) -—2YL(x)]+§}, :
"= n{Cl,Jl(x)-Cz [0 (%) =20 (£)]+ C3 ¥y (x)— Co-
(5.33)
: [xYo<x>—211(x>J+A;" +i‘1—2~}.

6. Stale calkowania

Dla wyznaczenia stanu.napreZen i odksztalcen obciazonej plyty nalezy okreslic stale
catkowania z warunkéw zamocowania brzegu wewngtrznego i zewngtrznego.

Dla plyty pelnej (bez otworu w srodku) stata caltkowania C; = C, = 4, = B =0,
poniewaz dla x = § r = 0 funkcja ,,w” (5.14), ,,¢” (5.15) i ,,u” (5.16) moga tylko w tym
przypadku przyjmowaé wartosci skoficzone. Natomiast state catkowania C, , C;, 4, mozna
wyznaczy¢ z warunkOw obcigZzenia brzegu zewnetrznego, wigc:

(61) Mr(x:[}a) = M,; Nr(x:ﬂa) = N,; Qr(x:ﬁa) = QO
gdzie: '
a — promien zewnetrzny piyty.



458 W. ZWOLINSKI

W technicznych zagadnieniach najczgéciej stata C(5.1) przyjmuje warto$¢ mniejszg od
jednofei. Zatem wstawiajac funkcje ,,w” (5.14), ,,¢”° (5.15) i ,,u”” (5.16) odpowiednio do
wyrazenia (3.1), (3.2) i (3.4) po uwzglednieniu warunkéw brzegowych otrzymamy réw-
nania dla okreslenia statych catkowania C;, C, 4, w postaci:

M,
D

+—§%" [( os2a+ ﬂ6hG ) Ber'(Bae'®) + Bei’ (ﬂae’“)]}

C, { ~Ber(fae™)cos2q —Bei(fae™)sin2a +

(6.2)
6(1—» )u

for) o1 — T oo —_
+C2{qu(ﬂae )sin2a —Bei(fae’*)cos2a /93h o

2
. [Ber'(ﬂae""‘) sin2o — (cos 20+- ﬂ ) Bei’ (ﬂae'“)]}
2BaE’N,
PEKE*
6.3) + C,[—Ber(Bae’®)sin 2+ Bei’(fae™) cos 2] +

2Bap,
aQ-—"k’

= C,[Ber’(Bae™®)cos 2a + Bei' (Bae™®)sin 2] +

+ fad, —

= —C,[Ber’(fae')cos20 -+ Bei'(fae)sin20]+

B0q
(6.4) k
+ C, [Ber’(Bae*)sin 20+ Bel'(Bae!*) cos2¢] .

Dalej mozna traktowaé stale calkowania jako wielkosci znane. Przemieszczenia punk-
tow lezacych na brzegu powierzchni $rodkowej ptyty oraz kat obrotu elementéw liniowych
mierzonych wzdtuz grubosci plyty, w otoczeniu $rodkowej powierzchni plyty (dla x = fla
i z = 0) w tym przypadku w oparciu o zaleznosci (5.14), (2,6) mozna przedstawi¢ w po-
staci:

(6.5) W, = L k L 2 4 C, Ber(Bae™)+ C, Bei(Bae™),
66) u, = —n{C, [Ber'(Bae™)cos2q + Bei’(Bae')sin20] +
) +C,[—Ber'(Bac’)sin2a+ Bei'(Bae™®) cos 20]+ fad, },
3k BRGE\ L
6, = SBhGT {C1 [(cos2oc+ Ak )Ber (Pae'“)+ Bei'(Bae )sm2¢x] +
6.7) : '
+C, [Ber'(ﬂae"“) sin2a + (cos 20+ 2I33thz ) Bei’(ﬁae"“)]}
gdzie: - |
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Dla weryfikacji podanych zaleznosci przeprowadzono obliczenia dla plyty wykonanej
z materialu o ortotropii cylindrycznej takiej jak dla ptyt perforowanych w zaleznosci od
wspolczynnika perforaciji okreslonego w pracy T. SLoTA [2]. Nastgpnie zalozono, Ze wlas-
nosci materiatu w kierunku prostopadtym do powierzchni plyty sa takie same jak w plasz-
czyznie plyty przy danym wspolczynniku perforacji (material izotropowy). Otrzymano
mniejsze naprezenia dla plyty ortotropowej w poréwnaniu z naprezeniami dla takiej sa-
mej plyty izotropowej

a) dla wspdlczynnika perforacji 0,2 naprezenia otrzymano mniejsze o 179

b) dla wspodtczynnika perforacji 0,4 naprezenia otrzymano mniejsze o 10%

¢) dla wspolczynnika perforacji 0,6 naprezenia otrzymano mniejsze o 3%

Podane zestawienie $wiadczy o celowosci przeprowadzonej anallzy i prawidlowoéci
przyjetych zalozen.

Dodatek

Zastosowana w pracy postaé niektérych funkcji walcowych nie jest na ogét podawana
w takiej formie w ogdlnie dostgpnej literaturze. Zatem dla ulatwienia przeprowadzenia
obliczei podano nizej posta¢ tych funkcji (wystepujacych pod nazwq funkcji Dinnika)
oraz podstawowe ich zaleZnosci:

) Ju(xet®) = Ber,(xe'®)+iBei,(xe®),
® H (xeti®) = Her,(xe'®) +iHei,(xe')
(—1)*x>**cos 2ka
io o) —
3 Berg(xe™) = Ber(xel) £ 27 ,
o Y Tt iy (—1)*x2*sin2ka
“4) Beig(xe'*) = Bei(xe) = £ ()2 \

Herg(xe'®) = Her(xe™) = (l - —2?;“—) Ber(xei®) — % (ln%+ C) Bei(xe®)+

( ® k
) 2 Z (—1)*xsin2ka Z 1
Tw T PR Am
. : o 2 X . 20 o
Heig(xe®) = Hei(xe™) = - 1n7 + C| Ber(xei*) + 1——n— Bei(xe!®) —
© %
: 2 (—1)*x%cos2ka 2 1
2k 2 s
3 S 22k(k 1) & m
(=D*x+1cos2ka . N (—=1)*x?**1sin2ka

—sina

2+ ik +1)!

(7) Ber,(xe®) = cosa 2+ IR+ 1D

=0
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w0 , ’ ©
ey (—D¥x?r+icos2ka Z (—=1)kx2k+15in 2k
.(8) Bei, (xe )~smczg I )] +coso¢lc_0 SRR
. 2 . 2 . .
Her, (xef*) = (1 - l) Ber, (xef®) ——(ln%+ C) Bei, (xe'*) +
JT JT
1 2sinet  xsino
+ +
©) - T\ T z
o] i k
1 (=D x*Hgin(2k+ 1)«
4

Vi 1
“ 221Nk 1)! Z‘rﬁ Z?]

2 (ln-x—+ C) Ber, (xe'*) + (1 ——21) Beiy (xe™) -+
4 2 7

1
(10)

Hei, (xef®) =

2cos o xcosd
0s + 0 )_
x 2

1 Z (—Dfx?+icos(2k+1) o
7

k1 ok
2wt 2
22+ 1l (k+4-1)! m m|’
k=1 m=1 m=1
gdzie: £k=0,1,2,3 ...

T

m=1,2..
C = 0, 57721566 —- stala Eulera

(11) 4 [Ber(xe®)] = —cosaBer, (xe'*)+sinaBei, (xe'®)
dx
(12) —— [Bei(xe™)] = —sinaBer, (xe®) —cos aBei, (xe'®)
dx
(13) — cos 20 Ber (xei®) -+ sin 2 Bei(xe) +
— [cos aBer, (xe'*) —sin o Bei, (xe®)],
‘ ' .
2 .
(14) Fe [Bei(xe/®)] = —sin2aBer(xe') —cos2aBei(xe™®)+

— [sin&Ber, (xe’®) 4 cos o Bei, (xe)]
Nalezy zwroécié uwage, ze dla x = 0 mamy

Ber(xe/®) = 1;  Bei(xe') = 0;
‘Bei, (xe’®) = 0

|1 | . cosa
11_{1(1’ [?Berl(xe )] =3

N i sine
; }:_T,[?Bel‘(xe )] =
a funkcje Her(xe®), Hei(xe), Her, (xe'®), Her, (xe!*).w tym przypadku przyjmuja wartosci
nieokreslone.

Ber, (xei®) = 0;




ANALIZA PLYTY KOLOWE) GRUBEJ 461

Aby obliczy¢ pochodne funkcji Her(xe®) i Hei(xe'®) nalezy we wzorach (11)+ (14)
zastapi¢ odpowiednio funkcje Ber(xe™) funkcja Her(xe'®), a funkcje Bei(xe!®) funkcja
Hei(xe™).

Pozostate funkcje walcowe sa na ogoét znane i wystgpuja w ogdlnic dostepnej litera-
turze.
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Pesome

TOJICTAA KPYTJIAS IIMJIUHIPHUECKUNA OPTOTPOITHAS IIUTA
HA YIIPYTOM OCHOBAHHH

B craTee npeyCcTaBiieHO aHAJMTHYECIOE pelieHue AIA nephOPHPOBaHHON TONCTOH KPYIJION IUIHTHI
Jderiaunieil HA YIPYroM OCHOBANWY M HATpy:Kenuoi Xabienuem. Tuddeperuanbuble ypaBHeHUA PAaBHO~
BecHS pelieHo 1A ofiiero ciuyuaa. [lomydenHsle (DYHKUMK IEPEMEIIEHHH CcpeRHeH IOBEPXHOCTH
DAUTHL GAIOT BO3MOMKCHOCTH OIIPEHENEHMA CHJI, MOMEHTOB ¥ HANPSDKCEHMA B ogom eé ceuenun. Ilo-
CTOAHHBIC MHTErPHPOBAHMS OMPEHENCHO I DEJIMHAPHUICCIAL OPTOTPONHON IMTELI HATDYXCeHHOR
CHITAMK ¥ MOMEHTOM Ha KOHType. JIns obieryeHrA NPUMEHEHHI TEOPHYE NEPEWHCIIeHbl CBOMCTRA LMITH~
npuueckux  GyHKimit.

Summary

A THICK ORTHOTROPIC CIRCULAR PLATE ON AN ELASTIC FUNDATION

In the paper the analytical solution for a thick orthotropic circular plate on an elastic fundation sub-
+ jected to pressure load Is presented. A general solution of a differential equation of a plate has been car-
ried out. Displacement functions of mid surface elements have been obtained permitting to describe internal
forces, moments and stresses. In the case of the plate loaded by edge forces and moments the integral
constants were defined.
To facilitate the applications we have listed in Appendix the properties’of cylindrical functions.

LODZ
Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 stycznia 1979 roku
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ROZWIAZANIE UPROSZCZONYCH ROWNAN STRUMIENIA SWOBCDNEGO METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

KRYSTYNA TUSTANOWSKA—KAMROWSKA (POzZNAN)

1. Wprowadzenie

W pracy przedstawiono metode rozwiazywania uproszczonych réwnan strumienia
swobodnego opisujacych wyplyw czynnika z rury prostej metoda elementéw skonczonych.
Obliczenia przeprowadzono dla obszaru w odlegtosci 4+8 z/d od wylotu rury. Do roz-
wigzywania otrzymanego z dyskretyzacji metody elementéw skoriczonych ukladu LN
rownan algebraicznych nieliniowych opracowano zmodyfikowana metode iteracyjna.
Otrzymane za pomoca tej metody wyniki pordwnano z doswiadczaliymi.

Wazniejsze oznaczenia:
Q obszar,
G brzeg obszaru,

x, ¥, z wspoOlrzedne,

u, v funkcje niewiadome,
R réwnanie,
L droga mieszania,
E element skonczony,
4 pole tréjkata,
H funkcja ksztattu,

. K macierz wspélczynnikéw,

2. Postawienie problemu i dyskretyzacja

Rozwazmy swobodny wyplyw czynnika z rury prostej (rys. 1), opisany w obszarze
osiowosymetrycznym (@, uproszczonym rownaniem ruchu strumienia swobodnego

a ., , a , G,
(la) E(ru )+W(7u'()) = —W(rL),
oraz réwnaniem ciaglosci przeplywu
il il
1b _Z v =
(1b) 3 (ru)+ o (rv) = 0,
gdzie funkcje niewiadome u(r, z) i'o(r, z) oznaczaja odpowiednio predkosci osiowg i pro-

8*
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mienjowa czynnika, oraz na brzegu G obszaru  speiniaja warunek brzegowy I-go rodzaju
2 u(r,z) =ug, o(r,z) =19, (,2)e0,

. 2
za$ L = L(r, 2) (%) oznacza droge mieszania czynnika [1].

z

—_—
Rys. 1,

Poniewaz celem naszym jest rozwiazanie problemu numerycznie, wigc musimy go
sprowadzié do postaci dyskretnej. Uczynimy to za pomoca metody elementow skonczo-
nych (MES).

Dyskretyzacja obszaru: Nie bedziemy rozpatrywaé calego obszaru okre§lonosci funkcp
u i v z (1), lecz pewien jego fragment (w dalszym ciagu oznaczony jako Q), ktérego wy-
miary podane sa na rysunku 2, gdzie jednostka jest promien rury.

W obszarze Q ustalamy LWR, w naszym przypadku LWR = 41, dowolnie wybranych
punktow (quly). Jako elementy skoficzone przyjmujemy tréjkaty, ktore numerujemy
od 1 do LER = 59. Dla kazdego z LER tréjkatéw wypiszemy, zachowujac kierunek le-
woskretny, odpowiadajace mu wezty (LWE), stanowiace jego wierzcholki (tablica WE).
Kolejnos¢ numerowania weziéw obszaru i elementéw oraz ustalenie numeru pierwszego
wezla dla kazdego elementu w tablicy WE, zaleza od sposobu ulozenia programu. '

Zbiér wszystkich utworzonych wyzej tréjkatéw, ktéry oznaczymy przez Q, stanowi
model dyskretny obszaru Q (rys. 2).

Dyskretyzacja funkeji: Zbudowalismy model dyskretny O obszaru Q okreslonosci funkcji
u(r, z) i v(r, z). Przystgpujemy teraz .do budowy funkcji u(r, z) i v(r, z), dla ktérych ob-
szarem okre$lonosci bgdzie Q. Poniewaz, w naszym przypadku, dyskretyzacja tak funkcji
u(r, z) jak i v(r, z) bedzie przebiegata analogicznie, wiec w celu ograniczenia liczby wzo-
row (podwdine) przeprowadzimy ja tylko dla funkcji u(r, z).
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W wybranych LWR wezlach obszaru Q, wartosci funkgji u(r, z) oznaczymy przez U’,
i=1,..,LWR. Rozpatrzmy teraz dowolny element skorniczony. Bedziemy uwazali go za
obszar okreslonosci pewnej funkeji lokalnej, oznaczonej przez u‘(r, z), tego typu co

8 7 L M N GOl 4] 2

® /| ® ©) & & | &
@ 7 @ @\ /@ @ &) &)

18 19 20 22

G\ @ GI\®| \_® @ {\ @
® \ [\ /&|@\|@\| @@ (=)

» Jo/Nele/No\_ @
&6 /ole\| /G@\| ®\_| @

Vs 32 3 0 2 28 27 % 25 M
05 1.0 15 20 2,5 30

. Rys. 2,

u(r, z). Funkcje lokalna aproksymuje si¢ na odpowiadajacym -jej elemencie funkcjami
ciagtymi, postaci
©) u(r, z) = H(r, 2)ui®+ ... FH{Ge(r, Dufips,
gdzie u§® sg wartosciami funkcji u®(r, z) w weztach elementu, za$ funkcje H{®(r, z),n =
=1 » ..., LWE, dla elementu tréjkatnego maja postacé {2, 9]
@ H®(r, z) = (a,+b,+¢,2)24, n=1i,j,k.
Stale a, b, ¢ zaleza tylko od wspolrzgdnych weztéw elementu [9], 4 jest polem trdjkata
E., za$ i, j, k oznaczaja kolejne numery jego wierzchotkow. W tym przypadku funkcja
u?)(r, z), zgodnie z (3) i (4), w kazdym elemencie E,, bedzie nastgpujaca

_ a; a; a | (U
%) uO(r,z) = ;—A[lrz] by by b [ U7} = [HY {U°).

: ¢ ¢ oo || UF

Ostateczny model dyskretny funkcji u(r, z) w obszarze 0 otrzymamy po zastosowaniu

typowego dla MES zbierania po elementach [2, 4, 9]

. LER LER
(6) u(r,z) = a(r, z) = Zu(e)(r, z) = Z H®(r,2)ul® = [H|{U},
e=1 e=1
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gdzie H(r, z) oznacza globalng aproksymacje funkcji u(r, z) w 0, a {U} jest wektorem
wartosci tej funkeji w LWR wezlach obszaru Q.

Dyskretyzacja réwnan. Niech, zgodnie z (5)
) Cu(r,z) = [HI{UY, 090,z = [H){V*}

"bedzie aproksymacja dla u i v w typowym elemencie tréjkatnym E,. Poniewaz (7) jest
tylko przyblizeniem funkcji u(r, z) i v(r, z) w kazdym elemencie skoficzonym, wigc bledy

? 2w\
RO(r,z) = (J uOH £ — v Do L rL a ——u®| | =0,

® 9 ?
( =2 guen e C o©) =
R (r, z) = 5 (rut) + > (ro®) = 0,

nie beda tozsamo$ciowo réowne zeru. Mozemy je zminimalizowaé w kazdym elemencie
metoda Galerkina [2, 4, 8, 9], dla ktorej funkcje wagowe sa réowne H 9, oraz

9) [ HO@, )R, 2)dE, = 0, i=1,2.
E,

Dla naszych rownai warunek (9), po uwzglednieniu (8), przyjmie postaé
2 0 2 _
H® (I u“m)+ @@ rL|-—u®| ||dE,= 0,
A or

(10)
f H® [i (ru’®) + —g—(rv(e))]dE =
g 0z or ¢
W tym miejscu zazwyczaj w celu obniZenia rzgdu réwnania, lub wydzielenia z rowna-
nia tych jego czegéci, ktére dziataja tylko na brzegu obszaru (umozliwia to wprowadzenie
warunkéw brzegowych II-go i IIl-go rodzaju, o ile takie sa dane), stosujemy do niego
wzo6r Greena [2, 3].
W naszym przypadku wzor ten zastosujemy do pierwszego z réownan (10). W tym
celu musimy je przeksztalci¢ do OdeWIednlC_] postaci. Wtedy, zaplsujqc ukiad (10) juz
dla catego elementu E,, mamy

[ H T [HI{UNH{U}+ [H ) [H{UH{V} +

Eq
+ [H]r LIHJ{UH){U}drdz =
() f [H]Tr(u2 cosg + (uv+L(-a_u)2) sing) das =0,
Go
f ([HI"r([HJ{U}+ [HI{V}) + [HIT[H]{V})drdz = 0,
Eq
~ gdzie H, = 0H[dr, H, = 0H/0z, G, jest brzegiem elementu E,, zas g kqtem normalnej

zewngtrznej do brzegu tréjkata.
Nie uzyliSmy w (11) symbolu (e), aby nie zaciemniaé zapisu. Nalezy Jednak pamigtac,
ze wszystkie wystepujace tam wielkoéci odnosza si¢ do elementu E,.
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Catka po G,, wystepujaca w (11), jest rowna zeru na wszystkich brzegach wewngtrz-
nych obszaru 0O [8], natomiast na brzegach elementéw pokrywajacych si¢ z G, nie bedzie-
‘my z niej korzysta¢, gdyz mamy dany warunek I-go rodzaju.

Jezeli teraz do r, z i L zastosujemy aproksymacje tego samego typu co dla funkcji nie-
wiadomych, okre§long wzorami (7), to wykoriystujqc wzor [9]

- _ alflyl -
(12) EJ‘:H,.HJH};drdz CES Sl
bedziemy mogli z latwoscig policzy¢ catki wystgpujace w (11). I tak
211
f [H]'[H]drdz = 4 121]= 4 [B],
2 12 12
. 112
' [622) @21) (212) y '
{ [H1{r} [H1{U} [H)drdz ——{U}T (221) (262) (122) | = o= —_{U3T[4],
Ee (212) (122) (226):
211
A 4
(13) [ Engymardz = £ 37| 121 | = 0078,
Ee 112

gdzie (pgs) = pr;+gqrj+sr,. Oznaczajac

1 ]
[Hr] = _2A [blbjbk] = ﬁ[b]’
(14)
- . ) [Hz] = 3a

otrzymamy z (11) uktad szesciu rownan algebraicznych, dla kazdego z LER tréjkatéw E,.
a5 OV BF U AV} B )T IBRL U BID) = 0,
[Bl{r}[cl{U} +24[BI{V}+[BI{r} [b]{V} =
ktéry zapisany bardziej przejrzyscie jest postaci
, ¢, [Aluu+b,[Alur+b,;[kluu
(16) M@ (u,v) = § ¢;[Alun+b,[Aluv+b,[klun ; = 0,
¢ [Aluu+ b [Aluv+ b [kluu
MP(u,v) = [K31{U}+ [k4]{V},
gdzie
[kl = [ {r}T[BI{ L} [b],
an [k3] = [B]{r}[l,
‘ [k4] = 24[B] + [B] {rye1.
M® i M s modelami dyskretnymi réwnad (1) w elemencie E,, a zapis symboliczny
" [4Juv nalezy rozumieé jako {U}T[4]{U}, oraz wszystkie wielkoéci wystepujace w (16)
odnoszg sig do E,. Model globalny réwnan (1) otrzymamy po zioZeniu rownan (16) dla
catego obszaru Q. Powstanie w ten sposéb LR réwnan typu

(182) : [K1UU+[K2UV = 0,
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oraz LWR rdwnan liniowych
(18b) [K31{U}+[K41{V} = 0.

Niech teraz LN = LWR-LWD bedzie ogdlng liczba wezltdw obszaru @, w ktdrych
poszukujemy wartosci funkcji u#(r, z) i ©(r, z). LWD oznacza liczbg tych weztéw obszaru
0, w ktérych znamy wartosci funkeji # i @ (warunki (2)).

Oczywiscie, liczba punktéw brzegowych, dla ktérych znamy wartosei funkcji nie musi

by¢ taka sama dla « i v. W naszym przypadku przyjmiemy jednak,.ze one s rowne, co
nie zaweza dalszych rozwazan.

Po wprowadzeniu warunkéw (2) do ukfadu (18), otrzymamy 2x LN réwnan
19 [KIJUU + [K2]UV = 0,
[K3{U}+ [K41{V} = {F}
Teraz U = (v, ..., UM 1], a macierze [K1] i [K2] sa rozmiaru (LN+1) x (LN+1).
Wykorzystujac fakt, ze macierz [K4] jest nieosobliwa ((17)), mozemy z drugiej czgsci
uktadu (19) wyznaczyé wektor {F} ’ '
(20) {V} = [K4'({F} - [K3{U}),

START

cayte) LER, LIWR,LWD, WE ,WW,ug Vo.Up |

b

| LNsLWR-1WD |

oblicz macierze K3 i K; dia rdwnania
liniowego [ 19h)

wiprowad? warunki brzegowe i umiesc
je w kolumnie LN+t macierzy K3

| obliAcz K ]

| oblicz K, =K, Ky ]

i=1 |

—

oblicz macierze K; i Kz dla réwnania
nieliniowego w wezle i (19a)

i

‘ wprowadz warunki brzegowe |
!
[ oblicz K=Ky Ky+ Ky I -

]
" zapamietaj macierz wspbtczynnikow
K dia wezta i

) G{VT_“I\I} = -'Ii +1 i
'lT
! (s10P ) '

Rys. 3 Schemat blokowy.
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a wstawiajac go do czedci pierwszej uktadu (19), otrzymamy LN réwnan nieliniowych,
kazde postaci
(210 ' [K]UU = 0,

o niewiadomych U’ i=1,..,LN.
Oczywiscie macierz [K] mozna zawsze przedstawnc jako macierz symetryczna.
Schemat blokowy programu realizujgcego opisang dyskretyzacje, ktérego wynikiem
jest uklad rownan (21), pokazano na rysunku 3. Czas jego realizacji na mc Odra 1204
wynosi, dla naszego zadania, 224 s.

3. Roiwiazanie

Uktad réwnan (21) prébowano rozwigzaé wicloma metodami (Newtona-Raphsona
(NR) [5], gradientéw sprzezonych (GW) [4], linearyzacji Steffensena (ST) [6], iteracji
prostej (IT) [4], i inne). Kazda z tych metod wymaga jednak dosy¢ dobrej znajomosei
przyblizonych wartoéci rozwigzania, co nie zawsze jest tatwe, a w wiekszosci przypadkéw
wrecz niemozliwe, Podjeto wigc probe opracowania takiej metody (lub zmodyfikowania
jednej ze znanych metod), ktéra nie zaleZzalaby od punktu startowego.

Poniewaz vkiad (21) mozna z fatwoscia zapisa¢ w postaci '

(22) a'uryt+2b"0"+¢" =0, n=1,..,LN,
gdzie
LN+1
@ =KL, b= ) KLU,
i7n
23) LN+l LN+
Z Z K" Uruj ULN+1 — 1’
taén J#"

wigc niewiadoma U” mozna prosto wyznaczy¢ z n-tego réwnania

—b"+ Y b —ac?

a'l

(24) Ur =

Pozostaje tylko problem, ktoéry ze znakéw (+ czy —) przyja¢ dla kazdej z niewiado-
mych U. Okazuje sig, ze znak ten nie jest staly w kazdej iteracji, lecz moze ulega¢ zmianie.
Jego- dobdr mozna ustalié automatyczme w programie, po wprowadzeniu pewnych wa-
runkéw dodatkowych.

Bodaj najwazniejszym z nich jest zalozenie o zbieznosci metody. Oznacza to, Ze majac
dla kazdej z niewiadomych, w kazdej iteracji po dwa pierwiastki, dobieramy ten z nich,
dla ktérego réznica z rozwigzaniem dotychczasowym jest mnicjsza.

W ten sposéb otrzymane wyniki poréwnano z do§wiadczalnymi. Wynik pokazano na
rysunku 4 i 5, gdzie punkty oznaczaja wartosci obliczone. Rysunki 6 - 10 przedstawiajg .
zachowanie si¢ rozwiazania naszego zadania w dwudziestu pierwszych iteracjach (it).
Punktem wyjsciowym byl punkt zerowy, tzn. na poczatku wszystkie U '= 0,7 =1, ..., LN.
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Rys. 5.

Rysunek 6 przedstawia $rednig kwadratowa warto$é z funkeji uktadu (21). Jezeli nasze
réwnanie zapiszemy w postaci

fi(U)=01 i=1:-"’LN:
to

Fi = 1;f?(u_:r)/LN .
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Na rysunku 7 pokazano odpowiednio blad $redni

Z (Ui, —UL)?JLN »

kolejnych przyblizen pierwiastkdw. Natomiast rysunki 8, 9, 10 przedstawiaja zachowanie‘
si¢ trzech dowolnie wybranych p1erw1astkéw vktadu (21) dla trzech metod (NR, GW,
ZM). }

. 4. Podsumowanie

Przedstawiona wyzej, na przykladzie, metoda rozwiazywania réwnan rézniczkowych,
moze by¢ wykorzystana rowniez w wiekszosci nieliniowych probleméw pola.

Wybér ksztaltu elementu oraz funkciji aproksymujacej jest dowolny i zalezy od potrzeb
i wykonawcy. Konkretna jego postaé jest wazna dopiero po przystapieniu do catkows-
nia réwnan (11).
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Ksztatt ukladu (21) zalezy tylko od charakteru réwnan wyjéciowych (1), a $ci§le od
stopnia wystepujacych w nich funkeji niewiadomych.. "

Wprowadzenie warunkéw brzegowych Il-go i IIl-go rodzaju réwniez nie nastrecza
formalnie wigkszych problemdw. Bardzigj pracochlonne bedzie jedynie wtedy ulozenie
programu.

Zmodyfikowana metoda iteracyjna (ZM) moze stuzy¢ do rozwiazywania nie tylko
rownan kwadratowych, lecz ogélnie do réwnan typu wielomianowego. Najefektywnie]
jednak mozna ja wykorzysta¢ w celu ustalania przyblizenia poczatkowego, na tyle doklad-
nego, aby mozna bylo stosowaé inne szybsze metody rozwigzywania réwnan nielinio-
wych, np. metod¢ Newtona-Raphsona.
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Peswome

PEIMEHUE YIIPOIEHHLIX YPABHEHWK OCECHMMETPUYHON
CBOBOIHO¥W CTPYH METOIOOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB

B CTaThH HpEeACcTaBIEHO METOM PelUeHHA YIPOILIEHHEIX YPaBHeH il CBOGOAHOI CTPYH 1300pasaonmx
[BHITEKAHHE LIOTOKA C NMpPAMOH TPYOhI MHETONOM KOHeuHbIX anemenTtoB (MKD). HMcudcnemus caemaHo
an oBsacTi B paccrostunil 4+ 8 z/d ot Brixoga Tpyosl. IS pelIEHHA NONYUEHOrO M3 HHCKPETHI3aLIH
IMKD cuctemer LH anrefpanuecknx Henuyedubix ypaBuenil paspaborano mMoAu(MUUpPOBAHHHH HTe~
PAIMOHHEBI METOX.

ITomyuens! Py NOMOLIY STOFO METOA PesyIbTaThe CPABHEHO C IKCIEPHMEHTAIBHBIMH.

Summary

THE NUMERICAL SOLUTION OF A SIMPLIFIED FREE ROUND JET EQUATIONS USING THE
' FINITE ELEMENT METHOD

A method of numerical solution is presented of simplitjied equations of free round jet flowing from’
1 straight pipe using the finite element method (FEM). The solution is-given for the region 4--8 z/d from
r\e pipe outlet.
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A modified iteration method is proposed to solve LN algebraic nonlinear equations system obtained
from FEM discretization.

The results is compared with the experimental data.
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DRGANIA UKEADU PRETOWEGO Z TARCIEM COULOMBA NA POWIERZ CHNIE
NIECIAGLOSCIY

ALFRED ZMITROWI1CZ (GDANSK)

1. Wstep

Liczne urzadzenia mechaniczne posiadaja konstrukcyjne nieciaglosci w postaci pola-
czen, miejsc podparcia, powierzchni rozdzialu. Wiréd nich wyréznia sie te nieciggtosci,
ktére charakteryzuja si¢ wyraznym ruchem wzglednym stykajacych sie powierzchni, zwa-
nym poslizgiem lub makroposlizgiem. W tych przypadkach zazwyczaj pomija si¢ odksztal-
calnoéé stykajacych si¢ powierzchni i traktuje je jako idealnie sztywne. Osobna grupe
stanowia pofaczenia w ktérych zachodza t.zw. mikropoélizgi, wskutek sprezystosci po-
wierzchniowej styku lub obecnoéci dodatkowych elementéw sprezystych (mity, $ruby,
sworznie).

Towarzyszace poslizgowi i mikropoélizgowi sily tarcia suchego powoduja rozpraszanie
energii ruchu, przemieszczajacych si¢ wzgledem siebie elementéw. Przez zjawisko dysypacji
energii 'drgajacego ukladu mechanicznego, tarcie suche przyczynia si¢ do redukcji odksztal-
cen 1 naprezenn dynamicznych a tym samym do zwigkszenia niezawodnosci i Zywotnosci
urzadzenia. Tiumienie drgan na skutek tarciowego oddzialywania stykajacych sie po-
wierzchni jest szczegdlnie pozadane tam gdzie wymiary, cigzar, stopien zlozonosci lub
koszt urzadzenia odgrywaja decydujaca role. Ponadto tarcie powierzchniowe stykajacych
sie elementéw jest na ogét wigksze od tarcia materialowego i w wielu maszynach jest gtow-
nym mechanizmem ttumienia [1, 2, 3].

Stosowany opis sif oporn w konstrukcyjnych nieciagioéciach nie zawsze jest zwigzany
z okre$lonym sposobem dysypacji energii. Zazwyczaj tlumienie to jest przedstawiane w 3
znanych postaciach (lepkie, histerezowe, tarciowe) lub ich kombinacji. Tarcie suche ge-
nerowane podczas ruchu najczesciej okrefla sie znanym wzorem Amontonsa i Coulomba.
Przyjecie liniowej zaleznosci sity tarcia od wersora predkosci poslizgu i wielkosci wzajem-
nego docisku, wprowadza nieliniowo$ci do réwnan ruchu.

Drgania zlozonych ukladéw konstrukcyjnych z tarciem suchym na powierzchniach
niecigglosci zazwyczaj opisuje sie zastepczym ukladem o 1 stopniu swobody. Taki model
dynamiczny przyjmowano dla belek warstwowych [1, 4, 5] oraz belek wspornikowych
z niewielkim obszarem styku [1, 4]. Podobnie postgpowano w przypadku pretéw z tar-
ciem suchym w obszarze zamocowania [1, 4, 6, 7]. W [8] modelem dynamicznym topatki
maszyny wirnikowej z tarciem konstrukcyjnym w zamocowaniu jest uktad o zmiennej

9 Praca wykonana w ramach planu badan MR I/26, temat 09.3.
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“liczbie stopni swobody (1 lub 2). Stan sztywnego i przesuwnego zamocowania a tym
samym liczbe stopni swobody ukiadu okresla zalezno$¢ ujmujgca wszystkie parametry
uktadu. Przemieszczenia fopatki sprezarki z tarciem suchym w styku t.zw. pétek opisano
w [9] .dynamicznymi liczbami wplywowymi. Przy tym zalozono zlinearyzowana postas
sity tarcia suchego. Ciagle ukiady belkowe z tarciem suchym na powierzchni rozdziaty
i w zamocowaniu rozwazano w [10, 11, 12]

Prosty uklad o 1 stopniu swobody z tlumieniem tarciowym jest przedmiotem analizy
zamieszczonej w podrecznikach teorii drgan np:. [13,14, 15, 16]. Jego ruch opisuje nie-
liniowe réwnanie rézniczkowe. Rownanie to mozna przedstawié w postaci 2 rownan li-
niowych ktérych rozwiazania ,,zszywa si¢” ze soba w chwilach zmiany znaku predkosci.
Wiele prac po$wigcono analizie rozwigzai bardziej ztozonych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych ze skiadnikiem uwzglgdniajacym wplywy tarciowe np:. [17, 18]

Trudnosci zwiazane z opisem sit oporu w miejscach nieciaglodci oraz z poszukiwaniem
rozwigzan nawet najprostszych réwnan ruchu sprawity, ze w cytowanych powyzej pracach
rozpatrywano jedynie wybrane zagadnienia dynamiki. MozZna stwierdzi¢, Ze przyjecie
zlozonego ukladu dynamicznego z reguly pociggalo za sobg uproszczenie modelu tarcia
suchego (np. jego linearyzacje) i na odwro6t. Miedzy innymi teoria ukladéw o przeliczal-
nej ilodci stopni swobody z udziatem si tarcia suchego jest jeszcze w trakcie opracowy-
wania. ‘

W niniejszej pracy podjeto probe sformuiowania metody analizy drgafn wkiadu preto-
wego z tarciem suchym w miejscu konstrukcyjnej nieciggtosci. W odréznieniu od znanych
rozwazan [1, 4, 9] modelem dynamicznym jest ukiad o wielu stopniach swobody. Ogdlny
opis sil tarcia suchego na powierzchni styku otrzymano przy wykorzystaniu tensora tarcia
Coulomba. Na przykladzie drgan pakietu lopatek turbinowych wskazano na efekty wzbu-
dzen drgafi przez tarcie oraz sprzezen poprzez sprezysto$é i anizotropig tarcia suchego,

2. Sposob dyskretyzacji

Rozwazmy pokazany na rys. 1 uktad ramowy z powierzchnia nieciggtosci i sztywnym
podparciem. Zatézmy pewien inercjalny ukiad wspotrzednych OXYZ, rys. 1. Postepujac
zgodnie z formalizmem metody elementdéw skonczonych i korzystajac z jednowymiaro-
wych elementdw pretowych o 12 stopniach swobody [19, 20], mozna dokonaé dyskret-
nego opisu ukladu. Przyjeto, ze deformacje pretowych elementéw skoficzonych okresla-
ja rdwnania technicznej teorii zginania (z pominieciem deplanacji przekroju) oraz réwna-
. hia teorii skrecania swobodnego. Zaltozenie o plaskich przekrojach dotyczy réwniez po-
wierzchni kontaktu. Srodki $cinania pokrywaja sie ze é$rodkami ciezkoéci przekrojow
preta, . '

Z rozwigzania réwnania rézniczkowego preta Sciskanego (rozcigganego), zginanego
1 skrecanego okresla sie elementy macierzy funkcji ksztaltu. Te same funkcje interpoluja
przemieszczenia statyczne i dynamiczne na diugosci elementu pretowego. Wyznaczone
zgodnie z powyZzszymi zaloZeniami lokalne macierze mas i sztywnosci podane sa w lite-
raturze przedmiotu [19, 20]. Przy tym w konsystentnej macierzy mas uwzgledniono wy-
razy odpowiadajqce_bezwladnos’ci obrotowej i skretne;.
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Rys. 1. Schemat ukladu dynamicznego. Numeracja weziow i elementéw.

Podziat uktadu ramowego na elementy skonczone przeprowadza si¢ tak aby w miejscu
niecigglosci wystapit wezel. W weile tym dopuszceza sie wzgledny ruch translacyjny na
plaszczyznie Oyz oraz wzgledny ruch wirowy wokdt osi Ox, rys. 2. Stanem zespolenia
nazywa si¢ przypadek gdy stykajace si¢ powierzchnie nie przemieszczaja si¢ wzglgdem

Rys. 2. Przemieszczenia wezia nieciaglofci w stanie cal-
_ kowitego poslizgu.

siebie za$ stanem poslizgu gdy powierzchnie §lizgaja si¢ po sobie. W niniejszej pracy wy-
réznia si¢ 4 réZne stany wspélpracy kontaktujacych si¢ powierzchni: stan caltkowitego
zespolenia, stan zespolenia w ruchu translacyjnym i po$lizgu w ruchu wirowym, po§lizgu
w ruchu translacyjnym i zespolenia na wzgledny obrét oraz stan catkowitego poslizgu.
Niech kazdy z elementéw skonczonych majacy jeden wezet w miejscu nieciggtosci de-
formuje si¢ pod wplywem obciazen i ruchu jak belka wspornikowa o swobodnym koficu
w wezle nieciagloéci. Ponadto w zaleznosci od stanu wspoipracy stykajacych si¢ powierzchni
naklada sig warunki zgodnoéci przemieszczenn weztowych kontaktujacych sig elementow
na ustalonych kierunkach. 1 tak w stanie catkowitego zespolenia przyjmuje si¢ wigzy zgod-

9 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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nosci wszystkich przemieszczen i obrotéw wezla. Wowcezas przemieszezenia i odpowiednie
sity wezlowe w miejscu nieciaglosci opisuja wektory,

(21) » XW = [X> Ys Z: Vx> Yy» wZ]Tp
(2"2) FW[FX’FY9F29 WX> WY’ WZ]T'

Podczas calkowitego poslizgu w wezle nieciagloéci naklada sie wigzy zgodnosci przemie-
szczen X i obrotow vy 1y, z lewej i prawej strony wezla, rys. 2. W stanie tym przemieszcze-
nia 1 sity okreélaja wektory,

(2.3) X% = [X, Y, Y, Z ZP, vk, vE, vy, w5,
(24) FW: [FX,Fé’aF?,FIZ)F%: W)l{’ WJI(),WYa’WZ]T'

Wskazniki /i p oznaczaja wielkosci zwiazane odpowiednio z lewa 1 prawa strona wezla,

W zaleznosci od ilosci mozliwych poélizgéw w weZle nieciagtosei nalezy odpowiednio
zbudowaé wektory przemieszczen, sit weztowych, lokalne macierze mas i sztywnoéci ele-
mentéw z wezlem nieciaglo$ci. W celu zachowania ogdlnej reguly agregacji globalnych
macierzy mas i sztywnoséci oraz uwzglednienia niezaleznego opisu translacji i wirowania
dla obu powierzchni styku, wektory stanu elementéw z wezlami nieciaglo$ci maja wy-
razy zerowe a macierze zerowe wiersze i kolumny. Niech wektorami stanu elementéw
z wezlem nieciagloéci, podczas calkowitego zespolenia, beda

(2.5 U' = [U, U, ..., UL,
(2.6) Ur = (U3, U2, ..., U,]".

W przypadku catkowitego poslizgu wektory te przyjma postaé
2.7 U'= [UY, ..., UL, 0,Ub,0, U, 0, UL, ULIT,
2.8) U® = [U%,0, U2,0, UZ,0, UL, ..., UB,].

Szkic lokalnych macierzy elementéw z wezlem nieciaglosci pokazano na rys. 3, gdzie li-
niami ciaglymi oznaczono ciagi wyrazéw zerowych dla stopni swobody ktérych dany
element nie okrefla. Tak zmodyfikowane macierze mas i sztywno$é zachowuja symetrig
uktadu.

Transformacji ukladu inercjalnego OXYZ w uklad lokalny O;x;y;z; zwiazany z wy-
branym elementem prgtowym dokonuje si¢ przez réwnolegle przesuniecie poczatkéw
tych ukladéw oraz przez wykonane kolejno trzy obroty skoniczone. Dwa katy obrotu
okreslone sa wspdlrzednymi koncéw preta w ukladzie globalnym a kat y obrotu do-
kola osi preta jest wielkoscia dana. Macierz takiej transformacji ortogonalnej C po-

2
4

11
13

R (15%151 76 (15x15)

Rys. 3. Schemat lokalnych macierzy -sztywnosci elementéw z wezlem nieciaglodci.
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dana jest np.: w [19, 20]. Ze wzgledu na zrhiang macierzy mas i sztywnosci elementow
z weztem nieciggloéci, nalezy zmieni¢ macierze transformacji tych elementéw, wstawiajac
odpowiednio zerowe wiersze i kolumny z jedynkami na przekatne;j.

Korzystajac z ogdlnego formalizmu metody elementéw skoriczonych buduje sie nastep-
nie globalne macierze mas M i sztywnoéci K dla catego ukladu. Na macierzowe réwnania
ruchu naklada sie¢ warunki brzegowe sztywnego zamocowania.

3. Drgania ukladu zachowawczego

Nietlumione drgania swobodne ukladu opisuje réwnanie
(3.1) Mx+Kx = O,

gdzie x jest globalnym wektorem przemieszczen uogdlnionych. Poniewaz ilo§¢ stopni
swobody uktadu zalezy od liczby mozliwych poélizgdw w wezle nieciaglosci dlatego na-
lezy analizowaé rézne przypadki wspdipracy kontaktujacych si¢ powierzchni. .
Czestosci wlasne drgah () i formy (@) sa nietrywialnymi rozwigzaniami zagadnienia
na wartosci wlasne,
(3.2) (K—v*M)P = 0.
Znane s3 liczne metody poszukiwania rozwiazaf zagadnienia (3.2). W zamieszczonych
w pracy przykladach obliczeri numerycznych przyjeto nastgpujacy tok post@powém'a.
Réwnanie (3.2) sprowadza si¢ do postaci standardowej korzystajac z symetrycznego roz-
ktadu macierzy M na macierze tréjkatne L, zgodnie z metoda Cholesky-Banachiewicza
21, 22].

(3.3) M= LL"

Po redukcji réwnanie (3.2)' ma postaé

(3.4) - AW =AW,

gdzie

3.5) A= LKLY, W=LT®, 1=

Nastepnie macierz A przedstawia sig w postaci symetryczoej tréjdiagonalnej za pomoca
procedury Householdera [21, 22]. Korzystajac z wlasnodci ciagédw Sturma, metoda bi-
sekcji okresla si¢ przyblizone wartoéci wlasne [21, 22). Za pomoca metody odwrotnych
iteracji wyznacza sie przyblizone wektory wlasne macierzy trojdiagonalnej. Zgodnie z przy-
jeta transformacja (3.5) postacie drgan wiasnych ukladu okresla réwnanie

(3.6) ® = (LH~1w.

Wektory wiasne sa ortogonalne wzgledem macierzy mas i unormowane tak, Ze
3.7 STMD = 1,

(3.8 STKP =D,

gdzie I jest macierza jednostkowa za$ D jest macierza diagonalng ktérej elementami sa »7.

9%
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4. Dyskretny element tavciowy

Wzgledny ruch czastek stykajgcych si¢ powierzchni mozna ztozy¢ z ruchu translacyj-
nego z predkoscia ¥ i ruchu obrotowego z predkoscia £2. Z warunku stycznosci wynika
zgodno$¢ przemieszezen i predkosci w kierunku normalnym do styku. Wobec tego skta-
dowa predkosci translacji ¥, (normalna do styku) jest réwna zeru. Ruch obrotowy mozna
przedstawié¢ jako czyste toczenie.o skiadowej €2, w plaszczyZnie stycznoéci do obu po-
wierzchni 1 wirowanie okreslone skladowa £2, normalng do styku. Skladowa pozioma re-
akcji wiezéw podczas czystego toczenia z predkoscia £2, ma charakter tarcia statycznego.
Wobec tego wystarczajaco do opisu tarcia podczas ruchu, pole predkosci wzglednych
okre$laja, wersor predkoéci translacji o i wersor predkoéci wirowania o
£ 2,
12K 12,0

gdzie V, jest skiadowa styczng predkoscei translacji.

Wzglednym ruchom w obszarze styku przy zapewnionym docxsku towarzysza sily
tarcia suchego. Przyjmijmy model tarcia wg Amontonsa i Coulomba.

w styku o obszarze S zatézmy ukiad wspéirzednych Oln o bazie (ky, k., n), rys. 4.

4.1) D=

Rys. 4. Dyskretny element tarciowy.

Wektor sit tarcia Conlomba w dowolnym punkcie 4 styku s, podczas poslizgu, zgodnie
Z opisem zaproponowanym w [23], okresla réwnanie.

(4.2) Ti= —~N,Qv= —NAQU”jkta i,j=1,2

gdzie QY sa elementami reprezentacji tensora tarcia Coulomba @, v; sa sktadowymi ko-
wariantnymi wersora predkosci poélizgu v, N, jest wielkoscia docisku w punkcie 4. Re-
prezentacje tensora tarcia @ wyznaczono przy zaloZeniu analogii rozkladu sit tarcia z roz-
kladem naprezenn w plaskim stanie napigcia oraz przy'za_loieniu reguty skladania tenso-
réw [23, 24]. Opis skladowych tensora @, uwzglednia kierunkowo$é chropowatosci kazdej
z powierzchni oraz cﬁwilowq konfiguracj¢ styku.

Podczas wzglednego ruchu wirowego wokdt normalnej z wersorem n do styku, tarcie
w punkcie 4 styku S, odniesione do érodka wirowania, okresla wektor sity tarcia T, i wek-
tor momentu tarcia W,
4.3) _ T,= —N,R ok, 1=1,2
(4.4) : s ~ W,= —N,Rjon,
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gdzie o jest sktadowa wersora predkosci wirowania na osi n, Rk(k = 1, 2, 3) sa charakte-
rystykami tarciowymi styku [24]. Charakterystyki RY zaleza od ksztaitu obszaru styku
oraz od jego zmiennosci w czasie.

Pole sit tarcia w styku S, podczas ruchu mozna opisaé¢ wypadkowym wektorem sit
tarcia T = T'%; (i = 1,2) oraz wypadkowym wektorem momentu si tarcia W = W,,
1rys. 4. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami [23, 24] istnieje liniowe odwzorowanie [L]
wypadkowego wektora sit tarcia i wersora pola predkosci wzglednych,

T! v,
(4.5) 2| =|L]|| 2]

w w
Wyrazy odwzorowania [L] zwanego chaiakterystykq dyskretnego elementu tarciowego
tworzy si¢ przez redukcje pola sit tarcia opisanego wzorami (4.2), (4.3)1 (4.4), do $rodka 0,

Q”fNAdS - Ac S
(4.6) Ll=—| & f N REdS| ij=1,2
o' : k=123

Opis sit tarcia za pomocg (4. 5) i (4.6) uwzglednia anizotropig kazdej z kontaktujacych sig
powierzchni, ksztalt styku, chwilowe pole predkoéei wzglednych, chwilowa konfiguracie
stykajacych si¢ powierzchni oraz dowolny rozktad docisku.

Definicja: Dyskretnym elementem tarciowym nazwano taki model chropowatego styku
cial, ktéry ustalonemu punktowi styku S przyporzadkowuje wlasnosci bieguna pola pred-
kosci wzglednych w tym styku oraz wlasnosci §rodka redukceji, powstalego podczas ruchu
pola sit tarcia.

5.! Wektor sit tarcia Coulomba

Podczas drgan analizowanego ukladu pretowego (rys. 1), sily tarcia suchego sg gene-
rowane tylko na powierzchniach konstrukcyjnej nieciaglosci. Wobec tego globalny wektor
tarcia zawiera wyrazy zerowe 1 wektor tarcia T* w wezle nieciaglo$ci,

(5.1) T = [0:T":0]".

W przypadku catkowitego poslizgu T¥ moze mie¢ 6 niezerowych skladowych na kierun-
kach ruchu wzglednego,

(5.2) : I = [T}, T0. T, TF, W, W, -
Zgodnie z zasadg o wzajemnym oddzialywaniu
(3 T = —T¢, T'= -T7, W' = —WPr

liczba skiadowych wektora T* wynika z chwilowego stanu wspoipracy kontaktujqcych
si¢ powierzchni.

- Kazda z powierzchni styku moze mie¢ wlasng anizotropowa chropowatosé opisana
wspolczynnikami tarcia p{P@i,j=1,2;s=1,p) np. dla kierunkéw pokrywajacych si¢
z gtéwnymi osiami bézwladnodei kontaktujgcych si¢ powierzchni preta. Powierzchnie styku
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zZtozono ze soba w chwili poczatkowej tak, ze kierunki pomiarowe tarcia (gtéwne osie bez.
wladnos$ci przekrojéw) pokrywaja sie. Kat wirowania okre§lajacy wzajemny obrét ukta-
dow odniesienia na powierzchniach styku w tym przypadku rowny jest réznicy katoéw
obrotu lewej i prawej powierzchni memqgloscn

" Kat wirowania w miejscu styku praktycznie w kazdej deformacji (rys. 1) jest wielkog-
cia pomijalnie mata (p = 0). Stad przyjeto, ze podczas wirowania styk zachowuje swé;
pierwotny prostokatny ksztalt. Ponadto w styku panuje staly i réwnomierny docisk a ¥
jest wielkoscia wypadkowej sit docisku z calej powierzchni kontaktu.

Zgodnie z opisem dyskretnego clementu tarciowego i powyzszymi zalozeniami skia-
dowe sily tarcia w miejsce nieciagtoéci (odniesione do lewej strony wezta) opisuja naste-
pujace réownania, ‘

T; Q11 le 0 v;
T} Q0 0 ||
(5.5) = —N R
. 1 A3 14
w 0O 0 N | 1)

Elementami macierzowej reprezentacji tensora tarcia @ w tym przypadku sa,
x O = w(uR +u®), Q12 = w(uB+uP)
O = U+, 0% = W ),
gdzie % jest t.zw. wspolczynnikiem zloZenia [24]. Poniewaz §rodkiem wirowania styku

prostokatnego o wymiarach (axb) jest srodek symetrii, wigc charakterystyka tarciows
styku [24] jest

6.7 R; = N(Q"A4;+Q2%4,),

gdzie :
T b2 o (b b2 . [a a? )

1 et 2 B
A4 = 1—2 labZI/Z—Z+1 —-b3ln (%+V ZZ -+ l) +2(131n( b l/ az +|)]

Sktadowe wersora prgdkos’cf poslizgu w miejscu nieciaglosci okreslaja wzory

I

(5.6).

oy S
(5.9) vl = —— _Y Y_ —, U= = .Z Z. —
V (Y V)2 p (2 — 27)? 1/ @ 7?2 4 (2 —2P)>?

o' = sign(@@i—p

gdzie Y Ly, 7t Zv, Pk, P2 s skladowymi wektora pr@dkosm lewej i prawej strony wezia
n1e01qg10501, rys. 2.

6. Drgania tlumione silami tarcia Coulomba

Zatozmy, ze drgania ukltadu odbywaja si¢ wokot pewnego stanu odksztatconego wsku-
tek dziatania obcigzen statycznych okreslonych wektorem G. Stan deformacji 'statycznej
X, opisuje rownanie

6.1) . Kx,=G.
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W zamieszczonych w pracy obliczeniach numerycznych rozwigzania réwnania (6.1) po-
szukiwano metoda eliminacji Gaussa [21, 22]. _

Ruch ukladu dyskretnego z tarciem, dla ustalonego stanu wspoétpracy w miejscu nie-
ciaglodci, we wspdtrzednych uogélnionych okresla réwnanie

(6.2) Mi+Kx = F+T(%),

gdzie F i I'(x) sa globalnymi wektorami sit zewnetrznych i sit tarcia Coulomba.,

Wiadomo, ze w przypadku drgan nieliniowych z udziatem tarcia Coulomba, okres
drgan ttumionych jest réwny okresowi drgan ukladu zachowawczego — przy tych samych
charakterystykach sprezystych i bezwladno$ciowych, [1, 4,13, 14, 15, 16].

W ustalonym stanie wspolpracy stykajacych sig powierzchni rozwigzanie réwnania
ruchu (6.2) moze by¢ przedstawione jako liniowe rozwinigcie wedtug form drgan wlasnych

(63) X = yl(t) q's(l)+y2(t)¢(ﬂ)+ . +J’n(t) qj(n) = qjy,
y jest wektorem a @ macierza zbudowang z postaci drgan,
(64) P = [Q(I): qj(ll); e (D(")]_

Nalezy zaznaczyé, ze liczba stopni swobody r zalezy od przyjgtego podzialu na elementy
skonczone oraz od ilo$ci mozliwych, w danej chwili, ruchéw wzglednych w miejscu sty-
ku. Réwnanie (6.3) okresla transformacjg wspétrzednych uogélnionych x do wspdtrzed-
nych y zwanych normalnymi lub gléwnymi. Wprowadzajac operacje transformacji ma-
cierzy i wektoréw réwnanie (6.2) przyjmuje postaé,

(6.5) (PTMP)(P %)+ (PTEKD) (D 'x) = PTF+ PTT(x).
Réwnanie (6.5) mozna zapisa¢ w prostej. formie
(6.6) myFky = fE1(x),
przy nastgpujacych oznaczeniach
' m= ®TMD, k= ®TK®D,
(6.7) ' y = &%, y =& 'z,
f= @TF, t(x) = OTT(%).

W ogdlnym przypadku nie mozna sformutowac wektora tarcia # poprzez wspétrzedne nor-
malne. Fakt ten zmusza do powrotu do wspdirzednych uogélnionych na kazdym etapie
w ktorym okresla sie sity tarcia. Z warunku unormowania wektoréw wilasnych (3.7) i (3.8)
wynika, Ze m jest macierza jednostkowa a k macierza diagonalng z elementami »7. Ma-
cierz odwrotna @' mozna okreslié korzystajac z wlasnosci opisanej réwnaniem (3.7).
Mnozac (3.7) prawostronnie przez @~ otrzymuje sig

(6.8) P! = PTMPD-!,
stad
(6.9) . D= ®TM.

Przy tak okreslonej macierzy @' wspétrzedne normalne wyrazaja si¢ poprzez wspoi-
rzedne uogdlnione nastepujacym wzorem

(6.10) . y = &TMx.
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Uwzglednienie w rozwinigciu (6.3) tylko k-tej (k < n) liczby niZszych form drgas
wlasnych sprowadza opis uktadu do k pierwszych réwnan typu (6.6). Wtedy macier
transformacji jest niepeina macierza @, ograniczona do k pierwszych wektoréw. Post-
gujac sie pelnymi macierzami M, K i pelnymi wektorami x, F, T, dziatania opisane réw-
naniami (6.7) i (6.9) sa formalnie takie same, rowniez dla niepeinej macierzy @. Uzyskane
z operacji (6.7) i (6.9) wyniki obliczed sa elementami petnych macierzy m, k, &1 oraz
pelnych wektoréw p, f; t(x). W ten sposob otrzymano wygodne narzgdzie analizy jakos-
ciowej drgan ztozonych ukladdw.

Réwnania ruchu (6.6) w przypadku drgan niettumionych rozprzegaja si¢. Tarcie spra-
wia wzajemne sprzezenie tych rownai, ktére odpowiadaja formom drgan z wzglednymi
przemieszczeniami w miejscu nieciaglosci. Réwnania (6.6) opisuja ruch tak dlugo jak
dhugo liczba kierunkéw poslizgu w miejscu niecigglosci a tym samym liczba stopni swo-
body ukladu jest niezmienna. . '

Tylko w przypadku gdy macierz transforfnacji @ sklada si¢ z 1 wektora wlasnego, row-
nanie (6.6) moZna rozwigzaé w sposob Scisty. W celu uzyskania ogélnej procedury roz-
wiﬁzywania zagadnienia (6.6) skorzystano z jednej z metod przyblizonego, bezposredniego
catkowania ukiadu réwnan rozniczkowych [25, 26]. Wybrano metode jednokrokowego
calkowania réwnan wg Newmarka [25, 26, 27]. Metoda ta dla stosownie dobranych
wspéiczynnikéw Newmarka i kroku catkowania, charakteryzuje sic dobra zbieznoécia.

Zadane warunki poczatkowe ruchu we wspétrzednych wogélnionych

(6.11) x(to) —xo = O, x(to) —%o = O,

weding wzoru (6.10) formutuje sie¢ we wspotrzednych normalnych
C(6.12) Yo = ®TMx,, yo= OTMx,.

Nastgpxﬁe z réwnanie '(6.6) wyznacza si¢ przyspieszenia poczatkowe

(6.13) : Yo = —Dyo+1(to) +1(%o).

-7

Korzystajac z parametréw ruchu wyznaczonych w (i—1) chwili czasu, ruch w chwili i —
tej okreélaja: réwnanie ruchu (6.6) i nastgpujace wzory Newmarka [25, 26, 27]

2
- Vi = P+ (= 0)hyy_ F 63,
h = ti_tl'-l'

. 1 . .
Yi=Yiathy o+ (ﬁ —Oi)hz_}\i;_l + ozhzy,,
(6.14) :

W oparciu o obliczenia testowe, jako wsp. Newmarka przyjeto

(6.15) a=1/4 i §=1/2/
a jako optymalny krok catkowania
(6.16) o h=0,1-"
ly(l) )

gdzie () jest czgstoscia analizowanych drgasi. Kryterium doboru wsp. Newmarka i kroku
czasowego stanowily: dokladno$é i stabilno$é numeryczna amplitudy i czestosci w kolgj-
nych cyklach drgan oraz rozsadnie diugi czas obliczen. \
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Z powodu nieliniowosci réwnania ruchu (6.6), w przypadku stanu czgéciowego i catko-
witego poélizgu jego rozwigzania poszukuje sie¢ w sposéb iteracyjny. Zgodnie z wzorami
Newmarka i przedstawionymi powyzej wiasno$ciami ukladu w kazdym kroku czasowym
t; iteracyjnie rozwiazuje sig nast@pujqcy uklad réwnan

4 4 {1 . . .
(6.17) ( 2 I+D).Vt =7 (Tyl—l 'f‘.Vz—J_) T Ffi+1(x),
(6.18) . Yo = yt—x‘f‘—z“(yi—x +¥0,
. 4 4. .
(6.19) Y= '}Tz‘(}’l—ytq)"“h—yz—J_—.Vg—l-

Réwnanie (6.17) jest réwnaniem ruchu (6.6) zapisanym w przemieszczeniach y;. Powra-
cajac z rozwigzaniem do wsp. uogdlnionych, ruch w i — tej chwili okreslaja

6200 : x, = By, itd.

Cykl iteracji nieliniowej funkcji wektora tarcia rozpoczyna sie od oszacowania pred-
koéci w i — tej chwili w oparciu o znane parametry ruchu w chwili (i— 1), wedlug wzoru

(6.21) % =x,_, +h¥_;.
Stad pierwszym przyblizeniem wektora tarcia jest
(6.22) T = TED), 9= @TT.

‘Rownanie (6.17) rozwiazuje sie z tak oszacowanym wektorem tarcia. Z otrzymanych roz-
wigzan (6.18) okresla sig odpowiadajacy im wektor tarcia,

(6.23) T = TEDY), #? = 7T,

z ktérym ponownie rozwiazuje si¢ réwnania (6.17). W analogiczny sposéb, s — tym przy-
blizeniem wektora tarcia jest

(6.24) IO = T(EE-).

Kryterium zakornczenia procesu iteracyjnego stanowi zbleznosé wektora tarcia z dwéch
kolejnych iteracji, do wartosci ustalonej

(6.25) ITO-TE <8

gdzie § jest natozong dokladnoscig iteracji. Na ogot, korzystajac z wzoru (6.21) uzyskuje

si¢ zbiezno&ci iteracji z bledem nie przekraczajacym 194 juz w 1 - 2 kroku. Trudnosci z za-

pewnieniem zbiezno$ci wystepuja tam gdzie kierunek sity tarcia, co prawda w sposob
ciagly lecz gwattowny, zmienia si¢ o kat bliski z. W tych przypadkach mozna konstruowaé

inne procedury trafniejszego wyboru wektora tarcia spelniajacego chwilowe warunki réw-

nowagi dynamicznej ukladu. Najprostszym (lecz czasochionnym) sposobem poprawy zbiez-

nosci jest zmniejszenie wielko§ci kroku catkowania rownan ruchu.

Korzystajac z lokalnej macierzy sztywnoéci elementu pretowego oraz jego przemieszczen
wezlowych przetransformowanych do ukladu lokalnego, mozna okreslié chwilowe sity
przngzlbwe w danym elemencie pretowym.

Niech N'i NP sg chwilowymi sifami normalnymi na lewej i prawej powierzchni miejsca



486 A. ZMITROWICZ

nieciaglosci. Brane sa pod uwage tylko te przypadki ruchu podczas ktérych N* i N? g3
sitami $ciskajacymi. Warunek ten gwarantuje wprowadzany do ukladu, odpowiednio duzy,
niezalezny od czasu, docisk technologiczny okreSlony sitami Ny, rys. 1. Za miarg docisku
w styku przyjmuje si¢

(6.26) N = 0,5|N'—N7|.

Podczas procesu iterowania chwilowego wektora tarcia, brzemieszczenia podlegajg nie-
‘wielkim zmianom. Stad mozna zaltozy¢, ze w cyklu iteracyjnym docisk jest staty i réwny np.
dociskowi obliczonemu w chwili poprzedniej. W zamieszczonych w pracy przykladach
wielko$é docisku N praktycznie nie réznila si¢ od |[No|. Wynika to stad, ze dopuszczalne
deformacje sprezyste ukfadu, przy nieobcigzonym sitami normalnymi wezle nieciagtosci,
daja niewielkie sily normalne w tym wezle.

Istnieje klasa zadan w ktérych wektor tarcia ma staly w czasie kierunek dzialania.
Wtedy réowniez w pewnych chwilach czasu predkos$¢ wzgledna w styku przyjmuje wartosé
zero. W chwilach tych wektor tarcia jest nieokreélony; za$ funkcje przyspieszen maja nie-
ciaggtosé. Dla tych zadan formuluje siec dodatkowa procedurg¢ znajdowania miejsca zero-
wego funkcji predkoséci podlizgu i sposobu przejécia przez miejsce nieciggtosci funkcii
przyspieszen. Oszacowana predko$é wzgledng w kroku i — tym w oparciu o parametry
ruchu w kroku' (i —1) wedtug wzoru (6.21) poréwnuje si¢ z predkoscig kroku (i—1). W ten
sposob okresla sie przedzial czasowy < #;_;, #; > w ktéorym moze nastgpi€ zmiana kie-
runku predkosci poslizgu. Znaleziony przedzial dzieli si¢ na mniejsze o wielkoscei &, Na-
stepnie poroéwnujac rozwiazania rownan (6.17) — (6.19) w tak okre§lonych podprzedzia-
tach czasu, lokalizuje sig miejsce zerowe predkosei poslizgu z doktadnodcia @. Réznice
wartosci przyspieszen obliczonych dla najblizszego otoczenia miejsca zerowego predkosci
poslizgu, przyjmuje si¢ za skok funkeji przyspieszen.

Dodatkowej procedury wyznaczania wektora tarcia w chwili bliskiej f, wymagaja te
zadania w ktérych predko$é poczatkowa Jest réwna zeru. Wowczas po wyznaczeniu przys-
pieszen w chwili 7, (bez udzialu tarcia) szacuje si¢ wielko$¢ predkosci w chwili bliskiej #5,
Z wzoru :

(6.27) :i:(to'f‘g) = 8&0, £ < h.
Dla tak okreslonej predkosci wyznacza si¢ wektor sit tarcia
(6.28) : T(ty) = T(%x(1,+ ¢))

" Nastepnie z réwnania (6.13) okreéla si¢ przyspieszenie p, ktore jest wielkoscia startowa
do analizy ruchu w kroku pierwszym. PowyZsza procedura okazala sig wystarczajaca je-
dynie w przypadku ruchu ukfadu opisanego jedng forma drgan wiasnych.

Waznym jest okredlenie momentu w ktérym nastapi przejécie ze stanu poslizgu w stan
zespolenia i odwrotnie. Najogdlniej mozna stwierdzi¢, ze poélizg rozpocznie sig wtedy gdy
zostana zerwane wigzy tarcia statycznego w styku. Natomiast zakonczenie poélizgu (zwane
" zespoleniem) nastapi gdy ustanie ruch wzgledny w miejscu konstrukcyjnej nieciaghosci
i zostang nawigzane wiezy tarcia statycznego. W zamieszczonych w pracy przykladach
obliczelt pokazano tylko przypadek ruchu z catkowitym poélizgiem. W tym celu tak do-
brano warunki poczatkowe ruchu aby stan ten panowat juz w chwili z,. Moment zakoncze-
nia poslizgu mozna okre§li¢ badajac parametry ruchu uktadu. W pracy przyjgto, ze na-
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stapi to w chwili gdy predkodé wzgledna ma miejsce zerowe a przyspieszenie wzgledne
liczone dla sit tarcia dynamicznego zmienialoby znak.

7. Przyklad zastosowan do analizy ukladéw lopatkowych turbin, Opis problemu.

Lopatki turbinowe zakonczone fragmentem bandaza moga by¢ zestawiane ze soba
w pakiety. Wzajemne usytuowanie odcinkéw bandaza wptywa na charakter pracy topatek.
Przy tym mozliwe jest zachowanie luzu, monolityczne zlaczenie lub kontakt z zapewnio-
nym dociskiem. Jednym ze sposob6éw zagwarantowania docisku jest takie wykonywanie
fopatek aby ptaszczyzna korica bandaza byla przesunigta wzgledem plaszczyzny stopy lo-
patki. Po zestawieniu ze soba 2 - 4 fopatek osigga si¢ znaczny docisk na powierzchni nie-
ciaglosci bandaza. Najczgéciej powierzchnia nieciaglosei jest prostopadia lub ukoséna wzgle-
dem brzegu bandaza. Znane sa réwniez potaczenia z uskokiem w $rodku szerokoéci ban-
daza. Podczas ruchu na powierzchniach styku bandaza generowane sa sity tarcia suchego
[28]

Zasadniczym zadaniem mechanizméw tarciowych maszyn wirnikowych jest rozpra-
szanie energii dostarczanej do uktadu na skutek oddzialywan zaburzonego przeplywu
czynnika lub drgajacego wirnika. W szczegdlnoéci wymuszenia moga pochodzié od Zle
wykonanego kanalu przeplywowego w tarczy kierowniczej lub od nieszczelnosci na po-
wierzchni podziahi tarczy. Trudno ocenié jakiej wielkoici sa to oddziatywania. Nie ma
jednoznacznych opiséw wartosei sil 1 ruchéw wymuszajacych drgania elementéw turbiny
(28]

Rozwazmy pare cylindrycznych topatek turbinowych z odcinkiem bandaza. Powierzch-
nia styku, fragmentéw bandaza jest prostopadia do jego osi. Zalézmy, ze sity docisku
technologicznego zapewniaja ciagly kontakt a przemieszezenia wzglgdne w stykun bandaza
sa makroposlizgami. Pakiet znajduje sie w stacjonarnym polu sif masowych. Ksztalt ka-
natu przeptywowego wymaga uko$nego usytuowania lopatek wzglgdem ptaszczyzny tarczy
wirnikowej. Stad gléwne osie bezwladnosci przekrojéw fopatek i bandaza nie sa wzajemnie
réwnolegle. Zalézmy, Ze inergjalny uklad wspdlrzednych OXYZ jest zwiazany z wiencem
tarczy wirnikowej. Plaszczyzna OXZ pokrywa si¢ z plaszczyzna tarczy. Niech modelem
dynamicznym pakietu bedzie ukfad pretowy przedstawiony na rys. 1. W zamieszczonych
w pracy przyktadach liczono pakiet ztozony z topatek o szerokosci 0,03 [m] i wysokosci
0,172 [m]. Obliczenia przeprowadzono na EMC ODRA 1204,

W niewielu publikacjach zajmowano si¢ tak postawionym problemem teoretycznym.
W [29] analizowano drgania wiasne 2 topatek z monolitycznym bandazem korzystajgc
z modelu ramy plaskiej. Wyniki badan eksperymentalnych nad wptywem docisku w miejscu
nieciaglosci podczas drgani rezonansowych pary topatek zaprezentowano w [30].

8. Wyniki obliczen drgan wlasnych pakietu lopatek

Rezultaty obliczed pierwszych czgstosci drgan wiasnych ukladu, dla podzialu na 4,
618 elementow, przedstawiono w tabl. 1. Za kazdym razem bandaz dzielono na 2 ele-
menty. W wezle nieciggtodci, mozliwy jest catkowity poélizg. L.opatki osadzono uko$nie
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wzgiqdem plaszczyzny tarczy wirnikowej (y = 10°). Uzyskane wyniki wskazuja na dobrg
zhieznos¢, pierwszych czgstosci drgan ukladu dyskretyzowanego. Wedtug J. THoMASA [29]
optymalny podziat pakietu ze wzgledu na pierwsze czgstoéci to 3 elementy na lopatce

Tablica 1

Czestoscei drgad wlasnych dla réznych podzialéw na elementy skonczone (p — ilo§é element6w) w stanie cal-
kowitego poslizgu { dla y = 10° (w[i/s]).

D 1)) Yy Yy Yav) v Yvn Yeviny Vv

4 1907,55 | 3591,11 | 3629,77 | 17535,64| 19044,12| 19442,59| 33331,27| 33814,39

6 1904,33 | 3584,72 | 3623,73 | 12249,47| 12676,71| 19135,14| 23886,06| 24280,37

8 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28| 12610,20| 19087,96| 23757,04| 24154,22

i 2 na bandazu. Niniejsza analiza potwierdza ten wniosek réwniez w przypadku pakietu
z niecigglym bandazem, Dalsze wyniki uzyskano dla takiego podzialu ukladu na elementy
skonczone. :
Dopuszczenie wzglednych ruchéw na kierunkach poélizgéw w wezle nieciaglosci, daje
znacznie nizsze wartosci niektérych czestosci drgan wiasnych w pordwnaniu z tym samym
pakietem o monolitycznym bandazu. W tabl. 2 zestawiono czestosci drgan wiasnych pa-
kietu (y = 10°) gdy przemieszczenia wezla nieciagltosci bandaza opisuje 6 skiadowych

Tablica 2

Czestoéel drgan wlasnych w rbéinych stanach wspélpracy stykajacych ste powierzchni (m — ilo$¢ stopni
swobody w miejscu nieciagloscd) gdy ¢ = 10° (wil/s)

w Y Yan Ya Pav) LD v Pvin Vv

2907,48 | 3584,14 | 10708,54| 12140,28 | 15683,14 | 23757,04 | 26238,42 | 35800,52

2901,35 | 3584,14 | 10672,29| 12140,28 | 15625,53 | 23757,04 | 24074,72 | 35800,52

6
7
8 1938,71 | 3584,14 | 4584,45 | 12140,28 .12730,03 19126,27 | 23757,04 | 26471,07
9

' 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28 12610,.20 19087,96 | 23757,04 | 24154,22

(calkowite zespolenie), 7 (wzglegdne wirowanie), 8 (wzgledny ruch translacyjny) i 9 (catko-
wity poslizg). Np. pierwsza czgstosé drgan wlasnych jest mniejsza o 34,5% a trzecia 0 66,2,
na skutek odsztywnienia uktadu. Czestosci II i IV charakteryzujace drgania bez wzgled-
nych przemieszezeri w styku we wszystkich stanach wspdlpracy sa jednakowe. Czgstosci
w przypadku dopuszczonego wzglednego wirowania (7 sktadowych) sa nieznacznie mniej-
sze od czgstosci drgai w stanie calkowitego zespolenia (6 skladowych). Oczywiscie sa
identyczne w przypadku form bez wzglednego wirowania (1I, IV, VI).

Zmiana kata (p) ukoénego usytuowania lopatek wzgledem plaszczyzny tarczy witni-
kowej, powoduje male zmiany czgstosci drgan ukladu co pokazano w tabl. 3.

Szkic pierwszych 8 form drgafi w przypadku y = 0° przedstawiono ' na rys. 5. Linia

~
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Tablica 3

i
Czgstosci drgah wlasnych dla réznych katéw ukosnego usytuowania lopatek pakietu () w stanie calkowitego
poslizgu (w[1/s])

Y Y Yan Y Yavy Yvy Yo Yvin Yviy

0° | 1904,01 | 3623,18 | 3624,62 | 12118,32 | 12609,54 | 19079,16 | 23844,87 | 24167,49

10° | 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28 | 12610,20 | 19087,96 | 23757,04 | 24154,22

20° | 1904,09 | 3465,36 | 3623,16 | 12202,55 | 12612,90 | 19113,55 | 23503,74 | 24115,88

30° | 1904,17 | 3276,20 | 3623,14 | 12294,86 | 12614.96 | 19153,46 | 23113,96 | 24056,71

9y =1904,01 11761 1,903, 1904 ¥y, 6,385 ¥,

12,693,

//

Rys. 5. Szkic form drgafd wlasnych w stanie catkowitego poslizgu gdy y = 0°

cienkg oznaczono niezdeformowany stan pakietu. W dalszej czgéci pracy postacie defor-
macji beda blizej okre§lane poprzez wyréznienie plaszczyzn i kierunkow dominujacego
rucha, odniesionych wzgledem ukladu OXYZ. ’

Sita tarcia jest generowana podczas drgan tylko z tymi formami, ktére maja wzgledne
przemieszczenie lub wzgledny obrét w miejscu konstrukcyjnej nieciagtosci. Z pierwszych
8 form drgan wlasnych, pokazanych na rys. 5, dysypacja energii wystgpuje podczas drgai
z 5 postaciami (I, IL, V, VI, VIII) za§ drgania z 3 pozostalymi sg zachowawcze.

Ukoéne usytuowanie lopatek w wieficu tarczy wirnikowej (p # 0°) wywoluje efekt
sprzgzenia drgan. Gdy kat y jest zerem to formy drgan wlasnych wystgpuja w czystej po-
staci, (bez wzajemnych sprzezen). I tak, gdy ¢ # 0° drgania z I postacig sa gléwnie drga-
niami w plaszczyZnie tarczy w kierunku OX. Nakladaja si¢ na nie drgania w kierunku OY
z II forma. Z analizy I formy (tabl. 4) wynika, ze ze wzrostem kata y zwicksza si¢ udziat
w drganiach II formy, poprzez wzrost wartoéci sktadowych ¥, wx i 9z, pokazanych dla



490

A. ZMITROWICZ

wezla 4 1 5. Jednoczesnie zmniejsza si¢ wklad I formy, odpowiada temu spadek wartosci

X, Z i yy

Tablica 4

Sprz¢zenia drgan w plaszezyinje tarczy (D¢, ¥ = 0°) i z plaszezyzny tarczy (Pan, ¥ = 0°) na skutek
ukos$nego usytuowania lopatek okreslonego katem y. Na przykladzie przemieszczen wezla 4 1 5 w stanie
calkowitego poslizgu

Py, y = 0° Puy, y = 0° DPuy, ¥y =10° | B,y =20° @0y, y = 30°

X 19,2996210 —0,0000035 19,0066846 ]_8,1366670 16,7158496

Y —0,0000005 —19,2361931 3,3504032 6,5993992 9,6482273

z —0,0002645 0,0000000 —0,0002604 |© —0,0002485 —0,0002291
Ay, 0,0000000 1,5730921 —0,2739447 | —0,5395851 | —0,7888365

Wy 1,5782049 - —0,0000003 1,5542374 1,4830578 1,3668255

Yz 0,0000000 —0,1412941 0,0066147 0,0130297 0,0190500

X - 19,2998088 —0,0000035 19,0068697 18,1368436 16,7160124

Yt —~0,0000005 —19,4073922 3,3584179 6,6151867 9,6713095

Y® 0,0000056 . 19,4427800 —3,3584344 —6,6151723 —9,6713155

A —1,9100269 0,0000005 —1,8810203 —1,7948750 —1,6542044
5 z* 1,9100268 —0,0000006 1,8810204 . 1,7948752 ‘ 1,6542042

v 0,0000000 1,5732363 —-0,2739516 —0,5395987 —0,7888565

wE —0,0000004 - 1;576] 300 0,2739531 0,5395976 0,7888569

Yy 1,5783579 -0,0000004 1,5543882 1,4832018 1,3669579

Yz 0,0000000 :—0,1415520 0,0066268 0,0130536 0,0190850

Drgania z II postacia (gdy ¥ # 0°) sg drganiami z plaszczyzny tarczy, wzdluz osi OY
z III forma (dla y = 0°). Sa one sprzeZzone z drganiami w plaszczyZnie na kierunku OZ
z IV forma. Z analizy II postaé drgan wiasnych (tabl. 5) wynika, ze wzrost wartosci kata
ukosnego usytuowania topatek w zasadzie nie ma wplywu na zmiane tej formy drgan.

Drgania z III postacia (gdy » s 0°) sa drganiami z plaszczyzny tarczy w kierunku OY
(z I formg dla y = 0°). Towarzysza im drgania w plaszczyZnie tarczy na kierunku OX
z I postacig (dla y = 0°) w przypadku wzglednego ruchu translacyjnego i calkowitego
poSlizgu w wezle nieciaglo$ci. W przypadku stanu catkowitego zespolenia lub wzglgdnego
ruchu wirowego w miejscu styku sa one sprzgzone z odpowiednig V forma drgai (dla
y = 0°. '

Podobna analize efektéw sprzezen drgan poprzez sprezysto$é mozna przeprowadzic dla
dalszych form drgan.



Tablica 5

Sprzezenia drgan z plaszezyzny tarczy (P, y = 0°) i w plaszezyinie tarezy (®(vy, y= 0° na skutek
ukosnego usytuowania Jopatek, okreslonego katem y. Na przykladzie przemieszczen wezla 4 i 5 w stanie
calkowitego poslizgu
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D, ¥ =0 | @uvy,y=0" | By, y =10° | Sy, p = 20° @y, y = 30°
—0,0000027 0,0547074 0,0011286 0,0019027 0,0025771
Y 19,2869399 —0,0000005 | 192600057 |  19,2387286 192146241
4 0,0000000 0,0132329 0,0000084 0,0000142 0,0000159
¥x —1,57711722 0,0000000 —1,5721831 —1,5631514 —1,5522302
Py —0,0000002 —2,7013994 ~0,0211946 ~0,0381756 —0,0478345
Yz —0,0006294 0,0000001 0,0004834 0,0004559 0,0004063
o x —0,0000027 —0,0000019 0,0001002 —0,0000168 0,0000170
Yr 19,2874754 —0,(5000003 19,2603696 19,2390738 19,2149314
Y® 19,2517460 0,0000008 19,2614216 19,2390239 19,2149796
z- 0,0000003 1,6493734 0,0128274 0,0231134 0,0289573
aZ —0,0000003 1,6493713 0,0128474 0,0231100 0,0289604
vy —1,5773168 0,0000000 | —1,5723241 —1,5632824 —1,5523465
v —1,5744205 —0,0000001 —1,5724093 —1,5632782 —1,5523504
Py —0,0000003 —0,0000009 0,0000083 —0,0000014 0,0000013
Pz 0,0001302 0,0000001 —0,0000047 —0,0000001" —0,0000006

9. Wynikl obliczed drgan tlumionych pakietu lopatek

Thumiaca rolg tarcia suchego oraz wplyw anizotropii tarcia na drgania pakietu lopatek

rozpatrzono na przykladzie ,,czystych drgafi’’. Uklad mechaniczny wykonuje ,,czyste
drgania’ o jednej tylko czestosci drgan wlasnych gdy jest wprawiony w ruch z konfigu-
racji lub z predkoscia o rozkladzie zgodnym z wybrana forma drgan wlasnych. Podobnie,
drgania rezonansowe z dang czgstoscig realizuje harmoniczna sifa wymuszajgca o czgstosci
rezonansowej i rozkladzie amplitudy z odpowiadajaca danej czgstosci forma drgan. Przy
tym korzysta sie z wlasnosci uktadéw z tarciem suchym, ze czgsto§¢ drgan ukladu thumio-
nego i nietlumionego jest jednakowa [4].

Wymuszajac ,,czyste drgania’ z wybrang forma drgan wiasnych jednocze$nie wzbudza
si¢ drgania z innymi czesto$ciami. Liczba wzbudzanych form zalezy od warunkdéw ruchu,
typu tarcia oraz od tego, czy uwzglednia si¢ sprzezenia poprzez sprezystos¢ ukladu. Bu-
dujac macierz transformacji @ z wybranych wektoré6w wlasnych mozna ograniczyC roz-
wazania efektu wzbudzenia drgaf do kilku form. W ten sposéb otrzyma si¢ przyblizony
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_obraz drgani. O stopniu przyblizenia decyduje liczba wzigtych do analizy wektoréw wias-
nych. Krok calkowania numerycznego dobiera si¢ ze wzgledu na fdrmg Z najwyzsza czes-
toscia drgan. . :

Rozwazmy przypadek gdy macierz transformacji @ zawiera tylko jedna forme drgatt
z wzglednymi przemieszczeniami w miejscu nieciaglo$ci. Niech sity wymuszajace i warunki
poczatkowe majg rozklad zgodny z ta formg. Uzyskany obraz drgan bgdzie pierwszym
przyblizeniem rzeczywistych drgan ukiadu. Na rysunkach 6 przedstawiono przemieszczenia
(rys. 6.1), predkosci (rys. 6.2) i przyspieszenia (rys. 6.3), drgan swobodnych wezla 4 w kie-
runku OX, wywolane deformacja poczatkowa ukladu zgodna z I forma drgan (gdy y = 10°).
Na wykresach umieszczono przebiegi drgan niettumionych i drgan tlumionych sifami tar-
cia izotropowego, dla réznych wielkoéci tarcia- przy stalym docisku technologicznym
(N, = 700 [N]). Ekstremalne napregzenia normalne od zginania w stopie topatki, na sku-
tek tlumienia (u = 0,1) ‘zmniejszaly si¢ okolo 10-krotnie, z 34,3 [mP] do 3,38 [mP]
Na rysunkach 7 pokazano przemieszczenia (rys. 7.1), predkosci (rys. 7.2) i przyspie-
szenia (rys. 7.3) drgan swobodnych wezta 4 w kierunku OY, wywolane predkoscia
poczatkowa o rozkladzie zgodnym z III forma drgan wlasnych (gdy y = 10°). Wykresy
ilustruja przebiegi drgaf niettumionych (N, = 0) oraz drgaft tlumionych sitami tarcia
izotropowego (u = 0,1) gdy docisk technologiczny N, przyjmuje rézne wartosci. Pod
wplywem tlumienia (N, = 150 [N]) ekstremalne naprezenia normalne od zginania w stopie
topatki z 33,35 [mP] zostaty zredukowane do 4,32 [mP]. Na rys. 8.1, 8.2, 8.3 umieszczono
przemieszczenia, predkoséei i przyspieszenia drgan z I czestoscig rezonansowsa. Pakie-
towi lopatek nadano réwniez deformacje wstegpna zgodna z I forma (gdy y = 10°).
Na rysunkach pokazano drgania wezla 4 w kierunku OX. Wykresy zawieraja przebiegi
drgan niettumionych (uz = 0) i drgah tlumionych sitami tarcia izotropowego o réznych
wspolczynnikach tarcia, przy tym samym docisku Nj,.

Przebiegi ,,czystych drgan” uvzyskane dla macierzy transformacji zbudowanej tylko
z jednego wektora wiasnego majg znane wlasnoéci dynamiczne ukladu o-1 stopniu swobody
z tarciem suchym [13, 14, 15, 16]. Sa to takie cechy jak:
a) wystepuje przesunigcie §rodka drgad o + 4,
b) amplituda drgan maleje wg postepu arytmetycznego, :
©) funkcja przyspieszenn jest nieciagla (ze stalym skokiem 24v%) w mlcjscu zerowym

predkosei i.t.d. :
Dla rozpatrywanych ukladéw o wielu stopniach swobody

’Q(l)

vtt)

©.1) : A=

gdzie @, jest postacia analizowanych drgan, ».,, odpowiadajaca jej czgstoscia, T wektorem
generowanych podczas ruchu sit tarcia. Cecha charakterystyczng, tych zagadnied jest
staly w czasie kierunek dzialania wektora tar01a na powierzchni styku (bez wzgledu na
typ tarcia). .

Whplyw ilosci form drgafi wlasnych wzigtych do budowy macierzy transformacji @ na
obraz drgafi, pokazano na przykladzie drgad swobodnych wezla 5 (lewej strony) w kie-
runku OY, wywolanych predkoscia zgodna z IT forma drgan (gdy y = 0°). Na rysunkach
9 przedstawiono przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia w przypadku tarcia izotro-
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Rys. 6. Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia we¢zla 4 w kierunku OX podczas drgait swobodnych
z 1 forma (gdy y = 10°).

1493}
10 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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Rys. 7. Przemieszgzenia, predkoéci i przyspleszenia wezla 4 w kierunku OY podczas drgan swobodnych
z Il forma (gdy y = 10°).-
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Rys. 8. Przemieszczenia, predkodei i przyspieszenia wezta 4 w kierunku OX podezas drgan rezonansowygh
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Rys. 9. Przemieszczenia wezla 5 (Jewej strony) w kierunku OY przy réznych opisach transformacji.

powego, gdy macierz @ skiada si¢ tylko z drugiej formy drgan i gdy jest zbudowana z pie-
rwszych szeSciu postaci drgan wlasnych. Dla tak sformulowanego zagadnienia izotropowe
tarcie suche wzbudza dodatkowo te formy drgan, ktére maja wzgledne translacje w kie-
runku OY oraz wzgledny obrot. Z pierwszych szesciu wektordw wlasnych tarcie wzbudza
VI forme drgan wlasnych. Ogdélnie, wzbudzane sa te formy drgan na ktérych tarcie wy-
konuje prace, czyli '

(®.2) DE,T #0.

W nastepnych zadaniach przyjeto opis ukltadu szeécioma pierwszymi formami drgan.
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Rys. 10, Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia wezia 5 (lewe] strony) w kierunku OY podczas drgan
swobodnych ze sprz¢zeniami poprzez anizotropi¢ tarcia.
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Rys. 11. Przemieszczenia, predkodci i przyspieszenia wezla 5 (lewej strony) w kierunku OX wywolane
sprzgzeniami poprzez anizotropig tarcia. ‘

ra

W przypadku drgan z formami bez sprzgzeni sprezystych (y = 0°) tarcie anizotropowe
generowane podczas ruchu z wybrang foring, wzbudza jednoczes$nie wszystkie formy
z wzglednymi przemieszczeniami. Wynika to z wlasnoéci wektora tarcia anizotropowego,
ktéry zbacza z kierunku wymuszonego ruchu wzglednego o kat f. Méwimy woéwezas
o sprzgzeniu drgaf poprzez anizotropig tarcia suchego. Wiasnoéé te zilustrowano przykla-
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Rys. 12. Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia wgzta 5 (lewej strony) w kierunku OZ podczas drgari

swobodnych z réznymi sprz¢zeniami poprzez sprezysto$¢ ukladu (y 5 0°)

-

dem ,,czystych drgan’ z plaszezyzny tarczy, wywolanych predkoscia poczatkowa o roz-
kladzie zgodnym z II forma drgan (gdy y =0°). Na rysunkach 10 i 11 znajdujg si¢ prze-
biegi drgaf ttumionych tarciem izotropowym (u = 0,11) oraz dwa przypadki tarcia ani-
ZOtrOPOWego: gy = o = 0,07, gy, = —0,035, u,; = 0,17, % = 0,55 (8, = 67°40")
Ay = M2y = 0,04, g, = —0,11, pyy = 0,14, x = 0,45 (B, = 74°10"), przyjeto uf’ =
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Rys. 13. Przemieszczenia, predkosci 1 przyspieszenia wezla 5 (lewej strony) w kierunku OY dla roinych
sprzezen sprezystych (y # 0°)
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= u®. Rys. 10 pizedstawia przemieszczenia, predkosei i przyspieszenia drgad swobodnych
wezta 5 (lewej strony) w kierunku OY. Wzbudzane drgania tego wezta w plaszczyznie tar-
czy wskutek dzialania sit tarcia anizotropowego przedstawia rys. 11. Tarcie izotropowe
nie wymusza drgan w placzyzzsnie OXZ.

W przypadku drgai ze sprzgzonymi sprezy$cie formami (y # 0°) tarcie (niezaleznie
od typu) generowane podczas digan z wybrana forma, wzbudza wszystkie postacie ze
wzglednymi przemieszczeniami. Zilustrowano to przyktadami drgan swobodnych tiurio-
nych tarciem izotropowym g = 0,11 a wywotanych predkosdcia poczatkowg o rozkladzie
zgodnym z I formg drgan dla y = 10° 1 y = 30°. Na rys. 12 przedstawiono obraz drgas
swobodnych wezta 5 (lewa strona) w kierunku OZ a na rys. 13 drgania tego wezla w kie-
runku OY. W zdaniu tym nie uzyskano zbieznosci interacji wektora tarcia w chwili
bliskie] momentowi wygas$niecia ruchu wzglednego.

Wektor sit tarcia jest funkcjg ciagla wzgledem czasu wtedy, gdy drgania sa sprzezone
poprzez sprezysto$é (y # 0°) lub poprzez anizotropig tarcia. Wynika to stad, ze skladowe
wektora predkosci translacji maja miejsca zerowe w réznych chwilach czasu. Jednak w wielu
przypadkach zmiana kierunku wektora sity tarcia nastgpuje w bardzo krétkini czasie (mniej-
szym od przyjetego kroku catkowania réwnan ruchu). Pokazuje to przyktad (tabl. 6) zmiany
kierunku wektora tarcia izotropowego (u = 0,1; N, = 150 [N]) podczas drgan z 111 formg
drgan wlasnych (gdy ¥y = 10°). Przypadek zmiany kierunku tarcia anizotropowego (dla
Bo = 74°10") podczas drgan wedtug II formy (gdy y = 0°), przedstawiono w tabl. 7. W obu
przykladach skladowe wektora tarcia iterowano z dokladnoscia 6 = 2 [{]. Z ciaglosci
wektorowej funkcji sity tarcia wynika ciagtos¢ funkeji przyspieszen. Jednak ze wzgledu na
bardzo krotki czas w ktorym zmienia sie kierunek sily tarcia, otrzymany obraz funkcji
jest zblizony do przebiegu typu przeskok. Funkcja predkosci w tym przypadku moze
mie¢ gwaltowne ekstremum. W celu zachowania przejrzystego obrazu drgan na rys. 10
i 11 w przypadkach anizotropii nie naniesiono przebiegéw funkcji predkosci i przyspie-
szefi w przedzialach czasowych zmiany kierunku wektora tarcia.

We wszystkich pokazanych przykladach tak dobrano warunki poczatkowe drgan aby
sily tarcia dynamicznego byly generowane juz od chwili #,. Opis drgan koticzono z chwilg
ustania jednego (rys. 10, 11,12, 13) lub wszystkich (rys. 6,7,9) ruchéw wzglednych
w miejscu niecigglosci. Moment ten oznaczono na wykresach literg E.

10. Wnioski
Zasadnicze wlasnosci dynamiczne pary topatek turbinowych z tarciem suchym na po-
wierzchni nieciaglodei bandaza mozna sformutowaé nastepujgco:

a) Pakiet lopatek z nieciaglym bandazem ma dodatkowe stopnie swobody a jego czestosci
drgan wilasnych, odpowiadajace formom z wzglednymi przemieszczeniami, sa nizsze
od czestosci drgan ukladu z monolitycznym bandazem.

b) Ukoéne usytuowanie lopatek w wieficu tarczy wirnikowej (y # 0°) wywoluje efekty
sprzezen drgan z réznych plaszczyzn ruchu (jest to sprzezenie drgan poprzez sprezystosc).

c) Drgania z postaciami bez wzglednych przemieszczen w miejscu nieciagtosci nie bgda
generowaly sit tarcia. ‘

d) Przez odpowiedni dobdr parametréw tarcia mozna uzyskaé'powol?y wzrost amplitud
rezonansowych, dopuszczalny w okres§lonym czasie eksploatacii.



€)

f)

g)

h)

DRGANIA UKLADU PRETOWEGO 503

Drgania pakietu z udzialem tarcia suchego sg superpozycja ruchéw z tymi formami
wiasnymi na ktérych generowana podczas ruchu sita tarcia wykonuje prace. W zalez-
nosci od warunkéw ruchu, typu tarcia oraz sprezystych sprzezen form drgan, sity
tarcia pracuja na niek(érych lub wszystkich formach z wzglednymi przemieszczeniami
w miejscu styku. We wszystkich rozwazanych przykladach ruch form rozpraszajacych
energi¢ ustaje jednoczesnie.

W przypadku sprezyscie sprzezonych form drgad (y # 0°) tarcie 1zotropowe i anizo-
tropowe generowane podczas ,,czystych drgan” z wybrang forma, wzbudza wszystkie
formy z wzglednymi przemieszczeniami, niezaleznie od tego czy wywotano drgania
o dominujacych przemieszczeniach w plaszcezyznie tarczy wirnikowej czy z plaszczyzny.
Sity tarcia izotropowego podczas ,,czystych drgan’ z niesprzezona sprezysécie forma
(y = 0°) wzbudzaja tylko te postacie w ktorych wzgledne przemieszczenia wystepuja
na kierunkach przemieszczen wymuszonej formy.

Sity tarcia anizotropowego generowane podczas ,,czystych drgan’ z niesprzezonymi
formami (y = 0°) zbaczaja z kierunku wymuszonego ruchu i wzbudzajg wszystkie
formy z wzglednymi przemieszczeniami w miejscu nieciagtosci (jest to sprzgzenie drgan
poprzez anizotropie tarcia). '

Przedstawiona w pracy metoda analizy dynamicznej umozliwia liczenie uktadéw o wielu

stopniach swobody z udzialem sil tarcia na powierzchniach rozdzialu. Uwzglednia ona
typowe dla opisu tarcia suchego nieliniowosci i niecigglosdci.

Na zakonczenie autor pragnie podzigkowaé Panu mgr M. LiDkE za liczne uwagi

1 sugestie wykorzystane przy uktadaniu programéw obliczeniowych na EMC.
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Peswme

KOJEBAHUS CTEPXHEBOM CHUCTEMBI C TPEHUEM
KYJIOHA HA ITOBEPXHOCTH ITPEPBIBHOCTH

B paGote mpeXcraBieH MeTOX pacucTa KoneOaduii CTep)KHeBON CHCTEMBI C CYXHM TpPeHeM B IOH-
CTPYKLMOHHOM NPEPBIBHOCTA,, PHC. 1. IIpH moMOLIy MeTona KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB CTEPIKHEBYIO CHCTEMY
ONMCAHO CUCTEMONH C KOHCUHBIM YHCIOM creneHeil ceobompl. OGulee onmMcaHue CHJI CYXOro TPeHHd Ha

. IOBEPXHOCTH, KOHTaKTa JaHO FNPH IIOMOLIK TeH3opa Tpeuus XKymoxa [23, 24]. ITpuuATO BO BHHMaHME
NYOBEPXHOCTHEI X4paKTep KOHTAKTZ M AHH3OTPOIHIO CYXOIO TDEHHS. : .

JuHamuaeckne CBOMCTBA CTEPyKHEBOM CHCTeMBbI HCCNENOBAHO HA NMPHUMEPE PAcueTa ,,UHCTHIX Kone-
Oammi’’ mawera, TypOurubix sonmatox. IToxasano agpdexTsr BO3BY>HCHUS KOjeOaHul CHamy TPEHHUS
M CHOPSKEHHMA KOomeGaHni yepes yIprOrocTh CHCTEMBI ¥ aHH3OTPOIHOE TPEHHUE.

Summary

VIBRATION OF A ROD SYSTEM WITH COULOMB FRICT ION AT DISCONTINUITY
SURFACE i

The paper presents a method of vibration analysis of a rod system with dry friction at the construc-
tion discontinuity place, fig. 1. The rod system was described as a system of finite degrees of freedom by
means of tche method of finite elements. General description of dry friction forces at the contact surface
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was made by means of Coulomb friction tensor [23, 24]. Friction anisotropy and a real character of
contact was taken into consideration.

The motion properties of the rods system were investigated by numerical studying of an example
of turbine blades packet ,,pure vibration”. The effects of friction excited vibration and of vibration coup-
ling resulting from elasticity of the system and/or anisotropic friction, were showed.

PAN

INSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH
GDANSK

Praca zostala zIoz'qna w Redakcji dnia 24 lipca 1979 roku
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SZKOEA nt. ,,NIENISZCZACE BADANIA KONSTRUKCJI METODAMI HOLOGRAFI[*
WARSZAWA — JACHRANKA 1—13.10.1979 r.

Szkola finansowana z funduszow Komitetu Mechaniki PAN zorganizowana zostala przez Instytut
Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej przy udziale Centralnego Laboratorium Optyki, Instytuta
Fizyki Politechniki Warszawskiej oraz Instytutn Mechaniki i Podstaw Konstrukeji Politechniki Krakow-
skiej.

W trakcie tewania Szkoly wyg%oszono 40 godz. wykladow i wykonano 8 ¢wiczen laboratoryjnych w gru-
pach 5-cio osobowych oraz wygloszono ‘6 pblgodzinnych referatéw na temat badan wiasnych uczestnikow
Szkoty. Ponadto odbyly si¢ dwa wyklady prof. J. Ebbeni z Universite Libre de’ Bruxelles, ktére wywolaly
duze zainteresowanie uczestnikéw Szkoly. Wykladowcami Szkoly byli; mgr M. Daszkiewicz, mgr inz.
T. Feuer, dr M. J. Matczak, mgr E. Mr6z-Powichrowska, mgr R. Pawluczyk, dr B, Smoliiska oraz
doc. dr hab, inz. J. Stupnicki. .

Program Szkoly byt tak dobrany aby stuchacze mogli czynnie uczestniczy¢ w zajeciach w trakcie kt6-
rych przyswoili sobie szereg trudnych zagadnied optyki koherentnej, elektroniki i mechaniki ciat odksztat-
calnych. W trakcie wykladéw omoéwiono nastgpujace tematy; $wiatlo jako nosnik informacji, propagacja
$wiatla, holograficzna rejestracja informacji (energetyczne, geometryczne i techniczne warunki rejestracji
holograficznej), interferometria holograficzna, interferometria plamkowa oraz wyznaczanie przemieszczen,
odksztalcent i naprezen na podstawie obrazoéw interferometrycznych.

Uczestnicy Szkoty otrzymali skrypt, ktory umozliwit przekazanie bardzo obszernej i réznorodnej te-
matyki w trakcie zaledwie kilkudziesigciu godzin wykiadéw. Dla przeprowadzenia zaje¢ Jaboratoryjnych
opracowano i przygotowano osiem ¢wiczen laboratoryjnych; justowanie ukiadow holograficznych, ba-
danie ksztaltu metoda immersyjna, badanje drgan metods uSrednienia czasowego, badanie przemieszczeni
metoda czasu rzeczywistego, badanie drga metoda blyskowa, badanie przemieszczeri metoda interfero-
metrii plamkowej oraz badanie dwoma metodami odksztaiced modeli z materialéw dwéjtomnych.

Stuchacze reprezentujacy wiele roznych o§rodkow z calego kraju, zostali wybrani sposréd zgtoszonych
przeszto osiemdziesigciu 0s6b. )

Najszerzej byly reprezentowane uczelni — 28 osob, instytuty naukowe — 5 0s0b, przemyst — 3 osoby.
Regionalnie najliczniej byla reprezentowana Warszawa — 17 0s6b, Krakéw — 4 osoby, Wroclaw — 3 oso-
by, Lublin, Gliwice, £6dZ po dwie osoby, Starachowice, Czg¢stochowa, Koszalin, Poznan, Gdansk i Elblag
po jednej osobie.

Irena Mruk

KONFERENCJA KONTYNUALNA MECHANIKA CIAXA STALEGO
Oberwolfach, 6 — 12 stycznia 1980

Druga w tym roku konferencja organizowana przez Mathematisches Forschungsinstitut w znanym,
wéréd matematykow, ofrodku konferencyjnym, po$wigcona byla zagadnieniom mechaniki ciala stalego
odksztalcalnego. Konferencje organizowane w Oberwolfach dotyczg oczywiScie przede wszystkim poszcze-
g6lnych dzialéw matematyki. Jednak rowniez w tym roku kitka z tych konferencii interesuje bezposrednio
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pracownikow nauki z dziedziny mechaniki. Spis konferencji do pazdziernika 1981 r. zostat opublikowany
w Biuletynie Informacyjnym Polskiego Towarzystwa Matematycznego nr 4/1979. W roku biezacym prze-
widziano 46 konferencji, w tym: metody i osiagnigcia fizyki matematycznej, teoria sterowania, metoda
elementow skonczonych, pieliniowe i reoliniowe uklady drgajace, réwnania calkowe w naukach inZynier-
skich.

Wracajac do. konferenCJl podanej w tytule, to bralo w niej udzial 44 uczestnikéw z 11 panstw wygla-
szajac 33 referaty (Austria — 1, Berlin Zachodni — 1, Bulgaria — 1, Francja — 1, Holandia — 3, Pol-
ska — 6(5 referatow), Szwecja — 2, RFN — 14 referatow, Stany Zjednoczone A.P.—1 (2 referaty),
Turcja — 1, W. Brytania — 2). Tematyka konferencji byta do§¢ rozproszona, nie mniej stala na tradycyjnie
wysokim poziomie naukowym. Poszczegdlne referaty dotyczyly zagadnien dynamicznych ofrodkoéw spre-
zystych i niesprezystych, stateczno$ci, modeli cial statych, mechaniki pekania i teorii szczelin, rozwiazan
przyblizonych i metod oblicieniowych. Kilka referatow, przede wszystkim dwa referaty przedstawione przez
prof. G. Herrmanna (drugi z nich w zastepstwie A. Golebiewskiej-Herrmann) pt. ,,Sformulowanie Lagran-
ge’a dla nieidealnych (imperfect) osrodkéw sprezystych’ spowodowalo obszerna dyskusie i potrzebe zor-
ganizowania specjalnego zebrania dyskusyjnego ,,okraglego stolu””, Zebranie to poprowadzit prof. P. Chad-
wick przedstawiajac wyprowadzenie, geneze i sens J, L i M calek w osrodkach ze szczelinami. W ozywio-
nej dyskusji swoje poglady na ten temat wypowiedzieli profesorowie M, Sokolowski, G. Herrmann, D. Gross,
F. Nilsson i H. Zorski.

Jest rzecza subjektywna wymienienie najciekawszych referatow. Wymienig tu referaty J. B. Alblasa —
wciskanie stempla przy zupelnej adhezji, P. Chadwicka — o aspektach istnienia fal powierzchniowych
w oérodkach sprezystych z symetria kubiczng, W. A. Greend — o propagacji fal w piytach silnie anizotro-
powych. W. T. Koiter moéwil o nowych aspektach teorii kolumn w zakresie powyboczeniowym z nielinio-
wym warunkiem pobocznym. Swietny dydaktycznie wyklad przedstawit G. Kuhn (o metodzie réwnan cal-
kowych dla dwu i trojwymiarowych zagadnien termosprezystoScei). Th. Lehmann moéwil o sprzezeniu pro-
cesOdw termicznych i mechanicznych w przypadku niesprezystego odksztalcenia cial staltych, H. Lippmann
przedstawil zagadnienie progresywnego rozwoju szczelin — problem, ﬁtbry ma bezposrednie znaczenie
praktyczne zwlaszcza w gbrnictwie weglowym, modeluje bowiem zjawisko tapniet. J. Meixner, w swoim
referacie, zajal si¢ zagadnieniem nieréwnosci w termostatyce i.termodynamice, a L. Miiller — funkcjami
stanu dla stopdéw z pamiecig. F. Ziegler z pomocg .metody T-macierzy rozwigzal zagadnienie tlumienia fal
akustycznych w cialach sprezystych z nigjednorodnoséciami.

Polska grupa byla najlicznigjsza z pos$réd uczestnikéw zagranicznych. Przedstawﬂlémy 5 referatéw:
A, Sawczuk — o kryteriach wplastycznienia w konstrukcjach silnie odksztalcanych, M. Sokolowski

i M. Matczynsk1 — o fizycznej interpretacji J-calki, W. Szczepinski — studium odksztalcei plastycz-
nych polikrystalicznych agregatéw pod dziataniem ziozonych obcigzen, H. Zorski — nielokalne kontinua
z oddzialywaniami elektro-magnetycznymi i Z. Olesiak — o potréjnych réwnaniach calkowych i ich za-
stosowaniach w mechanice ciala stalego. W niedlugim okresie po konferencji organizatorzy rozeslali bro-
szur¢ zawierajaca streszczenia wygloszonych referatow i spis uczestnikow,

Z. Qlesiak

NOWE CZASOPISMA NAUKOWE,

1. Politechnika Wroclawska rozpoczela wydawanie kwartalnika pod tytulem ,»otudia geotechnica
et mechanica’. Redaktorem naczelnym czasopisma jest prof. Igor Kisiel, przewodniczacym Komitetu
Redakcyjnego prof. Antonii Sawczuk. Kwartalnik ten, wydawany w jezykach -angielskim, francuskim
i rosyjskim bedzie pubhkowaé prace teoretyczne i do$wiadczalne z dziedziny reologii gruntu i skal, nowe
rozwiazania zagadniefi geotechnicznych, prace z zastosowan metod numerycznych i analogowych w geo-
technice i mechanice oraz z zastosowan analizy wymiarowej i z zagadnien teoretycznych i doswiadczal-
nych techniki podmorskiej i podziemnej. Pierwszy zeszyt ukazat sig w 1979 roku. Adres: Instytut Mater-
ialoznawstwa i Mechaniki Technicznej Politechniki Wrocdlawskiej Smoluchowskiego 25, 50 - 370 Wroclaw,
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2. Zakoficzone zostaly przygotowania do wydawania kwartalnika ,,Machine Dynamics Problems”’.
Redaktorem naczelnym jest prof. Zbigniew Osinski, przewodniczacym Komitetu Redakcyjnego prof.
J. Wigckowski. Publikowane beda oryginalne prace dotyczace wszelkiego rodzaju maszyn oraz proceséw
technologicznych przez nie realizowanych, ktorych dynamiczne cechy wysuwaja sie na plan pierwszy przy
ich konstruowaniu i uzytkowaniu. Publikacje powinny dotyczyé probleméw: modelowania maszyn jako
ukladow dynamicznych, identyfikacji i modyfikacji ukiadéw, badania podstawowych wlasnosci materia-
16w elementow i zespoldw maszyn, badania wspoldzialania elementéw, badania drgan, wibroizolacji i wi-
broakustyki, diagnostyki dynamicznej maszyn, analizy statecznosci, badania i opisu proceséw i oddzia-
tywan zewnetrznych. Prace bgda publikowane wylacznie w jezyku angielskim. Adres: Instytut Podstaw
Budowy Maszyn Politechnika Warszawska, Narbutta 84, 02-524 Warszawa. '

SPRAWOZDANIE
z dzialalnosci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
w drugie § polowie 1979 r.

1. Dzialalnosé naukowa :
Odbyly si¢ 26 zebrania naukowe o nastepujacej tematyce:

QOddzial w Bydgoszczy
1. 25.10.79 dr inz. Henryk Holka ,,Dyndmiczny tlumik drgan z aktywnym sterowaniem czestotliwos$cia
nastrojenia”
2. 15.11.79 r. mgr inz. Jan Lorkowski ,,Dyskretna, skonczona transformacja Fouriera w zastosowaniu
do obliczenn osiowo-symetrycznych konstrukcji prgtowych™ '
3. 3.12.79 prof. dr hab. inz. Marek Dietrych ,,Modelowanie mechanicznych proceséw stochastycznych
w konstrukcji maszyn”.

Qddzial w Czestochowie

4. 10.9.79 prof. Marek Morkowin (Inst. Technologiczny w Chicago) ,,Generacja turbulencji i struktura
duzych wir6w w przeptywach turbulentnych” -

5. 12,1179 doc. dr inz. Mieczystaw Foltynski ,,NlekonwenCJonalne napedy samochodéw przysztosci®

6. 17.12.79 dr inz. Krystyna Jezowiecka-Kabsch ,,Struktura rozprzestrzeniania si¢ strumienia turbu-
lentnego™.

Oddziai w Gdafisku
7. 18.9.79 megr inz. Aleksander Zubulewicz ,,Pewien wariant metody elementdéw skonczonych”
8. 26.11.79 mgr inz. Jerzy Makowski ,,Bifurkacyjna utrata statecznosci powlok spregzystych — ogdlne
roéwnania i przyklady obliczen metody elementéw skoriczonych™.

Oddzialow Gliwlcach :
9. 28.11.79 megr inz. Andrzej Sambura ,,Koordynacja ksztaltowania rozwigzath projektowych w ramach
systemu projektujgcego”

Oddzial w Krakowie
nie bylo

Oddzial! w Lublinie

10. 3.07.79 dr inz. Jan Golec ,,Drgania ukladéw pretowych o zmiennej sztywnosci zginania™

11. 17.8.79 dr inz. Wiestaw Hawrylecki ,,Synteza ukladéw mechanicznych trajektorii oparta na podo-
bienstwie trajektorii ruchu”

12. 4.09.79 — doc. dr Krzysztof Wierzchowski ,,Przeglad magneto-hydrodynamicznych problemow
w zagadnieniach kontaktoéw pomigdzy dwoma powierzchniami sprgZystymi "

13. 2.10.79 — prof. dr Tadeusz Opolski ,,Zmiany naprezen w zamknigtych ukladach ciggien”

14. 6.11.69 — dr Andrzej Ostapiuk ,,Pojemno$¢ energetyczna w ukladach wzglgdnie odosobnionych™

15. 4.12.79 — Xomunikat — mgr inz. Bogustaw 'Skierczyniski ,,0golne wymuszanie parametryczne me-
chanizméw wagi uchylnej”
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Oddzial w Eodzi
nie byto.

Oddzial w Opolu

. 16. 7.11.79 prof. dr hab. inz. Oswald Mateja ,,Sciste macierze sztywnoéci w metodzie elementéw skog-
czonych”
17. 5.12.79 dr hab. inz. Andrzej Dragon ,,Wprowadzenie do teorii zniszczenia”
18. 19.12.79 dr hab. inz. Andrzej Dragon ,,Doéwiadczalna weryfikacja teorii zniszczenia”
Qddzial w Poznaniu
19. 19.9.79 prof. dr G. Easen ,,Wave propagation in a preliminary deformed R O D*

Qddzial w Szczecinle

.20. 15.11.79 dr inZz. Alfred Stepniewski ,,Zastosowaniec metody przeksztalcen elementarnych do rozwig-
zywania zagadnied statyki i dynamiki, Twierdzenie o wypadkowej zaszczepionego ukiadu sit*
21. 29.11.79 doc. dr inz. Marian Xmiecik ,,Wplyw geometrii odkszialcen spawalnicznych na no$nosé
plyt osiowo $ciskanych'
22. 14.12.79 dr inz. J. Bauer ,,Wybrane zagadnienia optymalizacji dyskretnej konstrukcji inzynierskich”
QOddzial w Warszawie

23. 25.10.79 prof. dr J. Oderfeld, prof. dr Z. Mrbz, prof. dr A. Brandt,,Cele i metody optymalizacji w me-
chanice
24, 26.11.79 r. dr Jan Obrebski ,,Analiza i synteza numeryczna wielkich uktadéw konstrukcyjnych’’

Qddzial we Wroclawiu

25. 2.7.79 r. prof. Kimio Shimada z Tokyo University — ,,Zastosowanie robotdw w automatyzacji pro-
cesdbw przemysiowych**

26. 8.10.79 prof. Marek Zakrzewski ,,Mechanika DolnoSlaska w poczatkowym okresie PRL"*
prof. Otton Dabrowski ,,Nauczanie Mechaniki w Polsce i niektorych krajach obcych'

TI. Sympozja i konferencje naukowe

Oddzial w Yodzi
1. zorganizowal w dniach 26 i 27 pazdziernika 1979 r. III Sympozjum Stateczno$ci Konstrukgcji.
Oddzial w Krakowie
2. zorganizowal w dniach 23 i 24.3 — 79 r. V Sympozjum Techniki Wibracyjnej i Wibroakustyki.
Qddzial w Rzeszowie
.3. zorganizowal w dniach 23 i 24.9.79 r. IV Sympozjum dynamiki konstrukcji.
Oddzial w Zielone] Gérze

4. zorganizowal Sympozjum n.t. ,,Badania dynamiczne warstwy wierzchniej’”” w okresie 17—22.9.1979 r.
Uczestnikow 128, referent doc. dr inz. S. Laber.

I. Seminaria naukowe i kursy

Qddzial w Bydgoszczy
1. zorganizowal seminarium na temat ,,Wybrane zagadnienia Mechaniki Plynéw*. Uczestnikéw bylo
238, referatéw — 6.
Oddzial w Gdanskn

‘2. zorganizowal seminarium n.t. ,,Metoda elgmentéw skoficzonych w obliczeniach drgan i statecznoci
konstrukcji‘* uczestnikow 12. '
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Oddzial w Poznaniu

3. zorganizowal kursy Wykladowe na temat ,,Metody elementdw skofczonych® w dniach 29.10.1979 r.,
do 30.3.1980 r. Wykladowcy M. Kurek, M. Cialkowski, K. Magnucki. Uczestnikow 44, wykladow 4.

Oddzial w Zielonej Gérze

4. zorganizowal scmmarmm na temat ,,Wybrane dzialy z kinematyki*‘, Prelegent mgr inz. Stanislaw
Mazur.

- YV. Konkursy naukowe

1. Oddzial w Czgstochowie oglosit konkurs na temat ,,Prace Doswiadczalne z Mechaniki®*. Wplynelo
8 prac. Sad Konkursowy przyznat II nagrodg — z}. 8.000.— dr inz. Krzysztofowi Wernerowi (Czesto-
chowa) za prace pt. ,,Badanie rozwoju zmeczeniowego peknigcia powierzchniowego o ksztaicie pot-
eliptycznym w probach stali o podwyiszonej wytrzymaloéci 156-ZANG6 i obliczenie trwatosci probek
na podstawie wynikow badan‘*
Ponadto 4 wyrdznienia po zl. 4.000.— otrzymali:
dr inz. Andrzej Kaliszek (Warszawa) za pracg pt. ,,Wlasnoéci wytrzymalosciowe elementéw szklanych
z silna lokalna nieciagloicia geometryczna'®,
dr inz. Mariusz Szechifski (Wroclaw) za prace pt. ,,Zagadnienia zmian ksztattu wykresu naprgzen
w belkach zelbetowych obcigzonych dlugotrwale*
dr inz. Jan Musialik (Czgstochowa) za prace pt. ,,Wlasnosci stereometryczne i fizyczne warstwy wierz-
chniej stali obrobionej wygladzaniem elektromechanicznym” 3
dr inz. Halina Konderla (Wroctaw) za prace pt. ,,Zmiany wytrzymatosci gruntu spoistego wywolane
jego rozluZnieniem”. '

2. Oddzial Lodzki wspdlnie z Oddzialem Warszawskim zorgamzowal konkurs na tematy teoretyczne.
Nadestano 8 prac. Sad Konkursowy postanowit:
Nagrode stopnia I przyznaé pracy sygnowanej godlem ,,OPTY”’ pt. ,,Zasady wariacyjne mechaniki
dla zmiennych obszarow i ich wykorzystanie w optymalizacji konstrukcji’’. Wysoko$é nagrody zi
14.000.— )
Nagrodg stopnia II przyznaé pracy sygnowanej godiem ,,0sob’‘ pt. ,,Wystepowanie osobliwosci w za-
gadnieniach kontaktowych®‘. Wysoko§¢ nagrody zt. 9.000.—
Nagrode stopnia III przyznaé pracy sygnowanej godlem ,,GRAD” pt. ,,Stateczno$¢ i stan krytyczny
swobodnie podpartej tarczy trapezowej poddanej jednokierunkowemu S$ciskaniu‘‘.

V. Dzialalnoéé organizacyjna

1. W roku 1979 liczba czlonkéw PTMTS wzrosta do 949.
2. W okresie roku 1979 odbylo si¢ 22 zebrania organizacyjne.

Kolokwia Euromechu 1981

137 Flow in collapsible tube Dr J Pedley University of Cambridge
' 5—8 stycznia 1981, Cambridge W. Brytania  oraz dr R. C. Schroter, Londyn
138 Convective. transport and instability Dr H. Oertel
phenomena with application to material Universitit Karlsruhe
science: RFN
9—11 marzec 1981, Karlsruhe
RFN
139 Uncontrolled blasts and explosions in ) Dr D. H. Edwards
industry ' University of Wales
13—15 kwiecied 1981, Aberystwyth oraz dr M. A. Nettleton,

W. Brytania Leatherhead
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141

142

143

144

145

146

147

148

149

150
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Solution methods in structural plasticity

6—9 maj 1981, Udine

‘Wiochy

Stationary methods of nonlinear
mechanical systems

23—25 czerwiec 1981,
Enschede, Holandia

Acoustics of turbulent flows
2325 Wrzesienn 1981, Lyon
Francja

Flow and transport in porous

media

2—4 wrzesien 1981, Delft

Holandia

Mechanics of sedimentation and
fluidised beds

Wrzesien 1981, Wieden . '

~ Austria

Shock waves and relaxation processes
in gases

14—16 wrzesien 1981

Jablonna, Polska

Flows of liquids past bodies with
developed cavities

28—30 wrzesien 1981,

Grenoble, Francja

Damage mechanics

2225 wrzesiei 1981,
Cachan/Paryz, Francja

Two-dimensional separated flows
13—15 pazdziernik 1981

‘Bochum, RFN

Stress waves in non-elastic solids
23--27 czerwiec 1981
Jablonna, Polska

Ahalysis of stability by the Liapunov

-direct method and its application

in mechanics
pazdziernik 1981
Jablonna, Polska

Prof. G. Del Piero

Facolta d‘Ingegneria

Udine

Prof. D. H. van Campen
Teghnische Hogeschool
Twente, Enschede

oraz prof. A.D, de Pater,
Delft

Prof. G. Comte-Bellot
Ecole Centrale de Lyon
oraz prof. M. Sunyach,
Lyon

Prof. A. Verruiit

Delft Universitj

oraz dr F.B. J. Barends,
Delft

Prof. W. Schneider
Technische Universitit
Wien

oraz dr R. Clift,
Cambridge

Prof. B. Schmidt
Universitdt Karlsruhe, REN
oraz dr Z. A. Walenta,
Warszawa

Dr J. M. Michel _
Institut de Mecanique de Grenoble,
Francja

oraz dr A. Rowe, Grenoble
Prof. J. Lemaitre

Ecole Normale Superieure
de I’Enseignement Technique
Cachan, Francja

Prof. K. Gersten
Ruhr-Universitit Bochum.
oraz prof. K. Stewartson,
Londyn

Doc. dr W. K. Nowacki

Inst. Podst. Probl. Techniki PAN,

Warszawa
oraz prof. B. Wiodarczyk,

- Warszawa

Prof. R. Gutowski
Politechnika Warszawska
oraz prof. V, A. Vuiicic,
Belgrad, Jugostawia

Zawladomienie

W dniach 6—10 kwietnia 1981 r. w Jadwisinie kolo Warszawy odbedzie sig XIII Mledzynarodowa
Konferengja Dynamiki Maszyn INTERDYNAMICS 81.
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Szezegotowych informacji udziela Komitet Organizacyjny Konferencii:

Zaklad Ukladéw Mechanicznych IPPT PAN

Ul. Swietokrzyska 21 tel. 26-12-81 w. 267
00-049 Warszawa
INTERDYNAMICS 81
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W nastepnym zeszycie ukaza sie¢ prace:

W. I. ANDREIEW, Zagadnienia koncentracji naprezen w poblizu otworéw w oérodku niejednorodnyn.
Bonpoce! xonueHTpanuy wanpsxeHuil BOMH3M oTBepcTHit B HeojHoponuoit cpepe. W. 1.
O630p. -

Stress concentration in the ncighbourd of cavities in nonhomogeneous media. Part 1. Review.

K. Grysa, M. J. Crarkowskl, Zagadnienia odwrotne pol temperatur — przeglad.

Obparuple  3aJauy  TENJIONPOBOJHOCTY;, — OCMOTD  JINTECPATYPhI.
The inverse heat conduction problems — revicw:.

P. Wiewiorek1, Efekt przejéciowy przy przenikaniu slabej fali uderzeniowej przez rozgalezienie prze-
wodow.

Tlepexonusbiit adrberT BO Bpemst NMPOHHKaHIL cilaboil YAAPHOIT BOJIHb] Ucpe3 pasBeTBIEHUE
TpyGOTIpoBOIOE .
“Trannsitional effect at the transmission of a weak shock wave through a branching of pipes.

A. TopoLiNskl, Wplyw walca kolowego z plaskim czolem naddzwickowym strumicniem gazu o malej
liczbie Reynoldsa.

CBepX3ByKOBOE OOTEKAHME MPOAOIIEHOIO LUIHIADA € IJIOCKHM TOPLIOM Taja mpH MaioMm
yuciie Peiinosnbaca.
Supersonic gas flow past a cylinder with a flat front at low Reynolds number.

J. PIETRUCHA, Z. SzEwczyk, Nowa metoda syntezy ukladu sterowania flatterem profilu.

Hosulii meton ynpaBrenusa ¢Giarrepom npoduil. '
A new method of flutter control of the airfoil.

M. Curzanowski, J. MADES, Budowa granicznych krzywych zniszczenia w oparciu o koncepcje para-
metru uszkodzenia.

TloctpoeHne mpenensHblX KPHUBBIX PAa3pyUIeHHA ¢ HOMOIIIO TApaMeTpa YIOBPEA{IEHMIH.
The construction of failure limit curves by means of a damage.

A. DoLLar, Z. Korpas, Ksztalty pretow silnie zakrzywionych poddanych zginaniu z rozciaganiem i $ci-

naniem, calkowicie uplastycznionych w stadium zniszczenia.

DopMBI CTEPSKHENR CHITBHO HCKPUBIEHHLIX NOABEPIHYTHIX YSIHAY C PACTSKEHHEM H CABHIOM

B CTaQMH NOJHOH NUIACTHYHOCTH UPH Pa3pyILEHHH.

The shapes of thick curved bars subjected to bending, tension and shear showing complete yield at
the stage of collapse.

St. BieLax, A. Dupa, Powloki prostokreslne oparte na okregu pracujgce w stanie zgicciowym.

Warub smxgeiiuaisry 060JI0YEK ONEPTHIX Ha OKPYXKHOCTH.
Bending state of ruled surface shells based on a circle.

W. WoiewoDzki, J. SokaLski, Drgania sprezystolepkoplastycznej powloki kulistej.
Konebanust ympyro-BA3KOILIACTHYECKON chepuueckoif 000IOUKH.
Oscillations of an elastoviscoplastic spherical shell.

J. Hormicki-Szurce, Spregzanie termiczne na przykladzie zagadnienia kotowo-symetrycznego.
Obpa3zoBanue NpegBapUTENbHbIE TEPMUUECKUX HANPSIIKEHUH HA IPHMCPE OCECHMETPUYECKOI
3ajaun. )

Thermal prestressing — ad example of rotating disk,



Cena z1 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
péirocznie zt 60—
rocznie zt 120.—

. Prenumeratg na kraj przyjmuja Oddzialy RSW , Prasa-Ksigzka-Ruch” oraz urzedy pocz-
towe i dorgczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I pélrocze roku biezacego i na caly rok nastgpny,

— do 10 czerwca na TI pélrocze roku biezacego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju zaklady
pracy zamawiaja prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-Ksigzka-Ruch”, w miej-
scowos$ciach za$, w ktérych nie ma Oddziatéw RSW — w urzedach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumerat¢ wylacznie w urzgdach pocztowych i u do-
reczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuja RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Cen-
trala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Od-
dzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach podanych dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50%
dla zleceniodawcow indywidualnych i o 100% dla Zleceniodawcow instytucji i zaktadoéw pracy.
Biezace i archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwié we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz
w ksiegarniach naukowych ,,Domu Ksiazki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and ad-
dress can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polo-
na-Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, Poland. Please send
payments to the account of Ars Polona — Ruch in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street,
00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajqc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartal-

nik. Zeszyty z lat poprzednich moina nabywadé w sekretariacic Zarzqdu Giléwnego PTMTS
(Warszawa, Patac Kultury i Nauki, pietro 17 pokéj 1724)

Mech. Teor. T. 18, z. 3, s. 349—516, Warszawa 1980, Indeks 36523
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