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DRGANIA KONSTRUKCJI I STOCHASTYCZNE MODELE USZKODZEN

KAZIMIERZ SOBCZYX (WARSZAWA)
1. Wstep

Zagadnienia wyznaczania przemieszcze i napreZen powodowanych dynamicznymi
obciazeniami o charakterze przypadkowym (oraz) lub fluktuacjami parametrow rozwa-
zanych ukladow stanowia bardzo wazny dla praktyki skiadnik analizy konstrukcji inzy-
nierskich.

W ostatnim dwudziestoleciu problemy drgan konstrukcji pod wplywem obcigzen
przypadkowych byly badane bardzo intensywnie i w chwili obecnej istnieje bogata litera-
tura dotyczaca metod i rezultatéw dynamiki stochastyczaej (por. [1], [2], [3], [4], [5].
Podstawowa przyczyna tych badan jest fakt, Ze w wigkszosci realnych sytuacji podsta-
wowe czynniki determinujgce zachowanie si¢ konstrukcji, tak jak na przykiad obcig-
Zenia zewnetrzne czy wlasnosci mechaniczne rozwazanych ukladéw maja charakter fluk-
tuacyjny i nie moga byé opisane w zwykly — deterministyczny sposéb. Odnosi sig to
szczegdlnie do obciazen konstrukcji budowlanych powodowanych porywistym wiatrem
czy dzialaniem fal akustycznych lub sejsmicznych, konstrukcji statkéw na ktore dzialaja
fale morskie lub szumy turbulentne itp. W takich sytuacjach wazne jest zbadanie wplywu
owych stochastycznych czynmkow na zachowanie si¢ konstrukgji i jej zniszczenie. Zasad-
niczym motywem i celem analizy drgan stochastycznych konstrukcji jest ocena ich nie-
zawodnofct, Z ‘metodycznego punktu widzenia probabilistyczna analize konstrukeji
drgajacych mozna podzieli¢ na dwa etapy: pierwszy — dotyczy wyznaczenia statystycz-
nych charakterystyk reakcji konstrukcji (np. przemieszczeﬁ; napreZzen itp.), za$ celem
drugiego etapu jest analiza niezawodno$ciowa — charakteryzujaca stany niebezpieczne
i dostarczajaca informacji o wystgpowaniu uszkodzen i zniszczeniu konstrukgji.

W chwili obecnej, istniejace metody i rezultaty dynamiki stochastycznej daja mozli-
- wo$¢ wyznaczania podstawowych charakterystyk statystycznych reakcji dla szerokiej
klasy uktadéw i obciazen stochastycznych. Problemy dotyczace niezawodnosci stochastycz-
nie drgajacych konstrukcji nie sa jednak wystarczajaco zbadane.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie problemdéw i nowych wynikéw dotyczqcych
stochastycznej analizy drgan konmstrukcji, ze szczegdlnym uwzglednieniem zagadniefi
niezawodnosciowych. Po zwigztym przedstawieniu metody wyznaczania charakterystyk
reakcji ukfadéw ciaglych uwaga bedzie skupiona na dyskusji zniszczenia spowodowanego
~drganjami stochastycznymi. Poniewaz uszk(ldzenia konstrukcji powoddwane drganiami

Artykul przegladowy, wygloszony jako referat problemowy na XX-tej Polskiej Konferencji Mecha-
niki Ciala Stalego, Porabka-Kozubnik, wrzesien 1978. :
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stochastycznymi przyjmuja najczesciej postaé uszkodzen zmeczeniowych, w ostatniej
czeéci pracy przedstawione zostang stochastyczne modele uszkodzen zmeczeniowych,
w tym modele bazujace na propagacji w materiale dominujacej szczeliny.

2. Reskcja konstrukcji na obciazenie stochastyczne

Rozwazmy drgania technicznego uktadu ciaglego I zaldZmy, Ze jest on sprezysty i li-
niowy. Dla szerokiej klasy takich uktadéw réwnanie opisujace drgania moZna przedstawié
w postaci '

(2.1) mU+cU+LU) = O(r, 1),

gdzie m 1 ¢ sa parametrami charakteryzujacymi mas¢ uktadu i ttumienie, & jest liniowym
pperatorem rozniczkowym wzgledem zmiennych przestrzennych, zas Q(r, t) jest funkcja
losowg zmiennych r = (x, », z) i czasu t. Dla przykiadu operator ¥ moze mieé postaé -
62

I i
ox*’

o*  Eh

o+ o+ o+
D( 2 aagE t ay4)

i wtedy réwnanie (2.1) opisuje odpowiednio drgania struny, kotowo-cylindrycznej powloki
Iub plyty sprezystej. W zaleznosei od sytuacji réwnanie (2.1) nalezy rozwiazywaé z odpo-
wiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi. Réwnanie (2.1) jest réwnaniem sto-
chastycznym interpretowanym zwykle w sensie $rednio-kwadratowym (por.. [5], [6]).

Metody stochastycznej analizy ukladéw sprezystych opisanych przez rédwnanie (2.1)
sg analogiczne do metod uzywanych w stochastycznej dynamice ukladéw dyskretnych
(opisanych przez réwnania rézniczkowe zwyczajne). Metoda charakterystyk impulsowych
oraz metoda widmowa moga byé latwo zastosowane. Dla zastosowania metody charakie-
rystyk impulsowych nalety znaé funkcjg¢ Greena G(r,t,r,,t;), ktora jest definiowana
jako rozwigzanie réwnania

(2.3) mG+ cG+ZL(G) = 8(r—r,)8(t—1,),
z odpowiednimi warunkami brzegowymi i zerowymi warunkami poczatkowymi dla
t=1. . .

Rozwiazanie rownania (2.1) ma postaé

¢t

(2.4) UGr, 1) = [ [ G, t5 10, 8)Q(ry, 1) drodlty.
0D o

Gdzie D jest obszarem (powierzchnia) rozwazanego ukladu. Na podstawie definicji war-
tosci przecigtnej i funkcji korelacyjnej otrzymuje sie
»

(2.5) U@, DY = [ [ 6, t5 1, 100, )y drydt
0D
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(26) . Ku(r, t;'rla tl) = <U(l‘, t) U(rl’ t1)> =

= ff ff G(r, t; 0, t)G(ry, ty e 0 YKo, t7 5 ¥, 8" ) dr'dr ' de'dt .
00

Jako szczeglny przypadek wzoru (2.6) otrzymuje si¢ wyrazenie dla czasowej funkcji
korelacji (dla ustalonego r = r,) oraz przestrzennej funkcji korelacyjnej (dla ustalonego
t = t,). Czgsto wystarczy znajomos$¢ wartodci funkeji korelacyjnej pola U(r, t) w usta-
lonym, wybranym (np. szczegblnie wrazliwym) punkcie r; traktuje si¢ wtedy U(r, )
jako funkcje losowa tylko czasu ¢, czyli— jako proces stochastyczny. '
Wprowadzajac uogélniong gestos¢ widmowa pola U(r, f) zgodnie z nastepujaca

definicja

+£)0 + 0
2.7 gu(ry, wy; 12, 03) = J f Ky(ry, tys vy, ty)e™@hmwalady, dt,

— 00 —0o0
i analogicznie wogdlniona gestosé go(ry, w; Fa, w;), otrzymujemy nastgpujaca relacje
“widmowa’’: : '

2.8) gulri,wy;r,,w,) = fng(r’, Wy ¥ 0 Hry, v 5 0) Hry, v wo)dr'dre”,

gdzie
] .
(2.9) H(r,r;0) = f G(r,r; v)e” oy, v =i—t,,
o :
Jezeli pole losowe Q(r, t) jest stacjonarne w szerszym sensie i statystycznie jednorodne,
to powyZsze wzory znaczni€ upraszczaja Si¢. :

Dla skorzystania z powyzszych wzoréw nalezy znaé podstawowe charakterystyki
obciazenia losowego Q(r, 1), tj. jego warto$¢ przecietng i funkeje korelacyjng oraz funkcjg
Greena G(r, t; r;,t;). Charakterystyki obciazenia nalezy wyznaczyé na drodze opraco-
wywania materiatu do§wiadczalnego. Wyznaczenie funkcji Greena nie zawsze jest mozliwe;
dla stosunkowo szerokiej klasy uktaddw liniowych zwykle stosuje si¢ wersjg metody
rozdzielenia zmiennych znana-w dynamice konstrukgji jako metoda modéw normalnych
(ang. the normal-mode approach — por. [3]). '

Przytoczone wyzej wzory wyczerpujaco charakteryzuja reakcje konstrukcji opisanej
réwnaniem (2.1) jeSli jej parametry materialowe, warunki poczatkowe i brzegowe sg
deterministyczne a obcigZenie Q(r, ) jest gaussowska funkcja losows. Jesli ktdrys z wy-
mienionych warunkow nie jest spelniony wzory (2.5) i (2.6) daja tylko czgéciowq charakte-
rystyke losowego pola przemieszczen, gdyz jest ono wiedy nie gaussowskie. Czgsto —
w celu uproszczenia analizy — korzysta si¢ z gaussowskiego przyblizenia. JednakZe problem
jak dalece analiza gaussowska jest akceptowalna w problemach niegaussowskich wymaga
oddzielnego badania (por. [7]).

W stochastycznej analizie ukladdéw konstrukcyjnych nieliniowych istniejace wymniki
dotycza przede wszystkim nieliniowodci natury geometrycznej pochodzacych z uwzgled-
- niania skoficzonych odksztatcen (por. [3], [5]). Tego rodzaju drgania nieliniowych uktadow
sprezystych przy wymuszeniu stochastycznym mozna badaé za pomoca metod przybli-
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zonych bedacych polaczeniem metod mechaniki nieliniowej i metod analizy korelacyjnej
Iub aparatu proceséw Markowa. Pewne rezultaty dotyczace drgan stochastycznych
konstrukeji sprezysto-plastycznych sa zawarte w [8] (por. takze [9]).

3. Drgania stochastyczne i uszkodzenia konstrukeji

Niech Y(#) oznacza dynamiczng reakcjg konstrukcji (przemieszczenie, napreZenie
itp.) w ustalonym punkcie krytyczaym. Zalézmy, Ze podstawowe charakterystyki proba-
bilistyczne procesn Y(¢) zostaly wyznaczone metodami scharakteryzowanymi w punkcie
poprzednim. Jak wykorzystaé informacje o procesie Y(¢) w badaniu uszkodzen powo-
dowanych przez ten proces i w ocenie diugowiecznosci konstrukcji?

Nalezy wyroznié dwa podstawowe mechanizmy uszkodzefi zwigzane z drganiami
stochastycznymi:

1. Y(¢) osiaga po raz pierwszy pewien okre§lony gérny (np. @) lub dolny (np. —b) poziom,
gdzie a i b s3 danymi duzymi liczbami dodatnimi; méwimy, Ze uszkodzenia wystgpujace
przy zajiciu tego zdarzenia sa wuszkodzeniami katastroficznymi (lub uszkodzeniami
pierwszego przejécia; ang. first excursion failures);

2. Y(¢) nie przyjmuje duzych (katastroflcznych) wartoéci, doznaje jednak wielu nieznacz-
nych wyjéé poza granicg wytrzymatosci i wobec tego zniszczenie konstrukeji akumuluje

Rys. 1 : ) Rys. 2

sie; catkowite zniszczenie nastgpuje gdy nagromadzone uszkodzenia osiagaja pewna

okre$long warto$¢; ten rodzaj zniszczenia znany jest pod nazwa zniszczenia zmecze-

niowego. Schematycznie, powyzsze rodzaje uszkodzen sa przedstawione na rysunkach

(rys. 1, 2).

3.1. Uszkodzenia katastroficzne. W ocenie nlezawodnosm konstrukcy w oparciu o pierwszy
mechanizm zniszczenia istotne jest okre§lenie czasu 7" w ktorym reakcja Y(¢) — np. na-
prezenie — osiggnie ustalony poziom po raz pierwszy. Oczywiscie, czas T jest zmienna
losowa. Podstawowe zagadnienie w analizie uszkodzen katastroficznych mozna sformu-
lowaé nastgpujaco: znajac wilasnosci statystyczne reakcji konstrukcji Y(#) nalezy wyzna-
czyé charakterystyki probabilistyczne czasu pierwszego przejécia T.

" Problemy zwiazane z wyznaczaniem czasu pierwszego wyjécia realizacji procesu z roz-
wazanego obszaru byly rozwaZzane w teorii proceséw stochastycznych. Efektywne roz-
wiagzania moga byé jednak otrzymane tylko dla specjalnych klas proceséw np. dla dy-
fuzyjnych proceséw Markowa; wtedy bowiem korzystajac z réwnania Fokkera-Plancka-
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Kotmogorowa dla ggstosci pradepodobieI’lstwa' przejcia procesu latwo mozna wy-
prowadzié¢ réwnanie rézniczkowe dla funkeji R(z) okreslajacej prawdopodobienstwo
przebywania procesu w danym obszarze (2 przestrzeni fazowej w przedziale czasu [0, 7],
tj. dla’ funkcji
(3.1) R(t) = P{¥()eR,0< <1}

Niech mianowicie Y(¢) = [Y,(2), Y2(z), ... ¥,(#)] bedzie n-wymiarowym dyfuzyjnym
procesem Markowa charakteryzujacym zachowanie si¢ uktadu w czasie; procesy — skia-
dowe Yi(t), i=1,2,...,n w analizie drgan uktadow sprgzystych moga byé interpre-
towane jako wspdirzedne uogdlnione. Niech w chwili poczatkowej 7, uklad znajduje

"sie w stanie Yy = [Y?, ..., Y0]. Niech p(y, t[yo, t,) bedzie ggstoscia prawdopodobieristwa
przejécia procesu ze stanu y, w chwili £, do stanu y w chwili £, Ta funkcja spelnia znane
réwnanie Kolmogorowa (por. [5]). Przyjmujac ?, = O bedziemy zapisywaé¢ funkcje p
w postaci p(y, t[yo)-

Prawdopodobiefistwo (warunkowe) tego, ze jezeli uklad w chwili # = 0 znajdowal
sie w stanie y, € 2, to do chwili # nie wyjdzie z obszaru 2 jest réwne:

(3.2) P(tlyo) = [ p(y, tyo)dy.

Calkujac réwnanie Kolmogorowa otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie dla funkcji P(#[yo) —
por. [10]

"

5 2
.3 6y1 T2t R0} ay‘)@yk =9

gdzie a;, by sa wspdlczynnikami charakteryzujacymi infinitezymalne wiasnosci procesu
Y(t). Rownanie (3.3) nalezy rozwigzywaé z nastgpujgcymi warunkami

POlyy) =1 dla yp,ef
P(tlye) =0 dla ysesS
gdzie S jest brzegiem obszaru 2.
Korzystanie z réwnania (3.3) w analizie realnych uktad6éw jest zwigzane z trudnosciami.

Zagadnienie upraszcza si¢ gdy poszukujemy momentow czasu pierwszego wyjscia procesu
z obszaru £, tj. wielkosci

(3.4)

69 ™= f D2 s Bl = 1-P(lyo).
0

Dla momentdw czasu pierwszego wyjscia z obszaru {2 otrzymuje si¢ rekurencyjny uktad
réwnan '

(3.6) 5 Z b, 526<ka()’0)> + Z'al a(i:(.go» ]<Tk 1y )>,
: ! 1=1

gdzie, w rozpatrywanym przypadku g;iy £ jest obszarem zamknietym, {T°(y,)) = 1.
Réwnania (3.3) 1 (3.6) nazywaja si¢ rownaniami Pontriagina. Funkcja R(z) jest znana
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jako funkcja niezawodno$ci uktadu; prawdopodobiefistwo niezawodnej pracy ukladu
w przedziale [0, ¢] jest bowiem réwne

G.7) R() = [ P(tlyo)p(yo)dyo,
Q

gdzie p(y,) jest gestoscia prawdopodobiefistwa procesu ¥(¢) w chwili £ = 0.

Dla przypadkéw kiedy reakcja konstrukcji nie moze by¢ opisana przez dyfuzyjny
proces Markowa korzysta si¢ z pewnych rozwigzan przyblizonych oraz oszacowan prawdo-
podobienstwa pierwszego przejécia. Szczegdlnie prosty rezultat otrzymuje sig, jeZeli przyjmie
sie zatozenie, Ze przekroczenia rozwaZanego poziomu a przez proces Y(¢) sa wystarcza-
jaco rzadkie i statystycznie niezaleine; oznacza to, Ze liczba chwil losowych w przedziale
(0, ] w ktdrych nastgpuja przekroczenia poziomu a jest scharakteryzowana przez jedno-
rodny proces Poissona :

(lt )” e—x:.

(3.8) P{N(t) = n} ="

Witedy prawdopodobienstwo tego, ze w przedziale (0, ¢] nie nastapi Zadne przekroczenie
poziomu a jest po prostu réwne

3.9 o P{N(#) =0} =e"?.
Prawdopodobiefistwo uszkodzenia katastroficznego w przedziale '(O, t] jest wiec w tym
przypadku:

1—e~ .
Oznacza to, Ze czas pierwszego przejécia T danego (wysokiego) poziomu @ przez proces
Y(¢) jest zmienna losowa o rozktadzie wykiadniczym. W tym przypadku

' 1 1

3.10 T =—, o2=—.

(3.10) Ty ==, oh=3

Parametr 4 oznacza intensywno$¢ procesu Poissona; w zagadnieniach niezawodnoscio-
wych jest uzasadnione przyjaé, Ze jest on réwny $redniej liczbie przewyzszen poziomu a
przez proces Y{¢) w jednostce czasu, tj.

(3.11) A=l = | e, p)dy.

Wyrazenie (3.9) w ktérym 2 jest wyrazone przez (3.11) okre$la niezawodno$é uktadu
w rownowaznym przypadku; w analizie konstrukeji zostalo ono po raz pierwszy zapro-
ponowane przez J. J. Colemana (1959 r.). Nalezy jednak podkresli¢, 2e zalozenie iz prze-
wyzszenia poziomu a przez proces Y(¢) sg statystycznie niezalezne jest bardzo ograni-
czajgce. Nie jest ono, na przyklad, akceptowalne dla proceséw stacjonarnych o waskim
widmie dla ktérych przewyzszenia wystepuja grupowo.

Bez zaloZenia o niezaleZnosci przewyzszen wyznaczenie rozktadu prawdopodobiefstwa
czasu pierwszego przejécia jest — za wyjatkiem prostych sytuacji opisanych procesem
Markowa — niemozliwe. Totez istotne znaczenie maja rézne oszacowania prawdopodo-
biefstwa pierwszego przejécia.
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i/
Najprostsze oszacowanie oparte jest na uogdlnionej nieréwnodci Czebyszewa; za-
kladajac, ze <(Y(¢)) = 0 gbrne oszacowanie prawdopodobiefstwa pierwszego wyjscia
poza symetryczne poziomy ¢ i —a ma postaé nastgpujaca

t

(3.12) P{t; —a, +} < 57 03O+ oHO 5 EOEC

gdzie of i 0} oznaczaja odpowiednio wariancjg procesu Y () i jego pochodne;.

Dokladniejsze, gérne i dolne oszacowanie prawdopodobiefistwa pierwszego przejscia
wyrazone przez funkcje gestoSci prawdopodobienstwa procesu Y(z) i pochodna Y(t)
zostato podane przez Shinozuke¢ [11]. Dla uktadu o jednym stopniu swobody opisanego
réwnaniem

mY+,uf’+ kY = mX(¢),

gdzie proces stochastyczny X(f) jest procesem gaussowskim niestacjonarnym postaci:
X(t) = H(t)e~*'Z(t), H(t)—funkcja Hevisaide’a, Z(f) — stacjonarny proces gaus-

log P 00,00}

- ] | | | | | 1 |
75 i 2 3 Z 5
kO: q/o‘r’(

Rys. 3. (1) g()mé oszacowanie; nierowno$é Czebyszéwa, (2) gbérne oszacowanie wg Shinozuki, (3) dolne
oszacowanie wg Shinozuki

sowski o wartosci przecigtnej réwnej zeru i danej gestosci widmowej oszacowania prawdo-
" . Y ] ) a )
podobijenstwa pierwszego przejicia w zaleznoscei od parametru ky = —F sa przedstawione
. . ¥

na rys, 3; of jest maksymalna wartoécia odchylenia standardowego reakcji ukladu (w przy-
kladzie: o} wystepuje dla wot = 1,85).

3.2. Uszkodzenia zmeczeniowe; ,zrandomizowane” kryterium Palmgrena-Minera. Zniszczenie kon-
strukcji pod wplywem drgad stochastycznych przyjmuje najczesciej forme zniszczenia
zmeczeniowego powstajacego na skutek dlugotrivalego oddzialywania napreZenia o cha-
rakterze pulsujacym. Fizyczne zjawiska lezace u podstaw zniszczenia zmeczeniowego
sa bardzo ztozone a ich natura nie jest jeszcze w pelni zbadana. W chwili obecnej podsta-
wowe informacje o tym rodzaju zniszczenia czerpane sa z do§wiadczen przeprowadzanych
w warunkach deterministycznych naprezed cyklicznych., W takim przypadku istnieje
relacja miedzy amplituda naprezenia i liczbg cykli powodujacych zniszezenie; jest to
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dobrze znana krzywa S$-N opisana wzorem
(3.13) NS = ¢,

gdzie S jest amplituda naprezenia, N jest niszczaca liczba cykli, za§ b i ¢ sa dodatnimi
statymi materialowymi. Jezeli amplituda naprgzenia zmienia si¢, to nalezy wprowadzié
dodatkowe zatozZenja. Najlepiej znang — i ze wzgledu na prostotg ogdlnie przyjmowana —
jest hipoteza Palmgrena-Minera postulujgca, Ze jezeli zniszczenie pod wplywem napre-
zenia o danej amplitudzie wystepuje po N cyklach, to uszkodzenie akumuluje sig w sposéb

jednorodny w kazdym kolejnym cyklu, tak ze podczas jednego cyklu nastepuje LN catko-

witego zniszczenia. Zniszczenie spowodowane dzialaniem »; cykli naprezenia o ampli-
tudzie S; i = 1,2, ... jest rowne

"y
(3.14) dy =—=, m<N,

N,

L]

gdzie N; jest niszczaca liczba cykl przy amplitudzie naprezenia S;. Catkowite znisz-
czenie jest réwne

(3.15) D= ZAE "

element (prébka) doznaje zniszczenia zmeczeniowego jezeli D = 1.

Kryterinm Palmgrena-Minera zostalo zaadaptowane do przypadku obquzen sto-
chastycznych przez zamiang we wzorach (3.14), (3.15) symbolu n; liczba maksiméw na
poziomie S;. procesu charakteryzujacego naprezenia. Oczywiscie, jezeli napr¢Zenia sg
deterministyczne i cykliczne, to liczba maksiméw jest réwna liczbie cykli; jezeli proces
napregzenia jest stacjonarnym procesem stochastycznym o waskim widmie to liczba mak-
siméw rowna sig liczbie przecigé poziomu zerowego.

Zal6zmy, dla lepszej przejrzystosci wzordéw, Ze reakcja konstrukcji w wybranym punkcie
krytycznym jest scharakteryzowana przez stacjonarny proces stochastyczny Y(t) o waskim
widmie. Niech »} oznacza érednia liczbe przewyiszedi poziomu zerowego w jednostce
czasu. W czasie T $rednija liczba przewyzszen poziomu zerowego jest »$T. Srednia liczba
maksiméw n(a) o amplitudzie zawartej miedzy a i a+da jest towna

(3.16) ' n{a) = v¢Tp(a)da,
gdzie p(a) jest gestoscig prawdopodobieristwa maksiméw. Zgodnie z hipotezq Palmgrena-

Minera kazde maksimum o amplitudzie a powoduje przyrost zniszczenia réwny 7\’@5)— )

gdzie N(a) jest niszczacy liczbg cykli w warunkach stalej amplitudy napr¢zenia a. Warto§¢
§rednia zniszczenia powodowanego wszystkimi maksimami o amplitudzie w przedziale
[a, a+da] jest .
nla) (a)
| N TN
Warto§¢ érednia catkowitego zniszczenia (D) jest réwna

D) =7 [ £ da,
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gdzie N(a) nalezy wyznaczy¢ z krzywej N-S. Jezeli Y(#) jest procesem gaussowskim,
.to korzystajac z krzywej N-S oraz podstawiajac w miejsce p(a) funkcje gestosci rozkladu
Rayleigh’a (por. [3]) otrzymujemy

- (3.17) Liya cry)l’l’(1+—12’—),
gdzie I'(x) jest funkcja gamma.

A zatem, w rozwazanym przypadku warto$¢ $rednia nagromadzonego zniszczenia
zmeczenjowego jest proporcjonalna do $redniej liczby przewyiszenn poziomu zerowego
oraz zalezy (w sposob nieliniowy) od wariancji losowego procesu naprezenia. Wzér (3.17)
daje mozliwo§¢ wyznaczenia czasu Ty charakteryzujacego dlugowiecznosé konstrukcii,
tj. czas potrzebny do tego aby wartos¢ érednia catkowitego zniszczenia osmgn@la war-
tosé jeden.

Jezeli proces stochastyczny charakteryzujacy reakcje konstrukcp jest niestacjonarny,
to odpowiednie wzory sa o wiele bardziej skomplikowane.

Kryterium Palmgrena-Minera jest hipoteza, ktérej podstawowa zaleta polega na jej
prostocie. Dane do$wiadczalne wskazuja bowiem istotne braki tego kryterium., A oto
najwazniejsze z nich:

1) doswiadczalnie stwierdza sig, ze jezeli zmienne obcigzenie wywoluje naprezenia charakte-
ryzujace sie bardzo duza liczbg maksiméw (nie przekraczajacych granicy zmeczenia),

to zniszczenie moze wystgpié réwniez wtedy gdy Z 7:/_« < 1;
i

2) w do$wiadczeniach stwierdza sig, iz wielko§é akumulowanego zniszczenia w sposdb
istotny zalezy od kolejnosci wystepowania naprezefi o réznych amplitudach, czego
kryterium Palmgrena-Minera nie uwzglednia.

Nalezy podkre§lié, Ze kryterium Palmgrena-Minera (oraz inne podobne kryteria
zniszczenia) jest jedynie inzynierska metoda szacowania nagromadzajacych sie uszkodzen
bardziej lub mniej stuszng w zaleznoSci od konkretnych sytuacji-i nie stanowi w Zadnej
mierze wyja$nienia ztoZonego i w istocie swej stochastycznego mechanizmu zniszczenia
zmgczeniowego. W celu bardziej adekwatnego opisu tego zjawiska zostaly zaproponowane

. pewne modele stochastyczne.

4. Stochastyczne modele zniszczenia zmeczeniowego

4.1. Zniszczenie zmeczeniowe jako proces Markowa. Zgodnie z istniejacymi pogladami proces..
zniszczenia zmeczeniowego (od powstania pierwszych odksztalcen plastycznych w stab-
szych ziarnach poprzez pojawienie si¢ i rozwdj peknigé mikroskopowych i makroskopo-
wych) jest procesem stochastycznym. Opis tego procesu zajmowal uwage wielu autordw
(por. [12], [13], [14], [15]).

Bardzo ogblny, stochastyczny opis zniszczenia otrzymamy traktujgc rozwazana probke
materiatu (lub element konstrukeji) jako pewien uktad ktérego stan mechaniczny jest
scharakteryzowany. przez n-wymiarowy proces stochastyczny X(z) = [X1(f), . s XD
jest uzasadmone przyjaé, ze 0 < X;(t) < 1, przy czym warto§¢ 0 odpowiada stanowi
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idealnemu za$§ warto$¢ 1 — catkowitemu zniszczeniu. Oznaczajac laczna funkcje gestosci
prawdopodobienstwa proceséw skladowych przez p(x,t) = p(x,, ..., x,;¢t) moZna
formalnie wypisa¢ réwnanie ,kinetyczne” opisujace ewolucje zniszczenia w czasie:-

@0 | PED - 2o, 1500, 007,

gdzie & jest operatorem dzialajacym na funkcje wystepujace w nawiasie; Q(t) — oznacza
zespol odpowiednich parametréw charakteryzujagcych wymuszenie zewngtrzne, O(f) —
parametr charakteryzujacy pole temperatury.

W takim sformutowaniu problem polega na skonstruowaniu operatora & na bazie
informacji o oddziatywaniu elementéw ,,pierwotnych’ prébki i rozktadzie prawdopodo-
bieristwa wytrzymalo$ci.

Naturalny i stosunkowo prosty opis otrzymuje si¢ przyjmujac, ze proces zniszczenia
jest procesem Markowa. Scharakteryzujemy dokladniej te ideg.

Zaléimy, Ze probka (lub ogdlniej — ukiad) moze znajdowaé sie w jedoym z n+-1
stanéw: Eq, E, ..., E,. Stan E, odpowiada elementowi idealnemu, za$ stan E, charakte-
ryzuje pewien okres§lony stan koncowy zniszczenia. PrzejScia ukladu z jednego stanu
do innego mozliwe sa tylko w wyniku przejéé od stanu poprzedniego do nastepnego,
tj. wedlug schemato:

Ey—»E —-E,> ..~ FE_,—-E—->..->FE_,->FE,.

Niech P;;(s, t) oznacza prawdopodobienistwo tego, Ze uklad ktéry w chwili s znajdowat
sig w stanie FE; bedzie w chwili ¢ > s znajdowal si¢ w stanie E;; Py;(s, ¢) sa prawdopodo-
bienstwami przejécia rozwazanego procesu Markowa.

Zgodnie z okresleniem

.P“(S,S)‘—‘—l, -PlJ(S:S)=0: ]>l

4.2 -
“-2) ZPU(S, t) =1 dla dowolnych s, > s.
j=1

Ze wzgledu na mozliwos$é przechodzenia tylko do stanu nastgpnego Pi(s, ¢) = 0 dla
7 < i, wobec czego macierz P = {P;(s, t)} jest macierza trojkatna, przy czym przyjmuje
sig iZ P,a(s, t) = 1 (oznacza to, ze jezeli uklad znalazt si¢ w jakiej$ chwili w stanie E£,,
pozostaje w nim na zawsze z prawdopodobiefistwem 1; stan £, jest pochianiajacy).

Niech zgodnie z teoria skokowych procesow Markowa ¢,(¢) oznacza intensywno$c
przej$cia uktadu ze stanu E; w chwili ¢ do stanu E;, ; w infinitezymalnym przedziale czasu
(t, t4+Ar). Oczywiscie, g,(t) = 0. Prawdopodobiefistwa przejécia Py; spelniaja znane
réwnania Kolmogorowa '

(4.9 R LD
(4-4) OPy(s, 1) = —q()Py(s, 1)+ G- (D) Pryu(s, 1), J>1,

ot

z warunkami poczatkowymi (4.2).
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Rozwigzujac rownania (4.3), (4.4) wyznaczamy prawdopodobiefistwa przejscia Py (s, ).
Z kolei, trwalo§é (lub funkcja niezawodnosci) elementu (ukfadu) jest scharakteryzowana
przez Poq(0, #), tj. przez prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu E, do stanu E,.

Dla ilustracji zatozymy, e intensywnoéci przejécia g,(r) sa funkcjami postaci
4.5 , a(t) = q,p(2).

W takim przypadku, wprowadzajgc nowa zmienng
T

46 x= [ ¢@)dz,
t
sprowadzamy réwnania (4.3), (4.4) do réwnan o statych wspélczynnikaéh
00, (x
“.7 Qa'—;() = ~q:Qu(x),
0 X
48 LD .04+ -1 Q11 (),

gdzie Qi;(x) sa funkcjami zwiazanymi z Py(s,t) przy pomocy przeksztalcenia (4.6).
Wzgledem zmiennej x rozwazany proces jest wigc procesem jednorodnym. Warunki
,»,poczatkowe” maja postaé '

4.9) 040 =1, Q40)=0, j>i.
Funkcja niezawodnosci jest wigc

' T
(4.10) Posl0,1) = Qun®) = Qun ([ @(2)d2).
0
W przypadku gdy ¢; = q; = g dla wszystkich 0 < i < j< —1 otrzymujemy réwnania
rézniczkowe odpowiadajace procesowi Poissona; ich rozwigzanie ma postaé

(Ax)'-?

G-t

Jezeli q;(t) = g = const, to prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu E, do stanu E; jest
réwne

(4.11) O (x) = e

@12) 0uitt) = 120

w
Poniewaz Qo;(t) = 1, to prawdopodobienstwo zniszczenia zmeczeniowego probki
j=0 " .

(uktadu), bedace prawdopodobienstwem przejécia do stanu E;, j > n jest réwne

n-1 At
S e N 1
(4.13) Pi)y=1 ‘j_éole = T J x"e™Fdx. .

A zatem, dtugowieczno$é ukladu ma rozklad gamma.
Zastosowanie wyzej scharakteryzowanego modelu zniszczenia wymaga wlaéciwego
doboru funkcji intensywnosci ¢;(2). Niestety w chwili obecnej brak jest ilosciowych kry-
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teriow pozwalajacych szacowaé postaé funkeji g:(¢). Totez sprawdzianem poprawnosci
przyjetej postaci funkcji intensywno$ci moze by¢ tylko wymaganie dobrej zgodnosci
teorii z doswiadczeniem. Niezaleznie od powyzszego, w celu oszacowania_postaci funkcji
¢:(¢) konieczny jest wybdr bardzo konkretnego modelu mechanicznego probki, ktdrej
zmeczenie badamy; por. np. [13]. _

4.2, Warost szczeliny jako stochastyczny proces punktowy. Ogdlnie przyjmuje si¢, Ze proces
zmeczenia zachodzi w wyniku formowania si¢ 1 rozwoju szczelin. Doswiadczenia poka-
zuja jednak, ze chociaz w badanej probce moze pojawic si¢ bardzo duZo szczelin, to zawsze
istnieje jedna ,,dominujgca’ szczelina, ktéra jest gtéwnie odpowiedzialna za ostateczne
zniszczenie. Uzasadnione jest wige opisywanie procesu zmeczenia przez badanie wzrostu
dominujacej szezeliny. Takie podejécie zostato zaproponowane przez VELLURI'EGO W pracy
[16] i jest obecnie ogdlnie akceptowane. Z drugiej strony, wiadomo, Ze parametry materia-
fowe, geometria probki, charakter obcigZenia i inne czynniki'wpiywajac na proces nagro-
_ madzania si¢ uszkodzen zmeczeniowych w sposéb bardzo skomplikowany, wobec czego
proces ten moze by¢ adekwatnie opisany jedynie jako proces stochastyczny.

W tym punkcie pokazemy jak moZna charakteryzowaé stochastyczny proces wzrostu
dominujacej szczeliny wychodzac z obserwacji danych dodwiadczalnych. Dane te —
przedstawione na rys. 4 wskazuja, Ze ,,uzasadnione jest przyja¢, iz dominujgca szczelina

T T I I T

2 1 | | | |
4935 5091 5467 5883
. cykle obcigzenia

Rys. 4 (wg [16])

wzrasta w sposéb przerywany i wzrost ten zawiera okresy aktywnosci i ,,drzemki’” (patrz

[16], 5. 764). Biorac powyzsze pod uwagg wydaje si¢ naturalne aby charakteryzacj¢ procesu

 wzrostu dominujgcej szczeliny oprzeé na nastgpujacych postulatach: _

1) w chwili 1, istnieje dominujaca szczelina o dlugoéei L, wystarczajacej do propagacji;

2) wazrost szczeliny odbywa si¢ skokami o losowej wielkosci; bedziemy oznaczali przez
F(I) — dystrybuante dtugoéci skoku, tj. prawdopodobiedstwo, Ze jezeli szczelina
wzrasta, to jej przyrost AL jest mniejszy od 1; '

3) wzrost szczeliny obserwowany w czasie zachodzi w losowo roztozonych na przedziale
[t5, c©) chwilach: #;, t3, ..., Iy ...} liczba ,,skokéw” w diugosci szczeliny jest lospwa
w kazdym ustalonym przedziale czasu — bedziemy tg Zmic?nnq losowsa oznaczali przez
N, a jej rozkiad przez (ny; pr).

W celu otrzymania bardziej efektywnych rezultatéw konieczne jest przyjecie zaloZenia,

ze:
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4) zmienne losowe charakteryzujace wielko$¢ przyrostu szczeliny L oraz liczbg skokéw
we wzrodcie szczeliny N sa niezaleZne.

A. Uproszczony model ,,statyczny”. ' : _
Uzywajac postulatéw 1) —3) lub 1)-—4) nalezy wyznaczyé rozktad prawdopodo-

biedstwa G(x) catkowitej dhugoéei szczeliny L,o, w koncu ustalonego przedzialu czasu,

tj.

(4.14) G(x) = P{L,o, < x}.

Oznaczajac przez Gy(x) prawdopodobiefistwo warunkowe, ze jezeli liczba skokéw wynosi

k, to catkowity wzrost szczeliny spowodowany tymi skokami jest mniejszy od x, tj.

Gu(x) = P{L,p, < x|N = k}.

Szukane prawdopodobiefistwo G(x) jest wtedy réwne

(4.15) LG = D peGulx).
: k=0

Zalozmy, dla uproszczenia, ze przyrosty diugosci szczeliny ALy sa statystycznie nieza-
lezne wtedy

(4.16) . Gux) = [ Geer(x~DdF(l) = Gy (x)xF(x).
. 4
Niech liczba skokéw w diugoscei szczeliny ma rozkiad Poissona
Zk
(4.17) : pr=PN=Fk}= He"_‘,
wtedy
1 em 47k
‘ G(x) = TGk(x)’
(4.18) =0
7 wﬁ -4k i > e—A)K
Loty = f xdG(x) = Z ekl f xdG(x) = —E'—km = Am,
0 k=0 T k=0 ’

gdyz érednia rozkladu Gy jest km; m — oznacza warto$é $rednia rozkladu F;

(4.19) Loy = [ x%dG(x) = Aoy + 13m0,
‘ 0
gdzie

0y = fodF(x).

Niech diugosci przyrostu szczeliny beda scharakteryzowane klasa rozkladéw gamma,
. : ‘
ab+1

(4.20) f6) = ') =[5

bgmex x>0, b3 —I;
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wtedy

le-14 p()dz, x=0
4.21) G(x) = of (

0 ,» x<0,
gdzie
i lzb'kl)k
— b~ (A+2) ( .
(4.22) ¢(2) = Az g TF DG+ D0+ 1!
Dla rozkladu wykladniczego (b = 0)
Az)*

— —(A+z) . (

(4.23) o(z) = Ae 2. ETCEIE

Rozklad wykladniczy przyrostéw szczeliny odpowiada sytuacjom kiedy wigkszym przy-
rostom odpowiadaja mniejsze prawdopodobienstwa, za$é mniejszym przyrostom wigksze
prawdopodobienstwa; wydaje sig, iz moze on stanowi¢ dobre przyblizenie w wielu realnych
przypadkach. Parametr & mozna szacowaé z danych do$wiadczalnych.

Jezeli ]/.)Tz_ jest wielkoscia bardzo mata wiedy szereg (4.23) jest szybko zbieiny i war-

todci funkcji p(z) mozna latwo obliczyé. Jezeli |/ 3z staje si¢ duze, to bezposrednie su-
mowanie szeregu (4.23) jest bardzo pracochtonne. Wtedy jednak mozna skorzystaé z asymp-
totycznych wlasnosci funkcji Bessela gdyz ich zmodyfikowana postaé jest zwigzana
z (4.23). Nawet dla stosunkowo matych wartosci ]/ E(V )Tz_ > 3) nastepujace rozwinigcie
daje wystarczajaco dokladne wartosci dla ¢(z), mianowicie

T e WEVD | 3,y 15 s
<P(Z) = ]/‘; 2—1—/—7—;%—; ll—ﬁ(]z ).Z) —gﬁ(y AZ) —

105 ; = \~3 4725 | -4 72765 -5

~ 5107V ) ~ 55055 V)"~ g5agee 1V 42) }
B. Wzrost szczeliny jako proces punktowy

W celu scharakteryzowania zniszczenia zmegczeniowego jako procesu nalezy w petni
uwzgledni¢ postulat 3). Zatéimy, Ze probka poddana losowemu obcigzeniu doznaje

maksymalnych naprezen ,,meczacych” S,,S,, ... w losowych chwilach ¢, ¢5, ... .
Niech N(z) bedzie stochastycznym procesem punktowym reprezentujagcym liczbe
punktéw t; w przedziale czasu (0, ¢#] w ktdrych wystepuja zdarzenia powodujace wzrost
dominujacej szczeliny. Oznaczmy przez AL; przyrost szczeliny nastgpujacy w losowej

“chwili ¢ . Catkowita dtugos$c¢ szczeliny w dowolnej chwili # moze byé wyraZzona w postaci: |
L,or(f) = L0+Lp(t), gdZiC .

(4.24) L) = D, AL (11,

]
gdzie

1, x>0

H(x):{o <0
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Iub w postaci catkowej
t
(4.25) Le(t) = [ AL(z)aN(D),.
: Q

Warto$é przecigtna i wariancja Lo (?) przy zatozeniu, ze wielkoéci przyrostéw AL, szcze-
liny w réznych chwilach #; sg niezaleZne i maja jednakowy rozklad F(x) lub f(x), sa réwne

4.26) (LoD = Lo+ [ <aN@) [ xf(x)dx =
0 0

= Lo +(N()){AL) = Lo+m{N(r)}.
W celu wyznaczenia wariangji nalezy skorzysta¢ z produktowych funkcji ggstosci rzedu
drugiego wprowadzonych do opisu proceséw punktowych (por. [17]). Otrzymujemy,

@27)  <LE0) = [ [ <dN(z)dN(r))<AL(7) AL(7,)) =
00

= [ [ x(e1, ) dm des | [ afydx|’ + [ <N [ x2f(xyax =
00 0 0 2 _

11

= m? Of Of g2(vy, T)dr, dvy + axN(D).
gdzie g.(7,, 7,) jest produktows funkcja gestodei rzgdu drugiego procesu N(¢) definiowana
nastgpujaco

&2(71, T2)dr dr, = {dN(7)dN(z,)),
jezeli infinitezymalne przedzialy d,, d, sa rozlaczne, za$ gdy 4, , d, zachodzg na siebie
(AN (7)) AN(72)Dlae, = ar, = <[AN(T)I?> = (dN(z,)> = g,(7,)dr,.

Jezeli proces punktowy N(r) jest jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A,

ty.

PN = k) = B o

to
ga(m) =24, g(ry, 7)) =22
i wobec tego :
{Lio:i(t)) = Lo+ 2m,
(4.28) : LR = Aoy FmPA%?,
 0uLug(t) = Aoy —mA2+mAdt2,

, RozwaZania przedstawione w tym punkcie dotycza jedynie nagromadzania sig uszko-
dzen zmeczeniowych lub inaczej — wzrostu dominujacej szczeliny., Nie wspominaliSmy
nic o tym jak i kiedy szczelina zaczyna wzrastaé oraz jaka jej dtugo$é powoduje znisz-
czenie. Proces zarodkowania szczeliny jest skomplikowany. Dane do$wiadczalne wska-

2 Mech. Teoret. i Stos, 2/80

2
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‘zuja, Ze przy duzych amplitudach naprezenia szczeliny pojawiaja si¢ juz w pierwszych
cyklach obciazenia. W przypadku drgan stochastycznych wydaje sig, ze mozna z wystar-
czajacym przyblizeniem zaniedbaé okres zarodkowania szczeliny przyjmujac, Ze pojawia
sie ona wystarczajaco wczeSnie w procesie obcigZenia. Zatozona ,,poczatkowa”, dtugosé
dominujacej szczeliny (lub jej rozklad) powinna by¢ szacowana do$wiadczalnie.

Druga wspomniana kwestia dotyczy krytycznej dtugodci dominujacej szczeliny, Kry-
tyczna dhigo$é L., szczeliny zalezy od wielu czynnikéw, np. przylozonych riapr@zeﬁ S,
. temperatury @, wlasnoéci materiatu (np. modulu Younga E) itp. Symbolicznie, mozna
zapisaé

@29 L =L.(S,0,E, &

gdzie & oznacza zesp6l mozliwych innych czynnikéw, ktére, w zaleznosci od sytuacii,
nalezy uwzglednié w obliczeniach. Zalezno§¢ diugodei szczeliny od odpowiednich para-
metrdw moze byé oszacowana z dos$wiadczen. Wydaje sie, ze dla wykorzystania modelj
scharakteryzowanych wyzej moze byé uzyta pewna zmodyfikowana postaé kryterium
Griffith’a, orzekajaca Ze

B
(4.30) L, =

s
gdzie B i « sa stalymi; np. « zmienia si¢ od 2 —dla materialéw kruchych do 5 —dla
materialéw ciggliwych. Pelna teoretyczna analiza tego zagadnienia, jak rownieZ wlasciwe

powiazanie parametréw przedstawionych modéli z charakterystykami procesu obciaZenia
i wlasnodci materialu pozostaja problemami otwartymi.
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Pesome

CIIYUAUHBIE KOJIEBAHWA ¥ CTOXACTHUYECKUE MOIEJIM
: : PA3PYHIEHMA

B paBore npencraBiens! MpobIeMEI M HOBEIE Pe3yJIbTAThI CBA3AHHBIE €O COyYaiiHhIMU KoNeBaHuaMK
M HAJIMKHOCTBIO YIIPYTUX crucTem. I10 KOPOTKOM OXIMCAaHMM OCHOBHAIX METONOB CTOXACTHUECKOM MHHAMMKK
KOHCTPYKUHY PacCMATPUBAIOTCSI HEKOTOPDLIE BEPOSTHOCTHbIE MOMENH YCTANOCTHOO paspyllieHds. Xa-
paKTepu3oBaHbl MApPKOBCKHE MONEMH IPOLECCE HAKOIJIGHHS VCTATOCTHBIX NOBPEMKOCHHH, 2 TaroKe
HEKOTODbIE MOJENH CBA3AHHBIE C PACIPOCTPAHEHNEM YCTANOCTHON TPELHHEI.

Su‘mmary

RANDOM VIBRATIONS AND STOCHASTIC MODELS FOR STRUCTURAL
FAILURES b

The objective of the paper is to present the problems and new results concerned with. random vibra-
tions of continuous structural systems with a special emphasize to associated reliability problems. After
a short description of basic methods of stochastic dynamics of structural systems the attention is focused
on probabilistic models for fatigue failures. The stochastic Marcovian models for fatigue accumulation
and some models associated with fatigue crack propagation are discussed in detail.

IPPT PAN
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NIEKTORE PROBLEMY NIELINIOWEJ TEORII POWLOK

WOoIiCiECH PIETRASZKIEWICZ (GDANSK)
1. Wstep

W pracy autora [1], w oparciu o publikacje do konca 1973 r., dokonano przegladu
réznych wariantéw réwnan nieliniowej teorii pierwszego przyblizenia dla cienkich powlok
sprezystych. Podano tez krétki przeglad prac polskich z tej dziedziny oraz wskazano
na niektére nierozwiazane jeszcze problemy.

W ciggu ubieglych ponad czterech lat nastapil dalszy rozwdj nieliniowej teorii powtok.
Oprécz prac autora [2-11] w tej dziedzinie ukazaly si¢ monografie GaLiMowa [12],
BRUSHA 1 ALMROTHA [13], AKSELRADA [14] oraz SZILKRUTA i WYREANA [15] a takze arty-
kuly przegladowe LANGHAARA [16], SiMmoNDsA [17] i WEINITSCHKE [18] gdzie podana
jest obszerna dodatkowa bibliografia. Opublikowano tez szereg oryginalnych prac [19 - 37]
dotyczacych podstawowych zagadnief nieliniowej teorii powlok. Niniejsza praca ma na
celu przedstawienie niektérych dodatkowych w stosunku do podanych w [1] wynikéw
uzyskanych ostatnio przez autora oraz krotkie oméwienie zwiazanych z tym wybranych
rezultatéw uzyskanych w innych opublikowanych ostatnio pracach.

Deformacje otoczenia kazdej czastki osrodka cigglego mozna roziozy¢ na trzy stany
elementarne: sztywne przemieszczenie, czyste rozciggnigeie wzdluz gtownych kierunkoéw
odksztalcenia oraz sztywny obrét skonczony kierunkéw gléwnych, Czgéé obrotowa
deformacji opisywana jest zwykle albo przy pomocy tensora ortogonalnego R, lub przez
trzy katy obrotu (zwykle katy Eulera) lub tez poprzez wektor obrotu skoficzonego £2,
[38, 39]. . . . .

- Juz Nowozyrow: [40] wskazal, ze przy malych odksztalceniach oraz wyeliminowaniu
ruchu jako ciala sztywnego, w trojwymiarowym ciele sprezystym mogg wystapi¢ tylko
male obroty elementéw materialnych, [41]. Jednakze dla cial cienkich — belek, pretéw
cienkosciennych, ptyt i powlok — nawet przy malych odksztalceniach moga wystapié
duZe obroty elementéw materialnych ciala. Jest to istotna jako$ciowa roznica w zacho-
~waniu si¢ ciat cienkich w stosunku do cial o trzech wymiarach tego samego rzedu. Wska-
Zuje ona, ze w nieliniowej mechanice powlok obrotowa czg$¢ deformacji powinna odgrywac
rol¢ znacznie wieksza, niz to ma miejscé dla zagadnien tréjwymiarowych.

Jest rzecza godna zastanowienia, Ze czgéé obrotowa deformacji powloki zostala opisana
dopiero niédawno, w ramach nieliniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a w pracach SiM-
MONDSA i DANIELSONA [42, 43], ktdérzy uzyli wektora obrotu skoticzonego £ giéwnych
kierunkéw odksztalcenia jako jedng z dwéch podstawowych zmiennych niezaleznych
nieliniowej teorii powlok. Obrét elementu brzegowego powloki opisany zostal przez
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NOwOZYLOWA i SZAMINE [44], ktérzy uzyli tu wektora calkowitego obrotu skoriczonego
£,. W tych pracach wektory obrotu skorczonego zostaly wprowadzone w sposéb opi-
sowy, bez ich powigzania z innymi zmiennymi kinematycznymi, jak przemieszczenie
powierzchni $rodkowej lub tensor gradientu deformacji powloki. W ramach teorii powtok
typu Kirchhoffa-Love’a teoria obrotéw skorczonych zostala opracowana w [7, 8].

Ogdlna teoria obrotéw skonczonych w powlokach podana zostala w [5, 10], gdzie
jako przypadki szczegSlne uzyskano wiele zaleZznosci uproszczonych, stusznych dla nie-
liniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a, dla teorii geometrycznie nieliniowej oraz dla teorii
pierwszego przyblizenia cienkich powlok sprezystych. Wprowadzenie pojecia obrotu
skoniczonego okazalo sie niezwykle pozytecznym i umozliwilo m.in. uzyskanie nowych
wariantéw geometrycznych i statycznych warunkéw brzegowych [5, 7, 9], rézne mody-
fikacje ukladu réwnafd podstawowych [9, 42, 43] oraz zbudowanie nowej klasyfikacji
réwnan uproszczonych dla geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych
przy ograniczonych obrotach [7, 8] (por. réwniez [67, 68]).

Istnieje szereg praktycznie waznych zadan zachowania sig elementow powto’koWych,
ktérych rozwiazanie wymaga uici§lonych dwuwymiarowych zaleznosci podstawowych.
Wymienimy tu np. obliczanie wzglednie grubych powltok przy nieréwnomiernych ob-
cigzeniach, okreslanie charakterystyk dynamicznych powloki od szybkozmiennych ob-
cigzen, zadania kontaktowe, obliczanie powlok o duzej anizotropii itp. Usci$lenie zalez-
noéei nieliniowej teorii powlok, przy zatozeniu liniowosci rozkladu przemieszczen na gru-
bosci powloki, przedyskutowano w [5, 45].

Przy konstruowaniu réznych zaleznosci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
szczegblna uwage nalezy zwrécié na sposéb wprowadzenia uproszczen shusznych przy
matych odksztalceniach. Okazuje sie, ze szereg wzordw i definicji pojawia sig tutaj w postaci
réznicy wielkodci tego samego rzedu. Nalezy wigc najpierw wykonaé dziatania $cisle
(t.zn. z uwzglednieniem skonczonych odksztalcen), dopiero w zaleznosciach wynikowych
mozna pomijaé¢ czlony male w stosunku do jednosci. Wprowadzanie uproszczed w za-
leznosciach posrednich moze doprowadzi¢ do blednych wzordw koncowych. Z tego tez
powodu w niniejszej pracy wszelkie zaleznosci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
wyprowadzane s najpierw $cile, bez natoZenia ograniczen na odksztatcenia. Uprosz-
czenia wynikajace z zatozenia malych odksztalcenn wprowadzane sa dopiero do zaleznosm
wynikowych.

W p.21 3 przedstawiono mektore dodatkowe w stosunku do [1] zaleznoéci nieliniowej
teorii powlok cienkich. Uzyskano je, nakladajac wiezy Kirchhoffa-Love’a na deformacje
powloki. Zmiang grubosci powloki podczas deformacji uwzgledniono dopiero w row-
naniach konstytutywnych powlok sprezystych. Taki uproszczony opis deformacji jest
uzasadniony w ramach geometrycznie nieliniowej teorii pierwszego przyblizenia dla
cienkich powlok sprezystych dyskutowanej w p. 4, ktéra jest zasadniczym celem po-
przednich zaleznoéci. Dalsze uproszczenia réwnan podstawowych., wynikajace z kon-
sekwentnie ograniczanych parametréw obrotu skonczonego, przedyskutowano w p. 5.
W p. 6 podano zasadnicze zaleznosci ogblnej teorii obrotéw skonczonych w powtokach,
a w p. 7 przedyskutowano mozliwosci usci§lenia modelu geometrycznie nieliniowego
obliczania powlok sprezystych. Na zakornczenie w p. 8 podano niektére problemy teore-
tyczne wymagajace dalszych badaa.
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2. Obroty skonczone w teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a

W niniejszej pracy stosujemy uklad oznaczed uzywany w [1, 5, 7]. Niech r(9%) =
= x*(9%)i, oraz r(¥*) = X"k, k =1,2,3, beda wektorami wodzacymi punktéw
powierzchni $rodkowej powloki w konfiguracji odniesienia i aktualnej, ¥ = x(#), gdzie
9 o = 1,2, sa wspblrzgdnymi konwekcyjnymi na powierzchni, natomiast y oznacza
funkcje deformacji. W konfiguracji odniesienia geometri¢ powierzchni . opisuja ko-
wariantne wektory bazy a, = r,,, kowariantne sktadowe a,; = a,- ay tensora metrycznego

s , 1
powierzehni z wyznacznikiem a = lays), wektor jednostkowy n =76°‘ﬂaa><aﬂ prosto-

* padly do powierzchni oraz kowariantne skladowe by = @, 5-n tensora krzywizny &
powierzqhni. Tutaj ( ),, 0znacza pochodna czastkowa wzgledem 9% e*® s3 sktadowymi
tensora permutacji, a przez ( ), bedziemy oznacza¢ powierzchniowa pochodng kowar-
iantng na /. Analogiczne wielkosci geometryczne zwigzane z powicrzchnia odksztaicona
M = y(#) wyréznia¢ bedziemy kreska, np.: a,, n, du, @, baﬂ, Eupr (e

Podczas deformacji powierzchni $rodkowej powloki wektory bazy a,,n wyraZane
sa przez wektor przemieszczenia uw = ¥—r = u,a*-+wn zaleZnosciami

a, = Lad*+g.n, n=n,e"+pn,

(21) Zla = alzz"'u}.la_b}.aws Do = W,a"'béuh»

a 1_/)a
n, =1/ =e*e,, 0%, n==71/ =ebe, X~
“ ]/a 2 P N} : 2 7 Aut.at.p

W ramach teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a zakladamy, Zze wtékna materialne
powloki, ktére sa proste i prostopadle do ., po deformacji powloki pozostaja prostymi '
1 prostopadtymi do A oraz nie wydtuzajg sie. W ten sposc’)b cata informacja o deformacji
otoczenia punktéw powierzchni $rodkowej powloki zawarta jest w tensorze gradientu
deformacji .powtoki G, ktéry ma postaé [1, 7]

(2.2) G = 4,2+ 7i®n, G' = a, Q& +n@n,

gdzie przez ® oznaczono operacje iloczynu tensorowego.

Stosujac twierdzenie o rozktadzie polarnym [38] do tensora nieosobliwego G przed-
stawimy go w postaci

(2.3) ' G=RU=VR, G!'=URT =RTV-1,

gdzie Ui ¥V sa lewym i prawym tensorami rozciggnigcia, natomiast R jest tensorem obrotu
skonczonego. Tensory Ui ¥ sa dodatnio okredlone i symetryczne, natomiast R jest tensorem
ortogonalnym takim, Zze detR = 1.

Przy pomocy zaleznoéci u = ¥—r oraz (2.3) deformacja otoczenia pownerzchm §rod-
kowej powloki zostala rozlozona analitycznie na trzy stany elementarne: czysty trans-
lacjg, czyste rozciagniecie wzdtuz gléwnych kierunkéw odksztalcenia oraz obrét skon-
czony kierunkéw gtéwnych. Rozklad (2.3) poprzez U, spdjny z opisem Lagrange’a, oraz
rozklad (2.3) poprzez ¥, spojny z opisem Eulera, réznig si¢ tylko kolejnoscia natozenia
tych trzech stanéw elementarnych. ' .
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Z (2.2) i (2.3) wynika, Ze

p— v * _— —_ v 1%
4, =Ra, = Va,, n=Rn, @ =Ra*=V1g"

2.4 y N
a, = Ua,, a = Ra,.

Tutaj wprowadzone zostaly dwie powierzchniowe bazy posrednie: Lagrange’owska
a,, powstajaca z bazy a, przy czystym jej rozciggnigciu wzdiuz gtéwnych kierunkdw
odksztalcenia, oraz Eulerowska a,, ‘powstajaca z bazy a, przez jej obrét skoriczony,

W dalszych rozwazaniach wygodnym jest wprowadzenie symetrycznych tensoréw
odksztalcenia wspétosiowych z U: '

1
y = '2—(U2—1) = Ypa°@dP,
1 1
(2.5) . Yop = E(aaﬁ'—aaﬂ) = E‘(l.allﬂ"' PePs—ap) 5

= 1+ 2%+ 2(Y5vE — vy -

]| al

Y =U—-1= Y1+29-1 = },a°®d,
(2.6) 20 = 2)v’aﬁ+ﬁ2;’zﬁ’ a, = (8i+yhay,

a 1 . .
V& = petene e

gdzie 1 = a,@a*+n®n jest tensorem metrycznym tréjwymiarowej przestrzeni Eukli-
desowej, obliczonym na .#. Podkreslmy, Ze y,5 sa wiclomianami drugiego stopnia wzgle-

dem przemieszczen, lecz zaleznosci geometryczne zawierajace ]/-E sa funkcjami nie-
wymiernymi wzgledem y,5. Z drugiej strony s 4 funkcjami niewymiernymi przemiesz-
czen, lecz ‘/% staje sig wielomianem kwadratowym y.s. Przy matych odksztalceniach

Yap 1 Vop TOZia si¢ tylko malymi czlonami i moga byé utoZsamiane.
Z (2.4), i (2.6) wynika zalezno$é dla tensora obrotu skoriczonego [7]

2.7 R = a*(a,+u,,)® (ag+7p,a") + (n.a*+nm)@n,

ktéra jest niewymierna funkcja przemieszczen u.

Tensor ortogonalny R okresla w przestrzeni pewna o obrotu okreslong wersorem e
oraz pewien kat obrotu w dookola tej osi obrotu. Odpowiednie wzory podane zostaly
w [7]. Czeé¢ obrotowa gradientu deformacji moze byé wigc opisana réwniez wektorem
obrotuskoriczonego 2 = esinw, ktdry jest catkowicie okre§lony przez tensor R. Zauwazmy,
Ze £ nie jest wektorem w zwyktym sensie. W szczegdlnosci, prawa dodawania wektorow
obrotéw skoniczonych [39] réznig sig od praw dodawania elementéw przestrzeni liniowej.
Dla 2 otrzymano nastgpujace wyrazenie -

: 1 _ y _ y
(2.8) Q= .—2—61,‘{01‘—a“ﬁ(ééwi)¢ﬁ]a“+a°“’(5é+7a)lf‘ﬁn}

ktére jest niewymierna funkcia w.
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Dzialanie wektora obrotu skonczonego 2 na dowolny wektor pokaZemy na przy-
kladzie zaleznosci (2.4), ktéra przyjmuje postaé

2.9) 4y = G+ X iy + QX (2Xdy).

2cos?w/2

Korzystajac z R lub  mozna wyprowadzi¢ wiele pozytecznych tozsamosci i zaleZnosci
geometrycznych [5, 7], bardzo przydatnych przy dyskusjach réznych zastosowan teorii
obrotéw skonczonych. W szczegdlnodcei, dla pochodnej pola przemieszczen otrzymamy

(2.10) up = Yia, +2xag+ 2 x(2xay).

1
2cos?w |2
Rézniczkowanie R i £ wzdhuz krzywych uktadu wspédirzgdnych konwekcyjnych ciala.
tréjwymiarowego podano w [46, 47]. Opisujac obroty przez 2 i przyjmujac wiezy K-L,
na powierzchni 4 otrzymamy '

i 1
2.11) . Q,ﬂ=coswkﬂ+—;—ﬂxkﬂ Foos? /zﬂx(ﬂxkﬂ)
gdzie dla wektora k; otrzymano [5, 48]
. : — v ’ v l
(212) kﬂ = GA# [(”ﬂA'FbEYxA) ap.+ (Vﬂml 2 7#7’%1];3) ]
| 1

= Q_ﬁ-l' m‘ Q,ﬂ bad 52+w_ﬂ tgco/2$2
W zaleznofci (2.12); x4 = —@aﬂ—bmﬂ) sa skladowymi tensora zmiany krzywizny po-
wierzchni §rodkowej powloki okre§lonymi niewymiernie przez przemieszczenia
(2.13) sop = — [M(Puyp+ DB L1o) +13(lp — f 9a) ~ Dol

Warunkami catkowalnoéci ukladu (2.11) sa nastgpujace zaleznosci -
(2.14) e | ky o+ —;—kax_kﬂ) = 0.

Po wprowadzeniu do (2.14) zaleznoéci (2.12), otrzymamy trzy réwnania ciaglosci
odksztalcenn powierzchni srodkowej powloki, ktére zapewniaja istnienie pola przemiesz-
czenia u odpowiadajacego zadanym miarom odksztalcenia Pgp 1 %p.

Zalezno$é (2.12), mozna odwrécié wzgledem 2,4 otrzymujqc

. 1 .
(2.15) Yap = 5 € [(85+ yu) kg + (55 + 'Yﬂ)k ]-a (ba VapF 03 710)

co, razem z (2. 12)2 prowadzi do wyrazenia g, poprzez 2 i Jup.

Tensor R lub wektor 2 catkowicie okresla na .# obroty tych widkien materialnych
powloki, ktére pokrywaja si¢ z kierunkami gléwnymi odksztalcenia. Inne widkna ma
terialne moga doznawaé obrotu réwniez w wyniku czystego rozciagnigcia otoczenia
wzdhuz kierunkéw gléwnych odksztalcenia. Dotyczy to w szczegdlno$ci obrotu skon-
czonego elementu matgrialnego brzegu.

Element brzegowy powloki okresla krzywa @ powierzchni .#, dana réwnaniem 9% =
= 9%(s), gdzie s jest miarg dugoéci na %. Z ta krzywa zwiazany jest wersor styczny ¢ =



174 : E W. PIETRASZKIEWICZ

dr . . ‘o .
= — Oraz wersor zewngtrznej normali v = £xn. Ortonormalna tréjka wektoréw #, n, v
s

nie pokrywa sie na ogét z gtownymi kierunkami odksztaicenia. Deformacje tej trojki

%, n, a, = a;xn mozna przedstawi¢ jako roz-
ciagniecie £ i v w stosunku /142y, gdzie y, = yupt*t? oraz dwa kolejne obroty: obrét
skoficzony od czystego rozciagnigeia wzdiuz gtéwnych kierunkéw odksztalcenia oraz
obrét skonczony tych kierunkéw giéwnych. Te dwa kolejne obroty skoriczone wygod-
nie jest zamienié jednym réwnowaznym obrotem skonczonym, wykonywanym przy pomocy
tensora catkowitego obrotu R, lub wektora catkowitego obrotu 2, = e,sinw, brzegu.
Odpowiednie wzory dla R, i 2, poprzez u wynikajg albo z zasady dodawania obrotéw

skonczonych [7], lub wprost z zal;:inosici

wektordow w trdjke ortogonalng @, =

1
R, = ]/1 — (a, ®V+a;®t)+n®n
+
(2.16) Yu
22, = ———— (vxa,+txa)Fnxn,
1% 1+2'}’xz

Rézniczkowanie £2, wzdtuz krzywej ¢ prowadzi do zaleznoéci podobnej do (2.11)

d! 1
2, _ cosw, K, + %9, x K, —

2.17) 29 X (R, x k).

4cos?w,/

Tutaj wektor zmiany krzywizny k, krzywej brzegowej 4 ma postaé

(2.18) ke = —kyvtkyt—kyn,
ey (o —.x Y—0
1t V1+2y" 3 1t 1
' 1 a -
(2-19) k,. = l/—’V a‘“ ba — ¥y f‘g—'T N !
i vrs vl e (bop —2ap) 1" =T

1 a _ '
T+2,. ]/7 [te =228 (Y o+ Viploc— Vapi) 1] =3,

Ry =

gdzie oy, 7, %, okreslaja, odpowiednio, krzywizne normalna, skrecenie geodezyjne oraz
krzywizng¢ geodezyjna krzywej brzegowej 4. Wektor k, wyrazony jest catkowicie poprzez
miary odksztatcenia powloki yugs 1 %us.

‘W ramach wigzéw typu XK-L prostokresina pow1erzchn1a brzegowa 0%, prostopadia
do . i okre$lona wektorem p(s, &) = r(s)+ Cn(s), deformuje sig w rowniez prostokresing
powierzchnie 92, prostopadla do . i okreslong wektorem p(s, 8) = r(s)+Ln(s). Po-
wierzchnig 02 mozna zadaé jednoznacznie przez zadanie na % przemieszczed u oraz

(n—n)-a,
funkc_u B, = = i, T2y
(okreslié w sposéb uwiktany poprzez odpowiednie uktady réwnan rézniczkowych [44],
zadajqc na € albo Q,, y,, lub k., y,.. Zadajac wartosci 2, oraz y,, powierzchni¢ brzegowa

W [7, 8] wykazano, Ze powierzchnig 02 mozna réwniez
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02 okreslamy z dokladnoécia do sztywnego przesunigcia w przestrzeni, a zadajac war-
‘toéci k, oraz y,, okre$lamy ja z dokladnodcia do sztywnego ruchu w przestrzeni. W ramach
teorii K-L mamy wiec nastepujace trzy warianty geometrycznych warunkéw brzegowych:

a) p;zemieszczeniowe, u(s) = A(s), g (s) = b(s),
(2.20) b) kinematyczne, 2,(s) = m(s), y.(s) = I(s),
" ¢) deformacyjne, k(s) = q(s), ye(s) = I(s).

Wigkszoéé zadah z nieliniowe] teorii powlok rozwiszuje sic w przemieszczeniach,
co wymaga stosowania przemieszczeniowych warunkéw brzegowych. Warunki kinema-
tyczne (2.20), odpowiednie' s3 przy rozwiazywaniu zadan poprzez wektor obrotu skon-
czonego [42, 43]. Szczegélnie interesujacymi sq Jednak deformacyjne warunki brzegowe
(2.20),, gdyz wyrazone sa one calkowicie poprzez miary odksztalcer na brzegu powloki.
Umozliwia to formulowanie i rozwigzywanie zadan nieliniowej teorii powlok calkowicie
poprzez miary odksztalcenia jako zmienne niezalezne [9].

Gdy wartosci w oraz f, sa znane na %, wartoséci 2,, k, oraz y,, latwo jest okredli¢ sto-
sujac odpowiednie wzory rézniczkowe. Jesli jednak tylko wartosci k, oraz y,, sa znane
na %, do okreélenia €2, trzeba rozwigzaé réwnanie rézniczkowe (2.17). Réwnaniem o po-
dobnej strukturze opisywany jest ruch ciala sztywnego dookota punktu statego [39] i me-
tody rozwigzania rozwiniete w mechanice analitycznej moga byé pomocne przy okreslaniu
2, poprzez znany k;.

3. Dodatkowe zalezno$ci teorii typu K-L

Réwnania podstawowe teorii powlok typu K-L, zaréwno w opisie Eulera jak i opisie
Lagrange’a, zostaly szczegétowo omodwione w przegladzie autora [1]. Podajmy tutaj
niektére dodatkowe przedstawienia, dotyczace réwnan réwnowagi oraz statycznych
warunkdw brzegowych, uzyskane w [7 - 9]. .

Rozwazmy powloke o jednospdjnej powierzchni $rodkowej w stanie réwnowagi.
Niech na powloke dzialta obcigzenie powierzchniowe p, dane na jednostke powierzchni 4,
oraz sity F i momenty K brzegowe, dane na jednostke dlugosci krzywej brzegowej %.
Dla kazdego pola przemieszczenn wirtualnych Ju istnieja symetryczne Lagrange’owskie
tensory sit wewnetrznych i momentéw N = N**a,@a; i M = M*Pq,®a, takie, ze zasada
pracy wirtualnej w opisie. Lagrange’a ma postaé

@3.0) [ &3yt MPonp)dd = [ [ p-oudd+ [ (F-sutKéR)ds
A M 3

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen lewa étronQ (3.1) przedstawimy w postaci

[ [ (N 8yug+ M) dA = éj f (GNP)pdd +J.,
(3.2) ” #

I, = [ (P, ut M5, 6Q)ds+ M5 dule,
4
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gdzie
d — _
Nf = Q%a,+0Pn, P,= GNy+ ?;(Mwn),
0% = N“’S—Z_)%Mw, 0f = M“ﬂla+?zﬂ"(2y,dw—yl,,|;,)M‘”,

(3.3) _ 1
M, =
P14 2

— 1 (—Z —
MBS+ 2Dy, M, = v ]/ — My, 5,
123

Mo bule = ) [Mp(5,+0) =My, (5,~O)]ia(s,) - Su(s,),

oraz M,, n =1, 2, ... N sg wierzchotkami zatloméw krzywej €, okre§lonymi przez s = s,,.
Z (3.1) oraz (3.2) wynikaja znane wektorowe réwnania réwnowagi

(3.4) (GN®)|g+p = 0

oraz odpowiednie naturalne warunki brzegowe. :

Przedstawiajac (3.4) poprzez sktadowe w réznych bazach uzyskuje si¢ pigé réznych
postaci réwnan réwnowagi. W [1] podano postacie réwnan wynikajace z rozloZenia
analogicznego do (3.4) réwnania w bazach a,, n lub a,, n. W [7] uzyskano jeszcze inng
posta¢ rozkladu (3.4) w bazie a,, n

(O g+ T QY —BAOP) +17(QP |5+ B3 0%) +p% = 0,

(3.5 _ _ —

p(Q®|s+a “‘)’xyﬁQ"ﬂ"bﬁQﬁ)'f'"(Qﬂ'ﬂ'*‘bxﬁQw)"'P =0,
sdzie '
(3.6) Vouup = Voo T Vupin —Vupix-

Cecha ukiadu (3.5) jest to, ze parametry 1%, n% @;, n, bedace skladowymi tensora G,
nie sa tutaj rézniczkowane, co moze mieé pewne znaczenie przy rozwiazywaniu niektérych
zadan.

Wprowadzajac wektor N = UNP = Q%i, +Q‘3n réwnanie (3.4) mozna przedstawié
w postaci

(R&ﬂ)lﬂ"'n =9,

3.7 <o % . 1

'Przedstawiajqc (3.7) ré6znymi drogami w skladowych wzgledem bazy poSredniej i, n
w [7] uzyskano dwie réwnowaZne postacie réwnan réwnowagi, ktére moga stanowié
wygodna podstawe do dalszych uproszczet. W podobny sposéb mozna wyprowadzié

2% (2 x NF).

. . . . .. — . e a
réwnanie réwnowagi w skladowych- bazy posredniej a,, n, defininjac NP = ]/—:RN‘S

i odeWIedmo modyf:kujqc réwnanie (3 4). Takq postaé réwnan podano w [42].
 Poniewaz 6f, = (082,x5)-v = 082,-f, gdzie ¢ jest wersorem stycznym a v jest wer-
sorem zewngtrznej normali do &, ze struktury J, w (3.2), wynika, ze zmodyfikowana
sita brzegowa P, oraz moment J/1+2y; M,, sa wielkodciami statycznymi wykonujacymi
pracg na wariacjach parametréw przemieszczeniowych u oraz f,.

.
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Niech F, jest wypadkowa sita a B, wypadkowym momentem wzgledem biechegé
punktu M krzywej € wszystkich sit i momentéw wewnetrznych, dziatajacych wzdiuz
krzywej brzegowej od M, do M. W opisie Lagrange’a wektory te okreslone sa zaleznos-
ciami \

M M
(3.8) F,=F°+ [ Pds, B,=B°+ [ (M,a+7xP)dstxF,
Mo ' Mo

gdzie F? jest wartoscia poczactkowq F, a B)(O) jest poczatkowym momentem wypadko-
wym, okre§lonym wzglgdem poczatku O ukladu wspéirzgdnych kartezjanskich. :

Dokonujac odpowiednich przeksztatcen catke krzywoliniowa w (3.2) mozna przedstawié
w postaci

M .
3 _ i, F, - M
(3.9) Jc = f [(MVVE,—Q,XF,)‘691—"{12—6}’"} dS-’r(M,,,n-—F,,) .Su
Mo + y” Mo
M i F M
= — f (]/1 +2y, B, 6k, + —I%Z—V—) ds+ [(M,,n—F,)-6u—B,-62))]
Mo ) Y Mo

Zaleznosci (3.9) pokazuja, ze podczas wirtualnej deformacji powloki pewne wielkosci
statyczne wykonuja na brzegu pracg na wariacjach wielkoéci geometrycznych, okresla-
jacych kinematyczne i deformacyjne warunki brzegowe (2.20). Kazdej wielkosci geo-
metrycznej odpowiada wigc wielkos¢ statyczna wedlug nastgpujacego schematu [10]

"HPV: ‘BVHV1+2)’Y'HVV’

>7 — — ‘—it'Fy
(3‘10) ﬂtHMvval —aIXFv’ Y 1+2y" >
' ——— a,-F,
ki —Y1+2y4 B,, Pu+ ——ljl_'-zx'-

Zakladajac na brzegu ¥ wartosci odpowiednich parametréw statycznych z (3.10)
otrzymamy trzy warianty statycznych warunkéw brzegowych nieliniowej teorii powtok
typu K-L. Te statyczne warunki brzegowe sa energetycznie spdjnymi z odpowiednimi
wariantami geometrycznych warunkéw brzegowych. Czlony 'pozacaikowe, pojawiajace
sic w (3.2), oraz (3.9), okreslaja dodatkowe warunki ktére musza byé spetnione w za-
tomach krzywej brzegowej lub w miejscach nieciaglosci obciazenia brzegowego.

4. Geometrycznie nieliniowa teoria clenkich powlok sprezystych

Zatézmy, ze ekstremalne odksztalcenia w pow%océ sa mat€, Sciste oszacowanie stanu
napreZzenia i odksztalcenia w izotropowej powloce sprezystej, obeiazonej tylko na brzegu,
podat John [49]. Prowadzi to w sposéb $cisty do nastgpujacej funkcji energii sprezystej
. teorii pierwszego przyblizenia [50, 11] '

’
/

. h ' h2 . :
4.1) ) Z == b ()’aﬂ%lu‘" 13 xaﬁnl") + O(Ehn?9?),

gdzie ¥ jest malym parametrem zdéfiniowanym w [69, 1] a\zmodyfikowany tensor spre-
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zysto§ci, w przypadku izotropii materialu, przyjmuje postac

E 2y
afAn __ ol By ap A5 aff Ap .
(4.2) H ~—————2(1+y) a*a"*+a"a +——1_v a*a )

Wyrazenie (4.1) ujmuje energig sprezysta od rozciagania (Sciskania) i od zginania
powierzchni §rodkowej powloki, a takZe energie sprezysta od zmiany grubodci powloki

’ podczas deformacji, ktéra jest ujeta w zmodyfikowanym tensorze sprezystosci H.
Z (4.1) wynika, 2e w ramach bledu teorii pierwszego przyblizenia y,; moga by¢ okres-
lone z .dokladnoécia do czlonéw O(n#?) natomiast ., — z dokladnoscia do czlondw

2
0(77—;?—) Przy matych odksztaiceniach wyraZenie niewymierne (2.13) dla tensora zmiany

krzywizny mozna wiéc uprosci¢ do wielomianu pigtego stopnia, upraszczajac n oraz n,
do postaci [7]

n o= [1+19::+ %(0:)2'—%19}20%902] [1 =73+ 0],

(4.3)
ny = [ - (1 + ﬁ:) @t 971(19';.# '—wﬁ.y.)] [1 + 0(77)] >
gdzie '
1 1
. vi =9+ *2—?-% M+ ‘2—991<P1+‘P2,
(4.4)

1 1
Gop = 5 (Uuip+1up) ~bugW,  Wap = 5-(lga—thap), @ = je“ﬂ Ugja -

Pod‘stawiaja:c 4.3), (4.4), (2.13) oraz (2.5) do zasady pracy wirtualnej (3.1), po doko-
naniu odpowiednich przeksztatcer, otrzymamy Lagrange’owska postaé réwnaft réwno-
wagi geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok spfgzystych, shuszna przy nieo-
graniczonych obrotach elementdéw materialnych powloki.

W [1] podano posta¢ kanoniczng uktadu réwnan, wyrazona poprzez zmodyfikowane
sity wewnetrzne oraz zmiany krzywizn jako zmienne niezalezne. W podobnych réwnaniach
wyprowadzonych w [7] ujg¢to dodatkowo roéwniez sity powierzchniowe p* = O(End), -
P = O(En9?) ktére nie byly ujete w [1]. RéWna}nia te sa wyrazone poprzez N** oraz u,
jako zmienne niezaleZne. Odpowiednie geometryczne i statyczne warunki brzegowe wy-

nikajg z uproszczen wzoréw (2.19) oraz (3.8) i (3.10);. Rozwazajac stosunek ﬁy/l z postaci

kanonicznej uzyskano w [7] picé klas réwnaf uproszczonych dla teorii membranowej,
matlego zginania, zgigciowej, duzego zginania oraz bez wydtuzen powierzchni $rodkowej
powtoki. W szczegolnosci, réwnania zgigciowej teorii powlok, wyrazone poprzez miary
odksztalcenia o5 i %5, przyjmuja postaé [9]

' 2
CLA =) 7Elp+77la] + P = O(Eh%),

' . 2
(4.5) © Delft C (b —n) [(1 —») yE+v8iyiT+p = O(Eh2 i )

12'
’7132 ) '
h2 ]’

"g|p = "gla = 0(
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1 9
(4.5) [Cd.] yﬁﬁ,‘—-‘})&lg—(bg?ﬂ%—bgng)_i- 7(”5”%“”59(?) = O( 77/12 )’
. A Eh ER3
gzie 1= jest duzym parametrem, € =305, D = 57—

Deformacyjne warunki brzegowe, spojne z (4.5), wyrazone sg przez zadanie na ¢
funk¢ji k, oraz y,, gdzie
n?

AN
ktt=xtt+0( 7 ), kvt=”vt+0( 712 ),

(4.6)

o Y dy U
ky =2 ;’S‘ - d” +20, Y1+ 20 (Y0 = y,,)+0(nh )

Statyczne naturalne warunki brzegowe, energetycznie spdjne z (4 6), otrzymamy
z uproszczenia wzorow (3.8) i (3.10);, co daje

4.7 P, = (P,,v+Put+Pym)[l 4 0()]
va = C('}’w'*""?’n)'*‘o(Eh’?ﬁz) PW = C(l “"'V))/,,t-*- O(Ehnﬁz)’
P, = D[d””” L ]+ o
4.8) - ds, ds, .
+D(1 —v)[x, (x,,,——,t,,)+2x,x,, + O(EhnD?),
2, = f+0(@), M, =M, +0(ER*d?), M, = M,+O(E2nd?).

a dla odpowiednich wielkosci statycznych otrzymamy

. M
B, = B+ [ [D(w,+vu)t+¥xPlds—7x [ Pds,
Mo , Mo
(4.9) M
PF, =i (F+ [ Pas).
. MO

Zauwazmy, ze cztery réwnania w (4.5) sg liniowe, a tylko dwa kwadratowe wzgledem
miar odksztalcenia, natomiast wszystkie geometryczne i statyczne warunki brzegowe
sg liniowe wzgledem .5 i %,. Stwarza to dobra prognoze dla przysziych zastosowan
tych zaleznosci do zagadnien zgigciowych geometrycznie nieliniowej teorii powlok.

Rozwiazujac (4.5) otrzymamy odksztalcenia oraz naprezenia w przestrzeni powloki
zgodne z wigzami K-L. Polozenie powtoki w przestrzeni okreSlone jest z dokladnoscia
do jej ruchu jako ciala sztywnego. Wyznaczenie obrotéw skonczonych 2 wymaga wiec
catkowania ukladu réwnan (2.11), natomiast okreslenie pola przemieszczen jest mozliwe
poprzez rozwiazanie ukladéw réwnan (2.5) oraz (2.13) przy (4.3) i (4.4).

5. Klasyfikacja uproszczeh przy ogramiczomych obrotach
W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powtok zaloZylis’my, Zze odksztalcenia

w powloce sa male. Nie zakiadaliémy dotychczas zadnych ograniczen na parametry obrotu
skonczonego wibkien materialnych powlokl



180 W. PIETRASZKIEWICZ

W wigkszodci zastosowan technicznych konstrukcje powtokowe projektowane sg w taki
sposéb, by mozliwoéé wystapienia duzych obrotéw byla ograniczona. Warto wiec roz-
wazyé mozliwe uproszczenia zaleznosci nieliniowej teorii powlok wynikajace z konsek-
wentnych ograniczen nakladanych na parametry obrotu skoticzonego widkien material-
nych powloki. ‘

W literaturze powtokowej znane sa oryginalne klasyfikacje uproszczen, zaproponowane
przez MUSZTARI'EGO | GALIMOWA [51], KOITERA [52] oraz CHIENA [53]. W [51] wprowa-
dzono ograniczenia sktadowych ¢, i ¢ zlinearyzowanego wektora obrotu @, co umozliwi-
to wyréznienie trzech wariantéw réwnant uproszczonych dla ,,matego, sredniego i duzego
. zginania (izgiba)”. W [52] wyrdzniono cztery warianty réwnan przy ,,infinitezymalnym,

umiarkowanie malym, érednim oraz duzym wygieciu (deflection)” poprzez odpowiednie
ograniczenia skltadowych & oraz powierzchniowych gradientéw przemieszczenia. Uprosz-
czenia uzyskane w [53] (por. réwniez [34]) oparte sa na ograniczeniach przemieszezen
oraz ich poéhodnych w stosunku do geometrii powloki oraz zmiennoéci stanu odksztal-
cenia. W tych oryginalnych klasyfikacjach nie pojawia si¢ stowo ,,0brét”, gdyz ani @,
ani przemieszczenia lub ich gradienty jako takie nie opisuja obrotu skoficzonego wlékien
materialnych powtoki.

W hteramrze pojawiaja si¢ tez prace, w ktdrych warianty uproszczone wg powstzych
- zasad nazywane sg réwnaniami przy ,,matych, srednich, duzych etc. obrotach”. Jednakze
takie nazwy nadawane sa intuicyjnie, bez zdefiniowania pojecia ,,obrotu’ ktéry ma byé
w jakim§ sensie ograniczony. Moze to prowadzi¢ do nieporozumies. _

Poprzez rozklad polarny gradientu deformacji (2.3) odksztalcenia i obroty elementéw
materialnych powloki zostaly catkowicie rozdzielone. W p. 4 zatozyliémy, Ze odksztal-
cenia s3 male. Jest wigc rzecza naturalng ograniczyé teraz parametry wektora obrotu
skoniczonego £2, tzn. kat obrotu w oraz kierunek osi obrotu okreflony przez e.

W ramach geometrycznie hieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych mozZna uzyé
malego parametru ¢ do mastepujacej klasyfikacji obrotéw [5, 7]:

1) w < 0(%*) — male obroty

2) w- = O(¥) — umiarkowane 6broty
3) @ = O()Y#) — duze obroty

4 o> 0(l) —skoficzone obroty

Przypadek matych obrotéw prowadzi do klasycznej liniowej. teorii pow}ok
Przy zalozeniu umiarkowanych obrotéw otrzymamy

Q] = 0(®), R-a,=0@), 92-n=o0().

=019’ =OQ9’ 19¢x= 292,
5.1) @), ¢=0) g = 0(9?)

1
2 = (eﬁ“<pu+_5<pﬁq))aﬂ+(pn+0(1719).

Powierzchniowe miary odksztalcenia, w ramach biedu energu odksztalcema (4.1),
przyjmuja postaé

1/ { { -
(5.2) Yag = ﬂaﬁ_'z_('ﬁéwlﬂ"'ﬁgw}.a)'{' 5:%,59924- 5 Papst 09,
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5.2 1 ' D
[(cd.]) Hop = = o [Peipt Poiat b3 Fap~wia) + 03P 1 —2)] + 0(777) :

Wprowadzajac (5.2) do zasady pracy wirtualnej (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania
réwnowagi (3.4), gdzie '

1 1
(53) GNf = [N“ﬁ—b%M‘ﬂ— 5 @ N} =5 ("N + 0P NF) +

1 -
+5 (9] —W‘Ni‘)] ay+ (N + M) )n.

Odpowiednie zaleznodci w skltadowych w bazie a,, n podano w [8].

W wielu technicznie waznych przypadkach tylko obroty dookola stycznych do
moga by¢ umiarkowane, podczas gdy obroty dookota normali do.# s3 mate, gdyz powloki
s3 na ogdl znacznie sztywniejsze na odksztalcenia w swej powierzchni, niz na odksztal-
cenia z powierzchni. W takim przypadku réwniez ¢ = O($#*) w (5.1) i w ramach tych
samych oszacowan zaleznodci (5.1) - (5.3) mozna uprosci¢ odrzucajac czlony podkreslone.
Zauwazmy, ze dopiero w tym przypadku = @ + O(n¥), czyli obrét skonczony pokrywa
sie. z obrotem zlinearyzowanym, stosowanym w liniowej teorii powlok.

Przy zalozeniu duzych obrotéw otrzymamy

12l = 0(yd), Q-a,=0W\%, Q-n=o0(/3)

(5.9 9= Ol/9), ¢=0(B), Oy =00
Q= % {212+ 0D @ — 9" (P —w3e) ] +2m} + %)

Sktadowe tensora odksztalcenia y,5 maja petng postad (2.5), natomiast dla skleidowych
%eg Otrzymamy [7] '

1
(5.5) ity = — > [@ayp+ Ppra+ DA 15 —w35) + (D10 —03,)] —

1 11 1 1
- jbaﬂ P+ D) (7 P pa+ 9295 — 7?9'2 ﬂﬁ.) (Paipt Pp10) — jtp‘ @1 (Blwzs —bpwia) +

1 9
+(¢l+wi:'2—(pl(p2)(0Aa|ﬁ+ﬁ1ﬂla— aﬂ[l)‘f‘o(l?i—)'-

Wprowadzajac (2.5) oraz (5.5) do (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania réwnowagi
(3.4), gdzie

(5.6) "GNS = {lﬁN’w —BS M. ‘}_‘P”‘Px(b%Mw — B M)+ (200&/1 ) (p,;l”‘M""‘ +

1 I
+ 7waﬂ(puﬁ:dysz - 7 (‘puﬁ{’l;‘ - ‘PB W).[l) MML -

1 | M M '
—[(1“Wz)(w“M1ﬂ+¢ﬂM“~¢‘M°“’)+¢~(w"“ Py o aﬁ)]l}”“Jr
A

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/80
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1 1
+ {zp;.N 1 [(1 — 5 7P + 500, —ﬂzﬂﬁ) M* ]M + [sv”( ~baF Paju—biw,,) +
(1 -—l—tp ) 9%, +wﬁ"29,,,1,,] M"”}n.

Jezeli dookota normali dopuszczone sa umiarkowane obroty, to w (5.4), @ = O(9)
i w zaleznodciach (5.5) oraz (5.6) mozna opusci¢ czlony podkreslone linia ciagla. Gdy
dookota normali dopuszcza si¢ tylko male obroty to @ = O(9*) i (2.5) upraszcza sie
do postaci

1 1 1
5.7 ‘)‘/ap = 19',1,5 + '271901:79/_1/] - "2“'(79;1602/3 + 05“’10:) + "2—(}’04 Ppt O(n9*),

natomiast w (5.4); i (5.5) mbina jeszcze dodatkowo opusci¢ czlony podkre$lone linig
falista. Wprowadzajac tak uproszczone miary odksztalcenia powloki do (3.1) otrzymamy
(3.4), gdzie

| . | |
(5.8) GN* = [(5§+ DN —b3 M — (@ Nf+ P NG) ~ (20% — a0 03) gy MY —
~ (" M? + P ™ —99‘M-”“’)u] a,+ {%N e

1 | .
+ [(1 - “2—99"%) Mm][l + [(pﬂ(—blﬂ',' ¢A|,4)+’¢9PA;1]M"'”}”~

Postaé réwnari réwnowagi w sktadowych w bazie a,, n jest oczywista.

6. 6g6]nn teorla obrotéw skonczonych w powlokach

Przy formutowaniu udokladnionych zaleznoéci nieliniowej teorii powtok nie wolno
juz stosowaé wigzéw K-L, poniewaz nawet w opisie deformacji mog’(oby to doprowadzié
do zauwazalnych bledéw.

Podczas deformacji powtoki Jako ciala tréjwymiarowego wektory bazy przestrzennej
na powierzchni $rodkowej # powloki -w konfiguracji odniesienia a, = (@, n), a =
= 1,2, 3, deformuja sic w wektory bazy przestrzennej @, na powierzchni odksztatconej
M = y(M). W szczegSlnoici, wektor a; = n po deformacji przechodzi w wektor as,
ktéry nie jest na ogdt ani jednostkowym ani prostopadlym do ., as % n. Wektory a,
oraz a, okredlaja skltadowe przestrzennych tensoréw metrycznych a,, = a, - @, oraz g, =
= a," a. '

Wektor przemieszczenia o dowolnej czastki powltoki ma postaé szeregu
(6.1 v =u+{p+.. B=as—n= fB,a%+fn,

gdzie, w ramach liniowego przybliZenia, wystcpu_]ac dwa niezalezne parametry przemiesz-
czenia u i B.

- Teorig deformacji powloki,  przy zaloZeniu liniowoéci przemieszczen, szczegétowo
podano’ w [5]. Tutaj przeédstawimy niektére zaleznodci dotyczace gidwnie obrotowej

-



PROBLEMY TEORII POWELOK 183

czedei deformacji [10], ktére uzyskuje si¢ analogicznie jak w p. 2, jedynie zaleznosci Wy-
‘nikowe sa bardziej skomplikowane.
Na powierzchni §rodkowej okreslony Jest Scisty tensor gradientu deformacji

(6.2) G =2a,®d, G'=qe@a",

poprzez ktory zdefiniowane sg miary odksztalcenia powloki

=%(G’"G—1), T = —(G7'Zd~b),
(6.3)

p= %(GTIT)—.G—bZ), A= —a3,Q0.

W ramach liniowego przyblizenia (6.1), miary odksztalcenia (6.3) sa funkcjami kwadra-
towymi u i B oraz ich gradientow. Jednakze tylko sktadowe y,, oraz g, = %(naﬂ_;.ytﬁa)

wystepuja jako niezalezne, natomiast p jest wyrazalne przez y i @ oraz 7y = y335.
Stosujac do (6.2) twierdzenie o rozktadzie polarnym (3.1) mozZna okreéli¢ Lagrange’-
owskq przestrzenna baz¢ poérednig a, = Ua, i zmodyfikowany tensor odksztalcenia
y = U~—1, poprzez ktére wyrazamy tensor obrotu skonczonego R oraz wektor obrotu
skonczonego 2 gldéwnych kierunkow odksztatcenia wedlug nastgpujacych wzordw:

(6.4) R = 2,®a° = [(ay+u)a*+ (n+ p)a* )@ (55 +¥5) a,,
(6.5 20 =©E(a, ap)a. = a,xa’ = ,
= €1, {(05 + D@ s +a" Y — (844 vD) [@” pp+ @ (1 + B} a* +
+e( 05+ VD[l +a% 4] n.

Zaleznosci te sa niewymiernymi funkcjami u# i .
Rézniczkujac 2 otrzymamy (2.11), gdzie teraz

_ y e o
(66) kﬂ = Eaef(yeﬂ:n _Aenﬂ) as, Ae"ﬁ = 'Eagbyeoyah#?’

natomiast ( ),, jest przestrzenna pochodna kowariantng, obliczong na .# przy pomocy
. W szczegdlnodci yup3 = n(aﬂ)+bay,ﬂ+bﬂym, co pozwala rozwigzaé zalezno$é¢ (6.6)
. wzglgdem Tiep) Ofrzymujac

_ - v | .
(6.7) T(apy = '5(53odkﬂ+€'3ﬂlka)'al'—‘E(béynﬁ+b§7na)_bd5733+

1 1
+ 5 (Paust+y3p) + 'E(Aa3ﬁ+Aﬂ3a —Asap—Azpa)s

co razem z (2.12), daje dcisle wyraZenie 7y poprzez €2 oraz Vab-

Wprowadzajac (6.6) do (2.14) otrzymamy trzy éciste réwnania cigglosci odksztalcen
Wyrazone pOprzez y,, oraz Tapy, KtOre zapewniajg istnienie parametrOw przemieszcze-
nia # i p.

W rozwazanym ogdlaym przypadku deformacji powloki, prostokre$lna powierzchnia
brzegowa 02, prostopadia do . i okre$lona wektorem p(s, £) = r(s)+ ¢n(s), deformuje

3%



184 W. PIETRASZKIEWICZ

sie w powierzchnie 82, ktéra nie jest na ogét ani prostokresina ani prostopadia do .#
wzdluz krzywej % = x(%). W otoczeniu % dla wektora wodzacego p = x(p) mamy roz-
winigcie

(6.8) p(s, ) = F(s)+Las()+ ...,
ktére przybliza (ﬂ’shpewnq powierzchnig prostokreslng okreslona przez liniowa czgsé
(6.8). Ortonormalna tréjka wektordw #, n, v deformuje si¢ w trdjke uko$nokatng @, =

= t+%;i, a; =n+p, a, = a,xa; o dhugosciach

a, = la) = Y1+2y,, as=lasl =V1+2;,,
a, = [a,| = V(1 +2y)(1+2y33) — 475,

gdzie vy, Y31, Vas 54 fizycznymi sktadowymi odksztalcenia na brzegu powtoki. Wprowa-
dzajac wektor

(6.9)

1

(6 ]-0) Em = avxﬁr = at (—13 _2')/3!2!’ am a a
mozna pokazaé, ze deformacja wersorow ¢, n, v W a,, a., a, sklada si¢ z ich odpow1ed-
niego rozciggniecia (6.9) i (6.10) oraz dwdéch kolejnych obrotéw skonczonych. Obroty
te moga byé zastgpione jednym réwnowaznym obrotem skonczonym, wykonywanym
przy pomocy tensora R, lub wektora £2,, okreslanych poprzez u i B zgodnie z zaleznos-
ciami

R, —®t+ﬂ

: ®V,
(6.11)

a a a
202, =t><‘_z—‘+n>< hvx =

H m ¥

Roézniczkowanie €2, prowadzi do zaleznofci (2.17), gdzie dla sktadowych k, otrzymano
sciste wzory poprzez miary odksztalcenia y,, oraz mwgp:

1 d Pl
_.k” = [a (2 Z:“ +0'1 7'5") 2‘}/3t c}?t]—at

k, = a,a, []/—az (ve+wia° }’caﬁiﬁ)‘f'

+293:(Xe =728V cap t“tﬁ)] -7,

(6.12)

—km‘ === 7 _vlﬁlc'ycaﬁtatﬂ)_%h

Yabe = VabicF YVach—Vbe,a+
Powierzchnig prostokreslng okreslong przez liniowy czgsé (6.8) mozna zadaé jedno-
znacznie zadajac wartosci u oraz B na €. W [5] pokazano, Ze zadanie £2, oraz yu, Yars Vas
lub k, oraz y,, yi;, Y33 réwniez okreéla te powierzchnie w sposéb uwiktany, z doklad-
_noécia do sztywnego przesunjecia lub sztywnego ruchu w przestrzeni. W ten sposéb réw-
_ niez w ogdélnym przypadku deformacji powloki zostaly sformulowane kinematyczne
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i deformacyjne warunki brzegowe, umozliwiajace formutowanie ogdlnych zagadnien
nieliniowej teorii powlok w odpowiednio zmodyfikowanych zmiennych niezaleznych.

Podane tutaj zalezno$ci, wynikajace z obrotowej czgsci deformacji, sa tréjwymiarowo
écistymi na powierzchni $rodkowej powloki, gdyz uwzglednienie wyzszych wyrazéw
rozwinieé¢ (6.1), oraz (6.8) nie zmieni kierunku a; stycznej do zdeformowanego wldkna
materialnego obliczonej na .. Stad tez odpowiednie wzory dla réznych wariantéw uprosz-
czonych wynikaja z tych zaleznoSci jako przypadki szczegdlne. W szczegdlnoscei, tatwo
zauwazy¢, ¢ nakladajac wiezy K-L (tzn. przyjmujac megm = #up, Y3e = Y3z = T3q = 0,
as = n) z tych §cistych zaleZznosci otrzymamy odpowiednie wzory podane w p. 2. Inne
uproszczenia tych zaleznodei dla teorii geometrycznie nieliniowej, dla teorii pierwszego
przyblizenia powlok sprezystych oraz przejécia graniczne do liniowej teorii powlok typu
Reissnera i klasycznej liniowej teorii powtok dyskutowane sa w [5, 10].

7. UsciSlone zaleznoécl teoril geometryeznie nieliniowej dla powlok sprezystych

Dwuwymiarowe rdéwnania ruchu w opisie Lagrange’a oraz odpowiednie warunki
brzegowe i poczatkowe, spéjne z (6.1),, mozna uzyska¢ albo droga bezposredniego cal-
kowania po gruboéci powtoki lokalnych réwnan ruchu osrodka cigglego w opisie Lagrange’a
[55], lub stosujac zasadg Hamiltona [5]. W rezultacie otrzymamy nastepujacy ukiad
réwnan ruchu

(GN®)5+p = oot + 0k,

(7.1) . . .
(GMﬁ)m—GNs-'-l = Q1"+92ﬁ,

gdzie

(1.2) N° = 0%, Q" = N+ (Gh+ayea) M7,

GMP = R¥G,, R%= M4 (G3;+3"p ) K.

Tutaj N, M*® i K*® s skltadowymi Lagrange’owskich sit wewnetrznych i momentéw
180 i 280 rzedu, I jest wektorem momentéw powierzchniowych, go, 0, , 02 sa charakterysty-
d
kami bezwladno$ciowymi powloki, ( ) = oraz G%, sa przestrzennymi symbolami

Christoffela na .

Rozkladajac (7.1) w bazach konfiguracji odn1es1en1a a,, konfiguracji aktualnej a,
lub tez w bazie posredniej a, uzyskano w [5] pieé réznych postaci uktaddw réwnai catkowi-
cie wyrazonych poprzez wielkoéci Lagrange’owskie. Kazda z tych postaci posiada cechy
szczegolne, ktére moga mie¢ znaczenie przy ich wykorzystaniu. W szczegolnoscu sktadowe
rownan réownowagi (7.1) w bazie @, maja pestaé

_ - ' a
Qaﬂfﬂ'*'aad)’dxﬁQ‘ﬂ‘f‘ (—b§+a""43,) Q**+ ]/717“ =0,
(7.3) -

_ —/a
Q3a|a+(ba8+aad')/daB)Qaﬂ'}'aadVd&laQBo."f‘ ‘/E'Ps O’
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1 =

Ry Ty 435 R 4 (=5 +p432) R~ 0% +- ]/%7“ =0,
(7.3) | '

Ryt (Bop - 40p) R + @343 R3* — Q33+]/ = 0.

Jest to tzw. mieszana postaé rownan réwnowagi, nie zawierajaca w sposdb jawny
sk}adow\ych gradientu deformacji, co predystynuje te posta¢ do rozwigzywania zagadnien
formutowanych poprzez wielkosci deformacyjne.’

Podstawa usciélonych wariantéw geometrycznie nicliniowej teorii powtok sprezystych,
" wychodzacych poza pierwsze przyblizenie dyskutowane w p. 4, musi by¢ konsekwentnie
uécislona postaé funkcji energii sprezystej powloki. Po rozwinigciu trojwymiarowej funkeji
energii materiatu sprezystego w szereg wzgledem ¢ i odpowiednim scatkowanin go po
grubosci otrzymamy $cista dwuwymiarowa funkcje energii sprezystej powtoki w postaci
szeregu nieskofczonego wzgledem poteg (malej) grubosci powtoki. Zaktadajac malosé
odksztalcenh i wykorzystujac scisle oszacowania skladowych stanu napreZenia podane
przez Johna [49], mozna oszacowa¢ rzad wielkodci wszystkich czlonéw tego szeregu
nieskoniczonego. W wyniku otrzymano [5,1] nastepujaca postaé uscislonej funkcji energii
sprezystej powloki '

E’ T G 3p3x] 1.2 1
(74) = ?H 4 ’}/ag’}/h‘ 2 = T () Toap) +2hL 1k yaﬁy:m-f-l ——48 3873, | -+
h? B3 ’
+ T’Q—‘Haﬂlﬂyaﬁ(.uﬂp _ZH-”(A;;))‘F l—zHalﬂA[")/a[gﬂ(M)—f- O(E}an’l?“'),

‘gdzie H jest Srednig krzywizna powierzchni ., k* = 5/6, [* = 7/10° natomiast tensory
sprezystosci, w przypadku materiatu izotropowego, okre$lone sg przez (4.2) oraz.

E
2(14»)

(1.5)  H%w = lz(aa‘bﬂ“'+ b aPr) 205 4 baf) +

B

4y E
(B KA af Au 383 _
+ _v(a ¥ 4% g )], L 2(1+v)a

Skladowe g mozna wyrazié przez x,s otrzymujac

_ ' 7 i
(1.6)  Tap = Hop+Vaop+Vapa—(basg— aﬂ)y33+0( 7 ) = xaﬂ+0( ; )
Jezeli wprowadzimy (7.6) do (7.4) latwo zauwazyé, ze w ramach bledu O(Ehn?9?) za~
leznos¢ ta rzeczywiscie zredukuje si¢ do energii sprezystej (4.1) teorii pierwszego przy-
blizenia.

Wyrazenie (7.4) mozZna nazwaé konsekwentnym drugim przybhzemem do energii
odksztalcenie powloki. Ugcisla ono wyrazenie (4.1), zachowujac w sposéb konsekwentny
réwniez wszystkie cz{ony drugorzgdne, ujmujace dodatkows energi¢ sprezysta od Scinania,
od zmiany krzyw12ny wynikajacej ze écinania oraz dodatkowa energie spreZysta od r6z-
nych sprzezen mlgdzy odksztalceniami blonowymi, gietnymi, $cinajacymi a takze poprzecz-
nymi, ujetymi w zmodyfikowanych tensorach sprezystosci H i -H,.
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W wielu pracach oraz monografiach proponuje si¢ usci$long teori¢ oparta o trzy
pierwsze czlony w wyraZeniu (7.4). Jest jednak oczywiste, ze dla powlok o stabej anizo-
tropii uwzglednienie tylko jednego sposréd pigciu cztondw dodatkowych nie moze pro-
wadzi¢ do wynikow globalnie dokladniejszych od uzyskiwanych z teorii pierwszego przy-
blizenia, aczkolwiek dla wybranych zadan i w niektorych obszarach powtoki wyniki te
moggq rzeczywiscie okazac si¢ blizsze rozwigzaniu tréjwymiarowemu. Jednakze dla innych
zadan lub w innych obszarach taka ,,uéci§lona” teoria moze prowadzié nawet do wynikéw
gorszych od uzyskiwanych z teorii pierwszego przyblizenia.

Rézniczkujac wyrazenie (5.7) wzgledem odpowiednich powlokowych miar odksztal-
cenia otrzymamy uséci$lone réwnania konstytutywne wraz z oszacowaniem ich bledu

[11], np.
0x

o o T
(1.7) N = o
Rownania konstytutywne moga by¢ wykorzystane do sformulowania uscis§lonej geo-
metrycznie niecliniowej teorii powlok w miarach odksztalcenia y,, oraz m(,; . Rzeczywiécie,
podstawiajac je do (7.3), oraz dokonujac odpowiednich oszacowan i uproszczen [3] otrzy-
mamy sze$¢ réownan wzgledem p,, 1 T, ktére uzupetnione o trzy warunki cigglosci
odksztalcen wynikajace z uproszczenia (2.14) i (6.6) okreslaja dziewie¢ rownan wzgledem
dziewieciu niewiadomych skladowych miar odksztalcenia. Odpowiednie deformacyjne
warunki brzegowe wynikaja z uproszczenia zaleznoéci (6.12), natomiast uscislone natu-
ralne warunki statyczne, energetycznie spdjne z deformacyjnymi, nie zostaly jeszcze dla
tego ogdlnego przypadku skonstruowane.

; h? i3 .
= /}Hﬂﬂﬂﬂ [y/lu'l' ﬁ (,u','m - 2HT‘(A;:)):| —+ "17 HTM”%’(A#) + 0(E/1’)’]’l94) .

8. Nicktére problemy teoretyczne wymagajace dalszych badan

Wyniki referowane w niniejszej pracy wylaniaja szereg dalszych probleméw o cha-
rakterze podstawowym, dokladniejsze zbadanie ktorych moze doprowadzi¢é do interesu-
jacych poznawczo i waznych praktycznie wynikéw. Wskazmy tutaj na niektére z tych
probleméw do rozwiazania w przysziodei.

Przy znanych wartoéciach parametréw przemieszczenia wyznaczanie miar odksztal-
cenia, parametréw obrotu skoficzonego, wektora zmiany krzywizny oraz parametrow
deformacyjnych brzegu sprowadza si¢ do operacji rézniczkowania. Znacznie trudniejszym
jest zadanie odwrotne — wyznaczenie skladowych przemieszczenia gdy znane sg skia-
dowe miar odksztalcenia lub nawet wyznaczenie parametréw obrotu skoficzonego. W za-
gadnieniach nieliniowej teorii powlok problemy te sprowadzajg sic do rozwiazania
uktadu réwnan rézniczkowych. Struktura réwnan (2.11) jest analogiczna do réwnan
ruchu ciala sztywnego dookota punktu stalego i na drodze wykorzystania wynikéw uzyska-
nych w mechanice analitycznej [71] mozna spodziewal si¢ rozwiazania tego zadania
réwniez dla powtok.

W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok nie zostaly dotychczas podjete
problemy wydzielenia osobliwosci rozwigzan zwigzane z obciaZeniem skupionym lub
osobliwoscig geometrii powtoki, jak tez zwigzane z tym zagadnienia rozwigzan powlok
0 obszarach wielospdjnych.
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W zagadnieniach liniowej teorii powlok rozwiazania takie sa konstruowane [56, 57]
poprzez caltki krzywoliniowe, zawieraj@cg pochodne przemieszczenia i zlinearyzowanego
wektora obrotu. Wydaje si¢ wiec, Ze korzystajac z zaleZnosci teorii obrotéw skonczonych
na brzegu powloki moznaby uzyska¢ podstawowe zaleznodci niezbgdne do poprawnego
formulowania i rozwigzywania tego typu zagadnieh rowniez w ramach nieliniowej teori
powtok. '

Uzyskanie rozwigzania numerycznego podanych tu zaleznoici geometrycznie nie-
liniowej teorii powlok na ogél wymaga zastosowania metod numerycznych opartych
o wariacyjne sformutowanie zagadnienia. W literaturze jest wiele rozwigzan analitycznych
i numerycznych, opartych o zasady wariacyjne, uzyskanych gtéwnie w ramach najprost-
szego wariantu teorii powtok typu Donnella-Musztari-Wiasowa, np. [58 - 61]. Celowym
jest jednak opracowanie réznych zasad wariacyjnych w ramach mniej ograniczajacych
zalozef geometrycznie nieliniowej teorii powtok przy umiarkowanych, duzych oraz skoi-
czonych obrotach. Chodziloby tu nie tylko o skonstruowanie zasad wariacyjnych okresla-
jacych stacjonarno$¢ funkcjonatu [70, 72], lecz gléwnie o skonstruowanie ekstremalnych
zasad duvalnych i podanie zakresu ich stosowalnosci. Moga tu byé pomocne niektore
wyniki uzyskane ostatnio w nieliniowej teorii sprezystosci [62 - 65].

Dotychezas znane rozwigzania zadad nieliniowej teorii powlok sprezystych oparte
sg o warianty réwnan, w ktorych czg$é obrotowa deformécji zostata z géry ograniczona.
Przyktad nieliniowej deformacji wycinka kuli podany w [66] wskazuje, ze uzyskane w ten
sposéb rozwigzanie moze okaza¢ si¢ niespdjnym z przyjetymi zalozeniami wyjsciowymi.
Celowe jest wigc wykonanie szeregu testowych przykladéw numerycznych dla prostych
geometrii powlok (np. czasza kulista, cylinder, stozek etc.) opartych o pelne réwnania
teorii geometrycznie nieliniowej oraz o rownania przy ograniczonych obrotach. Dla
najprostszych zadan jednowymiarowych celowe byloby réwniez wykonanie obliczen,
przyjmujae kolejno #, albo 2 i y,q lub tez y,4 i x.s jako zmienne niezalezne oraz prze-
dyskutowanie zalet i wad rozwigzania przy réznych ukladach zmiennych oraz powigzan
migdzy nimi.

W dotychczasowej literaturze warunki ograniczajace parametry -zwiazane z obrotem
elementdw materialnych zawsze byly stosowane jedynie w ramach teorii matych odksztat-
cent. Poprzez rozkiad polarny (2.3);, odksztaléenie i obrot zostaly scile rozdzielone.
Istnieje wigc mozliwosé zbudowania réwniez konsekwentnie uproszczonej teorii umiar-
kowanych lub duzych odksztalced przy ograniczonych obrotach.

W ramach teorii drugiego przyblizenia interesujace byloby okredlenie warunkéw
dodatkowych, przy ktérych tylko jeden spodréd pigciu cztondw drugorzednych wystarcza
do uzyskania wynikéw usci§lonych w stosunku do teorii pierwszego przyblizenia. Dotyczy
to w szczegblnosci warunkéw, przy ktérych wystarcza uwzglednienie tylko dodatkowej
energii sprezystej od Scinania, gdyz takie wlasnie udciSlone warianty sa najczgsciej sto-
sowane.

Literatura cytowana w tekscie

1. W. PIETRASZKIEWICZ; Nieliniowe teorie cienkich powlok spreiystych, w: ,,Konstrukcje‘ powlokowe,

teoria i zastosowanie™, pod redakcjg J. Orkisza i Z. Waszczyszyna, tom 1, Mat. Symp., Krakow, 25-
271V.1974; PWN Warszawa 1978, 27 - 50.



10.

11.

12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

23,

24.

25.

26.

27.
28.

29.

PROBLEMY TEORIl POWLOK 189

W, PIETRASZKIEWICZ; Linear compatibility conditions for the nonlinear theory of shells, Biuletyn IMP
PAN Nr 155 (843), Gdansk 1976, 1-17.

. W. PIETRASZKIEWICZ; Some exact reduction of the nonlinear shell compatibility conditions, ZAMM,

vol. 57, No 5, 1977, T133 - T134.

. W. PieTraszkiewIcz; Simplified equations for the geometrically non-linear thin elastic shells, Prace

IMP PAN, z. 75, 1978, 165 - 173.

. W. PIETRASZKIEWICZ; Obroty skoiiczone i opis Lagrange’a w nieliniowej teorii powlok, Biuletyn IMP

PAN Nr 172 (880), Gdansk 1976, 1-191 wyd. w jez. angielskim: Finite rotations and Lagrangean
discriptions in the non-linear theory off shells, Polish Scientific Publishers, Warszawa - Poznan 1979,

. B. llprpauwcesuu, Hexomopsle COOMHAWMEHUR HeaunelRol meopui obonouex Peiiccrepa, Bectunk Jle-

Hugrpaackoro Yu-ra 1, 1979, 115 - 124,

. W. PIETRASZKIEWICZ; Introduction to the non-linear theory of shells, Rulir — Universitit Bochum

Mitt. Inst. fiir Mech. Nr 10, Mai 1977, 1 -154.

. W. PIETRASZKIEWICZ; Finite rolations in the non-linear theory of thin shells, Lecture notes for CISM

course ,,Thin Shells”, Udine, October 17 -26, 1977 (w druku w Springer-Verlag Wien).

. W. PinTrRASZKIEWICZ ; Three forms of geometrically non-linear bending shell equations, VIII Int. Congress

on Appl. of Math. in Engng, Weimar, June 26 - July 2, 1978 (w druku w mat. pokonf.).

W. PIETRASZKIEWICZ; Finite rotations in shells. Theory of shells, W. T. Koiter, G. K. Mikhailov, Eds.,
Proc. Third IUTAM Symp., Tbilisi, 1978; North-Holland P. Co., Amsterdam 1980, 445 - 471.

W. PIeTRASZKIEWICZ; Consistent second approximation to the elastic strain energy of a shell, ZAMM,
vol. 59, 5, T 206 - T 208.

1. 3. TamumoB, OcHosbr Heaureiinotl meopuu moukux oboaouex , Yisn. Kasanckoro yH-T1a, Kazane 1975.

D. O. BrusH, B. O. AtMrROTH; Buckling of bars, plates and shells, McGraw - Hill B. Co, New York
1975.

3. JI. Axcenerax; I'ubiue obosouxu, Hayxa, Mockra 1976.

II. Y. Wunsxpyt, I1.. M. Beienan, Yemoduusocms neaunetinnx 060aouer, nmmuen, Mltuumna 1977.
H. L. LanGHAAR; Elastic surfaces and theories of shells, Acta Mechanica, vol. 19, 1974, 109 - 128.
J. G. SIMMONDS; Recent advances in shell theory, in: ,,Advances in Engng Sci.”’, Proc. 13 Annual
Meet, Soc. Engng Sci., NASA CP - 2001, 1976, 617 - 626.

H. ). WEINITSCHKE; Some mathematical problems in the non-linear theory of elastic membranes, plates

and shells, in: ,,Trends in Appl. of Pure Math. to Mech.”, ed. by G. Fichera, Pitman Publ., London
1976, 409 - 424, '

JI. M. 3vsoB; Teopua marvx deopmayuii nped8apumensHo HanpAdjNCEHNbIX monkux oborouex, IIMM,
T, 40, 1976, BRIT. 1, 85 - 95.

JI. A, UlanoBanoB; YpasHenus saactmuxu mowkoi 00040uKu npu HeocecuAmempuwmﬁ deghopmaryuu,
Mex. Ts. Tena, 1976, Ne 3, 62 - 71.

A. M. A. van der HEnDEN; On modified boundary conditions, for the free edge of a shell, Delft Uni-
versxty Press, 1976.

A. E. GreeN, P. M. "NAGHDI; On the derivation of shell theories by direct approach, J. Appl. Mech.,
Trans. ASME, Ser. E, March 1974, 173 - 176.

Z.F. BaczyNsk1; Structure of equations and estimmation of solutions in non-linear shell theory, Arch.
Mech. Stos., vol. 27, 1975, No 3, 375 - 384,

B. JI. Bepmwruesckuit, O wexomopux dopsax YpasreHudl meopuu obosouex, JAH CCCP, T. 233
1977 Ne 5, 820 - 823.

2. H. Truromox, B. M. Mamaii, O6 0drom sapuanme ypasHeHuti meopuu KOHEUHBX nepemeujerutt
Henoaozux obosoyer, Tlpwar. Mex., 1. 10, 1974, Ne 2, 3 - 13.

R. Harwacs, H. ROTHERT; On the theory of inextensional bending of shell structures Int. J. Sol. Str.
vol. 12, 1976, No 5, 359 - 376.

M. KLEBER, CZ. WoZNAK; Nieliniowa mechanika konstrukcji, PWN Warszawa (w druku).

J1. M. 3ysos; Vpasuenun ynpyzux obosouex 8 stirepossix xoopounamax, DAH CCCP, r. 237, 1977,
Ne 5, 1044 -,1047.

JI. M. 3ysoB, 06 ycaosuax Kouce‘ibaamuauocmu audpocmameineckoil Hazpyaxu na 06040uKy, ,, Tpynbs
X-it Beee. Koud. o Teopuu OGom. u ITn.”’, 1. 1; Meunuepeba, Towracu 1975, 129 - 134.



190
30.

31.
32.

33.
34.
35.

36.
37.

38.
39.

40.
41.

42.
43,
44,

45.
46.

47,

48.

a9,
50.
51.
52.

53.
54,

55.

56.

W. PIETRASZKIEWICZ

M. E. GURTIN, A. I. MurDock ; 4 continuum theory of elastic material surfaces, ARMA vol. 57, 1975,
No 4, 291 - 323.

P. A. ZBILiN; Mechanics of deformable directed surfaces, Int. J. Sol. Str . vol. 12, 1976, No 9/10, 635 - 648,
C. Wo2ZNIAK ; Non-linear mechanics of constrained material continua, I and I, AlCh Mech. Stos vol. 26,
1974, No 1, 105~ 118; vol. 28, 1976, No 2, 155-170.

H. II. CEMnmoxc, O6 YpasieRunx 2e0MemMPUTCCIuUx Heaunetinoil 1meopuw obosovex muna Tumowenxo,
Npurt. Mex., T. 14, 1978, Ne 2, 128 - 132.

W.B. KrATzIG; Herleitung und Struktur konsistenter nichtlincarer und linearer Shalentheorien, TU
Hannover, Bericht Nt S. 77/1, 1977, 13.1 - 13.30.

B. JI. Bepmmuenckult; Bapuayuonro-acumnmomureckuii sMemod, ¢B.: ,,HexoTopsle BOIIp. MeX. cImn.
cpeapr’’, peg. C. C. I'puropsin, Man. MI'Y, Mocksa 1978, 271 - 289.

E. StrIN; Variational functionals in the geometrical non-linear theory of thin shells and FE discretiza-
tion with application to stability problems Theory of shells, W. T. Koiter, G. K. Mikhailov, Eds., Proc.
Third Tutam Symp., Thilisi 1978; North-Holland P. Co., Amsterdam 1980, 509 - 535.

W. WUNDERLICH ; On a consistent shell theory imn mixed tensor fornulation, Theory of Shells, W.T. Koiter’
G. K. Mikhailov, Eds., Proc. Third TutaM Symp., Thilisi 1978; North-Holland P. Co., Amsterdam
1980, 607 - 633, '

C. TRUESDELL W. NovLr; The non-linear field theory, in: ,,;Handbuch der Physik”, vol, I1I/3, Springer-
Verlag Berlin - Heidelberg - New York 1965,

A. Y. Jlvese; Anasumuuvecxarn mexanura, Hayka, Mocksa 1961.

B. B. HoBoxxunoB; Ocrosbr Heaunetinoti meopuu ynpyeocmu, Iocrexnafnar, Mocksa- JIeHuHrpa):( 1948.
B. A. lllamuna; O6 ynpowenuu obwux Heaureiinblx coomHowenutl meopuy Odegiopmayuu cnaowmot
cpedut, ¢6. ,,AKT. mpoBIICMBL HEJl. MEXAHMKY CIUL. cpeipl.”’, sour. 1, Man. Jlewys-ta, Jlenunrparn
1977, 132 - 147.

J. G. StMMoNDs, D. A. DANIELSON; Nonlinear shell theory with a finite rotation vector, I and II, Proc.
Koninkl. Ned. Ak. Wet. ser., B, vol. 73, 1970, No 5, 460 - 478.

J. G. SimMonDs, D. A. DANIELSON; Non-linear shell theory with finite rotation and stress-function
vectors, J. of Appl. Mech., Trans. ASME, Ser. E, 1972, No 4, 1085 - 1090.

B. B. Hoeoxxuios, B. A. lllamuaa; O KuneMamuueckux KPaegvlx YCAOBUAX € HeAUHelHuX 3adauax
meopu ynpyzocmu, Nas. AH CCCP, Mex. TB. Tena, 1975, Ne 5, 63 -~ 74.

Teopur oboaouer ¢ yyemon nonepeurozo coguza, c6., Man, Kasaucroro yu-ta, Kasaus 1977.

R. T. SHIELD; The roiation associated with large strains, SIAM J, Appl. Math., vol. 25, 1973, No 3,
483 - 491,

B. A. Wamuna; O6 onpedeneruu sexmopa nepemewenua no xosunonennman Tensopa deopruayun 6 ne-
AuHelinolt mexanuice cnaownod cpednr, Yias. AH CCCP, Mex. Ts. Tema, 1974, Ne 1, 14 - 22,
K. &. Usrmbx, B. A. Ilamuna; Hexomopeie gonpocst Heauneiinoi Kaaccuueckol meopuu MONKUX

cmepoicnett 4 060.aouex, ,, L pyapt IX-it Beec. Kond. no Teopry O6ou. u Iln.”’, Cynoctp., Jleun}{rpan
1975, 99 - 103.

F. Joun; Estimates for the derivatives of the stresses in a thin shell and interior shell equations, Comm.
Pure and Appl. Math., vol. 18, 1965, 235~ 267.

W. T. KOUTeR; A consistent first approximation in the general theory of thin elastzc shells, Proc. ITUTAM
Symp. “Theory of Thin Shells”, Delft 1959; North-Holland P. Co, Amsterdam 1960, 12 - 33.

X. M. Myiurary, K. 3. TAnuMOB I‘IE/luHeuHa}l meopua ynpyzux 0boaouex, T aTKHUTOU3NAT, Kasams
1957.

W.T. KOITER; On the nonlinear théory of thin elastic shells, Proc. XKoninkl. Ned. Ak. Wet., Ser. B,
vol. 69, 1966, No 1, 1 - 54,

W. Z. CHIEN; The intrinsic theory of thin shells and plates, Quart. Appl. Math., vol. 1, 1944, 297 - 327.
M. K. DUszek ; A systematic study of kinematics of shells at large strains and displacements, Bull, Acad.
Polon. Sci., Ser. sci. techn., vol. 24, 1978, No 1, 39-47.

W. PIETRASZKIEWICZ; Material equations of motion for the nonlinear theory of thin shells, Bull. Acad.
Polon. Sci., Serie sci. techn., vol."19, 1971, No 6, 261 - 266.

B. B. Hoso;m»mon, K. @, Yepnpx; K pacuemy ob'oxzouelc Ha cOcpeOomoyennse 8030elicmeun, I/Iccn.
mo ynp. 1 xn., Ne 2, Jlemys-t, 1963



PROBLEMY TEORII POWLOK 191

57. W. PIETRASZKIEWICZ; Multivalued siress functions in the linear theory of shells, Arch. Mech. Stos.,
vol. 20, 1968, No 1, 37 -45.

58. B. 5. Kanrop; Heaunedinve sadauu meopun HeoOHopoOrnx nosozux oboaovex,' Hayxona Ilymica, Kues
1971. ‘ ’

59. M. C. Kornnmnn; Heaunedinee 3a0auu meopuyu naacmun 1 noaoeux 060aouei 11 Memodvl ux peuteHusn ,
Hayka, Mocksa 1964.

60. N. Gass; Some two-field variational principles for nonlinear deformation analy.ws of shells, ZAMM,

vol. 55, 1975, No 9, 515- 521.

61. T. NISHIMURA; An improved generalized variational principle of the geometrical nonlinear theory of thin
elastic shells and its application, IASS Conf. on Lightw. Shell and Space Str., Sept. 13 - 16, 1977, Alma-
Ata; Mir Publ., 1977, 249 - 262,

62. JI. M.. BysoB; Ilpunyun crmaytionaphocmu 00noAHUmMeaAvHoti pabomst 6 HeAUHEHHOT meopu ynpy20Cmu ,
IIMM, t. 34, 1970, Bbm. 2, 241 - 245,

63. W.T. KoIter; On the complementary energy. theorem in non-linear elasticity theory, in: ,,Trends in
Appl. of Pure Math. to Mech.”, ed. by G. Fichera, Pitman Publ., London 1976, 207 - 232.

64. E. H. DiLL; The complementary energy principle in non-linear clasticity, Lett. Appl. and Engng Sci.,

ol. 5, 1977, No 2, 95 - 106.

65. . StuMmPr; Dual extremumn principles and error bounds in non-linear elasticity theory, J. Elasticity,
vol. 8, 1978, No 4, 1- 14.

66. M. WEssELs; Das statische und dynamische Durchschlagproblem der imperfekten flachen Kugelschale
bei elastischer rotanonssymmetllscher Verformung, TU Hannover, Mitt. Inst. fiir Statik Nr 23, De-
zember 1977.

67. G. WEMPNER; Finite elements, finite rotations and small strains, Int. J. Sol. Str., vol. 5, 1969, 117 - 153,

68. P»G. GLOCKNER, J. P, SHRIVASTAVA; On the geometry and kinematics of nonlinear deformation of shell
space, in: ,,Proceed. 11'* Midw. Mech. Conf.”, Jowa St. Univ., Aug. 18 -20, 1969, 331 - 352,

69. W.T. KoIrEr, J. G. SIMMONDS; Foundations of shell theory, in: Theoretical and Applied Mechanics,
Proc. 13" Turam Congress, Moscow 1972; Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 1973,

70. R. ScHMIDT, W. PIETRASZKIEWICZ; Variational principles in the geometrically non-linear theory of schell
under going moderate rotations, Ruhr-Universitit, Inst. £. Mechanik, Bochum, July 1979 (w druku
w Ingenieur - Archiv).

71. T. A. Torp, JI. B. Kvaoraurosa, JI. A, Crenanosa; Kaaccuueckue 3adauu dunamurn mdepdozo meaa,
Hayxosa Nymua, Kues 1978. '

72. W. PIETRASZKIEWICZ, M. SzwaBowicz; Lagrangian non-linear theory of thin shells, Archives of Me-
chanics (w druku).

Pezwme
HEKOTOPBIE ITPOBJIEMbI HEJIMHENHOM TEOPUM OBOJIOYEK

B paBore nan 0630p HEKOTOPBIX JOCTHXKEHHIT B HEJIMHEHHON Teopuy OGONOUEK NONYUEHHLIX B Ie-
puon 1975—]1978, ¢ ocofoii cchbuTKOHR HA DPE3YNLTATEI MOJNYYEHHLIE aBIOPOM. B pamiax HelHMHeHHOMH
TEOPHK TOHKHX O00O0JIOUEK PacCMOTPEHBI CIEAYIOUIMe MpoBieMpl: TEOPHA KOHEUHBIX OBOPOTOB, Pa3HbIe
BHABI FE€OMETPHYUECKHX KpaeBbIX YCIOBHHM W SHEPTETHUECKH COTJIACCOBAHHBIX CTATHUYECKMX IPAHUUHBLIX
YCIIOBMH, pasHble NIPeACTABJIEHHS OCHOBHBIX ypaBHeHMH B JlarpaHyKeBOM. OMMCAMHH M MX yHPOIUCHHE
B Ciyuae manoit ynpyrofi medopmanui, a TAKKe B CIIyYae JOMOJHUTENBHOrO OrPAHUHEHMS JIOBOPOTOR.
CihopMynMpoBaHEl OCHOBHBIE 3aBHCHMOCTH OGLIEH TEOPHUM KOHEUHBIX IIOBOPOTOB B oBonouwax. IIpu-~
BeJIeHA YTOUHEHHAaA (OpMysia BTOPOro HPHONMIKEHHA K yIpyroi SHepruM AedopMmaruy 000I0UKH
¥ COOTBETCIBEHHDIE YTOUHEHHbIE ABYXMEDHLIE YpaBHEHUA PABHOBECHA M OIIPENETISIONINE COOTHOIIEHUSA.
B sarmrouenmy ofcyykIeHbI HEXOTOPBIE HepellleHHbie MPoGieMbl HeTUHeRHOH Teopun 0fonoUeK.

Summary
SOME PROBLEMS OF THE NON-LINEAR THEORY OF SHELLS

The paper contains a revue of some advances in the non-linear theory of shells in the period 1975—1978
with particular reference to the new results obtained by the author. Within the non-linear theory of thin
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shells the following topics are discussed: the theory of finite rotations, various forms of geometric boundary
conditions and energetically compatible static boundary conditions, various representations in the Lagran-
gean descrioption and the consistent simplification of the equations in the case of small elastic strain and
for additionally restricted rotations. Basic relations of the general theory of finite rotations in shells are
presented. A consistent second approximations refined two-dimensional equilibrium equations and consti-
tutive relations are presented. Finally, some unsolved problems of the non-lineardheory of shells are pointed
out.

INST. MASZYN PRZEPELYWOWYCH PAN GDANSK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 marca 1979 roku.
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POWEOKI PNEUMATYCZNE!,

Janusz ORKI1SZ (KRAKOW)

1. Wstep

1.1. Problematyka teoril wiotkich powlok i jej zastosowan. Pod pojeciem powlok pneuma-
tycznych rozumiemy wiotkie powloki, ktéore utrzymujg swoja forme dzigki istnieniu
pewnego choéby niewielkiego ci$nienia wewngtrznego. Powloki te nie przenosza zginania
ani $ciskania a jedynie rozcigganie i mogg znajdowaé si¢ badZz to w stanie blonowym,
gdy oba naprezenia pléwne sq dodatnie (o; > 0, ¢, > 0), badz tez w jednoosiowym
stanie naprezenia w przypadku powstania faldéw (o, > 0, o, = 0).

Historia powlok- pneumatycznych liczy juz kilkadziesiat lat, a pierwsza zrealizowang
konstrukcje o charakterze uzytkowym zawdzieczamy BarRpowi [12]. Dzigki licznym
zaletom jak lekkosé, tanio$¢ i szybko$é wznoszenia, powloki pneumatyczne znalazly
zastosowanie w budownictwie wielu krajow [12, 125, 126] m.in. w Polsce [149]. Stanowiag
one przekrycia magazyn6éw, basenéw 1 hal sportowych a nawet sezonowych wystaw lub
teatréw. Stosuje si¢ je réwniez jako zbiorniki cieczy, gazéw i materialéw sypkich oraz
elementy wielu aparatow i konstrukeji przemystowych.

Stan fizyczny takich struktur pneumatycznych, a wiec geometrie odksztalcenia i na-
prezenia opisuje teoria powlok wiotkich. Teoria ta znajduje réwnieZ zastosowanie w in-
nych dziedzinach, jak np. obrébka plastyczna metali, a nawet medycyna, gdzie moZe
shuzy¢ np. do opisu mechanicznego modelu serca i naczyh krwionoénych.

Wspdlna cechg struktur pneumatycznych jest ’

— znaczna zmienno$é geometrii pod wplywem zmiany ci$nienia wewnetrznego, przy-
lozonych obcigZen i temperatury;

— mozliwo$¢ powstawania i zanikania faldow;

— na og6t nieliniowa charakterystyka materiatu, ktdry zaleznie od przeznaczenia powltoki
pneumatycznej stanowia najczedciej tworzywa sztuczne, zazwyczaj zbrojone, guma

i materialy gumopodobne oraz metale;

— mozliwo$¢ utraty statecznosei przez rozcigganie.

W zastosowaniach praktycznych powloki pneumatyczne czgsto znajduja sie pod
obcigZeniem strumienia gazu (np. wiatru) skad wynika potrzeba analizy zjawiska flatteru
zwlaszcza ze wzgledu na staba odporno$é materiatu powloki na rozdarcie.

W pracy konstrukcji pneumatycznej mozna na ogét wyrdznié trzy fazy [80]:

I — poczatkowa bez zadnych obcigZen; »

b Artykut wygtoszony jako referat problemowy na II konferencji ,,Konstrukcje powlokowe, teoria
i zastosowania’,
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II — posrednig scharakteryzowang przez stan jaki osigga powloka po przytozeniu cignie-
nja wewnetrznego utrzymujacego jej forme;

III — uzytkowa, otrzymana po przyloZeniu obcigzenn do powloki znajdujacej sie juz
we fazie II.

Poprawna teoria powlok pneumatycznych, précz wymienionego na wstepie warunku
nieujemnosci naprezen gléwnych wyrazonego przez jednostronne wigzy o, > 0, o, > 0,
powinna wigc uwzgledniaé:

— nieliniowo$¢ geometryczna, na ktora skladaja sig

= z reguly duZe przemieszczenia a czgsto i skoniczone odksztalcenia powloki;

= mozliwo$é powstawania i zanikania strefy faldow (¢ > 0, ¢, = 0);

— zmiane grubosci powloki w miare jej odksztalcania sig; jest to niezbedne dla analizy
zjawiska utraty statecznosci;

— anizotropig i réznorodna nieliniowo$¢ fizyczna materiatu pozwalajgca na opisanie
takich cech jak wysoka elastycznosé, pelzanie, starzenie sig, plastycznosé;

— wplyw temperatury.

W zakresie analizy statycznej konkretne zastosowania stawiajg nas najczesciej przed
jednym z nastgpujacych zadan:

— znany jest wyjSciowy stan powloki i jej obcigzenie (czas), szukamy stanu koficowego;
— znamy forme kordcowg powtoki i jej obciaZenie (czas), szukamy formy wyjsciowej
oraz naprgzen w stanie koncowym. R '

Poza rozwiazaniem zagadnien statyki, teoria ta powinna umozliwiaé analizg statecz-
noéci oraz badanie réznych efektéw dynamicznych w powloce pneumatycznej.

Zagadnienie statecznosci powlok pneumatycznych ma charakter nieklasyczny, gdyz
nie wigze si¢ ze Sciskaniem lecz z rozcigganiem powtloki, a pdnadto juz sama mozliwo$é
utraty statecznoéci zalezy od charakteru obcigzenia (por. [120]). Zadanie formuluje sie
nastgpujaco: znany jest stan’ wyjsciowy powloki i rodzaj obcigZenia, poszukiwana za$
warto$¢ tego obciazenia (czasu) oraz odpowiadajacy jej stan koncowy, powyzej ktérego
nie jest mozliwy stan réwnowagi w powloce. Poprawne rozwiazanie tego zadania jest
mozliwe tylko na gruncie teorii odksztatcen skofczonych.

Zagadnienia dynamiki to przede wszystkim opis ruchu powloki o znanym stanie
wyjsciowym znajdujacej si¢ w oplywie strumienia gazu. Zadanie to bywa analizowane
nawet przy upfoszczonym zatoZeniu o nierozciggliwosci materiatu powloki (por. [22]).

1.2. Cel i zakres pracy. Obecna praca ma charakter problemowy co pozwala skupic¢
si¢ na kilku wybranych zagadnieniach. Zasadniczym jej zadaniem jest nie tyle dokonanie
petnego przegladu co przedstawienie aktualnego ,,state of art” w dziedzinie teorii i metod
obliczania powlok pneumatycznych. '

W szezegblnodei jej cele to:

— zestawienie literatury zagadnienia za ostatnie dziesigciolecie;

— wyrdzZnienie na tej podstawie roznych szkét i ich zwigzta charakterystyka;

— szkicowa prezentacja teorii wiotkich powlok w ujeciu metody elementéw skoriczo-

- nych; - '

— wskazanie kierunkéw rozwojowych mechaniki powlok pneumatycznych.
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Ponadto praca zawiera krétka charakterystyke problemu przeprowadzona z punktu
widzenia mechaniki i metod obliczeniowych oraz reprezentatywne przyklady rozwiazan
uzyskanych metoda elementéw skoficzonych. .

2. Krotkie oméwienie literatury

Zestawienie literatury podanej w ninigjszej pracy dotyczy problematyki wiotkich
powtok w aspekcie powlok pneumatycznych i obejmuje w zasadzie ostatnie dziesigciolecie,
W wyjatkowych przypadkach znalazty sig tu pozycje wczesniejsze, te mianowicie, ktore
nie byly zamieszczone w bibliografii poprzedniej pracy autora [120] obejmujacej okres
do roku 1967. Zgodnie z przyjetymn na wstepie zaloZzeniem nie bedziemy tu omawiad
wszystkich prac ograniczajac si¢ jedynie do tych, ktdre badz to maja decydujace znaczenie
dla aktualnego stanu wiedzy w dziedzinie powlok pneumatycznych, badz tez sa charak-
terystyczne dla rozpatrywanego zagadnienia. Oméwienie literatury mozna znalezé w roz-
maitych pracach przegladowych [12, 23, 45], monografiach [42, 115, 120, 125, 126], ma-
teriatach specjalistycznych konferencji [133, 134, 136] lub w niektorych pracach szczegd-
towych [34, 77, 128].

Podstawy ogdlnej teorii wiotkich membran, $cistej na gruncie skonczonych odksztalcen
cial hiperspreZystych zostaty podane jeszcze przez GREENA i ADKINSA [42]. Obecnie sto-
sowane sg zarowno globalne (por. np. [8, 80]) jak i lokalne (por. np. [166, 179]) sformu-
towania tej teorii. W ujeciu lokalnym teoria ta prowadzi do silnie nieliniowego problemu
brzegowego dla ukfadu réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych. Uklad ten
daje si¢ $cisle rozwiazac jedynie w nielicznych przypadkach powlok o specjalnym ksztalcie
i obciazeniu. '

Do czasu pojawienia sie metody eleméntéW'skoﬁczonych, ktéra w radykalny sposob
zmienifa sytuacje, stosowano — jak wynika to z literatury — nastepujace sposoby poste-
powania:

— znaczne uproszczenie modelu teoretycznego, a nastgpnie wykorzystanie rozmaitych
metod analitycznych, scistych lub przyblizonych, czgsto zwiazanych z konkretnym ksztattem
powloki, sposobem obciazenia, czy tez rodzajem uzytego materialu;

— ograniczenie rozwazan do klasy zadan obrotowo-symetrycznych a wigc Jednowymla-
rowych i zastosowanie efektywnych metod numerycznych;

— ograniczenie rozwazan do prostych przypadkéw specjalnych, ktére mozna rozwigzad
Scisle jak np. powloka kulista lub nieskoficzenie dluga powtoka cylindryczna obcigzone
ci$nieniem wewnetrznym.

Uproszczenia modelu teoretycznego przyjmowane przez réznych autoréw sprowa-
dzaly si¢ do jednego z poniZszych wariantdw:

— zalozenie matych odksztalcen i liniowego prawa fizycznego;

— dokonanie pelnej linearyzacji koricowych réwnafi powloki (male przemieszczenial);

— zatozenie, ze material powloki jest nierozciagliwy, co ogranicza analize jedynie do
réwnan rownowagi (ruchu).

Zasadnicza wadg takich uproszczen jest z jednej strony zbyt daleko idaca idealizacja
rzeczywistej wiotkiej powltoki, z drugiej za§ waskodé zalozen i czastkowosé rozwigzan
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(por. np. [84 - 105]). Nawet niewielka zmiana obcigZen, ksztaltu powloki lub wiasnosci
materiatu, z ktérego zostala wykonana — stwarza zazwyczaj ogromne trudnodci obli-
czeniowe. ' '

W -przypadku obrotowej symetrii powloki i obcigZenia $ci§le sformulowane zagadnie-
nie mozna sprowadzi¢ (por. [120]) do problemu brzegowego dla uktadu nieliniowego,
zwyczajnych réwnan rézniczkowych. Uklad ten na ogét daje sig efektywnie rozwigzaé
metodami bezpoéredniego catkowania numerycznego (NC) takimi jak metody Rungego-
Kutty, Adamsa lub réznego typu metody predyktor-korektor. Takie podejécie zastosowano
w znakomitej wigkszosci prac dotyczacych wiotkich powlok obrotowo-symetrycznych.
 Zaleta metod NC jest ich prostota i male obciazenie pamigci operacyjnej maszyny.
Z drugiej strony jednak ich efektywnosé w znacznej mierze zalezy od glebokosci propagacii
efektu brzegowego we wnetrze powloki oraz od niezbednej liczby krokéw catkowania.
Metody te sa stabilne dla powlok krétkich, stabo stabilne w przypadku powlok $rednich,
a niestabilne dla powtok dhugich.

Metody NC wykorzystywano w znakomitej wiekszosci prac dotyczacych wiotkich
powlok obrotowo- symetrycznych Ponadto stosowano tez inne metody jak np. réznic
skoiiczonych (por. [158, 180]), a po linearyzacji réwnan takze metode pragonki (por.
[159, 160]). W pracach [25, 26, 154] zaprezentowano podejécie energetyczne i minimali-
zacj¢ metoda Fletchera-Powella. Interesujace polgczenie iteracyjnej metody Picarda
z technika analogowa pokazano w pracy [14]. Byly rédwnieZz proby przyblizonych roz-
wigzaf graficzno-analitycznych (por. [106, 171]).

Wszystkie wspomniane wyzej metody trudno uznaé za w pelni zadowalajace, zaréwno
gdy idzie o ogdlnos$¢ ich zastosowania jak i otrzymane rezultaty. Dopiero pojawienie
si¢ metody elementéw skonczornych pozwolito na dokonanie odpowiedniej dyskretyzacji
zagadnienia wzglgdem dwoch zmiennych, niezb¢dnej do numerycznego rozwiazania
nieuproszczonego zadania ogdlnego. Powstala przy tym mozliwoéé jednakowego po-
traktowania powlok o najzupeiej réznych ksztattach i warunkach podparcia, rozmaicie
obcigzonych i wykonanych z materialéw o réznorodnych wlasnosciach (np. izotropowe,
anizotropowe). Cho¢ potencjalne mozliwosci jakie kryje w sobie metoda elementéw
skoficzonych nie zostaly jeszcze — jak na to wskazuje analiza dotychczasowych prac —
w pelni wykorzystane, to juz obecnie wachlarz rozwiazywanych zagadnien jest znacznie
szerszy, a uzyskane wyniki bardziej zblizone do rzeczywistosci niz te, ktdore mozna by
osiagnac innymi, dotad stosowanymi metodami.

Dlatego tez w dalszych rozwazaniach glowna uwage poswiecimy tym pracom, ktoére
stanowia dzi$ teoretyczng podstawg obliczania powkok pneumatycznych metoda elementéw
skoniczonych. Jesli chodzi o pozostale prace, majace aktualnie mniejszy cigZzar gatunkowy,
0 ograniczymy sig=do wyréznienia i krotkiej charakterystyki zasadniczych szkot.

"Stosunkowo liczne sa tu prace radzieckie. I tak warto wymienié w pierwszym rzedzie
prace S. A. ALEKSIEJEWA i jego wspdlpracownikow. Poniewaz w znacznej wigkszosci po-
chodza one z przelomu lat pigédziesiatych i sze$édziesiatych a jedynie igh wplyw sigga
czaséw pozniejszych cytujemy tu tylko ostatnie pozycje [2, 31. Dotycza one fizycznie
linjowej teorii powlok pneumatycznych podlegajacych duzym przemieszczeniom Pprzy
malych odksztalceniach.

Nastepna grupa to prace A.S. GRIGORIEWA (wymieniamy jedynie przeglqdowq prace
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[45] i kilka ostatnich [43, 44, 36, 47]) oraz rozlicznych jego wspélpracownikéw i konty-
nuatoréw [34, 35, 120-124, 131, 138 - 141, 146 - 148, 155 - 157]. .

Wszystkie one dotycza teorii wiotkich powlok obrotowo symetrycznych, $cislej na
gruncie teorii skofczonych odksztalcenn osrodka ciagtego. Ze wzgledu na obrotows sy-
metrie i wynikajaca stad stalo$¢ kierunkoéw gléwnych postugiwano sig najczeéciej loga-
rytmiczng miarga odksztalcen i prawami fizycznymi Nadai-Davisa dla rzeczywistych
naprezen. Przypadki innych zwigzkéw konstytutywnych. odpowiadajacych cialom hiper- -
sprezystym, lepkosprezystym i lepkoplastycznym rozwazone zostaly przez J. ORKISzZA
w serii prac [121-124], z ktérych pierwsza najpelniej przedstawia osiggniecia i mozli-
woséci omawianej teorii. W przypadku zadan stacjonarnych teoria ta prowadzita do za-
gadnienia brzegowego dla ukladu czterech zwyczajnych, nieliniowych réwnan rézniczko-
wych, za§ przy procesach niestacjonarnych do zagadnienia poczqtkowo-brzegowego dla
uvkladu szefciu quasiliniowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu (por. [120)).
Rozwiazanie otrzymano metodami NC. W pracach tej grupy specjalng uwage poswiecono
problemowi statecznosei powtoki przy rozciaganiu oraz zagadnieniu strefy fatdéw (o; > 0, -
0, = 0). . :

Wsréd publikacji radzieckich wyrozniaja sie swa liczebnoseia prace osrodka we Wia-
dywostoku (por. [136]), w ktorych inicjatorem i inspiratorem jest W. F. MAGUz A [84 - 101]
a obok niego B.I. Druz [20, 21] i B. N. MarTYNIEC [102 - 105] (por. tez [22, 38, 63,
108, 130]). Prace te charakteryzuja si¢ zaréwno daleko idacymi uproszczeniami (np. przy-
jecie nierozciggliwoéci materiatu) jak i uzytkowym celem, ktéry najczesciej stanowito
projektowanie ‘wiotkich zbiornikéw na ciecze i materialy sypkie. Warto tu tez podkresli¢
zainteresowanie strefa faldéw (por. [64, 90, 92 -94, 169, 170]). Stosunkowo znaczna
liczebno$é prac tej grupy jest jednak rezultatem wariantowania waskich zalozen teore-
tycznych i braku efektywnego kontaktu z innymi o$rodkami pracujacymi nad teorig
powlok wiotkich.

W ostatnich latach ukazala si¢ seria pra€ [25 - 29, 154, 166 - 168] W. W. Fenca i W. H.
YANGA oraz ich wspétpracownikéw jak réwniez tematycznie pokrewne im prace Y. S. Su-
NA i C. E. UenGa [145, 158]. Dotycza one wiotkich powtok tak o dowolnych obrotowo-
symetrycznych, jak i innych ksztaltach. Nawiazujgc do sformutowania podanego przez
GREE A 1 ADKINSA [42] opieraja sig¢ one na teorii $cistej dla materialéw hipersprgzystych.
Specyfika tych prac jest m.in. pos$wieccenie uwagi problemom kontaktowym (por. [26,
28, 29] oraz takze [129]). Rozwigzania konkretnych zadan uzyskiwano numerycznie
metodami NC [29, 166], metoda réznic skonczonych [158, 168] lub FLETCHERA-POWELLA
[25, 26, 154). . ‘ '

Poza wyszczegdlnieniem i krotka charakferystykq ,,52Zk6P” warto jeszcze wymienié
prace poswigcone réznym tematom specjalnym, takim jak:
~— Stateczno$¢: stateczno$é rozumiana jest (za wyjatkiem pracy [17]) w sensie podanym

w punkcie 1.1. niniejszej pracy; rozwazany byt zaréwno przypadek dowolnej powtoki

obrotowo-symetrycznej [15, 34, 43, 44, 120] jak i pewne ksztalty specjalne [31] np. cy-

lindryczny [33, 156], toroidalny [18]; w pracach [120, 165] rozpatrywano stateczno$é
 powloki kulistej przy pelzaniu; ‘
— dynamika: problemy dynamiki powlok pneumatycznych rozwazano dotad w sposéb
bardzo uproszczony. Najczesciej ograniczano sig do rozpatrywania statycznego parcia

4 Mech. Teoret, i Stos. 2/80
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wiatru [21, 22, 36, 40, 41]; jedynie w nielicznych przypadkach po wstepnej linearyzacji
unkiadu réwnan analizowano zagadnienie drgad wlasnych [53, 70, 175] lub zjawisko
flatteru [20, 65, 132]. Znacznie uproszczone podejscie nieliniowe prezentuje praca
[101]. Bogata natomiast jest literatura dotyczgca pokrewnych problenﬂéw w przekry-
ciach wiszacych [177]; . .

— pelzanie: pelzanie dowolnych obrotowo-symetrycznych wiotkich powlok przy réznych
prawach fizycznych bylo przedmiotem prac [50, 120, 123]; rozwazono tez pewne
szczeégblne przypadki jak membrana kolowa [16, 83], pierscieniowa [163] [ub powloka
kulista [165];

— optymalizacja: podejmowane [62, 139, 140] byly pierwsze, uproszczone préby for-
mutowania zadan optymalnych;

~— problemy rézne: analiza wiotkich powlok toroidalnych [60, 67, 68, 107, 109, 110],
problem obcigzen lokalnych [127] oraz strukiury pnenmatyczne wzmacniane kablami
[106, 151];

— do$wiadczenia: osobng grupe, niestety niezbyt liczna, stanowia prace eksperymentalne,
W zakresie statyki dotycza one do§wiadczen prowadzonych na membranach kotowych
[48, 118] w celu weryfikacji réwnolegle otrzymywanych rozwigzan teoretycznych.
Podobnie byto w przypadku badad nad utrata statecznoéci przez wiotkie powloki
[14, 18]. Stosunkowo najwigcej prac [4, 11, 70, 136, 178] poswigcono problemowi
zachowania si¢ powlok pneumatycznych w warunkach oplywu strumieniem gazu.

3. Powloki pneumatyczne w ujeciu metody elementéw skoﬁczbnych

3.1, Uwagi wstepne. Metoda elementéw skonczonych stwarza realng szanse wykorzysta-
nia $cistej teorii skoriczonych odksztalcen o$rodka cigglego do obliczania powtok pneuma-
tycznych o dowelnym ksztalcie, W tym celu mozna zaadoptowaé ogdlny sposéb ‘poste-
powania opracowany dla rozwiazywania zagadnied geometrycznie nieliniowych (por. [10,
51, 52, 58, 112, 115]). Aby rozrézni¢ konfiguracje poczatkowa i aktualng stosuje si¢ opis

1, =const

Rys. 1. Rozréznianie sformutowan TL i UL
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Eulera, opis Lagrange’a (TL — total Lagrangian), badz tez jego modyfikacje tzw. uaktu-
alniony opis Lagrang.e’a (UL —updated Lagrangian) $cisle zwigzanym z numeryczna
technika rozwiazywania problemu.

W opisie Eulera rozwazane wielkoéci sa odniesione do konfiguracji aktualnej. Takie
sformutowanie jest wygodne w tych problemach, gdzie znany jest aktualny ksztatt powtoki,
a poszukiwana jej forma wyjéciowa. Znajomos¢ tej formy jest natomiast warunkiem
zastosowania opisu ngrange’a. Konfiguracja odniesienia stanowi wowczas (por. rys. 1)
badz to staty uktad poczatkowy (TL), badz tez uktad konwekeyjny zwiazany z ksztaltem
powtoki, ustalony kazdorazowo dla przedostatniego kroku postepowania przyrostowego
(UL). W praktycznych obliczeniach mozna spotka¢ (por. [10]) oba te sformufowania
z tym, 2ze w opisie UL struktura odpowiednich macierzy jest prostsza niz w TL, lecz
istnieje wicksze niebezpieczefnstwo kumulacji btedu obliczen.

Roéwnania metody elementéw skonczonych zastosowanej do teorii wiotkich powlok
otrzymywano dotychczas wychodzgc z zasady prac wirtualnych. Jednakze, podobunie
jak ma to miejsce w rozmaitych innych zagadnieniach nieliniowych, mozna by réwniez
wykorzysta¢ inne zasady wariacyjne podane w postaci przyrostowej (por. [52]).

Obecnie przedstawimy pokrétce sposéb wyprowadzenia tych réwnan postugujac
si¢ dla przejrzystosci zapisemn macierzowym. Rozwazmy w tym celu element powloki
przedstawiony na rys. 2 i opisany w globalnym, kartezjariskim ukladzie wspéirzednych

L,

konfiguracja
konfiguracja aktualna

przed ostatnim

konfiguracja *przyrostem

poczgtkowa

Xa

X4

Rys. 2. Przemieszczenia e¢lementu skoficzonego. x — globalny uklad przestrzennych wspdlrzednych kar-
tezjanskich, v, v2, v3 — lokalny uklad materialnych wspolrzednych krzywoliniowych

przestrzennych x,, x,, x;. Wielko$ci oznaczone indeksem ,,0” odnosza si¢ do konfigu-
racji pierwotnej, ,,1** do konfiguracji przed ostatnim przyrostem, za$ ,,2”” lub bez indeksu
do konfiguracji aktualnej. WprowadZzmy ponadto lokalny, konwekcyjny uklad wspéi-
rzgdnych 4, , 9, #; zwigzany. z wersorami e, oraz e, stycznymi do powierzchni $rodkowej
powtoki i normalnym n. Oznaczmy indeksem ,,e” wielko$ci wezlowe w elemencie, za$
przez N macierz zlozona z funkcji ksztattu, W przypadku powszechnie stosowanych

4*
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elementow izoparametrycznych, geometri¢ powloki opisuje réwnanie

M ' x = Nx,,
za§ przemieszczenia
) n=x-"x = N(x-"x) = Nu,,

skad znajac konkretng posta¢ wektora odksztalcen e mozemy juz znaleié-przyrpostowat
relacje

©)) de = Bou,.

Wektor odksztalcen ¢ najwygodniej jest zdefiniowa¢ w lokalnym ukladzie wspélrzed-
nych 94,, #,, #; jako

€Y g = {511, €225 €12}
pomijajac, zgodnie z teoria wiotkich membran (por. [42, 115]), &,3 = &,3 = 0 a ponadto
sktadowa €33, ktéra choé jest rézna-od zera to jednak — wobec zalozonego plaskiego
stanu naprezenia w powloce — nie wystepuje w wyrazeniu na pracg wirtualng. W przy-
padku materiatéw niesci§liwych wykorzystuje si¢ ja do okreélenia aktualnej grubosci
powloki h.

Podobnic wektor naprezen odpowiadajacy wektorowi odksztalcen ¢ przyjmuje sie
w postaci

©) 6 = {011,022, 012}, Oy3= 023 = 033 = 0.
Konkretna forma tych wektoréw zalezy od przyjetej miary odksztalcenia i obranego

ukladu wspolrzednych.
3.2. Sformulowanie Eulera. Zasada prac wirtualnych ma w tym przypadku postaé

(6) [otds.av = [oboudv+ [ qtsuds,
14 ’ 1 4 . TS5

gdzie v
o.— wektor naprgzen Cauchy’ego;
A — indeks odnoszacy sie do miary odksztalcen typu Almansi’ego;
b — wektor sit masowyéh;
g — wektor zewnetrznych obcigzen powierzchniowych;
o — gesto$¢ materiatn powloki;
¥V — objetos¢ powioki;
S — powierzchnia powloki.
Wszystkie te wielkosci sa odniesione do konfiguracji aktualne;j.
Na podstawie przeprowadzonej uprzednio dyskretyzacji (1)- (3) oraz relacji dV =
= hdS mozna napisaé ' ' '

() out( [ BioohdsS) = sul [ Nbhods+ [Negds) = sutP,.
. °s S S
Wielkos¢ \

®. - P, = [ N'(bho+g)dS,
§
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przedstawia wektor sit weztowych kinematycznie rownowaznych obcigZeniom zewnetrznym.
Stad wiec réwnania rownowagi elementu zawierajace nieznane przemieszczenia weztowe
maja ostatecznie postaé

(9) [Byo.has = P,.
S

3.3, Sformulowanie Lagrange’a. W klasycznym opisie Lagrange’a (TL) postugujemy sie
jedna, ustalona konfiguracja odniesienia, zazwyczaj okre§lajaca pierwotng geometrie
powtoki. Zasada prac wirtualnych ma woéwczas nastgpujaca forme
(10) [ otosdv = [ obtoud v+ [ °qtoudes.

v o o5
W wyniku dyskretyzacji opartej na wzorach (1) - (3) otrzymujemy stad rownania réwno-
wagi elementu

a1 [ Bto,ohacs = P,
°S

przy czym sity weztowe kinematycznic réwnowazne obcigzeniom wewnetrznym sa obecnie
rowne

(12 - : P,= [ N(be°h+°g)d°S.
°s

We wzorach tych wskaznik G oznacza miar¢ odksztalced Greena-Lagrange’a, za$ o,
wektor naprezen Pioli-Kitchhoffa drugiego rodzaju.

3.4. Uaktualnione sformulowanie Lagrange’a.” W uaktualnionym opisie Lagrange’a stosuje
sie podejécie przyrostowe, w ktérym konfiguracja odniesienia zmienia si¢ na kazdym
kroku. WiaZe si¢ ja z reguty z forma jaka przyjmuje powloka przed ostatnim przyrostem
odksztalced (por. rys. 1). Aby wyprowadzi¢ odpowiednia zasade¢ wariacyjna rozwaza
sie (por. rys. 2) pewna, konfiguracje ,,1>> odniesienia oraz konfiguracje przyrostowa ,,2”.
Zaklada sig, Ze wariacje przemieszezen woko6t stanu réwnowagi 1 sg mate. Mozna wéwczas
napisaé

(13) f'o';éegd‘V = fégb‘éud1V+ f%q'éudlS,

. 1y . 1974 18

oraz

(¥4) | faiéacd1V= f}gb‘éule—r— f}q'éudlS.
4 1y 15

W obu tych wyrazeniach wszystkie wielkoéci zwiazane sa z konfiguracja aktualna, lecz
odniesione do konfiguracji ,,1”’; g. jest wektorem odksztalceri typu Cauchy’ego. Kladac

de = 8¢ —8&c, do = Op—0¢c,
do =30—l0, dq=iq9—1iq,

otrzymamy stad poszukiwane, przyrostowe sformulowanie zasady wariacyjnej (10) dla
powloki : '

(15)

]

(16) [ (6t84e+ A0t 556) hdrs = [ Agh*suthdrS+ [ Aqiéud?s.
18 : 19 18
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Po dyskretyzacji (1) - (3) otrzymujemy stad réwnania réwnowagi

an [ (4Btoc+BL40) hd'S = P,
18
gdzie tym razem
(18) Po= [ Nt(bdo'h+dq)d’s,
XS .
przy czym
(19 4B = B;—B..

3.5. Réwnania fizyezme. Réwnania réwnowagi elementu nalezy uzupehié¢ stosownymi
réwnaniami fizycznymi. Rozpatrywanie réznych mozliwych zwiazkow komstytutywnych '
‘nie jest celem niniejszej pracy, stad. teZ ograniczymy sie jedynie do kilku ogélnych uwag,

Powloki pneumatyczne wykonuje si¢ na ogo6l z materiatéw, ktorych wlasnoéci fizyczne
poprawnie opisuje teoria cial wysokoelastycznych [42, 115]. Zachodzi wéwcezas (por. [8])
relacja

' aw
(20) _ | =
co w postaci przyrostowej mozna zapisa¢ jako
- . 62W

gdzie W oznacza gesto$¢ energil odksztalcenia. Dla teorii drugiego rzedu réwnania (20)
maja charakter sprezyscie liniowy o = Ee za$ dla teorii wyzszych rzedéw nieliniowy:
Réwnania takie, zwlaszcza dla szczegdlnego przypadku — materialu Mooney’a-Riviina —
znalazly powszechne zdstosowanie w obliczeniach metoda elementéw skonczonych.

W teorii wiotkich powlok rozwaza sig ponadto materialy spregzysto-plastyczne i lepko-
plastyczne [6, 7; 59] oraz materialy o wlasnosciach reologicznych [118]. Wéwczas zwigzki
fizyczne sg na ogdt dane jedynie w postaci przyrostowej

22) ‘ dc = Erds,

gdzie Ey jest macierza styczng. W takiej sytuacji obliczanie napreZen nie zawsze jest sprawa
trywialra i zaleznie od definicji tych naprezen odbywa sie droga odpowiedniego sumo-
wania ich przyrostéw [59] _

3.6. Numeryczne rozwigzywanle problemu. Réwqania réwnowagi elementu (9), (11) oraz
(17) sg nieliniowe wzgledem przemieszczed wezlowych nawet przy liniowych zwigzkach
fizycznych. Stosowanie efektywnych metod rozwigzywania nieliniowych réwnan algebra-
icznych takich jak metoda Newtona-Raphsona, czy teZ rézne metody przyrostowe, wy-
maga lokalnej linearyzacji tych réwnafi, W przypadku réwnan metody elementéw skof-
cz\onych taka linearyzacja wigze si¢ z okreéleniem tzw. ,macierzy stycznej” K.r. Mozna
ja uzyska¢ np. poprzez wariacje réwnan (9), (11) lab (17) i wdwczas

- (23) 8P, = (ko tkoy) Ou, = ko bu,.

Macierz tg rozbija si¢ na ogdt na czgéé liniowa k., oraz nieliniowa k,y. Pierwsza z nich
opisuje efekt zmiany naprezen przy ustalonej geometrii. Przy liniowych zwiazkach fizycz-
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nych jest ona réwna klasycznej macierzy sztywnoéci znanej z teorii liniowej. Druga ujmuje
wplyw zmian geometrii powloki przy niezmienionych naprezeniach i nosi nazwe ,,macierzy
geometrycznej’’ elementu.

Po agregacji elementow otrzymuje si¢ uklady réwnan przemieszczeniowych powtoki,
pierwszy w postaci pelnej nieliniowej

(24) ' S(y) = Ry,
oraz drugi w postaci przyrostowej, zlinearyzowanej
(25) KsAu, = AR,,.

Przez ,,*” oznaczono tu zbidr wielkosci weztowych w calej powloce, zaé przez R wektor
wszystkich obciazen zewngtrznych sprowadzonych do wielkosci weztowych.
Do rozwigzania réwnan (24) stosuje si¢ (por. rys. 3) na ogét _
— metode Newtona-Raphsona; kolejne poprawki liniowe Au, oblicza sie wéwczas
przy pomocy réwnan (25), zas residua z rownai (24); '

R - R _J

u

Rys. 3. Interpretacja graficzna metody a) Newtona-Raphsona, b) przyrostowej, c) mleszanej, d) samo-
korygujacej, I — f(U,) = Ry, Il — KrAU, = 4R -

— metoda przyrostowa wykorzystujac jedynie zlinearyzowane réwnania (25);
— kombinacje obu tych metod ewentualme polqczonq z technika nadrelaksacji (np. me-
tody samokorygujgce). :

Istotnym problemem numerycznym jest znalezienie wyjéciowej (nie trywialnej) formy
powloki bedacej w rownowadze. Tylko taka forma bowiem moZe stanowié wladciwa
konfigyracjg odniesienia w podanych uprzednio zasadach wariacyjnych TL i UL. Dlatego
tez w konkretnych obhczemach prowadzonych metoda elementéw skonczonych 10Z-
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wigzywano na og6t takie zadania, w ktérych poczatkowa forma by%a z gbry znana np. plas-
ka, walcowa, kulista. .

Interesujgcy sposéb poszukiwania formy wyjsciowej, cho¢ zastosowany nie do powlok
pneumatycznych, lecz do siatkowych konstrukcji ciegnowych, zaproponowano w pracy
[1]. Umozliwia on rozpoczecie obliczefi od pewnej ptaskiej pomocniczej formy réwnowagi,
ktérej poprzez kolejne przyrosty przemieszczen nadaje si¢ nastgpnie pozadany ksztalt
droga odpowiedniej zmiany warunkéw brzegowych i sztucznego, chwilowego zwigkszenié
cigzaru wlasnego powloki. )

Tablica 1. Wykaz elementéw wg pracy [128]

liczba | Jednomiany-intérpo-liczba punk-
Typ elementu | yeptaw | l0CY[NE W ukiagzie \tew catkowa-

lokalnym na pumerytl.
3
A\ |
3 1
1 2 ' ¥ Yz
TRIM 3
_ 5
g .
\ f. %
6 Tew et 7
4 2 3 if %% h
1
$ % '
13
10 %12 ?1?1 ?lz

¢ge 68
i 1

n 2x2
£

fz 72_ 37‘3.
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Natomiast przy znanej formie koficowej, pierwotna forme powltoki mozna znalezé
stosujac sformutowanie Eulera. W pracy [80] zaproponowano, ilustrujac to przykladem,
aby przyjaé, ze ksztalt powloki pod dzialaniem jedynie ci$nienia wewngtrznego (i cigzaru
wlasnego) o ustalonej roboczej wartosci jest znany. Stanowi on kolejno:

— forme koncowa powloki przy poszukiwaniu jej formy pierwotnej (sformutowanie E); —
— formg poczatkowa powtloki przy poszukiwaniu jej ksztattu odpowiadajacego réznym
obciazeniom uzytkowym (sformutowanie UL lub TL).

3.7. Elementy. W dotychczasowych pracach najczeéciej postugiwano sie najprostszymi
elementami tréjkatnymi TRIM 3 o trzech weztach. Elementy te, jak wiadomo, maja
state pole odksztalcen oraz naprezen, stad przy ich stosowaniu nie jest konieczne ucigzliwe
catkowanie numeryczne. Z drugiej strony jednak ich dokfadnosé jest mato zadowalajaca.
Elementom wyzZszego rzedu poswigcono jak dotad jedynie nieliczne prace i to stosujac
w kazdej z nich inne podejscie.

Najpelniejszy zestaw elementéw zaréwno tréjkatnych typu TRIMC jak i czworo-
katnych typu QUAC pokazany w tablicy 1 otrzymano w pracy [128] droga bezposredniego
wykofzystania formut (11), (17), (23). W pracy [8] przedstawiono rodzing elementéw
typu TRIMC otrzymana na drodze tzw. ,,naturalnego’ podejécia. Polega ono na postu-
giwaniu si¢ stopniami swobody elementu eliminujacymi te przemieszczenia, ktore sa
zwiazane z jego ruchem jako bryly sztywnej. Wreszcie w pracach [80, 81] wprowadzono
jeden element czworokatny (por. [76]), w ktérym zastosowano szescienne funkcje ksztattu
skonstruowane t.zw. technika ,,patch test”.

3.8. Przeglad literatury, Wszystkie prace dotyczace obliczania powlok pneumatycznych
metoda elementéw skonczonych oparte sg na teorii duzych odksztalcen membran. Mozna
je podzieli¢ na trzy grupy. .

Pierwsza z nich wiaZe si¢ gléwnie z nazwiskiem J. T. Opena [111-119]. Zaliczyé do
niej trzeba przede wszystkim pionierskie prace [11, 118, 119], w ktérych podane zostaly
teoretyczne podstawy dyskretyzacji wiotkich powlok metoda elementéw skonczonych
oraz monografi¢ [115]. Autorzy pracy [118] wychodzac z réwnan termodynamiki zaréwno
dyskutuja problematyke fizycznie nieliniowa jak i dynamike membran (por. tez [117]).
Warto réwniez wspomnie¢ o pracy [113] po$wigconej obliczaniu sit niekonserwatywnych
w MES (np. ci$nienie w powloce pneumatycznej). Do tej grupy, z uwagi na sposéb po-
traktowania tematu, trzeba takze zaliczy¢ prace J. B. KeY’A [57] oraz H. PARISCHA [128].
Ta ostania jako jedyna z wymienionych wprowadza elementy wyzszych rzeddw.

Druga grupa jest dzietem spoétki autorskiej J. W. LEoNARD, C. T. L oraz ich wspdét-
pracownikéw [76 - 81, 161]. Précz Scistosci teoretycznej [77, 80]-cechuje ja troska o inZy-
nierskie realia dotyczace warunkdéw pracy powlok pneumatycznych takich jak: kolejne
fazy obciazania [72, 73], praktyczne zastosowania [74, 45], czy tez fakt wzmocnienia
konstrukcji linami [81, 161]. Material powtoki przyjmowano jako liniowo-sprezysty
a wyjatkowo [77] jako hiperelastyczny. Rozwazano réwnieZz [79] problem drgan powtoki.

Trzecia grupa to prace [5-8, 59] charakteryzujace sig tzw. podejéciem naturalnym
sformutowanym przez J. H. ARGYRISA i jego wspdtpracownikéw. Dzigki oddzieleniu prze-
mieszczen elementu zwiazanych z czystym odksztalceniem od przemieszczen wynikajacych
z ruchu sztywnego uzyskuje si¢ lepsza stabilnoéé numeryczng rozwigzan. W pracach
tej grupy material powloki traktowano jako limiowo-sprezysty [7], hipersprezysty [8]
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bad?Z tez spreZysto-plastyczny [6, 7, 59], choé w tym ostatnim przypadku konkretne roz-
wigzania nie dotyczyly bezpoérednio powlok pneumatycznych.

Procz trzech wymienionych grup warto tu tez wspomnie¢ o programie NONSAP [10]
przeznaczonym do dynamicznej i statycznej analizy réznych konstrukeji w zakresie geo-
metrycznie i fizycznie nieliniowym, w tym takze plaskich membran.

Poréownanie dyskutowanych tu grup przeprowadzono na przykladzie kilku prac re-
prezentujacych aktualnie najbardziej zaawansowany stan wiedzy w dziedzinie teorii
obliczania wiotkich powlok metods elementéw skoriczonych. Analiza tablicy 2, w ktérej
zestawijono dane pordwnawcze ukazuje réwnoczesnie perspektywe dalszych prac ba-
dawczych co zaznaczono znakiem 0 na przykladzie pracy [8]. '

. 3.9, Przyklady rozwlazan. Dla zilustrowania aktualnych mozliwoéci rozwiazywania proble-
méw praktycznych metods elementdw skoficzonych podano nizej kilka reprezentatywnych
przykladow zaczerpnigtych z literatury. Aby fatwiej moZna bylo porédwnaé skale poszcze-
gbélnych zadan korzystano tylko z dwoch zrddet [128, 80]. W pierwszej z tych prac obli-

- czenia wykonywano na EMC CDC 6600; czas obliczei podawany jest w sekundach

al b)

promieﬁ R =10cm
grubodé poczatkowa %h=0.01cm
state materiatowe Mooney'a C,=80kG/m?

Co=20kG/em?
dyskretyzacja 4QUACY, 1TRIMC B
liczba stopni swobody 61
czas obliczeh 78 sek CPU -CDC 6600

Rys. 4. Membrana kolowa obciazona réwnomiernym parciem gazu [128]: a) dane, b) dyskretyzacja,
¢) forma odksztalcona
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CPU. W czterech ostatnich przykladach wykorzystano prawo Hooke’a, za§ w dwdch
pierwszych zwigzek fizyczny (por. [42])

W= C(,—3)+C(I2-3)
opisujacy cialo hipersprezyste Moone’a-Rivlina. Gesto$¢ energii odksztalcenia wyraza

a)

b)

by
dtugosé boku a=20cm
grubodé poczgtkowa . Oh=0,1cm
stale materialowe Mooney'a 350 kG/cm? C,=0
dyskretyzacja 1BQUACY , 2 TRIMC 6
liczha stopni swobody 176
czas obliczeh

184 sek CPU CDC 6600

Rys. 5. Membrana kwadratowa obciazona parciem gazu [128]: a) dane, b) dyskretyzacja, ¢) forma odksztal-
cona, d) gruboéé wzgledna h/°h po odksztalceniu

a) b)
dtugoéé boku a=10cm
grubgé 0h=0,01cm
modul Younga E=300kG/Lm?
wsp. Poissona v=02
dyskretyzacija 18 TRIMC 6

liczba stopni swobody 129
czas obliczer 45 sek

c) i

Rys. 6. Membrana szefciokatna obciazona cigzarem wlasnym [128]: a) dane, b) dyskretyzacja, c) forma
. po obcigzeniu
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sig tu poprzez niezmienniki stanu odksztalcenia 7;, I, i zalezy réwniez od stalych ma-

teriatowych C, oraz C,. . -
Rozwigzane zostaly nastgpujace zadania szczegélowe:

— membrana kotowa obciazona réwnomiernym parciem gazu ([128] — rys. 4);

— membrana kwadratowa obcigZona parciem gazu ([128] —rys. 5);

— membrana szesciokatna obcigzona cigzarem wilasnym ([128] — rys. 6);

— membrana pieciokatna obcigzona parciem hydrostatycznym ([128] — rys. 7);

— kulista powloka pneumatyczna obciazona parciem wiatru ([80, 811 —rys. 8);

— powloka pneumatyczna obcigzona $niegiem ([80] — rys. 9).

A<
o I L R e
! 9 S R R N
5° «2
fe—o20' ft 27’ 27 - 20"——»] >
« al A3
; 0psi
I
| |
0,2psi 45°
b) -

La-g'—»r_-——g'——f—— 9’ —fe——— 20— Xa

Rys. 9. Powloka pneumatyczna obciazona $niegiem [80]: a) obciazenie, b) dyskretyzacja, c) forma powloki
, odksztalconej
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4. Uwagi koncowe

W pracy zebrano i krétko scharakteryzowano literaturg dotyczaca powlok pneuma-
tycznych, ktéra ukazala si¢ w ostatnim dziesigcioleciu. Wyodrebniono w niej gldwne
nurty (szkoly) zwiazane z kilkoma wiodgcymi o§rodkami i szkicowo przedstawiono metody
obliczeniowe stosowane w teorii wiotkich powlok, ze szczegélnym uwzglednieniem metody
elementéw skonczonych.

Tablica 2. Zestawienle poréwnawcze reprezentatywnych prac poswigconych analizie wiotkich powlok metods
elementéw skoniczonych

Grupa ’ ODEN LEONARD - Li ARGYRIS
Praca 118 128 aa 81 77 8 | 59
- Eulera £ + +
Opis Lagrange'a Tt + + + |+ | +
uaktqalr)iong Lagrange’a UL -+ + 0 +
Metoda - iteracyjna + + | 4 + + +
torviazama przyrostona + @y 4 + | + +
linlowa sprezysty + + + + +
Materiat hipersprezysty + + + | +
(rownania :
spreiysto - plostyezn + 0
konstytutyw- orézy ,p yerny +) +
ne) lepkaspreiysty + 0
‘ lepkaptastyczny 0 +
{zotropia + + + + + + +
anizolropia + +
efekty termicine + 0
nejprostszy trajkain + + + +
Elementy Jpraitiey fyratng
Wyzszeqo rredu + + + +
+ + + + + +
Strefa 6,20 G, >0 =+
G 70. 6,x0 (fatay) 0
prosta: membrana + + + + +
Struktura -
‘ Xozona : membrana +kable + )
kane
Nieznana ontoka + + | ) + + |+ +
farma poczatkawa + (E) 0
statyka . + + | + + + + +
statecznosc ' 0
dynamika + 0
analiza + |+ |+ |+ |+
aptymalizacia 0
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Analiza przeprowadzona w niniejszej pracy pozwala na sformulowanie nastepujacych .
ogolnych wnioskdéw.

— Podstawowy zarys teorii wiotkich membran Jest opracowany w przypadku materialéw
hipersprezystych (por. [42, 115]). Dalszego rozwoju tej teorii mozna i oczekiwaé przede
‘wszystkim przy zastosowaniu nowych materiatow (nowe prawa konstytutywne).

— W éwietle tej teorii poprawnie sformulowane zagadnienia dla powlok pneumatycz-
nych sa z reguly nieliniowe (geometrycznie) nawet w przypadku liniowych zwigzkow
fizycznych.

— Efektywne rozwigzania dla powlok pneumatycznych mozna aktualnie uzyskaé jedynie
poprzez odpowiednia dyskretyzacjg problemu i stosowanie metod numerycznych
W zagadnieniach obrotowo-symetrycznych moga to by¢ rézne metody bezposéredniego
calkowania, natomiast w ogélnym przypadku zdecydowanie najbardziej skuteczna
okazala si¢ metoda elementéw skoficzonych, ktéra obecnie stanowi jedyne efektywne
narzgdzie rozwiazywania praktycznie dowolnych probleméw teorii wiotkich powlok,
chociaz jej potencjalne mozliwosci ciagle jeszcze nie zostaly w pelni wykorzystane
(por. tablica 2). -

— Pomimo opracowania podstaw teoretycznych oraz pojawienia si¢ skutecznej metody
analizy problematyka wiotkich powlok ciagle jeszcze stanowi pole badan naukowych.
Swiadcza o tym chodby liczne prace naukowe jakie si¢ ostatnio ukazuja. Wsréd nich
w samych tylko latach siedemdziesiatych znalezé mozna siedem rozpraw doktorskich
(19, 34, 79, 124, 128, 145, 161]. Trzeba jednak nadmienié, ze w $wietle bezspornych
sukcesow metody elementéw skonczonych w rozwigzywaniu réznych problemow
dotyczacych powlok pneumatycznych o dowolnym ksztalcie wiele z tych prac stracito
racje bytu i w ogéle nie powinno si¢ ukazac.

Perspektywy dalszych prac nad problematyka wiotkich po_wlok to przede wszystkim

— uwzglednienie nowych praw konstytutywnych w szczegdlnosci dla materialéw o wlas-
nosciach reologicznych oraz wplywdw termicznych;

— opracowanie Scistej teorii strefy faldow (o, > 0, o, = 0);

— dalszy postep w dziedzinie teoretycznego sformulowania problemow statecznosci
i dynamiki;

— rozwigzywanie zagadnien specjalnych, np. kontaktowych (wigzy jednostronne);

— obliczanie zlozonych struktur powiokowo-lihowych;

~— optymalizacja konstrukcji pneumatycznych;
— dalszy rozwoj metod obliczeniowych, w tym gléwnie: :
= metody elementéw skoniczonych (por. tablica 2) tak, aby mozna byto przy _]e_] po-
mocy efektywnie rozwigzywaé wszystkie problemy wymienione wyZzej;

= podjecie szerszej préby wykorzystania na réwni z metoda elementéw takze metody
réznic skoriczonych, zwlaszcza w jej wersji opracowanej dla nieregularnych siatek
weztéw; pierwsze prace w tym kierunku [56, 82] sa nader zachgcajace;

= pelniejsze opracowanie zagadnienia poszukiwania pierwotnej formy powloki (por.
[1, 80]);

~ prowadzenie roznorodnych prac doswiadczalnych;

Realizacja takiego programu prac jest w pelni realna, a jego wykonanie umozhwﬂoby

\
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efektywne rozwigzywanie rozmaitych skomplikowanych probleméw inzynierskich, ktére
ze swej strony zapewne stawia¢ bgda przed teoria i metodami obliczeniowymi coraz to
nowe zadania.
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Pesome

ITHEBMATHNYECKHNE OBOJIOYKHK

B nacrosuweii paBore cHesaH KpuTHdeckuii 0030p paboT O PasiMUHBIM BOIPOCAM [THEBMATHYECKHUX
ofosioueK (TeOopHs, METOOLI PEIIeHHH, PellleHusa) HANleUaTaHbiX 32 MOCNEAHUX NecsHTh JeT. Crenuansroe
BHuMaHHe OOpalleHo K (hOpMYIHPOBKE TEOPUH MALKMX 00O0NOUYEK C TOWUKKM 3PEHMA METOJA KOHEWHBIX
anementoB. Mayaraercad ofUIas XapaKTEPHCTHKA IPoGNembl. YKA3aHO TAakMe B KAKOM HAITPaBIICHHH
Pa3BUBAIOTCH BOIPOCHI MEXAHHKK TTHEBMOOGONOUEK W UMCNEHHbIE METOMBI MX pemenus. Kpome sroro
MOKA3aHbY MPUMEPL] KOHKPETHRIX PellfeHHH THIMUHBIX 3a1ad.

Summary

PNEUMATIC STRUCTURES
A critical review of numerous papers published in the last ten years on various aspeets of the theory
of pneumatics structures (mechanics, calculation methods, solutions) is presented. Special attention has
been paid to the Finite Element formulation of the theory of membrane shells. A brief, general character-
istics of the problem is given and current directions of the development of the theory and solution methods
are discussed, Moreover some examples of numerical solutions representative for the contemporary state
of art are presented. )
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NIELINIOWA, STATYCZNA I DYNAMICZNA ANALIZA POWEOK METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH”

MicHAL K LEIBER (WARSZAWA)
1. Uwagi wstepne

W wyniku znacznego w ostatnim dziesigcioleciu rozwoju metody elementéw skon-
czonych stalo si¢ obecnie mozliwe uzyskiwanie zadawalajacych projektanta (tj. dosta-
tecznie dokladnych) rozwigzan nawet dla trudnych zagadnien brzegowych w zakresie
liniowej statyki powlok. Postgpujace udoskonalenia odpowiednich programéw oblicze-
niowych uczynily z rozwiazywania prawie wszystkich zagadnien dotyczacych liniowej
teorii powlok standardowa czynnoéé¢, stosunkows prosta do bezpofredniego i natych-
miastowego wykonania. Pomimo, iz dla pewnej klasy zagadnien (jak np. obcigzenia
skupione, koncentracja napreZef, nieciagle warunki brzegowe) problemy wyboru typu
elementu czy teZz sposobu dyskretyzacji konstrukcji wymagaja dalszych studidéw i ulepszen,
mozna w zasadzie stwierdzié, Ze istniejqce procedury numeryczne pozwalaja na obli-
czanie w ekonomicznie uzasadmony sposob liniowo-sprezystych powlok z dostateczng
dla celéw praktycznych dokiadnoscia.

W dziedzinie obliczed konstrukcji powlokowych -pracujacych (lub przewidzianych
do pracy np. w warunkach awaryjnych) w zakresie geometrycznie i materiatowo nieli-
niowym sytuacja jest daleko bardziej skomplikowana.?’ Niezwykla zawito$¢ analityczna
(czy nawet, nickiedy, pojeciowa) zagadnien taki¢h jak: redystrybucje naprezed wynikajace
z lokalnych uplastycznien materiatu, lokalne odcigZenia w obszarach uprzednio uplastycz-
nionych, rézne rodzaje utraty statecznolci czy wzajemny wplyw na siebie (sprzg¢Zenie)
obu przyczyn nieliniowoéci (nieliniowej charakterystyki materiatu i duzych przemiesz-
czen) byly powodem, Ze dotychczas podgjmowano tylko niewiele préb peinego, nielinio-
wego opisu zachowania si¢ powlok. W szczegdlnoéci rozwiazanie zagadnied utraty sta-
tecznosci nie jest, i nie moze byé, proste i natychmiastowe. Podejscie do badania statecz-
nosci konstrukgji rézni sie bowiem od przypadku do przypadku i nie jest mozliwe zbudo-
wanie jednego programu zdolnego do przeanalizowania wszystkich probleméw zwiazanych
z poszukiwaniem osobliwoséci w rozwigzaniach dla powlok o dowolnym ksztalcie. Jesli
chodzi o problematyke plastycznodci to najwigksze kiopoty sprawia tu wyboér odpowied-
nich elementéw skoriczonych zdolnych do zadawalajacego opisu rozprzestrzeniania sig
stref uplastycznionych zaréwno wzdhuz powierzchni jak i po grubosci powloki.

D Uwagi w oparciu o do§wiadczenia uzyskane przy opracowywaniu programé6w SHELAX, SHELIN,
SHENON, LARSTRAN, DYNAX.
D Szerokie oméwienie réznych sytuacji praktycznych, wymaga_mcych obliczenia konstrukeji powlo-
kowych w oparciu o teorie nieliniowe przedstawiono w [1].
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Aby wiec podjaé trud dokladnej, nieliniowej analizy powloki potrzeba uprzednio
dobrze zrozumieé i przewidzieé rozne skomplikowane zjawiska zachodzace w konstrukcjach
powlokowych i stosownie do tego zdecydowac si¢ na taka lub inng technik¢ numeryczna,
Nawet dysponujac gotowym programem nieliniowej analizy powlok uzytkownik bedzie

~musial podejmowaé decyzje dotyczace uwzgledniania jednych i pomijania innych efektow
nieliniowych w toku konkretnych obliczenn numerycznych. Uwzglednienie wszystkich
przyczyn ewentualnego nieliniowego zachowania si¢ powloki powodowaé bgdzie bowiem
prawie zawsze olbrzymie komplikacje numeryczne (konieczno$¢ szerokiego korzystania
z pamieci zewnetrznych maszyny cyfrowej, klopoty ze zbieznoscia procedur iteracyjnych,
ewentualna koniecznoéé pracy z wykorzystaniem podwdjnej precyzji, wielokrotne zwigk-
szenie si¢ kosztu obliczen).

Z rozwazan powyzszych wynika pierwsza ogdlna konkluzja (nastgpne podamy w dal-
szym toku pracy):

Stosujgc metody numeryczne w nieliniowych zagadnieniach powlok szczegdlng
uwage przypisaé nalezy gruntownemu zrozumieniu fizycznych podstaw odnosnej
problematyki. Znaczace wyniki i -ich odpowiednig interpretacje uzyska¢ mozna
wylacznie w oparciu o taka wiedzg.

W szczegblno$ci godne polecenia wydaje sig przestudiowanie przed przystapieniem
do konkretnych obliczen istniejacych rozwigzan analitycznych i numerycznych dotycza-
cych utraty statecznosci i zachowania pokrytycznego réinych prostych konstrukeji spre-
zystych i niesprezystych takich jak kolumny, uklady pretédw, prostsze przypadki plyt.

2. Podstawy nieliniowej analizy powlok

Elementy skonczone stosowane dotychczas do analizy pow}ok podzieli¢ mozna na

pie¢ zasadniczych grup:

a) elementy plaskie, otrzymywane na drodze prostej superpozycji elementéw tarczowych
i plytowych, : .

b) elementy zakrzywione, otrzymywane na bazie réznych teorii powlok (najczgéciej na
bazie teorii cienkich powlok mato wyniostych),

¢) tréjwymiarowe elementy ‘izoparametryczne, dla ktérych wprowadzono w dyskretyzo-
wanej postaci pewne zalozenia teorii powtok,

d) ,,nieformalne” elementy oparte na tzw. metodzie ,,physical lumping”’,

e) elementy do analizy zagadnien specjalnych, wéréd ktérych najwigksza grupe stanowia
elementy do analizy zagadnieA o osiowosymetrycznej geometrii z osiowo- lub nie-
osiowosymetrycznym obcigzeniem.

Zadna z wymienionych wyzej grup elementéw (a) - (d) nie zostala w praktyce uznana
za zdecydowanie lepsza od pozostalych. Elementy ,,dokladniejsze” daja lepsze wyniKi

kosztem duZego nakiadu pracy przy opracowywaniu danych wejsciowych, skompliko-
wania algorytméw numerycznych oraz trudnodci z interpretacja wynikéw. Stosowanie
elementéw prostszych (np. plaskich) usuwa wprawdzie wickszosé z tych trudnosci, powo-
duje jednakze rézne komplikacje szczegdlnie przy opisie powtok silnie zakrzywionych
oraz w zagadnieniach wrazliwych na imperfekcje geometrii. W ogdlnosci stwierdzi¢ nalezy,
ze:
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W obecnej fazie rozwoju metody elementéw skoiczonych wydaje sie¢ celowe bu-
dowanie programéw w oparciu o wszystkie wymienione wyzej rodzaje elementéw.
Ostateczna decyzja co do ich uzycia w konkretnym zagadnieniu SpocZywaé powinna
W reku uzytkowmka i zapada¢ w oparciu o zwigkszajaca sie stale liczbe testow
i poréownan publikowanych w literaturze Swiatowej.

Rozne rodzaje elementow wykorzystanych w programach opracowanych w IPPT
oméwimy w rozdz. 4, probujac scharakteryzowaé szerzej ich wady i zalety. Przedtem
jednak przedstawimy pewne podstawowe aspekty nicliniowego opisu powlok obowia-
zujgce niezaleznie od rodzaju zastosowanego elementu.

Formutujac problemy z zakresu nieliniowej mechaniki powlok stosujemy zazwyczaj
przyrostowy opis zagadnien, brzegowo-poczatkowych. Dla materiatéw sprezystych ana-
lizowanych w zakresie geometrycznie nielintowym opis taki jest jedynie jednym z moz-~
liwych podej§¢ do rozwiazywania zagadnien brzegowo-poczatkowych podczas gdy dla
materialéw charakteryzowanych przyrostowym rdéwnaniem konstytutywnym jest on
koniecznoscia. :

Celem naszym bedzie okreélenie potozenia analizowanego ciala 2 i 1stnlejqcego w tym
ciele stanu naprezenia w kolejnych, dyskretnych chwilach czasu ¢y, to+4¢, #4+24¢, ...
gdzie A jest przyrostem czasu za$ #, poczatkowsa chwila analizy. Zaktadaé bedziemy,
Ze znamy pewne rozwigzanie dla wszystkich krokéw po czasie z przedziatu [¢,, ¢] (wlacznie
z chwila, £, ktéra nazywaé bedziemy chwila aktualng), poszukiwaé zas b@diiemy rozwig-
zania w chwili z+4¢. Sformulowany w ten sposéb problem jest problemem typowym
(powtarzalnym) i zastosowany do kolejnych 'chwil czasu umdzliwia znalezienie calej
drogi polozen réownowagi ciala.

Istotna role przy ocenie efektywno$ci numerycznej, geometrycznie nieliniowej analizie
powlok odgrywaja uktady wspoirzednych, w ktérych wyrazane sg poszczegélne réownania
teorii. W zagadnieniach geometrycznie liniowych bezdyskusyjny jest wybdr nieruchomego
-uktadu odniesienia. Wykorzystywane w standardowych algorytmach metody elementdw
skoniczonych lokalne (dla kazdego elementu), ale state w czasie uklady wspodirzgdnych
shuiza jedynie wygbdzie algebraicznych przeksztatced na poziomie elementu i nie 53 wa-
runkowane kinematyka procesu deformacji. Odmienna sytuacje napotykamy w zagad-
nieniach geometrycznie nieliniowych, w ktdérych duze przemieszczenia w naturalny sposéb
podsuwaja jeden z dwu. nastepujacych lokalnych (dla kazdego elementu) opisow:

a) opis w stalym ukliadzie poczatkowym,

b) opis w ukladzie konwekcyjnym (lub w ukladzie bedacym jego modyfikacja, np. w ukta-
dzie wspolobrotowym).

Aby to blizej wyjasnié rozpatrzmy duze przemieszczenia plaskiego eleméntu powlo-
kowego pokazane na rys. la. Stwierdzamy, ze aby w pelni zachowaé korzysci plynace
z dwuwymiarowoséci opisu tych elementdw mozemy:

a) sprowadzi¢ wszystkie rozwazania do konfiguracji plerwotne_] °C (statego w czasie
ukiadu wspélrzednych poczqtkowych) w ktérej elementy za_chowu_]q swoj pierwotny
ksztalt,

b) wprowadzi¢ konwekcyjny uk{ad wspélrzednych; ze wzgleddw rachunkowych wygodnie
jest. ograniczy¢ si¢ do ukladéw zachowujacych swa ortogonalnosé i prostoliniowoss,
a wigc to tzw. ukladéw wspdtobrotowych. ‘
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Podejécie (a) nazywaé bedziemy stacjonarnym opisem Lagrange’a za$ podejscie (b)

uaktualnionym opisem Lagrange’a. '

Rozwazania powyzsze sa przekonywujace w przypadku przedstawionego na rys. la
najprostszego, plaskiego elementu powlokowego. Jednakze, jak si¢ okazuje, réwniez
dla elementéw zakrzywionych wygodnie jest mie¢ ortogonalny uklad K wspoirzednych

a)

Rys. 1

prostoliniowych zwigzany z elementem w sposéb pokazany na rys. 1b, przy czym nalezy
oczywiscie odpowiednio zdefiniowaé, co rozumie si¢ pod stowem ,,wspélobrotowy”,
Obroty réznych czastek elementu sa bowiem rdZne i nalezy wybraé pewien usredniony,
»,globalny’” obf6t elementu, definiowany najwygodniej przez ruch weztéw.

Omawiany uktad wspétrzednych lokalnych jest oczywiscie tylko jednym z kilku ukfa-
dow wspotrzednych, ktére wprowadzi¢ nalezy analizujac konstrukcje powlokowe. W szcze-
goélnosci zawsze wprowadzié musimy: ' :

a) staly w czasie globalny ukiad wspélrzedunych traktowany jako uklad odniesienia przy
definiowaniu danych wejsciowych,

b) wspdlny dla wszystkich elementéw uklad wspéirzednych umozliwiajacy ,,ztoZenie”
konstrukcji w calogé. ' ’

Przyklady definiowania wszystkich wymienionych wyzej ukladéw wspolrzednych
podamy w rozdz. 4. Na podstawie powyzszych uwag stwierdzamy, Ze: .

Przystepujac do opracowywania programu ni€liniowej analizy powlok nalezy

zawsze dokonaé $wiadomego wyboru konfiguracji oduiesienia i odpowiednich

uktadéw wspdlrzednych kierujac si¢ przy tym:

a) wygoda (kosztem) obliczen,

b) fizycznym charakterem réwnan (np. postulatem przestrzennej addytywnoédci
miar odksztalcen sprezystych i plastycznych).

We wszystkich omawianych programach za podstawg przyjeto klasyczna teorig powlok
Love’a-Kirchhoffa oraz klasyczne sformutowanie teorii sprezysto-plastycznoéci Prandtla-
Reussa z izotropowym wzmocnieniem. Do opisu kinematyki procesu deformacji stosowa-
no uaktualniany opis Lagrange’a wykorzystujac wspélobrotowy, lokalny uktad wspot-
rzgdnych kartezjariskich. Konsekwencja tego podejécia bylo postulowanie réwnania
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konstytutywnega w postaci zwigzku migdzy II-im tensorem przyrostu napreZenia Pioli-

Kirchhoffa odniesionym do aktualnej konfiguracji ciala a przyrostem odksztalcenia

Greena zdefiniowanym na tej konfiguracji.?> Takie definicje podstawowych niewiadomych

wymagaly przeprowadzania odpowiedniego procesu akumulacji poszczegélnych wielkoSci

przyrostowych oraz transformacji wielkosci globalnych przy koncu kazdego kroku,

por. [2], [3]. T
Okreslenie macierzy konstytutywnej 1aczacej przyrosty uogélnionych naprezen (tj. sit

wewnetrznych) z przyrostami uogdlnionych odksztalcen (tj. odksztalcern i krzywizn po-

wierzchni $rodkowej powloki) wymagalo, odmiennie niZ to jest w przypadku sprezystym,
stosowania metod catkowania numerycznego. Spowodowdne to jest skomplikowanym,
nieliniowym charakterem rozkladu naprezen po grubosci powloki i zalezno$cia macierzy
konstytutywnej materialu od aktualnego stanu napreZenia. Poniewaz w przekrojach,

w ktdérych dominujacym typem deformacji jest zginanie szt\ywnos’é materialu konstrukgji

w zakresie sprgzysto-plastycznym zmienia si¢ po grubosci bardzo znacznie, powodowato

to konieczno$é uwzgledniania w trakcie procesu catkowania numerycznego.duZej liczby

punktéw catkowania (10, 12 i wigcej punktdéw). W opracowywanych programach przyjeto
prosty sposob catkowania numerycznego po gruboéci powloki majacy fizyczng interpre-
tacje w postaci analizy powloki podzielonej na warstwy.

Aby zapewni¢ zbiezno$é ciagdw rozwiagzan przyblizonych otrzymywanych w oparciu
o metodg elementédw skornczonych do rozwiazania dokladnego funkcje aproksymujace
stan przemieszczenia spetnia¢ musza trzy zasadnicze warunki: - :

1. dostateczna gladkos$é poprzez brzegi migdzyelementowe,

2. mozliwo$§¢ modelowania jednorodnych stanéw odksztalcenia,

3. wytwarzanie zerowych odksztalcen przy sztywnych ruchach elementéw.

Warunki te sa identyczne jak w analizie liniowej. Uwagi dotyczace ich spelnienia
przez rézne elementy -zamieécimy w trakcie omawiania poszczegdlnych, zrealizowanych
programow. t

Nastepng uwage poéwigcimy istotnej sprawie ,,skladania’® ptaskich elementéw powlo-
kowych ze soba w celu utworzenia podstawowego ukladu réwnaid konstrukcji. Jako
wspolny uklad wspoirzednych stuzacy temu celowi przyjmuje si¢ zazwyczaj:

a) globalny ukiad wspélrzednych kartezjanskich,

b) uktad wspéirzegdnych krzywoliniowych na powierzchni §rodkowej powloki, przy czym
przewaznie uklad ten definiowany jest poprzez plaszczyzny styczne do powloki przyj-
mowane jako pewne u$rednione plaszczyzny sasiadujacych ze soba elementdw.

Jak podkreslalismy poprzednio, poszczegélnym weztom konstrukcji powlokowej
przypisuje si¢ zazwyczaj pie¢ stopni swobody, w taki sposéb, ze wezly te nie maja sztyw-
noéci wzgledem obrotu wokét normalnej do powtoki. Aby ,,ztozyé” plaskie elementy
powlokowe ze soba w globalnym, kartezjanskim ukladzie wspéirzednych, ktérego orien-
tacja przestrzenna moze by¢ znacznie rézna od orientacji uktadéw lokalnych w elementach,
czgsto konieczne jest wzigcie pod uwage wszystkich szedciu stopni swobody wezla. Spo-
wodowane jest to koniecznoscia posiadania nieosobliwej transformacji od ukladu lokalnego

- » Definicje tych wielkosci, a rakze uzasadnienie koniecznosci ich uzycia przy vaktualnionym opisie
Lagrange’a podano w pracy [2].
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do ukladu globalnego w przypadku koplanarnodci elementéw sasiadujacych z danym
wezlem. W praktyce dokonuje sie tej ransformacji przypisujac rozpatrywanemu wezlowi
pewng fikcyjna sztywnos$¢ wzgledem obrotu wokoét normalnej, stwierdzono bowiem na
drodze numerycznych do$wiadczen zadawalajacg zgodno$¢ wynikéw otrzymywanych
nawet dla znacznie rézniacych sie od siebie wartoéci tej fikcyjnej sztywnosci.

Znacznie proéciej przedstawia sie¢ sytuacja w przypadku korzystania w celu utworzenia
globalnej macierzy sztywnosci z ukiadu wspdirzednych powierzchniowych. Przyjmujac
za plaszczyzne styczng do powloki pewng plaszczyzng powstala z usrednienia p%aszczyzn
elementow sgsiadujacych z danym wezlem dokonaé mozaa transformacji miedzy poszcze-
gblnymi grupami pigciu stopni swobody wyrazonych w uktadach lokalnych a piecioma
stopniami swobody wyrazonymi we wspdlnym ukladzie powierzchniowym, wplyw bowiem
szGstego stopnia swobody na te transformacje uzna¢ mozna za pomijalnie maly. Prowadzi
to do znacznych oszczednosci czasu obliczen® ma jednak wade w postaci trudnosei przy

~analizowaniu powlok o gwaltownych zmianach ksztaltu (np. analiza zebra traktowanego

jako zwykly element powlokowy). Dalszymi zaletami takiego podejicia sa:

— otrzymywanie skladowych stanu pomieszczenia i obrotu w ukladzie wspdirzednych
$cisle zwigzanym z powtloka,

— brak jakichkolwiek klopotéw w przypadku koplanarnosci wszystkich elementéw
sgsiadujacych z danym wezlem.

Jak wiadomo, bardzo szeroka klasg nieliniowych zagadmen mechaniki- continuum,
w tym rowniez zagadnienia nieliniowej mechaniki powltok, opisaé¢ mozna w ramach prze-
mieszczeniowego modelu metody elementow skodczonych ukiadém réwnan algebraicz-
nych postaci

1) Kar,+Cr+M¥, = R~ J,_4,
gdzie _
(2) ’ K = Kknnst.+ Kpncz.przem.+Kpocz.nnpr.+Knlckons.obc.’

przy czym wprowadzono te ozpaczenia:
K — globalna macierz sztywnosci konstrukcji,

Kkonst — macierz sztywnosci konstytutywnej,

. ¢ .
Kpoez-przem- ___ macierz poczatkowych przemieszczen,
Kpeeznapr _ macierz poczatkowych naprezen,

Kriekens.obe. __ macierz obcigzerd niekonserwatywnych,

C — macierz tlumienia,
M — macierz mas,
R, — wektor obcigzenia zewngtrznego weztdéw (w chwili #),
r, — wektor uogdlnionych przemfeszczeﬁ weztéw (w chwili 7).,
Jeae — wektor ,,wewnetrznych’ sit weztowych odpowiadajqcy poprzedniemu
krokowi analizy. '

# Uwazglednienie 6-go stopnia swobody powoduje wzrost czasu rozwigzywania podstawowego ukladu

6 3 .
rownan okolo (?) = 1.728 razy.
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Roéwnanie (1), zaleznie od geometrii i materialu konstrukcji, rodzaju obciazenia, zasto-
sowanego opisu (stacjonarny lub uaktualniony) oraz wybranego ukladu wspéirzednych,
doprowadzi¢ mozna do jawnej postaci, dla ktérej wybra¢ nalezy odpowiednia metodg
rozwigzywania.

3. Uwagi na temat algorytmoéw rozwigzywania nicliniowych zagadnien powlokowych

Metody rozwigzywania statycznych i dynamicznych zagadniefl powlokowych nie rézdia
si¢ zasadniczo od metod rozwigzywania odpowiednich probleméw mechaniki continuum.
Ponizej dokonamy krotkiego przegladu tych metod zas do klasyfikacji tej nawigzemy
w rozdz. 4 wskazujgc na podejscia zastosowane w zrealizowanych programach.

(A) Zagadnienia statyczne
Pomijajac cziony dynamiczne zapiszmy réwnanie (1) w postaci

3) - (K, +K,)dr = AR —J*

gdzie K, jest czg$cia macierzy sztywnosdci K stala w trakcie procesu deformacji, K, =
= K—-K,, 4R jest przyrostem obcigZenia zewng¢trznego na danym kroku za§ J* odpo-
wiednio zmodyfikowanym wektorem wypadkowych sit wezlowych wyrazajacych fakt
niezréwnowazenia weztow. Niezrownowazenie to jest wynikiem blgddéw przyblizen nu-
merycznych powstalych na poprzednich krokach analizy. Macierz X, jest funkcja aktual-
nego stanu powtoki co symbolicznie zapiszemy jako K, = K,(o, r, ...).

Istnieja dwie podstawowe metody rozwigzywania zagadnienia przyrostowego opi-
sanego réwnaniem (3), ktore scharakteryzujemy krotko poniZej. ‘

(A1) Metoda zmiennej sztywnosel. Metoda ta polega na rozwigzywaniu réwnania (3)
dla kolejnych przyrostéw obcigzenia uwzgledniajgc zmiany macierzy sztywnosci odpo-
wiadajace rozprzestrzenianiu sig stref plastycznych w analizowanej powloce. Po wykonaniu
obliczen danego kroku nalezy akumulowaé otrzymane wielkosci przyrostowe i na podsta-
wie obliczonych wielkodci globalnych charakteryzujacych proces (naprezenie, odksztal-
cenie plastyczne, parametry wzmocnienia) okreslié nowa macierz sztywnosci powtoki.
Metoda powyzsza, ze wzgledu na swa prostote i latwos¢ interpretacji poszczegdlnych
operacji algebraicznych w ramach mechaniki, jest szeroko stosowana we wszystkich
Pf?}WiG programach dotyczacych dyskretyzowanych metod w nieliniowej analizie powlok.

Rozpatrzmy dowolny i-ty krok analizy prowadzonej w oparciu o rownanie (3), i =
=1,2,...,n. Wprowadzimy, dla dowolnej funkcji f° charakteryzujacej rozpatrywany
proces, symbol £ na oznaczenie wartosci funkcji f odpowiadajacej poczatkowi i-tego
kroku, za$§ symbol Af!'+1> ma oznaczenie wartoéci przyrostu funkcji f na tym kroku.
W meétodzie zmiennej sztywnosci stosujemy algorytm postgpowania dany réwnaniami

KPP EKP (e, )] ApEiHD = ARG,
Ap@i+sy [K$P 4 KP]-1 ARG+,
pU+D rO 4 ApCi+n), .

“ o) = gy fgUit1)
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K(2i+1) —_ K(z”’)(o'”“), )’

[Kgi-l.-l)_l_ K&“‘”(a”“), ‘_.)]Ar(i+1,i+2) — AR(i+1.i+2),
iy _ i+1

K = K¢+D,

Metoda zmiennej sztywnosci nie jest wolna od wad. Zaliczyé do nich nalezy przede
wszystkim:

1. konieczno$é wielokrotnego (na kazdym kolejnym kroku) rozwiazywania podstawowego
uvktadu réwnad z nowa, uaktualniong macierza sztywnosci,

2. mata efektywnos$¢ metody w zagadnieniach prowadzacych do niesymetrycznej macierzy
sztywno$ci (np. przy uwzglednieniu niestowarzyszonych praw plynigcia plastycznego
materialu powloki czy tez obciazen zewngtrznych typu sledzacego),

3. trudne do oszacowania bledy ,,odchodzenia” od rozwigzania dokladnego wraz ze

~ wzrostem liczby przyrostow, ’

4. trudnofci zwigzane ze zlym uwarunkowaniem globalnej macierzy sztywnosei w oto-
czeniu punktéw krytycznych. |

_ Istnieje wiele metod poprawiania dokladnosci rozwigzan uzyskiwanych metodg zmien-
n"ej sztywnosci. Jedna z nich, tzw. metodg sit korekcyjnych, opisaé mozna formalnie za-
leznosciami

[K(li)+ K(zi)(o.(i)’ ...)]Ar(i'i+1) = AR(:’.EH)_J*(D, JF — 0,
Apit) [K(lt)_,_K(zi)]—l[AR(i,Hl)_‘l*(l)]’
pUHD = p g Apl+ D),
(5) o.(l+1) — a.(i)_I_Ao.(i,Hl),
K(2i+1) — K(21+1)(o.([+1)’ ‘“)’
JEG+D — .[K(li+1)+ K’(2{+1)(o.(i+1), ...)]Ar(““)—AR(UH),
[K(1i+l)+Kgi+1)(o.(i+l), .")]Ar(i+1.i+2) — AR(I'.+1.I'.+2)___J*(1+1).

Stosowanie metody zmiennej sztywnosci uwzgledniajgcej sity korekcyjne wymaga
wykonania jedynie niewielkiej liczby dodatkowych operacji mnozenia, potrzebnych do
okre§lenia wektora danego wzorem (5)¢. Nie wymaga ono natomiast rozwiazywania
nowego ukliadu réwnarn ani tez stosowania jakichkolwiek procedur iteracyjnych.

(A2) Metoda poczatkowych obeciagzen. Metoda ta ma charakter iteracyjny; k-ta iteracjg na
i-tym kroku analizy przyrostowej opisa¢ mozna w sposéb nastepujgcy:-

JHGEy K(zi)(a(‘), _“)Ar(i,i+1:k—-1),

Kgi)dr(i‘“'l:k) — AR(I.(H)_,_J*(i;k),
(6) Apthit il KSI)_l[AR(I’HI)-I-J(":")],

JHGk+1) Kgi)(o.(l), ...)A'r(i'i"'"l:k),

|J*(1:k) _J*(i:k+1)] é n
gdzie 7 jest zadang dokiadnoscia procesu iteracyjnego. Proces powyzszy kontynuujemy
az do momentu, w ktérym dwa kolejno obliczone wektory wezlowych obciazefi poczat-

kowych J*(b | prik+1> r4yni¢ sie beda dostatecznie mato od siebie. Na kazdym kroku

analizy proces 1teracyjny rozpoczg¢ mozna zakiadgjgc Apthi+1:0) = Iub, co jest bardziej
efektywne, Ap(i+10 = Apd-1.0
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Zasadnicza zaletag metody obciazen poczatkowych jest koniecznoéé tylko jednokrot-
nego odwrécenia macierzy sztywnosci (ktéra jest stata w trakcie procesu deformaciji),
wada za$ natomiast czgsto napotykane klopoty ze zbieznoScia procedury iteracyjnej.
Nie istnieja bowiem w przypadku powlok Zadne sciste kryteria dotyczace tej zbieznosci®.

Bardzo istotna sprawa przy stosowaniu metody poczatkowych obcigzefi jest sposéb
kolejnego okreflania sit weztowych, bowiem w. praktyce nie korzysta si¢ tu bezposrednio
ze wzoru (6), wprowadzonego powyzej jedynie w celu uzyskania wigkszej zwartodci opisu
omawianego algorytmu obliczed. Dwie, zasadniczo réine od siebie, metody okreslenia
- dodatkowych sit wezlowych nosza w literaturze nazwy: metoda poczatkowych naprezen
i metoda poczatkowych odksztalcen. W praktyce okazuje sig, ze zbieznosé metody poczat-
kowych naprezZen jest znacznie slabsza od zbieznosci metody poczatkowych odksztatcen
i wlagnie ta druga metoda stosowana jest powszechnie w programach sprezysto-plastycznej
analizy powlok.

(B) Zagadnienie dynamiczne

Podstawowe algorytmy rozwiazywania uktadu réwnan.(l) oméwimy na przykladzie
prostszego przypadku dynamicznej analizy zagadnien liniowo-sprezystych opisanych
réwnaniem "

0 ‘ M#, + Ci, + Kr, = R,.

Procedura tworzenia globalnych macierzy mas i thumienia jest analogiczna do procedury
budowy globalnej macierzy sztywnosci w zagadnieniach statycznych®. Polega ona na
bezposrednim sumowaniu odpowiednich macierzy poszczegdlnych elementow. utworzo-
nych w lokalnych uktadach wspc’ﬂrz@dnych i przetransformowanych do ukladu globainego.

Podstawy konstrukcji elementowych macierzy tlumienia sg bardzo stabo zbadane
co wynika z ogdlnego braku informacji na temat mechanizméw pochianiania energii
w skomplikowanych ukladach konstrukcyjnych. Zamiast wigc préb bardzi€j ogdlnego
definiowania tej macierzy ustala si¢ zazwyczaj pewne parametry tlumienia dla poszcze-
golnych postaci drgan powloki w oparciu o do$wiadczenia uzyskane przy analizie po-
dobnych ukladéw. Ustalone w ten sposdb parametry tlumienia modalnego moga byé
bezpodrednio wykorzystane do analizy o ile stosujemy przy rozwigzywaniu tzw. metodg
superpozycji modalnej lub tez przetransponowane do postaci réwnowaznej macierzy
ttumienia C w przypadku bezposredniego catkowania réwnan ruchu..

Dla wszystkich elementéw powlokowych istnieje mozliwos¢ budowania tzw. kon-
systentnej macierzy mas w oparciu o te same zaloZenia aproksymujace, ktére przyjeto
przy konstrukcji macierzy sztywnosci. Konsystentna macierz mas okresla si¢ na podstawie
réownania, ktére symbolicznie napisa¢ mozna jako

(8) M = fgqdeSdV,'
14

"4 Kryteria takie istnieja tylko dla niektérych, najprostszych zagadnien z zakresu sprezysto-plastycz-
nosci, np. zagadnien ptaskiego stanu naprezenia w materiale ze wzmocnieniem izotropowym.

%) Pelng analogig wykazuje rowniez zagadnienie szdstego (obrét wokot normalnej do powtoki) stopnia
swobody w weZle.

6 Mech. Teoret. 1 Stos, 2/80
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gdzie . jest macierza mas rozpatrywanego elementu, g gestoscig masy materiatu za§ @
wektorem odpowiednich funkgcji ksztaltu. Na podstawie (8) stwierdzamy, ze dla funkcji
ksztaltu bedacej wiclomianem np. 3-go stopnia przy okre$laniu mas catkowaniu podlega
wielomian stopnia 6-go. W przypadku korzystania z procedur catkowania numerycznego
prowadzi¢ to moze do konieczno$ci uzycia znacznej liczby punktéw catkowania czynigc
z takiego postgpowania metode bardzo klopotliwa i kosztowna (w poréwnaniu z nu-
merycznym catkowaniem potrzebnym do okreslenia macierzy sztywnosci tego samego
elementu). '

Alternatywna procedura jest tworzenie uproszczongj, diagonalnej macierzy mas w opar-
cin o zalozenie istnienia skoncentrowanych mas w punktach wezlowych. Ze wzgledu na
ktopoty numeryczne przy okreslaniu macierzy konsystentnej oraz zupehnie zadowalajgce
wyniki otrzymywane przy korzystaniu z macierzy diagonalnej w wielu programach dy-
namicznej analizy powlok stosuje si¢ to drugie podejscie. Diagonalna macierz mas za-
pewnia bowiem duzq efektywnoé¢ catkowania wzgledem czasu réownania (7) nawet w przy-
padku znacznej liczby stopni swobody analizowanego zaktadu.

Ponizej scharakteryzujemy krotko dwa podstawowe podejscia stosowane do przy-
blizonego catkowania réwnan ruchu (7), za ktére uwaza si¢ grupe metod bezposredniego
catkowania oraz metode superpozycji modalnej. ‘

(B1) Metody bezpoéredniego calkowania. W metodach tych réwnanie (7) calkowane jest
wzgledem czasu metoda ,,krok po kroku”, za$§ okreslenie ,,bezpoérednie catkowanie”
oznacza, z¢ przed przystapieniem do calkowdnia réwnania tego nie podajemy Zadnej
transformacji. Metody bezposredniego catkowania oparte sa na dwu podstawowych
zatozeniach. Po pierwsze zakladamy, ze réwnanie (7) ma by¢ spelniane tylko w wybra-
nych chwilach czasu t,, t,+4¢, t,+24t, ..., t, nie zas w calym przedziale czasu [#,, 1,].
Po drugie, zakladaé bedziemy z géry pewna zmienno$é przemieszczen, predkosei i przy-
spieszenn w zapatrywanym, typowym przedziale czasu [¢, ¢+ A¢t]. PoniewaZ za§ réwnanie
(7) jest wektorowym réwnaniem rézniczkowym o statych wspotczynnikach, do wyra-
zenia pregdkosci i przyspieszen w funkcji przemieszczen zastosowaé mozna w zasadzie
dowolng aproksymacj¢ réznicowa pochodnych czasowych. Jak sie jednak okazuje, tylko
kilka wyrazefi prowadzi do dostatecznie efektywnych algorytméw.

W metodzie réznic centralnych przyjmujemy

. 1
9 F, = W[rt—dt~2rt+rl+dt],

. 1
(10) P = 24t [—resetreg 4 h
co w polaczeniu z (7) prowadzi do _
M C 2M | M C
I | CoR e (o 7

‘Wzor (11) przedstawia uklad réwnan liniowych, z ktérego znajac r,, r,_ 4 oraz R, wyliczyé
mozna r;, 4. Procedurg¢ powyzsza nazywamy metodg catkowania jawnego; zauwazmy,
ze procedura ta nie wymaga odwracania macierzy sztywnosci K co, szczegblnie gdy mamy
do czynienia z diagonalnymi macierzami mas i thumienia, jest jej olbrzymig zaletg. Dodajmy
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ponadto, ze poniewaz do obliczenia r; 4 potrzebna jest znajomos$¢ r, i #,_,, dla t = ¢,
zachodzl konieczno$¢ opracowania pewnej procedury ,,startowej”’, ktéra w celu okres-
lenia r, 4 4 nie korzystataby z wielkosci r, - 4. Inna, znacznie powazniejsza wada metody
réznic centralnych jest konieczno$é doboru ditugosei kroku po czasie A¢ w taki sposéb,
aby byla ona mniejsza od pewnego czasu krytycznego A¢,, zaleZnego od wlasnosci calego
uktadu. W przeciwnym bowiem wypadku otrzymywane rozwiazanie cechuje brak sta-
bilnosci. Zachodzi¢ -powinno ,

A<t
7

gdzie T, jest najmniejszym okresem drgan wiasnych uktadu. Warunek ten jest bardzo
silnym ograniczeniem diugosci kroku i, mimo iz w pewnych sytuacjach nie musi byé on
w pelni przestrzegany, stwarza powazne przeszkody w efektywnym wykorzystaniu oma-
wianego algorytmu.

Druga metode, ktéra przedstawimy w niniejszym opracowaniu, jest metoda catkowania
niejawnego typu Wilsona, zwana takze metoda parametru &. W metodzie tej zakladamy

(12) Frpp = h"‘w("wm:“":),
gdzie 7 € [0, ?4¢], ¥ = 1, co prowadzi do zaleznosci
' . 6 6 . .
(13) Fipgn = W(rt+3.lt'—yt)_mrt—2“t7
. 3 . ddr..
(14) Feyoa = M("rwm —F) =2 — Trr-

Podstawiajac (13) i (14) do réwnania ruchu wypisanego dla chwili t+ 34t otrzymujemy
réwnanie, z ktérego wyliczyé mozna #,, g4, & nastepnie otrzymac ¥y g, Feo ses Fraar- W algo-
rytmie tym nie zachodzi potrzeba opracowywania dodatkowej procedury ,,startowej”,
bowiem przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia w chwili 2+ 4¢ wyrazone sa w funkcji
wielkoscei zdefiniowanych jedynie dla chwili z. Metoda Wilsona wymaga triangularyzacji
macierzy sztywnosci dla kazdej dyskretnej chwili czasu. Metoda ta jest bezwarunkowo
stabilna dla & > 1,37; powszechnie przyjmuje si¢ & = 1,4.

(B2) Metoda superpozycjl modalnej. Metoda ta polega na przetransformowaniu rownanija
ruchu (7) do prostej, rozprzgzonej postaci®
(15) () +R%x(1) = P(),

otrzymanej za pomocq macierzy transformacji utworzonej z rozwigzah @,, D,, ..., D,
zagadnienia na wartoéci i wektory wlasne postaci

(16) K® = o*M®b,

przy czym 22 jest diagonalng macierza o wyrazach bedacych kwadratami kolejnych
wartosci wilasnych w?, w?, ..., w2. Uklad réwnan (15) przedstawi¢ moZna w postaci n
niezaleznych od siebie réwnan skalarnych postaci

an H(®)+oix,@t) =P(@t), i=1,2,..,n
% Dla prostoty pomingliémy wplyw tlumienia.

6*
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do rozwiazania ktorych wykorzystaé mozna jedna z wielu znanych metod calkowania
réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Aby uzyskaé rozwigzanie zagadnienia (7) metods
superpozycji modalnej nalezy wigc kolejno: '

1. rozwigzaé zagadnienie na wartoéci wiasne (16),

2. rozwigzaé n niezaleznych réwnaid typu (17),

3. dokonaé superpozycji otrzymanych rozwigzan wg. wzoru

(18) () = g@,x,(z‘).

Rozwiazania otrzymane za pomocg metody bezposredniego catkowania i metody super-
pozycji modalnej powinny byé identyczne z dokladnoscia do blgdéw powstatych w wy-
niku catkowania numerycznego oraz bleddéw zaokraglen zwiazanych ze skonczona dhu-
goscia stowa maszyny cyfrowej.

Efektywno$¢ metody superpozycji modalnej zalezy od liczby postaci drgan (réwnan
typu (17)), ktére musza byé uwzgledniane w konkretnym przypadku aby otrzymaé dosta-
tecznie doktadne rozwigzanie. '

W zagadnieniach nieliniowych korzysta si¢ z zasady z metod bezposredniego catko-
wania.

4. Krétki opis zrealizowanych programéw wraz z przykladami ich zastosowan

(A) Program SHELAX — statyczna analiza duzych deformacji cienkich osiowo-
symetrycznych powlok sprezysto-plastycznych, [3].

Program SHELAX umozliwia statyczna analize duzych ugieé¢ powlok osiowosymetrycz-
nych podpartych i obcigzonych osiowosymetrycznie. Analizowane powloki moga posiadaé
wzdhiz tworzacej nieciagla krzywizng oraz skokowo zmienna gruboéé. Aby stworzyé
szerokie mozliwoéci wykorzystania programu konieczny byt wybér takiego elementu
skonczonego, ktéry umozliwiatby
a) dogodno$¢ geometrycznej reprezentacji dowolnej powloki osiowosymetrycznej,

b) przyjecie funkcji aproksymujacych stan przemieszczenia w postaci wielomianéw od-
powiednio wysokich stopni.

Pierwsze z powyzszych wymagan spelniono przyjmujgc pier§cieniowy element o nie-
zerowej krzywiznie Gaussa (,,podwdjnie’ zakrzywiony) o tworzacej aproksymowanej
w lokalnym, kartezjanskim ukladzie wspolrzednych bezwymiarowych &—7z (parametry-
zujacym rozpatrywana potudnikowg plaszezyzng przekroju konstrukcji) wyraZeniem,
por. rys. 2

N = &1 =& (A +ALEH 4382+ 4,8,

(19)
0<égl, 0gy<gy.
Krzywa powyzsza, przechodzac z definicji przez punkty koficowe elementu, zapewnia
w tych punktach ponadto (poprzez odpowiedni dobdér parametréw 4,, A4,, A;, As)
ro6wnoéé katéw nachylenia stycznej i réwno$é krzywizn dla sasiadujacych ze sobg ele-
mentéw,



ANALIZA POWLOK 233

W nawiazaniu do rozdz. 2 podkres$lmy, ze wprowadzony powyzej ruchomy uklad
wspolrzednych £—7 zachowuje w trakcie procesu deformacji swa ortogonalno$¢ i prosto-
liniowo$¢ doznajac jedynie obrotu w plaszczyznie pokiadnikowej w sposéb okreslony

€)= oty s pBe otgfe o0, B v gt
U6 )= ougr ot B+ ooy Bty €% ot 6"

Rys. 2

przemieszczeniami wezléw. jest to wige przyktad wspolobrotowego uktadu wspétrzednych
wprowadzonego lokalnie dla kazdego elementu.
Funkcje aproksymujace stan przemieszczenia elementu wyrazono w lokalnym ukladzie
wspolrzednych £—7 jako '
(&) = oy + oz b+ o082+ a8+ as &,

Uz (€) = oo+ arE+agd®+ o+ oy &4

Zalozono, Ze funkcje te opisuja stan przemieszczenn w elemencie skoficzonym o dziesigciu
stopniach swobody i czterech weztach, z ktérych dwa wewnetrzne umieszczono w punk-
tach £ = 1/3, & = 2/3, rys. 2. Stopnie swobody odpowiadajace wezlom wewngtrznym
sa w programie ,,usuwane’’ (na poziomie elementu!) poprzez zastosowanie procesu sta-
tycznej kondensacji. Przyjete funkcji aproksymujace stan przemieszczenia zapewniaja
automatyczne spetnienie podstawowych, wymienionych w rozdz. 2, warunkéw, tj. warunku
sztywnych ruchéw elementu i warunkéw jednorodnych stanéw odksztalcenia. |

Réwnania (20), opisujace stan przemieszezenia w dowolnym pier§cieniowym elemencie
powloki osiowosymetrycznej, zostaty w pracy [1] wyspecyfikowane w sposéb dogodny
do opisu réwniez elementéw koputowych. Umozliwilo to Znalizowanie powlok zamknig-
tych (kopul).

Program SHELAX oparty jest na metodzie zmiennej sztywnosci z jednokrotna korekta
réwnan réwnowagi na kazdym kroku, por. rozdz. 3. Jako wspdlny uklad wspSlrzednych
shuzacy budowaniu macierzy sztywnosci konstrukcji przyjeto globalny uklad wspotrzednych
cylindrycznych {r, ¢, z} (a wladciwie nklad {r, z} na wybranej potudniowej plaszczyZnie
przekroju ¢ = const.). Ze wzgledu na brak mozliwoéci obrotu wok6t normalnej do powloki
w przypadku powlok osiowosymetrycznych nie wystgpuja opisane w rozdz. 3 problemy
z wprowadzaniem fikcyjnej sztywnosci odpowiadajacej temu stopniowi swobody.

(20)
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Program napisany jest w jezyku FORTRAN IV i skiada si¢ z okolo 1400 wyrazen
(kart perforowanych); w trakcie jego opracowywania korzystano z maszyny cyfrowej
CYBER 72, na ktérej tez policzono wszystkie dotychczasowe przyk%ady.

Przyktad 1

Za pomocyg programu SHELAX przeprowadzono analiz¢ czaszy kulistej poddanej
dziataniu sily P przylozonej w wierzchotku czaszy, rys. 37. Omawianie tego problemn
rozpoczniemy od przytoczenia wynikéw dotyczacych sprezystej czaszy utwierdzonej na
obwodzie. Dla przyrostu obciaZenia AP = 1/b stwierdzono pewna rozbieznos¢ wynikéw
w poréwnaniu z rozwigzaniem scistym podanym w [9], szczegdlnie w ozgéci srodkowej
calego zakresu analizowanych deformacji. Wiaze si¢ to z najmniejsza sztywnoscia kon-
. strukcji w tym zakresie. W celu zwiekszenia dokladnosci obliczen zmniejszopo pigciokrot-
nie przyrost obciazenia co wpltyngto ha znaczna poprawe dokladnosci rozwigzania. Oma-
‘wiang czasze¢ poddano nastgpnie analizie w zakresie sprezysto-plastycznym. Odpowiedni
wykres obcigzZenie-przemieszczenie podano na rys. 4, na ktérym zilustrowano réwniez
charakter powstajacych stref plastycznych (naniesionych na nieodksztatcona konflguraq@
powtoki). _

Zmieniajac warunki brzegowe powloki z utwierdzenia na przegubowe podparcie
nieprzesuwne obserwujemy jakosciowa roznicg w otrzymywanym rozwigzaniu. Umozli-
wiliémy bowiem w ten sposéb wystapicnie zjawiska globalnej utraty statecznoéci czaszy
w postaci tzw. przeskoku. Wartosci obciaZenia krytycznego dla powloki sprezystej i spre-
Zysto-plastycznej, jak rowniez odpowiednie ksztatty powlokl w chwili przeskoku podano
na rys. 5.

(B) program SHENON® — statyczna analiza duZych przemieszczed i statecznodci
cienkich powlok dowolnego ksztattu, [1], [4], [S], [6]. o

Program SHENON umozliwia analize w wyZej wyrr\lienionym. zakresie dowolnych
powlok sprezystych oraz sprezysto-lepkoplastycznych. Wykorzystujac stacjonarne wias-
no$ci rozwiazan sprgzysto-lepkoplastycznych program umozliwia réwniez otrzymywanie
rozwigzan sprezysto-plastycznych. W programie . uwzgledniono nastgpujace powlokowe
elementy skoriczone typu przemieszczeniowego:

a) plaski element tréjkatny charakteryzowany przez:

- (al) stan membranowy — element z liniowa funkcja ksztattu,

(a2) stan zgigciowy — zgodny element plytowy zaproponowany w [7],
b) nieplaski element czworokatny charakteryzowany przez:

(bl) stan membranowy — ukiad czterech plaskich elementéw tréjkatnych z kwadra-
towa funkcja ksztaltn poddany wigzom kinematycznym prowadzacym do linio-
wosci przemieszczen wzdiuz czterech zewnetrznych bokéw czworokata,

(b2) stan zgigciowy — uktad czterech elementéw plytowych wymienionych w (a2).

7 Aby umozliwi¢ przeprowadzenie poréwnan otrzymanych wymkéw z rozwigzaniami otrzymanymi

'przez innych autoréw, w przykladzie tym (i paru mnych) przyjeto uklad jednostek stosowany powszechnie
w USA.

5 Opis programu SHELIN, [4], bedacego liniowa wersja analizy powlok na bazie ktbrej opracowano
Wersje mehmowq zatytulowang SHENON, zawarty jest automatycznie (jako czeéé opisu programu SHE-
NON)'W ponizszym tekscie.
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Przy opracowywaniu programu zdecydowano si¢ na element ztozony z czterech plaskich
elementow trdjkatnych ze wzgledu na:

1. brak w naszych krajowych warunkach do$wiadczenia w korzystaniu ze skompliko-
wanych programéw numerycznych w ogdle, a z programéw dotyczacych powlok
w szczegbdlnosci,

2. konieczno$¢ minimalizacji wykorzystywanego obszaru pamigci wewnetrznej maszyny,

. prostote i szybko§¢ przygotowywania danych wejsciowych,

4. wzglednie dobra aproksymacje rzeczywistej geometrii powloki w przypadku nieplaskiego
elementu czworokatnego przy zachowaniu niewielkiej liczby danych wejsciowych,

5, przejrzysto$¢ programu i tatwos§é jego rozbudowywania,

latwa interpretacje otrzymywanych wynikéw,

7. mozliwo$¢ (prawie we wszystkich przypadkach) redukcji bleddw wprowadzonych
w trakcie idealizacji powierzchni zakrzywionej elementami ptaskimi poprzez zaggszcza-
nie siatki elementow.

Przeprowadzone testy wskazuja na znacznie lepsza dokladnos$é osiagana przy uzyciu
elementu czworokatnego dlatego teZ elementy tréjkatne zaleca si¢ uzywaé wylacznie
jako uzupelnienie siatki elementéw czworokatnych.

Macierze sztywnoS$ci elementéw wyprowadzono korzystajagc z bardzo wygodnych
tzw. polowych wspolrzgdnych wprowadzonych w obszarze kazdego z tréjkatéw. Odpo-
wiednie funkcje ksztattu oraz otrzymane na ich podstawie macierze sztywnoéci podano
w [4], [5]. Opracowany element czworokatny posiada 37 stopni swobody, z‘ktérych jed-
nakze tylko 20 ma charakter stopni zewnetrznych. Reszta, tj. 17 jest eliminowana w pro-
cesie étatycznej kondensacji na szczeblu elementu zapewniajac bardzo korzystng, nie-
wielka szeroko$¢ pasma globalnej macierzy sztywnosci. _

Omawiany element czworokatny jest elementem zgodnym tylko w przypadku ko-
planarnoséci wszystkich swoich tréjkatnych podelementéw; brak zgodnodéci w przypadku
nieplaskim nie spowodowat w dotychczasowych testach zauwazalnych problemdw ze zbiez-
noscig ciagéw rozwiazas przyblizonych. Opracowana w programie macierz poczatkowych
napr¢zen jest tzw, macierzg niekonsystentng tzn. opartg na nieco uproszczonym ukladzie
aproksymujacych funkcji ksztaltu, por. [5]. Uproscito to znacznie procedurg jawnego
otrzymywania macierzy poczatkowych naprezen nie prowadzac (w dotychczasowych za--
stosowaniach) do Zadnych niekorzystnych wlasnoéci takiego sformutowania. Numeryczne
catkowanie potrzebne przy okre$laniu tej macierzy przeprowadza sig w programie wykorzy-
stujac wzory P. C. Hammera, O. P. Marlowe’a i A. H. Strouda podane np.w [8], s. 421.

»Skladanie” macierzy poszczegélnych elementéow w globalna macierz ukladu odbywad
si¢ moze w programie alternatywnie w oparciu o:

a) globalny uklad wspdlrzednych prostokatnych dla translacyjnych stopni swobody
(3 skladowe) i powierzchniowy uklad wspélrzednych dla obrotowych stopni swobody
(2 sktadowe),

b) powierzchniowy uklad wspéirzednych dla wszystkich pigciu sktadowych stanu uogél-
nionych przemieszczen.

Zgodnie z poprzednimi uwagami zadna z tych metod nie prowadzi do trudno$ci zwia-
zanych z brakiem w wezle széstego stopnia swobody odpowiadajacego obrotowi wokot
normalnej do powtoki.

[SV]

&
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Podstawowa metoda rozwigzywania vkiadu réwnan zastosowang w programie SHE-
NON jest metoda poczatkowych obcigzert w odniesieniu do nieliniowosci typu fizycznego
oraz metoda zmiennej sztywnosci w odniesieniu -do nieliniowosci typu duzych przemiesz-
czen.

Program SHENON pozwala na znaczne uproszczenie i zmniejszenie liczby danych
wejsciowych poprzez wykorzystanie szeregu podprograméw generacyjnych. W szczegdl-
noéci program umozliwia:

a) generacje wspolrzednych wezitéw dla pigciu czesto spotykanych typéw powierzchni,
b) generacje cosinuséw kierunkowych wspolrzednych powierzchniowych,

¢) generacje numerdw weziow,

d) generacje danych materialowych,

e) generacje przemieszczeniowych warunkéw brzegowych,

f) generacje obcigzen zewnegtrznych.

Program SHENON napisany jest w jezyku FORTRAN 1V i skiada si¢ z okolo 3.000
wyrazen (kart perforowanych); w trakcie jego uruchamiania korzystano Z maszyny cyfro-
wej CYBER 72.

Przykiad 2
. Za pomoca programu SHENON 1 przeprowadzono analize duZych UngC wycmka

sfery kulistej obciaZzonego sita skupiona P, jys. 6. Na wykresie przemieszczenie érodka
powloki — obcigzenie zewngtrzne poréwnano wyniki otrzymane przez réznych autorow.

(C) LARSTRAN — analiza duzych odksztalcen konstrukcji sprezystych, spr@Zyst(;-

. plastycznych, sprezysto-lepkoplastycznych.

System LARSTRAN jest duzym systemem nieliniowej, dynamicznej analizy konstrukcji
opracowanym w Instytucie Statyki 1 Dynamiki Uniwersytetu w Stuttgarcie, [13], [14]
Istniejace w tym systemie mozliwodci analizy powlok opisane zostaly w pracach [15]
[16], [17]. Przedstawiony w tych pracach element TRUMP moze by¢ stosowany w bardzo
wielu zagadnieniach praktycznych aczkolwiek autorzy z naciskiem podkreslaja jego
przyblizony charakter i, zwiazang z tym, jego jedynie ,,inzynierska’’ dokladnosé. Mowiac
ogdlnie, proponujac element TRUMP kierowano si¢ przekonaniem, ze obnizona doklad-
no$¢ rozwiazan rekompensowana begdzie nizszym kosztem obliczen i mniejszym zapotrze-

-bowaniem na pamigé komputera, co w skomplikowanyeh problemach nieliniowej mechaniki

powlok mozZe byé sprawa na wage mozliwosci uzyskania jakiejkolwiek uzytecznej infor-
macji. Element TRUMP zaliczy¢ trzeba do klasy elementéw ,,nieformalnych’, jego przy-
datnoé¢ bedzie musiata zosta¢ w przyszlosci potwierdzona na drodze réznorodnych eks-
perymentdw numerycznych.

Omawiany element skofczony jest trdjkatnym, plaskim elementem powlokowym
z trzema punktami weztowymi, z ktérych kazdy posiada sze$é stopni swobody w postaci
trzech przemieszczeni i trzech obrotéw. Zgodnie z poprzednimi uwagami koniecznosé
wprowadzenia sztywnoséci elementu wzgledem obrotu woké! normalnej do powtoki wynika
ze skladania macierzy sztywnosci w globalnym ukladzie wspdlrzednych; sztywnoéé ta
ma charakter czysto ,,numeryczny’’. Naturalny opié stanu deformacji elementu powoduje,
Ze element posiada pozornie jedynie 12 stopni swobody (3x 6 stopni swobody weztéw
minus 6 stopni swobody odpowiadajacych sztywnym ruchom elementu w przestrzeni
tréjwymiarowej). Zastosowanie koncepcji elementu warstwowego do analizy powltok
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niesprezystych odpowiada metodzie omdéwione] na przykladach programu SHELAX;
odpowiednio budowana macierz sztywnosci elementu uwzglednia jego wiasnodci membra-
nowe i zgieciowe za§ struktura warstwowa umozliwia opis zmian wiasno$ci materiatu
,,p0o grubosci” powtoki:

a=61,803t" (15699 ¢cm)

N {grubost powloki) 39154 | 8,95¢m)
R, =1000" (254,0cm)

E (modul Younga)= 0°psi

yiwsp.Possona) =03
12
n s
y Q
10 /0
6]
g x
o

3 »

s}
7 * Leicester [szeregil|11]
8 ) Thomas [12]
5 <] Boland [10]
4 ® SHENON 1
3]
2
1

0 02 04 06 08 10 12 1% 18 W:WFC
‘Rys. 6

W programie zalozono, ze poszczegdlne warstwy elementu TRUMP odpowiadaja
najprostszemu elementowi plaskiego stanu naprezenia charakteryzowanemu stalym-
rozkladem naprezenia. Poniewaz jednak element zlozony z warstw o stalym naprgzeniu
nie jest w.stanie opisa¢ deformacji elementu typu antysymetrycznego zginania w programie
wykorzystano dodatkowo analogie typu plyta tréjkatna — uklad trzech zginanych belek.

W trakcie statycznej analizy konstrukcji niesprezystych istnieje w systemie LARS-
TRAN mozliwo$é wykorzystywania wszystkich oméwionych w rozdz. 3 procedur analizy
njeliniowej tj. metody zmiennej sztywnosci oraz obu wersji metody poczatkowych ob-
cigzefi, Element TRUMP jest obecnie wykorzystywany takze do zagadnier dynamiki
powlok.
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Przyklad 3 o

Jednym z testéw elementu TRUMP byla analiza’ powloki oméwionej w Przykiadzie 1,
[18]. Wycinek w postaci 1-go radiana kopuly poddano dyskretyzacji za pomoca 36 ele-
mentéw TRUMP, Sprezysto-plastyczne rozwigzanie O-A-B-C, rys. 7, otrzymane przy
AP = 0,5lb wykazato do$¢ dobrg zgodno$¢ z rozwigzaniem otrzymanym za pomoca

-, H-008589"
(b4 P
50— przyrostowe rozw.spr lepkaplast. LARSTRAN
90 prayrostgw AP=0,51b S
d ’
40— 2
C .. C L5
..._._—.-;.;&a.. ¢
/4
//
30— pd B
By /- Mmcr ===y 3
8, e B~
-~ —-—
- -
200~ Ag R X
7 rozw. spr. -plast, LASTRAN
// = 90 przyrostéw AP= 05 Ib
1o rozw. spr-plast. SHELAX
90przyrostow AP= 05(b
| | | W
0 0,05 010 0,15 020 f{in]
_A_B.—107lb - / =27 el _ Lo
i /sec, §-1000 1/sec, E=10"psi, V=03, 6,=2-10"psi.

13

Rys. 7

SHELAX-u. W celu wykorzystania wiasnosci rozwigzah sprezysto-lepkoplastycznych
opisanych w [2], [17], [18] przyloZzono nastgpnie w jednym kroku obciazenie odpowiada-
jace punktowi 4, i nastepnie, w procesie plynigcia lepkoplastycznego pod stalym obcig-
zeniem otrzymano lezacy na odpowiedniej krzywej punkt 4. Podobnie dla obciaZen
odpowiadajacych punktom B, i C, otrzymano punkty B i C, a nastgpnie rozpatrzono
takze inne historie obciazenia (np. 0—4,—B; —B— C,— C), wszystkie wykazujace zgod-
no§¢ z odpowiednim rozwizzaniem sprezysto-plastycznym. Liczba iteracji konieczna
do uzyskania odpowiedniej zbiezno$ci procesu numerycznego opisujacego plynigcie
lepkoplastyczne wahata si¢ od 37 (w przypadku plynigcia Co » C) do 8 (w przypadku
‘plyniecia Cy — C). Na rys. 8 przedstawiono rozwigzanie tego samego zadania dla réznych
warto$ci wspdlczynnika lepkosci; otrzymane krzywe wykazujg tendencjge do asympto-
tycznego zblizania sig do rozwigzania spreZysto-plastycznego (y = o).
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(D) WHAM — nieliniowa dynamiczna analiza cial i konstrukcji

System WHAM jest duzym systemem nicliniowej, dynamicznej analizy konstrukeji
opracowanym na Uniwersytecie Northwestern w Chicago, USA przez T. Belytschke
i B. Mullena. Istniejacy w tym systemie element powloki osiowosymetrycznej opisano
w [19). Element ten jest podobny do elementu istniejacego w programie SHELAX. Jego

tworzaca opisywana jest rownaniem, por. (19)

n = &(1 —E)A; +A4,8)

za§ funkcje aproksymujace stan przemieszczenia przyjeto w postaci, por. (20)

u, (&) = a; + oy &,

.uz(g) = o3t a £t as E2+ ag 3.

ulE)=oyvoep b
U,(8) = orys cc,'§+cx5§2+ 066§3

Rys. 9
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Funkcje te opisuja stan przemieszczenia w elemencie skonczonym o szesciu stopniach
swobody i dwu wezlach zewngtrznych, rys. 9.

Zmiane wlasnoéci materiatu wzdhaz grubodei powkokx uwzglgdniono wprowadzajac
model warstwy. Do catkowania réwnan ruchu zastosowano metod¢ réznic centralnych. '
Przykiad 4

Mozliwosci obliczeniowe programu WHAM zilustrujemy na przykladzie analizy
utwierdzonej na obwodzie powloki sferycznej obcigzonej impulsem cisnienia, rys. 10.
Na rysunku tym pokazano zmiang ugigcia $rodka kopuly w czasie dla przypadkéw:
sprezystego i sprezysto-plastycznego.

R=2227 in

he= 04 in

d= 2667°

E= 105:10° [B4n?
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040 \5“‘/ / \
012 N \\
Rys. 10

(E) DYNAX — dynamiczpa analiza osiowosymetrycznych cial i powlok sprezystych

poddanych dowolnemu obciaZeniu.

Program DYNAX [20], stanowi pierwsza faze pracy nad programem umozliwiajacym
dynamiczna analizg¢ rézhorodnie obciazonych konstrukcji o osiowosymetrycznej geometrii
w zakresie fizycznej i geometrycznej nieliniowoéci. W odréznieniu od programu SHELAX
i powlokowej czgéci programu WHAM program DYNAX dopuszcza powstawanie-do-
wolnego. (a nie tylko osiowosymetrycznego) stanu odksztalcenia w analizowanych kon-
strukcjach). Aby umozliwi¢ taka ogdlno$é analizy zmienne wokét osi symetrii obcigZenie

" przedstawiane jest w postaci szeregdw Fouriera, Na kazdym kroku analizy otrzymujemy
rozwigzanie dla kazdego wyrazu rozwinigcia oddzielnie i sumujemy otrzymane rozwia-
zania otrzymujac wynik odpowiadajacy calemu obcigZeniu.
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Program dyspornuje obecnie trzema typami elementow:

1. element powlokowy identyczny do wykorzystywanego w programiec SHELAX, ‘

2. ,,tréjkatny” element ciata osiowosymetrycznego (grubej powloki) z liniowa funkcjg
ksztaltu w plaszczyznie potudnikowej,

3. ,,czworokatny” element ciala osiowosymetrycznego zlozony z czterech elementéw
,trojkatnych” bez wezla §rodkowego eliminowanego w procesié statycznej konden:
sacji. ’

Dla wszystkich elementdéw w programie istniejg mozliwosci obliczania konsystentnych
macierzy mas. Wspoiczynniki lezace na diagonali w wygodniejszej w analizie diagonalnej
macierzy mas otrzymywane sa poprzez sumowanie wszystkich wspolczynnikéw wystepu-
jacych w poszczegdlnych wierszach macierzy konsystentnej.

Macierz thumienia przyjmowana jest w postaci proporcjonalnej jako

C = aM+fK

gdzie wspolczynniki o i f ustalane s3 w zaleznodci od parametréw tlumienia modalnego.

Catkowanie wzglgdem czasu moze by¢é dokonywane za pomoca zardéwno metody
catkowania bezposredniego Wilsona (¢ = 1.4) jak i metody superpozycji modalnej (tylko
w przypadku malych przemieszczei!).

Przykiad 5 '

Dla omawianej poprzednio sprezystej powloki utwierdzonej, por. rys. 3, przeprowa-
dzono analiz¢ dynamiczna za pomoca programu DYNAX. Obcigzenie wierzchotka
czaszy o wartosci P = 100/p przytozono w sposdb nagly w chwili # = 0 i pozostawiono
niezmienione do koiica analizy. Pominigto wplyw ttumienia. Otrzymane wyniki przedsta-
wiono na rys. 11. Znacznie wigksze przemieszczenia w przypadku analizy geometrycznie
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niezlinearyzowanej s3 wynikiem zmniejszenia si¢ sztywno$ci powloki ze wzrostem obcig-
zenia. Otrzymane wyniki wykazuja dobra zgodnos¢ z rozwigzaniami podanymi w [21].
Przykiad 6 ' '
Korzystajac z programu DYNAX policzono drgania wlasne powloki walcowej o utwier-
dzonych brzegach pokazanej na rys. 12. Na rysunku tym podano takZe odpowiednie

__,f__i_h;ii."__ - .,::__,
y $h=001in

E =29,5x10° psi

\ 1=12in _| V=28 )

| I p =07map? R
m

- Rys. 12

dane geometryczne i materiatowe charakteryzujace powloke. Macierz mas przyjeto w posta-
ci diagonalnej. Na rys. 13 pokazano rézne mozliwe postacie drgari wlasnych powloki
za$ w Tabl. 1 przedstawiono otrzymane wyniki i poréwnano je z wynikami eksperymental-

Postacie  drgan obwodowych

Postacie drgan osiowych

Rys. 13

nymi podanymi w [22] oraz z wynikami analitycznymi uzyskanymi w oparciu o klasyczne
réwnania powlok podanymi w [23]. Analize przeprowadzono dzielac powtoke na 10 pier-
fcieniowych elementéw skoriczonych.
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Tablica 1

1025 | 700 | 55| 525 587
3427 11918 | 145 | 765 | 580| S30| 597
3426| 1922| 160 769 | 581 534| 589
1620 | 1210 | 980 | 875
6423 | 3905| 2538| 1753 | 1287 | 1022| 907
8604 | 3%12| 2553 1770 | 1303] 1034| 92

1650 | 1395
5844 4054 | 2921 | 2192[ 1720 | 1431
8194 | 5839| 4075 | 2953| 2227) 1754 | 1458

1960
7303| 5447 | 4104 | 3168 | 2516 | 2076
7245| 5451 | 4144 | 3222] 2578 2133

N
olm|» lojo|r |Oo|lm®|P |0l |» |0 |0

8120 | 6550| 5222 4197 | 3430| 2867

A :wg(22] wartosci doswiadczalne
B:wg[23] wartosci  analityczne

C: DYNAX metoda elementdw skonhczonych
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Peswome

HEJII/IHEﬁHBII/I CTATHUUYECKUHA U ,]II/IHAMI/ILIECKI/II;'I PAC‘—IET
OBOJIOYEK METOJOM KOHEYHLIX 5JIEMEHTOB '

B paumoii paBGore 00GCY>XAEHBI OCHOBHBIE aCIeKTBLI HETMHEHHOro aHanuaa ¢ IpuMeHennem DBM
UI TOHKKX ODOJIOUEK IPOHM3BONLHOM GopMbl. YuuTsIBaeTCa (GPU3UUYECKAs I reOMeTpUUecKas: HeNlnHei-
HOCTB 3apaud. IIpe/CT4BNeHB! OCHOBHBIC ANTODHTMbI, NPMMEHSAEMbIE NPH [OCTAHOBKE CTATHYECKUX
M KHHAMHYECKHX 3a0ad, PaboTa mMpoMLTIOCTPHPOBAHHAS MEOTOUMCTIEHHEIMY IPUMEDAMH DACUETOR, BEI-
TIOJHEHHBIX C TIOMOINILIO nporpamm Ha DBM, paspaGoTaHHRIX aBTOPOM.

Summary

NONLINEAR STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF SHELLS BY THE FINITE
ELEMENT METHOD

, In the paper some fundamental aspects of numerical nonlinear analysis of'free-form thin shells are
disgussed. Both material and geometrical nonlinearities are taken into account, The basic numerical methods
are described for nonlinear static and dynamic problems. A number of examples is included.
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Wstep

Kontynualne teorie mieszanin [1, 2] oraz zaréwno liniowe [3, 4] jak i nieliniowe [5, 6]
sformulowania teorii ofrodkéw porowatych i konsolidacji postuluja, Ze w danej chwili
w jednym i tym samym miejscu przestrzeni moga si¢ znajdowaé rézne czgstki oérodka
oraz, Zze porowato$¢ ofrodka opisujg wprowadzone @ priori pola. Przeglad i oméwignie
literatury problemu mozna znalezé np. w [6]. W monografii [7] przedstawiono bardziej
fizyczne podejscie do teorii o§rodkéw porowatych nasyconych ciecza, biorac jako punkt
wyjscia skokowo-niejednorodng i nieciagla (zawierajaca inkluzje i pustki) ,,mikro’-struk-
ture ciala, Podstawowe réwnania pola otrzymano w [7] przez przeprowadzenie uérednien
po pewnych ,,rhakro”-powierzchrﬁach i ,,makro’’-objetosciach.

W tej pracy przedstawiono formalizacj¢ podejécia zastosowanego w [7] i dokonano
jego uogblnienia na przypadek N-sktadnikowego ciata o dowolnej strukturze niejedno-
rodnej i porowatej. Celem pracy jest podanie ogdlnego schematu konstrukcji réwnan
bilansu dla pdl opisujacych pewne globalne (usrednione) wlasnoéci porowatych cial
wieloskladnikowych. Pokazano rdéwniez zastosowania tego schematu do budowy praw

" zachowania I niektérych réwnan transportu dla pél usrednionych. Wyniki pracy umozli-
wiaja takze glebsza interpretacje fizyczna pdl, ktérych istniénie postuluje sn@ w konty-
nualnych teoriach mieszanin i o§rodkéw porowatych.

1. Podstawowe pojecia i oznaczenia

Rozwazania dotyczg ofrodka cigglego M zajmujacego w dowolnej chwili z sume
M, rozlacznych obszaréw w R3 (tj. w przestrzeni fizycznej z ustalonym ortogonalnym
ukladem kartezjaniskim 0x*x2x3). Celem uproszczenia formalnej strony rozwazan zatozymy,
ze osrodek jest nieograniczony w tym sensie, Ze istuieje liczba r, r > 0, taka, ze dla kazdego
X, X € R3, kula K(x, r) o promieniu ri o érodku x zawiera punkty nalezace do M;, ¢ € R3.
Osrodek M moze wigc mieé strukturq porowatg (gdy R\ M, # @) i skokowo-mejedno-
rodng (gdy oM, nM, # 9).

' Zakladamy, ze w ofrodku M mozna wyréznié skonczona 11czb@ N skladnikéw B(“) e
.ery B®™_ Przez B, B < M,, oznaczymy suime¢ obszarow przestrzeni R? zajgtych przez
skladnik B o§rodka w dowolnej chwili £, M, = UB{". Zadamy, by istniala liczba r,
r > 0, taka by K(x, ’nB® # &, a =1, ..., N, bylo dla kazdego x, x € R3, skoficzong

i
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sumg regularnych rozlacznych obszaréw w R3, przy czym wszystkie pola charaktery-
zujace whasnosci lub stan dowolnego sktadnika B byly dostatecznie regularne w kazdym
z tych obszaréw. Zakladamy ponadto, ze w jednym punkcie przestrzeni R® w dowolnej
lecz ustalonej chwili ¢ moze si¢ znajdowaé najwyzej jeden skladnik, tj. B*nB® = g
dla kazdego a # b. Wszystkie rozwazania az do korica p. 4 dotycza dowolnego lecz usta-
lonego sktadnika B = B®; faktu tego nie bgdziemy zaznaczaé przy uzyciu wskaZnika g,
wyrézniajacego skladnik. Nalezy jednak pamigtaé, ze wprowadzone w p. 1-4 obiekty
nalezy traktowaé jako dotyczace jednego wybranego skiadnika B = B,
Przyporzadkujmy kazdemu x, x € R3, bazg wektorowa Ax, = (&, AX*, &, 4x3,
S Ax3), k =1, 2,3, tj. wprowadZmy na razie dowolna funkcje Ax, = Ax,(x)", okres-
long w R3. Funkcje te przyjmujemy niezaleznie dla kazdego skiadnika. Symbolem Ax* =
= |4x,| oznaczymy diugoéé k-tego wektora bazy, Ax; = Ax,(x), £k =1,2,3. Przez
P(x) oznaczymy prostopadloscian o srodku w dowolnym punkcie x, x € R3, rozpiety
na wektorach bazy A4x,, Ax,, Ax,, przyporzadkowanej temu punktowi, por. rys, 1.

PlX)

L Ay

Ay

Rys. 1

Objetos¢ Ax'Ax24x3 tego prostopadiodcianu oznaczymy przez AV. Ponadto przez S'(x)
oznaczymy prostokat o §rodku w dowolnym punkcie x, x € R3, rozpiety na wektorach
bazy dx,, 4dx,, I# m # n s I, przyporzadkowanej temu punktowi, por. rys. 2. Pole
prostokata S'(x) oznaczymy przez AS'. Zaréwno Ax,, AV jak i AS,(x) sa w przypadku
ogélnym funkcjami punktu x, x € R3,

Niech ¥Y(x, t), x € B, = B, teR, oznacza dowolne pole tensorowe o walencji
K, K > 0, ktére jest polem gestosci objetosciowej w dowolnym réwnaniu bilansu wyr6z-
nionego skiadnika B = B{®. Zakladamy, ze dla kazdej chwili ¢ pole P(-, t) jest ciagle
w B{® a ponadto ¥(x, ) jest rézniczkowalne podiug czasu dla kazdego x & R®. Potézmy
¥Y(x,#) =0 dla kazdego x eR3\§§”’, rozszerzajac dziedzing funkcji ¥(-, ¢) na R3.

D Tu i dalej wskazniki 4, J, k, I, m, n przebiegaja ciag 1, 2, 3. Konwencja sumacyjna obowigzuje tylko
wzgledem wskaznika powtarzajacego sie dwukrotnie na réznych poziomach.
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SHZ)

%3

¥

Rys. 2

Zdefiniujmy dla kazdego x € R3, ¢ € R nastgpujace uérednienia pél ¥(x, ) po obje~
toéciach

"W(x,t)f’_—lef/—fwy,t)dv; xe R® teR,
P(x)

(L.1)
Wihki(x, t) o f!pkl...kx(y, t)dv.
P(x)

. Pn'

0

O

U

Il

Bk oP

e

)

dl

Kladac ¥ = Zp, gdzie p = o(x, #) jest gestoscia masy wybranego sktaduika, zdefiniujemy.
takze nastgpujace usrednienia pola E(x, t) podlug masy tego sktadnika

L w L EG. ey, v
Ex, 1) = T®

1 f,_.
~ - By, )e(y, o,
P(£)Q(y’ Ddo o0 1) ey

(1.2)

é‘kl...kx(x, 1) if __# fEkl...k}_((y’ oy, t)adv.
o, ) Lo,
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Niech @(x, t), x € R3, r € R, oznacza pole tensorowe o walencji K+1, K > 0, takie,
7e @(-, 1) jest polem gestosci na powierzchni zorientowanej wektorem m, wystgpujacej
w dowolnym globalnym réwnaniu bilansu sktadnika B = B™. Zaktadamy, ze ®( -, ¢) jest
ciagle w B® oraz rézniczkowalne w kazdym z roztacznych obszardw, z ktorych sktada
sig B, t € R. Rozszerzymy dziedzing funkcji @(-, ) na R*® kladac, jak poprzednio,
d(x,t) = 0 dla kazdego x € R®\B{®. Dla kaidego x e R3, 1€R, oraz dla kazdego
wersora €, = (01, Oma, Ons) zdefiniujmy nastepujace uérednienia po powierzchniach

df

b(x, 1) = —l— J &(y, De,ds; xeR3, teR,

ASm Sr(x)
(1.3) 1
~ df
ki..lcgm = k.. kxm .
Qkkrm(x, t) a5 Sm(fx)@ (y, t)ds.

Wartoéci pdl usrednionych f’( 5 1), Ej'( o 1), 5’"( -, 1), t € R, zaleza oczywiscie od funkcji
Axg. Przyjmiemy dalej, Ze pola te sa co najmniej ciagle w R?® dla kazdej chwili z € R.

2. Ogélna postaé réwnania bilansu

Niech P bedzie dowolnym regularnym obszarem w R3. Rozpatrujac jeden wybrany
skiadnik B, oznaczmy B, = B{®. Oznaczmy ponadto przez mn = n(x, t), x € 8(B,nP),
jednostkowy wektor zewnetrznie normalny do gladkich platéw powierzchni 9(B;P).
Niech ¥, n, ¢ beda polami okre§lonymi w B, ¢ € R, ktére wraz z polem predkosci v sklad-
nika B s3 powiazane ponizszym ogdlnym réwnaniem bilansu dla tego skiadnika®

2.1) a—i f Y(x, )do = f [m(x, )=y (x, )®v(x, )] n(x, )ds+

P~B; ‘' PAB

+ f o(x, t)dv+ f n(x, 1) n(x, t)ds.
PnB, PnadB;
Ze zwiazku (2.1) wym'ka,"ie ¥ jest polem okredlajacym gesto$é objetoéciowa tej wielkoscei
fizycznej, ktora bilansujemy; jest to pole tensorowe o walencji K, K = 0..Pole tensorowe
g, o tej samej walencji K jest ggstoscia objetosciowa Zrédet wewnetrznych wielkosei bi-
lansowanej. Iloczyn = - n charakteryzuje przeptyw wielkosci bilansowanej przez jednostke .
powierzchni zorientowanej wektorem normalnym n. Samo pole tensorowe = o walencji
K+1, K > 0, charakteryzuje wigc gesto$é Zrédet powierzchniowych wielkosei bilanso-
wanej, niezaleznej od transportu masy; v jest polem wektorowym pregdkosci materiatu
sktadnika B®. Wszystkie powyzsze pola s3 okreslone w kazdej chwili ¢ w ]§§"’,‘ B® = M,,
a réwnanie (2.1) ma byé spetione dla kazdego regularnego obszaru P, P < R3. '
Celem napisania ogélnego réwnania bilansu dla dowolnego regularnego, niezaleZnego
od czasu, obszaru P, P = R3, rozszerzmy pola ¥, ..., v, dotychczas okreslone w B, dla
kazdego t, na calg przestrzed R3, kladac y(x,1) = 0, n(x,1) = 0, 0(x, ) =0, v(x, ) = 0

» Ogblnym réwnaniem bilansu nazywamy réwnanie bilansu, w ktérym polom v, %, ¢ nie nadajemy
wyraznego sensu fizycznego, por. [8], str. 141. Wyprowadzenie zwiazkn (2.1) ze znanej ogblnej zasady
bilansu, [8], podano w Dodatku na koncu pracy. .
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dla kazdego x € R3\§, i kazdego ¢ € R. Oznaczmy tu przez 2,(P) sume brzegéw rozlacz-
nych obszaréw, z ktérych skiada si¢ 9B,, zawartych w obszarze P, 5, (P) A PnoB,.
Ogdlne réwnanie bilansu ma wtedy postaé

ﬁ_ fr//(x, Hdv = f [n(x, 1) —y(x, t)®v(x, )] - nds+
at p ar

-+ fa(x, Hdov+ f n(x, 1) - n(x, t)ds,
@2 i =
E}f pho-ka(x, 1) do = af [k kxl(x, t) —ykekx(x, 1) 0} (x, t)]n,ds +
+ fcr"l---kk’(x, t)dv+ f aki-kxl(x, Yymds.
P ‘ Z(P)
Zwiazek (2.2) ma by¢ spelniony dla dowolnego regularnego obszaru P w R3, Stanowid
on bedzie podstawe do otrzymania w punkcie 3 funkcyjnych réznicowych réwnan bilansu,
z ktérych otrzymamy w punkcie 4 zasady bilansu dla pél usrednionych, tj. pdl zdefinio-
wanych przez (1.1) - (1.3).

3. Funkcyine roznicowe réwnania bilansu

Przyjmijmy P = P(x) w (2.2) dla dowolnego x, x € R® przy danej, na razie dowolnej
bazie Ax,, 4x,, Ax, (baza ta moze zalezeé réwniez od x, x € R3, por. pkt. 1). Oznaczmy
ponadto X (x) & 2(P) dla P = P(x). Zdefiniuyjmy dla dowolnej funkeji f(x), x € R3,
operator réZnicowy ’

4 ar f(x+34x,, 1) =f(x—3Ax,, 1)

3.0 -A—x’f(x’ 1) = x! :

Dzielae (2.2) przez AV i uwiglqdniajqc definicje (1.1), (1.2), (1.3) i (3.1) otrzymamy
0 ok 2L - .
—a—t'l/) ‘K(x, t) - *a_t' vV Y h(y, t)d’l),

, P(x)
Aﬁ—kl...kxl(x t) =__l___ fﬁk;...kx/(y l‘)n-dS' 'O'-kz...kx(x t) :.1— fak""k}"(y f)d’l)
AX' ? AV ’ t 4 > AV ) 3 .

3P(x) P(x)
W dalszym ciggu mamy '

1
62 g [ peesy, Do, Onds =
IP(x)

3
.
=D [ vemmoovena- [ ey, e, nas),
A8 Ax!

I=1 : Sl(x+ +dx1) : S'(X—"%‘Axl)
Oznaczajac przez o = o(x, t) gesto§¢ masy rozpatrywanego skladnika, zdefiniujmy pred-
ko$¢ $rednia ¥ tego skladnika, zgodnie z (1.2)
B . P(f)v(y,t)e(y, 1) dv
(3.3) ‘ ' V(x, 1) = =2

- [ e(y, 0dv

P(x,
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Przedstawmy nastgpnie wektor predkosci jako sumg

(3.4) Vi(y, 1) = ¥(x, )+¥(y, 1); yeSx), xeR}
gdzie
(3.5) - Wy, 1) =¥y, )—¥(x, 1), yeS®,

jest definicja tzw. predkodci OQCylacyjnej ¥ w dowolnie wybranym punkcie y prostokata
S'(x). Rozktad predkosci oscylacyjnej V' jest okre§lony niezaleznie dla kazdego prosto-
kata S/(x). Podobnie przyjmijmy

(3.6) phikr(y, 1) = phokx(x, 1)+ pke-k(y, 1);  yeP(x), xeR3
gdzie
(3.7) Prake(y, 1) £ ykik(y, 1) —Fhke(x, 1),y € P(x),

jest oscylacja wielkosci ¥ w dowolnym punkeie prostopadioscianu P(x); wielko$é oscyla-

cyjna 1; jest okreslona niezaleznie dla kazdego prostopadioscianu P(x), x € R3. Prawa
strong réwnosci (3.2) mozna teraz doprowadzié do postaci

3
(3.8) 2 Zglzl_;’[ f (ﬁ}k;...kx.z")l+@k;...kx7")‘l+{Dk1...kx{',1)ds__
=1 ! Si(x+4 4x))

—_ f ﬁkl...kx.z")l_,_@kl...kx;l+w*k1...kx7’sl)ds+

Shx—44x)) ,
ok kxR A k.o kgl ook kgl
+ (D) = e (R e ke,
w ktbrej '
. 1
qre-kel(x, ) = —— f nkekxl(y, £)ds; y e S'(x),
(3.9) A8y gy -

pa-ksl(y, 1) & (prer-kx(y, DDy, 1)+ gekx(y, £)V(y, £).
Korzystajac z (3.1) oraz (3.8), réwnoé¢ (3.2) przedstawimy w postaci

3
1 ' 4 . - 4 .
v f yphokx(y, D)oy, 1) = Z [A_val(x’ Dpke-k(x, 1) “Z}-{Tﬂ'f""k“’(x, t)]-

OP(x) I=1
Oznaczmy ponadto

(3'10) q’“---"x(x, t) g__f 2}17 fﬂkb“kx()’) t)nl(y, t)ds_

Zi(x)

Wykorzystujac powyzsze przeksztalcenia oraz wprowadzone oznaczenia, ogdine réwnanie
bilansu (2.2) doprowadzimy do postaci

o _ 4 . 0 _
(3.11) E ki...kx(x, t) — Zy[nkimkxl(x’ t)—'o'(x, t)y)"l"""‘(x, t)—
_ﬁkx...kxl(x, t)]+5k1"'kK(X, t)+qkl"'kx(x, t); X e .R3, teR.
Zwigzek (3.11) nazwiemy funkcyjnym réznicowym réwnaniem bilansu dla dowelnego

-
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lecz ustalonego sktadnika B = B(. Przy wyprowadzaniu réwnania (3.11) nie korzystano
z zadnych zatoZzen upraszczajacych opis o§rodka. Réwnanie (3.11) stanowi punkt wyjscia

do otrzymania rézniczkowych zasad bilansu dla pél usrednionych (1.1) - (1.3).
N .

4. Roézniczkowe zasady bilansu dla p6l usrednionych

Oznaczmy przez @ dowolne pole tensorowe o walencji K41, K = 0, wystepujace
w zasadzie bilansu, tj. @ niech oznacza pola %, Yy ® ¥, #, a takze ich sume. Zatézmy, ze dla
przyjetej funkcji bazy wektorowej Ax, = Axy(x), xeR3, k =1,2,3, pola &(-,¢t) sa
rozniczkowalne, a pozostate pola wystepujace w (3.11) sa ciagle w R? dla kazdego ¢, t € R.
Zdefiniujmy roznicowo-rézniczkowe operatory
a A(P) oP
(4‘1) 61(45) - AX[ - a—x[’
oraz wprowadzZmy pola o warto$ciach
(4.2) Srrka(x, 1) £ 0, (Fhikrl(x, 1) ~iphi-kr(x, (X, 1) —ifFr-kxi(x, 1)).
Funkcyjna réznicowa zasadg¢ bilansu (3.11) mozna teraz napisa¢ w postaci

1=1,2,3,

%J(x, 1) = div(#&(x, ) =P (x, DR ¥(x, 1) —#(X, 1)) +3(x, )+ q(x, 1)+ dy(x, 1),

(4'3) ,%@kl-..kl((x’ t) — (ﬁk;...kxl(x’ t)—@k""k"(x, t).;)l(x’ t)__ﬁkx...kxl(x, t)),l+

+ak1...kx(x, t)_l_qk;...kx(x, Z')-l— 5’6""""()(, t), Xe R3, te R,
a()
ax*

Roéwnanie (4.3) ma postaé lokalnego réwnania bilansu, w ktérym wystepuje for-
malnie wprowadzone pole gegstosci objetosciowych zrddet d,. Zalézmy, ze kazdemu
punktowi x, x € R® mozna przyporzadkowaé taka trojke wektorédw Axy, £k =1,2,3,
ze w klasie rozwazanych probleméw dla rozpatrywanego ciala, pole ggstosci objgtoscio-
wych ,,zrédel”” §, mozna uznaé jako zaniedbywalnie mate w réwnaniach bilansu (4.3).
Réwnanie (4.3) z pomijalnie matym polem ,,Zrédel” 8, nazwiemy rézniczkows zasada
bilansu dla pél usérednionych.

Yatwo zauwazyé, ze rézniczkows zasade bilansu dla pdl usrednionych mozna stosowaé
gdy kazde pole &(-, t), t € R, w kazdym obszarze P(x), x € R3, jest w przyblizeniu polem
liniowym. W tym przypadku bowiem &,(®) jest zaniedbywalnie male, a tym samym za-
niedbywalnie male sa wartosci formalnie wprowadzo'nej gestosci objgtosciowej 50 w za-
sadzie bilansu (4.3).

Zaktadajac tu i dalej, ze §,(P) = 0 bedziemy pole 7*-*&( -, t), wystgpujace w (3.11),
traktowaé w przybliZzeniu jako liniowe w kazdym z obszaréw P(x), x € R3. Tym samym

gdzie tu i dalej oznaczyrhy () =

x++4x;

— 1 ) 1 1 f -
ki kgl — . ki kgl = R kv kxlds dpt =
7 x,0 AVP(f)" Ky, dv = —q J 7S, Sl(y)n dsdy
X x—44%1
' x+_é-Ax' !
— A];(l nkl...kxldyl =~ _A_)_(T ”kx...kxl(x’ Z)Ax',

x - 4Ax!
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czyli
q(x, 1) = q(x,7), xeR

tj. uérednienie po powierzchni S'(x). funkgcji n¥v-*&! zastapimy dalej usrednieniem tej
funkcji po obszarze P(x). Rownos¢ przyblizona powyZszej postaci dotyczy takze dowol-
nego pola ®(-, t), 1 R. Oznaczajac & d=r60—div(17-—ﬁ), rézniczkowa zasade bilansu
(4.3) napiszemy w postaci alternatywnej

D, 1) = div(i(x, =06, DO, =i, D) +56, D+a(x, D)+ 3(x, D),

(4d) D phakn(x, 1) = (AOERI(x, 1) b, D, D= (K, 1)t

Fokeokr(x, 1) ghekx(x, 1) 4 OFeokx(x, 1), xeR3, e R?

w ktoérej wkiad ,,zrédet” o gestosci 0F-kx(x, r) przyjmujemy jako pomijalnie maty.

W dalszym ciggu bedziemy korzysta¢ z rézniczkowej zasady bilansu dla pél uéred-
nionych w postaci (4.4). Wystepujace w tej zasadzie uérednione pola (zgodnie z deflmqaml
(1.1), (1.2), (1.3)) sa okreslone przez

1
ki k — ki ki
Phekx(x, 1) 1% fq) Kdy,

P(x)
ﬁkl‘..lcxl(x, t) — AIS fnkl...kxlds,
! sl
°k . '
(x 1) = _(x 3ED f’v odv;  p(x,t) = Y% P(j;gdv,
X
(4.5) : .
,;]‘kl...kx(x t) — fwkl kxvldv
P(x)
a-kl_,,kx(x, t) = _le_V fo_kl,_,kxdv,
P(x)

qu..-kk(x, Z) = _I_ ( n"l---k"’n,ds; X e Rs, te R,
av .
Zi(x)
natomiast pole d(x,r) bedziemy interpretowaé jako zaniedbywalnie mala wydajnosé
(formalnie wprowadzonych) dodatkowych zrédet wielkoéci bilansowane;.

Nalezy pamigtaé, ze wprowadzone ogdlne zasady bilansu oraz wystgpujace tam pola,
dotycza dowolnego lecz ustalonego skladnika B, Uzyskane powyzej funkcyjna rézni-
cowa lokalna posta¢ zasad bilansu (3.11), oraz ogélna postaé rézniczkowa (4.4) umozli-
wiajg pewien usredniony opis wieloskladnikowego ciala porowatego (jego homogenizacje).
Opis ten jest szczegdlnie przydatny np. w cjatach kapilarno-porowatych, gruntach, niekté-
rych kompozytach, oraz tam, gdzie dysponujemy tylko statystycznymi informacjami o roz-
kiadzie sktadnikéw lub o porowatosci. W tych sytuacjach dysponujemy réwnaniami
konstytutywnymi bezposrednio dla pél usrednionych (4.5). Niektére zastosowania zasad
(4.4) podamy w punktach 4-7.
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W zasadach bilansu (3.11) i (4.4), wszystkie pola uérednione zalezg od postaci funkcji
wektorowych Ax; = Ax{®(x), x€R3 a=1,..., N bowiem dowolni¢ obrane prosto-
padlosciany P(x) oraz prostokaty S'(x) wystepujace w rownaniach (4.5), s3 rozpiete na
wektorach Ax,(x), 4%,(x), A4%;(x) oraz odpowiednio 4x,,(x), 4x,(x), Wartoéci funkcji
Ax(x), k =1,2,3 dla kazdego x, x € R® wyznaczaja wigc pewien rodzaj uérednienia,
ktory dla kazdego skladnika B® moze by¢ inny. W funkcyjnych réznicowych zasadach
bilansu (3.11) rodzaj udrednienia jest dowolny w przeciwienstwie do roéZniczkowych
zasad bilansu (4.4), w ktérych dodatkowo zadamy, by wkiad pola § do bilansu byl po-
mijalnie maly. Wybor rodzaju usrednienia (tj. przyjecie funkcji Ax,(-) lub P(-)) zapewnia-
jacy zaniedbywalno$¢ wielkodci 6 w rézniczkowej zasadzie bilansu (4.4) zalezy od struk-
tury oérodka i zachodzacych w nim proceséw. Kryteria tego wyboru maja wigc charakter
fizyczny, por. np. [7], i dla réznych zjawisk fizycznych moga by¢ zupehie rézne. W szcze-
gblnodci zadamy, by wszystkie przekroje przez oé$rodek prostokatami S'(x), x e R3, / =
=1, 2, 3 byly przekrojami statystycznymi, [6]. Rézniczkowej zasady bilansu nie mozemy
wiec stosowaé do cial np. o regularnym rozkladzie inkluzji, pustek, warstw, widkien itp.

Zauwazmy, ze w ogélnych zasadach bilansu danych przez (3.11), (4.4) i (4.5), tylko
pole predkodci v jest w scistym tego stowa znaczeniu polem fizycznym. Wszystkim po-
zostatym polom, tj. ¥, =, ¢, sens fizyczny nadamy w dalszej czgéci pracy, w ktdérej podamy
przyklady zastosowan ogdlnej zasady bilansu (4.4) do budowy niektérych réwnan mecha-
niki porowatych cial wielosktadnikowych.

Nieco inne sposoby konstrukeji rézniczkowych ogdlnych zasad bilansu podano w [9],
gdzie zasady te nie zawieraja pol 6(x, t) natomiast pola o podobnym znaczeniu pojawiajg
sie w definicjach wielkoéci usrednionych. '

5. Zasady zachowania dia pél uérednionych

Korzystajac ze wzordéw (4.4) i (4.5) przedstawimy zasady zachowania dla pdl usred-
nionych w wieloskladnikowych ciatach porowatych. Ograniczymy sie wylacznie do zja-
wisk mechanicznych. .

5.1. Zasada zachowania masy skladnika. Mamy tutaj: ¥ = 0@, =0, ¢ =0, v =v®,
Tak wigc zgodnie z (4.4) i (4.5) otrzymamy

0 1 f @ — 4 Sl 1 f @ 1 f 2l (@) ) @
EW 0 d’U = W v W 14 dv-—ZV v 0 dv -+ 58,
P(x) P( P(x)

X)

Poniewaz ostatnia catka jest réwna zeru (wynika to z (3.3),1 (3.5)) przeto

0 1 0 1 f

—_— (a) S (! (a) = H@

3t AV fe Ao+ 5 (” av )@ d”) o

P(x) i P(x) B
czyli
0 0

5.1 @~ (H@i5@) = f@,
5.1 5720t 5 @@} = ¢

Przy zatozeniu, ze pole 8 jest pomijalnie mate, wzdér (5.1) przedstawia rézniczkowg
zasade zachowania masy dla pél uérednionych. Pomijajac w (5.1), pole 8® otrzymamy
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rownanie

0 _
(5'2) r @(a)_{__(v(n)l (a)) =0,

ktére nazwiemy uproszczonym réwnaniem zachowania masy, lub uproszczonym réwna-
niem ciagloéci sktadnika B, Wzér (5.2) ma podobna budowe jak klasyczna lokalna
zasada zachowania masy, niemniej znaczenie wystgpujacych w (5.2) pél jest inne. -

5.2, Zasada zachowanla pedu skladnika. Korzystamy z réwnosci (4. 4) 1(4.5), gdzie funkcjami
podcatkowymi sg: y* = @ y@k gk = g@p@k gkl — TR yk = y@k H® g5 silami
masowymi, T* jest tensorem napre¢zenia Cauchy’ego. Mamy

9 f (@)gy(a)k g ( f (a)kl (a)l f (@) gy(@)k gy
N A V oD Wdy = 7S, Tk s —g 0Wv@kdy
P(x)
1 f cayk ¥ (! ,(ay 1 f (@ }ark 1 f @kl @k
—-A—,V-,- v v 0 dv +A_V 0 b dv+—ﬁ T l'lldS"}-(s .

P(x) P(x) Zi(x)
Korzystajac z rozkltadu (3.4) moZemy napisaé

—tll—V frz’;(a)l({)(a)k_F_ 7")‘(a)k) 0@Wdy = Dk fg(a),z")‘(a)ld,v_l_

P(x) P(x)

*@1 5@k @Oy = @ h@kh @)l
+ g@ipdkg oM Dkg Mgy,

P(x) P(x)
Uwzgledniajac powyzsze wyrazenie, otrzymamy
0
@gk iy = (K Jg _ S @k (n)l f Wy —
6tAVva o al(Asl IT 5TY e
(x) P( )
o @ Xk X! f (@ hayk _M f (a)k! @k
AV f@ kg d'z)) o Dh gy T@®*n,ds+-§
P(x) Z‘t(x)

Skad nastepnie, korzystajac z (1.Ik) -(1.3)

(5.3) gt— (H@kg@®) = “66—1 (T —pE@kg@ip@ _pf/(awl) + é(a)i;(a)k_}_ @k 4 §@k
X

gdzie

(5.4) p@k erIf f T@H, ds; WK 2217 f P@OF@RE @Iy

Zi(x) : P(x)
Réwnanie (5.3), po pominigciu wielkogci §@*, jest uproszczong rézniczkowa postacia
zasady zachowania pedu. Jezeli predkosci oscylacyjne v® sy niewielkie wobec wartoci
predkosei $rednich V@, mozna pominaé czlon zawierajacy kwadraty predkosci v@. Po
wprowadzeniu pochodnej catkowitej 1 wykorzystaniu réwnania (5.2), oraz po pomxm@cm
6@% otrzymamy ostatecznie

oy d(,,,v(")" N aw(n)kl B aj’w(a)kl
dt ot T

(5.5 + DO D@k . @Dk



ROWNANIA BILANSU I -ZASADY 257

gdzie

degy df 0 0
di = o T
Wzér (5.5) przedstawia uproszczona rézniczkowa postaé zasady bilansu pedu.

5.3, Zasada zachowanla momentu pedu. Wielkoscia bilansowana jest w tym przypadku
moment pedu, ktérego gesto§é dla ustalonego skladnika B® wyrazamy przy pomocy
tensora antysymetrycznego: yY = p@®vlixil Podobnie przyjmiemy o% = p®b@lixs)
nil = T@UkIxA, Podstawiajac powyzsze wartoéci pél do réwnosdci (4.4), otrzymamy

o 1 0 1 ,

o (D@ gy — f (@ Lilklydlge

3t AV f‘-’ ver e 6x"(ASk T T yrds
P(x) PE(x)

(@,

(5.6)

ceap o 1 .
_v(a)kA—V f Q(a),,)<a)[xynd.,)_27 f g<")v<")[‘yﬂq‘}<">"dv)+
P(x) P(x)

. 1 Lo .
+2117 fe(a)b(a)”y”dv'*'g_y/ fT(“)[‘”"y”n,‘ds-i—d(“)'-’.
P(x) o
Korzystajac z rozkladu (3.4) oraz przyjmujac y = x+¢&, mamy
i
0 e e . o .
(5.7) = (9“"7)‘“’”}(”+Q(")‘v“')”,u-’]) = ’a;:?(T(")mk[X” +
@idk __ 2(@kSliyiT5a) _ F@HDES@ (@)l
+M DRl 0 DO @1 _
+ é(a)l‘;(a)[ixj1+ pOH®UI 4. p@Uigily REWI U@ij 4 g@is,

gdzie Ui zaleza od predkosci oscylacyjnej ¥ oraz

afr 1
~@y, @ & 1 @S
e AV f o8,
P(x)
Moux &1 f T @ik £
Fo
_ ar ] .
@il — (D (@i £l
o' "H % f@ bUE Ny,
P(x)
cdf ] .
R@i 2 7 f’r(a)[llklgjlnkds.
Zitx)

Uwzgledniajac zasade zachowania pedu, (5.7) zredukuje si¢ do postaci
0 are S o ; o carks
_57(@<a)v<n)[iﬂ<a)n) = T@uip @ik _(g@g@ig@i @iy 1

+ FOB@Ux] ¢ G@H @I REOLI L @,
Poniewaz zgodnie z zasadg zachowania masy, dla dowolnego f mamy

Al _ 0oyt diveor: ),

na)
e a1
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otrzymamy ostatecznie po pominigciu §¢™H

(5.8) @ d;") (B@UL@IT) = T@AL M@UE | 4 H@OWI L R@I1y @i
dat

Jest to uproszczona postaé rézniczkowa zasady zachowania momentu pedu.
\ : 1
5.4. Zasada zachowania energii. Mamy tutaj ¢ = Q—Q(‘"v‘“)"v,““’+Q(“)a(“), n* = T@Oky@ 4
+h@k g = gWp@DEyD 4 g co po podstawieniu do (4.5) i (4.4) daje

d 1 1 i) f
- o (@gy(Wk gy (M) @ gy = —— T(a)kl,v(a) he@ky 4
3 Vp(x)(zg DD 4 o We ) V=% [Asksk()( + Yds —

@k AI—V f (_;_ QWD 4 Qmam)dv _ 217 (;_ AR ngm) ;(“)“dv] +
P(x) P(x)

(@@ () | (D)
f(g bHkpi® 4 q )d'v-}-AV

) P(x) Z(x)

(T@OMp® L WO, ds 5@,

Wykorzystujac zwiazek (3.4) oraz definicje (1.1) - (1.3) mamy -

a (1 d
~(@S @k (a) 1 na) 2 a) (@) (a)kl (a)k _
¥ ( WD g L oD g ) = —5x ['v T +h

1 _ o . . *
o - o o - -_— kc K, o .
— @k ( 3 _Q(‘Uv(_“""z),(,;” + Q(")E (@) + Q(a)[?(a) ,Z)l(‘a)._{_ q(a) +r® .z)l(‘a) 45 L W@ 5(:1),

gdzie oznaczono

a1
S — (ayk
A7 f h®¥kn, ds,

Z(x)

a W® zawiera wszystkie czlony z osgylacjarhi predkosci VD, Wykorzystajmy zasadeg
zachowania pedu (5.5), definicje (5.6) oraz zasadg zachowania masy (5.2). Réwno§é
powyzsza sprowadzi sig wiedy do postaci

‘ d
"(a) (a) o
(5.9) S

2@ = Tk °(a)+h<a>k Pk q(a)+s(a> W@ 4 5@,
Réwnanie (5.9), w ktérym pominiemy wielkodé 6, jest przyblizonq rézniczkowa postacia
zasady zachowania energii.

6. Réwnania koncentracji dla pél usrednionych.

-Oznaczmy przez C@ koncentracje skfadnika transportowanego przez ofrodek o gestosei
0, czyli gestosé odrodka transportowanego jest réwna ¢ = pC®. WprowadZmy ponadto
wspolezynnik dyfuzji D. Wielkoéci podcatkowe w zwigzkach (4.5) maja postaé p = ¢ =
=.0C®, o = 0, m, = DOCY. Podstawiajgc powyzsze zaleznosci do (4.5) i wykorzystujac
(4.4), otrzymamy -
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A8,

o 1 10 (1 |
6.1) —— fg(“)dv - ——( fD(")C(‘” ds—v(")’——— rQ(“)dv-—
P(x) Si(x) ) P(x)

1
7 Q(‘"é"‘)’dv) + % fD“"C‘”),,n’ds-f— o,
P(x) Zp(x)
Przedstawmy D@ zgodnie z (3.6)
_ * — ar 1
D@ = D@ D@ . @ Z f (@
+ ; D Y% D"y
P(x)
wobec powyzszego
1 *
@OC®,, ds = D(a) f f (@C(D =
AS, SIZI;D sy 9ld5+ ASI o D C 9lds
x (x)

f D@C®,, ds.

= ]5(“)é(a>,,ds+ 75

l

. . S’(x)
Podstawiajgc powyzsze zwiqzki do (6.1) mamy X
' aa @ —(D“”C“” 5k1+a<a)l_7)(a)lg<a)_D(a)l)+d(a)+ 5@,
t
gdzie
g &1 fcw) D@4
= o sl AN
48, sty
q@* il AL f@‘“’qﬁ(“)’dv,
- _V P(x.)
rol '
d(a) d= A—I; {-D“')C‘"",tnldv.
Zi(x)

Jezeli C“”,,n, na powierzchni wewngtrznej X, (x) jest rowna zeru, to po pominieciu 6@
otrzymamy uproszczone rownanie koncentracji skladnika B@

(6.2) gt g = %(ﬁ(a)ém)’k S* g @ _G@ig@ _g@hy,
w ktorym
(6.3) . @ = Qcm+-517 J C®gdv,

o P(x) '

oraz C@ ~ C@ (por. punkt 4).

7. Zwigzki z teoria konsolidacji
Wprowadzmy funkcje losowa, por. [3] s. 11, X™(x, 1, ¥), taka, Ze
gdy xeB®,

1
7.1) X@(x, ¢, 1) = _
( ( 2 [0 gdy x ~ eB®.
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Symbol realizacji y bedzie dalej pomijany, kladac #(yx, ?) £ X@(x, t, x). Oznaczmy
przez AV® czeéé objetosei prostopadtoscianu P(x), zajeta przez skladnik B
f
(7.2) Ay, 0= [y, o,
P(x)
ponadto oznaczmy

(@)
(7.3) n@(x, ) & AV(x, t)

avix,t) ’

oraz $rednig gestos¢ skladnika B
A a1
(74) 0N, 1) = - fg‘“’dv.
P(x)
Poniewaz zgodnie z (1.1)
@ a 4117 f@‘”dv,
P(x)

przeto z uwzglednieniem (7.3) i (7.4), mamy
(1.5 3O, 1) = n@(x, 1)@, 1).

Wielkoéé¢ g”(x, ¢) jest nazywana gestoscia objetosciowa.
Korzystajac z (7.5) napiszmy zasade zachowania masy (5.2) w postaci

6 A a A -y
(7.6) ra—t—(n(“)g(“’)+ —aS‘T(n‘“’Q(")v‘“") =0; a=1,..,N.

Jezeli B jest materiatem wypelniajacym pory oérodka, to n‘®(x, ) mozna nazwaé $rednia
porowatos$cig obszaru P(x) w chwili . W teorii konsolidacji zamiast §redniej porowatosci
wystepuje porowato§¢ w ,,punkcie’”. Réwnanie (7.6) jest formalnie identyczne z jego
odpowiednikiem w teorii konsolidacji, [6], jednakze wystepujg réznice w sposobie inter-
pretacji wyraZenia.

Tensorem napreZefi czastkowych nazywamy wielkosé

.7 Fmi, ) &L f TeiH(y, 1)ds.,
A48,
81
Okredlmy czeg§é powierzchni S'(x) zajeta przez skladnik B@ jako
(7.8) _ 4800, 0 = [ ey, ryds.
§i{x)
Wprowadzmy
(1.9) Tawg, T 1 f T@H(y t)ds,
A8
§1(x)
oraz
(a)
(7.10) Ao (x, 1) = 48

- as;
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Jezeli

(7.11) . AVe(x, 1) = AXASEO(x, 1),

tj., gdy AS{® jest przekrojem statystycznym, to z uwagi na (7.3) mamy
(7.12) n(x,t) 2 A®(x,1), I=1,2,3.

Poniewaz zgodnie z (7.9) i (7.10) tensor napreZeri czgstkowych ma postac
(7.13) T(a)“(x 1) = A@i(x, ,)T(a)kt(x 0,

mozemy teraz napisaé zasade zachowania pedu (5.5):

(7.14) n®g® d(L;Z(a—)l = a—l—(l(”)z'f(“)k‘-—\X](“)“)_{_n(ﬂ)é(a)g(ﬂ)k_,}_r(a)k.

Powyzsza zasadg, po wykorzystaniu (7.12) i pominigeiu czionéw oscylacyjnych WK
gdy sa mate wobec Tk, napiszemy w uproszczonej postaci
d(a)v() _ a

(@ (@) -
(7.15) n“o at po (

N Tk | (@ p@h@k 4 p@k,

Niezaleznie od podobiesistwa formalnego réwnania rézniczkowego ruchu w teorii kon-

solidacji, {6}, i zasady (7.15), réznica polega na interpretacji wystepujacych w (4.15) pél,

jako pdl usrednionych, a nie jako postulowanych a priori wielkosci lokalnych.
Rozpatrujac zasade zachowania momentu pgdu (5.8), zalozymy, Ze moZna pominaé

w niej cztony oscylacyjne 0. Zalézmy, ze mozna takze pominaé wielkosci p, M, H. Wtedy

(7.16) T@UI L R@UI = (),
Oznaczajac

‘ o -
(7.17) Ter(x, 1) = D TR, 1),

. <
mamy wobec ) R@IUI =0,
a=1

(7.18) C o T@in = )

co oznacza, Ze przy stosowalnosci (7.16) zatozen, do zwiazku tensor naprgzen TV jest
symetryczny.

Funkgje n®@(x, 1), 12}(x, ) oraz 0 (x, t) opisuja cechy topologiczne ciala, podobnie
jak w teorii konsolidacji [6]. Jednakze funkcje te interpretujemy jako wielkosci Srednie.
Wielkosciom 4! odpowiada w teorii konsolidacji jedna funkcja 24 dla kazdego a4, [6].

Dodatek

Postaé catkowej zasady bilansu (2.1) dotyczy obszaru PnB, dla ktérego czg§é brzegu
P 0B, jest powierzchnig materialng (zmienng w czasie), a druga cz¢§¢ 0PN B, jest powierz-
chnig ustalona (niezmienna w czasie). Poniewaz ogdlna postaé zasady bilansu dla takich
obszaréw nie jest na ogdt spotykana w literaturze, podano pomZeJ wyprowadzenie zwigzku

@.1).

8 Me(_:h. Teoret. i Stos. 2/80
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Punktem wyjécia rozwazafi jest rOwnanie bilansu, por. mp. [8] str. 141, w postaci

(1) [ obdo= § monds+ [ gav,
PnB; HPABp) PAB; .
gdzie
- df o0
f é +€,k

Przyjmujac ponadto oznaczenie W = p&, podobne jak w punkcie 1, oraz korzystajac
z lokalnej zasady zachowania masy, mamy

; 0 d d d
@) et = Q% 082" = T‘I;_ Q +(’a(’7)k)>k"'§(97)k),k = _”l'l'('al’vk):k

Scalku_lmy TOwnosé (2) po obszarze PNB,. Stosujac twierdzenie o dywergenciji, otrzy-
mamy

3) f@édz} = f%‘lg—dv+ f Yokn,ds.
PrBt P~B;: ) 9P~ Bp) .
Zgodnie z definicja pochodnej po czasie, mozna latwo wykazaé, Ze
(4) ' 9 f Ydo = f’ﬂ'ﬂdwf fwnkds.
- ot ot -
PAB, PnB: PnoB;
Odejmujac stronami réwnanie (4) od (3) otrzymujemy
Q) f obdv = % f vdv+ f Yokn,ds. ' .
. PrB PAB; . 8PnBr |

Wykorzystujac zwiazek (5), podstawiajac go do réwnania (1), otrzymamy ostatecznie

% f¢dv= f(n—!ﬁ@v)'ndH fad'v+ ' fvv-nds,

P~B; P~ By PAB,; P~03B;

to jest za.sadg bilansu (2.1).
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Pesmwome

YPABHEHIWA LAJTAHCA W NPUHNOWIIBI COXPAHEHMA DJIA
IIOPUCTBIX MHOTOKOMIIOHEHTHBIX CPEJ,

B paBore BbIBefeHo o01yro dopmy ypaBHeHns Ganaxca sl paspoONEHHBIX M DA3pBIBHBLIX CPEm
3aBHCATLYIO OT HEKOTOPBIX MagKux nosed. TToyderynle ypaBrenus Gananca At MHOTOKOMIIOHEHTHBIX
LOPHCTBLIX CPEX, HPMMEHEHO NS NONYYSHHUSA NPHHIMIOB coxXpaHeHusi. Hawo npubimauTesbHble CBSA3M
MEIKIY BBEJEHHBIMH M DaspbIBHLIMH IIOJISIMY, KOTOPBIE ONHCHLIBAIOT PO3apOGIEHIbIE Cpebl. YKasaHo
HEKOTOpble NPYMEHEHHsT K TCOPHH KOHCONMIALMH.

Summary

THE BALANCE EQUATIONS AND CONSERVATION LAWS FOR
MULTICONSTITUENT POROUS MEDIA
\]

The aim of the paper is to express the general form of the balance equation for media with disintegrated
and discontinuous structure in terms of certain smooth fields, The obtained form of the balance equation
for these fields was applied to the function of the conservation laws for multiconstituent porous media.
The interrelation between the introduced smooth fields and the discontinuous fields describing the dis-
integrated medium is given by a form of certain approximation. Some applications to the foundation
of t‘he non-linear consolidation theory were also mentioned.

SGGW — AKADEMIA ROLNICZA
WARSZAWA

‘Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 listopada 1979 roku






MECHANIXA
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I STOSOWANA
2, 18 (1980)

PROBA DYNAMICZNEGO ROZCIAGANIA TWORZYW SZTUCZNYCH

JacEK GARBARSKI, JANUSZ KLEPACZKO (WARSZAWA)
1. Wstep

Wiasnodci mechaniczne tworzyw wielkoczasteczkowych odksztalcanych z duzymi
predkosciami staja si¢ ostatnio obiektem coraz wiekszego zainteresowania. Wynika to
'z coraz szerszego ich stosowania jako materiatéw konstrukcyjnych. Jednak wiasnosci
mechaniczne wspomnianych tworzyw sa stosunkowo malo poznane, co prowadzi czgsto
do niepowodzen przy ich stosowaniu. Zbadanie zachowania si¢ tworzyw przy obcig-
Zeniach dynamicznych moze by¢ istotne nie tylko dla szerszego poznania ich wiasnosci
eksploatacyjnych ale réwniez dla zastosowania w niektérych procesach przetworczych.

Nalezy dodaé, ze zachowanie si¢ tworzyw przy obcigzeniach dynamicznych nie moze
by¢é przewidziane na podstawie prob statycznych, a to ze wzglgdu na zbliZenie si¢ procesu
odksztalcania do procesu adiabatycznego, wskutek czego nie mozna zastosowal zasady
superpozycji temperaturowo-czasowej Williamsa-Landle’go-Ferry’ego, oraz ze wzgledu
na zjawiska falowe, ktére mogg niekiedy bardzo zmieniaé obserwowane zachowanie
si¢ materiatu. )

Standardowe préby udarowe na zginanie prébek z karbem wg Izoda lub Charpy’ego
daja tylko jakoSciowe pojgcie o zachowaniu sig materiatu w warunkach obcigZzen dyna-
micznych. Udarowe rozciaganie, przy dokladnym pomiarze procesu, stanowi stosunkowo
trudny problem eksperymentalny. Jednak préba ta winna byé czesciej stosowana ze wzglgdu
na zwigkszony zakres uzyskiwanych informacji. Praca niniejsza ujmuje ten problem od
strony techniki eksperymentu i dostarcza nowych danych o zachowaniu si¢ niektérych
tworzyw podczas préby szybkiego rozciggania. h

Dotychczas podejmowano bardzo nicliczne proby badan tworzyw przy dynamicznym
rozcigganiu. Jedna z najnowszych jest praca [1]. Przedstawiono w niej wyniki badan na
dynamiczne rozcigganie dla poliamidu w zakresie predkosci odksztalcenia od 23,5 s~!
do 48 s~!. Znormalizowane probki zrywano na milocie PSWO-30 wyposazonym w dodat-
kowy przyrzad umozliwiajacy rozcigganie. Sita rozciagajaca mierzona byla przez czujnik
piezoelektryczny, natomiast przemieszczenie katowe bijaka mierzono przy pomocy foto-
komérki. Na podstawie uzyskanych oscylograméw okre§lono wielkosci charakterystyczne
dla préby rozciagania jak wytrzymatosé na rozcigganie, wydluzZenie catkowite i dynamiczny
* modut Younga, podjgto takze prébg okreélenia wspolczynnikéw nieliniowych w réwnaniu
konstytutywnym zaproponowanym przez KERIMOWA [6].

W pracy [2] zamieszczono wyniki badai wlasnoéci mechanicznych polimetakrylanu
metylu przy zmiennych predkosciach odksztalcenia i przy zloZonym stanie naprgZen.
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Badania objely predkosci odksztalcenia od 1,1x107* s=! do 66,67 s~ przy stosowanej
bazie probki 60 mm, przy czym kazda nastgpna predkos$é byla dziesigciokrotnie wicksza
od poprzedniej. Badania prowadzono w temperaturach —40°, —20°, 0°, 20° i 40°C, Ba-
dania z predkosciami od 1,1x107* s™* do 0,11 s~! prowadzono przy uZyciu maszyny
wytrzymalodciowej typu kinematycznego oraz elektronicznego pomiaru sity. Badania
z predkosciami od 1,11 s7* do 66,67 s~ przeprowadzono na maszynie posiadajacej pneuma-
tyczny system rozciggania i mozliwos¢ rejestrowania sity w funkeji czasu dzigki elemen-
towi piézoelektrycznemu. Wykres rozciggania uzyskiwano fotografujac ekran oscylografu
katodowego. Stwierdzono, ze wzrost predkosei odksztaleenia wplywa na wzrost wytrzy-
matoéci badanego tworzywa, przy czym wplyw ten jest najmniejszy w temperaturze
—40°C, nastepnie rosnie do temperatury +40°C, aby potem znowu zmaleé. Wszystkie
badane probki pekaty krucho bez tworzenia sie szyjki niezaleznie od predkosei odksztal
cenia i temperatury.

W obydwu wspomnianych wyzej pracach pominigto problem drgai uktadu dyna-
mometr — probka, ktory zawsze wystgpuje przy wszelkich uderzeniach i ma ogromny
wpltyw na wyniki badan. Problem drgad mechanicznych w ukladzie pomiarowym roz-
wazony zostat na przyktad w pracy [3], gdzie zaklada si¢ dwa stopnie swobody. Dyna-
mometr i maszyna wytrzymatosciowa modelowane sa we wspomnianej pracy jako uklad
sprezysty o liniowej charakterystyce z dwoma masami. Zaklada sig, Ze prébka odksztalca
si¢ na poczatku sprezyécie, a nastgpnie po przekroczeniu granicy plastycznosei, sita
potrzebna do jej rozciggania jest stata, nizsza lub réwna granicy plastycznoéci prébki,
Analiza taka umozliwia prawidlowa interpretacje wynikow dos$wiadczen. ’

Fakt, Zze wyniki préb przy szybkim odksztalcaniu tworzyw sztucznych moga mieé
istotne zastosowanie do przewidywania parametréw niektérych proceséw technolo-
gicznych zostal potwierdzony migdzy innymi w pracy [4]. W konkluzji tej pracy stwier-
dzono, ze préby rozciagania z duzg predkoscia sa miarodajne dla przewidywania sily
potrzebnej przy tloczeniu na zimno ABS. Natomiast glgboko$¢ ttoczenia wykazuje $cisty

zwigzek z wydluzeniem catkowitym w jednoosiowym stanie naprezenia.
/

2. Budowa stanowiska badawczego

Zadaniem podjgtym w niniejszej pracy jest pomiar granicy plastycznosci i naprezenia
" plastycznego plyniecia, oraz w przypadku prébek kruchych naprezenia niszczacego,
w funkcji predkosci rozciagania prébki. Przy czym dalszym krokiem jest poréwnanie wy-
nikow,. otrzymanych z préb powolnego rozciagania z prébami udarowymi.

Préby rozciagania z mala predkoscia odksztalcania przeprowadzono na standar-
dowej maszynie wytrzymatosciowej typu kinematycznego, jednak z zastosowaniem komplet-
pej rejestracji wykresu sila — przemieszczenie nchwyta prébki na drodze elektronicznych
pomiaréw wielkosci mechanicznych., Zastosowano tu specjalny dynamometr z tenso-
metrami elektrooporowymi, mostek pradu stalego o szerokim pas$mie przenoszenia
(0=-100 kHz) oraz indukcyjny czujnik przemieszczen wraz z odpowiednim zasilaczem,
a takze rejestrator X—Y. Przy czym ten sam dynamometr wraz z mostkiem byt réwnieZ
uzywany do pomiaru sily w funkcji czasu podczas badafi dynamicznych.
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Badania dynamiczne przeprowadzono na mtocie wahadlowym typu PSW-30 prod.
WPM — Lipsk z zastosowaniem specjalnego urzadzenia skonstruowanego w Zaktadzie
Mechaniki Os$rodkéw Cigglych Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN
i bedacego przedmiotem patentu PRL. Urzadzenie zapewnia kompletng rejestracje w funkcii
czasu przebiegu sily rozciagajgcej oraz przemieszczenia konca prébki z uzyciem oscyloskopu
i kamery Polaroid. Bardziej doktadny opis urzadzenia przeznaczonego do dynamicznego
rozciagania probek metalowych dwustronnie gwintowanych zamieszczono w pracy [S)

Ze wzgledu na to, Ze przystawka do miota PSW-30 umozliwiajgca udarowe rozcig-
ganie zostala pierwotnie zaprojektowana dla prébek metalowych z dwustronnym gwintem
M12 i dhugoéci pomiarowej 50 mm, nie mozna bylo (ze wzgledu na ograniczenia wymia-
rowe) do badan tworzyw zastosowaé standardowych prébek wiosetkowych. Projektujac

o5

15
é?r

A=A

» W

Rys. 1. Stosowana probka plaska w badaniach statycznych i dynamicznych

N
\\/“’

prébka

Rys. 2. Uchwyt do rozciagania prébek plaskich z tworzyw sztucznych
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specjalny uchwyt do préobek z tworzyw sztucznych przyjeto ksztalt probki jak na Rys. 1,
w zwiazku z czym prébki mogly byé frezowane z plyt o grubosci od 0,8 do 3,5 mm. Bu-
dowe uchwytu przedstawia Rys. 2. Uchwyt 1 wkrecono w dynamometr identyczny jak
do badan prébek metalowych. Prébka umocowana jest migdzy moletowanymi plaszczyzna-
mi uchwytu 1 i 2 doci$nigtymi do siebie $rubami 3 i 4. Sruba 3 spetnia jednoczesnie role
kotka ustalajacego probke wzgledem uchwytu i zabezpiecza ja dodatkowo przed wysu-
nigciem. W zwiagzku z rézna gruboécia stosowanych prébek powstala koniecznosé uzy-
cia podkladek aby uzyskaé styk w punkcie A, Druga czg$¢ uchwytu, zabierak przyjmujacy
uderzenie bijaka miota dwiema plaszczyznami B, skfada si¢ z korpusu 5 i nakladki 6
skrecanych $rubami i ustalonych wzglegdem siebie i probki kotkiem ‘8. Plaszczyzny sty-
kajace sie¢ z prébka zostaly réwniez moletowane. Uchwyt 1 jest szeregowo mocowany
przy pomocy polaczenia gwintowego z dynamometrem (Rys. 3). Drugi koniec dynamo-

x (1)

f———

Rys. 3. Schemat uchwytu wraz z dynamometrem i model dynamiczny ukladu

metru jest mocowany do korpusu urzadzenia. Natomiast zabierak, w ktoéry uderza dwu-
punktowo bijak mtota jest dwustronnie suwliwie prowadzony w korpusie przyrzadu.
Miegjsca uderzenia bijaka mlota w zabierak, wraz z kierunkiem dzialania sily zostaly
oznaczone strzatkamj oraz symbolem P/2, gdzie P oznacza silg rozciggajaca probke.

Poniewaz czas zerwania probki jest stosunkowo krétki i wynosi zaledwie od jednej
do kilku milisekund, system pomiaru sit winien charakteryzowaé sig krétkim czasem
reakcji na zadane wymuszenie. Tego rodzaju wymagania spelnia zastosowany dynamo-
metr wraz z ukladem mostka tensometrycznego na prad staly.

System pomiaru przemieszcze zabieraka oparty jest zatem o zasadg modulacji czgsto-
tliwosci impulséw $wietlnych odbijanych od rastra C zabieraka 5 (Rys. 2). Plaszczyzna
C posiada mechanicznie wykonany raster umozliwiajacy okresowe odbijanie S$wiatfa
1 przez to dawanie odpowiednich impulséw do odpowiednio umieszczonej fotodioty 10.
Zabierak o$wietlony jest od dotu malg zaréwka poprzez szczeling w przestonie 9, a od-
bijana czgs¢ $wiatla rejestrowana jest w funkcji czasu na oscyloskopie poprzez fotodiode 10.
Sygnat z fotodiody zblizony jest do sinusoidy i zawiera zakodowane przemieszczenie
zabieraka. Stad staje sig mozliwa kompletna rejestracja przebiegu proby dynamicznego
rozciggania przy uzyciu dwustrumieniowego oscyloskopu. Na kanale pierwszym rejestruje
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sic sife w funkcji czasu, a na kanale drugim zakodowane przemieszczenie. Po eliminacji
czasu mozna otrzymaé poszukiwany wykres sila-przemieszczenie, a nastgpnie wykres
naprezenie-odksztalcenie.

3. Program badan -

Badania objely trzy materialy: polistyren wysokoudarowy, polichlorek winylu i poli-
propylen. Z materiatéw tych w postaci ptyt o grubosci od 2,5 do 3,2 mm frezowano probki
jak-na rys. 1, ktére nastgpnie przechowywano ‘przez 7 dni przed rozpoczgciem badan
w klimatyzowanym pomieszczeniu w ktérym odbywaly sie badania. Dla ustalenia po-
ziomu odniesienia dla badan dynamicznych, wykonano najpierw préby statyczne przy
rozcigganiu z predkoscia odksztalcenia & = 8,9 1073 s~!. Rozcigganie dynamiczne
przeprowadzono przy czterech zatozonych predkodciach dla kazdego z materialéw, a dla
kazdej predkosci wykonano po dwie udane préby, otrzymujac w sumie dwadziescia cztery
oscylogramy. Rézne predkosei rozciagania uzyskano spuszczajac bijak miota z okreslo-
nych wysokos$ci. Osiagnig¢to dzigki temu predkoscei uderzenia »: 6,5 ms™, 5 ms™1, 3,5 ms™?
i 1,65 ms™!, co dla zalozonej bazy probki /, = 15,5 mm odpowiada predkosciom od-
ksztalcenia & = 419 s=%, 332,5 s~*, 225,8 s~1 i 106,45 s~1.

4. Analiza ukladu dynamometr—prébka-—zabierak

Dokladniejsze wyznaczanie granicy plastycznosei lub wartosci naprezenia niszczacego
mozna osiggnaé przeprowadzajac analize przyjetego w obecnej pracy modelu ukladu
drgajacego z jednym stopniem swobody i ttumieniem, ktéry jest zblizony do rzeczywistego
ukfadu dynamometr — probka — uchwyty. Przyjety model zostat przedstawiony na rys. 3.
Analiza taka pozwala na ustalenie wptywn drgan, w ktére rzeczywisty uktad zostaje
wprawiony podczas uderzenia bijaka milota. Wychodzac z zaloZenia, Ze dynamometr
i uchwyt z prébka s3 uktadem drgajacym z jednym stopniem swobody, ogdlne réwnanie
ruchu uktadu, tj. zredukowaneJ masy skupionej drgajacej na niewazkiej sprezynie moZna
napisa¢ nastepujaco:

) mi+ Ax+kx = P(1),
gdzie:
= m-—zastgpcza masa drgajaca :
A — wspdlczynnik ttumienia proporcjonalny do logarytmicznego dekrementu
thumienia
k — sztywno$¢ sprezyny

P(t) — impuls wymuszajacy
Zastgpcza mase drgajaca obliczono sumujgc mas¢ uchwytu A, masg czedei B dynamo-
metru oraz jedng trzecia masy czeSci C dynamometru. Parametry A i & wyliczono na
_podstawie otrzymanych oscylograméw (réwnania 27 i 28). Ponadto zaklada sie, Ze energia
zuzyta do zniszczenia probki jest pomijalna w poréwnaniu z energia kinetyczna bijaka,
oraz Ze przemieszczenie §rodka masy x(¢) jest pomijalne w poréwnaniu z wydliZeniem .
prébki 4/ Zak%ada'sig rowniez, ze probka odksztalca sig ze statg predkoscia, a sita potrzebna
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do jej rozciagania, ktéra zmienia si¢ w funkceji czasu, jest impulsem wywolujacym drgania.
Poniewaz otrzymany oscylogram jest odpowiedzia ukfadu, tj. oscylacjami naloZzonymi
na krzywa rozciggania probki, chcac otrzymaé impuls wymuszajacy, czyli wykres roz-
ciggania probki, nalezy znalez¢ rozwiazanie rownania (1) dla zadanego impulsu, a nastepnie
poréwnaé otrzymane rozwigzanie z wynikiem dodwiadczalnym (oscylogramem).
Réwnanie (1) mozna przepisa¢ w formie

) X52nk+oix = N(1),
gdzie

A k P(t

n=-—; w3 =—i; N() = PO

m’ m m
Przykladowe rozwigzanie tego réwnania dla impulsu osiagajacego skokowo ‘w czasie
réwnym zero pewna wartodd 1 utrzymujacego sig dalej na tym poziomie, bedzie mialo
postaé, tzn. impuls wymuszajacy N(¢) = N, = const, albo P(¢) = P, = const, ™

) ‘ Ny N )
3) x(t) = Py [1 e "~ (smwt . coswt)].
Rozpatrujac site P(¢) = x(t)- k zamiast przesunigcia otrzymuje sie:
S Y Y
4 Pt) = Po[l e lw.\smwt - coswt)]

gdzie w = ]/a)g—nz; jest to przypadek malego tlumienia tzn., Ze w, > n. Rozwiazanie
to otrzymano metodg uzmienniania stalych. Ta sama metods otrzymano rozwiazanie
dla impulsu liniowo narastajacego w czasie: N(t) = N-t albo P(t) = Pt

N Ac.ot_Zna) + e " (w?—2n?) ( 2nw

wdw wd: w?

©) x(1) =

wi—2n

5 coswt~sinwt)],

lub dla sity P(t) = k- x(¢)

(6) P(t) = P L;_E”_ I L) ( e

coswt —sinwt | |.
w3 wiw w§—2n* _ )]

Rys. 4. Przedstawia podane wyzej typy impulséw i odpowiedii uktadu.

x4 x(t) 4
plt} plt)

Y

a) . b)

Rys. 4. Odpowiedzi ukiadu na: a) impuls staly, b) impuls liniowo narastajacy w czasie
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Zaden z wymienionych impulséw wymuszajacych nie stanowi sam w sobie dobrej
aproksymacji wykresu rozciggania. Jedynie impuls liniowo narastajgcy dosé dobrze
przybliza zachowanie si¢ materialu sprezyScie-kruchego. Jednak nawet dla takiego przy-
padku przy dokladnej analizie oscylogramu nalezy uwzgledni¢ bezwladnos¢é mas pola-
czonych z dynamometrem i zwigzane z tym zjawiska.

Rozwazmy co si¢ dzieje z ukladem drgajacym przed i po zerwaniu prébki (Rys. 5).
Przed zerwaniem podczas procesu obcigZzania, na skutek bezwladnosci, odpowiedz uktadu

1
x(U4
pit)

0 AN

T Wl |Vl

Rys. 5. Impuls wymuszajacy i odpowiedZ ukladu dla materiatéw kruchych

opéz’rﬁa sie w stosunku do impulsu wymuszajacego. Po zerwaniu tj. po czasie 7., dyna-
mometr rejestruje dalszy wzrost sity az do zatrzymywania si¢ rozpgdzonej masy co nastg-
puje po czasie 7, liczac od momentu zerwania. W punkcie A odpowiadajacym temu
czasowi sila osigga maksimum, po czym gwattownie spada i nastepujg ttumione drgania
swobodne ukladun wokét potozenia P = 0. Cheac wige analizowaé oscylogram z zare-
jestrowana odpowiedzig dla materiatu sprezyScie-kruchego, nalezy rozwazy¢ dwie fazy,
a wigc fazg przed i po zerwaniu. Do analizy pierwszej fazy mozna postuzyé sie réwnaniem
(5) lub (6). Natomiast druga faza, to drgania swobodne dla warunkéw poczatkowych
nie réwnych zeru. Warunkami tymi sa konkretne przesunigcie i prgdkosé w momencie
zerwania 2, czyli x(t,) = 5, 1 X(t,) = v,

M X(t) = IZ [co —-e‘"'s-ri(s'inwt,,+ io—coscoz‘,,)].

wow ‘ n
Warunki te wejdg do réwnania ruchu przy uzmiennianiu statych. Dla drgan swobodnych”
réownanie (1) przyjmuje postaé

® mE+ Ax+kx =0,
albo o |
®) _ F+2nxtolx = 0.

co daje rozwigzanie ogdlne:

B (10) x(t) = e "(A- coswt+Bsma)t)
gdzie A i B oznaczaja stale.
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Rézniczkujac réownanie (10) stronami otrzymuje sig:

(11) x(t) = e " (nB+wA) (%%coswt—sinwt).

Jesli w punkcie ¢z, przyjaé poczatek nowej skali czasu to mozna napisac:
(12) » x(0)=S§

(13) x(0) = v,

co stanowi uklad dwdch réwnan z niewiadomymi A i B.
Po rozwigzaniu otrzymuje sig

(14) A =S,
oraz
(15) k ' B = V+4ns

w

Wstawiajac zaleznosci (14) 1 (15) do réwnania (10) otrzymuje si¢ ostatecznie:

' e~ "(o+ns) | ws .
1 = .
(16) x(t) ° ['0+ns coswt+smwt]

Mozna stad réwniez obliczy¢ czas z4 wychodzac z za\{oZenia, Ze w tym momencie predko$é
X = 0. Rézniczkujac réwnanie (16) i przyréwnujac do zera tj. x(¢) = 0, otrzymuje sig
ostatecznie: ‘

. n(v+ns) .
17 OQz=eMa|_ >~ "7 - -
a7n e [ P +ws] @rnon coswt  +sinwt 4 |,
1 tws
w
oraz
(18) ty = 1 arccos 1
w 1+ /) 2
(@+ns)n 5w
w

4
x{t)
plt)

X tA t

L3

Rys. 6. Impuls wymuszajacy i odpowiedZ ukladu dla materialu z fizyczng granica plastycznofci



DYNAMICZNE ROZCIAGANIE TWORZYW 273

Opisana metoda obliczania odpowiedzi ukiadu na zadany impuls, uwzgledniajaca dwie
fazy procesu rozciggania zostala nazwana metoda laczenia rozwiazaf, w tym przypadku
W punkcie odpowiadajacym czasowi f,. Pokazano ja dla najprostszego przypadku drugle_]
fazy tj. dla drgan swobodnych po zerwaniu gdy P = O.

Z badan statycznych wynika, Zze dobrym przybhzemem dynamicznej krzywej rozcig-
gania bylby impuls o ksztalcie pokazanym na rys. 6. Jest to impuls narastajacy liniowo
do chwili t., a nastgpnie utrzymujgcy warto$é staly Py, w ogbélnym przypadku réznag
od Py, tj. sity odpowiadajacej gérnej granicy plastycznosci. Metoda postgpowania prowa-
dzaca do otrzymania odpowiedzi uktadu jest identyczna. W pierwszej fazie, do osiggnigcia
czasu t,, postugujemy si¢ réwnaniem (5) lub (6). Dla czasu ¥, obliczamy x(#,) = S.1x(¢,) =
= o, z vownan (5) i (7). Sa to warunki poczatkowe dla uzmiennienia stalych w réwnaniu
ruchu dla drugiej fazy opisanej réwnaniem:

(19) mi+Ax+kx = P.

Postepujac podobnie jak w wypadku poprzednim otrzymuje si¢ rozwiazanie dla drgan
po zerwaniu:

' N e [ —me| ©3
(20) x(t) —E%—[l+smwt p .(—N—@+ns)—n)-.|—cosm-e (T-S—l) ,
lub dla przypadku sity

—nt

2D P(t) = P, ll+sinwt- ¢ (; (v+ns)——n)+cosa)t e~ (—E—S-—l)].
0 P

0
Ze zrézniczkowanego réwnania (20), ktére nastgpnie przyrdéwnuje si¢ do zera mozna
otrzyma¢é czas t,, ktoéry wynosi: :

1

1
22 t, = —arcsin———
@ S e
gdzie

i —n(v+ns) —sw?
m

M=

) w-v
Poshigujac sie podana wyzej metoda laczenia rozwiazafi moZna otrzymaé rozwigzanie
dla dowolnego impulsu drugiej fazy. Rys. 7a jest przykladem takiego impulsu o réwnaniu

«(t1} xin}
Plt) _ Pit)

Plt)=Ajt*B;
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Rys. 7. a) Impuls drugiej fazy typu P(f) = A+ Bt , b) Impuls drugiej fazy typu P(¢) = At+B
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P(t) = A+B-t°, natomiast Rys. 7b przedstawia polgczome ze soba impulsy liniowe
typu P(t) = At+ B. Ztozono$¢ rozwigzania analitycznego powoduje jednak, ze impulsy
tego typu, jakkolwiek dobrze odpowiadajgce krzywym rozciagania, sa zbyt pracochtonne
do analizy. I tak np. dla impulsu P(t) = Af+B potgczonego z impulsem narastajacym
w punkcie 1, rozwigzanie ma postac

(23) x(t) = _L{w(wra)— 200, +e‘"'-Q[P-coswt+sinwt]},
Wy i (25
4_d 2 _. 2__2 2
edzie ¢ = “{\_; d = _]}_; 0 = {2+ ns)wg nwzo cwh—2n );
m m w?

! : 2wne—~dwio+swwd
(v+as)wg —dnw? —clwi—2n%)

Przedstawione przyktady analizy ukiadu umozliwiaja bardziej dokfadng oceng zachowania
si¢ préobki w procesie udarowego rozciagania i tym samym bardziej dokladne wyzna-
czanie odpowiednich naprezen.

5. Opracowanie wynikdw

Przy uzyciu urzadzenia do dynamicznego rozciggania 'Qtrzymuje si¢ oscylogramy
o charakterze jak przedstawiony na rys. 8. Pomiary oscylograméw przeprowadzano
przy pomocy mikroskopu pomiarowego z elektronicznym odczytem wspdtrzgdnych

Polipropylen
z
g
(=)
n . .
=
AN
i I |
Tms.
— ‘
Rys. 8. Oscylogram z dynamicznej préby rozciagania polipropylenu na podstawie ktdrego opracowano
Iys. 9

X—Y oraz drukarki. Pomiary nalezy przeprowadza¢ dla mozliwie jak najwigkszej liczby
punktéw lezgcych na krzywej P(¢). Na podstawie dokonanego przed pomiarem zasad--
niczym wzorcowania mikroskopu mozna przeliczyé wartosci napigé elektrycznych na
sifg w N i czas w ms. Z dalszego przebiegu sygnatu z fotodiody, ktdry stanowi zakodowane .
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przemieszczenie zabieraka probki w funkeji czasu, wywnioskowaé mozna o predkosci
rozciggania gdyz wiadomo, ze odleglos¢ migdzy sgsiednimi maksimami o jednakowym
znaku odpowiada przemieszczeniu jednego milimetra; jest to podziatka nacigcia rastra.
W efekcie analizy pomiardw na mikroskopie uzyskuje si¢ ostatecznie odwzorowany
oscylogram we wspéirzednych P~ ¢ oraz przemieszczenie 4/(¢), a stad predkoéé odksztal-
cenia (7).

Chcac nastgpnie dopasowaé rozwiazanie analityczne do otrzymanego wyniku dogwiad-
czalnego wedtug metody podanej poprzednio, nalezy okre$li¢ parametry ukiadu drgajacego
wystepujace w réwnaniu (1), tzn. zredukowana masg, wspolczynnik tlumienia oraz sztyw-
no$¢ ukladu. Mase zredukowang okreslono sumujac odpowiednie masy elementéw drga-
jacych z rys. 3, wyniosta ona m = 0,1861 kg. Pozostate parametry sg rézne dla kazdego
z badanych materialéw. Okreslano je indywidualnie na podstawie otrzymanych oscylo-
gramow. Okres drgaf T obliczano jako <drednig ze wszystkich préb dla danego materiatu.
Na tej podstawie mozZna nastepnie okreélié czgstotliwo$é kotowa:

oo 2n
(24) ® =

Dekrement tlumienia n obliczano biorac Srednig stosunkéw nastgpujacych po sobie
amplitud: ‘ _

—l—ln% P .

T Pe+T)

Znalezienie wartoéci powyzszych parametréow pozwala na obliczenie pozostalych ze
WZOrow: ‘

(25) n=

(26) Wy = Yw*+n?,
27 ‘ ‘ A = 2mn,
(28) - k= mwjd.

W Tablicy I zestawiono obliczone w ten sposéb parametry dla trzech bédanych tworzyw.

Tablica I—Parametry ukladu drgajacego dynnmometr—uchwyty_—-pyébka

T o .n oo A ok
(ms) G o) 1) (kg s71) (kg s=2)
Polistyren udarowy 0,3420 |. 18362 4645,5 18 940 1728,1 66 744 666
Polichlorek winylu 0,4540 13 849 1150,7 l 13 901,7 428,1 35984 875
Polipropylen 0,3400 | 18453 1068,8 | 18 983,7 397,.6 63 547 193

Nastgpnie majac wyznaczone parametry ukiadu drgajgcego mozna przystapic do
obliczania jego odpowiédzi na zadany impuls skladajacy si¢ z dwoch faz, a mianowicie
liniowego narastania sily, a nastepnie jej spadku do zera lub utrzymywania si¢ nd stalym
poziomie w zaleznosci od tego czy material peka krucho czy tez tworzy sie szyjka po
przekroczeniu granicy plastycznosci. Nalezy pamietaé, ze w przypadku tworzyw sztucznych
szyjka stabilizuje proces odksztalcania. '
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Analiz¢ numeryczng rozpoczyna si¢ od dobrania odpowiedniego wspoiczynnika na-
rastania impulsu oraz od ustalenia czasu f.. Dokonuje si¢ tego na drodze numerycznej
poprzez kolejne przyblizenia. Dalej wyznacza si¢ odpowiednie parametry brzegowe Wy-
magane do polaczenia w chwili ¢, odpowiedzi na dwa kolejne impulsy, tak jak to prze-
dyskutowano poprzednio. Przebiegi tego rodzaju obliczano na mikrokomputerze Tek-
tronix (Tek 31) wyposazonym dodatkowo w plotter. Po uzyskaniu wystarczajacej zgod-
noSci danych eksperymentalnych z wynikami obliczeri numerycznych, mozZna traktowaé
impuls wymuszajacy jako uproszczony ksztalt krzywej rozciagania w ukladzie sila — czas,
Na tej podstawie mozna dalej sporzadzi¢ wykres sily, a nastepnie naprezenia niszczacego
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Rys. 9. Wynik dynamicznego rozciggania polipropylenu dla ¥ = 2,41 ms—!: — krzywa eksperymentalna —
tj. zmierzony oscylogram, ---- odpowiedZ ukladu obliczona analitycznie, - ..~ ..~ impuls wymuszajacy
* - % - % - x krzywa rozciagania statycznego

lub napr¢Zenia bedacego granica plastycznosci w funkeji predkodci rozciagania. Na rys. 9
pokazano opracowany w ten sposob oscylogram z rys. 8, uzyskany z dynamicznej préby
rozciggania prébki wykonanej z polipropylenu.

6. Omoéwienie wynikéw

Wszystkie trzy tworzywa (PSW, PCW, PP) badane w zakresie matych’ predkosci
rozciggania 1 ms™' < v < 5 ms™!, co odpowiada zakresowi predkosci odksztalcenia
70 s7' < & < 330 571, zachowuja si¢ jak materialy plastyczne znajdujace si¢ w stanie
twardym ciggliwym. Dla tworzyw sztucznych stan ten znajduje si¢ pomigdzy temperaturg
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kruchosci a rekrystalizacji 1 charakteryzuje sie wyrazng granica plastyczno$ci. Do osiag-
niecia granicy plastyczno§ci materiat odksztatca si¢ jednorodnie w calej objetosci, a po
jej przekroczeniu tworzy si¢ lokalue przewgzenie, co powoduje pewien spadek sily roz-
ciggajhcej. Nastgpujgce w wyniku powstania szyjki lokalne umocnienie materiatu jest
tak duze, ze kompensuje lokalne zmniejszenie si¢ przekroju do tego stopnia, ze przekrdj
ten mozZe przenosi¢ wigksze obciazenie niZ sgsiadujacy z nim material. W efekcie nastepuje
propagacja przewgzenia, co odbywa si¢ przy stalej sile mniejszej od granicy plastycznosci.
Rys. 9 przedstawia, jak wspomniano poprzednio, wynik rozciggania polipropylenu z pred-
kosciag & = 155,7 s™1. Znaczenie poszczegolnych rodzajéw linii na tym, jak i na dalszych
rysunkach jest jednakowe: linia ciggta — krzywa eksperymentalna uzyskana na podstawie
pomiaru oscylogramu; linia kreska — dwie kropki — kreska — oznacza impuls wymu-
szajacy, innymi stowy jest to przyblizona krzywa materialowa; linia przerywana — obli-
czona analitycznie odpowiedZ ukiadu na zadany impuls; linia z krzyzykami — krzywa
powolnego rozciagania. Nalezy zaznaczy¢, ze podziatka odksztalcen jest wspélna zaréwno
dla krzywej statycznej jak i dynamicznej, za§ podziatka czasu odpowiada tylko krzywej
dynamicznej. Obliczona analitycznie odpowiedz ukladu powinna jak najscislej pokrywaé
sie z krzywa eksperymentalna. Nalezy opdkreéli¢ dobra zgodnoéé analitycznie obliczonej
odpowiedzi ukladu z wynikiem pomiaru oscylogramu,

Zwigkszanie predkosei odksztalcenia powoduje przesuwanie si¢ stanu materiatu w kie-
runku kruchoséci. I tak np. krzywe rozciagania dla polipropylenu uzyskane przy predkos-
ciach odksztalcenia & = 210,5 s™' 1 & = 306,1 s~! przedstawiaja rys. 10 [ rys. 11. Przy
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Rys. 10. Wynik dynamicznego rozciagania polipropylenu dla ¥ = 3,26 ms—1!

9 Mech. Teoret. i Stos. 2/80 *
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tych predkoéciach odksztalcenia material jest jeszcze plastyczny. Natomiast zastosowanie
predkosci & = 453,9 s~ Rys. 12 sprawia, ze material nlega zerwaniu bez przejécia w stan
plastyczny. Z tego wyplywa wniosek, Ze dla temperatury pokojowej w zakresie predkosci
306,1 s™! < & < 453,9 s™* zachodzi przemiana krucho-ciggliwa tego materialu. Jak juz

PldaN] A PP
120 |
110 'f\\ 25367(5?1m§:1,_
/ /' \ P=113 daN
J | \ PX10 daN
100 - R=53daN —
/1] \\ ~ F.=14,536mnf|
00 Iu/ik SN
1T \\ // \\
80 !./ 1 f \ —
LN
70 —H \ —
o
60 4 I H i | \ |
i I I \._-.1_
50 A/,’ / - m ;f- l‘._r !
| I i | ]
/ I/ L L N
30 —AH— = i
I \WiEmY,
20 : \ 4'/
v Y \
101 4 g \\\Jl
' ' \
of 01 02 03 0& 05 06 07 08 09 10 tmel
' 1 1 | -
0,061 0,122 0183 0,245 0306 &l1]

Rys. 11. Wynik dynamicznego rozciggania polipropylenu dla ¥ = 4,76 ms~*

wspomniano poprzednio, na podstawie otrzymanych przyblizonych krzywych rozciagania
mozna wykonaé wykresy skorygowanej gérnej granicy plastycznodci i napreZenia ply-
nigcia lub napreZenia pegkania w funkcji predkosci odksztalcenia. Takie wykresy wy-
konane dla polipropylenu przedstawia rys. 13, Widaé z nich, e granica plastycznosci
ro$nie wraz ze zwigkszaniem si¢ predkosci odksztalcenia, natomiast naprezenie plynigcia
wykazuje tendencje malejaca. Pionowa linia przerywana odpowiada hipotetycznej pred-
koéci przemiany krucho-ciagliwej. Aby wyjaénié takie przebiegi krzywych, rozwazmy
stan fizyczny badanego tworzywa odpowiadajgcy temperaturze pokojowej, czyli stan twardy
ciagliwy zwany tez stanem twardym wymuszonej elastycznosci. Tworzywa nieusieciowane
poniZej temperatury kruchosci moga odksztalcaé sig tylko sprezyscie z zachowaniem
liniowoéci lub nieliniowo, co jest zwiazane ze zmiana kata walencyjnego migdzy atomami.
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Powyzej za$ temperatury rekrystalizacji wystepuje stan elastyczny charakteryzujacy sie
odksztalceniami lepkosprezystymi, zwanymi tez sprezystymi opéznionymi. Odksztalcenia
te zachodza dzigki prostowaniu si¢ makroczasteczek na skutek obrotu meréw wzgledem
siebie bez zmiany kata walencyjnego. Odksztalcenia tego typu ilustruje dobrze model
Kelvina. Stan, w ktérym znajduje si¢ polipropylen w temperaturze pokojowej jest stanem
poérednim pomigdzy dwoma stanami wymienionymi. Stosujac wzglednie mate predkosci
odksztalcenia mozna wymusi¢ tu odksztatcenia lepkosprezyste. W wyniku lokalnego
nagrzania si¢ materiatu na skutek dysypacji energii mozna osiagnaé temperature, w ktérej
makroczasteczki moga si¢ prostowa¢, a wiec uklada¢ réwnolegle do siebie wywotujac
wiekszé umocnienie materialu w kierunku rozciggania.

Jak zostalo powiedziane wyzej odksztalcenia tego typu to odksztalcenia lepkosprezyste
wynikajace z prostowania si¢ makroczasteczek, a wigc powrotne. Trwaloéé odksztalcenia
wystepuje dzigki nastgpujacemu natychmiast po procesie odk_sztalcenia ochiodzeniu
sig¢ materiatu. Wystarczy jednak odksztalcony w ten sposéb material ogrza¢ o kilkadziesiat
'stopni, a nastapi nawrét odksztalced. Innymi stowy nie sa to odksztalcenia trwale, a za-
mrozone lepkosprezyste lub wymuszone spreZyste, stad bardziej uzasadnione wydaje
sig uzycie okredlenia ,granica wymuszonej sprezysto§ci®® niz ,,granica plastycznosci”,
Sprezysto$é niewymuszona ma miejsce powyzej temperatury rekrystalizacji. Tutaj wy-
muszamy ja przez oddzialywanie mechaniczne. Nalezy pamigtaé, e naprawde trwale
odksztalcenia tworzyw maja miejsce powyzej temperatury plynigcia, kiedy przesuwaja
si¢ wzgledem siebie cale makroczasteczki, a nie tylko ich segmenty. Wracajac do ply-
niecia na zimno polipropylenu nalezy zauwazyé, Ze inicjacja i propagacja przewezenia,
to fizykalnie dwa rézne procesy, przy czym pierwszy z nich bierze poczatek na skutek
lokalnej wady materialowej, np. mniejszego efektywnego przekroju prébki, gdzie na-
preZenia rzeczywiste zostaja spigtrzone, co prowadzi na poczatku procesu odksztalcania
do lokalnego odksztalcenia sie probki. Propagacja za§ przeweZenia zwiazana jest z tak
zwanym mieknieniem odksztalceniowym, co z kolei jest wynikiem przeplywu ciepla z od-
ksztalcanej cze$ci materialu probki do czesci nieodksztalconej. Nalezy tu zwrécié uwagg
na pewna roéznicg w poréwnaniu z plynigciem plastycznym metali, niezaleznie od faktu, .
ze dla tworzyw nie sa to odksztalcenia plastyczne. Metale odksztalcaja si¢ w zasadzie
jednorodnie w calej objetosci. Poza tym utworzenie si¢ przewgzenia oznacza utratg sta-
tecznosci procesu, tutaj powoduje stabilizacje. Wychodzac ze wspomnianego zaloZenia,
" Ze inicjacja i propagacja przewezenid sa niezaleZnymi od siebie procesami mozZna probowaé
wyjasnié charakter przebiegn krzywych odpowiednich naprezed o, o, 64, W funkeji
predkosci odksztalcenia gdzie o,; oznacza gbrna granice plastycznosel, o jest naprezeniem
plastycznego plynigcia, a o, napreZeniem niszczacym. Zmniejszenie si¢ napreZenia ply-
nigcia na zimno tlumaczy¢ moZna w oparcin o przeplyw ciepla' w prébee podczas od-
ksztalcania. Poniewaz, jak juz wspomniano, plynigcie na zimno spowodowane jest prze-
ptywem ciepla z czgéci odksztalconej do nieodksztalconej, to zwigkszanie predkosci od-
ksztalcenia spowoduje mniejsze jego rozproszenie, co z kolei ze wzgledu na zachowanie
bilansu cieplnego prowadzi¢ bedzie do wiekszego nagrzania czgSci odksztatconej. Im
wieksza predkos¢ odksztalcania tym bardziej proces zbliza sig do adiabatycznego i tym
bardziej wzrasta efektywna temperatura, przy ktérej ma miejsce plynigcie na zimno.
Przy mniejszych natomiast predkosciach odksztalcenia generowane cieplo bedzie rozpra-
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szane w otaczajacej atmosferze dostatecznie szybko aby wzrost temperatury byt mniejszy.
Spowolnienie odksztalcenia przesuwa proces w kierunku procesu izotermicznego. Potwier-
dzenie przytoczonego wywodu znalezé mozna w pracy (7) dla préby powolnego rozcig-
_gania z réznymi predko$ciami.

Z rys. 13 wynika réwniez, ze zwickszenie predkosci odksztalcania powoduje wzrost
gbrnej granicy plastycznodci. Odksztalcenia poprzedzajace inicjacje przewezenia, co
odpowiada osiagnigciu gérnej granicy plastycznosci sa w gldwnej mierze sprezyste, a wiec
nie rozpraszajace energii. To tlumaczytoby dlaczego nie nastepuje spadek obserwowanej
granicy plastycznodci. Jej wzrost wyjasnié mozna na gruncie zasady superpozycji tem-
peraturowo-czasowej. Wzrost naprezen potrzebnych do inicjacji przewezenia przy zwigksze-
niu predkosci odksztalcenia jest réwny przyrostowi jaki nastapitby przy odpowiednim
obniZeniu temperatury, a wigc przy przesuwaniju si¢ stanu tworzywa w kierunku kruchosci.
Wydaje si¢ wiec stuszne, ze dla zwigkszajacej sie predkosci odksztalcenia gérna granica
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Rys. 14. Rezuliaty badaf polichlorku winylu — PCW

plastycznoéci powinna rosnaé, natomiast naprezenie plynigcia na zimno male€. Potwierdzajg
to uzyskane wyniki dla polipropylenu. _
Natomiast w przypadku PCW i PSW przebiegi sa nieco inne od oczekiwanych. Wyniki
badan dla tych dwéch tworzyw zamieszczono na rys. 14 i rys. 15. Opracowane oscylo-
gramy dla skrajnych predkosci przy dynamicznym rozciaganin tworzyw PCW i PSW przed-
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stawiono na rys. 16 i rys. 17 — PCW oraz rys. 18 i rys. 19 — PSW. W kazdym z obydwu
przypadkéw wystepuje duza roznica pomigdzy gérna granica plastycznosei i naprezeniem
plynigcia na zimno, o wiele wigksza niz dla warunkéw rozciggania statycznego. Dla poli-
propylenu na przyklad, przy rozciaganiu statycznym rdznica ta praktycznie nie istnieje,
natomiast dla pblistyrenu wysokociénieniowego jest bardzo niewielka.

Po przekroczeniu krytycznej predkosci odksztalcenia, zaznaczonej na rys. 13, 14
i 15 pionowg liniag przerywana, material nie ptynie na zimno. Prébka ulega zniszczeniu

NTA
:;E*uo}ﬁ] PSW
10 P
(=]
o Spl {v) P |
. / ° N Im{v]
0 .
8 ° | i _’/
//\ | o °
; / © gorna granica plzlzstycznoéci
4 ‘ !
/ I
6 4 T
/ I
5 ,/ ‘
/ ) 6lv) :
b—t "
/ pa |
/ A47° plynigcie plastyczne
i 1
/// |
207 i
|
1 ;
[ -1
! £[s7] -
0I | 100 ZIOO | 300 -400 | 500
I | 1
1 4 5 ’ 7 a0
0 2 3 6 V[ms"]

Rys. 15. Rezultaty badan polistyrenu wysokoudarowego — PSW

po osiagnieciu naprezenia maksymalnego. Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe, Ze po-
kazane na rysunkach z opracowanymi oscylogramami, w szczegdlnosei rys. 17 i rys. 19,
impulsy wymuszajace sa przyblizone i nie powinny sugerowaé catkowicie kruchego za-
chowania si¢ materiatu, W rzeczywistosci nastepuje prawdopodobnie niewielki spadek
naprezenia po przekroczeniu naprezenia maksymalnego, a nastepnie zerwanie prébki,
ktére jednak nie. jest peknigciem catkowicie kruchym, a raczej spowodowane jest duzym
lepkim oporem materialu. Wida¢ wigc wyraznie, Ze istnieje pewna pregdkos§é krytyczna
odksztalcenia ponizej ktdérej naprezenie plyniecia wykazuje pewna wartoéé, a powyZej
ktérej material peka bez wystepowania widocznego plyniecia. Dalsze studia tego zagad-
nienia moglyby by¢ uzyteczne w ustaleniu optymalnych predkosci dla proceséw techno-
logicznych ksztaltowania na zimno wyrobdw z tworzyw sztucznych (4).
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7. Whnioski

Sposréd wazniejszych wnioskéw uzyskanych w pracy nalezy wymienié:

— Badania zachowania si¢ tworzyw sztucznych przy odksztatceniu z duzymi predkosciami

IS

v e

moga by¢ bardzo przydatne do oceny zaréwno ich wiasnosci eksploatacyjnych jak
i technologicznych. '

Dla wszystkich trzech badanych tworzyw, tj. dla polipropylenu, polichlorku winylu
i.dla polistyrenu wysokocisnieniowego zaobserwowano przy pewnej krytycznej pred-
koéci odksztalcenia &. pegkanie badanych materialéw bez wystapienia widocznego
plynigcia. Otrzymane wartosci &, wynosza odpowiednio w przyblizeniu PP — & =
2~ 390 s7!, PCW — & ~ 310 s, PSW — & ~ 260 s~ 1.

Stosunkowo duZa masa zredukowana ukladu drgajacego w poréwnaniu ze stosunkowo
malymi sifami obserwowanymi przy rozcigganiu powoduje trudnosci w okreslenin
parametréw ukladu. Pomimo tego rodzaju trudnosci uzyskano w miare dokladne
opisy analityczne oscylogramow.

W dalszych badaniach nalezaloby stosowaé bardziej dokladne zalozenia dotyczqce
krzywoliniowoéci impulsu wymuszajgcego przyjmowanego w analizie numerycznej,
co poiwo_liloby na jeszcze dokladniejsze okreélenie charakterystyki materiatowej.

W sumie przedstawiona metoda pomiaru wlasnoSci wytrzymatosciowych tworzyw
sztucznych, w przypadku badania plaskich probek przy dynamicznym rozcigganiu
z kompletna rejestracja proby, moze stanowié podstawg do dalszych badan w tym
kierunku.
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Peawme

VIAPHOE PACTSOKEHUE ITOJIKIMEPOB

B paGO’l‘C OITUCBHIBAETCSH SKCIEPUMEHTAIbPHAA YCTAHOBKA M IPHBOAATCA IIONYyUeHHbIC Pe3ynbTaThl

B BHJAC KPUBBIX HanpKeHue-IehOpMEIHA IIPH YAAPHOM GIHOOCHOM PACTSHKEHHH /Ul H3OpaHHBIX IO-
JMMEpOB. JKCIEPHMEHTAIPHbIE MCCHEIOBAHUA IPOBOLMINCh Ha MATHHKOBOM Korpe PSW-30 ¢ ucnons-
B0BAHHEM YCTAHOBKH CKOHCTpyMpoBausoit B Hluctnryre OcuoBrbix IMpoGnem Texmuru ITAH. Ora yera-
HOBKa, (mmeromwas ratenr ITHP) maer BO3SMOMHOCTh ONHOBPEMEHHOHR 3amycy CUIBI, PAacTATHBAIOIIECH
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obpa3sel] H TIepeMELLEHHsT H3 ero KOHLOB. TeueHHe Mpolecca BO BPEMEHH PETHCTPHPYETCA C IOMOLLbIO
OCIUILIOCKONA, OCHALeHHOTO (oTokamepoii POLAROQID. B urore o6paGoTKy OCLHIIIOrPaMMbl, KCKIIIO-
Yas MapaMeTp BPEMEHH, ITONyYaroT KPHUBYIO PACTSIKEHHA, HCKAKEHHYIO BIHAHHEM KoNeGaHuil cucTemer
mwHamomeTp-obpaseu-3axsarpl. JeficTBuTeNbHAA CHIIA, OefcTByIoiUas Ha oBpasel, MONYJYaeTCA IyTeat
YUETa MATEMaTHUECKH MOKEANPYEMBLIX MapameTpoB 2T0 crcTembi.

Ecnu aHanurayecKast MOMeNb YIOBIETBOPATENHHO OIHCHLIBAET JKCIEPUMEHTANBHO IONYUEHHYIO
KPIBYIO, 3TO, O3HAUALT, WTO HARIEHHAsT CHIIA, AeHCTBYIOAS IIPH HCILITAHNH Ha OMH M3 KOHUOB o8pasia,
omcaHa npasByIlbHO. CrieoBaTeNbHo TAKOH IIOOXON HAeT BO3MOMHOCTh KOCBEHHOTO YCTPAHEHUST BIMAHNA
KoneGaHuit, MCKDMKAOUUX KPHBYIO PACTSHKEHHS.

TIpy aHAMHTHUCCKOM [TOLXOMC PEUUEHHA CIUIaAbIBANIMCE, 5TO CO3/IaBajlo BO3MOMKHOCTb HCCIEJ0BAThH
MaTepranmbl ¢ 00Jee CIOYKHBLIMH MPOUYHOCTHBIMH XapAKTEPHCTHKAMM, HAIIPHMED, C BEPXHHM U HIDKHUM
TIpefenamy TeKyJYecTH.

McenenoBaHua NPOBOJKHIKCH JUIST TPeX MaTepHAaoB: BBICOKOYHAAPHOTO MOJMCTHPONA, IMOJIMXIOp-
BAHMIIA B nonanporieda. [[JIA BCeX MCCHeNYeMBIX MaTepyanoB ObLIO YCTAHOBJIEHO CYILECTBOBAHUE
IpeeNbHoil CKOPOCTH PACTAMXKEHHNA, IPEBLINICHHE KOTOPOil BhI3BIBAeT paspylleHune obpasua Ges rpen-
BAPUTENBHOrO PasBuruA Ieliki. JJsT monumepoB 9T0 PaBHO3HAYHO MCUESHOBEHHIO BEPXHETO IIperena
TEKYUECTH. B MTOTE MPOBEAEHHBIX SKCHEPUMEHTOB GBINK NMONYUEHb! KPHBLIE, ONHCHLIBAIOILME BIHAHMHE
CKODOCTH HA IPeNEeNl TEKYUECTH, HAIPsHKEHHE MNACTHUYECKOTO TEWEHHsSI ¥ BPEMEHHOE CONPOTHBJIEHHE
paspylaiomee HanpsKedue. BBUIO yCTAHOBJIEHO HANMMUYME CYILECTBEHHBIX Pa3Nudui B TOBeOEHUY
HCCJIE/TYEMbBIX MATEPHAJIOB TIPH MeNUIeHHOM M yAapHo#t marpyswax. IIpemnpuHATa IoneITKa OGSACHHTH
3TO ABJIEHHE C TOUKH 3DEHHS KHHETHUKM OOPAa30BaHHS ¥ Pa3BUTHS LIEHKH.

' Summary
DYNAMIC TENSION TEST OF POLYMERS

The paper presents some results on dynamic tension tests of several polymers. A new device is applied
and described. All impact experiments were performed with the aid of pendulura hammer type PSW — 30
equipped with a special device designed at the Institute of Fundamental Technological Research of the
Polish Academy of Sciences. The device,‘being the subject of patent, enables one to measure simultaneously
the tensile force and displacement of the specimen grip as a function of time. Force and displacement is
recorded independently on a two-beam oscilloscope and Polaroid camera. Having recorded the oscillo-
gramme, the time can be eliminated and force — displacement curve obtained. However, the curve shows
presence of some vibrations in the system of dynamometer — specimen — grips. Assuming a suitable
vibration model it was possible to find out the parameters of the vibrating system and to calculate the real
force acting on the specimen. If the analytical description coincides with the oscillogram — it means that
the force was calculated correctly. Such procedure enables the indirect elimination of vibrations from the
stress — strain curve. In the analytical description the method of ,,connecting solutions” was applied
which makes possible to evaluate materials with a more complicated shapb of its stress — strain curve
(e.g. upper and lower yield point).

Altogether three materials were tested: impact resistant polystyrene, PVC, and polypropylene. In all
materials tested the critical strain rate was measured beyond which the fracturing of specimen without
prior necking is observed. It means that in such a case the plastic flow is limited. As the result of experiments
the diagrams have been obtained which demonstrate the effect of strain rate on the yielding stress, flow
stress, and fracture stress for all materials tested. Considerable differences are observed in material behaviour

tested under slow and impact loading. An attempt was taken up to explain this phenomenon within the
framework of the necking and neck propagatlon kinetics.

X_’OLITECHNIKA WARSZAWSKA
IPPT PAN

Praca zostala zlosona w Redakeji dnia 5 lipca 1979 roku
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DYNAMIKA PRETA OBCIAZONEGO DWIEMA SIEAMI SLEDZACYMI

Kosta A.MLADENOV (SoFia)
1. Wstep

Dynamiczne zachowanie si¢ ukladu sprezystego znajdujacego sig.pod dziataniem
sit §ledzacych lub obwodowych posiada pewne szczegblne wlasnosci spowodowane tym,
7e sily te nie sa potencjalne.

Réwnania rézniczkowe opisujace ruch tych uktadéw w poblizn konfiguracji réwno-
wagi zwykle nie sa samo sprz¢zone wzgledem warunkow brzegowych. Odpowiadajace
wartodci wlasne sg rzeczywiste i rézne tylko w przypadku wartodci krytycznej parametru
obciagzenia. Poza tym, wartosci wlasne s3 zespolone i okre$laja niestabilnosé typu dywer-
gencji lub flatteru. Bardziej szczegdlowa dyskusje na temat tych wlasnosci mozna znalezé
w szeroko znanej monografii BOLOTINA [1], podczas gdy praca przegladowa HERRMANNA
[2] daje zwarty przeglad probleméw dotyczacych zagadnien niezachowawczej stabilnosci,
stosunkowo niedawno sformulowanej statecznodci sprezystej. Nalezy zauwazyé, ze ba-
dania dajace dokladne rozwigzania uktadéw niezachowawczych dotyczq przewaznie
zwyklego, jednorodnego preta ze zmiennymi warunkami brzegowymi znajdujacego. si¢
pod niezachowawczym obciazeniem. Dobrze wiadomo, Ze uklad niezachowawczy mozZe
by¢ typu flatteru lub dywergencji w zaleznosci od warunkdéw brzegowych. W poprzedniej
" pracy autora [3] pokazano, e parametry okreSlajace sztywno$¢ zginania, masg oraz
dhugos¢ wplywaja na zachowanie si¢ ukladu niezachowawczego w punkcie krytycznym.

W niniejszej pracy skoncentrowano si¢ na relatywnie bardziej skomplikowanym mo-
delu skladajacym sie z poczatkowo zwyklego preta podpartego swobodnie na gladkiej
rolce i obciazonego dwiema sitami §ledzacymi. Pokazano, Ze oba typy niestabilno$ci
typu flatteru i dywergencji moga wystapié¢ nie tylko wtedy gdy zmieniajg si¢ poprzednio
wspomniane parametry, ale réwniez miedzy wartodciami dwéch sit obwodowych.

2. Rozwiazanie réwnan podstawowych

RozwaZzamy poczatkowo prosty, jednorodny pret posiadajacy staly moment bez-
wiadnosci I (rys. 1). Pret ten jest obciazony dwiema sifami éledzqcyml o stalej wielkos$ci
lecz. przeciwnych zwrotach.

Zaniedbujac bezwladno$é obrotowa, réwnania rézniczkowe opisujace mate drgama
pr@ta wyprowadzaliémy z zasady d’Alamberta-Lagrange’a.

Poniewaz jest to powszechnie znany sposéb, podamy wiec jedynie. wyniki

@ _ +kij +"0_,_'y'1 = 0.
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Tu jak i w pozostalej czeéei pracy j = 1,2, 3.
Ponadto celem sprowadzenia réwnan (1) do postaci bezwymiarowej wykorzystamy naste-
pujacy zapis

%y, . 0%y,
(2) yj(é:: t) = WJ(.X', T)/[; y}'v = 054 > Yy = EYE
my,&El m,E,El m4, €4ET
e TN - ——

®© ®@ O
/f«—oc1l—-+~—oc2l.—-——-t<—oa3L-——i \
Rys. 1

Tutaj w(x, 7) i 7 sa odpowiednio obciaZeniem poprzecznym, mierzonym wzdiuz.osi x
(0 € x < 1) oraz czasem.

Bezwymiarowe parametry ¢ i £ sa w nastgpujacy sposdb zwiazane z wielkoSciami
fizycznymi x 1 7.
3) & =x|l; 1* = 12El/(ml*),
przy czym EI oznacza sztywno$¢ zginania, podczas gdy m oznacza mas¢ jednostki dhu-
goéci preta. Pozostate oznaczenia wystepujace w ukladzie réwnai czastkowych (1) sa
definiowane nastgpujaco
4 k'2' = PLIZ/(EHEI)9 n=1,2,
( ) k2 = PZIZ/(E::,EI) 'Z)j = mj/(ejm),
przZy CzZym h; oznacza mase _]eanStkl dlugodci j-tej czgsci pretu, podezas gdy ¢; sa danymi
stalymi. _
© Zaklada sig, ze nietrywialne rozwiazanie ukladu (1) ma nastgpujaca postaé
®) vy =X, (Epe,
gdzie i = (=12
Bezwymiarowy parametr czgstotliwoéci o jest zwiazany z wielkoéceia fizyczng Q2 naste-
pujaca zaleZznoécia , ' :
©) = 22m/*|(EI).
Podstawm_jqc (5) do ukfadu réwnan (1) i wykorzystujac fakt, ze €'’ nie zeruje sig, otrzy-
mano nastgpujgacy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych na funkcje X;(&;)

€ : XY+ k2X—o0%,X, = 0,

Rozwiazaniami jego sa funkcje

t)) X; = Cyychy, b+ Cyyshy &+ Cyycos 66,4 Cyysin §,&),
gdzie ‘

® vy = (Z =k Y2, 0y = (24K 2)', 2y = (nf+k}]4),

1
(10) nt = wle;, 0< &< B,
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Rozwigzania te musza speinia¢ nastgpujace warunki brzegowe
X1(0) = X1"(0) = Xy () = 0,  X{(y) = X3(0),
(11) X,(0) =0, & Xi(2)) = &2X30), Xj(a) = X1(0),
£, X3 () = &X¥0), X;3(0) = X5(a3) = XM(a3) = 0.
Podstawiajac (8) do (11)\otrzymuje si¢
Ci171—C351 61 =0, Cpyi—Cy 6] =0,
Ciichy oy +Cyyshy oy +Ciicos o FCyy8indy o) = 0,
Criyishy oy +Cor i chy 0y —Csy 8y sindy oy +Cy, 6,080, 00y =

= Cp272+Csz 02,
Cyyichy, oy + Cyy yishy, a; —Csy 62c08 8, 0f ~Cay 6%sind, a; =
= £,(C1275—C5, %) /e,
(12) Ci2+C3, =0, Ci3+C33 =0,
Ciachy,a,+Cayshy, oy +Ca0080,0,+ Cypsindyo, = 0,
Cray?shy,dy+Coyp2chy,ay —Cay 82sin 8, oy F Cyp 62058, 00, =
= C23')’2+ Cy3 03,
Ciay5chysa,+ Coryishy, a, —C3,05¢08 6500, — Cyz 035in 50, =
: = 33(C137§f‘C33 03)/eas
Cizyichysas+Cr3y3shy;za; —Cys03c08 8303 —Cyab2sindzas = 0,
Cisy3shysas+Cysy3chy; as+ Css 03sindsats —Cyuz 63cos b33 = 0.
Dla niezerowego rozwigzania wyznacznik ukladu (12) musi znikaé. Stad otrzymuje sig¢
réwnanie charakterystyczne o
2, (Z, %38y, tp 80 6, 0ty — 2312 £,0,03) 6, — v
(13) —n?z,0,[e;3z3n3(2n% chy, o, c08 8, 00 —2n3 +
kyshy,o,5in8,0,)03+ 2, %30, = 0,

gdzie v

a4 %, = yi+ 0 +n?(2n?chy,a,cos 6,0, +k shy,osind; o), if_‘ 1,3,
. 6, = y,chy,a;sin d;o— 6;shy;0,c08 §;0;.

Przestgpne réwnanie (13) otrzymano dla

(15) | & = 1.

Niektére réwnania charakterystyczne w zagadnieniach d'otyczqcych wartoéci wiasnych
preta, znane z literatury, moga byé wyprowadzone jako szczegdlny przypadek z réwnan
(13). Na przyklad, niech «; jest bliskie zeru, wéwczas

(16) O; =0, x3 =4z3,

oraz réwnania (13) redukuja si¢ do nastgpujacej postaci

an #12,8hy, 08I0 0, 0ty — &, 2, 1?0, 0, = 0.
Dla o; = 0 mozna otrzymaé z (14)

(18) O, =0, x =4z3,

gdy réwnanie (13) przyjmuje postaé

(19) Zy%3Shy,0,8in 0,0, —23n3 630,05 = 0.
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Podstawiajac

20) wp =0a3 =0, a;=1

oraz przeksztalcajac wyrazenia (16) i (18), po transformacji dochodzi si¢ do réwnania
2n _ shy,sind, = 1.

Dla P =1 jego pierwiastki odpowiadaja czestotliwosci drgan swobodnych swobodnie
podpartego preta, gdy 7, = 0 prowadzi do nieskorniczonego zbioru pierwiastkéw row-
‘nania (21), ktore odpowiadaja dobrze znanej eulerowskiej sile krytyczaej dla takiego
samego preta.

Réwnania charakterystyczne (17) i (19) daja wartodci wlasne krzywych dla dwdéch
niezachowawczych zagadnien zbadanych przez autora [3].

3. Wyniki numeryczne. Wnioski koncowe

i
Pierwiastki roOwnania charakterystycznego (13) otrzymane zqstaiy przy pomocy kom-
putera. Przedstawiaja one zaleino$é pomigdzy czgstotliwoécia a parametrami obcigZenia.
Wszystkie wyniki otrzymano przy zaloZeniu

& = &3 = &3,

(22) Uy =Yy =9y,
' 0(2 = 1.
Dla wygody obliczerr wprowadzono wielkosci
_(23) © = P,[P, N = k.
12 T T T
10/ ~
g .
3
e or .
=
CL ‘ -
i flatter
2 divergencja —
flatter
1 1] | |

0 1 2 3 [A 5 6
Rys. 2

Wyniki rozwigzan numerycznych dane sg na rys. 2, 3, 4, 5. Pokazuja one Ze jeden
.z parametréw krytycznych ) zawsze zbiega do m? tzn., ze odpowiada on najmniejszemu
eulerowskiemu obcigzeniu krytycznemu swobodnie podpartego preta okreslajacemu
‘niestabilnoéé typu dywergencji. Jest to albo najmniejsza warto$é krytyczna, albo warto$é
0 wyzszym stopniu w zaleznoci od parametrdw rozwazanego ukladu.

Ponadto na rys. 2 pokazaliémy zalezno$é pomigdzy najmniejsza krytyczna wartoscia
parametru obcigzenia % oraz stosunkiem @ dla «, = oy = 1.
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Zauwazmy, 2e 7. w duzym stopniu zalezy od 6. Dla @ < 0.5 1 © > 1.0 najmniejsza
7 0dpowiada niestabilnosei typu flatteru, podczas gdy dla 0.5 < @ < 1.0 jest niezalezne
od @ i odpowiada niestabilno$ci typu dywergencji.

Na rys. 3 pokazaliémy jakie otrzymuje si¢ krzywe wartoéci wlasnych gdy «; zmienia
sig, natomiast @ = 1 i a3 = 1.2 s3 stale. :
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Rys. 4

Podobna zaleznosé dla «, = 1.6, @ = 1.0 i réznych «; jest przedstawiona na rys. 4.
Rys. 5 pokazuje zalezno$¢ wartoéci whasnych od parametru. Widaé stad, Zze w punkcie
krytycznym cechy dynamiczne ukladu zalezg od parametréw ukladu nie tylko ilo$ciowo.
ale takze jakosciowo. -
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Pesome

ITUHAMMWUYECKOE TIOBEIEHUWE CTEPXHSA IIOJ OHECTBUEM
JBYX CIEIANMX CHJI

Hceaeayercss THHAMHYECKOC JIOBEJCHHE ABYXKOHCONIBHOTO OTHONMPOIETHOIO CTEPIKHS, HATPYMEH-
HOTO B KOHHIEX ABYMSA CHEIIIMMH Crjlamy. XapaKrepucTHUeCcKoe YPaBHEHHE 3724y PEIeHO DpH 1o~
motn OBM. PeaynsTaThl MOKA3LIBAIOT YTO CIEPMKEHb TepAeT YCTOHUMBOCT: NuGo B BuZe dmarrepa,
G0 B BUAe QUBEPreHIHM B 3aBHCUMOCTH OT [TPaMETPOR CHCTEMBI ¥ COOTHOLICHUS MEXKNY BEIIHIHMHAMH
CHUI.

Summary
DYNAMICS OF A BAR UNDER TWO FOLLOWER FORCES

The purpose of the paper is to investigate the dynq{'nical behaviour of a bar subjected to two follower
forces. Numerical solutions of the characteristic equation show that both flutter and divergence instability
may occur depending on the parameters of the system and the ratio between the magnitudes of the two
forces.

WYZSZA SZKOLA BUDOWNICTWA I ARCHITEKTURY
SOFIA

. Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 kwietnia 1979 r.
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OKRESLENIE GESTOSCI STRUMIENIA CIEPLA NA PODSTAWIE POMIAROW
NIEUSTALONEJ TEMPERATURY JEDNOSTRONNIE OGRZEWANEJ PLYTKI
PLASKIEJY

STEFAN WI§NIEW SK I (WARSZAWA)

Streszczenie

W pracy podano analityczne metody okre$lania gestodci strumienia ciepta na podstawie
pomiaréw nieustalonej temperatury powierzchni przejmujacej ciepto plytki plaskiej w wa-
runkach gdy pozostale jej powierzchnie sa adiabatyczne. Szczegblnie proste jest okreslenie
stalej wartoéci gestosci strumienia ciepta lub stalego wspdlczynnika przejmowania ciepla,
w przypadku, gdy pomiary temperatur wykonywane sa w dowolnym punkcie plytki
czujnika zaproponowano metod¢ opartg na analogowym modelu Libmanna.

Wainiejsze oznaczenia

a — wspolezynnik wyréwnywania temperatury,

¢ — cieplo wlasciwe,

qs — gestosé strumienia ciepla na pownerzchm plytki czmmka
t — temperatura plytki czujnika,

t, — temperatura poczatkowa plytki czujnika,

t, — temperatura piynu,

t,— temperatura powierzchni plytki ogrzewanej przez plyn,
a — wspdlezynnik przejmowania ciepla,

6 — grubo$¢ plytki czujnika,

¥ — nadwyzka temperatury ptynu nad temperaturq ptytki czujnika,
® — bezwymiarowa nadwyzka temperatury,

A — wspdlczynnik przewodzenia ciepla,

o — gestosé,

T — czas,

w — predkosé katowa.

1. Wstep

Zagadnienia odwrotne przewodzenia ciepla polegaja na okre§laniu warunkdw brze-
gowych wymiany ciepla na powierzchni ciala stalego (temperatury powierzchni, gestodci
strumienia ciepla na powierzchni zewnetrznej, wspolczynnika przejmowania ciepla) ze

10 Mech, Teoret. i Stos. 2/80
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znanych temperatur w niektérych punktach ciala oraz przy-znanym réwnaniu rézniczko-
wym przewodzenia ciepla i znanych wlasnosciach termofizycznych materiatu ciata.

Chociaz danym warunkom brzegowym odpowiada tylko jedno rozwigzanie réwnania

rézniczkowego przewodzenia ciepla, to takie samo pole temperatur moZze byé réwniez
otrzymane przy innych réwnowaznych warunkach brzegowych wytwarzajacych na
powierzchni plytki taks sama gesto$¢ strumienia ciepla
Q) cgs(n) = a(D[1p(D) — ()]
Na podstawie znanych wartosci zmiany w czasie 7 temperatury plynu #, i temperatury
powierzchni plytki stykajacej si¢ z plynem #,, przy znanej gestosci strumienia ciepla na
tej powierzchni ¢, mozna obliczyé wspdlczynnik przejmowania ciepla . Zmienna w czasie
gesto$é strumienia ciepla na powierzchni plytki stykajacej si¢ z plynem mozna obliczyé
z wynikOw pomiaru zmiany w czasie temperatury tej powierzchni.

Problem okreslania ggstoéci strumienia ciepla na podstawie pomiaréw temperatury
zewngtrznej powierzchni ciala potnieskoniczonego opracowal Giedt [1]. Metoda jego jest
bardzo dogodna przy wystgpowaniu szybkich zmian temperatury na powierzchni grubej
§cianki. W innych przypadkach do okredlania ggstosci przejmowanego strumienia ciepla
moze by¢ dogodnie zastosowaé czujnik w postaci ptaskiej plytki z jednej strony ogrzewanej
przez plyn a z pozostalych stron cieplnie izolowanej.

2, Obliczanfe gestoscl strumienia ciepla na podstawie, pomiaru temperatury powierzchni plytki stykajac
-
si¢ z plynem .

Do pomiaru ggstosci przejmowanego strumienia ci'epla mozna zastosowaé czujnik
w postaci plaskiej ptytki o niezbyt duZej gruboici d, izolowanej cieplnie na wszystkich
powierzchniach nie stykajacych si¢ z pltynem (rys. 1). Dobra izolacj¢ cieplng tworzy nie-

N lq=0

\\ ‘\‘S
N
7/

:pfé///\_ﬂ
AN

7
Z

N

N T‘FO

X

. e 5:]
Rys. 1. Schemat czujnika: 1— plytka czujnika, Rys. 2. Schemat wymiany ciepla w plytce czuj-

2 —-szczelina wypetniona powietrzem, warstwa . nika
izolacyjna, 4 — termoelement
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ruchoma warstewka powietrza zawarta migdzy powierzchnig plytki czujnika a warstwa
materiatu izolacyjnego. Rozmiary plytki czujnika oraz ksztatty w kierunku prostopadtym
do plaszczyzny rysunku nalezy dostosowa¢ do konkretnych warunkéw eksperymentu,
szczegdlnie dbajac o zachowanie zalozonego w rozumowaniach teoretycznych jednowymia-
rowego pola temperatur. :

W poczatkowym okresie wymiany ciepla zmiany temperatur nie wystepuja na calej
grubosci plytki czujnika. W tym przypadku gestos¢ przejmowanego strumienia ciepla
okresla sie tak jak dla ciala péinieskonczonego [1]

T

A dt, dx’
@) - = f

L Ve

gdzie A oraz a sg wspoélczynnikami przewodzenia ciepla oraz wyréwnywania temperatury
materiatu plytki czujnika.

Z

P “pojawiaja sie stosunkowo

duze biedy dogodnie jest przeksztalcié¢ wzor (2) catkujgc przez czesci a wtedy otrzymuje
sie

Poniewaz przy eksperymentalnym okreslaniu pochodnej

oM@ 1 f @)=t
3) gs(7) = —— [ o - clr'].
2 — 1,5
| | Vma | V7 g (v=7)
W przypadku gdy liczba Biota oy
0 Bi = —‘3‘5 <03,

mozna przyjaé, ze plytka czujnika ma w danej chwili jednakowg temperaturg w kazdym
punkcie a wtedy chwilowa gesto$é przejmowanego strumienia ciepla wynosi

dt
(%) gs(7) = 5007{,

gdzie p oraz ¢ sg to gestos¢ oraz tieplo wlasciwe materialu plytki czujnika.

W przypadku gdy wspolezynnik przejmowania ciepla jest staly moze by¢ obliczony
prosto na podstawie teorii uporzadkowanej wymiany ciepla, jezeli stala jest temperatura
ptynu ¢,, wedlug wzoru
‘ Cln'ﬁ‘l —Ind,

T3~ Ty

(6) ' o = dg

E

gdzie wprowadzono nadwyzke temperatury plynu nad temperatura plytki
@) D= t,~1.

W ogélnym przypadku pole temperatur w rozpatrywanej plytce czujnika (rys. 2),
wykonanej z materiatu o statym wspélczynniku wyréwnywania temperatury a, opisywane
jest przez réwnanie rézniczkowe '

or - 0%
(® =

—_— <
e = o 0SESO

10*
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z warunkiem poczatkowym
(9) t(x,0) = to(x) dla 7=0,

oraz warunkami brzegowymi

) : 010, 7v) _
(10) — = 0 dla x=0,
(1) t(8,7)=t(r) dla x=29,

Rozwigzanie powyzszego problemu ma postaé [2]

. . 2 0 a 5 ) a k3 » 4 I
12)  #x,7) = 3 Eo exp(——,u,?sfr)cos (‘u,,F) [(——1) ,u,,?é{ exp(,u,? 57T ) X
x’ ,
5 ) dx ],

8
x () dv’ + fto (x")cos (y,.
0
gdzie
(13) ,u,,=(2n+1)—;£ n=0;1,2,3, ...

Najczés’ciej rozpoczyna si¢ pomiary od réwnomiernego rozktadu temperatury w plytce
czujnika 7, = const a wtedy rozkiad temperatury w niej ol_creélony jest przez réwnanie

_2 Ny 2 @ x if , @ )
(14) 't('x> T) _FZ—O:(—I) exp(—#’n 52 'U)COS(,M" (S) [#n ) y exp(“n (SZT X

0
xtrdr-f-o]
() ”

n

‘

Wielkoscia mierzong jest temperatura zewngtrznej powierzchni plytki #,(z’) natomiast
wielkoscig obliczana jest gestoéé strumienia ciepla ¢4(7) na powierzchni ¢ = 6. Poniewaz
cieplo jest dostarczane tylko pizez jedna powierzchnie plytki wiec jest w catodci zuzywane
na przyrost jej pojemnosci cieplnej. Gestos$é strumienia ciepta przejmowanego przez plytke
mozna wiec obliczyé jako

8
ar(x, 1)
1 = N Y o =
19 @@= [0
0
.21 031 . T ) . )
=5 {s(r) —%a f eXP[—yn(r—r')]ts(r’)dr’—toexp(—ynr)},
n=0 .
gdzie wprowadzbno oznaczenie
2 ' 2,2
16y yo = bl _ Qntlimia Gy as,

57 457



OKRESLANIE GESTOSCI STRUMIENIA ' 297

W warunkach nieuporzadkowanej wymiany ciepta mozna niekiedy aproksymowacé
zmian¢ temperatury powierzchni ptytki zaleZnoscia paraboliczng

a7 t(T') = to+a v’ +a,7'?,
a wtedy
24 2
(18) gs(v) = 2 {}1_‘}""___612_[1 —exp(—v, T)]+ j}z v }

Gdy y, > 20 mozna pominaé dalsze wyrazy we wzorze.
W warunkach uporzadkowanej wymiany ciepla zmiana temperatury ogrzewanej
powierzchni plytki moze by¢ przedstawiona w postaci zaleznosci eksponencjalnej

(19) ts(v') = bo+b,exp(—b, 1)

a wtedy réwnanie (15) przybiera postac’:

(20) 2lb

( — Y )[exp( b2 T) CXP( '}’nT)]

Dla okresowej zmiany temperatury powierzchni plytki
(21 t(t') = to+ducos0t’,
otrzymuje Ssi¢

‘(22) qs(7) = 24 19‘sm [coswr—

2(y,,coscu-r-i’—cusmcu‘r ynexp(— y,,-r)]
n=0

Vn
Vit
W tym przypadku komeczny jest Jedynle pomiar amphtudy temperatury @, na powierzchni
plytki.

Jezeli pulsacje temperatury nie dochodza do powmrzchm adiabatycznej plytki, nalezy
postugiwaé sie wzorem stusznym dla ciala pdinieskonczonego [3]

(23) qs(z) = Ady, ]/ﬂ(coswr—smwr) = A ]/—a—cos (wr+ T)

Pomiar temperatury powierzchni ciala stalego od strony wewnetrznej jest do§é¢ skompli-
kowanym problemem. Zainstalowanie czujnika temperatury wytwarza zaburzenie pola
temperatury w postaci lokalnego wzrostu temperatury powierzchni wywolanego obecnoscia
czujnika temperatury o znacznie nizszym wspéfczynniku przewodzenia ciepta niz materiat
plytki. Efekt ten badali Masters i Stein [4] a nastgpnie Beck i Hurwicz [9]. Jak wynika
z tych badaf blad pomiaru temperatury powierzchni jest réwny w przyblizeniu zeru gdy
stosunek promienia r otworu na czujnik temperatury do odlegtosci / dna otworu od po-
wierzchni zewnetrznej plytki wynosi :

(24) - | —; ~ 1,

A=A’
gdzie:
A — wspblczynnik przewodzenia ciepta materlam plytki, _
2. — wspélczynnik przewodzenia ciepla materiatu czujnika temperatury.
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3. Okreflenie stalej warto$ci gestoSci strumienia ciepla

Jezeli na powierzchni ptytki plaskiej otoczonej ptynem (x = 6) wystepuje staty warunek

brzegowy drugiego rodzaju (gs = const), a na réwnoleglej do ni¢j powierzchni (x = 0)
‘ . L ot
warunek brzegowy drugiego rodzaju jest réwny zeru (q =0; (5;) . = 0), to przy réwno-
X =

miernej temperaturze poczatkowej (f, = const) otrzymuje si¢ w plytce pole temperatur
odpowiadajace symetrycznej polowie pola temperatur w nieograniczonej plycie plaskiej
(zawartej w granicach —d < x < d) przy stalym warunku brzegowym drugiego rodzaju,
jednakowym na obydwu powierzchniach [6] '

© . :
25 1(x,7) = ro+qs%[%i— ——5—6}3—)‘ + Z (—n"“-i?cos (u..%) exp(—uiFO)],
.

gdzie

(26) ' S =nm on=1,2,3,....

ar
62
tylko pierwszego wyrazu szeregu nie przekracza 0,57, a wtedy mozna poshugiwac sig réw-
naniem

Przy warto$ciach liczby Fouriera Fo = 2 0,5 blad wynikajacy z uwzglednienia

(27) Hx,7) = to+qu 57— 5T )"

Obliczenie gestodei strumienia ciepla upraszeza sig gdy temperatura jest mierzona w punkcie,
w ktérym temperatura jest réwna $redniej temperaturze plytki czujnika, co wigze sig
z warunkiem

d {ar  §2—3x2 )

6%2-3x3 =0,
czyli

(28) : X = —1/3—36 = 0,5776.

W tym przypadku mozna gestosé strumienia przejmowanego ciepla obliczaé na podstawie
wzoru :

(29) - 4o = [(F, 74+47) ~1(%, ) 2.

4. Okreslénie stalej warto$ci wspdlczynnika przejmowaniaclepla

W wielu przypadkach wystgpuje staly warunek brzegowy przgjmowania ciepta pole-
gajacy na statosci temperatury plynu ¢, = const oraz stalo$ci wspélczynnika przejmowania
ciepla « = const. Z tej przyczyny zostanie obecnie rozpatrzone nicustalone pole temperatur
w plytce czujnika gestoéci strumienia ciepta przy stalym warunku brzegowym trzeciego
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rodzaju od strony otoczonej ptynem (x = J) oraz ro’wnym zeru warunkiem brzegowym
. . ot . .. .

drugiego rodzaju (q = 0; (6x)x_o= 0) na powierzchni 1zolowanej cieplnie (x = 0).

Takie pole temperatur odpowiada symetrycznej polowie pola temperatur w nieogra-

niczonej plycie plaskiej zawartej w granicach —d < x < 6 o réwnomiernej temperaturze

poczatkowej #, = const i przy stalych oraz jednakowych warunkach brzegowych trze-

ciego rodzaju na obydwu powierzchniach [6]

-1 R '
(30) 6 = tp_';)() =1- Z A,,cos(y,, j;)exp( u2Fo), .
n=1

gdzie u, sa to pierwiastki réwnania charakterystycznego

. _ pwr—Bi?

State wspdtczynniki 4, okreslone sa przez wzér

2siny,
32 A = >0
(32) " puytsinp,cosuy,
liczba Biota

. ad
(33) q ' | Bi = —
liczba Fouriera
ar
(34) Fo = —6?‘,

Jako przyklad zostanie rozpatrzony przypadek pomiaru temperatury 7, na powierzchni '
adiabatycznej plytki czujnika (x = 0) lecz podobna metod¢ mozna zastosowaé przy
pomiarze temperatury w innych miejscach plytki czujnika. Na powierzchni adiabatycznej
plytki czujnika wzgledna nadwyzka temperatury wynosi

@ ,
(39) O1) = 20700 = 1= Y A cxp(—p2Fo).
n=l

Wykonywame obliczeri analitycznych jest w tym przypadku utrudnione. Mozna
natomiast poshugiwa¢ si¢ wykresami [6]. Mierzy si¢ w tym przypadku temperatur@ poczat-
kowa plytki czujnika #,, temperature plynu 7, oraz zmiane w czasie temperatury po-
wierzchni adiabatycznej #,(7) i nastepnie oblicza sig¢ @,(7) oraz liczby Fouriera dla tych
samych chwil. Obliczone wartoéci pozwalaja wyznaczyé jednoznacznie z wykresu liczbe
Biota, ktérej odpowiada szukany wspélczynnik przejmowania ciepta. Jezeli wspotezynnik
- przejmowania ciepla i temperatura plynu s3 stale podczas eksperymentu otrzymuje si¢ te
same wartosci liczby Biota dla kazdej chwili. Gdy zmiany liczby Biota wykraczaja poza
bledy eksperymentu nalezy przyjaé, ze warunki brzegowe trzeciego rodzaju zmieniajg
- sig w czasie 1 powyZsza metoda nije moze byé zastosowana.
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Gdy Bi € 1 oraz Fo = 0,55'sumy we wzorach (30) oraz (35) mozna ograniczyé tylko
do jednego wyrazu z bledem ponizej 0,259 a wtedy

O O(z) = 1 -4, cos (m%)exp(—ui Fo),
oraz
37 . O,(x) = 1 —A,exp(—u?Fo),

co znacznie upraszcza sporzadzanie wykreséw @ = f(Bi, Fo).

5, Okreélenie warunkéw brzegowych wymliany ciepla na podstawle pomiaru temperatury w dowolnym punkcie
plytkl czujnika

Poniewaz pomiar temperatury powierzchni ciata stalego od strony wewngtrznej lub
od strony zewnetrznej nie zawsze jest dogodny mozna zmierzyé temperatury (x, 7) w do-
wolnych punktach czujnika. W tym przypadku wielkoscig szukana moze by¢ temperatura
powierzchni (x = 0) plytki czujnika #(t), gestodé strumienia ciepla g4(¢) lub wspot-
czynnik przejmowania ciepta «(7). Gdy ¢, oraz o zmieniaja si¢ w czasie pod wzgledem
prostoty i szybkoéci uzyskania wynikéw godne zalecenia jest wykorzystanie modelu
analogowego typu siatka rezystordw (rys. 3), stosowanego w metodzie Liebmanna [3].

1,K-1 V?,,K~1 V],K—] VL,K—I

-I-V

Rys. 3. Schemat modelu analogowego stosowanego w metodzie Liebmanna do rozwigzywania zagadnienia
: odwrotnego

Rozwigzanie zagadnienia prostego dla przewodzenia ciepla, tj. okreslenie rozkladu
temperatury na podstawie danych warunkéw poczatkowych i brzegowych, dokonuje
sic metoda Liebmanna krok po kroku zadajac do rezystoréw R,, symulujacych krok
czasowy Art, napiecie V; x_; proporcjonalne do wartoéci temperatur w danym wezle
t; x—; w poprzednim kroku czasu k—1. Do skrajnych wezidw siatki zadaje sig odpowiednie
warunki brzegowe dla kroku czasu k. Z pomiaru napi¢é V;,, w weztach modelu okresla
si¢ wartosci temperatur $cianki dla kroku czasu k. Postgpowanie takie powtarza sie dla
nastgpnych krokéw czasu.

Przy rozwigzywaniu zagadnienia odwrotnego zakres czynnosci dla kazdego kroku
czasu rozszerza si¢ o dodatkowe, zwiazane z okreéleniem nieznanej wartodci wspdtczynnika
przejmowania ciepla «. Po zadaniu napie¢ w weztach siatki ¥; ,_, dla kroku czasu k—1
oraz pa brzegu siatki napigcia V,,, odpowiadajgcego temperaturze plynu f,, wkroku
czasu k, dokonuje si¢ zmiany wartosci rezystancji rezystora R,, modelujacego bpér przej-
mowania ciepla, tak by w wezle odpowiadajacym polozeniu punktu pomiarowego uzyska¢
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warto$¢ napigcia wyznaczong ze zmierzonej temperatury w czujniku w kroku czasu k.

Po .spelnieniu tego warunku dokonuje si¢ pomiaru rezystancji rezystora R, odwrotnie

proporcjonalnej do wspétczynnika przejmowania ciepta. Nastepnie powtarza si¢ wszystkie

czynnosci dla kolejnych krokéw czasu az do zakoniczenia procesu rozwigzywania problemu.

Przy rozwigzywaniu zagadnienia odwrotnego pojawia si¢ ograniczenie od dotu wartoéci

- kroku dyskretyzacji czasu 4dv, ze wzgledu na przesunigcie czasowe krzywydh zmian tem-
peratury w punktach poltozonych wewnatrz plytki tworzgcej czujnik, zwigkszajace sig

w miarg oddalania od powierzchni przejmowania ciepta (rys. 4). Ze wzgledu na dokladnosé

- i
=T

Rys. 4. Zmiany w czasie temperatur: ¢;— powierzchni plytki czujnika ogrzewanej plynem, f, — po-
wierzchni adlabatyczne_; plytki

rozwigzania zagadnienia odwrotnego nalezy przyjqé krok dyskretyzacji czasu ‘4z wigkszy
od opbznienia czasowego 7, rozpoczecia zmiany temperatury mierzonej w czujniku 7,
w stosunku do rozpoczecia zmiany temperatury plynu #, otaczajacego czujnik. Z drugiej
strony nalezy uwzglednié, ze poczatkowa faza procesu wymiany ciepla decyduje w naj-
wigkszym stopniu o dokladnosci rozwiazania, co wymaga przyjecia malej wartoéci kroku
czasu dz. Obydwa powyzsze ograniczenia prowadzg do wniosku, ze w przypadku rozwig-
zywania zagadnienia odwrotnego nalezy punkt pomiarowy w czujniku umieszczaé mozliwie
blisko powierzchni przejmowania ciepta oraz dokladnie i féwnoczesnie rejestrowaé zmiany
temperatury plynu oraz punktu pomiarowego za pomoca czujnikéw temperatury o mozli-
wie malej stalej czasowej w celu dokladnego okreslenia czasu opdZnienia 7,. OpdZnienie
to bedzie tym mniejsze im wiekszy jest wspStczynnik wyréwnywania temperatury plytki
czujnika. Dla rozpatrywania poczatkowej fazy przejmowania mepla ptytka czujnika
powinna byé wykonana z miedzi, a dla pdéZniejszego okresu ze stali.

6. Badania eksperymentalne

W celu weryfikacji przydatnosci omdéwionej metody analogowej okreslania ggstosci
strumienia ciepla do badaf .eksperymentalnych wykonano pomiary na stanowisku przed-
stawionym schematycznie na rysunku 5. Jako dmuchawe (1) zastosowano dwa odkurzacze
zasilane przez autotransformator, co pozwalato regulowaé strumied masy powietrza.
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Pomiary strumienia masy powietrza byly dokonywane przez rotametr (2). Podgrzewacz
powietrza (3) stanowila rura zawierajaca grzejnik elektryczny. Zmiang mocy grzejnika
- uzyskiwano przez zmniejszanie napigcia pradu za pomoca autotransformatora. W celu
unikniecia strat ciepta $cianki podgrzewacza izolowano sznurem azbestowym. Zrédlo
gorgcego powietrza dziatalo w warunkach ustalonych.

fnniswn]

Rys. 5. Schemat stanowiska badawczego: 1~ dmuchawa, 2 — rotametr, 3'— podgrzewacz powietrza,
4 — kanal wyréwnawczy, 5 — kanal pomiarowy, 6 — termoelement plaszczowy, 7 — czujnik

Z podgrzewacza powietrze przepltywalo przez kanal wyréwnawczy (4) do prostokatnego
kanalu pomiarowego (5) o wymiarach przekroju poprzecznego 5,5 x 80 mm. W osi kanaln
pomiarowego umieszczono plaszczowy termoelement Fe-Konst (6) o zewngtrznej $rednicy
plaszcza 0,5 mm, przeznaczony do pomiaru temperatury powietrza. W szerszej §ciance
kanalu pomiarowego znajdowat si¢ otwor, do ktérego gwaltownie wprowadzano czujnik
(7) do pomiaru ggstoéci strumienia ciepta, of ktérego znajdowata sig w odlegtoéci 110 mm
od krawedzi naptywun powietrza na $cianke kanatu.

Fr—1T 17T T 17T T71

50—

o[ W/m2K)

30— 1

[ ] p 1 | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tls] ~

Rys. 6. Zmiana w czasie wsp6iczynnika przejmowania ciepta po gwattownym zetknigein czujnika z usta-
lonym przeplywem laminarnym
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Parametry stanowiska eksperymentalnego pozwalaly na realizacje przeptywu lami-
narnego przez szczeling plaska, dla ktérego na odcinku stabilizacji termicznej, wg. [7],
liczba Nusselta wynosi Nu, = 8,235 przy stalej gestoéci strumienia ciepta oraz Nugy =
= 7,54 przy stalej temperaturze $cianki. PoniewaZ w eksperymencie zaden z powyzszych
warunkéw nie byl spelniony przyjeto za podstawe poréwnania liczbe Nusselta Nu=8§,
jako warto§¢ posrednia.

Zagadnienie odwrotne wymiany ciepta rozwiazano metodsa analogowa w ten sposéb,
2e z danych wykreséw temperatury w funkcji czasu wyznaczono zmiang w czasie wspol-
czynnika przejmowania ciepla (rys. 6) oraz temperature powierzchni $cianki.

Metoda ta daje w pierwszych krokach zanizone wartoéci wspélezynnika przejmowania
ciepta. W wykonanym eksperymencie, po osiagnigciu maksimum, wspdlczynnik przejmo-
wania ciepla zbliza si¢ asymptotycznie do wartosci odpowiadajacej ustalonemu przejmo-
waniu ciepla, ktéra rozni si¢ mniej niz o 5% od obliczonej z wartosci liczby Nusselta
Nu = 8. T¢ sama warto$¢ statego wépél'czynnika przejmowania ciepla uzyskano z wykreséw
podanych w monografii £ykowa [6].

7. Wyniki i wnloski

Eksperymentalne okre$lanie warunkéw brzegowych wymiany ciepta jest konieczne

do prawidlowego obliczania pdl temperatur i naprezen termicznych w czedciach silnikéw

i urzadzen cieplnych. W tym celu zaproponowano czujnik w postaci ptytki jednostronnie

ogrzewanej, ktérej temperaturg mozna mierzyé w réznych punktach, Dla takiego czujnika

opracowano teorie obliczania gestoéci strumienia ciepla i wspodlezynnika przejmowania

ciepta. Badania eksperymentalne potwierdzily mozliwo$¢ praktycznego wykorzystania
takiego typu czujnikéw do okreslania warunkéw brzegowych wymiany ciepla.
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OIIPEOEJIEHUE ITIIOTHOCTH TEIIJIOBOT'O IIOTOKA HA OCHOBE
I/ISMEPEHI/IH HECT. ALIIOHAPHOM TEMIIEPATYPRI OIMHOCTOPOHHE
OBOI‘PEBAEMOH IIJIOCKOH ITJIACTHHKHN

B cratse oficy)K/eH aHAMMTHAECKH! METOJ] OIpeHElIeHMs IUIOTHOCTH TEILIOBOTO IOTOKA Ha OCHOBE
HU3MEPEHNI HeCTAMOHAPHON TEMIIEPATYPhI IOBEPXHOCTH TEIUIOOTAAUN IUIOCKOR MIACTUHKY B YCIOBUAX,
KOTA& OCTAIPHBIE €€ IIOBEPXHOCTH ABJIAIOTCA amuabaTmdecKimu.
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OcoBeHHO JIErKo ONPENesIAeTCA TIOCTOSHHAR MIOTHOCTh TEIUIOBOrO ITOTOKA MM MOCTOAHHELE KO3~
dULUEHT TEIUIOOTHAYUM. |

B ycioBusixX, KOrAa M3MEPEHHA TEMITICPATYD IPOH3BOLUTCA B NPOU3BONLHOM IIVHKTE TAKOM IUIACTHH-
KW, TIPpSIUIOMKEH aHanoroBelil meroX JIuOmauua.

Summary

DETERMINATION OF THE HEAT FLUX DENSITY FROM THE
MEASUREMENTS OF NONSTEADY TEMPERATURE OF A ONE-SIDE HEATED
FLAT PLATE

An analytical method of the determination of the heat flux density from the measurements of non-
steady temperature of the heat transfer surface of a flat plate in the conditions when the remaining sur-
faces are adiabatic is presented. The problem of the determination of the value of constant heat flux density
or constant heat transfer coefficient is especially easy. Since the measurements of temperatures are done
at any point of such a plate the Liebman’s analog method is suggested.

WAT

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 listopada 1978 roku
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1. Uwagl wstepne

Niniejsza praca poswigcona jest problemowi optymalnego ksztaltowania osiowo-
$ciskanych pretéw wspornikowych, wykonanych z materialu nieliniowo-sprezystego lub
sprezysto-plastycznego z nieograniczona granicg plastycznosei, ktory moze by¢ opisany
potegowym prawem fizycznym. Pret wspornikowy jest Sciskany sila skupiong dzialajaca
na jego swobodnym koncu, skierowang podczas wyboczenia do ustalonego punkiu.

Podobny problem, w przypadku materialu liniowo-sprezystego, zostal rozwiazany
w pracy A. GAJEWSKIEGO i M. ZYCZKOWSKIEGO [1], gdzie podano réwniez szerszy przeglad
literatury dotyczacej tego tematu.

Nietiniowo-sprezyste lub spreZysto-plastyczne wlasnosci materialu maja Jednak istotny
wplyw na optymalny ksztalt preta; szereg szczegblnych rozwigzan otrzymano w pracach
W. Krzysia [2], [3], A. GAJEWSKIEGO [4], A. GAJEWSKIEGO i M. ZYCZKOWSKIEGO [5],
przy zatozeniu, Ze sprezysto-plastyczne whasnosci materiatu sa opisane za pomoca specjalnie
dobranych praw fizycznych, zaproponowanych w pracy [3]. .

W wymienionych pracach zwrdcono réwnie2 uwage na wplyw' zachowania sig sily
po utracie statecznosci na jej warto$é krytyczna 1 na odpowiadajacy jej ksztalt optymalny
preta. Wplyw ten moze byé bardzo istotny, szczegdlnie w przypadkach, w ktérych zacho-
wanie sig sily jest niekonserwatywne. Jak wykazano w pracy A. GAJEWSKIEGO i M. Zycz-
KOWSKIEGO [6], oraz M. FARSHADA i I. TADIBAKHSHA [7], konserwatywno$é ukladu ma tu
podstawowe znaczenie, bowiem pozwala na stosowanie statycznego kryterium statecz-
noéci oraz powoduje wzgledne uproszczenie odpowiednich warunkéw optymalnodci.
W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do przypadku dmalama sily skierowanej do bieguna,
tzn. do zagadnienia konserwatywnego.

Optymalne ksztalty $ciskanych pretéw liniowo- sprqzystych oraz pretéow sprezysto-
plastycznych z nieograniczona granicg plastycznosci charakteryzuja si¢ wystegpowaniem
zerowych przekrojéw. Prowadzi to do nieskohczonego wzrostu napreZzen i wymaga przy-
jecia dodatkowego warunku wytrzymaloéciowego, ograniczajacego napreZenia. Warunek
. ten uwzgledniono w pracy S. H. RASMUSSENA [8], w przypadku optymalnego ksztaltowania
preta przegubowo zamocowanego, $ciskanego sila eulerowska (o statym kierunku i punkcie
przytozenia), wykonanego z materialu spr@Zystol-Qlastycznego, opisanego nieliniowym

1 Praca wykonana zostala w ramach problemu weztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymatos¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez IPPT PAN.
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prawem Ramberga-Osgooda. Odpowiedni warunek optymalnosci otrzymano w oparciu
o klasyczny rachunek wariacyjny, a zagadnienie rozwigzano na drodze numerycznej
metodg kolejnych przyblizen.

Okazuje si¢ jednak, ze istnieje réwniez mozliwo$¢ otrzymania rozwigzan $cistych
w przypadku optymalnego ksztaltowania pretéw wspornikowych, $ciskanych sitg skiero-
wang do bieguna, jezeli ograniczymy si¢ do potggowego prawa fizycznego. Przedstawione
nizej rozwiazania éciste, z uwzglednieniem warunkéw ograniczajacych pole powierzchni
przekroju poprzecznego, mogg stanowié. bardzo dobre kryterium oceny zbieznosci réz-
nych metod przyblizonych, ktére, z koniecznosci, musza by¢ stosowane w podobnych
zagadnieniach przy innych prawach fizycznych. )

2. Sformulowanle zagadnienia
Y

Przedmiotem rozwaZzan jest jednostronnie, sprgiifs'cie utwierdzony pret, o dlugosci /,
sciskany statlg sita P, dzialajaca na jego swobodnym koncu (rys. 1). Sila ta jest stale skie-
rowana do bieguna polozonego w odleglosci ,,a” od utwierdzenia (« = a/l). Ksztalt
przekroju poprzecznego preta i jego zwiazek z momentem bezwladnosci przekroju jest
scharakteryzowany zalezno$cig:

D@ = [g®F, &@) =Jl, D¢ =F|F,

2.1 Fy = F(&y), Jo=J(),

Rys. 1

w ktérej: g(%) oznacza bezwymiarowy moment bezwladnosci, $(£€) — pole powierzchni
przekroju, F, i J, oznaczaja odpowiednio pole powierzchni i moment bezwladnosci
w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie & = &, a wyktadnik » okreéla sposéb
wyboczenia prgta (¢ = I'— pret plaskozbiezny, podlegaja;cy wyboczeniu z plaszezyzny
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zbieznodei, » = 1/2 — pret wszechstronnie réwnomiernie zbiezny, » = 1/3 — pret ptasko-
zbiezny, podlegajacy wyboczeniu w plaszczyznie zbieznosci). Bedziemy w dalszym ciggu
stosowali teori¢ modulu stycznego wg. koncepcji F. R. SHANLEYA [9], ktéra sprowadza
si¢ w praktyce do zastgpienia modulu Younga E w réwnaniu linii ugiecia dla zakresu
sprezystego, przez modut styczny E = do/de wykresu $ciskania o = o(e). W dalszym
ciggu ograniczymy si¢ do potggowego prawa fizycznego, ktére zapiszemy w postaci:

(2.2) ¢ = |a/n|"sgno,

gdzie n 1 n oznaczaja pewne znane stale materiatowe.
W niniejszej pracy uwzglednimy réwniez warunek wytrzymalosciowy:
3 P|F < o*,
w ktérym o* oznacza maksymalne naprezenie dopuszczalne. Warunek (2.3) zapiszemy
dalej w postaci:
(2.4) - FzF* lub @ = @*

Gdy parametr o = a/l, okreélajacy potozenie centrum sily jest zawarty w granicach:
0€a<o0i —0<a< —1, wobwezas wyboczenie preta nastgpuje w postaci jednej
poifali, co ogranicza wystgpowanie minimalnych przekrojéw @* do przedziatéw lezacych
w poblizu obu koncéw preta. Ograniczymy sie¢ do powyzszych wartosci parametru «
i przyjmiemy, ze czgs¢ preta. od utwierdzenia do, chwilowo nieokreslonego, punktu &,
oraz od nieokre$lonego jeszcze punktu £, do swobodnego korica & = I majg staly przekrdj
@*, Zaréwno czesé srodkowa (zawarta miedzy &, i &,). o poszukiwanym ksztalcie opty-
malnym, jak i czesci o stalym przekroju znajdujg si¢ w stanie nieliniowo-sprezystym,
opisanym zaleznofcia (2.2).

Roéwnanie linii ugigcia preta obciaZonego w sposéb przedstawiony na rys. 1 s naste-
pujace:

(BJ*w})"+Pwy =0 dla: 0 é<g§
(2.5) EIw")'+Pw' =0 dla: & <&
(EJ*wy)' +Pwy =0 dla:- &, <&
gdzie: w, i w, oznaczaja ugiecie w punkcie & dla czesci o stalym przekroju, w — ugiecie
dla czgsci o przekroju zmiennym, w' = dw/d, E = modul styczny, J* — moment bez-
wladnodci przekrojéw statych.
Jesli w dalszym ciagu wprowadzimy bezwymiarowe oznaczenia:

n=wll, ya=wll, y=wll, x=El, &*=F*F,

<&,
<l

H

06 O =EB®[E, f*=FE=const.
5o B
‘ EJ, |
to réwnania (2.5) moZemy zapisaé w postaci:
| (Frg*y) ' +By! =0 dla: 0<x< %
@7 fx)gx)y" T +8y" =0 dla: x <x<x
(f*g*y2) '+Byy =0 dla: x,<x<1.



308 A. GAJEWSKI

Do réwnan tych nalezy dolgezyé warunki brzegowe, ktére zgodnie z przyjetym charakterem
sily $ciskajacej, maja nastgpujaca postaé:

) =0
- P1(0) ~p(f*g*yY)e=0 = 0
(2.8) (f*e*y)x=1 =0

& k0,0 . ’ ____.}12_)] — O
[gf g%ys) +.B(J’2 T+a/ s »
w ktérej w charakteryzuje sprezystoéé utwierdzenia (gdy w = 0 — pret jest sztywnie
utwierdzony, a gdy y — co — pret jest zamocowany prz_egubowo). W dalszym ciggu
bedziemy rozwazali tylko prety sztywnie zamocowane.
Calkujac dwukrotnie réwnania (2.7) i wprowadzajac nowe zmienne zaleZne:
B, C,
2,(x) =y (x)——>——x,

L( 1( }3 ,8

B C
2.9) ) o(x) = p(x)—— — —x
( ’ (x) = »( 58
B, C, = = .

v,(x) = yz(x)—7 ~ 7 (B,, C;, — stale catkowania)
otrzymujemy :

G+ =0, 0<x<x,

(21

(2.10) ~ G(¢)+%= 0, x <x<xs,

A

Uz
G*+—T=O, x2<x
s,

1,

gdzie: G* i G s3 zdefiniowane nastgpujaco:

G(P) = _/; f(®)g(®) = —-; D1 (), /
2.11)
1 1.
* = — * * = — *1[?4 k
G 7 f(@%g 7 DD,

Funkcja G(P) jest zalezna od zmiennej x za posrednictwem funkeji @(x), natomiast wartosé
G* jest stala; w przypadku potegowego prawa fizycznego (2.2) ze wzorow (2.11) otrzy-
mujemy: :

G(®) = G@'i+r=1

2.12) | | G* = Geprapan-b
‘ . = _ Jo nFo "
6= nFyl2 ( P ) ’

Korzystajac z warunkéw cigglosci momentu zginajacego, sity poprzecznej, flmkcjiﬁ ugiecia
i jej pierwszej pochodnej w punktach x, i x, otrzymujemy réwnoéci: B, = B, = B,
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C, = C, = C oraz, z réwnari (2.8), warunki brzegowe (przy » = 0):
'U]_(O)'—a?){(o) = 0:

(2.13) oal) = 0.

3. Optymalizacja ksztalﬁx pr¢ta. Rozwiazanie ogélne

Zasadniczy problem pracy polega na znalezieniu takiego ksztaltu @(x) oraz punktéw
zszycia x; 1 x,, aby objgtosé preta byla minimalna (przy ustalonej wartosci sity krytycznej),
tzn. aby:

Xy ) X2 1
3.1) V= FOIU Drdx+ fr(~ ;,)dx—[- qu*dx]= min.
0 Xy x2

W funkcjonale (6.1) I" jest funkcja odwrotng do G(@) i wynika z rozwigzania drugiego
z rébwnai (2.10) ze wzgledu na @,

Problem polega na minimalizacji funkcjonatu (3.1), przy czym nie wszystkie warto$ci
brzegowe sa niezalezne i ustalone; nie sa rowniez okre§lone wartosci wspdtrzednych
x, 1 x,. Jest to wigc problem z korficami ruchomymi; obok réwnan Eulera-Lagrange’a
nalezy wykorzysta¢ podstawowy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu
8V =0. ,

Warunek transwersalnoéci (podany w pracy [6]) prowadzi do dwdch réwnan okreéla-
jacych skoki w wartosciach drugich pochodnych przy z géry zatoZonych skokach pola
powierzchni przekrojéw w punktach x; i Xx,.

W dalszym ciggu zatozymy ciggto§é naprezen w punktach x; i x,, a wigc réwniez
pola powierzchni przekrojéw; z warunku transwersalnoéci wynika wéwczas ciaglosé
drugich pochodnych ugiecia w tych punktach:
v'"(x1) = 07 (x1),
v"'(x2) = v3 (x2).

W pracy [6] wykazano réwniez, Ze przy obcigZeniu konserwatywnym, réwnanie Eulera-
Lagrange’a dla funkcjonatu (3.1) przybiera prosta postaé: '

(3.2)

(33) 292 = C]j—’, gdzie:' I" — *E___ .
| ()
: v
W przypadku prawa potggowego (2.2):
‘. 1 . o \- 1/x+n:2
34 e 2 Tg-Mesn-n| _ © )T 1men-1
( ) 1/%+n—-1 G ( 'I)")

\

i réwnanie (3.3) mozna sprowadzi¢ do prostej postaci nieliniowego réwnania rézniczko-
wego trzeciego rzedu:. :

(3.5 gl @=mljadm — C, - C = const.

Réwnanie to moze byé scatkowane na drodze analitycznej; podstawiajac bowiem:
dp

3.6 = ¢’ " = p—

(36) | pE) =), v(x)=po

11 Mech. Teoret. 1 Stos. 2/80
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po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

(3.7) op(v) = i(A;”“/UH")‘FAé)I/Z’ Aj, A, — stale catkowania
a stad:

(3.8) x = & [ (Aot 4 A= 1i2dy,

Dokonujgc podstawienia:

3.9 _ :—’;7]2%/(1+xn) = sinp,

2
rozwiazanie réwnania (3.3) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci parametrycznej:
v = A, (sing)/**" PSP @
(3.10) . _ .
x=A, f Ising[***"~'dp @ — pewna stala catkowania
)

Poszukiwane bezwymiarowe pole powierzchni przekroju obliczymy z réwnan (2.10)

i (2.12): .

. A% 1,(.7-1‘—4.:1—1)
R °0 = | e |

Ogo6lne rozwigzanie zagadnienia sktada si¢ zatem z rozwiazania pierwszego z réwnan
(2.10):

sinZg.

(3.12) ?;(x) = Bysinwx+B,coswx, 0<x<x,
gdzie: '
(3.13) _ w = (G*¥)~12,

rozwigzania (3.10) oraz rozwiazania trzeciego z réwnan (2.10):
(3.14) U, (x) = Cysinwx+Cycoswx, x,<x< 1.

State A,, A,, ¢, B,, B;, C,, C, oraz punkty zszycia x; i x, naleZy wyznaczy¢ na pod-
stawie warunkéw brzegowych (2.13) i warunkdéw zszycia: '
v(x) = v(xy), V(x,) = v(x2),
(3.15) vi(x) = 2'(x),  2'(x2) = v3(x2),
' v (%) =0 (x,), ©7(x3) = vy(x,).
Ponadto musimy wyznaczy¢ sile krytyczna P; obliczymy ja podajac pole powierzchni
przekroju w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie x,:
(3.16) . _ D(xy) = Do.
Przyjmiemy w dalszym ciggu, ze wspoéirzednej x; odpowiada warto$¢ parametru g,
wspotrzednej x, warto$é @,, a wspéirzednej x, — warto$é g .
Poniewaz linia ugigcia preta po wyboczeniu jest okre$§lona z dokladnoscia do statego
mnoznika, wigc jedna ze statych jest dowolna; dla uproszczenia obliczen przyjmiemy:

(3.17) A, =1.
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Wprowadzimy ponadto parametr:

(3.18) O =D, 0<£OLI,

okre$lajacy stosunek powierzchni przekroju_w punkcie x; (tub x;) do powierzchni prze-
kroju w punkcie x,, oraz wyrazimy stal3 G za pomocg parametru o ze wzoru (3.13).

Przy powyZszych oznaczeniach otrzymujemy ostatecznie 12 réwnan algebraicznych,
pozwalajacych na obliczenie poszukiwanych statych:

B, —awB, = 0 | (1)

C,sinw+Cycosw = 0 . 2)

B, sinwx; + B, coswty = (sing, )*/*" 3)

wA, (B, coswx; —B,sinwx,) = (1/x+n)cosp, @

w?A3(sing, )"~ 2(B; sinwx; + B, coswx,) = 1[x+n ©)

(3.19) C;sinwx,+Cscoswx, = (sing,)!/*+" 4 ' 6)

wA,(Cjcoswx, —C,sinwx,) = (1/x+n)cosp, )

w2AZ(sin@,) "= 2(C, sinwx, + C,coswx,) = 1/x+n ®

QLin=10)2 A2(5in o) 2 4m=1) = | [y 9)
P1

X = A, [ Ising]r=1dg (10)
‘p?’z

X2 = A, [ Ising|*F+-1dp (11)
o

Xo = A, [ Ising|*F+=1dg : (12)

- P

Znajomo$¢ parametru w pozwala wyznaczy6 réwniez sitg krytyczna, ktdra obliczamy
z réwnania (2.12):

1/n . Lin
(3.20) P = y@stn=1n w? (F, Bg)i+n=1in — w? Frxen—1)n
) n nctl[? 00 "\ e ’
gdzie: .
(3.21) ¢ = FolJi.

Wzér (3.20) stuzy praktycznie do okreélenia przekroju podstawowego F, dla danej sity P,,.
Po prostych przeksztalceniach z ukladu réwnan (3.19) obliczamy stale:®

B. — (sin g ) *+n B oo (sin gy ) e
1 sinwx, + ¢wcoswx; 2 7 sinwx, + owcoswx,
cosw(sing,)thetn sinw(sing,)!*+"
Cl = > C2 = >

sinfw(l —x,)]

(A /x+n)'2
Cu@(l/u+n-~ 1)/2(Sin gvo)1/n+n—1 >

@, = arcsin(@*/%sing,), (sing; = OY%ing, = sing,),

sinfw(l—x,)]

(3.22) A _

@, = % +arccos(@'/%sing,).

11*
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Pozostate parametry: w, x;, X2, @q, p musimy wyznaczyé z uktadu rownan przestepnych:

cos @y (sinwx, + ¢wcoswx;)
(3.23) cos p,(coswx; — owsinwx,) glo(l—x2)],

(3.24) tgps = —(1/z+m)'tglo(l—x5)],

oraz réwnan (10) (11) i (12) ukiadu (3.19). Réwnania (3.19) ;0 (1 12, (3.13) i (3.24)
mozna rozwigza¢ analitycznie stosujac metode odwrotng, ktéra polega na przyjeciu
z géry parametréw @ i x, oraz wyznaczeniu odpowiadajacej im wartosci parametru o
(okre$lajacego polozenie bieguna sity). :

Obliczajac zatem kolejno ponizsze stale, otrzymamy rozwwgzame zagadmema

(3.25) : @, = aresin(@/3sing,),
(3.26) P =T—@y,
(x+m)t?
(3.27) . H = @(1/n+n—1)/2(Simpo)1/x+n~1 T
- _ g2 .
(3.28) . 0= arctg[ (l/x-l'-n)”z]’

P2
' x0+-§J sing|1*+=1dp
"(3.29) X, = 7o ,

P2
1+-——J [sing|*+m=1 do

Po

(3.30) Xy = Xg— iIQ —X2) f 'SIH(P|1/"+" d,
PL
0
(3.31) o=
(3 @ = L tg(d-ox),
Fo wx
(3.33) J [sing|tP+=1dp = H° ,

Nalezy zauwazyé, ze réwname (3.33) przyjmuje postac:

[ 1]
(3.39) [ (sing)r+r-tdp+ [ (sing)Hr-idp = “’]’;° gdy: < 0, albo:
1] 0
7o ¥ ) '
(3.35) f (sing) +=1dp = @Xo gdy: @=0.

H

Po obliczeniu stalych: ¢,, ¢,, H, 8, x,, x;, 0, a, @ znajdujemy funkcje okreslajace linie
ugigcia preta.optymalnego:

1 [x+n .
(3.36) 2, (x) = (ﬂ‘l:’]%_ sin[d—w(x, —x)] dla: 0<x<x,,
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v(p) = (sing)'*+",

L' P2
3.37 H
(337 x(p) = x;+ o f [sing| ' =1dp = x, — gf |sing| F+—1dp,
1 @
dla: x; € x € x2(p; < ¢ < @,).
. H 1/x+n
(3.38) 0y0) = BIBE TN 0], dlar xy <y <l

sinfw(l —x,)]
Znaczne uproszczenie obliczen otrzymamy zaktadajac, ze w punkcie x, wystepuje maksy-
malny przekrdj @,. Odpowiada to przyjeciu:
(3.39) Yo = /2.

3.1. Ogodlne rdéwnania (3.25) - (3.38) ulegaja zmianie, gdy rozwazamy przypadek
takiego obcigzenia preta, ktéry wymaga ograniczenia powierzchni przekroju tylko w gérnej
czgéci preta (rys. 2). Wykorzystujac rozwigzania (3.10) i (3.14), warunki brzegowe (2.13)

he jP

[+W.

T W

Rys. 2

oraz warunki zszycia w punkcie x, otrzymujemy:

A =1,
cosQ
A, = —
2 = a(l/x+n) (sing) >
P2 = %-f—arccos(@’/zsir@),
. P2
tgp (1/x+mtr e Npane
G40 o ~ {—arctgl (I/Mtf—:l)l/z]+@(1/"+"—1)/2(Sin¢)1/’¢+n—1 (sing)'F+m=dp,
[
‘= tgp
- w(l/,{+n)1/2@(1/x+n—l)/2 H
Xy = 1+;arctg[w].
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Stale C, i C, okreélone sa wzorami (3.22), lini¢ ugiecia preta opisuja wyraienia:

v(p) = (sing)!F*n,

@
(3.41) (1/+n)ti? f . N jtan_1 _
= ey sing)'*+n=14 dla: <9<
(@) w(sing,) 1**"=1 5 (sing 7 0; x ; Z;,
(3.42) 2,(x) = (singyy rern SOA=D] g e x <,

sinfo (1-x2)]" -
a bezwymiarowe pole powierzchni przekroju dane jest réwnaniem:
sin?gp

sin?g,

(3.43) D(p) = O*

Site krytyczna obliczamy, jak poprzednio, ze wzoru (3.20).

4, Przyklady liczbowe

~

4.1. Material liniowo-sprezysty: n = 1. W przykiadzie tym zalozymy, Ze ograniczenia inge-
ruja na obu koiicach prgta i ze wyboczenie zachodzi z plaszczyzny zbieznosdci, tzn. Ze:
x = 1. Wowczas otrzymujemy:

2 \12
@y = arcsin(0'/?), P2 =A@, H = (—)

2
0 1/2
6=a“%”éai25] L

VI (1)

Xo+

dé e .
SR
d o
> \1/2
4.1) Xy = Xg— ]/2 (16 X2) ( 10@) = 2Xp—X5,
) 1
w = =, o = —w—tg(é —wx,),

— WX
= — 2—
@ arccos( ),

H
x(9) =x, + —(cosp; —cos ),

D(p) = %{1 —- [C‘OS%_ - %(x —xl_)]z}~

Réwnoczednie, korzystajac z réwnania széstego powyzszego ukiadu, mozemy okresli¢
graniczne wartoéci wspélrzednej x,, dla ktérej punkt ‘zszycia x; wystepuje w punkciq
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utwierdzenia preta. Przyjmujac bowiem x, = 0 mamy:

e 1/2
4.2) Xog = ) 172 1-@\'* "
' arctg{ | 81212 )
2(1 —6) 2]
Ax @=01048
%o=0,45
W0 9=05
x=1n=1

Rys. 3

Zaktadajac np.: @ = 0.5; xpo = 0.45, obliczamy:

g, = 0.785398, @, =2.356194, H =2, &= 0.615480,
‘X, = 0.833219, x, = 0,066781, @ = 3.690351,

4.3) « = 0.104801, = § = 0.591098,
B(x) = Bo(0.310554+3.064206x —3.404673x2),

nJ
P = 6,809347 12° .

Optymalny ksztalt preta, odpowiadajacy powyzszym danym, przedstawiono na rys. 3.
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4.2. Material nlelinlowo-s'prei&sty: 1/x+n = 5. W przykiadzie drugim réwniez przyjmiemy,
e ograniczenia ingeruja na obu koncach preta i, ze: 1/x+n = 5, tzn. albo: x = 1, n = 4,
albo: % = 1/2 i n = 3. Zakladajac: @ = 0.5 i x, = 0.5 otrzymujemy:
@y = 0.785398, @, = 2356194, H = 8.944272, {§ = 0.420534,
x; = 0960259, x; = 0.039471, w = 10.581815, « =0,
x(@) = 0.0021071+0.316968¢p —0.211312sin2¢p+0.026414sin4¢p,
{@((p) = Dysin’g.
Optymalny ksztalt prgt‘a, odpowiadajacy powyzszym danym, przedstawiono na rys. 4.

(4.4)

Ax

a=0
X°= 0,5 .
6 =05

x=1/2,n=3

1

_____ b5 __|
0 [ T -
g \&7d,
D/ D,
Rys. 4

4.3. Material linjowo-spreZysty: n = 1. W przykladzie tym zalozymy, Ze ograniczenie prze-
kroju wystepuje tylko w gbrnej czgsci preta sprezystego (n = 1), plasko-zbieznego (x = 1),
Sciskanego silg eulerowska (¢ — +00). Z réwnaf (3.40) - (3.43) dostajemy tu proste
rozwiazanie: ’

P =xf2,"

4.5
. ( ) @2 = n/2+arCCOS(@1/2):
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2(1 -6) 1/2 ) 1/2
(4.5) “’"[_@ ] +‘"“”°‘g{[2(1n@)] }

[Cd] [Ll—@]m

I

]

X2 172 —1jzy
R I e

1. Gdy © — 0 rozwiazanie jest wazne dla ksztattu optymalnego bez ograniczedi na prze-
kréj:

@, =7, w~(2/@)1/2, a— o, x,=1, PzzElio‘
2. Gdy @ = 1 otrzymujemy sife krytyczna dla liniowo-sprezystego preta pryzmatycznego:
2
@ =nf2, o=n2, «o—cw, x,=0, P=EA_%

W innych przypadkach poloZenia bieguna, oraz dla dowolnych wartosci parametréw
n, » 1 ©, mozna wykonaé tablice przedstawiajace zaleznosci parametréw ¢,, w, @, X,
od statej @. )
Na rys. 5 przedstawiono optymalny ksztalt preta dla nastepujacych danych:
n=1, x=1, 6 =1/2, a=04236, ¢=1, ¢,=2.5043,
w = 3.6767, x, = 0.8688, P = 6.7591 %

[

I / .
[YETER W T A » @ P*
. 123

Rys. 5
Réwnania linii ugigcia oraz ksztalt optymalny sa tu nastepujace:
x(p) = 0.6464(0.5403 —cos @),
v(p) = sin’p, : dla: 1< @< 2.5043,
(4.6) D(p) = 2.8246D*sin2p,
{vz(x) = 0.7637sin[w(l —x)],

D, — P+ dla; 0.8688 < x<1,
2 = .
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5. Uwagl koncowe

W niniejszej pracy przedstawiono $cisle rozwigzanie analityczne problemu optymalnego
ksztaltowania preta Sciskanego sifg skierowang do bieguna, przy czym zatozono, ze materia}
preta jest nieliniowo-sprezysty i moze by¢ opisany pot¢ggowym prawem fizycznym. Na ogél
w podobnych zagadnieniach, w ktérych nakladamy pewne ograniczenia na zmienng
sterowania, (przedstawionych np. w pracy [8]) zachodzi konieczno$é stosowania metod
numerycznych z wykorzystaniem maszyn cyfrowych. Niniejsze rozwigzanie analityczne,
otrzymane dla szczegblne] postaci prawa fizycznego moZe stanowié zatem dobry test
dokiadnosci metody numerycznej.

Literatura cytowana w teksécie

1. A. Gaewski, M. Zyczkowskl; Optymalne ksztaltowanie preta Sciskanego silq skierowanq do bieguna,
Rozpr. INz., 2, 17, 1969, 299 - 329.
2. W. KRrzY$; Optymalne ksztaltowanie z uwagi na stateczno$é Sciskanych slupéw cienko$cienn yeh o profilu
. zamkniegtym, Zeszyty Nauk. Pol. Xrak., Mechanika, z. 4, 1967, -
3. W. KrzY§; Optimale Formen gedriickter diinnwandiger Stiitzen im elastisch plastischen Bereich, Wiss.
Z. TU Dresden Internationale Stahlbautagung, 2, 17, 1968, 407 - 410.
4. A. GAIEWSKY; Optymalne ksztaltowanie spreiysto-plastycznego slupa przy ogdlnym  konserwatywnym
zachowaniu si¢ obciqzenia, Rozpr. Inz., 1, 19, 1971, 65 - 83.
5. A. GAXEwsK, M. ZYCZKOWSKY; An optimal forming of a bar compressed with subtangential force in
elastic-plastic range, Arch. Mech. Stos., 2, 23, 1971, 147 - 165.
6. A. GABWSKI, M. ZyCzKowsKl; Optimal Design of Elastic Columns Subject to the General Conservattve
Behaviour of Loading, ZAMP, 5, 21, 1970, 806 - 818.
7. M. FarsHaD, 1. TADIBAKHSH; Optimum Shape of Columns with General Conservative End Loading,
JOTA, 4, 11, 1973, 413 - 420,
8. S, H. RASMUSSEN; On the optimal shape of an elasuc-plasnc column, The Danish Center for Appl. Math.
-and Mech., Report No. 96, Nov. 1975, 1 - 17,
9. F. R. SHANLEY; Inelastic column theory, J. Aeron. Sci., 12, 13, 1946.

Pesrome

OIITUMAJIFHOE ITPOEKTUPOBAHUE CTEPXKHEY, CKUMAEMBIX
HEHTPAJIbHOY CHUJIO¥N, IIPY CTEIIEHHOM PU3WYECKOM 3AKOHE

B Hactosmeit paboTe HpEACTABIIEHO TOYHOE, AHANKTMUYECKOE perteHHe IpobieMbl OITHMAIBHOIO
TPOEKTHPOBAHUS CTEPIKHA, CKHUMAEMOro CHIION HalpaBIIEHOR K IOJIOCY.

ITpenmonaraerca, UTO MATEPHAJT CTEPIKHA HEJNHEHHO~YIPYTHH MK YIPYro-TUIACTHYECKHA 1 MOYKET
ObITH OmpelesleHHbll cTenenHbiM GHU3HUECKHM 3aKOHOM.

B pa6oTe ImpuHATO BO BHUMAHHE TOXKE HEPABEHCTBEHHBIC OTrPAHHYMBAIOUIHE YCIIOBHS Ha KDHTH-
YECKHE HaNpPSDKEHWS WM Ha IUIOLIaAE HONEPEUHOro CeUeHHd.

-

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE BARs; COMPRESSED BY A POLAR FORCE,
SUBJECT TO THE POWER PHYSICAL LAW

In this paper, the exact analytical solution to the problem of optimal design of a cantilever compressed
by a polar force is presented.

It is assumed that the material of the bar is nonlinearly elastic or elasto-plastic and it may be described
by the power physical law.

The inequality constraints on the critical stress or cross-sectional area have been taken into account.
POLITECHNIKA KRAKOWSKA ’
INSTYTUT FIZYKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 grudnia 1978 roku
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WGLEBIANIE NARZEDZIA Z PERIODYCZNYM ZARYSEM KLINOWYM
W OSRODEK PLASTYCZNY

STANISLAW OKONsSKI (KrRAKOW)
1. Wprowadzenie

Potrzeba rozwiazania zagadnienia wglgbiania narzedzia z periodycznym zarysem
klinowym w o$rodek plastyczny wynikla z braku modelu teoretycznego, mogacego postuzyé
do analizy plastycznego ksztaltowania gwintdw wewnetrznych, wygniatania trdjkatnych
rowkéw polozonych blisko siebie i tym podobnych przypadkdéw. '

W dotychczasowych pracach [1] stosowano model weglebiania pojedynczego klina,
dla ktérego rozwiazanie zostalo opracowane przez R. HiLLa, E. H. LEe i S.J. TUPPERA
[2, 3, 4. W przypadku periodycznego zarysu klinowego rozwiazanie to traci wazno$é
z chwila polaczenia si¢ stref plastycznych wokot sasiednich wierzchotkéw, dla pewnej
wielkosci zaglebienia h,. Siatke linii poélizgu dla tego przypadku podano na rys. 1b,

a)

Rys. 1. Siatki linii posllzgu a — dia poczatkowego stadium wglgbiania, b — dla granicznego przypadku
waznoéci rozwigzania R. HuLa
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Obowiazuja nastgpujace zaleznosci:

(1.1) 8=90~y,

(1.2) ' cos(®—y) = tg(zn/4—y/2).

Korzystajac z rys. [b oraz zaleznoéci (1.1) i (1.2) mozna dla dowolnego kata wierzchotka
klina obliczyé graniczna warto$¢ zaglebienia /1,. Wynosi ona:

cos®—sin(d—y) r

sin®+cos(®—y) 2°

(1.3) ho =

Analiza zagadnienia dla zaglgbienia wigkszego niz A, wymaga nowego opracowania

2. Rozwiazanie metoda charakterystyk

Zagadnienie rozwiazano przyjmujac warunki plaskiego stanu odksztalcenia, przy
pominieciu tarcia 1 wzmocnienia materiatu, Przyjeto warunek plastycznosci HUBERA-
Misesa. Dodatkowo zalozono, Ze krawedZ powierzchni swobodnej materiatu pomiedzy
sasiednimi wierzchotkami klinow sktada si¢ z dwdch prostoliniowych odcinkéw, ktore
w trakcie weglebiania przemieszczajg sig réwnolegle do swego poczatkowego potozenia
pokazanego na rys. 1. Analizowany proces jest niestacjonarny i jego rozwiazanie wymaga
rozwazenia pewnej liczby kolejno po sobie nastgpujacych etapow. Poniewaz zarys wciska-
nego narzedzia jest periodyczny, wystarczy rozwazy¢ obszar pomiedzy sasiednimi wierz-
chotkami klindw, a whasciwie —ze wzgledu na symetrie — tylko jedna jego polowe.

Analiza konkretnych zagadnied w plaskim stanie odksztalcenia polega [5] na roz-
wiagzywaniu zagadnien brzegowych do réwnan charakterystyk:

—% = tg(<p+~Z—), ¥+ = const. dla ]inii,a,

2.1,
dy ( 7:) _ C
=y = tele—7) x—p = const. dla linii 8,

gdzie ¢ jest katem, jaki wigksze z napreZen gtownych tworzy z osig x, a y funkcja za-
lezna od sumy naprezen giéwnych:

. _
(2.2) 5 (01 03) = 0g+2ky.

Sktadowe stanu naprezenia wyrazaja si¢ przez funkcje y i ¢ jak nastgpuje:
L O = oo+ 2ky+kcos2e,
2.3) 0, = 0o+2ky—kcos2ey,
Tyy == ksin2e,

gdzie k jest granicg plastycznosei przy czystym $cinaniu, a g, — pewna stala, ktdéra naleiy
przyja¢ na poczatku rozwigzania. Zaleznosci (2.3) spelniaja tozsamo$ciowo warunek
plastycznoéci HUBERA-MISESA :

(2.4) (0y—0,)2 + 412, = 4k2
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Ponadto

2.5 0, —0, = 2k,

W naszym przypadku przyjmujemy o, = 0.

Predkosci ptynigcia mozna otrzymaé wykorzystujgc réwnania H. GERINGER, ktore obo-

wigzuja wzdiuz charakterystyk (2.1):

dv,+vgdp =0, wzdhluz linil «,

(2.6) -
dyg—v,dp =0, wzdluz linii f.

Rozwigzanie rozpoczniemy od okreélenia polozenia i wymiaréw krawedzi powierzchni
swobodnej dla dowolnej wielkosci zaglebienia. Jezeli wierzcholek klina zaglebi sie w ma-

AC=A0=qg
F=1%"56
ACy=a

|

|

I 0,A=!
o

|

1 poczatkowa
powierzchnia,
1swobodna
|moteriatu

| L 072

I

Rys. 2. Polozenie krawedzi powierzchuni swobodnej 4, C, dla wielkodci zaglgbienia wiekszej od o

teriale na glgbokosé Ay + Ay (rys. 2), to polozenie krawedzi A C, powierzchni swobodnej
mozna okreslié podajac odlegloéé pionowa pomiedzy punktami O, i C‘:
Ak

2. = —_—
( 7) H ho+Ay+ c0s 0
Z warunku niesciliwoéci wynika réwno$é pol czworokatéw OO,BA i BA,C,C, co
daje zwigzek: ‘
' P 2 sin® PAysin?d
sin?+cosé ycosy sin?+cos

" - (4y)%sin(cos B +sindtgy) = 0.

(2.8) . (AW (tgy+tgs)—dh
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Dhugosé odcinka A, C, wynosi:

P . . sin®
= m‘a‘s*a)— ~A/1(Sln5+smy)—Ay cosy .

(2.9) A1 C1 = da

Korzystajac z zaleznoéci (2.8) nalezy w zwiazkach (2.7) 1 (2.9) wyrugowaé Ak i w ten
sposéb okresdli¢c poloZenie i wymiary powierzchni swobodnej w funkcji wielkosci zagle-
bienia hy +4y. Obliczenia najlatwiej jest przeprowadzi¢ dla konkretnej wartosci kata 9,
po uprzednim wyznaczeniu katéw 6 1 4 z rownan (1.1) i (1.2).

Schemat siatki linii poslizgu dla zaawansowanego etapu procesu przedstawia rys. 3,
Obszar ABCEK odpowiada rozwigzaniu R. Hirra. Wspdlrzedne punktéw weztowych

0

Rys. 3. Schemat siatki linii poslizgu dla zaawansowanego stadium weglebiania

Tablica 1. Wartosci funkeji ¢ 1 ¥ w obszarach z jednorodnym
stanem naprezenia dla siatki linil po$lizgu z rys. 3

Obszar ] x
ABCH nj2—8 —0,5
AEK™® w2~% —0,5—y
BDGD’ . 72 —0,5—46
LMIF 7f2—y —0,5—p—§
PQN ’ nj2~—8 —0,5—y—26
RSR'H - 72 —0,5—2y—6
WTUX 28 —0,5—2y—28
VZY 7f2~—9 —0,5—-3y—26

+) Warto§ci znane z rozwigzania R. HILLA
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siatki linii poslizgu oraz wartosci funkcji ¥ i @ w tych punktach wyznacza sie ze zwigzkow
(2.1) wychodzac ze znanych wartosci na linii BCEK. Calkowanie przeprowadza si¢ nu-
merycznie sposobem podanym w monografii [5]. W obszarach ABC, AEK, BDGD’,
LMJF, PQN, RSR'H, WTUX, VZY panuja jednorodne stany naprezenia, ktdre mozna
wyznaczy¢ w sposOb elementarny na podstawie zwigzkéw wzdhuz charakterystyk: y+¢ =
= const. dla linii &, oraz y —¢ = const. dla linii 5. Wartosci funkcji y i ¢ dla tych obsza-

row podano w tabl. 1. Po okresleniu y i ¢ naprgZzenia wyznacza sig z zaleznosei (2.3)
badz tez (2.2) i (2.5).

p/2

Xg

Rys. 4. Schemat postepowania przy konstruowaniu siatki linii po$lizgu

Omoéwimy teraz bardziej szczegétowo konstrukcje siatek linii poslizgu dla poszcze-
gllnych etapéw procesu. W uktadzie wspolrzednych Oxy (rys. 4) przyjmujemy prosta
0 réwnaniu:

y= xtg(% —19),

obrazujgca boczng powierzchnie klina. Na tej prostej obieramy dowolnie punkt A (x4, ¥4),
z ktérego prowadzimy odcinek AB o dowolnie przyjetej dlugosci, nachylony do poziomu
pod katem 6. Przez jego koniec B prowadzimy prosta pionowa o réwnaniu x = xp, ktéra
przyjmujemy za o§ symetrii obszaru uplastycznionego. Znamy wiec wspdlrzedne x,, ya,
xp, yp oraz dlugosé odcinka AB = a. W dalszym ciggu przystgpujemy do wyznaczania
wspdhrzednych punktéw weztowych siatki linii poslizgu oraz okre$lania naprezen w sposéb
podany uprzednio, przy czym poloZenie’wierzchokka klina a tym samym warto$¢ skoku P
(odlegtosé pomigdzy sasiednimi wierzchotkami) jest na razie nieznana. Dowolna charakte-
rystyka rodziny f przecinajaca kontur narzedzia moze byé dolna granica obszaru uplas-
tycznionego. Przyjmijmy dla przyktadu, ze wyznaczylismy przebieg charakterystyki
1-2 (rys. 4). Stanowi ona dolna granice obszaru uplastycznionego, jeZeli wierzcholek
klina znajduje si¢ w punkcie 1. Warto$é skoku wynosi wigc P = xg—X,. Wartosé x;
jest znana z przebiegu charakterystyki 1-2, a warto§¢ xz wyznaczyliSmy uprzednio,



324 S. OkoRskr

przyjmujac dtugos¢ odcinka AB i polozenie punktu A. Teraz na podstawie réwnan (1.3),
(2.8) i (2.9) podstawiajac znane wartosci a i P okresla sig wartos$é iy + dy. Jest to wielkogé
zaglebienia dla etapu, przy ktérym charakterystyka 1-2 stanowi dolng granice obszaru
uplastycznionego. Nastepnie nalezy dokona¢ przeksztalcenia wspdlrzednych polegajacego
na przesunigciu poczatku ukladu do punktu 1 i obliczy¢ bezwymiarowe wielkosci x/P,
Y|P, ho/P i Ay/P. W ten sam sposéb kontynuuje si¢ rozwigzanie dla dalszych etapéw
welebiania, wyznaczonych przez przebieg kolejnych charakterystyk rodziny p.

Jezeli nie jest konieczna duza doktadnos¢ obliczen, siatki linii po$lizgu mozna otrzymag
wykresinie, na przykfad sposobem opisanym w monografii [5]. Punktem wyjécia jest
obliczenie dlugosci odcinka a dla danej wielkosci zaglebienia Ay z zaleznosci (2.8) i (2.9).
Jak widaé z rys. 4, przy znanych wartosciach P i & wystarczy to do okreslenia polozenia
punktu 1.

Analiza predikosdci ptynigcia prowadzi do wniosku, Ze istnieja pewne zakresy wielkoéci
zaglebienia uzaleznione od kata 24, dla ktérych nie mozna otrzymaé poprawnego roz-
wiazania dla predkosci (wystepuje kinematycznie niedopuszczalny typ nieciaglodci).
W pozostatych zakresach rozwigzanie jest kinematycznie ,dopuszczalne. Zagadnienie
to jest omodwione w dalszym ciggu na konkretnym przyktadzie.

3. Wyniki obliczen

Obliczenia przeprowadzono dla szczegdlnego przypadku, gdy 26 = 1,047 rad. (60°).
Z réwnan (1.1), (1.2) i (1.3) wynikaja wartosci: » = 0,303 rad. (17°20"), 6 = 0,221 rad.
(12°40") oraz hy = 0,219P. Przeanalizowano przebieg procesu dla wielkoéci zaglgbienia /
w zakresie 0,219 < #/P < 0,403. W obliczeniach numerycznych przyjeto przyrosty katow
w wycinkach biegunowych EAC i CBD (rys. 3) réwne odpowiednio: Ay = 0,038 rad.
(2°10) oraz 46 = 0,028 rad. (1°35"). Rozwazono 10 etapéw wglebiania wyznaczonych

Tablica 2. Wyniki obliczen przykiadu

Zagiebienie _ Diugoé¢ styku bocznej | Sredni nacisk jed-

Etap dy ho+ Ay powierzchni narzedzia nostkowy
P P z materialem /P Dsrlk
o | 0 0,219 0,339 2,61
1 0,018 [ 0,237 0,367 2,62
2 0,035 0,254 - 0,395 2,66
3 0,051 0,270 0,422 271
4 0,066 0,285 0,449 ) 2,78
5 0,125 0,344 0,570 3,06
6 0,141 0,360 ) 0,609 3,14
7 0,153 0,372 0,645 3,26
8 0,165 0,384 0,679 3,39
-9 0,174 0,393 0,709 3,55
10 0,184 0,403 0,747 3,68

+, Etap zerowy obejmuje poczatkowy okres procesu, & < /ig: pér = const., p = const.



Rys. 5. Siatka linii poslizgu (a) i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,125; (ho+Ay)/P = 0,344, py =
= 3,06 k, I/|P = 0,570, 2 = 60°

Rys. 6. Siatka linii podlizgu (a) i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,174; (ho+Ady)/P = 0,393, ps; =
= 3,55k, I|P = 0,709, 24 = 60°

12 Mech. Teoret. i Stos, 2/80 - [325]
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przez przebieg odpowiednich charakterystyk rodziny B. Dla kazdego ctapu okreslono
zaglebienie Ay oraz k = hy +Ay. Nastepnie obliczono dtugo$¢ styku bocznej powierzchni
materiatu z klinem / z oczywistej (z rys. 2) zaleznoSel:

PJ2 = Isind+acos 9,
gdzie a wyraza si¢ poprzez Ay wzorem (2.9), w ktérym nalezy wyrugowaé 4k za pomoca

' zwigzku (2.8). Okreslono rozklady naciskéw jednostkowych, oraz wartosci $rednie na-
ciskéw pg.. Wyniki obliczen przedstawiono w tabl. 2, a przyktadowe siatki linii poélizgu

Rys. 7. Siatka linii poslizgu () i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,184; (ho+AY)]P = 0,403, psr =
= 3,68k, IJP = 0,747, 20 = 60°

N[l
40— ] T 1
35 —
2
iy
&
30 -1
25 ) ) -
! 20 i L | | | | |
] 0,22 ‘026 . O,EQ 0,34 038 0,42
“nyp . '

Rys. 8. Zalezno$§¢ $redniego nacisku jednostkowego od wielkoéci zaglgbienia
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1 hodografy predkosci na rys. 5, 6 i 7. Na rysunkach dla przejrzystosci przyjeto dwa razy
wigksze przyrosty 4y i 46 niz w obliczeniach numerycznych, Zaleznoéé $redniego nacisku
jednostkowego od wielkosci zaglgbienia przedstawiono na rys. 8.

Calkowita sile potrzebna do wglebiania (na jednostke diugosci narzedzia) oblicza
sie z zaleznodci:

4kh(1+)sind

3.1 P = 2pg, Isind(n—-1)+ cosd—sin(@—7)’

.gdy k> ho, lub tez

4khn(l +)sind

G2 P = st =)’

gdy & < hy. Zalezno$¢ (3.2) wynika z rozwigzania R. HILLA; 7 jest liczba klinowych wierz-
chotkéw. W zakresie /# > f, nie mozZna podaé analitycznej zaleZznosci sify od wielkosci
‘zaglebienia, gdyZ ps okrefla si¢ numerycznie. Drugi czlon w réwnaniu (3.1) uwzglednia
dwie boczne powierzchnie skrajnych wierzchotkéw narzedzia.

Okredlenie predkosci plynigcia przedstawimy na przykladzie siatki z rys. 6. Wzdluz
linii VH dana jest skladowa normalna predko$ci, réwna skladowej normalnej predkosci
sztywnej czeéci materiatu. Zatem na linii VH v, = 0. Na odcinku VP nie bedacym cha-
rakterystyka, a takZze na calej dtugosci linii styku materialu z narzedziem VA dana jest
réwniez skladowa normalna, réwna skladowej normalnej predkosci przemieszczania sie
narzedzia. Skladowa ta wynosi v, = vysind, gdzie v, jest pionowa predkosceia narzedzia.
W celu otrzymania zwiazku pomiedzy v, i vg na odcinku VP (a takZe na calym brzegu
VA) rzutujemy te skladowe na kierunek normalny do powierzchni narzedzia (rys. 9).

R
|
|
;vo

e
|

1

Rys. 9. Schemat warunku brzegowego dla skladowych vy i g na linii styku klina z materialem

Otrzymuje si¢ zwigzek:
vpcosm[4—v,co8m/4 = vpsindd, _
Wykorzystuja:c te dane moZna rozwiazaé w polu PWV zagadnienie brzegowe typu mie-

szanego dla réwnafl (2.6). Daje to lacznie z warunkiem na linii VH punkt wyjscia dla dal-
szych obliczen. Przeprowadza si¢ je numerycznie sposobem podanym w monografii [5].

12*
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Charakterystyki VWTRH i HIFEA sa liniami nieciagtosci predkosci. Koncza sic one
w narozach wycinkéw biegunowych, co jest kinematycznie dopuszczalne. Podobnie
wyznacza si¢ predkosei plynigcia dla innych wielkosci zaglebienia.

W przedstawionym rozwigzaniu dla 29 = 60° wystapity dwa zakresy wielkosci zagte-
bienia, dla ktérych pojawit si¢ kinematycznie niedopuszczalny typ nieciggloéci predkosci
(linia nieciagto$ci przecina prostoliniowy odcinek krawedzi powierzchni materiatu).
Zakresy te sa nastgpujace: 0,066 < Ady/P < 0,125 oraz 0,174 < Ay/P < 0,184. Dla po-
zostatych wielkoéci zaglebienia rozwigzanie jest kinematycznie dopuszczalne.

4. Uwagl koncowe

Przedstawione rozwiagzanie umozliwia wyznaczenie rozktadu naciskéw jednostkowych:
na powierzchni narzgdzia oraz catkowitej sily potrzebnej do weglebiania. W odréznieniu
od przypadku pojedynczego klina nacisk jednostkowy nie jest staly, lecz zmienia sig
wzdhuz linii styku osiagajac najwigksza warto$é przy wierzchotku. Srednia warto$é nacisku
rosnie wraz z zaglgbieniem.

Dla pewnych zakreséw wiclkosci zaglebienia zaleznych od kata 29 wystgpuje linia
nieciggtosci predkosci przecinajaca swobodny brzeg materiatu. Jest to kinematycznie
niedopuszczalne i §wiadczy o tym, Ze zaloZenie o prostoliniowych krawedziach powierzchni
swobodnej nie daje sie w tych zakresach utrzymaé. Rozwigzanie dla dalszych zakreséw
odpowiada przypadkowi wglebiania narzedzia w materiat o odpowiednio uksztaltowanym
brzegu, a nie w materiat o brzegu 'poczqtkowo plaskim, co nie jest w pelni zgodne z cha-
rakterem procesu. W zwiazku z tym uzyskane wyniki winny by¢ traktowane jako przy-
blizone. Zaleta przedstawionego rozwigzania jest jego prostota. Siatki linii poslizgu dla
poszezegblnych etapdw zaglebienia moZna otrzymaé w tatwy sposéb, zardwno numerycz-
nie jak i wykre$lnie, dla réinych katéw wierzchotkowych 2¢. Natomiast uwzgl¢dnienie
rzeczywistego ksztaltu powierzchni swobodnej napotyka na znaczne trudnodci.
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1> Rys. 6a przedstawia polowe siatki, stad linie VWTRH i HIFEA maja dalszy ciag po prawej stronie
osi symetrii. :
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Pezome.

BHEOPEHUE NHCTPYMEHTA C IEPHOIHYECKIM
IJIMHEBBIM TTPOPHNIEM B ITJIACTUYECKYIO CPENY

B paGoTe mpejcTaBiIeHO pelledwe 3aJawWi 0 BHELPEHHM HHCTPYMEHTA, KOTODBLLIA MMeer pabouyio
9acTh B BHJE PAJA IUIMHEBBIX BEPIIUH, B IUIaCTHUECKYIO CPETy, IPH IWIOCKoH Hedopmamey, 663 TpeHnsa
¥ YIPOUHEHNA MATEPHalia; MPHHATO YCJIOBHe myactyHocTy I'ybepa-Museca. Vicrons3oBar mMeTox xa=-
PaKTepUCTHK. Pa3paloraHo WacTHBIA ciayvail, UpH KOTOPOM YToJ BepLIMHBI IUmMHA ObIn paBex 60°%
ITpesCTaBACHO CETKM JOTHHMM CKONBLYKEHMA, Fogorpadel CKOPOCTM M PE3YNELTATHI BRIYMCIIERMIX Uit He-
KOTOpPBIX 3HAUEHHH IHYOWHE] BHEAPEHHI.

Summary

INDENTATION OF A PERIODICALLY WEDGE-SHAPED TOOL INTO PLASTIC
MATERJAL

The title problem has been discussed in the case of plane strain and Huber-Mises yield criterion with-
out friction or material hardening taken into account. The solution has been obtained by the method of
characteristics. §

As an example we consider a particular case for the wedge angle 60°. The slip-lines networks, selected
indentations have been presented.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 16 stycznia 1979 roku
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38. 5.04.79 mgr inz, Piotr Auzinsz ,,Metody obliczania dynamicznego 49
(Ryga) plyt”
39. 31.05.79 Prof. dr Eugeniusz ,,Metody korelacyine w losowych 3
Bielewicz problemach mechaniki’®
40. 13.06.79 dr inz. Jan Baran ,,Pewne aspekty identyfikacji ukla- 9
déw mechanicznych®
Oddziat w Warszawie
41. . 18.04.79 C., Atkinson »»Zagadnienia mechaniki pegkania™ 19
42, 30.05.79 doc. dr W.J. Andrejew s,Zagadnienia koncentracji naprezen 15
w otoczeniu otworéw w oérodkach
niejednorodnych”
43. 6.06.79 dr W. Kufel ,sMechanika stosowapa na Uniwer- 14
i prof. dr Z, Olesiak sytecie w Pizie”

13 Mech. Teoret. i Stos. 2/80
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v
Liczba
Lp. Data Prelegent ’ Temat uczest~
: nikow
Oddzial we Wroclawiu
44, 210279 prof. dr hab. Eugeniusz | ,,Analiza dzialan technicznych we 16
Brzuchowski wspolrzednych jakoéé-czas na przy-
kladzie konstruowania i wytwarza-
: nia”
45, 30.05.79 prof. dr hab. Eugeniusz | ,,Zagadnienia ekonomii dzialania” 8
. Brzuchowski
46. 20.06.79 prof. Czestaw Rodkiewicz | ,,Niektére aspekty przeplywu krwi .25
przez arterie”

. Sympozja i konferencje naukowe

1. Oddzial Gliwice

a) w dniach 25,02. - 3.03.1979 r. odby! si¢ w Wisle XVIII sympozjon pod haslem ,,Modelowanie w me-
chanice”. Sprawozdanie z Sympozjonu zostalo opublikowane w MTIiS.

. 2. Oddzlal w Krakowie
W dniach 23 - 24 marca odby! si¢ V Sympozjon Techniki Wibracyjnej i Wibroakustyki, ktoérego orga-
nizatorami byli: Instytut Mechaniki i Wibroakustyki AGH oraz Polskie Towarzystwo Mechaniki Teore-
tycznej i Stosowanej Oddzial w Krakowie, a patronat sprawowal Zesp6t Dynamiki Maszyn PAN.
W Sympozjonie uczestniczyto 125 oséb, wygloszono 51 referatéw, a w dyskusji wziglo udzial okolo
57 os6b. :

1. Seminaria

1. Oddzial w Czestochowle

W dniach 19-20 czerwca 1979 r. Instytut Maszyn Cieplnych Politechniki Czgstochowskiej oraz
Czestochowski Oddzial Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zorganizowaly
semainarium z zakresu termoaerodynamiki maszyn przepltywowych.

W obradach, na ktérych wygloszono 19 referatow i komunikatéw naukowych, uczestniczyto 30 pra-
cownikéw nauki z dziewigeiu krajowych osrodkéw badawczych. Obrady przebiegaly w pieciu odrebnych
sesjach ktérym przewodniczyli kolejno: prof. dr hab, Janusz Elsner, prof. dr Wiadystaw Porochnicki
i doc., dr Tadeusz Chmielniak. o

W podsumowaniu stwierdzono celowo$¢ kontynuacji tego typu spotkan specjalistycznych w cyklu
dwuletnim przez o$rodek czestochowski.

'

2. Oddzial w Gdansku

W I kwartale w Oddziale Gdanskim rozpoczgto rownolegle 2 seminaria, Obejmowaly one réwniez
II kwartal 1979 r.

Pierwsze seminarium ,,Metoda elementdéw skoriczonych w obliczeniach drgan i statecznoéci kon- -
strukcj”’, bylo prowadzone przez: prof. J. Kruszewskiego, doc. W. Gawronskiego, dr W. Ostachowicza,
dr J, Tarnowskiego, dr E. Wittbrodta. Odbywalo si¢ ono raz w tygodniu (2 godziny), od stycznia do czerwca
1979 r. Bralo w nim udzial 35 uczestnikéw.

Drugie seminarium n.t. ,,Metoda elementdéw skoficzonych w nieliniowych zagadnieniach mechaniki
ofrodka ciaglego’ prowadzil dr Cz. Branicki. Uczestniczylo w nim 15 czlonkéw, trwalo od stycznia do
czerwca 1979 r, '
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3. Oddzial w Szczecinie

W planie Oddzialu Szczeciiskiego znalazlo si¢ seminarium Zakladu Konstrukcji i Mechaniki Okre-
tow Instytutu Okretowego PS na temat: ,,Zagadnienia nieliniowe w mechanice konstrukeji’. Seminarium
to, prowadzit doc. dr Marian Kmiecik,

W semestrze letnim roku akademickiego 1968-79, poruszano nast¢pujaca tematyke:
. ,,Réwnania teorii duzych ugig¢ plyt”.
,,Metody analityczne i numeryczne rozwiazywania réwnad tcorii duzych ugie¢ plyt”.
,,Zachowanie si¢ plyt po utracie statecznosci”.
., Wplyw geometrii ugigé poczatkowych na naprezania w plytach osiowo sciskanych®

4. Oddzial w Ziclonej Gorze
W Oddziale Zielonogorskim odbyto si¢ seminarium z dzialéw wybranych kinematyki.

pwoR e

IV. Kursy

Oddzial w Y.odzi
W Oddziale £.6dzkim przeprowadzony zostal kurs na temat ,,Niestandardowa analiza 1 jej zasto-
sowania w mechanice”’,
W ramach kursu odbyty si¢ 3 spotkania: 12 stycznia 1979 r. gdzie omawiano ,,Niestandardowe modele
matematyczaych i fizycznych teorii’”, 19 stycznia 1979 r.—,,Niestandardowe konstrukcje podstaw me-
chaniki”, 26 stycznia 1979 r.—,,Elementy niestandardowych topologii-i jej znaczenie w mechanice”

Oddzial w Opolu
W Oddziale kontynuowano wykiady kursu na temat ,,Ogdlne podstawy mechaniki o$rodkéw cig-
glych”.
Wykladowca byt doc. Jan Kubik. Uczestnikéw — 8.
Kontynuowano réwniez kurs ,,Metody numeryczne w mechanice konstrukc_u” Wyklady prowadzit
dr Tadeusz Smoled. Uczestniczylo 9 osob.

V. Dzialalno$¢ wydawnicza

Oddzial w Gliwicach

Zbiér referatéw XVIII Sympozjonu pod hastem ,,Modelowanie w Mechanice™, z. 44, Gliwice 1979,
ss. 402, '

VI. Dazialalno$é organizacyjna

W okresie pierwszego pdlrocza 1979 roku odbyly sie
a) 1 Plenarne Zcbrame Zarzadu Gléwnego
b) 2 Zebrania Prezydlum Zarzadu Gléwnego
©) 31 Zebran w Oddzialach Towarzystwa.

SPRAWOZDANIE Z CYKLU WYKEADOW PT.:
»WYBRANE ZAGADNIENIA MECHANIKI PLYNOW”
Z inicjatywy Sekcji Mechaniki Cieczy i Gazéw Komitetu Mechaniki PAN zorganizowano w Byd-
goskiej Akademii Techniczno-Rolniczej w pierwszej potowie bieZzacego roku cykl wykladow pt.:
,,Wybrane zagadnienia mechaniki plynéw”.
Celem wykladow byla aktywizacja miejscowego §rodowiska naukowego i popularyzaqa wspdlczesnych
probleméw mechaniki plyn6w.

13*
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Do wspdludzialu w organizowaniu wykladéw zaproszono: Bydgoski Oddziat PTMTIS oraz uczel-
niane Koto SIMP przy AT-R. Udzial Kola SIMP wyrazit si¢ w pokryciu kosztdéw rzeczowych.

Strona organizacyjno-programowa zajmowal sie bezposrednio autor ninicjszego sprawozdania —
Wiceprzewodniczqcy Zarzadu Oddzialu PTMTIS — przy aktywnej pomocy Sekretarza Zarzadu megr inz.
Andrzeja Golika.

Spis wykladow odbytych w ramach omawianego cyklu — wraz z terminami ich wyglaszania — przed-
stawia sig¢ jak nastepuje:

1. Doc. dr hab. Eustachy Burka —,,Zagadnienia kawitacji i erozji kawitacyjnej”” — 20 grudnia 1978 r.

2. Prof. dr hab. Andrzej Szaniawski —,,Zagadnienia przeplywowe przy przedzeniu widkien z tworzyw
sztucznych® — 23 marca 1979 r.

3. Prof. dr hab. Janusz Elsner — ,,Metody analizy przeplywow turbulentnych — 2 kwietnia 1979 r.

4, Prof. dr hab. Yerzy Krzyzanowski—,,Niektdre aspekty stabilnosci fazy cieklej w przeplywie dwufa-
zowym™ — 7 maja 1979 r.

5. Prof. dr hab., Romuald Puzyrewski—,,Problematyka przeplywn pary suchej i mokrej przez uklady
lopatkowe turbin parowych” — 11 maja 1979 r. ‘

6. Prof. dr hab. Stanistaw Wronski — ,,Zagadnienia mechaniki plynéw w inzynierii chemicznej” —16 maja
1979 r.

7. Czh. Kor. PAN Wlodzimierz Prosnak —,,Niektére aspekty stosowania metod numerycznych w mecha-
nice plynéw” — 6 czerwca 1979 r. ’

Wyktadéw wystuchalo fgczoie 280 pracowniké4w naukowych i studentdéw AT-R. Ten liczny udziat
$wiadczy o duzym zaintéresowaniu miejscowego §rodowiska i potwierdza celowos$¢ organizowania po-
dobnych spotkai. :

E. Walicki

SEMINARIUM NA TEMAT MECHANIKI ZNISZCZENIA FIBROBETONOW
t NA UNIWERSYTECIE TECHNICZNYM W DELFT, 5.7.1979

Seminarium zostalo przygotowane przez grupg badaczy w dziedzinie inzynierii materialowej przez
Prof. dr F. H. Wittmanna, przy udziale specjalistow od konstrukcji betonowych z Prof, dr H. W. O. Rein-
hardtem, przy czym prace organizacyjne prowadzili Dr Y. M. de Haan i Dr P. Stroeven. W seminarium
wzielo udzial okolo 50 oséb gtownie z Holandii, lecz takze z Belgii, Anglii, Szwecji, Izraela i z Polski.

Seminarium obejmowalo cztery wyklady:

Dr Y. M. de Haan (Delft) — Podstawowe elementy mechaniki zniszczenia,

Prof. dr S.P. Shah (Chicago) — Analiza zniszczenia belek fibrobetonowych,

Dr P. Stroeven (Delft) — Wplyw krotkich widkien stalowych w betonie na rozwdj rys,

Doc. dr A. M. Brandt iDrlJ: Kasperkiewicz (Warszawa) — Energia propagacji rys w betonie uzbrOJonym
stalowymi wloknami. .

Pierwszy wyklad byt przegladem poje¢ i podstawowych zaleznoéci mechaniki zniszczenia, przygoto-
wany z punktu widzenia badania propagacji rys w betonie i zaprawach cementowych.

Autor drugiego wykladu przedstawit wyniki badan beleczek fibrobetonowych ze sztuczoymi nacie-
ciami o zmiennej glebokosci stosujac rézne metody mechaniki zniszczenia i poszukujac najwlasciwszego
sposobu uwzglednienia roli wi6kien w zatrzymywaniu propagacji rys.

Tematem nastepnego wykladu bylo wspodldzialanie stalowych widkien z o§rodkiem kruchym, jakim
jest zaprawa cementowa. Do zaproponowanej zalezno$ci wyrazajacej krytyczna warto$é wspolczynnika
wyzwalania energii sprezystej wprowadzit autor roézne parametry, charakteryzujace uklad wlokien i ich
whasciwosci.

» Ostatni wykiad obejmowal szczegdlowa dyskusie pojgé i metod mechaniki zniszczenia, przy czym
wskazano na ich niejednoznacznoié w odniesieniu do fibrobetonéw. Autorzy przedstawili réwniez analizg
wynikéw doéwiadczalnych, zwracajac uwagg na znaczenie zjawisk nieliniowych i na konieczno$¢ uwzgled-
niania szczegblnych wiasciwosci fibrobetondw. W konkluzji stwierdzono przydatno$é mechamlu zZniszcze-
nia do zrozumienia zjawisk zachodzacych w tego rodzaju materiatach.
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W dyskusjach pornszono szerzej inne zagadnienia szczegblowe, zwigzane m.in. z wplywem skali
badanych elementéw, w ktérych nastgpuje propagacja rys. Zwrdcono takze uwage na odmiennoéé ujeé
nawiazujgcych do rozpoczecia propagacji rys i pojeé uwzgledniajacych energie calego procesu zniszczenia.

Seminarium bylo okazja do przedstawienia pogladéw na nowe i czesto niedokladnie sformulowane
zagadnienia, decydujace i doskonaleniu metod w mechanice kompozytow fibrobetonowych. Przedsta-
wione wyklady obejmowaly w znacznej czeéci majnowsze wyniki badawcze, ktére mozna bylo poznaé

przedyskutowaé, nie czekajac na ich opublikowanie. Dobra organizacja i goscinnoéé gospodarzy zade-
cydowaly takze o powodzeniu tego spotkania.

A. M. Brandt

XIV SYMPOZJUM N.T. ,,WSPOE.CZESNE PROBLEMY I METODY
MECHANIKI PEYNOW”

Blazejewko, 2 -8 wrzesnia 1979 r. .

XIV Sympozjum n.t. ,,Wspodlczesne Problemy i Metody Mechaniki Plynéw” odbylo sig w dniach
od 2 do 8 wrzeSnia w Blazejewku kolo Kornika, woj. poznanskie, w Osrodku Szkoleniowo-Wypoczynko-
wym Zjednoczenia Paristwowych Przedsigbiorstw Gospodarki Rolnej w Poznaniu. Sympozjum to byto
kolejnym ze spotkan organizowanych co dwa lata przez Zaklad Mechaniki Cieczy 1 Gazow Instytutu
Podstawowych Problemow Techniki PAN w Warszawie, a gromadzacych uczonych z kraju i zagranicy
pracujacych w dziedzinie mechaniki plynéw. W spotkaniu tym wziglo udzial okolo 200 uczestnikéw z 18
krajow, a wsrdd nich wybitni uczeni G. K. Batchelor i A. A:. Dorodnicyn. Po 80 osobowej delegacji polskiej
najliczniejsza grupg stanowill uczeni z ZSRR (25 os6b), a nastepnie z RFN (22 osoby) i USA (17 os6b),
z Francji i Wielkiej Brytanii (po 8 uczestnikow), a w dalszej kolejnosci inne, mniej liczne delegacje.

Zgodnie z tradycja naszych poprzednich spotkan, ostatnie Sympozjum nie mialo charakteru specja-
listycznego, lecz obejmujac rézne galgzie mechianiki plynéw stanowilo szeroki i kompetentny przeglad
aktualnych probleméw tej dziedziny wiedzy. Oficjalnym jezykiem obrad byl jezyk angielski.

W programie Sympozjum znalazto sie¢ 9 nastepujacych referatdw przegladowych, przygotowanych
na zaproszenie Komitetu Organizacyjnego przez wybitnych specjalistéw z réznych krajow:

. K. 1. Babenko (ZSRR)-— Numerical Investigation of the Stability of Fiuid and Plasma Flow,

. J. Bona (USA) — Salitary Waves and Other Long-Wave Phenomena,

J. J. Chattot (Francja) — Steady Transonic Flows Calculated by Relaxation Metlzods,

J. Hackman (REFN)— Surface Processes and Boundary Fffects in Plasma-Wall Interactions,

J. Y. Hermans (USA) — Hydrodynamic Fluctuations and Modern Theories of Brownian Motion,

J. Heywood (Kanada) — On the Existence of Classical Solutions of the Navier-Stokes Equations,

. T. Maxworthy (USA) — Hydrodynamics of the Jupiter Atmosphere,

. M. V. Morkovin (USA) — On Some Dxmgreements and Open Questions in Transition to Turbulence
in Shear Layers,

J. Zierep (RFN) — Theory of Flows in Compressible Media with Heat Addition.

Czas trwania referatu przegladowego wynosit lacznie z dyskusja 1 godz. i 15 min.

Poradto zaprezentowano 104 komunikaty, z ktérych 75 zostalo wygltoszonych na 16 sesjach proble-
mowych w formie tradycyjnych 15 minutowych komunikatéw, za§ pozostate 20 przedstawiono na dwoch
2,5 godzinnych sesjach posterowych. Ten ostatni sposéb prezentacji, dotychczas na naszych Sympozjach
nie stosowany, zyskat sobie aprobate zarbwno autordéw jak i shuchaczy i w przysztosci wejdzie na trwale
do naszej praktyki, jako jeden z dwbdch réwnoprawnych sposobéw przedstawiania komunikatéw nauko-
wych. ]

Jesli chodzi o tematyke komunikatéw to najwigksza ich liczba dotyczyla przeplywow Scisliwych (23)
oraz dynamiki gazéw rozrzedzonych (13). Nastepnie w kolejnosci byly przeplywy wielofazowe (10) éro-
dowiskowa mechanika plynéw (9), a dalej turbulencja, przeplywy lepkie, warstwa przyicienna i inne.
Referaty przegladowe wygloszone na Sympozjum zostana opublikowane w X tomie ,,Fluid Dynamics
Transactions”, za§ komunikaty w oddzielnym zeszycie ,,Archiwum Mechaniki Stosowanej”.

ERem A

b
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Program naukowy Sympozjum uzupelnity trzy wieczorne dyskusje na nastgpujace tematy:

1) Mozliwoéci wykorzystania laboratoridw kosmicznych do badan podstawowych w dziedzinie mecha-
niki plynow,

2) Fale uderzeniowe i zjawiska akustyczne w mieszaninach gazowych,

3) Ciagle wyladowanie optyczne, jego whasciwosci fizyczne i mozliwosci zastosowan technicznych.

Urozmaiceniem Sympozjum byly imprezy kulturalne i towarzyskie, z ktérych mozna tu wspomnied
zwiedzenie pobliskiego Zamku i Parku Kornickiego.

Poza oficjalnym programem miaty miejsce liczne nieoficjalne spotkania i dyskusje, dla ktérych sze-
rokie mozliwoséci staramy sie stworzy¢ na naszych Sympozjach. Wzajemne kontakty miedzy uczestnikami
ulatwiata swobodna, nieformalna atmosfera Sympozjum, ktéra wysoko cenimy jako istotna i trwalg war-
tos¢ naszych spotkan.

Andrzej Zachara

XXI POLSKA KONIFERENCJA MECHANIKI CIALA STALEGO
Porabka-Kozubnik, 3 - 8 wrzesnia, 1979 !

Kolejna Polska Konferencja Mechaniki Ciala Stalego korzystajac z goscinnosci Hutniczego Przed-
siebiorstwa Remontowego z Katowic odbyta sig¢ w osrodku weczasowym tego przedsigbiorstwa w Porgbce-
Kozubniku w wojewodztwie bielsko-bialskim,

Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego byt kierownik Zakladu Teorii Ofrodkow Ciaglych
IPPT PAN prof. Henryk Zorski. Korzystajac z do$wiadczeni poprzednich konferencji i biorac pod uwage
wielokrotnie wysuwane przez jcj uczestnikow sugestie Komitet Organizacyjny podjal decyzje o skroceniu
czasu jej trwania do szesciu dni co by¢ moze stworzyto pewne trudnodci organizacyjne lecz nie wplynelo
na charakter tego dorocznego spotkania polskich mechanikow. |

Konferencja zgromadzila 193 uczestnikdw z Polski i z zagranicy. Uczestnicy zagraniczni reprezento-
wali 16 krajow: Australi¢, Bulgarig, Chiny, Czechoslowacje, Holandie, Jugostawie, Meksyk, NRD, REN,
Rumunig, Stany Zjednoczone AP, Szwecje, Wegry, Wielka Brytanie, Whochy i Zwigzek Radziecki. Uczest-
nicy krajowi w liczbie 150 w tym IPPT PAN 53, reprezentowali niemal wszystkie liczace si¢g w Polsce oSrodki
naukowe, ) : '

Podczas trwania konferencji wygloszono 111 referatow w tym na specjalne zaproszenie Komitetu
Organizacyjnego nastepujace wyktady generalne:

W. T. Koiter (Holandia) — Pewne nowe spojrzenie na stare problemy wyboczenia.

Cz. Rymarz (Wojsk. Ak. Tech.) — Polowe modele krysztalow cieklych.

R. S. Rivlin (USA) — Materiafowa i strukturalna stateczno$é w materialach sprezystych.

D. C. Drucker (USA) — Przewartosciowanie pewnych podstaw i idealizacji w teorii plastycz-
nosci. .

D. Chillingworth (W. Bryt.) — Metody geometryczne w teorii bifurkacji.

J. Stoklosa (Hut. Przeds. Rem.) — Mechanika w modernizacji polskiego przemyslu czarnej metalurgii.

J. Hult (Szwecja) — Zniszczenie i propagacja szczelin.

J. Ignaczak (IPPT PAN) — Termosprezysto$é ze skonczonymi predko$ciami falowymi.

Problematyka Konferencji tak jak i 20 poprzednich byla do§¢ zréznicowana. Zgloszone referaty
zostaly podzielone tematycznie i wygloszone w- ramach nastepujacych sekgcji:

-— stateczno$é, stany krytyczne,

— krysztaty, osrodki nielokalne, pola sprzezone,

— optymalizacja,

— plastyczno$é, pelzanie,

— plyty, powloki, tarcze,

— termomechanika,

— metody matematyczne, mechanika analityczna,

— metody stochastyczne,
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— zniszezenie, propagacja szczelin,

— dyslokacje, dysklinacje,

— ofrodki porowate, inkluzje,

— uklady konstrukcyjne i mechaniczne,

— sprezystosé, lepko-sprezystosc,

— geomechanika.

Obrady Konferencji toczyly sig¢ w dwoch grupach poprzedzane zaréwno rano jak i po potudniu wsp6l-
nymi referatami generalnymi. Wigkszo$C wystapien, poza referatami generalnymi, stanowily 25 minutowe
komunikaty. Dawaly one dobry przeglad gléwnych kierunkéw prowadzonych w Polsce badan i pewne
pojecie 0 problematyce badan i zainteresowan $wiatowych.

Analizujac problematyke zgloszonych prac mozna stwierdzi¢, ze jakkolwiek reprezentowaly one
szeroka plaszczyzne zainteresowan badaczy to glownie skupiaty si¢ wokol problemow statecznosci, plastycz-
nego plyniecia, zniszczenia i propagacji szczelin jak rowniez metod optymalizacji i projektowania opty-
malnego. Poziom wygloszonych referatow, w wielu wypadkach wysoki, byt jednak do$é zréznicowany.
Wydaje sie, ze jest to nieuniknione jesli chee sig zachowad dotychczasowy charakter konferencji (uczest-
nictwo pracownikéow z réznych ofrodkow i z roéznym stazem naukowym).

Uwazam, ze XXI Polska Konferencja Mechaniki Ciala Stalego speinila w zupelnosei swoj cel szero-
kiego forum wypowiedzi, konfrontacji osiggnigé i wymiany mysli.

Marek Elianowski

VHI-A WSZECHZWIAZKOWA KONFERENCJA N.T. ELASTOOQOPTYKI
»ELASTOOPTYKA-79”
Tallin, 25 - 28 wrzeénia 1979 r.

W dniach 25 - 28 wrze$nia 1979 r. odbyla si¢ w Tallinie VIII-a Wszechzwigzkowa Konferencja, po§wig-
cona polaryzacyjno-optycznym metodom badania naprezen ,, ELASTOOPTYKA-79”. Konferencja zorga-
nizowana zostala przez Instytut Cybernetyki Akademii Nauk Estofskiej S.R.R. Przewodniczacym 17-0so-
bowego Komitetu Organizacyjnego Konferencji byt prof. dr Hillar A ben — dyrektor wspomnianego
Instytutu. Przewodniczacym 14-osobowego Komitetu Programowego — byt prof. dr N.J. Prigo-
rowskij. '

Poprzednia, VII-a Wszechzwigzkowa Konferencja n.t. polaryzacyjno-optyczaych metod analizy
naprezen odbyla si¢ w Tallinie w roku 1970.

Jezykami K onferencji byty: rosyjski i angieiski. W Konferencji wzigto udmal ponad 300-u uczestnikow,
w tym okolo 40-u os6b z 14-u krajéw spoza ZSRR. Z krajow kapitalistycznych reprezentowane byty:
RFN (najliczniej — 6 referatdéw), W. Brytania, Finlandia, Francja, Grecja, Japonia, Kanada i USA, na-
tomiast z krajow socjalistycznych: Czechostowacja (najliczniej — 5 referatéw), Polska (4 referaty) oraz
Bulgaria, NRD, Wegry i Jugostawia (po jednym referacie). W skiad delegacji polskiej wchodzito 6 oséb,
reprezentujacych trzy oérodki krajowe, a mianowicie: Warszawq (3 osoby —2 referaty), Krakéw (2 osoby —
1 referat) oraz 1.6dZ (1 osoba—1 referat). =

Z Repubhk Zwuizku Radzieckiego reprezentowanych bylo 29 oérodkéw naukowych. Najpowazniejszy
wklad w obrady Konferencji wnie§li naukowcy: Moskwy (91 prac), Leningradu (32 prace), Kijowa (19
prac), Charkowa (15 prac), Nowosybirska (10 prac) oraz Tallina (5 prac).

-Zgloszone na Konferencje prace dotyczyly: teoretycznych zagadniefi polaryzacyjno-optycznych
metod analizy naprezes, materialow optycznie czulych, metod i urzadzes badawczych, praktycznych za-
gadnien techniki eksperymentalnej oraz roznorodnych zastosowa wymienionych metod.

Tematyka Konferencji zostala podzielona na 12 gléwnych zagadnied, omawianych na kolejnych
12-tu sesjach plenarnych i towarzyszacych im sesjach afiszowych. Na sesjach plenarnych przedstawiano
w kilku referatach rozwotj, dokonany w ciagu ostatnich 8-miu fat (t.j. w okresie migdzy VII-g i obecna
VIII-3 Konferencja) oraz obecny stan wiedzy okre$lonego typu zagadnien, z uwzglednieniem najnowszych
wynikéw badan. Sesjom tym towarzyszyly kilkugodzinne sesje afiszowe, na ktérych prezentowane byly
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wyniki zgloszonych na Konferencje prac. Kilkustronicowe streszczenia tych prac wydane zostalst uprzednio
drukiem w Materialach Xonferencyjnych. Sama natomiast forma sesji afiszowych stwarzala bardzo dobre
warunki do szerokiej i swobodnej dyskusji, wymiany my$li z wybitnymi specjalistami i znawcami okreslo-
nych zagadnien oraz latwego nawiazywania kontaktéw z autorami prac. Po otwarciu obrad Konferencji
przez prof. . A bena, na I-ej Sesji plenarnej przedstawiono 3 referaty przegladowe, dotyczace za-
gadnien ogdlnych a mianowicie:

a) — wspblczesnego stanu polaryzacyjno-interferencyjnych metod i efektywnosci ich zastosowann w roz-
nggo rodzaju obliczeniach inZynierskich w poréwnaniu z metodami numerycznymi (G. L. Hésin),

b) — rozwoju elastooptyki radiacyjnej (W.J. Sawczenko),

c) — wspolczesnych interferencyjno-optycznych metod badania odksztalcen (A.J. Aleksandrow).
Podobnie, na sesji II-ej omowiono zagadnienia ogoélne, a mianowicie:

a) — teoretyczne podstawy pomiaréw przy zastosowaniu metody elastooptycznej (J. Pindera),

b) — wspélczesny stan elastooptyki mikrofalowej (W. N. Rudakow),

c) — ostatnie gsiagnigcia zastosowan elastooptyki przy badaniu zagadnien tréjwymiarowych (A. Robert).
Na kolejnej, Ill-ej sesji plenarnej omdwiono:

a) — rozwdj nowych optycznie czulych i optycznie nieczulych materialéw majacych zastosowanie w elasto-
optyce, glownie polimeréw (N. A. Szczegolenskaja),

b) — badania dwuwymiarowych zagadnien kontaktowych metoda elastooptyki interferometrycznej (M. Ni-
sida),

c) — konstrukcje, zasade dzialania i mozliwosci badawcze specjalnego polaryskopu typu KSP-10 z synchro-
nizacja wspdlirzednych (E. I. Edelsztein), '

d) — mozliwo$ci zastosowania metod numerycznych przy analizic danych, otrzymanych z badan elasto-
optycznych (R. Miiller).

Natomiast bardziej szczegblowe prace, dotyczace wyzej wym. tematyki prezentowane byly na Sesji

IV — afiszowej, odbywajacej si¢ rownolegle w dwoch salach. Na sesji tej przedstawiono wyniki 37 prac —

w sali A oraz 42 prac— w sali B.

Na V-ej z kolei Sesji (plenarnej) przedstawiono referaty dotyczace nastepujacych zagadnien:

a) — mechanicznego modelowania termosprezystych standéw naprezenia w zagadnieniach tréjwymiaro-
wych (N. N, Prigorowskij),

b) — wyznaczania szczatkowych naprezen spawalniczych w obszarze nagrzania —na modelach poli-
weglanowych — metoda dyspersji wspolezynnikdéw piezo-optycznych (L. M. Lobanow),

c) — modelowania oraz badania zagadnien dynamlcznych metoda elastooptyczna (I. Kostin, G. 1. Pie-
traszen),

d) — teoretycznych i do$wiadczalnych badan propagacji jednowymiarowych fal lepkosprezystych i zwia-
zanych z nimi zagadnienni oceny efektow dynamicznych, wystepujacych w materlaiach optycznie
czulych (A. V. Dmochowskij).

Na Sesji VI-ej wygloszono cztery referaty, poswiecone gléwnie zagadnieniom niesprezystym. Do-
tyczyly one:

a) — modelowania pelzania metoda funkcjonalnego podobiedstwa (G.S. Wardanian),

b) — badania napregzen w elementach konstrukcyjnych, wykonanych z tworzyw polimeryzujacych (L. I. Bu-
gakow), )

c) — badania rozproszenia izochrom i jego zastosowanie w rozwiazywaniu nieliniowych zagadnien foto-
mechaniki (S. P. Wasiliew),

d) — efektow foto-lepkosprezystych i ich wykorzystania przy badaniach zagadnier kontaktowych (X. Laer-
mann).

Na nastepnej, VII-¢j sesji plenarnej omdwiono: ;

a) — elastooptyczne badania proceséw pekania z uwzglednieniem pelzania materiatu modell (W. 1. Ta-
ratorin),

b) — metode elastooptyczng w zestawieniu z metodami numerycznymi wyznaczania naprezen i odksztal-
cen (N.I. Prigorowskij),

¢) — zastosowanie holografii w elastooptyce (I. W. Zaworonok).

Wyniki bardziej szczeg6lowych prac, dotyczacych wyznaczania naprezed termicznych, zagadnief
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dynamicznych, mechaniki pekania oraz poréwnania dokiadno$ci metody elastooptycznej z innymi me-
todami analizy napr¢zen i odksztalcen — zostaly przedstawione na Sesji VIII- e_| — afiszowej, Zaprezento-
wano na niej 29 prac w sali A oraz 25 prac w sali B.

Sesja IX byla rowniez sesja afiszowa, poSwigcona zaprezentowaniu wynikéw prac, dotyczacych kom-
pozytdw, krysztaléw oraz réznorodnych zastosowan metody elastooptycznej. Na sesji tej, w sali A przed-
stawiono wyniki 27-miu prac, a w sali B -— 53-ech.

Wymienionej wyzej tematyce poswiecono réwniez trzy ostatnie sesje plenarne. Na X-ej omdéwiono:
a) — elastooptyczne badania naprezen w ciatach anizotropowych (V. N. Netrebko),

b) — badania naprezen w konstrukcjach kompozytowych (W. N. Uszakow),
¢) — nowe zastosowania i uogdlnienia metody elastooptycznej w badaniu krysztatow (V. Indenbom).

Na Sesji XI-ej przedstawiono 6 nastgpujacych referatow:

a) — anizotropowa analogia prawa Wertheima przy okre§laniu naprezern w pojedyriczych kryszta}ach
przestrzennych (L. I. Afanasjew),

b) — zastosowanie elastooptyki do rozwiazywania zagadmen kontaktowych w procesie walcowania
(V. A. Nikolajew), ’

c)——badame naprezen w polaczeniach wielowypustowych przy zastosowaniu elastooptycznej metody
multiplikacji prazkéw (H. J. Schoepf),

d) — badanie naprezed w wirniku turbo-kompresora (A. G. Frolow),

e) — kompleksowe badania naprezed w cienkosciennych, przestrzennych konstrukcjach Zelbetowych
elektrowni jagdrowej (W. 1. Taratorin),

f) — zastosowanie metody elastooptycznej do kompleksowej analizy stanu naprezenie — odksztalcenie
w zelbetowych korpusach elektrowni jadrowych (A. R. Kirilow).

Ostatnia sesja, Sesja XII-a (plenarna) poswigcona byla réznorodnym zastosowaniom metody elasto-
optycznej. Omdwiono na niej m.in.: .

a) — badania naprezen w konstrukcjach hydrotechnicznych przy zlozonym obciazeniu (S. 1. Zawaliszin),

b) — pewne zagadnienia biomechaniki, rozwiazywane przy zastosowaniu metod optycznych (M. Mil-
bauer),

¢) — zastosowanie metody elastooptycznej do badania zagadnied mechanicznych ukladu kostnego zwie-
rzat (I. Husar),

d) — badania naprezen gérnych warstw z uwzglednieniem reologicznych wlasnosci skat (G A. Kala—
czewa),

¢€) — elastooptyczne badania naprezen i odksztalcen, a takze kruchego pegkania bryt wegla (G. A. Katkow),

_ f) — badania wplywu warstwowego ekranu na zmniejszenie si¢ dynamicznych charakterystyk fal sejsmicz-

nych (A.G. Melik-Elian), itp.

Ogoélem na sesjach plenarnych wygloszono 36 referatéw (w tym 7 przez gosci zagranicznych) oraz
zaprezentowano wyniki 212 prac. Z tej liczby 26 prac przedstawili autorzy spoza ZSRR. W podsumo-
wujacym Konferencje wystapieniu zaréwno prof. H. Aben — przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego,
jak i prof. N. Prigorowskij — przewodniczacy Komitetu Programowego, podkreélili wysoki poziom pre-
zentowanych prac oraz prowadzonych dyskusji. Skréty prac, zgtoszonych na VIII-3 Wszechzwiazkowa
Konferencje ,,ELASTOOPTYKA-79” zostaly wydane drukiem — w wers_|ach przygotowanych przez
autoréw — w czterotomowym wydawnictwie Instytutu Cybernetyki Akademii Nauk Estonsklej SRR

. p.t. ,,Materla}y VIII Wsjesojuznoj Konferencii po metodu Fotouprugostl”—Tallm, 25 -"28.09.1979.
(,,Proceedings of the Eighth All-Union Conference on Photoelasticity™).

W tomie I, o objetofci 220 stron, zamieszczono dwa rozdzialy, obejmujace prace o nastgpujacej te-
matyce:

a) Rozdziat I p.t. ,,Metody badania zagadnien sprezystych” —22 prace (w tym 5 prac spoza ZSRR),
str. 152 - 218,
b) Rozdziat 11 p.t. ,,Materialy i przygotowanie modeli” — 23 prace (w tym jedna praca spoza ZSRR),
str. 152-218.
Tom II — o objetosci 228 stron — zawiera trzy nastepujace rozdziaty:
a) Rozdziat II p.t. ,,Metody i aparatura pomiarowa, technika przeprowadzania badai” — 29 prac (w tym
7 prac spoza ZSRR), str. 10 - 139,
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b) Rozdzial IV p.t.,,Optycznie czute pokrycia” — 10 prac (w tym jedna praca spoza ZSRR) — str. 140 - 179,
c) Rozdzial V p.t. ,,Naprezenia termiczne” — [0 prac (w tym 2 spoza ZSRR) — str. 180 - 226. k|

Tom III — o objetoSci 302 stron — zawiera 5 kolejnych rozdzialdw, obejmujacych prace o nastgpu- -

jacej tematyce:
a) Rozdzial VI p.t. ,,Deformacje- i naprezenia przy obciazeniach dynamicznych” — 15 prac, str. 13 - 75,
b) Rozdziat VII p.t. ,,Zagadnienia niespr¢zyste oraz zagadnienia plynigcia™ — 13 prac (w tym jedna praca
spoza ZSRR) — str. 76 - 136,
¢) Rozdzial VIII p.t. ,,Zagadnienia mechaniki pe¢kania” —9 prac (w tym jedna praca spoza ZSRR) —
str. 137 - 172,
d) Rozdziat IX p.t. ,,Elastooptyka w powigzaniu z innymi metodami eksperymentalnymi i obliczeniowy-
mi”” — 16 prac (w tym jedna praca spoza ZSRR) —str. 173 - 234,
e) Rozdziat X p.t. ,,Kompozyty’” — 14 prac (w tym jedna praca spoza ZSRR)— str. 235 - 300.
Tom IV — o objetosci 283 strony — zawiera 2 rozdzialy, obejmujace prace o nasteépujacej tematyce:
a) Rozdzial XI p.t. ,,Krysztaly’® — 16 prac, str. 13-75,
b) Rozdziat XII p.t. ,,Zastosowanie metody elastooptycznej’’ — facznie 58 prac, zgrupowanych w naste-
pujacych czterech podrozdzialach:
— ,,Budowa maszyn i aparatéw’ — 26 prac (v tym jedna praca spoza ZSRR)— str. 76 - 157,
— ,,Urzadzenia budowlane i hydrotechniczne” — 17 prac (w tym jedna praca spoza ZSRR) —
str. 158 -213,
— ,,Zagadnienia geologiczne warstw gornych’ — 11 prac, str. 214 - 251,
— ,,Biomechanika” — 4 prace (w tym 3 pracc spoza ZSRR) — str. 252 - 280.
Na koncowych stronach kazdego z tomow zamieszczono alfabetyczny wykaz autoréw prac, zawartych
w danym tomie. Uzupclnieniem wyzej wymicnionych materialéw Konferencji ,,ELASTOOPTYKA-79”
bylo wydanie bibliograficznego informatora p.t.

,,Ho.rmpxxaauuox-mo—ommlecunffx Meron Wccnemosanuna Hanpsoxkernit”” — Bubnmorpadunueckuit yra-
3aTENIL OTEUECTBEHHON M MIMOCTPAHHON yrepaTypbi 3a 1971 - 1978 rr. — K VIII Bceecorosnoii Konde-
periuy L, POTOVYIIPYTOCTB-79"’ — Mociesa, 1979.

Informator zostal opracowany przez Wydziat informacji naukowo-technicznej Instytutu Maszyno-
znawstwa im. ak. A.A. Blagonrawowa w Moskwie, pod redakcja k.n.t. E. H. Filimonowej. quiera
on wykaz pozycji literaturowych (ksiazki, rozprawy, artykuly, patenty) jakie zostaly opublikowane w la-
tach 1971 - 1978 z dziedziny polaryzacyjno-optycznych metod analizy naprezen i odksztalcen. Informator
ten stanowi kontynuacje poprzedniego informatora bibliograficznego, obejmujacego pozycje literatu-
rowc z wym. dziedziny wiedzy, jakie ukazaly si¢ w latach 1966 - 1970, a wydanego w zwiazku z VII-3
Wszechzwiazkowa Konferencja n.t. polaryzacyjno-optycznych metod analizy naprezer, jaka odbyta sig
w Tallinie w roku 1970. Material bibliograficzny zawarty w obecnie opracowanym informatorze obejmuje
facznie 2028 pozycji literaturowych, ktdre zostaly podzielone na 10 grup tematycznych. Kgidq z nich
podzielono dodatkowo na (od trzech do oémiu) podgrupy szczegbtowe. Caly ten material rozmieszczono
w odpowiednich rozdziatach i podrozdziatach odpowiadajacych dokonanemu podzialowi. Ponadto, w celu
ulatwienia korzystania z tego informatora, podano na jego koficu imienny wykaz autoréw prac, z podzialem
na autoréw rosyjskich i zagranicznych.

Przebieg Konferencji nalezy oceni¢ bardzo wysoko. Jej ukierunkowanie tematyczne i zwarto$¢ za-
gadnien, omawianych na poszczegélnych sesjach, odbily si¢ niezwykle pozytywnie na rzeczowosci i zy-
wosci prowadzonych dyskusji. Na podkreslenie zastuguje réwniez wysoki poziom organizacji Konferencji,
sprezysto$¢ prowadzenia obrad oraz wzorowe przygotowanie sal i pomieszczen pomocniczych, zwlaszeza
sal przeznaczonych na sesje afiszowe. .

Organizatorzy zadbali nie tylko o zapewnienie Liczestnikqm Konferencji jak najlepszych warunkoéw
odbywania obrad, lecz réwniez o zorganizowanie interesujacego i urozmaiconego programu socjalnego.

‘ Wiadystaw Walczak
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1I-CIE SYMPOZJUM STATECZNOSCI KONSTRUKCJI
¥.6dz, 26 - 27 paidziernika 1979 r.

W dniach 26 - 27 pazdziernika 1979 r, odbylo si¢ w Lodzi Ili-cie Ogolnopolskie Sympozjum ,,Sta-
tecznosci Konstrukeji” zorganizowane pod patronatem J. M. Rektora Politechniki Eodzkiej, prof. dr hab.
Edwarda Galas przez:

— Oddzial £6dzki PTMTIS,

— Zespol Statecznosci Konstrukcji Komitetu Budowy Maszyn PAN,

— Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki ¥.odzkiej,

— Sekcje Wytrzymatosci i Badania Materialéw Oddzialu £.6dzkiego SIMP. '

W sktad Komitetu Organizacyjnego wchodzili prof. dr Jerzy Leyko (przewodniczacy), mgr inz. Se-
weryn Jakubowski (sekretarz organizacyjny), dr inz. Katarzyna Kowal (sekretarz naukowy) oraz czlon-
kowie: doc. dr hab. Marian Krélak, doc. dr Janusz Lipiaski, prof. dr hab. Stanislaw Lukasiewicz, mgr
inz. Julian Piatek, doc. dr Wiadyslaw Walczak.

Czlonkami honorowymi Kdmitetu byli; prof. dr Zbigniew Brzoska — czf. koresp. PAN, z-ca prze-
wodniczacego Komitetu Budowy Maszyn PAN, prof. dr Marian Suchar — prorektor d/s nauki Politechniki
¥.6dzkiej i doc. dr Mirostaw Banasiak — dziekan Wydziatu Mechanicznego Politechniki Lodzkiej.

Obrady Sympozjum odbywaly si¢ w salach Oddzialu Wojewoddzkiego NOT w Eodzi.

W Sympozjum wziglo udziat 95 oséb, w tym dwie z zagranicy (z Politechniki w Karl-Marx-Stadt,
NRD).

Na Sympozjum zgloszono ogolem 51 prac, w tym: 13 z Lodzi, 10 z Wroclawia, 7 z Poznania, 5 z War-
szawy, 4 z Bielska Bialej, po 3 prace z Gdanska i Krakowa, po 2 prace z Karl-Marx-Stadt i Rzeszowa
oraz po 1 pracy z Pily i Szczecina.

Z liczby tej przedstawiono na Sympozjum 49 prac. Dotyczyly one zagadnien statecznosci 1 standéw
zakrytycznych plyt i powlok — ze znacznym udzialem plyt i powlok tréjwarstwowych, pretéw i ukladow
pretowych, a takze konstrukeji tarczowych i tarczowo-pretowych. Na podkrestenie zastuguje znaczna liczba
(10) prac po$wigconych w calosci — lub w znacznej czgéci badaniom do$wiadczalnym stanow krytycznych
i zakrytycznych konstrukcji cienko$ciennych, a w zakresie teoretycznych badan tych standbw — prace
poé$wiecone metodom numerycznym (metodzie elementdéw skonczonych). Po krétkim zagajeniu przez
prof. dr Jerzego Leyko, oraz krotkim wystapieniu J. M. Rektoma Politechniki ¥.0dzkiej, rozpoczely sie
merytoryczne obrady, ktére prowadzone byly réwnolegle w dwoch Sekcjach.

W Sekcji I-ej, ktorej obradom przewodniczyli kolejno: prof. Z. Brzeska, Z. Waszczyszyn oraz
doc. J. Lipinski, przedstawione zostaly nastgpujace prace:

1) — Stateczno$é plyt podpartych i obciqzonych punktowo — A. Biegus (Wroclaw),
2) — Stateczno$é i stan zakrytyczny plyty trapezowej poddanej Sciskaniu — R, Gradzki (16d2),
3) —Stan zakrytyczny uiebrowanej tarczy prostokgtnej przy dzialamiu jednokierunkowego obcigzenia
liniowo zmiennego — A. Kelm (£6dz),
" 4) — Ksztaltowanie sprezystych plyt piericieniowych o zmiennej grubo$ci ze wzgledu na wyboczenie —
K. Rzegociaska-Pelech, Z. Waszczyszyn (Krakéw),
5)——Jednoparametrowa optymalizacja plyt pierécieniowych o zmiennej gruboSci z uwagi na wyboczenie —
A. Strzelczyk (Bielsko-Biala),
6) — Temperatury krytyczne i zackowanie sig plyt pier§cieniowych w stahie podkrytycznym — J. Kukuczka
(Bielsko-Biata),
T) — Numeryczna . analiza stateczno$ci plyt pter.écleniowych w nieustalonym polu temperatury — S. Woj-
© ciech (Bielsko-Biala), !
8) — Przyblizona analiza stareczno$ci Zebrewanych Scianek diwigara skrzynkowego poddanego zginuniu
ze $ciskaniem bagd? rozcigganiem — T. Galkiewicz (L.6d2), /
9) — Racjonalne projektowanie przekroju poprzecznego diwigara skrzynkowego poddanego zginaniu —
T. Galkiewicz, K. Kowal-Michalska (£6dz),
10) — Przyblizona metoda obliczania 'cie}zko.s‘ciennego dzwigara skrzynkowego poddanego jednoczesnemu
zginaniu i dzialaniu sily osiowej po utracie statecznosci Srodnikéw — S. Jakubowski (Lo6d2),
11) — Statecznoéé 1 prace w zakresie zakrytycznym cienkoSciennych diwigarow skrzynkowych poddanych
‘ zginaniu 1 $ciskaniu — M, Krélak, Z. Kolakowski, E. Ostrowska (£.6dz),
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12) — Utrata stateczno$ci dzwigaréw skrzynkowych w $wietle badart doswiadczalnych — XK. Kluk, R, Ku-

tylowski, Z. Manko, R. Szczygielski (Wroclaw),
- 13) — Zastosowanie metody pasm skosnczonych do analizy przesel skrzynkmvyc/z— Z. Manko (Wroclaw),
14) — Statecznosé aerosprezystych wieloprzesfowych przekryé embranowych — R. Sygulski (Poznan)
15) — Przypadki wyboczenia rusztéw siatkowych —J. Lewinski (W-wa).
Natomiast obradom prowadzonym rownolegle w Sekcji II przewodniczyli kolejno: profesorowie
S. Eukasiewicz, E. Bielewicz oraz doc. Wiadystaw Walczak. W czasie obrad wygloszone zostaly nastepujace
referaty:
1) — Statecznosé tarczy tréjwarstwowej z migkkim wypelniaczem poddanej nierdwnomiernemu sciskanin
i $cinaniu — M. Kotelko (L6dz),
2) — Stateczno$é tréjwarstwowej plyty prostokatnej poddanej dzialaniu liniowo zmiennego $ciskania tarczo-
wego — W. Walczak, R. Mania (L4dz),
3) — Statecznosé jednokierunkowo $ciskanej prostokqtnej tarczy tréjwarstwowej typu sandwicz, wzmocnionej
zebrem podluznym — XK. H. Hahn (Karl-Marx-Stadt),
4) — Optymalizacja tracqcej stateczno$é plyty przekladkowej z rdzeniemm komorkowym — L, Stricker,
P. Wrzecioniarz (Wroclaw),
5) — Badanie statecznosci modeli rdzenia komdrkowego — L. Stricker (Wroclaw),
6) — Badanic statecznosci plyt przekladkowych z rdzeniem o zmtennej charakterystyce — P, Wrzecioniarz
(Wroclaw),
T) — Teoretyczna i dos$wiadczalna analiza stateczno$ci sciskanych tarcz prostokatnych gesto uzebrowanych
po jednej stronie — J. Leyko, J. Weselak (Lo6dz),
8) — Elastooptyczne badania modelowe $cinanej plyty prostokqinej, wykazujqcej cechy ortotropii — M. Ja-
nowski, H. Kopecki (Rzeszow),
9) — Adnaliza statecznosci w zakresie spreiystym wycinka trdjwarstwowej powloki stozkowej — K. Ma-
gnucki (Poznan), '
'10) — Analiza statecznosci tréjwarstwowej sprezysto-plastycznej powloki stozkowej — J. Zielnica (Poznan),
11) — Energia sprezysta i stateczno$é $cinanych tréjwarstwowych powlok o odksztalcalnych rdzeniach —
F. Romanoéw, J. Czmochowski (Wroctaw),

12) — Statecznosé trdjwarstwowej powloki walcowej przy skrecaniu — M. Ostwald (Poznat),

13) — Wyboczenie sprezyste trdjwarstwowej otwartej powloki walcowej poddanej dzialaniu obcigzenia zlo-
Zonego — Z. Sekulski (Poznan), 4

14) — Uwagi o dokiadno$ct metody Galerkina do analizy pracy w zakresie zakrytycznym powlok — W, Szysz- -
kowski (Warszawa),

15) — Statecznosé walcowej konstrukcji powlokowej (wplyw wstepnych odchylek i luzow na sily wewnetrzne) —
J. Zwolitiski (Warszawa).

W drugim dniu Sympozjum — podobnie jak w pierwszym — obrady odbywaly sig rowniez w dwéch
réwnoleglych Sekcjach. Podczas obrad Sekcji I, ktorym przewodniczyli kolejno: docenci Henryk Kopecki -
‘oraz Jerzy Gluza przedstawiono nastgpujace prace:

1) — Zastosowanie elementéw skoiczonych do nieliniowej analizy stateczno$ci konstrukcji sprezystych —
Z. Waszczyszyn, Cz. Cichon, M. Radwanska, E. Pytel, Nguyen-Cao-Dung (Krakéw), '

2) — Analiza statecznosci za pomocq metody elementéw skohczonych — H. Aurich (Karl-Marx-Stadt),

3) — Zastosowanie metody elementéw skorczonych do wyznaczania napresen krytycznych plyt o liniowo
zmiennej grubosci — W. Berczyniski (L6dZ),

4) — Zastosowanie elementdw skoitczonych do analizy stateczno$ci dynamicznej konstrukcji w zakresle
obliczen rezonanséw kombinowanych — W. Ostachowicz (Gdansk), .

5) — Okreslenie statecznosci tarczy jako kryterium obciqzenia zewnetrznego konstrukeji pretowo-tarczowych
metodq elementow skoriczonych — E. Rusiniski (Wroclaw),

6) — Rownania dynamicznej s!atecznoscz plyty prostokqtnej poddanej dzialaniu zginania tarczowego —
Wi Walczak (16dz),

T} — Statecznosé utwierdzonef plyty prostokatnej o dowolnych kierunkach ortotropii — M. Janowski
(Rzeszow),
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8) — Tarcza prostokqina obciqiona nieréwnomiernym Sciskaniem i &cinaniem—stan(krytyczny i zakry-
tyczny — J. Zara$§ (L6dZ),

9) — Wplyw geometril ugi¢é poczatkowych na napreienia w osiowo-$ciskanych plytach — M. Kmiecik
(Szczecin) i M. Majewski (Gdansk),

10) — Nieliniowe zagadnienie statecznolci Sciskanych tarcz prostokqtnych przy réznych warunkach brze-
gowych — A. Zeligowski (£06dz).

Obradom, prowadzonym w Sekcji II przewodniczyli kolejno: prof. St. Wisniewski oraz doc. F. Fa-
rzynski. Przedstawiono tu nizej wymienjone prace:

1) — Losowe naprezenia krytyczne kruchego pekania pretéw spreiysto-plastyczro-kruchych — Z. Kowal,
W. Laban (Wroclaw),

2) — Obliezenie parametréw krytycznych wirujacych pretéw znajdujacych sie w przeplywie — S. Janecki
(Gdansk),

3) — Stateczno$é aerodynamiczna ukladu ciggnowo-pretowego — F. Jarzynski (Poznan),

4) — Stateczno$é preta sprezystego a niedokladnosci jego ksztaltu — Z. Kordecki (Krakow),

5) — Stateczno$é plaskiej postaci zginaunia belki obciqzonej sila pionowq i wzdluznq przylozong mimosro-
dowo — J. Kobzdej (Pila),

6) — O wyboczeniu skretnym pretdw cienkosciennych o przekroju dwuteowym — Cz. Szymczak (Gdansk),

7) — Pseudodynamiczne zagadnienie statecznoici kola o konstrukcji spawanej — W. Majchrzak (Poznan),

8) — Aualiza warunkéw zamocowania na dlugoici paséw diwigaréw kratowych ze wzgledu na statecznosé
plaskiej postaci zginania — J, Misiak (Warszawa),

9) — Statecznosé globaina przestrzennych czteropasowych diwigarow kratowych —J. Misiak, B. Wierz-
chowski (Warszawa). :

Sympozjum zostato zakoficzone sesja plenarna, poSwigcona podsumowaniu obrad, ktérego — w za-
kresie ogblnych danych — dokonat prof. dr Jerzy Leyko. Natomiast prof. dr Zb. Brzoska oraz prof, dr
hab. E. Bielewicz, dokonujgc proby merytorycznego podsumowania przebiegu i tematyki obrad, zwrocili
uwage na aktualno$é poruszonej tematyki, znaczny udziat prac eksperymentainych — co ma duze znaczenie
dla praktyki oraz rozwdj zastosowan metod numerycznych do rozwigzywania zagadnien statecznosci.
Zwrocili rébwniez uwage na wartosci aplikacyjne referowanych prac, z ktérych wigkszoé¢ miala swg geneze
w zagadnieniach praktycznych. Zainteresowanie wynikami tych prac ze strony techniki stwarza dobre
warunki szerszego u$wiadomienia, ze praca konstrukcji cienkoéciennych w zakresie zakrytycznym — przy

. spelnieniu odpowiednich warunké4w — jest praktycznie mozliwa. Za celowe uznali kontynuacje prac z za-
kresu tematyki, zaprezentowanej na Sympozjum, zwracajac jednakze uwagg na konieczno$¢ podjgcia rowniez
prac o ogodlnigjszym charakterze oraz silniejszego zaakcentowania zagadnien zwigzanych z okresleniem
obcigzen niszczacych. :

Obszerne streszczenia nadestanych ma Sympozjum prac, zostaly wydane drukiem w materiatach

konferencyjnych p.t.,,JII-e Sympozjum Stateczno$ci Konstrukcji’” — Referaty 6dz 26—27.X.1979 r.—
w wersjach opracowanych przez autor6éw prac. Lacznie materialy obejmuja 352 strony i zawieraja skrotow
teksty 48-miu referatow.

' Wiadyslaw Walczak

VII Sympozjon Poéwigcony Reologii odbedzie sie¢ we Wroctawiu w dniach 25—27 wrzesnia 1981 r.
Organizatorzy prosza o przygotowanie referatdw (nigdzie dotad nie ogtaszanych) z biezacej dzialalnosci
naukowej. Materialy te beda wydane na prawach rekopisu. Tradycyjnie betda reprezentowane dzialy:
reologia metali i polimeréw, reologia betonu i gruntéw, a takze problemy reologii teoretycznej i doswiad-
czalnej.
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OGOLNOKRAJOWY KONKURS NA NAJLEPSZA PRACE 7, MECHNIKI STOSOWANEJ

N

Konkurs organizuje Oddzial Wroctawski PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Gléwnym PTMTS.
W konkursie moga bra¢ udzial cztonkowie PTMTS nie posiadajgcy. tytulu profesora, docenta lub tytulu
doktora habilitowanego. Prace konkursowe zawierajace elementy nowosci nalezy przesta¢ do Sekretariatu
Oddzialu Wroclawskiego PTMTS, Politechnika Wroctawska, ul. Wybrzeze Wyspianskiego 27, 50-370
Wroclaw, w nieprzekraczalnym terminie do 30 pazdziernika 1980 r., przy czym obowigzuje data stempla
pocztowego.

Maszynopis pracy nalezy przestaé w trzech egzemplarzach (facznie z rysunkami) w formie nadajacej sie
do druku, w objetosci co najwyzej 20 stron.

Strona tytulowa winna by¢ opatrzona godlem, umieszczonym zaréwno na kazdym egzemplarzu pracy,
jak i na wewnetrznej kopercie. Nazwisko i imig oraz adres i migjsce pracy nalezy przesta¢ w zaklejonej
kopercie. W konkursje uczestnicza wylacznie prace dotad nie publikowane. Konkurs prowadzony begdzie
zgodnie z regulaminem Konkurséw Naukowych PTMTS, a prace oceniaé bedzie Sad Konkursowy powo-
lany przez Zarzad Oddzialu Wroclawskiego PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Glownym,

Nagrody: I-sza — 12.000.—zf, 1I-ga — 8.000.—2z1, III-cia — 5.000.—=z}.

Sad Konkursowy zastrzega sobie prawo zmiany wysokosci nagrod lub innego ich podziahi. Nagro-
dzone prace Autorzy referuja na publicznym zebraniu naukowym w terminie okreSlonym przez Zarzad
Oddziatlu. Ponadto zostana one przekazane do opublikowania. Prace nie nagrodzone beda zwrocone
Autorom po zatrzymaniu jednego egzemplarza w archiwum Oddzialua.



Cena z1 30.—

Warunki prenumeraty
Cena prenpumeraty krajowej
polrocznie zt 60.—
rocznie 2zt 120.—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch” oraz urz¢dy pocztowe
1 doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I poétrocze roku biezacego i na caly rok nastgpny,
— do 10 czerwca na II p6lrocze roku biezacego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju zaklady
pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, w miej-
scowos$ciach za$§, w ktérych nie ma Oddzialow RSW — w urzgdach pocztowych. :

Czytelnicy indywidualni oplacajg prenumerate wylacznie w urzedach pocztowowych i u do-
rgczycieli,

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuja RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Centrala
Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddzial
w Warszawie Nr 1153-201045-139-11- w terminach podanych dla prenumeraty krajowe;j.

Prenumerata ze zleceniem wysyiki za granice jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50%
dla zleceniodawcow indywidualnych i o 1009 dla zleccniodawcow instytucji i zakladow pracy.
Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni Wydawnictw Naukowych
PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz w ksig-
garniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and address
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona-Ruch,
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to
the account of Ars Polona — Ruch in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa,
Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOW ANA jest organem Polskiego Towarzysiwa Mecha-

niki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajgc od 1 stycznia 1967 v, jako kwartalnik.

Zeszyty z lat poprzednich mozna nabywaé w sekreiariacie Zarzqdu Gidwnego PTMTS (Warszawa,
Palac Kultury i Nauki. pigtro 17 pokdj 1724)

Mech. Teor. T. 18, z, 2, s, 149—346, Warszawa 1979, Indeks 36523
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