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METODY BADAN POZNAWCZYCH 1 TECHNICZNE PROBLEMY ELEKTROMECHANIKI
WrapysiAw KOLEK (KRAK(SW)

Elektromechanika — w fazie powstawania, dotychczasowej rozbudowy jak tez w pers-
pektywie przyszlego jej rozwoju — wykazuje szczegdlnie znamienne powigzania z Mecha-
nika. Cala metodyka tej dyscypliny opiera sig zasadniczo na zdobyczach Mechaniki Teore-
tycznej, bedacej zreszta podstawa dla wszelkich nauk stosowanych jako podstawowych
dyscyplin techniki. Niniejszy artykut ilustruje powyzsza tezg i formuluje pewne jej impli-
kacje.

1. Wstep

Pozycja Elektromechaniki na tle metod Mechaniki Teoretycznej. Zbidr teorii matematycznych
interpretowanych jako sformulowania praw fizyki, jej podstawowych zasad zachowa-
nia, stanowigcych tre$ciowe aksjomaty tych interpretacji w zastosowaniu do opisu ruchu
‘materii, wchodzi w zakres dyscypliny naukowej: mechaniki teoretycznej. W tej dyscypli-
nie maja swoje wspdlne zrédlo wszelkie nauki stosowane jak mechanika, elektrotechnika,
chemia, cieplotechnika i ich podstawowé dyscypliny teoretyczne.

Elektromechanike okreélamy jako dyscypling formutujaca modele matematyczne mak-
roskopowego ruchu fadunku elektrycznego-zwigzanego z oSrodkiem materialnym, ktérego
makroskopowe fragmenty pozostaja wzgledem siebie w ruchu z matymi, w stosunku do
predkosci $wiatla predkosciami. Aby okre§lié pozycje tej dyscypliny w tabeli zawierajacej
klasyfikacje metod mechaniki teoretycznej, warto z fizyki przypomnieé dwie obserwacje
dotyczace oddzialywan pomiedzy czasteczkami zawierajacymi mase i fadunek elektryczny.

Podstawe dla ilosciowego opisu obserwacji tych oddziatywas stanowi zasada zachowania
tadunku oraz szczegblna zasada wzglednosci Einsteina bgdace konsekwencja Zasady
Niezmienniczosci Galileusza. W obydwu rodzajach oddziatywania (grawitacyjnych i elek-
tromagnetycznych) zalezno$é sit od odleglodci jest taka sama. Stosunek tych sit jest zalezny
od stosunku iloczynéw ladunkéw do iloczyndéw mas oddzialywujacych' na siebie czastek.
Rys. 1ilustruje proporcje sit oddziatywania grawitacyjnego i elektromagnetycznego w przy-
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padku dwdch elementarnych czasteczek: elektronow. W przypadku proton(’)\y_ stosunek
ten zmniejszy si¢ ok. 4 - 106 krotnie. Wynika stad pogladowy wniosek, Ze nawet nieznaczne
naruszenie réwnowagi tadunkéw zwigzanych z materia wywoluje obserwowalne efekty
w postaci sit oddzialywania elektromagnetycznego. To naruszenie réwnowagi moze mieé
charakter globalny — jako jego skutki obserwujemy woéwczas makroskopowe sily oddzia-
lywania elekiromagnetycznego pomiedzy makroskopowymi cialami naladowanymi — lub
tez moze mieé charakter lokalny — obserwujemy wéwezas wewnetrzne, strukturalne whas-
noéci mechaniczne ofrodka materialnego w wyniku sit oddzialywania elektromagnetycz-
nego pomiedzy bliskimi sobie czasteczkami materii.

Rys. 2. ilustruje efekt ujawnienia si¢ relatywistycznego skutku zmiany ukfadu wspot-
rzednych obserwatora mierzacego sil¢ oddziatywania pomiedzy tadunkami elektrycznymi
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Rys. 2.

pozostajacymi wzgledem siebie w spoczynku. Skrdcenie relatywistyczne naladowanego
przewodnika prowadzi do zwigkszenia gestosci liniowej fadunku. Obserwacja sity oddzia-
lywania w ruchomym uktadzie wspélrzgdnych wymaga opisu uwzglgdniajacego relaty-
wistyczny efekt Zasady Zachowania £adunku. W warunkach bardzo silnych oddziatywan
elektromagnetycznych ten relatywistyczny efekt ujawnia sig juz przy predkosciach 1 mm/s
(rzad predkosci $redniej ruchu swobodnych elektronéw przy przeplywie pradu przez prze-
wodnik). Wprowadzenie pojecia pola magnetycznego jako dodatkowego fenomenu towa- -
rzyszacego przeplywowi pradu elektrycznego pozwolilo zastapié w ten sposéb relatywis-
tyczny opis zjawiska 1 zapisa¢ wzdr na sity oddziatywania elektromagnetycznego na tadu-
nek w postaci Lorentza F = Q[K+7 xB]. Roéwnania Maxwella rozrézniajace i wiaZace
pomi@dzy soba dwa aspekty pola -elektromagnetycznego: pole elektryczne (K)
oraz maguetyczne (B) mozna uwazaé¢ za model kryjacy w sobie relatywistyczny aspekt
elektromagnetyzmu (to, jakie przyja¢ wartosci sktadowych K oraz B tego pola, zalezy wy-
Iacznie od pozycji obserwatora, od jego predkosci wzgledem ukiadu wspolrzednych). Tak
wigc u podstaw modelu matematycznego Elektromechaniki tkwia postulaty klasycznej
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(niekwantowej) mechaniki relatywistycznej, jednak wprowadzenie do postulatéw nieza-

leznych definicji pola elektrycznego i magn'etycznego oraz ladunku Q i%prqdu i= cfi—Qt

pozwala w opisie makroskopowym ruchu materialnych obiektéw (z dostatecznie matymi
predkoéciami) postugiwaé si¢ klasyczna mechanika newtonowska.

Taka sytuacja okresla zwiazki pomigdzy postawg metodyczng Elektromechaniki oraz
Mechaniki Teoretycznej i innych pokrewnych jej dyscyplin.

2. Réwnania Maxwella a podstawowy model Mechaniki Analitycznej

Przed okolo 110 laty Maxwell zbudowal synteze elektrodynamiki jako nauki do$wiad-
czalnej, ale wkrotce potem (w ciggu kilku dziesigtkéw lat) okazalo sig, Ze jest ona wypro-
wadzalna z wczesniejszych (o kilkadziesiat lat przed sformutowaniem Maxwella) sformu-
towa Mechaniki Analitycznej opisujacej oddziatywania pomigdzy czastkami (punktami)
materialnymi w prézni. Potrzebne tu byly tylko: pojecie ladunku elektrycznego, oddzialy-
wania miedzy tadunkami w prézni odwrotnie proporcjonalnego do kwadratu odleglodci,
Zasada Zachowania Ladunku, Zasada Zachowania Energii oraz model mechaniki rela-
tywistycznej. Najbardziej zwigzla i przejrzysta postaé uzyskuje model matematyczny zapi-
sany w notacji wektorowej w postaci ‘rozniczkowej wzgl. calkowe]

1 1
i = Kdo = —
divkK oy e f 2o
 divB =0 § Bdo =0
(1) -
—rotB=]+aoaa—K Lj(Bds=z+e(,%
0 t Ho 7 at

Model ten, uzupelniony wzorem Lorentza na rile oddzialywania pola na tadunek

2) F = Q[K+vxB]

oraz réwnaniem ruchu punktu materialnego o masie m zwiazanej z ladunkiem Q
dv

3 = m_

©) F=m—

pozwala rozwiazaé kazdy problem (w skali makroskopowej) mechaniki analitycznej od-
dziatywania fadunku zwigzanego z czastkg materialng w przestrzeni pustej. Ziarnista struk-
tura materii i to zaréwno masy jak i fadunku czyni model wyrazony réwnaniami (1, 2, 3)
bezuzytecznym dla opisu oddziatywan w osrodku materialnym. Koniecznym jest uzupel-
nienie tego modelu opisem wlasnoéci materii oddzialywujacej z polem tj. jej polaryzowal-
noéci pod wplywem pola K, magnesowalnoéci pod wplywem pola B oraz zdolnoéci prze-
wodzenia pradu elektrycznego. Jedynie przypisanie materii cech ciggloéei, jednorodnoscei
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i izotropowosci ponolito Maxwellowi wlasnosci polaryzowalnosci i magnesowalnosci
materii opisaé przy pomocy wsp6lczynnikéw liczbowych &, u oraz przy wprowadzeniu

nowych wektoréw D = ego K oraz H = B zapisaé pole w tak wyidealizowanej materii

Hito
w postaci symetrycznych wzoréw o analogicznej postaci jak (1):
divD =p f Dde = Q
’ x
divB =0 § Bdr =0
P
4
9B Jys
1otK——7 ldes—~ a1 |
aD . Oy
rotH = j-}--'a—— fHdS_ i+ ETE

Podstawowym modelem dla opisu zjawisk elektromagnetycznych jest model polowy
Maxwella, ale technika majac do dyspozycji metody Mechaniki Analitycznej szybko dop-
rowadzita do dyskretyzacji réwnan Maxwella i zastapienia modelu polowego modelem
obwodowym obowiazunjacym w Mechanice Analitycznej.

Calkowa postaé réwnaf Maxwella wskazuje droge do dyskretyzacji opisu pola elek-
tromagnetycznego w obiektach materialnych. Wyodrebniajac w obiekcie przewodniki
tj. te czgéci obiektu w obrebie (wewnatrz) ktérych moze nastepowaé przeplyw swobodnego
tadunku, Iub na ktérych powierzchni moze sie swobodny tadunek gromadzié, okre§lamy
odpowiednio calki skalara gestoéci o:

fadunki [eav =g,

prady f@%:fﬁc}:i:cfi—?.

Przechodzac od wektorow K, B okreslajacych lokalnie pole w punktach przestrzeni do ich

skalarnych calek wzdtuz wyréznionych przez przewodniki toréw lub powierzchni okre§lamy
odpowiednio elektryczne napiecie

Uy = f Kds
magnetyczne strumienie sprzgzone ys = | Bdo
otrzmeJemy zapis zwigzkéw pomiedzy tym1 calkami w postaci llmowej
I Q="Cu
= Li
stanowiacy réwnocze$nie podstawe dla definicji pojemnoéci C oraz indukcyjnosci L jako

globalnychatrybutéw obiektu. Wartoéci liczbowe tych atrybutéw wynikaja z geometrii
obiektu oraz wlasnosci materialowych (polaryzowalnosci-i magnesowalnosci). Uwzgled-
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niajac, ze przeptyw pradu przez przewodnik jest uwarunkowany istnieniem pola elektrycz-
nego j = pK (prawo Ohma), zapiszemy t¢ zaleznos¢ w postaci calkowej
u = Ri (prawo Ohma). ]
Rezultatem tak przeprowadzonej operacji dyskretyzacji jest réwnanie réZniczkowe ZWy-
czajne stanowigce globalny opis obiektu o wyréznionej zamknigtej strudze pradu ,,i” przy
pomocy jego globalnych parametréw R, L, C, obiektu zwanego prostym (pojedynczym)
obwodem elektrycznym:
+% f idt =u

@) 70 @, .
LR L0009 =u.
Powyzsze rownanie roZzniczkowe zwyczajne liniowe o stalych wspdiczynnikach jest kla-
sycznym réwnaniem w Mechanice Analitycznej opisujacym ruch punktu materiainego
Bardzo wiele technicznych zagadnien elektrodynamiki znajdywalo swoje rozwiazania
w oparciu 0 obwodowe réwnania postaci (5) tj. w oparciu o podstawowy model Mechaniki
Analitycznej ruchu punktu wzgl. uktadu punktéw materialnych. Przechodzenie do modelu
ruchu ukiadu punktéw materialnych bylo koasekwencja opisu ztozonych obwodéw elek-
trycznych, gdy mianowicie w rozpatrywanym obiekcie zostaja wyrdinione odrebne lub
ze soba sprzezone zamknigte strugi pradowe w liczbie » > 1. Sprzgzenie ze soba poszcze-
golnych strug pradowych nastepuje przez pole elektryczne lub magnetyczne, czemu odpo-
wiadaja pojecia wzajemnych indukcyjnosei Ly, wzgl pojemnosci Cp

Y = ZL]ki]
=

Ok = chku]-
Jj=1

Innym rodzajem sprzezenia jest galwaniczne polaczenie ze soba czeéciowych odcinkéw strug
pradowych wspélnymi przewodnikami, w ktérych plyna wéwczas odpowiednio sumy lub
roznice pradéw sprzggajacych si¢ strug pradowych.

Interpretacja teorii réwnaf rézniczkowych liniowych ze statymi wspOlczynnikami
w elektrotechnice nazywana teoria obwodéw liniowych zostala bardzo starannie i dosz-
czetnie wyeksploatowana i zuzytkowana dla rozwiazywania wielu technicznych problemoéw
elektrotechniki stosowanej. Szczegélowe metody obliczeniowe opracowane w ramach
tej teorii moga byé lub sg z duzym pozytkiem stosowane nie tylko w problemach mechaniki
analitycznej i elektrotechniki ale réwniez w bardzo wielu innych wigcej lub mniej pokrew-
nych dziedzinach: sieciach wodnych, gazowych, transporcie, ukladach sterowania i regu-
lacji itp. Rowniez w elektromechanice postugiwanie si¢ takim modelem na dhugo okazywato
si¢ wystarczajacym w bardzo wielu technicznych problemach. Ta utrzymujaca si¢ dominacja
metod opartych o liniowy model zdyskretyzowanego pola elektromagnetycznego przy-
niosta tez ujemne skutki: daleko posunieta rutyna technika w analizowaniu zjawisk oparta

o liniowy model obwodowy ostabiala j Jego krytycyzm w ocenie granic technicznej uzytecz-
nosc1 modelu.
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3. Pojecia energii — Analogie elektromechaniczne

Dalsza energiczna eksploatacja przez elektryk6w metod mechaniki analitycznej naste-
powala w oparciu o wprowadzone w mechanice teoretycznej pojecia energii postaci mecha-
nicznej tj. zwiazanej z ruchem materii. Sprzyjata temu okolicznosé, Zze w mechanice anali-
tycznej rozréznia si¢ dwa rodzaje energii: energie kinetyczna Ej zwigzana z pedem i pred-
koscig

By = f'z;dp

oraz energie potencjalng zwigzang z sita i polozeniem

E, = dex.

Przy nieliniowych funkcjach pedu p(v) oraz sify F(x) wprowadzenie pojecia koenergii
E; = fpdv =pfv—fvdp
Ey= [ xdF = Fx— [ Fix

pozwala uzywaé tych wielkoéci zamiennie roz'patruja‘c' stan energetyczhy okre§lony jed-
noznacznie przez wspélrzgdne (zmienne) stanu p, F, %, x oraz ilo$é zmagazynowanej
energii.

W elektrotechnice rozréznia si¢ rowniez dwa rodzaje energii: energie pola magnetycz-
nego zwigzana ze strumieniem i prgdem :

E, = [idy
oraz energie pola elektrycznego E. zwigzang z potencjalem i ladunkiem
E, = [udg.

Przy nieliniowych funkcjach strumienia (i) lub poténcjatu #(Q) réwniez i w elektrotechnice
moze si¢ okazaé uZytecznym postugiwanie sie odpowiednio pojeciem koenergii.
Paralelizm pojeé energii w mechanice i elektromagnetyZmie narzuca koncepcje analogii
elektromechanicznych tj. przyjecia odpowiednioéci pomiedzy wspéhrzednymi oraz zmien-
-nymi stanu w opisie ruchu punktéw materialnych oraz pola elektromagnetycznego.
Wybér jednej z dwu mozliwosci ustalenia odpowiednioéci jest tutaj jednakowo upraw-
niony. Tradycje elektromechaniki z techniczna realizacja ukladéw gléwnie wykorzystu-
jacych magazynowanie energii w polu magnetycznym sklaniaja do przyjecia analogii:

Mechanika : — Elektryka Symbol wspdlny
' Elektromechaniki

energia potencjalna (polozenia) — en. pola elektrycznego . Epx

energia kinetyczna (ruchu) — en. pola magnetycznego  Ey;,

polozZenie, kat x, @ ~ Iadunek Q q

predkosei X, @ natgzenie pradu Q = i q

sity, momenty F, M napiecie u F

ped, kret p 0 strumien skojarzony ¢ r
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W ten sposob tworzy si¢ wspolny jezyk symboli a nawet nazw i wyraZefi mechaniki
i elektryki majacy swoje oparcieiuzasadnienie we wspdlnym modelu mechaniki teoretycz-
nej, czemu daje wyraz ostatnia kolumna powyzszej tabeli. Model ten to réwnanie réznicz-
kowe drugiego rz¢du. Jako réwnanie zwyczajne ma swoja interpretacje w mechanice w opi-
sie ruchu ukladu punktéw materialnych lub vkladu cial sztywnych, w elektryce natomiast
w obwodach o elementach R, L, C lub w sieciach elektrycznych zlozonych z przewodnikow
pradu, kondensatoréw i cewek jako magazyndéw energii pola elektrycznego i magnetycz-
nego. W $wietle tak przyjetych analogii jako slownika symboli, nazw i wyrazef mechaniki
i elektryki widoczne sa duze korzysci dla rozwigzywania technicznych probleméw zaréwno
mechaniki jak i elektryki. Duza praktyczna przydatno§é mierniczej techniki elektrycz-
nej — pomiardw i rejestracji napigcia — fatwoé¢ produkowania elementéw R, L, C oraz
ich zestawienia w uklady sieciowe jak réwniez osiagnigcia techniki w zakresie produkowa-
nia stabilnych wzmacniaczy o duzym wzmocnieniu — pozwalajy szeroko i wydajnie wy-
korzystywaé analogie elektromechaniczne dla rozwigzywania bardzo wielu 1 réznorodnych.
probleméw technicznych z rozmaitych dziedzin techniki majacych swéj model matems-
tyczny w postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych a nawet réwnan rézniczkowych czast-
kowych (technika obliczeniowa z zastosowaniem maszyn analogowych).

Roéwniez elektromechanika korzysta z analogii elektromechanicznych w opg.rciu 0 pod-
stawowy model mechaniki analitycznej. Nalezy tu jednak réwnocze$nie podkreslié, e
réwnanie (5) nie przedstawia modelu ukfadu elektromechanicznego. Réwnanie (5) mozna
tylko alternatywnie odczytywaé juz to w jezyku elektryki, juz tez w jezyku mechaniki,
elektromechanika natomiast zaczyna si¢ dopiero wowczas gdy w ukladzie pojawia sie
co najmniej jeden magazyn, ktéiego poziom energetyczny zalezy zaréwno od wspdhrzednej
mechanicznej jak i elektrycznej. W przyjetej poprzednio konwencji analogii elektromecha-
nicznych typowy uklad e]ekt;omechaniczny —,,maszyna elektryczna’” — zawiera taki
magazyn w postaci cewek elektrycznych magazynujacych kinetyczng energi¢ pola magne-
tycznego, ktérej poziom jest zaleZny od ,,pedu” v oraz wspolrzednych polozenia cewek
lub innych ruchomych elementéw obwodu magnetycznego:

Pk(éj’ ék, ql) = Wk(ij, ik, <P),

Exin =‘fékdl7k = fikd’ﬂk-

4. Model ukladu elektromechanicznego

“Prawem fizyki stanowiacym postulat dla interpretacji teorii matematycznej w modelu
ukladu elektromechanicznego jest — jak zwykle w technice — Zasada Zachowania Energii.
Uklad elektromechaniczny stanowi zesp6l magazynéw energii mechanicznej (kinetycznej,
potencjalnej) i energii pola (magnetycznego, elekirycznego) w liczbie co najmniej dwu
a w tym jeden epergii mechanicznej oraz jeden energii pola, przy czym w co najmniej jed-
nym magazynie poziom energii zalezy zaréwno od wspdéirzednej mechanicznej jak i elek-
trycznej. WyraZenie na energi¢ spelniajacego takie warunki ukladu elektromechanicznego-
zrealizowanego przy pomocy cewek magazynujacych energi¢ w polu magnetycznym ma
zatem postaé:
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&(4:, 9:) = ZEkin("]k, éj: ) +2Epot(ql)-

‘Wzorem mechaniki analitycznej réowniez w elektromechanice okazuje si¢ pozytecznym
postugiwanie sig zamiennymi pojgciami: energii £(4, ¢) jako funkcji potozen i predkosci,
energiis (p, q) jako funkeji pedéw i polozen (posta¢ Hamiltona), potencjatu kinetycznego
(g, q) jako funkcji poloZzen i predkosci przy znanych relacjach

& = -EI:in_Epot = P.Q"‘%o

. 0%
o@—qﬁ-—i’_%"
_ 9z _ 9t
r="5 op

Model matematyczny odosobnionego ukladu elektromechanicznego sténowiqcy sformu-
towanie Zasady Zachowania Energii przyjmuje odpowiednio zamienne postaci:

6 g O
6 0 . ~~—-f-—— = 0,
(62) 00 qr  Oqu
d 8% 0%
(€0 . dt 0. B 94, -
. o
N Qe = TP:
(60) .
( . p _ o
* Ogy

Trescig procesu energetycznego przebiegajacego w ukladzie elektromechanicznym jest
mozliwosé przemiany energii z jednej postaci w druga. Aby proces ten byt stacjonarnym
1 mogt stuzy¢ potrzebom techniki uklad jest polaczony z otoczeniem, z ktérym dokonuje
‘wymiany energii kanatami mocy mechanicznej (iloczyn sily i predkosci ruchu postgpowego
wzglednie iloczyn momentu i predkoéci ruchu obrotowego) oraz elektrycznej (iloczyn na-~
pigcia I pradu), ogdlnie kanatami mocy doptywajgeej do ukladu z zewnatrz wyrazonej jako '
iloczyn uogélnionej sity i uogdlnionej predkosci '

szék-

W przypadku gdy otoczenie stanowia jedynie Zrodia tj. sity bedace jedynie funkcjami
czasu Fy (1), méwimy o sztywnym zasilaniu, sily te pojawiaja si¢ wowczas po prawej stronie
odpowiednich réwnan sil (6a), (6b) wzgl. (6¢c):

. o0& 4, o0& -
(6a) Tt = Fz s
0q Gy = O .
1 0% 0%
6b)’ L e 92
(65) W o ag T
o O |
LY
(60), . (/p.
. 0
= _—+sz-

oq
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W przypadku elastyczoego zasilania, gdy w ctoczeniu znajdujg sig réowniez magazyny
energetyczne zalezne od wspdlrzednych ukiadu, wyrazenia &, %, s# zwiekszaja sie odpo-
wiednio o skladniki okreSlajace poziomy energetyczne tych magazynéw otoczenia.

Szczegdlnym™ rodzajemn wymiany energii pomiedzy ukladem elektromechanicznym
i otoczeniem jest dyssypacja energii tj. oddawanie energii do otoczenia w wyniku nieupo-
rzadkowanego mikroskopowego ruchu materii wewnatrz ukladu przy wzrastajacym nie-
uporzgdkowaniu. W termodynamice uwzglgdnia si¢ ten proces w modelu matematyczoym
przy pomocy pojecia entropii wprowadzajacej to pojecie do wyrazenia Zasady Zachowania
Energii w postaci I Zasady Termodynamiki oraz dolaczenia sformulowania II Zasady
Termodynamiki. W elektromechanice dyssypacja energii zwigzana jest z mikroskopowym
nieuporzadkowanym ruchem czgstek materii towarzyszacym makroskopowemu (uporzad-
kowanemu) ruchowi mechanicznemu (zjawisko tarcia) oraz makroskopowemu (uporzad-
kowanemu) przeplywowi pradu w przewodnikach (zjawisko Joule’a. Uwzglednienie dyssy-
pacji w modeln elektromechaniki odbywa si¢ tu przy pomocy pojecia uogélnionej sity
ttumienia Fj, oraz odplywu do otoczenia mocy Fpi g, po kanale tej uogélnionej predkosci,
z ktérg jest zwigzana dysypacja. Réwnania (6) modyfikujg sig zatem do postaci:

" 36” ak (%’ ___ .
(6 O g o T T
. d 0% 0%
(6b) PR —Fpit Fu
p oK
k -_
)
m= - 0 —Fpr+ Fu .

Réwnania (6) a, b oraz ¢ stanowig wzgledem siebie réwnowazne i zamienne modele.
Uzycie tej lub innej postaci moze by¢ dyktowane wzgledami na przyzwyczajenia, poglado-
wos¢ interpretacji lub wygode rozwigzywania réwnan. Formula b pozwala interpretowaé
model z pozycji Hamiltona Zasady Najmniejszego Dzialania oraz uzytkowaé poZyteczne
czasem metody rachunku wariacyjnego (m.in. bezposrednie metody poszukiwania ekstre-
mum funkcjonalu). Formula ¢ najchetniej uzywana w przypadku poszukiwania rozwiazan
metodami obliczenr cyfiowych.

Posta¢ réwnafi (6) jako matematycznego modelu ruchu ukladu punktow materialnych
w mechanice analitycznej jest warunkowana niezaleznoscig wspotrzednych ukladu. Przyj-
mujac z mechaniki analitycznej metodyke konstruowania i uzytkowania modelu dla celéw
technicznych elektromechanika musi oczywiscie przejaé réwniez caly bagaz probleméw
wigzéw oraz stopni swobody.

Jesli chodzi o wiezy po stronie wspoirzednych mechanicznych, to jest to na ogot prob-
lem prosty, a w wielu przypadkach nawet wogéle nie istnieje, gdy mianowicie obiekt ma
tylko jeden stopiefi swobody mechanicznej (np. silnik elektryczny wykonujacy prace me-
chaniczng za posrednictwem sztywnego przeniesienia). Po stronie elektrycznej maszyny
bezkomutatorowe w konwencjonalnym wykonaniu pracujace w ukladach bez sterowaria
dostarczaja réwniez prostych réwnan wigzéw holonomicznych. Sa to fatwo catkowalne
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réwnania wezlowe Kirchhoffa bilansujace prady galezi w taczacych je weztach. W takich
prostych ukladach elektromechanicznych na model matematyczny uktadu sktada sig¢ od-
powiednia liczba réwnan ,,elektrycznych” tj. réwnan (6) odpowiadajacych rézniczkowaniu
po wspdhrzednej elektrycznej (w liczbie réwnej liczbie niezaleznych oczek obwodu elek-
trycznego) oraz rownania ,,mechaniczne’” odpowiadajace rézniczkowaniu po wspoirzed-
nej mechanicznej (w liczbie réwnej liczbie stopni swobody ruchu mechanicznego). Pewng
komplikacje stanowia wiezy elektromechaniczue, jakich dostarcza §lizgajacy si¢ po uzwo-
jeniu wzglednie dokonujacy przetaczen styk wedrujacy po nzwojeniu w wyniku ruchu cewek
wzgledem zasilajacej je z zewnatrz sieci elektrycznej. W pewnych warunkach symetrii za-
silania oraz wewnetrznej symetrii ruchomych uzwojeni te nieholonomiczne wiezy moina
sprowadzi¢ do postaci prostych wiezéw holonemicznych zaleznych jedynie od czasu.

Innego rodzaju trudno$é powstaje, gdy w wyniku wlaczania w szereg z poszczegdlnymi
fragmentami uzwojenia czy nawet cewkami maszyny elektrycznej lub innego rodzaju
przetwornika diod a zwlaszcza diod sterowanych wigzy nabieraja charakteru nieréwnoéci
(stabych nieréwnoéci) jako wigzy jednostronne. :

5. Dwuliniowos$¢ i inne zZrédia nieliniowosci modelu i ich konsekwencje

Z poprzednich rozwazan wynika, ze model ukiadu elektromechanicznego nie jest
prostym zesumowaniem modelu mechaniki i obwodu elektrycznego: nie jest to wynik na-
lozenia na obwdd elektryczny o liczbie 5. stopni swobody uktadu mechanicznego o licz-
bie Smeen Stopni swobody, lecz uklad elektromechaniczny o liczbie § = So- Smeo, Stopni
swobody, ktérego modelem jest uktad s réwnan rézniczkowych o liczbie s niezaleznych
funkcji — zmiennych stanus W réwnaniach elektrycznych wystepuja réwniez niewiadome
zmienne mechaniczne i wzajemnie. Jest to wynikiem istnienia magazynéw, ktérych energia
zalezy zaréwno od wspdlrzednych elektrycznych jak i mechanicznych.

Energia poszczegélnych ‘magazynéw wyraza si¢ forma kwadratowa odpowiednich
wspotrzednych wzglednie zmiennych stanu. Stad tez uogdlniona sita jako pochodna energii

, . (08 o .. .\
wzgledem wspélrzednej (a—qwzgl. qu) w przypadku liniowego magazynu o energii
zaleznej zaréwno od wspdlrzednej elektrycznej jak i mechanicznej jest dwuliniowa forma
wzgledem tych wspolirzednych lub tez dwuliniowa forma jest odpowiedni skladnik pochod-
nej odpowiedniego pedu wzglgdem czasu:

D = C(Ql)élk
1 -1 N
Hy = jpkc (9)py

ac@) . .

(7a) e = Clq) G+ a5, el
U]
e 1 ACNgqy)
7b oor _ L, 9% )
(7b) m 5 P e
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W elektrycznym roéwnaniu (réwnaniu napigciowym) pojawia si¢ skladnik typu (7a)
jako napigcie rotacji (w przypadku maszyny wirujace;j): '

» = L(p)i = L(p)Q
« oL ..
P = L(‘P)Q"’*&;‘PQ

OL . . det
W‘PQ = Crot
W mechanicznym réwnaniu (réwnaniu momentéw) pojawia si¢ skladnik typu (7b)
jako moment elektromechaniczny:

‘ i 22 1 8L~Y¢)
aql - - ; 21,Uk a(p Yi

Dwie wyzej opisane cechy sa znamienne dla matematycznego modelu w elektromecha-
pice: sprz¢Zenie wzajemne pomigdzy réwnaniami ,,elektrycznymi” (napigé) i ,,mechanicz-
nymi” (momentéw wzgl. sil) oraz wystepowanie — w przypadku liniowych magazynéw —
dwuliniowych form w tych réwnaniach (napigcie rotacji oraz momenty elektromechaniczne).
Pietwsza z nich wskazuje, Z2e w ogélnym przypadku nie jest mozliwe rozbijanie uktadu na
,,cze§é elektryczna” i ,,cze$€ mechaniczna” celem oddzielnego rozwiazywania rownan iod-
r¢bnego wnioskowania o elektrycznych i mechanicznych wlasnosciach ukiadu. Druga cecha
nakazuje si¢ liczyé z tym, Ze model jest nieliniowym i w najlepszym przypadku sprowadza
si¢ do wystepowania dwuliniowych form w réwnaniach rézniczkowych. Nawyki nabyte
dzigki rutynie przy analizowaniu liniowych obwodéw elektrycznych moga sie tu sta¢ dla
elektryka przeszkoda we wlasciwym spojrzeniu na problemy elektromechaniki.

Tak wiec struktura modelu w elektromechanice prowadzi do nieliniowos$ci réwnan.
Innym Zrédlem nieliniowosci modelu staje si¢ uwzglednienie wlasnosci materii. Wiasnosci
materii moga wplynaé na odstegpstwa od liniowoéci takich charakterystyk, jak: zaleZnosé
sit thumienia od predkoéci (uogblnionych), sit sprezystoéci od przesunigé (odksztaleeft),

pedu od predkosci — praktycznie bierze si¢ tu pod uwage jedynie zalezno$é (i).

Jezeli pierwsze sposrdd wymienionych Zrédel nieliniowosci (sprezystosé, thumienie
elektryczne, tlumienie mechaniczne) w przypadku mozliwosci wyrazenia charakterystyk
przez funkcje analityczne przynosza jedynie mniej lub wigcej znaczne utrudnienia w roz-
wigzywaniu roéwnan, to nieliniowo$é magnetyczna przynosi o wiele wigksze trudnoéci,
a nawet jakosciowo nowe problemy. Wynika to stad, Ze pierwsze sa funkcjami jednej
zmiennej, podczas gdy strumienie y sg funkcjami na ogét wielu zmiennych i odstgpstwa od

- liniowosci dotycza nie poszczegdélnych zmiennych, lecz ich liniowych kombinacji. Super-
pozycja pol magnetycznych od poszczegdlnych cewek sprzgzonych stanowiaca podstawg
dla wyrazenia energii przez forme kwadratowa upada a z nia upada moznoé¢ okreélenia
zmagazynowanej w polu magnetycznym energii za pomoca strumieni skojarzonych lub
pradéw poszczegblnych cewek. Dla rozwiazywania technicznych probleméw elektro-
mechaniki rezygnuje si¢ z uwzgledniania nieliniowosci obwodu magnetycznego, postugu-
Jac si¢ uéredniona charakterystyka w(i) zlinearyzowana. JeZeli odstgpstwa od éredniej
sq znaczne, mozna usrednianie charakterystyk ograniczaé do skoriczonych przedzialow
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czasu tak, aby prowadzilo to do ograniczania wahan funkcji (i) wokét prostej usred-
nionej. Poszukiwanie skutecznych metod przyblizonych rozwigzywania réwnan elektro-
mechaniki uwzgledniajgcych nieliniowosé obwodu magnetycznego jest tez przedmiotem
prac badawczych w tym zakresie. Jest to poszukiwanie kompromisu pomiedzy skutecz-
noscig a kosztami obliczen.

6. Wspblczesne problemy techniczne i ich implikacje w elektromechanice

O problemach technicznych elektromechaniki i jej wspolczesnym rozwoju decyduje
rozwoj potrzeb, jakim ona stiZy. Zapotrzebowanie pracy mechanicznej wzrasta wraz
z rozwojem transportu (W najszerszym znaczeniu tego pojecia), wraz z iloSciowym i jakos-
ciowym wzrostem operacjl towarzyszacym wciaz udoskonalanym oraz nowym procesom
technologicznym w przemysle, rzemiosle i domowej gospodarce. Wzrasta wiec ciggle
rozmaito$é i ztozono$¢ napedéw elektrycznych tj. ukladdw pozwalajacych energie elektrycz-
na tak wygodna w przesyle i rozdziale przetwarzaé na pracg mechaniczna bezposrednio
w miejscu jej technologicznego spozycia. W nowoczesnym napedzie odbywa sig ta dostawa
~ energii bez potrzeby dalszego jej przeksztalcania lub co najwyzej przy zastosowaniu moz-
liwie prostych i ekonomicznych urzadzed mechanicznego przeksztalcania celem dosto-
sowania paramterdw doprowadzanej mocy do potrzeb procesu technologicznego. Pier-
wotnie prosty pojedynczy naped elektryczny rozwija sig w system wspolpracujacych ze
soba i wspdlnie sterowanych przetwornikéw elektromechanicznych. Zlozonoéé procesu
technologicznego. pocigga za sobg zloZzono$¢ systemu elektrycznego zasilania i stero-
wania. ‘ . ‘ '

Rys. 3. przedstawia schematycznie. (w. postaci wielobiegunnika) model przetwornika
elektromechanicznego z zapisem réwnan w postaci (6¢). Pochodna g, mierzalna na wejscin

—_ . _ X w

L R
g| . 8% ., a

o] f =L F4F

A B 39, bz | ——o

Gy b1, loveels, lsupy 0}
e (U, Ul Yoy ... 92}

Rys. 3.

mechanicznym (na sprzegle) jest predkoéceia w, nogolniona sita F, — momentem obroto-
wym . Odpowiednio na wejéciu elektrycznym oznaczono czeéé pochodnych g, jako prady
wektora zasilania 7, czgsé za$ jako prady wektora sterowania i i analogicznie F; jako wek-
tor napigcia zasilania energia # oraz napiecia sterowania #,. Przetwornik elektromecha-
niczny o tak przedstawionym modelu jest gléwnym elementem systemu elektromechanicz-
" nego (rys. 4), na ktérego catosé skadajg sie: zZrédio dostarczajace energie do systemu za po-
srednictwem urzadzen elektrycznych przesyhajacych, rozdzielajacych i przeksztalcajacych .
energi¢ elektryczng, urzadzenie mechaniczne przeksztalcajace uzyskang z przetwornika
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energie mechaniczna i dostarczjace bezposrednio na miejsce procesu technologicznego-
prace oraz uklady sprzezen zwrotnych wewngtrznych (S,) pomiedzy zmiennymi stanu
wewnatrz systemu jak réwniez sprzezet zewngtrznych (S,) pomiedzy wskaznikami oceny
jakosci produktu i parametrami sterowania. Model samego przetwornika znacznie si¢ teraz
wzbogaca i komplikuje nowymi réwnaniami wigzéw sterowania. Moga to byé wiezy
holonomiczne zmniejszajace liczbg stopni swobody, jednak na ogét trzeba sie liczyé, ze
sterowanie w ukladzie zamknigtym (od sprzgzen zwrotnych) wnosi do modelu dalsze
réwnania rézniczkowe i stawia jako podstawowy problem stabilnosci rozwiazan. Dia

Zrédto 4 4 4 Odbior
@_OJ Prze//rsz/. Przetw. |w Przekszt é 4
el -

el.mech. |y mech.
1 7 |

—~~—

<

Rys. 4.

praktycznych potrzeb techniki orzekanie tylko o istnieniu, jednoznacznosci i stabilnosct
rozwigzan nie jest na ogd! wystarczajacym. Rozwazania w elektromechanice na temat
kryteriéw i metod ,,technicznej stabilnoéci” wymagaja powiazania z analiza warunkdw
eksploatacji, sposobdéw zabezpieczenia oraz niezawodnosci pracy ca{ego systemu oraz
poszczegdlnych jego elementéw. .

Sterowanie przy pomocy sprzgZei zwrotnych od wskaznikow jakosci produktu stwarza
w elektromechanice szeroki problem optymalizacji ukladu napgdowego jak réwniez
optymalizacji konstrukcji gldwnego jego skladnika, przetwornika elektromechanicznego.
Przy ciagle wzrastajacych zadaniach technicznych wzrostu wydajnosci proceséw techno-
logicznych w zagadnieniach optymalizacji wysuwa si¢ na czolo dynamika procesu elektro-
mechanicznego przetwarzania energii.

Juz przy analizie modelu elementarnego przetwornika — réwnanie (6) — oczyw15tym
stwierdzeniem byla niemozliwoéé rozbicia modelu 1 rozwigzywania ,,réwnan elektrycznych”
w wyodrgbnieniu od ,,réwnania mechanicznego’. Tym bardziej obecnie przy dalszym
powigzaniu pomiedzy zmiennymi i parametrami mechanicznymi i elektrycznymi przez
sprzezenia zwrotne ewentualne proby rozcinania systemu na ,,cz¢$¢ mechaniczng” i ,,elek-
tryczng” bylyby oczywistym nieporozumieniem.

Na schemacie systemu (rys. 4) symbole zamieszczone nad wezlami oraz poszczegdlnymi
elementami systemu przypominaja, ze funkcje zmiennych na wejsciach jak réwniez para-
metry systemu ulegaja stochastycznym zakiéceniom. Uwzglednienie tej okolicznosci nie
zmienia deterministycznego charakteru modelu elektromechaniki, natomiast ma swoje
implikacje we wspblczesnej technice pomiardéw, w problemach identyfikacji elementéw
systemu elektromechanicznego, w metodyce oceny stabilnosci i niezawodnosci pracy
systemu.

Nieustanny wzrost zapotrzebowania energii elektrycznej ma réwniez swoje impli-
kacje we wspoblczesnej elektromechanice zwigzanej z wytwarzaniem energii elektrycznej.
Jak dotad nicomal wylaczna technika jej wytwarzania jest przetwarzanie elektromechanicz-
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1e w turbo i hydrogeneratorach. Dlatego tez okresowi podwojenia zuzycia energii elektrycz-
nej towarzyszy tez podobny okres podwojenia mocy jednostkowej turbogeneratora. Pro-
jektowanie, produkcja i eksploatacja wspdlczesnych turbogeneratoréw najwigkszych
mocy (w skali krajowej rzedu 500 MW, w skali $wiatowej ponad 1000 MW) stawia wspét-
czesnej elektromechanice nowe problemy teoretyczne z zakresu konstrukcji przetwornikéw
.oraz z zakresu eksploatacji systeméw wielkich mocy. Konstruowanie przetwornika energii
.0 tak duzej mocy jednostkowej jest zwiazane z koniecznoscia doprowadzenia do uzwojenia
bardzo duzego pradu (rzedu kilkunastu kA), przenoszenia przez wat bardzo duzego mo-
mentu (rzedu kilkunastu MNm — w stanach dynamicznych) oraz odprowadzenia z obiek-
tu bardzo duzej mocy cieplnej (rzegdu kilku MW), stanowi wiec bardzo zlozony problem
nie tylko w sensie elektromagnetycznym ale réwnocze$nie wytrzymalo§ciowym 1 termo-
dynamicznym. Przetwarzanie tak duzych mocy, ich przesyt i doprowadzenie do wielkich
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.odbiorcéw, jakimi sg wielkie zaklady przemysltowe i okregowe sieci elektryczne, stwarza
techniczng problematyke projektowania, budowy i eksploatacji wielkich systeméw ener-
- getycznych (rys. 5), w ktérych nastepuje analogiczne powiazanie mechanicznych i elek-
trycznych zmiennych stanu jak w przypadku elektromechanicznego systemu napgdowego
J(rys. 4). ' '
Jakkolwiek polowe réwnania Maxwella stanowily wyjsciowa pozycje elektrotechniki,
to jednak tradycja elektromechaniki poszla poczatkowo catkowicie w kierunku postugi-
‘wania si¢ obwodowym modelem mechaniki analitycznej uzyskanym w drodze dyskrety-
zacji przestrzeni fizycznej do bezwymiarowych punktéw przestrzeni zmiennych stanu.
Uzytkowanie réwnan Maxwella w ich polowej postaci sprowadzalo si¢ jedynie co naj-
'wyzej do metod obliczania globalnych parametréw zastepczego obwodu takich jak in-
-dukcyjno$é rozproszeniowa uzwojen. Jednak nawet i w tych przypadkach w metodach
obliczeni elektromechaniki obserwowana niecheé¢ do analizy polowej byla uzasaduiona
‘wielkimi trudnosciami przyswajania analitycznych metod rozwigzywania réwnai roéz-
niczkowych ze wzgledu na wielka ztozono$é uksztattowania powierzchni, na ktdrych na-
lezy zadawaé problemy brzegowe. W $wietle wspélczesnych probleméw elektromechaniki
i réwnoczeénie wspolezesnych mozliwosci, jakie daje technika obliczeniowa zaznacza sie
wazrastajgca rola modelu polowego. Jak dotychczas wzrastajace zainteresowanie uzytko-
waniem polowego modelu dla rozwigzywania technicznych probleméw elektromechaniki
-dotycry obliczania rozkladu stacjonarnych lub quasistacjonarnych pél magnetycznych
pretwornika jako catodci. Trudno$ci wynikajace z niekorzystnych (dla metod analitycz-
nych) ksztaltéw brzegéw poszczegdlnych podobszaréw, z jakich sklada sie pole przetwor-
nika, znajduja tu szanse przezwycigzenia w systemach obliczed cyfrowych zwlaszeza przy
stosowaniu metod elementéw skoficzonych. Te obliczenia — jakkolwiek anga‘."zhjécce bardzo
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duze maszyny cyfrowe i kosztowne — okazuja si¢ optacalnymi dla probleméw projekto-
wania bardzo duzych turbogeneratoréw.

Naturalna konsekwencja zaangaZowania polowego modelu w elektromechanice jest
stosowanie tensorow w opisie obiektow elektromechaniki. I tu znéw nalezy podkreslié
podsfawowq role, jaka dla metod elektromechaniki odgrywa mechanika osrodkéw ciag-
Iych. W technicznych problemach elektromechaniki model polowy jest formulowany
w tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej zazwyczaj we wspélrzednych krzywoliniowych
ortogonalnych, przy rozpatrywaniu dwoch wektoréw pola (K oraz B). Elektryczne i mag--
netyczne wlasnosci materii w modelu polowym przyjmujacym jako zaloZenie ciaglo§é
materii okre§la pole tensoréw drugiego rzgdu u, & oraz ¢ przy pomocy ktérych okreslone
sg wektory B, D oraz j jako funkcje wektoréw H oraz K:

B = lull’.Hv D} = EZ.'K" jl — ’}J:'Kv
(W teoretycznej elektrodynamice rozpatruje si¢ jednolite pole elektromagnetyczne

prézni w czterowymiarowej pseudoeuklidesowej przestrzeni Minkowskiego jako anty-
symetryczny czterotensor pola — o 6 wspotrzednych: Ky, KX, K,, B., B,, B,).

. 71. Uwagl koncowe

Rozwéj elektromechaniki jako dyscypliny, ktérej metodyka prac badawczych jak
réwniez techniczna problematyka tak silnie s3 powigzane z mechanika teoretyczna i stoso-
wang, pozwala na podkreélenie pewnych wnioskow ogdlnego charakteru.

a) Metodyka rozwijana w pracach badawczych mechaniki i elektryki (a zwlaszcza
elektromechaniki) wykazuje wspdlne cechy — dotyczy to zwlaszcza pozycji wyjscio-
wych. Wzajemne jej oddzialywanie jest dla obydwu dyscyplin pozyteczne.

b) Projektowanie i technologia produkcji urzadzen (obejmowane tradycyjng nazwa
przemystu elektromaszynowego) to gléwna domena elektromechaniki, nie dajacej

" sig dzieli¢ na dwa odrebne skladniki: elektryczny i mechaniczny. Dotyczy ta uwaga
réwniez probleméw projektowania i eksploatacji elektromechanicznych systemow
napgdowych. _

c) W $wietle powyZszych uwag uzasadnionym jest dazenie do bardziej zdecydowanego
logicznie skonstruowanego systemu nauczania akademickiego elektromechaniki
na szerokiej bazie teoretycznej mechaniki analitycznej oraz teorii pél (w tym pola
elektromagnetycznego) w materii makroskopowo traktowanej jako osrodek ciagly.
Analogie elektromechaniczne staja si¢ tutaj bardzo uzytecznym i skutecznym $rod-
kiem metodycznym. ,

d) Dalszy rozwdj elektromechaniki bedzie réwniez uwarunkowany rozwojem metod
teoretycznej mechaniki jako jej podstawowej dyscypliny.
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Summary

METHODS OF INVESTIGATION AND TECHNICAYL, OF ELECTROMECHANICS

Electromechanics — at the stage of creation, development and future trends — exhibits remarkable
ties with mechanics. The methods used in this discipline are based on the achievments of the theoretical
mechanics which, by the way, are also fundamental for all applied disciplines of technology. The paper
illustrates this thesis and formulates certain implicatons. o

AKADEMIA GORNICZO HUTNICZA, KRAKOW
INSTYTUT MASZYN I STEROWANIA
UKLADOW ELEKTROENERGETYCZNYCH
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WYTRZYMAEOSC 1 ODKSZTALCALNOSC GRANICZNA PRZY ROZCIAGAN'IU I‘IBROBETONU
Z VVLOKNE,M STALOWYM

JanusZz KASPERKIEWICZ (WARSZAWA)

1. Stan aktualny zagadnienia

Fibrobeton jest to kompozyt o matrycy cementowej, ktora stanowi zaczyn cemen-
towy, zaprawa lub beton, uzbojonej krétko pocigtymi, rozproszonymi widknami z meta-
lu, szkla wegla lub tworzyw sztucznych. Matryca fibrobetonu jest krucha, odksztalcalno$é
granlczna wlékien uzbrojenia znacznie wyzsza od odksztalcalno$ci matrycy, a w odrdz-
nieniu od kompozytéw wysokiej wytrzymaloéci procent uzbrojenia jest bardzo niewielki
— np. < 3% objetosciowo. W zwigzku z powyzszym wszystkie informacje uzyskane na
podstawie badan innych materialéw kompozytowych maja w odniesieniu do fibrobetonu
ograniczona przydatnoéé i niezbedne jest w tym przypadku podejmowame specjalnych
badan o charakterze podstawowym.

Dla inzynierii budowlanej najwigksze znaczenie ma fibrobeton z wiéknem stalowym,
zwany Téwniez drutobetonem. Do tego tylko tworzywa ograniczone byly niniejsze badania.

Na temat fibrobetonu opublikowano stosunkowo wiele danych do$wiadczalnych.
Pierwsze badania nad fibrobetonem z widknem stalowym opisal ROMUALDI juz w r. 1963
[1, 2], jednak licaba przeprowadzonych dotychczas badan nad rozciaganiem tego kompo-
zytu jest znikoma [3]. Prz'yczynq sa tu najprawdopodobniej trudnosci gksperymentalne.
Mimo powszechnego zainteresowania betonem, dotychczas w nielicznych zaledwie przy-
padkach udalo si¢ uzyskaé peing krzywa o—e betonu nieuzbrojonego [4, 5], a podobne
trudpoéei wystepuja réwniez ‘przy badaniach fibrobetonéw. Brak jest publikacji doty-
czacych granicznej odksztalcalnosci fibtrobetonu zaréwno przy rozciaganiu jak i przy
zginaniu.

Wprowadzenie do kruchej matrycy cienkich widkien o wysokiej wytrzymalosci daje
w efekcie nowe tworzywo konstrukcyjne, nieporéwnywalne w zasadzie ani z betonem ani
z zelbetem. Mozna przypuszczaé, ze obecno$é widkien zmienia wilasciwosci otaczajace]
Jje matrycy, napewno za$ wiékna moga dziataé hémujaco na propagacje rys powstajacych
przy zniszczeniu. W zwigzku z tym szczegdlnej wagi nabieraja obserwacje zachowania sig
materialu w fazie po zarysowaniu. Badania tego rodzaju prowadzi¢ warto jedynie przy
mozliwie jednorodnym stanie naprezenia. Nie nadaja si¢ tu takie konwencjonalne proby
wytrzymalosciowe znane z technologii betonu, jak préba $ciskania lub roztupywania,
poniewaz rzeczywisty rozkiad naprezen nie jest wowczas znany. Stosunkowo jednorodny

_stan deformacji wystepuje przy. rozcigganiu osiowym, przy czym proba ta stanowi za-
razem najsurowszy sprawdzian jakosci wykonania materiatu.

2
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Wstepne prace wlasne oraz przeglad pismiennictwa [3] wykazaly, Ze proces zaryso-
wywania sie fibrobetonu, spowodowane zarysowaniem zmiany wspotczynnika odksztal-
calnodci itp., nalezy badaé w dostatecznie sztywnej maszynie wytrzymalosciowej, oraz
w sztywnym ukliadzie obciazajacym. Chodzi tu o sztywno$¢ zaréwno samej maszyny
Jak i szczgk, glowic, a nawet badanej probki, poniewaz nadmiar energii zmagazynowane;j
w ukladzie rozciagajacym spowoduje niekontrolowane znissczenie rozciaganego elementu,
bez mozliwosci obserwowania procesu zarysowywania si¢ matrycy.

Jedna z podstawowych watpliwosci odnoénie fibrobetonu z widknem stalowym do- .
tyczy sposobu w jaki obecnosé gesto rozproszonego, cienkiego widkna wplywa na pojawie-
nie si¢ i propagacjg rys w matrycy oraz na odksztalcalno$¢ graniczng kompozytu. Zagadnie-
nie odksztalcalnoéci granicznej postawiono juz dawno w odniesieniu do tradycyjnego
betonu i zelbetu: spowodowato ono zreszta liczne kontrowersje. Mozliwo$¢ wzrostu
odksztalcalnodci granicznej matrycy w zwigzku z nasyceniem jej uzbrojeniem rozproszo-
nym przewidziano analitycznie [6], jednak doswiadczalne potwierdzenie tej hipotezy —
np [7] nasuwa szereg watpliwosci.

Prowadzenie préb czystego rozciagania w zbyt ,,miekkiej”” maszynie wytrzymatoéciowej
oraz ograniczanie si¢ do ukladéw uzbrojenia tylko 2D lub 3D, tj. dwu- lub tréj-wymiaro-
wych, byly przyczyna wyciagania wnioskéw o znikomym wplywie wldkien na wytrzyma-
Yo$é fibrobetonu — por. np. [8].

Dopiero w ostatnich latach udato si¢ pomy$lnie zastosowa¢ linearyzacje rozproszonego
uzbrojenia stalowego w matrycy [9].

Roéwniéz niedawno uzyskano pierwsze wyniki dotyczace analizy rzeczywistego rozkladu
wiokien rozproszonych w kompozycie — m. in. [10, 11]. Dotychczas jednak zagadnienie
wytrzymatosci 1 odksztalcalnoéei granicznej przy rozciaganiu fibrobetonu z wiéknem
stalowym, a zwlaszcza wplywu na te cechy struktury uzbrojenia wioknistego, nie zostato
wyjaénione. '

2. Cele, metoda i sposob przeprowadzenia badan

Celem niniejszych badan byta dokladna obserwacja przebiegu zniszczenia w rozciagga-
nych elementach z fibrobetonu uzbrojonego wiéknem stalowym, a takZe stwierdzenie
wplywu ksztattu wiékien oraz ich rozkladu na wytrzymatosé i odksztalcalnoéé kompozytu.
Uklady pomiarowe zaprojektowano w ten sposéb aby moc okresli¢ przy jakim obciazeniu
1 jakim odksztatceniu pojawiaja si¢ pierwsze rysy, oraz jakie odksztalcenie materiatu
mozna uznaé za graniczne. Jako graniczne rozumiane jest tutaj odksztalcenie jednostkowe,
ktére wystepuje w materiale pod najwigkszym obcigZzeniem probki rozciagganej, przy czym
do odksztalcenia tego wchodza ewentualne mikrorysy. Eksperymenty mia}y ponadto
wykazaé jak wplywa obecno$é uzbrojenia widknistego na rozklad i morfologie rys oraz
czy w fibrobetonie z widknem stalowym mozliwe jest wystapienie zarysowania wielokrot-
nego (multiple fracture — por. [6]), przewidywanego na dxodze analitycznej ale dotych-
czas nie stwierdzonego doswiadczalnie.

Celem podjgtego programu badawczego bylo takZe stworzenie podstaw eksperymen-
talnych do analitycznego powiazania wytrzymalosci i odksztalcalnoéci kompozytu z wlaé-
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ciwosciami i rozmieszczeniem uzbrojenia. Rozklad uzbrojenia obserwowany byt za po-
mocg analizy zdje¢ rentgenowskich, oraz przez pocigcie uprzednio zniszczonych w stanie
osiowego rozciggania-prébek i policzenie widkien widocznych na powierzchni przekroju
popizecznego. Wyniki tych obserwacji oraz teoria przedstawiona w [10, 11] powinny
umozliwi¢ okreslenie faktycznej zawartoéci widkien kompozycie, co stanowi jeden z naj-
wazniejszych parametrow fibrobetonu. : i

Z przebiegu dotychczasowych badafn wiadomo bylo, ze zawartosé ta rézni si¢ czesto od
zawartoSci projektowej, a uwzglednienie tej ostatniej wprowadza bledy wynikajace z nie-
wiadciwego mieszania, betonowania, linearyzacji itp. Przykiady radiograméw - ilustrujace
dwie odmienne struktury badanego materialu pokazano na rys. 1.

Rys. 1. Radiogramy wycinkéw ze §rodkowej czedci probek wiosetkowych: a — dwuwymiarowy (2D) uklad
uzbrojenia w probee nr 16, b -— uzbrojenie zlinearyzowane (1D) w probee nr 14; grubos$é warstwy fibro-
betonu ok. 28 mm

NaprezZenia rozciggajace wystegpuja w wigkszoéci rozmaicie obcigzanych elementéw
konstrukcyjnych, w ktérych stanowia lokalng, bezposrednia przyczyne zniszczenia. Ba-
dania nad rozcigganiem s przeto niezbedne przy prébach opracowania podstaw projek-
towania konstrukeji fibrobetonowych, takich jak np. nawierzchnie drogowe (obcigzenie
w wyniku dzialania skurczu niejednorodnego), stracone formy do konstrukeji zelbetowych
lub konstrukcje ptywajace (zginamie), konstrukcje pow}okowe (dwuwymlarowe stany
naprQZema) itp.
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Wybdr parametréw niniejszych badaf oparto na przeprowadzonych do§wiadczeniach
wstepnych. Zastosowano tylko jedna zawartoéé procentowa uzbrojenia — 27 objgtoscio-
wo, rozlozonego w matrycy w ukladzie jedno- i dwu-wymiarowym (1D i 2D). Wibkno
stalowe stosowano w dwoch gatunkach: krétsze 1 gladkie (dlugo$é x $rednica = 25 x
%x0,38 mm,) oraz dluisze i z zakotwieniami typu opatentowanego przez firm¢ Bekaert
(30 x0,40mm ). Badania mialy wykazaé w jakim stopniu zabieg linearyzaji ukladu wié-
kien podnosi whasciwoéci wytrzymaloéciowe kompozytu.

Do badan uzyto prébek wiosetkowych, ktérych ksztalt i wymiary, podobnie jak ksztalt
. szczgk do obciazania, zaprojektowano starajac sig uzyskaé uklad mozliwie sztywny (rys. 2).

b)
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Rys. 2. Ksztalt probki wioselkowej i rozmieszczenie czujnikéw do pomiaréw odksztalcen: a — widok

boczny proébki, b — przekroj poprzeczny. Od 2 do 10 — elektrooporowg tensometry o bazie 60 mm, przy-

klejane na powierzchni probki, 11 — przykladany czujnik wydtuZenia §rodkowej czesci probki, o bazie

pomiaru 254 mm, mocowany do reperéw C i F przyklejonych na powierzchni betonu. Czujnik sktada sie

ze sztywnego trzonu ABDE do ktbrego przymocowano gigtkie ramiona BC i EF, wyposaZzone w tensometry

elektrooporowe w pelnym ukladzie mostkowym. W gbérnej cze$ci rysunku pokazano rozwiazanie konstrukeji
szczgk do obciazania probki

Z uwagi na wymiary szczgk, grubo$¢ prébek moze siega¢ 100 mm, jednak w omawianych
badaniach ograniczono si¢ do prébek o grubosci 25 - 30 mm.

Matryce zaprojektowano w ten sposéb, ze na 1 m? fibrobetonu wypadalo 550 kg ce-
mentu, 1375 kg piasku o $rednicy ziaren do 4 mm, oraz 270 1 wody. Swieza mieszanina
miala konsystencj¢ charakteryzujaca si¢ opadem stozka rzedu 110 - 150 mmb,

- Do badan przygotowano ostatecznie 5 serii po 4 - 5 prébek, wg zestawienia jak ponizej:

D Probki do badah zostaly wg szczegblowych wytycznych i pod nadzorem autora wykonane w CBI

(Instytut Cementu i Betonu) w Sztokholmie, w ramach wspbipracy migdzy PAN a Kr6lewska Szwedzka
Akademia Nauk.
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Rodzaj uzbrojenia Numeracja probek
Matryca bez uzbrojenia nr 1 donr 5
Wibkno gladkie — uklad 2D 6 do 10

© jw. —uklad 1D 11 do 14
Wibkno z zakotwieniami

— uklad 2D 15 do 19
jow. —ukiad 1D 20 do 24

Przy okazji betonowania prébek wiosetkowych wykonano dodatkowo sere probek
w postaci plyt zfibrobetonu o analogicznym sktadzie, ktére po uptywie ok. miesiaca zostaly
zniszczone na drodze rozciggania psiowego, bezposrednio w szczekach maszyny wytrzy-
matloéciowej, przy czym odksztalcenia materialu nie byty mierzone.

Na podstawie wstgpnych badan wlasnych oraz studidw piSmiennictwa zrezygnowano
ze stosowania do rozciggania uchwytow zaciskowych, jak réwniez uchwytéw przykleja-
nych, wybierajac probki o ksztalcie dostosowanym do specjalnie zaprojektowanych szczgk
rozciagajacych (rys. 2). \

Do obserwacji najwaZniejszej z badanych charakterystyk materialn — jego wydh-
Zenia — zaprojektowano dwa niezalezne uktady pomiaru odksztalcen podtuznych. Wydhu-
zenie $rodkowej czesci prébki mierzono za pomoca czujnika przykladanego — ABCDEF |
na rys. 2 (odksztalcenie globalne) oraz za pomocsg tensometréw elektrooporowych nakle-
jonych na powierzchniach bocznych prébki (odksztalcenia lokalne). Wskazania tensome-
tréw elektrooporowych mialy poinformowad, w ktérych miejscach nalezy poszukiwaé
pojawiajacych sig rys. ' '

Wszystkie badania rozciaggania probek wiosetkowych przeprowadzono przy uzyciu
maszyny wytrzymatosciowej INSTRON 1251, wyposazonej w glowicg 200 kN (20 Ton),
ktdrej tlok przemieszczal sig ze stala, zadana predkoscia — na ogét 0,5 mm/min. Odksztat-
cenia centralnej czgSci probki w poczatkowej fazie obciaZzenia narastaly z predkoscia rzedu
100 - 10~ ¢ na minute.?’

Zestawienie zastosowanych ukladéw pomiarowych pokazano na rys. 3. Maszyna
wytrzymalosciowa wyposazona byla we wlasny uktad rejestracji sily rozciagajacej w funkcji
przesuwu tloka, jednak uzyskiwany w ten sposéb wykres traktowano jako wskazanie
kontrolne, poniewaz mimo swojej znacznej sztywnosci odksztalcalno§¢ szczgk sumowala
si¢ z odksztalcalnoscig probki, obnizajac doktadnos$é pomiaru.

Pierwszy z zastosowanych ukladéw do pomiaru wydluzenia prébki skladai sig (rys.
3 — ukfad b) z pokazanego uprzednio na rys. 2, czujnika przyktadanego, mostka tensome-
trycznego, oraz rejestratora X — Y. Wiekszo$é uzytej aparatury pomiarowej byla produkcji
firmy Bruel i Kjaer (BK).

Czujnik przyktadany wiasnej konstrukeji, mocowany byl przed pomfarem w specjalnych
reperach stalowych, (Ci F—rys. 2), przyklejanych na bocznej powierzchni prébki. Baza
pomiaru wynosita 245 mm. Na obu ramionach czujnika wykonanych z hartowanej blachy
stalowej o gruboéci 0,8 mm, naklejone byly foliowe tensometry elektrooporowe pracujace

? 1-107% — jednostka.odksztalcenia wzglednego, ktdra w pismiennictwie anglosaskim posiada wlasna
nazwe,,microstrain”, wobec braku odpowiednika polskiego, w tekécie wszedzie stosowany jest mnoznik 106
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w ukladzie pelnego mostka. Czujnik cechowany byt przed i po kazdym cyklu pomiaréw
w specjalnej §rubie mikrometrycznej. Zakres liniowej pracy czujnika wynosit 4 mm, przy
czym w razie potrzeby zakres ten datoby si¢ fatwo powigkszy¢ poprzez wydiuzenie ramion
" czujnika.

Odksztalcenia lokalne mierzono za posrednictwem 9 tensometréw o diugosci bazy
pomiarowej 60 mm i opornosci 120 Ohm, rozmieszczonych jak pokazano na rys. 2. Ten-
sometry o numerach od 2 do 5 stuzyly do oceny csiowodci obcigzenia, tensometry o nu-
merach wyzszych — do kontroli pojawiania sie rys na calej dhugosei uzytkowej probki.
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Rys. 3. Zestawienie podstawowych ukladow pomiarowych: a — wskaznik cyfrowy sily oraz rejestracja

sily rozciagajacej w funkcji przemieszczef tioka maszyny, b — rejestracja sity w funkeji wydhuzenia §rodko-

wej czedci probki, ¢ — probka kompensacyjna, d — para opordéw wzorcowych podiaczona jako tenso-

metry nr 1, e — automatyczna skrzynka rozdzielcza, f — mostek tensometryczny ze wskaznikiem cyfrowym

i wyjéciem analogowym, g — rejestrator poziomu, h — magnetofon z mikrofonem do dyktowania wskazan
cyfrowych sity i odksztalcerr na poszczegblnych tensometrach

KA

e

Kazdy tensometr kompensowany byl za pomoca analogicznego tensometru na prébee
nie obcigzanej (system 1-1), przy czym dokladne:zréwnowazenie ukiadu uzyskiwano
dzigki rezystorom na skrzynce rozdzielczej BK 1542.
Na pierwszym wejsciu skrzynki rozdzielczej, jako pare tensometréw nr 1, wlaczono dwa
opory wzorcowe RN 100 Ohm. Poniewaz wejécie to odpowiada spoczynkowemu polozeniu
automatycznego wybieraka skrzynki, uzyskano dzigki temu kontrole stabilno$ci mostka,
a takZze mozliwo$¢ urzymywania mostka w stanie zréwnowazonym, bez potrzeby przegrze-
wania ktéregokolwiek z tensometréw czynnych. Uklad pracowal stabilnie i w przeciagu
kilku godzin trwania pomiaréw dryf zera nie przekraczal na ogét 12+ 1075,

Odczytéw dokonywano korzystajac z mostka BK 1526, ktdéry posiada wyjécie cyfrowe
(na wskazniku §wietlnym), oraz wyjécie analogowe. Sygnaly z tego ostatniego wyjscia
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zapisywano na rejestratorze poziomu BK 2305. PoniewaZ papierowa tasma w tym re-
jestratorze moze mie¢ szeroko$é co najwyzej 100 mm, zatem dokfadno$é uzyskiwanego:
zepisu jest niewielka. W zwigzku z tym rejestracje graficzng na tadmie papierowej potrak-
towano jako kontrolna w stosunku do zapisu na tasmie magnetofonowej, na ktéra operator
dyktowal kolejno wskazania odczytywane ze wskaznikow cyfrowych mostka (odksztal-
cenie) oraz maszyny wytrzymalosciowej (sita rozciggajaca). W sumie oba z?fpisy gwaran-
towaly kontrolg kolejnosci prowadzenia odczytéw oraz wysoka dokladno$é pomiardw.
Pomiar prowadzono odczytujac wskazania na mostku oraz wskazania wartosci sily bez
zatrzymywania ruchu tfoka maszyny wytrzymatosciowe;.

Wartoéci napr¢zenn odpowiadajacych poszczegdlnym wskazaniom tensometréw in-
terpolowano liniowo pizy opracowywaniu wynikéw pomiaréw. Zastosowany ukiad
umozliwit mierzenie odksztalcef przy rozciaganiu w zakresie od 5000 - 10~ z dokfadnoscig,
10- 10~6, lub w zakresie do 2000 - 1076 z doktadnoscia 1 - 1076,

Cykl obcigzen kazdej probki skladal si¢ z jednego lub dwéch obquen wstepnych
do naprezenia ok. I N/mm?> (10 kG/cm?), co pozwalalo na sprawdzenie poprawnosci
dzialania aparatury, osiowosci ustawienia probki etc., oraz z przebiegu zasadniczego.
W przebiegu zasadniczym probka byla obcigzana az do stwierdzenia zarysowania, odcig~
7ana i ponownie obeciaZzana az do zniszczenia, tj. do widocznego rozdzielenia si¢ jej na dwie
czedci. Odciazanie i obcigzenie ponowne stosowano niekiedy kilkakrotnie, co mialo wy-

* kazaé jak stabilny jest proces niszczenia si¢ tworzywa.

Chwile pojawienia si¢ rys okreslano w sposob posredni, na podstawie zmiany nachy-
lenia wykreséw uzyskiwanych z ukladéw pomiarowych a i b (rys. 3), oraz na podstawie
zaobserwowanych skokowych zmian wskazan tensometréw elektrooporowych. Ponie-
waz podczas obcigzania dostgp do probki byt utrudniony (obecno$é tensometréw, repe-
réw, kabli i czujnikéw), a takZe poniewa? wysznkiwanie drobnych rys zajmuje wiele czasu,
obserwacje i zaznaczanie rys prowadzono dopiero po pelnym zmszczenlu i odcigzenin
probki.

Do obserwacji rys stosowano mikroskop piérowy 6 powigkszeniu 32 x, oraz mikros-
kop do badarnia odciskéw metoda Brinella, wyposazony w skalg, o powiekszeniu 25 x.
Celem ulatwienia poszukiwan zastosowano barwienie badanej powierzchni mieszaning
w stosunku 1:5 nasyconych roztworéw kwasu cytrynowego i nadmanganianu potasowego.
Plyt ten lekko zabarwia beton i bardzo tatwo rozchodzi si¢ wzdhuz istniejacych rys. metoda
ta wymaga jednak dalszego udoskonalenia. Podczas obcigZania pojawianie si¢ rys obserwo-
wano tylko sporadycznie i bez stosowania uktadow powiekszajacych (tzn. tylko golym
okiem), w zwiazku z czym faktyczna kolejno$é w _]akle_] pojawiaja sie poszczegllne rysy
jest nieznana.

3. Wyniki pomiarow

Przy badaniach w stanie rozciggania osiowego za Zle przeprowadzone uznaé nalezy
dos$wiadczenia, w ktérych przelom nastepuje w miejscu o niezidentyfikowanym stanie
napreZenia — np. w uchwytach lub na karbie wytworzonym w strefie zmiany ksztattu

probki. W przewazajace] wigkszodei omawianych tu wynikéw zniszczenie elementéw

4
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probnych mialo postaé zadowalajacg. Stwierdzony w srodkowej czedci prébek mimosérod
nie przekraczal na ogét 2,5 mm, a ponadto z uwagi na pewna ciagliwo$¢_fibrobetonu zna-
czenie wycentrowania probki malalo w miarg zarysowywania si¢ materiatu. Mimo$réd
ten spowodowany byt prawdopodobnie niejednorodnoscia materiatu lub wadami wyko-
nania prébek, za$ ustawienie prébki w uchwytach miato nan wptwy drugorzedny. Ta os-
tatnia okoliczno$é §wiadczy o wlasciwym zaprojektowaniu uktadu obcigZajacego.

Dwa typowe wykresy uzyskane bezpo$rednio z rejestratora X—Y przy uzyciu czujnika
przykladanego pokazano na rys. 4. We wszystkich zbadanych prébkach, za wyjatkiem
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Rys. 4. Przyklady wykreséw sity osiowej w funkcji wydiuzenia, w probkach nr 11 i 14, uzyskane bezpos-
rednio z rejestratora X—Y; dodatkowo pokazane skale naprezen i odksztalcert maja tylko charakter orien-

tacyjny. Odcinek 4B — wzmocnienie materiatu, w punkcie B jedna z rys zaczyna sig rozszerzaé w sposob
nieodwracalny; odcinek BC — oslabienie materialu

prébek z matrycy nieuzbrojonej, nie stwierdzono zniszczenia kruchego. Wszystkie prébki
fibrobetonowe mozna bylo w trakcie badania odcigzy¢ i ponownie obciazyé do tej samej,
'w przyblizeniu wartosci naprezenia rozciggajacego. W przypadku zlinearyzowanego ukla-
du uzbrojenia zauwazyé mozna bylo charakterystyczne wzmocnienie materiatu, a we
wszystkich prébkach fibrobetonowych zauwazyé bylo mozna ponadto osfabienie, tzn.
stopniowy spadek sily. w. probce wraz ze wzrastajacym jej wydtuzeniem.

Poréwnawcze zestawienie typowych wykresow o—e, uzyskanych w poszczegdlnych
grupach probek, pokazano na rys. 5. Zastosowane uzbrojenie, dawato w przypadku dwu-
wymiarowego rozktadu widkien (2D) wyraZne zwigkszenie ciggloéci materiatu — odcinki
B" — C" oraz B — C'" na rys. 5—ale nie dawalo zwigkszenia wytrzymatosci, ktéra
niekiedy nawet malala. Przyczyng tego spadku wytrzymalosci moze byé ujemny wplyw
ohecnosci wiSkien na takie cechy matrycy jak stosunek w/c, urabialnoéé, porowato$é
etc, przy niewielkiej jednoczesnie efektywnosci uzbrojenia.
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Na podstawie poczynionych obserwacji mozZna przypuszczaé Ze przebieg niszczenia
prébek byl nastgpujacy. Do naprezenia rzedu 4-6 N/mm? (40 -60 kG/cm® — punkty 4'",
A’ oraz A na wykresach na rys. 5) odksztalcenia rosty liniowo, by}y sprezyste, a rysy nie
pojawialy si¢. Powyzej tej wartoéci napreZenia nie wzrastaly w probkach uzbrojonych dwu-
wymiarowo. W probkach tych pojawiata sig niewielka liczba rys, z ktérych jedna zaczynala
sie od razu rozszerzaé katastrofalnie. Uzyskiwany wykres odksztalcen globalnych (wydiu-
Zenia probki) byl od tego miejsca (punkty 4" = B’ oraz 4"’ = B"'") faktycznie wykresem
wywlekania widkien na powierzchni przelomu. W prébkach o uzbrojeniu zlinearyzowa-
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Rys. 5. Przyklady wykresow uzyskanych za pomoca czujnika przykladanego, charakterystycznych dla posz-

czegblnych serii probek (liczby oznaczaja numery probek). Na wykresach pominigto wykonane cykle od-

cigzania i ponownego obciazania probek. Wykres po lewej stronie przedstawia wykres z rozciagania probki
- nieuzbrojonej, ktéra zniszczyla sig w sposdb kruchy (punkt E na wykresie)

nym, na odcinkach 4B oraz 4'B’ nast¢gpowalo powstawanie nowych rys, prawdopodobnie
przy nieznacznym powigkszaniu si¢ szerokoséci rozwarcia rys juz istniejgcych. Tworzenie
si¢ powierzchni przefomu mozna bylo zaobserwowaé dopiero po osiagnieciu maksymalnej
wartosci naprezenia (wytrzymato$ci — punkty B oraz B’), przy czym powierzchnia ta nie
wypadata na og6t w miejscu pierwszych rys zaobserwowanych gotym okiem.

Zestawienie najwazniejszych uzyskanych wynikéw liczbowych podano w Tabl. 1.
W-tablicy tej zaznaczono réwniez dla poréwnania dane o wytrzymalosci fibrobetonu
rozciaganego w wieku ok. 1 mies. Przyjmujac, ze réznica w technologii wykonania obu
poréwnywanych badaf ma znaczenie drugorzedne, moZna zauwazyé ze wzrost ‘wytrzy-
malosci matrycy nieuzbrojonej byl w okresie 1 roku stosunkowo wyZszy niz podobny
" wzrost w._przypadku fibrobetonéw.

Z poréwnania dwéch zastosowanych gatunkéw widkien wynika, Ze wplyw dhugosci
i przyczepnosci widkna na wlasciwosci mechaniczne kompozytu jest bardziej widoczny
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w przypadku uzbrojenia zlinearyzowanego niz w przypadku uzbrojenia o ukladzie dwuwy-
miarowym. Korzys¢ ze stosowania wiokien z zakotwieniami widoczna jest wyraZnie
dopiero wtedy gdy widkna ulozone sg w kierunku dzialania gléwnych naprezen roz-
ciagajacych. : '

Tablica 1. Wyniki badan rozciagania Wioselkowych prébek fibrobetonowych*

Wytrzymaios¢ Njmm? 2) | Wspéicz. spre- |  Maksymalne
Material w danej Uklad | wg badap We. badan na ZysméCl.Df?-y na- Odkszteﬂ?eme
serii prébek wibkien | CBI po 2g | Probkach wio- prezaniu w materiale
p p ) setkowych po ok.| 0, = 3 N/mm? | nie rozerwanym
maca 300 dniach [GN/m2® [10-9]
Matryca nieuzbrojon — 1,7 (0,6) 4,93 (0,74) 354 (6.1) 125 (55)
2%, obj. wibkien
gladkich
25%0,38 mm 2D 3,5 (0,6) 4,13 (0,76) 32,2 (4,3) 252 (95)
Jw. AD 15507 | 7,98 (0,67) 34,0'(6,6) 1324 (183)
2% obj. wltbkien i
z zakotwieniami
(typu Bekaert) - _
30x0,40 mm 2D 3,8 (0,6) | 4,42 (0,98) 362 (3,2 409 (295)
jw. 1D 64 (12) | 988 068 | 409 (7,0) 2079 (728)

Uwagi: 1) w nawiasach podano wartoici odchyle# standardowych.
2) 1 N/mm? = 10 kG/cm?2
3) 10 GN/m? = 100 000 kG/cm2
4) prébki w ksztalcie plaskownikéw, zaciskane bezpoirednio w szczgkach maszyny.

Czujnik przyktadany mierzy poprawnie odksztalcenia jednostkowe tylko do osiagnie-
cia wytrzymatodci materialu. Dalsza czgéé uzyskiwanego wykresu, chociaz przedstawia
wydhuzenie probki wraz z powstajacymi rysami, nie odpowiada odksztalceniu materiaty,
poniewaz wydluzenie zwigzane jest przede wszystkim z mechanizmem wywlekania wiékien
na pojedynczej powierzchni przetomu. Tensometry elektrooporowe naklejone wzdiuz
probki mierza natomiast faktycznie odksztalcenia lokalne, wlgcznie z rozwieraniem sie
lub zwieraniem przebiegajacych pod nimi mikrorys. Przyklady wykresow ze wskazan
tensometréw powierzchniowych, uzyskanych przez usrednienie odczytéw z wiekszosci
badanych punktéw pomiarowych, pokazano na rys. 6. Przy uérednianiu pominigto wska-
Zania tensometréw ulegajacych zniszczeniu, tzn. przede wszystkim tych, przez ktdre prze-
biegala powierzchnia przetomu. Uzyskano w ten sposéb wykresy odksztalcen lokalnych,
dotyczace materialu obcigZzanego az do naprezen rzedu wytrzymalodei i nastepnie odcia-
Zonego. :

Pomiar tego rodzaju nalezaloby prowadzié korzystajac z ciaglej rejestracji wskazan
* wszystkich tensometréw powierzchniowych. Natomiast przy przyjetej technologii pomia-
rowej trzeba bylo stosowaé interpolacje wynikéw.

Usrednione wykresy z lokalnych pomiaréw odksztafcei pokazano na rys. 7. Sa one
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Rys. 6. Srednie odksztalcenia lokalne zmierzone tensometrami oporowymi, w funkcji naprezenia rozcia-
gajacego. Wiokna o ukladzie zlinearyzowanym (_lD). Uwzgledniono wskazania tensometrow: probka
nr 22—2,7,8,9i 10, prébka nr 23 —6, 7, 8, 9 i 10 (oznaczenia tensometréw — rys. 2) .

'niesprzeczne z uzyskanymi inna technika pomiarows wykresami na rys. 5, a dodatkowo
uwidaczniajg wspomniany juz fakt, Zze zstepujace galezie wykreséw na rys. 5 (odcinki
BC, B’ C’, B” C”, B"" C"") odzwierciedlaja jedynie mechanizm lokalnego wywlekania
widkien z powierzchni przelomu. Wykreséw takich jak pokazano na rys. 6 i 7 nie moznaby
wykonaé w-odniesieniu do samej strefy przelomu, rozklad naprgzen w przekroju probki
przestaje by¢ jednorodny.

Na podstawie rys. 7 mozna wnioskowaé, Ze linearyzacja wiokien podwyzsza wartosé
napreZenia rysujgcego w fibrobetonie. Natomiast zaréwno linearyzacja jak i sama obec-
nosé uzbrojenia wiknistego nie maja wplywu na wartosé wydhuzenia jednostkowego, przy
ktérym pojawiaja si¢ w materiale rysy. Na podstawie analizy wskazaf tensometréw po-
wierzchniowych mozna przy puszczaé, ze rysy w fibrobetonie pojawiaja sig przy odksztal-
ceniach 100 - 200 - 10~6, tj. przy takich samych odksztalceniach granicznych jakie poda-
wane s3 odno$nie-klasycznego betonu lub Zelbetu. Niewatpliwym efektem linearyzacji jest
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natomiast wyraznie widoczne wzmocnienie materialu — odcinki 4B oraz 4’5’ na wykre-
sach o—e¢ (rys. 5 oraz rys. 7).

Wykresy na rys. 7 zgodne s z obserwacjami struktury zarysowania poszczegélnych
probek. Przyklady obrazéw rys na dwéch probkach fibrobetonowych, uzbrojonych jedna
dwuwymiarowo (2D) a druga wiéknem o ukladzie zlinearyzowanym (1D), pokazano na
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Rys. 7. Zestawienie ufrednionych przebiegéw odksztalcen lokalnych w niezniszczonym materiale probek,
dla wszystkich badanych serii materialu. Wykres po lew¢j stronie dotyczy rozciggania matrycy nieuzbro-
jonej :

rys. 8 i 9. Probki z matrycy nieuzbrojonej ‘ulegaly zniszczeniu przez rozwarcie sig rysy
pojedynczej, na prébkach z uzbrojeniem o ukladzie dwuwymiarowym (2D) mozna bylo
po zniszczeniu stwierdzi¢ 3 - 4 rysy, natomiast prébki zlinearyzowane ulegaly zniszczeniu
przy pojawieniu-si¢ kilkunastu rys, ktorych $redni rozstaw mierzony w kierunku osi
probki wynosit ok. 20 mm. » :

Stwierdzono, %e w warunkach odpow1adajqcych temu doswiadczeniy, f 1brobeton
o odpowiednim ukladzie i odpowiedniej zawartoéci uzbrojenia moze przenosié bez obni-
Zenia wytrzymatodci odksztalcenia rzgdu 2000 10~%, tj. odksztalcenia 10 - 20 razy wiek-
sze niz w przypadku zwyklego betonu. Wartos$é te mozna okreslié jako graniczne wydhu-
zenie fibrobetonu. Odksztalcenia te dotycza oczywiécie fibrobetonu w ktérym matryca



Rys. 8. Wyglad po zniszczeniu probki o dwuwymiarowym rozkladzie uzbrojenia — préobka nr 16. Przy
rysach zaznaczono ich rozwartosci

Rys. 9. Wyglad po zniszczeniu probki o zlinearyzowanym ukladzie uzbrojenia — prébka nr 20. Przy rysach
zaznaczonO ich rozwartosci
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jest juz zarysowana, co o tyle nie ma znaczenia, Ze owe Iysy nie wplywaja na wytrzymalosé
kompozytu. Z rozwazan wylaczono tu kwestig trwatoéci materiatu. Poczynione niedawno
obserwacje [12] pozwalajg jednak sadzi€, ze réwniez zarysowany fibrobeton jest do$é
odporny na korozje. :

Do analitycznego przewidywania mechanicznych wlasciwoéci fibrobetonu autor za-
proponowat uprzednio, [13], tzw. parametr wzmocnienia (@). Warto$¢ tego parametru
jest wprost proporcjonalna do dtugosci i przyczepnosci widkien oraz odwrotnie proporcjo-
nalna do tzw. pozornego rozstawu witkien [10, 11]. Rozstaw pozorny widkien stanowi
miare rozmieszczenia widkien w kompozycie i zalezy zaréwno od ksztaltu i zawartosci
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Rys. 10. Zaleznos¢ pomigdzy granicznym wydhuZeniem fibrobetonu max a parametrem wzmocnienia ©,

okre$lajacym struktur¢ uzbrojenia fibrobetonu

wldkien jak i od struktury kompozytu (rozklady wiékien tréjwymiarowe, plaskie, zlinea-
ryzowane etc.). Wartosci parametru @ obliczono dla nominalnych charakterystyk badanych
fibrobetonéw, przyjmujac ze przyczepno$¢ widkien zakotwionych jest o 30% wyzsza od
przyczepnosci widkien gladkich. Na rys. 10 naniesiono punkty, ktérych odcigte stanowia
znalezione w opisany sposéb wartosci parametru @, natomiast jako rzedne odtozono zna-
lezione do$wiadczalnie wartoéci odksztalcenia maksymalnego, wg. ostatniej kolumny
w tabl. 1. Uprzednio stwierdzono [13], ze wytrzymalosé (na zginanie, rozciaganie 1 udarnosc)
zalezy liniowo od @. Z obecnych badan wynika, Ze wydluzenie graniczne fibrobetonu
~zalezy od tego samego parametru w sposob nieliniowy, byé moze paraboliczny.

4. Whaloskl

Badania wykazaly, ze odpowiednio uzbrojony fibrobeton z widknem stalowym za-
chowuje sie plastycznie, wykazujac wyraZne wzmocnienie. Znaczy to, Ze powyZej granicy
sprezystosci odksztalcenia trwale rosna wraz z naprezeniem rozciggajacym, Przynajmniej
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w pierwszym przyblizeniu wzrost ten uzna¢ mozna za liniowy, zagadnienie wymaga jednak
dalszych badai. Jako ,,odpowiednio” uzbrojony rozumiany tu jest fibrobeton zawierajacy
ok. 2% obj. widkien o ukladzie zlinearyzowanym. Oddzielnie badania warto by podjaé
celem okreSlenia jakie najnizsze zawartosci wldkien o ukladzie dwu- lub tréj-wymiarowym
dawatyby réwniez efekt wzmocnienia.

Fibrobeton ze zlineaiyzowanym ukladem uzbrojenia moze odksztalcaé sic do wartosci
rzedu 2000 - 1076, przy czym powstajace jednoczesnie rysy maja rozwarto$é rzedu 0,03 -
-0,05 mm. Rysy takie maja prawdopodobnie niewielki wptyw na trwalos¢ kompozytu.

W fazie niezarysowanej fibrobeton odksztalca sig sprezyscie, w zasadzie niezaleznie od
uktadu uzbrojenia. Modut sprezystoéci kompozytu mozna okreslié w przyblizeniu na pod-
stawie znanego prawa mieszanin. Odksztalcalno$¢ graniczna matrycy cementowej nie ulega
zmianie w zakresie stosowanych parametrow dos§wiadczenia (dtugosé, $rednica oraz za-
warto$é objetosciowa widkien).

Na zachowanie sie fibrobetonu po zarysowaniu zasadniczy wplyw ma uklad uzbrojenia.
Wzmacniajgcy matryce efekt uzbrojenia bedzie najwigkszy przy utoZzeniu widkien wzdiuz
kierunku gtéwnych naprezen rozciaggajacych. Efektywnos¢ uzbrojenia fibrobetonu zalezy
réwniez od przyczepnosci widkien, jednak i ten wplyw bardziej widoczny staje si¢ przy
Zlinearyzowanym ukladzie vzbrojenia.

Wydaje sie, Ze zaproponowany parametr odksztalcenia maksymalnego dobrze charak-
teryzuje odksztalcalno$¢ graniczng fibrobetonu. Mozna np. przypuszczaé, ze materialy
charakteryzujace sie podobng wydtuzalnoscia jak powyZej omoéwione fibrobetony z uz-
brojeniem zlinearyzowanym, bylyby réwniez bardziej odporne na wymuszone przemiesz-
czenia, skurcz jednorodny, naprezenia termiczne itp., niz tradycyjne konstrukcje betonowe.

Badania nie wykazaly aby zastosowany procent uzbrojenia wtdknistego byt w stanie
podwyzszyé graniczng warto$¢ odksztalcenia matrycy, tak jak to przewidywane bylo
w [6]. Ewentualna odpowiedZ na to pytanie moglaby wyniknaé z doswiadczen prowadzo-
nych w stanie rozciggania osiowego na prébkach ze zlinearyzowanym uzbrojeniem, o mak-
symalnej, technologicznie mozliwej do wymieszania w matrycy zawartosci wiokien.

Efekt wildkien jest najbardziej widoczny w mlodym betonie. Stad wyplywa celowosé
postugiwania si¢ fibrobetonem do wykonywania form straconych, napraw, konstrukcji
wznoszonych w ograniczonym czasie itp.
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Pesome

TIPOYHOCTE ¥ NPEJEJIBHBIE YIJTHWHEHUNA TIPY PACTSDKEHHMU BETOHA
APMHWPOBAHHOI'O KOPOTKMMH CTAJIBHRIMH BOJTOKHAMI

TIprBeneHbl pesynbTaTbl SKCHEPMMEHTOB Ha GeToHe cofepriaromiem 2% (o o6BEMY) AMCHEPCHOH
CTaNnkHON apMaTypbl B BHAE KOPOTKHMX BONOKOH (dbmOpoberon). MccnenoBaimchk ABa THA OpHEHTAITMM
BOJIOKOH: IDIOCKO PacmoNOXKeHHbIX (2D) M mwmeiino pacnonoykennnix (1D). Vsmepenwe ymimMHens
1 pedopmaipii ofecrneunBanocs ¢ MOMOLBIO HECKOJIBIGIX H3MEPUTENBHbIX cHcTeMm. Paspyienne Gubpo-
GeTOHHBIX 06pa3loB JIPONCXOMMIIO BCErAia IO INACTHUECKOM (He XpymKol) cxeme, a B ciyuae 1.D Habro-
Zanoch YIPOUHEHHE a TAlOKE SBJICHHE MHOIOKDATHOIO PAaCTPECKUBAHIA.

Summary

TENSILE STRENGTH AND ULTIMATE STRAIN IN STEEL FIBRE REINFORCED CONCRETE

Fibre concrete specimens reinforced with 29 vol. of plain and hooked steel fibres have been tested in
direct tension. The fibres were of two-dimensional (2D) orientation or they were magnetically aligned (1.D).
Several independent systems were used to measure strain and elongation of the specimens. The failure of
fibre reinforced concrete was always ductile and the specimens of 1D type shown distinct strain hardening
behaviour. In the latter case it was also possible to observe the multiple cracking of the matrix.

IPPT PAN
WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 lutego 1978 r.
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1. Wstep

Zagadnienie ksztaltowania dyskéw wirujacych nalezy do klasycznych zadah mechaniki
i bylo przedmiotem wielu prac migdzy innymi [2, 3, 9], a tarcze réwnomiernej wytrzymatosci
nawet wchodza w zakres opracowan monogt. ficznych [4, 6, 7, 8].

Istniejace do tej pory rozwiazania ignoruja jednak istotny z technicznego punktu wi-
dzenia fakt ograniczenia (od géry i od dolu) grubosci dysku co czyni konwencjonalne
rozwigzania czesto nieracjonalnymi.

W pracy niniejszej rozwazymy problem ksztaltowania optymalnego wirujacych tarcz
kotowych i pierScieniowych ng minimum przemieszczenia oraz minimum.normy inten-
sywnosci napreZzein w obecnosci ograniczen geometrycznych natozonych na przekréj
dysku. Do rozwiazania przedstawionych zadan zastosujemy zasade maksimum Pontria-
gina. Efektemn pracy beda optymalne ksztalty dyskow oraz wykresy napreZen i przemiesz-
czen. ;

2. Sformulowanie problemu

W biegunowym ukladzie wspdtrzednych {0, r, @} rozpatrujemy kolowo symetryczny
problem tarczy zmiennej grubosci A(r), wirujacej ze stala predkoécia katowa w, w statym
polu témperatury 7. Komplet relacji, opisujacych stan ukladu sprezystego obejmuje wow-
czas znane roéwnania:

i) réwnowagi
1
h

0,—0Cg +%w2r =0

d
’ (ho)+
iil) nierozdzielnosci
e .
r d—:)'l' Eg— & = 0
ii2) geometryczne

du u

& = dr; &g = r

* Praca zostala wykonana w ranach problemu weztowego 05.12 ,,Wytrzymatoéé i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez JPPT PAN.

3
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iii) fizyczne

& = ]f (O‘,.-—‘Z)O'@)-i- od

g = JET(a@—var)+ ol

gdzie: 0,00 -— naprezenia, &, £, — odksztalcenia, y — cigzar objgtosciowy, g — przyspie-
szenie ziemskie, o — wspdtczynnik rozszerzalnosci cieplnej, ¥ — przemieszczenie radialne,

E — modut Younga, » — 1. Poissona.
Wprowadzajac oznaczenie

S = rho,,

a nastepnie rugujac o, (za pomocs zwiazkdéw fizycznych i geometrycznych) otrzymujemy

ostatecznie z rownan réwnowagi i nierozdzielnosci uklad:
as v

@

du 1—»2 S
= TE v deel

S-}—guh— (ocET-}-%wzr) h,
(2.1)

dogodny dla dalszych rozwigzaf.
Analizowaé¢ bedziemy pelne dyski kotowe z warunkami brzegowymi
.

(2.2) u(oy =0 SR =0,
oraz piercieniowe, z warunkami
(23) S(Ry) =0, S(R,) =0.

Przystepujac do sformutowania problemu optymalizacji, przyjmujemy jako zmienng de-

cyzyjna grubo$é h(r), a dla niej ograniczenia

| H, <K < H,
(2.4) Re '
f 2mrh(rydr = V, = const.
Ry

Rozpatrzymy dwa typy zagadnien optymalnego ksztattowania;
1. na minimum przemieszczenia:

(2.5) J(h) = u(Ry) » min,
g h
II. na minimum normy (w przestrzeni L?) intensywnnéci naprezen:
Rz
(2.6) J(hy = [ ofdr— niin,
R, It

gdzie

rh rh rh

' 2 2
g; = ]/0,2-}-05—-0,09 = [( o) ) +(£) +£(%—~E&T)+

r r

(Eu )2 2E*uaT
+ —_ ————

L
+E2a2T]2
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W dalszym ciagu ograniczenie stalej oqutoéci (2.4), uwzglednimy poprzez wprowadzenie
mnoznika Lagrange’a, rozpatrujac funkcjonaly

R
Jh, ) = u(R)+ A f 2nrhdr  dla pryzpadku T,
R,y

2.7)

Ra

Jh, ) = [ (o?+ 2nrk)dr  dla przypadku 1.

R,
Zbior sterowaﬁ. dopuszczalnych okreslimy wigc ostatecznie jako
(2.8) Usop = {h:H, < h(r) < Hy}.

Wprowadzajgc dla zwartego opisu stanu (deformacji i naprezen) wektor y(S,u) a dla
prawych stron ukladu (3.1) wektor

1-»2 & v
T W—7u+(l+v)aT]

f [—v— S+£-uh— (chT—l-—y— wzr) h;
r r g

sformulujemy nastgpujace dwa problemy optymalizacji; dane jest:
1° réwnanie uktadu (2.1) (w notacji wektorowej)

dy
W_f(rlyah)

2° zbidr sterowan dopuszczalnych (2.8),

3° funkcje celu okreélone funkcjonalami Lagrange’a (2.7).

Zadanie 1:

Wyznaczy¢ takie A(r), aby spelniajac réwnanie 1° z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi (2.2) lub (2.3) i ograniczenie 2° uzyskaé minimum funkcjonalu (2.7),.

Zadanie 2:

Problem jak wyzej lecz dla funkcjonah (2.7),. Do rozwiazania tak okreslonych zadan uzy-
jemy zasady maksimum Pontriagina (5). W tym celu wprowadzié nalezy hamiltonian

. 2
2.9) Hy 4. )=, ) =D v
i=o
w ktérym wektor sprze¢zony ¥ (wo, %, w,) spelnia znane réwnanie
dy oH
2.10 ik R il
(2.10) dr oy

z warunkami wynikajacymi z warunkéw transwersalnosci, a funkcja f, okreslona jest
wyrazeniem podcatkowym w (2.7). Szczegélowe wyznaczenie rozwiazamia optymalnego

z odpowiadajacym mu stanem naprezen i deformacji oméwimy oddzielnie dla kazdego
przypadku,
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3. Problem I — ksztaltowanie na minimum przemieszczenia

Funkcjonal Lagrange’a odpowiadajacy wyjsciowej funkcji celu (2.5) i ograniczeniu
(2.4), ma postaé (2.7). tj.

3.0) I D) = u(R)+ 2 f 2nurhdr — min

heUlop

Hamiltonian (2.9) bedzie wowczas okre§lony wyraZeniem

E
(3-2) H = o 2nrh+, [% S+—uh— (aET—}—%wzr) h] +

11— § v .
+1/)2|: E W——r—u+(l+v)aT]

Stosownie do twierdzenia Pontriagina, dla optymalnego sterowania A*(r) jest

H(y*, y*, h*) = max H(y, ¥, h) skad na podstawie warunku O =0 mamy
h .

dh
(3:3) I*(r) ___. / - (=) pa(n)

l/ E-r [Zﬂrltpo +, (0 (?u— oET— % wzr)]

Przepis ten obowiazuje w przedziale, w ktérym H, < # < H,. Uklad réownan sprzezonych
ma zgodnie z (2.10) postaé: '

dyy, ¥ 1—22 1
o T e
. P = —
_d?Pz - Eh N » . Yo
dr T TV

Rozpatrzmy najpierw przypadek pierécienia, a zatem obowigzywaé bgda warunki brzegowe
(2.3). Wektor Y(y,, w,) jest prostopadly do rozmaitosci

@5 0o = {yo:S(Ry) = 0}, O = {p:S(R;) =0}

Z uwag1 na minimalizacj¢ wielkosci zaleznej od stanu konicowego modyfikacji podlega
koncowy warunek transwersalnosci [5]:

oG oG

G(O,u)ﬁa—s=0, —au—=l’

(aG S TR —0
olZg N1 o M|+ P11 TYP212 = U,
przy warunku
oG
By = 0; Yo g H¥2) 2 =0, 1+y,=0=p(R) =~
A wige wartosei funkeji sprezonych wynosza
3.9 Ya(R) =0, 92(Ry) = —1.
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Aby efektywnie wyznaczyé sterowanie optymalne* h(r) (we wzorze (3.3 nieznane sg)
funkcje v, , ¥, oraz u) nalezy rozwigza¢ uktad rownan (2.1), (3.4) z uwzglednieniem (3.3),
Bedzie zatem

o 1—»?
ji = —v—S+ (£u~aET-——y~w2r) /— ( z )¥: ,
dr r r & ]/ Er [—27trl+1/)1 (—';u—ocET——gy—wzr)]
du = 1-92 § —-1}—+(l+v)ocT,
dr Er (1-v)yp, r
Er [—-27‘61'/14-1/)1 (—E— u—aET—Y wzr)]
) r b4
. ; 1—92 -y
dzz = —wl—f— ( Ev)% *92—,
Er [+2nrl+ P, (—; u-ocET——%wzr)]
dy, Y 1—»2 ! .
G (1=9%)p, ’

Er [—2ml+ N (Eu—aET—-Z—wzr)]
r g
z warunkami:
S(R) =0, SR =0,
P2(R) =0,  4,(Ry) = —1
Do uktadu (3.7) dolaczyé nalezy réwnanie:

(3.8)

Ry '
2
(3.9) f r a E”)”’Z dr =V,
' R, Er [—Zm‘l+1,u1 (I—r-u—ozET—g—wzr)]

okreflajace mnoznik Lagrange’a A. Relacje (3.7) — (3.9) lacznie, pozwalaja (przynajmniej

formalnie) wyznaczyé cztery nieznane funkcje S(r), u(r), w,(r), w.(r) i liczbg /, a stad ste-

rowanie optymalne h(r). Jest widoczne, ze zadanie to mozna rozwiazaé efektywnie jedynie

na drodze numerycznej. Meétoda bezposredniego catkowania ukladu (3.7) wymaga zna-

jomosci wektora poczatkowego [S(R,), #(R,), wi(R)), w,(R,)], za§ warunki (3.8) wska-

zuja, ze tylko dwie sposréd tych wartosci znane sa zawczasu, pozostale dwie musza byé

tak dobrane by spetnié warunki na brzegu r = R,. Mamy tu wigc do czynienia z zadaniem

dwugranicznym typu ,,2+2”. Sytuacj¢ utrudnia fakt doboru mnoznika A. Algorytm roz-

wigzania bedzie zatem nastepujacy:

1° ustalamy najpierw przedzial zmiennosci A. W tym celu przyjmujemy h = H, i pod-
stawiamy do (2.1) otrzymujac uklad

£ =2 S+£H2u-(o¢ET+}L wzr) H,,

dr roor g

du 1-»2 S
& = E el

z warunkami brzegowymi (2.3).
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- Podobnie rozwiazujemy uklad réwnai sprzgzonych (3.4)

dy, y -2 |
- '—'1/}1 v ——?/12 Er Hz »

dr
d’!‘uz _ EH2 p
PR LR

z warunkami
';Ul(o) =0, "/’2(R) = —1,

Ty drogq uzyskane funkcje v,(R), ¥,(R) oraz u(r) podstawiamy do zwiazku (3.9).
Aproksymujac calke suma skonczona dostaniemy

N

2 (1-»?) s
Py|- —

E
n=1 Er,,[—-2nr,,2+1p’} (—;— u,,—aTE—TZ—wzr,,)]

Rozwijajyc lewa strong jako funkcje zmiennej 4 w szereg Macklaurina i ograniczajac
sie do dwéch pierwszych wyrazoéw otrzymamy

(A=v)y3 %Ar+

Pol—
1 Er,yt £u,,—ocTE~lco2r,,
it g

n

N
a3 (A=r9v5 =y
1 2 n (£ Y 2
n= Er,y} r—"u,,——aTE—-?w Iy
pYY- n
(1—v®y42nr, Al = ﬁ,
. E y 275
: Er gy | —uy—oTE—-"—w?r,
ry g
skad ostatecznie
(3.10) A* =
vV N 1 2Y o8 1
_0_2’_” N Gt 0 2 Ar
27 : A E y
Er, i \—uy—aTE — -~ w?r,
— Ty g N
N
P A=)y} -5 (1 —»") 953 27, Ar
— 2 'E .E .
a=1 n n
Er, v} (Zun—aTE—-%wzr") Er, v} (;:u,,—ocTE—%wzr,,)

W analogiczny sposéb dostaniemy wartosci A** odpowiadajacg ograniczeniu b = H;.
2° Majac przedzial znamiennosci A € [A*, A*¥] calkujemy numerycznie uktad (3.7) z wa-
runkami (3.8) otrzymujac nowe wartosci Sy, u,, ¥}, ¥5.
3° Wyznaczamy z (3.10) nowg warto$é 1 i podstawiamy ja ponownie do ukladu (3.7)
powtarzajac wielokrotnie t¢ procedure.
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4° Optymalny ksztalt przekroju tarczy opisany jest w ogélnosci funkcja
H2 re [R.l > rl]a

(1 .~‘V2E)?Pz(") — . e [r1 N I’z],
Er I:__?jn.l_‘_wl(r) ()_'u—— OCET'—%(UZI‘)]

(3.11) h*() =

H, re [r;, Ral.

Istnienie i wartoéci odcietych r, oraz r, daja sie stwierdzi¢ w drodze realizacji oméwio-
nego algorytmu i zaleza od parametréw zadania. Na kazdym kroku r, sprawdzamy
warto$é h, i stwierdzamy zgodnie z (3.11), ktoéry przepis obowiazuje.

5° Proces iteracji dla ustalenia A kofczymy, gdy roznice pomigdzy kolejnymi rozwigza-
niami dla catego ukladu na danym kroku (sa mniejsze od przyjetej wartosci bledu
(np. 1073)).

Schemat blokowy calego algorytmu optymalizacji podano na rys. 1.

SCHEMAT BLOKOWY
K

| h=H, ] L h=Hz |
:

et

e —|

NC uktad réwnah NC uktad réwnan
Pl yl T spuys ¥ 2
4
Az |3.0| l A5z (3.40)
] (]

Y
| Ay =05( 2+ 2 |

L

; NCuktad réwnan z pro-

{ cedurg WSTRZELIWANIA

—»SZ,U5 ) \P? ] lP%,h

H \ -ze wzoru {3.3)dla
problemu I

~ze wzordw Cardana

dla problemull

Ay

A3

A,'ze wzoru {3.10)

TAK
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W pracy wykonano przyklad liczbowy przyjmujac dane:

R, = 0,03 m, w = 233,33 %
R, = 0,19 m, T = 500°C,
1
= =1,2-105 ——-
H, = 0,01 m, *=12-10° 5,
H, = 0,03 m, y =03,
Vo = 4-10-3 m?,
15:2,1-10712 J—=7,84—1:3—
m g m

Wyniki uzyskane metoda Runge-Kutty z algorytmem rozwigzywania zadania dwugra-
nicznego (procedura ,,wstrzeliwania’) wedlug programu na EMC opracowanego przez
OETO Politechniki Krakowskiej ilustruje rys. 2.

Réwnoczesnie, wykonano obliczenia dla dysku pemego (R, = 0), Jedynej zmianie
ulegaja wowczas warunki brzegowe, ktore sa w postaci (2.2) reszta, a wigc ukiad (3.7)
(3.9) i przepis (3.11), pozostaje bez zmian. Rezultaty dla danych jak w poprzednim przyk-
ladzie — zestawiono na rys. 3.

4. Problem II — Ksztaltowanie na minimum normy Intensywno$ci naprezen

Funkcja celu okreélona teraz zwiazkiem (2.6) przy ograniczeniu (2.4), daje funkcjonat
Lagrange’a '

Ra

@)  Ji, A = f { th (1497 + ZviE_(__ T) (b;u) 2E2:,aT+

R,

+(EaT)?+ Zanh} dr —» min .
heUgop

Skonstruowany dla tego przypadku hamiltonian

42 H= %[ 2(12;2”2) + 2”;/5; £ (T‘ T) (L;”) _2E%el zf“T + (BT + ,umh] +
(ocET+%w2r) h]-l;ipz [—l—g;i%—%zﬁ(l%-v)aT]

prowadzi do réwnania, okreéléjqcego sterowania optymalne

4.3) A3 [1/}1 (2~aTE—~§—w r) 2nrl:|+h [@(%—E T)

2 2
_‘lpz(l v2) S +2(1+'V)sz =0, H, <h<H,.
Er r? _

Euh

A e
r
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Uklad réwnan sprzezonych przybiera forme

dyp,  2(1+9)S (Eu ) » =2 1
i« DY N BT |y, ———p, —
dr eiE T\ r * L I
(4.4)
dyp, . 2wES  2E’u 2E*al _Ei_]_ v
ar = 7k ) v Y7 T¥2 e
W konsekwencji ortogonalnosci wektora ¥ do rozmaitosci (3.5) otrzymujemy wartodci
4.5) Po(R) =0;  (R,) =0
dla dysku pierscieniowego oraz
(4.6) E p1(0) =0  o(R) =0

dla tarczy pehnej.
Kompletna analiza zadania wymaga zatem rozwigzania ukladu:

4.7 % - %S+ Buh _ (ocET—I-%;—er) h,
A
b
B, -
__.rp.,\
/0.9 B N A
/4 \
17T
7/4 W\
W \\\\i\'g‘
\\__, = 6,0 < -
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2
dp,  21+»)S 2ﬁ[ﬂ—EaT]

7z warunkami

(4.8)

Eh

p
"l)lr sz/’

1—22 1
/

v

Y1 T'i‘"/)z e

dla pierécienia,

dla kota.

ar = rih? rh| or

diy, 2»SE 2uE?* 2FE*aT

dr T + rr
Ra
27 , rhdr =V,
Ry

S(Ry) =0, S(R;) =0,
Pa(R) =0, (R =0,
u(0) = 0, S(R) =0,
pi(0) =0, 9, (R) =0,

h.h”

0,00

58

\

0,302

Viniits //

\

7

/
\

Wz
AN,

Rys. 5

0,302
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Uktad (4.7) uzupetniony jest zwiazkiem (4.3), ktéry w odréznieniu od poprzednio omawia-
nego przypadku I — nie daje jawnej postaci optymalnego rozwigzania A(r). Caly problem
(4.3), (4.7) (4.8) wymaga wiec numerycznej analizy w wyniku ktérej otrzymujemy poszuki-
wane wielkosci u(r), S(r), A(r), v;(r), w.(r), A. Procedura wyznaczenia tych wielkosci jest
identyczna z oméwiong poprzednio, z tym ze nalezalo je nzupemi¢ o algorytm rozwigzania
réwnania (4.3). Do tego celu uzyto wzoréw Cardana. Wyniki liczbowe dla danych Jak
w przykiadzie I ilustrujg rys. 4 1 5.

5. Zakofhczenie

Przeprowadzona w pracy analiza dowodzi skutecznosci metody. Sformulowane zadania
optymalizacyjne rozwigzano efektywnie, pokazujac aktywnosé ograniczen. Zastosowana
procedura numerycznego calkowania-ziozonych ukladdéw réwnan nieliniowych z warun-
kami typu ,,2+2” okazala si¢ w pelni zadowalajaca dla liczby 100 krokéw. Obliczenia
przeprowadzono na maszynie cyfrowej CYBER 72. Czas obliczen pelnego kompletu
funkcji wynosi $§rednio okolo 20 s. Warto przy okazji zwrdcié¢ uwage na fakt, Zze postawione
i rozwigzane w pracy zagadnienia optymalizacji odpowiadaja w sformulowaniu dvalnym
poszukiwaniu minimum objgtosci przy zadanym przemieszczeniu zewngtrzoego brzegu
(zadanie I) lub zadanej wartoéci normy intensywnosci naprezen (zadanie II).

Praca stanowi fragment szerszego studium nad efektywnoscig zastosowan zasady mak-
simum Pontriagina do optymalizacji elementéw konstrukeji.

Literatura cytowana w tekScle

1. M. Atnans, FaLs, ,,Sterowanie optymalne WNT Warszawa, 1966

2. J. CHERN, W. PRAGER, ,,Optimal Design of Rotating Disk for Given Radial Dlsplacement of Edge” JOTA,
6, 2, 1970.

3. A. Gaxwskl, ,,Optymalne ksztaltowanie wytrzymalo$ciowe. w przypadku materialéw o nieliniowosci fi-

zycznej” ZN Pol, Krak., Nt 5, 1975.

M. HUBER, ,,Steromechanika Techniczna” PWN, Warszawa 1958.

G. LettMANN, ,,Wprowadzenie do teoril sterowania optymalnego” WNT, Warszawa 1971,

. J. LipkaA, ,,Wytrzymalo§é maszyn wirnikowych” WNT, Warszawa 1967,

. S. PONOMERIEW, , Wspdlczesne metody obliczer wytrzymalosciowych w budowie maszyn” PWN, War-

szawa 1957,

. J. RasotNow, ,,Pofzuczest elementow konstrukc;t Nauka, Moskwa 1966.

. M. RANTA, ,,On the optimum shape of a rotating disk of any isotropic material”, Inf. 7. Solids Struct. 5, 1969

Non B,

\OOO

Pesome

TIPUMEHEHUWE ITPUHUUIIA MAKCUMYMA IIOHTPATHHA
K OIITUMANM3ATIINA BPAITAIOIMMXCS JXCKOB

B rrybnuxanuyt saHumaeMcs pelnenuem 3aJaud ONTHMATNSAIMY I JUCKA IIEPEMEHHON TONIIMHE.
DOYHKNNA DaCcCNpeReNeHHs TONIHHLI AUCKa (KOHGMHIypanMa) H3MeHACTCH B Npejenax orpaHudeHmit.
B neprom ciryyae pacemoTpena 3afaua HaXoyKIeHWs KOH(Hrypauy coobIaromeii OrTAMabHoe 3HaueHre
IIepeMEIeHHIO BHEIIHEr0 XOXTYpa AucKa. Bo BTOpoM ciiyuae PYHKIMOHAN KAaUecTBa ABJAETCSA HOPMON
B IpocTpaHcTee L MHTEHCHBHOCTH HanpsoikeHuH. LA peuienusa safauy ONTAMANWSALMH HCIONB30BaH
IOprHIMN Makcumyma Ilonrpsaruna.
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Summary

OPTIMAL DESIGN OF ROTATING DISCS BY USING PONTRIAGIN’S PRINCIPLE

In the paper two problems of the optimal design of rotating discs have been considered. For each of”
these tasks the thickness of the discs was bounded. In the first case the displacement of the extremal edge
was taken as the objective function. In the second case the norm in the L, sensc of the stress intensity. The
circular discs as well as the ring discs were considered. The solution by using Pontriagin’s principle was.
obtained. This approach leads to the two-point boundary problems which was solved by numerical methods.
Some ilustrative examples are given. '

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 Iutego 1978 r.
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1. Wstep

Jednym z podstawowych zadan zwiazanych z analiza wlasnosci dynamicznych waléw
i wirnikow jest okreslenie czestosci drgan wlasnych uktadu i odpowiadajacych im postaci.
Jakkolwiek zagadnienie to bylo poruszone w licznych pracach dotyczacych dynamiki
wirnikéw [1, 4] niemniej problem pozostaje nadal aktualny i jest daleki od ostatecznego
rozwigzania. Powstajg coraz to nowsze i doskonalsze metody obliczeniowe, w szczegdlnosci
metody komputerowe, pozwalajace na budowe bardziej ztozonych modeli obliczeniowych,
lepiej odwzorowujacych uklady rzeczwiste anizeli metody dawniej stosowane. Sposréd
metod komputerowych do analizy dynamicznej waléw i wirnikéw najszerzej sg stosowane
metody elementéw skonczonych i metody bazujace na idei macierzy przeniesienia. Niniejsza
praca stanowi kolejng prébe rozwigzania zagadnienia drgan wlasnych watéw napgdowych,
w szczegoOlnoéci waléw okretowych oraz wirnikéw réinego rodzaju maszyn wirnikowych
w oparciu o metode sztywnych elementéw skofczonych [2]. Wybér metody zostal po-
dyktowany jej szczegdlna przydatnoécia do obliczenn dynamicznych ukladéw pretowych,
do ktérych miedzy innymi naleza waly i wirniki. '

Model obliczeniowy przyjety w tej metodzie pozwala na uwzglgdnienie szeregu czyn-
nikéw determinujacych drgania obrotowe wirnikdéw [6], ktérych nie uwzgledniaja metody
prezentowane dotychczas w dostgpnej autorom literaturze. Dotyczy to przede wszystkim
réwnoczesnego uwzglednienia efektéw giroskopowych i sit osiowych oraz przebadania ich
wplywu na czgsto$ci wlasne. WazZna zaletg zastosowanej metody sztywnych elementéw
skoficzonych jest mozliwo$é pelnej, Iacznie z przygotowaniem danych, automatyzacji
obliczed co wskazuje na jej zdecydowanie aplikacyjny charakter.

2. Modelowanie ukladu fizycznego

Przedmiotem analizy sa waty i wirniki wykonujace drgania obrotowe, dowolnie utozysko-
wane i obcigZone sitami osiowymi (rys. 1a). Wspomniana analiza dotyczy takich clementéw
konstrukcyjnych jak wirniki turbin, sprezarek pomp, linii waléw okrgtowych i innych.
Zaklada sig, ze wal obraca sig ze stalg predkoscig katowa wokét wlasnej osi, a ponadto
wykonuje ruch precesyjny wokot osi tozysk. Na wale w dowolnym miejscu moga byé osa-
dzone sztywne tarcze odpowiadajace w uktadach rzeczywistych np. okrgtowej Srubie na-
pedowej lub tez tarczom wirnikowym turbiny. Utworzenie modelu obliczeniowego przy-

4 Mecch. Teoret. i Stos, 1/79
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jetego ukladu fizycznego w oparciu o metodg sztywnych elementdw skonczonych przebiega
w dwéch etapach. W pferwszym etapie dzielimy watl w sposéb pomyélany na #— 1 odcinkéw
o dhugosci Al (rys. 1b). Wlasnoéei sprezyste kazdego odcinka skupiamy w érodku jego
dhugosei w elementach sprezystych (ES). Elementy sprezyste sg niewazkie, bezwymiarowe
i maja charakterystyki liniowe. Pomigdzy elementami sprezystymi znajdujq si¢ odcinki
walu traktowane jako sztywne (zwane sztywnymi elementami skoficzonymi — SES).

al

T
LU ( l r
|

Rys. 1. Podzial wirnika na sztywne elementy skoriczone i elementy sprezyste a) model fizyczny ukladu,
b) podzial pierwotny, ¢) model dyskretny

W ten spos6b w drugim etapie podziatu otrzymuje si¢ # sztywnych elementéw skoficzo-
nych o dhugosci 4/ polaczonych ze sobg elementami sprezystymi (rys. Ic). Wiasnosci
sprezyste podpér w modelu obliczeniowym sa reprezentowane przez elementy sprezyste
taczace odpowiednie sztywne elementy skonczone z ostoja.

Do opisania ruchu przedstawionego modelu obliczeniowego wprowadza si¢ zwigzane
z kazdym sztywnym elementem skorficzonym i z kazdym elementem sprezystym nieru-
chome uklady odniesienia. Sg to uklady ortokartezjafiskie pokrywajace sig w stanie réwno-
wagi modelu w przypadku SES zich gtéwnymi centralnymi osiami bezwtadnosci, natomiast
w przypadku elementéw sprezystych z ich gléwnymi osiami deformacji. Gloéwne osie
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deformacji ES charakteryzuja si¢ tym, Ze sily i pary sit dzialajace na ES powoduja ich
odksztalcenia translacyjne i rotacyjne zgodnie z kierunkami dzialania tych sit i par sil.
Z uwagi na charakter rozpatrywanych drgan przemieszczenia r-tego sztywnego elementu
skoniczonego opisujg cztery niezalezne wspdlrzedne: dwa przemieszczenia translacyjne gy,
ig., oraz dwa rotacyjne g, i gr, (rys. 2). Wobec tego posiada on cztery stopnie swobody
a wspolrzedne uogdlnione opisujace jego potozenie w ukladzie lokalnym tworza blok
o postaci

@0 g = col(g), o=1,2,34.

-

Xr1

9rs
o

== jl ey

Rys. 2. Wspolrzedne uogdlnione SES

Kazdy SES okre$lony jest blokiem wspétezynnikéw bezwladnosci. Ze wzgledu na to,
e osie X, , Xy , %, 53 gléwnymi centralnymi osiami bezwladnosci blok ten jest macierza
diagonalna o postaci
2.2) m, = diag[m,], o=1,234,
gdzie m, im, oznaczaja mas¢ r-tego sztywnego elementu skorficzonego, m,, i m,, — ma-
sowe momenty bezwladnosci wzglegdem osi x, 1 x, (rys. 2). A
Kazdy EST okreslony jest blokiem wspdlczynnikéw sztywnosci. PoniewaZ zalozono,
Ze osi€e yx,, Vi, sa gléwnymi osiami deformacji EST bloki te sa macierzami diagonalnymi
i posiadaja postaé: '
2.3) C, = diag[C,], a=1,2,3,4.
Pierwsze dwa wyrazy diagonalne tego bloku sa wspolczynnikami sztywno$ci na $cinanie,

pozostale dwa wspélczynnikami sztywnosci na zginanie. Sposéb wyznaczenia tych wspot-
czynnikéw podano w pracach [2, 5, 6).

3. Model matematyczny

Roéwnania ruchu wyprowadza sie w oparciu o réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju
d{aoT oT
I v — = =12 ..,n,
dt ( aqa ) aqa Qa, ’ : ' 4

gdzie T oznacza energie kinetyczna ukladu, g, — wsp6hrzedne uogélnione, Q,— sily
uogolnione, ¢ — czas, n— jest liczba stopni swobody ukiadu.

3.1

3

4
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Poniewaz kazdy sztywny element skoficzony ma cztery stopnie swobody, ruch r-tego SES
opisuja cztery réwnania (3.1) a dla calego uktadu nalezy utozy¢ 4 u tych réwnan. Energie
kinetyczna ukladu okreéla zwiazek

1 2 .
r=1

Réwnanie (3.2) w zapisie macierzowym przyjmuje postac
1
(3.3) T=5q" Mg,

gdzie M jest macierza wspélczynnikéw bezwladnosci skladajaca si¢ z blokéw m, (2.2)
3.4 M = diag{m,, my, ..., m,, ... m,_, m,},
a q jest wektorem predkosci uogdinionych ukiadu
(35) é=001{é1> éZa"-’éu—lyéu}-
Zaktada sig, Ze na ukltad oprécz sit potencjalnych dzialaja jeszcze sily niepotencjalne. Sile
uogélniona Q, zapisujemy w postaci sumy trzech skladnikow
oV
0q,
gdzie V oznacza energi¢ potencjaing ukladu, I'; — sily giroskopowe, QF inne sily nie-
potencjalne (poza giroskopowymi).
Przyjmuje sig, Ze energia potencjalna jest funkcja jedynie wspdirzednych uogdlnionych
(nie zalezy jawnie od czasu)

V = V(ql: g5 s qrs ... qu—la Qu)-
Eneggia potencjalna ukladu jest jednorodna forma kwadratowa

(3.6) Q= — +I,+0F, o=12,..,n,

an . V=ga"Keg,

gdzie K jest macierza sztywnosci [2], ¢ wektorem wspéirzednych uogdlnionych uktadu.
W rozwazanym modelu matematycznym energia potencjalna reprezentuje energi¢ elemen-
tow sprezystych.

Sity giroskopowe wyznaczymy wychodzac z zasady zachowania kretu. Ruch dowolnego
elementu walu wykonujacego drgania obrotowe, mozna z punktu widzenia dynamiki
bryly, traktowa¢ jako ruch ciala sztywnego wzgledem punktu nieruchomego. Dla przyk-
tadu rozpatrzymy ruch sztywnego elementu skoniczonego w ksztalcie tarczy, reprezentu-
Jacego np. okretows Srube napedowa lub tarcze topatkowa wirnika turbiny. Punkt prze-
cigeia sig stycznej do odksztalconej osi watu w miejscu zamocowania tarczy, z osig lozysk
Jest w ukfadzie r-tego SES punktem nieruchomym O, (rys. 3) wzgledem ktérego odbywa
si¢ ruch tarczy. Polozenie tarczy w ukfadzie x, , x,,, Xr,» jest okreslone przez katy Eulera,
a mianowicie: p — kat precesji, & — kat nutacji i ¢ — kat obrotu wlasnego. Zadanie spro-
wadza si¢ do wyznaczenia momentéw giroskopowych dzialajacych w kierunku zgodnym
z przyjetymi wspétrzgdnymi rotacyjnymi g,, { ¢,,, okre§lonymi w tym przypadku przez
katy o i B. ‘
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W tym celu wprowadzamy zwigzany z tarcza ruchomy ukiad odniesienia &,, ¢,, 5,. Po-
niewaz interesuja nas jedynie przemieszczenia rotacyjne, zatem mozemy przyjaé, ze obydwa
uklady odniesienia, ruchomy i nieruchomy, maja wspdlny poczatek w §rodku tarczy 0.
Wychodzac z prawa zachowania kretu, wyznaczamy momenty dzialajgce na tarcze ze
Znanego wzoru E

dH

(3.8) ' M= —-toxH,

gdzie H jest kretem tarczy a o jej predkoscia katowa.

Rys. 3. Wirujacy element watu w ruchomym &, %,, £, { nieruchomym x,;, X2, %rs ukladzie odniesienia

Rzutujac moment kretu na osie ukiadu ruchomego, otrzymujemy nastgpujace zaleznoéci:

dH,
M{r d Er +w'1rHCr wCanr
dH,
(39) M]r = dt d +w;,H¢,—we,Hc,
. dH,
MCr - dCr +w~fr Hfr
Wystepujace we wzorze (3.9) skltadowe wektora kretu wyznacza si¢ przy pomocy wzoréw
H = IOr wer
(310) Hur - Ix,. w’lr

}ICr = Ixr T W,

gdzie I,, jest masowym momentem bezwladnoéci wzgledem osi przechodzacej przez érodek
tarczy a I, masowym momentem bezwladnosci wegledem $rednicy tarczy. Skladowe per-
kosci katowej wzgledem osi &,, 7,, £, sa réwne

wg, = pcost+¢
(3.11) Wy, = —psind
Wy, = 19..

r
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Po uwzglednieniu réwnan (3.10) i (3.11) zaleznosé (3.9) przyjmuje postaé

d . .
Mg' = IOFE(wCOSﬁ-Fq))

M, = — Ix’% (psin®) + Ip, #(p cosd + @) — Ip, Hpcosd
My, = Io, B+ psind o, o+ (fo,— I )pcosB.

Predkoéé katowa w,, odpowiada predkosci katowej 2 obrotéw wlasnych walu i jest z zato-
Zenia stata

(3.13) wy, = 2 = pcos?+¢ = const.
Podstawiajac zalezno$¢ (3.13) do (3.12) otrzymujemy wyraZenia
My =0

(3.14) M,, = —IL,(psind+2¢pdcosd)+ 1, Q2
: My, = LS+ ysingllo, Q—Io,cosd].

Transformacja opisanych wzorem (3.14) momentéw do ukladu nieruchomego odbywa sig
przy wykorzystaniu nastgpujacych relacji [3]

M,

T

. = M, cosPcosy— My,siny
(3.15) M,,, = M, cosdsiny+ M,cosy,

gdzie przez M, i My, oznaczono momenty dziatajace odpowiednio wokét osi x,; i X3
(rys. 3). ' o

" Pomigdzy katami o i B okrelajacymi chwilowe poloZenie tarczy w uktadzie nieru-
chomym x,, i x,,, x,3 a katami v i ¥ opisujacymi chwilowe polozenie tarczy w ukladzie
ruchomym &,, 7,, {, zachodza relacje [3]

tga = tgdcosy

(3.16) tgh = tgd - siny

Poniewaz rozpatrujemy male drgania walu, przeto jedynie katy v i ¢ moga przyjmowaé .
dowolne wartoici, pozostale tj. 3, « i § 53 z zaloZenia mate. Pozwala to na zlinearyzowanie
zwiazkow (3.16), ktére przyjmuja postaé:

o =7 cosy

@17 =9 siny.

Uwzgledniajac powyZsze zaleznosci przy podstaWieniu wzoru (3.14) do (3.15) otrzymujemy

318)  Mra = Ll =0 2pP)c0sy— (F—*sinyl+ 1, 2[Dcosy—dsiny]

M, , = I, [~ ({9 +29®)sinyp+ (F —p29)cosy] + I, [ Dsiny +Pd cosy].

Rézniczkujac zaleznoéci (3.17) i podstawiajac do réwnahi (3.18) otrzymujemy ostateczne
wzory na skladowe momentéw dzialajacych na tarcze
M., = rxﬁ_lor'Q‘i

x

(3.19) '~ Lor £20
M"xa = Irx&'}'-[orgﬁ-
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We wzorze (3.19) wyrazenia — I, 24 i I,,,..fo oznaczaja momenty giroskopowe dziatajace
w kierunku rotacyjnych wspotrzednych uogélnionych ¢, i ¢, r-tego SES. Wobec powyz-
szego blok uogélnionych sil giroskopowych dziatajacych na r-ty SES mozna przedstawié
w postaci

(3.20) - ¥ =col{0,0-1,2q.,, I, 2q:}.
Roéwnanie (3.20) mozemy przedstawié w postaci iloczynu
(3.21) I* = —G, i,
gdzie:
. 00 O 0
S A
00 -I,2 O

jest blokiem oddzialywan giroskopowych odpowiadajacym r-temu SES. Nastgpnie two-
rzymy macierz kolumnowa o wymiarach dux1

(3.23) I, = col{0,...,0,T*,0,...,0}.

. Wektor uogélnionych sit zyroskopowych catego ukladu otrZ);mamy po zsumowaniu wek-
toréw I', dla wszystkich' SES

(3.24) r=>r=-agy,
r=1
gdzie:
(3.25) G =diag{G,}, r=12 ..u,

jest macierza giroskopowa calego ukltadu.
Wektor niepotencjalnych sit uogdlnionych okresla zwiazek [5]
oL

- (3.26) oF = , o=1,..,n,
04,

gdzie L oznacza sume prac wszystkich osiowych sit przekrojowych. Oznaczajac przez
v = v(x) oraz w = w(x) ugigcia preta w jego gtéwnych plaszczyznach zginania a przez
N(x) osiowg sil¢ przekrojowa, prace tej sily okresla znana formula energetyczna

1 v\ aw \?

gdzie
ov ow

P qr,s Pk qr,-

W modelu dyskretnym, prace sit osiowych okrefla si¢ sumujac prace wykonane na prze-
mieszczeniach wszystkich sztywnych elementéw skornczonych.
Zaklada si¢ ze wielkosci tych sit nie zmieniaja si¢ na diugosci poszczegdlnych SES.
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Oznaczajac przez N, silg obciaZajaca r-ty sztywny element skoriczony, prace tej sity okresla
zwiazek (przy zalozeniu niewielkich katéw obrotu)
) 1

(3.28) , L=

N, 1(g? +4q}).

Zwiazek (3.28) zapisujemy w postaci macierzowej. Tworzymy macierz K o wymiarach
4u x4u, w ktérej r-ty blok na gléwnej przekatnej przyjmuje postaé

010 0 0

00 0 0
(3.29) —

0!0| N/ 0

010 0 | N, I
Wéwczas

1 r

(3.30) _ r =59 Ks4,

gdzie q jest wektorem wspélrzqdnych uogélnionych.

Sumowanie wszystkich prac prowadzi do utworzenia macierzy sztywnoéci geometrycznej
ukladu o strukturze jak (3.29)

. _ H _ 1 T
(3.31) | L= %‘L, = 59"Kq4,
gdzie:
(3.32) Kg = D, K.

. r=1

Wprowadzajac (3.31) do réwnania (3.26) otrzymujemy
(3.33) 0% = Kg 4.
Wprowadzajac zwiazki (3.7), (3.24) i (3.33). do (3.6) otrzymujemy
(3.34) = —Kq—G4+XKgq.

Podstawiajac (3.3) i (3.34) do réwnania (3.1) otrzymujemy réwnania ruchu uktadu w pos-
taci

(335) Mij+ G+ (K~Kg)q = 0.

4. Drgania swobodne

Po wprowadzeniu podstawienia

SRRt
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réwnanie (3.35) przyjmie postaé -

4.2) - Aj+By =20
gdzie:
0 —-M M: 0
A = ............ , B —_
M : G [ 0 K ]

W rownaniu (4.2) macierz A jest sko$nie symetryczna a B jest symetryczna 1 dodatnio-
okreslona. Podstawiajac do réwnania (4.2) rozwiazanie w postaci y = ye” otrzymujemy
uklad 2n réownan (n-liczba stopni swobody ukladu)

(4.3) (B+pA)y =0

Do rozwiazania réwnania (4.3), czyli do wyznaczenia warto$ci wlasnych i wektorow wlas-
nych wykorzystano metode fadcuchéw Sturma w polaczeniu z technikg odwrotnej iteracji
[7]. W tym celu rownanie (4.3) przeksztalca sie do postaci

4.4) (B—1A%)7 = 0

gdzie A¥ = /A jest macierza sko$nie hermitowska, A = ip jest liczbg rzeczywista a ,,i””
jednostka urojona. Zastosowana metoda polega na wykorzystaniu w pierwszym etapie
. whasnosci fadcuchéw Sturma do ustalenia liczby pierwiastkdw znajdujacych sie w dowolnym
zadanym przedziale (a, b), a nastgpnie droga kolejnego dzielenia przedziatu (a, b) na usta~
leniu przedzialdw zawierajacych tylko po jednym pierwiastku. Wyizolowane w ten sposéb.
pierwiastki sg nastgpnie obliczane z zadana dokladnos$cia. Do tego celu, jak wspomniano,,
wykorzystuje si¢ technike odwrotnej iteracji. W procesie odwrotnej iteracji réwnocze$nie
b4 wértoéciami'wiasnymi obliczane s3 odpowiadajace im wektory wlasne. Rozwigzanie
réwnania (4.4) uzyskuje si¢ w postaci par pierwiastkéw rzeczywistych A,, —4,, 45, — 4,
...y Ay, — A a odpowiadajace im wektory sa zespolone i parami sprz¢zone. Wartosci wlasne
rownania (4.3) sa réwne A/i z czego wynika, ze s3 one urojone. Wektory wlasne nie ulegaja
zmianie. Zastosowanie takiej metody rozwigzania zagadnienia wlasnego (4.3) zapewnia:
— ekonomiczne wykoraystanie pamigci operacyjnej komputera dzigki zachowaniu pasmo-
wego charakteru macierzy,
— stabilno$¢ numeryczna, pozwalajaca na wyznaczanie wartosci wlasnych z dowolna dok-
tadnoécia,
— mozliwo§¢ obliczania zadanej liczby najniZszych wartoéci wlasnych w okre$lonym prze-
dziale. .
Wyznaczone w procesie odwrotnej iteracji wektory wlasne sa nastgpnie normowane tak,
aby pierwsza rézna od zera skltadowa byla réwna jedno$ci. Z otrzymanych w ten sposéb
wektor6w modalnych

C ¥ = col(l, 9, 9, ., ™), (=1,2,...,2n)
mozna zbudowaé macierz modalng o postaci
1 1 .1

,y(zl) y(22)_.“ ,ngn)
4.6) H=| - - covvana.

-------------
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Ostatecznie, rozwigzanie réwnania (4.2) mozna zapisaé w postaci

4.7 q = He"B

gdzie: ' ‘

(4.8) e” = diag(eP, e+, ..., ePa'),
-oraz .

(4.9) ‘ B = col(By, Bzr -v» Ban)s

jest ‘wektorem o sktadowych, ktére wyznacza si¢ z przyjetych dla rozwigzywanego przy- ‘
padku warunkéw poczatkowych.

5. Program obliczen

Program obliczen drgafi obrotowych watéw i wirnikéw napisano w jezyku FORT-
RAN IV i uruchomiono na komputerze ICL-70. Program realizuje trzy zasadnicze etapy
‘obliczen » :

1) generowanie parametréw modelu obliczeniowego na podstawie danych o geometrii
uktadu i stalych materialowych,

2) budowa macierzy charakterystycznych uktadu,

3) obliczenie drgafi swobodnych. '

Szczegblng uwage zwrcono na proces przygotowania danych i kontrole ich poprawnosci.

Automatyzacja tej fazy obliczer zwieksza efektywnosé korzystania z programu, przyczynia-

‘jac sie do wzrostu jego praktycznego znaczenia. Przyktadowo, liczba danych opisujacych

lini¢ watéw na statku o przecigtnej dtugosci z 450 w przypadku przygotowania ,,recznego”,

zmniejsza si¢ do okolo 80 przy przygotowaniu automatycznym.

Program korzysta z pomocniczej pamigci zewnetrznej w postaci dysku magnetycznego,

co umozliwia wykonywanie szeregu operacji na fragmentach macierzy, sukcesywnie $cig-

ganych z dysku. Program zajmuje 150 kB pamieci operacyjnej i pozwala na obliczanie

ukladéw, ktorych macierze charakterystyczne zawieraja do 12000 elementéw.

6. Przyklad obliczen

Wykonano obliczenia drgar obrotowych wrinika przedstawionego na rys. 4a. Geometrig
‘wirnika opisano w tablicy 1. Wirnik jest wykonany ze stali o nastepujgcych statych materia-
Towych ' A
— modut Younga E = 2.1-10% [kG/cm?]

— modut Kirchoffa G = 0.83:10° [kG/cm?]

— cigzar whasciwy = 0.78- 1072 [kG/cm?] ,

Wirnik podzielono na 10 sztywnych elementéw skoficzonych i 11 elementéw sprezystych -
(facznie z ES reprezentujacymi sztywnoéci podpér). Wartosci liczbowe parametréw
modelu obliczeniowego zamieszczono w tablicach 2 i 3. W tablicy 3 przez r i p oznaczono
numery SES pomiedzy kt6rymi znajduje sig k-ty ES, przez ¢, i ¢y, 0znaczono wspélezynniki
sztywnosci watu na §cinanie, przez ¢; i ¢, wsp6lczynniki sztywnoéci walu na zginanie
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Rys 4, Wirnik podparty na dwéch podporach: a) schemat uktadu, b) postaé drgah 1 stopnia, ¢) postaé
drgan 2 stopma
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Rys. 5. Zaleino§é czestosci drgan wlasnych wirnika o od wartosci sity osiowej P i liczby obrotéw n

[59]



Tablica 1

I\.‘T : Srednica - [mm} Diugosc
odcinka . —| [mm]
walu zewnetrzna | wewngtrzna
1 51 0 630
2 102 0 290
3 203 0 330
4 66 0 1250
5 72 0 1298
6 66 0 1250
7 185 0 112
8 102 0 232
9 102 65 170
Tablica 2
, Nr Masa | Masowy monientlbezwladnoéci
SES | kg [kgm?]
-1 0.4994 0.04077
2 2.3547 0.57084
3 | 9.3476 '1.69215
4 1.6615 0.51987
5 1.7737 0.57084
6 1.9775 0.62181
7 1.8960 0.58103
8 1.6615 0.51987
9 3.5168 1.15188
10 1.7227 0.16309 -
Tabllca 3
X107 | g, x 10710 | gy x 10710 | ux 10710 | S, Sk
rtp :
[N/m] [Nm/rad] fem] [em]
1] 2 0.0274 0.1130 15.1 -39.8
213 0.1442 1.5646 20.8 —19.8
3|4 0.0488 0.3383 40.7 —30.3
4|5 0.0459 0.3168 30.3 —-31.5.
5|6 0.0534 0.4259 29.0 —30.3
6| 7 0.0547 0.4488 30.3 —29.4
7| 8 0.0481 0.3444 31.2 —30.3
8|9 0.0459 0.3168 30.3 —43.7
9 110 0.0718 0.7321 16.9 —11.8
41 4 0.0429 0.0627 0.8589 0.9547 33 —
8| 8 0.0407 0.0472 0.5156 0.6130 159 —

[60]
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a przez S 1 5,x 0znaczono wspotrzedne zamocowania k-tego ES w lokalnym ukfadzie od-
niesienia odpowiednio r-tego i p-tego SES. W dwoéch ostatnich wierszach tablicy 3 podano
wspdlezyniki sztywnosci podpér oraz numery SES (r = p) do ktérych sa one dolaczone.

W rezultacie przeprowadzonych obliczen przebadano wplyw sit ostowych i efektéw
zyroskopowych, dzialajacych lacznie, na czgstosci drgan obrotowych wirnika. Wyniki
obliczen przedstawiono w formie graficznej na rys. 5. Dodatkowo w tablicy 4 zestawiono
czestosci drgan whasnych wirnika obliczone dla wybranych predkosci obrotowych wirnika
i réznych wartoéci sit osiowych. Nalezy zaznaczy¢, Ze obliczenia wykonano przy zalozeniu
wystepowania jedynie precesji wspdibieznej. Dwie pierwsze postacie drgan wirnika (dla
n = 0) pokazano na rys. 4.

Tablica 4

i ] Postaé 0 500 1500 | 5000 | 10000
P x 10-4[N] dreart
<~

I 65236 | 681.52 | 69634 | 707.82 | 730.86
0 Ir 839.27 | 878.95 | 89838 | 91316 | 94272
I 634.42 | 66235 | 67724 | 688.42 | 71076
! I | 81849 | 85692 | 876.14 | 890.55 | 919.38
I 589.48 | 615.36 | 62920 | 639.58 | 660.34
’ I | 77521 | 81172 | 82082 | 843.46 & 87077
- I | 538.64 | 56235 | 57499 | 58448 | 603.45
’ Ir 729.05 | 763.29 | 780.40 | 793.24 | §8.9]
o ) I 378.80 | 395.48 | 40437 | 411.05 | 424.38
10 a1 | s83.65 | 61105 | 62475 | 635.03 | 655.58
I 27408 | 28614 | 29258 | 297.40 | 307.05
= Ir 50575 | 529.50 | S41.37 | 55027 | 568.09
o I 206.86 | 209.08 | 220.82 | 22446 | 23175
P I 461.61 | 467.02 | 49402 | 502.25 | 518.51
o o 153.19 | 150.94 | 16353 | 167.29 | 171.68
1 Il 434.99 | 45541 | 46571 | 47231 | 488.69
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Pesiome

AHAJIN3 KOJIEBAHWM BPAIAIONIMXCS BAJIOB HATPYIKEHBLIX
OCEBBIMU CHUIIAMHA

B pafoTe IpeJCTABJICHO BIMANME CHPOCKOIMUYECKHX a(hdeIcroB M 0CeBbIX CHI Ha COOCTBEHHBIE KO-
Jlebanus BaJoB ¥ poTopoB. Ha 0CHOBE MeTONA YKECTKHX KOHEUHBIX 9JEMEHTOB IPHHATO BBEIUHCIMTEb-
HYI0 MOJeNh, PafoTy MIUTIOCTPRPYET KOHKPETHBIH nprmep. MeTon paspaboraH ¢ TOYKM 3PEHUA IpUMe-

HeHs DH(POBBIX BHIYHCIHATENBHBIX METONOB. BRIUMCIMTENbHAST MporpamMma HAImcaHa B AsbIKe Dop-
Tpau IV.

Summary

ANALYSIS OF VIBRATIONS OF ROTATING SHAFTS LOADED BY AXIAL FORCES

The influence of giroscopic effects and axial forces, acting simultaneously on natural frequencics of
shafts has been examined.

The stiff finite element model has been used. Numerical results are presented for representative struc-
" tures, solved by the computer program written in FORTRAN 1V for the ICL-70 computer.
POLITECHNIKA GDANSKA
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OPTYMALIZACJA PIERSCIENI SZTYWNO —PLASTYCZNYCH Z WIEZAMI
GEOMETRYCZNYMI

ANDRZE) GAWECKI, ANDRZEY GARSTECKI (POzZNAN)

1. Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest okreslenie ksztattu optymalnych, idealnie plastycznych
pierécieni kolowych obciazonych dwoma réwnowazacymi sig¢ sitami §rednicowymi o war-
tosci 2P (rys. 1). Projekty pierscieni uzyskano w oparciu o teorig no$nosci granicznej sto-
sujac wylacznie podejécie statyczne. Na ksztalt konstrukcji optymalnej nalozono wiezy
. geometryczne polegajace na tym, Ze przekrdj poprzeczny pier§cienia w obrgbie danego

Rys. 1

kata v ma byé staly. Podobne zadanie, w ktérym zaloZono, Ze przekroj nie moze byé
mniejszy od pewnej.z géry okre§lonej wartoéci, rozwigzal W. Prager [1]. Autor ten roz-
wazal pierécien o przekroju idealnym dwuteowym (sandwiczowym) a projekt optymalny
uzyskal w oparciu o kinematyczne kryterium sformutowane w pracy [2]. Poréwnanie
. rezultatdw niniejszej pracy z rezultatami uzyskanymi przez W. Pragera ma daé odpowiedz
na pytanie, jak dalece réznica w sposobie sformulowania ograniczefi geometrycznych
w obu zadaniach wplywa na ostateczny ksztatt konstrukcji optymalnej i na wlasnosci
rozwiazania. :

2..Sily wewnetrzne

W celu uzyskania wzoréw na sily wewnetrzne wykorzystamy symetri¢ zadania i réw-
nania réwnowagi (rys. 1), Z symetrii wynika, Ze Vy = Vs a z réwnai réwnowagi sit mamy
Vo="Vs= "V, =P oraz Hy = H; = Hy = 0. Wobec powyzszego sily normalne i pop-

D Prace wykonano w ramach problemu wezlowego 05.12, koordynowanego przez IPPT PAN.,
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rzeczne mozna obliczyé korzystajac tylko z rownan réwnowagi. Wzér na moment zgina-
jacy otrzymujemy z réwnania réwnowagi momentéw (rys. 1d). W wyraZeniu tym wystg-
puje moment zginajacy w punkcie 3, ktérego warto$¢ uzalezniona jest od wlasnosci fi-
zycznych materiatu i od przekroju pierscienia jako funkcji kata «. Komplet wzoréw na sity

wewnetrzne dla 0 < a < % przedstawiaja réwnania (2.1):

T(x) = Psina
2.1) . N(a) = Pcosa
M(a) = M3+ PRcosa,

gdzie T, N i M oznaczaja odpowiednio silg poprzeczna, sitg normalna i moment zginajacy.

PoniewaZ rozwaZany piersciefi jest idealnie sztywno-plastyczny, sity wewngtrzne w ob-
. szarach uplastycznionych powigzane sa odpowiednia zaleznoscia graniczna. W dalszym
ciagu przyjeto, ze wplyw sit poprzecznych na uplastycznienie przekroju jest tak maly, ze
mozna go pominaé. Odpowiada to przyjeciu hipotezy Bernoulliego. Sita normalna w calym

pierscieniu jest nieujemna i osigga wartoéci réwne zeru w punktach 3 i 9. Zakladajac, ze
w punktach tych nastepuje uplastycznienie, sita normalna i moment zginajacy spelniaja
warunki: '

' N(o) = Pcosa
2.2) {
M(o) = ~Mp3+ PRcosa,
(2.3) | ®(M, N; M,, N,) < 0.

Indeks,,p” oznacza graniczne wartoséci sit wewnetrznych a funkcja @ przedstawia zalezno$é
graniczna. W obrebie kata y funkcja @ < 0, a w pozostatych czeéciach pierscienia @ = 0.
Zalozenie powyZsze jest naturalnym rozszerzeniem warunku optymalnosci na konstrukcje,
'w ktérych wprowadza si¢ wiezy geometryczne. W rozwazanym zadaniu (rys. 2) zakladamy
wigC, Ze w obrgbie odcinkéw 1-2, 4-5, 7-8, 10-11 pierécien jest sztywny a w pozosta-
tych pierscien jest uplastyczniony.

W dalszych paragrafach rozwazymy szczegblowo przypadki pierscienia o przekroju
dwuteowym i przekroju pelnym. .
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3. Plersclen dwuteowy

Dla idealnego przekroju dwuteowego (sandwiczowego) zalezno$é graniczna (por.
rys. 3) sklada si¢ z czterech linii prostych opisanych nastgpujacym zwizzkiem:

|M| NI
3.DH b = +——=1,
. _ M, N,
gdzie
3.2) N, = 2d0,, M, = 24Ho,.

MMy
0

1
- 7 A()
T_*::Q A
Aex) \/

W réwnaniach (3.2) o, oznacza granice plastycznoéci materiatu. W.uplastycznionych par-
tiach pierécienia wobec zaleznoéci (3.1) zachodza réwnania:

: - M(o)+N()H, jeSli M >0, N> 0
(3.3) Mo = _ M@+ N H, jesli M <0, N > 0.

Zaleznoéé (3.3) wykorzystamy wpierw do wyznaczenia momentow gramcznych w punkc1e 1
(M >0,N >0)iw punkcie 2 (M < 0,N > 0):
{ 21 = M,(B) = —M,3+PR(1+H)cosf, H= H|R

My, = My(B+y) = Mp—PR(1— H)COS(ﬁ'*"V)
Momenty grahiczne M,, i M,, sg sobie réwre, gdyZ z uwagi na zaloZong ciagloéé funkeji
pola przekroju' okre$lajg staly przekr6j pierscienia w obrebie kata y. Wykorzystujac ten
fakt, z zalezno$ci (3.4) obliczamy moment graniczny w punkcie 3, M3, oraz moment
graniczny odpowiadajacy stalemu przekrojowi pierscienia M, = My, = My,
(3.5) M,; = —M,+PR(1+H)cosf = M,+PR(1—H)cos(B+y) =

= -;—PR[(1+]7)cosﬂ+(l—E)COS(B'*"}’)]-

(3.4)

(3.6) M, = —;PR[(I+H)cosﬂ—(l-—ﬁ)cos(ﬁ+y)].

Funkcje momentéw granicznych dla 0 € a < % wyznaczono z zalezno$ci (3.3) i réw-

nan réwnowagi (2.2). Uwzgledniajac fakt, Ze na odcinku 0-1 M > 0iN > Oana odcinku
2-3M < 01N > 0 oraz wykorzystujac réwnania'(3.5) otrzymujemy:

5 Mcch, Teoret, i Stos., 1/79
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M,+ PR(14 H)(cos . —cos f), 0<
M, ﬂ<

(3.7 My(0) = _ ’
M+ PR(1—H)[cos(f+y)—cosa], f+y <a< 5

RéWnania (3.6) i (3.7) stanowia punkt wyjécia w poszukiwaniu rodziny optymalnych

projektéw pierécienia z réznymi wigzami geometrycznymi.
Objetos¢ materialu pdlek przekroju wynosi:

V=2R [ A@@da.
0

Podstawiajac w powyzszym wzorze wedlug zaleznosci (3.2),, Ze A(o) = %
. P
otrzymamy
nf2

: : 4R R 4PR?
3.8 V= —f M, (0)do = f (a)da = v,
( ) HO'p P P Up

2
gdzie a(a) = A/;I(:) = ;{;” A(x) oznacza bezwymxarowe pole przekroju péﬂ(l av bez-

wymiarowac objeto$é éwiartki piersécienia.
W przypadku, gdy wiezem geometrycznym jest kat 9, bezwymiarowe pole przekroju
pbiki a(a) wyznacza si¢ z rownan (3.7), podstawiajac w nich w miejsce M, zaleznosé (3.6):

(1+I§)éosa—-% [(1+I7)cosﬁ+(l~]7)cos(ﬂ+7’)], O0<a<p

(39) a@) = {5 [0+ H)cosp—(1-H)eos(B+7)] = a, B<as<pty
—(l—ﬁ)cosoc+—1— [(14 H)cos B+ (1—H)cos(B+9)], B+y < a< —g—

Bezwymiarowa objeto$¢ v wystepujacy w zaleznosci (3 8) otrzymano calkujac pole
przekroju a(«) okreslone wzoram1 (3.9):

n4

(B.10) v(8,9) = f ale, B, y)do = (1+H_)[sinﬂ+(%—ﬂ) cos ]+

0

+(1-H) [—-1+sin(ﬂ+y)+(%—ﬁ—y) cos(ﬂ+y)].

Problem optymalizacji mozna sformulowaé dwojako:

— Zadanie pierwotne: :
Dane jest obcigZenie graniczne 2P, znaleZé taki rozktad materialu, by objgtosé
V osiagala warto$¢ minimalng.:

— Zadanie dualne:
Dana jest objetosé materiatu ¥V, znalezé taki rozklad materiatu, by obciaZenie gra-
niczne 2P osiagato warto§é maksymalng.
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Oméwimy obecnie rozwigzania zadania pierwotnego. Minimum funkcji »(8, y)
bez wigzéw naloZzonych na kat y jest minimum globalnym. Minimum to uzyskano dla war-
tosci By 1 yo obliczonych z warunkéw znikania pierwszych pochodnych funkcji v(8, »)
wzgledem y i f:

) ov — 11
—_— 1 — —— 1 =
% (D (g4 T4 =0,

g; (I+H)(/3 )sinf)’+(1—1~1—)(ﬂ+y——}) sin(f+y) = 0.

Z pierwszego z réwnan (3.11) otrzymujemy, Ze

(3.11)

44

(3.12) /3+y=T lub  f+y = 0.

Wstawiajac (3.12); do (3.11), lub (3.12), do (3.11), dostajemy

(3.13) B = 7’4‘- b g =0. .
Pierwsza pochodna funkcji v jest wigc réwna zeru dla dwéch par wartosci katow f 1 y:
(3.14) ﬂ:%, y=0 oraz p=0, y=%—.

v *v v

Jezeli podstawimy,- Ze =r, to o wyborze punktu,

Y )
w ktérym funkcja dwoch zmiennych osiaga ekstremum decyduje wyrazenie 4 = sr—g?
(por. [3] str 412). Jesli A > 0, to funkcja v(8, y) w punkcie (B,, yo) ma maksimum, gdy
s < 0a minimum, gdy s > 0. Je§li 4 < 0, to (8, ¥) nie ma ani maksimum ani minimum.
W rozwazanym przypadku mamy:

2 _T

5= %3 = (1-H) _sin<ﬂ+y)+(ﬂ+y—%) cos(ﬂ+y)]
(3.15) g = a‘;;’ﬂ =

r= % = (1+H) sinﬂ-l—(ﬁ—%) cosﬂ]—i—q

Yatwo sprawdzié, ze tylko dla f, = % iy = 0 sa spelnione warunki minimum fancji

o(f, ¥). Identyczny wynik uzyskal W. Prager [1].

Poszukiwanie projektéw optymalnych przy wigzach nalozonych na kat y jest o wiele
bardziej pracochlonne. Punkty odpowiadajace optymalnym wartoéciom kata # dla ustalo-
nych wartosci kata y otrzymano stosujac metode przekrojow. Wyniki obliczen ilustruja
rysunki 4 - 7. Obliczenia numeryczne wykonano dla stosunku wysoko$ci przekroju do
$§rednicy pier§cienia wynoszacego H/R = 0,10. Interesujace jest, ze dla y = y, = 45,461°
otrzymano dwa réwnowartosciowe rozwiazania optymalne, a mianowicie dla o, = 5,45°
idla By, = 0° (por. rys. 4.5). Na rysunku 6 przedstawiono zalezno$é pola przekroju potki
od kata o dla tych rozwiazan. Dla katéw ¢ > y, optymalne pro_;ekty odpowiadaja stalej
wartosci kata f, = 0.

5*
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Tlustracja wynikéw zadania dualnego, to jest zadania maksymalizacji obcigZenia gra-
nicznego przy.stalej objetodci materiatu polek, jest rysunek 7. Przedstawia on zalezno$é
obcigzenia granicznego dla rozwigzan optymalnych od wartosci kata y. Sila P, zaznaczo-
pa narys. 7 odpowiada obcigZeniu granicznemu pierécienia o stalym przekroju, ktdérego

OPTYMALNE PROTEKTOWANIE PLASTYCZNE PIERSCIENT

objetosé jest taka sama jak objgtosé pierscieni optymalnych.
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Powrécimy jeszcze do zadania sformulowanego przez W. Pragera. Zadanie to polega
na znalezieniu optymalnych katéw B4 1y, minimalizujacych objeto$¢ w zadaniu pierwot-
nym lub maksymalizujacych obcigzenie graniczne w zadaniu dualnym, przy czym moment
graniczny w obrebie calego pierécienia nie powinien byé mniejszy od danej z géry war-
toéci M,. Oméwimy blizej zadanie pierwotne stosujac nadal podejicie statyczne, Wyjécio-

we réwnania (3.7) i (3.6) zapiszemy wpierw w postaci bezwymiarowe;.
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mg+ (1 + H) (cos a—cos B), 0<a<gp

s, La<gp+r
(3.16) a(e) = _ p p );
‘ my+(1— H)[cos(B+y)—cosa], f+y < o<
gdzie my = M,|PR. ' |
Réwnanie (3.6) pelnigce obecnie rolg¢ réwnania wigzéw ma postaé:

1 — —

(3.17) g(8,v) == [(1+ H)cosf— (1 — H)cos(f+ )]~ m, = 0.

Poszukiwanie minimum bezwymiarowej objetosci v przy wigzach (3.17) sprowadza si¢ do
badania funkcjonalu pomocniczego v":

a2

(3.18) o9 = [ a@da+ 28, ),

0

gdzie 4 jest mnoznikiem Lagrange’a przyjmujacym pewna warto$é stala.
Podstawiajac réwnania (3.17) i (3.16) do réwnania (3.18) i wykonujac przepisane cal-
kowanie otrzymujemy:

V', y) = %mx+(1+17)(8inl3—/300sﬂ)+(1 —I?)(%coss-’rsine— 1) ¥

+l{% [a +E)COS‘B—(1_—E)COSE]_ms};

gdziee = f+7.
Wariacja v” wzgledem f i ¢ prowadzi do réwnania:

(3.19) 0 = (1+In—()(,3~—%l) sinﬂéﬂ—(l—-l—i)(-g—-e—%—l) sinede =.0.

Z zaleznodci (3.19) wynikaja réwnania Eulera:
1 .
(‘30—71) SID‘BO =0
(%_EO ——;—l) singg = 0,
skad dla katéw zawartych w przedziale < 0, zs dostajemy

Bo=0 lub Bo=—-4

(3.20) |

T2

SERNE

e =0 lﬁb &y = A

‘Badajac wszystkie kombinacje Bo 1 &, okazuje sie, ze tylko jedna spelnia warunki zadania,

a mianowicie f, = %l ig = —;-— %A, Poniewaz &o = Bo+7y0, rozwigzanie optymalne
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charakteryzuje warunek:

b4
(3.21) . 2ﬂ0+'}’0 = 7.

Warunek ten uzyskat rowniez W. Prager na innej drodze [l]. Prosta (3.21) zaznaczono na
rys. 5 linia przerywana.

Tablica 1
Y 2 Ymin Mp =z M,
1.y =19,88° 2. yo = 19,888
ﬂd = 34,17° Bo = 35,06°
vo = 0,534962 2o = 0,535090
my = 0,190871 ms = 0,191634
3. y=60° 4, yo=43°
Bo=0° Bo = 23,5°
. o = 0,62555 . v = 0,60785
mso = 0,32500 ms = 0,32500

Jak widaé oba rozwazane zadania: przy naloZeniu wigzéw na kat y oraz wigzéw na
minimalny przekrdj pierécienia prowadza do réznych optymalnych katéw f,, okreslaja-
cych usytuowanie odcinka sztywnego o stalym przekroju. Dodaé nalezy, Ze rozwiazania
optymalne obu zadafi przy zaloZeniu tej samej nosno$ci granicznej pierscienia wykazujg
niewielkie réznice w objetosci materiatu a niejednokrotnie bardzo duze réznice, jeZeli
chodzi o konfiguracje przekroju na obwodzie pierscienia. W Tablicy 1 podano warto$ci
liczbowe charakteryzujace cztery rozwiazania optymalne zadania pierwotnego dla obu
postaci formulowania wiezéw geometrycznych. Warto zwrécié uwage na to, Ze w obu
zadaniach objeto$é jest monotoniczng funkcja wartoéci ograniczen (y, m,). Oznacza to, Ze
optimum wypada na brzegu obszaru dopuszczalnego wyznaczonego natozonymi wigzami
geometrycznymi.

4, PlerScien o przekroju prostokgtnym

Przedstawimy tutaj jedynie zasadnicze wyniki charakteryzujace rozwiagzania optymalne
przy wigzach nalozonych na kat y. Dla przekroju prostokatnego zaleznosé graniczna sktada
si¢ z dwéch galezi paraboli IT stopnia (rys. 8):

M (NN
(41) q)—-——M +(Tg) —-1=0.

P

Wzory na funkcje zmiany przekroju i objgtosé pierécienia uzyskano w analogiczny sposob
Jak dla pierécienia o przekroju sandwiczowym. Istotna réZnica polega na tym, ze zaleznosé
miedzy objetoscia a obciaZzeniem granicznym jest teraz nieliniowa.
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Przyjmujac, Ze szeroko$¢ przekroju B jest stata, funkcje wysokosci przekroju obliczono
Za pomocs nastepujacego wzoru:

1/2
{coszoz-)—% [cosa— C(p, B, y)]} , 0<a<gp

172
“4.2) h) = {coszﬂ-}-—% [cosf—C(p, B, y)]} =h, pf<a<pPry

1/2
{005205——117— [cosa—C(p, B, y)]} , B+y <a< %

e C(p, ) = 5 ploos+ s+l cosp—cos(f )+ |

p = P[(4BRoy), h(a) = H(®)/(2pR).

g=0
EA_@
% -
€ 7 Ny
+—p—+  M=8H%,
Ny =284 6,
- Rys. 8
Objetosé pierscienia obliczono z zaleznodci
nf2
“3 V(p,8,7) = 2BR [ H(2)do = 16BR*po(p, B, 7),
0

A . 1/2
4.4 v(p,ﬂ,y):f{cosza-}-%[cosoc—C(p,ﬂ,y)]} doe+

0
2 i 172
+h(p, B, Y)y+ f {COSZ(Z-—— [cosa—C(p, B, 7)]} da.
B+y P

Calki eliptyczne wystgpujace we wzorze (4.4) utrudniajg w istotny sposéb analize
funkcji »(p, f, v). Obliczenia numeryczne, ktérych zasadnicze wyniki przedstawiono na
rysunkach 9 i 10, przeprowadzono dla p = 1/304 w zadaniu pierwotnym oraz dla objgtosci
pierscienia o stalej wysoko$ci przenoszacego obciazenie graniczne p = 1/662 -+ 6 w zadaniu
duvalnym. Z zamieszczonych rysunkéw widaé, Ze rozwiazanie optymalne pierécienia o prze-
kroju prostokatnym nie zawiera istotnych réznic jakosciowych, jezeli chodzi o przebieg
i charakter wykreséw, w poréwnaniu z pierécieniem sandwiczowym. Warto jednak zwré-

ci¢ uwage na to, Ze minimum globalne dla y = 0 odpowiada katowi B, = 38° wobec 45°
w piercieniu sandwiczowym. :
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5. Uwagi koiicowe

Przytoczone przyklady optymalizacji z wiezami geometrycznymi uwidaczniaja, jak
silny jest wplyw sposobu formulowania ograniczeri na ostateczny ksztalt konstrukcji
optymalnych. Droga -réznorodnego formulowania wiezé6w mozna na przykiad uzyskaé
projekty o praktycznie takim samym koszcie (np. objetosci materiatu) i identycznym efek-
cie globalnym optymalizacji (ap. noénosci granicznej) przy réznigcej si¢ zasadniczo kon-
‘figuracji rozkladu materialu w obrebie konstrukcji (por. np. projekty 3 i 4 zestawione
w Tablicy 1). Okoliczno$é ta pozwala dokonywaé¢ dodatkowego wyboru spo§réd réwnowar-
todciowych projektéw tego rozwiazania, za ktérym przemawiaja wzgledy praktyczne (np.
prostsza technologia) lub inne cechy konstrukcji (np. zachowanie sie konstrukcji w obszarze
duzych przemieszczen).
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Wydaje sig, Ze niniejsza praca jest dobra ilustracja skutkéw pozornie nieistotnej zmiany
w sformutowaniu ograniczen. Wyniki zamieszczone w pracy zwracaja uwagg na rozleg-
Joé¢ tematyki optymalnego projektowania konstrukcji w przypadkach wprowadzanija
dodatkowych wiezbw.

Optymalizacja pierécienia przy ograniczeniu kata p prowadzi do zadania niewypukle-
go, wielomodalnego. Odnotowano nawet przypadki zadan dajacych dwa réwnowartos-
ciowe rozwigzania optymaline.
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Peswome

OIITHUMAJIbHOE TIPOEKTHPOBAHUE IIJIACTUYECKUX KOJIELL
TP TEOMETPHUUYECKHX OIPAHHYEHMISAX
B paBoTe npejcTaBicHO ONTHMANEHOE NPOEKTHPOBAHHME . IUTACTHUECKUX KOJIEU TPEIIIoaras, Yro
B 06JIaCTH JAHHOYO YIJIA pasMepPhI TIONEPEYHOTO CEUEHHA TOCTOAHNbIE. PellieHus IpUMATLHOMA B KYaIbHONR
-33/1aUM [UIA KOJIEL HMEIOINK JBYXTABPOBOE H IIPAMOYIOJIHOE CEUEHHS IT0JYUeHO IPHMEHAA CTaTHIeCKM
meToR. PeaynbTaTil HacTosnei! paGoThl cpaBHeHO ¢ pelueHueM noiaydeHsIM B. ITparepom [1], rme orpa-
"HIUEHO MMEMMaBHOE cedeHMe Koxblia. IIpnmepsl npencrasiens: B paboTe noxadyroT, uro crmocol dop-
MYIPOBAHMS OrPAHKUEHMH CHNBHO BIMAET HA DOPMY ONTHMANBHON KOHCTPYKUME ¥ HA OXHOSHAUHOCTD

peutexus.
)

Summary

OPTIMAL PLASTIC DESIGN OF RINGS WITH GEOMETRIC CONSTRAINTS

The static approach to optimal plastic design of circular rings with geometric constraints is described
in the paper. These constraints consist in an assumption that the cross —section area within the region of
a given angle is constant. Solutions of primal and dual problems for rings of sandwich and rectangular
:cross-section are presented. Final results are compared with the solution obtained by W. Prager [1] where
the minimum cross-section constraint had been imposed. Numerical exa.mples show that the form of con-
sttamt conditions strongly affect the form of optlmal structure and umqueness of solution.

~POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zosiala zlozona w Redakcji dnia 22 lutego 1978 r.
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PEWNE PROBLEMY KSZTALTOWANIA POWEOK OSIOWO-SYMETRYCZNYCH W STANIE
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Jacek KRUZELECKI (KRAXOW)

1. Powloki rownomiernej wytrzymaloSct w sensie weiszym 1 w sensle szerszym

Eliminacja stanu gigtnego w powlokach, o ile jest to mozliwe ze wzgledu na sposéb
obcigzenia i podparcia, stanowi juz pewien stopieh optymalizacji. Prowadzi ona bowiem
do réwnomiernego wyteZzenia przekroju powloki, a przy dodatkowym warunku wyréw-
nania wyteZenia w poszczegdlnych punktach powierzchni $rodkowej do tzw. powlok
réwnomiernej wytrzymatosci. Szczegétowy przeglad prac dotyczacy optymalizacji powlok
podal M. Zyczkowski [27].

Pierwsze prace zaktadaty najprostsza forme¢ wyréwnania naprezen

a.n 0y = 0p 10y,

ktéra nazwano tutaj ,,warunkiem réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym”. W wielu
przypadkach zastosowanie warunku (1.1) jest nieuzasadnionym uproszczeniem problemu
i zwiazek ten winien byé zastapiony przez ogélniejszy

(12) l Cred =f(6¢> G@) = 0%,

gdzie o0,,4 oznacza napreZenie zredukowane wg przyjetej hipotezy, 0, — naprezenie do-
puszczalne, g4 i 0y odpowiednio napreZenia potudnikowe i obwodowe. Warunek (1.2)
bedzie nazwany tutaj ,,warunkiem réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym’. Warto
zauwazy6, ze podczas gdy warunek (1.1) i dwa réwnania réwnowagi okreslaja jednoznacznie
np. powloke obrotowo-symetryczna zaréwno co do grubodci écianki jak i ksztattu powierz-
chni §rodkowej, to warunek szerszy (1.2) nie jest warunkiem wystarczajacym optymalnoéci
poniewaz pozostawia jedng z funkcji dowolng. Pozostaly ,,stopiefi swobody” pozwala na
zastosowanie dodatkowej optymalizacji np. z warunku minimum objgtosci.

W stanie blonowym rozktad.naprezen w powloce jest statycznie wyznaczalny. Oznacza
to, iz prawo fizykalne efektywnie nie interweniuje i powtoka optymalna w zakresie spre-
Zystym jest réwniez optymalna z uwagi na no$no$¢ graniczna czy tez czas zniszczenia przy
kruchym pekaniu wg teorii Kaczanowa obliczony w zaleznoéci od rodzaju materiatu
(Hayhurst, Leckie [10], [18]) badZ to w oparciu o kryterium maksymalnych napreZen
rozciagajacych lub tez przy uzyciu hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH). Z ta
ostatnia zwiazane jest réwniez energetyczne krytérium zniszczenia (tzw. bariera dysypacji
energii) wprowadzone przez Z. Bychawskiego i W. Olszaka [5], nastgpnie rozwinigte



76 J. KRUZELECKI

przez H. Kopeckiego 1 J. Walczaka [15] w zastosowaniu do tarcz wirujacych. Tak wiec
optymalne powloki réwnomiernej wytrzymatoéci moga by¢ traktowane réwnieZz jako
optymalne z uwagi na czas krytyczny — zywotno$¢ konstrukcji.

Przed sformulowaniem celu obecnej pracy oméwimy krétko histori¢ zagadnienia,

Jako pierwszy, bo juz w roku 1908, M. Milankovi¢ [21] ksztaltowal powloke w stanie
blonowym obcigzona cigzarem wlasnym i ciénieniem cieczy. Zastosowal-on warunek (1.1),
Wyniki liczbowe dla przypadku dziatania tylko cigzaru wlasnego podat G. Megareus [20].
W oparciu o ten sam warunek K. Federhofer {7] okreélit tzw. zbiorniki kroploksztattne,
a ten sam autor wraz z J. Krebitzem [9] podal pewna metod¢ numerycznego catkowania
uzyskanych réwnan. Strone  konstrukcyjna zbiornikéw kroploksztattnych rozwazaja
T. Poschl [22], E. Kottenmeier [17] i C. Bramski [2], [3]. Przypadek stalego cisnienia roz-
wazat F. Tolke [25], natomiast przeglad rozwigzan uzyskanych przez II wojna Swiatows
dla powlok réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym podaje K. Federhofer [8].

Warunek typu (1.2). mianowicie warunek Treski-Guesta zastosowal C. B. Biezeno [1].
Poszukiwal on optymalnego uksztalttowania powierzchni srodkowej dna kotla przy zawe-
Zeniu si¢ do stalej grubosci scianki. f
Zblizong problematyke poruszajg prace R. A. Struble’a [24]1 E. H. Browna [4]. Om&wione
powyzej prace dotycza doboru optymalnej powierzchni $rodkowej przy stalej grubosci
§cianki. Réwnolegle rozwija sie prdblematyka doboru grubosei $cianki przy okre$lonej
powierzchni érodkowej. Pierwsza jest tu praca H. Zieglera [26], ktorej okreélit optymalng
zmiane grubosci kopuly sferycznej pod cigzarem wlasnym przy warunku réwnomlernej
wytrzymalosci Treski-Guesta w sensie szerszym.

W. Issler [13], [14] przeprowadzil ogdlng analizg istnienia rozwigzania takiego zagad-
nienia i zastosowal warunek Hubera-Misesa dla réznych powierzchni obrotowych drugiego
stopnia. P. Csonka [6] poszukiwal optymalnej grubosci hiperboloidalnej wiezy chiodnicze;j.

Z punktu widzenia optymalizacji najbardziej interesujace sa prace dotyczace jedno-
czesnego doboru optymalnej grubosei i powierzchni $rodkowej. Jednakze wigkszoéé do-
tychczasowych prac ogranicza sie do optymalizacji parametrycznej. G. A. Hoffman [11],
[12] dobiera optymalna gubo$¢ dna kotla i optymalne parametry powierzchni $rodkowe;j
kolejno w oparcin o warunek T-G i HMH.

Podobne podejicie zastosowat w [23] W. S. Read, dobierajac grubosé i optymalpe parametry
pewnej powierzchni czwartego stopnia.

Podejscie wariacyjne zastosowal S. Lukasiewicz [19] do optymalizacji powtok podda-
nych obcigZzeniom skupionym przy warunku Treski-Guesta. Przy zastosowaniu warunku
HMH, T-G lub Beltramiego, C. N. Kostem [16] zajmowal si¢ optymalizacja, z uwagi
na minimum ciezaru, powloki obcigzonej ci$nieniem hydrostatycznym. Jako zmienng
niezalezna autor przyjal diugos¢ tuku s mierzona wzdiuz potudnika powloki. Wystepujace
w réwnaniach réwnowagi zmienne r, z, ¢ (rys. 1) sq zatem funkcjami s. Jedynie jedng z tych
wielko$ci mozna przyjaé jako niezalezna; pozostale dwie zwigzane sa z wybrang rownaniami
roézniczkowymi wynikajacymi z geometrii powloki. C. N. Kostem traktuje te wielko$ci jako
niezalezne nie uwzgledniajac. zwiazkéw geometrycznych. Dodatkowo przyjgty warnnek
T-G w postaci 0,— 05 = 04 nie moze bhy¢ speliony w catym obszarze powloki. Jakkol-
wiek autor przytacza graficzne opracowanie wynikéw numeryczaych to poprawnosc
sformutowania problemu w tej pracy budzi watpliwofci.
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2, Cel obecnej pracy

Ksztattowanie powlok w stanie blonowym przy spelnieniu warunkéw wytrzym®toscio-
wych w postaci réwnosci prowadzi do pojecia powlok réwnomiernej wytrzymalosci. W li-
teraturze, za powloki optymalne uwazane sa zaréwno konstrukcje okrelone przez réw-
nanie (1.1), jak i powloki ksztaltowane w oparciu o rachunek wariacyjny przy zastosowaniu
warunku wytrzymatosciowego typu (1.2).

Obecna praca stawia sobie za cel analizg¢ kilku zagadnien z zakresu optymalnego ksztal-
towania powlok osiowo-symetrycznych, a mianowicie:

1) uporzadkowanie klasyfikacji warunkéw wytrzymalosciowych wykorzystywanych do
ksztaltowania i wyrazne wyodrebnienie powlok optymalnych sposrod szerszej klasy
powlok réwnomiernej wytrzymatosci nie bedacych na ogdt konstrukcjami optymalnymi,

2) sformulowanie wariacyjne problemu optymalnego ksztaltowania powlok osiowo-
symetrycznych przy do$é ogdlnym sposobie obciazenia reprezentowanym przez sity
masowe (cigzar wlasny, wirowanie) i obciazenia powiérzchniowe (ci$nienie),

3) podanie analityczno-numerycznej metody catkowania réwnafn Eulera-Lagrange’a
(wobec wystgpowania w nich pewnych osobliwoéci) w przypadku ogélnym rozwazonego
obcigzenia oraz podanie przykladoéw ksztattéw powlok optymalnych przy réznych
kombinacjach obcigzen,

4) zbadanie problemu przy jakich obcigzeniach zewngtrznych (powierzchniowych) po-
wloka spelniajaca réwnanie Eulera-Lagrange’a zredukuje si¢ do powloki réwnomiernej
wytrzymatoéci w sensie wezszym (1.1) i czy taka konstrukcja moze spelniaé wszystkie
wymagane warunki optymalnodci,

5) okreslenie rozkladu przemieszczed w badanych powlokach przy dodatkowym zaloZeniu
sprezysto$ci materiahu.

3. Sformulowanie problemu powlok optymalnych

Rozwazymy osiowo-symetryczna powlokg obciazong ciénieniem wewngtrzoym lub
zewngtrznym p(r), cigzarem wlasnym oraz wirowaniem ze stala predkoscia katowa w.
Powloka wsparta jest na pierscienin o zadanym promieniu @, rys. 1.

Sformutujemy problem optymalizacji powloki jako klasyczne zagadnienie rachunku
wariacyjnego. Tak wigc poszukiwaé bedziemy minimum funkcjonatu — objetosé powtoki

G.1) V= 2 f H 4~ min,
_ P ‘cos ¢
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przy warunkach pobocznych, w postaci dwu rownan réwnowagi

(32 ° Hlo, 1 cosg + 0 5ing — r(mgcos ¢ +w2mrsing)] —rp(r) = 0,
(3.3) H(oy—0g)+ r(Hoy + Hoy)+ Hr(w?mr—mgtg$) = 0
oraz warunku HMH réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym

(3.4) : 03+ 08~0400—05 =0
gdzie % = (), H, m, g oznaczaja odpowiednio: gruboéé §cianki powloki, mase wlasciwa,
przyspieszenie ziemskie.

Réwnania (3.1), (3.2), (3.3) zostaly wyprowadzone w najwygodniejszym dla takiego
zadania ukladzie wspolrzednych (7, $), ktéry pozwala w poréwnaniu z ukladem wspét-
rzednych najczeéciej stosowanym (r, 2), zredukowaé réwnania rzedu drugiego do réwnaf
pierwszego rzedu (z = tg¢).

. . . . . H
Wprowadzajac nastgpujace wielkosci bezwymiarowe o = —r—, h=—"—, ¢ = —V—,
a a 27a3
— _ mga 2ma* g o, . . .
2(0) = 0 , = & , W= v . S, = —2, 59 = — oznaczajace kolejno zmien-
Jg o} (o) (o2} (<)

ng niezalezna, grubosé Scianki, objeto$é, ciénienie, ciezar whasciwy, kwadrat predkosci
katowej, naprezenia potudnikowe i obwodowe réwnania (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) zapiszemy
W postaci

L oh
(3.5 | Go=v= | 5 do,
(3.6) G, = hlspod cosg +sesing —o(y cosd + wosing)] —ep(e) = O,
(3.7 Gy = h(s4—56)+ (hsy+hiy) +ho(wo—7tgd) = 0,
(38) G3 = S‘%-}-Séz)—sd,S@—l =0,

Zagadnienie to rozwigZzemy stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a. Nowy funkcjonat
zapiszemy w formie :
1 3 1

(3.9) J= [(Go+ X 1,6)) do = [ Fdp,
T

i=1 0

gdzie 1,(¢) —mnozniki Lagrange’a, a odpowiednie réwnania Eulera-Lagrange’a przyj-
mujg postaé

oF* d OF*

3. el S ol
(3.10) ox;  dp 9xy i

gdziex; = ¢, h, 54, Se.
By wyjasni¢ pojawienie si¢ w (3.10) stalych C; rozpatrzymy funkcjonat

@ain J = [ Fx, 2,%)dx

w ktérym wystepuje zmienna niezalezna i pochodne poszukiwanej funkcji. Odpowiednie
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réwnanie Eulera-Lagrange’a po formalnym jednokrotnym scalkowaniu przyjmuje postaé

oF d oF
(3.12) o Tdx
Podstawiajac do (3.11) Z = y otrzymujemy funkcjonat -
(3.13) | J= [ F(x, p,)dx,

ktéry powinien prowadzié do tej samej ekstremali.
Zapominajac o rézniczkowanym zwiazku migdzy p i z otrzymaliby$my ekstremale, ktorej
réwnanie nie da si¢ sprowadzié do formuly (3.12) (stata ¢ réwna sig¢ zero). Latwo to mozna.
sprawdzi¢ na przykladzie prostego zadania o poszukiwaniu najkrétszego tuku laczacego
dwa punkty. Ostatecznie wige® réwnanie ekstremali otrzymane z (3.13) powinno mieé
postaé a
oF d OF
(3.14) —éy— _Ti}_a—y =
Stala ¢ wystgpujaca w (3.12) i (3.14) nalezy wyznaczyé badz to z warunkéw brzegowych,
“albo tez z odpowiedniego warunku transwersalnosci. Ogélnie powiedzie¢ mozna, bez
przeprowadzenia dowodu, iz dla funkcjonatu typu (3.11) stala ¢ jest rézna od zera i winna
byé wyznaczona z warunkéw brzegowych gdy ich ilosé réwna jest 3 lub 4 w zaleznosci od
rzedu réwnania (3.12). W przypadku gdy ilo$¢ warunkéw brzegowych jest mniejsza lub
réwna 2, woéwczas stala ¢ wyznaczymy z warunku transwersalnosci

oF d OF

TE T dx 08 |y, 0

(3.15)

i wynosi ona zero, ¢ = 0.

Powracajac do rozpatrywanego zagadnienia dla x; = A, s4, S otrzymujemy C, =
C, = C4 = 0. Majac na uwadze rézniczkowy zwiazek miedzy z ¢(z = tgg) dla x; = ¢
w réwnaniu (3.10) pozostawiamy stalg C, i rownanie to bedzie catka pierwsza. Staly C,
wyznaczymy z warunku transweralnodci (3.15) otrzymujac C, = 0. Ostatecznie wigc
w rozwazanym problemie wszystkie stale C; réwne sa zero, C; = 0.

Po zastosowaniu réwnaf (3.10) do (3.9), uporzadkowaniu i eliminacji 15 otrzymujemy
nastepujacy uklad réwnafi ' :

(3.16) A7+ Ay s4008%) —sing = 0,
GI7)  Aalo(wo—yted)—s5l— Az 054+ A [sp06 cosp +
. +sg5ind —o(ycos ¢ + wesin )] +p/cosp = 0,
(3.18)  Ay(255—S0)— A, 0(250—54) + A [0 cOS P (250 — 54) —in (25— 56)] = O,
ktore sg podstawoWymirzwia‘zkami dla obu rozwazanych przypadkéw.

4. Calkowanle réwnant Eulera-Lagrange’a w przypadku ogélnym

+ Dla zadanej wartoéci i rozkladu ciénienia p(p) réwnania (3.16), (3.17), (3.18) wraz
z réwnaniami réwnowagi (3.6), (3.7) oraz warunkiem réwnomiernej wytrzymato$ci (3.8)
stanowia wystarczajacy ukfad, z ktérego wyznaczyé mozna nieznane funkcje ksztaltu
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¢ = ¢(0), h = h(p), rozklad naprezef s; = 55(0), So = Sol@) oraz A,(p) i 1,(¢). Powloka
okre$lona w ten sposob bedzie konstrukcja réwnomiernej wytrzymalo$ci w sensie szerszym
0 najmniejszym cigzarze. )

Funkcje 4, i 4, nie maja w rozwazanym zagadnieniu wyraznej interpretacji fizycznej
i najezesciej dazy sie do ich eliminacji. W obecnej pracy zdecydowano si¢ jednak na metode
bezposredniego catkowania. W tym celu otrzymany uklad réwnan przeksztalcimy do postaci

wygodnej w obranej metodzie
%

(42)  ny = hlso—s—e(we—ytgd)l, »
4.3) = nglsy,
+ sing—-y4,
(4-4) 21 - '_W
1 @ %

“.3) .}~2= 556050 + 4 h +E[Q(WQ"'}’tg¢)—So],

“4.6) A [g@?cosqﬁ + wosing) - sing (s@ + %’;:—E« s¢)] —_

~o-1, [e(we—?tgqm%srs@] =0
e — S
gdzie ny oznacza sile potudnikows. Kryterium wytrzymaloéciowe pozostaje bez zmian.
Powyzszy uklad réwnafi wykazuje osobliwosci w punkcie ¢ = 0. By zbadaé te osobli-
woéci rozwinigto wszystkie funkcje w szeregi potggowe w otoczeniu ¢ = 0. Okazalo sig,
iz proste szeregi

@7 sp=1%ci0*+..., lub  sp=—14¢0*+...,
(4.8) So = 13cp0%+..., lub s9= —1+c0%°+...,
4.9 h=hovhy0*+...,

(4.10) ¢ =¢o+da0’+...,

4.11) Ay = Ao+ Ag00% ..,

(4.12) 3= Ao A0 ¥,

13) (@) = po+Pr*+ ...,

opisuja te osobliwosci, gdzie p, 1 p, znane wspélczynniki obcigzenia. Przy rozwinigciach
uwzglgdniono fakt, Ze naprezenie w zaleinoéci od sposobu obcigZenia moga byé roz-
ciggajace lub $ciskajace. ‘

Podstawiajac (4.7 - 4.13) do zwiazkéw (4.1 - 4.6) oraz do kryterium wytrzymatoscio-
wego (3.8) otrzymujemy uktad 8 réwnaf algebraicznych na 10 nieznanych wspolczynnikéw
szeregéw (réznica migdzy liczbg niewiadomych wspéiczynnikéw a liczba otrzymanych
réwnan jest niezalezna od zastosowanej ilosci wyrazéw szeregéw i wynosi dwa). Dwa wspot-
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czynniki, ktére zasadniczo moga by¢ wybrane dowolnie, pozostaja wstgpnie nieokrelone.
Okazuje sig, iZ najkorzystniej bedzie pozostawié nieokreslone ¢, i 4;5; wéwczas pozostale
wyrazaja si¢ mastgpujaco:

1 1 _
414) ¢ = —cr= '2—(W$3¢%—3¢1)’$772 )

(4.15)  hy = F 20

2¢,+y’
Po =
(4.16) h, = —w ‘(401"‘"’—7"151),
4.17) ——1—[1’2 Q¢ +‘)—i(2¢ +7) (4c +,w__¢ )+i¢3+¢ (' ¢s —w)]
4. ¢3—4 E‘ 1-‘—7’+2 1Ty 1 Y@ 3 1_177 s

I
@19 1= Ty fhim g PeCED T,
(@19) Iy = [, £DF 1,
(420 Tas =5 ho[2s= - 14601013 ko EDF I

gdzie znak gbérny zwiazany jest z przypadkiem napreZen ujemnych. A, nie wystepuje
w zwigzkach (4.14 - 4.17) i nie ma wplywu na ksztalt powloki optymalnej. Wniosek ten

V0% \
0249
022¢
020tw=40
0,78‘ W:,35 )
P(%)=00025 = const.
016} 7=0 .
oMt
1)=1/2
ol #(1)=1).
w=15

o10F
a09y w=0

I_L L 1 1 L 1 I 1

ar 02 03 - 0d a5 06 07 08 ¢,

Rys. 2

6 Mech. Teorct. i Stos. 1/79
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zostat réwniez potwierdzony na drodze obliczei numerycznych. Natomiast ¢ ; (krzywizna
powloki dia o = 0) winno byé wyznaczone z warunku optymalnoéci v = min. (dodatkowa
optymalizacja po wolnym parametrze).

Z numerycznego punktu widzenia problem bedzie rozwiazany jako zadanie poczatkowe.
Tak wigc dla przedzialu 0 < ¢ < 0.01 zastosowano szeregi potggowe (4.7 - 4.13). Nastepnie
réwnania (4.1 - 4.5) rozwigzywano metoda Runge-Kutta 4 rzedu dla zmiennych wartosci

5(%)=00025
12 Fs“’" e w=10
7=0 S¢

07 0703 04 05 06 07 08 09 10
h-10%
025t
020+
015
0113348

71
07 02 07 04 05 06 07 08 93 W0

02451

09927 4 #(1)=12350 rad
a2
02r
ary-

07 02 03 09 05 05 07 08 09 10
Rys. 3

parametru ¢,. Na kazdym kroku calkowania rozwiazywano uklad dwu réwnaid alge-
braicznych (3.8) i (4.6) wyznaczajac tym samym naprezenia s, i Sg. Optymalna wartosé
parametru ¢, dla kazdej dopuszczalnej kombinacji obciazer okre§lono z warunku mini-
mum objetosci powloki kazdorazowo obliczajac catka (3.5). |

Okazuje sig, iZ parametr ¢, nie moze byé dowolnie duzy i ogramczony jest warunkiem

4.21) o(1) = 7.

Na rys. 2 pokazano krzywa optymalnych wartosci parametru ¢, oraz krzywa wyni- -
kajaca z warunku (4.21) dla zmiennych wartoéci bezwymiarowej predkosci katowej W przy
7 =0 i ustalonym ciénieniu p(p) = 0.0025 = const. (zmiana wartosci ciénienia p nie
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powoduje zmiany wartosci parametru ¢1). Dla przedzialu predkosci 0 < w < 4.15 opty-
malna wartosé parametru ¢, pozwala osiggna¢ minimum analityczne funkcjonatu. Dla
predkosci w > 4.15 obie krzywe ,,zlewaja si¢” i optymalne ¢, zdeterminowane jest wa-
runkiem (4.21). Oznacza to, iz parametr ¢; dobierany jest na brzegu dopuszczalnego prze-
dzialu. Podobne wykresy sporzadzi¢ mozna dla innych kombinacji obciazet wiaczajacych
przypadki naprezef ujemnych, jednakze wnioski pozostaja niezmienione.

12 |59, Se

nr
10
o9r
08r
ary
a6y So
05

bﬁ’o/pa 02 03 04 05 0.I5 0.I7 08 0.:9 7I0

070+ 06622

060-05773
0501 04830 T~

b

T s
00 01 G2 03 04 05 06 07 08 49 10

o7 02 03 07 05 06 07 06 09 W

i Rys. 4

Rys. 3 przédstawia’ przyktad powloki optymalnej (w = 1.0, 7 =0, p = 0.0025). Po-
- kazano rozklad grubosci scianki oraz rozklady naprezefl s, i s9. Optymalna warto$¢ pa-
rametru ¢; = 0.505.

Ciekawym przykladem jest réwniez powloka obciaZona tylko stalym ciénieniem po.
Okazuje sig, ze powloka sferyczna o optymalnym kacie rozwarcia ¢o = 7/3 (stale naprg-
Zenia s4 = s = 1, stala grubo$é §cianki) uwazana do tego czasu za optymalng nie jest
konstrukcja najlzejszq. Mozna znaleZé powloke lzejsza, ktéra jest optymalna, posiada

. zmienna grubosé $cianki i zmienny rozklad naprezen. Zysk na cigzarze, w stosunku do
optymalniej powloki sferycznej, wynosi okolo z as 3,8%.
‘Rys. 4 przedstawia optymalng powloke sferyczna oraz optymalng powlokg réwno-

6*
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miernej wytrzymatosci w sensie szerszym. Pokazano rdéwniez odpowiednie rozklady gru-
bosci $cianek i naprezen dla obu powtok.

Jako dalszy przypadek obciaZzenia rozwazymy powloke poddang dzialaniu jedynie
ciezaru wlasnego y (w = p = 0). Ze zwiazku (4.15) wynika, Ze ¢,, nie jest tu dowolne
1 wynosi ¢, = y/2 (warunek spelnienia réwnania réwnowagi (2.6) dla ¢ = 0). Poczatkowa

5¢.50 hy=001 :

1031 7(5)=0
102 w=0

101
100} , 7=05
099 . 7=05
0987
097}

27 02 03 09 05 06 07 08 05 10"

h10%
740}
13570 :
130F ] 7=10
7

110p
10765
100

L

07 02 03 0‘7 0.5 05 07 08 09 10

#(1)=048921 7=10
¢(1)=024869 7=05

02580

0,725?2
a

07 02 03 07 05 06 07 08 09 10 °

Rys. §
grubo$é scianki h, pozostaje dowolna i nie ma wplywu jakosciowego na ksztalt powloki
optymalnej.
Narys. 5 pokazano ksztait pow1erzchn1 srodkowej, zmlany grubosm $cianek i rozklady

naprQZen dla dwu wybranych wartoéci bezwymiarowego cigzaru whasciwego: y = 0,5,
= 1,0.

5. Powloki r6wnomlernéj wytrzymaloSci w sensié wezszym spelniajace rownania Eulera — Lagrange’a

Jak to wspomniano poprzednio powloki réwnomiernej wytrzymatosci w sensie WeZSZym
sg okre$lone jednoznacznie przez réwnania rownowagi i kryterium wytrzymatosciowe,
ale w og6lnoéci nie s3 one optymalne. Z drugiej strony warunek réwnomiernej wytrzyma-
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Joéci w sensie szerszym jest niewystarczajacym warunkiem optymalno$ei i winien byé uzu-
pelniony réwnaniami Eulera-Lagrange’a. ' ,

Interesujacym problemem teoretycznym jest zagadnienie kiedy powloka optymalna
moze byé przetransformowana do powloki réwnomiernej wytrzymatoéci w sensie wezszym
(1.1) i czy taka konstrukcja pozostanie nadal optymalng. Transformacja taka moze mieé
miejsce przy pewnych obcigzeniach zewngtrznych; tak wigc poszukiwaé bedziemy odpo-
wiedniej funkeji p(p). W rozwazanym przypadku p() bedzie dodatkowa nieznana funkcja,
natomiast rozklad naprezen zalozymy w formie

(5.1) Sp =S =1 lub 55 =59 = —1.

Podstawiajac (5.1) do (3.6), (3.7), (3.16), (3.17), (3.18) otrzymujemy uktad réwnan,
ktéry okresla nieznane funkcije: ¢ (o), 4(0), p(o) oraz A,(0) i A;(0). Uklad ten przeksztal-
cimy do postaci nadajacej si¢ do numerycznego catkowania. W tym celu réwnania (2.17)
i (2.18) odejmujemy stronami otrzymujac réwnanie algebraiczne, ktére nastgpnie réz-
niczkujemy. Wykorzystujac do eliminacji 2:1 i .2‘2 réwnania (3.18) i (3.16) otrzymujemy

25
52 ¢= %{:(A sinqS~22)[2i9(we—97tg¢)]+~coL-+

s
smcqi)saqS 2y [2sin¢ +o(y cosgS + wosing)]—

-4 g(g?cosqS +2wesing)+ 4, Q(2wg—7tg¢)} .

Réwnanie rézniczkowe okreélajace grubosé powloki uzyskane ze zwiazku (3.7) przybiera
postaé ' '
(5.3) h = th(wo—7tge),

natomiast 3, i’ 1, obliczamy z réwnan (3.16) i (3.18)

' | . _sing— A,y
(5.4) : A= +W:
(5.5) iz=-$-@¢am¢—sm¢)+zﬂ;

Pozostale réwnanie réwnowagi (3.7) postuzy do okreélenia poszukiwanego rozkladu
ci$nienia

(56) B(o) = :i log cos ¢ +sin g & a(Feos ¢ +wesing) .

Uzyskany uktad réwnan wykazuje osobliwosci dla ¢ = 0, ktore zbadano rozwijajac
wszystkle wystepujace tutaj funkcje w szeregi potegowe. Jednakze, w poréwnaniu z pop-
rzednim przypadkiem ze wzgledu na specyfike otrzymanego ukladu réwnan (4,5 1 @5
wyrazaja sig przez siebie i nie ma mozliwosci efektywnego ich okreslenia), przy rozwinie-
ciach funkcji ¢, 2,, 4, nalezy wziaé pod uwage o jeden wyraz szeregu w1¢ce_]

) _' ' ¢ = ¢19+¢39 +¢s0°+..
(5.8) “h = hy+h0% ...,
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(.9) A= Aot a0+ A0+
(5.10) Ay = Aa10+ Ap30®+ Aas0®+ 0,
(s.11) P = Potpae*+ ...,

Podstawiajac (5.7-5.11) do réwnan (5.2 - 5.6) uzyskamy, w porédwnaniu z poprzed-
nim przypadkiem, o dwa réwnania wigcej. Pozwola one na obliczenie ¢, i ¢,5. Ostatecznie
ograniczymy si¢ do efektywnego wyznaczenia wspdlczynnikéw dwoch wyrazéw kazdego
z szeregéw. _

Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy

1
¢ = g

(5-13)' Po = iho(sz'xi?),

_ 3_ .
(= 1963 F 14yt —=- 7761 F 126, w—6wy),

610 pa=h| T2 2 6140 (74— v) - T 0o D67
(19 b =ty b7,

(5.16) 112 = ?%{¢1—%‘?[110(2¢1i7)¢ 1]}, .
1
2
1

618 =g ho(@hs— 01).

G A= [Mo(2¢ 2P F I,

Tak jak i poprzednio 4,, pozostaje tutaj niewyznaczone i nie ma wplywu na ksztalt
powloki réwnomiernej wytrzymaloéci w sensie weZszym, natomiast ¢f; nie jest dowolne,
zdeterminowane jest tutaj warunkiem statosci naprezen. Podstawiajac do (4.14) ¢, = ¢, =0
otrzymujemy

. S
(5.19) by = 3y+1/321 12w
—3p+Y/ 32+ 12w
6

lub

(5.20) ¢, =

Zwigzek (5.19) odnosi sie do przypadku naprezen rozciggajacych przy czym obciazenia
masowe musza spetnia¢ nieréwnosé y > 2]/ w. Okazuje sig réwniez, iz pelna powloka
réwnomiernej wytrzymatosci w sensie wezszym spelniajaca réwnania Eulera-Lagrange’a
obciazona tylko ,,wirowaniem” w i odpowiednim ci$nieniem p(p) nie moze istnie¢. Mozliwa
jest w tym przypadku jedynie konstrukcja z otworem, ktéra nie bedzie tutaj dyskutowana.

Zwigzek (5.20) stuszny jest dla naprezen ujemnych przy czym albo 7 <0 (oznacza to,
Ze cigzar wlasny wywoluje naprezenia $ciskajace; powloka ma pozycje odwrotna niZ po-

kazano to na rys. 1) lub tez w > %72.
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Grubo$é $cianki h, dla ¢ = 0 dobiera sie dowolnie i jednoczesnie poprzez réwnanie
(5.13) determinuje ono warto$¢ poczatkowa ci$nienia po.

Metoda calkowania otrzymanych réwnan (5.2 -5.5) jest taka jak poprzednio. Dla
0 < o < 0.01 zastosowano szeregi (5.7 - 5.11), nastepnie metoda Runge-Kutta jednoczeénie
z réwnania (5.6) obliczajac poszukiwane ciénienie p(g). Okazalo sig, iz dla wszystkich
mozliwych kombinacji obcigzen powtoka réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym
spelniajaca réwnania Eulera-Lagrange’a nie jest konstrukcja optymalng. Zawsze mozna
znalezé dobierajac odpowiednio ¢, z warunku transwersalnosci, pewna inna powloke
sposrod powlok réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym, ktdra jest powloka opty-
malng wykazujac mniejszy cigzar od tamtej.

Rys. 6 przedstawia zalezno$¢ miedzy objetoécia powloki v i wspdlezynnikiem ¢,

okreslajacym zmiany naprezen lub parametrem ¢, dla szczegélnego przypadku obcigzenia
w=0,7%=050razhy = 0. 01 Pokazany typ zaleZno$ci powtarza sie dla wszystkich kom-
binacji obciazen.
" Na rys. 7 pokazano powloke réwnomicrnej wytrzymaloéci w sensie wezszym oraz
powloke optymalna, odpowiednie zmiany grubodci Scianek i rozklady napreZen. Obie
powloki obciazone sa w ten sam spos6b, mianowicie: w = 0, ¥ = 0.5 oraz pokazanym
na rys. 7 rozkladem ciénienia ﬁ(b).

Powloki réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym sg zatem konstrukcjami
o wigkszym cigzarze niz odpowiednie optymalne powloki réwnomiernej wytrzymalosci
w sensie szerszym obliczone w oparciu o warunek HMH. Warto jednak na koniec zazna-
czy¢, ze wniosek ten moze ulec zmianie w przypadku zastosowania innego warunku wyte-
zenia np. hipotezy Treski-Guesta.

6. Przemieszczenle w powlokach réwnomicrnej wytrzymalosci

Ksztalty powtok i rozklady naprezeri zostaly uprzednio okreslone bez analizy stanu
przemieszczen. Rozklad przemieszczeri obliczony w oparciu o teorig blonowa nie moze
‘wykazywaé w zadnym punkcie powtoki osobliwosci (zmierzania do nieskoniczonosci). Po-
Jjawienie si¢ bowiem takich osobliwosci $wiadczyé by moglo o istnieniu w pewnych obsza-
rach powloki standw gigtnych co ostabitoby warto$é uzyskanych rozwiazan.

Wykazemy tutaj, iz przemieszczenia w rozwazanych powlokach nie wykazuja osobli-
wosci — sg skonfczone. Za punkt wyjécia przyjmiemy zwiazki geometryczne

ouy  0¢
6.1 gy = ( 30 +—— 20 u,,) cos¢,
62) 1 { dug
. . g = — ¥ +u¢cos¢+u,,sm¢
Oug 1 duy
6.3 =

gdzie ug, Uy, u, $a bezwymiarowymi pomieszczeniami odpowiednio w kierunkach obwo-
dowym, potudnikowym 1 normalnym do powierzchni srodkowej powloki.
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‘ iy
Ze wzgledu na osiowa symetuQ Up =01 2

3 @ =0, st1d z rownania (6.3) otlzymujemy'

ve0 = 0.
Zwiazki (6. 1) i (6.2) pozwola na obliczenie przemieszczen uy, u,. Po ellmlnaql Uy Z (6 1)
otrzymujemy réwnanie rézniczkowe rzgdu pierwszego na poszukiwang funkcje u,

du,,,_ do b = & o0 dp
do " dg 8P = o5 T eing do

Catka ogélna réwnania jednorodnego wynosi
(6:5) . Uy = fsing.
Stosujgc metode uzmienniania statej f = f(p) otrzymujemy

6.6) dar g co0 dP

(6.4)

do ~ cosgsing sinZfp do
- Stan naprezen, a zatem i stan odksztalceri okre§lony jest na drodze numerycznej, tak
wiec podanie rozwigzania zamknigtego w calym obszarze powloki nie jest mozliwe.
~ Pewnych osobliwosci w rozkladzie przemieszczen spodziewaé sie mozna w okolicach
podparcia powloki lub tez w otoczeniu punktu ¢ = 0. Zatozylismy wczeéniej, iz podpory
zapewniaja stan blonowy (odpowiednie przemieszczenia), stad interesujacym nas obsza-
rem bedzie wierzcholek powloki i w jego otoczeniu podamy rozklad przemieszczen.
Korzystajac z szeregow (4.7) i (4.6) oraz prawa Hooke’a (ograniczamy si¢ do powlok
sprezystych) otrzymujemy rozklady odksztakcen

6.7 S 4,————(1-—v)+ O (1492 +...

o It :
(6.8) £o =-E,°—.(1—v)—% e (1+9)%+...

' Wykorzystujac (6.7), (6.8) 1 (4.10) oraz uwzglédniajqc dwa wyrazy szeregu, po jedno-
krotnym scalkowamu (6.6) otrzmeJemy

©9 f= [ (1—)(’5‘ 22 ———(1+v)]e+ +C.

Réwnanie (6.9) wraz z (6.5) okreéla rozklad przemieszczen potudnikowych ug w oto-
czeniu punktu o = 0. Latwo sprawdzié, 7e przemieszczenia uy jak i u, s skoriczone w punk-~
cie ¢ = 0, zatem nie istnieje w tym ani Zadnym innym punkcie stan gigtny powloki. Wnio-~
sek ten dotyczy powlok optymalnych réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym jak
i powlok réwnomiernej wytrzymatoéci w sensie wezszym.

7. Uwagl koiicowe

Praca zostala zasadniczo po$wigcona analizie kilku zagadnien z zakresu optymalnego
ksztaltowania powlok osiowo symetrycznych w stanie blonowym.

- Uporzadkowano wystepujaca w literaturze klasyfikacje warunkéw wytrzymatoscio-

wych dzielac je na dwie zasadnicze grupy, okre§lone réwnaniami (1.1) i (1.2) oraz pokazano. -
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IéZnice wyhikajqce z zastosowania tych warunkow. Zwrécono uwage na 'konieczno$é
‘wyodrebnienia powlok optymalnych réwnomiernej wytrzymatosci sposréd szerszej klasy
" powlok réwnomiernej wytrzymaloSci. .

Problem optymalizacji powlok poddanych obcigzeniom masowym i powierzchniowym
sformutowano jako klasyczne zagadnienie rachunku wariacyjnego oraz zaproponowano
metodg szeregdéw potggowych, pozwalajaca na uzyskanie rozwigzan w otoczeniu punktu
.osobliwego g = 0. Stwierdzono réwniez, Ze powloka optymalna ksztaltowana w oparciu
.0 warunek réwnomiernej wytrzymatosci HMH przy pewnych obcigzeniach zewngtrznych,
(ktérych poszukiwano) moze staé si¢ powtoka réwnomiernej wytrzymatosci w sensie wez-
szym (1.1), jednakze konstrukcja taka nie spetnia wszystkich wymaganych warunkéw opty-
malnoéci (a mianowicie warunkéw transwersalnodci) i wykaznje wiekszy cigzar od tamtej.
‘Ostatni wniosek moze ulec zmianie w przypadku zastosowania innego warunku wytezZenia.

Wykazano tez, Ze przemieszczenia w rozwazanych powlokach nie wykazujg osobli-
‘wosci (sa skoficzone). '

Na zakonczenie warto podkreslié fakt, ze w stanie’ blonowym powltoki optymalne
w zakresie sprezystym sa réwniez optymalne z uwagi na noéno$é graniczna, czy tez czas
zniszczenia przy kruchym pgkaniu wedlug teorii Kaczanowa — Hayhursta — Leckie’go.
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ConepwaHme

HEKOTOPBIE IIPOBJIEMbI OIITHMAJIBHOI'O $OPMUPOBAHMA
OCEBOCUMMETPUUECKMX BE3MOMEHTHBIX OBOJIOYEK

ITpoGnemoit Hacromuel paGoOTHI ABNAETCA ONTHMANbHOE (HOPMHPOBAHHE OCEBO-CUMMETPIUYECKHK
Ge3MOMEHTHBIX 060JI0UEK, C JOBOJBHO OCLUMMHE CHCTEMAMK HATPYX(EHMH TIPE3eHTAPOBAHHBIME MaCCOBbBI-
My crnamut (CoOCTBeRHBINR BeC, BPAWEHHE), 4 TAKXKE BHelIIHee HArpy>KeHue (HaBierue). B xauectne bymx-
IO LIeNH IIPHHAT 00BEM 0G0JIOUKH ; 3a5ada Peranach Py HCIoMb30BARHA KITaCCHYeCKOro BapHaUOHHOro
HCYHCTIEHHT .. . -

TToHCKH pelneHuit BENUCh B paspagy o0osiodek PAaBHOMEPHOM NMPOYHOCTH, BRIZENAS ABA OCHOBHBIG
THIILI YCIOBHH IIDOYHOCTH ,,yCJIOBHA PaBHOMEPHOR IpOYHOCTH B Oonee yawom cmoicne’’ (1.1), a Taroxe
3;YCIIOBHA PaBHOMEPHOM NPOUYHOCTH B Gosee Iumpoxom cmeicne’” (1.2).

Ornupasnck na ycrnosue tuna (1.2), a umenmo ycnosue I'MIT npuBenens! GopMil 000I0UeK OMTHMANL~
HBIX JIPY PA3IMUHBLIX KOMOMHAUMAX Harpy kenuit. ccieqoBana raxoxe npodiema oGomowcy paBHOMEPHOMH
npounocTi B Gonee yawom cmbicne (1.1) — Kak KOHCTPYKUMs onTumancHass, C 9Tol 1ensIo BeNHch 110~
MCKH BHELIHWX Harpy><eHdil Npu KOTopelx o0onoura BBUIONHAIOLER ypaBHeHus Oinepa-Jlarpamxa
penyuupyerca K oBosouKe paBHOMEPHON npouHocTH B Gonee yakom cmbicne (1.1). Oxasanocs, uToO
000JIOUKA TAKOTO THIIA HE BBLUIOJHAECT BCex TpeOyemblX YCIOBHH OITHMAIBHOCTH.

Summary

SOME PROBLEMS OF OPTIMAL DESIGN OF THE AXJIALLY SYMMETRICAL SHELLS IN
MEMBRANE STATE

The paper deals with the optimal design of axially symmetrical shells in membrane state loaded by
general system of loadings represented by body forces (own weight, rotation) and by external loading —
pressure. As a criterion of design the minimal volume of the shell has been assumed. The problem has been
formulated as a classical problem of calculus of variations,

The possible solution shave to be found in the class of uniform strength shells. Two basic types of
strength conditions have been disinguished: ,,condition of the uniform strepgth in narrower sense” (1.1)
and the more general one ,,condition of the uniform strength in broader” (1.2).

With the aid of the HMH conditions (broader sense) the shape of the optimal shells under different
system of loadings have been given.
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The question, if the shell of uniform strength-in narrower sense is optimal one has been examined. In
order to answer this we looked for external loading which transforms the shell satisfying the Fuler -
Lagrange equations into the shell of the uniform strength in narrower sense (1.1). It turns out that sych
a shell does not satisfy all demanded conditions of optimality.
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STA’I_‘ECZNOSC DYNAMICZNA OBIEKTU LATAJACEGO ODWIJAJACEGO Z POKEADU
LINE

TADEUSZ. K UZMICEWI1CZ, JERZY MARYNIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

Rozciaganie lin, przewoddw lacznosci itp. poprzez wystrzeliwanie ich w pojemnikach
latajacych obiektow i nastgpnie odwijanie podczas lotu obiektu, znajduje obecnie coraz
szersze zastosowanie. T¢ metode wykorzystuje si¢ m.in. przy przerzucaniu przewoddw
tacznoécei, lin ratowniczych przez przeszkody terenowe uniemozliwiajace lub utrudniajace
_ ciagnigecie. Powyzszy sposGb wykorzystuje si¢ réwniez do rozciagania lin za po$rednictwem
ktérych steruje si¢ rakietami. :

Odwijanie liny ze szpuli znajdujacej si¢ na lecacym obiekcie charakteryzuje sie szere-
giem ciekawych efektéw dynamicznych. W dostepnej literaturze istnieje szereg prac do-
tyczacych stateczno$ci obiektédw holujacych 1 holowanych za posrednictwem liny [11, 12,
13, 19]. W pracach tych w badaniu statecznodci obiektu wptyw liny holowniczej (holowanej)
uwzgledniano wprowadzajac jako dodatkowe sily i momenty w punkcie zamocowania liny
do obiektu: S S :

W przypadku rozciagania liny z lecacego obiektu lina nie ma jednego punktu przymo-
cowania do obigktu (jak w przypadku liny holowniczej) lecz opuszcza obiekt przez obwo-
dowg szczeline. Lina po wyjsciu z obiektu ma przestrzenng konfiguracje a jej obwiednia
przyjmuje ksztalt gruszki. Rozmiary gruszki zaleza od parametréw geometrycznych i ki-
nematycznych lecacego obiektu. Aby uniknaé zahaczania si¢ liny o elementy konstrukcyjne -
obiektu wyjscia liny stosuje si¢ zawsze w jego tylnej czesci.

Przytozenie naciagu liny do obiektu jest wigc w znacznej odlegtosci od $rodka masy
obiektu i ma charakter zmienny. Badania dynamiki liny odwijajacej si¢ z ruchomego obiek-
tu latajacego w zaleznoéci od predkosei obiektu i promienia szpuli, na ktdrej jest ona na-
winigta przedstawiono w pracy [8, 10].

- W niniejszej pracy rozpatrzono wptyw odwijanej liny oraz szeregu parametrow charak-
teryzujacych wyjscie liny i parametréw geometrycznych i kinematycznych obiektu na jego
statecznosé dynamiczna,” Do badania stateczno$ci dynamicznej obiektu odwijajacego ze
swego pokladu ling zastosowano metody rozwini¢te w dynamice lotu [1, 2, 14] i stoso-
wane z dobrymi wynikami w pracach dotyczacych statecznosci szybowcéw holowanych,
samolotéw holujacych oraz calego zespotu holowniczego [11, 12,13, 19].

Réwnania ruchu obiektu zapisano we wspdtrzednych uktadu zwiazanego z obiektem [7].
Nastepnie ukfad ten zlinearyzowano. Zmiany sit i momentéw aerodynamicznych wzgledem
malych zmian predkodci katowej i liniowej obiektu od stanu réwnowagi opisano przy
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uzyciu pochodnych aerodynamicznych (2,3, 10, 14, 17]. Natomiast do opisu zmian sit
i momentéw wynikajacych z oddzialywania odwijanej liny wprowadzono pochodne li-
nowe [9, 10].

Rozwigzanie ukfadu réwnan rézniczkowych l1n10wych sprowadzono do zagadnienia
znajdowania wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych macierzy niesymetrycznej [10, 14,
15, 19].

Znajomos$é wartosci wlasnych pozwolita na okreélenie oscylacji i ttumienia ruchow
obiektu. Okreslono statecznosé obiektu w locie z odwijana ling oraz w locie bez liny w funk-
¢ji niektérych parametréw kinematycznych obiektu.

Obliczenia wplywu odwijania liny z lecacego obiektu na statecznosé obiektu przepro-
wadzono dla zmodyfikowanego pocisku klasy Bolkow-Cobra i przewodu kierowania
o typowych charakterystykach wymiarowych i ciezarowych. Wszystkie obliczenia przed-
stawiono na wykresach.

2. Réwnania ruchu obicktu odwijajacego z pokladu ling¢

W literaturze omawiajacej dynamike obiektéw takich jak samoloty, rakiety rdwnania
ruchu zapisywane sg najczgsciej w kilku uktadach wspotrzednych. Zastosowanie réznych
ukladéw wspélrzednych daje prostsza forme zapisu rézniczkowych réwnan ruchu.

Do opisu dynamiki obiektu ruchomego niezbgdne sa cztery uklady odn1e51en1a [14]:
— nieruchomy ukfad grawitacyjny zwigzany z ziemig Ox,y,z,,

— uklad grawitacyjny Ox} y, z, zwiazany z poruszajacym si¢ obiektem réwnolegly do uk-

tadu nieruchomego Ox,¥,z, znajdujacy si¢ w ustalonym ruchu postgpowym rys. I,
—-uklad predkoéciowy Oxyz zwiazany z kierunkiem przeplywu os$rodka omawiajacego

obiekt rys. 2,

— uklad Ox;yz; zwiazany sztywno z poruszajacym si¢ obiektem rys. 1.

Ruch érodka masy opisywany jest zwykle we wspdélrzednych ukladu zwigzanego z wek-

torem predkodei a ruch wokét §rodka masy — we wspélrzednych ukladu zwiazanego

Rys. 1. Przyjety ukiad odniesienia zwigzany z obiektem oraz wprowadzone predkoéci liniowe i katowe
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z obiektem. Uklad réwnan ruchu zamykaja réwnania opisujace ruch $rodka masy i ruch.
wokét érodka masy we wspolrzednych uktadu zwiazanego z ziemig oraz zaleznosci miedzy
katami stosowanych ukladéw wspétrzednych. Przy badaniu statecznosci wygodniej jest
zapisaé ruch obiektu w jednym ukfadzie wspétrzednych tj. w ukladzie zwiazanym z obiek-
tem woéwczas zbedne sa réwnania opisujace ruch obiektu wzgledem ziemi.

Rys. 2. Przyjety uklad predko$ciowy zwiazény Z przepltywem

RoézZniczkowe réwnania ruchu obiektu zapisano we wspédtrzednych ukladu zwiazanego
z obiektem (Rys. 1) maja nastgpujaca postaé:

avs
m (——Et—l -]-Vzlw,l—V,lw,l) = X1+X1N

m ( d;;}'x +Vxxw,x—-V,lw,1) = Y1+Y1N

dv,
m( dtl +Vyxwx1_Vx1w?1) = Zl+Z1N

T, d“’"* Y (., —J, )w,xw,l — [+1L,
dw,
JJ’;_ dti '*'(Jxl'_sz)wxlwz1 = M+ My
) | I s gy — N+N,
A . z‘T']‘( vy~ Yx, wxlwyl/— N
dy

a3 =.wxx—(w,lcosy—w,;siny)tgﬁ .

db = w, siny+w, cos
dt = Yy 7 z, Y

‘{th = (w,,c08y —w,, siny)

cos?
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v
thC —_ .
*1

Ve,
Slnﬁ = ]/V————gfl_}.V-‘i_}.Vsz

gdzie
X, = P+ Ysina—Xcosacosf—Gsind— Zcosasinf
Y, = Ycosa—Xsinacosf—Geosdcosy+ Zsinasinf
Z, = Zcosa—Gceosdsiny —Xsinfi

Xy = —Tcost,pcosy,0
YIN = ——TSi1119p0
Zyy = —TcosByesinypo

Rys. 3. Kierunek dzialania naciagu liny na wyjsciu z obiektu

Szczegdtowe badania naciggu liny [10] wykazé}y jego zaleznoéé od niektérych parametréw
kinematycznych obiektu oraz katowego poloZenia liny na wyjsciu z obiektu wzglgdem
jego korpusu (Rys. 3). W zwigzku z tym przyjeto, ze naciag liny mozna zapisaé jako:

o)) T(Vo, 3,7, %505 ¥p0) = To(Vos Bpo» Ypo) + TP(Vo) - B+ T (Vo) - 9

Skiadowa naciggu liny T, jest zalezna od predkosci lotu ustalonego obiektu oraz sta-
Iych warunkéw rozwijania charakterystycznych dla danego obiektu. Poczatkowe katowe
polozenie liny na wyjsciu z obiektu opisano katami @, 1 9,, leZacymi odpowiednio w ptasz-
czyznach symetrii obiektu Ox;z i Ox;y, Wielko$é tych katéw jest zalezna od stalych war-
todci 9, i w, oraz kata obiegu liny w szczelinie — @,.
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Bpo = —3:C03@p0— Y, SinPpo
Ppo = ﬁrSin‘Ppo—'/’rCOSQ’po

State wartosci katéw 9, i y, uwarunkowane sa predkoscia odwijania, wartoécia sily
niezbednej do odklejania liny ze szpuli oraz ksztaltem tylnej cze$ci kadluba obiektu.

3. Linearyzacja rownan ruchu oblektu

Przy rozpatrywaniu statecznosci dynamicznej obiektu przyjeto, ze obiekt znajduje sie
w poziomym prostoliniowym locie ustalonym i ma stale nastepujace parametry lotu:

Wy o = Wy 0 = szo == 0
00 = wxlo = Vxlo = Vyl'o = g = const ?é 0

Zaklécenia lotu ustalonego tzn. zmiany predkosei liniowej i katowej oraz polozenia ka-
towego rakiety wywoluja zmiany-sily aerodynamicznej, momentu aerodynamicznego oraz
zmiane naciagu liny. Male zmijany predkosci liniowej, katowej oraz poloZenia katowego
obiektu oznaczono nastgpujaco:
Uy, Uy, U; skladowe zmian predkodei liniowej obiektu;
y: zmiana kata przechylenia;
v, zmiana kata odchylenia;
¥, zmiana kata pochylenia;
y. zmiana predkosci katowej przechylania;
v, zmiana predkosci katowej odchylania;
9, zmiana predkosci katowej pochylania.
Po uwzglednieniu powyzszych zatozen otrzymano liniowy ukiad réwnan ruchu dla
malych zaklécen:

dv, _ :
m (%—V,low,l) = AX;+ AX y—7,Gcosty,

m ( d'vy - Vxloazl) = AY1+ AYIN_ﬁl GSinﬁO

dt
dv, — _ ; .

m 7+Vy10wx1_Vx10wyl = AZ1+AZ1N_YIGSInﬂO
dw

x = L
Jx, t AL+ ALy
L. dB, _
(3) J-\'x dtl '*'(Jxl_‘]-zl)w.vclowzl = AM+ AMy

dw, S

T SR 4 Uy, = Je )0y, = AN+ ANy

- dyy | dyy .

Wy, —7“{- ai sindy

7 Mech. Teoret. i Stos. 1/79
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©,, = d;p; cos P,
P =0

gdzie AX,, AY,,A4Z,, AL, AM, AN — skladowe zmiany sily aerodynamicznej i momentu
aerodynamicznego wynikle z malych zmian parametréw obiektu;

AX y, AY \n, A2y, ALy, AMy, ANy — skladowe zZmiany naciagu i momentu naciggu

liny wynikle z malych zmian parametréw obiektu.

Oddzialywanie liny na obiekt uwzgledniono przez wprowadzenie do prawych stron
réwnan (3) sktadowych sily i momentu sify naciagu liny wyrazonych jako iloczyny pochod-
nych liniowych i odpowiednich zmian parametréw lotu obiektu. Pochodne linowe przedsta- /
wiono w pracy [9, 10]. Skfadowe zmiany sity aerodynamicznej i momentu aerodynamicznego
opisano przy uzyciu pochodnych aerodynamicznych wyprowadzonych w pracy [3].

Po uwzglednieniu pochodnych linowych i aerodynamicznych i przeksztalceniachl ukiad
réwnan (3) zapisany macierzowo przyjmuje postaé:

4 PU+IU =0

gdzie % macierz kolumnowa zakldceri

U = CO][‘}.’I, é1: 1.P1 »Uxs Uyps Uzs Y1, 01: w,l]

i=1,2..,9

F=Ipl 5y 9
i=1,2..,9

Z2=lal 0,0

4. Rozwiazanie réwnan ruchu

Po przeksztalceniu i pomnozeniu lewostronnie (4) przez macierz odwrotng £~ otrzy-
mujemy

(5) U=RU
gdzie macierz stanu £ ma postaé -
(6) . - R=97(-9

Rozwiazanie bgélne ukladu (5) jest liniowa kombinacja wszystkich rozwiazan szczeg6l-
nych i przy réznych warto$ciach wlasnych ma postaé:

9 .
% = 2 Cj%wjexp Ajt
=1
gdzie:
%,; wektor wlasny odpowiadajacy j-ej wartosci wlasnej,

C; stale wyznaczone z warunkéw poczatkowych bedacych wartoéciami zaktécen od
ruchu ustalonego dla chwili ¢ = 0,
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Ajr1 = & jrr1 iy 41 wartodcl wlasne macierzy stanu
& wspdlezynnik tlumienia,
jezeli £ < 0 wahania sa tlumione tzn. ruch obiektu jest state-
czny, czas sthumienia amplitudy do polowy T j2 = —]2—2
J

7; czgsto$é oscylacji o okresie T =ﬁ.

; .

Rozwiazanie zagadnienia sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia wartosci wlasnych i wek-
toréw wlasnych macierzy stanu %. Wyznaczenie wektoréw wiasnych, odpowiadajacych
wartociom wlasnych pozwala na identyfikacje ruchéw obiektu. Macierz stanu R jest
macierza kwadratowg stopnia 9-go. Ze wzgledu na wystepowanie sit aerodynamicznych
macierz % jest macierza niesymetryczna.

5. Przyklad liczbowy 1 waloski

Badania statecznoéci dynamicznej obiektu odwijajacego z pokladu ling przeprowa-
dzono na przykladzie rakiety kierowanej przewodowo klasy Bolkow-Cobra (rys. 4).

70
pof (70

— 250

‘—-m——ﬂ-

w0
Rys. 4. Rakieta klasy Bélkow-Cobra

‘Do obliczed przyjeto nastepujace charakterystyki geometryczne i masowe rakiety:
L=107m G =95 kG
D =0,120 m I, = 0,0025 kGs?*m
Ls = 0,290 m I, = I, = 0,025 kGs?m
B= 0470 m '

charakterystyki aerodynamiczne rakiety w zakresie poddzwickowym przedstawiono na
rys. 5. :
Obliczenia statecznosci dynamicznej rakiety z uwzglednieniem oddziatywania prze-
wodu kierowania i bez przewodu prowadzono dla predkosci lotu ustalonego w-zakresie
60-140 m/s. Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 6 i rys. 7. Na wykresach liniami ciag-
}yrm naniesiono wspolezynniki thumienia — £7 i czgstoéci oscylacji — 77 ruchéw rakiety
w locie z przewodem kierowania, natomiast liniami przerywanymi—sttumienia i oscy-
lacje w locie swobodnym rakiety.

Na podstawie wektoréw wiasnych dokonano 1dcntyf1kac;1 ruchéw rakiety. Odpowied-
nim warto$ciom wlasnym odpowiadaja nastepujace ruchy rakiety: '

id
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24,2 = &1,2+0n,,, oscylacje predkosci v, sprzezone z oscylacjami predkosci katowej
pochylania o,
A3 aperiodyczne zmiany predkosci v, sprzeZone ze zmianami pred-
kosci katowej odchylania 9,
A4 aperiodyczne zmiany predkosei v, sprzezone z predkoscia v, i pred-
koscig katowa pochylania 9,

Lx|Cz
n

\ - 1
AN 74
\-02{08
ol
-2 -8 -1 9 8 12w[deg]
o\
-12
/AR
-\ / \

-20
Rys. 5. Charakterystyki aerodynamiczne rakiety klasy B6lkow-Cobra

As aperiodyczne zmiany predkosci katowej przechylania y, sprzeZone
z predkodcia o, i predkoscia katowg odchylania ¢,,

As aperiodyczne zmiany kata odchylenia v, sprzeZone ze zmianami
kata przechylenia y,,

4, aperiodyczne zmiany predkoécei v, sprzezone z predkoseia v, pred-
koécig katowa v, oraz katem przechylania y,,

Ag aperiodyczne zmiany predkosci v, sprzezone z katami przechy-
lenia y; i odchylenia ¢, .

Na rys. 6 przedstawiono zmian¢ wspélezynnikéw tlumienia poprzecznych predkosci
rakiety i czgstodei oscylacji w funkcji predkosci lotu.

Bardzo szybkie oscylacje predkosci v, sprzezone z predkoscia katowa pochylania P
wraz ze wzrostem predkosei lotu raklety przechodza z niettumionych w tlumione (przy
Vo = 135 m/s). Cz¢stodé oscylacji v, narasta.

Aperiodyczne. zmiany predkoéci v, sprzezone z predkoécia. odchylama 9y 1 predkoscia
0, s3 tlumone (£3) w calym zakresie predkosci lotu. Ze wzrostem predkoscei lotu ttumienie
wzrasta. Przewo6d kierowania nie wplywa istotnie na poprzeczne predkodci srodka masy
rakiety, Wspélczynnik tlumienia &%,2 jest wigkszy o 3,7% od &, a & —o0 0,2%.
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Rys. 6. Zmiana wspdlczynnikéw tlumienia prcdkoéci'poprzecznych rakiety w funkcji predkosei lotu
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Rys. 7. Zmiana wspélozynnikéw tlumienia ruchéw katowych oraz predkosci podluznej rakiety w funkcii
predkosci Jotu ustalonego.

Zmiang wspolezynnikéw thumienia ruchéw katowych w funkcji predkosci lotu usta-
lonego przedstawiono na rys. 7. Ruchy katowe %, sprzeZone z y; sa aperiodycznie niettu-
mione (£2). Tumienie wzrasta ze wzrostem predkosci lotu. Przewdd kierowania przy
predkosciach lotu ¥, < 100 m/s powoduje zwiekszenie wspéiczynnika tlumienia £§ o 15%
w stosunku do wspélczynnika tlumienia w locie swobodnym. PowyZej predkoscei ¥, =
= 100 m/s przewdd kierowania zmniejsza wspolezynnik thumienia o 207;.

Zmiany predkosci katowej przechylania p; sprzezone z predkoscia poprzeczng v,
srodka masy sa aperiodycznie thumione (£Z, rys. 7). Tumienie narasta w funkcji predkosci
Jotu ustalonego. Przewdd kierowania zwigksza wspétezynnik thumienia &% w calym zakresie
predkosci: o 127% przy predkosci ¥, = 60 m/s i o okolo 1% przy predkosci Vo = 140 m/s.

Przew6éd kierowania powoduje zmniejszenie thimienia zmian predkosci podluznej
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sprzgzonej z katami przechylenia y, i odchylenia ¢; w zakresie predkosci lotu ustalonego
= 60—110 m/s oraz zwigkszenie tlumienia przy predkosciach ¥V, > 110 m/s (&8
rys. 7).
Przyjety do obliczeni liczbowych model rakiety wykazuje niestatecznosé dynamiczng:
Obliczenia wykazaly, Ze: 7
1) przewdd kierowania ustatecznia ruchy katowe rakiety (&%, &8, rys. 7) w zakresie pred-
kosci lotu ustalonego do ¥ = 100 m/s. Dla predkosci Vo > 100 m/s oddzialywanie
przewodu ma charakter uniestateczniajacy,
2) przewod kierowania ustatecznia zmiany predkosci podtuinej v, sprzgzone z katem
przechylania y, i predkoscig katowa odchylania 9, (&4, rys. 7)
3) przewdd kierowania nie wplywa na tlumienie zmian predkosci poprzecznych (w kie-
runku osi y, i z) $rodka masy rakiety (&% ,, &5, rys. 6).
Obliczenia liczbowe przeprowadzono dla jednego przewodu kierowania w zwiazku
Z tym powyzszych wnioskow nie nalezy uogélniaé na przewody o innych charakterystykach.
Dla przewodu o odmiennych charakterystykach relacja migdzy sitami aerodynamicznymi
1 sifami bezwladnosci zmieni sie, co moze nadaé inny charakter naciggowi przewodu.

Réwniez dla rakiety o innych charakterystykach geometrycznych i masowych przewéd
kierowania moze mie¢ zupelnie inny wplyw na jej charakterystyki dynamiczne.

X, Y, Z [kG]

X, ¥y, Zy [kG]
Xy, Yaw, Zyn [KG]
L, M, N [kGm]

Ly, My, Ny [kGm]
T [kG]

Wy, Wy, 5 Wz, [1/s]
s, , Oy, Oz, [1/5]
v, ®, w [rad]

Y1, @1, 9y [rad]
Ve, Yoy Vz, [mfs]
Vs, Uy, Uz [M/S]

Vo [m/s]

B0, Yo [rad]

Py0 [rad]
P, ¥, [rad}

&
7

Wazniejsze oznaczenia

sktadowe sily aerodynamicznej w uktadzie wspolrzednych zwigzanym z przeplywem,
skladowe sily aerodynamicznej w ukladzie wspolrzednych zwigzanym z obiektem
sktadowe naciagu liny w ukladzie wspolrzednych zwigzanym z obiektem

skladowe mometu aerodynamicznego w ukladzie wspdlrzednych zwigzanym
z obiektem

skladowe momentu naciggu liny w ukladzie wspolrzednych zwiazanym z obiektem,
nacigg w linie -

skladowe predkosdci katowej obiektu w ukladzie zwigzanym z obiektem
sktadowe zmiany predkosci katowej obiektu

kat przechylenia, pochylenia i odchylenia obiektu

mate zmiany kata przechylenia, pochylenia i odchylenia obiektu:
skladowe predkosci obiektu w ukladzie wspolrzednych zwigzanych z obiekiem
mate zmiany sktadowych predkosci obiektu

catkowita predko$¢ lotu ustalonego obiektu

sktadowe poczatkowego katowego polozenia liny na wyjéciu z oblektu fezace odpo-
wiednio w plaszczyznach symetrii obiektu Oy z, 1 Oy,y,

kat obiektu liny w szczelinie na wyjéciu z obiektu

state warto$ci uwarunkowane ksztaltem tylnej czefci kadiuba obiektu, sita odkle-
jania liny oraz predkoécig odwijania

warto$ci wlasne uktadu réwnan rézniczkowych

wspdlczynnik tlumienia

czestodd oscylacji



e

STATECZNOSC DYNAMICZNA OBIEKTU LATAJACEGO 103

Literatura

. B. BTKIN — Dynamics of Flight, New York — London 1959,
. B. BTKIN — Dynamics of Atmospheric Flight, John Wiley, New York 1972. -

W. FiszpoN — Mechanika lotu, Cz. 1 i II, PWN, Warszawa 1961.

R. GUTOWSKI — Rdwnania rézniczkowe zwyczajne, WNT Warszawa 1971,

R. GurowsKl, R. VOGT — Opis matematyczny kierowanego ruchu rakiety o zmiennej masie z uwzgled-
nieniem oddzialywania rozwijajacych sle przewodéw, PTUIR 1975 r. Zeszyt 13 Rok V.

. R. Gurowski— Mechanika analityczna, Warszawa 1971 PWN.
. C. A. TopsaTeEnio, O. M. Maxamwos, IO. . ITonywukuu, JI. B. llestems, Mexanura noséma,

Mawunocmpoernue, Mocksa 1969

. T. KuzZMICEWICZ — Dynamika liny odwijajqce] sie z ruchomego obiektu latajqcego, Mechanika Teore-

tyczna i Stosowana 1, 13 (1975).

9. T. KuzMmicewicz — Wspdlczynniki sil przewodu kierowania ppk — pochodne linowe, PTUIR, Nr 15,
1976.

10. T. KuZMICEWICZ — Wplyw przewodu kierowania na stateczno$é rakiety. Praca doktorska, Politechnika
Warszawska, 1976 (nie publikowana).

11, J. MARYNIAK — Uproszczona analiza statecznosci podluznej szybowca w locie holowanym, Mechanika
Teoretyczna 1 Stosowana, 1, 5 (1967).

12. J. MARYNIAK — Stateczno$é dynamiczna podluzna szybowca w zespole holowniczym, Mechanika Teo-
retyczna i Stosowana, 3, 5 (1967). .

13. J. MARYNIAK — Uproszczona analiza stateczno$ci bocznej szybowca holowanego na linie, Mech. Teore-
“tyczna i Stosowana, 1, 7 (1969). '

14. J. MARYNIAK — Dynamiczna teoria obiektéw ruchomych, Prace naukowe Politechniki Warszawskiej —
Mechanika nr 32, Warszawa 1975.

15. J. MAryniak, K. MicHALEWICZ, Z. WINCZURA ~— Badanie teoretyczne wlasno$ci dynamicznych lotu
obiektéw zrzucanych z samolotu, Mechanika Teoretyczna i Stosowana, Tom 15, zeszyt 1, PWN
Warszawa 1977. .

16. S. MiNovI& ~— Dinamitke jednafine kretanja upravlivog, rotirajuceg, osno simetriénog projektila,
Naudno-tehni¢ki PREGLED Beograd 1966, br. 4 i 5.

17. S. Minovi& — Kompleksne aerodinamiéke prenosne funkcije ososimetriéne letelice koja lagano rotira,
svedene na normalizovan oblik, Nau&no-tehnitki PREGLED, Beograd 1970 br 5.

18. K. OGATA — Metody przestrzeni standw w teorii sterowania, WNT, Warszawa 1974.

19. G. Pavsaruct, J. MARYNIAK — Uticaj brino leta na ryvnotezu i dinamicke karakteristike jedrilice
vucene uzertem od strane teskog avjona, Materialy XII Jugostowianskiego Kongresu Mechaniki,
Sarajevo 1976 A 4-5.

20. R. VoGT — Dynamika naprowadzania rakietowych pociskdéw przeciwpancernych kierowanych przewo-
dowo, Praca doktorska, Politechnika Warszawska, 1971,

21. R. VoGT — Zasady i wlasciwosci modelowania matematycznego procesdw sterowania ruchem rakiet,
PTUIR 1974, Rok IV, zeszyt 11,

Peawme
JIVHAMUWYECKASY YCTONUYUBOCTDE JIETAIOUIEI'O OBLEKTA
PA3BUBAIOIEI'O M3 BEOPTA KAHAT
B paGoTe paccMarpuBaeTCA YCTONUMBOCT JIETAIOLIETO OOBENTA DA3BHBAIOIIEr0 KAHAT YIPABNCHHS
u3 Gopra.

HBmxenue obbexra onucano HemMueiiEbMU TuddepeHHanbEBIME YPABHEHHAMI B CHCTEME KOOP-

IHAHAT 3KECTKO CBA3AHBLIX ¢ oOpexTom. Ilocne aToro YpasHEeHsT ABRYKEHH S JIHHSAPH3RPOBaHO.

B ypaBHenusx nroxenus o6BeKTa YITEHO BO3/eHCTBME KAHATA ITYTeM BBeICHUA IepeMEHHOR TOUKH

KEeiCTBUA CHIBI OT HaIpsXKeHHsA KaHarta,
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Pemenne cucrembl nuHelnsx DudbepeHIHATPNBIX YPaBHEHNH CBEAECHO K BONPOCY BBIMMCIEHME
COGCTBEHHBIX 3HAUEHMI W COOTBETCIBYIOIIMX MM COOCTBEHHBIX BeKTOPOB. FlccnenoBamMa Biwsums
KaHaTa pasBHBalouleroca u3 OopTa o6bexTa Ha €ro NHHAMHUECKYIO YCTOHYMBOCTE HIBOCTPHPOBAHO
TNPHMEPOM BBEIUHCIEHKH YCTOWYMBOCTH PAaKETH! YIPABJISEMON KXAHATOM YIIPaBIIEHHWS,

Summary

DYNAMICAL STABILITY OF A FLYING OBJECT WITH A CABLE’S UNCOILING SYSTEM

The main purpose of this paper is an analysis of the stability problem of a flying vehicle with a cable’s
uncoiling system.

The flying vehicle motion is described inset of axes fixed with the vehicle and nonlinear differential
equations are developed. Authors give a discription of the linearized mathematical model of this kind
of system. The mathematical model is a set of linearized differential equations and involves descrcription
of the cables influence on the dynamics of vehicle.

The solution of the linearized differential equations is based on calculating the eigenvalues and eigen-
vectors.

Authors have given a numerica| example of the investigated problem.

1) WOJSKOWY INSTYTUT TECHNICZNY UZBROJENIA
2) POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 25 marca 1978 r.
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USCISLONY OPIS DRGAN WYMUSZONYCH LINII WALOW Z UWZGLEDNIENIEM
ASYMETRII SZTYWNOSCY NA ZGINANIE I PODATNOSCI FUNDAMENTOW

Janusz KOLENDA (GDANSK)

1. Wstep

Przyjety w pracy [1] mechaniczny model linii watéw nie obejmuje szeregu wystepujacych
w rzeczywistych ukladach czynnikow, ktére moga byé uwzgledniane w ramach linjowej
teorii drgan. Celowo$é i sposoby uscislenia modelu zaleza od typu rozpatrywanych linii
walow 1 warunkow ich eksploatacji. Przyktadowo, na drgania linii watéw okretowych
sitowni spalinowych istotny wplyw wywieraé¢ moga m.in. takie pominiete w {1] czynniki,
jak stala sktadowa naporu §ruby i tlumienie wewnetrzne waléw. Mniejsze znaczenie prak-
tyczne majg tu na ogol sprzezenia pomigdzy poszczegdlnymi rodzajami drgan [2], a takze —
ze wzglgdu na stosunkowo mala predkosé obrotowg walu Srubowego — momenty Zyro-
skopowe. W niniejszej pracy uwzgledniono wplyw stalej sily poosiowej, thumienia wewng-
trznego, odksztalcenn postaciowych od sit poprzecznych i momentéw sit bezwladnosci
obrotu oraz podjeto prébe uwzglednienia asymetrii sztywnosci na zginanie i podatnosci
fundamentéw w ukladach przektadniowych. Przedstawiono réwniez mozliwoéé doktad-
niejszego opisu drgan linii waléw zawierajacych waly korbowe lub inne zespoly o skompli-
kowanych ksztaltach poprzez zastosowanie podziatu tych zespoléw na elementy skonczone.

2. Zaleinoscl obliczeniowe dla u$ciSlonego modelu odcinka walu

Lepkosprezyste cechy materiatu linii waléw opisano ponizej przy pomocy modelu
Voigtal. Zachowano przy tym sposéb podziatu linii watéw na odcinki obliczeniowe oraz
zaloZenia i oznaczenia jak w pracy [1].

Réwnanie drgan podluznych, réwnanie drgan gietnych (w dwéch wzajemnie prosto-
padlych ptaszczyznach) z uwzglednieniem stalej $ciskajacej sily poosiowej f§{» oraz réw-
nanie drgan skretnych majg dla i-tego odcinka walu postaé:

. 0%u E\ (0% Pu
21 ix1 1= ix1 Ix1 -
@) _ot? (9 ),( 0x? T otox> ) 0,

azuixz
ot

0*uixg 0%ujys

6ux
= (EIZ)( o T ) = O

22 (04),

+fW(0)

Dw przypadku przyjecia innego liniowego modelu reologxcmego procedura postgpowania jest ana-
logiczna.
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0%u;y " a Uy O*uy ®uyy
23) (0d)i— 7= +f— 3 +(E13)t( A T arali) %
0%tx4 C\ [ Pyxa Ptixa \ _
(24) 312 — (—1—:)1( Ox2 + T 6ti_)x2 = 0.

‘Wspoélezynniki ¥;, 75; charakteryzuja thumienie materialowe w i-tym odcinku watu zgod-
nie z modelem Voigta [3]. Dodatkowe uwzglednienie wplywu na linie ugiecia odksztalcen
postaciowych oraz bezwladnos$ci obrotu prowadzi zamiast (2.2), (2.3) do réwnan:

DPuieacn ;v azule(S) a414:);2(3) asulx2(3)
(eA), 12 +f5{? %2 +(E12(3))i e +1; FY I e

(2.5)

E d*u x I *u x
ton e oG] [T+ oo ), “

w ktérych G, jest modulem odksztalcenia postaciowego, natomiast (k,);, (k3); sa wsp6t-
czynnikami ksztaltu przekroju [3].

Skupione wymuszenia zewnegtrzne, dzialajace w koficowym przekroju i-tego odcinka
watu, majg postaé [1]:

26) flh= ) fiwexp(uwe), a=1,..,6; p=.,—v, ., =1,0,1, ..,

i )
W analogicznej postaci poszukiwaé bgdziemy rozwigzan rownan (2.1) +(2.5):
(27) Uixqg = 2 ug}‘exp(j:u’wt): o= 1’ seey 4-

n :

Podobnie opisywaé sie beda katy ugigé, okreslone zaleznosciami

Ouyy Ouyy
(2.3) Uixs = — - alxs s Uixg = —alx—z‘

W wyniku podstawienia (2.7) do (2.1)+ (2.4) otrzymuje si¢ réwnania rézniczkowe zwy-
czajne, ktorych rozwigzania mozna z uwzglednieniem (2.8) przedstawié w postaci:

(2.9) U = C¥a®, u=..,~v,..,—1,0,1,..,

Vyoors
gdzie: .
ul) = {uE e=1,..,6, a® = {a},q=1,..,12,
ER 0 0 00 0 0 0000]
00 cosiPx sinA®x  x 1 0 0 0000
o = 00 0 0 00 cosifPx sinA®x  x 100
b 00 0 0 00 0 0 00x11{"
00 0 0 00 APsinAPx —APcosAPx 1 00 0
(2.10) | .0 0 APsinAPx APcosAPx 1 0 0 0 0000 jy
(.11) C® = W, ##0, m=1,..,6 n=1,..,12,
ey = exp[(AR +/AB)x], 211 = exp[(A+71%) ],

e, = exp[— (AP +jAR) x], %2z = exp[~ (AP +A%) ],
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¢y = exp[(24? +/242) x, gy = — (A +j28) 47,
cs = exp[— (A4 +jA3) ], ciBe = (A2 +/M) ek,

c¥9s = exp[(A43—jA42) x], ¢ = —(243-jAdD s,
s = exp[— (243 ~j242) x], 210 = (M3—JMD R 10,
ey = expl(A4+/2¢D) ], o2y = (A +/74D s,
c¥s = exp[— (A9 +j24) ], e = — (A28,
¢y = expl(A1§3—jA4d) x], s = (AR —jAD s,
¥ 10 = exp[— (A48 —jA¢D x], cfs = —(AB—jAD c¥s.
Pozostale elementy macierzy C#® sg zerowe. Poszczegolne wielkoéei A® oznaczajq:

| (A4DY, = pw ]/Wh/l-*—(uwr,) -1,

(2.13)
(A% = pw ]/m[]/l+(ﬂwﬁ)z+ 1] )
l e ”w]/ 2Ci[1+(1(5/)fwm)2] Wi Gy 1)
(2.14) . _
l(/lﬁ.‘g’),- N #wl/ 2C;[1£%Llwrs Y] [V_l—'r(/‘wfst)z““l] ’
@15 i(zaﬂz» = @)Y/ (@8)— @R, (A= @5y @B+ @8,
o (24 = (4D, V [@dED:— (d8): , (m» = (da”zW(dsz),; @8 ,
- 1
d(zﬂl) = . '
(2 2/ (ELY[1 + (uoor,)?]
(d9): = 1/ [1+(um,>21{(fz:f°>)2+<r<ﬂ> 13 WﬁWd}
o1 | @B == VS G o ]/ Leon—eoa,

(d4D): = 1/ [1+ (om) T {(F5)2 + () +£380 V200 P) + @) |
(@4 = 130+ V [(r$)i+ (241 +po ]/ e (GRIEIC

@) = (F8OV + 4ELoA)(uw)?,  (r9"); = Y @7+ 4(EL 0 A), (nw)*t]? .
Jak fatwo stwierdzi¢, uwzglednienie ‘wplywu odksztatceri postaciowych i bezwladnosci
obrotu zgodnie z (2.5) wymaga zastapienia w zaleznociach (2.16) wielkosci f5{% przez

) fwo (/_ta))z-(glz)l[l + (kzg)i]

oraz wielkoéci A; przez
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Ai~ (uw)? (ka %): :

Wielkosci (A4D)y, (A4, (A42):, (A4Y): réznia sig od wielkosci (2.15) jedynie wystepowaniem
(Iy), zamiast (I); oraz (ks),, zamiast (k,)i. W dalszej czedci p. 2 pominigto indeks u
w oznaczeniach elementow macierzy opatrzonych tym indeksem.

Na podstawie zaleznosci (2.9) oraz znanych relacji pomigdzy sitami wewnetrznymi
Pixs | Przemieszezeniami u;,. [1] zapisaé mozna macierz kolumnowac amplitud u-tych skia-
dowych tych sit p&% = {p¥%k} w postaci

<

(2.17) Pl = ARal
gdzie:
(2.18) AR =
| E4 0 0 0 00 0 0 00 0 0
0 0—ELA3sinA,x EI,A3cosA,x 0 0 0 0 00 00
1 00 0 0 0 0—ELA3sindsx  EILA3cosdzx O,O 00
00 0 0 00 0 0 oocCcr,of ’
00 0 0 0 0 —EIAcosAyx — EIAZsind;x 00 0 0
| 0 0 E6LAjcosd,x EI,A3sind,x 00 0 0 00 0 0],
(2.19) AW = [awpnly, ##0, m=1,..,6, n=1,..,12,
@x1y = EA(Ar 1 Fjh2) Certs Gxamy = Cli(As;+JAs2) Cearnss
@y = —EA(1 Fjh2) Cxi2, aya,12 = —CL(As1 +jAs2)Cra 125
@yz23 = —EL(A1+j225)%Cr23s sy = El3(A3;+jAa2)*Cear,
txza = EL(A31+jA22)Cx2a, axss = El3(A31+7332) Cass,
axz5 = —ElL(A235—jA24)Cx2s, dxso = EI3(A33—=jA34)*Crso,
txzs = EL(A23—j24)° €226, @xs,10 = EI3(A33—7234)%Cas, 105
ax37 = —EL(A3;1+jA32)%Cear, Ax63 = —Elz(lm‘}‘]'lzz)zcxzs,
ax3s = El3(A3;+jA32) Cxas, Ar6a = —EL (A3 +i222)"Cx24,
39 = —EL(A33—j34) Cx30, axes = — El(Az3—jA24)?Cxas,
aa,10 = El3(A33~i434)%Cx3.10- a6 = — EL(A33—jA24) Cxz6-

Pozostale elementy macierzy A sg zerowe.

Znajomo$é macierzy Ci# oraz A% umozliwia wyznaczenie macierzy przejécia, wigzacych
macierz kolumnowa wspélezynnikow af®; dla (i+1)-go odcinka z macierza o w przy-
padkach wystegpowania sit skupionych, masy dyskretnej, sprzeglta elastycznego etc. Po-
nizej ograniczono si¢ do przypadku, gdy pomiedzy i-tym oraz (i+1)-ym odcinkiem wyste-
puja sily skupione f;, (wymuszenia zewngtrzne lub reakcje tozyska). Gdy osie lokalnych
ukiadéw wspétrzednych obu sgsiednich odcinkow sg do siebie odpoWednio réwnolegle,
zachodzq warunki [1]:

] uf“&:uf@l oot > o = 1,...,6,
(2.20) P =D a0, a=1,.. 4,
P = p¥\ a—f®, o=56
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Po podstawieniu do (2.20) wyraZen okreslajacych amplitudy przemieszezen i sit wewnetrz-
nych zgodnie z (2.9) i (2.17) wyznaczy¢ mozna poszczegélne wspétczynniki aff?
=1, ...,12). Wynikowa zalezno$é przy oznaczeniu af, =

postaé:
(2.21) afl®, = BPafd+ F{o £,

B jest macierza blokowo diagonalng

w= ..

=Y, ..., —1,0,1,...,7,..

+1,
{d,,}, /1 = {f®} ma

q

(2.22) B = [BY, ..., B\ 12,
B4, (AT
B = (Ed)isr , B = (CL)14,
I 1 I 1
(EL; A c08 4, 1), (EI, A%sin A, 1), 0 0—
(EI 23141 (EL 23)i41
B (EI, A3sin i, 1), (EI, 22cosd,l), 00
B (EIZ Z%)Hl (Elz }'g)l+1
2 = .
(EIL, A3sin 4, 1), . (EI,A3cos A,1),
et 2l —(Aysin A ) (AzcosA ) —== <7 190
L), st (heoshali= —r o o
(ET, 23cos A, 1), . (ET, A3sind, 1), .
cos(A )1 — sin(A, );— —= =2 ] 1
| costD T, G e B,
B = [bl Cry1 bzcuz] W= [b3cl4.11 b4cl4,12] ,
u:0 by bianaju 0 bacia, 11 bscia,iz 0

‘ (bs—b1)cCiz3
(b— bg)cizs

(bg—bg) 124
(bs - b1)¢iza

(bo—by1)czs (bfo”" bi2)cizs

(bro—bh12)cizs (bo—by1)Cizs

BW —
.U?,ﬁ%) (bya—bis)Cizz (Bya—bis)Crza (by7—byo)crzs (bis— byo)cize
' (bra— big)cizs (byz—bis)Ciza (B1g—Dbao)Crzs (by7— byo)Cizs
(b0 ), = VEACer iAo (EAChs 472,
Lt 2[EA(As +jA2)ins ’ Y
(b ) - [CIs(lsl +jls2)]l+1 '_I_ [CI,(}.“ +j132)]l
4t 2[CL(Asy +iAsia 1 ’

(b5, = 5 [BL(as +iha WG s £ Hh,
(B = L (s =0 Ns (s +iasds Gl o),

(Bo.i0h = 5~ BT (has = haePU(has a1 Cas—iBad)],
(Busio)e =~ BT Chas =7hae D (G +a2) e (hos = e

N 1 N .
b13,1)= ‘?2 [ET,(A21¥7222)% 141 [A23 "1124)&1 + (A21+jA22)l,

[©)



110 J. KOLENDA

1 ,
(b15.16)i = 7‘2‘ [ET,(A2, +j122)2]l [(Z23 ‘1'124)1+ 1E (A F7222)4],

1 . , ,
(b17,18)l = Tz [EL,(Ay +]'122)2)]1+ (A23—=jAandis 1+ (423 —1/124)1'],

1 " . .
(b19,20)( = Z [EL(A25 —jlzi)z]t [(A2a—jA20)is1E (A3 —Jjhaail,

e = 2{EL (A1 +7A22) [(Aay+7A22)* — (Aa3 —jAaa)This 1,
e, = 2{EL(Ay3—JA24) [(A21+7222)* — (R23—JA24)1}is s -

Macierze Bf$’ i B{f) réznig si¢ od macierzy B3’i Bfy’ wystepowaniem I3, A;3i A5, (y = 1, ..., 4)
zamiast I, A, 1 A,,. Wielko$ci cims s elementami macierzy C%?(2.11) dla x = J;. Macierz
F{® ma postaé:

(2.23) F{® = [As)iaxe-
Elementy 4, ngnoszq dla g = 0:
l 1 1
h = —r——, h = h =3 -—h = e, h = e —
11 (EA)H_I 36 — 7i52 66 (EIZA%)H-I 42 (E1222)1+1 ’

1 1 1
—_——aT h = h = ——h = e, h —_ e —
(EL323)141 %3 10:3 78 _ (EI323) 141 s (CL)44

oraz dla u # 0:

hgs =

L Rl

- hyy, = —h,y = — - R Hanw = —han = ,
. 2 2[EA (4, +.]}_'r2)]l+l 32 2 €y
1 . 1
hys = hag = ““?1(121 +]}'22)i+1’ hsy = —hey = “—el—,
: 2
1 , 1
hse = hes = —(Aas—jhaa)is1, h7z = —hgs = —,
€2 : €i3
1 . B 1
h75 = hgs = — ?‘;‘(}-31 +J/132)i+1, }193 = _h10.3 = —7,
: 4

1
2[CI3(151 +j}-.!2)]l+ 1 ’

1 . :
h9s = hyo,5 = —8:(133—‘]134)1“, h11,4 = —hi4=—

€3 = 2{EI(}-31+j}-32) [(Z3, +j}-32)2"(133_j'134)2]}1+1, ’
s = 2{El(A33—jAaa) [(A31 +jA32)* = (R33—7A34) 1 }is s

Pozostale elementy macierzy F{ sa zerowe.
W przypadku, gdy odcinki i-ty oraz (i+1)-y nie réznig si¢ stalymi materialowymi,
macierz B{® (u # 0) staje si¢ diagonalna:

(2.24) B,“‘o) =:[C1115 Cl125 C123> Ci24, Ciz55 Ciz6» C1a7> Ci3s s €130 C13,105 6'14,/11, Cra, 12y -
u¥

Oznacza to, ze mnozenie B{*, - B{" ... sprowadza si¢ wéwczas do symowania diugosci
odpowiednich odcinkéw waléw w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych ¢im,. Podobnie
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postgpuje si¢ przy mnozeniu B{P; - B{? ... gdy stale materialowe kolejnych odcinkéw sa.
jednakowe.

Spos6b wyznaczania drgan wymuszonych linii waléw na podstawie powyzszych za~
leznodci jest analogiczny jak w [1]. Uwzglednié przy tym nalezy, ze zgodnie z (2.13) + (2.16),
dla odcinkéw walu o wlasnoéciach lepkosprezystych nie zachodza dla » = |u] 1éwnosci:.

CR = CRE, 4R} = AR etc,

jak to mialo miejsce dla idealnie sprezystych odcinkéw watu [1]. Mamy tu zatem
(225)  wx= Z [(Cay + Cizai™) cosvaw t +j(CE ol — Ci77 d =) sinvw 1],

tin. wzdluz odcinka o wlasnosciach lepkosprezystych katy przesunieé fazowych przemiesz-
czen (sit wewnetrznych) wzgledem wymuszen sa zmienne.

3. Drgania wymuszone lintf walow w ukladach przekladnlowych z uwzglednieniem asymetrii sztywnosci na.
zginanle 1 podatno$ci fundamentow

Uwzglednienie asymetrii sziywnoéci na zginanie przy pominigciu sprzezen pomiedzy
poszczegblnymi rodzajami drgad nie wplywa na drgania podiuzne i skre¢tne linii waléw,
dlatego teZ poniZej ograniczono si¢ do opisu drgan gietnych na przykladzie uktadu przed-
stawionego schematycznie na rys. 1. Zaklada sig, Ze cz¢éé A linii watéw zawiera odcinki
o kotowej ‘symetrii sztywnoéci na zginanie, natomiast odcinki w czedci B wykazuja asy-
metrie¢ sztywnosci na zginanie. Uklad ten moze byé zatem traktowany jako model linii
waléw okretowej sifowni spalinowej z przekladnig, w ktérym pominigto czynniki nie-
istotne dla ponizszych rozwazan (np wplyw innych mas dyskretnych poza §rubg ok-
retowa).

W celu uproszczenia opisu mozna.drgania w czeSci A rozpatrywaé w nieruchomych
ukladach wspédlrzednych, ktorych osie sa odpowiednio réwnolegle do osi ukladu odniesie~
nia konstrukcji podpierajacej Xy, X2, X3. Drgania w czeéci B wymagaja opisu w ruchomych.

A B

przekTadnia (fi)“;a_1 fff‘)in_g
ng n,,%
ERE N

Rys. 1. Model obliczeniowy ukladu przekladniowego, fna, (fan— uogblnione sily zewngtrzne; w-—
predkos¢ katowa wirowania walow w czesci A: nw — predkosé katowa wirowania watu w czgsci B
1,2,...,m;1,2, ..., ng— nnmery kolejnych lozysk w AiB; 1,2, ...,m,; 1,2, ..., ng — numery
kolejnych odcinkéw obliczeniowych w A i B} Xa;, X3z, X33 — nieruchomy uklad wspoirzednych
odcinka nr 3; X, X2, Xs — nieruchomy uklad odniesienia konstrukeji podpierajacej.
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ukladach wspétrzgdnych, ktérych odpowiednie osic sa réwnolegle do gléwnych central-
nych osi bezwladnosci przekroju poprzecznego danego odcinka [1]. Warunki brzegowe
dla czedci A zapisaé mozna w postaci:

(3.1 Phon T MoatitoaT boattlon = Ff8as @ =2,3,5,6,

(3.2) Prsta = + Fra-

- Przy podwdojnych znakach " +" i ”"—'" gérny znak dotyczy a« = 2,3, dolny — « = 5,6.
Wielkosci oznaczone wezykiem odnosza si¢ do nieruchomego ukladu wspbtrzednych.
Wspétezynniki moq icoo 58 0dpowiednimi elementami macierzy bezwladnosei §ruby okre-
towej (z uwzglednieniem masy wod~y towarzyszacej) i macierzy wspolezynnikéw lepkoscio-

wego tlumienia wody, natomiast f§. jest znana sila dzialajaca na §rube okretowa w kie-
runku a, ktéra przedstawi¢ mozna w postaci analogicznej do (2.6):

(3.3) Zf O exp(UDt), U= ey oy —1,0,1, 0,

Sita f ,‘fﬁa jest nieznana reakcja dzialajaca w kierunku « na odcinek nj; w loZysku o numerze
n,. Warunki brzegowe dla czgéci B maja postaé:

(3.4 Plow = F/8;
(3.5) Phga=0.

gdzie f5, jest nieznana reakcja fozyska nr 1 w kierunku a.
W czgsci B dzialaja wymuszenia od silnika, ktére w ruchomych ukfadach wspolrzqdnych
przy predkosci katowej silnika nw wynosza:

(B (fh =D (FE™™hexp(juénot), p= .., =, ..., —=1,0,1,..,»
- _

Indeksem A oznaczono numer punktu przylozenia sit wymuszajacych w czgéci B, natomiast

£ jest liczba cykli pracy silnika, przypadajaca na 1 obrét wahi | & = % dla silnikéw cztero-

suwowych 1 £ =1 dla dwusuwowych).

Wprowadzajac ciggi indekséw 1,2, ...,n, oraz 1,2, ..., nz, odpowiadajacych ko-
lejnym podporom lozyskowym w czesci A i B, utworzyé mozna macierze kolumnowe
reakcji w tozyskach i przemieszcze walu w miejscach podpér tozyskowych:

@7 fA={fthLF = {fa), 0 = @ty it = (i), i=1, .., n, 2 =2,3,5,6,
(38) fB={f}}, /T ={/},®= {u},uf = {um} i=1,...,n5,0=2,3,5,6.

W celu uwzglednienia wplywu podatnoéci fundamentdw nalezy przetransformowaé wiel-
koéci (3.8) do nieruchomego ukladu wspdirzednych:

fomp, =1,
Il = ﬁcxp(— Jjnwt) +ﬁexp(inwt),
II = [‘lvjl]4nx’ ﬁ= [ﬁL]MIB’ i=1, <oy Np,
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(3.9)
1

-_— 1 -
5 -

1, = exp(~jo), Il = exp (o),

- —_0 O

0
0
J
1

O O S~
[ e R
O O A~~~

(VI 1 —J
gdzie d, oznacza kat obrotu lokalnego ruchomego ukladu wspdtrzednych odcinka pod-
partego na swym lewym koficu i-tym tozyskiem, mierzony wzgledem nieruchomego ukiadu
wspétrzednych x;, x,, X3 w kierunku wirowania watu silnika w chwili + =0 [1]. Jak
wynika z zaleznosci (3.3), (3.6) i (3.9), na skutek wzajemnych oddzialywan obu czgsci
linii watow i fundamentu nalezy przewidywaé nastgpujaca postaé nieznanych wielkosci:

af. = 2 {tper mexplj(u+ kn)wt]+ai ¢+ exp [ j(ué + k) nwt]}, i =1, ..., 1,

I,k

Pl = ) (B expl j(u+knlor] ¥ pACSH exp [i(ué + k) noot ]},

Gl . " )
. fi= Z {furkmexplj(u+kn)wt ]+ f 1@t expj(ué +k)nwt]},
nok
k=.., -5 ..,-1,0,1,...,5 .., @={%}, «=2,3,56,

ﬁlfix(y+kn) _ {ﬁ{&(gﬂm)}’ a§§1‘§"+k") — {ﬁ;&(gn+ku)} etc.

i analogicznie dla wielkosci ul,, p%., % w czgéei B. Zrédiem skladowych o czgstosciach
(u+kn)yo sa wymuszenia dziatajace na §rube, a skladowych o czgstodciach (uén+kn)w—
wymuszenia od silnika. Liczba czlonéw po k& w szeregach (3.10) zalezy od krotnosci obiegu
skladowych o czgstosciach uw i ufnw przez petla sprzezen pomigdzy fundamentem i linig
waltéw, a wigc do tlumienia w ukiadzie. Na skutek tlumienia ze wzrostem wartosci |k|
amplitudy szukanych wielkosci maleja. Wystepujace w (3.10) macierze kolumnowe am-
plitud przemieszczen i sit wewngtrznych w przekroju x i-tego odcinka wyrazaja si¢ zgodnie
z (2.9) i (2.17) zalezno$ciami:

ﬁzltx(u+kn) _— C,‘ﬁ“‘"’a;"””’""), 1”,/!3;#+k") — Agﬁ»l-kn)afi(lwk")’
3.1 fifuentrkn) - Ci(gén+kn)aii(ﬂcn+kn)’ 13‘.;1§,u§n+kn) — A(,-’f""'k”)a’“”é"*k”),

afi+kn — {aﬁ{”*’"")}, © gfentkn - {atl(#éwkn)}, qg=23,4,..,10.

Macierze CH+kn  A{#E+km ete, stanowig bloki macierzy (2.10), (2.11), (2.18) i (2.19) do-
tyczace drgan gietnych, w ktorych nalezy u zastapié przez (u-+kn) lub (uén+kn) oraz
podstawié (L), = (L), (ko); = (ks), w blokach dotyczacych czgéci A. Podobnie wyko-
1zystujgc odpowiednie bloki macierzy (2.22), (2.23) i relacjg (2.21) mozna dla konkretnej
linii watdéw sprowadzié warunki brzegowe (3.1), (3.2) do postaci:
Arwrlngderkn — 60 k£ 0, p=..,-7,..,—1,0,1,...,%, ..,
(3.12) AMEED AR | BERE 0 ko= 0, _
AAwintkmgdabntkm — o Gk = .., —5,...,—1,0,1,..,5, ..,

ng4—1
AW +k k DA+ k) fA@+En) _ I fA@+Rm
Bk gagutkm Z Bl fawrin = Ffagin
J=1

(3.13) _, . b
BA(/A{n+kn)a;11(p§n+kn) + Z Bf(pgn+kn)fj((ﬂ§u+kn) — Ef"AI((uéju+kn)’
Jj=1 '

8 Mech. Teoret. i Stos. 1/79
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gdzie!
10 0 O
. o = 01 0 O
W) — w() — =
fo _{f()u }a 06—2,3,5,6, E 00__1 0 .
00 0 —1

Przy tworzeniu analogicznych wyrazer z warunkéw (3.4) i (3.5) nalezy uwzglednié, ze gdy
osie lokalnych ukladéw wspotrzednych sasiednich odcinkdéw nie s do siebie odpowiednio
réwnolegle (6, # d,,,), zaleznos¢ (2.21) winna byé wyznaczona po odniesieniu wielkosci
dotyczacych i-tego odcinka w warunkach (2.20) do lokalnego ukladu wspétrzednych
(i+1)-go odcinka. Ogélna postaé wyrazen analogicznych do (3.12) i (3.13), uzyskiwanych
na podstawie warunkéw (3.4) i (3.5), jest nastepujaca:

AH(y+kn)alll(jt+kn)_)'_Eflll(,u+kn) =0,

(3'14) B(uén+-kn) BEn+kn) 4 I £Bwn+kn)
A al +Ef1 = O,

g

BBl gBGuskny Z Bo+km fBGtk 0
j=2

ng
(3.15) | BBGtn i Buin+in Z‘ Ef(/4§n+kn)fjl?(u§n+kn) —0, k#0,

J=2

na 1
BBk Bun+kny Z R+ pRGG+kn) Z‘ Bipntkm( fwedn) — 0 k = 0,
Jj=2 h=1
gdzie:

I — liczba punktéw przylozenia znanych sit wymuszajacych w czesci B.

: (F0m) = {(J20}, @ =2,3,5,6.

Zaleznosci dotyczace sktadowych o czestosciach (u-+kn)w w warunkach (3.14) i (3.15)
zapisa¢ mozna jednym réwnaniem: )

(3.16) APGEkngBGatkn) 4 RBGutkm) £BGukR) o ()
gdzie:
B(s+kn)
i _ |4 g o 0 0
— ’ = ~ ~ ~ 3.
BB(/z+lm) 8 0 B20‘+"”’_ ng-;-kn)__.B')‘B‘(’;Hkn) 8xdnp

SR = (P} G 1, g, SR < {fE0H0) g =2,3,5,6.

Ponizej wyznaczono amplitudy sktadowych o czestosciach ( (u+kn)w, gdyZ postgpo-
wanie przy wyznaczaniu amplitud sktadowych o czgstoéciach (uén+ kn)w jest analogiczne.
Rozpatrzono ogélny przypadek, gdy analiza winna objaé skladowe o czgstosciach
(u+knw dla p= —r,...,-1,0,1,...,r oraz k= —s, ..., =1,0,1, ..., s (r, s —do-
wolne liczby naturalne). Niezbgdna w tym celu jest znajomo$é macierzy wspoéiczynnikéw
podatnoéci dynamicznej fundamentu ]:)“‘“""'), wigZacych macierze kolumnowe amplitud -
reakcji w lozyskach 1 przemieszczen watéw w miejscach podpér lozyskowych:

3.17) Ok = Ptk fGuekn)
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gdzie:
etk — {ﬁA(}l+k")’ ﬁﬂ(u+kn)}’ f"(u+kn)= {fA(u+kn)’ fB(u-Hm)}’

o kn) _ [pA@+k ;o ~ A k ~ .
JAG+RR) — {"i WHmY =1, ..., e = {uﬂz(ll+kn)}’ o =2356,

-l"B(;H.kn) — {u?(l‘+kﬂ)}’ [ = 1’ ..., Np etc.
Uogdlniajac zaleznosci wyprowadzone w [1], macierz ﬁ“‘*"")-traktuje si¢ jako sume ma-
cierzy wspolezynnik6w podatnosci dynamicznej konstrukeji podpierajacej linie waléw
D@k i blokowo dlagonalnej macierzy. wspolczynnikéw podatnosci dynamicznej filmu
olejowego w lozyskach D®++m;

(3.18) N Pletkmy _ D(u+kn)+D"<u+kn)’
gdzie:
Dl — [D(ip}+kn)]’ D+kn [D§u+kn)]’ Lj=1,2, ..., n,¥ng,

k Yu+kny o [JGe+k
D =[], DY = [diH™), o, f=1,..,6,

d‘”*"")——zespolony wsp6lczynnik podatnoéci dynamicznej filmu olejowego w i-tym lo-
zysku, okreslony analogicznie jak d{a; w [1]. Macierz D®+kn vy zaleznodci (3.17) zawiera
elementy odnoszace si¢ do o = 2,3, 5, 6 (tj. do drgan gigtnych) i jest stopnia 4(n,+ng).
W macierzy D®+* mozna wydzielié podmacierze

D@ 5 Digkm }4n 4 Wierszy

(3'19) __D(y+kn) = | e E ................. .

‘ ' D™ ¢ Diggrkm }4nB wierszy

. 4n,4 kolumn
Warto$ci moduléw elementéw macierzy D45 ™ i DY*™ sa miara sprzezen pomiedzy pod-
porami lozyskowymi w czgsci 4 a podporami lozyskowymi w czgéci B, decydujgc tym sa-
-mym o celowosci tacznego rozpatrywania drgan gigtnych obu czeéci linii watéw. Przy za-
loZeniu, ze sprzeZenia te nie sa zaniedbywalne, z (3.17) i (3.19) otrzymuje sie:
GAGHR) = DﬁlA+kn)fA(/l+kn)+D‘(étli+kn)fﬂ(,1+kn)’

(3.20) [iBtkn) .Dg‘j"") f74<u+kn)+ Diend f8<u+kn)_
Zgodnie z (3.9) mamy
fButkn ﬁfB[u+<k+1)nJ+f]fBua+<k-l)nJ,

(21 ~B(u+k 79, Bl+(k + 11 g T, BUt+(k—1)n]
B kny — [Ty Bls+ 0+ Dn1_g IT;,BUck( ,

zatem :
~ v A
% - k-
JAGHED — pGtkn FAG+kn) g DEkn(TT B (k+ D1y [ fBL+ (k= Duly
j']uBDu+(k+1)nJ+]]AuB[u+(k—1)nJ = Dgf‘+kn)fA(u+kn)+D%Hn)(ﬁfﬂwﬂk+1)n1+ﬁf5[#+(k—l)n1)'
(3.22) ,

Pelny uktad réwnan (3.22) dla WSZyStleh uwzglednianych sktadowych zaplsaé mozna

W postaci:
B(r, s)

~A,S r,s (rs)
G D( )f“‘"’)—}-D 0

(3.23) 50,20 _ Dg,'f—) j““i Dy Dg—,, ) fBg.g)’

8*
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gdzie:
~ A(r, ~A@—-5) ~A(r—s+1) ~A(r,S—1)  ~A(r,S)
u(—-s)={u(—~,u(— T A 7
~A(r, k) ~A(=r4+kn) AT+ 14kn) ~A@E-1+kn)  ~A@E+kn)
SR U : yeee, U , @ 1,
r: $) r—9 r—- S+1) r,s—1) r, s)
Dii = [DAA Dy » Dia » Dy an,(2r+3) (25+1)s
(o, k) (—r+kn) (- r+1+kn) (r—1+kn) (r+kn)
DAA = [D » Daa » Daa D ]4",1(2r+1)’
To [ T
]—:]-([) [j('_')
e _ .
ae o I
0]
I T _Lanpar+1y s+
o (r) 5 5 5 (") H ]I ﬁ
I~ = [H, H’ ) H]4-"n(2"+l)’ [ <y ]4un(2r+])9
_ _s _
0 D(r )
- 1 r,—~Ss+1)
D(' s+1) 0 D(
,s) :
Dpi= = ! )
(r s—1 ~(r,s—1)
Dih o D%
Arss)
— Dy 0 _J 4np(2r+1)(2s+1)
S k) (r{-kn) (=r+1+kn) ¥ (r—1+kn) r+kn) ¥
D = [ H D H, H D H]4ng(2r+l),
A, k) (~r+kn) 5 (—r+14kn) 5 (r—1+kn) r+kn) 15
Dy = [Dgp II, Dyg I, H Dyg H]4nn(2r+l)-

Pozostate bloki

Post@pujqc podobnie z warunkami (3.12), (3.13) i (3.16) jak z réwnaniami (3.22) otrzy-

DG — jak DY
muje sig:

(3.29)

gdzie:

A S) _ [, AP~ A(r,—s+1
At = g9 gpe-skh)

af(:. kb {af(—”""’, af(“”'“"‘"),

J; s

. r,
macierzy 19 i Dy

R

AN L FEOFRED = ()
BACIqle) 4 BAC DA = (),
ABC DB 4 BB AFBEH = (),

Ar,8-1 A(r, s
’ al(i“ )a al(—"‘)}’

sA(r—-1 A
’ af(r +k")’ al(r+k")}’

={O’0’ ’Oyj‘W(L)’O’ ’O}’ ]
' (s+1) —a kolumna 4(2r+ 1)-clementowa
JEO = {fgen, freren, L fremn, oy,

Utworzenie pozostalych macierzy w (3.24) nie nastrecza trudnosci.

s zerowe. Macierze kolumnowe u”("i), [,

e tworzy sig analogicznie jak #4®3, ‘macierz DY tworzy sie jak DS, a macierz
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Z kolei nalezy wyrazi¢ macierze kolumnowe amplitud przemieszczen waléw w miejscach -
podpor fozyskowych w funkcji pozostatych niewiadomych. Jesli na koncu i-tego odcinka
watu w czescl 4 znajduje si¢ j-te tozysko, to zgodnie z (3.11) dla x = /;, mamy:

(3_25)_ ﬁiA’(ll-t‘-kﬂ) — C,-(f‘”")[lf’(””"’.

W wyniku wykorzystania relacji (2.21) otrzymuje si¢ zaleznos$¢ o postaci:
j=1 .
~ : ~ 1 — Y~ e
(3.26) fAEHR = Ak Cj’""f"")af""f"")-]—z Gtk faquskny,
i=1

Xojarzac zaleinoéci (3.26) dla j = 1,2, ..., n, otrzymuje sie:

(3.27) ATk CA(u+kn)a/Li(1«+kn)+ CA(,z+kn)fA(;:+kn),
gdzie:
- 0 _
T AQerkny -
o Cistn "~ 0
— C4tu+km — o - .
CA(,H-Im) — CA(,H-kn) — C§§”+k") Cgié;wkn) 0
é_:(;t+krl) anox8 . = )
+k A k
_ a a G oL Clasin 0 |,
Podobne postepowanic dla czesci B daje:
(3.28) un(;z+kn) — CB(u+kn)alll(;t+kn)+ CB("+k")_fB("+k").

Z (3.27) i (3.28) wynikaja poszukiwane zaleznosci:
- TACS) = CACD A L CACHFACS)

(3.29) _ ~

1B = CEODEAES L CREIFBES,

Z wyrazefi (3.23), (3.24) i (3.29) uzyskuje sie rozwigzania:

A “ir_Ees
aA(r,sj _ . Fw(r, s)
177 7 | BAC S L BAC S EES 0 0=~

(3.30) FACD = FEogAes e = GEACS),
AP = (4B D)1 BB OFBES
gdzie:
Fe2 = [E+(DEP - CAe9) 1 DGEPGeoy 1 (DEP - CAen)1 g,
G = [JICEBEs [T CPUD( 4B 9) =1 BBe:s _ D=1 pEr2
£ — macierz jednostkowa.

4. Zastosowanie podzialn na elementy skoWczone -

Metody elementéw skonczonych (odksztalcalnych [4] i sztywnych [5]) zapewniajg
wysoka jako$é analizy ukiadéw ciaglych, dlatego celowe jest rozpatrzenie mozliwosci
zastosowania tych metod do opisu drgan wirujacych uktadéw ciagtych, podpartych podat-
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-nie. Dla uproszczenia rozwazan, zarowpo zastosowanie metody odksztalcalnych ele-
mentéw skoriczonych (OES) jak i metody sztywnych elementow skonczonych (SES) zi-
lustrowano na przykladzie tego samego ukladu, przedstawionego schematycznie na rys. 2.
Podzialem na elementy skonczone objgto ten fragment ukladu, dla ktérego dokladny opis
drgafi przy pomocy réwnan rézniczkowych czastkowych nie jest mozliwy — tj. wal kor-

l( o)

-

Rys. 2. Schemat rozpatrywanego ukladu. f3, — wymuszenie dziatajace na §rube okretowa; (f3), — wy-
muszenia od silnika, dzialajace na czop korbowy w k-tym wykorbieniu; @ — predkosé katowa wirowania
linii walow. )

109}

Ity PodukTod | Poduklad ‘ Poduklad @ Poduklad

°‘35;'?5“’r‘— R O

Rys. 3. Schemal podzialu walu korbowégo o / wykorbieniach na poduklady elementow skonczonych

bowy. W wale korbowym o / wykorbieniach wyodrebiono / poduktadéw, z ktérych kazdy
podzielono jednakowo na dowolna liczbe elementéw skonczonych. Przykladowy schemat
podzialu watu korbowego na poduktady przedstawiono na rys. 3.

Stosujac metode SES, podukiady nr 1, 2, ...,/ podzielono na m elementéw SES o 6
stopniach swobody, polaczonych o elementami sprezystymi®’. Odcinek walu z tarcza
przednig stanowi poduklad nr (/4 1), zawierajacy m’'+1 elementéw SES i o' elementéw
sprezystych (rys. 4). Dla cylindrycznych odcinkéw watu korbowego przyjeto cylindryczny
ksztalt SES. Kazdemu SES przyporzadkowano lokalny uklad wspélrzednych, wirujacy

2 Uwzglgdnienie lepko$ciowego tlumienia ni¢ wprowadza istotnych zmian do ponizszych rozwazar,
dlatego zostalo ono pominigte.
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z predkoscia katowa w wzgledem osi linii waléw i pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku
z gléwnymi centralnymi osiami bezwladnosci tego SES. Dodatnie zwroty uogélnionych
sit dziatajacych na SES i jego uogélnionych przemieszczen przyjeto jak na rys. 2 w pracy [1]
dla sit f;, | przemieszczen u;,,. Kazdy SES okreSlony jest blokiem wspdlczynnikéw bez-
wladnosci :

M,=[myl, a=1,..,6, e=1,..,m.

Kazdemu elementowi sprezystemu przyporzadkowano lokalny uklad wspétrzednych,
pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku z gldownymi osiami tego elementu. Kazdy element
sprezysty okreslony jest blokiem wspolczynnikéw sztywnosci

Co=lad oa=1..,6 k=1 .., 0.

Poduktad nr 2 Poduktad nr|
! Element
SES nr {mrl), sprezysty nr(1); | SES or (me1), SESnr(m+2),

| SES nr fm'rZ)M
o . e - l
j-ty odcinek ' Element Element |
watu SsESnr{l); SES nr(m)1 I sprezysty 1)z sprezysty tv), , SES nr{1)l,1
X ) X1
———Xj1 ‘ — @ — — @ — @
X2
X
] | _ Element sprezysty ' . | Element_ sprezysty
I A nr{vh | SES nr {m), [RALT |
Y | ¥ M2 | | " SESnriml ’
j3
| SES nr {m+2), ! SES nril), | SES nr {m+ 1), l
1
I | | I
L Poduktad nri | | Poduklad nr [1+1) |
[and o [~ -1

Rys. 4. Schemat podziatlu walu korbowego na sztywne elementy skorficzone (SES). x4, X2, X;3 — lokalny

uklad wspolrzgdnych elementu SES nr 1; #; — kat pomigdzy plaszezyzna pierwszego wykorbienia a plasz-

czyzna utworzona przez osie X;,, x;» ukladu wspolrzednych j-tego prostego odcinka linii watéw; X, Xz,
X5 — nieruchomy uklad odniesienia konstrukcji podpierajacej.

Ze wzgledu na identyczny podziat na SES, w podukiadach nr 1, ...,/ zachodzi ¢, = ¢4y
Element sprezysty nr o jest rownoczeénie pierwszym elementem spreZzystym nastepnego
podukladu. Analogicznie okreslone sg elementy sprezyste i SES w podukiadzie nr (74 1).

W celu latwiejszego wyznaczenia odpowiednich macierzy przejscia, w granicznych
przekrojach poszczegélnych podukladéw wprowadzono dodatkowo bezmasowe SES,
oznaczone na rys. 4 numerami (m+1),, (m+2);, ..., (M +1);;;. Indeksami dolnymi
oznaczono przynalezno$é tych elementéw do danego podukiadu. Indeksy dolne elementow
SES nr 1, ...,m oraz 1, ..., m’ i wszystkich elementéw spreZystych pominigto w dalszej
czgéel pracy.

Katy pomiedzy plaszczyznami kolejnych wykorbien a plaszczyzng utworzong przez
osie Xj;, X, j-tego prostego odcinka linii waléw (rys. 4) oznaczono 9,, ?,, ..., . Zak-
tada sig, ze osie x4, X, kaZdego cylindrycznego i kazdego bezmasowego SES w danym
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podukiadzie leza w plaszczyznie wykorbienia znajdujace{go sig. w tym podukiadzie. Osie
Xeys Xez Cylindrycznych i bezmasowego SES w podukiadzie nr (/+1) leza w plaszczyznie
odchylonej o dowolny kat @, od plaszczyzny utworzonej przez osie Xj1, Xj2 j-tego od-
cinka. Osie X;», X;3 s34 W chwili # = 0 odpowiednio réwnolegle do osi x,, x; nieruchomego
ukladu odniesienia konstrukcji podpierajacej.

Sktadowe sit od silnika odnosi si¢ do lokalnych ukladéw wspéirzednych SES nr p,
ktore przejmujg wymuszenia w ozyskach korbowych. Dla k-tego wykorbienja zapiszemy
je analogicznie do (3.6), ograniczajac sie do przypadku & = 1:

@1) (% = D) (fr®yexp(uot), a=1,..,6, p= .., =#., =101, ..,75 .
3 .

Elementy SES, ktorych gtéwna centralna o$ bezwladnoéci nie pokrywa sie z osig linii
waléw, poddane sa dzialaniu sit odSrodkowych. Dla SES nr g; oznaczymy je f;5, (x =
=1, ..., 6). Ponadto na SES nr & dzialajg nieznane reakcje w lozysku ramowym:

(4.2) e = 2<f0‘>)kexp(fywt).

Dla k-tego podukiadu tworzymy macierze kolumnowe 6- elementowe

(F"O% = {20}, F% = {80} S5O = {9 " a=T,.,6, i=12,..

oraz macierze kolumnowe (6m)-elementowe:

(7“'(“))]( = {O’ (XN ] O’ (fW(‘u))Iu O’ ivey O},
Bl
p-ta kolumna 6-elementowa

@) ={0. ..., 0,@@>)k,0, ey 03,

 p—
h-ta kolumna 6-elementowa

fc(O) = {0 L‘(O), fc(O) },
q,—ta kolumna 6-elementowa
4.3 - (f2®), = (Tw(p))k+ (Tl(ly))k+ 50,‘70(0),

gdzie: d,, — delta Kroneckera,
(% ={(fe®%}, e=1...,m (fi), ={(fi"%}, a=1,..,6.

Zachowujac podstawowe oznaczenia stosowane w [5], wyodrebniono w k-tym podukladzie
m elementéw SES o ,,nieznanym” ruchu

4.9) (Geek = Z (@) exp(juwt), e =1,.,m a=1..,6,
: Iz

" na ktére dzialaja wyiej wymienione sily o postaci

@.5) (fik = 2 (2Phexp(jpot), e=1,..,m

oraz dwa elementy SES o ,,danym” ruchu |

(46) ok = D, EDiexpluet), e = (m+ 1)y, (m+2),
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na ktére dziatajg okreslone nizej sity o postaci
%) (e = D, (8iexpljpot), e = (m+ 1), (m+2),.
u

Roéwnania ruchu dla ukladu zloZonego z elementéw SES o ,,meznanym ’ ruchu i o ,,da-
nym” ruchu majg w ogélnym przypadku postaé [5]: o

Mg+ Kqg+K'z = f,

M'Z+ KN g+Kz = r,

gdzie: M — macierz bezwladnosci ukladu o ,,nieznanym’ ruchu, M’ — macierz bez-
wladno$ci uktadu o ,,danym” ruchu, K — macierz sztywnosci ukladu o ,,nieznanym’
ruchu, K’ — macierz sztywnosci ukladu o ,,danym” ruchu, K’ — macierz sztywnosci
potaczen ukladu o ,,nieznanym’ ruchu z ukladem o ,,danym” ruchu. Sposdb wyznaczenja
tych macierzy podano w [5]. Macierz kolumnowa w, = {z,, r.} nazywaé bedziemy wek-
torem stanu elementu SES nr e = (m+1), lub e = (m+2)k.

Tworzgc macierze kolumnowe

(4.8)

(@™ = {(g¢ N}, e= 1. s 17;, g ={(g¥%}), a=1,..,6,
@), = {2, 1)k, % anhs (2 1)k = {(Z(u) Lah Z(u) )2 = {292,k
(r®)e = {(rm s (F2 2D}, (P8 = {1}, (P82 = {(’fﬂz,a)k
i wykorzystujac réownania (4.8) otrzymuje si¢ dla pierwszego podukfadu SES
(4.9) (g®)y = (KO)H(f*®); =K (2¢) 4],
(4.10) , T (z), + (r#), = PO(f*®),

gdzie:
K® = K—(oPM, » =g, TO=POK'-K, PO = K)(K")™

W macierzach T® i P®) mozna wydzieli¢ podmamerze o odpowiednio jednakowych wy-
miarach ‘

: T TP PP
T = | A , POY=|-
el e

i napisaé réwnanie (4.10) w postaci:

(4.11) Tz ), + TOEE )+ (F9.)1 = PO®),,
(4.12) Tg")(zf,‘,‘l D1+ T(v)(z(") Dt (’#ﬂzh = P%")(f’(“))l.
Z réwnani (4.11), (4.12) otrzymuje si¢

“13) (W¥2)y = BOOH): +FO(S)s,

gdzie B¢ stanowi macierz przejécia dla pierwszego podukladu SES, wiazaca amplitudy
u-tych skladowych wektoréw stanu

51‘3-1)1 = {(Z(") D1 (’0‘) 1)1} Wi 2)1 = {(Z(“) 21> (’(") 2)1}

elementéw SES znajdumcych si¢ na krancach tego podukladu. Macierze B i ¥{” maja
postaé
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4.14)

N ~@)ITY () o () PY
BY = — TP TO(T) TP T(v)(Tm)—l B0 = ~T(T$) PP 4 PY )]12x6m
i sa identyczne dla wszystkich podukladow SES obe_]mujqcych wykorbienia. Amplitudy

wektora stanu elementu SES nr (m+ 1), sa zwiazane z amplitudami wektora stanu na koscu
Jj-tego odcinka watu relacja wynikajaca z (2.9), (2.17) i rys. 4:

Q1 cw
(4.15) (W )1 _[Q A(u)] P,

-gdzie macierz Q, utworzona jest z macierzy kosinuséw kierunkowych miedzy osiami ukla-
d6W Xj1, Xj2, Xjz 1 X115 X125 X13°

1 0 0
(4.16) 0, =10:1,01, Qi=|0 cosd sind,

0 —sind; cos?,
‘Sity dziatajace na SES nr (m+2), i (m+ 1), sa reakcjami elementu sprezystego nr v (fys 4),
zaleZnyml od wzglednych przemieszczefi tych dwéch SES. Zatem amplitudy wektora stanu
na poczatku i na korcu drugiego podukladu wynosza

Q: —0:G" ® m O W({z
417y W), = 0o -0 W21, W82z = BO(WEL )2+ FO(*®),,
2., .

gdzie:
1 0 0
{(4.18) Q,=1[0:,0i, 0;=|0 cos(#,—?3) sin(@,~%)
' 0 —sin(®,—®,) cos(®,—5))
Na koricu /tego podukladu otrzymuje si¢ podobnie
— Cv-l

L e ](Wffflz)x—x'i‘Fs(’)(fz(”))z,

-O
gdzie Q, jest macierza anlogiczna do Q,(4.18) dla (—_,).

W podukiadzie nr (/+1) elementy SES o ,,danym” ruchu oznaczono numerami

(M + Dy o, (M +2)01 (rys. 4). Macierz bezwladnosci drugiego z tych elementéw nie jest
zerowa. Podobnie do (4.19) zachodzi zalezno$é

Ory1 — Q141G
0+ _‘él . (wf,ﬁ_z),—}-(F§"?),+1(f"”)),+1,
+

.gdzie macierze (BM)y.1, (F)i11, Q141 tworzy sie analogicznie jak B, F (4.14) i O,
(4.18), jednakie macierz (T®),,, ze wzgledu na istnienie niezerowego bloku w macierzy
bezwladnosci (M), ukladu o ,,danym” ruchu ma odmienna posta¢ od macierzy T®;

(4.21) (T = RO K D= i+ (00 (M s

‘Warunek brzegowy dla rozpatrywanej linii walow wynika z braku zewngtrznych wymuszea
na element SES nr (m'+2)4,

(4.22) - (I‘ i+ = 0.

(419) (W%)2), = BY [ o

(4.20) (W,(f.‘ +2)l+1 = (Bév))lﬂl:
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W celu wyznaczenia rozwigzan metoda przedstawiona w [1] nalezy ponadto okreslié ampli-
tudy przemieszczen elementéw SES nr £, znajdujacych si¢ w podpartych podatnie fozyskach
ramowych. Dla k-tego podukiadu wynosza one zgodnie z (4.9)

(4.23) ‘ | (@) = K17 — K" ()],

gdzie K jest A-tym pasmem poziomym macierzy (K®)~1, natom}asf (z¢M), na podstawie
(4.11) wynosi
E

0 ’ 0 |
4.24) (Z(“))ﬂk = [_ (T TP — (Tél’))—-l] (WS D+ [(Tﬁ"))'lPﬁ")] (f*@),

WyproWadzone powyzej i w [1] zaleznosci pozwalaja przedstawié wielkoéci okreslone wy-
razeniami (4.22) i (4.23) w funkeji nieznanych wspétczynnikéw afy (dotyczacych pierwszego
odcinka watu §rubowego) i amplitud reakcji w tozyskach linii waléw. Sposéb wyznaczenia
tych niewiadomych jest analogiczny jak w [1].

Przy zastosowaniu metody OES [4] kazdy poduklad zawierajacy wykorbienie pod21e-
lono jednakowo na m elementéw OES, polaczonych ze sobg v weztami oraz z sasiednimi
podukiadami o' we¢zfami. Zaklada si¢, ze kazdy wezel ma 6 stopni swobody.. PoloZenie
elementow OES okre$lone jest wzgledem ortogonalnych lokalnych uktadéw wspotrzednych
Xeis Xezs Xes (¢ =1,2,...,m), wirujacych z predkoscia katowa « wzgledem osi linii
waléw. W danym podukladzie lokalne ukiady wspélrzednych maja osie odpowiednio
réwnolegle do siebie, przy czym osie X, Xz sa réwnolegle do plaszezyzny wykorbienia
w tym podukladzie Jako wspoélrzgdne uogdlnione przyjeto przemieszczenia i obroty
weztéw wzglcdem osi lokalnego uk{adu wspotrzednych. Dodatnie zwroty przemieszczen
wezlow 1 sit dzialajycych w weztach przy_]qto jak dla przemieszczen u,,, i sit fi, na rys. 2[1].
Wezly znajdujace si¢ w plaszczyznach oddzielajacych podukiad nr k od sgsiednich podu-
" kladéw traktowane sa jako wezly o ,,danym’ ruchu z, obcigzone sitami r. Pozostalych

2 wezléw k-tego podukladu stanowi wezly o ,,nieznanym” ruchu: g, wywolanym sitami
f. Wprowadzono oznaczenia: :

g =D qWexp(uor), q® ={gP}, n=1,.,0, ¢P={P} oa=1,..,56,

"

7= D f®exp(ipat), f® ={fP}, n=1,.,0, [P ={P},
7 . . »
1 . .
z= 2 2®exp(juwt), z® ={®}, n=v+l,v+2,..,v+7, 2z ={{},
u

r= D fexp(uer), =P}, n=o0+l,0+2,.,040, P ={P)
b

Przynalezno$é poszczegdlinych wielkosci do danego podukladu oznaczana jest ponizej
indeksem dolnym. Element OES nr e okreslony jest macierza bezwladnosci M, i macierza
sztywnosci K., wyznaczanymi wedlug [4]. Macierze M, i K, sa stopnia 6v,, gdzie v,—
liczba wezléw nalezacych do OES nr e. Z macierzy tych tworzy si¢ macierze M, i K, stopnia
6(v+7'). Macierz 1\7IE powstaje w ten sposob [5], ze (v.)* blokéw 6 x 6 macierzy M, umiesz-
cza sig w miejscach przecieé pasm poziomych i pionowych o numerach weztéw tego OES.
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Pozostale bloki macierzy M, sa zerowe. Analogicznie tworzy sie macierz K,. Oznaczajac
— N Y — — —

M= MM, K=K

e=1 e=1

oraz dzielac M i K na podmacierze

}60

M ;Mu' K K// }60
(MII)T MI }6u (KII)T KI }611'

6o o 60 6v

mozna dla k-tego podukladu napisa¢ réwnania [5]
M)+ M "En+ K@)+ K"z = (N
(M) (@M @+ KD+ K (2 = (-

Analogicznie jak w przypadku réwnan (4.8) otrzymuje sie

(4.26) .

Wy rs = BEOOY A PO Ny = ey =2, s =1,0,71, 9, s v = Jul.

BY i F{’ maja posta¢ macierzy B i F{") (4.14), przy czym T{”, ..., T4’ oraz P’ i PY

oznaczajg podmacierze (utworzone jak poprzednio dla SES) macierzy

T = POK® — (K, P® = (KO)T(K®)~1,

(4.25)

gdzie
K® = K—pw)M, K =K'—@o)M, K =K' —(@o)*M’.
W zaleznosci (4.26) oznaczono

W) kmy = {(Z("))k,k—n (r(#))k,k»1}> (W) kgq = {(Z("))k,kﬂ, (r(”))k,kn},

gdzie indeks (k, k—1) dotyczy wezléw k-tego podukladu w przekroju graniczacym z
(k—1)-ym podukladem:

(@ x-1 = {(Z:(x'?)k: (zf-':))k, ey (Zn, ks ("))k = {(zn,a k
P imr = {85 PSis ooes PN}, (r8) = {(r k}

1
Ny,ng, .o, is=2+1,0+2, ...,'u+—2—'u’, a=1,..,6,

natomiast indeks (k, k+ I) odnosi sie¢ do weztéw k-tego podukfadu w przekroju granicz-
czacym z (k+1)-ym podukiadem:

Err 1 = {E )k, @y vy ENY, (@) {(Z("&)fc}

(r(u))k. k+1 = {(ri(ll:))k, (ri(ll;))k, X (ri(ll:))k}, rs:’:))k {(rt(lll‘()t }

Ry, Ngy veey B = v+%v’+l,v+%v’+2, v+, a=1,..,6.
Przy zachowaniu jednakowego podzialu na OES w podukiadach nr 1, ..., I macierze
By i F§ sa identyczne dla tych podukiadéw.
'Z polozenia lokalnych uktadéw wspétrzednych w k-tym i w (k—1)-ym podukiadzie
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wynika nastepujaca zaleznos¢, dotyczaca wezldw w przekroju oddzielajacym oba te po-
duktady: ‘

1 = {0z k=15 s Q2 im 1 Qu(ri a1, ooy Qulr¥)_y }
(4.27)

1 1
Ry, Mgy ey Ny = fv+7fv’+1,v+-2—fv’+2, e U4,

gdzie Q; ma postaé (4.18) dla (,—&_)).

Wyrazenia (4.26) i (4.27) pozwalaja wyznaczyé zalezno$é wiazaca amplitudy przemieszczef
i sit w weztach na koncu /tego podukladu z analogicznymi wielkosciami na poczatku
podukiadu nr 1. Ponadto nalezy wyznaczy¢ zwigzek pomiedzy ampitudami przemieszczed
i sit w weztach poduktadu nr 1 faczacych sig z j-tym odcinkiem linii watéw a amplitudami
przemieszezen u? = Cf?a{” i sit wewnetrznych p% = A¥af w tym przekroju odcinka.
Oznaczajac przez a, , by, ..., ax,, b, odlegtosci weztéw znajdujacych si¢ w tym przekroju
od plaszczyzn utworzonych przez osie X;(, X;3 oraz Xj,, Xj;, mierzone w stanie spo-
czynku w kierunkach osi x;, oraz x;;, mozna macierz kolumnows amplitud pu- tych skia-
dowych przemieszczen tych qu%ow wyrazi¢ w postaci:

Q1 S,
@28) @)o=| 25 [ Cap, mm =01 042, 0Ly,
Q1 S,
gdzie Q, okreslono zaleznoscia (4.16), natomiast
| 100 0 b, —a,]
010 —b, O 0
001 a, O 0
Su=lo000 1 o 0
000 0 1 0
000 0.0 1|

Relacje pomigdzy (r¢?), 4 i pJ“) wyznaczy¢ mozna zwyklymi metodami statyki.

Dla (/+1)-go podukladu macierze (B4 1 (F§ )iy wyznacza si¢ podobnie jak Bf’
i F§? dla k-tego podukiadu. Tym samym mozZna okre§li¢é macierze przejécia dla calej linii
waléw i warunki brzegowe. Og6lny schemat rozwiazania i w tym przypadku jest analo-
giczny jak w [1].

5. Uwagi koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy i w [1] sposoby opisu wymuszonych drgan linii watéw
z uwzglednieniem asymetrii sztywnosci na zginanie i podatnosci fundamentéow prowadza
do pewnej komplikacji obliczefi w préwnaniu z dotychczasowymi metodami, tym niemniej
ich stosowanie moze byé celowe w przypadkach, gdy pozadana jest wigksza'doklanosé
obliczen. Nalezy zaznaczyé, 2e przy znajomosci charakterystyk wymuszen niezbgdne
do dokladniejszych obliczeri dane dodatkowe dotycza jedynie podatnoscei fundamentéw i sa
mozliwe do uzyskania m.in. w sposéb ukazany w [1]. Dla uproszczenia procedury identy-
fikacji podatnoéci fundamentéw przy duzej liczbie czgstosci wymuszen (zwlaszcza przy
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uktadach przekladniowych) wydaje si¢ celowym sporzadzanie wykreséw zmian wartosci
wspotczynnikow podatnosci w funkeji czgstosci na podstawie interpolacji wynikéw po-
miarédw przy ograniczonej liczbie czestosci wymuszen.
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Peswme

Y;TOHHEHHLIE POPMVYIIBI PACUETA BBIHVY2KIOEHHBIX KOJIEBAHUI
BAJIOIIPOBOIOB C VUETOM ACHUMMETPUU U3TUBHOM XXECTKOCTH
1 MOJATIMBOCTH HYHIAMEHTOB

PaBora Kacaercs NMHeHMHBIX KOJNEGAHUMH BaJONPOBOJOB IPY HEPHOMMUYECKHX BOSMYLIEHMSK. Bolne-
neHuble (bOPMYJIbI OIMCHIBAIOT BIMSTHHE BHYTPEHHEr0 TPEHHS BAJIOB, IOCTOSTHHON aKCHaIbHOM HArPY3KH,
nedbopMaly CABHCa ¥ MHEPUMM TIOBOPOTA HA M3TMOHBLIE KoyneGaHua. IIpUBOAATCS TOMKE 3aBHCHMOCTH
KAcalolecs IPOAOJIbHEIX ¥ KPYTHJILHBIX KoNeGanuil ¢ yueToM BHYTPeHHero Tpenws. IlpeacraBnsercs
crioco6 pacyera MarHOHBIX KoebaHuit BaJOIPOBOJIOB C YYETOM ACMMMETDHM M3TMOHON MKECTKOCTH ¥ II0-
matmBeocTy QyHAaMeHTOB B CHCTeMax C nepenadeif. MnniocTpupyeTcs BOSMOMKHOCT IpHMEHEHHST METO A
KOHEYHBIX 3)IeMeHTOB (TeOpMUPYEMBIX MM YKECTKHX). B KauecTBe NpuMepa IPHHAT KOJIEHYATBIH BaJ.
CunrraeTcsi, U0 Kadaplil yaen (MM MKeCTIWl KOHEUHBIH 2J1leMeHT) 001aaeT EeCTHIO CTENeHAMy CBOBObI.
JLs1 yMeHsIIeHH Pa3MEPOB MATPMI{ CUCTEMBI JIDHMEHSAIOTCST MaTPHILI IIePeXoaad, CBAabIBaloHe Koad-
(bMIMEHTR] perieHyi s COCEAHUX YYAaCTKOB BaJIOMPOBOAA UK OTHOCALIMECSI K OMHOMY KOJIEHY, B Clryyae
IIPUMEHEHUSI METONA KOHEYHDLIX 3JIEMEHTOB.

Summary

A MORE PRECISE DESCRIPTION OF FORCED VIBRATIONS OF SHAFTINGS WITH FLEXURAL
RIGIDITY ASYMMETRY ON FLEXIBLE FOUNDATIONS

The paper deals with linear vibrations of shaftings at periodic excitations. The derived formulae are
describing the influence of an internal damping, constant axial force, shear forces and rotary inertia on
flexural vibrations. There are also given the formulae concerning with longitudinal and torsional vibrations
with an internal damping taken into account. The solution method for a flexural vibrations problem in
flexible supported, geared shaft systems with flexural rigidity asymmetry is presented. The possibility of
applying. the deformable (or stiff) finite element technique is illustrated for the case of a crankshaft. It is
assumed that each node (or stiff finite element) has 6 degrees.of freedom. The size of system matrices is
reduced by means of transfer matrices related to solution coefficients for adjacent shaft pieces or by use of
transfer matrices referred to one crank when the finite element technique is applied.
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TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 17 (1979)

O PRZESTRZENNYCH FRONTACH FAL NAPREZENIA W IZOTROPOWYM
OSRODKU SPREZYSTYM

EpWARD WLODARCZYK (WARSZAWA)
1. Wstep

Oddzialywanie powietrzne] fali uderzeniowej na powierzchnie gruntu, wygenerowanej
wybuchem punktowego fadunku jadrowego lub klasycznego, moZna sprowadzié do ru-
chomego obciazenia normalnego, przylozonego na kolowej powierzchni, ktérej promiefi
roénie z uptywem czasu, ze zmienng predkoscia D[r(?)] (rys. 1).

— T e

.~ 2r(t) ——
Rys. 1

ObciazZenie to generuje z kolei w gruncie odpowiedni ukiad fal naprezen. Jesli mechaniczne:
wlasciwodci gruntu zaaproksymowaé liniowym izotropowym o$rodkiem sprezystym, to-
otrzymamy uklad dwéch frontéw fal — front fali podtuznej, propagujacy sie z predkoscia
a i front fali poprzecznej, propagujacy si¢ z predkoécia b. Obraz taki otrzymamy przy
zalozeniu, ze D[r(£)] > a [1-4]. Dla pozostalych zakreséw predkosci obraz falowy
ulega znacznemu skomplikowaniu i nie bedziemy go w niniejszej pracy rozpatrywal.
Przypadek D[r(t)] > a wystepuje najczesciej w praktyce inzynierskiej i dlatego jest przed-
miotem badan zawartych w niniejszej pracy.

Celem pracy jest podanle prostej metody okreslania ksztaltéw frontéw przestrzennych
fal -naprezenia, wygenerowanych ruchomym obcw,Zemem w oparciu o teori¢ optyki
geometrycznej. : g

2. Wyprowadzenie réwnai pa fronty fal napr¢Zenia

Dla okreélenia frontéw fal naprezenia wykorzystamy zasade C. V. Huygensa. Zgodnie:
z t3 zasada, kazdy punkt powierzchni ziemi, do ktérego dociera front ciénienia powietrznej
fali uderzeniowej, staje si¢ zrédlem elementarnych fal kulistych, rozprzestrzeniajacych
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sie w glab ofrodka, z predkoscia fal podiuznych i poprzecznych. Obwiednie wymienionych
fal elementarnych tworza powierzchnig poszukiwanych frontéw fal podtuznych i poprzecz-
nych (rys. 2).

Przy okre§laniu tych obwiedni bgdziemy korzysta¢ z nastgpujacych oznaczen (rys. 2):
wspohrzedna punktu na powierzchni pélprzestizeni, ktéry generuje elementar-
ne fale kuliste — podtuzne i poprzeczne;
ro promien okregu, na ktérym przyloZone jest ci§nienie powietrznej fali uderze-

niowej — maksymalny promien zasiggu frontéw fal w gruncie, odpowiadajacy

Iy

chwili ,;
- ,;7
0 Oy Mor
%)
»
2,
.2
s 5
-—['s
-
7 g
Rys. 2

Zs, 1 Wspblrzedne punktu S na plaszezyZnie r, z, kiéry wydziela cze$é kulista ob-
wiedni; _
& 1 t, czasy, po uplywie ktérych front fali uderzeniowej propagujacy si¢ wzdiuz
powierzchni pélprzestrzeni obejmie obszary odpowiednio o promieniu ry i 7.
a predkosé propagacji fal podiuznych;
b predkoéé propagacji fal poprzecznych.
W dalszym ciagu rozwazan wzory bedziemy wyprowadzaé dla fal podhuznych. Wzory
te zachowuja te sama postaé dla fal poprzecznych z tym, Ze w miejsce a ktadziemy w nich b.
W przypadkach, w ktérych wystepuija istotne réznice, bedziemy wypisywaé wzory dla obyd-
wu rodzajéw fal jednoczesnie.
Zgodnie z podanymi oznaczeniami, réwnanie dla elementarnej fali kulistej przyjmuje
postaé: :

' | 2L 2 _ 2 ro.df r'pdf 2__2 ’°—d§ :
@1 2+ (r—rp)* = a L DE D(§)] - U _D<§>]

T

Roézniczkujac réwnanie (2.1) po parametrze r, mamy:
@ [
22 Y—r, = —— ——e
@2 » =Dty J DO
Po wyeliminowaniu z (2.1) i (2.2) parametru r, otrzymalibyémy w jawnej postaci réw-
nanie obwiedni — front fali (podtuznej lub'poprzecznej). Jednak w ogblnym przypadku
zmiany predkosci D(r;), eliminacja parametru r, jest niemozliwa i wobec tego wygodniej
jest przedstawi¢ réwnanie obwiedni w postaci parametrycznej, a mianowicie:
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@ [ o
o) =1 By ) D
2.3)

To

_ a2 df
Hrorry) = "1/1 "Dy ) D@

dla ry < r<re(ty), 0<z<z, oraz

To

d&
2.4 23 2% = (at

24 P42 = (@, BT
dla0<gr<r, z,<z<gat,

gdzie:

. 2 2
(2.5) rs = D(O) aly, = Zg= Vl - [T(b)—] aty

— dla fal podiuznych oraz

b b b T
(2.6) rg = Wato, Zy = 7-l/1 - [D—«))_] aty

— dla fal poprzecznych.
Wyprowadzone wzory obowiazuja dla przypadku, kiedy front fali uderzeniowej po-
rusza si¢ z nadsejsmiczna predkoscia tj. dla:
a
2.7 D <1

- Przypadek ten obejmuje praktycznie caly zakres zagadniefi spotykanych w problemach
fortyfikacyjnych.

3. Analiza ksztaltéw frontéw fal napreienia

Wprowadzimy nastgpujace wielkosci bezwymiarowe:

- z A =r Te
R= Z 7 T=n Re=g Re=3
T
(3.1) _
h=35Yq=441Yq;, \a=%
b b
gdzie

h  graniczna wysoko$¢ migdzy wybuchem powietrzoym i naziemnym w [m];

h, wysoko§é wybuchu powietrznego w [m];

h, wspodlrzgdna (w kierunku osi z) punktu lezacego na froncie fali napreZenia w grun-
cie w odleglosci r, od epicentrum wybuchu (rys. 5);

9  Mech. Teoret. i Stos. 1/79
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re odleglo$¢ od epicentrum wybuchu mierzona na powierzchni ziemi.

ry promien okr¢gu na ktérym predkodé obcigzenia na powierzchni osigga wartogé
predkosci fal podiuznych;

q réwnowaznik trotylowy ladunku Jacdrowego w tonach;

qr 0,5 ¢.

W wielkosciach bezwymiarowych (3.1) wzory (2.3 + 2.6) przyjmujg postaé:

Ro

R=Ry+a(R,) [ a(6)d, Rs, < R< R
(3.2) R" |
Z =y 1-aR,) ,,)foc(&)d&-‘ 0<z2<Z,
(3.3) R*+Z% = T3, 0<R<Rsl, Zs, < Z< Ty
— dla fal podtuznych '
oraz: - .
R = Ry+y*a(R,) | a(&dE, Rs, <R< R,
RP
(3.4) a |
Z = ypYI-y2 2R, [ a(®dé, 0<Z< Zs,
Rp :
(3.5) R*Y+Z? = 9*T3, O<R<Rs, Zs<Z<T,
— dla fal poprzecznych,
gdzie:

Rs, = a(0)T,, Zs, =Y 1-a2(0) T
. Rs, = y*a(0)To,  Zs, =7V 1=y*a*(0) T
(3.6) By
To= | «®)df, O0< Ry <Ry

0

(R =1—- Ry
Z podanych wzoréw wynika, Ze ksztaIty frontéw fal determinowane sa przez funkcje:
X)) «(R) = a/D(R)

Zgodnie z [5] prqdkoéé propagacji fali uderzeniowej w powietrzu D zwigzana jest z nad-
ci$nieniem na jej froncie nastepujacym wzorem:

_ k+1 pu+pg k-1
(3.8 D_Dol/ oy e + T

gdzie:
Pm nadcis$nienie na froncie fali;
Do ci$nienie przed frontem fali;
k wykladnik adiabaty dla powietrza;
- Dy predkosé propagacji fali dzwickowej w powietrzu niezaburzonyrm.
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Jezeli przyjaé dla niezaburzonego powietrza: -

Po = 101325 N/m?, g, = 1,226 kg/m®, Do = 340m/s
to wzor (3.8) mozna przedstawi¢ w postaci: '
(3.9) D(r) = 340Y/1+8,46 - 10~ 5p,,(7) [m/s]
gdzie p,(r) podstawiamy w N/m?2.
Zatem, aby okreslié D(r), a tym samym i funkq@ a(R), nalezy znaé nadciénienie na

froncie fali p,.(r).
Zgodnie z [5], dla wybuchu naziemnego mamy:

' Vay Var\ a (V)
(3.10) ) = [1,06 I 143 ( 95 ) + 14( rqf ) ] 98066,5 [N/m?]
gdzie réwnowaznik g, nalezy podstawi¢ w.kg. '
Wyrazajac p,(¥) w zmiennych bezwymlarowych (3.1), z (3 7i (3 9) otrzymamy:

(3.11) «(R) = a/340)/1+8,46 - 10~ 5/(R)
gdzie:

l 1 2 l 3 .
(3.12) f(R.) = [1.06 (—0,441R_) +4,3 (——0,441R ) +14 (———0,441R ) ]-98066,5.
Dla wybuchu powietrznego wartosci nadci$nienia p,,(r) podawane sa na wykresach
lub w tabelach [5] dla odpowiednich wyéokos’ci\ wybuchu A, '
Ostatecznie ksztalty frontéw fal mozna wyrazié analitycznie za pomoca nastgpujacych
WZOIow:

R =R +(340)F(Rp)I(RO’Rp); Rs1<R<Ro
T
(3.13) Z = l/l - (3—46—) F2(R)(Ro, Rp); 0<Z< _Zsl _
R*+27? = ( 340) I2(R,, 0); OSR<Ryi Z5,<Z< ( 340)1(120,0)

— dla fal podluznych oraz

R=R,+ ( 340 ) FRRHI(Ry, R,); Rs, < R R,
(3.14) z= ]/ 1~ ( 340) F*(R)(R,, R;); 0<Z< Zs,
. R2+ZZ—( 340)1 (Ro,0); O<SR<LRg,; Zg< ZS( 340)1(120,0)
— dla fal poprzecznych _ :
gdzie: p
- F(R,) = 1/y/1+8,46- 10~ %f(R,)
(3.15)

Ry
I(Ro, Ry) = [ F(&)de.
.Rp

o*
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™ Wartodci funkeji F(R,) dla wybuchu naziemnego podajemy na rys. 3.

Funkcje I(R,, R,) okreslamy planimetrujac pole pod krzywa F(R,) w przedziale R, — R,.
Po okreéleniu wartoéci funkcji F(R,) i I(Ro, R,) podstawiamy je do wzordéw (3.13) oraz
(3.14) i wyznaczamy z nich wspoélrzedne fali naprezenia.

Za pomoca wyprowadzonych wyZej wzoréw wykonano obliczenia liczbowe. Wybrane
wyniki tych obliczen przedstawiamy na wykresach (patrz rys. 4a = c). Pokazujemy na nich

~

Fik)
)

a5r

0 5 70 I 20%,
Rys. 3

HR

~—— fala podtuina
——= fala poprzeczna
a =100 [m/s]

R= o

4 .
- ——— Fala padivina
P ~=~= Fata poprzeczna
a =900 [m/s]
Re=117869
o !
73
7| 1:Ry =Ry
2:Ry =05k,

Rys. 4b
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ksztalty frontéw fal podtuznych i poprzecznych dla predkosci propagacji zaburzen a =
= 100, 400 i 1000 m/s, przy dwéch wartosciach parametru R, (dwie chwile czasowe).
Wartosci parametréw, dla ktérych wykonano wykresy podajemy na rysunkach.

Z zamieszczonych wykresow wida¢, ze ksztalty frontéw fal do§é silnie zaleza od pred-

koéci propagacji a. Dla malych wartoéci @ fronty zblizone sa do linii prostej, poprowadzo-
nej pod katem:

(3.16) d = arcsin

_a
D(R,)

o —— faota podlvina
—=—= falo poprzeczno
a=7000 [m/s]
Ry=3.0109
15 77
Zz 1:Ry =Ry
2:R,=05h,

Rys. 4c

Ze wzrostem predkoéci a fale robig si¢ coraz bardziej wypukle i aproksymacja takich
frontéw linig prosta poprowadzona pod katem & prowadzi do kilkudziesigciu, a w niek-
térych przypadkach nawet do kilkusetprocentowych bledéw. Bledy te rosna, wraa ze wzros-
tem glebokoéci wnikania frontu fali naprezenia w glab osrodka.

" 4. Okreslenle kata padania fali naprezenia w gruncle

W konkretnych obliczeniach dynamicznych konstrukcji podziemnych bardzo czgsto
potrzebna jest znajomo$é kata padania fali w danym punkcie. Kat ten jednoznacznie
mozna okresli¢ za pomoca kata nachylenia stycznej do frontu, nastepujacym wzorem:

[ dz|_/[dR\V [dz\
@1 b= [‘ d—R,,/ l/(vfe:) * (W,,) ]

Praktyczne korzystanie z tego wzoru jest bardzo pracochfonne i Zzmudne. Dlatego,
w oparciu o teori¢ liniowej optyki, wyprowadzimy bardziej wygodny do stosowania w prak-
tyce inZynierskiej wzér przyblizony.

Jak wiadomo z optyki geometrycznej, zaburzenia propaguja si¢ wzdluz promieni.
Jesli zalozyé, ze na odcinku r,—r, (rys. 5) predkoéé propagacji fali uderzeniowej D =
= D(r,) ~ const, wéwczas na glgbokodci 4, mamy: °

re—rp a

4.2 N = ——————=—c= =
(4.2) sin VT (rary? . D)
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lub w formie bezwymiarowe;j:

@3 s = PRy, Rey H)IF(R,)
gdzie: .
. ' R,~R
4.4 DR, R, H) = — 0 "2 _
(44 R Ry H) = e oy
0 3 a r

Rys. 5_

Dla ustalonych wartosci a, R, i H, z (4.3) wyliczamy pierwiastek R, = R¥ tego row-
nania. Podstawiajac z kolei R, = R* do (4.2) znajdujemy poszuklwany kat padania falj.
Wzér (4.2) mozna stosowaé dla oblektc’)w typu wykopowego umieszczonych na matych
glebokosciach.

Dla obiektéw tunelowych umieszczonych gleboko pod ziemia nalezy postugiwaé sig
wzorem $cistym (4.1).

5. Przyklad

Okreslimy kat padania sprgzystej podiuznej fali naprezenia w zwartej glinie (@ =
= 1000 m/s) na glebokosci h, = 50 m, spowodowanej naziemnym wybuchem jadrowym,
w odlegtosci od epicentrum wybuchu r, = 1000 m. Moc wybuchu g = 2 - 108 ton.

Na podstawie wymienionych danych, obliczamy nastgpujgce wielkosci:

h=3,5Yq = 3,5/7Z10° = 441 m

re 1000
-Re. == T = _441— = 2.2676
h, 50
Hz': A ——W—-O,lli‘;“‘r
a 10

=2,9412
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2.2676 - R,
1/0,113424+2,2676 — R,,)?
Pierwiastek spetniajacy réwnanie (4.3) przy przyjetych danych wynosi:
: R} = 2,165
Poszukiwany kqt padania fali wynosi:

sind = F(R ') = 2,9412-0,2283 = 0, 6715
6 =42°11

6. Wnioski koncowe

Na podstawie przeprowadzonej w niniejszej pracy analizy propagacji frontéw przestrzen-
nych fal naprezenia w gruncie, wywolanych dzialaniem powietrznej fali uderzeniowej
wybuchu jadrowego, mozna wyciaggnaé nastgpujace wnioski:

1. Stosowana w dotychczasowej literaturze technicznej liniowa aproksymaqa frontéw
fal moze byé stosowana tylko dla gruntéw o matlej predkosei propagacy zaburzen i na matych
glebokosciach (a < 1000 m/s, k. < 20 m).

2. Nalezy stosowaé aproksymacie frontéw fal linig tamang (cigciwami) po uprzednim
wyznaczeniu ich wg wzoréw Scistych, wyprowadzonych w niniejszej pracy. Unikamy
woéwezas duzych bledow (rzedu 100%) przy okreélaniu lokalnego kata padania fali, od
ktérego zaleza w sposdb istotny parametry fal odbitych i zalamanych [6, 7).
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O IIPOCTPAHCTBEHHBIX $PPOHTAX BOJIH HANIPSXKEHMSI
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3aHO, UTO NPUMEHSEMAs IO CHX I0p ANMIPOKCHMALMI STRX (DPOHTOB OHOI NIOCKOCTEIO BEIET X OLIHOKAM
HECKOJIBIKHX NECATIOB MPOLEHTOB, 4 B HEKOTOPLIX Ciryyasx (Gombiume CKOpOCT) PACIPOCTPAHEHUSA | Ty~
Goxoe OCHOBaHHe OOLEKTOB) K OLMOKAM HECKONBKUX COT IIPOIEHTOB.
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Summary

ON SPATIAL FRONTS OF STRESS WAVES IN ISOTROPIC ELASTIC MEDIUM

The formulae have been derived for the shapes of spatial fronts of the stress waves propagating in soil
and produced by a surface or air explosion of a nuclear charge. It has been demonstrated that the appro-
ximation used so far of those fronts by a single plane leads to tens of per cent errors, and in certain cases
(high propagation speeds and deep subsite of structure) — to errors of hundreds of per cent.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA
WARSZAWA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1978 r.
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LOSOWE DRGANIA LINII WARLOW Z UWZGLEDNIENIEM ASYMETRIX
SZTYWNOSCI GIETNEJ I PODATNOSCI FUNDAMENTOW . .

Janusz KOLENDA (GDANSK)
1. Wstep

Wplyw proceséw stochastycznych na liniowe i niezmienne w czasie uklady ciagle moze
byé okreslony przy pomocy funkcji przenoszenia, stanowiacych transformaty Fouriera
(wzgledem czasu i zmiennych przestrzennych) impulsowych funkcji przejscia [1]. Rozpatry-
wane w pracach [2]i [3] liniowe uklady nie sa niezmienne w czasie, gdyz zawierajaca kolowo
asymetryczne odcinki linia waléw wiruje wzgledem podatnej konstrukcji podpierajacej.
Bezposrednie wykorzystanie znanych z literatury zaleZnodci nie jest tu zatem moZliwe.
Podatnoéé konstrukcji podpierajacej stwarza dodatkowa komplikacje zagadnienia, gdyz
losowe drgania linii waléw stajg si¢ przez to funkcja nie tylko wymuszen stochastycznych
o znanych charakterystykach, lecz takZe nieznanych a priori losowych reakcji w loZyskach.
Oznacza to réwniez konjecznosé wyznaczania funkcji przenoszenia nie tylko na drodze:
Zrddia znanych wymuszen — badany przekréj linii waléw, lecz takze od poszczegdlnych
podpér lozyskowych do badanego przekroju wzdtuz linii watdéw i poprzez konstrukcje
podpierajaca. Wymienione problemy rozpatrzono poniZej przy zalozeniu, ze predkosé
katowa linii watéw moze byé traktowana jako stata.

‘2. Wyznaczenie funkcji przenoszenia

Niniejsza praca dotyczy podatnie podpartych linii watéw, w ktérych nie wszystkie
odcinki wykazuja kolowa symetrig sztywnoéci gietnej. W charakterze przykladu' przyjeto
uklad przedstawiony schematycznie na rys. 1, dla ktérego na wstepie zaktada sig, Ze jego
model w czesci odnoszacej si¢ do watu korbowego zawiera odcinki walu o zréznicowanych
gtéwnych centralnych momentach bezwladnoéci przekroju poprzecznego [2]. Warunki
brzegowe rozpatrywanej linii waléw zapisa¢ mozna w ruchomych ukladach wspéirzednych
nastepujaco:

(2.1) ' Proa t Moetlioq T boaition = T f32,

(22) Pwi = O,

gdzie zachowano oznaczenia jak w pracy [3], przy czym #»' jest liczba obliczeniowych
odcinkéw w rozpatrywanym ukladzie. Zachowuje sie przyjety w [2] podzial linii waltdw,

zgodnie z ktérym wszystkie odcinki oblicZzeniowe obciazane sa jedynie w swych koficowych
przekrojach. Umozliwia to uwzglednianie losowych wymuszed jedynie w warunkach
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brzegowych dla poszczegdlnych odcinkdw oraz zastosowanie transformacji Fouriera
F tylko wzgledem czasu:

(o)
(2.3) Ww)= FI(OL= [ h(e>ar.
—o0
Pozwala to bezposrednio wykorzystaé szereg zalezno$ci wyprowadzonych w [2] i [3].
Dokonujac bowiem transformacji Fouriera _jednorodnych réwnan rézniczkowych czast-
kowych, opisujacych drgania podtuzne, gigtne i skrgtne i-tego odcinka watu, otrzymuje sie

‘Rys. 1. Schemat rozpatrywanego ukladu. fg), = fo(¢) — wymuszeniz;. dziatajace na S$rubg okrgtows:
%=1 fa‘“(t)]n—wyuluszenia od silnika, dzialajace na czop korbowy w k-tym wykorbieniu; / — liczba
-cylindréw silnika; 1,2, ...... , n—numery kolejnych lozysk linii watow; X,, X2, X3 — nieruchomy orto-
_gonalny uklad odniesienia konstrukeji podpierajacej; wo — predko$é katowa wirowania linii waldw. '

Téwnania rézniczkowe zwyczajne, ktérych rozwiazania wraz z zaleznosciami okre$lajacym;
:sity wewngtrzne zapisaé moZna w postaci:

'(24) - U = Creay,
(2.5) Dix = Atxa;,
.gdzie u;,, p;, 54 macierzami kolumnowymi transformat Fouriera uogélnionych przemiesz-
«czefi i sit wewnetrznych w przekroju x i-tego odcinka walu
l—‘i.\: = {l—’i:coz}’ 1_71)6 = {ﬁixot}’ o= 1) [ERE) 6)
-a; jest macierzg kolumnowsa nieznanych wspétczynnikéw 1'oniqzar'x
ap = {aiq}7 qz.l)""_lzy

natomiast Cj, = Ciw), A;x = A;(w) sg macierzami identycznym(i z wyproWadzonymi_
w [2] macierzami C§?, A{ przy v = | lub z macierzami C#, A{¥ przy u = | dla uscislone-
go modelu odcinka watu [3]:
(2.6) = Cf2, = 4f?

Dla odréznienia od wprowadzonej transformaclac (2.3) wielkosci w, predkosé katowa
linii waléw oznaczono ponizej w,.

W przypadku, gdy w przekroju taczacym i-ty odcinek walu z (i+1)- ym odcinkiem-
dzialaja reakcje tozyska f,,,(t) mozna dzigki relaqom (2.6) napisaé:

27 _ L G = Blai‘]'.Flfis
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gdzie B; = B, F; = F{" okre§lono w [3], a fi = {fm} oznacza macierz kolumnowsa
transformat Fouriera reakcji fi,(¢). Podobnie wykorzystaé mozna inne wyznaczone w [2]
i [3] macierze przejécia, podstawiajac » = 1 (lub u = 1). Dotyczy to réwniez macierzy wy-
znaczonych dla » # 0 przy podziale walu korbowego na elementy skonczone [3]. Przykla-
dowo, transformaty Fouriera wektoréw stanu sztywnych elementéw skoriczonych (SES)
znajdujacych si¢ na kraficach k-tego podukladu SES, zwigzane sa relacja:

(28) (W!rl+2)k = Bs(wm+1)k’+ Fs(fz)k:
gdzie B, = B{H, F; = F{V okreslono w [3], a macierz kolumnowa (/*)x, utworzona analo-
gicznie jak (f*®), dla u s 0 [3], zawiera transformaty Fouriera reakcji konstrukcji
podpierajacej i wymuszen pochodzacych od silnika, przylozonych do elementéw SES w to-
zyskach ramowym i korbowym k-tego podukiadu SES.

Wykonujac transformacje Fouriera warunkéw (2.1) i (2.2) otrzymuje si¢:

.9 P1oat @ MogByont jobos = + fi,
(210) p"qa = 0.

Zgodnie z (2.4) i (2.5) warunek (2.9) mozna zapisaé w postaci:
@1y Ag, = J3,

gdzie:

A. = A1x+C1x: f(;v = {f(;‘&}
Macierz A, powstaje z macierzy A, przez pomnoZenie czterech pierwszych jej wierszy
przez (—1); macierz C, powstaje z macierzy C,, przez pomnoZenie kolejnych jej wierszy
przez (jwby, —w>mgy), (jwbes—w?myy), ..., (jobyg—w2myg). Warunek (2.10) mozna
przedstawié w postaci dogddnej do dalszych obliczen

I . n
! : — N - XV~ o~
(2.12) Ba,+ ) Bu /"t D Bifi = 0
k=1 i=1
lub '
(2.13) Ba, +Bf"+Bf =0,
gdzie:

B = [§1 Ez ﬁt]sxsr, ﬁ = [ﬁ1 1’iz ﬁn]GxGn:

S =AM k=10, L (= {(fond, a=1,...6, /= {fi}, i=1,...,n.
Macierze B, Bk, B; powstaje z wymnozenia odpowiednich macierzy przejécia dla calej”
linii walow, f ¥ jest macierzg kolumnowa transformat wymuszen od silnika o [ cylindrach,
n jest liczba lozysk linii waldw.

Korzystajac z wyrazenia (2.4) oraz z odpowiednich macierzy przejScia mozna wyznaczyé

macierze kolumnowe transformat Fouriera przemieszczef waléw w miejscach kolejnych
lozysk w postaci:

(214) l_li"—‘ aiai+Zéuf;, = 1,2,...,)‘1—1,
. j

(2.15) C,a,+2 Cyfi+ 5 (7 o d=nelbk, k=10

hl
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Kojarzac wszystkie réwnania (2.14) i (2.15) otrzymuje si¢:
" (2.16) 5= Ca,+C fHCfv,
gdzie

= {4}, i=1,...,n, u={u4},a=1,..,6,

Cn 6nx12 Cn I O Cll" 6n
Cn-—1+l 1
O = =
f —|___ , C = Cocty2,1 Croiga,a
C = =
bl Cot voeeereeeeeeeeeee G e

Oddziatywanie konstrukeji podpierajgcej na linig waldow jest zwiazane z wystepowaniem

w zaleznosciach (2.13) 1 (2.16) transformat sit f;,(¢), reprezentujacych reakcje w fozyskach.

Do wyznaczenia funkcji przenoszenia niezbedne jest uwzglednienie dynamicznych wlas-

nosci tej konstrukcji. Mozna w tym celu wykorzystaé macierz impulsowych funkeji przej-
scia konstrukcji podpierajacej '

H= [Hij]am Hij = [/7ijcxp]6a iLhj=7T,..,n, O‘,ﬁ =1,

gdzie huo;f,(t) jest odpowiedzia na i-tej podporze lozyskowej w kierunku o w chwili f na

impuls Jednostkowy, przylozony, na j-tej podporze w kierunku f w chwili 1—7. Jezel

Uiq, f1o OTAZ Uy, f,u oznaczaja uogdlnione przemieszczenia i sity reakcji w funkeji czasu od-

noszace sie do i~tego tozyska w ruchomym ukladzie wspéirzednych oraz w nieruchomym

ukladzie wspolrzednych, a Tl,a,f—ia,Zia,ﬁa—transformaty Fouriera tych wielkosci, 1o
moZna napisad:

= —Hx«f = —Hf,
.17y it = I, i=Txu,
f:Hf> ?:ﬁ*f,

gdzie zgodnie z [2] macierz /T ma przy predkosci katowej linii waléw w, postaé:
IO=["1_|sg, = chp( ont)-l-II—}-IIexp(]wor)
@18 W=[T,1 Js T=r1_,, = |—H o =11 _le,
' W= 10,10 L, =710, 0, =10, 1,
1 0 0

IO; = |0 cos(wet+d;) —sin(wyt+9)) |,
0 sin(wgt+6;) cos(wol + 9;)

. . 00 o0 100 X oo 0
H;:E- 0 1 —jlexp(—js), Tii=]0 0 0], 1];:7 0 1 jlexp(jé)-
¢ . 000 0 —j 1
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Wielko$é d; oznacza kat obrotu lokalnego ukladu wspo6irzednych, w ktorym opisane sa
przemieszczenia u; (2.11), (2.15), wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia x,, x;, X3
konstrukcji podpierajacej (rys. 1) w kierunku wirowania linii waléw w chwili t = 0. Dla
przemieszczen (2.14) przyjeto 6, = 6, = ... = d,_; = 0, natomiast 6,_1.; = D4, Op_i42 =
=1,,.., 0, =%, gdzie &, ..., 9 sa kqtaml pomiedzy plaszczyznaml kolejnych wykor-
bief a plaszczyzna utworzong przez osie x,, x, w chwili # = 0. Hi I sa chwrzaml tran-
sformat Fouriera elementéw macierzy H i II?; "+" oznacza splot. Znaki” —'' w zaleznos-
ciach (2.17) wynikaja stad, Ze f reprezentuje reakcje dzialajace na waty w loZyskach, ktore
sa réwne lecz przeciwnie skierowane do sit dzialajacych na konstrukcje podpierajaca.
Macierze II s ortogonalne i rowne macierzom zespolonym sprz¢zonym

2.19) It = II7,
(2.20) : II = II*,

przy czym

(2.21) nr =1,
(2.22) I+ = 1.,

Z zaleznosci (2.17) otrzymuje si¢ z uwzglednieniem (2.19)
(2.23) u=Vf,

(2.24) V=-I"+H+IL
Z réwnan (2.11), (2.13), ( 2.16) i (2 23) wynika zalezno$é
(2.25) Na, = lf ° ‘

gdzie:

— A — [E 0

N = | — ~ — =1 5 S = —_ - o— o~ — N
B+B(V-O)~'C |, 0 —B-B(V-O)'C |yzu6a+n

" E — macierz jedno_stkowa.

Przy zaloZeniu, Ze N nie jest macierza osobliwa, zalezno$é¢ (2.25) pozwala z uwzglednieniem

(2.4) i (2.5) napisaé wyraZenie na transformate Fouriera wektora stanu w przekroju x
pierwszego odcinka walu $rubowego

_ 1Y Funkeje huap(t) traktuje sig jako realizowa_lne fizycznie, zatem istniejg ich transformaty Fouriera
hijap(w). Odmienng metod¢ wyznaczania funkcji Aiyup(w) umozliwia fakt, ze wspdlczynnik dynamicznej
podatnoéci konstrukcji podpierajacej lini¢ watow

disds = — ilexp(jwe O f Pexpliwot)™t = —al(F By
jest dyskretna reprezentacja funkeji k; Jup (@) w punkcie w = w,. Funkcja Juy08(w) moze byé wiec wyznaczo-
na réwniez jako suma funkcji

/—maﬂ(w) = guap(w) +j§l.laﬂ(w)»

gdzie g, ,aﬂ(w) jest roéwnaniem krzywej obrazu;qcej przebieg zmiennodci wartosci czgéci rzeczywistej wspoi-
czynnika df}2p na plaszczyznle Re(d2), , a Fiup(w) jest réwnaniem analogicznej krzywej dla czesci
urojonej wspolczynnika as mg Krzywe te mozna uzyskaé interpolujac w interesujacym zakresie czgstodcei
dyskretne wyniki identyfikacji wspoiczynnikébw dynamicznej podatnosci konstrukcji podpierajacej przy
odpowiedniej liczbie kolejnych wymuszen o roZnych czestosciach [2].
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wa = [
2.26 ' : W x= { — } it wx
( ) | N . Wy Plx 1 \f"’

gdzie G¥, = 6‘;’,‘((0) stanowi macierz funkcji przenoszenia, okre§lonych dla. wektora stanu
w przekroju x pierwszego odcinka.watu $rubowego, przy wymuszeniach pochodzacych
od silnika i $ruby okretowej, z uwzglgdmemem wplywu podatnosci konstrukeji podpiera-
‘jacej linig watéw

. e Clx -
(2.27) ‘ GY, = N-'S.
! Alx

2

Analogicznie wyznaczyé mozZna macierze funkcji przenoszenia dla wektoréw. stanu {prze-
mieszczen Iub sit wewnetrznych) w innych przekrojach linii waléw lub dla przemieszczen
elementéw skonczonych w poduktadach watu korbowego.

. 3. Drgania linil walow z uwzgl¢dnieniem asymetrii sztywnosci glgtnej i podatnosci fundamentéw przy wy;@-
szenlach stochastycznych

W niniejszej pracy zakiada si¢, ze losowe drgania rozpatrywanej linii watéw sa wynikiem
wymuszeft pochodzacych zaréwno od $ruby okretowej jak i od silnika. Wymuszenia te
traktuje sig jako procesy stochastyczne o wartosciach-oczekiwanych rownych Zern.

Tworzymy procesy . wektorowe

= {f}, a=1,..,6,
Y= {(fw)k}’ k=1,..,1, (fw)k:'{(faw)k}, e=1,..,6,
f= {fl}’ i=1,..,n, fi= {fia}, (x=],....,6,

‘gdzie:

JE& = f3u(t) losowe wymuszenia od Sruby okretowe;j,

(I = [f3 ()] losowe wymuszenia od silnika,

Jiw = Jiu(t) losowe reakcje, dziatajace na wat w lozyskach.

W/w procesy odnosza si¢ do ruchomych uk}adéw wspéirz«;dnych Z kolei tworzymy
N-wymiarowy proces stochastyczny

P -
(3.1) ¥ ={f‘; = {y}, n=12,..,N, N=6(+1)
i macierz korelacyjna -

(32) Ryy = [inn,]N, ny,n, = 19 ---,N,

gdzie: )

(3.3 on, = In, (@)Y (E)) = {yn, B+ DX (),

{» — warto$¢ oczekiwana, (*) — wielko§é zespolona sprzezona. Rozpatrzymy przy-
padki:
1. losowe wymuszenia sg procesami stacjonarnymi (catkowicie lub w szerszym sensie)
1 ich funkcje korelacyjne maja postaé:
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(34) IN/\ @t 1) = @ (ti—1:) = o2 (),

ny M

II. losowe wymuszenia s§ procesami niestacjonarnymi, przy czym ich funkc;e korelacyjne
sa bezwzglednie calkowalne na plaszczyZnie 1,1,

(3.5) JAVAY f f @201, 1)l dtdty < oo,

Hy My —o0 —0
I11. losowe wymuszenia sg procesami niestacjonarnymi, przy czym ich funkcje kore]acy)ne .
nie spelniaja warunku (3.5).
Ad 1. Ze wzgledu na zmienno§é rozpatrywanego ukladu w czasie, zaloZenie (3.4) w ogél-
nym przypadku nie musi za sobg pociggaé spelnienia analogicznego warunku przez funkcje
autokorelacji i korelacji wzajemnej losowych proceséw, zachodzacych w linii walow.
W celu uwidocznienia wlasciwoscei proceséw zachodzacych w linii waléw postuzymy sie:
warunkami brzegowymi (2.11) i (2.13), z ktérych wyznaczyé mozna transformate Fouriera
wektora stanu w przekroju x pierwszego odcinka walu $rubowego

(3.6) Wix = [ji][g]l([f ;12] J;‘+[_l]f)

Analogiczne relacje wyznaczy¢ mozna dla dowolnych punktéw linii waléw, zatem procesy
zachodzgce w linii waléw beda stacjonarne wtedy, gdy procesy wektorowe y i f bedg sta-
cjonarne i stacjonarnie skorelowane. Stacjonarno$é procesu f zbadamy na przykladzie
drgan poprzecznych watu w miejscu i-tej podpory tozyskowej odcinka o kolowej symetrii
" sztywnosci gigtnej", Dla uproszczenia rozwazafi pominiemy.wplyw podatnosci fundamentu,
jedynie podpore Yozyskowa traktowaé bedziemy jako idealnie sprezysta, dla ktérej macierz
" podatnosci Dy; jest diagonalna, o wspolczynnikach podatnosei 1/C;, w kierunku pionowym
i 1/c;3 w kierunku poziomym. Pomi¢dzy reakcjami f; i przemieszczeniami u; w mlejscu
i-tej podpory lozyskowe] istnieje zaleZnoéé analogiczna do (2.23) :

w = —XFD I, f, )

czyli :
a7 £ = WD Moy,
Utworzmy macierze korelacyjﬁe
Rl = lollsle,  Rif = lo¥iels, «,B=1,...,6,
gdzie:
efls = {frlt+ %)), 95‘1'&5 = (i (t+ T)"ip(t»

-1 zatbzmy, ze
38 /\/\euaﬂ = (&> 1+7) = otfg(®).

Mozna zatemna podstawie (3.7) i (2.20) napisaé:
3.9 RYf = T (¢4 v Dy T2+ 1) R T (D3 )T (D),

2 Dla takiego odcinka macierz I7; (2.18) nie zawiera nieistotnego w ponizszych rozwazaniach kata prze-
sunigcia fazowego (d, = 0,i= 1,2, ...,n—1).
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skad
[Q{m ans] [ cos wo(t + 1) sinwy(¢+ 7:)] [cu O] [cosw(t+ T) —sinwy(t+ 7:)]

offs: olfss T | —sino(t+7) coswa(t+1)| [0 e | sinwe(r+ ) coswo(t+7) |
oy, 0its coswot sinwgt][ca 0}[coswyt —sinwgt
o, offss] | —sinwot cosmot| |0 ci3flsinwgt  coswyt,|’
1 .
3.10) offs = —1(?;:22(0124‘013) +5 [(Quzz+01133)0052‘007+(Q?I'Sz"@f‘l"zs)smzwo‘5+

+ (0122~ 0¥33) c082w0(2t+ 7)—(0ifs3+ 0132) Sin 2o (2t + T)(ciz — €13)* +
+ [08,c08 2w, (24 T) + 0112 2C08 20 t — 0153 SIN 2w (2 + T) —

——Qf-‘,-"“sinZwot](cfz - 0123)} .

Z zaleinosci (3.10) wynika, Ze przy zaloZeniu (3.8) wtedy zachodzi

offez = elf2(7),
gdy spetniony jest dodatkowy warunek:
' Ci2 = Ci3.
Dlaci, # ¢i5 jest
offaz = offa(t, 14 7),
- przy czym
‘ effaa(t, t+ ) = effy,(t+ 1L, To, t4 7+ 1,T5)
(Ty = m|wo, Iy 1 I — dowolne liczby catkowite), co zgodnie z (3.6) oznacza, Ze pomimo
spetnienia warunku (3.4) zatozenie (3.8) nie moze byé spetnione. Funkcja off3, nie spel-
nia wowczas takze warunku (3.5). Identyczne uwagi odnosza si¢ do funkcji korelacyjnych
o3, offs2, offzs. Mozna stad wnioskowaé, e przy stacjonarnych wymuszeniach pro-
cesy zachodzace w okretowych liniach watéw, ktérych konstrukcje podpierajgce sg z reguly
anizotropowo podatne, sa procesami okresowo stacjonarnymi w szerszym sensie®,
a ich funkcje korelacyjne maja postaé:

(3.11) o(t,1+7) = D au(®exp(kwet), k=0, +1, £2, ...
k

Dla takich proceséw mozna wyznaczyé macierze $rednich ggstoéci widmowych mocy,
zastepujac ich funkcje korelacyjoe u$rednionymi funkcjami korelacyjnymi

(3.12) 20 = eo() = lim - f olt, 1+ 7)dt

i dokonujac transformacji Fouriera funkcji p(z) [4]. Po podstawieniu do (3.10) funkeji -
oty W postaci (3. 11) i wykonaniu operacji (3 12) otrzymuje si¢

(3.13)  olha(D) = T 91122(7)(012 +cis)? + = { [of22(7) +0its3(¥)]cos2moT +

+ [eti52(7) ~ 0if23(7)] 51112(00 T} —cy3)*.

3 Procesy te sq okresowo stacjonarne w szerszym sensie takZe w przypadku wymuszel okresowo sta-
cjonarnych w szerszym sensie, niczaleznie od charakterystyk podatnodci konstrukcji podpierajacej.
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Analogicznie otrzymuje si¢ macierz uérednionych skros’nych funkeji korelacyjnych

9{;@(1) dla wymuszexi Jia 1 przemieszezef uys (¢, f = ., 0)

(3.14) Rij(?) = — (117 DHIH1+ H,D,iIH,+HTD“1H,)_R“(1:)

gdzie B '
Rift"("?) [Qnaﬁ] ""( 7) = [g AR

. Transformacja Fouriera wyrazenia (3.13) daje zwigzek pomiedzy usrednionymi gestosciami
widmowymi mocy p{w) proceséw fi,, 4;z, t;3 oraz u§rednionymi gestoSciami widmowymi
mocy wzajemnej procesc')w Uy 1 1y5:

1
(315 Flhaw) = 5 Pa(@)en+enf + 15 {me(w ~2000) + Piisa(00+200) +

1
Fyis3(w—2w0) + Pifs3(w +2w0) + — [PH52(0 —2w0) ~ yits (w03 200) +

+Pith3(0 +2w4) — it a(w— 2600)}(Ci2 ci3)®.

Wyrazenie (3.15) zawiera m.in. ggstosci widmowe mocy uzyskane z uérednionych funkcji
korelacyjnych, zmodulowanych w wyniku wirowania walu z predkoscia katowa w,.

W wyrazeniach wyprowadzonych w p. 2 wplyw wirowania watéw na podatnej konstruk-
¢ji podpierajacej okreslony jest macierzq V (2.24). Chege wyznaczyé macierz usrednio-
nych gestosci widmowych mocy losowego wektora stanu w przekroju x pierwszego od-
cinka walu $rubowego wyodrebnimy te macierz w macierzy funkcji przenoszenia GY.
(2.27). W tym celu wykorzystamy zalezno$é (3.6) i wyrazenie uzyskane z zaleznosci (2.11),
(2.13), (2.16) i (2.23):

(3.16) V+W)f = Yy,
gdzie: '

— _[AT*oe] . _ _JA]'[E o ——
W=C| _ . {—C, Y=C]|_ —_|+[0 C], y=
B B B 0 —-B
PoniewaZ odwrotna transformacja Fouriera wyraZenia (2.24) daje :

3.17 ' V(t) = —IITHII,
mozna wigc z -uwzglednieniem (2.18) napisaé:

. S
(3.18) V) + W) = D Vi),
k=1

gdzie W(#) = #~1[W(w)] oznacza macierz, ktérej jawna postaé nie jest tu wykorzysty-
wana, natomiast _
/ v v
Vi(#) = =V aexp(—2jwet), V. =IITHI,

W Va) = —Vegexp(—jwot), Vi, = HTHIA+IIHII,

(3.19) Vi(t) = — Vot W), Vioy = H7HIT+ I + T7HII,
Va(t) = —Vexp(joot), Vo, = HHI+17HII,
Vs(t) = —Vyexp(Zoot), Ve, = I7HI.

10 Mech. Teoret. i Stos, 1/79
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Wracajac na plaszczyzne transformacji Fouriera mamy
5
(3.20) V+W = D'V,
k=1
Macierz Y réwniez przedstawiamy w postaci sumy
5
G2y Y= )Y,
k=1

gdzie Y, okreélone sa relacjami

(3.22) Vif = Yip
i wynosza
(3.23) Y=V, (V+W) Y, k=1,..,5.

Otrzymujemy stad dogodna do dalszych rozwazan postaé¢ wyraZenia okreélajacego macierz
kolumnowa transformat Fouriera reakcji w fozyskach:

5
(3.24) F=12 T+W(V+ W) |V
k=1
Po podstawieniu (3.24) do (3.6) otrzymuje si¢
(3.25) Wiz = G,
gdzie
5

(3.26) Gt = Z+Z, [ ), T+ W Vi (V+ W1 Y,

k=1

v N v W

Rozpatrywany wektor stanu wyraza sie w funkcji czasu zaleZno$cia

a

62 wit) = |2+ 220+ | 3 VOFWOI Va0

IV + WO Y] 500,

zatem macierz korelacyjna tego wektora przmeuJe postaé:
(3.28) Rt 1) = | Z, (1) Zott,) » {2 [V(£)+ W)™ * Vilt) »
k=1
* V() F W)I™ o Y(00) | # R (1= 1) % [ Z4(12) + Za(t) »

. {2 [V(tz)+W(t2) g Vk(t2) * V(t2)+W(t2)] } " Y(tz)]*:l:,
gdzie:
R R'f;'}] '

-R‘lv;cv(tl, tZ) = [Rf; R{g
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R = [0y, t)es R =[085t 15, a,f=1,...,6,
RY% = [08,0(ts, )]sy REZ = [0%%(ts, 12)]6s

0t%ap(tes 12) = Qupxa(t)UFep(t2)),  0%hap(tss 12) = Uyea(tIDErp(1)),
08en(ts 12) = Pusalt)Uhep(1)>s 0%up(ti, 12) = Praa(t)Phes(t2))

W celu uniknigcia wykonywania operacji (3.12) na wyrazeniu (3.28) skorzystamy z twier-
dzenia, ze jesli funkcja y(wy, w,), uzyskana w wyniku podwdjnej transformacji Fouriera
funkcji korelacyinej o(t,, t5)

(3.29) Cy(wg, wy) = f fQ(tl,tz)e“j(mxtl—wit,)dtldtz
Z0 “w :

jest suma funkeji regularnych oraz osobliwych funkeji gdpowiadaja‘cych przypadkowi
w; = w,, to usredniona gesto$é widmowa mocy y(w) obejmuje jedynie funkcje osobliwe [4].
W wyniku zastosowania transformacji (3.29) do wyrazenia (3.28) otrzymuje sig:

5 .
(330) Ty, w3) = | Zi(@)+ Za(w)] D) V() + Wiw)]" Viwy)-
k=1

V(@) + W] [¥ (@) | I w,) 278(0;— 0,) [ ZHw:) +
1 Z3(@] D, V(@) + W@ T @) [+ () + Wr @l | T @))|

. k=1
przy czym zgodhie (3.19) i (3.20) zachodza zaleznodci:

. 5
V() + W(w) = D) Vilw,),
k=1

V(o) = — [lv'ITﬁ(wl)fI]*2n6(w1+2wo),

Vo(w,) = — [IVITI—-I_(wl)INI-]-fIﬁ(wl)fI] * 2n(w, Y wy) |,
(3.31) Vai(w,) = —HTH(w,)I1— T8 (0, - H(w )+ W(w,),

Vi(w)) = —~ [ﬁﬁ(wl)ﬁ+ﬁ’rﬁ(w1)ﬂ] * 276(w, ~ wo),

Vs(ah) == [fITITI(wJ)ﬁ]_* 276(w; —2wo)

0 — dystrybucja Diraca.
Poniewaz IT* = II, czyli V*(¢) = —II"H*IL, wigc w zaleznosci (3.30) mamy:

V4H(w) + W) = D) VE(ws),
k=1 :

Vi(w;) = — QUHA )] % 2708(0; — 2000),
Vi(w,) = — [ﬁTI—{* (wz)ﬁ+ﬁﬁ*(w2)rh * 276 (w, —wg),

(3.32) Vi(w,) = —IITH*(0,) T —TH* (0,) — TITH* (0,)H+ W*(w,),
Vi(ws) = — [ (@,) + IR (0,)1H] » 276(02 +00),
V() = — [TITE* (w,)TH # 278(e; + 2000). |

16*
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Zachowujac w zaleznosci (3.30) jedynie czlony istniejace przy w, = w, = w oraz uwzgled-
niajac, Ze IT* = ﬁ, otrzymuje si¢ macierz uérednionych gestosci widmowych mocy pro-
cesdw zachodzacych w przekroju x pierwszego odcinka watu §rubowego w postaci
(3.33) T () = P2y (@) I (@)PETy (@) + P gy (w) I ()P ET (w) +

+ Py (@) (@0)PH] (@) + P (@) (@)PET () +Poy(o) ¥ (w)PE] (w),
gdzie: I'"*(w) — macierz gestosci widmowych mocy procesu (3.1),

I"llll I“;lg
WW(w) —
e e

T = [72p@)s,  T12 = Fua(w)s,
It = Fap(@)s, 2= ip(@)]s, o,f=1,..,6,
(3.39)  Pyy(0) = Zy() [~ H(w + 2001 Y(w),
P 1y(@) = Zy(@)[~HTH(w + 0o) I ~THH (0 + wo) ]~ ¥(w),
Poy(©) = Zy () + Ziy(w) [T (o) TT ~ T e0) T — TI7 ()T + W(w)] - ¥{(0),
P\ (0) = Zy(@)[—TTH(w— o) —HH(w— 0]~ Y(w),
Poy() = Zy(w) [~ H"H(w— 20011 ¥(w).

Odwrotna transformacja Fouriera wyznaczonych w ten sposéb usrednionych gestosci
widmowych mocy 7..s(w) daje usrednione funkcje korelacyjne

_ 1 .
(335) Brscsl() = f s ).

Macierz 'Y ¥ (3.33) powstaje z wszystkich mamerzy skladowych macierzy funkcji przeno-
szenia G (3 26), lecz w odréznieniu od macierzy I't¥ (3.30) nie zawiera iloczynéw, w kté-
rych réwnocze$nie wystepuja macierze transformat Fouriera zmodulowanych impulsowych
funkcji przejécia konstrukcji podpierajacej lini¢ watéw o réznych glegbokoséciach modulacji
i réznych kierunkach przesuniecia widm. Wynika stad prosta reguta tworzenia macierzy
usrednionych gestoéci widmowych mocy reakceji tego typu uktadéw na stacjonarne wymu-
szenia losowe: '
— dla wszystkich skfadowych czlonéw macierzy funkcji przenoszenia réznigcych sie
modulacja nalezy oddzielnie wyznaczyé macierze gestosci widmowych mocy i wyniki
zsumowad. _

Biorac pod uwagg zaleZnosci (3.14) i (3.34) moZna napisaé wyraZenie na macierz
urednionych skrosénych gestosci widmowych mocy proceséw zachodzacych w przekroju
x pierwszego odcinka walu §rubowego i proceséw wymuszajacych®:

(3.36) " T(w) = Pey@)™(w),

gdzie:
I
I'Yw) = I ] ;-
F,;: 12xN

d Wyrazeme to moze réwmez stuzy¢ do wyznaczenia macierzy P)(), gdy znane sa macierze I
iT¥y (lub I*v i Ty . .
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TY{: = [?{gcan(w)]ﬁxlv’ -Z—WJI.)J)CY = ylxan(w) 6xN>
«=1,..,6, n=1,..,N, N=6@+1).

Macierz GY.(w) = Py(w) mozna nazwaé macierzg uérednionych funkcji przenészenia,
stanowiacych transformaty Fouriera wzgledem czasu uérednionych impulsowych funkcji
przejécia analizowanego ukladu, okreSlonych dla wektora stanu w przekroju x pierwszego
odcinka wahu srubowego przy wymuszeniach pochodzacych’od éruby okretoweji od silnika.

Dla kazdego innego przekroju x’ pierwszego odcinka wah | §rubowego mozna wy-
korzystaé wyznaczone zgodnie z (3.33) i (3.36) macierze 1'% i I’}“{, gdyz na podstawie
(2.4), (2.5)1 (3.25) otrzymuje si¢: '

3.37 : _ {ﬁlx'} ~C1x"| [Clx —l—w _

' w Cix| [Cix g " Cix |[Crx|\*T
(3'38) . Plx (CL)) lAlx] [A x] rlx (w) ([Alxl] [Alx] ) H
3 39 T"wy( ) [ Clx _lfwy( )
(3.39 o) A4, VI (w).

Analogicznie mozna wyznaczyé macierze usrednionych gestoéci widmowych mocy
wektoréw stanu (przemieszczen lub sit wewnetrznych) w dowolnych przekrojach pozosta-
lych odcinkéw waléw badz macierze uSrednionych gestosci widmowych mocy przemiesz-
czen elementéw skonczonych dowolnych podukladéw walu korbowego oraz macierze
uérednionych skro$nych gestoéci widmowych mocy dla tych przekrojow i podukliaddw.
Ad. TI. W przypadku, gdy funkcje korelacyjne (3.3) spelniaja warunek (3.5), wyznaczyé
mozna macierz widm ¢redniej energii wzajemnej proceséw (3.1)

() = [E (@)]y, n,np=1,..,N.
Widma &}7,,(w) $redniej energii wzajemnej proceséw y, (¢) i y,,:( 1) wynosza [4]
(3.40) Pn(@) = Y3 (0, @),

przy czym p¥, (w,, w,) jest podwdjng transformata Fouriera (3.29) funkcji korelacyjnej
0P, (ty, t). Poddajac zatem wyrazenie

(3.41) RV, 1) = GHu(t) * R (1, 1) * [GH(t)*T
podwéjnej transformacji Fouriera i uwzgledniajac zaleznos¢ (3.40) otrzymuje si¢ wyrazenie
okre$lajace macierz widm éredniej energii wzajemnej losowych proceséw w przekroju
X pierwszego odcinka walu $rubowego
3.42) V¥ (w) = G¥(w) Tyy(w)[G ()T + Py () PP ()P () +

; +P_1y(w) PP (0)PE 1)(w)+P(2)(w) Tyy(w)P & @)+ P sy (w) P ()P, (w),
gdzie:

):puu ilg
) = [‘P TJ
uu = [E xaﬂ(w)](i, TYJ’; = [Elxaﬂ(w)]ﬁs .
lx = [Elxaﬂ(w)JG, pp = [Elxaﬂ(w)]G’ a, ﬂ = l, LERR) 6. -
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Wykorzystujac macxerz uérednionych funkcji przenoszenia G mozna okresli¢ macierz,
widm §redniej energii wzajemnej losowych proceséw w przekrOJu x plerwszego odcinka
watu Srubowego i losowych wymuszei
(3.43) P(w) = Ga(w) P(w),
gdzie:

/".V
.V(w
) T ]IZXN

1x
= [E‘gxan(‘w)]ﬁ);lv) "{”l,;= [Efiun(w)]GxN; o =_1, L) 6, n= 1) --~,N.

Ad. I, W przypadku I funkcje korelacyjne proceséw wyjsciowych nie spetniaja wa-
runku (3.5). Uwzglednienie, ze funkcje korelacyjne (3.3) proceséw wymuszajacych réwniez
nie sa bezwzglednie catkowalne na plaszczyznie ¢, ¢,, prowadzi do analogicznych zaleznosci,
jak dla przypadku I. Macierz usrednionych gestosci widmowych mocy losowych procesow
w przekroju x pierwszego odcinka walu §rubowego oraz macierz uérednionych skrosnych
gestosci widmowych mocy losowych proceséw w przekroju x pierwszego odcinka watu
$rubowego 1 losowych wymuszei wyraZzajg sie nastepujaco:

(344)  T(©) = Gr( (@) [Gl (T +P (@)™ (0)PH] (0)+
+ P (@)PET (@) + P ay(@) ¥ (w)PES () + Pz (@) ""((D)P(_z)(w),
(345 T1(w) = Gr(@I(w)
Macierz uérednionych gestosci widmowych mocy proceséw wymuszajqcych
| TP@) = FRn@ls %1% =1, N

otrzymuje si¢ w wyniku dokonania podwdjnej transformacji Fouriera na elementach ma-
cierzy korelacyjnej (3.2) i zachowania czlonéw osobliwych (istniejacych przy w; = w,),
badZ przez poddanie tych elementéw operacji (3.12) i pojedynczej transformacp Fou-
riera.

‘Dla zilustrowania przypadku tego typu proceséw, wymuszenia od §ruby okretowej
i od silnika przedstawimy w postaci zespolonej:
fl‘; = Zﬁ)'&("’cxp(jvwot),- »=0,1,2,..., a=1,..6,
(346) ’ o |
= D Fropexp(poot), k=1,.,0 »=0,1,2.,a=1,..,6.

Przy wystgpowaniu losowych oddzialywan zespolone amplitudy harmonicznych wymuszed
staja si¢ zmiennymi losowymi, ktére moga byé przedstawione w postaci:

fw(v) — <fW(v)>+fW(*'),
(O = L%+ (f2O),

(3.47)

gdzie'
v
o “’(")>, Lf)>  wartodei oczekiwane,
on?, (faren), zmijenne losowe o wartosciach oczekiwanych réwnych zeru,
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Wartoéci oczekiwane parametrdw drgai linii watéw moga byé wyznaczone jak w pracach
[2], [3]. Ponizej rozpatrzono oddzialywanie proceséw stochastycznych

Jou= Z JoPexp(jrart),
(3.48)
U2k = D) (fronexp(poot).

Tworzymy procesy wektorowe: -

= (M) S = {0 = {0 a=1.06 k=1,..1,
(3.49) L y= = Zy“’equvwot),

y=0,1,2,..,x=1..,N

i macierz korelacyjna

(350) Ryy(tld t?.) = [Q%fnz(tl’ tZ)]N’ Hyis, %y = 15 ey Na
gdzie:

(3.51) On, (115 12) = 22 oniexpljwo(vy 1y ~v, 13)],
(352) i;’, = <y(v1)(y(v,))*>’ Vis V2 = O’ l’ 2’

Macierz (3.50) moze byé przedstawiona w postaci sumy macierzy:

(3.53)  R(t;, 1) = [ond, 1+ [oa 5 Jexp(jwot )+ [on i Jexp(—jwot2) +

| + [oa,nJexpLjwo(ty — )]+ [035,Jexp(2jewo 1) + [077 Jexp( — 2jwo 1) +

+lof 3 JexpLjwo(2t — t2)] + [oa } JexpLjoo(ty — 282)] + [0 75, Jexp [ 2ot — 12)] + .

skad w wyniku podwdjnej transformacji Fouriera otrzymuje su;
(3.54)  I(w;, w;) = (2n)* {lon5,10(01)8(w2) + [oa ] 0(w, —wo)d(wr) +

_ + [Qn‘n,]é(wl)é(wl —wg)+ [inn 18(w; —wo)d(w, —wo)+ ... }.
Macierz uSrednionych gestosci widmowych mocy proceséw wymuszajacych (3.48) stanowi
zatem ciag impulséw rozlozonych w punktach @ = 0, wy, 2wy, ...:
(355 T) = 22{[08%,10(0)+ o341 0(@~co)+ [022,18(0 —200) + ...}

i r6wna si¢ macierzy gestosci widmowych mocy proceséw (3.48) w przypadku, gdy ampli-
tudy harmonicznych tych wymuszer sa nieskorelowanymi zmiennymi losowymi:

(3.56) /\/\ e =0 v #n.
"y nz

Macierze usrednionych gestosci widmowych mocy I'¥(w) i uérednionych skrosnych
gestosci widmowych mocy I'y2(w) stanowia zgodnie z (3.44) i (3.45) réwniez ciagi impul-
sOw, réznigce si¢ amplitudami tych impulséw.
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4. Uwagi koncowe

Zaleznosci wyznaczone w niniejszej pracy oraz w [2], [3] i [5] umozliwiaja dokladniejsza
analize drgaf linii waléw z kolowo asymetrycznymi odcinkami w porédwnaniu z dotych-
czasowymi metodami. W szczegdlnosci moga byé one wykorzystane do obliczers drgan
+ linji waléw zawierajacych waly korbowe, a czgsciowo takze w problemach dynamiki i sta-
tyki belek wielopodporowych. Znaczenie rozpatrywanych zagadnien wynika z roli tego typu
ukiadéw w praktyce.

Uzyskane wyniki moga byé przydatne w dalszych pracach, ktorych gléwne kierunki
winny dotyczyé m.in. optymalnej syntezy, a takZze doskonalenia metod praktycznej reali-
zacji proceséw identyfikacji dynamicznych wlasnoéci rozpatrywanych ukladéw.
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Peswome

CIIYYAVHBIRE KOJIEBAHUSI BAJIOIIPOBOJIOB C YUETOM ACUMMETPUU
HM3TUBHON XXECTKOCTU UM IOTATIHMBOCTH ®VHIAMEHTOB

PaGora Kacaerca ciryuaiHbIX KoneGanuil BajonpoOBOJOB, SIBJIAIOIMXCA BMECTe ¢ ynpyrumy dyuna-
MCHTaMH JIMHEHHBIMY 1 3ABUCAIMMK OT BPEMEHH CHCTEMAMK C PACIIPEe/EIEHHbIMY IIAPaMeTPamMu. YKa3bl-
BaeTCH, UTO IPK CTALMOHADHBIX CIYYAlHBIX BO3MYILEHHIX CTOXACTHYECKHE IPOLECCHI, IPOHCXONsLIpe
B BaJIONPOBOJE C aCUMMETPHeH WBrHOHOH >KeCTHOCTH, SIBJIAIOTCA BCIEACTBHE POTAIMM BajOIPOBONA
Ha yrIpyrom GysIameHTe NePHOMMUECKH CTALIMOHAPHBIMK B LUMPOKOM CMBICIE. MAarTpuih! yepeaHeHHbIX
CIEKTPANHBIX TUIOTHOCTE# THX IMPOLECCOB COMEPKAT TPaHChopmaTe! Pyphe MOLYIHPOBAHHEIX MMITYJIHCH
HbIX (hYHKITIH oTBeTa tdbynnamenra. Onpepensiercss MAaTpHLa YCPEQHEHHBIX NEPENaTOUHBIX (YHICIAK,
KOTOpasl HCIOJB3YETCS JJIA NONYyYEeHHS MaTPHUbl YCPEMHCHHBIX B3aUMHBIX CHEKTDANIbHBIX IUIOTHOCTEH
BBIXOJHBIX IPOLECCOB B AHAJIU3UPYEMOM CEUEHMHM BajIOIpOBOAA M BXOOHBIX IPONECCOB. PaccmarpuBa-~
eTCA Ciryuaii HECTAIMONAPHRIX CIIyualHBIX BOSMYILEHMA Opu npexmonomemm, YTO YIJIOBag CKOPOCTh
'BaJIONPOBOAA MOYKET CUHTATHCHA ITOCTOAHHOM.

Summary

RANDOM VIBRATIONS OF SHAFTINGS WITH FLEXURAL RIGIDITY ASYMMETRY ON
FLEXIBLE FOUNDATIONS

The paper deals with random vibrations of shaftings constituting together with flexible foundations
the linear and time-dependent continua. It is shown that at stationary random excitations the stochastic
processes in the shaftings with flexural rigidity asymmetry are periodically stationary in wide setise due to
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rotation of shafts on flexible foundations. The matrices of averaged power spectral densities of these pro-
cesses contain Fourier transforms of the modulated impulse responses of a foundation. The matrix of
averaged transfer functions is defined and used to determine the averaged cross power spectral densities
of output processes at the analysed shafting point and of input processes. The case of nonstationary random
excitations is considered under the assumption that a rotating speed of the shafting can be treated as a con-
stant value.

POLITECHNIKA GDANSEA -
INSTYTUT OKRETOWY

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 maja 1978 r.
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100 KOLOKWIUM EUROMECHU PT. MATEMATYCZNA TEORIA SPREZYSTOSCI
1 21 SYMPOZJUM TOWARZYSTWA FILOZOFII NATURALNEJ
Przypadek chyba zrzadzit, ze setne kolokwium Euromechu odbyio sie w Pizie — miescie, w ktorym zyl,
lal'i przeprowadzal swoje stynne doswiadczenia z mechaniki — jeden z najwigkszych uczonych Sred-
viecza, Galileo' Galileusz. Obie, wymienione'w tytule, imprezy odbyty si¢ w ,,Domu Galileusza”, w bu-
ku, w ktérym przechowywane sa rekopisy Galileusza oraz zblér ksiazek z calego $wiata poswieco-
jego zyciu i dzialalnosci.
W Kolokwium, ktoére odbylo si¢ w dniach 15 - 17 maja 1978 wziglo udzial okolo 60 uczestnikéw
krajéw (USA, I, P, GB, Irl, F, E, D i'Ch), w tym duza grupa wybitnych mechanikéw amerykafskich.
Kolokwium poswiecone bylo zagadnieniom istnienia w nieliniowej teorii sprezystoéci, homogenizacji,
odom teorii grup, niezmienniczym rozwigzaniom zagadnienia de Saint-Venanta, zagadnieniom statecz-
ci, termicznym i falowym. Organizatorami byli profesorowie G. Capriz i T. Manacorda z Pizy oraz
I, Knops z Uniwersytetu Heriota-Watta w Edynburgu. Wygloszone‘zostaty nastepujace jednogodzinne
raty generalne (w kolejnoéci chronologicznej): R. J. Knops: Jamy potenc_lalu i statecznoéé w zagadnie-
:h teorii sprezystosci skonczonych odksztalcen,
Fichera (Rzym): Zagadnienie de Saint-Venanta,
Dafermos (Browr, USA): Stateczno$¢ i drugie prawo termodynamlkl
4. Ball (Edynburg): Amnalityczne konsekwencje nieréwno$ci konstytutywnych w teorii sprezystodci
nczonych odksztalcen,
Hayes (Dublin): Predko$¢ grupowa i strumien energii dla fal sprezystych,
Navarro (Barcelona): Kroétki przeglad teorii pdlgrup i jej zastosowan.
iadto, w ramach Kolokwium, wygloszono 17 referatow pélgodzinnych, w tym dwa polskie: prof ;
Woznijaka i nizej podpisanego. Subjektywnie wyrdznitbym referat miodej Francuzki M. Schatzman:
klasie zagadnien hiperbolicznych z jednostronnymi wiezami; drgajaca struna uderzajaca o przegrode”,
z H. J. Weinitschke: ,,0 istnieniu rozwiazan nieliniowych zagadnief brzegowych w teorii blon”. W pierw-
1 z wymienionych referatéw autorka, stosujac aparat analizy funkcjonalnej i teorii dystrybucji, zbadala
adnienie istnienia szerokiej klasy probleméw i uzyskala efektywne wyniki liczbowe dla niebanalnego
adnienia. Rozwiazanie zagadnienia w sposéb zasadniczy zalezy od tego, czy przeszkoda jest wypukla,
tez wklegsla, zbadano réwniez kiedy ruch moze byé okresowy. W drugim z wymienionych referatéw
dano, stosunkowo prostymi metodami, obszary w ktoérych rozwiazanie istnieje dokladnie jedno, co-
nniej jedno, lub nie istnieje, rozpatrzone zostaly membrany kotowe i pierscieniowe.
Obrady Kolokwium zakonczy! specjalny wyklad\profesor_a C. A, Truesdella pt.: Koncepcyjny zarys
nodynamiki dla studentéw mechaniki. )
W dniach 18 - 20 maja, w tym samym miejscu odbylo si¢ sympozjum — zebranie Towarzystwa Filo~
ii Naturalnej poswiecone zagadnieniom niesprezystego zachowania si¢ kontinuéw. Uczestniczyli w nim
~-vdzy innymi wybitni mechanicy amerykanscy: C. A. Truesdell, B. D. Coleman, D. R, Owen, M. E. Gur-
tin, R. A. Toupin. Sesja przedpoludniowa pierwszego dnia obrad dotyczyla zagadnien mechaniki doswiad-
czalnej i osiagnie¢ J. B. Bella w tej dziedzinie. Referaty po$wigcone jego osobie i dzialalnosci naukowej
wygtosili C. A. Truesdell oraz G. del Piero (Reggio di Calabria, w zastgpstwie chorego P. Villaggia). Re-
ferat przegladowy na podstawie prac wiasnych pt. ,,Fizyczne podstawy kontynualnych teorii plastycznosci
skoriczonych odksztalcen” wygtosit prof. J. B. Bell. Odbyly si¢ trzy dyskusje ,,okraglego stotu”. Pierwszej
przewodniczyt M. E. Gurtin, a podstawa do dyskusji byly 3 referaty, pani H. Lanchon (Nancy, Francja):
Skrecanie niejednorodnych (heterogenicznych) pretéw walcowych, B. D. Colemana (Pittsburg): O ter-
modynamice ukladéw ni¢klasycznych i D. R. Owena (Pittsburg): O entropii materiatéw niesprezystych.
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Druga dyskusje prowadzif P. Podio Guidugli (Piza), a podstawa jej byly referaty: M. E. Gurtina: Optymalne
drogi odksztalcenia w liniowej lepko-sprezystosci, P. Potier-Ferry’ego (Paryz): Twierdzenie o istnieniu
i statecznodci w lepkospreZystoici odksztalcen skonczonych, oraz S. L. Passmana (Atlanta, USA): Przeply-
wy materialow ziarnistych. Trzecia sesj¢ ,,0kragltego stolu” prowadzit B. D. Coleman na podstawie refera-
tow wprowadzajacych: S. Barathy (Hamilton, Kanada): Lokalne twierdzenia o istnieniu w przypadu elasto-
statyki odksztatcen skoiczonych, C. Navarry (Barcelona): O monotonicznoéei i symetrii funkeji relaksacji
w liniowej lepkosprezystodei, G. Galdiego i S. Rionery (Neapol): O twicrdzeniu o cigglej zaleznosci i ogra-
niczeniach rozwiazan zagadnien elastostatyki, oraz S. Antmana (Maryland, USA): Duze, wedrujace fale
w pretach.

Oprocz powyzszych referatéw moderujacych dyskusje wymienig referaty G. del Piery (Reggio di
Calabria): Zachowanie si¢ materialow sprezysto plastycznych w $wietle teorii prostych materialow Nolla,
Z. Zarki (Palaiseau, Francja): Globalne cykliczne zachowanie sig¢ konstrukeji, T. W. Tinga (Chicago):
Zagadnienie odciazenia w znacznie skreconych pretach, oraz I. Miillera (Paderborn, RFN): Model ma«
terialu z pamiecia ksztaltu. Konferencja zakonczyla si¢ wykladem R. A. Toupina: O hamiltonowskich
i onsagerowskich ukladach dynamicznych.

Obie konferencje byly bardzo interesujace, dyskusje cz¢sto ostre, dowcipne, lecz dotyczace spraw
podstawowych, a nie marginesowych. Warunki do pracy w Pizie, w spokojnym miescie, zdala od wielko-
miejskiego zgietku, byly znakomite, a goscinnoé¢ gospodarzy — rzadko spotykana.

Po przejezdzie do Pizy dowiedzieli$my sie, ze zaraz po omawianych dwoch imprezach ma si¢ jeszeze
odbyé, w Wenecji w dniach 23 - 26 maja 1978, sympozjum wiosko-amerykanskie zorganizowane przez
National Science Foundation i Consiglio Nazionale. Program przewidywal wygloszenie 23 jedno-godzinnych
referatéw. Tytul sympozjum ,,Nieliniowa mechanika kontinuum”.

Roéwniez podano do wiadomosei, ze bezposrednio przed Migdzynarodowym Kongresem Matematyki
w Helsinkach odbgdzie sie, w dniach 7-9 sierpnia 1978, w Edynburgu, sympozjum na temat analizy
nieliniowej i jej zasti)sowar’l. Organizowat je Dr R. G. Muncaster z Uniwersytetu Heriota-Watta.

Z. Olesiak

IV KONFERENCJA ,,METODY KOMPUTEROWE W MECHANICE KONSTRUKCJI", KOSZALIN
25—28 KWIETNIA 1979 r.

Konferencja bedzie miata charakter naukowo-szkoleniowy. Przedmiotem konferencji bedzie przeglad
aktualnych osiggnieé z zakresu teorii i zastosowath metod komputerowych w szeroko pojetej mechanice
konstrukeji. Przewiduje sig, ze konferencja skladaé sie bedzie z dwoch czefci: ogbdlnej i problemowej.
Cz¢8¢ ogbdlna poéwigcona bedzie prezentacji i dyskusji referatéw indywidualnych wczestnikéw. Czgéé
problemows stanowié bgda referaty wygloszone przez zaproszonych specjalistéw z roéinych ofrodkow
naukowych. )

Konferencje organizuje Sekcja Mechaniki Konstrukeji Komitetu InzZynierii Ladowej i Wodnej PAN,
Instytut Budownictwa WSI w Koszalinie i Oddzial Wojewddzki NOT w Koszalinie.

Przewodniczgcym Komitetu Organizacyjnego Konferencii jest doc. dr inz. Jan Filipkowski, Wyzsza
Szkola Inzynierska, Zaklad Mechaniki Budowli, ul. Raclawicka 15-17, 75 - 620 Koszalin, tel. 278-81
w. 272.

MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM ,,MECHANIKA POWSTAWAm DZWIEKU
W PRZEPLYWACH"”

W Getyndze, w dniach 28 - 31 sierpnia 1979 r. odbedzie si¢ sympozjum migdzynarodowe pt.,,Mechanika
powstawania diwieku w przeplywach” (The mechanics of sound generation in flows). Sympozjum jest
organizowane.przez Miedzynarodowa Unig Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM), International
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Commission on Acoustics (ICA), oraz przez American Institute of Aeronautics and Astronautics (AJAA).
Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego jest prof. E. A. Miiller, Max-Planck-Institut fiir Strémun-
gsforschung, Bottingerstr. 4 -8, D 3400 Gottingen, .

15 KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
(IUTAM)

odbedzie si¢ w dniach 18 - 23 sierpnia 1980 r. w Toronto, University of Toronto, Ontario, Canada. Kongres
obejmie calg dziedzing mechaniki teoretycznej i stosowanej. Streszczenia (Abstract, 100 - 150 sléw) oraz
rozszerzone streszczenia (Extended Summary, 500 stéw) nalezy przesylaé na adres Biura Kongresu:

Mr. Ken Charbonneau

Executive Secretary, ICTAM Toronto

National Research Council

Ottawa, Ontario X1A OR6, Canada
Zardwno streszczenia jak i rozszerzone streszczenia powinny dotrzeé do Biura Kongresu nie pézmej niz
4 lutego 1980 r. Powinny one zawiera¢ dokladne wskazéwki dotyczace otrzymanych nowych wynikéw
naukowych, zastosowanej metody i zwiazkow z innymi pracami. Migdzynarodowy Komitet wybierze z po-
$rod nadestanych streszczen okoto 300 prac oraz 15 referatdw sekcyinych. Ponadto, na zaproszenie, zostanie
przedstawionych dalszych 15 referatow sekcyjnych i 5 wykladdw generalnych. Planuje si¢ wydanie tomu
zawierajacego wyklady generalne i referaty sckcyjne. Osoby majace zamiar uczestniczy¢ w pracach Kon-
gresu sg proszone o podanie swoich nazwisk i adresow, celem przestania dalszych informacji i formu]axzy
rejestracyjnych.

VIII SYMPOZJUM ,,DRAGANIA W UKPADACH FIZYCZNYCH”

W dniach 18 - 20 maja 1978 r., w Blazejewku k/Kornika, odbyto si¢ VIII Sympozjum nt. ,,Drgania
w ukladach fizycznycl”, Organizatorami Sympozjum byt Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej i Stosowanej otaz Instytut Mechaniki Technicznej Politechniki Poznanskiej. 116 uczest-
nikéw spotkania, wsrod ktorych przewazali pracownicy wyzszych uczelni [ placéwek PAN, obradowalo
w trzech sekcjach:
1. Modele ciaglte obiektéw mechanicznych — wygtoszono 31 referatdw,
2. Modele dyskretne obiektéw mechanicznych — wygtoszono 21 referatow,
3. ngania maszyn — wygloszono 23 referaty.
Ponadto wygloszone zostaly trzy referaty plenarne:
1. Prof. dr M. Dietrich,,Problemy stochastyczne w mechanice maszyn”,
2. Prof. dr C. Cempel ,,Wibroakustyczna diagnostyka maszyn”,
3. Prof. dr Z. Wesotowski ,,Fale w nieliniowym materiale sprezystym”.
f.acznie wygloszono 78 referatéw. Drukiem wydano zbior streszczen referatow. Nastgpne sympozjum o tej
samej tematyce planowane jest na wiosng 1980 r,

Jaroslaw Stefaniak,
! SYMPOZJA
MIEDZYNARODOWL‘J UNII MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
(IUTAM)

Poprzednia informacj¢ w tej sprawie zamie§cilismy w numerze 2 (15), 1977 Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej. '
' rok 1979
1. The IUTAM Symposium on Physics of Ice,
miejsce: Kopenhaga, Dania
termin: 6—10 sierpnia, 1979,
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organizator: prof. P. Tryde, Technical University of Denmark
DK-2800 Lyngby,

. The IUTAMICA)AJAA Symposium on Sound Generation in Flows,

miejsce Getynga, RFN
termin: 23—28 sierpnia 1979
organizator: prof. E.A. Miiller,

. The TUTAM Symposium on Optical Methods in Solid Mechanics,

miejsce: Poitier, Francja

termin: 10—14 wrze$nia 1979

organizalor: prof. A. Lagarde, Laboratoire de Mécanique des Solides, Université de Poitiers, 40
Avenue de Recteur-Pineau, F-86022,

. The ITUTAM Symposium on Approximation Methods for Navier-Stokes Problems,

miejsce: Paderborn, RFN
termin:  sierpien/wrzesiei 1979 =
organizator: prof. H. Rautmann,

. The TUTAM Symposium on Structural Control,

miejsce: Waterloo, Ontario, Kanada
termin: brak danych
organizator: prof. H.H.E. Leipholz,

. The IUTAM Symposium on Laminar-Turbulent Transition,

miejsce: Oberwolfach, RFN
termin: 16—22 sierpnia 1979
organizator: prof. R. Eppler.

SYMPOZJA PLANOWANE W LATACH 1980-81 (PROPOZYCJE)

. The IUTAM/IUGG Symposipm on Energetics of Uncommon Athmospheric Events, 1981, Frarcja

prof. M. Roy,

. The TAHR/IUTAM Symposium on Field Experience with Flow Induced Vibrations, 1980, Wiochy,
. The IUTAM Symposium on interaction of Particles in Colloidal Suspensions, 1980—81, Research

School of Physical Sciences, The Australian National University, Canberra, Australia,

. The TUTAM Symposium on the Mechanics and Physics ol Bubbles in Fluids, 1980—81, Holandia,
. The IUTAM Symposium on Three Dimensional Turbulent Boundary Layers, 1981, Politechnika

w Berlinie Zachodnim, lub RWTH w Akwizgranie (Aachen) Prof. Fernholz lub prof. Krauze,

. The TUTAM Symposium on Finite Elasticity Theory, USA, Prof. P.M. Naghdi i prof. R.S. Rivlin,
. The ICF/IUTAM Symposium on Foundations of Fracture Mechanics, 1980—81, USA, prof. J.R.

Rice,

. The TUTAM Symposium on Mechanics of Composite Materials, 1980—81,
. The ITUTAM Symposium on Physical Non-linearities in Structural Analysis, 1980, CETIM, 2 avenue

Félix Louat, B.P. 67, 60304 Senlis, Francja,

The second TUTAM Symposium on Statility in the Mechanics of Continua, {980—81, Bergische
Universitat-Gesamthochschule Wuppertal, RFN,

The IUTAM Symposium on Three-dimensional Constitutive Relations, maj 1980, Ecole Polytechnique,
Laboratoire de Mécanique de Solides, 91128 Palaiseau Cedex, prof. J. Mandel, Francja,

The ITUTAM Sympozjum on Unsteady Turbulent Shear Flows, 1980—81, Ecole Nationale Superieure
de I’Aeronautique et de’ I’Espace, Toulouse, Frangja,

The ICHMT/IUTAM Symposmm on Heat and Mass Transfer Jesnen 1979, lub wiosna 1980, Dubrow-
nik, Jugoslawia,

The IUTAM Symposium on High-Temperature Gas Dynamics, Instytut Termomechaniki Czecho-
stowackiej Akademii Nauk, Praha, prof. M. Pichal, Czechoslowacja.-
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WYKAZ KONFERENCJI
Z DZIEDZINY MECHANIKI ORGANIZOWANYCH W POLSCE
1979 ROK

. XVII Sympozujm ,,Modelowanie w mechanice”

Termin i miejsce 26.02—4.03 Beskid Slaski
Organizator: PTMTIS Oddziat w Gliwicach i Zarzad Gléwny

. V Sympozjum Techniki Wibracyjnej i Wibroakustyki

Termin i miejsce: 23.03—24.03, Krakow
Organizator: PTMTiS Oddziat w Krakowie, AGH

. IX Konferencja Europejskiego Towarzystwa Fizycznego

,,Struktura i wiasnoéci sieci polimerowych”
Termin i miejsce: 23.04—28.04, Jablonna
Organizator: IPPT — PAN prof. A. Ziabicki

. Buromech Kolokwium — ,,Plyniccie i zniszczenie materialébw niespr¢zystych™

Termin i miejsce: 6.06—9.06, Jabionna .
Organizator: IPPT — PAN, Zaklad Mechaniki OSrodkéw Ciaglych
prof. P. Perzyna

. IX Sympozjum FORM 79 , ,Nowe technologie, konstrukcje, maszyny, przyrzady i urzadzenia do

obrobki plastycznej metali”
Termin i micjsce: 11.06—16.06, Poznan
Organizator: Instytut Obrébki Plastycznej, Poznan, ul. Zamenhoffa 2/4

. BEuromech Kolokwium ,,Dynamika i analiza zaburzen konstrukcji plastycznych”

Termin i miejsce: sierpief, Jablonna
_Organizator: IPPT — PAN Zaklad Mechaniki O$rodkéw Ciaglych
doc. T. Wierzbicki

. XXI Polska Konferencja Mechaniki Ciala Stalego

Termin i miejsce: 2.09—9.09, Porgbka—Kozubnik
Organizator: IPPT — PAN Zaklad Teorii O$rodkéw Ciaglych
prof. H. Zorski

. XIV Sympozjum ,,Wspdlczesne problemy i metody mechaniki plynéw”

Termin i miejsce: 3.09—8.09, Blazejewek k/Poznania
Organizator: TPPT — PAN Zaklad Mechaniki Cieczy i Gazow

. Buromech Kolokwium ,,Oérodki stochastyczne”

Termin i miejsce: 18.09—22.09, Jablonna

Organizator: IPPT — PAN Zakiad Teorii O$rodkéw Ciaglych

doc. K. Sobczyk

Metody analizy funkcjonalnej w mechanice ~ ;
Termin i miejsce: 22.09—30.09 lub 16.09—22.09, Lancut

Organizator: IPPT — PAN Zaklad- Mechaniki Oérodkéw Ciaglych

prof. A. Sawczuk

Nieniszczace badania przy wykorzystaniu holografii

Termin i miejsce: 1.10—13.10, Jachranka

Organizator: Komitet Mechaniki doc. J. Stupnicki

Metody teoretyczne i doSwiadczalne w mechanice Zniszczenia

Termin i miejsce; 7.10—13.10, Jablonna

Organizator: Komitet Mechaniki i WAT prof. S. Kocanda, dr A. Dragon
Przeplyw ciepla i masy w ciele stalym

Termin i miejsce: Opole

Organizator: PTMTIiS Oddzial w Opolu
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14. Ogoblnopolskie sympozjum na temat statecznodci konstrukcji
Termin i miejsce: E6dz .
PTMTIiS Oddziat w Lodzi, Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki ¥.6dzkiej

PROPOZYCJIE NA ROK 1980

1. Euromech kolokwium ,,Zmiana fal'i wybrzeza w strefic przyboju”

' Miejsce: Gdansk
Organizator: Instytut Budownictwa Wodnego PAN, Gdarsk, ul. Cystersow 11

2. Sprezysto-plastyczne modele ofrodkow rozdrobnionych
Miejsce: Jablonna . ’
Organizator:

3. IX Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”
Miejsce: Blazejewek k/Poznania
Organizator: PTMTIS Oddziat w Poznaniu i Instytut Mechaniki Politechniki Poznainiskiej, Poznan,
ul. Piotrowo 3



W nestepnym zeszycle ukaig si¢ prace:

JAN SZMELTER — wspomnienie po$miertne

K. Grysa, R. 8zczerakskl, O plaskim quasi-statycznym zagadnieniu termodyfuzji dla sprezystego
walca} kolowego
06 oproil KBasucTaTHUCCKON 3afaun TepMoEuddysus ANA yIpyroro Kpyrororo UMIMHEPE
On a certain quasi-static problem of termodiffusion in an elastic cylinder

J. Kuwawski, Teorja $redniej gruboéci ortotropowych tarcz tréjwarstwowych
Teopusa OPTOTPONHBIX TPEXCIOHHLIX KT CPEAHEl TOJILUMHLI
Theory of stretching orthotropic sandwich plates with moderate thickness

K. KowaLrczyk, Powierzchnie graniczne dla modelu sprezysto-plastycznego preta przy uwzgled-
nieniu zmian geometrii
IlpegennHble TOBEPXHOCTH JUIST MOAECJM YIPYTO-TLIACTHYECKOIO CTEPHHS NPKH YUTEHME K3-
MEHEHUH reomeTpuu
Limit surfaces for a model of elasto-plastic bar with geometry changes taken into account

J. TaLer, Nieustalone, kolowo-niesymetryczne pole temperatury w wydrazonym walcu ogrzewa-
nym na zewnetrznej pobocznicy
HeycTaHOBHBIIMECH KPYTOTOHECHMMETPHUHOE TEMIEPATYDIOe Mojie B DECKOHEULOM I0JI0M
LMTHIAPE HATDEBAEMbIM H& BHELUHEH [OBEPXHOCTH
Unsteady, axially nonsymmetric temperature distribution in an infinite hollow cylinder heated
externally '

J. Szora, M. WouTyLAK, O wyznaczaniu charakterystyk probabilistycznych rozwigzan wahadla
podwdjnego o zmiennej diugosci poddanego wymuszeniom losowym
O6 onpenenenyu npoSabHAMCTINECKHX XaPaKTePHCTHK peleHnit ABOMHOTO MAATHHKA C Iie-
DPEMEHHON IJIHHOM MOABEPIKEHHOTO CIYYAHHbLIM BBIHYXICHHAM
On determination of probabilistic characteristics of sofutions of double pendulum with varying
length subject to random forcing

S. WouciecH, Numeryczne rozwigzanie zagadnienia stateczno$ci dynamicznej plyt pierscieniowych
UucneHHoe pelueHHe 3aaud  AMHAMWYECKOH YCTOWUYMBOCTH BEPTONETR KONBLEBOH Iia-
CTHHKH
Numerical solution to the problem of dynamical stability of annular plates

W. Lucianek, K. Siprisk, Podluzna stateczno$é dynamiczna $miglowca z podwieszonym ladun-
kiem w zawisie
IIpomonbHas JHEAMHYECKAA YCTOMUMBOCTh BEPTOJNETA C RMCALUHMM IPY30M Ha DEXKHME BH-
CeHUA
Longitudinal dynamic stability of a hovering helicopter with a hanging load

M. Marxs, Analiza pasma plytowego jako ciala z wigzami
AHany3 TOJIOCKI KaK Teja CO CBA3AMI
Analysis of the band plate considered as a constrained body

K. MicHaLEwicz, Dynamika lotu zasobnika lotniczego z polgczonym przegubowo hamulcem
aerodynamicznym, zrzuconego z samolotu
JltHamuKa mOJI&Ta JIETATEIBHOTO 2MNNapaTa ,,c0 CBOBOAHO OTIYIEHHBIM'® a3POJHHAMHUECKHAL
TOpMO30M GpOLUEHHOrO M3 camMonéra
Dynamics of flight of an external pack with an airbrake ,,set free” thrown out of an airplane
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Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
rocznie zt 120.—
pbirocznie zt 60.—

Prenumeratg na kraj przyjmuja Oddzialy RSW , Prasa-Ksiazka-Ruch” oraz urzedy
pocztowe i dorgczyciele w terminach: ]

— do dnia 25 listopada na styczen, I-szy kwartal, I-sze pélrocze roku nastgpnego i caly
rok nastgpny,

— do dnia 10 miesigca poprzedzajacego okres prenumeraty i na pozostale okresy roku bie-
73cego.

Jednostki gospodarki uspofecznionej, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skla-
daja zamoéwienia w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-Ksiazka-Ruch”,

Zaklady pracy w miejscowosciach, w ktoérych nie ma Oddzialéow RSW oraz prenumera-
torzy indywidualni zamawiaja prenumeratg w urzgdach pocztowych lub u dorgczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, ktéra jest o 50% droZsza od prenumeraty
krajowej, przyjmuje RSW ,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydaw-
nictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 — w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej. .

Biezgce 1 archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwi¢ we Wzorcowni Wydawnictw
Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa
oraz w ksiggarniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and
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Polona-Ruch 00-068 Warszawa, 7 Krakowskic Przedmiescie, P.O. Box 1001, Poland. Please
send payments to the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street,
00-067 Warszawa, Poland. '

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajqc od 1 stycznia 1967 r. jako kwar-

talnik. Zeszyty z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Gléwnego PTMTS
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)
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