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Uwagi o belkach wspornikowych.

Belki wspornikowe sa to belki,lezagce na dwéch podporach,ktérych kornce ozy-
11 wsporniki zwieszajg sie poza podporami /rys.1/

<—— "
Eys.4. Belka wspornikowa.

Przy obcigzeniu ciezarem skupionym tylko wspornikédw /przyczem rozpatrujemy
belke jako niewazkag,ale sztywna,bowiem wptyw ciezaru wkasnego belki mozemy roz-
patrze¢ oddzielnie/ belka wygina sie w sposob, jak wskazuje rys.2 .

Bys.2.

Jezeli obciazenie dziata tylko na Srodkowg czes¢ niewazkiej ale sztywnej
belki wspornikowej,to belka wygnie sie tak,jak wskazuje rys.3.t.j.w strone prze-
ciwng wygieciu od obcigzenia tylko wspornikéw.

Wykres momentdéw zginajacych,scislej - wielkosci proporcjonalnych do momen-
tow zginajacych belke wspornikowag,w wypadku obcigzenia tylko wspornikow,przy za-
+ozeniu, ze belka jest niewazka ale sztywna,pokazany jest na rys.4.

Wezmy jakis przekroj k na wsporniku; moment zginajacy w tym przekroju be-
dzie sie rownat:

Mk="PI"41 - p2*f2 A0

~1 1 F2 oznaczaja odlegtosc¢ dziatania sit i Pg od przekroju k. Jak widzimy
z powyzszego rownania moment w tym,rozpatrywanym przez nas przekroju k,jest ujem-
ny; poniewaz rzedne wykresu momentéw nie zmieniajg na catej ddugosci belki swego

znaku /wartos¢ ich nigdzie nie przechodzi przez zero/ zatem wszystkie rzedne sa
ujemne.



Na mocy twierdzenie Culmann®a o statycznych momentach mamy dla jakiegos
przekroju m belki:

— -H . £
Momenty na podporach /} i B belki beda réwniez ujemne i beda sie réwnac:

\ e -H7a
Mb = -

Linja momentéw ujemnych miedzy podporami jest linja prosta.

Przy obcigzeniu belki wspornikowej /niewazkiej ale sztywnej/ tylko w Srod-
kowej czesci mamy,przy takiej samej odlegtosci biegunowej jak w poprzednio roz-
patrywanym przypadku,wykres wielkosci proporcjonalnych do momentéw zginajacych
belke,wskazany na rys.5. Widzimy,ze w tym wypadku,tak jak w belce prostej.momen-
ty zginajace belke w przekrojach nad podporami sg réwne zeru i ze wszystkie rzed-
ne wykresu momentéw sg dodatnie.

Od¥6zmy od linji poziomej do gory rzedne dodatnie i na dot rzedne ujemne,
a otrzymamy, jak wskazuje rys.6, zkgczony wykres momentdédw zginajacych belke
wspornikowg od obcigzenia wspornikow sitami P 1 od obcigzenia sSrodkowej czesci
belki sitami Q.



Eys.6.

Jezeli koto osi poziomej obrécimy o 180° wykres momentéw dodatnich i nato-
zymy go na wykres momentdéw ujemnych,to otrzymamy wykres momentéw zginajacych su-
marycznych, pokazany na rys.7. Postgpi¢ tak mozemy na zasadzie niezaleznosci dzia-
+ania sit czyli na t.zw, zasadzie superpozyoji. Zasade te stosowa¢ mozna tylko
wtedy,kiedy odksztatcenia nie wywotuja zadnych nowyoh sit ani nowych momentow,
dziatajgoych na belke. -

Z rys.7 widzimy, ze linja momentéw ujemnych miedzy podporami jest
linjg prostg,a linja momentéw dodatnich jest #amang lub krzywg /w wypadku obcig-
zenia ciggtego/ i1 ze miedzy podporami znajdujg sie punkty zerowe sumarycznej
linji momentow.

Dziatanie par sit na wsporniki

Mamy obecnie do rozpatrzenia przypadek,wskazany na rys.8 .kiedy na wsporniki
belki dziataja momenty par sit M/ /i Zato6zmy,ze absolutna wartos¢ momentu
pary sit M/ / jest wieksza niz momentu m/ /; belke rozpatrujemy jako niewazkg ale
sztywna. a/ g~

UnoiuI Mpu«

K M
M oy _)N

Eys. 8.

Okreslmy reakcje podpér A» i B", Reakcja B" podpory B musi byC¢ prostopadia
do linji przesuniecia tj.w danym wypadku pionowg,a zatem reakcja A®" podpory A mu-
si by¢ takze pionowg,albowiem obie reakcje podpdér muszg tworzy¢ pare sit,réownowa-
zaca moment pary sit dziatajgcych na belke,ktdory jest rowny roznicy momentdw par
sit.dziatajgcych na wsporniki.
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Dla otrzymania reakcji A1l piszemy rownanie momentow wzgledem punktu B.

Al/ - M/a/"+ =0
M/_ /- M,
» ~ w zJih L >n
z >0
ZY =0 B+ A1S 0 B”=-A"

Aby narysowa¢ wykres momentow zginajacych,obliczamy moment zginajacy w do-
wolnym przekrojii k, odlegtym od lewej podpory Za/ o X.

M/x/s - M/a/ + A X
M/Za/ " M/b/
/= -MV +
/
M
M/ a/ «x A/ -
w / ="MA/Z +

Wy —ear A ~7 /-

podstawiamy x* na.miejsce /- X

tj.rownanie linji prostej.
8/ 7/ / S prostel

Gd y x =0 /x/ = - ~a/

X =/

M/x/ " M/b/

Odktadajgc od poziomej linji odpowiednie rzedne,otrzymamy wykres momentéw
zginajacych. Poza punktami L 1 M [linja,ograniczajaca rzedne momentoéw, jest
linja poziomg. A zatem wykres momentéw w belce niewazkiej od dziatania momentow
par sit na wsporniki ograniczony jest linjg prosta,jak w przypadku poprzednim.
W obu wypadkach dla wykreslenia linji prostej,ograniczajacej ujemne momenty w
czesci belki miedzy podporami dosyé jest znac momenty ujemne w przekrojach nad
podporami .

Wykres sit tngcych w rozpatrywanym wypadku jest linja prosta i1 rownolegta
do poziomu na odlegtosci +Al /rys.8a/

Evs. 8a.
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Rézniczkowe réownanie 1inji ugiecia

Belka pod wpdywem ugiecia zmienia kierunek osi; 0$ staje sie krzywg. Na
rys.9 mamy pokazang czes¢ ugietej belki. Rozpatrujemy jakis dowolny przekréj,

Oznaczymy przez ds roézniczke ddugosci krzywej. To wydduzenie,o ktére wy-
dtuzyty sie dolne wkokna belki sprezystej.oznaczymy przez + ~ ds, skroécenie zas
gornych fibr oznaczymy przez - ds. Na mocy doswiadczalnego prawa Hooke"a o
wydtuzeniach sprezystych mozemy napisa¢ rdéwnanie nastepujace:

ds
ds E

Do tego réwnania zamiast & mozemy podstawi¢ wyraz naprezenia zginajacego
ze znanego wzoru Navier®a =z teorji zgiecia:

M .v
- e

wtedy otrzymamy:

*3 ds a.v
ds E/

-/1/

Porownajmy dwa trojkaty OAB i1 A4B4#B zasztrychowane na rys .9. Te trojkaty
sg podobne. Na mocy podobienstwa tych tréjkatéow mozemy napisa¢ nastepujgca za-
leznos¢ miedzy bokami:

ds v A/
ds

Porownajmy ze soba réwnanie 1 i 2:

M v \V/
¥>7

Po skréceniu przez v otrzymamy:

M 1 /3/
ey s f

jest to wartos¢ stata /przy statem 27/, sztywnos¢ belki, widzimy wiec
z tego rownania,ze krzywizna /! / jest proporcjonalna do momentu zginajacego.
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Jezeli moment zginajacy réwna sie zeru,to 1 krzywizna réwna sie zeru; wykrzywie-
nia niema. Rozpatrujemy teraz tréjkat KAB o przyprostokgtnych dx 1 dy, a
przeciwprostokatnej ds. Kat miedzy dx 1 ds réwna siey, mozemy wiec napisac:

dy = dx =tg
skad:
J 1
dx

DHugoséd Huku ds mozemy wyrazié¢ nastepujacym wzorem:

ds =/-d*/.
da- ds
dy
JL *£
- ds

Zamiast ds mozemy do wzoru podstawi¢ dx, bowiem obie wielkosci nieskoncze-
nie mato roéznig sie od siebie.

Obacnie postaramy sie d wyrazi¢ jako pewng zaleznos¢ miedzy dx i dy.

tgh= £ -St
dx

Wezmy pochodna wzgledem /x/ a otrzymamy:

d¥  d2vy
dx dx2

Podstawimy otrzymang wielkos¢ do wzoru 4 :

1 d2 y
T dx2

-J1 =00 -t ... /o/
T dx2

Pordownajmy obecnie wzdér 3 i 5, a otrzymamy ostateozne rownanie linji
ugiecia /%/. EE

=J... ... &

dx2

Analogiozne réwnanie mozna napisa¢ dla krzywej sznurowej.

Dana jest belka o obcigzeniu ciagiem,nierownomiernie roztozonem /rys.10/
na ddugosci belki tj.o zmiennej rzednej qﬂ— EN

Cate obcigzenie dzielimy na nieskonczenie mate paseczki o szerokosci dx.
Ciezar takiego paseczka oznaczymy przez <l/z/ dx*

Rozpatrujemy czes¢ belki o dfugosci x. Obcigzenie belki na ddugosci x be-
dzie sie réwnato sumie wszystkich ciezarkéw gi/ dx, odpowiadajacyoh tej dtugosci;
cayli catoe od zera do i z q~/ dx
/o o/z/ d x
Poniewaz ta catka przedstawia site skierowang na dét /jako obciagzenie/,to mozemy
jej przypisa¢ znak”



Narysujemy na sidach <¥z/ <dx wielobok sznurowy, czyli krzywg sznurowg
przy odlegtosci biegunowej rownej Ey /sztywnosci belki/ nastepnie poprowadzimy
do niej styczng w punkcie m odpowiadajgcym odcietej /x/, styczna ta z poziomg
tworzy katcC.

Rozpatrzmy ~ mno 1 ~ pak . Przyprostokgtna mc = dx, nc = dy; kat
nmc -oC, w tréjkacie zas oak kat aok Trojkaty mn c 1 oak sg podobne
i na mocy tego podobienstwa mozemy napisa¢ nastepujaca proporcje:

dy _ -JT g/z/ dx
dx H

rozniczkujemy to réwnanie:

dx2 H

po skréceniu przez dx otrzymujemy roézniczkowe réwnanie krzywej sznurowej:

y—= - —-iLzjL... .. ...... h/
dx2 H
Twierdzenie Mohr “"a o] linji wugiecia.

Porownujac roéwnania 6 1 7 widzimy, ze jesli zamiast Q./z/ podstawi¢ ~/z/
a zamiast H podstawi¢ Ey , to krzywa sznurowa przedstawi linje ugiecia. Skad
wypdywa nizej podane twierdzenie Mohr®a o linji ugiecia.

Linja wugiecia belki moze by¢ wykreslona jako krzy-
wa sznurowa dla wyobrazalnego obcigzenia <ciaggtego bel-
ki polem momentéw zginajacych dana belke od rzeczywi-

stego obcigzenia przy odlegdtosci biegunowej, rownej mie-
rze sztywnos$ci belki /E J/.
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Mamy belke prosta obcigzong ciezarem skupionym P /rys_11/.

Reakcje podpér obliczymy zapomocg rownania momentéw wzgledem punktu B.

=0 A" ./ - Pb=0

Narysujmy wykres momentédw zginajgcych przy obcigzeniu rzeczywistem.P. Mo-
ment zginajacy najwiekszy bedzie w punkcie C, wyrazi sie on, jak nastepuje:

M/C/ = ATea

Podstawiajgc za A" wyzej otrzymang wartos¢, mamy:

Wc/ e P- X

Moment zginajacy w przekroju belki na odlegtosci x od podpory A bedzie
sie wyrazat wzorem:

M/ / = 4-A" _ X.
M

Przyjmujemy obecnie pole momentédw zginajacych za jakies Fikcyjne obcigze-
nie ciagte nierownomiernie roztozone. Dzielimy cate pole na mate paseczki o sze-
rokosci dx 1 ciezarze ~ N/X/ ™X 7 ®ysujemy pi&n <WVz/ ~» = ™Ix/
przy odlegtosci biegunowe j~oéwnej sztywnosci belki 'EJ 1 na linjach Ffikcyjnych
ciezarow ¢g/z/ dx rysujemy wielobok sznurowy, ktory bedzie krzywg sznurowg.

Ta krzywa sznurowa przedstawia linje ugiecia. Jak wiadomo z twierdzenia
Oulmann®a o statycznych momentach rzedna wieloboku sznurowego /lub krzywej sznu-
rowej/ ,pomnozona przez odlegtos¢ biegunowg przedstawia moment zginajacy belke
w danym przekroju od danego obcigzenia belki. Rzedna zatem krzywej sznurowej,
pomnozona przez E ,7 przedstawi moment zginajacy belke w danym przekroju przy
obcigzeniu wyobrazalnem polem momentdéw zginajacych od rzeczywistego oboigzenia
belki. Ten wtdérny moment zginajacy oznaczymy przez # %

RM=p*/ -H

178&/%/1 * - E

Obecnie wyprowadzimy analityczny wyraz sidy poprzecznej od wyobrazalnego
/fikcyjnego/ obcigzenia belki polem momentéw. Biegun momentu O mozna przesungc
tak.aby zamykajaca ab linji sznurowej byda linja poziomg /rys.12/.



e .rzeczwis te

l-sza linja |moraentow

bciazenie wyobrazalne

linja ugigcia czyli linja
wtérnych momentow.

Rys. 12.

Mamy dwie definicje sidy poprzecznej: 1/ Sida poprzeczna w danym przekroju
belki prostej jest to algebraiczna suma wszystkich sit.dziatajgcych na lewy od-
cinek belki od lewej podpory do danego przekroju. 2/ Sida poprzeczna w danym
przekroju belki prostej jest to wypadkowa wszystkich sit.dziatajgcych na lewy

odcinek belki od lewej podpory do danego przekroju. n
W przekroju mn belki obcigzonej polem momentéw /rys.12/ dziataja sity”
i wypadkowa Q =y * dx Ffikcyjnych ciezaréow &x. Side poprzecznag

w tym przekroju oznaczymy przez ~/”. Przy obcigzeniu rzeczywistem oznaczymy re-
akcje podpor,jak zawsze A" i1 B1, sidy poprzeczne przez V a momenty zginajace
przez M /tj.oznaczenia 4acinskie/. Dla obcigzenia drugiego tj.wyobrazalnego.po-

lem momentéw czyli sitami M/x/ dx oznaczamy reakcje podpdér przez ij#.,sity
poprzeczne przez i momenty zginajace przez OTtyy:/ /tj.oznaczenia gotyckie/.
4/k = --0t"- *
dx.

Styczne t do linji ugiecia w punkcie K, jest przedfuzeniem skrajnego
promienia wieloboku,a wkasciwie krzywej sznurowej .ograniczajgacego rzedne sit fik-
cyjnych M/x/ dx w przekroju mn

Tam,gdzie ta styczna przetnie sie z zamykajaca s, bedzie punkt zaczepienia
sity poprzecznej /"7k. Wielkos¢ sidy znajdziemy z planu sit,prowadzac z bie-
guna momentow prostg Ot, rownoleglg do stycznej. Miedzy promieniami O s i ot
bedzie sie znajdowata wartos¢ sity poprzecznej.

Porownajmy trojkaty K” K* C 1 Ost. Trojkaty te sg do siebie podobne, bo
posiadajag boki odpowiednio réwnolegte. Na mocy podobienstwa tych tréjkatéw mozemy
napisa¢ nastepujacy stosunek:

(}éj K* K* = E7 :CK*

E.7 K®* K
ty/*/ = cK*
Stosunek K®"K"™ do CK®" jest tg kata T, mozemy wiec napisac:

= ey tgf N



- 10 -

Sita poprzeczna w belce prostej,obcigzonej fikcyjnym ciezarem,polem momen-
tow,rowna sie sztywnosci belki,pomnozonej przez tg kata miedzy zamykajaca s
i styczng do linji ugiecia w danym przekroju.

Zapomocg tego wzoru mozemy obliczy¢ reakcje podpory.

cc* N (0 6 08
Belki ciggte__albo wieloprzestowe.

Belka,ktéra przechodzi nieprzerwanie przez dwa lub kilka przeset
i lezy na trzech lub wiecej podporach /nie bedac na nich rozcieta/,nazywa sie
belka ci ag +a albo wieloprzestowg /rys.13/.

Jedno z Htozysk tej belki jest nieruchome dla ruchu postepowego,pozo state
zas tozyska sa ruchome dla ruchu postepowego.

/ \P 7V T

TTTmjim mr.Tnm

P> (O >-
mm Rys._13.

Belke ciaggta nalezy odréznia¢ od szeregu belek rozcietych na podpo-
rach /rys.14/ oraz od kompleksu belek wspornikowych i prostych,potgczonyoh prze-
gubami w punktach GjJ i1 62, jak wskazuje rys.15.

L V

fwrnnn

Kys.14.

Wttasnosci Linji ugiecia

1/ Linja ugiecia belki musi przejs¢ przez wszystkie punkty podporowe.
2/ Linja ugiecia,jako linja sprezysta musi by¢ ciagta linjg falistg bez
punktéw zatamania.

31,'Styczna do linji ugiecia w punktach podporowych przeset musi tworzyc
z poziomg linja katy rowne sobie lecz przeciwnego znaku dla kazdego
z sasiednich przeset.

4/ Linja ugiecia jest krzywg sznurowg narysowang przy odlegtosci bieguno-
wej H = E.7 dla obcigzenia fikcyjnego kazdego przesta polem momentdw
od obcigzenia rzeczywistego danego przesta belki.

Réwnanie Clapeyronla, czyli rownanie trzech momentow.

Mamy dwa przesta belki ciagtej rys.17. Pod wptywem sit,dziatajgcyoh na bel-
ke ciagta,powstajg w niej oprocz dodatnich momentédw zginajacych w przestach,takze
i ujemne momenty w przekrojach nad podporami. Réwnanie Clapeyrona o trzech momen-
tach prowadzi do znalezienia wielkosci tych ujemnych momentéw w przekrojach nad
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podporami belki ciggtej mianowicie Mn _i, Mn 1 Mn+]. Dla uogélnienia za-
gadnienia przyjmujemy,ze podpory belki n- 1, n, n+1 nie lezg na jednym pozio-
mie.

Dla kazdego przesta belki ciagtej,jak dla belki prostej.mozna narysowac
linje ugiecia,jako krzywg sznurowg od obcigzenia wyobrazalnego polem momentdw
dla kazdego przesta przy odlegtosci biegunowej roéwnej

dx

Narysujmy wykres momentow zginajacych od obcigzenia rzeozywistego belki.
Obcigzenia rzeczywiste przeset belki ciagtej mogg by¢ rozmaite: sida pojedyncza,
kilka sit skupionych,obcigzenia ciagte catego przesta lub jego czesci itp. Sto-
sownie do tego wykres momentéw dodatnich dla danego przesta,jako dla belki pro-
stej /rozcietej na podporach/ bedzie miat forme tréjkata,wieloboku,krzywej para-
bolicznej ,prostych stycznych do paraboli etc.

W tym przypadku zatozylismy,ze mamy do czynienia z rzeczywistem obcigze-
niem ciaggtem,wykres momentéw wiec jest tu krzywag paraboliczng,nie zmienia to
jednak zasad wyprowadzenia réwnania o trzech momentaoh. Przyjmujemy teraz wykres
momentéw sumarycznych tj.ujemnych i1 dodatnich za pole fikcyjnego obcigzenia bel-
ki 1 rysujemy krzywg sznurowg dla tego obcigzenia.

Na zasadzie wkasnosci linji ugiecia krzywa ta musi przechodzi¢ przez pod-
pory 1 musi by¢ ciggltg linjg falista.

Na $redniej podporze /n/ rysujemy styczng tt do linji ugiecia w punkcie fn/

Oznaczmy przez ™ kat, jaki ta styczna tworzy z poziomem, nastepnie przez “Ij* 7
n

i +1 " odlegtos¢ podpdér od poziomu i przez N ~yn+1l wielkos¢ odcinki
na pionie ,przechodzgoym przez punkty podporowe n- l'i n+1, zawartyoh miedzy
styczng tt, a stycznemi do linji ugiecia w tych punktach.

Z rysunku /.7-go/ widac,ze:

:/in —:fﬁq\J -4 *8 1= N
n+l *g~=~n+l n+1
?+1 "4+1 e tgf " /I™n+l -y j

An+ll -tyj + <C+l «*8~" /io/
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Mnozymy obie strony réwnania 9 i1 10 przez odlegtos¢ biegunowg planu sit
/H= Ej /,nalezgcego do krzywej sznurowej jako linji ugieoia/samego planu sit tu
nie rysujemy,gdyz on nie jest obecnie nam potrzebny,poniewaz na rys.17 zadajemy
sie dowolng krzywag,odpowiadajgaca jednakze czterem wkasnosciom linji ugiecia, jako
ta linja. Przy wykreslaniu rzeczywistej linji ugiecia naturalnie musimy korzystac
z odpowiedniego planu si¥ przy H = E~/na mocy twierdzenia Mohra o linji ugie-
cia.

m7,,-1 * -T/nJ - Ey/atgf

1m-E?//n+i -tfj * 2" 4+1 «HF

Ey .A[n_ i - jest to statyczny moment pola momentéw przesta jjteg® wzgledem pod-
pory /n- I/, gdyz E™ n_~"= i > 1w twierdzenia Gulmann®a jest
to odcinek prostej, rownolegtej do wypadkowej obciagzenia polem momentéw, prze-
chodzacej przez biegun momentéw /punkt n-1/, zawarty miedzy skrajnemi promieniami

krzywej sznurowej ,narysowanoj dla tego obcigzenia. Temi skrajnemi bokami sa sty-
czne do krzywej sznurowej w punktach n i1 n-1I.

EE~An-1 jest zatem funkcja pola momentdéw wzgledem podpory n, wyrazamy to naste-
pujacym symbolem: fl'r—r/MX| n/
r-1i —*?/?* -fn-J -*74 “e¥ .. _._.._. M
analogicznie w przesle /n+ 1/t
+ [—ooe ||
Podzielimy pole momentéw na mate paseczki o0 szerokosci dt 1 rozpatrzmy

jeden taki paseczek. Srodek ciezko$ci tego paseczka niech bedzie oddalony o x
od podpory /n-1/. Statyczny moment pola tego paseczka wzgledem podpory /n-1/ wy-

razi sie wzorem;
MA(,n/ - dx . Xx
gdzie iyXfn/ jest to zmienny sumaryczny biezgcy moment dla przesta n-.ego.

Statyczny moment wzgledem podpory /n-1/ catego pola momentéw bedzie oalka:
Ad

Jo MA,n/ e **e *

Podstawimy te catke do réwnania /11/ i analogiczng do réwnania /12/,
otrzymamy: /én

n-1 n/ "~ M/x/n/ ” dx " x

fn/M/n+l/ 40m n+1/ - M+l ~ .

Ten statyazny moment mozemy wyrazi¢ jako roéznice statycznych momentédw pola
momentéw dodatnich, ktére oznaczymy przez . n i pola momentéw ujemnych:

AN

fa 'K ,J =7"n = -1

fn Mx"n+l/ =-~n+1 F2“ i “n "A+1 *3 M+l * g V4l A n+l " 3 ~An+l
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i oznaczaja odlegtosci sSrodkéw ciezkosci pola momentdow dodatnich
gfeli-Fi  od podp6r /n- 1/ i1 /n+l/.

fn.r Mx,n/ *5? n-~1 ~ | | Mn .71

n Mx{n+tl/ n+t1f2 3 Mne/n+l "' “n+l "~n+l

Podstawimy teraz zamiast ~n-I/Hc.n/ ~ ~n /~{n+1/ wartosci ich z rowna-
nia 11 1 12.

ES /An“~n-1/" ‘net3 NL1*?2 An-1 */ns Y 3 MN /N /13/

-E~/Mn+l-n/+SATE+HLESE,AA?2n+1F2- ] M+l oA ntl~ 01 A" n + % ____ .. /14/

Oznaczymy przeiz i wartosci stojace w prawej stronie réwnan 13 1 14.
12 -An-1/-*7 <4 - Kj

- fn+1-"n/+E? -4+1 -*sf- &2
1nN_4  Ctg/-; - K1

zy(n+v*sft’ Ayitn+1-JJ + k2

Wyznaczymy tg y7z jednego 1 drugiego rownania 1 przyrownamy.

rre . KFFPE O TR«

J=n¥l-/» - *1, , *8
© <4 t tJdi ui z +
Mnozymy obie czesSci réwnania przez Ej
Podstawimy zamiast K] t Kg 1ich wartosci:
= % ? -k-_.-A -1V 4>+
+ »+i e *me 4 «

Przenosimy wyrazy,zawierajgce momenty Mn_1, Mn 1 Mn+l1 na jedng strone
i mnozymy wszystko przez 6 :

8Mn/4+/ntl/+ W /,+ 1 -6 = Prif'J +
.............................. . [1s/

/n 'm+1

Zalezv nam obecnie na znalezieniu tych wyrazéw w powyzszem réwnaniu, ktoro
zawieraja-~n 1~MM-1 tj.pola momentéw dodatnich.

Rozpatrzymy najpierw wypadek,kiedy na belke dziata jeden ciezar skupiony.
pozniej dziatanie kilku skupionych ciezardw i1 wreszcie obciagzenie ciagle.
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Rozpatrzmy przesto /n/,na ktdére dziata ciezar skupiony P»

w odlegtosci an
od podpory /n-1/ i1 bn od podpory /n/.

bn = 4 ®n

LN D IN
—n Rys. 18.

Obliczymj"- reakcje podpory /n-1/ t_j./A"/

zapomocg roéwnania momentéw wzgledem
punktu n.

Ar . -/~ - P¥+.bn =0

al= p’-i4-

Moment w punkcie dziatania sity P* rowna sie:

MM P>_.an . bn
kn

Obliczymy teraz pole tego trdéjkata /SX

J9, -1 P _.*n _bn V 1 .
n-~2 N 2 P V>n

Postarano sie wyrazi¢ odlegtos¢ srodka ciezkosci od podpory /n-1/ ~

za-
pomoca ~ 1 an.

Z podobienstwa tréojkatéow CKT i. CRN wynika, ze:

TK h eh

TK =

Z podobienstwa trojkatow CRQ 1 TR S piszemy nastepujaca proporcje:

ST : CQ=RS :RQ

1
ST :an:\éh:h

ST =
ST + TK ; L = 2n
3 3
Majac JZ n i mozemy obliczycé . /patrz zrdéwnanie 15/, gdy

In
dziata jeden ciezar skupiony:

J2ne / _ 6eP7ean»™n An * an/ _ Pim& , “n/4 *an/ 6 n ~/ _

4 2.4 3 4p, " /n

P1.an / -aN/4 +%/ _ 63&n N/ _ Praean/ - an2/
/ - / In
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Analogicznie dla przesta ,/n+l/ mamy:
572n+l . 2 ,, P"_bn+tl .//n+l - ~n+l/
n+l <M

Gdy ciezaréw skupionych bedzie wiecej niz I,to bierzemy sume podobnych wy-
razéw dla wr aystkich ciezaréw:

6Jl»."§1 5P ﬂ-/ - »t/
NI+l 2 $PMm An+l e//n+l ~ Mn+l/
/n+l <+l

Pozostaje nam jeszcze do rozpatrzenia wypadek,gdy na belke dziata obcigze-
nie ciagte; dla uogélnienia rozpatrzymy obcigzenie ciaglte czastkowe.

W tym wypadku role P odgrywa malenka sita q"dx, lub g"d®, an

Ski2n .f 1 . - _
L o/ x// 716/
/n
Sj2n+l m~2 = /*dn L.1-F!
/n+1 J dh+l
Pozostaje tylko rozwigza¢ te cakki.
= s/ N . if/ N s y ¢“ i(
y cn £n y Cn y ch
NN SNMILK\ANMAI @
2t./Cn N~/ V C(Cq

f i %JAANAL stJ L id -0?, _ _3¢ /< - ci/

L
*71 1~~~ /fc* " - -T-/0l - &@2// c» + ci=8//

-<7 F¥-Jj -o0?-ci2/
4"n b2 \Y
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Otrzymane rozwigzanie calki podstawimy do réwnania 16

Vst zjhjlIN. c*C"?]cueeeuan. /177

Analogicznie rozwigzemy druga calka, 1 otrzymamy:
6N » i fa _ *£+i/ f_ii 2 2 7 .,
TCI / 2t»+1-4»+1° »+]1l _/eeee [xe/
Jezeli na belke, dziata obciazenie ciaggte i1 skupione, to osobno obliczamy
wyrazy: 6-a- fl i 6fl ntl ~1 od obciazenia skupionemi ciezarami i od obciag-
<n "+l ~—
zenig ciagtego.
Otrzymane wyrazy podstawimy do rownania /15/.

Mn_ e/ + 2Mn ./<4,+ /n+l/ ~n+l "Y1l — ~6E; 1
+ z rk: /c2 . ci2/./2/m-c2 - cE2/ +
+ ZP "L + Ja2+ i _dXxiA /2/2+i_ 4% i _
“n-1°*L + 2Mn//,, +/,+1/+ Mat+l _/a+l _ 6 n +
+ * ol " -—an + -1- /e* -c» /= /*/» -<E - <ET7 +
Z.P" ern+1/”n+1 ~ *n+i/ q’ .2 2 ., iz 2 2

K+l + AL 4 /dn+ 1 dn+l/-/2 ntl - dn+ DT dnHl”

Momenty Mn_7], Mn iMn] powinny by¢ ujemne, musimy wigq,c w prawej stronie

rovmania zmieni¢ znaki na ujemne,otrzymamy wowczas rownanie Clapeyrona w ogolnej

postaci,dla obcigzenia ciggtego i1 skupionego:

“a-1 " "n+2 “»/4+ 4+1 /+ Mn+tl «4+1 = - 6E;~/ n+/ ~ 2"

o x _ /02 . c;2/.,%/* . 02 . 0iz2/ _
£n AN

/&N -EV/-/* /i -4«-* &0/ --- [>»/
on+l n+l

Niektore przyktady zastosowania réwnania Clapeyron* a.

i/ Dana jest belka dwuprzestowa przy obcigzeniu cigglem, roéwnomiernie roztoio-
nem,pokrywajacem calg, belkg: obliczy¢ momenty na Srodkowej podporze. Moment na

podporach A i1 C réwna sie, zeru, a zatem mamy obliczy¢ moment tylko na podporze B.

Zak¥adamy, ze podpory te lezg na jednym poziomie.
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A
A JgjLLL W LN
TWITTJ
1
%- / >y
Eys.20.
Na mocy réwnania /19/ przy: “n+1 °0;n “~-1 =0; PP =0 1 P
oraz Ma=0 i1 Mc * 0, przy /n */n+l =/
mamy : 2Mg//+// = _ /2 /2/2- /2
2 Mi 2__V4 . .
1*-1m
s Y
.= 4] + N .
mb - - -1
4ATr

Wykres momentow zginajacych

Mi : 0 M3 =0
Na mocy okreslenia momentu zginajacego w danym przekroju belki mamy:

Mo - a2 1/- =  ql2
2 8

S Rt ¢

. al. al

skad
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Wskutek symetrji belki i jej obcigzenia wzgledem osi <L-€C\ mamy;
A" = B"
a zatem: .
2A" + C* = 2q/
C* «2q/ - 2A"= 2q"™ - 2.8 q/
Oom= 10

Sprawdzenie wartosci C1zapomocg sumy momentédw wzgledem punktu /b/

A" . 2/- q/-Fé/+C/—Q|-2:0

skad: - o/Z - 2q/ + C*/ =0
8
a zatem: Ci=/2-*/q/ cC"“~ qt
° 8
Reakcje podpor belki sa:
A"=ig” c" = 12. gl B*"=~q/.
8 8 8

Sity tnace w belce.

lewej podpory /a/ jest:
V/x/ = A"- gx1

Sita poprzeczna otrzymuje wartos¢ rowna zeru przy xN =Xy Ny

VA(,o,v//S Al- c_lX/Lo,v/S 0

£q/ - =0

ski™ :

Dla x, =/ - <X, , g@dzie <iix, jest to nieskonczenie mata wielkos¢ czyli
w przekroju potozonym nieskonczenie blizko od podpory C, ale z lewej jej strony,

sita tngoa przedstawia sie nastepujacym wzorem:

V/W =$/0

Drugie przesto. Wzor na side tnacg w przekroju w odlegtosci xg wprawo

od podpory Cj przedstawia sie nastepujaco:

Y/xz/ = A**“ q/ + °1 - <123 F ~ " q/+~ q/- q*2
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Przy Xg = 0 tj. w drugiemprzesle bezposrednio wprawo od podpory Cc

W .

Przy x2 -t

V/x23/ * + | g/« - | o/

Wartosci momentéw dodatnich w przestach 1-szem i 2-em sg wskutek symetrji
Jjednakowe w odpowiednich symetrycznych przekrojach belki. Zatem dosy¢ jest zba-
da¢ zmiane tych wartosci dla jednego przesta np.pierwszego.

Wartos¢ biezacego momentu zginajacego dla przekroju belki w odlegtosci /x,/
od lewej podpory /a/ wyraza sie wzorem:

EL.E£,/x.-E
AX* 2 8~ X~ 2
Wartos¢ tego momentu réwna sie zeru przy x/ Q ktére okreslimy z na-
stepujacego rownania:
fN */,.0.y- , °
(11 q/=
8 2

skad:

V|mm/ %éshQ
Dla okreslenia max Myx(/ mamy réwnanie:

4 M/ ox -

dx,

Skad znajdujemy odpowiadajgce temu x~, max "

*Mx, 3 . 0
dxr g 4" - qXA,max ny’
X = 1 /

/1 ,max m/ gvVv

Nfxy = AT =8¢ L 18772

h/xi/ = 1,1 .*/, a. 1./%*

7 7 8 8 2 64
max M/ / = -2-q/2 --—~ Q"2

/*=/ 64 H 128 ~

max M/ [/ = -2— ﬂ/Z
/> =/ 128

Dla x, = mamy max /Xi/ s a tngcg réwng zeru.
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1. Obliczy¢ wielkos¢ ugiecia posrodku belki prostej.obcigzonej ciggiem obcig-
zeniem,rownomiernie roztozonem.

W miejscu najwiekszego ugiecia belki tj.posrodku belki wyobrazamy sobie
fikcyjng podpore /c/ Podpora ta jest obnizona o wielko$¢ strzatki ugiecia /f/.
Wtedy pozostaje belka ciaggta dwuprzestowa,dla ktérej momenty w przekrojach nad
podporami nam sg znane. Wiec odwrotnie mozna ze zrdéwnania Clapeyron®a okreslic¢
ugiecie belki. Imb

Wiemy,ze dla belki prostej jest; MA =0; Mg =0; M ,ﬁ/,: T X ___ momentowi
/2/ 8
zginajacemu posrodku belki od obcigzenia ciagtego,rownomiernie pokrywajgcego cata

belke. ) L
. 111
8
g -+ BE7.-y-
12 FE/ -8JS
2/
12FE7 = 2q/4 +
12feR = 2§74
_ /4
f= Bq t.j. poniewaz l_J
24EA

Te samg wartos¢ tego ugiecia otrzymalismy poprzednio innym sposobem.
Podstawmy dane liczbowe do otrzymanego wzoru: Niech to bedzie belka dwuteowaNr .38
o dbugosci L = 6 mtr. 1 ?= 24012 cm4 q = 2000 kg/m. = 20 kg/cm.

5.20 . 1296.108
384 .2. 100.000 . 24012

po przeliczeniu: f=0,67cm. N
600

1. Dana jest belka tréjprzestowa o przestach jednakowej rozpietosci /"i/ pod
obcigzeniem ciagtem rownomiernie roztozonem i1 pokrywajgacem cala belke; podpory na
Jjednym poziomie. Obliczy¢ momenty w przekrojach nad podporami; narysowa¢ wykresy

momentdéw zginajacych belke i sit tnacych.
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M1=0

m4=o0
N
A"=+0,4q/ + =0, "B "=+1,1q/ fc =+1,1g/] n D/=+0,49/
Iy
WmimFt 1 _ _
K -lv-Lt 1 T jJj T S - / -
A =04/ 1
=-0,49/
Rys. 22.

Momenty na podporze 1 i 4 sg réwne zeru,
ty na podporze 2 i1 3; w tym celu stosujemy roéwn

dla podpér 1,2,3, potem 2,3,4,t_j.raz dla przesta 1 i 2-go,

sta 2-go i1 5-go.
Momenty na podporze 2 i 3 sg sobie rowne,

nie ciagte rownomiernie roztozone i przesta sa jednej dlugosci,

petna symetrja wzgl, Srodka belki.

4Mo/ + Mo/ S-2-S-/72 /2

5MX 2

-3.

12
10

m2

musimy znalef¢ zatem tylko momen-
anie Clapeyron®a dwa razy: raz
drugi raz dla prze-

poniewaz belka posiada obcigze-
t.j. zaohodzi

Obecnie znajdziemy maximum momentéw w przesle pierwszerm. W tym celu musimy
znalez6 reakcje podpory A zapomoca momentu wzgledem podpory 2-€j.

10

10

Al= 0,4q/
- 39" + 2A* + 2B* =0

2B¥= 3q/ - 0,8

B* @ 1,1q/.
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Maximum momentu dodatniego w przesle pierwsz to bedzie tam,gdzie styczna
rownolegta do prostej.ograniczajacoj momenty ujemne,bedzie sie stykata
z parabolg.

Moment w przekroju x w przesle pierwszem wyraza sie nast,:

M/x/ = A"’x "™ ... /20/

Warunek maxim M/ / wyrazamy przez zréwnanie,ze pierwsza pochodna tej
funkcji wzgledem /x/ musa by¢ roéwna zeru:

K- o A" - o
dx 2

Stad obliczamy odpowiednie x = x0

)\(Q_—LL
q

Podstawiajgc na A* wyzej otrzymang wartos¢ mamy:

X0= o.H=*
q

xD=0,4/

Na odlegtosci x od podpory pierwszej bedziemy mieli maximum momentu do-
datniego w przesle pierwszem. Wielkos¢ maxymalnego momentu w tym przesle otrzy-
mamy, podstawiajgc do wzoru /20/ wielkos¢ x0, powyzej znaleziong.

max M/*/ =M - 0,08qgs"
max Myx/ = ~Xg/= 0,08 q/"

Wykreslimy jeszcze wykres sit tngcyoh /rys.22/
Sita tnaca nad podpora pierwsza /a/ réwna sie reakcji podpory /A"/.

Sita tngca w przekroju x™ wyrazi sie wzorem:

v/ V =A"- gxo
Jezeli V/x~ = 0, to x™ = xQ = 0,42/, t.j. V/X]/ = 0 odpowiada odcietej,
przy ktérej mamy max Myx~Y t.j.max momentu dodatniego w pierwszym przesle.
Jezeli x» to:
N\
v/xi/ = v = °"4qg” -
= - 0,69/

Sita tnaca w przekroju xg w przesle drugiem:

V/x2/ = A«- q/+ B» - gqx2



- 23 -

Gdy x2 =/

v/X2/*= V/° = 0,49/ -q/ + 1,19/ - q/

= - 0,50".

Sida tngca w przekroju *3 w przesle trzeciem:

Vyx3/ =A"-q/+B"-q/+C"*" - (gx3
Gdy Xg =/
w = VW= 0™Mrg® - q/ + I»1qg/ - v+ 1,19/ - g©
V—Iff: o
V. Dana jest belka czteroprzestowa /rys.23/,0 przestach jednakowej rozpieto-

sci /// przy obcigzeniu ciagtem,rownomiernie roztozonem, pokrywajacem oata diu-
gos¢ belki i1 podporach na jednym poziomie. Znalez¢ momenty ujemne w przekrojach
nad podporami i narysowa¢ wykres momentéw zginajgaoych i sit tnacych.

+0,469 q
+0,393q

-0,393¢
1-0,465(

Eys. 23.
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Moment na podporze 1 1 5 rowna sie zeru; moment na podporze 2-ej réwna sie
momentowi na podporze 4-ej.

Stosujemy réwnanie Clapeyron®a dwa razy: 1/ dla podpor 1,2,3 i 2/ dla pod-
por 2,3,4. 2

AMg2\+ M3 = - i - /21/
2
Mgf, + 2Mg . 2/-+ M2x= - 3N,
2
AMX = - N e /22/
2

Mnozymy réwnanie 21 przez 4 i odejmujemy od niego réwnanie 22.

e 16M2+ 4Mg = - 2<¢2

2M2 + amMg = - 972

14 Mg - Qf2
Mg = - J#L—qlz

28

Moment na podporze trzeciej otrzymamy, podstawiajac Mg do rdéwnania 22.

m=- at_ + £J2
2 7
M3 = qnr2

Wykres si+ thgacych sporzadzamy na tych samych zasadach,jak w zadaniu po-
przednim.

V. Dana jest belka ciaggta,piecioprzestowa,o rownych rozpietosciach przeset,
pod obcigzeniem ciagtem,rownomiernie roztozonem,pokrywajgoem cata dtugosc¢ belki,

Podpory belki lezga na jednym poziomie. Obliczy¢ momenty zginajgce i sity
tngce 1 narysowa¢ odpowiednie wykresy. 1cC
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Okreslamy na mocy roéwnania Clapeyron®a ujemne momenty. Symetrja belki
i obcigzenia wzgledem osi pionowej ci*c® daje nam Mg * M; Mg = Mg. Oprécz tego
mamy Mx * Mg a 0. Nalezy zatem okresli¢ tylko momenty Mg 1 Mg.

Piszemy rownanie Clapeyron®a dla przesek;pierwszego i drugiego,a nastepnie
dla przeset; drugiego i trzeciego.

Mi./+ 2My . 2/+ Mg/ = - 2@™4 e ee e eaaaaaa- //
4/

Mgl + 2M3 . 2/+ M4/ = ——— — e eeaaaaaaa /2/
' 41

Podstawiajac M]_= O0; M4 = Mg otrzymujemy:

AMG/ + B/ = = Q1 3 oo /1.7

Mg/ + 5MQ/Z = = e /Z2+/
2

Mnozymy réwnanie 1" przez 5 i1 odejmujemy od niego rownanie 2°

20Mg/Z + 5Mg”/ = - ~ qil
Mg/ + 5Mg/ = -1 ii
19Mg / = - 2q/3
% S - ~g €2 M2 s 0,10526 q/ 2

Podstawiajgc otrzymang wartos¢ Mg do réwnania 21 znajdujemy Mg:

——1§—c(/2+5rv%—7’3:— 5

Skad:
= - — =N
MS 3é’rqlz Mg 0,08q/2
Reakcje podpor.

Dla pierwszej podpory mamy reakcje A1l, ktorag znajdziemy z wyratu ujemnego
momentu zginajacego /Mg/ w przekroju nad drugg podpora.

“p -1 T o - A"/. _aL
2
stad:
al.+-at iai.=
2 19 38
38 *

Reakoje drugiej podpory znajdziemy w podobny sposéb z wyrazu momentu zgina,
jJacego ujemnego /Mg/, dla trzeciej podpory, a mianowicie:
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=+ A". 21 - 2q72+8B" .1

a3 = 38
stad:
5 uz2 30g/ ip J
2q/ + b/
B = 2qi

38 38
B" =-i1"-q/ B" =t/71,13q/
38 q q

Reakcje /c/ trzeciej podpory otrzymujemy z wyrazu ujemnego momentu zgina-
jJacego w przekroju nad podporg czwarta.

“4= I%=-~-q/2= +A" .3/ .|/ .3q/ + B".2/+ 0"/

Podstawiajac na A1l i B* otrzymane wyzej wartosci }5-q£ i g: q}‘ znajdu-

- 38
jemy C

Sprawdzenie

°Y =0 - 5q”~+ 2A,+ 2B,+ 2C,= 0

5q/ +2/A1+B1+ C* - O

5.38q/ 2/15
38 38

Majac reakcje podpor #*atwo wykonac¢ wykres sit tngcyoh i1 znalezé¢ najwiekszy
moment zginajacy w kazdym przesle z tym warunkiem,ze dla max M/%/ musi bycC
d M/x/ 0
dx -
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