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{Przedsthwionn na posiedzenin ‘Losarzysbwa ol o Pazdzicvoiha 1571 1),

Nauki Matemalyczne w catd] dawndéj Polsce, byly zawsze wiclee powazane, powszechnic wysoko
cenione, i slarannic uprawiane; w pieknych historyeznyeh epokach kwitnacdj narodowé] oswialy,
zwykle naturalnie okazate, i niekiedy bardzo swietne. « Od poezatku picinastego wieku do potowy
szesnastego Akademia Krakowska byta gldumén w Furopie nauk metematycznycl siedliskien » (*).

« Pray konicu XV wicku Wegrsy 1 Niemey jeidsili na nauki do Akademii Krakowskidy dla Michaln
z Wroctawia 1 Brudzewskiego (nauczycicla Koperyigy), jak nicdawno jezdzili Polacy do Berlinskiej dla
Hegla ¢ Rytiera » (**).

Po uszczupleniu i oslabicnin naszéj Rzeezypospolitéj, pracz odpadniecie wielu wojewddziw i praez
ustep 2 Polski Kozackiego narodu, nastapit bolesny okres schylhic i dogorywania naszego polilycznego
bytu. Nauki §ciste w kazdéj epoce los naroda podziclajpc, gy pray kodeu XVT wicku Humaniici po-

€
ped do nauk malematycznych sttumili, juz nic pierwdj, az dopiero po zupelnych nauk i umicjglnosci
g :
*) MicTRE Wiszniewskivgo Historya Literatury Pofskiéj. Tonn IN. Keakdw, (1857).

(**) Michata Wiszniewskiego Listorya Literalury Polskiéy. Tom 111, Krakdw, (1841).
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woealym kraju veformach, podanyeh i scezesliwie praeprowidzonych przez nicsmicrlelnego ich
Lworee : Standslwea Konarskiego pijara, na nowao sic odvadzad i vozwijac poezely.

W kilka lal po picrwszym vozbiorze Polski Komisya Edukacyjna, hiovae za wzor kwilngee w ealéj
Polsee po reformie Konarskicgo navodowe szkoly pijardw, postanowila wprowadzié nowy porsudek:
nauk do szk6t narodowyeh Swicckich. Gale Lo przeksziateenie dawnd) naszyeh ojedw narodowdéj
oswiaty Lelewel wicrnie zebral, 1w nmicjetoym pogladzie histovyeznym tak nam przedstawit :

« Po upadku zakonu jezaickicgo, we wszystkich krajach kalelickich, '/:jzuvilu sie wiclkaw zaktadach
nankowych proznia, ktorg nowemi urzgdzeniami i zaktadami zapetni¢ wypadato. Po wieln krajach
fundusze pojezuickie, w czesci, na polrzebe edukacyi przeznaczone, w Polsee zavaz na scjmie 4773 r.
eafkowicie na ten konice obrocone; oproez LEj czesel, klory podehwyeily rece prywatne. Aomisya
edufaiyina, srezgshwie lundusz pojeznizki, stosownice do jego pracznaczenia, rozporzadzajac, potrafila
g0 polepszyd, 08¢ znneznic podnicst i nie przestarcalc nad coras dojrsalsséne szkot wrzqdzeniem praco-
waé. Malo wigedj nad melion rocznego dochodu, w naslepuych kilku latach, potrafife Komisya eduka-
eyjnado pattora miliona prdnicsé. Pomoazajac dochod, postawita sig w moznosei podejmowania wie-
kszych wydatkow. Usitowale podiwignué sshaly gliwne czyll undwersytety Jagiellonslki ¢ Batorowski,
w Krakowie t Wilnde : oczekujge po nich swindéj w nankach pomocy. Keakowski, 7 ciczkiego dawnyeh
ezasOw przyémienia, wydobyty, nie moglh tale predko do Swiatla wicku teafié, Uniwersylel Wileniski,
z jezuickiego na swiceki przeistoezony, zasilit si¢ przeniesionemi z Grodna do Wilna Tysenfanza
zaldadami. »

Nic byly to zaiste soklady Tyzenhauszt fabryczne, ale niezawodnic : t¢ bogale muzeum anatomiczne,
9 wielkiéj wartosel museuwm nauk prayrodsonych. Dald] Lelewel, mowiac o zaktadaniu sskil narodo-
wych sweeckich, Lak Le prace wspolne Komisyi i Pijarow ocenia.

« W swych naukowyeh stavaniach, snaleste Romisya edukacyjua ngjmwickssa jjomoc w zgromadseniu
ksiozy pijardi, kiorych ssholy i kowedkt, wyprowadzajic pivknice usposohionyeh dla ojezyvzny obywa-
teli, stawaly sic wsorem do subtadania sshot siieckich. Nicuslajace stavania, dazyly do wlepszenia szkol
Lk pijarskich jak §wicckich. W planie nauk, lubo facinaczyli filologia, hyla jednym znajglownicjszych
ki przedmiotem, wszelako szkoty Lo, jak rzadko gdzie w Turopie, wssysthie gatazlhi wiadomosel obej-
mujiee kasdego = niemi oswajady. Ohejmujiuc zas razem wszystlie, tukiemi sie moeniéj zajmowaly, ktore
.mogly cztowicka publicznego 1 prawdziwego ksztatei¢ ohywateln. Ziud historya, moralnosd, znajo-
mosé prawa polityeznego 1 glownycel ekonomii polityesmdi zasad, byty w szlkolach polskich istcinym
przedmiotem. Polezebowaly te szkoly Asigg elementarnych. Towarzystwo elemenlarne vbowiazane
byto obimysli¢ $rodki aby téj polrzebie zadosy¢ uczynié. Praca tedy wielu krajowedw, a nadewszystko
pijardow, byly ksipzki elementarne, dla szkot narodowyeh wygolowane. Niczaciesuiano si¢ do sit wha-
snych ; wezwani byli do L&) wazuéj pracy Swialli cudzoziemey : CoNnirnac wygotowal loike, LinuiLies,
profesor Akademii genewskidj, dziela matematyczne dla szkot polskich. Nie zdolan wprawdzie Ko-
misya z towarzystwem clementarném, zaspokoid wszysikich szkdf narodowyeh potrzeh; 2 tém wszyst-
kiGm, sshal tych urspdsenia @ naukowe prsepisy, preetrwaly upadek Polski, zyskaty pochwale uwobeyeh
i przer kilkadziesigt lat nastepnych, nie przestaly wplywaé na upadty, a odrodzenia oczekajacy nardod. »

Pa znpebnymy upadlon kraju i sy pogrobowdn wiclkicgo niegdys w Enropie uarodu, dzigkt govli-
wyin stavaniom i piestyeliinym przez polb wicka wysileniom wicelkich tworcdw 1 organizatorow pu-
hlicznego narodawego odwicceuia : viesmicetelnych Czackich, Csartoryskich, Kottetajiw i Sniadeckich,
widzimy na calé] przestezend tal nagwandy Kongresiwki, od Krakowea do Warszaey, a osobliwie, na
Wotyniu 1 Litwie Sciste nanki malemalyezne znakomicie kwilngee.

Kloz, w ojezyznie KovERNTKA, upudajace kaledry Brudzewshich 1 Snindeckicl 7 gruzOw i rainy pod-
nicsic? K62 nam, wszystkie w ogolnodei dsiela elementurne matematyecsne, te zasady i gtowne podsiawy
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wszelkiego umystowego uksztatcenia, krétko, jasno i zrozumiale po polsku napisze ? Kt02z nam nako-
nice, potezebnych funduszow na koszta druku 1inne wydatki hojnic 1 wspaniale dostarczy?

W tym Lo wlasnie cclu, pod kicrunkicm i protckeyq, poswigconego na wszelkic wzniosle przedsie-
wzigcia, Hr, Jana Dziarysskizeo od kilkua Jat w Paryzu obworzyto si¢ i uorganizowaném zostalo : wy-
datnictwo matematycznych nowych dziet polskicl. Ta wazna dziel matemalycznych publikacya, zaledwo
od lat kilku otwarta, oheenie nictylko Ze nie uslaje, ale owszem coraz hardzigj sig rozwija, objawiajac
hogate i dojrzale naszéj umicjetnosci owoce. |

Po zastugujpeych na uwage pracach, o Aryémelyce © Geometryi ogilné), pana Gracha Henryka
Niewgarowskinco, wkrolee sig okazato w Pavyzu dziclo W yiszd) Matematyhi. Zasudy Rachunku Roz-
niczkowego © Catkowego, napisane przez p. Wi. FoLKIERSKIEGO. Zajaé sie niczwlocznic Scislym rozbio-
rem i grantowném ocenieniem Rachunku Rizniczkowego pana Wi, FOLKIERSKIEGO Dedzie oczywiscie
naszych przychylnych dla autora uczué nicwatpliwym’ dowodem, 1 zarazem naszéj obywalclskiéj po-
shugi surowém dopeluienicn.

STUDYUM III.

RACHUNEK ROZNIGZKOWY
p. WL TOLKIERSKIEGO.
I

Zanim przystapimy do krytycznego rozbioru té) waznéj wyzszego rzgdu umicjgtnosci, uwazamy
za stosowne daé czytelnikomn naszym krotki rys historyczny rozwoju tejze nauki. Wiadomo powszech-
nie ze Rachunck Rozniczkowy, o nujwigksze poinicjszych geomelrdow odkeycice, byl wynalezionym
przy koiieu XVII wieku przez dwa najznakomilsze genjusze jakimi ludzkoS$é poszezyeié sig moze :
przez Newlona i Lejbnitz’a. Pan VPolkierski, w swéj przedmowie do nowo wydanego dzicla, rozhic-
rajac obszernie spor o pierwszerstwo jaki powstal tak pomigdzy samymi wynalazcami jak i pomigdzy
ich uczniami, taky uwaga spor ten zamyka : oba wynalazey, nienwazajacna chronologiczna réznice,
doszli do odkryecia samodzielnie, niewiedzic nawet o wzajemnych pracach, a tém samém nic po-
zyczajac jeden od drugiego naukowyeh powmystow. Aulor podaje daléj dingi i &wiclny szereg nastep-
cOw tyeh olbrzymich genjuszdw, zaictych nieprzerwanie od poltora wicku dopelnianiem i rozwojem
pierwotnéj tworcow mySli. Znajdujemy lam niesmicrtelne imiona Lagrange’a 1 Gaussa, na widokregu
odkryé nowozylnych wielkiém swiattem jasniejace.

W dzisiejszym stanic nauki, mamy w Matematyce pigé rachunkdéw, ktore nalezy osobném rozrd-
znié nazwiskicm : 1° Calculus differentiarum, rachunek roznic; 2° Caleulus summatorius, rachunek
zbiorewy albo sumn; 3° Calculus differentialis, rachunck rézniczkowy ; 4° Calculus integralis, rachu-
nek calkowy; 8° Calculus Variationum, rozlegtego w Geometryi i w Fizyce uzycia, powinienhy si¢
u nas, idae za $wiatlém zdaniem Jana Sniadeckicgo, rachunkiem praemiennosct nazywad.

Dwa pierwsze uwazaé mozna jako cigg i odnoge Algebry, ale trzy ostatnie sa rachunkiem jak
nazywaja transcendentalnym, to jest, wyiszego rzedn.

Gdy do pigciu poprzedzajacych dodamy Calewlus Probabilitatis, bedziemy mieli zbibr wwszystkich
rachunkéw. Ten ostatni rachunek, kiéry wediug Danicla Bernoulli nalezatoby nazwaé rachunkiem
sztuki domystowdy, albo rachunkiem przypuszczalnym (Principia artis conjectandi), wladciwie jest unas
nazwany rachunkiem prawdopodobieristia, D'Alembert i Condoreet uzyli go do wielu zagadniexi poli-

7
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tycznyeh i fizycznych. Laplace i Lagrange wskazali pewnce i ogdlne sposoby prowadzenia tego ra-
chunku stanowigcego dzis gleboki traktat algebraiczny.

J é'éli])y p. Folkierski, po ogtoszeniu w drugim tomie swego rachunku catkowego, zecheial sig zajad
napisaniem i ogtoszeniem w trzecim tomic potrzehnego nam rachunku przemiennosci, miclibyémy
tym sposohem, wszystkie trzy rachunki ¢ranscendentalne. Gokolwickbadz, mamy juz dzigki p. Fol-
kierskicmu, dwa wysszego rzedu rachunki, najwigeéj uzywane przy wszelkiego rodzaju zastosowniach
do roéznych umicjeinosci.

Jakze wykazaé jasno przedmiot tych dwoch umiejotnodei; Rachunku rdznicskowego © catkowego ?
Byleby, mowi nasz znakomity matematyk Sniadecki, zrozumieé to (co i p. Folkierski §cisle w swém
dziele dowodzi), Ze ilogci zmniejszajae sie moga zniknad, ale ich stosunek i zwiazek nie niknie lecz
zamienia si¢ na stosunek i zwigzek innego rodzaju w ogdlnoser skoriczony, byleby to zrozumicé, kazdy
pojmie juz tatwo przedmiot tych dwéch umiejetnobei.

Gdy iloSei ubywajac ciagle, znikng, na co si¢ zamieni ich stosunek i zwipzek? Rozwigzanie tego
pytania jest rachunkiem réiniczkowym.

Majac stosunek i zwiazek ktory powstal ze zniknigcia ilo§ci, wynalezé same ilosci i ich zwigzek
picrwotny? Oto jest zadanie rachunku catkowego.

II

Po Lych ogblnych okresleniach dwdch umiejetnosci powyzéj przytoczonych, przystepujemy do kry-
tycznego rozhioru pigknego i slarannic wydanego dzieta p. Wi Folkierskiego.

Z prac zamicrzonych przez siebie, p. Folkierski wydal tom pierwszy, zawierajpey trzy glowne
ezesel 1 Wiadomosce? wstppne. Rachunek Réiniczkowy i Zastosoranin. Kazda z Lych czesel dzieli sig znown
na pewny liczbe rozdzialéw. Te za§ brzy glowne jednéj umicjetnodei czedci, jak gdyby trzy moeno
z sobg spojone jednéj mysli oguiwa, slanowia podanego pod nasz rozbior dziela doskonala calosc.
Powyzsze ogolne twierdzenic cible uzasadnié nie omieszkamy. Zbyteezném byloby usprawiedliwiad
stusznie przyjety porzodek dwodeh ostalnich czesei tomu pierwszego @ w dzictach howiem 1w wylkla-
dach lak nizszéj jak i wyzsz¢é) Malematyki, zwykice po leoryach nastepuja ich rozliczne zaslosowanin.
Pozostaje nam zalém wykazaé, ze porzadek dwdeh picrwszych czesel, rOwnie logiczny i naluralny
juk dwoch ostatnich, powinien hyé koniccznie w zupehuosel zachowany. Dobrzeby nawet bylo, przed-
miol naszych usilnych poszukiwal powoli do wyzyn nauki podnoszc, raz na zawsze nalezycie uza-
sadni¢, ze mysl pierwotna wiclkich rachunku rézniczkowego wynalazedw, zardéwno moeném ogniwein
spaja dwic ostainic jak i dwie pierwsze czgel w tém jednolitém pisarza polskicgo dziele. Kiika waz-
nych spostrzezell postuza nam za dowoéd powyizszego twierdzenia. Zauwazmy najprséd . ze rozdziaty
pierwszy i pigly wiadomoSei wslepnych, to jest : teorye ogilne funkcyj @ sseregow wraz z ich rozlicaném
sastosowaniem s juz oddawna do réznyeh znakomityeh traklalow rachunku rézniczkowego powszech-
nie wprowadzone. Powlire: Rozdziat cawarly i szosty wiadomo$ei wstepnych, to jest : wprowadzenic
do teoryj zasad rachunku rézniczkowego metody gronic i metody nieskoiesenie matyeh potrzebujer diu-
gicgo usprawicdliwicnia ? Ta ostalnia metoda, przes wiclu za nieScista lub tylko przyblizong nwa-
7ana, moglaz rzeczywiseie do wylkladn clementarnego wyzszéj Malemalyki by¢ uzyty, dopokiby joj
seistodd, doniostosd i pozytek nic zoslaly nalezycic wyswiccone? Potrsecie : Pozoslaje nam jeszeze oce-
nié vozdziat drugi i trzeci wiadomosei wstepnych, Lo jesl przedstawienie geomelryczne [unlkeyj i teorya
ogblnailosci urojonych. Rozdzial drugi streszeza w sobic wiadomosel z geometryi analitycznéj niczhe-
dne do zastosowan i przyktadow podanych w dalszym ciagy dzieta. Zastosowania rachunku roézniczko-
wego do geometryi sp koniecznie potrzehne; ale wszelkie, chinéby mnajkroce] zebrane, wiadomosci
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geometryi analitycznéj umieszczone obok rachunku rozniczkowego, dziwnie wydajg sig nam razace.
Dwie gtowne czeScl @ Geometrya analityczna 1 Rachnnek analitycsny, kiory sig dzieli na rozniczkowy
i integralny, skladaja czysta Matematyke iloscd zmiennych czyli analize mowoczesng. Rachunek anali-
tyczny juz mamy napisany. Geometrya analityczna od czasu pokazania sig znakomilych dziek panow
Salmona, Hessa i Painvena, ogromny postep w dawnéj analizie Descart’a zrobita. Dzielo polskie, w du-
chu wiclkich przewodnikdéw odrodzenia i znpetnego przeksztateenia dawnéj nauki Descart’a pojele
i porzadnie wytozone, byloby dla nas w téj chwili niezmicrnie pozadanym uabytkiem. I dlatego
whasnie spodziewamy sig, ze przed powtorném wydanieni rachunku analityeznego p. Folkierskiego
znajdzie sie ktokolwiek w $wiallém gronic uczonych polskich, obeznanych gruntownie z dzisicjszym
rozwojem geomelryi analitycznéj, ktdry zechcee sie zajaé gorliwie napisaniem i ogloszeniem obszer-
nego dzieta zupelnie przeksztalconéj Descart’a analizy, ktoreby to dzielo catkiem odpowiadajace
wszclkim potrzebom odrodzonéj nauki, zarowno stuzylo nam za podstawe do rachunku analilycznego
i nawzajem, w razie polrzeby, mogto sig takze wiclkiém Swialtem tegoZ rachunku positkowaé. Tym
tylko sposobem postepujac, mozemy shrécone praedstawienic geometryczne funkey) nalezycie zastapic.
Co sig za$§ tyczy iloSci urojonych, radzimy ich w zupelnoSel zalrzymanie. Do tego poslanowicnia skia-
nia nas {a wazna uwiga. Nic ma §cisié] nauki, ktoréj teorye nic sg oparte na rozumowaniach i dows-
dzeniach ogélnych. A ze iloSci urojonc wprowadzone bywajp w rachunek dla uogdlnienia wypadkow,
dlalego je wlasnie przy rachunku rézniczkowym chetnie zatrzymujemy.
Po té) ogdInéj syntezie i przegladzie catkiem zbiorowym, przystupmy z kolei do szczegdldw i kry-
tycuné) Analizy Wiadomosei wstepnych (Czgsé I) zawartych w pierwszych szeSciu rozdzialach :

Rozpzar L. O funkeyack, ktorego tredeig jest : okreslenic funkeyi; rozne jéj rodzaje, a mianowicice
funkeye algebraiczne, przestgpune, funkcye l[unkceyj; zamiana zmiennyceh; roznice funkeyj; cigglosd
zmiennych i funkeyj; wyznaczenie funkcyi zado$é cazyniacéj pewnym warunkom ; wzery interpola-
cyjne Newtona i Lagrange’a; nie pozostawia nic do zyczenia, tak, pod wzglgdem logicznego ukladu,
doktadnosel 1 jasno$ei w okreSleniach, jak réwnicz, pod wzglgdem prostoly i $cistosci w dowo-
dzeniach.

Rozpziar 1. Autor przedstawia geometryeznie [unkeye jedné i dwoch zmiennych, zawsze z ty
samg proslota, Scistoscig i dokladnoscig jak w rozdziale pierwszym; gdyby sie wige nie wdat w przy-
taczanic wiadomos$ei wstepnych z geometryi analitycznéj, kidre bardzié] do geomdtryi jak do ra-
chunku naleza, zastuzylby na takie same pochwaly, jak za rozdziat pierwszy.

Rozpzist 1T za to, o iosciack urgjonych, jest bardzo trafuie pomyslanym, w szczegblnofel zas, przez

wstep o dlosciach migszanych, daje poczatkujpcemu czyl,clm]\owx bardzo jasne wyobraZenic, o zasadni-
czych wiasno$ciach ilosci urojonych.

W Rozdziale IV, moéwige o melodzie granic powszechnie w matematyce przyjetdj, p. Folkierski
potrafit dodaé kilka nowyeh i trafnych spostrzezen, pomimo ze ta cze§¢ nauki doszla w ostatnich cza-
sach na Zachodzie do wysokiago slopnia rozwoju.

W wielu dzietach elementarnych, pewng nawet wartosé majacych, brak jasnych i dokladnych defi-
nicyj najlepiéj dowodzi, ilc ta strona przedstawia dla aulora trudnoéci. Nie wahamy sie jednak wy-
znaé, ze nie znalezliémy nigdzie réwnie doktadnéj definicyi jak ta ktora p. Folkierski o granicy \Vlelko-
$ci zmicnnéj podaje :

« Granicg wielkosei zmienndj, mowi p. Folkierski, nazywamy wielkosé oznaczong, do kééréj wielkosé
smienna zbliza sig nicograniczenie tak, ze réinica pomiedzy jedng a druga cingle sie Zmniej ssajue, moze
stac sig ostatecanie dowolnie maty, nieswiekssajge sig dla zadnéi s nastepnych wawrtosc, Jakie zmienna
praybraé moze. »
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D
Z 1¢j delinieyi wyplywajy rzy Loterdsenia sasednicse metody granie

Pwikrozenie 1. Jlosé, ko ciugle swickszajue sie wie mose staé sie wivkssq od pewnd) dlosci oznacznd;,
M granice 0snacsond.

TwienvzeNIs 11, Lranice smicnnych rowenyeh su sohie rawvne.

Dowaodzenia Lych dwoch Lwierdzen odznaczajy sie prostoly i jasnobeiy.

Naslepujpey wniosck; Se 2osé zmrenna nie mose sdaszaé Jednocsesnie do dwieh graniec yéznych nwazany
powszechnic jako pewnik, p. Folkieski polrafif dowiesé za pomocy metody znand) przywiedsenia
do nicdorzecznosc?.

TwierozeNE 1. Granice funkey/ ciqgtych rounych, smiennych sdusajacych do granic oznaczonych, sq
Junkcyamt vowneme granic {ychic smiennyeh.

Dowodzenie nie przedsiawia zaduéj trudnogei, a ze Lwicrdzenic jesl ogdlne, moze sie wige rozeipgnad
do wszystkich przypadkow szezegOlnych. Przeto, w szezegdlnogel : granica sunimy rowna sic sum-
mie granic; jezeli

B Y S T
to

LU ==E8rdy b grL b Gy, o L o QP

granica iloczynu rowna sie iloczynowi granic ; jezel
Lo
GrE == Bruy Qras. Q0. ... QU

granica ilorazu rdwna si¢ ilorazowi granie; jezeli

Lo

ar i,

Olo jesl rzeezywiscie piekny przyktad vogolnienia wypadkow szezegolnych.
ROZDZIAL V.

Teorya Szeregow

Cauchy, ktory tyle przyczynit sig do postepu nauk malemalycznyeh w ogéinoei, slanowi lakze
epoke w rozwojun feoryi szeregdw. Przenikliwvy nmyst Canch’ego nie mogh nigdy poprzestad ma tych
pol-dowodach ktdre dla Lylu innyeh geomelrow byly wyslarczajace ; zlad wylkdad jego odznacza si¢
wzorowa Scistosein klora nie jest hynajmniéj nieprzyjaciotky prosloty, ale przeciwnie, wierng jéj
towarzyszka. Dowodzenic niezupelne, jest to Lrudnosé ukryla leez nie rozwigzana, klora predué) czy
poinié] wystepujac na jaw stanie sig Zrodiem trudno§ei nicrdwnic wigkszych, gdy przeeiwnie, Sciske
dowodzenic usuwa je raz na zawsze. Dopoki Cauchy swyeh traktatow nie oglosit (1826-29), dowo-
dzenia {wicrdzenl zasadniczych Rachunku rdzniczkowego spoczywaly bardzo czgsto na rozwazaniu
pewnych szeregdw kidre zwykle brano nic rozpoznajpe, a tém samém nie mogac sig zapewnic, czy le
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szeregi byly zbiczne, albo nawet czy byly one istotnic wyrazeniem dokladuém lunkeyj, kiore zdawaly
sig je z sichie wydawaé. Gauchy nie przestawal nigdy powstawad na podobne naduzycia. Nigdy te
wiclki ten geometra nie praystapit do rozwinigein funkeyi jakiejkolwick na szereg, dopoki naprzod
nalezyeic nic wykazal : mozebnosci rozwoju funkeyi danéj na szereg, prawa cigglego wyrazOw szere-
gu postepn, zbiezno$ei otrzymancgo szercgu, jego hytu jedném stowem, jako wyrazenia tfj a nic
innéj funkeyi danéj. Te sg wielkic ulepszenia kidve Cauchy po wiclu trudach do teoryi szeregow
wprowadzif.

Szeregiem nazywamy zbior ilosci dodalnych lub odjemnyeh, postepujacych po sobie wediug pe-
wonego prawa, ktoryeh liczba jest nicograniczong.

Jezeli snmma algebraiczna wyrazow szeregn dazy do pewnéj graniey oznaczondj, gdy lezba Lych
wyrazOw zwigksza sig do nieskoiiczonoSei, nazywamy szereg sbiesnym.

Jezeli sumnin algebraiczna wyrazow szeregu zwigksza sig nicograniczenie, w miave jak powigkszamy
liczbe Lych wyrazow, szereg nazywamy rozbiesnym.

Jezeli sumama algebraiezna wyrazow szeregu nic zdaZa do zadnéj oznaczoné) granicy, ani te? nie
zwigksza sig ez granic, gdy liczha wyrazow zwigksza sig do nicskoiiczonosei, szereg nazywamy nie-
osnaczonym.

Warunki ogoélne zbieznosci szeregow.

Warunki ogolne zhieznodci szeregdw, p. Tolkierski sprowadza do dwoch twierdzeri i (yfuz wnio-
skbéw nastepujacych.

Twiennzenie 1. JeZzeli szereg jest zbieZnym, granicq reszly jest zero.
TwierpzemE II. Odwrotnie, szcreg jest zbieznym jezeli granicg jego reszty jest zero.

To stawne twierdzenie Cauch’ ego potrzehuje kilku stow calp watpliwo$é wyjasniajpeych. Aby
lepiéj zrozumied to co o nim p. Folkierski powiada, weimy szereg

uo, uh ug» e un—h 'Ll,,, Uy 4 1y « s o
wyraz nt¥ szeregu

Up—1
nazywaé bedzieny wyrazem ogélnym, summe wyrazow nastgpujpeych,
Un -+ Upgq —+ Upta—+ o0 A= Uy py
ressfe szeregu. Oznaczaé bedziemy przez skrocenie summg n picrwszych wyrazdw szeregu przez S,

Sh=wy -y +uy -+ L - Uy
areszie przez R,
Rn=11, -+ Ungg = Uppa+ ... + Uptp—1.

Majpc przed oczyma resztg szeregu, ¥atwo zrozumiemy przypisek p. Folkierskiego usprawicdlivwia-
jacy twierdzenie Gauch’ego. Oto sa jego wlasne sfowa : « Twierdzenie to podane po raz pierwszy przez
Cauch’ego, byto poddane pod watpliwosé przez nickiorych matematykéw, gdyz dawano przyklady
szeregow, ktore nie byty zbieznemi, choé summa p wyrazdéw nastepujaeych po atvm) gdy n dodé
wielkie, zdgzala do granicy zero. Lecz brano p rowne lub zalezne od n: praypuszczajac p jakiemkol-
wiek niezalezném od n, watpliwo$é zostaje usunielg. »
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W Lilku wierszach oslatnich zamylka sig cala wybornn obrona twierdzenia Cauel’ego. Poczéw
przedstawia nam p. Folkierski nastepujace sposhizezenie :

UwaGa. Szereg moze Lyé rozhieznyny, choé wyrazy jego zmnicjszajy sie nicograniczenie, i wyraz
ogdlny ma za grauice zero; bo summin wyrazow w liczbie nicograniczondj moze hyé nieskonezons,
chod kazdy z Lych wyrazdw zdaza do granicy zero. .

Granica wyrazn ogélneqo réwna sero, jest wige warunkiem koniecsnym, lecs niedostateczmym sbieinosed
szeregow. Lecz z dwoch powyzsaych twicrdzenl wynika ze @ granica ressty sserequ vowna seru, jest wa-
runkiem koniccznym 4 doslaleesnym zbiesnosci sserequ, byleby w tym ostatnim razie, liczba wyrazow
reszly, byla jakakolwick, niczalezng od liczby wyrazow poprzedzajacych picrwszy wyraz vesziy.

Z powyzszych twicrdzen fatwo takze wyeiggnad dwa wnioski :

WhniosEk 1. Szereg jest zbieznym, jezeli wartesci wyrazow jego bez wzgledn na znak, lworzy szereg
zhieiny.

Wharosex . Jezeli wyrazy szeregu, poczawszy od pewnego wyrazu sg naprzemian dodatnemi
1 odjemnemi, a wartoScl bezwzgledne ich ciagle sig zmniejszaja, granica wyrazu ogdlnego rdwna zeru,
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym zhicznosci szeregu.

Warunki szczegélne zhieznosci szeregdw.

Majac dany rzeveg nie mamy sposobu ogbélnego rozpoznania czy szereg jesb zbieznym lub nie.
Sposoby szezegolne polegajp gidwnie na pordwnaniu szeregu danego z innym szeregicm ktorego
zhiezno$¢ jest znang. Pordwnanie to polega na lwierdzeniu nastepujpcém @ -

TwiErpzENIE 1L, Jezeli wyrazy szeregu zbicznego, klore zakladamy wszystkic jednakowego zraku,
pomnozymy jeden po drugim preez jakickolwiclk ilosdei dodabne Iub odjemne, kioryeh warto$é hez-
wzgledna nic moze si¢ mwviekszaé do nieskoniczonodel, otrzymamy nowy szereg zbiczny.

Dowodzeuie lego twierdzenia Seisle i zrozumiale jest wylozone. hatwo dowicsé szedein wnioskow
z powyzszego twicrdzenia wynikajacyeh :

Wharosei I Szereg, kidrego kazdy wyraz jest mmicjszym ¢o do warlosel od wyrazu lego samego
rzedu szeregu zbieznego, majacego wszystkie wyrazy jednakowego znaku, jesl szeregiem zbicznym,

Warosex II. 8zereg jesl zbieznym, jezeli zaczawszy od pewnego wyrazu, stosunck wartoscl kazdego
wyrazu do poprzedzajacego, bez wzgledu na znak, jest mnicjszym od pewndéj oznaczondj ilosel,
mnicjsz¢j od jednosei :

Wiiosex . Szereg, klorego wszyslkie wyrazy sp jednakowego znaku, jest vozhiezmym, jezceli po-
crpwszy od pewnego wyrazu, stosunek kazdego wyrazn do poprzedzajpecgo jost cipgle wigkszym od
pewndj oznuczondj iloSel, kioré) wartosé jest wigksza od jednoSed.

Wiosex 1V, Szerveg jest zhieznym, jezeli stosunck wyrazn ogdlucgo do wyrazu poprzedzajacego
wyraz ogbdlay, ma granice skovezong mnicjszp od jednosei, rozbieznym, jezeli wszyslkic jego wyrazy
sq jednakowego znaka a granica La jesl wigksza od jednoSel.

Warosex V. Szereg jest zbieznym, jezeli zaczawszy od pewnego wyrazu, picrwiastek stopnia nro
7 wartodei n8° wyrazu szeregu, jest ciggle mniejszym co do wartosel arytmelycznéj od pewndj ozna-
czonéj ilo§ei, mnicjszéj od jednoscl.

Whiiosez VI. Szereg jest zbhieinym, jezeli granica pierwiastku arytmetycznego stopnia nee z war-
tosci wyrazu ns®, jest ilodé oznaczona, muiejsza od jednosei, gdy n zwigksza si¢ nicograniczenie.
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Szeregi urojone,
Niech beda
() Ugy Uyy Uy vvv 3 Up—qy o0

(@) Vgy V1y Y2y oo v s Un—ery oo

dwa szeregi ilofcl rzeczywistych (ktore przez skrocenie nazywad bedziemy szeregami rzeczyiwistemr).
Szereg.

(3) Uy ~+ Vol Uy~ DTy Uy~ Valy ooy My + Vpeil
gdzie ¢ wyraza /"1, nazywad bedziemy zzeregiem urojonym. Kazdy z wyrazow
Up = Vol == Wy, Uy 4= VT =120y, . . . Un—y ~ Uyl == Wy—y . - .

nazywaé bedziemy wyrazem szeregu urojoncgo, ktoren zalém napisad bedziemy mogli :
(%) Wy Wyy Way « o« Wny,y . ..
Zamiast uwazadé kazdy wyraz szeregu urojonego pod posiacia

w=u -+ v
- mozemy wyrazi¢ go pod postacia :

w==p (d0se» + T Wsln)
gdzie p jest modulem, a » argumentem : co oznaczamy piszac
p==modw w==argw
a szereg przedstawi sie wtedy pod poslacia
G fo (doswy ~+ T wsborg) —+ ¢y (doswy + Twste,) -+ . ..+ pny (dOS@a_y - TwWsbom—y) ...

Odwrotnie, szereg rzeczywisty moze byé uwazanym jako szczegdlny przypadek szeregu urojonego
jak wiemy z teoryi ilodci urojonych, kazde wyrazenie rzeczywiste, moze byé uwazaném jako wyrazc-
nic urojone, ktorego miodul rowny jesi warlogel wyrazenia rzeczywistego bez wzgledu na znak,
a argument wielokrotnosci parzystéj, lub nieparzystéj =, stosownie do tego, czy wyrazenie rzeezywi-
sto jest dodainém Jub odjermném. Modul przypuszezamy zawsze dodatnym : mamy howiem

+a=a(dos2nx +iwsl2nn), —a=al[dos@n+1)m +iwst(2n +1)=].

TwierpzeENIE 1V, Szereg jest zbieznym, jezeli szereg moduldw jego wyrazdw jest szeregiem
zbieznym.

Badania p. Folkierskiego zwinzkdw, zachodzgeych pomigdzy szeregami ilodci urojonych, podaja
mu tatwy sposOb uogélnienia kilku twierdzen, rzuecajgcych wielkic swiatlo na cala teorye szeregGw.
Wszystkie te dowodzenia twierdzen ogoélnych, sa zardbwno $ciste, zwigzle, pelne wdzigku 1 nadzwy-
czajnéj prostoty. Zeby o tém nie watpié, dosyé jest przeczytaé z uwagg, nieocenionéj warlosei dowo-
dzenie powyzszego twicrdzenia,

« Aby nie powtarzaé dwa razy twicrdzed, tyczaeych ¢ zardwno szersghw urojouyeli rzeczywi-
stych, hedziemy brali pod uwage pierwsze, to jest urojone, jako ogolniejsze; uwaza‘ae, Ze aby udo-
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wodnione (wicedzenie, lul wlasnosé szeregow urojonych zaslosowad do rzeezywislych, dosé jest
uwazaé moduly wyrazow szeregdw mrojonych za wartoSel hezwzgledne  wyrazow szeregow rze-
czywistyeh, w argumenly picrwszyeh, za wielokrolnosel @ parzysle lub nieparzyste, slosownic do
znaka druaich, Tak np. mowiqc : szereg, kidrego moduly tworza ssereq zbiesny, vozumied hedziemy
niclylko szereg urojony, ale i vzeczywisly laki, kééregu wartosci wyraziw hes wsgledu na znak, tworze
szereq shicsny.

Dziatania na szeregach.

Twiennzesis V. Granica summy szercgu zhieznego sie uie zmiecni, jezeli za pewng liczbe wyrazow
po sobic nastepujpeych, podslawiny ich summe algehraiczng.
Twicrdzenic odwrolne nie zawsze ma micjsce.

TwiernzeNit V1. Granica szevegu zbicznego, klorego moduly (worzg szereg zbiczny, nie zmichi
sig, jezeli prrestawimy w jakikolwiek sposob porzadek wyrazow.

P. Tolkierski udowadnia najprzod to twierdzenie w przypadku szeregOw rzeczywistyeh : granica
szercgu zbieznego, ktorego wartoSci wyrazow bez wzgledu na znak Lworzy szereg zbiciny, nic
zmicni sig 1 t. d.

Poczém dowodzi Lo Lwicrdzenie w przypadku ogdlnicjszynt szeregow urojonyeh.

Uwaca. Rozromié wige mozemy dwa rodzaje szeregdw zbicznyeh: le, ktore sq zbicznemi w skulek
prawa wedlug jakiego wartosel wyrazéw po sobie nastopujy, czyli bez wagledu na znaki wyrazdw,
i te, klorych zbiczno¢ polega jedynic na mastepslwie znakow. Czyli ogdlniéj : le, klorych szeregi.
moduldw sg zbicznemi, bez wzgledu na argumenly, (szeregi klore nazywaé bedziemy shieznemi co do
modutdw), i te, ktore winny zbieznosé swy jedynic argumentom.

Na zasadzic powy#zszego Lwicrdzenia, zhieznoSé lych ostalnich polega takze na porzadku, w jakim
wyrazy po sobic poslepuja, gdy lymezasen zhicznosé pierwszych jest zupelnic niezaleing od porzad-
ku wyrazow. Praestawiajgc wyrazy szeregu zbieznego, lecz kibGrego wyrazy co do warlosei bez
wzgledu na znak nie tworzy szeregu zbieznego, mozemy olvzyné szereg rozbiezny, alho nawet
zbiezuy, lecz klorego summa zdka do catkiem voinéj granicy, jak swmmma szerega pierwotnego.

Dodawanie szeregow.

Twiernzexie VII. Wyrazem ogolnym summy szeregdOw zhicinycl co do modwtéw, (w szezegdlnodel
zbicznych bez wzgledu na znak) jest summa wyrazow ogolnych kazdego szeregu, jezeli liezha szere-
gow, klorg dodajemy jest skoriczona; jezeli liczba szeregOw tyeh jest nicograniczong, summa ich
slanowi szereg podwijny, ktorego wyrazem ogdlnym bedzie szereg nlworzony z wyrazdw ogolnyeh
szeregOow skladajaeyeh, byleby summy Llych ostalnich, stanowily rownicz szereg zbiczny co do
modulow.,

Mnozenie szeregow.

Twrenozeniz VIII. Niech beda szeregi zhicine o do modutow :

(1) u

loy Uyy U oo vy Upepy o o s

o .
(2) Upy Uty g v ooy Vymgy o v s

niech bedzie U granicg summy wyrazow pierwszego, V. granicd summy wyrazow drugicgo @ powia-
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dam ze iloczyn UV-jesl granica summy szeregu zbieznego
(3) Uy Voy (UpWy — Uy Vg), (Uoy —+ Wiy == Usth), .oy (UoVnmg +UsVn—p — .. = Unp Wy 4 Un—y ) ...
ktorego wyrazem ogdlnym jest
UpUn—sg = Uy Unog =+ o . . =+ Un—gDy = Un—y Vy.

Ealwo si¢ mozna przekonaé ze to hwierdzenie jest udowodnioném w caléj ogélnosei.
Podat je pierwszy Cauchy.

UwacA. Twierdzenic nie miatoby miejsca, gdyby szeregi () 1 @ byly Zle zbicinymi, to jesi,
gdyby zbicznodé ich polegata jedynie na znakach lub argumentach wyrazow, a nie na ich wartoSciach
lub modufach.

Zastosowania ¢ przyktady.

Po teoryi wytozonéj nastepuja jak zwykle zastosowania i przykiady.

Szeaee NEWTONA. « Niech bedzie szereg :

m - m(m—A) , m(m—1)(m—2) , m (m—1) ... (m—n+1) ,
@ bt T S T e T 1.9.3...7n o

Jezeli m jest cadkowitém 1 dodatném, szereg ten sprowadza sig do m -+ 1 wyrazow, ktérych
summa rowna jest jak wiadomo, (1 + z)™.

Przypuscimy tu m jakiemkolwielk, lecz rzeczywistém, rowniez jak x (przypadek x lub m urojo-
nego bedzic uwazanym w dalszym ciggu). Szereg (1) w lakim razie, wylpczywszy przypadek m cal-
kowitego i dodatnego, hedzie sig skiadal z nieograniczonéj liczby wyrazdw, tak gdy m hedzie catko-
witém lecz odjemmném, jalk rowniez, gdy m praypuscimy ulamkowém lub nicwymierném, dodatném
lub odjemném. »

Pan TFolkierski écisle dowidd! : ze summa szeregu (1) jest (4 -+ )™

m m (m—1)

@2 (d+a)m=1+ TE+ m(m—d) in—2) .

o s mm—1). . (m—n+1)
12 C T qes Yt T 1e3.. o YT

a to dla wszystkich wartosel rzeczywistych m, dodatnych lub odjemnych, catkowityeh lub ulamko-
wyeh, a nawet niewymiernych, byleby szereg byl zbieznym to jest, —1 <z < -+ 1.
Rozwinigeie (2) nazywaja pospolicie rozwinigciem dwumiany Newtona.

Rozwimecic w szerey zbieiny zasady logary(mow naturalnych. Zasade uktadu logarytméw naturalnych
oznaczajy pospolicie glosky e, uwazajace ja jako granicg wyrazenia

,1 nt
1) (1 -+ ;7—1>

gdy m zwigksza sig nieograniczenie przyhierajac wartosci calkowite lub niecatkowite tak dodaine
jak odjemne. P. Folkierski dowodzi, Zc wyrazenie (1) moze byé uwaZaném jako granica szeregu
zhieinego, ze zatém zdaza do granicy oznaczonéj. Nic nie mamy powiedzieé przeciw temu sposo-
bowi pojmowania p. Folkierskiego; przyznajemy nawet, ze meloda jego dowodzen jest duktadnic
§cista i pelna wdzigku, to jednak wszystko wziete pod uwage nie wzbrania nam bynajniniéj przed-
slawié do nowego wydania, zdaniem naszém, ulepszen nastepujacych :
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Najprzod : Jeieli w szeregu

@ x? mn "
N L L —e————— ..,
Y i+13+1T23 F1Te3. . n
przypuScimy
rx=1,

otrzymamy szereg liczebny

1 1 1 y
2+ ie+tTestiesi T TEs L a

szereg zhieZny, gdyZ on jest przypadkiem szczegoluym powyiszego szeregu ktory jest zhiezny, dla
wszelkich warto$ei x niezwigkszajacych sie nieograniczenic. Oznaczmy jego summe gloska e.
Liczba e jest zawarta pomiedzy 2 i 3, gdyZz mamy widocznic

e>2 i
1 1 1 1
0<2+§+ﬁ+m—,—..-+2_"+"'7e<3'

two znaleZé granice wyzsza reszty R, szeregu, albo summy

1 1 '
1.2‘3...n(n—!—1)+1.2.3...n(n+1)(;z-l~2)+""

gdyz mamy

R, < 1 1 1 1
"NY23 . a1 (n-}-1)2+(n+,1)3 vee |0
ezyli
Ry < —————— ¢ =
<133, %%

Widzimy %e zbiezno§¢ jest bardzo predka. Jedena§cie pierwszych wyrazow daje w rzeczy samdéj
e=192,7182818, wartos¢ przyblizony o mniéj niz jedna dsiesigcio-milijonowa.

m
Powtdre. Granica (1+1%) gdy m zwieksza sig nieograniczenie. Liczba e jest granicg do kicré)

o er 1\™ . Lo , .

dazy 4losé (J 4 gdy m zwigksza si¢ nieograniczenie.
m

Oto przedmiot té} czeSci. Wszystkie praypadki praypuscié sig dajace pod wzgledem rdéznych war-
tosel zeczywistych na m  potrzeba dowicSé za pomocg melody pigknie rozwinigtd) w  dzicle
p. Tolkicrskiego.

Potrzecie. Licsba ¢ jest nicawymiorny. W rzeczy saméj jeSliby e bylo liczha wymicrng 7 mieli-

7

bysmy

. ! *
) 12 " Te. . b 12,000+

' 1 . , . . .
Przenoszae 2+ — + .. + na pierwsza strong rownania, mnozge przez 1.2.3.... 0,

1.2 1.2.3...0
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1 oznacaajac przez N liczhe catkowity, bedziemy mieli

1 1
By sk vy yy ) SRNEE

N

mamy wiec
N> 0.
A e
1 1 1 1
3 Rt ey yy ) SR ey Al s ey A I

zatém
1
N -~
< b

1 . L

7 €0 jest niedorzeczném ;
e wige pozostanie niewymierném. Tym sposobem postepujac, przyczynimy sie znacznie do rozpro-
szenia niektorych watpliwosei wielu os6b malo z leorya i zastosowaniem szeregdéw zbieznych obe-
znanych. Itak, naprzykiad wielu sobie wyobraza : ze liczba e ktdra za pomoca szeregu liczebnego

zhieznega

Mieliby$my tym sposobem liczbe catkowity zawarta pomiedzy O i

1 i -1
e—1 +I+i__‘2—+m+

mozna obliczyé z takiém przyblizeniem jak si¢ podoba, mozna takze wyrazié zupelnie dokiadnie,
Luby inaczéj : zc liczba e zmniejszona o 2 jednoSci, mozc si¢ wyrazié w utambu dziesipinym skoriczo-
nym; przypuszczenie nierazice zadng niedorzecznofcia dopoOki nie wykazemy, ze e bedac niewy-
mierném nie moze hydé, tém samém, wyrazeniem wymicrném.

Uwayi nad uiyciem szeregéw sy potrzebne i bardzo poiyteczne, Ostatnia jednak uwaga traktujaca
o szeregach, zastuguje na szczegOlng wzmianke.

« Rozwingé pewng 1losé w szereq, jost to uwazad t¢ 1loS¢ jako granice summy szeregn zhiemiego. »

Metoda wyczerpywania (methodus exhaustionis).

« Majac dang wielko§é niewymierng lub doéé ztozonego rodzaju, by ja wprost obliezyé mozna byto,
mozemy roztozy¢é wielko$é t¢ na dwie czgei @ jedng wymierng lub ktora z fatwoScia obliczyé mo-
zemy, i reszte zwykle tego samego co wiclkosé dana gatunku. Reszte lg moiemy znow roziozyé na
dwie czesci w podobny sposéb jak wielkosé dang : otrzymamy druga wiclkoS¢ wymierna i drugg
reszte, ktora rozkladamy zndw jak powyzéj i t. d. Jezeli reszly te ida po sobic coraz zmmiejszajac
sig, tak ze ostateczna reszta daizy do granicy zcro, wielkos¢ dana przedstawia sie pod postacia summy
szeregu wiclkoSel wymiernyeh otrzymanych w powyiszy sposéb, przez rozkiadanie kazidéj reszty.
Metoda ta, ktorg nazwano melody wyczerpywanie utywana byla w wielu razach do obliczenia po-
wierzehni, bryt it. p. niewymiernych.

Zastosowanie 1¢j metody.

Powierzchnin odcinka poraboli. Wiemy, e wzigwszy na paraboli jakikolwiek punkt 0, mamy dla
tego punktu jako poczatku uklad spéirzgdnych takich, Ze o$ rzednych jest styczng do paraboli w tym
punkcie, 0§ za§ odcinkow jest srednicg, to jest, dzieli kazda z cigciw réwnoleglych do osi rzednych na
dwie rbwne czesel.
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Sznkamy powierzchni odcinka ograniczonego cigeiwa 1 lukiem paraboli.

Trojkat wpisany T jest polowa rownolegtoboku opisanego R wigkszego od odeinka sznkanego;
jest wige wiekszym od polowy lego odeinka. Odejmujpc ten irojkat, pozostajy dwa odeinki, kloryeh
summa jest mnicjszp od polowy calego odeinka.

Poslgpujac z temi odeinkami jak z catym odcinkiem, olrzymamy dwa trojkaly, z ktoryeh kazdy
wigkszym jest od polowy odcinka w kiory jest wpisanym; summa wige ich jesl wigksza od cawarléj
czesel odceinka calego.

Postegpujac tak daléj, otrzymamy szereg trojkatow, ktoryeh summa moze hyé tak mato voing od
powiecrzchni odcinka szukauego, jak sig podoba, bo reszta, czyli summa odeinkow pozostatych, naj-
przdd mnicjsza od polowy, polém od jednéj czwartéj, nastgpnic od jednéj 6sméji t. d. odeinka szu-
kanego, moze byé tak matp jak sig podoba. Szereg wiec jesl zbieinym, a powierzchnia odeinka jest
granicg jego summy.

Yatwo jest dowie§é, ze summa dwoch trojliatéw drugiego rzedu, rdwna jest czwarté] czedei trojkata

- T pierwszego rzedu; 1 w ogéinofei summa trojkatéw jakiegokolwiek rzedu, rowna jest czwartéj czesei
summy trojkatéw rzedu poprzedzajacego.

Powicrzchnia wies odeinka paraboli jest granica summy szeregu

1, i 1
T+ZP+/T./IT+—F.4./LT+

1 1 1
Tl — o —— ...
AR S
Szukajac wlasnie powierzchni odeinka paraboli, Archimedes znalazt pierwszy granicg summy powyz-
szego szeregu, ktory jest postgpem ilorazowym : summa 1a rdéwna sig

ko
30

o1

-
9
=

R,

wige powicrzchnia odcinka paraboli, rOwna jest § trojkala wpisanego, lub % rownolegtoboku opi-
sanego.

Oto genijalny pomyst geometryczny, najwigkszego z tylu znakomilych geomelrow slarozyinosei,
przedstawiony w formie naturalnéj i peinéj prostoty.

ROZDZIAL VI.
Metoda nieskonczenie malych.

Carnol pierwszy w dziele swém Reflexions sur la mélaphysique des infiniment pelils wyjasni} i znako-
micie ulepszyt metode nieskoriczenie matych. W oslalnich latach swego zycia, wielki geometra Poisson,
wypowiedzial wojng teoryi funkeyj analitycznych takiéj jaky stworzyl genjusz Lagrangea i uzyt catego
talentu swego zeby zmusié niejako §wial uczony do przyjecia metody nieskoczenie matych. Wediug
nicgo, nieskoriczenie mate nie stuzy tylko za sam sposob badania wynaleziony przcz geomelrow,
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lecz maja swoj byt rzetelny, co ma znaczyé Ze istnicja wielkoSei kidre nie sp bynajmniéj zerami,
ktore nawet moga by¢ podwojnemi, potrdjnemi, poczwoérnemi innych wielkodei, i sa jednakie
mnigjszemi w t6j chwili jalc wszelka wielko$é dana. :

Chociaz oparte na lak wielkiéj powadze, te propozycye byly mocno zbijane i odpierane : wiele
nawet umystow rozspdnych uwazato w tém widoczne niepodobienstwo. W rzcezy saméj, alho te
wielkoel, mmiejsze jak wszelka wiclkosé dana, sp jeszeze rozeigglei podzielne, albo juz sa proste
i niepodzielne. W pierwszym razie ich byt jest préimém zludzeniem, ponicwaz, koniccznie wigksze
jak ich potowa, ich éwierciani (. d., tém samém nie s mniejsze w 1] chiwili jak wszelka wielkosgé
dana; w drugiém zag zalozeniu przestalyby byé wielkosciami malematyeznemi. Przyjaé je, byloby
Lo odrzuci¢ ideg maleryi ciggléj, podzielnéj do nieskonczonoscei, punkt wyjscia konieceny i podslawa
wszystkich nauk matemalycznych. Kilka zaslosowant mniéj szczesliwych fych zasad, kloryeh naj-
wigkszym bledem bylo przywodzié zanadlo otwarcie nauke do jéj picrwoilnego poczatku, daty lepié)
nezué potrzehe metod wigedj Seistyely, kidryeh Poinssot 1 Cauchy stali sig obroiicami. Dla tych
geomelrow, nieskoiiczeniec mala jest tylko iloScia zmienna albo nicoznaczong, ktora ma za granice
zero, 1 moze zmmniejszaé sie nieograniczenie, bez zatrzymania sig na pewné) wartoSei ocenid sig da-
jacéj ilogé kidra wziela odrebnie, moze byé pojela mniejszg jak wszelka ilo$é dana. Ta definicya
wystareza dla usunigeia wszelkiéj watpliwosel pray wprowadzeniu do rachunku regui zasadniczych
metody nieskoriczenie matych. Mimo to, w oslatuich dopiero czasach oslatecznic wprowadzona zo-
stala do wykladu elementarnego : migdzy innymi wiele sie do tego przyczynit p. Duhamel swoim
wslepem do drugicgo wydania dzieta pod tytulem : « Fléments du calewl infinitésimal » i swemi kilko-
nastoletniemi wykiadaini w Sorbonic.

« Zdaje mi sig, mowl bardzo stusznie w swéj przedmowic p. Folkicrski, Zem w ostalnim rozdziale
czgSel 14, dostateczna zgromadzit liczbg objasnien, aby nie pozostawic zadné] watpliwoéei w umysle
najhardziéj poczatkujacego czytelnika pod wzgledem Scistosci metody nieskoriczenie matych. »

My za$, z naszéj strony dodamny, Zze oprocz powyzszych zalet, caly wyklad metody nieskonczenie
mafych p. Folkierskiego, jest powszechnic Scisly, jasny i glehoki.

W rzeczy saméj, nic nie moze Dyé wiecéj prostém i wigceéj Scislém jak ta doldadna definicya
1 z niéj same przez sie wyplywajace naturalne nastepstwa.

IloScig nieskoriczenie mala nazywamy ilosé, ktoréj granicy jest zero.

Pojgcie ilodciinieskoriezenie malé) w niczém nie jest rozném od pojecia granicy : pierwsze jost
tylko szczegdlnym przypadkiem drugiego; nieledwie zawsze uzycic sposobu granic, mo7na zastapié
sposobem nieskonczenie malych ; ho jezeli

gro=—a,
10 z okreslenia

gr(x —a)=0;

ezyli uwazaé a, jako granice zmicoméj x, wychodzi na {o samo, co uwazaé @ — a,_jako nicskoni-
czenie malfa. Samaq granice okreslilismy jako iloéé oznaczong, kloréj rdznica ze zmicnng nicoznaczong,
jest nieskorczenie mata.

Summy, iloczyny, potegi, pierwiastki nieskoiiczenie matych sa dobrze wylozone.

Tloraz ilosci skoriczonéj przez ilogé nieskornczenie maly jest iloscia nieskonezenie wiellq @ bo

n n
gl—-:—‘—:w )
o« gro

co wlasciwie nalezatoby wzias$é za okreslenie iloSei nieskoriczenie wielkiéj, zamiast okreslenia ilorazu
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ilodei skonezonéj przez zero; ho dzicli¢ przez zero nie mozna, leez mozna dzielic przez ilosé lak mato
rozng od zera jak si¢ podoba, aw takim razie czéin dzielnik bedzie mmnicjszym, Lém iloraz hedzie
wickszyn; jezeli wige dziclnik jest nieograniezcuic czyhi nieskonezenic malym, iloraz jest nicograni-
czenic ezyli nieskoezenic wiclkim.

Stosunek dwoch ilosci nieskoriczenie matych.

Stosunck len moze by¢ iloseip skoiczong staly, lubh zmienng; iloscip nicskoriczenic maly; a nawet
nieskonczenic wielka.

go. Jezcli w jest nicskorczenie maly, a n ilodcig skoriezong, ne bedzie vowniez iloseip nieskon-
czenie mala; a jednak

iloraz, czylistosunek tyeh dwaoch nieskornczenie malych jest skonczonym, réwnym n.

29, Stosunck dwodceh ilodei nieskorezenic matych, moze byé rowniez nieskonezenic matym : tak,
jezeli « jest nicskonczenic malp

gro=>0
«* bedzie rownick nieskonczenie maly :
gra®* =0,
a stosunek Lych dwoch nieskonczenie matych
s
o2
—
7
jest ilogeia nieskoliczonie maly «.
3°. Stosunck odwroiny
e 1
5=
“ 24

jest ilodein nieskoliczenic wielky 1 —=w |
o

Jezeli stosunek jedndj iloSci nieskoxiezenie maléj do drugié) jest nieskonczenic malym, pierwszy
z tych iloscl nazywamy nieskoriczenie male wagledem drugié, Odwrotnie, druga 1logé bedzie nieskori-
czente wielka wzgledem plerwszéf. Tak o jest nieskonezenie maky wzgledem o, za§ « nieskoriczenic
wielka wzgledem o,

Rzedy nieskolczenic malyeh sa picknic wyprowadzone.
- Twierdzenia zasadnicze mefody nieskonczenie matych.

Jozyk czysty i naturalny wielkiego naszego matematyka Jana Sniadeckicgo, polaczony z najwigkszy
jasnodeig i $cistoseia dowodzen, oto sa cechy charaklerystyczne wszystliieh twicrdzeil zasadniczych
p. Polkierskiego.

Twierpzame L. Jezel stosunck dwoch ilosel nieskonczenie matyeh, zaleznych od siebie, zdaza do gra-
nicy jednosé, gdy kazda z Lyeh nieskmiczenie malych zdaza do zera, ich roznica jest nieskoniczenie matg
wzgledem kazdéj z nicskoriczenic matych dauyeh, czyli nieskoniczenie mata wyzszego rzedu niz danc,
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Odwrotnie, jezeli réznica dwoch nieskoriczenie malych danych jest nieskoriczenie maly wzgledem
kazdéj z nich, granicg ich stosunku jest jednosé.

TwierpzeNIE 1), Gramica stosunku dwdéch nieskorczenie malych danych, jest rowna granicy sto-
sunku dwodch innych nieskonczenie malych, majacych z danemi odpowiednie stosunki w granicy
réwne jednosei,

WhniosEK, Granica stosunku dwoch nieskoriczenie malych, jest réwna granicy stosunku dwoch
innych nieskoriczenie matych, ktérych rédznice odpowiednie z pierwszemi sa nieskorczenie ma-
temi wyZszego rzedu od danych ; a to na zasadzie poprzedzajpcego twierdzenia,

TwicrpzENIE II1. Jezeli summa ilosci nieskoriczenie matych tego samego rzedu, w liczhie nieogra-
niezonéj lub zwigkszajacj sig bez granic wmiarg jak kazda z nieskoriczenie malych zdaza do zera,
jest skoriezong lub ma granice skoiiczong, pomnozywszy kazda znieskonezenie matych odpowiednio
przez nieskonczenic male jakiekolwick, tak otrzymana summa bedzie nieskoriczenie maly i zdgzaé
bedzie do granicy zero, wraz z nieskoriczenic matemi danemi.

TwierDzENIE IV. Granica summy nieskoiriczenie malych w liczbie nieograniczonéj, jest réwna
granicy summy innych nicskonczenie matych, wtéj saméj liczbic, majacyeh z pievwszemi odpowiednie
stosunki w granicy ré6wne jednosei.

WriosEK. Granica summy nieskorczenic malych w liczbic nicograniczonéj, jest rowna granicy
summy innych nieskoliczenie malych w téj saméj liczbie, rozniacych sig odpowiednio od poprzednich
o iloéci nieskoiiczenic male wyzszego rzgdu, ezyli o nieskoiniczenie mate wzgledem danyeh; a to na
zasadzie bwierdzenia 160,

TWIERDZENIE OGOLNE, Granica stosunku lub summy nieskoliczenie malych nie zmieni sig, jezeli
podstawimy za nieskonczenie male dane inne nieskonczenie mate, nickoniecznie réwne pierwszym,
lecz majace z niemi stosunki, ktorych granicg jest jednosé, lub réznice nieskoriczenie mato wzgle-
dem nieskoniczenic malych danych.

Twicrdzenic ostainie jest zebraniem w jedno trzech bwierdzen : Iso, IIz0 i I'Veo,
Uwagi nad uzyciem nieskonczenie matych.

Powiedzielismy juz wyzéj ze meloda nieskoriczenic matych jesl tylko zaslosowaniem szezegdlnym
melody granic. Nieskonezenic male, podobnie jak ilosci zmienne nicoznaczone, zdazajace do granic
oznaczonych, uzywanc bywaja zwykle jako iloSci pomocnicze, ktdére moga sig nie znajdowaé ani
w danych, ani w wypadkach zadania. Widziclismy wyzéj, zc ilofci skonezone, oznaczone, mogg hyé
wyrazone jako granice stosunkow lub summ nieskoiezeniec malych. Majac wige do poréwnania lJub
obliczenia pewne ilosci skoiiczone, lub tez szukajac w ogblnodei zwiazkéw pomiédzy iloSciami skoni-
czonemi, ktore mogq byé dosé ztozonego rodzaju, aby zwigzki te wprost znalezionenii byé nie mogty
z latwoscig, mozemy wuwazaé ilosci dane jako granice slosunkow lub summ nieskorczenic malych,

-ktbre to nieskoniczenic mate sa zwykle tego samego rodzaju co ilosci dane, a zatém réwniez zlozone
i réwnie trndne do badania. Lecz wiemy rowniez Ze podstawiajac za te nieskoriczenie male
inne nieskodezenic male, roznigce sie od pierwszych o nicskolczenie male -wzgledem nich sa-
mych, lub majace z niemi stosunki w granicy réwne jednosci, ilosci oznaczone dane, kidre sa
granicami stosunko6w lub summ pierwszych, beda rowniez granicami stosunkéw lub summ odpowic-
dnich drugich. Te dnne nicskonczenie male moga byé wybrane dowolnie, byleby czynily zadosyé
zadanemu warnunkowi réinienia si¢ nieskoriczenie malo od, lub wzgledem ilo&ci nicskorczenie ma-
yeh danyeh : moga wige byé prostemi, latwemi do poréwnywania, stosownemi do znalezienia
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zwigzkéw, ktore, przechodzge do granie, bedp zwigzkami szukanemi migdzy ilosciami oznaczonemi
danemii, Uzycic wicc metody mnicskoriczenie matych, polega zwykle na czterech dziataniach naste-
pujacyeh ¢

1¢. Wyrazenie ilosci oznaczonych danych jako granic summ, lub stosunkdw ilogei nieskoriczenic
malyell.

2° Podslawienie za te nieskoriczenie mate innych nieskoniczenie malych prostszego rodzaju, ma-
jacych z pierwszemi stosunki odpowiednie réwne w granicy jedno$ci, lub roznice nieskoriczenic mate
wyzszego rzodu.

3° Szukanic zwigzkow zachodzgeych miedzy temi ostatniemi podstawionemi nieskorczenie ma-
temi,

4° Przejscie do granic stosunkow lub summ tych nicskoriczenie matych podslawionyeh, ktore to

granice bedg iloSciami oznaczonemi danemi, a zwigzki znalezione, zwigzkami szukanemi.

Podstawiajac za nieskonczenic male, inne nicskonczenie mate, majace z pierwszemi réznice nie-
skonczenie male wzgledem nich samych, méwimy czesto «ze opuszezajpc nieskonczenie mate nie
naruszamy wypadku; » podobnego wyrazenia uzywamy przechodzae od zmiennéj do jéj granicy;
wlaseiwiéj bytoby powiedzieé ze « granica stosunku lub summy drugich bedzie ta sama, co granica
stosunku lub summy pierwszych; » aie nam chodzi Lylko o zwipzki migdzy granicami, ktorych szu-
kamy, wiec podstawicnic jednych za drugic jest usprawiedliwioném.

Podstawicnie to nie wplywa jak widzimy na $cistosé wypadku w ktéry wehodza same granice : wy-
padek Len nic jest zadném przyblizenicm, lecz jest scisle prawdziwym.

Nic mozna nic wigeej zadaé od mctody, ktore nam daje tak scisle prawdziwe wypadki.

W naukach stosowanyeh czesto opuszezaja bardzo male wielkosei w pordwnaniu z wielkiemi, dla
uproszezenia rachunku, lub niemozliwosei przeprowadzenia go z calp dokladno$cia; wypadek olrzy-
many jest wiedy tylko przyblizeniem mmni¢j lub wigeéj dokladném, a jakkelwiek zachodzi niejakie
podobienistwo melody przyblizen roznych rzeddw, z metoda nicskoriezenie matych, pierwsza nie ma
nic wspolnego z oslainia, ktora daje wypadki zupelnie dokiadne, a nie przyblizone,

Przykeany : 1. Znalezdé stosunck okregdw i powierzchni dwoch kot

W dowodzeniu téin postepowalisiny wedle wyzej wskazanego prawidia : stosunki szukane nwaza-
lismy najprzod jako granice, lub po prostu, jako rOwne stosunkom dwdch nicskonczenie matyeh, za-
miast siosunku powicrzehni stosunek wycinkow, przez co nie ulatwiliSmy jeszcze zadania. Lecz
podstawiajac za tuki cigeiwy, za wyeinki trojkaty, slosunki szukaune nie zmieniaja si¢, a w granicy
sprowadziliSmy stosunki nieznane do stosunkdw znanych, przez co zadanie zostalo rozwigzanén.

H. Dowiesé, ze dwa ostrostupy, majace podstawy i wysokosel rowne, sg rownowazne.

W tym przykiadzie roztozylismy wicllkodei dane na summy nieskoiiczenie rmalych, lego samego co
dane wielkogei gatunku : za kazda z tyeh meskoiiezenic malych podstawilismy inng nicskoliczenic
malg, (4 ostrostup Sciety, graniastostup) prostszego rodzaju, roznigeg sig od pierwszéj o ilosé nie-
skoriczenic mata wzgledem niéj saméj, przez co nie naruszylismy granicy : » réwnosci zachodzacé)
migdzy témi ostatniemi, wnicsliSmy bez trudnosel réwno$é granie,
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Zastosowanie metody nieskonczenie malych do teoryi fun

Przyrostki nieskonczenie mate funkcyj. TwWIERDZENIE OGOLNE ! Przyrostek funkeyi cipgléj
jesl wogole nicskoriczenie matp tego samego rzgdu, co przyrostek nieskoriczenie maly zmiennéj nieza-
leznéj. Wyjatki zachodzié mogg tylko dla pojedyriczych wartoSci zmicnnéj niezaleznéj, lub dla war-
togci, pomigdzy kloremi funkcya sig nic zmienia. )

To twierdzenie ogbine jest z cala Scistoécia udowodnioném.

Wnriosex I. Sltosunek przyrostku funkeyj cipgtej do przyrostku nieskoriczenie malego zmiennéj nic-
zaleinéj zdaza w ogole do graniey oznaczondj, gdy przyrostek zmiennéj niezalezné) zdaza do zera.
Wyjatki moga zachodzié tylko dla szczegolnych, pojedyiczych wartosci zmicnnéj 11ieza1(5inéj.

Niceh bedzie funkeya ciggla

y=/[(x)
slosunek

Ay _ [+ Da)—y,.

Ax Az
a wiee 1 jego granice sa funkeyami z, i y,, ktore sp jakiemikolwiek wartoSciami szezegdlnemi zmien-
nych « i y - czyli wogodlnosel, granica stosunkw prayrosthu funkeyi do przyrostku nieskoiiczenie maleqo
zmiennd] niesaleiné], jest funkeyq smiennd) niesaleindi z @ nazwijmy ju

: A
[ (@)=gr3L

funkcya ta moze byd ciagla lub nieciagly, jakkolwiek funkcya f (x) jest ciagla.

Uwaca. Jezeli granica stosunkn przyrostkn funkeyi do przyrostku nieskoniczenie malego zmienndj
niczaleznéj jest funkeyq ciggia zmicnnéj niezalezndj, granica ta jest ta samg czy przyrostek zmiennéj
niezaleznéj uwazaé bedziemy dodatnym, czy odjemnym.

Whriosek I1. Odlegtos¢ dwoch punklow na krzywéj cigglé) jest w ogole nieskoriczenie maly tego sa-
mnego rzgdu co roznice nieskoriczenie male spotrzgdnych, odpowiadajacych tym punktom, lub przy-
rostek odpowicdni nieskoriczenie maly zmiennéj niezalengj, ktoréj spotrzedne punktow sp funkeyami
cigetemi.

Uwaca. Odlegltes¢ dwoch punktow na powierzehui jest nieskonczenie maly tego samego rzedu, co
roznica nieskoniczenie mata spofrzednych odpowiadajacych tym punktom, byleby przyrostki spol-
rzgdnych byty nieskoriczenie matemi tego samego rzgdu. Bo pomigdzy dwoma punktami na powierz-
chni, mozna zawsze poprowadzi¢ krzywa ciggla, dla ktoréj powyzszy wniosek ma miejsce.

Whraesek I, Jezeli prosta zmienia polozenic swe w przestrzeni, wedle jakiegokolwiek prawa, lecz
w sposob taki, ze keide szczcgdlne jéi polozenie odpowiada szczegOlnéj wartosci pewndj zmienndj
niezalezn¢j, kat nieskorczenic maly, jaki tworzg dwa poloienia ‘téj prostéj po sobie nastepujpce,’
jest nieskonczenie matp’tego samego rzedu, co roznica odpowiadajacych wartosei zmiennéj nie-
zaleznéj.

Teorya stycznych. Styczng do krzywéj danéj w punkcie danym, nazywamy granice kieruniu
siecznéj przecinajacéj krzywe w punkeie danym i w punkecie znajduojacym si¢ na krzywéj w odleglo~
$ci nieskonczenie maltéj od punktu danego, gdy odlegloéé ta zbliza sie do zera,

Moze sig zdarzyé przypadek : ze krzywa ma dwie slyczne w punficie danym, i’unkttal{i, o ktorym
9

o
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hedziemy mowi¢ w dalszym ciagu, nazwiemy punktem katowym kezywéj, ho krzywa w takim punkeic
dzieli sie jakoby na dwie galezie tworzace kal pomigdzy soba.

Oznaczamy przez z i y spohrzgdne prostokatne punktu A

Y

przer 2 --Aw, y 4+ Ay, spolrzedne proslokalne punktlu nieskoriczenic blizkicgo M.

W trojkaeic MAN, kol MAN =B, a e -
. Ay
tyR——"£
styp Az
przechodzae do granicy
(1) styazgr%-

Stosunek wige przyrostku funkeyi do przyrostku odpowiedniego zmiennéj niczalezndj jesl w gra-
nicy przedstawionym geometrycznic w spétrzednych prostokatnyceh przez slycmng lrygomelryezng
kila, jaki styczna do krzywéj tworzy z osig odciglych. Kot Len wyznacza zupelnic slyczng w danym
punkeie A bo trojiat prostokgtny APT kibrego jednym bokicm jest rzgdna AP, jest wyznaczouym,
gdy katl ostry « jest danym.

DowiedliSmy wyzdj, ze slosunek przyrostka funkeyi cigeléj do przyrostkn nieskorczenie malego
zmicnné] niezaleznéj ma granice oznaczong : z rOwnania (1) wnieséhy mozna, z¢ kazda cipgta ma
styezng oznaczong w kazdym punlkcie. Odwrotnie, dowiedlismy ze w punkeic danym na krzywé;
mozna w ogélnosct zawsze do 1] krzywéj poprowadzié styczng : wniedéhy mozna z rownania (1), ze
przyrostek funkeyi cipglé] do przyrostku nieskorczenie matcgo zmiennéj niczaleznéj, ma granice
oznaczong, bo kazda funkeya ciggla, moze byé przedstawiong geometrycznie przez krzywe ciggly.

Rozbierzmy niektore szezegbdlne przypadki.
Styezna kata « réwna zeru odpowiada stycznéj réownolegléj do osi odcigbych; praypadek ten maoze

zdarzyé sig tylko wjednym punkeie M, chybaby krzywa zamienifa sig wpewnéj swéj czeSci AB
w prostg rOwnolegla do osi odcietyeh ; co sig zupelnie zgadza z 1ém coSmy wyzéj powiedzicli o gra-
nicy stosunku przyrostku funkeyj do przyrostku nieskoriczenie matego zmiennéj niezaleinéj, klora
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moze hyé zerem tylko dla szezegdIngj wartosei zmiennéj niezaleinéj, lub dla wartosei statych funk-
cyj. Styczna kata « rowna oo odpowiada stycznéj prostopadiéj do osi odeigtyeh, ¢o moze micé miej-
sce w szezegdblnym tylko punkeie M, lub tez odpowiadaé zerwaniu cipglosci lunkeyj jak dla odeie-
& OT" chybaby krzywa zamicnita'sig w proste prostopadip do osi odeiglycli; co rownicr zgadza sig
z Llém cofiny powicdzicli wyzdj.

Przyrrapy : Styczna do paraboli.

Niccli bedzie rownanie paraboli, odniesionéj do spétrzednych prostokatnych

Y= 2pu
Wicemy ze
stye=—=2gr ié
lecz
(y + Dyy=2p(z + Ax)
7t -+ 2y 4+ Ay =2px 4 Az,
czyli
Ay + ANy =2pAz
a wige

Ay _p Ay

Aoy ayle
przechodzac do granicy, poniewaz,

bho Ay* jest nieskonczenie malém wzgledem Az

grﬁ—‘/zstyaz‘—;

a ze podstyczna

wiec podstyczna jest zawsze rowng dwa razy odeigtéj, czyli OT =0a.
Mamy nadto gdy y=0 x=0

gr ﬂ =styau=wx
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ezyli ze styczna jest prostopadia do osi odciglych w wierzehotku paraboli.

Gdy y=o0 2=

WAV _pr _
o A—‘_L_._stya_._;__o

czyli ze slyczna nie moze by¢ rownolegly do osi odeiglych, lecz moze zblizyé sig nicograniczenic do
kierunku rownolegtego w miarg jak odcigta zwigksza sig bez granie.

Sa jeszeze 1inme zastosowania, lecz tym przgkiadem zamkniemy nasze poszukiwania pod wzgledem
roznych teoryj slarannie przez p. Folkierskiego wylozonych w sze§ciu rozdzialach ¢zeSei pierwszd).

VII

Fundamenta i podstawy rachunku rozniczkowego.

Ze wszystkich wiclkich pojeé ktoremi umyst ludzki chlubié sig moze, analiza nieskoriczenie malych
albo rachunek rozniczkowy najwiecé] zapewne zastuguje na uwage, hadz to przez wybitna ceche wy-
nalazku, badZ tez przez rozmaile irozlegle jego uzycia. Prawie w samym zawiazku, nadaje on geo-
metryl i powoli innym czgSciom matemalylki ruch wzrastajaey pospicsznie, slosownie do tego jak
sztuka coraz bardziéj si¢ doskonali. Zagadnienia najwigcéj niculegte i wprost przeciwne dawnym me-
todom, poddaja sig bez trudnosci nowéj analizie; ogbdlnosd ijednostajno$é $rodkow zhlizaja pod je-
den punkt widzenia leorye, ktére dotad zdawaly sie istnieéd najwiecéj rozdziclone i na pozor weale
niezalezne jedne od drugich: hudowa regularna, wspaniala wznosi sig na podstawie statéj, ktéra utrzy-
muje wszystkie jéj czeseil w dokladnéj proporeyi i doskonaléj rownowadze. Zrodlo rachunku réznicz-
kowego, jak to wkriotee dolladnidj wykazemy, wyptywa z L6] szeze$liwéj i plodndj idei podslawicnia
zamiast stosunkéow wicikosei 1 ilosel zmicnnych wzigtyeh w nich samych, slosunkow ich przyrostkOw
nieskoriczenic malych albo ich elementdw. Zrobili$my juz na samym wstepie wzmianke o 1€) wielkiéj
idei; wiadomo iz ona zrodzita si¢ jednoczeénie w najwznioslejszych dwoch umystach czasdw nowozyt-
nyeh, Leibnitza i Newtona, lklorzy dlugo spor wiedli z soby o picrwszeristwo wynalazku. Okoto 1655 r.
Newton zaczal mysle¢ ze bylaby wiclka korzy$é ze stanu przyrostku stopniowego ilosci, wynaleié
warto$ci skoriczone i oznaczone, ktore te przyrostki nabywaja pOzniéj. Dla otrzymania tego, uwaza on
je nie juz jako skupienia matych czastek jednorodnych migdzy sobg, lecz jako wypadki ruchow cig-
glyel, tak, ie w tym sposobie widzenia, linije sg zakreslone ruchem punktu, powierzchnie ruchem
linij, bryly ruchem powierzehni, katy obrolem ich bokow,i t. d. RozwazZajac poZniej, ze wielkosei tak
utworzone sa wigksze lub mniejsze, po przerwie czasdw réwnych, stosownie jak ich predkosci roz-
winiecia albo tworzenia sg wigeéj lub mnidj szybkie, Newlon slara sie wynalezé ich warto$ei ozna-
crone, znajac wyrazenia predkosci wspomnionych wyzéj wartosel ktore nazywa (lluxiones) wylywa-
jacomi czyli pochodnemi, nazywajac (flacnles) prerwoinemi ilofei skoriczone one samo. Tak wige dla
ulkwienia my$li, gdy pewna krzywa, powierzchnia albo bryfa natury danéj s utworzone tym sposo-
bem, roine clemenla, kidre wich sktad wehodzg albo do nich naleza, jako rzedne, odeinki, diugosei
tukow, powierzehnie, objeloSci, nachylenia stycznych i plasczyzn slycznych; wszyslkic le elementa,
zmieniaja si¢ rozuic i nierdwnie, lecz jednakie w sposob wyrazny i oznaczony, za pomocy wyrazen
analilycznych przedslawiajacych dokladnie naturg krzywdj, powicrzehni albo bryty nad ktéra sig za-
stanawiamy, Newton mogt zalém wyprowadzié z tego zrdwnania plynienia (fluxiones) albo predkosci
przyrostku wszystkich tych elemenldéw w funkeyi jednéj jakiéjkolwiek ze zmiennych, i plynienie
(fiuxio) albo predkosé té] zmiennéj, przypuszezajac ja dowolna lub zmieniajacy sig wedle przyrostkow
stalych. Aby uczynié te pierwsze wiadomosci wigcéj dolykalnemi, wyobrazmy sobie wielko§é, klora
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zalezy od drugiéj w tlaki sposob, ze zmiana w wartoSei drugiéj sprowadza w pierwszéj zmiany od-
powiednie : gdy druga wielko$é wzrasla lub ubywa w sposob staly 1 jednoslajny, picrwsza hedzie
takze wrzrastaé lub ubywaé, lecz nie juz wigcéj, w ogodlnoscei, jednostajnie;wzrost lub ubylek 3/ pierw-
széj wielkoSci y, bedzie w ogolnoScl funkeyg drugiéj zmiennéj « i jéj przyrosllku jednostajuego 2/,
albo Iepidj, jeéli ten prazyrostek przypugcimy bardzo maty iloczyn z' przez funkeye z iy« a wige
hedziemy mieli :

y=flz, y) <}

owoz, @’ 1 y si to co Newton nazywa piynienia (flluxiones) wielkosei x 1 y pierwoinych ({fluentes).
W przypadku, naprzyklad, gdyby$my mieli y =z%, ¥ bedzie rowne 3z* 2/, tak zatém otrzymamy

y'=3x* .

Fluksya 3" albo predko§é wzrostu y, hedge sama funkeya &, moze byé uwazang jako nowa pier-
wotna (nova flucns), kiora bedzie miala fakze swojp fluksye »”, a la bedzie, rzeczywiscic fluksya
fluksyi, 1 L. d.

Newlon przed rokiem 1655 mial wiec jasno wyrobiona ideg o fluksyach ; wyrachowal je do wiel-
kiéj liczby funkeyj albo iloéel pierwolnych (quantitates fuenles); uzyt te flaksye do rozwinigeia na
szeregi i rozwigzania wielu zagadnied analizy 1 geomelryi, i t. d. Zrobil on wigedj; w swojéj pigknéj
rozprawie, De quadratura curvarum, przyszedl, albo raczé] powrobeil z fluksyj do iloSci pierwotnych
(e luxionibus ad fluenles) : wychodzac z elementu nieskotniczenie matego fuku, powicrzehni, abjete-
§ci, wyrachowat fuk, powicrzehnie, ohjelo$é ichze samych. Zrcdngo(val on i zebrat (e odkryeia ana-
lityczne w pismie noszacém tylul @ Analisis per equationes numero terminorum infinitas; lecz to pismo
bynajmniéj nie oglosit i nawet swych spostrzezed nie komunikowal nikomu przed rokiem 1704 @ a7
narcszeie umicdeil je natenczas przy pierwszéj edycyi swojéj Optyki.

Zrozumial on bezwatpienia, e czas byl nadszadl Zeby ustalié prawa swoje ‘do odkeycia 1 zastoso-
wania nowych melod klore on mniemat ze sam jeden posiada, a ktore jednakzie kwitnely juz na
ladzic w owym czasic.

Okolo roku 1676, Lejhuitz, styszac rozprawiajacych o mowych rezultatach olrzymanych przez
Newtona, o$wiadezyl geometrze angielskiemu, nazwiskiem Oldenbourg,sekretarzowi towarzysiwa
krolewskicgo w Londynie, ched zywa jaka patat do poznania takowych, a ten sklonit Newtona do
udziclenia mu téj kumunikacyi, ktora tyle dlan byla zaszczylng. Przelo, dnia 23 ezerwea 1676 roku,
Newlon napisal do Oldenbourga list przeznaczony do przestania Lejbnitzowi w klorym przedslawia
mu wyrazenia rozwinigte na szevegi poteg dwumianowyceh, rozwinigeie wstawy przes tuk, tuku przes
wstawe i t. d., wszyslko danc hez dowodzen i zadnego Sladu jakiéjkolwiek mectody, mowiac tylko
iz on posiada jedng, za pomocg ktoréj te roime szeregibedac dane, on moze wynalezé kwadratury
krzywych zkad te szeregi pochodzp, jako tez powierzchmie i $rodki cigzkosci bryl utworzonych rn-
chem wirowym tych krzywych okofo ich osi. W swojéjjodpowiedzi z dnia 27 sierpnia nastepujacego
roku, Lejhnilz nawzajem donosi Newtonowi o mieiodzie przez niego odkrytéj kiéra si¢ opicra ua
roztozeniu wielkogei na jéj elementa, i na przeksztaleenin tych clementdw na inne.wyrazone anali-
tycznic przez funkcye wymierne zmicnnéj niezaleinéj, odcinka na przyklad; dodawat nakoniee, iz
on odkryl sposoby wprost analityczne przez kiore przychodzit z wielka falwoscia ze stycznych do
krzywych. Newton spostrzegt natenczas, Ze Lejbnitz byt przynajmniéj na drodze analizy nicskoriczenie
matych, Ze si¢ nawet blizko té] kweslyi dotykal, jezeli jéj zupelnie nie posiadal, pospieszyl zatém za-
wiadomi¢ w swym liscie z 24 pazdzernika, iz posiadal on takze na poprowadzenie stycznych do
krzywych, metode zarowuo zastosowad sig dajaca do zrOwnari wymiernych jako (62 niewymiernych
czyli zawierajacych pierwiastki jakiegokolwiek stopnia; lecz przydal : « jako nie moge rozwijaé daléj
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thumaczenie moich sposohow, skrytent ich fundament pod to anagramma : »

6o ad e 13¢ff Ti 31 On 4o 4q 2 4s O¢ 1202,

Znaczenie jakie Newlon do lego anagranimu przywigaywal hyto: dale wquatione quairumque fluentes
guantitates involvente fluxiones tuuentre, et vice verse. Odpowindajac Newlonowi 21 Czerwea 4677 roku,
Lejbnilz nie uzywa ani anagrammu, ani zadnyeh kryjacyeh sens formudek, lecz wyslawia mu po
prostu z catp doktadnoscia melodg vachunku mnieskorezenic matych z wygoduném oznaczenicm
rozniczkowém, prawidiami rozniczkowania, bworzeniem zréwnan rozniczkowyeh, z zaslosowaniami
tych sposohow do zadatt analizy 1 gecometryi iwszystko to z lemi samemi oznaczeniami, z a2 samiy
wyrazng sygnaturg podang w liseic pisanym 24 czerwea rokn zesztego, Newlon nic nie odpisal na
ten list ze wszeeh minr zastugujacy na uwage. W 41684 roku, Lejhnitz oglosit swq melode rozniez-
kowq w Acta Lriditorwn w. Lip:ku, i samze Newton, w brzy lata pdiniéj, wwiceznit prawa Lejbnilza
przyznajac je w swéj ksiedze de Principiis, gdzie sig wyraza sposobem nastepujgeym (*):

« W korespondencyi listowng¢j jaka miatem przed dziesigein laly z bardzo bieglym geometry
p. Lejbnitzem, doniostem -mu, iz posiadatem do wyznaczenia najwigkszosei i najmniejszoéei, do po-
prowadzenia slycznych i innych dziatari odpowiednich, metode dajaca si¢ zastosowaé zardwno do
ilogci wymiernych jak i niewymiernych, metode, klérg przed nim skrytem pod kluez ulworzony
z liter przetozonych. Ten zuakomity uezony odpowiedzial mi, ze i on takze doszedt do metody tego?
rodzaju, ktorg mi doldadnic przedstawil, a klorva nie roznifa sic od mojéj, jak lytko sposobem wy-
razenia, oznaczenia i tworzenia ilosci. »,

Nic myslimy powtarzaé naprozno diugicgo ich sporu o picrwszenslwo wynalazku. Dzi§ nznano
wszedzie, nawel w saméj Anglii, ze Lejbuitz jest prawdziwym wynalazea rachunku rézniczkowego,
chociaz przeczy¢ niec mozna, zc Newlon ze swé strony, potozyt pierwsze zasady téj galezi najptodniéj-
sz6j dokludnych umicjginosci malematyeznyel, Nioskazony w swéj pierwolnéj formic i Seisly
w gruncie, jesli mozemy lak sig wyrazi¢, Newlon pozoslaje zimnym i obojetnym na cuda formy
zewnetrznéj, 1 whasnie o wydatna na zewnglrz forma albo oznaczenie wyrazne metody peinéj wdzie-
ku Lejbnilza, wznosi sig wysoko po nad niewygodng i omytkom podlegla sygnaturg Newtona. Roznica
tych dwoch metod, uznana przcz Keilla, i innyeh stronnikow Newlona za zupetnie matowazng, jest
orzeciwnie, pod tym wzgledem rzeczywiscie stanowezy, gdyz lo od ni¢j zalezy zastosowanie Iatwe
rachunku rézniczkowego, sprowadzenic jego dziatui ztozonych do prawidel ogodlnych bardzo pros-
tych, nakoniec mozebno$é odkryeia i rozwinigeia analogij wskazanych niemal przez sam algoryim,
analogij tyle pozyleeznych w umiejetnosci, co wyraza swe dziatania za'pomocy znakdow. JakiegoZ nie
potrzeba bylo wytesenia umysiu sledzac cierpliwie niewyrazne oznaczenia melody fluksyi, azeby
jasno pojaé i dokladnie obliczy¢ atrakeye sferoid eliptycznyeh, naprzykiad!

Lejbuilz rozwingt swa metode z zapatem i plodnoscia geniuszu niestychang; przebiegl szybkim
krokiem zaslosowanii do teoryj krzywyeh, do wynalezienia stycznych, do wyznaczenia krzywych
scisle slycznyeh, w ogdlnosei, 1 krzywych przecinajacych sig, pod warunkami danymi, do zadas
mechaniki, do zagaduiei taicnszka i t. d.; z kazdym dniem, dodawat cokolwiek do wyjasnienia
melody, talkdnaprzyklad, gdy przedsigwzigt rozwazy¢ skulki zmicnno$el statych dowolnych, gdy
grunlownic zbadal analogic migdzy polegami i roznicami, polozyt rzeczywiscie podslawy Swie-
zych odkryé, ktore dopiero znacznic poznidj si¢ urzeczywistnily. Stusznie jest wspomnieé, iz dwaj
bracia Jan i Jakob Bernoulli, uezniowie Lejbnilza i powiernicy jego mysti, wspoélnie z ich mistrzem
nad rozwojem i zastosowaniem rachunku rozniczkowego gorliwie pracowali.

Poprzednicy Newtona i Lejbnitza, Archimedes, Gavalieri, Wallis, Barrow, Fermat, Roberval (ak

(*y Scholia czsli praypisek do lemmu Ifse, propozyeyi VI, ksiggi IL&.
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wiele zblizyli sie w swoich genialnych metodach do rachunku rézniczkowego, zc nie ma witpliwosci,
iz nicktdrzy z nich przynajmniéj, byliby miejsce zajeli jednego z tych wielkich wynalazcow, gdyby
byli wigcéj obeznani z tajnikami analizy algebraiczndj : po pracach Viéta, Deskarta, Wallisa, przy-
slep do nowego rachunku zostat znakomicie utatlwionym.

Po Lejbnitzu, Newtonic i braciach Berouillich, nastepstwo wielkich geometréw nic zostado przer-
waném. Euler i d’Alembert, Lagrange i Laplace, Gauss i Abel, Cauchy i Jacobi kierowali z kolei
ruchem nieustajacym nauk $ecistych matematyeznych : kazdy z lych geomelréw umicdeil sie pod
pewnym punklem widzenia szczég()lnym i rozwingt podlug swego sposobu pojmowania zasady fun-
damenlalne rachunku rozniczkowego. Lejbnitz przyjal metode nicskordczenic malyeh; uwaza on
gtownic rozne wielkosel jako ztozone z liczby nieskonczonéj elementéw nieskoriczenic malych : jest
10 pewien rodzaj teoryi atomicznéj wielkoSci matematyeznych. Niech ikt jednak nic mniema, Zehy
metodzie Lejhnitza hyly wspoOlne bledy i ztudzenia metody stawnego Poissona poprzednio przez nas
rozebranéj. Lejbnitz Dezwatpienia tak dalcec sig nic posunad; przyjmuje on jedynie, zc wszelky wiel-
kosé wyobrazi¢ sobic mozemy podzielong przez jakakolwick liczhg wiekszg jak wszelka liczba danana
czeSel mniejsze jak wszelka wiclko$é oznaczona; Lo wyrazenie zawicra w sobie Lo wszystko co
wlagciwie stanowi jezyvk czysty 1 prawdziwie poprawny.

Newton wynalazt dwie teorye, jedna z nich jest to tcorya pierwszych i oslalnich stosunkow, druga
zas, teorya plynicit albo fluksyj : w piewszéj z lych teoryj, kidra w gruucie jest metodg granie, przy-
jetém powszechnie zoslato podstawienie na migjscu stosunkow wielko§ei stosunku ich przyrostkdw
bardzo madyeli, albo raczéj graniey do ktoréj dyzy ten stosunek tyeh przyrostkow, gdy kazdy z wy-
razow stosunku zbliza sig do 0 : stosunki tych przyrostkow kloryeh wyrazy nicskoniczenic przybli-
zajasi¢ do 0, sg to co Newton nazywa ostatniemi ¢ pierwssemi stosunkami, Powiedzielidmy juz wyzéj,
na czém wlasciwie polega mietoda plynient (fluxionum); zawicra ona w sobie nader wielkq nicdo-
godnos¢ wprowadzajac ztozong ideg ruchu do zadaii analizy i czystéj geomolryi.

Luler, cale Zycie uprawg analizy gorliwie sie zajmujacy, nim przystapit do rozwoju i upowszech-
nienia rachunke analdycznego, klorvy si¢ dzieli na vozniczkowy i inlegralny, zajmowal sie najprzod
rozszerzeniem 1 upowszeehnieniemy analizy geometrycsnéy albo raczé) algebraiczndf. Jakis byl 16) wy-
sokiéj umicjelnosei znakomity poezgtek i hisloryczny rozw(j? Inb inaczéj, kloz te Swielng analizy
pierwszy odkry! i rozwingl? Olo pylunie, ktorego rozwigzanicm niezwlocznic si¢ zajmicmy.

Picrwsze poezplki nauki zwané) Geomctryp z Bgiptu i z krajow wschodnich wniedli do Grecyi
Tarus z Miletu 1 Pyracoras z Samos : poézniejsi uczeni greeey doskonalili ja i rozszerzali, Bukues
Aleksaudvyjsld pierwszy napisat jéj wyldad systemalyezny, Archimedes poczynit w niéj wiele wyna-
lackdw o Arorroxtusz z Pergamu jest antorem Lraktatu sclkeyj konicznyeh, ktoryeh odkryeie winnigmy
PraTonowr 1 uczniom jego szlkoty.

Drovantes z Aleksandryi, zyjacy w IVim wieku po Chryslusie, pierwszy polozyt zasady Algebry :
w nastepnych wickach Avabuwie uprawiali tg nauke ktéra w XVam wicku do Buropy wprowadzil
Kame LeoNand Toskariczyk, a w XVIvym wieku VikE z Fontenay madal jéj poslaé ogoélna. Roéwnies
w XVt wicku zyli tworcy Trygonomelryl PurBAch z Austryi i Jan MiLier REeroMoNTANUS 2 IPran-
konii. Te sg znacznicjsze epoki w ktorych umyst ludzki postepujac droga syntctyezng wznosit sig od
najprostszych wiadomosci do coraz wigeéj ztozonych. "

Z tak przygotowanego przez wiele wickOw i geniuszow stanowiska, mozna bylo rzucié okiem na
przchiezong juz przestrzen nank matematycznych ina droge po ktoréj iS¢ nalezato. To stanowisko
pierwszy zajad RENE DESCARTES, kory algebre uogolniong przez swego poprzednika Viete'a, zaslosowat
do geomelryj linij krzywyel, i ulworzyl roku 1637 dzisiejsza (oprocz nowych metod genialuym po-
mystem p. Salmona od kilku lat odkrytych i Swiezo do nauki Descarta szczedliwie wprowadzonycly)
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analize geomelryezny; mowimy do geometryi linij krzywych, poniewaz zaslosowanic algebry do
poczalkowdj geomelryi jest daleko dawnicjsze 1 nalezy do analizy starozylnyeh,

Na poparcie i wyjaSnienienic powyzéj przez nas podandj relacyi, przytoczymy kilka odpowicdnich
wyjatkdw 7z rysu historyezunego p. Glasl’ a.

Geometrya analityeina datuje od Descarl’a, leez jak Lo dobrze p. Chasles przy rozbiorze poryzméw
Buklidesa (Porismes d'Buclide) wyrazil (vys historyezny str. 276). « Brakowalo 1ylko Bulklidesowi
« uzycia algebry dla slworzenia systemOw spohzednyeh, ktore datuja od Descart’a. » Eullides zyt
na lat 283 przed Ghrystusem.

« Viete (1540 do 1603) po urzupelnieniu mefody analitycinéj Plaiona przez wynalezienie Algebry
walbo Arytmetykt ogilnéj, okryl sie¢ jeszcze stawp wprowadzajae lg cudowné] potegi dzwignig do
« Seistéj nauki rozeigglosei, juzto aby wykreslié rownania 283 1 30 stopnia czyli znalezé ich pierwia-
«stki w linijach, juzto aby przedstawié geometrycznie wypadki algebraiczne ; pierwszy krok zrobiony
« ku Scislejszemu zwigzkowl Algebry z Geomelrya, ktdry musial sprowadzi¢ wielkie odkrycia
« Descart’a (rys historyczny str. 32).

« Najwigksza przystuga oddana Geometryi nalezy si¢ stusznie Descart’owi. Ten filozof swym nieo-
« cenionym pomystem Zastosvwania Algebry do teory) krzywych stworzyt sobie sposoby do przebycia
« przeszkod dotychezas wstrzymujacych najwigkszych geomelrow i do zmienienia postaci secistych
« nauk malematycznych. (rys historyczny, sir. 94).

« Descartes wskazal uzycie spotrzgdnych przy teoryi krzywych podwojnéj krzywizny; zwykle on
« je przedstawial za pomoea zrownan ich rzutéw naldwoch plasczyznach prostokgtnych. Geomebrya
« analilyczna w przestrzeni nie rozwija si¢ jalc dopiero wigeéj niz pot wicku pozniéj.

« PARENT, w 1700 roku, pierwszy przedstawia powierzehnig krzywéj za pomoeq zrownania z brzema
« zmiennemi. I wnel potém zjawit sie Graravr ktory w szesnaslym voku zycia rozwijajac piekny
a swoj traktal o kvzywyceh podwojnéj krzywizny, wylozyt po raz picrwszy, sposobem mctodyeznym,
« teoryg spolvzednyeh w przestrzeni (rys historyczny, str. 438).

Takkolwick wazne jesli genialne dzieto Descart’a, mala jednak liczba 0séb mogha je zrozumied
i przeniknad si¢ waznosdceig tresei jego : zreszty, dziwném bytoby zeby ludzie porzucili odrazu dawny
sposolh rozwnowania do ktorego przywykli zamicniajac go na nowy. Przyjaciel lego geomelry,
Irormmonn de BEAUNE, pierwszy upowszechnial i uprawial jego nauke. Po Beaunie, gcomelrya karte-
zyaniska winna Hollendrom i Flamandczykom swoj wzrost 1 wydoskonalenie.

W roku 1707, wyszta w Londynie Awithmetica universalis sen de resolutione et compositione mathe-
matica obejmujaca algehre i jéj zastosowania do zadan geometrycznych. To waine dzieto Newtona
przettumaczyt na jezyk francuzki No@&l Braupmox i powigkszyt je dodalkami i objafmicniami
w roku 4802.

Niektorzy uezeni X'VIIso wicku pisali sposobem starozylnych dziela matematyczne : i tak, Robertl
Smrson Anglik, professor z Glasgowa, jest autorem traklafu sckeyj konicznyeh z roku 1733 1ym spo-
sobem napisanego : w dziclach wydanych dopicro po jego Smierci w 1787 roku, dopehit Simpson
prace Buklidesa i Apolloniusza. Ztad p. Chasles wycigenat Buklidesa poryzmy. Hullon, professor
artyleryl w Woolwich, jest aulorem dzicta Jlements of conics scetions w tymze stylu jasno 1 dokiadnie
napisanego.

Descartes mial wszaliZe ciagle stronnikow swojéj analizy. 1 tak, w roku 1706, wyszto w Londynic
dziefo NpwTtona pod lytulem : Enumeratio nearum tertii ordinis. Autor opisuje postad linij 38° rzgdu
i dzieli je na sicdmdziesiagt dwic klassy. Roner napisal obszerny traktat linij rzeddw wyzszych
w dziele Introductio tn analisim infinitimorwm, Lausanne, 4747, w ktorém wynalazt wiele rzeezy i te
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z dawniejszémi uporzagdkowal. Tegoi rodzaju traktal odznaczajacy sie jasnodeia i doktadnodein, wy-
dany zostal przez Knaaera pod tylutem : Inéroduction d ['analyse des lignes courbes, Gendve, 4730,

Pomimo badan 1 prac analitycznych Descart’a, Newlona, Clairaul’a, Rulera, Kramera i wiela innyelh
geomelrow, dzieta elementarne XVIlIge wieku nizéj slaly stosunkowo do dwezesnego stanu nauki,
a autorowie elementarnych dziel nic pojeli jeszeze ducha analizy nowoczesnéj chociaz swoje dowo-
dzenia na algebrze opierali. Dzicto Jana Sniadeckicgo Teorya rachunku algebraicsnego sastosowane de
lingj krzywyeh, KrakOw, 1783, niclylko wolne od tego zarzutu, ale nawel tak jest Scisle napisane
w duchu analizy nowoczesnéj, iz pod tym wzgledem przewyzsza niektore pézniejsze tego rodzaju
ziela, jak naprzyklad wydane w voku 1813 Essai de Géomszirie analytique par Bror, ktdrego plan nie
Jest zupelnie analityczny. Biol bowien, najprzdd z przecigé ostrokregu wywodzi liniie drugicgo
vzgdu, potém opisuje ich wlasnosei, a naveszcic pod Lytutem dyskussyi wywodzi te liniic z rOwnania
stopnia drugiego z dwiema iloSciami zmiennemi i koriezy rzecz na tém od czego whaseiwie zaczié byt
powinien. Liczne zalety dziela Jana Sniadeckiego, tak sp widoezne,%ze uwazamy to dzicto wyzszém naed’
Owezesny stan nauk matematyczoych : ze jednak ta znakomita praca nie dosyé w Polsce upowszech-
niong 1 uzyta zostata, Lo pochodzi z (&) jedynie prayezyny, iz w ciggu ezterdiestn lat (ten sad o dzicle
Sniadeckiego Adryan Krzyzanowski po vaz picrwszy w rokn 1822 objawil), od wyjscia na wiat lego

_dzieta, nie zajgt sig autor nowém jego wydaniem, powigkszoném w pewnyeh czgdeiach a skrdeondm
w iunyceh, zblizajapcém sie wieed) do obeeneygo stanu wuaicjginosel. Dzielo to jest tém dla matema-
Lyki w Polsce czém praca Kopezyiskicgo dla ojezystdj mowy : obadwa doznaly tego losu ze w sa-
mém zjawieniu sig oznaczone cecha doskonalodei, wigedj przez swych Lwdreow, niezaleznic od ow-
vzesnego stopnia ofwiaty, nie byly tknictemi.

Ten rozbior scienlyfiezny znakomityeh dziel natematyeznyel Jana Sniadeckiego, wprawng el
Adryana Krzyzanowskiego po raz pierwszy w roku 1822 napisany, z wezueicnt dumny narodowéj pod
rozwage uczonych polskich przedstawiamy. Winuismy jeszeze kilka stow powizdzicd o Sniadeekim
jako pierwszym pisarzu narodowym na polu nauk seistych. Prawdziwym tworeg jezyka narodowego
w matemalyce jest niewatpliwie Jan Sniadecki. Ktoz z ludzi my$lpeych nic wie u nas ze cala Polska
jemu zawdzigeza podniesienic i wzbogacenie jéj naukowego jezyka. Pismicaniciwo naukowe polskie
hylo wowym czasie dosyé ubogie i powszechnie zaniedbane ; Sniadecki jednak zostawit swyim nas-
1epeom jezyk naukowy jasny, prosty, hogaty i tak piekuie wykonezony, iz czesto pod biegiém pidrem
lego znakomiitego pisarza, prace nankowe polskic zblizaly sig donajeelnicjszgch ulwordw matennis-
lyeznych wielkich i zdumiewajaeyeh swy raiwng prostotg pisarzy francuzkich. Cztery tomy MWsm ros-
maifyeh Jana Sniadeckiego zawicrajy w sobie : 4° Zywoly uezonych Polakdw, 2° yozprawy o jezyku i
literaburze polskiéj; 3° przemowy uniwersyteckic, vozprawy natkowe, rozbiory seienlyficzoe i recen-
zyc rozayeh dziel matematycznyeh tak whsnych jak i obeych znakomityeh autordw. W trzecidj czg-
$ci na szezcgdlng zashiguje uwage wczona rozprawa Sniadeckiego o dzietach 1 wynaluzkach vozlicz-
nych de Lacranci’a, We wstepie do tdj glebokigj rozprawy, Jan Sniadecki ltak wzniosle nanki
matematyezne ocenia

« Nauki mateanityezne Lezymaja bez watpienia pierwsze miejsee w rzgdzic wiadomosel ludzkich :
« i dlatego, ze sg skladem prawd pewnych, wzorowego ich zwigzku i svistosel; 1 dlalego, ze sg rze-
« telnym zaszezylem ludzkiego rozumu w rozlegtych wynalazkach i w waznych przystugach wyrza-
« dzonych tylu navkom i kunsztom. Po Descancie, NEWIONIE i Lemnirzu mialy one w ciagu osn-
« nastego, 1 na poczathku dzicwigtnagtego wieku znaczng Iiczbe wiclkich ludzi, klorzy je wzbogacili,
« objasnili 1 rozszerzyli uzycie; ale w szeregu tych ludzi swietnie¢ zawsze beidp dwa nicsmiertelnéj
« stawy imiona, Leonarda BoLena i Jozela Ludwika pE LAGRANGE, »

Ta scientyficzna Jana Sniadeckicgo rozprawa postuzy nam do skreslenia kroikicy wiadomose: o dsie-
10
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tuele 2 ndkryciach Lych wielkich, w ciagn osmnaslego 1 na poczatku dziewiglnastego wieku, Bachunkn
rézniczkowego przewodnikaeh.

Tym sposobent wréecimy na nowo do Rachunku analitycsnego, kiorysmy byli chwilowo zaniedbali,
Sledzpe nwaznie odkryeie 1 rozwdj Geometryi analityezné).

Majac z gory plan wytkniely, przyslapmy do praklycznego tegoz planu urzeczywistnienia. Jan
Sniadecki, ktory wysoko cenit prace naukowe Eulera, w lych slowach daje nam o nich ogblne wyo-
brazenioc :

« BvLer rachunek linij trygonometryeznyeh z rzuconych od Rogera Cotes mys$li do wysokiego
« slopnia doskonatosci prayprowadziwszy, 1 do wszystkich prawic odndég matematyki weiggnawszy,
« wiclka massg nowyeh prawd, i rozwigzanient wielu zawitych zagadnied wyzsze rachunki matema-
« byki zbogacit, rozszerzyl, 1w povzadek ulozyt. Te znowu prawdy przystosowawszy do Optyki,
« Mechamdki i Astronomii, dalelo granice tyeh umicjgtnosei rozprzeslrzenil; i niczmiernie waznemi
« prawdami do znacznego stopnia doskonato$ei posungt skiad instromentow oplycznyeh, budowe
« okrelow, szluke artyleryi, prawa biegu w ciatach niebieskich, iich tablice. Sposob i rachunek
« analityczny nowenll napelniwszy myslami, okazal wielka i ledwo nieezavodzicjskq jego dzichnosé,
«jakiéj sie przed Rulerem ledwo mozna bylo domyslaé i spodzicwad. »

Te badania Sniadeckicgo nad matematyeznemi dzickuui Enlera jaklcolwick prayjmujemy w ca-
fodei, potrzebujemy jednakize nad niektdoremi z nich szezegolowie sig zastanowid., Krytyka nowo-
zytna doslarczy nam potrzebnyell wiadomosei o wainych dzietach tego wiclkiego geometry kiore
sie najwiecé) przyezynity do wzroslu i wydoskonalenia umiejetnobel. Wstep do analizy nieskonczonych
i Rachunek rdiniczhowy sa dzictami Rulera lego rzedu. Wiemy juz zkadingd, iz Tul er napisal obszerny
(raklat linij rz¢dow wyizszych w dziele Introductio in analysim infinitimorum, (Lausannwe 1747 roku),
w ktorém wynalazt wiele rzeczy i le z dawnicjszemi uporzadkowal. Zauwaimy tlakze, iz geomelrowice
zyjacy w Swielnéj epoce wiclkich odkry¢ Newtona i Lejbnilza przedewszystkiém gorliwie si¢ zajnio-
wall rozwigzaniem zagadnien przetamujae nicslychane lrudnodel 1 uzywajpe wszelkich érodkow
byleby Lylko utatwi¢ lub przyspieszyé rozwiazanie podanych zadan. Ztad wyniklo, ze gdy 1'Hopital
w 1694 1 Iduler w 4738 roku oglosili swe dzicla ktore zawierajy (osobliwie dzieta Eulera) obok po-
gladOow wielkich i prawdziwych liezne i wyborne przylkiady, jeden i drugi wylozyli, po raz pierwszy,
leorye ogodlne genialnych nowozylnyeh odkryé. Oto sp nakonice pigkne. wynalazki Lulera kiore
tyle wzhogacily Rachunek rézniczkowy. Wiciy, z¢ majpc jakikolwick szereg, mozna go przckszladeic
na inny. Jedna z najstawniejszych lransformacyj (przemian) jest la ktorg Buler nam przedstawia
na szereg urzadzony podlug poteg wszelkisj zmienndj. Tuler pierwszy takze podal: 1° Rozwi-
nigcia  wslmz i dosmz na szereg urzadzony podlug polgg wstaw 1 dosz; 2° Dal rozwinigeie
(1 —ax)y( — ) (1— 2% na szereg urzadzony podlug poter zmiennéj «; 3° Wyprowadzit formute
(2dosz)” = dosmx -+ mdos(m — 2z + ... 1 t. d.

D’AveMBERT jasno okreslit poczalkowa wiedze o funkeyach pochodnyeh i spétezynnikach roznicz-
kowych 1 przyczynif si¢ Lym sposobem do oznaczenia wigedj doktadnego pierwszych i ostalnich slo-
sunkéw Newtona.

Dr LAGRANGE, picrwszy geometra XVIITee wieku, zeszedl z tego &wiata w roku 1813. Po jego
$mierci, stawny astronom Delambre we Francyl i Jan Sniadecki w Polsce wiadomo$¢ o zyciu i wy-
nalazkach De Lagrange’a oglosili. Sniadecki o lym wielkim czlowicku tak si¢ wyraza :

« Stawny z glehokidj i rozleghéj nauki, ze znakomityeh dziel, zastugi lalentdw geometra i astronom,
« sekretarz 165 klassy Tastylutu Narodowego i podskarbi Uniwersytetu francuzkiego DELAMERE, czylal
« na publicznej sessyi Iustylutu 380 stycznia 1814 roku wiadomosé o zyciu i niektorych wynalazkach
« senatora De Lagrange, ogloszoug w magazynic cncyklopedycznym na miesige luly. Ztad wyely-
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« gneli§my tre§é niekiorych wiadomosei dia polskich czylelnikow; dopelniajac, albo raczéj catkiom
« nowa zdajac sprawe o jego wynalazkach z przydaniem uwag, jalkie nastrgezyé nam mogly czytanic
« 1 rozwazanic dziel, oraz znajomosé osobista tego wielkiego ezlowieka. »

Sniadecki tak mowi daléj w swym ogélnym pogladzie nad dzietami i wynalazkami Legrang’a :
« Zgruntowawszy najsubtelniejsze my$li Bulera, Lagrange zapubcil si¢ 1 przeniknal jeszeze w wigkszg
«ich glebig, i jednych niedoktadnogé dopelnit, drugich zapory i trudnosci przetamat; odkryt nowe
« drogi i sposoby w szluce rachunkowéj; kloremi jego geniusz tak dzielnie wiadal, iz najtrudnicjsze
« napomknigeia w nie§miertelném dziele Newlona : Philosoplie naturalis principia mathematica
« objasnil, sprostowal aiho dowiodl : wiele zagadnied zawilych w ukladzie $wiata rozwigzal, Astro-
«nomii fizycznéj, Mechanice i calé] sztuce analitycznéj nadal postaé trudnicjsza wprawdzie, ale
« $miclszg, glehsza, i dzielniejsza. W zawodzic tak rozleglym, Do ledwo nie do wszystkich odnog
« wiadomosei ludzkich niospeym wiatto alho podpore : lale lrndiym, gdzic nawet do ezystegn rzecay
« juz odkrytych ogarnienia, polrzeba pewncgo hartn glowy na glebsze i dziclniejsze rzeczy pojecie :
«w zawodzic mowig tym, widzicé czlowieka prawic igrajacego z trudnoSciami uwazanemi ledwo za
« podobne do pokonania, otwierajacego nowe drogi do wySledzenia prawd niezmiernie zawilyel;
«w tém co miano za skoiczone i doskonale, objawiajacego nicdokladnosei, i rozleglejsze rzeezy
« ogarnicnie; a w tém nawet, czego pokonaé niz mogl, rzucajaccgo nowe $wiatto, i nowe widoki
« przysztym pokoleniom do szeze$liwé] rozwagi zostawione; zgola nadajacego caléj nauce ledwo
« nie nowq postad, a rozumowi ludzkicmu nowe sposoby i srodki do przeniknienia w glehoko ukryte
« tajeminice Prawdy 1 Przyrodzenia: widzieé zaisle takiego cztowieka, jest to zjawiskiém obceho-
« dzacém wszystkie narody, naukami i przawdziwém o$wicceniem ludzkiego nmystu szezerze sz~
« przatnione. »

Stawne duzielo Lagrang'a, Teorye funkeyj analitycznych, Sniadecki glgboko roztrzgsa. Z té&j jego
dyskussyi kilka skroconych ustepéw przytoczymy : « Wszystkie prawie gatunki rachunku analityez-
«nego w Matemalyee, cheial de Lagrange jednym ze tak powiem, wzrokiem rozumu ogarngé, i ich
«fundamentalne poezatki z jednego Zrodia wyeiggnad, i z soba powigzad, Ta Smiata i wielka my§l
«podata mu plan slawnego i glebokiego duzieta Teorya funkcy) analitycznych. W niém jednak zalozyl
sobie szczegolnidj, rachunek réinieskowania i cothowania z dziatan prosté) Algebry wydobyé. Nie
tykajac damalan, ktoryeh wypadki we wszystkich teoryach sg te same, i niewgtpliwe, chcial takze
de Lagrange odmieni¢ fundament thunaczenia i sygnatwre rachunku. Teorya funkeyj jest pasmo
waznyely, wiclkich i wielu nowych prawd. »

« Alo fundamenla 1 poezatki rachunku rozniczkowego wskazane przez de Lagrange'a sa 1i $ciSlejsze,
dokladnicjsze i proslsze? Przyznam sig, ze czylajac tylokrolnie lo waine dzicto, nie moglem sie
o tém przekonad, Wyznaje de Lagrange Ze poczilek granic z dawnych geometrow waigty jesl
Scisly, i prawdziwie geemetryczny : ale, méwi, dawni geometrowie zblizali tylko iloci- do tych
granic, ale ich nie uwazali w stanie niknienia : ze stosunek ilo$ci niknacych nie daje sig jasno poj--
mowac: a zatém teorya granic nie jest poczatkiem Lak prostym iczystym, jaki panowad powinicn
w rachiunku analitycznym. Odpowiadam : Ze dawni geonietrowie nie majac jezyka rachunkowego,
ale-ttumaczgce swoje rozumowanie jesykiem pospolitym nie mieli potrzeby uwazad iloSei' w stanic
niknacym ; bo tego, co'nam: pokazuje jezyk rachunkowy, nie moghim oczywiscie wskazaé jezyk
pospolity. Ale kiedy unikaliite wyrazad, zeby moewy nie zacierinié; mogliz tego w swych dowodach
nie myéle¢, co my myslimy? Kiedy Awemimepes wpisujei opisuje liniami prostemi kolo, kiedy
« kwadrujae Parabole wpisuje w nia trojlkaty, i tych liczbe coraz bardsiéj wzrastajaca uwaza; moghe
« zrohi¢ wniosek o stosunku obwodu do promienia w kole, albo do placéw tréjkatnych do placu para-
« holicznego w Paraboli, nie myslac o zniknieniu téj réznicy, ktora zachodzita miedzy olywodem kota
« a linjiami wpisanemi i opisanemi, albo miedzy placami trbéjkatnemi, a placemr parabolicznym?
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« Dwszem wszystkie wnioski 1 Lwierdzenia dawnych geomelrow wyciagnione z poczgthu wyezerpania
« (Mcthodus exhaustionis) nie moglyby si¢ ulrzymad, gdyby nie wieli zawsze namysli L) prawdy ; Ze.
« gy lodei ciggle sig zmniejszajace zachowujy Len sam niczmicuny o siebie stosanck, slosanck Len
(jest stosunkiem granic. Uwazanie ilodei w swoich granicach jesl Lo wlasnie krok, o kiorySmy si¢
¢ dalgj posuncli nad starozytnosd, idae za jéj poezgtkiem weale uie nie fracpeym pa swéj scisloser
« geomelryezndj. Winnismy ten dalszy krok rachunkowi, ktory wskazuje nam oczywiscie wypadki
« rodzace si¢ z 18] uwagi. Dziwno mi nawel, dla ezego de Tagrange ma pojecic wypadkow rachun-
« kowyceh powslajaeyceh ze zniknienia za nie jasne; kiedy eala Leorya jego na niém si¢ opiera. Wszak?.
wtresé jego teoryl zalezy na tém: ze rachunek rozviczkowanin nie inuego nie jest, fylko sposob
coznaezenia wspOlezynnikow Junkeyl rozwiniondj. Jakze on le wspotezyuniki wynajduje? Olo,
¢ vozdzieliwszy cate zrdwnanie prozwiniondj funkeyvi przez wzroslt lub ubylek iloSei zmienndj, Llen

wrzrost lub ubyiek nwaza w stanie nikngeym @ przez co jedna strona zrdwnania staje si¢ 5 ©0 i

« zywa funkeya pochodny, druga slrona zeownania daje termin niczawierajacy tego wzrostu lub ubylhku
«iten termin (wyraz) jesl wartoScig funkeyi poehodnéj. Jestze tu jakakolwick rdinica od tego, co
« sig robi w teoryi granic tak wystawionéj, jak jest przez p. Gousin ».

LA GRANGE, w swém stawném duiele o Rachunku funkey) analitycsnych, hievze za punkl wyjseia ra-
chunku rozniczkowego vozwinigeie na szeregi podiug wzora Taylora, klovy, przedewszysikiém, Scisle
undowadnia. Ta metoda w oczach dzisiejszych geometrow nie zdaje sig by¢ weale racyonalng; rozwi-
nigeic na szeregi jest prostém zastosowaniem rachunku rézniczkowego, 1 niepodobna unikngé wiel-
kicti niedogodnoscei biorae jakiekolwiek rvozwinigeie za punkt wyjécia. Wszelkic dowodzenic opie-
rajpce sip na uzyein szeregow, ktorych zbieimosé nie jesl wprost wykazang, jest koniceznic nic-
zupcine : Gauchy oddid ogromna przystluge umiejetnosci wzbraniajae bez resleykeyi podolbnyeh
szeregOw uzyceie, Dalsze nwagl nad $mialém przedsiewzicciem Lagranza do podzniejszego rozbioru o
wydoskonaleniu 1 nogdlnieniu wzorn Taylora zoslawiajiue, nateraz si¢ zajnmicmy wykazaniem jego
picknych w rachunku rézniczkowyvin wynalazkach. Z tyeh y.ns’(ugujilcc na szezegolng uwage sy nasle-
pne: Wyrazenic Lagranza wyrazu dopelniajacego exyli resziy szeregn Taylora, — Wzor Lagranza
na rozwinicele lunkeyi oznaczonéj zréownaniem z==u -+ w3(z). — Uogonicnie lego wzoru nalezy
sig Lavoasowr. — Jaki jest pierwiastel rozwiniely przez wzor Lagranza? — Drngie dowodzenie nalezue
Jagonienu, — Zastosowanic wzoru do rozwinigeia (1 — 2 - .:_."’)""}. ~— Zastosowanie wzora do rozwi-
nigeia (——2—->”- — Rozwinigeic pierwiastka zeownania drugiego slopnia. — Rozwiniecie

1+y1 e

picrwiastku zrownania o' -+ ar — 4= 0. — Rozwiniceic pierwiastku zréwnania

A, ==, &~y 1 L@t

— Rozwini¢cic funkeyi ) gdy si¢g umie rozwingdé poding poleg catkowilyel finkeye ¢(z). — Wy-

razenic symboliczne szeregu Taylora. — Wzor Lagranza dla funkey) dwoch zmiennych. Zamkuiemy
wiadomosel o Lagranzu przepisami Sniadeckiego dla ezytelnikow cheacyeh zglehié wazne dzicto tego
wiclkiego geometry. « We wszystkich swoich dzielach jest de Lagrange bardzo zwigzly, wyclagajuey
« e czytelniku oswojenia sig ze sposobami i wzorami gdzicindzid] juZ od niego uzylemi; 1 dolkladnéj
« znajomosei lego, co jest juz zrobione w rzeezy, o klordj pisze. Uzywa sygoalury dawndj, ale czeslo
« 1 swojéj wlasnéj. Cheae prayzwyezaié nwage czytajacych do ezystéj Analizy, i do trafnego czylania
« rachunkow, naprzod rzadko wzywal rysunka i objuénienia przez figury geometryezne, a potém zupel-
«nic je znidst i porzucit. Poszedt za jego prayktadem de Lavvacs w swojé) Mechanice Niebieskid) : co
« lnbo dia wyéwiczonyeh analistdéw jest niepotrzehne; dia poczalkowyeh atoli ezyni pojeeie rachunkn
« tradandm 1 zawilém tam. gdzie zachodzy do uwagi linije, katy 1 plasczyzny. W kazdéj prawie
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« materyi, o ktoréj pisze, wystawia wierng historye dawnych i lerazniejszych prac, kazdemu oddaje
« $cista sprawiedliwosé w tém co zrohil, skazujpc co jeszcze do zrobienmia pozostaje. Omytki i
« uchybienia drugich wytyka skromnie i z wielka wyrozumiatoScia. Niestusznic nawet od drugich cay-
« nione sobie zarzuly rozwaza z ta ciszg, i z Lym pokojem umystu, jakie przystoja prawdzie, i geome-
« tryeznemu przekonaniu. Zgofa kazdy prawie wstep do jego pism, jest skladem obszernéj matema-
« lyezndj erudycyt, zhiorern glebokich uwag, i oraz wzorem dokladnéj hisloryi kazdego wynalazku.

Sprawiedliwie powiedzial de LAmMBrE: ze de Laerance frwalp i nieporuszona budowe matematycz-
nych nauk zamienil w pyszny i rozlegly patac odnowiwszy fundamenla i podniostszy jego szczyt i
wyniosto$é. Przechiodzac sig po tym wspanialym gruachu, gdzie tyle wmiejeinodei, szluk i nauk,
szuka zasilenia i wzrostu; spotykamy ledwo nie co krok ze czeig 1 podziwienicem wicczne pa-
migtki jego nadzwyezajnego talenlu i geniuszu @ » Tak nasz znakomity matematyk pisal, wykladat,
i z wszechnicy Jagielonskiéj w roku 1815 po caléj Polsce wiadomosel nauk scistych vozsiewal. Gze§é
(it! wielki tworco narodowego w matemalyee jezyka.

«
«
«
U

«

Larvace, wielki z poczgtku dziewieinastego wickn Geometra i niesmiertelny Mechaniki Niebieshiis
autor, zajmowal si¢ w chwilach od zatrudnien wolnyeh uprawg Rachunku rozniczkowego. Jemudiny
winni : Nowe dowodzenie, kldore om wynalazl, do wzora Tagranza. — Uogolnienic legoz wzoru.
— Jest on takze autorem: funkeyj tworzaeych. — Dat wyrazenie symboliczne rozwinigeia funkeyi
o(z + hy, y —+ k); vozciggnal wzor Lagranza dla funkeyj dwoch zmiennych (niezaleznych).

Gauss (Karol, Fryderyk), jeden z najwiekszyeh Geometrow dziewietnastego wicku, narodzil sie
w Brimdwika 23 kwictnia 1777 roku, wmart w nocey z 22 na 23 lalego 18355 r.

7 swego zacisza w Brundwiku, gdzie Gauss przed wrzawg Swinla na zawsze ukryty, catkiem sie
nddat giebokim poszukiwaniom, jego prace wystepowaly na widok publiczuy z szybkoSein niepomatu
uczonych Europy zdumicwajacp. Kazda praca stanowi epoke w historyi umiejelnoSei, objuwia rewo-
hueye, co wywracajoc dawne teorye i melody, nie walia sig zastapié je nowemi i podnosi umiejetnose
o takié) wysokobei, na jakiéj jo kiedykolwiek zobaczydé nikl nawet iego sobie weale nie praypuszezel.
Prace Gaussa 53 powszeclinie wxzystkic wybilném piglnem najwyzszéj doskonaltogei naznaczone ; jest
Lo rodzaj w calym swym skladzia zupehiie skoilezony, a tém samé, stanowezo odrzucajacy wszelkie
ziuiany i ulepszenia. Jego godiem bylo : Pauca, sed matura. Gauss posiadad umyst niczmiernie orygi-
nalny, wszystkic zdumicwajace slawnego Geomeotry odkrycia maja ich zrdédio w giehokosei jego wia-
snego geniuszu, i nic nosza na sobie Zadnego §ladu ohcego wplywu. Nie mySlimy bynajmniéj zajmowad
sig podaniem wiadomosel o zyciui wszystkich nieSmiertelnych Gaussa odkryciach; przyloczymy Lu
tvlko te, ktoremi ten wiclki ‘Geometra najbardziéj sie prayczynit do rozwoju i wydoskonalenia Rachun-
ku rozniczkowego. Gaussowl winniSmy : Prawidia zbicznodei pewnéj klassy szeregow. — Rozwinie-
vie na ulamek ciggly ogdlnego szeregu W(x, §, v, uc): 1+ %‘—%1 -+ u<°‘| —: l{)(ffﬁr)_ ”.-'::2 -+ ... Deli-
nieya lkirzywéj nalezaceéj do pewnéj powierzcehni, ktoréj poslaé jednym ze sposobdw geomelrycznyeh
jest Scisle oznaczong. — Kilka {wierdzen Gaussa dotyczace krzywizny caléj moga sie policzyé do
najpiekniejszych i najbardziéj zastugujacych na uwage podan Geometryl. — Gdy sie rozwija pewna
powierzchnia krzywizna pozoslaje niezmienng. — Wyrazenie iloczynu promieni krzywizny.

Anti (Niels Henryk), jeden z najgenijalniéjszych geomelrow naszyeh czasow, urodzil sig 5 sier-
pnia 1802 roku w Findoe w Norwegii, umarl 6 kwictnia 4829 roku w Froland przy Arendal, Zyjac
niespetna lat dwadzieScia siecdm. Po ukonczeniu nank szkolnych zalopil si¢ mlody Abel w czytaniu
dziel genialnych wielkich mistrzy umicjelno$ei nowozyinéj ; poZniéj, zwicdzil vezone zaklady obficic
rozrzucone po calych Niemezech i Francyi; nakoniec stwarzati po dziennikach umicjelnych oglaszal
pigkne i zupelnie skoriczone 1ypy swych nicsmiertelnych badan matematyecznych. Wspommimy tu
tylko o tych Abela wynalazkach, kloremi sie on najbardziéj przyczynit do podniesicuia i zhogacenia
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Rachunku rézniczkowego. Abelowi jeste§my winni: Twierdzenie dotyczace zbieznosel szeregdw.
— Twierdzenic dotyczace ciggloei szeregéw urzadzonych podlug poteg pewnéj zmiennéj niezaleinéj.
— Dowodzenie wzoru

o (& - ) = (&)~ 24 (2 + D) —+ b w420+ ...

a.a—2
1.2
Kilka przedziwnie pigknych twierdzeri nalezycych do teoryi funkeyj urojonych.

Cavcny, jeden z najstawniejszych tego wieku Geometrbw francuzkich, nrodzit sie w Paryin, 21 sier-
pnia 1789 r., umart w Seaux 22 maja 1857 roku. '

Dlugo Cauchy pracowal nad rozwigzaniem ogoélném i §cistém kilku pytar zawitych Rachunku ro-
miczkowego. Tych ocenienie na pdzni¢j zostawiajac, w té] chwili si¢ zajmicmy podanicm jego
wynalazlkéw nastepujacych : Wyrazenie Cauch’ego reszty szeregu Taylora. -— Stworzyl on takZe
Leorye resztel: albo pozostatosci. — Naszéin zdaniem oddal Cauchy niezmierng przystuge umiejetno-
Sci wynajdujac, przez prawdziwie genialne podejseia rachunkowe, pochodne funkeyj prostych.

Jaconr (Karol Guslaw Jakob), jeden z najstawniéjszych tego wieku geometrdw niemieckich, uro-
dzit sie w Poczdamie 1804 roku, umar! w Berlinic wr. 1854, Ten wiclki Geometra diugo przewo-
dniczyl §wictnemu rozwojowi -Rachunku rézniczkowego. Teorya wyznacznika jakiéjkolwiek liczby
funkeyj zawierajacyeh rowna liczbe zmiennycli niczaleznyeh nalezy sig prawie calkiem Jacobiemu.
Definicya tego wyznacznika jest lakg, zc w przypadku jednéj funkeyi ten sig¢ zamicnia na pochodhg.
Analogia wyznacznikoéw i pochodnych jest wreszeie zupelng, i wazno$é zastosowari, podanych po
nijwiekszéj czeSei przez stawnego autora teoryi, daje temu genialnemu pomystowi prawo figurowa-
nia pemigdzy zasadami Rachunku rézniczkowego. Oproécz tego pigknego odkrycia, dal jeszeze Jacobi
wyrazenie proste pochodndj

(Zﬂ——j (4 . x?)n—';jl
=1

— Nowe dowodzenie wzoru LagranZa. — Nowe dowodzenie wzoru Lagranza w przypadku dwéch
zmiennych niezaleznych. — Twierdzenie tyczace sig jakiéjkolwiekbadz krzywéj zamknictéj.

Zdaje naw si¢ iz, w dzisiejszym slaniec umiejetnodel, jedna metoda Scisla i przypubeié sig dajpea
jesl ta ktora sig opiera na wyprowadzeniu wprosl z fankeyj danych tychze funkeye pochodne.

Aby mozna bylo talwiéj schwycié charakler kazdéj metodzie wladciwy, podamy dwie propozycye,
jedng z Geometryi, drugg z Algebry, w jezyku dla kazdéj z nich odpowiednim.

Propozycya geometryczna. Metoda nieskoriczenie matych. Luk nieskoriczenie maly jest rowny
swéj cieciwie.

Metoda pierwszych 1 ostatnich stosunkdéw. Gdy tuk koln zmniejsza si¢ nicograniczenie, jego stosunek
ostafni ze swa cigciwg jest stosunkiem réwnofci; gdy tuk bierze swdj poczatek poczynajac od 0,
jego stosunek pierwszy, albo stosunek uku rodzgcego sig ze swq cigeiwg, jest stosunkiem réownoscei ;
jedném stowem, Tuk si¢ poczyna i korczy stajac sie réwnym swéj cigeiwic.

Metoda plynier albo fluxyj. Gdy tuk wzrasta, poczynajac od 0, z predko$eig jednostajna, predkoSé
z jaka cigciwa wzrasta jesl, w pierwszéj chwili, roOwna predkosei tuku.

Metoda granic. Gdy tuk i, nastepnie, cigeiwa zmnigjszajq sig nieograniczenie, granica stosunkun fuku
do cigciwy jest rowng jednobei.

Anuliza resziek albo pozostatosei Landena. Gdy luk kola jest zerem, stosunek iego luku do cieciwy,
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lubo przedstawiajacy sie pod ksztallcm %, jest wlaSciwie rowny 1, jak to widaé dzielac oba wyrazy
utamku ktory wyraza ten stosunek, przez czynnik im spélny co znikal jednocze$nie z tukiem.
Teorya funkeyj de la Grangea. Rozwijajac tuk A na szereg uporzgdkowany podiug poteg cieciwy G,
otrzymainy
A=C+AC+AC+ ...

rozdzieliwszy cate zro6wnanie przez G, to nam daje

%:-1+AG+AG2+...

owoz, gdy G staje sie zerem, przez co jedna strona zrownania staje sig =, druga strona 1,

oo

a wiec gzi, zkad A =C.

Propozycya. analityczna. Meloda nieskonczenie madych. JeSh przypuseimy ze a przyjmuje wzrost
nieskonczenie maty dx, «® przybiera wzrost nieskoriczenie maly 3* dx.

Metoda pierwszych © ostatnica stosunkdw. Stosunck wzrostu x do wzrostu jeden po drugim nastepu-
jacego a® jest ostatecznie stosunkiem 1 do 3z%

Metoda fluksyy. Gdy = jest pewng linig co wrzrasta z predkoseiy, «, «* bedzie wrrastad z pred-
koseig 32 &'

Metoda granie. Granica stosunku olrzymanego dzielpc wzrosl x* przez wzrosl z, co go wydaje,
jest, przypuszczajac Ze ten ostatni wzrost zmniejsza sig nizéj wszelkiéj granicy, réwng 3z*.

Analiza resztel albo pozostatosei Landena. Ponicwaz

i g
-—_ &
4 =2 + 2y +
y—
bedzie, biorge
o — 2
Yy—=r, ———=23x
y=u —

Teorya funkeyj. Jesli rozwiniemy (x + £)* wedle poteg rosmacych ), spolczynnik pierwszij
potegi % jost rownym 3x*.
‘W rzeczy samdj,
(o + hP =" + 32%h + 3zh® + 17
zkad
(0 ~+ hYP — u?

7 = 34* + 3xh -+ A7,

owoz gdy A=o, pierwsza strona zrownania staje sie ((—)), druga strona 3z? : a wigc stosuneck

(z+ AP —a2®

- =

Zobaczymy wkroétce, iz p. Folkierski przyjad jako najprostsza i najSciSlejsza metode nieskoliczenie
matych albo funkeyj pochodnych.

32,

Po opowiedzeniu do$é obszerném historycznego rozwoju Rachunku rdzniczkowego i wykazaniu
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dlacha roznych metod, damy Leraz poznad ich oznaczenia i ich fundamentalne zasaly.

Pan Tolkicrski wyprowadza naprzod pochedng i rdiniczhe. Tak przy wyprowadzeniu tyel dwoch
zasad fundamentalnych nowozytnego odkrycia, jak réwnie i-przy innyeh poszukiwaniach w Rachinku
roiniczkowym i jego zastosowaniach natrafionych, p. Folkierski nic przestanic uzywaé za punhi
wyjécia i statego swyeh Lwicrdzen oparcia melody nieskornezenie matych uprzednio dokladnic wyltozoné;.
Winnismy takZe, raz na zawsze ostezedz, iz jakkolwiek zachodzi nigjakic podohicistwo nietody przy-
blized voznych rzeddw, z melody nicskonezenie maltych, picrwsza uic na nie wspalnego z ostaluiy,
ktora daje wypadki zupelnie dokladne, a nic przyblizone.

Pochodna. Niech bedzi y lunkeyq clagla zmicnnéj z:
) y=[(v)
jezeli zmienndj . nadamy przyrostek Ao i nazwieny Ay przyrostek odpowiedni funkeyi y
Ay = [ (@ + M) — [(2)

7z okreslenia cigglosci funkeyi wiemy, ze przypudciwszy przyrosick Az nieskonczenie malym, pray-
vostek funkeyi Ay hedzie rdwniez nieskonczenie matym. Dowiedlidmy nadto (V1), ze nieskoriezenie
mate Awx i Ay s w ogdlnosel nieskonczenic malemi lego samego rzgdu, gdy « mnienia sie pomiedzy
dwiema jakiemikolwick wartoSciami szezegélnemi o, 1 X, pomiedzy kidremi funkeya jest ciggh,

ze zatém granica stosunku % jest” w ogdlosct skoneczond oznaczong funkcya zmiennéj x, a tylko

Ma szezeqéinych, pojedynczych wartosci zmiennéj niezale/méj stosunck ten moze hyé w graniey nie-

oskomorenic wiolkim dod — | WAy
nznaczonym, nieskonezenie wiclkim dodatuym lub odjeninym, lub zerem. tGranicg stosunku == .

ady w zdaza do zera nazywamy pochodng funkeyi i oznaczamy ja, wedlng Lagrange’a, keéskujae znak
funkeyjny

wron Ay e Al — [
2) [ () ==pgr L=y
‘ Av A
¢0 mozely wyrazid mowiae, ze

Pochadng funkeyl nasywamy granice stosunkiu prayrostho, funkeyi do przyrosthi odpowiednicgo zmiennds
niezaleindf, gdy prayrostel: ten sdiia do zerq.

Al

Roézniczka. Jezeli /7 («) jesl granica ;\_ (o jak wiemy
Wh
o)ty s

pdzie e oznacza nieskonezenie malp zdzajacq do zera wraz z Av; a wige
(3) Ay = /(@) Az 5 eAw,

Widzimy ztad, ze przyrvostek Ay funkeyi, ktory jest nieskoliczenic aly lego samego w ogole
rzedu co prayroslek Az zmienndj niezalezndj, sktadasie z dwaoch czedei :

10, £ () Aw, ktora jest nicskonczenie maly tego sumego rzeduen Az, Bo ma z Az wogdlnoge
stosunek skoniczony, rdwny pochodnéj [ (x).

20, Az, kiora jest nieskmiczenie maly wyiszego vzedu niz Az homa z A ¢ stosunek nieskonezenie
maly .
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Pierwsza te czeéé przyrostku Ay funkeyi, nazywamy rosnicska funkeyi, i oznaczamy ja przez dy
a zatém

() dy =['(z) Az

Romicska funkeyi nazywamy iloczyn pockodndy praez przyrostek nieskoviczenie maty zmiennd) niesa-
leingj.
Mamy rownick

ill/—'_‘ '(J,‘):

) Ar

a zatém

Rozmiezka dy funkeyi, nasjpoamy nieskodczenie maly, kidréj stosunel do prsyrostku nieskoriczenie ma-
tego Ax zmienndl miezaleindj, réwna si¢ granicy stosunku prayrosthu odpowiedniego Ay  [funkeyi, do
tegoz prayrosthy Az zmienné] niezaleind), gdy Ax sdaie do sera.

$Vyrazenie roznicy pomiedzy przyrostkiem Ay a rézniczka dy

() Ay — dy = Az,
pokazuje nam ze :

Przyrostek Ay fuukeyi nie jest réuwnym voiniczce dy téjie funkey? : lecz prayrostel: Ay jest mieskor-
czende malq véinigee sie od nieskonczenie maddy dy, kidra namealismy réiniczhe, o losé eAx nieskoriczenie
malg wzgledem nid) samdj,

Z tego wypada [VII] ze

AV

(1) 817, =

b
Pezyrostek funkeyt Ay @ réindezka dy sq nieskonczente mateint tego samego rzedu, ktdrych stosunel
w granicy réwna sie jednosci. :

Przyrostek Az zmiennéj niezaleznéj mozna zawsze uwazad jako niezmienny jakakolwiek funkeye z,
jak: (), ¥ (2), f () hierzemy pod uwage : bo przyrostek ten bgdac stalym, niezaleznym ani od z,
ani od funkeyi z, mozna go nie zmieniad przechodzae z jednéj funkeyi do drugiéj. Weimy w szcze=
golnodel pod nwage funkeye

=
mamy
Ay=Aux,
czyli
dy _de __ Ax__
Ar—As 83z
azalém
Az =dz,

wiec w tym przypadku przyrostek Az zmiénnéj niezaleindj rOwnym jest rozniczce de. A zalém

1 dla wszelkiéj innéj funkeyi prayrostek zmiennéj niezaleznéj Az mozemy wzig$é roOwnym rozniczce dz

tcjze zmiennéj niezaleznéj. Rozniczka dx zmiennéj niczaleznéj lLedzie wige uwazang jako sfale to

jest niezalezna od z, rOwna przyrostkowi Az zmiennéj niezaleznéj. Mozemy wiec uzywad znaku Az
11
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lub dz zardwno, jak nam bedzie dogodniéj. I tak moZzemy napisac

© Z_-_Z: @) b A=/ (2)d

Ztad 1o pochodng nazywajy nickiedy wlorasem rdéiniczkowym, ho pochodna rowna jest ilorazowi
romiczki funkeyi 1 rozniczki zmiennéj niczaleznéj; lub jeszeze spotezynniliem réiniczkowym, bo mnozac
przez pochodng roézniczke zmienudj niezalezndj, otrzymujemy rozniczke funkeyi.

Jakkolwick przyrosick [unlkeyi nie jest rOwnym jéj réiniczee, jednak na zasadzie Lwierdzenia ogol-
nego metody nieskoriczenie matyceh, za prayrostek funkeyi moina podstawié jéj réiniczke lub odwroinie,
tle razy chodzi o granice stosunku lub summy nieshoiiczente malych; ho » réwnania (¢) i (7) widzimy, ze
te dwic nieskoriczenie male rdinig si¢ o nieskonczenie maly wizgledem nich samych, czyli maja slo-
sunek rowny w granicy jednoSci.

Preedstawienie geometryczne pochodneéj i rézniczki. Niech bedzie krzywa LK przedsla-
wiajaca funkeye
(1) y=1(x).

0 T N

OA =2, AM =1y, spOlrzedne jakicgokolwick punklu M 6] krzywéj;
ON =2 + Az, AN =y + Ay, spOlrze¢dne punkin M’ w odlegtoei nieskonczenie matéj MM' od
punlilu M.

Stosunek
ég . ll'[_l\i . wst MMN
Az = MN ~— wstMMN

przyrostku funkeyi do przyrostku zmiennéj niezaleinéj jest spbiczynnikicm kalowym siecznéj MM :
w rzeczy saméj oznaczywszy przez X, Y spélrzedne té] siccznéj i przedstawiwszy jéj zeGwnanic na
przod pod ogdluym ksztaltem zréwnania prostéj

{2) Y=mX+=n»
na wyznaczenie spotczynnikéw m in mamy dwa zrownania, wskazujaee ze prosta przechodzi przez
punkta M 1M, Ze zatém spolrzedne Lych punkldow czynia zadosy¢ zrdwnaniu (2)

y=ms-—+n

y+Ay=m(w+ Ax) +n;

zkad olrzymujemy odejmujac pierwsze od drugiego

a , _ Ay
Ay=mAz czyli m=
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Otrzymamy rowniez
Ay .

N=Y =~ —=2
./ A.fb' H

tak ze zrownaniem siecznéj MM’ bedzie, podstawiajac te wartosei w (2)

® Y—y:%%(X—x).

W granicy, gdy M'M zdaia do zera, sieczna MM’ zdaza do stycznéj MT : zréownaniem wiec
stycznéj bhedzie

m X—y=@X—~2) eyl Y—y=2X—a);

a jéj spdlezynnikiem katowym

0,1_% — op Nil:{ —gr wstM'MN _ wstPMN PN
Az T O NMN T 5 WSsIMMN — wstMPN — MK’
Jub
, dy ey PN
czyl e :

Pochodna przedstamwiong jest geometrycanie praez spdlezynnit katowy styenés.
Lecz mamy rowniez
dz=Ax=MN, Ay=MN,
awiee z (5)
(6) dy—"PN,
czyli ze :

Réiniczha praedstawiong jest geometryczmie przez przyrostel nieskorczenie maty rzednéy styeanéy, odpo-
wiadaggey prayrosthkow? nieskorczente malemu odcietdy punktu styecznoder,

Roznica pomiedzy przyrostkicm nieskonczenie malym funkcyi a j&j réZniczka

Ay —dy —=sAz=MN—~PN =MP
przedstawiona jest przez odleglosé M'P punktu M na krzywé] od punktin P na stycznéj, liezong
réwnolegle od osi rzednych, nieskoniczenie mata wzgledem Az, rownie jak odieglo§é prostopadia M'Q,
byleby styczna nic byta réwnolegla do osi rzgdnych.

W razie spolrzednych prostokatnych, spolezynnik kalowéj stycznéj jest styczng trygononciryczng
kata, jaki siyczna tworzy z osia odcigtych
Y _ f (g)=stMTX,
dz
1a styczna trygonometryczna przedslawia wige w tym razie pochodna.

Pochodna réwna zeru dla pewnéj szczegolnéj wartoSci zmiennéj niezaleznéj, przedstawia styczng
rownolegta do osi odcigtych w punkcie odpowiednim téj wartosci odcietéj : w rzeczy saméj, spol-
czynnikiem katowym téj stycznéj jest zero i odwrotnie,

Pochodna rowna nieskoriczonosci, przedstawia styczne rownolegla do osi rz¢dnych, Jedno i drugie

moze mieé migjsce tylko w szczegéinych punktach, chybaby krzywa zmienifa si¢ w prosta przedsta-~
wiajaca warto§é stalp zmiennéj niezaleznéj lub funkeyj.
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Kilka twicrdzeri ogdlnych mectody nieskotczenic matych posluzyty p. Volkierskiemu do $cistego
wyprowadzenia pochodnéf 7 réznieski. Moznaz bylo jasnigj, proseidj, wiecéj ogOIniéj i naturalniéj,
przez inng jakgkolwiek metodg zasady fundamentalne Rachunkn roiniczkowego wyprowadzié? Za
pomoca Scisté] metody granic glehoki i oryginalny geniusz Stunma pigknie i gruntownic wyprowadzit
fandamentalne zasady swego stawnego Rachunku rozniczkowego. W innym jezyku iza pomoeg inngj
metody miody nasz pisarz lenze sam przedmiot (raklujac z rownym wdzigkiem, prostolg i Scistoscig
otowne 1 zasadnicze swego Rachunku rozniczlkowego zadanic w ogélnosdei rozwiazat,
glo 8 ) g \

Cel rachunku rézniczkowego. Rachunek rozniczkowy ma na celu wyznaczenic pochodndj, lub
rozniczld dla wszelkidj funkeyl dandj, jakotez badanie wiasnodci i zwigzkOw zachodzacych pomigdzy
funkecyami i ich pochodnemi lab rézniczkami. Geometrycznie moznaby powicdzieé, ze rachnnck
roézniczkowy jestto teorya ogolna prostych stycznych do krzywych.

WidzieliSmy powyzéj, zc pechodna i »didezka funkeyi odpowiadaja jednemu i temiu samemu po-
jeciu : pochodna jest ilorazem dwdch rozniezck, rozniczki funkeyi i rozniczki zmiennéj niezalezngj.
Pochodna jest iloScia skoiiczona, rozniczka nieskonezenie matlg : uzywajac pochodnéj postepujemy
wedlug melody granic; uzywajae rozniczki wedlug rownowaznéj z metoda granic metody nieskoi-
czenic matych. Znajac pochodng, znamy rozniczke i odwrotnie.

%: f(x), zkad dy=["(z)dx-

Moznaby przeprowadzié caly rachunek rézniczkowy nic wspominajae o rozniczte, tak jak z drugid)
strony nic latwiejszego, jak zastapié wyrazenic pochodnéj, przez iloraz dwoch rézniczek : leez me-
toda nieskoriczenie matych daje nam tyle ulatwied w rachunku za pomocp twicrdzen podanych
w poprzedzajacym rozdziale, %e uzycie rodzniczek przedstawia liczune korzySei, kidrych innym sposo-
bem osiggnaé niepodobna.

Metoda nicskonczenic maiych postuzy lakze p. Folkicrskiemu do przeprowadzenia wlasnose! ogal-
nych funkeyy pochodnych.

TwierpzeNIE 1. Jczeli pochodna funkeyi jest dodatng dla pewnéj wartodei szezegélndj zmienndj nic-
zaleznéj, funkeya sig¢ zwiglksza ; jezeli pochodna ta jest odjemng, funkeya sig zmniejsza, gdy zwicksza-
my zmicnng niezalezna 1 odwrotnie.

‘Whriosex. Jezeli pochodna funkeyi jesl dodatna dla wszelkiclr wartosei zmiennéj niczaleznéj « za-
wartych pomigdzy @, 1 X, funkcya ciggle sig powigksza, gdy « przechodzi od z, do X.

TwieapzeNiE I1. Jezeli pochodna [unkeyi jest rOwna zeru dla wszelkich wartoéei zmiennéj niczale-

znéj lzawartych pomiedzy pewnemi j&j warlo§ciami szezegolnemi, funkeya jest statp pomiedzy lemi
granicami.

UwaGA. Zauwazmy naprzod, ze pochodna moze hyé zerem dla jednéj szczegdlndj warloSei zmien-
néj niezaleznéj, choé funkeya nic bedzie staty gdy zmienimy zmicnng niczalezng o ilo$é skoriczony.

Jezeli tak funkeya f(x), jak jéj pochodna /'(x) sp funkcyami ciggtemi zmiennéj niczaleznéj .
pochodna z dodalnéj nie moze staé si¢ odjemng, lub odwrolnie, nie przcchodzgac przez wartosé zero ;
wige dla wartosci ssczeqdlngj zmienné) niezaleinéf, dla ktord] funkeya priestaje sip zwiekssaé a zaczyna
zmnigjszaé lub odwrolnie, pochodna musi byé réwng zerw.,

Odwrolnic, nie mozna powiedzie¢ zeby dla warto§ci szczegdingj «, dla kidrd) pochodna jesl
rowna zeru, funkeya koniecznic miata przestad sig zwigkszaé a zaczaé zmnmiejszac lub przeciwnie : bo
pochodna bgdace nawet ciagla, moze z dodutnéj stac sig zerem, a pozni¢j zndw dodalng nic przybie-
rajac wartoSci odjemnyely, i przeciwnie. Lecz jezeli pochodna nie praestajue byé ciggly, = dodatndj staje sip
odjemng lub przeciwnie, przechodsqe przezwartosé sero, [unkeya przestaje sig mwighszad a zucsyna zmnieyszad
lub przeciwnie, dla wartosci odpowiednié; zmicnnéj niezaleznéj.



RACEUNER ROZNICZRKOWY 8L

Wartosci te szczegdlne nazwanemi zostaly najwickszoseiami lub najmniejszosciam: funkceyi, bo war-
Losci te sa wigkszemi w pierwszym razie, mmniejszemi w drugim, od wartosci sasiednich, odpowiada-
jacych przyrostkowi dodatnemu i odjemnemu zmiennéj niczaleznéj,

TwigrpzeNie III. Dwie funkeye jednéj i (€] sam$j zmicnnéj niezaleinéj, ktOrych roznica jesl sialy,
maja pochodne i rozniczki roOwne.

TwierpzENIE IV. Odwrotnie, dwic funkeye, ktdryeh pochodne lub rozniczki sg sobie rowne, réznié
si¢ moga tylko o ilo$¢ stala.

Tweesnzente V. Jezeli pochodna jednéj funkeyi jesl cipgle wigksza od pochodnéj drugiéj funkeyi
jednéj 1 18j samnéj zmicennéj, przyrostek picrwszéj funkeyi odpowiadajacy przyrostkowi ﬁkoﬁczonemu
zmicnnéj niezaleznéj, jest wigkszym od przyrostku drugiéj funkeyi, odpowiadajacego lemu samemu
przyrostkowi skonezonemu zmicnnéj niezaleznéj.

TwiErpzENIE VI. lloraz rozniczek dwoOch funkeyj jest rownym pochodnéj jednéj tunkeyi wzgledem
drugiéj, uwazanéj za zmicnng niczalezng.

Wszystkie sseéé poprzedniczych twierdzen zoslaty przez p. Folkicrskiego $cisle i wyhornie dowie-
dzione.

Pochodna funkeyi funkeyj. Z twicrdzenia powyizszego (VI) zlalwoscia wyprowadzié mozemy
prawidio, jak otrzymaé pochodng funkeyi funkcyj, nie sprowadzajac jéj do funkeyi pojedynezéj.
Niech bedzic funkeya w funkeyi » zmiennéj niezaleinégj «

u=[() =)
moznaby podstawiajac za v warlosé
u=f[¥@)]=¢(z)

olrzymaé wprost funkeye w wyrazong przez z, iszukaé jéj pochodnéj: lecz mozna rowniez wyrazié
l¢ pochodng przez pochodng z wzgledem v, jako zmiennéj niezaleznéj lo jest przez f'(v), i przez
pochodne ¢ () funkeyl v. W rzeczy saméj

du= [ (v)dv
z lwierdzenia poprzedzajacego ; a wige
du ., dv .
n 'I,c‘-—f (v) d_x_f ()¢ (2)
pochodna wige funkeyi funkeyj réwna sig tloczynowi pochodnéj funkeyi dané wzgledem funkey: wwasané)
za zmienne niezalezna, przez pochodne té) ostatniéy wzgledem zmienndy niezaleingdy.
Rownanie (1) piszg niekiedy w nastepujacy sposob :
) duy = % dy
vy du
bo f'(v)= i
Twiecrdzenie to z latwoSeia uogdlnié mozna, rozciggajac je do ilukolwiek funkeyj jednéj zmiennéj
niezaleznéj.

Niech bedg zmienne

zaleine od siebie za pomocg z wigzkow

u=[f), v=0{w), ..2=4Y()
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Jedng z tych zmiennych naprzykiad & mozemy uwazaé za zmienng niezalezng, pozostate beda jéj
funkeyami.

Mamy na zasadzie poprzedzajacego

du=f (v)dv, dv=1¢ (w)dw ... dz=4 (z)dz

a wige
du=["(0)¢'(w) ... ¥ (x)dz
czyli
=) g ) ¥ )

co niekiedy piszemy
citi _du dv dz
de— dv dw' “dz
Pochodna funkcyi odwrotnéj. Niech bedzie funkeya
() u==f(v)
gdzie w ogélnosci tak u, jak v, moga by¢ funkcyami pewnéj niezaleznéj z. Wyciagnawszy z row-
nania (1) v wyrazone przez v lub przypuszezajac dzialanie to wykonane, otrzymamy
v=T (u)
funkeye I’ (w) nazywamy odwrotng funkeyi f(v).
Mamy widocznie
du—=/["(©)dv do=1I"(u)dn
oznaczajac przez /7 (v) pochodng f(v) wagledem v, a przez IV (u) pochodna F(u) wzgledem u,
wzielg lak jakby u bylo zmienng niezalezng : azatém mnozac powyisze zrownania przez siebic,

znoszyc czynnik spolny du dv otrzymamy

[(0)F(u) =1;

czyli

‘ -

FO=r

pochodna funkeyi odwrotndy, jest odwriéceniem pochodnd) funkeyi dand).
Mozez by¢ co prosciéj i przystepniéj wylozone? Tém ostatniém prawdziwie pigkném twicrdzeniem

p. Folkierski zasady fundamentalne swego Rachunku vomiczkowego zamylka.

VIII

ROZNICZEOWANIE FUNKCYJ PROSTYCH czyli ZASADNICZYCI
JEDNEJ ZMIENNET NIEZALEZNI,

Przedewszystkiém, nalezy §cisle okreslic : co to jest wlaSciwie réiniczkowad funkeye?

Roiniczkowad funkeye, jestto majac dang funkeye, szukad jéj pochodnéj lub roézniczki : znajac po-
chodng znamy rozniczke 1 odwrotnic. ‘

Otrzymywanie pochodnych i réiniczek wszysikich znanych nam dotad funkeyj sprowadza sie, jak
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zobaczymy ponizéj, do zmajomosci pochodnych i rdzniczek pewnéj liczby funkeyj prostych, saméj
zmaiennéj niezaleznéj, lub utworzonych w sposob prosty z innych funkeyj zmiennéj niezaleznéj. Te
rozniczki i pochodne nazywad hedziemy zasadniczems 1 zajmiemy sig, dla pokazania sposobéw uzywa-
nych przez p. Folkierskiego, niektrych z nick wyznaczeniem.
Rozniczki 1 pochodne zasadnicze s :
1o Rézniczki i pochodne funkeyj algebraicznych. — Summa. — Iloczyn. —lloraz. — Potega, —
Wielomian algebraiczny.
20 Rozniczki i pochodne [unkeyj przestgpnych. — Funkeye : logarytmowa. — Wyldadnicza, —
Trygonometryczme. — Kotowe.
Wezmy na przyklad z funkeyj algebraicznych iloczyn.
Iloczyn. 1° Niech bedzie a ilo§eia stata, » funkeyp jakpkolwiek zmienndéj niezaleZnéj x :
. u=f(r)
woezmy pod uwage funkceye

Yy =uu.

Nadajac zmiennéj niezaleznéj przyrostek Az, oznaczajac przez Awu, Ay, przyrostki odpowicdnie
funkeyi w 1 %, zwaZajac Ze « jako stala pozostaje ta samg, mamy

¥+ Ay=a{u-+ Au)
czyli odejmujac y=—=au:

Ay = alAu
Ay__,.
Au @
: ani fowaz orlY %Yy

przechodzac do granicy, poniewaz gr e = du’
dy _
du

a wiec
dy = adu

rézniczka tloczynu zmiennéj praez slalg, réwna sig tloczynow? réiniczki zmienndy, przez staty.
2° Niech beda dwie funkcye zmiennéj niezaleznéj x :
u=flz) v=29()
1 ich iloczyn
Yy == uv.
Nadajac zmiennéj niezaleinéj przyrostek Az i oznaczajac przez Au, Aw, Ay przyrostki odpowie-
dnie %, v 1 ¥ mamy
g By =+ Au).(v + Av)
Ay = (u + Au) (v + Av) — uv = vAu + uAv + Aul\w
dzielac przez Az ;

Ay Au Av  Au v
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przechodzac do granic i zwazywszy ze

ooAu Av o

Dl —A—-x EEA‘L —&0
otrzymamy

dy _ du dv

-(Tr--—v—czi‘ —+ u‘(ﬂ‘
czyli

dy = vdu + udv
rdinicska tocsynu dwdch funkeyj, réwna si¢ swmmie iloczyndw rdinicskei pierwssé) funkey? przez funkeye
druga, ¢ rozniczhi drugié] funkeyi praes funkcye pierwszq.

Dzielge powyzsze zrownanie przez iloczyn y=uwv, olrzymamy

dy _du @
nouw v
e . e Ay du do . . o
Horaz rozoiczki funkeyi przez samg funkeye jak 5- Ty nazywac bedziemy rdsniezka logariyt-

mowg . tale jal logarylm iloczynu réwnym jest summic logarytmow czynnikow, tak : rézniczka loga-
rytmowa tloesynu réwng jest swummie roznicsek logarytmowych czynnikdw.

3° Nicch bedzie ilekolwiek funkeyj zmiennéj niezaleznéj = :
u=[f() v=¢(x) w=4(®).. z=7"(z)
a ich iloczyn
Yy=u.v.w...z
Stosujac wzor poprzedzajacy, otrzymamy kolejno :

‘z-ll___d_u+d(vw---z):@_i_l_lg_l_d(w... 7y

y U v L2 u v w... 2

aw korcu

o ou v w z

dy du  dv dw dz
-—'1——— —_— —_—t . 3
Jtozniczka logarytmowe iloczynu ilukolwiek czynnikéw rdwna jest summmie réiniczek logarytmowych
czynnikéw.
ADy otrzymaé rézniczke zwyczajng, dos¢ jest pomnozyé wzor poprzedzajacy przez iloczyn
y=uvw ...s
co daje

dy=wvw ... z2du+ww .. zdv+uv... 2dw + ... +ww ... ds

Pochodua iloczynu ilukolwick czynnikow bedzie miata wyrazenie

i du d ' z
'—/:vw...z - uw . ..z-—v+uv...zd—-—w—|— ...+uL‘w...-(—/—-
dz dx de dx de

Wezmy feraz z funkeyj przestepnych naprzbdd logarybm.
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Logarytm. Niech hedzie funkecya
y=Ilogx

gdzie 2 jest zmienng Idb funkcya zmiennéj niezaleinéj, a y jéj logarytm wzigtym wzgledem jakiéj-
kolwick zasady (base), ktora nazwiemy a. Przypus:czamy nadto, ze z zmieniajac sig przybieraé
moze tylko wartosci dodatne, wieksze od zera. Uzywajac zwyklego znakowania, mamy

y + Ay =log(z + Ax)

ztad
Ay=log (x + Az)—logz=log (w ZAJC) =log (i ~+ é;-)
wiec
: Az
ay 108 (1 + 7)
Az Az

L

Az . X
oznaczywszy przez m stosunek - czyli zalozywszy

z
A(L‘:_
m

m zwigksza sig bez granic, (z z zatozenia jest wigkszém od zera) w miarg jak Az zdaza do zera ; pod-
stawiajac, otrzymamy :

Ay m 1\ 1 1\™
=7 log (1 -+ 7;>_xlog (1 +7n>
Leez wiemy z wiadomosel wstepnych o szeregach, ze

gr (1+ L))" = ¢ =2,718081829459035 . .
m E

gdy m zwieksza sie nieograniczenie; wige

gl‘%%— 1 loge

czyli pochodna

dy 1

=7 loge
lud rozniczka

dx -

‘ =]
(1) dy= —loge

roniczka logarytmu zmiennéj, réwna sig ilorazows réiniczki zmiennd; podaielonst prae. niienng, pomnozo-
nemw praes logarytm liczby e,

Jezell logar"ytm dany jest logarytmem naturalnym

ktbrego zasada jest e

12
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mamy
d
@) d. b= Ex,

roZnicsia logarpdn naturatheyo zmienndr, *swna si¢ ilorazowd rézniczhy rmiennés praex smny znienny.
Gdyby « nie byfo zmienng niezalezng, lecz funkeyy pewnéj zmiennéj niezaleinéj z, pochodna wy-

razong by byla przez

dlogz__loge du

Sy dz — xz ds
d. & 1 dz
) T

Wezmy jedng z funkeyj trygonometrycznyeh czyli kytowych.

Wstawa. Niech hedzie
y=wstx,

gdzie z jest zmienna niezaleina lub funkeyq zmiennéj niezaleznéj. Uzywajge zwyklego znakowania :

¥+ Ay =(x+ Ax)

czyli
Ay.=wst(z + Azr) — wetz=[]2wst %ﬁ_f»dms. (.r ~+ %”9)
ztad
Az
wst - .
-2—'-3_: A; dos (ﬂ—i—%’-)
& ,

przechodzge do granic 1 zwazywszyy #egdy Az zdaza do zera =

wstAx
gx‘%‘%:%, gr Awg =1, grdos(x—{-%):dosx
9

otrzymamy

d—x_.dosvc lub  dy=—=dosxdz;

a zc dosx=wst (g——- VL) = wst (g —+ w) , wige powyzsze wyrazenie mozna napisaé
lﬁ b
d_wsta =z st \a,_l_ 3 dz.

Rozniczha wstawy réwna sig dostaawie pomnozomél przez rosmiczhke tuku; a uwazajac @ za zmienng

. . . . . ™
niczalezng, pochodne wstawy wzgledem Tuhw réwna sie dostawie, lub wstawie tuku zwickszonego o 5"

Nakoniec, weimy jedna z funkeyj kolowych.

fux wst . Niech hedzie
y—=1lukwstx
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gdzie = jest zmienma niezalezna 1uh funkeya zmiennéj niezalezn$j; ztad

z=wsty
a zatém
dr=osy dy=—y1—«*dy
czyli

_\/l_dr_; Iub  dlukwstie— dz
—u

znak pierwiastku wzigdéé nalezy ten sam, co znak dosy, to jest odpowiadajacéj warloSei zmicnnéj z,
czyli wstawie danéj.

dy=

Vi —a®

Podobnie znalezé¢ mozna rozniczki iinnyeh funkeyj kolowyel.
IX

ROZNICZKOWANIE FUNKCYS ZEOZONYCH I NIEWYRAZNYCH JEDNIEJ ZMIENNES NIEZALEZNEJ.

Zrajae roznivzki funkeyj prostych, za pomoca twierdzenia na réiniczkowanie funkeyj funkeyj, 2 ¥a-
twoScip mozemy rozniczkowaéjwszclkie funkeye zmane, ziozone z funkeyj zasadniczyel, ktorych
otrzymaliémy rozniczki i pechodne. Naplabwiéj jest poslepowad -weddug jednegoz dwoch nasiepujg-
cych sposobow :

1o Ribznéczkowante praes podstawienir.

Rozniczkowanie za pomocy podstawienta polega ma tém, ze funkeyg dana uwazamy jako ztozong
z kilku funkeyj prostszyel, i olrzymujemy jéj rointczke wyrazona przez rézniczki tych funkeyj prost-
szycl. ‘Kazda z tych estatnich funkeyj moze byéznow -ziozona z'kilku furlkey] jeszcze prosiszych i
rozniczka jéj wyrazong przez rozniczki tych ostatnichi t. d. az ostatecznie dziatanie sprowadzoném
zostaje do rozniczek [unkeyj zasadmiczych znanych, Jitore podstawione w poprzednic i 6. d. dadzg ua
wypidek rozniczke funkeyi danéj, wyrazong przez roézniczke zmiennéj niezaleznéj, pomnoZong przez
pewna funkeye zmiennéj niezaleznéj.

2° Rézniczkowante czesciowe.

Niech bedzie funkeya ciagla

(1 y =T (u, v)
dwoch funkeyj cigglych » 1 v zmienngj niezaleznéj = :
@ - u=¢(x) ov=1{@).

Pan Folkierski wzywdjdc czeéeia zwyklego, czescia na nowo przybranego znakowania otrzymuje za
pomoca cistegé rozumowania, na pochodng funkeyi y wigledem zmiennéj niezaleinéj » wyrazenie
rownie jasne jak proste nastepujace :
&
dz

(3) =T, (u,'v)‘-‘d'g -+ Fv (&, D)%

pocheana “funkoyt Fhosondy z usch fnrheyy, runn sie summie FloczynBw pochodnych czgsciowych wzgledem
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kazdéy z funkey, skiadajaeych, przez pochodng odpowiednidy funkeyi skiadajgcé) wigledem zmienndj nie-
zaleindy.

Rozniczke funkeyi ztozonéj otrzymamy mnozac przez de
(4) dy = Fu(u, v) du 4+ F,(u, v) dv

gdzie T, (u, v)du, T, (u, v)dv sa rozoiczkami funkeyl danéj otrzymanemi uwaZajac kolejno jedni
z funkcyj skiadajacych za staig.

Pochodne czesciowe oznaczaé hedziemy w nastepujacy sposob :

, A (u, v hy
' (u, v) == gu ):DT/¢
, o (u, v d
F\,(u,v):‘ (Dv )_—_#
mamy zatém
) d
) dy:%du—&—%%dv.

Ile razy uzywad bedziemy znaku 3 uwazaé bedziemy, iZe rdzniczkujac funkeye ztozong uwazamy
jedna tylko funkcye sktadajacq za zmienng, inne za state.

Iloczyny %%du,%c[v., pochodnéj czeSciowéj, wzgledem jednéj ze zmiennych u, v przez rézniczke
téjze zmiennéj, nazywamy rézniczkami czesciowems.

Twierdzenie zawarte w rownaniu ) rozciggnaé mozna z fatwoscia do funkeyj ztozonych z ilukol-
wiek funkeyj. Niech bedzie funkcya

y=T{u, v, w ... 1)

gdzie », v, w ... z s3 funkcyami zmiennéj niezaleznéj. P. Folkierski §cisle rozumujac otrzymuje

_% oy oy oy
(G) dy——b—adu-‘—m)-dv_"‘b—wdlU-'—...-‘—%dz
.0y dy dy dy - . . ‘ - .
gdzie 503 3 3a 0 WYRAZajR pochodne czesciowe, funkeyi y wzgledem wu, v, w,..z; cayli

N
(——du,';-%/-)du, ;%dw ...%‘%dz rozniczki funkeyi y otrzymane, uwazajac kolejno jedng z funkeyi u, v,

w ...z za zmienng, a pozosiate za stale. Mozemy wiec wystowié :

TWIERDZENIE. Rdiniczha funkeyi zloioné/ z ilukolwick funkcyy jedné] smienné) miczaleinéi, réwna sig
summle réiniczek czgsciowych otrzymanyceh, wwaiajgc kolefno jedng z funkey) skiadajgcych jako zmienng,
pozostajace jako state.

W wyrazeniu (6) roézniczki dy funkeyi ziozonéj, zmienna niezaleina z weale sig nie znajduje wy-
raznie. Biorgc pochodng, doS¢ jest podzielié réiniczke te () przez rozniczke dx zmiennéj nieza-
leznéj :

dy dydu dydv dydw dy dz
0 =S T s T T @

Leez wyrazenie (6) jest ogblniejszém, bo zamiast zmiennéj niezaleznéj = mozemy z fatwoScia pod-
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stawié innga zmienng niezalezna naprzyktad ¢; tak jezeli

z=[(¢)

zaslapi¢ mozemy wszedzie « 'przez ¢ w funkeyach w,v, w, ...z, a zawsze mieé bedziemy réwna-
nie (6) z ktorego otrzymamy

dy dydu dydv dy dw dy ds
dt“’hu(lt+budt+\zu wT T @
P'rzypuéciliémy powyzéj, zé funkeya x jest funkeya ztozong z funkeyj w,v,w ... zmiennéj nieza-

leznéj x, lecz ze zmienna niezalezna z nie wchodzi wyraznie w skiad t6j funkeyi. Lecz gdyby
zmienna ta wchodzita nawel wyraznie w skiad funkeyl y naprayklad, gdybysmy micli

y=T(u, v, x)

wzor ogolny (6) nie przedstawia wyjatku; dosé jest zalozy¢ jedna z funkeyi skladajacych rowna samé)
zmiennéj niezaleznéj. co nam da

0
dy:%du—k%du—i—%%dx.

Roézniczkowante funkeyy nicwyrainych.

Funkeya niewyrazna jednéj zmiennéj niczaleznéj moze byé dang albo przez jedno 16wnanie o dwoch
zmiennych
[ y) =0
z ktdrego wyciagnawszy warto$é na y wyrazonc przez 2, moznaby uczynié y funkeya wyrazng
zinienuéj niezaleznéj a; albo w ogodlnosci przez n zréwnan
fi(-z'iy Loy Ly « v o Ly wn+1): 0
fa (1, T3y Zgy oo Xny Tner) =0

fo(T1y Zoy Ty v Ty Enry) =0
fn(xh Lgy Lgy oo« Lpy .'L‘,H.l):O

pomigdzy 7 +1 zmiennemi &, &y, &y, ... Tuyy 2 KLOrych mozna wyrugowaé n—1 zmiennych,
otrzyma¢é jedna z nich, naprzyktad z,,, wyrazona przez jedna z pozostalych naprzyklad w, : to jest
uczyni¢ z,,, funkeya wyrazng zmiennéj niezaleznéj . W jednym i w drugim razie moznaby wicc
rozwigzujac réwnania funkeye niewyrazna uczyni¢ wyrazna i rézniczkowaé wedlug powyzszych pra-
widet; lecz mozna takze otrzymad rézniczki funkeyj nie rozwigzujac réownai, co jest tém dogodniéj,
ze rownania szczeg6liniéj przestepne nie daja sie zwykle z Yatwoéeip rozwigzad,

Uwaga. Rownanie
) o - (e y)=0

w ogolnosci nie wyznacza $eisle jako funkeyl zmiennéj niezaleznéj z: bo zwiazek wyraZony przez to
rownanie moze byé tego rodzaju, ze jednéj i téj saméj wartosci x odpowiada kilka wartoSci y.
Naprzyktad, jezeli (1) jest rownaniem algebraiczném 28° stopnia, kazdéj wartosci x odpowiadaja
dwie wartosei y, kidre zardéwno mogy byé uwazane jako funkeye x. Przypadki te rozbierzemy
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w dalszym ciggu : nateraz przypuscimy, ze dozwiazku (1) dodance zostaja warunki okreslajpoe Scigle ¥
jako funkeye z : naprzykiad w razie rOwnania 28 stopnia ze pierwiaslck ma byé branym zawsze ze
znakiem -, lub zawsze ze znakiem —.

1. Weimy zatém pod uwage [unkeye dang przez rownanie f(«', )= 0 pomiedzy dwicma zmjen-
nemi z i y. Rownanic to daje nam y jako funkeye z, wige

riz, y)

moze hyé uwazane jako funkeya zlozona, a rozniczka jéj bedue [rozniczkowanie czeSciowe]

[ fi( )] B'[f(a, ) (l«l?—-}—b‘[f,s;x’ ?/)]dy,

Y
co zwykle przez skrocenic piszemy

df
df = rla:ﬂ-\ydl

aze f(x,y) jest stala, to jest rOwng zeew, jéj rozniczka zupelna df jest rOwng 0, czyli
o of
dv + =
500 JdJ 0

rOwnanie, ktore daje nam rozniczke

of
1) —-D—fd.z
3y
Tub pochadneg
of
dy da

funkeyi y wzgledent zmicundj niczalezndj w.

II. Zanim przyjdziemy do przypadku ogdlnego, wezmy jeszczc pod uwage dwa roéwnania

" f(z, y, 2)=0
4, - .
(P, y. =0
pomigdzy trzema zmiennemi z, y, z. Poniewaz jedng z tych zmiennych, naprzyklad y, mozemy wy-
rugowaé, otrzynmmijac jéj warlosé z drugiego rOwnania 1 podslawidjpe w pierwsze, ktére da nam
w takim razic » wyrazone przez z; poniewaz moglibysmy rowniez wyrugowawszy z, otrzymaé y
wyrazone przcz samo z : wige ulalt (1) przedstawia mam jedng tylke zmienng niezalezng naprazy-
kiad z 1 dwic funkeye (6] zmienné] niczaleznéj y i s. Uwaizajpe funkeye /i1 jake zlozone, pra-
widlo (6) da nam, zakladajac roiniczki zupotne funkeyj tych stalych, ho rownych zeru, rownemi
Zeru :

uf ¥ o .
a{d——%—ydyl— dz =0

2) .
¢ v

o —.dz + ([J—I———dz-O
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Rozwigzujpe dwa.réwnaniay (2) co:do; dy,, dz, obrzgmamy: :

AU IT 37 OF
_dx % 3z 3z
W=3F3r ST
) 0z dy ~ dy 3z

: WP I

_dydr  dx dy
e = S35 C

0z dy oz
I If ¥} W P P
D_.’I;‘" 3\2/" 2 3z ° 'a'za @7. >
wige wartoSek (37 wyznaczajg nam zupeknie rézniezki: i pochodne funkeyj y iz wzgledem zmiennéj
niezaleznéj x, przyczém niepotrzebujemy rozwigzywad rownaie (r).

a ze pochodne czeSciowe » zlatwodeia ofrzymaéd mozemy z rownan ),

III. Przejdimy nakoniec do przypadku ogdlnego. Nicelt bedzie » rownmi

f1 @1y 2y T3 . . . X, .’L‘,,.H) =0
[o (%1, By Ty o Ty Tymg) = O

1 . !
(1) [y, Zay 23 . .. Xny Zpgr) =0

/n (xi, 1’2, x'g . xn) xn-:— 1) = O'

pomigdzy n -+ 1 zmiennemi. Mpfemy, rozwigzwjuc te réwnaunia, wyrazi¢ kolejno kazdaz n zmien-
nych naprzykiad =z, zy,... %a+1, preez jedng z nich : =z, Uklad @) przedstawia nam wiec »
funkeyi z,, Zs. .. Zn+1 jednéj niezaleznéj napraykiad z;. Uwazajge wiec funkeye. 7, £ /.-« [ jako
fankeye zfozone, réZniczkujac wedlug prawidta (5) i zakladajpc rozniczki te funkcyj sownych 0, ro-
wnemi 0, otrzymamy :

of Ny Y.
s, i v e e iy =0
o, o, WP

a-7"11 Tn+1

s 1o s g2 o g o % g —o
5o di, + 572 dx2+ H;dutt, b gt dz, + T dpi1=
2 P) ,

® : ﬁ’dc +bf" dxﬂ—i— f“ d.L' +.,..+g-§_‘—dmn—l~—bff’—-dxm+1:0f

It q

A \'
3’" D gy af" - o, + f"dma 3, Lo e I iy, =0

D.’L'” o n+1

Rownania te stopnia 120 w liczbie n pomiedzy n~-41 nieznanemi: dax,, dzy, day . . . dZny A2nts,
wyznaczam nam w ogoélnosci n z tychnieznanych rozniczek funkeyj, przez jedna z nich uwazang jako
rozniczke zmienné] niezaleznédj.. Za zmienng niezaleing mozemy przyjaé ktorakolwick ze zmiennych
%y, Ty Ty - - - Tny Tu+1, Diezmieniajac uk{adu (2) + pozostale beda jéj funkcyami. Spolezynniki

e My M
Iz, Ay " 0y Wpy 0y Vmr
otrzymamy zlatwadciy z rownan @). Dziatanie 23 pomocg kiérego z ukladu. ¢) otrzymujemy ukiad (o),
nazywany réiniclowandgm. réunan (1),
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Nic wypisujemy tu warto§ei tych n nicznanych, kldre z rownai (2) otrzymaé mozemy; do$é jost
powiedzieé ze ogolna teorya n réwnar algebraicznych 180 stopnia o n nieznanych stosuje si¢ do
ukladu (o) : do niéj wige odsylamy wraz z niemozebnosciami 1 nicwyznaczeniami jakic si¢ przy tém roz-
wiazaniu w szczegdliych razach przytrafi¢ mogq.

Rugowanie staté] dowolnéj. Rdwnanie réiniczkowe.

Réwnanic dane i réwnanie ctrzymane przez rézniczkowanie danego, przedstawiaja uktad dwoch
rownaid, z ktorych zwyktym spobem algebraicznym mozna wyrugowaé jedng ze statych: rownanic
lak otrzymane zawierajpce zmienng niezalezng, jéj funkeye, rozniczki, lub pochodne funkeyi,
lecz niezawierajpce wyrugowandéj statéj nazywamy rdwnaniem rdéiniczhowdm. Staly wyrugowang na-
zywamy stalg dowolng, bo jakakolwiek nadamy jéj warlo§¢ niczaleznie od zmicnnych uwazanyclh
w réwnaniu daném, rdwnanie rozniczkowe bedzie zawsze to samo.

Niech bedzie réwnanie dane

(1 f(z, 9, Q=0
pomigdzy zmiennemi z i y istalp €. W tém rdwnaniu jedna ze zmiennych naprayklad y jesl funk-
cya drugiéj z, ktorg mogliby$my uczynic¢ wyrazng rozwigzajpc rownanie co do y; stalp zaé G uwa-
zamy jakakolwiels, byleby niezaleing od = i y.

Rézniczkujac to rOwnanie, otrzymamy

f 1. o 4 of  ofdy

rownanie zawierajace stalp G pod znakiem funkeyjnym f, lktory piszemy przez skrocenie za- .
miast f{x, y, C).

Wyciggajae wartos¢ na statg G z jednego z dwbch rownait () lub (2), i podstawiajac w drugie,
(lub rugujac G pomiedzy (1) i (2) w inny jakikolwiekbadZ sposdb) otrzymamy réwnanio ksztatin

d
(3) ) (x Y, 3%) =0

ktore nazywamy rdwnraeniem roéznicskuwém rOwnania (1)89. Roéwnanie (1) nazywamy niekiedy rowna-
niem pierwotndm Wb catkowém rownania (3)te, ROwnanie pierwotne réwnania rézniczkowego zawiera
w ogélnoSci pewng stata C nieznajdujaca sig w tém ostatniém ; stala ta dowolna moze byd jakakol-
wiek, byle nic zalezala od z i y, bozawsze wyrugowawszy ja otrzymarmy to samo rownanie roz-
niczkowe (3).

Rownania jednoczesne. Niech hedzie uktad n rownan

(1 (@ Zyy Zgy oo Tny Luckyy Cpy Coy Cg oo £0) =0

f;(xn Toy Lgy o oo Ly Tydyy Cyy €oy €3 o C,,)—_--O

fn(xn Zgy Tgy o oo Ty Tpgqy Cpy €99 O3 00y C,,):O

pomigdzy n--1 zmiennemi 2, &, Z; ... 2+, (2 ktérych jedna naprzyklad 2, mozemy uwazaé za
zmienng niczalezng, a pozostate n jal : @, ... &4, @44, 20 7 -funkeyj t6j zmiennéj niezaleingj) i n
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statemi dowolnemi ¢, ¢,, ¢, ... ¢,. RoOzniczkujac uktad (1) podiug znanego prawidia otrzymamy :

M ?_fziiﬂ 3&%_;_ +E./:de" _.ng dx“+':0

0z, ' dmydx,  dwydry T dxn dwy,  dxay, Oy
3 of, du,  df, dz, O den | dfy dwens
@) So, Vom, de, T hu, dr, U a4z, e dm,
O doy hdey |y dey | e e
Vo, " dzy dz,  dw,dz, Wn dzy " dnr da,

2 rownan, wktoryeh state dowolne ¢, ¢,, ¢; . . . ¢, znajduja sig pod znakami funkeyjnemi £, fo, f3 ... fu
Rugujac = stalych ¢, ¢, ¢, ... ¢a, z 2n réwnad (1) 1 @) (naprzyklad wyciggajac ich wartosciz (1)
i podstawiajac w (2)) otrzymamy na wypadek w ogblnosei n rownan ksztaltu :
dr, d« dr, dz
Ty [y Loy Ly o oo Ly Ty 2y o2y ans o ) =
T\To e T MY e day’ dz,’ dx,

d,l)2 [LL‘“ dxy, dﬁcm.g)_o

EANE MY de "t dxy’ dr,” dx,

de, dz, dz, do.
Fou (@ By Xy o o2 Ty By o2y =2y e oy, 1] ==0
n (3] 9 Vg iy "oy ([-'L'l 2 ([(L'| b dx' H 4.[.1;1

pomigdzy =+ 1 zmicnnemiiich rozniczkami lub pochodnemi, w ktére rownania nie wehodzy juz
stale ¢, ¢, ... €, Wyrugowane. ROwnania te nazywajq réwnaniomi roznicckowemt jednoc zesnems.

X
POCHODNE [ ROZNICZKI WYZSZYCH RZEDOW TUNKCYJ JEDNEJ ZMIENNE] NIEZALEZNLEJ,

Rzedy pochodnych. Pochodna funkeyi pewnéj zmiennéj niezaleznéj, jest sama funkeyq té] zmien
néj niczaleznéj (w szezegdlnych tylko przypadkach moze byé zerem lub staly); wzigwszy zndw po-
chodne t6j ostainiéj funkeyi, otrzymamy pocihodne drugiego rzedu tunkeyi danéj; wzipgwszy pochodne
téj pochodnéj drugiego rzedu, otrzymamy pochodng trzecicgo rzedu funkeyi danéj, i t. d.: pochodna
pochodné] m -1 rzgdu, bedzie pochodng mse rzedu funkeyt danéj.

Nicch bedzie na przykitad funkeya
]/ e x"l
pochodna jéj

dy __ . omia
a?c‘ =M

jost funkcya zmiennéj z; oznaczmy ja przez y':
y’ — mxm—i
Biorae pochodng funkeyi %’
(l:l/___ AN m—2 _ .7
L=mm—1)a"—=y

13
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funkcya y" bedzie pochodna drugiego rzedu funkeyi y; podobniez

%:m(m ~ 1 (m—2)gm S =y"

d.

bedzie pochodng trzeciego rzedu funkeyi y; w og6lnosel

(n—1)
ﬁmczmm—nm—m“.m_u+”mw:y”

bedzie pochodng nlego rzedu funkeyi y.
Niech bedzie w ogélnosci funkeya
y=1(z)
pochodng pierwszego rzedu, oznaczyliSmy przez

f @)= L2

pochodne wyzszych vzedow oznaczaé bedziemy przez

f”(.z*)_—:d/:/i@ pochodne drugiego rzedu;

7 {x) :WT:J(UL) pochodne trzeciego rzedu;
Fn——1 »
Jakl (.1‘):@7‘(51—)(1) pochodng ns° rzedu.
&
Nic potrzebujemy dodawad, ze w ogdlném wyrazeniu, znak (n) lub (» — 1) nad znakiem funkeyj-
nym oznacza nie wykltadnik, lecz rz¢d pochodnéj.

Rzedy rozniczek. Romiczke funkeyi

0 y=/(«)
okre$lilismy przex réownanie
) dy =["(z) dx

powiedzieliSmy nadto, ze rozniczky zmiennéj niezaleznéj dx roéwng przyrostkowi nieskoiiczenie ma-
temu Az uwazamy zwykle jako niezaleing od .

Zastrzezenie Lo, nie bylo jednak konieczném przy uwazaniu rozniczek pierwszego vzgdu. Pray
uwazaniu pochodnych wyzszych rzedow zaktadaé bedziemy koniecznie rozniczkg da zmiennéj nieza-
leznéj, niezalezng od zmienéj niezaleznéj z, lo jest uwazaé ja bedziemy jako stalg.

Roaniczki zaé funkeyi diy podobniez jak pochodna f/(z) sq smiennemi, bo sp zmieniajpcemi sig za-
leznie od ().

Rozniczkujae wige wyrazenic (2), w klorém uwazamy dy i f(x) 2a zmienne, dx za slafe, zwa-
zywszy ze z powyzszego okreSlenia

df’ (z) = f" (z) d
olrzymamy
d.dy =dzd [ (2)] = dz [[" () d«]



RACHUNEK ROZNLCZEOWY 499

czyli
d.dy = f" (x) da*
Wyrazenie
d.dy
nazywamy rézniczkg drugiego rzgdu funkeyi ¥, i piszemy je przez skrbcenie
d'y
tak ze
(3) (Zzy = f” (-’I;‘) dz®.

W podobny sposéb rézniczkujac wyrazenie (3), w ktorém dz? podobnie jak dz, ma byé uwaza-
ném jako stala, otrzymamy
d(d*y) = dz*d{f" ()]

a ze okreslenia

af* (@)= [" (a) dz

wiec

d(d*y) =dz* [f" (z) dz]
czyli
) Ty =["(z)dz’

oznaczajac przez skrocenie
d.dy=d%

nazywajac wyrazenie to rozniczka 3ge rzedu funkeyi y.

W ogbdlnosei, rozniczka niego rzedu bedzie

d.dv Yy = dz"d[f N (z)]

czyli
®) dy = [ (z) dz"
c0 mozemy napisaé takze

dny

—d = f) .
(©) Frot A

Na oznaczenie pochodnych wyzszych rzgdow funkeyi uzywamy czgsto znakowania (6); rézniczke
w takim razie napiszemy

dy = % da

co jest tozsamoScia z okre§lenia, Ze pochodna n'se rzedu jest ilorazem z rozniczki nteso rzgdu funk-
cyl, przez ntt potege roézniczki zmiennéj niezaleznéj.

Dogodném jest czgsto znakowanie Gauch’ego pochodnéj jedna gloska D, przyezém zmienna nieza-
lezna pisze sig jako wskaznik u dolu, a rzed pochodnéj jak wykladnik u géry : tak, ze

4y e, Ly n gy — 2y
Dry—& D"y_d_—:c""D’y_'W'
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fub
DL /(@) =/"(a), Df(@=["(@), ... Duf (£)=[W)(s).
Uwaga. Nie potrzebujemy dodawaé, zc
di’/, ([”]/, L dn—-J!/, (n!/ s
oznaczajg nie potegi 282, 3¢ie, | at roiniczhi dy, leez sp roZniczkami rzeddow 280, 380, ... %80 funk-
cyi y; potegi oznaczaé bedziemy jak zwykle przez

dy®, dy®, dy =t dyr L

ltak, ze
@y =d(ly), Py=d(d) ... dy=d({d""y)
728
dyt = (dyY, dyd==(dy) . .. dy" = (dy)"
co jest zndOw rozném od rozniczek pierwszego rzedu : .
d(y*)=2ydy, dy*)=38y*dy .. . d(y*)=ny""'dy
potegi 26, 3é ... nlé funkeyi y.

Nic nalezy réwniez uwazaé
dx?, deb ... de .,
za rozniczki drugiego trzeciego ... n8° rzedu zmienné] niezaleznéj: bo rozniczka pierwszego rzgdu
bedac statg, to jest niezalezna od x, jakeSmy to Lyle razy powtarzali, pochodne jéj a wige i rdzniczki
wyzszych rzgdow sp wszystkic zerami :
dr=0, Pr=0...d"c=0...

Twierdzenic ze pochodna jest ilorazem rozniczek funkeyii zmiennéj niezaleznéj, nic moze micé
micjsca dla rdzniczek i poehodnyeh wyzszych 1zeddw nad picrwszy.

Zamiast mowié : pochodna lub rdiniczka pierwszeqo, drugiego . .. m8° rzpdu, mowin czesto » pochodna,
rdiniesha pierwssa, druge ... ne, praez skrocenia.

Jal Lo wwaga p. Folkierskiego dla poczatkujaeych jest wazna nie potrzebujemy nad tém dlugo sig
zaslanawiad,

Réiniezki wyzszych rzedéw funkeyf zesadniczych.

Funkeye algebraiczne. Niech bedzic funkeya

y=a"
widzicliSmy juz powyzéj, Ze
il'l = man—!
de
(1127 2
aT'/ =m(m—1)an—?

%:m(m —Dm—2) ... (m—n + 1)z
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Ogolnosei tego wzoru, mozna z latwoscia dowiesé wiadomym sposobem, zakladajace, ze ma miej-
sce dla n==*F, gdzic & oznacza calkowity dodatna i dowodzac go dla n=1F% + 1. Jakoz rézniczku-
jac pochodne

.
%:m(qu)('n —2) ... (n—k 4+ 1)zm—*
o‘tvzymamy
k41
Z—xk-g =mm—1m—2)...(m—k+1)(m—kam—k+

wypadek z podstawicnia n ==~ + 1 we wzorze danym.

Wzbr wige ten zachodzac dla k=1, k=2, zachodszi dla £ =3,k=4 ... k=mn, a wiec jest
ogolnym.

Jezeli m jest calkowitém dodatném, mi*s pochodna bhedzie staly, a zakladajac m =n w powyi-
szém wyrazeniu olrzymamy :

dram ATV
Wﬂum__m(m H(m—2)...3.2.1

nastepne pochodne bedq wiec zerami.

Podobnicz, wiclomian catkowily stopnia meo

y=ax" +ba™ ' + . . 4px+gq
ma m'* pochodng¢ stalg
amy

m:am(m—l)(m—?) ...3.2.1

a nastepne roOwne zeru.

Funkcya logarytmowa. Nicch bedzic funkeya

y=logx
Mamy
%:x“ loge
%:— 1.27%loge
%:1.21“3105;0

& _ —
ax_?{,z(—-a)'t 1£.2.3... (n—1)z—"loge .

Jezeli logarytm jest naturalnym

dil.z __

g n—{ - —n
—r=(1)T2.8 L (e — )z

Pockodne wszystkich rzedow funkeyi logarytmowés sg funkcyami algebraicznemi.
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Funkcya wykladnieza. Niech bedzie

\ y=ar
di d? .
C-é—a’l a d?ﬁ::a {1.2y
a wiec
dmy - N
d-’L'" =a (1 . a)
Jezeli a=e
drer or
dzn

Ogolnosci Lych wzoréw mozna z fatwoscia udowodnié jak powyiéj.
Wiszysthie pochodne funkcyi wykladniczdj sg. takiemi samemi funkeyame wylkiadniczemi, pomnozonemi
przez stalg polege catkowite logarytmu naturalnego zasady.

Funkcye trygonometryczne. Niech bedzie

y=wsty  y=dosz
mamy, biorace kolejno pochodne
%_—_dosx Z—Z:—\vstr
ZZ::—»vstx %=—d051’
% = —dosz % = wstx
%:\sz %’/—_— dosz

Pocliodne powtarzaja sie co cztery rzedy. Aby znalezé wzor ogdlny, wezmy pod uwage funkeye.
z=wst(z + «)
gdzie « jest stala:
d

¥y_. = . ad
%_dOS(x—i-a)_wst (a:+ a+2>

tak, ze pochodne wstawy otrzymujemy dodajac do fuku stalg g i biorge zndw wstawe. Jakiekolwiek

wiec bedzie » mamy zawsze

Z:{': wst (.70 “+ o -+ n%)

Zakladajac «=0 lub « ::_: otrzymamy dwa wzory ogoélne:

drwstz w
—_— = wst ~+n =
202t (o0

drdosx T
T =dos <a: -+ n—) .
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Mozna wiec powiedzieé Zei funkceye trygonometryczne rodzp pochodne podobne im samym, wia-
sno§é podobna funkeyom wykladniczym.

Funkcye kotowe maja pierwsze zaraz pochodne algebraiczne, a zatém co do dalszych, podcho-
dza pod ogdl funkeyj algebraiczny ch.

Pochodne i roiniczki wyiszyeh rzgdéw funkeyj ziozonych 7 aiewyrainych.

Umiejge znalezé pochodne pierwszego rzgdu funkeyi zlozonéj, z hatwoscia przez n rézniczkowan
po sobie nastepujacych otrzymaé mozemy pochodng nge rzedu. Czesto jednak pozyteczném bedzie
postawienie ogélnege wzoru na pochodng lub rozniczlie nge rzedu funkeyi ztozonéj, wyraZzony przez
pochodne lub rozniczki funkeyj prostych sktadajacych

Pochodna iloczynu. WeZmy naprzo d pod uwage funkeye
Y ==uv
hedaca iloczynem dwoch lunkeyj « i v zmiennéj niezaleznéj z. Wiemy juz ze
(1) de = vdn + udv. -

Roézniczkujpc powtdrnie otrzymamy

&y = d(vdu) + d(udv) = vd (du) + dvdu + vd(dv) + dudv
czyli

@) - &y =vdu + 2dvdu + ud*v.
Rozniczkujac jeszeze raz-otrzymamy w pedobny sposob

Ay = vd’u + dvdu + 2 (dvd*u + dud®) + ud?v +- dud®v ;
czyli
(3) &y = vilu + 3dv dPu + Bdud®o + ud® .

Poroéwnywajac wzory (1), (2, (3), widzimy Ze w rozwinigclach rozniczek funkeyi ztoZonéj, rzed
jednéj z lunkeyj skladajacych zmniejsza sig o jedno$é, a rzed drugiéj zwieksza si¢ o jednosé od wy-
razu do wyrazu, spotezynuniki liczebne sp spolezynnikami wyrazéw odpowiednich rozwinigciu dwu-
mianu; naproewadzeni wiee jestesmy ma napisanie wzoru ogolnego

n(u—1)
1.9

4

() dry = vd"u —4—-21-Z dvd*u + vdr T+

+ n(n——ll 2 ‘- fn'_/:/H‘” drod M+ ..+ d'v.u

Aby dowiesé ogédlnosci wzoru (4) do§é jest dowie$é, ze jezeli zachodzl dia rzgdu n, zachodzi
rowniez dla rzedu n~+ 1 : wniesiemy nastepnie, ze poniewaz zachodzi dla » =3 zréownania (3), za-
chodzi dla n=—=4, a wigc i dla n=3 ii. d., jest wiec ogdluym.

Roézniczkojac wzor (1), otrzymamy w saméj rzeczy :

arrty =vavu + o+ BE D pygiiy 1 drvi

“4-dvd'u -+ ;d’vd"“u + ... —!—; dry dy <+ dv e u
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Yaezae wyrazy podobne jak ;dvd"u i dvd'u, 12(7—;—-2'—'1—)d2vd"”‘u i %ldzvd"“u i't. d. olrzymamy :

n—+1 (n-1)

AV () = vdv e+ dodiu + T3 drud " u + .., +d" v u

wzbr, ktoren otrzymaliby$my byli wprost z (4), podstawiajac za n warto§é n + 1. Wzbdr wige )
jest ogolnym.,

Wzér () mozna napisad symbolicznie w nastepujpcy sposob :
&) d* (uv) = (du <+ do)?)
uwazajac, ze w rozwiniecin n'4i potegi dwumianu

1*____1(71"7_—‘1) dvidu—? + . ..
1.2

(du + dvy =1 .dur + ;ldvdu““’ +
_}_n(n——l)(n—?) o=k 41

[k "'—k' Y]
: o T dvrdn® % 4+ ... +dv* 1

wszedzie zamiast wykladnikow rozniczek du t dv pisaé nalezy wskaZniki rzgdbw rozniczkowania;
w pierwszym za§ wyrazie, zastapié 1, lo jest potege O roiniczki dv, przez v, w ostatnim potege 0
rozniczki du przez w, przyjmujac ze roézniczka rzedu 0 funkeyi jest sama funkeya, co jest uspra-
wiedliwioném.

W ogb6lnosci P. Folkierski Scisle dowodzi, %e rozniczka iloczynu ilukolwiek czynnikdw w, v, 10 . . . 2
hedacych funkcyami jednéj zmiennéj niczaleznéj x, moze byé przedstawiony za pomoca wzoru sym-
bolicznego.

(©) d*(now ... z)=(du +dv + diw 4+ ... + dc)l

rozniacego sig od rozwinigeia ' potegi summy rézuiczek tém, Ze wszedzie zamiast poteg odpowie-
dnich rozniczek, piszemy wskazniki rzeddw rozuiczkowania i Zze zastgpujemy potege zero téj roz-
niczki ktora nie znajduje si¢ w pewnym wyrazie czyli jednosé, przez odpowiednia funkeye.

Rozniczkowanie czesciowe wyzszych rzedow.

"TWIERDZENIE. Osnacamy praez f(u, v) funkcye dwick funkeyy w i v zmiennd] wiezaleinéj x, praes

¥ (u, v) o f(u,v) . L . . ; .
Ly S pochodne czgsciowe funkeyr flu, v) wzgledem w i v powiadam, ze pochodna czgsciowa wyra-
v

du

) )
L af(u, v . s . . .. u, v
Zenio -%-’d—-—) wzgledem v. réwna ste pochodnd) csesciowd) wyraienia %—)

R ou

wzgledem w; to jest, e

byleby

fluoy, e, A6y

byly funkcyam? cigglems zmiennych u t v.

To twierdzenie P. Folkierski $cisle uzasadnia.
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32/ 32

Pochodne te drugiego rzedu oznaczamy przez skrocenie przez L L
ollg ¢ yp P T

¢ lwierdzeniec poprze-
dzajace zawartém hedzie w rownosei

Xf(u,5) 2w, v)

dudr T dvdu

klbra wyraza zc porzgdek réinieskowania csesciowego nie wptywe na wartosé pochodnél csesciowd.
Twierdzenic o, ktore z Fatwoseia uogolnié mozna do funkeyi ztozonéj z ilukolwiek funkeyj jednéj

zmienndj niezaleznéj, daje nam wyrazenia pochodnych czgseiowyeh wyzszych rzeddw funkeyj zto-
Zonych.

Niech bedzie funkeya
(¥ y=/[(u,v,w ...z)

tozona z m funkeyj wu, v, w ...s zmiennéj niezaleznéj x. Poniewaz mozemy hraé pochodne czg-
selowe L6] funkeyi wzgledem kazddj ze zmiennyeh uw, v, w ... 5, olrzymamy m pochodnych pierw-
wzego rzgdu

dy o dy dy dy
S’ S w TN
Kazda z Lyeh poehodnych jest w ogélnoSci funkeyp wszystkich zmicnuych w,vw ...z, kazda

wige miataby zndw m pochodnyeh czebciowyeh, czyli mieliby$my razem m* pochodnych drugiego
rzedu. Lecz ponicwaz porzadek rozniczkowania cze$eiowego nic wplywa na warto$é pochodnych,
wiasciwie bedziemy mieli tylko tyle pochodnych cze§ciowych drugiego rzedu, ile mozemy uezynic
zestawien z m przedmiotébw dwa po dwa, (wraz z temi, ktbre otrzymujemy podslawiajac jeden dwa
razy) to jost
mi{m —1) +m:1n2-—m+f‘2m:m°“—l— m:m(m + 1)
9 ) 9 9

1 = ]

Pochodne (e oznaczad bedziemy jak nastepuje

Yy, Xy 2y Yy
Mt Yo ? duwdw’ T duds
Yy o Xy >y
Y2 Ydw’ T s
hEY) 2y
Q2 T Jwdz
Oy
3z

W podobny sposdOb, rozniczkujac czgsciowo pochodne drugiego rzgdu, otrzymamy

m(m —+ 1) (m + 2)
2.3

f

pochodnych czodciowych trzeciego rzedu, kiére oznaczymy przez

Yy Yy oy Oy
M DT e’ dudwndw

t. d.

14
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W ogdlnofei : liczba pochodnyeh czeSeiowych nee rzedu funkeyi ztozonéj z m funkeyj, hedzie

mm—+1)(m+2) ... (m+n—I1)
1.2.3. )

Wyrazenicm ogo/ném jednéj z pochodnych ezgsciowych n'ege rzgdu, bedzie

gy
Juxdpfdt .., dz¢

gdzie a, B, v ... s2 liczbami calkowitemi (niektdre 2 nich moga byt rownemi 0), ktdrych summza
rébwna sig n iz ktérych kazda oznacza liczbe rézniczkowan czesciowych dokonanych wzgledem od -
powiedniéj zmiennéj.

Wyrazenia rozniczek zupelnych wyzszyeh rzedéw funkeyj zlozonych, przez rézniczki
i pochodne czesciowe funkeyj skladajacych. Niech bhedzie funkcya zlozona

y=[flu,v,w...z2)
z funkevj w, v, 0 ... 2 zmienngj niezaleinéj .

Wiemy z¢

) d
dy=Y @y + Xy + L aw - + Wy
(n = Ju +Dvw+b‘w w -~ .. l—w s,

Rozniczkujac kazdy wyraz tegofwyrazenia jako iloczyn, otrzymamy :

(2 &y —=d ( /) du—+d <'S‘) dv -+ d( U) dw—+ ... +d <DM> s

d d d . )
Y eu+ Yo+ Y e+ + Y,
+ W 0 TR

du
. dy dy dy .. . . . e . .
Stosujac do T de ds ktore sa funkeyami u, v e ... z, prawidle (1) rOZniczkowania czeseio-
wego, znajdziemy
dy\ _ Y y 2
[d (ﬁ) =35 vadv +3 dw—+... + S dz

(32

o\ __ %Y Oy Oy L Oy
d —-) ‘—bubzdu —(—md'v—k —mdw-k . +D~:’—2-dz

a podstawiajac te wartosei w (2), otrzymamy wartosé réiniczki cze§ciowéj drugiego rzedu d?y funk-
cyi zlozonéj y, nastepujaca :

s [O% 2y _
Py — < L du? + 2 M_bv'dudw - 2 dudzu .. -2 e dudls

Y dudw + ...~ 2

) +\,(IU"—|—2 D TS

Y dvds + ... + —D-l/ dzz>

7
Y o Y e RPD ?ﬁd-z_
+audu+h—;du+awdw+...+Dz 5.



RACHCUNERK ROZNICZKOWY 107

W podobny sposbb otrzymad mozna rozniczki wyiszych rzedow &, d'y, . . . ; lecz wzory staja sie
coraz dtuzszymi i w praktyce zwykle daleko Iatwiéj postepowad wprost, otrzymujac naprzod wyra-
zenie rdzniczki zupetné] pierwszego rzedu jako funkcye zmiennych danych (podstawiajac za pochodne
czgsciowe ich wartosel); nastgpnie rozniczkujae tak otrzymane wyrazenie zwyklym sposobem, ulwo-
rzy$ réiniczke drage wionkeyi zmiennych danych; z rémmiczki drugiéj rézniezke trzecia ... z roi-
niczki (n — 1)4i3 rozniczke nte.

Pochodne : drugg, trzecig ... funkeyi y wzgledem zmiennéj niezaleinéj z otrzymamy, dzielpe
rozniczke zupelng drugy, trzeciy, ... przez potgge drugg, trzecia, ... przyrostku stalego de zmien-

néj niezaleznéj x.
Uwaea, Gdyby funkeye sktadajace u, v, w ... z byly wszystkie funkeyami linijnemi zmiennéj nie-
zaleznéj x:
u=ax b, v==ax by, W=z by .. 3= @ + by
mielihysmy
du=0 dv=0 dw=0...d%=0
a wzOr (4) stathy sie

3 —azy, X 9 D.Z/2 D‘ly
d y_h—uzdu -+ ”Dubzududu “+ ...+ QWdudz

D}2;’/ 2 NZ/ s
+b?‘dv —+—...+2mdud~

)2
—I—...—I—D—;/%(ZZQ;

wyrazenie, ktore™przedstawié mozemy symbolicznie :
dy dy dy ,\@® 3
Py=(Hdu+ZLdv+ ... +Zdz} = (dy)?
=G 3 (@)
rozwijajac w wyrazenin (1) roziczki pierwszego rzedu jak lkewadral i zastgpujac wykladniki przex
wskazniki rzedow rozniczkowania.

Prawidlo to uogélnié mozna dla roézniczki jakiegokolwiek rzedu s .

Jezeli funkeye u, v, w . .. z sktadajgce funkcye
y=7v ...5

sq funkeyami linifnem? amienné/ niezaleinél x, powiadam ze
w0y y dy L\ __ a' .
dy_(rudu—i-b;dv—i—...—u-b—z-dz = (dy)®

byleby rozwijajac nawias jak nle potege, zastgpowal wszedzie wykladniki przez wskazniki rzedow

rozniezkowania : to jest iloczyny
By % ?_z 8 y \ 1
dul v/ Q%)
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przez pochodne czgSciowe
Dzz FRb aes b ’/

Jutvt ... ozt

Ogblnosei Lego twicrdzenia udowodnié mozna z fatwoseig, praypuszczajac ze zachodal dla rzgdu
i dowodzae ze zachodzi vOwnicz dla rzedn n +1: jak powyzéj.

Rozniczki wyzszych rzeddw funkeyj niewyraznych. Weimy naprzod pod nwagg fankeye
jednéj zmiennéj niezaleznéj, wyrazong przez rOwnanic

O [z, y)=0

ktore daje 7 jako funkeye zmiennéj niezaleznéj z. Uwazajae funkeye (¢ jako fukeye #lozong i zakta
dajac rOzniczki zupelne L&j funkeyl majacéj warlosé slalp réowng zero, véwnemi zern, olezymamy
uwazajae de za staly, dy 1 pochodne czgSciowe za zmienne :

of o, )
/ 3._19(/“5 —i—B'T/dy__O
2t 2p Yro, /
<32/. dz?* + 2 2y dudy -+ 3 dy? ) + 37 w?y =0
3 .2 N 2 3
<DT d® + 3 Ty dr’dy + 3 T dzdy® + 5}7 dy )

b 3 2 EF ) o /" —
i +3(D.LD'/ dx —(— (ll/) Ly —|— &y =0

Pierwsze z tych rownai daje nam wartoSé picrwszéj rdzniczki dy podstawiwszy wartosé te w row-
nanie drugie, otrzymamy z nicgo wartosé dragi€j rézniczki d®y; podstawiwszy ta i]oprzednig war-
to$¢ w rownauie trzecic otrzymamy % nisgo warlo$¢ trzeciéj rozniczki @y i t. d. Rozniezki te wyra-
Zonemi sg przez pochodne czgsciowe roznyeh rzodbw funkeyi f(z, i) ktore to pochoduce z rdwnania
(1) = latwoseig, rézniczkujae, olrzymanemi byé moga.

Majac rozniczki, mamy od razu pochodne dzielac przez odpowiednia potege dz :

Ll dy dy _ dy

— 5 .

dic det’  dst
Wezmy teraz przyklad ogdlny n roOwnan

/; ('Z'n Loy » o s Lay 'I'HH) =0

) fa (i€ &y oo @uy Cay ) =0

/;l (-Z'“ Tay v oo Ly, 'l’"*x-i): 0

pomigdzy n 4 1 zmicnnemi. Z tych réwnai moglibyimy w ogdlnosci wyrugowaé n~ -4 zmmennycl
czyli wyrazié wszystkic zmienne przez jedog z nich. Mamy wiege tu jedng zmienng aiezale2na (ktora-
kolwiek z 2, 2, ... Zas,); 1 » funkeyi té] zmiennéj niczaleznéj (pozostate 2 ¢ ... w.«,); idzie nam
o wyznaczenie rozniczek i pochodnych v6zaych regdow tych funkeyj.
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Boiniczki piervszego vzedu w liczbic 2 sp wyznaczone jakeSmy widzicli za pomocg » rownan

N
L(Z.Ll—l—LﬂdJ -+ . L/‘ dr, + (/r,,”_()
dry o, D.t,, Dr,,, -

L Y/, p)
s t/.z’1~i——[2(/.172—1—...-i—L/(/t., \/ in == 0

2 da, o, AN L,
A D ]
ﬁ (_/.ll—i——[—L/l -+ . /" ey, -+ \—/-([L,, =0
\L\L'l "_ L'y AT
[)1(,1\\~/O 0 stopnin co do duoy, da,, oo dey, dey gy, KLOre wymacezy noz Lyeh roiniczck praez jedng,

uwazang jako rozniczke zmienndj niczaleznéj. Pochodne czgéciowe funkeyj £,y for . .. /n olezymamy

7z falwoseig przez romiczkowanic rownai ().

Roziczkujac ukad 2) otrzymmumny

2, y O NPT 2
-A,-dr{-’ —+—:2—[Lzlw,d.t2+ Sk h A, -+ 3 /‘ oo ) =0
or,? 0,08, oz
: d
. Dfrh > -2 % (l.c,d;c,+...+/r[r+ /z[ﬂv—!—...):O
&) J;l(\c‘g : o, N ;

.\(%’i(/rl +as f" > dode, .. ‘/" -+ f( f12.1-2+...>:o

n rownai pierwszego slopaia o do roiniczek drugiego rzedu iy, (ay ... dPr,, w liczbie n4- 1.
Leez rozniczka drogiego rzedu zmiennéj niezaleznéj jest rowna O (jezeli maprzykiad ., obicvzeny za
zmicnng niezalezng, zatozyé nalezy d*r,=0), bo rozniczka jéj pierwszego rzedu jest stalp : mamy
wiee » rownai o n nieznanyeh rozniczkach dragiego rz¢du funkeyj : rozniczki te z rownan powyi-
szych otrzymaé mozemy, podstawiajuc w nich vozniczki plerwszego rzedu olrzymane z rownan (),
i pochodne otrzymane przez rozniczkowanic rownan (1).

W podobny sposob otrzymad mozna rozniczki i pochoidne 350, 452 ... rzedu : rézniczkujae rowna-
nia 73 it. d.

Rugowanie stalych dowsrlnych. Rivanivrésviczhows mysszyeh rsediw .

Niech hedzie réwnanic
() [y Yy €1y €y €y .o 0a) =0
zawierajace dwie zmienne % 1 y, 1 » stalych : ¢, ... e.

Rozniczkujac » razy Lo ré6wnanie, otrzymamy n réwnan

[ Udy
ydz
®) Xf o N dy  Vfdy :
rf y Oy Ly
bx'*+23dedx+bygd.x’+5§Z§—O

. - . . . .

(poduieliwszy pierwsze przez dr, drugie przez de* . . ., aby zamiast rozniczek wpro vadzid pochodne)
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pomiedzy pochodnemi funkeyi y wzgledem zmiennéj niezaleinéj z od pierwszego az do ng° rzedu
wlacznie i pochodnemi ezgscicwemi funkeyl f wzgledem 2 iy od picrwszego ai do ns° rzedu
wlhaeznie, pochodnemi, ktore zawieraja w ogolnosci state ¢, ¢,, ... ¢,. Rugujac e n slatych pornig-
dzy » -1 roéwnaniami /1) 1 (2), otrzymamy réwnanie

ly d¥ "y
iy 2y J):
("L Yaw @ dz”,

pomigdzy zmienng niezaleing z, funkcyg y i pochodnemi od pierwszego az do ngo rzedu wlaeznic
funkeyl wzgledem zmiennéj niczaleznéj. Rownanie to, niezawierajace wyrugowanyeh statyeh, nazy-
wamy réwnantem roiniczkowém ng° rzedu, ktorego rownanie (1) jest rownaniem pierwotném.

XI

ROZNICZKOWANIE FUNKCYJ WIELU ZMIENNYCH NIEZALEZNYCH.

Okreslenia. — Pochodne 1 rozniczki czeSciowe funkeyj wiclu zmiennych niazaleznych. — Rézniczka
zupelna 1 jéj wlasno$ci. — Pochodne czesciowe 1 rozniczki zupeine wyiszych rzeddw. — Funkeye
zbozone 1 niewyrazne wielu zmiennyeh niczaleznych. — Rugowanie funkeyj dowolnych. — Réwnania
roiniczkowe o pochodnych czeSciowyeh. — Whasnosel funkeyj jednorodnych.

Wszystkie Le twierdzenia i wlasnoéci Rachunku rozniczkowego §cisle, jasno i wyborng polscayzna
pan Folkierski staraunie ndowodnil. '

ZAMIANA ZMIENNYCIH.

Zamiana zmiennych dla funkey] jednéj zmiennéj niczaleznéj, — Zamiana zmiennéj niezaleinéj. — Za-
miana wszystkich zmiennych. — Zanliana zmiennych dla funkeyj wielu zmiennych niezaleznych, —
Przeksztalcenie Legendre’a

Scisto$é, jasnosé i czeslo naturalna wielkich pisarzy narodowych proslota s gtowne cechy zna-
micnujace dobitnic piekne dowodzenia pana Folkierskicgo. Tym sposobem bez przerwy i niejako jed-
nym ciagiem pidra miody nasz autor przeprowadzil dokiadnie caly swoj Rachunek roiniczkowy.
Rozliczne i wybornie dobranc na koricu kazdegd rozdzialu umieszezone catkiem rozwigzane praykiady
i podane do rozwigzania ¢wiczenia dopelniajai stanowczo wykazuja niezmierng dla modziezy kszlal-
cactj sie pozyteeznosé elementarnego dzieta pana Folkierskicgo.

XIT1
ZASTOSOWANIE RACHUNKU ROZNICZKOWEGO DO TEORY! FUNKCYJ,
WZOR TAYLORA.

Dzieto Taylora pod [ylutem Methodus incrementorum zawiera, obok bardzo pigknych zastosowai,
nowy sposol przedstawienia analizy nieskoiiczenie malych przywiazujac ja do rachunku réznie skon-
czonych. Tam to oglosit on po raz pierwszy stawne swe twierdzenie ktore nosi jego imieg, 1 kidrego
prace najwiekszych geometrOw ciggle odtad podnosily wzigtosé. Wszystkie szeregi dotad znane sq
Iatwenu powyizszego twierdzenia wnioskami, 1 moie ono przytém dostarezyé nieskorezong ilosé
jeszezs innych. Taylor jednak nie przytoczyt zadnego swego wzoru zastosowania, i ta okolicznosé jasno
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tfumaczy niewielka waznosé jaky geometrowie zdaja sig na poczatku praywiazywaé do jego odkrycia.
Dzi$ nawet twierdzenie Taylora, zmienione w sposdb mic nieznaczacy, czesto bywa wytknigte pod
imieniem, twierdzenia Maclaurina, i bylo czgsto cytowanc jako nalezace do pomystéw Dalamberta,
ktory, nie wiedzac o jego poprzedniém i bardzo juz dawném ogloszeniu, podal je jako nowe w bweze-
snéj Bneyklopedyi.

Taylor jest dalekim wreszcie od zupelnego ogarnienia rozleglego znaczenia kwestyi; badanie wa-
rankow koniecznych Zzeby jego szereg byl zbieznym nie moglo sie wyrobié jak iylko z wielkim tru-
dem i powoli. Slawni geometrowic nie wahali si¢ wprowadzié wiele glebokich spostrzezen do swych
nowych wzoru Taylora dowodzed wyjasniajacych coraz lepiéj wszystkie dotyczace zhieznosei szercgu
przepisy, i oto dopicro niedawno Gauchy potrafit nakeniec zamkngé je pod pewne ogdlne prawidlo,
kLore stusznie sam autor uwazat jako jedno z najwazniejszych swoich odkryé.

Wszyscy geometrowie jednomyélnie dzi§ sie zgadzajg uwazaé zbiezno$¢ szeregu jako warunck ko-
nicezny jego prawego uzycia. Plerwsi wynalazey té] wielkiéj teoryi podzielali to zdanie, co zdaje sie
wreszcie rownie prostém jale naturalném. Szeregi kiorych oni uzywall powinny byly zawsze, podiug
nicl, dawaé wartosé liczebnp Tunkeyi przedstawionéj. Leibnilz wystepuje pierwszy z zadaniem wy-
raZzném praepisdw zhieznobei.

Czytamy w liscie przezexi do Hermanna adresowanym, 2 lipca {703 roku :

« Nie zadam ja wcale aby poszukiwano warto§ei jakiegokolwickbadZz szeregu pod forma skon-
czoug; takie zagadnienie przewyzszaloby widocznie sily geometrdw. Pragnatbym jednak usilnie, azeby
wynaleziono sposdb decydujacy stanowezo czy warto$é wyrazona przez pewien szercg jest mozehna,
1o jest zbiezna, i to nieznajac bynajmmié) pochodzenia szeregu. W rzeczy samdj, warunkiem jest ko-
niecznym, w razie gdy szereg nieograniczony przedstawia ilosé skoiiezons, zehy mozna bylo dowiesé
zbicinosci tego szeregu, i Zeby mozna bylo sig zapewnié przediuzajac go doslatecznie iz biad popei-
niony moze sie sta¢ mniejszym od pewndj oznaczonéj iloSci, tak maléj jak sig podoba, »

Przez diugi czas jednakze geometrowic, prawic bez wyjatku, przyjeti na tym punkeie dokiryne do-
sy¢ dziwng; niepoprzestajac na zwyklych zastosowaniach dotyczacych rozwinigd na szeregi w przy-
padkach prawych, to jest, gdy szevegi sa zbiezne, mniemali za rzecz stuszng rozeiagngd te zastosowa-
nia bez restrykeyi. Sam nawel Enler w blad powszechny wpadajage dlugo sig przy nim fatalnic
utrzymywal.

Dopiero na poczalku tego wicku Poisson uwage geometrow ku prawdzie i Scistosei skierowat, po-
kazujae do jakich wypadkdw moze doprowadzi¢ uzycie szeregOw rozbieznyeh. Kilka stéw ognistych
1 oburzen energicznych Gaussa i Abla zardwno sig przychylily tak {do umorzenia tego gcometrycznego
zgorszenia (skandalu) jaki do trwatego ustalenia zupetnéj potrzeby zbieznoscei, wyrzucajpe raz na
zawsze z umiejetnosei blad co, praywigzany do zasad, mogl zrodzié¢ muodsiwo ianych.

Prawidia deozwalajace spdzié o zbieznosci szeregu nabywaja nowéj wzigtodel gdy ta zbieznosé zo-
slala uznang za nieuchronnie potrzebng. Rozwigzanie zagadnienia w kilku przypadkach szczegédluych
jest fak dawne jak uiycie szeregbw; lecz cale i glgbokie nad tym przedmiotem studynm nie zostato
wykonane jak tylko daleko pozniéj.

Mozemy zacytowaé mnaprzéd kilka przepisow prawie widoczoych wskazanych przez Dalemberta,
i dotyczacych szeregdw liczebnych, wyrazenie reszty szeregu Taylora przez Lagranza, studyum waz-
nego szeregu kiorego Gauss podat -warumek zbieinofci przywiazujpe <don przepisy pelne wdzieku,
I'nakoniec liczne metody, z pod ktéryeh bardzo mato przypadkdéw wylamadé sie moga, stuzace dla
wyznaczenia zhieznodel szeregdw liczebnych ziozonyeh zwyrazdw doedatnych. )

Do badad warunk6w zbieznoSci szeregow, mozemy przylaczyé, wyklad metod ulatwiajacych ich
summowanie przyblizone w razie gdy szeregi sp powoli zbiezne. Powszechnie sg uzyte #zy opierajuace



1§12 . STUDYUM TRZECGIR

si¢ na zasadach bardzo roéznych, iz kloryeh kazda osobno wzigla, w pewnych przypadkach, bodzis
mogta si¢ znalez¢ daleko korzystnicjsza anizeli dwie inne. Jedna z Lych metod nalezy sig Stirlingowi,
druga LZulerowi, a trzecia, co jest prawdziwie rownie pigkna jak wylworna, §wiezo nam przedstawit
p. Kummer.

Szereg Taylora, z przyczyny swego wielkiego uogolnienia, powinien byt wigeéj jak jakakolwiek inna
praca zwrdci¢ uwage geomelrow; wyrazenic reszty, kolejno otrzymandj pod réznemi ksztaltami wiecéj
lub mniéj zastosowanemi do przypadkéw najzmakomitszych kidre miano traktowad, zdawato sig,
przed pigknemi pracami Cauchego, wydawadé ostatnie stowo kwestyi uwazanéj pod wzgledem Leoryez-
nym. Zglebiajac wypadek Taylora, bylehy tylko nie spuszczaé z uwagi punktu widzenia pod jakim sig
on umiescil, spostrzega si¢ tam naprzdd i dosyé lalwo nogélnienie zasady na ktéréj spoczywa Rachu-
nck roézniczkowy : wzrost nieskoliczenic maly jakiéjkolwiekbadZ funlkeyi, jesli w rozwinigeiu zanied-
bamy nieskoriczenie mate rzedu wyizszego nad pierwszy, jest proporcyonalny do wzrostu zmicnndj
niezaleznéj; wyjpiki kiorych mozebnoscé jest widoczna, poniewaz funkeya pozosiaje nieoznaczong,
nie moga nigdy zachodzi¢ Lytko dla pewnyeh warlosci szczegdlnych zmiennéj niezalezné) i twierdze~
dzenic pozostaje dokladném w ogélnosci i dla wszellkidj funkeyi ciggléj. Jesli sig zajmicmy zgtebia-
niem kwestyi bliz¢j, ograniczajac si¢ zawsze jednak do przypadku wzroslu nicskorczenie matego, dos-
trzedz albo dowiedé fatwo mozna, ze przewyzka przyrostku funkeyl nad ezesciag co moie sig nazwad
glowna 1 proporcyonalng do przyrostku zmienndj niczaleindj, stanie sig koniecznie proporcyonalng
do kwadratu tegoz przyrostku, bylesmy w rozwinigciu zanicdbali nieskoliczenic mate rzedu wyzszego
nad drugi; czedé gtowna ktora zostala zanicdhang w tém drugiém przyblizeniu jest sama propareyo-
nalng do szeScianu z przyrostku zmicnnéj niczalezndj, 1 lak daléj. nicograniczenic; wyjatki mozebne
zachodza, nie dla funkeyj szczegolnych, gdyz twierdzenie jest nastepstwem konieczném prawa cig-
glosci, lecz dla wartosci szczegdinyeh zmienndj niczaleznéj dla kloryeh ciaglosé jest zerwana.,

Ten punkt widzenia bardzo wazny i bardzo Swietny (wierdzenia Taylora nie dawathy przecicz
o niém jak tylko niezupelna znajomosé.

Canchy mial honor zajaé si¢ pierwszy przywipzaniem téj kwestyi waznéj do jéj prawdziwych zasad.
Mozebnoé¢ lub niemozebnosé rozwiniecia pewnéj funkeyi podtug wzoru Taylora moze byé rozeznang
niepofrzehujac naprézno wynajdywaé wyrazéw szeregu, byleby funkcya majaca sie rozwingé byla
okre§long za pomocy warto$ci rzetelnyelil urojonych zmiennéj niezaleznéj. To wprowadzenie iloSci
urojonych do kweslyi dla ktoréj ich teorya zdaje sie naprzod zupelnie obeg jest jednym znajwigkszych
postepow jaki analiza pod wplywem genialnych pojeé Cauchego zrobita w tym wieku.

WyraZzenia urojone przedstawiajy sig jako nastepstwa konieezne najprostszych formul Algebry;
pierwiastki zrownan drugiego stopnia niepodobne maja forme a —+ & V=1, co takie jest forma pier-
wiastkow wszelkiego zrownonia algebraicznego, i w ogolnosci wypadkow wyniktych z dziatan alge-
braicznych jakichkolwiek, wvkonanych na takichze wyrazeniach. Te twierdzenia byty prayjete prrez
geometrow wprzod nim przystapiono zajaé sig jasnym wyktadem ich $cistych dowodzen. Buler umie-
dcit je 1742, w Miscelanca Berolinensia, jakby juz byly mu dobrze natenczas znanc. Wszakie dopiero
w 1746 znajduje sie¢ pierwsze ich dowodzenie ogé\lne dane przez Dalemberta, dowodzenie niedosta-
teczne, przynaé nalezy, rownie jak ite wszystkie co byly dane az do memoryaly w klorym Gauss
rozbiera na nowo le kweslye stusunie:ganiac rozumowania przedstawione az do czasu jego badan.
Mato kweslyj wreszcie byly czesciéj traktowane niz iloei urojone. Gauss im poswigcil nie mniéj nad
pie¢ memoryaldw, 1 Gauchy, ktéremu czesto prayznawano pierwsze dowodzenie Sciste, samze do uro-
jonych powrdcit w kilkokraolnych powtoérzeniach.

Nietylko dziatania algebraiczne wykonane na wyrazeniach urojonych daja ha wypadek wyraZenia
Léjze formy co one same, lecz jeszeze logarytm wyrazenia urojonego przyjmuje nieskoticzong ilosé
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wartoéci, wszystkie formy a -y —1, ipotega ktoréj wykladnik jest urojony moze byé podeig-
gnieta pod tez samy forme, do jakigj kaide wyrazenie urojone po wykonaniu na niém jakichkolwiek
przeksztatcern algebraicznych zostaje zawsze przywiedzione. Jest to odkrycie wazne Bulcra, przyno-
szace tém wigeéj honoru jego przenikliwosci, iz dyskussye Leibnitza i Bernoulli’ego nad tym przed-
miotem témbardziéj jeszcze kweslyg podana zaciemnily niewskazujac zadnéj drogi do jéj rozwigzania.
Euler rozproszyt wszystkie te ciemnosei dajac poznaé wyrazenic linij trygonometryeznych za pomocg
wyrazeld wykladniczych arojonych, zkad wyprowadzono tyle pigknych naslepstw, wskazanych po
wigkszéj czgfel prze. niego samego. Bulerowi rownie winniémy szeregi wstawy i dostawy wielokrot-
nofci tuku w funkeyi poteg catkowilych wstawy lub dostawy tegoz tuku, i odwroinie potegi calkowite
wslawy lub dostawy fuku rozwiniete na szereg ktorego wyrazy sa wslawy lub dostawy wielokrotnosei
legoz tuku; wypadki kiére on daje poznaé sa poddance, w rzeczy saméj, pod pewne restrykeye zu-
petnie dlad nieznane, i geometrowie ztudzeni swemi idecami o wogdlnieniu formut algebraicznych,
przez dtugi czas wypadki Eulera nie posadzali hynajmniéj wlegte jakimkolwiek restrykeyom. Poisson
wskazal pierwszy sprzecznosé jaka one przedstawiaje, i ktoréj wyjasnicnie nie byto danc bezpoére~
dnio; lecz w matematyce formuty nigdy wzajemnie si¢ nie przecza, i jedli sig w L€] nance przedstawia
Jaki wypadek zdaniu powszechnemu przeeiwny, mozna $miato Lwierdzié ze pod gtebszy rozwaga cala
ta trudnod¢ zupeinie zniknie. Poinssol pospieszyt niebawem, w rzeczy samdéj, w swym mermoryale
o przecigeiach katowych, dokladnie oznaczyé kiernuek i warunki dcistosei Lych roznyeh rozwinigé.
Badanie zbieznobei powyizszych szeregow jest na nieszezeSeie catkiem w jego pracy zanicdbane, i bylo
wykonane po raz pierwszy przez Abla, w jego waznym memoryale dotyczacym wlasnosci przy rozwi-
nipeiu na szereg jakidjkolwick formy dwumianu.

Ten memoryal Abla sprowadza nas na nowo do teoryi lunkeyj urojonych, od ktoréj nie oddalilismy
sig jak Lylko na pozér moéwiac o szeregach trygonometrycznych. Stawny geometra norwegski hada
tam, zc Scistoscip dotad bardzo rzadka w kwestyach tego rodzaju, szereg dwumianu, w kléorym pray-
puszceza dla liter w t8m wyrazeniu potoZzonyeh wartosei urojone. Nie zamierza on sobie bynajmniéj
przekonad si¢ jedynie cay wzdr Newlona pozostaje $cistym i przedstawia jeszeze (1 +zy™, gdy = i m
sa urojone. Takie podanie nie miatoby zaduego doktadnie oznaczonego scusu. Szereg, w rzeezy sa-
méj, jest zupeknie oznaczonym gdy « i m sy dane, i funkcya przyjmuje, podiug definicyi, nieskon-
czong ilo$é wartosei; ktora z nich jest ta co wlaseiwie reprezentujc szereg? Abel rozwigzuje quelnie
kwestye, praygotowujae tym sposobem przez glebokic badanie jednego przypadku szezegoinego
trudnego i waznego teorye ogbdlng stworzong nicco pozniéj przez Cauchego, i kidra przybrafa nagle
takq wzigtosé, ze musimy sie nad t6m zjawiskicm zastanowid szczegdlnie. ,

Aby zrozumieé¢ doniostodé téj teoryi, potrzeba naprzéd dokladnie sobie wyrobié ideg czysly stopnia
uogolnienia zamkniglego w tém wyrazeniu: funkeya urgjona jakakolwiek, i nie daé si¢ oblgkaé przez
anologie bardzo zwodnicza, jaka funkeya podana przedstawia tg razq, z funkeyq rzel elng jakgkolwiek,
Mamy ideg bardzo jasna stopnia niecoznaczenia jakie obejmuje to wyrazenie: funkcya Jakakoluiek
smienndj rzelelnd/. Tak sig wyrazajac rozumiemy Ze, dla wszelkiéj wartosel zmiennéj niezal eznéj mozna,
wybra¢ dowolnie warto$é funkeyi, ten wybor nie bedac ograniczony zadnyra inuym warunliem jak
tylko byleby funkecya byla zobowiazang dostarczyé cipgly szereg wartosei przedstawiajgcych punkla
pewné) krzywéj kloré] postaé pozostaje zupelnie dowolna. Analogia znigwala nas bardm nap Inie
uwazaé jakakolwiek funkcye urojona jako uwddan a pod rowny stopier nicoznaczenia, mog@cg przngé
dla pewnéj wartodci dandj zmiennéj z =« —l—{l v —1, czesé rzetelng i czesé urojong, dowolne zard-
wno obiedwie, bez zadnych innych restrykeyj, procs rych ktore wyplywaja z warunku cigglosci, Bio-
rac, jedném slowcm «, B za spolrzedne punktu majacego za trzeciy spolrzedng czeSé rzclelng war—
tosci odpowiedndj fankeyi dowolnéj, nalezy wnosié niezwlocznie, ze powvierzchnia zakreslona- tym
punkiem jest catkiem dowolna, jak funkeya co ja tworzy; lecz tak rozumujac popelmllbysmy bha
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goromny. Warunck posiadania pochodnéj ozriaczonéj rownowazy w rzeczy saméj dwom zrownaniom,
co s przywiazane tak dobrze do czeici rzetelné] jak i do czescel urojonéj fiunkceyi jakiéjkolwiek, i jakie
to zréwnania przypuszcezaé bedziemy warunkom podanym zawsze zado§é czyniace. Istnienie iych
zrownan thumaczy jakim sposobem funkeya kLoréj okredlenie nie jest dane, moze mieé jednak wlasno-
Sci bardzo dokladne, i przyznaje cala stuszno$¢ uzasadnionego bhylu pigknych twierdzed €auchego,
ktore bez tego bylyby calkiem niezrozumiatemi. Ograniczymy si¢ w naszych poszukiwaniach na pray-
toczeniu jak lalwo powyisze rozumowania zastosowane do wartoSci nieskoriczonych albo #le ozna-
czonych funlcyi daja poznaé téjze funkeyi granice na zewnatrz kidrych jéj rozwinigcie jest niepodo-
bném. Ta teorya jest t8mbardziéj wazng, iz Lagrange utrzymuje w swém stawném dziele ze twierdzenic
Taylora, nietylko niepowinno by¢ uwazane jako nastepstwo rachunku rézniczkowego, lecz przeciwnie
musi byé wprost dowiedzione i powinno zawieraé prawdziwe zasady tego rachunkn, niezalezne od
wszelkié) idei nieskonczenie matéj albo granicy. Dowodzenie dane przez stawnego autora, pomimo
powagi nakazujacéj poszanowanie dla jego imienia, nie moglo byé przez geomelrow przyjete, lecz nie
nalezy mniéj podziwiaé to zeznanie iak stanowecze, lubo niensprawiedliwione, rownie waznéj jak
$wietnéj zasady, co ustalona w pél wicku pdzniéj na podstawach zupelnie roznych, powinna byta na-
by¢ jednoczeSnie stopienl wogédinienia o Lktdrym stronnicy tych idej nie pomy$leli nawet natenczas.
Widzac ile objasnicii delikatnych potrzeba nagromadzié na ulkwienie znaczenia i granic Lwierdzenia
Taylora, pojmujemy e owe twierdzenie Scisle sie wigze z prawdami przystgpu zbyt trudnego aby
mozna byto zen zrobié, jak tego sobie zyczyl Lagrange, kamienn wegielny i niewzruszone fundamenta
rozleglego gmachu nowozyinéj umiejelnosei; jakkolwickbadz clegancka i fatwa jest doktryna do ja-
ki¢j jestesmy przywiedzeni zajmujac na sammym wstepie tak wysokie stanowisko, geometrowie nie
moga zapomnieé¢ ze zwigzto$é dokladnych wystowien i moc zupelna $cistych dowodéw sa cechy
glowng umiejginosei matematycznyeh; i jedli sie nie zwaza bynajmniéj na chwilowe zanicdbanie tyclh
przepiséw, byleby tylko rdwnie tatwo jak pospiesznic mozna byfo osiggnaé cel wazny, nicpodobna
nigdy okazaé sie zby! surowym gdy idzie o polozenic podslaw diugicgo taxicucha teoryj.

Po tych naszych, widocznie, dtugich i mozolnych, lecz zarazem, przyznaé takze nalezy, dokiaduic
historycznyeh i prawdziwie wielkie §wiallo, na rozliczne przekszialcenia w rozmaitych epokach
twierdzenia Taylora, obficie rzucajacych badaniach, nalezy nam si¢ zajaé niczwlocznie krotkim roz-
biorem niemniéj picknych jak umiejetnych nad tynt waznym przedmiolem P. Folkierskiego poszu-
kiwan.

O téj wlasnéj jego pracy, mtody naszautor, w swéj przcdmowie tak si¢ wyraza :

« Wzér Taylor’a, na kiérym cala czesé pierwsza zastosowan ruchunku rézniczkowego do teoryl
funkeyj gidwnie si¢ opiera, jest zwykle wyprowadzony w sposob naciagany, czesto niedokiadny, lub za
malo ogblny: jest to zwykle najstabsza strona bardzo zceszty szacownych traklatéow Rachunku Roz-
niczkowego. Wyprowadziliémy go w sposéb najbardziéj zblizony do sposobu podanego przez wynalazce,
udoskonalony tylko i uog6lniony. »

Metoda Wynalazcow (Méthode des Inventeurs) powszechnie w matematyce jest wysoko ceniong.
W niéj to geometrowie zwykle czerpig obok idei wynalazcow, te proste i zupelnie skoiiczone kwestyj
waznych rozwigzania, jakie umiejetno$é, pomimo jéj cipglych postepdw, na prostsze i ogolnicjsze
trudno przeksztalcié podota. Te uwagi widocznie zastosowaé si¢ nie dadzg do wzoru Taylora, gdzic,
jak wiemy, dowodzenic pierwotne (przez samegoz wynalazce tego wzorn podane)nie ma zupelnéj ma-
tematycznéj scistosci. W takiém polozeniu P. Folkierski zostajac atwo zrozumial, ze przed rozwi-
nigciem przyrostku funkeyi podiug poteg zwigkszajacych sig przyrostku zmiennéj niezaleznéj, natezy
mu koniecznie uprzednio przygotowad wyraz dopeniajacy, czyli reszte rozwinigeia. Winnisoy takze
dodaé ; iz reszta,tylko co chwila, przez pisarza polskiego otrzymana w miczém sig nie rozniima
ksztalt zupelny stawnéj reszty Eagrange'a, ale jest ona daleko inaczéj i bardzo naturalnic = prayrosthon
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skoitezonych funkeyi wyprowadzong. Potém dopiero mlody nasz matematyk wyprowadza wzér Taylor’a
w sposéh najbardzig] zblizony do sposobu podanego przes wynalazce, to jest, rozwija naprzod funkeye
f(z—+ k), iniezwlocznic na koricu rozwinigtéj funkeyi przylacza powyisza reszte. Tak postepujac
otrzymamy :

W fa+hy=1@+2 @B e T ey P oy
1 1.2 SR DI I n

2. n—1n 12

Wzor ten znanym jest pod nazwiskiem wzore Taylor’a; wyrazenie

© R= 12/‘__5 /00 (& + 0F)
nazywamy fleszig lub wyrazem dopelniajacym rozwiniecia.

Po tém pierwszém, przyznad nalezy, zbyt lekkiém i prawie nic nieznaczacém ulepszeniu przysiapit
P. TFolkicrski niezwlocznie do swych wainych vway nad wzorem Taylora. Nie nalezy spdzic zeby wzdr
‘Taylora mogt zawsze stad sig szeregiem : gdybysmy zamiast napisaé po (n — 1)y wyrazie reszfe
w rozwinigciu (1) cheieli prowadzic rozwinigeie to do nieskoiiczonodei, otrzymaliby$my szereg nieko-
niceznie zbiezny, a chodby byt zbhieznym, nickoniccznie rowny f(z+4A): tak ze rdwnanie (1) mogloby
sig stad nieprawdziwém. % tych pieknych dyskussyj wyprowadza nasz znakomity pisarz warunki ko-
nieczme i dostateezne rozwiniecia do nieskoczonosel, zbieznosci 1 granicy szeregu Taylora. Wszyst-
kie le warunki sg zamknigle w twierdzeniu ogblném nastepujacém :

Szereg Taylor’a. Jesell tak funkcya dana, jak wszystkic jéf pochodne sg cigglemi i nie stajq sie nie-
skonezenie wielkiemi w granicach pomiedzy jakiemi zmieniamy zmicnng wiezaleing; jeseli nadlo granice
wyrazu dopetnicjacego wzoru T'aylor’a jest zero, kiedy powiekszamy nicognaniczenie liczbe wyrazéw rozwi-
niecia : roswiniceie to jest szeregiom zbicinym, postepujacym podiug potey zwickszajacych sig przyrosthu
gmienndj niezaleznéy, a granicy summy lego szerequ jest wartosé funkeyi odpowiadajgea wwazanemu pray-
rostkowi zmiennéj niezaleindy.

Jezeli w rozwinieciu

R (R R e e WA IORR

lak funkeya f(x) jalki jéj pochodne f'(w), [* (&), [ (@), ... [0V (), fO*) () ... do nieskoriczonoSci
sa 1 pozosiaja cipgtemi, gdy zmicniamy x pomigdzy granicami x, i X; jezeli nadto

]L"

£ {p = —_—
iz, /" )=0

" grR,=gr

gdy 7 zwieksza sig nicograniczenie, powiadam Zze rozwinigcie 1o przediuzone do nieskorczonosei,
bedzie szeregicm zbieznym ktorego granicy jest @ f(z %) ; to jest Ze mieé hedziemy

] }l , 2 " ]n—-[ — h» .
) f(x—i—h):f(m)—i—z_f (x)-&—z%f (z)+ ... e =T “l' (h—- 1)f(" Wz)+ 1—2"’ .nf(")(x) -+ ..

W rzeezy saméj, z zatozenia wiemy ze dla wszelkiego =, pochodna nt* nie przestaje byé ciggla
skoriczong : mozemy wige wzigdé tyle wyrazéw rozwinigcia, ile nam si¢ podoba. Lecz roznica pomig-
dzy f(z-+4%) a summg n wyrazbw rozwinigcia, ktérp nazwaliSmy reszlp R, coraz sie zmnicjsza
1 moze staé sig tak maly jak si¢ podoba biorgc » dosé wielkiém': summa wige n wyrazdw rozwi-
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nigeia, gdy n zwieksza sie nieograniczenie, zbliza sig nieograniczenic do f(z -+ k), ma wigc gra-

nice skoifiezona f(x —+ £); rozwinigcie zatém jest szeregiem zbieznym. Szereg ten (5) nazywamy sze-

regiem Taylora ; jeston wzorem Taylora rozwinigtym do nieskonczonosei, i wymaga wigcéj warunkow

niz wzor (I): bo gdy ten ostatni ogranicza warunki ciggloei i wartosei skoiiezonych do pewnéj tylko

liczby pierwszych pochodnych, szereg Taylora wymaga tyle warunkow dla wszystkich pochodnych.
Oto jest dowodzenie scisle, proste 1 ogolne szeregu Taylora.

Pare uwag granicy reszty szeregu Taylora dotyczacych. —Pare przypadkow szczegblnych ogol-
nego twicrdzenia Taylora na uwage zastugujgeych. — Pigkne wyrazenic Gauch’ego na reszte wzorn
Taylora

(1 — 0y

Ry=rt——
1.2...(n—1)

70 (@ - 0k), —
nakoniee, rozwinigeic przyrostku nieskoiiczenie malego funkeyi, podtug rézniczek rzedow zwicksza-
jacych sie téjze funkeyi. — Wszysikie te kwestye, powyzéj przyloczone, razem zebrane postuzyly
P. Folkierskiemu na wydoskonalenie juz zogélnionego wzoru Taylor'a

Jest jeszeze inne, rownie $wietne jak znakomite, wyrazenie wyrazu dopelniajacego, czyli Reszly
wzoru Taylor’a. Ta reszia zwykle si¢ wyraza

_ (X _ x)n-l—l (, — 0)1)_
1.23...20p+1)

p(?""—l[l' +0<X_x)]-

Biorge X —z =4, formula na poczatku podana staje sig po tém podstawieniu islolnéin 1‘o7wm10~
ciem szeregu Taylor’a

ntifq___ngyn—
3 (’l 0) P?,,-H (.’L’—I—- e/l)-

p— Iy h {4 —_—
¢ (r+A) = ¢ (%) + 3¢ (x) + 1.2, np-r1)

2 n
is g () + ... —i—ﬁ%q”(x‘) +

To nowe wyrazenie reszly wzoru Taylor’a jednoczesnie przez p. Schlémileh’a i przez p. Rochea
od lal kilkunastu odkryte, niebawem przez geometrow do swych trakiatow specyalnych wprowa-
dzone, dzi§ nareszcie, powszechnie w nowoczesnéj analizie uprzejmie przyjete i wysoko cenione,
kazdodziennie coraz wigkszéj wzigtosci nabicra. Dobrzeby zatém bylo, zeby P. Folkierski to pigkne
dwoch znakomitych geometrdw odkryeie do nowego syydania swego Rachuukn rdimiezkowego wpro-
wadzi¢ nie omieszkal. Nalezatoby réwnie, przy powtdrném wydaniu dzicla P. Folkierskiego, staran~
nie rozwing¢ genialne dowodzenic szeregu Taylor’a nicdawno wynalezione przez p. Todhunter’a. Jesl
to jedno z najwaznicjszych odkryé stawncgo geometry angielskiego; przytém, jest ono takze jedném
z najpiekniejszych dowodzen szeregu Taylor’a i pod tym wzgledem, zdaniem naszém, w niczém nie
ustepuje pieknéj pracy Cauch’ego. Sluszna jest takze nadmienié : iz p. Rouch¢ wiele sie przyczynit
do wydoskonalenia ‘powyizszego dowodzenia przydajac don pod jedném ogolném wyrazeniem dwie
formy (dwa ksztalty) veszty wzora Taylor’a.

ROZWIJANIE FUNKCYJ NA SZEREGI.

Wzory Taylor’a i Maclaurin’a. — Warunki rozwijalnoéei funkeyj podlug byeh wzordw. — Rozwinigcie na szereg funkeyi wykladniczéj. —

‘Wstawy. — Dostawy. — Logarylmu. — Rechnoek logarytméw naturalnych i logarytméw pospolitych. — Dwumian Newtona. — Inne wzory
ne rozwijanie funkeyl na szcregi. Wazbr Bernouill'cgo. — Metoda spélezynnikéw niewyznaczonych. — Rozwinigeic {unkeyi na szereg po-
dtug potgg funkeyi danéj, — Uogdlnienie powyzszych wzoréw dla funkeyj wielu zmiennyeh niezaleznych, — Twicrdzenie funkeyj jedno-
rodnych.

P. Folkierski w tym rozdziale dal obszernc zastosowanie wzoru Taylora’ do rozwijania funkeyj na
szeregi, przyczém zwracal cipgle uwage na scistosé i ogblnosé, wzgledy tak czgsto zaniedbywane
w tego rodzaju kwestyach,
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XIIL
WYRAZENIA NIEOZNACZONE.

Olkvedlenia, — Granica slosunkdw iloéei dezeeych do zera, lub do mieskodczonodei. — Gronice iloczynbw z lct()rych'jeden dgzy do zora a drugi
do nieskonczonodel. — Granice poteg przedstawiajaeyeh sig jako wyraienia nieoznaczane, — Prayllady. — WyraZenia nicoznaczone wiclu

zmiennych niozaleznych.
W zastosowaniach Rachunku véiniczkowego do wyznaczenia wyrazen nieoznaczonych P. Tolkierski

staral sie usungé niektére niedolktadnosei; a gdy te catkiem usunigte zostang wyznaczenie wyrazen
nieoznaczonych stanic si¢ prostszém i zupelnie niewatpliwém.

NAJWIEKSZOSCI I NAINMNIEJSZOSCI.

Okreslenia. ~— Warunki analityezne najwigkszofei i najmniejszosci. — Przyklady : — Iloezyn dwoeh ezynnikdw, ktoryeh snmma jesl staty, —
Najmniejszosci funkeyl wx. — Lrojlgl ulworzony przez dwa boki dane. — Najmnicjszosc sity dziatejaeéj na drag cigiki. — Zadanie Fer-
mat'a, — Najwigkszod i najmniejszoéé odleglosei punktu od krzywéj. — Najmnicjszobel 1 najwigkszosei funkeyj niewyraznyeh, — Najwig-
kszodei i najuiniejszosei funkeyj wicla zmiennych niezaleznyeh, fuakeyj zmiennyeh czynigeyeh zadosyé pewaym warunkom. — Najaaicjszo-
&ci i najwighszobei wzgledne. — Przyklady i zastosowania. — Odleglosé dwbeh krzywyeli. — Odlegto$é punktu od powierzehni. — Cwiezenia.
Teorya najwigkszosei 1 najmniejszoSei Lraktowana w caléj obszernoSei, jaka dzi$ j& w elemenlar-

ném dziele nada¢ moZzna, objasniona jesl liczmemi przyktadami, dajacemi miarg jéj hezposrednicgo

praklycznego zastosowania. Najlepiéj nas o L&) prawdzie przekonn przyloczenie jakiekolwickbyads

7 powyzszéj teoryi zastosowania,

Przyran. Znaleié najmmiejszosé funkcyd
y=a*

gdzie « praybiera wartosct wighsze od zera, cathowite lud ulambowe.

Nie pytamy o najwiekszoéé, gdyz ta widoeznic nic istoieje, ho zwigkszajae x, funkeya powiekszu
sig nieograniczenie.

Rozniczkujac dwa razy otrzymamy

1@:1.%‘—%—4

y fdx
1dyy 1 [dy\* 1
g 2y dx z

Poniewai z zatoZenia ani # ani y nie mole przej$¢ przez zero, ani przybraé wartosei zero, zadna

% tych ani nastepnych pochodnych nie moze staé si¢ nieskoriezong; funkeya wiee jest rozwijalna po-
diug szeregu Taylor’a.

Zakladajac pierwszy pochodng réwng zeru, otraymamy

o j

Lz+1=0 oczyli 2=

@ f -

=0,36787944 .., , y = (:) — 0,6922063
a podstawiajpe wartosé te w drugg pochodne
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, funkeya 27 staje si¢ najmnicj-

. . dry . . 1
a poniewaz ta warlosé szezegdlna dx'/z jest dodatng, wice dla z=-

szosclid.

Stusznie przyznad nalezy : iz nicktore czgdei wyzszé] analizy w oslatnich latach w Polsce znakomity
postep. zrobily. Pierwszy z analizy wyzszé) islolnie wazng pracg professor Zajaczkowski przedstawil
p. t. Prsyczynek do teoryt najwigkszosct ¢ najmniejszosel, w Rocznikach Towarzystwa Naukowego Kra-
Lowskicgo narok 1867. Nieco picrwdj, professor Zmurko juz byt takie oglosit swy giehoka o tymze
samym przedmiocie prace p. t. Beitrag sur Theovie der Mazima und Minima, naprzod po niemicckw,
w pamiginikach Akademii Wiedenski¢j na rok 1866; w kilka lat zas potém, ta pigkna znacznie po-
wickszona 1 zmieniona praca, wyszla z pod prass drukarskich Paryza, poprawnie napisana i starannie '
odbita po polsku, w Pamigtniku Towarzystwa Naul Scistych na rok 1871. Jest to, zdaniem naszém,
w obeenéj chwili ostatnie wymdwione stowo o 16j wainéj leoryi. Ten piehny i oryginalny utwor pro-
fessora Zmurki ze wszech miar zastuguje na swe, o ile tylko podobna, jak najobszcrnicjsze w calé]
Polsce upowszechnienie. Spodziewad sig zatém nalezy : ze P. Folkierski o postep nauki gorliwy zro-
biwszy z téj picknéj pracy stosowne wyeiagi, te, jasno i elementlarnym sposohem wylozone, do no-
wego wydania swego Rachunku rozniczkowego, na pozytek naszéj ksztalegedj sie w matematyce
mlodziezy, nalezycic wprowadzié nie omieszka.

X1V

FUNKCYE ZMIENNYCH TROJONYCH.

Okreslenia. — Cigglosé zmiennyeh urojonyeh. — Funkéye jednowartosciowe. — Olireslenie (unkeyj zasadniezych zmiennych urojonych.-—
Funkeye algebraiezne. — Funkeye oliveslone pyzez szevegi zbieine, — Fuukeya wykladoicza, wstawa, dostawa,... zmicingj neojonsj. —
Tunkeye odwrotne. — Logarylmy. — Rdzniczhowenie funkeyj zmiennych urojonych. — Funkeye jednopechadne. — I'unkeye doskonale.

Zwmiennc urojone i [unkeye ich wprowadzone zostaty do analizy przez Gauch’cgo. Cauchy dal in
okredlenie catkiem ogdlne takie, jak sig Lo znajduje dokladnic podane, na str. 657 N° 322, w dzicle
elementarném P. Folkierskiego. Pozniejsi geometrowie zauwazyli, ze teorya funkeyi tak ogélaic po-
jetéj nie przedstawia wielkiego uzytku, redukujae sie do teoryi funkeyj 2 zmiennych nicaleinych :
Bertrand i Serret przyjmuja za funkeye zmiennych urojonych lylko funkeye jednopochodne (mono-
géues); zobacz, okreslenie tych fimkceyj na slr. 703 N° 364. Jednakize, aby nie zmniejszac ogolnosel
i nie wprowadzaé zaciemniajgacéj dla poeczatkujacego restrykeyi, P. Folkierski zachowal w zupelnosei
okreslenie Cauclh’ego, rozrozniajac razem z nim : funkeye jednopochodne (monogeénes), jednowartosciowe
(monodromes) i doskonale (synectiques). Gauchy iinni geometrowie wyprowadzaja whasnosei tych
funkeyj z szeregOw  ktore je okreslajp: mlody nasz matemalyk podat przedstawienic eatkicm cle-
mentarne whasnosei tych funkeyj gdzic tylko mozna byto i przedstawienie ich geomeiryczne, aby
przyzwyczaic poczathujacego do vrojonych i pokazaé mu : ze one wyrazaja tak jak rzeczywisle pewne
pojecia okreslone tylko w odmienny jak rzeczywiste sposob, anie po proslu niedorzecsnosed jak po-
czatkujacy czesto przez mylng nauke sadzy; lub ez coé mylnego i dwuznceznego, z czém ostroznie !
zeby przypadkicem nie uledz zhludzeniu stawiania matematyki na ilogeiach urojonych, jak to znowu
inni zawotani przeciwnicy poségpowd; umicjetnosei szumnic w swych manifestach rozgtaszaé nie prze-
staja. Zasady podanc w Rozdziale XVIIIym, kidryeh nigdsie w clementarny sposob wylozonych nie
widzieligmy, usundé muszg wszelky watpliswoS§é co do niedcistosei w uzywaniu zmicnnych urojonych,
W tém jest pierwsza wazna polskicgo pisarza zastuga.

Sciste okreslenic funkeyj jednowartosciowyeh (palrz, sir. 668 N° 333), stosujace sig nawel do
funkeyj rzeczywistych nigdzie przed ogtoszenicm dziela P. Folkicrskiego nic hylo jasno 1 kategoryeznie
podane. Nazywano je w elementach fonctions bien determindes, nicokreslajac $cigléj samyeh funkeyj
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i nietlumaczac co si¢ pod tym wyrazem rozumie. Dla braku tego okreslenia, jak rowniez koniecanego
zastraeienia ktore twierdzenie stosuja sig do wszystkich funkeyj urojonych, ktére do jednowartoécio-
wych, ktére do jednopochodnych lub doskonatych, bardzo wieie bigddw popelionemi byly, sam
Cauchy ciagle tworzge i drukujoc z pospiechu nie malo hledéw nie dostrzegl, ztad mniemanie nie-
stuszne jakoby tcorye oparte na urojonych byly zwodnzcze,

Przckonalismy sig Ze . TFolkierski podal na poczalek dostateczna segregacye iyeh funkeyji ce-
chy po ktorych je rozrdznié¢ moina: przy kazdém twierdzenin powiedzianém jest wyraZnie do ja-
kich funkeyj podane twicrdzenic wprost sie stosuje. OdrdZnienie o jest wazném nawet dla funkey;
rzeczywistych, na co pospolicie autorowie piszacy o tym przedriocie nie zwracajp uwagi (patrz,
str, 333 N° 177; sir. 839 N°443; str. 840 N° 444 i inne podzialy).

Dla funkeyj zasadniczych dowodzenia co do ich galunku znakomity nasz aulor przeprowadzit
wszystkie, rowniez co do szeregbw wazniejszych [unkeye doskonate (synecticques) graja podobng
role wzgledem innych, jak szereg? dobrze sbiesne wzgledem zle zbieinych, rozbicsnych hub nicoznaczonych :
funkeye doskounale bedy przedewszystkicm uzywane w dalszyeh zastosowaniach. Do nich to stosuje
si¢ to wazne Lwierdzenie Cauclh’ego : Wsszelka funkeya doskonata jest rosiwijalng zbieznie na szereg Tay-
lora, 1 odwrotnie, wszelka funkeya olreSlona zbhieznym szeregiem Taylora jest funkeya doskonaly.
Lecz twicrdzenie to dowodzi sig w bardzo prosty, ogdlny i Scisty sposodb tylko za ponioca flachunku
Catkowego : wolal wiec P. Folkierski odlozyé¢ je do drugiego tomu, niz dawaé w pierwszym dowo-
dzenie naciggance sposobem CGauch’ego lub jak w Serrecie. Twierdzenie to i wnioski z nicgo wyni-
kajaee heda daléj podane.

Abel, jak sam zeznaje, zaczerpngl wszystkie swe wiadomo$cl malematyczne w pismach Gauch’ego :
takie slawnego geomietry norwegskicgo zeznanie jest najlepszym pancgirykicm, jak go Terquem na-
zywa, Gauss’a francuzkiego. Mistrz i jego Swielny uczen juz od dawna w grobie spoczeli, ale ich prace
nieprzerwanic wielkie $wiatlo na cala ludzkosé rzucaja, Oprocz Gauch’ego i Abla nie wiemy czy kto
co wainego w teoryi funkeyj urojonych Ise rodsaju kiedykolwiek mnapisal (o innych wiele w angicl-
skich znajduje sie pisarzachy). Czytajac le genialne plody dwéch najwigkszych swego czasu geome-
trow, zanurzajae si¢ gtehoko w teoryi funkeyj urojonych, P. Folkierski uczul w sobie po raz pierwszy
zapal szlachetny doswiadezenia sit wiasnych przy opracowaniu lak trudnego przedmiolu. Go nasz au-
tor skorzystat z Cauch’ego, co si¢ dato naciagnac w elementa, to tylko to co sie znajduje na 17 sire-
nach pierwszych Brior i Bouvquer Théorie des fonctions doublement periodiques i trochg z Serreta, a i
z tego dowodzenia niektdre pozmieniane noszg na sobie wybitne pietno indywiduz}lnéj naszego aulora
samodzielnoSel,

Taka jest pickna (ostatnia w Rachunku rézniczkowym) praca naszego miodego matematyka, ktora
go jednym skokiem stawia w pierwszym rzgdzie oheenie zyjacyeh matematycznyceh w Polsce pisarzy.

XV

Trzy pierwsze Czesci klassycznego dziela P. Folkierskiego to jest : Wiadomascs wstppne, Rachunel
Roézniczkowy 1 Zastosowande tegoz rachunku do teoryi funkcyi hedae juz uprzednio przez nas nalezycie
ocenione, pozostaje nam jeszcze, dla uzupelnienia naszych umiejetnych poszukiwan, kilka siéw po-
wiedzied o czwartds 1 ostatnié] Caeser tego dzieta to jest : o wasnyel zastosowaniach Rachunku Rozniczko-
wego do Geometyyi. W tych zastosowaniach pospolicie rozrézniamy diwie edrgbne kategorye : 182, Zasto-
sowania Rachunku Roézniczkowego do figur geometrycznych jaklolwiek polozonych na plasczyznie;
9re zaslosowania tegoz rachunku do figur geometrycznych zajmujacych jakiekolwiek miejsce w prze-
strzeni,
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Z pomiedzy zastosowan nalezacych do pierwszéy kategoryd na szczegolng uwage zastuguja @ Assyme-
ptoty czyli niemaltyczne. — Punkta przegiecia. — Wklgstosé | wypuklosé. — Kolo §cidle styezne. —
Poszukiwania bhardzo wazne punktéw nadzwyczajnych plaskich. —Roézniczka powierzehni ograni-
ezongj linig krzywa. — Rézniczka tuku krzywéj na plasczyznic. -— Krzywo$¢ linii na plasczyznie. —
Kolo krzywosci. — Promien i §rodek krzywo$ci. — Rozwinigte irozwijajace. — Obwinigle i obwija-
jace. — Zastosowania i przyklady : Linie drugiego stopnia. — Cykloida. — Ep]cyl\lmda. — Spiralne.—
Linie palace przez odbicic.

Z pormigdzy zastosowan nalezacych do drugiéj kategory? szczegolniéj sie odznaczaja : Prosla slyczna
i plasezyzna normalna do krzywéj jakiéjkolwick w przestrzeni. — Plasczyzna styczna i prosta nor-
mwalna do powierzchni. — Roézniczka tuku krzywéj w przestrzeni. — Powierzchnia $cisle styczna., —
Plasczyzna §cisle sty czna.—Normalna gtdwna.—Xula scisle styczna do krzywéj w przestrzeni.— O stycz-
nosci krzywych pomiedzy soba w przestrzeni.—Krzywe scisle slyczne.—Powierzchnie §cisle styczne,—
Pierwsza krzywo$¢ 1inij skosnych.—Promien i érodek krzywosci.—Prosta biegunowa.—Roémica fuku
icigciwy krzywéj jakiéjkolwick, — Skreoenic, czyli druga krzywo§é linij skoénych. — Kolo i promien
skrecenia.—Pigkne fwicerdzenie p. Serret'a.—SpoOlrzedne Srodka kuli scidle slycznéj.— O powierz-
chniach obwijajacych. — Linia charakterysiyczna i krawedz zwrotu. — O powierzchniach rozwijal-
nych.—O rozwinietych linij krzywych w przestrzeni, — Powierzehnia hiegnnowa.— Zastosowania : Ui-
nia Srubowa. Nekonlec : O krzywosei linij nakreélony;ch ua powierzchni. — T'wierdzenic Meunier’a, ~—
Krzywodé przecieé normalnych.—Przeciecia gtowne.—Punkta krzywosci kulistéj ezyli pepki powierz-
chni. — Linia wskazujgca. — Styczne sprzezone. — Wzory ogolne na promienie krzywosci glowne, —
0 ulddzie potrdjnym prostokatnym powierzehni. — Twierdzenie Karola Dupin’a. — Uklad potrojny
prostokatny drugiego stopnia. — Praykltady : Punkta krzywosci kulistéj elipsoidy. — Linie krzywosci
powierzchni obrotowych. -~ Powierzchni rozwijalnych.

Oto sa wazne kwestye przedstawiajace nam doktaduie prosty i naturalny uvlklad ezwartédf czeser dzieta
naszego autora, Bleganckie tych wainych kwestyj przedstawienie, pigkne i proste rozlicznych wzorow
i symetrycznych rownail rozwijanie, nakoniec, trafne wykazanie najnowszych metod nowoczesnych

mistrzow nmlejotnowl charakteryzuje ten hogaty i kunsztownie wykonczony analizy nowoczesnéj
utamek.

XVI

« Dolpezony na koricu dziela przypisek p. Trzaski o Wyznacznikach, wykazujpe glebokg znajomosé
przedmiolu, zawiera wszystko co jest godném uwagl wtéj Leoryii co w tak szczuptym rozmiarze
(w 50 slr.) zawrze¢ mozna. Bleganckie przedstawienic kwestyj i dowodzenie wiely twierdzen zaledwie
wystowionych w roznych dzietach charakleryzuje ten przypisck. »

To trafne 1 umiejetne przypisku p. Trzaski ocenienie, skreflone bieglém piorém hezimienncgo Prze-
gladu Polskiego krybyka, wyszio z druku na widok publiczny po raz pierwszy w Krakowie 4 kwictnia
1870 rolku. Ten &wiatly sad, jako zupelnic zgodny z naszém wewnetrzném przckonaniem, uznajac za
nasz wlasny bezwarunkowo przyjmujemy. A przecicz, pomimo tylu znakomitych zalet, przypisek
p. Trzaski ma takze 1 swa strong ujemng. Wislocie, piekna praca p. Trzaski o wyznacznikach nie
moze byé praystepna dla kazdego posiadajacego nawet dokladunie sama tylko nizszg matematyke. A
jesli mata liczha naszych matemalycznych znakomitoSci ezylajac ten oryginalny utwor p. Trzaski
przyjmie go z zapaten i serdecznie powila; Lo nalomiast, hardzo watpimy aby nasza gimnazyalna a
nawet uniwersytecka mlodzicz, jeszeze nieobznajmiona z kongruencyami GAussa b ez 2 ilosciami
ktore pierwszy uzywatl Galoa (Garrors), mogta cokolwiek z 1¢] pigknéj pracy obecnie skorzystac.

Tenze sam ziakomity krytyk, mowiac o dzicle P. Folkierskiego, tak si¢ zaszczylnie o niém wyraza :



NACEUNER NOZNTICAKOWY {2

« Pan Folkierski sumicnném skompletowaniem wszystkiego co stanowi zasady rachunku roznicz-
kowego i co najliczniejsze ma zastosowania, daje swém dzielem, kazdemu posiadajacemu nizsza ma-
tematyke, moznod¢ poslawienia sig na stopniu takim Dby z zupelng fatwoscip postugiwad si¢ Lym
rachunkiem we wszystkich zawodach majacyeht slycznosé z matemalyky, czylaé bez trudu utwory
mistrzow, rozwijajace w calym ohszavze rézne teorye lub zastosowania, wreszeie i8¢ samemu na tém
polu naprzod bez zadnych przeszkod. Byé pozylecznyi jak najwigksaéj liezbie, bylo kicrujacp mysly
w catém dzicle; tam tylko autor wprowadzi whasny sposob przedstawienia kweslyi, gdzie dotycheza-
sowe sposoby zostawily co§ do zyczenia, Dzicto 1o pnstuzy zarazem za nowy dowdd bogaclwa i doj-
rzafosel naszego jezyka, wykazujpe ze nawetb subtelnoSci malemalyezne moga byd wyrazone jasno
i zwiezle. »

Tym ustepem zdrowo dzieto P. Folkierskiego oceniajacym koiiezae nasze sprawozdanie, dowo-
dzimy jak wiclka dzieta lemu przyznajemy warlosé.

Naluralna przelo ze goraco pragniemy uzupelnicnia jego, zapowicdzianym przez autora Rachun-
kiem Catkowym. Smiemy nawel upraszaé P. Folkierskicgo aby przes wzglad na postep w nauce mio-
dziezy naszéj nmiejgluosciom scistym podwigcajacéj sie, dralk dzieka przyspieszaé raczyl.

My za$ z gory przckonani, ze jak Rachunck Rozniczkowy zalicza sig do pierwszorzednych dzict ele-
menlarnych tak i Rachunek Calkowy na téj wysokoéei slanie, zobowigzujemy sie do zwigztego
a umicjetnegn ocenicnia nowéj pracy mlodego Malematyka naszego.

Pisalem w Paryzu dnia 27 Lipea 1871 voku.

Adolf SAGAJLO.
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