DOWOD PEWNEGO TWIERDZENIA
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Wiladystaw TRZASK AL

Drzadslawiono na posiodzeniu Towarzystwa doia 15 wezednin 1871 rvolku.

W poprzedniéj mojéj pracy o lunkcjach wiclowymiavowycel, dowiodlem gieomelryeznie kilkn
lwierdzen tyczgeych funkeyj dwui trojwymiarowych. Funkeje wigee) jak trojwymiarowe, nie dajy
sig z rOwngz falwosceip przedstawié gieometrycznie jak funkeje dwu i tréjwymiarowe, i dla lego ez,
nie udato mi sig dowics¢ dla pierwszych gieometrycznie twierdzenia lyczgacego lunkeyj okresowyel,
Jak to zrobitem dla drugich wpoprzedniéj pracy. Trudnoei powigkszaja sig jeszcze bardzié) w razie
funlkeyj o wielu zmiennych niezaleznych. Staralem si¢ wige znalezé dowdd, czysto za pomoea ra-
chunku itakowy ponizéj opisuje. Olo wystowienie twicrdzenia kidre mam na widoku.

Jesell ilosci Lwymiarowe o kidrych mowa w niriz'é/szém twigrdzeniv, wlegaju swyklym prawom dodwwa-
nie, algiebrycmego, to funkeja lwymiarowae m smiennych mesalesnych, ne beduca staly @ majuca shoriczono
liczbe snaczen, a jeseli nicskoriczony to mie vdinigeych sip meskonczenic mato, dlu kazdego ukladw znaczen
smiennych niezaleinych, nie moie byé wiecéy jak \m okresown, (o jest mie¢ wieedj jak lm wkiladiw okre-
st jednoczesnych rozuych, roswmiejge przes ukludy rizne okreséw jednoczesnych takie tylko ukiady, Ltirych
okresy jednoczesne nie sy swmmani wiclokrotnikéw calkowitych rzeezywistyeh jednakowyeh kitadine po-
sostatyeh, wszysthich lub w czpsel tub tes mnyeh ulkitaddn lecs w0 mniéjszéj biesbie,

Pan Ermit (Hermrri) ztalazt poprzednio szezegOlny praypadek powyzszego lwierdzenia, mianowi-
cit w vazie funkeyj dwuwymiarowyeh nwazanych przez Kosziego (Caveny), lecz downdu, o ile ni
wiadomo nic¢ oglosit. Pan Pjuize (Purseux) przedstawil Akademji nauk Paryzkiéj dwa dowaoly
twierdzenia Pana Ermita ('), leez takowe zdaje mi si¢ nie zostaty lakze ogloszone. Twierdzenic zas
ogoblne wyzéj wystowione nie zostalto (jezeli si¢ nie myle) ani spostrzezoném, ani dowicdzioném,

Nim przystapie do dowodu twierdzenia gtownego niniéjszéj pracy, podam kilka okreslen i dowiode
kilku prawd pomocniezych. - .
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m - Lilosei dwymiavowyel wktoryeh o, (1 517 ) sp jednodciami wrojonemi dowoluemi zag £ ilo-
§ei rzeczywistych w,, (I <= 2 1), sy lankejami rzeezywistemi im ilosel rzeczywistyel .o,
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wledy HoS¢ w nazwe funkeje Twymivrowe m zmiennych niezalesnych z,, (1 o < w) 1 wyraze znakiem
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Funkeje lak oln'cslonn nazwe okresowg, jezell istnieje praynajmniéj jeden uldad me ilosei stadych

hwymiarowych a,, (1 < w7z m) taki, ze jest przy wszelkich znaczeniach zmicnuveh niezaleznych

B I SwZn) -
FE oy Sy oy k) = [ (Bry ooy 2y e s S)
a ukad ilosci statych dopiero wymicnionych whladem okresow jednocsesnych.
Z tego okreslenia wynika, ze jezeli jest n ukladow okresowychjcdnoczosnych (odrozniajyc okresy
roznych ukladow wskaznikiem v ukladu) a,,, (1 e m), (1 <v Z n), jest lakic zawsze
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pdaic g, (1 < v = n) oznaczaja n liczl catkowitych vzeczywislych dowoluych,
Dowiodg teraz twierdzenia pomocniczego nastgpujacego :
&) Majoe v ilosel raecsyuistych
=1
a, = E Bepn , (1<pZ7)

=1

w ktoryel gz, (LS p =), < T+ 1) esmaciaje r(r 1) ilosei rsecsywistych statych, sas py
(=~ = r+1) osnaczaju v+ 1 chzb cal/mzuztjc/f 7'*ecz7/zwstjclz moina zawsse te ostainie dobrac tak,
e /,,gd(|;(/ln(l7)e snacsento Lych v wJ)’a’en a,, (I < Zp < r) bede odpowicdnio mniejsse od v dlosei recsyui-
styele dodutnich tak madyeh jak sie podoba.

Jakkolwiek twicvdzenie lo jest znancém, przyLaumin jednakze dowdd takowego dla dogodnofdi
czytelnika.

Pezypusémy (wierdzenie prawdziwém dla liczh mniejszych od », a dowiedziemy, e jesl prawdzi-
weénn 1 dla 7. Uwaziny howiem r wyrazen
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w ktovych przynajmnidj jedna z r iloSci a,,,, o, (t S p o) Jest rozng od zera i przyputémy, Ze 'y
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jest i1o$¢ @,y 7 powyzszych » wyrazen, wypada przez dzialania zawsze mozebne » wyrazen na-
stepujacych
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z pomiedzy ktéryeh »—4 pierwszych na mocy przypuszezenia zrobionego wyzéj, przez stosowny
wybor » catkowitych p, - (I <= Zr) mozna uczynié¢ co do bezwzglednych znaczeid mniejszemn oi-
powicdnio od ilodei rzeczywistych dodainich danyeh lak malych jak si¢ podoba; w ostalnién zas
wyraZzeniv mozna zawsze dobhraé catkowila p, ..y lak, Ze bezwzgledne znaczenie tegoZ wyrazenia be-
dzie muicjsze od 4. Z tego wypada, e znaczenia hezwzgledne » wyrazen foess, (1 < p = 7 jezeli
nic sa muicjsze odpowiednio od znaczen hezwzglodnyeh wyrazen 44,4, (1 < p "= 7) to bardzo mato
o od nich wigksze, W kazdym razic mozna napisad (oznaczajac dla krotkosei znaczenie hezwzgleédne
wyrazenia dinego piszge przed niém z. h.)

r)
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(t) 2.0 (grr0) < 2. Do (g ag, 1), 1Ze

adzie u, oznacza utamek wiasciwy dodatni mniejszy od jednosci, mianowiciec muiejszy albo tez malo
co wickszy od 4. Gdyby niektore z ilo§ei gy, (1< 9 77— 1) byly zerami moimaby od razu naypi-
sad zamiast deugiéj strony odpowiedniéj nicréwnoSci (1) ilosé dodainia rzeczywista tak maly jak sig
podoha,
Uwazuly leraz ¢ wyrazen
na=r-|-2
Qris= D Gupys; (e 27
=2
z ktoremi podobnicz postepujae jak z » wyrazeniami @,,4,, (1 < p =) preyjdziemy rOwniez do

wiioskn
) 20y ra) <L 2D (uya000) ; Ngepm
.d.

Fowlarzajac takie postepowanie s razy przyjdziermy do wniosku
(%) 2.0 (g rss1) 2D, (Us Gpr i) (Lo

Nakonicc jezeli » oznacza najwigkszy z pomiedzy wtamkow u,, u,, ..., vs, wnicsiemy ze
G+1) 2.0 (tgprors) <ut 2. (a,0)),  (1<pZ7)

Poniewaz @11, (1 < p = #) wyrazone przez ilosei aon, (L < p Z7), (1 <nZr--1), 1majy wia-

- ==

snie kszlall wyrazen a,, (1 <C p 2= ») o jakich mowa w twierdzeniu, i poniewaz potegi catkowite nfanilu

wlasciwego « moga sie staé tak matemi jak sie podoba, biorge tylko potege dostalecznie wysoka,

wniesiemy z nieréwnodei (s - ), ze lwierdzenie jest prawdziwém i dla r jak zamierzylismy dowiesé,
6



a2 O FUNKCIAUH OKRESOWY CH

Dowodzenic stosuje sie prawic w zupclnodei Udo praypadku » == 1. Jakoz nwazaje wyrazenie

Qg ==y Pry T s Py
xlad jezeli aq,, jest zerem
—1___ ~—1. .
M@ == o Py = P
Ponicwaz zawsze mozna dobraé calkowite p,,

w ten sposol zeby zuaczenic bezwzgpledne wyrze-
nia e zare byto mniéjsze od 4, wniesiemy wice ze

2. () < Fu by, (u,,)
{Twazajac znow wyrazenie

Ay =0y Py —F (g Py
whiesiemy, ze mozna dobrad catkowile p,,, p,. tak ze bedzie
z.b.(a,,) < $2.b . (a,).
it.d. Powtarzajyc to dziatanie s razy, ofrzymamy zbierajac razeni co powiedziano 7e :
7.0 (s < (3)°z2.b.(a,,)

Lecz wyrazenie o, ,4, przez ilobci a, i q,, ma whadnie ksztall wymagany przez twicrdzenie,
anadto (3} mozna uczynié tak malém jak si¢ podoba biorge calkowile s dostatecznic wielk. Osla-
tnia wige nierdownosé dowodzi bwierdzenia w razie » —1, i downdzi ostatecznic Lwicrdzenia w zu-
pcinogel.

Drugie twierdzenic pomocenicze jesl naslgpujace :

b) Jezeli vlosei hoyminrowe o ktorych nwowa wizéf, ulegajy swykdym prawom dodawania algiebryeznegn, to
funkeja Lwymiarowa m zmiennyech miesaleinych, nichpdac statn © majuca shotesong licshy snaczen b je-
zeli nieshkonezony to nieroinigeych sip wieskoresenie mato, dia kasdego whkladu snacsern smicnnych niczeleinych,
nie moze micé rwiped fak ko ukidadaw okresiw jednoesesnych véinyel, praypusseaaiac, se o sklad kasdego
z okrestw, wehodzt tylko pewnycl % s pomipdzy 1 jedrosed wrojonych, skiadajucyeh tal smienne niesaleine
Jako tez @ samo funkeye.

Przypusémy, 7¢ &k jednoSciami urojonemi wchodzacemi w sklad okresow sg naprayldad % jedno-
Sci n, (1 << A2 k) ,ize m okresOw jednoczesnych vee ukladu sy :

=k
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Uy, == j:d Gllany 5 (PSS Zm)
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Ponicwaz funkeja jest z zaloZenia okrespwyg, nic zmieni si¢ wige jezeli odpowiednio kazda z m
zraiennych niezaleznych ., (1 =2 p "= m) powigkszymy odpowiednio o

V= y=—n =k = v=n
Ly = e I % X ) , ——
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gdzie n oznacza liczhe uldadow okresow jednoczesnych jaka funkeja nwazana posiada,
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Jezeliby n byto tylko rowne kin--1, to wedlug wyzéj dowicdzionego twicrdzenia pomocnicango,
moznaby dobraé n calkowilych p,, (1 __E v = n) laly, Ze powigkszenia Le a raczéj wspotezynniki pray
k jednosciach urojonych u, (1 <x Z %) byltyby mniejszemi odpowiednio co do znaczenia hezwzgle-
dnego, od Lyluz ilosei danych jakkolwiek matych. Skoro wice funkeja przy matych zmianach zmien-
nych niczaleznych nie zmicnia. sig, jesl wige statp lub przybiera wszelkie mozZebne znaczenia w liczbic
nicskonezonéj nicskonczenic malo sig rozniace migdzy soba dla kazdego ultadu znaczen zmicnnych
niezaleznycll, co przeciwne twierdzeniu i co zatém dowadzi lakowego.

Dowdd powyzszy przypuszcza, ze wyrazenia (s -+ 2) nie sp zerami jednoczesnie, co tez jest konie-
czném nastepslwein zatozenia zrobionego w samém twierdzeniu, ze ulkdady okreséw jednoczesnyeh sp
roine, tojest zo okresy ityeh ukladdw nie sa summami wielokrotnikow catkowilych jedualkowych
okresow jednoezesnyeh innych ukladow w liczbic n~—1 lub mniejszéj. Okazemy howiem Ze

Jeseli Jest m réwnait

vVe=—"n
(s +3) 0= tup , (1ZpZTm)
V:i

Lo wiedy okresy jednoczesne kioregokolwiek z n uktadow wyrazaje sie praez okresy jednoczesne n— 1 ukla-
dow innych, mianowicie »

= (T, )y

v=rpn-—| ve=n
. . Oy Uy < (Ip‘",,, Uy
— —1 . —1 —
g = (7 ) (py 70) + z‘; (™' p)) + >_‘ (™" p),
y=—=2 )’1_,9, 7“1" v==p 1 7'1",, 7‘1)‘

(1-Zu=m), (@<pSn)

gdzie praypusscsa sip ze calkowite p,, (1 < v = n) sa pierwszemi miedzy sobg; e najwighszym wspoélnym

\

dzlelniliem n—1 catkowitych p,, (2 < v 7 n) jest d,, 1 ze nakoniec calkowite v\, (2 < p T n) zadodé
ezynig réwenaniy
p=n
b= E A pers,e
=2

o sawsze jest mozebném, bow tém réwnaniu pierwszego stopnia wspétezynniki przy nieznanych r,,,

(2 << p T 1) sq calkowitemi pierwszemd migdzy soba.

Gdyby n—1 ukiadow okreséw jednoczesnych
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nie byly roinemi, to moznaby je podobniez wyrazié przez »— 2 innych ulkdadow, i postepujac lak

daléj pruzyszlibysmy do pewnéj liczby ukladow okreséw jednoczesnych, ktoréjby zmniejszyé nie mo-
zna. i uklady (c ostatnic bylyby roznemi. Lecz nateraz dowiedziemy tylko niemozebnosci réwnan
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(s + 3) klore dajg m réwnan:
w=n
4 Ql i~
(s + %) A gy == N (—d = a, (1 _ o7

-
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i 7kpd wuoosimy, ze uklad »e iloSei " ay, py, (12 = p. = m) jestukladem okresOw jednoezesnyeh, jako
rlozony z wiclokrolnikow catliowilych le(lml\()\\'ych olkresdw danyeh ukkadow, Ponicwaz dwie eal-
kowile d, i p, si zzatozenia picrwszemi wmiedzy sobyg, mozna wiee zawsze dobrad dwic inng cathn-
wile s, i 8., takie, ze bedzic:

dysy - ) Sa=35

gdzie s oznacza kiorgkolwiek liczbe racezywisty cadkowilp, Pezylém nklal ilosci

U Sy =y a1y s = (e )s s (LS = n)

jest takze uktadem okresOw jednoczesnyeh, i wiageiwiéj okresami tego ukladu sa ilosci:

di7lay; (LS pTm)

Pomnéizmy teraz rownania (s +4) przez jedne z catkowityeh » ., (2 <0 p Z n) otrzymamy m(n —1)
réownan
v="n
G ) (= 3 — &gty UZeZm) , @<pT0)
V=9

i zastapmy w Lych rownaniach ilosei —d,~'p, 7, przez wyrazenia odpowiednic

V:P—-i y=n
—~ _ [ — =
~d P pr Z y l])-ﬂ'],-, — 1 -k }J d, _' Py (2 ez n)
=2 va=p-}-|

a olrzymarny takze m(n— 1) réwnait nastepujacych

(fll_l ”(A,l)(pl rl:P) =

ve=p—1 y=p—=1 y=n v=mn
—~ - N O _ ) O _
Z — T D Py ey - z dip,ry,— -+ 2‘ d\7 e | @, - 2‘ — ™, Pyl =
vz=32 =2 \):P+l V:9+l
_1 V=N

Uy Oy |

/ O | D e
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(i='p.)s

>
v=2

”y ) ll?
(Ige2m), @<eZ0)

7 ktorych to rownai olrzymujemy wyrazenia m(n—1) okresoéw ., (1 < Zm), Q< p = n) przex

Al

tyies ilosci

7
(s -+ 5) dy 7 s

iy Upyo ‘
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Py Mo

(1 éu. ?m) , 2 ;/__ p ?’m)
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z kioryeh drugie sg okresami, jako summy wiclokrotnikow jednakowych okresow dawnych okresow,
a za$ pierwsze stanowig uklad okresdéw jednoczesnych jakto wyzéj dowiodiem. Nakoniee okresy
aps, (U< p. T m) wyrazajg sic lakze przez okresy dy™ 'y (1< w52 m) mianowicie

~
ponany ~

Qu = (d, " ) d 5 (AT = m)

i Lywi sposobeiy wszystkie okresy dawne
Oy (1 ZeZm), (I eTn

wyrazaja sig przez okvesy n— 1 uldadow (s -+ 3) jak to zamicrzyten dowiesc.

W szezegOlnodel gdy  k=—{ mauny lwicrdzenie wymicnione na poczglku niniejszego pisma.
Jezeli nadto m==1, za§ /=2 lub /=3 otrzymamy dwa Llwicrdzenia Llyczace funkeyj okreso-
wych dwu i tréjwymiarowych jedndj zmienndj niczalezndj, klorych dowiodlem gicomelryeznie w po-
przednidj pracy na stronicach 35 1 36 drugiego zeszytu ninidjszego Pamiginika.

W razie za$ gdyby /==1 inadlo =1 mamy godnc uwagi Lwierdzenie nastepujace :

¢) unkeja rzeczywista m zmiennych niezalesnych rzeczyecistycl, nie moie mivé wigcé) nad m wltadin
okresdw jednoczesnych rzecsywistych, jeseli nie jest stadg, ani te3 nie posiada dia kazdego ukiadu znaczer
smiennych mezaleinych nieskoresonéf liczby znacsen réinigeych sip micdsy soby tak modo jak sip podobn.

Dodajmy nakonice ze twicrdzenie gtdéwne niniejszéj pracy moznaby dowieSé jeszeze w naslepujacy
sposob. Dowiodlszy naprzod twierdzenia pomoeniczego o) moznaby nastepnie dowie¢ twicerdzenia
szezegblnego ¢) z ktorego naslegpnie przejiéhy mozna do twierdzenia Iy ktorego twicrdzenie glowne
jest szezegdlnym przypadkiem. Lecz zdaje si¢ byloby zbyleczném podawad Lo drugie dowodzenie,
gdyz lakowe po powyzszych wskazowkach nie moze przedslawiaé tradne i,

L]

{") Przedslawione 14 sierpnia 1§ paZdzicrnika 1856 roku. Wzmianki o (émznzjduja sig w Comples rendus tomic 43
nq xlronicach 321 i 6€4.
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