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OD RBDAKCYI.

Towarzystwo Nauk Ścisłych, zawiązane w Paryżu z początkiem 1860 r., przedstawia na widok
publiczny drugi tom swoich Pamiętników. Dobór artykułów w nim zawartych, wyprowadzone
na widownio, nauki coraz nowe nazwiska autorów chcących uczestniczyć, co do tej części wie-
dzy, w nieustającym rozwoju piśmiennictwa naszego, przekonają najlepiej Czytelnika o pożyteczności
przedsięwziętego przez Towarzystwo wydawnictwa i o skuteczności jego usiłowań. Dalsze powodzenie
polega na gorliwości i wytrwałości współpracowników naszych i na uznanej zasadzie, że pożyteczna
dla ogółu praca nie powinna i nie może pozostać bez malcryalnego poparcia tak samego ogółu, jak
i dbałych o jego dobro pojedynczych osób.

Towarzystwo z otrzymanych dotychczas rezultatów, jakoteż ze stosunków już zawiązanych w myśl
Art. 68-74 Ustawy (załączonej przy Ił™ Tomie Pamiętnika), nabyło przekonania że nie zbraknie
w kraju i po za jego obrębem uczonych, mających gotowe lub zamierzone prace mogące być przed-
miotem artykułów do Pamiętnika lub osobnych dzieł naukowych, którzy zechcą powierzyć utwory
swe Towarzystwu celem osiągnięcia najskuteczniejszego sposobu ich spożytkowania. Z drugiej strony,
Towarzystwo znalazło już nakładcę tak na dotychczasowo tomy swego Pamiętnika, jakote.ż i na liczne
dzieła tyczące się przedmiotów w zakres jego czynności wchodzących (spis tych dzieł zamieszczamy
przy końcu tomu), w osobie swego Prezesa lir. Jana Działyńskicgo, który będąc sam właścicielem
jednego z najbogatszych naszych zbiorów naukowych w kraju, Bibljoteki Kórnickićj, nie ustaje w tra-
dycyonalnćm swej rodzinie popieraniu piśmiennictwa krajowego, zwracając szczególna swą czujność,
zgodnie z duchem czasu, w kierunku nauk ścisłych.

Towarzystwo szczycząc się z tych otrzymanych do lój pory obustronnych rezultatów, nie zaniedbuje
jednak wszelkich starań około rozszerzenia i utrwalenia swych czynności : odwołuje się przeto o
współdziałanie do wszystkich pracujących na niwie wiedzy rozumowanej boz względu na miejsce
obecnego ich pobytu, ofiarując wszelką pomoc jakiej mu stanowisko jego udzielić dozwoli. Ofiaruje
również swe usługi tym, klórzyby w przyjętym a Ustawą Towarzystwa określonym kierunku, użyć
obcięli środków jaki cmi na poparcie rozwoju naukowego w kraju rozporządzać mogą. Art. 43-46
i 81-61 Ustawy, określają dostatecznie sposób, w jaki Towarzystwo wywiązuje się •/, togo przyjętego
przez siebie podwójnego zadania. Przedstawiają one pewną porękę obustronną: autorom, że dzieła
ich w najstosowniejszy sposób spożytkowanemi zostaną przez udzielenie pomocy naukowej i mate-
ryalnśj na jaką stać Towarzystwo; wydawcom, że nakład ich użytym będzie na dzieła poprawne,
przez specyalne komisye przedyskutowane.

Prace naukowe tak Członków Towarzystwa jak i uczonych na zewnątrz jego znajdujących się,
wypełniły dwa tomy już wyszłe Pamiętnika; inne artykuły (których spis poniżej podajemy) przejrzane
i osądzone przez wybrane do tego komisye, stanowić będg tom III0', którego druk rozpoczęty; do



dalszych tomów materyały niewutpimy niebawem nadesłanemi zostaną, lloćłnkcya zwraca, uwagę
śledzących postęp nauki na powiem dział określony Art. 43, 3°. Ustawy, tyczący sio sprawozdać
•/. ruchu naukowego, odkryć i wynalazków i t.p.któren tylko przy współdziałaniu wszystkich chętnych
korespondentów wypełnić potrafi. Niektóre dzieła naukowe, wychodzące w stosunku z Towarzystwom,
s:i już krytycznie rozebrane, (jak w Tomie Is™ i llh n przez Członków Sagąjłę i Gosiewskiogo); lecz
p.rż-.ndanemi by bardzo były artykuły nadsyłane z różnych miejsc, gdzie się znajdują Członkowie
korespondenci lub osoby przychylne Towarzystwu, zawierające :

1° krytyczny rozbiór utworów piśmiennictwa krajowego lub zagranicznego w gałęzi nauk ści-

słych lub ich zastosowań;

2° Sprawozdania z ruchu naukowego, z pism naukowych, z wykładów publicznych.

3° Wiadomości krytyozn.0 o urządzeniach szkół i fakultetów, o metodach wykładu w nich uży-

wanych, o programach do jakich wykłady to stosować się winny.

4° Artykuły mogące służyć jako materyały do historyi nauk ścisłych w Polsce.

5° W ogóle, wiadomości o potrzebach i wymaganiach miejscowych względem postępu nauko-

wego.

Gdyby szanowni korespondenci przychylić się chcieli do życzenia Towarzystwa, nadsyłając tego
rodzaju artykuły, byłoby to wszechstronną korzyścią dla czytelników i dla autorów; jedni mieliby
oprócz nauczających rzeczy, wiadomości ogół interesujące, drudzy skierowaćby mogli swą działalność
w kierunku najodpowiedniejszym potrzebom krajowym. Wreszcie samo pobieżne zawiadomienie
nadsyłane przez czytelników, autorów lub księgarzy, o wyszłych dziełach, posłużyćby mogło do
utworzenia Przeglądu Bibliograficznego dopełniającego każdy tom Pamiętnika.

Przypominamy nakoniee że termin ogłoszonego przez Towarzystwo w Is™ Tomie Pamiętnika kon-
kursu « Ocenienie prac matematycznych H. Wrońskiego» upływa 12s° Lutego roku przyszłego 1873; pro-
simy zatem chcących,się współubiogać, o nadesłanie tyczących się postawionego zadania artykułów,
najdalej na ten termin. Nagrodę, konkursową Towarzystwo naznaczyło w summie tysiąca franków.
Nadmieniamy przytem że wszelkie artykuły publikowane w Pamiętniku otrzymują honoraryum,
wynoszące od 50 do 80 franków od arkusza.

W Paryżu, 7 Marca d S72 r.

Sekretarz Stały Towarzystwa Nauk Ścisłych,

Redaktor Główny Pamiętników

Wł. FOLKIERSKI.

Lokal tymczasowy Towarzystwa: 80 Ba. Montparnasse, w Paryżu. Konunikacye naukowa mają być

•przesyłane Towarzystwu, na ręce Sekretarza stałego, pod powyższym adresem.
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P A M I Ę T N I K A .

\) O Równaniach Różniczkowych częściowych jednoczesnych, przez Wł. Folkierskiego.

2) Teoryu. biegu prostolinijnego daczy i jój zastosowania rto teoryi uir wodociągowych. Prace p. Muuryuogo
Lovy, francir/.kicgo inżyniora Dróg i Mostów, wyłożone i rozebrane przez Feliksa Kucharzewskiego.

'A) Turbina Fournoyrona, jej Lcorya dokładna i uwagi praktyczne, napisał Wł. Klugor.

4) O Funkcyach symetrycznych, przez Wl, CJosicwskicgo.

(i) O Atoinowo.ści rodników pojedynczych i złożonych, i krótkim poglądem na teorye cJiemiczne ostatnich
mosów, przez F. Dolińskiego.



KILKA UWAG

O LICZBIE RÓŻNYCH WARTOŚCI

JAKIE FUNKCYA MOŻE PRZYBIERAĆ W SKUTKU PRZESTAWIEŃ ZMIENNYCH

DO NIEJ WCHODZĄCYCH.

PUZEZ

W ł . GOSIEWSKIEGO.

1'izedslowiono na posiedzeniu Towarzystwa cl. 4 Sierpnia 1870 r,

. 1. Niech
v — f{xi,3:i, ... :cm)

będzie funkcyg, m zmiennych niezależnych. Jożelibyśmy w miejsce tych zmiennych podstawili jakieś
dowolne wartości, funkcya v otrzymałaby odpowiednia wartość t^; a oznaczając szereg tych nowych
wartości przez P1 ( mielibyśmy równanie nl=f['Pi), Może się trafić, że po podstawieniu innego
jakiegoś szeregu P2, obok równania u 2 =/.(P s ) , będzie istniało drugie, mianowicie vl = vi, lub co
na jedno wychodzi, / ( P j ) = / ( P 2 ) . Gdy ilości składające oba szeregi P, i P 2 sci te same, powiada-
my, że równanie vi = v1 wtedy tylko za istniejące rozumieć będziemy, jeżeli się utrzyma przy wszel-
kich wartościach ilości zmiennych. Gdyby zaś było vi różne od v,2, różność la nie przestaje istnieć,
chociażby zamieniała się na równość, przy pewnych szczególnych wartościach tych zmiennych.

2. Z określenia równości i różności wartości funkcyi v, wypada, że wartości zmiennych w jćj
skład wchodzących nic wpływają bynajmniej na liczbę jej równych lub różnych wartości, z czego
wynika:

a) żo wartości funkcyi otrzymamy przestawiając tylko ilości zmienne,
b) że gdy ilości zmienne z,viażemy pewnemi warunkami, a mianowicie lakierni, aby wszystkie

były różne między sobj; przy takich ich wartościach uważane wartości funkcyi, pozostaną względem
siebie takiemi, jakiemiby były przy wszelkich wartościach tych ilości zmiennych. Ponieważ równanie
dwumienne

a,™ — 1' = 0

ma m pierwiastków różnych, będzie dogodnie uważać nasze zmienne za pierwiastki lego równania.
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3. Z powodu że 7. m ilości, 1.3.3 , . . m = 77i\ wszystkich przemian utworzyć moznt, l'iinl;rya ''
najwyżej tn\ różnych wartości przyjmuje. Pośród tych wartości funkcyj, równych sobie 1 ul) różnych
poszukiwać będziemy. Aby zaś wszystkie to wartości otrzymać, potrzeba w 1'unkeyi v /a szereg zmien-
nych xt, x2, :ca, .. . xm wszystkie ml przemian po kolei podstawić, (idy wiec w niicjsco przeiniuny
X\ Xi ... x„„ piszemy inna xax$... :i\, (w szeregu liczb «, [J, . . . v, wszystkie sfj miedzy soliy. różni',
i stanowią szereg 1, 2, 3, . . . m inaczćj uporządkowany), otrzymujemy inna wartość fmikoyi:

a o lem cośmy-wykonali, mówi się, że w danej 1'unkcyi dokonanem zostało podstainwnip wyrażone
przez symbol:

\x« w-, ,r.. . . . ./•,

1'oi'ównywajac ten symbol z wartościami i\ i u, widzimy, że i\ od v różni się podstawieniem
a,V za a^, x«, za x«, x.t za xa ... x» za ccm, w 1'unkcyi u dokouancm, co symbol (t) doskonale przed-
stawia. Jeżeli symbol (i) ma tylko oznaczać dopiero co wymienione działanie, co zakładamy, prze-
stawienie dowolne kolumn go składających znaczenia jego nic zmieni. Tak więc, każdy symbol pod-
stawienia, lub krócej, każde podstawieniu

przez iirzestawienie jego kolumn do kształtu (i) sprowadzić można, nie naruszając przez to jego pier-
wotnego znaczenia.

4 . Weźmy pod uwagę podstawienie (2) złożone z m kolumn, Jeżeli każde / kolumn (/<»«)
przedstawiają w szeregu górnym inną kombinaeyg jak w szeregu dolnym, i jeżeli cały szereg górny
stanowi tę samą kombinucyc co szereg dolny, podstawienie takie nazywa się kolowem. Podstawie-
niu kołowemu można nadać postać :

/.<;,, x:,, ,'I'Y , . . . , x.

Wiadomojest, że każde podstawienie daje się rozdzielić na podstawienia kołowe cząstkowe.

Gdy a jest pierwiastkiem urojonym równania xm — 1 = 0 , szereg wszystkich pierwiastków wy-
razi się przez:

a, a2, a3, . . . am.

Kładąc zatćm,
,!•,=«, Ą —r/-, Ą = a3, . , . x,„ = am

wypada a7„,+|l=.&,.-

Dodajmy do znaczku każdej z ilości A'J, XS, . ,, , xm, liczbę całkowitą dodatną y, < m, otrzymamy

na-zasadzie powyższćj uwagi. Nowy ten szereg podpiszmy pod pierwszym tak, aby każde dwie ilości
•<v. i **+i* stanowiły jedne kolumnę pionową. W ten sposób znajdziemy następutąco podstawienie

( i)

Otoż można dowieść, że wiele razy (/. jest liczbą pierwszą względem m, tyle razy podstawienie (i)
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jest kołowem. Ztąd zaś wypada, że gdy m jest liczbą pierwszą, podstawienie (i) jest zawsze koło-
wóm dla p<m, i to samo ma miejsce dla m jakiegokolwiek, gdy £* = ! . Jeżeli m jest wielokro-
tnością liczby (*, podstawienie (i) rozdzieli się na [/. podstawień kołowych cząstkowych, z których

każde jest złożonem z — kolumn (*).

Podstawienie (i) będziemy zawsze oznaczali przez ( L \ zaś znak / M wyobrażać będzie pod-

stawienie jakiekolwiek.
/P \

5. TWIERDZENIE I. Gdy mamy daną przemianę Pj z m ilości danych i podstawienie l p M , za

jego pomocą otrzymamy z przemiany Pj przemianę P 2 ; , stosując do tćj ostatnićj to samo podsta-
wienie, otrzymamy przemianę Pa, i tak dalćj działając dojdziemy do takićj przemiany PJ że nastę-
pująca będzie już przemianą P,. Otóż, przemiany

P P P P;

w opisany sposób otrzymano, mają tę własność, że którebądź z podstawień

do nich zastosowane, doprowadzi zawsze-do tego samego szeregu przemian, inaczej tylko uporządko-
wanego.

Uważmy najprzód, że wypisane przemiany w liczbie / są wszystkie między sobą różne, i te tylko
/P \które za pomocą podstawienia ' ] , w opisany w twierdzeniu sposób, otrzymać można. Z lego po-

(P \M , dać może tylko jedne z poprzedzających j

P«(a < 0) która także powstała za pomocą tego samego podstawienia (*) z przemiany P«_i. A że

(P \
1 1 , dwóch jednako-

wych przemian P„ otrzymać nie można, przaraiang, zatćm P„ musi być koniecznio przemiana P J ( i
pierwsza część naszego twierdzenia jest dowiedziona-

Ponieważ, .na podstawie w tćj chwili dowiedzionej prawdy, za pomocą podstawienia ( ' ) z szere-
V 2/

gu / wypisanych przemian, otrzymujemy szereg następujący :

P P P; P

/ P \
a k a ż d e z p o d s t a w i e ń ( i ) , j e s t r ó w n o w a ż n e k i l k a r a z y z a s t o s o w a n e m u p o d s t a w i e n i u l.M d o p i e r w o -
iiicgo szeregu przemian, widocznem jest, że każde z podstawień (i) może tylko zmienić porządek prze-
mian pierwotnie wypisanych, c. b. d. cl.

Wypisany w twierdzeniu szereg przemian, nazwiemy przemianami nierozdzielnemi wzghjdem podsta-
/P \uńenia danego ( p 1 ) ; podstawienia zaś (i) będziemy nazywali podsłaiuieniami przez te przemiany wy-

C) Wyżój przytoczone określenie podstawienia kołowego, i użycie pierwiastków równania dwumiennog,) (wm~ 1=0)
w dowodzeniu zamieszczonego tu twierdzenia Gauchyego, podano zostały po rnz pierwszy przez profesora Habezyn-
skiego, przy wykładzie Algebry Wyższe] w Szkole'Głównej Wariszawskiśj w 1804 r. Nadawszy takie same znaczenia
ilościom zmiennym wchodzącym w skład jakiejkolwiek funkcyi; udało mi się dowieść kilka twierdzeń odnoszących
się do liczby różnych jój wartości, jeszcze w roku i 866, które stanowię przedmiot niniejszej rozprawy.
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znaczonemi.

6. TWIERDZENIE II. Liczba I przemian nierozdzielnyoh względem podstawienia ( ' ) , wy-

razu się.

gdzie p jest największym wspólnym dzielnikiem liczb m i [/.,

Ponieważ podstawieniem danóm ( :' ) jest następujące :

. , . •!.'„, |.j

każda z przemian względem niego nicrozdzielnych, otrzyma się z wzoru

(I)

zaslępując w nim OJ, przez liczby : 0, d, 2, . , . I — 1.
Napisawszy w (i) za OJ liczbę /, przemana tak otrzymana' zamieni się na pierwsza podług poprze-

dzającego twierdzenia, a na zasadzie naszej ugody, mieć bodziemy

lp — km = 0,

gdzie h jest liczbą całkowity nieoznaczona. Wziąwszy ją i liczbę / za niewiadome tak napisanego ró-
wnania, znajdujemy :

/ _ m f i. V- f

? ?

gdzie t jest liczbą całkowitą, a p największym wspólnym dzielnikiem liczb m i jx.
Widocznem jest teraz, że najmniejsza wartość / różna od zera, i zadosyć czyniąca naszemu równa-

niu, to jest, / = — , jesl liczbą przemian nierozdzielnych względem podstawienia ( ' ) c. b. cl. o.
P \J-Vv

WNIOSEK. Gdy liczby m i p. są pierwsze względem siebie, wtedy p = ł a /=m. A zatćm przemian
z m ilości, nierozdzielnych względem podstawienia kołowego, jest m.

( '/' H* (I* '/' '/* T*° ,,S> 3> .'*' , B> G

•X'3, a
1;, x^ X'c, ifj,

przemiany nierozdzielne względem lego podstawienia są :

l.tórych liczba ze wzoru <?= —, daje się oznaczyć, albowiem | i s 2 , m = 6, więc p = 2 , a zatem
P

• « - ! - . .

TUZYKLAD Dana przemiana pierwotna xl,xi,xi,xvx!i,xs, i dane podstawienie kołowe
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>-,i /v» tfi r*> rp ,11 \
- i j , U-g, •A-JJ, .Ł,J, O/g, .X/g \ .̂ p r z C m i a n y względem niego nierozdzielno sa następujące

.'("(j, X l , &], ^?8) ^ 'O ^

których jest / = m = 6.

TWIERDZENIE III. Jeżeli mamy podstawienie dające się rozdzielić na a cząstkowych kształtu ( p1

gdzie mx oznacza liczbę kolumn cząstkowe podstawienie składających, a x którąbadź z liczb całko-
witych między 1 i a zawartych, tak, że w t -+• m% •+• nk •+• . . . -+-W7a = m; jeżeli px jest największym
spólnym dzielnikiem liczb mx i \ux; I przemian nierozdzielnych względem takiego podstawienia,
wyraża s ię:

gdzie Xa wyobraża największy wspólny dzielnik, liczb :

w i ) . w a , 3 . . . . t u , - ,

dla każdego x pomiędzy 2 i a.

Wyobraźmy sobie że wypisaliśmy wszystkie / przemian, o liczbę których nam chodzi. Z podsta-
wienia danego odrzućmy jcdnoczastlcowe, złożone z ostatnich m„ kolumn, i względem podstawienia
wyrażonego przez symbol pozostały, utwórzmy przemiany nierozdziclne z m—"m, pozostałych ilo-
ści; liczbę ich oznaczmy przez Fg_j,

Względem podstawienia odrzuconego, złożonego z ma kolumn, utwórzmy także przemiany nieroz-
dziolne z odrzuconych m* ilości, i każdą z nich dopisujmy po kolei do każdćj z Fa~i, w ten sposób,
że gdy się raz wyczerpną, zaczynamy powtórnie takie same działanie w dalszym ciągu.

Ponieważ przemian jednych, jest — =<p, mniuj jak drugich F«-i, (zrobić tak zawsze można) •
P»

po wydzieleniu liczby F a _ ! przez <p, na resztę otrzymamy }'«, taka liczbę, że przemiana do ostiilnićj
/. FK -i dopisana, otrzyma się z pierwszćj za pomocą następującego podstawienia :

Z drugiej strony wiemy, że liczba przemian nierozdzielnych względem tegopodstawienia, jest ró-

wna —2, jeżeli pa wyobraża największy wspólny dzielnik liczb ma i [*«»**, a zatćm liczba przemian

/, wyrazi się :

Oznaczając następnie przez X», największy wspólny dzielnik dla cp i r», jest oczy wiście />* = >«.p«,



•i O L I C Z B I E R Ó Ż N Y C H W A H T O Ś C I F I I M K C T I

/- kg.il równanie (i) przekształca się na

w którym, po uwzględnieniu równania F«-i=Qc-l-r«, widzimy, że A« oznacza lak że największy
wspólny dzielnik liczb F a _ ! i ©.

Podobnym sposobem jak liczbę przemian / wyraziliśmy przez FK_i, wyrazimy P a _, przez F^-a,

F K _ S przez F a _ 8 i t. cl; nareszcie, wyrazimy F2 prze/- F, a F j = = — . Wypisując pod sobą wartości
pi

na I, F K _i , F«_ s , . . . F 2 , F t , otrzymamy nastepujg.ee r ó w n a n i a :

7 — 1 7 '"-
A p

ła-! f.-I.
ma— 2

n z nich

WNIOSEK, Ody w szczególności JX1( |J.2, |J.3, . . . >J.„ są odpowiednio względem mu m„ m8, . . . w, licz-
bami picrwrtzemi, każda z liczb pi, ps, pa, . . . p« jest wtedy jednością, a wzór otrzymany przechodzi
na nas tępujący :

,

w którym )•*• jest największym wspólnym dzielnikiem liczb:

»77ł.Wlj.W?a . . t u , - .
1

przy wszelkich wartościach x od 2 do a.

UWAGA. We wzorze (;n, oznaczmy liczbę ——•—= ; przez/?,,, i weźmy jeszcze liczbę :
Pi• *• • fa• ' 8 « • • *»-pn

w której A„+, jest największym wspólnym dzielnikiem liczb p„ i — l i i . Oznaczając przez T,1 + 2 naj-

większy wspólny dzielnik liczb: ^ - i ^i i±i, a przez ?„+„ największy wspólny dzielnik liczb :

" ' I H I ; ł?'"^a bodzie 5I,+3 = T,,+S.C,I-H. Oznaczając następnie, największy wspólny dzielnik liczb :
pn + 1
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p i . Z M t M + S | a liczb. mn+l.mu+i _ . wjj+j ^ ^ ^ ^ b ^ ] ń c > B + , s - T ) 1 + a i c | | + | „
p C P P

i p i Z M t M + S | a liczb
'll + l T n + S pn + 3 p n f l . CII + 2 - P « + S P « + 3

i tak cłalźj postępując znajdziemy także >„< = T,,- . ?„<.
Z równania tego wypada :

m n + l .wj n + 2 . . • m„-
*B + l* P»+i'"n+S' fn+s • • • "»'. P»' n̂ + ffii+s- Tn+a • • • T»' Pn+i'"ji+|"f«+j • • • °V.Pn'

Położywszy za czynnik pierwszy drugiej strony togo równania — , a za czynnik drugi /v, bodzie:

p1.X2.pa.A3.p3.X. . . . V . p« gV

gdzie pn wyobraża liczbo przemian nierozdziolnycli względem podstawienia złożonego z n podsta-
wień cząstkowych; /v liczbę przemian nierozdzielnych względem podstawienia złożonego z ni — n
podstawień cząstkowych; zaś gn- jest największym wspólnym dzielnikiem liczb p„ i /;„'.

llozciągając podobne rozumowanie dalej, przyjdziemy do równania

któro znaczy co następuje: jeżeli dano podstawienie rozdzielić można na « cząstkowych jakich-
kolwiek, i jeżeli p„, pnr, pn-, . .. ;),1('/-1), sa liczbami przemian nierozdzielnych względom poiniunio-
nyoh podstnwioii, najmniejsza wspólna wielokrotna liczb p„f pn\ />„•; . . »„f*-1', jest liczbą przemian
nierozdzielnych względem podstawienia danego.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

teif .x'-i, a'n, ;"£/,, Ąj, .4'i;, ^c'7, .T S , .x't), ,'i'io, a-'n, .i'j2. Tu, J?n, .'#isi

i iliino podstawienie

(A ' I , a'a, &•.,,.'/,'., a.'3, A ^ , .'i'7 ł .'i's, .'i'n, J . ' 1 O , j i ' j | , a ? i a , x\.i} u,\^ &

.^V> *̂ rt) "'O) ^'l> '^"ał ^ 3 ) '^7łł "^iił "^B) "'13ł ^ 1 3 ' ^ 1 V '^13' l^"l0ł "^

oznaczyć liczbę, przemian nierozdzielnych względem tego podstawienia. Mamy w tym przypadku
m = 15, mi = 9, wa = 6, -̂, = 0, [/.a = 2, p1 = 3, ps = 2, >>2 = 3. Zatem liczba przemian jest
, m,.ms i). 6 „ . ,
lz= ,—Ł—- — = 3; przcmianann zaś s;j.:

1 if? ^ 8 ) ^ S ' 1 ' ^ 1 ' 2

1'UZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

i dane podstawienie :

oznaczyć liczbę przemian nierozdzielnych względem tego podstawienia. Mamy w tym razie m = 10,

m. — d, »?a = 4, [*!== S, jA2 = i, p1 = l , p s = l , >i,=s2. Liczba przemian jest: ^ = - n ^ " ' ? = - — = 12;



zaś przemianami są:

• i . i c z i s : E i i ó ż N Y C U w A i i r o ś c i F U N R ' v

•z1,, a:'a

HS 65 i ' ' ^ 2 ' ^ S 1 W> ^9J

(p \
) wyobraża podstawienie kołowe, a zatem, dające sio napisać pod postacią

I* +1 /

Jeżeli 7. symbolu togo wyjmiemy ilość x«, a obok niej napiszemy tę, która się pod nią znajduje, to
jest: av+M dalćj tę, która sio pod a?B+p znajduje, to jest: xa.+w\ to postępując w podobny sposób
dalej, dojdziemy zawsze do takiej ilości o\,+„w w którćj (o=m. Gdyby bowiem tak się nic stało, przy-
szlibyśmy do innćj ilości xn+„m dla którćj to < m, i w tym przypadku w symbolu (i), w < m ko-
lumn, stanowiłyby w wierszach górnym i dolnym tę samą kombinacyę. Symbol więc (i) nie przed-
stawiałby podstawienia kołowego z m ilości, co jest przeciwnem założeniu. A zatem, dojdziemy zawsze
do takićj ilości a?.+«n, w którćj io = m. Ale, gdy w = m, x«+m = a?«, więc prowadząc dalćj podobne
ilauitaaio od tego miejsca, doszlibyśmy powtórnie do tego samego wypadku. Kończymy przeto
kladac <.> = ;« — i, i tym sposobom otrzymujemy przemianę :

aj •*c 4 c H- 21*-1

którą będziemy nazywali przemianą odpowiednią podstawieniu (i), Piszcie we wzorze (i) za p. wszyst-
kie liczby pierwsze względem ?n i mniejsze od w, otrzymamy i przemian, jeżeli v jest liczba liczb
pierwszych mniejszych od m.

PRZYKŁAD. Dana przemiana, pierwotna
X..

Wszystkie liczby 1,2,3, 4, B, 6 są pierwsze względem 7, a więc szość przemian odpowiednich sze-
ftttiii podstawieniom kołowym, za pomocą wzoru (i>) otrzymamy. Przemianami temi są :

4'
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które po wykonaniu działań, przechodzą na następujące

albowiem w miejsce każdego iloczynu M[A, należy pisać resztę wypadły z podzielenia jego przez ilość m.
Reszty takie otrzymamy zawsze i wszystkie różne między sobę., bo [* jest pierwsze względem m,
a o) < »?.

8. a) Widzieliśmy [5. Tw. I), że przemiany nierozdzielne względem podstawienia danego, mają
tę własność, że liczby ich i jakości żadne z podstawień przez nie oznaczonych nie zmienia. Gdy
jednak przeciwnie, mamy przemiany posiadające tę ostatnią własność, nie można sędzio,"ażeby one
były niero/dziclnomi względem jednego tylko podstawienia. Owszem, wiole razy tak się zdarzy, wolno
nam zawsze myśleć, że pomiędzy podstawieniami przez te przemiany oznaczonemi, znajdzie się
pewna ich liczba od liczby wszystkich mniejsza, za pomocą których wszystkie te przemiany utworzyć
będzie można. Podstawienia te, będą miały tę własność, że przemiany względem każdego z nich
zosobna nierozdzielne, maja tylko jedna przemianę (pierwotna) wspólna. W szczególnym tylko przy-
padku trafić się może jedno takie podstawienie. Przemiany o których teraz mówiliśmy nazwiemy
pzemianami niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych.

b) Niech symbol f^1) wyobraża podstawienie jakiekolwiek z m ilości xu x$, xv . , ., xm. Jeżeli

/p \
do niego zastosujemy podstawienie wyrażone przez symbol I n

1 , także jakiekolwiek, otrzy-
\ L et/

mamy nowy symbol " I , który razem-z symbolem M wyobraża tę myśl; że w jaki sposób
V- p/ • V1 iv

przemiana P„ powstała z przemiany Pj, w taki sam sposób powstała przemiana P e z przemiany P| A.
Z tego wypada, że gdy nie zwrócimy żadnćj uwagi na ilości xu ,x-a, xs, . . . ;cm) ale na miejsca przez
te ilości zajęte, możemy powiedzieć, że w jaki sposób powstało P,, z P t ) w taki sam sposób powstało

Pp z P a . Jożeli zatem podstawienie ' ) było względem ilości ,vlt a;,, Ą , . , . xm kołowom, podsta-
\*- iv

/p \
wienie I "1 względem ilości a™„, x^jcv ... xv (a, (3, y, . . . v, są liczby między sobą różne i slano-

\ p/
wiąco szereg 1, 2, 3, . . . m inaczej uporządkowany), będzie takićm samom.

9. TWIERDZENIU IV. Jeżeli we wzorze

za JA napiszemy wszystkie liczby pierwsze względem m, v przemian tym sposobem utworzonych, są
niezmieniającemi się od podstawieri przez nie oznaczonych.

Niech symbole

( U - (JU' (U•••••&•.)'
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wyobrażają wszystkie podstawienia kołowe, jakie z m ilości być mogą , a

(-» Pi, P., P „ . . . S,-u P„

niech bodą przemianami tym podstawieniom odpowiadającemu Klórybądź z symbolów (i) można
napisać w ten sposób :

hib także,

Stosując do lego ostatniego symbolu podstawienie

otrzymamy nowy symbol złożony z kolumn kształtu

Ponieważ różnica znaczków u zmiennej x jest równa f*„[/.e, liczbie pierwszćj względem ?n, azatóm,
podstawienie nasze po dokonaniu w niem pomienionego działania nic przestało być kołowem wzglę-
dem tych samych ilości. Symbole (i) wyobrażają podstawienia kołowe różne, i nowe symbole teraz
otrzymane, musz§ być takżo różnemi między sobę, ale temi saniemi co lanatc. Przemiany zatem (2)
su niezmieniajacomi się od podstawień przez nic oznaczonych, c .b ,d.o.

UWAGA. Gdy jest dana liczba m, i •wszystkie liczby względem niej pierwsze, jedne z nich którakol-
wiek niech wyobraża liczba JA. Podnosząc tę liczbę \J. do potęg 0, 1, 2, 3, . . . , v', liczby w ten spo-
sób otrzymane są także pierwszemi względem liczby m. Jeżeli w miejsce tych, weźmie się reszty wy-
padłe 7. dzielenia ich przez m, te będą także pierwszemi względem m, ale i mniejszemi od m. Otóż,
znajdzie się taka liczba v', że reszta wypadła z podzielenia liczby \x'' przez m, będzie jednością, to
jest, = JJ.", i od tego miejsca wszystkie te liczby, które poprzednio wypadały i w tym samym po-
rządku, powtarzać się będą. Takim zatem sposobem otrzymamy pewną gruppę v' liczb pierwszych
względem m. Gdy liczb wszystkich pierwszych względem m i mniejszych od m jest V, i gdy vs=v',
wtedy liczba JJ. nazywa się pierwiastkiem pierwotnym (racine primitive) liczby m.

Jeżeli naprzykład liczbą m jest 7, liczb względem niej pierwszych i mniejszych jest 6. Poddając
każdą z nich (1, 2, 3, 4, S, G,) wskazanemu wyżćj działania, przekonać się łatwo można, że żadna nie
jest pierwiastkiem pierwotnym lki. Przeciwnie się dzieje z 6b», która posiada dwie tylko liczby (1, 8)
względem niój pierwsze i mniejsze, i dlaktórój jednocześnie ok a jest pierwiastkiem pierwotnym.

TWIERDZENIE V. Jeżeli p jest liczbą pierwszą względem m i mniejszą od m, przemiany utworzone
•/ wzoru :

(1)

przez zastąpienie (J. liczbami jx', JA2, p.3, . . . \j?', są nierozdzielne względem podstawienia

Xi,
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Jakoż, utwórzmy za pomocą danego podstawienia powną liczbę v' przemian. Przemianami temi sa
następujące :

• • > Xi + tm—i),

Jeżeli v' jest liczbą taką, że [// po wydzieleniu przez m daje na resztę jedność, co zakładamy, prze-
miany (3) są nierozdzielnemi względem podstawienia (2). Ale przemiany z wzoru (i) otrzymane spo-
sobem w twierdzeniu opowiedzianćm, są temi sametni co przemiany (3), więc twierdzenie jest do-
wiedzionćm.

WNIOSEK. Gdy v'=v, wypada : jeżeli \x jest pierwiastkiem pierwotnym liczby m, v przemian utwo-
rzone sposobem opisanym w [7], są nierozdzielnemi względem podstawienia (2).

TWIERDZENIE VI. Jeżeli (x jest taką liczbą pierwszą względem m, że za pomocą niej, w sposób po-

wyżćj opisany, otrzymamy v' liczb pierwszych względem m; jeżeli nadto \ jest liczbą także pierw-

szą względem m, ale różną od każdej z tam otrzymanych, podstawienia :

X •• '• ) l " " " X « " "•)

są równoważne (a jest liczbą całkowitą zawartą między 1 i v '—1).
Jakoż, ponieważ pierwsze z danych podstawień, można wyrazić przez symbol następujący :

a szereg reszt otrzymany z dzielenia liczb pierwszych (*", 2^", 3,w.a, . . . , (m — !)[/.'• przez wi, daje
wszystkie liczby w szeregu i, 2, 3, . . . , m — i zawarte, widocznem jest, że oba wypisane podstawie-
nia są równoważne.

UWAGA. Jeżeli ^ = 1̂ , i jeżeli X-—|j.2, jest taką liczbą pierwszą względem m, że utworzywszy
z niej v" liczb pierwszych i mniejszych względem m, te będą różnemi od v' liczb, w podobny sposób
z (j.j otrzymanych; przemiany nierozdzielne względem podstawienia

U)

i przemiany nierozdzielne względem podstawienia

(2)

będą miały tylko jedną przemianę (pierwotną) wspólną. Utworzywszy zatem z każdej z przemian nie-
rozdzielnych względem podstawienia (i) przemiany nierozdzielne względem podstawienia (2), otrzy-
mamy prostokąt przemian niezmieniających się od podstawień przez nie oznaczonych, na mocy twier-
dzenia VI, a liczba ich oznaczy się przez vV. Dobierając liczbę ;xa taką, aby się względem [Aj. i a2 je-
dnocześnie podobnie zachowała jak to było z p.2 względem jii, i oznaczając pizez v'" liczbę przo-
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mian jej odpowiadających; po utworzenia z każdej z v'v" przemian v'", przemian nierozdzielnych
względem nowego podstawienia, otrzymamy v'v'V" przemian, niezmieniających się od podsta-
wień przez nie oznaczonych. Postępując w podobny sposób dalej, widocznem jest, że jeżeli liczby
|A4, IM, \J.3, ... (j.„ są względem siebie i względem m takiemi, jakiemi były liczby \J.U IJ.3I ix.,, poprze-
dnio uważane, i jeżeli v', v", v'", . .'. v(") są liczbami przemian nierozdzielnych odpowiadających liczbom
p.̂  [x,, \J.3, ... \J.„; to utworzywszy podobnie jak wyżej, przemiany riiczmicniająco się od podstawień
przez nie oznaczonych, liczba ich wyrazi się przez iloczyn

/ = vv"v". . , .

Jeżeli zaś liczby JJ. są wszystkiemi, jakie liczbie m odpowiadają, a v liczba wszystkich liczb pierw-
szych i mniejszych względem m, jest

PHZYKLAU. Niech przemianą daną będzie następująca :

W przypadka teraźniejszym mamy v — 6 , a biorąc (J., = 2 i fAs = 6, znajdujemy \j?i = i, u.L = %,
p\ = &, zatem / = 3 ; następnie |J.°I = 1 , [-»•., — 6 , zatem v"=2, jak być powinno, bo v = v'.v" =
= 3 . 2 = 6 .

Przemiany otrzymane ugrupują się jak następuje :

^ył łyi 'y* 'y ^if* '^ ' ł ^ '/" '/* T* **/"* 0^ 'y* O1' r~/ł ''z* *"/* "̂̂  /̂* 'y ' y

Podług twierdzenia IV wypadło, że v przemian dopiero co uważanych, są niezmieniającemi się od
podstawień przez nie oznaczonych, w uwadze zaś do twierdzenia YI należącej, okazaliśmy, że można
te v przemian uporządkować w szereg podwójny, potrójny i t. d. hmemi słowy, że można znaleźć
takie podstawienia, za pomocą których przemiany te można utworzyć, i znaleźć ich wszystkich liczbę,
znając liczby przemian nierozdzielnych względem każdego z tych podstawień. Podstawienie względem

klórego v' przemian są nierozdzielnemi, będziemy oznaczali przez symbol ( . m

10, Jeżeli z pomiędzy pewnej liczby przemian niczmieniajacyck sig od podstcauień przez nie ozna-
czonych wybierzemy takie, które stanowią przemiany nierozdzielne względem pewnego oznaczonego
podstawienia, każdśj z nich odpowiada szereg przemian niezmieniajacych sig od podstaiuieu przez
nie oznaczonych. Wybrawszy z takiego szeregu przemiany względem pewnego oznaczonego podsla-
wienia nierozdzielne, każdej z nich znowu odpowiadać będzie szereg przemian podobnych jak wyżćj,
z którym więc tak samo postąpić będziemy mogli. Działając w taki sposób do końca, znajdziemy
nodslawienia

za pomocą których otrzymują się przemiany z jakich wyszliśmy. Oznaczając przeto przez lx liczbę

przemian nierozdzielnycb względem podstawienia ( ' ) , liczba przemian o których była mowa

wyraża się

L = ' i . (314 > • • 'n'



O LICZBIE BÓŻNYCH WARTOŚCI FUNKCYI <'>

TWIERDZENIE VII. Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia dającego się rozłożyć
na « cząstkowych, w ten sposób, że symbol jego napisaćby można pod postacią

wyraża się
v',. v'«. v'„ . . . v'oL

' 2 • ' 3 •' 4 • • • / 6

gdzie Vi- wyobraża największy wspólny dzielnik liczb

i v»,

dla każdego x pomiędzy 2 i a.
Pomiędzy liczbami v'x mogu się znaleźć liczby v, a wzór ten prawdziwym zawsze będzie.

11. TWIERDZENIE VIII. Jeżeli |*i i pj są liczbami mniąjszemi od m, a p1 i p2 największe wspólne dziel-
/Pniki: pj dla m i (JLJ, zaś p2 dla m i [j-2; przemiany nierozdzielne względem podstawienia ( *

/p \
i przemiany niorodziclne względem podstawienia / ' ) , maja:

1° przemian wspólnych T = : —, gdy pt i p3 są względem siebie nicwiclokroLne, u 0 jest naj-

większym wspólnym dzielnikiem liczb ptp2 i ?H.

Ł° przemian wspólnych T s = — , gdy ps jest wielokrotnością p4.

Uważmy, że każdą przemianę z nierozdzielnych względem podstawienia ( ł 1 otrzymamy

z wzoru

kładąc za o^ po kolei, liczby: 0, i , 2, . . . ~ — \.
Pi

/P \Tak samo, każda przemianę z nierozdzielnych względom podstawienia I 1 ) , otrzymamy
\ ' iyi-i/

z wzoru

V " ; " ^ W j ^ j + J ) ^ ' U J I ^ + S J * W g l * j , + a > ••• s ^ w ^ + i "

kładąc z w„ po kolei, liczby s O, 1, 2, .. . — — 1.
Pa

Jeżeli pomiędzy przemianami (a) i (A) maja znaleźć się wspólne, powinno być a?u ^ + < ,=a?„ ( 1 + „, a
gdy ilości zmienne uważamy za pierwiastki równania #'" — '! = 0, aby założony warunek miał miej-
sce, musi istnieć jednocześnie równanie

w którem k jest liczbą całkowita.

Połóżmy
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równanie nasze zamieni się na

(Wi''i)pi —(wiC s )ps-= km,

które, gdy rozwiążemy względem WJCJ i <oai?2, będziemy mieli:

1° jeżeli pi i p2 nic sn względem siebie wielokrotni)

2« jeżeli p s =pp 1 ,

Cj==A—\-pt
P

gdzie t jest liczba całkowitą.

Z równań (i) olrzymamy:

w)

zaś z równań (2)

Ponieważ liczba /i jest całkowita, z wzorów (3) i (i) czytamy, że przemiany wspólne otrzymujemy
tylko przy takich wartościach całkowitych t, dla których iloczyn p,pj£ lub pat nie jest podzielnym bez
reszty przez m. Po takiej osfcatniśj wartości na t, nastąpi ta, przy którćj nasz iloczyn jest podzielnym
przez m. Jeżeli więc tą liczba jest T, każda liczba T + t dla wszystkich wartości t od 0 do T — J ,
daje iloczyn p^s^T -+• t) lub p2(T 4-1), który po wydzieleniu przez m pozostawia tę samą resztę co
iloczyn p ^ lub ^t. Liczba więc T wyobraża liczbę przemian wspólnych o jakich mewa w twier-
dzeniu.

Aby tę liczbę otrzymać potrzeba rozwiązać względem T równanie

(y wyobraża liczbę całkowitą), z których po rozwiązaniu znajdziemy, pisząc wartości najmniejsze do-
dalne i różne od zera

T=4 J lub T = 2
0 p,

co było do dowodzenia.

WNIOSEK I. Gdy pj i p2 nie są względem siebie wielokrotnemi i gdy p^ss-J.m (X liczba całkowita),
wtedy 0 = m i T = l . A zatóm w tym przypadku między przemianami («) i (i) będzie tylko jedna
przemiana (pierwotna) wspólna.

WNIOSEK II. Gdy pB=j9p, wtedy T = - = ; — ,. a gdy jeszcze p = i, będzie T = - , to jest, wszyst-
Ps ^ P i Pi

kie przemiany będą wspólne. Ponieważ liczby q i c2 mogą być jakiekolwiek byle tylko pierwsze

względem — , a więc, gdy ct i c2 są liczbami pierwszemi względem m. a ?i dzielnikiem ???, prze-
Pi
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miany nierozdzielne względem podstawienia ( ' ) i przemiany nierozdzielne względem podsls «

/p \

wienia ' ) Ba temi samoim.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

xit x%, x3, a?j, 3?j| xB, a?7, 3^, ^cSi 2?6) xi0, xii^ ^ 1 5 , ajjj,^,,, .z'ia

i dane podstawienia, pierwsze :

drugie:

Podług togo przypadku mamy ??z = 15, |j.t = 6, [JL2 = 10, więc px = : 3, p2 == S, p^, = 15, 0 = 13; zatćm

przemian wspólnych będzie T = — = — = 1.

Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego oznaczy się za pomocą wzoru

t = — = T = a 5 j przemianami temi sa :
Pi 3

&•), x^i x , i l x/:, a'., x a , x q , ah
a, .'/.'(,, x i 0 , x n , a'1 2 ) wiS, x l ^ , x K )

Xlf ,X"S, fl?(|, iCjj, iCjJ, iLjjj) £ ' J J , .'t'j;(, a.'j3, ^. ' j, .X',, ,'£j, ,X'/(, iCjj, it-j,

^18! ^ii> ^W *̂ 1> "'"2' *'8> "̂V> * ' * ' ^ 8 ' * " ł ł ^R! ^'lll *^i0) '^ll> *12)

ajji), a?j[j, a?jS, fl7i8) ^ n , fljł(;j ;Ł'j, x,i xs, x,t) x:i, xa, x.t, x%, x^.

Liczba przemian nierozdzielnych względem drugiego podstawienia, oznaczy się za pomocy wzoru

= ™ = = _ = 3. Przemianami temi sa :
p2 5

Porównywajac obie gruppy przemian, widzimy, że tylko jedna jest wspólną, jak być powinno.

PHZYIUAD. Dana przemiana pierwotna

xl) x v x$, xtl, xs, 3,'^ 2,7, a?8, XQ, X 1 0 , XU, a?IS,

i dane podstawienia, jedno :

drugie :
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Podług tych danych mamy: m = d2, |*j — 2 , p . s = 3 , więc, p3 = 2, />a = 3, p,p2 = 6 i O.-=6, żalem

Liczba przemian nierozdzielnych względom podstawienia pierwszego, oznaczy się za pomocą wzoru

1= ! L i
= : _ —(}. Przemianami lemi sa :

X'|, &gj ŁŁQ, wt^i i ig j £ g j <t-^ *t^, i i n , '^101 i l ł ^12

^85 ^A-1 •'> 6' V 8> ^ 9 ł l^f0T ^ H J ^12J " ' i i l^2

Liczba przemian niecozdzielnych względem podstawienia drugiego, oznaczy się za pomocą wzoru

/ _ !Ii__iB. = 4. Przemianami temi eg.:

x i t x^ a?3, ic4, a.'5) i t 6 , ic7, a.'s, x g , a?10J x w a?12,

^ 4 J ^ H ' ^ " 6 ' V 85 9J iO' 11 ' ^ 1 2 > " ' ( ł ^ 2 > ^ 3 5

a*7, xM x 9 , xi(j, x i { , xj„, a?j, a?2, a?a, ,i'4J ,ys, a'e )

«^i;j * ^ I D ^"12> ^ l > ^ 4 ) ^">> ®*) *^8> *k'e' ^ 7 ) ^ s > Ą '

Porównywajac obie gruppy przemian, widzimy, że maja dwie przemiany wspólne, jak z rachunku
wypadło.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna
•E\1 '^11 '^81 *^4> "''ti) "^0) ^'71 * 8 t

i dane podstawienia, jedno :

drugie :

Mamy obecnie ?« = 8, ^ = 4, |/.2 = 6, więc P l = 4 , p a = 2 , zatem e i = 2 . P s = 2 . 2 , T = — = - = 2 .

Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego, oznaczy się za pomocą wzoru

/— ™ = - = 2. Przemianami temi sa :
p. 3

Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia drugiego, oznaczy się za pomocą wzoru

=: — — - ~Ą. Przemianami temi są :
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Porównywane obie grupy przemian widzimy, że mają dwie wspólne.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

fljjj .Aj, Xs, X,t) i5?6) Xei &',,, X%

i dane podstawienia, jedno :

(J?j, X,, .'4'3, .i'.(, ;'4's, .Z',,, a1,) .X'

drugie:

( _/' _J) '' *' /'' ' r' r
 R )

Podług tych danych mamy : m — 8, \J.. = 3 , u.., = 4, więc, p , = l , P2 = '1 a T = — = ' y = 2.

fs Ą

Liczba przemian nicrozdzielnych względem podstawienia pierwszego, wyrazi się, ^ = _ = 8. Prze-

mianami torni są:
X ./' X< X. X- &*< X* X

Ł ^ * 3 > SS 55 fl1 ' ^ 7 ' ^ * 3 5 * ^ l

Liczba przemian nierozdzielnych względom podstawienia drugiego, wyrazi się, 1=——- = 2 ,

Przemianami temi sc :

'^1J ^*S1 *^a) "̂ '45 ^H ł ' ^ 0 ' , '^7 ' 8'

^'st ' ' C ^'TJ ^'si *"ji 'i:a "'a) '''»•

Porównywajcie obie grupy przemian widzimy, że mają dwie wspólne.

PRZYKŁAD, Dana przemiana pierwotna :

.7_,j, t 7 / 2 , 3 ? J J , 5 ? , ^ .X'«j t t g j < £ ^ , 1^3) ^f,, l ^ ' l o ) ^ 1 P l ^ ' l 2 * ^ l l j ł ' ^ l ł - ^ ' i t j l

i danc podslawicnia, jedno :

drugie :

W tym przypadku mamy m = i8, ^ = u, ^ = - 1 0 , więc, P l = Pa = o, a T = ~ / = d-£
Pi •*

Przemianami nierozdzielnemi względem podstawienia pierwszego są :

•'() ' } 2 ! ^35 'i';,) ^;j) 3.'e, Xii XS) Xg, X | 0 , Xsl, a?j2, J J J J , A'1 V, A'1 3,

•' r,i '^-.i ' ' 's ' '̂ "oi l5:'io; •'•'(u'^'isi'''i:i> ^ ' i ł i lJ/'i>) ^ 1 ! ^"a' *^8i "^łJ ^ 6 !

. r , | , a ) s . a?1 8,3"jj | 3?i6, 4'jj 3,'j, ^ '3 , X,t, H':i, XE. .X'7) . l ' g , ; r 9 , .T J 0 .
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Przemianami nierozdzielnemi względem podstawienia drugiego są :

Widzimy, że przemiany obydwóch grup są wszystkie wspólne i iiierozdzielne względem oby-
dwóch danych podstawień.

PUZYKŁAJD. Dana przemiana pierwotna

i dane podstawienia,pierwsze:

drugie:

W tym przypadku mamy, m=<5, (/., — !, [Aa=S, p1=pa== 1, zatóm, T = — == — = 6. Liczba prze-
fi fa

mian i w jednym i drugim razie, wyraża się przez / = m = 6. Przemianami tcmi są :

c, a.',

' ' ' ' i ' *^6! "''oI * W *'t> *

Tu widzimy, że obie grupy zawierają to same przemiany nierozdziolne względem każdego pod-
stawienia kołowego z sześciu ilości aiu a?8, a.'8) xu a?„ a;,.

12. Niech będą podstawienia ( * ) i ( ' J ] . Ażeby jedno podstawienie do drugiego zasto-

aować, potrzeba, podług przytoczonćj wyżój zasady [8, Zi], z przemiany P^.+i utworzyć nową w ten
sposób, jak przemiana P^+i z przemiany Pt powstała, naslępnic, przemianę nowoutworzona pod
przemianą P^+i podpisać. Ale przemiana PŁ+J powstała z przemiany 1\ przez dodanie liczby ^
do znaczku każdej ilości w nićj zachodzącej, zatem i przemiana o którą nam chodzi z przemiany P^+i
w ten sam sposób powstaje. Symbolem więc nowo utworzonym jest oczywiście [J^1 ) •> który

równoważy sie z symbolem ( * ) jak to kształt jego pokazuje. Dla tćj samej przyczyny symbol

/p
powstały z drugiego, przez zastosowanie do niego pierwszego podstawienia, jest 3 ' ), równo-

/p \ •
ważny z symbolem ( 4 )•

. /P \
TWIERDZENIE IX. Jeżeli z każdej z przemian nierozclzielnych względem podstawienia (p1 \ •, utwo-
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rżymy przemiany nierozdzielne względem podstawienia /p1 ) , szereg podwójny przemian pozo-

stanie tym samym, choćbyśmy do niego zastosowali podstawienie niezmieniające szeregu przemian

nierozdzielnych względem podstawienia (p1 ), lub podstawienie, niczmioniające szeregu prze-*

mian nierozdzielnych względem podstawienia I p1

Jakoż, jeżeli
li D P Ił /, i
1 i) ^ j + l ) -̂ 2'lj + ll . . . , 1 (/j—ijn^l

/P \
wyobrażają przemiany nierozdziolne względem podstawienia (p1 j , i jeżeli

wyobrażają przemiany nierozdzielne względom podstawienia (p 1 ) , szereg podwójny przemian jest:

Pil P^+ij P^+U • • • > P^-ilUj + l

Z szeregu tego widzimy, że każdy wiersz poziomy wyobraża przemiany nicrozdzielne względem
/p \

podstawienia fp1 1, a każdy wiorsz pionowy wyobraża przemiany niorozdzielne względem pod-

(p \
p^ I . Gdy zatćm tak jest, twierdzenie jest oczy wistom.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

2?), £2J -^3) ^ " ł ! *^B' '̂ 0>

i dane podstawienia, jedno :

drugie:

Podwójny szereg przemian będzie :

*|3 ^2' 3' V

UWAGA. Jeżeli przemian nierozdzielnych względem podstawienia jp 1 ) jest ^J, a przemian nie-
\ r | * i + v * p2

rozdzielnych względem podstawienia (p 1 j jest —, przemian o których w twierdzeniu była

mowa jest . Jeżeli przemiany te mają być między sobą różne, koniecznćm jest i dostatecznym
Pifs
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ażeby P l i Pa nie były względem siebie wiclokrotneuii, i aby było Ł!i! = p3, liczbie całkowitej [11,

Wnios. 1, Twier. VIII]. Założywszy to wszystko, jest — = — , gdzie p8 dzieli bez reszty m. Ztąd
PiPs Pn

pokazuje się, że istnieje zawsze liczba fj.3 < m [11, Wnios. 2, Twier. VIII], zawierająca w soi i in
czynnik c3 będący dla niej i dla liczby m największym wspólnym dzielnikiem, mówię taka liczba,

'.o przemiany o jakich mowa są niorozdzielnemi względom podstawienia (p 1 ) • Gdyby było f3 — ł ,żo n 1

wtedy — = m, i przemiany nasze byłyby nierozdzielnemi względem każdego podstawienia kolo-
Pifs

wego.

13, TWIERDZENIE X. Gdy we, wzorze

za a napiszemy liczby :

— — l ) u. t J - i - ! ,
Pi /

., jest najwiękazym wspólnym dzielnikiem liczb \xi i m, [j. liczba pierwsza względem m); przemiany

,- len sposób otrzymane sg. nierozdziclnemi względem podstawienia (p ' ) *

Jakoż, napisawszy w (i) za a liczby :" u p ^ + 1 i (w -+- l)a;j.j -+-1, znajdziemy :

Uważając obie to przemiany za symbol podstawienia, widzimy, że on jest równoważny z symbo-
/P \lora {],' , a zatćm przemiany w opisany w twierdzeniu sposób z (i) powstałe są nierozdziolnemi

względem podstawienia IpJ ^ j jakiekolwiek jest (t, byle tylko pierwsze względem m. [11, Wn. 2,

Twier. VIII]. Gdy w szczególności |A — 1 , podslawicnie ( p
1 ) jest kołowym.

PRZYKŁAD. Dana przemiana pierwotna

Liczbą JX może być 3 albo 5. Weźmy jedne i drugą i przemiany im odpowiednio. Stosując wzór (1)
znajdziemy trzy przemiany wraz z pierwotną następujące :

(»)

Weźmy teraz ^ = 2, zatćm (x[Xj = 6 w jednym przypadku i (/.;;,, = 10 w przypadku drugim. A że
za [J.;/.J bierze się właściwie reszta wypadła z podzielenia [/u, przez /«, zalćm w przypadku drugim
^ = 2 . Z powodu że m = 8, liczba przemian nierozdzielnych względem obydwóch podstawień

( ' | i ' ) jest jednakową i przemiany wspólne, bo T = — = — = - = 4, Tworząc zatćmzkaż-

/p \ /p
dej z przemian (2) przemiany nierozdzielne względem klóregobadź z podstawień i ' ) lub I *



o r.inzBiu nóżNYf.H w AUT oś ci FUNKCYI 21

otrzymamy zawsze to samo.

0Ci} X 9 , ,X'3, CEj, X:it . T j , , Z ' 7 , . Z ' s ) I T J J J ; £ j . j •''••;, . ^ ' 2 ) ' X " , •'•()) . i^ j j X f l , a ? j , . X ; i , . 1 3 , . i H , . " j ] , . ? 2 , . i 7 , .X.,,

14. Jeżeli dane jest jakie podstawienie, to jak wiadomo, symbol jego rozdzielić można na pewna
liczbę symbolów cząstkowych wyrażających podstawienia kołowe. Może się jednak trafić, że podsta-
wienie wyrażono przez pewną liczbę takich symbolów cząstkowych, da się jeszcze wyrazić przez

symbol złożony z podstawień kształLu ( 1 ) gdzie p. nie jest liczba pierwszą względem liczby ko-

lumn symbol ten składających. Podług togo co już wyżćj powiedzieliśmy [6. Twier. III], liczba
przemian nierozdziolnych względem takiego podstawienia oznacza się za pomocą wzoru

, • 77),.nu.tn* . . , w„
1 = - • f 2. ^3 • pa • Xv. . . 1 a • p«

Jeżeli dobierzemy takie liczby | / j , [J.',2, U.\, ... y.'a ażeby :

1° były mniejszemi i niepierwszemi względem liczb m^ msi wv3, . . . ma

2" ażeby p',, p'a, p'„ . , , p'a i odpowiednio p l ; p„ pa, . . . pa nie były wzg lędem siebie wielokrotnemi,

3° ażeby niektóre z iloczynów /olP',, p„p'2, p3p'3, . . . pap'„ były podzielncnii odpowiednio przez

to podług twierdzenia VIII [11] i jego wniosków, pomiędzy przemianami nierozdzielnemi względem
1 ] , a przemianami nieroz-

dzielnemi względem podstawienia poprzednio uważanego, zajdzie tylko jedna pierwotna przemiana
wspólna. Ponieważ liczba tych nowych"przemian jest :

, mt,m,.ma. .. . ma

— "rT—r~x—'—x 5 ? — r '
zatem liczba przemian niezmioniających się, od uważanych dwóch podstawień, wyrazi się przez iloczyn

P l P l ^ 2 X 2 p 2 ( ^ 2 Ag X 3 . . , AR A ot po p «

Przemiany te, których teraz liczbę wyraziliśmy, są wszystkie między sobą różne, co z warunków
użytych do ich utworzenia oczywiście wypada.

Biorąc pod uwagę ilorazy wypadłe z dzielenia liczb ^a\, pap'„ ...pap'a odpowiednio przez mum%,
m^, .. m,., możemy dobrać liczby p",, f% ... p"a względem wypadłych teraz niewielokrotue, i wogt-l-
ności, zadosyć czyniące warunkom na początku tego ustępu wymienionym. Możemy zatóm utworzyć

/P \odpowiednie podstawienie złożone z podstawień cząstkowych kształtu f l I, aby liczba przemian
\P|A'+I/

w/ględem niego nierozdzielnych oznaczała się przez wzór :

ls.
==Zllll„ ^„ „ ~ tf ' " > i, TT •

P . X J . p J A 1)1 f 3 . . . A j t . p e t
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Zastosowawszy to podstawienie do każdćj z przemian poprzednio uważanych otrzymamy

m\.m\...m\
' 2 < < u i "

Pl- f l-P
Psp"s.XaVBX"3 . . . XaX'aX"apttp'Bp"a

przemian różnych między sobą i niezmieniającyeh się, od trzech uważanych podstawień.

W ogólności zatśm

jest liczba przemian niezmicniających się od n uważanych podstawień a różnych między sobą. Prze-
miany te są nic-zmioniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych, co więcej, znajduje się za-
wsze takie podstawienie,, względem którego są nierozdzielnemi [12. Uwaga Twicr. IX],. Maximum
wielkości liczby L jest

mi..mi.mn .. ,ma

A 2 . X 3 . A 4 . . . . )>„

to jest liczba przemian ni ©rozdzielnych względem podstawienia dającego się rozdzielić na a. cząst-
kowych kołowych, i w tym przypadku, przemiany te są nierozdzielnemi względem tego pod-
stawienia.

15 . Oprócz podstawień, jakie stosowaliśmy do przemian nierozdzielnych względem podstawienia
uważanego w poprzednim ustępie [14], możemy jeszcze podług ustępu [10] i Twierdzenia X [13] za-
stosować inne.

Niech v'j, v's, v'3, . . . v'» będą liczbami liczb pierwszych względem mu m1} »?3) . . . ???„, odpowiadają-
ocmi liczbom pierwszym \uh p.a, ;/.3, . . . [x„. Liczba przemian nicrozdzielnych dla tych liczb wyrazi się,
podług twierdzenia VII [10], jak następuje

T/ — " ' * • v'g • v \ • • • v '» .

r\. r'%. ?•',,.. . 71

Jeżeli teraz w ogólności, liczby v', v", / ' , . . . vW oznaczają liczby takie, jak w uwadze do twier. VI [9],
to na zasadzie tego samego twierdzenia i ustępu [10], można położyć

Gdy jest p — n,- będzie v'r,v"*,v'"*, . . . vJ.W = vx, liczbie wszystkich liczb pierwszych względem m.v

i mniejszych od mx dla x od 1 do «.

Z każdćj z przemian L otrzymamy I przemian, podług poprzedniego ustępu, i będziemy mieli na
zasadzie twierdzenia X [12],

j pn X2 p2X3 . . . X,p„ v ' i . v'ą • •. v a v"t v"s . . . v"a

Gdyl>y każda z liczb ra,, m,, H?3, . . . wz„ miała pierwiastek pierwotny, mogłoby być

, 7 » 2 . » 7 2 . . . Wa. Vj . V2 . . . V„

J e ż e l i pj = p 3 = p 3 = .. . = ' p a = l j e s t :

T iyi\. m„ ... ma v,. vs . , . v«
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Gdy każda z licab ?«„ n)S) . . , ma jest liczba pierwsza, wzór ostatni jest jeszcze niożebnym.

16. Jeżeli każde z podstawień cząstkowych ustępu [14] wyobraża dowolne podstawienie, liczba
przemian niezmieniajacych się względom takiego podstawienia, wyraża się jak następuje :

L —W2i! m*] mul . . . mj.

17. Zbierając ostatecznie wszystko o czśm dotąd powiedzieliśmy, otrzymujemy następująco wzory,
pa liczbę przemian niezmleniających się od podstawień przez nie oznaczonych.

,

mi.m1 . . . m„

T v'j .v2 . . . v'a v"t.v"i - . . v"K v"i.v'"a . . .

» V » ' a . . . »'a »' a . » ' a • • . *" a r 2 . r ' 3 . . . r \

T _ V 1 ' V 2 • • • V «

r _ . m 1 • W ' a • • • ma. V j . V , . , . V a

?' 9 • ^ s • • • ?'a

-r ' i . w s . . . w« v1.vs . , . v«

18. Zgodziliśmy się [1], ażeby za równe wartości funkcyi uważać takie tylko, które przy wszel-
kich wartościach zmiennych w tę funkcyę wchodzących nie przestaję być sobie równemi. I nawza-
jem, gdy mamy na myśli różne wartości funkcyi, to także takienii maja pozostać przy wszelkich war-
tościach ilości zmiennych.

TWIERDZENIE XI.1 Punkcya m zmiennych niezależnych, niezmieniająca swojej wartości skutkiem
IV \ .

dokonanego w niej podstawienia I M , majednij tylko wartość dla wszystkich przemian nierozdziel-
nych względem tego podstawienia.

Niech v = f{x\, xt) ic3, .. . xm), będzie funkcya m zmiennych niezależnych, o której zakładamy, że

(P \
j 1 j , czyli innemi słowy, zakła-

damy równanie,

Równanie to ma się utrzymać przy wszelkich wartościach ilości zmiennych; stosując zatćm do
tego równania to samo podstawienie, otrzymamy nowe :

które dla tej samćj przyczyny, posiada własność poprzedzającego. Otrzymamy przeto oprócz tyrh
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dwóch, następujący szereg równań :

a z nich wypada oczywiście

A że przemiany

są względem podstawienia [ M nierozdzielnemi, twierdzenie jest dowiedzionym.

WNIOSEK. Ponieważ przemiany (i) są także niczmieniajacemi się od podstawień przez nie oznaczo-
nych, jeżeli

sa różnemi wartościami fuakcyi «, iloczyn ich

P = ^(P1

lub summa :

ł = / ( P 0 + /(P-'.) + f IP*) + . . . + j
jest funkcyą ilości 3"t) a;2j a's, . . . xmt niezmieniajacą się od żadnego z podstawieii przez przemiany (j)
wyznaczonych.

Ponieważ wszystkie przemiany z m ilości są niezmioniająeemi się od podstawieii przez nie ozna-
czonych funkcye i

zacliowują te samo wartość dla każdego z poraienionych podstawień. Funkcya taka F luh ty nazvwa
się funkcyg, symetryczną względem m .ilości zmiennych w nie wchodzących.

TWJEHDZENIE XII (Lagrango'a). Liczba różnych wartości funkcyi m zmiennych niezależnych, jest
dzielnikiem liczby ml

Niech
v = f{xi, x 2 , . . . x m )

będzie funkcyą m zmiennych niezależnych, o której zakładamy, że ma mnićj jak ml wartości różnych.

Jeżeli ]}rzez

y , ^ * , v3, . . . ; y „ ,
oznaczymy wszynlkie jej^wartości, to jest, równe i różne miedzy sobą, wielomian

ni!

(i) (V - V , ) (V, - Y2) (V - V() . . . (V - y„,) = V A^Y'"-'-1

m\ stopnia względem V ma te wartości za swoje pierwiastki. Współczynniki tego wielomianu j-ą
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iimkcyanii symetrycznemi ilości xv xs, ... xm, Współczynnik A,,,/ w szczególności, przedstawić
można pod postacią:

•^ J/i.' \ * ; 1 a • V i i V y . . . 1 u ^

gdzie Va,",Vp, Vr, . . . V, wszystkiemi różnemi wartościami funkcyi V, a a + 4 + c + . . . + /; = m!

Stosuj§c do wielomianu (i) jakiekolwiek podstawienie z tych samych m ilości zmiennych, war-
tości jego współczynników pozostaną niezmicnnemi i będziemy mieli w ogólnośc i :

A,,,, = ( - i )"••'V«-i. V . V / i . . . V/i;

albowiem podstawienie tu dokonane mogło tylko zmienić w A,,,/ porządek różnych czynników, lub
co na jedno wychodzi porządek ich wykładników.

Podług więc tego powinno być

przy wszelkich wartościach ilości xt, xt, .. . Xm lub z czego wypada, przy wszelkich wartościach
'V«, Vp, VT, . . . V». To zaś inaczej być nie może, jak tylko wtedy gdy

a = ah b = bit c = c\, , .. , k = klt

a więc gdy wszystkie wykładniki a, b, c, . . . , k sa między sobą równemi.
Kładąc teraz

jeżeli D wyobraża liczbę wykładników znajdujemy

L,D = ml, lub D = ^ i ,

co pokazuje że liczba D różnych wartości funkcyi v jest dzielnikiem liczby ml

TWIERDZENIE XIII, Równe wartości funkcyi odpowiadają przemianom niezmieniającym sio od pod-
stawień przez nie oznaczonych.

Niech

(1) Pi, W, P., • • • , l'i

będą przemianami odpowiadającemi wszystkim r ó w n y m wartościom fnnkcyi wyobrażonym przez
szereg następujący

(2) / ( P 0 , / ( P 2 ) , / ( P a ) , . . .

Niech PtW będzie przemianą odpowiadającą różnćj wartości funkcyi od lej jaką teraz uważamy.
/P \Po zastosowaniu podstawienia wyrażonego przez symbol „',„,) do przemian (i) i do funkcyi (2),

znajdziemy

(3) PiW, P»Ą P,W, . . . , PjW,

Przemiany (3) odpowiadają wartościom funkcyi (i). Ponieważ wartości funkcyi (a) są równemi
•i
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sobie, z określenia wypada, że i wartości funkcyi (/,) są także sobie równemi. Jeżeli zatem przemiana
PjWsssPu, którćjbądź z przemian (i), szereg wartości funkcyi (4) jest szeregiem wartości funkcyi (Ż)
inaczej uporządkowanym; a ztąd już wypada, że szereg przemian (3) jest, w takim przypadku, sze-
regiem przemian (i) inaczej uporządkowanym. Przemiany więc (i) sa niezmicniającemi się od pod-
stawień przez nic oznaczonych.

Z twierdzenia tego wypada, że pisząc w równaniu

D—5*1
L

za L którąbadź liczbę ustępu [17], otrzymamy wyrażenie liczby różnych wartości funkcyi.

19. Jeżeli funkcya ma mniej jak m! różnych wartości, pomiędzy przemianami wszystkiemi, musi

zachodzić przynajmniój jedna Vi, i taka, że podstawienie I M wartości tej funkcyi nie zmienia.

Podług twierdzenia XI funkcya'nasza ma jedne tylko wartość dla wszystkich przemian nierozdzielnych
względem tego podstawieniu, a podług twierdzenia poprzedniego, wszystkie jej równe wartości od-
powiadają przemianom niezmieniajficym się od podstawień przez nie oznaczonych. Rozwiązanie więc
naszego zadania sprowadza sio do dwóch następujących :

a) Majcie dane podstawienia ( ł) znaleźć wszystkie inne takie, któreby do tego zastosowane,

nie zmieniły jego natury względem tych samych ilości.
b) Znalazłszy je wszystkie, wybrać z nich te tylko, względem których przemiany nierozdziel-

(P \ "M maja jedna tylko przemiano

wspólną 1\.
Taki bieg rzeczy nadaliśmy naszćj pracy.
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