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0D REDAKGYL

Towarzystwo Nauk Scistyeh, zawigzane w Paryzu z poczabkicm 1860 r., przedstawia na widok
publiczny drugi tom swoich Pamigtnikow. Dobor arlykuldw w nim zawartych, wyprowadzone
na widowni¢ nauki coraz nowe nazwiska autordw cheacych uczestniczyé, co do t6j cze§ei wie-
dzy, w nicuslajacym rozwoju pismienniclva naszego, przekonaja najlepiéj Czytelnika o pozytecznosci
przedsigwzictego przez Towarzystwo wydawnictwa i o skutecznoSci jego usitowail. Dalsze powodzcnic
polega na gorliwo$ei i wytrwatoSei wspotpracownikéw naszych i na wznandj zasadzie, ze pozyleczna
dla ogdlu pracanie powinna i nic moze pozostad hez maleryalnego poparcia tak samego ogoly, jak
1 dbatych o jego dobro pojedynczych osob.

Towarzystwo z obrzymanych dolychezas rezaltalow, jakotez ze slosunkodw juz zawigzanyeh w mysl
Art. 68-T74 Ustawy (zatpezonéj przy e Tomie Pamigtnika), nabylo przckonania Ze nie zbraknic
w kraju i po za jego ohrghem uczonych, majacych gotowe lub zamierzone prace mogace hyé przed-
miotem artykuldw do Pamietnika [ub osobnych dziet naukowych, ktorzy zecheg powierzyé utwory
swe Towarzystwn celem osiagnicein najskuteeznicjszego sposobu ich spozytkowania. Z dvagiéj strony,
Towarzystwo znalazto juz unlkfadeg tak na dotychezasowe tomy swego Pamiclnika, jakotez i na liczne
dziela tyezgee sie przedmioldw w zakres jego czynnosei wehodzaeyeh (spis tyceh dziel zamieszezamy
przy kmiew Lomu), w osohic swego Prezesa hr. Jana Dziatynskicgo, ktéry bedac sam wihiscicielem
Jednego z najhogalszyeh naszych zhiordw naukowych w kraju, Bibljoteki Kornickiéj, nie uslaje w tra-
dyeyonalném swéj rodzinie popicraniu pigniennictwa krajowego, zwracajac szczegdlng swi czujnosd,
zgodnie z duehiem czasu, w kierunku nauk scistych.

Towarzyslwo szezyezge sig z tych otrzymanych do 1&j pory obustronnych rezultatow, nie zaniedbuje
jednak wszelkich staraid okolo rozszerzenia i utrwalenia swyeh czynno$ci : odwoluje sig przeto o
wspotdziatanie do wszystkich pracujacych na niwie wiedzy rozumowanéj bez wzgledu na miejsce
oheenego ich pohylu, ofiarujac \\'szelkzrl pomoc jaki¢] mu stanowisko jego ndzieli¢ dozwoli. Ofiaruje
rowniez swe ustugi (ym, klorzyby w przyjetynt a Ustawg Towarzyslwa okreslonym kierunku, unzyé
cheieli drodkow jakicmi na poparcie vozwoju naukowego w kraju rozporzadzaé moga. Arl. 43- 46
i 3%-61 Uslawy, okreslajp doslatecznic sposoh, w jaki Towarzystwo wywiazuje si¢ z lego przyjetego
przez sichic podwojnego zadania. Przedstawiaja one pewng porgke obustronng : autorom, ze dzieta
ich w najstosownicjszy sposob spozylkowanemi zostang przez udzielenic pomocy naukowdj i mate-
ryalnéj ma jakg stad Towarzystwo; wydawcom, ze nakiad ich uzylym bedzie na dzicta poprawne,
przez specyalne komisye przedyskutowane. )

Prace naukowe lak CGztonkdow Towarzyslwa jak i uczonych na zewnglrz jego znajdujacych sig,
wypehiily dwa tomy juz wyszte Pamigtnika; inne artykuly (ktorych spis ponizéj podajemy) przcjrzane
i osadzone przez wybrane do lego komisve, slancwi¢ beda tom TIl°, ktérego druk rozpoczety; do



dalszych tomdw materyaty nicwiabpimy niebawem nadestanemi zostang. Redakeya zwraca uwage
Sedzacyeh postep mauki na pewien dzial okreslony Avt. 43, 3° Ustawy, Llyczacy sie sprawozdan
2 vuchu naukowego, odkryd i wynalazkow i t.p. kloren tylko pray wspobdzialanin wszystkich chelnyeh
korespondenldw wypelnié potrafi. Niektore dzieta naukowe, wychodzace w stostinku z Towarzystwem,
s juz krytyeznie rozehrane, (jak w Tomie Iy i 1Im przez Czloukow Sagajle i Gosiewskiego); leex
porgdanemi by bardzo byly artykaly nadsylme =z poznych miejse, gdzie si¢ znajduoja Gzlonkowie
kovespondenci lub osoby przychylne Towarzyslwu, zawierajaee :

{° kvytyezny rozbidr utwordw piSmiennictwa krajowego lub zagranicznego w gatezi nauk Sei-
slych lub ieh zastosowail; :

2 §prawozdania z rughu naukowego, z pism naukowyeh, z wykladow publicznyel.

3 Wiadomodei krylyezne o urzadzeniach szkol i fakultetdw, o melodach wykdadu w nich uzy-
wanych, o prozramach do jakieh wylitady te stosowad sig winny.

4 Artykuly mogace stuzyé jako materyaly do historyi nauk $cistych w Polsce.

50 W ogole, wiadomos$ei o potrzebach i'\vymugnninch miejscowych wzgledem postepu nacko-
Wwego.

Gdyby szanowni korespondenci przychylié si¢ cheieli do zyczenia Towarzystwa, nadsytajac tego
rodzaju artykuly, byloby to wszechstronng korzySciq dla czytelnikow 1 dla autordow; jedni micliby
oprécz nauczajacych rzeczy, wiadomosei 0gol interesujace, drudzy skierowaéby mogli swa dzialalnosdé
w kieranku najodpowiedniejszym potrzebom krajowym. Wreszeie samo pobiezne zawiadomienie
nadsytane przez czytelnikOw, autorow lub ksiggarzy, o wyszych dzielach, postuzyéby moglo do
utworzenia Przegledu Bibliograficinego dopelniajacego kazdy lom Pamiginika.

Przypominamy nakoniee ze termin ogloszonego przez Towarzystwo w I¥™ Tomie Pamielnika kon-
kursu « Ocenienie prac matematycsnych H. Wronskiego » uplywa 1250 Lutego roku prsysziego 18735 pro-
simy zatém chepeyeh sig wspotubiegaé, o nadestanic tyczacych sig postawionego zadania artykutow,
najdai¢j na ten termin. Nagrode konkursowq Towarzyslwo naznaczylo w summic ysigce rankow.
Nadmieniamy przytém ze wszelkie artykuly publikowane w Pamiginiku otrzymuja honoraryuni,
wynoszace od 50 do 80 [rankow od arkusza.

W Paryzua, 7 Marca 1872 r.

Sekretarz Staly Towarzystwa Nauk Seislych,
Redakior Glowny Pamiptnikéw
Wi FOLKIERSXI.

Lokal tymezasowy Towarzystwa: 80 Bt Montparnasse, w Parysu. Konunikacye naukows maje byé

praesylane Towarzystwu, na rece Sckretarza statego, pod powyiszym adresert.



SPIS ARTYKULOW NADESEANYCH DO (e TOMU

PAMIETNIKA.

Cl

1) O Réwnaniach Rézniezkowych czgsciowyeh jednoczesnych, pracz W, Folkierskiego.

N Teorya biegu prostolinijnego cicezy 1 j6j zastosowania do teoryl 1ur wodociggowych. Prace p. Mawryeegn
Levy, francuzkiego inzynicra Drog i Moslow, wylozone i rozebrane praez Feliksa Kucharzewskiogn.

3) Turbina Fourneyrona, jéj teorya dokladna i uwagi prakiyezne, napisal Wi, Kluger.

4) O Funkeyach symetryczoych, przez Wi, Gosic\'vskicgo.

5) O Alomowosei rodnikéw pojedynezyceh i zlozouyel, # krdtkim pogladem na teorye chemiczne ostatnich

ezasow, przez T, Dolitskiogo.
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KILKA UWAG

0 LICZBIE ROZNYCH WARTOSGI

JAKIE FUNKCYA MOZE PRZYBIERAC W SKUTKU PRZESTAWIEN ZMIENNYCH

DO NilE] WCHODZACGYCIT.
HZEZ

Wi, GOSIEWSKIEGQ,

Przedslawiono na posiedzeniu Towarzyslwa d, 4 Sierpnia 1870 r,

1. Niech .
V== (2, 2y oo )

bedzie funkeyg m zmiennych niczaleinyel. JezelibySmy w miejsce tych zmiennych podstawili jakie§
flowolne warlo§ci, funkeya v otrzymataby odpowiednig warlo§é v,; a oznaczajac szereg tych nowych
wartosci przez P,, miclibySmy rownanie »,=/f(P,). Moze si¢ trafi¢, Ze po podstawieniu innego
jakiego§ szeregu P, obok réownania v,= f(P,), bedzie istniafo drugie, mianowicic », ==v,, lub co
najedno wychodzi, /(P,) =/ (Py). Gdy ilodci skiadajace oba szeregi P, i P, sa te same, powiada-
my, ze rownanie o, =v, wtedy tylko za islniejace rozumied hedziemy, jezell sig utrzyma przy wszel-
kich wartodeiach ilo§ei zmicnnyeh. Gdyby za$ byto v, rdzne od v,, réznosé la nie przestaje isinied,
chociazby zamieniata sie na réwnosé, przy pewnycl szezegdlnych warto$ciach tyeh zmiennych.

2. Z okredlenia rownosdel i rozaosel warlosel funkeyi v, wypada, ze warloSci zmiennych w jéj
sklad wehodzaeyeh nic wplywaipg bynajmnicj na liczbe jéj rownych Iub roznych warlosci, z czego
wynika :

a) ze wartoci funkeyi otrzymamy przestawiajpe tylko iloSci zmienne,

) ze pdy iloSci zmicnne zwvigzemy pewnemi warunkami, a mianowicie -takiemi, aby wszys(kie
byly rézne migdzy soba: przy takich ich wartosciach uwazane wartosci funkeyi, pozostang wzgledem
siebie takiemi, jakiemiby byly przy wszelkich warto$ciach tych iloSci zmiennych. Pouiewaz r6wnanie

dwumicnne
am—1 =0

ma m pierwiastkow roznyel, bedzie dogodnie uwazadé nasze zmienne za pierwiastki tego rownania.
1
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3. Z powodu 7z¢ z m ilogei, 1.2.3 ... m==m! wszystkich przemian ulworzy¢ moznr, fankeya »
najwyz6j m! roznych wartosei prayjmnje. Posrod tyeh warlodel funkeyj, vownyeh sobic lub roznyeh
poszukiwaé bedziemy. Aby zas wszystkic Le warlodei otrzymad, polrzeba w funkeyi v za szeveg znien-
nyell &y &y, g L &y wszyslkic m! przemian po kolet podstawié. (dy wive w nicjsee przemiany
Ly y oo Ty PISZCMY TINQ Zg 2y .. . Ly, (W szeregu liczh e) f, ..oy, wezystkic sgniedzy sobg vozue,
i stanowia szereg 4, 2, 3, ... m inaczé) uporzaudkowany), otrzynnjemy innp wartosé funkeyi

Oy == (e 'y e 0,

a0 fem cosmy-wykonali, mowi sie, ze w danéj funkeyi dokonanci zostalo podstamienie wyrazone
przez symbhol :

) (.'l,l a,
Lo

Porownywajac len symbol 7z wartoscinni v, i v, widzhwy, 2e v, od ¢ rOz0i si¢ podslawieniem
Lo % Ty, g LN Loy Ly LA Ly . .

ci, 2 @y, wolunkeyl o dokouaunem, eo symbol (1y doskonale przed-
slawin. Jezeli symbol (1) ma tylko oznaczaé dopicro co wymienione dzialanic, co zakladamy, prze-
stawienie dowolne kolumn go sktudajaeych znaczenia jego nie zmieni. Tak wiec, kazdy symbol pod-
slawienia, lub krocéy, kazde podstawienic

() TRY "1 ,
Lo Ly oo Ly

23 2

przez przestawienie jego kolumn do ksztakin (1) sprowadzié mozna, nie naruszajae przez Lo jego picr-
wotliego znaczenia.

4. Wezmy pod uwage podslawicnic (2) ztozone z m kolunm. Jezeli kazde / kolumn (£ -Zw)
przedslawiajy w szeregu gornym inng komhinacye jak w szeregu doluym, @ jezeli caty szeves wOray
stanowi te samg kombinacye co szereg dolny, podstawicnie takie nazywi sie Aolowén. Podslawic-
niu kotowemn mozna nadaé postad .

(.L'-“ Loy gy ey .'l'?}
Loy Ty o y Ly,

Wiadomojest, zc kazde podstawicnie daje si¢ rozdzielié na podstawienta kolowe csgsthowe.
Gdy o jest pierwiastkiem urojonym rownania 2™ — 4 =0, szercg wszystkich pierwiastkow wy-
riazi sie przez: :
o, @l ot e,
Kladae zatém,
Ly, LTl L=, .. Ln==o"

wypadd L= e
Dodajmy do znaczku kazd¢j ziloSei wy, way ..., 6w, lczhg catkowity dodalng p-<Zm,  olrzymamy
Ly Lgpfhr + v = -I'Um_‘,;l-:-l/vi '-[":‘,’ci-l-l‘ﬁ x?-l-i"’ oo Ly a;“ Loy v v -Z'[L’
na zasadzie powyzszéj uwagi. Nowy len szereg podpiszmy pod picrwszym lak, aby kazde dwie ilosei
s 1 Zupp stanowily jedne kolumng plonowa. W len sposob znajdziemy nastepulace podstawicnie

’ < gy Loy o oo Lo ) o w, e Zg
W Ly gy Lotpy o oo Tintp Latps Latay oo, &y,

0oz mozna dowie§é, ze wiele razy p jesl liczhg pierwszy wzgledem m, Llyle razy podslawicenic ()
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jest kotowem. Ztad za§ wypada, ze gdy m jest liczbg pierwszg, podstawienic (1) jest zawsze kofo-
wém dla p < m, itosamo ma miejsce dla m jakiegokolwick, gdy w=1. Jezell m jest wiclokro-
tnoScia liczby 12, podstawienie (1) rozdzieli sig na 1 podstawien kofowych czasthowyceh, z ktoryelh
. . . n
kazde jesl zfozonem z — Lkolumn (*).
(V3
)

- . . P P WP i
Podstawicnic (1) hedziemy zawsze oznaczali przez (Pl za§ znak p’ wyobrazac hedzie pod-
mt1

™

stawicnie jakiekolwiek.

. R . cin (P .
5. Twienozest: 1. Gdy mamy dana przemiane P, z m iloSci danych i podstawienie <P1 , 24

jego pomocy otrzymamy z przemiany P, przemiang P,;  stosujpc do téj oslatniéj to samo podsta-
wicnie, otrzymamy przemiang P, i tak dalgj dzialajae dojdziemy do takiéj przemiany Pi Zzc naste-
pujaca bedzie juz przemiang P,. Otoz, przemiany

Py, Py Py oo Py

w opisany sposoh olrzymane, maja te wlasno$é, ze ktorebadz z podstawien

P, P P,
M U)o g e
AP, P, D
do nich zaslosowane, doprowadzi zawsze- do tego samego szeregu przemian, inaczej Lylko uporzadko-
Wanego.,

Uwazmy najprzdd, ze wypisanc przemiany w liczbie £ sp wszystkie miedzy sobg rozue, ite tylleo

ktore za pomocy podsiawienia <'P1 , wopisany w lwierdzeniu sposob, obrzymad mozna. Z Lego po-
2

wodu przemiana Py, za pomocy podstawienia <P‘ , daé moze tylko jedng z poprzedzajyeych ji
2
. . . P . : P
Po(e << D), kiora lalize powstala za pomocy tego samego podstawicnia ( ') zpreemiany Po_ AZC
2
A : . , .o /P o
z dwbeh roznyeh przemian P, i Po—y, przy uzyciu lego samego podstawicnia ( )’>, dwich jednako-
2
wych przemian P, otrzymad nie mozna, przemiang zalém P, musi byé koniceznic przemiana By, i
pierwsza czesé naszego bwierdzenia jest dowiedziong.
Ponicwaz, na podstawie w téj chwili dowiedzionéj prawdy, za pomoca podstawienia (pl 7 S7eTe-
V2
gu ! wypisanych przemian, otrzymujemy szcreg nastepujacy :

1’2) Pa> e Pl’ va

)

incgo szeresu przemian, widocznem jesl, ze kazde z podstawien (1) moze tylko zmicnié¢ porzadek prze-
mian pierwotnic wypisanych, ¢. b. d. d.

a kazde z podstawien (1), jest rownowazne kilka razy zastosowanemu podstawicniu GZ‘) do picrwo-

Wypisany w Lwierdzeniu szereg przemian, nazwiemy praemianami nierosdsielnemd wzgledem podsta-

wienia danego <P1>; podstawienia za§ (1) bedziemy nazywali podstawientami przes te przemiany wy- -
\ :

(") Wyz¢j przytoczone okreslenie podstawicnia kolowego, i uiycie picrwiastkow réwnania dwumiennegs {a™m—1=0)
w dowodzeniu zamieszezonego tu Lwicrdzenia Cauchy'ego, podane zostuly po raz picrwszy przez profesora Babezyi-
skiego, przy wykladzie Algebry Wyzszé] w Szkole Glownéj Warszawskié] w 1864 r. Nadawszy takic same znaczenia
iloseiom zmicunym wchodzgeym w sklad jakiéjkolwiek funkeyi, ndalo mi sig dowiesé kilka twicrdzen adnaszgeyely
si¢ do liezby réanych jéj wartosci, jeszeze wroku 1866, kidre stanowia przedmiot niniejsadj rozprawy.



4 O LICZBIE ROZNYCH WARTOSCI FUNRGYI
snaczonems.

. . g . A Y
6. Twierpzente 11, Ticzba ! przemian nicrozdziclnyeh wzgledem podstawienia ([' ) Wy-
[l

vz sie

edzie p jest najwigkszym wspolnym dziclnikiem liczb o & p.,

. . . P
Ponicwaz podslawieniémn daném <Pl
Pt

. e Y
Tyy iy oo Uy
bl
Wl gepy L2y o ool 1

kazda z przemian wzgledem niego nierozdzielnych, otrzyma sie z wzora

) jest nastepujpce :

M Lyt op Codupy Todepy « oy Imgyp

zaslgpujac w nim w, przez liezby: 0, 1,2, ... (—1, ‘
Napisawszy w (1) za o liczh¢ /, przemana tak otrzymana: zamieni si¢ na pierwsza podlug poprze-
dzajacego Lwierdzenia, a na zasadzie naszéj ugody, mie¢ bedziemy

ly.—- /cm:O,

gdzic & jest liczby calkowity nieoznaczong. Wziaws ty ja i liczbe £ za nicwiadome lak napisanego ré-
wnania, znajdujemy :

[:—t, k=
¢

gdzie ¢ jest liczby calkowily, a p najwickszym wspdlnym dzielnikiem liczh m i p.
Widocznem jest teraz, z¢ najmniéjsza warto$¢ [ roéina od zera, i zadosy¢ czynigca naszemu rowna-
. . m . . . . . L P
nin, Lo jest, {=—, jesl liczhg przemian nierozdzielnych wzglgdem podstawienia <Pl ) c.b.d.o.
¢ et
Wwjosek. Gdy liezby m 1 p sp pierwsze wizgledem siebie, wtedy =1 a I=m. A zai¢m przemian
z m ilo§ei, nierozdziclnych wzgledem podslawienia kolowego, jest m.

. . . s Ly Ty By, Xy Ty
Przykrap. Dana przemiana pierwotna z,, x,, 2,, ,, Zy, <, 1 dane podslawienic {77 72 ™3 ™ =6 6
Ly Ly Ty Lgy Lyy Ly
przemiany nierozdzielne wzgledem tego podslawienia s :
- Ly Lz, L3y L3y L5,y Ve,
Lyy Ly Wigy Loy Lyy Loy
Lyy Lgy L1y Las Lgy L,y

I:torych liczba ze wzoru (=2 daje sie oznaczy¢, albowiem p =2, m=0, wigc p=2, a zalem
P

6
Z—-Q—B .

rzveeap  Dana przemiana pierwolna ., &», 2s £y, %55 Lo i dane podslawienie kolowe
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(Ll Ly Lgp Loy Typ L) przemiany wzgledem niego nierozdzielne sp naslgpujace :

Loy Ty Lgy Ly Ly )
Ly, L2y Tay Ty Ts, &g,
Lygy Lry L2y Lyy Loy Ly
Ly Lgy Lyy Ly Tgy L,
Lyy L5y Lgy Lyy L2y Ly
Ly Loy Ly Loy L1y Ly,
ALy, .Tg, Lyy L3y Tgy Loy
kloryeh jest { =m==0.
Twiernzenie 111, Jezeli mamy podstawienie dajace sig rozdzieliéna « czastkowyeh kszlallu (gL H) )
X

gdzie m, oznacza liczbe kolumn czastkowe podstawienie skladajpeyeh, a z ktérgbadZ z liczb catko-
witych migdzy 1 1 « zawarlyeh, tak, ze o, +ms +my + ... +ma=m; jezell p. jest najwickszym
spOlnym dzielnikiem liczb m, i pr; [ przemian nierozdzieluych wzgledem takiego podstawicnia,
wyraza sie :

e My My My ..My
Prra Pydg By Mo oo Ralfe

gdzic 2. wyobraza najwickszy wspoliny dzielnik, liczl :

My Mgy, e May T
[0 V-0 W S0 YR Y Py pe

dla kazdego 2 pomigdzy 2 i a. )

Wyobrazmy sobic ze wypisaliémy wszystkie / przemian, o liczbg ktéryeh nam chodzi. Z podsta-
wicnia danego odrzuémy jednoczgstkowe, ztozone z oslatnich m, kolumn. i wzgledem podstawienia
wyrazonego przez symbol pozostaly, ntworzmy przemiany nierozdziclue z m—"m, pozostaltych ilo-
scij liezbe ich oznaczmy przez T,

Wzgledem podstawienia odrzuconego, zlozonego z m. kolumn, ntworzray takze przemiany nieroz-
dzielne z odrzuconyeh m, iloSci, i kazdg z nich dopisujmy po kolei do kazdéjz Iu., wlen sposob,
7¢ gdy sigraz wyczerpng, zaczynamy powtdrnie takie same dziatanie w dalszym ciggu.

Poniewaz przemian jednych, jest 7:—"‘:@, mni¢j jak drugich T._y, (zrobié tak zawsze mozna);

3
po wydzielenin liczby To_, przez ¢, na reszt¢ otrzymamy 7., taka liczbe, ze przemiana do ostatniéj
z T, .y dopisana, otrzyma sig z pierwsz6j za pomocg nastepujpcego podstawienia :

7 . ’ ,
( lm.—m“+1; 'Zm-—ma+23 DA >
ute

Lo =y gl 1 -Z'm-—ma-p Foltg 2y + o Lo,

Z drugiéj strony wiemy, Ze liczba przemian nierozdzielnych wzgledem lego 'podstawienia, jest ro-

wng %, jezeli p, wyobraza najwigkszy wspblny dzielnik liczb ma 1 pars, azatém liczba przemian

{, wyrazi sie:
My
(1 {—=F,—. —=.

o

Oznaczajac naslepnie przez ), najwickszy wspolny dziclnik dla ¢ 1 7, jest oczywiicie py == 2a.pq,
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2 kgl rownanie (1) przeksziatca sig na

My,
?
)‘u. . P“

C)] (=P, y.

w kiorym, po uwzglednieniu rownania Fooy= Q¢ + 7., widzimy, ze ) o0znacza lakie najwickszy
wspolny dzielnik liezh T, i ¢

Y

Podobnym sposohem jak liczbe przemian ¢ wyraziliSmy przez Fo—y, wyrazimy F._, przez T,
- . . - m P , .
Fars przez ¥y 1L d: naveszele, wyrazimy 1%, przea Ty a Fy=—. Wypisujac pod soba wartosci
f1
na 4, ¥y, T, .. Iy, 1y, otrzymamy vastgpujace rownania ;

My,
)
he - Pa

l: —F‘u—-i-

My —
Fory=TFos. 'L,
)‘a—l . u.P-—l

a znich

Ny M. My, L, . M,

3 == :
@) 01 daePa B3 dge - o arpa

Wiioskk, Gdy wszaezegoInosct py, pyy pgy - - e Sg odpowiednio wzgledem my, m,, my, ... my, licz-

bami pierwszeni, kazda z liczh oy, pa, gay ... pa jost wledy jednodeiy, a wzdr otrzymany przechodzi
na nastepujacy :

[ My My Dl
A hg .ol Ag

w ktorym e jest najwigkszym wspOlnym dzielnikiem liezl :

My Mg My .. My,
hahg Ay e ey

I iy

przy wszelkich warto$eiach @ od 2 do a.

my.my ... My
Pl-)Z-Pzﬂ)ﬂ e hu~(-7n

TUwaaa. We wzorze (3), oznaczmy liczbe praez p,, 1weimy jeszeze liczbe :

My 41 -777n+-1 Coa My

Dndr Pubt Doty Pty - o hofu!

, e Masy o . .
w kLOrE] Xy jest najwigkszym wspohym dziclnikiem liczh p, 1 —Z!. Ozuaczajge przez t, 42 naj-
' : P
, . N Tiast. MPnos Maga , e nwiclk 'S0l 1zielnik liezh :
wiekszy wspOlny dzielnik liczh: L2 1 222, 4 priez gp4e Najwigkszy wspolny dzielnik liezh :
¢ * 0+ 1 Pnt2
Moty 77’--+2, hodzie Aps==Tnss.cnre. Oznaczia’ac naslepnie, najwickszy wspolny dzielnik liezl :

nt Cnte
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)., 1) . . Mpd-1.MN 2 . My X .
e P PUZCZ T4y, 4 liczb: nbl Tk g TRt pezez taeg, Dedzie

Dud1 Tuto Pn+3 Prt1.Snta-Pugor Pu-s
i tak daléj poslepujac znajdziemy takie dy =7, . ¢,

Mg == Tust1.Cn 40

7 vOwnania lego wypada :

Ay s Mg o o0 M 1 Mgy Mgy -

)\11+1'Pn+1')‘H-‘rsz-?"—(-‘.z . Pn’ Mgy Tngg-Tngg - oo T Prpr-Tngo-fnga oo T Pn

Polozywszy za czynnik pierwszy drugié) strony tego vownania —, aza czynnik drugi py, bedzie:
)l’

0 my My My L My Pu-Put
) —
P1o2a-0arhg gy oo hatipn g

gdzie p, wyobraza liczhe przemian nievozdzielnyeh wzgledem podstawienia ztoZonego z 2 podsla-
wieit ezastkowyel; pw liczhe przemian nicrozdzielnyeh wzgledem podstawienia zlozonego z ' —n
podslawictt ezastkowyeh; zad 9, jest nnjwiekszym wspolnym dzielnikiem liezh p, 1 poe.

Yozelpgajae podobne rozumowanie daléj, przyvidzienmy do rdwnania

o D e JIRCESY]
(In'.qn":qﬂ”- .. QIL("'_‘I) ?

kLoro znaczy co naslepuje: jezell dane podstawienie rozdziclié mnzna na « czgstkowych jakich-
kolwick, i jezeli pay, pw, pury « . pal*=", w2 lczbami przeminn nicrozdziclnyel wzglegdom pomnienio-
nych podslawien, najmniejssa rwspilna wielokrotna 1iczh pu, pus ey .. 0%=Y, jest liezhg przemian
nierozdzicinyeh wzgledem podstawicnia danegq.

Puzyiran. Dana przemiana pierwolna

"L'lla Loy Cl’-,\, l'm wfh 'L'(h ‘L.Ta (("m "L'.E\) Lo, Ay Lo Ly LYy ‘I[',l'\i\
i dane podslawienic
(.’1;,, Ly oy Wy Ly Lgo Loy Ly Ly L0y Lyty Zpay L1gr Lpan .'L'”> ’
Tzy Ly Loy Tyy Tyy Ly Ty Ly Ly Ty Tigy Ly Ly Loy Liy
ozmaczy¢ liczbg przemian nierozdzielnych wzgledem tego podstawicnia. Mawmy w lymr przypadku
m=—=13, my =9, my=6, v, =0, p,=2, 0, =3, ¢,=2, X, =3. Zalém liczha przemian jest
j ey 9.6

f— — ——"_=3; przemianami za§ sy :
Pl')‘-"F'-’ 332 ’ l v

Lyy gy gy qy Ly Lge Loy Ly Ly Lygy Ly gy Higy Lppe L
Ly Wy Ly Lyy Tyy Lgy Lyy Ly Lyy Ligy Lyg, Lray Lyyy Fian Lo
Lyy Wy Oy Ly Lyy Lgy Lyy Ty Lyy Ly Lygs Lyas ypy Ligy Ligs
Puzvgrap. Dana przemiana picrwolna
Lyy Lyy Lgy Tyy Ly Ly gy Liga Lyy Lype
i dane podstawicnie :
(‘7“'17 Loy Lyy Lyy Lyy Ty Loy Lyy Lys $1o>
Loy Lyy Tay gy L4y Tys Ty Loy Lyyy Ly
oznaczyé liczbe przemian nicrozdzielnych wzgledem tego podstawienia. Mamy w Lym razie m =10,
[ T, 6.4

m=0, my==4, p,==8, pa=1, py=1, p==1, }3==2. Liczba przemian jest : % 5

=12;
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za§ przemianami s :
Ly Loy Ly, Lyy Ly Lyy Loy Ly Lyy Typy

Ly Loy Lgy Tyy Byy Ly Tgy Lyy Loy Ty
Ly Loy Lyy Lyy Tyy Lyy dgy Lygy Lyy Ty
Lyy Vgy Lgy Lyy Lgy Lgy Lygy Ly Lgy Ty
Lge Lyy Ly Loy Lyy Tyy Lyy Ly Lyy Loy
Lgy Lgy Lyy Ly Lgy Tyy Ty Loy Tygy Loy
Lyy Ly Lyy Lpn Lo Ly Lgo Lygy Loy Ly,
Lgy Tyy Loy Ty Lyy Ly Lygy Lyy Lyy Ly
Lyy Hyr Lyy Loy Lgy Lyy Ly Ty Ly Ly
Chy Ly Lgo Lyy Lyy Lgy Lgy Xgy Xyg, Lpy
Ly Loy Ly Lgy Ty Ly Lgy Tygy Lqy Tgs
Loy Xyy Lyy Ly Bgy Lyy Lygy Tyy Ly Lys

7. Niceh symbol () wyobraza podstawienic kolowe, a zalém, dajace si¢ napisaé pod posiaciy
k1

. (xl- Xy Ly .. ln )
Lpt1y Lptoe Tptdy oo Latm
Jeizeli z symbolu tego wyjmicmy iloéé ., a obok niéj napiszemy g, ktora sig pod nig znajduje, Lo
jesl: @agp daléjte, klora sic pod Zap, znajdujc, Lo jest: .y, o poslepujae w podobny sposob
daléj, dojdziemy zawsze do taki6] iloSel 2o W kIOVE] w=m. Gdyby bowiem tak si¢nic slato, przy-
sadibyémy do innéj ilodei wapum dla ktéréj o < m, i w tym przypadku w symbolu (1), o <m ko-
luni, stanowityby w wierszach gornym i doloym tg sama kombinacyg. Symbol wige (1) nie przed-
stawiatby podstawicnia koowego z m iloscei, co jest przeciwném zatozeniu. A zatém, dojdziemy zawsze
do laki6j i108Cl Loy, W LkLOré) o =m. Ale, gdy w==m, Lo\, = 2, Wigc prowadzac daléj podobne
duiatanie ol tego miejsca, doszlibyémy powtdrnic do tego samego wypadku., Korezymy przclo
kladae o =m~—1, i tyin sposohem otrzymujemy przemiang :
1) Loy Lodpy Tadopy Lakipy » oo Ladd - Np
ktora hedziemy nazywali przemiang odpowiednip podstawieniu (1), Piszgc we wzorze (1) za @ wszysi-
kie liezby pierwsze wzgledem m i maiejsze od m, olrzymamy v przemian, jezeli v jest liczha liczb
pierwszych mmniejszych od .
Prevkrap, Dana przemiana, picrwotna
Lpy By Lygy gy Ly Ly Lse
Wszystkice liczby 1, 2,3, 4, 5, 6 s plerwsze wzgledenm 7, a wige sze$é przemian odpowiednich sze-
Sein podstawieniont kolowym, za pomocg wzorn (1) obrzymamy. Przemianami temi sq :
&y Ly L e T Lap o Lae
Cry Lrppy Lroeo Lovg- Lovnro Liggror Tpgann
Ty Liyny Liagoo Tas o Trin-ar Livgegr Lragem
iy Lians Laan 4 Lyaem Pronen Loagop Lrigen
2y Liggs Lorgeis Lrasen Fron-p Tigen Lraoew

Lyy Lyogr Crio o0 Loazeor Lopn- o Traseoor Laageor



0 L1CZRBLE ROZNYCH WARTOSCL FUNKGYS 9
kidre po wykonaniw dzialai, przechodza na nastepujace

Ly Ty Lgy Ly Ly Loy Loy
ZLyy Ly Ly Loy Lay Ly Loy

Ly Ly Lgy Lyy Lgy Loy L

Ny
Lpy Ly Lyy Loy Lygy Loy Loy
gy Loy Lyy Loy Ly Lygy Ly
Th 'TB’ Ly Ty Ly Lgy Loy

Ly Loy Lyy Lyy Ly Loy Lo

albowiem wniejsce kazdego iloczynu vy, nalezy pisac reszie wypadia z podzielenia jego przezilosé m,
Reszty takic otrzymamy zawsze i wszyslkic roézne miedzy soi)@, bo p jest pierwsze wzgledem m,
o< m,

8. a) Widzielismy [5. Tw. 1), zc przemiany nierosdzielne wzyledem podstuwienin danego, maja
te wlasnodé, ze liczby ich i jakodci zadne z podstawien przez nie oznacsonych mnie zmienia. Gdy
jednak przeciwnic, mamy przemiany posiadajace t¢ ostalnig wlasnosé, nie mozna spdzié, azeby one
byly nierozdziclnemi wzgledem jednego tylko podstawienia. Owszem, wicle razy tak si¢ zdarzy, wolno
nam zawsze my$leé, ze pomigdzy podstawieniami przez le przemiany oznaczonemi, znajdzie sig
pewna ich liczha od liczby wszystkich mnigjsza, za pomocq ktérych wszystkie (e przemiany utworzyé
bedzie moina. Podstawienia te, bedg miaty tg wilasnosé, ze przemiany wzgledem kazdego z nich
zosobna nicrozdzielne, maja Lylko jedng przemiang (pierwotny) wspolng. W szezegdlnym tylko przy-
padku trafi¢ sig moze jedno takie podstawienic. Przemiany o klorych teraz méwilismy nazwiemy
premianami niesmieniajacemi sig od podstawiern przez nie oznacsonych.

b) Niech symbol (i‘) wyobraza podslawicnic jakiekolwick z m iloSei z,, @y, 2y, ..., 2u. Jeteli

(Sl ]

do niego zastosujemy podstawienie wyrazone przez symbol (P; , lakze jakickolwick, otrzy-

Rd
mamy nowy symbol GZ“), ktory razem z symbolem (é‘) wyobraza te myél: ze w jaki sposoh
A .

*,
przemiana P, powstala z przemiany P,, w taki sam sposob powslata przemiana P, z przemiany P,.

Z tego wypada, ze gdy nie zwrocimy zadnéj nwagi na ilosel z,, z,, &y, ... 2, ale pa micjsca przez
te iloscei zajele, mozemy powiedzicd, ze w jaki sposdb powstato T, z P w taki sam sposoh powstato

P, z P.. Jezeli zalém podstawienie (Pl bylo wzgledem iloSci @, y, ... ww kolowém, podsia-
®,

wienie P. wzgled ilofci ., @, 2 x v, 82 liczby migdzy soba rozne i st

p.) Wagledem iloSci zo, &y %y - 2 (¢ By Y5 ... v, sgliczby migdzy sobg rozne i stano-

P

wigee szerez 1, 2, 3, ... m inaczéj uporzadkowany), bedzie takiém samém.

9. Twicrozeme IV, JeZeli we wzorze

Lsy Lytpy Lyt o o0 Tad (m—shes

za p napiszemy wszystkie liczby pierwsze wzgledem m, v przemian tym sposobem utworzonych, sg
niezmieniajacemi si¢ od podstawiend przez nie oznaczonych.

Niech symbole

P1 P1 Pj Pi
(1) Py i)’ szﬂ P \Bags) Py+1) "
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wyobrazaja wszystkic podstawienia kolowe, jakic z m ilodei by¢ mogn, a
&) Py, Pey, Py, ... Py, Py,

niech beda przemianami tym podslawieniom odpowiadajacemi. Kiorybads # symbolow (1) mozna
napisaé w ten sposoh :

Tiy Ly Lay o o y Ly
Lyt Loty Lakpgr ooy Do,
lub lakze,

Ly Lyaty Lydoy oo vy Tidim—y
Ay 10y ek pg 1)y L gDy ooy Iy ot M=t

Slosujac do lego oslatniego symholu podslawicnie

Loy Lit1y Litae - oo Frdm—y)
Ly Tt tpgy Latpgy » oo Lrkimepip,

olrzymamy nowy symbol ztozony # kolumn kszlatiu

( i +7+L”. )
L1+ (p~9 + X,

Poniewaz réznica znaczkow uzmicnnéj x jesl rdwna ., liczhie pierwszéj wagledem m, azalém,
podstawicnie nasze po dokonaniu w niém pomienionego dziatania nic przeslalo byé kolowém wzgle -
dem tyeh samyeh ilosei. Symbole (1) wyobrazaji podslawienia kolowe rdzne, i nowe symbole teraz
olezymane, muszy byé takze rdéznemi migdzy sobq, ale temi samemi co lamle. Przemiany zalém ()
sp niezmieniajpcemi sig od podslawiend przez nie oznaczonyeh, ¢.b.d.o.

Uwaca. Gdy jest dana liczba m, 1 wszyslkic liczby wzgledem niéj pierwsze, jedne z nich klorgkol-
wick niceh wyobraza liczba p. Podnoszac le liczbe o do poteg 0,1, 2, 3, ..., ¥, liczby w len spo-
sOb olrzymanc sg lakze pierwszemi wzgledem liczby m. Jezeli w miejsce Lyel, weimie sig reszty wy-
padie z dzielenia ich pracz m, te hedy takze pierwszemi wzglegdem m, ale i mniejszemi od m. 010z,
znajdzic sig Laka liczba v, Ze reszla wypadla z podzielenia liczby w” przesz m, hedzie jednoseiy, Lo
jost, = w0, 1 od tego miejsca wszystkie te liczby, ktore poprzednio wypadaly 1 w tym samym po-
rzpdku, powtarzaé sig heda. Takim zalém sposobem otrzymamy pewng gruppe v liczb pierwszyc}l
wzglgdem m. Gdy liezh wszystkich pierwszych wzgledem m i muiejszych od m jest v, 1 gdy v=1,
wledy liczba 1 nazywa sig pierwiastkiem pierwotnym (racine primitive) liczby m.

Jezeli naprzykiad liczby m jest 7, liczb wzgledem niéj pierwszych i mniejszych jest 6. Podclajz%c
lkazda z nich (1, 2, 3, 4, 5, 6,) wskazanemu wyzéj dziataniu, przekonad si¢ falwo moina, AC zadna nie
jest pierwiastkicm pierwolnym 7%, Przeciwnie sig dzieje z 642, kidra posiada d\?iie l;yllko liezby (4, 5)
wzgledem nidj pierwsze 1 mniejsze, i dla ktorsj jednoczesnie 3k jesi pierwiastkiem pierwolnym.

Twienpzente V. Jeieli u jest liczba picrwsza wzgledem m i mniejszg od m, przemiany ulworzonc
7 WZOTU :

n Ly Litpy Lyvapy « oo Lopm—opy

przez zastapienic p liczbami p!, p?, ¢, ... w’, s nierozdzielne wzgledem podstawienia

( Iy Ti+ay Lrtzy « oo L+ m—1 )
(2) .
\ [

Lyy Lyqpy Li4aps + o0 Ly im—y)
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Jakoz, ulworzimy za pornocy danego podstawienia pewna liczbg v przemian., Przemianami temi sy
nastepujace :

Tyy Li+1y Lit2y -0y Lipm—y),

Ly Lidpy Lidopy « ooy Lid-om=pipy
) Xyy To4p2y L4,y o0 0y L4 om—ygip?,

£y, -Z'i.pg,v', :l/l-{-gplv', ey |L'1.|-m|_1):,,v’.

Jezeli v jest liczba takg, ze ' po wydzieleniu przez m daje na reszte jednosé, co nakladamy, prze-
miany (3) sa nierozdzielnemi wzgledem podstawienia (2). Ale przemiany z wzoru (1) otrzymane spo-
sobem w twicrdzeniu opowicdzianém, s3 temi samemi co przemiany (3), wiec twicrdzenie jest do-
wiedzioném.

Wuosek. Gdy v=v, wypada : jezell u jest picrwiastkiem pierwotnym liczby m, v przemian ulwo-
rzone sposobem opisanym w [7], s¢ nierozdzielnemi wzgledem podstawienia (2).

Twiennzenie VI Jezeli w jest taka liczbg pierwsza wzgledem m, ze za pomocg nidj, w sposobh po-
wyzéj opisany, otrzymamy v liczb pierwszych wzgledem m; jezeli nadto X jest liczba takze pierw-
sza wzglodem m, ale r67ng od kazdéj z tam otrzymanych, podstawienia :

L1y Lay L3y oo v L i Lyy Loty Litop®y « ooy Lodm—p® )
Lyy Ly Lerany - 0. Ty m—g), Ly Lyaapy Libaa®s ooy Ligmagdn®

sa rOwnowazne (« jest liczba catkowily zawarlg migdzy 1 1 v'—1).

Jakoz, ponicwas pierwsze z danych podstawielt, mozna wyrazié¢ przez symbol nastgpujacy :

Ly Lr41y L1423 o000y Lpom—y)
5
gy Ligry Lidedy o ov y L1 E0n—q)

a szereg reszt otrzymany z dziclenia liczh pierwszych p#, 2us, 3p2, ..., (m— Dp* przez aa, daje
wszyslkie liczby w szeregu 1, 2, 3, ..., m—4 zawarle, widoczném jest, ze oba wypisanc podstawie-
nia sa réwnowazne.

Uwasca, Jezeli p=y, 1 jezcli A==y, jesl takq liczby picrwsza wzgledem m, Ze ulworzywszy
zniéj v liczh pierwszycl i moicjszych wzgledem m, le bedg roznemiod v liezb, w podobny sposob
z p, olrzymanych; przemiany nierozdziclne wzgledem podstawicnia

o Eyy Liday Ligay ey Lo m—y)
Ly Lypgy x1+?pl, ey 1«'1+1‘"——1):L|

i przemiany nicrozdzielne wzgledem podstawienia

(2) Tyy Lr41y Lit2ay -0y Lig m—y
Lty Lytyys ‘7«'1+2;2, ey Ly,

beda miaty tylko jedng przemiang (pierwofng) wspélna. Ubworzywszy zatém z kazdéj z przemian nie-
rozdziclnych wzgledem podstawienia (1) przemiany nierozdzielne wzgledem podstawienia (2), otrzy-
mawmy prostokat przemian niezmieniajacych si¢ od podstawien przez nie oznaczonych, na mocy fwier-
dzenia VI, a liczba ich oznaczy si¢ przez v'v'. Dobierajac liczbe py taky, aby sig wugledem py i v, je-
dnoczesnic podobnie zachowala jak to bytoz pw, wzgledem wy, i oznaczajac przez v liczbe prze-
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mian jé&j odpowiadajaeych; po ubtworzeniu z kazdéjz v'v" przemian v, przemian nicrozdzielnych
wzgledem nowego podstawienia, otraymamy ' v'¥" przemian, niezmiceniajaeyeh sie ol podsla-
wieil przez nie oznaczonych. Posigpujpe w podobny sposob daléj, widoczném jest, zc jezeli liezby
iy Py By « o P 52 Wzgledem sicbic i wzglgdem m takiemi, jakiemi byly Jiczby w,, v, py, poprze-
dnio uwazane, ijezeli v, v, v7, . . v} sa liczbami przemian nierozdzielnych odpowiadajpeyeh liczbont
Uiy s Py« - - Py BO UtWOLzZywszy podobnic jak wyzdj, przemiany niczmicniajace sie od podstawien
przez nie oznaczonyel, liczha ich wyrazi sig przez iloczyn

I=vv"v", ... vin,

Jeieli za$ liczby p. sp wszystkiemi, jakic liczbic m odpowiadajy, a v liczba wszyslkich liczl pierw-
szych 1 mniejszych wzgledem m, jesl

{=—v==v ' V", .. v,

Purzykrav. Niech przemiang dang bedzie nastegpujaca :

8

1y Lag Lyy Ly Ly Lgy Ly

W przypadkn teraZnicjszym mamy v==6, a biorge p;=2 i p, =0, znajdujemy p’ ==1, w =2,
ph =4, zatém v'=3; nastepmic p’; =1, p,===6, zatém =2, jak hy¢ powinno, ho v=v =

Przemiany otrzymane ugrupuja sie jak nastgpuje :

Xy Loy Lgy Lya Lyy Ly Lo Lyy Lyy Ly Lyy Lyy Ly Ty Ly Ly Ly Lgy Ly Ly Ly

Lyy Ly Loy Lgy Ly Ly Ly @y Xy Ly Loy Ly &5y Ly, Ly Lyy Loy Ty Ly, Ly Ty

Podiug Lwierdzenia IV wypadto, ze v przemian dopicro co uwazanyceh, sg niczmicniajpcemi sie od
podslawiell przez nie oznaczonych, w uwadze zas do twierdzenia VI nalezaeé), okazalismy, Ze mozna
te v przemian uporzadkowad w szereg podwojny, polrojuy it. d. iunemi stowy, ze mozna znaleid
takic podstawicnia, za pomoca ktorych przemiany te mozna utworzyd, i znalezé ich wszystkich liezhe,
znajac liczby przemian nierozdzielnych wzgledem kazdego # tyeh podstawicii. Podslawicnie wzgledem
kiorego v przemian sa nierozdzielnemi, bedziemy oznaczali przez symbol < P’”)

Uy

10, Jezeli z pomigdzy pewné) liczby przemian niezmieniajpcych sip od podstawien przez nie ozna-
czonych wybierzemy takie, kiore stanowip priemiany nierozdsielne wagledem pewnego oznaczonegn
podstawienia, kazdéj z nich odpowiada szereg przemian niesmucniajucych si¢ od podstawien przes
nie oznaczonyeh, Wybrawszy z takiego szeregu przemiany wzgledem pewnego oznaczonego podsla-
wienia nterozdzielne, kazddéj z nich znowu odpowiadaé bedzie szercg przemian podobnyceh jak wyzéj,
zksorym wige lak samo postapié¢ bedziemy mogli. Dzindajae w taki sposdh do koitea, znajdziemy

noedslawienia
Pl P, Py Pl
le ’ P)'z ’ (Pla T l‘)’n ’

71 pomocy ktorych otraymujq sig przemiany z jakieh wyszliSmy. Oznaczajac przclo przes e liczbe

_— . _ (D, . . ,
przemian nierozdzielnych wrzgledem podstawienia , liczha przemian o ktérych byla mowa
. P}\x o v

wyraza sie

L'—:Zi.lg.z;; 3. Z”,.
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TwiernzeNie VII Liczba przemian nierozdzielnych wzgleden podstawienia dajacego sie rozlozyé
na « czastkowych, w ten sposob, ze symbol jego napisacby mozna pod postacia

[<1 )(P )(P,,,a ) <P ) ]
P’"i,"'1 P"l‘l)‘/e P?ILB,V’B P’"ll, V’u

wyraza si¢

e ¢
L Vi.Va.Vg ... Vg
B
Ta. g7y ... Ta

gdzie vy wyobraza najwiekszy wspolny dzielnik licsb

e .
Vi-VoaVy ... Vp—y

Py ¥, L. Py

dla kazdego o« pomigdzy 2 1 a.
Pomicdzy liczbami v mogy si¢ znaleid liczby v, a wzor ten prawdziwym zawsze bedzic.
11, Twierpzenm: VIIL Jezeli yy 1 p, s liczbami mniejszemiod m, a p, 1 p, najwieksze wspolne dziel-

niki: g, dla m 1wy, za$ g dla m 1 ue; przemiany nierozdzielne wzgledem podstawienia < .

p iy
i przemiany nierodziclne wzglgdem podslawienia <Pl > s Mmaja:

pgty

. . m . . . . . - .
1° przemian wspélnych T:f’ gdy e 1 g2 s¢ wzglpdem sichie niewiclokrolne, a 0 jest naj-

wickszym wspOluym dzielnikiem liczb pip, 1 2.

¢® przemian wspblnych T:%, gdy p. jest wielokrotnoScia g.

.. . : . . . . 1
Uwazmy, ze kazdg przemiang z nierozdzielnych wzgledent podslawienia (11 olrzymamy
Pyt
7 wzorn
(a) -:Uuip.1+1, t:(;mill.l"l'gj -'L’mip.l+3) “ o 7:[/’“!#14—1"
- c m
ktadae za o, po kolei, liczby: 0, 1,2, ... ——1.
1
. . . . - P
Tak samo, kazda przemiang z nierozdziclnych wzgledem podstawienia (P‘ ), olrzymamy
#,ly
4 wzora
(/)) "UHQHQ"'U wmgl'-2+27 xw2ug+a7 ey waPQ’*"'
kadae 7 - 1. Ueshe :1 9 ”
dadge z w, po kolel, liczby: 0,1,2, ... —=—1.
P
Jezeli pomigdzy przemianami (e) 1 (§) majg znalezé sig wspolne, powinno byé Lo o + 0 == By o, by R
gdy ilosci zmienne uwazamy za pierwiastki rownanian 2*—1 =0, aby zaloZony warunck miat miej-

sce, musi istnieé jednocze$nie rownanie

Wy — Wy e == ke,

w ktorém k jest liczhy catkowita.
Polozmy

P1==0Cpp 1 2 == €23

N
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réwnanie nasze zamieni si¢ na

(w0504) py — (©,C5)pa=lm,
kiore, gdy rozwigzemy wzgledem oy, i w,0,, hedziemy mieli:

o jezeli p, 1 py nie sg wzgledem sichie wielokrotne

n
o 0 =k = 4 pyt

() b
g Cq == p)f
20 jezeli p,= pp;, )
o =k2 -+ pt
@ b
myCy =1,

gdzie ¢ jest liczba catkowity.
Z réwnan (1) olrzymamy :
Wy == km =+ p, pof,
My == py gyl
zas z rownag (@)
oy =k - pyt,
(%)
W the == (ol
Poniewa liczba L jest calkowily, z wzordw (3) i (4) czylamy, Ze przemiany wspélne olrzymujemy
tylko przy takich warto$ciach catkowitych ¢, dla ktorych iloczyn ppst lub gyt niejest podzielnym bex
veszty przez m. Po Lakiéj ostatniéj wartodci na ¢, nastapi ta, przy ktoréj nasz iloczyn jest podzielnym
przez m. Jezeli wige tg liczbg jest T, kazda lezba T =+-¢ dla wszystkich warto$ei ¢ od 0 do T — 1,
daje iloczyn py (T + £) tub 0, (T +-#), ktory po wydzicleniu przez m pozostawia te samg reszte co
iloczyn pipef lub pof. Liczba wige T wyobraza liczbe przemian wspélnyeh o jakich mewa w twicr-
dzeniu.
Aby te licebe otrzymaé potrzeba rozwigzaé wzgledem T réwnanic

prpeT=vym lub p,T=ym

(¢ wyobraza liczbe calkowita), z ktorych po rozwigzaniu znajdziemy, piszac wartodei najmniejsze do-
dalne irozne od zera
=" b  T=2
0 02
co byto do dowodzenia,

Whriosek 1. Gdy ¢y 1 g, nie sp wzgledem siebie wielokrotnemi i gy po,=23.2m (% liczha calkowita),
wiedy 0=m i T=1. A zatém w tym przypadku migdzy przemianami {(a) i () bedzie tylko jedna
przemiana (picrwotna) wspolna.

Z:ﬂ 5 agdyjeszeze p=1, bedzie T =2 , to jest, wszyst-
P PP Ps
kie przemiany beda wspélne. Poniewaz liczby ¢, i ¢, mogg by¢ jakickolwiek byle tylko pierwsze

Wrioskk II, Gdy g, =pp, wledy T =

wzgledem m , awigc, gdy o 1 & sgliczbami pierwszemi wzgledem m, a ¢ dzielnikiem m, prze-
1
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. . . — P, - . erozdziel eled
miany nierozdzielne wzgledem podstawienia 1 przemiany nierozdzielne wzgledem podsts -

ety

... [P - .
wienia ( ! sq temi samemi.
G051

Przykran, Dana przemiana picrwotna
Ty Lyy Lyy Ly Ty Lgy Ly Ty Lo Loy Lagy Lyyy Lray Fygylyyy Ly
i dane podslawicnia, pierwsze :

<‘L'17 Loy Ty Xy Tyy Loy Ty Lgy Lyy Lygy Lyyy Liay gy Ly 'T1ri>,
Loy By Loy Tygy Lyny Lyay Lygy Tpyy Ly Lyy Lyy Lyy Ty, Ly I
drugie :
(1'1, Lyy Lyy Loy Ty Ty Lyy Lgy Loy Tigy Lhy9 Lray Ligy Fyys xw) .
Ly Loy Lygy Lyyy Lygy Loy Lyy Lygy Lyy Lyy Loy iy Tgy Loy Ty

Podiug tego przypadku mamy m =13, p, = 0, 11, ==10, wige p =23, 0,=75, p;p, =13, 0 =13; zatém

. . . m 15
przemian wspoélnych hedzie T= TR 1.
3
Liczba przemian nierozdzielnych wzglgdem podstawienia picrwszego oznaczy sig za pomoca wzoru
m 13 . . . .
= — == %; przemianami temi sg :
P ¢

Ly Loy Tyy Ty Ly Lgy Ly gy gy Lygy Lyyy Wigy Lygy Ly Lygs
Ly Lgy Loy Lygy Logy Ligy Lygy Cpay Lygy Lyy gy Lyy Ly, Ty Ly
Lygy Lygy Lyyy Lyy Zyy Lgy Lyy Ly Xgy Lgy Ly Xy Loy L)y Ly
By Loy Lgy Lyy gy Lyy Lioy Lyqy X195 Lygy Ly Ligy Ly Loy Ly

Ligy Liys Lyay Ligy Ligy Lyoy Lyy Ly Lgy Ty Ly Loy Lgy Lyy Tye

Liczba przemian nierozdzicluych wzglgdem drugicgo podstawienia, oznaezy si¢ za pomocq wzoru
[ = 711:-1—-5 —3, Przemianami temi sy :
P 9
Ly Loy Lgy Ly Ly Ly Lys LTgy Loy Ly Tyypy Tpay Lygy Ly Loy
Lagy Ligy Lyyy Lry Lygy L4y Loy Loy Ly Ty Ly Lyy Ly Loy Ly

Loy Ly Lgy Lyy Ly Ly Lyay Lagy Ly Lygy Lyy Ly, Ty, Ty Ly,
Porownywajac obie gruppy przemian, widzimy, ze tylko jedna jest wspolng, jak byé powinno.
Przyrrap. Dana przemiana pierwoina

Lyy Loy Lgy Xyy Lyy Ly Lqy Lyy Tyy Lrgy Lyyy Lygy

i dane podstawienia, jedno :

(.Z‘,., Lyy Xyy Lyy Lyy Lgy Lay Lyy Loy Lygy Lyys xn)
Lyy Lyy Tyy Loy Ly Ly Loy Lyoy Lygy Lagy Tyy Ly
drugie :

("Tn Ly Lyy Ly Ly Loy Ly Tyy Ty Lroy Tags -Z'n) .
Ly Ly Ly Loy Lgy Lgy Tyoy Lapy Tiay Ty Ty Ty
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Podtug tych danych mamy: m==12, p, =2, u;=3, wige, p=2, pp=23, ppp =0 1 0=6, zatém
12 )

N, 13
bedzie, T= T=6

Liczba przemian nierozdzielnych wzgledem podslawicnia pierwszego, oznaczy sig za pomocg wzorn

=" :B:(i. Przemianami temi s :
pp 2

Lyy Lgy Lygy iy Ly Ly L5y Ly Ly Lygy Lypy Ty
Lyy Ly Lgy Ly Lyy Lgy Loy Lygy Tyyy Lygy Lyy Ty
Lyy Loy Lqy Tyy Loy Lygy Lyyy Lygy Lyy Lyy Lyy &
Lpy Lyy Loy Lygy Lyyy Lygy Lyy Lgy Lyy Ly, Ly,

Lgy Lygy Lyyy Ly Ty Loy Tyy Ly Lyy Loy Lyy Tg

‘rll’ .’L"”.Z‘“ ‘1.2’ ‘1"3’ x'r" wli? ‘Te) Loy ‘Tﬁ7 ‘rm ‘TW'

i rzemian nierozdzielnyel wzgledem podstawienia drugicgo, oznaczy si¢ za pomnioeg wzorn
Liczha p 5 ’ ysigzap ¢

19 . . .
= m__ %‘_ =— 4. Przemianami temi sg:
P2

Zyy Lyy Ly Ly LTy Loy Laa Lgy Loy Lygy Lyyy gy
Lyy Lyy Loy Loy gy Tyy Lygy Lypy Lpgy Lyy Loy Ly
Loy Ly Lyy Loy Lypy Lray Ly Lyy Lyy Lyy Ly Lgy
Lysy Lyyy Lygy Lyy Ly Lgy Lyy Lyy Ly Lyy Lgy Loe
Porownywajac obic gruppy przemian, widzimy, ze maja dwie przemiany wspdlne, jak z rachunku
wypadio.
Przykrap. Dana przemiana picrsvotna

Lyy Lay Cgy Lpy Ly Ly Loy Lo
i dane podstawienia, jedno :
(‘TD Loy gy Lyy Ly Loy Loy (ER)
Ly Tgy Ly Lgy Lyy Lo Lyy Ty
drugic :

("’Ju Lgr Lgy Lyy Xyy Ly L 'Ts) .

Lgy Lgy Xyy Loy Lygy Ly, Lyy Ly
. . m 8
Mamy obecnie m =8, gy =4, 1,=06, wige p, =4, p, =2, zatém o, =2,0,==2.2, ’1‘:-9-:-}; =2,
.o 4

Liczba przemian nierozdzielnych wzgledem podstawlenia pierwszego, oznaczy sig za pomocy wzoru

=" :5 —2, Przemianami temi sg :
P 9

Lyy gy Lyy Lyy Ly, Ly Wry Ly
"'U:i’ ‘ll"(s} 'TT’ "1":4) ‘I/”'n .’172, .’133, “T,'.'
Liczba przemian nierozdziclnych wzgledem podstawienia drugiego, oznaczy si¢ za pomocg wzoru

=" g =—4. Przemianami temi sa :

Ly, gy Lgy Lyy Tyy Coy Ly Ly
Ty L4y Lyy Lgy Lyy Lygy L)y Ly
Lis Lgy Ly gy Lyy Lgy Lyy Ly

Loy Ly Byy Lgy By Ly Lgy Lo
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Poréwnywajac obie grupy przemian widzimy, ze maja dwie wspolne.
PPrzykeap. Dana przemiana picrwotna
Lyy Ly Lgy Lyy Ly Byy Lay Ty
1 dane podstawienia, jedno:
(.1}1, Ly Ligy Ly WUy Loy Ligy "45)
Ly Ly Tyy Wpy Ly Ly Xy Ly
drugic :
( Lyy Ly Lgy oy Ly Ly Loy "”R)
gy Lo Sy Lyy Ly Toy Lyy Ly

m 8

Podiug tych danych mamy: m =8, u, =3, u,==4, wiee, ¢,=1, =4 a4 T=— :ZIQ'

P2
Liczba przemian nicrozdzielnyeh wzgledem podstawicnia pierwszego, wyrazi sig, ="—=3, prec
mianami lemi sq: i
Lyy Lyy Fgy Loy Ly Lo Ly Ly
Wgy Ly Ly Lyy Loy Ly, Ly, Ly
Lgy T Ly Lgy gy Lygy Lyy Ly
Ly Lyy Loy Lyy Loy Lys Lyy Xy
iy gy Ly Lyy Lyy Loy Ly, L,
Lgy Lgy Lyy Lygy Ly Ty Tgy Ly )
Ly Lgy Tyy Higy dyy Ly Ly Ly
Loy Ly Loy Lyy Lyy Lyy Ly, Ly
;
“Liczhba przemian nierozdziclnyeh wzgigdem podstawienia drugiego, wyrazi sig, !:15:%’ =2,
Przemianami temi sg ¢ 2
Lyy gy Ly Lyy Ly Lgy Ly Ty
Ly Lgy gy Lgy Tyy Ly Lyy Ly
Pordwnywajac obie grupy przemian widzimy, z¢ maja dwie wspolne.
Przyxeap, Dana przemiana pierwolna :
Wiy Ly Ly Ly Ly Ly Ay Ly gy Lpgy Lyyy Lpye Tygy L, Ly,
i dane poadslawienia, jedno :
Ly, Ly Ly Lyy Ty Bgy Ly gy Lgy Tigy Lygy Pray Ligy Ly wm) .
g Loy Egy Loy Lygy Xyyy Lygy Vygy Lpyy Tygy Lyy Ly Lyy By Ty )
drugie : '
<"L'n Lyy Lgy Ly Ly, gy Ly Lge Lyy Lygy Ly Lygy Lygy Loy xss)_
Lypy Lygy Lygy "’V'l'nxx:ix Ly Tay Xygy Lyy Ty Lgo Ly Tgy Ly Ty
W tyln przypadku mamy m=—13, P,’:;j’ te=10, \ViQC, f1== P2 =3, a T__——__.)E — % — 4

. . 3 . - . 3 I3 Pl
Przemianami nierozdzielnemi wzgledem podstawicnia picrwszego sa:

Ty gy Lyy Ly, Ly, Tgo Lgy Lgy Loy Lygy Lypy Lyay Tygy Lygy Lygs
Tgr Lon Lgs Ly Ligy Lygy Ligy Lygy Lyyy Lygy Lyy Loy Ly Ly Ly

Cipy Trae Lygy Tyyy Ty By, Loy Lgy By Yy Loy Wy Ly Ty Ty
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Przemionami nierozdzielnemi wzgledem podstawienia drugiego =q :
Wyy Lyy Lyy Ty By Ly Ly Lyy Ly Loy iy Tygy Lagy Ly Ly,
Lypy Lgwy Wygy Lpyy Lygy Eyy Lgy Hge Ly Ly Ty Ly Ly Lyy Ly
Py iy

Wgo Ly, Lyy Lyy Lpgy Ly Cyyy Lyge Cpyy Ly Lyy Lgy Wigs

Widzimny, z¢ przemiany obydwoch grup sy wszystkic wspolne i nicrozdziclue wzgledem oby-
dwoch danyeh podstawien.
Puzyxkeap, Dana przemiana picrwoina
Ly Ly Lyy Ly Lo Ly
1 dane podstawienia, pierwsze

Ly, Ly Wy Wy Ly Lo
Loy Lyy Ty Wyy Xy, Ly

drugie :
iy oy Al iy P
(41, Loy Lgy Lyy Wy, .LG) .
Ly L1y Lgy Ty Lyy Ly
mooom_ o
== 6. Liczba prze-

W otym przypadka mamy, m=06, u, =1, 4,—=38, ¢;=¢=1, ztétm, T
31 02
miani w jednym i drugim razic, wyraza si¢ przez /=—=m = (. Przemianami tcmi sg :

Wyy Ly Ly Ly Ly Ly WCpy Ly Lyy Hyy gy L

'1.)) 1’3’ "L',n "l'.m ‘T(;v "L.ly '1'1;7 '[.1! '(("‘-?_7 "L.m LL'.‘, ‘IU!U
Ly Ly Ay Ly Wy, Ky oy gy Epy Ly Lo Ly
Ay gy Ty Fyy Lyy gy Lyy gy Lgy Lyy Lpy Lgs
Lyy Ly Ly, Lgn Lgy Ly gy Uyy iy Ty Ly Uy,

Loy Lyy Lay Lyy Ly, Ly, Loy gy Lyy Ly Lgy oL,

Tu widzimy, ze obic grupy zawicraja te sune przemiany nicrozdziclne wzgledem kazdego pod-
stawienia kolowego z szeSeiu iloSel &y, @, @y, &), &y, &,

. Lo P . (P . . o .

12. Niech bheda podstawicnia (Pl i 11 . AZzeby jedno podslawienie do drugicgo zasto-
[P »yt

sowaé, potrzeba, podlug przaytoczonéj wyzéj zasady [8, 0], z przemiany Py +, utworzyé nowg w ten

sposoh, jak przemiana Py 4, z przemiany Py powstala, nasigpnic, przemiang nowoutworzong pod

przcmiang Py 4, podpisaé. Ale przemiana Py, powstala z przemiany Py praez dodanie liczby .,

do znaczkn kazd¢j ilodel w nidj zachodzgedj, zattm i przemiana o kioryg nam ehodzi z przendany Pe +

. . : . . o P+ .
w len sam sposol powslaje. Symbolem wige nowo utworzonym jest oczywibcie (p“a“ , klory
e

rownowazy sig z symbolein ( N jalk Lo kszlall jego pokazuje. Dla 16j saméj przyczyny symbol
l. 511 -5-1
. ) g . L Doy ,
powstaty z drugiego, przez zastosowanie do niego picrwszego podslawienia, jest (1)“4 ), réwno-
[N U o)
1 2

; P, ’
wazny z symbholem .
Rx*2+1
Twirrpzenie IX, Jezell z kazdéj z przemian nierozdzielnych wzgledem podstawienia (1’» ‘ ,\ ; ulwo-
1
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rzymy przemiany nierozdzielne wzgledem podslawienia (P:L . )o szoreg podwdjny przemian pozo-
) +

2

stanie tym samym, chocébyémy do niego zastosowali podstawienie niezmieniajace szeregu przemian

nicrozdziclnyeh wzgledem podslawienia <P‘ NE lub podstawicnie, niczmicniajace szcregu prze<
gt

. . . y — IR)
mian nierozdzielnych wzgledem podstawienia <P‘ )
- |L2
Jakoz, jezeli

Py, PPH.,, P‘.’zL,-Ha - ,1)(11—1)1»'-'—#‘!

wyobrazaja przemiany nierozdziclne wzgledem podstawicenia <PI R jezeli
T

Py, P|x,2+n PmLQ-H, L aP(li—i)r&gﬂ

wyobrazaja przemiany nierozdzielne wzgledem podstawienia (le ., szereg podwojny przemian jest:

2

8 D

Px, I At P2p1+1, ey P(ll——s)p.l+1
Pp2+1, Pnul"'l"a'{'“ P?[ll-{‘i.v.2+l7 DI P(ll-—()}kj-l—xx‘_)-kl

D
P(lg—l)ugi-h I ppt Gty i P29|+ g—thmyt-da v ooy P(ll—l)pl-l- (A S

7 szeregu tego widzimy, ze kazdy wiersz poziomy wyobraza przemiany nicrozdzielne wzgledem

podstawienia G); +|) , @kazdy wicrsz pionowy wyobraza przemiany nicrozdziclne wzgledem pod-
\ -
stawienia G,)‘ . ) . Gdy zatém tak jest, twicrdzenie jest oczywistém.
wyt

Przyxiap. Dana przemiana picrwolna

Byy Loy Tygy Xy Lys T
i dane podstawienia, jedno :

('Z‘n Loy Lyy Lyy Ly l’“> ,
Ly Ly Ly Loy Ty, Ly
drugic:

<;c“ Lyo Lgy Ly Lyy mu> )
Ly Ly Lgy By Ly Ly

Podwojny szereg przemian bedzie :

L'I) ‘1'27 '7"3v l',., 'Tm ‘Z’m :L'!,) 'T;;\ "m '/EJ) 1‘2, xsa
Ly Lyy Tyy Lg, Xy, Lgy Lgy Tyy Loy Lgy Lyy Ly

Lyy Loy Ly, Lgy Lay Lyy . Loy Xgy Tyy Ty Lyy Ly,

Uwaoca. JeZzeli przemian nierozdzielnych wzgledem podstawienia (113:.+1) jost 2% » aprzemiannie-

9

m . . .
—~, przemian o ktorych w twierdzeniu byla
Pz

rozdzielnych wzgledem podstawienia (11))1 . ) jest
P~2 1
2

mowa jest — . Jeieli przemiany te majy by¢ migdzy sobq rézne, konieczném jest i dostateczném,
1%
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- . PR 0, . . A Coa
azeby g, 1 ¢ nie byly wzgledem sichie wiclokrotnemi, i aby bylo F;T‘;:p;,, iezbie catkowild 144,
. . . . m® om . Ly -
Wnios. 4, Twier. VII1]. Zalozywszy 10 wszystko, jest — ——, gdzic ¢ dzieli hez reszly m. Ziad
£162 2

pokazuje sig, ze istnicje zawsze liczba py, < m [114, Wnios. 2, Twicr, VIII], zawicrajaca w sobie
ezynnik ¢ bedaey dla nidj i dla lezhy m najwigkszym wspOlnym dzielnikicm, mowig laka liczba,

. oy . . . 4t
7¢ przemiany o jakich mowa sa nicrozdzielnemi wzgleden: podslawienia (Pl K Gdyby bylo ¢y =1,
[

e
m- . . . . . . . .
wledy — =, i przemiany nasze bylyby nicrozdziclnemi wzgledem kazdego podstawicnia kolo-

F1f2 ' :
wego.

13. Twiennzene X. Gdy we wzorze

(1) Lay Taiuy Ladamy « ooy Lasnania
va « napiszemy liczby :
m
1, P+ ‘17 2:”"{"1—*_ 1, ... ’ <_—l> vy -+ '[:
. P
(¢, jest najwiekazym wspolnym dzielnikiem liczh 1, 1 m, p liczba pierwsza wzgledem m); przemiany

w len sposOh otrzymane sa nierozdzielnemi wzgledem podstawienia (IP))' ) .
A

Jaloz, napisawszy w (1) za @ liczby " oppg +1 1 (0 -+ Duu, + 4, znajdziemy :

( "cmp;ni-l-i; x(m|x'+l)}k+17 ‘/I’l(wp-l )bl ey x((v-;J.‘-i-E_):)x——])p.-i—l,
Lo+ £ 50 Tlotap dobds Lotaetodatts ooy Lladap +m— Jptty

Uwazajac obie le przemiany za symbol podstawicnia, widzimy, ze on jest rownowazny z symlbo -

lem (l" , azatém przemiany w opisany w Lwicrdzeniusposohd z (1) powstale sa nierozdziclnemi
ey 1

wzgledem podstawienia (51 ) jakiekolwick jost px, byle tylko pierwsze wzgledem m. {41, Wn. 2,

PitE

)
Twier, VII]. Gdy w szezegolnodei =1, podslawienie (%)’ +) jest kofowéin.
Byt

Przyrkeap. Dana przemiana pierwolna

Lyy Tgy Lyy Ly, Lyy Lgy Loy Tae

Liczba ¢ moze by¢ 3 albo 5. Weimy jednei drnga i przemiany im odpowiednic. Stosujac wzor (1)
zpnajdzicmy trzy przemiany wraz z pierwolng nastepujpce :

Ty, Lyy Ly Ly, Ly By Loy Ly,

{2) Lyy Ly Ly Lyy Ty Lge Ty Ly

Ly, Loy Ly Lae Ly Lgy Coy Ly,

Wezmy leraz py =2, zalém pp, =06 wjednym przypadkui pp, =10 w przypadku drugim. A e
72 ppy bierze sie wlasciwie reszta wypadia z podzielenia pyw, przez m, zalém w przypadku drugim
pps= 2. Z powodu ze m =8, liczba przemian nierozdziclnych wzgledem obydwdch podstawien

m m

D
G)’ ) i <§1'+ ) jest jednakowaq i przemiany wspolne, bo T—=—=— = _—_—g — /%, Tworzac zatém z kaz-
6+ gty P2 P1

. . . . ’ , . P K
d¢j z przemian (2) przemiany nierozdzielne wzgledem kidregobadsz z podstawien (I)’ ) lub G)‘ )
2ty

N\
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clrzymamy zawsze Lo samo.

By, By, Ty Ty Ly Ty oy Ly Ty gy Tay Ly gy By By Ly Ly, Ty Xy Ly Ty gy T2y T4,
Ly, Ly Ly, Cgy Bpe Lqy Lyy By Lgy Ly By Ty Loy Tay Lyy gy Ly Ly Ty Ly Loy Ty Ty,
Lyy Loy Lov Ly Ty Loy Lgy Ty Ayy Lyy Ty Ly Lyy Ty Wy Fay Ly Xy gy Ly, Ly Ty Lgy Ly,

Loy Lgy Tyy Loy Loy Ly Ty Ly Lyy Tgs Ty Tqo Lyy Ly Lys Loy Lyy &y Lyy Loy Lyy Ly Ly Tye

3

14. Jezeli dane jest jakic podslawicnie, to jak wiadomo, symbol jego rozdziclié mozna na pewng
liczhe symbolow czastkowych wyrazajacych podstawicnia kolowe, Moze sie jednak trafié, ze podsla-
wicnic wyrazone przez pewnag liczbg takich symboldw czgstkowyeh, da sig joszeze wyrazié praez
sywmbol zlozony z podstawien kszlattlu (P’ gdzie p nic jesl liczba pierwszg wzgledem liczby ko~

[T
lumn symbol ten skiadajaeyeh. Podiug tego co juz wyzéj powiedzielismy [6. Twicr. 11, liezba
przemian nierozdzielnych wzgledem {akiego podstawienia oznacza sig za pomocy wzoru

[ — My My My L. Ny
oy e prhapada e acpa
Jezeli dobierzemy takie liczhy ', ), vy, ... vy azehy :
P (o0 Moy ! )
4° Dyly mniejszemi i niepierwszemi wzgledem liczh my, my, ny, ... Mg
20 a7ehy piapospy o .- 0 10dpowieditio py, gy, py - .. pa Nie byly wzglodem sichie wielokrotnemi,
3° azeby niektore z iloczyndw pe'), papas papys - - - pup« DYy podziclneni odpowiednio prezez

My, Myy Mye o .« My

to podlug lwierdzenia VIII [11] i jego wnioskdw, pomigdzy przemianami nierozdzielnemi wzgledem

podslawienia skladajacego sie z podslawien czastkowych kszaltu ( ! , @ przemianami nieroz-
way

dzielnemi wzgledem podslawicnia poprzednio uwazanego, zajdzie tylko jedna picrwolna przemiana

wspolna, Poniewaz liezba Lych nowych przemian jest :

| — My My My ... My ,
1 =7 7 7 7 7 7
0Ny pla - Naupy Ny o et Naipla

zatém liczba przemian niezmieniajaeych sie od uwazanych dwoch podstlawien, wyrazi si¢ przez iloczyn

k! 2 2
L=={.f = — nz’,.n\i,.g.?n,&,...m,f _,
9191)2)\29202)‘3)‘3 P )n)‘uPuPu

Przemiany te, ktorych teraz liczbe wyraziliSmy, sa wszystkic migdzy soba réZne, co z warunkdw
uzylych do ich utworzenia oczywiscie wypada.

Biorge pod uwagg ilorazy wypadle z dziclenia liczl po',, p0%, ... pap'= Odpowiednio przez m,, m,,
m,, .. me, mozemy dobraé liczby p", ¢, ... p'« wzgledem wypadiych teraz niewielokrotne, i wogil-
nosei, zadosyé czynigece warunkom na poczatku tego ustepu wymienionym. Mozemy zatém utworzyé

D
odpowiednie podstawicnie ztozone z podstawicn czastkowyceh kszlaltu (l !

Por ) , abyliczba przemian
[

wzgledem niego nicrozdzielnych oznaczala sie przez wzor :

Ty Mg My ... My
G 7 v ” 7
P .)\g.p"g)\lnlplg... )\a.Pu

=
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Zaslosowawszy to podstawienic do kazdéj z przemian poprzednio uwazanych olrzymany

mdomy L mdy
Pr-g10 M XaNy.02P2p 2 heN g X - - haha) apupapn

TJ:ZJZQI:;:

przemian roznych migdzy sobg i niezmieniajgeych sie od trzech nwazanyech podstawien.
W ogdinosel zatém
L=/..l;... 1

jest liczba przemian niezmieniajacych sig od n uwazanyeh podstawien a roznych migdzy sobg. Prze-
miany te sa niczmieniajpcemi sig od podstawien przez nie oznaczonych, co wiecé], znajduje sig za-
wsze lakie podstawienie, wzgledem ktdrego sa nierozdzielnemi [12. Uwaga Twier. IX]. Maximum
wielkosci liczhy L jest

' My Me. My ... My

7

10 jest liczba przemian nierozdzielnych wagledem podstawienia dajacego sig rozdzielié na o czast-
kowych kolowyel, i w tym przypadku, przemiany le sa nicrozdzielnemi wzgledem tego pod-
stawienia.

15. Oprocz podstawicen, jakie stosowaliSmy do przemian nierozdzielnych wzgledem podstawienia
nwazanego wpoprzednim ustepie [14], moZemy jeszeze podiug ustepu [10] i Twierdzenia X [13] za-
stosowadé inne.

Niech v, vy, vy, - . . ¥a beda liczbami liczb pierwszych wzgledem iy, m,, my, ... mq, odpowiadaja-
cemi liczbom picrwszym g, ¢, ty, - - - e Liczba przemian nicrozdzielnyeh dla tychliezh wyrazi sig,

podiug twicrdzenia VII[10], jak nastepuje

],___Vj.Vg.Vn s Vg
4 I’ " 4! 1'
Pe. VgV, . Ta

Jezeli teraz w ogodInosei, liczby v, v', v, ... v® oznaczajq liczby takie, jak w uwadze do twier. VI[9],
to na zasadzic tego samego twicrdzenia 1 ustepu [10], mozna polozyd

V’ V’ v' V” v" v" v {®) v, (¢} v, (el
sy oy . . e . e . -
L=§L.L"1" ... L= ,‘ ,2 . ! :,2 = ! z -

Tty . . Ta Tt g... 1 7o) @ 78

Gdy jest p==n, bedzie viVxV's, ... v =vs, liczbic wszystkich liczh pierwszych wzgledem m.
i mniejszych od m. dla z od 1 do «.

7 kazdéj » przemian L otrzymamy / przemian, podlug poprzedniego ustepu, i bedziemy micli na
zasadzic Lwierdzenia X [12],

”

: . v
L:p17\292)\3 .. 7\,19,,,. Vive .. va Vi Vy ... Ve
MM o Ma VguTg oo P 79Ty 27

Gdyby kazda z liczh m,, my, m,, ... m, miala picrwiastek picrwotny, mogloby byé

[ ety M Yy VeV
ErhoPoha oo v PaPa Ty Ty ... T
Jezell PLT=0==py— .., :Pu:'_[ j(‘.St:
L MMy o M ViV . Ve

dodg i da Ty T



O LICZBIE ROZNYCH WARTOSCI FUNKCGY!
Gdy kazda z licab iy, m,,

23
..M, jestliczbg pierwszg, wzdr ostatni jest jeszeze mozebnym.

16. Jezcli kazde z podstawicnl czasllkowych ustegpu [14] wyobraza dowelne podstawienie, liczba
przemian niezmieniajacych sie wzgledem takiego podstawienia, wyraza sig jak nastgpuje :

Li=m!m my! ... ma!

1'7. Zbicrajac oslatecznie wszystko o czém dotad powiedzielidmy, olrzymujemy nastgpujace wrory,
na liczbe przemian niczmieniajacych sig od podslawien przez nie oznaczonych.

WYL My ... Mg

T prhepady e daipa

]—J_mi.7n2 ..

.My
)\2.)\3 - . Sa
L__v,.vz Va V.Y, Ve Vv s v,
O T L L P LR L
L= ViVa . Ve
LT T
My My ... My, ViV . Y,
prlapahy o .. Puda AP AP X
1 My My o Dl VY, o Ve
44— - - . £l
Pl""—’PE/‘ﬁ coe Agla 7279 2
e My Ma V)Y Y
A — - »
)\n.)\‘ ... Nig 9.7 <. T
2. Ay 3
Li=m ! omyl ..

Ll

18. Zeoduilismy sie [1], azeby za rowne wartosei funkeyi uwazaé takie lylko, ktove przy wszel-
kich warlo$eiach zmicnnyeh w tg funkeyg wohodzaeych nie przestaja by¢ sobie rownemi. I nawza-

jem, gdy mamy na mysli rozne wartoei funkeyi, te takze takiemi majy pozoslad przy wszelkich war-
todciach ilosel zmiennyeh.

Twiennzene X1 Fuukeya m zmicnnyeh niczaleznych, niezmieniajica swojéj warlobel skutkient
dokonanegn w ni¢j podslawienia (Pi> , majedny tylko wartosé dla wsaystkich przemian nierozdzicl-
S
nyell wzgledem tego podslawicnia.

Niceh v =/[(z,, @5, &,

Zw), bedzic funkeyg » zmiennych niczaleznyeh, o kloréj zalktadamy, ze

nic zmienia swojéj wartosel praez dokonanie w niéj podslawienia (P’> , czyhl innemi slowy, zakia-
2

damy rownanie,

7P =7(P.

Townanic to ma sig utrzymad przy wszelkich wartodeiach ilosci zmiennych ; stosujac zatém do
tego rownania to samo podstawienie, otrzymamy nowe :

f(®)=f(P»),

kivre dla t&j saméj przyczyny, posiada whasno$é poprzedzajpcego. Olrzymamy praeto oprocs tyeh
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dwbelh, nastepujacy szereg rOwnay ;

/(Y‘._,—,\ :/P:O-)

[ (Pp)=[{Py)

f (P—yp) = [ (Pip—.).
a znich wypada oezywiseie
fR)=/P)=[(Pa)= ... =7 Py
A e przemiany
(1) ’ Py, Py, Pa, L. P
Lo P . . . .
«g wzgledem podslawienia (P1> nierozdziclnemi, twicrdzenic jest dowiedzionén.
*
Whiiosexk. Poniewaz przemiany (1) s takZo niczmieniajpcemi sig od podstawien przez nie oznaczo -
nyeh, jezeli
[ [Py FPaly oo s FPpip

sg romemi wartosciami funkeyi », iloczyn ich

F=/(P).f(P)./(Pp) ... [ Pu_yp).

Iul summa :
g=[(P) /() + [ (Pa)+ ... + [ (Pu_yp)

jest funkeya ilosci @z, @y, &y, ... &m, Niezmieniajaca si¢ od zadnego z podslawiei przez przemiany (1)
wyznaczonych.
Ponicwaz wszystkic przemiany z m iloSei sy nieziiieniajacemi si¢ od podstawiert przez nie ozna-
czonyeh funkeye :
F=) @)./(P) ... [(Pu),
Y=FP)+[(P)+ ... +/(Pn).
zachowuja g same warto§é dla kazdegn 7 pomienionych podstawicd. Funkeya taka F lub ¢ nazywa
sig funkeyq symetryezng wzgledem m iloSei zmiennych w nie wehodzpeych.
"Twienozente X1 (Lagrange’a). Liczba véinych warloei funkeyi m zmiennych niezaleznycli, jest
dzielnikiem liczby m!
Niech
V= /(‘Lils "L.;«!\ LI a'.m)
hedzie funkeya m zmiennych niezaleznyceh, o klordj zakladamy, ze mawmnidj jak m! wartodei rdinyeh.
Jeieli przez
Yl‘ V'2> V:H e ;V::.!
oznaczymy wezystkie jéjiwartodci, to jest, réwne i rozne migdzy sobg, wiclomian
wit!

) (V=) V,=V)(V—=Vo) .. . (V—=Vur)= :’;: Ay

o

"

=

m) slopnia wzghigdem V ma te wartoSel za swoje pierwiastki., Wspolezynniki tego wielomianu ¢

,
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funkeyami symelrycznemi ilosei z,, 2,, ... a,,. Wspotezynnilk A, w szezegolnodei, przedstawid
mozna pod postacip:

A= (— 1PV V2 Ve L Vb

edzic Vo, Ve, V., ...V, Wezystkiemi roinemi wartosciami funkeyi V, a a +~d ¢4 ... 4 A=n
bl >, T sy T ) B

Stosujac do wielomianu (1) jakickolwiek podstawienie z tych samych m iloéci mmiennyeh, war-
tosel jego wspotezynikow pozostana niezmicnnemi i bedziemy mieli w ogdInosSei :
Am! = (— 1>'i1-’v'aa| . Vpbl "7'{6l o .Vukl 3

.

albowiem podstawienie {u dokonane moglo tylko zmienié w A, porzadek réznych czynnikow, lub
co na jedno wychodzi porzadek ich wyklndnikow.

Podlug wiec tego powinno hyé
V,,"‘"I . VP}’—_I’I . Vc—cl . Vulr—l:1 — 1
przy wszelkich wartoseiach ilosel &, @, .. . wm lubz czego wypada, przy wszelkich warlo$eiach
Vay, Vg, V,p ... V,. To zas inaczéj byé nie moze, jak tyllo wiedy gdy
a=a, b=0b,c=c, ..., k=k,
a wige gdy wszystkic wyldadniki a, 4, ¢, ..., & sa micdzy soba rownemi,
Kladac teraz
a=b—=c=...=k=L,

jezeli D wyobraza liczhe wyktadnikéw znajdujemy

1
L.D=m!, lub ::%,

4
co pokazuje ze liczha D réznych warlofel funkeyi v jest dzielnikiem liczby m!

Twigrnzenie X1, Rowne warlosei funkeyi odpowiadaja przemianom niezmieniajpeym siv od pod-
stawicnl przez nie oznaczonych.

Niech
“) Py, Py, Py, oo, I

beda przemianami odpowiadajgeemi wszystkim réwnym warlobciom funkeyi wyolrazonym przez
szereg nastepujacy

(2 7By [(Pa)y [(Pyg), ... (D).
Niech P, hedzic przemiang odpowiadajaea roznéj wartosci funkeyi od té) jakh teraz uwazamy.

Po zastosowaniu podslawicnia wyrazonego przez symbol <P‘ ) do przemian (1) i do funkeyi (),

P,
znajdziemy

) P, Py, Py, ... Py,

® . f(P,0), f(Bs4), f(Py), ..., f(P.

Przemiany -(3) odpowiadaja wartoSciom funkeyi (1), Poniewaz wartosci fupkeyi @) sa rownemi

I
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sobie, z okvesdlenia wypada, ze i wartosci funkeyi (4) sy Lakze sobie rdwnemi. Jezeli zatém przemiana
P, =Py kioréjbads z przemian (1), szeveg warloSei funkeyi (4) jesl szeregiem wartoéct funkeyi ()
inaczéj uporzadkowanym; a zlad juz wypada, ze szereg przemian () jesl, w takim przypadku, sze-
regiem przemian (1) inaczéj uporzgdkowanym. Przemiany wigce (1) sa niezmicniajacemi sie od pod-
stawien przez nic oznaczonych.

Z twierdzenia tego wypada, ze piszac w rownaniu
m!
L

D=

za L ktorgbadZ liczbe uslopu [47], otrzymamy wyrazenie liczby roznych warlosci funkeyi.

19. Jezeli funkeya ma mniéj jak m! roinych wartofei, pomigdzy przemianami wszystkiemi, musi
zachodzi¢ przynajmniéj jedna Py, i taka, ze podslawicnic @:) warto§ci téj funkeyi nie zmienia.
Podlug twierdzenia XI funkcyanasza ma jedne tylko wartogé dla wszystkich przemian nierozdzielnych
wzgledem tego podstawienia, a podiug twierdzenia poprzedniego, wszystkie jéj rowne warlosci od-

powiadaja przemianom niezmieniajacym sie od podslawien przez nie oznaczonych. Rozwiazanie wigc
naszego zadania sprowadza si¢c do dwdch naslepujacych :

a) Majac dane podstawienia Gj:) znalezé¢ wszystkie inne takie, ktoreby do tego zastosowane,
nie zmienily jego natury wzgledem tych samych iloéei.

b) Znalazlszy jé wszystkie, wybrad z nich te tylko, wzglgdem klorych przemiany nierozdzicl-
ne, i przemiany nierozdzielne wzgledem podslawienia danego <Ilj:> maja jednp tylko przemiane
wspéina .

Taki bicg rzeczy nadaliSmy naszéj pracy.
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