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FUNKCYJ WIELOWYMIAROWYCH

Władysława TRZASKĘ.

Przedstawiono ni posiedzeniu Towarzystwa dnia 7 września 1871 roku.

Wiadomo w jaki sposób Koszi (CAUCHY) opierając się na ilościach złożonych (') (urojonych.) drugiego
stopnia zbudował toorję funkcyj, która następnie rozwinięta znakomitemu pracami panów Pjuke
(PIJISBUX), Brijo (BRIOT) i Bulcie (BOUOUET), Źordan (JOHIUPT), Loran (LAUHENT) i innych, stanowi dzi-
siaj gałęź matematyki, odznaczający, się ścisłością, i wykończeniom.

Poniżej znajdzie czytelnik uogólnienie pewnćj małej cząstki tych pojęć Koszicgo, oraz dowodzenie
pewnego twierdzenia tyczącego się pewnego rodzaju funkcyj tak uogólnionych,

HAMILTON (*) zdaje się być pierwszym, który zaczął uważać ilości złożone w całej ogólności. Po
nim najbardzićj uprawiali ten przedmiot liczni matematycy angielscy jak GAYŁEY, KlRKMAN, DE MORGAN,
JOHN i CHARLES CRAYES, CARMIOHAEL, GOCKLE i wielu innych. Powstało tym sposobem wiele odmian
ilości złożonych obdarzonych różnemi własnościami, jak couples, douplets, triplets, iessarines, octewes,
guaternions, pluquaternions, sets, algebra of tka nth character i t. d. Pomiędzy matematykami innych
krajów zasługuje na uwagę przed innemi Koszi, który dał początek tak zwanym kluczom algiebrycsnym
(clefs algebriąues), (3) a które według zdania Hamiltona są szczególnym przypadkiem jego sets i późnioj-
szemi od tych ostatnich. Możnaby tu wspomnieć innych jeszcze, lecz prace ich w ogólności nieliczne
z wyjątkiem prac włoskiego matematyka pana Bellawitis (BELLAYITIS) twórcy tcorji zwanćj przez
niego Metodo albo Calcolo delie Eąidpollenze ('•), oraz naszego ziomka pana WAAYIIZYŃCA ŻMURKL, który
zebrał prace swoje nad ilościami złożonomi przestrzeni trójwymiarowej i ogłosił takowe we Lwowie
w roku 1864 w obsżernśm dwutomowćm dziele (3). Zwrócimy toż także uwagę na rachunek gieometry-
czny szwedzkiego matematyka pana DILLNER. Kończąc tą krótką wycieczkę historyczną o ilościach zło-
żonych, dodam, że najbardzićj rozwiniętą (po ilościach złożonych drugiego stopnia) jest dzisiaj bez za-
przeczenia teorja czwórków (6) (ąuaternions) stworzona przez Hamiltona, który oprócz prac umieszczo-
nych w różnych pismach czasowych a poświęconych już to teorji czwórków, już też ich zastosowaniom
do geometryi, mechaniki, fizyki, i t. d. poświęcił tej teorji nadto dwa obszerne dzieła. Teorja czwórków
doczekała się już w Anglji dzieł wykładowych (elementarnych) między któremi piękno dzieło pana Tct
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(TAIT) zajmować będzie długo pierwsze miejsce (7) Lak pod względom wykładu, juko leż z powodu
licznych i rozmaitych zastosowali.

Przystępie teraz do okroślonia pewnych ilości złożonych podług pojęć Ilamiltona i do rozciągnięciu
do nich pojęcia funkcji Koszicgo.

Hamilton w swych poszukiwaniach uważał ilości złożone najogólniejsze1 pod nnzwiskiom sets. Jako
szczególny przypadek ty cli sets czyli ilości zbiorowych, z powodów pewnych rozumowań tcoryeznyeh
nastręczyły mu się ilości, które nazwę zloionemi wielowymiaroioemi a które określę w następujący
sposób.

Oznaczmy przez iit u, . . . , n, jedności urojone jakiekolwiek, przez zu z„ . . , , zi tyleż ilości rze-
czywistych, wtedy wyrażenie

S = l t S j •+• igZg - 1 - . . . -\rlfil

nazwiemy ilością złożoną \wymiaroivu lub w ogólności wielowymiarowa. Dodam przy Leni, że zmie-
niłem cokolwiek znakowanie Hamillona, który pisał dopiero wymienioną ilość z w ten sposób

w czeni poszedłem za przykładem znakomitego matematyka angielskiego pana Kelc (CAYLEY), który
podobnegoż znakowania używał przedemna.

Uważmy teraz dwie ilości /wymiarowe

z = tjZ, -4- i j z s - H , . , •+• tiZf', u = (JMJ + I , K , + . . . + '•/";,

takie, że ilości rzeczywiste ut, u.,, . ,. , j/^, sa funkcjami rzeczywistemi, choćby najogólniejszemi ilości
rzeczywistych 3,, z.2, ... ,S[, lo wtedy każdemu znaczeniu ilości z odpowiada znaczenie ilości u.
Uogólniając wiec myśl Kosziogo, nazwiemy ilość u funkcją lwi/miarową ilości z, lub w ogólności
funkcją wielowymiarowy.

Naprzykład jeżeli

znajdziemy sh; w dziedzinie funkcyj dwuwymiarowych a w szczególności w przypadku leorji Kosziego,
która służyła za wzór do wyżój opisanego uogólnienia pojęcia funkcji,

.leżeli zaś

omy w dziedzinie funkcyj trójwymiarowych a w szczególności w przypadku ilości złożonych
uważanych po raz pierwszy przez pana Źmurkc.

Jeżeliby było

i=&f «!.=!, ia=f, '8=y, I 4 =A,

które to jedności urojono ulegają prawom następującym

l » = / * = A! = 8)7)! = — 1 ,

H = * = —ji, ffc = i= — 7ij, lei ==/ = — ile,

i t. cl. używanym przez Ilamiltona, będziemy w dziedzinie funkcyj cztorowymiarowych, a mianowicie
w przypadku tcorji czwórkóiu tok świetnie rozpoczętej i uprawianej przez tego znakomitego matema-
tyka, 11 . cl,
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Określenia funkcji ciągłej, jednowartościowej (8) (monodrómc), jednopochodnój (n) (monogeno) do-
skonałej (i0) (synectiąue), jakie zrobił Koszi, dają się z łatwością rozciągnąć i do funkcyj wielowymia-
rowych. I tak. funkcja /wymiarowa u zmiennej' niezależni; /wymiarowej s bodzie w pewnym
zakresie tejże zmiennej :

a) ciągłą, jeżeli w tćmże zakresie zmieniając zmienną niezależną z w sposób ciągły albo raczej
ilości zt, sSł , . . , S/, funkcja u zmienia się także w sposób ciągły, a raczej ilości ult itS) . . . , ii;.

h).jednowap(ościown,, jeżeli pomimo wszelkich możebnych zmian zmiennćj niezależnej s we-
wnątrz zakresu, ilekroć razy zmienna niezależna wróci do pierwotnego znaczenia, funkcja powraca
również do pierwotnego znaczenia

c) jednopochodny, jeżeli pochodna -£ w uważanym zakresie, ma przy każdem znaczeniu zmion-

n6j niezależnej z jedno tylko znaczenie niezależne od przyrostku dz.

cl) doskonała, jeżeli w danym zakresie jest jednocześnie skończoną (co do znaczeń), ciągłą, je-
dnowartościową i jednopochodną.

Własności powyższe gdyby się zdarzyły i na samych granicach zakresu, lub w zakresie nieograni-
czonym, to w określeniu funkcji wyrazićby to można odpowiednio przez dodanie wyrazu i na granicy,
lub wymieniając sam przymiot tylko.

Zajmę się teraz bliżej funkcjami dwu i trójwymiarowemi, które możnaby nazwać gicometrycznemi,
gdyż dają się łatwo przedstawić gieometrycznie, gdy przeciwnie funkcje więcćj jak trójwymiarowe
nazwać ogólnie hipergieometrycznemi, gdyż zdaje się, że tegoż przymiotu nie posiadają.

Wiadomo, że Koszi używając przedstawiania ilości złożonych drugiego stopnia, podanego jeszczo
przoz znakomitego matematyka angielskiego WALLIS'A W dziele: Trealise of Algebra, London, 1685,
przedstawia funkcję u zmionnój z, za pomocą dwóch płasczyzn Z i U na których współrzędne pro
stokątne dwóch punktów odpowiadających z i u są odpowiednio 2„ zs, i pu ua. To przedstaA\'ienie
można, rozciągnąć do wszelkich funkcyj dwuwymiarowych.

Podobnież dwie przestrzenie trójwymiarowe Z i U w których odpowiednio współrzędne prosto-
kątne zu z.2! ss i Ma, w,, M3, oznaczają pozornie dwóch punktów odpowiadających z i u mogą służyć
do przedstawienia gicometrycznego wszelkich funkcyj trójwymiaroAvych. Pan Żmurko stworzył wła-
śnie swe ilości urojone do przedstawienia przestrzeni trójwymiarowej". Uwaga więc tycząca prze-
strzeni trójwymiarowej jest podobnćm uogólnieniem myśli pana Źmurki, jak poprzedzająca tycząca
płasczyżny jest uogólnieniem myśli Kosziego.

Funkcja /wymiarowa
u = /•(«]

jest okresową (") (pśriodiąue), jeżeli istnieje ilość /wymiarowa stała a tnku, że przy wszelkióm zna-
czeniu zmiennej niezależnej z jest zawsze

i wtedy ilość a nazywa się okresem (pćriode) funkcji u.

Wrazie funkcyj geometrycznych to jest dwu i trójwymiarowych jeżeli a, oznacza okres funkcji,
poprowadziwszy odpowiednio przez punkta

z + ra, ( — GO < r ^ - ł - o o )

gdzie r jest liczbą całkowitą, linjei powierzchnie równoległe, podzieliwszy odpowiednie płasczyznę
i przestrzeń trójwymiarową na pasy i warstwy takie, że funkcja w każdym z nich przybierać będzie
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wszystkie swe możebne znaczenia. Linje i powierzchnie używane pospolicie do tego celu są proste
i płasczyzny.

Gdyby w razie funkcji dwuwymiarowej istniały dwa okresy a = iial -+• i2«„ b = t1bi •+• ttbt, to jeżeli
wykreślimy na płasczyznie przedstawiającej funkcję dwuwymiarową punkta z-4-ra wychodząc na-
przykład z punktu

2 — 0

punkta te będą się znajdować na prostój przechodzącej przez początek współrzędnych .w odległo-
ściach równych sJa*-Ą- aa

s. Jeżeli drugi okres b jest tego rodzaju że punkta

sb, (— o o ^ s < - ł - o o )

(gdzie s jest liczbą całkowitą rzeczywistą) nie leżą na prostej na której leżą punkta

ra, ( — co !$ r <j 4- oo )

lecz na innej prostej, przechodzącej wszakże przez początek współrzędnych, to wtedy widzimy, ż<ł
punkta

są wierzchołkami równoległoboków (mających boki równe >/«/ 4- a*, \Jb* •+• b*) które wypełniają
płasczyznę i funkcja dwuwymiarowa przybiera wewnątrz każdego z tych równoległoboków wszyst-
kie swe możebne znaczenia. *

Podobnież w ogólności do funkcyj trójwymiarowych. Jeżeli funkcja jest trójokresową, której okre-
sami niech będą a, b, c, poprowadźmy odpowiednio przez punkta

te, (— cc < t tf -t- ao),

sb, (—00 < s < " + " ° ° ) >

ra, (—00 < r ^ -+- 00),

(gdzie r, s, t oznaczają liczby całkowite rzeczywiste) płasczyzny równoległe do trzech plasczyzn prze-
chodzących odpowiednio przez punkta

0, o, b

0, o, a

0, b, c

to przestrzeń wypełnioną będzie przez równoległościany równe sobie, i w każdym z nich funkcja
przybierać będzie wszystkie swe możebne znaczenia. W razie zaś, gdyby funkcja była dwuokresowa,
możnaby uważać ją jako trójokresową którśj okres trzeci jest nieskończony i dowolnego kierunku
i wtedy przestrzeń podzielonąby była na równoległościany nieograniczone w jednym kierunku,
i w. każdym z nich funkcja przybierałaby podobnież wszystkie swe możebne znaczenia.

Powiedziałem wyżej 10 ogólności dla tego, że jeżeliby okresy były tego rodzaju że punkta im od-
powiadające

z -+ ra -t- sb lub z + ra 4- sb 4- te,

(—co < r !? -ł- 00), (—co < s ^ -1- 00), (—<*>,<'^4-00)

przypadły najednśj pros tej w razie funkji dwuwymiarowej dwuokresowój, albo też na jednćj prostśj
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lub płasczyznie w razie funkcji trójwymiarowej, wtedy przedstawienie okresów przestałoby być wyra-
zistem jak w ogólnym przypadku. Niżćj zwrócę jeszcze uwagę czytelnika na te szczególne przy-
padki z powodu, że takowe wpływają czasami na zmniejszenie liczby okresów, lub też na naturę
samćj funkcji.

Gdyby w razie funkcyj gieometrycznych to jest dwu lub trójwymiarowych funkcja miała większą
liczbę okresów od liczby wymiarów, przedstawienie powyższe przestałoby być wyrazistym i nastręcza
mimowolnie pytanie czy to się zdarzyć może i w jakich warunkach. Otóż w odpowiedzi na to pytanie
dowiodę następującego twierdzenia.

Jeżeli ilości lwymiarowe ulegają, zwykłym prawom dodaivania algiebrycznego (1!) to lotedy funkcja \wy-
miarowa tegoż rodzaju niebędąca stałą i mająca skończoną liczbę znaczeń dla każdego znaczenia zmiennej
niezależne1} nie może być więcej jak lokresową, to jest mieć więcej jak 1 okresów róinych, rozumiejąc przez
okresy różne takie tylko, które nie są sumrnami wielokrotnihów całkowitych innych okresów w mniejszej
liczbie.

Dowiedziemy tego twierdzenia dla funkcyj gieometrycznych to jest w razie 1 = 2 i 1 = 3. Wrazie
funkcyj Kosziego twierdzenie jest znanćm i istnieje wiele jego dowodzeń. Dowodzenia te stosują się
do wszelkich funkcyj dwuwymiarowych. Podam jednakże jedno dowodzenie^dla oszczędzenia czytel-
nikowi szukania i dlatego, że bieg dowodzenia jest ten sam jak w przypadku 1 — 3, który dotąd o ile
mi wiadomo nie został ani spostrzeżonym, ani udowodnionym.

Nim jednakże przystąpię do dowodu twierdzenia wyżój wymienionego, dowiodę poprzednio dwóch
następujących twierdzeń pomocniczych :

a) Punkt leżący nie za obrębem powierzchni równoległoboku, jest odległy przynajmniej od jednego
z czterech wierzchołków tegoż równoległoboku, mniej jak na długość największego z boków równoległoboku.

h) Punkt leżący nie za obrębem objętości równoległościanu jest odległy przynajmniej bd jednego z ośmiu
wierzchołków tegoż równoległościanu, mniej jak na długość największej z krawędzi równoległościanu.

A

Go do równoległoboku, zważywszy, że tenże jest symetrycznym względem punktu przecięcia dwóch
jego przekątnych, zwanego niekiedy środkiem, i że jeżeli punkt nieleżący za obrębem równoległoboku
porusza prostopadle ku jednemu z boków, to odległości tegoż punktu ruchomego od dwóch wierz-
chołków wspomnianego dopiero boku maleją, a odległości od dwóch pozostałych wierzchołków
równoległoboku rosną, wnieść można, że twierdzenie jest prawdziwśm zawsze, jeżeli dowiedziemy go
dla punktów linji przechodzącćj przez środek równoległoboku (a którą dlatego nazwiemy średnicą dla
krótkości) równoległćj do jednego z boków równoległoboku. Dowiedziemy więc twierdzenia upro-
śćionego następującego :

Punkt którykolwiek średnicy równoległej do jednego z boków, równoległoboku, jest odległy przynajmniej
od jednego z pomiędzy dwóch wierzchołków leżących na tymże boku, mniej jak na długość największego
z boków róiunoległoboku.

Oznaczmy przez a, b wielkości boków równoległoboku w porządku nierosnącym, przez k kąt
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między niemi zawarty, który co zawsze można weźmiemy rozwartym lub prostym, przez. A wierzcho-
łek kata k, zaś pozostały koniec boku « przez B. Przypuścimy nadto, że średnica o której mowa
w twierdzeniu jest równoległći do boku a.

Przypuśćmy teraz, że punkt o którym mowa w twierdzeniu przebiega średnicę w kierunku równo-
ległym do kierunku od A ku 13, jogo]odległości więc od tych ostatnich, podług jak kat k jest roz-
warty lub prosty zmieniają się w następujący sposób. Pierwsza odległość to jest od A zaczyna maleć
a później rośnie lub od razu ciągle rośnie, podczas gdy druga odległość od B ciągle i zawsze maleje.
Zwrócimy przytśm uwagę, że odległości punktu poruszającego się od punktów A i B są sobie równe
gdy tenże znajduje się. na przecięciu średnicy z prostopadła do niej przechodząca przez środek
boku a i odległości są wtedy równe fya2 4- (6 wtkf. Dodajmy że przecięcie to istnieje zawsze we-
wnątrz równoległoboku, bo pochyłe do średnicy wychodzące z punktu B leża z jednej strony pro-
stopadłej przechodzącej przez tenże punkt i zadość czynią nierówności

albowiem takowa zmienia się na inną -widoczną
(6 dos ky < (C-

gdyż założenia h^a. Wrazie zaś kąta li prostego, rachunek pozostanie ten sam tylko krótsza z po-
chyłych jest prostopadłą. Zbierając razem co powiedziałem wyżej pokaże się, że twierdzenie będzie
dowiedzionym, jeżeli go usprawiedliwimy dla dwóch punktów G i D, których odległości od punktu
A są ?b, •|-Vas-ł-(6wst ky. Pozostaje więc dowieść dwóch nierówności

\b < a, • I V a -

Pierwsze strony tych nierówności będą największe, gdy b = a i kąt k prosty, dostatecznśm więc
jest uważać je w tym najniedogodniejszym przypadku. Takowe z łatwością przemienić można na

2a < a, 2a2 < ba1

i twierdzenie z powodu ich widoczności zostaje ostatecznie dowiedzionem. Twierdzenie zresztą jest
szczególnym przypadkiem następującego odnoszącego się do równoległościanu, przypuszczając, że
jedna z krawędzi jost zerem.

Go do równolcg oSCUiiU, zważywszy, że tenże jest symetrycznym względem punktu przecięcia czte-
rech jego przekątnych wewnętrznych zwanego środkiem równoległościanu i przypuszczając, że punkt
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nielcżący za obrębem równolcgłościanu porusza się prostopadle ku jednej ze ścian tegoż, spostrze-
żemy że odległości punktu ruchomego od czterech wierzchołków wymienionej dopiero ściany maleją,
a odległości od czterech pozostałych wierzchołków równoległościanu rosną, i •wniesiemy, że twier-
dzenie będzie dowiodzionem, jeżeli potrafimy go udowodnić dla punktów leżących na płasezyznie
przechodzącej przez środek równoległościanu, (którą z tego powodu dla krótkości nazwiemy średni-
cowtj) równoległej do jednej ze ścian równoległościanu. Dowiedziemy więc twierdzenia uprośeionego
następującego :

Punki którykolwiek ptasczyzny średnicowej równoległej da Jednej ze ścian równnkgłościanu, jest odległy
przy najmniej od jednego z f.omiędzy czterech wierzchołków tejże ściany mniej niż na długość największej
krawędzi i óicnoległościanu.

. Oznaczmy przez a, b, c wielkości krawędzi równoleglośeianu w porządku nierosnącym, prze/, k
kat rozwarty lub prosty zawarty między bokami a i b, przez / kat ostry miedzy bokiem c i prosto-
padły do ściany zawierającej kąt k. Kęty k i I zawsze w ten sposób dobrać można. Przypuśćmy
nadto, że płasczyzna średnicowa jest równoległy do ściany zawierajęcej boki a, h a zatem i kat /.•.

Wyobraźmy teraz rzut prostopadły ściany zawierającej boki a i b na płasczyzne średnicową do nićj
równoległa. Ściana rzuci sio więc w naturalnej swej wielkości. Nazwijmy dla ułatwienia A rzut wierz-
chołka kata k, B rzut drugiego końca boku a, G rzut podobny końca boku b, D rzut pozosta-
łego wierzchołka ściany uważanej.

Płasczyzna średnicowa przecina równoległościan według równolcgłoboku równego równolcgłobo-
kowi ABDG, którego boki są równoległe do boków równolcgłoboku ABDG, a wierzchołki znajdują
się odpowiednio na czterech kołach zakreślonych z punktów A, B, G, D promieniem | e w s U . Jeżeli
poprowadzimy do/tych czterech kół styczne zewnętrzne równoległe do boków równolcgłoboku AbDU,
spostrzeżemy, że równoległobok podług którego przecina płasczyzna średnicowa równoległościan,
nic wyjdzie po za obręb powierzchni ograniczonej czterema łukami kół zakreślonych promieniem
fcwst/, mianowicie łukami EF, Gil, U, KL z czteromaprostemi PG, HI, JK, LIS.

Jeżeli oprócz tego ze czterech wierzchołków ściany, której rzut wyżej robiliśmy na płasczyunę
średnicową, zakreślimy cztery kule promieniom równym największej krawędzi a, takowe pi;;c-
tna płasczyznę średnicową podług czterech kół zakreślonych.z punktów A, B, (i, D promieniem
sjd1—(|c dos/j2 i pozostanie dowieść, że powierzchnia EPGHIJKL nie zawiera ani jednego punktu takie-

go, któregnhy odległość od jednego przynajmniej z punktów A, B, C, D była większą od \/a'2—(•§ o

Punkta powierzchni EPGHIJKL lożą albo zewnątrz równolcgłoboku ABDC lub wewnątrz. Uważmy
więc naprzód, czy ostatnio punkta zadość czynią twierdzeniu, w drugiej zaś części dowodzenia naj-
miemy się punktami pozostałemi.

Ponieważ równoległobok ABDC jest symetrycznym względem swego środka, i ponieważ punkt
nielcżący za jego obrębem a poruszający się prostopadle do boku a sprawia, że odległości jogo od
punktów A i B maleją podczas gdy odległości od punktów G i D rosną,"i że to samo możnaby powie-
dzieć o trzech pozostałych bokach, dostatecznem wiec będzie zapewnić się czy punkta średnicy MO
równoległej do boku a mnją zawsze przynajmniej jedno, z odległości od punktów A i B mniejszą od
\/a'2—(

Uważając więc punkt przebiegający tę średnicę w kierunku równoległym w kierunku od A ku B
spostrzeżemy, że w razie kąta rozwartego k odległość punktu ruchomego od punktu A jest równa ^b
poczeni maleje, przechodzi przez najmniejszość |#wst/c a później rośnie, w razie zaś kala k prostego
od razu.zaczyna rosnąć; odległość zaś od punktu B zawsze maleje. "W tym przebiegu odległości punUu
poruszającego się od punktów A i B stają się.równe sobie i - jy^+^wst/c) 1 1 gdy punkt znajdziesic
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na przecięciu średnicy rownoległoboku ABDH z prostopadłą do niej przechodząca przez środek boku
AB. To przecięcie istnieje zawsze wewnątrz AUDU gdyż pochyle jodunstronne ltn i HN do tćjżc
średnicy zadość czynią nierówności BO < HN czyli

której już raz wyż(Sj dowiedliśmy.
Zbierając więc co powiedziałem <> punkcie przebiegającym średnicę MO widzimy, że zawsze przy-

najmniej jedna z jego odległości nie przechodzi długości AM lub AN czyli {/i lub { \^?+(iwsl7,-)5'
które pozostaje dowieść, ze są mniejszemi od \/a2—(-J-edos/)* czyli udowodnić dwóch następujących
nierówności

Tym nierównościom można nadać kształty

Ad1 < P -Ą- c-(dosłf; 3«a < A2 (wsl/.f -+- ^(doaf)1

których drugie strony sg. największemi gdy o = 8 = c, i (wst/c)* == (dos?)* = 1 i dują nawet w tym
najniekorzystniej szyin przypadku

zatem wnieść można, że są prawdziwemi.
Pozostaje teraz uważać punkta powierzchni EFGHIJKL leżące na zewnątrz powierzchni ABDG.

Gałą tę powierzchnie można podzielić na cztery części takie, jalc ARSPEPM prowadzać przez środki
boków rownoległoboku ABDG prostopadłe do tychże boków, i rozumie'się, że co powiemy o tuj czę-
ści to samo stosuje się i do trzech pozostałych. Dowiedziemy więc, żo punkla zawarto w części
ARSFEPM sa odległe od punktu A mnićj niż na odległość \Ja-—(|cdos/f.

Uważmy punkt poruszający się po obwodzie AHSFEPM wychodzący z punktu A. w kierunku
ku lii Odległość jego od A ciągle rośnie nawet gdy przejdzie B idąc ku S gdyż długości pochyłych
ciągle rosną. Przeszedłszy S i idąc ku F odległość punktu ruchomego od punktu A maleje, po-
czćm przeszedłszy P idąc ku S zachowują długość równą ~c\xxll, przeszedłszy E idąc ku P odle-
głość zaczyna rosnąć. Przeszedłszy nakoniec P przechodząc M i wracając do A odległość ciągle
maloje. Pokazuje sie. więc ostatecznie, że odległość punktu ruchomego od punktu A przechodzi
\v punktach S i P największe znaczenia, które są AP i AS to jest ~ Vft"3 •+• (c wstiff i |\/fi2-)- (c\vst/)'!

i widocznie z powodu, że z założenia b<a więc odległość AS nigdy mniejszą od AP nie jest. Po-
nieważ nadto widocziićm jest, że punkla położone wewnątrz części ARSFEPM są tera bardziej bliższe
punktu A aniżeli punkt S, pozostaje więc dla dowiedzenia w zupełności twierdzenia dla równolc-
głościanu, tylko udowodnić nierówność

| \/fl* •+- (c wsilf < \/aa—(|c dos/)11

czyli
c* < M1

która nawet w najniekorzystniejszym razie c = a nie przestaje być prawdziwą.
Twierdzenia dopiero dowiedzione tyczące rownoległoboku i równoległościanu, prowadzą do dowo

dzeniagieometrycznego twierdzenia algiebrycżncgo następującego :

Jeżeli
a,,,, : ( d < s < / - M ) , ( d < « < / )
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oznaczają ilości rzeczywiste, takie, że pomiędzy niemi nie istnieje jednocześnie 1 związków kształtu

s=t+l
0 =

jeżeli nadto znaczenia wyrażeń

t = \

największe przy s = 1; iv tedy istnieje zawsze 1 takich liczb całkowitych rzeczywistych

>'„ (i < s < 1)
które zadość czynią nierówności

s=H-l f t=l
^ !",8,,i- ai+ijj

Rozumie się, że dowodzenia stosują się tylko do dwóch przypadków mianowicie

nie będę się jednak nadaniom zatrzymywał, i przejdy do dowodu twierdzenia głównego tyczącego
funkcyj okresowych dwu i trójwymiarowych.

a) Funkcja dwuwymiarowa, niebędąca stałą i mająca skończoną liczbę znaczeń dla każdego znaczenia
zmiennej niezależnej, lub jeżeli nieskończoną to różniących się o ilości skończone, nie może być więcej jak dwu-
okresową, to jest mieć więcej jak dwa okresy różne, zastrzegając, że ilości dwuwymiarowe ulegają zwykłym
prawom dodawania algiebrycznego.

Gdyby twierdzenie było prawdziwćm, byłby wtedy przynajmniej trzeci okres różny od dwóch okre-
sów różnych przypuszczonych i możnaby było wybrać z pomiędzy nich dwa zwroty najmniejsze (w).
Poprowadziwszy więc na płasczyznic Z przedstawiającej zmienną niezależną z, dwa układy prostych
równoległych do dwóch prostych przechodząyćh przez punkta 0 i a, oraz przez punkta 0 i h, (a, b, c
oznaczają trzy okresy funkcji dwuwymiarowej uważanej, ustawione co do długości w porządku nie-male-
jącym) takowe podzielą całą płasczyznę Z na równolcgłoboki. Jeżeli teraz z jednego z wierzchołków
któregokolwiek z równoległoboków poprowadzimy prostą wyobrażającą trzeci okres (tak co do-wiel-
kości jakoteż i kierunku),to drugi koniec tej prostej nie upadnie w żadnym z wierzchołków Lego lub
innego równolcgłoboku, lecz wewnąLrz, gdyż inaczej trzeci okres byłby summą wielokrotników
dwóch pierwszych okresów a zatem nie byłby różnym, co przeciwne założeniu.

Lecz na mocy twierdzenia o równoległoboku wyżej dowiedzionego, ten drugi koniec linji przedsta-
wiającej trzeci okres funkcji, jest bliższy przynajmniej z wierzchołków równoległoboku w którym sie
znajduje, aniżeli na długość największego z boków tegoż równoległoboku. czyli wielkość jednego
z dwóch okresów najmniejszych. Wniesiemy więc, że dwóch najmniejszych okresów dobrać nie mo-
żna, bowiem odległość o której dopiero mówiliśmy jest okresem mniejszym od jednego z dwóch naj-
mniejszych przypuszczonych i że przeciwnie, można je dobrać mniejszemi od wszelkich długości
danych jakkolwiek małych.

Skoro więc funkcja przy zmianach zmiennej niezależnej, mniejszej od wszelkiej danej ilości jakkol-
wiek małej, nie zmienia swego znaczenia, jest więc albo stałą, albo też ma nieskończoną liczbę zna-
czeń nieskończenie mało się różniących przy każdćm znaczeniu zmiennej niezależnej. Przypuszczając
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więc istnienie trzech okresów różnych wychodzimy zawsze z zastrzeżeń twierdzenia, i tym sposobem
twierdzenie zos-taje dowiedzionym dla luukcyj dwuwymiarowych.

Przejdziemy teraz do funkcyj trójwymiarowych dla których twierdzenie nio zostało o ile rui \\i;i-
domo, ani spostrzożonótu, ani dowicdzioneni,

b) Funkcja trójwymiarowa niehędąm Małą imająca skończona liczbij znaczeń dla knidego znaczeniu
zmiennej niezależnej, lub jeżeli nieskończona to róiwucych sin o ilaści skończone, nie może być wirrej jak trój-
okrtisowg,, to jest mieć więcej jak trzy okresy różne, zastrzegając, że ilości trójwymiarowe ulegają znu/kłjjm
prawom dodawania ahjiebri/cznegri,

Gdyby twierdzenie nie było prawdziwćm, byłby wtedy przynajmniej czwarty okres różny od trzech
okresów różnych przypuszczonych i niożnaby wybrać z pomiędzy nich trzy zwroty najmniejsze.
Poprowadziwszy w przestrzeni Z przedstawiającej zmienne niezależna z trzy układy plasezyzn rów-
noległych do trzech płasczyzn oznaczonych przez punktu O, b, c; a, O, c; a, b, 0; (a, b, c, ci oznaczają
tu cztery okresy funkcji w porządku nic malejącym) i które to płasczyzny podziela przestrzeń Z na
równoległościany, których krawędziami będą wielkości trzech najmniejszych okresów. Jeżeli teraz
z jednego z wierzchołków któregokolwiek z równoległościanów, poprowadzimy prosta wyobrażającą
czwarty okres (tak co do wielkości jak i kierunku), drugi jej koniec nic upadnie w żadnym z wierz-
chołków tegoż lub innego równoległościanu, lecz wewnątrz, gdyż inaczej czwarty okres byłby suinma
wielokrotników trzech pierwszych okresów, to jest nie byłby różnym, co przeciwne założeniu.

Locz na mocy twierdzenia o równolcgło.ścianie, wyżej dowiedzionego, ten drągi koniec prostej wy o.
brażający czwarty okres funkcji, jest bliżej jednego z wierzchołków równoległościanu, w którym się
znajduje, jak na długość największej krawędzi równoległościanu, czyli wielkość jednego ze; trzoda
okresów najmniejszych. Wniesiemy więc, że trzech najmniejszych okresów dobrać nie można, bo-
wiem odległość o której mówiliśmy można uważać jako okres mniejszy od jednego ze trzech naj-

' mniejszych przypuszczonych,i że przeciwnie, można zawsze dobrać trzy okresy niniejsze ocl trzech
ilości danych jakkolwiek małych.

Skoro wiec funkcja przy zmianach zmiennej niezależnej, mniejszych od wszelkiej danej ilości jak-
kolwiek małej, nic zmienia swego znaczenia, jest więc albo stałą, albo też ma nieskończona liczbę
znaczeń nieskończenie mało się różniących przy knżdem znaczeniu zmiennej niezależnej. Przypuszcze-
nie więc istnienia czterech okresów różnych, prowadzi nieuniknienie do sprzeczności z twierdze-
niem, i dowodzi twierdzenia w zupełności.

Dokończywszy dowodu twierdzenia głównego zakończę kilku wyrazami odnosząeemi się do szcze-
gólnego przypadku, gdy przy przedstawianiu fnnkcyj dwu lub trójwymiarowych okresowych zdarzy
się, że okresy są tego rodzaju, że purikla

z = ra -h sb, z -+- ra -+- sb •+- ic, I — oo < ( » ) '
\ —\t/

przypadają na jednej prostej lub na jednej płasczyznie.
Jeżeliby w razie funkcji okresowej dwuwymiarowej, punkta o których mowa leżały na linji jednej

prostej, mogłoby się zdarzyć oprócz lego, że wielkości dwóch okresów odpowiednich byłyby współ-
mierne lub nie. W pierwszym razie funkcja byłaby tylko jednookresową, w drugim zaś byłaby stałą
lub posiadałaby nieskończoną liczbę znaczeń różniących się między sobą nieskończenie mało dla
każdego znaczenia zmiennej niezależnej.

Oznaczmy bowiem przez wu ivs wielkości dwóch okresów ffj, a% funkcji, które przypuśćmy naprzód
współmlernemi i których największą wspólną miarą niech będzie iv. Jeżeli więc rt, i\ oznaczają
liczby całkowite pierwsze między sobą stosowne, to można napisać
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punktft więc odpowiadające okresom i leżące w linji prostej wyrażę sio przez ' '

z -+- a1si + a3siz=w(risi -+- rssa)

gdzie Si, sSj oznaczają liczby całkowite rzeczywiste dowolne. Ponieważ ?'J: r s są |>ierwszemi między
sobą można więc na zasadzie znanego twierdzenia algiebrycznego dobrać całkowite sv s2 tak że

r, tt -+• ?'s s2 = 1

i funkcja mieć będzie widocznie jeden tylko okres a, którego wielkość iv.

Jeżeliby zaś wielkości ?i>v w^ okresów były niewspółmierne, wtedy według znanej własności ułam-
ków ciągłych spostrzeżemy, że różnica pomiędzy znaczeniem bczwzględnćin ułamku — i dostatecz-

na
nie odległym ułamkiem przywróconym jest mniejszy bezwzględnie od jedności podzielonśj przez
kwadrat z mianownika tegoż ułamku przywróconego, i który to mianownik można wziąć większym
od wszelkiej ilości danej jakkolwiek wielkiej, biorąc tylko ułamek przywrócony dostatecznie odległy.
Wniesiemy ztąd, że wielkość wyrażenia a,s,-i-asss można wtedy uczynić mniejszą od wszelkiej ilo-
ści danej jakkolwiek małćj. Skoro więc funkcja niezmierna swego znaczenia przy tak małój jak się
podoba zmianie znaczenia zmiennej niezależnej, jest więc stałą lub też ma nieskończoną liczbę
znaczeń nieskończenie mało się różniąeyh dla każdego znaczenia zmiennej niezależnej, jak to wyżej
powiedziano.

Jakkolwiek to dowiedziono już dla funkcji Kosziogo, powtórzyłem dowód dla dogodności ezylol-
nika, zwracając przytem uwagę, że się to stosuje do wszelkich funkoyj dwuwymiarowych.

Gdyby w razie funkcyj trójwymiarowych dwuokrosowych, zdarzyło się, że punktu odpowiadające
okresom były na jednej linji prostej wyciągnęlibyśmy podobne* wnioski mianowicie w razie współ-
micmości wielkościokrosów, zmniejszenie liczby okresów; w razie zaś niewspółmierności funkcja
byłaby stała lub miałaby nieskończona liczbę znaczeń nieskończenie mało się różniących dla każdego
znaczenia zmiennej niezależnej.

Jeżeliby zaś w razie funkcji trójokresowój trójwymiarowej zdarzyło, że punktu odpowiadając
trzem okresom alt a,, «3, a mianowicie punktu

Z - 1 - ffjĄ - i - tfs,".'2 -+• (1SSS

(gdzie sv st, st, oznaczają całkowite rzeczywiste) dowolne znajdowały się na jednej plasczyznio, można
by wtedy uważać dana funkcję na tćjżc płasczyznic lub na wszelkiej płasczyznie równoległej, jako
dwuwymiarową mającą trzy okresy różne. Na mocy więc twierdzenia wyżej dowiedzionego, wnieśli-
byśmy, że funkcja jest stałą lub też ma nieskończoną liczbę znaczeń nieskończenie mało się różniących
dla każdego znaczenia zmiennej niezależnej.

(') Używam tu nazwy ilość złożona (oomplesso, coraplcs i I. d.) zaniiasi pospolicie używano] ilość urojona, gdyż
pierwsza lepiej rzocz przedstawiał dzisiaj jost prawie ogóluio używana w językach włoskim, angielskim i t. cl. Zo-
stawiam jodnakżo nazwę jedność urojona zgodnie z matematykami cywilizowanego Zachodu, gdyż rzeczywiście na-
tura ]&} ma coś nieujęt.ego w prawidła, coś że tak powiem fantastycznego, gdyż nadajemy jej własności najrozmaitsza
jakie uznajemy za stosowne do skrócenia lub ułatwienia w rozwiązaniu zadania lub dowodzeniu twierdzenia które
mamy na uwadze.

(2) Najlopszą wskazówka w rozwoju teorji ilości złożonych [uważanych po raz pierwszy przoz matematyków włos-
kich a mianowicie Kardana (CAUDANO)] jest zdaje mi się przedmowa obszerna jaka zrobił Hamilton cło swego dzieła:
Lectures on Quaternions,... By Sir WILT.UM ROWAN HAMILTO^,... Dublin: Hodges and Smith,... London: WMltakcr
and Co,... Cambridge ; Macmillan and Go. 1853, 8kn, stronic 71, Gi, 736^ 2. Dodamy tu jeszcze dzieło pośmiertne
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legoż wielkiego matematyku : Elements of (juatertiions. By the late Sir WILUA.II RUWAN HAMII.TOSJ.I, Edited by his
SOJI WILUAIJ EDWIN HAiur.TON,... London : Lonymans, Qvcon, and Co. 18G0. 8kn, stronie fl, ii, liO, 702. Dwa dopiero
wymienione dziełu stanowią dwie obszerne pru.cn jukio Ilamilton zostawi! w tym iir

(3) Czytelnik zimjilzia takowy obszoink rozwinięta w pracy Kosziogo : Mćmidre mv les akfs algóbricjuss zawartćj
na stronicach 3Ł50 do 400, loma i pisma : Exerci$es A'analyse et ds phystrjw matMmatiqu,e, pac h Baron AUSCSTIN
(UITCBY,... Paris, Baaheher,.,. 1840, 1841, 184-î  1847, tomów i, łka. Zdaje sigjodnuldo, żn pierwsze praceKosziogo
inni kluczami algiebryezneini siyĵ ajioi 18"W roku i ziil.ćm przytoczona wyżćj praca nie jest wczoSniojsza.

(') Z pomiędzy licznych i pięknych prac Pana Bellawitis przytoczę następujaen, naprzód dla lego, że II-.miili.nn.
ziluje się ich wcale nic. znać i illa tego żo rzeczywiście zasługują na uwagę.

u) Suggio di nppliettsioni di un nuovo metodo di geometria analitica {Cakolo delh oijuipolleiize); Padwa, 183;i.

li) Suggio sulTalgebra dcgli imaginarii; Yeneiia, 1852.

c) Sposiaione dtil metodo delie eijuipollenze; Modena, 18;-i4.

tl) Galoolo dci ąwaternioni di W. R. Eamillon, e suarelazionc col metodo delio equipoUenze; Modena, 1888.

o) Sposizimic dei nuoui nwtodi di geometria a-ialitica; Vtinezia, 1S00.

\") Ttotcrminazione numorica delie racliei imaginarie delie eąuazloni abjebriche; Yene-Ja, I86k

li) Ekmenti di geometria, di trigonometria c dl geometria analitica,,.. Padomt, 1802.

(8) Wyltfad, Matematyki na podstawie iloid o dowolnych kierunkach. Napisał WAWRZYNIEC ŻMIIRKO,,.. Nakładem
Włodzimierza Er. Dziedussyckiego. Lwów. Z drukarni Kornela Pillera. 18flł. 8kii, ii lorny, tom pierwszy zawiera
stronic i 4 , 372; 4j drugi zaA zawiera stronic 2iG, 098, 8.

(uj Po raz pierwszy zdaje mi siy przychodzi użyć wyrazu polskiego odpowiadającego wyrazowi angielskiemu qua-
tirnion. "W niewiadomoścd, czy kto już go przetłumaczył ośmielam się użyć wyrazu eswióccftj który zdnje. mi się przy-
puminaó poczwórną naturę togo rodzaju ilości i tlomaczyć niejako nazwisko umiane prżuz Ilainiltona.

i7) An chmeniary treatise on quaternions by 1>. U. TAIT,.., Oxford, at ilu; Clareiulun press, 1807. "London. Mac-
millanand Co. publishers to tho UniwsCti/ of Qxfard. oka stronic 20 i ijiiO.

C) (") ('") (1I) Nnzwialc tych nżyl Pan Folkierski w swym dziele: Zasady Rachunku róiidczkowego i całkowego z za-
itasowatdami.... Tom ! . . . . Nakładem bibljoteki Eóinichifj. Paryż, księgarniaLuasemliur8lia}... Warszawa, księgarnia
M. Glućk&bcrgu,.... 1870, 8ka, stronic 50 i 1088, odpowiednio na stronicach lilii i następnych, 704i następnych,
718 i następny cl i, oraz na stroncy 18,

(la) To jest jeżeli

l[itti + '2«s+ •.• + 1i«i) + ( ' A - l - ' A 4 - - ' H - ' ( ' " ) = ' I ( « I + ' ' I ) + I S ( « 2 & Ż ) + - - ' + 'i{ai + bi)

i1;i) Nazywamy tu odpowiednio z powodów geometrycznych długością lub wiell;o:kirj: ilości dwu i trójwymiarowćj

( i%4- f a s a. i ' A + '3^2 + ' a - s
wyrażenia dodatnie,

Tu okroślenic wielkości ilości wielowymiarowej stosuje, sig i do ilości więcej juk Irójwyminrowycli, i nazywamy
z pomiędzy dwóch ilości wielowymiarowych większa tę, która ma wielkość większa. Nalcimie.c dodam jeszcze, że kie-
runek linji przccliodzijcej przez początek współrzędnych i przez punkt. zuzt lub s,, Zj,23 nazwiemy kierunkiem
ilości dwu lub trójwymiarowój.
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