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FUNKGYJ WIELOWYMIAROWYCH

PRZEZ

Whadyslawa TRZASKE.

Przedstawiono ra posicdzonin Towarzystwa dnia 7 wrzebnia 1874 roku.

Wiadonio w jaki sposob Koszi (Caveny) opicrajac sic na iloSeiach zdozonyeh (*) (urojonych) drugicgo
stopnia zbudowal tcorje funkeyj, ktOra nastepnie rozwinieta znakomitemi pracami pandow Pjuize
(Puisgux), Brijo (Brior) i Bukie (Bouquer), Zordan (Jornaw), Loran (LAURENT) i innych, stanowi dzi-
siaj galez malematyki, odznaczajacy sie Seistodeia i wylkoliczeniem,

Pouizdj znajdzie czytelnik nogédlnienie pewnéj maléj ezastki tych pojed Kosziego, oraz dowodzenic
pewnego twierdzenia tyczaeego sie 13(-:Wﬂeg0 rodzaju funkeyj tak vogdinionych.

HamiLron (*) zdaje sig byé pierwszynm, kléry zaczal uwazaé ilosel zloZzone w caléj ogdlnosei. Po
nim najbardziéj uprawiali ten przedmiot liczni matematycy angielscy jak CAYLEY, KIRKMAN, DE MORGAN,
Jonn i CGnapLes Graves, Camaacnaet, Gockie i wielo innych. Powstalo tym sposobem wicle odmian
ilodei zkozonyeh obdarzonych roznemi wlasnoscinmi, jak couples, douplets, triplets, tessarines, octaves,
quaternions, pluqualernions, sets, algebra of the nth character it. d, Pomigdzy malematylkami innych
krajow zastuguje na uwage przed innemi Koszi, ktory dat poezgtek tak zwanym kluczom algiebryeznim
(elefs algébriques), () a ktore wediug zdania Hamiltona sy szezegdInym praypadlicin jego sefs i poznicj~
szemi od fych ostalnich. Moznaby tu wspomnicé innyeh jeszceze, lecz prace ich w ogdlnosci nieliczne
7 wyjatkiem prac wioskicgo matematyka pana Bellawilis (BELnAvItis) twdrey teotji zwandj przez
niego Metodo albo Caleolo delle I quipollenze (*), oraz naszego ziomka pana Wawrzynca Zmurkt, klory
zebral prace swoje nad ilofciami zfozonemi przestrzeni (rojwymiarowéj i oglosit lakowe we Liwowie
w rokun 1864 w ohszerném dwutomowém dzicle (¥). Zwroeimy Lez lalie uwage na rachuncl gieometry-
ceny szwedzkiego matematyka pana DiLiNer. Konezge te krotka wycicezke historyezna o ilosciach zto-
zonych, dodam, ze najbardziéj rozwinigta (po iloSciach zlozonych drogiego stopnia) jest dzisiaj bez za-
przeezenia teorja czwdrkdw (%) (quaternions) stworzona przez Hamiltona, ktory oprdcz prac umicszezo-
nych w roznych pismach czasowych a poswigeonych juzlo teorji czworkdw, juz tez ich zastosowaniom
do geometryi, mechaniki, fizyki, i t. d. poswigeil téj teorji nadto dwa ohszerne dziela. Teorja czwdrkow
doczckata sig juz w Anglji dziel wykladowych (clementarnych) miedzy ktoremi pigkne dzieto pana Tet
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{Tarr) zajmowadé bedzie diugo pilerwsze micjsce (7) tak pod wzgledem wykladu, jako (v z powodu
Licznyel i rozmaitych zastosowan.

Pezysiapie teraz do okreslenia pewnyeh ilosei ztozonyeh podiug pojed Hamiltona i do rozeigguieein

do nich pojecia funkeji Kosziego.
Je | ()

Hamilton wswych poszukiwaninch uwazal itodei ztozone najogolnicjsze pod nazwiskicm sers. Juko
szezegblny przypadek Lveh sets czyll dosed shiorowych, 2 powodow pewnych rozumowan teoryeznych
nasireezyly mu sie ilosei, ktove nazwe sfosonemd wislowymiarowemi a klore okresle w naslgpujacy
sposob.

Oznaczmy Pracz o, 1, ..., 1, jednosei urojone jakickolwick, przez 3, 3, ... .5 Lylez ilosei vie-
czywistych, wledy wyrazenie

T=us L T

nazwieny iloscig zlotong lwymicrows lub w ogdlnobel wiclowymiorowy. Dodam przylém, ze zmice-
nifem cokolwick znakowanie Hamiltona, ktory pisal dopiero wymieniong ilosé z w ten sposob

T= 5w+ Texa T+ .. R B
w czém poszediem za przykladem znakowmitego matematyka angiclskicgo pana Kele (Gayrey), kiory
podobnegoz znakowania uzywal przedemna, .

Uwazmy teraz dwie ilosci fwyniarowe

=3t nzZa-k L A2y, U= U + U - . .yl

lakic, ze ilosci rzeczywiste w,, u,, . .

. » %y, 8¢ funkejami rzeczywistomi, chodby najogoiniejszemi iloei
rzeczywislyeh z

%oy -5, Loowiledy kazdemn znaczeniu ilodel z odpowinda znaczenic ilosei w.
Uogdlniajac wige mysl Kosziego, nazwiemy iloSé w  funkejo Loymiarowg tlosel z, lub w ogdlunei
funkeja wielowymiarowna.

Naprzyktad jezeli

(=2, =1, n,=y\—1

znajdzicmy si¢ w dziedzinie fuukeyj dwuawymiarowych a w szezegolnosei w przypadku leorji Kosziego,
ktora stuzyla za wzor do wyzéj opisancgo uogdlnicnia pojecia funkeji.

Jezeli zas

123, Li':i, 12:\/—-'1, ’BZV‘:‘ 1

bedzinmy w dziedzinie funkeyj trojwyniiarowyeh a w szezegdlnoSei w przypadku ilodei ztozonyel
uwazanycl po raz pierwszy przez pana Zmuvke.

Jezeliby bylo

= -’1-, H= 1 y la :_:7_', Iy :J', [P /.77

kiore to jedno§ei nrojone ulegaja prawom nastgpujacym

r==F=jgl=—1,

Y=h=—)i, jh=i=—Nj, i=j=—1k,

i l. . wzywanym przez Hamiltona, bedziemy w dziedzinic funkeyj czterowymiarowych, a mianowicie
w przypadku teorji cswdrkdw lak Swielnie rozpoczetéj i uprawianéj przez tego znakomilego malema-
tyka, T t. d,
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Okreslenia funkeji cigg?é), jednowartosciowés (°) (monodréme), jednopochodné/ (°) (monogene) do-
skonatdf (%) (syncctique), jakie zrobil Koszi, dajp sig z lalwoScia rozeiggnad i do funkeyj wielowymia-
rowyeh. I tak, funkeja /wymiarowa w» zmiennéj niezaleznéj Iwymiarowéj z bedzie w pewnym
zakresic téjze zmicnnéj :

a) ciggle, jezeli w témic zakresie zmieniajac zmienng niczalezng z w sposob ciagly albo raczéj
ilodel z,, =, . . - » 31, Tunkeja u zmienia sig takze w sposob ciagly, a raczéj iloSei w,, u,, ..., u,.

b) jednowartosciowy,. jezeli pomimo wszelkich mozebnych zmian zmicnnéj niezaleZnéj z we-
wnatrz zakresu, ilekro¢ razy zmienna niezalezna wroci do pierwolnego zuaeczenia, funkeja powraca
rOwnicz do pierwotnego znaczenia

. C L du . . o1z . .

¢) jednopochodng, jezeli pochodna v w uwazanym zakresic, ma przy kazdém znaczenin zmien-
néj niezaleznéj z jedno tylko znaczenic niezalezne od przyrostku dz.

) doskonalg, jezeli w danym zakresie jest jednoczeSnic skoiczong (co do znaczen), ciagly, je-
dnowartosciowg i jednopochodng.

Wlasnobel powyzsze gdyby sig zdarzyly i na samych granicach zakresu, lub w zakresie nieograni-
czonym, 1o w okresleniu funkeji wyrazichy to mozna odpowiednio przez dodanie wyrazu i na granicy,
lub wymieniajac sam przymiot tylko.

Zajme sig teraz blizé] funkcjami dwu i trojwymiarowemi, ktére moznaby nazwad gicometrycznemi,
gdyz daja si¢ fatwo przedstawicé giecometrycznie, gdy przeciwnie funkeje wigeéj jak trojwymiarowe
nazwad ogolnic hipergicometrycznend, gdyz zdajoe sig, ze tegoz przymiotu nie posiadajq.

127 S TR H P H M PP K . N . .

Wiadomo, -LL Koszi uzywajace przedstawiania iloSci zlozonych drugiego stopnia, podancgo jeszeze
przez znakomitego matematyka angiclskicgo Waris’a w dzicle : Treatise of Algebra, London, 1683

L. . . . . R ) 1
przedstawia funkcje » zmiennéj z, za pomocg dwoch plasczyzn Z i U na ktorych wspotrzgdne pro
stokatne dW(:_)Ch punktow 0(]1‘)0\vmda3gc.ych z 1 u.sg odpowiednio z, z,, 1 #,, v, To przedstawicnic
mozna, rozciggnad do wszelkich funkeyj dwuwymiarowych.

Podohuicz d\\‘le przestrzenic tl()_.] wymlalo'\ve Zrl U w ktérych odpowicdnio wspolrzedne prosto-
katne z, %), 2, 1 u,, u, ¥, o0znaczajg pozornie dwdch punkiéw odpowiadajpeych z i« mogq stuzyd
do przedstawicnia gicometrycznego wszelkich funkeyj tréojwymiarowych. Pan Zmurko slworzy! wha-
Snie swe ilosci urojone do przedstawienia przestrzeni trojwymiarowé). Uwaga wige Lyczaca prze-
strzeni L opvymxarci\\c_‘] Jest 1)0(10'IJ.r16111 u.ogolmcmem mysli pana Zmurki, jak poprzedzajaca tyczaca
plasezyzny jest uogolnienicm mysli Kosziego.

Funkcja Hwymiarowa

w= /()

jest {)kresoz‘()g ( ) (.p()l!O(llC{l:le), Jezelx istnieje ilo$é Iwymiarowa stala a taka, Ze przy wszelkiém zna-
czeniu zmicnnéj niezaleznéj z jest zawsze .

f(5+0)=[(z)
i wtedy ilo§¢ a nazywa sie okresem (période) funkeji .

Wrazie fonkeyj gicometryesnych to jest dwu i trojwymiarowyeh jezeli a, oznacza okres funkgcji
poprowadziwszy odpowiednio przez punkta ’

7+ ra, (—ow SrZ 4+ )

gdzie » jest liczba catkowita, linje i powierzehnie rownolegle, podzieliwszy odpowicdnie plasczyzne
i przestrzen lrojwymiarowg na pasy i warstwy takie, ze funkcja w kazdym z nich przybieraé l)@dzi(-:
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wszystkie swe mozebne znaczenia. Linje i powicerzchnie uzywane pospolicie do tego celu sa proste
i plasczyzny.

Gdyby w razie funkcji dwawymiarowé] isiniaty dwa okresy a=uta, - 1,a,, b=1,b, + 1, b,, t0 jezeli
wykre§limy na plasczyznie przedstawiajacéj funkeje dwuwymiarowa punkta z -+ 7e¢ wychodzac na-
przykiad z punktu

z=—=0
punkia te beda sig znajdowaé na prosté€j przechodzacéj przez poczatek wspdlrzednych .w odlegto-
deiach rownych e+ a2 Jezeli drugi okres & jest tego rodzaju e punkta

sb, (—o0 52 +o0)
(gdzie s jest liczba calkowita rzeczywista) nie leia na prostéj na ktoréj lezg punkla
ra, (—oZrZ4+»)

lecz na innéj prostéj, przechodzacéj wszakie przez poczatek wspolrzednych, to wiedy widzimy, Ze
punkta ’
z+ra-+sh, (—ow &2 +»), (—e ZsZ+w)

s3 wierzcholkami réwnoleglobokdw (majacych boki rowne va? + o2, V6, + 0.F) ktore wypelniaja
plasczyzne i funkcja dwuwymiarowa przybiera wewnatrz kazdego z tych rownoleglobokdw wszyst-
kie swe mozebne znaczenia. .

Podobniez w ogélnosci do funkeyj trojwymiarowych. Jezeli funkeja jest trojokresows, kioréj okre-
sami niech beda a, b, ¢, poprowadimy odpowiednio przez punkla

lt-’, (‘"wstz'*w),

sb, (—ew <sZT +o),

I

ra, (—ow

[IA

rZ 4+ o),

(gdzie r, s, ¢ oznaczaja liczby catkowite rzeczywiste) plasczyzny rownolegle do trzech plasczyzn prze-
chodzgcych odpowiednio przez punkta

0, a, b
y 6, a4
0, & ¢

to przestrzen wypeiniona bedzie przez réwnoleglo$ciany réwne sobie, i w kazdym z nich funkeja
przybieraé bhedzie wszystlkie swe mozebne znaczenia. W razie zag, gdyby funkeja byla dwuokresowa,
moznaby uwazaé ja jako trojokresowq ktéréj okres tvzeci jest nieskonczony i dowolnego kierunku
1 wtedy przestrzen podzielongby byla na réwnolegtodciany nieograniczone w jednym kicrunku,
i w_kazdym z nich funkecja przybierataby podobniez wszystkie swe mozebne znaczenia.

Powiedzialem wyzéj w ogdlnosc dla tego, Ze jezeliby okresy byly lego rodzaju ze punkia im od-
powiadajace

z+ra~-sb  lub oz ra--sh4-te,
(—ogrz4w), (—olsZT+®), (—0<tZ+ o)

przypadly na jednéj prostéj w razie funkji dwix'wymiarowéj dwuokresowéj, albo tez na jednéj prostéj
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lub ptasczyznie w razie funkeji tréjwymiarowéj, wtedy przedstawienie okresow przestaloby byé wyra-
zistém jak w ogélnym przypadku. Nizéj zwroce jeszcze uwage czytelnika na te szczegdlne przy-
padki z powodu, ze takowe wplywaja czasami na zmniejszenie liczby okresow, lub teZ na naturg
saméj fankeji.

Gdyby w razie funkeyj gieometryczoych to jest dwu lub tréjwymiarowych funkcja miata wigksza
liczbe okresow od liczby wymiaréw, przedstawienie powyzsze przestaloby byé wyrazistém inastrecza

mimowolnie pytanie czy to si¢ zdarzyé moze i w jakich warunkach. Ot6z w odpowiedzi na to pytanie
dowiode nastepujacego twierdzenia.

Jezeli ilosct lwymiarowe ulegaja zwyllym prawom dodawania algiebrycznego (*2) to wtedy funkcja lwy-
miarowa legos rodzaju niebedaca statq ¢ majgca skonczong liczbe znaczen dla kaidego znaczenia zmienndj
niezaleind] nie moze byé wiged) jak lokresowq, to jest mieé wigedf jak | okreséw rdinych, rozumicjgc praez
okresy rozne takie tylko, ktdre nie sg summami wielokrotnikéw catkowitych innych okreséw w mniejszéj
liczbie.

Dowiedziemy tego twierdzenia dla funkcyj gieomotrycznych to jest w razie /=2 i /=3. Wrazie
funkeyj Kosziego twierdzenie jest znaném iistnieje wiele jego dowodzeil. Dowodzenia te stosujq sig
do wszelkich funkeyj dwowymiarowych. Podam jednakze jedno dowodzenie dla oszczgdzenia czytel-
nikowi szukania i dlatego, ze bieg dowodzenia jest ten sam jak w przypadku /=3, ktory dotad oile
mi wiadomo nie zostal ani spostrzezonym, ani udowodnionym.

Nim jednakze przystapig do dowodu twierdzenia wyzéj wymienionego, dowiode¢ poprzednio dwoech
nastgpujacych twierdzen pomocniczych :

a) Punkt lezgcy nie zo obrebem powiterzelmi réwnolegloboku, jest odlegly prayuajmniéj od jednego
z eaterech wierzehothow tegoz rownolegloboku, mniéj jak na dlugosé nojwighszego z bokdw rdwnoleglobok.

b) Punkt lezgcy nie za obrgbem objetosct réwnolegioscianu jest odlegly priynajmnidj vd jednego z osmiu
wierzcholkow tegoz réwnolegloscianu, mnidy jak na diugosé najwickszéj z krawedzi réunoleytoscianu.

A r B

Co do rownolegloboku, zwazywszy, ze tenze jest symelrycznym wzgledem punktu przecigeia dwoeh
jego przekatlnych, zwanego niekiedy srodkiem, 1 7e jezeli punkt nielezacy za obrgbem réwnolegltoboku
porusza prostopadle ku jednemu z bokdébw, to odleglogei tegoz punktu ruchomego od dwéch wierz-
chotkdw wspomnianego dopiero boku maleja, a odleglosei od dwoch pozostalych wierzchotkow
rownolegtoboku rosng, wnie$é moina, ze twierdzenie jest prawdziwém zawsze, jezeli dowiedziemy go
dla punktéw linji przechodzacé] przez $rodek rownolegloboku (a ktorg dialego nazwiemy $rednicg dla
krotkoSci) rownoleglé) do jednego z bokbéw roéwnolegloboku. Dowiedziemy wige twierdzenia upro-
$¢ionego nastepujacego :

Punkt ktérykolwiek srednicy réwnolegléj do jednego z bokdw réwnolegioboku, jest odlegly przynaymnicy

od jédnego z pomiedzy dwdch wierzchothdw lezgeych na tymze boku, mni¢j jak na diugosé najwipkszego
z bokdw réwnolegloboku.

Oznaczmy przez a, b wiclkocei hokéw rownolegloboku w porzadku nierosnacym, przez k kat
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mipdzy niemd zawarty, ktOry ¢o zawsze mozna wezmiemy rozwartym lub prostyw, praez A wierzeho-
fele kata %, za$ pozostaly konicc hoku @ przez B. Przypudcimy nadio, ze Srednica o kLOré) mowa
w twicrdzeniu jest rdownolegia do boku a.

Przypusémy teraz, ze punkt o klorym meowa w Lwicrdzeniu przebicga srednice w kievunku rowno-
leglym do kicrunku od A ku B, jegolodlegtosel wige od Lyeh ostatnicly, podiug jak kot & jest voz-
warty lub prosly zmieniajg sie w nastepujiacy sposoh. Pierwsza odlegtosé to jest od A zaczyna maleé
a poini¢j rosnie lub od razu ciggle rosnie, podezas gdy druga odleglo$é od B ciagle i zawsze maleje.
Zwrocimy przytém uwage, z¢ odleglodel punkiu poruszajacego sig od punklow A i B sq sobic rowne
gdy tenze znajduje si¢ nma przecigein Srednicy z prostopadiay do nié) przechodzaca przez Srodek
hoku a i odlegtofei sy wiedy rowne +ya® + (b wst &)L Dodajmy Ze przeciecie to istnicje zawsze we-
wnglrz rownolegtoboku, ho pochyle do $rednicy wychodzace z punklu B leza z jednéj strony pro-
slopadléj przechodzacé] przez tenze punkti zado$é czynig nierdwnosci

1b < Lya 4+ (bwstk)?
albowiem takowa zmienia sie na inng widoczng

(b dos k) < a*

gdyz zatozenia 0 Za. Wrazie zas kata & prostego, rachunek pozostanie Len sam tylko krdlsza z po-
chylych jest prostopadlp. Zbierajac razem co powicdzialem wyzéj pokaic sie, ze Lwierdzenic bedzie
dowiedzioném, jezeli go usprawiedliwimy dla dwéch punkiow G i D, klorych odlegtosei od punktu
A sa 4b, 2Va? - (D wst k)’ Pozostaje wiec dowiesé dwbch nierdwnosei

0 <a, - Lyaa4(bwstk)R < a.

Picrwsze strony Lyeh nierdwnosei beda najwicksze, gdy b=a ikt £ prosly, dostateczném wige
jest uwazad je w tym najniedogodniejszym przypadku. Takowe z fatwoScia przemieni¢ mozna na

2a < a, 2a® < kot

i Lwierdzenic z powodu ich widocznosci zostaje ostatecznie dowicdzioném. Twierdzenie zreszlg jest
szezegOlnym przypadkiem nastgpujicego odnoszacego sie do rdéwnoleglofcianu, przypuszczajae, e

jedna z krawedzi jest zerem.
G
AY
n )
\ paLs

Co dov rdownoleg ogclaru, zwazywszy, ze lenze jest symetryeznym wezgledem punkiu przecigeia czte-
vech jego przekatnyeh wewnetrznych zwanego srodkicm rownoleglodeianu i przypuszezajic, Ze punkt
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nielezgey za obrebem rownolegloScianu porasza si¢ prostopadie ku jedné ze Seian tegoz, spostize-
zemy 7ze odlegtoSéi punkiu ruchomego od czterech wicrzeholkdw wymieniondj dopicro &eiany malejg,
a odlegtosei od ezterech pozostatych wicrzehotkdow rownolegloeianu rosng, i wniesicmy, Ze twier-
dzenic hedzie dowiedzioném, jezeli potrafimy go udowodnié dia pumktow lezaeych na plasezyznic
przechodzaed) przez seodek rovnoleglodeianu, (ktorp z tego powodu dla krotkoSel nazwiemy sredni-
cowy) rOwnnlegltéj do jedndj ze Seran rownolegtoseiann. Dowiedziemy wige twicrdzenia uproédionego
nastepujacego :

Punkt ktorykohoiel plasesysny srednicowd) réwnoleglé) do jednéj se scian rownnlegloseianu, jest odlegly
preynajimnid) od jednego x pomipdsy csterech weerzcholkdw téfse Seiany mnidj niz na dtugoic najiwickszif
kraawed=i 2 dvonoleglosciana.

“Qznaczmiy przez e, b, ¢ wielkoscel krawedzi rownolegloscianu w porzadku nierosnacym, przez k
Kat vozwarly lub prosly samearsy miedzy bokami a 1 b, przez ! kgt ostry miedzy bokicm ¢ i prosio-
padly do geiany zawierajaedi kol & Kaly 41 1 zawsze w len sposoh dobraé mozna. Praypusény
nadlo, ze plasczyzna srednicowa jest rownolegly do Sciany zawierajaeéj hoki «, & a zaténn i kat A,

Wyobrazmy teraz rzut prostopadly Sciany zawierajpeéj hoki « i  na plasczyzne srednicowq do nigj
rownolegly. Sciana rzuci sie wige w naturalng; swéj wiclkosei. Nazwijmy dla utatwienia A rzul wicerz-
chotka kata %, B rzut drngiego koilca boku «, G rzut podobny kowdca boku b, D raul pozosla-
lego wierzeholka Seiany uwazanéj.

Plasezyzna Srednicown przecina rownolegloSeian wedtug rownolegloboku rownego rownolegtobo-
kowi ABDG, klorego boki sy rownolegte do bokow rdownolegtoboku ABDG, a wicrzeholki znajduja
sig odpowiednio na czterech kolach zakreslonyeh z punklow A, B, G, D promienicm Lewsb/. Jezeli
poprowadzimy do,tych cxtereeh kot styczne zewngtrzne rownolegte do bokow rownolegtoboku ALDL,
spostrzezemy, ze rownoleglobok podtug ktérego przecina plasczyzna Srednicowa rownolegtoscian,
nic wyjdzie po za obreb powfcrzchni ograniczondj cztercma fukami kot zalkreslonych pm'miunicm
Fowst/, mianowicie takami ET, GH, IJ, KL z czterema prostemi FG, AT, JK, L.

Jezeli oprocz tego ze czlereeh wierzchotkow Sciany, kioré] rzul wyzéj robilismy na plasczy:ne
$rednicows, zakveSlimy ezlery kule promicniem rownynn najwigkszéj krawedzi a, takowe prae-
Ina plasczyzne srednicowq podiug czlerceh kot zakreSlonych z punktow A, B, G, D promicnicm
Va2 = (e dosl® ipozostanie dowicsé, ze powierzehnia BFGHIJKI nie zawiera ani jednego punkiu taidie-
g0, kloregnhy odleglosé od jeducgo przynajmniéj z punktow A, B, G, D byta wieksza od ya*—( ¢ dosiy.

Punlkta powicrzehul EFGHIJKL lezy albo zewngbiz rownolegioboku ABDG lub wewngtrz, Uswazmy
wige naprzod, cay ostalnic ponkta zadosé ezynip bwicrdzenin, w drugi¢j zag czgsel dowodzenia mnj-
miciny si¢ punklami pozostatewi.

Poniewaz rownolegtobok ABDC jest symelryczoym wzglgdem swego srodka, i ponicwaz punkt
niclezacy za jego obrehbem a poruszajpey sie prostopadle do boku a sprawia, ze odlegtosci jego od
punktéw A i B malejy pod 2zas gy odlegtodel od punktow G 1D rosng,i Ze 1o samo moeZzuaby powie-
dzicé o lrzeeh pozostatych bokach, dostaleezném wice hedzie zapewnié sig czy punkla Srednicy MO
rownoleglé] do hoku a majy zawsze przynajmniéj jedng z odlegtoSei od punktow A 1 B mmicjszy od
Va*—(4¢ dosi.

UwaZzajpe wiee punkl przebiegajacy te §rednice w kierunku rownolegtym w kierunkn od A ku B
sposlrzezeny, ze w razie kita rozwartego £ odlegtosé punkiu ruchomego od punktu A jest roéwimgy 30
poczém maleje, przechods przez najmniciszo$é 0wsth a poiniéj rosnie, w razie zas kala £ prosiego
od razu zaczyna rosnad ; odlegtosc zas od punktu B zawsze malcje. W tym przebiegu odleglosel puntitu
poruszajacego sie od punktow A i B slajp sig rowne sobie i 3ya?— (b wsth)* gdy puunkt znajdzie sie

5
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na przecicciu Srednicy rownolegtoboku ABDE z prostopadia do nidj przeehmlzaca przez Srodek boka
AB. To przeciccic istnieje zawsze wewnglez ABDU gdyz pochyle jeduostronne BO G BN o [éjze
Srednicy zado$é ezynig nierdownoSei BO < BN czyli

L AWaE - (hwsb)

ktoréj juz raz wyz6j dowicdlismy,

Zbierajac wige co powiedzintem o punkeie praebhicgajpeym Seednice MO widzimy, 7o zawsze pray-
najmnidj jedna z jego odlegtodei nie przechodai dingosei AM lub AN czyvli L4 lub 4 Ve (OwsIh)
ktore pozostaje dowiesé, ze sa mnicjszemi od Ve —(edoslP eavli udowodnié dwdeh uastepujaeyeh
nierownosei

~

b NEI(edoslys ATl e (Fedoni®
Tym nierowno$ciom mozna nadaé kszlatty
Aa® < O + *(dosl)?; 3at < 0*(wslh)? + e2(dosl)?

ktorych drugie strony sa najwigkszemi gdy a=b=¢, 1 (wsth)?=(dosl)> =1 i daja nawel w lyin
mnajniekorzystniejszym przypadku

4a® 2 27, 3a® < 2a®

zkad zatém wniesé mozna, ze sg prawdziwemi.

Pozostaje teraz uwazaé punkta powierzchni ETGHIJKL lezgce na zewnalrz powierzehni ABDG.
Galp t¢ powierzehnie mozna poduzielié na eztery czgsei takic, jak ARSTFEPM prowadzac przez Srodki
bokéw réwnolegtohoku ABDG prostopadie do tychze hokow, i roznmiesi¢, 2e co powieniy o 16j cze-
sci to samo slosuje si¢ i do trzech pozostalych. Dowiedziemy wice, ze punkin zawarle w czgsei
ARSFEPM sy odlegle od punktu A mniéj niz na odleglo$é ya*—(3cdosl)

Owazmy punkl poruszajgcy si¢ po obwodzie ARSFEPM wychodzacy 7z punklu A w kicrunkn
ku R¢ Odleglosc jego ad A -ciggle rosnie nawet gdy przejdzie B idae kn S gdyz diugosei pochytyeh
ciagle rosng. Przeszediszy S 1idae ku T odlegto$é punkin rnchomego od punklu A maleje, po-
crém przeszedtszy Foidae ku S zachowuja diugosé rowna e wstl, przeszediszy T idge ka P oodle-
olo§¢ zaczyna rosnad. Przeszediszy nakonice P przechodzace M i wracajae do A odleglosé cingle
maleje. Pokazuje si¢ wice oslatecznic, ze odlegliosé punklu ruchomego od punktu A przechodzi

w punktach 8 1 P najwigksze znaczenia, kiore sg AP 1 AS Lo jest LVa® 4 (e wstd? 1 4V + (¢ wstl)
i widoeznic z powodu, ze z zatozenia b < wice odleglodé A8 nigdy miniejsza od AD nic jest. Po-
nicwaz nadto widoezném jest, ze pankla potozone wewnalrz czesel ARSFEPM sa (ém bavdzié) hlizsze
punktu A anizeli punkt 8, pozostaje wiee dla dowiedzenia w zupetnodei twicrdzenia dla rownole-
gloeianu, lylko udowodni¢ nierdwnonsge

tVat = (e wslly < Var—(Ee dosl)?
czyli
-2 3ak
ktova nawet w najniekovzystniejszym razie ¢ ==a nie przestaje byC prawdziwy.
Twicrdzenia dopiero dowiedzione tyczace réwnolegtobolu i rownolegtodeianu, prowadza do dowo
dzenia gicometrycznego twicrdzenia algichrycznego nasl¢pujacego :
Jezeld
e = - =
Usye s U=s<i+1), (=t
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(%4

oznaczajg tlosct rieesywiste, takic, se pomigdsy niemi nie istnieje jednocsesnie | zwnshiow kssiakblu

s:f—l;l
0= 3 nay ; 1<tSD)
s=t{
Jeseli nadlo mnaczenia wyrazen
t=1
D s 12520
t=1

Jost najuicksze przy s =1; wtedy istnieje zawsze 1 takich liezh cathowitych rzecsywistych

s, 1=s <)
ktigre zadosé ezynig nierdunosc!
t§ZSS:§—l '(2 til
» . — 2
t“_‘:,’l S‘: Ps lgy alll,ts\tzdia,,x

Rozumie sie, ze dowodzenia stosuja sie tylko do dwoch przvpadkéw mianowicie
=92 1 [=3,

nic bede sie jednak nadinidm zalrzyniywad, 1 przejde do dowodn Twierdzenia gidwnego Lyezacego
funkeyj okresowyeh dwu i leajwymiarowycl.

Wy Funkejn dwwaoymiarowa, niebeduca statg § majoca skonezong liesby snuczei dila kazdego znacuenia
smienndj niezaleinéy, lub jezeli nieskorczony to réiniucych sip o dosei shoiczone, nie wwie byi wigedf jak dwu-
okresarog, lo jest mie¢ wiecd] jak dwa okresy roine, zastrazeqajoc, e tlosei dwwwymiarowe uleyaju zwykiym
prawom dodawanio alyiehryezneyo.

Gdyby lwicrdzenie byto prawdziwém, bylhy wledy praynajmniéj trzeci okres rézny od dwéch okre-
sOw roznych przypuszezonyeh i moznaby lyto wybrad z pomiedzy nich dwa zwroly najmniejsze ().
Poprowadziwszy wiee na plasczymic Z przedstawiajacé) zmienng niezalezng z, dwa uklady prostych
rownoleglych do dwoch prostych przechodzyych przez punkta 01 a, oraz przez punkta 010, (a0, ¢
oznaczajy tezy okresy funkeji dwowymiarowéj nwazanédj, uslawione co do dlugosei w porzadku nie male-
jaeym) takowe podzicly caly plasczyzng Z na réwnolegloboki. Jezeli teraz z jednego z wierzcholtkbw
kloregokolwick z réwnoleglohokdw poprowadzimy prosly wyobrazajaca trzeci okres (tak co do wiel-
kosci jalotez i kierunku),lo dvugi lconice t6j prostéj nie upadnic w zadnym z wicrzeholkéw Lego lub
innego rownolegtoboku, lecz wewnalrz, gdyz inaezéj trzeel okres hylhy summg wiclokrotnikow
dwoch picrwszych okresdw a zatém nie hylby roéznym, co przeciwne zatozeniu,

Leez namocey lwierdzenia o rownolegloboku wyzéj dowiedzionego, ten drugi koniec linji przedsta-
wiajget] trzeci okres funkeji, jest blizszy przynajmniéj z wierzeholkow rownoleglohoku w kiorym sig
znajduje, anizeli na dilugo$é najwigkszego z hokdéw Llegoz rownolegloboku, czyli wielkos¢ jednego
z dwboch okresOw najmniejszych. Wniesiemy wige, ze dwdch najmniejszyeh okresow dobraé nie mo-
zna, howiem odleglosé o ktoréj dopiero moéwiliSmy jest okresem mniejszym od jednego z dwéeh naj-
niniejszych przypuszezonych i ze przeciwnie, mozna je dobrad mniejszemi od wszelkich dtugoéel
danych jaklkolwick matych.

Skoro wige funkcja przy zmianach zmiennéj niezaleznéj, mniejszéj od wszetkiéj danéj ilogei jakkol-
wiek matéj, nie zmienia swego zniczenia, jest wige albo stala, albo tez ma nieskonczona liczhe zna-
czen nieskonczenie mato sig rozuigeych przy kazdém znaczeniu zmiennéj niezaleinéj. Przypuszezijae
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wige istnienie trzeeh okvesow roznyceh wyehodzimy zawsze z zastzezen Lwvivvdzenia, 1 v sposohen
twierdzenie zoslaje dowicdziondm dla funkeyj dwawymiavowyeh,

Przejdziemy Leraz do funkeyj Leojwymiarowyeh dla ktoryeh twicrdzenie nie zoslato o ile i wia-
domo, ani spostrzezoncnm, ani dowiedzionéni,

b) Funkeja fréjieyniarowa nicheducn stada ¢ majoca skodiesony liezhy snacsen dla kasdego snaes:nin
xmaennéy niezalesndy, lubl jesell wieskoviczona (o vozwigeyel sie o iosel skonezone, nic mose hyé wieciéj jul (ri)-
oliesowq, to jest mieé waped) Jak trsy okresy viine, sastrzegojoc, se Wosel (rajeymiarowe wlegajo seeqghlym
praiont dodawanic alyiebryesnego.

Gdyby twierdzenie nie byto prawdziwéim, hyiby wledy praynajmmidj czwarely okees rézny od (vzeeh
okresOw rozuych praypuszezonyeh i moznaby wybraé z pomiedzy nich (rzy zwroby najmnicjsze.
Poprowadzivwszy w przestrzeni Z przedstawiajacdj zmienne niczalezng s Lrzy uklady plasezyzn row -
nolegtyeh do trzech prasczyzn oznaezonych przez punkla 0. b, ¢ @, 0, €5 a, b, 0; {a, b, ¢, d oznaczajy
b cztery okresy funkeji w porzadkn nic malejpeym) i kldre lo plasczyzny podzicla przesirzen Z na
rownolegtosciany, kioryeh krawedziami bedy wielkoSei trzech najmniejszyeh okvesow. Jezeli teraz
z jednego % wicrzchotkdow kidregokolwick z rownolegloscianow, poprowadzimy prosty wyohrazajara
czwarly okres (tak co do wielkoSei juk 1 kierunkn), drugl jéj koniec nic upadnie w zadnym z wicrz-
chotkow tegoz lub innego vownoleglosciann, leez wewngtrz, gdyz inaczéj czwarty okres hythy suming
wiclokrolnikow trzech picvwszyeh okresnw, to jest nie bylby roznym, co przeciwne zalozeniu.

Leez namocey twierdzenia o rownolegloscianic, wyzéj dowicdzionego, len dragt koniee prostéj wyo.
brazajacy czwarly okres funkeji, jest blizéj jednego z wierzcholkdw rownolegtodeianu, w kidrym si¢
znajduje, jak na diugodé najwiekszéj krawedzi rownolegloscianu, ezyli wiclkodé jednego ze Lized h
okresow najmnigjszych. Wniesicmy wige, ze bezech najmniejszycli okresOw dobraé nie mozna, ho-
wicnt odleglo$é o klord) mowilismy mozna nwazad jako okres miiejszy od jeduego ze Lrzeeh naj-
mnivjszyell praypuszezonyeh,i ze przeeiwnie, mozna zawsze dobrad trzy okvesy mniejsze od Lrzech
Hosei danyeh jakkolwick madych.

Skoro wige funkeja przy zminnach zmicnnéj niezalezndj, muiejszych od wszelkiéj dandj ilosei jak-
kolwick maléj, nic zmienia swego znaczenia, jest wice albo staty, allo lez ma nieskoriczong licabe
rnaczett nicskonezenic mato si¢ réznigeych przy kazdém znaeczeniu zmiennéj niczaleznéj. Przypuszeze-
nic wige istnienia cztercch okresOw roznyeh, prowadzi uieunikuienie do sprzecznoéei z Iwicrdze-
nient, I dowodzi twicrdzenia w zupelnosei.

Dokoniczywszy dowodu Lwierdzenia gtownego zakoncze kilku wyrazami odnoszgcemi si¢ do szeze-
gohego przypadku, gdy przy przedslawiania funkeyj dwu lub trojwymiarcwych okresowyceh zdaray
sie, z¢ okresy sa tego rodzaju, ze punkia

- » E—1
s=7ra+8b, z-+~ra-—+sh+ le, <—-f/-":\<-\'>si—|—w)
t y

przypadaja na jednéj prostéj Iub na jedndj plasczyzme.

Jezeliby wrazic funkeji okresowd) dwuwymiarowd), punkla o kloryeh mowa lezaly na linji jedngj
proslé], mogloby sig zdarzy ¢ oprocz Lego, ze wiclkosel dwacel okresow odpowicdnich bytyby wspot-
mierne lub nie. W picrwszym razie funkceja bylaby tylko jednookresowy, w drugim za§ bylaby staly
lub posiadalaby nieskoiiezong liczhg znaczein roznigeyeh sie migdzy sobg nieskonczenie niafo dla
kazdego znaczenia zmiennéj niezaleing.

Oznaczmy bowiem przez uy, w, wielkoScl dwoeh okresow i, a, funkeji, klore przypuséiuy naprzod
wspOtmiernemi 1 ktorych najwigkszg wspolng miarg nicch bedzie w. Jezeli wige 7y, 7, 0znaczaja
liczby catkowite pierwsze migdzy soby slosowne, to mozna napisaé

==y, =T,
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punkta wigc odpowiadajace okresom ilezace w linji prostéj wyraza si¢ przez
T 8, 08y T= (8, - 7y 8,y)
gdzie s;, s, oznaczaja liczby catkowite rzeczywisie dowolne. Poniewaz 7, 7, sy pierwszemi niigdzy

soha mozna wige na zasadzie znancgo twierdzenia algiebryeznego dobrad eatkowite s, s, tak 7c

8,8, ==

i funkcja mieé bedzie widoceznie jeden tylko okres a, ktorego wielloéé o
Jezeliby zag wiclkoSel w,, w, okresOw bhyly nicwspotmicrne, wiedy wedtug znanéj whsnogei nlam-

kiw ciaglych spostrzezemy, ze rdznica pomigdzy znaczeniem bezwzgledném ulamku ;il i dostalecs-
l‘)

nic odlegtym vlamkiem przywroconym jest mniejszo bezwzglednic od jednosei poaziclonéj precs.
kwadral z mianownika tegoz nlamku przywebconego, i ktory to miunownik mozna wziaé wigkszym
od wszelkid] ilojet dand] jakkolwick wielkiéj, biorge tylko utamek przywrdcony dostatecznic odlegly.
Waicsiemy zlad, Ze wiclkosé wyrazenia a;s, + a,s, mozna wiedy nezyni¢ muigjszn od wszelkiéj il(h)'-
§ei danéj jakkolwiek matéj. Skovo wiec lunkeja niszmicnia swego znaczenia pray lak maldj jak sie
podoba zmiauic znaczenia zmienndj niezaleznéj, jest wige slafa lub tez ma nieskoniczong liczhe
znaczen nieskonczenic malo sig roZnigeyh dl

a kazdego zuaczenia zmienuéj niezaleznéj, jak (o wyzdj
powiedziano., ) .

Jaklolwick to dowiedziono joz dla funkeji Kosziego, powlorzytem dowdd dla dogodnodei czviel-
nika, zwracajac praytém uwage, ze si¢ Lo stosnje do waszelkich [unkeyj dwawymiarowyeh.

GdybLy w razie funkeyj trojwymiarowych dwnokresowyeb, zdavzylo sie, ze punkia odpowiadajpce
okresom byly na jednéj linji prost¢j wyciggnelibySmy podobnez wninski mianowicic w razie wspbl-
micrnodei wiclko§eiokresow, zmnicjszenie liczby okresdw; wrazie za$ niewspoimiernodei funkejn
bylaby staty lub mialaby nieskonczong liezbe znaczen nicskonezenic mato sig roznigeych dla kazdego
znaszenia zmicnnéj niezaleindj.

Jezeliby za§ wvazie funkeji trojokresowdj trojwymiarowd) zdarzylo, ze ponkla odpowiadajae
trzem okvesonl @, a,, 4y, a mianowicic punkta

Sl gy - Sy

(gdzic s, 8, 8, oznaczaja catkowite rzeczywiste) dowolne znajdowaly sig na jednéj plasczyznie, mozna
by wiedy uwazaé dang Tunlkeje na Léjze plasczyznic lub na wszelkiéj plasezyznie réwnolegléj, jako
dwuwymiarowq majgcg trzy okresy rozne. Na moey wice twierdzenin wyzéj dowiedzionego, wniedli-
bys$my, ze funkeja jest stata lub tez ma nicskoriczong liczbe znaczent nieskoiczenic mato sjg rozigcych
dla kazdego znaczenia zmienndj niezaleinéj.

(Y Uzywam Lu nazwy dosé zloZona {complesse, complex 1 1. d.) zamias( pospolicic waywanéj #losé urojona, gdyi
pierwsza lepitj raccs prredstawiai dzisiaj jest prawie vgdhie uiywong w jezykach wloskim, angiclskim i L. d. Zo-
stawiam jednakze nazwe jednodd wrojona zgodnie z matewmalykami cywilizowanego Zachodu, gdyz rzcezywiScie na-
Lura j6j ma co$ nicujetego w prawidla, cos ze tak powiem fantastyeznego, gdyz nadajemy j6j wlasnosei najrozmaitszce
jakie uznajemy za slosowne do skrécenia lub ulatwienia w rozwigzaniu zadania Iuly dowodzenin twicrdzenia kidre
mamy na uwadze.

{*) Najlopsza wskaziwkg w rozwoju teorji ilofei zloZonyel [uwazanych po raz picrwszy przez malemalykaw wigs-
kiclt a mianowicie Kardana {Carpano)] jest zdaje mi sig przedmowa obszerna jakg zrobil Hamilton do swego dzicla :
Lectures on Quaternions,... By Sir Wiiriayn Rowan Ilaxirrov,... Dublin: Hodges and Smith, ... London: Whittaker
and Co,... Combridge : Macmillan and Co. 1853, 8ka, stronic 71, 64, 736, 2. Dodamy (u jeszeze dzielo paémicrine
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tegoz wielkicgo matemalyka @ Elements of Quaternions. By the late Sir Wintiam Ruwan Hanteroy,... Edited by Lis
son Wittlan Eowix Xawrow,... London @ Longmans, Green, and Co. 1866, 8ka, sivonie 6,2, 60, 762, Dwa dopiero
wymicnione dziela stwmowip dwie ohszerne prace jakie famillon zostawil w Iy przedmioeie,

(%) Cuytelnik zmajdeie takowy obszernie rozwiniety w pracy Rosziego @ Mémoire sir les clefs algébriques zawarld]
ni stronicacl 356 do 400, tlumn & pisma : Erercises d'unalyse e d2 phystyue mathimatique, par le Baron Amicsrin

r

taveay,... Pards, Duchelier, ... 1840, 1841, 1844, 1847, lomow 4, dka. Zdaje sig jednakie, Ze plerwsze prace Kosziego
uad kuezami alyichbiryeznent sicgajy 1853 roku i zatém praytoczona wyiéj praca nie jesi wezesnicjszg.

{*) Z powigdzy licznyeh i pieknych prac Pana Bellawilis prayloczg naslgpujace, naprzod dla tego, ze Hamillon
zlije sig icl weale nie maé @ dla tego 20 rzecaywiseie zaslugnjg na uwage.

W) Suygio di npplicuxtons di un meovo meloda di geometria analitice (Culeolo delle equipollienze); Padvva, $835.

b} Suggio sullulgebra deglt imaginarit; Veneziw, 1852,

v} Sposizione del metodo delle equipollenze; Modena, 1854,

d) Caleolo det quaterniond di W. L. Hamilion, e sua relazione col melodo delle eyuipollenze; Modenea, {858,
o) Sposizione det nuovi metodi di geomelriu aralitica; Venezia, 1850,

I} Determinazione numericy delle vadict tmaginarie delle equuziont alyebriche ; Venesia, 1864,

by Dlementi di geometria, di trigonomelric ¢ di geometric analitica,... Padova, 1862,

(") Wyllad Matematyli na podstawic dlosei o dowoluyeh kierunkack. Napisal Wawnzvxiee Zwumko,.,. Nakladem
Wesdzimierze Hr. Dzieduszyclivyo. Tawdw. Z drulurnt Kornela Pilleva. 18645, 8ka, 2 fomy, tom pierwszy zawiera,
slronie 24, 372, 4; drugl zas zawiera strounic 26, 698, 8.

{%) Yo raz pierwszy zdaje i sig prayehodzi uzyé wyrazu poiskiego edpowladajpeego wyrazowi angielskiemu qua-
lerndon. W niewiadomnosel, ezy klo juz go praetumaczyl oémiclant si¢ uzyé wyraza cziedrch, kiovy zdaje mi sie pray-
peminaé poczworng natire Lego rodzaju iodei 1 Homaczyé niejako mazwisko nadane pirzez Hamiltona,

Ty An elementary Treglise on guaternions by 1. G Tave,... Ceford, af Lhe Clacerdon press, 1867, London. Lluc-
adtlu and Co. publishers to the Tuiversity of O.furd. Ska stronie 201 320,

PO () (91 Nazwish tyeh gyl Pan Folkievshi woswyn dziele s Zusady Rechunky voiniczkowego i cathorceyo = zu-
stosoranianid.... Tont to Ntibudens bibljoleli Ko:nickic], Puryi, ksivyarnic Luwemburska, ... Warssawa, ksivgurnin
M. Glicksberga ... 1870, 8ki, stronie 301 1088, odpowiednin na stronicach 664 i nastepnyeh, 7041 nastepnyel,
718 i nastepuyelr, oraz na stroney 15,

i12) To jest jezeli

(A tatig = o vl (0~ rele i e = a0y - (g by) - o {a b))
N riedut low i tr h dhegodein tub wielkoscin iluget dwu 1 tréj 1arowe]

() Nazywawmy ta adpowiednio z poweddw gieometrycznych dhegodein lub wielkosiy ilodel dwu 1 tréjwymiarowé]

T L A L R e

wyrazeuia dodatnie .

3 2 ¢/ ;
Va@d+a 0 Valdai42y
Tu okredtenie wielkoser ilogel wivfowymiarowd] stosnje sig i do ilosei wiced] jak (rdjwyniarowyeh, I nazywamy
7 pomiedzy dwéch ilosei wiclowymiarowyeh wigkszy te, ktdra ma wictkodé wigkszg. Nukonice dodam jeszeze, Ze kie—
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