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gdzie o oznacza cigzar wilasciwy pola; t. j. o =dQ:(dx.dy) = f (x,9).
Jezeli bryla Jub pole jest jednostajnie cigzkie, to o= stalej, i wypé.dnie
z tych réwnan; z czego wnioskujemy, ze polozenie érodka cigzkodei bryt
i p6l jednostajnie . cigzkich nie zalezy od cipzaru wlagciwego; co$my
juz zauwazyli w przytoczonych przykladach, gdzie réwnania $rodkéw
skracaly sig przez p, lub k,. . :

Sg to wzory ogélue, ktére mozna stosowad do wszystkich bryt
1 p6l wyrazonych réwnaniami w spéhrzednych prostokatnych.

Postgpowanie to jednakze, ktére jest zupelnie ogdlne, staje sig dla
bryt lub pél prostszych zbyt zawile i daje sig uproéeié przez stosowanie
do obliczen szczegblnych wlasciwosei geometrycznych takiej bryly; —
jakiedmy to czynili w przytoczonych przykladach.

VI. Linie lafcuchowe.

86. Twierdzenie ogélne. WeZmy pod uwage nié cigzkg, ktérg umo-
cowano w dwdéch nieruchomych punktach. Gdy nié ta pod dziataniem
sil Biq,zenia pozostawacé bedzie w spoczynku, wtedy sily, dziatajace na
nig, beda w réwnowadze. Przyjmijmy w tych rozpatrywaniach, ze nié
jest nierozciggalna i zupelnie gigtka. Nierozeciggalnodé nici ujawnia sig
w ten sposéb, iz pod dzialaniem sil w kierunki nieci, nie zmieni ona swej
dlugodei; gietkodd zad wyrata sig w ten sposéb, iz moment, potrzebny
do zgigeia tej nici w jakimbgdZ jej punkecie, réwna sig zeru. Dotych-
czas stosowaliémy twierdzenia réwnowagi sit do ukladéw punktéw nie-
zmiennych, t. j. do bryt sztywnych; omawiana za$ tutaj nié przedstawia
uklad materyalny punktéw, ktéry stosownie do okreélenia jest niezmien-
nym tylko pod wzgledem rozciggalnosoei; dla innych za$ odksztalceri uktad
ten jest zmienny.

W celu zastosowania do tego przykladu znanych juz warunkéw
réwnowagi, sprowadzimy ten uklad zmienny do ukladu niezmiennego,
_przyjawszy, iz nié dana sklada sig z czgstek nieskorniczenie malych
i sztywnych i ze czastki te sg polaczone migdzy sobg przegubowo; nidé
wige takg wyobrazidé sobie mozemy w postaci laricucha o nieskoiiczenie
malych ogniwach; ktére obracaé sig mogg w przegubach bez tarcia.

Rys. 111-ty przedstawia nié cigzka, gietka, zawieszong swobodnie
w dwoéch punktach 4 i B. Azeby obliczyé postaé geometryczng, jaks
przybierze ta nié pod dzialaniem swego cigzaru, oraz naprezenia, jakie
wystepuja w réznych jej.przekrojach, wyobrazimy sobie, zeSmy czastke
tej nici o dlugogei nieskoriczenie malej odeieli; azeby za§ niezmienié
stanu réwnowagi tej czgstki, w jakim znajdowala sig przed jej odeig-
ciem, przyczepimy do jej koncéw sily 7; i 7, stycznie do krzywej, jaks
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ié tworzy. Na czastke przeto ds dzialaé bedg trzy sily: 73, 7,1 p.ds,

dzie p oznacza cigzar jej jednostki dlugodei nici; sily te sy w réwno-
‘adze; warunki réwnowagi wyrazimy réwnaniami rzutéw. W tym celu

y /n,

Rys. 111.

rzeprowadZmy osi x i y; oznaczmy spélrzgdne jednego koirica literami
i y; literami za$ (x--dx) i (y dy) drugiego jej korica; silp 7} literg 7°
site 7, litera (7"} dT); katy nachylenia tych sit wzglgdem osi x lite-
uni o i (o -~ de). Réwnania zatem réwnowagi tych sil sg nastgpujgce:
(T'4-dT).cos (a+ do) — T.cosa ==

) to rzuty na oé x; nastepnie
. (T4-dT).sin (o} de) — T.sina — p.ds =0,
} rzuty na of y.

Réwnania te przedstawiaja zupelne rdzmczkl funkeyi dwéch zmien-
ych moga wige byd napisane w postaci nastepujacej:

1) d(T.cosa)=0; oraz 2) d(I.sino)=p.ds.

6wnania te scalkujemy w granicach, wyznaczonych przez punkty za-
ieszenia 4 i B, i otrzymamy:

1) Tp. cosas— Ty.c00804 =0, oraz

2) Ty.sinag — Ty . smou_fp ds;
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w ktérych 7% i 7, oznaczajy sily zawieszenia nici w punktach 4 i B;
oy i op zas kgty, jakie one tworzg z osig x. Gdy zwazymy, ze punkty
B

A i B moga bydé obrane w dowolnych miejscach nici i ze Wyrazf p.ds

jest cigzarem nici, pomiedzy punkt.aml zawieszenia; wtedy dla powyz-
szych réwnan znajdziemy nastepujace statyuzne znaczenie:

1) réwnanie l-sze méwi, ze poziome rzuty sil, napr@za}acych nid
w punktach zawieszenia, sg sobie réwne; réwnanie za$ drugie, ze rzuty
ich pionowe sg réwne cigzarowi nici, zawartej pomigdzy punktami za-
wieszenia.

2) obydwa te réwnania, wykazujace zalezno§é pomigdzy sitami 7'y,

Tpi fp.ds, wyrazajg ich réwnowage w sposdéb, jak gdyby czeédé nici,

zawarta pomiedzy punktami 4 i B, stanowila niezmienny uklad punktéw,

I rzeczywidcie, jezeli, po przyjeciu przez nié stanu réwnowagi,
przyjmiemy ja za sztywna, to przez to w niczem nie zmienimy danego
ukladu i mozemy stosowaé do niego warunki réwnowagi sil, dzialaja-
cych na uklad niezmienny; a wtedy bezposrednio napiszemy powyzsze
réwnania réwnowagi. Wniosek ten daje sig uogdlnié i wypowiedzied
w sposéb nastgpujacy:

jezeli sily, przyloZzone do jakiegokolwiek uktadu punktéw, zatem i do
zmiennego, s3 w réwnowadze, to nie naruszymy tej réwnowagi, gdy roz-
patrywaé go bedziemy, jako uklad niézmienny.

Jest to uogdlnienie, majace szerokie zastosowanie w réznych dzia-
lach mechaniki i fizyki ze wzgledu na ulatwienie, jakie wprowadza ono
do rozpatrywan réwnowagi sil, dzialajgcych na uklady zmienne. Zasada
ta jest znang w fizyce pod pazwg zasady Stevina i jest réwniez stoso-
wana pod nazwg zasady zesztywnienia ukladéw.

87. Réwnanie linji faficuchowej. Zadanie niniejsze polega na ob-
liczeniu réwnania krzywej, jaks przedstawia nié, zawieszona swobod-
nie na dwéch punktach, gdy cigzar jej jest jednostajny. '

W celu rozwigzania tego zadania mozemy skorzystaé bezposrednio
z réwnaii ogélnych, wyzej wyprowadzonych, lub tez, mozemy rozwiazad
je na podstawie wniosku o chwilowej sztywnosci ukiadu zmiennego;
z tych dwdéch sposobéw zastosujemy w danym razie ten drugi.

Nié nierozciggliwa i gigtka, umocowana w plaszczyZnie pionowej
w dwéch punktach 4 i B, przyjmie pod wplywem swego cigzaru pewng
postaé geometryczng, rys. 112-ty. W celu uproszezenia rachunku os
spéirzgdnych x obieramy poziomo, of y pionowo, i przeprowadzamy ja
przez punkt najnizszy krzywej laicuchowej, Diugoéé nici od 4 do B
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oznaczamy litera /; cigzar jej litera Q= pl; sily, ktére nalezy przy-
lozy¢ do kofic6w nici w punktach jej zawieszen, oznaczamy przez
T4 i Ty Przetnijmy dang
ni¢ w dwdéch miejscach,
w miejsecu najnizszem C
i w drugiem dowolnem
miejscu K. Sily, jakie wy-
padnie przylozyé do tych
koncéw, azeby nié pozo-
stawala nadal w pierwo-
tnerc polozeniu, oznaczamy
przez 7, i T, dlugoéé zas
CK przez s; a wige cigzar

! K
jej bedzie Q = fﬂp.ds.
Rys. 112. Gdy nié jest w réwnowa-
dze, uwazamy jg za uklad

saztywny, a wigo sity 7, 7 i O powinny byé w réwnowadze, co wyra-
zimy réwnaniami

T.cosa — 7T, =0; oraz T.sin a — p.s = 0.
Rugujac z tych réwnahi 7, co uskuteczniamy, dzielge drugie réwna-

nie przez pierwsze, otrzymamy tg'a = »,? s.
0
Poniewasz tg a = i{-’i, przeto
dx
dx 5 5

Pomigdzy zmiennemi %, y i s zachodzi jeszcze zalezno$d
2) dx’t-dy=ds*.

Jezeli z tych dwd6ch réwnafi wyrugujemy s, otrzymamy jedno ré-
wnanie, wykazujace zalezno$é pomiedzy x i 9, i ono bedzie r6wnaniem
szukanej krzywej. W tym celu w pierwszem réwnaniu nalesy wprowa-
dzié zamiast s pochodng ds, do czego dojdziemy, rézniczkujac je po-
dlug x, a wtedy otrzymamy réwnania nastgpujace:

1) fl:(i)—d—s—, oraz.
dx* \T,| dx
2) ds=)ds* I dy*.

Po wyrugowaniu z nich ds, otrzymujemy réwnanie, w ktérem sa tylko
pochodne dwdéch zmiennych x i y
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-(5)y 2

jest to réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, przedstawiajgce linig, na-
zwang laicuchowg. W celu scalkowania tego réwnania przeksztalcamy
je na réwnanie rézniczkowe rzgdu pierwszego; podstawiajge

a
-;éi-_. z, a wige Ziy- =-%; otrzymamy przeto:
ds —
—_—— — . 2.
ax T, Vite
skad, po podzieleniu przez /T - z2i pomnozeniu przez dx, otrzymamy:

dz
P —— (2—) dx.
AR
Calkujagc obydwie strony tego réwnania, otrzymamy:

In (s -+ VTF ) —(a) 4 F-ly

. U
Stala C, okre§limy przyjmujgc of x réwnolegle do stycznej w najniz-
szym punkcie szukanej krzywej, a wtedy dla:

2= 0tpe=0 =0
po podstawieniu tych warto§ci w réwnanie powyzsze, otrzymamy:
 In (0 + V14 O) = O - C; inaczej In 1 = C, skad C, = 0;
rGwnanie wige powy#sze przyjmie postad:

n(s+V1Fa)= ( 2 ) x; a po zmianie na funkeje wykladnicza:

2,
eTo =z VT4
W celu obliczenia z tego réwnania wartodei z, nalezy pozbyd sig
pierwiastku; co tez uczynimy, postawiwszy go na JGdnej stronie réwna-
nia, t. j.:
.
e —s=)1Ts;
nastepnie podnoszzw je do drugiej potegi, i po wykonaniu odpowiednich
skrécen, i rozwigzanin wzgledem 2, otrzymamy:

T et
s-—i——?—_——;lubszg elo —¢ To.
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Poniewaz: g = %, przeto po podstawieniu napiszemy:

l—x f’ X
dy = | [eTo —e T | dx.
W celu scalkowania podstawiamy: 2 %, i otrzymujomy: -

0
dy=1%. & [8“ — e—"] du; skad bezposrednio

M+rﬂ+%
-~ a po powrotnem podsbamemu

P ?
Tl =
1’=§°_;“Lr"x‘|‘e "}',‘Cn

Wartoéé C, obliczymy, przyjmujae & = 0,1y = —;i, a wtedy C;, =0,

i réwnanie krzywej przyjmie postad:
2 ]
X

e
Ly | 7
y——-%-'ﬁ—[en +e T

- 88. Krzywa mostéw wiszacych., W danem zadaniu przyjmujemy,
ze sily, dzialajgce na nié nie sg proporcyonalne do jej dlugodei, lecz sg
proporcyonalne do cigzaru mostu i obeigzenia jego, t. j. s proporcyo-
nalne do diugosei poziomej; w tym praypadku cigzar 4O jest proporcyo-

nalny do dx, — nie do ds, czyli: %‘Q- = p = stalej.
r .

(64)

Réwnania réwnowagi, gdy 7 oznacza naprgzenie nici w dowolnem
jej miejscu, 7, za§ w miejscu, w ktérem styczpa do nici jest pozioma,
rys. 112-ty, sa nastgpujace:

T.cos oo — T, =0,
T.sina — p.x= 0

Rugu;a,o 7 G | podstaw:la]gc tg a = ic?_’ otrzymamy:
oz

%sz_x, '
v T p
Po scalkowamu w granicach od zera clo x, otrzymamy réwnanie
krzywej: .
Ty =1 _2_. 2
¥ 3 T, "“
Postad krzywa] zatem, jakg przyjmuje nid, swobodnie zawieszona
i ohcigZona jednostajnie na poziome; diugosei,—jest parabols.
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Wynik ten bgdzie zgodny z rzeczywistodcia, gdy pominiemy cigzar
samego laicucha i jego wigzan z pomostami, i gdy nastepnie nieuwszgle-
dnimy tarcia pomigdzy ogniwami laticucha. Poniewa# te warunki w prak-
tyce nie 83 wykonalne, przeto i krzywa, wyznaczona przez powyZsze
réwnanie, jest tylko przyblizonym obrazem krzywej rzeczywistej.

- Z wyprowadzonegp réwnania mozemy obliczyé 7,, gdy dane
bedq warunki zawieszenia lancucha; np. dla: x — @, oraz dla. y = h,
rys. 113-ty, otrzymamy po podstawieniu réwnanie:

2~ P p\ a

h =1.-—"—aqa? ks = |—] — !

h. T,, !Sr&dTD (;&)2,

z réwnania tego obliczy-
my sile naprgzajgca lan-
cuch w punkeie najniz-
szym, gdy dany jest cig-
gZar 1 rozpieto$¢é mostu’
oraz wysokosé zawieszenia.

Mozemy réwniez ré-
wnanie paraboli wyrazid
przez spéirzgdne punktdw
-zawieszenia, ‘podstawiajac .
obliczong, warto$é 7, w ré-
wnanie krzywej; otrzyma-
my whedy:

Y == ihiﬂc?; lub inaczej y =
2 A _ :
Jasnem jest, #e dla obliczenia 7, niekoniecznie muszg bydé dane

Zi h, mogg réwniez byé dane i inne warunki.




