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Przedmowa do wydania-drugiego.

Wydanie 1-sze tego podrecznika, wykonane w r. 1911 — Stara-
iiem Komitetu Wydawniczego na Upamigtnienie Dziesigciolecia Stowa-
zyszenia Technikéw w Warszawie — zostalo wyczerpane. Przystepujge
lo drugiego wydania, tre$é jego uzupelnilem i dostosowalem do studjéw
vyzszych, jakie prowadzone sa w naszych Politechnikach. :

Program Politechnik wymaga zwykle mozliwie szybkiego udzielenia
studentom wiadomosci ze Statyki, dlatego rozpoczynam to wydawnictwo
Statyka; uwazajagc jednakze, iz rozpoczgcie wykladéw Kinematyka jest prawi-
diowsze; zreszta nie przeszkadza ten uklad do rozpoczecia studjéw, o ile
warunki na to pozwalaja, od Kinematyki. Program Statyki i Kinematyki
znacznie powigkszylem, chcac w ten sposéb daé szerokie podstawy do
studjéw teorji Statyki Budowlanej. Przytem skladam cale uznanie dla sta-
ran i energji Komisji Wydawnicze] Towarzystwa Bratniej Pomocy Stu-
dentéw Politechniki Warszawskiej, ktéra zorganizowala i przeprowadzila
to wydawnictwo.

H. Czopowski.

Warszawa, we wrzesniu 1921 r.



I. WielkoSci kierunkowe i ich wlasciwosci
geometryczne.

1. Przesunigcia punktu. (idy méwimy o ruchu, powstaje w umysle
naszym:

1) obraz przedmiotu poruszajacego sie i 2) zmiana jego miejsca
wzgledem innych otaczajgcych go przedmiotéw.

Obraz wige, jaki w danym razie przedstawiamy sobie, jest czysto
geometryeznej natury. Rozpocznijmy badania od najprostszej postaci
przedmiofu poruszajacego sig, t. j. od punktu. Przez punkt w danym
przypadku bedziemy rozumieli pewne miejsce w przestrzeni. Punkt tak
pojely nazywa sig punktem geometrycznym w przeciwstawienin do pun-
ktéw, ktorym hedziemy przypisywali pewne fizyczne wiaseiwodei i o ktd-
rych bedziemy méwili w nastgpstwie.

Droge, ktéra opisuje punkt poruszajgcy sig, nazywamy torem.

Najprostszym przypadkiem ruchu bedzie przesunigeie punktu w prze-
strzeni po linii prostej, t.j. po torze pros-
tym; przy tej czynnosei méwimy, iz punkt
ruchomy, ktéry oznaczymy litery K, prze-
suwamy z miejsea A4 do miejsca 3 toru
prostego, rys. 1-szy., W danym razie ru-
chomy punkt XK zakreila w przestrzeni
odcinek A4/73. Symbol 4B rozumieé¢ na-
lezy w ten sposéb, iz punkt K wyszed!
% miejsca 4 i przeszedl po prostej linii
do miejsca B. Odcinek wige AB jest
drogy punktu X i posiada $cisle wyzna-
czone polozenie w przestrzeni. Punkt 4 Rys. 1.
nazwiemy poczgtkiem odcinka A7, punkt
B jego korcem.

Polozenie to w wykonaniu praktycznem moze byd¢ utrwalone, np.
przez pret, umocowany do umyélnie w tym celu zbudowanego ruszto-
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vania. Dla badait jednakze matemalycznych wyznaczamy polozenie
tego odcinka przez spohzedne jego poczgtku i kodea: (a9,) i (x,9,), gdy
ruch zuachodzi na plaszesyznie; Iub przesz spotrzedne (x, y,2,) oraz (x, v,42,),
ady ruch odbywassig w przestrzeni. Dla ulatwienia rachunku uidul spol-
rzgdnych prayjeto prostokatny.

2. Okreslenie wektora. Przesunigeie zatem punktu w przestrzeni
jest okredlone: )

1) przez poczatek, ktéry oznaczylismy litery .1, 2) przez prosta,
na ktdrej dany odeinek si¢ znajduje, 3) przez strzatke (zwriot), wskazu-
jacqg w jaukim kierunku ruch sig odbywa; i 4) przez liczbg, wykazujgey
dlugosé odeinka.  Za pomoeg tych danyeh polozenio i wielkodd przesu-
nigcia sy jednoznacznie w przestrzeni wyznaczone. Miarg wielkodei,
ktére sy okreélone przes cztery opisane warunki, niekoniecznie ma byd
tylko przesunigeie, lecz moze byé rowniez wielkodé inna, ktéra posiada
kierunek, strzalke i dtugosé; wiclkosé raky nazy wamy wektorem i przed-
stawiamy ja geometryeznie przez odeinek 45, rys. |-szy.

W rozpatry waniach nastepnysrh przez wektor bedziemy wogéle rozu-
mieli odvinek, ktArego kierunek, strzakka i dfugosé sg dane, poczgytek zas,
innezej punkt praylozenia, bedzie za kazdym razem okredlony przez wa-
runki zadania. ?

3. Dodawanie wektorow. Wyobrazmy sobie obecnie, iz punkt
ruchomy K przesuwamy najpierw od 4 do B, rys. 2-¢i, inaczej po-
wiemy, ze punkt A zakreSla wektor 4/3; na-
stepnie tenze¢ punki K zakre§la wektor BC,
przyjmujemy przytem dla uogdlnienia, iz miejsce
C' nie lezy na prostej wektora A5; mowimy
w takim razie, ze punkl A zakresla dwa wek-
tory AB i BC i znajduje sig pod koniec tej
czynno$ci w miejseu C. Chege pr':r.csunwi
punkt &K z miejsca 4 do miejsca €, mogli-
byémy nadaé mu przesunigeie bezpodrednio po
wektorze AC. W ten sposéb znalazlby sig ru-
chomy punkt réwniez w punkcie C, chociaz

Rys. 2, doszedlby do niego po innej dzodze, niz to po-
przednio uskutecznil,

Jezeli w Lych rozpatrywaniach nie idzie o dlugoéd drég praeby-
tych, lecz tylko o wyznaczenie kraricowego pofozenia ruchomego punktu A,
to wykonane wyzej przesunigcia mozemy symbolicznie oznaczyd przez:

AB 4 BC= AC.
ch’)r ten nie jest sumg w znaczeniu algebraicznem, — nie wska-
zuje on, %6 mamy dodad diugodei odeinkéw, lecz wskazuje czynnoéci,
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jakie powinnismy wykonad w przestrzeni » pewnym punkiem rucho-
mym. Wzir powyzszy tak pojety przedstawia trdjkat, ktérego boki sg
AB, BC i AC, vys. 2 gi. Mozemy przeto sobie wyobrazié, ze po bokach
tego brojkata prachiega punkt K w porzadku kolejnym, jak to wskazujy
nazwy wektordw, lub strzalki naniesione na bokach tego tréjkata.

Przesunigeia punktu K mozemy uskulecznidé w ré'mu:n'udny sposab.

Przesuwajace punkt A, rys. 8-ei ko-

E lejno z punktu 4 do punktu B,

nastepnie do C, D, I i f. d., otrzy-

mamy wielobok, ktdry., wogdle ma-

wige, hedzie wielobokiem wichro-

watym i niezamknigtym. Boki 4753,

BC i t. d., zaopatrzone w strzulki,

bedy przedstawialy wektory prze«
SUMed. 3

dezeli np. punkt W bedzie
krancowym punktem powy#szego
wieloboku, to mozemy pnwlvd.ﬂleé
iz wektor AW przedstawia: prze-

Rys. 3. sunigeie, za kidérego pomocd ru-
chomy punkt przenidstby sie bes-
podrednio z punktu A do punktu W:  wektor 4H/ nazywamy wekto-
rem zastgpczym lub wypadkowym, wskazuje on howiem w jaki ¥posdéh
mozemy zaslapic¢ caly szereg poszezegdlnych przesunigé — jednem prze-
sunigeiem.  Symbol tych przesunigd przedstawia sig, jak nastepuje:
AB+ BC - CDh-H-.... EW = A4/,
Wektory 173, BC, CD il.d. bedziemy nazywali wektorami sk¥adowymi,
wiyz 7 tych wektoréw skiada sip ezynnosd przesuwania. W poprzednim
praykladzie, rys. 2, wektory 4B, BC i t. d., sy wektorami skiadowymi,
wektor zad A0 wektorem zastepezym, inaczej wypadkowym. <

Obserwujac kierunki strzalek wektoréw skladowyceh i wektordw za-
slegpowyeh, zauwazymy, iz strzalki wektordw skladowych posiadajg jeden .
i ten sam kierunek, strzalkn zad wektora zastepezego posiada kierunek
przeciwny do poprzednich t. j. strzalki wektordw skladowych i zast-gp-
czego zwrécone sg do punktu kraiicowego.

4. Oznaczenia wektoréw. W celu odréznienia, kiedy deny symbol
przedstawia wektor, a kiedy tylko liczbe, bedziemy oznaczali wektory -
przez kreski umieszezone u géry symbolu i przytem oznaczaé bedziemy
wektor nie dwiema literami lecz jedna. Wektory wiee 4B, BC i t. d.
oznaczymy np. literami 72, P, i t. d., lub tez literami A, B it p.

W ten sposdh, rozrdzniajyc sposoby oznaczania wielkodei wektoro-
wych bd wielkosei liezbowych, inaczej zwanych skalarnemi, unikniemy
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pomylek, jakie moglyby zajéé przy rozumieniu wzoréw matem 1tvvz‘n)<h.
np. przez wzor: P - P, = R nalezy rozumiedé trzy boki /2, /7 i R
tréjkata, rys. 4-ty, ktéry jest $cisle wyznaczony.

(‘ﬂlvbyamy przez symbole /7, 7, i R cheieli
rozumied tylko dlugodei tych wektorow, to wzir
Py, <+ P, — R bylby blednym, gdy# stosunek diu-

B godei bokéw tego tréjkatu wyraza sig innem réw-
naniem, a mianowicie, oznaczajge dhugodei bokdw
literami bex kresek /72), P, i K, napiszemy rownanie:

B R = P4 4=-P% — 2P P 008 (PP)
Rys. 4. w ktorem cos (£ F,) oznacza cosinus kyta, utwo-

rzonego przez boki P, 1 P, Nalezy zwrdeid
uwage na pojmowanie (yeh symboli.
Wzér postaci:

Pk B P v Pao=R
lub tez, ogélniej piszuc, wzbi:
}J}jf‘.:f\.’, i el et T ) i s PR

w ktérym £ jest kolejno réwne: 1, 2, 5. .. », nazywa sip sumg wektorowg,
lub inaczej geometryczng, i przedstawia odpowiedni wielobok w prze-
strzeni; wzor za$:

‘”l _}_ Py - | P, "1“ veee Py,
jest suma algebraicznag i wyraza sume dtugosci bokdw wieloboku, ktora
nie jest réwna dfugosci X, gdyz w ogdle X P, == KA.

Suma wektorowa wskazuje czynnosci, jakie mamy wykonaé z ru-
chomym punktem, oraz polozenie jego w przestrzeni, gdy uskutecznimy
te przesunigeia: suma zad algebraiczna wskazuje wylgeznie sume dhu-
gosci przesunigd.

W szezegdlnym praypadku, gdy ruchomy punkt A" powrdei do
miejsca wyjscia, — oftrzymamy wielobok zamknigty. W tym razie
réwna sip zeru; przebieg wige takiego punkiu przedstawi sig w prayje-
tym sposobie oznaczania:

N e e e 4 M1 o 71
i powieiy w tym razie, 2e wektor zastgpozy réwny jest zeru.

Gdy wige spotkamy sig ze wzorem sumy wektorowej postaci ¥ /7, = 0,
powinni$my sobie przedstawi¢ w przestrzeni wielobok zamknigty. .Jezeli
za$ posiadamy wzér ¥ Py= R, to powinniémy sobie wyobrazi¢ wielobok
niezamknigty, (f. j. linig lamang), ktérego boki stanowia wektory P
ze strzalkami z jednakowym zwrotem, wektor zag R nalesy sobié przed-
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stawi¢ jako bok, zamykajacy wspomniany wielobok, ze strzalka prze-
ciwng zwrotowi strzatek wektoréw 2, rys. b-ty,

A# TF, B

Rys 5. Rys. G.

5. Wlasciwosci sumy wektoréw. Rozwuazmy obecnie pewne wiadei-
wosci sumy wektoréw i wezmy pod uwage ruchomy punkt A umiesémy
go najpierw w 4, rys. 6-ty i przesuiimy prostolinijnie do punktu B, na-
stepnie z punktu B do punktu C; ownaczajac przesunigeie A8 przez Py,
przesunigeie BC przez [, zastepeze za$ przesunigeie AC przez R napi-
szemy P, 4+ P, = R. ;

Wykonajmy obecnie czynnodei przesunigd w innym porzgdku, rys.
fi-ty, t.j. wykonajmy najpierw przesunigcie wzdiuz wektora 7,, nastepnie P,,
natenczas punkt ruchomy dojdzie do miejsca C'. Azeby wykonad te
przesunigeia, przesuwamy ruchomy punkt X z miejsca A do miejsca /3’
w ten sposéb, #ze czynimy stosownie do zalozenia 45’ réwnoleglem
i réwnem BC, nastepnie z punktu B’ przesuwamy ruchomy punkt do C.
czynige B'C’ réownoleglem i réwnem A7, W ten sposéb punkt C’
przedstawia miejsce, do ktorego przejdzie punkt ruchomy po innej dro-
dze. 7 geometrycznego stosunku wektoréw: 4B, BC, AB' i B'C" wy-
nika, iz wykreélona l[igura (ABCC'B'A) przedstawia réwnolegltobok; czyli
ze punkt C i (' muszg si¢ pokryd, co doprowadza nas do wniosku, ze
jezeli przesuniemy punkt ruchomy w porzadku wektoréw 77 i P,, Tub
tez w innym porzadku, np. najpierw po wektorze /°, nastgpnie po wek-
torze /°, to tak w pierwszym jak i w drugim przypadku dojdziemy
rawsze do jednego i tego samego punktu C; ktérego miejsce w prae-
strzeni wyznacza jeden wektor Z. Wniosek ten przedstawia sie aymbo-
loznie: P, + Py =P, + P, = R.

Gdyby$émy mieli sume wektorowa zlozong z wigkszej ilogci wekto-
r6w, to moglibySmy dowolnie przemieniaé porzgdek dodawania wekto-
r6w, przez co jeduakze nie zmienilby sig wynik przesunigd; czyli wszyst-
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kie te sumy beda posiada¢ jeden i {en sam wektor zastepezy, — wektor
wypadkowy.

Whiosek fen da sig wyslowid w nastgpujacy sposdb:

suma wektoréw jest niezalezng od porzadku dodajnikéw. .Jest fo
wige prawo jednakowe z prawem dodawania liezbowego i nazywa sig
prawem przemiennosci dodajnikéw, 7 okreflenia dodawania wektoréw
wyplywa prawo ¥gcznodci dodajnikdw: t. j. majac sume wielu wektoréw

P, 7 Py + & -Z:j-t +...=R.
mozemy, dowolnie igezge niektére dodajniki, wyznaczad ich wypadkowe,
1 nastepnie suma tych wypadkowych da wektor wypadkowy wsaystkich
wektoréw. Dodawanie np. wspomnianych wektoréw uskutecznié mo-
zemy w nastepujacy sposéh: wyznaczamy najpierw: /2-f-/7= N/, nastgp-
nie P}-P=0FR,; i wreszcie: R|-F,=~K i t. p.

Z okreflenia sumy wektorow wynikajg nastgpumm jej wlasciwodei:

1) Jezeli powigkszymy lub zmniejszymy wielokrotnie wektory
skladowe pewnoj sumy, to i wypadkowa ich powigkszy si¢ lub zmniej-
szy si¢ w tymze stosunku; sumy takie beda przedstawialy wieloboki ge-
ometrycznic podobne.

2) Jezeli wszystkie wektory skladowe obrécimy o jeden i ten sam
kgt w plaszezyinie czy w przestrzeni, to i wypadkowa ich obréei sig
o ten sam kat.

3) Jezeli dang sume wektorowy zrzutujemy w jaki hadZz sposéb
na dowolnie obrang plaszezyzne w przestrzeni, 1o olrzymamy nowg sume
wektorowsy, ktirej wypadkowa jest rzutem wladeiwej wypadkowej.

6. Skracanie i dodawanie wektoréw. Nu zasadzie powyzej wypro-
wadzonego twierdzenia o niezaleznodei sumy wektoréw od porzgdku do-
dajnikdw, jasnem jest, iz 2 da-

nego peka wektordow, L. ], % da-

o, nego zbioru wektoréw mozemy
E . #zbudowadé bardzo wicle wiclo-
bokow, lecz wszystkie te wielo-
: boki doprowadzajq nas do jed-
*. nego i tego samego punktu kraii-
= cowego, t. j. wyznaczg one jo-
den jedyny wektlor zastepezy.
W peku wektoréw mogs

sig znajdowad wektory, lezgce
na wspélnej prostej i praytem

> o do wielkosei wzajemnie réwne
i ze strzalkami przeciwnemi.

Poniewaz suma wektoréw nie-

ol

Rys. 7.
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zalezng jest od porzgdku dodajnikéw, przeto dodamy najpierw z soba
takie wektory, i usuniemy je z ukladu, gdys suma ich réwna sig zeru.

Dwa wige wektory, posiadajgce te same kierunki i te same diu-
gofei, lecy strzulki przeciwne, mogg byé z peku usunigte bez sprowa-
dzenia zmiuny wektora wypadkowego; inacze] mowige, dwa takie wek-
tory mozemy zawsze skreslic bez wplywu na wynik dodawania,

Jezeli np, w przedstawionym na rys. T-ym peku wektorow przyj-
miemy, ze wektory 7, i P, lezy na jednej prostej idtugosei ich sg ré-
wne, to mogna napisad: P, - P;=0; tak samo, np. P, P,—0. Po-
wyzszg sune napiszemy w nastepuiacym porzadku:

(B, 4+ Py + [Py + P + P, + P, =R,
skad otrzymamy:
2P, = By By = R

Dodawanie wige szedcin wektorow s[n'owad‘zu sig w danym razie
do dodawania dwéeh wektordw, co znakomivie upraszeza dzialanie.

Z prawa usunigcia dwdéch wektordw, lezacych na jednej wspdlnej
prostej i rownych co do swej wielkosei, lecz z przeciwnymi kierunkami
strzutek, wynika réwniez prawo przylaezania do danego ﬁgku wektoréw
dwéeh takichze wektoréw, t. j. réwnych, lecz ze zwrotami przeciwnymi,
ktore to przylgczame nie sprowadza %adnej zmiany wyniku dodawania.
Wprowadzenie takich dwéch wektorow do rachunku bywa nieraz ko-
rzysine pray wykreslaniu wieloboku wektoréw.

7. Réinica dwéch wektoréw. Roéznicg dwéch wektlorow P, — P,
nazwiemy taki trzeci (nie znany dotychezas) wektor /', ktéry dodany
do P, da wektor P;; —a wige taki wektor &/, ktéry uezyni zadodé ré-
wian:

Dziatanie to przedstawione jest na rys. 10-ym. Dzialanie takie nazwie-
my odejmowanienm, Odejmowanie przeto zastypimy dodawaniem, 'gdy
zmicnimy strzulke wektora, kibry mamy odigé, 1. j. gdy wykqnamy
konstrukeje geometryezng pg. nast. symbolu :

; P, 4 (—P) =R

8. Przyktady:

1) Dane sy dwa wektory P, i P, rys. 8; nalezy wykroéhc wek-
tory zustepeze poding nastepujgeych wzorw:
a) R = P,-} P,; rozwigzanie na rys. 9-ym;
b) R = P, P; rozwigzanie na rys. 9-ym;
gy Rfi=

1
&) R = P, — Py rozwigzanie narys. 10-ym;

ﬂ

— P,; rozwigzanie na rys. 11-ym;
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2) Dane sg wektory P, i P, takie, 2¢ P = P, (t. j. dlugosei
ich sg réwne, rys. 12-ty), wykreslid ich réznicg: ¥ = /7, — I,

3) Dane sg caztery wektory, ktéryeh X7, = 0; wykredli¢ z nich
wszystkie mozliwe czworohoki, odpowiadajpce temu warunkowi.

42 o

K
Rys. 10, Rys. 11.

9. Ukfady szczegblne. Rozpatrywania powyzsze tyczyly si¢ we-
ktor6w dowolnie w przestrzeni skierowanych, t,j. tyczyly sig przesunigé
punktu ruchomego po bokach wielobokéw wichrowatych, byl to wiec
przestrzenny uklad wektordw.

Jako szezegdlne przypadki ukla-
déw weklor6w mozna uwazad te, w kto-
rych wszystkie rozpalrywane wektory
lezo¢ bedy na jednej plaszezyZnie, wte-
dy powiemy, %e posiadamy plaskiukiad
wektoréw. Suma plaskiego ukladu we-
ktordw przedstawi sig w postaci wie-
lohoku plaskiego.

Nastepny szczegdlny praypadek
zajdzie, gdy wszystkie weklory lezed
beda na jednej prostej, wiedy powiemy,
ze manwy do czynienia z ukladem we-
ktoréw prostolinijnym. Suma wekto-

. row uktadu prosolinijnego przedstawi
Rys. 12 sig w nastepujgcy sposob, rys. 13-ty.
SP= R
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O sumie tej, jakiésmy to juz wyzej wzamiankowali powiedzied¢ mo-
zemy, iz dodawanie wektoréw ukladu prostolinijnego, wykonywa sig po-
dlug metod dodawania ulgabraicznegc';. Dodawanie wige algebraiczne
uwazad mozny, jako szezegdlny przypadek dodawania wektorowego i za-
chodzi ono, gdy wszystkie rozpatrywane wektory lezed beda na jednej
prostoj.  Zwrécid jeszeze nalezy nwage, %e w ukladzie prostolinijnym
nalezy przy dodawaniu zachowad réwniez kierunki strzalek juk w ukla-
dach przestrzennych.

I I i

B

Ay . G, B B O R D

-
-
R

Rys 13,

10. Wektory na ptaszczyznie i ich rzuty na osi. Wyprowadzimy tu-
taj pewne geomelryczne wiadciwodei ukladéw plaskich, Wykredlmy
w tym celu na plaszezyZnie rysunku, vys. 14-y, wektor /2; nakreslmy
_nastepnie na tej plaszezyznie prosty, ktérg nazwicmy osig v i opusémy
z kotcow tego wektora proste prostopadie do tej osi, (proste te nazy-
wajg si¢ promieniami rzutujgcymi). Punkty przecigd promieni rzulujgeych
w osiy x dajg dwapunkty 4, i B, kiére sy rzutami punktéw .1 i /3
na of a.  Odeinek ./, /3 . oznaczymy przez P, i nazwiemy go rzutem
wektora /’ na o$ v Ze stosunku frygonometrycznego wynika zalezno$c:

Po == GOB (PR o v e @ e e K8)

w ktdrej cos (F,v) jesl cosinus kala, utworzonego przez wektor 2 i of ..

Wykres§lmy obecnie wiclobok plaski zamknigty, rys. 156-ty, przed-
gtawiony przez wzér Y/, = 0; wdanym praykladzie kolejno: &=1,. ...5.
Zrzutujmy wierzcholki A4, 5, C, ... tego wieloboku na dowolnie obrany
0§ «, lecs lezgog w jego plaszezyZnie; a otrzymamy caly szereg wekto-
réw Ly, Py oo it d, kidre stanowig uklad wektoréw prostolinijny.
Sumowanie rzutéw wektordw wykonaé nalezy podlug prawidel dodawa-
nia algebraicznego. Z figury odezytaé¢ mozemy uastepujgce twierdzenie:
gdy uklad plaski wektoréw tworzy wielobok zamknigty, to suma alge-
braiczna ich rzutéw na dowolnie obrang of réwna sig zeru.

Twierdzenie to da si¢ wyrazi¢ wzorami wektorowymi w nastepu-
jacy sposib:

jezeli XPp =0, to XF, . = 0.
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Wezmy obeenie pod uwage uklad wektoréw, tworzaeych wielobok
niezamkniety; latwo wiedy sposbrzedz, ze suma algebraiczna rzutéw
tych wektoréw na obrang of nie bedzie wogdle rowng zern. Jezeli wie-
lobok niezamknigty, zamkniemy za pomoey wekfora zastepezego X, Lo
raut tego wektora na ofa bedzie r6wny sumio algebraicznej rzutdw da-
nych wektoréw. Wniosek ten mozna ujaé¢ w nastepujace fwierdzenie:

i E
D
i
£ A
R, A OB IELR BB
AJ& Bx. AL E BL C-‘-Dk
Rys. 14. Rys. 15.

jezeli wektory tworzg va plaszezysnie wielobok niezamkniety, to algo-
braiczna suma ich rzutéw na dowolng o§ réwna sip rzutowi wektora za-
stgpezego. Twierdzenie to wyraza sig wzorem wektorowym:

jeteli R = XP), to R, =3P,

Abmlapny obecnie, czy tresd pierwszogo z tych twicrdzen o rzu-
tach wieloboku zamkniglego nie da sig odwrécid, t. j. czy mozna po-
wiedzied, jeseli suma algebraiczna rzutéw plaskiego ukladn wektoréw
na pewng od rowna sig zeru, czy w tem razie wektory te przedstawiaja
wielobok zamknigty; nalezy zatem sprawdzié: cay, jezeli X7, , =0,
to i XP, =0? Po ruapatmemu sig w tem twierdzeniu zauwazymy, ze ta-
kie odwrécenie nie moze mied miejsca, jezeli bowiem wektor zastepozy
bedzie stal prostopadle do osi rzutéw, to suma ich rzutéw na te o$ be-
dzie réwny zeru; pomimo tego, ze wielobok wektoréw jest niezamkuiety;
posiada on bowiem wektor zastepezy prostopadly do osi rzutéw, a rzut
takiego wektora réwna sig zeru. Azeby wige wyrazid zZa pomocg rzu-
téw, 2e wielobok plaski jest zamknigty, nalezy rzutowaé wielobok wekto-
rowy na dwie dowolne, lecz nierdwnolegle osi x i y i jezeli sumy algé-
braiczne rzutéw tego wieloboku sy zerem dla kazdej osi zosobna, to
tylko wiedy wielobok wektorowy bedzie zamknigty. Powyzsze réwna-
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nie da sig strescid w (wierdzeniu: jezeli sumy algebraiczne rzutow plh.—
skiego wicloboku wektorowego na dwie nieréwnolegle osi rzantéw réwne
83 zeru dla kazdej osi zosobna, (o wdpowiadajgey tym rautom wielobok
wektorowy jest zamknigty. Co sie wyraza wektorowo:
jezeli 2Py, == 0, oraz X/ =0, to X% =0. . . . . . . . (4
; Niezbedny warunek stosowania w danym przypadku rzutéw na
dwie osi, a nie na jedng, objadnia sig jeszcze tem, iz rzut pewnego we
ktora na jedny tylko oé nie wystarcza do wyznaczenia wilagciwego we-
ktora; gdyz rzut ten moze odpowiadaé nieskoiiczenie wielu wektorom
rys. 16-ty. Dopiero gdy dane beda rzuty na dwie osi nieréwnolegle
x 1 g, wtedy dopiero mozemy wyznaczyé jednoczeénie odpowicini we-
ktor.  Naprzyklad, gdy dane sg dwa rzuty P, 1£y ma osi &4 gu to
qiapim'(l z tych dwdch rzuléw wykredlimy tylko jeden jedyny wektor
P, jak to wskazuje rys. 17-ty.
Waurunek analityczny, aby wielobok plaski byl zamknipty, wymaga

przeto: azeby sumy algebraiczne rzutéw na dwie osi byly rowne.zeru

dla kazdej osi zosobna.

ke = S
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Rys. 16 Rys. 17.

11. Wektory w przestrzeni i ich rzuty na osi. Mo ostatnie twier-
dzenie o pluskim ukladzie wektoréw postaramy si¢ zastosowaé do prze-
strzennego ukladu wektordow. Prazy rozpatrywaniu plaskiego ukladu wek-
tor6w, osi rzutdw, stosownie do zatozenia, znajdowaly sig w jednej plasz-
wy#nie z wektorami; obecnie wektory i osi, na ktére mamy robié rzuty,
nie znajdujg sig na jednej plaszezyZnie, t.j. sa waglpdem siebie w wichro-
watem polozeniu, Okre§lmy naprzéd, co mamy rozumie¢ przez rzut
wektora na dang o§ w przestrzeni. Azeby otrzymad rzul wektora P na
dowolnie obrang o$ w przestr},cni‘ kt6rg oznaczymy np. przez x, praze-
prowadsamy przez kraficowe punkty tego wektora dwie plaszczyzny pro-
stopadle do obranej osi (plaszezyzny te uazywajg plaszezyznami rzutu-
jacemi). Punkty przecigeia sig tych plaszezyzn rzutujacych z obrang
osip wyznaczajg odeinek, ktéry nazwiemy rzutem wektora P na of x
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i oznaczymy go przez /7. Strzalka wektora /2, musi byé zgodny ze
strzalky 72 t. j. rvzut poezyiku wektora powinien by¢ pocagtkiem rzulu
tegoz wektora; tak samo powinno byd z kraiicowym punktem wektora
1 jego rzutu,

Réznica wige w tworzeniu rzutéw  wektordw na od w ukladzie
plaskim i przestizennym jest la, iz w ukladzie plaskim do tworzenia
rzutdw stosujemy proste prostopadle do osi v, w ukladzie zad przestrzen-
nym—plaszezyzny prostopadie do tejze osi. Inaczej méwige, w pierwszym
przypadku stosujemy proste rzutujgce, w drugim — plaszezyzny rzufujpce.

Stosunek dlugodei wektorow /77§ 2, ktére sa w danym razie wzgle-
dem siebie w wichrowatym polozeniu, da si¢ wyrazid praez wzir try-
gonometryezny: = {”.cms (P, x), jaki  stosowalismy do wekforow
w ukladzie plaskim, rozamiejye przez (72 1), kal, ulworzony przez dwie
wichrowate proste, na kldérych lezy wekiory 21 P,

Przypomng tutaj okre§lenie z goomefrji przestrzennej, iz miary
kata, utworzonego przez dwie wiehrowate proste, jest kgt plaski, utwo-
rzony przez dwie przecinajgee sie proste, przeprowadzone z jakiego-
had% punktu przestrzeni réwnolegle do danych prostych.

Szezegdlne przypadki rzutdéw. 1) Gdy dany wektor jest réwno-
legly do osi rzutéw, to rzut jego réwna sig danemu wektorowi, t j. gdy
x| Py to P=2P; 2) gdy dany wektor lezy w plaszezyznie prostopadiej
do osi rzutéw, to rzul jego réowna sie zeru . j. jezeli v 1 /7 to /=0,

Przedstawmy sobie nastgpnie wichrowaly wielobok weklordw, wie-
lobok ten, ktérego wierzeholki oznaczymy przez A, B, C, D 1 1. d,
a ktérego boki stanowia wektory /2, /% i (. d. niech hedzie zamknigty.
Symboliczuie wielobok ten oznaczymy przez ADBCD.... A Inb inaczej:

BB, =0 odzie £=1,2,3...n.

. Obierzmy obecnie w przestrzoni of rzuléw v i przeprowidZmy
przez punkty 4, 3, C... szeveg plaszezyzn rzutujgeyeh, b j., prosto-
padlych do osi v. Punkly przecigecia si¢ tych plaszezysn z osig v ozna-
czamy odpowiednio przes A,, B, i t. d. Odeinki (4, B,), (B, () lub
P, Poyy 1 6 d. sg rautami bokéw A/, BC, i . d. t. j. przedstawiajg
rauty wektorow 72, P, ... Jezeli nastepnie plaszezyzna rzutujgca prze-
- biega kolejno wszystkie punkty .4, B, C i t. d. i powréci do miejsca
A, to na osi x utworzy sig caly szereg punktéw A4,, B,, C, it. d,
z kraficowym punktem .4, czyli suma algebraiczna rzutéw wektoréw
na o$ v réwna sig zeru; co napiszemy: jezeli ¥/% =0, to Xl ,=0;

Jezeli zas rozpatrujemy wielobok niezamknigty, to fatwo spostrzedz,
ze suma algebraiczna rzutéw wszystkich wektor6w na of «, jest réwngy
rzutowi wektora zastgpezego czyli w danym razie:

jeteli 3P, =R, to XP, —R,.
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Wyslowienie lych twierdzei bylo juz praytoczone wyzej pray jego
wyprowadzeniu dla uktadu plaskiego.

Postawmy sobie zapytanie nn.ilogiwm do poprzedniego, czy fresdé
tego twierdzenia da si¢ odwrécid, t. j. jezeli np. X P e — 0, to czy X ‘Pk__()?
inaczej mowige: jezeli suma .‘J..I“L‘l)!"‘l.l(‘?lld rzutéw ma dowoing o$ réwna
jest zeru, czy odpowiadajace tym rzutom wektory bedy tworzyly wie-
lobok zamkuigty ?

Otrzymamy w (ym razie odpowiedZ przeczyey, jakg réwniez otrzy-
malidmy przy rozpatrywaniu ukladu ptaskiego; kazdy bowiem wielobok
wichrowaty, ktérego wektor zastepezy bedzie lezal w plaszezyznie pro-

stopadiej do osi rautéw, przedstawi sie w rzutach jako ¥ 2P =0; w danym
howiem przypmlkn wektor /¥ zrzutuje sig na od rzutdw  w postaci jed-
nego punktu, t. j. bedzie /.= 0; pomimo ze /X posiadad bedzie pewng

wielkodd skm'mznm;. Obierzmy wige druga o rzutow, nierdwnolegla do
pierwszej, kidry odznaczymy literg 9 o rautach na te o$ mozemy po-
wiedzied, jak poprzednio, t. j. jezeli wektor zastepezy bedzie si¢ znaj-
dowal w plaszczyznie prostopadiej do osi y, to suma algebraiczna rautéw
takiego wieloboku bedzie réwna zeru, gdy (ymeczasem odpowiadajgey
wiclobok nie bedzie zamknigty.

(tdy obecnie skorzystamy jednoczesnie z tych dwdch warunkdw,
o j., jezeli X7 =01 EP,, =0, czy wielobok bgdzie zamknigty ? O ile
w ukladzie ptaskim le dwa warunki hyly wystarczajgce do wywniosko-
wania, %e odpowiedni wielobok plaski bedzie zamknigty, fo w danym
razie, t. j. w ukladzie przestrzennym wektordw, te dwa warunki sg nie-
wyslarczajace; mozemy bowiem zawsze wyobrazic sobie taky prosta, kiora
jednoczesnie bedzie prostopadly do obydwdch osi v i 3. Taky prosig
otrzy mamy, jako przecigeie sig dwdch plaszezyzn, ktdére stojg prosto-
padle do osi x i . Gdy na niej lub na innej do niej rdwnoleglej znaj-
dzie sig wektor zastgpezy R wtedy K. =0, oraz R =0, gdy tymecza-
sem R moze posiadad wielkodd skmwmn@ Warmlek iz uklad wektorow
pmest: zenny jest zamknigty, wyrazimy przeto analityeznie, ze dla takiego
ukladu, sumy algebraiczne rzutéw na trzy dowolne osi, (nieréwnolegle do
jednej plaszezyzny) powinny byé réowne zeru dla kazdej osi zoscbna.

Powyzsze twierdzenie stanie sig rownie zrozumiatem, gdy wyjdziemy
z innego sposobu rozpatrywan. W tym celu postawmy pytanie: na ilu
osiach potrzebne sy rzuty pewnego wektora, znajdujgcego sip w prze-
strzeni, aby ten wektor mozna bylo jednoznacznie wyznaczyd? W odpo-
wiedzi na to zalézmy najpierw, ze posiadamy—rzuty na dwie osi, t. J.
‘posiadamy odeinki A, B, i A4, By. Azeby znalezé polozenie punkin
w przestrzeni, przeprowadsmy przez I, i A, plaszczyzny, prostopadie
do osi x i y; przecigeie sig tych pIaS?C/yzn da nam prosty, ktéra bedzie

}
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geometrycznem miejscem punktéw 4, (przyjmijmy praytem, ze punkt
A oznacza  poczgtek wektora). Uczyrimy to samo z punktami By
i B, a otraymamy geometryczne micjsce punktow  krafncowych szuka-
nego wektora, (gdyz B ozvacza kriicowy punkt szukanego wektora).
Z tego rozpatrywania wynika, %e przez rzuby na dwie osi, weklor w prze-
strzeni nie jest jeszeze Scidle wysznaczony i dopiero gdy dany bedzie
rzul na trzecig of, (ktdry oznaczymy np. litery z), L. j., gdy bedzie dany
trzeci raut A 3, whedy dopiero polozenie punktéw A4 i 23 bedazie deidle
wyznaczone w przesirzeni, co wyslowimy: wektor jest scisle wyznaczony
przez rzuty na trzy osi, ktére nie s3 rownolegte do jednej ptaszczyzny.

12. Uktad osi rzutow., Wybdr polozenia osi v iy w ukladuie
plaskim, lub osi x, ¥ i 5 w ulfadzie przestrzennym, nie poddawalidmy
dotychezas zadnym ograniczeniom. Polozenie kazdej z tych osi moglo
byd dowolnie obrane, twierdzenian wige powyzsze pozostajy w swej mocy
dla dowolnie obranych osi.

W celach jednakze uproszezenia rozpatrywan, bedziemy w nuasiep-
stwie stosowali dla plaskiego ukladu wektoréow dwie osi v iy, wazajem-
nie prostopadie; dla ukladu za$ przestrzennego lrzy osi v, y i 2 kidre
przechodzy przez jeden punkl w przestrzeni i sg rowniez wzajemnie
prostopadle.

Z ukladami takich osi, zwanymi ukladami prostokginymi mamy do
czynienia w geometrji analityczne]j i tutaj tez uklady takie stosowad
bedziemy. -

13. Sposoéb’ analityczny wyrazenia wektoréw, Analitycznie w ukla-
dzie plaskim wektor 7 przedstawiony byd moze jednoznacznie przes
dwa rzuty /. i [, w ukhulzie za$
praesiraennym przes trzy rzuty P:\'.
P, iP,

Przyjmujae uklad osi prostokgtny
i oznaczajae literami 2, Py P, (bex
kresek u géry) dfugosci wektordw, olrzy-

59

: I ‘. mamy nastgpujgce stosunkigeometryczne
: * i w ukladzie plaskim, rys. 18-ty :
E E PR [);\‘2 _+_ P}' St Dol (f’ﬂ
: §5] : Py ¥
i i : X {_:: =ous (5 %)« =05 [0)
0 P,
o POITTR (0270 1) FRRE S ol /9

Rys. 18, Iz
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Przyktad. Dane jest: Py=3 m; Py=4 mj oblicayé polozenie
i wielkodd wektora odpowiednieso P. P=+)3 + 42 = -+ B m, na-
stepnie:

P,
eos (Pa) = S5 =00,
z_) h ?

skgd 9 ([ x) == b3" 10" i . d.
-

Przyktyd. Dane: P=10 m; 4. (Px)=30" skad !P‘ = eos (P, %);
e . o
1g=" bos 30% £=10. cos 30"=10 - 0,86603 = 8,6603 m i . d.

Joezeli dany bedzie plaski uklad wektoréw, dla ktérego szukamy
wektora zastepezego, lo rozwigzanie lego zadania mozemy uskulecznid
gposobem wektorowym, piszge R =X/, i nastepnie, budujge odpowiedni
wielobok.

Mozemy vowniez rozwiazad to zadanie sposobem analityeznym ;
w tym celu nalezy obliczyé rauty £, oraz £, ., danych wektorow 7,
na prostopadle do siebie osi x i y; a wiedy znajdziemy R,=IP),.
R, =XP), ;i skad va zasadzie poprzednich wzoréw obliczymy :

e RETERAEG welie s of B b e (8]

Przykfad. [PPunktruchomy A podlega kolejnym przesunigciom, przed-
stawionym przez wektory P, 7, i Py, nalezy wyznaczy¢ wektor za-
stepezy. Rysunek zalgezony, vys. 19-ty, preedstawia wekiory 72, P, B;.
Poniewaz mamy znalefé sume R=P,-}-P.+Fy; przeto budujemy wielo-*
bok |-y, 1 otrzymujemy weklor /% jest to rozwiyzanie geome-
lryczne.

Analitycznio zag rozwigzemy to
zadanio w nastepujpey sposéb. Prze-
prowadzmy dwie osi ¥ i y i, w celn
uproszczenia, przeprowadzimy jo przez
punkt A4, rys. 20-ty. Azeby wy-
znaczyd polozenie wektorédw wagle-
dem osi x i ¥, potrzebna jest zna-
jomosé katow (P, x); (P x), oraz
wielkodei liczbowe /2,7,P,. Prayj-
mijmy : = (P, %) =— 80°, 3 (P, %)=
=20% % (B, ¥)=4b" P, =10 m,
szlb 1H, P.‘ =8 m.
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Na podstawie tych danych napiszemy:
Py« = Py .cos (—307 =P, . cos 30"=10.cos 30°= 8,6603.
P, .= P,.cos 20" =15, cos 20° = 14,0953.
Py o= ;. cos 45° = 8.cos 45" - 5,656

Rys. 20.

Azeby obliczyd rzuly tych wektoréw na o y, sauwazmy, ze kgl
(Py,y) =90° — < (%), a poniewaz wogdle: cos (90 — =) —:sin 2, przeto:
P, y=P,.sin (P,v) =10, sin (—80") = —10.sin 80" = — 5,0000 m,

P, = P, .sin (Pyx)=10.sin 20° = 15.sin20"=  §,1303 m,

g Py y==P,.sin (P,5)= 8.sin 45" = 8.sin45'=  H,666G) m.
Z tych wynikéw otrzymamy:

Ry2= Py gr-Pyy b Py == 8,6608 -1~ 14,0068 -} 6,6500 = 28,4125

Ry =Pyt Loyt Py ==— 5,0000 |- b,1303 -| 5,969 = bH,T8T2
wreszcie:
kR = VR, R? = V807,27 + 38,52 = /678,68 = 24,90,
jest to diugodé szukanego wektora.
Azeby wyznaczy¢ polozenie jego wzgledem osi spéhrzednych, wy- |
starczy znajomosd kgta (R,v), kat ten otrzymamy:

R 28,41 .
cos (/P,w) = 7 = 2805 = 0,982,

skad ¢ (Rax)==11°

- Zmajge juz R, jako diugod$é wektora i kat jego nachylenia (R,x)
wzgledem osi x, wyznaczymy wladciwy wektor /7, zauwazywszy pray-
tem, %e zwrot wektora zastgpezego R jest skierowany do punktu A,
jest to zatem taki zwrot, jaki zostal przyjety za dodatni,
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Algebraiczng postaé réwnania wypadkowej # bedziemy czesto
przedstawiali w sposéb nastepujacy:
R:]’(—L‘_j:’:jﬂ'}_(ﬁ?ia'—’- T Y
Zastosujmy powyzszy analityezny sposéb rozpatrywania wladciwo-
dei wektordw do ukladu przestrzennego. W danym praypadku bedziemy
mieli do czynienia z trzema osiami x, y i z, rys. 21-szy, ktére przecho-
dzg przez jeden punkl w przestrzeni, zwany poczgtkiem ukladu spéirze-
dnych, i kidre sy wzgledem siebie prostopadie. Dowiedli§my juz wyzej,
ze dla wyznaczenin polozenia wektora w przestrzeni potrzebng jest zna-
jomos¢ trzech jego rautow: £, P, oraz /’,, posiadajae bowiem te trzy
wartodci, mozemy zawsze wyznaczy¢ wielko$§é wektora 2.
Jezeli trzy obrane osi przeprowadzimy przez punkt poczgtkowy
wektora /7, owraymamy w przestrzeni prostopadiofcian, kidrego krawe-
dzie bedg réwne wielkodciom: /°, P, i P, i ktérego przekatna przed-

A

stawi wektor /7; stgd wynika wzor:
e e Sy Vet W
Pi= VP.L-E i P._"- P2

Ll
Katy, jakie tworzy dany wektor /° % osiami x, y i 5 otrzymamy
ze stosunkdw:

Ly

cos (Pu) =— -—}%-; L TR B g )
)P

cos (FPy) = ---):,_)-, '

cos (Fg) = - ; g

|
|

o AT - P N (U= SRy, e e

+X

Mechanlka,—Tom 1.
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W tych esterech réwnaniach posiadamy siedem wielkodei: /7, P,
Py, Py, ¥ (Pw), < (Py) i x (Pg); ateby wszystkie te WIEH\UbGthh{'?yb
musimy mieé daune lub prayjaé za wiadome trzy z nich, ktéreby byly nie-
zalezne od siebie, a wtedy pozostanie cztery réwnauia z czterema nie-
wiadomemi.

Przypomnieéd jednakze tu nalezy, i% nie mozemy dowolnie obrac
irzech wielkodei kalow: (Pyx), (Py i P e), gdyz obrawszy dwa z tych kg-
téw, trzeci juz jest przez nie wyznaczony, nie stanowi wige nowego
warunku zadania, albowiem migdzy tymi katami zachodzi zwigzek zna-
ny z geometryi anahtyozna]

cos? (Pyx) |- cos? 1Pv}—|— cos?(Pz) = 1.

Dlatego tez w powyzszem wyslowieniu zaznuczono, iz obrane wiel-
koéei powinny byé¢ niezalezne od siebie. Te samg ostrozno$é nalezy
zachowad pray wyborze kgléw (FPa) i (Py) w ukiadzie plaskim, gdyz
katy te sq réwniez od siebie zalezne.

Przyktad. Dane sy tray rzuty: 2, /°, i P,; obliczyd wektor,
odpowiadajgey tym rzutom.

Niechaj bedzie dane:

=4 Py-——S, £ =b,

Lo otrzymamy:

P=+ Vzi I 3% _[__ B! = + V%S = 06,1644,

P 2

cos (Px) = ?zmzzl),ﬁ‘z%% x* (Bx)=T1"4'38"
P, 3

cos (Py) = —P--: TN 0,48668; o (Fyy) = (052" 42",

} .

[Je- 5

cos (Pe) = — =081110; < (P,5) = 35°4748".

P 6,1044

Azeby obliezyé wektor zastgpezy przestrzennego ukladuvwektoréw,
nalezy zdudowad wielobok wektoréw, ktéry w danym razie hedzie w ogéle
wichrowaty., Budowg tego wieloboku mogliby$émy uskutecznid w modelu;
lub tez za pomocg sposobéw wykreslnej geothetryi; analityczne za$ roz-
wigzanie tego zadania nastapi w ten sposéb, iz obliczymy rzuty wszyst-
kich wektoréw na osi x, y i 2 i otrzymamy: Py, P, P, 1 wogéle
Py, jako rzuty na o x; takie same otrzymamy, rzutujze dane wektory
na osi g1y Na zasadzle poprzednich twierdzeri obliczymy rzuty wek-
tora /Y na osi x, ¥, z

R\._-‘PLx _"‘jk‘y1Rz__LPés!
nastgpnie ze wzoru: R =V R,* -} £, - R_? obliczymy wartodé wektora 7,




o O = § 18—14.

polozenie zas jego wzgledem osi znajdziemy ze wroréw cos (Ra) —=

p %i t. d. Wielko$é wektora zastgpezego obliczymy ze wzoru:

If=V@P@i'iﬁﬁ?“fk';}ﬁ};?zpk;)ﬂ R St

W szezegblnym wypadku, gdy wektory tworzg wielobok zamknigty: t. j.
gdy R=0: -

2Pppe=0; TP, =0, EP,=0
Do tych samych wynikdw dojdziemy réowniez drogg analityczng,

poniewaz:

R=V(E PN+ I L
przeto jezeli R =0, to wyraz pod pierwiastkiem réwnad sip musi zeru,
wyraz ten jednakze jest zlozony z dodajnikdw, z ktérych kazdy, bedae
w drugiej potedze, musi byd dodatni; poniewaz za§ suma dodajnikéw do-
datnich moze byé w tym tylko razie réwng zeru, gdy kazdy z nich po-
jedynczo bedzie rowny zeru: przeto otrzymamy wzory:

EPk'x——' 01 }.':ijw].::O: EPk‘g: 0,
co stwierdza zgodnos¢ poprzednich wynikéw, zdobytych droga geome-
tryczng,

14. Mnoznik skalarny. Wektor jednostkowy. Kazdy wektor mo-
zemy pomnozyé przez pewga liczbe L. j. skalar i otrzymamy nowy wektor,
ktory bedzie posiadal ten sam kierunek i strzalke co poprzedni; lecz
wartodé jego t. j. dlugodé bedzie rézng od poprzedniego. Réwnanie:
B = oA, oznacza wektor B, jak wskazuje rys. 22-gi, ktéry jest a razy
dtuzszy od wektera 4: w danym razie « jest liczbows wielkogcig.

Wektory wige 4 i B, pomigdzy ktorymi
zachodzi zaleznosé, wyrazona przez réwnanie. e
B —: 2.4, sg migdzy sobg réwnolegle. B

Wyraz X P, = 0 przedstawia pewien wie-

lobok zamknigty, wyraz zad YafP, = (0 przed- | % 1
stawia wielobok inny, ktérego boki sg réw- (7R |

nolegle 1 proporejonalne do hokdw pierwszego R

wieloboku: wzory te przedstawiaja zatem dwa

wieloboki podobne. Z tego ‘wynika, ze jezeli Rys. 22,

2P0, to réwniez ¥a P, = 0 i odwrotnie. :

Jezeli wektorowi 4 nadamy dlugosé =1, Lo otrzymamy wektor,
ktéry nazwiemy wektorem jednostkowym. Na zasadzie tego okreslenia
mozemy powiedzied, iz wektor jednostkowy wyznacza tylko kierunek
i strzatka wektora. Wektor jednostkowy nalezy wige sobie wyobrazié
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jako odeinek, ktérego diugodéé = 1 (np. 1 ¢m) i ktérego kierunek i strzalka
sq Sciéle w przestrzeni wyznaczone. Niech 7 oznacza pewien wektor
jednostkowy, to of oznacza wektor o dlugodei o (np. centymetréw)
i o kierunku i strzalce zgodnej z wektorem 7. Kazdy wige wektor moze
byt przedstawiony przez iloczyn z wektora jednostkowego iz wielkosei
liczbowej, np. A = i.

15. Znaczenia fizyczne wektora. Pojecie wektora oparliémy na
okreéleniu przesunigeia punktu w przestrzeni. Zastosowanie jednak tego
pojecia nie ogranicza si¢ tylko do praypadku przesunied, lecz i do wielu
innych zjawisk: mamy bowiem wiele zjawisk w przyrodzie, dla ktérych
okredlenia potrzebne jest pojecie kierunku, gdyz pojecie samej ilodei,
i. j. liczby jest w tych razach niewystarczajgcem, Masa, gestodé, tem-
peratura, ilodé ciepla, praca, energia kinetyczna, sy to wielkodei, ktére
supelnie $eisle okreslimy przez ilodé odpowiednich jednostek, t. j. przez
liezby. Wielkodei te nazywano skalarnemi inaczej liczbowemi.

(idy jednakze jaki$ punkt przesuwa sie w przestrzeni lub porusza
sig #z pewng predkoseig, obraca sig okolo pewnej osi i t. p., to dla fei-
stego okredlenia takiego zjawiska jest niewystarczajgcem pojeciem —
lieczba; w tym razie musi byé dany jeszeze kierunek; a wiee kierunek
przesuniecia, — kierunek predkodci, — kierunek osi obrotu it. d, W tych
wige przypadkach powinni§my stosowad miary, zawierajagce wladciwosdei
kierunkn., Wielkodei te nazywano wielkosciami kierunkowemi, inaczej
wektorowemi i okreslié je mozna wektorami w postaci odeinka, ktéry
posiada kierunek, strzatke i dfugosé. Do zjawisk kierunkowych zaliczamy np.
dziatanie magnesu na opilki metaliczne ujawniajg sig bowiem w tym razie
dzialania kierunkowe magnesu na opitki: réwniez sila jest wielkodeig kie-
runkowa. W mechanice, ktéra rozpatruje zjawiska ruchu, mamy prze-
waznie do czynienia z wielkodciami wektorowemi; dlatego tez wyklad
mechaniki poprzedzitem pojeciami wektorowemi.

Geometryczne wihasciwodei wektoréw nie kofezg sig na powyzszych
rozwazaniach, i dalsze ich rozwazania podam w miarg potrzeb, jakie sig
okazg przy wykladzie zasad mechaniki; gdyz w ten sposéb otrzymamy
- fizyezng ilustracje twierdzed, ktérych pochodzenie jest czysto geome-
trycznej natury. :

16. Rzuty wektoréw—jako wektory skfadowe. Rzuty 7., P,i P,
pewnego wektora P na trzy osi x, ¥ i & mozemy uwazaé jako trzy
wektory skfadowe, t. j. jako wektory, po ktérych np. punkt ruchomy
przebiega; lub ktére sg np. silami; wektor zas P mozemy uwazaé jako
wektor zastepezy wypadkowy, rys. 21-szy. Pray takiem’' pojmowaniu
wektory skladowe oznaczymy przez P,, Py, P, i napiszemy:

G T o N S
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_ Nazywajgc zas P, rzutem wektora /> na 0§ x, rozumiemy wiedy
wielko$dé geometrycznie okreslonyg przez réwnanie: /2. = /7.cos (Fx).

Z matematycznej strony widzenia jest to obojetnem, jaki charakter
nadamy wielkosci 7., czy charakter rzeczywidcie wykonywanego prze-
sunigcia (t. j. charakter fizyczny), czy tez charakter wielkodei matema-
tycznej, i dla tego tez te dwapojecia ,skltadowa® i ,raut® nalezy uwa-
zaé pod wzgledem matematycznym za pojecia réwnowazne. Dwoistosd
tego pojmowania przeplata sig przez calg teorje mechaniki, na co teraz
juz zZwracam uwage.




