4. Przeksztalcanie ukladow sik.

51. Réwnowazne ukfady sif. Uklady sil, ktdre, bedae prazylozone
kolejno do jednej i tej samej bryly, wywolujg jeden i ten sam ruch, na-
wamy uktadami réwnowaznymi. W szczegdlnych przypadkach, gdy bryta
jest w spoczynku; wtedy uktadami réwnowaznymi nazwiemy takie vklady
sil, ktére, przylozone kolejnodo danej bryly, nie zmienig jej spoczynku.
Postgpowanie, zapomocg ktdrego wyznaczamy uktad sil, réwnowazny
danemu ukladowi, nazywamy przeksztalcaniem ukiadu sil. Najprostrze
przeksztalcenia, ktéremi postlugiwad sig begdziemy we wszystkich wypad-
kach, nazywaja sip przeksztalceniami zasadniczemi. )

Przyjmujemy trzy sposoby zasadnicze przeksztalcania sil; dwa pierw-
sze z nich oparte sg na nastepujacej zasadzie:

stan ruchu danej bryly si¢ nie zmieni, gdy przytozymy do dwéch
punktéw, sztywno z nig zwiazanych, dwie sily, wzajemnie réwne, co do
zwrotéw przeciwne i dzialajagce w kierunku jednej prostej. Sily takie
nazwiemy silami réwnowazacemi sig; sily, np. -~ P, i — £, rys. 65-ty
sg silami réwnowazgcemi sig i nie wplywaja na stan ruchu bryly, do
ktérej je przylozymy. W innej postaci wystowimy te zasade: stan ruchu
danej bryly nie zmieni sig, gdy odejmiemy od danego ukladu dwie ré6w-
nowazgce sig sily.

Sluszno$é tego przeksztalcenia jest $cidle zwigzang z warunkiem
szbywnosci bryly; i przyjmujemy je jako stwierdzone doswiadezeniami,
nie widzimy bowiem powodu, dla ktérego bryla, pod dziataniem dwéch
sil réwnowazgoych sig, mialaby zmienié stan swego ruchu lub spoczynku,

Na podstawie tej zasady polega jeszcze nastgpujace przeksztalcenie:

stan ruchu danej bryly sig nie zmieni
jezeli przesuniemy rownolegle site do do-
P wolnego punktu, lezacego na prostej jej

& dziatania; gdy ten punkt sztywno pofaczony
jest z dang bryfa.

L

-

Rys. 65. Rys. 66.
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Niech np. na dang brylg rys. 66-ty dziala sila /; nastgpnic w do-
wolnym punkeie K, lezgcym na prostej dzialania tej sily, przykladamy
dwie rGwnowazgce sig sily -|- /%, i — £ ktérych liczbowe wartosei réw-
na]g sip wartodei sity P; na zasadzie twierdzenia powyzszego sity — /7,

i P, wzajemnie sip znoszg i pozosiaje tylko sila-}-7%; zamiast wige sily
P, posiadamy obecnie silg £, réwng co do warLoém, Awrotu i kiorunku
sile 7, lecz przylozong w innym punkecie; rozpatrywanie to prowadzi
nas do wniosku, iz punkt przylozenia sily moze bydé dowolnie przesu-
nigty wzdluz prostej jej dzialania, nie powodujge zmiany ruchu danej
bryly. Do wyznaczenia zatem ruchu bryly, wystarcza, gdy dana jest
strzatka, warto$é i polozenie prostej dzialania sily; punktem zad jej przy-
fozenia moze byé dowolny punkt tej prostej; wogile wektory, majgce
te wiadciwodd, nazwano wektorami przesuwnymi.

Trzecie przeksztalcenie oparte jest na nastepujgcej zasadzie:

stan ruchu danej bryly sig nie zmieni, gdy sily, przecinajace sig
w jednym punkcie, zastapimy ich wypadkowg i odwrotnie; stan ruchu nie
zmieni sig, gdy pewng silg zastgpimy przez jej skladowe.

Stosujge te trzy sposoby przeksztalceri, mozemy zastapié kazdy
uklad sil nieskoficzenie wieloma ukladami réwnowaznymi. Z tych spo-
sobéw korzystaé bedziemy w celu przeksztalcenia wigcej ztozonych
ukladéw sil na uklady prostsze; lub tes wogéle w celu przcksztalcenia
danego ukladu na inny, odpowiadajgcy warunkom zadania,

52. Przeksztalcania sif na ptaszczyinie. Przeksztalcenia przyto-
czone zastosujemy najpierw do przeksztalcania ukladéw sil, lezgeych
w jednej plaszezyznic. W tym celu, majac plaski uklad sil, przediu-
zamy kierunki dwéch dowolnych sil do ich przecigeia sig, uaabgpnie do
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tego punktu przesuwamy punkty ich przyloZenia i wyznaczamy wypad-
kowg. Wykonamy nastgpnie te same przeksztalcenia z otrzymang wy-
padkowa i z jakg inng sila danego ukladu i powtarzad bedziemy te
konstrukeje dotad, dopéki w wyniku nie otrzymamy jednej sity; lub tez
jednej pary sil, ktéra powstanie, gdy kierunki dwdch pozostalych sit
przesung sig do nieskoficzonodci. Kazdy wige uktad sit na plaszezyZnie
da sig przeksztalcié na jedna sile, lub na jedng parg sil.

- Wykonanie wykreélne tych przeksaztaicen przedstawiliémy na. rys,
67-ym: a mianowicie: przediuzyliSmy kierunki sil /2 i /7, do przecigcia
w Ky, 1, przesungwszy do tego punktu punkty ich przylozenia, wykresli-
liSmy wypadkowa, oznaczong przez R,,,. Dodawanie wektorowe sit P, 15,
wykonane jest na oddzielnej figurze, z ktérej otrzymujemy wielkodé R2y,, co
do kierunku, zwrotu i warto$ci; pokozenie zas jej jest wyznaczone przez
punkt K,;. Nastgpnie postepujemy w tenze sposéb z otrzymang wy-
padkowy i.z inng silg ukladu; t. j. szukamy punktu przeciecia sig sil
Ry, 1 np. £,; punkt ten oznaczony jest literg & ,,,,; dodajmy nastepnie we-
ktorowo R,,, z P, a znajdziemy wypadkowa R, Gdy w ukladzie jest
wiecej sil, natenczas w tenze sposéb bedziemy kolejno szukali punktéw
przecigcia sie i kolejno wykreélimy wypadkowe, az dojdziemy do jednej
wypadkowej, lub do jednej pary sil

W wielu przypadkach niedogodne jest jednakze takie postgpowanie
szezegélniej, gdy punkty przecigeia sig sit wypadaja poza rysunkiem
- podamy przeto inny sposéb skladania sil, — dogodniejszy. Sposéb ten
polega natem, ze do danego ukladu sil dodajemy dwie dowolne, lecz
réwnowazace sig sity Sy i S/, t. i. sily, ktére czynig zado$é warunkowi
S,+S,/=0, sily'te nazwiemy pomocniczemi i wykonamy nastepnie
przeksztatcenie danegoukladu sit lgeznie z silg np. S;; a w koicu dodamy do
otrzymanej w ten sposéb wypadkowej sile S,’; wypadkowa w ten sposéb
otrzymana bgdzie wypadkowgdanego ukladu. Dowolny wybér wielkoéci
i polozenie sit pomocniczych pozwala dowolnie rozmiedcié rysunek.
W danym np przykiadzie postgpowanie to przedstawi sig w nast. sposéb:
do sily P,,rys. 68-my, przykladamy w dowolnem miejscu dwie dowolne
lecz réwnowazgee sig sity S, i S,’; kreélimy S, =S, -+ 7, i nanosimy .S
we wlasciwem polozeniu; szukamy nastgpnie .S, =S, - 2, i znéw nano-
simy ja we wladciwem polozeniu; postgpujemy w ten sposéb ze wszyst-
kigmi sitami, a2z otrzymany wypadkowsg pomocniczego ukiadu, ktérg w da-
nym razie jest S, ; azeby otrzymaé wypadkows wladciwg danego ukladuy,
nalezy dodaé do S silg S5 a otrzymany wypadkowa R, ktéra jest wy-
padkowg danego uktadu sit. :

Figurg pomocniczg, rys 69-ty, ktéra powstala z dodawania sil, na-
zwano planem sit; punkt, w ktérym zbiegaja sig sily pomoenicze, na-
zwano biegunem planu sily; sity S w ukladzie sil, fig. 68-ma, nazwano
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wielobokiem sznurowym; sznur bowiem obeigzony danemi sitami /> przy-
bralby takg postad, jaka te sily posiadaja na rysunku. Postgpowanie to
mozemy w fen sposab odmienié, ze zamiast wybieraé dowolnie sily po-
mocnicze S, i S, wybierzemy dowolnie biegun O; nakreslimy plan sii
i nastepnie wle]ubok sznurowy; a punkt przecigcia sig bokuw skrajnych tego
wieloboku sznurowego wyznaczy polozenie wypadkowej w ukladzie sil;
a wielko$§é 1 kierunek otrzymamy z planu sil. Z planu .sit przeto
wyznaczymy wielko$d i straatke wypadkowej; z wieloboku za$ sznuro-
wego jej wihasciwe potozenie w danym ukladzie sil. Sposéb wyzna-
czenia wypadkowej za pomocy wieloboku sznurowego jest szczegdlnie
wazny dla sit réwnoleglych.

Rys. 68. ) ~ Rys. 69

Ze zwmiang polozenia bieguna zmieniajg sig wielo boki sznurowe
polozenie i wielkosé jednakze wypadkowoj nie moze byé przez to zmie-
niong; postgpowanie bowiem oparte jest na przeksztalceniach zasa-
dni zych.

Wieloboki sznurowe przedstawisja bardzo ciekawe i pozy(eczne dla
obliczen statystyczny.h wl:idciwodei; rozpatrywanie ich jednakze nie
wohodzi w zakres Mechaniki teorety cznej lecz w zakres Statyki bu-
dowlanej.

W przekssztalceniach tych mozemy dowolnie zmlemaé porzgdek do-
dawanis; mozemy np. wyznaczyé najpierw wielkoéé i polozenie wypad-
kowej RN = P, 4 P,, ktéra bedzie przechodzié przez odpowmdm punkt
Kyy; a nastgpnie znajdzi/my R, = (P, —]— P)) -+ P, i w odpowiedni
spos6b znajdziemy jej poio.’aenie Nasuwa sig przeto pytanie czy zmie-
niajgec porzadek dodawania nie zmieni sig wwlkoéé lub tez polozenie
wypadkowej?
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Ze sposolu wyznaczenia wypadkowej, rys. 67-my figura prawa, wy-
nika, ze wektor X = YPgx a wige wielko$é i kierunek wypadkowej nie
zalezy od porzgdku dodawania danych sil, § 5-ty. Nalesy przeto jeszcze zba-
daé, czy polozenie jej wzglgdem danego ukladu nie zmienit sig ze zmiang
porzgdku dodajnikéw. Przed tem jednakze dowiedziemy jeszcze twier-
dzenie, %e suma momentéw wszystkich sit dowolnie dzialajgcych na
plaszozyZnie, wzgledem dowolnie obranezo bieguna na tejze plaszezy-
zpie, réwna sig momentowi ich wypadkowej; gdy uwzglednimy jej wia-
dciwe polozenie; t. j. jak w naszym prazykladzie —polozenie jej, przecho-
dzgce przez punkt K,y rys. 67-my. Moment wzglgdem dowolnego bie-
guna na plaszczyinie sily R,,,, kiéry oznaczymy literg M,,, réwna sig °
sumie momentéw M, i M, sit skladowyech P, i P, jako przecinajgcych
sip w jednym punkcie, § 26.ty; co wyrazimy M,,, = M; -~ M,; na
tejze zasadzie moment M, sily R,y jako wypadkowej sity Ry, i Fy:

M}_’g}s — (1:1{1 —|— ﬁfg) + M:!- iw ogdle Mrg :‘ Eﬂu‘_ﬁ';

t. j. moment wypadkowej R,,,,, wzglgdem dowolnie obranego bieguna
na plaszozyZnie sil, réwna sig sumie momentéw sil sktadowych wzgledem
tegoz bieguna. Wiladciwodé ta wynika z tego, #e moment sily sig nie
zmieni, gdy sily przesuwad bedziemy wzdluz jej dzialania. Xiatwo spo-
strzedz, %e gdy zmienimy porzadek dodawania, to nic nie zmieni sig
w tem twierdzeniu. Moment bowiem sity R, t.j..sit 2, i P, réwna sig
M, + M,; a moment sily (R,,, -} P,) réwna sie (M, -} M,) + M,; co war-
_todci momentu nie zmieni; zmienia sig tylko porzgdek dodawaiia. Dla
ukladu przeto plaskiego sil, prazylozonych do réznych punktéw plasz-
czyzny, pozostaje w mocy twierdzenie, ktéresmy dowiedli dla si prze-
cinajgeych sig w jednym punkcie, § 26-ty, ze suma momentéw sif,
dziafajgcych w jednej ptaszczyznie, réwna si¢ momentowi ich sily wy-
‘padkowej. .

Twierdzenie to pozwoli wyznaczyd bezposrednio polozenie wypad-
‘kowej bez ucickania sig do kolejnego dodawania sil; w tym celu obli-
czymy wzgledem dowolnego bieguna wartosé My = LMy; z réwnania
R .h = Mg, obliczymy 4, t. j. odleglo$é od obranego bieguna znanej juz
silty R; ktéra wyznaczy polozenie wypadkowe].

Kazdy przeto plaski ukfad sit moze byé zastapiony przez jedng tylko
site, okreslona co do ‘wartosci, kierunku i potozenia na plaszczyinie da-
nego ukfadu; — niezaleznie od' porzadku dodawania.

Zadania. 1) Przeksztalcié parg sil o momencie M i jedng silg B
lezgeq w plaszezysnie tej pary, na jedng silg K. Rozwigzanie tego za-
dania moze by¢ dokonane wykre§lnie podiug zasad stosowanych w tym§-fie.
Analitycznie zad obliczymy polozenie szukanej wypadkowej na zasadzie
poprzedzajacego twierdzenia, ze moment wypadkowej réwna sig sumie
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momentdw sil skladowych; wzgledem dowolnie obranego bieguna. W tym
celu obierzmy biegun na kierunku danej sily 7 i, oznaczywszy przez A
odlegloéé szukanej sily od tego bieguna, napiszemy réwnanie /¢.A =M,

skad po uwzglednieniu, ze R = P; otrzymamy A = 'j_,j ; wektor /2 umie-

dcimy po tej stronie bieguna O; po Kktérej sila A wywoluje moment
o zwrocie zgodnym ze zwrotem danego momentu A7,

2) Przeksztalcid plaski uktad sit na dwie sily; z ktdérych jedna ma
przechodzié przez punkt, dany na plaszezyinie ukladu druga zas ma
dziatad wzdluz danej prostej, lezgcej na tejze plaszcsyznie. W celu roz-
wigzania- tego zadania wyznaczamy w jaki badz sposéb wypadkowy da-
nych sil, np. za pomocg wieloboku sznurowego; wyznaczamy nastepnic
punkt przecigeia si¢ tej wypadkowej z dang prostg i lgczymy ten punkt
z punktem, przez kiéry ma przechodzi¢ szuhana sila; ofrzymana w ten
sposéb prosta i dana prosta przedstawiaja dwa kierunki, na jakie znale-
ziong wypadkowsg nalezy rozlozyd; te dwie skladowe odpowiadajg wa-
runkom zadania.

Droga rachunkows mo#na rozwigza¢ to zadanie, stosujge twierdze-
nie; ze suma momentéw sil skladowych przecinajacych sig w jednym
punkecie réwna si¢g momentowi ich wypadkowej. Silami skladowemi sg
dwie nieznane sily, a ich wypadkowa jest znana; azeby w réwnanie mo-
mentéw weszla tylko jedna niewiadoma, obierzmy biegun momentéw
w danym punkeie, przez ktéry ma przechodzié jedna z szukanych sil;
a z réwnania tego obliczymy wartodé drugiej sity.

3) Przeksztalcié plaski uklad sil na trzy sily, ktérych proste dzia-
lania nie przecinajg si¢ wjednym punkecieisg dane w plaszczyZnie ukladu.
W celu rozwigzania przeksztalcamy najpierw dany uklad na jedng sile £
a nastepnie rozkiadamy jy w trzech danych kierunkdch; azeby to wy-
konad, wesmiemy pod uwage, %ze sila P i trzy szukane sily sg ukladami
réwnowaznymi, mozemy przeto dla ulatwienia rozwigzania wyobrazid so-
bie sily szukane z odwréconymi strzalkami; a wtedy na zasadzie p-tu b-go
§ 58-go wypowiemy to zadanie w nast. sposéb; cztery sily, ktérych proste
dzialania sg dane oraz jednej 7 nich wartodé i strzalka, sg w réwnowadze;
nalezy obliczyd wartosei tych trzech sil. Podstawg rozwigzania moze
byd mysl, ze jezeli te sity majg by¢ w réwnowadze, to wypadkowa dwdch
z nich powinna byé réwna — lecz z odwrotng Strzalka — wypadkowej
+dwéch drugich sil; na zasadzie tego moina wykreslié czworobok czte-
rech sil; z ktérego wyznaczymy wartodci szukanych sil, a po odwréce-
niu ich strzalek otrzymamy trzy sily, ktére sg réwnowazne danej silo,
.a wige i danemu skladowi. Zbadad, przy jakich wyjatkowych potoze-
niach prostych dzialania zadanie staje sig niedostatecznie okreglone
i posiada nieskoficzenie wiele odpowiedai.
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. Zadanie to mozna rozwigzaé bezposrednio drogg rachunkowg, opie-
rajgc sig na twierdzeniu; ze momenty sil uktadéw réwnowaznych wagle-
dem tego samego bieguna sa réwne; w tym celu dla ulatwienia rachunku
obieramy biegun na przecigeiu sig danych prostych dzialania dwéch sil;
a wtedy z réwnania momentéw obliczymy bezpo$rednio wartodd i znak
sily dzialajacej wzgluz tej prostej; a majge juz te silg. mozemy bhadz
utworzy¢ czworobok tych sit; bgdZz tez zastosowad w dalszym ciggu
twierdzenie o momentach.

4) Przen.2$¢ sile dang do dowolnego punktu w przestrzeni. Jezeli
pewna sita P dziald” na bryle, to, jakiedmy juz méwili, site t¢ mozemy
dowolnie przesungé w kierunku jej dziatania. Obecnie okazemy, iz sile
tg mozemy przeniedé do dowolnego punktu przestrzeni, sztywno polaczo-
nego z dang bryla, dodajac przytem pare sil. Wyobrazmy sobie np, sile
P prazytknigta do punktu 4, rys. 70-ty, w celu przeniesienia jej np. do
punktu B, przykladamy w B dwie sily réwnowazgce sig 7, i — P, .
ktérych wartodei réwnajg sig wartodei sity 2 i kierunki sg do niej ré-
wnolegle ; otrzymujemy w ten sposib uklad zlozony z pary sit (7, — 7)),
i zsity P z punktem prazylozenia w B. Przeniedliémy zatem site P z pun-
ktu 4 do punktu B, azeby za$ ruch bryly nie zmienit si¢, przyktadamy
pare sil, ktérej moment M = .4, a kierunek jego jest prostopadly do
plaszezyzny (B,/°); wniosek -t'n wyslowimy w sposéb nastgpujacy:

kazda sile mozna przenies¢ do punktu, dowolnie obranego w przes-
trzeni dodajac jednoczesnie parg sif, ktdérej moment, réwna sig momen-
towi danej sily wzgledem obranego bieguna, a jej plaszezyzna przecho-
dzi przez dang sile i obrany biegun. g

* Azeby przeto utrzymad
n. p. pret ciezki w réwno-
wadze, przykiadamy w érodku
jego cigzkodei jedng sile ; lecz
réwniezutrzymamy go w réw-
nowadze, przylozy wszy te sife
w innym punkcie tego preta

rys. T1-ym site P, przylozong
do punktu 4 (w praypadku
I-szym), zastapliémy silg P, .
praylotong do. punktu B,
(przypadek II-gi), oraz — momentem /2.A4. 3
Wynik ten zobrazujemy w ten sposéb: do .podtrzymywania preta
cigzkiego wystarczy podeprzed go w $rodku cigzkodei, co uskutecznimy

Rys 70.

Mechanika. — Tom. 1, 6
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polozywszy go np. na palcu; gdy za$ podeprzed go w innym punkcie,
to zmuszeni bedziemy oprdécz podparcia preta ujaé go w dwa palce,
podkladajgc jeden palce pod pret,
e drugi za$ kladge na pret,azeby w ten
JP sposdb wytworzyd pare sil, War-
todei sil tej pary niekoniecznie majg,
A by¢ réwne wartodei sity P, moga
. ) one byd rézne, byleby wartosé¢ mo-
! mentu pary byla réwng iloczynowi
"'p" g P.h. O ile miejsce podtrzymywania
prota oddala¢ bedziemy od punktu

B M-

"

ar

=\

Ph 4, tem wigkszy moment bedziemy
zmuszeni przylosyé; co tez daje
sig latwo odczud jako wysilek pal-
cbw, podtrzymujgeych dany pret.
53, Przeksztafcenie przestrzennego uktadu sit na ukfad, ztozony z trzech

sit, przechodzacych przez trzy dane punkty. Na dang bryle sztywng rys.

72-gi dziala dowolny uklad sit P, 7, P..., ktérych punkty przylozenia
oznaczono literami ,, N, i N, Zadanie polega na przeksztalceniu tego
ukiadu sil na inny prostszy, zlozony tylko =z trzech sil, przechodzgcych
przez trzy dowolnie obrane punkty 4, B, C. W tym celu polgczmy punkt
przylozenia sily P, z obranymi punktami 4, B, C prostemi i rozitézmy
jg w kierunkach tych prostych, a otrzymamy trzy sily, ktére oznaczymy
literami (2,) 4, (P,)s, (P,)e. Przesufimy nastgpnie te trzy sily do punktéw

A, B, C, a otrzymamy zamiast sity P,, trzy sily, przechodzgce przez obrane

punkty; uczyniwszy te same przeksztalcenia z kazda silg ukiadu, otray-

mamy zamiast calego ukladu sil trzy peki sil z wierzchotkami w 4, B i C.

Nastepnie jesli kazdy =z tych pekéw zastapimy przez jego wypadkows,

to 6trzymamy szukane trzy sily, ktdére oznaczymy literami 4, B, C. W szcze-

géloym przypadku, gdyby wektor jednej z sit P, lezal w wspélnej plasz-
czyinie z dwoma lub trzema punktami 4, B, C, to rozlozyliby§my te sile

w dwéch kierunkach. Gdyby za$ punkt przylozenia ktérej z sillezal na

plaszczyZnie, utworzonej przez trzy punkty 4, B, C, a prosta jej dziatania

skierowana byla zewngtrz tej plaszczyzny, to przesunglibyémy punkt
przylozenia tej sily na zewnatrz plaszezyzny, azeby médz jg roztozyd

w trzech kierunkach, tworzgcych tréjécian. Widoczne jest, ze przek-

sztalcenie to jest mozliwe, gdy punkty 4, B, C lezg na jednej prostej.

W ten sposéb przeksztalcimy kazdy uklad sit na trzy sily, przechodzgce

przez trzy punkty, dowolnie obrane w ‘przestrzeni; nie lezace jednakze
na jednej prostej.

Rys. 1.



Rys. 72.

§ 54.

54. Przeksztalcenie
dowolnego ukfadu sit na
uktad, ztozony zdwdch tylko
sit. Uktad trzech sit 4,5, C,
otrzymany drogg poprzed-
nich przeksztalcen, przek-
sztalcimy obecnie na dwie
sity. W tym celu przez
punkt np. ¢, ktéry byl do
wolnie obrany, i przez kie-
runek sily np. 4 prze-
tozymy plaszczyzng (4, C),

Tys. 73-¢i, i uczynimy fto

samo, kladgc plaszczyzne
przez punkt C isile B; te
dwie plaszczyzny daja pro-
stag przecigcia sig; na tej
prostej obieramy dowolnie
punkt X i przepr.wadza-
my proste AK i AC; roz-

lozywszy nastepnie 5119 A

w kierunkach tych prostych, otrzymamy dwie jej skladowe Ay i Ac;
w tenze sposéb, rozlosywszy sile /3, otrzymamy skltadowe Ay i B . Sily

Ac i Bc z punktami przylozenia

w A i B przesuwamy do punktu C

i wyznaczamy ich wypadkowg R,
ia,czme z silg C; t, j. znajdujemy:
Rgugﬂ —I—Ba+€

W tenze sposéb przesuwamy
sily Agi By do punktu X i wyzna-
czamy : _

Rl =.¢41{ —I—E;(.

Otrzymujemy zatem wogdle
jako wynik przeksztalcen kazdego
ukfadu sit, dwie sily Ri R, kté-
rych kierunki wogdle mijajg sie
w przestrzeni. Jedna z fych sil
przechodzi przez dowolnie obrany
punkt €, druga za$ przechodzi przez
punkt K, ktérego polozenie jest juz
w pewnej zaleznosci od polozenia
punktu C i od polozenia sit .4 i B.
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W szezegélnym praypadku, jezeliby np. punkt i sity 4 1 3 le-
zaly w'jednej plaszezyZnie, to plaszezyzng te uwazalibysSmy za podwdijng;
‘a kazdg dowolng prosta /4, nakreslong na tej plaszczyznio, prayjelibysmy
za linjg ich przecigcia sig; wobee tego podane postepowanie nio zmie-
niloby sig dla tego praypadku.

Whniosek ten lpeznis z poprzednim da sig stredeid w  naslepujacy
sposab:

kazdy uktad sif, dziatajacych na bryte, mozna przeksztatcic na
uktad réwnowazny, zfozony tylko z dwéch sil.

55. Przeksztalcenie przestrzennego ukfadu sit na dwie sily; » kid-
rych jedna przechodzié ma przez dany punkt O; druga zad dzialad ma
w danej plaszezyZnie. W celu rozwigzania tego zadania okazemy naj-
pierw, ze kazdg sile rozlozy¢ mozna na dwie skladowe; z ktérych jedna
przechodzié bedzie przez dany punki; a druga dziala¢ Dedzie w danej
plaszczyZnie; jezeli to okazemy, to mozna bedzie przeksstaleid kazdy
sile danego ukladu na dwie takie skladowe i oftrzymamy zamiast dane-
go ukladu dwa uklady: jeden z nich bedzie plaski w danej plaszezyZnie;
drugi zad utworzy pek sil, zbiegajgeych sig w danym punkeie; kazdy
% tych ukladéw oddzielnie da sig nastepnie przeksztaleié na jedng sile
i otrzymamy dwie sily odpowiadajgce postawionynr warunkom.

Azeby uczynié takie przeksztalcenie z jedng sily, powinnismy sko-
rzysta¢ z warunku danego zadania; ze szukane dwie skladowe Ipcznie
z dang silg i punktem, przez ktéry ma przechodzic jedna ze skladowych,
muszg dziala¢ w jednej plaszezyZnie; przeprowuadzimy przeto przez da-
ng sile i dany punkt plaszczyzng pomocniczy, a prosta dzialania jednej
z szukanych skladowych bedzic prostg, faczgeg punkt dany z punkiem
przecigcia sig kierunku danej sily z dang plaszezyzng; druga zad bedzie
prosty, powstaly z przecigeia sig danej plaszezyzny z plaszczysng po-
mocniczg. Sposdb ten nie zmieni sig, gdy wszystkie lub niektdre z tych
+il bedg réwnolegle do danej plaszezyzny.

56. Przeksztalcenie na jedna sile i na jedng parg sit. Zamiast
ogoélnego uktadu sil, bedziemy obecnie rozpatrywali tylko dwie sily R,
i R,, rys. T4-ty, przylozone w punktach X i C, i dowiedziemy, ze
te dwie sily mozna przeksztalci¢ na jedng silg i na jedng pare sil.

W tym celu, na podstawie przeksztalcer zasadniezych, przylozymy
do punktu C dwie sily, réwnowazgce sig + R'; i — [}, ktérych kic-
runek jest réwnolegly do 'R i wartosei hezwzgledne sg rowne wartodei
sily przylozonej w K; wtedy sity R', i R, dodamy wektorowo, t. j. wy-
znaczymy: R = R'; |- R;, i otezymamy jako wynik tych przeksztalceri,
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sile K oraz pareg sit R,,—R',. Wniosek ten wyslowimy w sposéb naste-
pujaey: :

kazdy uktad sil, dziatajg-
cych na bryfe, mozna prze-
ksztalcié¢ na ukfad, zfozony z je-
dnej sity, przechodzacej przez
punkt dowolnie obrany w prze-
strzeni; —i z jednej pary sif.

Oznaczywszy moment pa-
ry przez wektor A, powiemy
ogéblniej: kazdy uklad wektoréw
przesuwnych da sip przeksztal-
cié na dwa wektory R i 4,
. odniesione do obranego bieguna
Rys. 74. - W przestrzeni.

57. Sposéb bezposredni przeksztalcenia na jedng silg i na jedna
pare. Niech na bryle sztywng dziala uklad.sit P, 7, P, ..., dowol-
nie skierowanych w przestrzeni i przyczepionych w réznych jej punk-
tach rys. T6-ty; w celu przeksztalcenia tego ukladu obierzsmy w przestrzeni
dowolny punkt O, sztywno zwigzany z brylg, ktéry nazwiemy biegunem
przeksztalcen, i wykonamy nastgpujgce przeksztalcenia:

przoz obrany bie-
gun przeprowadzamy
réwnolegle do sily
np £, dwie réwno-
wazgce sig 8ity - | ==
i— P, ktérych bez- B
. wzgledne wartosei ré-
wnajg sip wartosei
sity P; wtedy sity 2,
i— P, sg parg sil,
kktérej moment przed-
stawia wektor /4,; wy-
nikiem wiec tego prze- ' Rys. 75.
ksztalcenia jest wektor 27, i wektor P,’ réwny wektorowi 7, lecz z pun-
ktem przylozenia w O; punkt przylozenia wektora A7, jako moment pary
jest dowolny w przestrzeni, obierzemy go wigc w O. Wykonajmy takiez
przeksztalcenia kolejno ze wszystkiemi sifami, a otraymamy w O pgk we- .
ktoréw Py, oraz pek wektoréw J_I/Eé;‘ te dwa peki przedstawiajg u}{}ad sit
i par, ktére sy réwnowazne danemu ukiadowi si}; ofrzymalismy je bo-
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wiem droga przeksztalceri zasadniczych. Jezeli nastepnie wyznaczymy
w O sile: i B
R — ¥P,; oraz wektor momentu M =XM;; . . . (87)
to wyniki'ep_l_ tych przeksztalceri bedzie sila 2 i para sil, wyznaczona
wektorem .
58. Zmiana pofozenia bieguna. Majgc juz dla danego ukladu sil

wyznaczone dwa wektory R i M wzgledem obranego bieguna O,‘ rys. 70 ty,
wyznaczmy je dla tegoz ukladu wzgledem innego bieguna (); obranego

Rys. T76.

dowolnie w przestrzeni, W tym celu z (', na zasadzie poprzedniego,
prawidla, wystawiamy wektory 7' i J, réwne takimze wektorom w
oraz wektor momentu sity # wzgledem bieguna (', ktérego algebra-
iczna wartodé — R.A, a kierunek jest prostopadly do plaszezyzny, prze-
chodzgeej przez O’ i R; wektor ten nazwiemy dodatkowym i oznac:y-
my go literg M'p; z tych dwéch wektoréw momentéw wyznaczamy wek-
tor M' = M- My
Jezeli wige posiadamy dla pewnego ukladu sil wektory 47 i R

wzgledem bieguna O, to wzglgdem innego bieguna (',<dowolnie obra-
nego w przestrzeni, wektory te, ktére oznaczymy literami R'i M, wyzna-
czymy ze wzordw;

R=F

M=M+Mz. . .. ... . (88)

Réwnania to wyslowimy: wypadkowa danego ukladu sil, wzgledem
dowolnego bieguna odniesienia, jest wielkodcig staly; a wektor sumy mo-
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mentéw zmienia si¢ z polozeniem biegguna odniesienia; a mianowicie:
wektor ten wzglgdem dowolnego bieguna cdniesienia O' réwna sig ta*
kiemuz wektorowi wzglgdem innego bieguna O, wigcej wektor momentu ally
wypadkowej, przylozonej w biegunie O, wzglgdem nowego bieguna O'.

Rozpatrzmy pewne szczegdlne przypadki:

1) Jezeli £P,=0; a M ==0; to M' jest wielkogcia -staty wzgledem
kazdego punktu odniesienia: Wniosek ten pokrywa si¢ z twierdzeniem,
ze moment pary jest niezalezny od punktu odniesienia;— w tym bo-
. wiem przypadku ukiad sit sprowadza sig do jednej pary.

2) Jezeli ¥P,==0; a M waglgdem pewnego -punktu odniesienia
=0; to M' tego ukladu sil wzgledem réznych punktéw odniesienia, pray-
biera¢ bedzie w ogdle r6zne wielkosei i polozenia, zalezne od polozenia
punktu odniesienia wzgledem wektora R; dla pewych szczegélnych po-
lozent punktu odniesienia wektory 3’ moga byé jednakowe. -

8) Jezeli XP,=0 i M = 0, wzglgdem pewnego bieguna; to i &zglq-
_dem kazdego innego bieguna s3 one réwne zeru. W tej wiadciwosci
momentéw znajduje bezposrednie wyjasnienie prawidlo zestawienia réw-
- nania momentéw dla wyrazenia réwnowagi sit — wazgledem dowolnego
bieguna. Jedlibyémy preseto zestawiali réwnania réwnowagi dla réz-
nych biegunéw, to réwnania te nie wnosilyby zadnych nowych wiadci-
wodei 6. j. bylyby tylko powtérzeniem réwnari, napisanych dla jednego
bieguna.

4) Wektory R = 2P, i M = 2M,, wzgledam pewnego bieguna od-
niesienia, sg jednakowe dla wszystkich ukladéw migdzy sobg réwnowaz-
nych; przeksztalcenia bowiem zasadnicze nie wplywaja ani na wielkosei
ani na kierunki wektor6w skladowych, a wige i wypadkowych B i M.—
Pomigdzy przeto ukladami réwnowaznymi zachodzg dwa zwigzki we-
ktorowe: '

EPr =3P oraz SMy =:IM'; . . . . .(39)
lub tez odpowicdnie szeéé mwigzkéw skalarnych; wyrazonych np. przez
sumy rzutéw tych wektoréw na trzy osi spéirzednych.— W réwnaniach
tych litery z kreskami oznaczaja wektory sil i momentéw ukladu réw-
nowasnego, ktérego sily i momenty oznaczono literami bez kresek.

Réwnania te nazwiemy réwnaniami réwnowaznosci. Jezeli zas
uklad sil jest plaski, to te sze§é réwnan sprowadza sig do trzech wzgle-
dem punktu odniesienia, obranego na plaszczyZnie ukiadu; dla ukladéw
przeto plaskich, istnieje tylko trzy réwnan réwnowaznosci. Jezeli bo-
wiem obierzemy w tym razie osi ¥ i ¥ na plaszezyZnie ukladu, a 0$ 2
prostopadle do niej, to otrzymamy dwa réwnania sumy rzutéw sit na
osi % i y; suma bowiem rzutéw na of daje réwnania identyczne zeru;
a suma momentéw daje tylko jedno réwnanie wzgledem osi z; sumy ich
bowiem wzgledem osi x 1 ¥ réwnaja si¢ takze identycznie zeru.

. 1
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5) Jezeli kazdej sile jednego z dwdch ukladéw réwnowaznych na-
-damy kierunki odwrotne, nie smieniajac ani warlodei ani tez polozenia
prostych dzialania tych sil; to uklad w ten sposéb powstaly bedzie
w réwnowadze z ukladem, ktéremu byl przedtem réwnowazny. Wladei-
wos$é ta wynika z tego powodu, Ze uklady réwnowazne sprowadzié sig
dajg wzgledem pewnego bieguna do jednakowych R, = R, i jednakowych
M, = M,; jeteli za§ w ukladzie np. 2-gim odwrécimy strzalki sik;
to réwniez wektory R, i M, odwrécg swe strzalki, a wige zrdwnowazg,
sile B, i M, pierwszego ukladu. Ten wniosek uwydatnia r6znicg po-
migdzy ukladami réwnowaznymi z jednej strony, a ukladami réwnowaza-
cymi sig z drugiej strony.

Odwrotne temu twierdzeniu jest twierdzenie nast.: jezeli dwa uktady
sil s3 w réwnowadze, to odwriciwszy kierunki sil jednego z nich, otrzy-
mamy uklad réwnowazny drugiemu.

6) Jezeli zrzutujemy dwa uklady réwnowazne na dowolng plasz-
czyzng, to ofrzymamy dwa nowe rowniez réwnowazne uklady. Jezeli
bowiem wektor sily przesuniemy wzdluz prostej jej dzialania; to i rzut
tego wektora przesunie si¢ wzdtuz rzutu tej prostej; jezeli sily, zbiega-
jace sig w jednym punkcie, zastgpimy ich wypadkows, to rzut tej wy-
padkowej jest wypadkowsy rzutéw sil sktadowych.—Wyrazimy to w skré-
‘ceniu: ze réwnowaznodé rzutéw pierwszych ukladéw réwnowaznych, wy-
.nika z tego, #%e rzuty przeksztalcen zasadniczych kazdego ukk.ldu, 89
przeksztaleeniami zasadniczemi rzutéow tych ukladdéw.

7) Z konstrukeji rys. 76-go wynika, ze wektor dodatkowy A7,
réw, 38-me, wzgledem kazdego. bieguna w przestrzeni, pozostaje prosto-
padtym do wekt-ra K; przeto rzut wektora 47, wzglgdem dowolnogo

* bieguna w przestrzeni, na kierunek sily R jest wielkodcia nigzmionng
dla danego ukfadu sit i jest niezalezng od polozenia bieguna; wynik ten
wys!ewimy w sposGb nastepujacy:

rzut wekt ra 47 na kierunek sity wypadkowej jest wielkoscia stala
dla danego ukfadu sit i nie zmienia si¢ ze zmiang polozenia hieguna;
rzut ten oznaczymy przez M, Wektory R i M, danego ukladu nazywaja
sig jeg. niezmiennikami. :

59. Os$ centralna. Poniewaz M/ zmienia kierunek i wielkoid ze
zmiang bieguna odniesienia, sprobujmy wyznaczyd takie szczegélne po-
tozenie bieguna w przestrzeni, wzgledem ktérego wektor A/ bedzie ré-
wnoleglty do wektora 7'; gdy dane bedy wektory 7 i R wzgledem pe-
wnego bieguna O. Na zasadzie poprzedniego twierdzen'a, wektor mo-
mentu wzgledem szukanego bieguna O' jest réwny rzutowi danego mo-
mentu A na kierunek sity, czyli JGSt on réwny wektorowi Mg a wige
warto§d, kierunek i zwrot wektora momentu wzgledem szukanegs bie-
guna sg znane; nalezy jesucze Wyznaczyd jego polozenie w przestrzeni.
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W tym celu.roziézmy dany wektor /7 na dwie akladnwe rys. 77-my, -
jedng w kierunku R, ktérg oznaczyli$my juz przez Me; drugg w kierun-
ku prostopadlym do R, ktorg oznaczymy przez M,; a wige robimy

M = M+ ﬂ/f,, Moment Wzg]gdam dowolnego bieguna (', jakieSmy juz
M = M- M 1, lub maczeJ g

= M¢—+ M, + M'y;

bleguu ten bedzie smkanym biegunem, gdy zachodzié bgdzie wzg]gdem
niego réwnanie: :

Mﬂ\“!— MR = 0

t. j. gdy moment sily R, przylozonej w biegunie O, wzglgdem Szukanc-
go bieguna O' bedzie réwny, lecz co do .zwrotu przeclwny, momentowi
M,; — wtedy bowiem bedzie: 7' = M,. :

MoZe byé uczynionem zado$é réwnaniu M, -+ M', =0, tylko
wtedy, gdy te dwa wektory lezed beda na Jedne] proste;, wzajemnie
réwnad sig sobie, a strzalki ich bedg przeciwne. Pierwszy warunek wy-
pelnimy, gdy biegun O’ obiercemy w plaszezyZnie prostopadiej do we-
kt-ra 27, , czyli w plaszesyZnie prostopadt-j do plaszezyany (M, R); drugi

M,
warunek wypclmmy, jezeli uczynimy & = 5 gdzie % oznacza odleglodd

szukanego bieguna od kierunku sily R; wresz~ie trzeci warunek bedzie
wypelniony, gdy obrét mementu X.% bedzie mial zwrot przeciwny zwro-
towi momentu #7,; te warunki wystarczaja do wyznaczenia bieguna szu-
kanego. Azeby to rozwigzanie przedstawié na rysunku, wyobraZmy
subie ﬂ?;, prostopadle do plaszezyzny rysunku, rys. 77-my, i, przyjawszy
M,, z¢ zwrotem dodatnim, jak pokazuje strzalka obrotu, umiescimy bie-
gun O' w ten sposéb, azeby sila 2, przylozona w O, wywolytala moment
odjemny wz’glgdem bieguna O'. Widzimy z tej konstrukeji, Ze otrey-
mujemy nie.jeden biegun (', lecz geometlyczne ich miejsca, ktére lezg
na kierunku wypadkowej Z.

Wiyniki tych przeksztalceri wypowiemy w sposéb nastepujacy:

. kazdy uktad sit da sie przeksztalci¢ na ukfad, zlozony z jednej sily
i z jednej pary sil, ktérej ptaszczyzna jest prostopadfa do kierunku tej sity.

Kazdy wige uklad wektoréw przesuwnych, takimi bowiem sg wek
tory sil, da sig przeksztalcié na uklad, zlozony z wektora przesuwnego:
R i z réwnoleglego do niego wektora przenosnego, kléry oznaczymy
literg, Mo t. j. kazdy uklad daje sig zaqt%pic przez dwa wektory, lezgoe
na jednej prostej; wektory te ‘wyrazaja w najprostszy sposéb wynik
przeksztalceﬁ dowolnego ukladu sil; prosta, na ktérej lezg wektory R,
i Me nizwano osia centralng danego ukfadu sik.
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Polozenie osi centralnej w przestrzeni moze byé zalem wyznaczone
dla kazdego ukladu sil za pomoca praytoczonej konstrukeyi. Jezeli np.
przeksztalciliémy dany uklad sit na wektory R i M wzgledem dowolne-
go bieguna O; to wyznaczymy polozenie osi centralnej, pdy praeprowa-
dzimy przez R plaszczyzng prostopadly do plaszezyzny, utworzonej przez

R i M, i gdy na niej wyznaczymy biegun O w odleglodei 4 -=—5-

od kierunku sily i po
tej stronie tej sity, pn
ktérejzwrotjej momentu
wzglgdem tego bieguna
bedzis przeciwny zZwro-
towi i,,; prosta, réwno-
legla do R i przecho-
dzgea przez ten biegun,
bedzie osig centralng.
60. Skretnik. Uklad,
zlozony z sity Ri r6wno-
leglego wektora momen-
tu M., nazwano skret

nikiem. Z powyzszych () m— "R'
rozwazanh = wynika, 2ze c
kazdy uklad sil da sig Rys. 77.

sprowadzi¢ wogéle do skretnika. Szezegdélnymi przypadkami skretnika jest
jedna sila, gdy Mc = 0;—lub para sil, gdy R = 0.
M;

Stosunek. o p nazwano parametrem danego ukladu sil; ina-

cze] jego niezmiennikiem.

61. Rozmieszczenie w przestrzeni wektoréw R i M. Wektory
R w kazdym punkecie przestrzeni sy migdzy sobg réwne; wektory zad M
zmieniajg sig wogodle ze zmiang punktu odniesienia. W celu znalezienia
prawidlowos$ei w rozmieszezeniu wektora R wzglgdem réznych plinktéw
przestrzeni, weZmy najpierw pod uwage punkty osi centralnej, a za-
uwazymy, ze dla wszystkich punktéw odniesienia, obranych na tej osi
M-== stalej i = Mp; jezeli za$ punkt odniesienia odsuniemy od osi cen-
tralnej, to polozenie wektora A/ sig zmieni; a mianowicie: moment M
wzgledem bieguna odniesienia, odleglego od osi centralnej na #,

M = M; -+ M.
Wektory te tworzg tréjkat prostokatny, w ktérym M, jest stale
dla wszystkich punktéw przestrzeni, wektor zaé dodatkowy zmienny.
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Wektor J7 przeto wskutek oddalenia punktu odniesienia od osi central-

nej, tworzy z osig centralng kgt oo = ﬁ;; kat ten nie zmienia sig

przy stalej odlegloSei punktu od osi. Polozenie przeto wektora 7 -
wzgledem réznych biegunéw odniesienia na zasadzie powyzsazych roz-
patrywarn okreslimy w nast. sposéb:

1) w kazdym punkcie przestrzeni mozemy wogéle wyznaczyd tyl-
ko jeden wektor AM:

2) wobec tego kierunki wektoréw M nie przecinaja sie.
_ 8) wsaystkie wektory 7 sg dluzsze od wektora My; czyli wektor
Mo jest najkrétszym wektorem ze wszystkich wektoréw, jakie w réz-
nych punktach przestrzeni wyznaczyd mozna; co réwniez wynika z § 58-go;

4) wazgledem wszystkich punktéw powierzchni walca, o podstawie
kolowej, o promieniu % i osi wspélnej z osiag centralng, —wektory M s3
styczne do tego walca, — tworzg staly kat z osig centralng i wartodci
liczbowe posiadaja jednakowe; a wzgledem punktéw, lesgcych na two-
rzgcej tego walca, wektory Al sa opréez tego wzajemnie réwnolegle;
t.j. wektory M w tym razie sg réwne;

. b) oddalajge punkty odniesienia od osi centralnej; kat nachylenia
wektora /7 wzgledem osi centralnej roénie az do wielkodei 90° ten ostatni
przypadek nastapi; gdy biegun odniesienia przesuniemy do nieskoi-
czonoscei; '

6) poniewaz ze zmiang polozenia bieguna odniesienia kgt nachy-
lenia wektora A7 wzgledem osi centralnej zmienia sig od 0do 90°i pray-
tem plaszczyzna tego kata obraca sig o 360° przeto kierunki te wy-
czerpujg wszystkie mozliwe kierunki, jakie dowolna prosta zajaé moze
w przestrzeni; z tego wynika: ze dla danego ukladu sil mozemy za-
wsze znalezé w przestrzeni taki punkt odniesienia, wzglgdem ktérego
wektor A/ bedzie réwnolegly do dowolnej prostej; przesuwajac bowiem
réwnolegle dang proste w przestrzeni, musimy natrafié na prosta, na
ktérej znajduje sip wektor 71z ktérag dana prosta sie pokryje; punktem
odniesienia bedzie punkt, wzgledem ktérego wektor M utworzono; lecz

w my$l wniosku 4-go otrzymamy nieskonczenie wiele takich punktéw
~ odniesienia, a geometrycznem ich miejscem jest tworzgca walca; prze-
chodzaca przez punkt zetknigcia si¢ wektora A z tym walcem.

62. Przypadki, gdy wektor /7 | R. W poprzednich paragrafach
szukaliémy takiego bieguna, wzglgdem ktérego wektory R i M bylyby
réwnolegle; obecnie postawimy sobic pytanie, czy mozna znalezd
taki biegun, wazgledem ktérego wektory R i M bylyby wzajemnie pro-
stopadle. Gdybyémy taki biegun znalezli, wtedy odpowiedni ukiad sil,



