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41. Réwnania réwnowagi sif w przestrzeni. Gdy sily, praylozone
w réznych punktach, dzialajy w réznych kierunkach na niezmienny
uklad punktéw, wiedy warunki rdwnowagi tych sil wyrazaja sig dwoma
réwnaniami wektorowemi: ¥/, =0, oraz X7, = 0: réwnania te jednakze
wskutek tego,ze sy w postaci wekiorowej nie nadajg sig do liczbowego .
rachunku; celem wige naszym bedzie zastapienie je réwnaniami skalar-
nemi;do tego przeksztalcenia zastosujemy metode rautéw wektoréw mo-
‘mentéw na trzy osi. W tem rozpatrywaniu spotkamy si¢ przeto z rzu-
tem wektora momentu na osi obrane;rzuty te posiadaja pewne statyezne
znaczenie, ktérem najpierw sig zajmiemy.

42, Moment sily wzglgdem osi .Jezeli pewna sila, dzialajeca na
bryle, wywoluje jej obrét okolo osi nieruchomej, to dzialanie tej sily
jako czynnika obracajagcego moze byd rozmaite, zaleznie od polozenia
tej sily wazgledem osi obrotu, Jako przyklad takiego dzialania wyo-
brazmy sobie np. wal, ktérego of jest pochylong pod pewnym katem
do poziomu; rys. 03-ci; na wal nawinigta jest lina, a na koncu jej
zawieszono cigzar P. Zwieszajacy si¢ koniec liny przedstawia kierunek
sily P, ktéra obraca dany wal; miarg dzialania, wywolujacego obrét jest
wielko§é zwana momentem sily wzgledem osi. Wielkodé te okreslimy
w nast, sposéb: '

momentem sily wzgledem osi nazywamy moment jej rzutu na ptasz-
czyzneg, prostopadfa do osi, wzgledem punktu przecigcia sig osi z t3
pYaszczyzng.

W celu zatem obliczenia momentu sity 72 wagledem osi nalezy
przez dowolny jej punkti przeprowadzié plaszezyzng prostopadla do niej;
na t¢ plaszezyzng, oznaczong dwiema literami (x,9), rys. b8-my, zrobimy
rzut sily 7, ktéry oznaczymy przesz P, ,; momentem zalem sily P wazgle-
dem osi obrotu, bedsie moment sily P, , wzgledem punktu przecigcia sig
osi 2 plaszezyzng (x,v). Niechaj plaszezyzng (x, ¥), bedzie plaszezyzng
rzutu; o§ 2 niech bedzie osig momentu, to moment sity 2 wzgledem
osi 2:

My = Pogalis 5 o s 5 @« e« o KBE)
gdzie A oznacza prostopadly odleglodé bieguna O od kierunku rzutu
Py M, oznacza moment sily wzgledem osi .

Oczywistem jest, %e warto§é tego momentu nie zalezy od poloze-
nia plaszezyzny rzutu; gdyz na kazda inng plaszezyzng, prostopadiq, do
osi obrotu, otrzymamy ten sam rzut sily i te samy odleglodd, a wige i ten



& 4248, . — 4

sam iloczyn Py, . . Moment sily wzgledem osi przedstawimy przez
wektor, gdy na tej osi naniesiemy odeinek o diugodei, réwnej liczbowo
iloczynowi Py b W ktérym miejscu osi na-
P niesiemy ten odeinek, jest to obojetnem dla
) okreélenia momentu sity wzgledem osi. Do ozna-
it czenia strzalki wektora J7, zastosujemy pray-
M, : jete juz prawidlo dodatniego i odjemnego ob-
o t' _I._____ rotu. Zwroeié¢ nalezy jeszcze uwage, ze war-
/ / tod¢ momentu sily wzgledem osi réwna sig
/ X podwdéjnej wartodei pola tréjkata, o podstawie
/("-‘ﬂ) B’_y Py, 1 wierzcholku O; rys. 58-my.
Rys. 58. Z tego okredlenia wynika, ze moment sily
wugledem osi réwny jest zeru, gily:
1) sita P = O; lub tez _
2) gdy sila P przecina o$ obrotu; wtedy bowiem /2 ==0; lub tez
3) gdy sila P jest réwnolegly do osi obrotu; wtedy bowiem rzut
sily na plaszczyzne prostopadly do osi réwna sie zeru. W tych dwdch
ostatnich przypadkach sita /21 o obrotu lezyg w jednej plaszezyZnie.
Whnioski te wystowimy w krétszy sposéb:
moment sily wzglgdem osi réwna sig zeru: 1) gdy sita réwna sig
zeru; lub 2) gdy sifa i 0§ momentu leza w jednej plaszczyznie.
Dana sila wywoluje moment najwigkszy, gdy jest | do osi:— naj-
mniejszy gdy jest || do osi. '
43. Twierdzenie pomocnicze z geometrji. Oznaczmy przez /” wiel-
kosé pola dowolnej figury plaskiej; zrébmy rzuf tej figury na inng do-
dowolng plaszesyzng, — ktéra tworzy z jej
plaszezyzng kat dwudeienny e, i oznaczmy
przez 7" wielko$é pola zrzutowanej fi-
gury; natenczas zachodzi zaleznodd: /7 '=
= I".co8 o; ktérg nalezy dowieéé. W tym
celu podzielmy pole /7, lezgce w plasz-
czyznie I-ej na pasy prostopadle do pro-
stej przecigeia sig obydwdéch plaszezyzn,
rys. bY-ty; pasy te moga byd uwazane za
prostokaty lub frapezy o podstawach y
1 wysokodciach dx; wtedy dF = ydx;
zr6bmay nastepnie rzut ocalej ligury na
. plaszczyzng I1-3, a otrzymamy nowg fi-
gure; ktérej pole 47’ —-—_ys dx; gdeie ' =19 . cos a; przeto:
! =cos o )‘ydx—cos o. f
c¢o bylo do dowiedzenia.

Rys. 59.
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44. Zwigzek pomigdzy momentem sity wzgledem osi i jej momen-
tem wzglgdem bieguna, obranego na tejze osi. Obierzmy na osi z do-
wolny blegun B i wyznaczmy wektor momentu danej sily 2 wzglgdem
tego bieguna; liczbowa jego wartoéé réwna
sig podwodjnej wartosei pola tréjkata ABC,
§ 24-ty; wektor tego momentu, na zasadzie
okreglenia, jest prostopadly do plaszezyzny
tego tréjkata i skierowany stosownio do
zwrotu obrotu; jak pokazano na rysunku
60-ym. Niech wektor BX oznacza. wektor -
momentu sity P wzgledem bieguna B; a wige
dlugodd jego: _
BK=2.(pole ABC), wzigle wpewnej skali.

Zrébmy obecnie rzut wektora BK na
of 2, a otrzymamy odcinek o dlugodei: BK,—
= BK , cos a; gdzie a jest to kgt pomigdzy
wektorem BK i osig 2; kat ten jest réwniez
miarg kgta dwusciennego zawartego pomig-
dzy plaszczyznami tréjkatéw ABC i A'OC’. Podstawmy w powyzsze
réwnanie wartoéé BK = 2. (pole ABC), to otrzymamy:

BK,=2 . (pole ABC . cos o); zwazywszy nastepnie, ze:

(pole ABC . cos a) = (polu 4'0OC’); napiszemy:

BEK,=2.(pole A'OC') = momentowi sily P wzgledem osi 2.

Twierdzenie to wypowiemy:

Rzut na pewna o$ wektora momentu sity, wzgledem dowolnego bie-
guna, obranego na tej osi, jest wielkoscig niezalezna od pofozenia bie-
guna na tej osi i rowna momentowi tej sily wzgledem osi rzutu.

Twierdzenie to wyrazimy wzorem:

[Mlle==dsn, < 0% o W & s b ow ko).

Z tego widzimy, ze chociaz moment sily, wzgledem obranego bie-
guna na osi, bedzie mial rézne wartodci, zalezne od polozenia bieguna,
jednakze rzut wektora tego momentu na o§ z jest stala wielkodeig dla
danej sily i danej osi z i réwna sig momentowi sily wzgledem osi.

Niezmienno$é wartosci tego rzutu wyjasnié sobie mozemy w ten
sposéb: chociaz wartodé momentu, np. z odsuwaniem bieguna do
nieskonczonoéci, roénie réwniez do nieskoriczono$ei; lecz jednoczesnie
kierunek jego, wektora zbliza sig do kierunku prostopadiego wzglgdem
osi rzutéw w ten sposéb, ze rzut jego na te o$ bedzie wielkodeia stala.

Opierajac sig na‘tym wniosku, mozemy uwaza¢ moment pewnej
sily wzgledem osi, jako rzut na nig wektora momentu sily wzgledem
dowo'nego bieguna, obranego na tejie osi. Rozpatrywania wige wiasei-

Mechanika.—Tom 1. \ i 8
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wodei momentéw sit wzugledem osi mozemy zastgpic¢ rozpatrywaniem
momentéw tychze sit wzgledem bieguna, lezgcego na tej osi i odwrotnie.

45 Moment wypadkowej sit, przecinajgcych sig w jednym punkcie,
wzgledem osi. WeZmy pod uwagg dowolng ilogé sil, dzialajgeych na
jeden pu kt w przoaimcm i obl'czmy moment ich wypadkowej wzgle-
dem obranej osi; momen? ten, ktéry oznaczymy przez M, hedzie réwny
iloczynowi R, .k, gdzie R1 .y oznaczu rzut wypadkowej na plaszezyzneg
(2,), prostupad]; do osi z; & — jej ramig.

Zrzulujmy nastepnie dany pek sil na plaszezyzng (x,9); otmymmny
p]d-dkl pek sit; moment wypadkowej tego peka wzgledem osi réwna sig
sumie alg. braicznej momentéw sit skladowych, § 26-ty; przeto wypo-
wiemy wniosek: moment, wzgl¢dem osi, wypadkowej wielu sil, dziala-
jacych na jeden punkt, rdwna sig sumie algebraicznej momentéw sil
skladawych wrgledem tejze osi. T'wierlzenie to daje moznosé oblicze-
nia 1omentu wypadkowej sily wzgledem osi z momentéw sit sklado-
wyech; nie obliczajac sily wypadkowej. .

46. Wyrazenie wektora momentu wzgledem bieguna przez rzuty je-
go na osi. Moment sily 7, wzgledem obranego bieguna O jest S$cisle
wyznaczony co do wartosei, kierunku i zwrotu przez wektor tego mo-
mentu, ktéry oznaczyliémy litery A; poczatek tego wektora lezy w bie-
aunie, kierunek za$ jego jest prostopadly do plaszezyzny (O, P); — zwrot
i warto$é wyznaczymy podiug prawidel wyzej wylozonych. '

W analityeznym rachunku kazdy wektor moze byé przedstawiony
przez rzuty, na trzy dowolne osi w przestrzeni. W celu wprowadzenia
Jdo rachunku rzutéw wektora 47, wyprowadZmy w przestrzeni z obrane-
wo biegura O trzy osi wzajemnie prostopadle x, y, = i zZrzutujmy na nie
wektor A7, a otrzymamy trzy rzuty M, M,iM..

Gdy odwrotnie dane bedy rzuty 47, ° :’I_f i M, wiedy oblicaymy
analityeznie wielkosé i polozenie w].u;mwap;o wektnm M. Geomelrycznie
wige, w prostokatnym ukladzie spélrzgdnyeh, wektor 47 jest przekgtnig

prostopadioSeianu, zbulowanego na bokach: A/, M, iM,; analitycs-
nie zas:

‘M'_’VM *M ‘- M, % oraz

M,
cos (M,x) = _M:" cos ([V[,y):ﬂ%; ¢oS (M,z)__%- v v iB8)
47. Obliczenie rzutéw wektoramomentu. Wielkodei 47, y My i M, s
-zutami wektora A7 na osi «x, y 1 2; leez na zasadzie pnprzcdmog{) twier-
Jzenia mogy byé réwniez uwazane jako momenty sily /° wzgledem osi
v, ¥ 1 2, momenty zalem pewnej sy, zestawione wzgledem trzech prze-
vinajgeych sig 0si w praestrzeni, wyznaczajy wektor jej momentu A7



— 61 — §47 — 48,

wzglegdem bieguna, lezgcego na przecigciu sig tych osi. Jezeli obrane

osi x, y, # sa wzajemnie prostopadie, to dla wyznaczenia momentu

sposobem analitycznym mozna zastosowad wzory 83-cie. Dla wyznacze-

nia za$§ wektorowego, stuzy wzér wektorowy. '
M= M, + M_y + M,

W celu analitycznego przedstawienia momentu sily wzgledem obra-
nego bieguna, bedziemy zatem stosowali rzuty wektora momentu na
trzy wzajemnie prostopadle osi, przechodzace przez dany biegun; lub
tez, inaczej sip wyrazajgc, bedziemy ten moment wyznaczali przez mo-
menty danej sily wzgledem trzech osi, wzajemnie prostopadiych i prze-
chodzgeych przez obrany biegun,

48. Wzoér analityczny momentu sily wzgledem obranego bieguna.
J Mamy dany bigun O i silg
Py 5 weelu wyrazenia analityez.
nego jej momentu wzgledem
bieguna, przeprowadzamy przez
ten biegun trzy wzajemnie pro-
stopadle osi x, y i 2. Moment
sity P, wzgledem bieguna O
obliczymy =z trzech rzutéw
wektora tego momentu na obra-
ne osi; rzuty za$ te wyznaczy-
7z : my, obliczajae, § 47 -my, mo-
SIS P ty danej sily wzgledem

g 5 ; - menty j y g
J |

’ . tych osi. S
Py - W tyim celu rozkladamy
Rys. 61. ~ site P, w kierunkach trzech osi
i otrzymujemy sily skladowe /% ., £, i £, rys. 61-szy. Na zasadzie
twierdzenia, ze moment sily wzgledem osi réwny jest sumie algebra-
icznej momentéw jej skladowych wzgledem tejze osi, napiszemy sume
momentéw tych trzech sil wzgledem osi np. x w sposéb nastgpujgcy:
Moment sily 7, . (wzglgdem osi ¥)= 0
n I » PkJ( ” » x}= Pk,yzk_;
n » Pk,z( ] n x)= — Pk,syk; skad
» I 2 S % y )= My = P8 — Pp oy (34)
W tenze sposéb olrzymamy z rysunku 61-go, lub przez cykliczne prze-
stawienie liter: .

Mk,y = Pk,a"";lz == Pk,xzka
Mk,z =P}z,xyk — _Pkka L (35)
Réwnania powy2sze przedstawiajg jednoczesnie rzuty na trzy osi
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wektora momentu sity 7, wzglgdem bieguna O; a z tych trzech rzutow
obliczy¢ mozna wektor momentu co do wartodei kierunku i zwrotu.

49, Ré6wnania analityczne réwnowagi sit w przestrzeni. Dowiedlid-
my juz poprzednio, iz sily, dzialajace na niezmienny uklad punktéw,
sa w réwnowadze, gdy sumy wektorowe:¥/% = 0 i ¥4/, = 0; na zusa-
dzie twierdzenn o rzutach sum wektorowych, oraz na zasadzie § 48-go
warunki te wyrazié natepujacemi rdwnaniami skalarnemi:

) 2Py .=0; 4) X (Ppysp) —2(Pp.9,)= 0

2) X Pk,y =) .'_’;) b (./')k,g-\:k) — ¥ (PA',:'.-'z/.' Y= 0;

8) ZPpe=0; 6) X(Fpuy)—E(Ppyp)=0 . . (30)
ktére strescimy w sposGh nastepujgey:

sily, przylozone do ukfadu niezmiennego, sa w réwnowadze, gdy
sumy algebraiczne ich rzutéw i sumy ich momentéw wzgledem trzech osi,
s3a rowne zeru wzgledem kazdej osi zosobna,

Szes¢ zatem mamy rdwnah dla wyrazenia réwnowagi sil, prayltozo-
nych do bryly swobodnej i szedé przeto moze byd w zadaniu niewiadomych,

Przyktad. Dany jest wal, rys. 62-gi, ktérego $rednica = 2,
odleglo$é pomiedzy podporami =/ Na wal ten nawinigtg jest lina, na

%
Ly

koricu ktérej zawieszony jest cigzar O na odlegloécei ¢ od lewego punktu
oporu; na odleglodei b od tegoz punktu oporu umocowane jest prosto-
padle do osi sztywne ramig o dlugodei @, na konecu ktérego, w plasz-
czyZnie prostopadlej do walu, dziala pewna sita 2. Wyznaczyd jej wiel-
kosé oraz wielkodci sit odporowych, w przypadku réwnowagi calego
ukiadu. W punktach oporu walu wystepujg silty odporowe, ktére ozna-
czymy litérami 4 i B; kierunki tych sit i wielkodei ich sg nieznane,
wiemy tylko, Ze przechodza one przez punkty podporu walu. Posia-
damy zatem catery sity O, P, 4 i B, ktére dzialajg na wal i s w r6-
wnowadze; azeby zestawié warunki réwnowagi podlug wzoréw 36-tych,
rozkladamy te sity w kierunkach obranych osi x, 9, 2, rys, 62-gi, i otrzy-
mujemy:
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P;c 0: ..Qx___Q sz?, Bx=?:

Py=r, 0,=0, 4,=1?, B,=?%,

P,=0, 0,=0, AL =20, B,=0.
Nastepnie napiszemy spéirzgdne punktéw przylozenia tych sik:

Lp=>a, x9=0, x2=0, xp=0,

.yl":ros y‘?:i‘! )’A‘—"O, yﬂ:o:

z;::‘b, Bp=C, 54:0, 5Bﬁl;

Na podstawie wzoru: £P; =0, napiszemy: 1) 0 — O~ 4, B, =0,
5 2P, =0, = 2) P+ 0+4,+B,=0,
¢ Py =0, & 3 04+0-4+0 40 =0o.
~ Sume momentéw wzglgdem osi x .otraymamy z rysunku 62-giego;
skladajge najpierw momenty sit réwnoleglych do osi y, nastgpnie do osi 2,
sily bowiem réwnolegie do osi x daja moment wazglgdem tejie 0si=0,
a wigc:
. (Pb+Q.C+4,.04B,.5) —(0.040.r4-0.0)=0; skad:
| 4) P.b+ B, .1=0.
Sumg momentéw wzgledem osi y zestawimy, wzigwszy na;plerw
momenty sil, réwnoleglych do 2 nastgpnie do a:

(0.a—}—0.0—]—0.0-+—0.0)-—@.&—}-(—Q.c)—l»Ax.0+Bx.Q=O; skad
b) O.c— Bx.l=0; w tenze sposéb momenty wzglgdem z:
(0.0—0r-+44, 0+4B,.0) ( P.a+0.0-4-4,.0+ B, 0) 0; skad:

8) — Q.7 P.a=0.
Zestawimy te réwnanla
1) Ay+Be= 05 4) P.b+B,.1=0;
2) 4,+ B,+P=0; b) Q.c—B,.l=0;
8) 0=0: 6) P.a—Q.r =N0.

Otrzymalidmy pigé¢ réwnan, jedno bowiem zamienilo sig identycznie
w zero; w tych réwnaniach jest pigé niewiadomych: 4, 4, B, B, oraz P,
* ktére obliczymy w nastgpujacy sposéb:

z 6-go: P:Q-%;'

o oegot B='0 %;

B e

» 4-go: Byz—}iz'_bz_g '%5 3
Q.c l—e¢

w 1-gor  Ay= 0 — By,= 0 —
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W celu wykonczenia rozwigzania nalezy wykreslié rzuty 4, i 4,
oraz HBri B, i wyznaczyé w przestrzeni lub obliczy¢ wlasciwe poloze-
nie odno$nych sil.

Szczegblne przypadki: 1) jezeli == 0; to wszystkie niewiadome = ().
2) jeseli » =0; to P==0; 4,=0; B, =10;
3) jezeli ¢ = 0; oraz b = 0; m'B.‘.z(};

v
Ay=—0 - >
Czytelnik zechece znale$é znaczenia fizyczne tych odpowiedzi,

Znacznie uprodciliémy rachunek dogodnym wyborem polozenia osi
spéirzednych. Przeprowadziwszy bowiem od s przez dwa punkty podpareia,
nie wprowadziliémy do réwnaniamomentéw wzgledem tej osi czterech nie-
wiadomych Ay, A4, B, B, idlatego otrzymali$my réw. 5-te bez tych niewia-
 domych; a jedynie z jedna niewiadomg P. Réwniez przeprowadzenie osi
x 1 y przez punkt A uprodeilo o tyle rachunek, ze momenty sil 4, i 4,
nie weszly w réwnania momentéw wzgledem tych osi. Przez wybér
osi.y i z prostopadle do sily /2, unikneliémy wprowadzenia tej niewia-
domej do réwnania rzutéw na ‘te osi. .

Zadanie z walem mozemy wogdlnié, przyjawszy np, ze wal jest
pochylo ustawiony wzgledem poziomu, i bez trudnosei je rozwiazemy,
stosujagc wypowiedziane uwagi. Przyjmijmy, ze o§ watu jest nachylong
wzglt;dem poziomu pod kgtem a, rys. 63-ci, lina za$, na ktérej zawie-
szono cigzar, jest piono-
3 wo spuszczona, wtedy réw-
(' | ) Qxy  nanie réwnowagi, na zasa-

2k dzie rozwazan powyzszych,
jest XMy . == 0; azeby te
P sume obliczy¢, przepro-
wadZmy plaszezyzne, pro-
stopadla do osi z; zrobmy .
rzut sily O na te plaszezy-
zng, a otrzymamy Qx‘ys
= (.cos o, i napiszemy
réwnanie momentu:

= — P; By=0; 4y = 0 itp.

A\

Q.cosa.r—P.a=0, skad:f’:Q-%-cosu.

W szezegblnym przypadku, gdy «=0, otraymamy wzér poprzedni.
Zrozumialem jest, iz do obliczenia sit odporowych nalezy zestawid
wszystkie szesd réwnail.



