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sig a sily 2 i S wykonajg prace, kt6rych suma wskutek ich réwno-
wagi =: 0; skagd mamy réwnanie

P.Bﬁ——Saa:O;
przesunigeie op i Ja mozemy wyrazié jedng niezalezng zmienng np. o
w nast, sposah

4o i o4,
a=2b.sin ‘), a wige da == b . cos . da;

2
o ' ~
h=5b. €08 -3 oh =— 8p = “% sin -;—-.oa;
a po podstawieniu w réwnanie pracy otrzymamy
= o.

W podobny spos6b mozna obliczy¢ naprezenia .S w innych pre-
tach i sity odporowe 4 i B.

- Obliczenie rachunkowe przesunigd puedstawla czgsto dosy¢ zna-
czne trudnofei natury formalnej; zastosowanie jednakze sposobéw wy-
kredlnych, jakie daje kinematyka czyni zasade pracy mozliwej waznym
narzgdziem obliczern dzwigaréw; sposoby tego postgpowania podamy
w Kinematyce w dziale o predkoéeiach prostopadiych.

.

3. Rodzaje réwnowagi.

124, Roéwnowaga sit cigzkosci, dziatajacych na bryle nieswobodng.
Za przykiad tej grupy zadan shuzyé moze nastepujace zadanie. W plasz-
czyZnie pionowej dane sg dwie osi” wzajemnie prostopadle, nachylone
wzgledem poziomej «, rys. 1567-my; po osiach
tych §lizgaja si¢ bez tarcia konce preta
materyalnego o dlugodei =/ wyznaczyd
polozenie, w ktdrem znajdowad sig on be-
dzie w spoczynku.

W tym celu przeprowadzmy osi pro-
stokgtne « iy, i ivenimy pod uwage czg-
stke preta, ktdérej spdlrzedne sy xp iy,
a ciezar d0, Nadajmy nastgpnie temu
pretowi przesunigeie mozliwe, wtedy
wszystkie czastki preta zakredla pewne
drogi; a prace sit podczas tego przesu-
nigeia, wyrazimy wzorem

By i 8L=— Z(dOy.%;);
lub toz na zasadzie okreglenia $rodka cigzkodei:
h=— 0.3y,.
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Gdy pret jest w spoczynku, wtedy sily praylozone sag w réwnowa-

dze; praca zatem mozliwa powinna byé réwna zeru: napiszemy wige
0. r‘]ysz: 0, skgd fyp o= 0. . + « « + 4 . (95)

Wynik ten wypowiemy w sposéh nastepujacy: pret hedzie wtedy

w réwnowadze, gdy, podezas przesunigeia mozliwego, drodek jego ciez-
kodei, pozostanie na tym samym poziomie; y, wyznacza bowiem wyso-
kos¢ pewnego pozivmu; oy, zad jest jej przyrostem. \Wynik ten zobra-
zujemy joszcze w inny sposob, Przesuwajge dowolnie pret, ofrzymujemy
za kazdym vazem inne polozenie frodka jego cigzkodei; a wige dla nic-
skoriczenie wielu przesunigd, otrsaymamy miejsce geometryczne polozei
Srodka cigzkodei w postaci pewnej krzywej. Gdy tg krzywg wyrazimy
rownaniem, odniesionem do ukladu spéhrzednych prostokagtnych, w ktd-
rym os y jest pionowo ustawiong, wiedy réwnanie oy, =0, wyraza, ¢,
podczas przesunigeia preta, $rodek jego cipzkodei znajduje sig w punkeie
krzywej, w ktérym styczna jest pozioma, a wige rownolegla do osi x-Ow.
Zastosujmy te wyniki do powyzszego zadania i prayjmijmy, %e pret

Jest jednostajnie ciezki; srodek zatem jego ciezkosei znajduje sig w po-
fowie dlugodei, punkt ten oznaczyliémy litera C; jezeli pret bedziemy
przesuwac zgodnie z warunkami danego mechanizmu, to punkt C za-
kresdli kolo o promieniu !/, /. W przypadku réwnowagi polozenie jego
drodka cigzkodei powiuno znajdowad sip w punktach zetknigeia sie ze
styczng poziomy. Wyznaczywszy te punkty, wyznaczymy polozenie
preta, w ktérem bedzie on pozostawal w spoczynku polozenin te beda
polozeniami réwnowagi. W danem zadaniu mamy dwa takie polozenia
réwnowagi, Stany jednakze réwnowagi w obydwdch tych polozeniach
nie 83 jednakowe. W celn ich rozréznienia rozpatrzmy przypadek
ogélny. Gdy na pewng bryle dzialaja sily, pozostajace w pewnym
jej polozeniu w réwnowadze i gdy nadamy tej bryle pewnego ruchu np.
przez uderzenie; wtedy bryta odchyli sig od polozenia réwnowagi, a sily
przylozone wyjdg z réwnowagi i wywolaja zmiang jej ruchu,—a mia-
nowicie, jezeli praca tych sil podezas tego ruchu bedzie dodatniy (§91-say),
to endrgia kinetyoczna {. j. ruch jego stosownie do twierdzenia § 100-ny
bedzie wzrastad; t. j. bryla bedzie si¢ oddalaé od polozenia réwnowagi:
jezeli za$ praca bedzie odjemng, to nadana energja kinetyczna bedzie sig
zmniejszad, bedzie wygasad, § 100-ny, az do stanu spoczynku bryly; a nu-
stepnie pod dzialaniem sit do niej przylozonych, wskatek wyprowadzenia
ich z réwnowagi wykona drogg odwrotng ku polozenin réwnowagi, okolo
ktérego wskutek nadanej jej. energji bedzie sig wahad. Widzimy z tego,
z¢ bryla po wyprowadzeniu jej z polozenia réwnowagi moze posiadad
dwujakle.go rodzaju zachowanie sig; albo bedzie si¢ oddalala od poloze-
nia réwnowagi; i w tym razie nazwiemy to polozenie polozeniem réwno-
wagi nietrwalej lub tez powréei ona do polozenia réwnowagi, a wiedy
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nazwiemy to polozenie — polozeniem réwnowagi stalej inaczej trwalej.
Pozostaje mozliwodé jeszcze jednego praypadku, mianowicie, gdy praca
sit podezas odchylania bryly z polozenia réwnowagi réwna sig zeru;
wtedy bryla nie zmieni swego stanu ruchu i réwnowaga bedzie zacho-
dzié w kazdem sysiedniem jej polozeniu; polozenie takie nazwiemy po-
Jozeniem rawnowagi obojetnej.

Znak przeto pracy, jaka wykonajy sity, praylozone do bryly pod-

czas przesunigeia jej nieskonezenie malego, rozstrzyga o rodzaju réwno-
wagi, w jakiej sig ona znajduje. Przy stosowaniu tyech wnioskéw do
bryly nieswobodnej, na ktérg dzialaja sily cigzkosei, wezmy pod uwage,
ze praca sit przylozonych do niej sprowadza sie do pracy tylko sil cigz-
kodei, prace bowiem sit odporowych wystepujacych w punktach podpar-
cia, o ile tarcia nieuwzglgdniamy, réwne sa zeru; a ze suina prac sit
oipzkosci bryly réwna sig pracy jego cigzaru, § 103-ci, przylozonego
. w drodku cigzkodei; wyglosimy przeto twierdzenie: réwnowaga bryly be-
wdygeej pod dziataniem sil eigzenia'i takich sit odporowych, kidérve nie
“wehodzy do wyrazu pracy mozliwej, jest trwata, jezeli drodek jej ciez-
kosei zajmuje polozenie mozliwie najnizsze; jost nietrwata, jezeli zajmuje
polozenie najwyizsze. W przytoczonym przeto przykladzie z pretem, gdy
pret zuajdowad sig bedzie w polozeniu takiem, ze drodek jego pokryije
sig z wierzcholkiem K, kola, jakie ten $rodek =zakredla, to réwnowaga
jego bedzie nietrwaly; gdy zas srodek jego pokryje sig z najnizszym
punktem K, kola, to rownowaga bedzie trwalg. =

Postgpowanie, jakie nalezy zastosowad w celu orzeczenia o rodzaju
rownowagi bryl ciezkich, moze by¢ analityczne lub geometryczne. W ana-

. lityeznem postgpowaniu nalezy wyrazid wysokosé érodka cigakosei danej
bryly ponad pewien poziom przez spdlrzgdng zmienng, okreslajacy jej
polozenie w przestrzeni; jak w naszym przykladzie wystarczy tylko jedna
taka spolrzedna, np. kat jaki tworzy dany pret np. z osig x; oznaczmy
ten kat, przez a, a otrzymamy y, = f (2); w réwnanie to wejda i inne
wiclkodei okredlajyce polozenie preta; lecz one beda stale np. dhugodd
preta, katy machylenia osi itp,;—amaxima lub minima wartodei y; pray
7miennej o, obliczone podlug prawidel matematyki, wyznaczy polozenia
réwnowagi dénej bryty i jej rodzaj. Jezeli polozenie bryly w przestrzeni
musi bydé okreSlone przez kilka spélrzgdnych, to postepowanie to nic sig
w zasadzie nie zmieni, bedziemy mieli zadanie na maxima i minima
z wielu zmiennemi niezaleznemi.

W celu zastosowania postepowania geometrycznego dla orzeczenia
0 rodzaju réwnowagi — warunki najwy#szego i najmniejszego polozenia
Srodka cigzkosei okreéli postad czgstki toru, jaka zakvedli drodek cigz-
kodci, podezas nieskoriczenie malego przesunigeia bryly; jezeli ta czgstka
jest zwréeona wypuktodeig ku dolowi, to érodek ten zajmuje najnizsze
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polozenie; jezeli za$ zwrécona jest wypukloseig ku gorze, to srodek zaj-
muje polozenie najwyzsze; sposoby, dajgece moznodé okreflenia postaci
tej czgstki toru, i przyklady podamy w kinematyce w dziale o przyspie-
-gzeniach figur plaskich i o kole przegigd.

Przykfad obliczenia polozenia réwnowagi ukiadu zlozonego. Znaleid
réwnanie krzywej, ktérej postad prayjmie nié cigzka, zawieszona w dwdéch
stalych punktach. Jest to to samo zadanie, ktéresmy rozwigzali w § 86-tym,
stosujac do tego statyczne warunki réwnowagi, obecnie rozwiazemy je
na zasadzie twierdzenia pracy mozliwej. W tym celu zestawimy réw-
“nanie pracy mosliwej sit p.ds, 7 i 7,, § 86-ty, dzialajacych na obrang
czastke nici i, przyréwnawszy ju do zera, pg. wzoru 63-go, sily te bo-
wiem s3 w rownowadze, otrzymamy rdwnanie:

pds.dy —+ T1y 0y~ Toy o 3y - Zip. 08 + Top o 83 =0

w ktérym 7, i Ty,, 71y, 75y sa reutami sil 7, i 7, na kierunki osi
x iy Roéwnania takie napiszemy dla kazdej czgstki nici i nastgpnie
dodamy je; wtedy, zwazywszy, #e prace sil 7) i 7,, uniosy sig z pra-
cami takichze sil, przylozonych do sasiednich czgstek, — otrzymamy
w wyniku prace sil cigzkodei czgstek nici oraz prace sil odporowych,
wystepujacych w punktach zawieszenia; lecz prace sil odporowych row-
najy sig zeru, gdyz przyjmujemy, ze punkty zawieszenia sg nieruchome;
otrzymamy zatem réwnanie pracy cigzaréw czgstek nici w postaci

f pds . gy = 0

a zwazywszy, #e cigzar kazdej czgstki jest niezmienny, przyjmujemy -
bowiem, ze ni¢ jest jednostajnie cigzka, napiszemy je w postaci

¢ J pds. y = 0;

a wreszcie, wprowadzajge do rachunku spétrzedne srodka cipzkodei szu-

kanej krzywej, z réwnania J pds .y = 0.y, w ktérem O oznaczy

cigzar calej nici, napiszemy réwnanie:
8y, = 0. .

Z réwnania tego odezytamy, Ze ni¢ o danej dilugodei przyjmie po-
stad takiej krzywej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty zawiesze-
nia, i ktdérej srodek cigzkosei bedzie lezal mozliwie najnizej. Rozwia-
zanie wigc danego zadania sprowadza sie do zadania mat.ematycznegm
znalezienia réwnania krzywej, odpowiadajacej warunkowi, ze jej drodek .
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cigzkosel ma zajmowad najnizszy poziom, jaki dosiegna¢ moze; whadei-
woddé te wyrazimy réwnaniem:

f pds .y =minimum. . . . . , . ()

Wzor ten nie przedstawia zwykiego zadania na minimum, polega-
jacego na wyznaczenin takich wartodci zmiennych, ktéreby, po podsta-
wieniu w dang funkeye, daly jej wartosé najmniejsza; w powyzszym bo-
wiem zadaniu zmienng jest funkeya y = f(x); funkcya zatem 7 (x) jest
tg nieznang, ktérg nalezy okreslié w ten sposéb, azeby wartodd calki
99-ej byla najmniejsza.

Praktyeznie rozwigzalidmy to zadanie, wykredliwszy pomigdzy
punktami zawieszenia nieskorczenie wiele krzywych o dhigosciach, réw-
nych danej nici i wybrawszy z nich taky krzywa, kiérej srodek ciez-
kosei lezy najnizej. Teoretycznie zas zadania tego rodzaju rozpatruja
sig. w dziale matematyki, zwanym rachunkiem waryacyjnym,

Pod wzglgdem wige rachunkowym metoda statyczna jest prostszg;
powyzszy jednakze sposéb okredlenia szukanej krzywej, jako krzywej
% najnizszym srodkicin cigzkosei, nadzwyczaj obrazowo przedstawia za-
sade lizyezng, podlug ktdérej nié dana sig uklada.

125. Réwnowaga sif, posiadajacych funkcye. Rozwigzmy zadanie,
podane w § 124-tym, w postaci ogdlniejszej; przyjmijmy mianowicie,
ze na dang bryle dzialajg sily dowolne, wtedy warunkiem réwnowagi
tych sil jest réwnanie: ¥ (/7 . 8p,) =0 i réwnanie to' wyrazié mozemy
réwnies pg. wzoru 04-go
- [Py - b Phy o s Ph o 93] =0. o

Jezeli sity posiadajg lunkeye sit (str. 167), ki6ry oznaczymy literg U
jako funkeye spélrzgdnych niezaleznych. okreslajacych polozenie danej
bryly, to powyzsze rdwnanie wyrazimy wzorem: '

U=0; . . . . ;\. « . o (100)
gdzie znak ¢ wyraza rézni zkowanie czgstkowe wzgledem niezaleznych
zmiennych funkeyi U; réwnanie przeto 100 ne rozpadnie sig na tyle réw-
nan, ile jest niezaleznych zmiennych w funkeyi U t}.: ile jest niezalez-
nych spéirzgdnych, okreslajgcych polozenie bryly w przestrzeni, a war-
togei ich, obliczone z tych réwnan, okredlg polozonie lub polozenia réw-
nowagi danej Lryly; a zarazem wartodci le, podstawione do funkeyi U
uczynig jej wartodé najwieksza lub najmniejszy. — Azeby przeto okre-
§lié polozenie réwnowagi bryly, na ktérg dzialaja sily, posiadajace funkeye,
nalezy szukaé takich wartodei dla jej spéirzednych, przy ktérych U be-
dzie maximum lub minimum.

Jezeli dla pewnego polozenia bryly U = max,; to w sgsiednich jej
polozeniach U { U max,; czylipraca, jakg sily wykonajg po wyprowa-

Mechanika T. 1. ) 14,
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dzeniu bryly z réwnowagi musi byé odjemna; — a wige energja kine-
tyezna wyprowadzajgea bryle z réwnowagi, wskutek wykonywania przez
sity pracy odjemnej, bedzie si¢ zmniejszac i zanikad; réwnowaga przeto
hryly w polozeniu, w ktérem U = max. jest trwalg; jezeli zas w pewnem
potozeniu bryly U = minimum; to w sasiednich polozeniach U ) U min,;
a wiec podezas przesunigcia sie bryly praca sil jest w tym razie dodatnig,
energja jej przeto kinetyczna wzrasla; réwnowaga przeto bryly w po-
lozeniu, w ktérem J = min., jest nietrwala.
W przykladzie, rys. 1567-my U= — .9, C; 3U = — Q. 3y, =0;

U = max,; jezeli y; = min.; rdwnowaga trwala;

U = min.; jezeli ¥ = max.; rownowaga nietrwala;
co sie zgadza z poprzednimi wnioskami.-

4. Zastosowania précy wyobrazalne;j.

126. Obliczenie sif odporowych za pomocg przesunig¢ wyobrazal-
nych. Przesuni¢cia mozliwe majg na celu usungé z rachunku wielkosci
sit odporowych. Za pomocy tych wige przesunigd mozemy zestawid
rownania réwnowagi sit zewnetrznych, gdy prazyjmiemy, ze sily odpo-
rowe sa prostopadle do powierzchni zetknigé. Gdy zad zechcemy ob-
licz, é sily odporowe, powinnismy stosowaé inne przesunigeia, ktdreby
wladnic wprowadzaly te sily do wyrazu pracy wyobrazalnej.

Ogéblny wzdér pracy wyobrazalnej sil zewngtrznych i odporowy:h,
dziatajgeych na uklad nieswobodny punktéw, podezas dowolnego t. j.
wyobrazalnego przesunigcia, jest nastepujacy:

S(P.3p) + I(N.wm)=0.

- We wzorze tym litery P oznaezajy sily zewngtrzne, zas N sily
odporowe; w celu obliczenia sil odporowych, nalezy dobrad odpowiednie
danemu zadaniu przesunig¢cia.

Gdy np. belka, olnf;aom sily (), wspiera si¢ na dwm‘h punktach
A i B _(przyklad 3-ci na sir. 51-gj), to sily odporowe 4 i B obliezymy
np. w ten sposéb: nadajmy belce obrét okolo punktu B a otrzymamy
rdwnanie pracy, w ktére wchodzi sila odporowa A i sila dana Q; z réw-
nania wige tego obliczymy bezposredniv silg odporowy 4. Wyobraziwszy
sobie nastepnie drugi obrét okolo punktu A, o -
otrzymamy réwnanie, z kidrego obliczymy s N N
sile odporowg B. -

Sily odporowe np. preta, podanego w pizy-
kladzie na str. 190-tej, obliczymy, nadajac pre-
towi przesunigeie w kierunku osiy, rys. 158-my Q P
otrzymamy wtedy réwnanie:

Ny.oy — Q.8y = 0; skad: N, = (O . Rys. 168.
pracd bowiem sil V, i P, podezas tego przesunigeia, réwna sig zeru.






