. Statyka.

1. Okreslenie sily, momentu i réwnowagi.

17. Bryla i punkt materjalny. W geometrji i w kimematyce roz-
patrujemy ciala tylko ze wzgledu na ich przestrzenne wladciwosei; in-
nych zaé wladciwosei ezy to cieplnyeh, czy elektryeznych, cay tes che-
micznych w tych dzialach nauki nie rozpatrujemy. W mechanice’ z tych
licznych wladciwosci zajmiemy sig¢ jedynie temi wladciwosciami, ktére
nazwiemy dynamicznemi, t. j. wladciwodciami, ktére maja swéj wplyw
na przebieg ruchu danego ciala; z tego tez wazgledu stosowad bedziemy
w mechanice dla ciala nazwe bryly materjalnej—Ilub krdtko bryly.

Wiasciwodei dynamiczne bryl materjalnych” sformulowane sa w pra-
wach zasadniczych, zwanych Newton'owskimi. Narazie przytoczymy
jedno z tych praw, wyrazajace bezwladnosé materji; jest onb bowiem
potrzebne do okreslenia sity. Przedtem jednakze damy obja$nienie, co
bedziemy rozumieli przez punkt materjainy.

Gdy kula ziemska, obracajac sie okolo swej osi, przebiega jedno-
czesnie po orbicie, natenczas kazdy jej punkt zakreéla w przestrzeni
pewien tor; gdy cheemy jednakze zwrécié uwage wylgeznie na jedng
strong danego zjawiska np. na ruch kuli po orbicie, pomijajgc ruch obro-
towy: wtedy wyobrazamy sobie calyg kulg ziemsksg skupiong w jednym
punkeie i méwimy o ruchu punktu po danym torze; i punktowi temu
przypisujemy te same wladciwodel ruchu, jakie posiada kula ziemska.

Gdy pociagg przebiega po torze, wtedy rézne jego czgéci wykonujg
bardzo zlozone ruchy; jezeli za$ chcemy zwréeié uwage naszg tylko na
ruch jegzo wazdiuz foru, to wyobrazamy sobie caly pocige w postaci
" jednego .punktu, ktéry posuwa si¢ po torze i prazypisujemy temu punk-
towi wlaseiwosei ruchu calego pociggu.

Punkt materjalny mozemy réwniez wyobrazi¢ sobie w postaci do-
wolnie malej czgstki bryly materjalnej; tak malej, #e ruchu jej obroto-
wego, jezeli ona go wykonuje, mozna w danych rozpatrywaniach nie-
uwzgledniad.
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Pojecie punktu materjalnego w mechanice jest takiemze pojeciem
abstrakeyjnem, jakiem jest w geometryi pojecie punktu geometrycznego;
wprowadzenie zas do naszych rozpatrywand tego pojecia ma na celu
ulatwienie; sprowadza ono bowiem badania wiecej zawilych zagadnien
do badan zagadnieii prostszych,

. 18. Prawo bezwladnosci. Prawo to wypowiemy w sposibh naste-
pujacy:

kazdy punkt materjalny pozostawiony sam sobie, trwa w stanie spo-
czynku, lub w stanie ruchu jednostajnego i prostolinijnego tak dfugo, do-
poki czynniki zewngtrzne nie zmienig tego stanu.

Prawo to, jauk i inne prawa zasadnicze mechaniki nie moze by¢
stwierdzune bezposrednio doéwiadezeniem; nie jestesmy bowiem w stanie
usungé z do$wiadezed pewnych caynnikéw, ktére, oddzialywujac na
przebieg danego zjawiska, zmieniajg jego wynik. Nie mozemy np. usu-
nadé sily cigzenia, tarcia, oporu powietrza (w wigkszym zakresie) i t. p.
Mozemy jednakze posrednio stwierdzié slusznodé tego prawa. Gdy np.
jedziemy framwajem, ktéry jest w ruchu jednostajnym; wtedy nie od-
czuwamy zadnych uderzen, zadnyeh wstrzadnien; gdy jednakze tramwaj
zatrzyma sie, Tub zboezy z drogi prostej, wtedy cialo nasze dgzy do za-
chowania nahytej predkosei i dopiero czynniki zewnetrzne zmienié mogg
te predkodd. Zjawisko to uzewnetrznia sig takze np. przy wyskakiwa-
niu 7z tramwaju biegngeego: — nabytej predkosci w tym razie nie latwo
pozbyd sie mozemy.

Panowanie tego prawa, jak i pozostalych praw zasadniczych me-
chaniki, o ktérych bedzie mowa, jest wszechwiadne i we wszystkich
zjawiskach ruchu daje si¢g ono odnalesc.

19. Sifta i jej miara. Jako wniosek z prawa bezwladnodei wy-
plywa: jezeli punkt zakresla droge krzywolinijug lub tez prostolinijng
z pewnem prayspieszeniem, to punkt ten podlega dzialaniu pewnych
czynnikéw, ktdre zmieniajg jego predkosé: ezynniki te nazwano sitami,

I odwrotnie, gdy méwimy, ze pewna sila dziala na punkt materyal-
ny, to rozumiemy wtedy, ze dany punkt ofrzymuje pewne przyspiesze-
nie; a jezeli byl on w spoczynku przed dzialaniem sily, to otrzyma on
pewien ruch. Jezeli ruch punktu jest jednostajnie przyspieszony, to
méwimy, %ze dziala na niego sila stala; i odwrotnie, jezeli wiadomem
jest, z inoych badain, ze na dany punkt dziala sila stala, to powiemy,
#e punkt wykona ruch jednostajnie przydpieszony.

Mierzyé przeto silp mozemy tylko zmianami, jakie ona wywoluje
w.ruchu punktu materyalnego i jest to fen sam sposib, jaki stosujemy
do mierzenia innych wilasciwodei fizycznych materji, np. temperatury,

-~
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elekirycznosci; mierzymy bowiem te wielkodci zmianami, jakie te dzia-
lania wywoluja. Zmiany, jakie wywoluje sila, ujawniaja sig wogdle
w zmianie stanu ruchu punktu materyalnego, na ktéry ona dziala,
w szezegblnodei w zmianie stanu spoczynku; miarg takg nazwano miarg
dynamiczng sily. '

Ten sposob mierzenia wskazuje, iz sile nalezy przypisaé wiadei-
wosé kierunkowsg: ruch bowiem punktu wyznacza pewng sciile okreslong
prosta w przestrzeni, po ktdrej w danej chwili sig porusza i proste te
nazwiemy prosta dziatania sily. Ruch punktu a scislej méwige przy-
$pieszenie moze by¢ wigksze lub mniejsze: sile przeto przypiszemy pe-
wng liczbowg wartosé; i nastepnie ruch punktu posiada S$cisle okreslony
kierunek na prostej, po ktdrej sig porusza, inaczej méwige posiada pe-
wng strzatke, (zwrot). Miarg przeto dziatania sity moze byé odcinek
prostej, ktdrego polozenie w przestrzeni jest deisle okreslone, ktérego
dhugosé ma tyle jednostek, ile jednostek posiada sila; i ktéry zaopatrzo-
ny jest w strzalke, wskazujgeg kierunek jej dzialania; odcinek taki na-
zwany wektorem, jednoznacznie okresla dzialanie sily; sily przeto wy-
raza¢ bedziemy wektorami; i w pismie oznaczaé¢ bedziemy literami
7z kreskami u goéry.

Jako jednostke liczbowej wartodei sily przyjeto w technice sile
cigzaru, wyrazong w kilogramach. Ten sposéDh mierzenia sit nalezy sto-
sowad w tych tylko przypadkach, w ktérych praySpieszenie ziemskie g
jest stale, t. j. gdy poréwnywamy miedzy sobg cigzary w jednem i tem
samem miejscu kuli ziemskiej; co tez w praktyce zwykle zachodzi.

Sposéb mierzenia sit cigzarami byl unajpierw stosowany, uzmysia-
wia on bowiem wielkodé sil przez wysilki naszych muskuléw. Dalszem
rozwinigeiem tej miary jest miara za pomocg wag sprezynowych; ina-
czej zwanych dynamometrami. Przyrzady te skladajg sig ze sprezyny,
ktérej jeden koniec jest umocowany; na drugi za$ dziala sila. Dzialanie
tego przyrzgdu polega na wigkszem lub mniejszem odchyleniu sprezyny
od jej pierwotnego polozenia. Odchylenia te wyznacza sig najpierw za
pomocy cigzardw, wyrazonych w kilogramach i w ten sposéb otrzymuje
si¢ podziatke, z ktérej odezytujemy nastepnie wartodd sit bezposrednio
w kilogramach. _

Jezeli za§ wyrazimy sile w kilogramach, to dla jej $cistego okre- -
slenia powinnismy mie¢ wskazanem, od jakiego punktu, w jakim kie-
runku i z jakim zwrotem nanie$¢ mamy odcinek, ktérego diugosé réwna
jest w pewnej skali danej ilodci kilegraméw. W obydwé6ch sposobach
wyrazenia wielkodei sity korzystamy z pojecia wektora, gdyz wektor
jest jedyna miarg wielkosci sily; — sila bowiem jest wielkodciag wek-
torowg.
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20. Sity bierne i sity czynne. 7 okredlenia wynika, ze jezeli pe-
wna sila dziala na punkt materyalny, to udziela mu prayspieszenia
w kierunku swego dzialania, zachodzié jednakze moze praypadek, ze
punk{ dany wskutek warunkéw fizyeznych, w jakich sie ruch odbywa,
nie moze wykonaé ruchu w pewnym kierunku, i praydpieszenie jego po-
siada inny kierunek, niz nadaje mu przylozona sila; w tym razie, azeby
by¢ w zgodzie z okresleniem sily, przyjmujemy, ze na dany punkt,
oprocz sily praylozonej, dzialajy jeszosze inne sily, pochodzgee od fizycz-
nych przeszkdéd, zmieniajgeych ruch punktu.

Punkt ciezki, staczajge sig np. po plaszezyinie pochylej, wyko-
nywa ruch, ktory jest inny niz ruch, wywolany tylko przez silg
ciggenia: kierunek bowiem jego jest rdwnolegly do tej plaszezyzny
i wartos¢ jego jest inna, niz kierunek sity cigzenia. Przyjmujemy za-
tem, ze oprées sily cigzenia dziata na dany punkt jeszeze jakas inma sita.

Kazdy przedmiot, leziycy np. na stole, jest pod dziataniem sily cig-
zenia, powinien wige wykonad ruch z przydpieszeniem, odpowiadajgcem
tej sile; lecxz on tego ruchu nie wykonywa, i pozostaje w spoezynku,
przeto przyjmujemy, ze dziala na niego inna sila, ktéra stawia opér
w wykonaniu tego ruchu; lub tez, inaczej sie wyrazajge, przyjmujemy,
ze¢ wystepuje inna sita, kiora jak w danym przypadku znosi dzialanie
na dany przedmiot sily ciazenia; sila ta musi byé wige réwna co do.
warlodei i kierunku sile cigzenia, le¢z co do zwrotu — przeciwng: gdyz
przy$picszonie tylko takiej sily jest w stanie zniesd prazyspieszenic sily
cigzenia;—sily takic nazywamy silami odporowemi, a punkt, ktéry po-
dlega pewnym ograniczeniom w swoich ruchach, nazywamy punktem
nieswobodnym; punkt zaé, ktéry nie podlega ograniczeniom ruchu, t. j.
punkt, ktéry moze zupelnic swobodnie poruszad sige, nazwiemy swo-
bodnym. '

Sity, ktére wywolujg pewien ruch, nazwiemy czynnemi; — sily zad,
kidre zmieniajg lub wstrzymujg ruch, wywolany przez sily ezynne, na-
zwiemy biernemi.

(tdy na dwa punkty dziatajg sily, to kazdy z tych punktéw, jezeli
niema zadnych ograniczen ruchu, t.j. jezeli jest swobodny, wykona ruch,
odpowiedni otrzymanemu przyspieszeniu; wyslowimy to zjawisko po-
tocznie, ze kazdy z tych punktéw pdéjdzie swoja droga; lecz gdy punkty
te np. satywno polgezymy, wtedy ruchy ich bedg zalezne, i nie bedy
odpowiadaly przyspieszeniom, udzielonym im przez sily praylozone;
w danym wige razie, azeby byé w zgodzie z okresleniem sity, prazyj-
miemy, %e pomigdzy tymi punktami wystepuja sity, ktére =zmieniajg
wielkodei prazyspieszen, udzielonych przez sily przylozone; sily takie na-
. zwiemy silami wewngtrznemi. Sily wewnetrzne majg swéj wyraz fi-
zyczny w naprezeniu np. nici, lub w cisnieniu, jakie wystepuja w pre-
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cie, lpezgeym dane punkty i t. p. Sily odporowe, i sily wewngtrzne,
jakn zjawiska fizyezne, sa wywolune warunkami fizyecznymi, w jakich
zgnajduje sig punkt ruchomy; pojecia zas ich matematyczne powstaly
7 potrzeby pozostawania w zgodzie z okredleniem sily.

Sily, tak odporowe jak i wewnetrzne, majy  wspolng  wiasciwoddé,
ze wystepuja tylko pod dzialaniem sil czynnyeh, inaczej zwanych silami
zewnegtirznemi. ?

Gdy ezynnikiem, ograniczajpeym ruch danego punktu materyalnego;
lub—tez nadajgeym i ruch, bedzie nasza reka, wogdle nasze muskuly,
nat: nezas uczuwamy wiekszy lub  mmiejszy wysitek; wysilek ten po-
zwala mierzvdé w przyblizeniu, a wladeiwic oceniad wielkod i zmiany
ruchu, jakieby powstaly pod dzialaniem naszej sily muskularnej:
z tego powodu czynniki, zmieniajgce stan ruchu  punkfu, nazwano
sitami; leez w mechanice pojmowanie sily  jako wysitku muskularnego
jest niepotrzebne; cxesto nawet wikla zrozumicnie pojed mechaniki.

21. Skfladanie sif, dziatajgcych na punkt swobodny. .Jezeli pewna
ilogé sil dziala kolejno na punkt materyaluny, to kazda z nich nadaje mu
pewne prayspieszenic w kierunkun swego dsialaniay jezeli teraz prayj-
miemy, ze te sily jednoczesnie dzialajy, to punkt dany otrayma Seidle
okreslone przydpieszenie, kidre oczywiscie mozna wywolad pewny deisle
okredlonyg sily; sile tg nazwiemy sily zastepeza lub wypadkowg: o sily
poszczegoilne sitami sktadowemi. Jak dodwiaduzenie uczy: wypadkowa
sif, dziafajacych na jeden punkt, rowna sie sumie wektorowej silf sktado-
wych.

Gdy oznaczymy sily skiadowe przez 2, 2, wogdle przes /2. gdzic
k==1,2,.; a silp wypadkowy przez F: wtedy wyrazimy matematyceznie
to prawo wzorem wektorowym:

K= By o o o 5 = o5 = w0 0B

Wazor ten przedstawia wielobok, ulworzony z wektordw sil, rys. b-ty, kto-
rego bokiem zamykajgpeym jest sila wypadkowa;—wielobok ten nazwano
wielobokiem sit.

Poniewaz wielobok sil jest szezegdlnem zastosowanicm wielobo-
kéw wektorowych, przeto mozemy zastosowad do niego wszystkie twier-
dzenia, wyprowadzone w dziule o wektorach. Waznigjsze » tych (wier-
dzen, o rzutach wektoréw, zastosowane do sil, wyrazimy w sposdb na-
stepujacy:

gdy sity dziakaja na jeden punkt, wtedy rzut ich wypadkowej na do-
wolnie obrang o$, réwna sig sumie algebraicznej rzutéw sif sktadowych;
co wyrazimy réwoaniem: R,=XP) .. Jezeli uklad sil jest plaski, (o
rzuty sit skiadowych na dwie osi wyznaczaja sile wypadkowy co do
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kierunku, zwrotu i wartodei: —jezeli przytem obierzemy osi wzajemnie
prostopadle, to otrzymamy nastepujace wzory:
R 5,
J— V 0 I T i W
=] (_._.P‘._._‘.] - (X7 ,‘.‘:j,). cos (AyN) = 5 s L. p.
Jezeli uktad sil jest przestrzenny; to idla wyzZnaczenia  polozenia
i warlosei sily wypadkowej, potrzebng jest znajomodé rzutéw tyeh sil na
trzy osi, dowolnie obrane w przestrzeni, i wtedy z réwnaii:
o ) o e, Ty .} » ] Y
R;u =2 f{.’_‘.’ .f\y-——- --l’.){.‘:,,, _f\.:‘:)A )ﬂ’,:

wyznaczymy polozenie i obliczymy wartodé wypadkowej.

22. Rozktadanie sit. Nieraz zadanie wymaga rozlozenia pewnej

Rl

Rys. 24, Rys. 24,

gily na dwie lub wigcej sily; azeby rozlozenie bylo jednoznaczne, po-
winny byé dane odpowiednio ku temu warunki.

Przyktad. Sile /7 rozlozyé na dwie sily P, i £,. ktérych kierunki
L 12, vys. 23-ci, sp dane i ktére leza w jednej plaszezyznie » dang
sila. '

Tréjkal, ktérego jeden hok jest réwny i rownolegly do wektora
sily /2, a pozostale boki sy réwnolegle do danych kierunkéw, wyznaczy
szukane sily P, i P, gdyz z tego tréjkata odezytamy P=P-|-7,. Za
pomocyg tej konstrukeji otrzymamy dwa tr6jkaty, kiére jednakze wyzna-
ozaja te same sily co do kierunku, zwrotu i wartodei. Punktem pray-
lozenia sit skitadowych jest punkt przylozenia danej sily 2; jak i od-
wrotnie. " _

7 rozwigzania tego wynika, ze kazdg sile mozna roziozyé jedno-
znacznie w dwéch tylko kierunkach, gdy te kierunki i dana sila lezg
w jednej plaszczyznie; gdy zad dane beda na jednej plaszezyinie z silg



‘trzy kierunki, w ktéryeh cheielibysmy rozlozyé dang sile, (o zadanie
lakie posiada nieskonezenie wiele rozwigzan, i méwimy wtedy, ze zada-
nie jest niedostatecznie okreslone.

Site 2 mozna jednakze rozlozyd jednoznacznie w trzech kiorunkach,
gdy te kierunki i kierunek danej sily mijaja sie w przestrzeni. Rozlo-
senie sily /2 w trzech danych kierunkach w przestrzeni sprowadza  sig
do zbudowania czworoboku wichrowatego, gdy dany jest jeden bok co
do dlugodei i polozenia i gdy dane sy kierunki trzech pozostalyeh bo-
kéw. W celu rozwigzania tego zadania, oznaczmy dane kierunki przez
ey, my 1 my vys. 24-ty i przeprowadszmy przez poczylek danego wektora
prosty /7, réwnolegly do mz; nastgpnie przez koniec fegoz weklora praze-
prowadZémy prosty L, véwnologly do i, Zadanie obecnie polega na
przeprowadzeniu prostej /4, przecinajycej proste Z, i f i rownoleglej do m,,
W tym celu przez /; przeprowadémy plaszezyzng rownolegly do a,
znajdzmy punkt przecigein sie tej plaszezyzny z prosty /4, niechaj
tym punktem bedzie punkt s. Przeprowadzona przez ten punkl prosta
l,, rownolegle do mz,, przetnie prosty [, gdyz lezy z niy, na zasadzie
wykonanej konstrukeyi, w jednej plaszczysnie. Utworsony wige wielo-
bok wichrowaty (27,4, 1,) jest zamknigty i1 przedstawia wiclobok sil,
w ktérym hoki, lezgce na prostych 7, 4, i Z, sg skladowemi sily /7% lub
inaczej, sila 2 moze byd uwazana za sile wypadkowsg sil, przedstawio-
nych przez (rzy pozostale boki, Gdybydmy zmienili porzgdek dodawa.
nia, co nam wolno bez zmiany wyniku, to otrzymalibysmy réwnolegtos-
cian.

Z powy#zszej kongtrukeji wynika, iz gdyby byly dane w praestrzeni
catery kicrunki, na ktére cheieliby$my rozlozyd dang site, wiedy zada-
nie byloby niedostalecznic okreslone i dawaloby nieskonezenie wiele
rozwigzan; a wige dany silg mozemy rozlozyd jednoznacznic tylko w trzech
kierunkach, obranych w przestrzeni.

23. Réwnowaga sif, dziatajgcych na punkt swobodny. Okredlenie:
jezeli na punkt swobodny dziata pewna ilosé sif, nie udzielajgc mu przys$pie-
szenia, to powiadamy, 2e sity te sg w rownowadze. Dla takich sil pray-
spieszenie wypadkowe, a wige i sila wypadkowa, roéwna sig zern, a za-
tem wielobok takich sif musi byd zamknigty. Wniosek ten mozna przed-
stawid przez réwnanie wektorowe: ¥/, ==0; analitycznie za$ wyrazimy
go w przypadku, p;dy sily lezg na jednej plasmezyZnie, dwoma réwnania:

YPp=0; oraz 2P, ,=0; . . . ., . . (14
gdy zas sg one w przestrzeni, wtedy wyrazimy analitycznie trzema row-
naniami: .

2P =0, BPL =08 =0 s o . v (18]

Zwr6eidé tu nalezy uwage na pewne ubarte spuacmoﬁm w wyslowieniu;
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mowi si¢ ,rownowaga'punktu® Jub  réwnowaga bryly“: jest to wyra-
zenic nieodpowiednie; gdyz do punktu lub bryly nie mozemy stosowad
pojgcia réwnowagi; tylko do sil, nai dzialajgcych. Jezeli np. punkt jest
w spoezynku, to sily nai dzialajpce sa w réwnowadze; leez réwniez sily
te sg w rownowadze, gdy punkt, na ktéry one dzialajy, znajduje sig
w ruchu prostolinijnym i jednostajnym, gdyz sily te nie zmieniajg jego
predkosei.  Punkt wige malferyalny lub bryla moze byd¢ tylko w ruchu
lub w spoczynku; sily za$ mogy znajdowacd si¢ w réwnowadze, lub tez
mogy posindaé wypadkowy. Powyzsze wyrazenie ,réwnowaga punktu
lub bryly¥, jako juz utarte w wielu jezykach, mozna pozostawid w uzyeiu:
lecz nalezy je wiladciwie rozumied.

Przyktad. Punkt materjalny o cigzarze Q spoczywa na plaszczyznie
pochylonej wzgledem poziomu pod katem o ubliczyé sile .S, utrzymu-
jacg dany punkt w spoczynku: i dzialajgcg rdwnolegle do plaszezyzny
danej; nieuwzgledniajac tarcia, jakie mogloby wystgpi¢ pomiedzy punk-
tem a plaszczyzna, rys, 25-ty.

W zadaniu tem mamy do czynienia z punktem nieswobodnym, na
ktory dziatajg sily, pozostajace w réwnowadze. Na punkt ten dziala:
1) sita cigzkodei O, skierowana pionowo ku dolowi; 2) sila .S, ktérej
kierunek jest dany: warto$c¢ jej jednakze liczbowa jest nieznana, jest to
przeto jedna niewiadoma; 8) poniewaz punkt dany jest nieswobodny,
jost bowiem ograniczony w swym ruchu plaszezyzni pochyly, przeto prosta
ta wywiera pewne dzialanie na niego, nie pozwalajge mu spasé pionowo;
dzialanie fo przedstawimy sobie jako silp, - narazie nieznang; — sile tg
w mysl § 20-go nazwiemy sily odporowa. I'rosta dziatania tej sily prze-
chodzi przez dany punkt; i moze hydé wogéle dowolnie skierowang;
w  warunkach jednakze sadania powiedziano, #%e tarcia mamy nie
uwzgledniad; to sig znaczy, #%e punkt nie posiada zadnych przeszkod
w ewentualnym ruchu wzdhuz plaszeayzuy, na ktorej spoczywa; a jedynie
znajduje przeszkodeg w kierunku prostopadlym do niej; wobec tego sita
odporowa posiadad moze tylko kierunek prostopadly do tej plaszezyzny; co
wskazuje na polozenie prostej dzialania tej sily; vfe znang nam jest
tylko jej wartosd liczebna: — sile tg oznaczymy literg N. '

Na dany przeto punkt dzialajg trzy sily, rys. 2b-ty: sila O, ktérej
wartos¢ i kierunek sg dane i sity .S i N, ktérych kierunki sg dane, lecz
wartodei — nieznane; te tray sily pozostajg w réwnowadze.

Zadanie to pozornie nie mialo nic wspélnego z wylozonemi tu po-
jeciami, lecz po tych wyjadnieniach stalo sig zadaniem, odpowiadajgcem
tym pojeciom. i teraz dopiero, po postawieniu w ten sposéb zadania,
rys. 26-ty, mozemy stosowa¢ twierdzenia statyki i - praystapié do
obliczent. Sily te maja by¢ w réwnowadze; a wige w mysl § 23-go:
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2P, =0: t. j. w naszym prayklalzie O -4 .S - ¥ =:0. Réwnanie (o wy-
razimy geometrycznie, kreslge trojkat, vys. 27 my; ktorego jeden bok O jest
znany oraz znane sg kierunki dwéceh pozostalych bokéws a diugodei bo-
kéw S iV, wziete w tej skali, w jakiej wykredlilidmy bok (), przed-
stawig wartodd sit S 1 N, - Poniewaz w trojkacie tym strzalki muszg
mieé¢ obieg jednozwrotny, zgodny ze strzalky sily O: przeto i zwroty
ich sy okreslone.

7 tréjkata tego mozna véwniez drogy trigonometryczny obliczyé
wartodei sil .Si N: co zechee czytelnik wykonad: bedzie to rozwigzanie
geometryczne.

Mozna réwniez rozwigzad to zadanie drogy analityezng; stosujge
rownanie I14-te. W tym celu przeprowadZzmy dowolnie osi rzutow x iy
rys. 26-ty i oblicamy sumg rzutéw trzech sit; a otrzymamy dwa réwna-
nia, w ktdrych bedzie dwie niewiadome S i AN zadanie jest przeto roz-

N

_'ja\\ *f‘j S/,’ s /S,

S + i
Pratiny Q W
Rys. 25, 96, a7, 28,

wigzane. Polozenie osi rzutow oczywidcie moze byd dowolne; powin-
nismy przeto je tak obraé, azeby mozliwie uproseié przebieg rachunku
Jezeli np. obierzemy of x poziomo, 0§ » pionowo, to otrzymamy ré-
wnanie:
S.cos 72— N.sin a==0
S.sin - N.cosa - () =0 |

S=0.sin a; oraz N == (.08 .

Obliczenie to, aczkolwiek w danym razie nie jest zawile; moze
jednakze by¢é uprgszezone przez wybdér innego polozenia osi rzutéw.
Obierzmy np. of #' wzdluz prostej nachylonej; 9' prostopadle do niej:
otrzymamy wtedy réwnania rzutéw:

S— O.sin a =0, oraz N — (J.co8 o=0;
z ktoryeh obliczymy niewiadome, co do ich wartosei i znakéw; znaki
bowiem naniesione na rysunku, byly dowolne. Uproszezenie rachunku
wyniklo w tym razie z tego powodu; %e of &' jest prostopadly do sily
N; a wige w réwnanie rzutéw na te o nie weszla ta sila;z tegoz po-
wodu, zey’ | .Sw réwnapie drugie nie weszla niewiadoma .S. Przed wy-

4 ktéryeh obliezymy:
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borem przeto  polozenia osi rzutéw nalezy wzigéé pod uwage dogodno-
gei rachunkowe, jakie otrzymamy przy rzutowaniu.

Dyskusya obpowiedzi. PPo zestawieniu wzorow szukanych wielko-
seiy nalezy jo wogdle sprawdzié dla pewnych szezegdlnych praypadkéw
danego zadania,

Prayjmijmy np: 1) a =0 wtedy z powyzsaych wzoréw:

Sz= ().8in0=0; a N==0Q.c08 0==Q;
co pie znaczy; jezeli plaszezyzna oporu jest pozioma, (o nie potrzebna jest
sita .S dla podrzymania punktu od zeslizgnigcia sig; a potrzebna jest
jedynie sita odporowa N = ecigzarowi punktu, co si1g zgadza z naszem
fizyeznem pojmowaniem, Przyjmijmy nastepnie np. 2) o = 90% wiedy
S = () N = 0 znaczenie lizyczne tego wyniku zechce czytelnik
alesd.  Pray rzutowaniu wektordw sil na osi nalezy zwrdeid uwage
na znaki rzuléw, kidre zalezy od obranych znakéw osi spélrzednych.

Zatrzymatem sig nieco dluzej pray rozwigzaniu tego prostego za-
dania; cheialem bowiem wskazaé metodg, juky nalezy stosowad pray
rozwigzywaniu wazelkich zadan z mechaniki; metoda ta bowiem powta-
rzaé sig bedzie pray rozwigzaniu najzawilszych zadan.

24. Moment statyczny sity Wyobrazmy sobie w przestrzeni pewng
sile, praedstawiony przez wektor /Z; oraz punkt 0, lezgéy zewnatrz kie-
runku tej sily, rys. 29-ty, a postawimy okreslevie:

iloczyn z wartosci sity i z odlegtosci obranego punktu od prostej
dziatania tejze sily, nazywamy momentem statycznym danej sily wzgle-
dem obranego punktu'); lub krétko momentem sity wzgledem obranego
punktu. ' :
Obrany punkt nazwano biegunem momentu:
odleglosd, kiéry znagzymy praez s, nazwano ramie-

niem momentu; i plaszezyzne, w ktorej lezy sila P e
i biegun — plaszézyzng momentu; a zatem okre- /

Slimy mioment przez wartosé \
M=Pil v & & @.s =« 00) h-
oraz przez polozenie plaszezyzny momentu, . }g\
Jezeli biegun momentu wyobrazimy sobie jako b
punkt nieruchomy; a plaszezyzne, w ktérej dziala £
obrana sita, jako ruchomy; to sila ta obréci plasz- Rys. 20,

czyzng okolo bieguna. W sposobie tego obrotu po-

1y Nazwa moment w danym razie nie ma nic wspilnedo z takimze wyraze-
niem w mowie potocznej, ktore odnosi si¢ do pojecia czasu. Slowo moment ina-
czej moyimentum pochodzi od czasownika movere—poruszaé. Nazwa momenty sto-
sowang jest 'wogéle w mechanice do oznaczen miary réznych dzialaii; a w danym
razie moment jrst miarg czynnika, wywolujacedo ruch obrotowy. Illoczyn ten nazy-
wajg réwniez momentem pierwszego stopnia, lub momentemymninijk.
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winnifmy odréznié zwroty, 'z jakim obrdcilaby sie plaszczyzna. Prayjeto
nazywad obrotem dodatnim; — jezeli praypuszezalny obrét ruchomej
plaszezyzny, pod dzialaniem sily, odbywa sig w zwrocie zgodnym z obro-
tem wskazowki zegara; gdy zegar polozymy na plaszczyZnic momentu,
i zwrécimy go tarczg do widza; w ten sposih zwrol dodatni jest dcisle
okreslony: zwrotem zad odjemnym nazwiemy zwrol, przeciwny obrotowi
wskazowki zegara;—rozrdzniamy zatem momenty dodatnie i odjemne.

Zbadajmy ohecnie, przy jakich warunkach wartos¢ momentu réwna
sig zeru. Poniewaz: M = .k przeto moment jest réwny zeru: 1) gdy
P = 0; lub 2) gdy 4 =0. praypadek pierwszy mowi, ze gdy niema sily,
fo nie moze hyé mowy o jej momencie: przypadek drugi nastapi, gdy
kierunek sily przechodzi przez obrany biegun; i rzeczywiscie, obrazujge
przypadek len fizycznie, latwo spostrzezemy, ze sily takie nie mogg
wywolac¢ obrotu. )

Nieraz zamiast odleglodei £ — bieguna od kicrunku sity, dang jest
odlegloié # punkiu przylozenia sily do bieguna, rys. 30-ty, odleglosé
g nazwiemy promieniem wodzgeym punktu przylozenin sily; azeby w tym
razie obliczyd wielkos¢ momentu, potrzebngy jest ieszeze znajomodd
kata (/7,7); gdyz dopiero wdéwezas napiszemy /- = ». sin (Fyr), nastepnic:

Me=Ph=Pr sin (Br): " « 2 » » « 1y {17

Gdy jest dany promieni wodzgey punktu przylozenia sily, naten-
czas zestawimy jeszceze nastepujgey wzor momentu: — przez punkt pray-
lozenia sily, rys, 31-szy, przeprowadzamy prosta x, prostopadig od pro-

Al
¥0
Rys. 30. Rys. 3l.

. mienia 7 i, uczyniwszy nastgpnie rzut sily /° na tg of, napiszemy p,=P.
sin (Py). Wyraz ten, podstawiony w réwnanie 17-te; da nowy wzér
momentu

Me=iF o o a s e i e W e s 418

ktéry wystowimy: moment sily, wzgledem obranego bieguna, ré-
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wna sig iloezynowi z rzutu tej sily na of, prostopadly do promienia,
i z dlugo$ei promienia.
Posiadamy zatem trzy sposoby wyrazenia wielkodci momentu sily:

1) M= Py 2) M=Pyr.sin(Fr), 8) M= P,r;, . . (19)

zrozumialem jest, ze wzory te sg réwnowazne, t. j. dajg one jedng i l.g sa-
my wartosé momentu danej sily wzgledem danego bieguna.

Jezeli silp wyobrazimy sobie jako odeinek prostej, to iloczyn z je-
go dlugosei i ramienia obrotu posiada pewne geometryczne znaczenie:
mianowicie: iloczyn .4 przedstawia podwodjng wartosé pola tréjkata
o podstawie P i wysokodei 4: lub tez przedstawia wielkodé pola réwno-
legloboku, zbudowanego na wektorach 7 i 7 w tenze sposéb wy-
raz M = P, .» przedstawia pole prostokata, ktérego boki sg A, i 73
latwo sprawdzi¢ geometrycznie, ze te pola sy réowne. Nalezy jeszcze
zauwazyd, ze, posiadajge warto§¢ momentu sily wzgledem obranego bie-
guna, nie wyznaczymy z niej ani wielkosci sily, ani jej odleglosci od
bieguna; gdyz te samg wartos$é iloczynu otrzymaé mozemy z oo wielu
wartodei mnoznikow.

Jezeli sily mierzymy kilogramami, — diugodei metrami, to iara
momentéw beda kilogramometry i za jednostkg momentu przyjmujemy
jeden kilogramometr. Wymiar momentu jest: sila > dlugosé: co wyrazi-
myt |P. L], gdzie L jest symbolem w ogdle dlugosci, a /7 — sily,

7 okre$lenia momentu sity wynikaja nast. jego wlasciwosei:

1) moment sily wzgledem obranego hieguna sie nie zmieni, gdy
sile przesuwad bedziemy wzdluz prostej jej dzialania;

2) moment danej sity jest staly wzgledem kazdego bieguna, obra-
nego na prostej, réwnoleglej do prostej dzialania danej sily; '

3) woment silty wzgledem obranego bieguna zmieni swéj znak,
lecz nie zmieni swej liczbowej wartodei, gdy odwréeimy strzalke danej
sity:

4) prosta dzialania sily dzieli plaszczyzoe, na ktérejlezy, na dwie
dziedziny; punkty lezgce po prawej stronie tej prostej, patrzgc ze strzatkg
sity, sa biegunami, wzgledem ktérych moment danej sily jest odjemny;
punkty zaé, lezgce po lewe] jej stronie, sg biegunami, wzgledem kto-
rych momenty sg dodatnie; momenft sily wzglgdem bieguna, obranego
na prostej dzialania tej sily réwna sig zeru. — Wniosek ten mozna od-
wrécid; jezeli moment pewnej sily réwna sig zeru, to biegun tego mo-
mentu moze leze¢ tylko na prosteJ dzialania tej sity;—o ile sila ma skon-
czong wartosé;

5) momenty dane] sily wzgledem biegunéw, wigeej oddalonych od
prostej dzialania sily, posiadajg wartosci liczbowe wigksze niz momenty
wizgledem hiegundw, lezacych blizej prostej dziatania sily.

Mechanika t. 1. 3
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25. Wektorowe wyrazenie momentu, Do Scislego okreslenia sily,
opréecz liczbowej jej wartosci, wyrazonej np. w kg, potrzebng jest jesz-
cze znajomosd kierunku i zwrotu jej dzialania; te wladeiwodei wyraza
okreglenie sily przes wektor /-,

Do $eislogo zas okredlenia momentu, oprdez liczhowej jego warto-
gei 1 zwrotu, potrzebny jest jeszeze znajomosé poloZenia plaszczyzny,
w ktdérej dany obrot sig odbywa: te warunki, okreélajagce moment, wy-
razié mozna rowniez przez weklor,

Wielkos$é momentu sily przedstawimy za pemoey wektora W spo-
sob nastgpujgey: z bieguna O wystawimy prostopadly do plaszezyzny
momentu i na fej prostopadlej odetniemy podlug obranej skali wartoddé
iloczynu P2, ina utworzonym w ten sposéb odeinku naniesiomy strzatke
ve zwrotem ku widzowi, jezeli zwrot obrotu jest dodatni;—jak po-
kazano na rys. 32-im; gdy zad zwrofl jest odjemny, witedy naniesiemy
strzalke w zwrocie przeciwnym, rys. 33-ci. W {en sposéb utworzony

BTN

Rys, 32. Rys. 53.

wektor z caly Scislodeig wyznacza wartodé, zwrot i plaszezyzng momen-
tu; wektor ten oznaczymy litery 7. Gdy wige danym bedzie wektor A1
v omoOwieniem; ze przedstawia on momenl statyczny sily, wledy prze-
prowadzimy plaszezyzne prostopadly do kierunku tego wektora, a be-
dzie to plaszczyzna momentu; dlugoéé wektora 47, wzieta w odpowie-
dniej skali, daje wartosé momentu t. j. daje wartogé iloezynu P.h; zwrot jego
strzatki wskazuje dodatni Iub odjemny zwrot obrotu; poréw. rys. 32-gi
i 83-ci. Moment sily bedziemy wige przedstawiali za pomocy wektora
i nazywadé go bedziemy wektorem momentu, Iub tez krétko—momentem.
W rachunku wektorowym wektor momentu wyraza sig symbolem V/Pp,
gdzie symbol V, jako poczgtkowa litera slowa ,Vector”, wskazuje, ze
dana wielko$é jost wektorem; P jest, jak w danych rozpatrywaniach,
wektorem sily; # jest wektorem wodzgecym punktu przylozenia sily.

Symbol ten nie nalezy utozsamiad ze zwyklym iloczynem P.r; gdy#
byto by to sprzeczne z okreéleniem momentu.

Symbol przeto VPr wyraza wektor:

1) ktoéry jest prostopadly do plasmzymy (Pr), rys 82-gi;
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2) ktérego strzalka zwrdécona jest do patrzgcego, gdy obrét sily
przedstawia mu si¢ dodatnio;

3) ktérego dlugo$é = P .sin (Pyr), gdzie P i » oznaczajy liezbo-
we wartoSci sily i wektora wodzgcego; a (P,») kat, jaki tworzy sila P
z promieniem #; przytem umdwimy sie¢ dla uniknigcia niedecislodei
w mierzeniu tego kata; ze przez kat (F») bedziemy rozumieli kat, jaki
nakresli . wektor P, obracajgc sie okolo swego poczatku w strong prze-
ciwng obrotowi wskazéwki zegara; az do zgodnego pokrycia sig z pro-
mieniem wodzgcym. Przez zgodne pokrycie si¢g dwéch wektoréw rozu-
miemy, gdy strzailki ich bedg w tesamg strong skierowane; przyjmujace,
iz strzalka promienia wodzgcego zwrdcona jest od bieguna do punktu
przylozenia sity. Wogéle symbol V.7 nazwano iloczynem wektoro-
wym dwoch wektorow,

26. Moment wypadkowej wielu sif, dziatajgcych na jeden punkt
i lezagcych na plaszczyznie. Gidy przyjmiemy, ze na dany punkt 4 dziala
pewna ilosé sil: wtedy mozemy moéwié o momentach kazdej sily zoso-
hna, oraz o momencie ich sily wypadkowej, wzgledem obranego bieguna.

Wykazemy obecnie zaleznoéé pomigdzy momentami sit skladowych,
a momentem ich wypadkowej, i uczynimy to najpierw dla przypadku,
gdy sily, dzialajgce na jeden punkf, dzialajg w jednej plaszezyZnie i gdy
biegun obierzemy na tejze plaszczyZnie; a nastepnie rozpatrzymy przypa-
dek ogdlny, gdy sily, dziatajace na jeden punkt, rozmaicic sg skiero-
wane w przestrzeni. ’

Przeprowadzmy w tym celu, rys. 34-ly, przez punki, na ktéry dzia-
tajg sily, w plaszezyZnie ich dzialania prostg ~, prostopadig do pro-
mienia wodzgcego tego punktu; zrobmy nastepnie rzuty danych sit na
te prosty; a napiszemy wtedy réwnanie algebraiczne /X, = XF) . po-
mnézmy nastgpnie obydwie strony tego rownania przez wartosé », a otrzy-
mamy wz0r:

Ry .r=X(Pp . 7).

Wyraz X (P, .r) przedstawia sumg momentéw sil skltadowyeh;
wyraz IX,.r wyrazamoment sily wypadkowej; na zasadzie tego wyslo-
wimy powyzsze réwnanie w sposéb nastgpujacy:

moment wypadkowej wielu sit, lezacych w jednej pXaszczyznie i dzia-
fajacych na jeden punkt, wzgledem bieguna, obranego na tejie pYaszczyznie,
réwna si¢ sumie algebraicznej momentéw sif skfadowych wzgledem tegoz
bieguna. Wzdér powyzszy pozwala zatem obliczyé moment sily wypad-
kowej #» momentéw sil skladowy ch,

Pwierdzenie to wyrazimy wzorem :

M};ﬁl‘:Mﬁ sl LB # EE @ cMeall ek e g (20)
Twierdzenie to pozwoliznalezé znaczenie statyczne wyrazu M=F,.7,
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obliczonego na podstawie stosunkéw geometrycznych w § 24-ym; a mia-
nowicie: rozlézmy dang sile P, rys. 81-szy, na dwie skladowe; jedng pro-
stopadla do promienia wodzgcego, ktdry oznaczymy literg £, i drugy
w kicrunku tegoz promienia /£,.. a na zasadzie dowicedzionego twierdze-
nia obliczymy moment sily /7, jako sume momentdw sily P, isily P,
Moment sily P, réwna si¢ iloczynowi £, .7; a moment sily /7, véwna
sie zeru; praeto M=P,. r; — takie wigc jest znaczenie statyczne tego wzoru,

W szezegdlnym praypadku, gdy sity, praylozone do danego punktu,
sg w rownowadze f. j. gdy /=0, natenczas )J(P‘(,.x,r) = 0: réwnanie to
wyslowimy:

jezeli pewna ilodé sil, dzialajyeych w jednej plaszezyznie i pray-
fozonych do jednego punku, jest w réwnowadze, to suma algebraiczna
ich momentdw, wzgledem dowolnego bicguna na tejze plaszezyznie, ré-
wna si¢ zeru.

Rys. 34,

Tresei twierdzenia (ego odwrécié jednakze nie mozemy; jezeli bo-
wiem XF .7 =0; to niekeniecznie ich wypadkowa réwna sip zeru:
moze ona bowiem przechodzi¢ przez biegun i wiedy moment jej rowna
sig zeru, a wypadkowa posiada wartosé skoticzong.

Azeby wyrazié réwnowage sil, dzialajacych w jednej plaszezyznie
i przylozonych do jednego punktu, za pomocg momentéw; powinny
sumy momentéw sit skladowych wzglgdem dwuch biegunéw réwnad sie
zeru; — byle te bieguny wraz z danym punktem nie lezaly na jednej
prostej; a zatem mamy w tym razie dwa réwnania réwnowagi.

Przyktad. Obliczyé moment wypadkowej sit, przedstawionych na
rysunku 3b6-tym, wzgledem bieguna O. Oznaczymy przez M, moment
sily P; i t. d., i napiszemy: '

M, = Pyrsin (P,,7)= 12.2.5in80° = 12 hom
M, = P,rsin (P, ,r) = — 10.2.5in 30° = — 10
M!!: 378in (P:nr)= 30.2.8in 80° = 30 5

Moment sily wypadkowej = 89 ;@-gm
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Poleca sig sprawdzié ten wynik wykreélnie i analitycznie, wyzna-
czywszy najpierw wypadkowg R i obliczywszy nastepnie jej moment
ze wzortu M = R.# .sin (Ry). :

27. Moment sily, wyrazony przez dwie skfadowe. Zadanie obecne po-
lega na wyrazenin momentu sily 2, wzgledem dowolnie obranego hiegu-
y| na — przez skladowe £, . i P, tej sily w kie-

[ runku osi spélrzednych oraz przez spélrzedne
%y, oraz g, punktu jej przylozenia: rys. 306-ty.
W tym celu rozkladamy sile £, na dwie skia-
: dowe P 1P ,; a moment A7, tej sily wagle-
Yy dem bieguna, przez kiéry przeprowadzilismy
3 * osi — obliczymy, na zasadzie § 26 go, jako

sumg momentéw sit skladowych. Z rys. 36-go
odezytamy bezposrednio:
My = By’ Ip — Py % '

Jest to szukany wyraz momentu.

28. Moment wypadkowej wielu sit, dzialajacych w przestrzeni na
jeden punkt. Przyjmijmy obecnie, iz na dany punkt A dziala przestrzen-

|

|
O£ = e
Rys. 86,
(21)

Rys 87.

ny pek sil; nalezy wyznaczyé moment sily wypadkowej, tak co do war-
todei, jak co do polozenia; t. j. nalezy wyznaczy¢ wektor momentu sity
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wypadkowej. W ftym celu wyznaczmy uajpicrw  moment  kazdej
sily wuzgledem obranogo bieguna O; azeby to wykonad, przeprowa-
dZzmy przez biegun O i przez kazdy z sil plaszezyzng momentéw
poniewaz wszystkie te plaszezyzny pracchodzy przoz biegun O i je-
dnoczesnie przez punkt 4, przecinajg sig one przeto po linii (04, rys.
37-my, W kazdej z tych plaszesyzn dziata moment 7204, Pk 1 G d.
Wektory tyeh momentéw wyznaczymy, gdy z bieguna O wystawimy
prostopadie do plaszczyzn momentéw i odlozymy na nieh dlugosei, ri-
wne liczbowo odnognym momentom: M, = P .k, M, == Py, M, = Pl
we zwrolami zgodnymy 2z obrotami sil; w ten spos6b otrzymamy w bie-
gunie O pek wektoréw A/, M, it. d. Poniewaz wektory te sg prosto-
padle do plaszczyzn, ktdre praccinajy sig po prostej OA, praeto sy one prosio-
padle do tej prostej, t. j.- wekfory momentéw sil skiadowych tworzg pek
‘plaski, ktdrego plaszezyzna jest prostopadiado promienia wodzgeego O4.

Zwr6dmy sig nastepnie do peku sit i przoprowadZzmy przez punkt 4
w plaszezyznach momentéw proste a7, prostopadie do promienia wodzgy-
cego OA; zrzutujmy na te proste odnosne sily P,{.J aotrzymamy w A pek
wektoréw P‘,.x; pek ten jest plaski i plaszezyzna jego jest prostopadla
do O4; plaszezyzne te oznaczyliémy na rys, 37-ym przez . Pomigdazy
pekami wektoréw A7, i Pj . zachodzi pewna geometryczna. zaleznosd,
ktéra wypowiemy w ten sposob: kazden woktor 17, jest prostopadly do
odnognego wektora P; 4 & dlugodei ich sg proporcyonalne, gdyz kazda
wartodd: M), = Fj p.7i pordw. wzor 18-ty.

Pommnézmy nastepnie wektory Py praes wartosé r i zbudujmy
z.mch\welobukbpk =R .. zbulujmy rowniez z wektorow IZA Wiclobok
SM,, = M; dwa te wieloboki lezed hydy w plaszezyznach réwn oleglych,
boki ich hedy do siebie prostopadle, a dlugosei rédwne; wskutek czogo
ich boki zamykajgee bedg takze réwne i do siebie prostopadle; a wige war-
wsé X My = Ryr. Wyraz R,.» jost wartosciy momentu sity wypad-
kowej; wektor tego momentu jesl prostopadly do plaszezyzny (K,r).
Azeby przeto wyznaczy¢ moment sily wypadkowej R, nmalozy zbudowad
wielobok wektoréw M =YAl,, o bok jego M jest wektorem momentu
sily wypadkowej; wynik ten wypowie ny w sposéb nastypujacy:

wektor momentu wypadkowej wielu sit, dziafajgcych na jeden punkt, wzgle-
dem dowolnego bieguna,réwnasig sumie wektorow momentow sitskfadowych.

Twierdzenie to wyrazimy wzorem:

=28 5w s e v e s s s (82

Cazytelnik wyprowadzi z tego twierdzenia poprzednie dla praypadku,
gdy sily i biegun lezaly na jednej plaszczyznic.

W celu zatem wyznaezenia wektora momentu sily wypadkowej,
skorzystamy # powyZszego twierdzenia w sposob nastepujgey: wystawi-
my w biegunie () wektory M, (prostopadie do plaszezyzn odnoénych
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momentéw), a ich wektor wypadkowy jest momentem sity wypadko-
wej; wektor wige ten wyraza wielko$é i kierunek .momentu sily wypad-
kowej.

W szezegblnym przypadku, gdy wy,adkowa sit jest réwna zeru,
t. j. gdy R = O; natenczas M = O, co wyslowimy:

gdy sity, dziatajace na jeden punkt, s3 w réwnowadze, natenczas
suma wektorowa ich momentéw, wzgledem dowolnie obranego bieguna
w przestrzeni, réwna sie zeru.

Dla wyrazenia za§ réwunowagi sil, dzialajgeych na jeden punkt,
rozm:ic' e w przesirzeni skierowanych, powinny sumy ich momentéw
wzgl¢dem dwoéch dowolnie obranych w przestrzeni bhiegunéw réwnad sie
zeru wzgledem kazdego bieguna zosobna; byle te bieguny nie lezaly
na jednej prostej z punktem przylozenia sil.

Réwnan skalarnych niezaleznych dla wyrazenia tej réwnowagi
napiszemy w tym razie trzy; gdyz sume¢ momentéw sil, zbiegajg-
cych sig w jednym.punkeie, wzgledem jednego bieguna wyrazimy dwo-
ma réwnaniami; wektory bowiem ch momentéw le:g w jednej plasz-
czyinie, prostopadlej do prustej, lgezacej dany biegun z punktem pray-
tozenia sil; a sume plaskiego ukladu wektordw wyraza sig dwoma ¥o-
wnaniami. Sumeg zaé momentéw wzgledem drugiego bieguna, wyra/imy
jednem tylko skalarnem réwnaniem; jest to Llowiem moment wy padkowej,
ktéra ewentualnie dziala¢ moze wzdluz prostej laczacej biegun puprzedni
z punktem przyl zenia sil.

Nalezy zwrocié uwage, iz ilo§é rownan réwnowagi d'a tego samego
rodzaju ukladdéw sit jest jedna i fa sama, czy wyrazimy te r6wnowage za
pomocg moment6w, ¢zy za pomocy rzutéw sk poréw. 14-ty i 16-ty wzér.

29. Para sil i jej moment. Okreslenie.

dwie sity rownolegte, liczbowo réwne i majagce zwroty przeciwne
"nazywamy parg sil.

7 dzialania pary sil korzystamy nietylko w technice, lecz czesto
i w ayciu codziennem; nakrgcajac np. zegarek kieszonkowy, przykla-
damy do giéwki kluczyka pare sil; ujmujgc jg bowiem w dwa palce’
i obracajac, przykladamy w ten sposéb dwie sily wzajemnie rdéwne, ze
zwrotami przeciwnymi; azeby za$ caly zegarek, podczas nakrgcenia, nie
obracul sig, trzymamy go jeduoczesnie drugg rekg w ten sposéb
- ze wytwarzamy znowuz parg sil ze zwrotem przeciwnym zwroto-
wi pierwszej pary. Korzystamy nastgpnie z pary sil, gdy puszczamy
np. bgka (giroskop) za pomocy palcéw; lub gdy wkrgcamy srubeg; i wo-
gdle stosujemy pary sit we wszystkich przypadkach, w ktérych cheemy
wywolaé obrét bez ruchu postgpowego.
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Miarg dzialania pary sil jest moment ich wypadkowej: zajmiemy si¢
zatem wyznaczeniem tego momentu. Pare sil bedziemy rozpatrywali
jako dwie sily, przecinajace si¢ w punkeie nieskoriezenie odlegltym. Do
wyznaczenia wige wektora momentu takich dwdéch sil, zastosujemy twier-
dzenie, wyzej wylozone o momencie wypadkowej. WeZzmy najpierw pod
rozpatrywanie przypadek prosiszy i w tym celu obierzmy biegun na
plaszezy#nie pary sil, rys. 38-my; sum¢ momentéw tych sil wzgledem
obranego bieguna O wyrazimy wzorem algebraicznym: M= P b —P,.h,,
aponiewa# stosownie do zalozenia Py==P, = P, praeto: M==F(h,—h)=DP.h;
edzie: h=h,—h, i jest odleglodcig pomiedzy kierunkami sil: w danym
wigc razie, gdy biegun jest obrany na plaszezyZnie pary, wielkod¢ mo-
mentu wypadkowe] jest niezalezng od polozenia bieguna i réwna sig
iloczynowi z sily i odleglosei pomiedzy niemi.

Rozpatrzmy teraz przypadek og6lny, gdy biegun nie lesy na plasz-
czy“nie pary, lecz w dowolnym punkcie przestrzeni. W celu obliczenia
momentu wypadkowej wzgledem tego bieguna, zastosujemy dodawanie
wektorowe momentéw podiug prawidla, podanego w § 28-vm. Niech be-

Rys. 38. Rys. 3).

dzie para sil, jak wskazuje rysunek 59-ty i dowolny biegun O w prze-
strzeni; przeprowadzamy przez obrany biegun i kierunki sil 7 i P,
plaszezyzny, prosta przecigcia sip tych plaszezyzn oznaczymy przez /;
ki h, niech beda odleglodei bieguna O od kierunkéw sif; wtedy:
M, =P hy, oraz My=P,h,; wektory tych momentéw wyznaczymy, gdy
z bieguna O wystawimy prostopadle do ich plaszezyzn, i na tych prosto-
padlych odlozymy dlugodci.Pk,, oraz P,h,; wektory, w ten sposéh utwo-
rzone, oznaczymy M, i M,; zauwasymy nastepnie, ze wektory te oraz
ramiona 4, i A4, momentéw sit sy prostopadte do prostej Z a wigc lezg
one wraz z ramionami w jednej plaszczyZnie, przechodzgcej przez O i prosto-
padtej do wspélnego kierunku sit, Polézmy te plaszczyzne na plaszczyzne na-



4 § 2930,

szego rysunku, to otrzymamy rys. 40-ty, na kiérym dtugosci hy, hy, M,
i M, przedstawig si¢ w rzeczywistych swych wielkosciach; wykredlimy
‘nastepnie moment wypadkowy M=/, -} M, a zauwazymy, ze tréjkaty
A, OAy oraz OM, M, na rysunku zakreskowane, s podobne; gdyz dwa
ich bhoki sy proporcyonalne i katy, utworzone przez nie—réwne; dlugodé
bowiem boku OM,==P.h; orazboku: OM,==M, M=P.h,; a po wzajemnem
podzieleniu tych réwnan otrzymamy 1{-’/‘;\%———2—;-;0]}!‘602 togo << 4,04, =
= ¥ OM,M; a wiec napiszemy OM == A, 4, . P, t. j. wielkogé momentu
wypadkowej pary sil jest réwna iloczynowi z sily i wzajemnej odleglodei
ich kierunkéw; jest ona zatem niezalezng od polozenia bieguna w prze-
strzeni.

Wyznaczymy obecuie kierunek wektora /7. Dwa boki rozpatrywa-
nych trojkgtow sg wzajemnie prostopadle i tréjkaty sa podobne, a wige
bok OM jest prostopadly do boku 4,4,
a poniewaz O/M lezy w plaszczynie, pro-
stopadlej do plaszezyzny pary, przeto
wnioskujemy, iz A4, 1. j. wektor momentu
wypadkowego jest prostopadly do plasz-
czyzny pary.

Moment J7 nazywa sig momentem
pary sil; wzajemng ich odleglo§é A, 4,
nazwano ramieniem pary; plaszczyzne,
w ktérej lezy para sil, plaszezyzng pary.

Moment pary jest zatem wektorem
§cidle oznaczonym co do kierunku, wartosci i zwrotu, a poczatkiem jego
moze byé¢ dowolny punkt w przestrzeni. Wektor taki nazwano wogdle
przenosnym.

Szczegilny przypadek. Gdy moment pary réwna sig zeru, wtedy
albo sily sg réwne zeru; lub tez wzajemna ich odleglodé réwna jest
zeru, jezeli sily posiadajg skoriczone wartosei: czyli, w tym przypadku,
sily leza na jednej prostej. -

Pary sil sa przykladem najprosiszym ukiadu sil, ktérych suma réwna
sig zeru, t. j. 2P, = 0, a moment ich wypadkowej jest jednakze skoni-
ozong wielkoseig,

Rys. 40,

30. Wypadkowa pary sit i jej moment. Do powyzszego wyniku
dojdziemy réwniez droga nastgpujgcego rozumowania. Proste dzialania
sil, tworzgeych pare sil, przecinajg si¢ w punkcie nieskoriczenie odleglym; -
prosta dzialania zatem ich wypadkowej przechodzi przez ten punkt
i lexy w ich plaszezyZnie. Wartodd sily wypadkowej w danym razie
réwna sig zeru; przez warto$é zera bedziemy w tym razie rozumieli wektor
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o bardzo malej diugodei, ktéry jednakze ma pewien kierunek; kicrunck
ten wyznaczymy, gdy weZmiemy do naszych rozpatrywan dwie sily
roéwne, lecz przecinajpee sig w skonezonodei i gdy

nastepnie punkt ich przecigcia si¢ bedziemy od- e d
suwali do nieskoniczonosei; t. j. gdy do tych roz- P
patrywan zastosujemy metodg granic; — limes. ;_‘_\,._———-
Oznaczmy te sily przylozone do réznych punktow, - 75 STy
rys. 4l-say, przez I i [, wypadkowq ich przez ' T,-TT )
R; gdy bedziemy obracali np. sile /7, okolo joj \\' -
punktu przylozenia, ezynige jej kierunek rdwno- {\____[;_..._
legtym do kierunku sily 7, wtody w odpowiednim o=
rownolegloboku sil wartodd wypadkowej K zbli- ko
saé sig bedzie do zera, a kierunek jej zblizad sig

bedzie do kierunku prostopadlego wzgledem /5 .Hys. 41,

a poniewaz przechodzié ma ona przez punkt ich

przecigcia sig, przeto kierunek wypadkowej pary sil oddaladé sig bedzice
do nieskoriczonodci; wskutek czego odleglodd 4 dowolnie obranego bic-
guna od kierunku tej wypadkowej 4= ~, i pozostaje ona nieskonczo-
nodcig dla wszystkich biegunéw, znajdujgcych sie w przestrzeni skoii-
czonej; warto§é momentu sity wypadkowej przedstawia iloczyn 02X ~,
ktéry jest niezmienny dla wszystkich biegunéw przestrzeni skonczonej.
Azeby nastgpnie obliczyd te warbosé, obliczmy sume momentéw sit skla-
dowych, suma ta bowiem, na zasadzie poprzednich twierdzen, jest mo-
mentem sily wypadkowej; w tym celu obierzmy takie polozenio bieguna,
wzgledem ktérego najlatwiej obliczyd te sume; w takiom poloZeniu sy
punkty, lezgce na kierunku jednej z sil; gdyz wtedy bezpodrednio od-
czytamy, ze, M=P.s Kierunek weklora momentu wypadkoweoj pary
sil jest prostopadly do plaszezyzny jej momentu; a wige jost on w da-
nym razie pr stopadly do plaszcsyzny pary; z czego réwniez wynika, Ze
nietylko wartodd, leez i zwrot momentu jest ten sam dla kazdego hie-
guna.,

W geometrji rzutowej prayjmuje sie, ze plaszezyzny wzajemuie
réwnolegle przecinajy si¢ po jednej prostej, lezgcej w nieskonczonosei;
polozenie przeto prostej dzialania wypadkowej pary sily, mozna sobie
wyobrazié¢ nietylko w plaszezyZnie pary, ale i na wszystkich plaszezysz-
.nach, ktére sg do niej réwnolegle; z tego tez powodu prayjaé jestesmy
zmuszeni, ze¢ wektor momentu tej sity nieskornczenie odleglej;—czy tez
pary sit jost staly wzgledem wszystkich punktéw przestrzeni.




