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geometrycznem miejscem tych srodkéw jest prosta, lgczgea Srodki cigy-
kodci obydwéch podstaw. Azeby wyznaczyé polozenie jej Srodka cigs-
kodci, przyczepmy we wszystkich punktach sily, proporcjonalne do prue-
krojow. Srodek cigzkodei tych sil bedzie drodkiem cigzkodei graniasto-
stupa i lezed on bedzie w polowie dlugodei odeinka, Iyezgcego srodki
cigskodei obydwoch podstaw. -

Przyklad. Wyznaczy¢ srodek cigzkodei ostrostupa. Ostrostup dany
dzielimy w odstgpach réwnych plaszezyznami, réwnoleglemi do pod-
stawy, na warstwy, dowolnie cienkie; podstawy tych warstw sg geo-
metrycznie podobne, a wige wielkodei ich pél sa proporcyonalne do kwa-
dratéw odleglogei od wierzcholka. Geometrygzme miejsce srodkdéw cipz-
koéei tych warstw lezg na prostej, laczycej wierzcholek ze Srodkiem
ciezkodei podstawy; zatem $rodek cigzkosei tych warstw jest srodkiem
cigzkoscei ostrostupa. W celu jego wyznaczenia przyczepiamy do punktow
tej prostej sily proporcyonalne do cigzardw odnosnych warstw; cigzary
te, wobec réwnodei odstepé6w pomiedzy podstawami, sy proporcjonalne
do wielkoséci pél podstaw t.j. sg proporcjonalne do kwadratéw odleglosei
od wierzchotka; a zatem zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia drodka
cigzkodei preta, ktérego cigzar rosnie w stosunku do drugich poteg od-
legtosei od wierzchotka ostrostupa. Zadanie to podane jest w § Tb-tym;
a szukany Srodek znaJdu]b sig w odlegtosei | dlugosei od wierzcholka
ostrostupa; lub tez w } dlugodei od podstawy.

Obliczenia Srodka cigzkosei graniastostupa i ostroslupa, mozna sto-
sowad do walcé6w z réwnoleglemi podstawamiido stozkéw z dowolnemi
podstawami.

79. Srodek cigzkosci powierzchni bryt. Graniastosfup. Srodek Cies-
kodei powierzchni scian (bez pedstaw) graniastostupa znajdziemy, wy-
znaczywszy Srodki cigzkodei kazdej deiany i przyeczepiajge w tych Srod-
kach sily proporcjonalne do wielkosci pél tych deian. Srodek cigzkodei
tych sit bedzie srodkiem cigzkosci powierzchni ostrostupa.

* . Sciany graniastostupa sg réwnolegloboki, zatem ¢rodki ich ciez-
kodci lezg w polowie wspélnej wysokosei, a wige w jednej plaszczyénic.
Sity cigzkosei, przyczepione w tych punktach, s proporcjonalne, do wiel-
kodei pdl tych dcian, a wige, wobec wspdlnej wysokodei, sg proporcjo-
nalne do dlugodei bokéw podstawy; drodek wige ciezkodei powierzchni
graniastostupa leZy w polowie odcinka, laczacego drodki cigzlodei obwo-
déw podstaw,

Ostrostup. Sclargy ostroslupa przedstawiaja tréjkaty. Srodk: cigz-
kosci kazdego tréjkata lezg na wysokodei !/, od podstawy ; drodki
te lezg wige w jednej plaszozy#nie, przeprowadzonej réwnolegle do
podstawy w !/, wysokodci ostrostupa. W kazdym 2 tych érodkéw
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nalezy przyczepié sily proporcjonalne do wielkosei pél $eian; w ten spo-
s6b otrzymamy plaski ukiad sit r6wnoleglych, l(térych érodel{ wyznaczyd
mozemy sposobami wyzej wskazanymi.

Jezeli ostrostup jest foremny i prosty, to sily cigzenia, przyczepione
do oddzielnych Srodkéw cigzkodei, sg wzajemnie réwne i proporcyonalne
do bokéw podstawy; a zatem érodek cigzkodci £cian ostrostupa forem-
nego i prostego lezy w !/, dilugodei odecinka, lgczgcego wierzcholek ze
srodkiem cigzkosci podstawy. Te same sposoby dajg sie zastosowad do
wyznaczenia Srodka cigzkodei plaszezy walcdw i stozkéw.

80. Okreslenia bryt i powierzchni obrotowych. Gdy krzywa plaska
obraca sig okolo pewnej osi, lezgce] w tej plaszezyinie, wtedy opisuje
ona w przestrzeni pewng powierzchnig, ktérg nazwano powierzchnig obro-
towa. Jezeli kraywa jest zamknigta, to przez obrét okolo osi, lezacej
w jej plaszczyénie, wytwarza ona bryle, ktéra nazwiemy brytg obrotowa.
Mozemy wige méwié o powierzchni bryl obrotowych lub o ich objetodei.

Linje, obracajgcg sig okolo osi, nazywad bedziemy linig tworzaca,
inaczej poludnikowg. W nastgpnych rozpatrywaniach méwié bedziemy
o dlugosci s linii tworzgcej; o $rodku jej cigzkosei, przyjmujge w tym

przypadku, iz linia ta jest jednostajnie ciezka, t. j. ‘io-—stale],odlegloéd
S

tego $rodka od osi obrotu oznaczymy przez vy, nastepnie méwic bedziemy
o polu f, otoczonem przez linig tworzgea. Wreszeie méwié bedziemy
o srodku cigzkodei pola linii tworzgceej, przyjmujae, ze pole to jest jedno-
stajnie cigzkie, to jest przyjmujemy, zeifg——:stalej; odlegloéé tego Srodka
od osi obrotu oznaczamy przez £, réwniez rozpatrywad bedziemy pole
7 powierzchni bryly obrotowel i jej objetosé V, gdy tworzaca jest
zamknigta. .

81, Twierdzenie pomocnicze z geometryi. Gdy odcinek 45 obraca
sig kolo osi y, wtedy wytwarza on w przestrzeni stozek prostoscigty.
Nalezy obliczyé pole plaszeza togoz stozka, przyjmujge, ze dlugosci 4B
nadamy wielko$é nieskoniczenie malg=ds. W tym celu przediuzamy
odcinek AR do przecigeia sig z osig obrotu w punkeie K i stozek, utwo-
rzony przez obrdt linii KB, rozwijamy na plaszczyZnie rysunku. Pole
plaszoza ostrostupa $cigtego, ktérego tworzaca jest odcinek 4B, przedstawi
sig w postaci wycinka piercienia plaskiego, rys. 105-ty; pole tego wycinka:

K={.2%nx, KB—}2nx, K4, '
7z rys. 10b-go odezytamy: ~, = KBsine, oraz x,=K4 sina; po podsta-
wieniu i wyniesieniu #sina przed nawias, otrzymamy:
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F—nrsina(KB*— KA ; lub inaczoj
f— nsina (KB} KA4) (KB — KA);
=x(KBsina-{-KA4sina). 4B i wrzeszcie:
F_w('rl—{—mz) AB.
Przyjmijmy AB=ds, wtedy x =x,=2x; I =dF, a po podstawieniu
tych wartodeci w_réwnanie ostatnie, otrzymamy

dlf =2xx, ds,
E\K
F K
aL\ A -
Rys. 104. : Rys. 105,

82. Twierdzenie o pewierzchniach bryt obrotowych. Dangy jest two-
rzgca AB, rys. 106-ty, kiéra obraca sig¢ okolo osi y; obliezyé wielkosd
pola F powierzchni obrotowej. Rozdzielmy tworzacg na czgstki ds, kazda
z tych c.aastek zakre$li podezas obrotu powierzchnig stozka prostoscigtego,

ktérego pole dFf=2mx.ds; suma wiel-
A © kodei tych pél jest wielkodeig pola po-
wierzchni obrotowej, a wige

YdFF=%Y2nxn.x.ds;
lub inaczej

4F=2ﬂ.fx . ds.

Wykonamy calkowanie tego wzoru, gdy
. wprowadzimy do rachunku réwnanie krzy-

O % wej postaci y=j(«), kiére doprowadzi
X5 nas bezposrednio do tej calki; lecz na-
S dajmy inny kierunek naszemu rozumo-

Rys. 106. waniu.
W tym celu przyjmijmy, ze krzywa 4B jest krzywa materyalng
o jednostajnym cigzarze, wtedy caastka luku ds jest proporcyonalng do

]B] cigzaru, awzér Lx.ds, lub f% ds przedstam sume momentéw sit réw-
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wnoleglych do osi y wazgledem bieguna O, dowolnie rbranego na tejze
osi; sumg tych momentéw mozemy zastapié¢ przez moment sity wypad-
kowej, t. j. podstawimy

fx. ds =%y, 8, gdzie s = Xds = fds, t. j. s réwna si¢ dlugosei

luku 4B; pe podstawieniu tej calki w réwnanie momentéw, otrzymamy
wzlr:
H=2. B v & ¢ n & oal = e 2 & 0O
ktéry wyslowimy: ' g
pole powierzchni obrotowej réwna sie¢ iloczynowi z czynnika 2=,
= odlegfosci $rodka cigzkosci tworzacej od osi obrotu i z diugosci tej
tworzacej:

J
/T
ﬁ'}
( -
|
'S
Rys. 107. Rys. 108.

Lloczyn ten mozemy jeszeze przedstawié w postaci wzoru:
F=(2x.%.) .5

ktéry wystowimy:

pole powierzchni obrotowej réwna sig iloczynowi z dlugosei kotla,
zakre§lonego przez érodek cigzkodei tworzgcej,.i z diugosci tejze two-
rz3cej. -k

We wzorze powyzszym znajduje sig iloczyn dwoéch diugodei xg i s,
wymiar zatem tego wzoru jest L% co tez odpowiada wymiarowi pél.

W powyzszem rozpatrywaniu przyjeliSmy, iz tworzgea nie przecina
osi obrotu, w razie zaé, gdy ona jg przecina, nalezy w celu obliczenia
pola powierzchni obrotowej, uwazad galezie, lezace po réinych stronach
osi, jako oddzielne krzywe, i do kazdej z nich zastosowad przytoczone
prawidlo. :

Mechantka tom. I 9



Przyktad. Obliczyd pole /" pierscienia, uﬁwo;zonego praez obr$f kolai!
o promieniu 7; jedli odleglodé®érodka kola od osi obrotu réwna sig/l, rys:
107-my.
W danym razie: x; =/ s = 2=y, awige: F'=2%(2.n¢ = 4x2/r.
+ Przykfad, W}/,naczyé srodek clgzlm%cx luku péltkola, rys. 108-my.
‘Uwazajmy pélkole jako qurz:@ca,"kuh, drednicg jego eob*
0§ obrotu. W danym razie znane jest pole bryhr ok
i diugodé tworzgeej; niewiadomem za$ -jest
tworzacej. Ze wzoru ogdélnego napiszemy:
dmy?
Wzér 50-ty wykazuje zaleznoéé por -
Zdy wige dwie z tych wielkodci sg 7
tez uczyniliSmy w praykiadach przy . .
83. Twierdzenie pomocnicze 2
ubworzonej przez obrét prostokata, . ; i Eed piig
do osi obrotu, rys. 109-ty. Wytwor o d, i tg

drpr? =2rx,ny; skad: xg =

| df
X
”
.
i
e ——— D ]
" % ! go
AR - — :
————— 0 =
Rys. 109: Rys. 110

kroju prostokatnym, objetosé tego pierScienia obliczymy jako rédznice
objetosei dwdéch prostych waledw o wysokosei &1 o prq}nieuiach pod-
staw x, i x,. Objetosé zatem pierdcienia: V==xx%b — na%b=nb(x? —
— x,%); po rozlozeniu tego wyrazu na mnozniki, otrzym 10y
V=mb(x;+ =) (%, — %),
ZWALY WSZY, 46 X, — %, = a, otrzymamy:
: V=nmrba (x,+} x,).

Prayjawszy nast.gpme, %8 @i b sy Wmlkosclaml nieskofczenie ma-

temi, napiszemy:

ab =df; V = dV; %, = %, ==,
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po podstawieniu {ych wartoéeci w réwnanie powyzszc otrzymamy:
adV =2xx.df

84, Twierdzenie o objgtosciach bryt obrotowych, Wezmy pod uwage
linje tworzaca zamknigta, ktéra nie przecina osi obrotu, rys. 110-ty;
wskutek jej obrotu pole zawarte w tej krzywej zakreéli w przestrzeni
bryle. Objetodé tej bryly moze byé uwazana za sume objetodei pier-
gcieni prostokatnych o przekroju @f, na zasadzie zatem poprzedniego
. twierdzenia. napiszemy:

V=3@rx.df)= zﬁfx : df.
Przez df rozumieé mozemy ciezar czgstki pola tworzgcej; a wtedy

f:c.dj jest sumg momentéw wzgledem O. Sumg tych momentéw =za-
stagpimy momentem wypadkowej, czyli

[s.df=t 4
po podstawieniu tej wartodéci w réwnanie poprzednie, ofrzymamy wzor:
V=20.8s.04 - « « « « « « o« « . (Bl)

ktéry wystowimy

objetos¢ bryly obrotowej réwna sie iloczynowi z czynnika 2 =, z odle-
gtosci srodka cigikosci pola tworzacej od osi obrotu i z wielkosci te-
goz pola.

Przyktad. Obliczyd objetodé -pierdcienia, utworzonego przez obrdt
kola o promieniu #; odleglodd $rodka kola od osi obrotu jest 2= W da-
nym razie: § =/ f=mnr? a wigoc:

- V=20mlnr?=2n2lr> . i
Przyktad. Wyznaczyé $rodek cieskosei pola péikola. Uwazajmy
pole péikola gako tworzacg kuli, wtedy
) = fmrd;
V=4nr"
po podstawieniu we wzdr poprzedni, otrzymamy
4 xrd = 2nt; 1 nr% skad
4
5 = .
poréwn. str. 124-ta; Twierdzenia powy2sze nazwane sg twierdzeniami
Guldin’a. :

85. Wzory ogdlne srodka cigzkosci. Wzory ogélne spéirzednych
érodka ciezkodci bryly, wyrazonej réwnaniem jej powierzchni / (%, 9, 2)=0:
obliczymy ze wzoréw 43, 44 i 45 zwazywszy, %e sile nalezy zastapid
cigzarem czgstki bryly. Jezeli nieskoriczenie maly czastke danej bryly,
wyrazonej spélrzednemi prostokgtnemi, wyobrazimy sobie w postaci
prostopadiodcianu; to objgto$é jej w miejscu (v, y, &) wyrazimy iloczy-

¥
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nem dx . dy . ds;, oznaczywszy cigzar wlaseiwy bryly w tem miejseu przez
o, to jciezar ozgstki dQ = 3.dv.dy.ds gdzie wogéle moze byd
o= (¥, 9, 2); lub w szezegélnym przypadku moze byd wielkoscig statg;
mowment cigzaru tej czgstki wazglpdem osi np. & rys. 110-ly wyrazi sig
wzoremn (s, dv, dy, dz) .& Azeby utworzyé sumeg tych momentdw, jak
to wskazano w réw. 4b-tem, nalezy prayjad pewien porzadek sumowa-
nia, odpowiadajagey wladciwodeiom geomstrycanym obranych spétezgd-
nych. W ukladzie osi prostokgtnych porzagdek sumowania obierzemy
w nast. sposéb:

1) najpierw przyjmiemy & i z za stale, a y za zmienne i wykonamy
swmowanie, ktdre wyrazimy po wyniesieniu wielkodei stalych przed znak

calki —x.dx. a’zfcr dy; wyraz ten jest sumg momentéw cigzaréw

czgstek bryly o puakroju dx.ds3, roztozonych wzdluz osi, réwnoleglej
do y; prayjmijmy nastgpnie z# za zmienne, pozostawiajgc x stalem; —to
. . ) Sy a
sumg momantéw tych czystek wyrazimy wzorem xdx | dov | o.dy;
I
wyraz ten jest sumg momentéw czgitek warstwy réwnoleglej do plasz-
czyzny (z,9) o gruboszi dv; pozostaje jeszcze zsumowanie momentéw
czgstek réwnoleglych do osi #; w fym celu przyjmiemy x za zmienng
i otrzymamy sume momentéw cigzaréw wszystkich czgstok waglgdem

osi- %, jako calke potrélnq,f x. dxf a’sf o.ay.
2

2) W ten sposdb rozumujge wyrazimy X ko wzmemfffc dx.dy.de:
a wigc spélrzedne szukane:

fffa ity e il ys=fffc.y.dx.dy.dz |
fff . d dy.de fffc doi.dy.de
i

S

o= - S (52)
fffa drdyds
W tenze sposéb dla pél materyalnych:
ff o. x.dx.dy ff o.y.dxdy
g = ; (53)

J"J'o.dp_c.dy, ffsdxdy ke



