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leko ogélniejszg; moze ona bowiem byd stosowang do wszelkich zjawisk
fizycznych, w ktérych przejawia sig praca mechaniczna.

Carnot w r. 1824. powraca do zasady niemoznosei perpetuum mo-
bile i stosuje jg do zjawisk cieplnych., Cialo pod wplywem ciepla roz-
szerza si¢g i wykonuje prace; a wige w mysl tej zasady wszelkie zja-
wiska cieplne, kt6re wywolamy, lub tez wyobrazimy sobie wywolanemi,
nie mogg daé pracy bez nakladu jakiej§ energii, kiéra zreszta moze byd
réwniez wynikiem pracy; zastosowanie tej zasady lacznie z zasada ré-
wnowarto$ei pracy i energii cieplnej, odkrytej przez I. R. Mayer'a w r.
1842, daje pewng zalezno$é pomigdzy parametrami szjawisk cieplnych,
np. pomiedzy cieplem wiladciwem, temperaturg, objetoscia i ci$nieniem;
zalezno$é tg wypowiadamy w tak zwanem drugiem prawie termodyna-
miki, Zasada niemoznoéei perpetuum mobile jest od tej pory stosowang
do réznyeh zjawisk fizycznych i wszedzie doprowadza ona do wnioskdéw
zgodnych z rzeczywistym ich przebiegiem.

Wezedniejsze sformulowanie zasady niemozno$ei perpetuum mobile
w dziedzinie zjawisk ruchu, skojarzylo te zasadg¢ do tego stopnia z po-
jeciem ruchu, iz wywolalo przypuszczenie, ze zasada ta, zastosowana do
zjawisk fizycznych, powinna byé réwniez wynikiem jakich$ ruchéw; i na
podstawie tego mniemania utworzono rozmaite teorye budowy materyi,
ktére polegaly na przypuszezalnym ruchu jej czgstek; ruchy te jeduakie
nie s3 do sprawdzenia; zalozenia wige rachunku byly dowolne; i wreszeie
hypotezy te okazaly sig zbytecznemi, gdyz nic nowego nie wnosily do
badad; nalezy im jednakze przyznad, iz ilustrowaly one do pewnego
stopnia przebieg danego zjawiska. Teorye te sg nazwane kinetycznemi,
w przeciwstawieniu do teoryi energetycznej, opierajacej si¢ na zasadzie
zachowania energiif, lub inaczej, na zasadzie niemoznosci perpetuum
mobile, ktéra wszechwiladnie panuje nad zjawiskami fizycwnemi i jest
plodng w wyniki po dzier dazisiejszy.

3. Praca wyobrazalna i mozliwa.

116. Okreslenia. W rozdzialach poprzednich rozpatrywalismy wa-
runki réwnowagi sil, dzialajgcych na uklad niezmienny; lub tez jak
w przypadku lin, — sil, dzialajacych na uklad, ktéry uwazad mozna za
niezmienny (np. linia ladcuchowa w stanie réwnowagi). Jezeli uklad byl
nieswobodny, to$my wprowadzali do rachunku sily odporowe i szukali
réwnowagi sil zewnetrznych lgcznie z silami odporowemi. W praktyce
nasuwa sig czgsto zadanie znalezienia warunkéw réwnowagi sil zewng-
trznych t. j. sif, przylozonych do uktad, nie obliczajac sit odporowych,
Uniknigcie wprowadzenia do rachunku niewiadomych wielkosci sit od-
porowych jest w tym razie pozgdanem dla uproszczenia rachunku. Za-
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sady pracy wyobrazalnej w ogélnosei, i pracy mozliwej w szc¢zegdlnosei,
o ktérej teraz bedziemy moéwili, daja nam te sposoby rachunku.

Jezeli sily dzialaja na punkt materyalny swobodny, to po uplywie
pewnego okresu czasu punkt ten wskutek dzialania sil przesunie sig t. j,
zakredli droge o pewnej dlugosci; jezeli okres czasu byl nieskoriczenie
krétki, to droga jest nieskonczenie malg ds; a sily, przylozone do tego
punktu, wykonujg prace czgstkowg dL =: X (P . dp;, ); gdzie symbol
dp;, oznacza rzut przesunigcia punktu s—tego na kierunki odpowiednich
sil. " Przesunigcia, jakie wykona dany punkt, kidre sg $cisle okreslone
warunkami zadania, nazwiemy przesunigciami rzeczywistemi; a prace
X (Py . dpy ) pracg rzeczywistg danych sil.

Takim przesunigeciom i takiej pracy’ przeciwstawiamy inne pojecie,
pojecie przesunlqcia'wyobraz'alnego i pracy wyobrazalnej. Przesunigciem
wyobrazalnem nazwiemy zupelnie dowolne, niezalezne od dzialania sil,
nieskoriczenie male przesunigeie punktu przylozenia danej sily; — prze-
sunigcie, ktére w rzeczywistosei moze niezachodezié; a ktére tylko wy-
obrazamy sobie dla pewnych celéw rachunkowych. Pojecie tej dowol-
nosci jest to samo, jakie stosowallémy przy wyborze osi rautéw lub tez
hieguna momentu sik

Réznice pomigdzy przesunigciami rzeczywistemi i wyobrazalnemi
unaocznimy sobie na nast. przykiadach; gdy np. na pewien punkt, znaj-
dujacy sig w spoczynku, dzialaja sily, ktére sg w réwnowadze, to
0 przesunigeiu rzeczywistem mowy byd nie moze; sily bowiem réwno-
wazgce sig nie wywolujg ruchu; tymczasem mozemy w tym praypadku
méwié o przesunigeiu wyobrazalnem; nic bowiem nie stoi na przeszko-
dzie wyobrazié sobie ten punktfgcznie z sifami naii dzialajgcemi dowolnie
przesunigtym i wtedy bedziemy méwié o pracy wyobrazalnej tych sit.

’ Przytoczymy jeszeze inny bardzo zresztg wazny w’' naszych rozpa-
trywaniach przyktad, Wyobrazmy sobie punkt materyalny.cipzki, spo-
czywajgcy na plaszczyznie pochylej (iak to bylo w zadaniu § 2)-g0); na
ten puukt w tym razie dzialajg sity O, N i S; jezeli temu punktowi
nadamy’ przesunigeie, oddzielajagce go od plaszezyzny, ‘to w rzeczywi-
stodci sita NV przestaje na niego dzialad, a dziala na niego jaka$ inna sita,
podnoszgea go ; jezeli zas przesunigcie t.o uezynimy wyobrazalnem, to na-

lezy wyobrazid sobie, ze te wszystkie sity O, N, S dzialaja na ten punkt.
podezas przesunigoia wyobrazalnego; nie powinniémy bowiem, podezas
takiego przesunigcia, zmieniad ukiadu sil; a tylko zmienié jego polozenie.

Réznica pomigdazy przesunigeiami rzeczywistemi a wyobrazalnemi
jest jeszcze ta, Ze przesunigcia rzeczywiste zalezg od sif; sity te bowiem
wywoluja przesunigcie; gdy (ymezasem przesunigeia wyobrazalne nie
zaleza od sil, sa dowolne. Przesunigeie wyobrazalne nie zalezy réwniez
od czasu; przesunigeia za$ rzeczywiste uwzgledniaja czas i zmiane wa-
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runkéw, jakie powstajg w tym czasie. W celu rozréznienia tych wiel-
kosei przesunigeia wyobrazalne i takaz prace prayjeto oznaczad litera d;
a wielkosci rzeczywiste literg o5 jako symbole nieskoriczenie matych
wielkosei. '

Podane w rozdaiale II1-im . 4, str. 140, okredlenia i twierdzenia o pracy
sit nic sig nie zmienia, gdy zastosujemy je do pracy wyobrazalnej; a wige
pracg wyobrazalng sily P przedstawimy przez wzér

gL.= P.Bs.i008 {P.BsY, <« = Wl & w & w 5 (88)
w ktérym 6L oznacza prace wyobrazalng. .
W celu zastosowania prostszego znakowania oznaczymy
ds.cos (P, 9s) przez dp;
b j. wprowadzimy do rachunku rzuty przesunigé na kierunek sity; kid-
rych wielkosci sg dowolne; po podstawieniu tej wielkodci we wzér pracy,
napiszemy 9L = /Fdp; lub tes, jezeli wiele sit dziala

BL=3(Py.8p) « « « « « « . . . . (89)

117. Praca wyobrazalna sit, dziatajagcych na jeden punkt. Jezeli

pewna iloéé sil dziala na punkt swobodny; to na zasadzie twierdzenia
_ 0 pracy napiszemy '

~ ‘ L (Pp.0pp)=R.0r;
gdzie 87 oznacza rzub przesunigcia wyobrazalnego na kierunek wypad-
kowej It

W .szezegblnym przypadku, gdy:

R=0; wtedy X (P..0p,)=0;
i to réwnanie wyslowimy: '

jeieli sity, dziatajace na punkt swobodny, s3 w réwnowadze, to
suma algebraiczna ich prac wyobrazalnych réwna sig zeru.

Azeby dowieéé twierdzenia odwrotnego t. j. jezeli suma prac wy-
obrazalnych réwna si¢ zeru, to sily s w réwnowadze, rozpatrzymy dwa
przypadki: gdy punkt jest swobodny i gdy jest on nieswobodny.

Jezeli punkt jest swobodny, a praca sil dzialajacych na niego pod-
czas kazdegn wyobrazalnego przesunigeia réwna sig zeru, to punkt ten,
w mysl twicrdzenia o zachowaniu energii nie dozna przyrostu energii
kinetycznej; a wige wartosé jego predkosei sig nie zmieni; wniosek ten
wypowiemy:

jezeli suma wyobrazalnych prac sif, dzialajacych na jeden punkt swo-
bodny, réwna sig zeru, to sily te s3 w réwnowadze.

- Jezeli za$§ punkt ruchomy jest nieswobodny; to uczynimy go swo-
bodnym, przylaczajac do danych sil silp odporows; powstajacg od ogra-
niczeri ruchu;—oznaczywszy ja przez /N i rzut prresunigeia na jej kie-
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runek przez om, wyrazimy warunek réwnowagi sil, na zasadzie poprzed-
niego twierdzenia, réwnaniem

% (Py .38 ) + Non=0.

Dla szczegdlnych przesunigé, w ktérych sity odporowe sa prostopadie do
przesunigd, suma % (N.8n) = 0; a zatem w tym szczegdélnym przypadku
tylko wartosé sumy X ( P, .8p, ) rozstrzyga o réwnowadze sil; jezeli ta
wartosé réwna sig zeru, to sily sg w réwnowadze; jezeli wige suma prac
sit zewnetrznych, przylozonych do punktu swobodnego lub nieswobo-
dnego, podczas przesunigeia wyobrazalnego, lecz prostopadiego do kie-
runku sily odporowej, réwna sie zeru, t.. j. jezeli
E(Pk‘apk)=0;

to sily te sg w réwnowadze, {. j. nie zmieniaja one stanu ruchu danego
punktu. Warunek wige ten jest nietylko niezbgdnym do wyrazenia row-
wagi sii, dzialajpeych na jeden punkt, lecz i wystarczajacym.

Najczedciej spotykane w technice przypadki, w ktérych sity odpo-
rowe s3 prostopadle do kierunku przesuni¢é, zachodzg, gdy sily styczne
do toru, po ktérym przesuwa sig dany punkt, sa réwne zeru; a przesu-
nigeie wykonano wzdluz fego toru; wtedy bowiem sila odporowa jest
normalng do przesunigcia; a zatem warunkiem réwnowagi sil zewngtrz-
nych bedzie: azeby suma ich prac, podczas przesunigeia punktu po da- .
nym torze, réwnala sig zeru; przesunigcie takie nazywamy przesunigeiem
mozliwem (wirtualnem). )

Nalezy zauwazyd, ze jezeli suma prac sil, przylozonych do punktu
nieswobodnego réwna sig zeru; to z tego bynajmniej nie wynika, azeby
wypadkowa tych sil réwnala sig zeru; réwnanie bowiem X (FP,.8p,)=0,
wyraza tylko, ze praca sily wypadkowej réwna sig zeru; a wtedy albo
wypadkowa réwna sig zeru, t. j. zachodzi réwnowaga sit przylozonych;
lub tez posiada ona skoriczong wartosd, lecz jest prostopadlg do przesu-
nigecia; réwnowazy sig wige w tym przypadku z sila odporows i nie
wplywa na zmiang stanu ruchu lub spoczynku danego punktu; wobec
tego dla obydwdéch przypadkéw warunek réwnowagi, wyrazony wzorem:
X (P,.0p,)=0, rozstrzyga o réwnowadze sit zewngtranych, przylozo-
nych do punktu tak swobodnego, jak i nieswobodnego.

Jezeli warunek réowrnowagi sit, dzialajgecych na jeden punkt swo-
bodny, wyraza sig scisle i bezwzglgdnie przez réwnanie: X (P. 8, )=0,
to powinno by¢ mozliwem wyprowadzenie z niego réwnan réwnowagi;
ktéresmy otrzymali w statyce; —i rzeczywidcie, analitycznie prace sily
przedstawia réwnanie

AL=P), .dpy ="y .dx+ P,. dy+ Py . dz;
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réwnanie wige pracy wyobrazalnej sily /), bedzie:
Pplpp = Py .04 Py, .3, + Py, 02,

gdzie Oxp 8y 02, sa rzutami przesunigé wyobrazalnych dsp na osi
%, y 1 & dla wielu sil, praylozonych do jednego punktu, napiszemy

L(Pp -0y =28 (Ppy. 82p) + 2(Py, 09+ 2(Py 5. 02).

Nastgpnie zauwazymy, ze wartodé przesunigeia wyobrazalnego 8s;
chociaz jest zupelnie dowolna, jednakze, jako przesunigeie jednego i tego
samego punktu, jest wspélna dla wszystkich sif, dzialajacych na ten
punkt; wobec tego napiszemy: 3s, = 8s, a wige réwniez i rzuty:

Ox, = 8x; Oyp =2dy; Ozp = de;
po podstawieniu tych warto§ei W powyzsze réwnanie i wyniesieniu
wspélnego czynnika przed znak sumy, otrzymamy

- E(Pkoaﬁk)aax.zpk'x'—l‘a)’-EP‘éry—I—Bz.EPﬁlg‘

Jezeli wielkoéci dx, 8y, 82 sa zupelnie dowolne i wzajemnie nieza-
lezne, co jest cechg wyobrazalnych przesunied, to réwnanie

Bx.EPk‘x-Fﬁy.EPk.},—l—é‘z.E Pkﬂ:o, o % s s (90)

moze pozostawad tylko wtedy w mocy; gdy katden z czynnikéw przy
dowolnych wielkosciach, oznaczonych literg 8, réwna sig zeru, t. j. gdy:
. E.ka=0 EPkly=0 Esz=:0'

-8g to warunki réwnowagi juz nam znane ze szazegéiowego rozpatrywa-
nia réwnowagi sil,

Znajdziemy jeszcze inne znaczenia réwnania 90-go, gdy podsta-
.wimy w nie: 2Py . =Ry; EF,= R, P, =R, whedy praeksztalci
sig ono na nastgpujace

R, .0x+ R, .0+ R, .0 =0.

Rozdzielmy je przez iloczyn R.d8s, a otrzymamy rdwnanie

R, o , R, 3 ; R, 0z

TR TR BT RS
ktére wyraza w pojeciach geometryi analitycznej, ze cos (#,0s) rowna
sig zeru; cayli << (R,0s) = 90% nie wykluczajac jednakze przypadku, Ze
moze byé R=0. Jest to wynik zgodny z wyzej wypowiedzianem wy-
jagnieniem o wypadkowej sit, gdy punkt jest nie swobodny.

118. Praca wyobrazalna sil, dzialajacych na bryte swobodnz. Roz-
poczniemy te rozpatrywania od przykladu najprostszego i przyjmiemy,
ze na dang bryle dzialajg dwie sily réwnowazgce sig; obliczymy na-
stepnie prace tych sit, gdy przeprowadzimy tg bryle do innego nie-
skoniczenie blizkiego poloZenia w przestrzeni.

=0 o o ow e o« JOD
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Obierzmy bryle w postaci prgta sstywnego A4, B, rys. 137-my,
w punktach A4, i B, przylézmy sily 21 O, réwnowazgce sig; przesuimy
nastepnie ten pret w przestrzeni do dowolnego polozenia A,B,; prze-
sunigecie to mozemy wykonaé¢ w ten sposéb, iz obrécimy go najpierw
okolo punku B; i nadamy mu polozenie 4,'B;, réwnolegle do' 4,B,;
podezas tego obrotu sila P przyjmie polozenie P’ .i wykona pracg réwng
zeru; przesunigcie bowiem 4,4’ jest prostopadie do sily; sila O, podczas
tego obrotu, przyjmie polozenie (', nie zmieniajgc praytem polozenia
swego punktu przylozema, a zatem i nie wykonujge pracy. Podczas
wiec przesunigeia preta z polozenia A'1191 do polozenia 4'B, sity Pi O
wykonaly prace réwng zeru. .
Nastepnie przesuimy pret 4’8, réwnolegle, az do pokrycia sig
z pologeniem A,B,. Praca sily P’ przedstawi‘sig w. tym razie jako ilo-
czyn z sily i rzutu przesunigeia na kierunek preta 4'B;; praca zad sily
Q' réwna sig iloczynowi z sily (' i z rzutu przesunigeia B, B, na tenze
kierunek. Zwazywszy wreszcie, ze rzuty tych przesunigé na kierunek
preta sa wzajemnie réwne, przesunigeia bowiem A4'A, i B,B,, wobec
sztywnosci preta, sa wzajemnie réwne i réwnolegle, i ze podlug zalo-
zenia P'= (', wypowiemy ‘wniosek, %e swmna prae, podczas tego przesu-
nigcia, réwna sig zeru. Wniosek ten lagcznie z poprzednim wypowiemy
ogdlnie:
suma prac wyobrazalnych
dwoch sit, réwnowazacych sie,.
przytozonych do bryly sztywnej,
podczas przesuniecia wyohra-
zalnego, réwna sige zeru.
Wezmy nastgpnie pod uwa-
ge przypadek ogdlniejszy, gdy
Rys. 187¢ : na dang bryle swobodng dzia-
1ajg sily, dowolnie w przestrzeai
skierowane i przytknigte do réznych jej punktéw i przyjmijmy, iz sity
te sg w réwnowadze, t. j. nie udzielaja one danemu ukladowi przyspie-
szenia. Nadajmy nastgpnie danemu ukiadowi dowelne t. . wyobrazalne prze-
sunigcie i obliczmy prace, jaka wykonajg sily, do niego prazylozone.
W tym kelu zastosujemy twierdzenia o pracy wyobrazalnej sil, dziala-
jacych na jeden punkt, rozdzieliwszy dany uklad na oddzielne punkty,
potnigdzy kt6rymi, pod dzialaniem sit zewnetrznych, wystepuja sily we-
wngtrzne, wzajemnie réwne i co do zwrotéw przeciwne; o czem juz
méwilismy w statyce, § 32-gi.
Dzielimy zatem w wyobrazni dang bryl¢ na pojedyricze punkty,
i do kazdego z nich prayczepiamy sily zewnetrzng P, i sily potagczcni
Wy jakie wystepuja pomigday rozpatrywanym A- tym punktem i po-
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zostatymi # — 1-mi punktami; nie wylgezajac jednakze mozliwosei, ze nie-
ktére z tych sit dla pewnych punktéw tej bryly mogg réwnad sng, zeru.
Jezeli uklad tych punktéw pod dzialaniem sil ma nie zmieniad swego
ruchu lub spoczynku, to kazden punkt tej bryly nie powinien réwniez
zmieniaé stanu swego ruchi, t, j. praca sil, przylozonych do kazdego
z nich, jak do punktu swobodnego, powinna byd rédwna zeru; a zatem
dla kazdego punktu zachodzi réwnanie réwnowagi:

Py dpy + (W, 2w =0 . . . - . . (02)

Napiszemy takie réwnanie dla kazdego punktu i, dodawszy je alcrelna-
icznie, otrzymamy:

S(P3 . op)=0i . . . . . . . .. (98)

prace bowiem sil polgezen, jako sit rdwnowazgeych sie parami, ré-
wnajg sig zeru; a zatem, przy zastrzeseniu, ze praca sit polgezen réwna
sig zeru, co przystuguje ukladowi sztywnemu, warunek réwnowagi sit
zewnetrznych, dziatajacych na bryle swobodng, wyraza réwnanie 93-cie;
rownanie to wystowimy w sposéb nastepujacy: gdy sily, dszialajgce na
bryle swobodna, s3 w réwnowadze, wtedy suma ich prac, podczas prze-
sunigcia wyobrazalnego, réwna sie zeru.

Z tego jednakze wniosku bynajmniej nie wynika, ze gdy réwnanie
powyzsze zachodzi, wtedy sily sa w réwnowadze; ono tylko méwi, ze
jedli sily sg w réwnowadze, to takie réwnanie ma miejsce. Przykladem
takiej nieodwracalnosci wnioskéw sluzy warunek réwnowagi sit, wypro-
wadzony w statyce, w § 32-gim; dowiedliSmy tam najpierw, ze gdy
sity sg w réwnowadze, wiedy .ich wy-
padkowa réwnd sie¢ zeru; lecz jakieSmy
blizej rozpatrzyli ten.warunek, tosmy za-
uwazyli, %ze jest on niezbedny lecz nie-
wystarczajacy i szukaliSmy innego wa-
runku, ktéryby go dopelnil i znalezliSmy
go w postaci sumy momentéw.

" Wartinek wige, wyrazony réwnaniem
98-ciem jest niezbgdny, lecz moze byd
niewystarczajacym do wyra%enia réwno-
wagi sil, trzeba to dopiero zbadad, Przyj-
mijmy zatem, ze jest on niewystarczajacym, Rys. 138.

i pomimo, %e suma prac sit zewngtranych réwna sig zeru, bryta, do ktérej
te sily przylozono, zmienia stan swego ruchu, t. j. pewne jej punkty
powigkszajq, lub zmniejszaja swg energie kinetyczng; otrzymujemy w ta«
kim razie przyrost lub strate energii kinctycznej bez nakiadu pracy do-
datme; “lub odjemnej, co jest sprzeczne z zasadg zachowania energii;
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gdyz energia kinetyczna nie moze powigkszyé si¢ ani tez zmniejszyd
sig bez nakladu pracy sil, a zatem w danym razie warunek powyzszy
_jest wystarczajacym do wyrazenia réwnowagi.sil; i wobec tego wyglo-
simy twierdzenie:

do wyrazenia réwnowagi sil, przyfozonych do bryly swobodnej, jest
niezbgdnym i ‘wystarczajagcym warunkiem, azeby suma ich prac wyobra-
zalnych réwnata sig¢ zeru.

Réwnanie 93-cie zobrazujemy w sposéb nastepujacy; — wyobrazmy
sobie, ze bryle, rys. 138-my, do ktérej praylozono sily, przesunigto do
dowolnego lecz nieskoli z~:in blizkiego polozenia; wtedy kazdy jej punkt
wykona przesunigeie 8sy; a gdv suma iluezynéw z sit i z rzutéw tych
przesunigd na kierunki sil réwna si¢ zeru; wtedy sily te sg w réwno-
wadze. Zrozumiatlem jest, ze dla uczynienia zado$é temu twierdzeniu
dodajniki tej sumy muszg byd¢ dodatnie i odjemne.

119. Wyprowadzenie wzoréw statycznych réwnowagi sit. Jezeli
wzor X ( Py . dpy )= 0, ma §cisle i bezwzglgdnie wyrazaé warunek ré-
wnowagi sil, dzialajagcych na uklad niezmienny i swobodny; 1o powinno
by¢ moiliwem wyprowadzenie z niego warunkéw réwnowagi w postaci,
w jakiej podalismy je w statyce; i rzeczywiscie, dojdziemy do tego
drogg nastepujgcych rozwazan.

Mamy dowiesé: jezeli X ( Py.8p,)=0; to réwniez X/, =0; oraz
Y M, =0, réw. 25-te; w tym celu przeksztalcimy dany ukfad sil, dzia-
lajgcych na bryle swobodng, na skrgtnik t.j.na sitp R=23 P, i M,= 3 M),
przeksztatcenie to nie zmieni stanu ruchu lub stanu spoczynku danej
bryly; — mniezmieni réwniez sumy prac wyobrazalnych, wykonanych
przez dane sily, § 102.3; a wigc jezeli X (P, .8p;) = 0, to réwniez suma
prac sily R i pary sil, wyrazonej wektorem /47, takze réwnad sig musi
zeru dla kazdego wyobrazalnego przesunigeia. Wyobrazmy sobie przeto
bryle, przesunigta w kierunku wypadkowej, przytem w ten sposéb, azeby
wszystkie jej punkty zakreslity czgstki drég wzajemnie réwne i réwno-
legle i przyréwnajmy sume prac, jakie wykonajg sily R i sily pary M,
podczas tego przesunigcia, do zera. Praca sily R podczas tego przesu-
nigcia réwna sig K. dr; gdzie 87 oznacza omdwione przesunigeie; praca
za$ sil pary, wyrazonej wektorem A7, réwna sig zeru; przeto suma tych
prac: R.8r =0, skagd R=0. Obr6émy nastepnie calg bryle okoto osi,
prxechodaa,cea przez silg R; silta R w tym razie niewykona pracy; para
za$ sit wykona prace M .8s; réw, 58-me; gdzie 8 oznacza wielkodd kata .
obrotu; poniewaz suma prac = 0; przeto M .8c=0; a wige i M = 0;
co bylo do dowiedzenia; poréw zakoticzenie § 18:-ego.

120, Praca wyobrazalna sif, dzialajgcych na bryte meswobodnq
Jezeli bryla jest nieswobodng, to pewne jej punkty zmuszone sg zakre-
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§laé¢ pewne z g6ry wyznaczone tory, lub musza znajdowad sig na pe-
wnych danych powierzchniach. Geometryczne ograniczenia ruchu dadzg
sig zastapié w wielu przypadkach, i o tych tylko bedziemy méwili, przez
sity odporowe, ktére, bedae przylozone do danej bryly, nadadzg jej ten
sam ruch, ktéryby wykonata pod wplywem sit zewnetrznych i sil, po-
chodzgeych z ograniezent ruchu. Na zasadzie § 60-go i § 60-go uczy-
nimy te bryle swobodng, gdy. do sil zewngtrznych dolgczymy sily od-
porowe; w mysl tego do punktéw danej bryly przykladamy sily odpo-
rowe i wtedy, w celu wyrazenia r6wnowagi, stosujemy réwnanie pracy
wyobrazalnej, jak dla bryly swobodnej, a wige
L (B -8py) + X(Ny. 0my) = 0;

réwnanie to na zasadzie poprzedniego twierdzenia, jest nietylko nie-
zbgdnym lecz i wystarczajgcym warunkiem wyrazenia réwnowagi sil.
Jezeli nastepnie przyjmiemy, ze sity odporowe sa normalne do powierzchni
lub do toréw, po ktérych ich punkty przylozenia posuwajp sie i jezeli
uczynimy przesunigcie zgodne z mozliwym ruchem danej bryly t.j. mo-
zliwe; to

2N B =101 s <. % & @ & o 3 (04)
a zatem niezbgdnym i wystarczajgcym warunkiem réwnowagi sil, dzia-
lajgeych na bryle nieswobodng, gdy sily odporowe sg proatopad{e do
przesunigd, jest jedno jedyne réwnanie:

2{Ppbf) =10« s « v = o a » = (95)
ktére wyslowimy w sposéb nastepujgey:

do wyrazenia réwnowagi sif, przylozonych do bryfy nieswobodnej,
jest niezbednym i wystarczajagcym warunkiem, azeby suma ich prac, pod-
czas przesunigcia, zgodnego z warunkami jej ruchu, réwnala sie zeru.

Przesunigcie zgodne z warunkami ruchu danej bryly, nazwiemy prze-
sunigciem mozliwem, nazywajq je réwniez przygotowanem, przystoso-
wanem (do warunkdéw, ograniczajgcych ruch); a stgd odpowiednig pracg
nazwiemy pracg moiliwa, (wirtualng).

Azeby jednakze zastosowad réwnanie 95 te do wyra'?.ema réwno-
wagi sil, praylozonych do bryly nieswobodnej, nalezy zbadaé w jakich
przypadkach suma prac sil odporowych, réwna sig zeru: t. j. nalezy
zbadadé przypadki, w ktérych zastosowaé mozna warunek réwnowagi,
wyrazony réwnaniem 95-tem.

Rozpatrzmy tutaj spotykane czedciej w praktyce technicznej pray-
padki ograniczeri ruchu bryl, w ktérych praca sil odporowych réwna
"sie zeru.

1) Przyjmijmy np.,, ze dana bryla umocowana jest jednym swym
punktemn do innej bryly nieruchomej w' ten sposéb, ze bryla moze sig
tylko krecié okolo tego punktu, Sila odporowa, wywolana silami przy-
lozonemi do bryly, przechodzi w danym razie przez punkt nieruchomy ;
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wiclko$é i kierunek jej jest nieznany, sila ta moze byc¢ obliczong z réw-
nann statycznych; praca jej jednmakze podezas ruchu bryly zgodnego
z warunkami zadania, t. j. praca mozliwa, réwna sig zeru; punkt bo-
wiem jej przylozenia nie przesuwa sig podezas ruchu mozliwego bryly.

2) Przyjmijmy nastgpnie, ze dwa punkty bryly sa w powyzszy
sposéb unieruchomione ; bryla przeto moze tylko obracaé si¢ okolo osi,
przechodzgcej przez te punkty. Sily odporowe w tym razie przechodzg
przez te punkty; a wige praca ich podezas obrotu bryly réwna sig zeru,

8) Dana bryla moze si¢ tylko §lizgaé bez tarcia wzdluz danej osi
nieruchomej lub tez Slizgaé sig i jednoczesnie obracad sig okolo niej,
sily odporowe s w obydwéeh przypadkach prost.opadha do przesunigd;
praca ich wigc réwna si¢ zeru. -

4) Przyjmijmy teraz, ze pewien punkt danej bryly zmuszony jest
pozostawad na pewnej powierzchni nieruchomej w ten sposéb, 2e moze
sig §lizgaé po niej bez tarcia. Sila odporowa tej plaszczyzny musi byd
w Lych warunkach normalng do powierzchni nieruchomej; zalozyliSmy
bowiem, ze gily styczne do niej nie wystepujg; przesunigeie mozliwe sily
odporowej w tych warunkach jest prostopadle do sily; _praca przeto
mozliwa réwna sie zeru.

5) Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktérym jedna bryh}. toczy sig
po drugiej nieruchomej. Przyjmijmy, ze krzywa ruchoma X, toczy sig
po krzywej nieruchomej X, w pewnej chwili punkt B, krzywej rucho-
mej styka sig z punktem Al krzywej nieruchomej. Pod dzialaniem sil,
przylozonych do krzywej ruchomej, — jako do bryly, — wystapi w pun-
' keie zetknigeia sig B, sila odporowa, po-

chodzgca od krzywej nieruchomej. Site

te wyobrazimy sobie rozlozeng na nor-
malng N do krzywej i na styczng S;
sita styczna S musi powstad, jezeli pray-
jelismy, ze krzywa ruchoma ma sig to-
czyd bez $lizgania po krzywej nieruchome;j.
Wyobrazmy sobie nastepnie, ze$my
krzywej ruchomej nadali przesunigeie moz-
liwe, ktére w danym razie jest ruchem
potoczenia sig; — polozenie 1T na rys.

* 139-tym, z punktem zetknigcia sig B, ;
- Rys. 139. a wiedy nalezy sobie wyobrazié, ze punkt

B, wraz z silami do niego przylozonemi

N i S dozna przesunigeia B, B," w ten sposéb, ze B, B, = B, B,". Praca
sily odporowej podczas tego wyobrazalnego i mozliwego przesunigcia
sklada sig z pracy sily NV i z pracy sily S. Praca sily IV wyrazi sie ilo-
czynem N.B B/, gdzie B B, jest czgstky tuku, jaka zakredli punkt B,
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podezas tego potoczenia sie, i kitéry moze byé uwazany za prosiopadty
do czgstki tuku B, B,, a wiee pokrywajgcy si¢ z silg V. Poniewaz promien
BB, tego fuku i kgt obrotu ds sg wielkodciami nieskoriczenié malemi,
to tuk B,B," jako ich iloczyn jest wielkodcig nieskoriczenie maly rzedu
drugiego; a wige wartosé pracy sily &V, wobec wartosci prac sit zew-
ngtrznych, ktére wyrazajy sig wielkodeiami nieskonczenie matemi rzedu
pierwszego, moze byd¢ pominigtg. Praca sily .S podczas tego przesunigcia
réwna sig zeru, kierunek bowiem tej sily jest prostopadly do przesunie-
cia B,B,'; a zatem praca sily odporowej podezas wyobrazalnego poto-
czenia sig jeduej krzywej po drugiej, musi byé w poréwnaniu z pracg
sit zewngtrznych—pominigta.

6) W praktyce technicznej spotykamy sig czesto z zastosowaniem
laticuchéw paséw, ktére nazwiemy wogdle ciggnami. Przyjmijmy do
obliczen, ze ciggna sg gietkie i nierozeiggliwe, t. j. ze mozna je zginad -
bez pracy, i ze dlugodei ich nie zmieniajg sig pod dzialaniem sil.

Jezeli na koice odcinka takiego ciggna dzialajg sily zewnetrzne,
to ciggno sig wyprostuje i sily mogg dzialad tylko wzdluz osi ciggna.
Jezeli odcinek taki wraz z silami przylozonemi do jego koiicdw przesu-
niemy wzdluz prostej dzialania sil, sily te wykonujg prace, ktérych suma
réwna si¢ zeru; gdyz sily sg rdwne, co do znakéw przeciwnie; a prze-
sunigeia punktéw przyczepienia sil sg wskutek nierozciggliwosei ciggna
réwne i co do zwrotéw zgodne. Jezeli takiemu odecinkowi nadamy rich
postepowy, to z tychze powoddw suma ich prac réwna sig zeru. Jezeli
jeden koniec takiego ciggna umocujemy w przestrzeni, a drugim zakre-
§limy czgstke luku; to kazda z sil prazytozonych do tych kondedw wy-
kona pracg rdwng zeru; a wige i suma ich réwna sig zeru. Jezeli na-
stegpnie nadamy takiemu odeinkowi ruch dowolny w przestrzeni, to suma
prac tyoh sil bedzie takze réwna zeru, gdyz ruch dowolny sklada sig
z ruchu ul)rotowego i postepowego; poréw. rys.l37-my gdme odecinek 4B
moze przedstawiaé odcinek ciggna.

Wyobrazmy sobie, ze ciggno z przylozonemi w korcach silami jest
nawinigle np. na walec o powierzchni zupelnie gladkiej i moze sig po
nim glizgaé bez tarcia. Suma prac sil odporowych podezas mozliwego
przesunigcia ciggna réwna sig zeru; gdyz przesunigeia sy prostopadie do
sit odporowych walca; a w miejscach, w ktérych ciggno wchodzi i scho-
dzi z walca prace te sg wielkpdciami nieskorczenie malemi drugiego
rzedu; jak to bylo przy toczeniu sig bryl Jezeli cipgno nawinigte jest
na walec lub na krazek o powierzchni chropowatej tak, iz nie moze sig
$lizgad, lecz fylko obracad razem z krgzkiem, to latwo zauwazyd, ze
suma prac sit odporowych krazka, podezas przesunigeia mozliwego, rdwna
sig zeru; praca sit odporowych osi takze o ile nie uwzglednimy tarcia
réwna sig zeru; wobec tego praca sil odporowych krgzka wraz z ciggnem
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podeczas obrotu réwna sig zeru. Jezeli przeto spotkamy sig przy obli-
ozeniach mechanizméw =z temi przypadkami, to mozemy bezposrednio
przyjad, %e suma prac sil odporowych réwna sig zeru, i mozemy zasto-
sowad rown. 95-te; w innych za$ przypadkach nalezy zbadad za kazdym
razem czy réwnanie 94-te zachodzi.

Rys. 140.

Przyktad. O dwie plaszezyzny pionowg i jozioma, zupelnie gladkie,
opiera sig pret materyalny o cigzarze O; azeby on sig nie obsunal, przy-
lozono do jednego kodca silg 7, jak wskazuje rys. 139 ty. Pret dany
jest wige nieswobodny, gdyz konce jego zmuszone sg znajdowad sig na
danych plaszezyznach. Wobec zalozenia, iz plaszczyzny s zupelnie
gladkie, t. j.,, ze nie wystgpuja
sily styczne do toru, twierdzié
mozemy, %e sily odporowe sg
prostopadle do tych plaszezyzn.
Na rysunku sily te oznaczono
literami N, i .Vg. Caly ten me-
chanizm zastgpié mozemy przez
uklad sil, przedstawiony na rys.
140-tym; gdzie 4,8, oznacza
pewne polozenie danego preta;
A,B, drugie, wyobrazalne, jego
polozenie; 8s 4, 8s y, 95, 0znaczajg
wyobrazalne przesunigeia pun-
ktéw A,, By i S; Ony,0np i 3x sy rzutami tych przesunigé na kierunki
sit Vo, Vs 1 O. Wzdr pracy wyobrazalnej tych sit odezytamy z rys. 140-go °

SLZ-——NA 8;:A+Q Sx—[—NB aﬂa-—{—T of,
_ Wzér za$ pracy moiliwej, odezytamy z rys. 141-go, na ktérvm po- :
kazano przesunigcia mozliwe

3L=Q.8x——T.asR.

Rys. 141,



