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Wektor J7 przeto wskutek oddalenia punktu odniesienia od osi central-

nej, tworzy z osig centralng kat oo =

. 7 kat ten nie zmienia sig
przy stalej odlegloSei punktu od osi. Polozenie przeto wektora A7
wzgledem réznych biegunéw odniesienia na zasadzie powyzszych roz-
patrywan okreslimy w nast. sposéb:

1) w kazdym punkcie przestrzeni mozemy wogdle wyznaczyd tyl-
ko jeden wektor AM:

2) wobec tego kierunki wektor6w 7 nie przecinaja sie.
__ 8) wsaystkie wektory 7 s dluzsze od wektora My; czyli wektor
Mo jest najkrétszym wektorem ze wszystkich wektoréw, jakie w réz-
nych punktach przestrzeni wyznaczyd mozna; co réwniez wynika z § 58-go;

4) wazgledem wszystkich punktéw powierzchni walca, o podstawie
kolowej, o promieniu % i osi wspélnej z osia centralng, —wektory M sa
styczne do tego walca, — tworzg staly kat z osig centralng i wartodei
liczbowe posiadaja jednakowe; a wzgledem punktéw, lezgecych na two-
rzgcej tego walca, wektory A1 sa opréez tego wzajemnie réwnolegle;
t.j. wektory M w tym razie sg réwne;

. b) oddalajge punkty odniesienia od osi centralnej; kat nachylenia
wektora /7 wzgledem osi centralnej roénie az do wielkodei 90° ten ostatni
przypadek nastapi; gdy biegun odniesienia przesuniemy do nieskon-
czonoscei; '

6) poniewaz ze zmiang polozenia bieguna odniesienia kat nachy-
lenia wektora A7 wzgledem osi centralnej zmienia sig od 0do 90° i pray-
tem plaszczyzna tego kata obraca sig o 360° przeto kierunki te wy-
czerpujg wszystkie mozliwe kierunki, jakie dowolna prosta zajgé moze
w przestrzeni; z tego wynika: ze dla danego ukladu sit mozemy za-
wsze znalezé w przestrzeni taki punkt odniesienia, wzglpdem ktérego
wektor A/ bedzie réwnolegly do dowolnej prostej; przesuwajac bowiem
réwnolegle dang proste w przestrzeni, musimy natrafié na prosta, na
ktérej znajduje sip wektor 471z ktéra dana prosta sie pokryje; punktem
odniesienia bedzie punkt, wzgledem ktérego wektor M utworzono; lecz

w my$l wniosku 4-go otrzymamy nieskonczenie wiele takich punktéw
" odniesienia, a geometrycznem ich miejscem jest tworzgca walca; prze-
chodzaca przez punkt zetknigcia sig wektora A/ z tym walcem.

62. Przypadki, gdy wektor /7 | K. W poprzednich paragrafach
szukaliémy takiego bieguna, wzgledem ktérego wektory R i M bylyby
réwnolegle; obecnie postiwimy sobic pytanie, czy mozna znalezd
taki biegun, wzgledem ktérego wektory R i M bylyby wzajemnie pro-
stopadle. Gdybyémy taki biegun znalezli, wtedy odpowiedni ukiad sil,
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moznaby przeksztalcié na jedny silg lub na jedny parg; posiadalibysmy
bowiem parg sit i jedng silg na wspélnej plaszezyinic, ktére dajg sig
przeksztalcié na jedng sile, lub na jedng pare.

Poniewaz rzut wektora 77 na kierunek wektora 7 jest wogdle staly
wielkodeig dla kazdego ukladu sit wzgledem kazdego bieguna w prze-
strzeni, przeto, jezeli wzgledem jednego bieguna wektory M i R sy
wzajemnie prostopadle, to wzgledem kazdego innego bieguna bedg one
réwniez prostopadle; co moze tylko nastgpié dla pewnych szczegllnych
ukladéw sil, i bynajmniej nie zalezy od polozenia bieguna. Z tego
wnioskujemy, ze wogéle kazdy uklad sit mozna sprowadzié do jednej
sity wypadkowej /¥ i do momentu #4; a szczegélue tylko uklady spro-
wadzié sie daja tylko do jednej sily, lub tylko do jednej pary, i to na-
stapi wtedy, gdy wektor momentu 47 wzgledem jakiegobgdz bhioguna,
jest prostopadiym do R.

Takimi szozegdlnymi ukltadami sit sg, miedzy innymi, uklady sit
na plaszczyznie; obrayszy bowiem biegun na plaszezy/nie sil, wektory
ich momentéw sg do nich prostopadle; a wige wektor wypadkowej M
jest réwniez prostopadly do kierunku sily A.

W ukiadach sit réwnoleglych kierunki wypadkowe X i momentu 47
g réwniez do siebie prostopadle. Wektory bowiem 77, wzgledem do-
wolnie obranego kierunku lezg w plaszczyZnie prostopadlej do kierunku
sit; wypadkowy zatem wektor M lezy réwniez w tej plaszeazyZnie, jest
wige prostopadly do kierunku sit. Wektor # wyznaczymy dla ukladu
sit réwnolegtych, gdy w obranym biegunie zbudujemy wielobok R=X/?,
ktéry w danym razie przedstawi sip w postaci wektora, réwnoleglego
do wspélnego kierunku sil, a wartod$é jego réwnad sig bedzie sumie al-
gebraicznej sit. Wektory zatem 37 i R s3 w danym ukladzie do siebic
prostopadle, mozna wige je przeksztalcié na jedny site lub na jedny pa-
re. Uklad zatem sil réwnoleglych czy to w plaszezyZnie, czy w prze-
strzeni mozna przeksztaleié na jedng silg, lub na jedng pare sil.

Wniosek ten jest réwniez wynikiem twierdzenia, ze sily, przecina-
jace sig w jednym punkecie, moga byé zastapione przez site wypadkows;
sily bowiem wzajemnie réwnolegle przecinajg sig w jednym punkeie
nieskoriczenie odleglym, majg wige sile wypadkowsa o wielkodei skon-
czonej lub nieskoriczenie malej.

. 63. Przeksztafcenie par sit. Przeksztalcenia oparte sg réwniez na
przeksztalceniach zasadniczych; i postgpowanie jest w tym razie takie
same, jakie stosowaliémy w poprzednich przykladach. Poniewaz wy-
padkowa pary sil lezy w nieskoriczonogei i réwna sig nieskoniczenie ma-
lemu wektorowi; ktérego prosta dziatania wyznaczona jest prycy plasz-
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czyzng pary i ktérego moment rGwna sie momentowi pary jako jego sit
skiadowych; przeto te sile wypadkowg z jednej strony i jej skladowe .
w postaci pary z drugiej strony uwazad nalezy za dwa uklady réwno-

T owazne.

Uklady par sit przeksztaleié przeto mozna wzgledem kazdego obra-
nego bieguna w przestrzeni na sitg R =0 i moment 47 = niezmiennemu
wektorowi; wszystkie przeto pary sil, lezgce w plaszezyznach wzajemnie
réwnoleglych i posiadajace wartodei liczbowe momentéw réwne, sg ré-
wnowazne, :

Jezeli mamy pewng ilo§¢ par na jednej plaszczyznie, to mozna je
przeksztaleid, § 57-my na jedng parg, ktérej M=IM,

Jezeli zas dane pary lezg w plaszezyznach rozmaicie skierowanych
w przestrzeni, to uklad ten przeksztalcimy na réwnowazny; ktérego
R =0, a M = X/, dla kazdego bieguna przestrzeni; co wypowiemy: ze
wektor momentu pary, rownowaznej wielu parom sil, réwna si¢ sumie
wektorowej momentow tych par.

64. Wzory analityczne sily X i momentu // wzgledem obranego
bieguna. Przytoczone twierdzenia o przeksztalceniu sit wyrazimy przez
skladowe w kierunku osi spéirzednychiprzez spéfrzedne punktéw ich przy-
fozenia. W tym celu przez dowolnie obrany biegun w przestrzeni prze-
prowadzamy spéirzedne prostokatne; —skladowe sit P, w kierunku osi
oznaczymy, jak poprzednio, wskainikami x, y, z; spotrzedne zas x, y,
z punktéwich przylozenia wskaznikami 4.

Wprowadziwszy te oznaczenia, napiszemy bezposrednio réwnania
nastepujace

R, = l“P;fa‘.-w M,= r‘fwk,x = E"(pk,y #he P!e,syk );

R_,'l' == EP,{,J, Myz EMk,y s E(Pk)g :‘I‘Jb —— Pk‘xzk),
Ry, =3P, M, =3Mp,=2%(Epyp — Fpy®p):

"z ktéryeh

K= VICL s j{’y P4 RY M‘: dey"q:»M;-a,

cos (R,x) =‘E—?‘f» it d; cos(Mx)= M, it d
: R ' M
Kat pomigdzy ~wektorami i 3/ obliczymy na podstawie fwzoru
geometrji analitycznej, wyrazajacego kat, pomigdzy dwiema:prgstemi,
gdy sg dane ich katy kierunkowe., Wuzér ten, zastosowany do naszego
przykiadu, przedstawi sig w postaci nastgpujacej:
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cos (R, M) = cos (R,x) cos (M,x) -} cos (R, y) cos (M,y) --cos (R,8) cos (M,z);

z ktérego, po podstawieniu odpowiednich wartodei, otrzymamy:
1
COB (R,M}zﬁ‘ (Rnl Mr""f’z_y. My ""“.J?,+M3) . . (40) i

Dla kazdego ukladu sit zachodzié¢ moga nastepujace przypadki:

1) gdy Ry My+-Ry. M, Ry My == 0; t. j. gdy ¥ (R, M) == 90
wtedy uklad dany mozna przeksztalcié na jedng pargina jedng sile, nie le-
z3cg3 w plaszezyZnie pary;

2) gdy za$R,. W A+ Ry-My”!’ Ry My=0; t.j. gdy < (R,M)=90"
wtedy zachodzié mogy trzy poszczegélne przypadki:

a) jezeli R, 4 Ry - R,* == 0, to uklad sil, odpowiadajgcych
temu warunkowi, przeksztalclc mozna na jedng sile;

b) gdyR '+ R,2 R,2=0; t. j. gdy R,=0; R,=0, R,=0,
wtedy albo M,* - M,* - M,*=4=0, i uklad taki lnozna przeksatalclé
na jedng pare; lub wreszcie

c) jezeli M,=0, M,=0; M,= 0, to uklad taki nie ma ani sily
wypadkowej, ani pary wypadkowaj, t. j. znajduje si¢ w réwnowadze.

Wartodé wektora H, obliczymy ze wzoru:

) :
M,= M. cos (R,M)= E(Rx. My+Ry, My+Ry. My) (41)

Przyklad. Dane s3 dwie wzajemnie prostopadle sily 7, i P,
ktérych kierunki mijajg sig w przestrzeni, i ktérych odleglodd réwna
sig a, rys. 78-my, — wyznaczy¢ ich skretnik, t. j. wyznaczyé polozenie,
kierunek i wartoéé sily wypadkowej R oraz moment tych sit 7,

Polozenie osi skretnika®wyznaczymy przez katy (R, P,)i (R, P,),
jakie tworzy of jego z kierunkami sit Pi P,, oraz przez punkt C, w kté-
rym przecina of centralna prostopadia do kierunkdw sil.

Rozwigzanie. Obieramy kierunek sity /7, za of =, rys. 78-my,
wsp6ing prostopadly do kierunkéw sit obieramy za o & réwnolegla za$
do kierunku sily 7, za of y.

W tym ukladzie spdlugdnych otrzymamy na zasadzle ogélnych
wzoréws:

EP}Z v — Pl? ZPky = Pg; EPk’s — 0; Sk%d

>

VPI?' -} P%; cos (Ryx) = -{R—i, cos (R, y) = %;,cos () =0.

7 katébw kierunkowych sily R wynika, ze sila ta.leszy w plasz-
czy#nie réwnoleglej do (x,y). Nastepnie napiszemy
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EMy = F a, My, =0, }-'Mk . = 0; skad
=V(Pa) + O-F0 =
Z tych réwnan wymka, %e rzuty wektora M na osi ¥ i z sy réwne
zeru, przeto moment J7 danego ukladu sil, wazglgdem poczgtku spol- °
rzgdnych, lezy na osi x i wartod§é jego réwna sig iloczynowi F,.a; co
réwniez mozna bezposrednio odesytad z rysunku.

el

Rys. 78,
Azeby wyznaczy¢ na prostopadiej = polozenie bieguna C, wzgledem
ktérego bedzie Mﬂ R, powinien moment sily X, wzigty wzglgdem tego
bieguna, réwnaé sig momentowi M, i posiadaé zwrot jemu. przeciwny.
Biegun taki lezy pomigdzy kierunkami sil; oznaczywszy jego odleglosd
od poczatku O przez 7y, napiszemy-réwnanie: ' _
— Rr, 4+ M,
z rysunku T9-ego odezytamy: '
M, = M .sin (R,M); lub inaczej M, = P,.a.sin (Rx).

Wartoéé sin (R, x), obliczymy z ogdlnych wzoréw, lub tez bezposérednio
odezytamy z rysunku

sin (R, x)= P , & wige

F’za
=g
po podst.a.w:emu tej wartoseci w riwnanie momantém otrzymamy :
[ !J 2

RJ
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W tenze sposéb obliczajgc, lub tez zamieniajge wskazniki 1 na 2

i 2 na 1, napiszemy:
= i &
e &

sadanie zatem jest rozwigzane. -

Zadanie. Dany szescian, ktérego megtlz rowna sig a, rys. TO-ly,
W kierunkach prostopadlych przekgtni dolnej i gérnej podstawy dziatajy
sity 2, i P,, ktérych wartodei sg wzajemnie réwne. Wyznaczy¢ poloze-
nie osi centralnej i wektory M. i K.

Zadanie. Dany jest prostopad- - [
loscian, kidrego l{m\f@dzie posifuiujq, O l:,)h A
dlugodei OA4 =10, OB=4, OC=5 ;
B B
—
| e
B
: B
v A SR ‘—J
| \\ x
P \
B # N

Rys. 79 Rys. 80

W kierunkach tych krawedzi dzialajg sily, jak wskazuje rysunek SO—ty,
ktérych wartodei sg nastepujace : P, =14; o220 Pre=gy Pr=01 Py
Py=8. Wyznaczyd polozenie osi centralnej oraz obllczsyc My i R.

65. Spoélrzedne wektora sity. 7 przytoczonych sposobéw przek-
satalceli wynika, ze kazdy uklad sil przeksztaleié mozna na nieskoiicze-
nie wiele jemu réwnowaznych, jezeli nie okreflono w zadaniu dostate-
cznie warunkéw, jakim podlega¢ powinien ukiad nowy. Warunki np. po-
dane w § b4-tym, azeby dany uklad przeksstaleié na inny, zlozony z dwdéch
sil, nie sg dostateczne dla jednoznacznego okreslenia nowego ukladu;
otrzymujemy bowiem nieskoriczenie wiele takich ukiadéw; o zadaniu .
takiem powiemy wogéle, e jest ono mozliwe lecz niedostatecznie okre-
slone i ze posiada przeto nieskoriczenie wiele rozwigzan. Warunki za,
azeby nowy uklad skladal sig np. z dwdch sil, z ktérych jedna ma prze-
chodzié przez dany punkt, a druga ma lezeé¢ na danej plaszczyZnie,
§ bb-ty, nazwiemy dostatecznymi; a zadanie dostatecznie okreslonem;
otrzymujemy bowiem na podstawie tych warunkéw jeden tylko uklad.
Azeby przeto otrzymaé z danego ukladu sil uklad réwnowazny $cisle
okreslony, powinna by¢ dana dostateczna ilosé warunkéw, okreslajgeych
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nowy ukiad; zadaniem naszem jest obecnie znalezienie tych warunkéw.
Zadanie to jest takie same, jakie mamy w algiebrze, gdy stawiamy py-
tanie, ile réwnari powinno byd danych, azeby obliczy¢ pewng ilodé nie-
wiadomych ; odpowiedZ na to daje algebra, ze wogéle powinno byd tyle
réwnan, ile jest niewiadomych i te ré6wnania powinny byd niezalezne.
Azeby nasze zadanie utozsami¢ z tym 2zgdaniem, nalezy wielkodei sta-
tyczne wyrazié w formie analitycznej; do tego shizyé bedzie pojecie
spoirz¢dnych ; ktérego okredlenie jest nastepujace:

liczby niezalezne, ktére okreslaja Scisle pewna wielkosé, nazywaé be-
dziemy jej sp6irzednemi; wielkoseinp. skalarne wymagaja dlaich ckredlenia
jednej tylko liczby;—jednej spéirzednej; wektor za$ sily wymaga dla
jego okreglenia znajomosci b-ciu spélrzednych t. j. b-ciu liczb; wymaga bo-
wiem znajomodei polozenia prostej dzialania; dla okreélenia ktérej po-
trzebna jest znajomosé czterech liczb 7, m, /, m', jako spélezynnikéw
réwnan prostej: y=Ix{ m; s=/x-}-m'; okredlajacych jej polozenie
w przestrzeni; oraz wymaga znajomosei liczbowej wartosei sity, Wektor
momentu pary sily wymaga trzech spéirzednych; wymaga bowiem znajo-
mogei np. dwéeh kagtéw kierunkowych i wartodei liczbowej wektora mo-
mentu; znajomofci spéirzednych punktu jego przylozenia niepotrzeba,
dzialanie bowiem pary sil ‘nie zalezy od polozenia bieguna odnie-
sienia, :

llosé spéirzednych niezaleznych, potrzebnych dla $cislego i jedno-
znacznego okreslenia danej wielko$ci nazwano jej ilo$cig stopni swobody.
Sita przeto wogéle posiada pigé stopni swobody; dla jej bowiem okre-
§lenia potrzebna jest znajomo$é pigciu liczb t. j. pigeiu spéirzednych;
jezeli przeto sila jest niewiadoma w danem zadaniu, to przedstawia ona
pieé niewiadomych. Ilo$é spéirzednych, okreslajacych dzialanie sil, moze
byé mniejszg, gdy sa dane pewne warunki, ograniczajace jej polozenie.
Jezeli powiemy, np. %e prosta dzialania sily szukanej ma przechodzid
przez dany punkt (e, ¥, &) w przestrzeni, to pomigdzy te pieé liczb
wprowadzamy pewne zaleznosei, ktére wyrazg sig zwigzkami funkcjo-
nalnemi pomigdzy niemi; jak w danym przykladzie liczby Z, m, I, m'
muszg uczynié zado$é dwom réwnaniom: y, =Ix, - m; 2 =%, -|-m,
wyratajacem, ze prosta dzialania sily przechodzi przez dany punki; réw-
nania takie nazwiemy warunkowemi. Dla okreélenia przeto sily, przecho-
dzacej przez dany punkt w przestrzeni, nalezy znaé¢ tylko trzy spél-
rzedne, gdyz dwie mogg byd okreslone z réwnai warunkowych Jezeli
takie réwnania wystepujg, to méwimy, ze kazde z nich odejmuje danej
wielkogci jeden stopien swobody; a wige w danym przykladzie warunek,
ze dana sila ma przechodzi¢ przez dany punkt, odejmuje jej dwa stopnie
swobody. Jezeli sita ma dzialad np. wzdluz danej prostej, to warunek
ten odejmuje jej 4 stopnie swobody; dane sg bowiem w tym razie 4-ry spéi-

Mechanika,—Tom [. 7
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rzedne 4 m, I, m'; dla okreslenia przeto tej sily wystarcza jedna spoi-
rzedna; t. j. warto$é liczbowa sity. Sita, np. dzialajgea w danej plasz-
czyZnie, posiada 3-y stopnie swobody;gdyz polozenie prostej y=/v-{-m
na plaszezyznie okredla sig dwoma spélrzgdnemi 7 i m; a trzecia spél-
rzgdna powinna wyrazaé wartoddé liczbowg sily; w tenze sposéb mozemy
powiedzied, ze sila, lezgea na danej plaszezyZnie i przechodzgea przez
dany punkt (x,, 3,) na tej plaszczyznie, posiada dwa stopnie swobody;
gdy# pomigdzy dwoma parametrami /i m zachodzi jeden zwigzek:
y, = Ix, -}-m; ktéry odejmuje jej jeden stopier swobody. ,

Para sil posiada trzy stopnie swobody; jest ona bowiem okreslong
przez dowolne lecz wzajemnie rdwnolegle plaszezyzny; dla okredlenia
za$ polozenia takich plaszezyzn wystarczajg dwa katy kierunkowe; a dla
okreglenia wartosei momentu pary wystarcza jedna liczba; razem przeto
para posiada trzy stopnie swobody. Do tegoz wniosku dojdziemy, wy-
szediszy z okreslenia wektorowego pary; wektor pary jest przenosny,
a wige dla jego okreslenia wystarczajg trzy rzuty; lub dwa katy kierun-
kowe i liczba,

Przytoczone jednakze spéirzedne niezupelnie $cisle okreélajy dzia-
lanie sily; nie mozna z nich bowiem odezytad zwrotu dzialania t. j. nie
okreslajg one strzalki jej wektora. W celu uwzglgdnienia tego wyma-
gania, stosuje sig jeszcze inne spélrzedne, zwane spéirzednemi Pliicker’a.
Temi spélrzgdnemi sg rzuty sily na trzy osi i rzuty na te osi jej mo-
mentu wzgledem obranego bieguna; szeéd przeto wielkosei Py, P, P,
My, M, M,, majg wyznaczyé jednoznacznie dzialanie sily. Azeby to oka-
zad, zbudu;emy z danych rzutéw P, P, P, wektor P; ktéry posiada
scifle okreslone kagty kierunkowe, (Hugosé i decidle okreslony strzalke;
rzuty bowiem majg swe strzalki; polozenie jednakze tego wektora
w przestrzeuni nie jest jeszcze przez te trzy spélrzedne okreslone. Po-
tozenie tego wektora dokladnie wyznaczymy z rautéw M, M, M, wek-
tora jej momentu, Azeby to polozenie znaleéé dodamy te trzy wektory
i rozpatrywaé bedziemy wektor /7 = M7, 4 M, - M, ; ktéry jest we-
ktorem momentu szukanej sily wzgledem danego bieguna; w plasz-
czyZnie przeto, przechodzgce] przez ten hiegun i prostopadtej do wektora A7
na odleglodci od bieguna 2= 47: Ppowinien lezed welktor szukanej sily; lecz
takich polozen moze bydé dwa;' moaemy bowiem przeprowadzi¢ dwie styczne
do kola o promieniu A, ktérych kierunek jest dany;lecz znak momentu
wskaze, po ktérej stronie hieguna lezed bgdzie wektor sity; w ten sposéb
zmajdziemy jedno jedyne polozenie prostej dzialania sily, jej wartodd i jej
strzalke. W tem rozpatrywaniu powiedzielidiny, ze sita P powinna lezeé
w plaszczy’nie prostopadlej do wektora M ; to sig znaczy, 2e dwa wektory
Pi M ezy tez ich rzuty nie sq niezalezne od siebie; te dwa wektory sg od
siebie zalezne; gdyz z okreglenia momentu sily wzgledem bieguna wy-
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nika, se N/ | P. Zaletno$é te wyrazimy analitycznie, gdy weZmiemy pod
uwage, %e cosinus kgta kierunkowego wektordéw P i 7 wyraza sie wzo-
rami P, : P itd. oraz M, : M, a poniewaz kat pomigdzy nimi ma byd
prosty, powinien przeto zachodaid zwigzek:
P.. M;- Py .My + P, . M,=0.

Pomigdzy przeto podanemi szeciu spélrzednemi sily istnieje jedno
réwnanie warunkowe; pigé przeto tylko jest niezaleznych spdirzednych
okreslajacych wektor sily; co jest zgodne z poprzednimi wnioskami
o ilosei stopni swobody wektora sily.

Jezeli wektor 4/ nie jest momentem jednej sily, lecz jest sumg mo-
mentéw pewnego ukladu sil, dowolnie w przestrzeni rozlozonych,
whedy polozenie wektor6w R i M/ nie podlega zadnemu ograniczeniu
i nie bedzie zachodzid w tym razie zadna zaleznodd, jak to bylo z jedng
sily; uklad zatem przestrzenny sil posiada wogédle sze$é niezaleznych
spéhrzednych; co sig réwniez zgadza z poprzednimi wnioskami. Zrozu-
mialem jest, ze wnioski, wypowiedziane poprzednio co do ilosei stopni

swobody wektoréw sil, sg niezalezme od wyboru sposobéw wyrazania
spéirzednych.

66. Zwiagzki pomigdzy réwnowaznymi ukfadami sit. W § bH8.4 oka-
zaliSmy, ze pomigdzy ukladem przestrzennym sil, przylozonych do bryly
swobodnej, a ukladem jemu réwnowaznym istnieje sze$¢ réwnain skalar-
nych; jezeli szukany uklad ma byé do,tatecznie okreslony, to powinien
posiadac¢ szesé niewiadomych; kazdy p'rzeto ukiad sit przestrzenny moze
byc¢ przeksztalcony jednoznacznie tylko na taki, ktéry wyraza sie sze-
$eioma niewiadomemi; gdyz te szedé niewiadomych dadzg sie obliczyd
z szedciu réwnan, wyrazajgcych warunek réwnowaznosei ukladéw.

7 tego bezpodrednio wyuika, ze ukiad sil w przestrzeni nie mozna
przeksztalcié na jedng sile; gdyz jedna sila posiada tylko pigé stopni swo-
body; w szedciu przeto réwnaniach, wyrazajgecych réwnowaznos$é ukla-
déw sil, bylo by pied niewiadomych; ktérych okreslenie jest mozliwe
w szezegolnych tylko przypadkach; ktére zachodza, gdy te szesé réw-
nal sg od siebie zalezne; gdy np. jedno 7z nich jest wynikiem pozosta-
lych. Uklad natomiast plaski, mozna przeksztalcié na jedng silg; sila
bowiem na plaszczyZnie.okresla sig trzema sp6irzgdnemi; dla obliczenia
ktérych mamy trzy réwnania réwnowaznoéei ukladéw plaskich, § 58,4,

Jezeli cheieliby$§my uklad przestrzenny przeksztalei¢ na dwie blizej
nieokreslone sily; to zadanie takie byloby niedostatecznie okreslone; dla
obliczenia bowiem 10 ciu niewiadomych, okreslajacych wektory dwdch
sil, posiadamy tylko sze§d réwnan, wyrazajacych réwnowazno$é ukladéw;
jest w tem zadaniu przeto duza nieokreslono$d; zadanie to daje nieskori-
czenie wiele odpowiedzi; ktérg to ilosé okreflié mozna wielkodcigco *.
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Azeby przeto uczynié to zadanie dostatecznie okreslonem, nalezy
s dziesigeiu niewiadomych, majaeych okreslié dwa wektory sil, odjaé 4-ry
stopnie swobody; co osiggniemy, gdy postawimy np. warunek, ze jedna
s tych sil ma lezeé na danej prostej, przez co odejmujemy ukladowi
catery stopnie swobody; pozostaje przeto do okreflenia szesé niawia-
domych; zadanie to rozwigzemy w § 68-ym.

Warunki, ograniczajgce ilo§é stopni swobody szukanego ukiadu,
mozna w rozmaity sposéb postawid; postawmy np. warunek, ze jedna
z tych dwéch sit ma przechodzié przez dany punkt. Warunek ten daje
dwa réwnania warunkowe pomigdzy spéirzednemi; t. j. odejmuje ukla-
dowi dwa stopnie swobody; — druga za§ ma dziala¢ w danej plaszezyz-
nie, nie przechodzgeej przez ten punkt; warunek ten odejmuje réwniez
dwa stopnie swobodys; sita bowiem na plaszezyZnie posiada 3 stopnie;—dwa
przeto stracila; szukany przeto uklad posiada 6 stopni, Mozna réwniez po-
stawi¢ warunek; azeby jedna z nich przechodzila przez dany punkt, przez
co odejmujemy dwa stopnie swobody; druga za$ ma lezeé w nieskoriczonodci,
przez co odejmujemy dwa stopnie swobody; inaczej méwige dany uklad
mamy przeksztaleié na silte przechodzgey przez dany punkt, i na pare sil; za-
danie to rozwigzaliémy jednoznacznie szukajgc R i M wzglgdem danego
punktu. Mozna np, rozlozyd dany uklad na dwie sity, ktérych proste dzia-
lania sg réwnoleglte do dwéch danych prostych. Mo#na réwniez dany ukiad
zastgpié przez pare, lezgeg w danej plaszezyZnie i przez silg blizej nie-
okreslong; para ta przedstawia jeden stopienn swobody, —sila pigd; — ra-
zem szesé. Zadanie np. przeksztalcenia danego ukiadu sil na jedng sile,
pieé stopni swobody ina pare sil, trzy stopnie swobody z warunkiem, %e np.
kierunek szukanej sily ma tworzyc z plaszczyzng szukanej pary dany kat,
co odejmuje jeden stopien swobody, posiada 543 — 1=T stopni swobody;
jest to przeto zadanie o co wielu odpowiedziach; i rzeczywiscie w roz-
patrywaniach, § 61.4, przyszliémy do wniosku, ze wektory /7 danego
ukladu, ktére tworzg dany kat z R sy styczne do walca w punktach jego
przekroju poprzecznego, t. j. ukladéw takich otrzymamy oo wiele.

Kazdy uklad mozemy przeksztalcié nietylko na dwie sily, lecz i na
wigeej, byle tylko ilo§é stopni swobody tego nowego ukladu nie byla
ani mniejsza ani wigksza.- od szedciu. Najwigkszg ilodcig sil, na jakie
mozna rozlozy¢ jednoznacznie kazdy uklad, jest w ogéle szedé sil, dzia-
tajgeych wazdluz szedeiu danych prostych; jest tu bowiem szedé skalar-
nych niewiadomych. Przy przeksztalcaniu par sit nalezy mieé dane
trzy warunki, ktérym odpowiadaé powinien nowy uklad; gdyz w wyniku
zawsze musi byd para sil; a wige dany uklad par moze byé przeksatal-

cony np. na jedng parg lub na trzy pary,lezgce w trzech danych plasz-
czyznach ifp.



— 101 — § 66.

Z pewnej iloSei réwnan linijnych z tyluz niewiadomemi nie zawsze

mozna obliczydé wszystkie niewiadome; a wige réwniez i w naszych za-
daniach, pomimo jednakowych ilosci réwnan i stopni swobody, niezaw-
sze rozwigzanie zadania jest zupelnie okreglone. Weimy przyklad;
przeksztalcié dany uklad sil na dwie sily, z ktérych kazda ma przecho-
dzié przez dany punkt w przestrzeni. Kazdy punkt, przez ktéry ma
przechodzié prosta, odbiera zadaniu dwa stopnie swobody; obydwa przeto
warunki odejmujg cztery st. sw.; pozostaje przeto szedé st. sw. Roz-
wigzmy to zadanie analifycznie; w tym celu oznaczmy spélrzedne
dwé6ch danych punktéw przez (x4, yi, 2i), oraz (¥s ¥s, 2p); 0znaczmy na-
stepnie przez A4 i B wektory szukanych sil; a ich rzuty na osi spétrzednych
przez A, A, A,; oraz B, B, B,; obierzmy nastgpnie dla ulatwienia
obhczeﬁ poozqtek osi spélrzgdnych w punkecie np, 4 i przeprowadZzmy
jedng 7z osi ukiadu spélrzednych np, of 2 przez punkt B; a osi x iy
dowolnie, lecz oczywiscie prostopadle do z; a napiszemy nast. réwnania
réwnowaznoscei ukladéw sil pg. réw. 34-go i 35-go:
1) 4, + B, =R, 4) (4,.0—4,.0)+ (By .2 — B, .O)=M,
2) A, + B, =R, oraz b) (4, . O—A4, .0) (B, .0 — B, - 28)=M,
3) 4, + B, =R, 6) (4y.0—4,.0)+(B; .0 — B, . O)=M,
gdzie R i M a wige i ich rzuty sg dane.

W réwnaniach momentéw widzimy, iz wiele spélezynnikéw przy
niewiadomych réwna sig zeru; co wynika z tego, %e ramiona niekté-
rych sit = 0; a w szdstem réwnaniu wszystkie spétezynniki réwnajg sie
zeru; przypadek ten zachodzi wskutek tego, ze kierunki szukanych sil prze-
chodzg przez of z, wzgledem ktérej obliczaliSmy momenty i wskutek tego
jedno réwnanie ubywa; z czego wynika, ze nie kazdy ukiad sil w danem
zadaniu daje sig przeksztalcié na uklad, spelniajgcy postawione warunki;
zadanie to daje sig przeto rozwigzad tylko wtedy, gdy suma momentéw
M, sit danego ukladu wzglgdem osi, 'lgczgcej dwa dane punkty, réwna
sig zeru, réw. 6-te. Warunek ten jest statycznie zrozumialym; jezeli
bowiem dane sily wywoluja moment wzgledem pewnej osi; to nie mogg
bydé zastapione silami, ktéryeh moment wzgledem tej osi = 0; w danych
warunkach jest przeto pewna sprzecznosé. Zadanie to jest tylko w {ym
razie mozliwe do rozwigzania; gdy suma momentéw sit danych, wzglgdem
prostej, przechodzacej przez dany punkt = 0.

Jezeli ten warunek jest spelnmiony, to rozwigzanie zadania jest mo-
zliwe, chodé pozostanie w rozwigzaniu tego zadania pewna nieokreslo-
noéé; dla obliczenia bowiem szeéciu niewiadomych posiadamy tylko pigé
réwnan. Nieokre§lono§é ta ujawni sig przy obliczeniu niewiadomych;
mianowicie z réwnan 1-go, 2-go, 4-go i 5-go obliczymy bez przeszkéd
cztery niewiadome: 4, A, B.i B, z pozostalego zas réwnania 3-go
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odezytamy tylko, ze suma dwdch niewiadomych jest znang; oddzielnych
jednakze niewiadomyeh nie obliczymy. Wynik ten jest réwniez ze sta-
nowiska statycznego zrozumialy; nie mozemy bowiem jednej sily np.
R, roziozyé jednoznacznie na dwie sily, dzialajgce wzdluz prostej dzia-
lania tejze sily.

Uwaga. Zaznaczy¢ jednakze nalezy, ze w Swiecie fizycznym roz-
klad taki faktycznie zachodzi; cipzar np. drzwi zawieszonych na dwdéceh
zawiasach rozklada sig na dwie pionowe sily; i na kazdg z takich zawias
dziala sila pionowa dcile okreslona, jako czgdd cigzaru drzwi, Oblicze-
nie jednakze tych sil moze nastqpi¢ po wzigein pod uwage fizycznych
wlasciwosdci materyalu, czego zasady stalyki nie uwzgledniajg. Zadania
tego rodzaju nazywajyg sig statycznie niewyznaczalnemi i tworzy szcze-
gbélny dzial statyki budowlanej.

- 67. 0O$ zerowa, pfaszczyzna zerowa i punkt zerowy danego ukfadu
sil. Przy obliczaniu momentéw sif danego ukladu wzgledem danej
osi, nasuwa sig¢ pytanie, czy mozna znalesé takie polozenie osi, wzgle-
dem l#hdrej suma momentéw sil danego ukladu réwnalaby sig zeru? Osi
takie, jezeli one istnieja, nazwiemi osiami zerowemi danego ukfadu sit.

Zrozumialem jest, ze dla ukladu plaskiego wszystkie osi, lezgce w ptasz-
czy4nie tego ukladu, sa osiami zerowemi; w przestrzeni za$ dla pray-
padku np. dwéch sil, ktérych proste dzialania sig¢ mijaja, osig zerowg
bedzie kazda of, ktéra przecina obydwie proste ich dzialania. Jezeli
np. na jednej z tych prostych obierzemy punkt dowolny; to wszystkie
osi- przechodzgce przez ten punkt i przez druga prosty beda osiami ze-
rowemi danego ukladu dwdch sil; osi te utworzg plaszezyzng, przecho-
dzgeg przez dany punkt, obrany na jednej prostej, i przez drugy prostg.
Zmieniajgc polozenie punktu na prostej dzialania jednej z sil, za kazdym
razem otrzymamy inng takg plaszezyzng z odpowiednim punktem, przez
ktéry przechodzié bedg osi zerowe.

Azeby za$ znaleié of zerowg dla dowolnego ukladu sit w przestrzeni;
przeksztalcimy dany uklad na uklad réwnowazny — prostszy; a o
zerowa t. j. 08, wzgledem ktérej suma momentéw sit tego prostszego
ukiadu bedzie réwna zeru, bedzie réwniez réwna zeru dla sil ukladu
pierwotnego; przeksztalcenia bowiem zasadnicze nie zmieniaja sumy mo-
mentéw ukladéw réwnowaznych, Jezeli przeto dany uklad przeksztal-
cimy na uklad, zlozony np. z dwdéch sit, § bb-ty, to zadanie wyznaczenia
osi zerowej kazdego ukliadu sit sprowadzimy do przypadku poprzedniego.

Otrzymamy jednakze pewne uproszczenie rozpatrywan; gdy uklad
dany rozlozymy na dwie sily; z ktérych jedna dzialaé bedzie w skori-
czonofei, a druga w nieskonczonogei, t.j. gdy rozlozymy dany uklad na
site R i parg, wyrazong momentem /7, w odniesieniu do pewnego, dowol-
nie obranego punktu; wtedy of zerowa powinna leze¢ w plaszczyznie



— 108 — § 61.

pary i przecinaé jednocze$nie prostg sily /; w tym bowiem tylko razie
suma momentéw sily R i pary sil wzgledem takiej osi réwna sig zeruy;
w ten sposéb otrzymamy pek takich osi, ktére przechodzié bedg przez
obrany biegun i leze¢ bedg w plaszczyZnie pary. Przez kazdy przeto
punkt przestrzeni przeprowadzié si¢ daje wogéle pek osi zerowych dla
kazdego przestrzennego ukladu sil; osi te tworza plaszezyzny, nazwane
ptaszczyznami zerowemi danego ukladu sit w danych punktach; punkt,
w ktérym przecinajg sig osi zerowe, nazwano punktem zerowym danej
plaszezyzny dla danego ukladu, sil. _

Ze stanowiska geometrycznego powiemy, plaszezyzna zerowa da-
nego punktu jest plaszezyzng pary w odniesieniu ukladudo danego punktu;
a punkt ten nazwiemy punktem zerowym. Te rézne nazwy maja na
celu zwrdeid uwage na rézne wlasciwosei statyczne, jakie posiadajg w da-
nym razie plaszczyzna pary i punkt odniesienia z jednej strony, a plasz-
czyzna zerowa i punkt zerowy z drugiej strony; chod geometrycznie sg
to twory te same.

Z tych okre$lenn wynikajg nast. wladciwoéei punktu zerowego, oraz
osi i plaszezyzn zerowych dla danego ukladu sil:

1) w kazdym dowolnym punkeie przestrzeni przeprowadzi¢ mozna
jedng tylko plaszczyzne zerowy dla danego ukladu sil; jeden bowiem
tylko wektor /7 mozemy wyznaczyé wzgledem danego bieguna odnie-
sienia; § 61,1,

2) na kazdej plaszczyznie, dowolnie obranej w przestrzeni, wyzna-
czy ¢ mozna wogéle jeden tylko punkt zerowy dla danego ukiadu sil;
gdyby bowiem bylo ich wigcej; 10 mielibysmy w przestrzeni punkty od-
niesienia, wzgledem ktérych wektory A/ bylyby rdéwnolegle; co jest
sprzeczne % r6wnaniem 38-em; wykazujgcem wogdle zmiennosé wektora
A ze zmiang polozenia punktu odniesienia. Wniosek ten jest bezpo-
érednio widoczny z obrazu rozmieszezenia wektora /7, § 61-szy. W szcze-
gélnych jednakze ukladach sit wektory /7 wszglgdem réznych punktéw
moga bydé réownolegle a mianowicie, gdy wektor dodatkowy w réwn.
38-em, A7y = 0; co nastapi w dwéch przypadkach: a) gdy R =0; t. j.
gdy uklad sil sprowadza sig do pary sil; b) gdy M' =0, a Flezy w da-
nej plaszezy#nie; lub inaczej gdy uklad sit daje sig sprowadzié do jednej
pary lub tez gdy uklad sil daje sig sprowadzié do jednej sily, a dana
plaszezyzna przechodzi przez linje dzialania tej sily.

Zadania. Wyznaczy¢ plaszczyzne zerowa w danym punkeie prze-
strzeni dla danego ukladu sil. ' Zadanie to sprowadzié¢ mozna do znale-
zienia wektora 47 danego ukladu sit wzgledem tego punktu, jako punktu
odniesienia, § H8-my; a plaszczyzna, przeprowadzona przez ten punkt pro-
stopadle do wektora A7, bedzie szukang plaszczyzng zerowy.
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Zadanie odwrotne, znalezienia na danej plaszczyZnie punktu zero-
wego dla danego ukladu sil, mozna rozwigzaé w nast. sposéb: w dwéch
dowolnych punktach danej plaszezyzny wyznaczamy plaszezyzny zerowe;
a proste przecigcia sig tych plaszezyzn z plaszezyzng dang, wyznaczy
szukany punkt zerowy. Proste bowiem sg osiami zerowemi dla danego
ukiadu sil, punkt przeto ich przecigcia si¢ jest punktem zerowym plasz-
czyzny, wyznaczonej przez nie. Wiladeiwosdé te mozemy wypowiedzied
w ogélnej formie: jezeli w dowolnych punktach danej plaszczyzny prze-
prowadzimy plaszezyzny zerowe danego ukladu sil, to proste przecigcia
sig plaszczyzn zerowych z dang plaszeayzng zbiegng sig w jednym punk-
cie, ktéry jest punktem zerowym tej plaszczyzny.

68. Sily i osie sprzgzone. Do tych pojed dojdziemy, rozwigzujge
nastgpujgce zadanie. Dany uklad sil przeksztalcid na uklad réwnowazny,
slozony z dwéch sil; z ktérych jedna ma dzialaé wzdluz prostej /, ktérej
polozenie w przestrzeni jest dane; druga za$ nie podlega zadnym ogra-
niczajacym warunkom,

Z dziesigciu przeto spéirzednych, potrzebnych dla okreslenia dwdéch
sit w przestrzeni, dane jest cztery spéirzedne /, m, /', m'; jako spélezyn-
niki réwnan danej prostej; pozostaje przeto sze$¢ niewiadomych spdl-
rz¢dnych do obliczenia; co odpowiada ilodci réwnan r6wnowaznodei ukla-
déw przestrzennych; zadanie zatemn jest dostatecznie i jednoznacznie
okreélone.

W celu jego rozwiazania, przeksztalcamy w sposéb juz znany dany
uklad sil na jedng sile R i pare /7 wzgledem bieguna (), obranego do-
wolnie pa prostej/, rys. 81-szy; nastgpnie silp R rozlozymy w kierunku #
kt6ra oznaczymy literg R;i w kierunku prostej, lezacej na plaszczyZnie
pary, sile tg oznaczymy litera R, W celu dokonania tego rozlozenia,
przeprowadzimy plaszezyzne (R,/); ktéra przetnie sig z plaszezyzng
pary po linji s, a wtedy rozlozymy R w kierunku /i s. Silg Rs' lezgcy
na plaszezyZnie pary i parg sil, okreslong przez wektor M, jako sily,
lezace na jednej plaszozyZnie, sprowadzimy nastepnie do jednej sity R,,
(zadanie to bylo); i w ten sposéb otrzymamy uklad dwdch sit R; i R,
‘réwnowazny danemu ukladowi i czynigey zado§é warunkom danego za-
dania. - Z tego wynika, %e danej prostej / odpowiada, $ciSle okreslona
co do polozenia swego w przestrzeni, jedna tylko prosta m; te dwie pro-
ste s3 prostemi dzialania szukanych sil; dwie takie proste, ze wzgledu
na ich geometryczng zalezno$é nazwano osiami sprzezonemi danego ukladu
sil; a sily R, i R, sitami sprzgzonemi. Gdy przeto polozenie jednej
z prostych jest dane, wtedy polozenie drugiej jest juz $ciéle okreélone;
rozumie sig, w zaleznodci od danego ukladu sil; te samg zalezno$é wy-
kazuja i wektory sprzezone. Wektor Rm’ stosownie do rozwigzania za-
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dania na str. 79-tej, znajduje sig na odleglodei 24 = M : R od punktu O
po tej stronie, po ktérej on wywoluje moment zgodny z momentem M
danej pary.

7 rozwigzania tego zadania wynika, ze kaizdej osi /, przechodzacej
przez punkt O,- odpowiada jedna '
0$ sprzezona mz, ktéralezy w plasz-
czyznie pary sil, okreslonej wek-
torem J7; pekowi przeto prostych
J, zbiegajacych sig w punkcie do-
- wolnym O, odpowiada zbiér pro-
_stych m, lezgeych w plaszezyZnie
zerowej punktu O.

Dla réznych polozend osi
przechodzgcych przez dany punkt
O, otrzymamy przeto rézne polo- Rys. 81.
zenia osi m; a gdy przeprowadzimy
przez O pek takich /, ktéreby dawalty R, =stalej wartodci, wtedy i odleglodd
h bedzie stala wartoscia,aosi m, sprzezone z osiami / tego peku, beda
stycznemi do kota o promieniu 4, zakre$lonego z O. Pgk osi /, pray kté-
rych R, = stalej, tworzy stozek ukosny, ktérego wierzcholek lezy w O;
a podstawg jest kolo w' plaszczyznie, przechodzgcej przez koniec wek-
tora & i réwnoleglej do plaszezyzny pary i ktérego promien = R,
Kazdej przeto tworzacej / ten stozek, odpowiada o$ sprzgzona m, ktéra
jest styczna do kola o promieniu /i réwnolegla do odpowieduiego éladu s.

Zmniejszajac kgt (, R) przez zblizanie / do R, R, si¢ zmniejsza,
h zad sig powigksza;a gdy / pokryje sig zkierunkiem R, t. j.3<(C, R) = 0;
wtedy R, = 0; h = oo, ezyli of sprzezona do osi /, przechodzgcej przez
kierunek sily /2, lezy w nieskonczono$eci; a sila sprzezona z silg R jest
wypadowa pary ¢it M. Gdy / przyjmie polozenie prostopadle do plasz-
czyzny pary t. j. pokryje sig z kierunkiem wektora M, to odpowiednia
of sprzezona m przyjmie pewne okreflone polozenie na plaszezyZnie
pary; i otrzymamy szczegllny przypadek wzajemnego polozenia osi,
a mianowicie przypadek, w ktérym osi sprzezone mijaja siep pod prostym
katem, .i sg odlegle miedzy sobg nak,=M:[R, sin (R, M)]. Of m, prosto-
padia do osi /, przechodzgcej przez punkt O, nazwano charakterystyka
danej plaszczyzny zerowej. .

Gdy nastepnie o0&/ zblizaé bedziemy do pokryma sip z plaszczyzna,
pary, wtedy lim Rg; = oo; lim A= o0; i wreszcie, gdy / pokryje sig z s to
i m pokryje sig z s; czyli otrzymujemy dwie osi sprzgzone Zim, ktére sig
wzajemnie pokrywaja; osi takie nazwad mozna samosprzgzonemi; kazda
przeto o$ zerowa przedstawia dwie osi samosprzezone. Z tych rozpatry-
wani wynika, ze jezeli przeprowadzimy przez dowolny punkt O pek do-




§ 68—89. — 106 —

wolnych osi, to odpowiednie im osi sprzeZone utworza jedng plaszczyzng;
plaszezyzng zerowy tego punktu.

Wyobrazmy sobie wszystkie przez punkt O przeprowadzone osi
w postaci ~o wielu stozkéw ze wspélnym wierzchotkiem () o podstawach
kotowych, jak to bylo wyzej przedstawione; to odpowiednie im osi sprzg-
zone beda styczne do k6t spolérodkowych ze érodkiem w () tak, Ze wy-
pelnia one caly plaszezyzne zerowi wszystkiemi mozliwemi prostemi;
wobec czego twierdzenie poprzednie mozna odwrdeid; i powiedzied:
jezeli przeprowadzimy dowolng o$ sz na danej plaszczyznie, to odpowie-
dnla je] o$ sprzezona / przejdzie przez punkt zerowy tej plaszczyzny.

Z praytoczonego sposobu rozwigzania danego zadania moznaby wy-
wnioskowad, ze mozna w przestrzeni znaledé wigcej osi m sprz¢zonych
z jedng osig /; gdyz dla kazdego punktu O na prostej / przeprowadzid
mozna plaszczyzny zerowe; lecz zadanie przeksztalcenia danego ukladu
sil na dwie-sily, gdy prosta dzialania jednej z nich jost dana, jest za-
daniem, jakiesmy juz zauwazyli, jednoznacznie okreslonem ; przeto jedna
tylko prosta moze byé sprzezona z dang prostg; 2z czego wnioskujemy,
ze plaszezyzny zerowe wszystkich punktéw prostej / przecinajg sig po
jednej prostej z nig sprzezonej; a wiec i odwrotnie: plaszczyzny zerowe
punktéw prostej sz przecinaja sig po prostej /. Wynik ten jest réwniez
bezpogrednio widoczny; jezeli bowiem obierzemy punkt odniesienia na
prostej dzialania jednej z dwdch sil; to plaszezyzna zerowa tego punktu
przejéé musi przez prosta dzialania drugiej sily; tylko bowiem ta plasz-
czyzna jest prostopadla do wektora A7 tego ukladu sil, wyznaczonego
w danym punkcie. WyobraZzmy sobie teraz plaszczyzny zerowe pewnego
uktadu sil przeprowadzone przez rGzne punkty danej lecz dowolnej plasz-
czyzny; wtedy Slady ich zbiegug sig, jako osi zerowe, w punkecie zero-
wym danej plaszczyzny, a proste przecigeia sig plaszcezyzn zerowych po-
migdzy sobg bedg sprzezone z prostemi. ljczgcemi odpowiednie tym
plaszezyznom punkty zerowe. W ten sposdb plaszezyzny zerowe punktéw,
lezacych na pewnej plaszezysnie, utworzg wogéle pek plaszezyzn z wierz-
chotkiem w punkcie zerowym tej plaszezyzny; a proste ich przecigcia
sig, czyli krawedzie tege peku bedg sprzezone z prostemi, lgezgcemi
odpowiednie tym plaszczyznom punkty zerowe. Jezeli np.'punkty, lezace
na obranej plaszezyinie polgczymy w wielobok zamknigty; to plaszezy-
zny zerowe, przeprowadzone w wierzcholkach tego wieloboku, utworzg
kgt brylowy, o tylu dcianach, ile posiada ten wielobhok wierzcholkéw.

69. Rzuty szczegélné osi' sprzgzonych., W § 58.6. wykazalimy, ze
rzuty dw6ch wogdle przestrzennych, réwnowaznych z sobg ukladéw sil,
utworzg dwa ukiady plaskie, kidre sg takze réwnowazne z sobg, wezmy
teraz dwa uklady sit: jeden zlozony 2z dwdch sit sprzgzonych i drugi
z nim réwnowazny, ztozony z wypadkowej /' i z momentu 47 wzgledem
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dowolnego punktu odniesienia, zrzutujmy nastepnie te dwa uklady sil
na plaszezyzne, prostopadly do wypadkowej R; a wtedy rzut ukladu
R i M przedstawi sip w postaci tylko pary sil; a wige i rzut dwdéch
sit sprzgzonych, przedstawi réwniez pare sil: stad wniosek wazny dla
nastgpnych rozpatrywan: .rzuty osi sprzezonych na plaszczyzne, prosto-
padfa do wypadkowej, odpowiednich tym osiom, sit sprzezonych, sa réwno-
legte. Jezeli przeto zrzutujemy, rozpatrywany w paragrafie poprzednim,
wielobok plaski i sprzezony =z nim kat brylowy wielodcienny na plasz-
czyzng prostopadia do wypadkowej sil, dla ktérych przeprowadzone
byly plaszezyzny zerowe, to otrzymamy dwie figury plaskie; jedna bedzie
wielobokiem, a druga pekiem prostych; figury te bedg z sobg w takim
geometrycznym stosunku: 1) ze ilo$é bokéw wieloboku réwnad sig bedzie
ilosci promieni,. znajdujgecych sie w peku; 2) ze boki wieloboku beda
réwnolegie do odpowiednich promieni peku.

70. Wielosciany sprzeione i wieloboki wzajemne. Rozwazania nad
ukadami osi sprzgzonych doprowadzajag do pewnych wnioskéw natury
geometrycznej, kiére daja szersze o$wietlenie obliczeniom statystycz-
nym. Wyobrazmy sobie w przestrzeni dowolny wielodcian o pewnej
ilodei geian plaskich; — o odpowiedniej ilodci krawedzi i wierzcholkéw
i ozngezmy caly ten wielodcian literg /°; przyjmijmy nastepnie wierz-
cholki tego wieloScianu za punkty zerowe pewnego danego ukladu sik;
i przeprowadZzmy w kazdym z tych wierzcholkéw plaszezyzny zerowe;
a otrzymamy zbidér plaszezyzn, ktére utworzg nowy wieloscian m" z no-
wemi krawedziami i nowymi wierzcholkami. Na zasadzie poprzednich
rozwazati powiemy: krawedzie ($cisle] méwige proste, na ktérych lezg
te krawedzie) wieloscianu m° sg sprzezone z krawedziami wielofeianu
/; gdy bowiem pewna krawedz wielodcianu /° lgczy dwa jego wierz-
cholki, wtedy prosta, przecigcia si¢ plaszezyzn zerowych tych wiers-
chotkéw, bedzie krawedzig sprzezong wielodeianu #z,.

Krawedzie przeto obydwéch. wielodciandéw sg z sobg sprzezone; --
oczywiscie dla jednego i tego samego ukiadu sil; z tej wiadciwodei wy-
nikajg nast. stosunki geometryczne pomigdzy temi wieloscianami:

1) kazdemu wierzcholkowi W wielodcianu /° odpowiada w wielo-
$cianie m° dciéle okredlona $ciana w; plaszezyzna bowiem tej sciany jest
plaszezyzng zerowg punktu W5 a krawedzie, ograniczajgce féciane w, sg
sprzezone z krawedziami, zblegajacemi sig w wierzchotku W. *

2) kazdej $cianie S wielodcianu /* odpowiada w wieloscianie #"
$ciéle okreélony wierzcholek s; jest to bowiem punkt zerowy $ciany .S;
a krawedzie, zbiegajace si¢ w weile s, sg spragzone z krawedziami ogra-
niczajacemi éciang S. — Dwa takie wielosciany nazwiemy sprzgzonymi.
Wyobrazmy sobie nastepnie dwa takie wielosciany zrzutowane na plasz-
czyzng prostopadla do wypadkowej R ukladu sil, na podstawie ktérego



