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zbudowali§my wielogcian sprzgzony m°% a otrzymamy dwie figury geo-
metryczne plaskie, zlozone z wierscholkéw i fgczacych te wierzcholki
krawedzi. Dwie te figury, ktére oznaczylismy literami /” i ' s w pew-
nym pokrewnym wzgledem siebie stosunku geometrycznym; a mianowicie:

1) kazdej krawedzi figury /' odpowiada krawedz rownolegla figury
m'; g9 one bowiem rzutami osi sprzezonych;

2) kazdemu wierzchotkowi figury /' odpowiada w figurze " wie-
lobok zamknigty, ktérego boki sg rownolegle do krawedzi, zbiegajacych
sig w tym wierzcholku;

3) kazdemu wielobokowi figury /’, bedacemu rzutem Sciany wie-
lo§cianu /° odpowiada wierzchokek flgury m', w ktérym zbiegajg sig kra—
wedzie réwnolegle do bokéw, tworzgcych rozpatrywany wielobok.

Warunki geometryczne, jakim odpowiadajg te dwie figury, sg te
same, jakim odpowiadadé powinien plan sil Cremon’y w stosunku do fi-
gury geometrycznej, przedstawm;q,ce; kratownicg (poréwn. kratownice
i plan sil Cremon’y).

Przestrzenne pochodzenie figur plaskich /' i »' pozwolilo Max-
well'owi odpowiedzieé na pytanie: dla jakich kratownic wykreslié mozna
plan Cremon'y? odpowiedZ ta brzmi: tylko dla tych kratownic mozna
wykreglié plan Cremon’y, ktérych figury geometryczne mogg byé uwa-
zane za rzuty wielo$cianéw przestrzennych. — Nieprzytaczam dowodzenia
tego twierdzenia, przytocze jednakze pobiezng uwage, %e staje sig to
twierdzenie bezpofrednio zrozumialem, gdy wezmiemy pod uwageg te
okolicznodéé, ze jezeli plan sit Cremon’y moze byé uwazany zawsze za
rzut wielodcianu (jest to bowiem sieé wielobokéw podwdjna i zamknigta),
to, przypuszczalnie, i figura kratownicy Ilgcznie z wektorami sit ze-
wnetrznych powinna by¢ rzutem wielodcianu. — A wige nie dla wszyst-
kich kratownic mozna wykresli¢ plan sit Cremon’y; ograniczenie to jed-
nakze zostalo usunigte przez twierdzenie: ze dla kazdej t. zw. staty-
stycznie wyznaczalnej kratownicy mozna wykreglié plan sil Cremon’y
po pewnem jej uzupelnieniu przez wyobrazalne prety. Dalsze zastoso-
wanie tych twierdzen nalezy do Statyki budowlane;j.

5. Srodek ciezkoéci bryl materjalnych.

71. Srodek sit réwnolegtych. Okazaliémy w § 45-tym sposobem
wykreélnym, ze uklad si} wzajemnie réwnoleglych posiada $cisle okre-
slong wypadkowg; obliczymy ja teraz analitycznie i wskazemy na pewne
jej wlasciwodei. Wesdmy w tym celu dwie sily, wzajemnie réwnolegle
P, i P, przylozone w punktach A4, i A4,, rys. 82-gi; sily te przecinaja
sig w jednym punkeie, nieskoriczenie odleglym, przeto wypadkowa tych
sit lezy w ich plaszczyznie; i poniewasz przechodzi ona przez punkt ich
przecigeia sig, musi byé przeto do nich réwnolegta; wartodd jej obli-
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czymy z réwnania algebraicznego: R = P, -} P,; w ktérem R oznacza
wartosé szukanej wypadkowej; polozenie zad jej wyznaczymy na zasa-
dzie, ze moment wypadkowej réwna
sig sumie momentéw sit skladowych.
W celu uproszezenia rachunku, prayj-
miemy biegun momentéw na przecigeiu
sig kierunku szukanej wypadkowej z
prosta, lgeczgeg punkty przylozenia da-
nych sil, biegun ten oznaczyliémy na
rys. 82-gi literg C i napiszemy réw-
nanie momentéw wzgledem niego:
— Py 7, sine 4 P, 7,8ina = 0;
Piti=Fry v s + 5 « (42
Z réwnania tego oraz z réwnania: Rys. 82.
v, vy = A; A, obliczymy odleglosei
vy 1 v, wyznaczajace polozenie punktu C; przez ktéry przechodzi wy-
padkowa /. Wartosei 7,i7,, jak wskazuje réw. 42-gie, sg niezalezne od
kata, pod jakim dzialajg sily wzgledem prostej, lgczacej ich punkty przy-
fozenia; z czego wynika, i% gdy zmieniaé bedziemy wspélny kierunek
sit 7 i P, w ten sposéb, #e sily pozostawaé beda wzajemnie réwno-
legle i co do swych wartosci niezmienione; to wypadkowa ich, wyzna-
czona dla kazdego nowego ich polozenia, bedzie zawsze przechodzila
przez punkt C; gdy wige wyznaczymy punkt C dla jakiegokolwiekbadZ
polozenia sil réwnoleglych P, i P,, natenczas przez ten punkt przecho-
dzi¢ bedzie ich wypadkowa przy wszelkich innych polozeniach. Punkt C,
przez ktéry przechodzg wypadkowa ukladéw sil, okredluny w powyzszy
sposéb, nazwiemy $rodkiem sif

: A1 A réwnoleglych. Srodek wige dwoch
e C.,,, Ca__:g_a_,_ 3 sil réwnoleglych lezy na prostej,
= < Ssieaas laczgcej punkty ich przylozenia,

P -\-Az .| . a polozenie jego daje sig wyzna-
1 czy¢ z rOwnania 42-giego. Do-

tychezas stwierdziliémy, iz dwie
pz, sily réwnolegle posiadajg Srodek,

I ‘P * . obecnie dowiedziemy, ze $rodek
Roa: 2 taki istnieje dla dowolnej ilogei sit
‘R réwnoleglych. W tym celu obierz-

1,2, I .
my w przestrzeni trzy sily 2Py,
Rys." 83, P, i P, wzajemnie réwnolegle

i przylozone w punktach A,, 4,, A,
-rys. 83-ci, i wyznaczmy mnajpierw $rodek sit P, i P,; oznaczywszy go
przez Ci,,, przeprowadimy przez niego wypadkows: f2y,,= P, /£ i szu-
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kajmy nastepnie $rodka sit /Ry, i F;; §rodek ten lezy na prostej Ci,, 4,
oznaczylismy go litery C,4,,; przez ten punkt przechodzi zatem wypad-
kowa: Ry = 1° - Py |- P,. Postgpujac w ten sposdb, znajdziemy sro-
dek dowolnej ilosei sit réwnoleghych; kt6éry oznaczad bedziemy litery C
$rodek ten bedzie posiadal te same wlasciwosci, jakie posiadan $rodek
dwdeh sil, t. j. gdy bedziemy obracali sity réwnolegle okolo punktdéw
ich prayloﬂema w ten sposéb, azeby w kazdem polozeniu pozostawaly
wzajemnie réwnologlmm i co do wartosei réwnemi; natenczas wypad-
kowe ich bedg przechodzily przez jeden i ten sam punkt C. Polozenie -
punktu C, t. j. polozenie drodka sil réwnoleglych, zalezy od polozenia
ich punktéw przylozenia i od wartodei i zwrotu sil, lecz nie zaleiy od
ich wspolnego kierunku.

Wyznaczenie polozenia grodka sit réwnoleglych moze bydé wyko-
nane sposobem wyzej wylozonym, polegajgeym na kolejnem znajdowa-
nin $rodkéw; lub tez sposobem analitycznym, ktéry obecnie podamy.

72. Wyznaczenie analityczne $rodka sif réwnolegtych. W celu wy-
znaczenia Srodka sil réwnoleglych drogg analityczng, zastosujemy uklad
spotrzednych prostokgtnych wx, y, #, i oznaczymy przez x¢, i i £, spol-
rzedne punktu przylozenia sity £, zas przez x,, ¥, i 2, spblrzedne érodka
tych sil.. W kazdem polozeniu danego ukladu sit rownoleglych zachodzi
réwnanie: "R =2X/P%, z ktérego obliczymy wartodé wypadkowej; réwnanie
za$ momentéw wyznaczy jej polozenie w przestrzeni. W celu zesta-
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Rys, 84, Rys. 85,

wienia réwnafi momentéw nadajmy sitom danym kierunek réwnolegly,
np. do osi «, i zestawmy dla tego ich polozenia réwnanie momentéw
wzglgdem osi np. s Rys. 84-ty przedstawia plaszezyzng (x, y) na ktérg
zrzutowane sg dane sity; of 2z wyobrazimy sobie w punkecie O prosto-
padle do rysunku; — réwnanie zatem momentéw napiszemy:
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L (LPe.yx) = R.y,; skad
. p (P;,yk) 4
ys_ EPk . . . - s » M . . . . . (43)
Obréémy nastepnie, rys. 85-ty, sily dane réwnolegle do osi y, to
z réwnania ich momentéw wzgledem tejze osi 2, otrzymamy wzér:
et 2 (IJﬁ-. {?6;;)
xg__i‘.}—_’;“"»--.......(-’ltl)
WyobraZzmy sobie wreszcie, ze sily skierowane sg réwnolegle do
osi y, a plaszezyzna (z, y) lezy na plaszczyZnie naszego rysunku, rys. 86-ty,
‘to otrzymamy z réwnania momentu wzgledem osi x spéirzedna
s.:z(—g;f—‘)_. IO (45)
7 powyzszych trzech réwnan obliczymy spéirzedne drodka sil réwno-
leglych. Gdy sily leza w jednej plaszczyZnie, wtedy dwa pierwsze réw-
nania wystarczajag do wyzna-
czenia ich ¢rodka; postepujac |~
w ten sposéb moglibyémy obli-
czy¢ jeszeze trzy réwnania mo- E:.

mentéw; ktére jednakze bylyby il
powtoérzeniem juz obliczonych; R

co potwierdzi, ze uklad sit réw-
noleglych posiada jeden tylko 12
grodek. . =

B
73, Srodek cigzkosci. Po- T z4 |
Z
43

jecie srodka sil réwnoleglych
ma bezposrednie zastosowanie .
do przypadku, w ktérym pewna . b
ilo§é punktéw  materjalnych, Rys. 86.

sztywno =z sobg zwigzanych,

poddang jest dzialaniu ciazenia; otrzymamy bowiem wtedy sily pionowe,
ktére posiadajg wypadkowsa sile, nazwang cigzarem danego ukladu ma-
teryalnego, a warto$é jej i polozenie wyznaczymy za pomocg poprzed-
nich réwnan. : -

Lecz sily cigzenia pnie zmieniajg swego kierunku w przestrzeni,
zmieniad sip moze tylko polozenie b yly. Azeby zdaé sobie spravg ze
stosunku, w jakim znajduja si¢ sly wzgledem bryly, gdy zmienia ona
swe polozenia w przestrzen’, obierzmy trzy osi prostokgtne i przyjmijmy,
iz sg one sztywno polgczone z dang bryla i nastgpnie zmieniajmy polo-
zenie ukladu w przestrzeni wraz z osiami; kierunek sit cigzenia bedzie
wtedy przyjmowal rézne polozenia wzgledem osi; lecz te same polozenia
sit wzgledem tych osi otrzymad mozemy, unieruchomiajac w przestrzeni
osi wraz z brylg, zmieniajac natomiast wspélny kierunek sil; a wige sila
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cigzenia, jako wypadkowa sit ré6wnoleglych, we wszystkich polozeniach
ukladu bedzie przechodzila przez jeden punkt sztywno zwigzany z bryly;
punkt ten nazwano $rodkiem ciezkosci danego ukfadu punktéw mate-
ryalnych; lub—bryfy materjalne;j. '

7 togo wynika, ze (o samo polozenie sil cigzenia wzgledem osi,
jakie otrzymujemy, zmieniajgc polozenie bryly w przestrzeni, otrzymamy
réwniez, gdy sily zmieniad beda swéj kierunek, a uklad bedzie pozosta-
wal w spoczynku. Do obliczenia wige spélrzednych droika cigzkosei
mozemy bezposrednio zastosowad wzory 43, 441 4b. Lub tez, odnidslszy
dany uklad do osi spélrzgdnych, mozemy kolejno nadawac silom cigze-
nia rézne kierunki, jakie§my to eczynili z sitami réwnoleglemi; i w ten
sposéb zestawimy wyzZej wyprowadzone réwnania. Chociaz obraz fi-
zyczny obracania sil cigzko$ei jest niezgodny z rzeczywistoseig, gdys
sily te pozostajg zaw-ze pionowemi, jednakze na wyznaczenie polozenia
drodka cigzkoéei ta niezgolno$é nie wplywa i do tego celu mozemy po-
silkowaé sig przedstawionym obrazsm pomocniczym.

Z okreflenia polozenia $rodka cigzkodei wynika nastepujaca jego
wladciwodd statyczna: jezeli przylozymy "do niego sile, réwng sile cig-
zenia, lecz ze zwrotem jej przeciwnym, to sila ta jest w réwnowadze
z silami cigzenia; co sig ujawni w ten spuséb, ze uklad podparty w Srodku
cipzkodei, pozostawad bedzie w spuezynku we wszystkich polozeniach;
i odwrotnie: gdy sita, przylozona do ukiadu, utrzymuje go w spoczynku,
wtedy na jej kierunku znajduje sig Srodek cigzkosci; — ta wladciwosd
pozwala wyzoaczyé érodek cigzkodci danej bryly sposobem do$wiad-
czalnym.

Zastosowanie tych twierdzeri do pojgcia Srodka cigzkodei o tylo
jest sluszne, o ile sily cigzenia przyjmiemy za réwnolegle.

74. Obliczenie srodka cigikos$ci dwéch punktéw materyalnych, Na
zasadzie postawionych okredlefi $rodka cigzkodei mozemy go obliczyd
sposobem analitycznym w spélrzgdnych prostokgtnych ). W tym celu
mozna bezposrednio korzystadé ze wzoréw wyzej wyprowadzonych, lub
tez ze sposobu obracania sit i obliczania momentéw, jaki stosowali$my

przy wyprowadzaniu odpowiednich wzoréw; z tego tez sposobu bedziemy
nadal korzystali.

Przyktad. Dane sg dwa punkty meteryalne, sztywno ze sobg zwig-
zane, ktérych cigtary sa O, i O,, rys. 8T-my, wyznaczyé ich érodek
cigzkosdei nieuwzgledniajac cigzaru preta ich lgczgdego. Przyklad ten
prosty przytaczamy w celu uwidoczonienia metody postepowania. Ponie-

")y Wektorowe okreslenie puloZenia $rodka masy podane jest w wyd, 1-szem
W § 158-ym. :
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waz polozenie $rodka sil réwnoleglych nie zaleiy od wspdélnego kierunku
sil, umieszczamy zatem, w celu uproszczenia rachunku, dany uklad
w plaszezyZnie spélrzednych w ten sposéb, ze prosta, laczaca dane pun-
kty, jest réwnolegly do osi x, rys. 88-my,i piszemy wtedy r6wnania nast:
O+ Oy= 0%, = Ql_fﬂf_’_, g = O+ Qa-)’n_
9 Q
Pierwsze z tych réwnan jest sumg A
sit; drugie i trzecie otrzymamy z ré- J L _{ e
wnania momentéw wzgledem O; gdy Ai"‘ *'Az
wyobrazimy sobie sily rdwnole-
glemi do osi y. Ostatnie z tych X
trzech réwnan przeksztalcimy, wpro- f—X g —= Y
wadziwszy y. = ¥, a wigo ‘ Q Ql
y.?:yl(gl _l_ 9y) =y, ’ ! Q
Qo
Z tych réwnad wynika, ze §ro- )
dek cigzkosci danego ukladu lezy Rys. 87, _
na prostej, Ygczacej dwa dane punkty i znajduje sip w odleglosei:

Xg = Q-2 —ZQB % ol poozgtku ukladu. Jezeli zechcemy obliczy¢ od-

X, —-

i

leglugd rodka ciezkodei od jednego z danych punktéw, to obierzmy ta-
kio polozenie ukladu, azeby jeden z danych punktéw lezal w poczgtku

spbirzednych; wtedy podstawimy: x, = 0, x, =/, i otrzymamy x; ==L

Q9
Jezeli bedzie O, = O to O =20,; a .-.:%J; t. j. Srodek cigzkodei
y lezy w danym poszczeg6lnym

przypadku w $rodku odleglodci

tych punktéw. —
{ ) _ 75. Srodek cigzkosci linii
-' materjalnych. Przyktad. Wyzna-

czyé $rodek cigzkofei preta ma-
. ' L ' | r| 1] l Ll & teryalnego o dlugodci Z. Prazyj-
O i | ! mijmy, i% cigzar czastki dlugosci
.4 & - tego preta jest proporcjonalny

| do jej dilugodei; warunek ten

Rys. 88. wyrazi sip wzoru dQ = p,. dx

gdzie dQ jest cigzar cazgstki preta o dlugosei dx; po za$ spélezynnik pro-
porcjonalnogei. Spélezynnik ten mozemy réwniez przedstawié w postaci:

dQ*

Po = e ; a w, tem przedstawieniu uwazany byd moze jako cigzar preta
X :

Mechanlka T. I. - 8.
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na jednostke diugodci. Jezeli podzielimy dany pret na mate czastki
i uwazaé je bedziemy jako punkty materyalne, {o otrzymamy: v, =
= E(dQ'-fE)—zz (P 2 2) ; znak ¥ zastgpimy calky, a 'wig.'c -

Xd0O L (p,dx)

miast: X (p,.dv.x) na]}iszemyfﬁ“.ci\: vy jak réwniez zamiast X, . dx

napiszemy fpt,.a'.\:; i otrzymamy:

Joo

Metoda powyzsza wyz acza-

t nia §rodka cigzkosei moze byd
i AL réwniez za-tosowargy, g'y cie-
0 ,mmﬂﬂmw |1,,?.t|'| | 2 zar na jednostke dlugosei preta

x nie jest staltym t. j. gdy stosu-

: =%I i ' i n¢k: %Q:mniennaj:ﬁ. Prayj-
e : X

Q mijmy np. ze: p = kv; gdzie £

Rys. 89. oznacza prwien staly spdlezyn-

nik, Wzér p = kx wskazuje, iz
cigzar na jednostke diugosei wzrasta z odleglodeig od 0; dla takiego preta

otrzymamy:
Y [
Jd;\:.;\:.x f a*, dvy
o o

Xy=— =2 =
fx dx [ X, dx
' bl |

& j. Srodek cigzkodei tego preta, w poréwnaniu ze Srodkiem z poprzed-
niego przyktadu, przybliza sig do cigzszego konca preta.

00| | eo |

Oilgmr preta, dla ktérego zach dzi stosunek: %‘Q- = kx, mozemy
v

przedstawic¢ geometrycznie w ten sposéb, ze wartodei: p = kv odlozymy

na prostopadlych, wystawionych z odnodnych punktéw preta, otrzymamy

wtedy tréjkat, ktory przedstawia geometrycznie cigzar belki, rys. 89-ty.

Cigzar preta moze byé wyrazony wogdle przez p=f (x); a podany
sposéb obliczania jego érodka cigzkoséei w niczem sig nie zmieni.

= Zadanie. Cigzar preta jest roztozony wzdiuz preta wten sposéb, ze
' 3

e = hx? ‘wymhacza jego srodek cigzkodei. Odpowieds x, = Z i
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Przyktad, Obliczyé §érodek cigzkosei linii lamanej, przedstawionej
na rys. 90-tym. Linig te przedstawmy sobie, zlozong z pretéw mate-
vyalnych. . Wyznaczenie polozenia grodka cigzkodei takiej figury mozna
wykonad podlug ogélnych metod; mozna jednakze zastosowad pewne
uproszczenia rachunkowe, ktére wynikajg z charakteru danego zadanis;
(co zreszty we wszysikich zadaniach nalezy uwzglgdniad), Posiadamy

Y

0

Rys. 90.

zutem w danem zadaniu lini¢ materjalng ABCD, zlozouna z oddzielnych
pre 6w 1, II, i III; oznaczmy cigzar jednostki dlugosei kazdego z pretéw
przez py, p, i py; a otraymamy spéirzedng srodka cigzkodei calej linii:

D
dl.x
x z‘[‘é_’;"—_—-
’ f“p.dt
4

dodajniki tych sum, na zasadzie ich rozdzielnoseci, ugrupujemy w nastg-
pujacy sposéb: ‘
B c D -
[t + [ ondh) + [ty )
A B (&

b )

’ fjpl dl, -+ f;pg-dla 1 fﬁm-aﬂs

we wzorze tym aly, dh, dl, oznaczaja czgstki dlugosei odnosnych pretow.
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Poniewas:

[#. P | de=0s {3 at,=04

oraz:

jﬁl Al x=0 ff’z Bl x=0y% JPu cdly . x= 0y 085

gdzie, x,, ¥, «x, oznaczajg rzgdne Srodkéw cigzkodei cddzielnych pretow,
przeto, po podstawieniu tych wartosci we wzér dla x; otrzymamy:

. _Qﬁ!_ﬂﬂxﬂ+gﬂ'rs. N C)

M = : S8 Y
i O+ 0+ 05

W tenie sposéb [obliczymy yg; obréciwszy sily O réwnolegle do
osi x.

Uproszczenie, z ktérego korzystaliéwy w lym razie, wypowiemy
w spes6b mastepujacy: Srodek ciezkosci ukfadu punktéw materyainych
jest érodkiem cigzkosci wszystkich czgsci, na jakie roztozymy dany uktfad.
Jasrem jest, 2e to {wierdzenie jest bezpofrednim wynikiem rozdzielno-
€ei i lgcznodei dodajnikéw. W danym wige przypadku szukamy naj-
piertw $rodkdéw cigzkodei kazdego z pr¢téw, przyczepiamy nastepnie do
nich cigzary tych pretéw i szukamy ich wspdélnego érodka cigzkosci.

Postepowanie takie stosowad bgdziemy szczegélniej do przypad-
kéw, gdy dany ukiad materyalny mozna podzielié na takie czgdei, ktd-
rych cigzary i drodki sy znane, Przez takie post¢powanie znakomicie
nieraz uprofcimy wyznaczenie $rodka cigezkodei zlozonej figury, W po-
wyzszym przykladzie p,, g, 1 py preyjelismy jako stale wartodei dla kazde-
go z pretow, drodki wige ich oigzkodei lezg w polowie ich dlugodei.
Jezeli za§ p,,p, i py bylyby zmienne dla kazdego preta z osobna, to wy-
znaczyliby$my w odpowiedni sposéb, najpierw polozenia drodkéw cigz-
kosci kazdego z pretéw i nastepnie érodek calego ukiadu. '

Przykfad. Dany jest tréjkat, zlotony z pretéw materyalnych, kté-
rych cigzar na jednostkg dlugoéei jest staly; — wyznaczyd jego drodek
cigzkofei. W danym razie przyczepiamy sily cigzkodei kazdego z bo-
kéw w ich drodkach i szukamy érodka cigzkodei trzech sil,

Azeby to wykonad, umieszczamy tréjkat ABC podstawyg na osi
spélrz¢dnych, a jeden z wierzcholkéw w ich poczgtku i napiszemy:

Or=hpy Ou=hpy Oy=Ihpy

0=0+ Ot v, = Lot Duta £ Ouo%y

B

Obrécimy nastepnie sily Q réwn-olegla do osi xi obliczymy y,.
Przyklad, . Obliczyé érodek cigzkodci tuku kota o promieniu » i kg-
cie srodkowym 2a. Przyjmiemy, ze cigzar luku ra jednosike jego dlu-
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godei jest staly, t. j. oznaczajgc przez s dlugosd luku i przez O jego

v 2 . d
cigzar, warunek ten wyrazimy réwnaniem dQ = Pi-
s

W celu obliczenia spélrzednych ¢rodka cigzkodei tego luku umie-
$eimy $rodek kola w poezgtku spéhrzgdnych i cigeiwe 4B danego luku
umiedcimy réwnolegle do osi x-6w, rys. 91-szy. Ciezary czastek luku sa
dQ = p, - ds; rébwnanie momentéw wzgledem poczgtku ukladu:

+o
8.0%. 8, = | ds.p,. %
-
ZWALYWSZy, %6 ds = r.ds; x=r.sinc, otrzymamy x, = 0; wypadkowa
zatem przechodzi przez dwusieczng kata $rodkowego danego luku; co
zreszty wynika z symetrycznosei tuku; t. j. z symetrycznoéci momentéw
czgstek tuku po lewej i po prawej stronie osi y.
Obréémy nastgpnie sily cipzkodei réwnolegle do osi x-6w, a obli-
czymy 9. z nastgpujgcego réwnania momentéw: '
o +a
Vs-S.po== | ds.py.y; a poskréceniu przez py; ys.s = | ds.y.
—0 — O

7 rysunku odczytamy:
ds=v.ds; y=v.cosc; a po przedstawieniu

+a
e s:r"f cos 6. ds=7%.2 sin a;

—&
podstawiwszy s =2 » a; otrzymamy:
sin o

Fi=t% T e e p wa v (D)

P e
'._,-ll'\:""! J -:{,i’

P

,

Rys. 91. _
W szezegélnym przypadku dla polowy obwodu kola podstawimy 2a=r
i otrzymamy: :

——21: ; dla calego kola 2a=2=; y, =0. . . . (48)

Ygi—
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76. Srodek ciezkosci pél. Gdy podzielimy dane pole na czgstki,
wtedy ciezar kazdej czgstki moze byé wogéle zmiennym. O0ZNacaywszy
przez d0 cigsar czgstki, wielkosé za$ jej -pola przez I, a stosunek
Y
dF
nych miejscach pola, zaleznie od jego fizycznej budowy. Przyjmiemy, Ze
dQ
— 5
do wielkodci tegoz pola; wskutek tego zamiast cigzaréw czgstek wpro-
wadziéd mozemy do rachunku wielkosei pél; a wynik rachunku, majjce-
go na celu wyznaczenie $rodka cigzkosei, pozostanie niezmieniony; zro-
hiwszy takie zalozenie, méwimy zwykle o momencie statycznym pola,

Przyktad. Wyznaczyé Srodek cigzkosei pola tréjkata.

Postgpowad bedziemy metodycznie i w tym celu stawiamy dany
tr6jkat podstawg na of x-6w, rys. 92-gi; obieramy of y prostopadle do
niej i oznaczamy wielkodé podstawy przez a, wysoko$é zas przez A.
Dzielimy nastepnie pole tréjkata na pasy réwnoleglte do osi x-6w; wicl-
ko§é pola kazdego z tych paséw bedzie rowna x.dy; gdzie x oznacza

dlugosé pasa; dy zad jego
ah ) ’ wysokosd; cigzar takiego

pasa: dQ = x.dy.k,.

5 Przyjmijmy, iz silty
\ : dziatajg ré6wnolegle do osi
ho x-6w i napiszmy réwna-
dQ nia momentéw, wzglpdem
EP £ s e 5, 4O poczgtku spélrzednych,
: | ? Y, i otrzymamy:

Loy, [do—[ dQy; possta-

wiajac w nie dQ=d[F k=
= x.dy . ky; a po skr6ce-
niu przez £k, otrzymamy

fx. dyy=y, j x.dy; i po przeksztalceniu:

t h
fx-j}-dj}= s £

0

przez k; wtedy k moze byd zmienng lub staly wielkoscig w ré2-

= k, = stalej, czyli cigzar kazdej czastki pola jest proporcyonalny

Rys, 92.

gdzie F oznacza witlalkoéé pola daneéo tréjkata. Azeby scalkowad, wy-
razimy geometryczne wladciwodci tréjkata wzorem:

x __ h—y - a

?—T; skad x:’_},— . (B—9);

po podstawieniu tej wartodei w catke, otrzymamy:
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h
I —2— . (h—) .y.dy = } ¥ . @.k; apo rozwigzaniu nawias

f‘ % y.dy — f y dy = { 95 .a.klubinaczej

(1]

_y dy — —f yi.dy = ; Y5 . a.h; calkujemy iskracamy przez a
2 3
% e -};l— % = L ¥, . h; skad wreszcie

= ':“’ k.

Zatem drodek cigzko$ci tréjkata lezy na prostej, réwnolegiej do
jednej ze stron tegoz tréjkata w odlegloéci réwnej § jego wysokodcei.
Poniewaz to samo rozumowanie zastosowaé mozemy do kazdego z po-
zostalych bokéw, przeto wyznaczymy srodek cigzkodei tréjkata, prze-
prowadziwszy dwie takie réwnolegle; punkt ich przecigcia sig bedzie
szukanym $rodkiem. Wiadomem jest réwniez z plamimetrji, z%e ten
punkt jest przecigciem sie trzech prostych, przepolawiajaeych strony
tréjkata; mozemy wige réwniez z tego skorzystaé w celu wyznaczenia
srodka cigzkodei.

Przyktad. Wyznaczy¢ $rodek cigzkodei pola, ograniczonego para-
bolg i spéirzgdnemi @ i b rys. 93-ci,
Réwnanie paraboli: y* = 2 pv; zastagpmy parament p przez granice
pola @ i b; w tym celu podstawiamy w nie x = @, ¥ = b, i otrzymu-
. 2 ‘
jemy 62=2 p.a; skad: 2 p= b—;
a
po podstawieniu tej wartodci, réwnanie paraboli bedzie nastepujace:
3 b?
Y = = e
a

Podzielmy nastgpnie pole paraboli na pasy, réwnolegle do osi y; pole ta-

kiego pasa dF=2.dx; a réwnanie momentdw: fa_y.dx.xz:\;s fa ydx;
0 0

z r6wnania paraboli mamy: x = ~:—2y3; skad po zrézniczkowaniu dx =

= 2 -6—2 y.dy;, apo podstawwmu w powy#szg calkg, otrzymamy réwnanie
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b a a b a
f y.2.b—2y.dyﬁ—gy2:xsf y.2.~6—2~y.dy; skad
0 0

1/ )
}?5 fb ydy = g ija-dy; a po scalkowaniu:
¢ 0

5 2
9.2 = % %; skad wreszeie

5 b

. 3
e = ?ﬂ.

Dzielgc w tenze spo-
Y s6b pole paraboli na pasy
rownolegle do osi x-6w
i biorge réwnanie momen-
téw, otrzymamy z niego:

- mi. Jednym wazniejszym
i : yda % tych sposobéw jest roz-
x dzielenie danej figury na
\ takie oddzielne figury,
ktérych polozenia $rod-
kéw cigzkodei sy znane,
lub sg latwe do wyznaczenia; o czem moéwilismy juz w § T5-tym; wtedy
bowiem przylozymy w tych $rodkach cigzary tych figur i bedziemy szu-
kali wspélnego ich $rodka cigzkodei.

Do wyznaczenia np. frodka cigzkoéei tréjkata rozdzielamy go na
pasy réwnolegle do jednego z bokéw, pasy te uwazaé mozemy za prety
materyalne, ktérych $rodki cigzkosei lezg w polowie ich dlugosei. Srodki
za$ cigzkosci tych paséw lezg na prostej, polowigcej podstawe tréjkata;
srodek zatem cigzkosci wszystkich paséw lezy na prostej wychodzgcej
z wierzcholka i polowigcej przeciwlegly bok; to samo rozumowanie
zastosujemy do innego boku i otrzymamy wynik, poprzednio wyprowa-
dzony droga analityczng.

Przykfad, Wyznaczyd $rodek cipzkodei pola czworoboku ABCD.
W tym celu dzielimy go przekatniag AC na dwa tréjkaly i wyznaczamy
ich $rodki cigzkodei S'i S”; w tych punktach przyczepiamy ich cigzary,

Ys=10b
y 1t Te ogdlne sposoby wy-
-0 znaczania §rodka ciezkodei
*. : mogg byd czgsto, w celu
Ys J ulatwienia rachunku, za-
0 | o stapione innymi sposoba-

R ys. 93,
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rys. 94-ty, a wtedy érodek tych cigzaréw jest $rodkiem ciezkosei calego
czworoboku; srodek ten lezy zatem na prostej, lgczgcej punkty S'i.S”,
i moze bydé wyznaczony za pomocg réwnai momentéw; lub tez mozna
tego unikngé, rozdzieliwszy czworobok przekatnig na dwa inne tréjkaty
i wyznaczywszy ich
srodki S; 1 S,, prze-
cigcie sig prostej S'.S"”
z prosta S, .S, wyzna-
cza polozenie szuka-
nego $rodka,

Przyktad. Wy-
znaczyé Srodek cigz-
kosci pola réwnole-
globoku, stosujac spo-
s6b powyzszy. Za-
uwazymy, %e w da-
nym razie, rys. E}?‘ty
frodki S, S, 1 &, S”
lezg na przekatniach
danego rdéwnoleglo-
boku;—grodek zatem
jego cipzkosei lezy
na przecigeiu sig prze-
katni,

Przykfad. Wy-
znaczyd Srodek cigz-
kodei pola trapezu.

Rozdzielimy po-
le trapezu na pasy,
réwnolegle do pod-
stawy, érodkiich lezg
‘ na prostej NM, rys.

Rys. 95. ~ 96-y, polowigcej boki
réwnolegle trapezu, i na tej prostej lezy srodek ich wypadkowej, t. j.
. $rodek trapezu. Nastepnie gdy rozdzielimy trapez na dwa tréjkaty ACD
i ADB, wtedy na prostej S,S,, laczacej érodki ich cigzkosci, lezy szu-
kamy $rodek; w punkeie wige przecigeia sig tych prostych lezy szukany
drodek. -

Przyktad. Wyznaczyd $rodek cigzkosci figury, przedstawionej na
rys. 97-mym. :

A
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1) Sposéb za pomocy sumy momentéw, Rozkladamy dang figure
na prostokaty ; 4BCG oraz DEFG; — moment ich wzgleden bieguna 4;

‘1 %‘—}—FE?QZI':\:S:
a po podstawieniu wielkogei p6l:

-da=3a’~g skad:

W, tenze sposéb znajdzie-
my ys= i a.

2) Sposbb za pomocy roz-
nicy momentéw. Dangfig., rys.
Rys. 96. 98-my, przedstawimy jako rd#-
nice dwéch kwadratéw ABHIEF

—CHED, ktérychpola

2

Fi=a% F_z—-———i—; a gatem: FF=1ia?
Moment wzglgdem A4:

Frg“ — I, 4a= Fxg, po podstawieniu wielkos$ei pél

/ ¥y = f; a.

W tenze sposéb wyznaczymy y,. °

3) Sposéb wykreslny. Rozlézmy dang figurg na prostokaty ABCG
i DEFG i wykre$lmy prostg .S,S,, lacageq ich $rodki cigzkodei; naste-
pnie rozlézmy ja na prostokaty BCDRi KEFA iwyznaczmy prostg .S'S".
Punkt przecigcia sig tych prostych jest srodkiem cigzkodei; rys. 99-ty.

Przykfad. Obliczyé drodek clgzkoécl figury za.kreskowane], przed-
stawionej na rys. 100-nym,

W tym celu przyjmiemy te figurg jako réznice dwéch kol Fi=nR%;
oraz /= nr% a zatem: F'=m (R*—#?. Réwnanie momentéw wzgle-

dem Srodka cigzkosci, gdy przez xs oznaczymy odleglo$é jego od O,
jest nastepujgce:

r'.!
— Fixs——f(g-—' S)=0; Bk@d: X = ——-B-}—Ez—_—‘-;.;—.
Ze wzoru tego wynika, ze x; nalezy odcigé na lewg strong punktu 0.
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Przyktad. Obliczyé érodek cigzkodei wycinka kola, ktérego kat
srodkowy=2a, rys. 101-szy. Rozdzielmy dany wycinek na tréjkaty nie-
skoniczenie male i szukajmy ich Srodkéw cigzkodei. Geometrycznem ich

a

i

N Cis E&/‘/!
. [
/'/ N |

\

i,
N
I
. i
/' N
v N,
x-.———xj——-— F
Fy
\E
Rys. 98.

miejscem jest tuk, zakreslony promieniem 5—':3 . Wyobrazmy sobie,
ze w tych punktach przylozone sg sity proporcyonalne do p6l dF ka-
2dego wycinka, w ten sposéb zadanie sprowadzi sig do wyznaczenia
$rodka cigzkodei tuku, ktérego promieni: »' =12, i ktérego ciezar czast-

B
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r T e NS,
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sin o
ki=—dF. Srodek ten wyznaczymy ze znanych juz wzoréw ys = »’ T
a po podstawieniu wartodei #/, otrzymamy:
sin o
ysz‘%?‘ " o T T T S S T T S {49)

Zadanie. Obliczyé Srodek cigzkodei péikola.
Podstawiwszy w poprzedni wzér 2o =m; otrzymamy

Yy =4 —— 00,424 7.
T

Przykfad. Obliczydé $rodek fﬂgzk[oscl odminka kola. Rozkladamy
dany odecinek, rys. 102-gi, na ;vycmek i na tréjkat i oznaczamy przez
F, pole wyecinka; przez y, odleglosé jego $rodka cigzkodei .od $rodka

Ic
7

Rys. 102,
kola; przez F, pole tréjkata OAB; przez y, odleglosd jego $rodka cig-
kodei od $rodka kola; przez /" i y pole odcinka i szukang odlegloéd je-
go Srodka od Srodka kola. Momenty tych pél wzgledem $rodka kola
wyraza nastgpujace réwnanie:
Fiy,— Fyyy = Fyg;

w ktére podstawimy:

Fi=420r=ar’, I, =}{ AB. OD =127 sina.r cosx = #* sin a cos o;

sin o L
Yy=3ir 3 ¥ = 37 cos g; i otrzymamy:
; sino .
or?ir —— —r’sinacosajr cos o =Fys; skad:
o

Fys =37 (sina —sina. cos?a) =F#¥sin a (1 — cos?a); inaczej:
I'ys = g r®gine; wreszcie:
z 7% gin® o

Vs =3 F

—~
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77. Wyznaczenie $rodka cigzkosci sposobem doswiadczalnym. Na-
lezy w tym celu zawiesié dang bryle materyalng na gigtkiej nici; bryta
pozostaje wtedy pod dzialaniem dwdch sil; pod dzialaniem sily cigzko-
sei i naprezenia nici. Dwie sily sg w réwnowadze, jezeli kierunki ich
lezg na jednej prostej, bezwzgledne ich wielkodei s3 wzajemnie réwne
i zwroty przeciwne; — zatem na kierunku nici lety $rodek cipzkodci; —
powtérzmy to doswiadezenie, prayczepiajge nié do innego punktu bryty,
a otrzymamy $rodek ciezkodei w punkeie przecigeia sig tych kierunkdw.

78. Srodek cigzkosci bryl materyalnych. Kazda bryle materyalng
mozemy podzielié na nieskodczong ilo§é matych czgstek; kazla taka
czgstlea. gly bryle poddimy sil» cigzenia, przedsta-
wia sile skierowang pionowo ku dolowi, otrzymuje-
my w ten sposéb ukiad nieskoriczenie wielu nie-
skoficzenie malych sil réwnoleglych. Do wyznacze-
nia ich §rodka stosowad mozemy wzory 42, 43, 44,
zastgpujge znak sumy znakiem calki,

Cigzar nieskoficzeie malej czastki oznaczamy

d
przoz d0O, objetosd jej przez dV/, stosunek EQI; przez

k a wigc:%%:é. Wartodé & wogéble moze byd

Rys. 103.

zmienng dla réznych punktéw tej samsj bryly; ma-
tematycznie wyrazimy te zmiennosé przez rdwnanie: 2= f(x, ¥, 2),
w ktérem x, y, = 83 spélrzgdnemi punktéw bryly.

W szczegblnym przypadku, gdy z=stalej, spélczynnik ten jest
cipzarem wiadciwym danej bryly. Bryle taka, dla kiérej k= stalej, na-
zwiemy jednostajnie cigzka lub jednolita. W celu wyznaczenia Srodka
cigzkodei bryl jednostajnie cigzkich mozna do rachunku wprowadazid
objetosei czgstek zamiast ich cigzaréw, sa one bowiem do nich: propor-
cyonalne.

W nastgpnyeh przyktadach prayjets, iz bryly dans s jednolite,

a wigc przyjeto, ze %: k,=statej dla kazdego punktu. Sposoby, ktére

stosowad bpdziemy do obliczenia §rodka cigzkosei bryt s3 te same, kto-
resmy stosowali do ukltadéw plaskich. - : -
Przyklad. Wyznaczyd érodek cipzkodei graniastostupa ukosnego;
rys. 108-ci. W tym celu podzielimy dany graniastostup plaszczyznami
ré6wnolegltemi do podstaw w odstgpach dowolnie matych; a otrzymamy
wtedy caly szereg warstw o jednostajnej cigzkosei; w grodku cigzkosci
kazdej warstwy wyobrazmy sobie przyczepiong silp proporcyonalng do
wielkodei przekroju, do ktérego ciezar warstwy jest proporoyonalny
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geometrycznem miejscem tych srodkéw jest prosta, lgczgea Srodki cigy-
kodci obydwéch podstaw. Azeby wyznaczyé polozenie jej Srodka cigs-
kodci, przyczepmy we wszystkich punktach sily, proporcjonalne do prue-
krojow. Srodek cigzkodei tych sil bedzie drodkiem cigzkodei graniasto-
stupa i lezed on bedzie w polowie dlugodei odeinka, Iyezgcego srodki
cigskodei obydwoch podstaw. -

Przyklad. Wyznaczy¢ srodek cigzkodei ostrostupa. Ostrostup dany
dzielimy w odstgpach réwnych plaszezyznami, réwnoleglemi do pod-
stawy, na warstwy, dowolnie cienkie; podstawy tych warstw sg geo-
metrycznie podobne, a wige wielkodei ich pél sa proporcyonalne do kwa-
dratéw odleglogei od wierzcholka. Geometrygzme miejsce srodkdéw cipz-
koéei tych warstw lezg na prostej, laczycej wierzcholek ze Srodkiem
ciezkodei podstawy; zatem $rodek cigzkosei tych warstw jest srodkiem
cigzkoscei ostrostupa. W celu jego wyznaczenia przyczepiamy do punktow
tej prostej sily proporcyonalne do cigzardw odnosnych warstw; cigzary
te, wobec réwnodei odstepé6w pomiedzy podstawami, sy proporcjonalne
do wielkoséci pél podstaw t.j. sg proporcjonalne do kwadratéw odleglosei
od wierzchotka; a zatem zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia drodka
cigzkodei preta, ktérego cigzar rosnie w stosunku do drugich poteg od-
legtosei od wierzchotka ostrostupa. Zadanie to podane jest w § Tb-tym;
a szukany Srodek znaJdu]b sig w odlegtosei | dlugosei od wierzcholka
ostrostupa; lub tez w } dlugodei od podstawy.

Obliczenia Srodka cigzkosei graniastostupa i ostroslupa, mozna sto-
sowad do walcé6w z réwnoleglemi podstawamiido stozkéw z dowolnemi
podstawami.

79. Srodek cigzkosci powierzchni bryt. Graniastosfup. Srodek Cies-
kodei powierzchni scian (bez pedstaw) graniastostupa znajdziemy, wy-
znaczywszy Srodki cigzkodei kazdej deiany i przyeczepiajge w tych Srod-
kach sily proporcjonalne do wielkosci pél tych deian. Srodek cigzkodei
tych sit bedzie srodkiem cigzkosci powierzchni ostrostupa.

* . Sciany graniastostupa sg réwnolegloboki, zatem ¢rodki ich ciez-
kodci lezg w polowie wspélnej wysokosei, a wige w jednej plaszczyénic.
Sity cigzkosei, przyczepione w tych punktach, s proporcjonalne, do wiel-
kodei pdl tych dcian, a wige, wobec wspdlnej wysokodei, sg proporcjo-
nalne do dlugodei bokéw podstawy; drodek wige ciezkodei powierzchni
graniastostupa leZy w polowie odcinka, laczacego drodki cigzlodei obwo-
déw podstaw,

Ostrostup. Sclargy ostroslupa przedstawiaja tréjkaty. Srodk: cigz-
kosci kazdego tréjkata lezg na wysokodei !/, od podstawy ; drodki
te lezg wige w jednej plaszozy#nie, przeprowadzonej réwnolegle do
podstawy w !/, wysokodci ostrostupa. W kazdym 2 tych érodkéw



