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2. Roéwnowaga sil, dzialajagcych na bryte swobodna.

31. Ukftad niezmienny. Ukladem niezmiennym punktéw nazywamy
zbiér punktéw, ktérych wzajemne odleglodei nie zmieniajg sig pod dzia-
laniem =il. W otaczajacej nas przyrodzie spotykamy ciala. ktére ze
znacznem przyblizeniem dadzg sig podciagngé pod okredlenie ukiadu nie-
zmiennego: takie ciala nazywamy sztywnemi,

Pojecie ukladu niezmiennego daje si¢ stosowad nietylko do cial
sztywnych, lecz w pewnych przypadkach i do cial plynnych i wogdle
do cial odksztalcalnych; jezeli np. pod dzialaniem pewnych sil czgstki
plynu nie zmieniaje swych polozeri, to pltyn w tym razie przedstawia
niezmienny uklad punktéw.

Uklad niezmienny punktéw materjalnych bedziewmy rowniez nazsy-
wali brylg sztywng, lub cialem sztywnem; — lub krétko bryfa. :

Jezeli bryla, znajdujac sig w pewnem polozeniu w przestrzeni, moze
przyjac, pod dzialaniem sil, — polozenia, jakie jej nadadzg te sily, to
zowiemy taka bryle swobodng. W razie za$ jezeli dana bryla pod dzia-
faniem pewnych sit nie moze przyjac polozenia, jakie jej nadaja te sily,
wskutek tego, iz jest np. polaczona z inna bryla, to bryle taks nazy-
wamy nieswobodng, pordw. § 20-ty.

32. Réwnowaga sit, wyrazona przez ich sumeg. Okredlenie: gdy na
bryte dzialajg sily, ktére nie nadaja jej punktom przyspieszen; wtedy
méwimy, 2e sify sieg rownowazg; lub tez inaczej, ze sily sy w rownowadze.

Zadaniem naszem jest zestawié¢ warunki, jakim podlegaé sily po-
winny, jezeli majg pozostawad w réwnowadze.

Wezmy naprzdd pod nwage uklad
niezmienny, zlozony z trzech punktéw,
rys. 42-gi, ktory wyobrazié sobie mo-
zomy w postaci tréjkata, do ktdérego
wierzcholkéw praylozone sy sity 2, P,
i P; co do ktérych zakladamy, ze sy
w réwnowadze; nalezy . zestawié¢ zalez-
nosei, jakim,one w tym razie podlegaja.
Sily te, dzialajge na dany uklad punktéw,
wywolujg pomiedzy punktami ukladu
sily, ktére wyobrazimy sobie dzialajacemi
w kierunku prostych, tgczycych te pun-
kty; § 20-ty; — sily te, nazwane silami polgezen, lub inaczej sitami
wewnetrznemi, wystepuja w kazdym boku po dwie, posiadajg, na za-
sadzie prawa wzajemnego dzialania, zwroty przeciwne i wartodei
wzajemne réwne. Jezeli caly uklad jest w pewnym stanie ruchu, to
pod dzialaniem sil, ktére sg w réwnowadze, nie zmieni on tego stanu,

B

Rys. 42,
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a wiee i kazdy punkt tego ukladu nie zmieni swego stanu ruchu; co
wyrazimy, ze suma wektorow:n sil, dziatajgeyeh na kazdy punkt u]d;ult_l_,
powinna byé réwna zeru; § 28-ci, Na punkt I-szy, rys. 42-gi; dziala sita /)
oraz dwie sily polgezen, ktére oznaczymy literami /77, i /17, réwno-
waga tyeh sil, wyrazi sig wzorem:

PiA- TV - Wiy = 03
w tenze sposéb pomiedzy silami, przylozonemi do punktu H-go, zacho-
dzi réwnanie:

By - ”/m T i-p‘::::s =)y
oraz dla punktu I11-go:

By -l Wy A= Wy ==
jezeli dodamy te réwnania wektorowo i jezoli ugrupujemy dodajniki
. w sposéb nastepujaey: '

pl. Zle p-a“l“ PH ‘J‘ (Wuz "|“ "('_'Fan) + {‘t'?n:s “|“r'f’-’-:m)+('r7ﬁ.\-n ’ “ WI&]:L‘) = 0;
to zauwazywy, ze dzialania sit WW,,, oraz W/, wzajemnie sig znoszy t. j.
W+ W,,, = O; to samo powiemy o pozostalych parach; otrzymamy
sume.
P+ P,+P,=o.

Gdy uklad zlozony jest z wielu punktéw, rozmieszczonych w prae-
strzeni i sztywno z sobg polyczonyeh, i gdy na te punkty dzialajy sily,
ktére w pewnych punktach mogy byd rowne zeru, wtedy, w razie row-
nowagi sil, zachodzi zalezno$é pomigdzy niemi, do ktérej wyrazenia doj-
dziemy drogg, poprzednio wskazang: zaleznogdé la wyrazi si¢ réwnaniem:

YR oL i s e e w2 o (2B)
ktére wyslowimy: _

jezeli sity, dziafajace na bryle swobodng, s3 w réwnowadze, to ich
suma wektorowa réwna sig zeru,

Twierdzenie to pozostaje w mocy dla ukladéw punktéw i sil, tak
plaskich jak i przestrzennych i dladowolnie skierowanych sil w przestrzeni.

Wynik powyzszy glosi, iz jezeli sily sy w réwnowadze, to zacho-
dzg takie a takie zaleznodci pomiedzy temi sitami, lecz nie mozemy bes-
posrednio z tego wywnioskowad, ze jezeli zachodzy te zaleznodei, to
sily sg w réwnowadze. Warunek wypowiedziany jest niezbgdnym do
wyrazenia réwnowagi sit, lecx jest on niewystarczajgcym; gdyz np. suma
wektorowa pary sil r6wna si¢ zeru, a sily te nadajg bryle ruch obro-
towy; a wige nie sy one w réwnowadze i wobee tego warunek réwno-
wagi, wyrazony réwnaniem X/, =0, jest niedostatecznym do okreslenia
réwnowagi sil. Niedostatecznodd tego warunku wynika z tego powodu,
s08my niedostatecznie wyrazili réownowage sil polgezen, wystepujgeych
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w kazdym precie. — Sily te, w my$l prawa wzajemmnego dzialania, po-
winny wzajemnie sig znosid; powinny by¢ w réwnowadze; 1‘6Wn0wagg
te wyrazilismy réwnaniem 7, - W7, =0; otéz réwnanie to nie wy-
raza dostatecznie tej réwnowagi; gdyz dwie sily odpowiadajgee temu
réwnaniu, mogg stanowi¢ pare sil; nalezy prueto jeszeze uzupelnié to
rownanie réwnaniem, ze sily te dna!aj-@ wzdluz jednej prusl'ej; — wyra-
zem lflatenmtyuznym tego jest réwnanie momentow: P, .k, P, . hy,=0;
4 poniewas 7 zalozenia wynika, ze Py = P,; praeto olt-?ymamy, ?e k=,
ti. J. ze sily dane lezg na jednej prostej; a wige gdy wprowadzimy réw-
nanie momentéw tych sil do naszych rozpatrywai, otrzymamy warunki
dostateczne réwnowagi sit. — W tym celu zastosujemy warunki réwno-
wagi sil, przylozonych do jednego punktu, wyrazone réwnaniem mo-
mentéw; § 28-my,

33. Réwnowaga sif wyraiona przez sume wektorowg ich momentéw.
Powtérzmy rozwazania poprzednie, tyczace sig réwnowagi sil, ktére
dzialajg pa niezmienny uklad pun-
ktéw, stosujae do tego réwnania mo-
mentéw sil, dzialajgcych na jeden
punkt.

Wezmy uklad, ztozony z trzech
punktéw, przylézmy do tyeh pun-
ktow sily zewnetrzne i wewngtrzne,
jak poprzednio, i przyjmijmy, ze sg
one w réwnowadze; wtedy napissemy
warunki réwnowagi sil, zbiegajgcych
sig w kazdym punkecie, i warunki te
wyrazimy réwnaniami momentow;
§ 28-my. Obierzmy w tym celu do-
wolny biegun () w przestrzeni, rys.
48-ci, wyznaczmy ramiona momentow
tych sil, a zestawimy nastgpujgce sumy wektorowe, §26-ty, wyrazajace
rOwnowage sil, dzialajgcych na kazdy punkt ukladu: '

VP '!fi 5 VWW"’Hm '!‘VWhJsH —C’

VP, - VW:!:JS:L = VWM""J:'—! =0,

\’rp:sz’-:s b VI gy A= =V I 5l00 =0,
w réwnaniach tych ilocayny VP /A i t. d. sy wektorami momentéw od-
nosnych sil; wystawionymi w biegunie O; ktére zastapimy symbolami M.

Po dodaniu tych réwnan (sposobem wektorowym) i po uwzgle-
dnieniu, ze sumy wektorow: VIl VIl =0, i t. d.; otrzy-
mamy: M, |- M- M, = 0; lub tez ogdlnie: _

L']W,,:O..........(%)
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Rownanie 10 wyslowimy:
jezeli sily, dziatajagce na brytg swobodng s3 w réwnowadze, to suma we-
ktorowa ich momentéw, wzgledem dowolnie obranego bieguna, réwna

sie zeru.

34. Niezbgdne warunkl réwnowagi sit. Jezeli rownania powyzsze,

28-cie i 24-te, zastosujemy do pary sil, to zobaczymy, e sily to nie sy
w réwnowadze, gdys Iy — Puhy =05 cayli B0, 1= 0, chociaz: ¥/%, =0,
azeby za$ pary sil byly w réwnowadze nalezy, azeby XA/, =0. Roéw-
nanie wige momentéw dopelnia warunku réwnowagi sit, wyrazonego

przez ich sume.

Nasungd sig tu moze mydl, ezy réwnanie momentéw (. j. ¥l = 0

nie bedzie wystarczajgecym warunkiem réownowagi sil; — ot6z fak nie

~jest, poprzednie bowiem rozpatrywania wladciwosici momentdw doprowa-

dzily nas do wniosku, iz réwnanie /7== 0, moze byé wynikiem tej oko-

lieznodei, iz sila przechodzi przez biegun; suma wige momentow, ktora

jest rdwng zeru, nie rostrzyga o réwnowadze sil, duialajgeych na bryfe,

Sily wigc dziala,gce na uiezmienny uklad punktéw. bedg wtedy

w réwnowadze, gdy bedy odpowiadaly jednoczesnie dwom warunkom,
wyrazonym przez réwnania wektorowe:

3P, =0, oras SMp=0. . . . . . , . (2D

Rownania te wyrazajg warunki réwnowagi ukladu sit tak na plasz-
szynie, jak i w przestrzeni, sg one wige najogdélniejszymi wyrazami row-
nowagi. Ogdlne te warunki zastosujemy nastepnie do szezegblnych pray-

padkéw.

35, " Réwnowaga dwéch | trzech sit. .Jezeli nn bryle dzialajy dwie

sily /7 i /%, rys. 44, dowolnie w przestrzeni skicrowane, ktGro sg w row-

Rys. 44.

nowadze; to powinny one odpowiadad warunkowi
ze suma ich rdwna sie zeru A, j. X/%==0, cayli
£ -} P,==0. Réwnanie to mdwi, o sily te muszy
byé¢ do siebie réwnolegle, rdwne co do wartosei
i rézne co do zwrotu; warunkom tym odpowiada
tak dobrze para sil, jak i dwie sily, réwnowazyce
sig. Drugi warunek réwnowagi zada, aby Y47, == 0,
wzgledem dowolnie obranego bieguna; obierzmy ten

L

biegun na kierunku jednej z sil, to.moment drugiej sily powinien by
rowny zeru, co moze nastapi¢ tylko wtedy, gdy ramig momentu bedzie
=), t j. gdy sily przccinajg sig; na zasadzie tego wypowiemy wniosek:
dwie dowolne sily, dzialajagce na uktad niezmienny, s wtedy
w réwnowadze, gdy kierunki ich leza na jednej prostej, wartosci ich sa
wzajemnie réwne | zwroty przeciwne.
Szczegbdlne praypadki:
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1) gdy: P+ P, =0, lecs M, -}- #,== 0: wtedy bryla, na ktérg
dzialajy takie sily, podlega obrotowi;

2) gdy mas: P+ P, =0, leen: M, 4 M, = 0; wtedy sily te maja
wypadkowsg skierowang przez biegun momentow, i bryla, pod dziataniem
tych sil, nie bedzie sig obracala, lecz dozna ruchu postepowego.
tworzy trojkat zamknigty, a wige kierunki ich muszg bydé réwnolegle do
jednej plaszezyny. Obierzmy nastepnie biegun na kierunku jednej z sil,
np. na kierunku sily /7; wtedy réwnanie: ¥ 47, = 0, przedstawi sig
w postaci A7, — M, = 0; réwnaniu temu bedzie uezynione zado$d
tylko wtedy, gdy sily bedg lezaly na jednej plaszezysnie » obranym
biegunem; a ze z poprzedniego réwnania wywnioskowalidmy, ze te
trzy sily powinny byé réwnolegle do jednej plaszezyZny; przeto
wszystkie trzy sily powinny lezed na jednej plaszczyznie; jezeli naste-
pnie obierzemy biegun w punkeie przecigeia sig dwdch sil; to moment
trzeciej wzgledem tego bieguna = 0; czyli ta sila bedzie przechodzid
przez ten biegun. Wyuniki te wyslowimy w nastgpujgey sposéb:

trzy sily s3 wtedy w rownowadze, gdy leza na jednej pfaszczyznie,
kierunki ich przecinaja si¢ w jednym punkcie, i tworza tréjkat zamkniety.

36. Rownania skalarne rownowagi sil na fptaszczyznie. Azeby
sily na plaszcaysnie bylty w réwnowadze, powinny odpowiadaé one ogdl-
nym warunkom: ¥ P, =0, oraz 2/, =0, wzgledem dowolnego bie-
guna. W danym razie réwnanie X 7, = O nalezy rozumieé wektorowo,
natomiast réwnanie 23/, = O skalarnie; jezeli biegun momentu obie-
rzemy w plaszezyznie sil. W celu stosowania rachunku algebry ska-
larnej, réwnania wektorowe wyrazimy w innej postaci, Na zasadzie po-
przednich wywudéw, § 23-ci, réwnanie wektorowe % P, = 0, zastapimy
dwoma réwnaniami aleiebraicznemi:

E‘Pk,x:O; }.:Pk’yzo T B Rt 6)

Réwnanie za§ momentéw moze pozosta¢ w swej postaci; gdyz jest
juz algebraiczne. Rdéwnanie to mozna przeksztalci¢ w ten sposéb, azeby
wchodzilty do niego rzuty sil, gdyz wchodza one do réwnania 26-tego.
Niech /7, przedstawia pewng silg; x,1 ¥, niech przedstawiajy spdlrzgdne
jej punktu przylozenia; obierzmy nastepnie biegun momentéw w po-
czgtku spéirzgdnych; wtedy moment tej sily wzglgdem poczgtku ukladuy,
wyznaczymy w sposéb wskazany, w § 27-ym:

My = Ppu-Ip — Fpy.%p - -+ - . o @D
a wtedy réwnanie XM, = 0, przedstawi si¢ w postaci:
E(Pkr,‘_. o P hi— Pk,'v u x,,):O o s 8 % = & (28)

Réwnowaga zatem sil na plaszozyZnie wyraza si¢ dwoma réwna-

niami wektorowemi:
EP,,:IO, Eﬂk;"O;
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w postaci za$ skalarnej wyraza sig {rzema réwnaniami:

1) EP; 1,""0 2) EP;J,-—-O, 3) orazl‘-(P“ Vi — 1;‘,3,'5\-‘(‘} =0 (29)
Trzy zatem mamy réwnania dla wyvazenia réwnowagi sil na pla-

szezyfnie.

36. Przykl’ady réownowagi plaskich ukfadow sit.

) Koniec preta o dlugosei Z, rys. 45-ty, umocowany jost za po-
mocy zawiagy do pla.szcmyzny poziomej w ten sposéh, iz obracaé sig
moze tylko w plaszezyZzme pionowej; drugim
swym koncem opiera sig on na deianie pio-
nowej, Up(_.rru ta jest w ten sposdb urzgdzona,
ze pomigdzy pretem i Seiang niema tarcia, ani
ter zaczepienia; wobec czego kierunok sily od-
porowej, kidéra wystepuje wskulek oparcia
preta, jest prostopadly do Seiany. Pret ten
_ obeigzony jest silg C, prazyczepiong na odle-
W7 ?f/xff/é:‘: +/1“*" ~ gloSei & od m?wiasy. Na.a.leZy- wyz'n::!.{‘:zyé {-lil_l\_fr
i |y el odporowe A4 i B co do ich wielkosei i strzafki,
Ay : Dane wige mamy w zadaniu wielkodci: () /, b, a,
nalezy wyznaczyé 4 i B.

0 sile 4 wiemy, ze przeuhodm ona przez
punkt &, lecz nie znamy ani jej kierunku, ani zwrotu, ani wielkodei;
o sile /3 mozemy powiedzied, Ze znamy jej kierunek, pozostaje zatem
obliczy¢ jej wartosd i strzatke. Wszystkie te sily .4, 5 i (" sa w rdwno-
wadze, gdyz pret pod ich dzialaniem pozostaje w spoczynku; a wige

Rys. 45,

muszg zachodzié réwnania ¥ 7, = 0; oraz YMy <= 0; lub tez odpowie-
dnie trzy réwnania analityczne. Obierzmy osi B [
a iy, jak wskazuje rysunek 45-ty, zrébmy rzuty

niewiadomej sily 4 na osi x i'y; rauty te nie- ;

znane oznaczymy literami A, i A4,; i napiszemy
réwnania rzutéw. '
— B - A4, = 0; oraz: 4, 4 C =0
Suma momentéw wzgledem bieguna np. X daje
réwnanie nastepujace: C.h, — Bk, = 0; podsta-
wiajge: by = b.cos o; k, == Lsin «, otrzymamy: K7 K.
C.b cos oo — B.L sin a==0;2z tego réwnania obli-

\_\\\%}‘4'\-;'

I
Rys, 46

o0 §ain o= ! .
czymy: B = C'T' cotg @; podstawiajae nastepnie tg wartodé w réwna-

nie sil, otrzymamy: 4, = C? cotg a; oraz A4, == — (; wobec tego,

ze A, jest odjemne, przeto wladciwa skladowa Ay, ma zwrot przeciwny
zwrotowi, ktérySmy przyjeli za dodatni; czyli skladowa ta posiada zwrot



-

— G 8 37.

taki, jaki wskazuje rys. 46-ty. Nastopnie napiszemy: 4 =) 4%, J- 4%, = |

: b\?
== (s ]/ ( r’) - cotg® o -~ 1; kierunek sity 4 obliczymy 'z réwnania:

A C l
for A A R el ——————— ___—— .
& ( &, ) = A, o b t 3 tga,
= cotg o

. /

Prazypadki szczegdblne:

1) gdy o= 90% wtedy B =0; 4 = C; tg(4,, 4) == ~ skad;
¥ (4, d4)=90%

2) gdy o = 0; wtedy B =o0; A, = oo Ay =0 2 (Ay, A) =0

Otrzymane odpowiedzi, B = ~o oraz 4, = oo, wyrazajg, %e za po-
mocyg dwéeh sit poziomyeh, o skoriczonej wartodei, nie jesteémy w stanie
utrzymad¢ w polozeniu poziomem pregt, obeigzony silg pionowa, rys. 47-my;
i rzeczywiScie, w fakiem polezeniu zawsze sig on wyslizgnie, choébysmy
najsilniej go zaciskali; w zalozeniu, ze niema tarcia pomigdzy koricem
preta i dciang, o ktérg sie on opiera. Zadanie fo rozwigzad mozna
wykreélnie, stosujgc twierdzenie o réwnowadze trzech sil, § 35-ty. Na
podstawie tego twierdzenia powiemy, ze sity .4, B i C powinny prze-
cinad¢ sig w jednym punkecie; a ze punkt przecigecia sig sit B i ¢ mo-
semy wyznaczyd, przeto kierunek nieznanej sily 4 bedzie okreslony: te
trzy sily utworza tréjkat, ktérego jeden bok (‘jest znany, a dwoéch dru-
gich znane sg kierunki.

2) Pret cigzki oparty jest pochylo o dwie plaszezyzny gladkie,—
poziomg i pionowg; azeby zapobiedz obsunigeiu polgezymy jeden jego
punkt z punktem nieruchomym np. z punktem () za pomoca nici nie-
rozeiggliwej lub preta, rys. 48-my; wskutek czego powstanie w tej nici
pewne naprezenie S; ktére unaoczniemy sobie, gdy nié przetniemy
i przylozymy do odcigtego kotica silg .S, zastgpujacg naprgzenie nici;—
obliczyé sity odporowe, wystepujace w punktach oparcia sig preta
o plaszezyzny i — naprezenie nici; — rozpatrzy¢ nastgpnie przypadki
szczegélne polozenia preta i przyczepienia nici do preta. Cigzar C preta
wyobrazamy sobie przyczepionym w polowie jego diugodci, ktérg ozna-
czymy przez J; kat nachylenia jego wzgledem poziomej oznaczymy przez
a; kgt B wyznacza poloZenie nici, podtrzymujacej prgt. Dane wige mamy:
C, [, o. i B; nalezy wyznaczy¢ wielkodci sit odporowych i natgzenie S
nici. Bryle, ktérg tu rozpatrujemy, jest pret 4B; — bryla ta jest nie-
swobodna; — nalezy przeto przedewszystkiem wprowadzié sily odporowe
i uczynié tg bryle swobodng. Poniewaz przyjmujemy, e pomigdzy
koficami preta i plaszezyznani niema tarcia, lub tez, %e jest tak male,
%e go niebierzemy pod uwage; — czego mozemy dopigé np. przez za-

Mechanika t. [
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opatrzenie koneéw preta w kélka;—przeto sily odporowe majy kierunck
prostopadly do lych plaszczyzn, Na powyzszy wige uklad dzialajg sily
A, B, S, ¢} = ktérych dana jest sila (" oraz znane sy kierunki ., /7 i 5.
Poniewaz te catery sily sa w réwnowadze; przeto stosownic do ogdlnych
warunkdw XP°, = 0; }}P__y == (; ¥M — (; napiszemy, obrawszy osi rzu-
tdw na kierunkach secian:

1 3~ 5. cus o= ()

2) —€ — S.sinf -] A== 0

CGdy biegun momentdw obierzemy w poezgtku spéhrzgdnych, wtedy
sumg momentéw wyrazimy rdwnaniem:
3) B.l.sine—.d.l.cosa-|-C. f) ceos o= ),

Mamy przeto trzy réwnanix z trzema niewiadomemi <, /2, 8. 7 dru-
giego rownanin mamy .= C-{-S.sinf; z pierwszego B = S.cosp; pod-
stawiamy te wartodei w rdwnanie trzecie, a ofrzymamy:

S.cosB. L.sine—(C--S.sinf). . cosa |- C, é— Leosds o 0F

po uporzadkowanin wyrazdw podlug S, napiszemy:
S.2.(sine.cos B — cose.sinf)== -;— C'.2.cosa; skyd .S:_-% ('lsﬁn__?g_[ﬂj'

Podstawiajge te warto$é S w réwnanie dla .4 i B, otraymamy ich
wartodei; — 1 zadanie jest rozwigzane. -

Wielko$¢ .5 mozna prosciej obliczyd, stosujyc uwage, wyzej wypo-
wiedziang, o wyborze bieguna. Obierzmy w tym celu biegun na przo-
cigeiu sig kierunkéw sit 4 i B t. j. w punkcie A, rys. 48-my, a sily to
nie wejdg w réwnanie sumy momentéw; i otrzymamy whody sume mo-
mentéw wzgledem bieguna A juk nastepuje:

-}- SAh — f;’.;. cos o = O skad N5 == 3 e
A oznacza odloglosé punktu K od

kierunku silty .S; odlegloédé te mozemy K
obliczyé # geomefrycznych stosun- N
kéw danego ukladu; lub tez, jezeli h )
rysunek wykonany jest podiug skali, \ '
mozemy jg zmierzyd. [
szm " : Bocs 3 ) L\‘
-\'

3 o .
/ff’e’f:1‘-"|'|:’.’//f{f’{.’_’f‘-';".’5',";¢32f’/;'{f {W?‘

Rys. 47, ~ Rys. 48,
Weimy pod uwage praypadek szezogélny: gdy & = 0; wtody
S==; wynik ten wskazuje, ze gdy kierunek nici przechodzi przez punkt
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przecigeia sie sil 4 i B, wtedy nie bedziemy w stanie, za pomocy sily
skoficzonej, wstrzymaé ten pret od obsunigeia sig; zbadajmy blizej ten
: 1 .. ¢
szczegblny praypadek. Zo wzorn S = (% cos o odezytamy: gdy
warto$¢ 4 hedzie malata, wtedy sita S bedzie wzrastala: jezeli & wy-
padnie po przeciwnej stroniec punktu &, wtedy 4 a zatem i S przyjmie
wartodé odjemnyg lecz skoniczong; a sila ciggnaca nici nie bedzie w stanie
utrzymadé danego pretu; lecz méglby tego dokonaé tylko sztywny pret.
Gdy #ad h =0, wtedy nié¢ przyczepiong jest we drodku preta, rys. 49-ty;

. 4 3 :
% czego wynika, ze ON = NL = T czyli, podezas réznych polozen
preta, geomefrycznem miejscem punktéw przyczepienia nici jest kelo,

zakreslone ze srodka O promieniem ON = ——;—. Oczywistem jest, ze

wskulek takiego przyczepienia nici, konce preta bedg §lizgad sig swo-

bodnie po danych plaszezyznach, nie wywolujac naprezenia nici; niema
przeto zadnej sily skoneczonej, ktéra utrzyma pret w réwnowadze.

Poniewaz w {ym szczegdélnym przypadku jest réwniez e=f, przeto,

i po podstawieniu tych wielkodci we

i P sin o .
'i wWZor. S: -i:j.“ — s—i“l—_i- _(g :'—l,j"j, b Z}’mu-
' jemy S == o, — jak poprzednio.
‘ E
At.f

Rys 44, Rys.  50.

Uwaga. W zadaniach powy#szych szukamy réwnowagi trzech sif,
gdy dane sg ku temu pewne dane. Warunki réwnowagi trzech sit roz-
patrywaliS§my w § 36-tym, i mozemy je zastosowac do powyzszych zadani:
do tego celu nadaje sig sposéb wykreSlny rozwigzania, f. j. na rysunku
zrobionym w skali szukamy punkiu przecigcia sig sil, i kredlimy nastg¢pnie
odpowiednie tréjkaty, z ktérych wyznaczamy wielkodei szukanych sik—
wykonanie tego poleca sig czytelnikowi jako b. wazne dwiczenie.

3) Belka wsparta poziomo w dwdéch punktach, rys. 50-ty, obcig-
sona jest cigzarem Q, ktdérego punkt przyloZenia wyznaczaja odlegloscei
a i b; obliczyé sily odporowe 4 i B; nie uwzgledniajge cigzaru belki.

" Rozwigzanie, Jezeli zestawimy sume momentéw wzgledem punktéw
oparcia, § 2G-ty; to otrzymamy nastepujgce réwnania; suma momentéw
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: b
wzgledem punktu B jest nastepujgen: AL Qb0 skad == () e
W tenze sposéh suma momentéw wazgledem punktu A B/} Qa0
skad B:_Q.--‘;—-. Sprawdzeniem shuzyd moze waranek: |- /3= (),

Poleca sig powtorzyé to zadanie, gdy kilka sil O; obcigza belke;

jak réwniez obliczy¢ sily odporowe z uwzglednieniem cigzarn belki.
4) Pret o stalym przekroju, ktorego
ciggar ) kg, zawieszony jest poziomo na
irzech niciach, jak wskazuje rys. Hl-szy;
obliczyé naprezenia w niciach,  Rozwig-
zanie: poding twierdzen réwnowagi po-
winno byé: A-}- 5 C-|-Q)==0; oraz su-
= ma momentéw tych sit, wzgledem obra-
Q nego bieguna, powinna byti rowna zeru.
Rys. 51 Mozemy to zadanie rozwigzad w spolrzed-
nych prostokatnych lub tez bez uzyecia tych spélrze¢dnych w sposéb na-
stepujgey. W celu obliczenia za pomocg momentéw obierzmy punkt
przecigcia sig kierunkow sit B 1 € jako biegun momentdw, to otrzymamy
réwnanie momentéw sil wzgledem niego: 4a — Qg =0; gdzie a iq sy ra-
mionami odno$nych sif; w tem réwnaniu jedna jest niewindoma 4, mo-
zemy wigc jg obliczyd. Sity B i ¢ obliezymy w tenze sposéh, obrawszy
biegun w przecigciu sig sit 4 i €} anastgpnie w przecigein sip sit 41 /3.
Mozemy réwniez, (Jblimywszy site n. p. 4 z rownania momentéw, wy-
kreglié caworobok A-}- B-|- (-} O ==0, z kiérego bezposrednio wyzna-

caymy B i (.

4) Walec o cigzarze () i promieniu » stacza sig po plaszezyZnie
pochylonej waxglaydem poziomu pod katem o ; obliezyd sile prayczepienia
do obwodu walea (n.p. przyeczepiong do koneca liny, obwijajacej walec);
ktéra wstrzymuje go od staczania sie, oraz ohllc?y(’ sife odporowy plasz-
czyzny, po ktdérej walec sie tocazy.

Na walec dziala sita O, S i sita odporowa, ktérej znamy tylko
punkt przylozenia; sile te (nieznang) rozkladamy w kierunku plaszczy-
zuny T i w kierunku normalnym do niej /; niewiadomemi sy przeto
sity S, 71 N; réwnania réwnowagi sy nastgpujyce: jezeli osi rzutéw
przyjmiemy réwnolegle i prostopadle do plaszezyzny, a biegun momon-
téw w punkcie przecigeiu sip sit T i M, t. j. w punkecie zetknigeia sig
walea z plaszezyzng !

S+ T—0.sin=0; N—Qcosa=0; — T.r--S.r=0.

Obliczy¢ nastgpnie pofozenie sily odporowej oraz sprawdzié otrzy-
mane odpowiedzi dla szozegdlnych polozeri plaszezyzny : 0==0, oraz u==000,

i ),
g
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38. Ukfady zfozone. Cugsto bywa w zadaniu dany uktad bryl, po-
migdzy ktoremi sy pewne polgezenia; bryly te np. opieraja sig o siebie
lub sy powigzane z soby; wyznaczenie w tym razie warunkéw réwno-
wagi sil, przylozonych do tyeh bryl, mozna wykonaé w ten sposéb, ze
dzielimy myS$lowo taki uklad na oddzielne bryly, przykladamy do kazdej
z nich sily polgezeri i wyrazamy w sposéb znany warunki réwnowagi
sil, przylozonych do kazdej bryly oddzielnie, wlgczajage do tych sil, sily
bezposdrednio przylozone i sily polgezen, pochodzyce od bryl sgsiednich.
Zwrbeid¢ tu nalesy uwage, ze sify polaczen, wystgpujace pomigdzy bry-
tami, s3 wzajemnie réwne, lecz ze znakami przeciwnymi. Gdy przeto dla
wyrazenia réwnowagi jednej bryly wprowadzimy pewne sily odporowe,
to do wyrazenia réwnowagi bryly drugiej, ktéra wywierala ten odpor,
wejdzid ta sama sila, lecz z odwrotng strzalkg, Otrzymamy przeto tyle
zadan, ile bryt jest w ukladzie. Z rdwnai jakie w ten sposéb otrzymamy,
mozemy wyrugowad sily polgczei.

Przyktad. Obliczyé sily odporowe ukladu belek, pokazanych na rys.
b2-gim. W celu rozwigzania zestawiamy warunki réwnowagi dla belki

I-ej, wprowadzajgc dwie sily odporowe .

A1 Dg; obliczymy stagd 4 1 D,. Praysta- f} id D‘I B _)_’? ¢

pimy nastgpnie do obliczenia réwnowagi e osdb- T T

sil, przylozonych do belki Il-ej. Silami . . o
temi sy D, B i C.Wartosd sity D, = D;; - P 0,

przeto obliczymy sity odporowe 5 i C. Rys, 52

Przyktad. Na dwoch wzajemnie réwnoleglych i pionowych scianach
oparte 8g poziomo dwic belki A3 i [, rys. b3-ci; na tych belkach
wspiera sig belka NAZ; nastgpnie na niej i na $cianie polozono belke
trzecig, na ktérej w punkeie X spoczywa cigzar Q. Nalezy obliczyd sity
odporowe w punktach .4, B G D, E.

Odpowiedz. A == () by E’l . B=0%, %,
S a7 IR A
as a, ang bl b'{
sl = ( - A e i == o
b’ D=0 a b £=0 a,

Jako sprawdzenie stuzyé moze waru-
nek, 26 4+ B+ CH+D+E— Q=0.

39. Wybér osi rzutéw i bieguna mo-
mentéw. Przy rozwigzaniu zadah jest wiel-
kiem udogodnieniem rachunkowem odpowie-
dni wybdr polozenia osi rzutéw i bieguna

Rys. 53 momentu. Dgzeniem przy §ym wyborze po-
winno byé otrzymanie najmniejszej ilodei niewiadomych, wehodzgeych do
kazdego réwnania; niepomiernie to bowiem upraszeza rachunek. Osi
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rzutéw powinnismy przeto wybiera¢ prostopadle do kierunkow sil nie-
znanych; a bieguny wybierad na priecigcin si¢ sit nieznanych, gdy kie-
runki ich sa znane: co sig zwykle zdarza, gdy mamy do czynienia z si-
tami odporowemi bez tareia.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze niekoniecznic mamy stosowad
do obliczenia réwnowagi sil na plaszezyZnie @ dwa réwnania rzutdw i jedno
moment6éw ; lecz mozemy rdéwniez stosowad n. p. dwa réwnania momen-
tow wzglegdem dwdéch biegunéw i jedno réwnanie rzutéw sil, byle tylko
nie na o$ prostopadly do prostej, typezacej te dwa bieguny lub tez—trzy
réwnania momentéw wzgledem biegundw, nie lezgeych na jednej prostej.

40. Kratownice. Zespol pretéw, polgczonych korficami zapomocey prze-
gub6w, nazwiemy kratownicg. - Jezeli wszystkie prety 1 sily, dzialajace
na kratownicg, lezg w jednej plaszcuzyZnie, to kratownice taky nazwiemy
pfasky; w przeciwnym razie przestrzenna.

Jezeli prety danego zespolu sy w takiej ilodei i w ten sposob roz-
mieszczone, ze mogy wzgledem siebie sig przesuwad, to kratownice taky
nazwiemy geometrycznie zmienng; czworobok np. bez przekgtni, lub pie-
ciobok z jedng przekatnig lub bez przekgtni sg kratownicami zmiennemi.

Jezeli za$ prety sg w takiej iloSci i w ten sposéb rozmieszczone, ze
kratowhica cala jest sztywng, t. j. odleglodei wzajemne jej punkiow sig
nie zmieniajg; to kratownice taka nazwiemy sztywng;—niezmienny.

Kratownice sztywne bywajg dwojakiego rodzaju; albo posiadaja tylko
tyle pretéw ile niezbednem jest do jej usztywnienia, t. j. posiadajy tyle
pretéw, ze po usunigein choé¢ jeduego z nich stanie sig ona zmienng
takg kratownicg¢ nazwiomy dostatecznie sztywng; a prety jej niezbed-
nymi—do usztywnienia; albo fes kratownice posiadaja wiecej pretow,
niz potrzeba do jej uszbywnienin; kralownice taky nazwiemy przesztyw-
niong; a prety, ktdre nadajy jej ten charakter, nazwibmy przesztywniaja-
cymi. Ozworobok np. z dwiema przekginiami jest kratownicy przeszty w-
niong. Usunigeie z kratownicy przesztywnionej preta przesztywninjgcego
nie czyni ig zmienng; lecz zamienia na dostatecznie sztywng lub pozo-
stawia przesztywniong; zaleznie od ilodei pretéw przesztywniajacych.
Dla zbudowania kratownicy dostatecznie sztywnej, dlugosci pretéw mogg
byé wogdble dowolnych dlugosei, — dlugodei te sg od siebie niezalezne;
np. dlugosci bokéw tréjkata sg niezalezne od siebie; jak réwniez catery
boki i przekatinia czworoboku;—diugosei zud pretéw przesztywniajgeych
sg scidle okreglone przez dlugodci pretéw niezbednych; np. dlugosé dru-
giej przekgtni czworoboku zalezy od dilugodei rozostalych hokdw,
Przeszty wnienie nazwiemy wiclokrotnem w zaleznodei od ilodei pretéw
przeszty wniajpoych. Punkty eczyli przeguby, w ktérveh zbiegaja sie
korice pretéw nazwiemy weztami. Kratownica skiada sig przeto z pew-
nej ilodci pretéw; ktéry oznaczamy litery p i z pewnej ilodei wezmbw
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ktorg oznaczymy litery w. Tréjkat posiada w=38; p=23; w czworo-
boku plaskim, dostatecznie stywuym, w=4; i p =>5; w czworoboku zas
raz praesstywnionym w = 4:p=~0;—w ogdle w czworoboku przesztyw-
nionym p =5; w ostroslipie dostatecznie sztywnym o pod-tawie tréjkgtne;j
w==4; p=1~0, itp.

Pomigdzy ilosciami wezlow i pretéw kratownicy sztywnej mvhodza,
pewne zwigzki goometryczne; zwigzki te znajdziemy, gdy obierzemy
jakid spos6b tworzenia kratownie. 'T'worzenie kratownicy sztywnej plas-
kiej mozemy wyobrazié sobie np. w nastepujacy sposéb. Za najprost-
szy kratownice satywng przyjmiemy jeden pret: w = 2; p—1; powiek-
szymy te kratownice, gdy prayljezymy do koiedéw tego preta nowy
wezel zapomoey dwdeh pretéw; ta nowa kratownica bedzie dostatecznie
sztywna; gdys dla okreslenia polozenia punktn na plaszezyzniec wystar-
czajy dwie odleglodei od pewnego ukladu szlywnego; t. j. dwa prety;
w ten sposéh mozemy dowolnie powigkszad ilodé wezléw. Zwigzek po-
miedzy iloscig w i p takiej kratownicy ujmiemy w formg matematyezng
zwazywszy, %#e dolaczenie kazdego wezla wymaga dwdch pretéw opricz
pierwszego preta; a wiec plaskie ukiady dostatecznie sztywneé posiadajg
pretow:

p=1-4+2 (w—2) czyli p=2w—3 . . . (80

Kazda przeto kratownica plaska i dostatecznie sztywna posiada
ilogci pretéw i weztdw, ktore czynig zado§é temu réwnaniu. Podobny
zwigzek obliczymy dla ukladu przestrzennego; weZmiemy w tym ruz e
pod uwage, ze polozenie punktu w przestrzeni okredlone jest przez trazy
jego odleglodci; a zatem przyjywszy jako najprostszg kratownice tréjkat
otrzymamy wzér: p=8--8 (w --3); skgd p=3w-—6; w ostrostupie
n. p. o podstawie tréjkgtnej p=3.4 — 6=0, co si¢ zgadza z obra-
zem przestrzennym. Ostrzedz jednakze nalezy, ze Jezell dana kra-
townica posiada wskazane przez te wzory ilodei pretéw; to nie wynika
% tego, %e jest ona szlywng: kratownica np.
rys. b4-ty jest zmienng, chociaz p=2.6—3=9;

a to z tego powodu, ze jedna c:r@éé tej krato-

wnicy jest przesztywniong druga za$§ niedo-

sztywniony; warunki przeto sztywnodei, wyra- .

zone podanemi réwnaniami, sg konieczne lecz Rys. 54,

nie wystarczajgce; przytem zaznaczy¢ nalezy,

%e wzory be przynajmniej narazie mozemy stosowac tylko do kratewnic,
ktére powstaly w sposéb wskazany. Sasczegélowe badanie tych stosun-
kow nalezy do statyki budowlanej, tutaj za$ podalem tylko ogélne wias-
ciwosel, ktére sg potrzebne do dalszych rozpatrywan. Kratownice sztywue,
lub przesztywnione odpowiednio umocowane stuzg w budownictwie jako
d#wigary mostowe, dachowe i t. p.
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Zadanie statyki w stosunku do kratownic polega:

1) na obliczeniu sil odporowych, wywolanych w punkcie oparcia
kratownicy na punktach stalych;

2) na obliczeniu naprezen w pretach;

3) na obliczeniu odksztaleen kratownicy, wdy prayjmiemy, Zo prety
8y Sprezyste.

Dwa pierwsze zadanin mogy byd rozwigzane dla Kratownic dosta-
tecznie sztywnych w tym dziale statyki: chod réwniez mozna je roz-
wigzad stosujge twierdzenia o prucy mozliwej i twierdzenia »z kinema-
tyki; o czem bedzie mowa w odpowiednich duziatach. Zagadnienia, ob-
jete punktem trzecim, moZna rozwigzad¢ za pomocy twiordzeri o pracy
mozliwej lub za pomocy (wierdzent kinematyki o dodawaniu obrotdw.

W celu wskazania sposobu obliczenia sil odporowych i naprezen
w kratownicach dostatecznie’ sztywnych przyloczymy nastepujace pro-
ste prayklady.

1-szy przykfad. Kratownicg niech bedzie tréjkgt, utworzony z trzech
pretéow, peolaczonych korecami swymi za pomocg przegubéw, vys. Hb-ty.
Jeden wierzcholek I-szy tego tréjkgta umocowany jest przegubowo do pray-
czbélkay 1l-gi swobodnie spoczywa naprzyczotku; na Ill-im zad weZle za-
wieszono cigzar P kg, Obliczyé sily 4 i B w podporach i naprgzenia
w pretach: jakie wywoluje sita 2. W celu rozwigzania tego zadania,
wyobrazimy sobie np. wezel, na ktérym zawieszono cigzar /2, odeigtym;

Rys. 55.

azeby jednakze nie zmieni¢ réwnowagi uktadu, przytozymy wazdiuz osi
tych pretéw sity S,” i .S’ réwne naprgzeniom S, i S, w nich wystepu-
jacym. W ten sposéb otrzymujemy tray sity S,’, S, i P, ktére zbie-
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gaja sig w jednym punkeie i sy w réwnowadze. Zadanie to jest jedna-
kowe z zadaniem, podanem w § 23-ci i moze byd rozwigzane Sposo-
bami tam wskazanymi. Sposéb wykreslny polega na wykresleniu tréj-
kata S, - S,/ -+ /7 == 0; z ktérego wyznaczymy wielkodci sil S 18
jest to wykonane w trdjkgeie ll-cim. Sposdéb analityczny polega na na-
pisaniu dwéch réwnan rautéw, § 23-ci.

Przystagpimy teraz do obliczenia naprezen pretow, zbiegajgcych
sig w punkeie ll-im. W tym celuodcinamy ten wezel i przykladamy site
Sy w kierunku preta 3-go, S, w kierunku osi preta 2-go i site 5 pro-
stopadly do plaszczyzny podparcia, gdyz przy oparciu bez tarcia sila
odporowa moze by¢ tylko normalna do powierzchni oparcia. Mamy
w tym weZle znang z poprzedniego obliczenia site S, (lecz z odwré-
cong strzatkg) i dwa kierunki nieznanych sil S,” i B,, mozemy przeto
utworzy¢ trojkat II gi, zktdrego wyznaczymy wartodei tych sit 1 ich wia-
Sciwe strzalki. W wedle l-szym zbiegajg si¢ réwniez trzy sity, z ktérych
dwie sg znane co do kierunku, znaku i wartodci; a trzecia odporowa A4
nieznana ani co do kierunku ani co do wartodci; wskutek bowiem umo-
cowania tego wezla nie mozemy sadzié¢ o tych wielkosciach; sile tg wy-
razimy trzecim bokiem trdjkata, utworzonego z wektoréw dwdéch zna-
nych sil: tréjkat ten oznaczono I. Réwnowage sil, zbiegajacych sig
w jednym punkeie mozemy réwniez wyrazi¢ analitycznie, jakieSmy to
uezynili w przykladzie str. 29-ta; zestawiajgc dla kazdego wezia po
dwa rdwnania rzutéw; otrzymamy w ten sposob sze$$ réwnany w ktd-
. rych bedzie szedé niewiadomych: trzy naprezenia w pretach i trzy sily
odporowe: sila bowiem odporowa w odporze przegubowym wyraza si¢
dwiema niewiadomemi; w ten sposéb obliczyé mozna naprezenie danej
kratownicy. = -

Zwrocié tu nalezy uwage na te okolicznodé; ze kratownica dana
jest sztywna, sily przeto zewngtrzne 7, A i /3 powinny byc¢ w réwno-
wadze; mozeby wige o ile tego okaze sig potrzeba, obliczyé te sily béa-
poérednio, nie uciekajac si¢g do obliczenia naprezen w pretach; a w ka-
zdym razie warunek ten moze by¢ sprawdzianem wykonanego oblicze-
nia szczegdlowego. W przykladzie przytoczonym mamy trzy sily ze-
wnetrzne P, 4 i B: trzy sily sg w réwnowadze, gdy przecinajg sig
w jednym punkeie i rzeczywifcie po naniesieniu kierunkéw sit 41 B
we wiladciwe polozenie, sily te przetng sig w jednym punkeie, co stwier-
dza prawidiowo$é i $cistoéé wykonania. Sposéb rozwigzania tego zada-
nia mo#%e bydé rozszerzony do kratownic, zlozonych z dowolnej ilofei
trojkgtow.

2-gi przyklad. WeZmy kartownicg, przedstawiong na rys. 56-tym,
jest to kratownica w postaci dZzwigara mostowego.
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Dzwigar ten posiada w ==0; p == T; a wige odpowiada warunkowi
p==2.D—3; moze byé przeto satywny; o szby wnosci jego rozstrzyguie
moznoéd utworzenia go z trojkatdw. Azeby zastosowad do obliczenia
naprezeii sposoby poprzednie, powinni$my zaczaé obliczenic od weula,
w ktérym wektor jednej sily i kierunki dwdch pozostatych sy dane;
takimi ‘weztami sg w tym razie wezly 4 i B; gdy oblicsymy sily odpo-
rowe A i I3 sposobami, wskazanymi w zadaniu 3-em lub 4-ym, lub in-

Rys. 56.

nymi sposobami, ktére podaje statystyka wykresdlna; wiedy, przechodzgc
od wezla do wezla W sposéb, wskazany w poprzednim przykladzie, obli-
czymy naprgzenia na wszystkich pretach, czy to sposobem wykreslnym
czy tez analitycznym; w danym praykladzie 4 =1, P i B= 1/, . Na
rys. b przedstawiono warunki naprezenia sil zewnetrznych, zbiegajg-
cych sig w kazdym wezle. Tworzenie tréjkatéw waglednie wielobo-
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kow dla kazdego wezla mozna uprodcid, laczge z sobg boki, przedsta-
wiajace naprezenie w tych samych pretach w jedng figure geometrycz-
ng rys. c.; plan przeto sit (tak nazwiemy zbiér tych wielobokdéw sil)
przedstawi sig w postaci figury geometrycznej; ktéra znajduje sig w $ci-
slej zaleznodei od figury, przedstawiajgeej kratownice lgeznie z linjami
prostych dziatania sil, obcigzajacych ja; zalezno$é ta jest nastgpujgca:

1) proste w planie sit sp réwnolegle do osi odpowiednich pretéw
kratownicy; | '

2) proste w planie sil, odpowiadajgce pretom i prostym dzialania
sil zewnetrznych, zbiegajgcych sig w jednym wezle, — tworza wielobok
zamknigty ze strzalkami jednozwrotnie skierowanemi; sily te bowiem,
jako zbiegajace sig w jednym punkeie, sg w réwnowadze. W krotkosei
wypowiemy te wilasciwosdd, ze kazdemu wezlowi kratownicy odpowiada
w planie sif wielobok zam«nigty;

3) proste w planie sii, odpowiadajgce kierunkom sil zewnetrznych .
utworzyd powinny wielobok ‘zamkniety; sily te bowiem (lgcznie z od-
porowemi) 8§ w réwnowadze.

Warunki te, kbére nazwad mozna statycznymi, pozwalajg jednak-
ze na wykreslenie réznych pod wzgledem geometrycznym planéw sik
dla jednej i tej samej kratownicy i tego samego obcigzenia.

Ré6znorodnosé tych figur wynika z tej okolicznogei, %e dodawanie
sil w kazdym wieloboku, mozna wykonadé w réznym porzgdku, kazdy
przeto wielobok sil, zbiegajgcych si¢ w obranym wezle, moze byd
w wielokrotny sposGb nakreélony. Jezeli np. sila P ma pozostawad
w rownowadze z dwoma sitami, kiére maja byc¢ rdownolegle do dwoéch
danych prostych; to, w celu obliczenia wartosci tych sil, mozemy utwo-
rzyé dwa rézne trojkaty; dla kazdego przeto wezta mozemy utworzydé
wieloboki, dajgce te same iloSciowe wyniki, posiadajgce jednakze od-
mienne postacie geometryczne; zalezne od przyjetego porzgdku do-
dajnikow. Dowolno$é ta moze by¢ wyzyskaiia dla zaspokojenia np. na-
stepujgeego warunku,

Plan sit Cremony. Nalezy ulozyd plan sit danej kratownicy i dane-
go obcigzenia w ten sposéb, azeby wektor kazdej sily byl naniesiony
w planie tylko raz jeden; azeby np. nie bylo, tak jak, na rys. ¢; ze
wektory sit 2-¢ji 4-ej wykredlone sa po dwa razy: wymaganie to ma na
ce!u uproszczenie wykreélania planéw sil: a stad i wigkszg dokladnosé
rysunku, oraz ma na celu danie przejrzystosci rysunkowi, a stgd moz-
noéé kontroli wykonanych dzialari wykreslnych; wtedy bowiem plan si
przedstawié musi uklad geometryczny $cidle lub tez $cislej okreslony,
niz bez tych warunkéw. Warunki i prawidla utworzenia takiego planu
opracowal w ostatecznej formie Cremona; nazwano fez ten plan planem
sit Cremony. — Czy ten warunek jest do spelnienia dla wszystkich kra~
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townic czy tes tylko dla pewnych kratownic i czy on rzeczywiseie je-
dnoznacznie okredli plan sil, tego w ogélnej formie nie bedziemy roz-
patrywad; a zastosujemy go tylko do kratownie, zlozonych z trdjkatéw.

Szukany przeto plan sil, powinien odpowiadaé przytoczonym wy-
zej trzem warunkom statycznym: i opréez tego warunkowi, ze wektor
kazdej sily, tylko raz jeden powinien by¢ naniesiony na rysunku. Wy-
pelienie tego warunku odbedzie si¢ késztem dowolnosei, jaka zachodzi

Sg,_ FP

a = m

Ry‘-, 57,

przy wyborze porzgdku dodajnikéw w wielobokach'sit. Warunek ten
wyrazimy w spos6éb geometryczny, po rozpatrzeniu przebiegu dodawa-
nia sil; zrébmy to na przytoczonym przykladzie, rys. 57-ym.

3-ci przyktad. W celu obliczenia naprezeni kratownicy, rys. bT-y, odci-
namy wezel A4; zbiegajg sig w nim tray sity 4, S, i S,, sila 4 jest znang;
w celu obliczenia pozostalych niewidomych wykreélamy jeden z tréjka-

tow: 1) A+ S, 85, =0; lub 2) 4435, +3, = 0;
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np. l-szy; cotez uczyniono w planie sit rys. dolny i wyznaezmy z niego
site 1-szy i 2-ga. Praystepujemy nastgpnie do wezla Il-go; zbiegajg sie
w nim trzy sily: S; znana (ze strzalky odwrotng poprzeduiej), S; i S,
nieznane co do warbodei i kierunkéw strzatek; mozemy przeto utworzyé
z tych trzech sit réwniez dwa teojkaty S, 4- S, 4+ S, = 0; lub
S+ S5, -FS;,=0; wybér ten jednakze wobec warunku dodatkowego
nie jest tym razem dowolny; liczyd sig bowiem musimy z tg okolicznoscia,
ze wektor S; wchodzié bedzie réwniez do wieloboku sil, zbiegajacych
sie w wezle Ill-cim; azeby przeto niewykredlad wektora S, w planie sil
dwa razy, naniedé go nalezy tak, azeby go mozna bylo dodad z silg S,
i z silg S,, ktére wehodzg do obydwdeh wielobokéw IlI-go i IIl-go; pro-
sta przeto dzialania sily S; powinna przechodzié w planie sil przez
punkt przecigcia sig sit 8§, i S,, ktéry oznaczyliémy literg a; wtedy bo-
wiem sita S; bedzie mogla byé dodang bezpoérednio z kazdg z tych
sil; spelniajge ten warunek wybor tréjkata dla sit wezla II-go jest je
dn.znacznie okreslony; jest nim tréjkat S, .S, +5; = 0: ktéry tez
wykredlono w planie sil. Wniosek co do wyboru polozenia prostej sily
S; mozemy uogélnid, powtarzad sie on bowiem bedzie przy obliczeniu
naprezelt we wszystkich wezlach danej kratownicy, i wypowiemy go
w postaci prawidla, podlug ktérego wykreslad nalezy plany sil Cremony:
kierunki naprezen w pretach, tworzacych tréjkat w kratownicy, powinny
w planie sit przecina¢ si¢ w jednym punkcie. Zwigzek przeto geometrycz-
ny po miedzy kratownicy a planem sily Cremony jest taki: ze kazdemu
wezfowi kratownicy odpowiada w planie sif jeden wielobok; a kazdemu
trojkatowi kratownicy jeden wezel w planie sif.

Po tych ogélnych uwagach, obliczymy naprgzenia w wezle II1-cim;
w we%le tym mamy cztery naprezenia i site dang P; dwa naprezenia .S, i .S,
i kierunki naprezen S; i .S; sa dane; pigciobok przeto fych sil mozna
wykreélié; poniewaz wektory sit S, i S; s w planie juz naniesione
w poprzednim obliczeniu, pozostaje przeto, przy tworzeniu pigcioboku
dowolnoéé w umieszczenin wektora P i prostych S; i .S nakreélié bo-
wiem mozemy z tych danych kilka pigciobokdw, czynigeych zadodé wa-
runkém statycznym; wezmy jednakze pod uwage, jak poprzednio, ze wektor
S;, azeby sig nie powtarzal, musi byé tak naniesiony ,w planie, azeby
mégt byé dodany do wektora S, i do wektora S,; azeby zad uczynié za-
doéé temu warunkowi, prosta dzialania sily S; powinna przechodzié przez
punkt przeciecia sig sit S, i S,, ktéry jest juz wyznaczony na planie
przez poprzednig konstrukcjg; .S; przechodzi przeto przez punkt b, jako
przez punki przecigcia sig prostych Sy i S;. Teraz pozostaje jeszcze
wybér: czy polgczyd sile P czy tex silg S; z poczatkiem tego wieloboku
t. j. z punktem m; lecz zwaszywszy, %e proste sit S;, S; i S; powinny
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w planie sil przecigd sig w jednym punkeie; sita P powinna polgezyd
sig z .S, w punkeie m; a wtedy kierunek sily .S, wyprowadzony z po-
ezatku wektora P, zamknie szukany wielobok; 2 kidrego wyznaczymy
ity S5, 1.5

Tréjkaty naprezen, jakie zbiegajy sig w nastgpnych wezlach; IV-tym
i V-ym, sg nadmiernie okre$lone; a to z tego powodu, ze§my uprzednio
obliczyli sily odporowe; wykreélenie tych tréjkatdéw jest przeto tylko
sprawdzeniem prawidlowego liczenia i dokladnodei kreslenin, W ten
sposéb mozemy obliczad wszelkie kralownice, zlozone z trojkatow.

Plan sil, wykreslony w powyzszy sposéb, posiada rézne geome-
tryezne wiadciwodei, zwigzane z postacig geometryczng kratowmey i jej
obeigzenia; zwrécg uwage np. na tg wlaSeiwodd, ze sily zewngtrzne
w planie sit Cremony ukladajg sig bezposrednio w wielobok sil; w na-
szym przyktadzie tym wielobokiem jest wielohok mpnm; ktéry uwazad
nalezy za czworobok: ktérego boki lezg na jednej prostej; jest on przy-
tem zamknigty; co stwierdza réwnowage sit zewngtrznych, przylozonych
do kratownicy.

Nastepna charakterystyczng wiadciwodeig planu sit Cremony jest to;
ze pola wielobokéw sil pokrywajg plassczyzng planu sit dwa razy; o czem
mozna sig przekonaé naocznie, gdy zakreskujemy kazden z wielobokdw
wyrazajacych r6wnowage naprezed w weztach, wtedy cala figura jak
w podanym przykladzie figura mabenpm; pokryje sig dwiema warstwami
kresek. Wladciwosé ta wynika z tej okolicznosei, ze kazdy pret w kra-
townicy 1gczy dwa wezly; w planie sil przeto odpowisdni temu pretowi
wektor naprezenia bedzie wspdélnym bokiem dla dwéeh wielobokdéw; plan
przeto sit skladad sie musi z wielobokdw, ktore laczg sie wzajemnie bo-
kami; jest to obraz taki, jaki ofrzymamy np. po zrzutowaniu jakiegos
wieloScianu przestrzennego na plaszezyzng; wiedy bowiem wszystkie
deiany danego wielo$cianu zrzutujy sig jako wieloboki o wspdlnych bo-
kach;—bedzie to zamknigta sied wielobokdw.

Zrozumialem jest, ze dany plan sil moze byd¢ rzutem nieskoliczonej
ilodei wielodcianéw, Uklad np. trojkatéw w planie sil, podanego pray-
kladu, moze bydé uwazany za rzut plaszezyzn dachu zbudowanego na
podstawie maben; pola rzutéw, dachéw i podlogi wzajemnie sig pokry-
wajgq; lecz wysokodei stupéw tego dachu mogg byd najrozmaitsze.

Podobieristwo planu sit Cremony i rzutu wielodcianu dato podstawe
waznym twierdzeniom, odnoszgeym sig do obliczania kratownic; ktérych
jednakze rozpatrywanie wchodzi w zakresstatyki budowlanej,—nie beda
tu przeto przytoczone; chociaz jeszoze raz powréeimy do tego przedmiotu,
przy wyznaczaniu plaszezyzn zerowych ukladdw sit. Na tem zakoriezymy
dzial réwnowagi sil na plaszezyZnie.



