— b — § 48—49),
okolo pokrywajacych sig osi O i ' oraz z ruchu postgpowego wzdiuz
tych osi. Ruch obrotowy tego rodzaju nazwaliémy ruchem ,,mczenia
sig”; a ruch postgpowy nazwiemy w danym razie ruchem ,§lizgania sig”;
przyjawszy te nazwy stredcimy wyzej wypowiedziane wyniki w sposéb
nastepujacy:

ciggly ruch bryly moze byé wywofany jednoczesnem toczeniem sie
i §lizganiem si¢ pewnej powierzchni prostolinijnej, sztywno zwigzanej
z ruchoma bryfa, po drugiej powierzchni réwniei prostolinijnej, ktéra po-
zostaje nieruchoma w przestrzeni. Proste, zetknigcia sig tych powierz-
chni, s3 osiami skrgtéw chwilowych. Poprzednie wige twierdzenia, mé-
wigce o toczeniu sig walecéw podezas ruchu plaskiego lub stozkéw pod-
czas ruchu kulistego, sa szczegllnymi przypadkami ruchu ogélnego.

Spos6b wywolania kazdego ruchu, wyrazony w powyzszem twier-
dzeniu, okredla $ciSle ruch w stosunku do przestrzeni, nie daje on je-
dnakze pojecia o czasie, w jakim nalezy go wykonaé. W celu uzupel-
nienia tego sposobu przedstawiania ruchéw, azeby $cisle on odtwarzal
ruch tak w stosunku do przestrzeni, jak i w stosunku do czasu, — na-
nieémy na osiach chwilowego obrotu, t. j. na tworzgcych powierzchnig
nieruchomg, przynalezne im wektory ¢ i 9,; a wtedy podlug takiego
obrazu geometrycznego, bedziemy mogll z caly éclsluém@ wykonad je-
den jedyny ruch.

G. Ruch zlozony i jego predkosci.

49. Okreslenie. Jezeli punkt nieswobodny porusza sie po pewnym
torze i gdy ten tor jednoczeénie,z tym punktem porusza sig w prze-
strzeni, to ruch takiego punktu nazywamy ruchem zfozonym; gdyz punkt
taki posiada ruch wlasny po torze, oraz jednoczednie bierze on udzial
w ruchu toru,

Ruch punktu po torze, gdy tor jest w spoczynku, nazwiemy ru-
chem wzglgdnym; a ruch, ktéry punkt wykonuje razem z torem, nie
poruszajac sig wzdluz niego nazwiemy ruchem unoszgeym. Ruch zas,
ktéry powstaje z tych dwdich ruchéw, jednoczesnie wykonanych, jest
ruchem zfoZonym, inaczej bezwzglednym lub wypadkowym.

Jako obraz ruchu zlozonego wyobrazmy sobie np. ruch czlowieka,
idgecego po torze, nakreflonym na pokladzie statku, gdy statek jest
w ruchu; ruch wzdluz toru, gdy statek stoi w spoczynku, jest, w mysl
danych okrelen, ruchem wzglednym; ruch zas, gdy czlowiek zatrzyma
sig w pewnym .miejscu toru, statek za$ jest w ruchu, bedzie ruchem
unoszgeym; gdy nastgpnie bedzie szed! 6w cztowiek wzdiuz toru, tor



§ 49—50. ~ T =

zai bedzie sig jednoizesnie poruszaé razem ze statklem to ruch czlo-
wieka jest ruchem zlozonym.

Otrzymamy $cisly obraz ruchu zlozonego, gdy pozwol:my porusza-
jacemu sie punktowi wykonywad wylgeznie ruch wagledny, t. j. gdy
wyobrazimy sobie tor nieruchomym; wtedy bedziemy méwili o,drodze,
predkodei i przyépieszeniu ruchu wazglgdnego i bgdziemy stosowaé do
tych pojeé wyzej juz podane okreglenia tych wielko$ei.

Wyobrazmy sobie nastepnie punkt ruchomy umocowany do toruy
wtedy wykona on ruch razem z torem. Gdy wyobrazimy sobie, ze
punkt$ ten, podezas ruchu, pozostawia w przestrzeni §lady trwale, to wy-
znaczy on tor, ktéry nazwiemy torem ruchu unoszgcego; powstaje on
bowiem wskutek unoszenia toru; predko§é zas i przyspieszenie punktu,
jakie on posiada podeczas tego ruchu, nazwiemy predkogeig lub przygpie-
szeniem punktu podezas ruchu .unoszgcego; — lub krétko predkoscig
i przyspieszeniem unoszgcem. Do tych wielko$ci mozna zastosowad
okreélenia, podane juz w kinematyce punktu.

Ruch punktu, ktéry powstaje z jednoczesnych ruchéw, z ruchu pa
torze i ruchu samego toru, nazwiemy ruchem bezwzglgdnym lub wy-
padkowym; punkt ruchomy w danym razie zakreéli w przestrzeni tor
r6zny od poprzednich toréw; tor ten nazwiemy torem bezwzglednym
lub torem wlasciwym i bedziemy méwili o drodze, predkogei i prayspie-
szeniu bezwzglednem,

W kazdej chwili czasu punkt ruchomy posiada trzy predkosei: —
predkosé wazgledng, z jakaby przebiegal po torze ruchomym; predkodé
unoszgcy, z jakaby poruszal sip wraz z torem, gdyby byl przymocowany.
do niego; i predkosé bezwzgledng, jakg wladciwie wykonuje. To samo
mozemy powiedzie¢ o przyS$pieszeniach.

Zadaniem naszem jest wykryé zalezno$é¢ pomiedzy temi trzemna
wielkoéciami, Zalezno$é ta wyrazi sig réwnaniami wektorowemi, ktére,
na podstawie twierdzenn o rzutach, mozemy przeksztalcié na réwnania
analityczne.

50. Predkosci punktu, bedacego w ruchu zfozonym. W celu uprosz-
czenia poczgtkowych rozpatrywari, przyjmijmy, ze tor ruchomy jest
prostg linig, oznaczong na rys. bd-ym przez x; i przyjmijmy, ze wyko-
nywa on ruch postgpowy w plaszezyznie rysunku. Wazgledny ruch
punktu jest wyznaczony przez predkodé wzdiluz toru, predkosd te
oznaczymy przez Uw; ruch toru jest wyznaczony przez predkodé, dewol-
nego jej punktu, predkodé te oznaczymy przez 7,. Wskutek jednoczesnego
wykonania obydwéch ruchéw, punkt ruchomy zakre§li na plaszezy#nie
rysunku, ktérg wyobrazimy sobie nieruchomsg, tor bezwzgledny z pewnq
predkoscia, nazwang bezwzgledns.



Niech w pewnej chwili tor
ruchomy znajduje sig w polo-
seniu, oznaczonem na rysunku
bb-ym przez x;, punkt za$ ru-
chomy w 4,; po uplywie czasu ¢
tor zajmie polozenie x,, a punkt
ruchomy zajmie wtedy poloze-
nie A4,. Przesunigcie 4,4, jest
czgstky toru bezwglednego, jaki b
zakredlit punkt ruchomy. Prze- Rys. 55.
prowadzenie punktu ruchomego z 4, do 4, mozemy wykonad¢ réwniez
w sposéb nastepujacy: wyobrazmy sobie, iz ten punkt jest umocowany
do toru i odbywa ruch tylko razem z torem, wtedy przybedzie on
%z A, do A4,"; nastepnie niech tor pozostanie w spoczynku, a punkt
niech wykona wzdluz toru przesunigcie, jakie by wykonal w tymze
okresie czasu razem z torem, przybedzie on wtedy z 4,” do 4, Po-
migdzy temi przesunigeiami zachodzi réwnanie wektorowe

4,4y = 4, 4" + 4,"4, . . . . . . . (86)

Moglibyémy réwnie# przeprowadzié punkt ruchomy z 4, do 4,
wykonujge przesunigeia w odwrotnym porzadku; a mianowicie: przesu-
wamy najpierw dany punkt wzdluz toru do miejsca 4,’, podczas tego
ruchu przyjmiemy tor x, za nierachomy, A4;4," jest przesunigciem
wzglednem; nastgpnie nadajmy torowi ruch postgpowy, wskutek czego
punkt ruchomy wykona przesunigeie z 4," do.4,, i w ten sposéb do-
siegnie od miejsca 4,. Pomigdzy temi przesunigciami zachodzi réwnanie
wektorowe '

A4, = 4,4, + A4, A4,.
7Z rysunku odezytamy, ze A4, = A,"dy; oraz A,.A," = A, A,

Podzieliwszy powy#sze réwnanie lub poprzednie przez algebraiczng
wielkoéé df, oznaczajacg okres czasu, w ktérym punkt ruchomy prze-
sungl sig z 4, do A,, otrzymamy réwnanie wektorowe

B=TyFB . . . e . .. . @D
o A4, .~ A4 _ A,4,"
gdyz podiug okreSlenia @y = —;73':'% = ‘th, oraz o, = .‘d: 24

Uogélnijmy to zadanie, przyjawszy, ze tor x; jest w ruchu dowol-
nym w przestrzeni, Poprzednio (§ 46-ty) dowiedli$my, ze kazdy ruch
ukladu sztywnego moze byé wywolany ruchem postgpowym i obroto-
wym; wyobrazié sobie przeto mozemy, ze ruch toru x, w przypadku
og6lnym sklada sig z ruchu postepowego 3, i obrotowego okolo punktu 4,"
o kat ds; ruchomy przeto punkt 4 nie zatrzyma sig w miejscu 4, jak
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bylo to poprzednio, lecz przesunie sig jeszcze po luku 4,4, (luk ten
nie naniesiono na rysunku); luk ten jednakze jest wielkodeia nieskon-
czenie malg drugiego rzedu w poréwnaniu z wielkosSciami przesunigd
A, 4, lub 4, 4,"; gdyz dlugosé luku 4,4y = A4," A4, do, t, j. réwna sig
iloczynowi dwéch wielkos$ei nieskoriczenie malych; przesunigcie przeto
A,A; moze byé w tym razie pominigte i réwnanie 37-me pozostanie
w swej mocy réwniez dla ruchu dowolnego w przestrzeni. Zwrécié na-
lezy uwage, ze wielko$é nieskoriczenie maly drugiego rzedu, ktérg tu
pomijamy, bedzie musiala byé uwzgledniong, gdy wielkosci tego rzgdu
bedziemy poréwnywali miedzy soba; co nastgpi przy obliczeniu pray-
gpieszenn tych punktéw.

UJog6lnijmy jeszcze zadanie powy#sze do przypadku, w ktérym
tor unoszgey jest krzywolinijny. Dla tego przypadku cale powyzsze ro-
zumowanie zostanie w gwej mocy; gdyz czynige nieskoliczenie male
przesunigcia po luku, mozemy, z pominigciem nieskoriczenie matych dru-
giego rzedu, uwazad je za czgstki linii prostej tak, iz nic sig nie zmieni
w naszych rozpatrywaniach; wyglosimy przeto twierdzenie ogélne:

predkos¢ wypadkowa punktu, bedacego w ruchu zloZonym, réwna
si¢ sumie wektorowej jego predkosci wzglednej i predkosci unoszacej.

. Punkt ruchomy moze braé udzial nietylko w dwéceh, lecz i w wielu
ruchach; przypadek ten nastapi, gdy np. plaszczyzne naszego rysunku,
w ktérej odbywa sig ruch zlozony, bedzigmy posuwaé po stole, wtedy
predkosé 3, ktérag nazwaliémy bezwzgledng, stanie sig predkoseig
wzgledng w stosunku do stolu, na ktérym lezy rysunek, a predkosd
bezwgledna punktu, ktéra oznaczymy przez T g t.j. predkosé wzgledem
stolu, wyznaczymy z réwnania 9y ; = 9 - ¥ rysunku = 7, 9,17, .
Wniosek powyzszy wogélnimy zatem w sposéb nastgpujacy: .

predkos¢ wypadkowa punktu ruchomego jest réwna sumie wektoro-
wej predkosci skfadowych; przez predkosei skladowe rozumiemy predkosei
wzgledne i unoszgce.

Szczegdlny przypadek zastosowan’a powyizszych wzoréw zajdzie,
gdy predkodei 0, i 7, lesed beda na jednej prostej, wtedy ich suma
wektorowa zamieni sig na sume algebraiczng, Gdy np. pocigg biegnie
z predkosciag 7,=20 m/s., i gdy konduktor przechodzi, wzdluz tego
pociggu w kierunku jego biegu, z predkoseig.v, = 1 m/s.,, wtedy bez-
wzglgdna predkosé konduktora v,=20-}1=21 m/s; gdyby =za$§ prze-
chodzil on w odwrotnym zwrocie biegowi pociggu, wredy v;=20 —I1=19
m/s. Gdyby dany pocigg biegl po réwnolezniku kuli ziemskiej w zwrocie
zgodnyn! z obrotem ziemi i gdybyémy cheieli uwzglednié predkodei
obrotu kuli ziemskiej, wtedy nalezaloby do 21 dodad algebraicznie pred-
ko$é punktu kuli ziemskiej, w ktérym rozpatrujemy ruch pociggu. Jezeli
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kierunki ruchéw sg rézne, to zamiast dodawania algebraicznego zastosu-
jemy dodawanie wektorowe.

Przykltad. Punkt ruchomy przesuwa sig wzdluz prostej ruchem je-
dnostajnym, z predkoseig ¢, ; podeczas tego ruchu prosta obraca sig
réwniez ruchem jednostajnym w plaszezyZnie rysunku okolo jednego ze
swoich punktéw, predko$é katowa tego obrotu jest ¢. Nalezy wyzna-
czydé predkosd bezwrzgledng punktu w réznych polozeniach prostej uno-
szgcej i wykredlic z tych punktéw tor bezwzgledny, przyjawszy, ze
w poczgtku liczenia punkt ruchomy znajdowal sig w érodku obrotu.
Azeby rozwigzaé to zadanie, nalezy wykreslié obracajaca sig prosta
w kilku jej polozeniach dla okreséw czasu, np. t=0,1, 21t d, i na-
stepnie na tych prostych nalezy wyznaczydé odpowiednie polozenie pun-
ktu ruchomego; mozemy to wykonad, gdyz znamy ¢, i ¢, w ten spo-
s6b wyznaczymy oddzielne punkty toru. Azeby wyznaczyé predkosé
punktu ruchomego w pewnem miejscu toru, uwazaé¢ bedziemy ruch
punktu w kazdem polozeniu toru, jako niezalezne zadanie, a predkodé
jego wyznaczymy z réwnania 7y = ¢, -}- V79, w ktérem 7 oznacza
promien wodzgey punktu ruchomego, przytem » = cf, oraz V 70 =1,,.
Zadanie to poleca sig rozwigzad wykreslnie, a nastgpnie analitycznie.

Uwaga. Zauwazy¢ nalezy, #e podiug okreélenia predkosei, kieru-
nek jej pokrywa sig z kierunkiem czgstki toru, t, j. kierunek predko-
gci punktu ruchomego jest styczny do toru, zakreslonego przez dany
punkt; wyznaczenie zatem predkodei bezwzglednych pozwala wykreslié
styczne do toru bezwezglednego. Zastosowadé tg mysl do wykreslenia
stycznych do toru, jaki otrzymamy w zadaniu poprzedniem.

-51. Prawo superpozycyi. Wyprowadzajac wzbr 95 = 0, -} T,
zrobiliSmy pewng niedokladno$é w rozumowaniu, z ktérej nalezy zdaé
sobie sprawe i blizej ja omdéwid; mianowicie, w rozumowaniu tem przy-
jelismy, ze predko$é o, jest predkodeig, z ktérg punkt ruchomy prze-
bywa tor x, gdy ten tor jest w spoczynku, t. j. gdy 9, = 0, i w tenze
spos6b przyjeliémy, ze 9,, jest predkodeig toru, gdy v,, = 0; nastgpnie punk-
towi ruchomemu nadaliémy obydwa ruchy jednoczes$nie, przyjmujac
milczgco, ze predkosei 7y i 7, podezas ruchu jednoczesnego, nie zmie-
nig sig; w tem miejscu naszego rozumowania powinna sig nasungé wab-
pliwoéé, czy mamy prawo przyjaé, %e, podczas ruchu jednoczesnego,
predkoéei 9,1 7, nie zmienig sie.

Biorge dane zjawisko, z ogdlnie-fizycznego punktu widzenia, tatwo
zauwazymy, %e czynniki, ktére dzialaja kolejno i wywolujg pewne
skutki, ~~ pewne zmiany, nie zawsze, dzialajagc jednoczesnie, wywolujg
sume tych skutkéw. Gdy jeden kon np. jest w stanie ciagnac pewien
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cipzar z predkoscia 2 m/sek., wtedy pieé¢ koni, nie nada predkosci
bX 2= 10 m/s. Otéz w danym razie czynniki, skladajgce dane zja-
wisko, nie dodajg sie. _

Wezmy inny przyklad. Czlowiek idzie wzdiuz pociggu, bedacego
w spoczynku, z predkoscig 1 m/sek. wzglgdem tegoZ pociggu; gdy za$
pocigg bedzie w biegu np. z predkodeig 20 m/sek. se zwrotem zgodnym
z predkodcig czlowieka, wtedy powiemy, ze bezwzgledna predkosé ezlo-
wieka 25 = 20 1 =21 m sek. W tym przykladzie czynniki, sklada-
jace dane zjawisko ruchu dodajg sie. Inaczej wyrazajgc sig, powiemy,
‘#e w pierwszym praykladzie nie zachodzi prawo superpozycyi, t. j. do-
dawania czynnikéw; w drugim zad zachodzi prawo superpozycyi. Nasuwa sig
teraz pytanie, w jaki sposéb mozemy rozpoznaé, czy dane zjawisko
podlega prawu superpozycyi, czy nie? Jedyng drogg do orzeczenia tego
jest droga spostrzegan, bo chociaz w powyzszych przykladach jest ,ja-
snem”, w ktérym z nich zachodzi prawo superpozycyi, w ktérym zad
nie zachodzi; lecz to prze§wiadczenie posiada swoje %rédlo w naszem
do$wiadczeniu, ktére zdobyliSmy mimo $wiadomodei. Zjawiska np. che-
miczne nie podlegaja w wielu przypadkach prawu superpozycyi; lecz
ten wniosek stanie si¢ dopiero jasnym po zebraniu znacznej ilosei danych,

Prawo wige superpozycyi ruchéw, t. j. wladciwosé, ze wynik ré-
wpa si¢ sumie (liczbowej lub wektorowej) oddzielnych czynnikéw, jest
prawem do$wiadczalnem i jest jednem z trzech praw zasadniczych me-
chaniki.

Prawo superpozycyi daje r6wniez dogodng metode badania zjawisk
ruchu, kazdy bowiem wigcej zlozony ruch mozemy rozlozyc¢ na ruchy skia-
dowe,—prostsze; nastgpnie po zbadaniu wilasciwosei kazdego z nich, be-
dziemy mogli orzec o wladciwodeiath ruchu zlozonego. Ruch np. cial,
wyrzuconych w prézni, sklada sig¢ z dwdéch ruchéw, jednostajnego i je-
dnostajnie prayépieszonego; z tych dwéeh rodzajéw ruchu mozemy zlo-
zyé calo$d zjawiska i okreslié jego kinematyczne i geometryczne wila-
$ciwodei.

52. Zlozony ruch bryly i predkosci jej punktéw. Mowige o ruchu
bryly, rozumiemy ruchy oddzielnych jej punktéw. Nietylko punkt lecz
i bryla moze posiadaé dwa i wigcej ruchéw; kazden ze skladowych ru-
chéw danej bryly powinien byd przytem $ciSle okredlony. Zadanie w da-
nym razie polega na wyznaczeniu predkosei kazdego punktu bryly z wiel-
kodei, okreélajacych jej ruchy skladowe. Rozpatrzymy przedewszystkiem
sposoby wyznaczania predkosei wypadkowych, a nastgpne sposoby wy-
znaczania przyipieszen wypadkowych; w tym celu rozpatrywad bedziemy
kolejno najprostsze ruchy skladowe; nastepnie rozpatrzymy ogélne przy-
padki. SR
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'53. Dwa ruchy postgpowe = Przypadek tego ruchu zachodzi, gdy
np. 16dka jest unoszong przez prad rzeki ruchem postepowym i jedno-
czednie, wskutek dzialania wiosel, zdaza ona poprzek rzeki réwniez ru-
chem postepowym; kazdy. punkt 16dki posiada w danym razie dwa ru-
chy postgpowe. . -

Gdy bryla dana posiada dwa ruchy postepowe, wtedy kazdy jej
punkt posiada dwie predkodei, ktére wyznaczajg jego predkoéé wypad-
kowg. - Poniewaz przyjeliémy, ze ruchy danej bryly sa postgpowe, przeto
predkosei skladowe wszystkich jej punktéw w danej chwili s wzajem-
nie réwne i réwnolegle, zatem i ich wypadkowe beda wzajemnie réwne
i rownolegle. Wniosek ten wyrazimy w sposdéb nastepujacy:

ruch bryly, wywolany przez ruchy postepowe, jest réwniez ruchem
postgpowym i predkosé jego jest ré6wna sumie wektorowej predkosci .
ruchéw skfadowych,

54. Ruch obrotowy i postepowy, prostopadty do osi obrotu. Obraz
takiego ruchu przedstawimy sobie, gdy osi, obracajacej sig bryly, na-
damy ruch postepowy, ktérego kierunek jest prostopadly do tej osi.
Zadaniem naszem jest wyznaczyé predkodci bezwzglgdne punktéw tej
bryly, gdy dane sg: predkosé ruchu postepowego ¢, i predkoéé katowa @,,.

Podczas obrotu bryly punkty jej otrzymujs predkosci, ktére uwa-
2aé mozemy za predkodci wzgledne, zatem napiszemy réwnanie v,=7. Paw,
w ktérem #» oznacza odlegloséé rozpatrywanego punktu od osi obrotu
tenze punkt posiada druga predkoéé ¢, ruchu postgpowego, ktéra jest
predkodcig unoszgeg. Predkodei 7, i ¢, leza w plaszizyznach prosto-
padlych do osi obrotu; predkoéé =zatem bezwzgledna rozpatrywa-
nego punktu @,==79,1¢,, jest réwnies prostopadla do osi obrotu.
W ten sposéb moglibyémy wyznaczy¢ predkodei bezwagledne wszystkich
punktéw bryly. Sposéb ten da sig jednakze uogélnié, gdy zwazymy,
ze ruch zlozony W sposéb opisany “jako ruch plaski, mozna wywolad
przez obrét calej bryly okolo pewnej osi réwnoleglej do pierwszej osi,
§ 84-ty, wtedy 9, obliczymy =z predkosci ebrotowej okolo mowej osi
i z odleglodei danego punktu od tej osi. W celu wyznaczenia tej osi,
przetnijmy dang bryle plaszezyzng ‘prostopadla do osi obrotu; wtedy
otrzymamy figure plaska, rys. 56-ty, ktéra obraca sig okolo 0si &, iktd-
rej kazdy punkt A posiada dwie predkodci 9,1 ¢,, predkodei te wy-
znaczajg predkodé bezwzgledna tego punktu, t. j. 9p= 7, - ¢,. Jezeli
ten .ruch zlozony moze bydé wywolany przez obrét, to na danej. ptasz-
czyZnie powinien znajdowaé sig punkt (/) ktéry bedzie érodkiem tego
obrotu. Srodek ten wyznaczymy, jezeli znajdziemy punkt bryly, ktérego
predkoéé bezwzglgdna podezas ruchu réwna sig zeru; to jest dla takiego

Mechanika = Tom 1L, B
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bieguna @, = d, |} &, = O; lub inacze] vy = — @y powinnismy
wiee znalesé punkt, ktérego predkosé 7, réwna sig¢ co do kierunku
i co do wartodei predkodei 7,5 a zwrot jej jest przeciwny zwrotowi
predkosei #,. Punkt taki lezeé moze tylko na prostopadiej do
kierunku wektora ¢,, wyprowadzonej z O, i na tej stronie tej osi, na

ktérej zwroty obydwéch predkosci sa przeciwne. Odleglosé », tego '
punktu od O obliczymy =z réwnania #, ¢, =¢,. Srodek ten znalezd
mozna réwniez z dwéch dowolnych polozeri wektora predkosei, § 34-ty.

3 4 &0

S
-

Rys. 56.

W ten sposéb wyznaczony punkt O' posiada, podczas chwilowego
ruchu bryly, . predkosé wypadkowg réwng zeru; jest wige on Srodkiem
obrotu, Poniewaz opisany ruch bryly jest plaski, przeto réwnolegla,
wyprowadzona z tego punktu do danej osi obrotu, bgdzie osig wypad-
kowego obrotu bryly. Wyznaczywszy polozenie tej osi, obliczymy pred-
koéé bezwzgledna dowolnego punktu bryly, jako predkos¢ wywolana
obrotem okoto O; jedli wiadomsg jeszcze bedzie predkodd obrotowa okolo
tej nowej osi; prgdkosé te nazwiemy wypadkows predkodeig obrotows,
wielko$é jej obliczymy, znajge predkosé wypadkowy jakiegobadZ punktu
bryly; w tym celu zauwezymy, %e punkt O posiada predkosé bez-

¢
wzgledng v, == ¢,, napiszemy wigc ¢,7, =¢,, skad ¢;= —ﬁchw,- zZa-
%o
uwazymy nastepnie, ze zwrot obrotu ¢, jest ten sam, co zwrot obrotu ¢,
co, Igcznie z warunkiem réwnoleglofci osi, wyrazimy wektorowo, %e

B = B,. Wszystko, wyzej powiedziane, stredcimy w spos6éb nastgpujacy:
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ruch bryly, wywolany przez obrét okolo pewnej osi i przez jedno-
czesny ruch postgpowy w kierunku prostopadiym do niej, jest ruchem
obrotowym z tymze zwrotem i z ta3 sama predkoscia katowa okolo innej
osi, ktéra jest rownolegla do pierwszej.

Plaszezyzna obydwdch osi jest prostopadia do kierunku predkosci
¢ : :
¢y ruchu postgpowego; wzajemna ich odleglodé », = T;!' , 1 nalezy ja

odlozy¢ na tg strong®osi obrotu wzglednego, po ktérej predkosei 7,1 ¢,
posiadaja zwroty przeciwne,

55. Ruch obrotowy i postgpowy wzdtuz osi obrotu. Obraz tego ruchu
‘przedstawimy sobie, gdy oé obrotu, wraz z obracajaca sig bryla, prze-
suwaé bedziemy wzdluz tejze osi. Podezas tego ruchu, kazdy punkt bryly
pozostaje na powierzchni walea, ktérego osig jest of obrotu, a promie-
niem jego podstawy jest odleglodé #, danego punktu, od tej osi. W danem
zadaniu posiadamy @, predkosé
katowg ruchu wzglednego, oraz
predkosé ¢, ruchu unoszgcego,
ktéra jest réwnolegla do osi
obrotu.

Predkoéé wzgledna punktu,

oddalonego od osi na dlugoéé #,
wyznaczymy z réwnania v, =
7 .9,, Z nadmienieniem, ze jej _ e -
kierunek jest prostopadly do Y = V?’- Le
osi obrgtu, Predkosé bezwzgle- Rys. 57.
dng tego punktu wyznaczymy : :
z réwnania ogélnego 9, = Ty |- ¢,. Poniewaz 7, jest prostopadig
do ¢, rys. 57-my, przeto napiszemy wzér analityczny v, =]/'vw2—|— Ci )1.1‘)
wektorowy 9 = 0, = Ty - e

Jezeli podczas ruchu pewnego punktu, predkosci 7y, oraz- 7, sg

Al

wielkogciami stalemi, to napiszemy tga——-i:ﬂ‘, to Znagzy, ze punkt
UM = N

ten zakre§la, na odpowlednim jemu walcu, krzywg, ktérej styczne po-

siadajg niezmienny wazgledem osi tego walca kat; krzywa taka nazwa-

liSmy juz linig $rubowa.

Gdy wige bryla wykonywa np. obrét jednostajny okolo pewnej osi
nieruchomej i jednocze$nie posuwa sig wzdlui tej osi ruchem réwniez
jednostajnym, wtedy wszystkie jej punkty zakreélajg linie érubowe imé-
wimy, ze dana bryla znajduje sig w ruchu $rubowym; 0§ obrotu nazy-
wamy wtedy osia ruchu $rubowego.
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Jako szczegélny przypadek ruchu $rubowego moze byc obrét, gdy

= 0; lub ruch postepowy, gdy ¢, =0.

Z rys. b7-go odezytamy, #e rzuty predkosei bezwzglednych na of
obrotu, sg w danym ruchu réwne predkoéei ¢,; cosémy juz dowiedli przy
okredleniu ruchu $rubowego. Wiadciwosd ta pozwala wyznaczyd polose-
nie osi ruchu $rubowego bryly, ktérej predkosei sa znane co do kierunku
i wartodei. W celu wyznaczenia polozenia tej osi (poréw. § 44), obie-
ramy trzy punkty danej bryly, ktérych predkodci wektorowe sa nam
znane, i szukamy w przestrzeni takiego polozenia prostej, na ktérg rzuty
tych trzech predkodei bedg wzajemnie réwne. Azeby takg prostg wy-
znaczyd, “yprowadzlmy z dowolnego punktu X, obranego w przestrzeni,
‘trzy wektory 9, 9, i 75, réwne trzem predkosciom obranych punktdw,
przez koice tych wektoréw przeprowadzimy plaszezyzne i opuscimy na
nig z wierzcholka K prostopadly KXK', wtedy o$ ruchu $rubowego jest
do niej réwnolegla; pozostaje jeszcze wyznaczyd wladciwe jej polozenie
w przestrzeni: w tym celu przeprowadzimy plaszczyzng dowolng, lecz
prostopadiy do’ prostej KK', zrzutujemy na nig dwa jakiebgdZ punkty
ruchomej bryly i ich predkosei, tymi punktami mogg byd réwniez dwa
z wy#ej juz stosowanych trzech punktéw. Niechaj tg plaszezyzng bedzie
plaszezyzna naszego rysunku, rys. 59-ty, punkty (1)" i (2)' niech przed-
stawiajg rzut wila-
§ciwych punktbw,
predkogei, o', i o',
niech bedg rzu-
tami  wiladciwych
przedkosdei to pun-
kty (1) i (2)" pod-
ezasruchubryly za-
kreslajg kota spol-
§rodkowe, ktére
moga by¢ uwazane
za podstawy wal--
¢dw, na ktérych
znajdujg sig wiasei-
we punkty; rzuty
9, oraz . 7, ' 5§
stycznemi .do pomienionych kél, $rodek wige ich latwo juz wyznaczyd,
wyprowadziwszy prostopadle w punktach (1) i (2)" do wzajemnego ich
przecigcia sig w O ; prosta przeprowadzona przez punkt O i réwnolegla do
KK', ‘lub ' prostopadla do przeprowadzonej plaszczyzny, Wwyznacza
w przestrzeni wladciwe . polozenie osi ruchu grubowego.

Wyznaczywszy nastepnie odlegtos$é », punktu (1)’ od O, napiszemy

Rys. 58.
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wr, =1, skad otraymamy wartos¢é predkosei obrotowej :p:ﬁ—. Zry-
£

sunku 58-go odezytamy, ze predkosé ruchu postgpowego réwna sig od-

cinkowi KXK', oraz, e v, = AK'.

(W
7 (O
Cy
Ve V!
Rys. 59. Rys. 60.

Zwrécié nalesy uwage, iz w zadaniu tem jest nadmierna ilodé da-
nych; przyjeliémy bowiem dla uproszczenia zadania jako dane trzy
wektory predkodei, ktore stanowig dziewigé wielkoéei liczbowych, gdy
ruch bryly okreslony jest przez szesé wielkosei.

56. Ruch obrotowy i postepowy w dowolnym kierunku, W danym
przypadku rozkiadamy predko$é 7 ruchu postgpowego w kierunku osi
obrowu i prostopadle do niej, rys. 60-ty. Skladajac prgdkosei ruchu obro-
towego z'prgdkoéciq‘ prostopadiy do osi, otrzymamy ruch obrotowy okotlo
osi réwnoleglej do danej osi; oé tg wyznaczymy na zasadzie poprzednich
rozwazar. Pozostaje obecnie dodad ruch obrotowy okolo nowej osi, z po-
zostalym z rozlozenia ruchem postepowym, réwnoleglym do osi; w re-
. zultacie tego dodania otrzymamy ruch Srubowy. Wynik tego rozumo-
wania wypowiemy w spos6éb nastepujacy : '

ruch bryty, ktéry jest wywolany przez obrét okoto os: i'przez jedno-
czesny ruch postgpowy w dowolnym kierunku, jest ruchem $rubowym. '

57. Przyktady. 1) Kolo toczy sip w swojej plaszezyznie ruchem
]ednos‘ua]nym po prostej linii, nalezy wyznaczyé ruch wypadkowy punktu
obranego na tym kole, gdy pr@dkoéé 7 $rodka kola i Srednica jego » 33
dane, rys, G]-szy
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Punkty kola wykonywujg podwdjny ruch, ruch postgpowy jedno-
stajny i ruch jednostajny obrotowy okolo érodka. Tor wzgledny punktu
jest koto; ruch unoszgey jest postgpowy i prostolinijny. Gdy wyobra-
zimy sobie przez O przeprowadzong o$ prostopadla do plaszezyzny kola,
to otrzymamy przykiad ruchu obrotowego i postgpowego, prostopadiego
do osi obrotu.

Rys. 61.

Przystapimy najpierw do obliczenia predkogci obrotowej ¢ okolo
§rodka. Gdy kolo toczy sig po pewnej linii, to dlugodé tuku kola od-
klada sig na linii, po ktérej sig ono toczy. Jezeli wige w pewnej chwili
ruchu punkty X, i K,' pokrywaly sig, to podczas toczenia sig diugo$é
luku K,’L = dlugodei KyL. Dla okresu wige czasu # liczge od chwili,
w ktérej punkty K,'i K pokrywaly sig,luk K|'L =r¢ ¢ oraz K, L=c. ¢,
przeto »¢f=c¢f, skad »9=c¢. Wyraz »¢ przedstawia warto$é predkosci
wzglednej punktu, znajdujacego sig na kole i jest ona réwna predkosei
unoszenia ¢. W celu wyznaczenia polozenia §rodka obrotu wypadko-

wego, zastosujemy wyprowadzony wzér, ze ru=—c-, ktéry, tacznie z po-
©

przednim, da wielko$é »,=7#». Punkty wigc zetknigcia kola z prosta x
sg Srodkami obrotéw chwilowych, co zresztag wynika z warunku tocze-
nia sig, Zakreéliwszy z tego punktu czgstkg kola o promieniu K;'L,
otrzymamy czgstke toru bezwzglednego, jaki zakres$la obrany punkt.
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Podczas toczenia sig kola, punkt zeiknigeia zmienia swe potozenie, punkt
wige ten jest $rodkiem chwilowego obrotu. Znajomo$é polozenia tego
srodka pozwala wyznaczyé predkosei chwilowe dowolnych punktéw,
zwigzanych sztywno z danym kolem, gdy zauwazymy, 2ze predkosé

obrotu wypadkowego réwna jest danej predkogei t. j. = -°. Kierunek
r

predkosei bezwzglednej, np. punktu K,’, wyznaczymy, przeprowadzajac
prostopadla do promienia K,’L, warto$é zad jej

1 =0¢.K/'L=0¢.2 rsin—;:?.c sin -%—

Poniewaz predkosé wypadkowa v, jest prostopadia do promie-
nia K'L, przeto kierunek jej przechodzi przez koniec érednicy, prze-
prowadzonej ze ¢$rodka chwilowego obrotu; 2z czego réwniez wynika
geometryczna konstrukeya stycznych do toru, zakreslonego przez do-
wolny punkt, sztywno zwigzany z kolem; krzywe te nazywaja sig cy-
kloidami. '

Réwnanie toru bezwzglednego wyliczymy, stosujgc zasade, ze kie-
runek 7, jest kierunkiem stycznej w danym punkecie toru. Liecz ten spo-
s6b, w danym razie, posiada pewne niedogodno$ci rachunkowe, i pro-
§ciej wyprowadzimy to réwnanie, korzystajac z wlasnosei geometrycz-
nych ruchu toczenia sig. W "tym celu wprowadimy do rachunku kgt
o, jest to kat wzglednego obrotu i napiszemy z rysunku 61-go,
x=K,L —K',O sin o, skad, na zasadzie, %e K,L==lukowi K,'L=1rc
otrzymamy x¥=1#.6 — #sin ¢, lub

1) x = (o — sino); nastgpnie

y=0L — K;'Ocos o, skagd y =» —» cos 5, lub

2) y=»(1—cosa).

7 r6wnania 1-go i 2-go mozemy s wyrugowad i otrzymamy wtedy
jedno réwnanie z dwiema zmiennemi x i y, bedzie to réwnanie toru.
Zwykle jednakze ze wzgledu na dogodnosci rachunkowe, krzywg te
przedstawia sig przez dwa réwnania z trzema zmiennemi. Krzyws, za-
kreélong przez punkt, lezgcy na obwodzie kola, nazywaja cykloidg po-
spolita.

2) Przyklad. Kula o promieniu » ma obracaé sip ze stalg pred-
koscig okolo osi poziomej, przechodzgcej przez jej érodek i jednoczesdnie
ma posiadaé ruch postgpowy, prostopadly do osi obrotu, o statej pred-
koéci z. Ruchy te cheemy wywolaé przez toczenie sig kuli we wpuscie
klinowym prostolinijnym; nalezy zbudowad ten wpust, t. j. nalezy wy-
znaogy¢ kat jege zmbieznosci.

Na rysunku 62-gim pokazana jest kula i pozioma of obrotu x, kie-
runek predkodei 7 nie jest pokazany, gdy# jest on prostopadly do plasz-
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czyeny rysunku, zwrot tej predkosci prayjmiemy skierowuny za plase-
czyzne rysunku. Na rysunku jest réwniez pokazany przekréj wpustu,
w ktérym kula przez toczenie sig ma nabywa¢ predkodei postepowej ¢
i obrotowej ¢; nalezy wyznaczydé kat a. Ruchem wypadkowym tych
dwéch predkosei jest obrét okolo osi réwnoleglej do «, odleglej od niej

na 7, = 2 i odcigtej po  stronie
LP i

osi x, gdzie predkoséci skiadowe po-
siadajg zwroty przeciwne, 0§ tp ozna-
' czyliémy na rysunku literg x'. Jezeli
kula ma sig toezyd, to punkty, prze-
cigcia sig osi &' z kula, powinny byé
punktami zetknigeia sig kuli z po-
‘wierzchnig wpustu; na tej zasadzie
wykreélimy kato iz rys. 62-go odezy-
Yoo b

Rys 62, tamy bezposrednio sin(f"—):__= !
Lo 2] v o.r

Kula, zmieniajac swe polozenie, zmienia réwniez polozenie osi wy-
padkowej x'; gdy nastepnie wyobrazimy sobie te osi przymocowanemi
do kuli, to utworzg one walec, ktérego osig jest o x, a promieri jego

. c *
podstawy jest 7, ='; Walee ten przetnie kulg po kolach, ktére sg

geometrzycznem miejscem zetknigé kuli z plaszezyznami wpustu. Gdy
za$ wyobrazimy sobie osi x', umocowanemi w przestrzeni nieruchomej,
t. j. przymocowanemi do wpustu, to miejsce fch geometryczne bedzie
. plaszezyzna réwnolegla do kierunku osi x i kierunku predkosei postepo-
wej ¢. Ruch wige zgdany mozna wywoladé przez toczenie sig kuli we
wpuscie; lub tez przez toczenie sig wspomnianego walca po plaszezyZnie.
Sprowadzenie danego ruchu do toczenia sig jest zgodne z twierdzeniem
og6lnem dla ruchéw plaskich, ze wszystkie ruchy plaskie moga byd wy-

wolane przez toczenie sig jednego walca po drugim. _
Szczegblne przypadki powyzszego przyktadu. Wzér sin %ch ﬂr :
daje matematyczny zwigzek pomigdzy wielkodciami o, ¢ i o, dla kuli
o promieniu 7 Znajge dwie z tych wielkosei, mozemy obliczyd trzeci.
0

“a} Gdy a=180" wtedy sin (IE;O ) _-:—C—, skad ¢ = g7 jest to wa-
3 <Pr

runek foczenia sig po plaszezyznie kuli lub kola o promieniu 7.
b) Gdy a=0° t. j. gdy $ciany wpustu sg wzajemnie réwnolegle;

wtedv 0= *-E—, skad vf-:—(), przyjmujemy bowiem » > 0, & wige #, =
: or o :

T
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- =§:0, t. J., walec, toczgey sig, przechodzi w prosty linig i niema

w danym razie ruchu toczenia sig, jest tylko obrét kuli okolo nierucho-
mej osi.

58. Ruchy obrotowe okofo osi réwnolegtych. Jezeli bryla obraca
sig okolo pewnej osi, i od ta obraca si¢ jednoczesnie okolo innej osi do
niej réwnoleglej, to kazdy punkt tej bryly posiada dwie predkodei, ktére
daja predkosé wypadkowa; zajmiemy sie obecnie wyznaczeniem tej pred-
kodei. W tym celu przeprowadZmy plaszezyzne prostopadly do obydwéch
osi i niechaj punkty O, i O, bedg punktami przecigeia sig jej z osiami
obrotéw, a figura ?akreslcowana B — przecigeiem sig z bryla. Niechaj
figura plaska, rys. 68-¢i, obraca sig okolo $rodka O,, $rudek zag¢ O, niech
obraca sig okolo O,. Obie-
rzemy nastepnie dowolny
punkt figury ruchomej, be-
dzie on w tym ruchu posia-
dat predkoéci skladowe o,
i 75, kiére dadzg predkosd
bezwzglgdng 7 = 9, - U,
Czynige to dla kazdego
punktudanejfigury, wyzna-
czymy w ten sposéb pred-
kosei bezwzgledne wszyst-
kich jej punktéw; wyzna-
czenie jednakze wszystkich
tych predkodci bedzie
uproszezone i otrzymamy
oghlniejszy poglad na ich
rozmieszezenie w przestrze-
ni, gdy zwazymy, %e ruch jest plaski, predkosci pirzeto bezwzgledne ta-
kiego ruchu sg predkodeiami, ktére mozna wywolad obrotem bryly okolo
innej osi, § 34-ty. Myslg przewodniag possukiwania takiej osi bedzie
zasada, ze bezwzgledne predkodci punkidéw, lezgeych na niej, sa =0
a wige dla punktéw takiej osi zachodzi réwnanie 9, 4 9, = 0; co moze
nastapié, gdy 9, i 9, lezed bedg na jednej prostej i gdy ich wartosei
beda wzajemnie réwne, a zwroty przeciwne. Zamiast osi szukad be-
dziemy na naszym rysunku punktu, ktérego predkosé podezas chwilo-
wego obrotu =0, i punkt ten bedzie $rodkietn obrotu. Srodek taki le-
- zeé moze tylko na prostej x, iaczagcej O, i O,, rys. 64-ty, gdyz skiadowe
predkosei jej punktéw lezg na prostopadlych do niej; i przytem lezecd on
moze w taj czpdei prostej, w ktdrej predkodei skladowe posiadajg zwroty




