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W' rozpatrywaniach powyzszych przyjeliémy uklad spéirzednych
prostokatny, do ktérego odnosiliémy spdirzgdne obranego punktu; lecz
wnioski te bynajmniej nie s zwigzane z rodzajem spéirzednych; pod-
stawg bowiem tych rozwazan jest warunek, ze trzy niezalezne zmienne
wyznaczajg polozenie punktu w przestrzeni, a warunek ten jest wyma-
gany przez wszystkie uklady spéirzgdnych, jakie sobie mozemy wy-
obrazid.

Matematycznym sposobem wyrazenia warunkéw, ograniczajgcych
ruch, sg réwnania analityczne pomigdzy spéirzednemi punktu, ktéry
podlega ograniczeniom ruchu., W réwnaniach takich jest nieraz dosyd
trudno dopatrzyd sig ich geometrycznego znaczenia; lecz to bynajmniej
nie wplywa na oznaczenie iloSci stopni swobody. Rdéwnanie np.
F (xay 94, 24, ¥, ¥, ¥c) = 0, w ktére wchodzg spélrzedne réznych pun-
ktéw wyznaczajgceych, jest, pod wzgledem matematycznem, réwnaniem,
ktére odejmuje ruchowi jeden stopieri swobody; niezaleznie od tego
jakie ono posiada znaczenie geometryczne. Mdwigec wigc o stopniach
swobody bryly, nalezy zawsze miedé na uwadze ilosé niezaleznych zmien-
nych, jakie nalezy obrad, azeby dany ruch, lub tez w-ogéle jakiekolwiek
przemiany danego zjawiska $cisle okresli¢. Przez te zmienne niezalezne
niekoniecznie mamy pojmowad spélrzedne ukladu osi prostokatnych, lub
tez spéirzedne dowolnego ukladu; lecz nalezy je pojmowacd ogdlnie, po-
mijajge ich geometryczne znaczenie; a wtedy takie pojmowanie pozwoli
przenie$é wygloszone twierdzenia o stopniach swobody -z dziedziny ge-
ometrycznych i kinematycznyeh zjawisk do dziedziny zjawisk np. fi-
zyczno-chemicznych, — ktérych tez teorye opieraja sig na takiem poj-
mowaniu.

B. Predkosci ruchu plaskiego.

34. Srodek obrotu. Majac na uwadze poprzednio postawione ckre-
$lenie ruchu plaskiego, sprowadzimy jego rozpatrywanie do rozpatrywa-
nia ruchu figur plaskich w ich plaszezyZnie; mozemy bowiem prayjad
plaskg figurg za przekréj danej bryly, lub za rzut jej punktéw na
plaszezyzng, wyznaczajacg ruch, Gdy wyznaczymy ruch, w ten sposéb
utworzonej figury plaskiej, natenczas znajdziemy ruchy wszystkich in-
nych punktéw bryly ruchomej, poniewa% sa one te same, jakie posiadajg
ruchy ich rzutéw, tylko odbywaja sig w plaszezyznach réinych, lecz
réwnoleglych.

7 ogblnych rozpatrywati ruchu wywnioskowali§my, iz ruch plaski
jest wyznaczony przez dwa punkty ukladu. Twierdzenie to sprawdzié
mozemy bezpoérednio; posiadajac bowiem polozenie dwéch punktéw da-
nej figury, mozemy juz wyznaczyd, za pomocg budowy np. tréjkatow,
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polozenia wszystkich innych punkiow tejze figury; jak wskazujg rysunki
34-ty i 35-ty. )

Rys. 54. Rys. 35.

7 powyzszego wynika wniosek:

ruch figury plaskiej w jej plaszczyZnie wyznaczony jest przez ruch
dwoch jej punktéw.

Biorge te wladeiwosdé pod uwage bedziemy rozpatrywali ruchy tylko
dwéch punktéw figury plaskiej; z ruchu bowiem tych dwdéch punktéw po-
winni§my médz obliczyé ruchy wszystkich innych punktéw tej figury.

Niech pewna figura plaska znajduje sig w plaszczyZnie naszego
rysunku w dwéch polozeniach, oznaczonych na rys. 836-ym przez I i IL
Punkty 4,, B; sa punktami wyznaczajagcymi ruch i odpowiadajg
I-mu polozeniu figury; punkty
A, B, sy temiz punktami
w Il-giem jej polozeniu.

W celu dalszych rozpa-
trywalh wyprowadZmy z pun-
ktéw N, i N;, polowigcych
odcinki 4, 4, i B; B,, pro-
stopadle %, i 4;, to w prze-
cigciu sig tych prostopadiych
otrzymamy punkt O. Zau-
wazymy. nastgpnie, ze tréj-
katy zakreskowane O 4, B,
i OA4, B, s wzajemnie réwne
. i mogg sig pokryd, gdy? trzy
boki s3 wzajemnie réwne;

R pokrycie sig tych tréjkatéow
ys, 36.
mozemy wykonaé przez ob-
rét np. tréjkgta pierwszego okoto punktu O, az do pokryecia tréjkgta Il-go.

Jezeli dwa punkty figury plaskiej przez opisany obrét pokryly sie,
to nalezy wywnioskowad, na zasadzie poprzedniego twierdzenia, ze i po-
zostale jej punkty réwniez sig pokryly. Punkt O, wyznaczony za po-
moecg opisane] konstrukeyi, nazywamy S$rodkiem obrotu. Powyzsze
wnioski wystowimy w sposéb nastepujacy:
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kazda figura pfaska moze byc przeprowadzong w swe] plaszczyznie
z jednego polozenia do drugiego, przez obrdét okofo pewnego punktu,
znajdujacego si¢ w tejze plaszczyznie,

Szczegdlne polozenie bieguna nastgpi, gdy polozenia odecinka 4B, sg
wzajemnie réwnolegle, wtedy biegun obrotu lezyd bedzie w nieskorczo-
noéci; i odwrotnie, gdy srodek wypadnie w nieskoticzonosei, wtedy dane
uklady sprowadzié mozna do pokrycia sig ruchem postgpowym. Na-
stepny szczegdlny przypadek: gdy punkt 4, pokryje sig z B,, oraz B,
z A,, wtedy $rodek obrotu lezy w srodku odcinka 4, B;;dowiedzenie
tego pozostawiam czytelnikowi.

Zadanie. Wierzch stolu, ktéry uzywa sie zwykle do gry w karty,
w postaci prostokgta o stosunku bokéw jak 1 do 2 spoczywa na ramie
o 4-ch nogach; wierzch ten jest podwdéjny. i po rozlozeniu stanowi kwa-
drat. Nalezy wyznaczyd érodek obrotu, okoto ktérego wierzch ztozony
obréciwszy si¢ o 90° we wlasnej plaszczyZnie, po rozlozeniu ulozy sie
symetrycznie na ramie stolu.

35. S$rodek obrotu chwilowego. Wybitnego znaczenia nabiera obrét
ukladu okolo grodka, gdy kat obrotu bgdziemy zmniejszaé i wreszcie,
gdy uczynimy go nieskoriczenie malym; obrét bowiem jest wtedy zu-
pelnie zgodny z rzeczywistym ruchem figury; gdys wszystkie drogi, ja-
kiemi mozemy przeprowadzié punkty ruchome z jednego miejsca do dru-
giego nieskoiiczenie bliskiego, pokrywaja sig w danym przypadku z czgstka
tuku kotla, zakre§lonego przez ten punkt ze $rodka O.

W celu wyznaczenia $rodka obrotu, dla

y dwéch nieskoriczenie bliskich polozen odcinka
" , 0 A B, wystarcza znajomosd kierunkéw przesu-
B nigé A4,4,, oraz B, B,, rys. 36-ty; albowiem ich

diugo$ei sp nieskoriczenie male i punkty
N, i N, polowigce je, pokrywaja sig z punk-

tami 4, i B;.
Przyktad. Pret 4B, rys. 3T-my, posuwa
sig koricami swymi wzdiuz wzajemnie pro-
disa stopadlych osi « i y; nalezy wyznaczyé éro-
+—X dek obrotu preta w jego polozeniu 4, B,.
B, B2 $rodkiem tym jest punkt O, lezgcy w prze-
Rys. 37. cigeiu sip prostopadiych ra i 7, jak wska-

zuje rys. 3T-my.

Jasnem jest, iz dla innego polozenia prgta, i wogdle dla innego po-
Yozenia figury plaskiej otrzymamy inny $rodek obrotu, wskutek czego
nazwano ten §rodek $rodkiem obrotu chwilowego lub $rodkiem chwilowym,
chege w ten sposéb wyrazié, ze srodek ten podeczas ruchu ukladu tylko
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w danej chwili jest $rodkiem obrotu, w nastgpnej za§ moze byé nim inny
punkt, Poniewaz kat obrotu, ktéry oznaczymy przez do, posiada w da-
nej chwili tp samg wielkodé dla wszystkich punktéw teg> ukiadu, przeto

napiszemy stosunki aﬁi‘=fi§~3= ds, w ktbrych #», i s oznaczajy pro-
A e

mienie wodzgce, wyprowadzone ze Srodka O do punktu 4 i B; za$ dsa
i dsp sa nieskonczenie malemi przesunigeiami. Réwnania te podzielmy
przez okres czasu d# w jakim powstal ten obrét, i awazywszy, ze wy-

raz —%:zvﬂ wyraza prgdkosé¢ punktu 4; w tenze sposéb ?:vg,

predkoéé punktu B, otrzymamy wabr 22 — ﬁxcp, w ktérym ¢ jest

» ¥
chwilowa predkoéeig obrotu calej figury.A 4

Wynik powyZszego zadania uogélnimy, wyobraziwszy sobie plaski
ukiad punktéw, ktérego dwa punkty np. 4 i B, rys 88-my, przesuwaja
sig po dowolnych torach, wtedy normalne do toréw w danych punktach
wyznaozam srodek O. Gdy nastep-
nie znang bedzie predkoéé chod je-
dnego punktu, np. predko$é punktu
4, wtedy obliczymy predkosé i kie-
runek kazdego innego punktu ukladu.
Niechaj np. tym punktem, ktérego
predkoéé chcemy wyznaczydé, bedzie
punkt X, — predkosd jego vk i pro-
mien 7g, wtedy napiszemy:
VK VA

(4
=— skad vx = i, T ¥K . (32)
rx YA YA

Powyzsze wnioski wypowiemy
w sposéb nastepujacy: $rodek chwi-
lowy ruchu plaskiego lezy w przecigeiu sig normalnych, przeprowadzo-
nych do toréw, jakie zakreslaja dwa punkty ukladu; lub tez w prze-
cigeiu sig prostopad}ych do kierunkéw predkoéei. Posiadajae juz $rodek
chwilowego obrotu i predkosé jednego punktu ukladu, obliczymy pred-
ko§¢ kazdego innego punktu tego uktadu co do kierunku, zwrotu i war-
todci; kierunki bowiem predkosci sg prostopadle do odpowiednich tym
punktom promieni, a wartosci ich s3a proporcyalne do dfugosci tych
promieni. Predko$ci zatem w danej chwili punktéw ukladu, bedacego
w ruchu plaskim, sg wyznaczone przez poloZenie srodka i przez wartosé
predkos$ci obrotowej.

Whniosek ten jest zgodny z wnioskiem ogélnym, %e ruch figury
plaskiej w swej plaszczyzZnie posiada frzy stopnie swobody; $rodek bo-
wiem obrotu okresla si¢ na plaszczyZnie przez dwie spéirzedne; a war-

Rys. 38.
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todd predkosei obrotowej przez jedng. Kazdy ruch moze byé w rozmaity
spos6b  okreslony, byle te okresélenia odpowiadaly ilogciom stopni
swobody i byly niezalezne; a wigc i ruch plaski moze byd okreélony
w najrozmaitszy sposéb byle tylko byl on wyrazony przez trzy nieza-
lezne spolrzgdne, A wige ruch figury plaskiej jest okreélony: gdy np. je-
den jej punkt jest unieruchomiony,—dwie spéirzedne i gdy dana jest pred-
kodé obrotowa,—jedna spéirzgdna; gdy dwa jej punkty pozostaja na dwéeh
krzywych,—dwa réwnania
i gdy dana jest predkosdé e D
obrotowa; gdy jeden punkt Tl VL
zmuszony jest pozostawad
na danej krzywej, a drugi
porusza sig po innej krzy-
wej z dang prpdkoseig; gdy
dana jest predkodé o jed-
nego jej punktu—dwa réw- !
nania v, = f, (¢); oraz
vy =/, (#) ipredkosé obro-
towa; gdy dany jest wek-
tor predkosei jednego jej
punktu, a drugi punkt
zmuszony jest pozostawad
na danej krzywej; gdy
dwa punkty zmuszone
sg pozostawad na dwéch
krzywych i gdy dang jest - Rys. ,39.
predkos$é obrotowa i t. p.

D

Przyktad. Czworobokiem przegubowym nazywamy czworobok,
zlozony z czterech sztywnych pretéw, polaczonych z sobg koicami za
pomocg przegubéw, t. j. w ten sposéb, ze prety mogg obracad sig okolo
punktéw polgezent. Jezeli jeden z bokéw tej figury uczynimy nieru-
chomym, to trzy pozostale bedg mialy moznos$é ruchu?), Zalézmy, ze
bok 4B czworoboku ABCD, rys. 39-ty, jest unieruchomiony, to punkty
C i D ruchomych bekéw AC i CD beda zakreslaé kola, ktérych Srodki
lezg w punktach 4 i Bj; pret za§ CD przyjmowaé bedzie rozne polo-
zenia. Zadanie polega na wyznaczeniu $rodka chwilowego obrotu boku
CD w dowolnem jego polozeniu.

Rozwigzanie. Torami punktéw C i D sg kota; §rodek zatem boku CD
bedzie lezal w przecigciu sip normalnych do toru; normalnemi temi sa
promienie AC i BD; a wige w punkeie O, jako w przecigein sig Lych

1) Czytelnik sobie wyjaéni mozliwos¢ tego ruchu na zasadzie stopni swobody.

Mechanika — Tom I, 4
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promieni, lezy srodek chwilowego obrotu boku €O, w danem jego po-
tozeniu.

Jezeli obecnie przyjmiemy, ze punkty C' i D sg punktami, wyzna-
czajgeymi ruch ukladu niezmiennego, to znajdziemy kierunek i wartosé
predkodci kazdego punktu tego ukiadu. Niechaj takim dowolnym punktem
bedzie punkt X, (punkt K nalezy sobie wyobrazié sztywno zwigzany
z punktami C i D), to prostopadla do promienia rx daje kierunek pred-
kodei tego punktu; wartosé zas jej obliczymy ze wzoru

UK Yo
===y ktorego vk = v¢

YK ¢ e

YK

kierunek =za$ tej predkosei jest zgodny =z kierunkiem obrotu calego
ukladu. Znajge wiec np. predkodé v, i polozenie bieguna, mozemy
obliczyé wvy, t. j. predko$§é dowolnego punktu, sztywno zwigzanego
z punktami C i D.

W celu ogélniejszego sposobu rozpatrywan obrotu chwilowego,
wyobrazmy sobie bok CD, polaczony sztywno z calg plaszczyzng ru-
chomg tak, iz bedziemy obecnie mdwié o ruchu jakiegobgdZ punktu
plaszczyzny ruchomej. W przeciwienstwie do tej plaszczyzny bedziemy
méwili o plaszczyznie nieruchomej, zwiazanej z punktami nierucho-
mymi 4 i B. Stosujac takie rozpatrywania, nalezy wyobrazié sobie
dwie plaszczyzny, naloZone na siebia, z ktérych jedna jest ruchomg,
druga za$§ nierucho-
mg. Tory punktéw

plaszezyznyruchomej / eV 4
lezg na plaszczyZnie N y“ l} X
nieruchomej; punkty 90 otk

zas C, D, K iinne
sztywno 2z nimi zwig-
zane, lezgnaplaszczy- f
Znie ruchomej. Sro-
dek chwilowego obro- ol
tu jest punkt wspélny
dla obydwéeh plasz- ' @
czyezn; gdyz $rodek
moze byé uwazany za g e
punkt plaszczyzny ruchomej, ktéry podezas obrotu chwilowego posiada
predkodé réwng zeru; moze byé on réwniez uwazany za punkt zwigzany
z plaszczyzng nieruchomg, gdys okolo niego odbywa sig obrét chwilowy,
Jako zastosowanie wylozonych twierdzen, przytoczymy nastgpujace
przykiady.

_.
,.:

olK
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36. Ruch linii prostej na plaszczyZnie. Weimy pod uwage prosts x,
rys. 40-ty, ktéra porusza sig w plaszezyZnie rysunkui niechaj O bedzie bie-
gunem chwilowego obrotu o predkosci katowej o; wtedy predkosei o i 7y
dowolnych punkiéw K i L tej prostej sa prostopadle do odpowiednich
promieni i tworzg 2z ruchomg prosta pewne katy, ktére oznaczymy
literami ag, or; stosujagc te oznaczenia, napiszemy nastgpujace stosunki

UL Yk VN

7L YK (8]
Uczyfimy obecnie rzuty tych predkodei na ruchomg prosts, i ozna-
czmy je przez wskasniki x, wtedy napiszemy wzdr rzutu predkodei
kazdego punktu tej prostej w sposéb nastepujgcy:
' UL, = U1, CO8 0L} UK, = UK . COS GK} UNy =0y . COS &y == VN-

N il
Podstawmy w te wzory: cos aj, = -, 080k = — a ofrzy mamy
3 o & rK
UL - s
Yy = —VN=Q.¥N} UKy = — ¥N=Q.¥N;
YL L9

z ktérych wynika, ze:
ULy =Ugy,=oUn=¢.ry=stalej. . . . . . . (83)
Whniosek ten wystowimy:

rzuty predkosci punktéw prostej na jej kierunek s3 w danej chwili
wzajemnie réwne.

Stgd wniosek: jezeli kierunek predkoéci chwil jednego punktu,
poruszajgcej sie prostej, jest prostopadly do tej prostej; to w danej
chwili kierunki predkodci kazdego z jej punktéw sg prostopadle do niej;
t. j. $rodek chwilowego obrotu lezy w danej chwili na tej prostej.

87. Predkosci prostopadte. Wobec licznych zadan obliczenia pred-
kosci punktéw danego ukladu, jakie nasuwa praktyka techniczna,
sformutowano w inny sposéb twierdzenie o prgdkosciach punktéw prostej,
poruszajacej si¢ w danej plaszezyZnie; wprowadzono mianowicie wielkosé
pomocniczg, nazwang prgdkoscia prostopadly. Predkodeig prostopadiy
danego punktu nazwano wektor, ktéry powstal przez obrét wektora
predkosei danego punktu o 90° oholo jego poczatku. Jezeli uméwimy
sip co do zwrotu tego obrotu; to dla kazdego wektora predkodci znaj-
dziemy predkos$é prostopadlg i odwrotnie: do kazdej predkosei prosto-
padtej danego punktu, znajdziemy polozenie wektora predkosei wlasciwej.

Z okreSlenia tego wynika:

1) Wektory prostopadtych predkodei punktéw ukiadu sztywnego
lezg na promieniach wodzacych, wyprowadzonych ze $rodka chwﬂowago
obrotu do tych punkiéw;

2) Jezeli dany punkt znajduje si¢ w obrocie dodatnim i obroty
wektoréw predkosei przyjmiemy réwniez za dodatnie; to strzalki pred-
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kogei prostopadlych sy zwrécone ku érodkowi chwilowego obrotu
i odwrotnie: jezeli dany punkt wykonywa obrét odjemny to strzalki
predkosei prostopadiych beda odwrécone od srodka chwilowego obrotu.

8) Strzalki predkodei prostopadlych punktéw ukladu niezmiennego
(sztywnego) sg w danej chwili wszystkie zwrécone ku srodkowi chwilo-
wego obrotu lub wszystkie odwrécone od niego; wszystkie bowiem
punkty takiego uktadu wykonujg jednoczesnie obrét dodatni lub odjemny.

4) Miejsce geomefryczne konic6w prostopadiych predkodei punktéw
poruszajgcej sig prostej lezg na prostej, réwnoleglej do niej; wartosei
bowiem predkodeci punktéw ukladu sztywnego sa proporcyonalne do
dtugodei odpowiednich promieni.

5) Korice prostopadiych predkodei punktéw ukiadu niezmiennego
plaskiego tworzg wielobok geometrycznie podobny do wieloboku, utwo-
rzonego przez odpowiednie punkty ukiadu danego. Poleca sig czytelnikowi
rozwigzad dalej przyfoczone zadania sposobem bezposredniego wyzna-
czania $rodkéw i sposobem wyznaczania predkosei prostopadlych,

6) Jezeli dany jest §rodek chwilowego obrotu ukladu saztywnego
i wartosé predkosci prostopadlej jednego jego punktu, to wykresleniem
figury podobnej mozna geometrycznie wyznaczy¢ predkosei wszystkich
innych punktéw tego ukladu. '

" 88, Przykfady. 1) Dwa prety AC i CB sa polaczone przegubowo

w punkeie C. Kotice 4 i B posuwajg sig po danych torach, rys, 41-szy
z predkodciami danemi v, 1 vg;
nalezy wyznaczyé predkosé

- punktu C; znalezé grodki
chwilowych obrotéw pretéw
AC i AB.

Rozwigzanie. Przede-
wszystkiem nalezy dowiesé,
ze zadanie jest dostatecznie
okredlone, t. j. ze ruch oby-
dwéch pretéw jest $cisle
okreslony. W tym celu zwa-
symy, ze dwa prety swobodne,
bedace w ruchu plaskim po-
siadajg 2 X 8 = 6 stopni
swobody. Warunek, azeby
konice 4 i B {lizgaly sig¢ po

; Rys. 41, danych torach daje dwa ogra-
niczenia ruchu, t. j. odejmuje dwa stopnie swobody; dane predkodei
punktéw A4 i B odejmuja réwniez 2% warunek za$, ze te dwa prety
majg wspolny punkt C daje réwniez dwa réwnania t. j. odejmuje 2% je-




R -

§ 38.

zeli bowiem oznaczymy spéirzgdne punktu C, nalezgcego do prostej AC
przez xa 1 ya; a spéirzedne tegoz punktu, nalezgcego do prostej BC
przez xp i ys; to warunek, ze te dwa punkty pokrywajg sig, wyrazimy
dwoma réwnaniami xx =xp; Yo =ys; razem wige mamy szedd rownar;

zadanie przeto jest dostatecznie okreglone i ruch
kazdego punktu sztywno polgczonego z jednym
lub drugim pretem moze byé wyznaczony. Azeby
wyznaczy¢ predko$é punktu C bedziemy ro-
zumowaé w nast. sposéb: na zasadzie dowie-

dzionego twierdzenia, rzut predkosei w4 na 4AC

jest réwny rzutowiniewiadomej predkodei pun-
ktu Cna tgz prosta; oznaczmy ten rzut przez
24’y w tenze sposéb otrzymamy rzut tejze pred-
koéci 2¢ na prostag BC, rzutujac v na BC
oznaczmy go przez v'p; z tych dwdich rzutéw
obliczymy lub wykredlimy predkosé oc.

Rys. 42,

Poleca sig czytelnikowi rozwiazaé to zadanie za pomocg predkodei

prostopadlych,

2) Wyznaczyé srodek obrotu chwilowego preta CD, ktéry jest
bokiem ozworoboku przegubowego, przedstawionego na rys. 42-gim. Od-

Rys. 43.

pomedi jest nim punkt O prze-
cigeia sig bokéw 4D i BC.

3) Dany jest ezworobok
przegubowy, rys. 42-gi; nalezy:
1) wyznaczyé na boku CD punkt,
ktérego predkodd posiada kie-
runek réwnolegly do 4.5; 2) wy-
znaczyé miejsce geometryczne
takich punktéw, uwazajgc calg
plaszczyzng za ruchomg i zwig-
zang z punktami C i D.

Odpowied#: jest niem pros-
topadla, wyprowadzona z punktu
O do AB.

4) Sztywny trojkat ABC jest
polaczony przegubowo dwoma
pr@ta.mi z punktami nierucho-
mymi M, i M,, rys. 43-ci, da.

na ]esb predkodd kqtowa 0, prgta M, A; nalezy wyznaczy¢ predkosé

punktu C.
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Odpowiedz

a wige

oraz

bd —

‘U‘. E'IA . —_——

oc=oa’ =4 %
oc

zrc:cpi.z—)-;f. AM,;

Uc __l__ (8] 8

o =

Rys. 45.

—d

Rys. 44.

b) Wyznacayd zalezno§é predkosei v czo-
pa korby, t. j. punktu 4, od predkodci ¢ krzy-
zulea, t. j. od predkoéei punktu B napedu kor-
bowego, rys. 44-ty. Odpowieds: po wyznacze-

”
. . s . c
niu bieguna () znajdziemy, ze ¢=7v - Zro-

bi¢ nastgpnie wykres predkosei ¢, gdy np. v=
== stalej. (Poréw. ,Technik“ I. Str. 551 i nast.).

#) Ramiona korby 4B i korby CD po-
siadaja punkty obrotu w 4 i C; punkty BiD
sg polaczone przegubowo korbowodem BD.
Wyznaczyd kierunki i zaleznosé predkosei pun-
ktéw 3 i D, rys. 45-ty. Odpowiedz: vy —
= CIF'. ¢; gdzie ¢ oznacza predkosé obrotows
korby CDj; punkt zas /° otrzymamy z przecig-
cia sig przedluzenia BD 7z rownolegly do 4B,
wyprowadzg ze Srodka C.

39. Ruch plaski jako 'ruch ztozony. Oprécz wyzej podanego
sposobu wywolania ruchéw plaskich przez obr6t okolo $rodka chwilo-
wego, podamy jeszcze inny sposéh. W tym celu weZmy pod uwage
figurg plaska w dwéch jej polozeniach; punkty A, i B,, rys. 46-ty, niech
bedg punktami, wyznaczajacymi jej ruch. Azeby przeprowadzié tg figure,
z polozenia I-go do poloZenia IlI-go, ktére wyznaczajg punkty 4, B,,
wyobrazmy sobie, ze odcinek 4, B, przeprowadzimy ruchem postgpo-
wym do pokrycia sig punktu 4, z punktem 4,; wiedy odcinek ten znaj-
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dzie sig w polozeniu 4, B,", a wszystkie punkty figury wykonajg ruch
postegpowy, ktérego kierunek wyznacza wektor 4, 4,; nastepnie odcinek
A, By’ o6brécimy okolo 4, az do pokrycia si¢ punktu B\’ z B,, kat obrotu
oznaczymy literg 5. Sposéb tego przesunigeia opiszemy jak nastepuje
kazdy niezmienny plaski uklad punktéw moze byé przeprowadzony
z jednego polozenia do drugiego dwoma ruchami:

1) ruchem postgpowym calego ukladu, az do pokryecia sig punktu
wyznaczajgcego w dwéch jego polozeniach (4; z 4,); 2) ruchem obro-
towym okolo tegoz punktu (4,), az do pokrycia sig drugiego punktu
wyznaczajgcego z tymze punktem, w drugiem jego polozeniu (B, z B,).

B:
vA {
Y > B
B
J t.,-e. ) Y/ — -
Y _,"' VA' A4
7 s
A Ag G; Bg

{
Rys. 46.

Poniewa# polozenia punktéw wyznaczajgcych mogg byd obrane do-
wolnie w danym ukladzie,” przefto posiadamy nieskoriczenie wiele drég,
po ktérych mozemy przeprowadzié¢ ‘dany ukiad z jednego polozenia do
drugiego. Obrany punkt, ktéry wyznacza ruch postgpowy, i okolo kté-
rego odbywa sig obrét, nazywaé bgdziemy biegunem ruchu; w powyzszym
przykladzie punkt 4, jest biegunem ruchu.

Ten sposéb przeprowadzenia ukladu z jednego polozenia do dru-
giego, jest ogdlniejszy od poprzedniego; poprzedni bowiem bedzie szcze-
gélnym jego przypadkiem, gdy znajdziemy taki biegun, ktérego przesu-
nigcie podezas ruchu postgpowego bedzie réwne zeru; wtedy bowiem
ruch ukladu bedzie tylko obrotem okolo tego bieguna, jak bylo poprzednio.

Ze zmiang bieguna ruchu zmienia sig kierunek ruchu postgpowego,
wartodd jednakzé i zwrot kgta obrotu, w kazdym takim praypadku, po-
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zostaja te same. Azeby tego dowie$d, obierzmy punkt B jako biegun,
rys. 46-ty, i sprowadZmy do pokrycia si¢ pajpierw punkty B; i B,,
wtedy punkt 4, zajmie polozenie A,'; nastgpnie przez obrét ukladu
okolo B, o kat o, doprowadzamy punkty 4,' i 4, do pokrycia sig. Ten
sposéb przeprowadzenia skiada sig r6wniez z dwdch ruchéw: postgpo-
wego i obrotowego. Postgpowy ruch w tym razie posiada inny kieru-
nek, niz poprzedni, lecz wartodei katéw obrotu o, i 6,, tak w pierwszym
sposobie jak i w drugim pozostaja wzajemnie réwne, gdys 4,B,' || By4,’
i zwroty tych obrotéw sg zgodnme z soba; na rys. 46-tym s3 obydwa
zgodne ze zwrotem wskazéwki zegara.

Wielkosé kata obrotu, potrzebnego dla przeprowadzenia figury plas-
skiej z jednego polozenia do drugiego, jest jedna i ta sama co do war-
tosci i zwrotu dla wszystkich biegunéw, jedynie kierunek ruchu poste-
powego zalezy od polozenia obranego bieguna.

Moszna jeszcze uzupelnié ten wniosek przez dowiedzenie, ze kat ten
jest niezalezny od porzgdku, w jakim uskutecznimy oddzielne ruchy.
W tym celu nalezy wpierw wykonadé ruch obrotowy, a nastgpnie poste-
powy, i w ten sposdb wykazad, ze otrzymany wynik jest zgodny z po-
przednim; bedzie to zarazem bezposredniem okazaniem przemiennoéei po-
rzgdku tych ruchéw; nalezy bowiem zwrécié uwage, ze niewszystkie ru-
chy posiadajg te wladciwosdé.

‘Wezmy nastgpnie pod uwage dwa nieskonczenie bliskie polozenia
danego ukladu, wtedy przesunigeie B; B, ktére bedzie nieskoniczenie
male, rys. 46-ty, stanie sig rzeczywistem przesunigciem punktu 25,.
7 rys. 46-go odczytamy réwnanie wektorowe: B, B, = B, B,' - B,' B,
i przeksztaleimy je w nastgpujace:” B, B, = 4, A, - VA, B, . ds; rozduie-

limy je przez df i zwaxywszy, Ze wyraz B:{fz:ﬁu jest predkodcig

punktu B; wyraz A"{fz == ¥, jest predkoéciz punktu A4, i wreszcie

A_l B . —3:’— Jjest predkosciy punktu B, podczas obrotu okolo 4, jako
srodka obrotu; predko$é te wyrazimy przez znany juz sytﬁsol iloczynu
wektorowego: VAl_B’ .3, w ktérym o =—j§ Podstawiwszgat tr;; wyrazy
w réwnanie poprzednie, otrzymamy wzér

' Gp=Ta+VAB.% . . . . ... . . (84)

ktéry wyslowimy w sposéb nastgpujacy: podezas ruchu plaskiej figury
w jej plaszczyinie, predko§d 9s dowolnego jej punktu B, moze bydé uwa-
tang jako suma wektorowa dwdch predkodei: -



= B § 89—40,

1) predkosci 74 dowolnego punktu tejze figury, oraz
- 2) predkoséci V.4 B punktu B, powstatej wskutek obrotu.

Zbadajmy obecnie, czy réwnanie 34-te jest w zgodzie z zasady
ilogei swobody ruchu bryly. — Réwnanie 84-te daje mozno$é obliczenia
predkodei dowolnego punktu B z wielkodei 94 i @, wyrazajgeych ruch
tego ukiadu. Poniewaz rozpatrywali§my ruch plaski, przeto ruch ten po-
winien byé okreslony przez trzy wielkosei liczbowe. Wektor 74, jako
wektor ruchu postgpowego na“ plaszczyznie, moze byé prayczepiony do
dowolnego punktu plaszezyzny ruchomej; dla jego przeto okreélenia wy-
“starczy tylko kgt kierunkowy i warto$é t. j. dwie wielkodei liczbowe;
kierunek wektora ¢ jest okre§lony przez plaszczyzne danego ruchu; po-
zostaje przeto okredlié tylko jego wartodé, obydwa przeto wektory—dajg
sig w tym razie wyrazié jednoznacznie przez trzy liczbowe wartosei,
co tez jest niezbednym warunkiem okreslenia ruchu plaskiego.

Gdy punkt 4 obierzemy w grodku chwilowego obrotu danego
ukladu plaskiego, wtedy va =0 i predkosci wszystkich punktéw sg pred-
kogciami obrotowemi = 4B, ¢; lub wyrazajac wektorowo = V 4B 4.

40. Ruch ciagly na plaszczyznie. Gdy bryla lub punkt, przecho-
dzge z jednego miejsca przestrzeni do drugiego, przechodzi przez
wszystkie posrednie polozenia, to ruch taki nazywamy ruchem ciagtym.
Waszystkie ruchy, z ktérymi mamy w rzeczywistodci do czynienia, sg
ruchami cigglymi.

" (dy wyobrazimy sobie pewien ukiad punktéw w dwéch polozeniach
w przestrzeni, to przejécie jego z jednego polozenia do drugiego musi
nastgpidé przez caly szereg nieskoriczenie bliskich polozen.

Zastosujemy te ogélne uwagi do ruchu figury plaskiej w jej plasz-
czy’nie, i, obrawszy dwa punkty wyznaczajyce, powiemy, %e kazde nowe
polozenie tych punktéw moze byd otrzymane przez obrét chwilowy okolo
odpowiedniego drodka; gdy wige figura ruchoma zajmuje ciggly szereg
polozen, to i odpowiednie §rodki wyznaczg ciagly szereg punktéw. Zaj-
miemy sig obecnie wyznaczeniem i zbadaniem wias-iwodei geometrycz-
nego miejsca tych srodkéw, '

Oznaczmy przez A4,B, pierwsze polozenie punktéw wyznaczajgcych
ruch; przez 4,B, — drugie ich polozenie; przez 4,B; — trzecie i t. d.,
rys. 47.my. Azeby przej$é z pierwszego polozenia do drugiego, wyzna-
czamy, podlug prawidel wylozonych, érodek Oy, ,; azeby nastgepnie przejscé
z drugiego polozenia do trzeciego, wyznaczamy Srodek O, i t. d. Dla
calego szeregu polozen odcinka 4B, otrzymamy odpowiedni szereg srod-
kéw; drodki te lezs na plaszezyZnie nieruchomeji nie biorg udzialu w ru-
chu ukladu. Gdy wyznaczymy w ten sposéb miejsca geometryczne
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$rodkéw, odpowiadajgce nieskoticzenie bliskim polozeniom udcinkg AB,
otrzymamy wtedy krzywa, ktérg nazwiemy nieruchomym tore.m Srodkow.

W celu wykazania pewnych wlasciwosei ruchu plaskiego, wpro-

Rys, 47.

wadzimy do rozpatrywan krzywa, zwang ruchomym torem 4rodkéw;
krzywg  te wykredlimy  w sposéb nastepujacy. Wezmy np. tréjkgt
Ay B3Oy, 5 kibrego podsiawg jest odcinek 4,8, i wierzcholkiem $rodek
O, 3; wyobrazmy sobie nastgpnie tréjkat ten nakreslony na plaszezyZnie -
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ruchomej i znajdZmy polozeniec tego (réjkata, gdy odeinek 4,73, znaj-
dowal si¢ w polozeniu 4,B;. W tym celu na 4,B,, jako na podstawie,
wykredlamy tréjkat, ktérego boki beda réwne bokom rozpatrywanego
tréjkata 4,B8,0,,, i oznaczymy wierzcholek tego tréjkata literg O,,,.
Nastgpnie; w tenze sposéb wykreslimy na podstawie 4, B, tréjkat 4,B,0;, ,
i oznaczymy wierzcholek jego przez Oy, ;. Postgpowanie to zastosujemy
do wszystkich kolejnych polozen odcinka 4B i wykreslimy odpowiednie
tym polozeniom trdjkaty na obranej podstawie 4,B,;; inaczej méwige,
cofniemy wszystkie tréjkaty, utworzone przez odeinki 4B i odpowiednie
¢rodki chwilowych obrotéw, —do polozenia pierwotnego; a miejsce geo-
metryczne wierzchotkéw tych tréjkatéw przedstawi pewng krzywy, na-
zwang ruchomym torem érodkéw; tor ten bowiem wyznaczamy na ru-
chomej plaszezyinie.

Jezeli figura plaska porusza si¢ w swej plaszczyénie, to, znajac jej
ruch, wykreglié mozna w ten sposéb tor nieruchomy na plaszezyZnie nie-
ruchomej; — jak réwniez tor ruchomy na plaszezyznie figury ruchomej.
Podezas ruchu tej figury tor nieruchomy i tor ruchomy sa wzglgdem
siebie w pewnej zaleznosci; w celu znalezienia tej zaleznodci, zbadajmy
ruch, jaki wykona tor ruchomy, poruszajgc sig razem z odcinkiem 4B.
Azeby np. dany odcinek przeprowadzié¢ z polozenia 4,8, do poloze-
nia 4,B,, obracamy calg plaszozyzne ruchomg wraz z torem ruchomym
i tym odcinkiem okolo $rodka O,,,, az do przejscia odcinka do poloze-
nia 4,B,. Gdy to nastgpi, wtedy punkt O'y,, pokryje si¢ z O,,4; albo-
wiem uczyniliSmy poprzednio tréjkat A4,E,0),; = A4,B,0,,5. Do na-
stgrnego polozenia 4,8, dancgo odecinka dojdziemy, jezeli caly uklad
obrécimy okolo bieguna O,,, (z ktérym w danej chwili pokrywa sie O,’,;);
gdy dany odcinek przyjmie polozenie 4,5, wtedy punkt O'y,, pokryje
sig z O,,,. W ftenze sposéb przeprowadzimy dany odcinek do nastgp-
nego polozenia A4,B,; punkt O, pokryje sip wtedy 2z biegunem O;
i w takiz sposéb nastgpnie przechodzié bedziemy kolejno z jednego po-
totenia do drugiego. Ruch wige teru ruchomego posiada nastgpujgce
wladciwodei: gdy odeinek 4B, wyznaczajacy ruch figury plaskiej, wychodzi
z pewnego polozenia, ktére nazwiemy poczatkowem, i przechodzi przez
nieprzerwany szereg innych polozer, wtedy punkty toru ruchomego po-
krywajg sig kolejno z punktami toru nieruchomego,a wspélny ten punkt
jest $rodkiem chwilowego obrotu; przytem zachodzg nastgpujace zalez-
nodci geometryczne:

1) styczna we wspélnym punkcie do jednego toru jest jednoczes-
nie styczng do drugiego; gdy bowiem tor ruchomy obraca si¢ okolo
jednego bieguna, np. O,,,, a% do pokrycia sip nastgpnego bieguna O,
z Oy, 4 wtedy czastki lukéw (0,4 O, ,) i (O O'yy5) wzajemnie sig po-
krywajg; a wige i styczna jest wspélng do obydwéch tordw;
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9) diugodci lukéw, zawarte pomigdzy odpowiednimi punkiami to-
ré6w, np. luk (O,4,044) 11k (04,0, ,), 5§ Wzajemne réwne, co wy-
nika bezpoérednio z poprzedniego wniosku. Ruch tego rodzaju nazywamy
toczeniem sig jednej krzywej po drugiej.

Ciggly ruch odcinka 453 moze byé przeto wywo}any przez toczc
nie sie toru ruchomego, zwigzanego sztywno z punktami 4 i B, | o torze
nieruchomym.. Gdy zatem wykreslimy obydwa tory dla danego ruchu
odecinka AB, natenczas odtworzymy w zupelnoéci ruch danego -ukladu,
za pomocy toczenia sig jednego toru po drugim. Wnioski powyzsze
dadzg sig wyslowié w sposéb nastepujacy:

ruch ciggly na pfaszczyznie moze byé wywoltany przez toczenie sig
pewnej krzywej, zwigzanej sztywno z ukfadem ruchomym, po'drugiej krzy-
wej, ktéra lezy w plaszczyznie nieruchomej; punkty zetknigcia sig tych
krzywych sg Srodkami chwilowego obrotu.

Ruch przeto ciggly figury plaskiej w jej pIasZczyﬁme jest $cile
okreélony przez postaci geometryczne toréw ruchomego i nleruchumegu
i przez wartosci chwﬂowyc'h predkosei obrotowych.

We wszystkmh wige zadaniach, tyczgeych si¢ ruchu plaskiego, be-
dziemy starali sig wyrazié ruchy plaskle przez toczenia sig ruchomego
toru biegunéw po torze nieruchomym i w tym celu bedziemy dazyli do
wyznaczenia geometrycznej postaci obydwdéch torow ; tory te wyznacz_‘fé
mozna z warunkéw danego zadania
41. Przykfady. 1) Pret 4B
¥ o dlugosei / dlizga sig koncami po
=T S dwdch  wzajemnie  prostopadiych

, osiach x i y: nalezy wyznaczy¢ tor

ruchomy i nieruchomy ; rys. 48-my..

Rozwigzanie. érodek, chwilo-

wego obrotu dla dowolnego poloze-

nia preta, np. dla polozenia 4, B,

wyznaczymy, wystawiajac prostopa-

dte w punktach 4, i B,; punkt

ich przecigeia sig O, jest $rodkiem

X szukanym; w- ten sposéb wynaczyé

mozna miejsce geometryczne $rod-

Rys. 48. kéw dla réznych polozeri danego

odecinka. Z prostokgta jednakze

SA4,0,B,, rys. 48.my, zauwazymy, ze SO, = A;B,=1[; czyli dla kaz-

dego polozenia preta odleglo$é SO, jest wielkoscia stalg =/, 2z czego

wnioskujemy, %e tor meruchomy drodkéw jest kolem, Kktérego srodek
lezy w poczatku ukladu S i promien jego=1/, :

W celu wyznaczenia ruchomego toru, posi¢pujemy w tenze sposoby

=
-
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jakiesmy to mowili w ogélnych rozwazaniach. WeZmy dowolne 4,B,
danego preta; odpowiedni do tego polozenia bhiegun chwilowego obrotu
bedzie Oy; wykredlmy nastepnie tréjkat 4,0,B, na podstawie A,B,;
i wyznaczmy polozenie bieguna O,. Zmieniajac polozenie preta, wy-
kreslimy na podstawie 4, B; rézne tréjkaty z wierzcholtkami O'; wszyst-
kie te wierzcholki wytworzg ruchomy tor biegunéw. Azeby znale$d ja-
kas$ geometryczng prawidlowosé w ukladzie punktéw O', zauwazymy, ze
w tréjkgcie 4,0,'B; kat wierzcholkowy 4,0,’B,=90% — i te katy we
wszystkich tréjkatach sg rowne 90°; z czego wynika, Ze punkty O’ sg
miejscem geometrycznem wierzcholkéw kata prostego, ktérego ramiona
wspierajg sig na odeinku 4,B,; wszystkie te punkty tworzg wiec obwdd
kola o drednicy A4,B;; kolo to jest zatem torem ruchomym biegunéw,
i, na mocy tego, wypowiemy nastepujgcy wniosek:

ruch preta, ktérego korice §lizgajg sie po dwéch wzajemnie prosto-
padlych osiach, moze byé wywolany toezeniem sig kola, wykreslonego
na tym precie jako na érednicy, po kole nieruchomym, o érednicy =2/

Rozpatrywania powyzsze pozwalajg twierdzid, iz ruch preta, ktéry
§lizga sig koficami swymi wzdluz dwdéch wzajemnie prostopadlych osi,
jest tozsamym z ruchem abranej $rednicy kola, toezgcego sie wewnatrz
drugiego kola, o $rednicy =2/7. W ten sposéb wywolujemy jeden i ten
sam ruch preta, za pomocg dwdéch réznych mechanizméw.

Zadanie. Rozwigzad powyzsze zadanie, gdy osi x i y tworzg po-
migdzy sobg kat y. Odpowiedz: tor nieruchomy jest kolem, ktérego

§rednica=-——; tor ruchomy jest kolem o $rednicy d—=—.
sin sin 7

2) Przykfad. Jezeli réwno-
leglobok przegubowy przekrgcimy
w ten sposéb, zeby boki réwno-
legle sig skrzyzowaly, to otrzy-
mamy czworobok, ktéry nazwiemy
réwnoleglobokiem skrzyzowanym,
rys. 49-1y. Umocujmy krétszy jego
bok nieruchomo, pozostawiajgc bo-
kom pozostalym swobodg¢ruchupla-
skiego i zastgpmy ruch boku AB
przez toozenie sig. Rozwigzanie .
Wyznaczamy najpierw torgnieru-
chomy. Biegunem chwilowego ob-
rotu preta 4B jest punkt prze-
cigeia sig bokéw AD i BC i to
~nastgpi we wszystkich jego polo-
" zeniach; punkty te wyznaczaja
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tor nieruchomy. Polozenie kazdego punkiu O uwarunkowane jest przez
nastgpujace stosunki geometryczne; tréjkaty ABC i CDA sa woa-
jemnie réwne, gdyz podlug zadania: CD = 4B, CB = AD, a wig
£ CAD=xACB, katy te sg zakres§lone na rysunku 49-tym, stagd wynika:
AO=CO, BO=DO0O. Zauwazymy nastgpnie, ze CO-BO = dlugosci
boku CB, a poniewaz BO= DO, przeto CO- DO = stalej wielkosci.
Wynik ten wyslowimy: suma odleglosci bieguna chwilowego obrotu,
w kazdem polozeniu preta, od punktéw C i D, jest wielkodeig stalg;
7 czego wynika, ze miejscem geometrycznem frodkdw jest elipsa; ktérej
ogniska lezg w wierzcholtkach C i 1.

Azeby wyznaczy¢ tor ruchomy, naleszy wazigc rézne polozenia preta
AB, np. 4B, i nastgpnie tréjkat A4,B,0, przenieéé na podstawe 4B,
otrzymamy wtedy polozenie punktu O';. Nastgpnie mozna dowiesc, e
A0y 4 O B=stalej wielkosei, a wige punkty O' wytwarzaja elipse,
ktorej ogniska leza w punktach 4 i 5 i ktérej srednica réwna si¢ CB.
Ruch wige odcinka 458 moze byé zastapiony przez toczenie sig elipsy
ruchomej po nieruchomej.

3) Zadanie. Postawmy rdéwnoleglobok skrzyzowany na boku diuz-
szym; nalezy wyznaezyé tor ruchomy i nieruchomy dla boku przeciw-
leglego. W odpowiedzi otrzymamy, ze ruch przeciwleglego boku moze
byé zastgpiony przez toczenie sig hyperboli ruchomej po hyperboli nie-
ruchomej. '

42. Ruch plaski w przestrzeni. Rozpatrywanie ruchu figur plas-
kich w ich plaszozyZnie bylo tylko uproszezeniem rozpatrywania ruchu
plaskiego bryly, t. j. ruchu, w ktérym wszystkie punkty bryly rucho-
mej zakreslajg tory, réwnolegle do pewnej plaszezyzny, ktéry nazwa-
liémy plaszezyzng ruchu. Twierdzenia powyzsze mogg byé wiec zasto-
sowane do ruchu plaskiego bryt w pmestrzem i wtedy wypowiemy je
w sposéb nastepujacy:

chwilowy ruch bryly, ktéra jest w ruchu pfaskim, moze byé wywo-
fany przez obrét okoto pewnej osi, prostopadtej do plaszczyzny ruchu.

Twierdzenie za$ o ruchu cigglym wypowiemy w sposéb nastgpujacy:

ciggly ruch bryly, ktéra jest.w ruchu plaskim, moze byé wywotany
przez toczenie sig pewnego walca, sztywno zwigzanego z bryla ruchoma,
do drugim walcu, nieruchomo umieszczonym w przestrzeni.

Zadanie. Wierzcholki tréjkata 4BC przesuwajg sig po trzech rdw-
noleglych plaszozyznach; dane sg predkodci dwéch wierzcholkéw 7y i o,
nalezy wyznaczyd predkodd oc. W tym celu nalezy zrzutowad tréjkat
na plaszezyzng réwnolegla do ruchu i wyznaezyé o§ obrotu i t. d. Oka-
zad, ze zadanie to jest nadmlerme okredlone i wykazaé w czem sig ta
nadmlernoéé ujawnia.



