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: =§:0, t. J., walec, toczgey sig, przechodzi w prosty linig i niema
w danym razie ruchu toczenia sig, jest tylko obrét kuli okolo nierucho-
mej osi.

58. Ruchy obrotowe okofo osi réwnolegtych. Jezeli bryla obraca
sig okolo pewnej osi, i od ta obraca si¢ jednoczesnie okolo innej osi do
niej réwnoleglej, to kazdy punkt tej bryly posiada dwie predkodei, ktére
daja predkosé wypadkowa; zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem tej pred-
kodoi. W tym celu przeprowadsmy plaszezyzne prostopadly do obydwéch
osi i niechaj punkty O, i O, bedg punktami przecigeia sig jej z osiami
obrotéw, a figura ?akreslcowana B — przecigciem sig z bryla. Niechaj
figura plaska, rys. 68-di, obraca sig okolo $redka O,, $rudek zag O, niech
obraca sig okolo O,. Obie-
rzemy nastepnie dowolny
punkt figury ruchomej, be-
dzie on w tym ruchu posia-
dat predkoéci skladowe o,
i 75, kiére dadzg predkosd
bezwzglgdng 7 = 9, - U,
Czynige to dla kazdego
punktudanejfigury, wyzna-
czymy w ten sposéb pred-
kosei bezwzgledne wszyst-
kich jej punktéw; wyzna-
czenie jednakze wszystkich
tych predkodci bedzie
uproszezone i otrzymamy
oghlniejszy poglad na ich
rozmieszezenie w przestrze-
ni, gdy zwazymy, Ze ruch jest plaski, predkosci pizeto bezwzgledne ta-
kiego ruchu sg predkodciami, ktére mozna wywolad obrotem bryly okolo
innej osi, § 34-ty. Myslg przewodnia possukiwania takiej osi' bedzie
zasada, ze bezwzgledne predkodei punkidéw, lezgcych na niej, sg =0
a wigce dla punktéiw takiej osi zachodzi réwnanie 9, 4 9, = 0; co moze
nastapié, gdy 9, i 9, lezed bedg na jednej prostej i gdy ich wartodei
beda wzajemnie réwne, a zwroty przeciwne. Zamiast osi szukad be-
dziemy na naszym rysunku punktu, ktérego predkosé podezas chwilo-
wego obrotu =0, i punkt ten bgdzie $rodkietn obrotu. Srodek taki le-
- zeé moze tylko na prostej x, faczacej O, i O,, rys. 64-ty, gdyz skiadowe
predkosei jej punktéw lezg na prostopadlych do niej; i przytem lezecd on
moze w tej czpdei prostej, w ktdrej predkosdei skiadowe posiadajg zwroty
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przeciwne. W przypadku, gdy zwroty obrot6w skladowych sg jednakowe,
jak pokazano na rys. 64- t.ym, to érodek szukany lezeé begdzie pomigdazy,
$rodkami O, i O,

Oznaczmy odleglodei szukanego drodka od osi O, i O, przez a,ia,
to na zasadzie réwnania v, = v,, napiszemy

APy = ApPp; » o o« + « .« « . o (38)

skad wyznaczymy polozenie tego $rodka, dzielac odeinek O, O,—=a,
odwrotnie proporcyonalnie do wielkodei algebraicznych prgdkosei kato-
wych. Predkoédé ¢ obrotu wypadkowego obliczymy z predkoéei wypad-
kowej jednego z punktéw bryly. Tym punktem niechaj bedzie $rodek
O,; wypadkowa jego predkosé = (a, - a,) ¢, i powinna byd réwng pred-
kogei okolo osi wypadkowej, ktéra jest = a,p; a wige napiszemy (a,a,) ¢,

a a 2
= a, %, skad ¢ = ata Py =1, -+ — . ,; poniewaz a,0,=a,p;, przeto

a, 2

po podstawieniu otrzymamy
o=@ 4+ . . . . . . .« . (39

\4

Jako szczegbélny przypadek przytoczymy, gdy ¢, =@, = ¢, t. j. gdy
predkodci sa réwne co do bezwzglednych wartodci i zgodne co do
zwrotéw, wtedy otrzymamy ae,—a,, oraz ¢=2¢,. Co réwniez widocz-
nem jest bezposrednio z rysunku; gdyz w danym razie punkt, polowigcy
odcinek O,0,, posiada » = 0, jest wige on érodkiem obrotu wypadko-
wego, a prgdkosé obrotowa ¢ otrzymamy z predkosei np. punktu O,.

WezZmy obecnie przypadek, gdy zwroty obrotéw o, i ¢, sa rézne,
jak wskazuje rysunek 66-ty. Do tego ruchu zastosujemy poprzednie

T . a 2
wzory zamieniwszy ¢, na—o,, i otrzymamy —'—=-—5Pi, % czego wynika,
a, £ 21

ze odleglosé a, lub @, powinna byd odjemng; co wyraza, ze $rodek obrotu
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bedzie w danym razie lezal nazewnatrz odcinka O, O,, t. j. na przedlu-
zeniu érodkowej O,0,; — a%eby wyznaczydé jego polozenie, przyjmijmy,
ze lezy on po lewej stronie érodka O,; wtedy predko§é wypadkowa kaz-
dego punktu, lezgcego na tej prostej v =v,—vy—=a, ¢;—ayp,; dla punktu
za§, ktéry ma bydé Srodkiem obrotu wypadkowego, musi zachodzié réw-
nanie a,9, =a, ¢,; poniewaz zrys. 65-go wynika, ze a, << a,, przeto, azeby
réwnanie powyzsze moglo pozostaé w swej mocy, powinno byd ¢, > @,;

Vi

ﬂ<

Rys. 66.

a stad wyznaczymy $cidle poloZenie punktu, ktérego predkosé bezwgledna
réwna sig zeru. Gdy ¢, <<o,, wtedy szukany drodek obroty lezy zewngtrz od-
cinka 0,0, po stronie osi O, to samo bowiem rozpatrywanie daje sig
zastosowad do tego przypadku. Predkosé obrotowa okolo osi wypadko- -
wej obliczymy, wprowadzajae do rachunku predko$é bezwzgledng punktu
bryly, ktéry sig pokrywa ze srodkiem O,; dla tego punktu 2=a.9;
wzgledem zas$ nowej osi predkosd tegoz punktu v=a,y; skad ayp, =a.%;

lub (a;—a,) ¢, = a,p; 1 wreszecie o =¢, — ﬁ}‘—: 9, —®,, pod warunkiem,
2

te ¢, >, Wynik ten moglibySmy bezposrednio otrzymaé ze wzoru
® = ¢, + @,; podstawiajge stosownie do warunkéw danego zadania
P3=—"%s

Szczegélny przypadek tego ostatniego wzoru zachodzi, gdy ¢;=¢,,
wtedy ¢=0; oraz a; =a,; predkosé zatem obrotu wypadkowego jest
ré6wna zeru; a wige w danym przypadku niema ruchu obrotowego; polo-
zenie za$ osi wypadkowej jest w nieskoniczonogei; tylko bowiem punks,
lezgey w nieskoriczonodei, odpowiada warunkowi a, = a;, gdy a, =a,..
Azeby nastgpnie obliczyé predkoseci wypadkowe punktéw bryly, ktéra
wykonuje dwa obroty réwne, lecz przeciwne co do zwrotéw, zauwazymy,
ze w danym razie ruch punktéw bedzie plaski, a wige predkodei dwdch
punktéw wyznaczaja ruch calej bryly. Obliczymy zatem predkosei
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punktéw O; i O, rys. 66-ty. Predkosé bezwzglgdna punktu O =g,
punktu O, v;=va. Zwroty tych predkodei sg jednakowe, przeto wszyst-
kie punkty danej bryly bedg posiadaly ruch postgpowy o predkodei
v=uw.a. Dwa obroty okolo dwéch osi réwnoleglyeh, ktérych predkogei
bezwzglednie s3 rowne, a zwroty przeciwne, nazwano parg obrotéw,
analogiczne do pary sil;
odlegloéé a—nazwano ra-
mieniem pary, iloczyn za$

+0‘€ "0"& ap momentem pary; parg
(R o | A obrotéw oznaczajg przez

Wynikipowy#szestredci-
my w nastepujacy sposéh:
1) ruch bryly, wywo-
tany przez obrét okofo
dwoch osi réwnoleglych,
Rys. 66. jest ruchem obrotowym
_ okoto osi, lezacej w plasz-
czyznie dwoéch poprzednich osi, i do nich réwnoleglej; o$ ta dzieli od-
leglos¢ pomigdzy danemi osiami (z zewnatrz lub z wewnatrz) w odwrot-
nie proporcyonalnym stosunku do predkosci katowych. Wypadkowa pred-
ko$¢ katowa réwna si¢ sumie algebraicznej predkosci skfadowych; _

2) gdy zwroty obrotéw s3 z sobg zgodne, to 0§ wypadkowa lezy
pomiedzy osiami skfadowych obrotéw; gdy za$ zwroty sg przeciwne, to
lezy ona zewnatrz tych osi, po stronie osi z wigksza predkoscia obro-
towsa;

3) gdy predkosci obrotéw sktadowych s3 wzajemnie réwne, lecz co
do zwrotéw przeciwne, to ruch wypadkowy jest ruchem postgpowym,
ktérego wielkosé réwna jest iloczynowi ap i kierunek jest prostopadty
do srodkowej O,0.,.

Ten ostatni przypadek mozemy rdéwniez stredcié w ten spos6b;
para obrotéw daje ruch postgpowy. Tredé tego ostatniego twierdzenia
mozemy réwniez odwréeid, twierdzgc, ze ruch postepowy moze byd wy-
wolany przez pare obrotéw. Gdy bowiem predkoddé ruchu postepowego
réwna si¢ ¢, wtedy parg obrotéw, ktéra wywoluje ten ruch, wyzna.
czymy z réwnania c¢=qa; gdzie ¢ przedstawia bezwzgledng wartodd
predkosci obrotowych; a zad oznacza wzajemng odleglodé osi obroto-
wych. Jeseli nie jest dane ani @ ani ¢, lecz tylko ¢, to ruch poste-
powy mozemy wywolaé nieskoficzenie wielu parami obrotéw, byleby
tylko pary te odpowiadaly warunkowi, z¢ ich moment, t. j- iloczyn

gon 90

¥ \4
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ap = ¢. Zadanie w1gc wywolania ruchu posigpowego przez obrot.owy,
gdy nie sg dane ani @ ani ¢, nie jest SciSle okreglone,
Szezegblny  praypadek - ==

pary obrotéw nastapi, gdy ¢ e <
odleglo$é migdzy osiami a=0,
wtedy predkosé wypadkowa
v=0, t. j. para takich obro-
téw nie zmienia stanu pred- C
kodci danej bryly; mozemy
wige dowolnie do bryly ru-
chomej dolgczad pary obro- ; Q=0
téw, ktére leza na wspéblnej i
0si, nie zmieniajac przez to i

|

i

| wil~

gtanu predkosci danej bryly,,

co jest réwniez fizycznie -
zrozumiale; obroty takie na- \{J__T_'e’
zywaé bedziemy obrotami ré- ;
wnowazacymi sie.

7 wnioskéw fych skorzystaé mozemy przy skladaniu np. obrotu
z ruchem postgpowym. Gdy dane jest np. % i 7, rys. 67-my, t. j. pred-
ko$é obrotowa i prostopadta do niej predko$é postgpowa; natenczas ¢
zastgpimy parg obrotéw ga = ¢, w ktérej przyjmiemy ¢, = ¢; przytem
polozenie osi @, obierzemy, na osi danej ; przy takich warunkach od ¢
posiada dwa obroty przeciwne, ktére sig znoszg i pozostaje z ukladu ,i
jedna tylko o obrotowa - ;- Do tychze wynikéw doszliémy w § b4-ym
inng droga.

Przyktad Bryla K, rys. 68-my, robi w pewnym zwrocie ruchem
jednostajnym 30 obrotéw na minute okolo nsi, przechodzgcej przez punkt
O,; 0§ tg nalezy sobie wyobrazié prostopadle do plaszezyzny rysunku,
0§ tego obrotu obraca sig z tymze zwrotem okolo osi O;, rownoleglej
do pierwszej, czynigc 18 obrotéw na minutg, Wyznaczy¢ polozenie osi
chwilowego obrotu i zamienié_ruch tej bryly przez ruch toczenia sig;
nalezy przytem rozpatrzyé przypadki, w ktérych zwroty sg 1) jedna-
kowe; 2) przeciwne; 8) rézne i 4) réwne. Odleglo$é osi obrotéw przy-
jeto 0,0, =a= 12 m. :

Rozwigzanie. Potozenie osi chwilowego obrotu, oznaczonej na ry-
sunku 68-ym przez O, wyznaczymy z réwnania a@,¢; = ayp,. Z Wa-

T nasek., 9y = 386% na sek.;

Rys. 67.

runkéw zadania obliczymy Oy =

~

skad @,:0, = 80: 18 =5:3; a wige 4= S ; poniewaz a, -+ a, = 1,2,
: as b 3
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015 m oy = 05 m; 9= b+ 0, =

= — =" = 0,8.2m; lub inaczej, ilosé obrotdéw ruchu wypadkowego

Rys. 88.

.///,
i

L

Rys 69.

réwna sig 48 na minute.
Gdy wsaystkie osi chwi-
lowyeh obrotéw unie-
ruchomimy w przestrze-
ni, natenczas przedsta-
wig one walec kolowy,
ktérego osig jest-o§ O,
i promieniem podstawy
a, = 0,76 m. Tez same
o0si, polgezone sztywno
z bryla, przedstawig
drugi walec kolowy,
ktérego osig jest of O,
i promieniem podstawy
a, = 0,4b m. Gdy walec
z osig O, toczyd sig be-
dzie po nieruchomym
waleu, z osig Oy, otrzy-
mamy ten sam ruch
bryty, jaki ona posia-
dala podezas dwdéch je-
dnoczesnych obrotéw.
Gdyby predkodei o, i ¢,
mialy zwroty przeci-
Woe, Ip: gy = = s
i przytem jak i w da-
nem zadaniu 9, > q;
natenczas z rdéwnan
a.+ a = 1,2, oraz
ﬁ:-wﬁ—ﬁ-, obliczymy
ay 3

a=301a=— 18
walec toczenia przed-
stawia sip wtedy, jak
pokazano na rys. 69-ym,

t. j. walec o promieniu a, = — 1,8 m, sztywno zwigzany z ruchomg
bryla, toczy sig ‘wewnatrz walca nieruchomego o promieniu @, = 3,0 .
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Gdyby zwroty obrotéw byly réwne i przeciwne t. j. ¢, = — w,;
to @, = oo, oraz @, = oo, powierzchnie walcéw w danym razie odda-
laja sig w nieskoriczono$é i obr6t bryly zamienia sig w ruch postgpowy.
Jako przyklad tego ostatniego 0,
przypadku przytoczymy,tak zwany
na zabawach ludowych, mlyn dya-
belski. Mozna dowiesd, ze pred-
kodei katowe kola i krzesla po-
siadajg zwroty przeciwne i sg wza-
jemnie réwne; przeto siedzenie X,
rys. 70-ty, musi wykonywaé ruch
postepowy; t. j. we wszystkich
polozeniach poziomo sig ono usta-
wia, gdy w poczgtku ruchu bylo
poziomo ustawione.

59. Ruchy obrotowe okofo
przecinajacych sig osi. Obraz tego
ruchu przedstawimy, gdy oS obro-
towa bryly obracad sie bedzie
okolo innej osi, przecinajacej pierw- Rys. 70.
szg. Predko$é obrotu bryly ozna-
czymy przez wektor 3,; predkosé za$ obrotu tej osi oznaczymy przez 3,.
Kazdy punkt K tej bryly posiada podczas ruchu zlozonego dwie predko-

deilinijne; kazda ztych predko-

ci bedzie styczng do odpowie-

dniego kola obrotu, rys. 71-szy;

predkodei te mozemy obliezyd

iwyznaczydichpolozenie w prze-

strzeni, gdy =zbudujemy odpo-

. wiednie tréjkaty 7 = 9, 4 T;
w ten sposéb wyznaczyé mo-

zemy predkodei wypadkowe

wszystkich punktéw bryly. Wy-

znaczenie jednakze tych pred-

kosei latwiej wykonamy, gdy

. Rys, 71 zwazymy, ze ruch danej bryly

jest ruchem kulistym okolo pun-

ktu przecigcia sig osi; a ze ruch taki, § 456, mozna wywolaé przez ob-
rét okolo pewnej osi, przechodzgcej przez punkt nieruchomy, zadanie
przeto sprowadza. sip do wyznaczenia polozenia i predkodci obrotowe]
okolo tej osi. — Jeden punkt tej osi jest punkt nieruchomy; drugi zas
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jej punkt powinien czynid¢ zado$é réwnaniu 7 =17, - 9,; punkt taki moze
znajdowad sig tylko na plaszezyZnie osi; oznaczmy jego odleglodei lite-
rami x, i x, rys. 72; a napi-
szemy réwnanie &0, = x,0,,
z ktérego obliczymy x, i x,;
a wladciwie wyznaczymy ge-
ometryczne miejsce takich
punktéw.

. Azeby umoenié sobie po-
tozenie tej osi napiszemy x, =
= OK sin a,, xy = OK sin a,;
po podstawieniu tych war-
todei w powyzsze réwnanie
Rys. 72. i po skréceniu przaz OI(,

otrzymamy:

@y - 8in oy =@, , Sin ay;

poniewaz a, + a, =0, obliczymy przeto «, i a,; kgt bowiem o jest dany.
Otrzymamy w ten sposob miejsce geometryczne punktéw, ktérych pred-
kodei, podezas ruchu bryly, réwne sg zeru; miejscem geometryczpem
tych punktéw jest prosfa, tworzgca z osiami cobrotéw skladowych katy
o, i a,. Sposobem geometrycznym wyznaczymy wielkosci tych katéw

-

Rys. 75.
z tréjkata OKL, rys. 18, zbudowanego na bokach réwnych i réwnoleg-
tych do wektor6w &, i@, # tego tréjkata bowiem odesytamy L . sin %
(Pg Sln Dﬁl

oraz o, + a,= a; kgty wige, przecmleg}e bokom &, i &, sa katami «,
i 2y, jakie tworzy o$obrotu wypadkowego z osiamiobrotéw skladowych.
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Azeby nastgpnie obliczyd predkoéd obrotu wypadkowego zauwa-
zymy, ze predkosé bezwzgledna dowolnego punktu X, na osi g,, rys. 73-ci,
réwna sig x,¢,;; prgdko$é tegoz punktu mozemy réwniez otrzymaé jako
predko$é obrotu okolo osi obrotu wypadkowego #; a napiszemy wtedy
wzlr x,0, =x¢ ¢, w ktérym xyp oznacza odleglo$d punktu X, od osi o.

s

§)

i \
o -%)

Rys, 74. Rys. 75.

Z rysunku 73-go odezytamy x, = 0K, sin o, xo= 0K, sin ay; po
podstawieniu w powyzszé réwnanie i po skréceniu otrzymamy ¢, sin o=

= sina,; lub inaczej 3 :sfn % . Wielkodé wektorows ¢ wyznaczyd
p, sina,

: : 0K sin (180 — a)
mozemy geometrycznie z tréjkata OKL, gdyz == =
Yy E ¥ : L) ’gy_LK e

= E_’_ma; poniewaz uczyniono. LK = o,, przeto wektor = OK.
sin a,
Wzér zatem wektorowy
T I

wyraza polozenie, wielko$é i zwrot predkosci obrotu wypadkowego;
gdyz zwrot tego obrotu, sadzac ze zwrotu ruchu punktu X, jest
ten sam, co zwroty ¢, i.¢, Wynik ten wypowiemy: wypadkowy
rach dwéch obrotéw, o przecinajacych sig osiach, jest obrét okolo
innej osi, ktéra przechodzi przez punkt ich przecigecia sig i ktérej kie-

Mechanika—Tom Il. T
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runek i predkoéd katows wyznaczymy z wektorowego tréjkata pred-
kosci katowych; lub krécej

predkosé obrotu wypadkowego réwna si¢ sumie wektorowej pred-
kosci skfadowych.

60. Ruchy obrotowe okofo 0si nieprzecinajacych sie. Obraz tego
ruchu przedstawiony jest na rys. T4-tym; bryla w postaci walca W obraca
sig okolo osi @, of @, wraz z walcem obraca sig okolo osi nieruchomej
®; 08i ®, i 0, nie przecinaja sig. W celu wyznaczenia ruchu wypad-
kowego, 'przylozymy, rys. 7b6-ty, do dowolnie obranego punktu na jednej

Rys. 76.

z osi, np. do punktu X na osi 9y, dwa réwnowazace sig obroty (4-¢,)
(—,), ktérych kierunki 83 réwnolegle do osi ¢, iwartosci ich sg réwne
¢,. Praylgczenie takich dwéch wektoréw nie zmieni danego ukladu pod
wzglegdem kinematycznym; gdyz sg to dwa obroty, ktére sig wza]amnle
znoszg. Posiadamy obecnie uktad czterech wektoréw oy, (4 a,), (—a,),
oraz p,. Wyznaczymy nastgpnie tp-—*-(—}—ml) + Py a wtedy pozostang
w ukladzie trzy wektory ¢,¢, i (—g9,); wektor ¢ przedstawia obrét
bryly okolo osi, ktéra przechodzi przez K, wal\tory 9, 1 (—g,), jako
para obrotéw, dajg ruch postgpowy, o kierunku prostopadiym do. plasz-
czyzny tej pary, Wynikiem wige obrotéw ¢, i ¢, jest obrét okolo osi ®
i ruch postgpowy; ruchy te na zasadzie poprzednich twierdzeri dajg ruch
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érubowy; co Dbylo bezposrednio do przewidzenia; kazdy bowiem ruch'
daje sig zastgpié ruchem $rubowym.

Wyznaczmy teraz polozenie osi tego ruchu $rubowego, obliczmy
jego predkosé obrotowa i postgpowg. Kierunek osi jest wyznaczony
przez kierunek wektora §; gdy# kierunek osi obrotu jest niezalezny od
obranego bieguna § 46-go. Wladciwe polozenie tej osi znajdziemy podiug
sposobu, juz stosowanego w koricu §b55-go. W tym celuprzeprowadZmy
plaszezyzng N, rys. 76-go, prostopadiz do kierunku 4 i zrzutujmy na
nig predkosci bezwzgledne dwéch punktéw danej bryly, z tych rzutéw
wyznaczymy s$rodek obrotu, przez ktéry przechodzi o §ruby. Plaszczy-
zna ta, poniewaz jest prostopadiy do @, jest wiec réwniez prostopadia
do plaszezyzny, przechodzacej przez &," i &,, czyli przechodzi ona przez
prosta, prostopadla do kierunku wektoréw @, i o,.

W celu ulatwienia rozpatrywan stosunkéw geometrycznych; prze-
prowadZmy wspomniang plaszczyzng /N przez najkrétsza odleglodé po-
migdzy danemi osiami &, i &,; odleglo§é te oznaczyliémy na rysunku
76-ym przez @, 7Z tych rozpatrywann wynika jako uboczny wniosek
ze 3 | a; gdyz © lesy w plaszezyinie, utworzonej przez @, i &,.

Punkty 4, i 4, powstale od przecigcia si¢g @ z ¢, i 3,, niech bedg
punktami, ktérych predkodei wyznaczg Srodek ruchu srubowego. Wartosé
predkodei punktu 4, jest réwna va, = a¢,; kierunek jej jest prostopadly
do §,; rzut tej prgdkosei na plaszezyzne A, (rzut ten oznaczyliémy przez
v'4), obliczymy ze wzoru

© U Ay =ad, c08 (vay, N); w ktorym kat (UA,N) -—-kq,tom (92,93 gdyz
By | Taqy @ L D4, oraz & 1 NV; a wige
v'a, = ap, COS (95, %), 1 rowniez w tenze sposéb
Ay = aPy €08 (¢, ,9).
“Srodek obrotu oznaczymy przez O i napiszemy wtedy pg. wzoru 32-ego.
Var _ V4, lub lnacze;;ﬁ—v avs
A,O OA, O4d 4 V'

po podstawieniu odpowiednich wartogei zammst a1 Vay otrzymamy
rownanie :

*

Ll 0" _@mOs(@e) T Ty
. 04, @008 9,0) |

z ktérego obliczymy odlegloéé punktu O od 4, i od A4,
Nadamy temu wzorowi jeszcze inng postad; gdy zauwazymy z rys. 76-go

s L — w; po po&s{awieniu tegb stosunku w réwnanie 41-sze

% Sin (g, )
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i po uproszezeniu, otrzymamy wzér, z kiérego bezposrednio obliczymy
polozenie punktu O

40_ e L. @

04, 1g(%.9)
Dla wzoru 41-go znajdziemy bezpodrednio znaczenie kinematyczne.
Wyraz bowiem w liczniku ¢,.cos(¢,, ¢) jest rzutem wektora %, na kie-
runek @; tak samo mianownik przedstawia rzut @; na kierunak B, rys.

TT-my; gdy rzuty te przyjmlemy jako skladowe wektoréw ;1 @, w kie-
runku ; natenczas przedstawiq one

dwa obroty wzajemnie réwnole-
gle, wypadkowy ich obrét jest
- =20} ¢, z punktem przyloze-
. nia, ktéry obliczymy na podsta-
"wie twierdzenn o obrotach okolo
csi réwnoleglych, § bb-ty.
Wynik powy#szego rachunku
nasuwa inny sposéb rozwigzania
postawionego tutaj zadania; a mia-
nowicie wyznaczamy najpierw
P = 1 $, rys. T7-my; naste-
pnie rozkladamy qucp.‘3 w kierunku
prostopadlym do niego; wtedy
1“|“P 1 0razZ Gy = @'y,

zatorn ¢ = (¢ + @) = (3 + 90 +- (%” + %")
Wektory ¢," i 9, sg wzajemnie rowne i réwnolegle; punkty ich

przylozenia sy w A4, i 4,"; wladciwodei te wyrazimy przez rdéwnanie
¢, 49, = 0O; wektory te przedstawiajp zatem parg obrotéw, ktérej
wyniki-m jest ruch postgpowy; kierunek tego ruchu jest prostopadly do
plaszezyzny tej pary. Na podstawie geometrycznych stosunkéw mozna
dowiesd, ze ten ruch jest réwnolegly do 3.

Poniewaz ¢,” +3," =0, przeto z poprzedniego réwnania wynika, ze
e=10,"+'; t.j. & jest wypadkows dwéch réwnoleglych obrotéw ; punkt
przylozenia ich wypadkowej wyznaczymy podlug zasady dodawania obro-
téw okolo osi réwnolegtych. Wartodé prgdkodei ruchu postgpowego vy
wzdluz osi § obliczymy z pary obrotéw, a wige vy = ¢, a. Sposéb ten
wskazuje dogodnodei stosowania do przeksztalcenia ruchéw wielkodei
i dziatani wektorowych.

i =1

3&1 ke-'_

Rys. 7.

61. Przeksztafcanie ruchéw. Przeksztalceniem danego ruchu na inny
nazwiemy zamiang danego sposobu wywolywania ruchu na inny sposéb,
ktéry udziela punktom bryly ruchomej tych samych predkosei, jakie
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one mialy poprzednio. Wyrazajas sie technicznie, powiemy : przeksztal-
cenie ruchéw ma na celu zastgpienie pewnego mechanizmu, wywolujg-
cego ruch, przez inny mechanizm, ktéry wywoluje ten sam ruch.

Okreélenie to stosuje sip do wywolania ruchéw chwilowych lub tez
ciggtych. Wylozone w poprzednich paragrafach teorye i przyklady mialy
na celu przeksztalcenie ruchéw tak chwilowych, jak i cigglych, Przek-
sztalceniem chwilowego ruchu bylo np. wyznaczenie osi obrotu wypad-
kowego dwéeh innych obrotéw; wektor wypadkowy & wyznacza takie
predkosei ruchu bryly, jakie ona posiadala w danej chwili wskutek dwdéch
jednoczesnych obrotéw 9, i ©,. Gdy nastgpnie wyznaczymy polozenia
nieskorczenie wielu osi ¢ dla danego ruchu, mozemy wtedy méwidé o ruchu
cigglym, wywolanym ruchem zlozonym,

Najogélniejszym ruchem chwilowym jest skret; najogélniejszym ru-
chem ciggtym jest ruch toczenia si¢g wraz ze slizganiem sig wzdluz osi.

Rozpatrywania, wyzej wylozone, mialy przewasznie na celu sprowa-
dzenie ruchéw zlozonych do prostszych. Przytem rozpatrywania te ty-
czyly sig skladania dwdéch ruchéw ; lecz réwniez w tenze sposéb mozemy
dodawaé z sobg wiele ruchéw; .gdys w danym razie bedziemy kolejno
dodawad np. pierwszy ,ruch z drugim; wypadkowy tych dwéeh z trze-
cim i t. d. Prawo superpozycyi ruchéw pozwala przytem na dodawanie
w dowolnym porzagdku; co tes zostaje uwglednione w rachunku wekto-
rowym przez prawo przemiennogei i lgeznodei dodajnikéw. Mozemy wige
moéwié o predkodei punktu lub bryly w frzech i wigcej kierunkach
i o wypadkowym ich ruchuj; réwniez o obrocie okolo trzech i wigecej
osi; — o ruchu $rubowym okolo wielu osi i t. p.

W celu udowodnienia twierdzen skladania ruchéw, rozpamyWahbmy
szezeglly przemian ruchu i doszliSmy do dwdéch waznych wnioskéw; ze
ruchy obrotowe dodaja sie wektorowo i ze ruch postgpowy mozemy wy-
wolaé przez parg obrotdw; obecnie wigc mozemy do wszelkich przek-
sztatcenn ruch6w stosowacd bezpos$rednio rachunek wektorowy. Wniosek,
ze predkosdei katowe podlegaja prawu dodawania wektorowego, jest wy-
razem, w odmiennej nieco postaci, prawa superpozycji nieskoriczenie
matych przesunigd.

Zadanie wymaga nieraz wywolania pewnych ruchéw przez ruchy
zlozone, okredlone pewnemi warunkami; przeksztalcenie takie nazwano
rozkladem ruchéw. Kazdy ruch punktu moze bydé zatem uwazany jako
ruch, zlozony z dwdch i wigcej ruchéw. Gdy np. dane sg kierunki, po
ktérych majg sig odbywad ruchy skiadowe danego punktu, to ruch punktu
na plaszezyznie da si¢ rozlozyd na dwie skladowe; — ruch za$§ w prze-
strzeni na trzy skladowe. W tenze sposéb, kazdy obrét bryly okolo osi
moze byé wywolany przez obroty okolo dwdéch lub wielu osi; w celu
uozynienia takiego rozkiadu muszg byé dane odpowiednie ku temn warunki,
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62. Podobienstwo wlasciwosci uklfadu wektoréw prgdkosci katowych
i ukfadu wektoréw sit. Pomigdzy przeksztalceniem sil i predkosei, wi-
doczne jest podobiefstwo pod wazglgdem dzialaii geometrycznych na
wektorach. Podobiedstwo to polega najpierw na tem, Ze predkosci po-
stepowe 9 i predkosei katowe ¢ w kinematyce, oraz moment 47 i sity P
w statyce przedstawiamy za pomocg wektoréw; co wynika z ich wspél-
nych wiasciwodei kierunkowych. Nastgpnie wszystkie te wielkosei do-
daja si¢ wektorowo i stuzy im wspélne prawo superpozycyi oraz prze-
miennodci i Igeznodei dodajnikow.

Pomigdzy poszezegblnymi rodzajami wektoréw zachodzi jeszoze
takie podobienstwo, ze wektory @ i M sg wektory przenosne, punkty
ich bowiem przylozenia mogg byé w przestrzeni dowolnie obrane, a po-
mimo tego beda one wyrazaly te wielkodei. Wektory ¢ i 7 sy wektory
przesuwne, gdyz mogg byé tylko przesunigte wzdiuz swych kierunkdw,
nie pociagajace dwuznacznosci okreslenia, jakie wyrazaja. Wskutek tego,
gdy we wzorach kinematycznych zastgpimy wektory @ przez 47 oraz ¢
przez P, wtedy z wzoréw kinematycznych otrzymamy wzory statyczne
i odwrotnie.

Przytoczymy niektére takie analogiczne wzory itwierdzenia. Wektor 7
ruchu postgpowego wyraza wynik dzialania pary obrotéw; wektor zas /7
wyraza wynik dziatania pary sil. Kazdy chwllowy ruch bryly da sig
przeksztaleié na ukiad, zlozony z wektora ¢ iz wektora 9, réwnoleglego
do «; kazdy uklad sit da sig przeksztalei¢ na uklad z?oﬁony z wektora R
i #» wektora /17, vé6wnoleglego do R. Ruch $rubowy wyznacza sig temi
samemi wektorami jak skretnik. PoloZenie osi obrotu wypadkowego
dwdch wzajemnie réwnoleglych obrotéw obliczymy z tych samych wzo-
réw § 58-my; tenze wzdr stuzy do obliczenia wypadkowej dwdch sit réwno-
legtych., Jednem slowem, gdy utworzymy obraz wektorowy lub zesta-
wimy wzory wektorowe dla ukladu sil, wtedy ten sam obraz ozy tez
wzér moze stuzyd dla ukladu predkodei; i—odwrotnie. Prawidia zatem
o przeksztalceniu ruchéw dajg sip w zupelno$ci zastesowad do przeksztal-
cenia ukiadéw sil i odwrotnie.

Zaznaczyd jeszcze trzeba, ze wspomniane podobieristwo, nie jest
podobiedstwem kinematycznem; gdyz np. wektor A7 jest miarg dziatania
pary sil, wywolujgcej obrét; zdawaloby sig wige,” ze wektor /7 mozna
zastapié przez p; lecz tak nie jest; réznig sig one bowiem wlagciwodciami
wektorowemi; wektory bowiem /7 i © posiadajg wspélng wladciwodé
przenosnosei, moga wige wzajemnie sig zastgpowad; réwniez przesuwnosé
wektoréw sily i predkosei obrotowe], pozwala te wektory Wzajemme za-
stgpid. Podobienstwo wige przeksztalceri w kinematyce i statyce za-
chodzi tylko pod wzglgdem przedstawienia wektorowego; pod wzgledem
zas fizycznem zachodzi pewna odwrotnosd.



— 108 — § 62—63.

Przykfad. Okolo danej osi ¢ obraca sig pewna bryla; zastapié ten
ruch przez obrét okolo innej osi, ktéra jest réwnolegla do danej i prze-
chodzi przez obrany punkt w przestrzeni. W celu rozwigzania tego za-
dania, przytézmy do obranego punktu dwa réwnowazgce sig wektory
@) i (—p); wtedy para wektoréw (—p) i o przedstawia ruch postgpowy,
prostopadly do plaszezyzny tej pary; weator zaé (9), wyznacza obrdt
bryly okolo osi, przechodzgcej przez dany punkt i réwnolegly do danej
osi. Obrét wige okolo pewnej osi daje sip zastapié przez obrét okolo
innej osi do niej réwnoleglej, oraz przez ruch postepowy. Jest to odwrotne
dzialanie do tego, ktéresmy stosowali przy skiadaniu ruchdw.

Zasadg wszystkich przeksztalcenn ruchu jest mozno$é dodania lub
odjecia od ukladu wektorowego, ktéry przedstawia dany ruch, dwdéch
réwnowazacych sip wektoréw, oraz moznosd zastgpienia ruchu postepo-
wego przez parg obrotéw. Przy wykonaniu tych przeksztalceri, korzystad
nalezy jeszoze z nastepujgeych wladciwosdei wektoréw; wektor pred-
kodci obrotowej mozemy przesuwaé wzdluz osi, gdyz jego polozenie
w dowolnem miejscu osi obrotu, wyznacza jeden i ten sam obrdét; na-
stepnie wektor pary obrotédw, t.j. wektor predkosci postgpowej, mozemy
dowolnie przenosi¢ w przestrzeni, gdyz przylozony do kazdego punktu
bryly, wyznaczy on zawsze jeden i ten sam ruch postepowy, i wreszcie
wektor predkodci punktu jest wektorem umiejscowionym, gdyz moze byd
on tylko przylozony do punktu, ktérego predkosd wyraza.

Z powyzszych rozpatrywan widzimy, ze kazdy ruch moze byé wy-
wolany réznymi ruchami sktadowymi, ktérych wyrazem matematyeznym
sa odpowiednie uklady wektoréw.

Dwa rézne ukilady wektoréw, ktére, za pomoca dzialann wektoro-
wych, mogg bydé przeksztalcone jeden na drugi, lub tez obydwa mogg
by¢ przeksztalcone na jaki inny trzeci uklad, nazywamy réwnowaznymi
ukfadami wektoréw. Rézne lecz réwnowazne uklady wektoréw przedsta-
wiajg przeto jeden i ten sam ruch.

Zgodnosé wynikéw rachunku wektorowego z zachodzgeymi ruchami
w rzeczywistosei, objasnia sig tem, iz rachunek wektorowy wyraza, za
pomocy przyjetych symboléw, metylko ilodciowe stosunki wielkogei kine-
matycznych, lecz uwzglednia ré6wniez wiladciwosei ich kierunkowe oraz,
przez przyjety sposéb dodawania, odtwarza w swym rachunku prawo
superpozycyi ruchéw. Rachunek zatem wektorowy uwazaé mozemy jako
geometryczny model zachodzgeych ruchdéw, z ktérego mozna odezyty-
waé wiladciwosci kinematyczne jak réwniez zbudowad model.

63. Zadania na skfadanie predkosci.
1) Statek parowy plynie w gére rzeki i przebywa ruchem jedno-
stajnym dang odleglo$é s w pewnym czasie 7, ; gdy plynie zad w dét

1}
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rzeki, przebywa on te samg odleglod$é w czasie #. Przyjmijmy, 2e ma-
szyny statku pracujg w obydwdch przypadkach z jednakowg energig i ze
predkodé rzeki jest w tym okresie czasu staly. Naledy obliczyé predkodd
rzeki (unoszgca) i predkodd statku, z jakaby plynal na stojacej wodzie.

2) Dana jest predkodé pociggu i predkoéd bezwzgledna czlowieka,
idgcego wzdluz tego po-iggu. Nalezy obliczyé predkosé, z jaka idzie ten
cziowiek, _ .

3) Tarcza 1 obraca sig, rys. 78-my, w swej plaszczyznie okolo
nieruchomej osi O;; w punkcie O, tej tarczy jest umocowana o O,
okoto ktérej obraca sig tarcza II; w punkecie O, tej tarczy wystawiona
jest 08 O, okolo ktérej obraca si¢ tarcza III; wyznaczyé chwilowa pred-
kosé punktun K, dowolnie
obranego na tarczy IlI, gdy
predkodei obrotowe w danej
chwili posiadajg wartosei ¢,
9, i p. Rozpatrzyd nastep-
nie przypadek, gdy ¢,=@=
=p,=0¢; oraz da¢ odpowieds,
jaki stosunek powinien za-
chodzié¢ pomiedzy predkos-
ciami o,, @, i @ azeby tar-
cza III wykonywala ruch po-
stepowy.

Odpowiedz. W przypadku gdy
9 =@y = @y =1 0sig chwilowego
obrotu tarczy IIl jest $rodek cigzkodei
“ S pola tréjkagta, wytworzonego przez
chwilowe polozenie trzech osi obrotu,
i wtedy predkoéd 7, | S Ki praytem

UVp = SK .3 ©.

4) Bryla posiada ruch srubowy,
wyznaczony przez ¢, i ¥, Osi tej
gruby nadajemy obrét okolo innej osi
z piedkodeig ¢, réwnolegls do .
“Wyznaczyd predko$é chwilowsg do-
wolnego punktu bryly.

rys. T9-ty, obraca sig z predkoscig
¢, okolo nieruchomej osi O,. W e-
wngtrz pierécienia umocowana jest o§ O,, okolo ktérej obraca sig bryla
B; wyznaczyé predkosé punktu K, sztywno z nig polgczonego.

Rys 70.

5) Bryla w postaci pierscienia,
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() Bak, puszezony w ruch, obraca sig okolo swej osi ze staly
predkoseig @,; o tego obrotu obraca si¢ ze stala predkoscig @, okolo pionu,
wystawionego w punkcie oparcia bgka. Nalezy zastgpié te ruchy obro-
towe przez toczenie sig.

W zadaniu tem nie rozpatrujemy warunkéw, ktére wywoluja dane
ruchy, gdyz to nalezy do dynamiki, lecz, stwierdzajac rodzaj ruchdéw, sta-
wiamy sobie za zadanie te ruchy przeksztalcic.

Przed przystapieniem do rozwigzania, nalezy okreélic np. obser-
wacye zwrotéw obrotéw &, i @,, jakie w danym ruchu zachodzg; gdyz
od tych zwrotéw nalezy odpowiedZ Obserwacya przyprowadzi nas do
wyniku, Ze zwroty osi @, i @, sa z sobg zgodne i kat (9, ), ktéry ozna-
czymy przes o, jest ostry. Stozek nieruchomy jest miejscem geome-
tryczném osi ¢ obrotu wypadkowego; gdy# tylko punkty tej osi posia-
dajg chwilowe prgdkosci zero. Oznaczmy kat miedzy 3 i &,, przez B;
wtedy otrzymamy

®, 8in o sin o
g f=—""———, oraz p =g, ——.
®; COS ¢ — P, sin
W celu wykoficzenia rozwigzania nalezy wykreslié oba stozki.

H. Przyspieszenia punktéw poruszajacej sig¢ bryly.

64, Uwagi ogélne. Ruch bryly swobodnej jest okre§lony przez szedé
niezaleznych parametréw; mogg bydé nimi np. trzy parametry wektora
predkosei postgpowej i trzy parametry predkosci obrotowej (§ 47-my) przez
te dwa wektory ruch bryly jest sci¢le okreslony, a wige i predkosé kaz-
dego jej punktu powinni$my obliczyé z tych szedciu parametréw; roz-
wigzanie tego ogélnego i innych szczegélowych zadan podaliSmy w pa-
ragrafach poprzednich.

Obecnie przystgpimy do obliczenia przy$pieszed punktéw danej
bryly, gdy dany jest jej ruch. Azeby obliczyé wogéle przyspieszenie
punktu poruszajgcego si¢ nalezy znad jego predkodé w dwdéch nieskon-
czenie blizkich okresach czasu; predkosci te oznaczymy literami oy i 7,;
a réZznica tych wektoréw rozdzielona przez okres czasu, w jakim ona
powstala, daje wektor przyépieszenia. Azcby przeto. obliczy¢ przy$pie-
szenie dowolnego punktu danej bryly nalezy znaé jej ruch w dwéch po
sobie nastepujgcych okresach czasu.

65. Przy$pieszenia punktéw bryly, bgdacej w ruchu postgpowym. Gdy
bryla jest w ruchu postgpowym (§ 32-gi); wtedy wszystkie jej punkty
w tej samej chwili posiadaja jednakowe predkodei ,; jezeli w nastepnej
chwili bryta wykonywa réwniez ruch postepowy =z predkodeig wogdle



