Kinematyka.
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. Kinematyka punktu.

1. Miara dlugosci i czasu. W § l-szym i nast, tomu I-go zajmowa-
lidmy sig przesunigciami punktu ruchomego niezaleznie od czasu, w jakim
on je wykonywal. Badania te byly czy-to geometrycznej natury i dosz-
liSmy tez za pomoca tych rozwazan do pewnych, czysto geometrycz-
nych twierdzen. Obecnie wprowadzimy do naszych rozpatrywan miare
czasu; a wige bedziemy méwili o przesunigeiach, ktére wolniej, czy tez
predzej odby wajg sig od innych przesunigé it.p. Jasoem jest, iz wszystkie
poprzedoie twierdzenia muszg pozostaé w swej mocy, gdyz wszelki ruch
musi odpowiadad stosunkom przestrzennym. Dazial ten mechaniki ogélnej
nazywa si¢ kinematyka.

Poniewaz w nastgpnych rozpatrywaniach bedziemy poszukiwali za-
leznodei pomigdzy dlugodciami i czusem, musimy uméwié sip co do jed-
nostek, w jakich mamy zamiar je mierzyd.’

Pewng wielko$é zmierzyé, to znacazy, poréwnaé ja z druga wielkos-
cig tegoz samego rodzaju i nastgpnie stosunek ich oznaczyd pewng liczba.
Liczba ta wyraza wiele razy obrana wielkodé, ki¢rg nazwiemy jednostka,
miedei sig w mierzonej wielkodei. A wige diugodei mozemy i musimy
mierzyé tylko diugosciami; pola polami; objetosé objetosciami; czas
czasem, i t. d. L

Jako jednostke dlugodei przyjeto w praktyce technicznej metr
rowniez wielokrotno§é metra i czedci jego przyjmowane sg za jednostki,
Wielokrotnodd i podzial metra wyraza sig przez potegi 10-ciu metréw.

Jako jednostke czasu stosujemny sekunde; lecz réwniez czgsto obie-
ramy minute, lub gudzing *).

W kazdym wige poszezegélnym przypadku nalezy wymienid, jakg
obieramy jednostkg miary. Zwracam uwage, iz, szczegdélniej dla technika,

*)  QOkreslenie kinetycz'ne .czasu" podamy w dynamice punktu,

Mechanika - Tom IL. 1
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liczby, bez objadnienia co do obranych jednostek miar nie posiadajg
zadnej wartosci tak, iz jest koniecznem przy kazdej liczbie dopisywad
bezpogrednio jednostki, w jakich ta liczba jest wyrazong.

A. Prostolinijny ruch punktu.

2. Poczatkowe warunki liczenia. WeZzmy pod uwage punkt rucho-
my K, ktéry wychodzi z miejsca A4, rys. 1-szy, i zakrela linig prostg. .
Na linii tej, liczge od miejsca A4,, obieramy zwrot ruchu dodatni i odje-
mny. Méwimy wtedy, ze punkt K zakreéla droge o dlugodei s i o zwro-
ciefdodatnim lub odjemuytn; piszemy zatem, iz dany punkt zakresli
droge: (+ s), lub (— s). Czas, w ktérym obrany punkt K przebiega
droge, zaczynamy zwykle liczyé od chwili wyjécia punktu z miejsca
Ay; wyrazimy ten warunek matematycznie: dla s = 0, # = 0. Na za-
sadzie tych oznaczel, odjemnym okresem czasu hedziemy nazywali
okres, trwajacy przed chwilg, od kitérej zaczglismy go liezyc; mozemy
wige teraz mowi¢ o wielkodciach (+ s), oraz (4 #). Moglibyémy pod
wzglgdem poczgtku liczenia postawié inne zalozenia; wtedy i powyzsze
réwnania, wyrazajgce warunki liczenia, odpowiednio sig zmienig. Licze-
nie czasu mozemy zaczgé np. w chwili, gdy zegarek wskazuje czas
4, a punkt ruchomy przeszedl juz droge s,; wtedy wyrazimy te wa-
runki, dla s = s, # = 4. Dlugoéé wige drogi, jakg punkt ruchomy
zakresli w czasie (# — f;), bedzie rdwng (s — .5;), rys. 2-gi.

A
-3 ) + ) ) -
— K - - {_. ﬁt_ ’i
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: | A°
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Rys, L - Rys. 2,

a .
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3. Réwnania prostolinijnego ruchu punktu. Gdy obserwujemy ruch
pewnego punktu, mierzgc jednoczeénie droge przebytg i czas, w ktbrym
dany punkt ja przebywa, wtedy zauwazymy, iz w kazdej chwili punkt
ruchomy znajdzie sig w pewnej odleglodci od poczatku ukiadu; jest tu
wiec pewna zalezno$é pomiedzy wielkodciami s i Z# Matematycznie za-
leznosé ta wyrazi sie pewng funkeys; a wige napiszemy wogdle, Ze
s = f(¢), z tego réwnania dla kazdej wartodci # otrzymamy odpowied-
nig wartosé i odwrotnie s.

Réwnanie s = f (¢), ktére wskazuje matematyczng zaleznosé po-
migdzy przebyta drogg i czasem (s i #), nazywamy réwnaniem ruchu
pomigdzy droga i.czasem. Dla unaocznienia zmian, zachodzgeych po-’
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migdzy s i 4 mozemy réwnanie ruchu wykredlié w uktad.ie np. osi pro-
stokatnych, odnoszac np. na osi poziomej wartosci 74 na osi zag piono-
wej wartodei s: otrzymamy w ten sposéb pewng krzywsg, odniesiong do
ukiadu osi (s, 7), ktérg nazwiemy wykresem (s, /) danego ruchu.

W prakiyce mamy czesto dane, zamiast funkeyi lub wykresu, dwa
szeregi liczb, z ktdrych jeden szereg wykazuje wartosei s, drugi zas —
odpowiednie wartodci # z tych szeregéw mozemy bezpodrednio odezytad
wartodei dla s przy danem 7, lub odwrotnie; warto$ei poérednie mozna
obliczy¢ za pomocy interpolacji.. Mozemy réwniez z tego szeregu zro-
bi¢ wykres (s, Z).

‘Zadania. Zrobi¢ wykres (s, #) dla réwnaii ruchu: _

1) s=5b¢ 2) s=06t—2 3) s=ysin £

W celu rozwigzania podobunych zadain, nalezy oliliczyd szeregi war-
todei dla s i ¢i nastgpnie wykredlié te kruywe, wyznaczajac na ry-
sunku punkt po punkeie.

4. Jednostajny ruch punktu i predkosé jego. Okreslenie. Ruchem
jednostajnym prostolinijnym punktu ruchomego nazywamy taki ruchJL__:____'%
podezas ktérego punkt zakredla droge proporcyonalng do czasu. — _<Ter i,

S\ VY
Oy D= Dy

An
K

slolinijnego ma postad -E— — ¢; gdzie ¢ jest pewng stalg wartoscig dla e

danego ruchu, rys, 3-ci. Na zasadzie powyzszego réwnania mozemy na-
pisaé dla dwéch polozenn punktu: s, = ¢#, oraz s, = .cf;; odejmujgc
pierwsze réwnanie od drugiego, otrzymamy: '
sy, — sy =¢(#, —¢,); skad~
S8,
1y, — fl
Znaczenie tego wzoru jest nastepujace: (<, — §;) Oznacza ‘pewng
“dlugodé drogi, zad wyrazm (7, — #) okres czasu, w kitérym punkt ru-
chomy przebyl te droge. Dlugodé (s, — s,) nazywamy przyrostem
drogi s i vznaczamy go, jezeli on jest maly, przez As t. j. piszemy:
sa— s, == Ast w tenze sSposéb (4, — #;) nazwiemy przyrostem czasu
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i oznaczymy: (4, — ¢, ) = Af. Na zasadzie tych okresleii mozemy wy-
slowié okredlenie ruchu jednostajnego w nastepujgcy sposéb: ruchem
jednostajnym i prostolinijnym nazywa sig ruch, w ktérym stosunek przy-
rostu drogi do przyrostu czasu, w ciggu ktérego ten przyrost powstal,—

jest staly. Wazdr wige %i — stalej, jest warunkiem ruchu jednostajnego.
iz

Poniewaz ten stosunek zachodzi dla najmniejszych dlugosdei drogi
i dla najmniejszych okreséw czasu, przeto te wartodei obraé mozemy
znikomo malemi i, oznaczajac je przez ds i df, warunek jednostajnosdei

ruchu prostolinijnego przedstawi Sig algebraicznie w postaci -£- =0c

gdzie ¢ jest wielkoScig staly dla danego ruchu.

Réwnanie to nalezy rozumie¢ w ten sposéb, iz w ruchu jednostaj-
nym i prostolinijnym zachodzi proporcyonalno$é pomiedzy dlugoseig
drogi i okresem czasu, w najdrobniejszych poruszeniach punktu.

5. Predkosé¢ zmienna prostolinijnego ruchu punktu. W ruchu jed-
nostajnym, poprzednio okre$lonym, zalozyliémy, 2ze predkosé w kazdej
chwili jest staly; lecz, gdy zwrécimy sig do pomiaréw ruchéw, zacho-

O

Rys. 4.

dzgcych w zjawiskach nas-otaczajacych, zauwazymy, iz bywajg ruchy,
ktére nieodpowiadajg temu warunkowi. Mierzae np. dlugoéei réznych
drégiokresy czasu, w jakich punkt ruchomy zakreslit te drogi, znajdziemy,

ze stosunek i—j jest innym w kazdej chwili czasu, lub tez w kazdem

miejscu drogi. Symbol As oznacza dtugoéé pewnego odcinka drogi, Af
odpowiedni jemu okres czasu, gdy wige As i A/ zmniejszymy do
nieskonfiezenie malych wielkosei, napiszemy wtedy dla danych praypad-
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kow 2 pominigeiem wielkosci nieskoriczeniu malych wyzszych rzeddw,

As- .d.
limes ﬁ E;‘E .F (%), Iub%: J (s), i powiemy, ze satosune]-{g;'E dla da-

nego ruchu nie jest stalym, lecz zmicnnym zuleznym od czasu; pociag
np., ktéry wychodzi ze stacji,” posiada zmienng predkodé. Oznaczajac

stosunek = v, (v — velocitas), mozemy réwniez napisaé powyzszo

rOwnania w postaci v = /7 (#). lloraz % nazwano predkoscia danego

punktu ‘w danej chwili.

Dla zobrazowania sobie zaleznoéei pomlgdzy zmiennemi » i £ mo-
zemy zbudowad wykres tych zmiennych w spélrzednych np. prostokgtnych;
wykres taki nazwiemy wykresem (v, 7).

Z okredlenia ruchu jednostajnego wynika, iz wykres (v, #) tego
ruchu jest prostg réwnolegly do osi 4 gdyz w tym ruchu w = stalej.
Majae ruch, ktérego predkodd
jest zmienng, wyznaczymy pred- W;h
kogdé punktu ruchomego w kaz- :
dej chwili, biorge pierwsza po- vV
chodng zmiennej s wzglgdem

czasu t. j. -Z-j::—z ¢, gdy danem

jest réwnanie ruchu w postaci
s.= F (1), Wartoéé » mozemy
réwniez wyznaczy¢ z wykresu
(s, #), jesli zwazymy, iz wyraz

jj jest tangens: m kata, utwo-

rzonego z o0sig ¢ przez styczng,
przeprowadzong do k_rzywej (s, 2)
w pewnym jej punkeie, rys. 4-ty.

Rys. 5.

. d
Dla chwili np. 4, s = s, = [/ (4); predkosé v, =(_d%)‘=i‘ig o, rys. 4-ty.
W ten sposéb Wyznaczone predkodci w kazdej chwili ruchu, mozemy
przenie$é¢ na osi (v, £), rys. b-ty, i olrzymamy Wykles {'unkcyonalneﬁ
zaleznodei pomiedzy » i 2

. 6. Fizyczne pojmowanie predkosci. W powyzszych réwnaniach
podaliémy okreélenie predkodei, jako stosunek = St

=7, lub ogél'niej::
ty — & AT
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ds
dt
‘pierwszy z nich wyraza stosunek skonczonej dlugodei drogi, t. j. skon--

= 7 te dwa wzory zasadniczo niczem sig nie réznig migdzy sobg;

: . . ;. ds
czonego przyrostu drogi, do takiegoz okresu czasu; drugi zus.—;}- = 7,
wgkazitje, ze te prayrosty zblizajg sig do malych wartosei.

Okreslenie predkosei przez stosunek j‘: = v, jest zupelnie wystar-

czajgeem i sScislem dla matematyecznych obliczen, gdyz takie okreélenie
pozwala méwic¢ nam o zmiennych predkofciach w kazdej chwili. Mowimy
wige wogdle o predkosci w danej chwili, gdyz ta predkosé moze ciggle
sig zmieniad.  Jadge pociggiem, wyrazamy sig czesto: pocigg w danej
chwili posiada predkosé okolo 40 Am na godzing: Wyrazenie ,w danej
chwili pocigg posiada predkodd” taky a takg, zupelnie dobrze przed-
stawia stan biegu pociggu, gdyz, po uplywie tej chwili, nie wiemy jakg
bedzie jego predkosé, Moéwige w ten sposéb o predkosci, oceniamy
5

bezwiednie wartosé stosunkun “* ;= ». Takie przyblizone ocenianie
f.‘ THEEe

predkosci matematyka udoskonala przez wprowadzenie symbolu —dizw.
, dit
W ruchu jedno.stajnym, podlug zaioﬁeniu,_stusunek%}: stalej; a po-

: .. s s ' ¥ o
niewaz wzor - jest ilorazem, przeto mozemy rdwniez wypowiedzied

jego znaczenie w ten sposob: w ruchu jednostajnym predkosé moze hyd
przedstawiona przez dlugodd drogi, jakg  punkt ruchomy zakreéli
w jednostke czasu; lecz w ruchu zmiennym fego obrazu nie mozemy
sobie utworzyd, gdyz predkosé w kazdej chwili sig zmienia i punkt
ruchomy nie zdgzy jrzebiedz ze staly predkoscia, naprzykiad w jedng
sekundg, pewnej czgdei drogi, gdyz predkosé sig zmieni” W tym ostatnim

przypadku, jezeli cheemy zol;razo_waé predkosdé, mozemy stosunek —i—?: v

pojmowad jako dlugosé drogi, kidra przypada na jednostke czasu; za-
znaczajac w len sposéb matematyczne znaczenie tego stosunku nie zas

rzeczywista dfugosc¢ drogi. Mozemy réwniez wazér :—: = v w ten 8poséb

pojmowad, iz predkoéé ruchu zmiennego w danej chwili jest to droga,
ktérg punkt ruchomy przebiegtby w jednostke czasu, gdyby od tej chwili
ruch stal sig jednostajnym.
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Zobrazowanie . sobie okreélenia predkodei jak réwniez i innych
wielkodei, o ktérych bedzie mowa, w ten Iub inny sposéb, — nie wnosi |
nic nowego do ich pojmowania i pojgcie predkodei, okreSlone przez sto-
sunek przyrostu drogi do prayrostu czasu, jest Sciste 1 pozostaje zawsze
W swej mocy niezaleznie od sposobu uzmystowienia sobie tych okreglen.

7. Predkosé¢ $rednia punktu. W praktyce stosujemy czgsto pojecie
predkosdei $redniej, ktérej wartodd olrzymamy, dzielagc skoiliczong diu-
go$é drogi, zakreslonej punktem ruchomym, przez « kres czasu, w ktdo-
rym dany punkt przebyl te droge. Oznaczajac naprzyklad dlugosd drogi
przez s, -~ czas; w ktérym ruchomy punkt przebiegl tg droge przez #, —
Srednig predkodé przez v, otrzymamy g = ;;— ]

W ruchu jednostajnym predkosé ¢rednia jest réwna predkosei rze-

At . . s s ;
czywistej; w ruchu za$ zmiennym wartoéé predkodei Ug = —=, nie

daje miary ruchu rzeczywistego, Dany punkt bowiem mégt w ruchu zmien-
nym rozmaicie zmieniad swg predkodé, réwnanie to jednakze nic nam o tem
nie méwi. Liczbowo wigc rdwnanie v, — —%—, da wtedy tylko rezul-

taty zgodne z rzeczywi-
stoseig, gdy weZzmiemy pod
uwage caly dlugosd drogi.

g
Z réwnania _ds_: , //

ds- 2
napisaé mozemy ds=uv. df, /
skad s=/ v . dt, przeto, ] 1
chege wprowadzié do ra- I{__,
chunku pregdkodé drednia, )
mozemy napisaé:

- ¢
‘Yo o= f v, df . /
s 0 i

Vv

il

gdy? droga, przebyta przez 0]. _
punkt z rzeczywistyg pred- {
kodcig v, ma byé réwng Rys. 6.

drodze, ktérg by punkt
przebyl w tymze czasic # predkosei Srednig 2

: : i § e
Wartosé v obliczymy bezposrednic zréwnania: v =y jezelisi?

sg wiadome lub tez z rdwnania

Pt o o
TR

g
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gdy s nie jest bezpogrednio danem, lecz np. gdy dane jest réwnanie
v=f(f). Wykredlnym sposobem mozemy wyznaczy¢ wartosé v gdy
danym jest wykres (v,?); wtedy / vy przedstawia wielko$é pola zawar-
tego pomigdzy krzywg (v, #) i osig# rys. 6-ty. Pole to podlug okreslenia
éredniej predkodci powinno by¢ réwne (v, . ), t. j. réwne polu prostokgta
o podstawie 7 i wysokoéei v i

Wartoéé predkodei éredniej o tyle wigcej zbliza sig do predkosei rze-
‘czywistej, o ile dany ruch wigcej zbliza sig do ruchu jednostajnego.
W pewnych przyblizonych rachunkach zastgpujemy czgsto réwnanie
ruchu zmiennego przez réwnanie ruchu jednostajnego. Predkosd wige
érednia jest pojgciem pomocniczem w celu poréwnania ruchu zmien-
nego z ruchem jednostajnym.

8 Przy$pieszenie prostolinijnego ruchu punktu. Powiedzielis-
my, %e wogéle predko§é si¢ zmienia; jako miarg zmiany predkosei
przyjmiemy stosunek jej prazyrostu do okresu -czasu, w kidrym ten

przyrost powstal; a wiee stosunek uprzyjmiemy jako miarg zmiany
L fimm |
predkosci. Stosunek ten nazwiemy prayspieszeniem gredniem, Jezeli
réznicg (¢, — ;) zmniejszymy do nieskonczenie malej wartodui, to war-
tos¢é (vy—wy) stanie sig réwniez nieskoniczenie malg, a iloraz dwdch
tych wielkodci nieskofczenie malych przybierze, wogéle méwige, war-
todé skonczong. Wartodé t¢ nazwiemy przySpieszeniem danego ruchu
w danej chwili i oznaczymy ja literg p; mamy =zatem okredlenie: sto-
sunek przyrostu predkosci do okre-
ll : su czasu, w jakim ten przyrost po-
wstal, nazywamy przyspieszeniem.
Okreslenie to wyrazamy wzorem

LA =p. Wogéle méwiac, przyspie-

I dat
szenie bedzie zmienne w czasie t. j.
p=j(¢), lecz w szczegbélnych przy-
{  padkach moze byé pwartodcig staly,

5

Rt T |

1 t. j. niezalezng od ¢4 Ruch taki,
! | w ktérym p=stalej, nazwano ru-
Rys 7. chem jednostajnie zmiennym.

. ' : Wartodei przy$épieszenn mozemy
latwo obliczy¢ 2 réwnania ruchu, posiadajac bowiem réwnanie ruchu

W postaci s == f (¢), obliczyny » = ﬁz;‘(!); nastg;;niep =—£v——

dt dt
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s

lub inaczej piszyc p == e

nie na wykresach; posiadajge bowiem wykres (v,£) na rys. d-tym, znaj-

Mozemy réwniez uskutecznié to oblicze-

-

dziemy w kasdej chwili warto§d p; albowiem wyraz =" przedstawia

w wykresie (v, #) wartod¢ tangensa kgta, utworzonego przez styczng
w danym punkecie krzywej z osig. £ W ten sposib otrzymane wartodei
p mozemy znowuz przedstawié w nowym wykresie (p, #), w ktorym p i ¢
sa osiami spélrzednych, rys. 7T-my.

Zadanie. Dla wyzej podanych, trzech zadan zbudowad wykresy:
(v, £), oraz (p,#) i obliczyé analitycznie wzory dla » i p.

9. Roéwnania rézniczkowe ruchu punktu i ich catkowanie. Réwna-
nie, w ktérem oprécz zmiennych s i # znajdujg sig i pochodne tych
zmiennych, nazywamy réwnaniem rézviczkowem ruchu; réwnanie zag
postaci s = /() nazwiemy réwnaniem ruchu w skonczonej postaci. R6-
wnanie rézniczkowe np. ruchu jednostajnego prostolinijnego ma postad

ds
?T*c i jest pierwszego rzgdu.

Posiadajge réwnanie rézniczkowe ruchu, mozemy za pomocg cal-
kowania znaleZzé réwnanie ruchu w skonczonej postaci, t. j. mozemy
znalezé réwnanie postaci s = f (/). Gdy pp. danem jest réwnanie réz-

. ds ; :
niczkowe o = ¢, nalenczas napiszemy ds =c.d!, a po scalkowaniu

otrzymamy s = ¢t | 4, gdzle k jest pewng staly wielkoscig, dotychczas
meomaczona

. Stalg te Wy?naczamy z poeczatkowych warunkdw 1uc.hu, prayjawsay
np te dla #=0, bedzie s= 0; podstawiamy wtedy te wartodci dla si¢
w powy#zsze réwnanie i otrzymamy: 0 =0 -}-4, skad £ =0, a wiec
réwnanie ruchu, ktérego réwnanie rézniczkowe ma postac % = ¢, pray
warunkach, ze dla # =0, s = 0; bgdzie s = ct.

Moghbyémy réwniez skorzystad z innych warunkdéw zadama w celu
wyznaczenia warto§ci £ Gdyby np. byl dany w zadaniu warunek, ze
dla # =4, jest s=s,, natenczas, w celu obliczenia 4, wprowadzimy
do réwnania s =s,, oraz !=#, i-otrzaymamy wtedy s, = c# -4, skad
k=s, — ¢f,. Wstawiajac t¢ warto§é w powyzsze réwnanie, otrzymamy
s=ct -} (s, —¢#;) lub inaczej: s-— s, = ¢ (f— ¢).

Mozemy mieé réwniez réwnanie rézniczkowe ruchu 2-go rzedu;
np. dane jest p = ¢ (Z), nalezy znales¢ réwnanie ruchu. Poniewaz p ==
S ‘—{f—, to, po podstawieniu, powyzsze réwnanie przeksztalci sig w réw-

at?
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nanie: (F == (/), jest to réwnanie rézniczkowe 2-go rz¢du; ktére mo-
2 k ’

zemy przez calkowanie sprowadzié-do réwnania pierwszego rzgdu i wresz-
cie do réwnania skoiiczonego.
Otrzymujemy nieraz pewne ulatwienie calkowania, gdy najpierw

catkujemy réwnanie %z?(t), t. j. v == l'.r.p (). dt = F(t); a nastep-

nie ;{: == /"(#), lub inaczej s= [ Fi).dt=) ().

Zastosujemy ten rachunek do réwnania ruchu jednostajnie zmien-
nego. Ruch jednostajnie zmienny wyraza sig¢ przez wzoér p = stalej=p,,

L I %, skad v = fpu.dt:put+ k; & — obliczymy z poczat-

kowyeh warunkéw ruchu; w zadaniu bowiem powinno byd powiedziane,
2e np. dla, f=1¢, v = 7,, '

Po podstawieniu tych wartosci, jakesmy to wyzej uczynili, otrzy-
mamy v — v, = p, (¢# — 4;), lub inaczej v = p, ¢ -+- (v, — p, ¢,). Dalej, po-

niewaz v = Z—E-, piszemy wigc: gs; = pot - (vy — p, 1), skad znajdziemy:

5 S b
s = [potdt+[ (0 —pot). dt + by
e ?0—2’2+(ﬂl—~pugl).z+bg.

Majac dane znowuz pewne warunki poczatkowe, wyznaczymy k&, Na-
przyklad, gdy przyjmiemy Z=0, s =0, i postepujagc jak wyzej otrzy-

mamy: 0=0-(v; —0) 044y skad 4£,=0; a wtedy § = bt -
@ — ot s 12

W rachunku tym charakterystycznem jest, iz w celu napisania
réwnania ruchu, nalezy wyznaczyé dwie niewiadome &, i 4. Niewia-
dome te wyznaczymy, gdy bedziemy posiadali dwie pary wartoéei, odno-
szgeych sig do danego ruchu; te dwie pary wyrazajg najczgécie'j po-
czgtkowe warunki ruchu; lecz, méwige wogéle, moga byé i dowolnie
dane, byleby odnosily si¢ do tej samej chwili.
O réwnaniu ruchu jednostajnie zmiennego, na zasadzie réwnania
2o
2
dem zmiennej ¢ i pierwszego stopnia wzglgdem s.

Calkowanie réwnania rézniczkowego moina réwniez uskutecznid
wykreslnie, przez wymierzenig wielkodci pola odpowiedniego wykresu.

£ ; & s g
- (9, — poty) t, powiemy, iz jest ono drugiego stopnia wzgle-

s =
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W wykresie np, (v, #), rys. 8-my, wielko§é pola, zawartego pomiedzy
krzywg (v, #) i osia Z przedstawia liczbowo wielko$é drogi, t, j. daje

nam calke s =J'!2v. at,
4

Posiadajge  za$ wykres (p, ), rys. O-ty, wielko$é pola, pomiedzy

L, . . ,r ’ . I!‘ .
krzywg (p,¢) i osig #, przedstawia wartosé predkosei, gdyz v = ' Jp. dr.
: W

Sposoby te mogg byé
z korzyScig stosowane, gdy
posiadamy wykres © ruchu,
a nie posiadamy jego funkeyi;
lub gdy taka funkeya trudng
jest do znalezienia,

Zadanie. Uzy kazde rdw.
‘nanie ruchu drugiego stopnia
ze wzgledu na 71 pierwszego
‘e wzgledu na s, przedstawia
ruch' jednostajnie przy$pie-
szony.

Rozwigzanie. Ogélne
roOwnanie, odpowiadajgce wa-
runkom zadania, ma postac:
s = af® |- bt - ¢, gdziea, b, ¢
sp pewne stale wielkosei;
z tego réwnania otrzymamy:

_ds
7

: dv :
nie p= ;.32&, czyvli pray-
t

= 2 af-{- b, nastep-

Spieszenie jest stale, a wige
ruch przedstawiony przez
rOwnanie s =af? |- bt --¢, —
jest jednostajnie przydpie-
szony,

1l (v.1)

|l

L1

1,

Rys.. 9,

I,

10. Przykfad ruchu jednostajnie przyspieszonego. Galileuss w r. 1638
oglosil prace, w ktérej praytoczyl caly szereg doswiadezeri, st\\'ierd'f.ajap
oych, iz wszystkie ciala w prézni spadajg w kierunku $rodka ziemi ru-
chem jednostajnie przy$pieszonym. Prawo to, w ten sposéb zdobyte, jest
czysto do$wiadezalne i niema nic wspélnego z pojgciami o sile wogble
i o sile przyciagania ziemi w szczegéle. Postawmy sig wige L)I}ecnic na
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tem historycznem stanowisku i, oparlszy sig na stwierdzeniu tego prawa,
bedziemy mogli rozwigzywad zadania, tyczace sig spadania cial w prézni.

Zadanie. W pewnym punkcie przestrzeni dany punkt zostaje swo-
bodnie puszczony t j. dla /=0 i s=0, posiada on v=0. Nalezy ze-
stawi¢ réwnanie ruchu. -

Poniewaz ruch w tym razie jest jednostajnie przysdpieszony, przeto
P = %zz stalej, ktorg zwykle oznaczajy przez g; awigc%:g, skad
dv = gdt. Calkujac ten wzér otrzymamy v = g7 k. Prayjelidmy dla t =0,

v=0, przeto i £,=0, a zatem v=g¢. Podstawiajgc nastepnie w:-i;-j—, otrzyma-

2
my %—:_—_gf; lub ds= gt. dt, skad s:fgz‘.dt:gft. dt =g %-—le.

Poniewaz dla /=0 s=0, przeto £,=0; a wigc réwnanie ruchu otrzyma
postaé s=1}g¢2, .

Inaczej trochg powyzsze ré6wnanie przedslawi sig, gdy spadajgce cialo
posiadalo juz przy #=0, pewng predkos$é v =1v,. W danym razie rachunek

bedzie nastepujacy Pi—j: £ v=gt+k,poniewaz dla =0, v=17,a wige

k=1, 1po podstawieniu v=g7-}-v,. Nastgpnie 34:—:—..gt +-v,, po scatkowaniu

tego réwnania s=1g#+ v+ k. W danym przypadku dla /=0, s=0,
przeto &, =0 i wreszcie s=1g# |-,k -

W powytsnych wzorach zauwazamy charakterystyczny stosunek, i
predkodé ciala spadajgcego, ktére mialo poczgtkows predkosé ,, — sklada
sig z dwéch wyrazéw: 1) z wyrazu g#, ktéry przedstawia predkodd ciala
spadajacego, z poczatkowyg predkodeia réwng zeru; 2) z predkosei po-
- czatkowej v,. Wzor za$ dlas sklada sig réwnies z dwéch-drég: 1) z drogi,
gdy poczgtkowo: v =0, jest to wyraz 1g#*; 2) i z drogi ruchu jedno-
stajnego vyl ‘

Zadanie. Punkt spada swobodnie z wysokosci 10 metréw nalezy obliczyd
predkosé w koleu drogi s, oraz czas, w ktérym on przebiegnie te droge.

Zadanie. W pewnej chwili czasu /=0, zostaje cialo puszczone
swobodnie z pewnego miejsca przestrzeni; po uplywie 1 sekundy, t. j.,
gdy t=1, zostaje z tegoz miejsca puszczone drugie cialo; nalezy obli-
czyd wzajemng odleglosé tych cial po uplywie 1 sek. od puszczenia
pierwszego ciala, t. j. dla t=1, oraz obliczyé ich odleglodé po up?y\me
+10.sek., t j. £=10.

11, Ruch jednostajnie zwolniony. W powyzszych prz.yk]ad'\.ch spa-
dania cial prayjeliSmy, %e poczatkowa predkosé v, i przydpieszenic po-
siadaja fen sam zwrot, i w tymze zwrocie liezyliémy dodatnie wartodei
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dla s. Obecnie przyjmijmy, iz predkosd i przyépieszenie posiadaja zwroty
przeciwne, dtugodei zas-|-s prayjmiemy ze zwrotem zgodnym z vy, rys. 10-ty.

Zalozenia te w zastosowaniu do spadania cial wyrazg sie w ten
sposéb, iz (+ v,) i (+-s) liesymy np. na pionach od dotu do géry, prays-
pieszenie wiedy pray spadaniu cial bedzie & =
mialo zwrot na dél. W danym przypadku \’
przyrost predkosei posiada odjemne wartosei,
t. . %:—g. Dalsze postepowanie jest takiez,
jak poprzednio wskazali$my; a zatem: v=— g#-}-&, +V[ 1 5y
dla t =01 v=uv, k&=w,; po podstawieniu

ds 2
U=y —g%) ;E"=”o_'gt§3='f-’uf“%‘“+ kys VA

dla #=0; s=0; wige b,=0 i wreszcie: s =
vyl — L gt?. Wzér ten otrzymamy réwniez z po-
przedniego wzoru; gdy zamienimy w nim (-}-2)
na (—g). Mogliémy réwniez w poprzediich
wzorach zmienié znaki przy s i v, gdyz do-
datnie s.i 7, liczyliSmy poprzednio z géry na dél, a obecnie przyjelismy
dodatni z dolu do géry, gdy wige uczynimy t¢ zmiang, otrzymamy na-
tenczas réwnanie: — s= — vt} 1} g#, ktére po przemnozeniu przes (—1)
przedstawi sig w postaci s=vyf—}gf%

12. Znaki predkosci i przyspieszenia. W my$l okreslenia pred-
kodci jako przyrostu drogi predkosé bedzie miala znak dodatni, gdy diu-
godé drogi. w rozpatrywanym okresie d# wzrosta; w przeciwnym razie
jezeli dlugoéé drogi zmniejszyla sig, wtedy mozemy powiedzied, dla ujed-
nostajnienia pojed, #e przyrost drogi jest odjemny, a wigc i prelkosé
w danej chwili bedzie odjemng; w tym razie powiemy jezykiem po-
tocznym, ze punkt taki sig cofa; dlugosé bowiem drogi ubywa. W tenze
spos6b” wprowadzimy znaki dla przyspieszeni. Jezeli w okresie czasu d?
wartodé liczbowa w kierunku tejze predkodei wzrodnie, to przyspicszenie
bedzie dodatnie, w przeciwnym razie odjemne.

Jezeli przeto otrzymamy z obliczeni przy$pieszenie pewnego ruchu
ze znakiem odjemnym, a predkos¢ z. dodatnim, to znaczy, ze punkt
porusza sig naprzéd, lecz zwalnia w swym ruchu. Jezeli zas predkosé
bedzie odjemng a przydpieszenie dodatnie, to znaczy, ze puukt sig
cofa ze wazrastajacg predkodeig; jezeli zas predkosé i prayspieszenie jest
odjemne to punkt si¢g cofa z predkosciag malejgeg. Stresémy przeto to
rozumowanie w nastgpujgcy sposéb:

jezeli v > 0 dlugoéé drogi wazrasta;
jezeli =10 dlugoéé drogi nie zmienia sig, punkt stoi w miejscu;
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jezeli v € 0 dlugoéé drogi maleje, punkt przeto sig cofa;
jezeli p > 0 predkosé warasta; _
jezeli p=—=0 predko$é w danej chwili niezmienia sig; punkt porusza
sie chwilowo ze stalg predkoscig;
- jezeli p < Opredkosé maleje; t. j. punkt zwalnia w swym biegu.

13. llo$é niewiadomych i ilosé¢ réwnan., W powyizsze réwnania
wehodzi pigé wiel<odei: s, v, 7, p.1 4, pomigedzy kté emi zachodzg dwa

Il

zwigzki —j:— 0, OT.:% —‘g— ==p; tray wigc z powyzszych wielkodei po-
winny by¢ dane, lub tez trzy réwnania pomiedzy niemi; wtedy bowiem
otrzymamy pigd réwnai z pieciomd niewiadomemi, ktére mozemy obliczyd.

Przyktad. Dane jest réwnanie ruchu w postaci s=2#, poczgt-
kowa predkod$é v,=—0; nalezy obliczyé v i p w czasie /=05 sek. Dane

wige 8g trzy zaleznosei, mozemy %atem obliczyé v ip; v=—~g~s—z 6 73,
1

dla /=25; » =160 m./sek, Nastepnie p = —%—: 12 ¢; dlaz=5; p By

60 m./sek.2. Wartosé p— jest zalezng od czasu, a wige ruch jest zmienny.

14, Zestawienie wzoréw ruchu jednostajnie zmiennego. 1) Réwna-

nia ruchu jednostajnie przyépieszonego, gly poczgtkowa predkosd v, =0:

s=4pt . LT Lt e e e e (2)

1;..4% T R CI 2 )

2) Réwnania ruchu jednustajnie przyapl‘eszonego z poczatkowsy

predkodecig = v, .

s=vt4pt . . . . . ... @

v=9y+pt . . . . . . . . . (B)

3) Réwnania ruchu JBdi’lOStﬂ.JnIG zwolnionego z poczgtkowg pred-
kodciag =17, :

s=ol—iptr. . . . . . . . . (6

v=0,—pt. . . a o 'eou AT

15. Przyktady. 1) Przyktad. Ze stacyi 4 waedea lokomotywa

z predkoscig: va = 0 i przejezdsa ruchem jednostajnie przyépieszonym
droge dlugodei s= 500 m, osiggajac przytem predkosé vg =70 /Am na
godzing; dalszg droge przebywa ona ruchem jednostajnym i dopiero na
odleglodei 200 s przed stacya, na ktérej ma sig zatrzymad, nabiera ru-
chu jednostajnie zwolnionego i w koncu zatrzymuje sig na tej stacyi.
Odleglosé migdzy stacyami réwna sig 20 &m i droga jest linig prost.
1) Nalezy obliczy¢ okresy czasu, w jakim lokomotywa przebywa odle-
gloéé migdzy 'stacyami; 2) nalezy  napisa¢ réwnania ruchu w kazdej
z trzech czgdei drogi. Dla rozwigzania przyjaé poczatek liczenia drogii czasu
w miejscu 4; jako jednostke diugesciiczasu prayjad kilometr i godaing.
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Obliczenie. I’rzedstawmy sobie zadanie geometrycznie w nastgpu-
jacy sposéb:

Ruch na drodze 4B. Mamy dane s =0,5; vy =0; wg = 70 .ém/godz
D'a ruchu jednostajnie przy$pieszonego mamy s =1} p¢% oraz: v=p}
podstawiamy w te réwnania dane wartodei i otrzymujemy 0,5 =] p¢%
oraz: 70 = pf; posiadamy zatem dwa réwnania z dwiema niewiadomemi
p1if. Rugowanie uskutecznimy, w danym razie, przez wzajemne po-

dzielenie ych réwnai, a wige: —0% = % !, skad: Zap =1/;, godziny =51

sek. 3/.; podstawiajgc nastepnie tg warto§é w réwnanie: 70 = p/, otrzy-

mamy: }5:=—1-[07—0=4900 km 1 godzing. Rdéwnanie ruchu na drodze

AB ma postaé: s = } pf% poniewaz p = 4900, otréymamy przeto:
sap = 2450 7% gdzie: / w godzinach, s w kilometrach.

Vi=0_  V%-70% Vo270 Voe0
__V____J
A——— B §——p
Rys. 11.

Ruch na drodze BC. Réwnanie ruchu jednostajnego: s = v#, gdzie
=20 — (0,5 -0,2) = 19,3 &m; v=T0 kigjg; a Wige: fc ::%:16 m32s1.

Réwnanie ruchu syc = 70 ¢, gdzie / w godzinach i s w kilometrach.
Ruch na drodze CD. Réwnania ruchu jednostajnie zwolnionego:

s = ot — Yy pt% oram v = v, — pt; v, = lO.ém/godz s=02vp=0;

po podstawieniu otrzymamy: 0,2 = 70— 1/, pf,\, oraz: 0 = 70 — 24

mamy dwa réwnania z dwiema niewiadomemi, Z drugiego: p = %, pod-

stawiamy w pierwsze i otrzymujemy: 0,2 = T0 ¢ — 1/, -‘g- #% ina-

5

czej: 0,2 = 70 ¢ — 3b # skad: lco = % godz, = 20 sek, /;, oraz:
: _ 5

70
0,2:3b
drogi jest nast.: scp = T0 2 — | . 1290 #2, krécej: scp = T0 ¢ — 6125 #2 km,
gdzie z w godzinach, Ozas w powyzszych wzorach jest liczony od

chwili wyjazdu, lokomotywy z miejsc: 4, B lub C. Okres L.zasu. w jakim

19,3 __ 20,7
przebyla lokomotywa ze stacyi 4 do D: fap = + L —{— —%g 0

= 12250 Am 12 godz. RGwnanie zatem ruchu na tej czesei

Pco =

godz, = 17 m 44-s /..
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(i

- 9) Przyktad. Zbadad ruch wyrazony rownaniem s = — H*4- 2¢--38,

ds

gdzie s w metrach, /—w godzinach. Obliczenie: v = — = 10-£ 4 2,

dv

oraz p = o

5

-

L_h_g,a,?fb\‘ |
(3,1'} _0‘63 Foi) {VJ"

Rys. 12,

= — 10; ruch ten jest zatem jednostajnie zwolniony,

ze zwolnieniem = 10 mtr./sek.? lub
z przy$pieszeniem p = — 10. Péki
v > 0, t. j. poki — 10 £--2>0,°
ruch punktu odbywa sig w zwrocie
dodatn'm; gy zas — 10/ 2=0;
t. j. w chwili: # = godz., punkt
ruchomy zatrzymuje sig i nastep-
nie gdy ¢/ > |}, zaczyna sip on
wracad.

Dla dalszego rozwinigcia za-
dania, nalezy znaleZé wykresy (s, #)
oraz(v,?), rys. 12-ty. Wykres (s,7) jest
parabolg, ktérej wierzchotek posia-
da spéirzedne: 2w = 0,2; sw = 3,2
jednostek dlugosci mierzonych pod-

lug przyjetej-skali. Wykres (v, #) przedstawia prostg, ktérej réwnanie:

v = — 10 ¢ } 2.

Wyniki powyzszych rozwazan zestawimy w tablicy nastepujacej:

t s v P Rodzaj ruchu
—0 [ —00 4oo | —'0 Ruch jednostajnie zwolni

] . uch jednostajnie zwolniony ze zwro-

—06| ¥ 0 | +80 a0 tem na prawo (rys. 11-ty).
+0 | +30 | +20| —10}
402 | 439 ' + 0 | —10]) = Zmiana zwrotu ruchu.

’ e s - Ruch jednostajnie przyspieszony ze
T10|x0 | 8,0 10 } zwrotem na lewo; ddyz p i v posia-
+co | —oco ' —oo | —10.] ) daja te same znaki.

Na zasadzie tych rozwazafd opiszemy ruch punktu, ktéry jest

okredlony przez powyzsze réwnanie,
nieskonczenie dluga przedsta-
wia tor, rys. 13-ty; w czasie
¢t=0, niechaj punkt znajduje = =°

w sposéb nastepujgey. Niechaj prosta

sig w miejscu 4, wtedy
s = 3,0; co znaczy, %e po-
czatek liczenia drogi przy-

o=0 a=3q0
V.:‘l t =0
2 —D-tt z -,
3.0 & 0,2 R

Rys. 13,
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pada w miejscu 0, odleglem na 3 jednostki diugosei od miejsca A4 na
lewo (jezeli dodatni zwrét drogi przyjmiemy na prawo).

Punkt ruchomy, z rosngecem ¢ od —co do oo, wychodzi z lewej
strony toru ku prawej z predkoseia dosyé znaczna, (poczawszy od v = o)
przechodzi nastgpnie miejsce 0 z predkoseia v=28,0 i w miejscu — B,
w odleglosei od 0 réwnej 8,2 m, praystaje, (gdyz »= 0), i z tego miej-
sca z odjemny predkodeia biegnie na powrét do — co. A wige punkt
ruchomy znajduje sig dwa razy w kazdym miejscu toru, pomiedzy — oo
i B, i posiada dwie predkodei réwne co do ich bezwzglednych wartoéei,
lecz ze zwrotami przeciwnymi. Te okolicznoéé latwo odezytad z réw-
nania ruchu; jezeli bowiem drogg wyrazimy funkcysg predkosei, to otrzy-
mamy réwnanie, ktére bedzie drugiego stopnia wzgledem v i pierwszego
wzgledem s, czyli dla jednej wartodei s otrzymamy dwie wartosdci rze-
czywiste dla o.

Pytanie: jakiej czgdci toru bedg odpowiadaly urojone pierwiastki
rOwnania pomigdzy s i £?

3) Przyktad. Zbadaé ruch prostolinijny, wyrazony réwnaniem

s= (f— 1) ~4 1. Z r6wnania ruchu wynika v = g? =38 (f—1)% oras-~

T
.

dv s i
= — =6 (2 —1). 5
= ( )
Tablica ruchu: Wykres (s, #).
t s o P
0 0 3 —06
{ { 0" 0
9 2 3 6
3 9 12 12
o oo oo oo

Z tych zestawienn widzimy, ze punkt ruchomy przebiega drogg.
z jednym zwrotem w czasie od /=0, do #=co; gdyz »>0; preckosé
jego w chwili =0 jest réwna »= 3 i nastepnie zmniejsza sig; po
uplywie jedaostki czasu prgdkosé » =0, t. j. punkt ruchomy zatrzymuje
sig, azeby na nowo rozpoczgd ruch z szybko rosngcem przyspieszeniem,
(od 0 dp 4 o0). .

16. Wymiary. Mierzyé jest to poréwnywaé migdzy soba te same
wladciwosei réznych zjawisk,

Mechanika.--Tom 1L
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Dlugo$é np. mierzymy dlugosciy; pola mierzymy polami; obje-
togd i t. d. Miarg wielkodei pola jest iloczyn z dwdech dlugodei;
miarg objetosei jest iloczyn z trzech diugodci. Gdy oznaczymy wielkosé
dlugodci przez L; wtedy pole wyrazi sig przez L% objeto$é przez L% i mé-
wimy wtedy, iz pole ma wymiar dlugodei w drugiej potedze, objgtosé
za$ —w trzeciej potedze; i ze te wielkosci, t. j. polei objetosé sg miedzy
soba niewspd6imierne,

Poniewaz kazde rdownanie algebraiczne stwierdza réwnosé dwu lub
kilku wielkodci; przeto wszystkie wyrazy w kazdem réwnaniu, polgezone
znakami -}- lub —, muszg przedstawiaé wielkosei tych samych wymiaréw,
gdy# lgczenie znakiem réwnania lub + wielkodei o réznych wymiaraeh,
nie moze by¢ zgodnem z rzeczywistodeig. Naprzyklad wyraz: ab-|-a%,
w ktérym @ i b s pewne dlugosei, nie moze mieé zadnego rzeczywis-
tego znaczenia; pierwszy bowiem wyraz przedstawia pole, ktérego wy-
miar L% drugi zas przedshwia objetoéé, ktérej wymiar L% dodawanie
za$ pola i objelosci nie ma zadnego rzeczywistego znaczenia.

Poleca si¢ czytelnikowi sprawdzié w {ym wzgledzie wzory, znane
z planimetryi lub stereometryi, ktére powinny mieé wymiary jednakowe.
Oprécz dlugodci wprowadziliémy obecnie do rachunku miarg czasu, i pod
tym wzgledem wszystkie réwnania muszg zachowad to samo prawo jed-
nakowych wymiar6w. Wymiary tych wielkosei sg nastepujace:
wymiar predkoéei p=FLT2 i 5 5 o G oo 48)
wymiar przys$pieszenia ity e SR R e )

Po podstawieniu wige tych wyrazéw we wszystkie réwnania kine-
matyki powinni§my otrzymad réwnania tozsame; np. réwnanie s—=uv,/--1 p#?,
po podstawieniu s=1L; v,=LT"Y; p= LT zamieni sig W rdéwnanie
tozsame L = L7-' T4 L°.L.7%.7?a po uproszczeniu otrzymamy L=L
i powiadamy, %e wymiar tego réwnania jest jednakowy.

Spétezynnik | i wogole liczby posiadajg wymiar zera; réwniesz mé-
wimy np. ze L° t. j. Lw potedze zero posiada wymiar zero; funkcye
tez trygonometryczne katéw jak sinus, cosinus i t. d., posiadajg wymiar
zero, 83 bowiem ilorazami dwdich dlugodui.

Z wymienionych powodéw wymiary réwnania mu-zg bycé takze za-
chowane pod wzgledem wektorowym, t. j. wszystkie wyrazy danego
réwnania muszg byé albo wielkosciami wektorowemi, albo skalarnemi.

B. Krzywolinijny ruch punktu.

17. Réwnanie ruchu. W rozdziale poprzednim rozpatrywaliémy
ruch punktu po proste) linii. Ruch ten zostal w zupelnodci wyzna-
czony przez réwnanie ruchu s= f(#). Przez wyrazenie ,ruch wyzna-
ozony” rozumiemy, iz w kazdej chwili, . j. dla kazdej wartodei # mo-



