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() Bak, puszezony w ruch, obraca sig okolo swej osi ze staly
predkoseig @,; o tego obrotu obraca si¢ ze stala predkoscig @, okolo pionu,
wystawionego w punkcie oparcia bgka. Nalezy zastgpié te ruchy obro-
towe przez toczenie sig.

W zadaniu tem nie rozpatrujemy warunkéw, ktére wywoluja dane
ruchy, gdyz to nalezy do dynamiki, lecz, stwierdzajac rodzaj ruchdéw, sta-
wiamy sobie za zadanie te ruchy przeksztalcic.

Przed przystapieniem do rozwigzania, nalezy okreélic np. obser-
wacye zwrotéw obrotéw &, i @,, jakie w danym ruchu zachodzg; gdyz
od tych zwrotéw nalezy odpowiedZ Obserwacya przyprowadzi nas do
wyniku, Ze zwroty osi @, i @, sa z sobg zgodne i kat (9, ), ktéry ozna-
czymy przes o, jest ostry. Stozek nieruchomy jest miejscem geome-
tryczném osi ¢ obrotu wypadkowego; gdy# tylko punkty tej osi posia-
dajg chwilowe prgdkosci zero. Oznaczmy kat miedzy 3 i &,, przez B;
wtedy otrzymamy

®, 8in o sin o
g f=—""———, oraz p =g, ——.
®; COS ¢ — P, sin
W celu wykoficzenia rozwigzania nalezy wykreslié oba stozki.

H. Przyspieszenia punktéw poruszajacej sig¢ bryly.

64, Uwagi ogélne. Ruch bryly swobodnej jest okre§lony przez szedé
niezaleznych parametréw; mogg bydé nimi np. trzy parametry wektora
predkosei postgpowej i trzy parametry predkosci obrotowej (§ 47-my) przez
te dwa wektory ruch bryly jest sci¢le okreslony, a wige i predkosé kaz-
dego jej punktu powinni$my obliczyé z tych szedciu parametréw; roz-
wigzanie tego ogélnego i innych szczegélowych zadan podaliSmy w pa-
ragrafach poprzednich.

Obecnie przystgpimy do obliczenia przy$pieszed punktéw danej
bryly, gdy dany jest jej ruch. Azeby obliczyé wogéle przyspieszenie
punktu poruszajgcego si¢ nalezy znad jego predkodé w dwdéch nieskon-
czenie blizkich okresach czasu; predkosci te oznaczymy literami oy i 7,;
a réZznica tych wektoréw rozdzielona przez okres czasu, w jakim ona
powstala, daje wektor przyépieszenia. Azcby przeto. obliczy¢ przy$pie-
szenie dowolnego punktu danej bryly nalezy znaé jej ruch w dwéch po
sobie nastepujgcych okresach czasu.

65. Przy$pieszenia punktéw bryly, bgdacej w ruchu postgpowym. Gdy
bryla jest w ruchu postgpowym (§ 32-gi); wtedy wszystkie jej punkty
w tej samej chwili posiadaja jednakowe predkodei ,; jezeli w nastepnej
chwili bryta wykonywa réwniez ruch postepowy =z predkodeig wogdle
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inng o, to- znéw wszystkie jej punkty posiadajg predkosé 9,; wszystkie
przeto punkty danej bryly posiadajg w danej chwili jednakowe przyrosty
predkosei, t. j. jednakowe przyspieszenia, okreslone przez przyspieszenie
jednego dowolnego jej punktu,

66. Przyspieszenia punktéw bryly, bedacej w ruchu obrotowym. Je-
zeli bryla jest w ruchu obrotowym okolo danej osi, kiéra przynajmniej
przez dwa nieskoiczenie male okresy czasu niezmienia swego miejsca
w przestrzeni, to prayspieszenia punktéw bryly mogg by¢ obliczone jako
przy$pieszenia punktéw, poruszajacych sie po kole; ktére okreslimy ze
wzoréw 1b-tych; a wigc wektor przyépieszenia kazdego punktu bryly,
obracajgcej sig okolo osi (nieruchomej), lezy w plaszezyZnie prostopadlej
do osi 1 moze by¢ uwazany jaké zlozony z dwdéch wektorédw: z jednego
prostopadtego do promienia kola, jakie zakresla dany punkt i z drugiego,
ktéry lezy na tym promieniu ze strzalka zwrdécong ku osi obrotu; war-
tosei tych skladowych przyspieszen

d. — d
p=r. s py=r 0% p=VEFF B o8 (Bip)=2 = Zie,

7 ostatniego wzoru wywnioskujemy, ze katy nachylen, jakie tworzg
wektory przyépieszen punktéw bryly, obracajgcej si¢ okolo osi, z odpo-
~ wiednimi promieniami wodzgeymi, sg w danej chwili wielkodciami sta-
temi, niezaleznemi od polozenia punktu wzgledem osi, t. j. niezaleznemi
od »; wladeiwoéé ta wynika z proporeyonalnoéei prayépieszeni p, i p,, do »

i ze stalych w danej chwili wartodei o i — dcp dla wszystkich punktéw bryly.

67. Przyspieszenia punktéow bryly, bedacej w ruchu kulistym.
Ruch kulisty bryly okole punktu 0, rys. 80-ty, w pierwszym okresie czasu
okreslmy (§ 45-ty) przez predkodé obrotows @, okolo osi 1-szej, a w na-
stepnym okresie przez predkosé obrotows 3, okolo osi 2-8j; kierunki
tych osi przecinajg sig w punkcie nieruchomym bryly i tworzg kat nie-
skonezenie maly ds.

W celu latwiejszego okreSlenia prazyépieszenia dowolnie obranego
punktu danej bryly, przeksztalcimy te ruchy na inne, z ktérych bedziemy
mogli bezpodrednio odezytac¢ szukane przyépieszenia; mianowicie rozlo-
zymy predkosé obrotows ¢, na dwie sktadowe: na jedng w kierunku osi
1-szej, ktérej wartosé liczbowa = §, (z pominigciem nieskoriczenie ma-
lych drugiego rzgdu); i na drugg skladows, lezgca w plaszczyznie kata dos
i skierowang prostopadle do osi 1-szej; kierunek ten oznaoczymy literg #;
a wielkodé tej sktadowej =, .ds; z pominigciem wielkosci nieskoniczenie
malych drugiego rzgdu, gdyz moze bydé uwazang za czgstke luku, zakreélonego
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promieniem ¢, (lub promieniem ¢;; réznica bowiem bedzie wielkoscia
nieskoriczenie malg drugiego rzedu). Wskutek tego rozlozenia kolejne
obroty okoto dwéch osi o, i ¢, zastgpimy trzema kolejnemi obrotami okolo
osi 1-szej z predkosciami ¢, i 9, oraz obrotem okolo osi » z predkoscia
pgdo lub = o, . do; te dwie bowiem wartodei réZnig sig o nieskoiiczenie
malyg wielkos§é drugiego rzedu. Dwa obroty okolo osi

1-szej wywolujg przyépieszenie kazdego punktu brylty 0, 0
takie, jakie punkt posiada podeczas obrotu okolo osi “"?-"—7_
nieruchomej z predkodcig zmienng (§ 066-ty). Obrét

okolo osi # nadaje danemu punktowi predkosé — ¢,ds . 4; /
gdzie % oznacza odleglo$é danego punktu od osi #;

predkosé ta rozduzielona przez d¢ wyrazi przyspieszenie
danego punktu, ktére oznaczymy przez p,; a wigc
D= gol:;; h; przydpieszenie to nazwiemy przydpiesze-
mniem dodatkowem, wynikajgcem z ruchu kulistego.
Wektor tego przyspieszenia lezy w plaszezyZnie prze-
prowadzonej przez dany punkt i prostopadly do osi #;
w tej bowiem plaszczyZnie odbywa sig ruch rozpatry- Rys. 80.
wanego punktu podczas obrotu okolo osi #; a kieru-
nek jest prostopadly do promienia wodzgcego 4, nie leiy przeto wogdéle
na plaszezy#nie prostopadlej do ¢;; a tworzy z ta plaszezyzng pewien
kat, zalezny od polozenia obranego punktu w przestrzeni.

Wiasciwe przeto przyspieszenie p dowolnego punktu bryly, wyko-
nujgcej ruch kulisty, sklada sig z trzech przyspieszen

P=PrtrFu)Fb - - oo (43)

- W szezegélnym przypadku jezeli os 1-8za nie zmienia podczas ru-
chu kulistego swego polozenia w przestrzeni, t. j. gdy kat da=0; wtedy
$o=0, a punkt bryly otrzymuje tylko przy$pieszenia, wynikajace z obrotu
punktu okolo osi stalej ze zmienng predkoseig, co jest stuszne, ruch bo-
wiem kulisty zamienia sig na obrotowy. Jezeli za$§ w innym przypadku
liczbowa wartos$é predkosci obrotowej sig nie zmienia, t. j. ¢,=—=9,, a osi
tworzg kat do, wtedy przyépieszenie kazdego punktu takiej bryly sklada
sig z przySpieszenia normalnego p, z przyspieszenia dodatkowego 2,
przyspieszenia bowiem p, réwna sig w tym razie O. Jezeli zad ¢,=1p,,
jednoczeénie da = O, to p=7p,.

68. Przyspieszenia punktéw bryly, bedacej w ruchu pfaskim. Ruch
plaski powstanie z ruchu kulistego, gdy punkt nieruchomy odsuniemy
do nieskoniczonosci. W celu rozpatrzenie tego przypadku, przeprowadzmy
przez dany punkt bryly ruchomej, rys. 80-ty, plaszezyune.prostopadig do
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osi @,; plaszczyzna ta przetnie te of w puukeie 0, a 0§ §; w punkecie

O,, nieskoniczenie blizkim do O,. Jezeli nastgpnie odsuwad bedziemy

punkt nieruchomy O do nieskoriczonodci w ten sposéb, azeby punkty

O, i O, pozostawaly na miejscu, to ruch bryly bedzie plaski a punkty

O, i O, stanyg sig $rodkami obrotéw chwilowych;

- kat do=0; wektory za$ prayspieszenia dodatkowego

01 %\_? 01 & i przysp 3
r’t

po wszystkich punktéw tej plaszezyzny bedg lezaly
K na tejze plaszezysnie. Przyépieszenie przeto wilasciwe
skladac sig bedzie w danym razie z trzech przy-
$pieszen, rys. 81-szy: 1) z prazy$pieszenia p,; 2) z pray-

F‘ $pieszenia p; i 3) z praydpieszenia dodatkowego,
' ktérego kierunek bedzie w tym razie prostopadly do
Rys. 81, ) 0,0,

O, Oy, a warto$é p, = s gdyz dla s = coi

dla do==0; limes A.ds= 0,0,.

Przyspieszenie przeto kazdego punktu figury plaskiej, bedgcej
w ruchu w swej plaszczyznie, obliczymy z odleglodei v tego punktu od
§rodka chw‘ijowego obrotu; — z predkosei obrotowej ¢, z prayépieszenia
katowego ¥ i wielkogci G, 0,

VOWeE® Ut '

Zwazywszy, ze iloraz 0,0, :dt jest to predkosé z jakg przemiesz-
cza sig punkt zetknigcia sig toru ruchomego z nieruchomym;—i ozna-
czywszy te predkosd literag u; napiszemy

T T T {5

69. Obliczenie predkosci przenoszenia sig Srodka obrotu. Azeby
obliczyd predko$é u rozpatrzmy blizej wlagciwoéei geometryczne toczenia
sig. Niech krzywa oznaczona litera #, rys. 82-gi, przedstawia tor nieruchomy;
krzywa » tor ruchomy; i niech tor ru-
chomy podczas ruchu bryly toczy
sig. wewngtrz toru nieruchomego,
obracajac sig Kolejno okolo érodkéw
O, i O,. Gdy literami &, i dr, ozna-
czymy katy, jakie tworzg styczne,
przeprowadzone w nastepnych czgst-
kach toréw ruchomego i nieruchome-
go ze styozng, przeprowadzong przez

Rys. 82, dr, — dr,, .

$rodek obrotu, wtedy ¢ = e

caly bowiem uktad plaski moze obrécié sig tylko o kat dtr, — dr,. —
Zamiast katéw dr, i dr,, wprowadzimy do obliczeri promienie krzywizoy
obydwéch toréw w punktach ich zetknigcia sig; w tym celu oznaczymy
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literg p,, promien krzywizny torunieruchomego aliterg p, — promien krzy-
wizny toru ruchomego; i napiszemy na zasadzie okreslenia promienia
% ds, ds 5 v r 5
krzywizny P";—W; p”z-‘-}?ﬂ—; gdzie ds, i ds, oznaczajy czgstki tu-
kéw toré6w ruchomego i nieruchomego. Po podstawieniu z tych réwnan
wartodci dr, i dt, do wyrazu predkosci katowej, zwazywszy, ze wsku-

tek toczenia sig ds, = ds,=ds; otrzymamy

¢ = _e{s. (—1———i~) skad
at Py P
- ds 1
Py Pn

Na zasadzie tego wzoru mozemy obliczyé przy$pieszenie p, z pred-
koseci obrotowej i z wladciwodei geometrycznych toréw; a wige ze
wzoru 44-go

pochﬂ.T_l.T v 5 @ e v o w0 o+ (46)

Py P

W przypadku szczegélnym, gdy np. p, = 0; wtedy #=07 czyli
§rodek chwilowego obrotu pozostaje w spoczynku; figura przeto obraca
sip okolo danego érodka przynajmniej przez dwa nieskonczenie krétkie
okresy czasu; co réwniez wynika, %e przy p, — 0 tor nieruchomy staje
sig punktem.

70. Wilasciwosci geometryczne czastek torow, jakie zakreslaja punkty
plaszczyzny, poruszajacej sig w swej plaszczyZnie. Ruch ciggly figury
plaskiej w jej plaszezyZnie jest okreélony przez tor ruchomy, przez tor
nieruchomy i przez chwilowe predkosei obrotowe. Jezeli przeto zechcemy
wyznaozyé tor, jaki zakreéli dowolny punkt tej ligury; to mozemy to
uczynié obracajac kolejno dany ukiad okolo odpowiednich srodkéw o katy
réwne odpowiednim wartodciom ¢, A#; majgc przeto polozenie poczatkowe
punktu poruszajacego sig razem z ukladem plaskim, znajdziemy nastgpne
jego polozenie zapomocg takich obrotéw. Oczywistem jest, iz dokladnogé
takiego bezposredniego wykonania na rysunku jest o tyle wigksza, o ile
obierzemy mniejsze katy obrotu.

Dla naszych dalszych rozpatrywan bedzie waznem znajomogd wla-
dciwodei tylko czastki toru, jakg zakre$li dowolny punkt plaszezyzny
ruchomej; a mianowicie waznem dla nas bedzie:

1) znajomofd styczmej w tym punkdcie do toru jaki, zakre§li punkt
ruchomy; 2) =najomo$é cmy czgstka tego toru jest wklesla czy tez wy-
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pukly wzgledem dodatniego korica promienia; 3) znajomo$é promie-
nia krzywizny w danym punkeie jego toru. Na te trzy pytania damy
przeto odpowiedzi. X

Styczna do toru, jaki punkt dany szakresla w ruchu plaskim, jest
prostopadla do promienia wodzacego, wyprowadzonego ze $rodka chwi-
lowego obrotu do danego punktu. OdpowiedZ ta nie objagnia nas jed-
nak#e, po ktérej stronie tej stycznej lezy czgstka danego toru; t. j. nie
daje odpowiedzi czy czastka toru jest zwrécong do $rodka chwilowego
obrotu strong wklesly czy tez wypuklag, O tem rozstrzygnie polozenie
wektora przy$pieszenia danego punktu; wektor ten bowiem, § 20-ty, lezy
po stronie wklgstej toru; wykreslenie przeto wektora przyspieszenia da-
nego punktu rozstrzygnie o polozeniu czgstki toru wzglgdem stycznej;
a wige i wzgledem drodka chwilowego obrotu. Myél tg ujmiemy rachun-
kiem; gdy przyépieszenie danego punktu zrzuiujemy na jego promien
wodzgcy, przyjawszy kierunek dodatni pray$pieszenia w strong rosngcego
' ' promienia wodzgcego rys. 83-ci; t. j. ze
strzalka obrécong od sSrodka obrotu;
jezeli to przyépieszenie wypadnie ze
znakiem dodatnim, to bedzie znaczyd,
ze punkt dany, podezas ruchu plasz-
czyzny ruchomej zakreéli czgstke toru,
zwrécong - strong wklests do kierunku
dodatniego promienia wodzgcego. Za-
miast obliczania wektora wypadkowego
z réwnania tego i nastgpnie zrzutowa-
wania go, mozemy zrzutowaé skladowe
przyspieszenia 1 wzigéé ich sume, suma
. ta wyraza¢ bedzie rzut przyspieszenia
wiagciwego. W tym celu przeprowadzamy ze érodka obrotu chwilowego,
odpowiadajgcego ruchowi plaszezyzny w danej chwili, promieri wodzacy
n do rozpatrywanego punktu i oznaczymy literg a kat, jaki tworzy ten
promiert z normalng do toréw ruchomego i nieruchomego; wystawimy
nastgpnie w punkcie, ktérego ruch badamy, zgodnie z-réwnaniem 43-em,
trzy wektory, ktérych suma rzutéw na promiei wodzgey przedstawi
prazyspieszenie normalne #', ruchu danego punktu;

Rys. 83, - '

Pu=#-9p.c080—r. 0¥ ; .. .. . 46a

gdzie » oznacza promienl wodzacy rozpatrywanego punktu.
Z réwnania tégo odezytamy, ze wyraz pierwszy prawej strony tego.
rdwnania niezalezy od »; warto$é przeto jego dla wszystkich punktéw
danego promienia wodzacego jest stala; wartodd drugiego wyrazu zmie-
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nia sig z odleglodcig punktu od $rodka obrotu. Z tego wynika, ze na
danym promieniu wodzgcym sg punkty, ktére zakreslaja czgstki wypukle
oraz sg punkty, ktére zakreélajg czgstki wklegste; moze byd przeto taki
punkt na kazdym promieniu, ktéry nieposiada przyépieszenia normalnego,
zakredli przeto prostg czastke toru; polozenie tego punktu na danym
promieniu znajdziemy przyréwnawszy

p”*::O:'-M.(F.GOSﬂ—*?'o-‘PE; Skad’h:M e =l (47)
P

punkt taki jest punktem przegigeia teru, jaki zakreéla dany punkt; a pro-
mien krzywizny czgstki toru w tem miejscu p=oco. Dla » > », otrzy-
mamy 2, < 0; czgstka toru bedzie zwrécona wklgsloscig ‘do patrzgcego
* ze $rodka obrotu w kierunku dodatnim danego promienia; dla » { 755 2, >0;
ozgstki toréw tych punktéw beda zwrécone wypuklodeig do patrz@cego
w spos6éb opisany.

Przyjmijmy, %e w réwnaniu 47-em kgt « jest zmienny, a otrzy-
mamy na plaszezyznie ruchomej miejsce geometryczne punktéw, ktére
podezas ruchu plaszezyzny zakreflajg czgstki prostolinijne; t. j. ktére
bedg punktami przegied; réwnanie 47-me jest przeto réwnaniem bieguno-
wem o spblrzgdnych #, i , miejsca geometrycznego punktéw przegigd.

Z réwnania tego wynika, ze o =" — stalej; czyli geometrycznem
. cos o @ '

iniajscem konicdw promieni wodzgeych #, jest kolo, ktérego érednica

"

P _
a frodek znajduje si¢ na normalnej do toré6w ruchomego i nieruchomego
w punkeie ich zetknigeia sig; kolo to nazwano kofem przegieé.
Kolo przegigd posiada przeto te wiladciwosé, ze wszystkie punkty
plaszezyzny ruchomej, wewnatrz jego polozone, zakreslaja podezas ruchu
czgstki toréw, ktére sa zwrécone wklestoscig ku dodatniemu koncowi
promienia wodzgcego; a wazystkie punkty zewngatrz niego lezgce zakre-
$lajg czgstki toréw, ktére sg zwrdcone wypuklodcig ku dodatniemu kori-
cowi tegoz promienia. Kolo przegigé znajduje zastosowanie w statyce
przy okreélaniu rodzajéw réwnowagi stalej lub chwiejnej.

.ZnajdZmy teraz miejsce geometryczne punktéw, ktére podezas obrotu
chwilowego plaszczyzny ruchomej nie posiadajg przyépieszenia stycznego,
W tym celu: zrzutujemy przys$pieszenie p na styczng do toru i przyréw-
namy. warto§é tego rzutu do zera; anahtycmle otrzymamy wtedy réw.
nastgpu]q,ce, rys 83-ci,

L by — Py - Sina =0
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a po podstawieniu p; = # j—f gdzie »* oznacza promie wodzgcy szu-

kanych punktéw, otrzymamy
ro_ L. dp

. sina ©at
Z geometrycznych stosunkéw, wyrazonych przez to réwnanie, wy-
nika, ze miejscem geometrycznem szukanych punktéw jest kolo o srednicy

2R, v_po , przechodzgce przez $rodek chwilowego obrotu toréw;

kolo to nazwano kolem zmianowém. Punkty przeto kola zmianowego
majg tp wlaseiwos$é; 2ze podezas przynajmniej dwéch chwilowych obro-
t6w zakreélajg one dwie czgstki toru z predkoéeig liczbowo staly. Prze-
cigeie sip kota zmianowego z kolem przegigd, pomijajge Srodek chwilo-
wego obrotu, w ktérym obydwa kola sig przecinajg, daje punkt, Ktéry
lgczy wladciwodei obydwéeh kél; t. j. punkt ten nie posiada ani pray-
Spieszenia normalnego, ani stycznego; t. j. punkt ten zakresla dwie ozgstki
toru’ prostolinijnego ruchem jednostajnym; punkt ten nazwani $rodkiem
przyspieszefi analogicznie do érodka obrotu, ktéry nie posiada predkodei.

71. Obliczenie promienia krzywizny, jaki zakresla dowolny punkt
plaszczyzny, poruszajacej siq w- swej pfaszczyznie. Promiert ten obli-

czymy ze wzoru )
: v

P
po podstawieniu z réwnania 46a-go wartosci p',, oraz vy =7y.9; otrzymamy
' r? . q*

p':

p= =4
%.¢.C080—¥Q

w réwnaniu tem wszystkie wielkodci po prawej stronie sy znane, gdy
dane sg tory érodkéw chwilowych obrotéw; predkodd obrotowa ¢ i poto-
zenie punktu poruszajaceno sig (»,2). W celu wyznaczenia drogg geome-
tryczng tego promienia przeksztalcimy ten wzér, rozdzieliwszy licznik
i mianownik przez ¢ i wprowadziwszy #:¢ = 2Rp-.', otrzymamy wtedy

= r = 48)

P =oRr.omx--r KP =~ T (

gdzie KP, rys. 88-ci, oznacza odcinek promienia wodzgcego, zawartego
pomigdzy punktem ruchomym i kolem przegigé. Majgc przeto wykre-
élone kolo przegigd, znajdziemy z rysunku odcinek KP; $rodek zad kola
krzywizny czgstki, zakreslonego toru przez punkt, znajdziemy, gdy z punktu
K odlozymy w strong dodatnig lub odjemng promienia wodzgcego dlu-
gosdé p, obliczona z tego wzorw. Z mianownika réwnania 48-ego odczy-
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tamy, ze odcinek X7 jest dodatni, gdy punkt X lezy wewnatrz kola
przegigé; KP zas jest odjemny, gdy punkt lezy zewnatrz tego kota;
jezeli przeto punkt X lezy zewnatrz kola, t. j. gdy KP jest odjemne
to i p jest odjemne, a wtedy odlozymy p w strong odjemng promienia
wodzgcego, t. j. od K ku drodkowi obrotu, co sig zgadza z wyZej
przytoczong wiadciwoscig kola przegigd. ngsto bywa dane w zadamu
polozenie punktu i promienia p
czgstki toru, jaki ten punkt za-
kredla, wtedy z tego wzoru obli-
czy¢ mozna KP;t. j. mozna obli-
czy¢ jeden punkt P kola przegigd.
Przyktad. Pret 4B dlizga sig
konicami swemi po dwéch danych
torach krzywych x, i x,, lezgcych.
w plaszezyZnie preta, rys. 84-ty..
Znale#é $rodek chwilowego obrotu
preta i wykresli¢ kolo przegigd.
Plaszezyzng ruchomg wyobra- -
zimy sobie polgczong z danym pre- Rys. 84. ~
tem; nastgpnie z warunkéw slizga-
nia si¢g preta znajdziemy $rodek O chwilowego obrotu; punkt O jest
przeto jeden z punktéw, przez ktéry przechodzi kolo przegigé. OA jest
promient wodzgey punktu 4; punkt 4 jest punktem, ktéry oznaczalismy
poprzednio przez K; pa jest promiefi krzywizny toru, jaki punkt 4 za-
kresdla; promiefi ten jest przeto dany i jest on odjemny; ze wzoru przeto
47-ego obliczymy odcinek X P i, odlotywszy go w strong promienia krzy-
wizny, znajdziemy punkt P, ktéry jest drugim punktem kola przegigd.
W tenze sposéb, stosujgec do obliczeri polozenie punktu B, znajdziemy
trzeci punkt kola przegied.

W zadaniu tem dane byly przeto dwa tory, jakie zakredlaja dwa
punktu ukiladu plaskiego ruchomego, a ze znajomogei tych toréw zna-
lezlisSmy bezpodrednio érodek chwilowego obrotu i kola przegigd; nie wy-
kreslajac toréw tych drodkéw i ich promieni krzywizny.

72. Zwigzek pomigdzy przyspieszeniami dwéch punktéw figury
ptaskiej. Wyrazimy obecnie przyépieszenie punktu ukladu plaskiego,
poruszajgcego sig w swej plaszezyZnie, z przedpieszenia innego punktu
tegoz ukladu i z przyspieszenia obrotowego podobnie, jak wzdér 35-ty
wyraza predko$é punktu B predkoseig innego punktu 4 i predkoseig
obrotows. Przydpieszenie punktu B wyrazimy wzorem

o s Dg,y — UB,
pg_llmesMM

Mechanika--Tom II. ]
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gdzie Iy, i 9, s§ wektorami predkosci punktu B w dwdch nieskoricze-

nie blisko po sobie nastgpujacych chwilach.
Ze wzoru 3b-ego odezytamy, Ze

By = Oa, V7§
gdzie V 75, wyraza predko$é punktu B, wywolanego obrotem okoto
érodku’ 4 z predkosdeig ¢,. W nastepnej chwili otrzymamy podobniez
Ung = Uag + V 72
Azeby otrzymad wyraz przyspieszenia odejmujemy od réw. 2-go pierw-
sze 1 rozdzielmy przez df, a otrzymamy wzér
5 =h—f—{;‘~’% o B g e
"z ktérego odczytamy, %e przyépieszenie dowolnego punktu B ukladu
plaskiego podczas ruchu chwilowego réwna sig przy$pieszeniu innego
punktu 4 tegoz ukiadu wigcej przyspieszenie jakie punkt B otrzymuje
podczas obrotu; — inaczej wyraziwszy sig: wigcej przyspieszenie nor-
malne wzdluz promienia wodzgcego, wyprowadzonego z 4 do B i pray-
spieszenie styczne; suma wektorowa tych trzech przyépieszen przed-
stawi przyspieszenie wlasciwe danego punktu.

Ze wzoru 48-go mozna otrzymad wzér 43 ci; jezeli punkt .4 obie-
rzemy w Srodku chwilowego obrotu Oy, rys. 81-szy, Srodek ten w pierw-
szej chwili nie posiada predkosdei, lecz w drugiej chwili otrzymuje pred-
kodé wskutek obrotu ukladu okolo .frodka O,; predkoéd ta nieskonczenie
mala jest prostopadlg do czgstki luku O,0, i posiada zwrot, okreslony
przez zwrot obrotu okolo O,; wielkodé jego = ds. (¢, 4 d¢,) lub ina-
czej z pominigeiem wielkogei nieskoficzeni® malych drugiego rzgdu, r6-
wna sig ds.@; rozdzieliwszy te wartodé, wyrazajgcg przyrost predkosei
przez df, otrzymany przyspieszenie punktu 4

ds |
dt’

ktére jest tozsamo =z prazyspieszeniem oznaczonem poprzednio przez P
po podstawieniu tej wartoéci w réw. 48-e otrzymamy réw. 43-cie. Je-
zeli punkt 4 umie$cimy w $rodku przyépieszen, to praydpieszenie kasz-
dego innego punktu jest przyspieszeniem, wynikajagcem tylko z obrotu
jego okolo Srodka przyspieszed. Znajomo$é przeto polozenia $rodka
przyspieszeni ulatwia wyznaczenie przyépieszen mnych punktéw danego
uktadu plaskiego w danej chwili.

Pr=9.

73. Przy$pieszenia punktéw bryly swobodnej. Ruch bryly swobodnej
okreslony jest przez predkosé ruchu post@powego i przez predkodé ru-

chu obrotowego. Niech litery #, i ¢, oznacza;q te dwie wielkoei w pier-
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wszym okresie czasu; a litery %, i g, niech je oznaczaja w nastgpnym
okresie. Kazdy przeto punkt bryly otrzymuje dwie kolejne predko-

$ei u, i u, wywolane ruchem- postepowym; i dwie kole;;ne predkosci
¢, i ¢ wywolane kolejnymi obrotami okolo osi @, i @,.

Predko$¢ przeto punktu 1-go = 2, - ¢;; — drugiego = u, -} &
przyspieszenia przeto tego puuktu sklada sig =z przyépleszema ruchu

postgpowego 7, ktére otrzymamy jako j, = lims “a_ _____: o dd“
¢ ¢

i z przyspieszenia, pochodzgcego od kolejnych obrotéw bryly okolo
dwdch nie przecinajacych sig osi &, i §,; azeby wyznaczyé to pray-
spieszenie, przeksztalémy fe dwa obroty okolo osi mijajgcych sig na
inne ruchy, ktérych przyspieszenia umiemy wyznaczyd; przeksztalémy
je np. na obroty okolo osi przecinajacych sig; wyznaczenie howiem
przyépieszeni podczas takich obrotéw jest nam znane z § G7-ego, jako
przyspieszenia ruchu kulistego. W tym celu przylézmy do dowolnego
punktu O, osi ¢, dwa wektory réwnowazace si¢ -+ 3, i — &,'; kitdre
nie zmienig stanu ruchu danej bryly; w ten sposéb otrzymamy dwa
obroty @', i §,, ktérych osi przecinajg sig w punkcie O,; oraz ruch po-
stgpowy, okreglony przez parg obrotéw #, i — ¢,'; w ten sposéb dwa
obroty okolo osi mijajgcych sig, zastgpiliémy ruchem kulistym okolo
dowolnie obranego na osi ¢, punktu O, i ruchem postgpowym prostopa-
dlym do plaszczyzny (p,, — ¢,") z predkoseig o, . ds, § 58-my wniosek
8-ci; gdzie ds oznacza odleglosé pomigdzy réwnoleglemi wekt.ora.ml o i’
lub inaczej ds oznacza odleglodé punktu O, od osi ¢,.

Przyspieszenie przeto punktu bryly, bedacej w ruchu swobodnym,
sklada sig

1) =z przyépieszenia ruchu postgpowego 5, jaki ta bryta posiada;

2) =z przySpieszenia p, ruchu postgpowego

. ds‘ ->

. ps=V 7 v .

3) i z przysdpieszenia, powstatego wskutek ruchu kulistego bryly
okolo punktu O,; przyspieszenie to wyznaczyé mozna ze wzoru 43-ego.

74. Przyspieszenie punktu, bedacego w ruchu zfoionym. Okre-
¢lenie tego ruchu dalimy w § 49-ym; obliczyliémy tam prgdkoéé bez-
wzgledna punktu; zadanie obecne polega na wyznaczeniu przyspieszenia
punktu, bg‘dgcego w ruchu zfozonym z wielkodei, okreélajacych ruch
unoszgcy toru i ruch punktu po tym torze. Dla ulatwienia rozpatrywaﬁ
weZmy najpierw przypadek szczegélny, gdy tor unoszgey znajduje sig
w ruchu postgpowym; punkt za§ po torze w ruchu dowolnym s = f (9.
W celu obliczenia przy$pieszenia bezwzglednego wyobrazmy sobie dwa
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polozenia toru %, i x, rys. 85-ty; ruch toru &y, poniewaz przyjmujemy,
ze jest to ruch postepowy, okrelimy jedna tylko predkodcig poste-
powa @ ,; ruch toru w drugiem polozenu okreslimy wektorem 3, ,; ruch
wzgledny punktu okre§limy w pierwszej chwili przez wektor 7 ,, a w na-
stepnej chwili, przyjmujac, ze tor jest w spoczynku, przez 7,,; te oztery
wektory $cisle okre§lajg ruch toru i ruch punktu po nim w dwéch sa-
siednich chwilach; z tych 4-ch wielkodci nalezy obliczyé prazyspieszenie
bezwzgledne czyli wypadkowg punkiu ruchomego.

Rys. 85.

Gdy tor jest w ruchu, to punkt ruchomy w rzeczywistodci znaj-
dzie sig w polozeniu ', i bgdzie posiadal predkosé wegledng 7, ,,
wzdtuz toru i predkodé o', jako predko$é unoszgea; t. j. predkosé
miejsca, w jakiem znajduje sig punkt na torze.

Predkodei bezwzgledne punktu ruchomego w polozeniach wiadci-
wych 4, i 4’y obliczymy z nﬂst WZOoréw:

Gp=Tu+Ty « « « o . o o« (49)
Vo =V 05y

Przysdpieszenie przeto bezwzgledne wyrazimy w myél danego okre-

§lenia przy$pieszenia, wzorem

= ¥y y—0 '
=lim _?¢" b
Pb A7 SO A T 1)
ktéry po podstawieniu powyzszych wyrazdw, pr?eksztalcl sie na nast.
'U,‘ U! “5 _‘91
Fp= “’M S "M i « a=a % w (B

Pomigdzy predkosciami z kreskami, ktére sa dotychczas nieznane,
a danemi pregdkosciami nalezy znalefc¢ zwigzek matematyoczny.

Ze wzglgdu na f¢ okoliczno$d , ze ruch toru przyjeliémy postepo-
wym, predkosé wazgledna po torze Xy W tych samych chwilach czasu
jest taka sama nietylko co do wielkodci ale i co do klerunku, jak pred-
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kod¢ tegoz punktu po torze x,; gdyz wszystkie czgstki toru w réznych
swych polozeniach sa do siebie réwnolegle, a wige i styczne w tych

samych punktach toru pozostaja do siebie r6wnolegle; otrzymamy przeto
zwigzki

Sl o -,
Uy ggy == Unyyt OYAZL D'y =7Tp,, . . . . . . (B2)

’0 podstawieniu tych wielkoéci do réw. Hl-ego otrzymamy

ﬁb — ﬂ21w = T-jl,'m' _!__ ﬁﬂm === ﬁlm
A¢ A

Rys. 86.

Zwaznywszy, 4e pierwszy wyraz przedstawia przyspieszenie wzgledne;
wyraz drugi przy$pieszenie punktu 4; danego toru, t. j. przy$dpieszenie
unoszgce; to napiszemy

by = bw + Py R TR (1)

Réwnanie to wypowiemy w nastgpujgcy sposéb:
gdy tor jest w ruchu postgpowym, to przy$pieszenie wypadkowe, pun-
ktu poruszajacego si¢ po nim, réwna sig sumie przyspieszenia wzgled-
nego i unoszacego.

Wesmy teraz pod uwage przypadek ogélniejszy, gdy tor jest w ru-
chu dowolnym w przestrzeni. Ruch chwilowy toru jako ukladu sztyw-
nego okredlimy w tym razie wektorem jego predkosci postgpowej i wek-
torem predkosci obrotowej; § 47-my. Niech zatem ruch toru w poloze-
niu x,, rys. 86-ty, okreédlaja wektory 9,,, i @;; a nastepnie w polozeniu
nieskonczenie blizkim wektory 7., i py; ruch za$ punktu po torze okre-
$limy w pierwszej chwili wektorami 7y,,, a w nastgpnej 9,,,. Przyspie-
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szenie ruchu bezwzglgdnego punktu poruszajacego sig po torze wyrazi
sip i w tym razie réwnaniem jak w poprzednim, row. bO-te,
= ﬁQF!b - ﬁlsb

P = —

Ay

w ktérem 7,',; oznacza predkodé wzgledem punktéw we wilalciwem jego
miejseu A',. W danym przypadku pozostajg w mocy réwnania 49-le
i bl-sze, jak w poprzednim przypadku; réwnania natomiast-562-gie nie odpo-
wiadajag danemu przypadkowi, ruch bowiem toru, nie jest postgpowy,
jak bylo poprzednio; napiszemy, po przeprowadzeniu 4K = 9.,

Vo = Vpgyg +KL; + v » = « v « .« (64)

gdzie odcinek KL moze byé uwazany za czgstke luku, jaka zakresli
koniec wektora ?,,, podeczas obrotu toru w okresie czasu Af czgstke te
mozna uwazaé za wektor nieskoiiczenie maly tegoz rzedu, co i A#4 kie-
runek jego jest prostopadly do plaszezyzny przechodzgeej przez 7y,
i @y co wyrazimy wektorowo

KE = Vife 8 o o o = v w o « (08

poniewaz jednakze wektory vy, i 9, sa nieskoiezenie blizkie itworzg
z sobg nieskofczenie maly kat, przeto réznia sig migdzy sobg o nie-
skoficzenie maly wielkodd, ktérg mozemy w poréwnaniu z wielkodcig

D1y 0drzucié; jak réwniez ¢, mozemy zastapié¢ przez ¢, i zamiast réw-
nania 54-go otrzymamy

Py = Bom—+ Voo @i - AE'e « v v ¢ & & (B6)
Azeby nastepnie wyrazié wektor?'y ,,, réw. 51-sze, przez dane wektory,
wezmiemy pod uwagg, ze wektor ten wyraza predko$é punktu 4", gdy wy-

obrazimy sobie, Zze jest on przymocowany do toru ruchomego; predkodé
jego wyrazimy,na zasadzie wzoru 3b-go, wzorem

ﬁf!m :-'52,“—'—’/:?;4-2 . t?_z

a poniewaz A,"4," = 7,,, . Af; przeto

GRS S Y I (1)
Po podstawieniu wartodci 56-ej i 57-ej do r6wnania 51-go, ktére po-
zostaje w mocy i dla danego przypadku, otraymamy wzér ostateczny

Bi=Pu Pty o . o o o (BB)
Przyépieszenie przeto bezwzgledne punktu, poruszajacego sie po
torze, bgdgcym w ruchu, sklada sig z 4-ch przydpieszeri skladowych:
1) z przyépieszenia wzglgdnego punktu po torze; 'gdy tor wyobra-
zimy sobie w spoczynku;
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2) z przyspieszenia punktu toru, w ktorym w danej chwili z11a1du38
sig punkt ruchomy:

8) z przydpieszenia jakie powstaje wskutek obrotu wraz z torem
wektora predkodci wzglednej;

4) z przyspieszenia, powstalego wskutek zmiany predkoéei uno-

- szgeej. Te dwa ostatnie przydpieszenia sg sobie réwne.
g Przykfad. Punkt matery-
alny porusza sig ruchem jed-
nostajnym z predkodcig ¢ po
torze prostym x, rys. 87-my;
tor ten obraca sig okolo je-
dnego ze swych punktéw O
ze stalg predkoscig katowsg
. Nalezy wyznaczyé, bez-
wzgledne przyépieszenie 7,
punktu ruchomego, znajduja-
cego sig na torze x, w miej-
seu 4. W tym celu sko-
Rys. 87, rzystamy be.zpoéxier.lnio ze
wzoru b8-go; i najpierw wy-
znaczymy 5, punktu ruchomego; zbadajmy zatem ruch punktu po torze,
wyobraziwszy sobie, Ze tor jest nieruchomy; ruch punktu po torze, stoso-
wnie do zadania, jest jednostajny i prostolinijny, przeto przyspieszenie
rébwne jest zeru, a wigc i przyspieszenie w miejscu 4, réwna sig zeru,
t. j. p=0. Praydpieszenie unoszgce wyznaczymy, gdy wyobrazimy sobie,
iz tor sig obraca, stosownie do warunkéw zadania, i ze punkt ruchomy
jest przymocowany do ftoru w 4;; wtedy bowiem jest ono przy-
gépieszeniem dodrodkowem punktu, przebiegajacego ruchem jednostajnym

' .
po_ kole. Wartosé przyspieszenia obliczymy ze wzoru p= £ (wzér 13,
r

§ 22), gdy podstawimy » = O4,; ¢=1¢.04,; a zatem: p, = 92.04,, kie-
runek jego po promieniu OA4,, a zwrot. ku frodkowi kota; rys. 87-my,
Wektor 2V7, ,, ¢, zwany przy$pieszeniem dodatkowem ruchu zlozonego,
wyznaczymy, zwazywszy, e jest on prostopadly do @, . j. do toru y,
4e zwrot ma zgodny ze zwrotem obrotu ¢ ize algebraiczna jego warto§é
réwna jest 2 ¢g; zatem przyspieszenie bezwzglgdne p; punktu rucho-
mego w miejscu 4, na torze x;

Po= ﬁ“—|—2VE$,

i moze byé¢ wyznaczone wykreélnie, a nastepnie obliczone analitycznie.
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Analitycznie ofrzymamy, rys. 87-my,
2o =10 V[0%.0A4,]2(2¢cp)% oraz tg a= 2eg == 2¢ .
= ¢ V [¢%.04, )% B R B 0A]

- Przykfad. Obliczyé p, punktu podezas ruchujednostajnego po two-
rzgcej walca, gdy walec obraca sig okolo swej osi ruchem jednostajnym,
(# = stalej); promient walca =—=». W danem zadaniu p, =0, gdyz tor
jest prostolinjny i v, = stalej; nastgpnie poniewaz kat (v, ¢) = 0; przeto
P y=7p,; warto$é zaé przyspieszenia unoszgcego p, réwna sig p, =%
. 1 posiada kierunek promienia i zwrot ku osi walca.

Przykfad. Przyjmijmy, ze kula ziemska obraca sig ruchem jedno-
stajnym okolo swej osi i ze of ta jest nieruchoma w przestrzeni; wzdiuz
poludnika tej kuli niech porusza si¢g punkt ruchem
jednostajnym; nalezy wyznaczyd jego przyspieszenie
wypadkowe.

Ruch wszgledny jest ruchem jednostajnym po
kole, 4, zatem ma kierunek promienia tego kola

i zwrot ku $rodkowi kuli, algebraiczna za$ jego
03?0
warto$c pwz-”—;

gdzie » oznacza promief kuli,

rys. 88-my, a v, — prgdko$é punktu wzdiuz polud-
nika. Ruch unoszgey w tym przykiadzie jest ru-
chem jednostajnym po réwnolezniku, przechodza-
Rys. 88. cym przez ten punkt; pray$pieszenie unoszgce sklada
sig zatem z przyspieszenia styoznego i normalnego,
§23; w danym razie, wobec obrotu jednostajnego, przydpieszenie styczne
?¢=0, a wigc przydpieszenie unoszgce p, =p, = ¢’ i posiada kierunek
promienia odnosnego réwnoleznika, oraz zwrot ku osi, p oznacza pro-
mieri réwnoleznika. Przyépieszenie dodatkowe 2 V37, &, jest prostopadie
do plaszeczyzny, wyznaczonej przez wektory o, i , czyli jest prosto-
padle do poludnika, przechodzgcego przez dany punktima zwrot zgodny
z obrotem ¢; zwrot ten w danem zadaniu przyjelidmy zgbdnym ze zwro-
tem obrotu kuli ziemskiej; warto$é algebraiczna wektora 2 V3 % réwna
sig 29, ¢ sin (v, 9); Kat (7,,9) jest w danym przykladzie szerokogcig
geograficzng rozpatrywanego punktu. Z tych trzech wektoréw wyzna-
czymy prazyspieszenie wypadkowe punktu ruchomego, jako przekatnig
réwnolegloscianu podlug wzoru py— g5, - 2 V9, 8.
Przyspieszenia, w tym dziale rozpatrywane, majg charakter czysto
geometryczny, pozornie niemajacy zwigzku z fizycznemi zjawiskami;
‘gdy jednakze wprowadzimy pojecie sily, jako eczynnika, wywolujacego
przyspieszenie, natenczas znajdziemy, dla wylozonych tutaj twierdzen
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kinematycznych, obrazy fizyczne, ktére latwiej spostrzezemy w dwiecie
nas otaczajgcym;—o tem bedziemy méwili szezegélowo w dynamice ).

. Ruch bry’fy z ograniczeniami jednostronnemi.

75. Okreslenia. Dotychczas rozpatrywaliSmy takie ograniczenia
ruchu, ktére niepozwalaty poruszajacym sie brylom oddzielid sig od bryl,
linii lub punktéw, ktére ograniczaly jej ruch. Teraz rozpatrzymy przy-
padki, w ktérych dana bryla moze oddzielié sig w pewnych kierunkach
od powierzchni, ograniczajacy jej ruch. Bryle, ktdra nie moze wogéle
oddzielaé sig od powierzchni, po ktérej sig $lizga, posiada polgczenie
wszechstronnej jezeli zas moze sig oddzielié w kierunku np. strony wy-
pukiej tej powierzchni, to posiada polgczenie jednostronne; kazdy np.
przedmiot, lezacy swobodnie na stole, jest bryla ograniczong jednostron-
nie. Bryla taka stanie sig swobodna, gdy si¢ oddzieli od tej powierzchni;
jest nieswobodng, gdy na niej pozostaje.

76. Ruch plaski. Rozpatrzymy ruch figur plaskich w ich plaszczy-
#nie; gdy ograniczenia sg jednostronne. Figura plaska, gdy nie posiada
zadnych ograniczen ruchu, jest swobodng; jezeli zas w plaszczyZnie jej
ruchu zbudujemy przeszkodg w postaci linii materyalnej, ktérej nie moze
~ona przekroczyd, a tylko moze sip na niej oprzed, a nastgpnie moze
. sig dlizgad swym obwodem po’ danej linii, wtedy jest jednostronnie ogra-
niczona w ciggu ruchu. Wszystkie déwigary mostowe, dachowe itp. po-
siadajg zwykle ograniczenia jednostronne; nic bowiem nie stoi na przesz-
kodzie do ich ruchu ku gérze.

Jezeli dang figure plaskg ograniczymy'dwoma liniami; to w pew-
nych kierunkach figura ta bedzie swobodng; w innych za§ ograniczong
.w swym ruchu; jezeli nastepnie polozymy trzecig przeszkode; to kie-
runki, w ktérych bryla posunigta oddzieli sig od tej przeszkody i stanie
sig swobodng, znacznie sip zmniejszg; a moze nawet wskutek takich
ograniczen nie bedzie juz takiego kierunku, w ktérym moglaby sig poru-
szyé, t. j. stanie sig unieruchomiong.

Zadaniem naszem jest wskazad metody, ktére pozwolg nam orzec,
prmy: jakich warunkach linji ograniczajgcych dana figura plaska moze
“byé unieruchomiona.

1) Ruch punktu wzgledem przestrzeni poruszajgcej sig jest rozpatrywany ze
wzgledu na zastosowanie w dynamice punktu. ,



