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C. Ruch obrotowy i ruch toczenia sie.

43. Podezas ruchu obrotowego bryly, wszystkie jej punkty za-
kreflajg kola, ktérych $rodki lezg na osi obrotu, a ich plaszezyzny sg
do niej prostopadle. Wielkosé kata obrotowego o, zakreslonego pro-
mieniem wodzgoym, jest stala podeczas danego ubrotu, dla kazdego pun-
ktu bryly; a wige réwniez i nieskoniczenie male katy obrotu do sg stale,
podezas czastkowego obrotu; przeto, rozdzieliwszy do przez df, otrzy-

mamy dla wszystkich punktéw w danej chwili wspdlng wartosd @_

- . 2

Wyra_zg% nazwalismy predkoscig katowg danej bryly i oznaczyliSmy go

przez wektor @, rozumiejac, ze wektor ten wyznacza polozenie osi chwi-
lowego obrotu, oraz zwrot i warto$é predkodci katowej. Jezeli przez 7
oznaczymy odlegloéé jakiegobadZz punktu bryly od osi obrotu, to pred-
kodé tego punktu obliczymy ze wzoru: v=r.¢ sin (».¢); a kierunek jej
bedsie prostopadlym do promienia 7 i wektora 2. W oznaczeniach
wektorowych napiszemy wzér 7=V7g. ' '

Szczegélnym przejawem obrotu chwilowego jest toczenie si¢ jednej
bryly po drugiej. Toczenie sig krzywych plaskich okreslimy juz w kotcu
§ 40-tego. Podczas toczenia sig jednej krzywej po drugiej, czastki ich
thakéw chwilowo pokrywajg sig; gdy takie, wzajemnie pokrywajace sig
czgstki poznaczymy na obydwdéch krzywych, wtedy czgstki tukéw, ktére,
podezas toczenia, beda si¢ wzajemnie pokrywad, nazwiemy odpowiada-
jacemi sobie. W tenze sposéb méwié mozemy o odpowiadajgcych so-
bie punktach, lezgcych na tych krzywych. Geometryczny warunek to-
czenia 8igp wyrazi sig zatem wzorem ds — ds’, w ktérym ds i ds' sa diu-
godciami odpowiadajacych sobie czgstek lukéw,

Gdy, z dowolnie obranego bieguna w przestrzeni, przeprowadzimy
promienie do odpowiadajacych sobie punktéw na pomienionych krzy-
wych, natenczas otrzymamy dwa stozki, z ktérych jeden toczyd sig be-
dzie po drugim; jezeli zad biegun obrotu odsuniemy do nieskoriczonosei,
to otrzymamy dwa walce, z ktérych jeden toczy si¢ po drugim. Stozki
czy walce w tych przykladach stykaja sie z sobg wzdluz tworzaeych.

W modelach fizyeznych, przedstawiajacych toczenie sig jednej bryly po
drugiej, zetknigeie sig fizyczne bryl niekoniecznie ma nastgpowad wzdluz
osi, wyznaczonej przez punkty bryly; do toczenia sig wystarcza, gdy
bryly posiadajg dwa  wspéGlne punkty fizycznego zetknigeia sie. Ruch
bryly, wywolany toczeniem sig waleca o podstawie kolowej po plasz-
czysnie, mozna wywolaé réwnies przez toczenie sig dwéch kél, sztywno
zwigzanych z dana bryla, po tejze plaszezyZnie. W ten sam sposéb
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mozemy méwié o toczeniu sig kuli we wpuscie klinowym, rys. 62-gi; na
lezy tylko, aby kula posiadata dwa punkty fizycznego zetknigcia sig ze
$cianami wpustu; gdyz proste, przeprowadzone przez te punkty i umo-
cowane do gecian wpustu, przedstawiaja powierzchnig prostolinijng, po
térej toczy sig inna powierzchnia prostolinijna; t¢ powierzchnig wy-
znaczymy, gdy proste zetknigd sip umocujemy do toczgcej sig kuli.

Gdy wpust jest utworzony przez ruch postgpowy i prostolinijny
dwéeh przecinajgeych sig prostych, rys. 62-gi, wtedy powierzchnig nie-
ruchomg bedzie plaszezyzna, bryla zas toczaca sig bedzie walcem. W da-
nym wiee razie model fizyczny, zlozony z kuli i wpustu, jest zasta-
piony przez model.geometryczny, zlozony z plaszezmyzny-i walca; model
ten odtwarza $ciéle ruch modelu fizycznego.

W celu wywolania toczenia sig danej bryly po pewnej powierzchni,
jest zatem niezbgdnem, aby bryla posiadata dwa punkty zetknigcia sig
z tg powierzchnig; gdyz wrazie posiadania trzech punktéw wspélnych,
—ruch moze staé sip niemozliwy; wrazie zas posiadania jednego punktu
wspoélnego, ruch méglby byé kulisty. Mozna  wige wywolad toczenie
sig pewnej bryly, gdy styka sig ona z powierzchnig, po ktérej sig ma
toczyd, w dwéch punktach.

Poniewaz dwa punkty zetknigcia sig sa chwilowo nieruchome,
przeto prosta przechodzgea przez te punkty, jest, podezas ioczenia sig,
-osig chwilowego obrotu. Polozenie tej osi w przestrzeni ciggle sig zmie-
nia; przeto toczenie si¢ bryly moze byd uwazane za ciggly szereg obro-
t6w okolo osi chwilowych, ktére zmieniajg swe polozenia w przestrzeni.
Geometryczne miejsce osi chwilowych ebrotéw, przedstawia powierz-
chnig prostolinijng nieruchomy, po ktérej toczy sig ruchoma powierzchnia
prostolinijna, i ktéra jest zlozona z osi chwilowych obrotéw, gdybys$my
te osi umocowali do ruchomej bryly.

D. Ruch Srubowy.

44, Okreslenie linii Srubowej i ruchu $rubowego. Gdy tréjkat prosto-
katny, wycigty np. z papieru, nawiniemy na walec o podstawie}kolowej rys.
50-ty, wtedy przeciwprostokatnia tego tréjkgta wyznaczy na walcu
linig, zwang linig Srubowg. Odleglodé pomigdzy dwoma punktami linii
Srubowej, lezgeymi na jednej i tej samej tworzgcej walca, nazwano jej
skokiem; a stosunek tej odleglosci do obwodu podstawy walca t.j. stosu-
h

2ny
sobie walec nieograniczenie wydluzony, to otrzymamy linig $rubows,
rowniez nieograniczenie dlugg, Wielkodé skoku i kgta nachylenia linii
Srubowej w kazdem jej miejscu jest ta sama. Linia drubowa ma te

nek

= tg o, nazwano pochyleniem_linii érub'owaj. Wyobrazmy
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wybitng wiasciwosé geometryczng, ze moze sig sama w sobie przesuwad,
t. j. moze przesuwac sip w ten sposéb, jak przesuwajg sig prosta lub
kolo; inaczej wypowiemy te wladciwoéé, ze rézne odcinki jednej i tej
samej linii §rubowej, mozna nalozyé na siebie w ten sposéb, ze wszyst-
kie ich punkty wzajemnie si¢ pokryja.

Wybitnym rodzajem ruchu bryly w przestrzeni, jest taki jej ruch,
w ktérym wazystkie punkty zakreélajg linie §rubowe. Azeby sobie wy-
twaorzyé obraz tego ruchu, nadajmy bryle jednoczefénie dwa ruchy je-
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_Rys. 50.

dnostajne: ruch obrotowy okolo pewnej osi i jednoczednie ruch poste-
powy réwnolegly .do ‘niej. Oznaczmy przez z przesunigeie wzdluz osi,
rys. bO-ty; przez o kat obrotu, ktéry powstal podczas przesunigeia z;
przez » odleglodé obranego punktu od osi, to zachodzi stosunek:
2= {g «, skad &= 1r0.tga. Poniewaz w ruchu obrotowym odlegio$é ka-

] : L :
zdego punktu bryly od osi obrotu pozostaje, podczas obrotu, niezmiennag;

przeto. kazdy punkt zakredli linig $rubowg, nawinigty na odpowiedui

Mechanika,—Tom I1. 5
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temu punktowi, walec, ktérego promiefi jest réwny ». O$ obrotu nazy-
wamy w danym razie osig ruchu srubowego.

Ruch $rubowy moze byc nieskonficzenie maly; wtedy zachodzi za-
leznoéé de=dos.».tga, wktérej wystepuje nieskoriczenie male przesu-
nigcie postepowe dz i nieskoficzenie maly obrét ds. W ruchu Srubowym
bryly wartodci dz sg w kazdej chwili wzajemnie réwne dla wszystkich
jej punktéw, co wyplywa ze sztywnodci bryly; to samo powiemy o war-
to¢ciach ds; wyraz zatem . tge jest takze w danej chwili staly; z czego
wynika, ze oddalajac sig od osi druby, kat pochylenia, odpowiedniej
temu punktowi linii $rubowej, jest coraz mniejszy; linie Srubowe, za-
kreélane punkiami bryly podezas ruchu S$rubowego, w miarg oddalenia
sig od osi, stajg sig coraz wigcej plaskie; w kraricowych polozeniach dla

r=020, a=90% za$ dla y=100, a =0,

Do tychze wynikéw dojdziemy réwniez, analizujgc réwnanie tg m=2—k-—.
nr

Punkty bryly, bgdgcej w ruchu érubowym, posiadajg rézne predko-
dei; kierunki tych predkosdei sg styczne do odpowiednich linii érubowych.
Poniewaz ds jest ta samg wartodeig w danej chwili dla wszystkich
punktéw bryly, podczas nieskoniczenie malego jej przesunigeia Srubowego,

L 'prztladsta.wia pregdkosé rzutu punktu bryly na of Sruby;

to wartosd

lub inaczej, § 56 ty, wyraz —g— przedstawia rzut wladciwej predkosei

punktu na tg o$; wniosek ten wypowiemy
rzuty prgdkosci punktéw bryly, bedacej w ruchu érubowym, na o$
Sruby, sa w danej chwili wzajemnie réwne. Szczegllowszemi wladciwo-
dciami ruchu érubowego zajmiemy sig w nastepnych rozdzialach.
Nieskoriczenie maly ruch $rubowy nazywajg krétko — skretem; o$
ruchu drubowego w danym razie — osia skretu.

E. Ruch kulisty.

45. Os$ obrotu. Ruch bryly okolo punktu nieruchomego nazwali-
g¢my ruchem kulistym; kazdy jej bowiem punkt zakredla for, ktéry calko-
wicie lezy na powierzchni kuli, zakre$lonej z tego punktu; wszystkie
wige punkty danej bryly =zakreslaja pewne tory, lezgce na powierz-
chniach spélérodkowych kul. Punkty bryly, ktére znajduja sig na pe-
wnym promieniu, pozostaja na tymze promieniu we wszystkich polo-
zeniach bryly, podczas tego ruchu. Mozemy wige rozpatrywad ruchy
punktéw, ktére powstajg =z przecigeia sie promieni, przeprowadzonych
do punktéw bryly, z powierzchnig jednej ze spélérodkowych kul; inaczej



moéwige, begdziemy rozpabrywali ruch kulisty, rozpatrujge ruch figur ku.
listych po powierzchni kuli w ten sposéb, jakieSmy rozpatrywali ruch
plaski. Zachodzié¢ wige powinna w danym razie zupelna analogia po-
migdzy ruchem plaskim i ruchem kulistym.

Zanim przystgpimy do wlasciwych rozpatrywan, podamy pewne
okredlenia i pojecia z geometryi kulistej. Przez dwa punkty na kuli
przeprowadzi¢ mozna jedno tylko kolo wielkie; — tak samo jak na
plaszezyZnie przez dwa punkty przeprowadzimy jedng tylko prosta.

Rys. 51.

Odlegloscig dwéch punktéw na kuli nazywad bedziemy diugosé luku
kola wielkiego, zawartego pomigdzy tymi punktami. Odcinek kola wiel-
kiego, przylozony do powierzchni danej kuli w dowolnem jej miejscu,
przylega do niej wszystkimi punktami, jak prosta przylega do plasz-
czyzny. Trzy punkty, obrane na powierzchni kuli i polgczone "przez
~ odpowiednie kola wielkie, tworzg tréjkat ktéry nazwiemy kulistym. Gdy
trzy boki tréjkgtéw kulistych s wzajemnie réwne, to tréjkaty takie mo-
zemy sprowadzié do wzajemnego pokrycia sig. Kat utworzony przez
boki tréjkgta kulistego, mierzy si¢ katem plaskim, utworzonym przez
plaszezyzny, w ktérych lezg te boki; lub tez mierzy sig katem, utwo-
rzonym przez styczne, przeprowadzone do bokéw kulistych w punkecie
ich przecigcia sig,—t. j. w wierzcholku kata. Na zasadzie tych okreslen
méwié mozemy o tréjkacie kulistym: réwnoramiennym, réwnobocznym,
prostokatnym 1 6. p.
7 powyzszego wynika, ze dwa punkty niezmiennego ukladu kuli-
stego wyznaczajg ruch calego ukladu; gdyz kazdy inny punkt tego
ukladu posiada niezmienne odleglodci od obranych dwdéch punktéw i po-
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lozenie jego moze by¢ za pomocy tych odleglosci wyznaczone. Wnigsek
ten zresztg wyprowadzilidmy juz, wychodzge z ogélnych rozpatrywan
ruchu. Posiadajae wigc pewng niezmienng figurg kulistg, bedziemy roz-
patrywali ruch nie wszystkich jej punktéw, lecz ruch tylko dwdéch pun-
ktéw. Niechaj te punkty beds 4, i B, w pierwszem poloZeniu, oraz
A, i By w drugiem polozeniu figury, rys. bl-szy, to na zasadzie nie-
zmiennosci ukladu, tuk 4, B; réwny jest lukowi 4,B, Polaczmy na-
stepnie punkty A, z A, oraz B, z B, tukami wielkich kél, przepo-
¥bwmy te tuki w punktach N, i N, wystawmy w tych punktach tuki,
prostopadle do lukéw 4,4, i B B,, to otrzymamy punkt przecigcia sig
O,,y; % réwnogei odpowiednich tréjkgtéw kulistych wynika, ze luk 4,8,
moze bydé przeprowadzony do polozenia 4,B, przez obrét kulisty okolo
punktu Oy, Polaczywszy punkt O,,, ze frodkiem kuli S, otrzymamy
o8, okolo ktérejmozemy obrécié dang figurg kulistg, a z nig calg bryle,
azeby przeprowadzié jg z jednego polozenia do drugiego. Wynik ten
wypowiemy w sposdb nastepujacy:

kazdg bryle, ktéra jest w ruchu kulistym, mozna przeprowadzié
z jednego polozenia do drugiego przez obrét okofo pewnej osi, przecho-
dzgcej przez Srodek tego ruchu.

Jezeli przesunigeia bryly sg nieskorficzenie bliskie, to biegun O,,,
czy tez odpowiednia odé obrotu, jest srodkiem czy tez osig obrotu chwi-
lowego. Majac to na uwadze wypowiemy twierdzenie:

chwilowy ruch kulisty moze byé wywolany przez chwilowy obrét
pewnej osi.

Miejsce geometryczne biegunéw jest krzywa kulista, ktéra przed-
stawia nieruchomy tor biegunéw. Jak w ruchu na plaszezyZnie tak
i w ruchu kulistym, mozemy wykreélié¢ na kuli krzywe, ktére przed-
stawig tor ruchomy i tor nieruchomy. Wzigwszy pod uwage te tory
wypowiemy twierdzenie: ’

ciggly ruch kulisty moze byé wywoltany przez toczenie sig pewnej
krzywej, zwiazanej sztywno z figura ruchomga, po drugiej krzywej nie-
ruchomej. - :

Jezeli ze drodka kuli przeprowadzimy promienie do punktéw tych
krzywych, to otrzymamy dwa stozki ze wspélnym wierzchotkiem, lezg-
cym w grodku kuli, z ktérych jeden toozy sig po drugim; na podstawie
tego powyzsze twierdzenie wypowiemy teraz ogdlnie w sposéb nasteg-
pujacy:

ciagly ruch kulisty beyly moze byé wywolany przez toczenie sig
pewnego stozka ruchomego, zwigzanego z bryfa, po drugim stozku nie-
ruchomym; wierzchofki tych stozkéw lezg w srodku ruchu kulistego.

Jezeli §rodek kuli obierzemy w nieskoriczonosci, to stozki zamienig
sig na walce i-otrzymamy ruch plaski,
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F.  Ruch bryly swobodnej.

46. Ruch postgpowy i obrotowy bryty. Moéwilismy juz, Ze ruchy
trzech punktéw danej bryly wyznaczaja w zupelnodei ruch wszystkich
jej punktéw. Rozpatrujac wige ruch danej bryly, mozemy rozpatrywad
ruch tylko trzech, dowolnie obranych jej punktéw. Niech punkty A4,,
By, C, danej bryly wyznaczaja jej polozenie, ktére nazwiemy poloze-
niem l-em, rys. 52-gi; w polozeniu Il-em tejze bryly punkty te oznaczmy
przez A, B,, C,; obydwa tréjkaty, utworzone przez te punkty, nalezy
wyobrazi¢ sobie w przestrzeni w dwdéch réznych plaszeszyznach.

(S el e P

Rys. 52.

Przeprowadzenie bryly z polozenia pierwszego do drugiego wyko-
namy przesuwajac tréjkgt ruchem postgpowym do polozenia, oznaczonego
na rys. b2-gim przez I', w ten sposéb, azeby np. punkt 4, pokryl sig
z punktem A4,; nastepnie wykonamy taki ruch, azeby pozostaie punkty
B, z B;, oraz C; z C, wzajemnie sig pokryly. W tym celu punkt A4,
pozostawimy nieruchomym i bryle danej, znajdujacej si¢ w polozeniu I},
nadaimy ruch kulisty okolo punkiu 4,. az do pokrycia sig tych punktéw,
Wiemy juz, ze ruch kulisty moze by¢d zastgpiony przez obrét okolo
pewnej osi, przechodzgcej przez §rodek tego ruchu; w danym razie of
obrotu przechodzié bedzie przez punkt 4, of te oznaczyliSmy na ry-
sunku przez 3; w ten sposéb dang bryle przeprowadzimy z polozenia I' do
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polozenia 11, t. j. do polozenia wilasciwego, czynige pewien obrét okolo
tej osi. Cale to postgpowanie mozemy opisa¢ w sposéb nastepujgecy:
kazda bryle przeprowadzi¢ moina z jednego pofozenia do drugiego
ruchem postgpowym i ruchem obrotowym okofo pewnej osi. Poniewaz
punkt A4, jest punktem dowolnie obranym, przeprowadzenie wigc bryly

B he
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Rys. 55.

z jednego polozenia do drugiego ruchem pOStonwym i obrotowym
mozna wykonad nieskolczenie wielu sposobami. '

Szozegdlny przypadek, wspomnianych ruchéw, zachodzi, gdy kie-
runek ruchu postgpowego bedzie réwnoleglym do osi obrotu i jako
zadanie postawimy wyznaczenie takiej osi dla dwéch danych polozen
bryly w przestrzeni. W tym’celu obierzmy najpierw trzy dowolne
punktly 4, B,, C, danej bryly w jej polozeniu, oznaczonem na rys, 53-im
cyfral; w polozeniu Il-em tejze bryly punkty te oznaczymy przez 4,, B,, C,.
Wektory $a, §p, 5c, oznaczaja przesunigeia punktéw A4, B, C przy prze-
sunigeiu bryly z polozenia 1 do 1l-go. Tréjkat A,B,C,, oraz tréjkat
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A4B,C, sa w rzeczywistodei wzajemnie réowne; poniewaz wogéle lezg
w réznych plaszezyznach, przeto na rysunku mogg przedstawiaé sig jako
tréjkgty nieréwne. Kazdy ztrzech punktéw 4,, B, C,, jak i kazdy inny,
mozemy obrad jako punkt wyznaczajacy ruch bryly; lecz taki dowolny
wybdr nie doprowadzi do rozwigzania postawionego zadania; natomiast
wezmiemy pod uwage te okolicznodé, ze jezeli przejscie z I do Il ma
nastgpi¢ ruchem postgpowym iobrotowym, to rzuty odeinkéw Su, 51 5c
na nieznany kierunek ruchu postgpowego, powinny by¢ wzajemnie
réwne; azeby takg of znalesé wyprowadzimy z punktu O, dowolnie
obranego w przestrzeni, rys, b4-ty, trzy wektory S, Sp, oraz 5S¢, ktore
przedstawiajg przesunigeia punktéw Ay, B,, C,. Na plaszezyzne ABC,
utworzong przez korce tych wektoréw, opuéémy z O prostopadla, a kie-
runek tej prostopadlej jest kierunkiem szukanej osi. W celu znalezienia
polozenia tej osi w przestrzeni zastgpmy kazde przesunigcie i, Su, Sc
przez dwa przesunigeia, jak nastepuje, rys. b4-ty:

§A=f+‘iiAr
§B=ﬁ+kﬂv » 0
§c=ﬁ+£c.

Wspélny wektor p, ktéry jest rzu-

tem wszystkich przesunigd na kie-
runek ruchuspostgpowego, wskazu-

je, ze mozna trojkat 4, B, C,, rys.b3,
przesungé ruchem postgpowym,
ktérego wielkosd przedstawia wek-

tor 4, do polozenia, oznaczonego
przez A" B'\C';, rys. b3-ci; azeby
nastgpnie przeprowadzic¢ ten tréj-

kat do potozenia Il-go,nalesy wierz-
chotkom 4',, B';, C'; nadaé jesz-
‘cze przesunigeia, wskazane przez
wektory /%, ks, hc . Zauwazy-

my z rys. b4-go, 7e te przesunigcia B
s réwnolegte do plaszczyzny ABC, A
t. j. przeprowadzenie trojkata

A'\B'\C’;, (z polozenia I') do polo-

zenia A4,B,C, (t j. do Il-go polozenia) wykona¢ mozna ruchem
plaskim, réwnoleglym do plaszezyzny ABC. Nie nalezy przez to pojmo-
wad, ze tréjkaty 4,'B,'C,’ i 4,B,C, lezg w jedne]j plaszezyinie; one lezg
wogéle w réznych plaszczyznach, lecz tylko kierunki przesunigé A]*A‘g,
B/'B,, oraz C/'C, sa réwnolegte do plaszezyzny ABC (poréw. zadanic
w § 42-gim), a wige mozna te tréjkaty doprowadzi¢ ruchem plaskim do
pokryecia sig.

a3

‘ha

Rys. 54,
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Poniewaz kazdy ruch plaski moze by¢ zastgpiony przez obrét okolo
osi prostopadiej do plaszezyzny ruchu; przeto wyznaczymy polozenie
osi obrotu, gdy dwa wierzcholki tréjkatéw A'\B"\C") i 4,B,C, zrzutu-
jemy na plaszczyzng, przeprowadzong w dowolnem miejscu przesirzeni
réwnolegle do plaszezyzny A4BC; wtedy bowiem otrzymamy na niej
dwa uklady plaskie, ktére, podczas obrotu bryly, pokryjg sig, gdyz odpo-
wiadajgce im punkty w bryle takze si¢ pokryja. Na zasadzie poprzed-
nich twierdzei wyznaczymy z tych dwéeh ukladéw plaskich polozenie
bieguna obrotu i wielko$é kata obrotu, a prostopadla, wyprowadzona
z tego bieguna do plaszezyzny A4BC, jest osig obrotu bryly. Kazdy punkt
bryly, lezgey na tej osi, i obrany jako biegun, wykona ruch postepowy,
ktérego kierunek wyznacza ruch postgpowy calej bryly. '

Przeprowadzenie zatem bryly z jednego polozenia do drugiego, mo-
zemy wykonaé ruchem postgpowym i tuchem obrotowym okoto osi, ktéra
jest rownolegta do kierunku ruchu postgpowego.

Ze stosunkéw kinemalycznych, opisanych i przedstawionych po-
wyzej w rys. 53-cim, wyplywaja jeszcze inne wiadciwodei ruchu bryl,
ktére tu przytoczymy. Przeprowadzenie tréjkata 4,'B,'Cy' z polozenia I*
do polozenia II odbywa si¢ ruchem plaskim, przeprowadzenie takie wo-
gble, § 38-my, sklada si¢ z ruchu postgpowego, réwnoleglego do plasz-
czyzny ABC, i obrotowego, ktérego oé jest prostopadls do tej plasz-
czyzny; ruch postgpowy jest zalezny od obranego bieguna, lecz kieru-
nek osi ruchu obrotowego i wielko§é kata obrotu nie zalezg od bieguna,
przeto mozemy go dowolnie obraé w bryle, ktérej poloienie jest wyzna-
czone przez tréjkat I' i otrzymamy dla kazdego takiego bieguna ten sam
kierunek osi obrotu i ten sam kgt obrotu. Kazdy znowuz punkt bryly
w polozeniu I' przeszedl z polozenia l-ego ruchem postepowym, kiéry
nie wplywa na obrét bryly; wyglosimy zatem twierdzenie:

kierunek osi, okolo ktérej obracamy bryle, w celu przeprowadzenia
jej z jednego polozenia do drugiego, jest niezalezny od obranego punktu,
i wielkos¢ kata obrotu jest stata dla kazdego bieguna; wybér za$§ bie-
guna wplywa tylko na kierunek ruchu postgpowego.

47. Predkosci punktéw bryly swobodnej. WeZmy .obecnie pod uwage
dwa nieskoriczenie blizkie polozenia bryly, wtedy wszystkie przesunigcia,
rys. 53-ci, beda nieskonczenie male i, w tenze sposdb, w jakismy wyzna-
czyli w § 39-tym zaleznodé pomigdzy predkodeiami ruchu plaskiego, wypro-
wadzimy obecnie zalezno$d pomigdzy predkoséciami dwéch punktéw bryty,
gdy dane bedy: predko$é chwilowa jednego z nich i wektor predkodei
obrotowe]j; obliczymy zatem zalezno$é predkosei dwéch punktdw, ktére
oznaczymy przez A i B. Z rys. b3-go wynika: §g =5 - /B, 5o = p{-/in;
po wyrugowaniu z tych réwnat wielkogei /; otrzymamy §g==5x 4 /s —
— ha; rozdzielmy to réwnanie przez okres czasu 47, w ktérym te prze-
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sunigeia wykonano, a otrzymamy réwnanie jizéd—} 5‘; ‘2 gdy

wezmiemy pod uwage, ze przesunigcia sg nieskoriczenie male, wtedy wy-
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t j. 83 predkosciami punktéw A i B, pozostate za§ dwa wyrazy sg pred-
kosciami ap," i 9a," punktéw B," i A," podczas ruchu plaskiego. Skorzy-
stamy z zaleznodci takich predkosci, ktérg podaje wzdr 34-ty i napi-
szemy na jego podstawie Op," — 9o, = V A4,' By'. §; uwasywszy nastgpnie,
ze A/ B = AB, otrzymamy, po podstawieniu tych wyrazéw w powyz-
sze réwuame, szukany zwigzek

bp=—9a+VAB.%. . . « . . . . (85)

Postas fego wzoru i jego wyslowienie pozostaje takie same, jakie
bylo dla ruchu plaskiego;—réznica miedzy tymi wzorami jest tylko w wiel-
kodei iloczynu wektorowego; gdyz w ruchu plaskim jest zawsze AB | 3,
w ruchu za$§ ogélnym 4B tworzy pewien kgt z kierunkiem %; w prazy-
padku wige ruchu ogdlnego wartoéé tego iloczynu= 4B.¢sin(48, 9),
w przvpadku za$ ruchu plaskiego wartodd ta =: 4B ¢, gdyz sin 90"=1.

. Zastosujmy ‘wzér 85-ty do ruchdw szezegélnych. W ruchu poste-
powym @ =0; przeto z powyzszego réwnania g = T,, co jest zgod-
nem z okredleniem tego ruchu. Nastepnie dla ruchu kulistego, gdy 4
umiefcimy w $rodku -tego ruchu, otrzymamy @ =V 4B.5 skad
vp = AB.sin (AB,v); wielko$¢ 4B jest w tem réwnaniu diugodcia pro-
mienia wodzgcego punktu B; zatem wyraz AB.sin (4B,4) rowny jest
odleglofci tego punktu od osi obrotu, czyli jest réwny promieniowi réwno-
leznika, na ktérym znajduje sig punkt B; co jest zgodne z okresleniem
ruchu obrotowego. Te same wzory otrzymamy dla predkosei ruchu obro-
towego, gdy A leszy na osi obrotu; uzupelnimy je tylko wypowiedzeniem,
ze kierunki predkosei punktéw sa prostopadle do plaszcayzny, przecho-
dzgcej przez o obrotu i promier wodzgey AB. Dla ruchu wreszcie éru-
bowego, gdy* punkt 4 obierzemy na osi druby, wektor VAB 3 jest pro-
stopadly do osi $ruby, gdyz jest prostopadly do 45 i §; wektor zad 4 moze
byé. tylko réwnolegly do osi ruby; z tych dwéch predkosei sklada sng,
predkodé kazdego punktu bryly, bgdacej w ruchu srubowym.

W rozdzialach poprzednich dowiedliémy, ze kazde przeprowadzenie
bryly, z jednego miejsca przestrzeni do ‘drugiego, moze byé wykonane
ruchem postgpowym bryly i nastgpnie obrotem jej okolo pewnej osi
7 tego bynajmniej nie wynika, azeby ruch, jakim dana bryla przeszia
z jeduego miejsca do drugiego, byl zgodny z tymi ruchami. Jezeli.je-
dnakze wefmiemy pod uwage dwa nieskoriczenie blizkie polozenia bryty,
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razy tego réwnania otrzymajg nastepujgce znaczenia ;—B
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to przeprowadzenie takie moze byd¢ uwazane za zgodne z ruchem rze-
czy wistym. Jezeli nastepnie weZmiemy pod uwage, ze kierunek ruchu poste-
powego musi byé réwnolegly do osi obrotu; wypowiemy wniosek:

chwilowy ruch bryly swobodnej moZe byé¢ wywolany przez nieskofi-
czenie maly ruch $rubowy; inaczej méwige — przez skrgt.

7 réw. 3b-go wynika, ze znajgc wektor prgdkodei chwilowej 5 do-
wolnego punktu oraz wektor predkodei obrotowej § w tejze chwili
bryly swobodnej, — wektor predkosei kazdego innego jej punktu B jest
okreélony, Dwa przeto wektory,—inaczej méwige szedé wielkogei ska-
larnych sa konieczne i wystarczajgce do okreslenia predkosei bryly swobo-
dnej; — co jest zgodne z iloscig stopni swobody bryly swobodne;.

48. Ruch ciggly bryly swobodnej. Obecnie zajmiemy si¢ pewnemi
wladciwodciami osi skrgtu oraz jego predkodci postgpowej i obrotowej, '
Bryla, przechodzge 2z jednego miejsca przestrzeni do drugiego, wymaga
pewnego czasu d#; jezeli rozdzielimy nieskoriczenie male przesunigcie
i nieskorniczenie maly obrét przez df, to otrzymamy wyrazy predkodei
postepowe]j 7, i predkosci obrotowej 3, ktére sg skladowemi predkosciami
ruchu rzeczywistego. Wyznaczenie polozenia osi skretu, jego predkodei
vbrotowej oraz predkosci postgpowej, mozemy wykonaé podiug sposobu
wyzej wylozonego, zastgpujac w tych rozpatrywaniach wektory przesu-
nigd, ktére przyjmiemy nieskoriczenie malymi, — wektorami predkodei,
ktore sa do tych przesunigé proporcyonalne.

W pewnej chwili ruchu mozemy zatem wyznaczyé polozenie osi
skretu oraz obydwie predkosei ¢, i 9y, lecz po uplywie tej chwili,
predkosci punktéw bryly zmienig sip co do kierunku i wartoéei; dla no-
wego wiec polozenia bryly otrzymamy inng oé skretu oraz inne wek-
tory %, i 9,,; osi skretu, wskutek tej zaleznosci od czasu, nazywajg sig
osiami skretéw chwilowych.

Gdy bryla jest w ruchu cigglym, to otrzymamy zbiér osi skrgtéw,
ktéry utworzsy w przestrzeni nieruchomg powierzchnig prostolinijna;
kazdemu polozeniu bLryly odpowiada na tej powierzchni pewna prosta,
okolo ktdrej dana bryla obréci sip z predkadeia @ i jednoczegnie posunie
sig wzdluz niej z predkodcia 0. WeZimy pod uwage of O, lezaeg na
wspomnianej powierzchni, to''w ruchomej bryle znajdziemy prostg O,
ktéra w odpowiedniej chwili pokryje sig z osia O i okolo ktérej na-
sbgpi skrgt. Czynige to samo dla réznych polozen osi O, wyznaczymy
w bryle zbiér takich osi O', ktére utworzg powierzchnig prostolinijng,
sztywuo zwigzang z brylg ruchomg. Pierwszg z tych powierzchni na-
zwano powierzchnig nieruchomy; druga za$ nazwano powierzchnig ru-
chomg. Ruch powierzchni ruchomej, w danej chwili, sklada sig z obrotu
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okolo pokrywajacych sig osi O i ' oraz z ruchu postgpowego wzdiuz
tych osi. Ruch obrotowy tego rodzaju nazwaliémy ruchem ,,mczenia
sig”; a ruch postgpowy nazwiemy w danym razie ruchem ,§lizgania sig”;
przyjawszy te nazwy stredcimy wyzej wypowiedziane wyniki w sposéb
nastepujacy:

ciggly ruch bryly moze byé wywofany jednoczesnem toczeniem sie
i §lizganiem si¢ pewnej powierzchni prostolinijnej, sztywno zwigzanej
z ruchoma bryfa, po drugiej powierzchni réwniei prostolinijnej, ktéra po-
zostaje nieruchoma w przestrzeni. Proste, zetknigcia sig tych powierz-
chni, s3 osiami skrgtéw chwilowych. Poprzednie wige twierdzenia, mé-
wigce o toczeniu sig walecéw podezas ruchu plaskiego lub stozkéw pod-
czas ruchu kulistego, sa szczegllnymi przypadkami ruchu ogélnego.

Spos6b wywolania kazdego ruchu, wyrazony w powyzszem twier-
dzeniu, okredla $ciSle ruch w stosunku do przestrzeni, nie daje on je-
dnakze pojecia o czasie, w jakim nalezy go wykonaé. W celu uzupel-
nienia tego sposobu przedstawiania ruchéw, azeby $cisle on odtwarzal
ruch tak w stosunku do przestrzeni, jak i w stosunku do czasu, — na-
nieémy na osiach chwilowego obrotu, t. j. na tworzgcych powierzchnig
nieruchomg, przynalezne im wektory ¢ i 9,; a wtedy podlug takiego
obrazu geometrycznego, bedziemy mogll z caly éclsluém@ wykonad je-
den jedyny ruch.

G. Ruch zlozony i jego predkosci.

49. Okreslenie. Jezeli punkt nieswobodny porusza sie po pewnym
torze i gdy ten tor jednoczeénie,z tym punktem porusza sig w prze-
strzeni, to ruch takiego punktu nazywamy ruchem zfozonym; gdyz punkt
taki posiada ruch wlasny po torze, oraz jednoczednie bierze on udzial
w ruchu toru,

Ruch punktu po torze, gdy tor jest w spoczynku, nazwiemy ru-
chem wzglgdnym; a ruch, ktéry punkt wykonuje razem z torem, nie
poruszajac sig wzdluz niego nazwiemy ruchem unoszgeym. Ruch zas,
ktéry powstaje z tych dwdich ruchéw, jednoczesnie wykonanych, jest
ruchem zfoZonym, inaczej bezwzglednym lub wypadkowym.

Jako obraz ruchu zlozonego wyobrazmy sobie np. ruch czlowieka,
idgecego po torze, nakreflonym na pokladzie statku, gdy statek jest
w ruchu; ruch wzdluz toru, gdy statek stoi w spoczynku, jest, w mysl
danych okrelen, ruchem wzglednym; ruch zas, gdy czlowiek zatrzyma
sig w pewnym .miejscu toru, statek za$ jest w ruchu, bedzie ruchem
unoszgeym; gdy nastgpnie bedzie szed! 6w cztowiek wzdiuz toru, tor



