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Dlugo$dé np. mierzymy dlugosciy; poia mierzymy polami; obje-
togd i t. d. Miarg wielkodei pola jest iloczyn z dwdech dlugodei;
miarg objetosei jest iloczyn z trzech diugodci. Gdy oznaczymy wielkosé
dlugodci przez L; wtedy pole wyrazi sig przez L% objeto$é przez L% i mé-
wimy wtedy, i% pole ma wymiar dlugoéci w drugiej potedze, objgtosé
za$ —w trzeciej potedze; i ze te wielkosci, t. j. polei objetosé sg miedzy
soba niewspd6imierne,

Poniewaz kazde rdownanie algebraiczne stwierdza réwnosé dwu lub
kilku wielkodci; przeto wszystkie wyrazy w kazdem réwnaniu, polgezone
znakami -}- lub —, muszg przedstawiaé wielkosei tych samych wymiaréw,
gdy# lgczenie znakiem réwnania lub + wielkodei o réznych wymiaraeh,
nie moze by¢ zgodnem z rzeczywistodeig. Naprzyklad wyraz: ab-|-a%,
w ktérym a i b s pewne diugosei, nie moze mied zadnego rzeczy wis-
tego znaczenia; pierwszy bowiem wyraz przedstawia pole, ktérego wy-
miar L? drugi zas przedshwia objetoéé, ktérej wymiar L% dodawanie
za$ pola i objelosci nie ma zadnego rzeczywistego znaczenia.

Poleca si¢ czytelnikowi sprawdzié w {ym wzgledzie wzory, znane
z planimetryi lub stereometryi, ktére powinny mieé wymiary jednakowe.
Oprécz dlugodci wprowadziliémy obecnie do rachunku miarg czasu, i pod
tym wzgledem wszystkie réwnania muszg zachowad to samo prawo jed-
nakowych wymiar6w. Wymiary tych wielkosei sg nastepujace:
wymiar predkoéei p=FLT2 i 5 5 o G oo 48)
wymiar przys$pieszenia ity e SR R e )

Po podstawieniu wige tych wyrazéw we wszystkie réwnania kine-
matyki powinni§my otrzymad réwnania tozsame; np. réwnanie s—=uv,/--1 p#?,
po podstawieniu s=1L; v,=LT"Y; p= LT zamieni sig W rdéwnanie
tozsame L = L7-' T4 L°.L.7%.7?a po uproszczeniu otrzymamy L=L
i powiadamy, %e wymiar tego réwnania jest jednakowy.

Spétezynnik | i wogole liczby posiadajg wymiar zera; réwniesz mé-
wimy np. ze L° t. j. Lw potedze zero posiada wymiar zero; funkcye
tez trygonometryczne katéw jak sinus, cosinus i t. d., posiadajg wymiar
zero, 83 bowiem ilorazami dwdich dlugodui.

Z wymienionych powodéw wymiary réwnania mu-zg byé takze za-
chowane pod wzgledem wektorowym, t. j. wszystkie wyrazy danego
réwnania muszg byé albo wielkosciami wektorowemi, albo skalarnemi.

B. Krzywolinijny ruch punktu.

17. Réwnanie ruchu. W rozdziale poprzednim rozpatrywaliémy
ruch punktu po proste) linii. Ruch ten zostal w zupelnodci wyzna-
czony przez réwnanie ruchu s= f(#). Przez wyrazenie ,ruch wyzna-
ozony” rozumiemy, iz w kazdej chwili, . j. dla kazdej wartodei # mo-
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zemy wyznaczy¢ polozenie punktu ruchomego na torze, przyjawszy pe-
wien p-czatek liczenia czasu i drogi. Poniewaz, w omawianym obe n e
przypadku, prz jmujemy, iz tor jest krzywolinijny, przeto réwnanie
s==f(#), chociaz wyznacza polozenie punktu w kazdej chwili, jednakze
jest niewystarczajacem do wyznaczenia ruchu, i w danym razie.potrzebne
83 jeszcze dane, tyczyce sig postaci geometrycznej toru t.j. krzywej, po
ktdérej punkt sig porusza. Sposoby przedstawiania krzywych za pomocs
réwnafi daje geometrya analityczna i ona poucza, iz kazda krzywg plasksg
mozemy okre§li¢ za pomocg réwnania z dwiema zmiennemi. Odnoszge
punkty krzywej do spélrzednych osi prostokatnych x i v, mozemy wy-
razié kazda krzywa ogélnem réwnaniem /7 (v, 9)=0.

Dla wyznaczania wige ruchu na plaszezyZnie, potrzebujemy dwéch
réwnan 1) s=f (¢), oraz 2) /7 (x, ¥)==0. Wniosek, Ze obecnie potrzeba dwdich
rownati dla wyrazenia ruchu na plaszezyznie, nie stci w sprzecznaodei z tem,
ze$my w ruchu prostolinijnym korzystali z jednego réwnania, ‘gdyz,
w tym przypadku zamiast réwnania F(x,9)=0, wystgpowalo omdwie-
nie, ze ruch ma byd prostolinijny, t. j. byl wskazany warunek, ktéry jest
jednakowy z warunkiem, wyrazonym obecnie réwnaniem /' (x,y)=0.

18. Promien krzywizny. Chociaz wyklad pojecia promienia kray-
wizny nalezy do zakresu geometryi analitycznej, jednakze uprzytomnimy
sobie tutaj to pojecie, ze wzglgdu na dalsze jego zastosowania.

Na danej krzywej obieramy trzy dowolne punkty 4,, 4y, A,, i przez
te trzy punkty przeprowadzamy kolo, rys. 15-ty, ktérego srodek O, ipro-
mien #; wyznaczymy za pomocq znanej geomefrycznej konstrukeyi,
Obierajac obecnie inne dwa punkty na tejze krzywej 4’ i A';, lezace
blizej punktu 4, otrzymamy inny $rodek (), kola, przechodzacego
przez te trzy punkty, oraz inng wielkos¢ promienia r'. Zblizajgc
punkty 4, i 4, do punktu 4,, zauwa-
zymy, iz $rodki O, O," zblizajg sig do
pewnego oznaczonego punkbu na pia-
szezyznie. Srodek ten O,, ktéry wykre-
§lié mozemy tylko w przyblizeniu, jest
charakterystycznym dla punktu 4, —
krzywej, gdyz kolo, zakreflone z tego
drodka, i krzywa maja wspélne dwie
czgstki fuku w sasiedztwie punktu A,.

Srodek 0, do ktérego zblizaja sig
$rodki pomienionych kdl, ze zblizaniem
sig punktéw 4, i 4, do 4,; nazywamy
$rodkiem kola krzywizny. Promien tego
kola nazywamy promieniem kola krzywizny, lub tez krécej promieniem
krzywizny dan:j krzywej w punkcie 4,. ~Ogélnie rozpatrujac przedsta-

Rys. 15,
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wiong konstrukcye, zauwazymy, iz kazdy punkt- krzywej posiada inng
wielkoéé promienia krzywizny i inne polozenie jej srodka.

Powyzszy wykreslny sposéb, wyznaczania érodka kola i promienia
krzywizny, jest oczywiscie bardzo przyblizony, w celu za$ Scistego
wyznaczenia tych wielkodei, stosujemy rachunek analityczny; w ktérym,
za pomocg teoryl granic, zestawimy wzory algebraiczne promienia krzy-
wizny, ktérego warto§é przedstawi sig w ogdlnej postaci p = ¢ (x, ),
t. j. promien, krzywizny p jest funkcya spéirzginych danego punktu na
krzywej. Zpak p (grecka litera — ro) oznacza wartosé promienia krzy--
wizny, kierunek zad jego lezy na prostopadlej, wyprowadzonej z dairfego
punktu krzywej do stycznej w tymze punkeie, t. j. lezy na normalnej
w danym punkcie krzywej po stronie wklgstej. Szczegélowe wzory
wartodei promienia p podaje geoinetrya analityczna.

19. Predko$¢ ruchu krzywolinijnego na plaszczyznie. Predkodé
ruchu po krzywych moze byé w tenze sposéb -okre§lona, jak w ruchu
prostolinijnym. W ruchu prostolinijnym predkodé wyrazamy wzo-

ds . .. .. N— : : .
rem v = e i kierunek jej przyjmujemy za zgodny z kierunkiem
ruchu. W ruchu zad krzy»olinijnym kierunki toru zmieniajg sig ze zmiang

miejsca; kierunki wigc predkodei sg rézne w réznych jego miejscach.
-~ . ds . - .
W ruchu zatem krzywolinijnym wyraz v = = jest niewystarczajgcym

do okreslenia predkodci, gdyz nalezy jeszcze wskazad, w jakim kierunku
ruch sig odbywa. ,

Poniewaz czgstka luku moze bydé uwazana
za ozgstke linii prostej, przeto kierunek pred-
kosci pokrywa sig z kierunkiem tej czastki t, j.
z kierunkiem stycznej, przeprowadzonej do toru
w miejscu, w kférym chcemy wyznaczyd pred-
kosd; zwrot tej predkosei bedzie zgodny ze
zwrotem ruchu, wielko$é zad jej algebraiczng

. ; ds
obliczymy z réwnania v=—.

dt

W celu wytworzenja sobie obrazu pred-
ke dci punktu, w réznych jego miejscach na to-
rze, przeprowadzmy w tych miejscach styozne,
rys. 16-ty, odi6zmy na nich odcinki, r6 wne co do

dlugudei wartodgiom g-:- , 1 naniesmy na tych

_ Rys. 16,
odcinkach strzalki ze zwrotami zgodnymi z ruchem punktu po torze,
otrzymamy w ten sposih dokladny obraz predkodei punktu ruchomego
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we wszystklch m:e;scach toru, rys. 16-ty. Predkodcé jest wige wielkoscia
weh torowg, gdy? posiada:

1) kierunek (stycznej);

2) strzalke, (zwrot punktu ruchomego):

3) i dlugosd, (%)

Predkoéc zatem ruchu krzywolinijnego powinniémy oznaczad lite-
“rami z kreskami, a wigc np. o oznacza prgdkosd, tak co do liczbowej
--.wwlkoéc], jak i co do polozenia w przestrzeni; litera za$ v bez kreski
u gory oznaczaé bedziemy tylko jej wielkosé liczbowa.

W oznaczeniach wektorowych naplszemy wzér predkosei w bI]USle
nastepujacy:

: ds
P RO 1)
a’t (10)
‘ktéry wyraza, ze 0 || 45, i oprécz tego, e warto$é v = %i— oraz, e
strzalka wektora @ jest zgodna z kierunkiem, w ktérym s — rodnie.

‘Wazér zatem wektorowy wyraza wszystkie wlasciwosdel, ktére okreslaja
predkosé.

20. Przys$pieszenie ruchu krzywolinijnego na plaszczyinie. W ru-
chu prostolinijnym prayspieszeniem nazywaliSmy stosunek przyrostu
predkodei do okresu czasu, w jakim ten przyrost powstal. W ruchu
krzywolinijnym zatrzymamy to samo okreslenie, rozumied jednakze bg-
dziemy |rzez- przyrost predkodci przyrost wektorowy; nad rozwinigciem

. tego pnmcla chwilg sig zatrzymamy.
W ruchu pr. stolinijnym
wszystkie predko$cei mogg bydéuwa-
zane’ za’ wektory, ktére lezg na jed-
nej i tej samej prostej; dzialania
‘wige nad nimi sp;owadzajq sig w
‘danym razie do dzialani algebraicz-
niych; w ruchu zaé krzywolinijnym
wystepuja w calej pelni wlasciwosci
‘wektorowe i réznica dwéch wek-
toréw ¥, — ¥, przedstawia si¢ jako
trzecia strona tréjkata, rys. 17-ty,
“utworzonego z wektoréw 7, i 7,
'poréw. § T-my. Napisaé wigd mo-
semy, ze przyrost Ad, =, —,, rozumiejac przez znak A7, wektor, jak
to pokazano na rysunku 17-tym. ;

Rys. 17.
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Przyrost wige predkodei posiada w ogdle kierunek rdzny od kie-
runku samych predkodei.

Na gzasadzie tych wyjadniei postawimy okreslenie: przy$piesze-
niem ruchu krzywolinijnego nazywamy stosunek wektorowego przyrostu
predkoéci do okresu czasu, w jakim ten przyrost powstal.

Okredlenie to jest ogélniejszem od okredlenia przy$pieszenia ruchu
prostolinijnego, gdyz moze byd zastosowane i do ruchu prostolinijnego,
w tym bowiem przypadku przymst wektorowy zamieni si¢ na prayrost
skalarny.

Przy$pieszenie zatem wyraza sig w1elkoéclg, posiadajarg kierunek,
strzatke i dlugodd; jest ono wiec wielkoscia wektorowa, pisaé przeto
bedziemy,

Av  dv ;
p= hmes =P O (11)
lub, gdy weZmiemy pod uwage wzét 10-ty, napiszemy réwniez
d®s
[‘ == df’ sw B OF onom o oE s (12)

Z okresienia przyspieszenia wynika b, wazna geometryczna jego
wlasciwodd, ze wektor przyépieszenia leszy po stronie wklestej czastki
toru, ktorg zakresla dany punkl; i nastgpnie jezeli tor jest podwdjnej
krzywizny, to wektor przyspieszenia lezy w plaszezyznie Scisle stycznej;
lezy bowiem w plaszezyznie dwdich sgsiednich predkosei, t. j. w plasz-
czy#nie, przechodzgce) przez dwie sgsiednie styczne.

§ 21. Wykres wektorowy predkosci, (hodograf). W celu ogélnego
badania ruchu krzywolinijnego przyjmiemy, ze predkosei punktu rucho-
mego, w kazdem jego miejscu na torze, sg rézne,.i ze tor jest krzywgy
przestrzenng.

Wykreslmy obecnie z dowolnie o’t)mnegu punktu O wektory, réwne
wektorom predkosci, jakie posiada punkt ruchomy w réznych miejscach
na torze; otrzymamy wtedy w O pek wektoréw, ktérych korice wyzna-
czaja w przestrzeni szereg punktdw; szereg ten, w razie dostatecznego
powigkszenia iloSci wektor6w, zamieni si¢ na krzywa ciagly; krzywa te
nazwano hodografem !); mozna jg tez nazwaé wykresem wektorowym
predkosci, punkt zad, z ktérego wykreslamy predkosei, nazwano poczat-
kiem wykresu lub hodografu, rys. 18-ty. Ze sposobu wykredlenia tej
krzywej wynika, iz kazda cigciwa, lgczaca konice dwéch wektordw, przed-
stawia ich wektorowg réznice; np. Ad, =3, —17,; AG, =, — 7, i t. d, Gdy
wezZmiemy obecnie pod uwage dwie predkosci, w dwdéch nieskonczenie
blizkich punktach toru, wtedy wektorowa ich réznica bgdzie czgstka tuku

1) Z greckiedo ,odbv ypayet”, co przetlomaczymy: drogo—wykres,
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wykresu; kierunek za$ tej réznicy jest kierunkiem stycznej, przeprowa-
dzonej w koricu wektora predkoéei do krzywej wykresu. Réznice te
nazwaliémy ju przyrostami wektoréw i t¢ nazwe nadal zatrzymamy.

Z tego rozpatrywania widzimy, iz wektorowy przyrost predkosei
punktéw, lezgcych nieskoriczenie blizko siebie, posiada kierunek $cisle
oznaczony, rézny- od kierunku predkodci; kierunek ten mozna wyzna-
czy¢ za pomocy stycznej do wykresu predkodei, Skalarna wielko$é przy-
rostu wektorowego predkogei w dwdch nieskoriczenie blizkich punktach

taru, jest réwng wielkogei czgstki luku wykresu i jest wielkodcig nie-
skoneczenie malg.

A,

Rys. 18.

Poniewaz okres czasu, w jakim przebywa punkt ruchomy czgstke
i = Ap

_ toru, jest réwniez nieskonczenie malym, a wige stosunek Ap» PO przej-

¢ciu do granic nieskonczenie malych, przedstawia wielko§é, ktérg naz-

wali§my przyépieszeniem.

Ze 'sposobu wyznaczenia krzywej wykresu wektorowego wynika, ze
przyépieszenie punktu ruchomego mozna uwazad, jako predkosé korica
wektora 7; gdyz dv jest czastka drogi, jaka zakreéla koniec tego wek-

- dv do
tora; a zatem z_jest jego predkoseig; — wyraz zas wektorowy 7L &
raza wektorowe jej ‘wlagciwodei. Za pomocg wylozonych sposobéw mo-
temy wyznaczydé ‘wykredlnie kierunek i zwrot przyspieszenia, lecz nie
umiemy jeszcze wyznaczyd¢ liczbowej jego wielkosei, to wylozymy w na-
stepnych rozdzialach,
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22. Ruch jednostajny po kole. Przyjmujemy, w celu ulatwienia
rozpatrywan, ze tor posiada postad kola, i przyjmujemy, ze punkt prze-
biega po nim ruchem jednostajuym,

~ Azeby wyznaczy¢ ruch punk-
tu, obierzmy na obwodzie danego
kola, rys. 19-ty, poczgtek jego
ruchu; niech nim bedzie punkt A;
jako zwrot dodatni obierzmy zwrot
obrotu wskazéwki zegara. Stoso..-
nie do warunkéw danego zada-

. ds ;
nia » = —— = ¢ = stalej.

Wyznaczmy teraz wykres
wektorowy predkodei; w tym celu
przeprowadZmy styczne w réznych
miejscach toru, na ktérych, obraw-
szy zwrot dodatni, zgodny ze

Rys. 18. zwrotem ruchu punktu, odlozymy
wartodei v = ¢, w pewnych prayjetych jednostkach dtugosei, rys. 19-ty.
W ten sposdb ofrzymamy obraz predkosci punktu, w réznych jego
miejscach na torze tak co do ich wartodei jak i co do ich kierunku
i zwrotu, :

Wykres wektorowy predkodei tego ruchu otrzymamy, gdy wykre-
$§limy, rys. 20-ty, z dowolnie obranego poczatku pek wektoréw réwnoleglych
do stycznych kola, a co do dlugoseciréwnych ¢, Utworzona przez konice

: tych wektoréw krzywa jest

kolem o promieniu ¢. Inaczej

B, mowige, wykres wektorowy
predkodci ruchu jednostajnego

jest kolem; #z tego wykresu
olrzymamy bezpogrednio kieru-

nek 1 zwrot prazyépieszenia
punkfu w kazdym jego miej-

B, 4 Vi=C ¢

. scu na torze,
e By ™2 W obi o N
opisanym tu przykladzie
%  Rys. 20, przyspieszenie punktu znajduje

sig W szozbgbluym geometryeznym stosunku do toru; mianowicie: po-
.niewaz kitrunek przy$pieszenia B, punktu, w pewnym jego miejscu na
torze A, jest prostopadly do kierunku predkogei punktu w tymze miejscu,
co wynika z wykresu, rys. 20-ty, przeto kierunek ten pokrywa sig’
# promieniem wodzaeym punktu ruchomego.po kole; strzatka wag pr"‘i)‘*;'
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spieszenia jest skierowang do $rodka tego kola. Wniosek ten wyslowimy
w nastgpujgey sposéb: kierunek przyspieszenia ruchu jednostajnego po
kole przechodzi przez jego s$rodek i posiada strzatke skierowana ku
temu Srodkowi ’

Obliczymy teraz wartodé tego praydpieszenia. 7 wykresu na
B,B',

7 ; 4 poniewaz BB, jest ciastka

rys. 20-ym, odezytamy, ze p =

cdo
dr

luku, ktérego kgt drodkowy = a5 i promieii = ¢, przeto p =

. I U
Z rys. 19-go odezytamy, 2e ds = A4 = as

- { po podstawieniu
r ?

ds
dt '

: i ; ¢ S P
przeto w rdwnanie poprzednie, otrzymamy p =— . a poniewaz

@— = ¢, przelo
dt

TS S R B R T (13)

z tego wzoru widzimy, #e liczbowa warto§é przyspieszenia ruchu jedno-
stajnego po obwodzie kola jest wielkoscig stalg dla danego ruchu
i réwng kwadratowi predkosei linijnej, podzielonemu przez promien kola,

23. Ruch zmienny po kole. Jezeli w powyzszym przykladzie za-
lozymy, ze predkoéé po torze jest zmienng, t. j. jezeli ruch wyraza
gig przez ogdlne réwnanie s = f (#), to wykres wekto-
rowy nie bedzie kolem, gdyz dlugodei v — sg réine
w réznych miejscach toru; otrzymamy wiec w danym
razie, jako wykres wektorowy predkodei, pewna krzywa
linig. Nastepnie, kierunek przyrostu predkosci, a wigo
i kierunek przyspieszenia ruchu zmiennego po kole, nie
bedzie prostopadlym do stycznej toru, gdyz w wykresie,

D“t.d’hda'
rys. 21-szy, kierunki, np. 7, i Ad,, nie bedg do siebie AWC
prostopadle; jak to-bylo przy ruchu jednostajnym. g

Rys. 21-szy przedstawia wykres wektorowy pred- Cz

kosci, gdy pubkt ruchomy przebiega po kole, rys. 19-ty, Rys. 21.
ruchem zmiennym., W danym razie, liczbowa wartodé praydpieszenia

9

odezytamy z rys. 21-go: p = C—”;‘;’“’— Azeby obliczyd dlugosd czgstki C;C'.g,
_odioiymy 0'D = 0"C, = v, wtedy DC', = Av, t. j. DC'; = skalar-
nemu przyrostowi predkosci »,, nastepnie zauwazymy, ze (D == v,.ds.

Zblizajae sig do granic nieskoliczenie malych, tréjkat zakreskowany,
(C,DC’) rys. 21 szy, uwazad mozna za tréjkat prostokatny, a zatem
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(CRC,)E = (dv,)* + (vodo)% dzielimy nastgpnie to réwnanie przez (d7)
: ; du\ ? do\? - .
i otrzymujemy: p? = ( ) + (@,—-) ; zwazywszy, jak poprzednio,

dt dt
ds . do 7 s ;
7e ds = - .a wigc —=—17 po podstawieniu i zarzuceniu wskaz-
2 dat r :
nikéw przy v, napiszemy ogolnie
i el (14)
R R

Réwnanie to pozwala .oblicayé liczbowg warto$é przyépieszenia
w dowolnem miejscu toru, gdy dane jest réwnanie ruchu w po-
staci s = f (¥). :

Przyklad. Punkt ruchomy porusza sig po kole o promieniu =1 m;
nalesy obliczyé prazyépieszenie w miejscu 4,5 dla ktérego s = 2 m,
jezeli réwnanie ruchu punktu jest s = 2 £, Chege skorzystad ze

wzoru 14-go, obliczamy v, oraz -j—: dla oznaczonego miejsca A, Z da-

. d
nego rownania otrzymamy v = %: = 6 #%; oraz -;E;- = 12 ¢, v wyra-
zone jest tu przez czas, a wige nalezy obliczyd czas, w ktérym przybedazie
punkt ruchomy do 4,; podstawiamy w tym celu w réwnanie ruchu s=2 m
i otrzymujemy 2 =2 #3,skad: f=1, a wige w miejscu 4, v = 6.1 = 6;

—%:12.1.—..—12; podstawiamy te wartosci w réwnanie 14-te i otrzymujemy

Pt =12 | (—3-?)= 1440, z ktorego: p = J1440 = 12} 10.

Obliczyliémy zatem liczbowg wartod¢ przy$pieszenia, kierunek zad
jego jest réwnolegly do stycznej, w odpowiednim punkcie wykresu
wektorowego.

Azeby unikngé kredlenia wykresu wektorowego, zauwazymy z tréj-
kata, zakreskowanego (C,0C’,) na rys. 21-szym, ze po przejéeiu do
granic nieskoniczenie malych, kierunek boku DC," pokryje si¢ z kierun-
kiem 7,, t. j. stanie si¢ réwnolegly do stycznej do toru; kierunek za$
boku C,D) bedzie prostopadly do 2, t. j. bedzie mial kierunek normalny
do toru w punkeie, w ktérym chcemy wyznaczyd przyépieszenie; chociaz
trojkat ten stanie sig nieskoriczenie malym, jednakze pozostanie dla
niego w mocy réwnanie wektorowe: C,C,' = C,D + DC,’; rodzielmy to
réwnanie przez df, a otrzymamy nowy ftréjkat, podobny do pierwszego,
ktérego jednakze boki posiadad beda skonczone dlugodei; zauwasrywszy
CCL Gl da 2

— i U, ——= == i d k.‘
T ;0., - e = i posiada ierunek

nastepnie, ze
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normalnej do toru i ze D;: :% i ma kierunek stycznej do toru,
wypowiemy wniosek: przy$pieszenie punktu, poruszajacego sie po kole, jest
2
sumg dwéch wielkoSci wektorowych, z ktérych jedna posiada wartosé — Z
"
kierunek promienia wodzgcego i zwrot do Srodka kofa: a druga ma

H

wartos¢ =-§;i, kierunek stycznej do kofa i zwrot zgodny z ruchem

punktu po kole.
v? ; . g - :
Wyraz — uwazaé¢ mozna za przy$pieszenie punktu, podezas lego
r " -
ruchu jednostajnego po kole; przyébieézenie to posiada kierunek normalny
do toru, rys, 22-gi; wyraz ten, wskutek tego nazwano przy$pieszeniem

: g : dv
normalnem i oznaczono go przez j,. Drugi wyraz = moze byé uwa-
2

zany za przyspieszenie punktu, gdyby ten punkt poruszal sig po stycznej
do toru ze zmienng predkoscig ¢, wyraz ten nazwano przy$pieszeniem
stycznem i oznaczono je przez j,; — a wige na zasadzle tych wywo-
déw i oznaczed napiszemy

F=hut hrigdsiop, = " p =2
; r /3

Suma tyeh przyépieszenn znajduje réwniez
swdj wyraz w sposobie wykonania ruchu po torze,
gdy przyjmiemy moznosé dodawania ruchéw,
o ozem begdziemy mdéwili dalej. Mianowicie
fuch zmienny pewnego punktu od miejsca 4,do 4,
rys. 19-ty, mozemy sobie wyobrazié¢ w ten sposéb,
ze punkt ruchomy przebywa droge A,4’, naj-
pierw ruchem jednostajoym t. j. z predkoscig

7

staly, a wtedy przyspieszenie — —— 1 posiada
s r -

(15)

Rys. 22,

kierunek mnormalnej do toru; nastgpnie, =zwazywszy, ze liczbowa
wartods wlasciwej predkosei punktu w miejscu 4, jest inng niz ta
ktérg nabyl przez powyzszy ruch, nadajmy punktowi ruch przyépieszony.',,

przyspieszenie wtedy = —% i posiada kierunek styczny do toru. Cal-
kowite zatem przyépieszenie jest sumg wektorowg dwéeh przyspie-
szen p, 1 py. _ .
Kierunki przy$pieszed p, i p, sa wiadome, liczbowe za§ ich
wielkodei wyznaczymy z poprzednich réwnaii; wektor wige 5, t. j. kie-
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runek i wartodd puyapnesaemu rzecz_ywlstego, wyznaczymy 2 hu]l\.;la,
ktérego kierunki bokéw stanowi normalna i styezna w danym miejscu
toru, dlugodei za$ ich sg réwne algebraicznym wartodciom wyrazéw
pn 1 pr; trzecia strona tego t16;|k;;ta jest wektorem, kh’ny przedstawia
przyspieszenie wiadciwe,

Mozemy réwniez obliczy¢ wartodé i poiozeme wektoraﬁ % nastgpu—
jacych wzorédw analityoznych, rys. 22-gi !

p=tVE T2 . .. . .. .. (18)
oraz np. cos (p,, p) = ‘b; e /L

Majge zatem réwnanie ruchu w postaci s = / (£), mozemy obliczyd
polozenie, predkosé i przyspieszenie rzeczywiste punktu ruchomego dla
kazdej wartodci / lub dla kazdej wartosei s.

24, Zmienny ruch punktu po torze dowolnym. W poprzednim roz-
dziale rozpatrywaliémy ruch zmienny punktu po kole i wykazalismy,
w jaki sposéb mozna obliczyé wielko§é przy$pieszert w kazdem miej-
scu toru, _

Jezeli obecnie weZmiemy pod uwagg tor, przedstawiony przez
dowolng krzywa, wyrazong np. réwnaniem f, («,y) =0, i ruch, wyznaczony
r6wnaniem s = f, (#), to rozpatrywania powyzsze dadzg sig w zupelnosei
zagtosowaé do tego ogélnego przypadku. W tym celu w obranym
miejscu toru, w ktérym checemy obliczyd przyépieszenie punktu rucho-
mego, wykreslimy kolo krzywizny i wyznaczymy jego promien; poniewaz
w tem miejscu toru dwie czgstki jego luku pokrywaja sig z dwiema cza-
stkami kota kray wizny) przeto wektor 4 mo%e byé¢ wyznaczony jako pray-
$pieszenie punktu ruchiomego, ktéry przebiega po kole krzywizny. A wige dla
o2
; g
w kiérem p jest promieniem krzywizny, Réznica wzoréw dla tego
ogélnego przypadku i dla ruchu po kole polega na tem, iz obecnie
promien krzywizny p jest zmienny dla kazdego -punktu toru, Dlugodé
tego promienia obliczymy z-odpowiediich wzoréw, majae dane rdwna-
nie toru.

25. Przykfady. Jaki jest ruch punktu, jezeli wykres wektorowy
(hodograf) tego ruchu przedstawia: 1) jeden punkt, ktéry pokrywa sie
z poczgtkiem wykresu; 2) prosta linig, przechodzycy przez poczatek;
wykresu; 38) prostg linig, nie przechodzaca przez poczgtek wykresu
4) jezeli wykres jest kolem?

Rozwigzania. 1) Wykres pokrywajgcy sie z poczgtkiem wykrequ
moze byé uwazany za krzywg, ktérej promienie wodzgce sa réwne zeru;
a zatem o == 0, t j. odno$ny punkt ruchomy jest w spoezynku. 2y Je-

5o " : 5 3 - ds )
pewnego miejsca toru napiszemy réwnania p, = _a_t'__" oraz p, == :
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zeli wykres wektorowy jest prosty linig, przechodzycy przez poczatek
wykresu, to predkoéé rozpatrywanego punktu posiada jeden i ten sam
kierunek, czyli ruch jest prostolinijny. O charakterze jednakze tego
ruchu nic powiedzied nie mozemy, jezeli nie jest
dane prawo -zmiennodei przyspieszen. 3) Je- =
zeli wykres jest prostolinijny, ktéry nie prze- V.
chodzi przez poczatek, rys. 23-ci, to kierunki :
predkodci sg rézne, a wige tor jest krzywoli-
nijny; a przyspieszenia we wszystkich miejscach
toru sg wazajemnie réwnolegle; taki ruch wy-
konywa np. punkt materyalny, wyrzucony Rys 23.
w préZzni, pod dzialaniem przy$pieszenia ziem-
skiego. O charakterze tego réwnania z tych
danych w ogéle nic powiedzieé wigcej nie mozemy. 4) Jezeli wykres
wektorowy jest kolem, to liczbowe wartodei sg wzajemnie réwne; ruch
jest jednostajny i krzywolinijny.

Przyktad. Okazad: jezeli przyépieszenie normalne réwna sig zeru
to ruch jest prostolinijny.

UB
Rozwigzanie: p,, — — = 0; z tego, wynika, ze albov =0, co ozna-

cza spoczynek i ten przypadek nie tyczy sip naszego zadania, lub tez
p=oco; co wyraza, ze tor jest obwodem kola, ktérego Srodek lezy w nie-
skoniczonodei, czyli jest linig prosta.

26. Ruch po kole, jako ruch obrotowy. Przy rozpatrywaniu ruchu
vo kole stosujemy zwykle pojecie prelkodei i przyspieszenia katowego.
Pojecia te w zasadzie niczem signierdznigod podanych pojecdisg jedynie
ich przystosowaniami do tego szczegélnego przypadku ruchu.

Niech punkt ruchomy zakreéla kolo o promieniu #; ruch odbywa sig
podtug ogélnego réwnania s=f (), rys. 24-ty.
Obierzmy: 1) jako poczatek drogi na okregu
kola pewne miejsce 4, i 2) pewien kieru-
nek ruchu po obwodzie jako dodatni.

Dlugoéé drogi, przebytej przez punkt,
mierzyliSmy wogdle diugoseig drogi przeby-
tej s, lecz mozemy réwniez mierzyé katem
o, jaki zakredla promied kola, gdy wyobra-
zimy sobie ten promien trwale polgezonym
z punktem ruchomym; w danym razie za-
chodzi proporcyalno$é s=rs; na ktérei pod-
stawie dla kazdej wartosei s obliczymy jedny jedyng wartodd kata o5 i od-
wrotnie, dla kazdego kgta o obliczymy jedno jedyne polozenie punktu
ruchomego na torze. Znajomoid wiec kata 7 wystarcza w zupelnodei do

Rys. 24.
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wyznaczenia polozenia punktu ruchomego na danem kole, wobec czego
réwnanie ruchu po kole moze mied¢ réwniez postaé a==Ff (£).

Kat o - nazywamy katem obrotu, gdyz ruch punktu po kole, mozna
sobie wyobrazid, jako jego obrét okolo osi, przechodzgcej przez srodek
kola i prostopadiej do jego plaszczyzny; oi tg nazywamy: osig obrotu.
Jako miarg kata przyjmujemy dla ulatwienia rachunku diugosd tuku kola,
ktérego promient = I; kolo to nazywamy koltem jednostkowem. Stad
wyplywa, ze poniewaz kaglowi 360° odpowiada diugoéé tukukola jednost-
kowego réwna 2=; katowi zas o, wyrazonemu w stopniach, odpowiada
kat o, wyrazony w diugodei luku kola jednostkowego; przeto kat 5 obli-
czamy ze wzoru nastepujacego

0 =", 09=0,017 af
360
lub odwrotnie, obliczymy
[ _I)
o = d:][ o==DT" 206i s5;

(poréw. ,Technik” [, str, 40).

27. Predkosé¢ i przyspieszenie katowe. Wartodd predkosei punktu

ds
wyraziliSmy wzorem Z) gdy zad ruch odbywa si¢ po kole, wtedy po

ol i ds 6
podstawieniu s =o57, olrzymamy wz6r EI:r?. Wyraz = nazywamy
¥ ! '

predkoscia katowa i oznaczaé go bedziemy przez ¢ zatem napiszemy

V=Y.
e ; dv  ds
Przyspieszenie styczne wyraza sig wzorem p,—= — = — . :
ysp Y y ¢ 2 P7AR i pod
d" g i

stawieniu w niego ©v==r¢, otrzymamy p,=v» ?}:r%. Wyraz géf-]uh
d?s .

g azwano przySpieszeniem katowem poruszajacego sig punktu; ozna-

S g ; __ dp  do?
czywszy je przez {, napiszemy == —=—r5.

Wymiar wielkosci s, v, p jest ztozony z dlugodci i czasu, (L1 7);
wymiar zas wielkosei o, @ i 1 jest zalezny tylko od czasu, gdyz kat jest
liczbg oderwang ¢ zatem ma wymiar 7+, 1 za§ 7% 7 tego powodu
wielkosdei s, » i p nazwano wielkosciami linijnemi; wielkosci za$ o, ¢ i ¢
wielkodeiami katowemi.

Predkodd i przyépieszenie katowe moze byé réwniez w ten sposGb
okreslone, jakiedmy okreslili predkoddé i przyépieszenie linijne, z tg tylka
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roznicy, ze zamiast diugodei drogi nalezy wprowadzié do okredlenn wiel-
kodcé kata. Wystowienie tych okreslefi pozostawiono czytelnikowi.

Na zasadzie okresleri predkosei i przyspieszen katowych rozrézniad
bedziemy ruchy obrotowe jednostajne, gdy o= stalej: ruchy obrotowe
jednostajnie przyépieszone, gdy t=stalej; i wreszcie ruchy brotowe
zmienne, gdy ruch obrotowy wyrazony jest réwnaniem ogdélnem s =f(?).

Stosujgc te nowe symbole napiszemy wuzory dla ruchu punktu po kole

d*f o?
W=Hg Py=SE S Py D= v

Jezeli np. @ =g, =stalej wartodci podczas ruchu punktu, to mamy tylko
przyspieszenie p, = r¢,% przyspieszenie bowiem p, =0,
Jezeli np. punkt zaczyna obrét, ze stanu spoeczynku, to w danej

(1
chwili ¢ =0; lecz ;—:‘E posiada pewng warbtos¢ skoriczona; punkt przeto

posiada
dp
Pr=7 4 Pp=0

28, Wektor predkosci katowej. W oznaczeniach wektorowych pred-
kodd ¢ wyrazimy wektorem, umieszczonym na osi obrotu; dlugosé jego przyj-
miemy réwng liczbowo wartosei o, a strzalke, zwrécong ku patrzacemu, gdy
obrét odbywa si¢ zgodnie z ruchem wskazéwki zegara; zwrot, w ten sposéb
okreslony, nazwiemy dodatnim; predk $é¢ katowa, w ten sposéb okreslona,
bedzierry oznaczali literg . Dogodnosd takiego przedstawienia predkosei
katowej polega na tem, ze, majac démy w przestrzeni wektior ©, mozemy
Scisle wyznaczy¢ obrit kazdego punktu. Gdy danym jest np. wektor ¢,
rys. 25-ty, co do kierunku zwrotu i wartodei i gdy wyznaczone jest polo-
zenie punktu X przez wektor 7, prostopadly do @, to obrot tego punktu
wykonamy w ten sposdb, %e patrzgec na konieec strzalki wektora 9, na-
damy obrét temu punktowi okolo wektora &, (jak okolo osi obrotu),
zgodny z obrotem wskazéwki zegara. Gdyby strzalka wektora @ zwré-
cong byla, jak pokazano na rys. 26-tym, wtedy zwrot obrotu odnajdziemy
w tenze sposéb, jakiesmy wyzej opisali; w tym celu umiescimy sig na-
przeclw strzalki wekiora, (a wige w danym przypadku patrzy¢ bedziemy
z dotu’do géry) i obrotowi nadamy zwrot dodatni t. j. zwrot zgodny
z obrotem wskazéwki zegara; moglibySmy rdowniez patrzyé¢ na ten wek-
tor z géry, wtedy przedstawi sig zwrot jego jako odjemny, a wige, pa-
trzge z tego miejsca obserwacyjnego, nadamy ruchowi punktu zwrot
przeciwny ruchowi wskazdwki zegara; postepujac w ten sposdb, zauwa-
- zymy z rysunku 26-go, ze w obydwéeh tych przypadkach, patrzac z géry
czy tez z dolu na strzatke wektora, otrzymamy zawsze jeden i ten sam
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ruch punktu w przestrzeni; wektor wige © okresla $ciéle i jednoznacznie
obrét dowolnie obranego punktu w przestrzeni

Przytem nalezy zaznaczyd, ze wybdr poczatku wektora ¢ na osi
obrotu jest dowolny i nie wplywa on bowiem na okredlenie ruchu; wek-
tor, posiadajacy taka wlasciwodd, nazwiemy wektorem przesuwnym. Tej
wladciwosei nie posiadajg np. wektory predkosci i przyépieszen”punktow
ruchomych; odnoszg sig one bowiem tylko do danego punktu; nalezy
wige w tym razie umieszczaé je w ten sposéb, azeby poczatki ich po-
pokrywaly sig¢ z punktem ruchomym; wektory takie nazwiemy wekto-
rami ze stalymi punktami przyfozenia, lub umiejscowionymi.

"3

I
I
)
'
i
l
]

Rys. 25. Rys. 26.

Uméwimy si¢ jeszeze, w jaki sposéb mamy wyrazaé wektor pred-
kodci punktu ruchomego w oznaczeniach wektorowych. Liczbowo pred-
kodé v= ro, azeby zadwyrazidjej wlasciwosé wektorowq, napiszemy wzor

B=VEDor = = o v waw @ 5 (o0 u L48)

w ktérym znak V jest pierwszg litera slowa ,Vector’ i wskazuje, ze
2 nalezy pojmowac jako wektor, rys. 2b-ty, ktérego warto$é liczbowa
réwna sig iloczynowi r¢, ktérego kieiunek jest prostopadly do plasz-
czyzny utworzonej przez wektory 7 i @, i zwrot jest zgodny =z ruchem
wskazbéwki zegara, gdy umiescimy sig naprzeciw strzalki wektora &.

29. [lloczyn wektorowy. W rachunku wektorowym stosujemy wzér
o = V7p do ogélniejszych przypadkéw i pojmujemy przez # promien,
niekoniecznie prostopadly do osi ¢, jak wskazuje rys. 25-ty, lecz rozu-
miemy przez 7 odleglo§é punktu ruchomego od bieguna O, dowolnie
obranego na prostej weklora %, rys. 27-my, i piszemy w tym razie réw-
niez 3 = V #¢. - W danym wigc przypadku, azeby ten wyraz oznaczal.
predkodd, powinien wejsd do iloczynu jeszeze ozynnik sin (#, @), gdy# w da-
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nym razie bezwzglgdna wartoéé predkosei: v=r7.9.8in (r,9); lecz czynnik
sin (7, ¢), przyjeto we wzorach wektorowych przepuszezad, pozosta-

—

wiajae go domystowi; wyraz V 7§, pojety
w ten sposéb, nazwano iloczynem wektorowym
dwoch wektorow. Wektory # i ¢ posiadajg
W powy#szym przykladzie éciéle okredlone zna-
czenie; lecz, podane okreélenie iloczynu wek-
torowego, stosuje sig wogdle do jakichbgdZ
dwéch wektoréw; i posiada réznorodne zna-
czenie w mechanice, Korcystajae z prayto-
czonych oznaczen, postawimy okre$lenie ogélne,
rys. 28-my; (poréw. tom I-szy § 25-ty),

iloczynem wektorowym dwoéch wektorow
A | B nazywamy taki wektor trzeci C: 1) ktéry
jest prostopadly do ptaszczyzny, przechodzgcej
przez obydwa wektory .4 i B; 2) ktérego strzatka
zwrdécong jest do patrzacego na obrét wektora
A, gdy ten wektorzakresla kat (4, 5) w zwro-
cie przeciwnym obrotowi wskazéwki zegara;
3) ktérego diugosé = 4 B.sin (4, B); gdzie
A i B sa lieczbowemi warto$ciami danych we-
ktoréw. Okredlenie to wyrazimy wzorem wek-
torewym:

C=VAB, . . . & . o » - (19)
&\ ktérego skalarna wartosé:
C=A.B.sin (4,B) . . . . (20)

.Pmytoczymy nastepujace szczegélne pray-
padki, wynikajgace z tego okreSlenia:

1) lloczyn V. AA jest zZawsze réwny zeru, gdyz kat (A4, 4) =05
a zatem sinus (4, 4) =0, a wigc i wartodé 4. 4 .sin 0 =0. Gdy za-
stosujemy ten przypadek do obliczenia predkoéei obrotowej pewnego
punktu, to réwnoéé wektoréw 7= we wzorze o = V 7§ wskazuje, e
- —punkt ruchomy znajduje sig na osi obrotu; i rzeczywiscie, w tym przy-
padku punkty na osi obrotu posiadaja prgdko§é obrotowg réwng zeru.

2) Gdy VAB =0, lub w zastosowaniu do przykiadu na pregdkosci,
gdy V#7p = 0, natenczas albo 7 =0, albo § = 0; albo 7{| 3, gdyz wtedy
sin (,9)=0, i rzeczywiscie w tych praypadkach »=0.

Piszac np. iloczyn V.45, rozumiemy, ze warto§¢ jego réwng jest
ABsin (4,B); gdy za$ napiszemy wyraz VB.A, wtedy warto§é jego ob-
licaymy z wzoru BA sin (B,A); porzgdek mnoznikéw iloezynu liczbo-

Mechanika—Tem 11, = 3

Rys. 28.



2, — 81 —

i ]

V42

wego nie wplywa ani na jego wartosé, ani na znak; lecz, wprowadzajac
do rachunku wielkodei katéw, nalezy rozréznié, z jakim zwrotem zakre-
dlamy je, a zwrot ten zalezy od porzgdku liter; prayjmiemy, Ze x(AB)=
=~ (BA) i wskutek tego sin (4,B)=—sin (B,4). Zmieniajgc wigc
porzadek mnoznikéw iloczynu wektorowego zmieniamy przez to jego znak.

Katem dodatnim nazwiemy, w tym razie, kat, ktéry jest zakreslony
w zwrocie przeciwnym obrotowi wskazéwki zegara; np. na rys. 28-ym
x (4,B) jest dodatni; — gdyz kat ten, stosownie do symbolu (4,B),
utworzymy, obracajac wektor 4 w zwrocie przeciwnym obrotowi wska-
zbwki zegara, az do pokrycia sig z wektorem B. Gdy wyobrazimy
sobie wektory 4 i B na plaszczyZnie rysunku, natenczas strong wierzch-
nig tej plaszezyzny t. j. strong zwrdcong ku widzowi, nazwiemy strong
dodatnig plaszezyzny kata, wyznaczonego przez symbol V.4B5; strong
za$ spodnig tej plaszezyzny nazwiemy strong odjemng; i rzeczywiscie,
patrzge na nig z pod spodu, zwrot obrotu wektora .4 bedzie przeciwny
zwrotowi, przyjetemu za dodatni. Nazwy strony dodatnej i odjemnej
wprowadzamy, w celu latwiejszego wyznaczenia zwrotu wektora C=V_AB5.

Jako przyklady, wyznaczenia zwrotu wektora VAB. stuzyé mogg
rys. 28 my i 29-ty. Symbol VA5 wskazuje, ze wektor A4 obrécié nalezy
okolo jego poczgtku, az do pokrycia si¢ z B; zakre§lony w fen sposéb
kat jest dodatni, i strona plaszczyzny tego kata, ktéra jest zwrécong do
patrzgcego, jest strong dodatnig plaszezyzny i na tej stronie wystawimy
wektor C = V4B, jak pokazuje rys. 28-my; symbol za§ VB4, gdy
wektory 4 i B lezs, jak pokazano na rys. 29-ym, wyraza, ze strona
plaszczyzny kata, utworzonego przez symbol VB.A i zwrécona ku wi-
dzowi, jest odejmng, przeto wektor C = V.BA, przylozymy do odwrot-
nej strony tej plaszezyzny, gdyz ona jest dodatnig.

Nalezy jeszcze zaznaczyd, ze wektor C, niekoniecznie ma byé
przylozony do punktu przecigeia si¢ wektora 4 z wektorem 75, moze
on byé howiem przylozony do punktu w przestrzeni,
zaleznie od warunkéw zadania, powinien jednakze
przytem umieszczeniu zachowaé kierunek, zwrot
1 swg wartosd.

Jezeli np. wektor C, rys. 28 -my, przylozymy
do korca .wektora 4, to otrzymamy znaczenie ki-
nematyczne wzoru C = V.45 w spos6b nastgpujacy:
wektor 4 uwazajmy za promien wodzaey 7 punktu,
wyznaczonego przez ten koniec; wektor 5B prayj-
mijmy za of obrotu & wtedy iloczyn V7§ przedsta-
wia predkoéé  obrotowyg punktu, WYZnaczonego
przez promien wodzgoy 7, a zatem V7p = o; skad: v=rgsin (r,p), kie-
runek zad tej predkodei jest prostopadly do plaszezyzny (7,8), i zwrot
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jej skierowany jest ku widzowi, ktéremu strona plaszczyzny kata (7,5)
przedstawia si¢ dodatnig; jak pokazano na rys. 27-ym. Iloczyn wekto-
rowy dwdéch wektoréw wyraza réwniez moment s;ly wzgledem pewnego
bieguna; por6w. tom. I-szy str, 34-ta.

30. Ruch punktu, wyrazony spétrzednemi prostokgtnemi. W celu
przedstawienia ruchu punktu za pomocg réwnaii pomiedzy drogg i cza-
sem, ktére podajemy w paragrafach poprzednich, stosujemy jeszcze réow-
y nania pomiedzy spéirzednemi pun-

: ktu ruchomego i czasem. Do spo-
sobu tego przedstawiania doj-
dziemy, gdy wprowadzimy do ra-
chunku zamiast ruchu wkasciwego
punktu, — ruch rzutu jego na osi
spélrzgdnych, — i w danym razie
méwi¢ bedziemy o drodze, pred-
kodei 1 przyspieszeniu rzutu pun-

X ktu ruchomego na obrang oé.
Ruch tego rzutu jest w pew-
Rys, 30. nej Scislej zaleznosci od ruchu
punktu wiasciwego. Niechaj 4 bedzie punktem ruchomym, rys. 30-ty,
A, — jego rzutem prostopadlym na o$ x; ruch punktu 4, mozemy wy-
razié réwnaniem pomigdzy jego drogg i czasem: x=Ff (#), ‘w ktérem
x jest droga, jaks przebywa rzut punktu. Jezeli obierzemy dwie osi
rzutéw wzajemnie prostopadie i na wspélnej plaszezyZnie z punktem A4,
to mozemy méwi¢ o ruchu dwéech rzutéw punktu 4, t. j. o ruchu pun-
ktu 4, i 4, Réwnania ruchu tych dwéch punktéw niech bedg nast.

=40 y =/

Weémy pod uwage, ze te dwa réwnania wyznaczaja w zupelnodci
ruch wlasciwego punktu 4, dla kazdej bowiem warto$ci # otrzymamy
$cigle okreslone wartodei x i y, ktére sg spéirzgdnemi wlagciwego punktu,
wskutek tego polozenie wilasciwego punktu jest przez to w kazdej chwili
wyznaczone. Zatem powyzsze dwa réwnania sg réwnaniami ruchu, i na-
zywamy je réwnaniami ruchu pomigdzy spéfrzednemi i czasem.

Do wyznaczenia ruchu na plaszezyZnie potrzeba i wystarcza dwa
réwnania; gdy zas ruch odbywa sig w przestrzeni, t. j., gdy tor jest krzywa
np.podwojnej krzywizny, natenczas wyznaczymy ruch trzema ré wnaniami

x=H); y=hLE); 2=4£0. . . . . . (21)
Predko$¢é rzutu punktu na o§ x réwna sig ;;; predkodé zag wiadei-

wego punktu o= g—; Zrzutujmy obecnie wektor predkodei punktn wiag-
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ciwego na of «x i oznaczmy go przez v, to otrzymamy v, v.008 0 =
=g§ .coga., Zwazywszy, rys. 31-szy, ze ds.cos o = d¥, otrzymamy

. __ax,
L a
co wys]owuny rzut predkosci punktu
réwna si¢ predkosci jego rzutu,
Powtérzywszy to rozpatrywanie,

dy

dla rzutu na o$ y, otrzymamy vy--:z
Majgc dwa prostokgtne rzuty pred-
koseci punktu na dwie wzajemnie pro-
stopadle osi, obliczyé juz mozemy
predkodé wlasciwego punktu ze wzoru
v=+VixFoy. . . (22

lub wektorowo, rys. 82-gi
¥ osstora X ﬁ":ﬁx‘l'ﬁy i e e (23)
Va Rozpatrywanie powyzsze odnosilo
Rys. 3l. sig do ruchu na plaszezyZnie; lecz
mozna je réwniez zastosowad do toru przestrzennego i otrzymamy wtedy
' dx d de
”x"‘_*"a:'ﬂy=;§’”s=5 (24)
v oraz v—+]/w+u B2 v s oo ow o (2D)
'V, lub V=10,-}-7, +v3 . .. . . (26)
- Whnioski te i wzory pozwala.]a, obhezyé prgdkoéé wladeiwg
punktu z réwnan ruchu pomigdzy spéirzednemi i czasem,
= ZnajdZmy nastppnie zwigzek pomigdzy rzutem przyspie-
szenia punktu ruchomego a przyépieszeniem rzutu jego na
Rys. 32. obrang oé. Podlug okredlenia, prayspieszenie

<

pm_lkt.il wlaéciwegof:i——:; gdzie AD jest

przyrostem wektorowym predko$ci wdwdch
blisko siebie lezgeych miejscach toru. Je-
zeli 9, i 9; oznaczajg wektory predkodei
w miejscach danego toru, to A7 wykresli-
my, budujge tréjkat podiug réwnania we-
ktorowego AD = 7, — ¥, rys. 88-ci, Zrzu-
tujemy nastgpnie boki tego tréjkata na
dowolnie obrang o x; wtedy otrzyma-
my, i% rzut A9 na o§ x, ktéry oznaczymy
przez (Ad),, jest réwny algebraicznej rdz-




— 87 — S H0.

nicy pomigdzy rzutami (2,), i 2)); b j. (Q0); = (95), — (P1)s dzielge
AD | P i vy
to réwnanie przez A, otrzymamy 2\—? x =algeb plzyrostmﬂ =

Az
dv,. - i : Eud
Pr= = gdzie p, oznacza rzut przyspieszenia wlasciwego na o$ a; wy-

, & wige

nik ten wypowiemy: -
rzut przyspieszenia punktu réwna sie przyspieszeniu jego rzutu.

Gdy uczynimy rzuty na dwie wzajemnie prostopadle osi x i y, na-
tenczas otrzymamy

dv,. dv,,
px:ﬁ, oraz PJ,: EE,. i . o o “ o » (27)
3 2
lub inacze]j pr%{g, iﬁ»":i’_ﬂ; ion o aF % B o ow o (028)
z tych réwnan napiszemy
p=Ver o2 b =445, . . . . . (29)

Wyrazy wige 2, i p, posiadajg w fen sposéb podwdjne znaczenie
kinematyczne; raz uwazane byé moggy jako rzuty predkosei wladciwych
lub przyspieszen; drugi raz, jako predkosci i przyspieszenia rzulu punktu
wladciwego. Dwoistosé takiego pojmowania zaznaczyliémy juz w ra-
chunku wektorowym w §-16-ym tomu I,

DIx ruchu w przestrzeni mozemy w tenze sposdb, jak dla ruchu
na plaszezyinie, dowiedé, iz rzut praydpieszenia punktu ruchomego na
pewng o$ réwna sig przyspieszeniu rzutu tegoz punktu.

A wige napiszemy nastgpujgce réwnania, w ktérych oznaczymy p.
py i ps rzuty przyépieszelt na of x, y i 2 }

dv, d*x
_* lab p,=—
ﬁx‘= df, u P.'t ar
dv da*y
____1" " — —— . .
Py= = Py g T . (80)
dv, _d’*
Pomy v = n

Za pomocyg tych wzoréw obliczymy wladciwe przy$pieszenie z trzech
jego rzutéw

p= V'P.ﬂu:2 = ?'ya + P
Katy, jakie tworzy kierunek predkodei z osiami wx, ¥ i 2 obliczymy
z nastepujacych réwnan:

- oy v v
CO8 (2, &) = —3 €08 (1,y) =— ; 008 (2, 8) =— .
v v v

: oraz _' : _COS.(}S, t)'—};_a', (!03{'}1, v)::%’—l; cos (’5’ 3-}:?5.

l'..(31)
?5]
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Zn pomocy wige tych wzoréw mozemy, z réwnan ruchu pomigdzy
spotrzednemi i czasem, obliczyd wladciwe predkosei i przyspieszenia, tak
co do ich wartodei, jak i co do ich poloZenia w przestrzeni.

Przykfad. Dane jest réwnanie ruchu pomiedzy spitrzgdnemi i czasem

2 =Gl V=P =%
wyznaczy¢ predkosé i prayépieszenie w chwili /, oraz napisa¢ réwnania
torn w spéirzednych v, v, 2.

; i , dx
Rozwigzanie. 7 danych réwnai otrzymamy: o, = & = 2¢#

oy =260 v, =2, skyd v = 2V e® - 62 | 2
Réwnanie to przedstawia ruch jedvostajnic prayépieszony. Wiel-
kodéé praysdpieszenin obliczymy bezpoérednio (gdy zauwazymy, ze ruch

av mrearllors e e
jest prostolinijuy): ;5:"? =92Ve,? + ¢, ¢ Gdy zechcemy je-
dnakze postepowad metodycznie, powinnismy napisaé p. — dz_; = 2,

do, ) dv, ) SRR .
by = dt 26y, Pz =4t 2, skad: p= VP.\:2 'I'ﬂy2 + 8 =13 w

Réwnanie toru tego ruchu napiszemy, gdy znajdziemy réwnanie
pomigdzy «, ¥, 2 bez £ W tym celu obliczymy np. z l-go réwnania
{ i podstawimy go w 2-gie i 3-cie, a olrzymamy szukane réwnania.
Rugowanie wielkosei w danym razie wykonad mozna, dzielge np. réwnanie

: ; ‘ i Y 4
1-sze przez 2-gie, nastgpnie 2-gie przez 3-cie, a otrzymamy: — ="',
Cy
¢ . 3 e
oraz —2- = 2., Tor w danym razie wyraza si¢ dwoma réwnaniami pierw-

szego stopnia, kiére przedstawiajp dwie plaszezyzny, linia ich przecigeia
sig jest torem danego ruchu. Zbadanie wyznaczenia polozenia tej pro-
stej wzgledem osi, pozostawiono czytelnikowi.

II. Kinematyka bryt

A. Zasady ogélﬁe. '

31. Wyznaczenie ruchu bryt. Stopnie swobody. Zbiér punktéw,
ktérych odlegtosci wzajemne podczas ruchu nie zmieniajg sig, nazwano
niezmieunym ukladem punktéw, lub bryls sztywna, lub tez krétko brylg.

Znajomo$é ruchu bryly polega na znajomo$ci ruchu kazdego jej
punkfu. Poniewaz przyjmujemy, #e bryla sklada si¢ z nieskoriczenie



