
PROJEKTOWANIE BELEK ŻELBETOWYCH ZGINANYCH 
Z UWZGLĘDNIENIEM NAJMNIEJSZEJ WYSOKOŚCI 

I CIĘŻARU WŁASNEGO 
Inż. Emil Łazort/k, Katowice 

W pracy ' ) , ogłoszonej już przeszło dziesięć lat 
temu, przy omawian iu pro jektowania belek żelbe
towych zg inanych, z uwzględnieniem najmnie j 
szych kosztów i ciężaru własnego, zwrócił autor 
uwagę, że w pewnych warunkach wpływ ciężaru 
własnego belki może stać się decydujący w wy
znaczeniu przekro ju żelbetowego i że trzeba czę
stokroć uwzględnić naprężenie dopuszczalne nie-
ty lko żelaza, ale i betonu. Przypomniano wówczas, 
że wzory n a najtańszą belkę nie uwzględniają ta 
k i ch wpływów, jak zwiększenie wysokości budyn
ków, zależność kosztu słupów i fundamentów od 
ciężaru własnego belek, wyższe dojazdy do mostów 
i t. p. W ostatnich latach zainteresowanie tem i 
wpływami powiększyło się, a w l i teraturze facho
wej rozważa się obecnie nawet racjonalność za
stosowania ustro ju płytowego zamiast żebrowego, 
celem osiągnięcia j ak najmniejszej wysokości kon
strukcy jne j , podyktowanej t emi dotychczas pomi-
janemi względami. 

Zdawać by się mogło, że mimo to n iema potrze
by poruszania tematu pro jektowania be lk i żebrowej 
dla najmniejszej wysokości, gdyż znane są metody 
wyznaczania przekrojów d la danych naprężeń do
puszczalnych materjałów. Tak jednak nie jest 
z dwu względów. Przedewszystk iem odnośne wzo
r y są bądźto zawile i z tego powodu unikane w 
praktyce, bądź też opierają się na tabl icach cyfro
wych lub wykreślnych dla pewnych szczególnych 
wartości naprężeń, a więc ograniczają swobodę 
projektanta. Poza tem metody nie uwzględniają 
ciężaru własnego żebra, który jak wspomniano już 
jest czynnik iem odgrywającym bardzo dużą rolę, 
właśnie przy poszukiwaniu najmniejszej wysoko
ści. Wymienione motywy skłoniły zatem autora 
do przedstawienia takiego sposobu pro jektowania , 
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R y s . 1. 

') P o r . a u t o r a „Projektowanie belek żelbetowych z g i 
n a n y c h z uwzględnieniem n a j m n i e j s z y c h kosztów i ciężaru 
własnego". C zasop i smo Techn i c zne , Lwów 1925. 

który byłby w stanie zadowolić wymagania życia 
praktycznego. 

Rozpatrując przekrój żebrowy zginany, pomi
nięto ciśnienia w żebrze poniżej płyty, które zwy
kle nie posiadają większego wpływu, dzięki zaś 
temu założeniu uprościmy sposób obliczenia. 

Z warunku równowagi momentów w przekro
j u ze względu na punkt 0 wyn ika 

/ l i - x + — ix - 0 (1) 

Ponieważ jednak z prostol ini jnego rozkładu 
naprężeń mamy 

t) x — t Oi bx _ "j„ b ix 
Cb = — — — ~z (2) 

więc po przekształceniu otrzymujemy równanie 

6 M _^ioK A 
± - 1 

b £> x 

t 

3 ^ - 2 
- i ) 
(3l 

Wprowadzając oznaczenia dla przekro ju jedno 
stkowego, porównawczego 2) 

x , _ t M 
co, = 

hl b t2 ob 

można napisać powyższe równanie w postaci 

1 

(4) 

I 3 * 6 co, = T l T * 8 "o 
(5) 

2 3 
(6) 

stad zaś po uporządkowaniu 

- I _ 1 

W / ~~ 8 2 6 5 
Ponieważ z l ini jnego rozkładu naprężeń wyn i 

ka , że 
n 

n -j- v. przyczem 

Ol, 

(7) 

(8) 

zaś n jest stosunkiem spólczynników sprężystości 
żelaza i betonu, zatem po wstawien iu tych związ
ków do równ. (6) o t r zymamy 

1 1 3 - 2 8 n-\-v. 

8 2 6 n 

-) P o r . a u t o r a „Racjonalne p r o j e k t o w a n i e przekrojów 
żelbetowych", C e m e n t , W a r s z a w a 1932. 



2 4 

Spółczynnik to, , przedstawiający jednostkowy 
moment oporu płyty żebrowej naprężeń betonu, w 
równ. (9) jest linijną funkcją d la zmiennej "/., 
przy różnych parametrach 8 , a zatem w wykre
sie o osiach spółrzędnych w,' i x wyznaczyć można 
pęk prostych, odpowiadających różnym warto
ściom 5. 

Równ. (9) jest ważne, gdy zachowany jest wa
runek 

przeto wspomniane proste ograniczone są prostą 
o równaniu 

w, ~— 
1 n 4- x 

(10) 
1 

2 n 6 
Z ogólnie znanego wzoru na położenie osi obo

jętnej 

n Fa hl 4-
b t2 

2 
x = . . . (11) 

n hL 4 ot 
po wprowadzeniu oznaczeń z wzorów (4) i pro
centu wzmocnienia 

1 0 0 i < ; . . . . (12) 
6 h, 

w y n i k a 

n 
100 

n 
100 

(13) 

<f 4 
Przyjmując n = 15 oraz różne wartości tp, obli

czono s d la poszczególnych wielkości 3 , a otrzy
mane w ten sposób w wspomnianym wykres ie na 
prostych § punkty połączono l in j ami krzywemi , 
które odpowiadają procentom wzmocnienia tp. 

W dalszym ciągu wprowadz imy pojęcie jedno
stkowego momentu oporu płyty żelbetowej d la na
prężeń żelaza, mianowic ie 

t o , = - . . . . (14) 
• * 

Między spólczynnikami to , i to, zachodzi związek 
w/ = •/. t o , (15) 

gdyż 
M t»/ 

b t2 

(16) 

N a podstawie równ. (15) wykreślimy w przy
jętym układzie spółrzędnych pęk prostych, ozna
czonych wartościami u>z , które pozwolą nam na 
bardziej wszechstronne zastosowanie praktyczne 
wykresu. Wreszcie dla całokształtu zagadnienia 
wyznaczymy wzory na ramię momentu wewnętrz
nego z. Mianowic ie , j ak wiadomo, 

M 

więc podstawiając odnośne wartości z równ. (14) 
i (12), oraz wprowadzając oznaczenie 

C h, 
otrzymujemy 

C = 100 — 8S . . . . (19) 
<f 

P r z y użyciu spółczynnika 
hędzie 

to/ zamiast <o-

(20) c .— 1 0 0 — 8 2 . . . cp y. 
W w y n i k u opisanych rozważań teoretycznych 

otrzymaliśmy wykres o spółrzędnych prostokąt
nych, z osią poziomą spółczynników v., będących 
stosunkiem naprężeń a i o4 i z osią pionową spół
czynników w/ , przedstawiających jednostkowe 
momenty oporu płyty żebrowej d la naprężeń beto
n u . U dołu wykresu znajdujemy też poziomą po-
działkę wartości 4, podających położenie osi obo
jętnej w zależności od stosunku •/.. N a opisanej 
siatce prostokątnej znajdują się proste spółczyn
ników 8, zależnych od grubości płyty w stosunku 
do wysokości przekro ju , krzywe cp odpowiadające 
odnośnym procentom wzmocnienia żelazem i wresz
cie proste t o - d la jednostkowych momentów opo
r u płyty d la naprężeń żelaza. Tak sporządzony wy
kres daje możność rozwiązania wszystk ich zadań 
praktycznych z dziedziny pro jektowania i spraw
dzania przekro ju żebrowego, a mianowic i e : 

Zadanie 1. Dany jest moment zginający M, wy
mia ry płyty b i t, oraz naprężenia dopuszczalne 
materjałów ac i o, , szukamy zaś wysokości uży
tecznej h 1 i przekro ju żelaza Fs, dla których mo
ment M wywołuje równoczesne naprężenia do
puszczalne, czy l i szukamy najmniejszej wysokości 
przekro ju jednostronnie wzmocnionego. W t y m ce
lu obl iczamy wartości pomocnicze wedle wzo
ru (8) i to , wedle wzoru (4), odnajdujemy od
nośny punkt w wykresie , z którego odczytuje się 
spółczynniki cp i 8. Wówczas będzie 

h =± fcWJL**;* * M 
8 ' 1 0 0 100 5 

Zamias t wartości to , , można się posłużyć ana
logicznie spółczynnikiem o>e , przyczem oczywiście 
wyn ik mus i być ten sam. 

Cy f rowo zadanie powyższe przedstawia się 
przykładowo w następujący sposób. 

Przykład 1. Dane M — 50,0 tm, b = 120 cm 
t = 14 cm, a r = 1200 kg/cm 2 , a,, = 60 kg/cm'-' 
Obl iczamy 

1200 O A A 5 000 000 
y. = == 20,0 io/ = 

60 120 . 142 60 D l a tych wielkości z wykresu czytamy S 
cp = 0,76% zatem szukane wartości są: 

14 
= 70,7 cm 

0,198 
120 . 70,7 = 64,5 c m 2 

3,543 

0,198 

0,76 
F* = 

100 
Używając spółczynnika 

5000 000 
= 0,1772 

120. 142. 1200 
odczytamy te same wielkości o i cp. 

Zadanie 2. Szukamy naprężeń materjałów w 
danym przekro ju , wywołanych pewnym momen
tem zginającym M, względnie szukamy momentów 
dopuszczalnych, gdy dane są naprężenia. Celem 
rozwiązania zadania obliczamy wartości pomocni
cze o i cp wedle wzoru (4) i (12), poczem z pun
k tu przecięcia odnośnej prostej 8 i k r zywe j 'p, od-
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czytamy wielkości x i co, względnie co~ 
otrzymamy naprężenia 

M 
ab = aa = x 04 

6 Z;2 to/ 
iub też momenty dopuszczalne 

Wówczas 

M't = cos 6 t* o. AT/ = w, 6 t2 o,, 
Przykład 2. D a n e : Af = 18,10 t m , b = 150 cm, 

i = 10 cm, hi = 45 cm, F\t = 10 0 20 m m == 
= 31,42 cm-. Obl iczamy 

• ? « - « • - . ";;;,::';f • 
poczem z wykresu odczytujemy z odnośnego punk
tu przecięcia 

x = 27,3 o)/ = 2,78 co, = 0,102 
ci zatem będzie 

1810 000 . . . . 
a A = = 43,4 kg/cm 2 

1 5 0 . 1 0 2 . 2,78 * ' 
a , = 43,4 . 27,3 = 1184 kg/cm 2 

D l a naprężeń 04 — 50 kg/cm- i o£ = 1200 kg/cm 2 

momenty dopuszczalne wynoszą 
M j — 2,78, 150 1 I O 2 . 5 0 = 2 085 000 kg/cm 2 

Mt = 0,102. 150 . 10 2 . 1200 = 1 836 000 kg/cm 2 

Zadanie 3. Częste jest bardzo zagadnienie wy
znaczenia przekro ju żelaza i sprawdzenia naprę
żenia betonu, gdy znane są wym ia r y przekro ju be
tonowego i moment zginający. Zgadza się to 
z zadaniem wyznaczenia d la przekro ju betonowego 
momentu idealnego M; , który przy odpowiedniem 
wzmocnieniu żelazem wywołuje naprężenia do
puszczalne. Na jp i e rw obliczamy wielkości 6 i co-
wedle wzorów (4) i (14), poczem z przecięcia się 
odnośnych prostych w wykres ie odczytujemy spól-
czynn ik i <p i x, p rzy pomocy których będzie 

Ft = - £ - & & . 0« = 2t. 
100 x 

W wypadku szukania momentu idealnego, obliczy
m y 3 i x, zaś odczytamy co/ lub co-. 

Przykład 3. Dane s a : b = 90 cm, t = 8 cm, 
h, := 25 cm, M = 4,15 tm , 8, = 1200 kg/cm 2 . 
Obl iczamy 

415 000 
= 0,06 3 = i = °'320 - 9 0 . 8 2 . 1200 

Ponieważ powyższym cy f rom odpowiada w wy
kresie 

<p=0 ,70% x = 26,0 
zatem szukane wartości będą 

' .90,25 = 15,74 c m 2 

04 = 

100 
1200 

26,0 
46,2 kg/cm 2 

Przykład h- Szukamy momentu idealnego d la 
przekro ju b = 75 cm, t = 6 cm, hx = 30 cm i dhi 
naprężeń a s — 1200 kg/cm 2 i ab — 40 kg/cm 2 . 
D l a t ych danych wynos i 

g = A = 0,200 x = - 1 2 0 - 0 - = 30,0 
30 40 

zatem z wykresu o t rzymamy co, — 3,20 względnie 
cos — 0,107, z czego w y n i k a Mi = 3,20 . 75 . 6-
40 = 345 300 k g c m 

Zadanie 4. Odnosi się ono do sposobu oblicze

n i a naprężeń ścinających d la danego przekro ju 
i siły poprzecznej Q. Wyznaczamy je j ak wiadomo 
z wzoru 

Q 

b1 z 
(21) 

zaś wielkość z znajdujemy z wzoru (19) lub (20), 
przyczem potrzebne spółczynniki odczytamy z wy
kresu. 

Przykład 5. D a n e : b = 120 cm, bt = 35 cm, 
t == 16 cm, h,, — 90 cm, F„ = 10 0 25 m m = 
= 49,09 cm 2 , Q = 20 000 kg . 
N a podstawie wartości 

8 = — = 0 , 1 7 8 
90 

100.49,09 
= 0,455 <>/„ 

120 .90 
wyznaczamy z wykresu co. = 0,131, zatem we
dle (19) 

L = 100 0 , 1 3 1 .0,178 2 - 0,911 
0,455 

Wobec tego naprężenie ścinające wynosi 
20 000 . . . „ 

t = = 6,97 kg/cm 2 

35.0,911.90 
Jak już na wstępie wspomniano, metoda pro

jektowania, nie uwzględniająca nieznanego cię
żaru własnego belk i , nie może posiadać pełnej war 
tości praktycznej , w zrozumieniu czego autor opra
cował pewne dodatkowe wzory, usuwające oma
wiany brak. 

Największy moment zginający w belce składa 
się z momentu M', wywołanego ciężarami rucho-
memi (użytkowemi) i ciężarem stałym '') i z mo
mentu Mg , pochodzącego z nieznanego ciężaru że
bra . Moment ten wynos i 

Mir=ał*~!b1h1 . . . . (22) 
gdzie a jest spółczynnikiem ustro jowym be lk i (np. 
d la belki wolnopodpartej % = 1/8), ł jest rozpięto
ścią teoretyczną przęsła be lk i , ? ciężarem właści
w y m żelbetu, bL szerokością żebra, zaś /ii szukaną 
wysokością użyteczną przekro ju . Wobec tego cał
kow i t y — miaroda jny d la pro jektowania — mo
ment zginający wynos i 

M — M'-\- a.łi
1blhl . . . (23) 

zaś odnośny moment oporu będzie 
M' , ał^ib.h. 

to, = — L - i - J . . . (24) 
bt2ab bt2ab

 v ' 
Po przeprowadzeniu operacyj arytmetycznych 

możemy napisać 

co, = c o , ' - f 4 - . . . . (25) 
8 

gdzie co, ' jest j ednostkowym momentem oporu 
płyty d la znanego momentu zginającego M', nato
miast 

bt ab 

(26) 

jest spółczynnikiem bezwymiarowym, charaktery-

3) N a d m i e n i a się, że do ciężaru stałego należy wliczyć 
warstwę be tonu w żebrze, leżącą poniżej os i wkładek cią
g n i o n y c h , n a t o m i a s t n i e należy w n i m uwzględniać g r u b o 
ści płyty n a szerokości żebra. 
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Przekroje żebrowe 

15 20 
TL 

JO 

TL 

Rys. 2. 
SfosuneA naprężeń 3£ 

40 50 60 

UTTJ_LLL.AAAA^'TTTT M I I T T T T ID^JXJJJJ_ l LXL r J X I X 

Z g i n a n i e 

70 75 

A 
t . _ 

- *k 

l| J 

*4 3t-

Wt bt*6L 

f % błu 

8' 3£ 

0,50 0,20 

P o ł o ż e n i e o s i o b o j ę t n e j p. 

żującym wpływ ciężaru własnego. Spółczynnik ten 
równa się jednostkowemu momentowi oporu płyty 
dla momentu zginającego, wywołanego ciężarem 
własnym płyty o szerokości żebra. Stosując we 
wzorze (26) wszystk ie w y m i a r y w cm i kg , zaś 
rozpiętość l w metrach i przyjmując 7 = 2400 
kg/m 3 , można napisać też 

Ponieważ spółczynnik 8 nie jest znany, wpro 
wadzamy związek 

8 = 8'--A8 . . . . (28) 
gdzie 8' jest wartością znalezioną przy użyciu mo-
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mentu M' z wykresu wyżej omówionego, natomiast 
AS jest szukaną poprawką, o którą należy zmnie j 
szyć wartość 8', aby otrzymać spółczynnik 8, 
uwzględniający już ciężar własny żebra. 

Wobec tego z równ. (28) i (25) w y n i k a 

co, — co', = — . . . (29) 
8' — A 8 v ; 

natomiast według równ. (6) można napisać równ. 
(30) 

3 — 2 8 1 1 , 3 - 2 8 ' 1 1 
CO/ — o// = 

8 2 
6 i 8' ' 2 ' 6 

poczem po wprowadzeniu równ. (28) o trzymamy 
1 1 AS 

8' yo' • D H\ m 

Porównanie równ. (29) i (31) po przekształce
niach daje związek 

_AS 

8' 

A 8 + (32) 
3£ ' 3 4 

Ponieważ ( A 8 )2, jako wartość bardzo mała, 
można pominąć bez uszczerbku dla praktycznie po
trzebnej dokładności, o t rzymamy wkońcu wzór na 
szukaną poprawkę 

AS (33) 

5' 34 
Obl iczywszy t y m wzorem AS , a następnie 5 

z równ. (28) znajdziemy wysokość /ii z równ. (4) . 
Ciężar własny żebra można też uwzględnić w 

odmienny sposób, a mianowic ie obliczając popraw
kę khi, jaką t r zeba dodać do wysokości h>', odpo
wiadającej momentowi zginającemu M'. Ponie
waż 

zatem po wprowadzen iu równ. (28) i w zo ru (33), 
dojdziemy po operacjach arytmetycznych do wzoru 

ah.=h/ . . . (35) 
1 — £ 

34 
J a k i jest przebieg pro j ek towania przy użyciu 

wyprowadzonych wzorów, przedstawimy n a przy
kładzie cy f rowym. 

Przykład 6. Szukamy najmniejszej wysokości 
konstrukcy jne j mostu drogowego, I k lasy, przy 
rozpiętości teoretycznej l = 16,00 m i naprężeniach 
dopuszczalnych a6 = 60 kg/cm 2 , o, = 1200 
kg/cm 2 . B e l k i główne są wolnopodparte, w odstę
pach osiowych b = 180 cm, płyta m a grubość 14 
cm, zaś obciążenie stałe z j ezdn i wynos i 0,180 t /m 2 . 
Przyjmując szerokość żebra bj = 40 c m i grubość 
wars twy ochronnej 8 cm, o t rzymamy obciążenie 
stałe be lk i 
z j ezdni 1,80 . 0,180 0,324 t/m 
z płyty (1,80 — 0,40) . 2,40 . 0,14 . . 0,470 „ 
z wa r s twy ochronnej 0,40 . 0,08 . 2,40 0,077 „ 

, • 0,871 t/m 
zatem moment zginający będzie 

M , = — , 0,871.16,002 = 27,86 tm 

Moment z ciężarów ruchomych z uwzględnieniem 

spółczynnika dynamicznego i szerokości 1,80 m 
wynosi 

M, = 1,5 . 85,1 = 91,91 tm 
f 2,50 

więc 
W = 27,86 4- 91,91 = 119,77 tm 

Obliczywszy 
1200 

:20,0 
60 

s = 24.0 ,125 

11977 000 
180 . 1 4 2 . 60 

40 16,02 

5,67 

0,2032 
180 14.60 

odczytamy z wykresu 8' = 0 138 i 4 = 0,428 
wobec czego wedle wzoru (33) będzie 

0,2032 
A 8 = 

0,138 
- 0,0284 

stad 

0,138 . 3.0,428 
zaś 8 = 0,138 — 0,028 = 0,110 

h. = - i M . 127,3 cm 
0,110 

r j ] a S = 0,110 i 7. = 20,0 odczytamy z wykresu 
tp = 0,48% więc 

= 0,48 1 8 ( ) g = g ^ 

100 
Przyjęto F s = 10 0 38 m m = 113,41 cm 2 . P r z y 
ułożeniu wzmocnienia tego w 2 rzędach teore-
wobec czego według wzoru (33) będzie 

a = 8 ' 8 4- 3,8 4-1.0 4-2,0 = 8,7 cm 
2 

w w y n i k u czego całkowita wysokość belki wyniesie 
h = 127,3 + 8,7 = 136,0 cm 

Uwzględniony ciężar własny żebra przedstawia 
ofociclŻGlTl© 

g = 2 ,40 .0 ,40 (1,36 — 0,08) = 1,229 t/m 
zaś odnośny moment zginający 

M„ = 1 .1 ,229.16,00 2 = 39,32 tm 
8 

stąd M mx = 119,77 + 39,32 = 159,09 tm 
Sprawdzając naprężenie, o trzymujemy 

14 100.113,41 _ 
o = - - = 0,110 tp = 

127,3 ' 180.127,3 

oj —-

co, = 7,53 x 
15909000 

19,4 

= 59,4 kg/cm1 

150 . 14 2 . 7,53 
a, = 59,9 . 19,4 = 1162 % / c m 2 

a zatem w granicach odchyleń, wynikających z sa
mej kons t rukc j i , zgodnie z założeniem. 

Stosując wzór (35), po odczytaniu z wykresu 
S' i £ należałoby liczyć następująco: 

: ^ = 1 0 1 , 4 cm 
0,138 

Afcj = 1 0 1 , 4 0,2032 

1 — 0,2032 — 0,1382 

- = 26,3 cm 

3 .0,428 
h = 101,4 + 26,3 = 127,7 cm 
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Równocześnie potwierdza się, że wpływ ciężaru 
własnego w t y m wypadku jest bardzo poważny, 
gdyż powoduje zwiększenie potrzebnej wysokości 

o 100 = 26 ,0%. 
101,4 

Jak z wyprowadzonych wzorów łatwo można 
zauważyć, wpływ grubości płyt na wysokość żebra 
jest bardzo poważny i to w sensie zmnie jszania 
się wysokości żebra przy pogrub ian iu płyty. Wpływ 
ten jest tak znaczny, że, dobierając odpowiednio 
grubości płyt, można nośność belki powiększyć wię
cej j ak 2-krotnie, p r zy tej samej wysokości kon
strukcy jne j . S tan ten i lustruje dobrze następujący 
przykład cyfrowy. 

Przykład 7. D l a stropu o rozpiętości teoretycz

nej belek l = 8,00 m i obciążenia użytkowego p == 
= 500 kg/m 2 , oraz stałego s = 86 kg/m 2 , przy 
naprężeniach dopuszczalnych o* = 40 kg/cm 2 , 
Oj = 1200 kg/cm 2 , obl iczamy odstępy żeber a0. 
odpowiadające grubościom płyty od 8 do 16 cm, 
uwzględniając przy tern ciężar własny płyty. Sto
sownie do przepisów ustalamy szerokość spółdzia-
łającą płyty żebrowej i wedle opitanej metody wy
znaczamy potrzebne min imalne wysokości użytecz
ne żebra. W y n i k i zestawiano tabe larycznie : 

Najmniejszą wysokość konstrukcyjną stropu 
osiągamy zatem w danym przykładzie przy grubo
ści płyty 13 cm, odstępie żeber 3,19 m i przy sto-

ht_ 1 
sunku 

l 15,2 

t = 8 9 10 11 12 13 11 15 16 cm 
1,94 2,20 2,46 2,71 2,95 3,19 3,44 3.68 3,90 m 

q' = 1,440 1,684 1,943 2,205 2,473 2,750 3,047 3,347 3,640 t/mb 
M' = 11,52 13,49 

27 
15,55 17,65 19,78 22,00 24,38 26,80 29,15 tm 

b, = 26 
13,49 

27 28 29 30 31 32 33 34 cm 
b = 106 117 128 139 150 161 172 183 194 cm 

4,25 3,56 3,04 2,62 2,29 2,02 1,81 1,63 1,47 
S' - 0,164 0,187 0,207 0,228 0,248 0,267 0,284 0,300 0,317 

h' = 48,7 48,2 48,3 48,3 48,4 48,7 49,3 50,0 50,5 cm 
0,1472 0,1232 0,1050 0,0911 0,0800 0,0711 0,0638 0,0578 0,0527 

A3 = 0,025 0,024 0,023 0,022 0,021 0,020 0,020 0,019 0,019 
5 = 0,139 0,163 0,184 0,206 0,227 0,247 0,264 0,281 0,298 

K = 57,6 55,2 54,4 53,4 52,9 52,6 53,0 53,4 53,7 cm 
8,9 7,0 6,1 4,9 4,5 3,9 3,7 3,4 3,2 cm 

ioo*A1 = 18,3 14,5 12,6 10,2 9,3 8,0 7,5 6,8 6,3 •/„ 



NOWA METODA OBLICZENIA 
I WYKONANIA ŁUKU BETONOWEGO I ŻELBETOWEGO 

Inż. dr. Włodzimierz Burzyński, profesor Politechniki Lwowskiej 

Przeprowadzone w dalszej części referatu roz
ważania zyskają na znaczeniu, jeśli wp ierw krótko 
przypomnimy dotychczasowe nasze wiadomości 
7 tej dziedziny. Z braku miejsca pod uwagę weź
miemy jedynie symetryczny łuk obu końcami 
utwierdzony i rozpatrzymy z ogólnie stosowaną 
dokładnością wpływy zewnętrzne, działające 
w płaszczyźnie luku . Poza oznaczeniami podanemi 
na rys. J. wprowadźmy A jako pole przekro ju, 

L 

R y s . 1. 

I j ako jego moment bezwładności i s jako spól-
rzędną, mierzoną wzdłuż łuku; r zu ty obciążeń po
łożonych na lewo od punktu (x, y) na styczną 
i normalną w t y m punkcie wynoszą S:i= i T*, i ch 
moment zaś względem tegoż punktu wynos i M.,.. 
Niewiadome wielkości podporowe: 

Mw — Mu — V. I -\~ H . i\u , Va = V, H„ = H (1) 
wezgłowia W redukujemy w postaci M0, V, H do 
punktu 0, określonego spółrzędną: 

~T] ds 

P i 
ds i • ds 

J ~T 

(2) 

Rozwiązanie, wyrażające się znanemi wzorami 

xds 
I 

• x2 ds' 
V = 

M, 

H = 

ze skrótem: 

r ds 

rds 

| M,: — + L E 7. t 

: r cos- tf 

y2 ds 
J 
ds 
A 

(3) 

(4) jy2ds 

Pozwala obliczyć siłę podłużną i poprzeczną, j ak 

również moment zginający w dolnem miejscu z for
muł : 

S = Vsin <p --f- H cos <p — , T = — Vcos <p - j -
-tH sin tp — r : ; : , M = M„ + Vx - H y - M H : (5) 

a tern samem załatwia w zupełności sprawę stanu 
napięcia. Różnice między betonem a żelbetem 
mieszczą się w wielkości / lub w stałej sprężystości 
E; skurcz betonu uwzględniamy, wstawiając jego 
wartość zamiast c zynn ika a t, gdzie a jest spól-
czynnik iem rozszerzalności termicznej , a t zmia
ną temperatury. 

Projektując łuk mostowy, s tara się kons t ruktor 
nadać osi jego tak i kształt, aby dwa skrajne ugru
powania wpływów zmiennych i stałych wyrażały 
się w dowolnie obranym przekro ju temi samemi 
co do bezwzględnej wartości rezul tatami we-
wnętrznemi S, T, M. Wysiłki dotychczasowe w t y m 
k i e runku nie doprowadziły do zamierzonego celu 
Wprawdz ie bowiem pot ra f imy dokładnie wyrów
nać w y n i k i działania w dwóch niekorzystnych usta
wieniach ciężarów ruchomych, wprowadzając do 
ciężaru własnego q{, t. zw. obciążenie zastępcze ą1), 
wprawdzie dalej możemy też wyrównać bezwzględ
ne wartości rezultatów działania zmian tempera
tury , dorzucając do wielkości skurczu betonu śred
nią z algebraicznych wartości y. t, wprawdz ie 
wreszcie możemy p r zy pomocy znanego równania 
różniczkowego: 

d2rt _d2y 
d^ dx2 H* 

zaprojektować względnie dobrze oś łuku, stosując 
w temże równaniu zamiast ciężaru własnego q0 

t. zw. obciążenia zasadnicze: 

Q * = <lo + (1 (7) 
ale mimo tego pozostają do rozpatrzenia wpływy 
stałe, a więc jednostronne, dla których niestety 
nie mamy odpowiednika odmiennego znaku. 

Przyjąwszy, jedynie d la oszczędności miejsca, 
że bezwzględne wartości zmian temperatury są 
równe, jako owe wpływy podać możemy skurcz be
tonu i skrócenie sprężyste pod działaniem ciężaru 
zasadniczego q* przed chwilą zaprojektowanej osi 
luku . N i e trzeba mianowic ie zapominać, że równa
nie (6) względnie jego zbudowana na wzór (5) 
całka: 

M* + V* - H*y — M,, = 0 . (8) 
są ważne jedynie d la układu sztywnego; ws tawia 
jąc zaś obliczone z równania (8) M t w wzory (3) 
znajdziemy, że d la obciążenia q* wielkości podpo-

') Ściśle rzecz biorąc, m a ono, n a w e t w w y p a d k u p i o 
n o w y c h ciężarów r u c h o m y c h , n i e t y l k o składową pionową q, 
a le i poziomą p. 
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rowe układu odkształcanego w rzeczywistości wy
noszą : 

M„ = M * , V = V*, H = H~ (9) 

Tem samem zaś, wobec ip = = 0, okazuje się, że re
zultat (8), wyrażający nieobecność momentów zgi
nających i siły poprzecznej przy obciążeniu zasad-
niczem w zapro jektowanym łuku, upada przy 
uwzględnieniu skrócenia o s i ; l i n j a ciśnienia n ie po
k r y w a się z osia łuku z powodu różnicy między 
H i H*. 

Wyszczególnione ostatnio dwa wpływy powodu
ją nierównomierność pracy łuku, wymagają nie
symetrycznego wzmocnienia wkładkami, powięk
szają trudności rachunkowe, konstrukcy jne i wy
konawcze, prowadzą do nadmiernego zwiększenia 
wymiarów, a co za tem idzie i kosztów objektn 
i w rezultacie często w w y n i k u końcowym daią 
luk nieestetycznie działający na oko. Znane też są 
usiłowania poprawienia stosunków. Z środków do
tychczas stosowanych wymienić można k i l k a ; be
tonowanie oddzielnemi odc inkami zmniejszyć ma 
działanie s k u r c z u ; korzys tny dobór przekro ju , np. 
teowego, ma za cel dostosowanie się do istniejącej 
a syme t r j i : wreszcie są i tacy, którzy utrzymują, 
że przez zmianę kształtu osi można dojść do zupeł
nej symetr j i wyników; można podać bardzo proste 
argumenty na to, że zapewnienia te są naiwne, 
w każdym zaś razie jest pewne, że wyznający tę 
zasadę tego rodzaju osi nie u jawn i l i . 

Udało m i się dzięki przypadkowi ustalić no
wy pogląd na omawianą sprawę; w metodzie, jaką 
przedstawię, uzyskuje się zupełne wyrównanie 
działań obu skra jnych ugrupowań wpływów. Z do
tychczasowego wyn ika , że wystarczy w t y m celu 
wykazać, iż łącznie wzięte działania skurczu betonu 
i skrócenia sprężystego osi pod ciężarem zasadni
czym zredukują się w odpowiednio przygotowa
nych warunkach do zera. 

Załóżmy, że łuk betonujemy odc inkami podzie-
lonemi między sobą k l i nami narazie niezabetono-
wanem i ; d la uproszczenia p r zy jm i jmy (dokład
niejsze potraktowanie sprawy nie nastręcza zresz
tą żadnych trudności), że rozmieszczenie klinów 
jest ciągłe tak, że rachunek odnieść możemy do 

R y s . 2. 

j ednostk i długości l uku . Przypadający na tę dłu
gość k l i n ma w y m i a r y \ g i X„, j ak na rys. 2. Wy 
starcza poza tem wobec zapowiedzianego wyrówna

n ia działań wziąć pod uwagę wypadek, w którym 
oś luku połowi jego grubość d. 

Po zabetonowaniu k l i n a X oczekujemy dlań 
pełnego skurczu 8 ", zaś dla wcześniej zabetono
wanej części ty lko skurczu 3 ' < 8 " , bowiem 
między betonowaniem odcinka i k l i na upłynął pe
wien stosownie obrany czas. Pomijając — jak do
tychczas — krzywiznę osi, możemy określić oczeki
wane skrócenia górne i dolne całego elementu 
w z o r a m i : 
\ = (1 - Kg) o'-f X, 8", 8r f (1 — l,,) 8' - f X,, 3 " (10) 
z których w dalszym ciągu wyrażamy skrócenie 
osiowe o i obrót względny 3 przekrojów końco
wych w postac i : 

8 = 
+ 3„ X, - f X,, 

P = 
°i: — 0,/ 

2 
(8" - 3') 

( 5 " - 8 ' ) (11) 
d d 

Naodwrót, jeżeli zechcemy uzyskać celowo 
to zastosować mus imy k l i n o wy-obrane3 i 

m i a r a c h : 

2 
- 8' - p Ł 

2 
X,, = , X,, = (12) 

8 8" - 8' 8" — 8' 
Wróćmy obecnie do rys. 1. Wyobraźmy sobie, 

że wezgłowie W jest oswobodzone i że w miejscu 
(| = x, i i = y - j - i ] 0 ) stosujemy dla elementu 
ds skrócenie 8 i obrót względny ,3. W i d z i m y od
raził, że z zachowaniem dotychczasowej dokładno
ści rachunku, przekrój wezgłowiowy przesunie się 
w k i e runku osi ; o wielkość: 3cos® — (JTJ, w kie
runku osi i] o wielkość: 5 sin <p -f- 3 (l -\- c), nad
to obróci się o kąt: 3 ds p rzy dodatkowem wy
jaśnieniu, że dodatni k ierunek brakującej na 
rys. 1 osi sk ierowany jest przez il ku patrzą
cemu. Jeśli obecnie deformację 3, 3 zastosujemy 
dla całego luku , to przesunięcia przekro ju wezglo-
wionego i jego obrót względny wyniosą: 

(8 cos <p — 3?|) dsA [ 8 sin c -j- 3 (l -Ą- s)] ds — l j 3 ds 
f' 

3 ds (13) 

przyczem uproszczenie środkowej całki zestawie
n i a (13) dokonało się dzięki założonej symetr j i łu
k u i dzięki przyjęciu również symetrycznych zmian 
8, p. 

Jeśli opisaną operację zastosujemy do łuku obu 
końcami utwierdzonego, a poddanego przytem i i n 
n y m wpływom zewnętrznym, to wywołamy wielko
ści podporowe: MWt VWtH.„. względnie, co na jed
no wychodz i : M„, V, H. E n e r g j a sprężystości wy
niesie przy stosowanej dokładności: 

1 r S2 1 CM2 

W{MW V„ Ha)= ds+ ds = 
2 . J EA 2J EJ 

= <l> ( M 0 , V, H) (14) 

i da się przedstawić wobec relacyj (5), jako 
funkc ja pierwszej względnie drugie j trójki nie
wiadomych. Stosując twierdzenie o najmniejszej 
energj i sprężystości, j ako funkc j i uogólnionych 
sił, możemy obecnie napisać: 
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dMw 

_ _ _ + J (o cos f — M ) ( ? s • L a t = 0 (15) 

Przechodząc z pierwszej trójki n iewiadomych 
na równoznaczną drugą, zwrócić mus imy uwagę na 
zależności (1) i (14) i znane formuły zamienne 
t y p u : 

+ 
d Mu 

d W 

4 dVu 

dHw 

dMB 

(16) 

Znajdziemy w ten sposób, uwzględniając jeszcze 
związek: 

P r z y jm i jmy , za chwilę to udowodnimy, że tak 
jest, to w idz imy , że skurczem betonu pobiliśmy 
skrócenie sprężyste osi łuku dla obciążenia q* tak, 
że oba te wpływy wyrażą się jedynie siłą podłużną 
S — S*, j ak dla łuku sztywnego. Działanie zmia 
ny temperatury (wobec uczynionego założenia 
skracającego referat) wyrównywają się; wreszcie, 
jeśli do rezultatów działania ciężarów ruchomych 
dołączymy w y n i k i stałego obciążenia: —- q, kom
pensując w ten sposób fikcję zawartą w (7), otrzy
mamy i tu wyrównanie bezwzględnych wartości 
rezultatów tych działań. Badan i a wymienionych 
ostatnio wpływów dokonamy przy użyciu wzorów 
(19), które wobec związków (22) przyjmą obecnie 
uproszczoną ostateczną postać: 

•H — no = u 

<?<l> d4> 

— [ly) ds - f L a * = 0 
z których łatwo wyznaczymy: 

równania 

dM, ; .+Jp*-A ! F = o, —+J 

(17) 

(6 cos tp — 

(18) 

Mo 
M... 

ds 

u • 
E 3 ds 

J 
ds 
J 

V=-

xds 
J 

i 

x~ ds 

II 
~jM. VjS + LE*t- EJ(dcos<p — 3y)ds 

0 
y2 ds (19) 

Otrzymane wzory załatwiają między innemi 
sprawę skurczu, ale z tytułu koncepcj i (11) w spo
sób jeszcze wieloznaczny. Celem stosownego obio
r u wielkości o, S wracamy obecnie do sprawy 
obciążenia zasadniczego q * i szkodliwego wpływu 
l iczby <]>. Poddajmy luk o kształcie (6) działaniu 
jedynie tego obciążenia, t. zn. p r zy jm i jmy 
z równania (8), i obl iczmy przy użyciu wzorów 
(19) niewiadome podporowe. Znajdz iemy zamiast 
grupy (9) rozwiązanie: 

M0 = M0* - E 

J ds 
7 

V = V* H = H* 
1-4-

E J (5 cos tp — S y) ds 

1 + 4 CV2ds 
(20) 

Zauważyliśmy już, że l i n j a ciśnienia pod obciąże
n iem q* pokryje się dokładnie z osią łuku, jeśli 
będą d la tego obciążenia zachodzić równości: 

M0 = Mo*, V = V% H = H* (21) 
czy l i w zestawieniu (21) z (20), jeśli uda się nam 
spełnić równania: 

[ ( 8 cos 7] — )y ) ds 
j$ds=0,H*Ą+EJ— - = 0 (22) 

J l 
y2 ds 

M., 

M0 = 

ds 
T 

J 
- M. 

ds 
T 
yds 

v J 

xds 

I 
aj2ds 

LE 

l-L -6 
T i * (23) 

Wzory te różnią się od dotychczas używanych (3) 
jedynie dodatkiem pochodzenia H*; okazuje się 
zatem, że obciążenie zasadnicze osi łuku wyb i j a 
swe wyraźne piętno. 

Godny podkreślenia jest fakt, iż dla zgóry 
danej osi istnieje ty lko jedno jedyne obciążenie 
q*, którego l in ja ciśnienia pokrywa się z przy
jętą osią. Jeśli dla tejże samej osi zamiast obcią
żenia q* wprowadz imy inne nawet podobne np. 
c. (7* podany efekt zn ika . Budz i to pewne refleksje 
n a temat t. zw. wyboczenia, na podanie których 
niema tu miejsca. 

Wróćmy obecnie do istotnych dla obl iczenia 
i wykonania łuku równań (22). Widoczne jest, 
że możemy je spełnić w nieskończenie wiele spo
sobów. Pożądane jest podać rozwiązanie, które-
by zawierało przynajmnie j jeden chwi lowo nie
oznaczony parametr , by móc go potem dostosować 
do możliwych pewnych dodatkowych wymagań, 
czy to rachunkowych, czy konstrukcy jno - wyko
nawczych. Rzut oka na równania (11) i (22) po
ucza nas, że B = 0 nie może być rozwiązaniem 
zadania ; z powodu bowiem stale dodatniego o nie 
moglibyśmy uczynić zadość drug iemu z warunków 
(22) ; przeciwnie wymaga on, by w okol icy k lucza 
było B > 0, zaś w okolicy wezgłowia 3 < 0. N a j 
prościej zatem postąpimy, obierając taką funkcję 
8, która wraz z y zmien ia znak. Piękne rozwią
zanie daje założenie następujące: 

B = a . Ak . V , 8 = 8* . A— . cos <p (24) 
J A 

gdzie Ak oznacza pole przekro ju kluczowego, zaś 
Ok nieustalone t am jeszcze skrócenie. Otóż z t y tu -

yds 
łu (2) jest r yds _ 

J J 
0, czyl i pierwsze z założeń 

(24) jest identycznie spełnione, zaś z drugiego 
o t rzymamy po wprowadzeniu skrótu: 

H* 
S ' " B A ; <25> 
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wartość: 
a = <!> (£* + 5 * ) (2 6) 

Rozwiązanie to jest o tyle cenne, że nie wyma
ga ono żadnych dodatkowych spółczynników poza 
dotychczas znanemi ; ten sposób załatwienia spra
wy możliwy jest przy łukach o niezbyt wie lk ie j 
długości. P r z y rozpiętościach większych celowe 
jest nieco odmienne założenie: 

$^c.Ąt.Ą , 8 = 5, (27) 
o 

Tuta j wprowadzić mus imy dodatkowy spółczyn
nik : 

a rozwiązanie s tanow i : 
c = tji s,. - j - to 8, (29) 

W obu a l ternatywach doprowadziliśmy do 
spełnienia równań (22) przyczem wolną rękę po
zostawiliśmy sobie odnośnie doboru parametru 
ok. P r z y t y m wyborze należy pamiętać o tem, że 
w y m i a r y X klinów muszą czynić zadość przyna j 
mniej obszernemu ograniczeniu 1 > X > 0 czy l i 
z uwag i na określenie (12) nierówności: 

o" > 8 ± p . — > 8' (30) 

Istotny w każdym razie dla przedstawionej 
metody jest fakt , że równania (22) mogą być speł
nione, czy l i innemi słowy, że nowe formuły (23) 
mają egzystencję zapewnioną, a w konsekwencj i , 
że możliwe się obecnie stało idealnie ekonomiczne 
projektowanie ustro ju łukowego. 

Podkreślić wypada drobny szczegół tego, czy i n 
nego analogicznego rozwiązania; oto k l i n y w oko
l i cy wezgłowia — odmiennie od tradycyjnego wy
konania — otrzymają w naszem rozwiązaniu 
większy wym ia r dolny a mnie jszy górny. Wys ta r 
czy sobie jednak przypomnieć, chociażby w myśl 
starszej teorj i — sposób zbaczania l i n j i ciśnienia 
od osi łuku, by odrazu zrozumieć, że to co się do
tychczas działo było niemożliwe do uzasadnienia. 

N a zakończenie pozwalam sobie przedstawić 
fotografję mostu przez Sołę, n a przełożonej drodze 
wojewódzkiej żywiec — Kęty na granicy gmin 
Czern ichowa i Tresny. Most ten wykonano pod 
mojem k ierownic twem technicznem i według me
go pro jektu. Szczegółowe sprawozdanie na ten te
mat ukaże się w j ednym z p ierwszych zeszytów 
rocznika 1936 czasopisma „Cement". Tuta j poda
m y ty lko k i l k a dat charakterystycznych. 

Rozpiętość teoretyczna łuków i światło prze
pływu wynoszą 76,05 m i 75,00 m ; stosunek strzał
k i do rozpiętości obrano w wielkości 1 : 6 ; jezdnia 

Poza tem, szczególnie przy betonie niewzmocnio-
nym, należy uważać, by kąt zawarty , między nor
malną do ściany k l i n a a styczną do skra jnych l in i j 
ciśnienia, nie przekraczał odnośnej wartości kąta 
tarc ia , żądania te naogół możemy spełnić to zna
czy, że stosowny obiór wielkości 8, jest zawsze 
możliwy. Nieco gorzej jest z innemi wprawdz ie 
nie koniecznemi, ale celowemi zarządzeniami. Tak 
np. można wymagać, by objętość reprezentowana 
k l i nam i była dostatecznie mała w porównaniu z k u 
baturą całego łuku, a nadto, by czas przerwy w be
tonowaniu był możliwie krótki. Otóż z dyskus j i 
o t rzymanych rezultatów można się przekonać, że 
dwa ostatnie wymagania wzajemnie się wyk lucza
j ą ; z b r aku miejsca nie będziemy tego dowodzić. 

m a szerokość 5,40 m. Most należy do klasy I I -e j ; 
naprężenie dopuszczalne w betonie na ściskanie do
chodzi do 70 kg/cm-. W y m i a r y przekrojów łuku 
w kluczu i wezgłowiu sa bezwatpienia małe, bo 
wynoszą: 0,80 X 1.10 m 2 i 1,24 X 1»90 m 2 . Łuki 
wraz z w ia t rown icami zawierają ty lko 215 m 3 be
tonu, pomost wraz z wieszakami 170 m 3 ; n a łuki 
wraz ze stężeniami i wieszakami zużyto 67 ton 
wkładek żelaznych, na pomost zaś 26 tonn. Łuki 
zaprojektowano i wykonano według przedstawio
nej tu metody. Całkowity koszt objektu łącznie 
z dużemi — z uwagi na niezbyt korzystne w a r u n 
k i fundowania — b lokami fundamentowemi wyno
si 270 000 zł. 
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ZAGADNIENIA STATYKI RUROCIĄGÓW ŻELBETOWYCH 
ORAZ POKREWNYCH KONSTRUKCYJ Z BETONU ZBROJONEGO 

Z UWZGLĘDNIENIEM ICH RÓŻNOKIERUNKOWOŚCI1) 
Inż. Dr. Wacław Olszak, Karwina 

Rurociągi oraz zb i o rn ik i żelbetowe w wykona
n i u masywnem i żebrowem, obudowę wyrob isk gór
niczych oraz sztolni zakładów o sile wodnej, skle
pienia tunelowe oraz szereg pokrewnych konstruk-
cyj zaliczyć należy do budowl i inżynierskich o do
niosłem technicznem i gospodarczem znaczeniu. M i 
mo, iż konstrukcje te w większości wypadków na
cechowane są wyraźną różnokierunkowością (an-
izotropją s t ruktury ) materjałów, z których je wy
konano, w obliczeniach statycznych t raktu je się 
je dotychczas wyłącznie jako sprężyste ustroje 
równokierunkowe (izotropowe) i na tej podstawie 
usta la się również ich wymia r y . Skontrolowanie 
przy pomocy ściślejszego rachunku, czy uproszcze
nie tak ie jest wogóle dopuszczalne, a w szczegól
ności zbadanie, w j a k i c h przypadkach uproszcze
nie powyższe jest jeszcze dopuszczalne, byłoby ze 
wszech m i a r pożądane. P r a c a n in ie jsza rozpatruje 
najprostsze p r zypadk i obciążenia wspomnianych 
konstrukcy j i , posługując się metodami teor j i sprę
żystości, s tara się w dokładniejszy sposób ująć cha
rakterystyczne dla n i ch stany napięcia i odkształ
cenia, wskazując równocześnie praktyczną wartość 
oraz stosowalność uzyskanych w ten sposób wy
ników. W części przedostatniej ujęto pozatem l icz
bowo wpływy i rezultaty tego rodzaju ściślejszego 
rachunku. 

I. Uwagi ogólne 
Jedno z głównych założeń matematycznej teorj i 

sprężystości w zastosowaniu do zagadnień technicz
nych i inżynierskich stanowi w znakomitej więk
szości przypadków przyjęcie równokierunkowej 
charakterys tyk i danego med jum; oznacza to, że 
wszystkie k i e r u n k i uważa się jako równowarte pod 
względem sprężystego zachowania się rozpatrywa
nego materjału. 

Tak ie wyideal izowanie problemu chroma jed
nak nieraz z tej prostej przyczyny, że nie jest ono 
w stanie ująć z dostateczną dokładnością występu
jących w rzeczywistości stanów odkształcenia i na 
pięcia badanych ciał. W praktyce inżynieryjno-kon-
strukcyjnej wymienić należy w p ie rwszym rzędzie 
wszelkie ustroje z betonu zbrojonego (żelbetu) 
jako te, tóre w szczególnej mierze odznaczają się 
wybitną różnokierunkowością. Spowodowana jest 
ona po części samym sposobem wykonan ia tak ich 
elementów budowlanych (n. p. k i e runk iem i sposo-
bez ubi jania , w i rowan iem i t. p.), przedewszy-

') R e f e r a t n i n i e j s z y s t a n o w i s t reszczen ie p r a c y , zgło
szonej n a ni-ci K o n g r e s Międzynarodowego S t owar zys z e 
n i a Mostów i K o n s t r u k c y j Inżynierskich. 

stkiem jednak różnym stopniem mocy i ch uzbroje
n ia w poszczególnych k ie runkach . N i c też dziwne
go, że naukowe zainteresowania się inżynierów 
problemami różnokierunkowości pierwszy swój i m 
puls znalazły nie gdzie indzie j , j a k właśnie w bada
n iu sprężytego zachowania się płyt żelbetowych, 
zbrojonych na krzyż. 

Przeoczono snać jednak niektóre badania 
z ubiegłego już stulecia (F. Gehring'a, J. Boussi-
nesq'a) na temat płyt o podobnej („kryształowej") 
strukturze, skoro koło roku 1910 pojawiło się k i l k a 
prób przybliżonego ujęcia tego zagadnienia. Pró
by te nie mogły jednak zadowolić ze względu na 
zaniedbanie oporu płyt na skręcanie. 

Dużą satysfakcją dla nas, inżynierów-Polaków, 
stanowić w in i en fakt , że pierwsze wogóle naukowe 
poprawne i ścisłe, a do zagadnień praktycznych do
stosowane rozwiązanie problemu płyt prostokąt-
nie-różnokierunkowych zawdzięcza świat technicz
ny prof. dr. inż. M. T. Huberoivi („Czasopismo 
Techniczne" 1914). Po wojnie światowej s tatyka 
tych płyt spotkała się z szerszem zainteresowaniem 
badaczy różnych narodowości. 

Prócz wspomnianej właśnie prostol injowej 
s t ruktury prostokątnie - różnokierunkowej, dla 
której przyjęło się dobre wyrażenie „ortotropji", 
istnieje jednak jeszcze ortotropja k r zywo l in j owa . 
Na jpros tszym jej przypadk iem będzie or totropja 
biegunowa, spotykana n. p. w okrągłych płytach 
żelbetowych, w których uzbrojenie wykonano w 
dwuch grupach, a mianowic i e : a) z prętów rad ja l -
nych oraz b) z prętów kołowych, ułożonych spól-
środkowo. 

W pracy niniejszej zajmiemy się „biegunowo 
ortotropowemi" tarczami, a więc układami, któ-
t y ch płaszczyzny środkowe (symetr j i ) przy obcią
żeniu siłami zewnętrznemi nie ulegają zakrzywie
niom, oraz pokrewnemi i m „cylindrycznie ortotro
powemi" rurami. Obydwie g rupy potraktujemy j a 
ko „zagadnienia płaskie" teor j i sprężystości. 

T y p o w y m przedstawicie lem pierwszej g rupy 
jest c ienk i (t. zn . o małym wymiarze głębokościo
wym) pierścień kołowy, drugiej — grubościenna 
r u r a o dowolnej skończonej lub nieskończenie wie l 
kiej długości. Obydwa typy stanowią w repertuarze 
inżyniera-konstruktora elementy bardzo ważne. 
W rozdziałach poniższych podamy d la najprost
szych ich obciążeń rozwiązania ścisłe. 

Zazwyczaj do tego rodzaju grubościennych 
układów pierścieniowych stosuje się znane wzory 
Lame'go, gdy uproszczone przyjęcie o równomier
n y m rozkładzie naprężeń wzdłuż przekrojów przez 
grubość ścianki nie da się utrzymać w mocy. Za -
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kładamy przytem narazie, że jako zewnętrzne siły 
występują jedynie wzdłuż obu konturów równo
miern ie rozłożone nac isk i radjalne. Jednak t a k i 
właśnie sposób obciążenia posiada znaczną prak
tyczną doniosłość. 

Oczywiście, wzory Lame'go stosowane być mo
gą jedynie do materjałów o charakterze równokie-
runkowym. Obecnie przekonamy się, o ile i w j a 
k i m stopniu możemy i ch używać również do bada
n i a pierścieni żelbetowych oraz rur , wykonanych 
z betonu zbrojonego, względnie k iedy oprzeć się 
będziemy musie l i o rachunek dokładniejszy, by nie 
pominąć wpływu na stan i ch napięcia, wywodzące
go się z i ch różnokierunkowości, która znów — ze 
swej strony — spowodowana jest zbrojeniem, ko
niecznem ze względu na występujące pod wpły
wem sił zewnętrznych naprężenia w materjale, 
a która w szczególnej mierze uwydatn i się przy 
wzroście tych sił zewnętrznych do dużych wartości, 
naskutek znacznego w tak i ch wypadkach procentu 
uzbrojenia w k i e runku obwodowym. 

II. C i enk i pierścień kołowy 
Pierścień spółśrodkowy należy do częstych ele

mentów kont rukcy jnych inżyniera budowy i stoso
wany bywa jako wzmocnienie żebrowe rurociągów, 
zbiorników i t. p., których ścianki wtedy projekto
wać można o wymia rach szczupłych i ekonomicz
nych. Pokrewny ustrój wykazują również koła za
machowe, które jednak, j ako obciążone siłami od-
środkowemi, a więc objętościowemi (masowemi) , 
traktować należy nieco odmiennie. 

Naprężenie normalne o~ , skierowane prosto
padle do płaszczyzny środkowej płaskiego pierście
n ia , możemy w rozważaniach niniejszego rozdziału 
pominąć, dochodząc w ten sposób do t. zw. dwuwy
miarowego stanu napięcia. Wszystk ie uzyskane 
przy tak iem założeniu wielkości, charakteryzujące 
stan napięcia oraz stan odkształcenia, będą wtedy 
coprawda ty lko wartościami średniemi, wziętemi 
poprzez grubość tarczy, będą one jednak tem bar
dziej zbliżone do rzeczywistości, i m grubość (głę
bokość) tarczy pierścieniowej będzie mnie jsza. 

Ze względu na całkowitą symetrję osiową za
równo obciążenia j ak i ukształtowania geometrycz
nego rozpatrywanego układu względem jego środ
k a ciężkości, występować będzie jedna ty lko zmien
na, promień wodzący r tak, że interesujące nas 
stany napięcia oraz odkształcenia niezależne będą 
całkowicie od kąta biegunowego tp, gdy początek 
spółrzędnych biegunowych (r, tp ) usytuujemy w 
centrum tarczy pierścieniowej. Ze względów po
wyższych pochodne cząstkowe zastąpimy pochod-
nemi całkowitemi. 

Naprężenia normalne ar oraz at< działające 
w k i e r u n k u promienia wodzącego względnie w kie
r u n k u obwodowym, będą naprężeniami głównemi 
tak, że w przekro jach r = const. oraz t p = const. 
naprężenia ścinające T całkowicie znikają. 

Warunek równowagi statycznej elementu tar 
czy, wykrojonego z niej zapomocą dwuch nieskoń
czenie b l i sk i ch cięć rad ja lnych oraz podobnych 
cięć spółśrodkowo-kolistych, wyraża się prostem 
równaniem 

a, = i — I r d , ] (1) 

dr 

które jest całkowicie niezależne od sprężystych 
właściwości materjału. 

Zależności, zachodzące między składowemi sta
nu odkształcenia a składowemi stanu napięcia, ująć 
możemy w postaci 

du . 1 1 1 
= -(--— ar — o, dr 

1 1 

E, 

m 2 E2 

1 (2) 

gdy przez e, oraz et oznaczymy wydłużenia jed
nostkowe w k i e runku rad ja lnym względnie w kie
r u n k u obwodowym, natomiast przez u wydłużenie 
samego promienia . Zakładamy przytem równocze
śnie, że pozostajemy w obrębie granicy proporcjo
nalności oraz że stosowalna jest zasada superpo
zycj i skutków. Wartości E„ m, oraz E.,, m , posia
dają znaczenie stałych mater ja lowych w dwu wza
jemnie prostopadłych k i e r u n k a c h : rad ja lnym oraz 
obwodowym, przyczem odpowiadają one ściśle zna
n y m nam potocznie stałym materjałowym: modu
łowi sprężystości Young'a E oraz spółczynnikowi 
zwężenia poprzecznego, względnie t. zw. l iczbie 

Poisson'a \>. = — . 
m 

Wychodząc od wyrażenia ogólnego d la poten
cjału sprężystości, przekonywujemy się, że cztery 
powyższe wartości nie są od siebie niezależne. Za 
chodzi między n i emi prosta relacja 

m , Ex == m2 E., == M, . . . . (3) 
której wyprowadzenie możemy tutaj pominąć, 
gdyż kształtuje się ono analogicznie j ak przy po-
dobnem zagadnieniu or totropj i prostol injowej , po-
t raktowanem szczegółowo przez prof . Hubera w 
jego zurychsk ich wykładach gościnnych2) . 

Rozwiązując równania (2) względem składo
wych stanu napięcia, o trzymujemy 

M 

M 
Ol = 

u 
m. + 

du 

dr 
du 

dr 

(4) 

Podstawiając wartości powyższe w równanie 
(1), dochodzimy do poniższego równania różnicz
kowego d la przesunięcia u 

d2u , 1 du m, u „ 
1 Ł — — 0 . . . (5) 

dr2 r dr m , r2 

Jego całka brzmi 
u = Ars Ą- Br~s . . . . (6) 

przyczem s jest liczbą niemianowaną o wartości 
8= ]/ mA = \/ EA. . . . (7) 

/ m., I E] 

natomiast spólczynniki A oraz B są nieznanemi na
razie jeszcze stałemi całkowania, których oznacze
nie następuje w prosty sposób tak, by spełnione 
były w a r u n k i brzegowe zagadnienia. Gdy równo
miern ie wzdłuż wewnętrznego kon turu rozłożony 
nacisk oznaczymy przez p, zaś natężenie analo
gicznego nac isku zewnętrznego przez q, wspomnia-

-) M . T . H u b e r , „Probleme der S t a t i k t e chn i s ch w i c h -
t i g e r o r t h o t r o p e r P l a t t e n " , A k a d . N a u k . Techn . , W a r s z a w a 
1929, s t r . 9 i nas t . 
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ne wa runk i brzegowe wyrażą się prostej formie 

o r = \ ~ p d la r = ( f . . . (8) 
I—q \b 

przyczem przez a oraz b oznaczamy w y m i a r y roz
patrywanego pierścienia, a więc jego promień we
wnętrzny oraz zewnętrzny. 

Z warunków (8) obl iczamy stale A oraz B: 
. wij m., — 1 1 1 [ , ... . . A = - -i—^— \qb<-+1—pa"+l 

5 = + 

M l-f-sw2b2s - a 
« _ i i os+Ł bs+l 

M 1 - s m2 b2s 

i bs+l[ 
qa* 

- a 2 s [ 
•pbH 

Wstawiając wartości te w równanie (4), otrzy
mujemy, jako wyn ik ostateczny, wyrażenia dla 
składowych stanu napięcia w postaci 

o* = i .J:^lr°-'[pa>+* — qbsł-n—\ 
&*« _ a 2 s r*+l\ 
_ as M bs+'[p bs 1 — q a*-'] } 

3/ = — — - — T , ; i r ? s [Pał + 1— 9W-1-]-f | 6 2 s — tt-s r^1 | 
-4- <is+l o•+» [p b s ~ 1 — q o s - ' ] } 

lub też, gdy wprowadz imy bezwymiarowe para
metry a oraz o : 

(9a) 

6 — 
i 1, (stosunek promien i ) , 

a. ^ p < 1 , (zmienną spółrzędną), 

wyrażenia o postaci 

0_=_L_I 
1 — 

ps _ 1 [p a s +1 9] 

0/ = ?.2 s | 

[p — q <z« '] } 

p s " 1 [p <xs+l — <Z] 
t-1 

(9b) 

is tn ienia wsze lk ich samonaprężeń w danym ukła
dzie. Te jednak z rozważań naszych postanawiamy 
zasadniczo wyeliminować, tak, że w danym wypad
k u — n. p. przy naprężeniach skurczowych betonu 
— trzebaby j e do wyników naszych dodatkowo je
szcze wprowadzić. 

D l a specjalnego przypadku 

[p - ,/7/->]} 
Rzuca się w oczy, że w wyrażeniach tych na

prężenia -j, oraz o/ są między innemi funkc jami 
wartości s, t. zn. wzajemnego stosunku modułów 
sprężystości względnie spólczynników zwężenia po
przecznego w dwuch wzajemnie krzywo l in jowo do 
siebie prostopadłych k ierunkach ; bezwzględne ich 
wartości pozostają jednak — jak dotąd — bez zna
czenia. Natomias t l iczba s staje się pewnego ro
dzaju wielkością charakterystyczną d l a s t ruk tu ry 
danego materjału i , jako taka , posiada decydujący 
wpływ na rozkład naprężeń. 

Jest godne uwagi , że relacja n,. -f- a, = 
= const., słuszna d la materjału zbudowanego rów-
nokierunkowo, t rac i obecnie swą ważność. P r z y j 
mując ponadto p = q, s twierdzamy łatwo, że nie 
istnieje tutaj już również prosta zależność 

ny o, = - p = — q 
charakterystyczna d la przypadku izotropj i . Wy
jątkowo ty lko dla p = q === O otrzymujemy również 
dla biegunowo - ortotropowej s t ruk tu ry materjału 

irz= o, = — p — - (7 = 0. 

W y n i k t ak i jednak z góry mogliśmy przewi 
dzieć: j ak iko lw iek stan napięcia jest niemożliwy, 
gdy na pierścień przestaną działać siły zewnętrzne. 
Wykluczamy coprawda w ten sposób możliwość 

/ m, f 
= 7/ 3 = 1 

m, f fi, 
wyrażenia (9b) przekształcają się w prostsze 

(10) 

o/ = I 0 2 P 

<?] + 

[p 
i 

1 I - . - .. la" • <{LL) 

1 — a ' 1 
znane nam, jako wzory Lame'go, z podręczników 
mechanik i względnie wytrzymałości materjałów 
dla grubościennych r u r i pierścieni izotropowych. 
( W y n i k i te zaopatrujemy w kresk i ' celem odróż
nienia ich od wyników ogólniejszych, uzyskanych 
na podstawie naszych obecnych rozważań). 

Gdy przy jmiemy q = 0, któryto przypadek po
siada szczególną doniosłość d la pierścieni obciążo
nych jedynie równomiernym naciskiem wewnętrz
n y m p, stan napięcia ująć możemy wzorami 

[ P2* - 1 ] V 
1 — a 2 

—^— ( - ) 
1 — y2° \ p / 

\« + i 
[ P2 s + 1 ] V 

(12) 

Największa wartość naprężenia (jednak nie ana l i 
tyczne extremum) wystąpi n a brzegu wewnętrz
n y m pierścienia, r = a, i to w k i e runku obwodo
w y m ; obliczamy ją, przyjmując p = a : 

1 + 7> O/. , _ „ = S — 0 
1 — a 2 s 

(13) 

Wartość t a jest zawsze dodatnia, oznacza zatem 
rozciąganie. Natomiast włókno zewnętrzne pier
ścienia, r = b, narażone jest na rozciąganie o wie l 
kości 

2s 
- a 2 ' 

V (14) 

którą otrzymujemy, podstawiając w drug iem ró
wnan iu g rupy (12) p = 1. Bezpośrednio z zale
żności (11), albo też przez zastosowanie specjal i
zacj i (10) w układzie (12), dochodzimy do ogólnie 
znanych wyrażeń, słusznych dla równokierunko-
wych r u r grubościennych pod hydrostatycznem c i 
śnieniem wewnętrznem p 

1 / r, \ 2 
3 r — 

1 
[ p2 - 1 ] P 

la.'2 
(15) 

skąd największa wartość T / d l a włókna wewnętrz
nego wypada 

1 + a 2 

1 — o2 
P (16) 
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podczas gdy naprężenie obwodowe wzdłuż konturu 
zewnętrznego przyb iera wartość 

= 2 
1 -

P (17) 

Podobnie zbudowane wyrażenia otrzymujemy, 
przechodząc do przypadku specjalnego p = 0, 
aktualnego gdy działa jedynie ty lko nacisk ze
wnętrzny. 

N a szczególną uwagę zasługuje fakt , że sto
sowalność związków 

N(p) + p = -N(q)\q = p 

względnie 
N(P) + l = -N(Q). . . (18) 

uzasadnionych przez autora n a innem miejscu 3) 
dla całkowicie dowolnie ukształtowanych układów 
płaskich, ogranicza się zasadniczo ty lko do tarcz 
o s t rukturze równokierunkowej. Potwierdzają to 
nasze obecne rozważania, z których wyn ika , że re
guły powyższe ważne są jedynie w dwuch wy
padkach szczególnych, a mianowic ie d la s = 1 
(materjał izotropowy) oraz s = 0. Przez wyrazy 
N (p) oraz N (q) oznaczaliśmy przytem stany na
pięcia, wywołane samodzielnie występującem c i 
śnieniem wewnętrznem p względnie takiemże par
c iem zewnętrznem q, zaś przez N (P) oraz N (Q) 
stany napięcia, spowodowane podobnie działające-
m i obciążeniami jednostkowemi p = 1, względnie 
g = l . Wystarczy wobec powyższego, d la wspom
n ianych powyżej przypadków, znajomość jednej 
ty lko funkc j i N (P) względnie N (Q), byśmy n a 
tej podstawie by l i w stanie podać odrazu drug i ze 
stanów napięcia. 

Uzyskane uprzednio w y n i k i (9) uważać należy 
za ścisłe z punktu widzenia teorj i sprężystości; to 
też poprawność ich wytrzymać mus i próbę każde
go rachunku kontrolnego. Jedną z tak i ch prób by
łoby n . p. utworzenie sumy (całki) z naprężeń ob
wodowych, zaczepiających normalnie do cięcia, po
prowadzonego wzdłuż średnicy pierścienia. Istot
nie, na podstawie łatwej operacj i matematycznej 
dochodzimy do wyn iku , który zresztą był do prze
widzenia, że 

•>b 
at ' dr = ap — bq . j: 

W y n i k i , poznane dotychczas, uzyskamy w spo
sób łatwiejszy może jeszcze i dogodniejszy, gdy po
sługiwać się będziemy t. zw. funkcją naprężeń. 

Nasuwałoby się niejako samo przez się wpro
wadzenie takie j funkc j i naprężeń, z której inte
resujące nas naprężenia otrzymaćby można przez 
operacje 

1 dF 

a , = -

r dr 
d2I 
dr 

.(19) 

Uzyskalibyśmy w ten sposób całkowitą zgod
ność z analogicznemi równaniami, znanemi nam 
z wypadków stosowania funkc j i naprężeń Airifego 

3) W . O l s z a k a) „Sprężyste n i eog ran i c zone układy pła
sk ie z o t w o r a m i k o l o w e m i " , A k a d . N a u k . Tech . , W a r s z a w a , 
1934. b) „Uber e inen e i n f a chen , p r a k t i s c h w i c h t i g e n Z u -
s a m m e n b a n g von S p a n n u n g s z u s t a n d e n " . 

F', d la której równanie różniczkowe, w przypad
kach całkowitej symetr j i osiowej zarówno obcią
żenia j a k i ukształtowania geometrycznego ukła
du, redukuje się do 

_d 

dr 
d2 

dr2 

1 dF' 
- 4-

d2 F' 
= O 

r dr dr-] \ r dr dr2 

D l a pierścienia izotropowego, obciążonego rów
nomiernie wzdłuż krawędzi wewnętrznej oraz ze
wnętrznej, dochodzimy tą drogą do znanego ') roz
wiązania 

/<" = C'lg r + D' r2 

przyczem stałe C" oraz D', wyprowadzone z wa
runków (8), brzmią 

C — — — (q — V) 
b2-

D' - (a2 p - b2 q) 2 b2 — a2 

Stosując działania (19), otrzymujemy składo
we stanu napięcia a,.' oraz a/ w znanej nam for
mie (11). 

Racjonalniejsze jednakże będzie przyjęcie ta
kie j funkc j i naprężeń F, z której wartości naprę
żeń uzyskamy przez zastosowanie poniższych bar
dzo prostych relacyj 

r 
dF 
dr 

(20) 

Zaspokajamy wtedy identycznie warunek rów
nowagi (1) , tak, że funkcję F uważać możemy za 
pewnego rodzaju całkę tego równania. 

Mnożąc obecnie drugie z równań grupy (2) 
przez r, różniczkując je następnie względem r oraz 
porównując z pierwszem równaniem wspomnianej 
grupy, o t r zymamy następujące równanie różnicz
kowe d la funkc j i naprężeń 

d°-F . 1 d\F . 1 _ 1~ s2 — F = O 
dr2 r dr r2 

(21) 

Równanie o powyższej postaci poznaliśmy już 
uprzednio przy badaniu przesunięcia u [por. rów
nanie (5 ) ] . 

Jego całka F = O H Br" . . . . . (22) 
zawiera dwie stałe, C oraz D, które obl iczamy 
w prosty sposób z warunków brzegowych. 

Uwzględniając uzyskane w ten sposób wartości 
1 C = -

b2 
[q tV + ' —• p a^-ł-1] 

a s+l 0s+l 
D = + ^ r[qa^-pb^-\ 

b2s — a 2 -
dochodzimy wreszcie przez wykonanie działań (20) 
i tą drogą do naprężeń or oraz o, , ujętych w zna
nej nam już formie (9) . 

III. R u r a o dowolnej skończonej długości 

P r z y rozpat rywaniu ustrojów powyższego typu 
nie wystarczy już — w ogólnych wypadkach — 

') A . i L . F b p p l , „Drang u n d Z w a n g " , t o m I, w y d . I I , 
M o n a c h i u m — B e r l i n , 1924, s t r . 313. 
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założenie ortotropj i biegunowej, ujmującej jedy
nie różnicę własności sprężystych materjałów w 
d w u c h k i e runkach głównych, oznaczonych 
uprzednio wskaźnikami „ 1 " oraz „2 " . Obecnie 
Przyjąć musimy t r z e c i jeszcze kierunek, kie
runek tworzącej rozpatrywanego walca, przez 
wprowadzenie spółczynników E3, mx, charaktery
zujących procesy sprężyste, równolegle do osi wa l 
c a ; dochodzimy w ten sposób do trzeciej głównej 
osi symetr j i . Trójkierunkowe ujęcie własności 
sprężystych materjału nazwiemy ortotropją wa l 
cową (cylindryczną). 

Do kategor j i ciał rozpatrywanego obiecnie typu 
zaliczyć można n. p. grubościenne rury żelbetowe, 
zwłaszcza, gdy uzWględnimy sposób ich obciąże
n ia oraz możliwości ich odkształcania się przy 
próbnem badaniu ich wytrzymałości. 

Przez każdy punkt ru r y wspomnianego typu 
lub kons t rukc j i pokrewnej przechodzą więc t r zy 
osie wzajemnie do siebie prostopadłe, wskazujące 
trzy główne k i e r u n k i sprężystości: k i e r u n k i te uwa
runkowane są nie ty lko samym sposobem wykona
n i a konst rukc j i żelbetowej (n. p. sposobem wi ro 
wan ia ) , lecz przedewszystkiem różnym procentem 
uzbrojenia w k i e runkach rad ja lnym, obwodowym 
oraz podłużnym. 

R u r a krzywol in jowo-anizotropowa i ku la wy
drążona o podobnej s t rukturze były przedmiotem 
badań 5) B. de St. Venant'a już w roku 1865. N i e 
możemy jednak w naszym wypadku skorzystać 
z uzyskanych przez badacza tego wyników, gdyż 
rozpatruje on przypadek t. zw. „izotropji poprzecz
n e j " względem promienia r, w myśl której wszy
stkie k i e r u n k i prostopadle do tegoż promienia są 
równowarte. Tak ie zaś założenie rozbieżne 
z naszem zagadnieniem. 

Wydłużenia jednostkowe w k i e runku aktua l 
nych obecnie, wzajemnie do siebie prostopadłych 
trzech osi głównych wynoszą 

1 1 1 1 1 
_ 3,. O/ - ——— 
Ex TO2 m 3 E 3 

1 1 , 1 

jest 

du 
dr 
u 
r TO 

JL 
TO 

1 

Exr 

E2 

TO, 
1 

EI 

I i 
TO3 E% 

1 
— a 
E. 

giczny, j ak do związku (3), wychodząc od fo rmy 
ogólnej d la potencjału sprężystości. 

Mając do czynienia z kons t rukc jami żelbetowe-
m i w rodzaju n . p. r u r zbrojonych, które w k i e run 
ku podłużnym posiadają z reguły jedynie ty lko 
wkładki rozdzielcze o małej średnicy i w znacznych 
odstępach, będzie w większości wypadków wystar
czające przyjęcie 

TOi = m3 oraz Ex = E3 

Ponieważ jednak ścisłe ujęcie problemu t r ó j -
osiowej or totropj i cy l indrycznej nie stanowi żad
nego specjalnego ut rudnien ia , nie zastosujemy po
wyższego zbędnego uproszczenia. 

Warunek równowagi, określony równaniem 
(1) , pozostaje nadal niezmieniony. Po podstawie
n iu weń wartości naprężeń z relacyj (24), uzysku
jemy równanie różniczkowe dla przesunięcia u 
w postaci 

(23) 

4 -

Rozwiązując równania powyższe względem 
składowych stanu napięcia, otrzymujemy 

-l)+fc~(ma-f-l)j I 
M'du, 
- j - ( TO 2 TO3 -X ) + -(TO3 

M'du . i 
N\di (WjTO3 -l)4-fc(m ł4-l) [(24) 
Midu, . H. , u, , ' 

-1) !l 
przyczem skróty M i A7 oznaczają 

M = m1E1 — m2E2 = m3 Ea . . (25) 
N = TOi TOo TO3 — to, — m2 — m 8 — 2 (26) 

Do relacyj (25) dochodzimy w sposób analo-

") P o r . A . E . H . Love , „Lehrbuch d. E l a s t i z i t a t " , oprać, 
n i em . A . T i m p e , L i p s k _ B e r l i n , 1907, s t r . 194. 

d2U ^ 1 du 
dr2 r dr 

TO, 
TO2 TO3 

TO k 

lr 

= 0 
TO, TO3 • 

którego całka b r zmi 

u = Ar' -\- Br kr 
TO, 

przyczem 

TO, TO, 
TO, TO-

(27) 

(28) 

(29) 

Równanie różniczkowe (27) przypomina swą 
formą równanie naprowadzone już przez Love'a •'•), 
jego spółczynniki posiadają jednak całkowicie od
mienne znaczenie, a to naskutek zasadniczej róż
nicy w probłemie samym. 

Stale A oraz B rozwiązania (28) obl iczamy ze 
znanych obciążeń brzegowych, stalą k natomiast 
w sposób prosty z aktua lnych każdorazowo w a r u n 
ków zamocowania rury , a więc n. p. w ten sposób, 
by suma wszystk ich normalnie do przekro ju po
przecznego działających naprężeń Q„ •— a więc cał
kowite ciągnienie ( lub ciśnienie) podłużne — rów
noważyła się z wypadkową (b-i:q— a-%v), wystę
pującą przy obu końcach walca. 

Model t ak i byłby charakterystyczny n. p. d la 
większości prób, stosowanych przy badaniu wy
trzymałości r u r sposobem hydrau l i c znym (q = 0 ) . 
Od tego rodzaju prób, w których normalne ciśnie
nie v działa na wszystkie powierzchnie wewnętrz
ne obustronnie zamkniętej rury , a więc i na oba 
denka, różnią się zasadniczo sposoby, przy których, 
przez zastosowanie specjalnych urządzeń (wpro
wadzonych n. p. przez Rudeloffa, Bausch'a i i n 
nych) obciąża się (naciskiem rad ja lnym) jedynie 
ty lko ścianę wewnętrzną rury , przez co e l iminuje 
się wszelkie naprężenia w k i e runku osiowym 
ustro ju. 

IV. Rura o długości bardzo znacznej 
(nieskończonej) 

Konst rukc j e tego rodzaju są przypadk iem 
szczególnym ( sa = k = 0) ustrojów, potrakto
wanych w poprzednim rozdziale ITI-cim. Obok 
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wspomnianych już poprzednio naprężeń ar oraz 
i/ uwzględnić mus imy obecnie jeszcze stan napię
c ia w k i e runku osi walca, charakteryzujący się 
składową a, . 

Zaznaczyć trzeba, że wytworzony w ten spo
sób dwuwymia rowy stan odkształcenia, w miarę 
zbliżania się do końców walca, upodabnia się coraz 
bardziej do poznanego w rozdziale I I -g im dwuwy
miarowego stanu napięcia, gdyż płaszczyzny koń
cowe, ograniczające elementy skrajne, posiadają 
już pełną swobodę deformacyjną, przyczem a„ = 0. 

Model obecnie omawiany charakterystyczny 
jest d la wsze lk ich budowl i o znacznej długości 
0 wydrążonym przekro ju walcowym, a więc dla 
przewodów rurowych , d la obudowy tunelowej 
1 górniczej oraz d la szeregu innych podobnych kon
strukcyj inżynierskich. Zakładamy oczywiście, że 
obciążenie przyjąć możemy jako w przybliżeniu 
choćby od zmiennej z niezależne. 

Pomijając ze względu na szczupłość miejsca r a 
chunek pośredni, który zresztą kształtuje się 
w sposób podobny, j a k i poznaliśmy w rozdziałach 
poprzednich, dochodzimy wreszcie do wartości na 
prężeń ar oraz 0/ , które otrzymujemy ostatecznie 
w formie znanych nam już równań (9) z tem jed
nak, że liczbę s każdorazowo zastąpić mus imy mia 
rodajną obecnie wartością t. 

Prócz tego wystąpi, w miejsce dawnego o, = 
= 0, nowa funkc ja 

o. = ( o r -f- ot ) 

Ł _ l - _ L . u p / - 4 -

(33)-=) 

reprezentująca wartość tych naprężeń, działają
cych w k i e runku wydłużenia walca, które obecnie 
niejako wymuszają czysto płaskie odkształcenia po
szczególnych jego pierścieni e lementarnych. N a 
prężenia a, nabierają szczególniejszego znacze
n ia n. p. wtedy, gdy zechcemy badać miarę wytę
żenia danego materjału, a więc bezpieczeństwo ba
danej kons t rukc j i czyto ze względu na osiągnięcie 
g ran icy plastyczności czy też wytrzymałości. 

Oczywiście i w obecnym wypadku możnaby wy
brać wspomniany już uprzednio drug i sposób roz
wiązania zagadnienia przez wprowadzenie funkc j i 
naprężeń, przyczem doszliśmy do równobrzmiących 
wyników. 

V . Wn iosk i praktyczne. Liczbowe ujęcie wyników. 

Jeden z ważniejszych wyników dotychczaso
wych rozważań ująć możemy w prostem z d a n i u : 
w rozpatrywanych przypadkach or to t rop j i krzy-
wol injowej nie jest rzeczą obojętną, czy chodzić 
n a m będzie o zbadanie tarczy wyciętej z w n ę 
t r z a wydłużonej kons t rukc j i walcowej, czy też 
z party j leżących w pobliżu jej k o ń c ó w — w 

") N u m e r a c j a równań zgodna j es t z numeracją obszer
n ie jsze j p r a c y kong r e sowe j , ce l em ułatwienia porównania 
o b y d w u referatów. 

zasadniczem odróżnieniu od wypadków s t ruktury 
izotropowej. 

Różnica ta spowodowana jest okolicznością, że 
w wyrażeniach dla naprężeń a,, oraz a , występuje 
raz l iczba /;, to znów l iczba s, które, j ak to w idz imy 
z porównania równań (29) oraz (7), nie są bynaj
mniej identyczne. 

W praktyce różnica t a nie zaznaczy się dra
stycznie, co stwierdzamy łatwo, badając wartości s 
oraz t, zestawione w tabel i I. 

Tabela I. 

{•> 0/ /- i o </-• . •*>' t 

0 1,00 1,000 1,000 

1 1,09 1,043 1,044 

2 1,18 1,086 1,088 

3 1,27 1,127 1,130 

4 1,36 1 166 1,170 

5 1.45 1,204 1,210 

7 1,63 1,277 1,286 

10 1,90 1,378 1,393 

Tabelę tę obliczono d la najczęstszego przypad
ku , aktualnego dla większości rozpat rywanych kon
strukcy j żelbetowych; uwzględniono w nie j , że 
w k i e runku obwodowym przewidziano pierścienio
we zbrojenie stalowe o mocy f> %, podczas gdy w 
k ie runkach rad ja lnym oraz podłużnym ułożono 
conajwyżej wkładki rozdzielcze, nieposiadające po
ważniejszego wpływu na własności sprężyste da
nego zespołu. Gdyby miało być inaczej (n. p. przy 
kołach zamachowych i t. p.), uwzględnienie od-
mienych specjalnych warunków nie spraw i nam 
żadnej trudności. Gdy bowiem w j ednym z głów
nych kierunków sprężystości ułożone będą wkładki 
o mocy fc/c, to moduł sprężystości zespołu żelbeto
wego w t y m k i e runku obl iczamy według prostego 
wzoru 7) 

E = Ei,. (j j 

przyczem Eb oraz Es oznaczają moduły Youruja 
betonu oraz sta l i , zaś n i ch wzajemny stosu-

nek 

Wracając do tabel i 1 s twierdzamy zasadniczą 
relację t 5ł s 1, przyczem znak i równości prze
widziane są dla różnych przypadków szczególnych, 
których na tem miejscu dyskutuwać nie możemy, 
pozwalając sobie odesłać Czy t e ln ika do obszerniej
szej pracy kongresowej, w której również znaleźć 
można dane w sprawie przyjęcia wartości m, ko
niecznych d la ustalenia l iczby t w myśl re lacj i 
(29). 

Chcielibyśmy natomiast poruszyć jeszcze d r u 
gi , o wiele ważniejszy wniosek: Oto, okazuje się, że 

7) P o r . M . T . H u b e r , 1. c., s t r . 13. 
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nie owa wspomniana już powyżej różnica między 
dwuwymiarowemi stanami napięcia i odkształcenia 
—będąca raczej na tury zasadniczej i teoretycznej, 

gdyż przy konstrukc jach, normalnie w budownic
twie inżynieryjnem stosowanych, różnica ta , prak
tycznie biorąc, zupełnie się zaciera — jest rzeczą 
najciekawszą w badanych przez nas różnokierun-
kowych ustrojach, lecz okoliczność, że sposób ich 
wykonania i uzbrojenia posiadać może bardzo nie
pożądany wpływ na r o z k ł a d i w i e l k o ś ć 
naprężeń. Znajomość wpływu tego, wyrażającego 
się w p o d w y ż s z e n i u największej war 
tości naprężenia obwodowego na brzegu w e w-
n ę t r z n y m , a w p o m n i e j s z e n i u 
jego z e w n ę t r z n e j wartości skra jne j , jest 
bardzo ważna d la inżyniera konst ruktora , zwła
szcza, gdy chodzić będzie o rurociągi żelbetowe 
z wewnętrznem ciśnieniem hydrostatycznem, gdyż 
wtedy wchodzi w rachubę rozciąganie betonu — 
jego pięta Achi l l esowa. 

Wzrost największej wartości naprężenia na 
brzegu wewnętrznym — a więc przy rurociągach 
wzrost maksymalnego rozciągania — będzie tem 
większy, i m bardzie j kons t rukc ja będzie grubo-
ścienna ( a małe) oraz i m mocniejsze będzie zbro
jenie obwodowe f-, (a więc i m większe E 2 , a z niem 
s względnie ł ) . 

Jest przytem rzeczą charakterystyczną, że wów
czas równocześnie coraz to intensywnie j „pracują" 
par t je wewnętrzne pierścienia, w których w coraz 
to większej mierze koncentruje się przepływ sit 
wewnętrznych, podczas gdy part je zewnętrzne 
stopniowo ulegają coraz to większemu odciążeniu 
z wielką ujmą dla postulatu możliwie równomier
nego wykorzys tan ia materjału konstrucyjnego. 

Że ze wzrostem procentu uzbrojenia obwodowe
go, a z n i m wartości E.. w tymże k i e runku [por. 
równanie (36) ] , wzrastać mus i również najwięk
sze naprężenie wzdłuż krawędzi wewnętrznej r u 
ry czy pierścienia oraz że wysilają się wówczas 
w coraz znaczniejszej mierze włókna wewnętrzne 
rury , przy równoczesnem zwężaniu się obszaru 
party j (w godnej uwag i mierze) wytężonych, 
o których to z jawiskach wspomnieliśmy już 
uprzednio, zrozumiemy łatwo i bez r a c h u n k u ; 
w g ran i c znym bowiem przypadku całkowitej 
sztywności materjału w k i e runku obwodowym 
(E2 —• oo ) wystarczyłoby już jedno jedyne ty lko 
włókno wewnętrzne badanego pierścienia do prze
jęcia całego rozporu, przyczem byłoby ono, oczy
wiście, wytężone ponad wszelką skończoną miarę. 

O procesach t ych in formuje nas wyraźnie 
tabela TI. Zestawione w niej wartości naprężeń 
oraz wzajemne l iczby porównawcze obliczono d la 
wypadku, gdy działa jedynie hydrostatyczne par
cie wewnętrzne p. D l a różnego rodzaju ukształto-

a 
w a n przekro ju ru r y (a = — = 0 , 1/ 4 , y , , »/<> 
8/io, 1) podano w ko lumnach pionowych najwięk
sze naprężenia obwodowe na brzegu wewnętrznym 
( r . = a , p = a , górne pola) oraz najmniejsze t a 
kież naprężenia wzdłuż krawędzi zewnętrznej 
(» ' = 6, p = 1 , dolne pola) — przy zmiennych 
wartościach s względnie i . (Wartości S, S', S", po
dane jako l iczby bezwymiarowe, zaopatrzyć nale

ży w mnożnik p, tak że szukane naprężenia at = 
=• S. p, a', = S'. p, a"/ = S". p. Wszystk ie one 
są dodatnie, oznaczają więc ciągnienia). 

L i c zby z ko lumny pierwszej S', słuszne są dla 
s t ruk tury izotropowej s wzgl . t — 1. Obliczono je 
ze znanych wzorów Lame'go, względnie z równań 
(16) oraz (17). D l a dwuch ko lumn następnych S' 
sięgamy po gotowe wyrażenia (13) oraz (14) d la 
s wzgl . t — 1,20 oraz 1,50, podczas gdy kolumnę 
ostatnią S" obliczono dla przypadku idealnego G 
(niedającego się zresztą zrealizować, o ile własno
ści sprężyste materjału nie mają być funkc jami 
zmiennej r ) , przy którym cała siła rozciągająca 
rozkłada się równomiernie na grubość ściany: 

p b — a 1 — a 
W kolumnie D zaznaczono, w j a k i m stopniu 

przy ortotropj i biegunowej (s) względnie cy l in 
drycznej (t) interesujące nas największe i na j 
mniejsze naprężenia S z równań (13) względnie 
(14) różnią się od wartości S', używanych potocz
nie, a opartych o formuły Lame'go (w procentach 
tych ostatnich) , podczas gdy ko lumny A podają 
odchyłki rozpatrywanych wartości od wypadku 
idealnego S" (w procentach tychże naprężeń S"). 
Odchyłki te, j ak widz imy, skierowane są na oby-
dwuch brzegach przekro ju w k i e runkach przeciw
nych i oznaczają wzdłuż krawędzi wewnętrznej 
wzrost ( + ), natomiast wzdłuż kon turu zewnętrz
nego redukcję (—) naprężeń. Sumując te odchył
k i , dochodzimy do ko lumny U, ilustrującej stopień 
nierównomierności rozkładu naprężeń wzdłuż prze
krojów rad ja lnych przez grubość ścianki pierście
n ia . 

Zarówno wartości D j ak i A oraz U rosną 
z malejącem ot (t. zn. ze wzrostem grubościenno-
ści r u r y ) , j a k również ze wzrastającemi cechami 
materjałowemi s oraz t, potwierdzając słuszność 
uprzednich naszych uwag o bardzo n iekorzys tnym 
wpływie powiększania grubości ścian oraz mocy 
uzbrojenia obwodowego n a rozkład naprężeń obwo
dowych. 

Pominąć tu mus imy (mniej coprawda ważną) 
dyskusję rozkładu naprężeń rad ja lnych or w roz
pat rywanych ustro jach ortotropowych, j ak rów
nież godne uwag i praktyczne wniosk i , wypływają
ce z uzyskanych wyników dla sposobu wykonan ia 
obudowy żelbetowej tunelów i sztolni , zwłaszcza 
jednak naukowo postawionej f abrykac j i r u r z be
tonu zbrojowego, — sposobu, mającego n a celu te
go rodzaju produkcję gotowego fabryka tu , który
by gwarantował jaknajkorzystn ie jszy , a więc moż
l iw ie jakna j równomierniejszy rozkład naprężeń 
obwodowych poprzez całą grubość ścianki r u r y 
i zabezpieczał ją w ten sposób od niepożądanych, 
bo niebezpiecznych, przyrostów maksymalnych na
prężeń rozciągających na obwodzie wewnętrznym 
rurociągu. 

Odnośne wskazówki zawiera cytowana już 
uprzednio praca kongresowa, która prócz tego wy
snuwa szereg dalszych wniosków teoretycznych. 
Podaje ona również, j ak w y n i k i nasze zastosować 
można do przypadku granicznego a = 0, t. zn . 
do ortotropowej, (nieskończenie) dużej tarczy 
z otworem kołowym. Układ t a k i posiadać będzie 
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Tabela II. 

s , t 1,00 1,20 1,50 G 

0. p S' A% 7/0/ ^ /O s Ti0/ 
u /o 

A% s D% A% U0/ S" u% 

0,00 

V. 1,00 

± 0 

+ 0" 
00 

1.20 + 20 + oo 
' 00 

1,50 + 50 + oo 
00 0,00 ± 0 0,00 

1 0,00 

± 0 

± 0 

00 

0,00 ± 0 ± 0 

' 00 

0,00 ± 0 ± 0 

00 0,00 ± 0 

0,25 

<x 1,13 

± 0 

+ 2 4 2 

• 303 

1 29 + 14 + 2 9 1 1,55 + 37 + 3 7 0 

' 440 0,33 ± 0 0,25 

1 0,13 

± 0 

- 61 

• 303 

0,12 i - 8 64 

óOO 

0,10 — 23 - 70 

' 440 0,33 ± 0 

0,50 

a 1,67 

± 0 

4- 67 

— 33 

100 

1,76 + 5 + 76 

• 112 

1,93 + 16 + 93 

133 1,00 ± 0 0,50 

1 0,67 

± 0 

4- 67 

— 33 

100 

0,64 — 4 — 36 

• 112 

0,60 — 10 - 40 

133 1,00 ± 0 

0,75 

a 3,57 

± 0 

+ 19 

• 33 

3,62 + 1 + 21 3,69 + 3 + 23 

39 3,00 ± 0 0,75 

1 2,57 

± 0 

— 14 

• 33 

2,56 — 1 — 15 
•50 

2,53 — 2 — 16 

39 3,00 ± 0 

0,90 

rj. 9,54 

± 0 

+ 6 

11 

9,56 + 0,2 4- 6 

11 

9,58 + 0,4 + 7 

; 12 9,00 ± 0 0,90 

1 8,54 

± 0 

— 5 

11 

8,54 |~ 0,0 — 5 

11 

8,51 - 0 , 4 

; 12 9,00 ± 0 

1,00 

a 

1 0 0 ± 0 ± 0 0 00 ± 0 ± 0 0 00 
. 

± 0 ± 0 0 00 ± 0 1,00 

1 
1 0 0 ± 0 ± 0 0 00 ± 0 ± 0 0 00 

. 

± 0 ± 0 0 00 ± 0 

znaczenie n. p. dla tunelu o przekro ju kołowym lub 
d la sztolni pod ciśnieniem, gdy otaczające je partje 
skalne, naskutek przeciążeń lokalnych lub robót 
strzelniczych, będą posiadały radjalne rysy i pęk
nięcia. 

N a tem miejscu wspomnieć jednak trzeba 
o pewnej innej ważnej okoliczności, której znajo
mość przydatna będzie szczególnie inżynierowi-
kons t ruk to row i : naskutek omówionego już uprzed
nio zagęszczenia się naprężeń wokoło krawędzi 
wewnętrznej z równoczesnem odciążeniem party j 
zewnętrznych, punkt ciężkości powierzchni wykre 
su naprężeń obwodowych, normalnych do cięcia 
radjalnego poprzez grubość ścianki, przesuwa się 
o pewną wartość w k i e runku kon turu wewnętrzne
go ru r y i to nie ty lko w stosunku do osi, połowią
cej grubość ścianki, ale również w stosunku do 
środka ciężkości podobnego wykresu, skonstruowa
nego na podstawie formuły Lame'yo dla mater
jału równokierunkowego. Szczegół ten ważny jest 
d la usytuowania zbro jenia w betonie. Projektując 
położenie wkładek, przejmujących n. p. przy ruro
ciągach pod ciśnieniem siłę rozciągającą, trzeba 
o wspomnianem przesunięciu się środka ciężkości 
wykresu pamiętać, by je w razie potrzeby należy
cie uwzględnić, jednak conajwyżej ty lko przez lek
kie dodatkowe zbrojenie, któreby nie zaważyło na 
wzroście modułu E... Zaniechać trzeba podążania 

za dyslokacją punktu ciężkości ze zbrojeniem 
głównem, gdyż zabieg tak i pogorszyłby jedynie sy
tuację przez dalszą koncentrację naprężeń w pa
sie wewnętrznym. Gdy wkładki rozkładamy na k i l 
k a spółśrodkowych pierścieni, by w ten sposób 
umożliwić lepsze ich współdziałanie z betonem, do
brze będzie zachować przy sk ra jnym pierścieniu 
wewnętrznym należyty odstęp od wewnętrznego 
konturu rury , by uniknąć lokalnego podniesienia 
maksymalnej wartości o, wzdłuż tegoż konturu 
oraz skupień naprężeń ciągnących bl isko krawę
dzi , spowodowanych nieciągłością zbrojenia. 

Or jentujemy się na tej podstawie również od
razu, że rurociągi betonowe niezbrojone leg i tymu
ją się równomierniejszem, a więc korzystniejszem, 
wyzyskaniem materjału od zbrojonych, wykona
nych w sposób normalny , oczywiście pod warun
k iem, że w danych warunkach wogóle można je 
stosować. 

Wspomnieć wreszcie trzeba, że naskutek rela-
c j i t ""5 s wkładki podłużne nie pozostają bez wpły
w u na rozkład naprężeń -,r oraz rs, , o czem bliżej 
w pracy kongresowej. 

V I . Streszczenie. Uwag i końcowe. 

Streszczając najważniejsze w y n i k i , s twierdza
my, że: 
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1) przy ortotropowych konstrukc jach żelbeto
wych dwuwymia rowy stan napięcia (w c ienkich 
pierścieniach) oraz dwuwymiarowy stan odkształ
cenia (we wnętrzu długiego walca) nie prowadzą 
już — przynajmnie j teoretycznie — do identycz
nych naprężeń a,, oraz a/ , w zasadniczem odróż
nieniu od wszelkich wypadków s t ruk tury izotro
powej, oraz, co ważniejsze, że 

2) w ogólnie znany i przyjęty sposób wykona
ne zbrojenie obwodowe pierścieni i ru r , przy ostat
n i ch w bardzo nieznacznym stopniu nawet ich zbro
jenie podłużne, powodują wyraźny wzrost maksy
malnego naprężenia obwodowego na wewnętrznej 
krawędzi kons t rukc j i . Zwyżka t a uwydatn ia się 
tern dobitniej , i m większy będzie procent uzbro
j en ia pierścieniowego oraz i m większa grubość 
ścianki rozpatrywanej kons t rukc j i (por. tabele I 
oraz I I ) . W wie lu wypadkach praktycznych wzrost 
ten, j ako nieznaczny, będziemy mogl i pominąć, do
puszczając n . p. pewien zgóry określony, drobny 
błąd w wyn ikach końcowych; nieraz jednak zda
rzyć się może, że przekroczenie wspomniane, uwa
runkowane specjalnie grubościennym kształtem 
przekro ju oraz wyjątkowo mocnem zbrojeniem s) 

przekroczyć może 10, 15 i więcej procent, j ak nas 
o tern in formuje ko lumna D tabel i II. Wtedy nad 
z jawisk iem tem nie można już przejść do porząd
k u dziennego; wypada wówczas niestosowny mo
del izotropowy zastąpić dokładniejszym, do rze
czywistości zbliżonym ortotropowym. 

N a zakończenie niech wolno m i nadmienić, że 
w przygotowaniu jest praca, traktująca ustroje 
podobne krzywol injowo-ortotropowe, jednak dla 
o g ó l n i e j s z e g o przypadku, niewychodzą-
cego już od symetr j i osiowej obciążenia i ukształ
towania kons t rukc j i , k iedy to znane równanie róż
niczkowe d la funkc j i naprężeń Airy'ego F' 

11 d 1 d2 -j a»\/l dF' j 1 d2F | diFf\_ 
\r dr r2 dcc2 dr2)\r dr r 2 dtp2 dr2] 

= 0 (40) 

zastąpić będzie trzeba ogólniejszym wzorem, obej
mującym również i powyższy (40) jako graniczny 
przypadek szczególny, oraz — w tej samej perspe
ktywie — zastosowanie rozważań analogicznych 
do teor j i p ł y t z g i n a n y c h o s t ruk tu 
rze biegunowo-ortotropowej. 

8) P o r . n .p . a u t o r a opis żelbetowych r u r p o d s a d z k o w y c h , s t o sowanych w górnictwie d l a ciśnień do 20 i więcej a tmo
s f e r : „Eisenbetonrohre f u r S p i i l y e r s a t z z w e c k e " , Zement , 1935, N r . 14, 15 , 16. 
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