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Stosunek przyrostow naprezen do przyrostow
dtugosci pretow kratownicy statycznie wyznaczalnej

na statycznie wyznaczalnych podporach.
PRZEZ

H. CZOPOWSKIEGO.
PRACA REFEROWANA NA POSIEDZENIU NAUKOWEM W. T. P. d. 25X r. b.

1. Zadanie. Jezeli przez S; oznaczymy naprezenie') w k-tym precie; przez
a; dlugosé¢ i—tego preta kratownicy statycznie wyznaczalne] na statycznie wyzna-
czalnych podporach, to zadanie, ktére tutaj postawilem, polega na obliczeniu granicz-
nej wartosci ilorazu przyrostu AS; naprezenia S;, wystepujacego w k—tym precie
ukladu pretow——statycznie wyznaczalnego na statycznie wyznaczalnych podporach
do przyrostu da; preta i- tego tegoz ukladu; przy zalozeniu, ze sily zewnetrzne, ktore
wyobrazamy sobie przyczepionemi do wezlow, zmieniaja swe polozenia razem
z wezlami, niezmieniajac swych kierunkow i wartosci.

1) Wyraz ,naprezenie” stosu'e w znaczenin: ., Spannung”, .. Stabspznunng'; lub l'effort.
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Jezeli przyjmiemy, ze w ukladzie statycznie wyznaczalnym naprezenie S
w k— tym precie jest wogole
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gdzie litery a oznaczaja dlugosci pretow i sa wrozpatrywanych ukladach niezaleznie
zmiennemi, to zadanie postawione polega na obliczeniu pochodnej czastkowej
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gdy sily zewnetrzne P pozostaja niezmienione podczas odksztalcenia ukladu co do
wartosci i kierunku, lecz zmieniaja punkty przylozenia razem ze zmiana geometry-
czng ukladu; jakiem to juz wyzej zastrzegl.

2. Rozwigzanie zasadnicze. W celu obliczenia granicznej wartosci tego
ilorazu przyjme nastepujace postepowanie ogoélne.

Najpierw oblicze naprezenie S; danego ukladu, jakie wystepuje w k-tym pre-
cie; nastepnie odksztalce ten uklad, zastgpujac pret o dlugosci i pretem o diugoséci
(@i =~ Aa; ) i oblicze naprezenie S, w tymze k—tym precie tego nowego ukladu;
a graniczna warto$é ilorazu
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bedzie szukana wartoscia.

Do obliczenia naprezen zastosuje zasade pracy wirtualne;.

Gdy litera L, oznaczymy wartosé funkcji sil, obciazajacych dana kratowni-
cg, wledy naprezenie S; w precie k—tym obliczymy ze wzoru pracy wirtualne;j
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w ktérym symbol 2a; oznacza wydluzenie wirtvalne preta a,, a il.,—odpowiedni
temu wydluzeniu przyrost wartosci funkcji silt przy zalozeniu, o ktérem juz mowi-
lismy, ze obciazenie jest polaczone z ukladem i z nim razem sie przesuwa. Wiel-
kosci Gazi 6L, sa od siebie zalezne, uklad bowiem po przecigtiu jednego preta,
posiada jeden tylko stopien swobody.

Przywré¢émy nastepnie po tem przesunigciu wirtualnem dany uklad do pier-
wotnej geometrycznej postaci i nastepnie zmienmy jego postac w ten sposob, ze
i—temu pretowi, ktorego dlugosé byla a; , nadamy przyrost da; ; uklad wtedy wraz
z obciazeniem zmieni swoje polozenie i geometryczna postac; a wartosé funkeji sit
bedzie inna niz byla poprzednio; 0 znaczymy te wartos$é literg L.

W precie k—tym tej nowe;j kratownicy wystapi inne naprezenie, nijz bylo
w tym precie pierwotnej kratownicy. Naprezenie to oznaczymy litera S';, a wartogé
jego obliczymy z ogélnego wzoru pracy wirtualne;j
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gdzie wskazniki’ wyrazaja, ze wielkosci wirtualne, zaopatrzone tymi wskaznikami, sa
zalezne od siebie, t. j. %a; jest zalezne od d'L., oraz ¢a; od 4L.,.

W tem postepowaniu rozrozniac przeto bedziemy trojakiego rodzaju przyrosty;
symbole 4 1 &' oznacza¢ beda przyrosty wirtualne preta, ktérego obliczamy napre-
zenia; a symbol d ewent. 2 oznaczaé bedzie przyrost geometryczny preta a; ;—w da-
nym przypadku ¢ i & odnosza sie do wielkosci ze wskaznikiem k; a symbole d lub
¢ do preta, ktéory wydluzamy, t. j.-- odnosza sie do wielkosci, zaopatrzonych jak w tym
przykladzie wskaznikiem 1.

W celu obliczenia przyrostu (S, - S;) skorzystamy z niezaleznosci oby-
dwéch przesunieé wirtualnych i uzaleznimy je w ten sposob, ze uczynimy
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co mozemy zalozyé, réwnania bowiem 3-cie i 4-te pozostaja w mocy dla wszelkich
przesunie¢ wirtualnych.

3. Pochodna naprezienia, wyrazona przesunigciami. Jezeli przyjmiemy:
6'L. == dL,, t. J. jezeli przyjiniemy, ze przyrost pracy 4'L; podczas drugiego przesu-
niecia wirtualnego jest rowny takiemuz przyrostowi podczas pierwszego przesunie-
sia, to po odjeciu od réwnania 4-go réwnanie 3-cie i po uwzglednieniu réwn. 3-go,
otrzymamy
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rozdzieliwszy to rownanie przez Ja, , i sprowadziwszy ulamki do wspdlnego miano-
wnika, otrzymamy po odpowiedniem ugrupowaniu
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po podstawienin z rownania 3-go 8L, i po zastapieniu w mianowniku wielkosci
8'a; przez fa;. gdyz rdznia si¢ te wartosci o nieskonczenie mala drugiego rzedu,
ktéra — w danym razie—po przemnozeniu przez Ja, da wielkosé rzedu trzeciego, -
otrzymamy
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ze wzoru tego, po przyjeciu dowolnej wielkosci Za;, wielkoéé bowiem #'a; obliczyé
mozna z warunku ¢'L; = ¢L,; i po przyjeciu dowolnego przyrostu la, , obliczymy
szukana pochodne.

4. Pochodna wzgledem tegoi preta. W szcegolnym przypadku, jezeli za

G
pret zmienny przyjmiemy pret, dla ktorego chcemy obliczyé iloraz ;S"'" jak w da-
a:

<
nym przypadku dla preta k-tego, to postepowanie powyzsze nic sie nie zmieni: za-
stapimy tylko da. przez da:; a przyjawszy przesuniecie wirtualne ¢a; rowne przy-
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rostowi niezaleznemu da;, napiszemy
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5. Pochodna napreienia, wyrazona wielkosciami kinematycznemi.
Wzory 9-ty i Il-ty wyrazimy wielkosciami kinematycznemi, jak to juz bylo sto-
sowane w Mechanice pod nazwa predkoéci wirtualnych; teraz tylko rozszerzymy ten
sposéb na przyspieszenia wirtualne. Interpretacja kinematyczna wzoréw 9-go i |l-go
pozwoli stosowaé do obliczen twierdzenia i konstrukeje, dowiedzione w Kinematyce,
W tym celu po rozdzieleniu wszelkich przesunie¢ przez rézniczke & niezaleznie

zmiennego parametru {, ktéremu nadamy znaczenie czasu, otrzymamy wielkosci
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gdzie v; oraz v'; sa predkosciami wzglednemi wezléw, ktére laczyl pret a;; inaczej—
)

predkosciami wirtualnemi. W tenze sposéb przyréwnamy
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gdzie p; sa przyspieszeniami wzglednemi wezlow danego preta; inaczej— sa jego przy-

$pieszeniami wirtualnemi,

Rozdzieliwszy przeto licznik i mianownik réw. 9-goi | 1-go przez ét% otrzymamy
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6. Pochodna napregienia, wyrazona funkcja sil. Przyjmiemy teraz dru-
ga alternatywe (rown. 6-te); e drugie przesuniecie wirtualne jest w ten sposob
wykonane: ze 4'ay = Ca;; co sie znaczy pod wzgledem matematycznym, ze 3a,
obieramy jako niezaleznie zmienna, jak poprzednio obralismy 8L,. Z réwnania 4-go

i 3-go otrzymamy wtedy
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Azeby obliczyé roznice prac wirtualnych (8'..—3L,) przy warunky, ze
9'ay = Ga; , wezmiemy pod uwage, ze
Li==F 1,5 a0 reaiias "o o) (il Wi il o)
dla wszelkich wartosel a; — z réwnania ‘tego, po nadaniu pretowl a; przyrostu

dak, napiszemy
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z pominieciem nieskonczenie malych wyzszych rzedow.
Po przywréceniu ukltadu do pierwotnej geometryczne] postaci, a nastepnie
po wydluzeniu preta a, o da; wyrazimy warto$é¢ funkcji sif tego nowego ukladu

rownaniem
(e == ol p T TR By R T D e e )

skad po rozwinieciu w szereg wzgledem a; otrzymamy, z pominieciem wielkosci
wyzszych rzedoéw,
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jest to wyraz wartesci funkcji sil kratownicy o wydluzonym precie a;. Jezeli teraz
wielkosci a; tego nowego ukladu nadamy przyrost @'ar t. j. wykoramy drugie
przysuniecie wirtualne, to otrzymamy z 18-go, po zrézniczkowaniu wzgledem a;
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dai bowiem jest niezalezne od da;.

Wprowadziwszy warunek &'a: = 8a;, otrzymamy po odjeciu od row. 19-go
.l.
row. 16-te

2
¥L,— 0L =—- Ll e, dmmualet 56 rlinw (20)
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a po podstawieniu tej wartosci w réownanie l4-te i po rozdzieleniu przez 2a,. otrzy-

mamy
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Dla szczegolnego przypadku bedzie
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A wiec mozemy w dwojaki sposob obliczyé szukane pochodne: albo z row-
nan 9-go 1 ll-go lub z réwnan 2l-go i 22-go.
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7. Wzajemnos¢ pochodnych. Obliczymy teraz stosunek ——— sposobem
Cajp

wylozonym. W tem obliczeniu réwn. 15-te pozostaje w swej mocy; w 16-tem row-
naniu zastapimy przyrost ¢a; przyrostem ¢a, ; t. j. zastapiemy wskaznik i wskazni-
kiem k, poniewaz w danym razie odksztalcamy uklad, wydluzajac pret k-ty; w row-
naniach przeto od 17-go do 20-go zastapimy wskazniki i przez k, a k przez i,
gdyz i w rownaniach 4-temi 3-ciem ta sama zmiana nastepuje, i otrzymamy dla da-
nego przypadku zamiast rown. 2l-ego réwnanie
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Wyrazy, stojace po prawej stronie réwnan 2l-go i 23-go, sa przy pewnych
wlasciwoséciach funkcji 15-ej, — rowne; a ze wlasciwosci te odpowiadaja wogdle
za wyjatkiem ukladéw chwiejnych (t. j. o nieskonczeniu malej ruchliwosci) wlasci-
wosciom geometrycznym ukladéw, stosowanych w praktyce, mozemy przeto po-
wiedzie¢, ze wogole
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Ta wlasciwosé jest wynikiem tej okolicznosci, ze rozniczki ¢ i d sa od sie-
bie niezalezne, porzadek przeto rézniczkowania nie zmienia rezultatu.
Zwiazek 24-ty mozna rowniez wyrozumowac z rownania

}._: (SA . ;’a/;' ) == 5Ll . . - « . . . . . (25)

przyjawszy, ze sily zewnetrzne posiadaja funkcje sil, t. j. ze wyraz pracy czastko-
wej sil zewnetrznych jest calkowalny co w przykladach praktycznych zwykle
zachodzi, a wiec i lewa strona tego rownania powinna byé¢ calkowalna, z czego
wynikajq.bezpoérednio warunki matematyczne calkowalnosci, wyrazone wzorem
24.ym, jako warunki calkowalnosci rézniczki ¥ (S, . %a; ); rozumowanie to, aczkol-
wiek prowadzi do stusznych wynikow, nie jest jednakze dostatecznie scisle, nie
wyraza bowiemn szczegdléw postepowania, ktore doprowadzily nas do tegoz
wyniku.

8. Prety wzglednie ekonomiczne. Za pomoca wzoréw wyprowadzonych
zbadaé mozna czy dlugosé a; preta k— tego, odpowiada najmniejszej jego objetosci,
gdy zmienia¢ bedziemy dlugo$é innego preta a. ; — pret a:, odpowiadajacy tym
warunkom, nazwiemy ekonomicznym wzgledem innego preta, jak w danym razie
wzgledem i—tego. W razie jezeli za pret a; obierzemy pret ai; to nazwiemy go
pretem ekonomicznym wzgledem samego siebie.

Przyjawszy, ze przekroj preta jest proporcjonalny do naprezenia, objetosé
jego bedzie proporcjonalna do iloczynu (Ss. a; ); iloczyn ten w przypadku ekono-
micznoséci ma byé minimum przy zmiennej a; , t. j. powinien zachodzié zwiazek

_____ Gk ad o= 00 oS O 2B
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S: zalezy w tym razie od a,, wielkos¢ zas ax jest nie zalezna, byle tylko i nie bylo = k
Minimum (lub maximum) powyzszego iloczynu bedzie wtedy, gdy
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lub inaczej ze wzoru ¥'-go, gdy
Dae, 2= ORMART T TNl L e TR

W tenze sposoéb znajdziemy, ze warunkiem ekonomicznosci preta i tego
wzgledem k—tego bedzie wyraz

2G,
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A poniewaz na zasadzie wzoru 24-go wzory 27-my i 29-ty musza byé sobie rowne,
przeto powiemy: wzgledna ekonomicznoéé dwoch pretow jest wzajemna.

Znajdzmy teraz warunki ekonomicznosci obranego preta wzgledem samego
siebie; warunek minimum wyrazi sie wzorem
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przeto pret dany jest ekonomiczny wzgledem samego siebie, gdy

a; . ar = da%; inacze] gdy ak. pu = 0: . . (31)

Z tego wzoru wynika, ze pewien pret moze byé¢ ekonomiczny wzgledem
samego siebie, jezeli przyépieszenie wirtualne jest dodatnie, czyli jest skierowane
w kierunku wzrastajacej dlugosci tego preta; w przeciwnym razie nie moze on bydé
ckonomiczny; jest to oczywiscie warunek konieczny, lecz, moze by¢, ze niewystarczajacy.

Wzory 28-y i 3l-szy mozna wyrazi¢ w formie ogoélnej, korzystajac ze wzoru
3-go i 26-go; warunek przeto wzglednej ekonomicznosci dwoch pretéw wyrazié
mozna w postaci dwoch réwnan

Q(Sy.dar) =0; oraz 8 (5S¢ .ax ) =0 . . . . . (32)

9. Rézniczka zupelna naprezenia. Funkcja, row. 1-sze, jaka wyrazamy na-
prezenie musi byé funkcja jednorodna zerowego stopnia wzgledem dlugosci; a wiec
jako taka posiada ona wlaéciwo$¢ matematyczna, ze suma iloczynow
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Otrzymujemy prreto rownanie, wyrazajace zwiazek pomiedzy pochodnemi czastko-
wemi naprezen i1 diugosciami pretow.

10. Przyrosty napreien—wskutek wydtuzen niektérych lub wszystkich
pretow. Jezeli przyjmiemy, ze pewne prety (lub wszystkie) danego ukladu otrzy-
muja przyrosty A a; tak male, Ze drugie ich potegi mozna pominaé¢, to po pod-
stawieniu w rozniczke zupelna row. l-go da; Ag; oraz dS; = A S, , otrzymamy

AS, = 2 -;A-—"'?_Aa.‘ M s et B8 T

gdzie wskaznik i oznacza numer porzadkowy pretéw, ktorym nadaliémy wydluzenia.
a) W szczegolnym przypadku, jezeli nadamy wszystkim pretom danego

ukladu przyrosty A a; == t,.a; ; t. j. przyrosty proporcjonalne do ich dlugosci,
gdy 7, oznacza staly spolczynnik proporcjonalnosci, — to na podstawie row. 33-go
otrzymamy
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t. j. jezeli wszystkie prety danego ukladu doznaja wydluzen proporcjonalnych do
swoich dlugosci, to nowy uklad— odksztalcony—bedzie posiadal te same naprezenia,
pomimo zmiany swej postaci geometrycznej; oczywiscie przy dzialaniu tych samych ob-
ciazen, przyczepionych do wezlow tego ukladu. Wlasciwosé te mozna .sobie row-
niez bezposrednio wyjasnic geometrycznem podobienstwem obydwoch kratownic.
Przypadek ten zachodzi w praktyce, gdy np. wszystkie prety danego ukladu zo-
staja jednakowo ogrzane lub ochiodzone i sa zrobione z materjalu o jednakowe;j
rozszerzalnosci cieplikowej. Jezeli zas spolczynnik © nie bedzie staly dla wszystkich
pretow, to uklad w ten sposéb odksztalcony wykaze naprezenia rozne od napre-
zen, wystepujacych w nieodksztalconym ukladzie; — pod dzialaniem tego samego
obciazenia. Azeby obliczy¢é w tym razie A S: nalezy zastosowaé wzér ogolny
34-ty.

b) Wesmy teraz pod uwage wydluzenia pretow, wynikajace z ich spre-
zystoscl.

W tym razie mamy
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Przyjmijmy teraz, ze uklad jest jednakowej wytrzymatosci, t. j. przyjmijmy, ze dla
kazdego preta, ktérego odksztalcenie rozpatrujemy, zachodzi zwiazek

sk 5(B7)

= L =S

Fi Ei -

gdzie w tym razie S, oraz €, oznaczaja liczby bezwzgledne, skrocenia zas lub
wydluzenia pretéw wyrazone sa znakami & ; po podstawieniu lej wartosci w rown.

36-te otrzymamy
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a po podstawieniu tej wartosci w rown. 34-te otrzymamy
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A Sk = g, .ll g - ry al‘+_ 30 — = g B = 0, r - . (39)
f+ C ar {-— i W E R
gdzie znaczki 74 lub i/— wskazuja, iz nalezy dana sume zestawi¢ z wielkosci, od-
noszacych sie do pretéow z dodainiemi naprezeniami, — ewent. z odjemnemi.

Dodawszy do rown. 39-go réwn. 33-cie przemnozone przez £, otrzyma-
my wzor

'Y SS/»
ATSy e g o W HIISIIE S pelilug S Skeil s sonttel
£ - Sai—{- i ( )

Odjawszy zaé od rownania 39-go rown. 33-e, przemnozone przez S,
otrzymamy
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w ktory wchodza wielkosci pretow, ktorych naprezenia sa odjemne; w poprzedni
za$ wchodza wielkosci pretow, ktorych naprezenia sa dodatnie.
Z rownan 40-go i 41-go wynika zwiazek
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ktory jest tylko inna postacia rownania 33-go. Oczywiscie, w mysl wypowiedzia-
nego zalozenia, wzory 40-ty i 4l-szy odnosza sie tylko do kratownic o jednakowej
wytrzymaloséci (rown. 37), ktorych wszystkie prety, wyznaczajace ich postaé, otrzy-
muja przyrosty, okreslone rownaniem 37-em.

Postepowanie to mozna zastosowaé rowniez do przypadku, w ktorym dany
uklad sklada sie z dwoéch ukladow o roznych wytrzymalosciach. Przyjmijmy
np., co sie w praktyce moze zdarzyé, ze wszystkie prety w dodatnich naprezeniach
posiadaja spolczynnik $,+ jednakowej wytrzymalosci; a prety z odjemnemi napre-
zeniami inny spolczynnik £,— wtedy row. 40-te otrzyma postaé

A Si = (cot -+ z0—) . e :S_"L B e L R (- 0 2
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11. Spotczynnik zmiennosci naprezen. Aczkolwiek pochodna napreze-
nia preta jest miara zmiennosci tego naprezenia w stosunku do zmiany diugosci
dowolnego preta, jest jednakze niepraktyczna do poréwnywania tej zmiennosci
w roznych ukladach, gdyz wartosé jej zalezy od obranych jednostek miary. W ce-
lu unikniecia tego wprowadzimy spolczynniki 7 okreslone wzorem

o= — =P A lub e == ar; L L L (43, 44)
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Sa to spolczynniki niemianowane, ktére wyrazaja stopien wrazliwoscl na-

prezenia w k-ym precie na zmiane dlugosci preta a. , ewent. preta ai .
Z réwn. 8'-ego otrzymamy:
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Obliczywszy przeto wartosci tych spélezynnikow dla réznych pretow, mozna
obliczyé np. procentowy przyrost naprezenia dowolnego preta; gdy dany bedzie
procentowy przyrost dlugosci innego preta.

Spolczynnik 7 moze byé dodatni lub odjemny dla danych pretéw; jezeli
bedzie on dodatni, to znaczyc bedzie, ze ze wzrastajaca dlugoscia preta odksztal-
cajacego (np. i—tego) bezwgledna warto$¢ naprezenia w rozpatrywanym (np. k—tym)
precie bedzie wzrasta¢; —— i odwrotnie.

Spélczynnik 7 bedzie dodatni, gdy px <C O (przy zalozeniu, ze v; 1 v; posia-
daja te same znaki) t. j. gdy predkosé¢ wirtualna drugiego przesuniecia, przy wa-

runku 4L, =¢'L,, bedzie mniejsza niz byla podczas pierwszego przesunigcia, co jest
bezposrednio zrozumiale; z malejaca bowiem predkoscia wirtualna — przy nie-
zmiennej wartosci pracy wirtualnej —- naprezenie rosnie,

Azeby pewien pret byl ekonomiczny wzgledem innego preta, ktorego dlu-
goéé zmieniamy, powinno by¢ stosownie do wzoru 28-go

T o M it SRRt T, Gl LY

azeby za$ byl pewien pret ekonomiczny wzgledem samego siebie, powinien sto-
sownie do wzoru 3l-go spolczynnik

py e by ehs Lh RS Vrove WTE0NER)

spolczynnik ten wyraza, ze powiekszajac dlugosé preta ekonomicznego o pewien
procent, o ten sam procent zmniejszaé sie powinno naprezenie jego,a wiec 1 prze-
kréj, t. j. objetosé jego powinna pozostawac stala przy zmiennej jego dlugosci.

12. 1losé niezaleznych pochodnych czastkowych danego ukladu.
Pochodna niezaleina nazwiemy taka pochodna, ktéra musimy obliczyé bezposrednio

2 rébwnania l-go lub ze wzoréw tutaj wyprowadzonych; pochodna zaé zaleina
nazwiemy taka, ktéra obliczyé mozna z innej pochodnej tego ukladu. Jezeli np.
:S’ DS:

- obierzemy za pochodna niezalezna; to Ta%vr bedzie pochodna zalezna.
Jezeli uklad posiada p pretow, to mozna napisac w ogole p* pochodnych
czastkowych, jednakze pomiedzy temi pochodnemi zachodza pewne zwiazki mate-
matyczne, wynikajace badz z okreslenia rozniczki czastkowej, badz ze zwiazkow,
opartych na szczegélnych geometrycznych wlasciwosciach danego ukiadu.

Majac na uwadze przemiennosé¢ rozniczkowania t. ). wzajemnosé przyrostow

naprezen, ilosé r niezaleznych pochodnych

r=p+ o p = N=—y» &+
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nastepnie wskutek jednorodnosci funkeji f (a) (wlasciwosé szczegélna rozpatrywa-
nych funkcji) przybywa jedno réwnanie pomiedzy temi pochodnemi, pozostaje
przeto pochodnych niezaleznych

r:‘-l pp+1)—1; . . . . . . . . (49
7,
ujecie w forme matematyczna innych geometrycznych wlasciwosci kazdego ukladu
powinno Jeszcze zmniejszyé te ilosé.

13, Wzér analityczny pochodnych. W wyrazy pochodnych (réw. 8'-me)
wchodza niezalezne zmienne 7 i v; ; wartosci jednakze tych pochodnych nie moga
zaleze¢ od tych dowolnych - wielkosci; pochodne te moga bowiem byé funkcjami
tylko spoélrzednych wezléw danej kratownicy i sil ja obciazajacych; z tego nalezy
wywnioskowa¢, ze te dowolne wielkosci v, i v; lub tez dwie inne, ktorych vx i o;
beda znanemi funkcjami,—musza sie we wzorach 8-ym skréci¢; a wtedy otrzy-
mamy wzory pochodnych, w ktéore beda wchodzi¢ tylko pewne spélrzedne wezlow
kratownicy i sil ja obciazajacych; — beda to wzory analityczne szukanych po-
chodnych. Ktore spolrzedne wejda do tych wzoréw, zalezecd bedzie od geome-
trycznej postaci kratownicy ‘i sposobu obciazenia, co nalezy dla kazdego ukladu
obliczyé.

14. Przyktad. W celu unaocznienia postepowania oraz w celu sprawdzenia
w szczegolnych przykladach wyprowadzonych wzoréw, wezme do obliczenia wspor-
nik, zlozony z 2 pretéw a, i a;; =z ktérych pret a, slizgaé sie moze koncem B
po pionowej kierownicy, drugi za$ koniec polaczony jest za pomoca przegubu C
z koicem preta a,, ktorego drugi koniec moze sie obracaé okolo nieruchomego
przegubu A; w przegubie C przyczepiony jest ciezar P.

Wartos¢ funkeji sil wyrazi sie w danym razie wzorem

Li=P[H, 2 5= fat. = . (D)
gdzie H, oznacza odlegloé¢ jakiegos dobrowolnie obranego

lecz stalego poziomu od punktu nieruchomego A.
Obliczywszy pochodne czastkowe, otrzymamy

2L
ST SO, SR S B (60)
R ¥ 4
Ca; l a, —a,
w tenze sposob otrzymamy Rys. 1.
2L .
S,=b =B P L (50)

< ay Voa,*—a,*

Stusznosé tych wynikéw mozna stwierdzié z odpowiedniego trojkata sil.

Gdy nastepnie pret a, wydluzymy t. j. wielkodé a, zastapimy w réwnaniu
50-tem wielkoscia a, | da,, wtedy obliczymy S/, a odjawszy te wielkosci jedng od
drugiej, otrzymamy po rozdzieleniu przez da, pochodna

a 2
o a,

L bl Jo Tt e et o) PN 11

3, Y o3
ca (a, a,’)/y
4



L T
w tenze sposdb

aS,m a,’ P,(SZ)

@ —ad "

Wzory te sa zatem drugiemi pochodnemi funkcji sil, jak to bylo w ogolnym
przypadku wykazane. '
Rozniczkujac réwnania 50-te i 50’-e wzgledem a, i a, napiszemy

C Sl a; 8,y
=t P ] 53
¢ ay (a;* —a,%)¥, (53)
oraz
0S5, a a,
= = e L M s At AR B )
ca (a,’ — 2,°)%, i (53)
Rownosé tych dwuch pochodnych jest stwierdzeniem rown. 24-ego, wyraza-
jacego wzajemnos$¢ pochodnych. Po przemnozeniu rown. 51-ego przez a;;—a rown.

53-go przez a, i po ich dodaniu otrzymamy zero; w ten sposéb stwierdzamy row-
nanie 33-cie.

Przyrost calkowity, pochodzacy od odksztalcen sprezystych obydwuch ‘pre-
téow, gdy uklad przyjmiemy o jednakowej wytrzymalosci, napiszemy z rownania 50-go

28, 25, !
dS, = e da,+ i da, ; nastepnie
¢ a; 3
S 28 a,’a 28
AS = — g, aipr — .8, ar. 7= 2E — RES NI
1 P 02 L (D v (a,® — a,%)%, a, a, (54)
; &5, :
ze wzoru za$é 41-go otrzymamy: A S,=—2¢,~ "' .a, = 54-temu; w danym bowiem przy-
da,

kladzie jest tylko jeden pret z dodatniem naprezeniem, jak rowniez jeden tylko
z odjemnem; z jednego przeto tylko preta obliczymy calkowity przyrost naprezenia.

Chcac unaoczni¢ ten wynik liczbowo, przyjmijmy a, = 5 a, = 4; przy
g — 1000 Fi==2 X408 ey — —Ef =0,5X10-% a otrzymamy z réwnania 54-go
2
A5, =2%05X10. > K4 p—0,004P

: . 4 .
ZWaZYyWSZy, 2 O, == TP’ otrzymamy przyrost AS, =0,3%/, S, po sprezystem odksztal-

ceniu pretow calego ukladu; — przyjawszy go o jednakowej wytrzymalosci.

15. Przyktad obliczenia wykreslnego. Wezmy pod rozpatrywanie uklad
przegubowy, podany na rys. 2-gim, skladajacy sie z dwuch trojkatow 1 D Il
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eraz AEB polaczonych trzema pretami; do jednego z pretéw przymocowany jest
trojkat, na ktérego wierzchotku przyczepiono sile P dowolnie skierowana.

v g = ks
—-onY = Pg\_ B?
e 0 P i
‘T\ 190 i s 3,
\ll— Fr - / /7 3
» i I
Vo8 Pr | /’fw Vg
\\\L\ //r/ Y/
b A\ s B Vi | =
- U; \ Yy I whl.
B \ b
\ \ I y
\ \ ! /
\ \ { /
\ /

\ ! /
\ ] /
\ I /
\ \ f .//
\
i tl z
o 1/
~ /2
- \\\ 'B
.\
Rys. 2.

Obliczmy ze wzoru 44-tego spoélczynnik 7 dla preta | I, ktéory nazwie-
my pretem k-tym. Zadanie polega na obliczeniu v i pw, gdy obierzerzemy jedna
niezalezna zmienna 1 przyjmiemy warunek, ze 8L, =4d'L,. Predkosé¢ v: obliczymy
ze wzoru l-go § 17-go

Ve — [;11—-' ;1 Juk .

Jako niezalezny obierzemy predkosé punktu I-go i obliczymy predkosci po-
zostalych wezlow za pomoca metody predkosci obréconych (prostopadlych); — na
rys. 2-gim predkosci te oznaczono kreskami; po przeprowadzeniu odpow1edmch
réwnoleglych znajdziemy v'p, o'/ i v'r, a ztad i wlasciwe predkosci o5, i 0y i vp;
predkosci te wyrazaja pierwsze przesuniecie wirtualne.

Nastepnie wyobrazmy sobie uklad przyprowadzony do pierwotnej postaci
i przeksztalémy go na inny, przez wydluzenie pretu a: o da: ; wydluzenie to mo-
zemy przyja¢ rowne przesunieciu wirtualnemu %a; 1 w ten sposéb wykonamy dwa
po sobie nastepujace przesunigcia, a z ich roznicy obliczymy szukane przyspiesze-
nie ps; przyspieszenie to obliczymy ze wzoru 2-go § 17-tego. Azeby wyznaczyé
przyspieszenie p// i ps ,jakie mamy w tym wzorze, nadamy danemu ukladowi dru-
gie przesunigcie wirtualne, uzaleznione od pierwszego warunkiem &L, =& L,; waru-
nek ten wyrazi sie kinematycznie, ze wektor przyspieszenia punktu przylozenia
sily P powinien byé¢ prostopadly do kierunku tej sily; z tego warunku otrzymujemy
kat, jaki tworzy kierunek tego przyspieszenia z promieni wodzacym BP; ponie-
waz wielkosé tego przyépieszenia jest dla naszego obliczenia niepotrzebna,
przejdziemy przeto bezposrednio do obliczenia przyspieszenia punktu Il. Kierunek
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tego przyspieszenia tworzy z promieniem wydzacym Bll kat, jaki tworzyl wektor
przyspieszenia punktu P z promieniem BP; a ze skladowa normalna pis=0v?;:11B,
przeto obliczymy przyspieszenie p// za pomoca konstrukcji geometrycznej 1 wyzna-
czymy pii, co tez zostalo wykonane na rysunku 2-gim.

Azeby obliczyé p/, musimy najpierw obliczyé P, co mozna wykonaé; zna-
my bowiem D17 ;// i 0p. Obliczenie to, podawane w podrecznikach,*) opiera si¢
na twierdzeniu,**) ze:

Fn = E)-II _‘i‘ [Fi('.n“l,"F:u',t ];

gdzie pw.n 1 pws Oznaczaja przyspieszenia normalne i styczne obrotu preta 11D oko-
lo srodka IL
Z tych przyspieszen przyspieszenie pii jest przeto znane; pu mozna ob-

liczyé ze wzglednej predkosci (vp—wv;1), rowna sie¢ ono bowiem

g (;n—';//)’

Pw s — D H

(znak minus oznacza, ze kierunek tego przyépieszenia jest zwrocony w strone ma-
lejacej dlugosci preta DII). Predkosé wzgledna (v»—077) wyznaczylismy na ry-
sunku z predkosci obréconych (prostopadlych) punktow D i Il; a nastepnie wy-
kreslilismy na rysunku powyzszy wzér. Przyépieszenie jednakze p..: jest nieznane,
mozemy tylko wyznaczyé geometryczne miejsce (na rys. prosta ) koncéw wektora
przyépieszenia pn. Nastepnie punkt D zakresla kolo, ktorego srodek lezy w E i ktorego
promien jest ED; poniewaz predkos¢ vp jest znana, przeto przys$pieszenie normal-
ne tego punktu —wzdluz promienia ED jest mozliwe do wyznaczenia; przyspiesze-
nia zas stycznego tego obrotu nie znamy, mozemy jednakze, znajac przyspieszenie
normalne, wyznaczy¢ miejsce geometryczue koncow wektora pp; jest niem na ry-
sunku prosta #; przeciecie sie t i t' wyznacza koniec szukanego wektora ;/).

W tenze sposdb z pp, vp i v wyznaczamy pi; co tez zostalo wykonane
na rysunku 2-gim.

Znajac v, vir, pld pir, wyznaczymy vk i pi ze .wzorow l-go i 2-go § 17-go;
zrzutowawszy wektory tych réwnan na kierunek preta ai; odczytamy nastgpnie
z rysunku:

== 4,03 - r‘ 1,90 e 2,]3 cm'sek
Py =— 6,50—0,58-+0,90 = — 6,18 cmjsek?
skad
~P;/'—— = — 1,36 cm-".
V%
Odeczytamy z rysunku a; = 10,6 cm, przeto

e =4 1,36 X 10.6 = 14,4.

To znaczy, jezeli wydluzymy pret av o 1|, to mozna powiedzieé¢ z dosta-
teczna dokladnoscia, ze bezwzgledna wartos¢ Si powigkszy sie o 14,4°,.

*) A. Chrisiman i H. Baer. Grundzige d. Kinemalik, str. 69.
**%) H, Czopowski. Mechanika Il. 1921 r. § 72.
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Poniewaz w' danym przykladzie S; =-—0,68P, przeto ze wzoru li'-go
2S; ‘
— =-}-0,68P. (— 1,36)=—0,93 P kg cm.
C ag

16. Przykiad obliczenia wyrazu analitycznego pochodnej. Obliczymy
wzor pochodnej w postaci analitycznej podlug wskazowek, podanych w Nr. 13-tym,

kratownicy, zlozonej z trojkatow, przedstawionej na rys. 3-cim; obliczymy najpierw
wzor dla 2Sk:2a;,

B hi. Woi

Rys. 3.

Do obliczenia tego zastosujemy. jako niezaleine zmienne predkosci wzgled-
ne katowe, z jakiemi obracaja sie boki trojkatow, wyprowadzone z wierzcholtkow,
lezacych naprzeciw odpowiednich pretow; jak to zaraz blizej objaénimy.

W celu obliczenia v: k-tego preta, przetnijmy pret a: i nadajmy powstale)
czesci danego ukladu B; obrét wirtualny okolo s$rodka chwilowego obrotu Oy z pred-
koscia @.; w zwiazku z tym obrotem cze$¢ A; danego ukladu wykona obrét oko-
Yo przegubu Aj z predkoscia ¢.u i wskutek tych obrotow wezly l-szy i 2-gi, ktore
laczyl dany pret as, otrzymaja predkosci v, i vs; z tych predkosci obliczymy
przez zrzutowanie ich na kierunek preta a:

v = [0 — ik | ak
gdzie znaczek a: wskazuje, ze nalezy wektory, ujete w nawias, zrzutowaé na kie-
runek .preta -as.
Po przeksztalceniach, podanych w Nr. 2-gim uzupelnien § 17-tego, row. 5-te

napiszemy:

= H AL e gdzie Wz = ¢ 14 1|*({,",,/,- S 0%, ‘m wmdl i I (56)
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a ¢4 i 9.4 oznaczaja predkosci obrotowe okolo srodkéw chwilowych obrotow; Hi
oznacza prostopadla odleglos¢ punktu K od kierunku preta a:.

Przyprowadzmy teraz dany uklad do pierwotnej postaci geometrycznej, wy-
dluzmy pret a; o przyrost da;; wydluzenie to wyrazimy predkoscia wzgledna v we-
216w, ktore lacza pret a;, a napiszemy wzor

o, = H; o;, w ktéorym o; = @.4i — Foir -+ -0 - (57)

Drugi obrét wirtualny nowego ukladu odbedzie okolo innego $rodka obrotu,
niz poprzedni; wskutek bowiem wydluzenia preta a, poprzedni srodek O, sie prze-
sunal. Oznaczywszy predkos¢ tego drugiego obrotu okolo nowego srodka przez
¢, 1, predkosé wirtualng preta a; przez v'; napiszemy

!)’k = H/,. 4 (D’/,; gdzie O)Ik = '{‘,.Ik —‘w qa',,/, AN M 1Y e (58)

Z tych wzorow, zwazywszy, ze W obydwuch przesunigciach wysokosé H,
jest wielkoscia stala, napiszemy réwnanie
N 0’;‘. == Uy H 1 (J)’/, — H ('0 (59)
O lim ————F——Hglip ~————= 9g& - - S -
Pl At At .

w ktorem

".)h:i'{?.u-}—.?(,k; 0y LR e O (60)

a punkty nad literami oznaczaja pochodne odpowiednich wielkosci wzgledem czasu;
p«i oznacza przyépieszenie wirtualne preta a:, gdy uktad doznal odksztalcenia
przez wydluzenie preta a;.

Po podstawieniu wartosci vs, ¥ 1 pis do row. 8'-ego otrzymamy

¢ S Si  Oai 61)
S Eoping

W mysl rozumowan § [3-tego wyrazimy wy; wielkosciami ®; oraz ©;, —
i w tym celu zastosujemy row. 60-te.

Pomiedzy ®..: i ©. jest zalezno$é kinematyczna, wynikajaca z polaczenia
obydwéch czeéci kratownicy przegubem K. Azeby ten zwiazek obliczy¢, wezmie-
my pod uwage, ze podczas obrotéow wirtualnych uklad B: otrzymuje w pierwszym
okresie czasu predkosé obrotewa ¢, okolo Oi, a w drugim okresie czasu —
obrét ¢'.s okolo O’y ; te dwa obroty mozna zastapi¢ przez dwa obroty i 1 9k
okolo jednego sérodka O; i przez ruch postepowy, prostopadly do kierunku 0: O%
ktorego predkodé = "Or0% .¢%; a wiec przyspieszenie punktow uktadu B: wyra-

zi sie suma przyspieszen: przyspieszenia, pochodzacego z obrotu 9.4 1 <.?,,k okolo O

. .y ; O: O y
i z przyspieszenia ruchu postgpowego = . ©..(jak zwykle podczas toczenia sie

dt

jednej krzywej po drugiej). Oznaczywszy wyraz QR przez w.; jako predkoss

dt

przesuniecia sie O wzdluz osi A O, , zwazywszy nastepnie, ze przegub K musi
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mie¢ to samo przyspieszenie tak podczas obrotu okolo A jak i okolo O: napisze-
my rownosé przyspleszen stycznych tego punktu w nast. postaci

Tk o Pk == Tob v Qok 17 Wik« Dok vk ae eee (02)

gdzie w.: oznacza predko$é punkta Op wzdluz rs; wyraz we . 9. jest rowniez
rzutem przy$pieszenia ;n na r, .

Predkosc te obliczymy, jako predkoéé zlozona: z predkosci punktu O: po
osi AQ; , gdy prosta BO: sie przesuwa a o$ AQO; pozostaj w spoczynku; wartos¢
tej predkosci, ktora oznaczymy litera w', odczytamy z rysunku

W == R Tl senracyes g B s sl s b (68

i z predkosci w” tegoz punktu po BO:, gdy AO; wyobrazimy sobie w obrocie
okolo A z predkosci .., a BO; — w spoczynku; predkosé ta

A (r:”._ -+ r,,.,) Y4 . tg O ;

Predkosé¢ przeto wypadkowa wzdluz AO; rowna sie sumie tych predkosci:

by Foi \ -
A L { T b o V1, S s A (64)
cos Gy

Po podstawieniu tej wartosci w row. 62-gie i po podstawieniu

@.4i = Qoi . —— otrzymamy zwiazek pomiedzy ¢.ur i $u:
(7
J Tok ] h o of
O ap = : (-?ok'—}_ 15 oA T e Ty T 4% + Tok 3 Tof g o Boi-s Dok - (65)
Tk T4k .CO8 Ty T Ak T.4i
nastepnie po podstawieniu
p Xi b
tg 0 = T‘ P Bei= o il’— ; oraz Q. == W . —3—‘1‘1 LR (60
otrzymamy
- l ok > hi 1 l'— X; hk X X5
oy L on e = e e e i e, <R
£ S S b xs x; 1 ] A T el
a dodawszy do tego 9., otrzymamy
. l h l ]'_'xi h i
N P e Ry TR .. (67
X; Xk X4 X, ] ] |
po uporzadkowaniu, napiszemy
: | h; -+ hg X; h
W :(?.,L-.——+ *ﬁ 2 . o — z Wy . W; O T e (68)
X4 | ] ]
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Teraz naleiy wyrazi¢ 1;9,,/? przez ©.; oraz %, a nastepnie przez ®W; 1 ©; . Wartosé ©Qok
obliczymy z warunku &L = 0; dla obliczenia tego przyjmijmy np., ze sila, obcia-
zajaca dana kratownice, jest pionowo skierowana i przyczepiona do czesci kra-
townicy, *ograniczone] przegubem | oraz podpora B (rys. 3-ci); wtedy, podczas obrotu
wirtualnego ©.s, silfa P wykona prace

5
,_{\.]:'_ ;:—P.q.’v;ul.’;
Gt

gdzie g oznacza odleglos¢ srodka O; od kierunku sily P.
Po odksztalceniu kratownicy zrobimy drugi obrét wirtualny i otrzymamy

zwigzek, wynikajacy z warunku 82 L, = 0
d
e vpmdo—=r O—1 LI, ot kAL R RS
5T (q . pm) (69)

w ktorym 9, i q s wielkosciami zmiennemi; po zrézniczkowaniu, otrzymamy

dg

- “dt
Ok, = — Wq | Safheer ANk ey SRR ete R ST 0Y

Wartosé Ji. obliczymy z wydluzenia preta a; , wyrazonego przez obrét okolo

O; , a mianowicie

d :
Wdctl =hi. 9 —(hi — y,) . %.:; skad -d&?-: Yr - $ui; a wiec
'{.3.;/« ER i gl e W] T e e )
q

po zastapieniu Qo i %, z réw. 66-go przez w; i ®; otrzymamy

éu‘:_.,_,,Yﬁ L e g = ¢ b e SR (90}
q ] ]

a po podslawieniu lej wartosci w réwn. 68-me
(;)',., o — ___Xﬁ_ o ‘_,xi_ : k,xi I l,_ o s (0N _*_ [__h'_:‘___hi_ ¥ _.i{ir-- —_— _ﬁn (ok (’)i (68!)
fel 1 | X4 | | |

1 wreszcie ro podstawieniu tej wartosci w 61 i po skréceniu odpowiednich wartosci
otrzymamy szukana pochodna dla przypadku, gdy sila obcigzajaca polaczona jest
z czescig kratownicy, lezaca pomiedzy przegubem | a podpora przesuwna B,

35k A SL Vg i e~ fehy —ETh) wxr 0 hat
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Obliczmy teraz 2S: : Ja; , dla tego samego ukladu. Zasady obliczenia w tym
razie sa te same, jakie stosowalismy poprzednio; w szczegodlach jednakze przebieg
obliczenia jest inny. Po przecieciu preta a; nadamy ukladowi obrét z predkoscia 2.,
okolo érodka chwilowego obrotu O, ; jest to pierwszy obréot wirtualny; nastepnie
mamy uklad odksztalcié, odksztalcenie to, jak w danym razie, wyrazimy tymze obro-
tem okolo O, co pozwoli nam przyjaé obrot odksztalcajgey rowny wirtualnemu
i nadamy temu ukladowi drugi obrét wirtualny ¢'.c okolo O’y . Te dwa obroty

zastapimy (jak poprzednio) obrotami ¢, i ¢.; okolo srodka O, ktory wskutek
odksztalcenia ukladu otrzymal predkoéé wi; ,—1 odpowiedniem przyspieszeniem po-
stepowem. Stosujac wzory poprzednie otrzymamy podczas obydwoch obrotow
wirtualnych

o= Hay 0k ovae- o= i S04 1 ] s s )

Réznica tych wzoréw z poprzednimi jest ta, ze w danym razie wskutek
odksztalcenia preta a; wielkosé Hi sie zmienila.

Z tych wzoréow po odjeciu jednego od drugiego mamy:

Pkk = jt'(H”"”") il el el 175

Moznaby z tego wzoru obliczyé droga analityczna przyspieszenie psu; lecz w celu
otrzymania wiekszej przejrzysto§ci postepowania zastosujemy, jakiesmy to uczynili
poprzednio, sposob kinematyczny.

Obliczenie to wykonane zostalo w uzupelnieniu Nr. 2-em § 17 row. 13-te,
z ktorego napiszemy

3 f N | 02 o
pre= Hi 0 — (e — ) Y A RN IR DO R PR 1
a,
Zwiazck pomiedzy Wy i 0k znajdziemy z warunka ¢*L, = 0.
Przyjmijmy, ze ciezar P polaczony jest z czescia B: kratownicy (jakiesmy
przyjeli poprzednio), to warunek ¢*L = 0; wyrazimy
da_

: dt .

d (q. ¢4) =20; skad “Qor =— — . Pk v v .« o o \T7)
q

w danym razie odczytamy z rysunku

dq

— - ==y . 9
dt t

a wiec, po podstawieniu w poprzednie, otrzymamy

A DT Y-ﬂ,,mv,,,(“ ) it N el 7.
q q



— 58 =

Jest to rownanie jednakowe z 72-em, gdy podstawimy w 72-gie v; = — w; ; strzatki
bowiem obrotow przyjelismy rézne. Warto$¢ przeto ©; otrzymamy z 68-go po
podstawieniu: ®; =-— ®; ; x; = xz; h; = hy, a wiec
. 2 1 2hs X he -
Wh 7= Pop o | T e T | . 0% Nyl AT
X ] 1 1 ] (79)

Po podstawieniu w to réwnanie wartosci ¢ z 78-go, 1 podstawiwszy nastepnie te

wartosé w; w 76-te i 11'-te, otrzymamy

3 Sk Sk Vs X 2 h X hy f oDk M A= fird)

: il _ ; S mEe— et o 2 F 2 (80)
Qda; He q | ] | 1 H3 ax
ktére jest analogiczne do row. 73-go; rézni sie od niego drugim wyrazem, stojacym
po prawei stronie rownania, ktéry jest wynikiem obrotu preta a; w dwéch po sobie
nastepujacych okresach czasu; i znakiem plerwszego wyrazu, ktéry jest wynikiem,
ze ®; =— — W, .

Réwnania 73-cie i 80-te sa szukanemi rownaniami analitycznemi pochod-
nych naprezen wzgledem dlugosci dowolnego preta, rozpatrywanej kratownicy.

17. Uzupelnienia obliczen. Ne 1. Azeby obliczyé vi i pi (rys. 2-gi) t.j.ruch
wzgledny punktéw l-go i ll-go, jaki one wykonaja na prostej, faczacych je, z pred-
kosci i przyspieszen bezwzglednych tych punktéw, — zatrzymamy ruch punktu
np. l-go, dodawszy do danego ukladu wektory ("':[k) i (— pu); wtedy punkt [-szy

pozostanie w spoczynku, punkt ll-gi zas posiadaé bedzie predkoéé z'-)//.-r”-'-)//.-)
i przyspieszenie G)///ﬁ'f;//,ﬁ). Punkt przeto ll-gi bedzie w ruchu, zlozonym: z ruchu
unoszacego obrotowego prostej a: i z ruchu wzglednego wzdluz tej prostej. Do obli-
czeh zastosujemy twierdzenie o ruchu zlozonym, ze by D0k, AL, j. ze pred-
kos$¢ bezwgledna -l.)-/, rowna sie predkosci unoszacej 1 wzglednej; w naszym przy-
T3 2 o U (T).,, et i Vi -v.)-., 1-; ; D = ;k i a Zwazywszy, ze D jest prosto-
padla do a; i zrzutowawszy predkosci skladowe powyzszego réwnania na oé ax ,
otrzymamy

e e R N e L i o L . Ll

W tenze sposéb rozumujac, napiszemy, ze przyspieszenie wypadkowe p;
(inaczej przyspieszenie wzgledne punktu Il-go wzgledem I-go)

Pi == Pu I~ Pu 1~ Per.

Zrzutowawszy to rownanie na o0$ a; 1 zwazywszy, ze rzut | prs. .= 0;
oraz, ze
= e U i ' |
- W —nv;7) o ' 7., P A g
[P luk —— 3 Puwiak ™= Pk Py lak = ipn P/ |ak
t

a | =1
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gdzie wskaznik n oznacza rzut na normalna do a;,— otrzymamy

p/&'::(gll_;/)u.&"‘i’a]k"(;ll‘—T)l)gn; ¥ s i e ()

Ne 2. Predkosci punktow l-go i 2-go (rys. 3-ci) wyrazimy wzorami wekto-

rowymi; (porow. H. Czopowski— Mechanika [V § 105):

oyt == VT, Bob 1 Rur = NA ], et S T e

Podstawimy w te wzory

1 otrzymamy, po przemnozeniu wektorowem, wziawszy pod uwage, ze

- - =
Vr,k.’\P,k:V ) SN VAL 2

o — o=V K2.¢,—VKI.

(4)

-G §
=

Po zrzutowaniu tych wektoréw na kierunek a; otrzymamy:

-— - )
= !u:,\. — Uik ek = 1 P w3 gd21e W, = ¢ 1k _‘,‘(?.,': & i Y (5)

a po zrzutowaniu tych wektorow (row. 4-te) na normalna n do kierunku a;:, otrzy-

(6)

mamy
| m— -
Upy = (O — Ok | = fi. Dk = (av_.—'- f, )’? Ak

wil

gdzie fi oznacza rzut promienia K2 na a;; a odcinek (a,— f:) jest rzutem gro-

mienia K| na a:.
Ne 3. Przyépieszenie p: obliczymy ze wzoru 2-go

- - 1 ol - - u
P: — |Pak 7 P& ak —l_ % U)‘k = D e )'u o o 5 5 3 o (/)
a: _

- - : A . ; p
Przyspieszenia p,s 1 DPik wyobrazimy sobie zlozone 2z przyspieszen stycznych

i normalnych, 1 napiszemy
;-_'I. = V ()/,2.'?,‘--' m : "FL)“’-'"!'I-DK R T b )

gdzie p x oznacza przyspieszenie punktu Oy ; ¢ - przyspieszenie katowe; w ten ze

posob

——— i
"

pr= VAL . ¢u—A It .o v (9)

Warunek, ze przegub K ma to samo przyspieszenie jak z obrotu okolo A: tak

i z obrotu okolo Oi , — pozwoli napisa¢ nast. réwnanie
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V oras. Qak— Tk - (?? —*"V g Qop — Tok ®? 4 "i' Pok . . (10)

podstawimy w row. 8-me i 9-te; (jak w Ne |-ym}:

(&) e Es I a3 oraz e Tax + K1

a po odjeciu rownania 9-go od 8-go, otrzymamy

o — pu = [VE2 . 0w — K2 .¢%] —[VKI .o — K1 . 920 (11)

Dla rownania tego znale$¢ mozna bardzo bezpoérednia interpretacje kinema.
tyczna.

Po zrzutowaniu tego rownania na kierunek a; i zwazywszy, ze rzuty wekto-
réw K1 i K2 na normalna do a: rownaja sie Hi . a rzuty tych wektorow na a; row-
naja sie odcinkom f oraz (ar — fi ), (rys. 3-ci) napiszemy

Ipst — Pk k= Hi . 04— B V@l —far— B ) . ¢ . . . (12)

gdzie ®p == Qo T Q..

Po podstawieniu tej wartosci i wartosci z row. 6-go do row. 7-go otrzy-

mamy
. a9 \ o 1 I -
pr=Hi . 0 — fi 0% — (ak — f) . @2k — [f oo — (ak = f ) . 2k ]°
ak
po wykonaniu dzialan 1 uproszczen
; 1 -
Pk = Hk ROV i f;‘, (ak = fk ) (O3 A & d . . (|3)
ak
gdzie ©p = Q.14 - Do .
RESUME.

Dans le travail présent l'auteur détermine la valeur limite du rapport
de l'accroissement de l'effort intérieur a l'accroissement de longueur d'une barre
de la construction en treillis statiquement d¢terminte, reposant sur les appuis égal-
ement statiquement déterminés. Soit Si I'effort intérieur de la barre d’ordre k et a;
la longueur de la barre d'ordre i, I'auteur calcule la limite AS;: da; en admettant,
que les forces extérieures, suppostes appliquces aux noeuds, changent de position
avec les noeuds en conservant ses directions et ses valeurs. En supposant que
I'effort est une fonction de la longueur de barre et des forces (¢quation 1), le prob-
léme est réduit au calcul des équations (2).

Pour arriver aux résultats 'auteur applique le principe des travaux virtuels.
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Soit 1., la fonction de forces exttrieures, appliqutes au treillis donné; L,
la fonction de forces correspondante au treillis dé¢formé, ou la barre a; a etée rem-
placée par une autre de la longueur a; -} da;. Dans ce cas on obtient effort S de la
barre du treillis, non déformé de |'¢quation du travail virtuel S; ¢a, =2L,. De la
méme facon on obtient pour le treillis dé¢formé S d'ay = &'L,.

Comme les deux vitesses virtuelles sont tout a fait ind¢pendantes on est
libre d’admettre 4L, ==9'L,.

De cette maniére on obtient pour les dérivies cherchées les expresions (9)
et (11). L'auteur applique aux résultats obtenus le sens cin¢matique en introdui-
sant les ¢quations (12) et (13), ou la lettre p signifie l'acctleration virtuelle ana-
logue a la vitesse virtuelle, et arrive aux ¢quations (8) et (11'). L’auteur obtient
une autre forme de la dérivée cherchée par I'équation (3) et (4) en partant de I'égalite
8a, =0'a;, au lieu de 3L, ==3d'l... En passant pour les transformations renfermées
dans les ¢quations (14) jusqu’a (20) l'auteur arrive a la forme de dérivces, repre-
sentées par les équations (21) et (22), et en faisant les restrictions neces-
saires, obtient l'¢quation (24) exprimant le rapport mutuel des accroissements des
efforts.

Dans la suite —S; etant une fonction homogene du degr¢ zéro des longueurs
de barres, on obtient I'équation (33). En appliquant cette ¢quation aux défor-
mations ¢lastiques de toutes les barres suppostes d’'¢gale resistance, on arrive a 'ex-
pression de la diff¢rentielle totale corespondante aux barres soumises les unes aux
efforts de traction, les autres aux efforts de compression. De cette facon on arrive
a I'équation (40) et (41).

Pour exprimer l'influance du changement de longueur d’une barre sur I'effort
de n'importe quelle autre barre, l'auteur propose d'introduire un ceéfficient abstrait
7, ce quiest fait dans les €quations (43) et (44).

Pour construire I'expression analytique de la dérivée cherchée, auteur cal-
cule les valeurs de p et v en fonctions des variables cinematiques indépandantes
et des coordonées corespondantes. A la fin dans les équations (8") (11'),les variables
indépendantes se réduisent de sorte quils restent seulememt les fonctions de coor-
données.

Dans l'article 14 'auteur applique sa théorie a un simple exemple. L'art. 15
renferme larecherche graphique dela derivée 2 S;: 2q; pour un treillis (fig. 2). Dans ce
bat on introduit la condition 6L, =2¢'L, en forme de la relation cinématique, basée
sur le fait, que l'accéleration du point d’application de la force pendant les deux
allongements virtuels posséde une direction normale a la direction de la force. On
calcule alors le vecteur d’accéleration de deux noeuds auxquels s’appuit la barre a,
et enfin par 1'équation (55) I'accéleration virtuelle p. En mesurant en échelle les lon-
gueurs représentant pr, Tk I'auteur obtient les valeurs numériques de la dérivée et du
coefficient 1 j k-

L'article (16) renferme l'exemple du calcul analytique de la dérivée; les
resultats sont représent¢s par les formules (73), (80).
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