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WtlasSciwosé ta wynika bezposrednio z zalozenia, ze dla kaz-
dej wartosci ¢ mamy jedng tylko wartosé 2, co sie geometrycznie
wyrazi, Ze proste réwnolegte do osi % przecinajg dang krzywg
rownowagi tylko w jednym punkcie; a ze w danym przypadkuo
zalozyliSmy, Ze na krzywej rownowagi jest punkt podwoéjny, t. j.
ze w tym punkcie przecinajg si¢ dwie gatezie tej krzywej, przeto
jedna z tych gatezi musi byé prosta i rOwnolegla do osi »; druga
zas mozie byé wogdle krzywa, ktéra proste rownolegle do osi X
przecinajg tylko w jednym punkcie, — lub tez moze byé w szcze-
g6lnym przypadku réwniez prosta. Przypadek ten zachodzi w znacz-
nej liczbie przykiadéw, w praktyce spotykanych.

ROZDZIAL V.

UKLADY O WIELU STOPNIACH SWOBODY.
39. Réwnowaga i jej rodzaje.

Rozpatrzymy teraz uklady o wielu stopniach swobody.
Okreslenia rownowagi i jej rodzajéw pozostajg w zasadzie te same,
jakesmy podali w poprzednich rozpatrywaniach (§ 26-ty); zmieni
sie jedynie forma matematyczna ich wyrazenia.

Jezeli uktad posiada n stopni swobody, to funkcja sil wyrazi
sie funkcja n spéirzednych niezaleznych:

d1,49: " qQn,

oraz pewnego parametru 2, ktéry przyjeliSmy jako niezaleiny od
tych spoélrzednych, a ktéry jest wyrazem zmiennoSci sily, lub sif,
dzialajagcych na dany uktad w kazidem jego potozeniu.

Funkecja ta wogodle ma postaé nastepujaca:
U=F (@ z , .. qhsd) ! (109)

Spéirzedne polozenia réwnowagi danego ukladu, gdy dany
jest parametr A, obliczymy z réwnan 63-cich (str. 54-ta)
° oF oF oOF
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jako funkcje .
=9 0), =g 0)it d. (110a)



Rodzaj réwnowagi tych sil w tem poloZeniu rozpoznamy,
oparfszy si¢ na tej samej zasadzie, co i poprzednio (§ 26-ty), t. j.
ze rodzaj r6wnowagi zalezy od znaku calkowitej pracy wirtualnej
A U sil, dziatajacych na ten uklad, jaka one wykonaja podczas
wirtnalnego odksztalcenia®) danego ukiadu.

W celu obliczenia tego znaku rozwiniemy réwnanie

U=F ((]la(h:---q”;)‘)

(jak to uczyniliSmy w § 25-tym, rownanie 65-te) w szereg Tay-
lor’a i otrzymamy, po uwzglednieniu réwnan rownowagi, t. j. réw-
nan 63-cich, wzor nastepujacy:

1 [0*F 0*F O F :
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A= ErE 29q 0, Nttt g A R, (11

gdzie R, oznacza wyrazy nieskonczenie male 3-go i wyzszych
rzgdéw. O znaku przeto wartosei A U, gdy sily sa w réwnowa-
dze, rozstrzyga znak wartoSei wyrazu, zawartego w nawiasach,
o ile nie jest on réwny zeru; pozostale bowiem wartosci, objete
symbolem R;, sa nieskonczenie male wyzszych rzedow, ktore
wobec wartoSci 2-go rzedu mozna pomingé,

Azeby przeto dana rownowaga byta np. stala dla wszelkich
odchylen (ktére si¢ wyrazaja spéirzednemi 8¢q,, 8¢, i t. d.) od
poloZenia réwnowagi, to wyraz 111-ty powinien byé ujemny dla
wszelkich wartosci zmiennych 8¢, (negative definit), co moze
nastapi¢ tylko wtedy, gdy wartosci spélezynnikéw przy tych
zmiennych pozostaja w pewnym matematycznym zwigzku miedzy
soba; wogodle bowiem warto§é A U bedzie zmieniaé znak ze zmiang
wartosci i ze zmiang znakow przyrostéw ¢¢;. Znalezienie tych
zwiazkéw jest obecnie naszem zadaniem.

Dla uproszczenia pisania pochodnych bedziemy stosowaé
nastepujace — przyjete w tego rodzaju obliczeniach — oznaczenia:

ENAl 2
i)] 2=y A —=a,» 1t. d.; (112)
0q, 0q,0d¢,

#*) Do ukladow o wielu stopniach swobody bgdziemy czesto stosowali
wyrazenie odksztalcenie wirtualne, lub wprost — odksztalcenie danego uktadu,
zamiast wyrazenia przesuniecie danego ukladu, jakeSmy juz stosowali poprze-
dnio; w ukladach bowiem o wielu stopniach swobody mamy wlasciwie cale
zespoly przesunigé, ktére z tego tytulu nazywaé bedziemy odkszialceniem
danego ukiadu.
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badany przeto wyraz, zawarty w nawiasach réwnania 111-tego,
wyrazi sie, z pominieciem wielkoSci 3-go 1 wyzszych rzeddw,
nastepujgcym wzorem:

W U= (llvl'6q12 _}‘2([1.2'8(]1‘6(12‘:—“_{“ (l,,,,,";(],,z, (113)

w ktorym czynnniki a@,, uwazaé nalezy za znane; s3 to bowiem
wartosci drugich czqst’kowych pochodnych funkeji sit, t. j. row-
nania 109-tego, lub tez pierwszych pochodnych czastkowych réw-
nan 110-tych dla wartosci g;, obliczonych z r6wnan réwnowagi, t. j.
z rownan 110-a; wobec tego spdfczynniki «,, sg funkcjami nie-
zaleznego paramelru ).; przyrosty zas ¢q; sg niezaleznie zmienne.

40. Obliczenie rodzajéw réwnowagi.

Okreslenie metodyczne zwigzkow pomiedzy wartosciami spol-
czynnikow @, ,, przy ktorych wyraz 113-ty bedzie mial znak
albo dodatni, albo ujemny przy wszelkich dowolnych warto$ciach
¢q;, jest przedmiotem algebry wyzszej; tam tez Kieruje czytelni-
kow, chcacych zapoznaé sie z tg teorjg*); tutaj zasS podam sposéb
pogladowy, —sposob, ktory, oczywiscie, nie ma na celu zastgpienia
§cistej metody dowodzenia, lecz tylko ma na celu unaocznié¢ wy-
niki tych dowodzen oraz da¢ mozno$§é stosowania ich do obliczen.

W tym celu weimiemy pod uwage najpierw uktad o dwdéch
stopniach swobody; wtedy réwnanie 113-te przybierze postac

nastepujaca:
PU=a,,5q,°+20,,°59,°% Qs+ a2 G,°. (114)

Jezeli nastepnie odniesiemy to réwnanie do trzech osi spot-
rzednych prostokatnych: ¢¢,, ¢¢, i é*U (zamiast zwykle oznacza-
nych x, y, 2), to rownanie to przedstawi paraboloide drugiego stop-
nia w przestrzeni tréjwymiarowej, ktorej osig jest 0§ 32U (ewent. 2).

Azeby wartoSci ¢°U posiadaly przy wszelkich warto$ciach
i znakach spéirzednych ¢¢q, i 2¢, znaki albo wylgcznie dodatnie,
albo wytgcznie ujemne, nalezy, azeby ta paraboloida lezata po
Jednej tylko stronie plaszczyzny, wyznaczonej osiami 3¢, i g, ,
t.j. powinna by¢ paraboloida eliptyczng; jezeli za§ bedzie ona hy-

*) Poczatlkowe wiadomos$ei W polskim jezyku z teorji przeksztalcen wie-
lomianéw jednorodnych drugiego stopnia, z jakiemi bedziemy mieli tutaj do
czynienia, znajdzie czytelnik w podreczniku ,Geometrja analityczna® Dr. W. Za-
jaczkowskiego, 1884 r. na str. 75-tej i nastepnych.
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perboliczng, to warto$é U bedzie miala znaki rozne — czeSciowo
dodatnie, czeSciowo ujemne — zaleznie od wartoSci i od znakow
spéirzednych 2g¢g, i 2¢q,; powierzchnia bowiem tej paraboloidy
przetnie w tym razie plaszczyzne wyznaczong osiami ¢ ¢, i ¢ ¢q,.%)

Jezeli wiec réwnanie 114-te — w pewnym przypadku — przed-
stawia paraboloide eliptyczng, to wartoSci ¢*U bedg mialy znaki
albo wytgcznie dodainie, albo wytgcznie ujemne dla wszelkich
warlosei (ré6inych, oczywiscie, od zera) c¢g, i ¢¢.; a dany uktad
w tem potozeniu (t. j. w polozeniu, wyznaczonem spoirzednemi
g, i ¢,, obliczonemi z réwnan 110-a), bedzie w rownowadze
albo stalej, albo niestalej, zaleinie od tego, czy os$ paraboloidy
danej bedzie skierowana w strone ujemng osi o°U, czy tei —
w strone dodatnia; jeZeli za§ ta paraboloida bedzie hyperboliczna,
to réwnowage w danem polozenin ukladu nazwiemy rownowaga
o roznym rodzaju; wtedy bowiem, dla pewnych wartosci ¢ g,
i 2¢q,, warto§¢ ¢°U bedzie dodatnig, dla innych za$ ujemng; od-
powiednio wiec do tych wartosci rownowaga bedzie roznych ro-
dzajow; inaczej powiemy: jezeli danemu uktadowi nadamy pewne
dowolne odksztalcenie, to, po usunieciu czynnikéw odksztaltcaja-
cych, powréci ten uktad w danym przypadku np. do formy pier-
wotnej, t.j. do pofozenia rownowagi; jezeli zas nadamy mu inng
forme odksztafcenia, to, po usunieciu czynnikéw odksztalcaja-
cych, bedzie dalej sie odksztatcal. OczywiScie — powrét do pier-
wotnej formy, lub tez dalsze odksztalcanie .tej formy odbywa sie
pod dziataniem sif, ktore utrzymywaly go w réwnowadze, a ktore
po odksztalceniu ukladu nie sg w rownowadze i wywolujg odpo-
wiedni ruch.

Zwré6ci¢ tu nalezy uwage, iz powrét do polozenia réwnowagi
nalezy rozumie¢ w tym razie jako wahanie sie danego ukladu
okoto polozenia réwnowagi; wahania te trwaja tak diugo, dopdki,
wskutek wystepujacych oporéw, energja kinetyczna tego ukladu
nie wygasnie.

Azeby nastepnie rozpoznaé z réwnania 114-go, jaka jest
dana paraboloida, nalezy zbadaé¢ rodzaj krzywej wskazujacej
(indicatrice), — czy jest ona elipsa, czy hyperbola, czy tei pewng
odmiana tych krzywych. W tym celu przetniemy te paraboloide
plaszczyzng réwnolegla do plaszezyzny (2¢,, ¢4¢.) na odleglosci
bardzo matej ¢*U od tej plaszezyzny.

*) Literami d¢q,, 8¢, i 6°U, ewentualnie — jak to zrobimy nastepnie —
literami 8p,, 3 p, i t. d. oznaczamy, jak to sie zwykle w tych razach prakty-
kuje, spdirzedne punktéw, jak réwniez osi spélrzednych; - nie powinno to jed-
nakze prowadzi¢ do niejasnoSeci.
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W celu rozpoznania, czy ta krzywa jest elipsy, ezy hyperbola,
przeksztalcimy réwnanie 114-te na réwnanie, ktore bedzie posia-
da¢ spéirzedne tylko w drugich potegach, t. j. bedzie bez iloczy-
néw spélrzednych ¢¢, i ¢ q,; inaczej sie wyrazajace, odniesiemy te
krzywa do jej osi sprzezonych (jest ona bowiem stozkowa). Row-
nanie to bedzie mialo postaé nastepujaca:

BU=0b, -3p2-tby-ip?, (115)

gdzie spotezynniki O, i b, sa pewnemi funkecjami spélezynni-
kow a,,, a;» i a,,, a wiec sq funkejami niezaleinego parame-
tru ), a wielko$ci 4 p, i3 p, sa sp6irzednemi, odniesionemi do do-
wolnych osi sprzezonych danej wskazujacej, ewentualnie — do jej
osi gléwnych.

Jezeli obydwa spoétczynniki O, i b, rOwnania 115-go beda je-
dnoczesnie dodatnie, albo obydwa jednoczesnie ujemne, to i war-
to§¢é ¢*U bedzie albo dodatnia, albo ujemna dla wszelkich wartosci
zmiennych ¢ p, i ¢p,; mamy wiec w danym razie odpowiednio do
tych znakéw réwnowage albo niestata, albo stafa; jezeli zas choé
jeden z tych spéiczynnikéw bedzie mial znak rézny od drugiego,
to nazwiemy odpowiednig rownowage—r6wnowaga o rodzaju réznym.

Z prakiycznego punktu widzenia réwnowage r6zng mozna przy-
ja¢ jako rownowage niestala i mozna ja nazywac prakfycznie niestats.

Réwnan, ktore wyrazajgq krzywa wskazujaca danej paraboloidy
w odniesieniu do osi sprzezonych (réw. 115-tych), moze by¢ nie-
skonczenie wiele; kazda bowiem krzywa stozkowa posiada wogdle
nieskonczenie wiele osi sprzezonych.

Dla pewnych osi sprzezonych moZna obliczyé spéiczynniki
b, i b, ze wzoréw nastepujacych:

a ., a

b, Lt 2. ,
|(11.2 612.2

b=a,,, T (116)

Z tych wzoréw mozemy obliczyé wartosci, a wiec i znaki sp6i-
czynnikéw b, i1 b,; o te znaki tylko—w danym razie—nam idzie.

Jezeli dany uklad materjalny posiada wigce] niz dwa stopnie
swobody, wogdle n stopni, to réwnanie 113-te uwazaé bedziemy
rowniez jako rownanie paraboloidy, lecz w przestrzeni (n--1)
wymiarowej*), i powiemy na zasadzie analogji, do przyktadu po-

*) Pojecie przestrzeni wielowymiarowej stosuje sie w matematyce tylko
jako analogje do przestrzeni dwu, lub tréjwymiarowej. Funkecje np. dwéch
zmiennych przedstawiamy zwykle zapomocy krzywej w przestrzeni dwuwy-
miarowej, np. na plaszczyznie; funkecje trzech zmiennyeh przedstawiamy jako



przedniego, Ze paraboloida ta posiada te same wilasciwosci, co
i paraboloida w przestrzeni tréjwymiarowej (row. 114-te), t. j. ze
moze znajdowaé sie albo po jednej stronie plaszezyzny, wyzna-
czonej osiami 9¢q,, 9¢.,, . . . 8¢, (taka plaszczyzne nazwiemy wie-
lowymiarowa); w tym razie bedzie to paraboloida eliptyczna; Iub
tez moze te plaszczyzne przecinaé, a w tym razie bedzie to para-
boloida hyperboliczna. Wprowadzimy nastepnie, jak poprzed-

powierzchnig w przestrzeni tréjwymiarowej: o funkeji czterech zmiennych po-
wiedzie¢ mozemy analogicznie, iz przedstawia ona pewien twoér geometryczny
w przestrzeni czlerowymiarowej; wogdle kazde réwnanie z n niewiadomemi mo-
zemy uwazaé za symbol pewnego tworn geometrycznego w przestrzeni n wy-
miarowej. Powiedzenie takie nie znaczy, azeby ,istniata” taka przestrzen, jak
powiadamy, Ze ,istnieje” przestrzen trojwymiarowa, lub abySmy mogli wyo-
brazi¢ sobie taks przestrzen i w niej odpowiedni twér geometryczny, okreslo-
ny réwnaniami z n zmiennemi; lecz znaczy tylko to, 26 mamy pewna funkecje
%z n zmiennemi — wiecej nic,

Na podstawie tego moZemy moéwi¢ np. o kuli w przestrzeni czterowy-
miarowej, co bedzie znaczylo, ze mamy do czynienia z réwnaniem o postuci:

ey v s, SR =

gdzie v, Xy, Xg, X, “oznaczajg spéhzedne punktéw powierzehni tej kuli, odnie-
sione do prostokatnego ukladu osi v, X,, Xy, X, w przestrzeni czterowymiaro-
wej; gdy powiemy nastepnie, ze mamy kul¢ w przestrzeni n wymiarowej, to
bedzie znaczylo, Ze mamy do czynienia z fankejg o postaci

gdzie wielkoseci ¢x nazwiemy—analogicznie do przesirzeni dwu, lub tréj-wymiar-
owej — poélisrednicami tej elipsoidy. Odwrotnie, majac takie réwnanie, mozemy
powiedzie¢, ze przedstawia ono elipsoide w przestrzeni n wymiarowej i t. p.

Plaszezyzne w przestrzeni tréjwymiarowej wyrazamy funkejg linjowa
z 3-ma zmiennemi; o takiej funkejilinjowej z czterema zmiennemi powiemy analo-
gicznie do tego sposobu wyraZania sig, ze przedstawia ona plaszezyzne wielowy-
miarowy w przestrzeni czterowymiarowej i t. d.; pojecie wigec przestrzeni wielo-
wymiarowe]j, jakie stosuje si¢ w mmatematyce, ma tylko algebraiczne znaczenie.

Taki sposéb przedstawiania danych funkeyj z wieloma zmiennemi daje
nam mozno$é wnioskowania o réznych wlasciwosciach analitycznych tych funkeyj
na podstawie odpowiednich wlasciwoSci tworéw geometrycznych w przestrzeni
dwu, lub tréjwymiarowej, gdy te wlaSciwosei przeniesiemy bezpoSrednio z prze-
strzeni dwu, lub tréjwymiarowej do przestrzeni wielowymiarowej i nastepnie—-
na dang funkecje. Sposéb ten daje przytem mozno$é zwieztego i pogladowego
sformntowania wiladciwoSei analitycznych danej funkeji.
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nio, do rozpatrywan réwnanie krzywej wskazujacej i w tym celu
przeksztalcimy réw. 113-te, analogiczne do réw. 115-go, na row-
nanie nastepujace:

BU=0by-8p*~by-Sps®+ . . +ba2pdd, (117)
gdzie spoélczynniki b,, b, . . . i t. d. sa— jak poprzednio — funk-
cjami zmiennej niezaleznej A. Ré6wnania tej postaci nazywaja réw-
naniami o postaci kanonicznej.

Azeby wiec byta réwnowaga stata, lub niestata, powinny byé
jednoczes$nie wszystkie spétezynniki b, — bez wyjgtku—albo ujemne,
albo dodatnie; gdy zas$ cho¢ jeden z tych spéleczynnikow bedzie
mial znak rozny od pozostalych, wtedy powiemy, ze réwnanie to,
podobnie jak w przestrzeni tréjwymiarowej. przedstawi rowniez
paraboloide hyperboliczng, lecz w przestrzeni (n-}-1) wymiarowej
i wartos¢ ¢*U moze mie¢ w tym razie dla réznych wartoSei ¢ p,
znaki rézne *); rOwnowage taka nazwiemy, jak poprzednio, réwno-
waga o rodzaju roéznym.

Wnhnioski te mozemy odwréci¢ i powiemy: jezeli w réwnaniu
117-tem wszystkie spétezynniki b, — bez wyjathu—sa jednocze$nie
dodatnie dla pewnego polozenia ukiadu, w ktérem jest on w réwno-
wadze, to w tem polozeniu uklad dany jest w réwnowadze zupet-
nie niestatej, gdyz ¢*U>-0; jezeli zaé wszysthie bezx wyjathu sa
jednoczes$nie ujemne, to znajduje sie on w rownowadze zupetnie
statej, gdyz ¢°U — 0. W przypadku za$§ jezeli choé jeden ze spéi-
czynnikéw posiada znak roziny od pozostatych, to powiemy, Ze
rownowaga jest réznego rodzaju.

Zwrécié tu nalezy uwage na te wiasciwosei analityczne wy-
razu 117-go, ze liczba znakow dodatnich i liczba znakéw ujem-
nych w tem rownaniu musi by¢ zawsze ta sama, niezaleznie od
obranych osi sprzezonych, do kitérych odnosimy te krzywa; liczba
ta bowiem wyraza geometryczne wtasciwosci danej krzywej wska-
zujacej (czy to jest elipsa, czy hyperbola), ktore nie zaleig od wy-
boru osi odniesienia; liczba ta przeto jest niezmiennikiem danej
formy.

Jezeli za podstawe przy okreslaniu rodzaju réwnowagi przyj-
miemy réwnowage (zupelnie) stalg, to liczbe dodatnich wartosei

*) WilasciwosSci le mozemy odczytaé bezposrednio ze wzoru 117-go bez
interpretacji geometrycznej; jezeli bowiem wszystkie wartosci by bedg np, do-
datnie, to wszystkie dodajniki prawej strony tego réwnania musza byé dodat-
nie; a wiec i suma wszystkich tych wyrazéw musi byé dodatnia niezaleznie
od wartosci i znaltéw zmiennych 8p; .
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spotczynnikéw &, jakie znajdg sie w rownaniu 117-tem, nazwac
mozna za Poincaré'm- -liczbg sfopni niestato$ci (inaczej niestatecz-
nosci) danego ukladu.

Azeby z wyrazu funkcji sit rozpoznaé rodzaje rownowagi, na-
lezy obliczy¢ znaki spotczynnikéw b; w odniesienin do jakich badz
osi, byleby te osi byly sprzeZzone; w tym celu skorzystamy z na-
stepujgcych wzorow (analogicznych do wzoréw 116-tych), ktore tu
podajemy bez dowodzenia: *)

D. D, D,
AT = . = . (118
b,=D,; b, D,’ b = b T (118)
i (119)
, o (g NG Tase in
D 1 =g, D 6= 5 [):: - [ A, o
: Ay, Aoy | a3, Wy oy
it d.
oraz d;, a ki - :5::;:)

Z tych wzorow wywnioskujemy, co nastepuje: jezeli wartosci
tych wszystkich wyréznikéw sa np. dodatnie, t. j. jezeli wartosci

D, ~0; D, 0; D, 0it q. (120)

dla g, obliczonych z réwnan réwnowagi dla pewnej wartosci i,
to z rownan 118-ych wynika, ze wszystkie spélczynniki b, sa do-
datnie, czyli w tym razie rownowaga jest zupefnie niestats; je-
zeli zas

D,<0i D.=>0; Dy=0 it d, (121)

to wszystkie &, sa ujemne; mamy przeto w tym razie réwnowage
zupetnie staty. Jezeli za$ nie zachodza te warunki, to dany uktad
znajduje sie w rownowadze o réznych rodzajach, t. j. przy pew-
nych odksztalceniach - -w réwnowadze statej, a przy innych -
w réwnowadze niestalej, zaleznie od wartosci, jakie nadamy spot-
rzednym 9p,, sp, i t. d.; inaczej—w zalezno$ci od formy odksztat-
cenia, jakie nadamy temu ukladowi.

Whnioski te mozna odwrécic.

W powyiszem rozpatrywaniu obliczyliSmy spélezynniki sta-
tecznoSci b;, ktore odnosity si¢ do pewnych osi sprzezonych; obie-

*) Wzory te sg stuszne, o ile wyrézniki D, 540, D, 0 1i t. d.
**) Gdyz te wielkosci sq drugiemi czystkowemi pochodnemi jednej i tej
samej funkeji — funkeji sil, obliczonemi tylko w réznej kolejnosci.



=l

rzemy obecnie jako osi odniesienia osi gtoéwne danej krzywej wy-
znaczajacej; spotczynniki o, przybiora wtedy inne wartosci, ktore
oznaczymy symbolem ¢,. Wartosci przeto wyrazow

/'dz U

/e

beda wyrazaly w tym razie dlugosci polSrednic gléwnych danej
stozkowej. Spotczynniki ¢; mozZna obliczy¢ jako pierwiastki z na-
stepujgcego wyznacznika, przyrownanego do zera, ktory to sposob
daje teorja wyznacznikow:*)

B i—=0C i i 3.
o1 s G a3 .
s, 32 gz —Gn : |
=0. (122)
- . dpn—2C¢C

Wyznacznik ten moZemy rozwinaé na wielomian, ktéry, przy-
roOwnany do zera, bedzie rownaniem algebraicznem n-tego stopnia
parametru ¢, ktéry uwazamy za niewiadomy; otrzymamy przeto
wogoble n pierwiastkéw niewiadomej c.

Jezeli pierwiastki niewiadomej ¢ rOwnania 122-go bedg wszyst-
kie dodatnie, to réownanie

U —¢, ";"112“1"_ (,2,,).,‘__'2,? “““ | (123)

w ktérem 47, 97,-- 83 spoélrzedne, odniesione do osi gléwnych
krzywej wskazujacej, — bedzie przedstawialo paraboloide elip-
tyezng (dwu——tréj—lub wielowymiarowa), ktorej oS bedzie pokrywaé
sie z osig dodatnia 2*U; a wartoSci ¢°U beda dodatnie dla wszel-
kich wartoSci 9v,; wtedy ukiad dany w polozeniu, okreslonem
spoirzednemi ¢, , obliczonemi z réwnan 110-a, dla pewnej obra-
nej wartoSci /., bedzie w rownowadze (zupelnie) niestalej; gdy zas
wszystkie (bez wyjatku) pierwiastki niewiadomej ¢ bedg ujemne,
to paraboloida, wyrazona rownaniem 117-tem, bedzie réwniez elip-
tyczna, lecz z osia, pokrywajacq sie z ujemny osig obranych osi
sp6irzednych; wtedy bowiem mamy ¢*U-— 0, a wiec wartosé ¢°U

*) Réwnania tej postaci nazywajg sekularnemi.



bedzie ujemng dla wszystkich wartosci 2v;; réwnowaga bedzie
w tym razie (zupetnie) stata.

Pierwiastki dodatnie tego rownania majg te same znaczenie
_ statyezne, co i poprzednie &;; liczbe ich przeto nazywaé mozemy,
jak poprzednio, liczbg stopni niestaloSci danego ukladu.

Azeby rozpoznaé z rownania 122-go, bez obliczania jego pier-
wiastkow, jakie znaki posiadaja te pierwiastki, weZzmiemy pod uwage
znaki réwnania:

cn I,‘41.611—1 :,_A__,.Cn~2 I .....v‘!_A”, 0, (124)

ktére otrzymamy po rozwinieciu wyznacznika 122-go i po upo-
rzadkowaniu otrzymanego wielomianu podlug malejacych poteg
niewiadomej ¢;, w ktorem spélczynniki A; sg okreslonemi funk-
cjami spétezynnikéw a;x, a wiec sg funkcjami parametru i. Zwa-
2ywszy nastepnie, Ze wszystkie pierwiastki tego réwnania w da-
nym przypadku sg rzeczywiste®), powiemy na zasadzie twierdzenia

Descartes’a**), ze liczba pierwiastkéw dodatnich danego réwnania
(t. j. rOwnania 124-go) jest rowng liczbie przemian znakéw jego
wyrazow* ),

Jezeli np. znaki wyrazéw danego réwnania kolejno sie zmie-
niaja, t.j. jezeli w danem réwnaniu jest n przemian, to wszystkie
pierwiastki danego réwnania sg dodatnie; mamy wiec w tym razie
rownowage (zupelnie) niestaly; jezeli za$ wszystkie znaki sa do-
datnie, t. . jezeli nie mamy przemian, to dane réwnanie nie ma
pierwiastkow dodatnich; a wiec, poniewaz wszystkie pierwiastki
sg rzeczywiste, mamy przeto w tym razie pierwiastki tylko ujemne;
réwnowaga wigc jest zupelnie stata. Jezeli za§ znaki wyrazéw
danego réwnania nie odpowiadajg tym warunkom, to mamy réw-

*) Ze pierwiastki tego réwnania muszg byé rzeczywiste, mozemy objas-
ni¢ ta okolicznoscia, Ze krzywa wskazujgca musi byé krzyws rzeczywisty, jako
przeciecie sie plaszezyzny wielowymiarowej z powierzehnig paraboloidy réwniez
wielowymiarowej, przytem jest ona drugiego stopnia; a wieec kwadraty jej poi-
Srednic muszg by¢ takze rzeczywiste, niezaleimie od rodzaju tej krzywej ; war-
toSci przeto ¢;, ¢.... muszg byé réwniez rzeczywiste.

*¥) Oile 4,-£0;

***) Jezeli dwie po sobie nastgpujgce liczby pewnego szeregu liczb posia-
dajg rézne znaki, to powiadamy, ze zachodzi w tym razie przemiana znakow.
Jezeli wige mamy szereg liczb, to szereg ten posiadaé moze wogéle pewny liczbe
przemian, nie wylaczajgc zera; np. o szeregu liczb ze znakami nastepujgcemi
+4-— —-+ —, powiemy, iz posiada on trzy przemiany ii. p.
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nowage roéznych rodzajow; inaczej — o roznych stopniach niestato-
§¢i*). Na podstawie powyZszego twierdzenia powiemy, ze liczba
stopni niestatos$ci danego uktadu rowna sie liczbie przemian zna-
kow rownania 124-go.

41. Obliczenie rodzajéow réwnowagi réznej.

Warunkiem réwnowagi zupetnie stafej, lub zupeinie niesla-
lej byt warunek, azeby wszystkie spotczynniki &; rownania pracy
o formie kanonicznej (réow. 1i7-te) dla danego potozenia ukladu
byly albo ujemne, albo dodatnie; jezeli za§ te znaki sa roine,
to rownowage taka nazwaliSmy rownowaga o rodzaju rozinym;
podezas bowiem roéznych odksztatcen — z polozienia rownowagi—
warto$é 5°U bedzie miala znaki rézZne; a wiec ré6wnowaga bedzie
odpowiednio do tych znakéw stata lub niestata.

Obecnie zadaniem naszem jest okreSlenie takich odksztalcen,
po wykonaniu ktérych réwnowaga okaze sie staty, oraz takich
odksztalcen, po wykonaniu ktérych réwnowaga bedzie niestats.
Poniewaz odksztalcenia te wyraZaja sie przyrostami 6¢q,,8¢,,.cq,
spotrzednych ¢,, q,,..¢., ktore okresSlajg pofozenie rownowagi
dla danego parametru %, zadanie przeto polega na znalezienin
zwigzkow pomiedzy odchyleniami ¢¢, ,2¢,,.9¢q,, ktéoreby wyrazaly
réwnowage stala, lub niestala.

W tym celu rozpatrzymy uklad o dwdéch stopniach swobody;
dla tego przypadku mamy wyraz pracy w ogélnej postaci:

2

PU=ay,-99, " +2d,,-99, 59+ 20205, (125)

lub w poslaci kanonicznej:

BU—=b,-dp? | byed .t (125 a)
gdzie :
a, dy.y v
by==a;,, oraz by=| " 0|1 g0. (126)
’ Ay, Ay,

Réwnowaga rézna zachodzi w nastepujgcych dwoch przypadkach, gdy

1) b 20, zas b, -0, (127)
lub gdy
y 2) b, =0, zas b, 0: (128)

*) Jezeli w szczegélnym przypadku pierwiastki réwnania 124-go bedg
dwu — lub wielokrotne, to przy obliczeniu ich znakéw powstang pewne nie-
okreslonosei, ktére nalezy blizej rozpatrzed.
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inne bowiem przypadki, o ktérych juz moéwilismy, dajg réwnowa-
ge badz zupelnie stala, badZ zupetnie niestats.

W poprzednich rozwazaniach (§ 40-ty) przedstawiliSmy sobie
rownanie 125-te w postaci paraboloidy, ktora w tym razie, wobec wa-
runku 127-go, lub 128-go, jest paraboloidg hyperholiczng. Parabo-
loida ta przetnie przeto ptaszczyzne (3¢9,,7¢9,) po dwoéch prostych,
ktoéryeh spélezynniki kierunkowe (wzgledem osi ©¢,), wyraione

wzorem (ZZ’) , obliczymy z réwnania 125-go, gdy przyréwnamy
\ A

U= 10;
a wiec z roéwnania:
| .
9qQ, \- ,,(/_,)
—=| -a -2(<— “|-a ay— 0
(u([l) 22+ G, LE T

otrzymamy dwa rozwigzania:

(6(]2‘) 2T @t —dig des (129)
5Qy ) 1 ap

Jezeli znaki tych rozwigzan beda rdine, to znaczyé bedzie,
ze oS spolrzednych cq, leiy wewnatrz kata, utworzonego temi
dwiema prostemi; znak przeto warto$ci ¢*U we wszystkich punk-
tach, lezgcych wewnatrz tego kata, bedzie taki, jaki posiada znak
¢*U w dowolnym punkcie, obranym wewnatrz tego kata; dla okre-
Slenia tego znaku obierzmy dowolny punkt np. na osi 6q,, a znak
wielkosci ¢*U w tym punkcie znajdziemy, gdy w roéwnanie 125-te
podstawimy 2qg.==0; olrzymamy wtedy:

~ ~ “
J'U: 10 ql—;

a wiec znak warto$ci 2°U bedzie w punktach tej osi taki, jaki posiada
wartosé «y; wszystkie przeto odksztalcenia, wyrazone ilorazem

o~ ) \ ~
aq. - o - 5 _ . [ 9q. . [eq.

—\—q—“ , ktorego warto§¢ lezy pomiedzy warto§ciami (fl" i (\ ]"’) :
94, “qy' “qi i

bedg mialy — odpowiednie temu znakowi — rodzaie rownowagi; t. j.
jezeli bedzie np. a1 -0, to rownowaga dla takich odksztalcen
bedzie stala i odwrotnie. Zastosujemy ten sposéb rozumowania
do naszych przypadkéw i1 w tym celu weZmiemy najpierw pod
uwage przypadek 1-szy, w ktorym zatozylismy, ze

b, =<0, oraz b, -0, (130)
t. j. przyieliSmy, ze (réwn. 126-te)
a0 oraz, 7e y(-da2—a;."~ 0. (131)

7



Drugi z tych wyrazéw wskazuje, Ze pierwiastek rownania
129-go jest w tym przypadku rzeczywisty, co réwniez wynika
z tego, 7Ze rozpatrywana paraboloida jest w tym razie hyperboliczna.

Nalezy obecnie zbadaé¢, w my$§l naszego rozwazania, czy
rozwigzania rownania 129-go majg znaki rdézne, czy tez jednakowe.
Jezeli znaki tych rozwiazan sa rozne, to rodzaj réwnowagi

~

. Q. : " &
dla odksztatcen, wyrazonych stosunkiem ;]‘ , ktorezo wartosc
L
. . T, B 24, .
zawarta jest pomiedzy wartoS§ciami )(]') 1 ("(]) — jest staty,
Y 9y
. ; e (0Qs\ . agy
gdy a;n—0. Gdyby za$ znaki wartosci (. ] i (\ ) bytly
“q4)y \eqy )y

Jednakowe, to o$ ¢q, leialaby zewnatrz kgta, okreslonego temi

wartosciami, jako spétezynnikami kierunkowemi; rodzaj rownowagi

przeto bytby w tym razie przeciwny poprzedniemu, t. j. rodzaj

rownowagi bylby w tym przypadku (t. j. dla «;; ~=0) niestaty.
Weimy obecnie drugi przypadek., w ktérym

b, =0, oraz b, -0, (132)

t. . @i =0, oraz diy - Wa—a* s - 0; (133)

na podstawie tych samych rozwazan powiemy: jezeli znaki roz-
oo (99 . (2gs) . C .
wigzan (>q_) i 5o ] beda roine, to rodzaj ré6wnowagi dla odksztal-
Ap) Y1 g

5q,

cen, wyrazonych ilorazem T zawartym pomiedzy temi rozwigza-
sl

L

niami, jest niestaty. gdyz zalozyliSmy w tym razie, Ze «;; —0;
jezeli zas znaki tych rozwigzan beda jednakowe, to rodzaj rowno-
wagi bedzie staty.

Wyniki te mozna sformutowaé¢ w nastepujacy sposob: jezeli
znaki rozwigzan rownania 129-tego sg réine, to rodzaj réwno-
wagi dla wartosci rf(h , lezacych pomiedzy wartosciami (:Jq"') a (?q) .

24 S \SQy

w przypadku a;;~ 0 jest staty,

w przypadku zas a,; 0 jest niestaly;

jezeli za$ znaki tych rozwigzan sg jednakowe, to rodzaj réwnowagi
jest odwrotny poprzedniemu, a mianowicie:

w przypadku a0 jest nieslaly,

” a0 , staly.
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Gdybysmy zrobili wartoSci odksztatcen, wyrazonych stosun-

kiem %‘Z;{, réwnemi warto§ciom (?q)» lub (O\CI;), to ukiad dany,
o4, oqy /1 \oqy

w ten sposéb odksztatcony, byiby w réwnowadze obojetnej, —
przynajmniej do drugiego rzedu wlacznie.

42. Obliczenie sit zerowych.

Z tych rozpatrywan widzimy, Ze oprécz réwnowagi zupeinie
stalej, lub zupelnie niestatej, w jakiej mozZe znajdowaé sie dany
ukiad materjalny o wiecej niz o jednym stopniu swobody, moze sie
taki uktad réwniez znajdowaé w rownowadze o roznych rodzajach.

Azeby unaoczni¢ sobie, przy jakich warunkach wogéle dana
rownowaga zmienia swoéj rodzaj w uktadzie o n stopniach swo-
body, weimy pod uwage te okoliczno$é, ze spoélczynniki b, row-
nania o postaci kanonicznej (réw. 125-a) sa funkcjami parame-
tru & (co juz zaznaczyliSmy); zmieniajac wiec wartosé Xk, ktora
jest zmienng niezaleing, — mozemy wogdle natrafi¢ na takie jej
wartosci, ktore nadadzg pewnemu spélezynnikowi b, wartosci o roz-
nych znakach. Przyjawszy, 7e wartoS¢ takiego spélczynnika, zmie-
niajac znak, przechodzi przez zero, nazwiemy odpowiednig wartosé
A =12%,, przy ktérej spolczynnik &,== 0, — parametrem zerowym,
lub sitg zerowg danego ukfadu (analogicznie do § 33-go).

Réznica pomiedzy parametrem zmianowym *. ukfadéw o jed-
nym stopniu swobody a takimZe parametrem ukladéow o wielu
stopniach swobody jest ta, ze w ukladzie o jednym stopniu swobo-
dy zmiana rodzaju réwnowagi przechodzi np. ze stalej na niesta-
tq; — w uktadzie zas o wielu stopniach swobody moze przechodzié
rodzaj rownowagi np. z czeSciowo stale] na cze§ciowo niestals;
w szczegolnych przypadkach moze sie zdarzyé, Ze przejdzie z zu-
petnie stale] na zupetnie niestals.

W celu obliczenia wartoSci ., przy ktérej pewien spélczyn-
nik b, stanie si¢ zerem, skorzystamy z nastepujgcego twierdzenia
2 teorji wyznacznikow: iloczyn wszystkich spéteczynnikéw b; row-
nania kanonicznego (réw. 117-go) réwna sie iloczynowi z wyz-
nacznika D, i z pewnej statej wartosci C*) (nier6wnej zeru), pod-
niesionej do drugiej potegi; t. j. mamy zwigzek:

*) Twierdzenie to jest szezegllnym przypadkiem ogdélniejszego twier-
dzenia, a mianowicie: wyznacznik spélezynnikéw wyrazu przeksztalconego,
t. j. 117-go, véwna sie wyznacznikowi spélezynnikéw réwnania pierwotnego,
t. j. 113-go, pomnozonemu przez warto§¢ wyznacznika, — zwanego wyznacz-
nikiem prreksztatcen i oznaczonego tutaj litery C, inaczej zwanego — zamien-
nikiem, podniesiona do drugiej potegi.
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gdzie D, jest wyznacznikiem o postaci nastepujacej:

ay,, dyj. a; ;. . . Uyn
Ay Uy oy
Oa== | Qs gk - : . m . 1 gdzie a;x = ag;. (135)
|
|
(ln,n |

Z row. 134-go wynika, Ze jezeli choé¢ jeden spélczynnik b, =0,
to i D,=0 (C bowiem nie moze byé— 0); i odwrotnie, — jezeli
D, =0, to choé¢ jeden ze spdlczynnikéw b; musi by¢ réwny zeru.
Wartosé przeto 2., przy ktorej moze nastapi¢ zmiana (catkowita,
lub cze$ciowa) rodzaju réwnowagi, obliczymy z réwnania

D=0, (136)

w ktérem wszystkie wyrazy a;; sa znanemi funkcjami nie-
wiadomej A.

Jezeli funkeja sit jest linjowy funkcja zmiennej i, to otrzy-
mamy tyle pierwiastkéw dla A.ile dany uklad posiada stopni swo-
body. Z tych pierwiastkéw interesuje nas ze stanowiska tech-
nicznego pierwiastek o najmniejszej wartosci; przekroczenie bowiem
tej wartosci moze wywotaé zmiang¢ rodzaju réwnowagi, a wigc
w pewnych przypadkach i odksztatcenie uktadu. Do obliczenia
liczbowego tej najmniejszej wartoSci dogodnem jest stosowanie
metody Graeff’ego®).

43. Obliczenie niestaloéci réwnowagi w pewnych

szczegblnych przypadkach.

W celu ulatwienia obliczenia niestalosci réwnowagi ukladow
o wielu stopniach swobody w pewnych szczeg6lnych przypadkach,
co nieraz dla praktycznych celow moze byé wazne, wprowadzimy
pojecie ukiadu czesciowego o jednym stopniu swobody danego
uktadu materjalnego o n stopniach swobody. Ukladem czeSciowym
o jednym stopniu swobody danego uktadu o n stopniach swobody
nazwiemy uklad, w ktérym (n —1) spélrzednych niezaleznych

*) W tym celn mozna korzystaé z podrecznika , Praktische Analysis
v. Dr. Horst u. v. Sanden®.
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(tego uktadu) przyjmiemy rowne zeru. Uklad przeto o n stop-
niach swobody mozemy rozlozyé na n czeSciowych ukiadow,
o jednym stopniu swobody — kazdy. Jezeli np. mamy uktad o 2-ch
stopniach swobody, ktérego spéirzedne niezalezne sa ¢, i ¢., to
przyjawszy np. g, = 0, otrzymamy ukiad czesciowy o jednej nieza-
leznej spoélrzednej ¢,. Warunkiem rownowagi np. statej tego uktadu
jest nier6wnosé aq;--0 (dla pewnej wartosei »). Jezeli za§ wez-
miemy teraz pod uwage caly ukiad, t.]., jak w tym przypadku, uklad
o dwoéch stopniach swobody, to warunkiem réwnowagi stalej sa
dwie nieréwnosci (wyrazy 121-sze):

a0 oraz g~ Aos— " = 0. 137)

Jezeli jeden z tych czesciowych uktadow bedzie w réwnowa-
dze np. statej, t. j., gdy np. a,, — 0, a drugi w ro6wnowadze nie-
statej, t. j. a., =0, to nieré6wno$é¢ «,, - a,, — a;.,> = 0 nie bedzie
mogia byé w tym razie spetniona; a wiec rownowaga uktadu ca-
fego nie moze by¢ w tym razie stala; moze by¢ ona zupelnie nie-
stalg, lub moze byé rézng.

Wnioski te mozna rozszerzy¢ na uktady o wielu stopniach
swobody i powiemy: jezeli cho¢ jeden uklad czesciowy, okreslony
wyzej, bedzie w rownowadze niestalej, t. j. jezeli choé jeden wy-
raz, rOwnania 113-go typu axr = 0, to uklad caty nie bedzie w row-
nowadze statej. Jezeli za§ wszystkie oddzielne uklady czeSciowe
bedg w réwnowadze statej, t. j. wszystkie apr<<0, to caly uklad
moze byé, lub moze nie by¢ w réwnowadze statej i, azeby w tym
przypadku orzeec o rodzaju réwnowagi, nalezy obliczyé nieréwno-
Sci 120-te, lub 121-sze.

Twierdzenie powyzsze pozwoli nieraz bez ucigiliwych obli-
czen, jakiemi sg obliczenia wyznacznikéw, orzec, ze dana réwno-
waga nie jest stata, co dla praktycznych celéw moze byé nieraz
wystarczajgcen.

Rozszerzenie wnioskéw, opartych na uktadzie o dwoéch stop-
niach swobody, na uktady o wielu stopniach swobody, jakiesmy
w tej chwili zastosowali, w mys$l dopisku na str. 90-tej, mmozna
uzasadnié jeszcze nastgpujgcem rozwazaniem. O rodzaju réwno-
wagi kazdego, wyze] okreSlonego uktadu czeSciowego, rozstrzyga
znak wartosci ¢*U, obliczonej dla danego parametru X; wyraz ten

RO, - B (138)

w ukladzie osi ¢*U i 4 ¢4, ktéry poprzednio stosowaliSmy,— wyrazi
parabolg, ktorej o§ bedzie si¢ pokrywaé z dodatnia, lub ujemng
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osig 47U, zalezinie od znaku warto$ci @y ; parabola ta, ktéra na-
zwiemy parabolg danego uktadu czeSciowego, bedzie, oczywiscie,
leze¢ na powierzchni danej paraboloidy, okreslonej réwnaniem
113-tem; jezeli wigc choé¢ jedna warto$é ax, réwnania 113-go be-
dzie miala znak rézny od znakéw pozostalych wartosci, to bedzie
znaczyto, ze powierzchnia paraboloidy musi przeciaé plaszezyzne
(wielowymiarowsa), przechodzaca przez osi (B¢, ¢, , . . 3qu);
streszczajac sie, mozemy powiedzieé: jezeli parabola choé jednego
czeSciowego ukladu bedzie znajdowac sie po przeciwnej stronie plasz-
czyzny (% q,,9q,, .. 9q,), niz parabola pozostalych czesciowych ukla-
dow, to powierzchnia tej paraboloidy przetnie te ptaszczyzne i otrzy-
mamy dla ¢*U rézne znaki, zaleznie od wartosci 2¢,, 2¢., -9 qu;
zwroci¢ jednakze nalezy uwage, Ze jezeli wszystkie te parabole
beda lezaty po jednej stronie wspomnianej ptaszezyzny, to oko-
liczno$é ta nie przesadzi jednakze o tem, czy dana paraboloida
bedzie znajdowala si¢ po jednej stronie plaszczyzny (6¢q,,2q...); po-
wierzchnia bowiem tej paraboloidy mozZe przeciaé te plaszezyzne dwa
razy, co si¢ moze jednakze nie ujawni¢ w przekrojach czesciowych.

Moze sig¢ zdarzyé szczeg6lna forma wielomianu 113-go, w kté-
rym nie bedzie wyrazéw z drugiemi potegami niektérych zmien-
nych 99,; przyjmijmy np., Ze w danym wielomianie nie bedzie
wyrazu 4qx*, gdy np. apx = 0, -- parabola wigc odpowiedniego
ukladu cze¢Sciowego zamieni si¢ w tym przypadku na prosta, ktéra
pokryje sie z osig 59, . ROwnanie przeto 113-te nie przedstawia
w tym razie paraboloidy eliptycznej, lub hyperbolicznej, o ktérej
mowiliSmy w § 40-tym, lecz przedstawi powierzchnie (réwniez
drugiego stopnia) o innej postaci; moze by¢ nig np. walec o prze-
kroju parabolicznym, ktory bedzie styczny do tej plaszczyzny;
wtedy dany uklad znajdowaé sie bedzie w réwnowadze oznaczo-
nej, t. j. — staltej, albo niestatej, zaleznie od znaku wyrazu 2°U.
W tych przypadkach nalezy przeprowadzi¢ szczegélne badania,
ktorych w danej chwili nie podejmuje.

Rozpatrzymy obecnie rownowage i jej rodzaj ukiadow, beda-
cych w stanie naturalnym. Uktady materjalne, w ktérych sily we-
wnetrzne sa rowne zeru, gdy sily zewnetrzne sg rowne zeru, na-
zwano uktadami w stanie naturalnym.

Do takich uktadow zaliczyé mozina np. uktady sprezyste, kto-
re nie posiadaja naprezen poczatkowych i na ktére nie dzialajg
sity zewnetrzne. Kazdy uklad w stanie naturalnym jest, oczywis-
cie, w rownowadze; nie dzialaja bowiem na niego Zadne sily; aze-
by za$ zbadaé¢ rodzaj tej rownowagi, nalezy nadaé takiemu ukia-
dowi pewne wirtualne odksztatcenie i obliczyé nastepnie znak wy-
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razu pracy sif, jaka one wykonaty podczas tego przesuniecia.
Wyraz pracy wirtualnej] w przypadkach, w ktérych wystepuja sity
zewnetrzne i wewnetrzne, sklada sie z wyrazow tych poszczegél-
nych prac; lecz poniewaz w ukladach w stanie naturalnym sily
zewnetrzne nie wystepuja, pozostaje przeto praca sil wewnetrz-
nych, ktora, w mysl rozwazan, podanych w § 13-tym str. 28-ma, jest
ujemny; wobec tego wypowiemy wniosek: rdwnowaga uktadow
w stanie naturalnym jest rdwnowaga siata.

Jezeli zas przytozymy do takiego ukiadu pewne sily zewnetrz-
ne. to do wyrazu pracy wirtualnej wejdzie wyraz pracy tych sif,
ktory wogdle jest dodatni; suma przeto obydwéch prac moze byé
dodatnia, lub ujemna, zaleinie od tego, kléra z tych wartosc¢i be-
dzie w tej sumie przewazaé. ’

Jezeli mamy do czynienia z przypadkiem, w ktérym wartosé
pracy sily zewnetrznej (ew. parametru ) rosnie z rosngcy war-
toScig te] sily, to natrafi¢ mozemy wogoéle na taka wartosé tej
sity, przy ktérej suma prac sif zewnetrznych i wewnetrznych tacz-
nie bedzie réwna zeru (sile te nazwaliSiny zerowg); a nastepnie
z powigkszeniem sily zewnegtrznej suma prac sta¢ si¢ moze do-
datnia, t. j. rOwnowaga ze stalej stanie sie niestals; taka wartosc
sily zerowej nazywamy sitg Arytyczng, lub granicg statecznosci.

Jezeli dany uklad materjalny posiada skonczong liczbe stopni
swobody, to wartosé sily krytycznej danego uktadu (inaczej para-
metru #), obliczymy jako najmniejszy pierwiastek réwnania:

DIILO’

o ktérem juz poprzednio moéwiliSmy (poréwn. réwniez przykiad
11-ty).

44. Obliczenie réwnowagi i jej rodzajéw, gdy funkcja sit

jest jednorodna drugiego stopnia spéfrzednych niezaleznych.

Ze wzgledu na zastosowanie tego przypadku do obliczen
praktycznych, rozpalrzymy go szczegélowiej. Do obliczenia poloze-
nia ukfadu, w ktérym sily, na niego dziatajace, sg w rownowadze,
zastosujemy i w tym razie ogdlny sposéb postepowania, podany
wyzej; mianowicie zastosujemy réwnania

OF o BF o LA A

: 0, (139)
()ql () (]‘.' () (]n
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w ktérych F oznacza, jak poprzednio, funkcje sil; posta¢ lej funk-
cji jest wogdle nastepujgca:

U- '["((]1,(]: ’ ° ° * Gu; ))! (140)

a w przypadku tutaj rozpatrywanym, przedstawi sig¢ ta funkcja
w postaci:

U=>S""" ss-q- g, (141)

gdzie czynniki ¢;, sa funkecjami parametrow, wyrazajgcych fizycz-
ne i geometryczne witasciwosci danego ukladu (np. 7, E, /i t. p.),
oraz—parametru ’.; a wiec %;, sa funkcjami parametréw, niezalez-
nych od spélrzednych g, i przytem o, =— ox;.

W postaci rozwinietej przedstawi si¢ ta funkcja w nastgpu-
jacy sposob:

D_|| - f - | = -
U=ty + g 120 - §a %0 @ 1T 2% ¢1°¢: T

(142)

Roéwnania réwnowagi, t. j. réwnania 139-te sag w tym razie
ré6wnaniami jednorodnemi pierwszego stopnia, ktorych postacie roz-
winiete sg nastepujgce:

e/ 20,1 " qu 295 Q4 20y gy 0 0 20, ga =0,
dg,
J .
()U R0y~ QT 200 Ga 208y qy 1 + ¢+ + ¢ 4 20, ga—0,
q-
(143)

Jednem z polozenn réwnowagi takiego uktadu jest polozenie
wyznaczone spéirzednemi:

g =0, ¢g.=0, - - « . g.=0; (144)

wartosci te bowiem zaspakajaja rownania 143-cie; jest to przeto
poloZenie réwnowagi, ktore zachodzi przy wszelkich wartoSciach
parametru ) ; pofozenie to nazwiemy zerowen.

Réwnania 143-cie mogg mieé jeszcze inne rozwigzania oprocz
rozwiazan 144-tych, lecz to nastypi¢ moze fylko wtedy, gdy wyréi-
nik tych rownan bedzie réwny zeru, t. j. gdy wyréznik: '
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Zn.n

W rownaniu tem niewiadoma jest wartosé parametru »; z réw-
nania tego przeto otrzymamy pewng liczbe pierwiastkow, wyra-
zonych warto§ciami znanych parametréw danego uktadu. Warto-
$ci tych pierwiastkéw przedstawiajg przeto wartoSci parametréw
sil, lub sily, pod dziataniem ktorych zachodza jeszcze inne potlo-
zenia réwnowagi oprécz potozen, wyznaczonych réwnaniami 144-mi,
i tylko przy tych wartosciach sil moga zachodzi¢ te nowe poto-
7enia; — polozenia te nazwiemy odchylonemi. Spoirzedne ¢q,,q,...
4. tych nowych potozen obliczymy z réwnan 143-cich, podsta-
wiajac do czynnikow 2;,, ktéremi te spélrzedne sie wyraza, war-
tosci %, obliczone z réwnania Dy —=0.

Z réwnan 143-cich obliczy¢ jednakze mozemy ze wzgledu na
ich jednorodnosé tylko stosunki spéirzednych ¢, do jednej z tych
spolrzednych, ktéora moZemy dowolnie obraé i ktora nazwiemy
spotrzedng odniesienia. Jezeli obierzemy jako te spélrzedna np. ¢,
to niewiadomemi beda w tym razie stosunki nastepujgce:

qQ. @ ... Gn (146)
a4 (“Ted

ktore obliczymy z réownan 143-cich. Stosunki te przeto przedsta-
wig dla wartosci kazdego pierwiastka /. i, ze wzgledu na zmiennosé
parametru odniesienia ¢,, pewien ciagly zbior polozen ré6wnowagi;
a zbiorow takich bedzie tyle, ile pierwiastkow rzeczywistych
bedzie w réwnaniu Dp=0.

W celu okres$lenia rodzajéw réwnowagi w pofozeniach, wyzna-
czonych spotrzednemi 146-temi, obliczymy przedewszystkiem war-
toSci parametréow zerowych, t. j. wartoSci %, prey ktéryech moze
nastapi¢ zmiana rodzaju rownowagi. W tym celu zestawimy, w mysl

réwnania 134-go, —réwnanie 135-te, t. j.

Dn = 0,
i z tego rownania obliczymy wartosci tych parametréow.
Porownujac jednakze wyrazy wyrézinika Dy réwuan 143-cich,
t.j. wyrdinik 145-ty z wyrazami wyréznika D, réwn. 135-tego, doj-
dziemy do wniosku, iz wyrazy te sg jednakowe; otrzymamy bowiem
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kolejno z rownania 142-go oraz z roéwnan 143-cich, majac na
uwadze oznaczenia 112-te (str. 87-ma):

0:U

: = (==t 147
dg, 0q, e 47 (H7)

Whniosek ten wyrazimy toZzsamoscig:
Dr Dy, (148)

ktora wystowimy w nastepujacy sposob: sity, — posiadajace funk-
cje jednorodna drugiego stopnia, kidre utrzymuja w réwnowadze
dany uktad w potozeniach odchylonych, — sq jednoczesnie sitami
zerowemi,—t.j. sitami, ktorych przekroczenie moze zmienié rodzaj
réwnowagi; najmniejszg z nich nazwaliSmy silg krytyczng, lub —
granicg statecznosci, o ile dany uklad w stanie naturalnym byt
w réwnowadze stalej.

Tozsamos¢ wyrazéw Dy i D, moze stuzyé przeto do oblicze-
nia sit zerowych, ewent. krytycznych z réwnania Dp=—0, ktore
napisa¢ mozemy bezposrednio z funkeji sit, t. j. z rOwnania 142-go bez
obliczania rownan 143-cich, co jest znacznem uproszczeniem rachunku.

Szczegdlnego uproszezenia przy obliczeniu sity krytycznej do-
znaja w tym razie uklady o jednym stopniu swobody, gdyz wtedy
Dy jest czynnikiem przy 9% t. j. czynnikiem 2,, réwn. 141-szego;
a wiec po przyrownaniu «,, =0, otrzymamy wartosé¢ sily, utrzy-
mujacej dany ukltad w réwnowadze, ktéra jest réwnoczesnie i sity
krytyczng; poréwn. przyktad 1-szy, rozdz. VIIL

W przypadku gdy Dr=0, rownania 143-cie posiadajg jedynie
tylko rozwigzania 144-te; a wtedy odpowiedni uklad nie posiada
sil zerowych, a wiec nie posiada rowniez sil zmianowych; ro-
dzaj réwnowagi takiego ukiadu pozostaje przeto jednakowy dla
wszystkich wartosci parametru %; rodzaj ten obliczy¢ mozna z réw-
nania 120-go i 121-go, lub z rownania 124-go z uwzglednie-
niem, jako dla funkeji jednorodnych, rownan 146-ych.

Wyznacznik D jest funkcjg niewiadomej %; mozemy przeto
wogdle obliczyé taka wartoSé A, przy ktérej Dr=0; lecz pomiedzy
pierwiastkami tego réwnania mogg by¢ réwniez pierwiastki uro-
jone, ktére w zadaniach fizycznych -- jako rzeczywistych — nie
mogg by¢ brane pod uwage; warto$¢ Dy przeto nie bedzie dla
tych pierwiastkow réowna zeru; dla pierwiastkéw przeto urojonych
niewiadomej 7, obliczonych z réwnania Dr= 0, mamy r6wnowage.
wyrazong tylko rownaniami:

gi=D, . Gu=0 . . : % . o ghi=0L (149)
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Dla pierwiastkow za$ rzeczywistych otrzymujemy opréez tych
pofozen réwnowagi jeszcze tyle zbioréow potozen réwnowagi typu
qi
q,
niewiadomej .. W geometrycznem przedstawieniun tych przypadkow,
jaki tulaj stosujemy, otrzymamy tyle plaszczyzn wielowymiarowych,
rownoleglych do plaszezyzny (9,, 9., . .- . Qu), ile jest pierwiast-
kéw rzeczywistych w rownaniu Dr— 0. Jezeli wszystkie pier-
wiastki rownania Dy=0 beda urojone, to nie bedziemy mieli
zadnej plaszczyzny rzeczywistej, przecinajacej os »; rownowaga
przeto nastapi tylko w polozeniu, wyrazonem réwnaniami 144-temi.

Poniewaz rownanie Dy = 0 w przypadku, gdy funkcja sit jest
jednorodna drugiego stopnia spéirzednych ¢ i linjowa zmiennej 2,
jest rOwnaniem algebraicznem calkowitem n-tego stopnia niewia-
domych %, ze spélczynnikami rzeczywistemi, przeto na zasadzie
wiasciwosci takich réwnan, wypowiemy powyzsze wnioski w na-
stepujacy sposob: krzywa réwnowagi uktadow o nieparzystej licz-
bie stopni swobody (n—nieparzyste), musi mie¢ przynijmniej je-
den, a wogdle nieparzystg liczbe punktow zerowych, a wiec i roz-
gatezien; krzywe za$ rownowagi uktadow o parzystej liczbie stopni
swobody moga nie mie¢ wcale punkiow zerowych, a wiec i rozgate-
zien, lub mogg miec¢ parzystag ich liczbe.

-, ile réwnanie D= 0 posiada pierwiastkéw rzeczywistych dla

ZaleznoSci powyiZsze przedstawimy obecnie geometrycznie
dla przypadku, gdy dany uklad posiada dwa stopnie swobody.
W tym celu odniesiemmy rownania 143-cie, 144-te, 145-fe i 146-te do
trzech osi wzajemnie prostopadiych ¢,, ¢, i » w przestrzeni troj-
wymiarowej; galaZ réwnowagi, wyrazona réwnaniami 144-teini,
przedstawi sie w tym razie w postaei prostej, pokrywajacej sie
z osia »; wartoSci za$§ pierwiastkéw ) réwnania D=0 (lub D, =0)
przedstawia szereg plaszczyzn réwnoleglych do ptaszezyzny (g, ,¢.);
(warto$ci te bowiem sa niezaleine od tych spélrzednych); w kazdej
z tych plaszczyzn znajdowaé sie bedzie galaZz réwnowagi, wyrazona
rownaniami 146-temi, ktore sg réwnaniami linjowemi jednorodnemi
spolrzednych ¢, i ¢,; rOwnania te przeto przedstawiaja—dla ukladu
o dwoéch stopniach swobody — proste, ktére lezag w tych ptaszezyz-
nach i ktore przecinajg o$ ). Punkty przeciecia sie tych plaszezyzn
z 0sig ) beda jednoczeSnie punktamizerowemi dla gatezi réwnowagi,
pokrywajgcej si¢ z osig ); w tych bowiem punktach réwniez D, = 0.

W ogélnym przypadku, gdy 1 — 2, mozemy w tenze sposob
moéwié o plaszezyznach wielowymiarowych réwnoleglych do ptasz-
czyzny wielowymiarowej, przeprowadzonej przez proste (¢, , ¢ , . qn),
i wogéle o krzywych rownowagi danego uktadu.



— 108 —

45. Jednorodna funkcja sit jako réwnanie réwnowagi.

Roéwnania rownowagi, gdy dana jest funkcja sil, sa wogodle

nastepujace:
oFr JF oFr )
B g, Sk S S RO ey (150)
Jq, dq. J q,

Jezeli funkcja sit # jest jednorodna (dowolnego stopnia) sp6t-
rzednych ¢;, to po przemnozeniu kazdego z powyiszych réwnan
kolejno przez czynniki ¢q,, ¢., **+ ¢» i po zsumowauniu tych réwnan,
otrzymamy — na zasadzie twierdzenia Euler’a o funkcjach jedno-
rodnych — réwnanie:

s. F(q,, s, - ~qn; 1)=0, lub inaczej U—0, (151)

gdzie s jest spolczynnikiem jednorodnosci danej funkeji sit; jedno-
rodna przeto funkcja sit, przyréwnana do =zera, jest rowniez
réwnaniem réwnowagi, lecz, oczywiscie, roOwnaniem zaleznem od
rownan 150-tych.

Z jednorodno$ci funkcji sit wynika jeszcze nastepujgca jej
wybitna wilasciwo$é statyczna. Z réwnania réwnowagi jednorod-
nej funkeji sil, t.j. z rownania

I’v((]l vyt Qa ;7) = s . (152)

napiszemy n nastepujgcych rownan identyeznych, wzigwszy pod
uwage, ze parametr i jest w tym razie funkejg zmiennych ¢;; row-
nania te sa nastepujace.

OF (| 0F 01
S .

_ ==() 153)
()(]i () A ()(][ (

dla i =12, . - - n.
Jezeli przyjmiemy nastepnie, ze pochodne
d .

-0, 154
o (154)

to otrzymamy z roéwnan 153-cich, Ze réwniez pochodne
oF
=)} (155)
()ql .

i odwrotnie; czyli, ze warunki 154-te wyznaczajg potozenie rownowagi
danego uktadu tak dobrze, jak réwnania 155-te, oczywiScie - - byle
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2 =0, (156)

da
co w naszych zagadnieniach musi by¢ spelnione. Wniosek ten wy-
powiemy w nastepujacy sposob: jezeli funkcja sit jesl jednorodna
zmiennych q;, to wartosci extremalne tej funkcji przy zmiennych
q:, wyrazone rownaniami 150-temi, odpowiadajg wartosciom extre-
malnym zmiennej J., obliczonym z rownain 154-tych.

Polozenie wigc ré6wnowagi ukltadu, ktérego funkeja jest jed-
norodna spéirzednych niezaleznych, moZemy obliczy¢, albo szuka-
jac wartosei ¢; z réwnan

C g

0,
()(]1

jak to dotychczas stosowali§my, lub szukajgc g; z réwnan
0
9q

=0

dla 2, obliczonego z réwnania 153-go.

To ostatnie postepowanie, t. j. obliczanie =1, *) nie
przedstawia jednakze, mojem zdaniem, zadnych korzy$ei ani ra-
chunkowych, ani tez metodycznych w stosunku do metody, opie-
rajgce] sie¢ na rownaniach 150-tych; przeciwnie — pod wzgledem
metodycznym — psuje jednolitos¢é obliczania polozenia réwnowagi,

e

oF

ewentualnie si! zerowych, jakie daja réwnania 0}[20'
{

46. Sita krytyczna uktadéw, ztozonych z pretéw sztywnych, po-
laczonych z sobg koficami zapomocq przegubéw sprezystych.

Przegubem sprezystym dwoch pretéw nazywaé bedziemy taki
przegub, ktéry pozwala na rozchylenie sie pretéw, zbiegajacych
sie¢ w tym przegubie, gdy moment rozchylajgcej pary sit jest pro-
porcjonalny do kata rozchylonego (analogicznie do przypadku, gdy
sita odksztalcajgca jest proporcjonalna do odksztatcenia).

*) Sposéb ten obliczania 7, stosuje prof. S. P. Timoszenko w pracy
»Ob ustojeziwosti uprugich sistem®, oraz w innych swych pracach; w pracach
tych jednakze nie spotykamy si¢ z dowodzeniem réwnania 151-go i réwnania
154-go, bez ktérego nie mamy prawa stosowaé tego sposobu, gdyz zgodno$é
wynikow obliczen wielu nawet przykladéw, jakie autor powyzsze] pracy przy-
tacza, z wynikami obliczeni zapomoey innych metod, nie upowaznia do twier-
dzenia, 7ze te rownania zawsze pozostajg w mocy.
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Jezeli literg M oznaczymy moment rozchylajacy (odksztatca-
jacy), a litera » kat odchylenia. to w mys$l tego okreslenia

M=Fk-a2, (157)

gdzie k jest spélczynnikiem proporcjonalnosei, a M momentem
rozchylajacym, skad wynika, ze praca czgstkowa

dL — M- -do—kz-dz; (158)
praca wiec ewentualnie funkeja sit — w tym razie
i " g
U kot (159)

Zjawisko wyboczenia, jakie wystepuje w precie sprezystym,
obciazonym osiowo, moze wystepowaé¢ réwniez i w ukladach pre-
tow sztywnych, potaczonych ze sobg przegubami sprezystemi (przy-
kiad 10-ty, str. 192-ga). Weimy np. pod uwage ukiad pretow
sztywnych, potaczonych ze sobg zapomoca przegubow; w ten spo-
sO6b otrzymamy pewna kratownice. Kratownica ta, zaleznie od licz-
by pretéw i od ich ugrupowania, moZe byé geometrycznie sztyw-
ng, geomefrycznie przesztywnions, lub geometrycznie zmienng.

WeZzmy pod uwage uklad pretéw sztywnych?*), (t. j. nieodksztat-
calnych) o pewnej liczbie stopni swobody. a wige uklad geome-
tryeznie zmienny, t. j. — uklad, ktéry posiada pretéw mniej, niz
potrzeba do usztywnienia uktadu, t. j. mniej, niz (2 p—3), gdzie
p oznacza liczbe przegubdw. Jezeli
na wezty tego uktadu, ktére na
razie przyjmiemy jako wolne — nie-
sprezyste, dziala¢ beda sity, to wo-
gble nastapi pod dziataniemn tych sit
zmiana katéw, jakie tworzg miedzy

S T ; soba prety; czyli nastapi zmiana
Rys. 11. formy geometrycznej tego ukiadu,

ktéra to zmiane nazwiemy réwniez

odksztalceniem. Pod dzialaniem jednakze szczegdlnego ukladu sit.
dany ukfad pretéw pomimo, Ze jest geometrycznie zmienny, moze
pozostawaé w- rownowadze tak, iz uklad ten bedzie mial pozory
sztywno$ci; najdrobniejsza jednakze zmiana we wzajemnem polo-

P,

*) O takich ukladach pisalem w ,Sprawozdaniach i Pracach* Warszaw-
skiego Towarzystwa Politechnicznego w 1924 r. T. Il, z. 1, str. 24-ta i 25-ta.
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Zeniu tych pretéw, np. pewna zmiana katéw, wywolana jakiemi-
badz czynnikami- zewnetrznemi, spowoduje zmiane geometryczng
calego ukladu, ktéra nastagpi pod dziataniem sil przylozonych.
Najprostszym przykladem tego moze stuzyé czworobok przegubo-
wy (rys. 11-ty), gdy jeden jego bok bedzie unieruchomiony. Czwo-
robok ten jest geometrycznie zmienny o jednym stopniu swobody;
pod dziataniem wiec dowolnych sil, np. 2, i P,, zmieni on wogdle
swg forme. Mozemy jednakZe przylozyé¢ do weztéw tego ukladu
pewien szczegélny uktad sit, ktory utrzyma go w niezmienionym
stanie. Tym uktadem sit moze by¢ w najprostszym przypadku
jedna sifa, dziatajaca wzdiluz np. preta CD; uklad ten pod dziata-
niem tej sity nie zmieni swej formy; jezeli zas zmienimy nieco
forme tego czworoboku, nie zmieniajgc ani kierunku, ani wielko-
Sei tej sily, utrzymujacej dany uklad w spoczynku, to nastapi
ruch,—nastgpi wogéle zmiana katow tego czworoboku.

Przyjmijmy nastepnie, Ze zmiana katéw pomiedzy pretami,
zbiegajacemi si¢ w kazdym weile, jest sprezysta, t. j. przyjmijmy,
ze przeguby, laczace te prety, sq sprezyste, wielkoSci tych ka-
tow sg proporcjonalne do momentéw sil zewnetrznych, wywoluja-
cych te zmiany; — wtedy powstajace momenty sit wewnetrznych,
wystepujacych w tych weztach, beda powstrzymywaty uktad od
zmiany foriny, gdy wyprowadzimy go z poloienia rownowagi.
Uktad przelto geometrycznie zmienny z wezlami sprezystemi
1 z pretami sztywnemi moze pozostawaé¢ w pewnych warunkach
w rownowadze — nawet po wyprowadzeniu go z polozenia réwno-
wagi; lub tez moze pod dzialaniem sit zewnetrznych w dalszym
ciggu odksztalcac sig; ktory z tych przypadkéw nastapi, zalezy od
stosunku warto$ci liczbowej sit zewnetrznych do wartosci sit spre-
zystych, wystepujacych w przegubach.

Przyjmijmy nastepnie, Ze spétczynniki spreiystych odksztal-
cen katéw sa wielkosciami statemi dla danego uktadu, wartosei zas
wszystkich sit zewnetrznyeh, utrzymujageych dany uklad w réwno-
wadze, moga si¢ proporcjonalnie zmieniaé. Oczywistem jest, ze
proporcjonalna zmiana tych warto$ci nie spowoduje zmiany réw-
nowagi danego uklfadu, gdy ten uklad by! w réwnowadze, a do-
piero po odchyleniu tego uktadu z polozenia réwnowagi, sity ze-
wnetrzne mogg go dale] odksztalcaé, o ile s3 one dostatecznie
wielkie, lub tez nie wywolaja one dalszego odksztalcenia, jezeli
wezly sg dostatecznie sprezyste, i ukiad, po usunieciu czynnikéw
odksztatcajacych, powrdcié mozie w tym razie do stanu pierwot- .
nego, wbrew dzialaniu sit zewnetrznych. Ten lub 6w przypadek
nastgpi w zaleznosci od wielkosSci spélezynnika proporcjonalno$ci
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sit zewnetrznych; spélczynnik ten spelnia role spélczynnika ). po-
przednio okreslonego. Przy pewnej przeto wartoSci spdiczynnika 2,
uktad odchylony z potozenia rownowagi, moze powr6ci¢ do pofozenia
rownowagi,—lub teZ moze dalej sie odksztalca¢. Najmniejsza wartosc
tego spoélczynnika, ktérego najdrobniejsze powiekszenie wywola ge-
ometrycezng zmiane ukladu, po najdrobniejszem jego odksztalceniu,
nazwiemy spoélezynnikiem krytycznym, lub sitg krytyczng; sily te
mozna podporzadkowaé pod pojecia sit zerowych, lub sit zmianowych.

Rozwazania te sformulujemy w ten sposdéb: kazdy uktad pre-
tow szlywnych geomelrycznie zmienny z przegubami sprezystemi,
bedacy w réwnowadze pod dziataniem pewnego szczegdolnego ukta-
du sit, moze bycé w rownowadze statej, lub niestatej, zaleznie od
wartosci spotczynnika proporcjonalnosci ). danych sit.

Jako szczegélny przypadek zastosowania ukladéw pretéw ze
sprezystemi przegubami, przytoczymy prosty pret, ktéry bedziemy
uwazaé za uklad geometrycznie zmienny; uwaza¢ go bowiem be-
dziemy za zlozony z odcinkéw sztywnyeh, polgczonych ze soba
sprezystemi przegubami, w -ktérych wystepuja sity wewnetrzne
w ten sposéb, ze w stanie naturalnym, t. j. bez dziatania sil ze-
wnetrznych, przyjmuje on forme prosta. Uklad ten, pod dziata-
niem sitly osiowe] Sciskajgcej o dowolnej wielko$ci, pozostanie pro-
stym; lecz, po odchyleniu go z linji prostej i nastepnie po usunige-
ciu sity odchylajgcej, moze on sie wyprostowaé pod dzialaniem sit
sprezystoSci, lub moze dalej si¢ gia¢ pod dziataniem sit zewnetrz-
nych, wbrew dzialaniu sit sprezystych, wystepujacych w przegu-
bach; ktory z tych przypadkéw nastapi, zaleiy od wielkoSci para-
metru . sil, na niego dzialajgcych.

Warto§é liczbowa tego spoéiczynnika, po przekroczeniu kté-
rego pret rozpoczyna giecie, lub przy ktoérej, pozostajac w stanie
prostym, zmienia rodzaj réwnowagi,— jest silg krytyczna, jest silg
Euler’owska.

47. Zastosowanie pojecia maximum i minimum funkcji sit
do wyrazenia réwnowagi i jej rodzajéw.

Widzimy z powyzszych rozpatrywan, ze postepowanie rachun-
kowe dla obliczenia rownowagi i obliczenia jej rodzajow z funkcji
sit jest takie same, jakie stosujemy przy obliczaniu maximéw i mi-
- nim6w — wogole extreméw pewnej funkeji. Warunki przeto réwno-
wagi i jej rodzajéw mozemy wypowiedzie¢ rowniez w nastepujacy
sposOb: jezeli funkcja sit posiada warto$é extremum dla pewnych
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wartosci ¢, to sily w poloZeniu, okreSlonem temi spéirzednemi,
sq wogéle w rownowadze; jeieli przytem funkeja sit posiada
maximum dla tych wartosei, to mamy réwnowage zupelnie stala;
gdy za$ posiada minimum, to mamy réwnowage zupelnie nie-
stala; jezeli zas extremum tej funkeji nie jest ani maximum, ani
minimom, to mamy réwnowage réznego rodzaju.

Warunek powyzszy, ze réwnowaga jest stata, gdy funkcja
sit jest maximum, znaleZzé mozZe interpretacje fizyczng w naste-
pujacem pojmowaniu réwnowagi i jej rodzajow: jezeli sity wyko-
najg maximum pracy podeczas wszelkich dowolnych przesunigé, to
sity te nie sa juz w stanie wykonaé zadnej pracy, nie moze wigc
powstaé ruch;—réwnowaga przeto musi by¢ przy tym warunku stalg.

48. Dynamiczna miara sity wyboczenia.

Prof. Sommerfeld*) ilustruje w nastepujacy sposob dzialanie
sity Euler’a. Pret sprezysty, umocowany jednym kolicem sztywno
i skierowany swobodnym Kkoincem ku gorze, obcigzony jest osiowo;
po odchyleniu go od potoZenia pionowego i nastepnie po puszcze-
niu go swobodnie, bedzie on wogdle drgal okolo polozenia piono-
wezgo. Jezeli sila sprezystosSci preta (ktora odpowiada sprezystosci
przegubow), przyprowadzajaca go do polozenia pionowego, jest
znaczna, 1o pret szybko wraca do tego potoienia, a nastepnie,
wskutek nabytej energji kinetycznej, oddala sie¢ od tego potozenia;
w ten sposéb powstaja mniej lub wiecej szybkie drgania okoto poto-
zenia pionowego. Jako miare sprezystosci tego preta przyjmiemy
wielkosSé okresu czasu jego wahniecia; inaczej — liczba wahnigé na
jednostke czasu moze by¢ uwazana za miare sprezystosci tego preta.

Jezeli ciezar, przyczepiony do preta, powiekszymy do tego
stopnia, Ze drgania pomimo odchylenia przestang zachodzié, to
znaczyé bedzie, Ze silasprezystosci, przywracajgca ten pret do poto-
zenia pionowego, jest zrownowazona i pret przy cigzarze o pewnej,
wartosci, po odchyleniu go, nie powréci do potozenia pionowego.

Po tem omodwieniu autor przytacza do$wiadezenia, ktére
stwierdzajg, Ze ciezar, pod dziataniem ktérego pret przestaje drgaé
po odchyleniu go od pionu, réwny jest rzeczywiscie sile Euler'ow-
skiej. Czestotliwo§é wiec tych drgan moze byé miara zblizenia sie
przyczepionego ciezaru do wartoSei sity Euler’owskiej; a mianowicie,
o ile bedzie mniejsza czestotliwo$é, to bedzie znaczyé, ze sita ob-
cigzajgca zbliza¢ si¢ bedzie do sity Euler’owskiej. Ciekawe zja-
wisko wystegpuje, gdy pret skierowany jest swobodnym koncem

¥ Zft. d. V. d. Ing. 1905 str. 1329
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ku dotowi, a géornym koncem umocowany jest sztywno; gdy bo-
wiem odchylimy go od polozenia pionowego, wtedy, ze zblizaniem
sie wartosei sity obcigzajacej do warto§ci sily Euler’owskiej, liczba
drgan preta zbliza sie asymptotycznie do liczby wahnieé zwyklego
wahadta, swobodnie zawieszonego, o diugosci réwnej diugosci da-
nego preta; t. . pret sprezysty, umocowany sztywno gérnym kon-
cem i obcigzony sitla Euler’owska, lub wiekszg, zachowuje sie wten
sposob, jak gdyby nie byl sprezystym, a byl pretem sztywnym
umocowanym przegubowo, na ktérego koncu zawieszono dany ciezar.

49. Réwnowaga sif, nie majgcych funkcji, i jej rodzaje.

Podstawa obliczenia réwnowagi i jej rodzajéw sil, nie maja-
cych funkeji, jest to samo prawo energietyczne, na ktérem opar-
liSmy poprzednie obliczenie, t. j. prawo réwnowarto§ci pracy
i energji kinetycznej. Warunkiem przeto réwnowagi jest, aieby
praca wirtualna sif, przylozonych do punktu swobodnego, byla
réwna zeru, co wyrazimy réwnaniem 42-giem, str. 40-ta.t

aL = \—( Pk,.\' * 5-\'1.' '{" vPI.’, u -t 5!]k+1)l;,z * 52[‘»)—_— O . (160)

Jezeli za$§ punkt jest nieswobodny, t. j. gdy pomiedzy spél-
rzednemi x, y, 2z zachodzg ré6wnania polaczen, to zawsze mozemy
odpowiednia ich liczbe wyrugowaé i doprowadzi¢ powyzsze réw-
nanie do nastepujacej postaci (réw. 59-te):

oL =Y Qx - 3.gs =0, (161)

gdzie wielkosSci @, sa funkecjami spéirzednych niezaleinych ¢;.
Przeksztatcenie to jest moiliwe, gdy sily Py ., - - sa funkcjami tyl-
ko spéirzednych punktéw przylozenia tych sil, lecz nie ich po-
chodnych, co i w poprzednich rozpatrywaniach bylo zastrzezone.

Poniewaz przyrosty 2q. s niezalezne, przeto warunkami réwno-
wagi sil, nie majacych funkeji i bedgeych funkecjami tylko spélrzed-
nych punkiéw przytozenia, sg takie same réwnania, jak dla sil, posia-
dajacych funkcje sil, t. j. réwnania nastepujacej postaci (réw. 60-te):

Qr=0. (162)

Azeby nastepnie orzec o rodzaju réwnowagi, zrobimy drugie do-
wolne—wirtualne przesuniecie, jak to oméwiliSmy w § 27-mym; pod-
czas tego przesunigcia wartoSci sif Q, otrzymuja wogéle przyrosty
2Q, a wiec prace podczas tego przesuniecia obliczymy ze wzoru:

62]1 = Ean . 5(]/.., (163)
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w ktérym symbolem ¢°L oznaczyliSmy réznice wartosci prac, ja-
kie sily wykonaly podczas drugiego i pierwszego przesunigcia
7z uwzglednieniem, Ze w przypadku réwnowagi praca podczas
pierwszego przesunigcia rowna sie zeru.

Poniewaz sily @ sg funkcjami spélrzednych ¢, g2, - - qu

-

i parametru 7, i przyjawszy warto§¢ 7 narazie za stala, napiszemy:

~ I e F e S oy 0 Q.
’Qlf—aql 4 g ()q., ’(]2+ '_{—a(],,

° a qn (164)

i, po podstawieniu tego wyrazu do réwnania 163-ego, otrzymamy
wartoS¢ pracy podczas drugiego przesunigcia:

Ie=n"s k —n _

& pANAS X "O0Qk
er="5 2% 54, s iR +
P 1 - q.
k 1 k 1
k ”()Q
N
LI k 2 s
JEa ()(]” " Gn “Qk,

lub tez krécej

r . - Yo Q, . - L
By Qi 5o, (163)

JQxk

W tym wzorze mozna uwazaé wartosci wyrazéow 3gr w  bli-
{

skosci poloZenia réwnowagi za state, gdyz w te wyrazy naleiy
podstawi¢ wartosci ¢, obliczone z réwnan 162-ich; inaczej — po-
chodne te sg funkcjami spélrzednych, odpowiadajgcych polozeniu
rownowagi. Jezeli przeto rownowaga, okre§lona réwnaniami 162-emi,
ma by¢ stala, powinien wyraz 165-ty, wyrazajgcy warto$é pracy
podczas drugiego wirtualnego przesunigcia, by¢ ujemny dla wszyst-
kich dowolnych wielkoSei 2¢; i 3¢4; a to moze nastgpié, stosow-
nie do wzoréw 121-ych, wtedy, gdy beda spelnione nastepujace
nieréwnosei:

0Q, 0Q, 0Q,

0Q, 9Q, dq, 0q, dgy

d dq, - - ~
%Ql\ 0; VQI q 2 ~0. 0Q,0Q,0Q, _ (166)
7 0Q, 0Q, 0q: 99, 04y

dq 04, 0Q 0Q, 0Q,

dq, 7()(]:: ()(I::‘
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Jezeli te warunki nie bgda speinione, a beda spelnione tylko
warunki 162-gie, to rownowaga danego uktadu bedzie niestala, lub
r6zna. Przytem nalezy zwrécié uwage, ze podstawa tego oblicze-
nia jest jednakowa, jak dla sit zachowaweczych, tak i dla sil nie-
zachowawezyeh, z warunkiem dla obydwdch przypadkéw, Ze pod-
czas wykonywania pracy wirtualnej, nie zachodzi rozproszenie
energji; przypadek ten bowiem nie pozwolitby nam stosowaé zasady
zachowania energji.

Z tych warunkéw, jako szczegélny przypadek, moina wypro-
wadzi¢ warunki rownowagi i jej rodzajéw, gdy sily posiadaja
funkcje sit. Nalezy tylko wzigé pod uwage, Ze w tym razie

Q= 5, (167)

gdzie U jest funkcja spoirzednych g;.

Po podstawieniu warto$ci 167-mych do réwnan 162-gich,
otrzymamy warunki réwnowagi, wyprowadzone w § 22-gim; po
podstawieniu za§ warto$ci 167-mych do nier6wnosci 166-tych, otrzy-
mamy nieréwnosci 121-sze.

Roéznica matematyczna pomiedzy kryterjami rodzajéw rowno-
wagi dla przypadkéw, gdy sily posiadaja i gdy nie posiadajg
tunkeji sit, jest ta, ze dla sil, nie posiadajacych funkeji sil, wy-
znaczniki 166-te nie sj symetryczne wzgledem przekatni; dla sit
bowiem, nie posiadajacych funkeji sit, wyrazy

?)32‘ s (ﬁ)gl"' it d., (168)
gdy tymeczasem dla sil, posiadajacych funkcje na zasadzie rownan
26-tych, wyrazy te sg wzajemnie réwne, gdyZ wyraz:

0Q, U 90Q,  *U

== S -1 awyraz = .=} (169
dq, dq, 0q, "’ i dq, dq, dq, ( )

a wige wyrazy te sa rowne (przy zwyklych zastrzezeniach, stawia-
nych w matematyce); wyznaczniki przeto sa symetryczne.

50. Roéwnowaga, gdy réwnania polgczen posiadajq
czas jawnie.
W powyzszych rozwazaniach przyjeliSimy réwnania polgczen,
w ktore nie wchodzi czas jawnie (§ 5-ty); w razie zas, jezeli

w rownanie polaczen wchodzi czas jawnie, to wielkosé ¢ wejdzie
rOwniez do funkeji sil.
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Dla obliczenia réwnowagi sil, przylozonych do takiego ukiadu,
zastosujemy powyisze metody, przyjawszy, Zze ¢— stalej wielkosci,
jak powiedzieliSmy to w § 5-tym. Zwrdécié jednakie naleiy uwage
na te okoliczno$é, ze wyraz pracy wirlualnej, obliczonej przy zalo-
zeniu = stalej, moze stuzyé¢ tylko dla wyrazZenia réwnowag: da-
nego ukladu; nie moze za$ stuzy¢ np. dla wyrazania rzeczywistego
jego ruchu; praca bowiem sit podczas przesunigcia rzeczywistego
jest wogoéle inna, niz ta, ktorg przyjeliSmy, w mySl powyiszego
zalozenia, dla f-— stalej; sity bowiem odporowe podczas przesu-
nigcia rzeczywistego, t.j. przy zmiennem #, wykonaja pewng prace,
cho¢ sg one prostopadte do toru, po ktérym punkt si¢ porusza;
nie sg one jednakze prostopadte do toru rzeczywistego, t.j. do prze-
suniecia rzeczywistego; tor bowiem w rzeczywistosci si¢ porusza,
punkty przeto przyloZenia sil odporowych wykonajg przesunigcia
zlozone. Wykonaja one przesunigcia wzdluz toru (wzgledne); pod-
czas tych przesunieé sily odporowe wykonaja prace réwna zeru;
wykonajg one jednakze jednocze$nie przesunigcia razem z torem
(unoszgce), podczas ktérych praca sit odporowych wogéle — nie
réwna sie zeru. Pojecie wiec pracy wirtualnej jest ogélniejsze od
pojecia pracy rzeczywistej, czy tez mozliwej. Z tego ostatniego
powodu niektérzy autorzy uwazajg, iz nazwanie pracy wirtualnej-
pracg mozliwa, w znaczeniu pracy, wykonanej przez sily podczas
przesuaiecia mozliwego, —jest w tym razie niestuszne; nie po-
winno to jednakze prowadzi¢ do btednego pojmowania.

ROZDZIAL VI

UKLADY 0 NIESKONCZONEJ LICZBIE STOPNI SWOBODY.
(POCZATKI RACHUNKU WARJACYINEGO).

51. Stormulowanie zadania.

Polozenie kazdego ukfadu materjalnego jest wyznaczone spot-
rzednemi niezaleinemi (§ 1-szy). Jezeli uklad ma skonczong liczbe
stopni swobody, to spéirz¢dne te, gdy sily, na niego dziatajace, sa
w réwnowadze, obliczymy jako niewiadome z odpowiednich réw-
nan ré6wnowagi; jezeli zas uklad posiada nieskonczong liczbe stopni
swobody, to mamy do obliczenia nieskonczenie wiele spélrzednych
niewiadomych; niewiadome te, t.j. spéirzedne moga by¢ obliczone
z funkcjonalnego zwiazku, jaki zachodzi pomiedzy niemi, o ile ten
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