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przyrost ten, ezyli praca wirtualna, wyrazi sie wtedy nastepuja-
cym wyrazem:
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ktory jest catkowitym wyrazem pracy, jaka sity wykonaly podczas
wirtualnego przesuniecia uktadu z danego polozenia do potozenia
sasiedniego; litera za$ R, oznacza pozostate wyrazy tego szeregu,
ktore sg trzeciego i wyzszych rzedéw. Warto§¢ ¢U wyrazona réw-
naniem 62-giem, jest wiec tylko czescia wartoSci tej pracy, reszta
za$ tej wartosSci jest wyrazona nastepnemi wyrazami szeregu 65-go.

7 tego wyrazu wynika, Ze praca sit podczas wirtualnego prze-
suniecia sklada si¢ z wartosci nieskonczenie malych réznych stopni,
ktore — oczywiscie — majg swoje fizyczne znaczenie, ktore roz-
patrzymy w nastepnych paragrafach.

Jezeli dany ukiad jest w polozeniu rownowagi, to réwnanie
65-te, ze wzgledu na réwnania rOwnowagi, t.j. na rOwnania 63-cie,
otrzyma nastepujacg postaé:
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26. Roéwnowaga réznych rzedéw i réinych rodzajéw.

W celu nlatwienia rozpalrywan wilasciwosci rownowagi, wez-
miemy najpierw pod uwage ukiad o jednym stopniu swobody, t.]j.
uklad, ktorego polozenie wyznacza tylko jedna spdirzedna nieza-
lezna; w tym przypadku rownanie 65-te otrzyma posta¢ nastepujgca:
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wielkosei 29 naleiy wyobrazié sobie jako przyrosty spoirzeduoej
q, ktére nazwiemy przesunieciami uktadu, gdy uktad presuniety
zostanie z potozenia ¢ do potozenia ¢ -|-39¢.

Glowna czeS¢ wartosei pracy sif, dziatajacych na dany ukiad
podezas przesuniecia wirtualnego, wyrazona jest wartoScia pierw-
szego wyrazu tego szeregu; pozostate bowiem wyrazy sa nieskon-
czenie matemi wielkosciami wyzszych rzedow. Azeby przeto zacho-
dzita rOwnowaga sit w pewnem potozenin uktadu, powinna praca
podczas nieskonczenie matego przesuniecia, w mys$l okreslenia
rownowagi (§ 19-ty str. 38-ma), rownaé sie zeru; a wiec, w razie
rownowagi sit, przylozonych do danego uktadu, powinno byé spet-
nione réwnanie e

8

dq
z ktérego obliczymy ¢ —¢,, gdy bedzie dany parametr »; — jest
to szczegdélny przypadek rownan 63-cich.

Lecz z réwnania 67-go wynika, Ze catkowita wartoS¢é pracy
wirtualnej AU moze byé¢ tylko w szczegdlnych przypadkach réowng
zeru, wogole zas$ posiada ona pewne wartoSci drugiego i wyzszych
rzedow; dlatego tez jesteSmy zmuszeni rozrézniaé rownowage roz-
nych rzedow -— i tak, jezeli pierwsza pochodna funkeji sit wzgle-
dem zmiennej niezaleznej ¢ i dla pewnej jej warto$ci Q=gq, rowna
sie¢ zeru, a nastepna pochodna dla tejze wartoSci g, nie réwna sie
zeru, to powiemy, Ze mamy réwnowage pierwszego rzedu; jezeli
za$§ pierwsza i druga pochodna dla fejie wartosci q—q, réwna
sie zeru, a nastepna t. j. trzecia pochodna nie réwna sig¢ zeru,
to powiemy, Ze mamy do czynienia z réwnowagg do drugiego
rzedu wiacznie i t. d.

Warto$¢ najnizszej pochodnej funkeji /', ktéra nie znika dla
g=gq,, wyrazia prace A U, jaka sily wykonaly podczas danego
przesuniecia; warto$é tej pracy moze by¢é, oczywiScie, r6zZnych rze-
dow; zalezy to od rzedu pochodnej, ktéra nie znika; w kazdym
razie znak tej wartoSci, jako wartoSci pracy, ktora sily wykonaty,
wskazuje, czy dany uktad, — po wyprowadzeniu go z polozenia
ré6wnowagi i po pozostawieniu go samemu sobie, —bedzie si¢ odda-
lal, czy tez bedzie sie zblizal do polozenia réwnowagi; a wlasci-
wiej mowiac, czy bedzie si¢ oddalal, czy tez bedzie si¢ wahat
okoto tego potozenia. Sity wigc, 0 ktérych moéwimy, Ze sa w réwno-
wadze, moga, po wyprowadzeniu danego uktadu z polozenia réw-
nowagi, wykona¢ pewna prace, lecz prace nieskonczenie malg
wyzszych rzedéw, niz pierwszy: a poniewaZ ruch moze nastgpié



wogéle tylko w tym kierunku, w jakim praca sit jest dodatnia,
przeto, jezeli podezas odchylenia ukladu z poloienia rownowagi
sity wykonuja prace dodatnia, to nastgpi ruch w kierunku tego
przesuniecia; rownowage taka nazwano przeto niestaty; jezeli
za$ sily wykonuja prace ujemna, to ruch moze nastapié tylko
w kierunku przeciwnym do kierunku tego odchylenia, t. j. w kie-
runku potozenia rownowagi; rownowage taka nazwano stafg. Jezeli
w szczegllnymm przypadku wszystkie pochodne do ~ beda réwne
zeru (dla g = ¢q,), to powiemy, ze mamy do czynienia z réwno-
waga obojetna, w znaczeniu takiem, w jakiem zwykle si¢ moéwi
w podrecznikach fizyki (gdy sie np. méwi o kuli cieikiej, spoczy-
wajgcej na ptaszczyZnie poziomej); rownowage taka mozna nazwacé
zupetnie obojetng. A wiec, jeieli mamy ukfad w rownowadze, to
nalezy wogodle rozrézniac jej rzad i je] rodzaje.

Metoda, tutaj podana, obliczenia rownowagi i jej rodzajéow
opiera si¢ na zalozeniu, Ze funkcja sil jest ciagla i je] pochodne
sa ciagte do rzedu, ktéry stosujemy w danych obliczeniach;
w razie za$, gdy funkcja sil, lub jej pochodne sg nieciggie w da-
nym przedziale, metoda ta nie da nam rozwigzania takiego zada-
nia; nalezy w tym razie szukaé innych sposobow jego rozwigza-
nia. Jezeli np. weZmiemy pod uwage punkt materjalny ciezki,
kiéry ma sie¢ poruszaé po linji tamanej, znajdujacej si¢ w plaszezy-
Znie pionowej, to metoda, wyzej podana, nie znajdziemy ani poto-
7enia rOwnowagi tego punktu, ani tez nie obliczymy jej rodzajow;
choé zasada znalezienia potozenia rOwnowagi, jak rowniez okreslenia
jej rodzajéow, pozostaje i w tym razie ta sama, na ktérej opar-
liSmy powyiZszy rachunek, t. j- zasada rownowaznosci pracy
i energji kinetycznej.

27. |Interpretacja statyczna rzedéw i rodzajéw réwnowagi.

Rzedy i rodzaje rownowagi mozna sobie unaocznié w naste-
pujacy sposéb. Wyobraimny sobie, 7e pewnemu ukladowi, pozo-
stajgcemu w réwnowadze, nadamy pewne nieskoriczenie male prze-
suniecie; wtedy sily, dzialajace na ten uklad, wykonaja pewng
prace, ktéra wyrazimy ogdélnym wzorem:

0F(q) .

AXU-_: ()(] ’1(], (bS)

w ktérym 3, U oznacza prace sit podezas przesuniecia 2¢.
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Nadajmy nastepnie danemu ukfadowi drugie przesuniecie;
wtedy praca podczas tego nowego przesuniecia wyrazi sie wzorem:

Ap— 9Fg 159 ,
- dg

spolrzedna bowiem tego nowego polozenia jest (¢ -2¢q); wzor
ten da si¢ przeksztatci¢ na nastepujgcy:
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Jezeli za§ mamy przypadek, Ze praca podczas pierwszego
przesuniecia réwna sie zeru, t. j. gdy, w mys$l danego okreslenia
rownowagi, zachodzi w tem polozeniu réwnowaga pierwszego
rzedu, o warto§¢ pracy podczas nastepnego, t. j. drugiego prze-

sunigcia wyrazi sie¢ w tym razie wzorem:

o I

A?U_dq2 cq.

(70)

W ten sposéb, robiac kolejno nastgpne przesuniecia i zalo-
zywszy, Ze wartoSci prac podczas poprzednich przesunigé¢ rownajy
si¢ zeru, powiedzie¢ mozemy, Ze praca podczas kazdego kolejnego
przesunigcia wyrazi si¢ przy tych warunkach réiniczka funkeji
sit tego rzedu, ktérego liczba réwna sie liczbie porzadkowej
danego przesuniecia.

Majac to na uwadze, mozemy rozumieé¢ przez rzedy rowno-
wagi liczbe kolejnych, t. . po sobie nastepujacych nieskorczenie
malych przesunie¢, podczas ktérych sily, dzialajgce na ten ukiad,
nie wykonuja pracy; a znak wyrazu pracy podczas najblizszego
przesuniecia, ktérego wartosé nie réwna sie zeru, rozstrzyga
0 rodzaju tej réGwnowagi.

W ten sposob pojety rzad réwnowagi moze byé réwniez
utozsamiony z rzedem stycznoSci toru poruszajgcego sie punktu
z powierzchnig, ewent. z krzywg jednakowych wartoSci funkeji sit,
inaczej z powierzchnia ekwipotencjalng danego pola sit.

28. Interpretacja ftizyczna rzedéw i rodzajéw réwnowagi.

Rzedy i rodzaje rownowagi unaoczni¢ sobie mozemy fizycz-
nie w ten sposob: danemu ukladowi, ktéry jest w réwnowadze
ktéregobgdZ rzedu, nadamy pewne odchylenie od tego polozenia;
a poniewaz tego odchylenia nie mozemy zrobié (fizycznie) nieskor-
czenie matem (w pojmowaniu matematycznem), wartosé przeto pracy
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AU podezas tego przesuniecia, rozwinigta w szereg Taylor’a,
réwna sie wartoSci najblizszego jego wyrazu, ktéry nie zniknie
dla wartosci g =gq,, i jezeli ta wartos¢ bedzie dodatnia, to nastapi
ruch w kierunku odchylenia, t. j. bedzie rownowaga niestala; jezeli
zas bedzie ujemna, nastapi ruch w kierunku pracy dodatniej,
t. j. odbedzie sie, jak w tym razie, w kierunku odwrotnym do
odchylenia; a wiec bedzie to rownowaga stala. Fizycznem przeto
kryterjum rodzaju rownowagi jest io, czy dany ukiad, po natem
odchyleniu z polozenia réownowagi i po usunieciu czynnikéw od-
chylajgeych, — powréei (po pewnych wahnieciach okoto potoZenia
rownowagi) do polozenia réwnowagi, czy tez bedzie sie od niego
oddala¢. Kryterjum to moze byé okresleniem fizycznem rodzaju
réwnowagi.

29. Krzywe réwnowagi.

W tych rozpatrywaniach przyjeliSmy, iz sily, dziatajace na
dany uklad, sa funkcjami spolrzednych punktéw ich przylozenia
i pewnego parametru ., ktory jest niezalezny od tych spélrzed-
nych (§ 15-ty).

Jezeli uklad jest o jednym stopniu swobody, to funkeja sit
wyrazi sie w formie:

U= F(q;n); (71)
warunek za$ rownowagi wyrazi si¢ w tym razie rownaniem:

O F(qiN)

7q =05 lub inaczej: F,’ (qg;}) = 0; (72)

jest to bowiem pewna funkecja wogéle zmiennych ¢ i .

7 tego réwnania obliczymy warto$é spétrzednej g, kt6ra ozna-
czymy literg g,, jak poprzednio, i ktéra wyznacza potoienie réw-
nowagi dla danego parametru 7; mamy przeto z réwn. 72-go:

qo =7 (). (73)
Rodzaj rownowagi (o ile jest ona pierwszego rzedu), w jakim
si¢ znajduje dany uktad w tem poloieniu, okreslimy, w mys$l po-

przednich rozwazan, ze znaku wartosci wyrazu:

R -~ ~
0qt 0; dla g=gq,. (74)



Rownanie 72-gie, lub 73-cie nazwiemy rdwnaniem réwnowagi
(pierwszego rzedu) danych sil.

ZaznaczyC przytem nalezy, Ze warunek réwnowagi, wyrazony
réwnaniem 72-em, nie zawsze wyraza, azeby U dla wartoSci ¢==g¢,
byto maximum, lub minimum w znaczeniu okre$lenia, jakie daje
matematyka; wyraza on tylko, Ze w razie réwnowagi pochodna
zmiennej U powinna by¢ réwna zern; lecz wartosé U moze byc,
lub nie byé dla wartoSci ¢, maximum, lub minimum; moze by¢
bowiem wartoscia spolrzednej punktu przegiecia krzywej, wyrazo-
nej ro6wnaniem 71-szem przy danej wartosci .

W celu unaocznienia zwiazku pomiedzy wielkoSciami U, ¢, 7,
jaki zachodzi podczas rownowagi, cobierzemy w przestrzeni trzy
osi U, g, }, — wzajemnie prostopadle, z ktérych dwie ¢ i . obie-
rzemy np. w plaszezyZnie naszego rysunku, trzecig zas U prosto-
padle do niej. W tym uktadzie osi réwnanie U—F (q;}) przed-
stawi pewng powierzchnie, ktéra nazwiemy powierzchnig funkeji
sit; wtedy dla pewnej wartosci =), otrzymamy pewng krzywa
U=F (q; %), lezaca w plaszczyznie rownoleglej do plaszczyzny
(U, q); krzywa te nazwiemy krzywag funkcji sit dla wartosci 1., .
Jezeli w tem rownaniu wartosci » bedziemy zmieniaé, to w ukla-
dzie osi (U, g, 1) otrzymamy caly zbiér takich krzywych, ktére
utworzg omowiong powierzchnie funkeji sit U— I (g; ). Postaé
geomelryczna krzywej funkeji sit U— F(q; »,) dla obranej warto-
§ei »=1»,, przedstawia¢ bedziemy na rysunku zapomocg kiladow
na plaszczyzne (q,?) (klady te na rysunkach beda zakreskowane)-

Odciete punktéw zetkniecia sie stycznej, przeprowadzonej do
kazdej linji funkecji sit rownolegle do osi ¢, bedg przedstawiaé, w my§l
wzoru 72-go, spélrzedne polozenia réwnowagi danego ukladu dla
danej wartos$ci » =1 . Jezeli nastepnie bedziemy zmieniaé¢ » w spo-
sob ciggly, to geometryczne miejsca tych punktéw stycznosci utwo-
rzg na powierzchni funkecji st pewna krzywsg, ktéra nazwiemy
frzywg rownowagi na powierzchni funkeji sit, ktérej rzut na

: i oLy : JdF . RN
plaszczyzne (g, ») wyrazi sie rownaniem e =0, lub inaczej row-
naniem o postaci F’, (¢; %) = 0. Krzywa te nazwiemy krzywa row-
nowagi na plaszezyinie (g, 1), lub krétko krzywa rownowagi; kaz-
demu bowiem punktowi tej krzywej odpowiada pewna spélrzedna g,
ktéra okresla potozenie réwnowagi, w jakiem uklad dany sie znaj-
duje pod dzialaniem sily, kidrej parametr jest X, ; inaczej—kazdy
punkt tej krzywej okres§la polozenie réwnowagi i site, ktéra utrzy-
muje dany ukitad w tej roOwnowadze.
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Jezeli przeto mamy dang funkeje U= F (g; ), to mamy po-
wierzchnie funkeji sil; a przeprowadziwszy nastepnie do niej stycz-
ne réwnolegle do osi ¢, otrzymamy krzywg réwnowagi na tej po-
wierzehni i wreszcie otrzymamy rzut tej krzywej na plaszczyzne
(g. 1), ktéry nazwaliSmy krzywg réwnowagi (na plaszczyinie g, 1);
a rownanie lej krzywej wyrazimy, jakeSmy to juz poprzednio po-
dali — rownaniem:

¥, (q;1)=0.

30. Kolejnosé¢ rodzajéow réwnowagi w réznych potozeniach

danego uktadu przy tej samej wartosci parametru sity.
Niewiadoma ¢ réwnania réwnowagi
7y (g;1) =0

posiadaé¢ moze wogoéle dla obranej wartosci »— 7, pewng liczb¢ war-
tosci, co bedzie znaczyé, ze dany uklad, pod dzialaniem danej
sily »,, moZe mie¢ kilka potoZen réownowagi. Rodzaje tych rowno-
wag sg w pewnej miedzy sobg zaleznosci. Rozpatrywanie tej zalez-
nosci oprzemy na zalozeniu,

7e funkeja U=—F(q; 1) jest jed- \ (@) o U =F(q,x)
nowartosciowa (i rézniczko- 9 5
walng) oraz, Ze jej pochodne, Qi [l = B
przynajmniej pierwsze i dru-
gie, sg ciagle 1 skoiiczone.

Jezeli dla pewnej wartosci Quf === e

».=— ), olrzymamy z réwna-

nia F’, (¢;}) = 0 pewna licz- Qupremm e =

be wartoscei dla ¢, to na od- 0

powiedniej linji funkeji sil

U— F(g;»,) otrzymamy Rys. 4.

pewng liczbe punktow A, B,
C, - -, lezgeych na stycznych réwnoleglych do osi ¢, ktoryeh rzuty
oznaczone s3 na rysunku 4-lym liczbami I, II, III.

Azeby zbadaé rodzaje réwnowagi danego uktadu w potoze-
niach, odpowiadajgcych tym réznym punktom krzywej réwnowagi,
nalezy zbadaé, czy dla obranej wartosei »=—1>%, i dla wartosei ¢,
g 1\ qur, odpowiadajacych polozeniom réwnowagi, wartosé

0F

dq* 2035
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inaczej, czy czastka linji funkeji sit w tych punktach jest wklesta,
czy tez wypukta wzgledem widza, stojgcego w punktach I, 11 i 111
na plaszczyinie (g, ») i patrzgcego w kierunku osi U.

AZeby sobie to postepowanie unaocznié, zrobimy przekrdj
powierzchni funkeji sit w miejscu 7 =1;; przekrdj ten naniesiony
jest na rysunku 4-tym w postaci kladu K; poniewaz przekréj ten
na zasadzie naszych zalozen jest krzywg ciggly, jednowarto$ciows
wzgledem U i posiada wklestosci, lub wypuktosei w punktach réw-
nowagi I, II, IIl, przeto —z rosnacem g— po kazdej wkleslosci tej
krzywej musi nastapi¢ bezposSrednio wypuklos§é; — nastepnie znéw
wklestosé i t. d. Na podstawie tej wlaSciwosei, wyrazonej naocz-
noscig geometryczng, wypowiemy twierdzenie:

Jjezeli ukiad o jednym stopniu swobody, pod dziataniem da-
nej sity, wyrazonej parametrem )., posiada kilka polozen réwno-
wagi, to rodzaje tych rownowag zmieniac sie beda w holejnych
po sobie nastepujgcych potozeniach w ften sposdb, e z rosnaca
wartoscig spotrzednej q po rownowadze np. statej nastapi bezpo-
Srednio rownowaga niestata, — nasilgpnie stata i t. d.; wlasciwosé
te nazwiemy kolejnoscia rodzajow réwnowagi.

Na podstawie tego twierdzenia mozna wypowiedzie¢ nastepu-
jace wnioski:

WNIOSEK 1. Jeieli dany uklad dla wartosci »—1%, posiada
tylko dwa polozenia réwnowagi, to rodzaje roéwnowagi w danych
potozeniach musza by¢ réine.

WNIOSEK 2-gi. Jezeli dany uklad dla wartoSci »— %, po-
siada dwa polozenia o jednakowych rodzajach réwnowagi, to po-
miedzy temi potozeniami musi byé przynajmniej jedno, a wogdle
nieparzysta liczba polozen rownowagi; jezeli za$ rodzaje réwno-
wagi w danych polozeniach sa rdine, to musi by¢ pomiedzy nie-
mi parzysta liczba polozen réwnowagi, lub moze nie byé ‘weale
polozen réwnowagi.

UWAGA. Wniosek 2-gi zostaje réowniez stwierdzony przez
zachowanie sie preta sprezystego, cienkiego, umocowanego jednym
koncem pionowo ku gorze i obcigZonego wzdluz swej osi sitg P
Pret ten pod dzialaniem odpowiedniej sily obcigzajacej (wiekszej
od sily Euler’owskiej) wygnie sie i bedzie pozostawal w réwno-
wadze statej w dwoch potoZeniach, — po obydwéch stronach osi
pionowej*); wnioskujemy przeto, ze musi by¢ pomiedzy temi dwo-
ma polozeniami rownowagi choé jedno potozenie rownowagi nie-

°) Twierdzenie to mozemy oprzeé¢ na doSwiadezenin, lub na rachunku.
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slatej, — i tak jest w rzeczywisto$ci; poloZzenie pionowe jest tem
polozeniem réwnowagi, ktéra przy danem obcigzeniu silg P>P,
jest niestats.

Przyklad ten z pretem sprezystym nie powinien byé wiasciwie
podporzgdkowany twierdzeniu o kolejnosci réwnowagi, tutaj dowie-
dzionem; przyjeliSmy bowiem w tych rozpatrywaniach uktad o jed-
nym tylko stopniu swobody, gdy tymczasem pret sprezysly uwa-
7zaé nalezy za uklad, posiadajacy nieskonczona liczbe stopni swo-
body; uwazaé¢ go bowiem mozna za zlozony z nieskonczenie ma-
tyech ogniw, potaczonych przegubowo. Zgodno$é jednakze wyni-
kow teoretycznych rozwazan uktadéw o jednym stopniu swobody
z wynikami doswiadezen (lub obliczen) preta sprezystego, tutaj
przytoczonego, wskazuje, ze te wyniki w tym przypadku sg zgod-
ne. Zgodnos¢ ta wskazuje przeto, Ze, przy pewnych warunkach
(o ktérych narazie nie méwimy), rozpailrywanie rownowagi ukla-
dow o nieskonczonej liczbie stopni swobody moze byé zastgpio-
ne rozpatrywaniem uktadéw o jednym stopniu swobody®*).

31. Punkt zmianowy i punkt zerowy.

W celu orzeczenia, czy réwnowaga w danem polozeniu ¢, jest
stata, czy niestalta, nalezy, jakesmy to mowili, zbadaé znak war-

)2 R

s : ] ; i — .
toseci Ep dla wartosci g = ¢, i x=12,. Wartos¢ drugiej pochodnej

(}_ , W uktadach o jednym stopniu swobody jest wogéle funkcja
q?

dwoch niezaleznych zmiennych ¢ i %; gdy zas wartosci ¢ i » beda
odpowiadaly polozeniu réwnowagi, t. j. gdy beda czynily zados$é

a4 . O°F . .
réwnanin - = 0, to warto§¢ — bedzie funkejy jednej tylko
0q dq*

niezaleznej ¢, lub A, Unaocznimy sobie geometrycznie te zaleznosé
w ten sposob, ze jezeli mamy funkeje F,’ (¢;%) =0, t. j. gdy mamy
krzywa réwnowagi, to, azeby wyznaczy¢ potozenie pewnego punktu

*) W przypadku, gdy funkeja U = F( ;1) jest wielowartoSciowa zmien-
nej ¢, to powyzsze wnioski o kolejnosci rodzajéw réwnowagi pozostajy w swej
mocy;nalezy tylko wspomniang kolejnos$¢ liczyé nie na krzywej réwnowagi, lezg-
cej na plaszezyznie (¢, 4), lecz nalezy liezy¢ te kolejnoSé na krzywej U = £ (¢; »,).
lezgce] na powierzchni funkeji sif, t.j. na krzywej K K, naniesionej na rys. 4-ym.
Z tego np. wynika, 7ze gdy krzywa funkeji sit U == F(q:*»,) jest zamknieta, to
musi byé zawsze parzysta liczba polozen réwnowagi, z ktérych jedna polowa
jest w rownowadze stalej, druga zas polowa w réwnowadze niestalej.

<
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na tej krzywej, wystarczy obra¢ warto$é jednej tylko ziniennej
q, lub 2.
Jezeli przyjmiemy % za niezalezng zmienna, to wartosé wy-

21

razu (—9 - 1 jego znak zaleze¢ bedzie tylko od wartosci * i zdarzy¢
gt

LAl

sie moze, Ze dla pewnych wartoSci » znak wartoseci o1 bedzie
7

dodatni, — dla innych ujemny. Jezeli taki przypadek zajdzie, to

mozemy wnioskowad, iz istnieje przynajmniej jedna taka wartosé

’.=1>, (a stad i odpowiednia wartoS¢ ¢ = ¢.). ktéra, podstawiona

21

do wyrazu P nada mu wartos¢ zera, lub ~ ; wartosé bowiem
P :
funkeji cigglej przej$¢ moze z dodatniej warto$ci do njemnej tylko
przez zero, lub przez nieskoiiczono$é. Wartosé przeto wyrazu
0*F
dg*
wartosei A <<%, bedzie ona np. dodatnia, to dla » =, bedzie ujemn-
ng. PoloZenie przeto uktadu, wyznaczone spélrzedng » =, (i odpo-
wiednig ¢ = ¢.), nazwiemy pofoteniem zmianowem, a punkt odpo-
wiedni na krzywej rownowagi — punkfem zmianowym, a silte
L, — sitag zmianowa.

w takich punktach posiadaé¢ bedzie te wlasciwosé, ze gdy dla

O F

PrzejScie wartosci wyrazu 04 w punkcie zmianowym przez
nieskoneczonoS¢ unaoczni¢ sobie mozemy, wprowadziwszy do na-
szych rozpatrywan promien krzywizny krzywej funkeji sit U= F(q;2,)
w punktach réwnowagi, t. j. np. w punktach 4, B i C krzywej
KK na rys. 4-tym, ktéra jest kladem krzywej U= F(qg;%,). Pro-
mien krzywizny w dowolnym punkcie tej krzywej wyraza sie ogél-

nym wzorenl: ,
OF \ ¥
|1+ (5 ]

= q e
(== T [}
o F (i8)

0 q*
(dla dowolnej wartoSci » i dla odpowiedniej wartosci ¢); dla punk-

-

3 - ’ 4 oF .
tow za$ réwnowagi, w ktérych ) = 0, przeksztalci sie on na na-
q

stepujgcy:
1
o F

Jdq’

p (76)



dla wypukloSei wige wzgledem plaszezyzny (¢,A) bedziemy mieli
p dodatnie; bedzie to odpowiadalo Um.; i odwrotnie.

Jezeli nastepnie dla dwoéch punktow krzywej rownowagi, t. .
dla réinych * otrzymamy promienie krzywizny z réZnemi znakami,
to przyjaé¢ nalezy, Ze pomiedzy niemi musi leze¢ przynajmniej

&*Fs
g

Nie mozna jednakie odwréei¢ wogdle powyZszych twierdzen

co do istnienia punktéw zmianowych w tem znaczeniu, zZe jezeli

jeden punkt, w ktorym =0, t.j

S |

d} =0, lub dF: ~, to punkt taki musi by¢ zmianowyin; moga
dq* dq*
0*F
by¢é bowiem punkty, w ktérych 5[":0’ lub p==0, a punkty {e
q*

nie beda zmianowe; warto§¢ bowiem funkeji ciagltej, przechodzac
przez zero, niekoniecznie musi zmienié znak. PowyZsze warunki

97

wyznaczenia punktow zmianowych zapomocg rownan Py =0
q:

lub =0 sj przeto konieczne, lecz niewystarczajace dla istnienia

punktu zmianowego: punkt przeto, w ktérym

9*F
. ,=0, lub p=—0,

dqg*
nazwiemy wogoble punktem zerowym; punkt za§ zerowy, w kto-
rym zachodzi zmiana znaku tych wartosci ze zmiang np. wartosSci
parametru », nazwiemy punktem zmianowym.

32. Punkt zmianowy jako punkt podwéjny, lub jako punkt:
pojedynczy krzywej réwnowagi.

Udowodnimy nast. twierdzenie: jezeli na krzywej réownowagi
znajduje si¢ punkt zmianowy, kiéry nie lezy na stycznej prosto-
padtej do osi ), to przez len punki przechodzi¢ musi druga gatg?
tej krzywej; inaczej punki taki musi bycé punktem podwdéjnym tej
krzywej.

Niech krzywa I’ M." II’ na rys. 5-tym*) przedstawia krzywa
rownowagi na plaszczyznie (¢,4) i niech na niej punkt M. ozna-
cza rzut punktu zmianowego M., znajdujacego sie na powierzchni

*) Litery z kreskami ’ oznaczajg rzuty na plaszezyzne (¢,”) punktéw,
oznaczonych temi samemi literami bez kresek na powierzchni funkeji sit.
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funkeji sit. Jezeli nastepnie przyjmiemy, Ze punkty po lewej
stronie gafezi, liczac od punktu 47", np. punkt M,” wyraza polo-
7enie, w ktérem dany ukilad posiada réwnowage np. niestala, —
po prawej za§ np. w punkcie M,” wyraza polozenie, w ktérem
dany uktad posiada rownowage stalg, to pas powierzchni funkeji
sit, lezacy nad lewa galezia réownowagi, bedzie wypukly, —lezacy
za$s nad prawa galezia — wklesly wzgledem widza, przechodza-
cego po linji (I”, II"). Przekroje tej powierzchni, lezace po pra-
wej i lewej stronie odcietej %, w miejscach ~—12, i )=1,, bli-
skich do *,, sg naniesione na rys. B-tym w postaci kladow
(krzywe zakreskowane) i oznaczone sg literami A4, B, i A.B,.
Obierzmy nastepnie na
tych dwéch przekrojach
punkty A4, i A., ktérych
rzuty na plaszezyzne (q,%)
oznaczone sg literami A,’
i A), i przeprowadimy
w punktach 4, i A, slycz-
ne do odnos$nych prze-
krojéw; styezna w punkeie
A, wmyS$l zalozenia co do
wklestosei, utworzy z osiag
¢, kat rozwarty, ktory jest
Rys. 5. oznaczony w kladzie literg

@,; a styczna w punkeie 4,

utworzy z odpowiednig osig ¢, kat ostry, oznaczony literg «,. Po-
taczymy nastepnie te dwa punkty A;,i A, dowolng krzywa, lezgca
na powierzchni funkeji sit, ktéraby jednakie nie przecinata krzywej
rownowagi /, I7; to na podstawie, ze U=F(q ;) ize jej pochodne sa
skonczone 1 ciggle w danym przedziale, wywnioskujemy, Ze wartosci
katéw, jakie utworza styczne, przeprowadzone do przekrojéw, prze-
prowadzonych w kolejnych punktach odcinka A4, 4,, lezacych na
powierzchni funkeji sil, powinny tworzyé ciagly szereg liczb,

Al

. Tl e 0 r . .
t. j. ciagly szereg wartosci pochodnych 7q ; a Ze w punkcie A,
wartoS¢ te] pochodnej jest ujemng, a w punkcie A4, dodatnia,
przeto na odcinku A4, A,, lezgcym na powierzchni funkeji sil,
powinien pomiedzy punktami A, i A, lezeé¢ przynajinniej jeden
punkt (a wogole nieparzysta ich liczba), w ktérym ta pochodna
réwnadé sie musi zeru, t. j. w punkcie tym zachodzié¢ musi réwnosé

32_:0; czyli w sgsiedztwie punktu M. musi byé punkt (lub punkty),



— 69 —

ktory lezeé bedzie za obrebem danej krzywej réwnowagi, a w kto-
or
dg
w bliskosci punktu M. musi byé na powierzchni tunkeji sit punkt,
ktory lezy zewngtrz rozpatrywanej galezi réwnowagi /—1/, a kto-
rego spolrzedne wyznaczaja nowe polozenie rownowagi; rzut jed-
nego z tych punktéw na plaszezyzne (g,+) jest oznaczony na
rysunku 5-tym litera H’. Po drugiej stronie galezi rownowagi
I—1I mozemy powtérzy¢ to samo rozwazanie, obrawszy na po-
wierzchni funkeji sit punkty B, i B,, ktérych rzuty oznaczone
sa (rys. 5-ty) literami B,” i B,”; i w tenze sposob dojdziemy do
wniosku, ze w bliskosci punktu M. po tej stronie musi by¢ row-
niez nowy punkt G réwnowagi (lub nieparzysta ich liczba), kto-
rego rzut oznaczylismy literg G'.

Poniewaz wskutek przyjetej cigglosci, punkty te nie moga
byé odosobnione, wnioskujemy, 7e przez punkt zmianowy M.’
przechodzi¢ musi druga galaZz krzywe] rownowagi (lub nieparzy-
sta ich liczba) tak, iz w tym razie punklt zmianowy musi by¢
punktem przeciecia sig dwoch gatezi (lub parzystej liczby) krzy-
wych rownowagi; czyli: punkt zmianowy w tych warunkach musi
byé jednocze$nie punktem — zwanym w geometrji — punktem po-
dwojnym (lub wielokrotnym) danej krzywej rownowagi.

W tych rozpatrywaniach doszlismy do wniosku, ze wogole
liczba punktow G’ i H’, t. j. punktéw réwnowagi, lezacych poza
dang krzywsg rownowagi, lecz w bliskosei punktu M,’, musi by¢
nieparzysta; lecz nie wynika z tego, ze liczby te musza by¢ jed-
nakowe; jezeliby zachodzil przypadek, Ze sg one roine, to nie-
ktéore z tych nowych galezi musialyby by¢ styczne w punkcie
zmianowym do danej galezi rownowagi, t. j. Ze niekoniecznie musia-
Iyby sie przecinaé. Przypadki te pozostajg do blizszego rozpatrzenia.

W przypadku przeciecia sie dwoéch galezi rownowagi Poin-
caré nazwal ten punkt ,point de bifurcation®.

Jakie rodzaje réwnowagi przedstawia¢ beda te nowe galezie,
moZna orzec na zasadzie twierdzenia o kolejnoSci rodzajéw row-
nowagi, znajac rodzaje rownowagi jednej z tych galezi; jezeli np.
gataz I'M. (rys. b-ty) przedstawia rownowage niestalg (krzywa
przepunktowana), to rodzaj rownowagi pozostalych trzech galezi
odezytamy z rysunku.

Z rozktadu tych rodzajow réwnowagi wywnioskujemy, Ze,
jezeli posuwaé sie bedziemy czy to wzdluz gatezi I' IT', czy tez
wzdtuz II7' IV’ (rys. 5-ty). to przy przejSciu przez punkt M:" ro-
dzaje réownowagi sie zmienia; wlasciwos$é te wyslowimy w ten

rym 0. Na zasadzie tego przychodzimy do wniosku, zZe
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sposob, ze punkt M.’ jest w tym razie punktem zmianowym dla
obu gatezi.

Inacze] przedstawi sie ukiad tych gatezi krzywej réwnowagi
w przypadku, gdy punkty G i H (inaczej—gdy ich rzuty G’ i H'),

d
w ktorych d—f; — 0, znajdg sie po jednej slronie osi ¢., lecz po

obydwdéch stronach krzywej réwnowagi; wtedy — na zasadzie
poprzedniego rozumowania — musi przez punkt zmianowy prze-
chodzié nowa galaZz réwnowagi, jak poprzednio; forma jej jednakze
w bliskosci punktu M." bedzie inna, niz poprzednio; nie moze ona np.
przecinaé osi ¢., lecz musi lezeé po jednej jej stronie, a wiec musi
by¢é stycznag do niej w punkcie
M, gdyz wobec zblizania
przekrojow X, i A,(rys. 6-ty)
do przekroju A;, punkty H’
i G’, lezigce nieskoiniczenie
blisko siebie, zbiegna sie z
punktem M., na osi gq.;
galaZ ta przeto bedzie stycz-
na doosi ¢.. Roéznica rodza-
; ‘ jow rownowagi, jaka przed-
| X M As stawiaja punkty tej galezi
w porownaniu z galeziami
poprzedniego przypadku, jest
ta, ze w poprzednim przypadku (rys. 5-ty) punkt zmianowy M.’
byl punktem zmianowym dla obydwoéch gatezi, w tym za$§ przy-
padku (rys. 6-ty) punkt ten jest zmianowym dla galezi [” I, lecz
nie jest punktem zmianowym dla galezi [7177 IV’ *).

ZaznaczyC¢ nalezy, Ze rozpatrywanie, tutaj przytoczone, od-
nosi sie do przypadku, w ktérym wkleslosé przechodzi do wypu-
klosci przez wartosé F’’,,=0; wnioski te przeto nie dotyczg
przypadku, w ktérym wklestos¢é przechodzi do wypuktoSci przez
p=0, t. j. przez wartos¢ F",, = ~; przypadku tego narazie nie
rozpatrujemy.

W obu przypadkach, w ktérych punkty G i H lezg po obydwéch
slronach osi ¢, lub po jednej jej stronie, punkt zmianowy jest
punktem podwoéjnym-—wezlowym krzywej rownowagi /', (q;2) =0;

Rys. 6.

*) W skréceniu mozna wypowiedzieé¢ powyzsze dowodzenia w nastepu-
jacy sposob: tangens kata w punkeie krzywej réwnowagi, odpowiadajgcym
rzutowi A4,’, jest — w myS§l zaloZenia — ujemny, w punkeie za§, odpowiadajacym
rzutowi A./, jest dodatni; musi by¢ przeto punkt H, a wiec i rzut jego H', w kt6-
rym tangens kgta kierunkowego = 0, musi byé przeto nowy punkl réwnowagi.
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spotrzedne przeto tego punktu (g:, »:) musza z tego tytulu zaspo-
koi¢ nastepujgce trzy roéwnania *):

3 I R A4 d’_‘ i

dq dq* dq o

)
przeto taki punkt zmianowy nazwiemy punktem podwdjuym dla
przeciwstawienia pojeciu innego punktu zmianowego, ktéry jest
punktem pojedynczym; wyznaczenie warunkow istnienia tego punk-
tu wyrazi sie nastepujacem twierdzeniem.

TWIERDZENIE. Jezeli punkt zmianowy znajduje sie na
stycznej, prosiopadtej do osi ) (rys. 6-ty), to przez ten punki
moze nie przechodzi¢ nowa gata? rownowagi, co bylto koniecznem
w przypadku poprzednim; a jezeli przechodzi przez ten punkt no-
wa galgz, to musi ona byé styczna w punkecie zmianowym do
krzywej, na ktorej lezy punkt zmianowy, t. j. nie moze jej prze-
cinadé.

Zwrocimy tu przytem uwage, ze punkt M.', choé¢ lezy na
stycznej prostopadlej do osi », nie jest jednak zmianowym dla
odpowiedniej krzywej.

W rozpatrywaniach poprzednich przytoczyliSmy przypadek,
w ktéorym punkt zmianowy lezal na galezi krzywej réwnowagi
I" 1" (rys. 5-ty i 6-ty), ktora przecinala o§ q.; lecz zdarzyé sie
moze, ze punkt zmianowy lezeé bedzie na stycznej, pokrywajgcej
sie¢ z osig ¢. (rys. 7-my); wtedy do tego przypadku nie da si¢ za-
stosowaé¢ poprzedniego sposobu rozumowania; nie przeprowadzi-
my bowiem w tym razie dwdch przekrojéw po obydwéch stro-
nach punktu zmianowego, jakeSmy zrobili poprzednio.

Przyjmiemy wigc obecnie, ze punkt zmianowy jest punktem
styczno$ci galezi rownowagi z osia q., jak to pokazano na rys. 7-ym;
jezeli wige np. gérna galaz danej krzywej przedstawia rownowage
niestaly, dolna wtedy przedstawiaé musi-— na podstawie kolej-
nosci rodzajow rownowagi —galaZz réownowagi statej; przekroj prze-
to powierzchni, zrobiony w miejscu A =), bedzie wypukty nad
galezig, przedstawiajacg rownowage stala, a wklesty nad galezia,
przedstawiajgcq rownowage niestaly. Przekr6j powierzehni funkeji

*) Nalezy sobie przypomnie¢, ze jezeli mamy wogdle réwnanie krzywej
w formie np. f(x,y)=0, to W punkeie podwdjnym tej krzywej muszg byé
spelunione réwnania:

QL = 2

Ox T =0 .



sit w bliskoS$ci punktu zmianowego musi mieé przeto w tym
razie posta¢ SN, przedstawiona na rys. 7-ym, jako jego kfad;
jezeli nastepnie przekrdj ten
zbliza¢ bedziemy do przekroju
g-, to rzuty S’ i N’ punktow
wierzchotkowyeh S i N zbli-
za¢ sie beda do punktu M.’
i znajdg sie na stycznej prosto-
padlej do osi »; przekroj przeto
g. przez powierzchnie funkeji
sit przedstawi sie w tym razie
w postaci krzywej K K z pun-
ktem przegiecia w M.. W tym
wiec przypadku niema koniecz-
noSci, azeby przez ten punkt
przechodzita nowa gafaZz réwnowagi, jak to bylo poprzednio.

Rownowage, okreslong spéirzednemi punktu M.’, przedsta-
wiong na rysunku 7-ym, Poincaré nazwal rdwnowaga (raniczng
(limite); dwa bowiem pierwiastki ¢; i ¢n
roOwnania réwnowagi wzajemnie si¢ pokry-
wajg w tym punkecie.

UWAGA. Przekr6] powierzehni funkeji
sif, ktorego dwie czastki w punktach S’ i N’
posiadaja réine rodzaje réwnowagi, moze przy-
braé rowniez postaé, przedstawiong na rys. 8-ym;
lecz jest to przypadek. ktory nalezy odmien-
nie traktowaé od poprzedniego; dana bowiem
funkeja sit U jest w tymn razie dwuwarto$ciowa spélrzednych ¢ .

Ryvs. 7.

33. Warunki analityczne istnienia punktu zmianowego.

WykazaliSmy poprzednio, ze w punkcie zmianowym zacho-
dzi rownos§é
a*F

=0, 78
dJdg’ )

dla wartosci ¢, obliczonejzréwnania rownowagi: £/,(q;2)— 0; lecz
tego warunku nie mozna odwrécié, t j. nie moina powiedzieé, ze
jezeli réwnanie 78-me jest spelnione, to punkt jest zmianowys;

w5

warto§é bowiem wyrazu ag? ktory jest funkeja niezaleznej zmien-

nej » (lub ¢), przechodzac przez zero, nie zawsze zmienia znak.



Warunek przeto powyzszy (row. 78-me) jest warunkiem koniecz-
nym, lecz niewystarczajacym dla okreslenia punktu zmianowego.
Punkt krzywej rownowagi, w ktéorym spelnione jest réwnanie
78-me, nazwiemy przeto wogédle punkiem zerowym (o czem juz
wspominaliSmy poprzednio); a czy jest on zmianowym, czy nie,
rozstrzygng o tem inne warunki.

Wartos¢é parametru », czynigca zado$é réwnaniu 78-mu, na-
zwiemy sila zerowg; potozenie za§ uktadu w tym przypadku na-
zwiemy potozeniemn zerowem.

Punkt zerowy jest punktem zmianowym, gdy warto$¢ wyrazu

9

Jq° w sasiednich punktach punktu zerowego po obydwdéch jego

stronach, lezgcych na odpowiedniej krzywej réwnowagi, ma znaki
rozne; ten warunek bowiem wykaze dopiero, ze dany punkt jest
punktem zmianowym.

Oznaczmy wogole warto$¢ pochodnej czgstkowej drugiego
rzedu funkeji sit U=17F (q;?) wzgledem ¢ symbolem U"’,,, to
warto$§¢ le, w dowolnym punkcie powierzchni U= F(g;%), wyra-
zimy wzorem:

U’y =F"q49(q 1), (79)
gdzie ¢ i » sg dotychezas niezalezne zmienne; jezeli za$§ rozpa-

trywac bedziemy wartos¢ U, , dla polozen réwnowagi, dla ktorych
zachodzi rownanie

I""I ((] > )‘) =0 ’

to pozostanie w réwnaniun 79-tem jedna tylko niezalezna ¢, lub %,
t. j. funkcja Iy (¢ ;%) bedzie wtedy funkcjg jednej tylko nieza-
leznej ¢, lub A,

Azeby naslepnie zbadaé warto$é U'’,, w sgsiedztwie punktu
zerowego, dla ktorego

Folg; =10, oraz F' 5. (g Xy=H (80)

rozwiniemy wyraz F''4q(q;%) w szereg Taylor'a i napiszemy wzor
dla przyrostu wartosci tej funkeji w dwéceh postaciach zaleznie od
tego, czy obierzemy * za niezaleznie zmienng, czy tez ¢; przyrost
ten przedstawi sie w nastepujacej postaci:

1) gdy obierzemy 7 za niezaleznie zmienna, wtedy mamy:*)

*) Symbol d oznacza tutaj—jak wogéle - pochodng zupelna, t.j. dla jej
obliczenia przyja¢ nalezy, Ze np. ¢ jest funkejy zmiennej A, ewent. odwrotnie.
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2) gdy za$ przyimiemy ¢ za niezalezng zmienng, napiszemy
wtedy.
Al g, 1 (A

'A(] =

A 44 = 2 -
«U% dq Y dq?

Agid . . . (82)

Azeby wiec dany punkt zerowy (g.,%:.) krzywej rownowagi,
obliczony z réwnania

) F
JdF 0.
dq

oraz z rownpania
Loty
dq-

byl zmianowym, powinna wartos¢ 3, U"',, zmieniacznak ze zmia-
ng znaku przyrostu A:—w row. 81-em, lub — przyrostu 19 w réow.
82-giem, co nastapi tylko wtedy, gdy najnizszy rzad pochodunej

BRI
(1 ) k ’

ewent. pochodnej

drE”,,

dg*

ktora nie znika w tym punkcie, bedzie nieparzysty; wtedy bowiem
ze zmiang znaku A% (ewent. 1 ¢) otrzymamy zmiane znaku war-
tosei A U",,; a wige jezeli w réwnaniu 81l-em, ewent. 82-em dla
punktu zerowego

dr’’ , adr’ .
=20, ewent. w29,

d dq
to punkt ten jest zmianowym; jezeli za§ w réw. np. 8l-em.

eIy
d

(1-_»]4111’,",

=0, a
d -

.‘:f_ 0 ,

to punkt ten nie bedzie zmianowym, lecz bedzie zerowym nie-
zmianowym; analogiczne warunki mozna pod acddla row. 82-ego.
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A wiec warunkami, wystarczajgcemi dla wyznaczenia punktu zmia-
nowego (w przypadku réwnowagi pierwszego rzedu), gdy dana jest
funkcja sit, sg nastepujace zwiazki, ktére powinny by¢ spetnione:

oF - 0 = oA |
()q ~—0. ()(/") —-O, oraz (1) : ().
ewentualnie
dF".q
dg 7
Wyraz d)"'" mozemy obliczyé w nastepujacy sposéb:

1) dla przypadku, w ktérym » obierzemy za niezalezng zmien-
ng, napiszemy dla punktu zmianowego nast. toisamo$é, wzigwszy
pod uwage, ze w tym razie ¢ jest funkcjg 2; wtedy:

d .l"”q,q d :‘F (1(/ | 0 Ly

d . dq* “dr U dgron T ; (B

2) gdy za$ obierzemy ¢ za zmienng niezaleina, zwigzek ien
wyrazimy nastepujgcym wzorem, wzigwszy pod uwage, ze w tym
razie A jest funkejg ¢

Al — O dx, 9'F b
dq 0g20% “dq T dq* T

(83 a)

Jezeli w szczegdlnym przypadku otrzymamy:

(I 1’"’{,.('
d 0,
ewentualnie
dr",.
A=,
dg

to nie wynika z tego, Zeby dany punkt zerowy nie mégt byé punk-
tem zmianowym; punkt ten moze byé¢ zmianowym, lecz wyiszego
rzedu, lub tez moze byé zerowym niezmianowym.



34. Rzedy zmiennosci rodzajéw réwnowagi.

Jezeli w punkcie zerowym zajdzie przypadek, o jakim mowi-
liSmy przed chwila, Ze

d I'Vlll,q

: 0
dnr .
ewentualnie
d I’”lq ]
=), 84
dq (84)
a )
d*F"g £ 0,

d >

to punkt ten nad podstawie rownania 81-go, ewent. 82-go jest zero-

wy niezmianowy; ze zmiang bowiem znaku przyrostu Ak (ewent.

znaku przyrostu Jdg¢) warto$é przyrostu A U”,, nie zmienia znaku.
Jezeli za§ w punkcie zerowym zajdzie przypadek, ze

= =0,
dn ‘
oraz
dgl’”,q Ul
0 — ),
dkr*
a
l:‘ (',,I Q.1 ’ —
A0y, (85)

(l )\ 3

to na podstawie réownania 81-ego dany punkt zerowy jest zmiano-
wym; punkt taki nazwiemy dla odréznienia od przypadkdw,
w ktérych

dF" g,

= ()
g TR

punkiem zmianowym 3-go rzedu. Réwnowaga wiec w tem polo-
zeniu moze by¢ réwnowagg pierwszego rzedu, lecz zmiana ro-
dzaju tej rownowagi jest trzeciego rzedu.

W ten sposéb dochodzimy do pojecia punktu zmianowego
k-tego rzedu; pojecie to okreslimy w nastepujacy sposéb: punktem
zmianowym k-tego rzedu nazwiemy taki punkt krzywej rowno-
wagi (rownowagi pierwszego rzedu), dla ktorego najniiszy rzad
zupetnej pochodnej funkeji F",, wzgledem ), kitéra nie znika,
Jest liczbg nieparzysta; to znaczy punktem zmianowym £R-tego
rzedu nazwiemy punkt réwnowagi, w ktérym
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d k Fv II’]"]

Ak

=0, (86)

gdy k jest nieparzyste i gdy przytem wszystkie, poprzedzajgce po-
chodne, réwne sg zeru.

Jezeli za$ liczba k jest parzysta, to mamy punkt zerowy nie-
zmianowy, t. j. taki punkt, po przejSciu ktérego rodzaj rownowagi
nie zmienia si¢; o punkcie zmianowym rzedu parzystego mowy
przeto byé nie moZe; moze on byé tylko zerowy.

35. Kierunek zmiany rodzaju réwnowagi.
Ze znaku wartoSci wyrazu

d ]"”q q d /"”q.q
- ¢ 1
dx iib dq

w punkcie zmianowym odczyta¢ mozna kierunek zmiany rodzaju
réwnowagi, t. j. odczytaé mozna, czy z rosngcg wartoscig A (ewent. g)
rodzaj ré6wnowagi przechodzi w punkcie zmianowym ze stalej na
niestalta, czy tez odwrotnie. JeZeli otrzymamny dla punktu zmia-
nowego np.
@B, 0
dh !
to znaczy, ze warto§¢ F'’y, z rosngcem » przechodzi z () na
(—), t. j. rownowaga w danym razie przechodzi z rosnacem X z nie-
stale] na stala; takiez wzory mozna znaleié¢ dla przypadku, gdy
obierzemy ¢ za niezaleinie zmienna.

36. Analiza krzywych réwnowagi.

Azeby blizej zbadaé¢ wlasciwosci pod wzgledem statyeznym
krzywych réownowagi w rozinych przypadkach, zbadamy zachowa-
nie si¢ stycznych, przeprowadzonych do tych krzywych; (oczywi-
$cie, w zatozenin, ze ta krzywa posiada styczne).

Tangens kata kierunkowego stycznej do krzywej réwnowagi
w dowolnym jej punkcie obliczymy z réwnania tej krzywej, t. .
z réwnania réwnowagi:

or

() q s 0; (87)



Sl kol

gdy weimiemy pod uwage, Ze funkcja ta jest funkcja zmierinych
g i ), nastepnie przyjmiemy, Ze np. » jest funkcjg zmiennej ¢, to
po zrézniczkowaniu tej funkeji otrzymamy:

J*F . 0°F dk
oy = 88
dqg* ' dqdl dgq Y &g
skad:
o
dh dqg*
= — ==l 89)
dqg 0*F (89,
dq on.

Z rownania tego obliczy¢ mozna wogdle kat kierunkowy
stycznej do danej krzywej rownowagi w dowolnym jej punkcie; kat
zas w punkcie zerowym obliczymy, gdy wprowadzimy warunek,
ze w tym punkcie zachodzi rownosé

0F

o7 =0

W tym razie nalezy rozpatrzeé dwa przypadki: jeden, gdy

REF L, 2=l i o

dg? LR 0q on 7 %, (4
I drugi, — gdy

il 0*F «

()(;_3 ——(), oraz ()Q an. 0. (91)

W przypadku pierwszym, gdy:

RE T OF
a0 B g * 0,

otrzymamy z rown. 89-go
dx
dl)NO’ (92)
z ktérego wynika, ze punkt zerowy przy warunkach 90-tych le-
ze¢ moze tylko na stycznej prostopadlej do osi X.
Whniosek ten wyslowimy w nastepujacy sposéb: punkt zerowy
pojedyriczy moze lezec tylko na stycznej prostopadtej do osi .
Punkt zerowy nazwaliSmy w tym razie punktem pojedyn-
czym; posiada on bowiem tylko jedna styczna, t.j. przechodzi
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przez niego tylko jedna galaZz rownowagi. Punkt ten bedzie
przytem zmianowy, gdy bedzie zachodzila nier6wno$é, wskazana
réwnaniem 83-a, t. j. gdy w tym punkcie

O F

-0, 93’
aq* %)

w tym bowiem przypadku Z’:\ =0 (row. 92-gie).
/

Z rownania 92-go wynika nastepnie, ze w punkcie zerowym
pojedynczym sila, utrzymujaca dany uklad w réwnowadze, posiada
warto§¢ extremum.

W celu obliczenia, jakie to jest extremum, obliczymy z row-
nania 89-ego druga pochodna, przyjmujae, iz » jest funkcja ¢;
a wiec wogdle:

dF  BF di] o*F OFF | OF dM O*F
e ()q* dq [6)8 d(/ ()(/()/ |()q o) ()q())\ (l(/ Jdg° (94)
dq? o2 GO iy
dg ox l

Wzigwszy nastepnie pod uwage, ze w tym punkcie

)N YA
¢ = ()r, oraz d I =0,
dq d¢q°

i przyjawszy, ze wartosci czynnikow przy tych wyrazach nie zbli-

Ll Al

zajg sie¢ do oo, oraz wzigwszy pod uwage, ze —

# 0, otrzymamy

aqok
*F
d‘_J‘}\ 3
e ©5)
dg* 0 F
dgah

a poniewaz w tym przypadku (w punkcie pojedyficzym) mianow-
nik jest rézny od zera (row. 90-te), licznik za$, o ile ten punkt
jest zmianowym, takze jest rézny od zera (wzér 93-ci), przeto
uzupelnimy poprzedni wniosek nastepujacym dodatkiem: w punkcie
zmianowym pojedyniczym paramelr sity, ulrzymujgcej w rowno-
wadze dany ukiad, jest albo maximum, albo minimum. Wniosek
ten mozemy odwréci¢ i powiedzieé, majagc na uwadze kolejnosé
rOwnowagi: punkt pojedynczy krzywej réwnowagi, w kiorym
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'/_ maximum, lub = minimum, musi byc¢ punktem zmianowym;
co rowniez wynika z kolejnosci rodzajow réwnowagi.

W przypadku 2-im, gdy

B o . 92 I
Ok -0, oraz jednoczeSnie = === () (96)
dqa

dg*
row. 89-te traci swe bezpoSrednie znaczenie; wartoS¢ prawej
strony tego réwnania obliczymy, gdy warto$é¢ licznika i mianow-
nika zbliza¢ bedziemy do zera. Punkt taki jest punktem osobli-
wym danej Kkrzywej rownowagi i moze by¢ albo wezlowym, t.j.
podwdéjnym, albo odosobnionym, lub te7 punktem zwrotnym.
Jezeli wyznacznik: '

4 0*F’, . .
QF’ [_,’ 0, wtedy punkt jest odosobniony
g 0 ) -

=0, . ” - Zwrolny
()_‘]{ v o g ==0s Vi : » podwoéiny;
o\ dqgadh
lub inaczej, jezeli (97

3 A3 I
()]f g ﬁ. <0, wtedy punkt jest odosobniony
dg* ok dg*

S . . zwrotny

3 EYAl

IF 2 =0, » " » podwojny.

dq 0 \* 0g° 0

1)\ Fa E
Azeby obliczyé w tym przypadku pochodna (1 , Zrézniczku-
aq
jemy row. 88-me, przyjawszy np. ¢ za niezaleznie zmienng, t. j.
% jako funkeje niezaleznej ¢ i wzigwszy przytem pod uwage, Ze
2 13
wyrazy F i P sq funkcjami %, otrzymamy nastepujace
dqg*>  dgrok
réownanie:

?

PF - ( d )‘,).ij‘_\) o} . ( d ) | ():‘_]" )

. 2 — s
Ogok \dgq! A0k \dg 0q*

z ktorego obliczymy
([)x: _] e 'r; PF = / '_’ ‘():"1" . *F ] (98)
dq PF 0q*d h ()q () )\ dq* 0qoN
dgd K\
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W ienie sposob obliczymy z row. 87-go, przyjawszy A za
niezaleznie zmienng, nastepujaca pochodng:

dn[f . ’ffl S8 0*F =0
dg> di  dqg Ok

a po powtoérnem zrézniczkowaniu, otrzymamy rownanie:

R ( 9 N 3 )
g } [ ((1(\],- ) 0 /‘ - (d(]) i J 1“:_. 0, (99)
dqg* \dui dq*dr ‘di dq 0 1*
z ktorego obliczymy szukang pochodng:
(1{]: 1 ofl et . l/ ‘ o*F ):___ ORIENN GREE S (100)
d A dgt o n dg* J L dg*® 0qgdx:
0 (1:5 i

Z réwnania 98-go, lub 100-go wynika, Ze gdy w punkcie zerowym,

O F 02 F
t.j. gdy ], =0 i jednoczes$nie £ 0,
‘ Jg* 0q 0

wtedy w tym punkcie przecinaja sie dwie gatezie krzywej row-
nowagi*); w tym bowiem punkcie mamy dwie styczne; dlatego tez
punkt ten H. Poincaré nazwal punkiem podwdjnym, kitéry inaczej
nazwa¢ mozna punktem weztowym, — dla odréznienia go od
punktu poprzedniego, ktéry nazwalismy pojedyriczyn.

A7eby rozpoznaé, czy ten punkt jest zmianowym, zastosu-
jemy rownania 83-cie, lub 83-a, a po podstawieniu np. z réwnania

d g - % .
7 do réwnaniz 83-go, otrzymamy :

100-go wartosci dx

Ny [ A3 T \2 3 93 17
45 an -**-]/((-).,'\) oF. o7 (101)
du 0q*0h. dq*  Jdq 0di*

Jezeli warto§¢ pod pierwiastkiem jest -0, to punkt ten jest
zmianowym w kierunkach obydwéch stycznych i rodzaj réwnowa-
gi zmienia sie¢ w kierunku np. stycznej, odpowiadajgcej dodatnie-
mu znakowi z rosngca wartoScig g ,—ze statej na niestala, w Kkie-

*) Galezie te mogq byé véwnieZ urojone, punkt zas stycznoSci moze byé
rzeczywisty; wtedy mamy do czynienia 2z punktem odosobnionym; ciekawe
bedzie znaczenie statyczne tego przypadku?
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runku zas drugiej stycznej bedzie zmiana z niestatej na slaty, co
rowniez wynika z twierdzenia o kolejnosci rownowagi. Wnioski te
wypowiemy w nastepujacy sposob: punkt podwdjny krzywej row-
nowagi jJest punktem zmianowym dla obydwdch gatezi, o ile
styczna w tym punkcie nie jest prosiopadia do osi i.

Z réwnania 98-go, lub 100-go mozemy obliczy¢ kat, jaki two-
rzg 7 sobg obydwie styczne w punkcie podwoéjnym.

Wsréd szezegdlnyeh przypadkéow, z ktoremi spotykamy sie
w praktyce technicznej, jest przypadek, w ktéorym funkeja sit jest

*r

funkeja linjowa parametru »; wtedy mamy identycznie dg 02 =0,
a wiee w tym razie z rownania 100-go otrzymamy:
PF
dy dq gt d
1 — (0, oraz 2) ——9 Y% s 102
) d. o g% F (102)
aq?

Gdyby dla pewnego punktu krzywej réwnowagi zachodzity
row. 96-te
3 L SR¥ Al d's v .
2 [“_ — (), o3 -~ =10, ewent. ‘ ﬁ\ 0, (103)
d gt dg 0.2 dg*d :

oraz

wtedy rownania 98-me i 100-ne traca swe bezpoSrednie znaczenie;
. = g o e
azeby w tym razie obliczy¢ np. pochodnag 0()1, zrozniczkujemy

np. réwnanie 99-te, a otrzymaimny nastepujgce rownanie:
()-l l e ()‘A Al { “] )"‘ Al \
{.(d(/)r; 3 ”/"‘dfl 3 (.1 (dq)
dqt di oq*dn  di! dqgior: ‘di '

o' F

dqodi’

(104)

z ktorego wynika, ze w takim punkcie przy warunkach, wyrazo-
nych rOwnaniami 103-emi, przecinajg sie trzy galezie i t. d.

37. Rodzaje réwnowagi w punkcie zmianowym.

O rodzajach réwnowagi w punkcie zmianowym rozstrzyga —
jak wogéle — tak i w tym przypadku, wklestosé, ewentualnie wy-
pukto§¢ odpowiedniej linji funkeji sit w tym punkcie; odpowiedz
przeto na postawione pytanie sprowadza sie do zbadania, czy
krzywa funkeji sit U= F(q;%.) w punkcie zerowym jest wklesta,



czy wypukla, czy tez posiada przegiecie. W celu zbadania tego
weZmiemy pod uwage dwa przekroje powierzchni funkeji sil, leza-
ce po obydwoéceh stronach punktu zmianowego, a zblizajac te prze-
kroje do przekroju ¢ ., przechodzacego przez punkt zerowy, bedzie-
my mogli orzec o jego wkle- A
stosci, lub wypukiosci. Pod ql -
tym wzgledem moga nastgpic
nastepujace przypadKki:

1) w przypadku, gdy
punkt zmianowy jest punk-
tem podwoéjnym, jak pokaza-
no na rys. 9-tym, punkty
najnizsze N, i N, oraz naj- O
wyzsze S; i S, przekrojow g, Rys. 9.
ig, zbiegng sie w punkcie M.,
gdy oba te przekroje pokryja sie z przekrojem q.; wtedy przekroj
(U,q,1.) w punkcie M. bedzie mial przegiecie; ten rodzaj réwno-
wagi nazwaliSmy juz réinym; z rosngcg bowiem wartoscia ¢ dla
tej samej warto§ci » = )., bedzie rodzaj ré6wnowagi inny, z malejaca
za§ wartoSeig ¢ inny.

Whniosek ten sformulujemy w nastepujacy sposoéb: jeieli
punkt zmianowy na krzywej rownowagi (q,1) jest podwdjny i nie
lety na stycznej prostopadtej do osi )., to rodzaj rownowagi, od-
powiadajgcy temu punktowi, jest rozny. Analitycznie wyrazimy
te warunki, ze w punkcie zmianowym, t.j. dla wartosci q. i %, za-
chodza w tym przypadku nastepujgce zwiazki:

oF 0F o2 -
F—0, T —o, =0y omr ehhe Tk
0q 0q* 0q 0X oq*

Pierwsze z tych rownan wyraza, ze w tym punkecie zachodzi
réwnowaga, drugie i trzecie réwnanie wyraza, 7e punkt ten jest
punktem podwdjnym (poréwn. réwnanie 89-te), czwarte zas wy-

raza, ze krzywa U— F(g;?;) posiada w tym punkcie punkt
3 14‘ ; .

Y 0 (poréwn. réwna-

o' F AT e )

] (’1 e — 0 , Z4as BTI: —/—0,1 t.d.

przegiecia. Moze zaj$é przypadek, ze
nie 103-cie), a wtedy musi byé
2) Jezeli punkt zmianowy jest podwéjny i lezy na stycznej

prostopadiej do osi . (rys. 10-ty), to w tym razie punkty &, .S, i N,
przekroju A, B, i punkt Ny przekroju A, B, pokryja sie z punk-



tem M., gdy te dwa przekroje pokryja sie z osig ¢.; t. j. czes¢
N, S, N, przekroju A, B, zniknie w punkcie M. i pozostang tylko
galezie zewnetrzne N, A, i N, B,, ktére sie¢ pokryja z ga-
teziami Nu A, i Nu B.,
gdy oS g, pokryje sie z ¢..
Whniosek ten wyrazi-
my w nastepujacy sposob:
jezeli punkt zmia-
nowy na Rrzywej rowno-
wagi (q,)) jest podwdjny
_______ i lezy na stycznej, prosto-
padtej do osi )., fo réwno-
waga danego uktadu, od-
5 - > powiadajgca temu punk-
Rys. 10. towi, jest albo stata, albo
niestata (czyli nie jest roz-
na) i jest teqo rodzaju, jakiego rodzaju rownowage wyraza krzywa
pojedyncza, przechodzgca przez ten punki. W danym przeto przy-
padku dla punktu zmianowego zachodza nastepujgce zwigzki
analityezne :

“ B A, dx 9z

() . (): Al Nl ; Al
ﬁ:O, ]’.,_(). GEl =0, oraz (,)1, =) (106)
dq d g* dqdh dJd g*

w tym razie musi byé:
o'F

=== ()
dq'
a gdyby
o'F . .
. =0, to musialoby byc:
dg'
(»)I'I;.‘ - 0 L]
dq°
lecz wtedy '
=2 o, il
dg°

Rodzaj rownowagi w punkcie zmianowym w tym przypadku
zalezy od znaku najblizsze] parzystej pochodnej, ktéra w tym
punkcie nie znika; jezeli ten znak jest dodatni, to réwnowaga jest
niestata, jezeli zas ujemny - to réwnowaga stala.

3) W tenze sposéb rozwazajgc, przyjdziemy do wniosku:

Jjezeli punkt zmianowy leiy w punkcie pojedyriczym na stycz-



nej prostopadiej do osi 1., to rodzaj rownowagi w tym punkcie
bedzie rozny (rys. 7), a wtedy oprocz tego, ze

q'ﬁr—(), oraz U_Il =0,
dq 0q*
bedzie jeszcze
32k )3 7
T e e (107)
dq di Jdag*
a jezeliby
PE 0.
d qii
to musialoby by¢
o'F
dg! ,
lecz wtedy bedzie
R, i Mea
dq°

Whnioski te moZemy odwrocic.

38. Krzywa réwnowagi, gdy parametr ). jest funkcjq

jednowartosciowq zmiennej ¢,
t. j. gdy wartosé 2, obliczona z réwnania
F(g;10)=0,

posiada jedng tylko warto§é dla kaidej wartoSci ¢ i gdy przytem
odpowiednia krzywa rownowaqi posiada punki podwdjny; inaczej—
gdy zachodza nastgpujace rownania dla rozpatrywanego punktu
tej krzywej (row. 96-te):

- OF )2 B
gz -, gt =0 o(')q]ox:“’ (108)
oraz gdy warto$¢ wyznacznika 97-mego ~0;

wiedy krzywa rownowagi rozpada sie na dwie gatezie, z Riorych
Jedna jest prosta réwnolegta do osi )., druga za$ moze byc pewng
krzywag, lub prosta. SzczeglOlnym przypadkiem tego twierdzenia
jest rownanie 1-sze row. 102-gich.
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WtlasSciwosé ta wynika bezposrednio z zalozenia, ze dla kaz-
dej wartosci ¢ mamy jedng tylko wartosé 2, co sie geometrycznie
wyrazi, Ze proste réwnolegte do osi % przecinajg dang krzywg
rownowagi tylko w jednym punkcie; a ze w danym przypadkuo
zalozyliSmy, Ze na krzywej rownowagi jest punkt podwoéjny, t. j.
ze w tym punkcie przecinajg si¢ dwie gatezie tej krzywej, przeto
jedna z tych gatezi musi byé prosta i rOwnolegla do osi »; druga
zas mozie byé wogdle krzywa, ktéra proste rownolegle do osi X
przecinajg tylko w jednym punkcie, — lub tez moze byé w szcze-
g6lnym przypadku réwniez prosta. Przypadek ten zachodzi w znacz-
nej liczbie przykiadéw, w praktyce spotykanych.

ROZDZIAL V.

UKLADY O WIELU STOPNIACH SWOBODY.
39. Réwnowaga i jej rodzaje.

Rozpatrzymy teraz uklady o wielu stopniach swobody.
Okreslenia rownowagi i jej rodzajéw pozostajg w zasadzie te same,
jakesmy podali w poprzednich rozpatrywaniach (§ 26-ty); zmieni
sie jedynie forma matematyczna ich wyrazenia.

Jezeli uktad posiada n stopni swobody, to funkcja sil wyrazi
sie funkcja n spéirzednych niezaleznych:

d1,49: " qQn,

oraz pewnego parametru 2, ktéry przyjeliSmy jako niezaleiny od
tych spoélrzednych, a ktéry jest wyrazem zmiennoSci sily, lub sif,
dzialajagcych na dany uktad w kazidem jego potozeniu.

Funkecja ta wogodle ma postaé nastepujaca:
U=F (@ z , .. qhsd) ! (109)

Spéirzedne polozenia réwnowagi danego ukladu, gdy dany
jest parametr A, obliczymy z réwnan 63-cich (str. 54-ta)
° oF oF oOF

:) == A “ e —
e 0, S0 o og, =Y (110)

jako funkcje .
=9 0), =g 0)it d. (110a)
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