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ROZDZIAŁ VIII. 

PRZYKŁADY. 

PRZYKŁAD 1. Rys. 1-a i 1-b. Po paraboli, której równanie 
jest y — ax- i której oś ustawiona jest pionowo, porusza się punkt 
ciężki o masie m = l . Punkt ten jest odpychany siłą proporcjo­
nalną do odległości 

— 2 a g — | 

|2 od osi paraboli. Obli­
czyć położenia i ro­
dzaje równowagi tego 
punktu, przy zmien­
nym spółczynniku X, 
gdy literą X oznaczy­
my spółczynnik pro­
porcjonalności s i ł y 
odpychającej. Siłę od­
pychającą można wy­
wołać w tym przy­
kładzie obrotem danej paraboli około jej osi, gdy parabolę wy­
obrazimy sobie w postaci drutu gładkiego; a więc: 

X = m cp2, 

gdzie f oznacza prędkość obrotową, a m — masę punktu porusza­
jącego się, którą przyjęliśmy = 1. 

Wirtualna funkcja sił (§ 17-ty) w tym razie: 

Rys. 1-a i 1-b. 

U=Mx-
2 

Uf/! 

a po podstawieniu // = a x-: 

U=^lx2—agx2', (1) 

jako spółrzędną niezależną tego układu przyjmujemy zmienną x 
Równanie równowagi jest następujące : 

dU 

ix 
X • x — 2 ag- x = x • (X — 2 ag) = 0. (2) 

Równanie to przedstawia dwie gałęzie równowagi w układzie 
osi (.v,X) (rys. 1-b). 
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Pierwsza gałąź, .v = 0, jest prostą, pokrywającą się z osią X; 
druga gałąź, X — 2 ag == 0, jest prostą równoległą do osi x w odle­
głości 1 = 2 ag od tej osi. 

Zwrócić należy uwagę, że położenia równowagi, wyrażone 
tą prostą, nie zależą od spółrzędnej x; to znaczy, że punkt ma­
terjalny w każdem położeniu na paraboli, obracającej się z pręd­
kością !f = | 2a<7, będzie znajdował się w równowadze. 

W celu obliczenia rodzajów równowagi obliczymy z równa­
nia 1-go, lub 2-go; 

d-U= 

dx2 

Dla gałęzi pierwszej, gdy 

2 ag 

d2U 
0 < X <C 2 ag . otrzymamy < 0 ; 

dx2 

a więc w tych granicach wartości /. równowaga jest stała; gdy zaś 

d'2U 
i. 2 ag, wtedy — - - > 0 ; 

ox-

równowaga przeto dla tej części jest niestała. 

d?U 
Dla X = 2eter, otrzymamy = 0; 

dx-jest to punkt podwójny krzywej równowagi ; przez ten punkt przeto 
przechodzić powinna nowa gałąź, co też stwierdza równanie 2-gie. 

Dla gałęzi 2-ej mamy dla wszystkich jej punktów: ). = 2ag; 
d-U 

wartość przeto dla tych punktów = 0 , jak również i wszyst-
dx-

kie wyższe pochodne == 0; równowaga przeto w położeniach 
punktu ruchomego, wyznaczonych temi spółrzędnemi, jest zupełnie 
obojętna (jak równowaga kuli ciężkiej na płaszczyźnie poziomej). 
Rodzaj równowagi w punkcie zmianowym jest również zupełnie 
obojętni/; wartości bowiem wszystkich drugich pochodnych wzglę­
dem x są w tym punkcie równe zeru. 

Do tych samych wyników dojdziemy, gdy w myśl § 45-tego 
zastosujemy jako równanie równowagi : U = 0 (rów. 1-sze). 
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PRZYKŁAD 2. Rys. 2-a i 2-b. Zadanie, jak poprzednie, 
tylko równanie toru przyjmiemy w postaci 

Wirtualna funkcja sił w tym razie: 

u = 2 l x ' — of/; 

po podstawieniu: ;/ = .v;i otrzymamy: 

U=llx- — gx\ U) 

y 

K 

* / X 

1 . Xx 

x , 0 

y 

K 

* / X 

1 . Xx 

x , 0 l a 

/ ' * ° 
i 
i 
i 

• 
• 

• 
• 

• 
r 

Rys. 2-a i 2-b. 

Równanie równowagi: 

Bt=\x—8gxi=0; (2) 

inaczej 

otrzymujemy dwie gałęzie równowagi w postaci prostych: 

a) x = 0; oraz b) l — 3gx. 

Rodzaje równowagi obliczymy z równania 2-go po jego zróż­
niczkowaniu: 

^ = >>-6flNC. (3) 

Dla gałęzi a), której równanie jest: 

J: = 0, otrzymamy - 3 - 2 = A ; 
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przeto dla tej gałęzi, gdy 

d2U 
X > 0 , otrzymamy "f j^3>0; 

t. j . punkty tej gałęzi przedstawiają równowagę niestałą; (gdyby 
X < : 0 , t. j . gdyby dany punkt był przyciągany do osi, to byłaby 
równowaga stała). 

Dla gałęzi b): 

K = agx\ otrzymamy z row. o-go: ^ 2~ = — °QX\ 

a więc dla 

x > 0 otrzymamy < U; 

punkty tej gałęzi odpowiadają przeto równowadze stałej. 
Na rys. 2-b naniesione są kłady funkcji sił U=F(q;i) dla 

dwóch wartości X: dla jednej dowolnej i dla drugiej, gdy /. = 0 . 
Oś U należy sobie w tym układzie wyobrazić prostopadle do pła­
szczyzny rysunku; jej kład przeto pokryje się z osią X. 

Położenie punktu zerowego obliczamy z równania ~^~~i= Q'» 

t. j . z równania 
/. — 6 g x — 0; 

gdy podstawimy w nie dla gałęzi a) x = Q, wtedy X = 0. 
Dla gałęzi zaś b), gdy podstawimy w nie X — 3gx, otrzy­

mamy x = 0 . 
Punkt o spółrzędnych x==0 oraz X = 0 jest punktem zmia­

nowym dla gałęzi b). 
Kierunek zmiany rodzajów równowagi w punkcie zmianowym 

obliczymy p-g wzoru 83-go (str. 75-ta): 

j L f ^ J 7 ^ ^ d x i d * u _ « rfA'i 
dl\dxV dx:i ' dl t~~dx2dl~ 9 ' dl 1 

Dla gałęzi a): 

dx _ d id2U\ « n 

równowaga przeto na tej gałęzi przechodzi ze stałej na niestałą. 
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Dla gałęzi b): 

dx= 1 
dl 3.g; przeto d Id2U 

dl\d 
§ ) = _ 6 f l r . _ L + 1 . 0 

na tej gałęzi równowaga przechodzi z niestałej na stałą, co zresztą 
można było odczytać z wykresu na podstawie twierdzenia o kolej­
ności rodzajów równowagi. 

W punkcie zmianowym równowaga jest różna, gdyż 

- 6 g ^ 0 . 

PRZYKŁAD 3. Rys. 3-a i 3-b. Zadanie, jak poprzednie, 
lecz równanie toru jest następujące: 

Wirtualna funkcja sił: 

U-

y — x 

1 . ., 
2>x—gy; 

(1) 

1 1 ! 1 y 
\\ 

\ 
\ % ) / 

\ i _Xx 

V J 'g v — 
0 

Rys. 3-a i 3-b. 

po podstawieniu // == .v', otrzymamy: 

U=-lx2— gx*:, 
2 

skąd równanie równowagi 

— *=lx—4gx3==0, 
d x 

(2) 

(3) 

12 
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Otrzymamy dwie gałęzie równowagi (rys 3-b): 

a) x = 0; b) / .=4g.v '- . (4) 

Rodzaje równowagi obliczymy z równania : 

d-U \-\2gx\ (5) 
dx-

Dla gałęzi a): 

r (r Ó-U , 
x = 0; mamy więc z row. o-go = /.; 

d x-

a więc dla >. > 0 równowaga niestała. 

Dla gałęzi b): 
A = 4</A-; a więc — - = — 8gx-; 

d x 
dla x^źO równowaga jest stała. 

Położenie punktu zerowego obliczymy z równania 5-go, gdy 
uczynimy : 

— = 0 . , t j . \ — ngxi = 0] 
dx-

a po podstawieniu z 4-go 

dla gałęzi a) x = 0, otrzymamy /. = 0; 

„ „ 6) x = - J otrzymamy — = — 2 X ; 
4g dx-

niema przeto na gałęzi b) punktu zmianowego; punkt przeto 0 
jest zmianowym tylko dla gałęzi a). 

Rodzaj równowagi w punkcie zmianowym obliczymy z równania: 

d*U , n dW 
= — 24 gx; dla AT = 0, otrzymamy —-- = 0; 

d x* d x} 
obliczymy przeto: 

dx 
d*U 

; = - 2 4 f l r < 0 ; 

t. j . w punkcie zmianowym równowaga zachodzi do trzeciego rzędu 
włącznie, lub inaczej: równowaga w tym punkcie jest obojętna 
do 3-go rzędu, a następnie jest stałą; właściwość tę możemy 

file:///-/2gx/
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wytłumaczyć sobie tern, że w punkcie (x = 0; ij = 0) danej para­
boli (rys. 3-a) mamy trzy cząstki tej paraboli na prostej poziomej 
(porów. § 27-my); inaczej, — że styczna w tym punkcie posiada 
styczność trzeciego rzędu. To samo tłumaczenie można zastosować 
do innych tego rodzaju przypadków. Fizycznie, t. j . przy skończonem 
odchyleniu punktu ujawni się, oczywiście, tylko równowaga stała. 

PRZYKŁAD 4. Rys. 4-a i 4-b. Zadanie, jak poprzednie, tylko 
równanie toru przyjęto 

y = x*. 

U = 1 X A - 2 - gx* ; (1) 

• I I 
Rys. 4-a i 4-b. 

Otrzymujemy dwie gałęzie równowagi (rys. 4-b): 

1) * = 0; 2) X = 5 gx\ (3) 

Rodzaje równowagi obliczymy z równania 

d-U : 
— = )• — 20 gx\ (4) 

Dla gałęzi 1-ej, t. j . dla 

x — 0 , otrzymamy = /.; 
dx-

a więc dla X > 0 równowaga jest niestała. 
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Dla gałęzi 2-ej: z równania 4-go, po podstawieniu /. = 5 gx*, 

otrzymujemy — — = — 15 gxs; 
dx2 

a więc dla x > 0 otrzymamy ^ - ^ < 0; mamy więc równowagę stałą. 
dx'2 

Punkt zmianowy posiada spółrzędne x = 0, oraz X == 0, gdyż 
zaspakajają one równanie równowagi, t. j . rów. 2-gie oraz równa­
nie 4-te. 

W punkcie zmianowym, którego spółrzędne są: x = 0 i >. = 0, 
rodzaj równowagi określimy w następujący sposób: 

— 60 gx-; dla x = 0 otrzymamy —— = 0; 
e r 

obliczymy przeto: 

dx 

d i U = — 120gx; dla x = 0, = 0 ; 
dx 

a więc obliczymy 

= - 1 2 0 f l r < Q * 
oxA 

równowaga przeto jest w tym przypadku w punkcie zmianowym różna, 
t. j . w kierunku rosnącego x jest stała, gdyż z rosnącem x ostat­
nia pochodna < 0 , co zresztą wywnioskować można z przekrojów. 

PRZYKŁAD 5. Rys. 5-a i 5-b. Zadanie, jak poprzednie, tylko 
równanie toru przyjęto 

V — e*. 
Wirtualna funkcja sił: 

U=±\x*-ge*. (1) 

Równanie równowagi: 

dU 

stąd 

= lx — ge* = 0; o x 

(2) 
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Dla wykreślenia tej krzywej obliczymy: 

= gex • . 
dx - x-

Krzywą równowagi (x, ).), wyznaczymy z tych równań w nastę­
pujący sposób (rys. 5- b): 

dla x—> 0; /.—• oo; — — o ś >. jest asymptotą ; 
dx 

Rys. 5-a i 5-

Na podstawie tych danych zrobiono wykres krzywej na rys. 5-b. 
Dla określenia rodzajów równowagi obliczymy: 

o x ? - 1 **' 

Dla punktów krzywej równowagi podstawimy w to równanie 
wartość )., otrzymaną w rów. 2-iem; wyrazimy przeto w tym razie 
drugą pochodną spółrzędną X 

= 9~ • (1 —-v); 
a x- -i (3) 
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z tego równania mamy: 

dla 

dla 0 

, d-U 
x>l; —-

o x-
0; równowaga stała (gałąź Z'B' rys. 5-b.) 

i ; 
d-U 
dx-

Punkt zerowy będzie, gdy 

0; równowaga niestała (gałąź Z'A' rys. 5-b). 

dx-
0, t j . dla spółrzędnych . v= l 

i A = ge. 

W punkcie zerowym Z', o spółrzędnych x = 1 i /. == ge, 

= 0, zas — —ge 0; z rosnącem przeto .v wyraz — 
o * 2 obr­
zmienia znak z dodatniego na ujemny; punkt ten przeto jest zmia­
nowy, a równowaga przechodzi z niestałej na stałą. 

PRZYKŁAD 6. Rys. 6-a i 6-b. Punkt materjalny o masie 
m = 1 może ślizgać się bez tarcia po obwodzie koła o promieniu 
/•, znajdującego się w płaszczyźnie pionowej i obracającego się 
z prędkością kątową c około osi pionowej, nieprzechodzącej przez 
środek tego koła. 

Rys. 6-a i 6-b. 

Obliczyć położenia równowagi tego punktu i jej rodzaje. 
Kąt środkowy a obierzemy jako spółrzędną niezależną punk­

tu ruchomego na kole (rys. 6-a); litera a niech oznacza odległość 
środka koła od osi obrotu (mimośrod). Oznaczymy, jak poprzednio, 
m • cp2 = 1 • cp2 = X. 
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Wirtualna funkcja sił w danym razie jest następująca: 

U= 1 Xx*+'gy, (1) 

gdzie oś x jest pozioma i przechodzi przez środek koła, a oś y 
pokrywa się z osią obrotu i skierowana jest ku dołowi. Podsta­
wimy w rów. 1-sze: 

x = r cos a. — a , y = /• sin a 
i otrzymamy: 

U = /.-(/• cos a - a)- - j - f/ r • sin a , (2) 
2 

skąd 
dU . A , \ • i roi 

= — A7--(/-cos « — a ) - s i n a - ) - f l r / ' " c 0 s a " C«) 

Równanie przeto równowagi jest następujące: 

— X (/• cos tt - a) • sin a - j - g • cos a = 0 , (4) 

lub inaczej, oznaczywszy 

- = cos a 0 , (5) 
r 

gdzie a 0 jest kąt środkowy, określający mimośród, i podstawiwszy 
tę wartość w rów. 4-te, otrzymamy: 

— X (cos a — cos a0) • sin a -[? — • cos a == 0, 
skąd 

x = g • ( 6 ) 
r (cos a — cos a0) 

Dla wykreślenia krzywej równowagi w układzie osi (a, X) 
(rys. 6-b) obliczymy z równania 6-go 

dX jr cos « 0 — cos3 a 1 c& 
d a /• (cos a — cosa 0 ) 2 s in 2 a 

Z tego równania obliczymy a= a,,, przy którem X = X(. (extre-

mum), gdy przyrównamy ^ = 0 ; a więc licznik musi być = 0 ; 

otrzymamy więc: 
o 

cos a c = j ' cos*„ • (8) 
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Dla symetrji wzoru wprowadzimy nas tępnie do obliczeń pa­

rametr ae zamiast a 0 ; w tym celu podstawimy wartość a„ z rów. 
8-go do równania 7-go i otrzymamy wyraz pochodnej w nast. 
postaci: 

d /. g cos:! a e — cos:i a 1 

d a /• (cos a — cos a0)2 sin 2 a 
(9) 

Zwrócić tu należy uwagę, że znak tej pochodnej zależy tylko 
od znaku l icznika i jest on dodatni dla a ;> a,.. 

Z równań 6-go, 7-go i 9-go otrzymamy: 

1) dla a—>0, X — K > O , - >oo; oś /. jest asymptotą; 
da 

, 0<<y.<a e , X > 0 , ^ < 0 ; 
da 

jest to gałąź B'A'^; 

2) dla a« < a < a 0 , X > 0 , — > 0, następnie 
do. 

, d). , 
„ « —* H > — * 0 0 . —> o 3 ; os a0 jest asymptotą; 

d a 

jest to gałąź B' C ^; 

3) dla a 0 < a < r" , X < 0 , — > 0; 
2 da. 

w tych granicach równowagi niema, jeżeli X > 0 ; 

4) dla — < a < w , X > 0 , — > 0 ; 
2 d a 

jest to gałąź D'E'^ , 

5) dla — a 0 < a < 0 , X < 0 ; 

w tych granicach równowagi niema, jeżeli X > 0; 

6) dla — - < a < — a0, ). > 0 , — > 0 ; 
2 da 

jest to gałąź E'G'^. 
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Na podstawie tych wyników, wykreś lone są gałęzie krzywej 
równowagi na rys. 6-b; położeniom punktu ruchomego na odcinku 
AB koła odpowiada krzywa równowagi A'B , i t. d. 

Następnie z równania 3-go obliczymy : 

—— = — X r • (r cos a — a) • cos a -j-X7-2 • sin- a — gr r • sin a. (10) 
<5a2 

Dla zbadania znaku tej pochodnej w położeniach równowagi. 
ci 

podstawimy wartości X z równania 6-go oraz cos a0 =— z równa-
/• 

nia 5-go i otrzymamy drugą pochodną, jako funkcję zmiennej ot: 

d2Z7 g r • (a — /-cos3 a) d a 2 sin ».-(/• cos a — o ) ' 

lub inaczej, biorąc pod uwagę wyrazy 5-ty i 8-my: 

d'2U g r cos3 ae — cos3 a. 
ó a? s ina cos a — COS a0 

( U ) 

(12) 

Z tego wzoru wynika, że dla J t < a < 0 czynnik jest 
s in^ 

dodatni, przeto znak wartości —— w tym przedziale zależy tylko 
da? 

od znaku drugiego czynnika 
Wartość przeto drugiej pochodnej rów. 12-go będzie większa 

od zera, gdy jednocześnie licznik i mianownik będą albo większe, 
albo mniejsze od zera; w przypadku, gdy licznik i mianownik są 
większe od zera, powinno być: 

o.e < a < a„; (13) 

punkty przeto gałęzi B'C'^ (rys. 6-b) odpowiadają równowadze 
niestałej. 

Rodzaje równowagi pozostałych gałęzi można określić na za­
sadzie twierdzenia o kolejności rodzajów równowagi, lub też 
z rów. 12-go. 

Położenie punktu zerowego ewent. zmianowego a.t obliczymy 
z równania 12-go, przyrównawszy je do zera; a więc 

cos a.2 = cos s"-, 
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co odrazu uwidacznia wykres. Wartość ta odpowiada punktowi 
B' na rys. 6-b. 

Zmiana rodzajów równowagi nastąpić może również, gdy 

p—>0, t. j . gdy —— — ( p o r ó w . § 31-szy), a więc gdy w równaniu 
d a-' 

12-em a—>-a 0 ; czyli w położeniu C i G zachodzi zmiana rodzaju 
równowagi ; lecz to następuje łącznie ze zmianą znaku X; w prze­
ciwnym bowiem razie nie będzie równowagi . 

PRZYKŁAD 7. Rys. 7-a i 7-b. Po pręcie pionowym CA może 
ślizgać się bez tarcia ciężar Q . Ażeby ciężar ten nie spadł, przy­

łożono do niego siłę P, 
której kierunek prze­
chodzi stale przez 
punkt nieruchomy O; 
siłę tę można wywo­
łać zapomocą sznur­
ka, p r z e r z u c o n e g o 
przez krążek, które­
go jeden koniec przy­
czepiony jest do cię­
żaru; do drugiego zaś 
końca przyczepiony 

jest drugi ciężar P; obliczyć warunki i rodzaje równowagi cię­
żaru Q. 

Wirtualna funkcja sił w punkcie K: 

U—Q-B K— P- OK. (1) 

Obrawszy kąt a za spółrzędną nienależną, napiszemy równanie : 

Ł 7 = Q - A . t g a — P-h-— — , 
cos a 

z którego: 

(2) 

dU „ . 1 
dy. cos-'/ n « o 2 „ ' 

s i n a 

COS" a 

Równanie przeto równowagi jest następujące: 

h 
cos-a 

{Q - P-sina) = 0 . (4) 
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Równanie to przedstawia dwie gałęzie równowagi: 

a) — - j - = 0; jest to gałąź nierzeczywista, oraz 

b) P - Q • (5) 
si i a 

Ażeby wykreślić (rys. 7-b) tę gałąź, obliczymy z rów. 5-go: 

da 1 s in 2 a. 

~d~P~~~Q' ^ o s ^ ' 1 ' 

Na podstawie rów. 5-go i 6-go mamy: 

d a. 

dla a. —> 0; P—> oo; -^p —> — 0; jest to punkt B'N ; 

dla a—>"2 ; P—* Q] * —>=; jest to punkt A ' , lub C ; 

dla a — P — > s o ; ^ — > 0 ; jest to punkt D'^; 

dla 0 < a < ^ ; 0; jest to gałąź C B'N ; 
z da. 

dla — < a < x ; ^ > 0; jest to gałąź C D' ^ . 

Krzywa równowagi zawarta jest przeto pomiędzy dwiema 
asymptotami, jak pokazano na rys. 7-b. 

W celu obliczenia rodzaju równowagi w różnych położeniach 
punktu ruchomego, obliczymy drugą pochodną U z równania 3-go: 

O ar c o s a COS a. 

a po podstawieniu wartości P z rów. 5-go otrzymamy: 

(PU _ Qh 
d a.- sin a • cos a (8) 
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Dla O a < " otrzymamy ^ < 0; gałąź przeto krzywej 

równowagi A' B'M, odpowiadająca położeniu ciężaru Q pomiędzy 
punktami A i B, wyraża równowagę stałą. 

d2U 
Dla — < a < 7 t ; ^ ? > u ; gałąź przeto CD'^, odpowiadająca 

położeniom ciężaru Q pomiędzy CiD, wyraża równowagę niestałą. 
Punkt zmianowy powinien przeto leżeć w punkcie A' C, 

i rzeczywiście w tem miejscu: 

da? (9) 

czyli promień krzywizny krzywej funkcji sił w tem miejscu p—>0, 
a wartość drugiej pochodnej przechodzi z (—) na (-(-) przez oc , co 
się zgadza ze wzorem 8-ym: 

P: 

1 sin a - cos a 
ÓW 
da? 

Qh 

dJL 
(h Qh (cos2 a — sin- a) 0, 

z k tórego wynika, że, z rosnącem a, p zmienia znak z (—) na (-4-), 
przechodząc przez zero, t. j . rodzaj równowagi zmienia się ze sta­
łej na niestałą. Zwrócić należy jeszcze uwagę, że p—>0 nietylko, 

gdy a —> - , lecz również, gdy S—>0 i gdy a—>z. 

PRZYKŁAD 8. Rys. 8-a i 8-b. Prę t nieograniczenie spręży­
sty w kierunku swej osi (w kierunku zaś poprzecznym sztywny, 

B 

1 / 
c 

D D 

t~ h 

Rys 8-a i 8-b. 
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t. j . niegiętki) umocowany jest jednym końcem przegubowo 
(rys. 8-a) w punkcie O, drugim zaś opiera się o ścianę pionową 
nieruchomą, po której może się ślizgać bez tarcia; na tym końcu 
zawieszony jest ciężar zmienny P. Obliczyć warunki równowagi 
i jej rodzaje. 

Literą Z oznaczymy długość p rę ta w stanie wolnym od obcią­
żenia, t. j . w stanie naturalnym; literą a oznaczymy długość od­
kształconą, jaka nastąpi pod wpływem działania ciężaru P. 

Spółrzędną punktu przyłożenia tego ciężaru oznaczymy literą y. 
Dla położenia OB danego pręta (rys. 8-a) mamy: 

• U= 1 k (Z aY + Pihtga.-y). (1) 

Jako niezależnie zmienną obierzemy kąt a; wtedy, po pod­
stawieniu w powyższe równanie 

0 1 y—htga., a— ——, Z* = Z-cos a 
cos a 

a cos a0 — o r a z 

Z COS a 

^ = n . ^ , = h ^ , . (2) 
rfa COS" a rfa COS" a 

gdzie kąt o.n oznacza kąt nachylenia pręta względem poziomu 
w jego stanie naturalnym, i , po zróżniczkowaniu, otrzymamy: 

d U . . . w sin a „ , 1 .. . 

= k(l — a)h —Ph- — - ; (3) 
O a COS" a COS^ a 

a po podstawieniu odpowiednich wartości z rów. 2-gich, otrzyma­
my równanie równowagi: 

ŚJL = kl- ( 1 — c o i a " \ . / , . **£±—Pt. 55i^2 = o, 
da. \ cos a.) cos-a COS 2 a 

skąd 

(4) 

P = kl-[ 1 - c - ^ l . s i n a . (5) 
\ cos a / 

W celu obliczenia rodzajów równowagi obliczymy z równania 
d2U . . . z, 

4- go wartość wyrazu j - y i następnie, podstawiwszy r z równania 
5- ego, otrzymamy: 

dHL = _hlk < / c o s ! « _ 1 | ( 6 ) 

d a2 cos* a \ cos a 0 
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Wartość ta może być dodatnią lub ujemną, zależnie od war­
tości kąta a; istnieje przeto na krzywej równowagi punkt zmianowy. 

Położenie tego punktu znajdziemy z warunku 

d2U 
d o? 

0, 

co nastąpi dla 

cos <tt = | cos a0 
(7) 

gdzie litera az oznacza kąt, w którym następuje zmiana rodzaju 
równowagi; punkt ten znajduje się w miejscu, w k tórem wystę­
puje Pexlr-

3, 

BUS<*<|] ravnuiau^i« mamy 
a-

Ula cos a | /cosa 0 , czyli dla 0 < a < az mamy a 0, za­

tem dla gałęzi / ? 'C" oraz Z?'/?' jest równowaga niestała . 
z d2U 

Dla a, <c a < — , j r~2~<0i i - dla gałęzi CB' A', równo­

waga jest stała z warunkiem, że dla części gałęzi B' A', wielkość P 
stanie się ujemną. 

Rodzaj równowagi w punkcie zmianowym a, określ imy bez­
pośrednio z wykresu krzywej równowagi. 

PRZYKŁAD 9. Rys. 9-a i 9-b. Dwa pręty poziome o jednako­
wych długościach, nieograniczenie sprężyste w kierunku ich osi (lecz 

sztywne w kierunku 
poprzecznym, t. j . nie-
giętkie), połączone są 
ze sobą jednemi koń­
cami p r z e g u b o w o , 
drugiemi zaś umoco­
wane są również prze­
gubowo do d w ó c h 
p u n k t ó w s t a ł y c h , 
znajdujących się na 
tymże poziomie. W 

środkowym przegubie tego układu przyczepiony jest ciężar P. 
Obliczyć równanie równowagi i jej rodzaje. 

Po wydłużeniu się prę tów położenie ich wyznaczymy zapo­
niocą kąta a, jaki tworzy każdy z tych prę tów z poziomem; kąt 
ten przyjmujemy za spółrzędną niezależną tego układu. 

W dowolnem położeniu prętów, gdy oznaczymy długość wy­
dłużonego prę ta literą a, a spółczynnik sprężystości literą k. 
wzór wirtualnej funkcji sił wyrazi się w formie następującej: 

a 
r 

71 
2 
1 0 

-

Kys. 9-a i 9-b. 
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gdzie 

U=-2-k

2 (a-lf + Py, (1) 

v = / . t g a ; « = (2) 
6 ' cos?. 

po podstawieniu tych wartości do rów. 1-ego otrzymamy: 

U=—kP-(— l ) + P M g a . (3) 

\cosa / 1 B 

Równanie równowagi jest następujące: 

dU . . , . , / 1 
skąd 

= - 2 k P . \ ~ 1 . s ą ^ + J p z . _ l r _ = 0 ) • (4) 
da \cosc. I cos-a ' cos-a 

P = 2 A z ( — l ) - s i n a . (5) 
\cos a / 

W celu wykreślenia krzywej równowagi obliczymy: 

dP=2kl-i—2- — cos a). (6) da \cos J a i 

Z równań 5-go i 6-go wykreśl i l iśmy krzywą równowagi na 
rys 9-b. 

W celu określenia rodzaju równowagi obliczymy z rów. 4-go 

^ ^ i podstawimy w otrzymane równanie wartość P dla położenia 

równowagi (rów. 5-te); otrzymamy wtedy: 

d*U 2kP , . 
•,--., = — -(1 — cos 'a) . (7) 
O a- C O S 1 a 

Wartość ta dla — ^ -< a < 2 J 6 S * u J e m n ^ ' P r z e t o równowaga 

w tych granicach dla każdej wartości P jest stałą. 
d2U n 

Punkt zerowy, w którym = O, znajduje się w początku 
układu O (tu bowiem dla « = 0 , jest P = 0). 

Czy punkt ten jest punktem zmianowym, obliczymy z rów­
nania 7-go: 

, -5—5- == — 2AZ-- — t o— - s ina . (8) 
d a \ 0 a - ' \ C O S 5 « C O S ' a / 

file:///cosa
file:///cosc
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Dla y. — 0, wyraz ten równa się zeru, co znaczy, że początek 
układu, t. j . punkt 0 jest tylko punktem zerowym, lecz nie zmia­
nowym,—przynajmniej 2-go rzędu; lecz może być zmianowym wyż­
szego rzędu (§ 34-ty); z przebiegu jednakże krzywej równowagi 
(rys. 9-b) wnioskować możemy, że nie jest on zmianowy. 

Jeżeli kąt a jest tak mały, że moglibyśmy z dostatecznein 
przybliżeniem przyjąć: 

cos a 1 — 
2 ' oraz sine.: 

to z rów. 5-go otrzymamy: 

P^2kl 

lub inaczej, w przybliżeniu: 

1 - a 

skąd 

P=2kl • ( 1 + 2 a 2 —1 

= ki' 

a podstawiając na k wartość, znaną z Wytrzymałości , 

EF 
l ' 

otrzymamy 
I' 

Eh 

Wzór ten wyprowa­
dził Timoszenko (Wytrzy­
małość § 112), oraz Fóppl 
(Graph. Statik. str. 392),— 
z odkształceń tego układu, 
a więc metodą nie ogólną. 

PRZYKŁAD 10. Rys. 
10-a i 10 b. Pręt sztywny 
zamocowany jest dolnym 
końcem przegubowo i usta­

wiony pionowo; na drugim jego końcu zawieszono ciężar P. 
Obliczyć położenie równowagi prę ta i jej rodzaje, przyjąwszy, że 
przegub jest sprężysty. Mamy w tym razie: 

Rys. 10-a 1 10-t>. 
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U=Pl • (1 — cos a) — 1 ft-a2, (1) 

gdzie k oznacza spółczynnik proporcjonalności. 
Równanie równowagi ma postać: 

d U = PI • s ina — k • a = 0 ; (2) 

da. 

równanie to przedstawia dwie gałęzie krzywej równowagi: 

1) a = 0; 
jest to gałąź, która jest niezależna od P; gałąź ta pokrywa się 
z osią P wykresu (P, a) (rys. 10-b); 

oraz 2) P- Ś 5 £ = * ; ( 3 ) 

a / 

punkt przecięcia się tej gałęzi z osią P wyznaczymy, gdy a —> (); 

w tym razie P —> — . Gałąź tę wykreś l imy w przybliżeniu i w tym 
celu rozwiniemy sin a w szereg, zatrzymując tylko pierwsze dwa 
wyrazy tego szeregu; otrzymamy wtedy z rów. 3-go dla małych 
wartości a: 

3! / / 

dla a = 0, mamy: P = — , 

a wogóle dla małych kątów odchylenia: 

( , + ' , = ) . 

Dla małych przeto wartości a, odpowiednia gałąź równowagi 
jest parabolą, której część wykreślona jest na rys. 10-b. 

Rodzaje równowagi obliczymy z równania 2-go: 

~ = PI • cos a — k . (5) 
d oc­

liła gałęzi 1-szej, t. j . gdy a == 0: 

~ = P l - k ; Ća-

13 
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przeto dla P > , otrzymamy ^— > 0; ta część krzywej przed-
/ • da.2 

stawia równowagę niestałą; zaś dla /-* < - j mamy równowagę stałą. 

Poniew7aż rodzaj równowagi zmienia się na tej gałęzi, przeto 
musi być punkt zmianowy; punkt ten obliczymy z rów. 5-go: 

PI • cos a. — k = 0. (6) 

Podstawiając w nie jako warunek równowagi wartość P z rów. 
2-go, otrzymamy: 

h a. 
• / cos a — k = 0 , 

/ sin a 
a 

skąd = 1; a więc a = a, = 0; 
tg a 

odpowiednią wartość Pz obliczymy z równania równowagi, t. j . 
z rów. 2-go: 

, , = f . 

Rodzaj równowagi w punkcie zmianowym obliczymy z rów­
nania 5-go: 

— = — PI • sin a. i = 0, 
da? 

a = 0 
a więc obliczamy 

Ó ' U Dl 
- — PI COS a. 

da* 

< 0 . 

a = 0 
W punkcie przeto zmianowym mamy w tym przypadku rów­

nowagę trzeciego rzędu i przytem stałą. Aby obliczyć rodzaj 
równowagi dla drugiej gałęzi, należy podstawić do rów. 5-go a-
lub P z rów. 3-go i otrzymamy: 

da- \tgo. 

Wartość wyrazu tego dla 0 < a ' , oraz dla — < a. < 0 jest 

ujemna, przeto ta gałąź przedstawia równowagę stałą. Przykład 
ten ilustruje w najprostszej formie zjawisko t. zw. wyboczenia 
prętów sprężystych. 
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PRZYKŁAD 11. Trzy pręty AB, BC i CD, o długościach 
/,, L, l3, połączone są przegubowo w punktach B i C; końce 
zaś A i D znajdują się na linji pionowej 
przyczem koniec A zamocowany jest przegu­
bowo do nieruchomej podpory; koniec zaś D 
może poruszać się po pionowej, wzdłuż której 
działa siła P, zaczepiona przegubowo w punk­
cie D. Punkty B i C przyciągane są do tej 
osi siłami proporcjonalnemi do odległości od 
niej (siły te mogą być wywołane odpowied-
niem urządzeniem sprężynowem). 

Należy obliczyć położenia równowagi tego 
układu, oraz zbadać jej rodzaje; wymiary geo­
metryczne pokazane są na rys. 11-a. 

Układ dany jest układem o dwóch stop­
niach swobody. Jako spółrzędne niezależne 
obieramy kąty « t i a2; wtedy przy danych 
długościach prętów obliczymy kąt a3 w za­
leżności od ?! i od a 2 ; zależność ta jest na­
stępująca : Rys. 11-a. 

Z, sin «j = Z:i sin c:i - r 4 sin a,, 
skąd 

sin a, 
Z, sin aj — Z2 sin a„ 

(i) 

Wirtualna funkcja sił danego układu jest następującąca: 

U= P[h— A D] * A , A Y - * ki A-,- , (2) 

gdzie 
h==ili~f-Z2 + h? A.D==lx cos a, -f- cos a2 -)- Z:i cos a8; 

.v, = Zt sin aj; = Z._, sin a2; 

po podstawieniu tych wartości do równania 2-go, otrzymamy wy­
raz wirtualnej funkcji s i ł : 

U= P [Z, -f- i, -|- Z:i — Z! cos aj — l, cos a2 — Z;! cos a3] 

1 k. Z,'-' sin- a, — * /?., Z.,'-' sin- a., 
2 , 2 
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z którego obliczymy równania równowagi 

dU 
da, 

dU 

= P 

= P 
da.., 

w których wyrazy: 

Z, sin 04 -J- Z3 sin a. 

i, sin a2 -f- Z;! sin a. 

da3 Z] cos aj 
da4 Z:1 cos a., 

da. 

dv i 

da.., 

da , 

•A 1 Z 1

2 s ina ł -cos «! = 0; (3) 

sin a2 • cos a, = 0, (4) 

i, cos a, 
Z:, cos a3 

(5) 

obliczone są z równania 1-go. 
Równania 8-cie i 4-te zaspokojone są war tościami: 

l ) * i = 0; ^ = 0; a, = 0, (6) 

które wyznaczają jedno z położeń równowagi danego układu. 
Ażeby zbadać rodzaje równowagi w tern położeniu, obliczymy, 

stosownie do wzorów 119-tych, znaki wartości wyznaczników DL 

i D-,. W tym celu obliczymy z równań 3-go, 4-go i 5-go: 

d*U p 

da.* 
, , da., \ 2 . . d-a., 

k cos a , - f Z3 cos a s • —— -4- Z, s ina 3 • — • 
daj / rffUj-

Zi2 cos2 aj -|- A, Z,2 s in 2 a,; (V) 

d-'£7 
a , 2 = - — — = P 

aa. da.., 
da., da., d 2 a , 

Z, cos a,- -— • \- Z, sin a, 
d a, da. <9a, da.., 

(8) 

a 2 z j 5 a.., - | ^ 7 ' : 1 j -f-Z., sin a3 

— lv, Lf cos- a2 ~\- k-, I? s i i r a,; 

oraz z równań 5-tych wyrazy pomocnicze: 

d 2 a 8 __ /Z j \ 2 sin<vcos2a, Z, sin a. 

d 2 a 3 

da, 2 

daj 2 V/,/ COS8 a s Z:; cos a.. 

(9) 

(10) 
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d 2 a 3 / Z 2 \ 2 sina3-cos-a.., i, smo.., 
da..,2 \l.J C O S : i a : 1 /., C O S ^ 

( U ) 

d- a.. Z, I, sin a.. • cos a, • cos a 2 • 

d aj d a 2 l.,2 cos: i Oj 

Po podstawieniu w te równania wartości spółrzędnych ^ = 0, 
« 2 = 0, a3 = 0, wyznaczających położenie równowag i , i nas tępnie 
przyjąwszy dla uproszczenia rachunku: Z1=Z2==Z3 = Z; /f1=A_, = /e, 
otrzymamy dla tego położenia: 

A . = « i . i = V H j - - 2 P / - A P ; («) 
o a , 2 

ltl 
a 2 > ] a2>2 

= 3P 2 —4AZP+A-Z-. (6) 

Dla P — 0 otrzymamy Z> 1 <0, Z> 2 >0; znaki te wskazują 
(wzory 121-sze), że w tern położeniu (t. j . gdy ax = 0 , a2 = 0) 
dany układ znajduje się w równowadze zupełnie stałej (co rów­
nież wynika z ogólnych rozważań o rodzajach równowagi ukła­
dów, będących w stanie naturalnym, § 43-ci, str. 102-ga). 

Następnie, gdy zwiększać będziemy siłę P , znaki wartości 
J)t i D., mogą się zmieniać; przyjmiemy, że te znaki będą się 
zmieniać, gdy wartości Dy i D2 przechodzić będą przez zero, (co 
zresztą wynika z równań a i b). Wartość Dl przechodzi przez 
zero, gdy 

2P* — k Z- = 0 , t. j . gdy P== 1 k Ł , 
2 

i przytem zmieni znak z ujemnego na dodatni, gdyż pochodna 
równania a): 

dP 

Wartość /)., przechodzi dwa razy przez zero; z równania bo­
wiem /)): 

D2 = 3 P 2 — 4 klPĄ-k2 Z- = 0 
otrzymamy: 

P i = - A Z , P, AZ, 
3 
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i , — przechodząc przez zero, gdy 

P = \ k l , 

zmienia znak dodatni na ujemny, gdyż dla P= - kl. 
3 

d D, 
d P 

VP— 4 A Z < 0 ; 

wreszcie dla P—kl, zmienia znak ujemny na dodatni, gdyż dla 
P=kl 

dD, 
dP 

Wyniki te są naszkicowane na rys. 11-b, gdzie na osi po­
ziomej naniesiono wartość Z), , ewentualnie D>, na prostopadłej 

zaś do niej różne wartości P. 
W y n i k i te są również zesta­
wione w następującej tabli­
cy na podstawie wzorów 
120-tych i 121-tych. 

1 Dla 0 P kl, ma­

my Z)j < 0 , D-, > 0; rów­
nowaga jest przeto (zupełnie) 
stała; 

dla kl 
ó 

D2<0,- równowaga rożna; 

P < A Z , Dl>0, 

D-i < 0, — równowaga różna, 

dla ]kl 
Ci 

dla kl~^P-< 

Dla wartości 

Rys. 11-b. 

>:, Di 0 , D2 > 0 , — równowaga (zupełnie) niestała. 

1 
3 

kl P kl 

mamy równowagę różną, to znaczy (§ 40-ty str. 88-ma), że przy 
pewnych odkształceniach układu może być równowaga stała, a przy 
innych — równowaga niestała. 
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Obliczenie odkształceń, przy jakich równowaga różna będzie 
stałą, ewentualnie niestałą, można wykonać na podstawie § 41-ego. 

Równania równowagi 3-cie i 4-te mogą mieć jeszcze inne roz­
wiązania oprócz: ?.,= O i a, = 0, lecz ze względu na trudności alge­
braiczne nie da się ich w tym razie obliczyć. Ażeby jednakże, 
choć w przybliżeniu, otrzymać rozwiązanie tych równań, zastąpi­
my w nich sinusy i cosinusy pierwszemi wyrazami szeregu Tay-
lor'a, co dla niewielkich odchyleń (niekoniecznie nieskończenie 
małych), w które nie wchodzą pochodne wyższych rzędów niż 2-go, 
może dać dokładność wystarczającą. A więc podstawimy do rów­
nania 3-go i 4-go s i n a t = a j , cos a, = 1 i t. d. i otrzymamy: 

d U 
(2P—kl)l— *2lP==0, 

d otj 
(13) 

- - - = — O-L • IP^r o.., (2P-kl)l = O. 
do.., 

Ponieważ równania te są jednorodne względem niewiado­
mych o.t i OL., , przeto pierwsze położenie równowagi wyznaczone 
jest spółrzędnemi: 

a , = 0 , a._, = Q; 

jest to przypadek, któryśmy już wyżej rozpatrzyli. 
Ażeby znaleźć jeszcze inne rozwiązania, powinien wyróżnik 

równań 13-tych równać się zeru; z tego warunku otrzymamy: 

P = kl, P=-kl, 
3 

i tylko dla tych wartości P otrzymamy nowe gałęzie; gałęzi takich 
będzie dwie, lecz nie więcej, gdyż wyróżnik jest wyrazem dru­
giego stopnia względem P. 

Z równań 13-tych 

a., 
dla P kl', otrzymamy: ~ = 1 ; (14) 

oraz 
1 a, 

dhi P= w kr, otrzymamy: = — 1; (15) 
o o.. 

są to gałęzie nowych położeń równowagi. 
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Ażeby obliczyć rodzaje równowagi, obliczymy znaki wielko­
ści Dx i Z>, (wzory 119-te) dla tych położeń. W tern zadaniu 
mamy: 

przeto 
D1 = 2Pl — kP; D-, = 3 P- — ik lP-\- k1 P , 

dla P = A / , oraz dla — == 1, otrzymamy: 

Pi > 0 ; Z).2 = 0: 

wartość D., = 0 wskazuje, że układ dany przy warunkach P = kl, 
oraz a1 = oc2 (rów. 14-te) zachowywać się będzie, jak układ o jed­
nym stopniu swobody; a o rodzaju równowagi tego układu decy­
dować będzie znak wyróżnika Dx, który w tym razie jest dodatni; 
równowaga więc jest przy tern odkształceniu niestała. 

1 a Dla P= o kl, oraz dla ~ == — 1 (rów. 15-te) otrzymamy: 

Z>, < 0 . Z>, = 0 , 

a więc układ zachowuje się, jak-układ o jednym stopniu swobody; 
lecz równowaga jest w tym razie stała. 

Odchylenia a t i o..., wyrażone równaniami 14-tyni i 15-tym, 
w których układ dany jest w równowadze, nie mogą być znaczne 
co do ich wielkości, gdyż są to wielkości przybliżone; zupełnie 
dokładne są one tylko, gdy są nieskończenie małe; dla praktycz­
nych jednakże obliczeń dokładność tych wyników może być wystar­
czająca. 

Dokładność tych wzorów mogłaby być ściślej określona, gdy­
byśmy zastosowali więcej wyrazów szeregu, na jaki rozwinęliśmy 
funkcje sin. i cos.. Jest to taka sama sprawa dokładności, z jaką 
mieliśmy do czynienia przy obliczaniu ruchu wahadła sposobem 
przybliżonym. 

W innych położeniach, t. j . przy innych wartościach afj i a2 , 
niż te, k tóreśmy tu obliczyli, równowagi być nie może; nie mamy 
bowiem więcej równań równowagi , z których moglibyśmy obliczyć 
spółrzędne. 
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