. lipgeh

Dla obliczenia réwnowagi sil, przylozonych do takiego ukiadu,
zastosujemy powyisze metody, przyjawszy, Zze ¢— stalej wielkosci,
jak powiedzieliSmy to w § 5-tym. Zwrdécié jednakie naleiy uwage
na te okoliczno$é, ze wyraz pracy wirlualnej, obliczonej przy zalo-
zeniu = stalej, moze stuzyé¢ tylko dla wyrazZenia réwnowag: da-
nego ukladu; nie moze za$ stuzy¢ np. dla wyrazania rzeczywistego
jego ruchu; praca bowiem sit podczas przesunigcia rzeczywistego
jest wogoéle inna, niz ta, ktorg przyjeliSmy, w mySl powyiszego
zalozenia, dla f-— stalej; sity bowiem odporowe podczas przesu-
nigcia rzeczywistego, t.j. przy zmiennem #, wykonaja pewng prace,
cho¢ sg one prostopadte do toru, po ktérym punkt si¢ porusza;
nie sg one jednakze prostopadte do toru rzeczywistego, t.j. do prze-
suniecia rzeczywistego; tor bowiem w rzeczywistosci si¢ porusza,
punkty przeto przyloZenia sil odporowych wykonajg przesunigcia
zlozone. Wykonaja one przesunigcia wzdluz toru (wzgledne); pod-
czas tych przesunieé sily odporowe wykonaja prace réwna zeru;
wykonajg one jednakze jednocze$nie przesunigcia razem z torem
(unoszgce), podczas ktérych praca sit odporowych wogéle — nie
réwna sie zeru. Pojecie wiec pracy wirtualnej jest ogélniejsze od
pojecia pracy rzeczywistej, czy tez mozliwej. Z tego ostatniego
powodu niektérzy autorzy uwazajg, iz nazwanie pracy wirtualnej-
pracg mozliwa, w znaczeniu pracy, wykonanej przez sily podczas
przesuaiecia mozliwego, —jest w tym razie niestuszne; nie po-
winno to jednakze prowadzi¢ do btednego pojmowania.

ROZDZIAL VI

UKLADY 0 NIESKONCZONEJ LICZBIE STOPNI SWOBODY.
(POCZATKI RACHUNKU WARJACYINEGO).

51. Stormulowanie zadania.

Polozenie kazdego ukfadu materjalnego jest wyznaczone spot-
rzednemi niezaleinemi (§ 1-szy). Jezeli uklad ma skonczong liczbe
stopni swobody, to spéirz¢dne te, gdy sily, na niego dziatajace, sa
w réwnowadze, obliczymy jako niewiadome z odpowiednich réw-
nan ré6wnowagi; jezeli zas uklad posiada nieskonczong liczbe stopni
swobody, to mamy do obliczenia nieskonczenie wiele spélrzednych
niewiadomych; niewiadome te, t.j. spéirzedne moga by¢ obliczone
z funkcjonalnego zwiazku, jaki zachodzi pomiedzy niemi, o ile ten
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zwigzek bedzie znany. Jako przyktad stuzy¢ moze obliczenie krzy-
wej, jaka przybierze np. tancuch nierozciggliwy, ciezki, o niezmien-
nej dlugosci i o nieskonczenie matych ogniwach, gdy bedzie zawie-
szony swobodnie na dwéch nieruchomych punktach.

Forme tej krzywej, narazie nieznanej, wyrazimy réwnaniem:

y=12(x). (170)

W réwnaniu tem ¢ jest nieznana funkeja, ktéra mamy obliczyé;
jezeli te funkcje obliczymy, to bedziemy mogli obliczyé spoirzedne
(x, y) wszystkich punktéow danego uktadu.

Zadanie przeto polega w tym razie na znalezieniu funkcjonal-
nego zwigzku pomiedzy spéirzednemi x,y, t.j. polega na oblicze-
niu—z danych warunkéw zadania—formy matematycznej funkcji <.

Podstawa obliczenia tej funkcji jest przedewszystkiem waru-
nek, ze sily, dziatajace na dany uktad, sa w réwnowadze; nastep-
nie powinny byé jeszcze dane warunki, okreSlajace dane zadanie;
np. w powyzszym przykfadzie powinna by¢ dana dlugosé liny; na-
stepnie powinno by¢ powiedziane, Ze ta dlugosé sie nie zmienia
i ze szukana krzywa ma przechodzi¢ przez dwa dane punkty i t.p.
Réwnowage w tym razie wyrazimy, jak w poprzednich przykltadach,
zapomoca wyrazu pracy wirtualnej, ktory napiszemy bezposSrednio,
lub wyprowadzimy z funkecji sil, dzialajacych na dany uktad.

Funkcje tych sit — w powyzszym przykladzie — wyrazimy
jako funkeje tylko sil ciezkoSci czgstek tej liny; sily wewnetrzne
bowiem podczas wirtualnego przesunigcia tancucha wykonajg prace
rowng zeru (o ile nie uwzglednimy tarcia); wirtualna funkcja sit
przeto w tym razie jest nastepujaca:

] "B . L

U-——\ y-(18-~\ gV I-Eg0 - du, (171)
oA ol

gdzie ds oznaczaja dlugoSci czastek tego lancucha, ktére uwazaé
bedziemy za ich ciezary, a litery y i x oznaczaja spélrzedne tych
czastek; symbole za§ A i B oznaczaja granice catki, t. j. ozna-
czajg spéirzedne punktéw zawieszenia danego lancucha.

Jezeli bedziemy zmieniaé¢ dowolnie forme krzywej, jaka przy-
bieraé moze tancuch krzywej, przeprowadzajac najréznorodniejsze
krzywe pomiedzy punktami zawieszenia, zachowujac przytem dlu-
go§é tancucha, to otrzymamy najréZnorodniejsze wartosci dla U.
Jezeli weZimiemy pod uwage np. dwie dowolne krzywe, blisko
siebie lezace, ktére wyrazimy réwnaniami:

g=g;(x), oraz y—m(x); (172)
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to otrzymamy po ich podstawieniu do réwnania 171-go dwie war-
tosei U; i U,; réznica tych wartosci,

U-_) | L/Y] = ':U, (173)

wyraza prace, jaka w tym razie wykonaly sity ciezkosSci lancucha
podczas przejsScia danej krzywej z jednej formy do drugiej.

Na podstawie okreslenia réwnowagi powiemy, iz warunkiem
réwnowagi, jakiemu powinna czyni¢ zado$é szukana krzywa, jest
ten, azeby praca wirtualna, wykonana przez sity (w tym przykta-
dzie przez cieZary czastek danej liny) podczas zmiany jej formy,

byta rowna zeru, t. j. aZeby
5 U=0, (174)

gdzie &¢U oznacza sume prac tych sit podczas wirtualnego prze-
suniecia czastek tancucha.

Praktyczne rozwiagzanie tego zada- A X
nia polegaloby przeto na wykresleniu po-
miedzy punktami zawieszenia pewnej licz- B

by dowolnych, lecz bliskich sobie krzy-
wych, o jednakowych dlugoSciach (rys.
12-ty); nastepnie na obliczeniu dla kaidej

z nich warto§ci U sposobem np. wy- Jy
kreSlaym, jezeli krzywe dane sg wy-
kreSlnie, lub wogdle — analityeznym; ELAG 14

i wreszcie—na wybraniu z pomiedzy nich
takiej wartoSci U, ktérej roéznica z sasiedniemi wartoSciami
zblizalaby si¢ do zera, t. j. dla ktorej

sU—~0.

Krzywa, odpowiadajgca temu warunkowi, bedzie szukana
krzywa; takie byloby rozwigzanie §rodkami praktycznemi.

W przykladach, ktore bedziemy rozpatrywali, funkecja sit
wyraza sie wogéle wzorem:

‘B
U: \ f(-\':!/,!/’,!/" “““ ) . d.\', (175)
o' A d

w ktérym f oznacza funkej¢ znang, obliczong z warunkéw danego
zadania, jakeSmy to zrobili we wzorze 171-ym; — y zas jest funkcjq
nieznang zmiennej x; symbole zas y’, y'/,...... i t. d. oznaczaja
pochodne tej nieznanej funkecji wzgledem x i s3 réwniez fun-
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kejamni x; Zadanie w tym razie polega na znalezieniu takiej
funkeji =, ktéraby, podstawiona do funkeji sit (réw. 175-te), dala
przyrost ¢cU=0, gdy forme tej funkecji nieco zmienimy. Sposoby
obliczania takich funkcyj daje t. zw. rachunek warjacyjny, ktérego
poczatki oraz pewne zastosowania tutaj przytoczymy; w § 59-tym
za§ podamy sposoby obliczenia funkeyj przyblizonyeh do nich.

52. Poczatki rachunku warjacyjnego.

Jezeli mamy
y =5 W), (176)
to wogoéle zmiana wartoSci y moze nastapi¢ z trzech powodow:

1) albo z powodu zmiany warto$ci zmiennej niezaleinej .x,

gdy « jest funkcja okreslong (znang);

2) albo z powodu zmiany formy funkcii =, przy fej samej

warto$ci x, gdy funkcja = jest nieokreSlong (nieznana);
i wreszcie:

3) z powodu jednoczesnej zmiany warto$§ci zmiennej x, oraz

zmiany formy funkeji.

Funkcje, z jakiemi mamy wogdéle do czynienia, sg albo okres-
lone co do swej formy (np. sinx, lgx it d.) inaczej — sfafe,
albo nieokreSlone, t. j. zmienne; funkeje nieokreslone, inaczej
zmienne, oznaczaé bedziemy w tym rachunku symbolem ¢.

Funkcje okreslone odpowiadaja pojeciu wielkosci okreslonych,
inaczej wielkoSci statych; funkcje nieokreslone, inacze] zmienne,
odpowiadajg pojeciu wielkoSci niezaleznie zmiennych (po niemiec-
ku nazywaja je ,,Argumentfunction”); funkecji przeto pewnej nie-
zaleznie zmiennej w zwyktej analizie odpowiada w rachunku war-
jacyjnym wielkoSé, wyrazona funkeja okreslong (t.j. znang) pewnej
funkcji nieokreslonej, jako niezaleznie zmiennej; wielkosci takie
wyrazimy symbolem:

flz(]1, (177)

gdzie f jest funkecja okreSlona (znang), a ¢ jest funkcjg nieokres-
lona (nieznang, zmienng), ktéra przedstawia wielko$é niezaleznie
zmiennag. ,

Jezeli roznica warto$ci dwoch réznych funkeyj dla tej samej
wartosci x, t. j. jezeli réZnica wartoSci:

yr=1%(x), (178)
oraz
Y=z, (x), (179)
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jest nieskonezenie mata, to funkcje takie nazwano sgsiedniemi,
a rdéznice wartosci tych funkeyj, t. j. y.—y, przyjeto nazywadé
warjacja funkeji y, 1 — oznaczac ja literg 4; a wiec napiszemy:

Sy = % (x) — 3 (X). (180)

Pojecie przeto warjacji oraz jej symbol ¢ jest rézny od po-
jecia rozniczki, ktorej przystuguje symbol ¢ i przez ktora rozu-
miemy, jak zwykle, réznice wartosci znanej funkcji réznych, lecz
nieskoneczenie bliskich warto$ci zmiennej niezaleznej x; réiniczke
wiec¢ wyrazamy, jak zwykle, wzorem:

dy=r(xF+dx)—=(x). (181)

Przez warjacje zas pewnej funkeji rozumie¢ bgdziemy nieskoi-
czenie maly przyrost wartosei tej funkeji, ktéry powstanie wsku-
tek zmiany jej formy dla tej samej wartosci niezaleinej zmiennej x.

|

@3 (x) = ¥, + By,

O

Rys 13.

Geometrycznie unaoczniliSmy na rys. 13-tym warjacje funkcji
y, — 7, (x), jako réznice¢ rzgdnych krzywej y, —%,(x) i sasiedniej
. — @, (x), ktoéra jest bliska do krzywej pierwszej dla tej samej
odcietej x. Analitycznie za§ wyrazimy warjacje wzorem:

dy==-7(x)), (182)

w ktorym v(x) jest funkeja dowolng, lecz znikajaca w dwéch punk-
tach A i B rozpatrywanego przedzialu, = za§ jest zmienng wiel-
koscia, zblizajacq si¢ do zera; w ten sposéb dowolna funkcja 7
wyraza dowolno$é przyrostu 2y *), a wartosé ¢ wyraza dgzno$é

*, Wazor 182-gi jest tylko szezegélnym sposobem wyrazania zmiany
ilosci &y, gdyz nie zawsze zmiana ta jest proporcjonalng do zmiennej - (x); jak
réwniez wzOr ten przesadza o tem, iz wszystkie pochodne zmiennej &y zbli-
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do zblizania si¢ wartosci tego przyrostu do zera. Jezeli wyrazimy
warto$é pewnej funkeji wzorem:

g =% (x), (183)

to krzywy, wyrazajgca jej warjacje, wyrazi¢ mozemy na zasadzie
tego okreslenia wzorem:
Yo=Y 2y,

Y=y 7+ 1(x). (184)

Zbior krzywych, wyrazonych rownaniem 184-tem, nazwiemy
krzywemi sgsiedniemi krzywej, wyrazonej rownaniem 183-ciem.
Jezeli ilo§¢ = —0, to wszystkie krzywe y,=—,(x) daza do po-
krycia si¢ z krzywa y, = o, (x)*).

Analogicznie do okreslenia warjacji pewnej funkcji, wyrazo-
nego réwnaniem 182-giem, wprowadzimy pojecie warjacji po-
chodnej tej funkcji, rozumiejac przez nia réinice wartosei po-
chodnych dwoéch sgsiednich funkeyj dla tej samej wartosci x,
t. j. wyrazimy warjacje pochodnej wzorem:

inaczej wzorem:

cdy _dg.(x)  de (Y)

D) 185
dx d.x dx ( )

Wzér ten mozna przeksztalci¢ na zasadzie wzoru 180-ego na
nastepujacy:

1z, (X o, (X 1 )
6([” dgy(x)  dx, \y)_ s Lt = d y; (186)
dx dx dx dx dx

lub, inaczej, napiszemy ten wyraz:

By

- , (187)
dx
gdzie:
T
¢ dx’

zaja sie do zera wraz z wielkoscig £, co nie zawsze nastepuje; zastrzezenie to
nalezy przeto mieé¢ na uwadze przy stosowaniu wzoréw, opartych na tem za-
lozeniu; zalozenie to jednakie nie jest wogdle sprzeczne z warunkami zadan,
spotykanych w technice.

*) Rozrézniaé jeszcze naleiy sasiedziwa réznych rzedow; — jezeli np. tylko
warto$ei spélrzedne y obydwoch funkeyj zblizaja sie do siebie, to nazywamy
je sgsiedztwami zerowego rzedu; jezeli oprécz tego i wartosei pierwszyeh po-
chodnych zblizajg sie do siebie, to méwimy o sysiedztwie pierwszego rzedu i t.d.
W tych rozpatrywaniach méwimy tylko o sgsiedztwie zerowego rze¢dn.
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Mozemy, oczywiScie, wyrazi¢ rowniez warjacje pochodnej jako
roznice wartosci tangensow katéw, utworzonych z osig x, przez
styczne w punktach (x,y,) oraz (x, y,) krzywych sasiednich, t. j.
mozemy napisa¢ z rys. 13-go

s 4y

—tgu,—tgu, .
== g % g7

W tenze sposéb mozna réwniez napisaé¢ warjacj¢ drugiej po-
chodnej jako réznice wartosci drugich pochodnych tych dwéch
funkcyj dla tej samej warto$ei x: otrzymamy wtedy:

) e 0 b e 2 L d:s
g < l{ == Z 'mi.:‘r’) i T (,A) = 2 () —9 (x) ]=- O{Z ’
dx® d x? d x? dx- d x*
lub inaczej: _
b=l sy (188)
d x?

Wzory te wystowimy w ten sposéb: dzialania matematyczne,
okreslone symbolami ¢ i d, posiadajg wlasno$¢ przemienno$ci dla
tych samych warto$ci x; krocej wyrazimy te wilasciwosé: warjacja
pochodnej rowna sie pochodnej warjacyi.

Przemiennosé dzialan warjacji i rézniczki wynika z tej wia-
Sciwosei rozniczkowania, ze rézniczkowanie jest dzialaniem roz-
dzielnoSciowem (distribuliv), t. j. Ze np. rézniczka sumy jest réz-
niczky jej dodajnikéw i odwrotnie; te¢ wilasciwosé rézniczki zasto-
sowaliSmy wtasnie do obliczenia wzoru 186-go i 188-go.

Wilasciwo$ci przemiennosci rézniczkowania i warjacji mozna
rozszerzy¢ i na inne dzialania matematyczne, byleby le dzialania
byly rozdzielnoSciowe. To samo przeto prawidlo przemiennosci
dziatan przysluguje rowniez operacji calkowania; catkowanie bo-
wiem jest rownieZz dzialaniem rozdzielnoSciowem, gdyz catka sumy
rowna si¢ sumie calek dodajnikéw tej sumy i odwrotnie; przeto,
stosownie do okre§lenia warjacji (réw. 180-te), napiszemy:

‘B ‘B "B B _
a\ gdux: \ co{x)dx — \ i (s Yref = \ [z, ()2, ()] d =
A 1 oA el

e S

B
\ 2y dox; (189)
A

granice A i B oznaczajg, Ze rozpatrywane wlasciwosci odnoszg sie
do punktow krzywej y =9 (x), zawartych pomiedzy punktami
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A i B. Wynik powyzszy wystowimy w nastepujgcy sposdb: war-
Jacja catki rowna sie catce warjacji funkeji, znajdujacej sie pod
znakiem catkowania.

Przystapimy teraz do rozwigzania wlasciwego zadania, t.j. do
obliczenia takiej formy funkeji y =7 (x), ktéraby, podstawiona do
réwnania -

u \ fe gy, Yy’ ) du, (190)
A

data zmiennej U takg wartos§¢. ktorej przyrost
sU=0

przy zmiennej formie funkeji z.
Prazyrost U powstaje wiec w tym razie jako réznica warto-
$ci dwoéeh calek, a mianowicie — wartosci catki:

‘B

U-_.Z\ FOei e W Plan -0 )l x, (191)
A

oraz wartosei catki:

'3
Ulz\ At dnter. B : b il ; (192)
ol
gdzie

Y= (x) i Yo = %, (X) (193)

-3

wyrazajg sasiednie funkcje; za$ y’;, y'» i t. d. wyrazajg ich po-
chodne dla tych samych wartosci x.
Podstawimy nastepnie w réwnanie 191-sze wartoS¢é:

Yo=Y %Y,
a otrzymamy :

Ly}
& \ oyt v =%y, y' ey, - )-dx. (199)

A

Rozwiniemy nastgpnie funkcje podcalkowa wyrazu 194-go
w szereg Taylor’a wzgledem przyrostéw ¢y, 5y’ i t. d. i napisze-
my wogdle:
AU=U.—U,;

jezeli nastepnie symbolem ¢ U oznaczymy wyrazy, jakeSmy to
wyzej oznaczali, tylko pierwszego rzedu szeregu Taylor'a, to na-
piszemy wzor:
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b \-l;

8¥

J ) )
. of <oy -k i soyt ol e | dy, (195)

S —r 7]

QY. e ey i C.an

w ktorym wskazniki przy y pominieto; sy one bowiem juz zbedne.

Obecnie zajmiemy sie przeksztalceniem catki 195-ej w ten
sposéb, azeby z niej moina bylo obliczyé szukana funkcje = (x),
t. . funkeje, ktoraby czynita zado§¢ warunkowi:

s — 0.

W tym celu postaramy sie przeksztalcié wzér 195-ty w ten
sposob, azeby byt niezalezny przyrost 2y, a nie przyrosty po-
chodnych y’, y” i t.d.,, i do tego zastosujemy przemienno$é war-
jacji i rézniczkowania, t. j. przemiennosé dziatan, okreslonych
symbolami 4 i d, i napiszemy réwnanie 195-te, zastapiwszy, na
podstawie réwnania 187-go i 188-go, wyrazy cy’, 2y” wyrazami
diy i d*oy ;

: t. d.— w nastepujacej postaci:
dx d x*

| I

2U- \"‘l"df gl G NdRy - O Wy
A

L - B — i ~dx. (196
dy T SIS I ; Ho)

L.ecz w tem roéwnaniu, oprécz niezaleznych przyrostow 7y
(wynikajacych ze zmiany formy funkeji), wystepujg jeszcze po-
chodne tych przyrostow, t. j. pochodne

By NN
dx d x?

Azeby usunadé te pochodne, zastosujemy do scatkowania wzorn
196-go catkowanie przez czesci podiug ogélnego wzoru:

“B B
\ u-dv=u-v—\ v-du. (197)
e A oA

Poniewaz pierwszy dodajnik pod znakiem calki réwnania
196-tego posiada tylko czynnik 2y, przeto pozostawimy go bez
zmiany; drugi zas dodajnik scalkujemy w ten sposoéb, Ze przyjmiemy

af

-, oraz 4y-=—uv;
oy’



i

7y

- «dx wyra-
dx y
zem doy, napiszemy catke drugiego dodajnika row. 196-tego
w nast. sposéb:

na podstawie wiec wzoru 186-go po zastapienin

‘” df . _iai . ([\'»* \‘”()f
e d

| af
.(1!}!]: 7
Jady  dx dy | dy

B
dy’ w,l/.A—{—

B ‘
\ 3R (9f )-dx; (198)
1 dx oy’

w réownaniu tem niema juz pochodnej przyrostu ¢y, a tylko przy-
rost ¢y. Dodajnik frzeci funkeji podcalkowej réwnania 196-go
przeksztaleimy w tenze sposob, t.j. zastosujemy catkowanie przez
czesci, lecz dwa razy i napiszemy:

\"1‘ of d*y Ly A \'" af _d(‘(lf)y):

Jady” da? Jady”’ dx |
Of  diy|*_(doy d( Oy 4 gy
oy"’ dx 4 i dx dx\0dy' -
g : ikt . doy
AZzeby wreszcie pozby¢ sie jeszcze pochodnej = jaka

wystepuje w funkeji podcatkowej wzoru 199-go, zmienimy porzadek
czynnikéw mnozenia i skasujemy dx w liczniku i mianowniku,
jakesmy to poprzednio zrobili, i napiszemy:

‘“doy d [ Of o Jf
\ dx .(1.\'(0!/”,) & \(1\(()1/ )

.

0/

(200)

a po scatkowaniu przez czeSci napiszemy:

\‘Bd()!/_ d ('()f').d

Jadx dx\dy”

1 af\ . 1B (B g
B (.{J-oy , \ d~(df)-dx-5y. (201)
daxtoy! YT Y awe Loy

Po podstawieniu tego wyrazu do réwnania 199-go otrzymamy
3-ci dodajnik row. 196-tego w nast. postaci:
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Jaoy”"  dxt ;

()f ! 1137‘7 \-Ii d: ( ({f

: Jadxr i dy’

af .(‘1')'1/”’_ (
| dy” dx 4 ‘([\ ()1/” A A

,)-(1.\--5_1/, (202)

gdzie niema pod znakiem catki pochodnych przyrostu 2y, lecz
tylko same przyrosty o y.
Widzimy z tych przeksztalcen, Ze calka kazdego dodajnika
funkeji podcalkowej rownania 196-go réwna sie (réw. 198-e i 202-¢):
1) sumie wyrazéw statych, ktore obliczymy, gdy dla wartosSei
zmiennych, zawartych w tych wyrazach, podstawimy
wartosSci, odpowiadajgce spélrzednym punktéw A i B,
2) oraz sumie wartosci calek okreslonych, ktérych funkeja pod-
catkowa zloZzona jest z funkeji zmiennych x, y’, y”, ...
oraz z wartosci przyrostéow 3y, (lecz bez ich pochodnych).
Jezeli nastepnie podstawimy wyrazy 198-my i 202-gi, do row-
nania 196-go, a nastepnie, gdy ujmiemy wyrazy stale w jeden
nawias, a catki ujmiemy pod jeden znak catki, wtedy napiszemy
po odpowiedniem uporzadkowaniu, zamiast réwnania 196-go, na-
stepujace:

| of ) < I.‘;,/,!_Iﬁf_ di of ) N2diy |
ady’ (1\ dy’ ! 4 log” (1\(() T4 a dx
B : ;
—F\ 4/ (df).; ( ‘)f,,)_ . ‘.a”-d.\‘. (203)
Jaldy dx\dy’ *\oy”

Wartos$ci wyrazow, zawartych w dwdch pierwszych nawiasach,
sq zaleine od zmiany wartosci szukanej funkcji tylko na jej gra-
nicach 4 i B; warto$¢ zas wyrazu calki zalezy od zmiany formy
funkeji na calej jej rozciagtosci i jest réznag dla réinych form tej
funkeji. Z tego wynika, ze, gdy sU=0, wtedy warto§¢ catki szu-
kanej funkeji zmiennej wyrazataby sig jej wartoSciami' na grani-
cach; réwnanie przeto 203-cie (gdy 3U=0) moze posiadaé _pewne
znaczenie rzeczywiste tylko wtedy, gdy suma wyrazéw, zawartych
w dwdéch pierwszych nawiasach, réwnaé sie bedzie zeru; a wtedy
warto§é catki bedzie takie réwnaé sie zeru.

Otrzymamy przeto w tym razie z réwnania 203-go réwnanie
nastepujace:

o dadfe . &
Jdy dx (\(),1/’) ‘ :1.\"-(()1/

o3

) =

sy-dxy—=0. (204)
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Jak kazda calke, tak i calke réwnania 204-go mozZzemy uwa-
zaé¢ jako sume (graniczng) nieskonczenie wielu nieskonczenie ma-
tych dodajnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem, ztozonym z trzech
wielkosci: z wielkoSci zawartej w nawiasach, nastepnie — z czyn-
nika 5y, ktory przyjeliSmy, ze jest zupetnie dowolny (wirtualny),
i z czynnika dax, ktéry jest staly. Azeby taka suma mogla byc¢
rowng zeru, co jest warunkiem réwnowagi, powinien kazdy z czyn-
nikéw, stojacych przy wielkosciach dowolnyeh 2y, byé réwny
zeru; (poréwn. np. réwn. 62-gie str. 54)*). Azeby przeto calka,
wyrazona réwnaniem 204-tem, mogla by¢ réowng zeru, powinien
kazdy wyraz w nawiasach, jako znajdujacy sie przy wielko§ci do-
wolnej ¢y, byé réwny zeru, co wyrazimy réwnaniem:

of _d ( of)L o (<)f),,4,__:u (205)
dy dx'\dy' " dx? ay"”

kiore jest réwnaniemn rézZniczkowem szukanej funkeji y= 2(x).
Réwnanie to nazwane jest réwnaniem Euler — Langrange’a.

Krzywe, czynigce zado$é rownaniu 205-mu, gdy stale, wyni-
kajagce z calkowania, przyjmiemy za zmienne, nazwano wogéle
krzywemi extremalnemi (co odpowiada pojeciu catki nieokreslo-
nej); pomiedzy temi krzywemi znajduje sie przeto szukana krzywa,
inacze] szukana funkcja y =< (x).

53. Szczegéblne przypadki tunkcji sit.

Calkowanie réwnania 205-go daje si¢ w pewnych szczegdl-
nych przypadkach uproscié.

1) Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy w funkeji podcal-
kowej réwnania 175-go wystepuja jawnie tylko zmienne x, y i v/,
t. j. gdy wyisze pochodne od y’ nie wystepuja; wtedy réwnanie
205-te przybierze nastepujacg postac:

e e i woh
T —{)}s 206
dy dx (()y' ) i

na podstawie bowiem przyjetego w tym razie zalozenia ddf” —0 itd.
Yy

*) Dochodzg tu jeszcze pewne zastrzezenia matematyczne, ktérych nara-
zie nie poruszam.
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Po obliczeniu wskazanej w tem rownaniu pochodnej wzgle-
Jof . - . ;
dem .x, uwzgledniwszy przytem, ze ! jest wogole funkeja zmien-
A oy’

nych x, y i ¥y, ay iy’ sa funkcjami zmiennej x, napiszemy
rownanie 206-te, po obliczeniu pochodnych, wskazanych w tem
rOwnaniu, w nastepujgcej postaci:

()fﬁ ()'-’[ o*f ‘(1,1/ : _d"’f (l:"_I/

, , S0 (207)
dy dxdy’ dydy’ dx 0y'? di?

Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, ktéremu szu-
kana funkcja y = »(x) powinna uczyni¢ zadosé.

Catka réwnania 206-go, lub 207-go bedzie miala postaé:
y=r1(x,C, C); (208)

posiada¢ bedzie dwie stale; stale te obliczymy z warunkéw brze-
gowych zadania np. z warunku, jak w przyktadzie z tlancuchem,
ze to rownanie powinno si¢ speinia¢ dla dwoch par wartosci (x4, ya)
oraz (x,,y,) jako spélrzednych punktow A4 i B; po podstawieniu
wiec tych wartosci do réwnania 208-go otrzymamy :

Va—8 (%3, Cfs )| | oraz ~m—=prsCiNCAY (209)

z ktérych wogdle mozemy obliczyé state €, i C,.
Jezeli dla tych stalych nie otrzymamy wartosci rzeczywislych,
bedzie to znaczy¢, ze dany ukltad nie posiada poloienia r6wnowagi.
2) WeZmy nastgpnie pod uwage szczegdéiny przypadek, gdy
funkecja podcatkowa réwnania 175-go ma postaé: f (y, y'), t. . gdy
funkcja ta nie posiada zmiennej x, t. j. gdy

Jf

dx Y.

a posiada zmienng y oraz tylko pierwsza jej pochodna y’; wtedy
odpowiednie véwnanie rézniczkowe, ktére jest wogdle drugiego
rzedu, da sie bezposrednio przeksztalcié na réwnanie rozniczkowe
rzedu pierwszego w nastepujacy sposéb.

Réwnanie Euler - Lagrange’a, t. j. réwnanie 205-le, w tym
przypadku bedzie mialo, jak réw. 206-te, nast. postac:

of d ;0

1) —p, 210
dy dx 0_1/’) (210)



— 180 —

- ! G .
W celu uwzglednienia warunku, ze w tym razie ()7 -0, obli-
X

czymy pochodng catkowita funkeji f(x,y,y’) wzgledem x, a zwa-
Zywszy, ze zmienne y iy’ sg funkcjami zmiennej x, napiszemy row-
nanie tozsamosciowe:

1 )f )t )
(f (/ il ¢ / . I/’ e (f g 'I/II. (211)
dx dx dy dy’
af 2 .
W rozpatrywanym przypadku A 0; =z rownania przeto

0
0.

do réwnania 211-go i otrzy-

211-go dla danego przypadku zniknie wyraz {.Nast@pniezré\\'-

of
dy

([f { df ()f ’
- - T 212
dx dux ( oy’ ) o dy’ - o

nania 210-go podstawimy wyraz

mamy je w postaci:

Réwnanie to da sie wyrazié pochodna:

d af i
—qg’ - = () (213
dx (f 4 ()y’) )

po obliczeniu bowiem tej pochodnej, otrzymamy réwnanie 212-te,
aof
ay’

gdy przy tem obliczeniu uwzglednimy, ze funkcje y’ i sg funk-

cjami zmiennej x. Réwnanie 213-te daje sie bezpoSrednio scalko-
waé i otrzymamy wtedy:
: dJd
iy L —a, (214)
dy’

ktére jest réwnaniem rézniczkowem pierwszego rzedu. Roéwnanie
to mozZemy napisaé bezposSrednio z danej funkecji podcatkowej
row. 175-go, co stanowi znaczne uproszczenie rachunkowe.

54. Liczba stalych catkowania.
Gdy w funkeji podcatkowej, t. j. gdy w réownaniu
B

U———\ F gy .. ) dx (215)

A

znajdujg sie pochodne rzg¢déw wyizszych, niz pierwszego, to fatwo
zauwazyé, ze po wykonaniu dzialan, wskazanych w réwnaniu
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205-tem, otrzymamy réwnanie rozniczkowe rzedu, ktérego liczba
bedzie podwdéjna liczby rzedu pochodnej y wzgledem x, znajduja-
cej sie pod znakiem caltki.

Réwnanie rozniczkowe np. 207-me, ktoérego funkcja podcal-
kowa, w myS§l zalozenia, posiadata najwyisza pochodna — pierw-
sza, jest rownaniem 2-go rzedu; gdyby zas y'' bylo najwyisza
pochodng w funkeji podcatkowej, to odpowiednie réwnanie roz-
niczkowe byltoby czwartego rzedu; wyraz bowiem

(IZA ()f \)
d x- (()_1/" '

jest czwartg pochodng zmiennej y wzgledem x; rownanie przeto
y = (x) posiadaloby w tym razie cztery state, ktére powinny daé
sie obliczy¢ z warunkéw brzegowych danego zadania; z liczby przeto.
wykazujacej rzad pochodnej y, znajdujace] si¢ w funkeji podcat-
kowej (funkcji sil), mozemy orzec wogdle o liczbie niezaleznych
warunkéw brzegowych, potrzebnych do obliczenia, lub tez do $ci-
stego okreslenia formy szukanej krzywej. I odwrotnie,—jezeli zna-
my warunki brzegowe niezalezne (jezeli znamy je np. z rozwazan
fizycznych danego uklfadu), ktére dostatecznie wyznaczajg forme
szukanej krzywej, to bedziemy mogli orzec o wysokosei rzedun
rownania rézniczkowego, a wiec i o odpowiedniej wysokosSei rzedu
pochodnej, ktora wchodzi do funkeji podcatkowej.

55. Obliczenie rodzaju réwnowagi zapomocq rachunku

warjacyjnego.

Azeby rozpoznaé, czy sily, dzialajace na dany ukiad mater-
jalny, ktérego polozenie, czy tez forma czyni zado§¢ réwnaniom
Euler—Lagrange'a (réw. 205-te), sa w réwnowadze stalej, lub nie-
statej, nalezy wziaé, jakeSmy robili z ukladami o skonczonej licz-
bie stopni swobody *), drugi wyraz szeregu Taylor'a, na jaki roz-
wijamy funkecje sit; znak tego wyrazu (o ile ten wyraz nie bedzie
réwny zeru) rozstrzygnie o znaku pracy sil, wykonanej podeczas
zmiany formy tego ukladu; a wige rozstrzygnie o rodzaju réwno-
wagi. W tym celu uzupelnimy szereg Taylor’a, na ktéry rozwi-

*) Zaznaeczy¢ nalezy. iz zasadniczo nie mozna obliczaé wiasciwosei, wy-
nikajgcych z warunkow: n = skonezonej liczbie, do wlageiwosci, gdy n= . ;
w wielu jednakZe przypadkach nie prowadzi to do bledéw.
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nelismy funkcje sit w réwnaniu 195-em, wyrazem nastepnyin, ktory
oznaczymy symbolem &¢2U, i napiszemy:

y 1 ¢80 f ., i =, 0* e
6.0 \ [ {-'4/"-.—2 ot » Byt =t f;,-'A.I/- -dx. (216}
2 ') [iag/* dy dy’ dy"

Poniewaz wyrazy pierwszego rzedu szeregu Taylor’a réownaja sie,
wskutek rownowagi sil, zeru, przeto znak wyrazu 3*U (réw. 216-te).
jak to bylo poprzednio, rozstrzygnie o znaku wyrazu AU, t, j
o rodzaju rownowagi danego uktadu sit.

Jezeli przeto, w mysl poprzednich rozwazan (§ 39-ty), dla potoze-
nia réwnowagi wartos$¢ 4?U bedzie miata znak dodatni dla wszystkich
wartosci typu 4, to bedzie znaczyé, ze uktad ten jest w rownowa-
dze niestatej; jezeli za§ ma znak ujemny, to uklad ten jest w réw-
nowadze stalej; a jezeli jest réwna zeru, to nalezy zbadaé¢ znak
trzeciej, ewentualnie, nastepnych warjacyj; lub tez mozna powie-
dzieé¢, ze rOwnowaga w tym razie jest obojetna do drugiego rzedu
wlaeznie, co, oczywiScie, nie przesadza jeszcze o rodzaju réwnowagi.

Zadanie przeto obecnie polega na obliczeniu znaku wyrazu
6*U dla polozenia rownowagi, gdy funkecji v (x) nadawaé bedziemy
dowolne formy.

Obliczenia tego dokonali Legendre i Jacobi, ktorzy wykazali,
ze wyraz o°U, obliczony dla polozenia réwnowagi, posiada ten
sam znak, jaki posiada wyraz:

()‘.’
! - (217)
dy'”

przy warunku, ze w danym przedziale warto$c:

270, (218)
gdzie rownanie y—v(x, () jest juz znanem réwnaniem szukanej
krzywej, a C jest jedng ze stalych calkowania, ktérg przyjmujemy
narazie jako nieokreSlona. Warunek przeto, wyrazony réwna-
niem 218-tem, ogranicza zmian¢ formy danego ukladu, jaka sto-
sujemy dla zbadania rodzaju réwnowagi; kryterjum przeto, wyra-
zone réwnaniem 217-tem, odnosi si¢ tylko do odksztalcen, kidre
czynig zado$¢ réwnaniu 218-temu;—do innych form ono sie nie od-
nosi. Ograniczenie to wyrazimy geometrycznie w nastepujacy
sposOb. Przyjmieimny, ze szukane réwnanie y = = (x) posiada dwie
state catkowania, ktoére mozemy obliczyé 2 warunkow zadania;
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przyjmiemy np., Ze szukana Krzywa przechodzi przez dwa dane
punkty A i B. Przyjmiemy nastepnie, Ze potozenie punktu np.
A jest okresSlone, potozenie za§ punktu B wyobraimy sobie nie-
okreSlonem, — zmiennem; wtedy warunek 218-ty wyrazimy w na-
stepujacy sposdéb:

Yooz, (219)

gdzie Cp przyjmiemy jako parametr zmienny.
W celu geometrycznego zinterpretowania tego warunku,
przyjmiemy chwilowo, Ze punkt B czyni zado$é réwnaniu:

AL Ty (220)
J (' B ;
wtedy réwnanie
)¢
y=wu(x.Cp) ftacznie z réwnaniem - =0, (221)
0Cg

po wyrugowaniu parametru Cp, wyznacza obwiednie, jakg utwo-
rza krzywe extremalne y= 2 (x, Cp) przy zmiennym parametrze Cjy.

Nieréwnos$¢ przeto i

2 Ly, | (222)
JdCp
moze by¢ spetniona tylko dla punktéw krzywych extremalnych,
nie lezacych na tej obwiedni.

Nieré6wnos§é 222-ga wyraza jednocze$nie, Ze obwiednia ta nie
moze przechodzi¢ miedzy punktami A i B; warunek bowiem 218-ty
wymaga, azeby ta nier6wno$§¢ byla spetniona dla wszystkich punk-
tow odcinka A B. ‘

Znak przeto wyrazu 217-go rozstrzyga o rodzaju réwnowagi,
jezeli dany odcinek A B znajduje si¢ po jednej stronie obwiedni,—
co tez nalezy zbadaé. Zbadanie to ze wzgledéw na trudnosci
algebraiczne moze by¢é wykonane najprosciej droga wykresling,
przez wykre§lenie obwiedni krzywych:

y=<(x, Gy, (223)

gdy przyjmiemy Cj jako zmienny parametr.

Azeby przeto rownowaga danego uktadu przy danej formie
funkecji y=7(x) byla stala, lub niestata, powinna wartos§¢ wyrazu
217-go i 218-go dla wszystkich wartosei zmiennej x, zawartych
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w danym przedziale calkowania, nie zmienia¢ swego znaku;—i je-
zeli przy tych warunkach i tylko przy tych warunkach wartosé
wyrazu

i i (224)
dy'’*

to dany uklad jest w rownowadze niestalej; jezeli zas

9T <o

= (225)
dy”

2

to dany uklad jest w réwnowadze stalej.

Warunki te jednakze nie zawsze sg wystarczajgce do orze-
czenia, czy dana forma y = z (x) jest forma réwnowagi statej, czy
tez niestalej; w wielu jednakze zagadnieniach technicznych te wa-
runki bywaja dostateczne.

56. Zalozenia, na kiérych opiera sie powyzsza metoda.

Wazniejsze zalozenia, ktéreSmy przyjeli milczaco w tych
obliczeniach sg nastepujace:

1) Zalozono, ze funkcja y==(x), ktéra czyni sU=0,
istnieje *).

2) Zalozono, ze w danych granicach callkowania funkcja szu-
kana y-=—7v(x) jest jednoznaczng, ciaglag i posiadajaca pochodne
ciggle do rzedu, jaki w rachunku jest stosowany;

3) nastepnie zalozono, ze funkcja podcatkowa f(x,y,y',...)
jest wzgledem zmiennych x, y, y’,.. jednoznaczng i posiada w da-
nym przedziale czastkowe pochodne ciaglte wzgledem zmiennych
Sy e

Jezeliby przeto szukana krzywa y =« (x) byla np. linja tama-
ng, lub gdyby nie posiadata ciagtych pochodnych, gdyby byla np.
linjg zlozona z krzywych, lub prostych odcinkéw, lub gdyby byta
wieloznaczng, (coby nastapito, gdyby np. obydwa kraficowe punk-

*) Zagadnienia bowiem, wehodzgce w zakres rachunku warjacyjnego,
nie zawsze posiadajg rozwigzania pomimo, iz posiadajg one nieraz wszelkie po-
zory slusznoseci; dowdd przeto istnienia rozwigzania, a jak w tym razie do-
wod istnienia odpowiedniego extremnum, jest przy metodycznem postepowaniu
potrzebny; w praktyce jednakZe rachunkowej, ze wzgledu na trudnosci mate-
matyczne, pomijamy czesto te dowodzenia i zastepujemy je pewnemi rozwa-
zaniami, opartemi na fizycznych wlasciwosciach danego zagadnienia, co, oczy-
wiscie, nie zastepuje wogéle Scistego dowodu.
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ty rozpatrywanego fancucha lezaly np. na jednej rzednej), lub
gdyby posiadata w danym przedziale pochodna réwna ~, — wtedy
rozwigzania takich zadan, zapomocy podanej tutaj metody nie zna-
lezlibySmy; i odwrotnie,—gdyby$my sposobem tutaj wskazanym nie
znalezli funkeji y=+ (x), ktéraby uczynita ¢ U=0, toby jeszcze
nie znaczyto, ze niema wogéle takiej krzywej dla danego zadania;
moglaby ona bowiem istnieé, lecz w postaciach, ktére sa wyklu-
czone zastrzezeniami, poczynionemi w tym rachunku; np. zastrze-
zeniem co do ciggtosci funkeji i ich pochodnych, zastrzezeniem co
do nier6wnosci 219-tej; takich krzywych, jezeli sa one rozwigza-
niem danego zadania, nalezy szukaé¢ inng droga.

Wyeczerpujace wiadomosci w tym wzgledzie osiaggnaé mozna
droga glebszych studjéw rachunku warjacyjnego. Poréw. np.
E. Pascal ,Rachunek nieskoneczonosciowy“, Dr. A. Przeborski
,Rachunek warjacyjny“ (wyszla tylko cze$é pierwsza tomu I-go);
praca ta zakrojona jest na szersza skale i ujmuje gleboko dane
zagadnienie.

57. Inne zastosowania symbolu 2.

Symbolem 4 oznaczyliSmy w tych rozpatrywaniach przyrost
wartoseci pewnej funkeji y=—¢(x), gdy zmienimy jej forme, nie
zmieniajage przytem wartoseci x .

Symbol ten bywa jednakie stosowany réwniez dla oznacze-
nia innych poje¢ matematycznych, nie majacych nic wspoélnego
z zagadnieniem rachunku warjacyjnego, co wywoluje niejasnos$ci;
stosujg go, miedzy innemi, np. do oznaczenia przesunie¢ dowol-
nych, niezaleznych ani od sif, ani od czasu, ktére nazwaliSmy
przesunigciami wirtualnemi. Ot6z symbol ten w tych dwéch przy-
padkach wyraza dwa réine pojecia; symbol bowiem ¢, zastoso-
wany do przesunie¢ wirtualnych, nie jest warjacja w znaczeniu
wyzej podanem, nie jest przyrostem jakiej§ zmiennej, pochodza-
cym od zmiany formy funkeji, lecz oznacza tylko zupeinie dowol-
ny nieskonczenie maty odcinek prostej, jako przesunigcie punktu.

Symbol ¢ stosowany bywa réwniez dla wyrazenia przyrostu
wartosci danej fankeji, gdy niezaleine zmienne doznajg przyro-
stow dowolnych, nieskonczenie malych.

Gdy mamy np.
U=Ffx, y, 2), (226)

wtedy przyrost tej wielkosci ¢ U, ktory powstaje, gdy zmiennym
niezaleznym x, y, z nadamy przyrosly dowolne dx, 2y, ¢z, na-
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zywaja réowniez warjacjg danej funkcji, a wlasciwie przyrost ¢ U
jest w tym razie pierwszym wyrazem (nieskonczenie matych wiel-
kosci pierwszego rzedu) szeregu Taylor’a, na jaki rozwiniemy
U—Ff(x, y, z). Symbol ten, jak i nazwa warjacji, nie ma réwniez
w tym razie nic wspélnego z pojeciem tejze nazwy, stosowanem
w rachunku warjacyjnym.

58. PRZYKLAD. Pret spreiyscie gietki umocowany jest
jednym koncem pionowo ku gérze; na drugim za$ koncu przy-
czepiony jest swobodnie ciezar P (rys.
| 14-ty). Obliczy¢é metodg rachunku warja-
................ cyjnego forme krzywej, jaka przybierze
ten pret pod dzialaniem ciezaru P, oraz
T, ) P obliczyé rodzaje réwnowagi.
1 W tem obliczeniu przyjmujemy, Ze
: pret jest cienki (o przekroju np. okragtym),
P | doskonale sprezysty na giecie; przyjmu-
/ jemy nastepnie, ze w kierunku swej osi
= jest on sztywny i nieodksztalcalny, t. j.
' nie jest on ani rozciggliwy, ani SciSliwy.
Dla wyrazenia réwnania krzywej
réwnowagi tego preta obierzemy jako
spolrzedne kat t, jaki tworzy styczna tej krzywej w dowolnym
jei punkcie K z osig x-6w (rys. 14-ty), oraz dlugos¢ s tuku tej
krzywej, mierzona od punktu umocowania O do punktu dowolnego
K tej krzywej.

KXo P 7T

4]

Rys. 14,

Obieramy takie spéirzedne*), a nie — spéOlrzedne np. (x,y),
gdyz, jak to zobaczymy, przedstawiajg one pewne uproszczenia
rachunkowe; a, gdy obliczymy np. zwigzek:

v=17(s), (227)

bedziemy mogli przeksztalci¢ go na rownanie spéirzednych x i y.

#) Spoélrzedne te sa szczegdlnem zastosowaniem t. zw. spélfrzednych
naluralnych. Spélrzednemi naturalnemi nazywamy pewne wielkosei geometryczne,
charakteryzujgce dang krzywsg; zwigzek przeto funkejonalny pomiedzy temi
spélrzednemi okreSla wlasciwoSci samej krzywej: lecz wogéle nie wyznaczajy
one jej polozenia na danej plaszczyznie, t. j. wzgledem obranych osi. Zwigz-
kami sp6irzednych takich bywaiq: np. zwigzki pomiedzy promieniem krzywizny
a dlugo$cig luku danej krzywej; pomiedzy promieniem krzywizny a jej ob-
wiednig i t. p. Spélrzedne te upraszezajg rachunek; wyrazaja bowiem bez-
posrednio wlaSciwo$ci geometryczne rozpatrywanej krzywej, nie wyraZajg na-
tomiast poloZenia wzgledem danych osi.



— 137 —

Wyraz pracy sil wewnetrznych U, podczas zginania tego
preta obliczymy z nastepujacego znanego wzoru:

PR, 3
U= \ o (228)

v o
(Y] 2 p

gdzie p oznacza promien krzywizny w dowolnym punkcie A krzy-
wej szukanej, ds — czastke jej iuku, a [ caty dlugosé¢ preta.

Po podstawieniu w to rownanie:
ds 1

e (229)
T T

; dr
w ktorem < =— = otrzymamy:
ds

el e ek
U, \ “t'l.ds. (230)

0
Funkcja wirtualna (§ 17-ty) sity P wyraza sie nast. wyrazem:
U= —P-x,; (231)

jest ona ujemna, gdyz strzalka przyrostu zmiennej x (rys. 14-ty)
jest przeciwna strzatce sity P.
Z rys. 14-go odezytamy:

X,=\ ds-.cosc. (232)

W poloZeniu réwnowagi powinno byé¢:
E(Ul ’}— l]m)__ 0;
a wiee na podstawie réwnania 230-go i 231-go napiszemy:

“
a\

1 5 i
|—~91ET"—P-cosr ki 0] (233)
e 0) =

Przypomnie¢ nalezy, Ze zmienng w tym wyrazie jest forma
funkeji ©== % (s): symbol wig¢c ¢ oznacza przyrost wartoSci tej calki,
gdy funkcja t=1¢(s) zmieni swg forme na forme¢ sgsiednig. Po-
niewaz pod znakiem calki niema niezaleznej zmiennej s, przeto
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zastosujemy do obliczenia nieznanej funkeji =7 (s) rownanie
214-te i napiszemy pierwsza catke rownania Euler-Lagrange’a
w postaci:
—T—¢, (254)
ot’

gdzie f oznacza, jak w poprzednich rozpatrywaniach, funkecje pod-
catkowg réwnania 233-go.

Po wykonaniu wskazanych w réwnaniu 234-tem dzialan, otrzy-
mamy z réwnania 233-go na podstawie réwnania 234-tego, naste-
pujace réwnanie rozniczkowe:

- ; TE<?— P-cos r) 4 IE:=C,, (235)

ktére po uproszczeniu przedstawi sie w nastepujacej postaci:

1
2

&=

IE-<'*— P.cos 1= (. ©(286)

Jest to réwnanie rézniczkowe szukanej krzywej wyboczenia;
na tem konczy si¢ zastosowanie rachunku warjacyjnego; nastep-
nie — sg tylko przeksztatcenia matematyczne.

Stala C, zastapimy nastepnie wielko$cig t,, narazie rowniez
nieznang, na podstawie warunku, Ze dla

s=1; mamy =1, oraz t;,=0. (237)

Wartos¢ t'y w tym razie dlatego r6wna sie zeru, Zze moment
sity P wzgledem punktu s=1 réwna si¢ zeru, t. . M,=0, a wiec
w tym punkcie

lE
A =2y
M,
z czego wynika:
dr ,
=T o 0 9

ds
S ]
czyli, Ze jest to punkt przegigcia szukanej krzywej.
Po podstawieniu wartosci 237-ych do réwnania 236-go obli-
czymy C, i otrzymamy:
1 T

S t'* —(cos t — cos 1,)= 0. (238)

Jezeli nastepnie rownanie to zrdézniczkujemy wzgledem s,
wzigwszy pod uwage, Ze wielkoSci = i v s funkcjami zmiennej
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niezaleznej s, wielko§é za$ t, jest wielkoScia stalg, to otrzymamy
réwnanie rézniczkowe szukanej krzywej w postaci:

1E o oo sine—0. (239)
P

Rownanie to rozpada si¢ na dwa réwnania:
na roéwnanie:

1) =0 (240)
i na rownanie:
2) ]f - 7" ——sint=10%). (241)

Wyniki te wystowimy: ksztalt krzywej, jaki przybierze dany
pret w potozeniu rownowagi, przybraé moze dwojaka forme: jedna
z nich jest prosta (row. 240-te), niezalezna od sity P,—to znaczy, ze
przy wszelkich wartosciach P, prosta ta jest forma rownowagi
danego preta; druga zas jest krzywa, wyrazona r6wnaniem 241-em.

Pierwsza catlkg réwnania 241-go jest rownanie 238-me, ktore
jest rownaniem roiniczkowem pierwszego rzgdu; azeby je scatko-

) . | dr . ) . .
waé, podstawimy w nie ¢ = —— 1 napiszemy je w postaci:
ds y

ds=y/ 18 . i = (242)
l’ 2P |} cost— coST,
skad
s=p/ £ 4t . (243)
l' 2P  Jy) cost —cosT,

*) Jest to réwnanie jednakowe pod wzgledem algebraicznym z rowna-
niem 95-tem, wyprowadzonem w Mech. Teor. H. Czopowskiego T. IlI-cim na
str. 95-tej dla ruchu wahadla; réwnanie to jest nastepujgce:

d*s .(/\ .
di Sis (1) - sins=0;

gdy bowiem podstawimy w nie

-(I, ; [) it
(1) r (IE ) y
otrzymamy réw. 241-sze.
Rownania, obliczone dla ruchu wahadla, mogg by¢ przeto zasto:owane
i do obliczenia sily wyboczenia, gdy podstawimy w nie:

s=% =8 s,=m; IT=417
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Réwnanie to po scatkowaniu bedzie szukanem rdownaniem
s=17 (%)

Lecz w réwnaniu 243-em jest jeszcze nieznany dotyvchcezas
parametr t,, ktory zastepuje statg pierwszego catkowania; para-
metr ten obliczymy z warunku 237-ego, Ze dla

S:l; =" ;

a wiec z row. 243-go otrzymamy:

/ ¥ T 1
1=/ 1E \ a3 ; (244)
l' 22 Jol €OST—COoST,

a po wykonaniu calkowania, otrzymamy zwigzek pomiedzy <, i po-
zostatemi parametrami danego zadania, ktére uwazaé naleizy za

i otrzymamy wtedy, np. ze wzoru 101-go Mech. Teor. H. Cz. str. 97-ma, jako
wzor przybliZony:
"IE
4 =2 l / e
l)
skad

Pt p.— (21) CTE

lub tez otrzymamy ze wzoru 107-go wzoér wiecej przyblizony:

— =, 1r L ( _L_.“':)
4=2= l - (A==]\
7 ltorego

J—d]

):- 1E - (14-7“2] : (a)

gdy7z

e )_:z (1+ ) _
“ 16 8

Rownania (a) obliczylem bezposrednio w artykule ,Stéw kilka o wy-
boczeniu sprezystem”, zamieszezonym w ,Czasopi§mie Technieznem® 1924 roku
Nr. 7.

Do réwnania 241-go dojs¢ mozna réwniez drogy statyczna, jezeli mapi-
szemy roéwnanie réwnowagi w postaci rownowagi momentéw w dowolnym
przekroju preta. Rownanie to jest nastepujgce:

d=

P(l—y)=1E. !
ds

gdzie

)I ay
l:\cOST-dS: ,1/;\ sin< - ds ;

(20 "

po zrézniczlkowaniu tego réwnania wzgledem s otrzymamy réwnanie 241-sze.



— 141 —

dane, — czyli 1, moZe by¢ w zasadzie z tego réwnania obliczone.
Dla nastepnego obliczenia przeksztatcimy réwnanie 243-e w na-
stepujacy sposdb; podstawimy najpierw tozsamoseci:
e
cos t==1— 2sin* o

oraz:
< D ) TO
cost, = 1—2sin> " ;
2
a po wyniesieniu czynnika przed pierwiastek, napiszemy
. L 1)
sin*

rOwnanie 243-cie w postaci:

(3
1 / I1E 1 \ dz (245
— —=a — . — . (245
2 ] 7 Lz o sty

‘ 2 1 3
2 ! ' sin*t .,

Nastepnie zmienna t zastgpimy nowa zmienng 7, okre§long
wzorem:
sin ; =k, - sin, (246)
w ktérym przyjelismy:
k, = sin f)“ . (247)

p)

Po podstawieniu tych wartosci do rownania 245-go otrzymamy:

1./ IE 1\ d=

SE== . . 248
3" P Ry Joy 1—sin®y (248)

Réziniczke d+ zastapimy nastepnie r6zniczkg dv nowej zmien-
nej i w tym celu zr6ézniczkujemy rownanie 246-te wzgledem 7 i t;
rézniczka ta jest nastepnjaca:

1 & o
5 €08 rdr=Fk,-cos-d1; (249)

= =

z réwnania tego obliczymy wartosé dt; podstawimy ja do réw.
248-go, a otrzymamy wtedy:

(250)



140 =

lub inaczej, wzigwszy pod uwage réwnanie 246-te, napiszemy

ostatecznie s jako funkeje nowej zmiennej 7, ,—do czego dgzyliSmy:

/IE | d,

s=1/ = \ L (251)
SRR P T T TR

rOwnanie to jest rownaniem 243-em, w ktorem zastgpiliSmy

zmienng T zmienna v, okre§long rownaniem 246-em.

Azeby obliczyé nieznany dotad parametr k,, zastapimy w row-
naniu 245-em wielkoSci t i 1, wielkoSciami 7 i 7,; w tym celu
skorzystamy z rownania 251-go i zastapimy granice tej catki, wy-
razong wielkosScia t, (row. 244-te) wielkoscig v, ktorg obliczymy
z rownania 246-go i 247-go, podstawiwszy w te rOwnania

T Ty, oraz f,— 1,

i otrzymamy z rownania 246-go nastepujace:

aE TU . Td .
sin ' = sin * -sin 7,
skad
== 9 . (2)-):.;)

podstawiwszy te wartoS¢ oraz wartosé
s=1

do réow. 251-go. otrzymamy rownanie:

7 I 2 5
=1/ 5 U (253)

[) *n l 1 ;_k—.,zsin"'q

z ktorego po scalkowaniu mozna obliczyé¢ wielko$é k&, .

Przez te podstawienia sprawa calkowania rownania 243-go
nie zostala, oczywiScie, posunieta naprzod; rownanie to, t. j, 243-cie
zostalo tylko przedstawione w innej formie, — dogodniejszej do
obliczenia.

Catki jednakze réownan 251-go i 253-go nie daja sie wyrazié
funkcjami elementarnemi skonczonemi; calki te sa t. zw. funkcjami
eliptycznemi. Obliczy¢ jednakZe inozna wartoSci liczbowe tych
calek z odpowiednich tablic Legendre’a, gdy dane sa liczbowe
wartoSci parametrow danego zadania; lub tez moZna je obliczyé
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w spos6b przyblizony, jaki stosowaliSmy przy obliczaniu ruchu
wahadla w Mech. Teor. H. Cz. T. III, § 46-ty, w ktorym zastgpiliSmy
funkeje podcalkowa tego rownania inna funkeja, zblizZong do da-
nej, lecz catkowalna.

W celu wykonania tego obliczenia przyblizonego, zastosujemy
przeksztatcenie danej funkeji, ktore juz stosowaliSmy np. przy
obliczaniu wahadta (t. III, str. 100-na, § 46-ty i ktére tez stosowalem
w pracy. pomieszczonej w ,CzasopiSmie Technicznem® 1924 r.
Nr. 7); mianowicie przyjmiemy, Ze:

(254)

przy waruunku, Zie $-_1, w ktérem to réwnaniu pomijamy potegi
4-te i wyisze ulamka rzeczywistego &; wartosci te bowiem beda
bardzo male w poréwnaniu z wartoScig 3*. Majgc to na uwadze,
w celu obliczenia k%, napiszemy rownanie 253-cie, przyjawszy
£ =k, sin7, — w postaci:

= l//[f \: (1——';~ ; Ry* sin® 7, ) d; (253)

w'l

po scalkowaniu otrzymamy:

Bl

=/ s yael ameonn )| e
\ - n

5

i wreszcie po podstawieniu granic napiszemy:

= :
= 3 . |,/ IPF . |1+ 1 k.ﬁl; (257)
z tego réwnania obliczy¢ mozemy warto$¢ k,, znajac wartos¢ P
oraz pozostale parametry tego réwnania; a po podstawieniu nastep-
nie tej wartosci do réwnania 251-go, ktére przeksztalcimy w tenze
spos6b, otrzymamy réwnanie pomiedzy spéirzednemi t i s. Ztego
réwnania nastgpnie mozemy znalei¢ zwigzek pomiedzy x iy, gdy
podstawimy w nie

dx=ds-cost; dy—ds-sinr;
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otrzymamy bowiem wtedy réwnanie parametryczne:
x =19, (1), oraz y — 7,(%); (258)

w ten sposob otrzymamy réwnanie przyblizonej krzywej réwno-
wagi preta sprezystego, t. j. rownanie przyblizonej krzywej wy-
boczenia.

Réwnanie 257-me daje zwigzek pomiedzy P i &,, t. j. pomie-
dzy sitla wybaczajacg P a odksztalceniem preta, wyrazonem katem
T,; przeto dla t,=0, t. j. dla &k, =0, obliczymy site P, przy kto-
rej rozpoczyna sie odchylenie; warto$é tej sity jest nastepujgca:

= (259)

gdzie Pp oznacza site Euler’owsksy. Zwrécimy uwage jeszcze na
pewng wlasciwo§é krzywej wyboczenia; rOwnanie krzywej t=13(s),
otrzymane w postaci Scistej, lub przyblizonej, zalezy w tym razie
tylko od jednego parametru k,, ktory jest zalezny od P.

Zamiast zmiennego parametru

. Tl)
k,=sin

’
4

mozemy rowniei zastosowaé inny parametr; wprowadzimy np. jako
parametr zmienny wielko§¢é odchylenia obcigzonego konca preta
od pionu; odchylenie to oznaczymy literg e (rys 14-ty) i obliczymy
je z geomelrycznego zwigzku:

= \:“ ds-sint; (260)

e 0

nastepnie podstawimy w nie z rOwnania 242-go ds i otrzymamy:

“JTE % sint
= I/‘ZP'.\U ¥ cost—cost, ge
Iub inaczej:
"JE (7, d(cost—cost,)
% -] 2]').,\',|/COST—(',OSTO :

a po scalkowaniu i po przeksztalceniu otrzymamy:

. ,/]E i - Tu : /[E.ﬂ— H
e————ZI/ op Veost —cost, . :w-ZI ZP[ V1 —cost, ],



skad: /
o=y l/ llfj - sin T)" , inaczej: e=2 '//]E <l

i wreszcie: e P .
ko= l/ . (261)

Po podstawieniu tej warto$c¢i w réwnanie 257-me i po roz-
wigzaniu wzgledem P, otrzymamy:

S 1 _
gp '1_,_ 1 (xe)"’ (262)

Zwazywszy nastepnie, ze przy niewielkiem odchyleniu (lecz
niekoniecznie nieskonczenie malem) preta od pionu wyraz w mia-
nowniku, zawarty w nawiasach, jest <1, moZemy napisa¢ réw-
nanie 262-gie z pewnem przyblizeniem w nast. postaci: '

oL ('e), (263)

Réwnanie to daje zwigzek pomigdzy odchyleniem e konca
preta od pionu a silg odchylajaca P.

WielkoS¢ e odgrywa w tym razie role spolrzednej niezaleznej,
wyznaczajacej poloZzenie rownowagi danego uktadu przy Scisle
okreslonej formie giecia; wobec tego uklad dany, t. j. linja wybocze-
nia moze by¢ uwazana za ukfad o jednym
stopniu swobody, — oczywiScie, przy zalo-
zeniu, Ze forma matematyczna réwnania
tej krzywej pozostaje niezmieniona, a tylko
jeden jej parametr e jest zmienny.

Dla unaocznienia sobie zwigzku po-
miedzy sita P i odchyleniem e zrobimy
wykres (P, €) i otrzymamy dwie gatezie
wykresu réwnowagi: jedng prosta, wy-
razong rownaniem 240-tem, drugg —dla
matych, oczywiscie, odchyleii — paraboliczng, wyrazong rownaniem
263-em. Wykresy te przedstawione s na rys. 15-ym, gdzie dla e=0,
t. j. w poczatku wyboczenia otrzymamy z réwnania 263-ego:

Rys. 15.

EIAFL el 26
3 (21’) I1BE=P,. (264)

10
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Dla =0 uklad dany jest w stanie naturalnymn (§ 43-ci), a wiec
jest w rownowadze stalej; powiemy zatem, ze w punkcie P=0
oraz e= ( réwnowaga jest stala i bedzie pozostawaé statyq az do
obcigienia P— Ppg, t. j.do przecigcia si¢ galezi prostej z galezia
paraboliczng, to jest do punktu zmianowego; a nastepnie, zastoso-
wawszy twierdzenie o kolejno$ci rodzajéow réwnowagi, otrzymamy
rozklad rodzajéw réwnowagi danego preta, jak pokazano na rys.
15-tym, gdzie punkty linji ciggle] odpowiadajg rownowadze stalej,
a punkty linji przerywanej — réwnowadze niestatej. Rodzaje row-
nowagi tego uktadu mozemy obliczy¢ jeszcze w nastepujacy sposéb.

Jezeli przyjmiemy wielkos¢ e za spélrzedng niezalezng danego
uktadu, wyznaczajgcg jego polozenie, to uklad ten mozemy uwazac
za uklad o jednym stopniu swobody; wtedy, majgc na uwadze, Ze
rOwnanie 263-cie jest catka (przyblizona) réwnania 241-go, napi-
szemy z pewnem przybliZeniem réwnanie caltej krzywej rownowagi,
t. . obydwéch jej gatezi, gdy pomnozymy réwnanie 263-cie przez e;
wtedy otrzymamy rownanie (P, e) tej krzywej, t. j. obydwdch
galezi w nastepujgcej postaci:

e R £ 1 265

e-?[—(2l) 11:_ IS -0, (265)

ktore przedstawia przyblizone réwnanie réwnowagi danego preta,
t. j. daje zwigzek pomiedzy sila P i spéirzedng e, jaki zachodzi
podczas réwnowagi. Poniewaz wielko§¢ e jest jedng tylko spéi-
rzednyg, okreSlajgca potozenie rownowagi tego ukladu (przy danej
formie réwnania), to rownanie 265-te mozemy uwaza¢ za pochodna
funkeji ® = F (P, e), ktéra moiemy uwazaé za wirtualng funkeje
sit nktadu o jednym stopniu swobody. Cheac przeto zbadaé rodzaj
réwnowagi, obliczmy (jakeSmy to robili z ukladami o jednym stop-
niu swobody) druga pochodng tej funkeji, t. j. pierwsza pochodng
réwnania 265-go wzgledem e; a wtedy znak tej pochodnej orzek-
nie nam o rodzaju réwnowagi; a wiec z rownania 265-go, ktoére
uwazamy za pierwsza pochodng funkeji ¢, otrzymamy réwnanie:

I f=e\s
1y (2(1))

d(_I): p_ (7:
de” 2
z ktérego wynika, ze:

1) dla galezi prostej wykresu réwnowagi, dla ktérej e==0,
otrzymamy warto§é drugiej pochodnej przyblizonej funkeji sit:

Jolees] o
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Wartos¢ tej pochodnej moze by¢ dodatnia, lub ujemng; mia-
nowicie, gdy

9

P< (2'1) IE, (268)
rownowaga bedzie stafa; |

gdy zas: )
P»(;)'- IE, (268a)

roOwnowaga bedzie niestafg; a dla
P=(= ) IE= Py (268Db)
2

mamy polozenie zmianowe, a réwnowage —obojetna do drugiego
rzedu wiacznie, ktéra moze by¢é stalg, lub niestala, lub obojetna
wyiszych rzedéw; rodzaj tej rownowagi obliczymy ze wzoru 266-ego:

aﬁ(b 3/ - )’1
e
de’ 4(.

== o =0; - (269)

e 0

rownowaga przeto jest obojetna do trzeciego rzedu wigcznie; przeto
obliczymy: :

ord B
= — 0; 270
Jde' 4( (219

i e

rownowaga wiec przy obcigZeniu Euler’owskiem jest stata rzedu
czwartego.

Sprawdzimy jeszcze rodzaje réwnowagi na podstawie réw-
nania 83-go (str. 75-ta) i otrzymamy w tym przypadku z réwnania
267-go:

d (d'z(l)
dP

czyli rodzaj rownowagi w punkcie zmianowym z rosngcem P
zmienia si¢ ze stalej na niestalg, co zgadza sie z poprzedniem
obliczeniem;

2) dla drugiej gatezi (parabolicznej) wykresu rownowagi,
ktéra jest wyrazona réwnaniem 263-em, po podstawieniu P z tego
réwnania do réwnania 266-go, otrzymamy dla tej galezi wartosé
drugiej pochodne;j:

. \: 1>0; (271)
de’ !

)

()?di__l(r.e)“_ 3(ﬁe‘ )‘-_\0

—= = (272)
8\ 217

Je* 8

2] ’

z ktérego wynika, Ze ta galai krzywej réwnowagi przedstawia
ré6wnowage stalg dla wszystkich wartosci e, w takich jednakze
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granicach, azeby przeksztalcenia réw. 251-go na 255-te oraz row-
nania 262-go na 263-cie nie dalo zbyt wielkich odchytek.
Obliczymy jeszecze rodzaje réwnowagi tego preta zapomoca
‘metody S$cistej, t. J. zapomoca metody, jaka nam daje rachunek
warjacyjny, t. j. ze wzoréw 217-go i 218-go. W tym celu obliczy-
my najpierw z réwnania 233-go druga pochodng funkeji podcal-
kowej, ktorej wartoS§¢ jest nastepujgca:
i —— I E, (273)

9

0

gdzie f oznacza funkcje podcalkowa réwnania 233-go. Wyraz ten
jest ujemny niezaleznie od spétrzednej t; rownowaga wiec jest

-

d . . 2
LT stosownie do warunku, wyrazonego row-
naniem 218-em, nie zmienia swego znaku w danym przedziale.
Zbadanie tego droga bezposredniego obliczenia przedstawia znaczne
trudnoéci rachunkowe; praktyczniej przeto bedzie zrobi¢ szereg
wykresow krzywej (s,t), wyrazonej réwnaniem 251-szem przy
zmiennym parametrze k,,co moina wykonaé, gdy parametry tego
zadania sa liczbowe, zapomoca tablic Legendre’a i nastepnie,
wykresliwszy obwiedni¢ tych krzywych (s,s, k), otrzymamy gra-
nice dla k,, w ktérych rownowaga bedzie stata, t. j. w ktérych

62
znak wyrazu J ’f) bedzie rozstrzygal o rodzaju réwnowagi. *)
o2

stata, o ile wyraz

ROZDZIAL VIL

OBLICZENIE PRZYBLIZONE ROWNOWAGI.

59. Sformutowanie zadania.

W rozdziale tym podamy metody obliczenia sposobem przy-
blizonym odksztalcen pretéw cienkich, spreiyscie gietkich, do kto-
rych daje sie¢ stosowaé réwnanie odksztalcen

, M
== 274
g’ (274)
oraz podamy metode obliczenia sil zerowych, ewent. sit krytycznych.

Prety takie, jakeSmy to jui oméwili w § 5l-szym, uwazaé
mozemy za zloione z nieskonczenie wielu, nieskonczenie krétkich
odcinkéw prostych sztywnych, polgczonych ze soba kolejno koii-

*) Postepowanie takie stosuje Born w pracy ,Die elastische Linie“.
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