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granicach, azeby przeksztalcenia réw. 251-go na 255-te oraz row-
nania 262-go na 263-cie nie dalo zbyt wielkich odchytek.
Obliczymy jeszecze rodzaje réwnowagi tego preta zapomoca
‘metody S$cistej, t. J. zapomoca metody, jaka nam daje rachunek
warjacyjny, t. j. ze wzoréw 217-go i 218-go. W tym celu obliczy-
my najpierw z réwnania 233-go druga pochodng funkeji podcal-
kowej, ktorej wartoS§¢ jest nastepujgca:
i —— I E, (273)

9

0

gdzie f oznacza funkcje podcalkowa réwnania 233-go. Wyraz ten
jest ujemny niezaleznie od spétrzednej t; rownowaga wiec jest

-

d . . 2
LT stosownie do warunku, wyrazonego row-
naniem 218-em, nie zmienia swego znaku w danym przedziale.
Zbadanie tego droga bezposredniego obliczenia przedstawia znaczne
trudnoéci rachunkowe; praktyczniej przeto bedzie zrobi¢ szereg
wykresow krzywej (s,t), wyrazonej réwnaniem 251-szem przy
zmiennym parametrze k,,co moina wykonaé, gdy parametry tego
zadania sa liczbowe, zapomoca tablic Legendre’a i nastepnie,
wykresliwszy obwiedni¢ tych krzywych (s,s, k), otrzymamy gra-
nice dla k,, w ktérych rownowaga bedzie stata, t. j. w ktérych

62
znak wyrazu J ’f) bedzie rozstrzygal o rodzaju réwnowagi. *)
o2

stata, o ile wyraz

ROZDZIAL VIL

OBLICZENIE PRZYBLIZONE ROWNOWAGI.

59. Sformutowanie zadania.

W rozdziale tym podamy metody obliczenia sposobem przy-
blizonym odksztalcen pretéw cienkich, spreiyscie gietkich, do kto-
rych daje sie¢ stosowaé réwnanie odksztalcen

, M
== 274
g’ (274)
oraz podamy metode obliczenia sil zerowych, ewent. sit krytycznych.

Prety takie, jakeSmy to jui oméwili w § 5l-szym, uwazaé
mozemy za zloione z nieskonczenie wielu, nieskonczenie krétkich
odcinkéw prostych sztywnych, polgczonych ze soba kolejno koii-

*) Postepowanie takie stosuje Born w pracy ,Die elastische Linie“.
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cami zapomoeg przegubéw; uklad taki posiada przeto nieskon-
czenie wielkg liczbe stopni swobody. Zadanie dane polega na
obliczeniu réwnania:

y=r(x), (275)
krzywej, jaka taki pret przybierze pod dzialaniem sit zewnetrz-
nych, gdy sitly te sa w réwnowadze, oraz— na obliczeniu ich ro-
dzajow réwnowagi, w jakich sie one znajdujg.

W celu obliczenia nieznanej funkecji y= »(x), zestawialiSmy,
jak to bylo pokazane poprzednio, wyraz pracy, inaczej — wyraz
funkeji sif, ktéry przyjeliSmy dla danych przykiadow w nastepu-
jacej ogblnej postaci:

= \R Pile R TR o o =) st (276)
J A

gdzie litera f oznacza funkecje znang (z warunkow danego zadania);

litera zas » oznacza funkcje nieznang — szukang — zmiennej nie-

zaleznej x; zadanie polegalo na obliczeniu funkecji ¢.

Spos6b ogélny tego obliczenia daje nam rachunek warjacyjny
i doprowadza do réownan rozniczkowych, z ktérych wogéle mozna
obliczy¢ réwnanie krzywej. Postepowanie takie przedstawia jed-
nakze po wiekszej czeSci duze ftrudnosci matematyczne, ktére
wynikajg z catkowania rownan Euler — Lagrange’a.

W celu unikniecia tych trudno$ci matematycznych stosuje sie
do tych obliczenn sposoby prostsze, ktore, choé daja wyniki niezu-
petnie dokladne pod wzgledem liczbowym, lecz wogéle dostatecznie
dokiadne dla celéw technicznych. Pomiedzy temi sposobamimozna
rozrézni¢ dwa sposoby, ktore zreszta sa do siebie zbliZone: jeden
sposob, ktory polega na wyrazeniu szukanej funkcji szeregiem; dru-
gi,—ktoéry polega na przyjeciu pewnej okreslonej funkeji, jako funk-
cji szukanej, ktérej wtasciwosci bylyby zblizone do wiasciwosci szu-
kanej funkcji. W obydwoéch tych sposobach wystepuja pewne para-
metry nieznane, ktore nalezy obliczyé z warunk6w brzegowych dane-
go zadania oraz z warunkow réwnowagi, wyrazonych pochodnemi
czastkowemi funkeji sil, jakeSmy to robili w przypadkach, gdy da-
ny uktad posiadat skoiiczong liczbe stopni swobody.

60. Metoda szeregow.

Metoda ta polega na tem, Ze funkecje szukang zastgpujemy su-
ma pewnych funkeyj znanych, lecz z nieznanemi spoétezynnikami,
t. j. przyimujemy, Ze

==y ',.51('\.) ':'q'l".‘r'_‘(x) T L (]”"‘5"(.\'),
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lub inaczej:

k=n
y— \ﬁ Gy 7 (V) 277)

L=y

gdzie funkcje 7, mozemy obraé, do pewnego stopnia, dowolnie,
t.j. przyjmujemy je za znane; spOlczynniki za$§ ¢, przyjmujemy
jako nieznane. Zadanie w tym razie polega na obliczeniu
wartosci wszystkich spéfczynnikéw ¢, ; jezeli bowiem je obliczymy,
to forma szukanej krzywej, jaka dany uklad przybierze podczas
ré6wnowagi sil, bedzie okreSlona. Spétczynniki przeto ¢, odgry-
waja w tym razie role spolrzednych niezaleznych danego uktadu;
wyznaczaja one bowiem jego polozZenie i jako takie bedziemy je
traktowa¢ w naszym rachunku. '

W ten sposob zadanie, ktore wogéle rozwigzuje sie zapo-
moca rachunku warjacyjnego, mozna rozwigzaé sposobem, jaki
stosowaliSmy w rozdziale V-tym dla ukifadéw o skonczonej liczbie
spétrzednych g,. Po obliczeniu tych spélrzednych i po podstawieniu
ich do row. 277-go, otrzymmamy réwnanie krzywej szukanej, a wlas-
ciwie—rownanie krzywej, ktora jest zblizona do krzywej szukane;j.
Krzywa ta bedzie o tyle blizsza co do swej formy geometrycznej
do krzywe] wlasSciwej y=¢(x), o ile trafniej obierzemy formy
funkeyj o,.

Przez tratny wybor nalezy rozumie¢ w tym razie wybér
takich funkcyj ¢,, ktoreby swemi wlasciwosciami geometryecznemi
jak najwiecej zblizaly si¢ do szukanej funkcji, a przynajmniej nie
byly sprzeczne z jej wtaSciwoSciami; wtedy bowiem suma ich, wy-
razona rownaniem 277-em, bedzie rowniez sie zblizala do szuka-
nej krzywej.

Oczywiscie, funkcja przyblizona, t.j. réw. 277-me powinno
odpowiada¢ warunkom réwnowagi, jakim odpowiada funkecja wlas-
ciwa y =9 (x), t. j. funkcja ta, podstawiona do réw. 276-go, po-
winna spelni¢ warunek, azeby .

¢ =0,

przy zmiennych ¢g,, gdzie symbol ¢ oznacza przyrost wartosci U,
gdy parametry ¢, otrzymujg dowolnie male przyrosty. Postepo-
wanie to unaocznimy sobie w nastepujacym przykiadzie.

PRZYKLEAD. Na belce sprezystej o rozpietosci I, lezacej
swobodnie na dwo6ch podporach, umieszczony jest w odleglosci =
od lewej podpory cigzar P, jak pokazano na rys. 16-tym; obli-
czy¢ linje ugiecia tej belki.
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Wyobrazmy sobie réwnanie szukanej krzywej wyrazone sze-
regiem np. Fourier’a; t. j. napiszemy:

. =§,‘Zk .\m!( [ ) ;\’ . - cos (k/_‘) (278)

ko1 L 1

gdzie ¢, i g, sa nieznane paramelry.

Z warunkéw fizycznych tego zadania wynika, Ze dla x—0
powinna odpowiednia warto§¢ y=0, wobec czego szukana funkcja
wyrazi¢ si¢ moze — w tym

——— ey

razie—szeregiem wyrazéw na- TS
stepujgcych : . Y l e
2o oA r 4 LS
=N . (kR=x i '
y= > q,-sin ( . (279) p
k=1 !
Oprodcz tego szukana funk-  y
cja — jak w tym razie szukany \ Rys. 16.

szereg—powinien czynié zados¢
warunkowi: dla x=0, orazdla x —! druga pochodna powinna
rownaé¢ sie zeru, t. j.
i
Y—o.
dx*

Poniewaz rownanie 279-te speinia ten warunek, przeto przyj-
miemy je za rownanie przyblizonej krzywej, w ktérem parametry
s niewiadome.

Przyjawszy wiec szereg 279-ty jako funkcje szukanej krzy-
wej, obliczymy parametry ¢, i w tym celu z rys. 16-go napisze-
my wirtualng funkeje sit w postaci:

9x

U= P1— IF\ dx, | (280)
e )
gdzie z réwnania 279-go l
k=n
== \‘ q, - sin (kT:;)'
e !

W celu obliczenia catki, zawartej w réwnaniu 280-tem, obli-
czymy najpierw z réwn. 279-go
k= n
d? U L RS =AR . MREX (281)
Yy (]k(l)-sm(l.)-

d x?
=1



Dodajniki tej sumy posiadaja te wybitng wilasciwos$é, ze calki
z iloczynow kazdych dwoéch dodajnikow tej sumy, jakie otrzyma-
my po podniesieniu tej sumy do drugiej potegi, s3 réwne zeru;

1%)

catki za$ z kwadratow kazdego z tych dodajnikéw réwne sg = o 3
catka przeto drugiego wyrazu réwnania 280-go ma postaé:
W 2 st ) =
Yy ody- ( ) pome Ny IRAAR (282)
') I 2 7_1'

do ktérej nie wchodzg juz zmienne .xv; po podstawieniu tej catki do
tego rownania i po Kkolejnem zréziniczkowaniu czastkowem tego
réwnania wzgledem niezaleinie zmiennych (U bowiemn nie jest
w tym razie funkcja jednorodna spoéirzednych ¢i) I po przyrow-
nanin wreszcie tych pochodnych do zera, jakeSmy to juz po-
przednio robili, otrzymamy réwnania réwnowagi w ogdlnej postaci:

ol kel [ 3 1 - g _ :
= I-sm( / )WQ -1 E- 1) degr R'=0, (283)
z ktorych obliczymy:
2P1f=-sin(~lf; |
qr — ?

IE='R!

a po podstawieniu tych wartoSei do row. 279-tego, otrzymamy
szukang funkcje w postaci szeregu:

:'.k j" e W =
- ?gi,lkl, -sin( E z v)-sin(k;'\)‘ (284)
k 1

*)  Gdy okreslona calka z iloczynu dwéch ré6znych funkeyj réwna jest zeru ,
a calki z kwadratow tych funkeyj w danych granicach sg réwne pewnej war-
toéci skonczonel, to funlkeje takie nazywaja orfogonalnemi. Funlicje przeto sin.
i cos. sg tylko szczegdlnemi funkejami ortogonalnemi. Funkcje ortogonalne sa
bardzo dogodne w obliczeniach, gdyz, jak w przykliadzie powyzszym, catka np.
7 kwadratn sumy rown. 281-go i 282-go bedzie wiclomianem zlozonym z samych
tylko kwadratéw zmiennych spélrzgdnych ¢,, ¢.,....q, bez iloczynéw tych
parametréw, co, oczywiscie, znakomicie upraszeza rachunek. Oprécz funkey]j
sin. i cos. mamy jeszcze inne l'unkcjeAz lakiemiz wlasciwosciami; lecz funlkeje
sin. i cos. maja jeszcze te bardzo wainy w naszych obliczeniach dogodno$é, Ze
ich pochodne sg takze funkcjami ortogonalnemi.

Gdy funkcje ortogonalne siy tak dobrane, ze calki ich kwadratéw sg
réwne 1, to funkcje takie nazywajg funkecjami orlfogonalnemi znormowanemi.
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Sprawdzimy slusznos$¢ tego wzoru dla szczegélnego przypadku
i obliczymy np. ugiecie Srodka belki, gdy sita P jest umiesz-
czona réwnie7z w jej Srodku. Dla obliczenia tego przypadku pod-
stawimy w réw. 284-te:

== oraz : =
U= 5 b=y
i ofrzymamy
RN e AT T [ L LB _
b=t (wtetst =g (285)

¢o si¢ zgadza z dokladnem obliczeniem statycznem.

' Gdybysmy wzieli jeden, lub dwa wyrazy szeregu Fourier’a,
otrzymaliby$my, oczywiScie, inne wartosci— wartoSci przyblizone.
Wzigwszy np. tylko pierwszy wyraz szeregu 284-tego, otrzymamy :

P
A==t © 2 286
YI=4w1 IE® =
a wzigwszy trzy wyrazy tego szeregu, otrzymamy podiug obli-
czen Timoszenki

Tt 1 285 t. d
TETAR 1 T

Nalezy przytem zwréci¢ uwage, iz jezeli weimiemy np. przy
dowolnem polozeniu sity P tylko pierwszy wyraz szeregu Fourier’'a
(row. 284-te), to otrzymamy linje ugiecia, ktéra wyrazi sie wzorem:

= ]“)gfl . sin(“;) - sin (:}‘-)' (287)

ktory jest symetryczny wzgledem osi pionowej, polowiagcej dtu-
go$é preta; tymezasem — w rzeczywistoSci — ta linja w tym razie
jest niesymetryczna; — nastepnie funkcja 287-ma jest ciagta, a rze-
czywista linja ugigcia sklada sie z dwdch, lub wiecej (zaleinie od
liczby sif) linij ciaglych; drugie przeto pochodne odpowiednich
funkeyj sa wogdle nieciggte. Roéwnania przeto przyblizone nalezy
stosowac¢ z wielkg ostroznoscig szczegélniej przy obliczaniu po-
chodnych wyzszych rzedow.

PRZYKLAD. Wzdtuz osi preta sprezystego, opartego swo-
bodnie koficami, dziata sita P; obliczy¢ odksztatcona i sity kry-
tyczne zapomoca szeregu Fourier’a.
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Forme odksztalconej wyrazimy przeto szeregiem:

k= n . )
y= ‘/\,ﬁ q .- sin (ik ), gdzie k—1,2,.... n. (288)
= ! _
Wirtualna funkeja sit
Y 9
freeipYe = SAbn \ Yy dx. (289)
2 Jo
Z rys. 17-tego (str. 163-cia) odczytamy:

0]

o REIpE
AWE 50(_(13—(1.\'):'\“(; 1y —l’) dx> 2'\0!/ dx. (290)

We wzorach tych
ner el e R

Y= : ,
4 dx dax?

Ze wzoru 288-go mamy:

w==n h-n
Y k‘z;q/.-(k;)-cos (\kj"'); y”:_?—;(/"(kzﬁ)z'sm (”“;-"). (291)

Wzigwszy pod uwage, ze funkcje sin. i cos. sa funkcjami
ortogonalnemi (poréw. dopisek na str. 152-giej), otrzymamy:

1

k n
" l B R
g dx="-3q ; (292
./ 2 o I/. ( l )9 (29 )

k=n 9 Al

i I ~NO k7
\y g )\ (/k-_»( )’ \
o Ay A o ==

po podstawieniu tych wyrazéw do wyrazu funkeji sit otrzymamy:

koon

; ~ =\ 2 D‘ . 8 flaloc
AR S il
1 ko1

skad napiszemy réwnania réwnowagi:

()U___ ]. L (k:\‘-'
Jdg, 2 2 ‘

.2, | £- m(”"l“)'l =0, (294)

1) Roéwnania te zaspokojone sa przedewszystkiem spoélrzed-
nemi ¢, =0, niezaleznemi od sif P, co znaczy, ze odksztalcong
moze by¢ prosta, niezaleinie od wartosci sily P.



2) Gdy za§ wartosé

P—1IR ("l“)"’: 0, (295)

wtedy gr przybiera¢ mogg dowolne wartosci (poniewaz jednakze
ten wzoér jest przyblizony, wartosci te moga by¢ tylko bardzo
mate; odchytki bowiem od wartosci dokladnych beda rosnaé z po-
wigkszaniem wartosei ¢,); nastgpnie z tego wzoru wynika, Ze
kazdej wartosei k&, odpowiada inna wartos¢ P; wartos¢ te ozna-
czymy litera Pr; przeto wywnioskujemy, ze kazdej wartoSci Py
odpowiada inna forma odksztalconej, ktéra bedzie sinusoida
(row. 288-me) o réinych poétfalach, zaleznie od wartosci Py.
Azeby obliczy¢ sily zerowe i rodzaje réwnowagi, zestawiamy
wyznacznik D, (réw. 136-te), ktéry ze wzgledu, Ze w wyrazie U
spéirzedne ¢, sa tylko w kwadratach, ma posta¢ nastgpujaca:

2

P—El(“)' 0 0 3T D
!
- 0 P—h]{ 1 ) 0 0 0 g 206
0 0 P—EI(MYO -0
/
ns 2
0 0 0 : P_EI( !

Azeby réwnowaga danego preta byla stalg, powinien kazdy
wyraz tego wyznacznika, stosownie do réw. 117-tego (str. 76-ta)
by¢ ujemny, gdyz wyrazy te sg bezpoSrednio spélczynnikami sta-
tecznosci danego ukfadu (mozna rowniez zastosowaé nieréwnosci
121-sze).

Przypadek, w ktérym wyrazy te sa ujemne, nastgpi przede-
wszystkiem wtedy, gdy P=0, t. j. gdy uklad dany jest w stanie
naturalnym; o czem juz poprzednio méwilisSiny (§ 43-ci).

Gdy za$ pret bedzie obcigZony pewng sila P, wtedy waru-
nek, azeby wszystkie wyrazy wyznacznika 296-tego byly ujemne,
bedzie spelniony, gdy sita obciazajgca

P<EI l' )
Wi
co moZe nastapi¢ tylko wtedy, gdy odksztalcona posiada jedna
tylko poifale.
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61. Najmniejsza wartosé¢ sity 7, i odksztalcenie pierwsze.

W praktyeznych zastosowaniach interesuje nas czesto to wy-
boczenie, ktore wywolane jest (z po$réd wszystkich £,) najmniej-
sza co do swej wartosci sila P,,. W powyzszym przykladzie jest
to sita dla k=1, t. |. w tym razie

])

=R (—} = Py,
ktéra moze utrzymaé wroéwnowadze wyboczenie tylko o jednej poifali.

Wyboczenie, ktore powstaje przy najmniejszej wartosci sity P,
nazwiemy pierwszem wyboczeniem, a sile, wywolujgeg to wybo-
czenie, nazwiemy sitg krytyczng — inaczej granicg statecznosci.
W powyzszym przeto przyktadzie pierwszem wyboczeniem jest
sinusoida o jednej poéttali, a sita krytyczna P, = P, .

Zwré6cié tu nalezy jednakze uwage, Ze pierwsze wyboczenie
nie we wszystkich uktadach ma posta¢ sinusoidy o jednej pot-
fali, t. j. nie zawsze sifa krytyczna wywotuje wyboczenie o jed-
nej pottali, jakby sie pozornie zdawaé mogto; moze byé bo-
wiem takie obcigzenie preta, przy ktorem sifa krytyczna wywota
wyboczenie o pewnej liczbie poifal, t. j. pierwsze wyboczenie
posiadaé¢ bedzie w tym razie kilka potfal, a powiekszenie war-
tosei te] sily moze wywola¢ wyboczenie o mniejszej liczbie
pottal i wreszcie — przy dostatecznie duzej sile P -— moze dac
wyboczenie o jednej potfali.

Przyktadem tego rodzaju wyboczenia moze by¢ pret, jaki sto-
sowaliSmy w poprzednim przykladzie; z tg tylko réznicg, Ze umie-
gcimy go w Srodowisku sprezystem, t. j. w Srodowisku, ktore
wstrzymuje jego wyboczenie sila proporcjonalng do wielkoSci wy-
boczenia; w danym wiec razie sita, wstrzymujgca wyboczenie,
rowna sie iloczynowi

~

G.dy -y, (297)

gdzie 3 oznacza spolezynnik sprezystosci danego Srodowiska na
jednostke diugosci danego preta w stanie prostym, y zas oznacza
wielko§é wyboczenia *).

*) Zadanie to zaczerpniete jest z konstrukeji mosté6w i w innej nieco
formie bylo sformulowane przez prof. Jasinskiego i obliczone przez niego w spo-
s6b Geisly; obliczenie nastepne przyblizone z pewng zmiang zaczerpnalem z pracy
Timoszenki , Wytrzymalosé materjaléw=,
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AZeby obliczy¢ site pierwszego wyboczenia takiego preta
sposobem przyblizonym, jak podaje Timoszenko (,Wytrzymatosé
str. 338), zastosujemy wzo6r 293-ci; dodamy tylko do tego wzoru,
stosownie do warunkéw tego zadania, wyraz pracy sit oporowych
srodowiska, ktéra jest, w mys$l zatoZenia co do jego sprezystoSci,—
réwng

— — By’ dx (298)

po podstawieniu do tego wyrazu y z réwnania 288-go i po scal-
kowaniu go, znajdziemy wyraz pracy sit oporowych danego S$ro-
dowiska w nastepujacej postaci:
1 l k n
— e N g (299)
2 2
a k 1
Wyraz przeto wirtualnej funkcji wszystkich sil, dziatajgcych
na dany pret, wyrazi sige rOwnaniem 293-em, z dodaniem pracy
sil sprezystosci Srodowiska; — bedzie on nastepujacy:

k- n =1
B vy tkem\ELL N, kRt
=" > a7 2 2 > )+

2 2 [
k=1 & 1
LN
5 9 2 l(ll-'- (300)

Z tego rownania obliczymy ¢, , stosujgc np. metode og6lng;
a wiec napiszemy rownanie:

! k E 1 (301)
ov_ P I m\* 0/ l k= c]

et [ B O I = -
99, 2 2 q'*( [ ) 5 i Al ) R R

a po uporzgdkowaniu otrzymamy wzér analogiczny do réwnania
294-go:

1 / ' R - b = : 7
.2.2.2(7,,. _P'(l)_El'(l‘l )‘»~ﬁ‘:(), (302)
gdzie k=12, . ... n

Interpretacja tego rOwnania jest taka sama, jak réwnania 294-go.
W tem rozpatrywaniu szezegdlniej interesuje nas przypadek,
w ktérym
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p. ( 217: ‘)'-’_EI ) (kl:)’_ A=—10; (303)

wtedy wielkosci ¢, przybiera¢ mogg dowolne wartoSci, a, stosownie
do zalozenia, wielkoSci bardzo malte (lecz niekoniecznie nieskon-
czenie male); krzywa przeto wyboczenia moze przybieraé w przy-
blizeniu forme sinusoidy o réznej liczbie poélfal, w zaleznosei od
wartosci silty P.

Wartosé sily P = P,, utrzymujgcej taka krzywg w réwno-
wadze, obliczymy przeto z réwnania 303-go:

P,,.:El("'l"') +.3(kl:\) . (304)

Poréwnujac ten wzér ze wzorem 295-tym, widzimy, Ze war-
tos¢ tej sily jest w tym razie wiegksza, niz bez oporu $rodo-
wiska, t. j. gdy 8 =0, przy zreszta jednakowych warunkach, — co
fizycznie jest zrozumiale; Srodowisko bowiem wstrzymuje wybo-
czenie. Wartosé P, z row. 304-go zmienia sie z liczbg &; najmniej-
szg warto$é Pp= P, ktéora wywoluje wyboczenie, obliczymy z réw-
nania:

skad: I 4/ 5 a
e T Ve e

Wartos¢ k,, obliczona z tego wzoru, oznacza liczbe potfal,
jaka przybierze dany pret przy najmniejszej wartosci P= Py ; dru-
ga bowiem pochodna P, wzgledem % jest dodatnia. Poniewaz
jednakzie k&, musi byé liczba catg i przytem > 1, przeto nalezy
wzigé dla k& dwie liczby cate, sasiednie do wartosci k&, , obliczonej
z réw. 306-go, i obliczyé z réw. 304-go odpowiednig warto$é P, ;
mniejsza z tych dwéch wartosei jest najmniejsza sily, wywolujgeg
pierwsze wyboczenie, inaczej — jesl to granica statecznosei.

Z pewnem przyblizeniem obliczymy warto$é sity Py, gdy
warto§é¢ k, z row. 306-go podstawimy bezposrednio do réw. 304-go;
olrzymamy wtedy:

P =2y3EI.

Jezeli nastepnie spolczynnik § w réw..306-tem bedzie dosta-
tecznie maly w poréwnaniu z wartoScig £/, inaczej — gdy Srodo-
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wisko bedzie bardzo tatwo odksztalcalne, w stosunku do sztyw-
nosci preta, to pierwsze wyboczenie moze posiadaé jedng pétfale;
wynik ten da sie unaoczni¢ fizycznie w ten sposéb, jak mowi
Timoszenko, ze latwiej pretowi przezwycieiyé opor Srodowiska,
niz wygiaé sie w kilka fal. Jezeli zas wartosé¢ £ 1—0, t. j. gdy pret
bedzie tatwiej odksztalcalny, w poréwnaniu z odksztalceniem sro-
dowiska, to tatwiej przybierze on bardziej falista postaé, nizby
miatl odksztatei¢ Srodowisko trudno odksztatcalune.

Azeby obliczy¢ rodzaje réwnowagi takiego preta, zestawimy
odpowiedni wyznacznik, ktéry bedzie posiadal wyrazy tylko na
swej przekatni; wyrazy te sa zawarte w nawiasach réwnania 302-go,
gdy podstawimy kolejno k=1,2,--..n. Wyrazy te réznig sie
od wyrazéw zadania poprzedniego dodajnikiem (—8), ktérego
w rownaniu 294-em nie bylo.

To samo rozumowanie da si¢ zastosowaé do przypadku,
w ktorym wielkoSci E I oraz [ sg stale, a diugo$¢ preta ! jest
zmienna; wtedy odczytamy z réwnania 306-go, ze dla krétkich !/
wielko$§¢ k, maleje, a wiec moze by¢ rowne jednoSci, co fizycznie
tak sobie unaocznimy, stosujac wyrazenie Timoszenki, ze ,trud-
niej“ wygiaé sie w kilka fal krotkiemu pretowi, niz dluzszemu, co
zgadza sie z fizycznem pojmowaniem tego zjawiska.

Sity, dziatajgce prostopadle do osi, ktére nazwaliSmy oporem
srodowiska, nie zawsze sg skierowane do osi preta; mnoga one byé
skierowane roéwniez w kierunku przeciwnym; przypadek ten za-
chodzi, gdy np. wal materjalny o przekroju kolowym wiruje
okoto swej osi geometrycznej; wtedy po malem wyboczeniu tego
waltu od linji prostej powstaja sity odsrodkowe, ktére przy dosta-
tecznej wielkoSci moga go dalej wyboczyé, lub tez, gdy beda
mate, pozwolg powrécié pretowi do postaci prostej, do czego be-
dzie go zmuszala sprezysto§é preta. Sily te wyrazg sie w tym
przypadku wzorem

o

=—mz, (307)

gdzie m oznacza mas¢ jednostki diugosci watu, a ¢ jego predkosé
katowa.
Sit¢ krytyczna w danym razie obliczymy ze wzoru 304-go:

2

| —magt (;z)”; (308)

po=£I1("
bl

Pr w tym razie, jak i w poprzednim, jest to sita, kiéra
$ciska wal wzdtuz osi i ktéra wywolaé moze wyboczenie. Widzi-

e
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my z tego wzoru, ze sita krytyezna jest w tym razie mniejsza,
niz w przypadku ©=0, co zgadza si¢ z fizycznem pojmowaniem
tego zjawiska.

W szczegblnym przypadku, gdy sily osiowej niema, wtedy
pret moze sie rowniez wyboczyé pod dziataniem tylko si? od$rod-
kowych i dla tego przypadku mozemy obliczyé predko$é obrotowa,
ktérq nazwiemy predkoscia krytyczng i oznaczymy ja symbo-
lem ¢ kr -

Z réwnania 308-go otrzymamy po podstawieniu P,=0:

e (‘.k; ) [ /fi 71.' . (309)

Najmniejsza predko$é krytyczna ¢, bedzie w tym razie, t. j.
przy warunku P=0, réwna najmniejsze] liczbie pélifal; po pod-
stawieniu przeto w réwnanie 309-te

otrzymamy :

Sposob tutaj przytoczony, stosowania szeregéw do obliczen
przyblizonych, nazywajgq niektérzy autorzy—sposobem Ritz’a, lecz
ta nazwa nie jest sluszna;—Ritz bowiem w pracy swej ,Ueber eine
neue Methode zur LOsung gewisser Variationsprobleme der mat.
Physik“, ogloszonej w czasopiSmie ,Journal f. reine u. angew.
Mathematik Bd. 135 str. 1--61, 1909%, glebiej ujat to zagadnienie,
ktére nie odpowiada rozwigzaniom zapomoeg pospolitego stoso-
wania szeregéw; Ritz powiada w powyzsze] pracy: jezeli mamy
funkeje wyrazina np. sinz, lgx it. p., to moiemy ja zastapié
szeregiem i kaidy wyraz tego szeregu, wziety do obliczenia,
zbliza¢ bedzie jego wartosé do wartoSei funkeji Scistej; lecz
w naszych zagadnieniach funkeja ta wyrazona jest réwnaniem
rézniczkowem, inaczej rownaniem & = 0, ktére wyraza extremum
zmmiennej U, i jezeli zbliza¢ bedziemy zapomocg szeregu wartos$é
tej funkeji do wartosci extremum, to z tego nie wynika, Zeby
jednoczesnie wartoS¢ tego szeregu zblizala sie¢ do wartosci szu-
kanej funkeji. AzZeby za$ ten wynik osiggnaé, naleiy odpowiednio
dobraé funkeje, z ktorych sklada sie przyjety szereg; szczegdlniej
postepowanie takie staje si¢ watpliwe przy obliczaniu rodza-
jow rownowagi, ktére wymagaja obliczenia pochodnych wyZszych



— 161 —

rzedow. Sprawe te omawiajg rowniez Courant i Hilbert w pracy
»~Methoden d. mathematischen Physik", lecz nie daja jej ostatecz-
nego wyjaSnienia, oraz Madelung ,,Die mathematischen Hilfsmittel
des Physikers” 1922 r., str. 104.

Ritz w pomienionej pracy powiada roéwniez, ze metoda sze-
regOw, przez niego proponowana, nie jest jeszcze zupeinie ,jasna“.
Materjaly wiec matematyczne tej metody, ogloszone w odpowied-
niej literaturze, oczekuja szczegélowego opracowania; opracowania
takiego jednakie jeszcze nie mamy, a postepowanie ,po omacku*,
jakie przedstawia pospolity sposéb stosowania szeregéw, nie daje
pewnos$ci, iz z powiekszeniem liczby wyrazéw obranego szeregu
wyniki obliczen bedy sie zblizaty do rzeczywiste] wartosci; ta
okolicznos§é zas, ze metoda szeregow, stosowana do wielu przykta-
déw, ktérych rozwigzania sa skadinad znane, wykazuje dostatecz-
na zgodno$é odpowiedzi z rozwigzaniami dokfadnemi, nie moze
byé dowodem jej stusznoSci wogéle; przy jej wiec stosowaniu moz-
na spodziewa¢ sie roéznych sprzecznoSei z rzeczywistym stanem
rzeczy. Metoda, ktéra nie pozwala przewidzie¢ wszystkich ewen-
tualnosci, nie moze byé¢ nazwana naukowsg. Metoda Ritz’a ocze-
kuje przeto szczegélowego opracowania pod wzgledem matema-
tycznym; metode przeto szeregdow nalezy stosowaé z wielka
oglednoscia.

62. Metoda funkeyj przyblizonych.

Metoda ta polega na wyborze takiej funkeji skonczonej, kto-
raby byla mozliwie zblizona do szukanej funkeji i ktéraby posia-
data pewne parametry nieznane. JezZeli zechcemy wyrazi¢ szu-
kang funkcje np. wielomianem algebraicznym calkowitym, to wie-
lomian ten, dla wiekszego zblizenia sie do funkeji szukanej, powi-
nien czynié¢ zado$¢ nietylko warunkom brzegowym danego zadania,
lecz powinien wyrazac¢ i inne wiaSciwosei fizyczne danego uktadu,
np. pewng Scisle okreslong liczbe punktow przegieé, ktérg posiada
szukana funkeja, a klorg to liczbe mozemy okreslié z warunkéw
zadania. W zadaniu np. z pretem, obcigzonym osiowo i jednym
koncem umocowanym, posiadamy jeden taki punkt (moze by¢ ich
wiecej, lecz poza granicami rozpatrywanego odcinka); przyjmiemy
wiece, Ze szukana Krzywa powinna posiada¢ przynajmniej jeden
punkt przegiecia; a wige wielomian, wyrazajacy te krzywa, musi
by¢ przynajmniej 3-go stopnia; piszemy przeto:

Y=qo Q1 x+ g 2" - gy 1 (311)

11
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7 warunkow brzegowych zadania wynika:

dla v —0 i 7—0 otrzymamy g,—0;
o =07 y—0 mamy y" —=0; przeto g, =0;

1’

» X=[ mamy y 0 a wiec g, 3q.,L—0;.
po podstawieniu tych warto$ci do rownania 311-go otrzymamy:
y=—q,-x"-(x — 30, (312)
gdzie wielkoS¢ ¢, jest niewiadoma, klérag obliczymy 2z warunku

rownowagi.
Wyraz pracy sil wewnetrznych jest w tyin razie nastepujacy:

T i
Upp=— — 1) IL\ g dx== 1) IE\ 36¢,-(x ) -dy=—6¢," 1E].
= (M1} L e'l)
(313)
Wyraz pracy sit zewnetrznych:
Ry 12 :
I—= P\ yldx—=""Pq? (314)
2 B

e 0
W razie réwnowagi mamy wogdle :

oU

03
Jq;

poniewaz jednak funkcja sit jest w tym razie funkcja jednorodng
zmiennej ¢, przeto mozemy napisa¢ bezposrednio (réow. 151-sze)
rOwnanie rownowagi w postaci:

U: L[l 1 Um U-

=
2
1_“-1)(1:;‘-‘ P—6gIEP =0, (315)
9]

gdzie P jest jednoczeSnie sitg krytyczng (zerowa), jakesmy dowiedli
w §44-tym i wyrazili row. 148-em (str. 106), a wiec

P= Pir=2,500 - 1[ = (KB
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dokladna za$§ wartosé sily krytycznej Euler’a w tym razie:

=\ IE

e IE
Prr = ‘2) i 5

= 24677 7 ;
odchytka wiec od warto$ci doktadnej jest okolo 1,3%,

Dla obliczenia przyblizonego mozemy réwniez obraé¢ funkeje
y=rx(x), ktéra nie spetnia, lub niezupelnie spelnia warunki brze-
gowe; lecz wtedy, oczywiécie, spodziewa¢ sie naleiy wigkszej
odchylki od wartosci dokfadne;j.

Przyjmijmy dla powyzszego przykladu np. y— ga*; wtedy:

r '

y=2qx; y'=2¢q;

1 ‘1 3 .
U= 11\ g dx = ~7‘1)]E-4()’-'1;
') L

o o A
U, - . P\ Yy dx- =0 [’-4()2[“;
z réwnan tych, wskutek jednorodnosci tych funkeyj (réw. 151-sze,
str. 108) wzgledem spéirzednej ¢, napiszemy:

AL LR ey ] o EI -
l)I)-3(1-["——2E[-4(/—l:0, skad Py, 3-71_1: (317)

jak widzimy, w tym przypadku odchylka od wartosci Sciste] jest
znacznie wieksza, niz byla poprzednio, co$my przewidzieli.
PRZYKLAD. Obliczyé zapomoca funkcji

przyblizonej sitle krytyczna i rodzaje réwno- 1
wagi preta, swobodnie podpartego obydwoma K
konicami i obcigZonego osiowo silg P. pYa’ Al
Przyjmiemy roéwnanie przybliZonej krzy-
wej wyboczenia w postaci: P
mX .
y—q-sin(" ). (318)
=0 xO
Obliczamy przedewszystkiem dla nastep-
nego uzytku |
,,'zf,(:)-cos(‘_"")- (319) . -
L .\'“ v\'() { i : B woicom: ":
oraz ‘ r
= (,( ) . sin ( i ‘) (320) T
X | Xy

gdzie ., oznacza odleglos¢ koncowych punktéw belki podczas
wyboczenia; a wige x, = /.
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Z tych rownan wynika, ze

dla v+=0 oraz dla y=—=0 mamy y"’ =0;
dla v =x, oraz dla y—0 mamy y"’ = 0.
Réwnanie przeto 318-te czyni zado$é warunkom brzegowym

tego ukladu; przyjmujemy je przeto jako réwnanie przyblizonej
krzywej. Wirtualna funkcja sil zewnetrznych danego ukladu:

%)

U.— P-Al, gdzie Al \ (ds—dx)—
)

—“\. () 1y —1)dxc ; \”y"—'-dx;
0

ey

po podstawieniu w nie zréwnania 319-tego wartosci y’, otrzymamy:

9 "

U, 1) r- ((} ;n) - \; cos® (n \\0) cdx— ; P(‘q ;) \2“ -
wreszcie: :
= i Pq! : - (321)

Nastepnie — ze znanego wzoru — obliczymy prace sil we-
wnetrznych:
1 LR L
Un—— o 1E\ y"dx, (322)

5
e 0

skad po podstawieniu y” z row. 320-go, otrzymamy:

T 1 2 il , .\.” 1 T (12:4
L’u!:"’ 2 I]Ir(l (.\.“) == IFE-

4 N (323)

Wyraz wirtualnej funkeji sil calego uktadu jest nastepujgey:

U= Uz ‘]L’ IJm ’ (324)

po podstawieniu w to rownanie obliczonych wartosci, otrzymamy
wartosé ¢, biorge czastkowa pochodng row. 324-tego wzgledem ¢
przy statej wartosci x, *):

*) W obliczeniu tem przyjeliSmy wartosé x, za stalg, co w rzeczywisto-
$ci nie zachodzi; bedzie to tylko stuszne, gdy bedziemy rozpatrywali dany uklad
w postaci prostej; wtedy bowiem x,=1; jezeli zas ten przypadek nie zachodzi,



P. g - — o 1B q——=0; (325)

oUu 1 2 L
o I
dq 2 Xp 2 A

()]

po uporzadkowaniu wyrazéw tego réwnania, otrzymamy réwnanie:

| TR 1.Ex? =7
2 (] o ) \.l) ( P—' .\.“‘_) = 0 - (3 26)
ktére rozpada sie na dwa réwnania; — na réwnanie:

1) ¢g=—=0, a wigc y=0; a przy tych warunkach x,=1;

krzywa przelo wyboczenia jest w tym razie prosta niezaleznie od
wartosci P, t. j. sita P przy tej formie preta moze posiadaé do-
wolng wielko$é, a r6wnowaga bedzie zachowana; warto§é bowiem
zawarta w nawiasach réwnania 326-go, wobec tego, ze ¢==0,
moze byé dowolng, byleby nie byla nieskonczenie wielkg. Pio-
nowe przeto polczenie preta jest w tym razie polozeniem réwno-
wagi przy wszelkich wartoSciach sity P, lecz rodzaje réwnowagi
moga by¢ w temn poloZeniu réine, o czem bedzie pdiniej.
Drugiem réwnaniem, na jakie rozpada si¢ rownanie 326-te,
jest nastepujace:
[ E=*

et
Yo

2) P— 0; (327)

w tym razie parametr ¢ moze mieé dowolna wartosé; przeto dla
qg=0, t. j. gdy pret bedzie prosty, bedzie x,—=1[, a wiec

/—"
~

Pt (328)

jest to punkt przecigcia si¢ tej galezi z galezig pierwsza, pokry-
wajaca sie z osiag P. Wykres (P, ¢) jest taki sam, jak wykres
(P, e) na rys. 15-tym (str. 145-ta).

Gdyby wielko§é x, podczas wyboczenia byla staty, tobysmy
otrzymali jako drugg galaZi krzywej rownowagi linje prosta, row-
nolegla do osi ¢, na odlegto$ci P, obliczonej z réw. 327-go. Lecz
ten wniosek jest sluszny tylko dla bardzo matych wartosci ¢,

to wyniki naszych obliczen nie bedy dokladne, a bedy przyblizone, co w tych
obliczeniach jest dopuszczalne; odchylka jednakze od wartosci dokladnych
bgdzie bardzo mala, gdyz rozpatrywaé bedziemy przypadek, w ktérym dany
pret niewiele oddala sie od swej postaci prostej, t. j. wartos¢ x, niewiele
rézui sie od warto$ei /.
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a zupetnie bedzie stuszny, gdy ¢ bedzie nieskonczenie male; wnio-
sek ten przeto wypowiemy Sci§lej: ze styczna do drugiej gatezi
krzywej rownowagi w tym punkecie jest réwnolegla do osi ¢, dal-
szego za$ je] przebiegu z obliczenia tego nie otrzymamy. O dal-
szym jej przebiegu mozemy jeszcze nieco wywnioskowad, jezeli
wezimiemy pod uwage te okoliczno§é, fizycznie wyczuta, ze z po-
wigkszeniem wielko$ci ¢, t. j. gdy pret si¢ wygina, x, maleje;
a wiec odczytamy z réow. 327-go, Ze z rosngcg wartoscig ¢ war-
tos¢ P rosnie; gataZ ta przeto przyjmie postaé¢ wklesta wzgledem
osi ¢, jak to pokazano na rys. 15-tym; sity przeto P = P, utrzy-
mywac¢ mogg dany pret w trzech potozeniach réwnowagi. Gdy
wezmiemy pod uwage twierdzenie o rownowadze sil, ktéryeh funk-
cja jest jednorodna zmiennych ¢, (row. 151-sze, str. 108), mozemy
wprost napisaé z réow. 324-tego réow. 326-te,a wiec i réw. 327-me.

Azeby nastepnie obliczy¢ rodzaje réwnowagi w réznych poto-
zeniach tego preta, obliczymy z réwnania 325-go:

FU_1 =

T Gl |
dage D P .

(329)

Znak tego wyrazu okres$li rodzaj rOwnowagi w polozeniach
preta, odpowiadajacych punktom gatezi 1-szej i 2-giej; jezeli wiec

1~E_j"'<:;0, o, jozel Py
'\'l)— ‘\'0-

]) =

to mamy réwnowage stalg; jezeli za$

P—=

IE.T >0, tj P: =
’\.“.’ la
to mamy réwnowage niestalg.

Sila przeto
1E=

P'1 [_' “’Ph'

jest sila zmianowy dla galezi 1-ej,
Z prawa kolejnosci rodzajéw réwnowagi wynika réwniez, e
galaz 2-ga wyraza réwnowage stalg, gdyz czeé¢ galezi 1-szej

dla PP,

przedstawia rownowage niestalg.
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Obliczenie powyiZsze nie dato nam jednakze wartoSci para-
metru ¢, t. j. odchylenia konca preta od pionowej; z tych obli-
czen bowiem wynika, ze przy sile /> P, odchylenie ¢ jest do-
wolne, niezalezne od sily obciazajacej; lecz wniosek ten jest stusz-
ny tylko dla nieskonczenie matych wartosci ¢; przy powigkszeniu
bowiem sily P P, wystepuje zalezno$¢ pomiedzy ¢ i P, kté-
rej jednakze ze wzoru przyblizonego, wyrazonego rownaniem
318-tem, obliczy¢ nie mozna.

Przypadek niezaleznos$ci spolrzednej ¢ od P, jaka w tym ra-
zie wystepuje, jest pod wzgledem matematycznym identyczny
z przypadkiem, spotykanym w ruchu wahadla, gdy dla matych od-
chylen zastagpimy ruch wahadlowy ruchemn harmonicznym.

Ruch wahadltowy moze byé uwazany w przyblizeniu za ruch
harmoniczny, lecz w granicach bardzo malych odchylen (nieko-
niecznie nieskonczenie matych) i wtedy okres np. podwdjnego
wahniecia nie zalezy od odchylenia pierwotnego; przy wiekszych
za$ odchyleniach musimy stosowaé w obydwéch przypadkach do-
kiadne, lub wiecej przyblizone wzory. W tenze sposéb odchylenie
preta jest niezaleine od sity P, lecz tylko dla nieskornczenie ma-
tych wartosci ¢; do obliczenia wiekszych odchylen nalezy stoso-
waé wzory dokladniejsze, lub dokladne.

PRZYKZAD. Rozwiazemy teraz zapomocg funkecji algebra-
icznej calkowite] przyktad preta, opartego swobodnie koncami
i obcigZzonego osiowo. Réwnanie krzywej przyblizZone] przyjmiemy
nastepujace:

Uy=q +qx+qx*+qx*4qx". (330)
W rownanin tem mamy 5 nieokreSlonych parametréw ¢; dla

ich okreslenia mamy warunki, kitére wyraza si¢ czierema naste-
pujgcemi réwnaniami:’

dla x =0 powinno byé 1) y=—0 oraz 2) y”" =0,
”» xz = l » » 3) !/ = 0 oraz 4) y" == 0;
a wige mozemy obliczy¢ z tych czterech warunkéw cztery para-
metry ¢, piaty za$ obliczymy z ogélnych warunkéw réwnowagi.

Po podstawieniu tych wartoSci do row. 330-tego otrzymamy dwa
réownania:

q,==0, oraz ¢, {-+-q, '+ q, P+ q,I*=0;



nastepnie z rownania:

r

y’'=2q¢,+6q,-x--12q,-x*=0,

po podstawieniu x=0, oraz .« —/,
otrzymamy:
q.—0, oraz 6¢,l-12¢q,"=0;

te cztery ré6wnania warunkowe sa przeto nast.:
q,— 0, g,—0,

G ¢ g, P=0,

oraz
Q:'."}f 2q,l=0.

Z tych réwnan otrzymamy:

)

prt

p 1
Ga=—m= gty s oraz  q,= P qi,

a po podstawieniu tych warto$ci do réw. 330-tego, otrzymamy:

: e ey
=g r=g itk )

(331)

w ktérem jest tylko jedna spélrzedna nieznana ¢,, a ktérg obli-

czymy z warunku réownowagi.

W tym celu obliczymy:

Pl % \* <
\ gt dx :g -q,*l, oraz \ y' T dxy=438-q," }

e 0 1) e ()

a po podstawienin tych wartosci do

1 o] 0 1 i o
U:‘)P\ Uy d.\'—o IE‘\ ¥ =i,

s 0 = e

otrzymamy:

e
SO SN Th L Y
35 1)("

r



— 169 —

Z tego rownania na zasadzie twierdzenia o funkcjach jedno-
rodnych napiszemy bezpoSrednio

48-35 IE 1E.

P=P, =" =088 - (382)

odchytka wieec wynosi w tym razie 0,13°, od wartoSci Scislej
Euler’a.

63. Warunki, przy ktérych wartoéé sity krytycznej, obliczona
z réwnania przyblizonego, jest $cista.

Dla obliczenia sily krytycznej, pod dzialaniem ktérej pret
moze sie wyboczyé, stosowaliSmy rownania rézniczkowe, ktéresmy
otrzymali badZz z funkeji sit zapomoca rachunku warjacyjnego, lub
ktére mogliSmy otrzymaé z rownan statycznych, wyrazajgcych
rownowage sil, ewent. rownowage momentéw, dzialajacych na da-
ny pret. Calkowanie jednakze tych rownan nie daje si¢ zwykle
wykonaé¢ w formie skonczonej; uciekamy sie przeto w tych razach
do pewnych skrécen — do pewnych przyblizen i z tych réwnan
przyblizonych obliczamy sile krytyczng, coSmy wykonali w §§ po-
przednich. Nasuwa si¢ przeto pytanie, czy obliczona z przyblizo-
nych réownan wartos¢ sity krytycznej jest rowniez przyblizona, czy
tez jest Scisla.

Przytoczone wyzej przyklady wskazuja, iz dla réznych krzy-
wych przyblizonych otrzymujemy rézne wartosci P, dla tego sa-
mego przyktadu; i tak z réwnania Euler’a, ktére jest przyblizone,
gdyz przyjmujemy w tem obliczeniu y'=0 oraz sint==1, otrzy-
malisiny:

Pir = (F) L o
2 (= I

z innego réwnania przyblizonego dla tego samego przyktadu otrzy-

maliSmy:

El
" ’

Pur = 2500 -

réwniez
E7

9 )

Py = 3,000 -

przypuszczalnie wige dla kazdej innej postaci formy odksztatconej
danego preta otrzymamy inne wartosei sity krytycznej. Lecz, jak
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zobaczymy z dalszych rozpatrywan, ktére daje prof. Jasinski,
moga byé krzywe przyblizone, z ktérych jednakze otrzymmamy war-
toSci sil krytycznych jednakowe z wartoSeiami, obliczonemi ze
wzorow $cislych. Zagadnieniem tem zajmowat sie prof. Jasinski
i w pracy swej ,Sobranje soczinienij* T. I na str. 287-ej podal
nastepujace warnnki, ktérym powinny czyni¢ zado$¢ rownania
przyblizonych krzywych odksztalcenia, azeby mozina bylo z nich
obliczyé Sciste wartosci sity krytyeznej.

Rozwazania te postaram sie w krotkoSeci powtérzyc.

Prof. Jasinski bierze pod uwage S$ciste rownanie rozniczko-
we krzywej odksztalcenia preta w postaci ogoélnej

ks S TS e =10 (333)

w ktérem P oznacza sile, dziatajgcq na dany pret, ktérej szcze-
gbélna warto§é jest szukang sila krytyezna; litery r i s oznaczajg
pewne parametry danego ukfadu, ktére uwazaé mozemy za znane;
temi parametrami moga byé £, 7, [ it d.; wszystkie te parame-
try sa niezalezne od spoéirzednych x i y krzywej odksztatconej.
Réwnanie powyzsze moze byé réwnaniem rézniczkowem Eu-
ler - Lagrange’a, lub tez moze by¢ réwnaniem réwnowagi sit ze-
wnetrznych 1 wewnetrznych
Autor nastepnie przyjmuje, Ze w ogélnym przypadku wybo-
czenia krzywa odksztalcenia danego preta skiada sie z formy pro-
stej i z formy krzywej; site krytyczng okreSlimy w tym razie jako
site, ktérej najdrobniejsze powiekszenie spowoduje wyboczenie sig
preta, t. j. spowoduje, ze forma prosta preta, ktéra wyrazona jest
rownaniami
=05 =05 r“=0F%d., (334)

zacznie przechodzi¢ na forme krzywa, t. j. ze wartosci y, y' . -
zaczng przybieraé¢ pewne wartoSci wieksze od zera.

W celu obliczenia wartosci sily krytycznej, obliczymy wogdle
site P z réwnania 333-go; niech bedzie

P=f{x,gu,..817"r, - -) (334 a)
Jezeli nastepnie oznaczymy litera P, te szczeg6lna wartosé
sily, przy ktoérej krzywa wyboczenia pokrywa sie z osig x, t. |.

pozostaje prostg, to z rOwnania 334-a otrzymamy:

1)1 ',_f (0, 0, ) =Ty S),



lub inaczej

P, [ (r. s). (335)

Moze jednakize sie zdarzyé, powiada prof. Jasinski, Ze prawa
strona réwnania 335-go przedstawi sie w postaci nieokreslonej:

P—
0

t. j. w postaci ulamka, ktérego licznik i mianownik zblizaé sie
beda do zera.

Forma ta bedzie wykazywala, ze linja wyboczenia w postaci
linji prostej, bedzie pozostawala w postaci prostej przy wszelkich
wartosciach P; wartos¢ bowiem P pozostaje w tym razie nieo-
kreslong.

Nastepnie prof. Jasinski dowodzi, iz dla obliczenia P, z row-
nania 333-ego niepotrzebne sa wielkoSci rzgdéw wyzszych od naj-
nizszego, jaki wystepuje w tem réwnaniu, i na zasadzie tego for-
mutuje swéj wniosek w nastgpujacy sposob: graniczng wartosé P,
sity P, przy ktérej dany pret moze si¢ wyboczy¢, mozna obliczyé
wogéle z dokladnego réwnania rézniczkowego w sposob Scisty;
jezeli zas otrzymamy dla P, wyraz nieokreslony 0: 0, to dla obli-
czenia tej wartosci nie potrzeba calkowaé dokladnego réownania
(co bywa nieraz niemozliwem w skonczonej formie), lecz mozna
je uproscié, dodajac, lub odejmujgec od licznika i mianownika wiel-
koSei nieskonczenie male wyzszych rzedéw, co nie wplynie na
warto$¢ tego wyrazu; wtedy z tego nowego réwnania zapomoca
calkowania mozna obliczyé /P, jako graniczng wartosé P, gdy
y=0, y’=01t d

Jezeli przeto rownanie krzywej wyboczenia, z ktérego obli-
czamy sitg krytyczng, jest rownaniem, ktére wyniklto z wlasciwego
réwnania rézniczkowego, t.j. z rownania 333-go, przez usunigcie,
lub dodanie nieskoficzenie matych wielkosci, to warto§é sity kry-
tycznej, otrzymanej z tego réwnania przybliZonego, bedzie warto-
Scig ta samg, jaka otrzymaliby§iny z réwnania dokladnego, cho-
ciaz krzywa odksztalcenia jest tylko przyblizong *).

Réwnanie rézniczkowe, ktore stosowal Euler do obliczenia
sily krytycznej, jest rownaniem przyblizonem, gdyZ usunigto z nie-

*) 8gdze, ze moina ten sposéb obliczenia w ten sposéb sformulowad,
ze krzywe, ktore beda Scisle styczne do (nieznanej) krzywej réwnowagi, bedg
mialy drugie pochodne jednakowe, a wiec i rodzaje réownowagi te same, choé
w dalszym ich przebiegu bedsg si¢ rozehodzily.
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go wielko§¢ y’, wystepujacg we wzorze na promien krzywizny; po-
mimo to, sita krytyczna, obliczona z tego réwnania, jest Scisla.

Sposéb przeto prof. Jasinskiego stosowaé mozna do oblicze-
nia dokladnej wartoSci sitly krytycznej z réwnan uproszczonych,
co w praktycznych zagadnieniach bywa wazne; do obliczenia za$
odksztatcen réwnanie takie wogdle sie nie nadaje.

Spos6b ten przeto daje wieksza pewno$¢ rachunkows, niz
sposiOb obliczania zapomocg funkeyj przyblizonych, ktérych stopien
dokladnosci jest nam nieznany. Warto$§¢ przeto sitly krytycznej,
obliczona z réwnania Euler’a, jest dokladna pomimo, 7Ze réwnanie
to jest przyblizone.

Na tej podstawie moZemy obliczyé dokladny site krytyezng
np. z row. 241-go, przyjawszy

Sin —k;

b
a ofrzymamy wtedy réwnanie:

d’c P
d s* IE

Oeline— ]}

Catke tego rownania otrzymamy, gdy podstawimy w réwnanie
ruchu harmonicznego (Mech. Teor. H. Czopowskiego T. III. str.
21-sza, row. 22-gie)
(=53 X=1! £ : —P .
m IFE

Z réwnania 25-go ruchu harmonicznego mamy np::
//
m
T= Tl/ ;
k

- L1 . -
a po podstawieniu w nie — T=1, gdzie ! oznacza dlugos$¢ preta,

4

otrzymamy:

2=z |/ij

skad

>

1E=P,.

;-

P=(3)
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