=2 o =

to ilorazy przesunieé przez {en okres czasu beda wyrazaty pred-
kosSci punktéw; ilorazy te nazwano predkosciami wirtualnemi, dla
odréznienia od predkoSci rzeczywistych, jakie dane punkly olrzy-
matyby w rzeczywisto$ci pod dzialaniem sif, na nie dzialajacych.
Zamiast przeto mowié¢ o przesunieciach wirtualnych, méwié¢ mozemy
o predkosciach wirtualnych i unaoczni¢ je mozemy zapomocg wek-
toré6w o skonczonych dlugosciach. Takie przedstawienie przesu-
nig¢ pozwala stosowaé do obliczenia zwigzkéw pomiedzy prze-
sunieciami twierdzenia z kinematyki o predkosciach punktéw
danego ukfadu; pozwala réwnie7 stosowaé sposoby wykreslania
tych predkosci, co tez w Statyce budowlanej znajduje zastoso-
wanie*).

ROZDZIAY. IL
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9. Sily potaczen i sily wewnetrzne.

Punkt materjalny swobodny, bedgcy pod dziataniem danych
sit, wykona $cisle okreSlony ruch, gdy dana jest masa punktu oraz
poczatkowe warunki ruchu. Sposoby obliczenia tego ruchu daje
nam dynamika; obliczenia te nie wchodzg w zakres tych rozpatry-
wan; stwierdzimy na razie tylko fakt, ze ruch danego punktu jest
scisle wyznaczony przez sity, mase danego punktu i przez warunki
poczatkowe. Sily te nazywamy sitami zewnetrznemi, dziatajacemi
na dany punkt materjalny.

Jezeli zas punkt dany nie jest swobodny, t. j. jezeli podlega
on pewnyin ograniczeniom swego ruchu, o jakich moéwilismy
poprzednio, to ruch danego punktu pod dziataniem danych sit nie
bedzie taki, jakiby byl, gdyby ten punkt byl swobodnym. Punkt
np. materjalny swobodny pod dzialaniem sit cigzenia, nie posiada-
jacy predkosSei poczatkowej, wykona ruch prostolinijny, pionowo
skierowany ku dofowi; jezeli zas bedzie on zmuszony poruszac
sie po danej krzywej (np. po drucie dowolnie wygietym), to wy-
kona on pod dziataniem tejze sily ciazenia ruch krzywolinijny

*) Autor niniejszego wprowadzil i zastosowal do obliczen statyeznych
jeszcze pojecie przySpieszen wirtualuyeh; poréw. ,Sprawozdanie i prace War-
szawskiego Towarzystwa Politechnicznego Nr 3. roku 1923%.
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taki, na jaki mu pozwalajy warunki fizyczne tego zadania, t.j. —
jak w tym przykladzie —na jaki pozwoli mu dany tor; dany
przeto punkt materjalny wykonywa w tym razie, przy tych samych
warunkach poczatkowych i pod dzialaniem tejze sily inny ruch,
anizeliby on wykonat, gdyby byl swobodny.

Azeby by¢ przeto w zgodzie z okreS§leniem sily, zmuszeni
iestesmy przyjaé, 7e oprocz sit danych zewnetrznych, dzialajg
w tym razie na taki punkt jeszcze inne sily, pochodzace od fizycz-
nych ograniczen ruchu, a jak w danym przypadku-—od toru; sily
te nazwano wogoéle sitami potgczen, w szczegélnosci sitami odpo-
rowemi (reakcjami). Sily odporowe, inaczej sily potaczen, pocho-
dzg przeto od fizycznych ograniczen ruchu i dziatajg na dany
punkt. Takiemi silami mmoga by¢ np. sity ciggnienia, wystepujace
w sznurze, do ktérego punkt dany jest umocowany, lub cisnienia,
wystepujgce w podporach i t. p.

Nazwa—sity zewnetrzne — niezupelnie $cisle okre$la te sity,
ktéore mamy tu na na mysli, gdyz, ScisSle moéwiae, sity polgczen
moga by¢ rowniez przy zachowaniu pewnych warunkéw uwazane
jako sity zewnetrzne; naslapi to, gdy np. usuniemy potgczenia
fizyczne i zastgpimy je sitami. Dla rozrdéznienia tych rodzajow
sit zewnetrznych wprowadzono rézne nazwy jak w naszym, tak
i w obeych jezykach; nazwy te jednakze nie wyrazajg SciSle tej
réznicy w dostatecznej mierze, cho¢ zreszty sprawa jest jasna, co
sie ma w tym razie na mys§li.

Newton nazwal sile zewnetrzng w znaczeniu tu opisanym,
t. j. site, wywolujacq przyspieszenie,—,vis impressa“; po polsku
nazywaja taka site—silag czynng,—sita dzialajgca (beschleunigende
Kraft); sily zas, wywotane ograniczeniami ruchu, mozna nazwaé—
sifami biernemi, — lub silami potgczen, (ktére w innych jezykach
nazywaja forces de liaison, Zwangs-Kriifte, forces of constraint).

Dla unaocznienia sobie tych rodzajow sit przyjmiemy, zie
sily, ktére nazwaliSmy zewnetrznemi, sa dane, a wiec — znane;
sity za§ polaczen przyjmiemy za nieznane, co nie wyklucza przy-
padkéw, 7ze i sily, zwane zewnetrznemi, moga by¢ nieznane.

W pewnych szczeg6lnych przypadkach sily zewnetrzne nazy-
waja obcigzeniem danego uktadu materjalnego, na ktéry dzialaja;
jest to nazwa, ktéra— w tym razie —nie dopuszeza zadnych dwu-
znacznosci -—— jest jednoznaczna.

Z tego wynika, ze dziatanie ograniczen ruchu w postaci np. dru-
tow, lin, podpér i t. p. moze by¢é zastapione sitami, kt6reSmy na-
zwali sitami polaczen i ktére nadaja taki ruch danemu punktowi, ezy
tez danemu ukladowi materjalnemu, na jaki mu pozwalaja te warnnki.



Kierunek sit potgczen jest uwarunkowany fizycznemi wlasei-
wosciami ograniczen. Jezeli np. powierzchnia, po ktdérej dany
punkt sie porusza, jest zupelnie gtadka, wtedy sily styczne do tej
powierzchni nie wystepuja; wystepowaé moga tylko sily normalne
do niej; ruch bowiem w kierunku stycznym do danej powierzchni
gtadkiej nie spotyka przeszkody; w kierunku za$ normalnej do
tej powierzchni ruch nie moze si¢ odby¢. Jezeli zas powierzchnia
jest chropowata, a punkt porusza si¢ po niej (t. j. slizga sig), 1o
oprécz sily normalnej wystepuje jeszeze sita styczna, zwana wogoble
oporem, w szczegélnosel — sitg farcia. Jezeli pewien puukt, nale-
zacy do bryly, nie moze sie Slizga¢, to moze powstac toczenie sie
danej bryly po danej powierzchni. Jezeli wiec zachodzi tocze-
nie sie jednej bryly po drugiej, to nalezy przyja¢, Ze w punkcie
zetkniecia sig tych bryl wystepuje pewna silta, ktéra wyobrazimy
sobie rozlozong na dwie sily: site styczng, ktora powstrzymuje
poslizg i ktora nazwano sita przyczepnos$ci danej powierzchni,
oraz na sile normalng do tej powierzchni. Naleiy przytem przy-
jaé, ze sily te sq przytozone do punktu zetkniecia sie 7oczacej
bryly, a nie bryly, po ktorej bryta ruchoma sie toczy. Sily przy-

czepnosci nalezy tak traktowaé, jak sily odporowe — jak sity
potaczen.

Wlasciwos$ci le moZemy sformutowaé w ten sposéb: sity po-
tgczen, lub inaczej sity odporowe wysilepujg w tym kierunka,
w jakim poruszajgcy sie punkt nie moie wyhkonad¢ ruchu; a wiee,
jezeli punkt ruchomy S$lizga sie bez tarcia po pewnej powierzchni,
to kierunek sity odporowej musi byé prostopadty do tej powierzchni.

Wartosci sit potfgczen zalezg od ruchu, jaki one wywotuja,
t. j. od ruchu, jaki dany punkt wykonuje.

' Stosujemy jeszcze w rozpatrywaniach mechaniki pojecie sit
wewnetrznych. Sitami wewnetrznemi nazwiemy sily polaczen,
ktore wystepuja pomiedzy czesciami jednego i tego samego ukla-
du. Jezeli mamy uklad zloZony np. z dwoéch punktow, ktorych
polaczeniem jest pret, to przyjaé musimy na zasadzie prawa wza-
jemnego dzialania, ze w precie lym wystepuja dwie sity wzajem-
nie réwne ze strzalkami przeciwnemi. Sily wewnetrzne moga staé
si¢ sitami zewnetrznemi, gdy np. potaczenie pomiedzy temi punk-
tami usuniemy i zastapimy je sitami; w tym przypadku olrzyma-
my dwa punkty swobodne. Sily wewnetrzne, wystepujgce w punk-
cie zetknigcia sie¢ dwdéch bryl materjalnych, maja na podstawie
prawa —Newton’a — wzajemnego dzialania, wsp6lng prosta dziala-
nia, wartosci jednakowe i strzalki wzajemnie przeciwne.
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10. Wirtualna praca wogéle.

Mowimy wogdle o pracy pewnej sity, gdy punkt jej przyto-
zenia przesuwa sie; gdy za$ punkt ten nie przesuwa sig¢, wtedy
mozemy powiedzieé, ze sila dana nie wykonuje pracy, lub inaczej,
ie praca tej sily w danym razie réwna sie zeru. Praca wirtualng
nazwiemy prace danej sily, ktorej punkt przylozenia doznal prze-
sunigcia nieskonczenie malego i dowolnego, ktére nazwaliSmy wir-
tualnem. Przesuniecia te, w mys$l okreslenia (§ 4), uwazamy za
niezalezne od dziatania sit, przylozonych do danego punktu; przyj-
mujemy bowiem, Ze przesuniegcia te zostaly wykonane przez czyn-
niki, ktorych nie bierzemy pod uwage.

Do obliczenia pracy wirtnalnej stosowac¢ nalezy okreslenia
i twierdzenia podane w podrecznikach np. w Mech. Teor. H. Czopow-
skiego T. I-szym ¥).

Prace wirtualng sity, przytozonej do danego punktu, wyrazimy
na podstawie tego okreSlenia wzorem:

cL —P-25s-cos(Pis), (13)
lub inaczej:
dLl==FL.&p, (14)

gdzie 2 p jest rzutem przesunigcia wirtualnego na kierunek sify,
a ¢ L wyraza warto$é pracy podczas tego przesunigcia.

Jezeli oznaczymy skladowe danej sily w kierunkach osi
X, J, 2, wzajemnie prostopadlych, literami P, £, £., to moZna na-
pisaé wzor pracy wirtualnej rowniez w nastepujgcej postaci
(Mech. Teor. H. Czopowskiego T. I. str. 149):

SL=P.-3x-+P,-3y-+P. iz, (15)

gdzie dx, oy, 7z oznaczaja rzuty dowolnego przesuniecia punktu
przylozenia danej sily na osi x,y,z; lub, co na jedno wychodzi,
sa przyrostami spéirzednych x, y, 2.

Jezeli na punkt swobodny dziata pewna liczba sif, to podczas
przesuniecia dowolnego 4 s tego punktu, wszystkie sily, na niego
dziatajace, wykonujg prace, ktérg wyrazimy wzorem:

G L )-I)k ’al)k-
*) W szezegolnosei § 89, 90, 91, 116 i nast;—w podrgezniku tym stoso-
walem nazwe ,praca wyobrazalna”; uwazam jednalkze, Ze bedzie wlasciwiej
zastosowaé nazwe, przyieta we wszystkich jezykach, ,pracy wirtualnej”.



Nalezy jeszcze zwrocié uwage przy stosowanin metody pracy
wirtualnej, ze nie jest koniecznem przyjmowaé, iz przesuniecia
wirtualne powstaja pod dzialaniem sil, dla ktérych szukamy wa-
runkéw réwnowagi; przeciwnie nalezy dla ogdlnoSei wynikow
przyjaé, ze przesuniecia wirtualne-sg niezalezne od dziatania tych sit.

11. Wirtualna praca sit potqczen.

Jezeli punkt dany, lub ukiad punktéw jest nieswobodny, t j.
jezeli pawne punkty tego ukliadu zmuszone sj poruszaé sie po
danych linjach, lub danych powierzchuiach, to, oprécz sit zewnetrz-
nych, dzialaja na niego jeszcze sity polaczen (sity odporowe, —
reakceje), jakeSmy to wyzej opisali; w tym razie méwié¢ bedziemy
o pracy lacznej sil zewnelrznych 1 sil potgczen podczas danego
przesuniecia wirtualnego. Jezeli litera N; oznaczymy sile pola-
czen, przytoiona do i— tego punktu pewnego uktadu, to prace
sit zewneltrznych, dziatajacych na dany uktad-—podczas wirtualne-
go przesuniecia—wraz z silami polaczen, wyrazimy wzorem:

6 L=2X Ppép,--XN;-on;, (16)

gdzie symbol < n, oznacza rzut tego przesuniecia na Kkierunek
sit N;.

Dla uniknigcia pewnej niejasnosci, jaka moze si¢ nasungé
przy obliczaniu pracy wirtualne]j sif polaczen, nalezy mieé¢ na
uwadze nastepujace wyjasnienie: jeZeli do danego punktu nieswo-
bodnego przyloiymy sity polaczen, jakie wystepuja np. w torze,
po ktérym dany punkt si¢ porusza, i nastepnie, gdy punkt ten,
w celu przesunigcia wirtualnego, przesuniemy w len sposéb, Ze
oddzielimy go od tego toru, to ze stanowiska fizycznego moznaby
powiedzieé, ze sily odporowe przestajg wtedy dziataé, punkt bo-
wiem rozpatrywany zostat odigczony od toru; o ich wigc pracy
podczas takiego przesuni¢cia nie moze by¢é mowy; lecz dla obli-
czania pracy wirtualnej powinniSmy przedstawié sobie to poste-
powanie w inny sposob; nalezy wyobrazi¢ sobie, Ze dany punkt
przesuwamy razem ze wszystkiemi sitami, na niego dzialajgcemi,
a wige 1 z sitami polaczen; nie idzie nam bowiem w danym razie
o zjawisko fizyczne przesuniecia, lecz o prace, wykonang przez
wszystkie sily, dzialajace na ten punkt, tak przez sitly zewnetrzne,
jak i odporowe podczas tego przesuniecia; praca przeto wirtualna
wyrazi si¢ w tym razie wzorem 16-tym.



12. Wirtualna praca mozliwa.

Dla szezegdlnych przesunieé wartosé pracy wirtualnej sit po-
tgezen moze staé si¢ rowng zeru; a to nastgpi, gdy nadamy da-
nemu punktowi takie przesuniecie, ktére bedzie zgodne z ograni-
czeniami—inacze] —bedzie zgodne z fizycznemi warunkami danego
zadania; wtedy bowiem bedzie ono prostopadie do sif potaczen
(o ile niema sit stycznych); a wiec kazdy iloczyn

A’/":H,‘"—U, (17)

w ktérym N, oznacza sile polaczen — sile odporowa;-—t. j. wtedy
praca sit polaczen podeczas takiego szczegdlnego przesunigeia nie
wejdzie do wyrazu pracy wirtanalnej sil, dzialajacych na dany punkt.

Przesuniecia takie, na ktére pozwalaja ograniczenia ruchu,
nazywaja przesunigciami wirtualnemi mozliwemi, lub krétko—prze-
sunieciami mozliwemi *). W przypadku przeto, gdy pomiedzy
punktem przesuwanym a torem, po ktérym on si¢ posuwa, niema
wogoéle sit stycznych (up. niema sit tarcia), wtedy praca sit pota-
czen (inaczej reakeji, sit odporowych) podczas przesuniecia wir-
tualnego mozliwego, t. j. zgodnego z warunkami fizycznemi da-
nego zadania, rowna si¢ zeru.

Wtasciwosé te wyrazimy réwnaniem 17-tem, ktére jest w mo-
cy dla przypadkéw, w ktérych jako ograniczenia ruchu si: umo-
cowania pewnych punktéw uktadu,—S$lizganie sig,—toczenie si¢ jed-
nej bryly po drugiej,—lub obrét okoto normalnej, wyprowadzonej
w punkcie zetkniecia sie jednej bryly z druga (pivotement).

13. Wirtualna praca sit wewnetrznych.

Sitami wewnetrznemi nazwaliSmy (§ 9-ty) sity, zastepujyce
dziatanie potgczen pomiedzy czesciami rozpatrywanego ukladu.
Jezeli te polaczenia sa tego rodzaju, Ze nie pozwalajag na oddale-
nie sie, lub zblizenie punktéw, ktére one tacza, to polaczenia ta-
kie wyobrazi¢ sobie mozemy w postaci preféw sztywnych. Sily,
wystepujace w takich polgczeniach, na podstawie prawa wzajem-

*) W literaturze naunkowej spotykamy sie z dwojakiego rodzaju znacze-
niami nazwy przesuniecia wirlualnego, lub pracy wirtualnej. Jedni nazywaja
tem slowem przesuniecie dowolne (wyobrazalne) (Bernoulli, Lagrange), ktérego
okreslenie daliSmy tutaj; inni autorzy przez przesuniecie wirtnalne rozumiejg
przesuniecie, ktéresmy nazwali mozliwem t. j. przesunigcie — zgodne z warun-
kami fizycznemi danego zadania. Pojecie wiriualne w tem znaczeniu, w jakiem
je uzywal Bernoulli i Lagrange, jest przeto ogdlniejsze, niz pojecie motliwe;
w tem tez znaczeniu stosujemy te nazwy w naszych rozpatrywaniach.



nego dziatania, dzialaja wzdluz prostych, taczacych dwa dowolne
punkty danego ukladu, sg przytem wzajemnie réwne i posiadaja
strzatki przeciwne; przeto dowie$¢ mozna, Ze podczas przesunigcia
dowolnego takich dwdch punktéw, t. j. takiego preta, suma prac
tych sit rowna sie zeru. (Mech. Teor. H. Czopowskiego T. 1 § 118-sty).
Lecz jezeli takie polaczenie jest odksztatcalne, t. . jezeli ten pret
daje sie np. wydluiyé, skrocié, zgigé lub skrecié, to praca sif
wewnetrznych posiada wtedy pewna okreslona wartosc.

Jezeli np. polaczenie takie jest sprezyste w Kkierunku linji
taczacej, t. j. jezeli odksztalcenie jego zalezy od sity na niego
dzialajacej, to snma prac obydwéch sit w nim wystepujacych pod-
¢zas wirtualnego przesunigcia takich punktéw jest zawsze ujemna.
Sita bowiem W;,, wystepujagca w takiem potaczeniu pomigdzy
punktami np. i— lym i & — tym, posiada strzalke, zwrocong w stro-
ne przeciwng, niz strzatka przesuniecia. Jezeli np. sila zewnetrzna
rozcigga dane polaczenie, t.j. — taki pret, to sita wewnetrzna posiada
strzalke przeciwng strzalce przesuniecia; praca wiec sily wewnetrznej
jest ujemna i odwrotnie;—jezeli sity zewnetrzne Sciskaja dany pret, to
pret sie skraca, a sita wewneltrzna posiada strzatke przeciwng strzat-
ce przesuniecia; praca przeto bedzie réwniez w tym razie ujemng.*)

Przy pewnych jednakze warunkach fizycznyeh praca sil we-
wnetrznych moze byé dodatnia; to nastepuje, gdy np. pret posiada

#) Pojecie pracy sil wewnetrznych oparliSmy tutaj na przyjetym do-
wolnie modelu w postaci zbioru punktéw, pomiedzy ktéremi wystepuja sily,
ktoresmy nazwali wewnetrznemi; a prace, wykonang przez te sily podezas
przesunie¢ tych punkiéw, nazwaliSmy pracg sil wewnetrznych. Lecz model
taki nie jest koniecznym do obliczenia pracy sil wewnetrznych; mozna za mo-
del do obliczenia pracy sit wewnetrznych przyjaé réwniez inne, dowolnie zbu-
dowane modele; byle tylko sily w nich wystepujgce, byly wogole zachowawecze,
. j. byle te sily posiadaly funkeje; Poincaré bowiem dowiédt (H. Poincaré
»Nauka i Hypoteza” dzial optyki oraz we wstepie do dziela ,Elektrycznosé
i optyka”), 7ze dla kazdego zjawiska fizycznego, w kiérem wystepujg sily za-
chowaweze i ktére daje sie odtworzyé zapomocg choé jednego modelu mecha-
nicznego, mozemy znaleZé nieskonczenie wielkyg liczbe innych modeli, ktére
réwniez odlworzg dane zjawisko. Twierdzenie to chce zaslosowaé w szezeg6l-
nosei do hypotez Navier'a i Cochy’ego, majgcych na celu obliczenie pracy
sit sprezystych. Na podstawie powyZszego twierdzenia powiedzie¢ mozemy, Ze
zaden 7 tyeh modeli nie jest ,blizszy prawdy”, lub tez dokladniejszy: takich
bowiem modeli mozemy wymysleé nieskonczenie wielky liczbe i wszystkie te
modele powinny da¢ te same stosunki energieiyczne, wystepunjace w danym
ukladzie; przedstawig nam je tyvlko w réznem o$wietlenin, ktére moze byé
muniej lub wigcej pozyteczne, lub dogodne dla naszych rozpatrywan: nie dopro-
wadzy one jednakze do bleduych wnioskéw: nie méwiq one o ,rzeczywistym”
slanie rzeczy, bo o tem ze stanowiska naukowego mowy by¢ nie moze: mysl
ta jednakze podlega dyskusji!



=] | 3} =

przed przesunieciem wirtualnem pewne naprezenie; gdy jest on np.
Sci$niely, wtedy podczas odprezania sie jego sily wewnetrzne wyko-
nujg prace dodatnig. Obydwa te przypadki wypowiemy w nastepujacy
sposéb: jezeli uktad sprezysty sprezamy, to praca sit wewnetrznych
jest ujemna; jezeli zaS—odpretamy, fo praca sit wewnetrznych jest
dodatnia.

14. Wirtualna praca mozliwa sit odporowych,
gdy polgczenia sq jednostronne.

W rozpalrywaniach powyiszych przyjeliSmy, Ze polgczenia
punktu ruchomego byly dwustronne, t. j., ze punkt ruchomy nie
mogt sie odlgezyé od danego toru, lub od danych linij; w tych wa-
runkach przesuniecia mozliwe moga byé¢ tylko styczne do toru,
czy tez do powierzchni, po ktéorych dany punkt moze sie poru-
sza¢, wskutek czego praca mozliwa sily odporowej podezas prze-
suniecia mozliwego byla rowna zeru. Inny jednakze bedzie wyraz
pracy mozliwej, gdy ograniczenie jest jednostronne (§ 7-my);
wtedy bowiem przesuniecie mozliwe bedzie nietylko styczne do
ograniczajacych powierzchni, czy tez linji, lecz rowniez moze byé
wykonane na zewnatrz takich powierzchni—czy tez linji, zaleznie
od fizycznych warunkéw ograniczen; praca wiec mozliwa bedzie
w tym razie albo réwna zeru, gdy punkt dany przesuwa sie stycz-
nie do tych ograniczen, lub bedzie dodatnia, gdy przesuniemy
dany punkt wraz z silg polaczenia nazewnatrz tych ograniczen;
a dodatnig bedzie dlatego, Ze sila odporowa zwroécona jest w tym
razie w strone przesuni¢cia mozliwego.

Wniosek ten wypowiemy w nastepujgcy sposob: jezeli ogra-
niczenia ruchu sg jednostronne, to praca mozliwa sity odporowej
podczas przesunigeia wirlualnego mozliwego moze by¢ dodatnia,
lub rowna zeru, lecz nie moze byé ujemng; twierdzenie to wyra-
zimy wzorem, 7e dla ograniczen jednostronnych:

N, =81, 0s 4, (18)

gdzie N, oznacza sile polgczen (odporowa) i~ tego punktu; o n; zas
rzut przesuniecia mozliwego na kierunek sily ;.

15. Funkcja sit.

Jezeli spolrzedne punktéow przyloZenia pewnej sily oznaczymy
literami x, y, 2, oraz sktadowe jej w kierunku tych osi—literami
P., P,, P., to prace tej sily podczas przesuniecia wirlnalnego
wyrazimy znanym wzorem:



SL=Pedx~+Pypiy+Piz, (19)

w ktorym zaktadamy, ze P., P,, P: sg wogdle fuunkcjami spol-
rzednych x, y, z punktu przylozenia tej sily oraz pewnego para-
metru ), niezaleznego od tych spéirzednych®); t. . przyjmujemy, ze

Po=filx,y,z;0); Pob=F(x,y,2;0); P,=fi(x,y.2;1). (20)

W wielu zjawiskach fizycznych zachodzi ta okolicznosé, ze
skiadowe P., P, i P. sa pochodnemi czastkowemi pewnej funkeji,
wzietemi wzgledem spélrzednych x, y, 2 punktu przytozenia tej
sity; funkeje taka nazwano funkcjg danych sit, a wartosé jej ze
znakiem ujemnym nazwano ich pofencjatem **).

Na zasadzie tego okreslenia funkcja sil jest pojeciem ogdlniej-
szem, niz catka pracy czastkowej danych sif; funkeja bowiem sit
nie zawsze wyraza prace, jakg dane sily wykonalty, a wyraza tyl-
ko, ze jej pochodne czastkowe sg sitami (poréw. § 17-ty).

Jezeli wiec funkeje sit wyrazimy wzorem:

U= x,y:25% (21)

to sktadowe danych sil, wystepujacych w punkecie (v, y, 2), wy-
razimy wzorami:

oP aob Jeb
X ox ‘) [/ (}.I/ ’ i ()Z : (“‘-‘)

O sitach takich moéwi sie, Ze sg one pochodnemi ¢zastkowemi funkeji
sit, lub tez, Ze saq pochodnemi ich potencjalu ze znakiem odwrotnym.
Przyrost wartosci ¢ U, réw. 21-go, gdy spohrzednym ux, y, 2

*) Symbol » nie ma nic wspoinego ze spélczynnikiem Lagrange’a, ktory
stosowaé¢ bedziemy w § 20-tym., W szezegéluym przypadkn symbol 7, tutaj sto-
sowany, moze oznaczaé bezpoSrednio sile, gdy wartoS¢ tej sily nie zalezy od
spolrzednych; t. j. symbol » bedzie mial w tym razie to samo znaczenie, jakic
mial poprzednio symbol P. Jezeli zas mamy do czynienia np. z obcigze-
niem stalem na jednostke diugosci, lub na jednostke pola, to » d x, ewentualnie
tdxdy wyraza ciezar czastki dlugosci, lub ciezar czastki pola i t. p. Wartosé
sily np. odSrodkowej, wywolanej obrotem okoto osi z predkoscig katowa v pe-
wnego punktu o masie m réwna sie mx¢*, gdzie x oznacza odleglosé tego
punktu od osi obrotu; parametr i tej sily w tym razie = m¢?; a wiec sila
odérodkowa =rx i t. p.

*#)  Wielu autor6w nazywa funkcje sil potencjalem; lecz to nie jest
stuszne, gdy7 znaczenie fizyczne funkeji sil nie odpowiada tre$ci pojecia ,,po-
tentia”; z tego tez tytulu wynikaja nieraz pewne trudno$ci w zrozumienin tego,
o czem dany autor chce moéwié.
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nadamy wartosci x-{-sx, y--dy, 2 -9z, wyrazimy wobec tego

wzorem:
2 = da&d od
o L=—aolU IR = oy -
dx oy Y T oz

e X! U
-6z, (23)

kiory uwaza¢ mozemy za wyraz wielkoSei pierwszego rzedu sze-
regu Taylor’a, na jaki rozwiniemy funkecje @ (x, y, 2), gdy spot-
rzgdnym x, y, 2, nadamy wartosci x-+dox, y--Jy, z-72 (para-
metr 7 przyjmujemy w tym razie za statly).

W szczegélnym przypadku, gdy przyrostom ¢.x, ¢y, &2z na-
damy warto$ci dx, dy, dz, t. j. gdy wielkoSciom 4.x, ¢y, ¢z na-
damy znaczenie przyrostow d.x, dy, dz zmiennych x, y, z, wtedy
wypowiemy réownanie 23-cie w nastepujgcy sposéb: réozniczka zu-
pefna funkeji sil jest wyrazem pracy czastkowej tych sit i odwrot-
nie; co napiszemy w postaci nastepujacej:

) <P Co0d )
T dx -([_1/-»}~(()2-(12, i

J =S
dl=d i— 5 -5

Wiasciwosé ta pozwala obliczy¢ funkeje sit, jako catke pracy
czgstkowej danych sif, gdy ten wyraz jest rézniczka zupetna.

Nie wszystkie jednakze sily posiadaja funkcje sil; sktadowe
bowiem P., P,, P. mogg by¢ takiemi funkcjami spoélrzednych ux,
Y, 2, ktoére nie dadza sie wyrazi¢ pochodnemi czgstkowemi jakiej$
funkeji. O takich sitach powiemy, Ze nie posiadaja one funkcji sit.
Gdy pewien uklad sit okreS§lony jest np. réwnaniami:

]).\' =5 _I/:: l)_I/ X N l),: =z* ’ (24)

wtedy nie znajdziemy takiej funkeji # (x, y, 2), ktérejby pochodne
czgstkowe byly réwne danym funkcjom; inaczej powiemy: nie
znajdziemy takiej funkeji, ktérej roézniczka zupetlna bylaby iden-
tyczna z odpowiednim wyrazem pracy wirtnalnej; a jak w danym
razie, ktéraby byta identyczna z wyrazem:

/}L:[/-'r;\ ,\’2-’:.1/ = O (2:-))

Tym dwom wybitnie réznym wlasciwoSciom analitycznym
wyrazu pracy wirtnalnej, t. j. tym przypadkom, w kiérych wyraz
pracy wirtualnej posiada funkcje sif, lub jej nie posiada, odpowia-
dajg rézne wiaSciwosei fizyczne danych sik a mianowicie: jezeli
sity dane posiadajg funkej¢ sil, to réznica wartosei tych funkeyj
w dwéch miejscach punktu ruchomego wyraza prace, jakg sity
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wykonaja, gdy dany punkt materjalny przesuniemy z jednego miej-
sca do drugiego, i jest niezalezna od postaci foru, po jakim prze-
suneliSmy ten punkt z jednego miejsca do drugiego. Z okre-
§lenia bowiem funkeji sit wynika, ze funkeja ta jest funkeja spol-
rzednych potozen krancowych i przytem, jak w danym razie, jest
wielkoScig, wyrazajgca prace, jakg wykonuja sity podczas przesu-
niecia punktu z jednego miejsca do drugiego. —niezaleznie od po-
staci toru.

Spos6b rozpoznania, c¢zy dany wyraz pracy wirtualnej (réw.
19-te) posiada funkeje sif, e¢zy jej nie posiada, daje nam matema-
tyka; a mianowicie: dany wyraz pracy wirtualnej (réw. 19-te) po-
siada funkecje sit, t. j. przedstawia rézniczke zupeing pewnej tunk-
¢ji. gdy sa spelnione trzy nastepujace warunki:

DU R ER S G Q5 4 < U2y 0P, 26)
dy ox’ dz dux’ dz dy d

Jezeli przeto warunki te dla danych sit sa spelnione, to po-
wiadamy, Ze dane sily posiadaja funkcje sil; w przeciwnym zas
razie mowimy, Ze nie posiadajg one funkeji sil.

Z tych rozpatrywan widzimy, 7e funkcje sit mozemy wogoéle
otrzymaé drogg calkowania wyrazu pracy wirtualnej i — oczywi-
Scie — tylko wtedy, gdy sily P,., P,, P. czynia zadoSé réwna-
niom 26-tym i gdy sa jednowarto$ciowemi funkcjami spélrzednych
punktow ich przylozenia; gdyby bowiem w punktach danego pola
wystepowala wiecej niz jedna sita, wtedy bez wskazéwki, ktére
z tych sit mamy wzia¢ pod uwage przy obliczaniu pracy wirtual-
nej, nie moglibySmy obliczyé ich pracy.

Fuankcja sit znajduje duze zastosowanie w obliczeniach sta-
tyeznych i dynamicznych; dogodniej jest bowiem pod wzgledem
techniki rachunkowej stosowaé do obliczen jeden tylko wyraz
funkeji sit, niz trzy réwnania 20-te, okreslajace sity w przestrzeni
(trojwymiavowej), i trzy warunki 26-te, wyrazajace calkowalnosé
pracy wirtualnej tych sitl.

Wainem w powyiszem okresleniu wyrazu pracy (réw. 13-te)
jest to, Ze okreSlenie lo daje wielkosé, ktéra jest rownowazng
z wielkoSciami réznych energij fizycznych, i Ze w ten sposéb otrzy-
mujemy znaczenie fizyczne funkeji sit i tacznosé tej wielkosei z wiel-
kosciami wszystkich zjawisk energietycznych; okreglenie to jest
zastugg Lagrange’a, ktory je sformutowal, majac na uwadze od-
powiednie badania swych poprzednikdw.



Zarznaczy¢ nalezy, ze pojecie funkeji sil, wogole tunkeji wek-
torow stosuje si¢ rOwniez i do innych zjawisk fizycznych, miano-
wicie: jezeli np. wektorowi, ktory w tych rozpatrywaniach przyj-
mowaliSmy jako wyraz sity, nadamy obecnie znaczenie predkosci
punktu, do ktérego jest przylozony, to mozemy moéwi¢ o funkeji
predkosci (inaczej o potencjale predkosci), jakesmy méwili o funk-
¢ji sil. Znaczenie fizyczne funkeji, czy tez potencjatu predkosci
jest, oczywiscie, inne, niz znaczenie funkeji, czy tez potencjatu sil;
matematyczne zas wlaSciwosci tych wielkosci sa te same; dlatego
tez pojecie funkeji sit zostalo uogdlnione i zastosowane do innych
zjawisk o charakterze wektorowym.

Zwréci¢é naleiy uwage, Ze sily, przylozone do ukladu mater-
jalnego o jednym stopniu swobody, zawsze posiadajg funkcje sif;
praca bowiem wirtaalna jest w danym razie rézniczka jednej zmien-
nej niezaleznej, a wiec jest calkowalna.

16. Istnienie funkcji sit nie zalezy od rodzaju uktadu
sp6trzednych.

Przy obliczeniu fankeji sit nasuwa sie pytanie, czy wyraz
pracy czastkowej, wyrazony np. spoirzednemi prostokatnemi (réw.
19-te) i ktéry jest rézniczka zupelng pewnej fuukeji, bedzie row-
niez rézniczkq zupeina, gdy te prace wyrazimy innemi spélrzed-
nemi; t. j. nasuwa sie¢ pytanie, czy istnienie funkecji sil danego
ukladu jest zalezne, czy niezalezne od rodzajow tych spélrzednych,
jakie stosujemy do obliczenia pracy.

OdpowiedZ na to pytanie sprowadza sig do nastepujacego
zagadnienia matematycznego.

Jezeli wyrazenie

fie g, dx+fix.y,2)-dy-i-fi(v,y,2)-dz (27)
jest rézniczka zupelna pewnej funkeji
PUE o Uiy (28)
t. j. jezeli zachodza nastepujgce réwnoscei:

o P
oy

d

P
di;':':fl(x,!]xz); 5 f-_,(.\',_l/,Z) oraz

a P
dZi == f. (~\' Y 2) ) (29)



— 33

to zachodzi pytanie, czy nowe wyraZenie, jakie otrzymamy po
podstawieniu do wyrazu 27-go spoirzednych «,5,v, zwigzanych
ze spolrzednemi x,y .z réwnaniami niezaleznemi:

-\'ﬁ“;l(’j'nrj).l’); !/:,%_:(,1”’.),’.‘,); Z - '3"(7”3.“!'); (30)

t. j. czy wyrazenie, jakie otrzymamy po tem podstawieniu:
(2,8, D d a1, (7').’7'-{)'([?%-".):; (=, B,7)-dx, (31

bedzie rowniez rozniczka zupelna pewnej funkeji zmiennych «, &, 7.

Azeby na to pytanie odpowiedzieé, podstawimy do wyrazu
27-mego wartoSci x,y,z z réwnan 30-tych, oraz zamiast dx, dy,
d z podstawimy rozniczki tych zmiennych, t. j. podstawimy:

dw O . ae,

d.x o odo—te—rn s d B dys
X 08 ' Jy :
adre, de., s o o,

dy——7=" du === . gl =22 g

./ (},1 | dij 3 i d_l, 1

dw., e, dw,

dz: o -(1’1*- ‘,d -/[r'ﬂ*-' - -(("l" (32)
Jdu & gy I

a4 po wzigeciu pod uwage rownosci 29-tych, otrzymamy zamiast
wyrazenia 27-go nastepujace:

0P (dg , dy “ dy, N 9P (0%,

BT -l o 0% < d P EE -(1.) y .(()’7. cdu

0%, L . aP T3 . Oy Ja 0%, )
Jds Yoy dy .(1')-+()z ‘(()7.-(1/"‘7(5 " d (1‘,’

po uporzadkowaniu nastepnie tych wyrazow wzgledem d«,d3,d7,
otrzymamy wyraZenie:
(0@ Oy . o w,  dP Odo,
igx ‘@ - 0y WOo ¥ ogw de
y 0P oz, agd Jgp,  ddb s, | /5
. = — o — - B N v lJ
) dx  Odf dy 0f ' dz  df | “H

| oP _ 0 0P 0%, 0P i dgy | 1 K 33

| dx o0y ' dy dy ' dz O7 | CAE &3)

], i ()’A;l zast : - =y L 3 = Jx o t 1

w ktorem ) %astapi¢ mozna z rown. 0-tych wyrazem g, 1 bod
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Nalezy teraz zbadaé¢, czy to nowe wyrazenie, t. j. wyrazZenie
33-cie jest rdzniczkg zupelna pewnej funkeji zmiennych «,5.7.
Z wyrazenia tego widzimy, Ze wyrazy w nawiasach sa to ro6z-
niczki zupetne funkeji ® wzgledem o,8 i 1.

Wyrazenie przeto 33-cie napisa¢ mozemy w postaci:

dd Jd Jod
v ~d o 5 -(1(7—}—0_{-(1‘.’.

ktore jest rozniczka zupelng ¢ (v, y.2), gdy wezmiemy pod uwage,
7e zmienne Xx,y,z sa funkcjami zmiennych «.8, 7.

Istnienie przeto funkcji sit nie zalezy od rodzaju uktadu spit-
rzednych; — jest ono wlasciwoscia danych sit — jest ich wiezmien-
nikiem.

17. Wirtualna i rzeczywista wartoéé funkciji sit.

Pojecie funkeji sit rozszerzono w ten sposob, Ze przyjeto
nazywaé funkcja sil kazdg tfunkeje spélrzednych, ktorej réiniczka
zupelna wzgledem tych spétrzednych, przedstawia prace wirtualng.
Jezeli mamy np. wyraz pracy wirtualnej w poslaci:

F U= Pedxf Py Pudz,
to odpowiednia funkcje sit przyjeto pisaé rowniez w postaci:
U= Fy-x+ P.u'.’/'\l" Pz,

nie biorac pod uwage, ze sily P, P, i t. d. mogg byé zmienne,
t. i. Ze moga by¢ funkcjami spéirzednych x,y.z; a wiec w takim
razie catka U nie bedzie miala lej formy.

Postepowanie takie zasadniczo Jest niesluszne, nie doprowa-
dzi ono jednakze do bledu, gdy nam idzie nie o catke U, lecz
tylko o jej rézniczke; jezeli bowiem zrézniczkujemy taky funkcje
sit, przyjawszy site P za stalg, t. j. niezalezng od x,y, 2, to otrzy-
mamy rézniczke, ktéra bedzie wyrazem pracy wirtualne;.

Interpretacje fizyczng takiego postepowania podaje Lagrange
w nastepujacy sposéb: dla obliczenia réwnowagi (ktére podajemy
w nastepnych paragrafach), jest rzecza obojetny, jak sie sily
zmienialy, gdy uktad materjalny byl w ruchu; waing jest za$
tylko ta warto$¢ sily, ktéra wystepuje podczas réwnowagi; przeto
przy catkowaniu wyrazu pracy wirtualnej przyja¢ mozna te sity
za stale.
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Funkecja sit obliczona w ten sposéb (przy statej sile P) nie
moze, oczywiscie, stuzyé np. do obliczenia ruchu punktu, czy tez
ukladu materjalnego; nie wyraza ona bowiem pracy rzeczywistej;
tylko bowiem praca rzeczywisia réwna sie przyrostowi energji
kinetycznej; moze jednakie funkcja ta stuzyé do obliczenia wa-
runkéw réwnowagi, jak to dalej stosowaé bedziemy.

Funkcja sif, obliczona przy zalozeniu, ze sila jest stata. jest
przeto tylko funkeja pomocnicza dla obliczenia réwnowagi, lecz
nie moze stuzy¢ do obliezenia np. ruchu danego uktadu nalerjalnego.

W wydaniu czwartem t. [ na str. 7b-ej dziela Lagrange’a:
sMécanique analytique® J. Bertrand zrobit przy tem wyjaSnieniu
uwage nastepujaca: ,takie zastgpienie sif zmiennych sitami sta-
temi zmienia zupetnie postaé¢ funkeji sit. WeZmy np. sile przy-
ciggajaca odwrotnie proporcjonalnie do odleglosci p od pewnego
grodka, t. j. sile réwna: ‘

P="" (34)
p

wtedy napiszemy wyraz funkeji sii

U \ P(]]) =it lgp 7:~ o (3'.))

gdy tymczasem, zastapiwszy te sile silg stalg, otrzymamy funkcje
tej sity: U==P -p-C, ktéorej wyraz jest rézny od poprzedniego.
W tym razie mozna tylko to powiedzieé, Ze dla wartosci spolrzed-
nych, odpowiadajgcych rownowadze, obydwie funkcje, chociaz sg
r6zne, posiadaja jednakze taka samg rézniczke“, — moga wiec byé
obydwie zastosowane do obliczenia réownowagi, — lecz tylko do
rownowagi. W ten sposob obliczong funkeje sit (przy stalej sile)
nazwano wirtualng funkeja sit; (ewent. wirlualnym potencjalem,
virtuelle Verschiebungsarbeit *).

W celu rozréznienia tych pojec, — gdy bedzie tego potrzeba,
oznacza¢ bedziemy wirtualng funkeje sit symbolem U, ; funkeje
za$, obliczong jako calke z uwzglednieniem zmiennosci sit nazywac
bedziemy rzeczywista funkcja sit (ewent. potencjalem rzeczy-
wistym) i oznaczaé¢ bedziemy litera U,, (virtuelle Arbeit).

Jezeli sily, ktére wykonnja prace, sg w rzeczywistos$ci state,
wtedy rzeczywista funkcja sil jest jednakowa z wirtualng funkeja
sit, t. . w tym razie

anlr. = a':‘

*)  Weyrauch, ,Teorie der elastischen Koerper”, str. 108.
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Gdy przeto sity sa funkcjami spoirzednych, wyraz wirtualnej
funkeji sit (t. j. obliczony przy stalej sile) nie ma odpowiednika
tizycznego w rzeczywistym przebiegu zjawiska, a jedynie jest
umdowiong forma matematyczng; dopiero po zrézniczkowaniu tej
funkeji sil (oczywiscie przy statej P) otrzymamy odpowiednik fi-
zyczny tej rozniczki w postaci pracy czastkowej. Przeto napisac
mozemy:

Urz:\

ul'ir. R\‘ X ‘]“ f)y Y- f“ I): *Z, (37)

nlvp-;"(l""‘?'P!/'(I!/‘%*Pz'dzJ: (36)

za$

W szczegblnym przypadku, gdy U;. jest np. funkcjg jedno-
rodng spoéirzednych punktéw danego uktadu, to, na zasadzie twier-
dzenia Euler’a o funkcjach jednorodnych, napiszemy

@ WL _.\_N%‘() U o dUr: s g B

Jdx 0y Jdz
czyli inaczej :
Py-x-Py-y+-P:-2=5"Us, (38)
gdzie s jest spéiczynnikiem jednorodnosci.

Podlug powyzszego okreslenia lewa strona tego rdwnania
wyraza wirtunalng funkcje sil; napiszemy przeto rownanie 38-me
w postaci

Uwir. = Ul':v
skad

Urz - : ] Umir.- (39)

Dla ukladoéw sprezystych funkeja sil jest funkejg jednorodng

2-go stopnia, przeto
1

= )

L]mir.- (40)
Jest to tak zwane twierdzenie Clapeyron’a, — ktore daje moz-
nosé¢ obliczenia pracy rzeczywistej z wyrazu pracy wirtualne;j.

18. Potencjat sit.

W wielu pracach nankowych stosowane bywa, zamiast poje-
cia funkecji sit, pojecie potencjatu, inaczej zwane — pojecie energji
potencjalnej. Wartosei bezwzgledne funkeji sit i potencjatu w pew-
nem miejscu pola sit sa przeto te same, posiadaja tylko znaki
odwrotne. Interpretacja fizyczna tych wielkoSei moze by¢ taka:
warto$¢ funkeji sit w punkcie np. B wyraza warto§¢é pracy, jaka



sity wykonaty, gdy punkt ruchomy przesunigto z miejsca np. A
do B; warto$§é wiec funkeji sit wyraza prace wykonang;, wartosé
za$ potencjalu, lub, inaczej mowiac, potencjal, ewent. energja po-
tencjalna w pewnein miejscu wyraza pewien zas6b pracy, jakag
sily wykonaé moga, gdy punkt dany przesuniemy z miejsca B do
miejsca A; czyli warto$¢ ta wyraza, ze sily, dzialajace na punkt
ruchomy, znajdujgcy sie w miejscu B, sa w sfanie (in potentia)
wykonaé prace réwna wartosci potencjalu, obliczonego w danem
miejscu, gdy punkt ten przejdzie z miejsca B do A.

Jezeli przeto wyrazimy wartosé funkeji sif w punkcie B lite-
ra U, to warto$é potencjatu w tymze punkcie, ktéry oznaczymy
litera V, wyrazimy réwnaniem:

Vi=—'U;
z tego okreslenia wynika przeto:

()V; e c)V:_ o0V _p 1)

J x Ghe o) i 9z 2t
W wyrazie funkeji sil, jak réwniez w wyrazie potencjatu,
opusciliSmy stala calkowania; lecz to nie wplywa na wyniki obli-
czen, gdyz zawsze mozemy obra¢ tak spéirzedne, Ze wartosci
tych stalych beda rowne zeru; jezeli zas nie sa one réwne zeru,
to opuszczenie tych stalych w rachunku réwniez nie wplynie na
warto$¢ roznicy, lub na warto§¢ roézniczki tych funkeyj, ktoremi
bedziemy operowad;— -z tego wiec powodu bigd nie wyniknie;
statg wiec calkowania zwykle sig w tych razach opuszcza; a wyraz
funkeji sit, lub potencjalu przedstawia si¢ jako calke nieokreslona.

ROZDZIAL 111.

ROWNOWAGA Sit.

19. QOkreslenie réwnowagi sit.

Jezeli sity, dzialajace na pewien uktad materjalny swobodny,
bedacy w spoczynku, nie wywotuja jego ruchu, to méwimy, zZe
sity te sa3 w réwnowadze.*)

*) QOkreslenie to wydawaé sie moze zbyt ciasne; odnosi sig ono bowiem
do sil, dzialajgcych na ukiad, bedacy w spoczynku;—lecz tak nie jest;—przyrosty
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