sity wykonaty, gdy punkt ruchomy przesunigto z miejsca np. A
do B; warto$§é wiec funkeji sit wyraza prace wykonang;, wartosé
za$ potencjalu, lub, inaczej mowiac, potencjal, ewent. energja po-
tencjalna w pewnein miejscu wyraza pewien zas6b pracy, jakag
sily wykonaé moga, gdy punkt dany przesuniemy z miejsca B do
miejsca A; czyli warto$¢ ta wyraza, ze sily, dzialajace na punkt
ruchomy, znajdujgcy sie w miejscu B, sa w sfanie (in potentia)
wykonaé prace réwna wartosci potencjalu, obliczonego w danem
miejscu, gdy punkt ten przejdzie z miejsca B do A.

Jezeli przeto wyrazimy wartosé funkeji sif w punkcie B lite-
ra U, to warto$é potencjatu w tymze punkcie, ktéry oznaczymy
litera V, wyrazimy réwnaniem:

Vi=—'U;
z tego okreslenia wynika przeto:

()V; e c)V:_ o0V _p 1)

J x Ghe o) i 9z 2t
W wyrazie funkeji sil, jak réwniez w wyrazie potencjatu,
opusciliSmy stala calkowania; lecz to nie wplywa na wyniki obli-
czen, gdyz zawsze mozemy obra¢ tak spéirzedne, Ze wartosci
tych stalych beda rowne zeru; jezeli zas nie sa one réwne zeru,
to opuszczenie tych stalych w rachunku réwniez nie wplynie na
warto$¢ roznicy, lub na warto§¢ roézniczki tych funkeyj, ktoremi
bedziemy operowad;— -z tego wiec powodu bigd nie wyniknie;
statg wiec calkowania zwykle sig w tych razach opuszcza; a wyraz
funkeji sit, lub potencjalu przedstawia si¢ jako calke nieokreslona.

ROZDZIAL 111.

ROWNOWAGA Sit.

19. QOkreslenie réwnowagi sit.

Jezeli sity, dzialajace na pewien uktad materjalny swobodny,
bedacy w spoczynku, nie wywotuja jego ruchu, to méwimy, zZe
sity te sa3 w réwnowadze.*)

*) QOkreslenie to wydawaé sie moze zbyt ciasne; odnosi sig ono bowiem
do sil, dzialajgcych na ukiad, bedacy w spoczynku;—lecz tak nie jest;—przyrosty
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W przypadkach, z ktoremi mamy w ,,Mechanice” do czynie-
nia, okreSlenie to wypowiemy w innej formie. W tym celu sko-
rzystamy z prawa energietycznego fizyki, ze ruch ukladu mater-
jalnego, moze powstaé¢ tylko wtedy, gdy sity, dziatajace na ten
uklad, wykonaja pewng prace; z innemi bowiem rodzajami energij
nie mamy w ,Mechanice* do czynienia. Na zasadzie przeto prawa
zachowania energji w przyrodzie, jaka tu zastosujemy, i majac po-
wyzsze okreSlenie na uwadze, mozemy powiedzieé: jeieli dane
sity maja byé w rownowadze, to suma ich prac podczas dowol-
nego nieskonczenie matego przesuniecia musi byc¢ rowng zeru;
nalezy tu rozumieé¢ przez praceg — prace wszystkich sil, jakie dzia-
taja na ten uklad.

Zdarzy¢ sie moZe, iZ podezas pewnych przesuniec¢, praca tych
sit bedzie r6wna zeru, podczas za$ innych przesunieé¢ nie bedzie
réwna zeru; przez réwnowage wiec bedziemy rozumieli przypadek,
w ktéorym praca jest réwna zeru podczas wszelkich przesuniec.
Przesunieé¢ takich mozemy wyobrazi¢ sobie wogoble nieogranicze-
nie wielkg liczbe, — inaczej nieskonczenie wielka liczbe; a wigc
w ten spos6b otrzymamy réwniez nieskonczenie wielkq liczbe row-
nan réwnowagi w postaci sum prae, przyrownanych do zera.

Przesuniecia te jednakze beda wogdle od siebie zaleine,
przeto i odpowiednie rownania pracy beda od siebie zaleine; aze-
by za§ otrzyma¢ réwnania niezaleine (te bowiem przedstawiaja
podstawe dla rachunku), nalezy zrobié tylko przesunigcia niezalezne,
a otrzymamy wledy tyiko tyle niezaleznych réwnan réwnowagi,
ile dany uktad materjalny posiada stopni swobody, czyli: kazdy
uktad materjalny posiada tyle rownan rownowagi (niezaleznych),
ile posiada on stopni swobody. Przyktadem moga byé trzy row-
nania réwnowagi sif, dzialajacych na punkt swobodny; szeS¢ row-
nan dla sil, dzialajacych na bryte swobodna, i t. p., ktore otrzy-
mali$my inng droga w statyce. Zaznaczy¢ tu nalezy, Ze inne
przesunigcia, jakie mozemy nadaé¢ danemu uktadowi, sg zaleine
od tych $cisle okreSlonych niezaleznych przesunieé; réwnania
przeto pracy, jaka wykonaja dane sily podczas tych przesunied
zaleznych, beda powtérzeniem,—w innej tylko formie,—réwnarn, ze-
stawionych na podstawie przesunieé¢ niezaleznych; réwnania te
przeto cho¢ beda stuszne, nie wniosa jednakZe nowych warunkéw
do obliczen.

bowiem wielkosci zmienne] nie zaleiq od te] wielkosci; a wige i przySpiesze-
nia, jakie wywoluja dane sily, sg niezalezne od predkosSeci punktéw danego
ukladu, ktérych sg przyrostami; okreslenie podane mozna przeto zastosowac
réwniez do ukladow, bedaeyeh w ruchu.
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Przesuniecia, jakie stosujemy do obliczenia pracy, musimy
przyja¢ jako nieskonczenie male; skonczone bowiemn przesuniecia
moga daé bledne wyniki. WeZmy np. pewien ciezar, spoczywajacy
w zaglebieniu, jak pokazano na rys. 2; podczas nieskonczenie ma-
lego przesuniecia tego ciezaru sila jego ciezkoSci wykona prace
zero; znaczy, ze ten ciezar pozostaje
w tem polozeniu w spoczynku, a sily, na ol B A
niego dzialajace, sa w ré6wnowadze;— jezeli |
za$ zrobimy przesuniecie skonczone np. 2
do miejsca B, to praca cigZzenia moze Rys. 2
by¢ rozna od zera; wyniknie wiec z tego,
ze dany ciezar w polozeniu A nie jest w rownowadze, co jest
niezgodne ze stanem faktycznym. W pewnych szczegdlnych przy-
padkach mozna stosowaé do obliczenia rownowagi przesuniecia
skonczone (co sie praktykuje w elementarnych podrecznikach), lecz
to bedzie stuszne tylko w pewnych szczegélnych warunkach.*)

Q

Przesuniecia, ktore tu stosowaliSmy, nazwaliSmy poprzednio
wirtualnemi i to wyrazenie nadal bedziemy stosowac.

Wymienione dotychczas warunki réwnowagi tyczyly sie ukia-
déw swobodnych; jeZeli za$ uktad jest nieswobodny, to do pracy
sit zewnetrznych nalezy dolgczy¢ prace sil odporowych — wogdle
prace sil polgczen —i wtedy nalezy obliczyé prace wirtualna sil
zewnetrznych i wewnetrznych tacznie. Jezeli za§ chcemy uniknac
wprowadzenia do rachunku sit odporowych,~— gdy np. nie dgzymy
do ich obliczenia, lub gdy chcemy narazie uprosci¢ rachunek,
zmniejszajac liczbe niewiadomych, —nalezy nadaé danemu ukltado-
wi takie przesuniecia, podczas ktérych prace sit polgczen nie wejdg
do naszych réwnan, t. . podczas ktérych praca tych sit bedzie
réwna zeru; przesunieciami takiemi sa przesuniecia, ktoreSmy nazwali
wirtualnemi mozliwemi, inaczej przesuniecia zgodne z warunkami
fizycznemi danego ukladu; gdyz wtedy, jak to bylo omdéwione
w § 12-ym, praca tych sit réwna sie zeru.

Jezeli przeto mamy dany uklad materjalny nieswobodny, na

*) Nieumiejetno$é stosowania do rachunku wogéle wielkosci nieskoii-
czenie malych, byla w swoilm czasie przeszkodg do rozwoju metody pracy
wirtualnej. My$l obliczania warunkéw réwnowagi zapomocg metody pracy
wirtualnej rzucil Arystoteles; lecz dopiero po uplywie wielu wiekéw od po-
wstania lej mysli, dopiero po wprowadzeniu przez Newton'a metod rachunku
nieskonczenie matemi wielkoSciami, metoda pracy wirtualnej zostala szeroko
ujeta w forme matematyczny przez Bernoulli'ego i w szezegélnodei zostala njeta
w wytworng forme malematyczng przez Lagrange'a i stala si¢ podstawg do
rozwoju Mechaniki.
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ktory dzialaja pewne sity, to, w celu obliczenia warunkow réwno-
wagi, nalezy nadac temu ukladowi wirtualne przesuniecia mozliwe;
podezas tych przesunieé sity zewnetrzne wykonajg pewne prace,
ktorych suma dla kazdego takiego przesunigcia uktadu rownaé
sie powinna zeru.
Gdy sily, przytozone do danego ukladu, oznaczymy literami
Py, spotrzedne ich punktow przylozenia — literami x, y., 2 rzuty
przesunigé tych punktéw na osi x, y. z — literami dx,,5y,, ¢ 2,
a rzuty tych przesunigé na kierunki odpowiednich sit—literami 2 p,
wledy wyrazi¢ mozemy prace sit zewnetrznych dla wirtualnego
mozliwego przesuniecia, badZ og6lnym symbolem (poréw. Mech.
Teor. H. Czopowskiego T. I str. 186-ta).
YoLr=0; (42)
badZ symbolem
YPyipr=0,
lub inaczej
R ( l)kv.\"r:-‘.l-' "%' ])/;_,,": Yk ‘%* P/‘-':-':Z /‘-) — ()

>

gdzie Py, Pry, 1 Pp: oznaczajg sktadowe danych sit w kierun-
kach osi x, y, z, a YiL, sume prac, jaka sity wykonaly pod-
czas wirtualnego przesuniecia.

Jezeli sity wewnegtrzne, wystepujace w danym uktadzie, wy-
konujg podczas przesunigcia wirtualnego pewna prace, gdy np.
pret gietki, lub rozeiagliwy odksztaleca sig, to powyzszy wyraz
snmy prac powigkszy si¢ o wyrazy prac tych sil. Oznaczywszy
sume tych prac symbolem ¢ L,, napiszemy réwnanie 42.gie
w postaci:

Yolp+Yal,—0. (42a)

Wyraz pracy X 4L, musi byé, oczywiscie, obliczony oddzielnie
dla kazdego przypadku szczegélnego w zalezno$ci od fizycznych
wlasciwoSci danego ukladu materjalnego.

Dla obliczenia pracy wirtualnej nie naleizy przyjmowadé, ze
przesunigcia wirtualne powstaly pod dziataniemm danych sit, dla
ktorych szukamy warunkéw rownowagi, lecz przeciwuie nalezy
przyjaé, 7ze te przesunigcia sa niezalezne od dziatania tych sil,
a sa one zalezne tylko od geometryeznych wiasciwosci danego
uktadu, kitére si¢ wyrazaja liczbg stopni swobody danego ukladu,
oraz zwigzkami geometrycznemi pomiedzy temi przesunieciami
(§ 4-ty). Pojmowanie, Ze te przesunigcia wogéle powinny po-
wstaé wskutek dzialania sil, dla ktérych szukamy réwnowagi,
bylo dlugi czas w historji tej metody przeszkoda do uznania jej
stusznogci: ,jakze bowiem - méwiono w swoim czasie — mozemy
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przyiaé, ze sily wywoluja przesuniecia, gdy sg one w réwnowa-
dze, t. |. gdy zadnego ruchu nie sa w stanie wywolac¢®; poglad
ten byl niestuszny, gdyz przesunigcia wirtualne nalezy uwazac
za niezalezne od sit, dla ktérych szukamy warunkéw réownowagi-

Dla unaocznienia sobie tego postepowania mozna uwazaé, ze
te przesuniecia sq wykonane przez czynniki--t. j. przez sily,
ktore nie wchodzg do naszych rozpalrywan — sa one tylko sitami
pomocniczemi, — ktore po dokonaniu przesuniecia usuwamy z na-
szych rozpatrywan; a same przesuniecia mozna uwazac jako prze-
sunigcia probne, przy pomocy ktérych dowiadujemy sig, czy dane
sity wykonuja prace, czy nie; ewentualnie — czy wykonuja prace
dodatnia, c¢zy ujemna.

20. Metody obliczenia réwnowagi, gdy ograniczenia ruchu
sq jawnie geometryczne, lub gdy sq tylko analityczne.

Przyklady na obliczenie rownowagi sil, dziatajacych na
uktady punktéw nieswobodnych, mozna podzieli¢c pod wzgledem
sposobow obliczenia na dwie grupy. Do jednej grupy zaliczy¢
mozna zadania, w ktorych ograniczenia ruchu wyrazone sa warun-
kami geometrycznemi (jawnie); do drugiej za$§ zaliczymy przy-
klady, w ktorych ograniczenia ruchu dane sa tylko w sposob
analityezny (§ 4-ty). Zadania pierwszej grupy, gdy ograniczenia
sq dane w postaci geometrycznej, moga byé¢ rozwigzane prosciej
pod wzgledem rachunkowym; przesunigcia bowiem wirtualne
mozliwe sg w danym razie bezposrednio (jawnie) wskazane geo-
metrycznemi warunkami; a wiec wskazane sa rowniez kierunki
sit polaczen; w przykladach za$ drugiej grupy, gdy ograniczenia
sg tylko analityczne, nie znamy bezpoSrednio kierunkéw przesu-
nie¢ moiliwych, ani tez kierunku sil potaczen; rachunek przeto
obliczenia rownowagi takich przykiadéw musi byé przeprowadzony
na podstawie czysto analitycznych rozwazan; nie moze byé bowiem
obliczony na zasadzie geometrycznych naocznosci.

Postepowanie rachunkowe obliczenia warunkéw réwnowagi
da si¢ w przypadku ograniczen geometrycznych njaé w nastepu-
jacy schemat:

1) nalezy przedewszystkiemn okresli¢ ilo§é stopni swobody
danego uktadu i wybra¢—mozliwie dogodne pod wzgledem rachun-
kowym — spéirz¢dne niezalezne tego uktadu;

2) nalezy nada¢ danemu uktadowi nieskonczenie mate prze-
sunigcie mozliwe, t. j. zgodne 7 warunkami fizycznemi danego
zadania; wtedy bowiem nie wejda do rachunku sity odporowe;
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3) nastepnie — naleZy napisaé wyraz pracy sil zewnegtrznych,
jaka one wykonaly podczas tego przesunigcia; wyraz ten moze
by¢ napisany w postaci np. wirtnalnej funkeji sit (§ 17-ty), ktora
nastepnie zrozniczkujemy, lub w postaci bezpoSrednio rézniczko-
wej, jako wyraz pracy wirtualnej,

4) i wreszcie nalezy wyrazié te przesuniecia, a wilasciwie ich
rzuty na kierunki sil, obranemi spéirzednemi niezaleznemi i pod-
stawi¢ je do rownania pracy; a po uporzadkowaniu tego wyrazu
podtug niezaleznych przyrostéw, nalezy przyréwnaé czynniki, sto-
jace przy tych przyrostach, do zera; w ten sposob olrzymamy
szukane rownania réwnowagi w takiej liczbie, jaka liczbe stopni swo-
body posiada dany ukfad; nie bedzie w nich jednakze sit odporowych.

Azeby nastepnie obliczy¢ sity odporowe, przylozymy je do
danego uktadu i zrobimy przesuniecia wirtualne razem z temi
sitami. Przesunieé tych, a wiec i rownan réwnowagi bedzie w tym
razie tyle, ile stopni swobody odjety temu ukiadowi dane ograni-
czenia; czyli wszystkie sily odporowe bedg mogly byé obliczone
z tych réwnan. Stosowanie jednakzie metody pracy wirtualnej do
obliczenia sit odporowych bywa czesto niedogodne pod wzgledem
rachunkowym; w takim razie mozna zastosowaé dla obliczenia
tych sit — metody statyki.

Obliczenie rodzajow réwnowagi bedzie omoéwione w rozdziale
IV-tym i V-tym tej pracy.

Jako przyktad tego postepowania obliczymy nastepujace za-
danie.

Po dwoéch prostych gtadkich (rys 3-ci), nieruchomych w plasz-
czyZnie pionowej, przecinajacych sie pod katem np. prostym,

Slizgajq sie bez tarcia dwa
punkty materjalne o cieza-
rach @, i Q.. Punkty te
83 zwigzane pretem nieod-
ksztatcalnym (sztywnym)
o dlugosei /; nalezy obli-
czy¢ potozenie rownowagi
X tych punktéw, gdy jedna
z prostych tworzy kat «
z poziomem. Dany uktad
materjalny sklada sie prze-
to z dwéch punktéw sztywno ze soba zwiazanych w ten sposéb,
ze odleglo$§¢ miedzy niemi sie¢ nie zmienia.

1) W celu obliczenia stwierdzimy przedewszystkiem, ze uktad

ten jest o jednym stopniu swobody; polozenie bowiem jednego




z tych punktéw na danej prostej, ktére wymaga znajomosei tylko
jednej spolrzednej, np. odlegtoseci od wierzcholka, wyznacza $cisle
potozenie drugiego punktu, - - dlugo$é bowiem, lgczacego te pun-
kty, preta jest niezmienna. Liczbe stopni swobody danego preta
mozna obliczyé w tem zadaniu réwniez drogg metodyczna; a mia-
nowicie: pret ten w ruchu po plaszezyZnie posiada trzy stopnie
swobody (§ 2-gi); a Ze dwa jego punkty musza sie poruszaé po
dwéch krzywych (w danym razie prostych), co odejmuje mu dwa
stopnie swobody,—pozostaje przeto jeden stopien swobody.

Jako spétrzedna niezalezng mozemy obraé np. odleglosé s,
lub kat ¢ (rys. 3-¢i), lub wreszcie jaka inng wielko$¢ geometryezng.,
ktoraby wyznaczyla potozenie jednego z tych punktéw, np. pun-
ktu A; wtedy bowiem jest juz wyznaczone pofozenie punktu B;
ktéra z tych spélrzednych obierzemy jako niezalezny, to mozna
pozostawié narazie biegowi rachunku.

2) Nadajemy nastepnie danemu uktadowi przesuniecie wirtu-
alne mozliwe, t.j. przesuwamy go do polozenia A’ B'.

3) Réwnanie pracy bedzie mialo w tym razie postaé naste-
pujaca:
o=@, -sinz-585 —@Q, cos9-458,.

4) Przesuniecia ¢s, i ds, wyrazimy spoéirzedna niezaleZng
bezposrednio z geometrycznych slosunkow (kitére w tym razie sa
dane jawnie):

s s,=1-cosy; 8§y —[l-sin g;
skad :
ds = —Ising . dz; ds,=1[cosz - du;

na mocy przyjetych przesunieé¢ napiszemy:
68, —=ds; 68, =—d8$,; (a)

strzatki bowiem przyrostow ds, i ds, nalezy liczyé w kierunku
rosnacych wartoSci zmiennych s, i s,; strzalki zas przesunieé
wirtualnych wybraliSiny dowolnie; z tych wiec warunkéw wyni-
kaja réwnania a).

Po podstawieniu tych wartosci do réwnania pracy, otrzy-
mamy jej wyraz w nastgpujacej postaci:

dL=—@Q,!-sinz-siny-dg-4-Q,1-cosa-cose¢-do;
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a poniewaz w razie réwnowagi d L —0, przeto olrzymamy z tego
réwnania

Q.
Q, -ctga.

tg

-G

Zastosowanie w tem obliczeniu réwnan «) pozwala na wy-
bér dowolnie skierowanych strzatek dla przesunie¢ wirtualnych,
na podstawie ktorych obliczamy nastepnie prace wirtnalng; zwigzki
bowiem «) wskazujg wlasciwe strzatki, t. j. wskazuja moiliwe
kierunki przesuni¢é. Np. w przykladzie powyzszym mozZemy obraé
obydwa przesunigcia os, i 6s, w kierunku rosnacych wartosci
s, i s,, t. j. w kierunkn niewykonalnych zreszta przesunied,
gdyZz nié jest nierozciagliwa; lecz zwigzki «) wskaza wlaSciwe
mozliwe kierunki tych przesuniec.

Ogoélne postepowanie oblieczenia réwnan rownowagi w przy-
padku, gdy ograniczenia ruchu sy dane w postaci analityczuej,
dal nam Lagrange. Postepowanie to odznacza sie ogélnoScig
i pewng wytworno$cia matematyczna; postepowanie to tutaj przy-
tocze.

Do obliczania pracy wirlualnej potrzebna jest znajomo$é punk-
tow przytozenia sit oraz warunki geometryczne, czy tez wogdle
analityczne przesunieé, ktére muszg byé spetnione podczas wyko-
nywania pracy.

W celu przedstawienia tego obliczenia weimy pod uwage
uktad, zlozony z punktéw materjalnych, ktérych spéirzedne ozna-
czymy literami

Xk Yrs Zp, gdzie k=1, 2 , . ... I

mamy wiec w tym razie 37 wielkoSci, ktére nalezy obliczy¢, przy
warunku, Ze sily, dziatajgce na te punkty, sg w réwnowadze.

Przyjmiemy nastepnie, Ze na kazdy z tych punktow dziala
r sit i Ze liczby r sa wogdble inne dla kazdego punktu; kazda
przeto sita takiego uktadu jesl okreslona symbolem 2P ., gdzie
k oznacza liczbe porzgdkowa punktu, a r liczbe porzadkowa sity,
przylozonej do tego punktu. Sktadowe tych sit w kierunkach osi
x, y, 2 wyrazimy przeto symbolami:

B s - O L by

Prace wirtnalng wszystkich sil, w razie ich réwnowagi, wy-

razimy wzoreni:
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Jezeli kazdy punkt danego ukladu jest swobodny, t. j. kazdy
punkt moze by¢ przesuniety dowolnie,—niezaleznie od przesunie¢
innych punktow, wtedy wszystkie wartosci:

a-\"ka ’:I//\a azk, dla k "‘>1- 2:- O gy ©_° 1.*

sg niezalezne; réownanie 43-cie rozpadnie sie przeto na 37 réwnan
lypu:

r r L 4 -
e =035 5 P,
ey k,r.x ¥ o k.or.y —1

=0, (44)

gdzie dla kazdej takiej trojki réwnan podstawimy kolejno
1A= TS R

Roéwnania te wyrazaja: azeby uklad punktéw swobodnych byt
w réwnowadze, powinny w tym razie sily, dzialajace na kazdy
punkt. by¢ w réwnowadze, co jest pod wzgledem fizycznym bez-
posrednio zrozumniatle.

Jezeli zaS pomiedzy punktami zachodza pewne polgezenia
fizyczne, np. polaczenia w postaci pretow, iub sznurédw, taczgceych
niektére, — lub wszystkie te punkty pomiedzy soba, lub tez gdy
dane sy pewne powierzchnie, lub linje, po ktérych wszystkie, lub
niektéore z tych punkiéw musza sie poruszac, —jednem stowem,—
jezeli ruchy punktow sg od siebie uzaleznione, to obliczenie polo-
zenia rownowagi 1 sit polgczen takich uktadéw dal nam Lagrange
w nastepujacej formie.

Zalezno$ci pomigdzy polozeniami danych punktéw niech beda
-wyrazone rownaniami nast. typow:

fl ('\.]v,lll,llv'\"_”.1/'_'!2'_'7 oo e o R0
Te @ Ty, B0, 50 T Rey) - 2 W s =03 (45)
o o T 2 Fas Vag By - - - el

klorych liczbe przyjmiemy réowng h i przyjmiemy, ze 3/ - h.
Oczywiscie — nie koniecznem jest, azeby w kazde z tych réwnan
wchodzily wszystkie spolrzedne wszystkich punktéw tego zbioru;
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wechodzi¢ beda, oczywiscie, tylko te spélrzedne, pomigdzy ktéremi
zachodzg zaleznos$ci, wywolane pewnemi fizycznemi polaczeniami.

Z rownan 45-tych, ktérych jest i i w ktérych jest 37 nie-
wiadomych, obliczymy £ niewiadomych sp6lrzednych i wyrazimy
je pewnemi funkecjami pozostalych (8 i— h) spoéirzednych, ktore
w ten sposob staja sie niezaleZnemi spélrzednemi; liczba przeto
(37— h), w mysl danego okreslenia w § 1-szym, jest liczba stopni
swobody caftego zbioru punktéw-—inaczej danego ukfadu. Zadanie
nasze polega obecnic na obliczeniu tych pozostatych (37— h) nie-
wiadomych spéirzednych, oraz na obliczeniu sit polaczen, jakie
wystepuja pomiedzy punktami tego uktadu, z warunku, ze sily,
dziatajace na ten uklad, sg w réwnowadze.

W celu tego obliczenia, nadamny punktom tego zbioru prze-
suniecia wirtualne i napiszemy, w mys$l okreslenia rownowagi,
réwnanie pracy wirtualnej, jaka sily wykonaty podczas tych prze-
sunieé, w nastepujacej postaci:

\_‘ l)l{..\' 3 a'rl.- -_}_ P E aI/I. jL l 1)1.-,,: 3 ’:~ === ()‘ (46)

L.y “k

gdzie przyjeto, dla uproszczenia pisania, ze na kaidy A-ty punkt
dziala tylko jedna sita P,; — poprzednio za$ przyjeliSmy r sil
w kazdym punkcie.

Wielkosei d.xx , ¢yr, 62, sg w tym razie wzajemnie zaleine
(poréwn. § 4-ty); zaleznosci te obliczymy, wzigwszy pod uwage,
ze spotrzedne nowych polozen punktow, t. j. polozen okreslonych
spOirzednemi (v, --¢.x,) it. d. musza czyni¢ zado§¢ réwnaniom

45-tym, t. . Ze musza zachodzi¢ rOwnania:

fole,-2x, y1+8y,,. . . . )=
fefoe 0x, Yooy, .- « . . )
A7)

Réwnania te, 1acznie z roOwnaniami 45-temi, mozemy na pod-
stawie wzorn Taylor’a przeksztatci¢ (uwzgledniwszy wielkoSei tylko
pierwszego rzedu) na réwnania nastepujace:

Of 1 po 4. 9fs 50 Of 5 Of e e = i G s

- SGX /R 8 2 === g S e e <62y 0;

dx, oy, 0z, oo s 0z;

S G of»

e & (5 3] . . 5 . 5 o o o . q - - . . = - 0Zp— );

dux, il 0y i (
] (48)
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Rownan tych jest tyle, ile bylo danych réwnan 45-tych, t. j.
h rownan; z tych réwnan mozemy obliczyé h niewiadomych typu
Jx, 0y, ¢z. Niewiadome te oznaczymy symbolem ¢, i wyrazimy
je pozostatemi niewiadomemi w liczbie (37— h); niewiadome
te oznaczymy symbolem dy;_,; ktore z tyech wszystkich nie-
wiadomych zaliczymy do grupy ¢,. a ktére do grupy &3, to
nie wptywa na wynik rachunku. Podstawimy nastepnie obliczone
juz niewiadome typu &, do réwnania pracy, t. j. do rownania
46-go, a otrzymamy rownanie, w ktérem bedzie tylko (3/— h)
wielko$ci typu 83,5 i ktore sa juz niezalezne. Aieby to row-
nanie moglo by¢ spelnione, powinny wszystkie czynniki, stojgce
przy niezalezinie zmiennych typu ¢3,—j;, byé réwne zeru i w ten
spos6b otrzymamy (37— h) réwnan z niewiadomemi typu x, y, z.
Z réwnan tych oraz z danych réownan polgczen (row. 4b-te)
ktorych liczba jest h, obliczymy wreszcie wszystkie 37 niewiadomne
spo6lrzedne typu x, y, z, ktére wyznaczajg polozenie danego uktadu
punktéow, w ktorem dane sity sa w rownowadze.

Sformultowanie tego obliczenia mozna uprosci¢ w nastepujacy
spos6b: poniewaz réwnania typu 48-go i réwnanie 46-te sg réwna-
niami jednorodnemi stopnia pierwszego wzgledem wielko$ci typu ¢
i poniewaz niewiadomych typu & jest 37, réwnan zas w lym ra-
zie jest tylko (h-}-1), przeto napisaé¢é moiemy z macierzy tych
rownan wyznaczniki w liczbie (37 — h), z ktérych kazdy powinien
byé rowny zeru; wyznaczniki te, lgcznie z h réwnaniami typu
45-tego, pozwola obliczyé 37 niewiadomych spoéirzednych typu ax.
y. z tak, iz potozenie danego ukiadu bedzie wyznaczone.

Wykonanie obliczenia powyzszego jest mozliwe, gdy & =37,
coSmy narazie przyjeli jako zalozenie; w przeciwnym bowiem ra-
zie, gdyby h > 3{, wtedy rachunku lego nie daloby si¢ przepro-
wadzié, ré6wnan bowiem byloby wiecej, niz niewiadomych, co wy-
razaloby, ze albo zadanie, tak postawione, nie ma znaczenia rze-
czywistego, lub Ze rownania 45-te sq od siebie zaleine; o ile wiec
takie zadanie mialoby mie¢ sens rzeczywisty, to rOwnania te w tym
razie powinny sie da¢ sprowadzi¢ do réwnan niezaleznych, kt6-
rych liczba musi byé = 837. Jezeli zas h =31, to wszystkie nie-
wiadome réwnan 45-tych bylyby juz przez to okreslone; nie by-
foby wige zadnych przesunieé; t. j. polozenie danego ukladu punk-
tow bytoby juz okreSlone; zadanie przeto obliczenia potozenia
rownowagi danego uktadu nie mialoby w tym razie znaczenia rze-
czywistego.

Obydwa podane sposoby obliczenia polozenia rownowagi da-
nego uktadu sit tem sie odznaczaja. Ze do obliczen tych nie wcho-
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dza sily polaezen, a tylko sily zewnelrzne oraz spolrzedne, wy-
znaczajace polozZenie danego ukladu, gdy te sily sa w réwnowadze.

W celu obliczenia sit potgczen, wystepujagcych w powyiszym
przykladzie, zastosujemy sposéb Lagrange’a, ktéry polega na za-
stosowaniu tak zwanych spétezynnikéw nieokreSlonych, wprowa-
dzonych do obliczen przez Euler'a i Lagrange’a.

W celu przeprowadzenia tego rachunku przemnozymy kolej-
no réwnania 48-me przez nieokreSlons narazie spoftczynniki 7,
%., . ..., 1 nastepnie zsumujemy te réwnania tgcznie z réowna-
niem praey, t.j. z rown. 46-tem; a otrzymamy, po uporzadkowaniu
wzgledem wielkos$ci typu dx, nast. rOwnania:

[ Prs 42 S5, e e e T
0 x, dux, dx,
(p Ly 97, IR i R 1 O d )\
A dx, ~ g e (@ i
I 1 3 J s J 2y . d .1 ~ i
;-(Pw 2 5 —}—/.._..——]—e—'-~ T S o I ).n_z/lwr—
dy, d iy, dy, '
( . Jd . df . dfn |\ .
'j'( Pz i=ty. . / by of T i = 4n - L 0z =0 (49)
! ()Z‘,’ ()Z,‘ ()Z,‘ .

W tych rownaniach wielko$ei s, ¢x, i I. d. nie sa nieza-
lezne; sa one bowiem wzajemnie uzaleznione rownaniami 48-emi;
nie mozemy przeto przyréwnaé bezposrednio do zera czynnikow,,
zawartych w nawiasach i stojgecych przy tych wielkoseiach, jakesmy
to zrobili w poprzednim przykiadzie. Niezaleznych wielkoS$ci typu 2
mamy w tym razie tylko (3 /— h); lecz mamy jeszcze h czyuni-
koéw 7 dotyehezas nieokreslonych; dobierzemy przeto ich wartosei
tak, azeby wartoSci wyrazéw, zawartych w nawiasach, staty sie
rownemi zeru; w tym celu napiszemy z réwnan 49-tych h row-
nan typu:

b ()fl e ()f'_' i 5 ()fh

Pl " — /'I 1 = 7wy - . - . = /‘/l . - O;
Jdux, da, Jdu,

(50)
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mamy bowiem tylko s niewiadomych parametréw 7. Z réwnan tych
obliczymy jako niewiadome wartosci ?, ,%,,..%,. Po napisaniu tych
rownan pozostanie w rownaniu 49-em tylko (3/— h) przyrostéw
typu ¢, ktére beda juz niezaleine; a wigc czynniki, znajdujgce sie
w nawiasach przy pozostalych wielkosciach typu ¢, bedziemy mogli
przyrownaé do zera. W ten spos6b przychodzimy do wniosku, Ze
wszystkie czynniki réwnania 49-go, stojace w nawiasach przy zmien-
nych typu ¢, mozna przyréwnac do zera, jakby one byly niezalezne;
z ta rézinica, ze poprzednio moglismy przyréwnaé z tego tytulu,
7ze wszystkie wielkosci typu ¢ byly niezaleine; obecnie przyréow-
nywaé¢ mozna do zera z tego tytuiu, ze wielkosci typu ¢ sq nieza-
lezne tylko w liczbie (3 n-—h); oproécz tego przyréownaé mozna
do zera h spélezynnikéw z tego tytulu, Ze mamy h niewiadomych
wielkoSci 2; a wiec tylko dzigkizastosowaniu nieokre§lonych czyn-
niké6w ) mozemy wszystkie czynniki réwnania 49-go przyrownaé
do zera; w ten sposo6b otrzymamy 3.7 réwnan, ktére tacznie z réw-
naniami pofaczen 45-temi w liczbie & stanowig (37-Fh) réwnan,
w ktdérych jest 37 niewiadomych typu x, y, z oraz h niewiado-
mych typu %, t.]. razem mamy (3i-+h) niewiadomych, ktore mo-
ga juz byé obliczone z tych réwnan,

Réwnaniom typu 50-go nadamy nastepujgca interpretacje sta-
tyezng. W réwnania te wchodza wyrazy sit P, --- i t. d. jako
dodajniki, a wiec na zasadzie jednorodno$ci wyrazow wszystkie
inne dodajniki tych réwnan typu /E%f muszg wyrazac¢ takze sity:
wartosci tych sit sa zalezne od funkeji f, wyrazajacych ograni-
czenia ruchu danego uktadu, a wige mozna powiedzieé, ze sa one
wynikiem tych ograniczen, -inaczej — sa to szukane sily potgczen.
Przy takiem zrozumieniu, rownania typu 50-go przedstawiaé bedg
rownowage sit zewnetrznych i sil odporowych lacznie, przylozo-
nych do kazdego punktu danego uktadu. Ten wniosek unaocznimy
sobie, gdy funkcje, ograniczajace ruch (row. 45-te), przedstawiajg
jawnie (§ 4-ty) pewne powierzchnie, lub linje.

Weimy np. réwnanie:

f(x. y,2z)=0,

jako réwnanie, przedstawiajgce pewng powierzchnie, na ktérej ma
pozostawac¢ pewien punkt danego zbioru.

Katy kierunkowe normalnych do tej powierzchni w dowolnym
punkcie wyrazimy wzorami typu:
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kierunki tych normalnych sg te same, jakie posiadajg sity typu
-+ NG ; . 3
e f rownania 50-tego; a wiec sily, wyrazone wzorem
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sg to wartosci sit normalnych do danej powierzehni, ktéresmy juz
poprzednio nazwali sitamni odporowemi (reakcjami), a ktorych skla-
dowe w Kkierunkach osi x, y, z sg /3{0 it d.

PRZYKLAD. Jako przykiad tego postepowania obliczymy
ta metoda zadanie z dwoma punktami ciezkiemi, Slizgajacemi sie
po dwoch prostych i zwiazanemi pretemn, ktére rozwigzaliSmy juz
poprzednio sposobem, ktory mozna nazwaé bezposSrednim.

Spoirzedne polozenia punktéow oznaczymy literami (rys. 3-ci,
str. 42-ga):

Xy Yy Oraz x,, y, .

Spolrzedne te, w liczbie czterech, mamy obliczyé z warunku, ze sity,
dzialajace na te punkty, beda w réownowadze.

Rownan polaczen mamy w tym razie trzy; dwa z nich sa
réwnaniami dwéch prostych, po ktérych dane punkty majg sie
Slizgaé; trzeci zas wyraza warunek, ze odlegio§é tych punktow
jest stala i rowna /L

Rownania te, ktére odpowiadajg typowi 45-temu, sa naste-
pujace:

Hy,=ax,+C, 2)y, T Xy
a i (52)
3) (xy— )+ (y—y,) =

Roéwnanie pracy wirtualnej, ktére odpowiada réwnaniu 46-emu,
jest w danym przykiadzie nastepujace:

4) —Q -sy, —Q,-5y,—0. (H3)

Zalezno$ci pomiedzy przesunieciami, jak w danym razie po-
miedzy 2y, i 2y., otrzymamy po zrézniczkowanin réwnan potg-



czen, t. j. rownan 52-gich, ktére odpowiadajg réwnaniom 48-ym.
Zaleznos$ci te napiszemy w nastepujgce] postaci:

10 .
Ha-tx,—dy, =0, 2) — -cx,—dy,=0, .
a
| (54)
B) =y — ) 8y — (o — Y1) - Sy - (y—xy) - B,
2=y - 0y2=0.

Z tych trzech rownan mozZemy obliczy¢ trzy przesunigcia np.
sxy, 9y, 0y, ktore odpowiadaja poprzednio przytoczonemu ty-
powi 8,, i wyrazimy je wielkoScig ¢.x,, ktéra odpowiada typowi
8y i~ 3 podstawiwszy nastepnie te trzy wartoSci typu ¢, do réwna-
nia 53-go, t. j. do réwnania pracy, otrzymamy réwnanie, ktére
czyni zado$¢ réwnaniu réwnowagi i danym polaczeniom; bedzie to
szukane rownanie pomiedzy 4-ma spéirzednemi i danemi sifami
Q,, ¢.. Roéwnanie to, tgcznie z trzema rdownaniami polgczen,
(réw. H2-gie) pozwoli obliczy¢ cztery spéirzedne, wyznaczajgce po-
tozenie danego uktadu (t. j. danyeh dwdéch punktéw), w ktérem
sity dane Q, i Q. bedg w réwnowadze.

Wykonanie wskazanych dzialan algebraicznych moze by¢
jeszcze inaczej przeprowadzone, jakeSmy to zaznaczyli poprzednio;
mianowicie weimiemy pod uwage, Ze réwnanie pracy wirtualnej,
oraz trzy rownania potgczen (réownania 54-te) sa jednorodne wzgle-
dem 4-ch niewiadomych 2.x i t. d, a poniewaz te niewiadome sg
rzeczywiste, przeto wyznacznik, zestawiony z czynnikow, stojacych
przed niewiadomemi, powinien byé rowny zeru; a wiec z réwna-
nia 53-go i z rownan H4-tych napiszemy wyznacznik:

0, = Ql ) 0, (i} Q'_'
«, — - 0, 0
0, 0. 1 , ’ —0. (55)

|
a |
I—=— X =g =101 (ty—ayY, Y. —yy) |

Jest to szukane réwnanie, ktére z trzema réwnaniami poly-
czen (row. 52-ie) pozwoli obliczyé spoirzedne punktéw przytozenia
sit @, i @, dla polozenia réwnowagi.

Lecz obliczenie to nie daje nam ani sit odporowych, ani tez
sity, wystepujacej w precie; okreSla jedynie spéirzedne uktadu,
gdy sily, dzialajace na niego,sq w rownowadze. Azeby za$ obliczyé
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sily potgczen, lub inaczej sily odporowe, nalezy zastosowaé¢ meto-
de spotczynnikéw Lagrange’owskich. W tym celu pomnozymy
kazde z réwnan 54-tych przez spéfezynniki 7, »,, 7; i dodamy je
do rownania pracy, t. . do row. 53-go; nastepnie, w mys$l po-
przednich ogélnych rozwazan, przyréwnamy Kkolejno wszystkie
czynniki, stojace przy wielkosciach 2x,, 2y, 9y,, 9y,, do zera,
a otrzymamy nastepujgce cztery réwnania:

a: )‘l — (v, — x)) - ay 0,
— ), — X —(Yo—y) + 15=0,
56
e oS e A=, L
a
— Q. — k-t (ga—g) - 2=0.

W tych 4-ch réwnaniach i w trzech réwnaniach 52-gich ma-
my siedem niewiadomych: x,, gy, . x,, y. i %, %, %;, ktére mo-
zemy obliczy¢. Polozenie rownowagi, t. j. cztery spétrzedne x,, y,,
Xy, Y, mmozna réwniez bezpo$rednio z tych rownan obliczyé, gdy
zwrécimy uwage, ze dla obliczenia 3-ch niewiadomych 2,, 2,, X
mamy cztery réwnania; azeby przeto te niewiadome zaspokoily
cztery roéwnania, powinien wyréznik tyech rownan réwnaé sie
zeru; warunek ten lgcznie z rOwnaniem polgczen pozwoli obliczyé
cztery niewiadome. Nalezy zauwaiy¢, Ze wyznacznik ten bedzie
identyczny z wyznacznikiem poprzednim. Spéfezynniki 2, i, %,
majgce swoje statyczne znaczenie, mozemy obliczy¢ z dowolnych
trzech rownan 56-tych; tak obliczone spotczynniki musza, oczy-
wigcie, zaspokoié te cztery réwnania, wyznacznik bowiem tych row-
nan jest réwny zeru.

21. Obliczenie réwnowagi, gdy potozenie uktadu oraz sily

wyrazone sq spéirzednemi niezaleznemi.

Prace wirtualng wyrazamy zwykle spOirzednemi, pomigdzy
ktoremi zachodzg pewne zwiazki funkcjonalne. Wyraz ten, jak to
juz zauwazyliSmy w § 15-tym, str. 29-ta, jest w pewnych przy-
padkach rézniczka zupelna pewnej funkcji, ktéra nazwalismy funk-
cja danych sil. Znacznego uproszczenia doznajg obliczenia réw-
nowagi, gdy zamiast spéirzednych zaleznych, zastosujemy do obli-
czen spélrzedne niezaleine.



Azeby wyrazi¢ prace wirtualng oraz potozenie danego ukla-
du spéirzednemi niezaleinemi, nalezy znaé zwigzki pomiedzy spot-
rzednemi zaleznemi, ktéremi wyrazamy prace i poloZenie ukladu,
z jednej strony, a spoéirzednemi niezaleznemi z drugiej strony;
zwigzki te sg nastepujgce *):

X1=%(q1,qs."*qu); Y, O (G Gar o Gn)s 2 =5, (1 Gos - Gu);
Xo=93(q, Gy Gn); Ya=22(q1,qss "= qn)s 2= 3,(G, §s * *Gu);

X =G0 Gy qa) s Yo = (G Gase s gy 207 051G Gt - Gud; (BT)

ktérych liczba jest 37 i w ktoérych x, y, 2z oznaczajq spoéirzedne za-
lezne, a q,, q.,- - -q, oznaczajg spoéirzedne niezalezne.

Dla obliczenia potozenia rownowagi zapomoca spélrzednych
niezaleznych ¢ zréiniczkujemy najpierw réwnania 57-me wzgle-
dem zmiennych niezaleznych ¢,, ¢, i t. d. i otrzymamy rdéwnania
typau:

> de 71~ d%,

3 — g | -8 =t ws st
Xy d(ll q: 71 o0q.— | ()(],,

*0 Q)
podstawimy nastepnie te przyrosty <x i t. d. oraz wartosci
X, y, z z rownan 57-ych do réwnania pracy wirtualnej, wyrazo-
nego rownaniem:

= (P, x - 0 X _i” Pk-!l E a!/k TL Py, - G Zk) =0, (58)

gdzie Pp . i t. d. sa funkcjami spétrzednych x, y, 2 i niezaleznego
parametru % **), a otrzymamy réwnanie, w ktérem beda niezaleine
przesunigcia ¢ q,,0qs,- - +0G, oraz spéirzedne niezaleine q,, g.. - - q.

Po uporzadkowaniu wyrazow tego réwnania wzgledem przy-
rostow ¢ ¢q,, ¢q., - -6q,, otrzymamy réwnanie, ktérego ogélna po-
sta¢ bedzie nastepujgca:

P, (q::Gs," - '(711)";(]1 'Ii"(l)-: ((]n(h o Ga) 0 gy "i‘
L (I)u ((]1’ qoy- ‘(]n)"; qn =0 (:)9)

i w ktérem litery ¢ oznaczaja pewne funkcje, jakie otrzymamy
z przeprowadzenia wskazanych podstawien.

*) Przyjmujemy, iz w tych rownaniach nie wystepuje czas ¢ jawnie, ani
tez pochodne spéirzednych wzgledem czasu.

**#) W danym razie nie rozpatrujemy sil, ktére zalezg od predKkosci po-
ruszajgcego sig punktu materjalnego, lub zalezg od ezasu.
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Poniewaz w tem réwnaniu, stosownie do zalozenia, wszystkie
przyrosty g sa niezalezne, przeto réwnaniu temu moze by¢ uczy-
nione zado$é¢ tylko wtedy, gdy wszystkie ezynniki przy tych przy-
rostach beda réwne zeru; czyli rownanie 59-te rozpadnie sie w lym
razie na n nastepujacych réwnan:

P (q1.Gy - qu) —0; q)z(.(h G2y qa) = 0;+ - - Pu(q,,qs,- - -qn)=0, (60)

w kidryech jest n niewiadomych q,, q.,:--qu.

22. Obliczenie réwnowagi z funkcji sit.

Wybitnego znaczenia nabiera powyzsza metoda postepowa-
nia, gdy rownanie pracy, wyrazone spoirzednemi niezaleZnemi, t. j.
gdy réownanie 59-te jest rézniczka zupelna pewnej funkeji zmien-
nych ¢;, t. j. gdy znajdziemy taka funkcje

U=F(q, 4 qu M, (61)
ktorej rézniczka zupeina
x LI e oF gy :
17 — Sk e =R <0 (,
U=og: 2% e kil (62)

bedzie wyrazem pracy wirtualnej, t. j. bedzie identyeczng z row-
naniem 59-tem. Funkecje taka nazwaliSmy w § 18-tym funkcja
danych sit. Gdy ten przypadek zachodzi, wtedy ze wzgledu, ze
w polozeniu réwnowagi

s U=10

i ze wzgledu, ze wszystkie ¢¢ sa w tym razie niezalezne, napi-
szemy rownania:

oF JF oF

— 0. - _O

- ‘)‘h:(), O dgn 7’ (63
kiore sq réwnaniami réwnowagi. Réwnan tych jest tyle, ile dany
uktad posiada stopni swobody, co jest zgodne z wnioskiem juz
wypowiedzianym.

Azeby obliczy¢é réwnania 63-cie, nalezy wyrazi¢ funkeje sit
spOirzednemi niezaleZnemi, a nastepnie drogg rézniczkowania
czgstkowego obliczymy te réwnania.

Azeby za$ obliczy¢ funkeje sit jako funkecje niezaleznych g,
obliczy¢é mozna najpierw (§ 15-ty str. 28-ma)

U=F(x,y,2)
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droga catkowania wyrazu pracy wirlualnej (row. 19-te), a, po pod-
stawieniu w niego wartosci x,y,2z z rownan 57-ych, otrzymamy U
jako funkecje zmiennych niezaleznych ¢.

W przyktadach prostszych mozina nieraz bezposrednio wyra-
zi¢ prace wirtualng spéirzednemi niezaleznemi; w tym przeto
przypadku otrzymamy bezposrednio réwnania typu 63-go, co znacz-
nie ulatwia postepowanie rachunkowe.

Réwnania 63-cie sg kfunkcjami spotrzednych ¢qi, s - Qu
oraz parametru x; réwnan tych jest tyle, ile spéirzednych nieza-
leznych ¢; mnozemy przeto wogéle z tych réwnan obliczy¢ war-
tosci spétrzednych ¢q,, ¢.,----qu, jako funkcje zmiennej niezalez-
nej k. Jezeli te funkcje oznaczymy literami @,, $.. - %, to otrzy-
mamy ogoélna forme tych rozwigzan:

i =5, 00 Fr=20000» - « - B (4). (64)

23. Spoélrzedne uogdlnione i sity uogélnione.

W celu ujednostajnienia pojmowania rownania 61-go i 62-go
nadamy wyrazom réwnania 62-go nastepujgce znaczenie: przyrosty
&g, bedziemy uwazali analogicznie do przyrostéw dx, dy, dz za
przesuniecia w kierunku odpowiednich spéirzednych q,; nastgpnie

nl

: ek =<1 0 3
bedziemy unwazali czynniki typu ()(11 » stojace przy tych przesu-
{

nieciach, rowniez analogicznie do znaczenia fizycznego czynnikow,
stojacych przy przesunieciach dx,, dy,, %z,,—jako sily, dzialajgce
w kierunku odpowiednich spéirzednych ¢,. Spoélrzedne g, i sily,
w ten sposdéb okreSlone, Lagrange nazwal spdtrzednemi uogdlnio-
nemi, (ktore nazywaliSmy niezaleznemi w § 1-szym) i sifami uogol-
nionemi, sily przeto uogoélnione sa w tem okresleniu funkcjami spéi-
rzednych uogélnionych w tenze sposéb, w jaki — sily wlasciwe typu
P, sa funkcjami spolrzednych x, y, z; iloczyn tych sit i odpo-

nd

wiednich przesunieé, np. iloczyn P..dx, lub ()I -3g wyrazajg prace

czastkowe podczas odpowiednich przesunieé¢ Sx, ewenlualnie dgq,

Z tych okreslen wynika, Ze praca, wyrazona spoélrzednemi
uogolnionemi i sitami uogélnionemi, ma t¢ sama forme algebra-
iczng, jakg posiada wyraz pracy, wyrazony silami skladowemi
w kierunkach osi x, y, 2z i przesunigciami wzdiuz tych osi, t. j.
posiada taky forme, jakg posiada réwnanie 58-me.



— BH6

24. Réznica pomiedzy wyrazeniem réwnowagi sit
zewnetrznych, dziatajqcych na uklad swobodny i na uktad

nieswobodny, zapomocq pracy wirtualnej i zapomocq statyki.

W statyce wykazaliSmy, ze azeby sily, dzialajace na bryle
swobodng, byty w ré6wnowadze, powinna ich suma wektorowa oraz
suma wektorowa ich momentéw réwnaé sie zeru; azeby zas sily
zewnetrzne, dziatajace na bryle nieswobodng, byly w réownowa-
dze, t. ], azeby utrzymaly dany uklad w spoczynku, jezeli byl on
w spoczynku, niekoniecznie maja mieé¢ wypadkowa i moment wy-
padkowy réwny zeru; wypadkowa i moment moga istnieé, lecz
ograniczenia ruchu danego ukladu materjalnego w tym razie po-
winny by¢ takie, Zeby ten uktad nie négt wykonaé ruchéw, jakieby
wywolaé mogta wypadkowa, lub wywotaé¢ mégl wypadkowy moment
tych sil; warunki wiec rownowagi sil, dzialajacych na bryte nie-
swobodng, wyrazone pracg wirtualng mozliwg, nie przesadzajg
o tem, czy dane sily, t. j. sity zewnetrzne posiadaja, czy tez nie po-
siadajg sily wypadkowej, lub momentu wypadkowego; warunki te
wyrazaja tylko, ze ukiad dany (nieswobodny) pod dzialaniem tych
sil pozostanie w spoczynku, jezeli przed dzialaniem tych sil byl
w spoczynku. Jezeli za§ dolgczymy do sit zewnetrznych, dzialaja-
cych na bryle nieswobodna, sily odporowe, wogéle sity potaczen,
wtedy dopiero sily zewnetrzne fgcznie z sitami odporowemi posia-
daja w razie ré6wnowagi wypadkowa réwng zeru i moment wypad-
kowy rowny zeru, t. j. sily te czynig zadoS¢ ogbélnym warunkom
rownowagi, podanym w statyce.

25. Catkowity wyraz pracy wirtualnej.

Jako warunek rownowagi sil, przylozonych do pewnego uktadu
materjalnego, postawiliSmy warunek, azeby suma pracy podczas
kazdego wirtualnego przesuniecia rownata sie zeru.

Dla obliczenia wartosci tej pracy, ktéra wyraziliSmy réwna-
_niem 62-giem, stosowaliSmy tylko wielkosSci nieskonczenie male
pierwszego rzedu; w celu jednakie glebszego ujecia wnioskéw,
wynikajacych z tej zasady, zastosujemy do obliczenia tej pracy
wielko$ci wyzszych rzedow. W tym celu wyobrazimy sobie prze-
suniecie niekoniecznie nieskonczenie mate i wyraz pracy AU, jaka
sity wykonaly podczas tego przesuniecia, rozwiniemy w szereg
Taylor'a z uwzglednieniem wszystkich wyrazow tego szeregu;
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przyrost ten, ezyli praca wirtualna, wyrazi sie wtedy nastepuja-
cym wyrazem:

s T S v O S 1 A
AU_ U Al I i AR == . *O(n l_{— ‘ 2‘0(].‘- =
dq, 9q, 0 qu 1 2110q;

L OF aF L L | ]-
2 39,54, 2 “0Q,-8G, - '+R (65)
9q, 9q. 99, 0q;

ktory jest catkowitym wyrazem pracy, jaka sity wykonaly podczas
wirtualnego przesuniecia uktadu z danego polozenia do potozenia
sasiedniego; litera za$ R, oznacza pozostate wyrazy tego szeregu,
ktore sg trzeciego i wyzszych rzedéw. Warto§¢ ¢U wyrazona réw-
naniem 62-giem, jest wiec tylko czescia wartoSci tej pracy, reszta
za$ tej wartosSci jest wyrazona nastepnemi wyrazami szeregu 65-go.

7 tego wyrazu wynika, Ze praca sit podczas wirtualnego prze-
suniecia sklada si¢ z wartosci nieskonczenie malych réznych stopni,
ktore — oczywiscie — majg swoje fizyczne znaczenie, ktore roz-
patrzymy w nastepnych paragrafach.

Jezeli dany ukiad jest w polozeniu rownowagi, to réwnanie
65-te, ze wzgledu na réwnania rOwnowagi, t.j. na rOwnania 63-cie,
otrzyma nastepujacg postaé:

().-',l‘ + ()2 ~ 1 ' ! LAY
: - 60,742 L 20Qy+0Qy -+~ | == Ry (66)

il -
2! |dq; 09,04,

ROZDZIAL 1V.

UKLADY O JEDNYM STOPNIU SWOBODY.

26. Roéwnowaga réznych rzedéw i réinych rodzajéw.

W celu nlatwienia rozpalrywan wilasciwosci rownowagi, wez-
miemy najpierw pod uwage ukiad o jednym stopniu swobody, t.]j.
uklad, ktorego polozenie wyznacza tylko jedna spdirzedna nieza-
lezna; w tym przypadku rownanie 65-te otrzyma posta¢ nastepujgca:

or 1, O°F 1 oF
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