
ROZDZIAŁ 1. 

STOPNIE S W O B O D Y I PRZESUNIĘCIA W I R T U A L N E . 

1. Spółrzędne niezależne i stopnie swobody. 

Punkt, k tóry może się poruszać w przestrzeni w każdym do­
wolnym kierunku, nazywamy swobodnym. W myśl tego określenia 
balon np., puszczony swobodnie, może być uważany za punkt swo­
bodny; tenże balon, uwiązany na sznurze, będzie punktem nieswo-
bodnt/m; sznur bowiem ogranicza jego ruch. 

Dla wyznaczenia np. położenia punktu swobodnego w prze­
strzeni trójwymiarowej potrzebną i wystarczającą jest znajomość 
trzech jego spółrzędnych, np. .v, g, z; te trzy spółrzędne są ko­
nieczne i wystarczające dla wyznaczenia jego położenia; gdybyśmy 
bowiem obrali czwartą spółrzędną oprócz x, ij, z, np. jeszcze od­
ległość tego punktu od początku układu spółrzędnych, to jedna 
z tych spółrzędnych byłaby w tym razie zbędną; zachodzi bowiem 
między temi czterema wielkościami zależność geometryczna;—za­
chodzi pewne równanie, wskutek czego trzy tylko spółrzędne bę­
dą niezależne i trzy spółrzędne można obrać z tych czterech do­
wolnie; czwartą bowiem można już obliczyć. 

Spółrzędne mi, wyznaczającemi położenie pewnego układu 
punktów, mogą być wogóle pewne odległości od otaczających 
punktów, które to punkty uważać będziemy za nieruchome; mogą 
być również np. kąty, jakie tworzą promienie wodzące, wyprowa­
dzone z nieruchomych punktów przestrzeni do obranych punktów 
danego układu; mogą być również pewne powierzchnie, które 
w przecięciu się wyznaczają położenie punktu. Wogóle—spółrzęd-
nemi mogą być dowolne elementy geometryczne, byle tylko wy­
znaczały one jednoznacznie położenie danego punktu, — czy też 
danego układu punktów. Stosowane bywają do obliczeń spółrzędne 
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prostokątne x, y, Z, co, oczywiście, nie wyklucza stosowania 
i innych spółrzędnych. 

Sposoby ograniczenia ruchu punktu mogą być różne; od tych 
ograniczeń zależeć będzie liczba spółrzędnych niezależnych, ozna­
czających jego położenie, t. j . zależeć będzie liczba jego stopni 
swobody. Jeżeli np. postawimy warunek, że dany punkt ma się 
poruszać np. po danej powierzchni, której równanie jest dane 
w postaci np. / (x, //, z) = 0, to dla wyznaczenia położenia punktu 
na tej powierzchni nie możemy już obrać dowolnie trzech spół­
rzędnych, lecz tylko dwie; trzecią bowiem można już obliczyć 
z równania powierzchni; mówimy w tym razie, że punkt w tych 
warunkach posiada tylko dwa stopnie swobody. Gdy postawimy 
warunek, żeby dany punkt poruszał się po danej krzywej przestrzen­
nej, wtedy warunek ten odejmuje danemu punktowi dwa stopnie 
swobody; równania bowiem krzywej w przestrzeni (trójwymiaro­
wej) wyraża się dwoma równaniami; w tym razie dla wyznaczenia 
położenia punktu w przestrzeni (trójwymiarowej) wystarczy jedna 
tylko spółrzędna; o takim punkcie powiemy, że posiada on jeden 
tylko stopień swobody. Wreszcie, gdy postawimy warunek, że 
punkt ma się znajdować jednocześnie np. na trzech powierzchniach, 
to położenie jego wogóle jest już wyznaczone; powiemy wtedy, że 
punkt taki posiada zero stopni swobody, czyli nie może otrzymać 
żadnego przesunięcia; spółrzędne tego punktu obliczymy w tym 
razie jako trzy niewiadome danych trzech równań. 

W tenże sposób możemy mówić o spółrzędnych niezależnych 
pewnego zbioru punktów, inaczej—pewnego układu punktów; wtedy 
powiemy, że dany układ punktów posiada tyle stopni swobody, 
ile trzeba spółrzędnych niezależnych dla wyznaczenia położenia 
wszystkich tych punktów. 

Układem niezmiennym, inaczej- sztywnym, lub krótko bryla, 
nazwiemy zbiór punktów, k tórych wzajemne odległości nie zmie­
niają się podczas naszych rozpatrywań. Dla wyznaczenia położe­
nia takiej bryły w przestrzeni, t. j . dla wyznaczenia położenia każ­
dego jej punktu, koniecznym i wystarczającym warunkiem jest 
znajomość położenia trzech jej punktów,—byle nie leżących na jednej 
pros lej; położenie bowiem każdego innego punktu tej bryły jest 
w tym razie już wyznaczone np. przez jego odległości od tych 
trzech punktów. Dla wyznaczenia położenia tych trzech punktów 
potrzebna jest znajomość tylko sześciu spółrzędnych niezależnych; 
położenie bowiem trzech punktów w przestrzeni wymaga wogóle 
dziewięciu spółrzędnych np. spółrzędnych .v, y, z; lecz z chwilą, 
gdyśmy obrali położenie tych trzech punktów, to przez to są już 
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określone odległości pomiędzy niemi, ponieważ przyjęliśmy w tym 
razie, że te odległości są niezmienne; wyrazimy je przeto trzema 
równaniami typu: 

(*i - *,)' J + &i - //,)- - f (*i - z,Y == i t. p.; (1) 

a więc z powyższych dziewięciu spółrzędnych może być tylko 
sześć niezależnych; pozostałe bowiem trzy można obliczyć z tych 
trzech równań; na podstawie tego mówimy, że bryła swobodna 
posiada sześć stopni swobody. Takiemi spółrzędnemi mogą być 
niekoniecznie spółrzędne kartezjuszowskie x, y, z, lecz i inne 
spółrzędne, np. trzy spółrzędne dowolnego punktu tej bryły i trzy 
kąty, tak zwane Euler 'a ,— razem więc sześć. Na podstawie tych 
rozważań postawimy określenie: 

liczbę spółrzędnych niezależnych, wyznaczających położenie 
danego układu, nazwiemy stopniami swobody tego układu. 

Jeżeli postawimy warunek, że pewien punkt danej bryły 
podczas jej ruchu ma pozostawać na pewnej powierzchni, której 
równanie jest dane w postaci np.: 

f(x,y,z) 0, 

to odejmujemy przez to danej bryle jeden stopień swobody; spół­
rzędne bowiem tego punktu muszą zaspokoić równanie danej po­
wierzchni; bryła przeto, której jeden punkt ma pozostawać na da­
nej powierzchni i gdy pozatem jest swobodną, posiada tylko pięć 
stopni swobody. Gdy równania, wyrażające ograniczenia ruchu, 
nazwiemy równaniami połączeń, to wniosek powyższy wypowiemy: 
każde równanie połączeń odejmuje danemu układowi jeden sto­
pień swobody. 

Jeżeli zaś postawimy np. warunek, żeby trzy punkty danej 
bryły poruszały się po trzech linjach, których równania są nieza­
leżne (t. j . gdy pomiędzy parametrami tych równań niema żadne­
go funkcjonalnego związku), to bry ła taka posiada zero stopni 
swobody, t. j . będzie ona unieruchomiona. 

Układem brył sztywnych, lub mechanizmem nazwiemy pewną 
liczbę brył sztywnych, które są z sobą połączone w jaki bądź spo­
sób, lecz ściśle określony. O układzie złożonym z k brył swobo­
dnych (t. j . nie połączonych ze sobą, ani też z otaczającemi bry­
łami) powiemy, że posiada on 6 k stopni swobody. Jeżeli zaś np. 
dwie bryły takiego układu połączone są przegubem, t. j . jeżeli po-



10 

siadają jeden punkt wspólny, około którego mogą się kręcić*), 
i ten punkt może poruszać się razem z bryłami, to takie połącze­
nie odejmuje temu układowi trzy stopnie swobody; gdy bowiem 
oznaczymy spółrzędne tego punktu, jako należącego do jednej 
bryły, literami (.v, , yl, z^), a jako należącego do drugiej bryły — 
literami (x.,, y.,, zS), to warunek połączenia przegubowego wyra­
zimy trzema równaniami: 

•^-'l *^'2 ? l/l U'l ł ^1 ^'1 ' 

Każde przeto połączenie przegubowe dwóch brył w prze­
strzeni trójwymiarowej odejmuje danemu układowi trzy stopnie 
swobody; a na płaszczyźnie —dwa stopnie swobody. Lecz jeżeli 
np. trzy bryły w przestrzeni trójwymiarowej połączone są jednym 
przegubem, to na podstawie podobnych do poprzednich rozumo­
wań powiemy, że taki przegub odbiera danemu układowi sześć 
stopni swobody; a gdy układ jest płaski i ruch może odbywać się 
tylko w jego płaszczyźnie, to taki przegub odejmuje cztery stop­
nie swobody i t. p. 

2. Stopnie swobody uk ładów płaskich. 

Jako szczególny przypadek układów rozpatrzymy zbiór punk­
tów, znajdujących się w jednej płaszczyźnie i mogących poruszać 
się w tej płaszczyźnie; płaszczyznę taką nazwiemy płaszczyzną 
odniesienia. Punkt swobodny posiada na płaszczyźnie dwa stop­
nie swobody, co wynika z poprzednich rozważań; trzy bowiem 
spółrzędne punktu swobodnego w przestrzeni (trójwymiarowej) 
muszą w tym razie zaspokoić równanie płaszczyzny, po której ma 
się on poruszać, wskutek czego odpada jeden stopień swobody. 
Wniosek ten jest widoczny również bezpośrednio; dla wyznaczenia 
bowiem położenia punktu na danej płaszczyźnie wystarczają dwie 
jakiekolwiek spółrzędne (np. spółrzędne prostokątne lub bieguno­
we). Zbiór punktów, leżących w płaszczyźnie i sztywno pomiędzy 
sobą związanych, nazywać będziemy figurą płaską, lub krótko f i ­
gurą. Dla wyznaczenia położenia figury płaskiej w jej płaszczyź­
nie, potrzebna jest znajomość trzech niezależnych spółrzędnych, 
np. dwóch dla wyznaczenia położenia jednego dowolnego jej punk­
tu oraz jednej spółrzędnej, np. kąta, jaki tworzy dowolna prosta, 

*) Stówo „obracać" chciałbym stosować tylko do obrotu około osi. 
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sztywno połączona z tą figurą, z inną prostą, którą przyjmujemy 
za nieruchomą. Jeśli tą figurą jest np. odcinek prostej, to potrzeb­
ną jest dla wyznaczenia jego położenia w danej płaszczyźnie zna­
jomość: np. dwóch spółrzędnych jednego jego punktu oraz np. kąta, 
jaki tworzy ten odcinek z pewną prostą, należącą do płaszczyzny 
nieruchomej; a więc razem potrzebne są trzy spółrzędne. 

Jeżeli posiadamy w danej płaszczyźnie k figur płaskich swo­
bodnych, to mówimy, że cały ten układ posiada 3 A stopni swo­
body. Jeżeli postawimy warunek, że np. dwie z takich figur po­
siadają jeden punkt wspólny, t.j. że dwie figury połączone są wspól­
nym przegubem, około którego mogą się obracać, to warunek ten 
wyrazimy analitycznie, na zasadzie poprzednich rozważań, że spół­
rzędne (.v,, y{) tego punktu, jako należącego do figury pierwszej, 
są równe spółrzędnym (.v,, ;/,) tegoż punktu figury drugiej, t.j. że: 

Xj — x-2 ; i/1 = 1/2; 

warunek przeto, że figury płaskie posiadają wspólny przegub, wy­
raża się dwoma równaniami; a więc odejmuje on danemu układo­
wi dwa stopnie swobody, cośmy już zauważyli w § poprzednim. 

Trzy np. swobodne figury, mogące poruszać się w jednej płasz­
czyźnie, posiadają dziewięć stopni swobody; jeżeli zaś te figury 
połączone są ze sobą — po dwie — przegubami, to odejmujemy przez 
to danemu układowi 3 • 2° —6" stopni swobody; dany układ przeto 
w tym przypadku posiada tylko 9°— -6° = 3° stopnie swobody, t . j . 
tyle, ile potrzeba spółrzędnych dla wyznaczenia jego położenia 
w płaszczyźnie; co jest oczywiste, gdyż w ten sposób połączone 
trzy figury tworzą jedną figurę sztywną, która, jak już wiemy, 
posiada na płaszczyźnie trzy stopnie swobody. 

Gdybyśmy wzięli cztery figury, np. cztery pręty, i połączyli 
je wzajemnie czterema przegubami, to układ taki posiadałby 

s " — 3 . 4" _ 4 . 2" = 4°, 

t.j. cztery stopnie swobody (s oznacza liczbę stopni swobody). Z tych 
4-ch spółrzędnych można sobie wyobrazić jedną jako np. kąt, jaki 
tworzą z sobą dwa dowolne boki tego czworoboku, a trzy spół­
rzędne są spółrzędnemi położenia całego czworoboku jako już 
sztywnego. W ten sposób układ złożony z 11 figur, połączonych 
ze sobą po dwie przegubami, posiada s = 3 • n° — 2 • na = nn stop­
ni swobody, z których (/; — 3) wyznaczają postać samej figury; 
pozostałe zaś 3 spółrzędne wyznaczają położenie całego układu na 



— 12 

płaszczyźnie odniesienia. Niezależne spółrzędne, które wyznaczają 
położenie części układu względem innych części tegoż układu, na­
zwiemy spółrzędne/ni wewnętrznemi; spółrzędne zaś, k tóre wy­
znaczają położenie całego układu względem płaszczyzny odniesie­
nia, nazwiemy spółrzędnemi zewnętrz mmi. Swobodny przeto układ 
płaski posiada trzy zewnętrzne stopnie swobody i może posiadać 
pewną liczbę stopni swobody wewnętrznej ; jeżeli zaś jest on sztyw­
ny, to posiada zero stopni swobody wewnętrznej , a trzy stopnie 
swobody zewnętrznej . 

Łańcuch o n ogniwach, znajdujący się na płaszczyźnie i ma­
jący dwa końce umocowane, posiada n — 1 przegubów, co odej­
muje mu 2 • (n — 1) stopni swobody; dwa końce umocowane (prze­
gubowo) odejmują mu 2 • 2° stopnie swobody; łańcuch przeto taki 
posiada 

s° = /? • 3° - (n —1) • 2° — 2 • 2° = (n — 2)° stopni swobody. (2) 

Możemy również uważać taki łańcuch za złożony z (n - r 1) p rę ­
tów, odcinek bowiem między punktami zawieszenia uważać można 
za pręt unieruchomiony; wtedy liczba stopni swobody na podsta­
wie poprzednich rozważań wyrazi się wzorem: 

s" — (n + 1) • 3" — (n 4- 1) • 2" — 3" = (n — 2)" 

stopni swobody,—jak porzednio; unieruchomienie bowiem (rt-j-l)-ego 
pręta odejmuje danemu układowi trzy stopnie swobody. Dla wy­
znaczenia przeto położenia w płaszczyźnie łańcucha o trzech prę­
tach, zawieszonego w dwóch punktach, potrzebna jest znajomość 
3 • 3° — 2 • 2° — 4°== 1-ej spółrzędnej; co można również bezpośred­
nio geometrycznie stwierdzić. 

Jeżeli do danego płaskiego układu prętów dołączymy jeden 
nowy pręt swobodny, to powiększymy liczbę stopni swobody tego 
układu o trzy stopnie; lecz jeżeli postawimy warunek, ażeby ten 
nowy pręt łączył przegubami dwa dowolne punkty tegoż układu, 
to warunek ten odejmuje mu wogóle 4 stopnie swobody; czyli 
każdy, w ten sposób dodany pręt, odejmuje danemu układowi je­
den stopień swobody. 

Do tegoż wniosku dojdziemy również w następujący sposób: 
gdy wyrazimy warunek dołączenia nowego pręta równaniem typu: 

(xk — xt)2 -| =l-k,t, 

wyrażającem, że odległość pomiędzy punktem k — tym a i—tym 
danego układu jest stałą, wtedy każde takie równanie odejmie 
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danemu układowi, na zasadzie poprzednich rozważań, jeden stopień 
swobody; przez dodanie, lub odjęcie przeto pewnej liczby prętów 
danemu układowi możemy dowolnie zmieniać ilość jego stopni 
swobody. 

3. Liczba stopni swobody danego układu nie zależy od 
rodzaju układu spółrzędnych. 

Jeżeli liczba stopni swobody pewnego układu obliczona jest 
na podstawie pewnych spółrzędnych (np. spółrzędnych prostokąt­
nych x, y, z), to liczba stopni swobody tego układu jest ta sama, 
gdy obliczymy ją na podstawie innych spółrzędnych, wyznaczają­
cych położenie układu; np. na podstawie spółrzędnych bieguno­
wych; czyli liczba stopni swobody danego układu (danego mecha­
nizmu) nie zależy od rodzaju spółrzędnych. 

Ażeby tego dowieść ogólnie, oznaczymy literami qlf c2,* • •• \Cn 
(zamiast xt, x%',• 'gx, y2) spółrzędne niezależne, wyznaczające poło­
żenie danego układu; wtedy z określenia tych spółrzędnych wy­
nika, że każda inna spółrzędna (np. długość promienia wodzącego, 
lub kąty kierunkowe i t. p.) powinna dać się wyrazić na zasadzie 
geometrycznych stosunków pewną funkcją obranych spółrzęd­
nych gu q.,, q,r 

Oznaczywszy więc nowe spółrzędne literami Pi,p-,,- • •, napisać 
możemy następujące równania: 

Pi-: fi(<h,q>, — Qn); Pi^-fAQuQi, — Cn); i t d. 

Jeżeli te nowe spółrzędne p mają być spółrzędnemi niezależ-
nemi, wystarczającemi do wyznaczenia położenia danego układu, 
to wszystkie spółrzędne q, powinny dać się obliczyć z tych rów­
nań, co może nastąpić tylko wtedy, gdy równań typu pv = / l q-,, 
• • • • q„) będzie tyle, ile jest niewiadomych q, t. j . gdy będzie 
ich n; a więc, jeżeli n spółrzędnych niezależnych q wyznaczały 
położenie pewnego układu, to liczba niezależnych spółrzędnych p, 
które również wyznaczają położenie tego układu, musi być ta sa­
ma. Liczba przeto stopni swobody nie zależy od rodzaju układu 
spółrzędnych; jest ona jego cechą — jest jego niezmiennikiem. 

4 . Przesunięcia wi r tua lne i ich wzajemne zależności. 

Każde, nieskończenie małe, zupełnie dowolne przesunięcie da­
nego punktu, nazwano przesunięciem wirtualnem. Pojęcie to zo­
stało wprowadzone dla odróżnienia takiego dowolnego przesunię­
cia punktu od przesunięcia, wywołanego danemi siłami, przyło-
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żonemi do tego punktu, które to przesunięcie jest przez te siły 
ściśle określone; nazywają je też przesunięciem rzeczy wistem. 
Oczywiście, wyobrazić sobie musimy, że przesunięcia wirtualne są 
wykonane jakiemiś czynnikami fizycznemi, jakiemiś siłami, lecz 
tych czynników, tych sił nie bierzemy pod uwagę w naszych roz-
patrywaniach; przesunięcia zaś rzeczywiste są wykonane danemi 
siłami i są przez to ściśle określone. Przesunięcia wirtualne mają 
więc charakter czysto geometryczny i są niezależne od sił, rozpa­
trywanych w danem zadaniu; przesunięcia takie oznaczać będziemy 
symbolem 3; a więc S.v, os i t. d. są to nieskończenie małe odcin­
ki prostej zaopatrzone strzałkami; zresztą zupełnie dowolne tak 
co do długości, jak i co do kierunku. 

Położenie n punktów swobodnych w przestrzeni trójwymia­
rowej jest wyznaczone 3 n spółrzędnemi niezależnemi. Punkty 
te bywają ograniczone w swym ruchu, jakeśmy to już wyżej mó­
wi l i , np. warunkami, że pewne z nich, lub każdy z nich podczas 
ruchu zmuszony jest pozostawać np. na danych powierzchniach, 
lub na danych linjach. Warunki takie wyrazimy wogóle równa­
niami o postaci: 

fr(xk , yk , zk) = 0; (3) 

litery Xit,yk,zk oznaczają spółrzędne punktów, które mają pozo­
stawać, jak w danym przypadku, na powierzchni, wyrażonej rów­
naniem 3-ciem, litera zaś /• oznacza liczbę porządkową tych funk-
cyj od 1-szej do h-te\. Gdy więc dane jest h takich równań 
i gdy h 3 n, wtedy dany układ będzie posiadał (3// — h) stopni 
swobody (§ 1-szy). 

Gdyby wszystkie 3// spółrzędne były niezależne, mielibyśmy 
wtedy 3 n niezależnych przesunięć, lub, inaczej mówiąc, 3 n nieza­
leżnych przyrostów typu $x}8y,8z; lecz jeżeli choć niektóre 
z tych punktów są nieswobodne, to te przyrosty nie są już nieza­
leżne; pomiędzy niemi zachodzić będą następujące równania: 

dfr . dfr l 

wynikające z tego, iż równania 3-cie muszą być zaspokojone rów­
nież spółrzędnemi nowego ich położenia, t. j . spółrzędnemi 

xk + 3.vf c. yk-Ą-8yk, z k - r

? j Z k -

Równań 4-tych będzie tyle, ile było równań, ograniczających 
ruch, t. j . ile było równań typu 3-go; a ponieważ przyjęliśmy, iż tych 
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równań jest h, posiadamy przeto w tym razie tylko (3n — h) 
przesunięć niezależnych; pozostałe zaś przesunięcia, k tóre może­
my wykonać, można już z tych równań obliczyć; przesunięć 
przeto niezależnych jest tyle, ile dany układ posiada stopni 
swobody. 

Ograniczenia przesunięć mogą być również dane w formie 
analitycznej, bez ich geometrycznego znaczenia; mogą być dane 
wogóle jako funkcjonalne związki pomiędzy różnemi spółrzędnemi 
danego układu; np. •— w postaci: 

fr (.v/,, xm, y,„ z„) = 0; (5 

wtedy pomiędzy przesunięciami, t. j . pomiędzy przyrostami typu 
8 .v , 8 y i 8 z zajdą pewne związki, które obliczymy, nadawszy 
spółrzędnym x, y, z i t. d. przyrosty 3 x, $y, oz z odpowiedniemi 
wskaźnikami. Związki te będą miały postać równań 4-tych, k tóre 
odejmą również danemu układowi tyle stopni swobody, ile jest 
tych związków tak, — jak poprzednio. Różnica pomiędzy tern 
a poprzedniem ograniczeniem jest ta, że obecnie nie mamy tego 
bezpośredniego geometrycznego znaczenia równań połączeń, t. j . 
równań 5-tych, jakie było dane poprzednio; w tym razie przeto 
sposób wyrażenia tych ograniczeń jest ogólniejszy. 

Postępowanie analityczne obliczenia zależności pomiędzy 
przyrostami ox, oy i oz jest w tych obydwóch przypadkach jedna­
kowe; korzystnem jest dla rachunku rozróżnianie tych dwóch spo­
sobów ograniczenia swobody przesunięć; mianowicie — pierwszy 
sposób ograniczeń, który opiera się na bezpośredniem geome-
trycznem znaczeniu tych ograniczeń w postaci powierzchni, lub 
linij; ograniczenia te nazwiemy ograniczeniami jawnie geometrycz-
nemi; drugi zaś sposób, który daje ograniczenia w postaci zale­
żności tylko analitycznych, nazwiemy ograniczeniami analitycznemi, 
które mogą mieć, lub nie mieć znaczenia geometrycznego. 

Z tych określeń wynika, że ograniczenia geometryczne można 
zawsze ująć w formę analityczną; lecz czy ograniczenia analityczne 
dają się wyrazić jako ograniczenia geometryczne, to zależy od 
możności lub niemożności zinterpretowania geometrycznego odpo­
wiednich równań połączeń, t. j . równań 5-tych. 

Równania 3-cie, czy też 5-te nazywają wogóle równaniami 
połączeń, lub też równaniami ograniczającemi ruch. 

Punktowi swobodnemu możemy wogóle nadać nieskończenie 
wiele różnych przesunięć wirtualnych; przesunięcia te możemy 
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sobie wyobrazić w postaci pęku odcinków nieskończenie krótkich*), 
zaopatrzonych strzałkami, wychodzących z danego punktu. Prze­
sunięcia te możemy jednakże wyrazić, jak w tym razie, tylko trzema 
niezależnemi przesunięciami, jeżeli dany punkt był swobodny 
w przestrzeni trójwymiarowej, t. j . zmiennemi Sjf, r> y, 3 z, k tóre 
można uważać za przyrosty spółrzędnych niezależnych x,y,z, wy­
znaczających położenie tego punktu; każde bowiem inne dowolne 
przesunięcie będzie funkcją tych trzech zmiennych w tenże spo­
sób, w jaki każda inna spółrzędna będzie funkcją obranych trzech 
spółrzędnych. 

Możemy ten wniosek uogólnić i powiedzieć, że wogóle każdy 
układ materjalny może otrzymać nieskończenie wiele przesunięć, 
lecz wszystkie te przesunięcia mogą być wyrażone tyloma tylko 
niezależnemi przesunięciami, ile dany układ posiada stopni swobody. 

5. Ogran iczen ia zmienne. 

Podane poprzednio sposoby ograniczenia ruchu układów po­
legały na tern, żeśmy pewne punkty danego układu poruszali po 
danych powierzchniach, lub krzywych, lub też daliśmy pewne 
związki analityczne pomiędzy spółrzędnemi punktów. Te powierz­
chnie, czy też krzywe przyjmowaliśmy jako niezmienne i nieru­
chome, a związki analityczne przyjmowaliśmy za stałe, t . j . za nie­
zależne od jakich bądź zmiennych parametrów. Analitycznie wy­
rażaliśmy ten warunek równaniami typu: 

/ (x, y, z) = 0 , 

które nazwaliśmy równaniami połączeń. 

Spotykamy się jednakże z takiemi przypadkami, w k tórych 
dana powierzchnia, czy też krzywa, po której ma się ślizgać pe­
wien punkt danego układu, zmienia swą postać geometryczną, lub 
też jest w ruchu podczas ruchu po niej danego punktu. Ana l i ­
tycznie wyrazimy tę właściwość jednym, lub kilkoma niezależnemi 
parametrami, wprowadzonemi do równań połączeń. Jeżeli zrobimy 
zmiennym np. promień kuli i zmianę taką uzależnimy np. od cza­
su, to równanie powierzchni, czy też krzywej takiej posiada w tym 
przypadku, oprócz zmiennych spółrzędnych, jeszcze niezależnie 

') Nic nie stoi na przeszkodzie do przedstawienia sobie tych przesunięć 
w postaci odcinków o skończonych długościach; należy tylko zastosować do 
tego odpowiedni spółczynnik proporcjonalności, o czem będzie mowa dalej. 
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zmienny parametr / , k tó ry wyraża czas; równania te będą przeto 
postaci: 

/ (.v, u, z; t) = 0, 

k tóre dla każdej wartości t przedstawia pewną ściśle określoną 
powierzchnię, ewentualnie krzywą. 

Równania takie nazwano równaniami połączeń, zawierającemi 
czas jawnie. Punkt, poruszający się po takiej powierzchni (lub 
krzywej), wykonywa w tym razie jednocześnie dwa ruchy: jeden 
np. po powierzchni, gdy wyobrazimy sobie, że t == stałej (jest to 
tak zwany ruch względny), oraz ruch razem z daną powierzchnią 
(lub krzywą), gdy wyobrazimy sobie, że dany punkt jest przymo­
cowany do powierzchni (jest to t. zw. ruch unoszący); jeżeli dany 
punkt wykonuje jednocześnie te obydwa ruchy, to ruch taki, inaczej 
przesunięcia takie nazwiemy rzeczywistemi, inaczej bezwzględne-
mi*). Jeżeli warunki ograniczeń ruchu wyrażone są równaniami, 
zawierającemi czas jawnie, to przesunięciem wirtualnem będziemy 
w łych rozpatrywaniach nazywać przesunięcie, którego punkt dozna, 
gdy przyjmiemy w danej chwili t = stałej. 

6. Ogran iczen ia , wyrażone równan iami różn iczkowemi 
n ieca łkowa lnemi . 

W powyższych przykładach wyraziliśmy warunki, ogranicza­
jące ruch, równaniami połączeń o skończonych postaciach; np. 
o postaci: 

/ (.v , // , z) 0, 

które przedstawiają powierzchnie, lub krzywe, po których obrany 
punkt danego układu ma się poruszać; lub też wprost przedsta­
wiają związki funkcjonalne pomiędzy spółrzędnemi. Równania 
takie nazwaliśmy równaniami połączeń o skończonej postaci (hc-
lonom). Lecz równania połączeń, wyrażające ograniczenia ruchu, 
mogą być również dane w postaci różniczkowej; a przytem w po­
staci równań różniczkowych, które nie są różniczkami zupełnemi, 
t. j . nie dającemi się scałkować, ani też nie posiadającemi spół-
czynników całkowania; w tym razie warunki takie ograniczają 
ruch tylko w stosunku do nieskończenie małych przesunięć. 

Jako przykład takiego ograniczenia podają ruch wózka o dwóch 
kołach, osadzonych na wspólnej osi. Jeżeli przyjmiemy, że płasz-

*l Porów. Teor. Mech. H. Czopowskiego T. II. str. 75. 

w 
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czyzna, po której toczy się wózek, o tyle jest chropowata, że nie 
dopuszcza ślizgania się po nich kół, to wózek taki będzie mógł 
się tylko toczyć, lecz nie będzie mógł przesuwać się np. w kierun­
ku osi kół; ten warunek właśnie ogranicza jego ruch. Ruch tego 
wózka może być przeto uważany tylko do pewnego stopnia za 
swobodny; nie może on bowiem przesuwać się w kierunku osi 
kół; może on jednakże zająć np. położenie nieskończenie bliskie 
w kierunku tej osi, lecz tylko wtedy, gdy potoczymy go naprzód, 
a następnie, po nieskończenie małym obrocie w płaszczyźnie ru­
chu, cofniemy go do żądanego położenia. 

Gdy literą M (rys. 1-szy) oznaczymy taki wózek, 
literami x i ;/ spółrzędne np. jego środka, a położenie 
jego dyszla wyznaczymy kątem a, wtedy te trzy 
spółrzędne wyznaczają położenia takiego wózka na 
płaszczyźnie; warunkiem zaś, ograniczającym ruch 
tego wózka, jest równanie pomiędzy temi trzema 
spółrzędnemi, lecz w postaci różniczkowej; w tym 

Rys. l . przykładzie takiem równaniem jest następujące: 

— tga.tf.v-f dy = 0, (6) 

k tó re wyraża, że dany wózek może poruszać się tylko w kierunku 
dyszla; ten bowiem tylko kierunek jest ze względów fizycznych 
możliwy. Położenie przeto tego wózka jest wyznaczone trzema 
spółrzędnemi x, i] i o., — co jest słuszne; układ ten bowiem jest 
płaski; posiada więc trzy stopnie swobody; pomiędzy temi spół­
rzędnemi zachodzi jednakże związek (równ. 6-te) w postaci rów­
nania różniczkowego, nie dającego się scałkować. Równanie połą­
czeń tej postaci nazwano równaniem połączeń różniezkowem nie-
całhowalnem (nicht holonom; Hertz). 

Warunki niecałkowalne (nicht holonome Bedingungen) wy­
stępują wtedy, gdy równania połączeń oprócz spółrzędnych, wy­
znaczających położenie danego układu, zawierają jeszcze warunki, 
określające kierunki ruchu. Kierunki te są określone np. podczas 
ruchu statku na wodzie, podczas ruchu łyżwy na lodzie, lub pod­
czas toczenia się kuli , lub wózka, jak to wyżej podaliśmy, po 
powierzchni chropowatej i t. p. 

Z tego wynika, że np. twierdzenie o możności przeprowa­
dzenia takiego układu, jako układu płaskiego, z jednego położenia 
do drugiego zaponiocą obrotu około pewnego punktu nie znajduje 
w tym razie zastosowania; fizyczne bowiem warunki na to prze­
sunięcie nie pozwalają. Z tych rozpatrywań widzimy, że warunki, 

http://tga.tf.v-f
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ograniczające ruch, wyrażone równaniami różniczkowemi niecał-
kowalnemi, nie zmniejszają liczby stopni swobody, gdy rozpatru­
jemy przesunięcie o skończonych wielkościach; taki więc układ 
może być przeprowadzony do każdego dowolnego położenia; sposób 
tylko przeprowadzenia nie jest dowolny. 

Ogólny wzór równania różniczkowego niecałkowalnego, ograni­
czającego ruch, wyrazimy w przestrzeni trójwymiarowej równaniem: 

fi U . y -V + f, (x , y ,z)-o y - f fz (.v , y , z) • 8 z = U, (7) 

gdzie litery fL, f2, fa oznaczają pewne funkcje zmiennych x,y,z 
gdzie symbol d zastąpiono symbolem 8. 

Gdyby do f u n k c j i / , , f2, fa wchodził czas t, to przesunię­
ciem wirtualnem w danej chwili nazwalibyśmy, jak poprzednio, -
przesunięcie, wykonane podczas t = stałej; warunkiem przeto prze­
sunięcia wirtualnego, gdy czas wchodzi do równania połączeń, 
będzie następujące równanie: 

/ i (-v ,y,z; t)-Zx-\-f2 (x ,y ,z;t)-oij Ą~ f.i(x ,y ,z;t)-oz = 0. (8) 

Spotykamy nieraz przykłady, w których warunki, ogranicza­
jące ruch, są dane w postaci różniczkowej, która jednakże daje 
się scałkować (układy takie nazywają semi-holonom). Różnica po­
między takiemi ograniczeniami a ograniczeniami, danemi w postaci 
skończonej, jest ta, że w równaniach różniczkowych, dających się 
scałkować, występuje wielkość stała, którą dowolnie można obrać; 
ograniczenie takie nie jest więc ściśle określone; w równaniach 
zaś skończonych niema tej nieokreśloności. 

7. Ogran iczen ia jednostronne i dwustronne. 

W powyższych przykładach przyjęliśmy, że punkt porusza­
jący się nie może oderwać się od danej powierzchni, czy też od 
danej krzywej, lecz musi na niej pozostawać podczas swego ruchu; 
tego rodzaju połączenie punktu z powierzchnią (lub krzywą) na­
zwano połączeniem obustronnem w przeciwieństwie do ograniczeń 
jednostronnych, które nie pozwalają punktowi oderwać się od da­
nej powierzchni w jedną stronę, lecz pozwalają mu oderwać się 
w stronę przeciwną. Punkt np. umocowany do końca nici nie-
rozciągliwej, której drugi koniec jest umocowany,—nie może zejść 
z powierzchni kuli w st ronę wypukłą tej kul i , t. j . nazewnątrz 
kul i ; właściwość jednakże fizyczna nici, że nie przyjmuje ona c i -



— 20 

śnienia wzdłuż swej osi, pozwoli danemu punktowi opuścić po­
wierzchnię tej kuli do jej wnętrza; nić przeto w tym razie jest 
ograniczeniem jednostronnem. 

Warunek jednostronnego połączenia wyrazi się analitycznie 
nierównością, jak w danym przykładzie z nicią—nierównością: 

x* + y> + z2 <;••', (9) 

gdzie x, y, z są spółrzędnemi prostokątnemi punktu ruchomego. 
Wogóle ograniczenia jednostronne wyrażają się nierównościami typu: 

f(x,y,z) ::0; (10) 

a, gdy wchodzi czas do równania połączeń, wyrażają się nierów­
nościami: 

f(x,y,z;t) I S O ; (11) 

zależność przeto pomiędzy przesunięciami wirtualnemi wyrazi się 
nierównościami typu: 

¥ . : s x + y : i g + n . 8 Z ^ o . (12) 
ox oy oz 7 

Do rozpatrywania możliwości ruchu płaskiego o jednostron­
nem ograniczeniu nadaje się nieraz sposób wykreślny, k tóry przed­
stawiłem w krótkości w Teor. Mech. T. II, str. 121. 

8. Przesunięcia wir tualne, wyrażone prędkośc iami . 

Zamiast s tosować pojęcie nieskończenie małych wielkości do 
wyrażenia przesunięć wirtualnych, stosuje się nieraz wielkości 
o skończonych wymiarach. W tym celu wyobrazimy sobie każde 
z tych nieskończenie małych przesunięć rozdzielone przez dowolną, 
lecz stałą dla wszystkich przesunięć wielkość skalarną, również 
nieskończenie małą i przytem tego rzędu, co i dane przesunięcia; 
otrzymamy wtedy, jako ilorazy, wogóle wielkości skończone, t. j . 
otrzymamy ściśle określone wektory, których wartości są propor­
cjonalne do nieskończenie małych przesunięć, a kierunki są zgodne 
z kierunkami tych przesunięć. Wektory te w tym razie nie mają 
innego znaczenia fizycznego, lub geometrycznego, jak tylko to, że 
są one co do długości swej proporcjonalne do danych nieskończe­
nie małych przesunięć. 

Jeżeli następnie czynnikowi, przez który dzielić będziemy 
wszystkie przesunięcia danego układu, nadamy znaczenie czasu, 
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to ilorazy przesunięć przez ten okres czasu będą wyrażały pręd­
kości punktów; ilorazy te nazwano prędkościami wirtualnemi, dla 
odróżnienia od prędkości rzeczywistych, jakie dane punkty otrzy­
małyby w rzeczywistości pod działaniem sił, na nie działających. 
Zamiast przeto mówić o przesunięciach wirtualnych, mówić możemy 
o prędkościach wirtualnych i unaocznić je możemy zapomocą wek­
torów o skończonych długościach. Takie przedstawienie przesu­
nięć pozwala stosować do obliczenia związków pomiędzy prze­
sunięciami twierdzenia z kinematyki o prędkościach punktów 
danego układu; pozwala również stosować sposoby wykreślania 
tych prędkości, co też w Statyce budowlanej znajduje zastoso­
wanie*). 

ROZDZIAŁ II. 

P R A C A W I R T U A L N A I F U N K C J A SIŁ. 

9. Siły połqczeń i siły wewnęt rzne. 

Punkt materjalny swobodny, będący pod działaniem danych 
sił, wykona ściśle określony ruch, gdy dana jest masa punktu oraz 
początkowe warunki ruchu. Sposoby obliczenia tego ruchu daje 
nam dynamika; obliczenia te nie wchodzą w zakres tych rozpatry­
wali; stwierdzimy na razie tylko fakt, że ruch danego punktu jest 
ściśle wyznaczony przez siły, masę danego punktu i przez warunki 
początkowe. Siły te nazywamy siłami zewnętrznemi, działającemi 
na dany punkt materjalny. 

Jeżeli zaś punkt dany nie jest swobodny, t. j . jeżeli podlega 
on pewnym ograniczeniom swego ruchu, o jakich mówiliśmy 
poprzednio, to ruch danego punktu pod działaniem danych sił nie 
będzie taki, jakiby był, gdyby ten punkt był swobodnym. Punkt 
np. materjalny swobodny pod działaniem sił ciążenia, nie posiada­
jący prędkości początkowej, wykona ruch prostolinijny, pionowo 
skierowany ku dołowi; jeżeli zaś będzie on zmuszony poruszać 
się po danej krzywej (np. po drucie dowolnie wygiętym), to wy­
kona on pod działaniem tejże siły ciążenia ruch krzywolinijny 

*) Autor niniejszego wprowadził i zastosował do obliczeń statycznych 
jeszcze pojęcie przyśpieszeń wirtualnych; porów. „Sprawozdanie i prace War­
szawskiego Towarzystwa Politechnicznego Nr 8. roku 1923". 
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