ROZDZIAL 1.

STOPNIE SWOBODY | PRZESUNIECIA WIRTUALNE.

1. Spéirzedne niezalezne i stopnie swobody.

Punkt, ktéry moze si¢ poruszaé¢ w przestrzeni w kazdym do-
wolnym kierunku, nazywamy swobodnym. W mys$l tego okreslenia
balon np., puszczony swobodnie, moze byé uwazany za punkt swo-
bodny; tenie balon, uwigzany na sznurze, bedzie punkiem nieswo-
bodnym; sznur bowiem ogranicza jego ruch.

Dia wyznaczenia np. poloZenia punktu swobodnego w prze-
strzeni tréjwymiarowe] potrzebna i wystarczajgca jest znajomosé
trzech jego spéirzednych, np. x, y, z; te trzy spéhrzedne sg ko-
nieczne i wystarczajace dla wyznaczenia jego polozenia; gdybySmy
bowiem obrali czwarty spétrzedna oprécz x, y, 2, np. jeszcze od-
legtos¢ tego punktu od poczgtku ukladu spétrzednych, to jedna
z tych spélrzednych bylaby w tym razie zbedna; zachodzi bowiem
miedzy temi czterema wielkoSciami zaleznoS$¢é geometryczna; — za-
chodzi pewne réwnanie, wskutek czego trzy tylko spodlrzedne be-
dg niezalezne i trzy spo6irzedne mozna obraé z tych czterech do-
wolnie; czwartag bowiem mozna juz obliczy¢.

Spotrzednemi, wyznaczajacemi polozenie pewnego ukladu
punkiéw, moga byé wogdle pewne odlegloSci od otaczajacych
punktéow, ktére to punkty uwaza¢ bedziemy za nieruchome; moga
by¢ réwniez np. katy, jakie tworza promienie wodzace, wyprowa-
dzone z nieruchomych punktéw przestrzeni do obranych punktéw
danego ukladu; moga byé réwniez pewne powierzchnie, klore
w przecigein sie wyznaczaja polozenie punkiu, Wogéle—spolrzed-
nemi moga byé dowolne elementy geometryczne, byle tylko wy-
znaczaly one jednoznacznie polozenie danego punktu, --czy tez
danego uktadu punktéw. Stosowane bywajg do obliczen spéirzedne
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prostokatne .x, y, z, co, oczywiScie, nie wyklucza stosowania
i innych spéirzednych.

Sposoby ograniczenia ruchu punktu mogg by¢ rézne; od tych
ograniczen zaleze¢ bedzie liczba spoélrzednych niezaleznych, ozna-
czajacych jego polozenie, t. j. zalezeé¢ bedzie liczba jego stopmi
swobody. Jezeli np. postawimy warunek, Ze dany punkt ma sie
poruszaé¢ unp. po danej powierzchni, ktérej rownanic jest dane
w postaci np. f (v, y, 2) =0, to dla wyznaczenia polozenia punktu
na tej powierzchni nie mozemy juz obraé¢ dowolnie trzech spol-
rzednych, lecz tylko dwie; trzecia bowiem mozna juz obliczy¢
z réwnania powierzchni; méwimy w tym razie, Ze punkt w Lych
warunkach posiada tylko dwa stopnie swobody. Gdy postawimy
warunek, zeby dany punkt poruszal sie po danej krzywej przestrzen-
nej, wtedy warunek ten odejmuje danemu punktowi dwa stopnie
swobody; rownaniz bowiem krzywej w przestrzeni (tréojwymiaro-
wej) wyraza sie dwoma réwnaniami; w tym razie dla wyznaczenia
polozenia punktu w przestrzeni (lréjwymiarowej) wystarczy jedna
tylko spéirzedna; o takim punkcie powiemy, Ze posiada on jeden
tylko stopieii swobody. Wreszcie, gdy postawimy warunek, ze
punkt ma sie znajdowac jednocze$nie np. na trzech powierzchniach,
to potozenie jego wogble jest juz wyznaczone; powiemy wtedy, ze
punkt taki posiada zero stopni swobody, czyli nie moze otrzymac
7zadnego przesuniecia; spoélrzedne tego punktu obliczymy w tym
razie jako trzy niewiadome danych trzech réownan.

W tenze sposéb mozemy niowié o spoirzednych niezaleinych
pewnego zbioru punktow, inaczej—pewnego ukladu punktow; wtedy
powiemy, ze dany uklad punktow posiada tyle sfopni swobody,
ile trzeba spdétrzednych niezaleznych dla wyznaczenia polozenia
wszystkich tych punktéw.

Ukladem niezmiennym, inaczej—sztywnym, lub krétko bryia,
nazwiemy zbiér punktéw, ktorych wzajemne odlegfosci nie zmie-
niajg sie podczas naszych rozpalrywan. Dla wyznaczenia potoze-
nia takiej bryly w przestrzeni, t.|. dla wyznaczenia polozenia kaz-
dego jej punktu, koniecznym i wystarczajacym warunkiem jest
znajomos¢é polozenia trzech jej punktow,—byle nie lezacych na jedne;j
proslej; poloienie bowiem kazdego innego punktu tej bryly jest
w tym razie juz wyznaczone np. przez jego odlegtosci od tych
trzech punktow. Dla wyznaczenia polozenia tych trzech punktow
potrzebna jest znajomosé tylko sze$ciu spoirzednych niezaleznych;
polozenie bowiem trzech punktéw w przestrzeni wymaga wogoéle
dziewieciu spoirzednych np. spélrzednych x, y, z; lecz z chwila,
gdySmy obrali poloZenie tych trzech punktéw, to przez to sg juz
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okreslone odleglo$ci pomiedzy niemi, poniewaz przyjelismy w {ym
razie, 7Ze te odlegloSci sq niezmienne; wyrazimy je przeto trzema
rownaniami typu:

(v, — ) (y,—y.) (2, —2) =1 i L opg (1)

a wiec z powyzszych dziewieciu spoirzednych moZe byé tylko
sze$¢ niezaleznych; pozostale bowiem trzy mozna obliczy¢ z tych
trzech rdéwnan; na podstawie tego moéwimy, Ze bryta swobodna
posiada szes¢ stopni swobody. Takiemi spoirzednemi moga byc
niekoniecznie spéirzedne kartezjuszowskie x, y, 2z, lecz 1 inne
spoirzedne, np. trzy spoirzedne dowolnego punktu tej bryty i trzy
katy, tak zwane Euler’a,—razem wiec sze§¢. Na podstawie Lych
rozwazan postawimy okreslenie:

liczbe spotrzednych niezaleinych, wyznaczajgcych polotenie
danego uktadu, nazwiemy stopniami swobody tego ukladu.

Jezeli postawimy warunek, ze pewien punkt danej bryly
podczas jej ruchu ma pozostawaé na pewnej powierzchni, ktorej
rownanie jest dane w postaci np.:

f(‘\.’ !]’ Z) 0$

to odejmujemy przez to danej bryle jeden stopien swobody; spét-
rzedne bowiem tego punkiu musza zaspokoi¢ réwnanie danej po-
wierzehni; bryta przeto. ktorej jeden punkt ma pozostawac na da-
nej powierzchni i gdy pozatem jest swobodna, posiada tylko piec¢
stopni swobody. Gdy réwnania, wyrazajace ograniczenia ruchu,
nazwiemy rownaniami potaczen, to wniosek powyzszy wypowiemy:
kazde réwnanie potaczen odejmuje danemu uktadowi jeden sto-
pien swobody.

Jezeli za§ postawimy np. warnnek, zeby trzy punkty danej
bryly poruszaly si¢ po trzech linjach, ktérych réwnania sg nieza-
leine (t. j. gdy pomiedzy parametrami tych réwnan niema Zadne-
go funkcjonalnego zwigzku), to bryla taka posiada zero stopni
swobody, t. . bedzie ona unieruchomiona.

Uktadem bryl sziywnych, lub mechanizmem nazwiemy pewna
liczbg bryt sztywnych, ktore sy z sobg pofgczone w jaki badz spo-
sob, lecz Scisle okreslony. O ukladzie ztozonym z k bryt swobo-
dnych (t. j. nie potgczonych ze soba, ani tez z otaczajacemi bry-
tami) powiemy, Ze posiada on 6 k stopni swobody. Jezeli zas np.
dwie bryly takiego ukladu potaczone s przegubem, t. j. jezeli po-
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siadaja jeden punkt wspolny, okoto ktérego moga sie krecié®),
I ten punkt moze poruszaé sie razem z brylami, to takie polgcze-
nie odejmuje temu ukladowi trzy stopnie swobody; gdy bowiem
oznaczymy spOirzedne tego punktu, jako nalezacego do jednej
bryty, literami (x,, y,, 2z,), a jako nalezacego do drugiej brylty —
literami (x,, y., 2,), to warunek polaczenia przegubowego wyra-
zimy trzema réwnaniami:

Xy =X Yy — Y23 R — R

Kazde przeto potgczenie prregubowe dwdéch bryt w prze-
strzeni irojwymiarowej odejmuje danemu uktadowi trzy stopnie
swobody; a na plaszczyinie —dwa stopnie swobody. l.ecz jezeli
np. Irzy bryly w przestrzeni trojwymiarowej pofaczone sa jednym
przegubem, to na podstawie podobnych do poprzednich rozumo-
wan powiemy, Ze taki przegub odbiera danemu uktadowi szesé
stopni swobody; a gdy ukiad jest ptaski i ruch moze odbywac sie
tylko w jego plaszezyznie, to taki przegub odejmuje cztery stop-
nie swobody i t. p.

2. Stopnie swobody uktadéw ptaskich.

Jako szczegolny przypadek uktadéow rozpatrzymy zbiér punk-
tow, znajdujgcych sie w jednej plaszczyinie i mogacych poruszaé
sie w tej plaszczyinie; plaszczyzne taka nazwiemy plaszezyzng
odniesienia. Punkt swobodny posiada na ptaszezyinie dwa stop-
nie swobody, co wynika z poprzednich rozwazan; trzy bowiem
spélrzedne punktu swobodnego w przestrzeni (tréjwymiarowej)
muszg w lym razie zaspokoié¢ réwnanie plaszczyzny, po ktorej mna
sie on porusza¢, wskutek czego odpada jeden stopienn swobody.
Whniosek ten jest widoczny réwniez bezpoSrednio; dla wyznaczenia
bowiem polozenia punktu na danej plaszczyzZnie wystarczaja dwie
jakiekolwiek spéirzedne (np. spélrzedne prostokatne lub bieguno-
we). Zbiér punktéw, lezacych w ptaszezyZnie i sztywno pomiedzy
sobg zwiazanych, nazywaé bedziemy figurg ptaska, lub krétko fi-
gurg. Dla wyznaczenia polozenia figury plaskiej w jej plaszczyi-
nie, potrzebna jest znajomos¢ trzech niezaleznych spéirzednych,
np. dwoch dla wyznaczenia polozenia jednego dowolnego jej punk-
tu oraz jednej spolrzednej, np. kata, jaki tworzy dowolna prosta,

*) Stowo ,obracaé” cheialbym stosowaé tylko do obrotu okolo osi.
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sztywno polaczona z ta figura, z inng prosty, klora przyjmujemy
za nieruchoma. Jesli ta figura jest np. odcinek prostej, to potrzeb-
ng jest dla wyznaczenia jego pofozenia w danej plaszczyZnie zna-
jomos$é: np. dwdch spolrzednych jednego jego punktu oraz np. kata,
jaki tworzy ten odcinek z pewna prosta, nalezgca do plaszezyzny
nieruchomej; a wiec razem potrzebne sg trzy spoirzedne.

- Jezeli posiadamy w danej plaszczyznie k figur pfaskich swo-
bodnych, to méwimy, ze caly ten uklad posiada 3 k stopni swo-
body. Jezeli postawimy warunek, ze np. dwie z takich figur po-
siadaja jeden punkt wspélny, t.j. ze dwie figury polaczone sg wspol-
nym przegubem, okoto ktérego moga sie obracaé, to warunek ten
wyrazimy analitycznie, na zasadzie poprzednich rozwazan, Ze spol-
rzedne (x,, y,) tego punktu, jako nalezgcego do figury pierwszej,
sq rowne spélrzednym (x,, y.,) tegoz punktu figury drugiej, t.j. ze:

Xy ==X, Y —Y2;

warunek przeto, ze figury plaskie posiadajg wspdlny przegub, wy-
raza sie dwoma réwnaniami; a wiec odejmuje on danemu ukiado-
wi dwa stopnie swobody, cosmy juz zauwazyli w § poprzednim.

Trzy np. swobodne figury, mogace poruszaé sie w jednej ptasz-
czyinie, posiadaja dziewieé¢ stopni swobody; jezeli zas te figury
polaczone sg ze sobg — po dwie —przegubami, to odejmujemy przez
to danemu uktadowi 3 - 2° =6" stopni swobody; dany ukltad przeto
w tym przypadku posiada tylko 9°— 6°— 3" stopnie swobody, t.j.
tyle, ile potrzeba spélrzednych dla wyznaczenia jego potozenia
W plaszczyinie; co Jest oczywiste, gdyz w ten sposéb potgczone
lrzy figury tworzg jedng figure sztywna, kléra, jak juz wiemy,
posiada na plaszczyinie trzy stopnie swobody.

Gdybysmy wzigli cztery figury, np. cztery prety, i potaczyli
je wzajemnie czterema przegubami, to uktad taki posiadatby

Sl) 3 -, _.Ll) . 4 - 2!! 40’

t.j. cztery stopnie swobody (s oznacza liczbe stopni swobody). Z tych
4-ch spoéirzednych moina sobie wyobrazié jedng jako np. kat, jaki
tworza z sobg dwa dowolne boki tego czworoboku, a trzy spdi-
rzgdne sa spélrzednemi poloienia catego czworoboku jako juz
sztywnego. W ten sposéb uklad zlozony z n figur, polaczonych
ze sobg po dwie przegubami, posiada s=3-n" — 2. n®=n° stop-
ni swobody, z ktérych (n—3) wyznaczaja postaé samej figury;
pozostale za§ 3 spoirzedne wyznaczaja poltozenie catego ukladu na



— 12

plaszczyinie odniesienia. Niezalezine spolrzedne, ktére wyznaczaja
potozenie czeSci uktadu wzgledem innych czesei tegoz ukfadu, na-
zwiemy spotrzednemi wewnetrznemi; spolrzedne zas, kiére wy-
znaczaja polozenie catego ukladu wzgledem plaszezyzny odniesie-
nia, nazwiemy spotrzednemi zewnetrznenii. Swobodny przeto uklad
plaski posiada trzy zewnetrzne stopnie swobody i moze posiadaé
pewng liczbe stopni swobody wewnetrznej; jezeli za$ jest on sztyw-
ny, to posiada zero stopni swobody wewnelrznej, a trzy stopnie
swobody zewnetrznzj.

Lancuch o n ogniwach, znajdujgcy sie na plaszezyznie i ma-
jacy dwa kofice umocowane, posiada n--1 przegubdw, co odej-
muje mu 2 - (n— 1) stopni swobody; dwa konce umocowane (prze-
gubowo) odejmuja wu 2 - 2" stopnie swobody; tancuch przeto taki
posiada

$"=n-3"— (n—1)-2" —2 -2 = (n —2)" stopni swobody. (2)

Mozemy réwniez uwazaé¢ taki tancuch za zlozony z (n--1) pre-
tow, odcinek bowiem miedzy punktami zawieszenia uwaza¢ mozna
za pret unieruchomiony; wtedy liczba stopni swobody na podsta-
wie poprzednich rozwazan wyrazi sie wzorem:

& =i(n+- 1) B —in- 1) 27 —3=—=(n—7y°

stopni swobody,—jak porzednio; unieruchomienie bowiem (n--1)-ego
preta odejmuje danemu ukladowi trzy stopnie swobody. Dla wy-
znaczenia przeto potozenia w plaszczyinie tancucha o trzech pre-
tach, zawieszonego w dwdch punktach, potrzebna jest znajomosé
3:3"—2-2°—4%°=1-ej spoéirzednej; co mozna réwniez bezposred-
nio geometrycznie stwierdzic. g

Jezeli do danego plaskiego ukladu pretow dolgczymy jeden
nowy pret swobodny, to powiekszymy liczbe stopni swobody tego
uktadu o trzy stopnie; lecz jezeli postawimy warunek, azeby ten
nowy pret Ygczyt przegubami dwa dowolne punkty tegoz ukladu,
to warunek ten odejmuje mu wogdle 4 stopnie swobody; czyli
kazdy, w ten sposéb dodany pret, odejinuje danemu uktadowi je-
den stopienn swobody. ,

Do tegoz wniosku dojdziemy réwniez w nastepujacy sposéb:
gdy wyrazimy warunek dolgczenia nowego preta réwnaniem typu:

(o)t =Py,

wyrazajgcem, ze odlegtoS¢é pomiedzy punktem k — tym a i—tym
danego ukfadu jest stata, wtedy kazde takie réwnanie odejmie
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danemu ukladowi, na zasadzie poprzednich rozwazan, jeden stopien
swobody; przez dodanie, lub odjecie przeto pewnej liczby pretéw
danemu ukladowi mozemy dowolnie zmienia¢ ilos¢ jego stopni
swobody.

3. Liczba stopni swobody danego uktadu nie zalezy od
rodzaju ukladu spétrzednych.

Jezeli liczba stopni swobody pewnego uktadu obliczona jest
na podstawie pewnych spo6irzednych (np. spéirzednych prostokat-
nych x, y, 2), to liczba stopni swobody tego uktadu jest ta sama,
gdy obliczymy ja na podstawie innych spoirzednych, wyznaczaja-
cych potozenie ukladu; np. na podstawie spoirzednych bieguno-
wych; czyli liczba stopni swobody danego ukiadu (danego mecha-
nizmu) nie zalezy od rodzaju spéirzednych.

Azeby tego dowiesé ogoélnie, oznaczymy literami q,, g.,----qu
(zamiast x,,x,,--y,, y.) spOirzedne niezalezne, wyznaczajgce poto-
zenie danego ukladu; wtedy z okreslenia tych spéirzednych wy-
nika, ze kazda inna spolrzedna (np. diugos¢ promienia wodzgcego,
lub katy kierunkowe i t. p.) powinna da¢ sie wyrazié na zasadzie
geometrycznych stosunkéw pewna funkeja obranych spoélrzed-
nyeh g, gs,:qn-

Oznaczywszy wiec nowe spélrzedne literami p;,p., -+ -, napisa¢
mozemy nastepujace rownania:

Pi=F(Qu @ays - qn); Po=12(q1,95,----qu)s 1 t. d.

Jezeli te nowe spéirzedne p majg by¢ spotrzednemi niezalez-
nemi, wystarczajgcemi do wyznaczenia polozenia danego uktadu,
to wszystkie spéirzedne ¢, powinny daé¢ sie obliczyé z tych row-
nan, co moze nastgpic¢ tylko wtedy, gdy rownan typu p, =7, (¢, g,,
-+--q,) bedzie tyle, ile jest niewiadomych ¢, t. j. gdy bedzie
ich n; a wiec, jezeli n spoélrzednych niezaleznych ¢ wyznaczaly
polozenie pewnego ukladu, to liczba niezaleZznych spoétrzednych p,
ktére rowniez wyznaczajg poloZenie tego uktadu, musi byé ta sa-
ma. Liczba przeto stopni swobody nie zalezy od rodzaju ukladu
spotrzednych; jest ona jego cechg — jest jego niezmiennikiem.

4. Przesuniecia wirtualne i ich wzajemne zaleznosci.

Kazde, nieskonczenie male, zupelnie dowolne przesuniecie da-
nego punktu, nazwano przesunigciem wirtualnem. Pojecie to zo-
stalo wprowadzone dla odréznienia takiego dowolnego przesunie-
cia punktu od przesunigcia, wywotanego danemi sitami, przyto-
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zonemi do tego punktu, ktére to przesunigcie jest przez te sily
§ciSle okreslone; nazywajg je tez przesunieciem rzeczywistem.
OczywiScie, wyobrazi¢ sobie musimy, Ze przesuniecia wirtualne sg
wykonane jakiemi§ czynnikami fizycznemi, jakiemi$ sitami, lecz
tych ezynnikow, tych sit nie bierzemy pod uwage w naszych roz-
patrywaniach; przesuniecia za$ rzeczywiste sag wykonane danemi
sitami i sgq przez to SciSle okreslone. Przesunigcia wirtualne maja
wiec charakter czysto geometryczny i sa niezalezne od sit, rozpa-
trywanych w danem zadaniu;—przesunigcia takie oznaczaé bedziemy
symbolem &; a wiee dx, ¢s it. d. sg to nieskoriczenie male odcin-
ki prostej zaopatrzone strzatkami; zresztq zupeilnie dowolne tak
co do dlugosci, jak i co do kierunku.

Potozenie n punktéw swobodnych w przestrzeni tréjwymia-
rowej jest wyznaczone 3 n spéirzednemi niezaleznemi. Punkty
te bywajy ograniczone w swym ruchu, jakeSmy to juz wyzej mo-
wili, np. warunkami, Ze pewne z nich, lub kazdy z nich podeczas
ruchu zmuszony jest pozostawaé np. na danych powierzchniach,
lub na danych linjach. Warunki takie wyrazimy wogédle réwna-
niami o postaci:

{3 s e B =105 (3)

litery xx,yx, 2x oznaczaja spolrzedne punktéw, ktére maja pozo-
stawaé, jak w danym przypadku, na powierzchni, wyrazonej row-
naniem 3-ciem, litera za$ r oznacza liczbe porzadkowsg tych funk-
cyj od 1-szej do h-tej. Gdy wiec dane jest 2 takich réwnan
i gdy h-— 3n, wtedy dany uktad bedzie posiadat (3n — h) stopni
swobody (§ 1-szy). -

Gdyby wszystkie 3 n spotrzedne byty niezaleine, mieliby$my
wtedy 3 n niezaleznych przesunigé, lub, inaczej méwiae, 3 n nieza-
leznych przyrostéw typu sax,éy,c2; lecz jezeli choé niektore
z tych punktéw sa nieswobodne, to te przyrosty nie sa juz nieza-
lezne; pomiedzy niemi zachodzi¢ beda nastepujgce réwnania:

of. . of. . O /NS
f .o.\~k+d]:/k.o')/k_l,-()f 02y = 7 (_l_)

d X e

wynikajgce z tego, iz rownania 3-cie musza byé zaspokojone row-
nieZ spoéirz¢gdnemi nowego ich potozenia, t. j. spélrzednemi

Xe b5 Xk Yrt5 Y, o0 2k,

Réwnan 4-tych bedzie tyle, ile bylo réwnan, ograniczajagcych
rach, t. j. ile byto réwnain typu 3-go; a poniewaz przyjeliSmy, iz tych



réwnan jest h, posiadamy przeto w tym razie tylko (3n—h)
przesunieé niezaletnych; pozostate za$ przesuniecia, ktére moze-
my wykonaé, mozna juz z tych réwnan obliczyé; przesuniec
przeto niezaleznych jest iyle, ile dany uktad posiada sfopni
swobody.

Ograniczenia przesunieé¢ moga by¢ rowniez dane w formie
analitycznej, bez ich geometrycznego znaczenia; moga by¢ dane
wogéle jako funkcjonalne zwiazki pomiedzy réznemi spoirz¢dnemi
danego uktadu; np. — w postaci:

fr (-\'I.'; Xy UYny = 'Z”) —— Oy (:)

wtedy pomiedzy przesunieciami, t. j. pomiedzy przyrostami lypu
cx, oy i sz zajdg pewne zwiazki, ktére obliczymy, nadawszy
spélrzednym x, y, z i t. d. przyrosty ¢x, ¢y, ¢z z odpowiednieini
wskaznikami. Zwigzki te beda mialy postaé¢ rownan 4-tych, ktére
odejmg rowniez danemu uktadowi tyle stopni swobody, ile jest
tych zwiazkéw tak, — jak poprzednio. Réinica pomiedzy tem
a poprzedniem ograniczeniem jest ta, 7Ze obecnie nie mamy tego
bezpoSredniego geometrycznego znaczenia rownan polaczen, t. j.
réwnan 5-tych, jakie bylo dane poprzednio; w tym razie przeto
spos6b wyrazenia tych ograniczen jest ogodlniejszy.

Postepowanie analityczne obliczenia zaleznoSci pomiedzy
przyrostami ¢x, 2y i ¢z jest w tych obydwéch przypadkach jedna-
kowe; korzystnem jest dla rachunku rozréznianie tych dwéch spo-
sobow ograniczenia swobody przesunieé; mianowicie — pierwszy
sposob ograniczen, ktéry opiera sie na bezpoSredniem geome-
trycznem znaczeniu tych ograniczen w postaci powierzchni, lub
linij; ograniczenia te nazwiemy ograniczeniami jawnie geometrycz-
nemi; drugi zas sposob, ktory daje ograniczenia w postaci zale-
znoSci tylko analitycznych, nazwiemy ograniczeniami analitycznemi,
ktére mogg mie¢, lub nie mieé¢ znaczenia geometrycznego.

Z tych okreslen wynika, Ze ograniczenia geometryczne mozna
zawsze ujg¢ w forine analityczna; lecz czy ograniczenia analityczne
daja sie wyrazi¢ jako ograniczenia geometryczne, o zalezy od
moznos$ci lub niemozno$ci zinterpretowania geometrycznego odpo-
wiednich réwnan polgczen, t.j. réwnan 5-tych.

Rownania 3-cie, czy tei b-te nazywajg wogéle rdwnaniami
potgczen, lub tez réwnaniami ograniczajacemi ruch.

Punktowi swobodnemu mozemy wogéle nadaé nieskoriczenie
wiele réznych przesunie¢ wirtualnych; przesunigcia te mozemy
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sobie wyobrazié w postaci peku odcinkéw nieskonczenie krotkich®),
zaopatrzonych strzatkami, wychodzgcych z danego punktu. Prze-
suniecia te mozemy jednakze wyrazi¢, jak w tym razie, tylko trzema
niezaleznemi przesnnigciami, jezeli dany punkt byl swobodny
w przestrzeni iréjwymiarowej, t. j. zmiennemi d.x, oy, 5z, ktére
mozna uwaza¢ za przyrosty spéirzednych niezaleznych x,y,z, wy-
znaczajgcych pofozenie tego punktu; kazde bowiem inne dowolne
przesunigcie bedzie funkejg tych trzech zmiennych w tenze spo-
s6b, w jaki kazda inna spoélrzedna bedzie funkeja obranych trzech
spoirzednych.

Mozemy ten wniosek nogolni¢ 1 powiedzieé¢, Ze wogdble kaidy
uktad materjalny moze otrzymac¢ nieskonczenie wiele przesunied,
lecz wszystkie te przesuniecia moga byé wyrazone fyloma tylko
niezaleznemi przesunieciami, ile dany uktad posiada stopni swobody.

5. QOgraniczenia zmienne.

Podane poprzednio sposoby ograniczenia ruchu ukfadéw po-
legaly na tem, ZeSmy pewne punkty danego ukladu poruszali po
danych powierzchniach, lub krzywych. lub tez daliSmy pewne
zwigzki analityczne pomiedzy spéirzednemi punktéow. Te powierz-
chnie, czy tez krzywe przyjmowaliSmy jako niezmienne i nieru-
chome, a zwigzki analilyczne przyjmowaliSmy za stale, t. j. za nie-
zalezne od jakich badZ zmiennych parametréw. Analitycznie wy-
razaliSmy ten warunek réwnaniami typu:

i e i B = O

ktére nazwaliSmy rownaniami polgczen.

Spotykamy sie jednakze z takiemi przypadkami, w ktérych
dana powierzchnia, czy tez Kkrzywa, po ktorej ma sie Slizgaé pe-
wien punkt danego ukfadu, zmienia swg posta¢ geometryczna, lub
tez jest w ruchu podczas ruchu po niej danego punktu. Anali-
tycznie wyrazimy te wlasciwo$é jednym, lub kilkoma niezaleznemi
parametrami, wprowadzonemi do réwnan pofgczen. Jezeli zrobimy
zmiennym np. promien kuli i zmiane taka uzaleznimy np. od cza-
su, to réwnanie powierzchni, czy tez krzywej takiej posiada w tym
przypadku, oprocz zmiennych spélrzgdnych, jeszcze niezaleZnie

) Nic nie stoi na przeszkodzie do przedstawienia sobie tych przesunieé
w postaci odecink6w o skornczonych dlugosciach; nalezy tyllto zastosowaé do
tego odpowiedni spolezynnik proporcjonalnosei, o czem bedzie mowa dalej.



zmienny parametr /, ktory wyraza czas; réwnania te beda przeto
postaci:
flx, g 2zt =0,

ktéore dla kazdej wartosci 7 przedstawia pewng $ciSle okreSlona
powierzchnie, ewentualnie krzywa.

. Rownania takie nazwano réwnaniami potgczen, zawierajgcemi
czas jawnie. Punkt, poruszajacy si¢ po takiej powierzchni (lub
krzywej), wykonywa w tym razie jednoczeSnie dwa ruchy: jeden
np. po powierzchni, gdy wyobrazimy sobie, ze t = statej (jest to
tak zwany ruch wzgledny), oraz ruch razemn z dana powierzchnig
(lub krzywa), gdy wyobrazimy sobie, ze dany punkt jest przymo-
cowany do powierzchni (jest to t. zw. ruch unoszgcy); jezeli dany
punkt wykonuje jednoczesnie te obydwa ruchy, to ruch taki, inaczej
przesunigcia takie nazwiemy rzeczywistemi, inaczej bezwzgledne-
mi*). Jezeli warunki ograniczen ruchu wyrazone sg rownaniami,
zawierajacemi czas jawnie, to przesunigciem wirtualnem bedziemy
w tych rozpatrywaniach nazywac przesuniecie, kitorego punkit dozna,
gdy przyjmieny w danej chwili t = statej.

6. Ograniczenia, wyrazone réwnaniami rézniczkowemi
niecatkowalnemi.

W powyzszych przykiadach wyraziliSmy warunki, ogranicza-
jace ruch, réwnaniami polgezen o skonezonych postaciach; np.
0 postaci:

f(x, 5,2 =0,

ktore przedstawiajg powierzchnie, lub krzywe, po ktérych obrany
punkt danego uktadu ma si¢ poruszaé; lub tez wprost przedsta-
wiajg zwigzki funkcjonalne pomiedzy spoélrzednemi. Roéwnania
takie nazwaliSiny rownaniami potgczen o skonczonej postaci (he-
lonom). Lecz réwnania polgczen, wyrazajgce ograniczenia ruchu,
moga by¢ rowniez dane w postaci rézniczkowej; a przytem w po-
staci ré6wnan rézniczkowych, ktére nie sg rézniczkami zupelmemi,
t. J. nie dajacemi si¢ scalkowadé, ani tez nie posiadajgcemi spéi-
czynnik0w catkowania; w tym razie waranki takie ograniczaja
ruch tylko w stosunku do nieskonezenie matych przesunigé.

Jako przyklad takiego ograniczenia podajg ruch wézka o dwéch
kolach, osadzonych na wspélnej osi. Jezeli przyjmiemy, ze ptasz-

*) Porow. Teor. Mech. H. Czopowskiego T. Il. str. 75,

g "“"Fye uR
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czyzna, po ktorej toczy sie wézek, o tyle jest chrapowata, ze nie
dopuszeza Slizgania sie po nich kotl, to wozek taki bedzie mégt
sie tylko toczy¢, lecz nie bedzie moégt przesuwaé sie np. w Kierun-
ku osi koél; ten warunek wilasnie ogranicza jego ruch. Ruch tego
wozka moze byé¢ przeto uwazany tylko do pewnego stopnia za
swobodny; nie moze on bowiem przesuwaé sie w kierunku osi
kél; moze on jednakZze zaja¢ np. polozenie nieskonczenie bliskie
w kierunku tej osi, lecz tylko wtedy, gdy potoczymy go naprzdd,
a4 nastepnie, po nieskonczenie malym obrocie w plaszezyZnie ru-
chu, cofniemy go do Zadanego poltozenia.

Gdy literg M (rys. 1-szy) oznaczymy taki wozek,
literami x i y spoOlrzedne np. jego Srodka, a polozenie
jego dyszla wyznaczymy katem «, wtedy te trzy
spélrzedne wyznaczaja polozenia takiego woézka na
plaszczyZnie; warunkiem za§, ograniczajgcym ruch
tego wozka, jest réwnanie pomiedzy temi trzema
spoOlrzednemi, lecz w postaci réiniczkowej; w tym
przyktadzie takiem réwnaniem jest nastepujace:

— gz dx--dy =0, (6)

klére wyraza, ze dany wozek moze poruszaé sie tylko w kierunku
dyszla; ten bowiem tylko kierunek jest ze wazgledoéw fizyeznych
mozliwy. Polozenie przeto tego woézka jest wyznaczone trzema
spolrzednemi x, y i o, — co jest stuszne; uklad ten bowiemn jest
plaski; posiada wiec trzy stopnie swobody; pomiedzy temi spét-
rzednemi zachodzi jednakie zwigzek (réwn. 6-te) w postaci row-
nania rézniczkowego, nie dajgcego sie scatlkowaé. Réwnanie polg-
czen tej postaci nazwano rownaniem potaczen rozniczkowem nie-
catkowalnem (nicht holonom; Hertz).

Waranki niecalkowalne (nicht holonome Bedingungen) wy-
stepujg wtedy, gdy rdéwnania potgczen oprdcz spéirzednych, wy-
znaczajacych poloZzenie danego ukladu, zawieraja jeszeze warunki,
okres$lajace kierunki ruchu. Kierunki te sa okreSlone np. podczas
ruchu statku na wodzie, podczas ruchu tyzwy na lodzie, lub pod-
czas toczenia sie kuli, lub wézka, jak to wyzej podaliSmy, po
powierzchui chropowatej i t. p.

Z tego wynika, ze np. twierdzenie 0 moino$ci przeprowa-
dzenia takiego ukladu, jako ukfadu plaskiego, z jednego poloienia
do drugiego zapomocg obrotu okoto pewnego punktu nie znajduje
w tym razie zastosowania; fizyczne bowiem waranki na to prze-
sunigcie nie pozwalaja. Z tych rozpatrywan widzimy, Ze warunki,
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ograniczajgce ruch, wyrazone rdéwnaniami rézniczkowemi niecal-
kowalnemi, nie zmniejszaja liczby stopni swobody, gdy rozpatru-
jemy przesuniecie o skonczonych wielkoSciach; taki wiee uktad
moze by¢ przeprowadzony do kazdego dowolnego polozenia; sposch
tylko przeprowadzenia nie jest dowolny.

Og6lny wzér r6wnania rézniczkowego niecalkowalnego, ograni-
czajacego ruch, wyrazimy w przestrzeni tréjwymiarowej ré6wnaniem:

fl (x,.I],Z)-’;A“i'-fz (".Ll/)z)'ay :‘fﬂ (x,y,z)-fiz o 0) (7)
gdzie litery f,, f., f; oznaczaja pewne funkeje zmiennych x,y,2
gdzie symbol d zastapiono symbolem ¢.

Gdyby do funkeji f,, f», fs wchodzit czas f, to przesunie-
ciem wirtnalnem w danej chwili nazwaliby$Smy, jak poprzednio, -
przesuniecie, wykonane podczas f=statej; warunkiem przeto prze-
suniecia wirtualnego, gdy czas wchodzi do rownania potaczen,
bedzie nastepujace réwnanie: ‘

fi(e,y,z;80-0x+fu(x,y,2;8) 0y fu(x,y,2;H-62=0. (8)

Spotykamy nieraz przyklady, w ktérych warunki, ogranicza-
jace ruch, sg dane w postaci réiniczkowej, ktora jednakze daje
sie¢ scatkowaé (uklady takie nazywaja semi-holonom). Réznica po-
miedzy takiemi ograniczeniami a ograniczeniami, danemi w postaci
skoiczonej, jest ta, Ze w réwnaniach rézniczkowych, dajacych sie
scatkowaé, wystepuje wielkos¢ stata, ktéra dowolnie moina obraé;
ograniczenie takie nie jest wiec $cisle okreslone; w réwnaniach
za$ skonezonych niema tej nieokres$lonosci.

7. Ograniczenia jednostronne i dwustronne.

W powyiszych przykladach przyjelismy, ze punkt porusza-
jacy sig nie moze oderwaé sie od danej powierzchni, czy tez od
danej krzywej, lecz musi na niej pozostawaé podczas swego ruchu;
tego rodzaju polaczenie punktu z powierzchnia (lub krzywa) na-
zwano polgczeniem obusironnem w przeciwienstwie do ograniczen
Jednostronnych, ktére nie pozwalaja punktowi oderwaé sie od da-
nej powierzchni w jedng strone, lecz pozwalaja mu oderwaé sie
w strone przeciwng. Punkt np. umocowany do konca nieci nie-
rozciggliwej, ktérej drugi koniec jest umocowany,—nie moze zejs¢
z powierzchni kuli w strone wypukly tej kuli, t. j. nazewnatrz
kuli; wlasciwo$¢ jednakze fizyczna nici, Ze nie przyjmuje ona ci-
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$nienia wzdluz swej osi, pozwoli danemu punktowi opuscié po-
wierzchnie tej kuli do jej wnetrza; ni¢ przeto w tym razie jest
ograniczeniem jednostronnem.

Warunek jednostronnego polaczenia wyrazi sie analitycznie
niexjé\vnoé.ciq, jak w danym przykiadzie z nicig—nier6wnoscia:

32 _% _l/2 P (9)

gdzie x, y, z sa spOirzednemi prostokatnemi punktu ruchomego.
Wogdle ograniczenia jednostronne wyrazaja si¢ nierownos$ciami typu:

f,y,z) — 05 (10)

a, gdy wchodzi czas do réwnania polaczen, wyrazaja si¢ nierow-
nosciami:

fe,y,z;0)=0; (11)

zaleznos$é przeto pomiedzy przesunieciami wirtualnemi wyrazi sie
nierownosciami typu:

L - e e a3 g ‘
PR T o Y ]L()z 0z 0. (12)

Do rozpatrywania mozliwosci ruchu ptaskiego o jednostron-
nem ograniczeniu nadaje si¢ nieraz sposob wykreslny, ktory przed-
stawilem w krotkosei w Teor. Mech. T. II, str. 121.

8. Przesuniecia wirtualne, wyrazone predkosciami.

Zamiast stosowaé pojecie nieskonczenie malych wielkoseci do
wyrazenia przesunieé¢ wirtualnych, stosuje sie nieraz wielkosei
o skoneczonych wymiarach. W tym celu wyobrazimy sobie kaide
z tych nieskonczenie malych przesunigé rozdzielone przez dowolng,
lecz staly dla wszystkich przesunieé¢ wielkos$é skalarna, réwniez
nieskonczenie malg i przytem tego rzedu, co i dane przesuniecia;
otrzymainy wtedy, jako ilorazy, wogdle wielkosci skonczone, t. j.
otrzymamy $ciSle okreslone wektory, ktorych wartoéci sgq propor-
cjonalne do nieskonczenie malych przesunigc, a kierunki sg zgodne
z kierunkami tych przesunigé. Wektory te w tym razie nie majg
innego znaczenia fizycznego, lub geometrycznego, jak tylko to, ze
sa one co do dlugosci swej proporcjonalne do danych nieskoneze-
nie matych przesuniec.

Jezeli nastepnie czynnikowi, przez ktory dzieli¢ bedziemy
wszystkie przesunigcia danego ukladu, nadamy znaczenie czasu,
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to ilorazy przesunieé przez {en okres czasu beda wyrazaty pred-
kosSci punktéw; ilorazy te nazwano predkosciami wirtualnemi, dla
odréznienia od predkoSci rzeczywistych, jakie dane punkly olrzy-
matyby w rzeczywisto$ci pod dzialaniem sif, na nie dzialajacych.
Zamiast przeto mowié¢ o przesunieciach wirtualnych, méwié¢ mozemy
o predkosciach wirtualnych i unaoczni¢ je mozemy zapomocg wek-
toré6w o skonczonych dlugosciach. Takie przedstawienie przesu-
nig¢ pozwala stosowaé do obliczenia zwigzkéw pomiedzy prze-
sunieciami twierdzenia z kinematyki o predkosciach punktéw
danego ukfadu; pozwala réwnie7 stosowaé sposoby wykreslania
tych predkosci, co tez w Statyce budowlanej znajduje zastoso-
wanie*).

ROZDZIAY. IL

PRACA WIRTUALNA | FUNKCJA SIt.

9. Sily potaczen i sily wewnetrzne.

Punkt materjalny swobodny, bedgcy pod dziataniem danych
sit, wykona $cisle okreSlony ruch, gdy dana jest masa punktu oraz
poczatkowe warunki ruchu. Sposoby obliczenia tego ruchu daje
nam dynamika; obliczenia te nie wchodzg w zakres tych rozpatry-
wan; stwierdzimy na razie tylko fakt, ze ruch danego punktu jest
scisle wyznaczony przez sity, mase danego punktu i przez warunki
poczatkowe. Sily te nazywamy sitami zewnetrznemi, dziatajacemi
na dany punkt materjalny.

Jezeli zas punkt dany nie jest swobodny, t. j. jezeli podlega
on pewnyin ograniczeniom swego ruchu, o jakich moéwilismy
poprzednio, to ruch danego punktu pod dziataniem danych sit nie
bedzie taki, jakiby byl, gdyby ten punkt byl swobodnym. Punkt
np. materjalny swobodny pod dzialaniem sit cigzenia, nie posiada-
jacy predkosSei poczatkowej, wykona ruch prostolinijny, pionowo
skierowany ku dofowi; jezeli zas bedzie on zmuszony poruszac
sie po danej krzywej (np. po drucie dowolnie wygietym), to wy-
kona on pod dziataniem tejze sily ciazenia ruch krzywolinijny

*) Autor niniejszego wprowadzil i zastosowal do obliczen statyeznych
jeszcze pojecie przySpieszen wirtualuyeh; poréw. ,Sprawozdanie i prace War-
szawskiego Towarzystwa Politechnicznego Nr 3. roku 1923%.
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