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d) S i ł a p o d ł u ż n a . Wedle równania (b) l inja wp ływowa siły po­
dłużnej (fig. 274) jest sumą powierzchni wpływowej Tom ze spółczynnikiem 

siu tf i powierzchni wpływowej M\ 

Mo Iły = Mom — Mes 

Fig. 275. 

, ze spółczynnikiem 2 ° ^ a _ Zależnie od 

wielkości obu powierzchni linja wpły­
wowa siły podłużne j może się sk ł adać 
z powierzchni dodatniej i ujemnej 
(fig. 274 e) lub też może być ca ł a do­
datnia (fig. 274 c i d). Ten ostatni wy­
padek otrzymamy dla dużego cotg <p, 
więc w pobliżu środka i dla łuków 
p łask ich . 

e) M o m e n t z g i n a j ą c y . Moment 
osiowy w III wynosi : 

JL 
f 

L i n j a w p ł y w o w a momentu jest ró­
żnicą rzędnych l inj i wpływowej mo­
mentów belki prostej Mom i l inji wpły­
wowej parcia poziomego II ze spół­
czynnikiem y (fig. 275). Punkt obo­
j ę tny J znajdziemy, p rowadząc z pod­
pory A prostą, przechodzącą przez 
punkt DI aż do przecięcia się z linją Ii C 
Ciężar stojący bowiem w ,7 daje 
Mm = 0. Znalaz łszy punkt . / , możemy 

wyznaczyć dodatnią część l inji wpływowej momentu Mm jak dla belki prostej 
zastępczej o d ługośc i AJ. 

II. Kratownice statycznie wyznaczalne (izostatyczne). 
a) Wyznaczanie sił wewnętrznych w kratownicach statycznie 

wyznaczalnycli. 
1. Jłetoda ogólna wyznaczania s i ł wewnętrznych w kratownicach 

statycznie wyznaczalnych. D l a każdego (wyciętego) węz ł a dadzą ustawie 
się dwa r ó w n a n i a : 

1V = 0, oraz i ) / / = 0 
(por. str. 1053). Otrzymamy zatem dla iv węzłów 2 iv równań r ó w n o w a g i ; 

dla 
wyznaczonia niewiadomych sił (w prę tach istotnych i łożyskowych) mU9> 
ilość niewiadomych być równa ilości równań , zatem musi b y ć : 

2 <"=*>,+*>< = *»> 
względnie dla belki wolno podpartej (p, — 3): 

2 w — 3 =/>,. 
Kowna nia te można rozwiązać np. przy pomocy wyznaczn ików, przyczem 

niewiadome dadzą się ostatecznie wyraz i ć w postaci ilorazu dwu wyzna­
czników ; wyznacznik A mianownika zależny jest tylko od kszta ł tu krato­
wnicy, zaś wyznacznik l iczn ika A , także od obciążenia. Jeżel i kształt 
belki jest taki, że A = 0, to siły wewnęt rzne będą nieskończenie wielkie, 
jeżeli A , 2> 0, zaś nieokreślone, jeżeli A , = 0. Wtedy zachodzi wypadek 
omówiony też na str. 1187. 

Tego sposobu obliczenia sił wewnęt rznych używa sie tylko wyjątkowo, 
jednak jest on punktem wyjścia dla innych sposobów. 
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Kratownice statycznie wyznnezalne. — Wyznaczanie sił wewnętrznych. 1211 

2. Metoda wiolobokowa albo węzłów (plan sił demony) da się za­
stosować, gdy istnieje węzeł, w k tórym schodzą się tylko 2 prę ty . Stosujemy 
ja w przypadku, gdy dla danego obciążenia szukamy sił wewnę t rznych we 
wszystkich prę tach , zatem głównie w budownictwie, przy obliczeniu mo­
stów zaś dla c iężaru własnego lub dla oddz ia ływania równego jedności przy 
rysowaniu l inij w p ł y w o w y c h (por. str. lOtió). 

Wielobok sił zewnęt rznych i wewnęt rznych , dzia ła jących na dany węzeł , 
musi się zamykać . Zaczynamy od węzła Ó (fig. 276' a), gdzie dana jest reakcja A. 
Dwie niewiadome siły wewn. a i c 
w prę tach 01 i 02 wyznaczymy, kreśląc 
? obu końców odcinku A (fig. b) a | 02 

|| 01. W trójkącie Ac a kierunek 
S l ł c i a wyznaczony jest s t rzałką 
reakcji A, zatem przeciwny kierunkowi 
wskazówek zegara. Siła c działa w 
kierunku do węz ła 0 (ściskanie), a zaś 
° d w ę z ł a ( rozc iągan ie : dla przej­
rzystości odróżniamy siły ściskające 
w planie sił grubemi linjami). W 
Węźle 1 dzia ła siła zewnętrzna / ' , i siły 
Wewnętrzne c, d i g. Linje ł amaną 
(rig. b), złożoną z boków P , i c należy 
^ p e ł n i ć prostami i || 12i^r || 13. Przez 
kierunki sił c (do węzła) i I\ (z góry 
'ra d ó ł ) wyzuaczouy jest kieruuek siły g 
(ściskanie) i d (rozciąganie) . Przys tę ­
pując do węz ł a 2, mamy linję ła -
i"auą 2 ad uzupełn ić bokami e || 23 
1 " II 24. W zamknię tym wieloboku 
Węzła 2, tj. P^adeb kierunek sił jest 
•-godny ze wskazówkami zegara, więc 

1 b działają od węzła 2 czy l i pręty 

i rozciągane. Wreszcie siłę f znajdziemy z równowagi Są 
a zarazem mamy kontrolę, gdyż wielobok 

węzła 3 albo 4, 
• - 9 Psf m a 8 1 e z amknąć bez błędu, 

oględnie trójkąt bfli. N a fig. b s i ły zewnętrzne rozstawiono dla przejrzy­
ś c i (jednak znajdują się one ściśle na jednej pionowej) i wkreślono w tym 

r rządku, jak następują po sobie odpowiednie węzły obwodu. Następstwo 
l | Ko \v wieloboku sił danego węzła jest to samo, co następstwo odpowiednich 
oiiueni, schodzących sie w danym węźle. 

, 3. Metoda przecięć. Jeżel i chodzi o znalezienie siły wewnętrznej tylko 
- P e w n y m pręcie , a nie we wszystkich, prędzej do celu prowadzi m e t o d a 

z e c i e ć . L a zastosować wtedy, gdy badany pręt można przeciąć 
j r ? s ' ' 1 i k tó raby trafiała jeszcze tylko dwa inne pręty . Siły zewnętrzne, dzia-
rv u° " i l l°wą (lub prawą) odciętą cześć belki (wraz z oddzia ływaniem), któ-
f n wypadkową jest s i ła poprzeczua T (fig. 292) równoważą się z si łami 

Ul ^.'"-'rznemi D KG w prę tach przeciętych. Równowagę tę można zastosować 
WWycznie (Eitter) lub wykreślnio (Culmann; fig. 296,'por. str. 1065 i 10G6). 

t l, *• Metoda wymiany prętów prowadzi do wyznaczenia sił wewnę-
, ' ' ' łyel i , g.Jy nie można zastosować metod poprzednio omówionych, więc, gdy 
/utowi * 

N"; dwa _ 
° l u ! k tó ryby przeciął tylko trzy pręty f r o j u 

t. 

Pręty), a n i , dy przez nią nie można przeprowadzić żadnego prze-
Slosując ja, 141usz.1v.11 się jeden 

"w. wymienny (względnie m prętów), wstawia natomiast inny pręt 
fett Z ! l s u . ' l , c z y (względnie m prętów zastępczych) , taki , aby siły wewnę-
' ia lo / , V k " u ' l u m 0 ^ n a hyło wyznaczyć . P rę t zastępczy należy umieścić w miejscu 
z w ^ 6 * 6 wybranem, aby obliczenie było ła two i aby nie uzyskać dwu uk ładów, 

u r y e h jeden by łby chwiejny, a drugi hiperstatyczny. 
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1212 S e i t y k i i budowli . 

Następnie kreśli się plan s i ł : 
o) dla obciążenia rzeczywistego (stan X = 0); sity wewnętrzne w prętach 

istotnych niech będą 6'0, w pręcie zas tępczym Z0; 
b) dla obciążenia kratownicy dwiema si lami X = 1, działająceini 

w kierunku opuszczonego pręta, a zaczepiającemi w obu węzłach przyna leżnych 
do niego; zarazem przyjmujemy, że obciążenia zewnętrznego niema (stan 
X=l); wtedy siły wewnętrzne są £>',, względnie Z^. 

Siła rzeczywista w prę tach belki S = SQ -\- S, W, gdzie W jest silą rze­
czywistą prę ta wymiennego, której wielkość znajdujemy z warunku: 

Z^-ZoĄ-Zt W=0, skąd W= - (1) 
Z\ 

W razie, gdy mamy m prętów wymiennych i zas tępczych, otrzymujemy: 

z> - a j +z[ iFi+.Ą r»+.-.. .+Ą w„, = o 
z" =if0' -f-z;' r . + ay1 yvQ + ... + z;,: wm = o 

( 2 ) 

a s t ąd : 

ZL 

~z-> z:; z-' .... .z;;, 

'/(»>) yK"<1 5f(»») y(m) 
^ 0 'J2 " 3

 Am 

Z[ ZĄ Zł 

ai' Ą z: Z", 

Z(m) Z(m) Z(m) . 

a wreszcie: iy = i>'0 - j - ń j If , -}- S j II 

z: 

1 vi n 

A 

.Jeżeli w równan iu (1) Z, = 0, albo w równaniu (3) A == 0, to otrzymujemy 
na IT, wartość nieskończenie wie lką; krata jest wtedy chwiejna; siły w n>>'.l 
są zaś nieskończenie wielkie lub nieoznaczone, j e ż e l i równocześnie warlos' 

l i czn ika też równa jest zeru (Zu = 0), por. str. 1210-
Przy określaniu, gdzie mają być umieszczoi"; 

pręty zastępcze, najlepiej t rzymać się następującej 
r e g u ł y : „Opuszczając w prętów wymiennych wę/-l" 
(2 -f- ;»)-pretowego, opuszcza się najpierw powstał.1 

węzeł 2-prętowy, poczem dalszo węzły 2-prętoWO ta" 
d ługo , aż dojdzie się do uk ł adu chwiejnego, ktoO 
przez dodane m prętów zas tępczych zmienia 
w sztywny ustrój zasadniczy #«." 

Pnyklad, (l'ig. 277.) D M D U jent kiutownic-a u— u, °u011]. 
żona. s i lą / ' , działającą ])ionowo w wętflo filii. Aby wyz'^ 
ozyc* siły wewnętrzne w prętach, opuszcza się np. pręt "" ' 

Odejmując powstujące teraz węzły 2-prętowe: ab, en, ef, iffl, otrzymuje się układ Pr^ 
tów hidm, który jako chwiejny trzeba usztywnić przez dodanie pręta zastępczego ' 
Następnie wyznac/a się si ły Sq wywołane ciężarem V oraz siły S, wywołane obco. 
żeniem l \ ' = i . Wyznaczywszy IV z równania 1 otrzymamy Smm.S^ -f- i', IV. 

5. T e o r j a k i n e m a t y c z n a k r a t o w n i c . Niezmiernie ma łe przesunięci" 
tarczy 1 w położenie 1' można uważać za obrót jej około bieguna O. Yt%er 
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Teorja kinematyczna kratownic. 1213 

sunięcia (nieskończenie małe) poszczególnych punktów, oraz ich 
(skończone) są prostopadle do odpowiednich promieni {a O) i 
nalne do nich. Obraca jąc wszystkie te prędkości 
Prostopadłe) otrzymamy figurę a' b' c', 
Podobną do abc (fig. 278); l ig . a'b'ć 
Jest t. zw. planem prędkości prostopa­
dłych. Wszystkie cechy obrotu tarczy 
Sztywnej będą więc ustalone, jeżeli 
znany jest o) biegun obrotu O i pręd­
kość wzgl . przesunięcie prostopadle 
któregokolwiek punktu, lub b) prędkości 
(przesunięcia) prostopadłe dwu punktów. 

Jeżel i przesunięcie dowolnego 
Punktu II tarczy równa się promie-

90° (t. 

prędkości 
proporcjo-
prędkości 

Kig. 278. 

owi Od, to punkt a' (a tem samem i każdy inny punkt planu prędkości 
Prostopadłych) nakrywa się z biegunem O. P rzy pomocy planu prędkości 
Prostopadłych można wyznaczyć siły wewnęt rzne w kratownicy, a także 
°kreślić, czy nie zachodzi wypadek jej ruchomości (por. str. 1187 i 1212). 
. Ł a ń c u c h e m wodzonym «-tego stopnia nazywamy utwór płaski , sk łada­
m y się z tarcz sztywnych (str. 1185), połączonych ze sobą przegibuie, po­
j ada j ący o n prętów mniej niż wymaga tego warunek p = 3 t -f- 2 w. N p . 
Puszczając w belce (fig. 27lt a) pręt ab, otrzymujemy ł ańcuch wodzony pierw-

^ e g o stopnia (fig. 279 6), opuszczając pręty a bied ł a ń c u c h wodzony 2. stopnia 
^ n S-279c). P rę ty sztywne są tu równoważne z tarczami Bztywnemi. Ł a ń c u c h 
*°dzony 1. stopnia ma pojedynczą wolność ruchu ; jeżeli bowiem jednemu 
^S" elementowi nadamy jedno określone (jakiekolwiek) przesunięcie, to 
S**ystkie punkty ł a ń c u c h a są zmuszone do ruchu na określonych drogach. 
^,°dczas takiego ruchu każda tarcza sztywna odbędzie obrót około pewnego 

e Kuna tak względem stałej ziemi, jakoteż około biegunów względnych 
•Siedem innych tarcz ł a ń c u c h a wodzonego. 

2z 

Z2 y i 

r: 

f i g . Fig. 181. 

l ' » tn 8 6 sztywne, połączone ze sobą (lub z zawsze szty wuą i stałą ziemia I piv.\ 
i | , . n " " . ' - v przegubu istotnego lub urojonego (por. str. 1180), obracają się wzgle-

1 siebie około tegoż bieguna. Por. lig. 280, gdzie (1 z), (3 z) oznaczają bieguny 
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1214 Statyku budowli. 

obrotu tarcz 1 i 3 względom stałej ziemi, zaś (12), względnie (23), bieguny 
obrotu tarcz względem siebie. P r z y przegubach urojonych biegun w każ­
dym momencie znajduje się w punkcie przecięcia odpowiednich prę tów; 
podczas obrotu przesuwa się i biegun; dlatego nazywamy go chwilowym 
bieguuem obrotu [por. ( Iz ) na fig. 280]. Tak samo chwilowym biegunem 
obrotu tarczy 2 względem ziemi na fig. 280 jest punkt (2 z) przecięcia 
prostych ( l z ) (12), oraz (3z)(32); zaś na fig. 281 punkt (2z) przecięcia 
prostej (1 c) (12) z prę tem podporowym 3. Wogóle na jednej prostej 
leżą wszystkie trzy bieguny trzech k tórychkolwiek tarcz względem siebie, 
np. dla tarcz tn, it, z bieguny (mu), (mz) i (u z). Jeżel i zatem znane są 
np. bieguny (mn) i (nz), to biegun (mz) (oznaczony dwoma znakami, nie 
powtarzającemi się w obu tych biegunach — litera n powtarza się w obu!) 
leżeć musi ua prostej (m n) (u z). 

N a fig. 282 chwilowym biegunem obrotu tarczy 1 względem 2 jest punkt 
(12) na przedłużeniu prętów 3 i 4. Biegun obrotu (2 z) znajdziemy w punkcie 
przecięcia prostej ( l z ) (12 ) z przedłużeniem prawego pręta podporowego. 
Biegun (3z) leżeć musi w punkcie przecięcia prostych ( l z ) ( 1 3 ) i (23) (2 z) i 
wreescie) biegun (4 z) w punkcie przecięcia prostych ( l z ) (14 ) i (2z ) (24 ) , 
a biegun (34) w punkcie przecięcia (13) (14) i (23) (24). Kontrola : biegun! 
(34), (z 4) i (z 3) muszą leżeć na jednej prostej. 

Fig. 282. Fig. 283. 

Jeżel i przegub G jest w równowadze , to gdybyśmy pomyśleli sobie do­
wolne nieskończenie ma łe przesunięcie (8.) przegubu (przesunięcie przy­
gotowane), to praca sił Cr,, zaczepia jących w przegubie by łaby równa 
i loczynowi przesunięcia (8tf) przez rzut wypadkowej sił ua (8 ). Ale w y 
padkowa sil będących w równowadze jest równa zeru, więc i praca tych sił 1 1 1 1 

przesunięciu przygotowanem c z y l i praca przygotowana 1 Gf 8- = 0, p r z y 
czem o, — rzut przesunięcia punktu G na kierunek siły GL 

Jeżeli tarcza ł a ń c u c h a wodzonego, niezależnie od badanych sił, działa ' 
j ą c y c h na nią, wykona obrót o niezmiernie m a ł y kąt tu około swoje!?0 

bieguna O, to dowolny punkt tarczy a (fig. 283), którego odległość od bit" 
guna O wynosi wykona przesunięcie 8̂  = uw' . Przesunięc ie to nazywamy 
przesunięciem wirtualnem (tj. możl iwem) albo przygotowanem. Jeże l i r z u , 
tego przesunięcia na kierunek s i ł y / ' działającej w a, jest 8n, zaś ramię tej 
siły względem bieguna O jest r, to 8a = tu r. I loczyn I'ilt = ]'/• tu uazy" 
warny prac; przygotowaną siły / ' . 

Jeżeli tarcza jest w równowadze , to praca przygotowana s i l /', dziW*J 
j ą cych na tą tarczę, L«="2u)Pf = U)S(Pr)•=0, gdyż Ś(Pr) jako moineid 
statyczny s i l P, będących w równowadze , jest równy zeru. Jeżel i dowolny 
punkt ł a ń c u c h a wodzonego dozna pewnego niezmiernie małego przesunięci" 
możliwego, to wszystkie tarcze ł a ń c u c h a wykonają obrót niezmiernie malyi 
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Teorja kinematyczna kratownic. 1215 

każda około swojego bieguna, a siły, działające na ł a ń c u c h , wykonają 
Pracę przygotowaną -QZ. Jeżeli ł ańcuch (a więc i k a ż d a jego tarcza) 
Jest w równowadze, to praca sił zaczepia jących na każdej tarczy jest równe 
seru. N a tarczę działają oprócz sił zewnęt rznych J' jeszcze oddz ia ływania 
przegubów G i ewentualnie podpór C. 

Jeżeli pracę przygotowaną oddzia ływań podpór nazwiemy La, oddziały­
wań przegubowych Tjg, sił zewnęt rznych Lp, to dla każdej tarczy jest 
Hp ~t~ Tjc -\-TJQ = 0, więc dla wszystkich tarcz ł a ń c u c h a jest SZrp-f -
"T- - Lf, - j - E Lg = 0. Przesunięc ia łożysk s ta łych są równe zeru, zaś przesu­
nięcia łożysk ruchomych są prostopadłe do kierunku oddzia ływań, zatem 
* * £ p = 0 . Pon ieważ każdy przegub jest w równowadze, więc - L ( , — 0. 

Wobec tego : IP-o. ( 1 ) 

Praca przygotowana sił zewnę­
trznych (wyłączając oddz ia ływania) , 
działających na ł a ń c u c h wodzony, jest 
równe zeru. (Zasada pracy przygotowa­
nej). N a tej zasadzie można obl iczyć 
*'le wewnętrzną w dowolnym pręcie 
kratownicy statycznie wyznaczalnej. 
należy tylko k ra townicę zamienić na 
Jaucuch wodzony przez opuszczenie 
badanego prę ta (w n na fig. 284 o) i 
'•ustąpienie go dwiema s i łami S, za-
j ! / ' l 'piająccini we węzłach, w których 
. ył osadzony, a dz ia ła jącymi w sensie 
Jc'i zbliżenia, jeżel i b y ł rozc iągany 
[%• 284 b) i przez udzielenie temu 
•ancuchowi możl iwego niezmiernie ma-

e 6o odkszta łcenia . Jeżel i przyrost 
"uległości węzłów opuszczonego pręta, 
jest A s , to praca 

opuszczonego 
sił 8 jest — S&s. 

Fig. 284. 

mierzony w kieruuku tego pręta, 
Równanie (1) będzie wtedy: 

= S \ s , 

stad: :<:,A, 
A s 

(2) 

Można też siłę S wyznaczyć przy pomocy planu przesunięć (prędkości) 
P Ostopadłych. .leżeli ni m' (fig. 285) jest przesunięciem prostopadlem punktu ni, 

odlen-ł™;/. .„ ' ,.rl odległość III' od kieruuku siły I', zaczepiającej w ni, jest cn to 
* " l ' m prawo pracy przygotowanej (równ. 1) możua też wyrazić w formie: 

.(3) 

n . ^ig. 28(i jest przykładem zastosowania ostatniego równania . Wyznaczmy 
•Ułowicie napięcie S w pręcie ab belki fig. 279 a pod obciążeniem P ( ) P 

w jej biegunie .1, zatem Plan przesunięć pros topadłych tarczy / obrai 
' " l k , y O', o', « ' ' l e ż ą w A. a': n' leżą 

' 'unkt IV leży na pionowej podpory B i na prostej G' IV 

£» ' ik t b' leży na prostych <!'b'\\ Gb, oraz IVb \\ Bb. 
^U»kt m ' leży na prostej B'm' j Gm, „ b'm' \\ bm. 

O U. 

W « czw orobok <!'IVni'b' r o Glimb (por. fig. 278). 
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Uważa jąc kierunek wskazówek zegara za dodatni dla iloczynów l\ltcini 
mamy r ó w n a n i e : 

Pm cm + l'n cu + * c,t ~ & cb = °> 

c z y l i : 8 (c4 - c„) - Pm cm + P „ c„. 

Fig. 2S5. Fig. 280 

Jeżeli odległość węzłów a' i / / , mierzona na prostopadłej do ab, na­
zwiemy : 

cb — ca «> 

to: 6' = (4) 

Linje wpływowe. D l a siły ['-— 1 pionowej i poruszającej się po belce, 
otrzymujemy wedle równań (2) lub (4): 

(5) 
A A -

1 
względnie ,S' = . Siła wewnętrzna w pręcie a b jest zatem wprost pro' 

porcjonalna do przesunięcia pionowego, względnie pionowej składowej pręd­

kości danego punktu ł a ń c u c h a wodzonego, zaś l inja przesunięć (linja pręd­

kości) tegoż ze spółczynnik iem jest linją wpływową siły ,S'. 

Pionowe przesunięcia poszczególnych punk tów każdej tarczy wchodzącej 
w skład ł a ń c u c h a wodzonego wynoszą xm.iu, gdzie io jest prędkością ką­
tową (względnie kątem obrotu), zaś ,c odstępem poziomym punktów tarcz) 
od bieguna obrotu. W linji przesunięć odpowiada zatem każdej tarczy l i n J . 
prosta, tem samem zaś linja wpływowa dla każdej tarczy jest prosta, której 
punkt zerowy (obojętny) jeży na pionowej bieguna {x = 0, więc. i prze­
sunięcie, względnie prędkość = 0). Biegun względny dwu tarcz przesuw* 
się dla obu tarcz o tę samą ilość. Muszą się w nim zatem przecinać liuJ1' 
wpływowe obu tarcz (względnie ich przedłużenia) . Stąd wyn ika kszt*« 
linji w p ł y w o w e j : określone są bowiem wszystkie punkty obojętne, ora* 
wszystkie punkty przecięcia (za łamania) l inji wpływowej . D l a jej c a l * * 
witego określenia potrzeba określić jedną jej rzędną. Uczynić to można p ' i r ° 
sposobami; tu podajemy drogę k inematyczną określenia rzędnych. 
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Teorja kinematyczna kratownic. 1217 

Jeżeli c iężar P — 1 zaczepia w punkcie m tarczy A (fig. 287), k tó remu od-
1.8, 

powiada pionowe przesunięcie Oj, to wedle równan ia (5) Sj = —g-— — 7],. 

'Jdyby punkt m b y ł sztywnie połączony z tarczą B, to jego przesunięcie pionowe 
1 2 

byłoby OJJ, a siła wewnę t rzna w badauym pręcie s by ł aby 5 / z = - r — - =f\i-

" r — &t AS 
Kóżnica tych sił 8 n - S2 = — ^ 

Prostych wp ływowych , odpowiada jących tarczom A i B, zatem = 

^ "([JJ — = W J , c zy l i pionowemu odstępowi obu prostych w m. Jeżel i 

r ówna się różnicy rzędnych 

A8 

Ś: . 

—" ' mc 
Ki' 

w 
1 i I ! 

U — 

Fig. 287. 

- s \ / 

fi 

/= f 

Fig. 288. 

"^ie tarcze ł ączy pręt badany, to wzg lędny obrót obu tarcz Aa = As : r, 
gdzi e r = odstęp wzajemnego bieguna (AB) od pręta s. 

Przyrost pionowego przesunięcia jest oczywiśc ie : 

a; As 

stad; 

AS = x Aa = • 

_ A8 a-

As ;• 

Jeżel i x - to w = 1. 

Mając np. znaleźć linje wpływową siły wewnetrzuej w pręcie p krato-
*°icy Ali (fig. 288), postępujemy w sposób nas tępu jący : Przez opuszczenie 
f r C 'a p powstaje ł a ń c u c h wodzony, złożony z dwu tarcz I i II , k tórych wspólny 
Któnr. {„„. _ — r , _ „ j i „ „ ł „ s „ ; „A M w„ „• „; p u n k t a 1\ tj. w P\ 

ujące tarczom I i I I . 
ugUn. jest w węźle P w odległości r od p. N a pionowej \ 

? J ! e c i n a j ą się zatem obie proste l inji wpływowej , odpowiada 
ykreślmy dowolną prostą A'1"C. W odległości poziomej r od punktu P ' 

;J Prostej odetnijmy BE = 1; prosta P'EB' ogranicza rzędne l inji wpły-
^ ° W ( ! . i na długości PB. Pon ieważ biegun tarczy I jest w A, zaś biegun tarczy I I 

W na pionowej podpory B, więc rzędne l inji wpływowej w A i li są 

tej 

lej 

^ n o z e r u Zatem przez punkty A' i ii', leżące na pionowych podporowych 
9 ^ c h o d z i zamyka j ąca . 
i , . ^ przypadku, jak ua fig. 289, znajdziemy względne pionowe przesunięcie 
g o j " n tarczy 11 względem punktu a tarczy C, jeżeli, uważa jąc t a rczę C 

•Ueruchomą, udzielimy puuktowi n przesunięcia prostopadłego na; wtedy 

309 ^ r y i a , Podręcznik iniyniorski. VI. 
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i punkt C wpadnie w a, punkt b' leży na e'b' || cb, zaś ramie r ' J _ ab 
jest równe A s (por. fig. 285), a sk ładowa pionowa przesunięc ia jest n 11' = 
= x = A o, czy l i wed ług równan ia (5): 

r 

Linję wpływową sity wewnętrznej w pręcie JBŃD belki AB (lig. 290) 
znajdujemy zatem w sposób nas t ępu j ący : Opuszczając p ię t EL), otrzy­
mamy ł a ń c u c h wodzony 1 . stopnia, złożony z tarcz I i I I I i prętów U i IV. 
Uważając tarcze I za n ieruchomą, udzielmy punktowi n zaczepienia siły 
P = 1 prędkość prostopadłą cn = x, to i punkt TJ' planu prędkości prosto­
p a d ł y c h znajdzie się w punkcie C, k tórego odległość od prę ta DE jest n 
Będzie więc 1 . x = r . S . Zatem siła w pręcie DE, a zarazem rzędna 

Fig. 289. pjg, 290. 

w punkcie « l inji w p ł y w u siły wewnętrznej 8•mmw mm a;: r . ' D l a X — r j 6 8* 
10 = 1. W y k r e ś l m y (fig. 6) dowolną prosta A'C. Z punktu C" (na pionowe] 
punktu C) wykreś lmy G"7), tak, aby rzędna między ^ l ' C " a CD' w od­
ległości r od C" wynosi ła t p = l , to linja ł a m a n a A'CD' odpowiada dłu­
gościom AC i C D . Odpowiednio do figury 289 wykreś lmy DG\\ CJ*i 
z punktu 0 zaś prosta, r'\ E D (fig. 290 a). Z punktu D ' wykreś lmy prostą 
tak, aby rzędna pomiędzy C D ' a Z>'7i' w odległości »•' od 7>' wynosi '" 
/c = l , to !)'}!' odpowiada długości Dli. Zamykającą jest prosta A'B'. 

ii) Belka wolno podparta. 
Ilelki o pasach równoległych. P r o w a d z ą c przekrój / — / na fig. 291 " 

otrzymujemy Gh -\-M = 0, oraz Dh—J!/|1 = 0 ; a stad: 
Mm 

silę w pasie g ó r n y m : u =p 

K 
v n n do lnym: / ; = + — - . 

Zatem linje w p ł y w u sił w pasach są l injami wp ływu momentów z l 

względu na punkty m, względnie n, ze spółczynnik iem —r~ (por. fig. 291 v )-

Siłę w przekątni otrzymamy, us tawia jąc równan ie równowagi składowy 0 * 1 

pionowych sił dz ia ła jących na odciętą (lewą) cześć belki. Wtedy: 

7' — K COS OL mm 0, 
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a stad: 

D l a s lupów (przekrój II—II) otrzymamy: V-\-T = 

V — — T. 

0, a s t ąd : 

Li taje wpływowe por. lig. 291 c) i d). L i n j a wp ływowa s łupa K 4 por. fig. 291 a. 

D l a tej samej belki , jednak o pomoście dołem, linja w p ł y w o w a prę ta V 
Podana jest na fig. 292. D l a VĄ siła wewnęt rzna od obciążenia ruchomego 
ES 0. D l a K i G linja wp ływowa taka sama, jak dla pomostu górą. 

1 \ 

—* 
h a 

r o r.>! \ 

—* 
h a 

Fig. 291. (Pomost nu paale górnym.) 

Przekątnie spadające, ku miejscu, gdzie T zmienia znak, są rozc iągane , 
• , Z t ką tnie wznoszące się ku temu miejscu, są ściskane. Slupy są śc iskane, 

e ' i przekątnie sąsiednie sa rozciągane i odwrotnie. 

*iek 

"(Id 

M & szeregu (ciągu) ciężarów skupionych wygodnie jest wyznaczyć naj­
e ż ę siły wewnęt rzne w krzyżu lcach i s łupach przy pomocy wieloboku 

Z | a ł y w a ń . Pon ieważ K* 
T 

i , przeto największe siły wewnęt rzne 
iv », c o s tt 

] e y Z L ' k ą t u i a e h otrzymamy, prowadząc w każdym przedziale wieloboku równo-
do odpowiedniej przekątni (por. fig. 293). 

ś f . ^ J C z ę ś c i e j u ż y w a m y kraty prostokątnej z przekątniami spadającemi ku 
ńcj *°wi, śc ięgnami (krata N; fig. 292, 293), aby uniknąć, d ług ich prętów 
•t , a " y c h . Belkom drewnianym natomiast dajemy często kra tę prostokątną 
j _ •'strzałami (mosty Eyehtera, str. 789). Kra ta równoramienna (krata' V; 
Kto? J ° s t niewygodna ze względów konstrukcyjnych ( t rudność przytwier-
z , ; śł l > u I ' r z e c z n i c i znaczny ich ods tęp) ; u ż y w a n a najczęściej w połączeniu 

"parni (fig. 296), albo z drugorzęduem podparciem (por. niżej). 
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Belki o pasach nierównoleglyeh. Z równan ia momentów ze względu 
na punkt tn (tig. 294): 

otrzymamy dla pasu gó rnego : 

G M m 

Analogicznie dla pasu dolnego: 

D = + -

Fl« . 291. 

Linje wp ływowe sił wewnęt rznych w pasach są l injami wpływowe 
1 1 

momentów dla punk tów ni i « ze spółczyunik iem , względnie-f-

-etf" 

r >\i 

Z równan ia momentów ze wzg lędu na punkt przecięcia się pasów fJ 

+ Tz+Krt = 0 
otrzymamy: 

K = + T —— = + T -Ą — 
u cos a 

+ Y 

gdzie 4 = EF jest poziomą odległością punktu E od krzyżu lca k, *5'"'0, 
kątem odchylenia krzyżu lca od pionu. Y nazywamy sprowadzoną siłą 1 
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przeczną. Jeżeli po lewej stronie przekroju niema żadnej siły zewnętrznej 
Prócz oddz ia ływan ia A. to: 

K = + A-r-?—. 
— b cos a 

Jeżel i wypadkowa sił zewnęt rznych na lewo od danego przekroju (fig. 295) 
Jest pionowa, to suma rzutów sił G, K i D na poziom jest •= 0, w i ę c : 

G cos fj -f- D cos-' -f- JiTsin a = 0, 

Fig. 230. 

C l=yli: 

wiec • 

V *« / 8 1 , 1 a 

A ' > 0, jeżeli ar 4C« 

^> r*ok,itnia jesl zatem rozciągana, gdy spada w stronę, dla której -—- jest wiek 

It 
-leżeli np. ^ < ^ Ł . < | - ~ * (fig. 296). to rozc iągana jest przekatnia 

li.. « . I 

*I zaś śc i skana 2— 2—8 Itj. wa z n o s z ą c a sic ku w i ę k s z e m u 

213 



1222 Statyka budowli. 

Jeżel i więc wysokości belki (mierzone w węzłach) są wszędzie propo 

ejonalne do momentów, tj. jeżeli 
.1 / 11 - f i , to si ła wewnęt rzna w prze-
h „ + 1 

ką tn iach = 0. D l a całkowitego jednostajnego obciążenia siły wewnętrzne 
w przekątniach belki parabolicznej zbieżnej są więc równe zeru; zaś siła 
wewnęt rzna w pasie prostym jest s ta ła , w pasie zakrzywionym mało zmienna. 

Wygodnie jest nieraz wykorzys tać to przy obciążeniu s ta łem wogóle, 
zwłaszcza symetrycznem, wykonywując jeden pas kratownicy o kszta łc ie linji 

momentów (a drugi prosty). Np. 

a 

RA 
A, 

\ / -
A, Dl Tl i 

A'1 
i 

dla dwu ciężarów symetrycznych 
odpowiedni jest ksz ta ł t trapezowy. 

Jeżeli wielobok momentów 
znaleźl iśmy wykreślnie (fig.207), to 
.17= Bl\, gdzie YJ jest rzędną wielo­
hoku momentów, zaś H odlc. 
głością biegunową. Wtedy siła w 
pasie np. g ó r n y m : 

1 d^-'' 

G = -
M 
r 

H 

0' 
e- r - . i 

<K l \ 
1 > 

A\ 
• 

s 1Ó m 

Fig. 2fl9 

Odnieśmy na odpowiedniej rzędnej YJ d ługości r, zaś z a d ługość ab=*l'' 
to prosta a'b' przedstawia szukaną wielkość siły G. 

Linie wp ływowe belek o pasach nierównoległych najlepiej wyznac*?l 
metodą „oddz ia ływań = 1", fig. 298, 299, 300. Jeżel i P = » 1 stoi' na prawo o" 

prawej poprzecznicy D, w odległości x od Ii (fig. 298 n), to A j ^ z (fig-*)' 
ikutek zaś si ła wewnę t rzna A ' = y . Oznaczmy 7f 1 = ] siłę w pręcie TT ws 

P = — , czy l i ^ = 1. Jeżel i AA, = K X . , to odc inek / i / /p ros te j ISAt jest li"J9 
X i 

wpływową dla A' na długości 1)11, ponieważ siła A" jest proporcjonalna do Ą 
(o ile 7'jest na prawo od D). Podobnie, odcinając /( / ; , = Kn . , , otrzyma"' / 
linje wpływową na długości AC. N a długości CD linją wp ływową jest C'l>': 
Jeśl i chcemy mieć linje wp ływowe wszystkich prętów, najlepiej wyznaczy' 
wielkości i i ! ^ . i K,l.__l, przy pomocy planu sił (demony) dla 1̂ ^ 

i si ły / ' = _ w przedostatnim węźle, oraz dla 7 1 = 1 (o ile belka jest O M 

symetryczna). Jeżeli chodzi tylko o jeden pręt , to lepiej znaleźć KA-i 1 
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~fl=i metodą Culmanua (fig.'299). Siły 1), K, G i y l = l , działające na 
lewą część odciętą przekrojem I—I, są w równowadze . Wypadkowa si l D i A = 1 
Przechodzi przez punkt A i nakrywa się z wypadkową sił G i K, przecho­
dzącą przez n. Jeżel i (fig. b) ab = 1 = A, ac || Ii, to bc || An jest wypad­
kową' sił G i K. Jeżel i bd \\ G i cd || K, to cd = / i ' x _ 1 i jest dodatnie, gdyż 
działa od węzłan. Podobnie ef = i jest ujemne, gdyż dz ia ła do węzła »t 

(odciętej prawej części belki). Jeżel i pręt nr p r zed łużymy na obie strony 
a ż do przecięcia się z pionowemi podporowemi, to z uwagi na podobieństwo 

czworoboków mrA'A i mrB'B z od­
powiednimi czworobokami Culmanna 
jest A A' = 1 = 1 

(por. fig. 299 c, l inja 

Fig. 301. Kig. 302. 

Linje wp ływowe pasów belek wolno podpartych mają na całej swej dłu­
gości ten sam znak, więc pasy są zawsze ściskane lub rozc iągane . 
. Linje wp ływowe krzyżulców (przekątni i s łupów) mają punkt obojętny 

składają się z dwu gałęzi o różnych znakach, gdy punkt przecięcia odpo-
•ednich prętów pasu leży (jak zwykle) poza podporami A i B. Położenie punktu 
ojętnego można wyznaczyć , przedłużając pas nieobeiążony (na k tórym niema 

! 'Przecznic) aż do przecięcia z pionowemi podporowemi (w punktach A' 
p , fig. 300) i łącząc je z sąsiednimi węzłami odpowiednich części pasu s i m. 

roste A's i B'm przecinają się w punkcie O, l eżącym w pionowej nad punk-
'r° obojętnym. N a tej samej pionowej przetną się proste A n i Br. Znając 

8 położenie punktu obojętnego, wystarczy nawet dla belek niesymetrycznych 
^ " a c z y ć tylko jedon plan s i l , albo tylko KK = l = AA" : mn, przyczem 
•4" II mn (por. fig. 300). 

Jeżeli punkt przecięcia odpowiednich pasów i znajduje się pomiędzy pod-
a r n i , to linja wp ływowa siły wewnętrznej w odpowiednim krzyżu lcu 

na całe j d ługości ten sam znak (fig. 301). Jeżel i punkt i leży na pio-
j W u j podpory A, wglednio B, to odpowiednia cześć l inji wpływowej spada 

0 z e ra (fig. 302). 

i j ż ttcdka k r a t o w a równoległa z drngoraędnem p o d p a r c i o m (fig. 303). 
g ) ' ^ w . a n a d la znaczniejszych rozpiętości, a właściwie dla większych odle-
' l r i 8 l > ' w ę z ł o w y c h . D l a wyznaczenia l inij w p ł y w o w y c h najwygodniej system 

Korzędny wyodrębnić od zasadniczego. 
r 2 , k m znalezienia l inji wpływowej pasu np. Ga z podparciem drago­
n a ( t u Parnego) wyznacza się najpierw linje wpływową a' b' c' dla uk ładu 
sa^duiczego. D l a dźwigara drugorzędnego 3-6-4-5 (fig. 303 a) jako dźwiga ra 

odzielnego, obciążonego siłą P— 1 w 5', otrzymujemy siłę doda tkową 
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w pasie górnym GJ o wielkości e i a ' = • 
% / . . 1 

A ' 
W i e l ­

kość — przedstawia jednak wysokość trójkąta c'd'e, a stąd wynika kształt 

l in j i wpływowej , podany na fig. 303 6. 
D l a górnej części przekątni g łównej otrzymujemy siłę. dodatkową K* 

o wielkości-I — (przez rozłożenie si ły — na Ga i Ka'), por. fig. 303 c 
2 cos a 2 

L i n j a wp ływowa prę ta V jest t rójkątem (fig. 303 d). W pasie dolnym, w slupach 

Fig. 803. 

g łównych i w dolnych częśc iach przekątni siły (i linje wpływowe) są tak'e 

same, jak dla belki bez podparcia drugorzędnego. 
B e l k a r ó w n o l e g ł a o k r a c i e półprrekątniowej (kracie K, fig. 30*); 

Ustawiając dla przekroju 1—1 równanie momentów względem puuktu 
G h -\- M — 0, otrzymamy: 

G = — , podobnie: D = - j — — . 

D l a przekątni otrzymujemy, p rowadząc przekrój 2 — 2 
równanie i) J{ — 0 : 

A 's in a -f- J f ' sin a ~ 0, a w i ę c : K = 

D l a przekroju 3—3 i równania -V ~ 0 : 

K cos a — K' cos a - | - T — 0, 

A " . 
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Tłolka równoległa o kracie półprzcki^tniowcj. 1225 

a stad: # = — 
2 cos a 2 cos a ' 

D l a przekroju 4—4 i ł l P - ^ O : 

r + A " c o s a = 0, V = — K cos a = -f- 7s T. 

Linje wp ływowe wszystkich tych sił są zatem linjami wpływowemi mo­
mentu, względnie siły poprzecznej, z odpowiednimi spó łczynnikami . 

Fig. 30t 

Silę wewnętrzną w części s łupa V (pomost na pasie dolnym) znajdziemy 
z n a n i a 1 V == 0, 

F ' - f - C O S Ot — P—O, r\mm—ljtT+P, 

łfe i " * 1 0 ' l n J i wpływowej dla Z * . 1 / , na leży odjąć linję wp ływową siły 
.Zlowej P ( / ( rzędna = 1 w węźle 2, r z ę d n a 0 w węz łach 1 i 3). 

Linję wpływową Vs otrzymujemy, prowadząc przekroje 5, (i i 7, dla 
, V a r u " k u V V = 0 (tig. 305). 
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D l a przekroju G : 2 Kt cos a -\- P — A = 0, Kt cos a = 73 {A — P). 
„ 7: lKr<mo.+A-P-Pt—0,J^«O8«—'/.(P+P.-il 

a pon ieważ : — A ' ; cos a - j - A^, cos a, 
przeto, podstawiając wyżej otrzymane wartości , 
otrzymujemy: 

B e l k a o k r a c i e w i e l o k r o t n e j (fig. 306) 
jest właściwie statycznie niewyznaczalna i dla 
dok ładnego obliczenia jej potrzeba równań sprę­
żystości . D l a celów praktycznych jednak uży­
wamy metody przybliżonej . Kra townicę «-krotną 
rozk ładamy na n kratownic pojedynczych, z któ­
rych każda dźwiga «-tą część obciążenia. 

M 

Fig. 300. 

Siła w pasie wynosi dla każde j kraty pojedynczej : »S'f. = —j-, 

» M M 
czy l i razem: 

Siła wewnę t rzna w k r z y ż u l c u : K i 
» cos o 

G 

i K X X >< 
0 

Fig. 300. Fig. S07. 

Wykres linij wp ływowych odbywa się również ua podstawie rozdziału kraty 
M-krotnej na n krat pojedynczych. 

K o l k a o k r a c i e z ł o ż o n e j , a) B e z s z t u c z n e g o n a p r ę ż e n i a . Je»' 
to krata, posiadająca s łupy i przekątnie, spadające w dwóch kierunkach' 

Q Jest ona statycznie niewyznaczalna, ale l iczymy j a w przy" 
bi l* eniu, jak kra tę wielokrotną, rozkłada jąc ua dwie czescr• 
kra tę z przekątniami , spadającemi w lewo, oraz na kratC 
z przekątn iami , spadającemi w prawo. 

T 
Wtedy siła w krzyżu lcach : K= —, 

Fig. 308. w pasach: S = 
M 

(iig. 307). 

Słup r w kracie pierwszej jest śc iskany, w kracie drugiej rozciąga"^ 
i w rezultacie niesie tylko różnicę ciężarów węzłowych V = PA— P:/j J e 8 

więc rozciągany, gdy pomost jest dołem, zaś śc iskany, gdy pomost jest gć r 0 ' 
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liolki o kracie złożonej. — Belki ciągłe wspornikowe, 1227 

b) Z e s z t u c z n e ni n a p r ę ż e n i e m (belka Howe ' a ; fig. 308). Jeżel i 
w bolce kratowej złożonej , podpartej jeszcze rusztowaniem, tak, że ciężar 
własny kraty nie wywołuje sił w prę tach , nac i ągn iemy sztucznie śruby, czy l i 
8powodujemy sztuczue napięcia w s łupach V0l powstaną sztuczne silv we­
wnętrzne : 

y> k rzyżu lcach : K„ = Ka' • 
2 cos (i! 

z a ś w pasach: Ga = D0 — — A'„ siu a = '/» Vo tang a. 

. _ Możemy w y w o ł a ć tak wielkie rozciąganie V0, aby K i K1 by ły zawsze 
"Ciskane tak, aby dla najniekorzystniejszego obciążenia ruchomego by ła si ła 
w odstrzale S? = 0. Mus i więc być V0 = 2 ' m a x -

W ó w c z a s największa siła w zastrzale K osiąga taką wartość , jak gdyby 
Odstrzałów nie było , czy l i 

Km*i = 7 m a x 8 e c *> 

więc dwa razy większą aniżeli w kracie złożonej bez sztucznego napięcia . 

Największa si ła w pasie dolnym: 

M 1 , 1 
A™* = TT + V V° t a u S a ' li. ' 2 u b ' >» 1 2 max 

Największa si ła w pasie g ó r n y m : G m o x = T~~' J e z e ^ opuścimy 

a ' a większej pewności wpływ nac iągnięc ia śrub. 

c ) Belki ciągłe wspornikowe (fig. 30'J). 

Linje wp ływowe prętów belki wiszącej CD są takie same, jak belki 
, v ° l no podpartej na podporach C i D. 

Jeżeli c iężar P= 1 znajduje sie pomiędzy A i B , to we wszystkich 
'"•Ctach pomiędzy A i li siły wewnętrzne są takie same. jak dla belki wolno 
popartej A natomiast we wszystkich prę tach na prawo od B s i ła we­
wnętrzna = 0 ; więc dla prętów pomiędzy A i B jest l inja w p ł y w o w a na 

ł u g o ś c i A i li taka, jak dla belki wolno podpartej AB, zaś na dłu-
(j°sci /i i) r z e i m 0 j 0 j S ą proporcjonalne do rzędnych l in j i wpływowej od­

p ł y w a n i a A [trójkąt o podstawie BD o wierzchołku w C (por. linję 
^Pływową </, i /,•) fig. 30'.) c i d\. O l a prętów, znajdujących się ua prawo 

S, linja wpływowa nie posiada ga łęz i na d ługości AB. 

^e względu ua węzeł 8 jest: 
1/ 

M, — Ot rs = 0, stąd &*, = —?- . 

d o b n i e : Ą 

'"ja wp ływowa /ż , podana jest na fig. 309 c. 
Gdy ciężar 7 = 1 jest w C, s i ła wewnęt rzna dla s łupa iś2 we wsporniku B O 

ynosi S c . Można ją znaleźć wed ług metody Culmanna dla przekroju t—/ fiJS ^" u y ciężar / ' = 1 jest w węźle 7, to S2 —m 1 (por. fig./). W p ł y w 
Hi"i'1-''" znajdującego sie na prawo od (' u:i wielkość oddziaływaniu (' 

' UJ» z odległością od (.' do zera w punkcie />, zatem i rzędne linij wply-
ź

 w y d i wszystkich prętów belki wspornikowej maleją na długości CD do 
a Według prostej. 
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1228 Statyka budowli. 

d) Łuk trójprzegubowy (fig. 310). 
D l a wyzuaczeuia l inij wp ływowych najwygodniej zastosować zasadę belki 

zastępczej (por.str. 1210). Biorąc moment ze względu na punkt i (fig.o), otrzy­
mujemy dla pasa g ó r n e g o : Gh-Ą- M0, = 0, a s t ąd : 

i8 \C 
HHi!llll IHIliill 

/ 
7- C 

¥ig. 309. 

Moment MVI 0, gdy ciężar /'---1 znajduje się w punkcie m, zatem beli"1 

zas tępcza ma długość AM. L i n j a wp ływowa siły G jest linja w p ł y ' v 0 " ' ' 

momentu Moj, pomnożoną przez — (fig. b). Analogicznie znajdujemy l ' " J C 

wp ływowe dla pasu dolnego (fig. c). 
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Łuk trojprzcgubowy. 1229 

K r z y ż u l c e . Z równan ia momentów ze względu na punkt p mamy: 

^ 0 p ~ K.t = 0, a stąd K= — M0/l. L i n j a wp ływowa — por. fig. </. 

KP S l u p y : (fig. e). 

Fig. 310. 

Łuk głbkl z usztywnieniem belką przegubową (fig. 3 i i ) . Posiada 
"tarcze (belki kratowe), oraz iv węzłów (na fig. 311 w = b), zatem do uzy-

a u ) a belki statycznie wyznaczalnej potrzeba wedle równania (1) (6 -f- 2 I D ) 
eJęWw. M a m y 2 w - f 1 prętów istotnych, tj. te-\-l prętów ł u k u i w pod-
^eszek, nadto 2 pręty przegubu; zatem potrzeba (6 + 2 w)'— (2 io Ą-1 -f- 2) = 
(pr^ P r ? tów łożyskowych ; więc podparcie, jak dla belki wolno podpartej 
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1230 Statyka budowli. 

D l a obciążenia pionowego oddz ia ływania są pionowe. Sk ładowa pozioma 
/ / sił w prę tach łuku jest s ta ła . P rowadząc przekrój 1—1 (fig. «), otrzy­
mujemy ze względu na punkt O: 

Mo0 + Hf = °. a s t a d H= -
f ' 

Fig, n i . 

gdzie . V 0 , jest momentem sił zewnęt rznych dla belki wolno podpartej, w 1""' 
kcie O. l . inja wpływowa, por. fig. b. 

Siła wewnętrzna w prę tach łuku Ł — 
II . Linje w p i j ' 

wowe Ł daje więc liuja wp ływowa / / ze spółczynnikiom — - — —- sec «•„ 



Luk gibki z usztywnieniem belką przegubową. 1231 

Siły w podwieszkach znajdziemy, wycinając odpowiedni węzeł górny (prze­
krój 2—2 i fig. c) i rzutując siły w wyc ię tych prę tach na oś pionowa. 
Wtedy Z=H(tgat—tgai). 

D l a znalezienia siły w pasie górnym, np. G2, prowadzimy przekrój 3—3 

Przez węzeł m, wtedy M0m + Hym+ ff,A = Ó , a s t a a G2 — — jÓf^+HyJ. 

1-inja wplywowii G2 jest zatem sumą l in j i wp ływowej II ze spół-
y 1 

czynnikiem— - j - , oraz M0m ze spółczynnikiem — (por. fig. d). Podobnie 
łi /t 

znajdziemy linję wp ływowa pasa dolnego. 

d 

Kig. 312. 

. Prowadząc wreszcie przekrój 4—4 i us tawiając dlań równanie ^ V = 0, 
Rymujemy: 

7 o u + H m 0 m — A ' S I N •'• = 0 i 
8 ' ^ d po podstawieniu wartości za ^ : 

P 0 „ + J f t g « „ 
(Linja wp ływowa , por. i ig. e). 

W ^ T p e ł n i e podobni? znajdujo s i ę linje w p ł y w o w e dla ł u k u t r ó j p r z e g u b o -
usztywnionego belką kralową. 

n 0 ' u k t r ó j p r z e g u b o w y ze w s p o r n i k a m i (fig. 312). Linje wply-
|, 0 | , * dla łuku bez wsporników przedłuża się aż do końców wsporników. 

•rig.A __ i j „ j a wp ływowa parcia poziomego, c) pasa dolnego D, d) krzyżulca K. 
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1232 Statyku budowli. 

III. Kratownice przestrzenne. 
Ł o ż y s k a u t w o r ó w p r z e s t r z e n n y c h mogą b y ć : 
a) stale (fig. 8 1 3 ) ; w obliczeniu dają sie zastąpić trzema prę tami podpo­

rowymi, k tórych siły wewnęt rzne są równe odpowiednim sk ładowym oddzia­
ł y w a n i a ; 

b) ruchome linjowe (jednokierunkowe, w a h a d ł o w e = dwu prę tom pod­
porowym ; fig. 314), poruszające się w linji prostopadłej do płaszczyzny prze­
chodzącej przez pręty podporowe; można je w y k o n a ć jako wałkowe lub 
przesuwowe; 

c) ruchome płaszczyznowe (wielokierunkowe) - jednemu prętowi podporo­
wemu (fig. 315), poruszające się w płaszczyźnie prostopadłej do pręta pod­
porowego w dowolnym kierunku; można je w y k o n a ć jako kulowe lub wał­
kowe o dwu szeregacłi wa łków, ruchomych w osiach pros topadłych do siebie 

Stałość zewnętrzna utworu w przestrzeni uwarunkowana jest spełnienie 1 " 
sześciu wa runków równowagi . Przeto 6 prętów podporowych ustala ciał" 
w przestrzeni, o ile nie zachodzi wypadek wyjątkowy, w k tó rym da M 
poprowadzić prosta przecinająca wszystkie prę ty podporowe. Nie mogą zatenj 
więcej niż trzy pręty podporowe leżeć w jednej płaszczyźnie , ani przechodzi" 

Ą\ 

¥ig. 313. Fig. 314. 

przez jeden punkt (względnie być jj); wreszcie ciało musi być podpa^" 
Conajmniej w trzech punktach. W przeciwnych bowiem razach podparć ' 6 

jest chwiejne. 
Pon ieważ każdy węzeł przestrzenny daje trzy warunki równowagi , prze'0 

statycznie wyznaczalna kratownica przestrzenna musi pos iadać p =" . 
prętów istotnych i podporowych, z czego prętów podporowych conajm1"1^ 
p„ = 6, zatem istotnych pt = 3 w — 6. Najczęściej stosowane utwory P r l i 

strzenne, składające się z narożników, pierścieni i przekątni , leżących °* 
powierzchni kratownicy (kopuły , dachy wieżowe, namiotowe, filary 
posiadają łożysk i prętów podporowych znacznio więcej . Mianowicie z w y k 

dla n naroży, pp — 2 n (w każdym węźle podporowym łożysko ruchome/' 
jeżel i dołem istnieje pierścień podporowy; zaś p^ = Zn (w k a ż d y m wC^'e 

podporowym łożysko s ta łe) , jeżeli pierścienia podporowego niema. Wted? 
d la zachowania statycznej wyznacza lnośc i ilość prętów istotnych w y n ° 9 ' 
musi j ( = 3 w — 2 n, względnie pl•— 8 w — 3 n. Zazwyczaj osiąga się 
w ten sposób, że w kopu łach pierścień najwyższy wykonywa się jako pierści^j 
otwarty, zwykle używany pod la tarnię , w dachach, pos iada jących zaś ostO 
szczyt, opuszcza się w obliczeniu pręty szczytowe, uważając je z wys' 1 1 

czającą dokładnością za ustrój d rugo izędny . 

Np . filar o postaci, jak fig. 316, jest statycznie wyzuaczalny ; posiada k ° w 1 i ( l . 
w = 12 węzłów, zaś p = 36 = 3 to prę tów, w czem p. = 30, pp = 6. *^ 
zwyczaj jednak opuszcza się pręty istotne 1-3 i 9-11, zwiększając °g 
powiednio ilość prętów podpartych. Por. fig. 317, gdzie ^ . = ' 2 8 , p,,^ ' 

224 



Wyznaczanie wił wewnętrznych W kratownicach przestrzennych. 1233 

2>=28-|-8 = 36, oraz fig. 318, gdzie ^ , = 24, j> = 1 2 , 4> = 24 + 1 2 = 36. 
Ustrój wedle tig. 318 jest częściej używany . 

Statycznie wyznacza lną k ra townicę przestrzenną o t rzymać m o ż n a : 
«) przez dołączanie do stałej podstawy, względnie stałej kratownicy, 

nowych węzłów, każdego przy pomocy trzech prętów (istotnych lub pod­
porowych) ; 

6) przez połączenie ze stałą statycznie wyznacza lną kratownicą drugiej 
kratownicy statycznie wyznaczalnej przy pomocy sześciu p rę tów; 

<0 przez w y m i a n ę prętów w istniejącej 'statycznie wyznaczalnej krato­
wnicy (por. fig. 316—318, a także str. 1234); wymien iać można prę ty istotne 

Fig. 819 g. 320. Fig. 321. 

!">ędz tak 

daje 
,tkie 
•ety 

ied ^ sobą lub z podporowymi, przemieszczając je wogóle dowolnie 
°ak, aby u t rzymać wewuętrzną i zewnętrzną stałość kratownicy. 

vjj a ; z tał tem statycznie wyznaczalnej kratownicy przestrzennej, j ak i 
Uży1 "ajlatwiej, a z którego dadzą się wyprowadzić prawie wszj 
P°W l l o s t , l c i e , jest kratownica siatkowa (lig. 319), której wszystkie 
l'Zv 1 ^ i s a u o s a w t rójkąty, a leżą na powierzchni, zamykające j swojemi plasz 

**ttami pewną przestrzeń. 
Ugi yznaczanie s i ł wewnętrznych w prętach kratownicy przestrzen-
frzj, fl . W y z n a c z a n i e s i ł w e w n ę t r z n y c h w w ę ź l e t r ó j p r ę t o w y m . 
)j}a

 z kierunek siły / ' i jeden z prętów, np. 2 (fig. 320), przeprowadza się 
\iaz ' ^ y z u e (/-2), k tóra przecina się z płaszczyzną, przechodzącą przez 

stałe prę ty (1-3) wedle prostej (mn). Siłę / ' rozk łada się następnie 
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1234 Statyka budowli. 

w obu rzutach na sity 2 i (mii), a wreszcie składową (mii) na siły 1 i 3 
(fig. 321). Wielkości sił 1, 2 i 3 znajduje się z sk ładu rzutów tychże sił. 

Zazwyczaj można jedną z płaszczyzn przeprowadzić równolegle, wzglę­
dnie prostopadle do p łaszczyzny rzutowej, a wtedy wyznaczenie sił we­
wnęt rznych znacznie się upraszcza. 

Metody tej u ż y w a m y również, gdy w węźle o większej ilości prętów 
trzy siły wewnętrzne są nieznane, a pozostałe wiadome. 

b) M e t o d a m o m e n t ó w używana , gdy kratownica nie ma węzłów Irój-
prę towych. 

Prowadzi się płaszczyznę przekroju tak, aby przecię ła pręt , którego 
siłę wewnętrzną chcemy wyznaczyć , wybiera jąc jako oś momentów prostą, 
przecinającą możliwie wiele przekrojonych prętów, i ustawia równanie mo­
mentów siły zewnętrznej i siły szukanej. Jeżel i oś momentu przecina wszyst­
kie pręty prócz badanego (np. 5 na G przeciętych) , wystarczy jedno równa­

nie; o ile np. 4 na 6 przecię tych, należy ustaw io 
dwa równania ze wzg lędu na dwie osi. 

c) M e t o d a ' w y m i a n y p r ę t ó w używana> 
gdy niema węzła trójprętowego lub gdy inne 
melody nie dadzą się zastosować (znaczn i 
częściej niż w kratownicach p łaskich) . Dowolny 
pręt W (fig. 322), zwykle w pierścieniu górnym, od­
rzuca się (pręt wymienny), tak, aby uzyskać przy­
najmniej jeden węzeł o trzech p i ę t ach , nie leżą­
cych w jednej p łaszczyźnie ; dla utrzymania sta­
łości umieszcza Bię natomiast w dogodnem miejscu 
pręt , t. zw. zastępczy Z. W tak otrzymanej kra­
townicy wyznacza się siły wewnęt rzne S0 i Z0 dl* 
obciążenia zewnętrznego (stan X = 0), oraz sity 
wewnętrzne Sj i Zt dla obciążenia si łami = h 
zaczepiającemi w końcach usuniętego pręta wy­
miennego w kierunku osi tegoż (stan A ' = l ) . Sity 
rzeczywiste, występujące w prę tach , wynoszę-

S = So+WSt, gdzie: W= — por.str. 121«-
1 

Podobnie można zastosować dwu- i wielokrotną w y m i a n ę prętów. 
Kratownice przestrzenne hiperstatyczue oblicza się tak samo, jak h ip e l " 

statyczne p ł a s k i e ; wogóle jednak staramy się un ikać takiego skomplik 0 ' 
wauego obliczenia, decydując się raczej na pewne uproszczenia i przybliżeni*-

Najczęściej używane s y s t e m y k r a t o w n i c przestrzennych składaj 1! 
się z narożników (krokwi) prostych lub ł a m a n y c h , pierścieni wielobocznyc"! 
oraz przekątni (pojedynczych lub podwójnych gihkich); wszystkie pręty 
leżą na powierzchni kratownicy. 

a) K o p u ł y p r z e s t r z e n n e . W ę z ł y narożników leżą na krzywej ; w B*J 
częściej używanych kopu łach Schwedlerowskich na paraboli (por. fig. 3"">' 
Łożyska zwykle ruchome o kierunku ruchu pros topadłym do jedneg 
z p rzy leg łych pierścieni (lig. 323). D l a kopuł o rzucie poziomym regularny1" 
i obciążenia rozłożonego jednostajnie na c a ł y m pierścieniu (np. obciążę" ' 
stałe) obliczenie przeprowadza się następująco (fig. 324): 

JrFig. 322. 

— Pt 
, 1 

2 cos a Pl 2 cos a 
V P 
i 

dla pierścienia murowego (najniższego) Rm <=> 
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Kopuły przestrzenne. 1235 

W e wzorach tych 2 a jest to kat, j ak i zawierają dwa sąsiednie pręty 
pierścienia. D l a kopuły ośmiobocznej umiarowej et = 67° 30'. 

D l a sił inaczej rozłożonych (np. wiatru) najlepiej użyć metody i lu l l e r -
Breslau'a (fig-. 325). Obciążenie węzła (w węzłach niższych złożone z siłą 
wewnętrzna krokwi górnej i skladowemi przekątni w kierunku tej krokwi) 

Kig. 825. 

^ z k l a J a się na siłę w kierunku krokwi dolnej, oraz siłę poziomą, z k tórych 
0 s i ł znajdujemy siły rzeczywiste w krokwi i przekątuiach dolnych. Niech 

j^iueza (fig. 325): kg, względnie rg— składowe si ły D — 1 w kierunku 
'°kwi, względnie pierścienia górnego, ktl, względnie fj— składowe siły 

1 7* 1 w kierunku krokwi , względnie pierścienia dolnego (wartości dla 
8j'j '"ego pręta inne; najlepiej wyznaczyć je wykreś ln ie ; por. fig-. 325), to suma 

* kierunku krokwi powyżej węzła « : 
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poniżej n: 

w kierunku pierścienia prawego: R_ 
w kieruuku pierścienia lewego: Jit 

^ , , = A', +kai Di' 
K<ln = K, +-h..D," 

<2> 

Obliczenie rozpoczyna sie od pierścienia górnego, gdzie niema prętów 
górnych , wiec h =; 0, i obejmuje kolejno węzły tegoż. Potem prze­
chodzi sie do pierścienia nas tępnego. Znając siły w prę tach ponad m, otrzy­
mamy z figury niewiadome I\d, B., i Blt a następnie siły rzeczywiste: 

In 

r^Di, 
- 7 ? , " 

BJ': 

K,. fc... n."\ 

(2 a) 

Kig. 32fi. Fig. S27 
UwttRH. Znaczek „p u oznaezu „prawy1 1, „ l u - - lewy, „d" dolny, „ff" — (rórny, „n" doj 

tyczy pndów, wycliodzaryrli /. wozła «, „K" prętów, wychodzących z węzła .v. 

b) D a c h y w i e ż o w e (fig. 326 i 327; przy nachyleniu krokwi do po* 
ziomu mniejszem od 45° nazywamy je namiotowymi) posiadają narożniki 
proste. U góry kończą się zazwyczaj ostrym szczytem, w k tórym zbiegają się 
wszystkie n a r o ż a ; wtedy dla >i naroży przy normalnie stosowanem podparciu 
dach jest (n — 3)-krotnie hiperstatyczny. Siły w najwyższej części dachu, uwa­
żanej za uk ład drugorzędny (por. str. 1232), wyznaczamy wtedy zwykh' 
w przybliżeniu, ustawiając równanie momentów względom najwyższego 
pierścienia (fig. 327): 

M = W0 h0 -f- Wj hi = A', « sin a -f- 2 Ss 6 sin a; ponieważ zaś 6'j : £>"a = o • 
przeto : 

Ma Mas „I 
1 ~~ (a- + 2 62) sin a "° (a8 + 2 6-)X, • 

W e wzorach tych a jest kątem nachylenia krokwi do poziomu, S d i 1 1 ' 
gościa krokwi . 

2 2 8 



Dachy w i e ż o w e . 1 2 3 7 

Pozatem dachy te oblicza sic jak k o p u ł y ; wzory i wykresy upraszczają się 

jednak wskutek s tałego pochylenia krokwi . (Stosunek — (por. wzór 1) jest stały.) 

Na parcie wiatru można je też obl iczać jako dźwigary kratowe płaskie, 
zawarte między narożnikami . Obciążenie węzłowe P rozkłada się na trzy 
składowe, jedną P w kierunku narożnika i dwie poziome Py' i l'j't w pła­
szczyznach, przylegających ściau. Następnie oblicza się kra townicę płaską, jako 
utwierdzoną dołem, na siły poziome I"u i P", leżące w jej p łaszczyźnie . 
Siły 

w na rożn ikach są równe sumie odpowiednich sk ładowych P „ , oraz sił 
, v pasach tych kratownic p łaskich . Siły w pozosta łych prę tach wyznacza 
się wprost z obliczenia odpowiednich kratownic płaskich. 

Fig. 328. Fig. 329. 

Obliczenie dachów wieżowych ośmiobocznych (lig. 328) da się w myśl 
Powyższego sprowadzić do obliczenia więzara płaskiego A I! O o powierzchni 
^ c i ą ż e n i a wedle trójkąta (fig. 329), przyczem p — 0,7 b w 

= parcie wiatru ua jednostkę powierzchni prostopadłej * 
. i . . . . -i r Ł -

u ° kierunku wiatru). Siły wowuętrzno w k r o k w i : 
-V.. 

= 1— sec [;. 
o,,, 

Odpowiednio dla ściany Cl) O: 

s e c i (4) 

Przy ezem: 
p K .1/ 

P< 
6 h ' 

Siła w przekątni o długości dm: 

D M - 0,233 e,u dm,r 

e h Fig. 330. 

"i ta w pierśc ieniu : 

IL. - - y (1,04 em + x bm + 1 -|- 0,35 em bm_ # 

<4rt) 

g v-> m-t-i-m-(-1 i "! m-m — 1' • • • • ( 4 ' ' ) 

Zupełnie podobnie oblicza sie filary w i e ż o w o , gdzie dla sil poziomych 

'"•Czepiających p o w y ż e j aa V= ——- (fig. 330), i iune podobne konstrukcje 

'"'•drzemie. 
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c) M o s t y itp. koustrukeje, rozpatrywane wspólnie z poprzecznicami, oraz 
tężnikami pionowymi i poziomymi są też utworami przestrzennymi. 

IV. Przesunięcia kratownic. 
« ) Metody analityczne. 

Prawo p r a c y p r z y g o t o w a n e j . Jeżel i węzeł m kratownicy dozna prze­

sunięcia m » i ' = [o ], to praca sił P . , zaczepia jących w m, równa się sumie 

iloczynów tych sił przez rzuty 2(. przesunięcia [8 ] na kierunki tychże sił, 

więc Lm = 2 Pjj tip P raca Lm równa się jednak też przesunięciu [8 ], po­

mnożonemu przez rzut wypadkowej tychże sił na kierunek [3 ]. Jeżeli 

siły Pt są w równowadze , to wypadkowa ich = 0 ; zatem: 

SP/C—0 (1) 
8J oznacza rzut dowolnie pomyślanego (przygotowanego) niezmiernie małego 

przesunięcia punktu zaczepienia siły P ; na kierunek jej. 
D l a każdego węzła kratownicy, będącej w równowadze , można pomyśleć 

pewne [8] i us tawić równanie (1). Skoro te równan ia dodamy, to znak 2 
rozciągać się będzie na wszystkie zewnętrzne siły Q i na napięc ia prętów S, 
działające na węzły . Niech dowolny pręt dz ia ła na dwa węzły napię­
ciem £>, s tarając się je zbliżyć (napięcie dodatnie = siła rozciągająca) . Jeżeli 
wskutek pomyś lanych przesunięć obu węzłów nastąpi i ch oddalenie czyl i 
wydłużenie pręta o A.s1, to praca przygotowana nap ięc ia S jest — S. As. 
Suma prac wszystkich prętów (czyl i praca przygotowana sił wewnętrznych) 
wynosi — - & As, zaś prawo pracy przygotowanej b rzmi : 

(2) 

czy l i praca przygotowana sił zewnęt rznych == pracy przygotowanej sil 
wewnęt rznych . 

D a n y rzeczywisty uk ład s i l Q', dz ia ła jących we węz łach kratownicy 
k tóra jest w równowadze , powoduje w jej p rę tach nap ięc ia ,S i wydłużenia 
A s, tudzież przesunięc ia węzłów, k tó rych rzuty na kierunek sił Q są S,„. 

P o m y ś l a n y (urojony, przygotowany) uk ł ad sił Qm, wskutek którego badan* 
kratownica by ł aby także w równowadze , wywoła łby w prę tach nap ięc ia &• 
Zastosujmy równanie (2) do pomyślanego u k ł a d u sił Q i przesunie"! 
wywołanych rzeczywistym u k ł a d e m QVI, to będz ie : 

Siły zewnętrzne Q składają się z sił P_ i oddz ia ływań (.', k tórym w sta' 1 1 0 

rzeczywistym odpowiadają przesunięcia podpór c, mierzone w kierunku sił @ 
(o ile podpory nie są absolutnie stale). Równanie (2 a) będzie wiec brzmiało • 

SP~8_ — SSAa — S Ce (;f> 
Ul Ul 

Jeżeli nazwiemy A- d ługość , />' przekrój jednego pręta, / ' . 'moduł sprężystość 1 ! 
Ul spółczynnik rozszerzalności, / przyrost temperatury pręta i podstawi"1) ' ' 

8 

to : A s = S p - | - OJ / A', 

230 
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