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VIII. Wyboczenie. 
73. D o ś w i a d c z e n i e podstawowe o b j a ś n i a j ą c e i s t o t ę w y t ł o c z e n i a . 

Jeżel i bardzo smuk ły prosty pręt, utwierdzony dokładnie pionowo dolnym 
końcem (fig-. 200), obc iążymy środkowo na górnym końcu kolejno ciężarem 
J\, P 2 , . . . coraz to większym, to z a u w a ż y m y : 

1. P rzy obciążeniu, nie docbodzącem do pewnej wartości P^ . , jest r ó w n o ­
w a g a p r ę t a w p i o n o w e j p r o s t e j p o s t a c i s t a ł ą i to tem stalszą, 
im mniejsze jest P. Przekonywamy się o tem ła two, zg ina jąc obciążony 

pręt niewielką dodatkowa siłą i puszczając go następnie swobo­
dnie. P r ę t wraz z ciężarem waha około pionowego położenia 
równowagi i to tem szybciej, im mniejsze jest /'. 

2. Gdy obciążenie P zbliża się do Pkr, ivahania stają się 
bardzo powolne; pręt wraca leniwo do położenia pionowego; sta­
łość równowagi w tem położeniu zachodzi jeszcze, ale jest już 
bardzo mala . 

3. Skoro wreszcie P p r z e k r o c z y choćby bardzo nie wiele 
war tość 1 kl., to nawet przy największej s taranności przy pionowem 
ustawieniu i ś rodkowem obciążeniu, pręt nie utrzyma się w równo­
wadze w postaci pionowej, lecz przyjmie nową postać równowagi , 
wygiętą tem silniej, im większe jest P. T a wygię ta postać równo­
wagi jest teraz p o s t a c i ą r ó w n o w a g i s t a ł e j , a prosta s ta ła 
się p o s t a c i ą r ó w n o w a g i n i e s t a ł e j . 

Jest rzeczą jasną, że po przekroczeniu przez obciążenie war­
tości krytycznej staje się wzrost naprężeń w pręcie bez porównania 

ł'iff. iioo. szybszy od poprzedniego (proporcjonalnego do przyrostu obcią­
żenia), albowiem w przekroju utwierdzonym działa obok siły P, 

p 
jeszcze moment zginający / ' . / . Dlatego, chociaż iloraz określający 
naprężenie ściskające przy prostej postaci pręta , nie przekracza wartości 
bezpiecznej dla mater ja łu , to jednak obciążenie P = p £ , . musimy uznać 
za niebezpieczne dla pręta jako elementu konstrukcyjnego, k tóry ma speł­
niać swoje zadanie w prostej postaci, jako postaci równowagi s ta łej . 

Zjawisko zmiany postaci równowagi stałej przy pewnej wartości ob­
ciążenia nazywamy w tym przypadku (i w wielu pokrewnych) wybocze-
uiem, a odpowiadające obciążenie zowiemy obciążeniem krytycznem albo 
wybaczającein . 

Kozróżniamy w y b o c z e n i e s p r ę ż y s t e i n i o sp r ę ż y st e, zależnie od 
tego, czy siła Pk , śc iskająca pręt podłużuie, wywołuje naprężenia poniżej , 
czy też powyżej granicy sprężystości. 

W powyższem podstawowem doświadczeniu zachodzi wyboczenie sprę­
żyste tylko przy dostatecznie wielkiej smukłości pręta . Smukłość. można 
zmierzyć stosunkiem długości do najmniejszego wymiaru poprzecznego. Do­
skonalsza miara smukłości wyn ika z teorji wyboczenia. 

Doświadczen ia pouczają nadto, że bardzo ma łe zboczenia od prosto-
linjowośei pierwotnej osi prę ta , jednol i tości mater ja łu i środkowości obcią­
żenia mają pewien niewielki w p ł y w obniżający na wartość I'kr. Te zbo­
czenia powodują oczywiście wygięc ie przy każdej dowolnie malej wartości 't 
ale te wygięc ia stają sic znacznemi i niebezpiecznemi dopiero przy /', zbh-
żającem się do P / . 

P r a w d z i w a p r z y c z y n a w y bo c z e n i a tkwi zatem n i e w nieunik" 
n inny cli drobnych zboczeniach o I doskonałej prostolinjowości pręta , jednolitości 
jego mater ja łu i osiowości obciążenia, lecz w z m i a n i e w a r u n k ó w s t a ł o ś c i 
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Teorja wyboczenia sprężystego prętów. 1167 

r ó w n o w a g i . D l a P<iPkr r ó w n o w a g a p r ę t a jest s t a ł a przy jego postaci 
prostej, z a ś dla P > Pkl. jest r ó w n o w a g a w postaci prostej n i e s t a ł a , 
a p o s t a c i ą r ó w n o w a g i s t a ł e j m o ż e b y ć tylko p o s t a ć w y g i ę t a (o ile o c z y w i ś c i e 
Przy tem w y g i ę c i u nie zostanie prę t z ł a m a n y ) . D l a P = Pkl. mamy widocznie 
do czynienia z przypadkiem r ó w n o w a g i o b o j ę t n e j . 

74. W y t r z y m a ł o ś ć n a w y b o c z e n i e o k r e ś l a s i ę powszechnie w praktyce 
jako n a j w i ę k s z e o b c i ą ż e n i e p o d ł u ż n e p r ę t a J'r, k tóre on zniesie przed z ł a ­
maniem lub t r w a ł e m w y g i ę c i e m przy próbie o b c i ą ż e n i a . Jest to z u p e ł n i e 
c ° s innego od o k r e ś l o n e g o p o w y ż e j o b c i ą ż e n i a k r y t y c z n e g o , czy l i 
W y b a c z a j ą c e g o . Mieszanie obu p o j ę ć wywoła ło j u ż wiele n i e p o r o z u m i e ń nau­
kowych. Do tego przyczynia s i ę nadto niezbyt s z c z ę ś l i w y zwyczaj nazywania 
Wyboczeniem k a ż d e g o w y g i ę c i a p r ę t a , w y w o ł a n e g o siłą r ó w n o l e g ł ą do osi, 
jakkolwiek zdecydowanie m i m o ś r o d k o w ą . Innym w a ż n y m powodem zamie­
r a n i a p o j ę ć jest fakt d o ś w i a d c z a l n y , że w wielu wypadkach jest r ó ż n i c a 
Wartości P i P. praktycznie znikoma. Wszystko to w y j a ś n i a naukowo inter­
pretowana teorja wyboczenia. 

75. T e o r j a w y b o c z e n i a p r ę t ó w ( s l u p ó w ) . W z o r y E u l e r ' a . J e ż e l i 
Przy jakiejkolwiek m o ż l i w e j (przygotowanej) zmianie postaci lub p o ł o ż e n i a 
o k ł a d u z danego p o ł o ż e n i a r ó w n o w a g i z w i ę k s z a s i ę jego energja potencjalna, 
to r ó w n o w a g a w danem p o ł o ż e n i u jest s t a ł ą , skoro z a ś ta energja s i ę z m n i e j -
8 z a , to r ó w n o w a g a jest n i e s t a ł ą . W y c h o d z ą c zatem z prostej postaci r ó w n o ­
wagi p r ę t a ś c i s k a n e g o d a n ą s i ł ą P, udzielamy mu przygotowanego w y g i ę c i a , 
k t ó r e powoduje o b n i ż e n i e o b c i ą ż o n e g o k o ń c a o oy , i z w i ę k s z e n i e energji 
Potencjalnej w e w n ę t r z n y c h s i ł s p r ę ż y s t o ś c i o oV. Razem tedy z w i ę k s z a s i ę 
oalkowita energja u k ł a d u o 

5 / 7 = 5 1 / — P.Zy. 

U l a danego P m o ż e ta w i e l k o ś ć S U w y p a ś ć dodatnia dla wszelkiego 
^ S i e c i ą przygotowanego, a wtedy r ó w n o w a g a prostej postaci p r ę t a jest 

a % i w razie ujemnej w a r t o ś c i hU przy innej w a r t o ś c i i ' j e s t ta r ó w n o ­
waga 

n i e s t a ł ą . N a granicy obu r o d z a j ó w r ó w n o w a g i b ę d z i e 6 £ 7 = 0 , a odpo­
wiadająca w a r t o ś ć o b c i ą ż e n i a jest o c z y w i ś c i e w a r t o ś c i ą k r y t y c z n ą . Ścisłe 
° 2 wiązauie zadania wymaga zastosowania rachunku p r z e m i e u n o ś c i , atoli 

, ł bardzo wielu wypadkach da sie u z y s k a ć d r o g ą elementarna, wskazaua j u ż 
Vtx<x Euler 'a. 

U l a czterech typowych prostych p r z y p a d k ó w ustalenia k o ń c ó w , przed-
, a Wionych w tablicy I., podano w a r t o ś c i o b c i ą ż e n i a krytycznego, zuale-

"°fle z p o m i n i ę c i e m w p ł y w u si l poprzecznych na e n e r g j ę zginania. 
, ^0 p o w y ż s z y c h w y n i k ó w dochodzi s i ę przez c a ł k o w a n i e p r z y b l i ż o n e g o 
W i m n ; a r ó ż n i c z k o w e g o l inji u g i ę c i a , napisanego np. dla przypadku I I . 

w Postaci: 

itr 3 

• z a ^ ° ^ e n i u , że wyboczenie zajdzie w p ł a s z c z y ź n i e najmniejszej szty-
o«ci zginania p r ę t a , czy l i , że .7 jest najmniejszym momentem b e z w ł a d n o ś c i 

rzekroju, a zarazem przy p o m i n i ę c i u z b l i ż e n i a k o ń c ó w p r ę t a wskutek wy-
kt i* 3 " 1 ' P o n ' i u ' C c i e n i e m a w p ł y w u na w a r t o ś ć krytyczna o b c i ą ż e n i a , 
. U l i l wypada zgodnie zo ścis lem r o z w i ą z a n i e m L a g r a n g e a , a tylko nie 
tvhV V U ' a " a obliczenie s t r z a ł k i wygięc ia f. T a ostatnia da się wyznaczyć 
,, , , ° przy zastosowaniu d o k ł a d n e g o r ó w n a n i a linji u g i ę c i a (/•>', str. 1122), 

owalnego przy pomocy fuukcyj eliptycznych. 

1'i'iJ't" ^ I ' a n ' < ' ° w a ż n o ś c i w z o r u E u l e r a i j ego s t o s o w a l n o ś c i do 
' t y c z n e g o o b l i c z e n i a w y t r z y m a ł o ś c i na w y b o c z e n i e . Podstawiwszy 
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1108 Sprężystość" i wytrzymałość*. 

T a b l i c a I. 

Określenie przy­
padku ustalenia 

końców 

I . 

Jeden koniec 
doskonale 

utwierdzony, 
drugi swobodny 

II. 
Oba końce prze-
gibuio ustalone 

na prostej 
(pierwotnej 
osi prtjta) 

III. 
Jeden konioc 

doskonale 
utwierdzony, 

drugi przegibnie 
ustalony na 

pierwotnej osi 
pręta 

Rysunek 
przypadku 

i. i 

Eulorowska war­
tość obciążenia 

krytycznego 

EJ 
, BJ 

praktycznie 
najważniejszy 

(w przy­
bliżeniu i 

-p~ = o^, . / == F i" i oznaczywszy przez s m u k ł o ś ć p r ę t a stosunek 8 = < 

możemy wzór E u l e r a dla II . p r z y p a d k u 1 ) napisać w postaci: 

(1480) K*E 
s2 

Stąd : u a p r ę ż e n i e E u 1 e r o w s k i e o ^ j e s t o d w r o t n i e p r o p o r c j 0 -

u a 1 u e w z g l ę d e m k w a d r a t u s m u k ł o ś c i s . Przedstawiwszy wykreś ln ' e 

związek między zK i s, otrzymujemy (kubiczną) hiperbolę Eulerowska (tig.'-Ol)' 
W z ó r Euler 'a traci swą ważność, gdy zeń wypada o,,, większo od g r * ' 

nicy proporcjonalności mater ja łu prę ta . T a k i przypadek zachodzi p w 
smuklośc iach mniejszych od wartości granicznej 8 , którą obliczamy z r " ' 
wnania: 

) Tylko ten przypadek jako praktycznie najważniejszy będzie w dalszym ciągu br»W 
pod uwagę 
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Wyboozenie nlesprciyptc. 1169 

czy l i Vi-p s - ' «' W o 
fff P 

War tość snmkłości granicznej dla k i l k u mater ja łów zawiera tablica II. 

T a b l i c a II. 

Al a t e r j a ł "P 

(kg/cm7) 

E 

to/O"') 
Ig r 

150 
1500 

100 000 
2 000 000 

80 
115 

2000 
2400 

2 100 000 
2 200 000 

102 
95 

4000-

300 

2000 

100CĄ 

J e ż e l i s m u k ł o ś ć p rę ta jest w i ę k s z a od aj.+, to wzór Euler 'a podaje rzeczy­
w i s t ą w a r t o ś ć s i ł y w y b a c z a j ą c e j , jak to stwierdzono licznemi doświad­
czeniami. Co więcej , ta s i ł a , 
W y w o ł u j ą c a s p r ę ż y s t e wy­
toczenie pręta , okaza ła się 
zarazem praktycznie równą 
Jego wytrzymałości na wy­
toczenie w ca łym stosowa­
l n i w technice obszarze 
zmienności s p o w y ż e j sgr. 
looretycznie t ł umaczy się 
*° jasno okolicznością, i ż 
bardzo nawet ma łe przekro­
czenie siły Eulcrowskiej wy­
wołuje w e d ł u g dokładnego 
obliczenia tak znaczno wy­
d ę c i e , że t r w a ł e odksz ta ł ­
cenie lub z ł aman ie staje 
H 1 ę uiechybnem. W s z y s t k o 
' 0 j e s t w a ż n e p r z y 
b a r d z o d o k ł a d u e m 
" P e ł n i e n i u p o d s t a w o w y c h w a r u n k ó w t e o r j i , t j . ś r o d k ó w o ś c i 
? b c i ą ż o n i a , p r o s t o 1 i nj o w o ś c i o s i , j e d n o l i t o ś c i m a t e r j a ł u 
1 ° c z y w i ś c i e w a ż n o ś c i p r a w a H o o k e ' a . 

77. Wyboczenio n i e s p r ę ż y s t e . W z o r y d o ś w i a d c z a l n o i p ó l e m p i -
ryczne. Ty lko bardzo stosunkowo niskie (krępe) s łupy nie objawiają wybo-
Czeui a | pękając lub odkształcając sie beczu łkowato przy nacisku osiowym, 
W y w o ł u j ą C y m w materjale zbyt wielkie ciśnienia. Przy takich m a ł y c h 
(rzadziej mających praktyczne zastosowanie) smukłośe iach jest wyt rzymałość 
B t ' i p a niezależna od jego wysokości (w pewnych granicach). P rzy nieco 
W i ę k s z y c h smukłośe iach można j u ż obserwować wyboczenie niespreżyste, 
a wyt rzymałość maleje ze wzrostem smukłości . Te zależność ujęto we 
Wzory doświadczalne . Z nich najprostszą postać posiada 

« ) W z ó r T e t m a j e r a : o„ = a — ba, 
w którym spólezynniki <* i b ob l iczył najdokładniej prof. J a s i ń s k i na 
1'odstawie doświadczeń H a u s c h i n g er' a, C o n s i d e r e a i T e t m a j e r ' a . 

la zwykłego żelaza zlewnego (o dorażuej wytrzymałośc i 4 6 0 0 kgjcm*) 
o t r z y m a ł J a s i ń s k i : 

8„ — [3387 - 14,83 s] kgjcm* 

^ r y ł a , Podrcoxnik tnłyniorskl. VI. 

w granicach 70 < I < C 110 (1450) 

161 



1170 Sprężystość i wytrzymałość. 

E i g . 201 przedstawia wykreślnio zależność naprężenia niebezpiecznego 
( łamiącego) OL, od smukłośc i S w e d ł u g powyższego wzoru empirycznego 
i wzoru E u l e r a , który dla żelaza zlewnego przybiera p o s t a ć : 

, = | 2 1 2 8 ( 1 0 ^ kg/cm* (1451) 

Wykres może zastąpić tablica III . 

T a b l i c a ITI. 

n a p r ę ż e ń k r y t y c z n y c h ( łamiących) dla s łupów z żelaza zlewnego, 
śc i skanych w warunkach przypadku II . (podstawowego). 

K. 

= s = 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 

= a = 0,88 0,84 0,80 0,76 0,71 0,67 0,63 0,59 0,54 0,50 0,42 0,36 

a — 3090 2940 2790 2650 2500 2350 2200 2050 1900 1760 1480 1260 

140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240 250 

- = a = 0,31 0,27 0,24 0,21 0,19 0,17 0,15 0,14 0,13 0,11 0,10 0,10 

-.,. = 1090 946 831 736 657 589 532 483 440 402 369 340 

Inne wzory doświadczalne L . Tetmajera zawiera tablica I V . 

T a b l i c a I V . 

Materjał 

Wytrzy-] 
małość 

na 
ciśnie­
nie A'r 

V kfficni 

|Granico 
smu­

kłości 
I 

Naprężenie 
wybaczające 

(łamiące) 
a,„ = /'„. : F 

dla smukłości 

40 I 50 , 80 70 80 (10 100 , 110 

Drew nu 
miękkie 

< 100 
prosta Tetmajera 

293 — l,04s 0,771 0,700 0,493 0,4(11 

> 100 \v/i'r Kiiler'u 

8000 

parabola 
Tetmajera 

7700 —120 s-)-
+ 0 , 6 3 » 1 o, :isi; 0,245 

> 8 0 

/.elu/o 
spawalnr 

< 112 

> 1 1 2 

Mai 
zlewna 

<89 

>86 

wzór Euler'a 

[prosta Tetmajera 

3030 — 13 I 

wzór Kulor'a 

prosta Tetmajera 

3360 — <1,2 J 

vzór Eulor'a 

k),717 o.oou 

9,123 

0,194 

0,47li 

0,457 0,370 

0,293 

0,102 

0,467 

0,3011 

Ki l ' 
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Uwaga. Doświadczenia nowsze wraz z teoretycznemi badaniami KngeiBer 'a , 
v - K a r m a n ' a i innycb dowodzą, że przypadkowe mimośrody obciążenia i inne źródła 
błędów były u Tetmajera jeszcze dość" znaczne. Wskutek tego wartości otrzymane z jego 
wzorów doświadczalnych są zawsze niższe od rzeczywistych ojr, osiągalnych przy do-
kładnio OBiowom działaniu siły. Mimo to można oczywiście zalecić wzory Tetmajera do 
praktycznego zastosowania w tych wszystkich przypadkach, kiedy nie mając pewności, 

obciążenio działa dokładnie osiowo, nie możomy zarazem ocenić wielkości drobnego 
Przypadkowego mimośmdu togo obciążenia. Na nich opierają się wzory przepisano 
w Polsce przez Ministerstwo Robót P*ubl. i Ministerstwo Kolei (por. działy: „Budo­
wnictwo" i „Mosty"). 

h) W z ó r J o h n s o n ' a i O s t e n f e l d a ma charakter pó łempi ryczny 
1 jest przeznaczony dla prętów z ż e l a z a k o w a l n e g o . M a pos t ać : 

30000 
(1460) 

przyczem cy ozuacza gran icę plastyczności . W z ó r ten daje war tośc i bardziej 
zbliżone do rzeczywistych 8„ przy znikomo m a ł y c h zboczeniach od osiowości 
dzia łania siły. Jest nadto godny polecenia jeszcze z tego powodu, ponieważ 

Po podstawieniu c„," - ^ (n pewność) , 7 ^ = c p t 2 , a więc J=Fi2 — y.i4 

1 rozwiązaniu względem /'', otrzymuje pos t ać : 

Przyczem 1<\ = 
J i i c / ] ) . 

(1461) 

w cm" oznacza przekrój , obliczony ze względu u a 

? w y k ł e śc iskanie , a drugi wyraz po podstawieniu długości ł w m e t r a c h 
1 wartości liczbowej cp z tablicy V . przedstawia zwiększenie przekroju ze 
względu na niebezpieczeństwo wyboczenia. 

War tość 

T a b l i c a V . 
F Pt-. 

Przekroje lite Przekroje złożone 

c. 

POBtUĆ 

_ 
O 
« 

p. 
ii Postać 

1 

ts 

1 

s 
3 
i 
5 

Prostokąt (b> h) . . . . 

Koło 

[1:1 
Kątownik | _ dla fc: A {2:3 

U : l 

12,0 < 
4 TC 

10,0 
6,0 
7,0 

11,0 

6 

7 

8 

4 kątowniki rozdzielone 
przestrzenią oszerok. oo 1 cm 
2 kszta ł towniki | | 
—i i— rozdzielone przestrze-
_IL nia o szerokości co 1 cm 

D C - w , 

4,0 

6,0 

1,« 

, l r Uwajrn. Dla kbztaltow ników BĄ powyŻRze wartości 9' przybliżone. Wyznaczy wazy 
?y ich pomocy /* i ./ (wzgl. i), wypadnie powtórzyć rachuuek z dokładna wartością tp. 

P r c t y z n i t o w a n e z k s z t a ł t o w n i k ó w zachowują sie jak lite pod 
P u n k i e m , że odstępy nitów są co najwyżej 70 o (o = grubość nitowanych 

Z e »c i ) i ż e osłabienie przekroju przez nity nie przekracza 12°/o (Tetmajer), 
i . ^ " , n e wzory pó łempi ryczne , niegdyś bardzo rozpowszechnione w praktyce, 
L.-§** swej uniwersalności , jak np. wzór N a v i e r ' a - S c h w a r z - K a n-

l n - e a, mają obecnie j uż tylko znaczenie historyczne. 
7<t. 1QS 
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78. W y b o c z e n i e w przypadku, gdy materjał zbacza od prawa 
IIooke'a. Zak łada jąc ważność wzoru Eule ra przy zmiennym module sprę­
żystości E i przyjmując w przyb l iżen iu : 

E = E0 — Y) 3, 

przyczem /'.'„ jest wartością E dla o = 0, Ti druga s ta ła mater ja łu (bezwy-
;. . P , ; '33 

miarową), otrzymujemy po rozwiązaniu względem o = -j^-

E " = (1480) P... 

F T l r - 2 + 

Ten wzór zastosował między innymi M ó r s c h do betonu i że lazo-be tonu, 
nada jąc mu charakter pó łempi ryczny na podstawie doświadczeń Bacha nad 
wyboczeniem słupów żolazno-betonowych. M a on pos t ać : 

D ° P - c - « = T + W ^ d l a ^ 6 0 < 1 4 8 1 > 

Tutaj oznacza c 6 dopuszczalno ciśnienie w betonie bez niebezpieczeństwa 
wyboczenia. Podobny wzór można zbudować dla żel iwa. 

79. Wpływ sił poprzecznych na obciążenie krytyczne. Inne 
wpływy. Uwzględnia jąc w p ł y w sił poprzecznych na energję zginania przy 
wyboczeniu (por. ust. 49), dochodzimy ła two do wzoru: 

P*r.T % P M < 1 4 8 2 > 

Tutaj oznacza k' spółczynnik l iczbowy, zależny od rozk ładu naprężeń 
stycznych w przekroju (który np. dla prostokąta = 1,2) a G moduł ścinania . 
A zatem dokładna wartość J'kr jeBt nieco mniejsza od obciążenia Eulerow-
skiego PB. TO zmniejszenie nie przekracza u prętów l i tych l ° / 0 ; jest zatem 
wobec innych źródeł błędów bez praktycznego znaczonia. A to l i bardzo wa-

kł 

żną role gra wpływ sił poprzecznych, określony wielkością , , u prętów 
Cr I' 

złożonych (kratowych itp.), o czem poniżej (ust. 80). 
P r z y ściskaniu s łupa pionowego współdzia ła z siłą zewnętrzną P ciężar 

własny s łupa G jako obciążenie dodatkowe przekroju, rosnące linjowo od 0 
w górnym końcu s łupa do G w końcu dolnym. W a r t o ś ć krytyczna siły 1 
zmniejsza się wówczas , jak w y k a z a ł S o m m e r f e l d , a mianowicie dla przy­
padku I, o: 

y 1̂ — -ĵ -j G, czyl i około 0,30 G, 

co może g rać rolę p rak tyczną tylko przy bardzo wielkich rozmiarach pręta. 
W p ł y w osłabienia prę ta przez otwory na nity (w równych odstępach) 

można uważać za równoważny ze zwiększeniem długości swobodnej pręta 
o A /, przyczem : 

n d j—.r 
= ~2~~ ' T' ' 

jeże l i n oznacza l iczbę przekrojów osłabionych, d średnicę otworu, a J 
moment bezwładnośc i osłabionego przekroju. W p ł y w ten jest wogóle nie­
znaczny i może b y ć w praktyce pominięty. 
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Wszystkie dotychczas rozważane w p ł y w y działają zmniejszająco na 
wartość obciążenia krytycznego, czy l i niekorzystnie. W p ł y w korzystny ma 
oczywiście wszystko to, co krepuje swobodę obrotu końcowych przekrojów 
pręta, a więc sposób podparcia tych przekrojów, tarcie w przegubie łożysko­
wym itp. Te wpływy , zwiększające P, są j e d n a k o w o ż mniej uchwytne od tam­
tych (zmniejszających) i dlatego nie l iczymy zwykle na nie w praktyce. 

Doświadczenia wykaza ły , że przy wywarciu 
osiowego nacisku na obie płaskie podstawy 
słupa przez dokładnie przylegające stalowe 
tłoki prasy, prowadzone prostolinjowo, zwiększa 
się P. w stosunku do przypadku II. tak, że od­
powiadająca długość sprowadzona lnd — c\s 0,7 /. 

Podobnież przy innych sposobach r z e c z y ­
w i s t e g o u t w i e r d z e n i a końców nie obser­
wowano nigdy teoretycznej wartości = 0,5 l, 
odpowiadającej u t w i e r d z e n i u d o s k o n a ­
ł e m u , l e c z / r e ( 1 > 0,58?, przyczem spółczynnik 
redukcji 0,58 odpowiada smukłości s — 200 
(B, Kirsch) i rośnie, gdy s maleje. To się do­
skonale t ł umaczy niemożliwością zrealizowania 
utwierdzenia zupeluego z powodu odkszta łcal -
oości każdego mater ja łu . 

80. W y b o c z e n i o p r ę t ó w z ł o ż o n y c h . 
Uwzględniając wp ływ sił poprzecznych, po­
wstających przy wyboczeniu, na odkształcenie 
postaciowe pól o długości a i szerokości b 
(lig. 202) prę ta kratowego, doszli jednocześnie 
J > r a n d t l i T i m o s z e n k o do poniżej podanych wzorów, 
'it,.. W nich oznacza: 

•'o moment bezwładności przekroju poprzecznego 
względem osi symetrji, 

P« pole przekroju poprzecznego przekątnej , 

W$ pole przekroju poprzecznego s łupa (rozpory), 
''• kąt ostry, j a k i tworzą przekątne z kierunkiem pros topadłym do osi pręta , 

lig. 202. 

przybl iżonych dla 

(z pominięciem kraty) 

wreszcie: 

i* 
Do fig. a) Pkl 

Do fig. b) 

Do fig. r) P, 

1 
1 1 1 1 

PE 
1 E Fp cos2 o. sin a ' 

1 
EFs tg a 

I 
1 1 1 

1 

Px 2 EF^co^a. sin a 
1 

EFS tg a 

EF, cos- '/ sin i ; 

l e ż e l i p r z e k r ó j p r ę t a jest r u r o w y ( w e d ł u g fig. d), to w o d p o w i a d a j ą c y c h 
Wzorach n a l e ż y zamiast F„ i i ' ' . , w s t a w i ć 2 F i 2 F.. 

Wszystkie te w j r y dadzą się p r z e d s t a w i ć w postaci: 
Pkr = a ' • Pm, przyczem a' < 1 
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jest s p ó ł e z y n n i k i e m z m n i e j s z a j ą c y m wyt rzymałość na wyboczenio 
pręta złożonego kratowego w porównaniu do pręta litego o tym samym 
momencie bezwładnośc i przekroju J0. 

Powyższe wzory wyprowadzono przy założeniu w y b o c z e n i a s p r ę ­
ż y s t e g o . W praktyce można je widocznie s tosować i do wyboczenia uie-
sprężystego, wprowadzając zamiast P^. war tość Pw = F0. o | 0 , obliczoną z wzorów 
empirycznych lub tablic (str. 1170). (F0 oznacza tutaj pole przekroju o mo­
mencie bezwładności J0.) 

Ważność wzorów jest nadto ograniczoua warunkiem oczywistym, aby 
s i ła krytyczna dla części pasa o d ługośc i a i momencie bezwładnośc i 

(obliczona dla przypadku II.) w y p a d ł a ^>-—Pkr. ( W przypadku z i ig. ((/) 

jest . / , momeutem bezwładności dwu kątowników względem osi łączącej i ch 
środki ciężkości.) 

D l a stosowanych często w nowszych czasach p r ę t ó w b e z p r z e k r -
t n i o w y c h (Vierendeel'a; (iig. 203) znaleziono powyższą metodą: 

1 
ab 

(1510) 

p, 24 £' . /] 1 12 EJt 

przy tych samych, co powyżoj warunkach ważności , a nadto 
sztywnem połączeniu poprzeczek (słupków) z pasami. Tutaj ozna­
cza . / , moment bezwładności przekroju s łupka (rozporki) w z g l ę ­
dem osi obojętnej prostopadłej do p łaszczyzny wyboczenia (za­
razem płaszczyzny rysunku). 

W e d ł u g M ii 11 e r-P>r es 1 au ' a (Eisenbau 1016, str. 206) przy­
biera powyższy wzór przybliżoną pos tać : 

*a E 
•hr 

• s* + 0 ,8 i , " 

9 
Fig. ao:i. 

przy oznaczeniach ti 

n — 0,8 

l: a (liczba pó l ) : 

8. = a: i. 

(1511) 

Zamiast tego radzi E u g e s s e r przyjąć w I. przybl iżeniu 
, n ł E 

(1512) 

IX. Ważniejsze złożone przypadki zgięcia i wyboczenia. 
W rozpatrywanych w rozdz. V I . — V I I . przypadkach zgięcia prętów i p ły t 

były ugięc ia i naprężenia linjowemi funkcjami obciążeń, a energja poten­
cjalna kwadra tową jednorodną funkcją uogólnionych sił, albo uogólnionych 
przesunięć . Szła za tern nader wygodna stosowalność zasady superpozycji, 
zasady najmniejszości pracy odkszta łcenia itd. To wszystko przestaje hyc 
wogóle ważuem w zagadnieniach niniejszego rozdziału. D w a razy większa 
si ła nie wywołuje w rozpatrywanych tutaj przypadkach podwójnych ugięć 
i naprężeń, lecz większe lub mniejsze od nich, stosownie do w a r unków . Tak 
się rzecz ma, bez przekroczenia gdziekolwiek granicy proporcjonalności 
mater ja łu , albowiem powód zmiany prawa zależności tkwi nie w materjale, 
lecz w tern, że dz ia łan ia sił stają się od siebie nawzaj m zależne. Zmiana 
wielkości jednej siły wywołuje np. zmianę ramienia momentu siły drugiej 
i nawzajem. Łatwo to zauważyć w każdem z podauycli poniżej rozwiązań. 
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Złożone przypadki zgięcia i wyboczeuia. 1175 

A. Z g i ę c i e p r ę t ó w prostych w p o ł ą c z e n i u z sitami r o z c l ą g a j ą c e m i 
lub ś c l s k a j ą c e m l . 

81. Przypadek przegilmego ustalenia końców na prostej. Dokładne 
rozwiązanie prowadzi do bardzo zawi łych wzorów. Do celów praktycznych 
wystarcza rozwiązanie przybl iżone Timoszeuki w postaci wzorów następu­
jących . 

o) S t r z a ł k a u g i ę c i a / ' (fig. 204): m |? . ic w 

/ = ^ V . . .(1520)
 Sy*±=3=p==£~f 

T SE * >g- 801. 

Tutaj oznacza / „ s t rza łkę , wywołaną przez same obciążenia R (skierowane 

zgodnie), tśF = Jt2 ~j^r- wartość k ry tyczną siły ściskającej , znak — odnosi 

Mę do przypadku śc iskania , -f- do rozciągania siłą S. Wzór jest dostatecznie 
dokładny, gdy S < 0, 8 S/,, (oczywiście przy założeniu, że nigdzie nie prze­
kroczono granicy proporcjonalności) . 

b) M o m e n t z g i n a j ą c y w przekroju ś rodkowym: 

M = M 0 ± S . f = M a ± (1530) 

'*£ 
Jeżeli . l / 0 oznacza moment wskutek samych obciążeń jR. Znaki górne od­

noszą się do ściskania , dolne do rozciągania . 

0watra. 1. Pny zastosowaniu togo wzoru do oceny wytrzymałości bolki nie wolno 
w °861e obliczać przekroju z warunku, aby przy danem obciążeniu było o m a x ^ °bezp> 
albowiem stopień pewności przeciwko złamaniu mógłby wypaść znacznie mniejszy od 

"niebezp „ , . . . . . . . . . , 
—• . Obliczenie poprawno przodstawia przykład następujący: 

"liezp 
. Ilelka z żelaza kowalnego, obciążona całkowicio ciężarem q.l i ściskana siłą S. Zna-
eze wymiary przekroju przy n-krotuej powności przeciwko przekroczeniu gianicy 

•""styczności ,y. 

Przy danem obciążeniu joit .l/„ = i <1 <*, /o = •JJT' jfjt » "tern ciśnienie we włóknie 

'jfajnoiii przekroju środkowogo, jako niebezpiecznego, jest przy u-krotnej wartości 
u ' , c i ' | ż o u l a : 

nS , nqP [ 

zdzieliwszy obuBtronnio przez H otrzymujomy jako warunek wytrzymałości: 

F 8 IV "bozp-

Stąd wyznaczamy szukane wielkości przekrojowe Fi W z danych q, S, i, n i o u e z p 

^".runek wytrzymałości wyraża tutaj, że przy sumowaniu naprężeń wywołanych siłą po 
Uzna, X. momentem zginającym .!/„ obciążenia poprzecznego i momontem zginającym 

8M>' s , należy w ostatniej części pomnożyć siłę .V przez n = — — . Dopioro tak obliczone 
"bezp 

ęzenie winno mieć wartość < "bezp* 
^ . 2 - Wzory (1620) 1 (1630) nie zmieniają postaci w przypadku doskonałego utwierdzenia 

iiców belki, przy stosownej interpretacji wielkości / „ , .V„ i SB, W szczególności będzie 
wtedy : 
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82. Przypadek nieznanych sil podłużnych. Gdy końce belki są ustalone 
tak, że nie mogą się do siebie zbl iżyć wskutek jej zgięcia, to powstaje 
niewiadoma siła rozciągająca S. W przybliżeniu, wys tarcza jącem do celów 
praktycznych, można ją obliczyć (Timoszenko, str. 231) z równania warun­
kowego: 

M 4* ' 2 ' 
przy oznaczeniach z poprzedniego us tępu (?' promień bezwładności przekroju). 

83. P r z y p a d e k m i m o ś r o d k o w e g o d z i a ł a n i a s i ł ś c i s k a j ą c y c h . Po­
czątkowy moment zginający 1'. ó (fig. 205) wywołuje wygięcie sprężyste osi 
prę ta o s t rzałce f. Do jej wyznaczenia s łuży równan ie l in j i ug ięc ia w po­
staci dok ładne j : 

^ = ( / - + 5 ) { c o s ^ + ^ a 2 ( / + S ) 2 - ( - ^ K ( / + o r + U ] + . . . ) (1542) 

1 / ~ F 
przyczem ot = 1 / -yry, a * oznacza d ługość łuku l inji ugię­
cia, mierzoną od jej ś rodka ; albo w postaci przybl iżonej , wy­
starczającej do celów praktycznych: 

y = ( / - ) - o) cos o x. 
Powsta jące k rańcowe naprężenia o, (po stronie wklęsłej) 

i Oj 

(po stronie wypukłe j ) określają wzory: 

przyczem Ł' + II 

F 

1,2 

Pi e, 

J_ 

J_ 

. /cos 

albo: 

JCOH 

(154,4) 

Te wzory, jedynie racjonalne w rozpatrywanym przypadku i bardzo ogólno-
zastępuje się w praktyce rozmaitemi przybl iżeniami , k tó rych granice sto, 
sowalności są dość nieuchwytne. Byłoby bardzo pożądanem u ła twić praktyczne 
zastosowanie równań (154,4) obliczeniem tablic lub nomogramów. Aby 
znaleźć Pherp dla s łupa , należy po lewej stronie pierwszego z tych równań 1 ) 
podstawić zamiast o, niebezpieczną wartość, ciśnienia (np. g r a n i c ę pla­
styczności) i rozwiązać równanie względem P. 

Znaleziona wartość obciążenia będzie niebezpieczną l'r. Biorąc jej »-tf} 
część, otrzymujemy: 

bczp przyczem 
Juozp 

Aby obejść żmudne rozwiązywanie równan ia przestępnego wyprowadzi! 
O s t e n f e l d przy założeniu niezbyt m a ł y c h mimośrodów o i niezbyt wielkich 
smukłości s wzór pierwszego p rzyb l i żen i a : 

') Drugie może służyć za podstawę rachunku tylko w przypadku materjału o wiolk'^ 
wytrzymałości ua ściskanie, a małej na rozciąganie. 
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3L 
F 

(155,1) 

Tutaj oznacza PW obciążenie niebezpieczne, naprężenie ua granicy pla-

styczności k — — promień rdzenny, 8 = — -—• 
e 8 E 

a Zgięcie I wyboczenie prętów prostych objętych sprążystem podłożem. 
Z a ł o ż e n i e : N a każde ma łe ugięcie prę ta y oddz ia ływa podłoże siłą 

~^~ky odniesioną do jednostki długości prę ta . Spółczynnik k (kgjcm-) cechu­
jący sprężystą podatność podłoża nazywają „ z n a m i e n i e m " podłoża. Sto-

sowniejszą nazwą byłoby dla k: m o d u ł p o d a t n o ś c i , zaś d l a — p o d a ­

t n o ś ć . 
To założenie odpowiada schematowi belki na nieskończenie wielu nieskończenie 

•niskich i równo odległych podporaoh sprężystych, odkształcających sie. niezależnie od 
ciebie nawzajom. Podłoże ciągłe zachowuje*się, biorąc ściśle, nieco inaczej, albowiem od-

ształcenie jednego eleuiontu podłoża nie jest możliwo bez współdziałania wszystkich po-
hskieh. Mimo to teorja, oparta na powyższom uproszczonom założeniu, oddaje dobre 

usługi w wielu zastosowaniach praktycznych. 

84. Bolka nieograniczona. Równan ie różniczkowe l in j i u g i ę c i a : 

ky 

"tyje ]>o zca łkowaniu w przypadku jednej siły skupionej P (fig. 206) w po-
C z ą t k u spółrzędnych dla belki rozciągającej się w obie strony w nieskończoność: 

P y = 
8 E Jo? 

•fi (.r), przyczem f, (x) = e a x (cos o. X -)- sin a x) . (150,1) 

l a funkcja jest ważną dla 
. § x <" co. L e w a gałąź krzywej 
J 6 8 ' oczywiśc ie symetryczna, 

N a d t o oznacza a = I / 7 - — , 
w f 4 a J 
a l ° m e n t zg ina j ący : 

M = -r—fi (*)t p r z y c z e m / s («) 

( g i n ę * — C M a *) . . .(156,2) 

S>ła poprzeczna Q = — — / , (»), przyczem 

/a (se) (156,!$) 

łat D ' a f n n k ° y J / ' / » (*) LMX) P 0 3 i a d a m y tablice1), przy pomocy k tórych 
l*o obliczyć d ługą bolkę obciążoną dowolnym układem sił, byleby te siły 

BOT <1OŚĆ odległo od końców belki. Dzia łan ie bowiem każdej siły skupionej 
"je się odczuwać tylko na niewielkiej d ługości po obu jej stronach. L i n j a 
P^oia jest falista o długości f a l i : 

') Ob. np. Timoszeiiko-Uubor: „Wytrzymałość materjałów", str. 10 
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Wysokość fali maleje bardzo szybko z oddaleniem od miejsca obciążonego 
wskutek czynnika e~ax. W odległości większej od 2 L jest wp ływ obcią­
żenia praktycznie znikomy. 

85. B e l k a o d ł u g o ś c i s k o ń c z o n e j . Dok ładny rachunek jest bardzo 
uciążliwy i może być zastąpiony z korzyścią przybliżoną metodą Timoszenki. 

W przypadku obciążenia siłą P w środku belki (fig. 207) przyjmujemy 
w przybliżeniu równanie l inji ug ięc ia : 

(156,5) 

a z rozważań energji potencjalnej uk ładu znajdujemy: 
P 8 / . L 2 \ 2 PI3 1 

' = a - f / s m - y -

It ) Ti* EJ 
1 + _*il_(i M " 

^ K * E J \ li*) 

(156,6) 

T X 

" Fig. 207. 

Znając a i /', otrzymamy z łatwością 
nacisk na podłoże p = — A;?/, a stąd 
momenty zginające itd. D la najwięk­
szego momentu zginającego w środku 
otrzymujemy: 

Warunkiem stosowalności powyższego rozwiązania jest oczywiścio: 

ł < T Ł ' . 
Inne przypadki traktuje „Kurs Wyt r zyma łośc i " Timoszenki (str. 235). 

86. W y b o c z e n i e pręta objętego s p r e ż y s t o i n p o d ł o ż e m . P rzy za­
łożeniu przegibnego ustalenia obu końców prę ta śc i skanego osiowo siłą / ' 
prowadzi teorja do sinusowej postaci równowagi pręta , po przekroczeniu 
przez / ' wartości P/.r. L i c z b a m półfal siuusoidy, mieszczących się na dłu­
gości / pręta , zależy od podatności podłoża. Im podłoże jest mniej podatne, 
tem l iczba m będzie większa. W szczególności określa toorja wielkość bez­
wymiarowa : 

rlL <157<°> 
od której zależy m w ten sposób, żo war tość li* przy przejściu od postaci 
o m pólfalach do postaci o ( > « - f - 1) półfalaeh oblicza się z r ó w n a n i a : 

gr 
TC 
16 

m* (m + l) 2 (157,1) 

War tośc iom m = 1 2 8 4 5 6 7 

odpowiada li'' = 24,35 219,2 876,7 2435 5479 10739 19091 

Skoro np. dla danego pręta, przy danem k, wypadnie B* <C 24,35, to 
powstanie wyboczenie z j e d n a półfalą; gdy 24,35 < B2 < 219,2 to będą 
dwie półfale itd. 

Znając liczbę półfal m, obliczamy Pk z r ó w n a n i a : 

li* EJ 
l* 

1 6 B- (157,2) 
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Wyboczenie ściskanych pasów bolek kratowycli. 1179 

Dla długości wprowadzonej mamy w z ó r : 

L 
16 B* 

Przy wielkiej l iczbie półfal zdąża d ługość jeduej półfali /. do w a r t o ś c i : 

^ * l / i r o5 8- 0) 

lv? EJ 

Z f t ś Pkr do war to śc i : 

(m — c o ) 
(158,1) 

87. W y b o c z e n i e ś c i s k a n y c h p a s ó w u m o s t ó w o t w a r t y c h . (F ig . 208, 
a s taki zachowuje sie jak pręt na sprężystych podporach, oddziaływaj;; 

1 
2 r 

uh 
• • * 

im, I I H J iw mm /w 
^ < — — - ' — ^ 

' ^ r t 
ł/ 
i' 
i =4 

K i n . 208. 

Cych w ki c > r U nku poziomym wskutek sztywności zginania słupów belki 
Tatowej. 
b 11?- ^ 0 1 i c e s lupów są punktami podparcia dla pasa. Uważając s łup za 

, ?; dolnym końcem utwierdzoną o sztywuości zginania EJU mamy dla 
fc'Ccia tj górnego końca pod wpływem poziomej siły P w y r a ż e n i e : 

P o 3 

•' 3 /<;./, 
a uwzględnieniem sił .S', śc iskających słup podłużnie , będzie zamiast 

1 "Wyższego: ' 
Pb" 1 a K « E .7, 

R l \ S t : - l ( 1 znajdujemy reakcje / ' końca s łupa , jako podatnej podpory pasa 
n < J go, w postaci: 

3 EJ 
63 [ y-

ci„ j ' a s t , ! p i w s z y dla uproszczenia obliczeń te podpory sprężystem podłożem 
dzhd m ' z , i a J c b i j e m y reakcję podłoża odniesioną do jednostki długości , 

%c p p r z e z odstęp słupów, c z y l i : 
3 EJ, 

Co 
ab" 

r — -s-1 y,== * >.h 

ł ) r °wadz i do określenia „znamien ia" pod łoża : 
3EJx L _ 8\ 

r/Zr (15S,2) 
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1180 BpretżyHtość i w y t r z y m a ł o ś ć . 

b) Jeże l i przez Q oznaczymy obciążenie całkowite jednej belki , roz­
łożone równomiernie na rozpiętości l, to siła, przeniesiona przez przekątne 
na pas górny da się, przy założeniu bardzo wielu węzłów, określić w prze­
kroju oddalonym o x od końca pasa wyrażen iem: 

h . l \ 2) h \ l 2 , 
Jest to oczywiście siła, odniesiona do jednostki długości . T a siła ma 

na końcu war tość ~ , maleje potem linjowo ze wzrostem .r, a w środka 

rozpiętości ma war tość 0. W y w o ł a n a nią s i ła wewnęt rzna w pasie ma 
widocznie największą war tość w ś rodku : 

2 '2h' 2 8h' 

c) Najprostsza ścis ła teorja wyboczenia sprężystego, oparta na powyż ' 
szych założeniach upraszcza jących i przyjęciu stałej sztywności EJ pas' 
na całe j d ługości l, daje w e d ł u g Timoszenki : 

Q.n _K*EJ 

8 A j k r y t — ("-*)"" 

przyczem spółczynnik ji. d ługości sprowadzonej l ^ = p.. / należy wyzna­
czyć wed ług następującej tablicy. W niej oznacza B * wielkość l iczbowi ' 
określoną wzorem (157,0), przyczem wartość h trzeba wziąć z wzoru (158,2)-

(159,1) 

11- = 0 5 10 15 22,8 56,5 100 162,8 200 300 500 H>00 

M . = 0,694 0,524 0,443 0,394 0,363Jo,324 0,289 0,257 0,245 0,224 0,204 0,174 

Uwaga. W razio zmienności przekroju pasa wypadnie przy stosowaniu wzoru (159)?! 
wstawić to z wartości E J na całej długości pasa, której odpowiada najmniejsza wart01' 
krytyczna. 

C. Wyboczenie p r ę t ó w zakrzywionych , płyt Itp. 
88. Wyboczenie ł u k u k o ł o w e g o dwuprzegubowego. Równomieritf 

nacisk q (ki/jm'2) prostopadły wszędzie do łuku (lig. 209) nie wywołuje w uU" 
momentów zginających, lecz tylko stałą siłę podłużną o wielkości q-f' 

Figi 209. Fig. 2 io. 

Atol i r ównowaga ł u k u w tej pierwotnej postaci przestaje być stałą i 1",, 
sie „wyboczy" w swej płaszczyźnie (fig. 209), skoro </ przekroczy wiirtoś0 

(160,0) 

l ' i zy ma łym kącie a można w powyższym wzorze pominąć 1 wo" 6 " 
wyrazu piorwszego, a oznaczywszy długość łuku /• . a = V otrzymujemy : 

* * ' E J (1604) (2 •'•)*,• : 
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Wyboczenie prętów zakrzywionych i płyt. 1181 

89. W y b o c z e n i e płyt prostokątnych, a) P ł y t a o b r z e g a c h do­
k o ł a p r z o g i b n i e u s t a l o n y c h , r ó w n o m i e r n i e ś c i s k a n a w k i e ­
r u n k u b o k ó w a (fig. 210). 

Jeżel i a "> b, to równaniem powierzchni wyboczenia jest: 

iv = f s i n s i n -rL, 
• a b 

Przyczem n = 1, 2, 3, . . . , zależnie od wartości stosunku o : b. Gdy stosunek 

0 < ~ < "y/2, to wytwarza się jedna półfala (» — 1). n półfal wytwarza 

Bię w granicach war to śc i : 

. . . . (IGO, 2) y(« — 1 ) » < j- < yn (» + 1 ) . 

Długość półfali — leży przy bardzo wielkiem a między gran icami : 

6 l / 1 _ i < ± < 6 l / i + i i 

V n n f 1
 n 

C z y l i przy bardzo wielkiej długości dzieli się wyboczona p ły ta na kwadraty 
n a p rzemian wypuk łe i wklęsłe . Krytyczną wartość ciśnienia określa r ó w n a n i e : 

. . (161,0) B ( l a , b 
• 7- + w — 

\ n b a 

2 .a/100w ł r b*h\n b ' " aj " \ b 
w którem należy wstawić war tość n, dogadzającą warunkowi (160,2). 

m ' w h* • " • • i • 5 • Mi • — sz tywność zginania p ły ty , 
— 1 o 

K adto oznacza B= .!"" . EJ-
2 a ś h jej grubość . 

W e wzorzo powyższym przedstawia ! ' wartość naprężen ia krytycznego, 

^Powiada jącego p łyc ie , której grubość h = Tę wartość podano w po-

u>ŻBzej tablicy (VI.) dla żelaza kowalnego, jako mater ja łu p ł y t y : 
10\ 

W 

E = 2 . 10° kgjcm*, m-

przypadkach innej wartości samego E, np. dla stali, wystarczy l i czby 
D Hoy pomnożyć przez ; zaś dla mater ja łu o innej wartości obu 

s " a ł y c h E i m należy l iczby tablicy pomnożyć przez 
0 ' r z y m a ć odpowiednie war tośc i krytyczne naprężeń. 

T a b l i c a V L 

•E' 0,91 
2 . 1 0 " i a b y 

a 

" s u r 1180 

1,4 

0,6 

929 

1,5 

0,7 0,8 

819 760 

1,6 1,7 

808 784,5 759,6 742,3 

T = 2,3 

^ ^ 7 3 7 , 2 747, 

2,4 2,5 

747.8 

2,6 

0,9 

731 

1,8 

731,2 

2,7 

1,0 

723 

1,9 

1,1 

730 

2,0 

747 

2,1 

724,9 723,0 724,8 

2,8 2,9 3,0 

737,9 731,2 726,5 723,9 723,0 

1,3 

774 

2,2 

729,7 

> 3 

723 
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1182 Sprężystość i wytrzymałość. 

b) P ł y t a p o d p a r t a , j a k p o w y ż e j p o d d z i a ł a n i e m n a p r ę ż e n 
s t y c z n y c h , r o z ł o ż o n y c h r ó w n o m i e r n i e n a e a ł y m k o n t u r z * 
(fig. 211). 

W takich mniej więcej warunkach znajduje aię ścianka blachowniey w miejsca^1 

małego momentu zgięcia, a wielkiej Biły poprzecznej. 

Krytyczna wartość naprężenia i , po przekroczeniu której wystąpi ukośiis 
pofałdowanie p ły ty , określa przy a wielkiem wobec 6, wzór : 

•i-li I h \-
Q 
(\00h\- . (101,1) k r *7 2 m*—l\l) b j 

Gdy mater ja łem jest żelazo kowalne, to powyższy wzór przybiera postach 

xkr - 1022 fi^J... [w kglcm*] (Kil,2) 
y 

1 
T 

Fig. 211. Fig. 212. 

D l a szeregu skończonych wartości stosunku a : b podaje il (w hyjcW ) 
nas tępująca tablica, obliczona w e d ł u g dokładnego rozwiązania Timoszenk1 

w przypadku żelaza kowalnego (jak powyżej ) : 

T-.» 1,2 1.4 1,0 1,8 2,0 2,5 3,0 

ii= 1703 1451 1321 l i c u 1228 1197 1135 1104 

aj P ł y t a , t r z e m a b r z e g a m i p r z e g i b u i e u s t a l o n a i ś c i s k a n 9 

r ó w u o m i e r n i e s i ł a m i r ó w n o 1 e g ł e m i do b r z e g u s w o b o d n e g " 
(fig. 212). 

Takie warunki zachodzą np. u blachy stojącej pasa belki kratowej o prz e ' 
kroju T. Teorja wyboczenia p ły t daje wówczas wzór : 

°i-,- = U 
B 

b*h 
B-

r ^ l ^ T 2 
(102,0) 

Wartośc i spó łczynnika liczbowego U, za leżnego od stosunku a : b, zawie'" 
tablica następująca („Studja nad belkami I," str. 95): 

^ = 0 , 5 ! 1\ 1,6 2 8 5 8 co 

r/— 42,49 13,04 7,75 0,00 4,88 -1,-10 4,27 4,20 

<l) P ł y t a o u t w i e r d z ę u y m j e d n y m b r z e g u p o d ł u ż n y m i l>T/'e. 
g i b n i e u s t a l o n y c h o b u b r z e g a c h p o p r z e c z n y c h , ś c i s k a n a r<> 
w u o m i e r n i e w z d ł u ż . Jest to schemat blachy stojącej pasa ściskanej?0 

kształ tu (7 (fig. 212). W z ó r teoretyczny dla a A r ma tę samą pos tać , co w I'°" 
przednim przypadku (1G2,0), a tylko U ma wartości inne, zestawione w uiżeJ 
umieszczonej tablicy ( „ S t u d j a . . . , " str. 101). 
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Wyboczenie skrętne (zwichrzenie). 1183 

a 
T = ° > 5 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,65 1,7 

U = 45,28 16,82 15,41 14,43 13,76 13,32 13,06 12,93 12,91 12,92 
o 

T " *>* 1,9 2,0 2,2 2,35 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 

U~ 13,01 13,18 13,41 14,06 14,66 14,43 13,76 13,32 13,06 12,93 
a 

3,4 3,6 3,8 4,0 4,06 4,2 4,5 4,8 4,95 

12,91 12,92 13,01 13,18 13,41 13,49 13,32 13,06 12,93 12,91 
a 

5,4 5,7 5,74 6,0 6,4 6,6 6,8 7,2 

^ P " — 12,92 13,01 13,18 13,21 13,06 12,93 12,91 12,92 13,01 

; 90. Wyboczenie poprzeczne lnb skrętne (torsyjne). Przekroje belek 
g n a n y c h w jednej p łaszczyźnie , up. pionowej, obiera się zwykle ze względu 
u a Wyzyskanie mater ja łu tak, aby W = — było jak największe, przy danem 

Polu przekroju F. Jeże l i takie zwiększenie sztywności i wy t r zyma łośc i na 
'Sjęcie w tej płaszczyźnie odbywa się kosztem zmniejszenia sztywności 
SWania Bt = ,TS E w płaszczyźnie prostopadłej i sztywności skręcania , jak 

!*le rzecz ma w przypadku bardzo wysokiego, a wąskiego przekroju prosto-
Jnego albo dwuteowego itp., to może zajść niebezpieczeństwo wyboczenia 

~ rętnego, przedstawionego w prostym szczególnym przypadku na fig. 213. 
rzy takiem wyboczeniu 

Powstaje obok skręcenia 

Fig. 213. 

także jej wygięc ie 
j . Płaszczyźnie prostopa-
? eJ do p łaszczyzny obcią­
g a , c z y l i wygięcie po-

p « C 2 n e . Jeże l i wybo-
erne poprzeczne zajdzie, 

• u l I n naprężenie zgina­
jące we włóknie skrajnem przekroczy gran icę sprężystości , to mamy do czy-

'etna z wyboczeniem spreżystem, w razie przeciwnym jest wyboczenie 
1 I e s p r ę ż y s t e m . 

j g ^ c o r j a , opracowana najpierw przez A . G . M . M i c h e l P a , Z . P r a n d t T a 
• i • T i m o s z e n k ę, a sprawdzona doświadczeniami , pozwala w l icznych przy­

j- kach praktycznego znaczenia obl iczyć war tość obciążenia krytycznego. 
Wartość jest w dość znacznym stopniu zależną od tego, w którem miejscu 

b Tu n > J U dz ia ła obciążenie. Np . przy obciążeniu działa jącem na górny pas 
ob i , a w u t e o w e j , jest war tość krytyczna mniejsza, aniżeli przy takiem samem 

eJ%4eniu pasa dolnego. 
nilt^1!*"! Podamy tylko kilka rozwiązań w najproBtBzych przypadkacli, odsyłając czytel-
o °dnośnyoh prac Timoszenki lub do monogrnfji autora p. t. „Studja nad belkami 

r ° j u I (dwutoowonii)", Warszawa, 1923. 
0*etv ^ R * k a o r o z p i ę t o ś c i i, obu k o ń c a m i swobodnie p o d p a r t a i narażona 
^r<jju?'tt(1 "a^aante w płaszczyżnio piouowej mementem .1/. (Podparcie końcowego prze-
°si t r z eba sobie przytom wyobrazić tak, aby wykluczało obrót tego przekroju około 

, , „ W n ° l eg ło j " 
l t 0 P»dlych. ) 

p r o ^ ^ ^ ^ e g ł e j do osi belki, umożliwiając jednocześnie obroty około obu osi do niej 

•lkie, to wartość krytyczna momentu określa z wielka dokiailuoaeia 
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1184 Sprężystość 1 •wytrzymałość. 

1 
(164 ,9 

przyczem sztywność zginania poprzocznego B2 — - — — . A ' (dokładnie), zaś sztywność skra­

cania P= —łPh.G (w dostatecanem przybliżeniu). 

2. W przypadku przekroju I o wysokości h mamy: 

Ńkr^px.y±+^ (Ki-i.i) 

jeżeli PE=^^-, z a « F wyznaczamy według ust. 32. 

2. Jeżeli obok momentu 31 działa na belkę siła podłużna lVt to powyższą wartość 
momentu krytycznego trzeba pomnożyć przez: 

1 + T V 
przyczem znak — odnosi się do ściskania, a -f- do rozciągania. 

Ten wynik obejmuje także przypadek wyboczenia poprzecznego przy podłużnero 
Ściskaniu siłą P o mimośrodzie ó, leżącym na pionowej oni symetrji przekroju. Wtedy 
bowiem jest AJ — P.S, N— P. Po wstawieniu i rozwiązaniu równania względem P otrZ)" 
mujemy: 

a 4
 PE i i 

Pkr = -Pr. przyczem V = — =— . . . (1G.V> 

Nadio aa = ^, dla przekroju prostokątnego, albo też a? = -y^r d * a przekroju I, jeże" 

1) oznacza moment bezwładności jednej stopki względem pionowej osi symetrji przekrój1 1 

Równanie (1G5,1) poucza, żc zboczenie siły ściskającej od środka przekroju w P'a^zj 
czy/.nie największej sztywności obniża wartość krytyczną siły w porównaniu do wartos*3 

Kulerowskiej i to tern bardziej, im mniejbzą jest sztywność skręcania 
h) B o l k a , o b u k o ń c a m i swobodnie podparta i o b c i ą ż o n a w ś r o d k u ro*' 

p i ę t o ś c i / i w y s o k o ś c i h s i ł ą s k u p i o n ą 
Krytyczna wartość siły P da się przodstawić wzorem przybliżonym: 

' 294,4 + 2892,8 ~ • P (104,8) 

przy tych samych oznaczeniach skracających, co powyżej . 

L I T E R A T U R A . 

A, W języku polBkim. 

1. Bogucki J . : W y k ł a d y s tatyki b u d o w l i . (Litograf.). Lwów 1911. 
2. Bryła S.: P o d r ę c z n i k s t a t y k i budowl i . Wyd. 2. Lwów i Warszawa 1926. 
3. Franko J , N . : M e c h a n i k a teoretyczna. Warszawa 1889. (Rozdz. XVII.). 
4. Jowniowicz H . : T e o r j a B p r ę ż y i t o ś c i . Warszawa 1910. , 
... I łomnicki A . : Z a * a il y nauki o w y t r z y m a ł o ś c i mat e rj a ł ó W. Wyd. 

Nar. im. Ossolińskich 1922. 
fi. Karasiński L . : W y t r z y m a ł o ś ć tworzyw. Wyd. 2. Warszawa 1921. 
7. Klugor W ł , : W y k ł a d w y t r z y m a ł o ś c i m a t e r j a ł ó w i s t a ł o ś c i budów"1 

Paryż 1876. j 
8. Stephan P.: N a u k a o w y t r z y m a ł o ś c i m a t e r j a ł ó w . Tłum. T , Kadzi3«evr*K 

Warszawa 1914. 
9. Thullio M.: P o d r ę c z n i k s t a t y k i b u d o w l i . Wyd. 3. L w ó w 1917. J 

10. TimoBzenko S. P.: K u r s w y t r z y m a ł o ś c i m a t e r j a ł ó w . Przełożył z IV. wJ3j 
(ross.) M. T. Huber. Lwów—Warszawa 1921. 

11. W językach obcych. 

11. Bach C : E l a s t i z i t a t und F e s t l g k e i t . Wyd. 5. Berlin 1906. 
12. Flamant A . : S t a b i l n o des c o n e truc Ho n B . Res iatanco des m a t ć r i a 

Wyd. 3. Paryż 1909. 
13. Fontv!olant, It. de : L e a m ć th od o s ni o d er u o s de 1 a r t'-si B t an c n d e s m a t ć r i * 

Wyd. 2. Paryż 1920. 

176 



Statyka budowli. — Uelki statycznie wyznaczalm- 118.-) 

H . Fupp] A . : F e n t i g k e i t s l e h r o . Wyd. 8. T. III. Vorl. u. Teohn. Meoh. 1920. Teubner. 
J6. Foppi A . u. O . : l irundzt lge der Fe s t ig ke i t s le h re. 1918. Teulmer. 
16. Fiippl A. u. L . : D r a n g u od Zwang. E i n e hohere F o s t i g k o i t B l e h r e f i l r l n -

genieure. I. Bd. 3. Aufl. 1924. II. Bd. 1920. Monachium i Berlin. 
« • Keck W . — L . Hotopp: Vortr i igo tlber E l a s t i z i t a t s l o h r e . Wyd. 3. Oz. I. 1922. 

II. 1024. Hannover. 
•8, Kirpiczew W . : Sopro t lw len je m a t e r i a ł ó w . 2 tomy. Moskwa i Petrograd 1923. 
10. Lorenz H . : T e c h n i s c h e E lae t i zi t ii t B 1 e hr e. Monactnum i Berlin 1913. 

H . alullor-HreBlau: Die neueren Mothoden der F e s t i g k o i t s l e b r e u n d der 
„ Stat ik der 11 a u k o n 81 r u k t i o n e n. Wyd. IV. Lipsk 1'J13. 
•*« Perry J . ; A p i i l i o d mcchanics . Londyn 1907. (Także w przekładzie niemieckim 

R. Sckick'a. 1908. Teubner.) 
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Statyka budowli. 
Wstęp. Belki statycznie wyznaczalne o ściance pełnej. 

Napisał 

inż. dr. Stefan Bryła, 
profesor politochniki, Lwów. 

u) Statyczna wyznaczalność . 

Ił .u 
z . . u l k ą lub dźwigarem płaskim nazywamy ustrój materjalny, złożony 
k t ó ł » W ^ C n ) prętów lub tarcz sztywnych, leżących w jednej płaszczyźnie , 
e,,,? s l u ż y do przeniesienia na ziemię sił dz ia ła jących w tejże płaszczyźnie 

7j» ""ciążeń. 
\ v 'Cty przenosić mogą tylko siły osiowe, zatem obciążone mogą być tylko 
u a - i» a C ' 1 - 1 , l r c z u moS1 przenosić prócz sił osiowych także momenty zgi -

• e e , muszą one zatem posiadać pewien moment bezwładności . Mogą to 
1 ! r v | " . Podręcznik inżynierski. VI. 77 177 
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