
Energja potencjalna prętów prostych. 1141 

skutecznego i wyznaczamy następnie środek ciężkości tego pola .S". W y ­
stawiwszy w tym punkcie rzędną as., otrzymamy Oj z wykresu linjowego 
A' L M. 

Uwaga. Gdy środek obciążenia nie 
leży na osi symetrji przekroju, to odpo­
wiadającą oś obojętną można znaloże 
tylko przez próby. 

V. Praca odkształcenia. 
51. Energja potencjalna 

(praca o d k s z t a ł c e n i a ) p r ę t ó w 
(belek) prostych, aj Przy dzia­
łaniu samej s i ł y p o d ł u ż n e j N 
(rozciągającej lub ściskającej') 
określa w e d ł u g ustępu 13 energję 
potencjalną elementu pręta o dłu­
gości d s w y r a ż e n i e : 

I N * 
d U— — -T,-7T ds = d L . 

2 KF 
b) P rzy dz ia łan iu samej s i ł y 

P o p r z e c z n e j !Z'jest(w zwykłych 
przypadkach symetrji przekroju 
względem płaszczyzny obciążenia) : 

dL^Y T. p.rfs, 

przyczem [i jest średnią wartością 
kąta odkształcenia postaciowego w 
ea łym przekroju. T a wartość da 
B ' ę p rzeds tawić w postaci: 

A zatem: 
dU = ~ /.'. 

2 GJb 
Wartość /.' znajdujemy z porównania tego wyrażenia z wyrażeniem dla 

d V w postaci: 

dU-- ds 

jeżeli , znając rozmieszczenie x w przekroju, wykonamy ca łkowanie na ob­
szarze pola ' / ' ' . 

o) P rzy dzia łauiu samego momentu skręca jącego Mt mamy: 

d L = Y l U s - r f f > 

jeżeli d<f jest kątem skręcenia na długości ds (str. 1113). 
zważywszy , że 

jeżeli P = QJ 

dy = — d s , 

r p i l oznacza sz tywność skręcenia , mamy: 

ds=>dU . 
1 

red 
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1142 Sprężystość i wytrzymałość. 

przyczem: 

JIgd = Jp dla przekrojów okrągłych, 

f F* 
• 'red— »• j dla przekrojów pe łnych , wymienionych na str. 1114, 

9 

Jieil mm eo — 2 ht o* dla przekrojów sk ładanych z wąskich prostokątów 
i 

o d ługośc iach hl i szerokościach St. 

(Dla przekroju rurowego prostokątnego podano przybliżoną war tość Jiec\ 
na str. 1116.) 

d) P rzy dzia łaniu samego m o m e n t u z g i na j ą c e g o M w płaszczyźnie 
głównej jest 

dL = - i - M , d-f = - i - M • (por. wzór D, str. 1122), czyl i 

1 i ł / 2 

dL = ~ ^ j . d s = dU . .(97) 

W e wszystkich powyższych przypadkach ma wyrażenie dla energji poten­
cjalnej elementarnego odcinka prę ta o długości ds pos tać : 

1 (siła lub moment)2 . 
d U = — H • « « (97ai 

2 „sztywność 

przyczem sztywność prę ta w rozpatrywanym przekroju mierzy i loczyn mo­
dułu sprężystości F, względnie G, przez wielkość geometryczną o wymiarze 
pola F, lub momeutu bezwładności ./, zależnie od tego, czy w l iczn iku jest 
(s i ła) 2 , czy też (moment)2. Mamy tedy: 

EF =» sztywność rozciągania lub ściskania , 

-. GF = . śc inania , 
x 

EJ — „ zginania, 
GJreA = „ skręcania. 

Przy jednoczesuem działaniu siły podłużnej N, poprzecznej T, momentu 
skręcającego M i zginającego M, otrzymujemy (dzięki poczynionym zało­
żeniom upraszcza j ącym) : 

1 i ł / 2 1 N2 1 AT*. 1 T2 

Gdyby w jeszcze ogólniejszym przypadku moment zgięciu nie leżał w płaszczyźnie 
głównej przekroju, to rozłożywszy go na dwa momenty składowe MŁ i J / 3 w płaszczyznach 
głównych, otrzymalibyśmy zamiast pierwszego wyrazu w powyższym wzorze dwa na-

1 M3 i j / J 
stępujące: 5-5—1 i>~i~ • ("AJ oznaczają przytem odpowiadające główne momenty 

bezwiaduośei przekroju.) 

UwilUii. Powyższy wzór stosuje się z dostatocznem przybliżeniem do obliczenia energji 
potenejalnej p r ę t ó w z a k r z y w i o n y c h (luków), o ilo promień krzywizny jest dość wielki 
w porównaniu do wymiarów przekroju, czyli jest ważny dla p r ę t ó w s ł a b o zakrzy­
w i o n y c h . 

52. Energja potencjalna (praca o d k s z t a ł c e n i a ) u k ł a d u s p r ę ż y s t e g o . 
Gdy układ jest złożony z prętów prostych lub s łabo zakrzywionych, to wy­
znacza się dla każdego z prętów siłę podłużną (normalną) JY, poprzeczną T, 
moment zgięcia M i moment skręcenia M (jako funkcje spółrzędnyeh środka 
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Energja potencjalna układu sprężystego. 1143 

przekroju) i stosując wzór (07, b) dla energji potencjalnej elementu o dłu­
gości ds, sumuje sie wyrażenia dU dla całego układu. 

Jeżel i punkty dzia łania a, b, . . . m, n, . . . sił Pa, Pt, . . . P , P , . . . do­
znają przesunięć sprężystych o a , 8t. . 8 , 8)( . . .*), przyczem: 

1. mater ja ł uk ł adu podlega prawu Hooke'a i 
2. dz ia łania sił zewnęt rznych są od si-bie nawzajem niezależne, tj. za­

chodzi zasada superpozycji, natenczas: 

K T Ka Pa + KfPb+--- + K m • K + K, <98> 
czyli 8. = 2 8,.t Pk (i,k = a,b,c,...m,/i...) 

a więc p r z e s u n i ę c i a ( „ u g i ę c i a " ) s ą l i n j o w e m i j e d n o r o d n e m i 
f u n k c j a m i s i ł z e w n ę t r z n y c h , nadto zaś 

L = 17- 2 | P, 3,• = | £ 8,, . P,. P4. (98«) 

czyl i e n e r g j a p o t e n c j a l n a j e s t j e d n o r o d n ą k w a d r a t o w ą f u n k ­
c j ą s i ł z e w n ę t r z n y c h . 

W obu powyższych twierdzeniach można którąkolwiek z sił P> zastąpić 
przez m o m e n t Jf-, a odpowiadające przesunięcie 8f- przez kat obrotu <f, prze­
kroju, na k tóry działa moment. Twierdzenia te stosują się zatem do u o g ó l ­
n i o n y c h s i ł i u o g ó l n i o n y c h p r z e s u n i ę ć . Spółczynuiki 8lt, zależne 
jedynie od postaci i mater ja łu uk ładu , nazywamy w i e l k o ś c i a m i ( l i c z ­
b a m i ) w p ł y w o w e m i tego układu . Skoro bowiem na układ dz ia ła tylko 
jedna siła zewnętrzna, np. P (wraz z reakcjami nieruchomych punktów 
podparcia), przyczem P m = 1, to 8n = 81||M c z y l i o m n określa wpływ jednostki 
s ' ł y umieszczonej w przekroju (punkcie) m na ugięc ie w przekroju n. Roz­
wiązawszy równanie (98) względem sił Pi otrzymujemy te siły jako linjowe 
funkcje przesunięć , a po wstawieniu tych wyrażeń w równan ie (98 a) przeko­
nywamy się, że energja potencjalna uk ładu jest t akże j e d n o r o d n ą k w a ­
d r a t o w ą f u n k c j ą u o g ó l n i o n y c h p r z e s u n i ę ć (uogólnionych spół-
r zCdnych)'. 

Przykład. Na końcu A belki A Ii (fig. 182) swobodnie podpartej działa moment (zgina­
liby) Mt,z\s.ś na środek siła P.,. 7. równania linji ugięcia znajdujemy kąt obrotu przekroju A : 

3E.I T 10 EJ ' 

»ań ugięcie pod silą l\: f 

1 li, P J\t> I Atm^ 

A- zatem praca odkształcenia: 

Uwaga. Jakkolwiek w praktyco mamy najczęściej do czynienia /. przypadkami, w któiyeh 
^WOlalone przesunięcia i tały podlegają zasadzie superpoBycji, to jednak pamiętać milczy 

Przypadkach wyjątkowych, w których ta zasada nio zachodzi, w których zatem energja 
P°«ncjal i i U układu'nie jost jodnorodną kwadratowi) funkcja, uogólnionych pił, względnio 
i ^ l i n i e ć . Jeden /. nnjwiiżiiieJK/.ych przykładów stanowi hrlka zginania i jcdnoczi-śniu 

l l 8 k a I m podłużnie. (Por. roedz. IX. , A) 

53. Twierdzenie Castigll&nô a. Jeżel i energ-je potencjalną (J okłada 
sprężystego przedstawimy w postaci funkcji uogólnionych s i l z e w n e -

, ) Wielkości ó oznaczają tutaj układowe całkowitych przesunięć", wzięte w kierunku 
^Powiadającej . i ły V. 
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1144 Sprężystość i wytrzymałość. 

t r z n y c h jako zmiennych n i e z a l e ż n y c h P , a funkcja ta jest k w a d r a ­
t o w a j e d n o r o d n a , to 

3 V . ,, 

jjT - w y " 
p o c h o d n a c z ą s t k o w a e n e r g j i p o t e n c j a l n e j u k ł a d u w z g l ę d e m 
j a k i e j k o l w i e k ( u o g ó l n i o n i) s i ł y z e w n ę t r z n e j r ó w n a s i ę od­
p o w i a d a j ą c e m u p r z e s u n i i u. 

[Przymiotnikiem „odpo­
wiadający" określamy w 
przypadku siły P . składową 

f-j przesunięcia jej punktu dzia-
2 ł an ia , wziętą w kierunku 

s i ły ; w przypadku zaś mo­
mentu (pary sił) kąt obrotu 
przekroju, względem osi 
równoległej do wektora mo­
mentu.] 

Przykład. Na swobodny ko­
niec belki prostej, doskonałe 
utwiordzoooj drugim końcem, 
(tig. 183) działa Biła i para 
zginająca o memencie m.. Chce­

my obliczyć ugięcie / i kąt obrotu fh, przekroju końcowogo oraz u g i ę c i e / , i kąt prze­
kroju odległego o a od końca (przekroju a). Pomijając wpływ sił poprzecznych, mamy: 

( 

A więc : 

9 u 

I / EJ 
o 

EJ J 9 ^ 

dx, przyczem M = ,Va + A x. 

dx-
2 EJ 3 EJ 

. bu I f bit I / " , „ . „ , , v,i , P,r 

o 0 

Ażeby obliczyć / , i #, wprowadzamy pomocniczą sile /', i parę .V, w jirzekroju n. 
Wyrażenie dla energji potencjalnej będzie teraz ftumn dwu części, odpowiadających prze­
działom belki / i / / , a mianowicie: 

a l 

1 f-$t 1 / ' j V / / ł 

rfa: = 
_ bu _ [fi 9<"/ fM 

/,~Tjr— J-E7;Tr^dx+J^j Wr, 
o n 

! 

= ° + Tjf[M' + + p ' ( x ~ n ) + r ' x ] ( x ~ a ) i x -

Kładąc dalej wielkości pomocnicze /', =0 , J/, =0 , otrzymujomy: 
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Twierdzenia CastigliaiuMt. 1145 

Podobnież mamy: 

1" 
3 

a ML "OT 
( x - a ) + / > , * ] . ! . d a 

2 czego po podstawieniu 3ft : 0, P, 

1 
"#7 

= 0 i 6 c a ł k o w a u i u ; 

* » ( » - « > T | f , | P - a ' ) 

54. Zasada naj mniejszości pracy odkształcenia w y p ł y w a jako wnio­
sek z twierdzenia Castigliano'a. Pomiędzy danemi obciążeniami jako si łami 
wewnętrznemi, a nieznanemi reakcjami podpór lub siłami wewnęt rznemi 
układu, zachodzą związki określone warunkami równowagi . Jeżeli l iczba 
V, od siebie niezależnych równań równowagi jest mniejsza od l iczby tych 
niewiadomych m, natenczas przez m — r niewiadomych, zwanych wielko­
ściami hiperstatycznemi (lub statycznie niewyznaczaluemi), dowolnie zresztą 
obranych, da się wyrazić /• pozostałych wielkości . Oznaczywszy obrane 
wielkości hiperstatyczne przez X, Y, Z%. .. mamy: 

3 U 
n Y o, a u 

3 A = o 

równowagi wy- ty 
do obliczenia 
reakcyj, lub sił Hg l (g • 
di. Te równania \ » y>1 i* t 

3 X = ° 
jako dodatkowe równania 
warunkowe, które wraz z 
Warunkami równowagi wy 
starczaj;; do 
wszystkich rea 
wewnętrznych 
są wyrazem następującego 
Prawidła: 

W i e l k o ś c i h i p e r ­
s t a t y c z n e m a j ą w a r ­
t o ś c i o d p o w i a d a j ą c e n a j m n i ej s z o s c i p r a c y od­
k s z t a ł c e n i a (energji potencjalnej) u k ł a d u s p r ę ż y s t e g o . 

Przykład. Belka poziomu .1 B (fig. 184), obciążona równomiernie 
''*'.'/.''», utwierdzona doskonało końcem i , opiera sie (przegubowo) koń-
y e m U n a „łupie BC o wysokości h i przckioju F. Szukane reakcje do-
Bt'lrczajn trzech niewiadomych: momentu utwierdzenia -l/ u , pionowej re-
H*cji podporowej A i takiejzo reakcji w /.' i C, Tę ostatnią obieramy za 
^lelko-śe* hipoistatyczną X. Wtedy reakcja A — ql—X (według warunku 

rzutów), uMa = -—\-Xl ^według warunku momentów). 

Energja potoncjalna belki (z pominięciem wpływu nit poprzecznych): 

l 

(102) 

wmm. 
Fig. 184. 

1 / M* 
''•i JEJ 

d x, przyczem At = Xx — 

Energia potencjalna słupa: 
_1_ A ' . A 
2 ' W, F' 

Warunek minimum daje: 

9 
dx 
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1146 Sprężystość i wytrzymałość. 

Po wstawieniu - — — x, scałkowaniu i rozwiązaniu względem X znajdujemy: 
o z 

1 + 
3 EJ .h' 

Gdy w szczególności h \ 
E'F. i3 

= 0, to podpora Ił staje się stalą, a X = -ql. Im więkBza jest 
J 

wyaokość słupa h i sztywność zginania belki EJ, a zarazem im mniejsza jest Bztywność 
ściskania słupa i rozpiętość belki /, tern mniojsia część obciążenia ql przenosi się na 
podporę B. 

Uwaga. Jeżeli jeden z punktów podparcia, np. odpowiadający hiperstatycznej reakcji A", 
doznał uiozależuie od obciążeń małego przesunięcia składowego ó~ w kierunku X, 
np. z powodu niedokładności wykonania konstrukcji, to odpowiadająco równanie warun­
kowe z (lOii) zamieni się na następujące: 

Niechaj np. w zadaniu powyżej rozpatrzonem będzie podpora 0 osadzona 
wysoko lub za nisko. Wówczas : 

du XP 1 gP X.h 
dX

 i E J 8 E J E* F —- ' 

o óv 

Stąd : -ql.. 
1 + 

_1 ,SEJ 
3 EJ . Il — P x' 
EF.P 

55 . W p ł y w o g r z a n i a n a energje. p o t e n c j a l n ą o b c i ą ż o n e g o p r ę t a 
p ros t ego , a) Wskutek równomiernego ogrzania o ł" C elementarnego od­
cinka prę ta o długości d s, zwiększa się ta długość o A ds — a.. t. ds, 
jeżel i a oznacza spółczynnik termicznego wydłużenia mater ja łu . A zatem 
siła podłużna X jako si ła wewnęt rzna wykona przytem p r a c ę : 

d Lt = A r . a . t. ds, 

którą trzeba dodać do energji potencjalnej — —-ds, ażeby o t rzymać całko-
2 A A 

witą energję potencjalną, nagroma­
dzona w elemencie o długości d s, tj. ; \ ! / I 

! \ 1 
1 

L - L _ s[. _ / & . . -
h rr~ds —-

! • i \ b 

Kik'. 18.',. 

d a-
1 N* 
2 El dti - f N. a. ł. ds. 

(Momenty i siły poprzeczne nie wy­
konywa przytem pracy.) 

b) Skoro tenże element belki ogrzeje 
się nierównomiernie tak, iż tempera­
turę / w łókna odległego o o od osi 
obojętnej określa równanie l injowe: 

t — łj 

s i ła podłużna .V wykona dodatkową 
jacy M dodatkową pracę .1/ . d tf ( . 

przyczem t0 oznacza tempera turę war­
stwy obojętnej , t i łd górnej i dolnej 
warstwy skrajnej, zaś h wysokość 
belki (tig. 185), uatonczas wewnęt rzna 
prace X. a . t0 . ds, zaś moment zgina* 

Kąt i<ft. (105) 
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Zasada wzajemności przesunięć". 1147 

określa przytem wzajemne nachylenie obu końcowych przekrojów elementu, 
wywołane ogrzaniem. A zatem dodatkową prace d Lt, o którą zwiększa się 
energja potencjalna d U elementu, określa r ó w n a n i e : 

dL, 
M.cc.(tff-td) 

ds -\- N. a , te ds (105 a) 

TTwaga. Każdy z wyrazów do­
datkowej pracy może wypaść do­
datni lub u jemny zależnie od 
*ego, czy siły wewnętrzno działają 
zgodnie z odkształceniem termi-
c " n o i n , czy też przeciwnie. Skoro 
n P . moment zginający działa tak, 
ze górno włókna są rozciągane 
a dolno ściskane, to przy tg">tfl 
Hdzie (I I,t dodatnie. 

P r z y k ł a d . Belka, obu koń­
cami doskonale utwierdzona, zmie­
l i ł a temperaturę włókna górnego 
* dolnego (flg. 180) odpowiednio 
° *g * '(i* obliczyć wywołany przoz 

moment utwierdzenia Jf0 i silę Fig. 166. 
Podłużną X. 

Dla pracy odkształcenia (wskutek niewiadomych) sił zewnętrznych mamy wyrażenia: 

2 EJ T 2 EF ' 

7 a ś dla pracy dodatkowej : —!—+X.at0l, 

t y c z e m 10= " " przy założeniu przekroju o wysokości h symetrycznego wzgle.dem 

obojętnej. Przyrównywując pochodne suniy obu prac względem wielkości statycznie 
blewyznaczalnych M0 i A" do zera, mamy: 

3C if.J , "('g—U)1 „ „ BJ . ! '•? 

4-̂  = -rrTT-' + ° ' o ' = 0. 0»X U A' = — EF. a . t„. 
O X E P 

56. Zasada w z a j e m n o ś c i p r z e s u n i ę ć . Prawa Bettiego i Maxwell'a. 
J eże l i (uogólnionym) siłom Pa, Pb, P ( „ . . .Pm, P „ , . . . , dz ia ła jącym na punkty 
(przekroje) a, b, c, . . .»», >i, . . . układu sprężystego, odpowiadają przesunięcia 
'n> &j, . . . 8m, 8„, . . . tychże punktów, innej zaś grupie sił P£, P^, 
" • P w działających na te samo punkty, odpowiadają przesunięcia o'n, 

^ m > - , - i natenczas zachodzi r ó w n a n i e : 

Wyrażające uogólnione przez Bettfego (1870) prawo wzajemności przesunięć. 

Ponieważ 8, _ 8,.„P„ + 8,„P„ + ... + 8,, P,.4- 8lA.. Pt+ . . . 

Przeto przyjąwszy, że wszystkie siły są równe zeru z wyjątkiem Pk = 1 
1 Podobnież, że wszystkie I" są równe, z wyjątkiom P- = 1, otrzymujemy 
''' ' 'Wnauia (10G): 8 f ł " * 8 ł < (106«) 
c z ) ' i prawo Maxwel l ' a (18(34): W p ł y w s i ł y Pk n a p r z e s u n i ę c i e 
P u n k t u d z i a ł a n i a s i ł y P( W j e j k i e r u n k u j e s t t a k i s a m , j a k 

P ł y w s i ł y p . n a p r z e s u n i ę c i e p u n k t u d z i a 1 a n ia s i ł y PA. w k i e -
r u " k u t e j ż e s i ł y Pk. 
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1148 Spny.yftnśe i wytrzymałość. 

P r z y k ł a d . Silu pionowa PJ — 1, działająca w dowolnym przekroju i belki poziomej ramy 
(fig. 1B7), opartej na przegubie stałym A i poziomo przosuwalnym U, wywołuje przesuniecie 
j>oziome 6is togo przogubu. Nawzajem siła pozioma — działająca na Ii, wywołuje 
ugięcie pionowo przekroju i o wielkości <5̂  -=0^;. 

I. Jeżeli obie podpory ramy s ą przegubami Btałemi, to obciążenia pionowo belki wy­
w o ł u j ą w tych przegubach reakcje o składowych pionowych Btatycziiie wyznaczalnych, 
locz niewyzuaczalnej składowej poziomej X (parcie poziome). Do jej obliczenia posłuży 
zasada superpozycji w połączeniu z prawem Maxwell'a. W tym celu czynimy najpierw 
przegub Ii przoBuwalnym i działamy nań siłą pozioma —1, Ta siła wywołuje przesunięcie 
poziome tego przegubu <5̂  i przesunięcie pionowo punktów 3t'v. Można jo wyznaczyć 
rachunkowo lub w y k r e ś l n i e . Następnie obciążamy belkę ramy siłami pionowomi które 
wywołają przesunięcie poziome przegubu B o wielkości —P^ó^^. Ta suma jest znana, 

i 
gdyż dzięki prawu Maxwell'a jost (5̂ - = ft^. 

Przy jodnoczosnem działaniu obciążeń I'- i siły poziomej X (w przegubio li), powstanie 
na zasadzie superpozycji poziome przeminięcie przegubu H o wie lkośc i : 

Fig. 187. 

które miiBi się równać zeru, jeżeli .V jebt poziomą reakcją przegubu H zupełnie ustalonego 
wzglęitem .1. Równanie waruukowe: 

I 
pozwala wtedy obliczyć wartość reakcji poziomej, wywołanej dowolnem obciążeniem 
w przypadku przegubów zupełnie ustalonych. 

II. Uwzględniając ogrzanie (równomierne) całej ramy, któro w przypadku BwobodneJ 
p r z c B u w a l n o ś c i * przogubu Ii spowodowałoby jego przesunięcie o ii(t £ w kiorunku — - V 
mamy równanie warunkowo dla Xi 

i 
III . Przyjmując, źe ustalenie przegubów nie jest zupełno, przyczem wskutek poddani'1 

się podpór lub jakichkolwiek innych przyczyn zachodzi przesunięcie przegubu Ii o <V< 
w kierunku — A', otrzymujomy jako równanie dla X; 

zr
t
/>

b
,-Sb-X-ibb=>

a

-
i 

('\Viiy;ji. ściała ważność zasady wzajemuości przesunięć jest oczywiście zwia/nn& 
z ważnością zasady miporpozycji, na której siu opiera. 

57. Ogólne rdwnanie warunkowe <11JI reakcyj hiperstatycznycn. 
1. Gdy reakcjo A ' ( , A ' / ( ł A ' ( , . • . uie wykonuj:; pracy przy odkształceniu 



T. 7,w, „równanie pracy" dla układów liiperptatyeznyeh. 1149 

układu pod dzia łaniem obciążeń, to stosując rozumowanie analogiczne jak 
w poprzednim ustępie, znajdujemy: 

Xb hl • 

• A'„ 8. X,, o b Jrb ' 

A ' , . o / j r = - . 0 

. = 0 

. (109) 

Znaczenie symboli oai itd. objaśni najlepiej konkretny p r z y k ł a d : Nie­
symetryczna rama podwójna (lig. 188) ma slup środkowy zupełnie utwierdzony, 
a prawy słup skrajny 
podparty s ta łym przegu­
bem 11. L e w y słup za­
stąpiono stalą podporą .1. 
Układ jest poczwórnie 
biperstatyczuy. Zastę­
pując s ta ły przegub 11 
Poziomo przesuwalnym 
• oswobadzając zupełnie 
dolny koniec s łupa środ­
kowego zamieniamy 
okład na izostatyczny. 
Na ten układ każemy 
działać najpierw sile 
- V , = i ( B t a n Z a — l ) i 
wyznaczamy odpowiada- Flg. 188. 

Jace pionowe przesu 
'"ecie punktu C jako 3 a ( 1 , poziome przesunięcia punktu 11 jako (>ca = %ul., 
kąt obrotu przekroju C jako Z(lu = 3 a ( j , poziome przesunięcie punktu 11 
jako 8 j 0 = 8 0 i , , a wreszcie pionowe przesunięcie dowolnego przekroju / belki 
Poziomej jako 8. = 8_>. Tak otrzymujemy spólczynniki pierwszego Z ró­
wnań (109). 

Podobnie działając na uk ład samą tylko siłą Xh == 1, wyznaczamy po­
korne przesunięcie punktu li jako o( | ) ) , pionowe przesunięcie punktu C 
jako 8 ( ( i = 3( , poziome przesuniecie punktu C jako 3 c ( l = 8ł)(,, kąt obrotu 
Przekroju C jako 3 r f ( | = iii, i pionowe przesunięc ia dowolnych przekrojów i 
belki poziomej jako 3 ( 7 ) = 8 Ł l - . Zaczem otrzymujemy spólczynniki drugiego 
• równań. Stan X — 1 pozwoli nam znaleźć analogicznie spólczynniki trze-
c 'ego z równań. Nakoniec dla otrzymania spółczynników czwartego równa-

l l a Przyjmujemy stan Xt= 1, tj. dz ia łamy na przekrój O momentem Xd = 1, 
który obraca przekrój o kąt 8( / d , przesuwa go pionowo o 8 a ( 7 = 8(, ( 1 , poziomo 
0 ftcd=8(ic; przesuwa punkt 11 o 81(J==8JJ (poziomo) i przekroje belki 

<d*= 8,^ (pionowo). 
II . P rzy równomiernem ogrzaniu uk ładu t", k tóreby po oswobodzeniu 

B° od reakcyj hiperstatycznych Xu, Xh, . . . wywoła ło przesunięcia i ch 
j | u , |któ\v dzia łania o wielkościach 8 ( l ( , 8 ,^ , . . . należy w równaniach warun-

wych (109) umieśc ić po prawej stronie odpowiednio: — 8 a ( , —i b l , . . . 
}^\' Jeżeli wskutek możliwości poddawania się podpór zachodzą prze­

j ę c i a 8 ( l w , 8» . . . punktów dz ia łan ia reakcyj A , , X b , t o przesunięcia 
i e z " a k i e m przeciwnym należy również umieścić po prawej stronie równań (109). 
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VI. Pręty zakrzywione. 
Technicznie ważne przypadki pozwalają najczęściej na elementarne 

przybliżono obliczenia teoretyczne przy następujących za łożeniach: 
1. Oś prę ta jest k rzywą płaską, a przekrój stały lub s łabo zmienny 

w sposób c iągły . 
2. Siły zewnętrzne leżą w płaszczyźnie osi p rę t a , k tóra jest zarazem 

płaszczyzną główną dla każdego przekroju poprzecznego. 
3. Mater jał pręta podlega prawu Ilooke'a i zasadzie superpozycji. 
58 . O b l i c z e n i e n a p r ę ż e ń . Sprowadzając przy powyższych założeniach 

sity zewnętrzne części pręta odciętej rozpatrywanym przekrojem (up. części 
prawej) do siły wypadkowej li (fig. 189), trafia­
jącej przekrój w odległości v od środka O, mamy 
wogóle do czynienia z siłą podłużną N, po­
przeczną T i momentem zginającym 

Naprężenia styczne, uwarunkowane silą po­
przeczną T, grają u prętów zakrzywionj ch naj­
częściej jeszcze mniejszą rolę niż u prętów 
prostych. W razie potrzeby można je w przybli­
żeniu w y z n a c z y ć tak, j ak gdyby pręt był prosty. 

Naprężenia normalne składają się z naprężeń 
SiY> wywołanych siłą podłużną i naprężeń o.^, 
w y w o ł a n y c h momentem zginającym M. Pierwsze 

można z dostateczną dokładnością przyjąć jako rozłożone równomiernie 
w przekroju. 

N 
A zatem: o r̂ = -j^. 

Drugie zaś oblicza się (również w przybl iżeniu) z t. zw. „hipotezy 
płaskich przekrojów" (jak dla prętów prostych), a właśc iwie z przyjęcia 
linjowego rozkładu wydłużeń podłużnych włókien elementarnych, na obszarze 
przekroju poprzecznego. Z tego przyjęcia wynika hiperboliczny rozkład 
naprężeń zginających z. w zależności od -rj, tj. odległości w łókna od głó­
wnej osi przekroju prostopadłej do p łaszczyzny obciążenia. P rzy jmując , że 
dodatni kierunek rzędnych -r\ wskazuje od środka krzywizny osi pręta, 
a dodatni moment M zwiększa krzywiznę , czy l i zmniejsza promień krzy­
wizny /•, mamy: 

o = —=r -4- - r ^L- • — r — (wzór III. przybliżenia)r 

przyczem stalą przekroju k (zawsze dodatnią) określa r ó w n a n i e : 

FJ r + -q 
Całkowanie rozpościera się tutaj na całe pole przekroju. Hiperbola wy­

kresu naprężeń zginających przecina oś TJ w odległości : 

od środka przekroju i ma asymptotę prostopadłą do przekroju, wystawioną 
w środku krzywizny osi pręta . Oś obojętna przy czystem zginaniu zbacza 
zatem od środka przekroju ku wklęsłe j stronie osi pręta. 

L i c z b a s ta ła przekroju k maleje szybko z krzywizną — osi prę ta przy 

niezmienionych wymiarach poprzecznych i da się w y z n a c z y ć raclmnkiei" 
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lub wykreślnie . Jeże l i , jak to często bywa, rozmiary poprzeczne są nie­
wielkie w stosunku do promienia r ( luki mostowe, sklepienia itp.), to z do-
statecznem przybliżeniem jest: 

J , i1 

k = CKI , zaś -r>0 = • r, 

przyczem ,7 oznacza moment bezwładności przekroju względem osi, prze­
chodzącej przez jego środek i prostopadłej do p łaszczyzuy obciążenia , a i od­
powiadające ramie bezwładności . Wtedy : 

1Mg-mm'00 —p + -J • /_C ( w z ó r n - przybliżenia) . 

D l a jeszcze większych wartości r można pierwszy wyraz pominąć wobec 

drugiego a w drugim zastąpić u ł amok — £ — przez 1. 

r + fj 
A zatem w pierwszem przybliżeniu mamy: 

M 

Jak dla prętów prostych. 
Przy jednoczesnem dzia łaniu siły podłużnej N i momentu zginającego 

M(=Ńv) określają tedy naprężenia normalne wzory nas tępujące: 

a , M_ (w 1. przybliżeniu dla 
F j ' " * 1 b a r d z o wielkich /•). 

o ^ , M . M_ • ri\ (w II. przybl iżeuiu dla 
F r F J r - \ - i \ d o ś ć wielkich r) . 

- • N M . 1 U 71 , T T T . . . . . . 
-p-l ST + -T T=r • — r — ( ™ III . przybliżeniu . 
1< r F k /• / ' r -\- -ą 

59. O d k s z t a ł c e n i a o s i p r ę t a . Siła pod łużna JV nie zmienia krzywizny 
Pr?ta, a tylko zmienia d ługość elementu ds jego osi w stosunku: 

Ads g 
Przyrost długości elementu i i s, wywolauy (dodatnim) momentem 37, 

"kreślą r ó w n a n i e : 

^ d s = V E F d S -

Całkowitą zmianę długości s osi p rę ta określa przeto r ó w n a n i e : 

^ s ^ f ( v ¥ F + ^ F ) d s -

. Kąt elementarny d o. między dwoma sąsiedniemi przekrojami przed od-
a2talceniem zmienia się wskutek siły podłużnej o 

. j N 
= ~E~F 

Z a ś wskutek momentu .1/ o 
M l . 1 \ 

* d a = V T F { 1 + i ; ) d ' i ' 

l ' r s ! yczeni k ma to samo zuaczenie co w ust. 50. 
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Całkowitą zmianę kąta A o. na d ługości s przedstawia zatem wzór : 

N 

albo wzór: 1 + 

rEF 

N 
r EF 

. A fl M i N lub wreszcie: ł | " M ^ , .̂ -f- ^ ^ ^ , d s 

d a w III . przybl iżeuiu, 

(/ S w II. przybliżeniu, 

w I. przybliżeniu. 

60. L i n j a u g i ę c i a . Zmianę krzywizny — na — , wywołana momentem M, 

i s i łą podłużną .V określa równan ie : 

albo 

M 
k>-2EF 

~ r FF ~ E F 
M 

EJ .1/ N 

(w III. przybliżeniu) , 

(w II. przybliżeniu), 

albo wreszcie — = (w I. przybl iżeniu dla ł u k ó w niezbyt płaskicb) . 
r E J 

Jeżel i oś prę ta jest łuk iem koła o promieniu A', to obrawszy początek 0 
biegunowego uk ładu spółrzędnyeh (fig. 190) w środku koła i oznaczywszy 

przez ]{-\- y promień wodzący zgiętej osi, 

mamy przy założeniu, że y i sa bardzo 

ma łe wobec R: 

R2 ' d * 2 

JL 
R2 

d*y 
d P 

przyczem R d tp — d s. Równanie różniczkowe 
linji ug ięc ia w pierwszem przybliżeniu p r z y 

viv- UO. biera zatem pos t ać : 
try M y 
ds2 = ~ ~EJ ~~ l i 2 ' 

odpowiadającą przybliżonemu równaniu l inj i ug ięc ia prętów prostych. 

61. Energja potencjalna (praca o d k s z t a ł c e n i a ) . Pomija jąc wply"' 
naprężeń ścinających i odkształceń poprzecznych mamy w III. przybliżeniu. 

d U--
k + 1 N2 

ds-
MN , 

k r'EF 1 2 EF 1 /• E F 

jako wyrażenie dla energji potencjalnej elementu pręta o długości d 8-

W II. przybliżeniu | t j . przy podstawieniu ^ ~ p~~ij będz ie : 

j f « . , 1 A r a , , MN d <7=4-. 
.1/ ' 

• ds. 
2 " EJ d s + Y ' ~^EF d s A r Y ' EF ds'< r EF 

Nakoniec w I. przybliżeniu, tj. z opuszczeniem wyrazu drugiego i czwartego, 
otrzymamy to samo co dla prętów prostych. 
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VII. Płyty. 
62. Z g i ę c i e w a l c o w e p ł y t y . S z t y w n o ś ć z g i n a n i a . Założywszy, że 

płaszczyzna środkowa p ły ty nie rozciąga się, ani kurczy w żadnym kierunku, 
czy l i że spełnia role warstwy obojętnej, ł a two wywnioskować , że zgięciu 
walcowemu (o tworzących równoległych do osi X) towarzyszą : 

1. Naprężen ia zginające g łówne (lig. 191), rozciągające lub ściskające 
włókna elementarne p r o s t o p a d ł e do tworzących walca, czy l i równoległe do 
płaszczyzny zginania. Te zt) są proporcjonalne względem odległości vj od 
warstwy obojętnej. 

2. Naprężenia zginające poprzeczne zx rozciągające lub ściskające włókna 
elementarne r ó w n o l e g ł e do tworzących walca, czy l i prostopadłe do płasz­
czyzny zginania. Przytem jest 

F i g . 191. 

F i g . 192. 

Naprężenia zx zapobiegają poprzecznemu zakrzywieniu przekrojów skraw­
ków (prętów) elementarnych, ua które dzielimy pły tę w myśli p łaszczy­
k a m i równoległomi do p łaszczyzny zgięcia (por. ust. 40 a). T y c h naprężeń 
"'e byłoby wcale przy zgięciu walcowem tylko wówczas , gdyby l iczba 
Poissoua by ła równą zeru. -

Krzywiznę główną zgięcia walcowego określa wzór : 

M 
przyczem J = — 1 . / i a 

"znaczą moment bezwładności prostokątnego przekroju skrawka p ły ty o sze­
rokości 1, a grubości h, zaś M oznacza moment sił wewnęt rznych w tymże 
Przekroju tworzących pa rę zginającą. 

WiolkuA J — 11 jest miarą sztywności zgiuauia p łyty , podobnie 

J a k / ; . / =^ p j e M t m i a r ą sz tywności zginania belki . A zatem: S z t y w n o ś ć 

" r y l a , Podręcznik inżynierski. VI. 76 145 
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z p- i n a n i a w a l c o w e g o p ł y t y B j e s t —5 — r a z y w i ę k s z a o d 
m* — 1 

s z t y w n o ś c i z g i n a n i a p r ę t a B z t e g o s a m e g o m a t e r j a ł u p r z y 
r ó w n y c h m o m e n t a c h b e z w ł a d n o ś c i p r z e k r o j u . 

—— 4 _ Ponieważ m 5 2, przeto li < -rr B, skąd widać znaczenie l iczby Poisson'a 
o 

w teorji p ły t . (Dla m = co jest B = TJ.) 
Gdy zgięcie zachodzi wed ług walca kołowego, to wyciąwszy w myśli 

prostokątną część płyty przekrojami wzdłuż tworzących walca i pros topadłemi 
do uich (fig. 192), otrzymujemy równomierny rozkład momentów zginających j ł / 
wzdłuż dwu pierwszych i równomierny rozkład momentów zginających Mx 

wzdłuż dwu drugich przekrojów. Wszystkie momenty Mx i My dokoła prosto­
kątnej części p ły ty tworzą układ sił zewnęt rznych czyniący zadość ogólnym 
warunkom równowagi . A zatem: 

J e ż e l i w z d ł u ż j e d n e j p a r y b r z e g ó w r ó w n o l e g ł y c h a p ł y t y 
p r o s t o k ą t n e j d z i a ł a j ą r ó w n o m i e r n i e r o z m i e s z c z o n e m o m e n t y 
z g i n a j ą c e M , a w z d ł u ż d r u g i e j p a r y b r z e g ó w r ó w n o l e g ł y c h b 

m o m e n t y A P = — iłf,,, r ó w n i e ż r ó w n o m i e r n i e r o z ł o ż o n e , t o p ł y t a 
• m y 

z g i n a s i ę w e d ł u g p o w i e r z c h n i w a l c o w e j o t w o r z ą c y c h r ó w no-
l e g ł y c h do a. 

Skoro równomiernie rozłożone momenty M działają tylko na jedną parę 
brzegów równoległych np. a, to, jak poucza doświadczenie , różni się zgięcie 
od walcowego tylko na wąskich skrawkach przy brzegach b. W środkowej 

części p ły ty zachodzi walcowe zgięcie przy naprężeniach 0^ i ax = — o y 

tem dokładnie j , im mniejsza jest grubość p ły ty h wobec a. 
W praktyce można niemal zawsze obliczać p ły tę na zginanie walcowe, 

jeżeli tylko wszelkie siły zewnętrzne są równomiernie rozłożone wzdłuż 
prostych równoległych do jednej pary boków. Np . p ły ta prostokątna swobodnie 
podparta wzdłuż brzegów a i dźwiga jąca obciążenie równomiernie rozłożone 
(J kyjcm'1 na całej powierzchni. W ó w c z a s traktujemy płytę jako belkę, względnie 
uk ład belek obok siebie leżących o tej samej rozpiętości b, przekroju prosto­
kątnym l . / i i o obciążeniu q na jednostkę rozpiętości . O w y t r z y m a ł o ś c i 
d e c y d u j e n a j w i ę k s z a w a r t o ś ć ~ t / , o b l i c z o n a t a k j a k d i a b e ł k i , 
a w p ł y w ox m o ż n a z r e g u ł y p o m i n ą ć . T y l k o przy obliczaniu ugięć 
należy pamię tać o wprowadzeniu sztywności zginania p ł y t y : 

B-"L.EJ. m' — 1 
Jeżeli p ły ta jest podparta lub utwierdzona brzegami równoległemi r u c h o ­

mo (ust. 4 l ) , to wskutek zgięcia zbliżają sic brzegi p ły ty . Nierzadko brzegi 
p ły ty są podparte lub utwierdzone stale, wskutek czego powstają reakcjo 
rozciągająco płytę w kierunku rozpiętości, a zarazem zmniejszające momenty 
zgięcia. Szczegółowe obliczenie w tych przypadkach por. Timoszenko: 
„Kurs wytrz. Materj.", § 145. 

63. O g ó l n e z g i ę c i e p ł y t y . ( E n e r g j a p o t e n c j a l n a z g i ę t e j p ł y t y . ) 
(l) Przy ogólnem zgięciu p ły ty zamienia sie p łaszczyzna środkowa, poło­
wiąca jej g rubość h na powierzchnię bardzo słabo zakrzywioną, zwaną 
powierzchnią ugięcia. Jej równanie ma postać tc = f (.r, y). Niechaj Oj i Pu 
oznaczają promienie krzywizny g łównych przekrojów normalnych, wzajemnie 
prostokątnych, poprowadzonych w dowolnym punkcie powierzchni ugięcia> 
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którego spółrzędne przed ugięciem (x, y, o) zmieni ły się na (x, y, to). Element 
Ptyty (lig- 193), wycię ty przekrojami równoległemi do g łównych , ma w płasz­
czyźnie środkowej wymiary d s , i (/Sj. W warstwach, 
leżących w odległości z od tej p łaszczyzny, doznają te 
wymiary wydłużeń g łównych w stosunku: 

Z 

Ti 
z 

Wydłużen iom g łównym Ej i E2 towarzyszą (główne) 
normalne nap rężen i a : 

2 —1 \p, m pi)' 

>»" E 
' m* — 1 ± + ± p2 m 

Odpowiadające momenty zgięcia, działające na ściany 
boczne elementu, mają w odniesieniu do jednostki szero­
kości w a r t o ś ć : Fig. 193. 

\ P I m 
iL = B 1 + 1 . 

pa m 
D l a e n e r g j i p o t e n c j a l n e j ( p r a c y o d k s z t a ł c e n i a ) elementu 

mamy w y r a ż e n i e : 

- + - + -
te te 

rfsjds2 . . (1191) 
ft) Skoro ściany boczne elementu płyty zorjeutujemy wed ług obranych 

0 8 1 spółrzednych, to dxidy są wymiarami jego w płaszczyźnie środkowej, 
^ a ścianach bocznych elementu (tig. 194 o i b) działają teraz (w płaszczyźnie 

Ol 

4 

X 

•v ) 
w*glądnt( 
t 

b 
Fig. 194. 

r ó w n o l e g ł e j do p ł a s z c z y z n y p ł y t y ) obok n a p r ę ż e ń normalnych o , 

t a k ż e n a p r ę ż e n i a styczne xx , w z g l ę d n i e iyX, przyczem 

~u ' Ta;»/ ° k r e ś l a j ą dwuwymiarowy stan n a p i ę c i a 

Warstwie elementarnej r ó w n o l e g ł e j , do p ł a s z c z y z n y ś r o d k o w e j o g r u b o ś c i 

'• P o n i e w a ż : 
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1150 Sprężystości wytrzymałość. 

sx— cos2 tr -\- o2 sin2 9-; 0 L « Oj sin2 & 4~ o2 cos2 d-; 

jeżeli oznacza kąt nachylenia do osi a; głównego przekroju normalnego, 
na który działają tylko naprężenia o,; przeto naprężenia styczne x są 
również proporcjonalne względem odległości z od warstwy obojętnej. Od­
powiadające siły, działające na ścianę boczną elementu, sprowadzają się 
znowu do pary. Jej moment, jako prostopadły do płaszczyzny ściany, 
tworzy moment skręcający. Oznaczywszy przez D jego wartość odniesioną 
do jednostki szerokości przekroju (widocznie równą dla obu ścian elementu), 
mamy: Ji 

D-f * ^ x y d z (1201) 

Zważywszy, że 

+ 7 r + j 
i / / ^ zoxdz, My=l ^ ZGydz, 

7 ~ 7 
widzimy, że między MX, MY, I) a momentami -V, , ift w przekrojach głó­
wnych, zachodzą takie same związki, jak między zx, ay, zxy a a, i z.,, 
a mianowicie: 

MX = Mt cos2 -f- M2 siu2 8-, Jf„=» My siu2 0- - j - M2 cos2 

D = i- ^ — M^ sin 2 (h 

Oznaczywszy przez px i py promienie krzywizny przekrojów ,Y Z i 37" 
powierzchni ugięcia, mamy analogicznie jak wyżej : 

MX=B(—+ — •—); M = B (- + -•--) . . .(1202) 

Z założenia, że krawędzie elementu płyty, prostopadłe pierwotnie do 
płaszczyzny środkowej, stają się po odkształceniu normalnemi do powierzchni 
ugięcia wypływa, że 

„ „ d*w 
T — — 2 Oz — . 

„ . i a8«r i &w 
1 oniewaz nadto — = — -—%, — = — -—- , 

przeto oznaczywszy jeszcze 

C = G J = \ . . E J ^ . ^ - B , 
2 m -\-1 2 m 

otrzymujemy z równań (1201) i (1202) wzory: 

»« d ^ o // ' 
Te wzory pozwalają obliczyć momenty zginające i skręcające, a wiec 

i naprężenia ax, ay i t w dowolnem miojscu płyty z danej powierzchni 
ugięcia w postaci równania ir — f(j; y). 
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Energję potencjalną (pracę odkształcenia) elementu o polu dx.dy znaj­
dziemy, dodając do pracy zginania, wyrażonej według (1191) w postaci: 

92 w 

pracę skręcania: 

dLskr=- • B 
0 x 9 y 

92 w 92 to 
9 x° 9 «/a 

i 
d xdy 

d x dy, 

albowiem obie prace są od siebie niezależne. 
A zatem: 

J! 

i 9 x2 

2

+ / 9 
9 1/ 

' . 2 92 w 9B
 M> . 0 ) » — 1 

»» 9 a;2 9 y" m 
9 2 M> 

d xdy 
d x d y. 

Uwaga. W najogólniejszym przypadku działają na .ścianach elementu płyty jeszcze 
8ily poprzoczno Vx (na ścianach prostopadłych do x), wywołujące naprężenia ścinająco 
*Xe 1 r „ t (tig. 194 c), rozłożone jak w bolce proslokątnoj p a r a b o l i c z n i e , a wreszcie 
8 * ł y p o d t u ż n o . Wpływ sił poprzecznych na pracę odkształcenia jest najczęścioj tak 
nieznacznym, żo nio potrzeba dodawać odpowiedniego wyrazu do wyrażenia dla d L. 
Atoli w przypadku sił podłużnych będzie uzupełnienie wyrażonia dla d L najczęściej 
koniecznom. 

64. S i ł y poprzeczne i równanie r ó ż n i c z k o w e powierzchni u g i ę c i a 
Płyty. W a r u n k i k r a ń c o w o . Z warunku równowagi (warunek momentów) 

d J\f 
cementu płyty wypływają analogicznie do równania T=~~ dla prętów 
zginanych następujące wyrażenia dla sił poprzecznych, odniesionych do 
Jednostki szerokości przekroju: 

d M „ . 9 J 
9?/ ~*~ dx ' 

d M x , 9 D 
9.r + 9y' 

Zaś z waruuku rzutów na oś Z otrzymujemy równanie różniczkowe 
Powierzchni ugięcia w postaci: 

9< io 
9 x 

94 w 
9 ,r 2 9 j / 2 + 9.y* 

Przyczem p oznacza obciążenie płyty (jako funkcja x, y), odniesione do 
Jednostki pola. 

Ażeby całka powyższego równania różniczkowego dawała rozwiązanie 
konkretnego zadania zgięcia płyty obciążonej i podpartej w dany sposób, 
rousi rozwiązanie W*=f(x,y) czynić jeszcze zadość warunkom krańcowym. 

° z patrzymy je tutaj tylko dla przypadku swobodnego podparcia i utwier-
.enia brzegów płyty pomyślanej poziomo i obciążonej z góry siłami 

Piouowemi. 
1. 1'rzedowszystkiem musi być w obu przypadkach wzdłuż brzegów pod-

Partych w = 0. 
2. W wypadku swobodnego podparcia brzegu muszą tam znikać naprę-

enia zginające, a zatem musi b y ć : 

9 s w 9'w „ 0; - ^ - = 0. 3 » s a?/2 

^ wypadku doskonałego utwierdzenia momenty zginające nie znikają; 
natomias't wzdłuż brzegów utwierdzonych musi b y ć : 

9 w 
dx 

= 0, 3 to 

1 7 = 0 ' 
C 2 ; yH styczne do powierzchni ugięcia muszą być poziome. 
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3. W obu przypadkach muszą znikać naprężenia styczne poziome. Jednakże. 

z tego me wynika, aby mus ia ło byc Z) = 0, względnie -=—-— = 0 ; albo-

wiem momenty skręcające, rozmieszczonej w^sposób c iągły wzdłuż brzegu 

p ły ty , są statycznie równoważne siłom pionowym o wielkości — odniesionej 

do jednostki długości podpartego brzegu p ły ty (jeżeli ds oznacza element 
tej d ługośc i ; fig. 195). Te siły zaś są z równoważone dodatkowemi reakcjami 
podparcia R", które wraz z reakcjami R', określonemi wartością sił poprze­
cznych V wzdłuż brzegu podpartego tworzą reakcje ca łkowi te B = i ł ' - \ ? K " 
(odniesione do jednostki długości) . Przytem jest: 

R - ^ - V ; 
' os 

Gdy podparty brzeg p ły ty za łamuje się pod kątem prostym tworząc róg 
(fig. 196), a T> w tem miejscu nie znika, natenczas obok dodatkowych reakcyj R 

X 

Fig. 195. Fig. 106. 

wzdłuż brzegów potrzeba do zrównoważenia momeutów skręcających w rogu 
jeszcze siły skupionej R = — 22), zwauej r e a k c j ą n a r o ż n ą . 

65. Kulisto z g i ę c i e p ł y t y . N a p r ę ż e n i a termiczne. P rzy kulistem 
zgięciu płyty musi być widocznie M\ = j l / 2 , /> = O w każdym przekroju, 
a w ięc i wzdłuż brzegów p ły ty o dowolnej postaci, c z y l i : Momenty zgina­
j ą c e M (jako siły zewnętrzne) , rozłożone równomiernie wzdłuż brzegu płyty 
wywołują joj zgięcie kuliste o promieniu: 

Eh* 
1 ' 12 JŁf " 

Zgięcie kuliste może także powstać bez udziału sił zewnęt rznych, gdy p ły ta 
o brzegach swobodnych tworzy ścianę oddzielającą dwie przestrzenie o różnych 
temperaturach. 1'rzyjąwszy wtedy jednostajny spadek temperatury na gru­
bości p łyty i oznaczywszy tempera turę obu powierzchni zewnętrznych przez 

, i ( , AC 

mamy dla promienia środkowej kulistej powierzchni wygięcia wyrażen ie : 
h 

R--

przyczem ct oznacza spółczynnik termicznego wydłużen ia mater ja łu p ły ty . 

Gdy brzegi takiej p ły ty są doskonale utwierdzone, to wzdłuż brzegów 
powstają reakcyjne momenty zginające M, k tóre zapobiegają kulistomu 
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Zgięcie płyt okrągłych. 1159 

zgięciu p ły ty wskutek nierównego ogrzania obu ścian. Te momenty obliczymy 
z porównania prawych stron obu powyższych wyrażeń dla Ii, a mianowicie: 

M. --E--—rx\t. 
m — 1 12 

Ich wielkość określa odpowiadające naprężenia termiczne w p ł y c i e : 
6 M 

° = ~hT-
Gdy utwierdzenie brzegów p ły ty nie jest doskonałe , to oczywiście na­

prężenia termiczne sie zmniejszą. 
(!6. Ś r o d k o w o symetryczne z g i ę c i e p ł y t o k r ą g ł y c h zachodzi w szcze­

gólnie prostej postaci, jeżeli obciążenia i reakcje są równomiernie rozłożone 
"a okręgach kół współśrodkowych z płytą. W ó w c z a s ug ięc ia w, siły we­
wnętrzne itd. są funkcjami jednej zmiennej, tj. promienia wodzącego 
a równanie różniczkowe powiorzchui ug ięc ia przybiera p o s t a ć : 

t d* V I d \ldaw 1 dw\ p 
[dr2 • r ' dr)\dr2 r ' dr ) g' 

przyczem p w kg/cm* oznacza obciążenie właśc iwe p ły ty . 

W przypadku gdy p = stałej = q, a nadto w środku działa siła skupiona 1, 
Jest ogólnem rozwiązaniem powyższego równan ia : 

qr* . Pr2 C, r2 , 
10 — -±-=- -\ =r (log/ 1 — 1) -r— — C , log r + C 8 . 

64 Ii 8 « B 4 

<*) P ł y t a o k r ą g ł a o p r o m i e n i u P c a ł k o w i c i e r ó w n o m i e r n i e 
° ! ' c i ą z o n a i d o k o ł a d o s k o n a l e u t w i e r d z o n a . Momenty zginające 
.1/,. (w przekrojach elementarnych pros topadłych do promieni) i momenty 
zginające obwodowe Mt (w przekrojach radjalnych) określają wzory: 

2 M.. = 

M, 

16 

g 
16 

Wartości skrajne przyjmuje 3f„ na utwierdzonym obwodzie, zaś Mj w środku 
(/ / i* 2 tf/2 

Pvty, a mianowicie: Mr (dla r = i?) — g - > a l b o = 30" 

° z | i a c z a średnicę (rozpiętość) p ły ty . 

^ ( d l » r = 0 ) - J l f r - . ( l + - | ) ^ 

niebezpieczne miejsce leży zatem na obwodzie, 
s t r za łka ug ięc ia w środku p ł y t y : 

q 7f4 ql* 

- 1 + -

jeżeli i = 2 R 

7 / = 

Cel 

64 7? 1024 />' 

k o l 
*) l ' ł y t a o k r ą g ł a c a ł k o w i c i e r ó w n o m i e r n i e o b c i ą ż o n a i d o -

a s w o b o d n i e p o d p a r t a . 

CR* — '•'") I _l 1 

p Te ( 8 + m 
m a x — max 

1 16 

« V = 0 = / = 5 m + 1 ? i ? 4 5 m + 1 </ / 4 

»> + 1 64 2J W + 1 1024 B~ 
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c) P ł y t a o k r ą g ł a o b c i ą ż o n a s i ł ą s k u p i o n ą P w ś r o d k u i do­
k o ł a d o s k o n a l e u t w i e r d z o n a . 

r 
4 it hi l o g # - l 1 4 R 1 + ± ) l o g * _ i _ 

Skrajue wartości momentów na utwierdzonym obwodzie są: 

P TU 1 P 

4 R JH 4 R 

Te wartości są n i e z a l e ż n e od promienia (rozpiętości) p łyty . Drugie 
skrajne wartości (masimum momentów dodatnich) w środku płyty wypadają 
z powyższych wzorów meskończeuie wielkie, z czego wynika , że w teorji 
zgięcia p ły t nie można schematyzowae obciążenia skupionego analogicznie 
do teorji zgięcia prętów, lecz trzeba zgodnie z rzeczywistością, przyjąć roz­
łożenie siły skupionej na pewnem polu skończouem o promieniu If0. Ato l i 
dla obliczenia s trzałki u g i ę c i a / okazał się schemat obciążenia Pskupionego 
w punkcie zupełnie wys tarcza jącym, a mianowicie: 

PIP 

16 KB 1 6 51 

PP 
Eh3 

0,05117 • 
PP 
Eh3 

d) P ł y t a o k r ą g ł a o b c i ą ż o n : 
k o ł a s w o b o d n i e p o d p a r t a . 

s i ł ą s k u p i o n ą P w ś r o d k u i d o-

4 it \ -m I r 
P 

4 it 
i 

f-
3 m - f 1 3 PIP 

m + 1 16KB 
0,0597 

Przy założeniu, że P rozk łada się równomiernie na polu kołowem o pro­
mieniu i ? 0 , otrzymujemy dla największego momentu w środku w y r a ż e n i e : 

i l / _ = 
P 

4rc 1+- l o g - £ - + l -
Rn 

4 It-
Uwaga. Przy obciążeniu silnie skupionem decydują o wytrzymałości płyty nie tyle 

naprężenia zginające (momenty zginające), ile s i ł y poprzeczne , albo U ż c i ś n i e n i e ae 

prostopadle do powiorzehni płyty. W przypadkach (c) i (i7) powetuje największa siła 
poprzeczna 1' na obwodzie koła o promieniu J(ot przyczem 

F= P 

znajdujemy : Przyjąwszy paraboliczny rozkład naprężeń ścinających 
a P 

Średnią wartość ciśnienia nf obliczymy łatwo według wzoru: 
P 

i jtf ' 
Przy obliczeniu płyt ze względu na wytrzymałość należy przeto baczyć, aby tak na-

śred .» 

prężenia ax, Oy, varunkowaue momentami zginającemi, jak i naprężenia styczne r m f t X 

t ciśnienia poprzeczne n£ nie przekroczyły wartości bezpiecznej. 
Ze względów konstrukcyjnych wystaje brzeg płyty mniej lub więcej poza linję pod­

parcia. Podczas sdy wystawanie belki poza podpory nie ma ż a d n e g o wpływu na jej 
zgięcie pod obciążeniami ro/mieBzczonemi między podporami, ko wystająca c/ęść płyty 
zwiększa wjdatuie jej odporność na obciążenie rozpostarte w obrębie linji podparciu. 
Współdziałanie wystającej części płyty objawia się najsilniej w przypadku kolowoj, kwa­
dratowej itp. linji podparcia. 

67. P ł y t a p r o s t o k ą t n a d o k o ł a s w o b o d n i e podpa r t a . Jeżel i podparcie 
p ły ty pomyślanej poziomo dopuszcza reakcje podporowe- z obu stron, to przy 
obciążeniup kgjcm2, rozłożonem dowolnie, można znaleźć rozwiązanie równan ia 
różniczkowego powierzchni ugięcia (ust. G2) w postaci szeregów nieskoń-
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czonjch (por. autora: „Teorja p ły t " , str. 56), a stąd obl iczyć s t rzałkę ugięcia, 
momenty, siły poprzeczne i reakcje. Tutaj ograniczymy się tylko do podania 
k i lku najprostszych i najważniejszych wyników, odsyłając zresztą do „Teorji 
p ły t" . Doświadczenia potwierdzają g łówne tooretyczne wyn ik i wcale dokła­
dnie nawet wtedy, gdy podparcie jest jednostronne i nie mogą powstać 
reakcje narożnikowe, zapobiegające podniesieniu się rogów pły ty , byleby 
tylko podpory linjowe by ły dostatecznie sztywne w porównaniu do szty­
wności samej p ły ty . 

D l a uproszczenia wzorów wprowadzamy t. zw. m o m e n t y z a s t ę p c z e 
i i / . ' określone r ó w n a n i a m i : 

i l / j = — = — B . 
p» a y1 

Mt i Mt wyrażają się zatem przez 
pi 

Rzeczywiste momenty zginające 
powyższe wzorami: 

Mt = + — Mt< M, 

a) W z o r y I - g o p r z y b l i ż e n i a d l a m o m e n t ó w z g i n a j ą c y c h 
w s k u t e k c a ł k o w i t e go o b c i ą ż e n i a r ó w n o m i e r n e g o q kg jem2. 

Przyjąwszy w przybliżeniu rozmieszczenie reakcyj wzdłuż boków a i 6 
Według wykresu (fig. 197), znajdujemy dla średniej wartości momentu zgina-

F ig . 1*7. Fig. 198. 

^ e g o J V s (odniesionego do jednostki szerokości) w przekroju niebezpiecznym 
i średuiej wartości momentu Mx w przekroju YY' w y r a ż e n i a : 

Mt = 
1 

- 1 
(1290) 

l'oróv ównanie ze ścisłemi obliczeniami największych wartości Mt i M% 
| ' o u c z a , że powyższe wzory określają te wartości z przybl iżeniem wystarcza-
Jącem. dla wielu celów praktycznych. (Por. M . T. Huber „Pros ty sposób 
""hezauia p ły t prostokątnych Czas. techn. 1919.) 

o) W zo r y i n t e r p o l a c y j ne I I - g o p r z y b l i ż e n i a , o b l i c z o n e n a 
ro- v ' e ś c i s ł y c h r o z w i ą z a ń d l a o b c i ą ż e n i a r ó w n o m i e r n i e 

° z l o ż o n o g o n a c a ł e j p ł y c i e . M o m e n t y z a s t ę p c z e . 
" środku p ły ty O mają momenty zastępcze war tości : 

17 ,2e 8 .< / i 2 

' + 1)s(E4 + 8,5 EU - ł -107) ' 
^ ' = 0 , 1 2 5 + 7 3 E 8 - 2 , 8 3 E + 8 , 4 J (e8 + l ) 8 

0,19 i 

P r z y c nem 1, («^»). 
s t rza łka u g i ę c i a w środku p ł y t y : 

/ „ , 0,0073 ; 
/—.KOM 1,8+.*; (s8 + i)8 
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W szczególności dla p ły ty kwadratowej o boku a wypada dokładnie : 

J f , ' = , ł / 2 ' = 0,0368 q a"; f= 0,00406 q 

-jj 246,3 B 

Mi — MtWfl + -jj-J • 0,0368 9 o 2 . 

c) S i ł a s k u p i o n a / ' w ś r o d k u p ł y t y wywołuje ug ięc ia : 

/ ' 6 2 1 Sh .met — « r : E , 
./ = = • > , —s Tr i n — • • • ( T r z o r 8 C l x ł y ) (1801) 

ll = 1, 8, 5, . . . 

W szczególności dla p ły ty kwadratowej wypada z dokładnością 0 , l ° / o : 

/ l . : ^ - 0 , 0 1 1 6 6 4 - 1 . 
^ 86,5 B ' B 

Skupienie obciążenia w środku płyty kwadratowej zwiększa przoto strzałkę ugięcia 
niemal trzykrotnie (dokładniej 2,85 razy). Odpowiadająco zwiększenie momentu zginającego 
jest, oceniając z grubsza, przynajmniej czterokrotne. .Dokładniejsze obliczenie jest możliwo 
tylko przy bliżazem określeniu wymiarów skończonego pola, na które siła P się pizonosi. 
Kozważania toorotyczue A. i L . F ó p p l a (l)iang und Zwang —* tom I, § HO) prowadzą do 
następującego przybliżonego obliczenia niebezpiecznych momentów zginających pnd siłą 
•kupiona, /', działającą na płytę dokoła swobodnie podpartą, o kontur/c bądź" to kołowym, 
bądź też prostokątnym lub jakimkolwiek wypukłym. Przy założeniu, że obciążono miejsce 
lezy w pobliżu środka płyty w odległości d od najbliższego punktu podpartego brzegu 
określa przybliżoną wartość momontu zginającego w obciążonym punkcio wzór: 

• " m n T = — IYl+— ) log T + — ~~W ^ / ' I I M O S I log -,- -j- (o(04ol dla — = lo.sj 

zaś przybliżoną wartość momentu zginającego w punktach odległych O Y od togoż punktu 
wzór: 

* = > - £ - 1 + - l » g - + l - - - 0,103 l o g - + 
0,040 
0,053 
0,080 

($8. P ł y t a b a r d z o d ł u g a o b r z e g a c h r ó w n o l e g ł y c h s w o b o d n i e pod­
p a r t y c h . Pod obciążeniem calkowitem równomiernie rozłożonom (</ hgjm'1) 
zachodzi (por. ust. 60), zgięcie walcowo. Obliczenie największego momentu 
zginającego i strzałki ugięc ia wykonywa się przeto dla skrawka poprzecznego 
płyty o szerokości 1 tak, jak dla belki o przekroju prostokątnym 1 h. Ty lko 
na końcach p ły ty ma ugięcie inny charakter, zależny oczywiście od sposobu 
ewentualnego ustalenia brzegów poprzecznych |krótkich boków prostokątnego 
konturu p ły ty 1 ) ) . 

Natomiast obciążenie częściowe p ły ty , czyto p o 1 o we (powierzchniowe), 
czy też l i n j o w e lub wreszcie p u n k t o w e , wywołuje ugięcie odczuwalne 
tylko w odległości mniejszej od 1,5-krotnej rozpiętości (szerokości b) p łyty . 
(Odległość należy przytom mierzyć od konturu obciążonego pola.) Obustronny 
z a s i ę g d z i a ł a n i a ciężaru skupionego obejmuje tedy cześć długości p łyty 
równą 3 6. 

W praktyce określa się działanie p ły towe zwykle tą szerokością po­
przecznego skrawka płyty , traktowanego jako belka, na która trzeba rozłożyć 
dane obciążenie skupione, aby wytężenie mater ja łu było w obu przypadkach 
równe. Taka s z e r o k o ś ć z a s t ę p c z a , czy l i r ó w n o w a ż n a ,s(., da się 
wyznaczyć teoretycznie lub doświadczalnie i okazuje się oczywiście zależną 
od koncentracji obciążenia i tak : 

') Badaniem btanu napięcia i odkształcenia w tych miejscach zajmują się praco: 
A. Nadai „Die Forinanderungen und die Spannungou von rcchtocklgen olastischen Platton", 
Berlin 1!U5, M. T. Huher „Teorja płyt" l.wow 1021. 
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Płyta prostokątna o brzoguch podpartych i utwierdzonych. 1168 

o) P rzy obciążeniu liujowem, równomiernie rozłożonem na całej roz­
piętości, jest teoretycznie sr = (0,90 do 1,35) b, średnio cv> 1,1 b przy 
1 
m = — do 0. 

b) P r z y obciążeniu linjowem, skupionem na długości — b w środku roz­

piętości (porównywanoni z działaniom siły skupionej), wypada („Teorja p ły t" , 
3 1 1 

8tr. 74) sr = (0,61 do 0,92) b, ś rednio co — b przy — — — do 0. 

Uwaga. Powyższo wyniki teorji są w dobrej zgodzie z nowazemi doświadczeniami 
Niem. Wydz. Żelbotowego (zesz. 44), z których przy obciążeniu praktycznio skupiouom 
wywnioskowano, żo sr = b. Dawniejszo przyjęcio .s,. = ~b widoezuio uie doceniało korzyści 

dslałaniu płytowego. 

69. P ł y t a p r o s t o k ą t n a o brzegach podłużnych (<t) podpartych 
1 Poprzecznych (fi) Utwierdzonych (doskonale). ti) W z o r y I - g o p r z y ­
b l i ż e n i a d l a n i e b e z p i e c z n y c h m o m e n t ó w z g i n a j ą c y c h p r z y 
c a ł k o w i t e m o b c i ą ż e n i u r ó w n o m i o r n e m q kg/cm*. W środku płyty 
( % 198): 

24 5 + E 4 

^ środku brzegu utwierdzonego: 

A f , 
8 5 + E ' 

qb\ 

Dokładność praktyczuie wys ta rcza jąca przy war tośc iach E = niezbyt ró­

żniących sic od 1. 

Iu>z 
v) W z o r y d o k ł a d n e (por. „Teorja p ły t " , § 1 8 ) nie nadają się do 
pośredniego praktycznego zastosowania. Zastąpi je tablica .1, obliczona 

* tych wzorów dla przypadku ca łkowi tego obciążenia równomiernie roz­
wożonego (q hg/cm'). 

T a b l i c a . I. 

B *o«uiek 
'"'kón 

8p6I-
czynnik 
_ V 
Strzałki 

Niebezpieczne momenty zginające 
przy wartości liczby PoisBon^i 

m = l ° / 3 

Zastępcze niebezpioczne momenty 
(niezależne od liczby PoiBson'a) 

e = ° 
b 

ugięcia 
W środku płyty 

W środku brzegu 
utwierdzonego W środku płyty W środku brzegu 

utwierdzonego 

B KitqV • w -V, ^ 7 j 6 ' 

0,4 
0,6 
0,8 

s':"=t,007 

OO 

0,000010 
0,000204 
o, i:t 
0,00180. 
0,00866. 
0,00047. 
0,01061 . 
0,lii:i(l2. 

0,0060 
0,0151 
0.02406 
0,0334 
0,0413 
0,0473 
0,0448 
0,0376 

0,0009 
0,0041 
0,0124 
0,0239 
0,0411 
0,0001 
0,1046 
0,125. 

—0,01226 
—0,02975 
—0,0490 
-0,00975 
—0,0904 
—0,1114 
—0,1231 
—0,125. 

-0,0037 
- 0,0089 
—0,0160 
• -0,0209 
—0,0271 
—0,0334 
-0,03705 
-0,0376 

0,0230 
0,0288 
0.031S 
0,0292 
0,0148 
0,0000 

0,0055 
0,0163 
0,0316 
0,0603 
0,1001 
0,126. 

— 0 , 0 1 2 2 

—0,0300 
—0,0499 
— 0,0698 
—0,0901 
—0,1114 
—0,1234 
—0,126. 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

Pol • p r o s t o k ą t n a d o k o ł a doskonale utwierdzona. Wzory inter-
^ c y J n e oparte na dokładnych rozwiązaniach teorji p ły t przy ca łkowi tem 

" k a ż e n i u rów nomiernie roz łożonem; ważne dla 00 >t e > I . 
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1164 Sprężystość i wytrzymałość. 

a) S t rza łka ugięcia w środku p ł y t y : 

0,00260+ ^ 

/ =
 1 + ± _ Ł + J _ T" 

^ 7 E 2 ^ E 4 

6) Momenty zastępcze w środku p ł y t y : 

0,0659 qb2 

M,' 

1,35 + (1,57 e - l ) « , ± J _ . _ L 
""7 E 2 ^ E 4 

0,0417 + - ° ' 0 0 2 3 7 e 2 

0,657+ (E-1) 
o Zr 

c) Niebezpieczny moment utwierdzenia w środku krótszego boku b: 

0,0888 +«fiĄ+i«!Ł 

71. P ł y t a c i ą g ł a n a p r o s t o k ą t n e j s iec i p o d p ó r . Rozróżniamy 1. p o d ­
p o r y l i n j o w e, zrealizowano praktycznie przez ściany, mury lub belki pod­
pierające p ły tę wzdłuż prostych, wyznacza jących siec prostokątów o długości 
a i szerokości 6; 2. p o d p o r y p u n k t o w e , utworzone przez s ł u p y (filary), 
podpierające p ły tę w wierzchołkach sieci prostokątów. Ten drugi przypadek 
jest szczególnie ważny w zastosowauiu do t. z w. s t r o p ó w g r z y b k o w y c h 
(fig. 199), (por. dz i a ł : „Żelbetuictwo".) Ścisłą teorją za jmował się dr. L e w e 

(Die strenge Losung des 
• I i 1 I Pilzdeekenproblems, „l?au-

- ń - - - ^ - - • > - - ( ? - - ingeuieur" 1920, H . 22), 
| I I ' poda jąc dokładne rozwią-

- » - - - & ID B- - - Q V - - 6 - • -Ó zania ula wielu p rzypadków 
I l przy założeniu r ó w u o -

r-dr — -85— -8)- r- ̂  9 W 9~ k i e r u n k o w o ś c i płyty-
i I i 1 b l i l I Zastosowanie w praktyce 
'-U. — ^ rtj rl(. _ Ł g) <t> <)) A - uła twiają liczne tablice, 

L-a—J ' 1 L_a _J T zawarto w pracy dra L e -
Fig. m. we'go. Największe mo­

menty zginające (ujemne) 
występują z reguły nad konturem g łowicy s łupa i osiągają wartość tern 
większą, im mniejsze są wymiary g łowicy W porównaniu do wymiarów 
pola o . b p ły ty . [Gdyby wymiary g łowicy zdążały do zera, to powyższe 
momenty s ta łyby się logarytmicznie nieskończone (por. ust. 64, c)]. 

72. P ł y t y OrtOtropowe. P ł y t a betonowa, uzbrojona niejednakowo w obu 
kierunkach wzajemnie pros topadłych , jednolita deska drewniana, blacha 
falista, prostokątna sieć belek o różnej sz tywności w obu kierunkach itp. 
elementy konstrukcyjno można objąć schematem teoretycznym p ł y t y o r t o -
t r o p o w ej (czyli prostokątnie różuokioruukowej) , tj. p ły ty , obdarzonej różna 
sztywnością zginania w każdym z dwu kierunków g łównych wzajemnie 
pros topadłych . J e ż e l i / ł j i B2 oznacza ją odpowiednio sz tywność zginania 
pasków płyty równoległych do długości o (osi A') i do sze rokośc i ą (osi Y)\ 

i odpowiadające uogólnione l iczby Poisson'a; to zamiast wzorów 
tlli 1)Ui 
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Płyty ortotropowo. 1165 

(1210) dla momentów w płycie równokierunkowej , otrzymujemy („Teorja p ły t " , 
cześć I.) nas t ępu jące : 

9 a:2 

9 2 i e \ 
mt 9 y'2 ) 

D = — 2 C 

— id* to 1 d*w' 

dxdy 

(1370) 

Równanie różniczkowe powierzchni ugięcia przybiera przytem pos tać : 

fit 
9 4 w 
9 X1 

•111 94K> (1871) 
z oznaczeniem dla skrócenia : 

2 5 = ^ L - L ^ - 4 - 4 C (1371rt) 

M a energji potencjalnej ugiętej p ły ty ortotropowej wypada wyrażen ie : 

Kri B ^ 
l h \ 9 ^ 

\ m2 W i / 

+ ^ 2 

9 2 w 

9 2 « ) 

9 2 i o 
+ 
\-4C 

9 2 i 
(/»</ y (1380) 

9 a;8 9 y 2 \ 9 x 9 y) 
Rozwiązania zagadnień p ły t zwyk łych (z mater ja łu równokierunkowego) 

•nożna przenieść ua p ły ty ortotropowe tylko wtedy, gdy 

Ten warunek można uważać za spełniony, przynajmniej z dość znacznem 
P r z yb l i żen iem, u p ły t że laznobetonowych. On się nie spełnia zwykle u krat 
belkowych z powodu małej stosunkowo sztywności skręcania . Ogólne roz­
wiązania, ważne dla wszelkich wartości stosunku r^ = H:~^BxBi, zwanego 
• c h a r a k t e r y s t y k ą p ły ty ortotropowej. podaje „Teorja p ły t" , w której 
•nożna znaleźć liczne wzory i tablice. Tutaj musimy poprzestać na podaniu 
Przekształcenia rozwiązań dla p ły t ortotropowych, gdy spełnia się warunek 

'1 = 1 (czyli / / = ] / / ) , A j ) . W tym celu, nie zmieniając b i y, zastępu-
i 4 

J e n i y 11 przez Wt, a przez a J/ =?•''•, X przez jr-; 
a zatem e = — 

u 

rnusimy zastąpić przez - , -
0 \ lh 

(sprowadzony stosunek boków). 

1 'rzyk łady . Wzory (1200) zmioniujo się w przypadku niorówuej sztywności zginania 
P O c ' łużuogo i poprzecznego na następujące: 

• " i 

dla strzałki ugięcia 
loatać: 

4 

'"•'yczom , = iii /!k 

Wzor śoialy (1301) dla strzałki ugięcia wskutek sity skupionoj / 'w środku płyty 
Itolcątnaj przybiera postać*: 

. . (i:tsi) 

i 1,8,6.,.. 

itd. 

1 5 7 
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