Energja potencjalna pratdw prostych. 1141

skutecznego i wyznaczamy nastepnie érodek ciezkoSci tego pola S'. Wy-
Stawiwszy w tym punkecie rzedng Sy Otrzymamy s, z wykresu linjowego
KL M,

, Uwaga. Gdy érodek obcigzenia nie
l"{.y na osi symetrji przekroju, to odpo-
Wiadajaca of obojetng mozna znalezé
tylko przez proby.

V. Praca odksztalcenia.

51." Energja potencjalna
(praca odksztalcenin) pretéw
(belek) prostych. @) Przy dsia-
lauiu samej sily podtuznej N
(rozciagajacej lub  Sciskajacej)
okrefla wedlug ustepu 13 energje
Potencjalna elementu preta o diu-
goSei ds wyraZenie:

d U= % T‘;i" ds=d L.

b) Przy dzialaniu samej sily
Poprzecznej 7 jest(w zwyklych
Przypadkach symetrji przekroju
Wzgledem plaszezyzny obeiaZenin):

1
dL=—-"T.8.ds,
brzyczem (3 jest srednia wartodcia

<ata odksztalcenia postaciowego w
calym przekroju. Ta wartobé da

81¢ przedstawié w postaci: Wig. 181.
T
ERE Y
P=r G
A zatem: P . 96
) i =-—2.——ds=ua Ey eige oo 0906
d U= 3 %' GF ds—d L. (96)

Wartofé «' znajdujemy z poréwuania tego wyraZenia z wyrazeniem dla
d U w postaci:

T

—d I
et

o]

d U=ds /
(F)
jﬂiali, znajac rozmieszcezenie t w przekroju, wykonamy ecalkowanie na ob-
Szarze pola 1.
¢) Przy dzialaniu samego momentu skrecajacego M, mamy:

1
d L= 9 ﬂls.d!.p,

Jezeli d o jest katem skrecenia na dlugosei ds (str. 1113).
Lwakywszy, %o

a,
dy= T ds,
Jezeli | — G J_q oznacza sztywno8é skrecenia, mamy :
1 M ; P
d L ST T ds=dU . . . . .. . .(96")
2 Gdigy



1142 S)';rqiystoéé i wytrzymalosé,

przyczem :
J ea = Jp dla przekrojéw okraglych,

F
rad = .y dla przekrojéw pelnych, wymienionych na str. 1114,
1‘

J

1 o, » ah o ;
red = O & Xk, 6,% dla przekrojéw skiadanych z waskich prostokatéw
5
o dlugoSciach A, i szerokosciach &,.

(Dla przekroju rurowego prostokatnego podano przybliZong wartosé J_ 4
na str. 1116.)

d) Przy dzialaniu samego momentu zginajacego M w plaszczyZnie
gléwnej jest

dL = % M.dy= % M. 4 (por. wzdér D, str.1122), czyli
2 0

i) b R s L e

=y ET
We wazystkich powyzszych przypadkach ma wyraZenie dla energji poten-
cjalnej elementarnego odcinka preta o dlugoSci ds postaé:

1 (sila lub moment)® Qs

d = 8. . . .« (9a)

2 252ty wnoSc“
przyczem sztywnoS¢ preta w rozpatrywanym przekroju mierzy iloczyn mo-
dulu sprezystoéci &, wzglednie G, przez wielkoS¢ geometryczna o wymiarze
pola F), lub momentu bezwladnobei J, zaleznie od tego, czy w liczniku jest
(sila)?, czy tez (moment)®. Mamy tedy:

‘ L' = sztywnoké rozciagania lub Sciskania,
1
—.GF = s Bcinania,
%~
EJ = o zginania,
GJ g = ,, skrecania.

Przy jednoczesnem dzialaniu sily podiuznej N, poprzecznej 7', momentu
skrecajacego M, i sginajgeego M, otrzymujemy (dzieki poczynionym zalo-
Zeniom upraszczajacym):

n

1 M2 i N2 1 M5 1 T
f=— ——ds+ - —=dst+————ds+4 - ———ds . (1
dl 3 HJT ds 2 TP ds YOI, ds - g * aT ds (79 0)

Gdyby w jeszcze ogdlniejszym przypadku moment zgiceia nie lezal w plaszezyZnie
gléwnej przekroju, to rozlozywszy go na dwa momenty skladowe M, i M, w plaszczyznach
glownych, otrzymalibysmy zamiast pierwezego wyrazu w powyzszym wzorze dwa na-

: 1 3? 1 M3
B u, 26 —_— e
bpujace: & T+ 7 F
bezwiadnofei przekroju.)

— . (1}, J; oznaczajy przytem odpowiadajace gldwne momenty

Uwaga. Powyzszy wzor stosuje siq z dostatecznem prayblizeniem do obliczenia energii
potencjalnej pret¢6w zakrzywionych (Qukéw), o ile promieit krzywizny jest doéé wielki
w pordwnaniu do wymiarGw przekroju, eczyli jest wainy dla pretow slabo znkrzy-
wionych.

52. Energja potencjalna (praca odksztalcenia) ukladu sprezystego.
Gdy uklad jest zlozony z pretéw prostych lub stabo zakrzywionyeh, to wy-
znacza sie dla kazdego z pretéw sile podiuzng (normalna) N, poprzeczna T’
moment zgiecia M i moment skrecenia M, (jako funkeje spérzednych Srodka
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Energja potencjalna ukladu sprezystego. 1143

Przekroju) i stosujac wzér (97,5) dla energji potencjalnej elementu o dlu-
gosci d's, sumuje sie wyrazenia dU dla calego ukladu.
Jezeli punkty dzislania @, b,...m,n,...sit P, P, ... P,
znaja przesunie¢ sprezystych 4, 8,. .8, 4, ...%), przyczem:
1. materjal ukladu podlega prawu Hooke'a i
2. dzialania sil zewnetrznych sa od si-bie nawzajem niezalezne, tj. za-
chodzi zasada superpozycji, natenczas:

B =t > 1St > N > A > &
O = "nm‘lu—romh"ll’—'}—"'+nnrm’lm—*'"mn'ln"*'--- . (98)
czyli 8, =2L0, 0 hk=ab,c,...mn...
{ ko k ’ 3 il )

1')

w e

do-

2 wiec przesuniecia (,ugiecia*) sa linjowemi jednorodnemi
funkecjami sil zewnetrzuych, nadto za$
R YU SRR Y -
L=U=21 : F 6, = 5 DAL O A (9Sa)
] (]
czyli energja potencjalna jest jednorodna kwadratowa funk-
¢ja 8il zewnetrznych.

W obu powyZszych twierdzeriach mozna kidrakolwiek z sil P zastapié
Przez moment M, a odpowiadajace przesunigcie d; przez kat obrotu ¢, prze-
kroju, na ktéry dziala moment. Twierdzenia te stosuja sie zatem do uogdl-
Dionych 8il i uogdélnionych przesunieé. Spélezynniki &, zalezne
Jedynie od postaci i materjalu ukladu, nazywamy wielkoéciami (lica-
bami) wplywowemi tego ukladu., Skoro bowiem na uklad dziala tylko
Jedna sila zewnetrzna, np. P, (wraz z reakcjami nierachomych punktéw

-, N » =y
Podparcia), przyczem F,, —1,t0 8, — 8, cayli 3,
8ily umieszezonej w przekroju (punkeie) m na ugiecie w przekroju n. Roz-
Wigzawszy réwnanie (98) wagledem sil [, otrzymujemy te sily jako linjowe

okresla wplyw jednostki

funkeje praesunied, a po wstawieniu tych wyraZen w réwnanie (98 @) przeko-

Uywamy sie, Ze energja potencjalna ukladu jest takZe jednorodna kwa-
ratowa funkeja nogdlnionych przesunieé (uogélnionych spél-

zednych),

. Przyklad. Na koncu A bélki A B (fig. 182) swobodnie podpartej dziala moment (zgina-

)4ey) I, \zaé na srodek sita P,. Z réwnania linji ugigcia znajdujemy kat obrotu przekroju A:

il PP

%= TE e B
s5EJ 16 I M, E
8 ugigeie pod sita Py /\ i
.1 oMmP Iy b A 3
=T A TV R
16  EJ 48 &J /l L > |
A zatem praca odksztalcenia : ! { { |
gy 2 2
1 1 1t
b=gliot+ghh= Fig. 182.
] 3 : r ) 24 EJ (_. 8 16
=—— (M =1 M, . Oy F =) = — | == o+ S S
6EJ ("' Bl 0 T 7T ("' WAt

- U\\l'ﬂg'a. Taklkolwiek w prakéyce mamy najezesciej do czynienia # prz‘\'pndkumi_. w !(t()ly(‘sh

5 B6lniono przesuniecin i sity podlegajg zasadzie superpozycji, to jednak pamictad nalezy

lmlt"z"!m'lk“ﬂh wyjatkowych, w ktérych ta - da nio zachodzi, w ktdorych zph‘m energja
Dr"'““.lfglllu ukladu ‘mie jest jednorodng kwadratows funkejy nogéinionych sil, waglednio
‘,-'%“"“Z“- Jeden z najwazniejszych przykiadovw stanowi belka zginanin i jednoczesnia
Yiskana podiuznie. (Por. rozdz. 1X., 4)

53. Twierdzenie Castigliano’a. Jezeli energje potencjalna U ukladu
SPrezysteco przedstawimy w postaci funkeji uogélnionyeh sil zewne-

") Wiclkogel o oznaczaja tutaj skladowe calkowitych przesuniqé, wzigte w kierunku

odpowi“dﬂjrguej sity .
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1144 Sprezystosé i wytrzymalosé.

trznych jako zmiennych niezaleznych /7, a funkcja ta jest kwadra-

towa jednorodna, to

0T L !

D—P’—z Gy czyli
pochodna czastkowa energji potencjalnej ukladu wzgledem
jakiejkolwiek (uogdlnion i) sily zewnetrznej réwna sig od-
powiadajacemu przesuni .ju.

I 7 [Przymiotnikiem , odpo-

wiadajacy®  okreSlamy w
przypadku sily P. skladowa

:

4, Przesuniecia jej punktu dzia-
,“; 1 ¥ ? Jania, wzieta w kierunku

Rl+——a

N

3

= lé T sily; w przypadku za$§ mo-

S g ’Ez mentu (pary sil) kat obrota
/ \- przekroju, wzgledem osi
réwnoleglej do wektora mo-
mentu. )

1}, A Przyklad. Na swobodny ko-
2 niec belki prostej, doskonale
e (s utwierdzonej drugim koicem,
Fig. 183. (fig. 183) dziala sila P, i para
zginajuca o mcmencio 4,. Chee-
my obliczyé ugiecie /i kat obrotu %, przekroju koficowego oraz ugiecio f; i kat ¥, prze-

kroju odleglego o « od koinea (przekroju a). Pomijajao wplyw sil poprzecznych, mamy :

przyczem M=+ P,z.

Il
o] =

A wige:

l 1
dy .u [ M, - P, 1 2
07; = . = ",“/(‘2'*" 17)7'-?1»—'_2
0 0
1 !
ar 1 o O Ml PP
/S —— | N A =7 My 4 Ponddz= - L
T 3w, F / T /( SRR
O U

\/nhy obliczyé s, i &, wprowadzamy pomocnicza sile F|, i pare M, w praekroju a.

Wyrazenie din enerpji puh‘m_;‘\llw_] bedzie teraz suma dwu czefici, odpowiadajacych prze-
dziatom belki [ i 11, a mianowicie:
a [
MR Myt
y 1 I 3 ; 1 "
U= E/TJI dz i Uy "‘?/W’""
) a
A zatem:
{
S by /- WKL/ ‘ /-)1,, oMy
h=——"= @ —— . e adxr =
T or EJ 0 p
a
7
1
=0+ =5 /[JIl 4 My, P (z — a) + Pyx] (x— a) dz.

l;
Kindae dalej wielkodci pomoenicze I’I =0, M, = 0, otrzymujemy:
2l
fi= [.u.i M@ by ;"'"
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Twierdzenia Castigliano’s. 1145

Podobniez mamy :

a l
ﬂ :_a I o / My ) ()Jll_l x /zll i |)Jl” e )
0w, ) BT O ET " g,
0 I
!
i rl’l [[JI,-*— My P (5 —a) - Pya]. 1.,
"

Z czogo po podstawieniu M, = 0, P, = 0 i scalkowanin:

1
=

1
ot [.w, A=) o P (=)

54. Zasada najmniejszogci pracy odksztaleenia wyplywa jako wnio-
sek z twierdzenia Castigliano’a. Pomiedzy danemi obciazeniami jako silami
zewnetrznemi, a nieznanemi reakcjami podpdr lub silami wewnetrznemi
ukladu, zachodza zwiazki okreSlone warankami réwnowagi. Jezeli liczba
r od siebie niezaleznych réwnan réwnowagi jest mniejsza od liczby tych
niewiadomych i, natenczas przez m—p» niewiadomyeh, zwanych wielko-
Sciami hiperstatyeznemi (lub statycznie niewyznacrzalnemi), dowolnie zreszta
obranych, da sie wyrazié » pozostalych wielkoei. Oznaczywszy obrane
wielkoSci hiperstatyczne przez X, Y, Z,... mamy:

oU a U a

— = —e— — = 2
A= % gy 0, aZ'”O Pl b S e, O Ay
Jako dodatkowe réwnania
Warankowe, ktére wraz z
Warunkami réwnowagi wy-
Starczaja  do  obliczenia
Wwizystkich reakeyj, lub sil
Wewnetrznych. Te réwnania
82 wyrazem nastepujacego
Prawidla :

Wielkoéci hiper-
Statyczne maja war-
toei odpowiadajace najmniejszoéci pracy od- h
ksztalcenia (energji potencjalnej) ukladu sprezystego.

Przyklad. Belka pozioma B (fig. 184), ob

7k-'/-"'", utwierdzona doskonale Iorcem 4, opiera si
3 e L Faed
°m B na stupie £ € o wysokosei h i przekroju 2.

“ P A
ni  réwnomiernie }
(przegubowo) kon-
Szuknne reakcje do-

“"‘ll'c-/,ujq trzech niewindomych: momentu utwierdzenin M, pionowej re- C
akeji podporowej A i takiejze reakeji w B i €. Te¢ ostatnia obieramy za
wielkoge hiperstatyczny X, Wtedy reakeja A =ql— X (wedlug warunku 7/,% %/,’ 7
“llh'n\-), a M, = _rli_l_ X! (wedlug warunku momentéw). Fig. 184,
9 L

Energjn potencjalna belki (z pominigeiem wplywu sit poprzecznych):

!
ST L A g
14 /_.g /Tj dx, przyczem M

Energja potencjalna slupa:

5
<>
=

g - :
Warunek minimum daje:

9 [ )=20
')‘\;( |"_ - Lo
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1146 SPrezystosce 1 wytrzymadose.

Po wstawieniu a—'”:r, scatkowaniu i rozwigzaniu wzgledem X znajdujemy:
X

- 3 1
Y=51v—=z77
EF. P

3 K s
Gdy w szczeg6lnofici h =0, to podpora B staje siq stal, a ‘\'-::Vévql. Im wicksza jest
wysokosé slupa k i sztywnodé sginania belki E'J, a zarazem im mniejaza jest sztywnosé
Sciskania stupa i rozpictofé belki /, tem mniejsxa cze¢dé obcigzenia gl przenosi eie na
podpore B.
Uwaga. Jezeli jeden z punktéw podparcia, np. odpowiadajacy hiperstatycznej reakeji X,
doznal niezaleinie od obecigZeri malego przesuniccin skladowego 6, w kierunku X,

np. z powodu niedokladnodei wykonania konstrukeji, to odpowiadajyce réwnanie warun-
kowe z (102) zamieni siq na nastepujace:

—=4,.
e
Niechaj np. w zadaniu powyZej rozpatrzonem bedzie podpora € osadzona o 4, z8
wysoko lub za nisko. Wéwezas:

a stad :

55. Wplyw ogrzania na energje potencjalng obcigzonego preta
prostego. a) Wskutek réwnomiernego ogrzania o £ C elementarnego od-
cinka preta o dlugoSci ds, zwicksza sie ta dlugo$é o Ads=u.!.ds,
jezeli o oznacza spélezynnik termicznego wydluZenia materjalu. A zatem
sila podluzna N jako sila wewnetrzna wykona przytem prace:

dL;=N.c.t.ds,
. : / 1 N?
ktora trzeba dodac do energji potencjalnej - ﬁds, azeby otrzymaé calko-

wita energje potencjalna, nagroma-
dzong w elemencie o dlugofci d s, tj.
1 N?
2 ElF

d ] = Il-\'+l\r.(£.£.d'\‘.

(Momenty i sily poprzeczne nie wy-
konywa przytem pracy.)

b) Skoro tenze element belki ogrzeje
sie nierwnomiernie tak, i% tempera-
tare ¢ wldkna odleglego o v od osi
obojetnej okre§la réwnanie. linjowe:

y — ta

h 7’
przyczem f, oznacza temperature war-
' stwy ol)o_]qtue],. [!., i/, goruej i doln,e,?
Fig. 186. warstwy skrajnej, zad A  wysokoS¢

3 belki (fig. 185), natenczas wewnetrzna
sila podluzna N wykona dodatkowa prace N.w./,.ds, zaé moment zginid-
jacy M dodatkowa prace M.d g,

Pr t=t+v.

o(t,—t;). dr e
Kat d;t:J_-'T’. e T S SRS
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Zasada wzajemnosoei przesunigé. 1147

okresla przytem wzajemne nachylenie obu koricowych przekrojéw elementu,
Wywolane ogrzaniem. A zatem dodatkowa prace d L;, o kiéra zwieksza sie

énergja potencjalna d U elementu, okreSla réwnanie:
M., (¢, —13)
h

dL,= ds+N.a.tyds - - - . (105 a)
Uwaga. Kazdy 7 wyrazéw do-

datkowej pracy moze wypasé do-

datni lub ujemuy zaleznio od M, %

©g0, czy sily wewnetrzne dzialajg Z

“godnie z odksztalceniem termi- % fy

S2nem, ozy tez przeciwnje. Skoro A :

1p. moment zginajacy dziala tak,

%¢ gérne wildkna sy rozciagane

A dolne fciskane, to przy [y>I,,

bedzie d Z; dodatnie.

Przyklad. Belka, obu koi-
%ami doskouale ufwierdzona, zmie-
Dila femperature wiokna géruego
1 dolnego (fig. 186) odpowiednio IR A2, 7
O by i tg; oblivzyd wywolany przez - o
0 moment utwierdzenia M, i sile Fig. 186.

Dodluzuq X,
Dla pracy odksztalcenia (wskutek niewiadomych) sil zewngtrznych mamy wyraZenia:
1 M2 1 X®
— L I — =,
N + 2 EF

u(l” l,/).l

My —L— X aty

)

: N
b

7

Q

&
\\
\4\\\}

NN

“al dla pracy dodatkowej:

Lo+ 1y
Przyezem = —I{—_—l przy zalozenin przekroju o wysokodei h symefrycznego wzgledem
o8i obojetnej. Przyréwnywujic pochodne sumy obu prac wzgledem wielkodei statycznie
Mewyznnezalnych M, i X do zera, mamy:

AU myr, a(ly—ta)! E.J

e Moy ST el ol AL S, =
o, EJ 7 0, o2yl 1o w g ta)
du b'¢

Ff—\v: 1-:\1,v.1+q1“1-:o, ezyli X=—EF.a.l,

86. Zasada wzajemnosci przesunieé. Prawa Betti'ego i Maxwell'a,
Jezeli (uogélnionym) silom P, P, P, ...P,, P,,. .., dzialajacym na punkty
(prackroje) a, b, ¢, ...mn,... ukladu spreZzystego, odpowiadaja przesuniecia
O 3 84 <+ Oy Oy -+ tychZe punktdw, innej za§ grupie sit P, F,
my - - -y dzinlajacych na te same punkty, odpowiadaja przesuniecia a7,

‘o ’)I” ]
»

N

0! N

Moo 0

my « « -y Datenczas zachodzi réwnanie:

llu?':'r—*— ‘Pl:?';l A }Z?)[]—l_ I;:ab—}‘ DA ey T T (IOG)
VyraZajgeo uogdlnione przez Betti'ego (1876) prawo wzajemnoSci przesunied.
Poniewaz 8 =8, P8, 0 ... 48, ;P48 P1...
=8 Pty O 3 Pl By Bt
Przeto przyjawszy, %e wszystkie sily sa réwne zeru z wyjatkiem Pp—
i Dodobniez, ze wezystkie I” sa réwne, z wyjatkiem P":: 1, otrzymujemy
% Téwnania (106): aik"’ F,’l_ PRI e Ty & B (106 «)
“Yli prawo Maxwell'a (1864): Wplyw sily P, na przesuniecie
Pluktu dzialania sily P w jej kierunku jest taki sam, jak
VPlyw 8ily P. naprzesuniecie punktu dzialania sily £, wkie-
Tunky tejze sily P,
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1148 Sprezystosé 1 wytrzymalosé.

Przyklad. Sita pionowa Py = 1, dzialajaca w dowolnym przekroju i belki poziomej ramy
(fig. 187), opartej na przegubie stalym A i poziomo przesuwalnym B, wywoluje przesuniecie
poziome &, tego przegubu. Nawzajem sila pozioma /%=1, dzialajaca na B, wywoluje
ugigeie pionowe przekroju ¢ o wielkosei d;y ==y ;.

I. JeZoli obie podpory ramy sy przegubami stalemi, to obciazenia pionowe belki wy-
woluja w tych przegubach reakcje o skladowych pionowych statycznie wyznaczalnych,
lecz niewyznaczalnej skladowej poziomej X (parcie pozlome). Do jej obliozenia postuzy
zasada superpozycji w polaczeniu z prawem Maxwell’a. W tym celu czynimy najpierw
przegub B przesuwslnym i dzialamy nai sila poziomg==1. Ta sila wywoluje przesunigeie
poziome tego przegubu &y, 1 przesuniecie pionowe punktéw d,;. Mozna je wyznaczy ¢
rachunkowo lub wykreilnie. Nastepnie obeiazamy belke ramy sitami pionowemi P, kidre
wywolaji przesuniecie poziome przegubu B o wiecllkodei X Py d,. Ta suma jest znaua,

3
gdyz dzigki prawu Maxwell'a jest &y, == ;4.

Przy jednoczesnem dzialaniu obeigzen P i sily poziomej X (w przegubie 5), powstanie
na zasadzie superpozycji poziome przesaniccie przegubu B o wielkosei:

2P By— Xy,
(]

T_E*—‘—t_z F s,
I pis
4 Al a [& g1
A AR r ‘:
-l l l ‘_‘| l l T
= e
o
A AA
Fig. 187 W sy pA L7,

Itére musi sie réwnaé zeru, jezeli X jest poziomy reakejn przegubu 5 zupelnie ustaloneg®
wzgledem A. Rownanie warunkowe:

A " X -

XLy X =0

v
pozwala wtedy obliczyé wartoié reakeji poziomej, wywolanej dowolnem obeigzeniem
w przypadku przegubéw zupelnie ustalonych. P

1I. Uwzgledniajye ogrzanie (réwnomierne) calej ramy, ktore w praypadlu swobodné]

przesuwalnosci przegubun B spowodowaloby jego przesuniceio o &,; w kiorunku — A
mamy réwnanie warunkowe dla X:

Py by gy — X0y =0
i

III. Przyjmujac, z¢ ustalenie przegubéw nie jest zupelne, przyczem wskutek poddani®
8i¢ podpér lub jakichkolwiek innych przyozyn zachodzi przesunigcie przegubu B o d)

w kierunkn — X, otrzymujemy jako réwnanie dla X:

3Py 8y — Sh— X. 0y =0.
i

Uwaga. Sciada wainosé ansady sezajemnodei przesunieé jest oozywidcie zwigzond
z waznodeiy zasady superpozycji, na ktérej sig opiera.

57. Ogélne réwnanie warunkowe dla reakeyj hipel'sml.y('-ZIl)'('!'-
I. Gdy reakeje X, X, X ... nie wykonuja pracy pray odksztalcenit
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T. zw. ,réwnanie pracy® dla nkladéw hiperstatycznych. 1149

ulladu pod dzialaniem obeiazen, to stosujac rozumowanie analogiczne jak
W poprzednim ustepie, znajdujemy:

v ~ a R o I - o s
3 ]1' Oy — ‘\u Yya ‘\h Sab ‘\r Sac L ‘\r O 0

{

N A i T YA

i II' Gy — ‘\41 “ha ‘\b Oy '\r Gy e i X r % = 0

; . (109)
N Do .o - -l &

i Ii Oy — ‘\u Oyn— ‘\h Gpp A e%e¢ " T ‘\r 3y 0

i
Znaczenie symboli 4, . itd. objaéni najlepiej konkretny przyklad: Nie-
Symetryczna rama podwdéjna (fig. 188) ma stup Srodkowy zupelnie ntwierdzony,
a4 prawy slup skrajny
Podparty stalym przegu-
em B, Lewy slup za- R
Stapiono stala podpora .
Ifad jest poczwornie
lperstatyczny.  Zaste-
Pujac staly przegub 7
Poziomo przesuwalnym
1 oswohadzajac zupelnie
dolny koniee slapa $rod-
KOWegro zamieniamy
“Ykhld na izostatyczny.
I“ﬂ_- ten uklad kaZemy
Zalaé  najpierw sile
Ay=1 (stan X, —1)i
Wyznaczamy odpowiada-
Jace  pionowe  przesn-
Mecie punktn ¢ jako 4,0 Poziome przesuniecia punktn 5 jako 3,

3
==0
[ ac?

a j s : s SIS _\ i K ;
"‘t obrotn przekroju C jako &, — 3, ;, poziome przesunigeie punkin [/
Jako 3y = O, & wreszeie pionowe przesunigeie dowolnego przekroju ¢ belki
Poziomej jako 8. — 2

ey jako &, =3
Wnan (109).

Podobnie dzialajac na uklad sama tylko sila X, = 1, wyznaezamy po-

i Tak otrzymujemy spélezynniki pierwszego z ro-

4l10me przesunigeie punktu 7 jako ?,b,’, pionowe przesuniecie punktu

,]a-k a Y i . PPN L y = a - L -,

: 0 8,,=128,, poziome przesunigcic punktu C jako 5, — 4, , kat obrotu

'z i TRSSTo
kroju C jako 3y,

, == 0y 1 pionowe przesuniecia dowolnych przekrojéw ¢
elki poziomej jako 3, = 3,;. Zaczem otrzymujemy spélezynniki drugiego
“ Townaii, Stan X, —
Clego 4
ni

1 pozwoli nam znaleZé analogicznie spélezynniki trze-

réwnan, Nakoniee dla otrzymania spélezynnikéw ezwartego réwna-
lq_;-1 Przyjmujemy stan X,==1, tj. dzialamy na przekrdj ' momentem .X;=1,
Iy obraca praekrdj o kat 3, ; przesuwa go pionowo o 3,, = 7,,, poziomo
o3 v e g . .
iml = 87,5 przesuwa punkt B o 3,,—3,, (poziomo) i przekroje belki
AL >
‘iq == 8, (pionowo).
Py IL. Przy réwnomiernem ogrzaniu uklada 79 Lktéreby po oswobodzeniu
o od reakeyj hiperstatyeznyeh X, X, ... wywolalo przesuni¢cia ich
Punktéw dzintania o wielkodciach 3., 3,, ... nalezy w réwnaniach warun-
ko afr Jhp J
Wyeh (109) umiefeié po prawej stronie odpowiednio: — 8, — Sy .«
sn".III. Jezeli wskutek mozliwoSei poddawania sie podpér zachodza prze-
wEao 4 5 SR - e
1gcia 3 3+ -« punktéw dzialania reakeyj X, X, ..., to przesaniceia

Ze 3 . gy A ! a .
Znakiem przeciwnym naleZy réwnies umieseid po prawej stronie réwnan (109).
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1150 Sprezystosé i wytrzymalosé.

VI. Prety zakrzywione.

Technicznie wazne przypadki pozwalaja najezeSciej na elementarne
przyblizone obliczenia teoretyczne przy nastepujacych zaloZeniach:

1. O§ preta jest krzywa plaska, a przekréj staly lub slabo zmienny
w sposéb ciagly.

2. Sily zewnetrzne leza w plaszezy’Znie osi preta, ktéra jest zarazem
plaszezyzna gléwna dla kazdego przekroju poprzecznego.

3. Materjal preta podlega prawun Hooke'a i zasadzie superpozycji.

58. Obliczenie naprezen. Sprowadzajac przy powyzszych zalozeniach
sily zewnetrzne czefci preta odcietej rozpatrywanym przekrojem (np. czefci
prawej) do sily wypadkowej R (fig. 189), trafia-
jacej przekrdj w odlegloSei » od srodka O, mamy
wogdle do czynienia z sila podluina N, po-
przeczng 7' i momentem zginajacym

M=Nv= Ruw.

NapreZenia styezne, uwarunkowane sila po-
przeczng T, graja u pretéw zakrzywionych naj-
czebciej jeszeze mniejsza role niz u pretéw
prostych, W razie potrzeby mozZna je w przybli-
/ Zeniu wyznaezyé tak, jak gdyby pret byl prosty.

NapreZenia normalne skladaja sie z naprezen

Sy, wywolanych sila podluZng i naprezen o,

wywolanych momentem zginajacym M. Pierwsze

mozna z dostateczna dokladnoScia przyjaé jako rozlozone réwnomierni¢
w przekroju.

Fig. 189.

z\r
T‘-

Drugie zaé oblicza sie (réwniez w prayblizeniu) z t. zw. ,hipotezy
plaskich przekrojéw“ (jak dla pretéw prostych), a wlabciwie z przyjecit
linjowego rozkladu wydluZen podiuznych widkien elementarnych, na obszarze
przekroju poprzecznego. 7 tego przyjecia wynika hiperboliezny rozklad
naprezen zginajacych o, w zaleznosei od +, tj. odlegloSci widkna od glé-

A zatem: oy =
p

wnej osi przekroju prostopadlej do plaszezyzny obciazenia. Przyjmujac, 20
dodatni kierunek rzednych + wskazuje od frodka krzywizny osi pretd
a dodatni moment M zwicksza krzywizne, czyli zmniejsza promien krzy-
wizny », mamy:
goinall A Mo
9 pF kE »rF r4n
przyczem stala przekroju k (sawsze dodatnia) okredla réwnanie:
1 n aF
Fl rt+q
Calkowanie rozpo$ciera sie tutaj na cale pole przekroju. Hiperbola wy~
kresu napreZen zginajaeych przecina o§ 1 w odlegloiei:
f — A.
R Py
od érodka przekroju i ma asymptote prostopadla do przekroju, wystawiond
w brodku kraywizny osi preta. O§ obojetna przy ezystem zginanin zbacz®
zatem od érodka przekroju ku wkleslej stronie osi preta.

(wzér 11X, przyblizenia),

k=

>

" . -5 :
Liczba stala przekroju % maleje szybko z krzywizna — osi preta prey
=
niezmienionyeh wymiarach poprzecznych i da sie wyznaczyé rachunkiem
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Naprezenia i odksztalcenia pretéw zakrzywionych. 1161

lll}) wykreflnie. Jezeli, jak to czesto bywa, rozmiary poprzeczne sa nie-
wielkie w stosunku do promienia » (fuki mostowe, sklepienia itp.), to z do-
8tatecznem przybliZeniem jest:
; 2

Y 72 + 72
Przyczem .J oznacza moment bezwladnofei przekroju wzgledem osi, prze-
chodzgeej przez jego érodek i prostopadlej do plaszezyzny obeigenia, a 7 od-
Powiadajace ramie bezwladnofici, Wtedy:

rn

M M
Fag St o

Dla jeszcze wiekszych wartofci » mozna pierwszy wyraz pominaé wobec
5

> — & » — »
k= oo , Za8 My — — 7,

(wzér II. przyblizenia).

drugiego, a w drugim zastapié ulamok

przez 1.
7~

A zatem w pierwszem przyblizeniu mamy:

M
5:!/ =00 7 T
Jak dla pretéw prostych.
Przy jednoczesnem dzialaniu sily podluznej N i momentu zginajacego
M (= N©v) okreflajg tedy naprezenia normalne wzory nastepujgce:

s N ot P (w L przyblizeniu dla
FUZ0M s s s et bardae wielkich 7).
s N BB - Ml urinte (w TL przyblizenin dla
I P J w4+ 07 77 7 " dodé wielkich ),

o, M 1 M Kl
FY5F T % 5F vgq

. (w TI przybliZeniu).

59. Odksztalcenia osi preta. Sila podluzna N nie zmienia krzywizny
Preta, a tylko zmienia dlugosé elementu ds jego osi w stosunku:
Ads N
ds EF-
Przyroat dlugobei elementu ds, wywolany (dodatnim) momentem 3,
Okredla réwnanie :

g ==

. M )
Ads = TFI'T'([S.
Cnlkowitq zmiane dlugofci s osi preta okreSla przeto réwnanie:

; M N
S =/ (T i IF) g

k Kat elementarny d o miedzy dwoma sasiedniemi przekrojami przed od-
S2talceniem zmienia sie wskutek sily podluZnej o

N
Ada'-:W d a,

8 wskutek momenta M o
A g at L AN
do=— EF\" -+~ i:) o,
Przyczem % ma to samo znaczenie co w ust. 56.
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1152 Sprezystodé i wytrzymalosé.

Calkowita zmiane kata A o na dlugoéei s przedstawia zatem wzdr:

M 1 N
e 1«:/~'(1 T 7.:) St

T M 5 N .
albo wzor: Ao = /’—— (1 -+ i) e 7,—‘ ds w II przyblizeniu,

Aa= / d s w 1L, przybliZeniu,

InJ »r L

"M N
lub wreszcie: A,,_,,./ (777- - T ) ds w L przybliZeniu.

el = b . ; 1 1
60. Linja ugiecia. Zmiane krzywizny — na —, wywolang momentem 3,
F & = (7] S

i sila podluzna N okreéla réwnanie:

1 1 M 1 i)
et St % 5 i ¥ (w III. przybliZeniu),
CLER T EE
1 | M 1
albo - — = (w 1L przybliZeniu),
o r J 1 J{ Lk N
r 1 nr
4l A M Lot b, e T 8
albo wreszcie — — — = o (w I przyblizeniu dla lukéw niezbyt plaskich).
¢ r .

‘I
Jezeli of preta jest lukiem kola o promieniu R, to obrawszy poezatek O
biegunowego ukladu spélrzednyeh (fig. 190) w drodku kola i oznaczywszy
przez R -y promien wodzacy zgietej osiy
d
mamy przy zaloZeniu, Ze ¥ i (Z—/ sa bardzo
oo
male wobee R:

11 y
Tk
R 1 d*y d®y Y
e B IS T T ae R
@

0/ Y

X __ prayezem R d ¢ = d s. ROwnanie réZniczkow®

. 71 linji ugiccia w pierwszem przybliZenin pray-
Fig. 190. biera zatem postaé:
d*y M Yy
ds® EJ R*’

odpowiadajaca przyblizonemu réwnanin linji ugiecia pretéw prostych.
61. Lnergija potcu(].nlua (praca odksztalcenia), Pomijajae wplyW
naprezen écinajacych i’ odksztalcenn poprzecznych mamy w ITL przyblizeniu:
SO Y | M? 1. N? MN
V=3 —% ‘mErit3 FFi*TTEr "

jako wyrazenie dla energji potencjalnej elementu preta o dlugobei d &

W IL przybliZeniu (!_1. przy podstawieniu k = W u) bedzie :

\ r
offe T em LR 1 M2 1 N? MN
gl Sttty Wt I tran
Nakoniee w I. przybliZeniu, tj. z opuszezeniem wyrazn drugiego i czwarteg®
ofrzymamy to samo co dla pretéw prostych.
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Zgigeio walcowe piyt. 1153

VII. Piyty.

62. Zgiecie walcowe pl\ ty. Sztywnosé zginania, Zaloiywszy, %e
plauu)zna ‘rodkowa plyty nie rozciaga sie, ani kuru_‘, w %adnym kierunku,
czyli ze spelnia role warstwy obOJe:tueJ, latwo \\'_y\\nmskow.u, ze zgieciu
waleowemu (o tworzacych réwnoleglyeh do osi X) towarzysza:

1. NapreZzenia zginajace gléwne Sy (fig. 191), rozciagajace lub Sciskajace
widkna elementarne prostopadle do t“ mz'lcych walea, czyli réwnolegle do
plaszezyzny zginania. Te G, sa proporcjonalne \\Aglqdcm odleglosm 1 od

_warstwy obojetnej.

2, Naprezenia zginajace poprzeczne o, rozciagajace lub dciskajace wldkna
elementarne ré wnolegle do tworzacych walea, czyli prostopadle do plasz-
Czyzny zginania. Przytem jest

Fig. 191.

Fig. 102, _ ).

Naprezenia o, zapobiegaja poprzecznemu zakrzywieniu przekrojéw skraw-
ki (pretéw) dmnenhrn) rch, na ktére d/lcllm) plyte w myéli pl‘l.s7czy—
’nmm mwnolen-h-uu do 1)1{1910'.yznv zgiecia (por. nst. 40 a). Tych napleien
g byloby “c'xle przy zgieciu \vllco“um tylko woéwezas, gdyby liezba

oisson'a byla réwna zeru. =

Krzywizne gléwna zgiecia walcowego okredla wadr:

1 M 1

= ———————— Pprzyczem J 19

e 2
m*— 1

Znacza moment hezwladnobei prostokatnego przekroju skrawka plyty o sze-
rokodoj 1, a grubodei k, = zas J oznacza moment sil \wwnotrznvch w tymze
Prze qu]u tworzacych pare zginajacu,

Wiellkod ——Lﬁ,i

J=—B jest miara sztywnoSei zginania plyty, podobnie
jak g g )

= B jest miara sztywnofei zginania belki. A zatem: Sztywnosé

Bryta, Podrgcznik inynierski. V1. 76 145



1154 Sprezystodé i wytrzymalodé.

zginania walcowego plyty ﬁ-jest razy wieksza od

*—1
sztywnoSci zginania preta B z tego samego materjala przy
r6wnych momentach bezwladnoéci przekroju.

L =— 4 - L .
Poniewaz m > 2, przeto B Z — B, skad widaé znaczenie liczby Poisson’a
=4 P y

w teorji plyt. (Dla m = oo jest B =B.)

Gdy zgiecie zachodzi wedlug walca kolowego, to wycigwszy w mysli
prostokatng czebé plyty przekrojami wzdluz tworzacych walea i prostopadiemi
do nich (fig. 192), otrzymujemy réwnomierny rozklad momentéw zginajacych M,
wzdluz dwu pierwszych i réwnomierny rozklad momentdéw zginajacych M,
wzdluz dwu drugich przekrojéw. Wszystkie momenty M, i M, dokola prosto-
katnej czebci plyty tworza uklad sil zéwnetrznych czyniacy zado§é ogdélnym
warunkom réwnowagi. A zatem:

Jezeli wzdluz jednej pary br/egéw réwnoleglych a plyty
prostokatneJ dzialajarownomiernie rozmieszczone momenty
zginajace M, , o wzdluz drugiej pary brzegéw réwnoleglychd

1
momenty M, =—M, ,réwniez ré wnomiernie rozlozone,to plyta
r m Y !

zgina sig wedlug powierzchniwalecowejotworzacychréwno-
leglych do a.

Skoro réwnomiernie rozloZone momenty M dzialaja tylko na jedna pare
brzegéw réwnoleglych np. a, to, jak poucza doéwiadczenie, rézni sie zgiecie
od walcowego tylko na waskich skrawkach przy brzegach b. W brodkowej
czefiei plyty zachodzi walcowe zgieeie przy napreZemiach o, i 6, = % 9,
tem dokladniej, im mniejsza jest gruboéé plyty kA wobec a.

W praktyce mozna niemal zawsze obliczaé plyte na zginanie walcowe,
jezeli tylko wszelkie sily zewnetrzne sa réwnomiernie rozloZone wzdluz
prostych réwnoleglych do jednej pary bokéw, Np. plyta prostokatna swobodnie
podparta. wzdluz brzegéw « i dzwigajaca obciaZenie réwnomiernie rozloZone
¢ kglem® na ealej powierzchni. Wéwezas traktujemy plytejako belke, wzglednie
uklad belek obok siebie lezacych o tej samej rwpnetoscl b, puequ)u prosto-
katnym 1.% i o obciaZeniu ¢ na jednostke rozpigtoSei. O wytrzymaloseci

decyduje nu_]‘vlekszu wartodé Sy obliczona tak jak dlabelki,
a wplyw o, moZna z reguly pominaé. Tylke przy obliczaniu ugieé

nalezy pamietaé o wprowadzeniu sztywnoSci zginania plyty:

11,' J.

—3 m=
B
Nie—"

Jezeli plyta jest podparta lub utwierdzona brzegami réwnoleglemi rucho-
mo (ust. 41), to wskutek zgiecia zblizaja sie brzen‘l plyty. Nierzadko brzegi
plyty 8g podparte lub utwierdzone stale, wikutele czeg0 powstaja reakeje
rozciagajace plyte w kieranku rozpietoSci, & zarazem zmniejszajace momenty
zgiecia. Szczegdlowe obliczenie w tych przypadkach por. Timoszenko:
nKurs wytrz. Materj.“, § 145.

63. Ogoélne Tle('le piyty. (Euerﬂ]n potencjalna zgietej plyty.)
a) Przy ogluem zgieciu plyty zamienia sie plaszezyzna brodkowa, polo-
wiagea jej grubodé A na p0w1euchm(j bardzo slabo zakrzywiona, zwand
powierzchnig ugieeia. Jej réwnanie ma postaé 1 = f (x, y). Niechaj p1 ipe
oznaczaja promienie krgywizny gléwnyeh przekrojéw normalnych, wm_;emnlb
prostokatnyeh, poprowadzonyeh w dowoluym punkeie powierzchni ugiecis,
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Energja potencjalna przy ogélnem zgiecin plyty. 1155

ktérego spélrzedne przed ugieciem (, 7, 0) zmienily sie na (, y, ). Element
plyty (fig. 198), wyeiety przekrojami réwnoleglemi do gléwnych, ma w plasz-
czyznie Srodkowej wymiary d sy i ds;. W warstwach,
lezacych w odleglosei = od tej plaszezyzny, doznaja te
Wymiary wydinZzen gléwnych w stosunku:

gy=— 1 g=

[
1 P2

Wydluzeniom gléwnym e i s, towarzysza (gléwne)
normalne naprezenia:

E m* Iu'_ ~(}_ l_ L)

Gy = —5 Z
1 m2—1 01 m pg)

m2 1] (1 il 1)
g = Zl—J-— :

i —1 "\p " m gy
Odpowiadajagce momenty zgiecia, dzialajace na Seiany
20czng elementu, majg w odniesienin do jednostki szero-
koei wartosé:
—(1 1 1 —={1 1
M, = /g(.____{__.__); My =B (—~—{——
g om p p2 ' m
Dla energji potencjalnej (pracy odksztalcenia) elementu
mamy wyrazenie:

My, | M, Bl e e Ty
dT,:.l._LL LRV i = T e T TG SO T
2({/1 +P-.: g 2 912—{—?22 I—“‘ P10
. b) Skoro &ciany boczne elementu plyty zorjentujemy wedlug obranych
981 spélrzednych, to dxidy sa wymiarami jego w plaszczyznie $rodkowej.
Na feianach boeznyeh elementu (fig. 194 ¢ i b) dzialaja teraz (w plaszczyinie

]rlsl dss . . (1191)

ax ar o
) // WA (\‘,\/—_'” O*/i,
(e TE!
Al BERE
- -4 7 i~ A
hj | V')‘iﬂ' T x/i ’) #
t :’(*'1 P h }7' F{[‘W}
f v /ﬁ [ e "“é"ﬁ 5
Aaf = 4:.-2 f
17 | 5= = |7
—— __2;4. V - gt =, At
4
a b c
Fig. 194,

X Y, rownoleglej do plaszezyzny plyty) obok naprezei normaluyeh s,

Wy : ; e ;
zglednie S, tale naprefenia styczne t wzglednie przyczem

Ty Ty o
o S 3 i 3oa O RIAr A e i -
‘;.'/ Ty Warbosel o, o, 1 T, okre§laja dwuwymiarowy stan napigcia

Warstwie elementarnej réwnoleglej, do plaszezyzny érodkowej o grubodei

% Poniewaz:
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1156 Sprazystoéé 1 wytrzymalosé.

5,= a1 €08% ¥ - 5 sin® &; g, = 5, 8in* & + g, cos® ¥;

oy — Gy ,

T, =-——-"3gin2

Ty 2 b
jezeli & oznacza kat nachylenia do osi x gléwnego przekroju normalnego,
na ktéry dzialaja tylko napreZenia o,; przeto napreZenia styczne Ty S
réwniez proporcjonalne wzgledem odleglosei z od warstwy obojetnej. Od-
powiadajace sily, dzialajace na Sciane boczna elementu, sprowadzaja sie
znown do pary. Jej moment, jako prostopadly do plaszczyzny Sciany,
tworzy moment skrecajacy. Oznaczywszy przez D jego wartodé odniesiona
do jednostki szerokoici przekroju (widocznie réwna dla obu feian elementu),

mamy : +_ﬁ
D= I . (1201)
L
Zwazywszy, Ze
h h
T [tz
i . 2o, dz, M, ?:/ > zq, dz,

widzimy, Ze miedzy I, J[y, D a momentami 3, M, w przekrojach gld-

wnych, zachodza takie same zwiazki, jak miedzy s, Sy Ty B G110y
a mianowicie:

M, = M, cos® ¥ - M, sin® &, M= M, sin* § - M, cos® &
1
D= 5 (My — My)sin 2 v,
Oznaczywsasy przez p, ip, promienie krzywizny przekrojéw X Z i Y Z
powierzchni ugiecia, mamy analogicznie jak wyzej:

=i 1° 1
M, —B (-- !

= {1 1
——); M, =B(—+4+—-—). . .(202
O T m _oy)’ y (py 20 m pj) ( )

7 zalozenia, %e krawedzie elementu plyty, prostopadle pierwotnie do
plaszezyzny Srodkowej, staja sie po odksztalceniu normalnemi do powierzchni
ugiecia wyplywa, Ze

a2
M
i 0xdy
3 3 1 0w 1 9%
Poniewaz nadto e T e oy
PJ: % (‘y oy”
przeto oznaczywszy jeszcze
5 1 m . 1 m—1 —
C=G.J= . — o s o s e TR
g 2 m41 2 m X

otrzymujemy z réwnan (1201) i (1202) wzory:

— (0% w 1 2w -
Moo ,(ﬁ,ﬁ-;- = @;>, B e /:(

0% 0 1 0% 10)

0yt + w0t

m—1 — 0%
SO T ke |
m dady
Te wrory pozwalaja obliezyé momenty zginajace i skreenjace, a wieC

i naprezenia o, 5, i1, y % dowolnem migjsca plyty z danej powierzchnl

ugiecia w postaci réwnania w = 5 (x, y).
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Réwnanie rézniczkowe powierzehni ugiecia plyty. 1157

_ Energje potencjalna (prace odksztalcenia) elementu o polu da.dy znaj-
dziemy, dodajac do pracy zginania, wyrazonej wedlug (1191) w postaci:

; B[02w\:, 32w\, 2 8%w 3w
bl —h = — = = L ey P e Il
dLg, 2 [( 9 .L‘) it (6 y“) 7 m 0x® 0 y-] AEEY,;

Prace skrecania:

m—1 —( 9%w \?
1 == — ———ldxd
@ Ly m B(O;l'ay)l Py
albowiem obie prace sa od siebie niezaleZne.

A zatem:

B [fo2w\2 [0%2w\* 2 @ m—1{ 8%w \*
dl—=_ —) — —_ SR e
2 [(6 ey T ( il _1/"') + m 0 m (0 x 0]/)

.. Uwaga. W najogdlniejezym przypadku dzialaja na Scianach elementu plyty j
8y poprzoczne Vz (na Scianach prostopadiych do z), l'y, wywolujace naprezenia $cin
TR Tye (fig. 194 ¢), rozlozone jak w belce prostokatnoj parabolicznie, a wreszcie
8ily podluzne. Wplyw sil poprzecznych na prace odksztalcenin jest najezpfcioj tak
Meznacznym, ze nie pofrzeba dodawaé odpowiedniego wyrazu do wyrazenia dla d Z.
toli w przypadku sil podluZnych bedzie uzupelnienio wyrazenia dla L najczedoiej
l(Oniecznom.
64. Sily poprzeczne i réwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia
Myty. Warunki krancowe. Z warunku réwnowagi (warunek momentéw)

4 M
elomentu plyty wyplywaja aualogicznie do réwnania '1’-—:(; dla pretéw
dz

dxdy.

Zginanych nastepujgce wyraZenia dla sil poprzecznych, odniesionych do
Jednostli szerokosei praekroju:
. aﬁfy oD . 701119: )
T Jy 9z’ ¥ oy’
Za$ 7 warunku rzutéw na of Z otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
Powierzehni ugiecia w postaci:

04 20 0420 tw  p
ot R v v e e )
0 ax® 0y dy B

Przyezem p oznacza obciaZenie plyty (jako funkeja i, y), odniesione do
Jednostlsi pola. 8
K AZeby calka powyZszego réwnauia réZniczkowego dawala rozwiazanie
°nlfl'etuegn zadania zgiecia plyty obciaZonej i podpartej w dany sposdb,
Mugj rozwiazanie w = f (z, ) ezynié jeszcze zado8é warunkom kratcowym.
OZpatrzymy je tataj tylko dla przypadku swobodnego podparcia i utwier-
Z80ia  brzegdw plyty pomyslanej poziomo i obeiazonej z géry silami
Plonowem;i,
1. Przedewszystkiem musi byé w obu przypadkach wzdluz brzegéw pod-
Partych 4y — 0.
2. W wypadku swobodnego podparcia brzegu musza tam znikaé napre-
“enig zginajace, a zatem musi byé:
0% GEET
— == (),

Dt Va!/'-'-

n w wypadka doskonalego utwierdzenia momenty zginajace nie znikaja:
Atomiagt “wzdiuz brzegéw utwierdzonych musi byé:

0w dre
- =0,
oy
ezyli : Ay e ; ;
YU styezne do powierzchni ugigeia musza byé poziome,
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1158 Sprezystosé i wytrzy matodé

3. W obu przypadkach musza znikaé napreZenia styczne poziome. Jednakze
GEETH

z tego nie wynika, aby musialo byé D = 0, wzglednie AT 0; albo-
L . e i daedy
wiem momenty skrecajace, rozmieszezone_ w,_sposéb ciagly wzdluz brzegu

oD

plyty, sa statycznie réwnowazne silom pionowym o wislkoéei odniesionej

do jednos’tk.i dlugodei podpartego brzegu plyty (jezeli ds oznacza element
tej (Hl]g‘.OSCI; fig. 195). Te sily za$ sa zréwnowazone dodatkowemi reakcjami
podpareia R, ktére wraz z reakcjami R', okreflonemi wartodcia sil poprze-
czuych ¥ wzdluz brzegu podpartego tworza reakcje calkowite R = R' —+ R
(odniesione do jednostki dlugo$ci). Przytem jest:

0D

0s °

Gdy podparty brzeg plyty zalamuje sig¢ pod katem prostym tworzac rég
(fig. 196), a D w tem miejscu nie znika, natenczas obok dodatkowych reakeyj 12

R=—V; RN =

oy

()]

Iig. 195. Fig. 196,

wzdluz brzegéw potrzeba do zréwnowazZenia momentéw skrecajacych w rogu
jeszcze sily skupionej i = — 2 D, zwanej reakeja naroZna.

65. Kuliste zgiecie plyty. Naprezenia termiczne. Przy kulistem
zgiecin plyty musi byé¢ widoeznie My = M,, D= O w kazdym przekroju,
a wiec i wzdluz brzegéw plyty o dowolnej postaci, czyli: Momenty zgina-
jace M (jako sily zewnetrzne), rozloZzone réwnomiernie wzdluz brzegu plyty
wywoluja jej zgiecie kuliste o promieniu:

B 1 n Kh
o L b RTINS\ L TR s
5 M ( - m ) m—1 12

Zgiecie kuliste moze takZe powstaé bez udzialu sil zewnetrznych, gdy plyta
o brzegach swobodnych tworzy Sciane oddzielajaca dwie przestrzenie o réznych
temperaturach, Przyjawszy wtedy jednostajny spadek temperatury na gru-
bofici plyty i oznaczywszy temperature obu powierzchni zewnetrznyeh przez

At T At
P

1
2 > 2"

L

mamy dla promienia Srodkowej kulistej powierzehni wygiecia wyrazenie:
ol h
alf’

przyczem a oznacza spélezynnik termicznego wydlnZenia materjalu plyty.

G(]y" brzegi takiej plyty sa doskonale utwierdzone, to wzdluz brzegéw
powstaja reakeyjne momenty zginajace M, ktére zapobiegaja kulistemu
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Zgiecie plyt okraglych. 1159

zgieciu plyty wskutek nieréwnego ogrzania obu &cian. Te momenty obliczymy
z poréwnania prawych stron obu powyZszych wyrazei dla R, a mianowicie:
m_ . h*
m—1 12
Ich wielkoSé okrefla odpowiadajace naprezenia termiczne w plycie:
6.

Gdy utwierdzenie brzegéw plyty nie jest doskonale, to oczywibcie na-
Prezenia termiczne sie zmniejsza.

66. Srodkowo symetryczne zgiecie plyt okraglych zachodzi w szeze-
golnie prostej postaci, jezeli obeiaZenia i reakeje sy réwnomiernie rozlozone
na okregach kél wspélérodkowych z plyta. Wéwezas ugiecia w, sily we-
Wnetrzne itd. sa funkejami jednej zmiennej, tj. promienia wodzacego 7,
& réwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia przybiera postac:

((l" _Ll_i (12'1'+L.d"' ____g,
d»? ' r dr)\dr* r dr B

M= aldl.

o

Przyczem p w kgfem® oznacza obeiaZenie wlaseiwe plyty.
. W przypadku gdy p = stalej = ¢, a nadto w $rodku dziala sila skupiona [
Jest ogélnem rozwigzaniem powyiszego réwnania:
iy pod P 2 (Y P |

I 4 =T (ogr—1)— ——
64B 8z B 4

@) Plyta okragla opromieniu R calkowicieréwnomiernie
Obeiazona i dokola doskonale utwierdzona. Momenty zginajace
M, (w przekrojach elementarnyech prostopadlych do promieni) i momenty
“ginajace obwodowe M, (w przekrojach radjalnych) okreélaja wzory:

M, = %) - [7/,-“(:1 = %) — (3 + —lf)],

m

M= T”-ﬁ- - ! If"(l 2 :;) — (1 ET. 3-)J

0 =

— Cylog r 4 Ca.

m
Wartosei skrajne przyjmuje M, na utwierdzonym obwodzie, zaé M, w #rodku

R* l
plyt}', a mianowicie: M (dlar = R) = — JS‘A’ albo = — Z)“

a

jezelil =2 R
%Znacza érednice (rozpietoéd) plyty.
1)\ qR? 1) qi?
M, (@lar =0)=M.- (1 e "')'l-) T (1 HE ) Srmre
N“’bezpiuczno miejsce lezy zatem pa obwodzie.
Straalka ugiccia w érodku plyty:
q ]‘M L
64B 1024 B
k b) Plyta okraglacalkowicie réwnomiernieobciazonaido-
9la swobodnie podparta.

M@ oy Y\ipe_py, M=L[(s4L)r— 3)
16 (5‘ m)(R Finseis 16 8- m)R (1 I m )"

A 1 R? 1) ql?
max “Il = max ‘Mr (dlar= 0) == (5 + _) = =7 (3 "l' ——)

&
e gdts

m) 16 m) 64
) _ . bm41 gR'  bm+41 gl
=g - m+1 B  m+1 1024B
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1160 Sprezystosé i wytrzymalodé.

¢) Plyta okragla obciazonasilg skupiong P w érodku ido-
kola doskonale ntwierdzona.

r 1) r P 1 i3 1
M, — [(1 + m) log = — 1}; M= {(1 1 ~) log -~ — _].

m T m

Skrajne wartoSci momentéw na utwierdzonym obwodzie sg:
P 1 P

M=—;, M=—— —,.
2 4x il m 4=

Te wartofei sa niezalezne od promienia (rozpietoSei) plyty. Drugie
skrajne wartoéei (maximum momentéw dodatnich) w Srodku plyty wypadaja
z powyzszych wzoréw nieskonczenie wielkie, z czego wynika, Ze w teorji
zgiecia plyt nie mozna schematyzowaé obcigZenia skupionego analogicznie
do teorji zgiecia pretéw, lecz trzeba zgodnie z rzeczywistoseia, przyjaé roz-
lozenie sily skupionej na pewnem polu skofczonem o promieniu f7,. Atoli
dla obliczenia strzalki ugiecia f' okazal sie schemat obciaZenia [/ skupionego
w punkcie zupelnie wystarczajacym, a mianowicie:

PR*? 3 m*—1 PI?

](i::l?_“ 6= mt  Lh®

d) Plyta okraglaobeiazona silgskupiona P w érodkuido-
kola swobodnie podparta.

P 1 R Vid 1 R 1
e = fiy Rt S e [ e o e _)
L 4r (l +'m) g t 4n [( s m)]ob r +(1 m,"
_mbL SRRy 1) 1) PR
m-+1 1628 (s m m | Ih*"

Przy zaloZeniu, Ze P rozklada si¢ réwnomiernie na polu kolowem o pro-
mienia R;, otrzymujemy dla najwickszego momentu w &rodkn wyraZenie:

[{, , 1 ) R 1
Gtk =] r___l_' ==
"m o8 Ry m

Uwagn. Przy obcigzeniu silnie skupionem decydujg o wytrzymalodci plyty nie tyle
naprezenia zginajyce (momenty zginajace), ile sily poprzeczne, albo tez oidnienie o,

prostopadie do powierzchni plyty. W przypadkach (¢) i (¢) powstsje najwickeza sila
poprzeczna V na obwodzie kola o promieniu /i, przyczem

P
Ve ——,
20t Ry
Przyjywezy paraboliczny rozklad naprezen dcinajaeych z, znajdujemy:
3 p
max — ' h »
Srednls wartodé ciénienia 6, obliozymy latwo wedhiy wzora:
2 P
fred o, = ———.
S’ a fiy?

Przy obliczeniu plyt ze wzgledu na wytrzymalodé nalezy przeto baczyé, aby tak ua-
prezenia oy, L uwarunkowane momentami zginajacemi, jak i naprezenia styczne rp,,x
i cifnienia poprzeczne o, nie przekroczyly wartodei bezplecznej.

Ze wzgledow konstrukeyjnych wystaje brzeg plyty mniej lub wiqeej poza linje pod-
parcia. Podezas gdy wystawanie belki poza podpory nie ma Zndnego wplywu na jei
zgiecie pod obeigzeniami rozmieszezonemi miegdzy podporami, to wystajaca czeid piyty
zwigksza wydatnie jej odpornoéé na obcinZenie rozpostarto w obrebie linjl podparcia.
Wapdldziatanie wystajacej czqfci ptyty objawia eiq nnjsilnivj w przypadku kolowej, kwa-
dratowej itp. linjl podparcia.

67. Plyta prostokatna dokola swobodnie podparta. Jezeli podparcie
plyty pomyslanej poziomo dopuszcza reakcje podporowe z obu stron, to przy
obciazeniu p kg/cm*, rozlozonem dowolnie, mozna znaleZé rozwiazanie réwnania
rézniczkowego powierzehni ugiecia (ust. 62) w postaci szeregéw nieskorn-
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Wzory przyblizone i inferpolacyjne dla zgiecin ptyt prostokainych. 1161

czonych (por. autora: ,Teorja plyt®, str. 56), a stad obliczyé strzalke ugiecia,
Momenty, sily poprzeczne i reakeje. Tutaj ograniczymy sie tylko do podania
kilku najprostszych i najwazniejszych wynikéw, odsylajac zreszta do ,Teorji
plyt*, Dodwiadezenia potwierdzaja gléwne teoretyczne wyniki weale dokla-
dnie nawet wtedy, gdy podparcie jest jednostronne i nie moga powstaé
reakeje naroZnikowe, zapobiegajace podniesieniu sie rogdéw plyty, byleby
tylko podpory linjowe byly dostatecznie sztywne w poréwnaniu do szty-
WhoSei samej plyty.

Dla uproszezenia wzoréw wprowadzamy t. zw, momenty zastepecze
AN M,' okre§lone réwnaniami:

B — 0% s B = 0%w
L =B S L R T
M, ) I T E o = 55 A

Rzeczywiste momenty zginajace 3, i M, wyrazaja sie zatem przez
POWy7Zsze wzorami:

1 ey
M= A — My My =My — Y.

@) Wzory I-go przyblizenia dla momentéw zginajacych
Wskutek calkowitego obciazenia réwnomiernego g kgjem®

Prayjawszy w prayblizeniu rozmieszezenie reakeyj wzdluz bokéw a i b
Wedlng wylcresu (fig, 197), znajdujemy dla éredniej wartoSei momentu zgina-

Y ‘FY
e 7
{ v
¢ 2 He izt
! g V.
|
Y
! ——eeeee e 4L
- —— — - — .
v
Fig. 197. Fig. 195,
Jaeego M, (odniesionego do jednostki szerokoéei) w przekroju niebezpiecznym

A" i Sreduiej wartosel momentu 3, w przekroju }"}7' wyrazenia:

£ vk il en o B\ ety TSN ;
e (5 2—”—>qb-... My =gt . . . . (1290)

S

Porgwnanic ze &cisterni obliczeniami najwiekszych wartosei M; i JMp
gf:’:lcza, ze powyzsze wzory okreSlaja te wartoSei z przyblizeniem wystarcza-
“th:l dla wielu celéw praktycznych. (Por. M. T. Huber ,Prosty sposéb
zania plyt prostokatnyeh ...“. Czas, techn. 1919.)
) WzoryinterpolacyjneIl-go przyblizenia, obliczone na
E;’Si“tﬂ:wie $cislych 1"07.wiq.z:11'1 dla obeiazenia réwnomiernie
0Zonego na calej plycie. Momenty zastepecze.

W &rodka plyty C maja momenty zastepcze wartofei:
‘”1, = ‘:I_TAEE.E,(]_I)_: ———— et M. =[0,12p Al VO’J{L:_ ) illb-'
+1)*(e* + 8,6 =* +107)’ 7 y 3e¥—2,83 ¢ +8,4/ (e¥41)°
PrZyczem et =)}

b
Strzalka ngiecia w frodku plyty:

: L 0,0073¢" . b
_,:(0,01,3+ 1’3+_._,)7 S
3 = F
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1162 Sprezystodé i wytrzymalogé.

W szezegélnosei dla plyty kwadratowej o boku @ wypada dokladuie:
gat 1 q at

M — My — 2 PO
I, 1, = 0,0368 ¢ at; = 0,00406 " = s . =

¢) Sila skupiona I’ w Srodku plyty wywoluje ugiecia:
I)bg\ﬁ 1 Sh.nrme—nrwe
o3« 78 Chnrmef1

n=1,8,5,...

= . (vzér Secisty) (1301)

W szezegdlnodei dla plyty kwadratowej wypada z dokladnoSeig 0,1%,:

1 l) 2 [) 2
i = e 0 iRGs
86,5 B B

Skupienie obeinzenia w srodku plyty kwadratowej zwieksza przoto strzalkq ugiecia
niemal trzykrotnie (dokladniej 2,85 razy). Odpowiadajace zwiekszenie momentu zginajacego
jest, oceniajac z grubsza, przynajmniej czterokrotne. Dokladniejsze obliczenie jest mozliwe
tylko przy blizszem okresleniu wymiaréw skorczonego pola, na ktére sita P siq przenosi.
Rozwazania teoretyczne A.i L. Fippla (Drang und Zwang — tom I, § 30) prowadza do
nastepujacego przyblizonego obliczenia niebezpiecznych momentéw zginajgeych pod sila
ukupu\lm, P, dzialajaca na plyte dokola swobodnie podparts, o konturze badZ to knln\\ym,
lnl7 tez pm-ah)luyn\m lub jakimkolwiek wypuklym. Przy zaloZenin, zo obeiaZone miejsce
lezy w poblizu srodka piyty w u1l|0):]u~u1 d od najblizszego punktu podpartego brzegu
okreéla przyblizonsy wartosé momentu zginajacego w obeigzonym punkcio wzér:

P q 3 1 0,119 Pl 0,080 1 0,6
Max= —[(1+--) log +»'.l-(1 #)] - 1'“0,103 log — 4 00401 dla — = 8,5

n 0,0796 & oloso) m

za# preyblizona wartoié momentu zginajgcego w punktach odleglych o » od tegoz punktu
wzhr:
0,119 q 0,040 q 0,.:
0,108 }log — --{0,0568}|dla — = 0,3
L 0,0
y

0,0796 Y 0,080,

68. Plyta bardzo dluga o brzegach réwnoleglych swobodnie pod-
partyeh. Pod obeciazeniem calkowitem réwnomiernie rozlozonem (7 kg/m?)
zachodzi (por. ust, 60), zgiccie walcowe, Obliczenie najwiekszego momentu
zginajacego i strzalki ugiecia wykonywa sie przeto dla skrawka poprzecznego
plyty o szerokofei 1 tak, jak dla belki o przekroju prostokatnym 1A, Tylko
na koneach plyty ma ugiecie inny charakter, zalezny oczywiécie od sposobu
ewentualnego ustalenia brzegéw poprzeeznych [krétkich bokéw prostokatnego
konturu plyty")|.

Natomiast obciaZenie czeSciowe plyty, czyto p olowe (powierschniowe),
czy tez linjowe lub wreszeie punktowe, wywoluje ugiecie odezuwalne
tylko w odleglosci mniejszej od 1,5-krotnej rozpietodei (szerokolci b) plyty.
(Odleglodé nalezy przytem mierzyé od konturu obeiaZonego pola.) Obustronny
zagieg dzialania ciezaru skupionego obejmuje tedy czeéé dlugodei plyty
réwna 3 b.

W praktyce okreSla sie dzialanie plytowe zwykle ta szerokoSeia po-
przecznego skrawka plyty, traktowanego jako belka, na ktéra trzeba rozlozyé
dane obciaZenie ﬂkuplouu, aby wyteZenie m'\tcr_)n.lu bylo w obu puypadl\u('h
réwne. Taka szeroko$é zastepeza, czyli réwnowazna s, da sig

7

A= ’(14..""))1,“%4.1 _3.l_«

47 m

wyznaczy¢ teoretyeznie lub dodwiadezalnie i okazuje sig¢ oczywiscie zaleZna
od koncentracji obeiaZenia i tak:

') Badaniem stanu napigeia i odksztalecenin w tych miojscach zajmuja siQ prntc
A. Nidai ,Die Forminderungen und die Spannungen von rechteckigen elastischen Platten®,
Berlin 1916, M. T, Huber ,Teorja ptyt“ Liwdw 1021,

154



Plyta prostokatna o brzegach podpartych i utwierdzonych. 1163

@) Przy obeiaZeniu linjowem, réwnomiernie rozlozonem na calej roz-
PietoSci, jest teoretycznie s, — (0,90 do 1,85) b, Srednio oo 1,1 & pray
1

1
—=—do 0.
n 2

b) Przy obeiazeniu linjowem, skupionem na dlugoei — b w érodku roz-

9
Pietodei (poréwnywanem z dzialaniem sily skupionej), wypada (,Teorja plyt®,

g \ i 1 1
Str. 74) 5, = (0,61 do 0,92) b, érednio oo =3 b przy e e do 0.

2

.. Uwagn, Powyisze wyniki teorji sa w dobrej zgodzie z nowszemi dodwiadczeniami
Niom, Wydz. Zelbetowego (zesz. 44), z ktérych przy obeigZeniu prakiyeznie skupionem
P

“')'\vnioslu)wano, ze §,=250, Dawniejsze przyjecie Sy ih widocznie nie docenialto korzysci

)

dzistunin plytowego.

69. Plyta prostokatna o brzegach podluznych («) podpartych
L poprzecznych () utwierdzonych (doskonale). ¢) Wzory I-go pray-
blizenia dla niebezpiecznych momentéw zginajacych pray
Calkowitem obeiaZeniu réwnomiernem q kglem®. W Srodku plyty
(fig. 198):

5 1 L

W érodkn brzegu utwierdzonego:

M, =

) : " £ a . .
Doldadnosé praktycznie wystarczajaca przy wartociach ¢ = b niezbyt ro-
Znigeyeh sio od 1.

b) Wzory dokladue (por. ,Teorja plyt“, §18) nie nadaja sie do
®Zpofrednisgo praktycznego zastosowania. Zastapi je tablica ., obliczona
% tyeh wzoréw dla praypadka calkowitego obciaZenia réwnomiornie roz-
O%onego (g kglem?).

Tablica 1.

\
Bpol- Niebezpieczne ,"".""?"'y,”—."i""j"}c" Zustepeze niebezpieczne momenty
Sflmmm-k cz'v‘;‘,"'k pray \\':\rtm:;: ]F\’}.,,'\‘ L (niezalezne od liezby .l‘ninmn’n()
Dok éw il
e e W - N AP
e ugiceia | | W drodku brae [ vy g
= 3 b Sy e £ egu 7 4 3 o | Wsrodka brzegu
b £ '7,:1 W srodku plyty | utwierdzonego Werodku plyty | utwierdzonego
- [ A Shesal e
5 ' - - - — L BT
o Clanggbr | Mg gl | M g | Mgl My g bt Mg R My 0P
grl | 0,000019 | 0,0060 | 0,0009 —0,01225--0,0087 —0,0122 0
6 ‘0,000'_'94 0,01561 | 0,0041 —0,02075/--0,0089 —0,0300 0
‘l)vﬂ 0,000913 0,02465 | 0,0124 —0,0499 |—0,0160 0,0056 | —0,0400 0
5 2 0,00189. | 0,0334 | 0,0239 -—0,06975 --0,0200 0,0158 —l),i)ﬁ{)ﬂ% 0
A=1256 0,00355. | 0,0413 | 0,041 —0,0004 0,0818 | 0,0315 | —0,0004] o0
5= 1,067] 0,00647. | 0,0473 | 0,0601 —0,1114 0,0202 | 0,0608 —0.1114[ 0
=96 10,01061. | 00448 0,10456 —0,1234 0,0148 [ 0,1001 —0,1234 0
s f ' :
‘0,01:;0‘.‘. 0,05756 | 0,126. —0,125. —0,0875 | 0,0000 | 0,125, ! 0
\ .

pol. ‘0-_ Plyta prostokgtna dokola doskonale utwierdzona. Wzory inter-
:_'c)'.)ue oparte na dokladnyeh rozwiazaniach teorji plyt przy calkowitem
'3%enin réwnomiernie rozlozonem; wazne dla co > ¢ > 1,
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1164 Sprezystosé i wytrzymalosé.

@) Strzalka ugiecia w érodku plyty:
0,00108 _ 0,00036

- 0,00260 = qb*
T S e
1+7?’?‘
b) Momenty zastepeze w Srodku plyty:
7 0,0659 qb*
e . >
1,35 4 (1,07 ¢ — 1) 4 1, 1
] o
My —0,0417 - — 0,00237 ¢* qb‘ )
06.)7+(r———1) 14 4 1_{ _1_
T gt
¢) Niebezpieczny moment utwierdzenia w brodkn krotszego boku b:
0,012 0 0300
0,0833 - ——— —}— —
A]It g e e q b2

1

1+7?‘;T

71. Plyta ciagla na prostokatnej sieci podpér Rozrézniamy 1. pod-
pory linjowe, zrealizowane praktyeznie przez fciany, mury lub belki pod-
])lle_].lCL piyte WLtnllL prostych, wyznaczajacych sieé prostokatéw o dlugodci
@ i szerokodci b; 2. podpory punLt ow e, utworzone przez slupy (ﬁlary)
podpierajace plyto w wierzcholkach sieci proqtol\:}téw Ten drugi praypadek
jest szezegbluie waZny w zastosowaniu do t. zw. stropéw gr Lybko wych
(fig. 199), (pm dzial: ,Zelbetnictwo*.) Scisla teorja zajmowal sie dr. Lewe

(Die strenge Lisung des

: ; | / 0 Pilzdeckenproblems, ,Bau-
'?"’ ""é} - _?' ul -IB— : '¢_ I é’ - ?— . ingenieur* 1920, ]-‘I" 297,
] ! I ] L ! podajac dokladne rozwia-
-B - - - - - —'%} - -0 -G - O - ?‘ zania dla wielu przypadkéw

| : : ) ! : ; 1 przy zaloZeniu réwno-
t? ——o- - é— - o- ré———@- - é— - ®- kierunkowofeci plyty.
z; | | I ! b 1 | | Zastosowanie w praktyce
B e m b - L &~ ulatwiaja liczne tablice,
L-g-+ { L g ! zawarte w pracy dra Le-
Fig. 199. we'go. Nn‘]wwl\sze mo-
menty zginajace (u_]emne)
\\ystepu_]a % reguly nad konturem glowicy stupa i OSleﬂJ'l warto§é tem
wicksza, im mniejsze sa wymiary glowicy w poréwnaniu do wymiaréw
pola a.b plyty. de\l)y wymiary glowicy zdaZaly do zera, to powyzsze
momenty stalyby sie logarytmicznie nieskoriczone (por. ust., 64, c)].

72. Plyty ortotropowe. Plyta betonowa, uzbrojona niejednakowo w obtt
kierunkach wzajemnie prostopadlych, jednolita deska drewniana, blacha
falista, prostokatna sieé¢ belek o 1'(3imaj sztywnofei w obu kierunkach itp.
elementy koustruhcy‘]nc mozna objaé schematem teoretycznym plyty orto-
tropow cJ (uyh prostuk'ltme réznokieruukowej), tj. plyty, obdarzonej réznd
sztywnodcia zginania w kazdym z dwu kierunkéw gléwnych wzajemnie
prostopadlych. Jezeli 1}1 i 11‘. 0ZNACczZAja odpomodmo sztywno$é zginania
paskéw plyty réwnoleglych do dlugoéei a (osi X) i do szerokoSei b (osx Y);

1

1
== i Al odpowiadajgce uogélnione liczby Poisson'a; to zamiast wzordw
725 2
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Plyty ortotropowe, 1165

(1210) dla momentéw w plycie réwnokiernnkowej, otrzymujemy (, Teorja plyt*,
czeSé 1.) nastepujace:

) — (0% w 1 0%2q0) = a2 w 1 3%
1‘[_,;?-‘ = “) (T;’E"{"— —\ “]J/ = )._.( ——{—— )l

myg 0y* ) a y* my dat

(1370)

0% w
D=—2C
0xdy
Réwnanie rézniczkowe powierzehni ugiecia przybiera przytem postaé:
— 0w d%w — tw

2 2 =p ... .(1371
By 0at SR dx® 0y Sy 0yt P (1520

4 oznaczeniem dla skricenia:

BB e ... ... .87l

my ' my
Dla energji potencjalnej ugietej pIyly ortotropowej wypada wyraZenie:

1 (= (02w), — (32w)
L=1 / 0w W (i
2,.[[];’(03=")+ ”‘(3.'/”)+
B, By 0%w 08%w 4 < 0% w )2
Bi ) s b LTI iwdy . . . (1380
('m.‘, + -m,) dx® 0y it dxdy T, ( )
Rozwigzania zagadnien plyt zwyklych (z materjalu réwnokierunkowego)
moZna przenieS¢ na plyty ortotropowe tylko wtedy, gdy
H=VB B,.

Ten warunek moZna uwazaé za spelniony, przynajmniej z doé¢ znacznem
Przyblizeniem, n plyt %elaznobetonowych. On si¢ nie spelnia zwykle u krat
elkowych z powodu malej stosunkowo saztywnofei skrecamia. Ogélne roz-

2 H—

: L
Wlazania, wazne dla wszelkich wartoei stosunkn = H: V B, B,, zwanego
chnrnliterystykq. plyty ortotropowej, podaje ,Teorja plyt®, w ktérej
MoZng znalezé liczne wzory i tablice., Tutaj musimy poprzesta¢ na podania
Przeksztalcenia rozwiazan dla plyt ortotropowych, gdy spelnia sie warunek

N=1 (czyli ][:V-I;’l B,). W tym celu, nie zmieniajae b i y, zastepu-
4

4
i T By /B, a
Jemy 7 yrzez B, a przez a —=, I prZez I —; a zatem € = —
By B, b
4

A ! u By
Musimy zagtapié przez - b l/:- (sprowadzony stosunek bokéw).
3
p 1’}‘2ykludy. Wrory (1200) zmioniaja si¢ w przypadku nieréwnej sztywnosci zginania
°‘"llxuugo i poprzecznego na nastepujice:
4

b il Bl e 0, — L g (1880)
= oy Tt al I 7% LT e B %

P Waor feisly (1801) dla strzalki ugiccin wskutek sily skupionej P w srodku plyty
O4tolcatnej preybiera postad:
e ? 1 Shnae —nas
T g, e W' Ch nae 41

n 1,8, 0,...

.......... (1381)

5]

itd,

4
l‘"‘)’czum & = i { 2
h
I

=]
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