Rozcigganie i §ciskanie. 1105

III. na &cinanie, gdy wszystkie sily zewnetrzne odcietej czeSei sprowa-
dzaja sie do sily poprzecznej T';

IV. na skrecanie, gdy wszystkie sily zewnetrzne odcietej czeei sprowa-
Z8ja sie do pary skrecajacej, tj. pary sil lezacej w plaszezyZnie réwno-
tglej do przekroju F [moment tej pary My nazywa sie momentem skreca-
Jieym (momentem skrgcenia)];

V. na zginanie, gdy wszystkie sily zewnetrzne odcietej czeSei sprowa-
dzajal sic do pary zginajacej, tj. pary sil leZacej w plaszezyinie prosto-
Padlej do przekroju I (czyli réwnoleglej do osi preta w danem miejscu).
Moment tej pary M, nazywa sig¢ momentem zginajacym (momentem zgiecia).]

W przypadku pretéw prostyeh o stalym przekroju (pryzmatyecznych)
T0zréZniamy stosownie do powyzszych pieciu przypadkéw, tylez gléwnych
T0dzajéw wytrzymaloéei pretéw. JeZeli zas pret jest narazony jednoczeSnie
12 dwa lub wiecej z powyzszych sposobéw obceiazenia przekroju, to méwi-
My o zlozonej wytrzymalosci preta. I tutaj odrézniamy dorazna
Wytrzymalosé od wytrzymalo$ci przy powtarzajacem sie lub przemiennem
(’l_’Ci:}ieniu. Zaleznie tedy od sposobu obeiazenia preta méwimy jak w uste-
Ple 19, o obeiazenin rozrywajacem, zgniatajacem, a nadto o obeia-
“niu §einajacem, nkrecajacem i lamigcem.

Przekréj, w ktérym zachodzi najwicksze wytezenie materjalu, nazywamy
Przekrojem niebezpiecznym.

II. Rozciaganie i Sciskanie,

} 28. Prety proste narazone na rozeiaganie lub $ciskanie bhez nie-
Pezpieczenstwa wyboczenia (fig. 130 ¢). Ogdlny typ wzoréw do obliczenia
Wzory podstawowe):

l. naprezenie ¢ przy danem obeia-

“nin p przekroju o polu ¥': ‘_P_[ | P,
P =

G=gme v o v s I
IL potrzebne pole przekroju przy
em obcigZzeniu i danej wartoSci na- P' ‘P

day

PreZenia bezpiecznego :
i i i L
&
o I_II. obciazenie bezpieczne przekroju przy danem pola /' i danej war-
8¢l naprezenia bezpiecznezo materjalu:
Poop=L-k. .. ........ IO
@) Prety proste o stalym przekroju. 1. Jezeli sily zewnetrzne
“atajg tylko na przekroje koncowe, to przy najprostszem zaloZeniu ich réwno-
"lﬂrnego rozkladu na tych przekrojach mamy do ezynienia z jednakowym
® Wazystkich przekrojach linjowym stanem napiecia, a zatem obowiazuja
“Ory podstawowe (I, II, III). Cheae nadto obliezyé calkowite wydluZzenie
p".”t)"ts‘tc preta o dlugoSci pierwotnej /, zastosujemy do granicy proporcjo-
R08ei wydr:
r.l
Al=—r—.
LK
(& 2, Uwzgledniajac ciezar wlasny preta wiszacego lub stojacego pionowo
(fig, 137y & CCMAAS Cle ASy, Prgia Wisageeg F0e8
* 131) wid#imy, %e przekrojem niebezpiecznym jest ten przekrdj koiicowy,

Bryla, Podrecznik inZzynierski. VI, 72 97



1106 Sprezystosé i wytrzymalosé.

w ktérym sumuje sie obciazenie sila zewnetrzna P z obciaZeniem wiasny™ l
ciezarem '..d zatem:
y_1 ’"'

e o RS e

max I3
Przy projektowaniu jest nieznanem £, a wiec i G = F.l.y q cieid!
S P . o T i 405
wlasciwy materjalu). Wstawiwszy to we wzdr (I) i zastapiwszy o pré

k, otrzymujemy :

/)
T et b4
i/ e ey SRl 1/
8 zarazem: ¥ G (R IR (1

Z ostatniego réwnania widaé, ze jezeli dlugoéé pret®
I= —, to pret mozZe bezpiecznie dswigaé tylko cie2ar

1 .o
wlasny. Podstawiajac zamiast & dorazna wytraymalosé Ky
wzglednie K otrzymujemy t. zw. dlugoéé zerwanid

T . K, K
¢ !,=—, albo wysoko&é zgniecenia l,=
1 |
Fig. 131. Pret czyni zadoéé warunkowi ekonomji, jezeli jeg’

koszt CF'ly jest mniejszy od kosstu C'F"1y' prett
z kazdego innego materjalu (C jest cena jednostki ciezaru pierwszeg%
C' drogiego materjalu). A zatem:

ks
O i A
"o %' N
T

jest warunkiem gospodarczej wyZszofci preta pierwszego nad drugim (kresk”
wanym).

Sprezyste wydluzenie preta

Pl 1 G.1 1

Gy et e — (Pl
A=yt o=+ 56
8. Jezeli pret jest zbudowany symetrycznie z dwu materjaléw (np. beto”
i zelazo), to z warunku réwnego wydluZenia obu materjaléw wynika, ;
naprezenia w tym samym przekroju sa wprost proporcjonalne wzglede®
moduléw wydluzenia F, i £, tychze materjaléw. Gdy zatem oznaczy™
stosunek JJ.: F, = n, to naprezenie w materjale b (betonie) okreli wzor:

N P . ~ nl
J,’zﬁ';—/'. a w materjale z (zelazo) g.== Fray
przyczem [’ oznacza przekrdj materjalu b, a f materjalu 2.
"

Uwaga. Z powodu wielkich zboczeit betonu od prawa Hooke’a rosnie nto:uﬂ“knn

% ]w:nmécir! naprezenia, wekutek czego coraz wigkszn ozgié obeiyZenin przenosi 8iq
zelazo.

b)Prety proste o przekroju zmiennym. Przy lagodnie zmienoy™
przekroju mozemy zawsze bez wielkiego bledu stosowad wzory podstawo®
pretéw o stalym przekroju, albowiem rozklad napreZein normalnych w kuidy’“:‘
przekroju réZzni sie niewiele od réwnomiernego, a powstajace dodatko®
nipreZenia styczne sa bardzo male. W przypadku dzialania sit zewnetrzny%
tylko na przekroje koncowe jest niebezpiecznym przekrdj najmniejszy *°
i ten przekréj bierzemy w rachube,
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Prety o réwnomiernej wytrzymalofci. — Naprezenia w écianach naczyi. 1107

1 P Izy ostrych zmianach przekroju jest rozklad naprezen aZ do granicy
l}:_'?ZySt_osci wysoce nierdwnomierny i najwieksze napreZenie (na konturze
nzekTOJu) przewyzsza nieraz wielokrotnie $rednia wartoS¢ naprezenia. Po
‘fzekl‘t)czeniu granicy spreZystoci, a zwlaszeza po przekroczeniu granicy
plastycznoéci wyréwnywuja sie napreZenia tem bardziej, im materjal jest
pastyczuiejszy. Dlatego w przypadku stalego obciaZenia pretéw z Zelaza
no“'a-l{lego, miekkiej stali, miedzi itp. moZna obliczenia wytrzymalodci wyko-
YWaé ze wzgledu na prazekrdj niebezpieczny F,, tak jak gdyby pret mial
przek‘l‘éj £y, na calej dlugoSei. Doswiadezenia pouczaja nawet, ze wytrzy-
Balodd " dorazna preta okraglego o przekroju F, ktéry pomnigjszono lokalnie
H?I“"ar.toéci Fy przez wytoczenie dokola zlobka, jest wieksza od wytrzy-
alosci preta walcowego o przekroju F,. To sie tlumaczy utrudnieniem
p°!{TZeczncgo zwezenia po przekroczeniu granicy plastycznodei przez materjal
“slednich grabszych czebei preta.
e _przypadku obeciazen przemiennych wytrzymalo§é pretéw o lokalnie
Diejszonym przekroju F, okazuje sie z doSwiadczeh mniejszg od wytrzy-
malofci preta walcowego tegoz przekroju.
Réznica za$ jest tem wieksza, im ostrzejsze
sa zmiany przekroju. Przez miejscowe
oslabienie przekroju zmniejsza sie wytrzy-
malo§é pretéw z plasty-
cznych metali przy ob- |
ciazeniu przemiennem w ‘.
tym samym prawie sto-
sunku, co dorazna wy-
trzymaloSé pretdw tego
samego ksztaltu z ma- { /
terjala  krachego (np.
szkla). )
Przy uwzglednieniu
ciezaru wlasnego jest
Fig. 152. zmienno8é przekroju po- Fig. 138,
dyktowana niekiedy wa-
ekonomji, Najmniejszy ciezar wilasny bedzie wtedy, gdy w kazdym

Tunkiem
12

T4ekroju zachodzi ta sama pewnoéé przeciwko osiggnieciu granicy pla-
CZnofei, wzglednie granicy wytrzymaloSci. Taka postaé¢ preta o réwno-
'eruej wytrzymalogei (fig. 132) okreéla réwnanie

p=
R

&r
3 .
F=F;e" ,
»

; I . g : . L
ktérem I"o:—]? oznacza przekrdj obeciaZony sila P, k napreZenie bez-
gy o Vs : s s
p“"‘-Lne, 't ciezar wlaéciwy materjatu, a I przekréj w odlegloSci = od F,.
jest29- Naprezenia w cienkich Scianach naczyn. Jezeli gruboéé éciany &
frog malp wobee rozmiaréw naczynia i promieni krzywizny powierzchni

ksztk()‘wj (tj. potowiacej wszedzie grubo§é 2), to przy zwykle obieranych
wan““ch te] powierzchni mozna pominaé zmiane jej postaci i przyjaéd
lomierny rozklad napreZen przez cals gruboié &ciany.
ei P"Z_y zadoZeniu, Ze ta powierzchnia jest obrotows i obcigzona od wewnatrz
enlemem gazu lub plynu p (kg/em?), znajdujemy z warunkéw réwnowagi
I)olmen.tu {fig. 188), wycietego dwoma nieskorezenie bliskiemi przekrojami
Udnikowemi i takiemiZ przekrojami do nich prostopadiemi:
o a_ P
~ g -
L fr P2
1
) A, Foppl, ,Mittell. aus d. mech.-techn. Labor.“, Miinchen, Hef# 81.
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1108 Sprezystosé i wytrzymalosc,

Tutaj oznacza:

5, naprezenie réwnoleznikowe, normalne do plaszezyzuy poludnikowel:
(o kierunku styecznym do réwnoleznika),

d, naprezenie pofudnikow e,tj.dzialajace na przekréj normalny do poluduikﬂv
g1 promien krzywizny tegoz przekroju,
0o » px przekroju poludnikowego.

Szczegélne przypadki:

a) Naczynie kuliste (5, =0, = 5, p; = po =17°)

).
s== L0
24
a . . 7 z d ice.
b)Rura walcowa (fig. 184 @) py =00, p, = i— —-. jezeli d oznacza rednl®
T pr p.d
Naprezenie obwodowe g —= ~x— = =
3 - fy

. e s gil
Do wyznaczenia naprezenia podluznego g, stuzy waranek réwnowag! s
wewnetrznych w przekroju poprzeczuym (fig. 134 5) o wypadkowej o . 2rr:

%%

&

i,
|

Fig. 134 a. Fig. 134 5,

z silami zewnetrznemi dzialajacemi na czes¢ odeieta o wypadkowej »* 2
A zatem:
p.r L pd
2= 2k S *4*_";".

30. WytrzymaloSé Sciskanych kul i walkéw. «) Wskutek nncisku]
na kule o promieniu »;, podparta grunba plyta z tego samego materjalt, 0
ksztalcaja sig oba ciala w miejscu stykania (fig. 135). Wedlug ogélnego 1%

Fig. 185. Fig. 136,

e . . - . 33 » L] & L .a
Wiazania odpowiadajacego zadanin teorji sprezystofei zachoduzi stylan!
W bardzo plytkiej czaszy kulistej o promienin konturu.
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Wytrzymalo§é dciskanych kul i walkéw, 1109

8,3 P»r 1 )
a=V 57\ VT wr )
(szwiz}znnio jest bardzo dokladne w granicach waznoéei prawa Hooke'a,

%ile @ jest dobé male w poréwnaniu do #, co sie z reguly spelnia w
Praktyeznych zastosowaniach),

Srednie ciénienie w miejscu stykania ma zatem wartosé
1)
W= T
1 a‘n
Rozklad ciénien wzdluz érednicy kola stykania przedstawia sie wykresem
Ptyczuym. Najwieksze cifnienie zachodzi przeto w Srodkn i ma warto§é
“2wzgledna :

sli
b

3 11 /s m P
: N i g
=]

m o 5 o 5 . u c ’ .
Jﬂ\varzysz:} mu gléwne ciénienia poprzeczne o tej samej wielkosei:

o B
9 m ] “max

doeznie malo rézniacej sie od o . W materjale niesciSliwym (m = 2)

hyh’by nawet 3’ =

Do-

=] .
max max*®

: 10
Dla stali (nl =3 ) wypada o' =08¢
SWindegans { S tyx : h * e
_rmdﬁaemo poucza, Ze ten punkt nie jest miejscem niebezpiecznem. Pekniecie
,,;lehego materjalu zachodzi bowiem zawsze wzdluz obwodu kola stykania.
R dowodzi istnienia ciagnieh w kierunku promienia lub ciénien w kierunkun
i(;v‘,’d“y albo wreszeie jednego i drugiego. Teorja potwierdza to ostatuie
Ye:

1 2 1 2 )
=g U= 2k gp=— ==l ——=}iar e
4 3 n maxs? t 3 m max
Jnk NS Jela : 3 B IS, 3 ;
O wartoSei ciagnienia w kierunku promienia o, i ciSnienia w kierunku

Obyy e G 3 g P 2 b
a_‘mlu, W miejscu niebezpiecznem panuje zatem proste Scinanie. Odpowia-
) J."}c“ wytezenie materjalu, okreSlone wartoseia o 4 = 2t wedlug hipotezy
18] Wi e .

IWiekyzepo naprezenia stycznego obliczymy zatem z wzora:

§0re. 9 2
od = — |1 o} —
3 max

m
alhg .
P
—ye]
Ored = &+ l/ ?
18%a); - ” G
mai’h_pm[...] ognacza stala wartoS¢, zalezng od sprezystych wlasnoSei
Nalu, Stad znajdujemy niebezpieczune obeiazenie kuli:
5 =L jﬂil-}_) 2 Fnieb 2
nicb — —{'.3.'1 s Z:;T:'x_ 5
zag Y
Obeigzenie bezpieczne przy s-krotnej pewnofci
3
1 %pjeb

>

Q
= — as=.
bezp n 4 lQJ:I 1
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1110 Sprezystodé i wytrzymalode.

Okazuje sie, Ze obciazenie bezpieczne jest (w rozpatrywanym pro-stym prey”
padku) proporcjonalne wzgledem kwadratu Srednicy kuli i szedcianu WY~
trzymaloSci materjalu.?) y

W przypadku stali jako materjalu kuli i plyty mosna przyjaé, redni®
483 =12.10°kg®.cm —* (E = 2120000 kg/em?, m —=3). A zatem:

3
1 Spieb 9 1
s eie d? = 1d¥,
berp 7 12100 | n 2

Warto8é o, ;. Weha sig dla stali zlewnej od 5000 do 20000 kg/em?. Odp”
wiadajaca warto§¢ ('=10,4 do 667 kg/em®. Zgodnie z tem daly be%
poSrednie doSwiadezenia Stribeck'a z kulami z twardej stali jako wm‘to’f‘"
obciazenia, pray ktérem zachodzi pekniecie dokola powierzchni stykam?
P=15504d* do 700d2.

b) Przy przyciskaniu walka do plyty z tego samego materjalu (fig. 13f’>
zachodzi wedlug rozwiazania teorji spreZystoSci zetknigeie powierzehni

paska o szerokoSei:
95 ‘e L.r (1 1
iy =l E mE )

Sreduie ci$nienie na pasek stykania jest:
P
P = g7

Miejsce niebezpieczne lezy na linji rodkowej paska. Odpowiadajace cisni€”
nie (w kierunku sily £) ma wartoé¢ bezwzgledna

g = —.
max ﬁ'l

. S S - n
Taka sama wartof¢ ma cisnienie poprzeczne 3, W przekroju podluiﬂf'
walka; ciénienie za§ g, w przekroju poprzecznym walka, tj. ciénienie po
dlazne ma wartoSc: 9

==
m max-

r

5=

A zatem wyteZenie materjalu wedlug hipotezy najwiekszego ma.pl'fji"’"i:x
cinajacego:

- ' 2
“red = Smax — 9 :(1— E) Smax
/——————— /
q o 2 / ) L a _/P’
czyli red = (1 ——;;) / T .l/2l-'_=p l/2l-;-
, “(‘“7)

it el : . inst
jezeli 8 =[...] oznacza znowu stals materjatu. Wstawiwszy o ;. zamis?

Opeq | Tozwiazawszy wzgledem P mamy:
2

P Spieb o .
AR
B*
za8 przy n-krotnej pewnofici i d = 2 .
1 sl:il‘b
P = _———1d.
bezp n 32

') Prawidlo proporcjonalnofici wzgledem ¢* wynika z najelementarniejszych roz
podobienstwa dynamicznego i bylo oddawna znane; natomiast prawo proporcjond

wigledem 53 b zawdzieozamy dopiero rozwinzaniu teorji spreystosei.

nie
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Scinanie. 1111

a Powyisay wazbér wyraza, ze obciazenie bezpieczne walka przyciskanego
O Plyty z tego samego materjalu jest proporcjonalne wzgledem pola Id
Przekroju osiowego walka i wzgledem Lkwadrata wytrzymaloSci materjalu.
Skoro np. materjalem jest odlew stalowy (lozyska belek mostowych), to

; 10 A A
Przyjawszy m = = = 2150000 kg/cm?, znajdziemy:

>

bezp n 12.104
niob — K,. = 3500 do 5000 kg/em* mamy :

C = 102 do 208 kg/km®.

angu. W obu powyz e
Pl’“‘ﬂinngo obciazenia, przy ktorej kula lub walek peka w plaszezyZnie Srednicowej prze-
l'ilﬂdz:;un-j przez kierunek sily, rozpadajac sie praytem na dwie czesci. Takie pekniecie
‘"'l'“d{' oczywiscie tylko przy dostatecznie malej plastycznosci materjaln (czyli znaczne)
7""t‘husci). Odpowiadajace obceiazenie (zgniatajace) jest np, wedlug dodwiadczen Stribecka
l; Wlami stalowemi 6 —10 1azy wigksze od dajacego si¢ teoretycznie oblicayé Ppiay, PTAY
m‘.(’ljﬁm grozi tylko powierzchowne pekniecie lub trwale odksztalcenie w najblizszej okolicy
!"'J-‘"C' ; stosowaniu powyzszych wzoréw do praktyki mozna sto-
Own warto$cia » nawet ponizej 2, tem bardziej, ze rzeczywiste

cZ)’li . 1 ‘nieb it _1_ L 1 d.
n

A zatem dla s

ych przypadkach jest P ;.1 znacznie mniejsze od tej wartodei

is do ok

;vJ"';i?niu materjata jest jeszeze nieco mniejsze od obliczonego na podstawie teorji
Prezyatodce,

IllI. Scinanie i skrecanie.

3L. Prety proste, narazone gléwnie na S$cinanie. Sila poprzeczna
O stalej wartofci nie moze wystepowaé na skonczonej dlugoéci preta bez
Wipéludzialu momentéw zginajacych, atoli w jednym przekroju da sie przy-
l’“dfk samej sily poprzecznej zrealizo-
WB¢ przez dwustronne podpareie koneéw P u?ﬁ
h{giﬁgo preta i obeiazenie go w Srodko- l l
W)"J czefei dwiema silami prostopadlemi P, TR0

tworzacemi pare (fig. 137). Wéwezas [ = ; 4§

\ érodkowym przekroju miedzy silami [} 2% Lo LY
~ Panuje widocznie sila poprzeczna bez 5 :“—?lb—“P |
“ddnego momentu zginajacego, a pret t—2{ -
8t w tym przekroju narazony tylko na | |
SCinanje, " Nie jest to oczywiscie proste I )
] 1

SCinanje, albowiem rozklad naprezen sty-
fZnych jest nieréwnomierny. W przypadku
Przgkroju prostokatnego udalo sie ten roz-

wyznaczy¢ una drodze teoretycznej,

T

f"zhzem sie pokazalo, Ze zalezy on w IHI”'

“Uacznej mierze od wzglednej odleglofei | HH

?;Zﬁkrojll od miejsca bezpoSrednio obeia- LTI LTI
““Depo, Rozmieszczenie naprezen  sty- Fig. 137.

¢ i
“bych v przekroju érodkowym C C przed-
“Wla wykres na fig. 187 dla réznych wartofei stosunku b:h. To roz-
®%2¢zenie réZni sie znacznie od réwnomiernego, zwlaszeza przy malej
artoSci b : h. Przy rosnacych wartosciach b : h zdaga rozklad napreZen
RALIR N 2 : AT o e
0 do rozkladu parabolicznego z wartodeia 7, |\ = -,
80k od e ; %
kodej przekroju.
8% 2 tego widad, ze niebezpieczna warto$é sily poprzecznej w danym
kroju preta zalezy nie tylko od jego rozmiaréw i wytrzymaloei mate-
pre Y ¥ g ylrzy
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1112 Sprezystodé 1 wytrzymalosé.

rjalu, ale nadto od sposobu rozmieszezenia sil zewnetrznych, Im bardziej €
sily sa skoncentrowane w bezpoéredniej bliskoSei przekroju, tem mniejss?
sie okazuje niebezpieczna wartoS¢ sily poprzecznej.

Z powodu praktyeznych trudnofci nie wykonywa sie w doéwiadczalniach
technieznych préb Scinania wedlug powyZszego teoretycznego schematts
lecz np. dla betonu w sposdb przedstawiony na fig. 188, Zakreskowane prost0”
katy przedstawiaja stalowe tloki (stemple), za ktoryc
poérednictwem wywieramy nacisk na gérna i dolod
powierzchnie krdtkiej belki prostokatnej. W przekro”
jach 4.4 i BB, w ktérych nakonieec zachodzi P(.’k,'
niecie, przy osiagnieciu przez P wartosei kraficowel
panowaé musi obok sily poprzecznej o wielkosci I, takz®
doéé znaczny moment zginajacy, ktérego ramie jest ter
wieksze, im szersze sg (stemple) tloki przenoszace -
cisk P. Ten moment ma niewatpliwie najwieksza war
toéé w przekroju Srodkowym € (', co zdradza sie Préy

Fig. 138. do$wiadezeniach peknieciem w punkeie (7, powstajf’_lcem
jeszeze przed peknieciami w punktach A, 4', B i £

Te ostatnie za$ wskazuja bynajmniej nie na kierunek naprezen styczll,\"fh’
jak to zwykle przyjmuja, ale na kierunek zbyt wielkich ciSnien albo ki€
runek prostopadly do miejscowych niebezpiecznych ciagnien. Iloraz z kral
cowej wartodei P, sily P przez przekrdj I bedzie przeto zaleiny od stosunkt
szerokoSei tlokéw (stempli) do wysokosei belki, co te stwierdzono doéwiad®

S

czeniem., Warto§é tego ilorazu( wyrazona w kgfem® nazywaja mimo to

w
g
w praktyce wytrzymalocia na Scinanie materjalu belki. Poniewaz ona nie B2
oezywikcie nic (a przynajmniej bardzo niewiele) wspdlnego z wytrzymaloSci
materjalu przy prostem &cinaniu (CZ)'ll
przy czystem odksztalceniu postaciowem/:
przeto dla odréZnienia bedziemy ja B*
zywaé technologiczna wytrzymalofieia D
Scinanie. Nic tedy dziwnego, Ze obliczaja®
w praktyce sworznie (fig. 139), nity itP"
Kig. 139, elementy, naraZone przewaznie na SC°

nanie, na podstawie réwnania:
P (obciazenie przekroju)

I (pole przekroju)

=

Vg =

= k, (naprezenie Scinajace)

nie jesteSmy bynajmniej obowiazani przyjmowaé (dla plastycznych metall
. 1
,".\' = ],-N —_—25

e)
o Tr? i
2

lub = 0,58 k,. (jak tego Zadaja hipotezy wytrzymaloSciow
lecz wartoéé I.:; obieramy na podstawie praktyeznych doSwiadezen réwn?
0,7k, do 0,8 &,. . ;

Z tychze samych powyZej rozwazanych powodéw nie wystarcza polacze!
sworzniowych, nitowych itp. obliczaé tylko ze wzgledu na teclmo]ogic?".l!
wytrzymaloéé na Acinanie w plaszezyznach przylegania laczonych czgdCh
lecz zupelnie stusznie domaga sie praktyka od dawna, aby érednie cignient®
na fcianke otworu (wywierane przez trzon sworznia, nitu itp.) g, nie pré®
kraczalo oznaczonej wartoSei k; pozostajacej w stalym stosunku do &, lub k'fl
Dla konstrukeyj zelazuych przyjmuja k,= 1,5k, do 2k, albo k;= 2k do 3k

32. Prety proste narazone na skrecanie. @) Przekréj okragly:
Teorja malyeh odksaztaleeri spreZystyeh i odpowiadajacyeh im napreZe”
w pretach naraZonych na moment skrecajacy M, da sig wyprowadzié drog#
elementarng tylko w przypadku kolowej symetrji przekroja, a wiee dla prae
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Skrecanie. 1113

Tt R e T, ;
W )8 pierscieniowego i jego szczegdlnego przypadku przekroju kolowego,

'tedy bowiem mozZna przyjaé, %e kolejne plaskie przekroje poprzeczne
Preta (fig. 140) nie ulegaja wskutek skrecenia zadnemn odksztalceniu, a tylko
racaja sie wzgledem siebie o kat o
Ploporcjonalny = wzgledem ich wzajemnej ;-/
0 egloéci. < X
. Ustaliwszy w mysli np. lewy przekréj e @
1 obréeiwszy prawy (odlegly od niego o dx) 'Y\
O kat d o, znajdujemy, e punkt tego prze- — dr — }P/
oJu, odpowiadajacy promieniowi g, prze-
Suwa sie w kierunku prostopadlym do tego Fig. 140.
Promienia o dlugoéé pdy. Ta wielkodé jest
*arazem posunieeciem §ciany elementu @I’ przekroju prawego wzgledem
takiegoy ‘elementu przekroju lewego przy niezmienionej wzajemnej od-
eglosci da. Oznaczywszy przez 7 (bardzo maly) kat odpowiadajacego pro-
Stego odksztalcenia postaciowego, mamy tedy:
pdy =ydw, czyli % :?f:—_- stalej (C)

dla wszystkich punktéw przekroju.

Tak w przekrojach poprzecznych, jak i w przekvojach osiowych panujg
Przeto naprezenia styczne t= .G = p C.G proporcjonalne wzgledem pro-
Mienia ; (odleglo$ei od érodka przekroju) i prostopadle do tego promienia.
Nqwinksze  wystepuje na zewnetrznym konturze o promieniu 7. A zatem:

r=rip=C.G.

T“]HX )
, oL E
Z warunku réwnowagi sil wewnetrznych t.d F' z zewnetrznemi, tworzg-
®®mi moment M, wynika:

ftpdF=C.G[p*dF=M=_C.G.J,
(" ()
i roiw

2 2

Jezeli JI' =: oznacza biegunowy moment bezwladnoSei prze-

&

kro]“ 0 wewnetrznym promieniu 7.

g M,
“”}(1 2 = —"—I\"‘
G,
© M M, M,
L zatem; |of ety £ Sty " e L e : =
dx G.J, B F Ty W,

V, . ’

Z powyzszych wzordéw czytamy:

1. Kat skrecenia na jednostke dlugofci preta réwna si¢ ilorazowi
Momeyty skrecajacego przez ,sztywnoséskrecenia, ktéra dla
Przekroju okraglego = G.J,,.
5 2. Najwieksze napreZenie styczue wystepuje w elementach, lezacych na
q_e“- etrznej poboeznicy preta walcowego (wydrazonego lub pelnego) i réwna
€ ilorazowi momentu skrecajacego przezodpowiadajacy
»1 0,(1 ul przekroju“ (moment oporn), ktéry dla przekroju okraglego —
= "p (bieg. moment bezwlad.)

7  (promien zewnetrzny)
= Te wyniki potwierdza ogélna teorja sprezystosei pod warunkiem, Ze sily
Qe‘vu@trzue réwnowazZne parze skrecajacej sa na kazdym z przekrcjéw kon-
OWych rozlozone wedlug tego samego prawa, co w przekrojach poSrednich.
S8zelako odmienny rozklad sil zewnetrznych ma wedlug zasady de Saint-
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1114 Sprezysto$é i wytrzymalosc,

Venant'a uwagi godny wplyw, tylko w bezpoéredniej bliskosci; w dalszych
zal przekrojach zbliza sie rozmieszczenie naprezen i odksztalcen do po-
wyZszego prostego obrazu, zgodnie z wynikami licznych do$wiadczen.

Jak wyZej zaznaczono, mamy przy skrecaniu do czynienia z prostem
Scinaniem w najezystszej postaci i dlatego tylko doSwiadczenia ze skre:
caniem okraglych pretéw moga poslazyé do wyznaczenia wytrzymalodel
materjalu na proste Scinanie.

Geometrycznym obrazem rozmieszczenia napreZen w przekroju skreed
nym sg t.zw.linje naprezen stycznych. Kierunek naprezenia w do-
wolnym punkeie przekrojn P wskazuje styczna w tym punkeie do linji naprezet
poprosvadzonej przez ten punkt, W przypadku przekroju okraglego sa linj®
naprezen oezywiscie kolami wspélérodkowemi. KreSlac bardzo wiele linl
naprezen, mozemy ich gestofcia przedstawi¢ wielko§é naprezenia.

b) Przekroje nieokragle. Dla przekrojéw nieokraglych sa linje na-
prezeii krzywemi zamknietemi (nigdzie sie nawzajem nie przecinajgcemi)
ktérych ksztalt przechodzi od wewnatrz w sposdéb ci:}glx
w kontur przekroju. To wyplywa z rowiazain teorj!
sprezystofei i wlasnodei stanu napiecia na swobodnel
powierzchni ciala (ust. 2.). W szczegdélnofei sa niv
prezenia we wszystkiech wypuklych wier#
cholkaech przekroju wielobocznego 10
wne 0, a w wierzcholkach wkleslych osiagaja %
reguly najwieksze wartoSci. Dlatego nawet w pray”
blizeniu nie moZe byé mowy o proporcjonaluosei *
wzgledem odlegloSei elementu od frodka przekroju:
Przyjmujac zatem dla wygody te sama posta¢ wz0"
row dla ¢’ it . co w praypadku przekroju okra:
Fig. 141. glego, musimy zastosowaé inne wyraZenia dla saty

wno$ci skrecenia I' i dla modulu przekroju W, N&

leZy przytem starannie odréiniaé przekroje pelne (o polach jednospéjnyeb)
od przekrojéw wydrazonyech (o polach wielospdjnych), ktére znow!
moga byé dwu-, trzy-, n-spéjne. Z tych ostatnich maja praktyczne znaczeni®
przedewszystkiem przekroje dwuspéjne, ezyli rurowe.

1. Przekroje pelne. Proste &cisle rozwigzanie dla przekroju elipty”
cznego znalazl de Saint-Vénant (1878): Linje napreZen sa elipsami homotety”
cznemi z konturem (fig. 141), zad t_  _ powstaje na koricach osi malej (326
rokodei) 4, przyczem :

, M AR A B S

8 === [=——. = T o= ST
1 16 b*4-4 4n¥7,
M, = =
tmux:T’i’ ”\.:W.b"h.

Wzér dla 4’ podaja czesto w postaci:

gy

waznej dla wszelkich przekrojéw pelnych przy stosownej wartodei spll
czynnika liczbowego W', ktéra wynosi:

dla kola i elipsy . . . . . . . . ... .  U=2395=4r"
» Prostokata, jeZeli b:h=1:1 , .U = 42,68

o - n bih=1:2 . =420

' . n bih=1:4 . LU =402

3 5 ne k=181 <. . U'=38p56

» trojkata réwnoboezmego . . . . . . . . UW=45
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Skrecanie pretéw nieokraglych. 1115

Do niedawna zalecano jako przyblizona wspélng wartosé U' dla wszelkich
Przekrojéw pelnych 1" = 40, jednakze juz wartoéé dla tréjkata réwnoboceznego
Przekracza ja o 12,5°%,. Jeszeze wieksze zboczenia zachodza u smnklych

Przekrojow (ksztaltowniki -}~ 7 [ | ), kiére nadto nastreczaja

Wielkia trndnoéei $cistemu obliczenin. “Wystarczajaca nieraz dla praktyki
dokladnosé daje dla takich przekrojéw przyblizony wzér A. Foeppla:

S

0 ile mozna je rozlozyé na waskie prostokaty o dlugosciach h, i szero-
koficiach 3 (i=1,2, 3, ...). W szczegblnoSei dla prostokatnego
Przekroju cienkiej a bardzo szerokiej wstegi jest sztywno§é skrecania

1 ;

'=—bh.G

3
(z bledem przez niedobér mniejszym od 79, pray b:h==0,1 i zdazajacym
00 wraz z wartoicia b: h). W przekroju prostokatnym powstaje t_ .
W frodkach dluZszych bokéw (i >>b) i okresla je wzér przyblizony, wy-
Starczajacy dla praktyki:

= (1,8b-}3h) P & zatem W, — 1853

‘max

W przekrojach, dajacych sie rozlozyé na waskie prosto-
katy (jak wyzej), jest w przyblizeniu:

5 A ———
max 1 v

Przyczem 3 oznacza szeroko$é najgrubszej prostokatnej czeSci przekroju,
4 migjscem 1, jest $rodek dlugiego boku tej czeSci. Jest to wazne pod
Warankiem (z reguly w praktyce spelnionym), Ze wklesle katy przekroju
83 stosownie zaokraglone.

~ Uwagn. Wezystkie przekroje niekolowe zakrzywiajy sie wakutek skrecenia, przy-
€2em pewne ich czedel wyginaja sie nieco w jedna, inne za$ w drugsg sfrone; sa jednak
Praypadki wyjatkowe, w ktérych zakrzywienie
m?ﬁkmju jest utrudnione, albo nawet uniemozli- ‘,d’
¥ione warunkami statycznemi. Tak sig rzecz ma np. -
Ed_y na przekréj drodkowy prta dziala moment skre- |
k“J“}}y 2 M zréwnowazony dwoma momentami o wiel-
W"’icx M dzialajacemi na przekroje korcowe. 7 po- dJ
ﬂk(? u symetrji musi praekréj Srodkowy pozostaé pla-
Im, Znaczne zad utrudnienie zakrzywicnia prze-
T0ju zachodzi w przypadku, gdy stosunkowo krétki
ﬁ:‘\' (nieokragly) o malej saztywnosei dokladnie
Bz'\\'lprdzol‘y w koricowych przekrojach pretéw o -
~ ¥wnodoi bardzo wielkiej. W tych przekrojach po- -—— by 1
3 Stanie niewatpliwie rozklad naprezen fcinajgcych 7
M bardziej v6zny od zwylklego, im mniejsza jest diu-
Bodd preta wobec rozmiaréw przekroju. Skoro ta
i “lﬂpéé #daza do zera, to prawo rozkladu naprgzen z ;
DQ' “10 siq nawet zbliza¢ do prawa, ktére daje tecrja pretéw okraglych (t. zn. prosto-
‘d{OH(S i proporcjoualnoéé v do promienia ¢, mierzonego od srodka przekroju). Na-
w?";:l%l wlobu preypadkach okaze si¢ sztywnod¢ skrecania wiglkeza, anizeli w normalnych
nkaoh.

. 2 Przekroje rurowe. W przekroju prostokatnym o écianach
Jednakowej grubosei 4, a fredniej szerokodci by i b, (fig. 142) panuje

Fig. 142,

n :"Hlx
4 obwodzie zewnetrznym i ma wartosé:
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1116 Spraezystosé i wytrzymalosé.

M, 20,.by 3
— ., przyczem W= - Sl iad )

e T =
max ”"\

T by by — 32 byt by
za$ kat skrecenia na jednostke dlugoSei:
1‘1, > — o

sy 7(*14‘;" prayczem J 4 — by.bs 8 (blb+ b'.'b 2'-' %)

S A e o

2(by — 6).(by — o)

Obydwa wzory sa przybliZone (ze stanowiska teorji sprezystosci) i tem

dokladniejsze, im mniejsze jest & wobec b; i b,.

17

IV. Zginanie.
A. Naprezenia w pretach prostych narazonych na zginanie,

33. Naprezenia przy czystem zginaniu w plaszczyZnie obciazenia.
Odréznia sig czyste zgiecie (bez sil poprzecznych)od zgieciaogdlnegd
albo zXoZonego (z udziatem sil poprzecznych). Przy ezystem zgieciu powstajd
tylko naprezenia normalne ¢ podluznych widkien elementarnych preta, ktére
musza byé w jednej czefci przekroju ciagnieniami, a w drugiej ciSnieniami
aby sily wewnetrzne réwnowazyly pare zginajaca. Obliczamy je z warunkéw
réwnowagi przy pomocy dodatkowej ,hipotezy- plaskich przekrojéw“, Z te)
hipotezy wynika bezpoSrednio, Ze wydluzenia wladciwe ¢ wldkien sa pro:
porcjonalne wzgledem odleglosei + od
warstwy obojetnej (fig. 143). O
ile wiec materjal preta podlega prawd
Hooke'a, to i naprezenia s beda pro-
porcjonalne wzgledem v, Wéwezas
Jjest

TR TR _— = stalej,
| ¢y s

jezeli ey, e, oznaczaja odleglodei wid-
kien skrajnych od warstwy obojetnej albo od osi obojetnej (W
ktorej warstwa obojetna przecina przekrdj). y

Niechaj plaszezyzna rysunku bedzie plaszezyzna X ¥ pary zginajacel
o momencie M. Z warunkéw réwnowagi sil zewnetrznych i wewnetrznyel
wyplywa teraz:

1. 06 obojetna przechodzi przez §rodek pola przekroju. T0
prawidlo wynika z warankn rzutéw na oé X i jest oczywiScie wazne tylko
w granicach proporejonalnosci:

2. Plaszczyzna zginania, tj. plaszezyzna prostopadla do osi obo-
Jetnyeh schodzi sie z plaszczyzna obeiaZenia (tj. plaszezyzna pary
zginajacej), jezeli ta ostatnia jest plaszezyzna jednej z gléwnych centralk
nych osi bezwladnoSei przekroju. (Wynika to z warunku momentéw
wzgledem osi ¥.) ° s

8. Przy upraszczaajacem zaloZeniu, %e plaszczyzna pary zginajace) J_t"‘t‘
prostopadla do osi obojetnej jako osi’ gléwnego momentu bezwladnobel «
daje warunek momentéw wzgledem osi Z (osi obojetnej):

3 M o) Ga

Stad wynika bezpoérednio podstawowy dla obliczen wytrzymaloei pray
zginanin wzér na napreZenie ,skrajne“ (tj. we wldknie skrajnem):

M :
d!kr='ﬁ:.. e e TYEL .-(4‘-)
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Zginanie proste i ukosdne. 1117

Przyczem za W, tj. modul przekroju (dla zginania) [zwany takze nie-
fortunnie momentem wytrzymaloSci lub oporu| wstawiamy :

W, = i albo W, = ;I—,

2y ey

zalenie od tego, ktére z naprezen skrajuych (ezy ciagnienie, czy teZ
Ci.éuieuie) decyduje o wytrzymaloSei. Prawidlo wyraZone wzorem (4) obo-
Wiazaje réwniez tylko w granicach proporcjonalnosci.
_ 34, Naprezenia przy zginaniu ukoS$nem. Zgigeis nazywamy ukoSnem,
JeZeli plaszezyzna obeiaZenia nie jest prostopadla do jednej z gléwnych
centralnych osi bezwladnoSci przekroju. Wtedy
Przy zalozeniach poprzednich jest:

Kierunek plaszezyzny pary zgi-
Dajacej sprzezony z kierunkiem od-
Powiadajacejosiobojetnejze wzgledu
na  centralna elipse bezwladunoSlei
Przekroju.

. Naprezenia najlatwiej obliczyé rozloZywszy
Sily pary zginajacej na skladowe w kierankach
Y'i Z gléwnych osi bezwladuobei przekroja.
(Pig, 144). JeZeli plaszezyzna obeigZenia od-
chylg, sie od plaszezyzny XY o kat «, to
.co8 o i F.sin « beda odpowiedniv sklado- .
Wemi sil P w kierunka ¥ i Z. Ten rozklad Fig. 144.
Pociaga, za soba rozklad momenta zginaja-
cego na M. cos« i M. sin . Kazdy z nich z osobna wytwarza proste zgiecie;
Pierwszy wytwarza napreZenia normalne:

,__ M.cosa ot bl M . sin o

c——————Jl -+, drugi za$ ¢ G

W granicach proporcjonalnoSci bedzie wedlug zasady superpozycji na-
Prezeniem wypadkowem:

. co8 u £:
! "=)1(11_#—- :
i e R
Azeby znale#é o, , trzeba wyszukaé na konturze przekroju takie punkty
%), dla ktérych wyrazenie w nawiasie przybiera skrajna warto$¢ dodatnia
ub ujemna.
W przypadku przekroju prostokatnego (drewniana platew dachowa) jest
takim punktem wierzcholek A (fig. 31), a odp. napreZenie okredla wzér.

sin « \)

/

g _ Mcosa h  Msina b 71’!1 et it e 6 Me
e TS 2 U T i 2 prpt O T AT e,
12 12

Przyczem ¢==5 cos o -+ hisin a jest szerokoScia rzutu przekroju na plaszezy-
“ne prostopadla do kiernnku obciaZenia,

35. Naprezenia styczne przy ogdlnem zgicciu w plaszezyZnie
“l)eiqioxnia. Przyjawszy, ze sila poprzeczna 7' nie wplywa na rozkiad na-
Prezefi normalnych (i pominawszy wplyw nieuniknionych naprezen po-
Przecznych!) mozemy z warunkéw réwnowagi warstwy elementarnej o gru-
—

1) W rueczywistosci moge sila poprzeczna mied wplyw nr rozmieszezenie naprezen
::o"mfllnych, atoli ten wplyw jest ;mxln_)’m/ uwagi tylko w okolicy przekioju l'\cv:pm".'! i
Cigzonego sity nio o wiele mniejszg od 7' W éw czas, juk pong :ln teorja i dos
%““10, rézni sle prawo rozkladu nawet bardzo vnaczoi- od przedstawionego wzorem (B5).
Obec tego musza w tych warunkach wystapid takze zboczenia od linjowego ruzkladu
Maprazeii normalny
Lloczyn 7. 0=

T przedstawin t. zw. sile Soinajaca w warstwie A B, odniesiona do

Jednogt)i dhugodei preta. Ta sily dzialaja na siebie wzajemnie podluzne warstwy zgina-
g0 prata,
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1118 Sprezystosc 1 wytrzymalogc, \‘

boéci dx (zakreskowanej na fig.145) obliczy¢ dokladnie Srednia wa.rtoé{: na-
prezen stycznych 1 wzdluz cieciwy 4 B = v przekroju, uwzgledniajac zwigzek
dM

= Ik
dx
Iy H*%’}dx
G'E % 6‘—3—5’-0’1
s el ot 9 Bl
X -
Fig. 145,
Jest nia: :irzl;'b L e e e ) (2
: J.ov

przyezem S oznacza moment statyezny zakreskowanej czeSei praekroju (0d-
cigtej cieciwa »), a J moment bezwladnodei calego przekroju wzgledem 08!
obojetnej ZZ' (odpowiadajacej plaszczyZni®

Z ---S pary zginajacej Y ¥7).
7
/f///// : PO
0 o T Z wzoru: T"=-">".8

- J
T A :
2’ ‘!’_ 7 czytamy, %e sila §cinajaca ma naJ
wicksza warto§¢ w osi obojetne]
‘ i maleje w miare odlegjoéci od te)
i osi az do zera w warstwach skra)

nych.
== O rozmieszezenin naprezeri stycznych
e h——t wzdluz cieciwy A B nie moZemy nic pewnego
Fig. 146. dowiedzie¢ si¢ elementarna droga dalszye
prostych hipotez, stosowanych dawniej PO
wezechnie w literaturze technicznej. Wyjatek stanowi przekrdj prostokatny
i do pewnego stopnia przekroje zloZone z prostokatéw jak np. przekro)®
I T itp. belek walcowanych lub nitowanyeh.
a) Przekréj prostokatny. Wzdluz odcinka 4 B réwnoleglego do 08
obojetnej Z Z' (fig. 146) jest t stale i réwne:

T (ke ) 67T (A
RN YRt L ol e,
« = g, (4 - blz“(4 ") ®

Rozkiad t na wysokoSei przekroju jest zatem paraboliczny z nnjwi(;kszoéci‘.‘
w osi obojetnej, tj. dla w = 0:

T=T

3 T 3 T

fmar 9 ph T 2 F

,
(_Iv’_ jest oczywiScie érednia wartoscia t w calym przekroju.)

b) Przekrdj I 7 wyjatkiem miejse osobliwych, gdzie écianka Iaezy si¢
ze stopkn, moZva réwniez ze znaczna dokladnobeis prayja¢ w przekrojac
rownoleglych do osi obojetnej t stale i réwne 7, (fig. 147 a.) A zatem w stoP™
kach obowigzuje wzér (a,), w éciance zaé wzér

T [ba? bhl”(l A
ST I8 8 %) =)

110



Naprezenie styczne uwarunkowane sila poprzeczna. 1119

% ktérego dla w = 0 wypada:
T.b.h* | Ry \* L
w575 |1\ (LT

e’ 5 7 <Al o s .
“8 dla w = —-, tj. w miejscach polaczenia Scianki ze stopkami:

T.b.h* '1 hy \2
3 8.J.3 k)
Dla calkiem cienkich $cianek, jakie sig stosuje w praktyce, rézni sie 7
NMewiele od 1y, a w stopkach sa napreZenia t bardzo male. W obliczeniach
Orjentacyjnych mozna wéwezas przyjaé przybliZeniu, Ze cala sifa poprzeczna
Przenosi sie na Sciankg o polu Fy i warunek wytrzymaloSei napisa¢ w postaci,
T b

']_"I‘=T.;k.

W stopkach nalezy szukaé najwiekszych naprezen stycznych raczej
W przekrojach prostopadlych do osi obojetnej (A4 A' na fig. 147 4). Dla tych

Fig. 147 @. Fig. 147 b.

Naprezeii 1’ otrzymujemy z warankéw réwnowagi elementu wyeietego z warstwy

® grubofei da, podobnie jak powyZej:

T.5'

J.g’

8Zeli S’ oznacza moment statyczny zakreskowanej czeSci pola przekroju

Wagledem osi obojetnej, & ¢ grubodé stopki w, rozpatrywanem' miejseu.
zwyklym przypadku stalej grubosci g jest

h
Sle=2z.g (-;—— g)
T h—¢
L = e e B
2atem; e e,

“2yli «' roSnie proporcjonalnie wzgledem odleglofici od krawedzi stopki osia-
8%jac najwieksza wartoéd w przekroju B B', gdzie stopka przechodzi w Scianke
L - _.b._ — ,a 5
> 2 ‘

<
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1120 Sprezystosé i wytrzymatosé.

¢) Przekrdj okragly pelny. (Fig. 148,) Poniewaz w punktach A4 i B
musi calkowite napreZenie styczne mieé kierunek stycznej do konturu, przeto
kierunki naprezed w punktach A, B i C przecinaja sie w D. Dlatego przyjmujd
w przyblizonym rachunku 1., %e przez tenZe punkt D przechodza kierunki
wszystkich © wzdluz 4 B. Nadto przyjmuja 2., Ze korice od-
cinkéw) przedstawiajacych calkowite naprezenia t wzdluz
A B, leza na prostej rownoleglej do 4 B.

Jakkolwiek z tych zaloZen, zwlaszcza drugie zD8”
cznie odbiega od rzeczywistosei, jak to wykazuje dokla-
dniejsze rozwiazanie'), to jednak gléwny wynik, tj. obli-
czenie t w warstwie obojetnej jest wystarczajaco do-
kladny. Wypada bowiem:

4 T e
Tmax = 3 = 1,33 T
podezas gdy rozwiazanie Sciste daje (w Srodku kola):
3 2 T ’ T
Fig. 148. __:_’”i"__,_~ 1,4 b do 1,83 —-

max 2 (m _l__ 1y K _(-m’=4) I ey V7
d) Przekréjkwadratowyobciazony w kierunku przekatnej:
(Fig. 149.) Zalozenia przybliZonego obliczenia t 53 tutaj zupelnie niedopuszezalne,
albowiem prowadza w warstwie obojetnej do t, _ w wierzcholkach A i /5
podezas gdy tamze musi byé ©==0. Z dokladniejszego rozwiazania dra %
Fuchs'a wynika, Ze

panuje w Srodku.

36. Wytezenie materjalu przy ogélnem zginaniu. Linje naprezet

4
gléwnych. Przy ezystem zginanin momentem Jf sa naprezenia 5 = 7 2|
zarazem naprefeniami gléwnemi o kierunkach réwnoleglych do osi preta X+
Pozostale dwa naprezenia gléwne sa réwne zeru.- Inaczej ma sie rze¢?

[ -

Fig. 140, Fig. 150.

w przypadku ogélnego zgiecia, tj. przy wspéludziale sily poprzecznej 7, albo®
wiem wtedy sa napreZenia normalne s (uwarunkowane momentem M) tylko
w warstwach skrajuych napreZeniami gléwnemi. Wydzieliwszy w innyC!
warstwach element prostopadloicienny przekrojami poprzecznemi i PO
dluznemi (fig. 150) mamy widocznie do czynienia przynajmniej z dW%

wymiarowym stanem napigeia okreilonym napreZeniami normalnemi s, = %

') Dr. %. Fuche Zur Berechnung der Schubspannungen in gebogenen Stiiben, Zeit
schrift d. Ver, d. Ing. r. 1914, str. 1380.
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Wytrzymalosé na zginanie. — Moment niebezpieczny. 1121

y =0 1 styczmemi t, wywolanemi sila poprzeczna 7. Wtedy kierunki

—-_a

wielkoSei naprezen gléwnych s, o znajdujemy najproéciej zapomoca kola

2

Daprezen (fig. 121). Praytem jest -"} =i —};%— |/ 4% o%
A zatem najwicksza réznica naprezen gliéwnych (jako miara wyteZenia
Materjalu dla plastyeznych metali):

o bl I e R e = i i 1 o (L)

To réwnanie ma zastosowanie przy obliczeniu belek walcowanyeh i nito-
Wanych w przekrojach naraZonych jednoczesnie na wielki moment i wielka
sile poprzeczna. (Nie mozna go stosowaé do belek z Zeliwa, kamienia, drewna
ltD‘-) W takich belkach o przekroju T moze .4 osiagnaé najwieksza war-
08¢ w miejscach polaczenia §cianki ze stopks. Zaprojektowawszy zatem
!’TZel(rdj tak, aby 5., we wiéknach skrajnych i t .. we warstwie obo-
Jétnej nie przekroczyly wartoéei bezpiecznych, sprawdzamy dodatkowo, czy
%req W Wymienionem niebezpiecznem miejscu ezyni zado$¢ warunkowi wy-
trzymalosei Gred = Sbazp k,.

. Zmajdujac w plaszezyZnie obeiaZenia, przechodzacej przez of preta i gléwna
98 bezwladnoSei przekroju, kierunki naprezen gléwnych dla wielu punktéw
MZnych przekrojéw, latwo nakredlié linje naprezen gléwny ch (fig. 150).

Kazda z tych linij przecina warstwe obojetna
Pod katem 45° i trafia warstwe skrajna (o ile
l11(: papotyka przekroju koricowego) normalnie
% jednej strony, a stycznie z drugiej.

. 37. Wytrzymalo§¢ na zginanie. Moment
Nichezpieezny (,Jamiacy*). O pewnobei preta,
Darazonego mna czyste zgiecie, decyduje ,mo-
Ment Yamiacy, albo ogdlniej moment nie-

8zpieczny, tj. ta warto8é momentu zgieeia,
Przy  ktérej pojawiaja sie niedopuszezalne od-

Sztalcenia trwale (ugiecie) lub peknigeie. Ta war-
t°;‘~*é nie da sie obliczyé z wzoru (A) po podsta-
Weniu za s wartosei g, — s, lub K jako : Fig. 161,

M=W.s
_W rzeczywistodci jest bowiem najezeSeiej M ;.. > W g, albo, co na

Jedno wychodzi, o obliczone z wzorn () po podstawienin wartoSei I —
ey znalezionej doéwindczalnie, jest zawsze wieksze od g, ;., otrzymanego

nieb

nieb’

% do&wiadezed nad rozciaganiem lub Sciskaniem, GIéwna przyczyna tego
J88t falt, Ze po przekroezeniu gramicy proporcjonalnodci we warstwie skraj-
N6}, a jeszeze wiecej po przekroczeniu graniey plastyeznodci, przestaja pra-
Mo wzrastad naprezenia w tej warstwie, a zato warstwy pod nia lezace
0rg na siebie coraz wieksza cze$é odporn sitom zewnetrznym. Wykres
Naprezen przybiera postaé przedstawiona na fig, 1561, zamiast zakreskowanej,
powindajacej waorowi (A).
thi)lrllgu prayczyna, wybijn.jgcﬂ sie .na pierwuzy: Igl:m -u matcrj:}h.’)w kru‘j
1 (jak szklo) i podlegajacych aZz do pekniecia prawn Hooke'a, thkwi
tem, Ze sama wartod¢ napreZzenia nie deeyduje jeszeze o wyteZeniu
Waterjatn przy nieréwunomiernym rozkladzie napreZen w przekroju, mawet
¥ tym prostym przypadku linjowegoe stanu napiccin. Wskutek tego w rzeczy-
18todei :
o W,

M A ey § G 0D

nieb nieb
Przycsem o zwylkle > 1 jest liczbowym spélezynnikiem doswiadezalnym,

Bryta, Podrecznik inZynierski. VI 73 113
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k]

zaleznym niestety, takZe od postaci przekroju. W przypadku przekroji
prostokatnego zaleca np. Geusen dla zZeliwa, granitu, wapienia « &2
dla betonu 2,2, dla piaskoweca 3. Jednakze Bach znajduje w tymZe
przypadku dla Zeliwa o= 1,75 (bez wzgledu na stosunek b:4). DI#
szkla w postaci plyt (szyb) jest « zaleZne od gruboSci (co dowodzi wplywd
dragiej przyczyny) i rosmie, gdy gruboSé maleje. Dla Zelaza spawaneg®
izlewnego w postaci ksztaltownikéw T | | itd., znaleziono « = 1, zad w postacl
belek nitowanych «—0,9 do 0,8. Podobmie jest dla belek drewniznych
wedlug Tetmajera « = 0,7 do 0,75, a wiec znowu a << 1, jednakZé
z innego powodu. U belek Zelaznych nitowanych jest powodem zejicia war:
tosei o ponizej 1 mala sztywnosé fcianki, wywolujaca wraz z naprezeniam!
drugorzednemi miejscowe objawy niestatecznoSci (wyboczenia). 1\'zltomi!l=)t
u belek drewnianych jest wlaSciwie « > 1, jeZeli odniesiemy réwnanie (4
do 5.y, Jako ciénienia. Podana powyzej warto§é « odnosi sie do o ;. ja’f"
ciagnienia, albowiem tak oblicza si¢ ¢ dla innych materjaléw, ktére majd
k.=#k, podezas gdy dla drewna jest k.> &,

PoniewaZ przy obliczeniach wytrzymalofci poslugujemy sie zawsze
rownaniem (A), przeto wartoS¢ a daje wskazdwke do obiora wartofei Gyeep
przy zginaniu, a mianowicie nalezy przyjaé:

Thozp = & + k,.

Skoro np. dla drewna jest k., — 120 kg/em?, to przy zginaniu trzeba przy~
— 0,76.120 = 90 kg/em*, aby osiagnaé te sama pewnodé w obY

Jac 5[\(‘1]) s
przypadkach obeiaZenia.

B. Odksztalcenia belek prostych przy zginaniu.

38. Linja ugieecia nazywamy zakrzywiong wskuatek zgiecia (pierwotni®
prosta) o8 preta. LeZac w warstwie obojetnej, nie doznaje ta of wydiuzem?®

5 ani skrécenia. Dwa sasiednie prazekroje o wzajemnt)
odlegloéei dx (lig. 152) przed usgicciem wyznacza)?
przeto pa linji ugiecia element fukn ds=dx, a 1¥
innyeh wiéknach odleglych o 1 od osi obojetnej wyznd”
- — T\ czaja dlugofci ds-+ Ads, prayezem N\ ds=cdST

‘fids. Poniewaz A ds = -ndy, jeiﬂli

M
E EJ
d ¢ oznacza kat nachylenia obu przekrojéw, przeto:
de A 3 i
ds LJ o
prayczem p oznacza promied krzywizny linji uvgigeit:
Przy prostem zgieciu jest M stale, a wig®
i o stale, czyli linja ugiecia jest fukiem kold

=
M

re— x>

Fig, 152,

JoA
Skoro M zmienia sie od przekroju do przekroju, to i krzywizna 'p‘ jest

zmienna. Odnoszac linje ugiecia do pierwotnej osi prgta jako osi X i do
osi V| lezacej w plaszezyznie zgiecia, mamy:
d?y
Lo d x*? Al M . (l)’)
7 Y 'dy)"' ., . EJ
(A et l
l 1 ((lx
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Linja ugiecia. 1123

Wyraziwszy M jako funkeje spéirzednych (, y) dowolnego punktu linji
Ugiecia, nalezy powyZsze réwnanie rézniczkowe zcallkowaé, aby otrzymac
skoliczone analityczne réwnanie linji ugiecia.

‘d y\*
W przewazajacej liczbie praypadkéw praktyli (j—’l) jest znikomo male

wobee 1 i z wystarczajaca dokladnoScia zastepujemy powyZsze réwnanie
ez poréwnania prostszem przybliZonem:

d*y M
T EJ
Dwie stale calkowania dadza sie wyznaczyé z warunkéw podporowych, Te
waranki moga teZ postuzyé do wyznaczenia reakeyj, momentéw utwierdze-
lia — ywogéle wielkoei statycznie niewyznaczalnych.

Jezeli sztywnoSé zginania IJ preta zmienia si¢ lagodnie od przekroju
o przekroju, to mozna z wystarczajacem dla praktyki przybliZeniem zasto-
Sowaé réwnieZ powyZsze réwnanie linji ugiecia, uwzgledniajac zmiennosé FJ.

Ugiecia y, obliczone przez calkowanie réwnania (), podlegaja widocznie
Zagadzie superpozycji, jezeli M jest funkecja samego w, o ile oczywiscie nie
Przekroczono granicy proporcjonalnofei (por. zalaczona tablice).

Inaczej ma sig¢ rzecz 1. gdy M jest zalezne takze od y, albo 2. gdy
Wypada si¢ uciec do dokladnego réwnania (D), albo wreszeie 3. gdy mate-
Tjal preta objawia znaczne zboczenia od prawa Hooke'a. Z posréd tyeh
Przypadlcéw musimy w praktyce uwzgledniaé szezegdlnie czesto trzeci (belki
betonowe), nierzadko pierwszy (gietkie belki, obciaone nie tylko silami
Poprzecznemi, ale i podluznemi), a tylko wyjatkowo drugi (sprezyny).

Przy stosowanin réwnan (D') i (%) nalezy umowe co do znaku alge-
raicznego momenta M uzgodni¢ z astaleniem wyraZenia analitycznego
Do przeciwnej stronie znaku réwnodei. (Obrawszy up. pierwotna of preta,
Pomyslana poziomo za o8 X o kierunku dodatnim na prawo i skierowana
W d6l dodatnia oé 1, musimy moment M w réwnaniu (/) uwazaé za do-
datni, jezeli wygina belke wypuldoicia do géry.)

o m ey o R

dax?

39. Wykreslna konstrukeja linji ugiecia jako krzywej sznurowej.
Gwnanie rézniczkowe krzywej sznurowej dla obeiaZenia silami réwno-
¢glemi do osi Y ma postaé:
dy g

4 e e AR R SR R (11
dx* H : GE)

Przyczem g (kgjem) jest 1zedng powierzehni obeiaZenia, a H (kg) ,od-
egloscia biegunowa®.

Z paréwnania tego réwnania z réwnaniem () wynika:

_ Linja ugigcia belki prostej o stalej sztywnodei zginania
by, obciaZonej silami prostopadlemi do osi belki (lezacemi
WV plaszczyznie zgiceia) jest kraywa sznurowa dla odpowia-
Ajacej powierzchni momentdw, nwazanej za powierzchnie
®beiazenia przy odlegloSci biegunowsej réwnej sztywnebei
“J (o ile oczywitcie sa spelnione warunki podporowe).

Jezeli satywnosé zginania K J jest zmienna na dlugodei belki, to
Ybrawszy pewna stala jej wartodé (E J), i zredukowawszy rzedne powierzehni
Momentéw w stosunku (& J),: EJ znajdujemy linje ugiecia jako

Tzywg sznurowsy zredukowanej powierzehni momentdw,
Uwazanej za powierzchnie fikeyjnego obeiaZzenia przy od-
eglofici biegunowej (£J),

Poniewaz rzedne powierzehni momentéw maja wymiar ,sila 3 dlugodé®,
Przeto pole tej powierzchni ma wymiar sila X (dlugos¢)®. Ten sam wyminr
“‘0: widoeznie odlegloéé biegunowa K J, albo (FKJ),. Azeby rzedne linji
Ugiecia, jako bardzo male wohec odcietych, nie zgubily sie w wykreslnej
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konstrukeji opartej na powyZsze] zasadzie, zwicksza sie ich podzialke
KJ

n-krotnie, zmniejszajac n-krotnie odlegloé¢ biegunowsa ( zamiast [','J).

Skoro np. skala dlugoSci rysunku jest 1:7, a przy wykresie powierzchni
momentéw przyjeto odleglo§é biegunowa I kg, to rzedne powierzchni momen-
téw mierzymy skala: 1 cm = nH kglcem. Obmwsl.y puy kleslemu linji

ugiecia jako krzywej sznurowej odleglos¢ biegunowa réwna A—, otrzymamy
g om

rzedne linji ugiecia w naturalnej wielkoSei. Samo wykreélenie krzywej
sznurowej dla powierzehni momentéw belki uwazanej za powierzehnie ob-
ciazenia nie wystarcza jeszcze do znalezienia ugieé, albowiem ogélna calka
réwnania (FY) ezyli:

‘—;/d 7(/ + Ca+t G

zawiera dwie stale dowolne (, i (-’.3. Ich wyznaczenio jest réwnoznaczne
z wyznaczeniem linji zamykaj:,}cej drugiej krzywej sznurowej z warun-
kéw podporowyeh. (Pierwsza krzywa sznurowa daje wykres momentéw.)
w prz)padku podparcia obu koficéw sa ugiecia tychZe koncéw daneé
i zwykle réwne O. Linja zamykajaca Xauy tedy punkty przeciecia drugiej
krzywej sznurowej z pionowemi podporowemi.

W przypadku doskonalego untwierdzenia tylko jednego koifica przy drugim
swobodnym _]esl. 11nJ11 '/.n.m)ku_]aca. styczna do drugiej krzywej §2nurowej
w punkeie jej przeciecia sie z pionowa utwierdzonego przekroju. Z przed-
stawienia linji ugieeia jako ‘krzywej sznurowej nie trudno odezytad Jeszcze
inne proste tw 1erdzem.\ prowad/ace do bardzo wygodnego obliczenia ugiecia J

i kata nachylenia stycznej, tj. dy w obranym przekroju. Jezeli M*iT*=

dz
d M*
= o oznaczamoment zgiccia i sile poprzeczna, ktére odpo-

u <

wmd.l_]atnl‘c)_]nemu obciazenin belki przez powierzchni¢

momentéw M, to w-praypadku zwyklego podparcia obu ko
cow b(-‘”(l_](“lt

- ME dy

O E T ds

przyczem I .J oznacza stal.\ sztywnoSc zginania.

C . AT

o

Fig. 163.

Przyklad A, Obciazenie belki tworzy tylko para sil J,, dzislajgcs ““‘:
przekréj podporowy A (fig. 163). Wtedy powlerzchuia momentéw jest trojkatem 0 po

;'-Jl., {, a zatem fikoyjne reakcje:
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. P (¢ do B) e g 7 12 P I3 (x? A e BEJ (Bl— 20 dla 2 = —————
B==—=(8l—2¢)c* Y=o7iel\E 3B e 3l—2¢
18 A 4Pld] o EJ16 3 ! 7 iy P
wxdly = — g7 Pldlnc=1Us gdy ¢ =1y  wux/ = 55775
3 Qz (3 Q1 =
A=—=0Q L= —Q—(Z— —) NE¥ =g : s s Praekr6j niobezp. w B
£ | 5 M= o 9 y= i =, (i —3 %"‘ “ l“) max/ = 77185 Punkt praegiecia
Bem i max §¢ BJI48\ 1 dla = 0,4215 dla o=, 1
8 W przekrOJu =31
Mo— Mo Q1 L == Przekrdj niebezp, w A i B
12 A=DB L - T S QB 1 _;u_)ﬁ M _Ql_*’ LILL » Punkty przegigcia
' 2 a2t N A TR I J=Fi8a " 16L h @y —0,2113 1
By ) 4
24 —— e 22 S M) @y = 0,7887 1
1 1 zf Przekrdj niebezp. w B
1 M— Qx(———-———) - o T i ;
4= = Q 5 3 0B a a0h mazdic= 5—09—,(:3 BT Najwiekszy moment_dodatnl
B==0 R o el ] Al @ == — 0,4471 o
=3 ) URESe— i Puankt przegiecia
M = 0,0596 Q! dla « = 0,775 1
i JESPRESS S = == S .
1 3 z 1 28
S Ql( e -——~.)
3 15 ' 10 l] 3 Przekrdj niebezp. w B
4= 16 Q e ?‘__ 28 . gy J= 1 QU Najwiekszy moment dodatni
§ 7 T o y=§j-%(2%—3%+ﬁ) = EJ dla @ = 0,5481
7 .
B= 10 Q max = Mp =~ 10 dla z = 0,625 l Punkty przegiecia
- ) Ql @ =0,23711 0,808
Najwigkszy moment dodatni }f , — o578
b
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NN AR

i TR G T
étqd katy stycznych podporowych (wedlug wzoru 79):
1 Ml 1 M, .
—_— P! DIV ™ =iy )

h=— ==
‘T8 EI’ T 6 EJ
Fikeyjny moment zgiccia w przekroju odleglym o x od podpory B ma wartoé:

x M.z :
U'=Faz——-2=, aponiewai M=1II, %,

. nr M, z*
wige: y;—.»mzﬁ_}%].[;;(l _“IL_)

Przyklad B. Obciazenie jedng sita skupiong P w przokroju odleglym o « 1 b od
Podpor 4 i B (a+b=0 (6g. 164). Powierzchnin momentéw jost trdjkatem o polu

p
e Y b |
f , -
4 1 .-—x——-—--B
e
{+a : {+b :
(] .3 ! : 3 ]

i

Fig. 164.

‘*l»l P.a.b alb R A s
Bt = P—‘-—,‘—. Srodek ciezkodei tego pola lezy w odleglodei
Bowych podporowych A i 5.

A zatem fikcyjne reakcje:

Poab 140 1 Poab(h4h . P.ablatD
o Xl nely el gl g —

)
]-_t” i [——-‘; " od pio-

3

2 3 [ 6l l 6!

]

A*

zng fikcyjny moment zgigcia w przekroju odleglym o z—b od prawej podpory:

3 P.oab(af0 Pa.b o » 1 Poa.x . x 5
£ T R i e til—([ ol e

Stad katy stycznych podporowych:
A* 71"/1/;(h+1) o n P.oab. (a4

g e UASGE A, SR T e s O (e
NEEIT TSRS L T ET 6EJ.I
Pa:
a8 ugigeio : ¥ :E'h,’f’%(r“'——ll"“ FOR

Przykiad C. Belka 4 B (fig. 165) ma w drodkowej czesci o dlugoéei 3.6 stala
"2tywnos¢ zginanin EJ,, zad w dwu czedciach skrajnych o diugodciach 0,7m i 1,7m
"lniojsm, lecz véwnie? staly sztywnoéd £/, . Materjalem jest zelazo zlewne (K=2,1.10%kg/cm?),
Ty Jy == 5460 cm*, J, == 0950 em*. Nuprezenia normalne nie prze j
kgjem?, Linjo ugigein znaleziono jako krzywy sznurowa dla fikcyjnego obeiaZenia

v
Rf’wierzuhniq momont6w, prayczem dla ezqdol srodkowej przyjeto jako odleglosé biegunowas

,\:. zad dln ezqéoi skrajnych —-, jezeli 1:% oznacza obrang na rysunku skale dlugosel.
n

Przyklad D. Plyta Zeclbetown, dzialajaca jako belka A B obustrennie doskonale
Uwierdzona (fir. 166), o szerokodei b =100cm i wysokodel h = 24 em w czefioi Srodkowej.
== 17 cm na podporach. Przekrojs obliczono dla naprezen dopuszezalnych ay, = 40 (betonn)

: 9:==1200 ky/cm?® (%elaza). Prrzyjpwszy [Fj=140000kg/cm?® otrzymano dla czgdei srod-
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1126 Sprezystodé i wytrzymalogé.

kowej stala sztywnosé EJ, = 691000.22°, =zaé dla czefoi skrajnej sziywnoS¢ zmienng

3
EJ,=601000. (36 — —;i) . Momenty M zredukowano przeto na rysunkn wedlug réwnania

r—H—=

o

g 1 2 3 4 &5 6m

Fig. 155.

223 A A A - s . S

s i dla zredukowanej powierzchni momeontéw jako powierzchni ob-
35 — —
y )
ciazenia wykredlono krzyws sznurows, przedstawisjacs linig ugigela o skali rzednych
2 n-razy wigkszej od skali dlugosei 1:a (poniewaz odleglod¢ biegunowa H = EJ,/2 n).
'

Mred = M

f g
A4 £, 1,06 n? f
= & s . /rm
Ma f l{uunrnl?h ICesuasEIERNEsasssansEs L
v 3 T f;/ Tt -
1,04~ f ~ 1045 gl — — No,
N = > b
[N : i /4 AR
i \\5; Lo / l'
0 i N // i
BTN /,>I\] (ool
5 ) \ ;>\;__/;/ : ; i
~0 Lo g 1 |l N | \ -
g e ~
10%mm ——= fc9,72mm |l T 0
0 LZ 3 ‘5 6 Y éﬂ) /',,/ :
17 n /-// :
= 1
1

Fig. 1566.

40. Wplyw sil poprzecznych na ugiecie belek. Naprezenia styczne,
uwarankowane sila poprzeczng, wywoluja odksztalcenia postaciowe prosto-
padlodciennych elementéw preta dz.dy.dz, kiére osiagaja najwieksza
warto§é w warstwie obojetnej. Oznaczywszy przez § odpowiadajgcy, kat
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Whlyw sit poprzecznych na ugigie. 1127

odksztalcenia postaciowego (fig. 157), a przez d y, przyrost ugiecia wywolany
tem odksztalceniem, mamy:

. 3 T,
dyy — pde = ?; da,

jezeli T, oznacza napreZenie styczne w Srodkowym elemencie przekroju.
0 Pre 3 ]

Zwaly wezy, %6 To =% . przyczem k> 1 jest spélezynnikiem liczbowym,

I'YY
zaleznym od ksztaltu przekroju, otrzymu-
jemy:
dy, e dM
de  G.F  G.Idr
Stad latwo znalez¢ dla belki w obu oy
koficach podpartej, Ze dodatkowe \
ugiecia, uwarunkowane napreze- ‘Q.;Fﬂ
niami stycznemi sa proporcjonalne le—Ox—
wzgledem odpowiadajacych mo- o
mentdw zgiecia:
v M
h="mg
W ogélniejszych  przypadkach  pod- Fig. 167,

Parcia i obciazenia belek szukamy calko-
Witego ugiecia, calkujac uogdlnione przyblizone réwnanie rézniczkowe
linji ugiecia:
d*y M ; 4
dx* EJ Gr

Wynikajace z kombinacji réwnan (E) i (/).

(Znak prawej strony odpowiada umowie, Ze dodatnie M zgina pret wy-
Puldoéeia w kierunku dodatnim osi Y.)

Przy wyznaczaniu stalych catkowania w przypadku, gdy praynajmniej jeden z prze-
krojow podporowyeh jest utwierdzonym (np. przekrdj x,) nalezatoby teoretycznie odrézniad
Utwierdzenie dwojakiego rodzaju:

1. Utwierdzenie, kt6re nie dopuszcza obrotu elementu osi belki

dy \
s “‘)'

dx

(odpn\\'iadnjqcy warunek podporowy:

‘r=ux,

2, Utwierdzenie, kt6ra nie dopuszoza obrotu Srodkowego elementu pola przekroju

: ¢ dy T,
odpowiadajacy swarunek podporowy: 2 — )
dx 4
Z =
Zwazywezy, %e w praktyce niepodobna najezesciej liczyé na utwierdzenie doskonale,
19“’- tylko na czefciows, pry ktérem kat obrotu przekroju podporowego @ jest propor-
Cjonalny wzgledem wielkosci odpowiadajacego momentu, mozemy jako warnneik pod-
Porowy preyjad
dy s
AT gL o
dx 5y (4
iz =,
stosownie do drugiego rodzaju ntwierdzenia.

41. Odksztaleenie przekroju poprzecznego przy czystem zginanin.
Jaklolwiek przekroje preta zginanego stalym momentem 3 pozostaja
Plaskie, to jednak w plaszczyZnie przekroju zachodza wogdle wydluzZenia
ub skrgcenia, wywolujace pewna zmiane geometrycznej postacl przekroju.
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1128 Sprezystosé i wytraymalosé.

paiat ; L. .
Ta zmiana zalezy od wartoSci liczby Poisson'a —- i to w ten sposob, Ze
m

1 :
gdyby istnial materjal, dla ktéregoby bylo dokladnie = 0, to przekré) po-

zostalby zupelnie niezmienionym. Wtedy bowiem nie byloby odksztalcenia
poprzecznego podluZnyeh wldkien preta, narazonych na naprezenia c. Te

1 / 3 7
odksztalcenia poprzeczne sa réwne — — odksztaleen podluznych, a wiec sa

réwniez proporcjonalne wzgledem odlegloSei v widkna od osi obojetnej,
jezeli przyjmiemy, Ze uiema Zadnych napreZzen poprzecznych, co odpowiada
rzeczywistodci  tem §ciSlej, im mniejsze sa
rozmiary poprzeczne preta wobec promienia
krzywizny zgiecia. Duzicki odksztalceniom
poprzecznym zamieni sig prostokatny elemen-
tarny pasek przekroju, prostopadly do osi
obojetnej o stalej szerokofei df na pasek
zwezajacy si¢ réwnomiernie kn warstwie
skrajnej rozciaganej, & rozSzerzajacy si€
w ten sam sposéb ku warstwie &eciskanej,
tak, iz przybiera postaé nieskonczenie wa-
skiego trapezu, a wladciwie elementu pier-
§cienia kolowego (fig. 168). Wskutek lacznoSei
wezystkich takich paskdéw, na jakie dzielimy
w mysli caly przekréj, nastapi réwnomierne
Fig. 158. zakrzywienie kaZdej 2z warstw  réwno-

leglych do warstwy obojetne). W azcze-

gdlnosei zakrzywi sic oS obojetna przekroju tak, Ze jej krzywizna —, jest
¢

m-ta czeScia kraywizny osi preta wywolanej zgieciem. Zgieciu osi

f
preta do promienia p towarzysszy przeto zakrzywienie (sgigeie) poprzeczne
o promieniu mp, co stwierdzono (Cornu 1869) bardzo Acistemi pomiarami
na pretach szklanych. Te wyniki maja wazZne zastosowanie w teorji zgiecia
plyt.

C. Statycznie niewyznaczalne przypadki zgiecia belek prostych.

42. Proste sposoby podparcia belek i obliczenia wielkosSci sta-
tycznie niewyznaczalnych. Napotykane w praktyce zwykle sposoby usta-
lenia belek prostych mozna sprowadzié zwykle do kombinacji nastepujacych
teoretyeznych rodzajéw ustalenia jednego przekroju:

1. Podporarachoma, jeZeli Srodek przekroju jest zmuszony do pozosto-
wania na prostej, najczeSciej na pierwotnej osi belki. Reakcje takiej pod-
pory okresla w plaszezyznie jedna wielko§é algebraiczna A (fig. 1569).

2. Podpora stala, jezeli rodek przekroju jest uniernchomiony. Do okre-
Slenia realcji potrzeba d wun wielkoSci algebraicznych, np. skladowa prosto-
padla Vi réwnolegla do osi M (fig. 160).

3. Utwierdzenie ruchome, jezeli poloZenie stycznej do osi jest usta-
lone w utwierdzonym przekroju, ale sam przekréj (a wladeiwie pewna czeSé
belki) mozZe si¢c jeszcze przesuwaé np. w kierunka osi (fig. 161). Reakcje
okredlaja dwie wielkodei: Moment utwierdzenia A/, i skladowa prostopadla
do osi A. ’

4. Utwierdzenie stalte, jezeli ustalono nie tylko poloZenie stycznej
do osi w przekroju utwierdzonym, leez i jego érodek. Reakeje okredlaja trzy wiel-
kosci: Moment utwierdzenia M, ,oraz skladowe prostopadin ¥ iréwnolegla i
(fig. 162).
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Rodzaje podparcia belek. 1129

Do ustalenia belki w przypadku dowolnych obeiazen, lezacych w plasz-
czyznie jej osi, wystarcza widocznie utwierdzenie stale jednego prze-
kroju, Wielkoéci podporowe M, V' i H dadzay sie wéwezas zawsze obliczyé
%z trzech warunkdéw réwnowagi.

Utwierdzenie ruchome wystareza tylko wtedy, gdy wypadkowa
% danych obeiazen jest prostopadia do pierwotnej osi belki.

Trzecim przypadkiem podparcia statycznie wyznaczalnego jest widoeznie
kombinacja podpory stalej w jednym przekroju z rucboma w drugim,
Wauzelkie inne kombinacje prowadza wogéle do przypadkéw statycznie
hiewyznaczalnych, tj. do liczby niewiadomych wiekszej od trzeeh. Atoli
W szcezegdlnie waznym praktyeznie przypadku dwu podpér stalyeh pray
obeiazeniu, nie dajacem skladowej réwnoleglej do osi, moZna, o ile belka

N
A W
[N
Fig, 159, 9 A, *  Yig. 161,
N\
A
N
H
Fig. 160, Fig.162.
X
ly/

v

ni(‘-) jest zbyt wiotka, pominaé wplyw skladowych reakeyj réwnoleglyeh do
08i i hez wielkiego bledu traktowad zadanie jako statycznie wyznaczalne,
czyli izostatyczne®,

Podobniez moZna zadanie belki w obu koiicach stale utwierdzonej trak-
towag przy powyzszem zastrzeZeniu tak, jak gdyby jeden jej koniee byl
Utwierdzouy ruchomo, czyli uwazaé ja w przybliZeniu za podwdjnie (zamiast
Potréjnie) statycznie niewyznaczalna, czyli ,hiperstatyczna“.

Teorja linji ngiecia pozwala zawsze obliczyé wielkoSei ,statycznie nie-
Wyznaczalne* z warunkéw podporowych. Aby je znalezé, wychodzimy z ri-
‘Vl'muia. rézniczkowego linji ngiecia i wyraziwszy moment zginajacy M w za-
oznosci od odc.i(:toj' x oraz sil zewnetrznyeh, miedzy ktéremi beda takze
Wielkogei statycznie niewyznaczalne, calkujemy je. Warunki podporowe
Wystarczaja uie tylko do wyznaczenia stalych catkowania, ale takze wszystkich
Wielkofei statycznie niewyznaczaluych,

Profciej dochodzimy do celu droga nastepujaca:

Usuwamy zbedue ustalenia tak, aby otrzymaé belke statyczmie wyzna-
Czalng § obliczamy katy obrotn lub ugiecia przekrojéw podporowych pod
Wplywem danych obciazen. Nastepnie usuwamy te obeciaZenia i dzialamy
D8 bellke nieznanemi silami, zastepujacemi zbedne ustalenia. Beda to badz
’et\lscje poprzednie usunietych podpdr, badZ tez momenty usunictych ntwier-
dzen, U\vnia,juc je za znane, obliczamy znowu odpowiadajace ugiecia i katy
Obrotéw przel.crojdw podporowyeh. Z warunku, aby wypadkowe ugiceia
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1130 Sprezystodé i wytrzymalosé.

zbednych polpér, albo katy obrotu przekrojéw, niepotrzebnie utwierdzonych,
byly réwne zern, latwo obliczy¢ wielkosci statycznie niewyznaczalne.
Przyklad. Belkaréwnomiernie obciazona, wjednymkoncuutwierdzona,
aw drugim ruchomo podparta,
Rozwiazanie I. Usuwamy zbyteczne utwierdzenie, wskutek czego belka staje sie
q
w obu koncach podparty. Reakeje podpér sa teraz obie réwne 4 --l-:)—; wykrea mo-
mentéw jest paraboly A’ C'B’ (6ig. 163) a wykres sil poprzecznych prosty 4, B,. Z réwnanin
linji ugiecia (lub wedlug ust. 7, str. 77) obliczamy’katy obrotu przekrojéw podporowych:
af
24 EJ°

D, =0, =

(]

&)'Ui
Q.

!

Fig. 163, &; [

Na koniec A dzialamy teruz nieznanym momentem Jf,, ktéry wywolnje w A i B do-

M, N, .
datkowe reakcje réwne — ~I—'r i+ ~['l i katy obrotu przekrojéw :

o M, , 1
1 = —_— 1. = —
; SEJ' X 6EJ"
s X
Z warunku uiwierdzenia, tj. %, 4+ &’ =0, czyli -2112,'1— + %I-I- =0, wynika
1
M, = —:ql’-‘. Dla reakeyj otrzymujemy wartosei wypadkowe:
: ql Mo gl ql b ql ql 8
A RO S e D e AR T RN
g 1 Tz TeT gl e Y e L

zad w wykresie sil poprzeczoych prosta A,’ B\’ réwnolegla do 4, 5.
Rozwigzanie [I, Usnwamy podpore B, wskutek czego belka staje rig jadnym koricem
utwierdzons. Reakcjn w mtwierdzonym przekroju staje sie teraz réwng 4 ¢/, 8 moment

: ?
ufwierdzenia réwny — —’!—,—— Wykres momentéw zginajgeych (fig. 164) stajo sig parabola A’/ #

o wierzeholku w 8. Dla -ugi(;uin konca B mamy wzor:
i
h=FT"

Teraz dzialamy na tenZe koniec sily réwny niewindomej reakeji B, ktéra sama wy-

woln ugiecie ; ot b
P Lh=—3ET
4 warunku: £, 4/, =0 wyoika:
3
B=—gql
e
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Przyklady obliczenia belek. 1131

3
Odpowiadajacy moment podporowy w A réwna sie + Bl:;qﬁ, a zatem wypad-

kowy moment utwierdzenia w A:
ql* | 8 1 ——
Jl‘,=———~2 —;tIF:—-é—rIF::l A,

. Lgczacelinga prosty punkt A" z B otraymujemy zakreskowany wykres momentéw zgina-
Jacych ilodciowo zgodny ze znalezionym poprzednio. Do identycznego z poprzednim wy-

My B

\

)

|

:

)

i

f : !

“ * ~

i ! '

e = ThTe -

5 ! 5

S 1 1

8 | 1
L@ |l : s
D1 [E2Z

8
81
Fig. 164.
Kreay i} poprzecznych dochiodzimy zad odejmujge od rzednych tréjkata 4B o wysokosei
‘lC':ql rzednoe prostokata o wysokodci ~;‘—q1.

43. Belka o koncach sprezyScie utwierdzonych. Przy utwierdzeniu
Sprezystem obraca sig styczna podporowa (do linji ugiecia) o kat iy, ktéry
% wystarezajacem przybliZzeniem prayj-
Mujemy jako proporcjonalny
Wzgledem momentu podporowego M.

A zatam: M, = K.&,

Spélczynnik K o wymiarze mo-
Mentn mijerzy ,satywnoé utwierdze-
nig“, Przy utwierdzeniu zupelnem (do-
8konatem) K — oo, przy swobodnem
Podpareiu K = 0. W wielu przypad-
“C_h moZna obliczyé K, np.: Belka
Pozioma 4 ¢ (fg. 165) potramy A CB
z{\ch()\vujo sif‘e .iﬂk p()tlpﬂ.l't«'l W Puuk'
g‘l" 4, a sprezyseie jutwierdzona w C.
D za§ O3 dziala jako belka podparta Fig. 1065.
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1132 Sprezystosé i wytrzymalosé,

w B i sprezyScie utwierdzona w (. Pomijajac wplyw sil podluznych i po-
przecznych na odksztalcenie, mamy dla slupa B C kat obrotu przekroju C
pod wplywem momentu M, w tymZe przekroja:
M My h 3InJ

¥y = o — 0T . wiee K — —2

ORI AT : S
sztywno§¢ utwierdzenia K belki A4 C Jest przeto tem wieksza, im wieksza
jest satywno$¢ zginania slupa, a mniejsza jego wysokosé.

Jezeli teraz belke A C obeiazymy réwnomiernie, to tenZe kat okrebli
réwnanie :

g 4 18 s Myl
MBS BEJ
My h ql® M, !
A zatem: ¢ = T
zatem 3L, J, o1 i J 3EJ’ 2
1
% ezego wynika: M, = t]l" _—Tﬁ

Senhy ey

Uwaga. Z powodu pominigecia wplywu sil podluznych i poprzecznych nie mozna sto-
sowad tego wzoru przy bardzo malych wartodciach A w stosunku do [,

Jelka ciagla o stalym przekroju na sztywnych podporach

0 u’n\ 110] wysokos$ci. Réwnanie trzech momentéw (Bertot-Clapeyron).

Jezeli liczba podpdr jest wicksza od 2,

to nazywamy belke ciagla. Podpory po

a8 [-) a A sobie nastepujace 0, 1, 2,...(»r — 1),

0 1 2’ 3 ry (r4-1)... 2 (fig. 166) dziela belke

na przesla o rozpietoSciach 1,

Fig. 165, loye.. b, L. Belka ciagla bywa

przeto d w u-, trzy-... )z-prycqlow

Obliezywszy dla kazdego przesta pomyslanego Jal\o belka w obu korcach

podparta reakcje A, i B, () wskaZnik przesla), momenty zginajace J® i sily

poprzeczne 10, moZemy obliczyé odpowiadajace wielkoSei R, M, T dla belki

ciaglej, jezeli wyznaczymy wiclkofci momentéw podporowych M,
My,. ..M,

Dla »-tego przcsta (fig. 167) mamy w przekroju odleglym o x od lewej
podpory :

I —x .
M= MM o M

’ ts2) A v
1 i A ot B

Reakeja r-tej podpory:
: | — M, M. — M,
R. =4 +B T —
X T
l} r-- r e l,_
Do obliczenia momentéw podporowyeh sluza réwnania trzech mo-
mentéw o postaci:

“Ir —1 lr }_ 2 ‘”r (]r + l1+ l) + ‘”}-{- 1 [r +1=
Q.a.
=—0 — 6
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T'utaj oznacza:

Q@ pole powierzehni momentéw M° przesta r-go przy dowolnem obeia-
eniu; @, i b, odleglofici érodka tego pola od lewej i prawej podpory. Te
réwnania w liczbie (7 — 1) wystarczaja do obliczenia (» — 1) momentéw pod-
porowych. W przypadka doskonalego utwierdzenia na podporach skrajnych
Przybywaja nadto réwnania:

640
ML+ ML =— % =T,
64 a,
T
‘"n—l ]n + 2 ‘”u ]n =5 7 20 ,‘n, n4-1

Fig. 167.

l“:él‘e Iatwo napisaé wedlug ogdlnego schcmn’tu dla pomySlanego przesia zero-
ln‘iioll 1-g_o_, Oorz().)z x_lla.“pr'/.gsli ﬂg-tego i pomyslanego (n - 1)-go, prayjawszy
ke o T Rl 4= 1 5T (i

Jezeli obciazenie kazdego przesla tworzy jedna sila skupiona /), odlegla
od lewej podpory o c, a od prawej o d,, tudsiez obciaZenie réwnomiernie
roztoZone q, (kg/m) na calej dlugodci przesla, to:

13 78
U Tyt L
e S T T
s ‘/:nﬂz:”l;"'"), - _I"i'; Cogr dyyy (]’,'ﬂ',},j— (',.+7‘)7'
lr ]r +1
435, Réwnanie dwéeh moment6w (M. Lévy). Niechaj M oznacza
Woment zgiecia w przekroju .1'il,.'~ X przesla »-go, za& M' oznacza moment

“Biecia vy przekroju ”',ll"+1 — &' przesla (» 1 1)-go; to jezeli zachodzi zwiazek:

125



1184 Sprezystodd i wytrzymalosé.

xZr @

. ). 7
2<11+11+1)A AT '[r—" 7 '[)'+1:=0 < E

Zl? [1:2—{-1 : ! I,
e - (US LLAr) TR A

wéwezas M i M' czynig zado$¢ réwnanin dwdech momentdw:

albo

72

[r , Ir2+1
(M — J[“)—l?—{—(JI’»- .‘1'0) -—JJ—: U"y7'+1 e gl
=

przyczem U;-, pp1 WA to samo znaczenie, co w ustepie 44., a momenty
M° i M'° w przekrojach x i »' sg wielko§eiami znanemi, obliczonemi jak
dla belek w obu koicach podpartych. Znajac zatem w jednym przekroju 2
pewnego przesta wielko§¢ momentu M, obliczymy z réwnania [ poloZenie
nodpowiadajacego® przekroju &' w przesle sasiedniem, a z réwnania II wiel-
ko$¢ momentn 3’ w tem#e przeSle. Oznaczywszy warto8é stosunku podzialn

h—a g e
AT k,, za$ T k, 4, mamy z wzoru (I) ogdlnie:
1) 4 ,
/.:,.+1=°+(2—-—-_-)—’— s
ky/ b g

Korzyié z zastosowania réwnania dwéeh momentéw zamiast réwnanid
Bertot-Clapeyrona wychodzi na jaw dopiero przy 5-ciu lub wiecej przeslach i po-
lega na tem, Ze znajac wartoSé momentan zgieeia M w pewnym przekroju
« danego przesta znajdujemy odpowiadajacy przekrdj ' w sasiedniem przesle
z réwnania [, zaé moment M w tym przekrojn z réwnania II, przyczem
kazde z réwnan jest réwnaniem o jednej niewiadomej. Idac kolejno raz od
lewej skrajnej podpory, drugi raz od prawej, gdzie M — 0, otrzymujemy
w ten sposob w kazdem z Srodkowyeh przesel po dwa punkty zwane staleml,
w ktérych latwo obliczyé momenty zapomoeca réwnania [/, Odmierzywszy
znalezione momenty jako rzedne w tych punktach, otrzymujemy linje (prosta),
zamykajaca wykres momentéw w tem przefle, narysowany przedtem dla
przesla pomySlanego jako belka w obu koficach podparta. Ta droga znaj:
dujemy najlatwiej lamana linje, zamykajaca wykres momentéw na cale]
belce, ktéra laczy dwie podpory skrajne.

D. Zginanle w polgczeniu z siia podtuina.')
(Mimoosiowe rozciaganie lub Sciskanie.)

46, Prosty przypadek szczego6lny. Jezeli sily zewnetrzne, dzialajace
na czedé preta, odcieta rozpatrywanym przekrojem, sprowadzaja sie do sily
podluznej P i momentn zginajacego M (fiz. 168), to takie obciazenie prze-
kroju jest statycznie réwnowazne z obciazeniem mimoérodkowem taka sama

: et M, 3 .+ S gy
sila P przyezem mimoérsd 6="% i lezy w plaszezyinie pary zginajace)-

Ten przypadek zachodzi najezeiciej u pretéw pionowych czyli slupdw:
Jezeli zatem mimosrodkowe obciaZenie Plezy w plaszezyZnie gléwnej stupd,
czyli trafin w gléwna centralna of bezwladnoéei przekroju, to obrawszy J&
za 0§ Y, obliczymy napreZenie normalne ¢ przy pomoey zasady superpozycli
Jjako sume:

') W tym rozdziale pominieto wazng kwestje wplywu sil dciskajacych lub rozciqgﬂji[c.\"’h
pret podiuznie na zginanio gléwne, wywolane momentaml poprzecznych. O tem bedzle
traktowaé rozdziat IX,
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Zgiecie = sily podluzng. 1185

Pierwszy wyraz oznacza tutaj napreZenia, wywolane obeiazeniem érod-
kowem P, drugi zaé naprezenie, wywolane momentem zginajacym M= P. e,
Przyczem osia objetna (zginania) jest o Z. Znak - obu wyrazéw odpo-
wiada przypadkowi sily ciagnacej P w punkcie lezacym na dodatniej czesei
08i Y. Rozmieszezenie naprezen wzdtuz osi ¥ (lub jakiejkolwiek prostej réwno-
leglej do niej) przedstawia wykres, trapezowy (fig. 169), jezeli w calym
obszarze przekroju ma o ten sam znak algebraiczny. Pomy$lana oé obojetna
(linja zerowa) lezy wéwezas zewnatrz przekroju, Natomiast wykres ten skiada
sie z dwu tréjkatéw, jeZeli ¢ zmienia znak na obszarze przekroju. Odpowia-
dajaca 0§ obojetna przecina wtedy przekrdj, dzielac go na czebé rozeiagana

SN

Fig, 105,

1 fieiskan
(6

Fig. 169

Fig. 170.

Fig.171.

Fig. 172.

g (fig. 170). W przypadku granicznym staje sie wykres tréjkatem
1g. ‘171); linja zerowa dotyka wtedy konturn przekroju nie przecinajac go.

‘dy np. przekrdj jest prostokatem o wymiarach b. ki, to wypadek gra-

icy : h d : : . h
Nezny zachodzi pray e=i—6~. Jezeli zatem jest liczebnie u':\’_?, to na-

PreZenia nie zmieniajg znaku w przekroju, To prowadzi do reguly, prze-
"““Zegauej odnofuie do muréw na zaprawie wapiennej, aby wypadkowa
% obeiazen przekroju nie wychodzila ze &rodkowej trzeciej czedci
Etubosci muru. Ta regula ma na celu unikniecie ciagnies, na ktére
“aprawa wapienna jest malo wytrzymala, ;

47. Przypadek ogélny. Jezeli plaszezyzna pary zginajacej nio prze-

& Uflzi przez jedna z gléwnych osi bezwladnoSei przekroju, ezyli gdy érodek

OBciazenia P nie trafin Zadnej z tych osi Y i Z (fig. 172), lecz ma spél-

;z.c-‘due (%, v), to moment zginajacy P.e rozkladamy na dwa momenty

=P,y i M, = P.v zginajgce odpowiednio w plaszezyznach XY i XZ,

a’ DapreZenie ¢ w dowolnym punkcie przekroju o spélrzednych (y, =) obli-
C4amy wedlug zasady superpozyeji jako sume:

}) ;‘[: 4”!/
U'-“F"I"T:"!/—%‘  a

“'Iuﬂuoéci), przeto :

4

2

iy i,

I
‘:'F‘f'T—!/%

POL\iewaz J: —F i:"’, Jy = ,~J'.- (

P.u Vi) 5
Jy

cdpowiadajace ramiona bez-
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1136 Sprezystodé i wytrzymalogé.

Kladac s = 0, otrzymujemy réwnanie odpowiadajacej linji obojetnej:

o)
1+

2

= 0.

L~
T
7 2

K

2
7
VD r - o Yy

Ta linja wyznacza na osiach 1" i Z odeinki ——, — ——, a zatem

w v

ze wizgledu na Srodek przekroju O lezy po przeciwnej stronie niz Srodek
obciazenia (%, v) ito tem blizej O, im wieksze # i v, czyli im wicksze e.
Réwnanie Culmannowskiej elipsy bezwladnoSei przekroju ma postaé:

g2

Z obu ostatnich rédwnan latwo odczytaé nastepujace prawidla:

1. Kierunek linji obojetnej jest sprzezony z kierunkiem
mimofrodu obciazenia ze wzgledu na elipse bozwladnofei
przekroju.

2. Gdy Srodek obeciazenia znajduje sie na obwolzie Cul-
mannowskiej elipsy bezwladnoSci, to odpowiadajaca linja
obojetna jest styczna do elipsy w punkcie lezacym na prze-
ciwleglym koncu Srednicy 2p.

8. Gdy Srodek obeiazenia />oddala (zbliza) sie od Srodka
przekroju O po prostej, przechodzacej przez O, to odpowia-
dajaca linja obojetna porusza sie rédwnolegle i zbliza do
(oddala od) O tak, ze KO.OP= stalej = p? (K jest punkiem prze-
ciecia linji obojetnej z prosta O F, za$ p polowa sSrednicy elipsy lezacej na 02).

Zwazywszy, Ze taki sam zwiazek (/O . O P== p*) zachodzi miedzy punk-
tem /”jako biegunem, a prosta [ jako biegunowa, przecinajaca Srednice
o kierunku O P w punkeie X, przyczem jednak K i P leza po tej samej stronie
srodka elipsy O, nazywamy linje obojetna przeciwbiegunowa punktu
i nawzajem ten punkt przeciwbiegunem dla owej linji. Przenoszac znane
z geometrji twierdzenie o biegunach i biegunowych krzywych rzedu drugiego
do srodka obeciaZzenia i linji obojetnej jako przeciwbieguna i przeciw-
biegunowej, otrzymujemy prawidla nastepujace:

1. Kazdemu punktowi plaszczyzny przekroju, uwazanemu
za $rodek obcinzenia, odpowiada jako of obojetna przeciw-
biegunowa tego punktu wzgledem Culmannowskiej elipsy
bezwladnoSci; nawzajem kazdej dowolnej prostej na plasz
czyznie przekroju,uwazanej za of obojetna odpowiada prze-
ciwbiegun tej prostej jako rodek obeciazenia.

2. Gdy Srodek obciazenia porusza sie nadowolnejproste],
to odpowiednia o8 obojetna obracasic okoloprzeciwbieguna
tej prostej i nawzajem:

3. Gdy o$ obojetna obraca sie okolo dowolnego punktu
to odpowiedni Srodek obciazenia porusza sie na przeciw-
biegunowej tegoz punktu.

48. Rdzen czyli jadro przekrojn. Tak nazywamy miejsce geometryczne
wazystkich frodkéw obeiaZenia, ktére w danym przekroju wywoluja napre-
zenia tego samego znaku. Azeby tedy znalezé dowolna liczbe punktéw kon-
turn rdzenia, kreslimy dla przekroju Culmannowska elipse bezwladnofici i do-
wolna liczbe prostych nie przecinajacych przekroju, lecz majacych z jego
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Rdzen (jadro) przekroju. 1137

konturem przynajmniej jeden punkt wspélny. Wyznaczywszy na podstawie
zwiazku K O. O P= p® przeciwbieguny tych prostych mamy tylez punktéw
konturu rdzenia.

. Jezeli kontur przekroju jest wielobokiem wypuklym, to kazdemu bokowi
_)a(llko linji obojetnej odpowiada punkt jako wierzcholek wielokatnego konturu
rdzenia.

Fig. 173. a

Jezeli kontur przekroju jest wklesly miedzy punktami A i B (fig. 173),
to Iaczymy je prosta A B, a odpowiadajacy jej przeciwbiegun ¢ jest wierz-
cholkiem kontura rdzenia. :

Wykrelenie Culmannowskiej elipsy

bezwladnobei nie jest koniecznie potrzebne 2
do konstrakeji rdzenia. MoZna ja oprze¢ na 4
TOwnaniu linji obojetnej w postaci odein- Sl FIA
OWej; -7 L \
Y 2 e \
e by y_- Lo
T a
7.2 I’II"' L v o—~
Przyczem = ——, =
J o 5 >
Przedluzywszy np. prosta 4B a% do Fig. 174.

Pl"ZUcigcia sie z osiami hezwladnoSci
1 1 Z, znajdujemy odeinki & i ¢, a z nich obliczamy lub wyznaczamy wy-
Teslnie zapomoca znanej konstrukeji (fig. 174):
I.,,‘: I 2

— = —,
b y ¢

49. Wyznaczenie naprezefi skrajnych przy ukosnem zginaniu
PrZy pomocy rdzenia przedstawia sie w nadzwyezaj prosty sposéb. Plasz-

W = —

Bryla, Podreeznik inkynierski, VI 74 129



1138 Sprezystoié 1 wytrzymalodé.

czyzna obciaZenia, wywolujacego zgiecie, wyznacza dwa promienie rdzenia

0K, — kyi0 K, — k; (fig. 174 a). NapreZenia we wldknie skrajnem, lezgcem
po przeciwnej stronie puuld.u K (wzgledem O), okrela %zér:

M
Oy = ——
1 '
i podobniez dla punktu K,. Wzér powyZszy prowadzi do uogélnienia wiel-
kosei geometrycznej zwanej modulem przekroju W, ktéra w przypadku

prostego zgiecia okrefla sig _):lko iloraz momentu buwladuoécl przez od-
leglosé wloknu skrajnego od osi obojetnej. Teraz zas mamy:

Wi=Fky, Wy=Fk,

czyli modul przekroju przy zginaniu réwna sie iloczynowi
pola przekroju przez odpo“lada._).lcv promiei rdzenia.

50. Przypadek przekroj6w nieprzeno-
szacych ciggniefi. W szwach slupa murowanego
bez zaprawy nie moga oczywiscie powstaé cia-
gnienia, chociazby frodek obciaZenia lezal poza
rdzeniem przekroju [nie wychodzac zarazem
z wnetrza figury (obwiedniej) przekroju ze wzgledn
na ogdlne warunki réwno-
wagi]. Kazdema Srodkowi
--~- obeciazenia P odpowiada i
w tym przypadku jedno-
znacznie okreslona o obo-
jetna, jezeli réwnieZ przyj-
miemy linjowe prawo roz-
kladu ciénien, jako naj-
prostsze i prawdopodobnie
najezeSciej wielce zbliZone
do rzeczywistoSei. Atoli wy-
znaczenie osi obojetnej dla
danego érodka obciazenia nie da sie ujaé w ogélne i proste prawidla,
podobne do podanych powyzej w pr/ypn.dku zdolno&ci przekroju do prze-
noszenia tak ciagnien jak i ciSnien. Natomiast bardzo latwo rozwiazaé za-
danie odwrotne, tj. znalezé frodek obeiaZenia, odpowiadajacy danej o0si
obojetnej.

Ich wzajemng zalezno&é mozna okreflié w nastepujacy spoqéb Po—
my slmy sobie (ﬁn- 175) figure przekroju w takiem polozeniu, nby joj czebé I’
narazona na cifnienie, h)la zanurzona w plynie aZ po oS obojetng ‘NN
wéwezas Srodek naporua hydrostatycznego na I jest zurazem
frodkiem obciazenia P.

[Ten Arodek Jeqt zarazem brodkiem wahuienia jednolitej cietkiej
figury F’, obracalnej okolo poziomo ustawionej osi NN'].

Odleglofé =, srodka P od osi NN’ okreSla wtedy réwnanie

Fig. 174a. Fig. 176.

(moment bezwladnodei Sciskanej czeci przckroju wzgledem N N ')

Tin = , (moment statyczny - Geiskanej czeei przekroju wagledem NJ‘.\")

To 16wu'1me wystareza do rozwiazania zadania w przypadku, gdy of obo-
jétna jest prostopadla do osi symetrji przekroju jak np.:
A. W przekroju prostokatnym obeiazonym sila osi P na osi gymetrji

(fig. 176) w odleglosei d _\/__;, b od boku h, lezy odpowindajaca of obojetnd
NN' w odlegloéei 7, = 2d od P. Szerokosé Sciskanej strefy = 3 d. Skrajoe
ciénienie :
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Prezekroje nie przenoszace ciggnien. 1139

=9,

864
jeZeli o,' oznacza frednia wartoé ciSnienia w tej strefie. Ta wartofé jest

widocznie wieksza od g, = czyli Srednie] warto$ei ciSnienia w calym

I)
bh’
przekroju.

B. Inne przypadki. 1) OS8 obojetna odcina tréjkat jako
przekrdj ,skuteczny. JeZeli frodek obeiaZenia P (fig. 177) lezy dodé

30—y

NN
N

——

‘-‘——7,.—-47‘
Fig. 176. Fig. 177.
blisko wierzeholka W, w ktérym sie schodza dwa proste boki WR i WS,

ograniczajace przekrdj, wtedy latwo znalezé Scifle odpowiadajaca oS obojetng
zapomocs konstrukeji nastepujacej:

Prowadzimy z P prosta PP'|SW i Ul WS 2
i PI" | RW, odcinamy WN' = T i /‘
=4 PP'"=44iWN"= PP =40 A
Prosta.  N'N'' jest szukang osig " o h
obojetng, o ile punkty N’ i N’ wypa- o ,,’ ’
dajg na odpowiadajacych bokach, a 1% gt B

hie np ich przedluzeniach. Najwieksze (|

Cifnienie g, W wierzcholku W: \\\\:\\'\\:\\\‘
3P R
Ow T >8_ wvsina® 0 &\\\\X‘\%\\s

2. O6 obojetna NN' odcina "_‘—?ﬁ
trapesz NN'BA (fig. 178) jako \ ‘+
nSkuteczng“ czehé przekroju 3 7
4B CD. Aby znalezé brodek obeia- \,

AN @

Zenia, odcinamy 4K — T e Bz Al
A laczymy K z O. Nastepnie obliczamy dlugosé odeinka @, z wzoru:

3 m'—x?
‘l' = . — ]
$ 4 @ —a?

i Wwstawiamy ten odeinek miedzy proste .4 B i NN' réwnolegle do z, i 3.
Jego pankt przeciecia sig z prosty K O jest szukanym érodkiem obciazenia F.
zasami dogodniej obliezyé i odmierzyé wielkoSé y, z wzorn:

!

! . 4 . 4

1 Y 3y i

Yo == %o =
&y

(7‘0 et R R e S
g 4 1y ) — 2t
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1140 Sprezystosé i wytrzymalodé.

Najwieksze ciénienie s, w punkeie 4 znajdujemy z wzorn:
) Wig A
6 ]);1’12

(@ ° — ™)

94

C. Przekrdj prostokatny w przypadku ogdélnym. Linje wy-
znaczne. Zaleznie od poloZenia Srodka obeiaZenia bedzie skuteczna czedé
przekroju mieé jedna z postaci
zakreskowanych na fig, 179.

Pierwsza z nich (I) zajdzie,
gdy frodek obcigZenia znajduje
sie na jednem z cazterech pol
prostokatnych  przywierzcholko-
wyeh, oznaczonych na fig. 180
przez I, Wtedy rozwigzuje sie’
zadanie jak w B. 1.

Vi W przypadku II jest sku-

I teczna czeSé przekroju trapezem,

Fig. 179. a odpowiadajacy érodek obcig-

zenia musi trafic jedno z czte-

reeh pdl, oznaczonych na fig. 180 przez [I. Rozwiazanie zadania mieSei
sie w /3. 2. :

Przypadek 111 zachodzi, gdy Srodek obeciaZenia znajduje sie w jednem
% czterech pél, przylegajacych do rdzenia i oznaczonych przez [II na
fig. 180. Skuteczna czefé przekroju
Jjest teraz picciobokiem. Linje rozgra-
niczajace pola czefciowe przekroju
1, 11, III wraz z rdzeniem nazywaja
linjami wyznacznemi.

D. Wykreidlne wyznaczenie
osi obojetnej w przypadkn, gdy éro-
dek obeiaZzenia leZy na osi symetrji
przekroju. Dany przekrdj (fig. 181)
dzielimy na ‘waskie paski prostopadle
do osi symetrji i kreSlimy wielobok
) sznurowy fikeyjnych ciezaréw tych
paskéw, podobnie jak sie to robi dla

Fig. 180. wyznaezenia momentu bezwladnosei

sposobem Mohra. Kierunek dlugosci

paskéw, a zarazem kierunek fikeyjuyeh sil, jest réwnolegly do osi Y. Przez
dany érodek obciazenia P prowadzimy nastepnie prosta o tymze kierunkn az
do przecieeia sie z przedlnzeniem 4 C skrajnego boku wieloboku w punkeie G.
Z tego punktu wykreSlamy hok zamykajacy G'1 D tak, aby pola 4 GE
i 'JD (zakreskowane) byly réwne. Wtedy prosta, przechodzaca przez [
i réwnolegla do Y, jest szukana osia obojetna, odpowiadajgea Srodkowi ob-
ciazenia /> Dowdd wynika z réwnania okreflajacego odleglosé P od osi
obojetnej ilorazem J, /S, . Poniewaz J, = iloezynowi pola figury AK JDC
przez 2 H (I odleglodé biegunowa), a figure te przeksataleiliSmy na réwno-

bh

watny A DG C, przeto J, — 5 2 H.

7

%
N

Z

L LN

I

N
N o R [ O DNl

ZwaZywszy zad, ze S,

& H, otrzymamy :

= [)
Iu _bhH
S b H

n

Azeby znalezé skrajng wartoS¢ napreZenia c; w punkeie B, obliczamy
érednia warto§¢ naprezenia s, dzielae obciazenie P przes pole F” przekroju
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Energja potencjalna pratdw prostych. 1141

skutecznego i wyznaczamy nastepnie érodek ciezkoSci tego pola S'. Wy-
Stawiwszy w tym punkecie rzedng Sy Otrzymamy s, z wykresu linjowego
KL M,

, Uwaga. Gdy érodek obcigzenia nie
l"{.y na osi symetrji przekroju, to odpo-
Wiadajaca of obojetng mozna znalezé
tylko przez proby.

V. Praca odksztalcenia.

51." Energja potencjalna
(praca odksztalcenin) pretéw
(belek) prostych. @) Przy dsia-
lauiu samej sily podtuznej N
(rozciagajacej lub  Sciskajacej)
okrefla wedlug ustepu 13 energje
Potencjalna elementu preta o diu-
goSei ds wyraZenie:

d U= % T‘;i" ds=d L.

b) Przy dzialaniu samej sily
Poprzecznej 7 jest(w zwyklych
Przypadkach symetrji przekroju
Wzgledem plaszezyzny obeiaZenin):

1
dL=—-"T.8.ds,
brzyczem (3 jest srednia wartodcia

<ata odksztalcenia postaciowego w
calym przekroju. Ta wartobé da

81¢ przedstawié w postaci: Wig. 181.
T
ERE Y
P=r G
A zatem: P . 96
) i =-—2.——ds=ua Ey eige oo 0906
d U= 3 %' GF ds—d L. (96)

Wartofé «' znajdujemy z poréwuania tego wyraZenia z wyrazeniem dla
d U w postaci:

T

—d I
et

o]

d U=ds /
(F)
jﬂiali, znajac rozmieszcezenie t w przekroju, wykonamy ecalkowanie na ob-
Szarze pola 1.
¢) Przy dzialaniu samego momentu skrecajacego M, mamy:

1
d L= 9 ﬂls.d!.p,

Jezeli d o jest katem skrecenia na dlugosei ds (str. 1113).
Lwakywszy, %o

a,
dy= T ds,
Jezeli | — G J_q oznacza sztywno8é skrecenia, mamy :
1 M ; P
d L ST T ds=dU . . . . .. . .(96")
2 Gdigy
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