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III. n a ś c i n a n i e , gdy wszystkie siły zewnętrzne odciętej części sprowa­
dzają się do siły poprzecznej T; 

I V . n a s k r ę c a n i e , gdy wszystkie siły zewnętrzne odciętej części sprowa­
dzają się do pary skręcającej , tj. pary sił leżącej w płaszczyźnie rówuo-
kgłej do przekroju F [moment tej pary 3R« nazywa się momentem skręca­
jącym (momentem skręcenia) ] ; 

V . n a z g i n a n i e , gdy wszystkie siły zewnętrzne odciętej części sprowa­
dzają się Jo pary zginającej , tj. pary sił leżącej w płaszczyźuie prosto­
padłej do przekroju F (czyli równoległej do osi pręta w danem miejscu). 
IMoinent tej pary 9Jfy. nazywa się momentem zginającym (momentem zgięcia).] 

W przypadku prętów prostych o s t a łym przekroju (pryzmatycznych) 
r °zróżniamy stosownie do powyższych pięciu p rzypadków, tyleż g łównych 
rodzajów wytrzymałośc i prę tów. Jeże l i zaś pręt jest narażony jednocześnie 
u a dwa lub więcej z powyższych sposobów obciążenia przekroju, to mówi-

o z ł o ż o n e j w y t r z y m a ł o ś c i prę ta . I tutaj odróżniamy doraźną 
Wytrzymałość od wyt rzymałośc i przy powtarzającem się lub przemieunem 
°bciążeniu. Zależnie tedy od sposobu obciążenia pręta mówimy jak w uste-
P l e 19. o obciążeniu r o z r y w aj ą c em, z g n i a t a j ą c e m, a nadto o obcią­
żeniu ś c i n a j ą c e m , u k r ę c a j ą c e m i ł a m i ą c e m . 

Przekrój , w k tórym zachodzi największe wytężenie mater ja łu , nazywamy 
P r z e k r o j e m n i e b e z p i e c z n y m . 

II. Rozciąganie i ściskanie. 
. 28. P r ę t y p ros t e n a r a ż o n e n a r o z c i ą g a n i e l u b ś c i s k a n i e bez n ie­
b e z p i e c z e ń s t w a w y b o c z e n i a (fig. 180 a). Ogólny typ wzorów do obliczenia 
(wzory podstawowe): 

; i . naprężenie a przy danem pbcią-
-eiuu p przekroju o polu F: 

P 
— . . . . . I 

, U . potrzebne pole przekroju przy 
a " e m obciążeniu i danej wartości na-

P^żenia bezpiecznego: 

"=l " Fig. 130 a. 

j III. obciążenie bezpieczne przekroju przy danem polu F i danej w i 
s c i naprężenia bezpiecznego ma te r j a łu : 

Ą,."J P r ę t y p r o s t e o s t a ł y m p r z e k r o j u . 1. Jeżel i siły zewnętrzne 
Z | a ła ją tylko na przekroje końcowe, to przy najprostszem założeniu ich równo* 

etnego rozkładu na tych przekrojach mamy do czynienia z jednakowym 
j£ Wszystkich przekrojach l injowym stanem napięcia, a zatem obowiązują 

/ , o r y podstawowe (I, II, III), Chcąc nadto obliczyć całkowite wydłużenie 
Ptężysto pręta o długości pierwotnej l, zastosujemy do granicy proporcjo-
1 1 U | ' e śc i wzór : 

EF 

Uwzględniając c iężar własny pręta wiszącego lub stojącego pionowo 
widzimy, że przekrojem niebezpiecznym jest ten przekrój końcowy, 

B r y t a , Podręcznik inżynierski. VI. 72 97 
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U Dli Sprężystość i wytrzymałość. 

w którym sumuje sie obciążenie silą zewnętrzną P z obciążeniem własny" 1 

c iężarem G . A zatem: 

L J - ^ <*> 

Przy projektowaniu jest nieznanem F, a więc i G = F.ł.'( ("f cięż*1 

w łaśc iwy mater ja łu ) . Wstawiwszy to we wzór (I) i zastąpiwszy s m a x p r z e 2 

k, otrzymujemy: 

F = -———R ( I I ) 
P*S 

- H ~ r - a zarazem: 

k--(l 
P _ 

bBzp 
/ • ' ( fc - YI; (JlD 

Z ostatniego równania widać, że jeżeli d ługość p rę ' 8 

Z = — , to pręt może bezpiecznie dźwigać tylko ciez** 

własny . Podstawiając zamiast k doraźną wytrzymałość A,-' 
względnie K: otrzymujemy t. zw. d ł u g o ś ć z e r w a n i * 

lr = — , albo w y s o k o ś ć z g n i e c e n i a h = —. 
T ' T 

Prę t czyni zadość warunkowi ekonomji, jeżeli 
koszt CFlf jest mniejszy od kosztu &F'lf' p r e t ! l 

z każdego innego mater ja łu (C jest ceną jednostki ciężaru pierwszego 
6" drugiego materjału) . A zatem: 

Fig. 131. 

(" PI 1 C P / T 

< 
i 

jest warunkiem gospodarczej wyższości prę ta pierwszego nad drugim (kresk0' 
wanym). 

Sprężyste wydłużenie pręta 

Al=m+iU=(p+jG>EF 
3. Jeżel i pręt jest zbudowany symetrycznie z dwu materjałów (np. be' 0" 

i żelazo), to z warunku równego wyd łużen ia obu mater ja łów wynika , ^ e 

naprężenia w tym samym przekroju są wprost proporcjonalne względ1 1 '" 
modułów wydłużenia Eb i Ei tychże mater ja łów. Gdy zatem oznaczy1"} 
stosunek Ei:El) — n, to naprężenie w materjale b (betonie) określi wzór: 

a w materjale c (żelazo) 
nP 

• F + nf - " ^ ' F+nf 

przyczem F oznacza przekrój mater ja łu />, a f mater ja łu z. 
Uwaga. Z powodu wielkich zboczeń betonu od prawa Hooke'a rośnie stosu"0'1 . 

z wartością naprężenia, wskutek czego coraz większa część obciążenia przenosi »H 
żelazo. 

b) P r ę t y p r o s t e o p r z e k r o j u z m i e n n y m . Przy łagodnie zmienny^' 
przekroją możemy zawsze bez wielkiego błędu stonować wzory 

podstaw""'1 

prętów o s ta łym przekroju, albowiem rozkład naprężeń normalnych w każdy" 
przekroju różni się niewiele od równomiernego , a powstające dodatkon 

naprężenia styczne są bardzo ma łe . W przypadku działania sił zewnęt rzny 0 , 
tylko na przekroje końcowe jest niebezpiecznym przekrój najmniejszy "° 
i ten przekrój bierzemy w rachubę . 
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Pręty o równomiernej wytrzymałości. — Naprężenia w ścianach naczyń. 1107 

Przy os tach zmianach przekroju jest rozkład naprężeń aż do granicy 
8 P r ężystośei wysoce nierównomierny i największe naprężenie (na konturze 
Przekroju) przewyższa nieraz wielokrotnie średnią war tość naprężenia. Po 
przekroczeniu granicy sprężystości, a zwłaszcza po przekroczeniu granicy 
Plastyczności wyrównywują się naprężenia tem bardziej, im materjal jest 
Plastyezuiejszy. Dlatego w przypadku stałego obciążenia prętów z żelaza 
*owaluego, miękkiej stali, miedzi itp. można obliczenia wyt rzymałośc i wyko-
"ywać ze względu na przekrój niebezpieczny F0, tak jak gdyby pręt m ia ł 
przekrój F„ na całe j d ługości . Doświadczenia pouczają nawet, że wytrzy­
małość doraźna prę ta okrągłego o przekroju F, k tóry pomniejszono lokalnie 
"o wartości F0 przez wytoczenie dokoła ż łobka, jest większa od wytrzy­
małości prę ta walcowego o przekroju F0. To się t ł umaczy utrudnieniem 
Poprzecznego zwężenia po przekroczeniu granicy plastyczności przez materjal 
sąsiednich grubszych części pręta . 

W przypadku obciążeń przemiennych wyt rzymałość prę tów o lokalnie 
""Uejszonym przekroju F0 okazuje się z doświadczeń mniejszą od wytrzy­

małości prę ta walcowego tegoż przekroju. 
Różnica zaś jest tem większa, i m ostrzejsze 
sa zmiany przekroju. Przez miejscowe 
osłabienie przekroju zmniejsza się wytrzy­
małość prę tów z plasty­
cznych metali przy ob-
ciążeniu przemiennem w 
tym samym prawie sto­
sunku, co doraźna wy­
trzymałość prętów tego 
samego kształ tu z ma­
terjału kruchego (np. 

^ ^ m M t e s z k ł a ) . ' ) 
Przy uwzględnieniu 

c iężaru w ła snego jest 
Fi , , . 182. zmienność przekroju po­

dyktowana niekiedy wa-
Ki|>. 1113. 

a 0k iem ekonomji. Najmniejszy ciężar własny będzie wtedy, gdy w każdym 
P zekroju zachodzi ta sama pewność przeciwko osiągnięciu granicy pla-

? c z u o ś c i , względnie granicy wytrzymałośc i . Taką postać prę ta o równo-
'ernej wytrzymałości (fig. 132) określa równanie 

F = F0e 

* kt 

Pieci 

orem /<',, — oznacza p r z e k r ó j o b c i ą ż o n y s i ł a P, k n a p r ę ż e n i e bez-
k 

ezne, f c i ę ż a r w ł a ś c i w y m a t e r j a ł u , a F p r z e k r ó j w o d l e g ł o ś c i x od F0. 

jęgt Naprężenia w c i e n k i c h ś c i a n a c h n a c z y ń . J e ż e l i g r u b o ś ć śc iany 8 
śr 1 , n , f u t t wobec r o z m i a r ó w naczynia i promieni krzywizny powierzchni 
ks i w e j (tj- p o ł o w i ą c e j w s z ę d z i e g r u b o ś ć o), to przy zwykle obieranych 
rów a ' e J P o w i e r z c h u i m o ż n a p o m i n ą ć z m i a n ę jej postaci i p r z y j ą ć 

"ornierny r o z k ł a d n a p r ę ż e ń przez c a ł ą g r u b o ś ć ś c i a n y , 

ci' ? r z y z a ł o ż e n i u , ż e ta powierzchnia jest o b r o t o w ą i o b c i ą ż o n ą od w e w n ą t r z 

e j a i e i n o m gazu lub p ł y n u p {kgjcm'-), znajdujemy z w a r u n k ó w r ó w n o w a g i 

£a j 0 * 0 w y c i ę t e g o dwoma n i e s k o ń c z e n i e bliskiemi przekrojami 
U u-uikowemi i t a k i e m i ż przekrojami do nich p r o s t o p a d ł e m i : 

_0j_ . = p_ 
pi P« \ ' 

^ Foppl, „Mittoil. auB d. mech.-teclin. Labor.", Munohen, Heft SI. 



1108 Sprężystość i wytrzymałość. 

Tutaj oznacza: 
3j naprężenie r ó w n o l e ż n i k o w e, normalne do p łaszczyzny południkowej) 

(o kierunku stycznym do równoleżnika) , 
a2 naprężenie p o ł u d n i k ó w e, tj. działające na przekrój normalny do południk*' 
p, promień krzywizny tegoż przekroju, 
p2 „ „ przekroju po łudnikowego . 

Szczególne przypadki : 

o) Naczynie kuliste (a, = a 2 = tj, p, — p2 = r) 

p.r 

d . 
4) Rura walcowa (fig. 134 a) p2 = co, p, — , jeże l i d oznacza średni*?' 

. p r p.d 
Naprężenie obwodowe 3, = —5— = v . 

, ...... . Jo ' • *yj %.yS 

Do wyznaczenia naprężenia podłużnego 72 s łuży warunek równowagi 8 I , 
wewnęt rznych w przekroju poprzecznym (fig. 134 4) o wypadkowej o2 . 2 r « -

4 3 -

Fig. 13ta. Fig. 134 6. 

z s i łami zewnęt rzuemi działająeeroi na część odcięta o wypadkowej r2lcP' 
A zatem: 

P>- 1 Pd 

30 . W y t r z y m a ł o ś ć ś c i s k a n y c h k u l i w a ł k ó w , u) Wskutek naciskaj 
na kule o promieniu r, podpartą grubą płytą z tego samego materjału, °"' 
kształcają się oba ciała w miejscu stykania (fig. 135). W e d ł u g ogólnego r° 

P 

Z 
Fig. 135. Fig. 130. 

wiązania odpowiadającego zadania teorji sprężystości zachodzi s t y k a u i e 

w bardzo płytkiej czaszy kulistej o promieniu konturu. 
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Wytrzymałość ściskanych kul i wałków. 1109 

3 I V 

(Rozwiązanie jest bardzo dokładne w granicach ważności prawa Hookea , 
0 ue a jest dość m a ł e w porównaniu do /•, co się z reguły spełnia w 
Praktycznych zastosowaniach). 

Średnie ciśnienie w miejscu stykania ma zatem war tość 
• P 

l iozkład ciśnień wzdłuż średnicy koła stykania przedstawia się wykresem 
u Ptycznym. Największe ciśnienie zachodzi przeto w środku i ma wartość 

" ^ w z g l ę d n ą : 

3 J. 1 / 8 J32 P 
3 m a x = - ^ = — T 

towarzyszą mu g łówne ciśnienia poprzeczne o tej samej wie lkośc i : 

\ 2 1 m 

, V ldocznie mało różniącej się od o m a x . W materjale nieściś l iwym (w* = 2) 

b y łoby nawet -J = o m a x . D l a stali 1«» = wypada o' = 0,8 o m f t I . Do-

^v 'adczenie ])oncza, że ten punkt nie jest miejscem niebezpiecznem. Pęknięc ie 
,p r u c ' 'ego mater ja łu zachodzi bowiem zawsze wzdłuż obwodu koła stykania. 

.° dowodzi istnienia c iągnień w kierunku promienia lub ciśnień w kierunku 
, * ° d u , albo wreszcie jednego i drugiego. Teorja potwierdza to ostatnio 

1 / 3 \ 1 
°r ~~ 3 \ 1 ~ w ) 3 ™ * ' "*_ 3 { 1 

^ l*o wartości c iągnienia w kierunku promienia o_ i c iśnienia w kierunku 

^ " o d u . w miejscu niebezpiecznem panuje zatem proste śc inanie . Odpowia-
JySe wytężenie materjału, określone wartością a r e d = 2 x wed ług hipotezy 

a J u ' i ększego naprężenia stycznego obliczymj' zatem z wzoru: 

B 9 *ect J L 
3 

a l b 0 : 

s 
I 3 .E? 

8r.d-P-|7p-, 
jna?' ' — [• •.] oznacza stałą wartość , zależną od sprężystych własności 

e t J a ł u . Stąd znajdujemy niebezpieczne obciążenie k u l i : 

_ V r t , . , _ ^nieb 
•'nieb [i 3 4 P ' 

°hciążeuie bezpieczne przy H-krotnej pewnośc i 

1 o 3 , 
Jbezp n 4 ^ 3 • 
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1110 Sprężystość i wytrzymałość. 

Okazuje się, że obciążenie bezpieczne jest (w rozpatrywanym prostym przy­
padku) proporcjonalne względem kwadratu średnicy ku l i i sześcianu wy­
t rzymałośc i mate r ja łu . 1 ) 

W przypadku stali jako mater ja łu ku l i i płyty można przyjąć, średni" 
4 0 3 = 1 2 . 1 0 9 kg-. cm ~* (E = 2 120 000 kg/cm*, m = 3). A zatem: 

. l » ' "i" M 
p 1 n i e b rf8 — 1 Ci!'1 

he'-f n 12 .10" n 
War tość 3 N I E L ) waha się dla stali zlewnej od 5000 do 20 000 kg/cnr. Odpo­
wiada jąca war tość C — 10, 4 do 667 kg/cm'2. Zgodnie z tem dały a&K 
pośrednie doświadczenia Stribeck'a z kulami z twardej stali jako warto»e 

obciążenia, przy którem zachodzi pękniec ie dokoła powierzchni stykani" 
P = 550<Z2 do 700 rf2. 

h) P r z y przyciskaniu w a ł k a do p ły ty z tego samego mater ja łu (fig. I8j9 
zachodzi w e d ł u g rozwiązania teorji sprężystości zetknięcie powierzchni? 
paska o szerokośc i : 

.Średnie ciśnienie na pasek stykania jest: 
P 

Miejsce niebezpieczne leży ua l in j i środkowej paska. Odpowiadające ciśu ' e 

nie (w kierunku siły P) ma war tość bezwzględną 

_ i_ 
c max ~P • 

Taką samą war tość ma ciśnienie poprzeczne z w przekroju podłużny 
w a ł k a ; ciśnienie zaś o_ w przekroju poprzecznym wa łka , tj. ciśnienie P° 
d łużne ma wartość : „ 

o ' - —o 
m m a x > 

A zatem wytężenie mate r j a łu wed ług hipotezy największego naprę: 
śc ina jącego: 

. . . — o' = -red 
m 

czy l i red 
E 

1 
wi2 

jeżel i (3 = [. . .] oznacza znowu stałą mater ja łu . Wstawiwszy a n i o b zan i ' 8 

ared ' rozwiązawszy względem P mamy: 
li 

p "'nieb o / .. 
^nieb= - p j - -

zaś przy n -krotnej pewnośc i i rf = 2 / - : 

/' — — - — l d ' b e z p - „ o 2

 l a -

' 
l) Prawidło proporcjonalności względem t/1 wynika z najelemeiitaTiiiejszych r O Z Y ° o ^ c ' 

podobieństwa dynamicznego i było oddawna znane; natomiast prawo proporcjon*" 
względem - 3 zawdzięczamy dopiero rozwiązaniu teorji sprężystości, 

nieb 
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Ścinani 1111 

Powyższy wzór wyraża , że obciążenie bezpieczne walka przyciskanego 
0 1'łyty z tego samego mater ja łu jest proporcjonalne %vzględem pola l d 

przekroju osiowego w a ł k a i względem kwadratu wyt rzymałośc i mater ja łu . 
Skoro np. mater ja łem jest odlew stalowy (łożyska belek mostowych), to 

Przyjąwszy m = ~ , E = 2 150 000 kg/cm'1, znajdziemy: 
O 

P « — 12.10 4 , 
2 

C l ! y i i p — — . "°'f1' .id — — .c i d 

A zatem dla s n l e b = Kr = 3500 do 5000 kglcm- mamy: 

C = 102 do 208 kg/km". 
Uwaga. W obu powyższych przypadkach jest ^ ' n i e u znaczuie mniejsze od tej wartości 

^ O r aźnego obciążenia, przy której kula lub watek pęka w płaszczyźnie średnicowej prze-
^'edzącej przez kierunek siły, rozpadając się przytem na dwie części. Takie pęknięcie 
^chodzi oczywiście tylko przy dostatecznie małej plastyczności materjału (czyli znacznej 
c i c h o ś c i ) . Odpowiadające obciążonie (zgniatające) jest np. według doświadczeń Stribecka 

bulami stalowomi ti -10 lazy większo od dającego sie teorotycznie obliczyć ^„j, ,! , , przy 
Wtórom grozi tylko ])owierzchowne pęknięcie lub trwałe odkształcenie w najbliższej okolicy 

lejaca stykania, lllatego przy stosowaniu powyższych wzorów do praktyki można sto-
wuio Jo okoliczności zejść z wartością n nawet poniżej 2, tem bardziej, że rzeczywiste 

^ Heżenio materjału jest jeszcze nieco mniojsze od obliczouego na podstawie teorji 
Włtosot . 

111. Ścinanie i skręcanie. 
31. P r ę t y prosto, n a r a ż o n e g ł ó w n i e na ś c i n a n i e . Si ła poprzeczna 

0 stałej war tośc i nie może wys tępować na skończonej długości pręta bez 
Współudziału momentów zgina jących , atoli w jednym przekroju da się przy­
padek samej siły poprzecznej zrealizo­
wać przez dwustronne podparcie końców-

u giego prę ta i obciążenie go w środko-
P, Wej części dwiema si łami prostopadłemi 

* tworzącemi parę (fig. 137). Wówcz 
w środkowym przekroju między si łami / ' , 
f" panuje widocznie s i ła poprzeczna bez 
żadnego momentu zginającego, a prę t 
Jest w tym przekroju narażony tylko na 
'ciuanie. Nie jest to oczywiście proste 
d ian ie , albowiem rozkład naprężeń sty-

C a " y c h jest n ierównomierny. W przypadku 
Przekroju prostokątnego uda ło się ten roz-

a d wyznaczyć na drodze teoretycznej, 
Przyczem się pokaza ło , że zależy on w 
2"aczuej mierze od względnej odległości 
Przekroju od miejsca bezpośrednio obcią-
° n e g 0 . Rozmieszczenie naprężeń sty-

[*nyoh w przekroju ś rodkowym C C przed­
n i a wykres na fig. 137 dla różnych 

omiernego, 

™artości b : h. P r z y rosnących wartościach b : h zdąża rozkład naprężeń 

"'•yhko do rozkładu parabolicznego z wartością t m a x = - j - T ś r e d w połowie wy­

mości przekroju. 
J t ż z tego widać , że niebezpieczna wartość siły poprzecznej w danym 

Fig. 137. 

wartości stosunku b : /». To roz-

Przek r o j u prę ta zależy nie tylko od jego rozmiarów i wyt rzymałośc i mate-

103 



1112 Sprężystość i wytrzymałość. 

rjalu, ale nadto od sposobu rozmieszczenia sił zewnętrznych. Im bardziej t e 

siły są skoncentrowane w bezpośredniej bliskości przekroju, tem mniejsza 
się okazuje niebezpieczna war tość siły poprzecznej. 

Z powodu praktycznych trudności nie wykonywa się w doświadezalniach 
technicznych prób śc inania według- powyższego teoretycznego schematu, 
lecz np. dla betonu w sposób przedstawiony na tig. 138. Zakreskowane prosto­

kąty przedstawiają stalowe tłoki (stemple), za który"" 

1?P pośrednictwem wywieramy nacisk na górna i doi"? 

powierzchnię krótkiej belki prostokątnej . W przekro­
jach AA i BB, w których nakoniec zachodzi pęk­
nięcie, przy osiągnięciu przez P wartości krańcowej, 
panować musi obok siły poprzecznej o wielkości 1\ takze 

dość znaczny moment zginający, którego ramię jest teffl 
większe, im szersze są (stemple) tłoki przenoszące na-
cisk P. Ten moment ma niewątpliwie największą war­
tość w przekroju środkowym C 6", co zdradza się P r Z ) ' 

Kig. 138. doświadczeniach pęknięciem w punkcie (", pows t a j ąc 6 1 0 

jeszcze przed pęknięciami w punktach A,A',B i B' 
Te ostatnie zaś wskazują bynajmniej nie na kierunek naprężeń styczny 6 " ' 
jak to zwykle przyjmują, ale na kierunek zbyt wielkich ciśnień albo kie­
runek prostopadły do miejscowych niebezpiecznych ciągnień. Iloraz z kraw­
cowej wartości P siły P przez przekrój F będzie przeto zależny od stosunk" 
szerokości t łoków (stempli) do wj-sokości belki , co też stwierdzono doświad­
czeniem. War tość tego ilorazu |—jĵ-j wyrażoną w kgjcm2 nazywają minio 1 0 

w praktyce wytrzymałośc ią na śc inanie mater ja łu belki. Pon ieważ ona nie B)s 

oczywiście nic (a przynajmniej bardzo niewiele) wspólnego z wytrzymałość '? 
mater ja łu przy prostem ścinaniu (czy'1 

przy czystem odkszta łceniu postaciowe"1'' 
przeto dla odróżnienia będziemy ją "*' 
z y w a ć technologiczną wytrzymałością " 8 

śc inanie . N i c tedy dziwnego, że obliczaj?0 

w praktyce sworznie (fig. 139), nity 
Kig. 139. elementy, narażone przeważnie na ści­

nanie, na podstawie r ó w n a n i a : 
/ ' (obciążenie przekroju) , > . . . . . . 

., , *, :—. . = k. (naprężenie ścinające) 
F (pole przekroju) » \ r n n i 

nie j e s teśmy bynajmniej obowiązani p rzy jmować (dla plastycznych meta'1 

ks = ks mm — kr, lub = 0,58 kr (jak tego żądają hipotezy wytrzymałościowi) ' 
lecz war tość fc, obieramy na podstawie praktycznych doświadczeń r ó w 0 ? 
0,7 kr do 0,8 kr. 

Z tychże samych powyżej rozważanych powodów nie wystarcza połącz '* 
sworzniowych, nitowych itp. obl iczać tylko ze względu na technologie^".'-
wyt rzymałość na ścinanie w p łaszczyznach przylegania łączonych częS°h 
lecz zupełnie s łusznie domaga się praktyka od dawna, aby średnie c i śn ie ' " 6 

na ściankę otworu (wywierane przez trzon sworznia, nitu itp.) a< ; nie prze­
kracza ło oznaczonej wartości kt/ pozostającej w s ta łym stosunku do kr lub "V 
1 )la konstrukcyj że laznych przyjmują kd = 1,5 kr do 2 kr, albo kd — 2 k'sdo 3 tej 

32. P r ę t y p r o s i e n a r a ż o n e n a s k r ę c a n i e , a) P r z e k r ó j o k r ą g ' } ' ; 
Teorja ma łych odkszta łceń sprężys tych i odpowiadających im n a p r ę ż 6 " 
w p rę t ach na rażonych na moment skręcający J / s da się wyprowadzić drogi 
e lementarną tylko w przypadku kołowej symetrji przekroju, a więc dla prze* 
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4 

r 4x 

Fig. 140. 

k r o j u pierścieniowego i jego szczególnego przypadku przekroju kołowego, 
"tedy bowiem można przyjąć, że kolejne p łask ie przekroje poprzeczne 
Pręta (fig. 140) nie ulegają wskutek skręcenia żadnemu odkształceniu, a tylko 
0 " r a c a j ą się względem siebie o kąt <p 
Proporcjonalny względem ich wzajemnej 
odległości. 

Ustaliwszy w myśli np. lewy przekrój 
1 obróciwszy prawy (odległy od niego o dx) 
o kąt (/ znajdujemy, że punkt tego prze­
kroju, odpowiadający proniieuiowi p, prze­
suwa się w kierunku pros topadłym do tego 
Promienia o długość p d tp. T a wielkość jest 
zarazem posunięciem śc iany elementu dF przekroju prawego względem 
'akiegoż elementu przekroju lewego przy niezmienionej wzajemnej od-
'egłości dx. Oznaczywszy przez y (bardzo mały) kąt odpowiadającego pro-
8tego odkszta łcenia postaciowego, mamy tedy: 

d<e V 
o dv- — •[ d x, c zy l i —-^ = — = stałej (C) 
r ' 1 dx p 

dla wszystkich punk tów przekroju. 
Tak w przekrojach poprzecznych, jak i w przekrojach osiowych panują 

Przeto uapreżenia styczne t = f. G — p C. G proporcjonalne względem pro­
mienia p (odległości od środka przekroju) i prostopadłe do tego promienia. 
«ajwi. k 8 z e t występuje na zewnęt rznym konturze o promieniu /•. A zatem: 

W r - , : P - C . f t 
Z warunku równowagi sił wewnę t rznych z.dF z zewnętrznemi, tworzą-

oerni moment Ms, w y n i k a : 

(ipdF— C . G / " p 2 d F = Ai s == C.G.Jp, 

j*żeli —_H . **°^ L oznacza biegunowy moment bezwładnośc i prze­

kroju o wewnęt rznym promieniu r0. 

% powyższych wzorów czytamy: 
*< Kąt skręcenia na jednostkę długości prę ta r ówna się i l o r a z o w i 

" o i e n t u s k r ę c a j ą c e g o p r z e z „ s z t y w n o ś ć s k r ę c e n i a " , k tóra dla 
'"'Zekroju okrągłego — G.Jp. 

Największe naprężenie styczne występuje w elementach, leżących na 
2 . e w u ę t r z n e j pobocznicy prę ta walcowego (wydrążonego lub pełnego) i równa 
S l ? i l o r a z o w i m o m e n t u s k r ę c a j ą c e g o p r z e z o d p o w i a d a j ą c y 
""aocłuł p r z e k r o j u " (moment oporu), który dla przekroju okrągłego = 
*> (bieg. moment bezwład.) 

r (promień zewnętrzny) 
Te wynik i potwierdza ogólna teorja sprężystości pod warunkiem, że siły 

Zewnętrzne równoważne parze skręcającej są na każdym z przekrojów koń-
g * y c h rozłożone w e d ł u g tego samego prawa, co w przekrojach pośrednich, 

szelako odmienny rozkład sił zewnętrznych ma wed ług zasady de Saint-
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1114 Sprężystość i wytrzymałość. 

Venant 'a uwagi godny wpływ, tylko w bezpośredniej bl iskości ; w dalszych 
zaś przekrojach zbliża się rozmieszczenie naprężeń i odkszta łceń do po­
wyższego prostego obrazu, zgodnie z wynikami l icznych doświadczeń. 

Jak wyżej zaznaczono, mamy przy skręcaniu do czynienia z prostem 
ścinaniem w najczystszej postaci i dlatego tylko doświadczenia ze skrę­
caniem okrągłych prętów mogą posłużyć do wyznaczenia wytrzymałości 
mater ja łu na proste ścinanie . 

Geometrycznym obrazem rozmieszczenia naprężeń w przekroju skręca­
nym są t. zw. l i n j e n a p r ę ż e ń s t y c z n y c h . Kierunek naprężenia w do­
wolnym punkcie przekroju / 'wskazuje styczna w tym punkcie do l inji naprężę" 
poprowadzonej przez ten punkt. W przypadku przekroju okrągłego są linj" 
naprężeń oczywiście ko łami współśrodkowemi. Kreś ląc bardzo wiele limj 
naprężeń, możemy ich gęstością przedstawić wielkość naprężenia . 

h) P r z e k r o j e n i e o k r ą g ł e . D l a przekrojów nieokrągłych są linje na­
prężeń krzywemi zamkuiętemi (nigdzie się nawzajem nie przeciuającenii)i 

których ksz ta ł t przechodzi od wewnąt rz w sposób c i ąg 1 / 
w kontur przekroju. To w y p ł y w a z rowiązań teorji 
sprężystości i własności stanu napięc ia na swobodnej 
powierzchni c i a ła (ust. 2.). W szczególności są na­
prężenia w e w s z y s t k i c h w y p u k ł y c h w i e r z ­
c h o ł k a c h p r z e k r o j u w i e 1 o b o c z n e g o ró­
w n e 0, a w wierzchołkach wklęs łych osiągają z 

r egu ły największe war tośc i . Dlatego nawet w przy­
bliżeniu nie może być mowy o proporcjonalności 1 

względem odległości elementu od środka przekrój" ' 
P rzy jmując zatem dla wygody tę sama postać wzo­
rów dla 'f' i T x , co w przypadku przekroju okrą­
głego, musimy zastosować inne wyrażen ia dla szty­
wności skręcenia V i dla modułu przekroju W.. Na­

leży przytem starannie odróżniać przekroje p e ł n e (o polach jodnospójnycu) 
od przekrojów w y d r ą ż o n y c h (o polach wielospójnych), które znow" 
mogą być dwu-, trzy-, H-spójne. Z tych ostatnich mają praktyczne znaczę" 1 1 3 

przedewszystkiem przekroje dwuspójne , czy l i rurowe. 
1. P r z e k r o j e p e ł n e . Proste ścisłe rozwiązanie dla przekroju elipty­

cznego zna laz ł de Saint-Vónant (1878): Linje naprężeń są elipsami homotety" 
czuemi z konturem (fig. 141), zaś t powstaje na końcach osi małe j (sze­
rokości) b, przyczem : 

Fig. 141. 

r = 
IG b--\-h2 

F*. O 
4 it» J„ 

M. ir, _ . 
1 6 

• b-h. 

W z ó r dla -i' podają często w postaci: 

U. 
F*. G 

ważnej dla wszelkich przekrojów pe łnych przy stosownej war tośc i sp0 '* 
czynnika liczbowego T , k tóra wynos i : 

dla ko ła i elipsy '1* = 39,5 = 4 rc" 
„ prostokąta, jeżel i b :h = 1:1 'I" —t 42,(58 

i ' r i : A = l : 2 «" = 42,0 
» b:h = 1:4 >P = 40,2 
„ b:h = 1:8 W = 38,6 

„ trójkąta równobocznego M' = 45 
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Skręnanio prętów nieokrąglych. 1115 

niedawna zalecano jako przybliżoną wspólną wartość *[' dla wszelkich 
Przekrojów pe łnych l P = 40, j ednakże już wartość dla trójkąta równobocznego 
przekracza j a o 12,5° / 0 . Jeszcze większe zboczenia zachodzą u smukłych 
P r z e k r o j ó w ( k s z t a ł t o w n i k i _|_ ~T~ j | ), które nadto nastręczają 
Wielkie t rudności ścis łemu obliczenia. Wys ta rcza j ąca nieraz dla praktyki 
dokład ność daje dla takich przekrojów przybliżony wzór A . Foeppl 'a : 

M. 

0 de można je rozłożyć na w ą s k i e prostokąty o długościach fc. i szero­
kościach 8,. (» = 1, 2, 3, . . .). W szczególności dla p r o s t o k ą t n e g o 
P r z e k r o j u cienkiej a bardzo szerokiej wstęgi jest sztywność skręcania 

1 

r -bsh. O 

( z błędem przez niedobór mniejszym od 7° ; 0 przy b:h=-0,1 i zdążającym 
do 0 wraz z wartością b : h). W p r z e k r o j u p r o s t o k ą t u y m powstaje T M A J [ 

w ś rodkach dłuższych boków (h > i ) i określa je wzór przybliżony, wy­
starczający dla p rak tyk i : 

* . 6 2 h" 
— (1,8 b + 3/») 

b- h*' 
a zatem W 

1,86 + 3 / V 

W p r z e k r o j a c h , d a j ą c y c h s i ę r o z ł o ż y ć n a w ą s k i e p r o s t o -
a t y (jak wyżej), jest w przybl iżeniu : 

3f„ 

A SA. 

Przyczem 8 _ a l oznacza szerokość najgrubszej prostokątnej części przekroju, 
a miejscem T m a x jest środek d ługiego boku tej części . Jest to ważne pod 
Warunkiem (z regu ły w praktyce spełnionym), że wklęsłe kąty przekroju 
8 8 stosownie zaokrąglone. 

IHyaga. Wszystkie przekroje uiekolowo zakrzywiają się WBkutek Bkręoonia, przy-
^Z f i ,n pewno icli części wyginają się nieco w jedną, inno zaś w drugą stronę; są jednak 
t)rzypadki wyjątkowo, w których zakrzywienie , 
Przekroju jest utrudnione, albo nawet unieraoźli-

joue warunkami statycznemi. Tak się rzecz ma np. 
B('y na przekrój środkowy pręta działa moment skrę-
, aJący 2 .V zrównoważony dwoma momoułami o wiel­
kości .)i dzialającomi na przekrojo końcowe. Z po-
^ odu symetrji musi przekrój środkowy pozostać pła-
, , n . Znaczno zaś utriuinionie zakrzywienia prze-

r ° ju zacliodzi w przypadku, gdy stosunkowo krótki 
j^l* (niookrągty) o małej sztywności dokładnio 

^'ierdzony w końcowych przekrojach prętów o 
^zt.vvvności bardzo wielkiej. W tych przekrojach po-
t "tanie niowątpliwio rozkład naprężeń ścinających T 

"i bardziej różny od zwyktego, im mniejsza jest dlu-

'II pręta woboc rozmiarów przekroju. Skoro ta Kig. 142. 
, ''gość zdąża do zera, to prawo rozkładu naprężeń r 
t! i Z ' ° . e * ' l "awet zbliżać do prawa, któro daje teorja prętów okrągłych (t. zn. prosto-
^ dłowć i proporcjonalność r do promionia ./', mierzonego od środka przekroju). Na-

oniec w obu przypadkach okaże się sztywność skręcania większa, aniżeli w normalnych 
""runkach. 

. •'«• P r z e k r o j o r u r o w e . W p r z e k r o j u p r o s t o k ą t n y m o śc ianach 
leduakowej grubości o, a średniej szerokości Ł, i 6 2 (fig. 142) panuje T 
la. obwodzie zewnęt rznym i ma wartość 
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1116 Sprężystość i wytrzymałość, 

M. 
2 . b.. 8 w - -w-- p « y c e m w; = v + 6 , ,l- 8 8 

zaś kąt skręcenia na jednostkę długości 
6| 62 — 3- Ć, r j - / / a 

* t . J » —.88) 

red ' ! | 
^ 2 ( 6 1 - 8 ) . ( 6 , —3) 

Obydwa wzory są przybliżone (ze stanowiska teorji sprężystości) i tern 
dokładniejsze, im mniejsze jest rj wobec b

x
 i b

2
. 

• 

IV. Zginanie. 
A . Nap rężen i a w p r ę t a c h prostych narażonych na zginanie. 

33. Naprężenia przy czysteni zginaniu w płaszczyźnie obciążenia-
Odróżnia s i ę c z y s t e z g i ę c i e (bez sił poprzecznych) od z g i ę c i a o g ó l n e g o , 
albo z ł o ź o n e g o (z udziałem sił poprzecznych). Przy czystem zgięciu powstają 
tylko naprężenia normalne a podłużnych włókien elementarnych pręta, które 
muszą być w jednej części przekroju ciągnieniami, a w drugiej ciśnieniami, 
aby siły wewnętrzne równoważyły parę zginająca. Obliczamy je z warunków 
równowagi przy pomocy dodatkowej „hipotezy - płaskich przekrojów". Z tej 
hipotezy wynika bezpośrednio, że wydłużenia właśc iwe E włókien są pro­

porcjonalne względem odległości v) od 
w a r s t w y o b o j ę t n e j (fig. 143). 0 
ile więc materjał pręta podlega prawu 

i 
y 

ł -

r, 
i -A 

r / -M 9 

porcjonalne względem -fj. Wówczas 
jest 

fig. 143. H e8 * 
jeżeli e,, c2 oznaczają odległości wł"" 

k i e u s k r a j n y c h od warstwy obojętnej albo od os i o b o j ę t n e j (, v 

której warstwa obojętna przecina przekrój). 
Niechaj płaszczyzna rysunku będzie płaszczyzną A" Y pary zginającej 

o momencie M. Z warunków równowagi sił zewnętrznych i wewnętrznych 
wypływa teraz: 

1. O ś o b o j ę t n a p r z e c h o d z i p r z e z ś r o d e k p o l a p r z e k r o j u . T° 
prawidło wynika z warunku rzutów na oś AT i jest oczywiście ważne tylku 
w granicach proporcjonalności: 

2. P ł a s z c z y z n a z g i n a n i a , tj. płaszczyzna prostopadła do osi obo­
jętnych schodzi się z p ł a s z c z y z n a o b c i ą ż e n i a (tj. płaszczyzną pary 
zginającej), jeżeli ta ostatnia jest płaszczyzną jednej z g ł ó w n y c h contra l -
n y c h osi b e z w ł a d n o ś c i p r z e k r o j u . (Wynika to z warunku momentów 
względem osi Y.) 

3. Przy upraszczaającem założeniu, że płaszczyzna pary zginającej je9' 
prostopadła do osi obojętnej jako osi g łównego momentu bezwładności *' 
daje warunek momentów względem osi Z (osi obojętnej): 

3 M o, c2 

•r, J ej e2 ' 

Stąd wynika bezpośrednio podstawowy dla obliczeń wytrzymałości pi*? 
zginaniu wzór na naprężenie „skrajne" (tj. we włóknie skrajuem): 

M 
° B k r = 
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Zginanie proste i ukośne. 1117 

"rzyczem za W, tj. m o d u ł p r z e k r o j u (dla zginania) [zwany także nie­
fortunnie momentem wytrzymałośc i lub Oporu] wstawiamy: 

W,=> — albo W« = —, 
e, % 

zależnie od tego, które z naprężeń skrajnych (czy ciągnienie, czy też 
ciśnienie) decyduje o wyt rzymałośc i . P rawid ło wyrażone wzorem [A) obo­
wiązuje również tylko w granicach proporcjonalności . 

34. N a p r ę ż e n i a przy zginaniu u k o ś n c m . Zgięcie nazywamy ukośuem, 
jeżeli p łaszczyzna obciążenia nie jest prostopadła do jednej z g łównych 
Centralnych osi bezwładności przekroju. Wtedy 
Przy założeniach poprzednich jest: 

K i e r u n e k p ł a s z c z y z n y p a r y z g i ­
n a j ą c e j s p r z ę ż o n y z k i e r u n k i e m od­
p o w i a d a j ą c e j os i o b o j ę t n e j ze w z g l ę d u 
oa c e n t r a l n ą e l i p s ę b e z w ł a d n o ś c i 
P r z e k r o j u . 

Naprężenia naj łatwiej obliczyć rozłożywszy 
s ' ł y pary zginającej na składowe w kierunkach 
- ^ i Z g łównych osi bezwładnośc i przekroju. 
( r 1 ig . 144). Jeżeli p łaszczyzna obciążenia od­
chyla się od p łaszczyzny XY o ką t a, to 
•f • cos a i i. s i u a będą odpowiednio składo-
w e m i sił P w kierunku Y i Z. Ten rozkład 
pociąga za sobą rozkład momentu zginają­
cego na i l . cos a i M. sin a. Każdy z nich z osobna wytwarza proste zg ięc ie ; 
Pierwszy wytwarza naprężenia normalne: 

i l / . cos a . . . M. sin a 
a = - • -q, drugi zas a = - • 

W granicach proporcjonalności będzie w e d ł u g zasady superpozycji na­
prężeniem wypadkowem: 

Y] . cos a , ; . sin t 

Fig. 144. 

3" = i f f- sin a \ 

Ażeby znaleźć 5 B k r , trzeba wyszukać na konturze przekroju takie punkty 
("1, C), dla których wyrażenie w nawiasie przybiera skrajna war tość dodatnia 
'o.b ujemną. 

W przypadku przekroju prostokątnego (drewniana p ła tew dachowa) jest 
takim punktem wierzchołek A (fig. 31), a odp. naprężenie określa wzór . 
„ Mcos a h , i ł / s i n a b 6 M ., , . . 6M c 

bh3 2 t lflh_ 
12 12 

Przyczem c — b cos a. -]- h sin a jest szerokością rzutu przekroju na p łaszczy­
zno prostopadłą do kierunku obciążenia. 

35. N a p r ę ż e n i a styczne przy ojrólneni z g i ę c i u w p ł a s z c z y ź n i e 
o b c i ą ż e n i a . Przyjąwszy, że siła poprzeczna T nie wp ływa na rozkład na­
prężeń normalnych (i pominąwszy w p ł y w nieuniknionych naprężeń po­
przecznych1) możemy z warunków równowagi warstwy elementarnej o gru-

l) W rzeczywistości może siła poprzeczna mied wpływ na rozmieszczenie naprężeń 
formalnych, atoli ton wpływ jest godnym uwagi tjlko w okolicy przekroju bezpośredi.io 
°"Oiąione)jn s i ł ^ nio o wiele mniejsza^ oil T "Wńw czas, jak poucza ściBła teorja i doświa-ł-
Sj.a"ie, różni się piawo rozkładu nsiwet bardzo -/narzut-- od przt-dsta\vioni'go wzorem (fJ). 
yObeo tego musza w tycli warunkach wystąpić także zboczenia od linjowego rozkładu 
RapręJed normalnych. 

Iloczyn T£T.v — 'l" przedstawia t. zw. siłe ścinająca, w warstwie Ali, odniesiona do 
Jpdn,)bti£j długości pręta. Ta siła, działają na siehie wzajemnie podłużuo warstwy zgina-

TTERO pręta. 

109 

b% h 
.,- (b C O H O C \- h inna) 
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bośei dx (zakreskowanej na fig. 145) obliczyć dokładnie średnią war tość na­
prężeń stycznych t wzdłuż cięciwy AB — p przekroju, uwzględniając związek 
d M _ T 

d x 

F i g . 14 

Jest n i a : T.S (S) 

przyczem S oznacza moment statyczny zakreskowanej części przekroju (od­
ciętej cięciwą t>), a .7 moment bezwładności całego przekroju względem osi 

obojętnej ZZ1 (odpowiadającej płaszczyźnie 
pary zginającej YY\ 

Z wzoru: T' = ~ • S 

czytamy, że s i ł a ś c i n a j ą c a m a na j j 
w i ę k s z ą w a r t o ś ć w o s i o b o j ę t n e j 
i m a l e j e w m i a r ę o d l e g f o ś c i od tej 
o s i a ż do z e r a w w a r s t w a c h s k r a j ­
n y c h . 

O rozmieszczeniu naprężeń stycznych 
wzdłuż cięciwy A B nie możemy nic pewnego 
dowiedzieć się elementarna drogą dalszych 
prostych hipotez, stosowanych dawniej po­

wszechnie w literaturze technicznej. Wyją tek stanowi przekrój prostokątny 
i do pewnego stopnia przekroje złożone z prostokątów jak np. przekroje 

r itp. belek walcowanych lub nitowanych. 
a) P r z e k r ó j p r o s t o k ą t n y . W z d ł u ż odcinka A B równoległego do osi 

obojętnej ZZ' (fig. 146) jest t s ta łe i r ó w n e : 

F i g . 140. 

T = T,_ =--
T 6 T I h* 

bh" 
. ( « i ) 

Rozkład T na wysokości przekroju jest zatem paraboliczny z najwiekszością 
w osi obojętnej , tj. dla M = 0 : 

T m a . 2 6 . A i F 
I T . , , 
\~p~ J e s * oczywiście średnią wartością x w ca łym przekroju 

b) P r z e k r ó j J~. Z wyjątkiem miejsc osobliwych, gdzie śc ianka łączy się 
ze stopką, można również ze znaczną dokładnością przyjąć w przekrojach 
równoległych do osi obojętnej t s tałe i równe T. (fig. 147 a.) A zatem w stop­
kach obowiązuje wzór (u,), w śc iance zaś wzór 

T \bh* i / i t 2 

x J . 8 
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Naprężenie styczno uwarunkowane siła poprzeczna- 1119 

z którego ula « = 0 wypada: 

T.b.k* 
SJ. 

1 — 
b I 

2 a ś dla u — —, tj. w miejscach połączenia ścianki ze stopkami: 

T.b.h" 
HJ.o 

D l a ca łk iem cienkich ścianek, jakie się stosuje w praktyce, różni się x m a x 

"lewicie od T j , a w stopkach są naprężenia * bardzo małe . W obliczeniach 
0 r jentacyjnych można wówczas przyjąć przybliżeniu, że ca ła si ła poprzeczna 
Przenosi się na ściankę o polu /*'] i warunek wyt rzymałośc i napisać w postaci, 

T 

W stopkach należy szukać największych naprężeń stycznych raczej 
w przekrojach pros topadłych do osi obojętnej (AA' na fig. 147 6). D la tych 

i { 1 

du­

a­
lami 

w 
i 

Fig. 147 ii. 
Fig. 147 b. 

"aprężeń x' otrzymujemy z warunków równowagi elementu wycię tego z warstwy 
0 grubości rf.c, podobnie jak p o w y ż e j : 

T.S' 
T = J.g ' 

Jeżeli S' oznacza moment statyczny zakreskowanej części pola przekroju 
^zględem osi obojętnej, a g g rubość stopki w rozpatrywauem miejscu. 
" zwykłym przypadku stałej grubości g jest 

1 1 zatem: JL . 2L hi 
J 

e z y l i t ' rośnie proporcjonalnie względem odległości od krawędzi stopki osią­
gając największa war tość w przekroju B li\gdzie stopka przechodzi w śc iankę 

2 2 -
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c) P r z e k r ó j o k r ą g ł y p e ł n y . (F ig . 148.) Pon ieważ w punktach A i B 
musi ca łkowite naprężenie styczne mieć kierunek stycznej do konturu, przeto 
kierunki naprężeń w punktach A, Bi V przecinają się w I). Dlatego przyjmują 
w przybl iżonym rachunku 1., że przez tenże punkt D przechodzą kierunki 

wszystkich t wzdłuż A II. Nadto przyjmują 2., że końce od­
cinków) przeds tawia jących ca łkowi te naprężenia i wzdłuż 
A B, leżą na prostej równoległej do AII. 

Jakkolwiek z tych założeń, zwłaszcza drugie zna­
cznie odbiega od rzeczywistości , jak to wykazuje dokła -

duiejsze rozwiązanie 1 ) , to jednak g łówny wynik, tj. obli­
czenie T w warstwie obojętnej jest wystarczająco do­
k ładny . Wypada bowiem: 

T max— i F — l ' 0 ) > p> 
podczas gdy rozwiązanie ścisłe daje (w środku koła) : 

3 ra + 2 T T , T 
- ( ' " " t - l ) * (m=4) ' (?n = 2) * 

d) P r z e k r ó j k w a d r a t o w y o b c i a ż o n y w k i e r u n k u p r z e k ą t n e j . 
(F ig . 149.) Założenia przybliżonego obliczenia t są tutaj zupełnie niedopuszczalne, 
albowiem prowadzą w warstwie obojętnej do t x w wierzchołkach A i B< 
podczas gdy tamże musi być T = 0. Z dokładniejszego rozwiązania dra 2. 
Fuchs 'a wynika , że 

3 T 

Fig. H8. 

panuje w środku. 

30. Wytężenie m a t e r j a ł u prasy ogólnem zginania. Linje n a p r e ż c i 1 

M 
głównych. P rzy czystem zginaniu momentem M są naprężenia z = -j~ "t 
zarazem naprężeniami g łównemi o kierunkach równoleg łych do osi pręta A ' 
Pozos ta łe dwa naprężen ia g łówne są równe zeru. Inaczej ma się rzecz 

Fig. 149. Fig. 150. 

w p r z y p a d k u o g ó l n e g o z g i ę c i a , t j . p r z y w s p ó ł u d z i a l e s i ł y p o p r z e c z n e j T, a l t ' 0 ' 
w i e m w t e d y są n a p r ę ż e n i a n o r m a l n e z ( u w a r u n k o w a n e m o m e n t e m M) t y ' k ° 
w w a r s t w a c h s k r a j n y c h n a p r ę ż e n i a m i g ł ó w n e m i . W y d z i e l i w s z y w i n n y c 

w a r s t w a c h element p r o s t o p a d ł o ś c i e n n y p r z r k r o j o m i popi z r o z n n u i i I10 

d ł u ż n e m i ( t ig . 150) m a m y w i d o c z n i e do c z y n i e n i a p r z y n a j m n i e j z dWa" 
w y m i a r o w y m s tanem n a p i ę c i a o k r e ś l o n y m n a p r ę ż e n i a m i n o r m a l n e i n i o °" 

l ) Dr. Z. FoeliB Zur Berechnung der Schubspannungen in gebogenou Stiiben. 
eclinft d. Vcr. d. Ing. r. 1914, str. 1380. 
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Wytrzymałość" ua zginanie. — Moment niebezpieczny. 1121 

— 0 stycznemi 
1 wielkości naprężeń g łównych 

"apreżeń (fig. 121). Przytem jest 

wywołanemi siłą poprzeczną T. Wtedy kierunki 
1, o2 znajdujemy najprościej zapomoca koła 

G 2 j 

A zatem największa różnica naprężeń g łównych (jako miara wytężenia 
Materjału dla plastycznych metali): 

, arcd = V 4 T 8 + S2 (C) 

t o równanie ma zastosowanie przy obliczeniu belek walcowanych i luto­
wanych w przekrojach narażonych jednocześnie na wie lk i moment i wielką 
W§ poprzeczną. (Nie można go stosować do belek z żeliwa, kamienia, drewna 
"P.) W takich belkach o przekroju T może c r C ( ] osiągnąć największą war­
tość w miejscach połączenia ścianki ze stopką. Zaprojektowawszy zatem 
Przekrój tak, aby ~ m a x we włóknach skrajnych i x we warstwie obo­
jętnej nie p rzekroczyły war tośc i bezpiecznych, sprawdzamy dodatkowo, czy 
'red w wymienionem niebezpiecznem miejscu czyni zadość warunkowi wy-
fnymałości s r e d ^ a b = fc,.. 

Znajdując w płaszczyźnie obciążenia, przechodzącej przez oś pręta i g łówna 
0 s bezwładności przekroju, kierunki naprężeń g łównych dla wielu punktów 
różnych przekrojów, ła two nakreśl ić l i u j e n a p r ę ż o ń g ł ó w n y c h (fig. 150). 

K a ż d a z tych linij przecina wars twę obojętną 
P°d katem 45° i trafia wars twę skrajną (o ile 
"le napotyka przekroju końcowego) normalnie 
z jednej strony, a stycznie z drugiej. 

37. W y t r z y m a ł o ś ć na zginanie. Moment 
niebezpieczny („łamiący"). O pewności pręta , 
Narażonego na czyste zgięcie, decyduje „m o-
j^ent ł a m i ą c y " , albo ogólniej m o m e n t nie­
b e z p i e c z n y , tj. ta wartość momentu zgięcia, 
Przy której pojawiają się niedopuszczalne od­
kształcenia t rwałe (ugięcie) lub pękniecie. Ta war­
tość nie da się obliczyć z wzoru (A) po podsta­
wieniu za o wartości o. 

ty 

u j lub A',, jako 

a f - T T . o n t e b . 
najczęściej 

151. 

> We albo, co na rzeczywistości jest bowiem najczęściej d / n i e b ^ » j „ i o b 

Jedno wychodzi, o obliczone z wzoru (A) po podstawieniu wartości M — 
•iiel)i znalezionej doświadczalnie , jest zawsze większe od o n i e b , otrzymanego 

f doświadczeń nad rozciąganiem lub ściskaniem. Główną przyczyną tego 
J 6 N f fakt, że po przekroczeniu granicy proporcjonalności we warstwie skraj­
aj, a jeszcze więcej po przekroczeniu granicy plastyczności , przestają pra-
J V e wzras tać naprężenia w tej warstwie, a zato warstwy pod nią leżące 

'°rą na siebio coraz większą część odporu siłom zewnęt rznym. Wykres 
""Prężeń przybiera postać przedstawioną na lig. 151, zamiast zakreskowanej, 
" ' 'powiadającej wzorowi (A). 

Druga przyczyna, wybi ja jąca się na pierwszy plan u materjałów kru-
C f t y c h (jak szkło) i podlegających aż do pęknięc ia prawu IIooke'a, tkwi 
w tern, że sama wartość, naprężenia nie decyduje jeszcze o wytężeniu 
""derjału przy n ierównomiernym rozkładzie naprężeń w przekroju, nawet 
I 'ym prostym przypadku linjowego stanu napięcia . Wskutek tego w rzeczy-
*Utości • 

(A1) i. ' / M ' - - „ i . b 

Pfzyczem a zwykle > 1 jest l iczbowym spółczyunikiem doświadcza lnym, 
1 !r .vt a, Podręcznik inżjnlerbki. VI. 78 11.8 
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zależnym niestety, t akże od postaci przekroju. W przypadku przekroju 
prostokątnego zaleca np. G e u s e n dla żeliwa, granitu, wapienia u. 
dla betonu 2,2, dla piaskowca 3. J ednakże B a c h znajduje w tymże 
przypadku dla żel iwa a = 1 , 7 5 (bez względu na stosunek b\h). D l * 
szklą w postaci p ły t (szyb) jest a zależne od grubości (co dowodzi wpływu 
drugiej przyczyny) i rośnie, gdy grubość maleje. D l a żelaza spawanego 
i zlewnego w postaci kształ towników jj_ _ | itd., znaleziono a — 1, zaś w postaci 
belek nitowanych a ~ 0,9 do 0,8. Podobnie jest dla belek drewnianych 
według- T e t m a j e r a a = 0,7 do 0,75, a więc znowu a < 1. jednakże 
z innego powodu. U Ijelek żelaznych nitowanych jest powodem zejścia war­
tości a poniżej 1 m a ł a sztywność ścianki , wywołująca wraz z naprężeniami 
drugorzędnemi miejscowe objawy niestateczności (wyboczenia). Natomias' 
u belek drewnianych jest właściwie a > 1, jeżel i odniesiemy równinne (A') 
do ~ | l i e D jako c i ś n i e n i a . Podana powyżej wartość a odnosi się do a u i e l ) jako 
c i ą g n i e n i a , albowiem tak oblicza się a dla innych inater ja łów, które maj? 
h r ^ k r podczas gdy dla drewna jest A' , .> kc. 

Ponieważ przy obliczeniach wyt rzymałośc i posługujemy się zawsze 
równaniem (^1), przeto wartość o daje wskazówkę do obioru wartości v b e l p 

przy zginaniu, a mianowicie należy p r z y j ą ć : 

°bezp = « • K-

Skoro np. dla drewna jest fc = 120 kgjcm2, to przy zginaniu trzeba przy' 
j ą ć ab = 0,75.120 — 90 Ici/joti2, aby osiągnąć tę samą pewność w obu 
przypadkach obciążenia. 

B . Odksz ta łcen ia belek prostych przy zginaniu. 

38. L i n j ą u g i ę c i u nazywamy zakrzywioną wskutek zgięcia (pierwotu1" 
prostą) oś pręta . Leżąc w warstwie obojętnej, nie doznaje ta oś wydłużeni* 

ani skrócenia . D w a sąsiednie przekroje o wzajemnej 
odległości dx (tig. 152) przed zgięc iem wyznaczaj? 
przeto ua linji ugięcia element łuku ds = dx, a U* 
innych włóknach odległych o Yl od osi obojętnej wyzna­
czają długości ds -\- /\d s, przyczem £^ds = tds**° 

= -|; ds — j f i\ds. Pon ieważ £\ ds — f)d<p, jeżeli 
lu EJ 

d tf oznacza kąt nachylenia obu przekrojów, przeto: 
d<p M _ l_ 
ds EJ p 

przj-czem c oznacza promień krzywizny linji ugięcia. 
P r z y p r o s t e m z g i ę c i u jest M s ta łe , a wię c 

i -J s ta łe , czy l i l i n j a u g i ę c i a j e s t ł u k i e m k o ł * ' 
1 

Skoro M zmienia się od przekroju do przekroju, to i krzywizna ~ J esl 

zmienua. Odnosząc linję ugięc ia do pierwotnej osi pręta jako osi X i 
osi Y, leżącej w płaszczyźnie zgięcia , mamy: 

40 

0*y 
dx* M 

EJ 
(//) 
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Linją ugięcia. 1123 

Wyraz iwszy 31 jako funkcję spółrzędnych (a; y) dowolnego punktu linji 
U g i ę c i a , należy powyższe równanie różniczkowe zca łkować , aby o t rzymać 
skończone analityczne równanie l inj i ugięcia. 

. ldvY • 
W przeważającej l iczbie p rzypadków praktyki jest znikomo ma łe 

Wobec l i z wystarczającą dokładnością zastępujemy powyższe równanie 
bez porównania prostszem przybl iżonem: 

ZlL = JL tm 
dx* EJ K ' 

Dwie s tałe ca łkowania dadzą się wyznaczyć z warunków podporowych. Te 
Warunki mogą też posłużyć do wyznaczenia reakcyj, momentów utwierdze­
nia — wogóle wielkości statycznie niowyznaczalnych. 

Jeżel i sztywność zginania EJ p rę ta zmienia się łagodnie od przekroju 
oo przekroju, to można z wystarczajacem dla praktyki przybliżeniem zasto­
sować również powyższe równanie l inji ugięcia, uwzględniając zmienność EJ. 

Ugięcia y, obliczone przez ca łkowaide równania (A'), podlegają widocznie 
zasadzie superpozycji, jeżel i 31 jest funkcją samego x, o i le oczywiście nie 
przekroczono granicy proporcjonalności (por. załączoną tablicę). 

Inaczej ma się rzecz 1. gdy .1/ jest zależne t akże od y, albo 2. gdy 
, v 3pada się uciec do dokładnego równania (D), albo wreszcie 3. gdy mate­
rjał prę ta objawia znaczne zboczenia od prawa H o o k e ' a . Z pośród tych 
Przypadków musimy w praktyce uwzględniać szczególnie często t r z e c i (belki 
betonowe), nierzadko p i e r w s z y (giętkie belki, obciążone nie tylko s i łami 
Poprzecznemi, ale i podlużnemi) , a tylko wyjątkowo d r u g i (sprężyny). 

P r z y stosowaniu równań (D') i (E) należy umowę co do znaku alge­
braicznego momentu .1/ uzgodnić z ustaleniem wyrażen ia analitycznego 
Po przeciwnej strouio znaku równości . (Obrawszy np. pierwotną oś pręta , 
Pomyślaną poziomo za oś X o kierunku dodatnim na prawo i skierowaną 
w dół dodatnią oś Y, musimy moment 31 w równaniu (/',') uważać za do­
datni, jeżeli wygina belkę wypukłością do góry.) 

39. Wykreślna konstrukcja linji ugięcia jako krzywej sznurowej. 
Równanie różniczkowe krzywej sznurowej dla obciążenia si łami równo-
kg lemi do osi Y ma pos t ać : 

r. • • • •. « 
Przyczem q (kyjem) jest rzedną powierzchni obciążenia, a H (kg) „od-
'oglością b iegunową". 

Z porównania tego równania z równaniem (E) w y n i k a : 
L i n j a u g i ę c i a b e l k i p r o s t e j o s t a ł e j s z t y w n o ś c i z g i n a n i a 

* o b c i ą ż o n e j s i ł a m i p r o s t o p a d ł e m i do o s i b e l k i ( l e ż ą c e m i 
w p ł a s z c z y ź n i e z g i ę c i a ) j e s t k r z y w ą s z n u r o w ą d l a o d p o w i a -

a j ą c o j p o w i e r z c h n i m o m e n t ó w , u w a ż a n e j z a p o w i e r z c h n i ę 
o b c i ą ż e n i a p r z y o d l e g ł o ś c i b i e g u n o w e j r ó w n e j s z t y w n o ś c i 
* J (o ile oczywiście są spełnione warunki podporowe). 

Jeżel i sz tywność zginania EJ jest zmienna na długości belki , to 
°brawszy pewną stałą jej wartość (EJ)a i zredukowawszy rzędne powierzchni 
jounientów w stosunku {EJ\\EJ znajdujemy l i n j ę u g i ę c i a j a k o 
" r z y w ą s z n u r o w ą z r e d u k o w a n ej p o w i e r z c h n i m o m e n t ó w , 
U w a ż a n e j z a p o w i e r z c h n i o f i k c y j n e g o o b c i ą ż e n i a p r z y od-

e g ł o ś c i b i e g u n o w e j (EJ)„. 
Pouieważ rzędne powierzchni momentów mają wymiar „ s i ł a X ( l ł u g o ś ć " , 

Przeto pole tej powierzchni ma wymiar s i ł a X ( d ł u g o ś ć ) - . Ten sam wymiar 
""a widocznie odległość biegunowa EJ, albo (EJ)0. Ażeby rzędne l in j i 
Ugięc ia , jako bardzo m a ł e wobec odciętych, nie z g u b i ł y się w wykreśluej 
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konstrukcji opartej na powyższej zasadzie, zwiększa się ich podziałkę 

n-krotnie, zmniejszając M-krotuie odległość b iegunową [ ~ ~ zamiast 

Skoro np. skala długości rysunku jest 1 : n, a przy wykresie powierzchni 
momentów przyjęto odległość, biegunową 11 kg, to rzędne powierzchni momen­
tów mierzymy skala: 1 cm — n11 kgjcm. Obrawszy przy kreśleniu linji 

EJ 
ugięc ia jako krzywej sznurowej odległość biegunową równą otrzymamy 
rzędne l inj i ugięcia w naturalnej wielkości . Samo wykreślenie krzywej 
sznurowej dla powierzchni momentów belki uważane j za powierzchnię ob­
ciążenia nie wystarcza jeszcze do znalezienia ugięć , albowiem ogólna ca łka 
równania (K) c z y l i : 

M J _ L {< 

zawiera dwie s tałe dowolne C\ i 6"2. Ich wyznaczenie jest równoznaczne 
z wyznaczeniem l i n j i z a m y k a j ą c e j drugiej krzywej sznurowej z warun­
ków podporowych. (Pierwsza krzywa sznurowa daje wykres momentów.) 
W przypadku podparcia obu końców są ug ięc ia tychże końców dane 
i zwykle równe O. L in j a zamyka jąca łączy tedy punkty przecięcia drugiej 
krzywej sznurowej z piouowemi podporowemi. 

W przypadku doskonałego utwierdzenia tylko jednego końca przy drugi" 1 

swobodnym jest linja zamyka jąca styczną do drugiej krzywej sznurowej 
w punkcie jej przecięcia sic z pionowa utwierdzonego przekroju. Z przed­
stawienia l inji ugięcia jako krzywej sznurowej nie trudno odczytać jeszcze 
inne proste twierdzenia, prowadzące do bardzo wygodnego obliczenia ugięcia IJ 

t d y 
i kąta nachylenia stycznej, tj. —- w obranym przekroju. J e ż e 1 i M*i !T*== 

dM* . . . ' , , ' 
«*» —j— o z n a c z a m o m e n t z g i ę c i a i s i ł ę p o p r z e c z n ą , k t ó r e odpo­
w i a d a j ą f i k c y j n e m u o b c i ą ż e n i u b e l k i p r z e z p o w i e r z c h n i 1 ; ' 
m o m e n t ó w M, to w• p r z y p ad k u z w y k ł e g o p o d p a r c i a o b u k o " ' 
c ó w b e l k i j e s t 

EJ' 
dy 
d z 

T* 
~EJ 

(79) 

przyczem EJ oznacza s t a ł ą sztywność zginania. 

Vig. 153. 

P r z y k ł a d A . O b c i ą ż e n i e b o l k i tworzy t y l k o para s i ł Jf0, d z i a ł a j ą c a 
p r z e k r ó j p o d p o r o w y . ! (tig. 153). Wtedy powierzchnia momentów jest trójkątem o P° 

— Mu{, a zatem fiknyjne reakoje: 
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L . p. Schemat obciążenia i podparcia 
Reakcjo A, li i momenty podporowo 

MA i MB 

Momenty zgięcia M w dowolnym przekroju 
i M,™* 

Równania linji ugięcia i tang. kata fi obrotu 
przekroju belki (nachylenia stycznej) 

U g i ę c i a / U w a g i 

4. 

A = P 

M, = — P.l 

M= — P.x 

teB = 

PZ
3

 * 
2 27.7 « 
rfy P P 

&(ł-*) 

<5 :.4 
•44 -i A = q.l 

ql" 
i l / = 1X 

r - - t / = 
? P xl \ xz\ 

1TEJT[ ~ T F ) 
g * 3 (< _ ** 

d-c 6-jfjrl j« 

P(/-C) B _ P £ 

D l a c = 4 -

al Q 

- 4 = = T _ 6 

2 „ W 

p 
^ = P = P 

zl*l' 

O*
3 

3 i * 

3 

Ql3 x . 
f-*—uEJT11-

6f » ViEJ\ V 

M = Ax dla x ^ c 
M = B(l — :r) dla i j c 

P(Z - c) c 

P 
EJ 

J1 = M = 

61 
— \ 

£.7 61 Ci \ « cc , / 

max 4 
PT

3 

16 27.7 3 l*) 

JI-
ql* 

V EJ 24 / \ 
i 

Y

 ^J'24' P \ z2 / 

i»7= 
3 \ *

2 

9 >'3 
- OZ = 0,128 Ql " 27.7 180 \ l 

p ? 3 

327 J" 
PZ

2 

227.7 
3/ 
2Z 

Przekrój niebezp. w 4̂ 

/ = 
g Z 4 g ? 3 

827.7 827,7 

= ° 6EJ 3 z 
Przekrój niebezp. w A 

Q = qł 

f = 
O Z

3

 2 kg 72 
77.715 

OZ
2 

( % P ) . = o - 1 2 ^ 7 

h E' h 

I Z 
4 Z 

Przekrój niebezp. w .4 
A wysokość przekroju symetry­
cznego względem osi obojętnej 

P Z3 «* ^ 
f ~ EJ' 3 ' Z

2 

Z2 

dla .r 
3 3 c Przekró j niebezp. w C 

przy c > Cj 

f-
pi' 

48 77.7 6 77 A / i jak wyżej 

7max
 38

4 

O Z
2

 f 
77.7 24 ~

V

 / 

Przekrój niebezp. w środku 

0 73 
/ m a * = 0,01304^ 
dla a; = 0,5193, 

Przekrój niebezp. d l a : 

Z 
Z - — = 0,5774 Z 

V3 

Między A i 7* M = P . o = stałej 

zewnątrz podpór M—Px 

Między A i 7ł linja ugięc ia jest lukiem 

i , . . ' EJ kola o promieniu r = -=— 
7'rt 

P . o J 2 ?2 

8/-
w środku 

8 77,7 
P o 2 

6
 (3Z + 2 o) po końcach 

Przekroje niebezp. na podporach 

ze względu na silę poprzeczną 

t 
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L . p . Schemat obciążenia i podparcia 
Reakcje Af B i momenty podporowe 

MA i Mjj 

Momenty zgięcia M w dowolnym przekroju Kównania linji ugięcia i tang. kąta fi obrotu 
przekroju belki (nachylenia stycznej) 

U g i ę c i a / U w a g i 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

Q Z + 2 « gh 

(}x_ 
2 

Mm 

— — -y- ] miedzy vi i P 
* Z J ' 

2 Z2 
^- zewnątrz podpór 

/ = 

Bezwzględno wartości momentów zgięcia MA 

i MA stają się równe przy a = 0,207 1, a mia­
nowicie . V / = ^ m a x = 0,02H5 Q h = co — Ql, 

384 P . / Z i 
(5 Z2 — 24 a 2 ) 

24 EJh (3 ó" + 6 « n - ! 3 ) 

Przekroje niebezp. na podporach 
albo w środku, zależnie od tego 

czy jest 
o > 0,207 h 

czy też 
a < 0,207 li 

A = 

B = 

P e r 2 ( 2 Z + c) 
2 i 8 

P . c ( 3 Z 2 — c 2 ) 
2 Z3 

M=Ax 
(A do C) 

Ax — P(X — c) = i t ó B + » (Z — *) 
(C do Ą 

najw. Jl/g (dla c = //j/3") = — 0,193 PI 

P. c . (Z2 — c 2 ) 
21* 

p z3 

£ J 3 2 

Gdy c = lk 
lx 6 ar3) 

P(Z — c)° c I / c 

P Z3 / 1 xi , 5 a-i2 _ 11 a* 
! ' I ~ W 3 2 i r + 2 Z2 3 Z3 

6 EJ 2Z + c 

dla a; §= 
2Z + c 

Przekrój niebezp. w B 
Punkt przegięcia 

dla î=4' 

A=-^(l-cf(l + 2c) 

P = ^ ( 3 Z - 2 c ) c 2 

M= MA + Ax 
(A do C) 
M=MB + B{l — x) 
(C do 5) 

4 

.1/, 

->/„ 

y = 
ma A = ~ ^ P Z dla C = Z/3 

Gdy C = Y 
P Z3 /a; 2 4 ag 

J ^ j T e l T 2 3 Z3 

f-
Pc* (l — c)3 

" 3 EJ l" 
2 P . c 2 (Z — c) 3 

3 £ J (3 Z — 2c ) 2 

P Z 3 

gdy c = Z/2, to m a i / = 

Przekroje niebezp. w A, B i C 
i * 

d la a.' = —— 
ó l —• " c 

192 EJ 

A = - Q 
9 

m a * M = 128 T 
w przekroju x ~ s / s l 

O l3 (x a x 3 , 8 * M 
y-EJis T - 3 73' + 2 Z 4 i 

(g z3 

m a x / — EJ1S5 

dla a; = 0,4215 Z 

Przekrój niebezp. w P 
Punkt przegięcia 

dla a: = \ l 

A*=B = 
MA = MU=-91 

M 
J > / ^ - 24 

f EJ3SŁ 16 E' h 

Przekrój niebezp. w A i B 
Punkty przegięcia 

a-i = 0 , 2 1 1 3 Z 
xt = 0,7887 l 

Am.-Q 

B = - Q 

J/S 

(?Z 

m B « = 0,0696 <?/ 

1 X^_ 

T z2 

Q z3 » / _ * ' ! 
^ " ^ . / • e o - T i z2 

._ 1 «£3 

max/ 209,63 " EJ 
l 

dla x = y^ = 0,447 Z 

Przekrój niebezp. w P 
Największy moment dodatni 

dla x = Z/1/5" 

Punkt przegięcia 
dla x = 0,775 Z 

P = — O 
10 v 

" - i 5 + f o - r - | r 

10 

Kajwiększy moment dodatni Mn • 

V~~ EJ'60 [ Z2 ' l3 ^ Z 5 / 

— J _ 91* 
max / — • 

dla x = 0,525 Z 

gz 
23,3 

Przekrój niebezp. w B 
Największy moment dodatni 

dla * = 0,548 l 
Punkty przegięcia 

x = 0,237 Z i 0,808 Z 



Ugięcie belek. 1125 

' 3 ' 2 ' 3 2 ' 

Stąd kąty stycznych podporowych (według wzoru 79): 

3 EJ' * 6 ' E J 

Fikcyjny moment zgięcia w przekroju odlogłym o z od podpory B ma wartość: 

M 

(77) 

• = Vx— - a ponioważ M = MQ 

wiec: 
~E7' u EJ i-i)-

Przykład B. O b c i ą ż e n i e j e d n ą s i l ą s k u p i o n ą Pvr przokroju odległym o a i 6 od 
Podpór A i li (a-\-b = l) (tig. 164). 1'owiorzchnia momentów jest trójkątem o polu 

r- £7 ^ 
r 

' i - , . ! 

L Ua 
i 3 , i 3 

"owych podporowych .1 i 
A zatem fikcyjne reakcje: 

r.a.b l + b 

2 3 " 

Środek ciężkości tego pola leży w odległości — i - ~ — od pio-

A' r.ab (b + /) P.ab(n-\-l) 
el ' ai 

'•̂ ś fikcyjny momeut zgięcia w przekroju odległym o od prawej podpory: 

r 1 P. P. a b (u - f /) P.a^b 

61 ~ l 

Stad kały stycznych podporowych: 

A' _ Pab(b + l) 

~EJ~ 1IJ .I ' 

a 6i 
. ip — „ * — i * ) . 

0.= El 

ugięcio : ••TO*-*:* 
6 £ . / . i ' 

P r z y k ł a d C. Bolku A /i (fig. 166) ma w środkowej części o długości 3,6 m stała 
h 2 tywność zginania A*./3, zaś w dwu częściach skraj nych o długościach 0,7 m i 1,7 m 
^niejb/a^ lecz Wiwiiioż staty Kztywność A'./,. Materjałem jest żelazo zlew no (/•,'= 2,1.10" ktjlcm"1), 
^yezem Jl 5460 CHI 4 , ./^ = 9950 cm*. Naprężenia normalno nie przokraezaja nigdzie 
*00Af//(7m2. Idnjo ugięcia znaloziono jako krzywa sznurowa dla fikcyjnego obciużeuia 

''^wierzchnia momentów, przyczem dla części środkowej przyjęto jako odległość biegunowa 
'h EJ. 

, zaŚ dla części skrajnych jeżeli 1 : n oznacza obrana na ryBimku skalę długości. 

P r z y k ł a d D . Płyta żelbetowa, działająca jako belka Ali obustronnie doskonało 
^'wierdzona (fi*. 166), o szerokości & = 1 0 0 r » i i wysokości h ~ 24 cm w części środkowej. 

37 cm na podporach. Przekroje obliczono dla naprężeń dopuszczalnych off — 40 (botonu) 
°4 = ia00* /̂ema (żelaza). Przyj^wezy Ą • 140 000 kglcm"1, otrzymano dla części środ-
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1126 Sprężystość i wytrzymałość. 

kowej stałą sztywność" £• / , = 691000 . 223, zaś dla części skrajnej sztywność zmienną 

27 J ^ a 691000. 3̂6— . Momenty M zredukowano przeto na rysunku według równania 

r-t-W-

M, redE 

( f - T ) 
wykreślono 

2 «-razy większej od^skali długości 1 

Fig.155. 

s i dla zredukowanej powierzchni momontów jako powierzchni ob­

ciążenia wykreślono krzywą sznurową, przedstawiającą linię ugięcia o skali rzędnych 
(ponieważ odległość biegunowa H—EJJZn). 

Fig. 166. 

40. W p ł y w sil poprzecznych na u g i ę c i e belek. Naprężenia styczne, 
uwarunkowane siłą poprzeczną, wywołują odksz ta łcen ia postaciowe prosto-
padłośe iennych elementów pręta dx. dy. dz, k tóre osiągają największą 
wartość w warstwie obojętnej. Oznaczywszy przez p odpowiadający,^ kąt 
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"Wpływ sił poprzecznych na ugi^jle. 1127 

odkszta łcenia postaciowego (fig. 157), a przez dy^ przyrost ugięcia wywołany 
tem odkształceniem, mamy: 

dyt = £ dx = g dx, 

jeżeli x 0 oznacza naprężenie styczne w środkowym elemencie przekroju. 
T /. 

Zważywszy, że T0 = v.. ^ , przyczem k > 1 jest spółczynnikiem l iczbowym, 

zależnym od kształ tu przekroju, otrzymu­
jemy: 

dx 
dM 

G.F G.F' dx 

Stąd ła two znaleźć d l a b e l k i w o b u 
k o ń c a c h p o d p a r t e j , ż e d o d a t k o w e 
u g i ę c i a , u w a r u n k o w a n e n a p r ę ż e ­
n i a m i s t y c z n e m i s ą p r o p o r c j o n a l n e 
w z g l ę d e m o d p o w i a d a j ą c y c h mo­
m e n t ó w z g i ę c i a : 

y.M 

GF 

/ 

t t 
Kig. 167. W ogólniejszych przypadkach pod­

parcia i obciążenia belek szukamy całko­
witego ugięcia, ca łkując uogólnione przybliżone równanie różniczkowe 
linji ug ięc ia : 

d'*y J L _ L X D ' M 

w r ' ' dx% EJ ' GF dx" 

wynikające z kombiuacji równań (E) i (F). 
(Znak prawej strony odpowiada umowie, że dodatnie .1/ zgina pręt wy­

pukłością w kierunku dodatnim osi Y.) 
Przy wyznaczaniu stałych całkowania w przypadku, gdy przynajmniej jedon z. prze­

krojów podporowycł) jest utwierdzonym (np. przekrój X,) należałoby teoretycznie odróżniać 
utwierdzenie dwojakiego rodzaju; 

1. Utwierdzonie, które nie dopuszcza obrotu elomentu osi belki 

i dy 
(odpowiadający warunek podporowy: - — = 

2. Utwierdzenie, któie nie dopuszcza obrotu środkowego elementu pola przekroju 

(odpowiadający warunek podporowy: <>y r „ \ 
(lx (I )' 

Zważywszy, że w praktyce niepodobna najczęściej liczyć na utwierdzenio doskonało, 
lecz tylko na częściowe, pry którem kąt obrotu przekroju podporowego & jest propor­
cjonalny względem wielkości odpowiadającego momontu, możemy jako warunek pod­
porowy przyjąć 

dx ^ a 
s = xt 

stosownie do drugiego rodzaju utwierdzonia. 

41. O d k s z t a ł c e n i e p r z e k r o j u poprzecznego p r z y c z y s t e m z g i n a n i u . 
•Jakkolwiek przekroje prę ta zginanego s ta łym momentem M pozostają 
płaskie, to jednak w płaszczyźnie przekroju zachodzą wogóle wyd łużen ia 
lub skrócenia, wywołujące pewną zmianę geometrycznej postaci przekroju. 
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T a zmiana zależy od wartości l iczby Poisson'a —— i to w ten sposób, że 

gdyby is tn ia ł materjat, dla k tóregoby było dokładnie — = 0, to 'przekrój po­
zostałby zupełnie niezmienionym. Wtedy bowiem nie byłoby odkształcenia 
poprzecznego podłużnych włókien pręta , na rażonych na naprężenia a. Te 

odkszta łcenia poprzeczne są równe — — odkszta łceń podłużnych , a więc są 

również proporcjonalne względem odległości YJ włókna od osi obojętnej, 
jeżeli przyjmiemy, że niema żadnych naprężeń poprzecznych, co odpowiada 

rzeczywistości tem ściślej, im mniejsze są 
rozmiary poprzeczne prę ta wobec promienia 
krzywizny zgięcia . Dzięki odkształceniom 
poprzecznym zamieni sie prostokątny elemen­
tarny pasek przekroju, pros topadły do osi 
obojętnej o stałej szerokości <i£ na pasek 

j . zwężający się równomiernie k u warstwie 
skrajnej rozciąganej , a rozszerzający się 
w ten sam sposób ku warstwie śc iskanej , 
tak, iż przybiera postać nieskończenie wą­
skiego trapezu, a właśc iwie elementu pier­
ścienia kołowego (tig. 158). Wskutek łączności 
wszystkich takich pasków, na jakie dzielimy 
w myśli ca ły przekrój , nastąpi równomierne 

Fig. 158. • zakrzywienie każdej z warstw równo­
ległych do warstwy obojętnej . W szcze­

gólności zakrzywi sie oś obojętna przekroju tak, żc jej krzywizna —, jest 
P 

w - t ą częścią krzywizny — osi p rę ta wywołanej zgięciem. Zgięciu osi 

prę ta do promienia p towarzyszy przeto zakrzywienie (zgięcie) poprzeczne 
o promieniu nip, co stwierdzono (Cornu 1869) bardzo ścisłemi pomiarami 
na prę tach szklanych. Te wyn ik i maja w a ż n e zastosowanie w teorji zgięcia 
płyt . ' 

C . Statycznie niewyznaczalne przypadki z g i ę c i a belek prostych. 

42. P r o s t e sposoby p o d p a r c i a b e l e k i obliczenia w i e l k o ś c i s ta­
t y c z n i e n i e w y z n a C Z a l n y c h . Napotykane w praktyce zwykłe sposoby usta­
lenia belek prostych można sprowadzić zwykle do kombinacji następujących 
teoretycznych rodzajów ustalenia jednego przekroju: 

1. P o d p o r a r u c h o m a , jeżeli środek przekroju jest zmuszony do pozosta­
wania na prostej, najczęściej ua pierwotnej osi belki . Reakc ję takiej pod­
pory określa w płaszczyźnie jedna wielkość algebraiczna A (tig. 159). 

2. P o d p o r a s t a ł a , jeżeli środek przekroju jest unieruchomiony. Do okre­
ślenia reakcji potrzeba d w u wielkości algebraicznych, np. sk ładowa prosto­
pad ła V i równoległa do osi 11 (iig. IGO). 

3. U t w i e r d z e n i e r u c h o m e , jeżeli położenie stycznej do osi jest usta­
lone w utwierdzonym przekroju, ale sam przekrój (a właśc iwie pewna część 
belki) może się jeszcze przesuwać np. w kierunku osi (fig. 161). Reakcję 
określają dwie wie lkośc i : Moment utwierdzenia M, i sk ładowa pros topadła 
do osi A. 

4. U t w i e r d z e n i e s t a ł e , jeżel i ustalono nie tylko położenie stycznej 
do osi w przekroju utwierdzonym, lecz i jego środek. Reakc ję określają trzy wiel­
kośc i : Moment utwierdzenia M { ,oraz składowe prostopadła V i równoległa II 
(fig. 102). 

120 



Rodzaje podparcia belek. 1129 

Do ustalenia belki w przypadku dowolnych obciążeń, leżących w płasz­
czyźnie jej osi, wystarcza widocznie u t w i e r d z e n i e s t a ł e jednego prze­
kroju. Wielkości podporowe Mi, V i Ił dadzą się wówczas zawsze obliczyć 
z trzech warunków równowagi . 

U t w i e r d z o n i e r u c h o m e wystarcza tylko wtedy, gdy wypadkowa 
z danych obciążeń jest pros topadła do pierwotnej osi belki. 

Trzecim przypadkiem podparcia statycznie wyznaczaluego jest widocznie 
kombinacja p o d p o r y s t a ł e j w jednym przekroju z r u c h o m ą w drugim. 
Wszelkie inno kombinacje prowadzą wogóle do p rzypadków s t a t y c z n i e 
u i e w y z u a c z a l u y c h, tj. do liczby niewiadomych większej od trzech Ato l i 
w szczególnie ważnym praktycznie przypadku d w u p o d p ó r s t a ł y c h przy 
obciążeniu, nie dającem składowej równoległej do osi, można , o ile belka 

Fig.ISO. 

Fig.ino. ] 

• Fig. Kil . 

Fig. 1112 

m e jest zbyt wiotka, pominąć wpływ sk ładowych reakcyj równoległych do 
osi i bez wielkiego błędu t rak tować zadanie jako statycznie wyznaczalne, 
C z y l i „ i z o s t a t y c z n e " . 

1'odobnież można zadanie belki w obu końcach stale utwierdzonej trak­
tować przy powyższem zastrzeżeniu tak, jak gdyby jeden jej koniec by ł 
utwierdzony ruchomo, czyl i uważać ją w przybliżeniu za podwójnie (zamiast 
Potrójuie) statycznie niewyznaczahią , czyl i „h ip e r s t a t y c z n ą " . 

Teoi ja l inj i ugięcia pozwala zawsze obliczyć wielkości „s ta tycznie nie-
Wyznaczalmi" z warunków podporowych. Aby je znaleźć, wychodzimy z ró-
, v " a n i a różniczkowego l inj i ugięcia i wyraziwszy moment zginający M w za­
leżności od odciętej .-»• oraz sił zewnęt rznych, między któremi będą także 
wielkości statycznie niewyznaczalne, ca łku jemy jo. Warunk i podporowe 
wystarczają nie tylko do wyznaczenia s ta łych ca łkowania , ale także wszystkich 
wielkości statycznie niewyznaczalnych. 

Prościej dochodzimy do celu drogą nas tępującą : 
Usuwamy zbędne ustalenia tak, aby o t rzymać belkę statycznie wyzna-

o-zalną i obliczamy kąty obrotu lub ugięcia przekrojów podporowych pod 
W p ł y w e m danych obciążeń. Następnie usuwamy te obciążenia i dz ia łamy 
na belkę nieznanemi si łami, zas tepującemi zbędne ustalenia. Będą to bądź 
reakcje poprzednie usunię tych podpór, bądź też momenty usunię tych utwier-

•en. Uważając je za znane, obliczamy znowu odpowiadające ugięcia i kąty 
0 'rotów przekrojów podporowych. Z warunku, aby wypadkowe ugięc ia 
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1130 Sprężystość i wytrzymałość. 

zbędnych po Ipór, albo kąty obrotu przekrojów, niepotrzebnie utwierdzonych, 
były równe zeru, ła two obliczyć wielkości statycznie niewyzuaczalne. 

Przykład. B o l k a r ó w n o m i e r n i e o b c i ą ż o n a , wjednym ko ń c u u twierdzona , 
a w d r u g i m r u c h o m o p o d p a r t a . 

. R o z w i ą z a n i e I. Usuwamy zbyteczne utwierdzenie, wskutek czego belka staje się 

w obu końcach podpartą. Reakcje podpór są teraz obie równo -f- wykres mo­

mentów jest parabolą Af C W (fig. 163) a wykres sił poprzecznych prostą At //,. Z równania 
linji ugięcia (lub według ust. 7, str. 77) obliczamy'kąty obrotu przekrojów podporowych: 

21 EJ' 

Fig. 103. 

Na koniec A działamy teraz nieznanym momentem M0I który wywołuje w A i Ii do­

datkowe reakcje równe i - | — ~ i kąty obrotu przekrojów : 

M„l 

6EJ' 

Z warunku utwierdzenia, tj. *?, -f- : czyli 
24 EJ 8 EJ 

wynika 

Af0 — g-?^' l* ' f t rc-ikcyj otrzymujemy wartości wypadkowe: 

At 1>. 2 / 2 ^ 8 8 * ' 2 8 8 
zaś w wykresie sił poprzecznych prostą .4,'/?,' równoległą do ylt 7?,. 

R o z w i ą z a n i e II. Usuwamy podporę II, wskutek czego belka .stajo się jednym końcem 
utwierdzoną. Reakcja w utwioi dzonym przekroju staje sie teraz równą 4-fff, a moment 

utwierdzenia równy —, Wykres momentów zginających (fig. 164) staje się parabolą A" ł> 

O wierzchołku w Ii. Dla ugięcia końca B mamy wzór: 

f% ~ BEJ' 
T e r u dziułamy na tenże koniec siłą równą niewiadomej reakcji Iit która sama wy-

BP 
/a -woła ug ięc ie : 

Z warunku: /,-}-/, = o wynika 
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Przykłady obliczenia belek. 1131 

Odpowiadający moment podporowy w vi równa sie, -f- B l — — q P, a zatem wypad­

kowy moment utwierdzenia w A: 

Łącząc linja prostą punkt vt" z/> otrzymujemy zakreskowany wykres momentów zgina­
jących UoŚoiowO zgodny ze znalezionym poprzednio. Do identycznego z poprzednim wy-

Fig. 164. 

kresu sił poprzecznych dochodzimy zaś odojmująe od rządnych trójkąta ABC o wysokości 

11 

S I 

I 
AC^qi r/,ekdno prostokąta o wysokości ~ql. » 

4 3 . l l c l k a o k o ń c a c h s p r ę ż y ś c i e u t w i e r d z o n y c h . P rzy utwierdzeniu 
"Prężystem obraea sie styczua podporowa (do l inj i ugięcia) o kąt i ) 0 , który 
z w ystarczajacem przybl iżeniem przyj­
mujemy jako p r o p o r c j o n a l n y 
w z g l ę d e m momentu podporowego M0. 

A zatem: Mu = A ' . i> 0 . 

Spółczynnik K o wymiarze mo­
mentu mierzy „sztywność utwierdze­
nia . Przy utwierdzeniu zupe łnem (do­
k o n a ł e m ) K= er, przy swobodnom 
Podparciu K = 0. W wielu przypad­
kach można obliczyć K, np . : Be lka 
Pozioma A C (lig. 1G5) pó ł ramy A CB 
zaehowujo się jak podparta w punk-

-4, a sprężyście 'utwierdzona w O. 
U P zaś CB działa jako belka podparta Fig u..".. 

123 



1132 Sprężystość i wytrzymałość. 

w B i sprężyście utwierdzona w C. Pomijając w p ł y w sił podłużnych i po­
przecznych ua odkształcenie , mamy dla s łupa II C kąt obrotu przekroju C 
pod wp ływem momentu M0 w tymże przekroju: 

„ M0 M0h . _ SĘ.J, 
fl- r -r - ; a W1CC -X--

sztywność utwierdzenia A ' belki -1 C jest przeto tem większa, im większa 
jest sztywność zginania s łupa, a mniejsza jego wysokość. 

Jeżel i teraz belkę A C obciążymy równomiernie , to tenże kąt określi 
równan ie : 

ql» Mal 

A zatem: 

z czego w y n i k a : 

0 24 EJ i EJ' 

M0 h q /:i M0 l 

EiJt l 
Uwa«r.a. / powodu pominięcia wpływn sit podłużnych i poprzecznych nie można sto­

sować tego wzoru juzy bardzo małych wartościach h w stosunku do l, 

44. Hclka c i ą g ł a o s t a ł y m przekroją na sztywnych podporach 
o r ó w n e j w y s o k o ś c i . R ó w n a n i e trzech momentów (Bertot-Clapeyron). 

J e ż e l i l iczba podpór jest większa od 2, 
to nazywamy belkę ciągłą. Podpory po 

& Z 3 A " sobie nas tępujące 0, 1, 2, . . . (; 1), 
0 1 2 3 >; (r+!)'.•• ń (fig. 166) dzielą belkę 

na p r z ę s ł a o rozpictościach ł i t 

IGG. (,.,'••• ln. Be lka c iąg ła bywa 
przeto d w u-, t r z y - , . . . w-p r z e s ł o w a. 

Obliczywszy dla każdego przęsła pomyślanego jako belka w obu końcach 
podparta reakcje Ar i Br (>• wskaźnik przęsła), momenty zginające M" i siły 
poprzeczue 7'°, możemy obliczyć odpowiadające wielkości A', .1/, 7' dla belki 
c iągłe j , jeżeli wyznaczymy wielkości m o m e n t ó w p o d p o r o w y c h Mo, 

*i 
D l a ?'-tego przęsła (fig. 167) mamy w przekroju odległym o a; od lewej 

podpory: 

V V 
Mr-Mr_, 

r = TJ-\— , • 
I-

Reakcja /--tej podpory: 

Br - A + Br+ -1±1 —f^-

Do obliczenia momentów podporowych służą r ó w n a n i a t r z e c h mo­
m e n t ó w o postaci: 

Mr 1, lf + 2 M,. (lr + lr + 1) + M r + i ,r + 1 = 

— — 6 — 6 = Ur r + i . 
V V + l 
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Równanie belki ciągłej. 1133 

Tutaj oznacza: 
Si,, pole powierzchni momentów il/° przęs ła r-go przy dowolnem obcią­

żeniu ; ar i bf odległości środka tego pola od lewej i prawej podpory. Te 
równania w liczbie (n — 1) wystarczają do obliczenia (« — 1) momentów pod­
porowych. W przypadku doskonałego utwierdzenia na podporach skrajnych 
przybywają nadto r ó w n a n i a : 

2 . 1 / 0 / I + J l / 1 / 1 = - . G " 1 * 1 rr 

U. u, n 4-1' 

Fig. 107. 

które ła two nap i sać w e d ł u g ogólnego schematu dla pomyślanego przęs ła zero­
wego i i_g. 0 , oraz dla przęs ła /(-tego i pomyślanego (« -\- l)-go, przyjąwszy 
'o = l , = n Q„ = <> , ' = 0 

U, M „ u 4~ 1 

Jeżeli obciążenie każdego przęsła tworzy jedna siła skupiona odległa 
0 u - lewej podpory o c. a od prawej o i/r, tudzież obciążenie równomiernie 
rozłożone qf (kgjm) na całe j długości przęsła , to: 

r + l = 
9r:}r 

4 4 

J\.. cr. d,. (fr + c,) I'r + 1 • f , . + , • rfr + 1 + c r + 1 ) 

K '.+i 
45. Równanie dwóch momentów (M. L 6 v y ) . Niechaj .1/ oznacza 

"lonieut zgięcia w przekroju , / J / , . — .(' przęsła >--go, zaś .1/' oznacza moment 
2!?ięeia-w przekroju •'''[',. — •<"' przęsła (r-\- l ) -go; to jeżeli zachodzi związek : 
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1134 Sprężystość i wytrzymałość. 

wówczas i U i M' czynią zadość r ó w n a n i u d w ó c h m o m e n t ó w 

albo + ^ ± 1 = 3 (/,.+ ' . , ) V 

przyczem Vr r i j ma to samo znaczenie, co w ustępie 44., a momenty 
M" i JU"° w przekrojach x i są wielkościami znanemi, obliczonemi jak 
dla belek w obu końcach podpartych. Znając zatem w jednym przekroju X 
pewnego przęsła wielkość momentu M, obliczymy z równania / położenie 
„ o d p o w i a d a j ą c e g o " przekroju w przęśle sąsiedniem, a z równania II wiel­
kość momentu .1/' w temże przęśle. Oznaczywszy wartość stosunku podziału 

—— = k,., zas kr+J mamy 

\ »rl *r4- i 

Korzyść z zastosowania równania dwóch momentów zamiast równania 
Bertot-Clapeyrona wychodzi na jaw dopiero przy 5-ciu lub więcej przęsłach i po­
lega na tern, że znając wartość momentu zgięcia M w pewnym przekroju 
x dauego przęsła znajdujemy odpowiadający przekrój x' w sąsiedniem przęśle 
z równan ia / , zaś moment M w tym przekroju z równania II, przyczem 
każde z równań jest równan iem o jednej niewiadomej. Idąc kolejno raz od 
lewej skrajnej podpory, drugi raz od prawej, gdzie M = 0, otrzymujemy 
w ten sposób w każdem z środkowych przęseł po dwa punkty zwane s t a ł e m i ) 
w k tórych ła two obliczyć momenty zapomoca równan ia II. Odmierzywszy 
znalezione momenty jako rzędne w tych punktach, otrzymujemy linje (prostą), 
z a m y k a j ą c ą wykres momentów w tern prześle, narysowany przedtem dla 
przęsła pomyś lanego jako belka w obu k o ń c a c h podparta. Tą drogą znaj­
dujemy najłatwiej ł amaną linje, zamykającą wykres momentów na całej 
belce, która łączy dwie podpory skrajne. 

D . Zginanie w połączeniu z silą podłużną . ' ) 

(Mimoosiowe r o z c i ą g a n i e l u b ś c i s k a n i e . ) 

46. Prosty przypadek s z c z e g ó l n y . Jeżel i siły zewnętrzne, działające 
na część pręta , odciętą rozpatrywanym przekrojem, sprowadzają się do siły 
podłużnej P i momentu zginającego M (fig. 1G8), to takie obciążenie prze­
kroju jest statycznie równoważne z obciążeniem mimośrodkowem taka samą 

M ' . • siłą /', przyczem mimośród e = —— i leży w płaszczyźnie pary zginającej . 

Ten przypadek zachodzi najczęściej u prętów pionowych czy l i s ł u p ó w . 
Jeżel i zatem mimośrodkowe obciążenie / ' l e ż y w płaszczyźnie głównej s łupa, 
czy l i trafia w główną centra lną oś bezwładności przekroju, to obrawszy ja 
za oś Y, obliczymy naprężenie normalne a przy pomocy zasady superpozycji 
jako s u m ę : 

') W~ tym rozdziało pominięto ważną kwestię wpływu bił ściskających lub rozciągających 
pręt podłużnie na zginanie główne, wywołano moinontaml poprzooznych. O tein będzie 
traktować rozdział IX. 
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Zgięcie z podłużną. 1135 

, P , M P P.e 
* = ± 1 T ± 1 r - y = ± 1 r ± — y. 

Pierwszy wyraz oznacza tutaj naprężenia , wywołane obciążeniem Grod­
kowem P, drugi zaś naprężenie , wywołane momentem zgina jącym M—P. e, 
przyczem osią objętną (zginania) jest oś Z. Znak -f- obu wyrazów odpo­
wiada przypadkowi siły c iągnącej P w punkcie leżącym na dodatniej części 
osi Y. Rozmieszczenie naprężeń wzdtuż osi Y(lub jakiejkolwiek prostej równo­
ległej do niej) przedstawia wykres, t r a p e z o w y (lig-. 169), jeżeli w ca łym 
obszarze przekroju ma c ten sam znak algebraiczny. Pomyś lana oś obojętna 
(linja zerowa) leży wówczas zewnątrz przekroju. Natomiast wykres ten składa 
się z dwu trójkątów, jeżeli o zmienia znak na obszarze przekroju. Odpowia­
dająca oś obojętna przecina wtedy przekrój , dzieląc go na część rozc iągana 

- l i -Y 

Fig. llitl 

Fig.170. 

Fig.171 . 

g. KiS. Fig.172. 

' ś c i s k a n ą (tig. 170). W przypadku granicznym staje się wykres trójkątem 
(%• 171); linja zerowa dotyka wtedy konturu przekroju nie przecinając go. 

Gdy np. przekrój jest prostokątem o wymiarach b . h, to wypadek gra­
ficzny zachodzi przy e ==• + — . Jeżel i zatem jest liczebnie e 5? — , to na­
prężenia nie zmieniają znaku w przekroju. To prowadzi do reguły , prze-
8 t r zegauej odnośnie do murów na zaprawie wapiennej, aby wypadkowa 
2 obciążeń przekroju nie wychodzi ła ze ś r o d k o w e j t r z e c i e j c z ę ś c i 
S r u b o ś c i m u r u . T a r e g u ł a ma na celu uniknięcie ciągnień, na które 
- p r a w a wapienna jest mało wyt rzymała . 

chód 
47. Przypadek o g ó l n y . Jeżel i p łaszczyzna pary zginającej nie prze­
dni j ) r z e z j e u I 1 . j j , g łównych osi bezwładności przekroju, czy l i gdy środek 

obciążenia P nie trafia żadnej z tych osi Y i Z (fig. 172), lecz ma spół-
^Cdne (u, <>), to moment zginający P. c rozk ładamy na dwa momenty 

^ = P . M i My — P. r zginające odpowiednio w p łaszczyznach XYi XZ, 
a naprężenie o w dowolnym punkcie przekroju o spółrzędnych (y, z) obli­
czamy w e d ł u g zasady superpozycji jako s u m ę : 

Ponieważ J, _ F i/, J = F iJ (i 
^ a d u o ś c i ) , przeto: ' 

P , P.u , Pv 

. odpowiadające ramioua bez-
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• F \ 1/ ^ 

Kładąc z — O, otrzymujemy równanie odpowiadającej linji oboję tnej : 

* y i - 4 , 

T a linja wyznacza na osiach Y i Z odcinki , — , a zatem 

ze względu na środek przekroju 0 leży po przeciwnej stronie niż środek 
obciążenia (u, />) i to tem bliżej O, im większe u i v, c zy l i im większe e. 
Równan ie Culmaunowskiej elipsy bezwładności przekroju ma pos tać : 

i? + C 
Z obu ostatnich równań ł a two odczytać nas tępujące p r a w i d ł a : 
1. K i e r u n e k l i n j i o b o j ę t n e j j e s t s p r z ę ż o n y z k i e r u n k i e m 

m i m o ś r o d u o b c i ą ż e n i a ze w z g l ę d u n a e l i p s ę b e z w ł a d n o ś c i 
p r z e k r o j u . 

2. G d y ś r o d e k o b c i ą ż e n i a z n a j d u j e s i ę n a o b w o I z i e C u ł -
m a n n o w s k i e j e l i p s y b e z w ł a d n o ś c i , to o d p o w i a d a j ą c a l i n j a 
o b o j ę t n a j e s t s t y c z n a do e l i p s y w p u n k c i e l e ż ą c y m n a p r z e ­
c i w l e g ł y m k o ń c u ś r e d n i c y 2 o. 

3. G d y ś r o d e k o b c i ą ż e n i a / ' o d d a l a ( z b l i ż a ) s i ę od ś r o d k a 
p r z e k r o j u O po p r o s t e j , p r z e c h o d z ą c e j p r z e z O, to o d p o w i a ­
d a j ą c a l i n j a o b o j ę t n a p o r u s z a s i ę r ó w n o l e g l e i z b l i ż a do 
( o d d a l a od) O t a k , ż e KO. 01'= s t a ł e j = p2 (A ' j e s t punktem prze­
cięcia l inji obojętnej z prostą O F, zaś p połową średnicy elipsy leżącej na 0 !')• 

Zważywszy, że taki sam związek (KO . Ol'— p2) zachodzi między punk­
tem / ' j ako b i e g u n e m , a prostą l jako b i e g u n o w ą , przecinającą średnicę 
0 kierunku 01' w punkcie K, przyczem jednak K i / ' leżą po tej samej stronie 
ś rodka elipsy O, nazywamy linje obojętna p r z e c i w b i e g u n o w ą punktu I' 
1 nawzajem ten punkt p r z e c i w b i e g u u em dla owej l inj i . Przenosząc znane 
z geometrji twierdzenie o biegunach i biegunowych krzywych rzędu drugiego 
do środka obciążenia i l inj i obojętnej jako przeciwbieguua i przeciw-
biegunowej, otrzymujemy prawid ła następujące: 

1. K a ż d e m u p u n k t o w i p ł a s z c z y z n y p r z e k r o j u , u w a ż a n e m u 
z a ś r o d e k o b c i ą ż e n i a , o d p o w i a d a j a k o o ś o b o j ę t n a p r z e ć i w -
b i e g u n o w a t e g o p u n k t u w z g l ę d e m C u l m a u n o w s k i e j e l i p s y 
b e z w ł a d n o ś c i ; n a w z a j e m k a ż d e j d o w o l n e j p r o s t e j n a p ł a s z ­
c z y ź n i e p r z ek r o j u, u w a ż a n e j z a o ś o b o j ę t n a o d p o w i a d a p r z e ­
c i w b i e g u n t e j p r o s t e j j a k o ś r o d e k o b c i ą ż e n i a . 

2. Ci d y ś r o d e k o b c i ą ż e n i a p o r u s z a s i ę n a d o w o l n e j p r o s t e j , 
to o d p o w i e d n i a o ś o b o j ę t n a o b r a c a s i ę o k o ł o p r z e c i w b i e g u u a 
t e j p r o s t e j i n a w z a j e m : 

8. G d y o ś o b o j ę t n a o b r a c a s i ę o k o ł o d o w o l n e g o p u n k t u , 
to o d p o w i e d n i ś r o d e k o b c i ą ż e n i a p o r u s z a s i ę n a p r z e c i w -
b i e g u n o w e j t e g o ż p u n k t u . 

48. Rdzeii c z y l i jądro p r z e k r o j u . Tak nazywamy miejsce geometryczne 
wszystkich środków obciążenia, które w danym przekroju wywołują naprę­
żenia tego samego znaku. Ażeby tedy znaleźć dowolną l iczbę punktów kon­
turu rdzenia, kreśl imy dla przekroju Culmannowska elipsę bezwładności i do­
wolną liczbę prostych nie przec ina jących przekroju, lecz mających z jego 
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konturem przynajmniej jeden punkt wspólny. Wyznaczywszy na podstawie 
związku KO. OP—p2 przeciwbieguny tych prostych mamy tyleż punktów 
konturu rdzenia. 

Jeżel i kontur przekroju jest wielobokiem w y p u k ł y m , to każdemu bokowi 
jako linji obojętnej odpowiada punkt jako wierzchołek wielokątnego konturu 
rdzenia. 

Fig.173. 

Jeżeli kontur przekroju jest wklęsły miedzy punktami .1 i li (fig. 173), 
t'1 ł ączymy je prostą Ali, a odpowiadający jej przeciwbiegun c jest wierz­
chołkiem konturu rdzenia. 

Wykreś len ie Culmauuowskiej elipsy 
bezwładności nie jest koniecznie potrzebne 
do konstrukcji rdzenia. Można ją oprzeć na 
r ć w n a n i u linji obojętnej w postaci odcin­
kowej : 

b+T = >' y 

przyczem b — 

Przedłużywszy np. prostą A li aż do Fig. 174. 
Przecięcia się z osiami bezwładności 
^ 1 Z, znajdujemy odcinki b i c, a z nich obliczamy lub wyznaczamy wy-
" e ś l u i o zapomoca znanej konstrukcji (fig. 174): 

49 . Wyznaczenie naprężeń s k r a j n y c h przy ukośnem z g i n a n i u 
l " ' z y p o m o c y r d z e n i a przedstawia się w nadzwyczaj prosty sposób. Płasz-

I l r > ' la, Podręcznik inżynierski. VI. 74 ll".l 
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czyzna obciążenia, wywołu jącego zgięcie, wyznacza dwa promienie rdzenia 
0Kj = Aj i O K.t = k., (fig. 174 a). Naprężenia we włóknie skrajnem, leźącem 
po przeciwnej stronie punktu K (względem O), określa w z ó r : 

M 

i podobnież dla punktu / i " 2 . W z ó r powyższy prowadzi do uogólnienia wie l ­
kości geometrycznej zwanej modułem przekroju W, którą w przypadku 
prostego zgięc ia określa się jako iloraz momentu bezwładności przez od­
ległość włókna skrajnego od osi obojętnej. Teraz zaś mamy: 

W ^ F h , Wi = Fki, 

c z y l i m o d u ł p r z e k r o j u p r z y z g i n a n i u r ó w n a s i ę i l o c z y n o w i 
p o l a p r z e k r o j u p r z e z o d p o w i a d a j ą c y p r o m i e ń r d z e n i a . 

50. P r z y p a d e k p r z e k r o j ó w iiioprzono-
s z ą c y c h c i ą g n i e ń . W szwach s łupa murowanego 
bez zaprawy nie mogą oczywiście powstać cią­
gnienia, choc iażby środek obciążenia leżał poza 
rdzeniem przekroju [nie wychodząc zarazem 
z wnętrza figury (obwieduiej) przekroju ze względu 
na ogólne warunki równo-
wagij. Każdemu środkowi 
obciążenia P odpowiada i 
w tym przypadku jedno­
znacznie określona oś obo­
ję tna , jeżel i również przyj­
miemy linjowe prawo roz­
k ł adu ciśnień, jako naj­
prostsze i prawdopodobnie 
najczęściej wielce zbliżone 
do rzeczywistości . Atoli wy­
znaczenie osi obojętnej dla 

danego środka obciążenia nie da się ująć w ogólne i proste prawid ła , 
podobne do podanych powyżej w przypadku zdolności przekroju do prze­
noszenia tak ciągnień jak i c iśnień. Natomiast bardzo ła two rozwiązać za­
danie odwrotno, tj. znaleźć ś r o d e k o b c i ą ż e n i a , odpowiadający danej o s i 
o b o j ę t n e j . 

Ich wzajemną zależność można określić w nas tępujący sposób: Po­
myślmy sobie (fig. 175) figurę przekroju w takiem położeniu, aby jej część F', 
narażona na ciśnienie, b y ł a zanurzona w płynie aż po oś obojętną NN1; 
wówczas ś r o d e k n a p o r u h y d r o s t a t y c z n e g o na F' jest zarazem 
A r o d k i e m o b c i ą ż e n i a P. 

[Ten środek jest zarazem ś r o d k i e m w a h n i e n i a jednolitej ciężkiej 
figury /•'', obracalnej około poziomo ustawionej osi NN']. 

Odległość 7],, ś rodka P od osi NN' określa wtedy równanie 

Jn (moment bezwładuości ściskanej części przekroju względem N A7*) 

Sn (moment statyczuy ściskanej części przekroju względem NN1) 
To równanie wystarcza do rozwiązalna zadania w przypadku, gdy oś obo­

ję tna jest prostopadła do osi symetrji przekroju jak np.: 
.1. W przekroju pros tokątnym obciążonym siłą osi P na osi symetrji 

(fig. 176) w odległości d < — A od boku A, leży odpowiadająca oś obojętna 

F i g . 174 n. Fig. 175. 

NN' w odległości r ( ) | — 2 d od P. Szerokość ściskanej strefy 
c iśn ienie : 
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Oj = 2 
3bd 

• 2 - 0 

jeżeli o 0 ' oznacza średnią war tość ciśnienia w tej strefie. T a war tość jest 

P 

widocznie większa od a ° = ~7j~7̂ > c z y 1 1 średniej wartości c iśnienia w ca łym 

przekroju. 
B. I n n e p r z y p a d k i . 1.) O ś o b o j ę t n a o d c i n a t r ó j k ą t j a k o 

p r z e k r ó j „ s k u t e c z n y " . Jeżel i środek obciążenia P (fig. 177) leży dość 

r » — 3 d 

Fig. 177. 

blisko wierzchołka W, w k tórym się schodzą dwa proste boki WR i WS, 
ograniczające przekrój , wtedy ła two znaleźć ściśle odpowiadającą oś obojętną 
zapomoca konstrukcji nas tępujące j : 
Prowadzimy z P prosta PP' || 8 W 
i PT" || RW, odcinamy WN' = 
= 4 PP" = 4 i « i WN" = PP' = 4 v. 

Prosta N'N" jest szukaną osią 
obojętną, o ile punkty N1 i N" wypa­
dają na odpowiadających bokach, a 
nie na ich przedłużeniach . Największe C[ 
ciśnienie o w wierzchołku W: 

3 P 

2. O ś o b o j ę t n a NN' o d c i n a 
t r a p e z NN'BA (fig. 178) jako 
^ s k u t e c z n ą " c z ę ś ć p r z e k r o j u 
•AB CD. A b y znaleźć środek obcią-
ł . AN Xi 
zenia, odcinamy AK-- Fig. 178. 

3 3 
1 ł ą czymy K z 0. Następnie obliczamy długość odcinka .<•„ z wzoru: 

3 Xi* — xa* 
XQ — -

1 wstawiamy ten odcinek między proste ABiNN' równolegle do xx i x s . 
Jego punkt przecięc ia się z prostą KO jest szukanym środkiem obciążenia P . 
Czasami dogodniej obl iczyć i odmierzyć wielkość y0 z wzoru: 

.'/o 
?/i v _ l l ~ _ 3 !h xi* — ^ 

JCn «*0 ~t * T • 
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Największe ciśnienie z, w punkcie A znajdujemy z wzoru : 

6 p y 

° A ~ 2 / . ( V - V ) ' 

C. P r z e k r ó j p r o s t o k ą t n y w p r z y p a d k u o g ó l n y m . L i n j e w y ­
z n a c z n e. Zależnie od położenia środka obciążenia będzie skuteczna część 

przekroju mieć jedna z postaci 
zakreskowauycb na fig. 179. 

Pierwsza z nich (/) zajdzie, 
gdy środek obciążenia znajduje 
się na jednem z czterech pól 
prostokątnych przy wierzchołko­
wych , oznaczonych na fig. 180 
przez 1. Wtedy rozwiązuje się 
zadanie jak w Ii. 1. 

W przypadku II jest sku­
teczna cześć przekroju trapezem, 
a odpowiadający środek obcią­
żenia musi trafić jedno z czte-
/ / . Rozwiązanie zadania mieści 

7 ^ 

m 
Fig. 179. 

L b 
b3 

rech pól, oznaczonych na fig. 180 przez 
się w H. 2. 

Przypadek III zachodzi, gdy środek obciążenia znajduje się w jednem 
z czterech pól, p rzy lega jących do rdzenia i oznaczonych przez / / / na 

fig. 180. Skuteczna część przekroju 
jest teraz pieciobokiem. Linje rozgra­
niczające pola częściowe przekroju 
/, //, 111 wraz z rdzeniem nazywają 
l i n j a n i i w y z n a c z n e m i . 

I). W y k r e ś l n e w y z n a c z e n i e 
o s i o b o j ę t n e j w przypadku, gdy śro­
dek obciążenia leży na osi symetrji 
przekroju. Dany przekrój (lig. 181) 
dzielimy na wąskie paski prostopadłe 
do osi symetrji i kreś l imy wielobok 
sznurowy fikcyjnych ciężarów tych 
pasków, podobnie jak się to robi dla 
wyznaczenia momentu bezwładności 
sposobem Mohra. Kierunek długości 

pasków, a zarazem kierunek fikcyjnych sił, jest równoległy do osi Y. Przez 
dany środek obciążenia 1' prowadzimy następnie prosta o tymże kierunku aż 
do przecięcia się z przedłużeniem AC skrajnego boku wieloboku w punkcie G. 
Z tego punktu wykreś l amy bok zamyka jący GED tak, aby pola A GE 
i EJ 1) (zakreskowane) b y ł y równe. Wtedy prosta, p rzechodząca przez D 
i równoległa do Y, jest szukaną osią obojętną, odpowiadająca środkowi ob­
ciążenia /'. Dowód wynika z równania określającego odległość / ' od osi 

a a a 
" 4 1 2 4 

I I I 

vVnT j 
I I 

I ! i : 
—i L— 

I 

• s. 
~~ 3 ~ a -

Fig. 180. 

4 

1 
2 

obojętnej ilorazem JH/Su. Pon ieważ J- = i loczynowi pola figury AEJDC 

przez t l i ( / / o d l e g ł o ś ć biegunowa), a figurę tę przekszta łc i l i śmy na równo­

ważny \DGC, przeto J„ = ^-.2H. 
bh 

przeto J n - . — 

Zważywszy zaś, że Sn = b II, otrzymamy : 
bhll 
bil h. 

Ażeby znaleźć skrajną war tość naprężen ia o, w punkcie li, obliczamy 
średnią war tość naprężenia zs, dzieląc obciążenie P przez pole / ' " przekroju 

132 



Energja potencjalna prętów prostych. 1141 

skutecznego i wyznaczamy następnie środek ciężkości tego pola .S". W y ­
stawiwszy w tym punkcie rzędną as., otrzymamy Oj z wykresu linjowego 
A' L M. 

Uwaga. Gdy środek obciążenia nie 
leży na osi symetrji przekroju, to odpo­
wiadającą oś obojętną można znaloże 
tylko przez próby. 

V. Praca odkształcenia. 
51. Energja potencjalna 

(praca o d k s z t a ł c e n i a ) p r ę t ó w 
(belek) prostych, aj Przy dzia­
łaniu samej s i ł y p o d ł u ż n e j N 
(rozciągającej lub ściskającej') 
określa w e d ł u g ustępu 13 energję 
potencjalną elementu pręta o dłu­
gości d s w y r a ż e n i e : 

I N * 
d U— — -T,-7T ds = d L . 

2 KF 
b) P rzy dz ia łan iu samej s i ł y 

P o p r z e c z n e j !Z'jest(w zwykłych 
przypadkach symetrji przekroju 
względem płaszczyzny obciążenia) : 

dL^Y T. p.rfs, 

przyczem [i jest średnią wartością 
kąta odkształcenia postaciowego w 
ea łym przekroju. T a wartość da 
B ' ę p rzeds tawić w postaci: 

A zatem: 
dU = ~ /.'. 

2 GJb 
Wartość /.' znajdujemy z porównania tego wyrażenia z wyrażeniem dla 

d V w postaci: 

dU-- ds 

jeżeli , znając rozmieszczenie x w przekroju, wykonamy ca łkowanie na ob­
szarze pola ' / ' ' . 

o) P rzy dzia łauiu samego momentu skręca jącego Mt mamy: 

d L = Y l U s - r f f > 

jeżeli d<f jest kątem skręcenia na długości ds (str. 1113). 
zważywszy , że 

jeżeli P = QJ 

dy = — d s , 

r p i l oznacza sz tywność skręcenia , mamy: 

ds=>dU . 
1 

red 
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