
Dynamika punktu materjalnego. — Statyka. 1047 

9 ff?' 
Wartość tego kąta dla środka masy wagonu wyznacza taką „przechyłkę 

0 r u " , przy której s i ła wzg lędna jest w przybl iżeuiu pros topadła do toru, 
rąbki kół nie wywierają bocznego nacisku na szyny. 

K i P r z y k ł a d . Dla łuku o promienia r = 400 m i szerokości toru s — 1,435 tu przy pręd-
C 1 jazdy v = limlsk wypada podwyższenie h szyny zewnętrznej (jeżeli przy małych a 

"yjmiomy w przybliżeniu h/i -= tg a): h — v* s \ g r = 0,093 tn. 

i ') Punkt materjalny, zmuszony do pozostawania na g ładkie j 
, r z ) 'wej, leżącej w płaszczyźnie pionowej, k tóra się obraca 
Jednostajnie około osi pionowej (kule regulatorów), będzie 
r " W u owadzo względnej , jeżeli wypadkowa ciężkości mg i siły 
"ośrodkowej m p O J 2 jest normalna do krzywej, (fig. 52) czy l i 
Sty m p ui2 / m g = tg a = p / h. 

Dla równowagi musi zatem długość podnormalnej h na osi 
D r o tu czynić zadość warunkowi: 

h = glui\ 1 Fig. 52. 
j . 'i'a równowaga jest s t a ł a , jeżeli dana krzywa w otoczeniu położenia równowagi Ul 
Od^ w p w u a . t r z paraboli A' JV" o parametrze gln>a przechodzącej przez Tn. Wówczas bowiem 

Powiada położeniu punktu n miui(num energji potencjalnej, ponieważ tu energja, mając 
tê  * > a r u D " U wartośó stałą, zwiększa się wownątrz niej, a zmniejsza na zewnątrz. Dlatogo 
A" y ] W I 1 0 w aga będzie n i e s t a ł a , jeżeli krzywa przecina lub loży zewnątrz paruboli (np. 

zaś obojętną w przypadku gdy krzywa zlewa się z tą parabolą. 

Ul . Statyka. 

A. C z ę ś ć o g ó l n a . 

56. Z a s a d a p r ac przygotowanych (wyobraża lnych , wirtualnych) wy­
raża konieczny i wys tarcza jący warunek równowagi najogólniejszego u k ł a d u 
•"aterjaluego, pojmowanego jako uk ł ad punktów materjalnych, na które 
p a ł a j ą jakiekolwiek si ły zewnętrzne P{ (i = 1, 2, . . . n) i wewnęt rzne 

(t, h = 1, 2,... n). P r z y oznaczeniu przez 6 s, wektorów przesunięć 
Przygotowanych punktów m„ wyraża ten warunek równan ie : 

W położeniu równowagi u k ł a d u malerjalnego jakiegokolwiek jest suma 
Sehraiczua prac przygotowanych wszystkich sił zewnęt rznych i wewnę-

rziiych uk ł adu rówua zeru przy każdym chwilowym ruchu przygoto-
W u ' i y m uk ładu . 

57. Rodzaje r ó w n o w a g i u k ł a d ó w n i a to r j n lnych . Jeżeli tak siły 
8 . e wuętrzne jak i wewnęt rzne mają potencjał , to równanie powyższe staje 

C identyczuem z warunkiem extremum energji potencjalnej jako funkcji 
Połrzeduych punk tów uk ł adu . 

i U=0. 
Ten warunek może odpowiadać : 

N,, J« M i n i m u m e n e r g j i p o t e n c j a l n e j , jeżeli przyrost rzędu drugiego 
^ V (wzgl. inny pierwszy uiezuikający przyrost rzędu parzystego) jest 
^ " d a t n i . Odpowiadająco położenie równowagi jest położeniem r ó w n o -

V a g i s t a ł e j (Minding i Lcjeune-Dirichlet). 

2. M a x i m u m e n e r g j i p o t e n c j a l n o j , jeżeli 8 s ł 7 < 0 (albo inny 
P^rwszy nieznikający przyrost U < 0). 

. A n i m a x i m u m a n i m i n i m u m . Obu ostatnim przypadkom odpo-
ada wogóle r ó w n o w a g a nieslała . 
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1048 Mechanika ogólna. 

Oprócz ogólnych dwu typów równowagi stałej i niestałej , czy l i chwiejnej, 
rozróżniają w technice niektóre szczególne rodzaje równowagi . Najważiiiej" 
szym jest przypadek t. zw. równowagi o b o j ę t n e j , gdy w otoczeniu poło­
żenia równowag i ma energja potencjalna U charakter s ta łe j , czyl i 1 1 1 6 

zmienia się przy żadnym z ruchów przygotowanych uk ładu . 
P r z y k ł a d e m równowagi stałej jest w a ż k a kula jednolita spoczywaj? 0 8 

na dnie wydrążenia kulistego o większym promieniu. T a sama kula umie­
szczona na szczycie innej ku l i jest w równowadze niestałej , zaś spoczy­
wająca na poziomej płaszczyźnie jest w równowadze obojętnej . 

58. W a r u n k i r ó w n o w a g i , gdy praca przygotowana sil wewa?' 
trznycll jest r ó w n a zeru. D l a cia ł sztywnych lub uk ładów złożony"1 1 

z ogniw sztywnych i n ierozciągl iwych cięgien (tj. sznurów, ł a ń c u c h ó w itp-) 
przyczem poszczególne ogniwa są połączone przegubami itp. bez tarcia, ( 
jest praca sił wewnęt rznych zawsze równa zeru, a wiec równanie równo-
wagi takich układów, wyrażające zasadę prac przygotowanych, sprowadź* .1 
się do: 

i \ 

W a ż n y w n i o s e k : Dwie siły, działające na dwa jakiekolwiek punkty 
cia ła sztywnego (fig. 53), są w równowadze gdy się spełniają razem dtf" I 

Fig. 53. Fig. 54. F ig . 55. Fig. 56. 

warunki : 1. suma geometryczna sił jest równa zeru i 2. wektory sił lez? 
na tej samej prostej. 

(Albowiem praca przygotowana takich sił jest przy każdem przesunięć ' 0 

i każdym obrocie c ia ła równa zeru.) 

511. P a r a s i l . .Tężeli suma geometryczna dwu sił jest wprawdzie rów"" 
zeru, ale ich wektory nie leżą na tej samej prostej, (lig. 54), to praca prz^' 
gotowana przy przesunięciu ciała jest wprawdzie zerem, ale przy jego obroC6 

nie. Takie dwie siły nie równoważące się nawzajem stanowią parę sił . 

(10. P r z e k s z t a ł c e n i e u k ł a d ó w s i l , tj. zastąpienie danego u k ł a d u BJ? 
dz ia ła jących na c iało sztywne innym uk ładem równoważnym odbywa sj* 
wogóle przez stosowne dołączanie do uk ładu danego innego uk ładu pomocni­
czego sił równoważących się nawzajem. Najprostsze ważne p rzyk łady 9? 
nas tępu jące : 

a) Przeniesienie siły /', działającej na punkt A (fig. 65) na jakikolwiek 
inny punkt li c ia ła , leżący na l in j i dz ia łan ia tej siły (przez dołączenie 
uk ładu (P) i — 7 ' sił dz ia ła jących na punkt Ji i znoszących się nawzajem)' 

b) Zastąpienie siły I', działającej na punkt A (fig. 5fi) t aką samą si'9 
(/') działającą na inny punkt c ia ła II wraz z parą sił (/', — P ) . 

D r u g i s p o s ó b przekszta łcenia u k ł a d u sił polega na z równoważen i 0 

danego uk ł adu drugim uk ładem stosownie dobranym. To dwa uk ł ady nie S? 
przeto równoważne ( także równowarte) , lecz znoszące się, c z y l i równoważące 
sie nawzajem. Atoli odwróciwszy kierunki wszystkich sil układu drugieg"' 
bez zmiany ich wartości , otrzymujemy widocznie nowy układ równoważny 
z pierwszym (ponieważ równoważący się z drugim). 
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Statyka — czc.se* ogólna. 1049 

tych 
równoważymy 

T 1 2 , działająeemi 

Fig. 67 u, 6. 

61. Skl.iilan.ia sil leżących w jednej płaszczyźnie i działających 
"a różno punkty ciała sztywnego zapomocą t. zw. wieloboku sznu­
rowego jest najważniejszem zasto­
sowaniem powyższego sposobu prze­
kształcania układów sił (fig. 67). 
Chcąc układ sił 1\, F 2 , F3 i K 
("g. 57 a) zastąpić innym prostszym, 
równoważymy każdą z sił danych 
dwiema siłami pomocniczemi, które 
Wyznaczamy kreśląc trójkąt 
'rzęch sił. Siłę ~Ę_ 
Przeto siłami "ó'i i »S',, 
n a ten sam punkt F. Ich kierunki 
obieramy dowolnie, a wielkości znaj­
dujemy z A A li O nakreślonego 
z boku (lig. 57 b). Siłę ]\ równoważymy podobnież dwiema siłami, ale już nie 
zupełnie dowomemi, obierając jedną z nich (— «S*12) tak, aby się znosiła 
z siłą Si% • druga Stt wypadnie zatem z trójkąta sił B C O (fig. 57 b). Po­
mpując kolejno w ten sposób dochodzimy do siły ostatniej P4, zrównowa­
żonej siłami pomocniczemi — S3t i St określonemi trójkątem D E O. 

Wszystkie siły pomocnicze S leżą na bokach wieloboku 31FG11IX, 
zwanego sznurowym i z wyjątkiem sił is', i i>t, położonych na bokach 
skrajnych, znoszą się widocznie nawzajem. Wypadkowa sił S, i ,s'4, 
Przechodząca przez puukt K przecięcia się ich linij działania, równoważy 
Przeto układ sił danych, a odwróciwszy jej kierunek otrzymujemy siłę 
8=AE, która oczywiście zastępuje układ sił danych Pj , . . .P 4 , czyli jest 
wypadkową tegoż układu. Ta wypadkowa A E — li jest b o k i e m zamyka­
j ą c y m wieloboku s i ł ABC DE. Punkt O, dowolnie obrany, nazywa 
^ę biegunem, zaś proste O A, OB, ... promienieni. 

Uwaga. Nazwa wiolobokii sznurowego pochodzi stad, ponieważ ten wielobok przed­
stawia zarazem postać równowagi sznura (lub wogólo cięgna) idealnego (tj. nieważkiego, 
<j°Bkoualo giętkiego i niorozoiągliwego), na który działają w punktach F.ll.HlI siiy 
"ano, oczywiście przy założenie, żo wszystkie siły 8 są (jak na fig. 54) silami rozciąga-
•łilcomi. w przypadku, gdyby Biły .V na którymś z boków były ściskające, można Bobio 
Iiomyślcd dla przywrócenia równowagi zamiast sznura prct sztywny z przegubami na 
końcach boku. Wielobok sznurowy jeBt przeto wogóle postacią równowagi lanca cha 
Prętów przegibnie połączonych, jeżeli na przeguby końcowe działają siły .s', i zaś na 
Przeguby pośrednio Biły T\, .. .7\. 

Z konstrukcji wieloboku szuurowego wypływają twierdzenia: 
ma zawsze siłę 
Ta wypadkowa 

a) Płaski układ sił, których wielobok się nie zamyka, 
wypadkową równą sumie geometrycznej danych sit układu 
przechodzi przez punkt przecięcia się 

oków skrajnych jakiegokolwiek wie­
loboku sznurowego wykreślonego dla 
t e goż układu. 

*) Płaski układ sił, których wie-
'°bok sie zamyka (lig. 58) .nie ma 
siły 

wypadkowej, lecz jest wogóle 
równoważny parze sił, czyli ma parę 
wypadkową, wyjąwszy przypadek 
szczególnyw którym: 

c) Płaski układ sił jest w równowadze jeżeli tak wielobok sił, jak i wielobok 
8zuurowy się zamykają (lig. 59). 
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10:1(1 Mechanika ogólna. 

62. M o m e n t y sił w z g l ę d e m p u n k t u . Pon ieważ działanie dynamiczne 
Biły P na ciało sztywne jest zupełnie określono w e k t o r e m s w o b o d n y m i " 
i linją dzia łania , tj. prostą tego wektora, a jest zupełnie niezależne od punktu 
dzia łania , k tóry można dowolnie p rzesuwać na tej prostej, przeto określamy 
z korzyścią siłę P działającą na ciało sztywne w sposób następujący : 

Obrawszy gdziekolwiek stały punkt O, ł ączymy go w myśli z początkiem 
A i końcem B siły P (fig. 60). W tym punkcie O wystawiamy wektor 311 
prostopadły do p łaszczyzuy trójkąta A B O o wielkości równej podwójnemu 
polu tego trójkąta i s t rzałce takiej, ażeby stojąc stopami w O, a mając 
g łowę w miejscu strzałki widzieć pomyślany obrót promienia O A — r w kie­
runku wskazanym siłą P jako zgodny z obrotem wskazówki zegarowej. 
Wektor 9)1 tak określony nazywamy m o m e n t e m s i ł y P w z g l ę d e m 
p u n k t u O. 

Bezwzględna war tość momentu: 

9K = | 9KI mm Ph, 
przyczem h, tj. ramię momentu, albo ramię siły jest długością prostopadłej 
spuszczonej z O na linje dzia łania siły P. 

Punkt O nazywają także ś r o d k i e m m o m e n t ó w . 
63. M o m e n t y sił względem p ros t e j . Ich określenie wynika z łatwego 

do uzasadnienia twierdzenia: 
Jeżel i momenty danej siły P względem różnych punk tów Ot, O i , . . -

jednej i tej samej dowolnie obranej prostej (osi, np. X) rzutujemy na ta 
prostą, to otrzymujemy rzuty geometrycznie równe. Każdy z nich (jako 
wektor) przedstawia moment siły P względem obranej proslej. Jego bez­
względna wartość jest iloczynem bezwzględnej wartości siły P, „najkrótszej 
odległości" k l inji dz ia łania siły od obranej prostej i wstawy kąta nachylenia | 
s i ły P do tej prostej. 

| M o m x P | = PA; siu a 
Wniosek. Moment siły / ' względem osi łożącej z nią w tej samej płaszczyźnie równa 

się zeru. 
64. M o m e n t y sił w z g l ę d e m płaszczyzny. G d y mamy do czynienia 

z przestrzennym układem sił równoległych, to s k a l a r y (nie wektory) określające 
i loczyny sił przez odległości i ch punktów począ tkowych od pewnej płaszczyzny 
(p łaszczyznymomentów) z uwzględnieniem znaków algebraicznych, nazywamy 
momentami tych sił względem obranej p łaszczyzny. Znakami - j - i — od­
różniamy przytem sity zgodnie kierowane od przeciwnie skierowanych oraz 
odległości punktów leżących po jednej i drugiej stronie p łaszczyzny. 

65. M o m e n t y sił u k ł a d u c e n t r a l n e g o , tj. sił, k tó rych linje dzia łania 
przecinają się w jednym punkcie C. Takie siły P- mają oczywiście zawsze 
wypadkową Ił — i ! P . o l in j i dz ia łan ia przechodzącej przez O. Moment tej 
wypadkowej względem dowolnie obranego punktu O równa się sumie geo­
metrycznej momentów sił sk ładowych , c z y l i 

M o m 0 JR = M o m 0 Ą -f- M o m 0 Ą + . . . 

Rzutując wektory obu stron powyższego r ó w n a n i a na dowolnie obraną 
prostą, np. oś X prostokątnego u k ł a d u spółrzędnyeh, mamy p r a w i d ł o : 

M o m ^ i? == M o m x Ą + M o m x P7 - f . . . , 

c z y l i : Moment wypadkowej względem jakiejkolwiek prostej równa się sumie 
algebraicznej1) momentów sił sk ł adowych względem tejże prostej. 

l) „Algebraicznej", ponieważ wszystkie wektory-dodsjniki leżą na tej prostej. 
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Momeuty sił. 1051 

66. O g ó l n y moment sił jakiegokolwiek układu przestrzennego względem 
obranego środka O (lub osi) jest to suma geometryczna (wzgl. algebraiczna) 
momentów wszystkich sił względem tego środka (lub osi). 

Ogólny moment pary sił jest wektorem stałym niezależnym od obioru 
środka momentów i nazywa się m o m e n t e m pary . Jest przeto wektorem 
swobodnym ffll (fig. Gl) o wartości bezwzględnej równej polu równoległoboku, 
którego bokami rówuoleglemi są siły 
pary. Wektor ten jest prostopadły do 
płaszczyzny pary i tak skierowany, 
ażeby człowiek, stojący na tej płasz­
czyźnie z głową umieszczoną obok 
strzałki wektora widział obieg strzałek 
8 ' ł dokoła równoległoboku zgodny 
z obiegiem wskazówek zegara. 

Odległość wzajemną obu sił pary Fig. co. Kig. 61. 
nazywamy r a m i e n i e m pary . 

67. Równoważność par sil jest uwarunkowana geometryczną równością 
•eh momentów, czyli: 

Para sił (P, — P) o ramieniu a da się zastąpić iuuą równoważną (Q, — O) 
0 ramieniu b, leżącą w płaszczyźnie tej samej, lub równoległej, przyczem 
siły drugiej pary mogą mieć zresztą położenie dowolne, byleby zachodziła 
równość Pa — Qb, a kierunki obiegu były zgodne. 

68. S k ł a d a n i e par, rozmaicie w przestrzeni zorjentowauych, wypływa 
z powyższego twierdzenia o równoważności w połączeniu ze składaniem sił 
> tak: 

Ilekolwiek par sil można zawsze zastąpić jedną parą wypadkową, której 
moment jest sumą geometryczną momentów par składowych. 

W n i o s e k . Układ par sil zorjentowauych jakkolwiek w przestrzeni jest 
W równowadze, jeżeli suma geometryczna ich momentów jest równa zeru. 

60. Przestrzenny u k ł a d sil P. da się zawsze zastąpić układem par 
1 układom centralnym sił geometrycznie równych siłom danym. W tym 
celu obieramy dowolny punkt O (zwany środkiem redukcji układu sił) i do­
łączamy pomocniczy układ sił równoważący się nawzajem, a złożony z sił 
(P,) równych i>. i działających na punkt O oraz z sił równych — P( działa­
jących również na punkt O. Siły P(. i — P, tworzą układ par sił, który 
daje parę wypadkową o momencie 3B równym ogólnemu momentowi wszystkich 
danych sił P- względem punktu O; si ły zaś (P() jako działające na punkt Ot 
dają siłę wypadkową B = - Pr A zatem: 

P r z o s t r z o n n y u k ł a d s i ł j o s t w o g ó l e r ó w n o w a ż n y j edne j s i le 
1 j e d n e j parze s i ł . 

Takie sprowadzenie danego układu sił w przestrzeni P( do jednej siły 
•ft • » £ pT i jednej pary o momencie 3R = X Mom0 P,., da się wykonać na 
nieskończenie wiele sposobów różniących się obiorem punktu O (środka re­
dukcji). W każdym zespole siły R i pary 2J!:') zastępujących dany układ 
s ' ł P,, zmienia się tylko położenie prostej, wzdłuż której działa Ii (zależnie 
od O) a wielkość i kierunek li pozostaje bez zmiany; wielkość natomiast 
1 kierunek wektora momentu pary 3Ji zmienia się zależnie od obioru punktu O. 
Atoli z pośród nieskończenie wielu zespołów siły R i pary 2Jł, zastępują-

') Mówimy krótko „para UM", zamiaBt: „para o moraoncio 1UM. 
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cych dany przestrzenny układ sił P, wyróżnia się wogóle jeden, w którym 
Ii || 3)1, czyli płaszczyzna pary 3R jest prostopadła do kierunku siły R. Taki 
zespól nosi nazwę: s k r ę t n i k . 

Wnioski: a) Przestrzenny układ sił nie da się wogóle zastąpić jedną 
siłą, czyli nie ma siły wypadkowej. Natomiast da się wtedy zastąpić dwiema 
siłami skośnemi, z których jedną stanowi jedna ze sił pary, a drugą wy­
padkowa siły Ii i drugiej siły pary przecinającej linję działania siły U-

b) Przestrzenny układ sił ma siłę wypadkową, jeżeli Ii = 2 P. =• 0, a 
zarazem _|_ li, czyli płaszczyzna pary 2)( jest równoległa do Ii, wtedy bo­
wiem para sił 3JJ i siła Ii jako leżące w jednej płaszczyźnie sprowadzają 
się do jednej siły geometrycznie równej Ii, a tylko przesuniętej równolegle. 

c) Przestrzenny układ sił jest równoważny parze sił (czyli ma parę wy­
padkowa), jeżeli Ii = - P. = 0, a zarazem 3K =)= 0. 

d) Przestrzenny układ sił znosi się nawzajem, czyli jest równoważny 
zern, jeżeli spełniają sie razem warunki: 

£ 7̂  = 0 i i: Mom0 P. = 0. 

70. Ogólne warunki równowagi, konieczne i wystarczające dla ciała 
sztywnego, a tylko konieczne dla jakiegokolwiek układu materjalnego wy­
rażają sie [jak wynika z wniosku (rf)J powyższemi dwoma równaniami wek-
torowemi, czyli słowami: 

Dla n a j o g ó l n i e j s z e g o u k ł a d u s i ł ( u k ł a d u materjalnego), 
b ę d ą c e g o w r ó w n o w a d z e , jest z a r ó w n o suma geometryczna 
wszystkich s i ł (układu) jak i suma geometryczna ichmomen-
tów w z g l ę d e m dowolnie obranego jednego i tego samego 
punktu r ó w n a zeru. 

Wniosek. Siły wewnętrzne jakiegokolwiek układu materjalnego (poj­
mowanego jako układ punktów materjalnych) spełniają (wszystkie razem) 
zawsze ogólne warunki równowagi. 

Jeżeli siły P- są określone analitycznie składowemi Xp Yp Zi w kie­
runkach trzech osi prostokątnego układu spółrzędnych, a położenia punk­
tów mp na które siły działają spólrzednemi xt, y-, z^ to obadwa ogólne 
warunki równowagi, wyrażone powyższemi dwoma równaniami wcktorowemi, 
prowadzą do sześciu równań zwyczajnych, czyli s z e ś c i u analitycznych 
w a r u n k ó w r ó w n o w a g i . Trzy pierwsze odpowiadają warunkowi D P. == 0 
i noszą nazwę w a r u n k ó w r z u t ó w ; zaś trzy pozostałe wyrażają to samo 
co lMom 0 P ( — 0 i nazywają się warunkami m o m e n t ó w . 

Obrawszy bowiem punkt 0 za początek układu spółrzędnych i ozna­
czywszy przez o, $p Y,, kąty, jakie wektor P. twarzy z osiami X, ;/, z, 
mamy 

S P,. cos a, = 1 X; mi 0 I 
^ Pj. cos Bf. = = £ Yt. = 0 > (warunki rzutów) 
£ P(.cos Y, = 2 ż i ~ 0 J 

2 Mom, P, = S {Y4 z( - ą y,.) = 0 
ZMom!/Pi = Z(Zix-Xizi) = 0 

2 Mwn, P { = \ l ( X i X y i - T t ^ m . Q 

Słowami: Dla najogólniejszego układu sił w równowadze jest suma 
algebraiczna rzutów sił, czyli składowych w kierunku dowolnie obranych 
U 

(warunki momentów). 
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osi p r o s t o k ą t n e g o u k ł a d u s p ó ł r z e d n y c h , dla k a ż d e j osi z osobna r ó w n a zeru 
1 1 zarazem suma algebraiczna m o m e n t ó w sil u k ł a d u w z g l ę d e m t y c h ż e osi, 
"la k a ż d e j z osobna, r ó w n a zeru. 

Uwaga. Powyższo warunki można takie wyprowadzić z zasady prac przygotowanych, 
Przyczem warunki rzutów wyrażają warunki równowagi ze względu ua przesuuie.cia ciała 
wzdłuż odpowiednich osi spółrzednych; zań warunki momentów określają warunki równo­
wagi ze wz.gle.du na obroty około tyohze osi. 

71. W a r u n k i r ó w n o w a g i p ł a s k i e g o u k ł a d u s i l , w y r a ż o n e „ w y k r e ś l n i o " 
na k o ń c u ust. 61, s p r o w a d z a j ą się w postaci analitycznej do trzech naste-
P n jacych, skoro osie x i y obierzemy w p ł a s z c z y ź n i e uk ładu (dwa warunki 
r z u t ó w i jeden m o m e n t ó w ) : 

S X , . = o, s r , = o, z ( A > . - r , *,.)==<); 

albo j e ż e l i przez r . oznaczymy r a m i ę momentu siły Pf w z g l ę d e m punktu O, 
a przez a. k ą t ( Ę , x): 

S Pi cos a,. = 0, S 1', siu a,. = 0, Z + Pt rf = 0. 
Iloczyny P ri opatrujemy przytem znakiem -)- lub — z a l e ż n i e od tego, 

Czy wektor momentu jest skierowany ku przodowi dla p a t r z ą c e g o na płasz­

c z y z n ę XY, czy t e ż przeciwnie. Wyraża ją to t a k ż e inaczej m ó w i ą c , ż e 

moment siły P. w z g l ę d e m punktu 0 poczytujemy za dodatni lub ujemny, 

stosownie do tego (w razie p o m y ś l a n e g o ustalenia punktu c ia ła w O) czy 

"da p p o w o d o w a ł a b y o b r ó t zgodny, czy t e ż przeciwny z obrotem w s k a z ó ­

wek zegara. 

W przypadku, gdy s i ę nie s p e ł n i a warunek m o m e n t ó w , a nadto jeden 

'ul> obadwa z w a r u n k ó w r z u t ó w , czyl i gdy np. - Pt cos a. = Bx^=0, 

^ J J s i n a , . = JJ^4=0, Z + Ptrt•= 351 =4= 0, u k ł a d s i ł ma s i ł ę w y p a d k o w ą 
u w i e l k o ś c i U = yjtx" -f- P 2 , n a c h y l o n ą do osi X pod k ą t e m ot, wyzna-

Czonym r ó w n a n i e m tg a = -=p- i d z i a ł a j ą c ą w z d ł u ż prostej o d l e g ł e j od 

3JJ 
Początku u k ł a d u s p ó ł r z e d n y c h o 

W przypadku wreszcie, gdy sie s p e ł n i a j ą warunki r z u t ó w , a warunek 

m o m e n t ó w nie, czyl i S X, = 0, 2 T{— 0, 2 -fc P,. r,. = 3B =|= 0 u k ł a d s i ł 
n | a p a r ę w y p a d k o w ą o momencie o k r e ś l o n y m z u p e ł n i e znakiem i w a r t o ś c i ą 3)1. 

"2 . S i ły r ó w n o l e g l e w p r z e s t r z e n i p o s i a d a j ą w o g ó l e s i ł ę w y p a d k o w ą 
równą sumie algebraicznej wszystkich sil u k ł a d u , j e ż e l i jednak la suma jest 
zerem, a zarazem o g ó l n y moment nie jest zerem, to u k ł a d s i ł sprowadza 
się do pary wypadkowej. 

Układ s i ł r ó w n o l e g ł y c h zgodnie skierowanych posiada zawsze s i ł ę wy­
p a d k o w ą r ó w n ą sumie arytmetycznej wszystkich s i ł u k ł a d u . J e ż e l i s i ł y / ' 
takiego u k ł a d u obracamy o k o ł o ustalonych w ciele p u n k t ó w rt ;/( na 
które d z i a ł a j ą , to ich wypadkowa H = Z 7, obraca s i ę o k o ł o pewnego punktu 
s t a ł e g o (.(•„, ,/„, ~0), zwanego ś r o d k i ein s i t r ó w n o l e g ł y c h . Punkt ten 
okreś la ją r ó w n a n i a : 

y / ' v p w y p z. 
X ° "**" J T P ' ^ ° i i p. ' z ° s p. ° 

W przypadku s i ł c i ę ż k o ś c i d z i a ł a j ą c y c h na wszystkie c z ą s t k i c i a ł a 
' U w a ż a n y c h z w y s t a r c z a j ą c e m p r z y b l i ż e n i e m za r ó w n o l e g ł e , schodzi s i ę 
środek tych s i ł ze ś r o d k i e m masy c i a ł a , co usprawiedliwia nazwę : ś r o d e k 
c i C ź k o ś c i . 
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B . C z ę ś ć s z c z e g ó ł o w a . 

73. Statyka ciała sztywnego nieswobodnego. Podparcie lub za­
wieszenie. Gdy na ciało nieswobodne działają dane sity zewnętrzne, jak 
np. ciężar Q, a ciało to pozostaje w równowadze, to dołączywszy do owych 
sił nieznane reakcje (oddzia ływania) punktów podparcia lub zawieszenia, 
otrzymujemy uk ł ad sił, k tóry musi czynie zadość ogólnym warunkom równo­
wagi wyprowadzonym dla c ia ła swobodnego. Z równań równowagi można 
więc niekiedy w y z n a c z y ć szukane reakcje (przypadki s t a t y c z n e j w y 
z n a c z a l n o ś c i , albo i z o s t a t y c z n e ) , ale skoro np. l iczba niewiadomych, 
określających reakcje, jest większa od l iczby równań równowagi , to mamy 
do czynienia z przypadkami s t a t y c z n i e n i e w y z n a c z a l n e m i , czyb 
h y p e r s t a t y c z n e m i . 

Największą liczbą niewiadomych wielkości statycznie wyznaczalnyOfl 
dla jednego c ia ła jest 6, stosownie do l iczby równań równowagi i stopni 
swobody. 

a) Łącząc (fig. 62) punkt 1 c ia ła ze s ta łym punktem A zapomoca ideal­
nego sztywnego prę ta z przegubami kulistemi na obu k o ń c a c h odbieramy 
c ia łu tylko jedeu stopień swobody, gdyż usuwamy możliwość przesunięcia 
przygotowanego w kierunku tego pręta. Przesunięc ia w dwu kierunkach 
doń pros topadłych i obroty około trzech osi wzajemnie pros topadłych pozo­
stają możliwe i określają 5 pozosta łych stopni swobody. 

T ę Bamą rolę co pręt ł ączący , lub sznur, gra także podpora g ładka , 
w której kierunek reakcji jest prostopadły do płaszczyzny styczności (fig. 63). 
P rzy zawieszeniu na pręcie, koniecznym i wys ta rcza jącym warunkiem równo­
wagi jest, aby siły zewnętrzne mia ły wypadkową Q o l inji dz ia łan ia leżącej 
na osi pręta. Wtedy bowiem znoszą się z reakcją R, k tóra co do wielkości 
jest równa, a co do kierunku przeciwna sile Q. 

( W przypadku podpory gładkie j musi być nadto si ła Q skierowana ku 
wnętrzu c ia ła podpierającego.) 

Fig. t)2. Fig. 0:i. Fig. 04. Fig. 05. 

b) D w a pręty łączące jeden punkt (1) c ia ła z punktami stałemi A i B 
(fig. 64) zabierają mu dwa stopnie swobody, umożliwiając tylko przesunięcia 
w jednym kierunku pros topadłym do p łaszczyzny prętów i obroty około 
wszystkich trzech osi. Tutaj jest koniecznym i wys ta rcza jącym warunkiem 
równowagi , aby siły zewnętrzne mia ły wypadkową Q, o l in j i działania 
przechodzącej przez punkt 1 i leżącej u jednej płaszczyźnie z obu prętami' 
Keakcje i / i ' s znajdujemy z trójkąta sił. Tak samo ma się rzecz w przy­
padku dwu podpór g ładk ich (fig. 65) a podobnie przy połączeniu dwu punktów 
c ia ła z dwoma punktami s ta łemi (fig. 66). 

Atol i w przypadku szczególnym, gdy te dwa piety są równe i równolegle 
(fig. 67), mamy do czynienia z utratą jednego przesunięcia tw kierunki' 
prętów) i jednego obrotu (około osi prostopadłej do p łaszczyzny prętów)-
Dla równowagi musi wypadkowa z sił zewnęt rznych, czy l i „obciążeń" leżeć 
w płaszczyźnie prętów i być do nich równoległa . Z warunku momentów 
dla punktów 1 i 2, tj. 

Qa — Rtl = 0, Qb — Rxl = Q, 
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znajdujemy bezwzględne wartości i kierunki reakcyj Bx i 7?2. Do kontroli 
służy warunek r z u t ó w : 

c) Trzy pręty, lijczące punkt c ia ła (1) z punktami s ta łemi A, B i C 
( n g . 68), ustalają ten punkt, zabierając c ia łu 3 stopnie swobody tj. trzy 
Przesunięcia, a pozostawiając trzy obroty. D l a równowagi musi wypadkowa 
z obciążeń (np. Q) przechodzić przez ten punkt. Reakcje Ru R2 i Bs 'łają 
8 I e obliczyć z wa runków rzutów, wyjąwszy przypadek, w którym wszystkie 
' r z y pręty leżą w jednej płaszczyźnie (przypadek statycznie niewyznaczalny). 

d) Zupełne ustalenie c ia ła przy statycznej wyznacza lnośc i reakcyj dla 
jakiegokolwiek obciążenia os iągamy zapomoca 6 prętów łączących je z punktami 

p ' g . co. Fig. 07. Fig. 08. Fig. 69. 

Stałemi. Jeden z najprostszych układów uzmys ławia fig. 69, przyczem 
Punkty 1, 2 i 3 c i a ł a C muszą tworzyć trójkąt właśc iwy. Inny praktycznie 
w a ż n y przypadek przedstawia fig. 70. 

J u ż na powyższych przypadkach widać , że o statycznej niewyznaczal-
"ości nie rozstrzyga sama tylko l iczba niewiadomych < 6. Ona jest tylko 
Warunkiem koniecznym, ale często n iewystarcza jącym. Tak np. zawieszenie 
c , a ł a na dwu prę tach, leżących na tej samej prostej (fig. 71), prowadzi przy 
8 l ' e obciążającej Q działającej wzd łuż tejże prostej do statycznej niewyzua-
e za lnośc i reakcji TJ, i li2, albowiem warunki równowagi nic więcej nie 
U a j ą ponad r ó w n a n i e : 

Każda z reakcyj może mieć przeto war tość dowolnie wielką, byleby (oh 
"urna algebraiczna by ła równa Q. 

W przypadku siły obciążającej S, prostopadłej do prostej A B, wy­
maga łyby warunki równowagi widocznie nieskończenie wielkich wartości 

S i i Tt2 (któro jednakże stają się skoń­
czone przy założeniu pewnej, choćby 
bardzo małe j odkszta łca lności prętów). 

74. Dwuwymiarowe zagadnienia 
równowagi c i u ł a s z t y w n e g o n i e s w o -
l io t lncgo . <!dy wszystkie siły obciążające 
i reakcje podpór leżą w jednej płaszczy­
źnie, to rozpatrujemy ciało pod postacią 
figury płaskie j , c z y l i „ p ł a z y " , połączonej 
z Dieruchomym uk ładem odniesienia (zie­
mią) w punktach odpowiadającym pod­
porom. Fig. 70. 

K 
Fig. 71. 

j ™ y g łówne sposoby podparcia płazy odpowiadają pozbawieniu jej jednego, 
lub trzech stopni swobody. 

Pierwszy i drugi przypadek, rozpatrywany już w ust. 73, realizuje się 
. praktyce często przy pomocy łożysk, trzeci przez t. zw. „u twierdzenie" 
zamocowanie) . ' 
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1. Ł o ż y s k o w a ł k o w e (fig. 72) zastępuje jeden pręt podpierając)' 
(fig. 73) i znosi jeden stopień swobody. L i n j a dzia łania reakcji jest dana, 
jej wielkość nieznana. (Jedna niewiadoma.) 

2. P r z e g u b s t a ł y lub ł o ż y s k o k o ł y s k o w e (fig. 74) zastępuje dwa 
pręty podpierające (fig. 75) i znosi dwa stopnie swobody. Tylko punkt dzia­

ł an ia reakcji dany, zaś wielkość jej i kierunek nieznane. 
(Dwie niewiadome, za które u w a ż a m y zwykle składową 
poziomą X i pionową Y reakcji.) 

3. U t w i e r d z e n i e , czy l i zupełnie szlywne połą­
czenie z uk ładem podpiera jącym (fig. 7G) czyto zapo­
mocą przyśrubowania , przyklejenia itp. 

Fig. 72. Fig. 78. Utwierdzenie znosi wszystkie 3 stopnie swobodyii do­
starcza trzech niewiadomych. Jako takie u w a ż a m y (fig. 

77) 

poziomą i pionową składową siły X i Y oraz moment pary D l , które razem 
określają uk ład reakcyj rozmieszczonych w nieznany zwykle sposób w miejsca 
utwierdzenia. Uk ład ten sprowadza się oczywiście do sity R (fig. 70), gdy 

Fig. 74. Fig. 76. Fig.70 

siły obciążające mają wypadkową / ' , przyczem R — 0. Skoro w 
ności realizujemy utwierdzenie przez połączenie trzema prę tami 
to rozmieszczenie reakcyj jest statycznie wyznaczalne. 

P rę ty te mogą wychodzić z trzech różnych punk tów płazy 
byleby i ch osi nie przecinały się w jednym punkcie. 

Uwaga. Obciążenia pionowe (poziome) wywołują . , ir i„ 
wogóle nie tylko pionowo składowe reakcyj poripór, 
lecz także i poziome (pionowe), można jednakże J 1—!(L.—1 L . 
upadzie podpory tak, ażeby obciążenia pionowe -
(poziome) wywoływały tylko reakcjo pionowe (po­
ziomo). Taki przypadek zachodzi zwykle u belek 
Ii r o s ł y c h . 

75. Wyznaczenie r e a k c y j p o d p ó r 
l u d k i pros te j ( lub k r z y w e j ) przy dzia łaniu 
obciążeń na linję środkową, czy l i oś belki , 
odbywa się r a c h u n k i e m lub w y k r e ś 1 n i e 
przez zastosowanie warunków równowagi dla 
układu sił obciążających wraz reakcjami. 

a) Be lka na podporze 
„s ta łe j" .1 i „ ruchomej" B 
wed ług fig. 80 a. Ozna­
czywszy teini samemi lite­
rami reakcje odpowiednich 
podpór, piszemy warunek 
momentów dla środka obra­

nego w jednym z teoretycznych punktów podparcia, np. w A : 

1\ a, + P., a* + . . . = Ul, a stąd B = y 2 P( o ( . 

Z warunku rzu tów: A -f- li = l\ -\- 1\ -f- • • • > 
znajdziemy A : A ==- Pt — B. 
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Czyli 

Bezpośrednio z warunku momentów dla ś rodka w B otrzymujemy t eż : 

1' 
; p , i. przyczem bi — l — o~ 

a warunku rzutów u ż y w a m y tylko do sprawdzenia rachunku. 
Dla wykreś luego rozwiązania zadania kreśl imy wielobok danych siJ I\, 

' a • . . P (lig. 80 b) i obrawszy bieguu O, kreś l imy odpowiadający wielobok 
Sznurowy dla tychże sił. Pon ieważ szukane reakcje A i B muszą się równo­
ważyć z teini s i łami, przeto tak wielobok sił / i , i ' 2 . . . , A i B, jako 
| e ż ich wielobok sznurowy musi być zamknię ty . Niewiadomy bok „zamy­
kający" wieloboku sznurowego znajdujemy przeto łącząc punkty przecięcia 

§ a i ° boków „skra jnych" (wychodzących z pierwszej i ostatniej z sił i ' ) 
2 danemi l injami dz ia łan ia reakcyj. Kreśląc teraz z bieguna promień Oc\\ a$, 
wyznaczamy na wieloboku sił reakcje ca = A i bc = B, zamyka jące ten 
wielobok. 

Uwaga. W przypadku działania siły poziomej W na jakikolwiek punkt tej belki 
Powstaje odpowiadająca reakcja = — W tylko na podporze stałej. 

o) W przypadkach, przedstawionych na fig. 81 a i i , nie zmieniają się, 
fcakcjo przy obciążeniach pionowych w porównaniu z przypadkiem poprze­
dnim. Natomiast s i ła pozioma 11' (fig: 81 c) wywoła w B reakcję pio-
u ° w ą B't wyznaczalna z warunku momentów względem A, tj. 

' k 
B'l -= Wh, a więc B ' — W 

zas w A r e ako je pionowa A' 
warunku rzutów}. 

B' i poziomą A" — — W (stosownie do 

Fig. 81 a, li. C. 

oh \ • przypadku podpory ruchomej B,oddzia ływującej ukośnie względem 
. C 1 ązeń pionowych, zachodzą obok pionowych sk ładowych reakcyj także 
* Poziome. Jeżel i belka A B jest po­
l o n i a ((ig.. 8 2 ) , to pionowe składowe 

1 V reakcyj A i B wypadają 
„j^arunku momentów takie same 

W przypadku (a). Poziome skła-

f 1 t \ i 

F i g . Bil, Fig. 83. 

«Owe 
*ynik 

J zaś są co do wartości równe a co do kierunku wprost przeciwne (jak 
ika z warunku rzutów). 

I c h wartością jest: H = V tg a. 
' 'cżeli jednak belka A B jest nachylona do poziomu pod kątem a (fig. 83), 

" a r u n e k momentów dla środka w A daje: - Ą «, — H h — V l = 0, 

*flu, Podręcznik inżynierski. VI. 49 
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a ponieważ H = V tg a = V -j-, więc po wstawieniu tej wartości i rozwią­

zaniu względem V otrzymujemy: 

l 
EP;a,: albo V 

Z warunków rzutów wypływa : 

• JJ. 

)L P, 

l '• 
W y k r e ś l n e r o z w i ą z a n i e znajdujemy, kreśląc wielobok sznurowy 

danych obciążeń belki (fig. 83), tak, aby bok między reakcją podpory stałej At 
a sąsiednią silą P przechodził przez punkt A, k tóry jest jednym puukteffl 
boku zamykającego A li'. Promień O c, doń równoległy, wyznacza na k i e ' 
runku bc\\li' li wielkość reakcji B, a bok zamyka jący c u wyznacza re­
akc ję A. 

76. R ó w n o w a g a c i a ł a c i ę ż k i e g o p o d p a r t e g o w t r z e c h l u b w i ę c e j 
p u n k t a c h g ł a d k ą p ł a s z c z y z n ą p o z i o m ą . Takiem ciałem jest np. sto' 
o trzech nogach dotykający podłogi w punktach A, B, C( f ig . 84) tworzących 
trójkąt. Kierunek ciężaru Q trafia ten trójkąt w punkcie Q , odległym o On 
Oj, a 3 od boków tego trójkąta. Pisząc kolejno warunek momentów dla pro­
stych Ii C, A C i A B, jako osi momentów, mamy: 

Q a l ^ A h 1 , Qai = Iih.i, Qaa=Chs, 
jeżeli hi, h%, h3 oznaczają odpowiednie wysokości trójkąta spuszczone z wierz­
chołków A, B i O. 

Obliczywszy z tych równań A, Ii i C, możemy dla sprawdzenia zasto­
sować warunek rzutów 

A + B+ C = O. 

Najmniejszy z momentów Q a . nosi nazwę m o m e n t u s t a ł o ś c i ciał*-
Gdyby trzy punkty podparcia znalazły się na jednej prostej, k tóra trafi11 

kierunek Q, to miel ibyśmy do czynienia widocznie ze s ta tyczną niewyzu"' 
czalnością reakcyj. To samo z 8 ' 
chodzi wogóle, gdy l iczba punkto , f 

podparcia jest większa od trzecb. 
Wszelako równowaga jest zape­
wniona pod warunkiem, ażeby 1 inj! l 

dz ia łania siły Q trafiała p ł a s z c z y k 
podpierającą w punkcie Q', l eżący 0 1 

wewnątrz najmniejszej figuO'' 
wszędzie wypuk łe j , k tóra z a w i e j 
wszystkie punkty podparcia. (* j* 
g u r a p o d p a r c i a . ) W tym ogo'' 

Fig. M Fig. 85. 

t o i f ' 4 — ł 
niejszym przypadku rozumiemy przez moment stałości najmniejszy moniem 
ciężaru względem prostej stycznej do obwodu figury podparcia. 

77. T . z w . „ s t a ł o ś ć d y n a m i c z n a " c ia ła ciężkiego podpartego mieW) 
s i ę pracą konieczną do przewrócenia tego c ia ła zapomocą obrotu okol" 
jednej z „krawędzi podparcia". Skoro np. obrócimy ciało, przedstawię" 1 ' 
na lig. 8C około krawędzi podstawy, prostopadłej do p łaszczyzny rysunk"' 
którem śladem jest 11, aż środek ciężkości & znajdzie się w S' pionowo n* 
B, to musimy przytem podnieść środek ciężkości o wysokość i>'k = Z^" 
— y h* -\- r* — h, czy l i wykonać pracę : 
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h + yh* + r* 
Stałość dynamiczna naszego c ia ła jest wiec proporcjonalna do jego cię-

a r U , a nadto jest tern większa, im większa jest pozioma odległość r ś rodka 
e 'ężkości od krawędz i podparcia, a im mniejsza jest wysokość h tego środka 
0 a d podstawę. 

'8. Zasada TorricellTegO. Skoro jedno ciało sztywne lub uk ł ad ciał , 
"kreślony w art. 58, znajduje się w polu ciężkości, uważanem za jednorodne, 

0 w położeniu r ó w n o w a g i s t a ł e j środek ciężkości u k ł a d u zajmuje po­
cenie możebnie n a j n i ż s z e . Statyczne warunki równowagi są spełnione 
~kże np. w przypadku, gdy środek ciężkości zajmuje położenie n a j w y ż s z e , 

wówczas równowaga jest n i e s t a ł a , czy l i c h w i e j n a . Jeżel i wreszcie 
P r z y każdym ruchu chwilowym środek ciężkości uk ł adu pozostaje w tej 
"arnej wysokości , to równowaga jest o b o j ę t n a . 

?9. R ó w n o w a g a c ia ła obracalnego o k o ł o osi s t a ł e j . Jedynemu 
"Pniowi swobody takiego ciała odpowiada jeden analityczny warunek równo­

wagi sił obciążających, k tóry wyraża , że suma alge-
raiczna momentów tych sił względem osi obrotu 

"lUsi być równa zeru. 
"W" odpowiadające równauie warunkowe nie 

Wchodzą widocznie reakcje osi obrotu, które wraz 
z . o u c i ą ż o n i a m i muszą czynić zadość pozostałym pię-
C l u warunkom. Zadanie staje się statycznie wyzna-
C z a lnem, gdy np. ustalenie osi obrotu jest urzeczy­
wistnione jednem łożyskiem stopowem i jednem szyj­
om (fig. g6). Reakcja bowiem łożyska szyjnego do-

t a r c z a dwu niewiadomych sk ładowych do osi prosto­
padłych, łożyska stopowego zaś oprócz tych dwu jesz-
•̂ e trzeciej, mającej kierunek osi, zwauej przeto „po- Fig. 80. 

OJŻuą". (Razem 6, tj. tyle, ile równań warunkowych.) 
W przypadku dzia łania tylko dwu s i ł obciążających np. P i Q nosi ciało 

°bracalne około stałej osi x często n a z w ę d ź w i g n i , zwłaszcza gdy wy-
'epuje w roli „maszyny prostej". Wtedy warunek r ó w n o w a g i : 

Mom^ P — — M o m x Q 

Wyraża t. zw. „prawo dźwign i" , odkryte przez Archimedesa w postaci szcze­
gółowej, jaka otrzymuje, gdy obie siły leża w płaszczyźnie prostopadłej do 
0 8 1 obrotu: 

Wówczas jest Pa — Qb, jeżeli a oznacza ramie siły 7, zaś b ramie 
» C l ęża ru" Q. 
^ 80. Tarcie statyczne. K ą t i s t o ż e k tarcia. S p ó ł c z y n n i k tarcia. 

oświadczenie poucza, ż e reakcja, jakiej doznaje w stanie równowagi ciało 
ate obciążone, od c ia ła je podpierającego, może zbaczać od kierunku nor-
a l i l u j p łaszczyzny stykania się nawet wówczas , gdy powierzchnie zetknie-

. l a B 1 ę s ą tak oszlifowane, że przedstawiają się jako „optycznie g ł adk ie" . 
^ °u w tych samych zresztą warunkach nie może kąt nachylenia a reakcji 

normalnej przekroczyć granicy zwauej k ą t e m t a r c i a <f. Rozłożywszy 
reakcję J{ n a sk ładową normalną A r i s tyczną T, nazywamy tę o s t a t n i ą 

*a t a r c i a , albo krótko „ t a r c i e m " (statycznem). A zatem: 
T— Ntg a < Ntg <p T (całkowite taicie statyczne). 

ta opisany obrotem ką ta tf dokoła normalnej nazywa się s t o ż k i e m 
r c i a ; war tość z a ś t g ! p = / o s p ó ł c z y n n i k i e m t a r c i a (tig. 87). 
spó łczynnik tarcia okazuje się w dość obszernych grauicach wartości 
'"ku normalnego iV prawie niezależnym od wielkości tego nacisku (jeżeli 
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zachodzi bezpośrednie stykanie się obu ciał s ta łych , czy l i tarcie „na sucho 
przy dość wielkiej powierzchni stykania się). Ten spółczynnik l iczbowy nioże 

b y ć przeto u w a ż a n y w przybliżeniu za stałą charakterys tyczną dla materjałów 
c i a ł t rących i stopnia wygładzen ia ich powierzchni s tykających się nawzaj^ 1 1 . 

Wielkość f0 dla dwu danych materjałów znajdujo ale doświadczalnie, sporzaduiwW 
z jednego matorjalu równię pochyłą a z drugiego płatki) ścianę ciała ciężkiego, które sit; kład^1 0 

na równi, poczem zwiększa się jej nachylenie do poziomu Btopniowo, aż do wartości, V° 
przekroczeniu której ciało się zsuwa. Ta wartość jest widocznie kątem tarcia. 

To doświadczenie poucza zarazem, że tarcie statyczne występuje tylko w takiej w'e 

kości, jaka jest niezbędna do utrzymania równowagi . Gdy ciało spoczywa na płaszczyzn'6 

poziomej tylko pod działaniem ciężaru wlaBnego, to niema wcale tarcia. Natomiast V° ' 
czas ślizgania sic; tegoż ciała po płaszczyźnio poziomej zachodzi taicio o określonej wip J' 
kości podobnież zależnej głównie od nacisku normalnego i dającej się przedstawić w posta"1' 

T=Nf, 
przyczem jednakże spółczynnik / jest mniejszy od fQ malejąc ze wzroBtem prędkość1 

względnej. 
81. Zagadnieniu r ó w n o w a g i z u w z g l ę d n i e n i e m tarcja. Tarcie ułatwi* 

znakomicie urzeczywistnienie równowagi w przypadkach, w których by jŁ'J 
nie mogło być bez tarcia. 

a) T a k np. drabina, oparta o poziomą posadzkę i pionową ścianę, » i e 

mog łaby pozostawać w równowadze przy żadnej skończonej wartości kąt11 

nachylenia a (fig. 88), gdyby nie tarcie. Dzięki tarciu jest równowaga 

i V / X' 

\ \f/¥ ' 
\ ' j 
\'y i W/ 

w 

Fig. 87. Fig. Fig. 89. 

pewniona przy tych war tośc iach u, dla k tórych ciężar drabiny Q (lub wy' 
padkowa z jej obciążeń) trafia zakreskowany czworokąt jako ślad wspólna 
przestrzeni obu stożków tarcia w punktach A i li na płaszczyźnie pionowa 
przechodzącej przez te punkty i zawierającej siłę Q. (Rysunek przedstawi1 1 

skrajne położenie równowagi . ) 
b) Ciało obracalne na przegubie walcowym (fig. 8'.t) by łoby bez tarci* 

w równowadze tylko wtedy, gdyby składowe obciążeń prostopadłe do o S 

obrotu, mia ły wypadkową V 'o kierunku normalnej stykania się c ia ła z czopciUi 
a wiec gdyby ta s i ła P trafiała dokładnie oś czopa. Z powodu tarcia m"^ 8 

ta si ła wraz z równoważąca ją reakcją czopa przegubu zbaczać od norma'' 
nej o kąt a < f, czy l i może mieć względem osi czopa ramie momentu zW*' 
nogo momentem tarcia, które musi być < /• sin y, jeżeli r jest promieniem czop1'' 

Koło o promieniu p = r sin <f = rf* nazywają k o ł e m t a r c i a , a 
czynnik f sin tp <r_/ s p ó ł c z y u n i k i e m tarcia p r z e g u b o w e g o (<' z 0 ' 
p o w e g o ) . D l a k rańcowego momentu tarcia mamy przeto w y r a ż e n i e : 

mf= />sin<p = V V / ' . 

K2. S t a t y k a u k ł a d ó w cia ł s z t y w n y c h . I ' k ł a d y przegubowe p r ę t ó w -
Ł a ń c u c h y i kratownice1). W układzie ciał połączonych ze sobą w jak'; 
kolwiek sposób dają się połączenia określić si lami zalcżnemi od obciążę" 
danych. Siły te jako siły wewnętrzne dla całego uk ł adu znikają z jef? 

') Por. też dz ia ł : „Statyku budowli" 
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warunlcuw równowag i ; natomiast wchodzą w warunki równowagi każdego 
Poszczególnego ogniwa uk ładu , jakie również muszą być spełnione, skoro 
każde z tych ogniw jest w równowadze . Przez zastosowanie równań równo­
wagi do odpowiednio wydzielonych części uk ładu można przeto obliczyć 
8 ' ł y wewnętrzne (reakcje) częściowo lub zupełnie , zależuie od warunków 
statycznej wyznaczalnośc i . W równania równowagi każdej takiej wydzielonej 
C z ę sc i uk ładu wchodzą jako siły wewnętrzne, oprócz danych obciążeń jeszcze 
Wszystkie reakcje od pozosta łych części uk ładu . W szczególnie prosty sposób 
r °związuja się zadania wyznaczenia sił wewnęt rznych w u k ł a d z i e p r z e ­
g u b o w y m p r ę t ó w , jeżeli siły obciążające działają tylko w przegubach. 

.ażdy bowiem z prętów pozostaje wówczas pod dzia łaniem dwu s i l prze-
"'esionych nań przez przeguby, któro dla równowagi muszą dzia łać wzdłuż 
°si pręta i b y ć co do wielkości równe, a co do kierunku przeciwne. Siły 
t e (H i — 5 ) mogą być r o z c i ą g a j ą c e albo ś c i s k a j ą c e (h'g. 90). 

Fig . 90. Fig. 92. 

Dwie części pręta rozdzielone w myśli przekrojem 11' (tig. 90), działają 
[•a siebie nawzajem siłami wewnetrznemi czy l i napięc iami (wysiłami) 6" i — S, 
które również będą albo s i łami rozciągającemi albo też ściskającemu 

Układ przegubowy prętów może być jako całość s z t y w n y m , czy l i 
m_°że mieć postać geometryczną niezależną od sił zewnętrznych, albo też 
" r e s z t y w u y m (jako całość) , a wówczas przybiera postać równowagi za­
rżną od sił zewnęt rznych. W pierwszym przypadku bywa nazywany zwykle 
k r a t o w n i c ą , w drugim zaś ł a ń c u c h e m . Ato l i można także po jmować 
Łańcuch prętów jako k r a t o w n i c e n i e s z t y w n ą , albo nawzajem krato-
u , l i l ' ę juko 't a n o u c h s z t y w u y . 
. W plaskiem zagadnieniu równowagi ł ańcucha prętów, obciążonego 

sdaini piouowemi (fig. 91), którego końce ustalono przegibuie w punktach 
1 znajdujemy wartości sil / ' , , F» 

owiiowugi, traktując, ją jako wielobok sznurowy i kreśląc z dowolnie obranego 
Jeguna O promienie S, 

V I). 
O l i row nok 

tego wieloboku. 

idpowiadające danej postaci 
i kreśląc z dowolnie obranego 

; łe do odpowiednich boków AC, 

^V ten sposób znajdujemy oczywiście lylko stosunki wielkości szukanych 
1 ' i • . Kozwiazanio staje się dopiero oznaczonem, skoro np. suma 

° b c i ą ż e ń "jest dana. 
,.v. ^W-Ufra. W rozpatrywanym przypadku jest każdy z prętów ScitkUnT, a równowaga 
""MB niestała. 

" płaszczyźnie ma ł ańcuch z /( ogniw (u -f- 2) stopnie swobody; po 
' aleniu początku i końca pozostaje jeszcze (» — 2) stopni. Układ, złożony 

t r \ v 1 1 0e?niw o ustalonych dwu przegubach końcowych , jak np. t. zw. „ ł u k 
°J P r z e g u b o w y " (fig. 92), jest przeto sztywny i s t a t y c z n i e w y -

^ ' ' a c . z a l n y (izostatyczny), t. zn. dla każdego obciążenia można z warunków 
. " " " w a g i znaleźć, reakcje w przegubach podporowych. P rzy obciążeniu 
* u jednego ogniwa, np. lewego, silą /', znajdujemy reakcje w .1 i w />' 
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jako boki trójkąta s i l uwzględniając równowagę drugiego ogniwa nieobci?" 
żonego, k tóra wymaga, ażeby reakcje w B i w O leżały na prostej B Ł" 

83. K r z y w a s z n u r o w a . D l a płaskiego uk ł adn sił rozmieszczonych w sposób 
c iągły (jak np. ciężar własny c ięgna, uważanego za ważką linję mate* 
rjalną itp.), przechodzi wielobok sznurowy w krzywą sznurową. W szczególn i e 

w a ż n y m przypadku sił równoległych przedstawiamy je jako ciężary pasko* 
elementarnych pola jednorodnego (fig. 03), ograniczonego z jednej stron)' 

osią prostopadłą do kierunku sił. Pa­
sek o polu t]dx ma ciężar y t ] * * ' 
a zatem siła p rzypada jąca na J e " 
dnostkę szerokości paska (w leg/en1) 

jest proporcjonalna do rzędnej Y). 
Oznaczywszy przez H „o 

dległośo 
b iegunową" od wieloboku sił (mie­
rzoną w podzia łce sil), mamy równa­
nie różniczkowe krzywej sznurowej' 

Fig._93. H- • u 
dxi q 

przy uwidocznionym na rysunku układzie spół rzednych. To równanie określ* 
zarazem postać równowagi c ięgna obciążonego s i łami równoległemi do osi * 
o natężeniu q w odniesieniu do jednostki rzutu c ięgna ua oś A ' . 

W n i o s k i , a) Sk ładowa pozioma nap ięc ia c ięgna obciążonego silan1 1 

pionowemi jest stalą i równa II. 
V) W miejscach uieobciążonych jest krzywa sznurowa prosta, a napiec'6 

c ięgna 8 stale. 
c) Gdy q jest stałe, t. zn. przy obciążeniu równomiernie rozłożonem i e , 

wzg lędu na rzut poziomy c ięgna jest k rzywa sznurowa parabolą o 0 8 1 

pionowej: 

!/ = • '•+Cx 

przyczem C i (!' są stałemi ca łkowania . Parametrem tej paraboli jest iloraz Hji' 
d) Jeżel i w pewnym punkcie c ięgna dzia ła nadto siła skupiona P, t 0 

w krzywej sznurowej powstaje załom (fig. 94), przyczem: 

tg«l 

ponieważ dla równowagi musi być P -
sin Oo = 0. 

• St siu », -\- St 

e) Nap ięc ia końców cięgna, a zarazem reakcje sta­
łych punktów zawieszenia są określone skrajnenii pro­
mieniami wieloboku sił. 

F l g 0 J f) K r z y w a sznurowa jest drugą linją całkową dl* 
linji obciążenia T |=/ '(a;). 

ff) Danej linji obciążenia odpowiada, przy s ta łem II, c o 2 k r z y w y c D 

sznurowych na płaszczyźnie , atoli tylko jedna krzywa przechodząca prze'' 
dwa punkty dane, lub p rzechodząca przez jeden punkt dany i mając* 
w nim styczną daną. 

h) Gdy dane obciążenie ciągle podzielimy na części pionowemi prostem1 

i każde obciążenie częściowe zastąpimy siłą wypadkową, to wielobok sznu­
rowy u k ł a d u sił wypadkowych (odpowiadający temu samemu biegunowi)' 
jest opisany na krzywej sznurowej, a punkty styczności leżą na p ros ty 0 0 

podzia łowych. 
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*) Jeżel i punkty zawieszenia c ięgna są na tym samym poziomie, to skła­
dowe pionowe reakcyj w tych punktach są takie same, jak dla belki po­
kornej o tej samej rozpiętości (i tak samo obciążonej). 

84. Linja ł a ń c u s z k o w a (katenoida) zwyczajna jest postacią równowagi 
C l e g n a jednorodnego, doskonale giętkiego i nierozciągliwego, zawieszonego 
O D o końcami w s ta łych punktach A i B (fig. 95) i pozostającego tylko 
Pod wpływem ciężaru własnego y kgjm. T a postać jest krzywa sznurowa, 
d l a której 

— q dx = Y ds, 

jeżeli d s oznacza długość elementu łuku . A zatem: 

11 + IZ > 
a po zca łkowaniu i wyznaczeniu punktu a 0 , )/0, leżącego na pionowej naj-

H * 

"'ższego punktu łańcuszkowej w odległości tn =— (parametr łańcuszkowej) 

R y m u j e m y : 
tn c m e 

a ' bo dla u k ł a d u spółrzędnyeh o początku w fi (./•„, y0): 

i * 
m 

e •" 
2 \ 

m O h 

(jeżeli Ch oznacza „cosinus hyperbolicus"). 

Fig. 9j. Fig. nti. 

Parametr m ma znaczenie długości c ięgua o ciężarze równym H, tj. 
poziomuj składowej napięcia . Napięcie i ' w dowolnem miejscu c ięgna 
°«reśla r ó w n a n i e : 

8 = T (y — yo)-
. W n i o s e k . Środek ciężkości ł uku łańcuszkowej leży na pionowej prze­

j ę c i a się stycznych w jego końcach . 
85. N a j w a ż n i e j s z e w ł a s n o ś c i wieloboku sznurowego (i krzywej 

laurowej) . 
, . a ) Gdy wykreś l imy dwa wieloboki sznurowe danego uk ładu sił dla dwu 
!*et?0nów O i O' (fig. 96), to odpowiednio boki tych wieloboków prze-

C l l l a j ą się w punktach (<7, h, (•••), l eżących na prostej równoległej do O O'. 
, o) Moment wypadkowej sił danego u k ł a d u względem jakiegokolwiek 

°dka fi na jego płaszczyźnie równa sic i loczynowi odległości bieguuowej 
przez odcinek prostej przechodzącej przez fi i równoległej do tej wy-

' ' dkowej , wyznaczony przez boki skrajne wieloboku sznurowego (tig. 97): 
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M o m R = Rr = Hm, 

Mom ,R R,•' = — // m'. 

To twierdzenie pozwala mierzyć momenty siły R zapomocą podzialk1 

na wykresie uwydatnionym przez zakreskowanie równolegle do R. 
Szczególnie korzystne jest powyższe przedstawienie momentu, g°y 

wszystkie siły uk ładu są równoległe jak np. na fig. 98, przedstawiającej 

Fig. 07. Fig. 98. 

belkę końcem utwierdzoną i obciążoną si łami / ' , , I\ i l\. I łzędna Y) za-
kreskowanego pola, pomnożona przez odległość biegunową / / , daje moment 
wypadkowej sił, leżących po prawej stronie względem odpowiadającego 
punktu ii. Moment ten nosi w nauce o wyt rzymałośc i nazwę m o m e n t u 
z g i n a j ą c e g o daną belkę w przekroju i . ' . Wielobok sznurowy dostarcz8 

przeto wykresu momentów zgina jących . 
S6. K o n s t r u k c j a w i e l o h o k u s z n u r o w e g o , k t ó r e g o p e w n o t r z y bok' 

p r z e c h o d z ą przez p u n k t y dane, polega na twierdzeniu a) w ust. 85. Na­
zwawszy te boki dla wygody przez a, b, c znajdujemy wypadkową //, sil, 
dla których a i b są bokami skrajnemi, oraz wypadkową Rt s : ł , dla k t ó r y ś 
bokami skrajnemi są b i c. Wtedy mamy do czynienia z dwiema silan" 
B{ i li',, k tórych wielobok sznurowy zawiera trzy boki, mające po kole' 
przechodzić przez dane punkty A, B i C (fig. 99). Otóż najpierw kreślimy 

jakiekolwiek dwa boki a i 6' wielohoku sznurowego, prze­
chodzące przez A i B, znajdujemy odpowiadający im bie­
gun O', p rowadząc z początku i końca siły Ą promień ' 6 

równoległe do a' i / / ; a potem kreśl imy przynależny bok 
trzeci <•', k tóry nie będzie wogóle trafiać punktu ('. SkoW 
jednakże poprowadzimy prostą . I /.' i przedłużymy bok <' 
aż do przecięcia się z tą prostą w to przez punkt " 
przechodzić musi na podstawie przyto­
czonego twierdzenia także bok e szuka-
iiego wiehibnku, puczem huki b i u znaj­
dujemy z łatwością. łuno rozwiązanie 
tego samego zadania w teorji luku trój-
przegubowego. 

S". W a r u n k i s z t y w n o ś c i i s taty-
cznej w y z n a c z a ł nońc i ( i zos ta ty -

e/ .ni iśej) k r a t o w n i c y p ł a s k i e j w jej p ł a s z c z y ź n i e . 1 ) Ażeby w węzłów p°" 
łączyć prę tami w figurę sztywną, musi liczba prętów /) wynosić przynaj­
mniej : p'=2io — 3, 
albowiem każdy nowy węzeł ustala się przez połączenie go dwoma prętaW 
nie leżącemi na jednej prostej) z dwoma innemi węzłami , a tylko pierwsze 
(trzy węzły tworzące trójkąt wymaga ją nie 6 = 2 . 3 , lecz tylko 3 prętów 
fig. 100). Kratownica, zbudowana w ten sposób i tworząca figurę złożou*! 

F,g. 99. Fig. 100. 

') PntJ art. 87—01 por. też dział: „Statyka budowli". 
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z szeregu trójkątów, nigdzie się nawzajem nie nakrywających , nazywa sie 
k r a t o w n i c a p r o s t a . Jest ona sztywna, oraz statycznie wyznaczalna, 
czyli 

i z o s t a t y c z n a . Jeżeli bowiem na węzły tej kratownicy działają 
f"y zewnętrzne P , , P 2 . . . , czyniące zadość trzem warunkom równowagi , 

°nieeznym do unieruchomienia całości , to wyciąwszy w myśli każdy 
"Czet z osobna i zastąpiwszy połączenie s i lami wewnetrznemi w prę tach , 
°trzymujemy dla każdego węzła 2 równania równowagi . Kazem tedy 
"jamy 2 w równań , w k tórych j ednakże tkwią jeszcze owe 3 warunki 
r ° w i i o w a g i s ' ł zewnętrznych. Do wyznaczania p niewiadomych sił wewnę-

r z » y c h w. prę tach pozostaje więc M w — 3 równań, czy l i tyle, ile koniecznie 
potrzeba. Że te równan ia są zarazem wystarczające , ł a two się przekonać 
* każdym poszczególnym przypadku, rozwiązując je wykreślnie , czy l i kre-

ąc dla każdego węzła zamknię ty wielobok sił. W tym celu trzeba roz­
poczynać, od węzła, w k tórym się schodzą tylko dwa pręty, co jest zawsze 
"'ożliwe u kratownicy prostej. 

. Ody kratownica nie jest prosta, może warunek p = 2 te — 3 okazać sie 
Niewystarczający. Jeżel i w kratownicy płaskiej jest p <i u< — 3, to krato­
wnica jest oczywiście niesztywna, jeżeli zaś p > 2 w — 3, to jest przoszty-
Wiiona, czy l i (wewnętrznie) statycznie niewyzuaczalna (por. dz i a ł : „S ta tyka 
»04owli"). 

88> P i l i l i s i l jako figura „odwrotna" względem planu kratownicy prostej 
H r a z z s i łami zewnętrznemi. T a k i plan jest wielce dogodnem połączeniem 

wszystkich wieloboków sił równoważących się na­
wzajem w skażdyni węźle z osobna. Jego kreślenie 
u ła twia regu ła Ho w 'a , wynika jąca ze stwierdzenia, że : 

1. „ P l a n kratownicy" i „plan s i ł" zawierają tę 
samą l iczbę prostych, przyczem każdej prostej je­
dnego planu (osi prę ta lub sile zewnętrznej) od­
powiada równoległa do niego prosta planu drugiego 
(siła wewnę t rzna lub zewnętrzna) . 

2. Proste każdego z obu planów dzielą płasz­
czyznę na tą samą ilość pól. 

3. Prostym otaczającym pol 
odpowiadają proste wychodzące z jednego 
na planie drugim i odwrotnie. 

Wobec tego przed kreśleniem 
planu sił dla danego planu kra­
townicy (fig. 101) oznaczamy 
wszystkie pida np. literami a, 
/), c. .. a węzły np. cyframi 
rzymskienii / , / / , III . . . Roz­
poczynając teraz kreślić plan sił 
od węzła 7, ponieważ w nim 
schodzą się tylko 2 pręty, ozna­
czamy pole trójkąta sił / ' , , .S',, 
<S'5 również przez / ; wierzchołek 
zaś tego trójkąta, utworzony 

literą ./', albowiem pręty 

ua jednym planie 
punktu 

Fig. 102. 

prz. Sr„ oznaczamy otaczają 
? 6 / na planie kratownicy itd. Po wykreś leniu planu sił odróżniamy 
' V wewnętrzne ściskające np. przez zgrubienie lub podwojenie l inij ua planie 
ratownicy. (Kreślenia strzałek unika sie, ponieważ każda si ła Sj na planie 

Przedstawi a dwie siły wewnętrzne , jakiemi pret dzia ła na swoje przeguby 
h ° " c o w e ) . 
, .89. S p o s ó b ( ' u l n u u i i u i . Kratownica prosta da się zawsze podzielić na 

V l e Części przekrojem przecinającym nie więcej jak trzy pręty (nie schodzące 
Sie jednym węźle), np. 1, 2, S na fig. 102. Rozpatrując równowagę 
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np. lewej odciętej części kratownicy, mamy do czynienia z warunkami 
równowagi wypadkowej R sił zewnęt rznych na tę część dz ia ła jących z na­
pięciami Su S2, Sa, które określają działanie drugiej części na część roz­
pa t rywaną . Równowaga tych czterech sił wymaga, aby wypadkowa dwu 
z nich, np. R i Su k tóra musi przechodzić przez znany punkt j5, leżała na 
tej samej prostej, co wypadkowa dwu pozostałych, tj. i>2 i Ss, przechodząca 
przez a. Kierunek a [3 wyznacza przeto linje dz ia łan ia W obu wypadkowych, 
co pozwala natychmiast wykreśl ić czworokąt sił (tig. 102), rozpoczynając od 
Si || 1 aż do przecięcia się z kierunkiem W i td . 

9 0 . S p o s ó b H i t l e r ' a . Podzieliwszy kra townicę na dwie części przekrojem 
przecinającym pręty 1, 2, 3, nie schodzące się w jednym węźle (fig. 103) piszemy 
warunek momentów dla części rozpatrywanej, przyczem obieramy środek 
momentów tak, aby równanie zawierało tylko jedną niewiadomą. Chcąc więc 
znaleźć siłę wewnętrzną 6', w pręcie 1 obieramy środek momentów w a, 
gdzie przecinają się pręty 2 i 3. Warunek momentów daje: 

R r -f- 8j r, = 0, czy l i = — R —. 

Znak — wskazuje, że siła S, jest skierowana ku węzłowi / , czy l i że 
jest siłą ściskającą pręt 1. 

D l a obliczenia siły .V3 trzeba środek 
momentów obrać w y ; zaś dla siły 
S2 w punkcie przecięcia się osi prę­
tów 1 i 3. Z tego widać , że sposób 
Kittera zawodzi niekiedy, jeżeli środek 
momentów wypada, jak w tym przy-

Fig. 103. F ' g . 104. k ładzie , poza granicami rysunku, albo 
nawet w przypadku równoległości prę­

tów 1 i 3 — w nieskończoności . W tym ostatnim przypadku stosuje się 
często z korzyścią warunek rzutów zwłaszcza gdy wypadkowa R jest pio­
nowa, a prę ty 1 i 3 poziome (fig. 104). Warunek rzutów na oś pionową 
daje w ó w c z a s : 

»S\. cos a — li' ««o 0, czy l i .S'a = R sec a. 

91. W a r u n k i s z t y w n o ś c i i s t a tyczne j w y z n a e z a l n o ś c i k r a t o w n i c y 
p r z e s t r z e n n e j . Każdy nowy węzeł ł ączy się sztywnie z resztą kratownicy 
zapomoca 3 prętów nie leżących w jednej płaszczyźnie. Tylko pierwsze 4 węzły 
wymagają do sztywnego połączenia w czworościan nie 12 = 3 . 4 prętów, 
lecz tylko G (tj. 0 0 mniej), a zatem l iczba p r ę t ó w ^ musi czynić zadość równaniu : 

p — 3 w — 0. 
Jest to warunek konieczny sztywności i statycznej wyznaezalności (we­

wnętrznej) kratownicy przestrzennej. Pędzie on zarazem wystarcza jącym 
przedewszystkiem w przypadku kratownicy prostej utworzonej przez kolejne 
dołączanie czworościanów (por. d z i a ł : „S ta tyka budowli" , Kratownice prze­
strzenne). 

IV. Kinetyka. 
A. Zagadnienia kinetyki punktu materjalnego. 

92. R u c h p i o n o w y w p o l u c i ę ż k o ś c i u w a ź a n e m z a j ednorodne . 
a) Równanie ruchu bez uwzględnienia oporu powietrza napiszemy w postaci: 

m l [ ? ' - ± m ( J ' a l b ° f f " " * * 
przyczem znak -f- odpowiada osi dodatnich z skierowanej w dół, a znak — 
w górę. Przyjmując c jako wartość prędkości skierowanej w górę w poło­
żeniu początkowem z =-0, otrzymujemy z pierwszego c a ł k o w a n i a : 
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d z 

v = — = c - g t , 

z drugiego z a ś : z — ct "̂tf'2) 

jeżeli z l i czymy dodatnio w górę. Punkt wznosi się ruchem jednostajnie 

zwalnianym, aż jego początkowa energja kinetyczna " zamieni się na 

potencjalną itigh, a prędkość v stanie się równa zeru. C z a s w z n o s z e n i a 

się jest przeto równy ' i = — , a w y s o k o ś ć w z n i e s i e n i a się h= ~—. 
9 " .1 

Jest to największa wartość , j aką osiąga z, jak wynika z powyższego równania . 
Od tej chwi l i <i rozpoczyna się swobodny'spadek i dla t — '2t1 otrzymujemy 
znowu z = 0, a » = — c = — "V' "igh, c zy l i punkt wraca z prędkością o tej 
samej wartości , z którą wyszedł . 

V) Z u w z g l ę d n i e n i e m o p o r u p o w i e t r z a lub innego ośrodka jedno­
rodnego, będzie równaniem spadania: 

jeżeli k oznacza spółczynnik oporu proporcjonalnego do kwadratu pręd­
kości. War tość k znajdujemy empirycznie obserwując tę prędkość spadku v" 
przy której ruch staje się jednostajnym, czy l i mg — kr0

a = Q. 
fe-'t.„._ . , mg • ,-!• j-'>-

Stąd A; = — 
"o i 

a równanie ruchu przybierze pos tać : 
d*s I. V1 

Całkowanie daje v = v0 

2 gs 

z czego widać , że prędkość zdąża asymptotycznie do prędkości jednostajnego 
spadania r 0 , którą teoretycznie osiąga dla s — cc. A to l i po przebieżeniu drogi s, 

kilkakrotnie większej od - ~ staje się różnica między o a r 0 znikomo 
*g 

m a ł a , tak iż przy stosunkowo znacznych spółczynnikach oporu, jak ich do 
znają np. krople deszczu w powietrzu, albo ziarnka piasku w wodzie, ob­
serwujemy j u ż po spadku z niewielkiej wysokości ruch praktycznie jedno­
stajny. 

Z powtórnego ca łkowania wyn ika : 

S = ^ l o g n a t - M e l o +<= "» = — log nat C h ^ - . g ° 2 \ I g " v0 

93 . W a ż k i punkt materjalny na r ó w n i p o c h y ł e j porusza sic w płasz­
czyźnie równi jak swobodny pod wp ływem wypadkowej siły ciężkości mg 
i reakcji równi, k tóra bez tarcia ma kierunek normalnej do równi. Si ła 
poruszająca m a wtedy wartość m g sin a i kierunek największego spadku na 
płaszczyźnie równi. Keakcja i V = mgcoa a. To samo otrzymujemy rozkładając 
siłę ciężkości mg na . sk ładową normalną i s tyczną do równi , ponieważ 
sk ładowa normalna jest zniesiona reakcją, a tylko styczna wytwarza przy­
spieszenie ci — g sin a (tig. 105). 

59 



10(18 Mechanika ogólna. 

czy l i 
prostej 

Bez prędkości początkowej jest tor punktu materjalnego prostą nachy l 0 1 1 ' 
do poziomu pod kątem a, a ruch odbywa się ze stałem p r z y ś p i e s z e ń 1 ^ 
a = g sin a. Tak samo ma się rzecz, gdy prędkość początkowa ma kiorunek 
owej prostej. 

.leżeli pomiędzy punktei ntoi-jalnyni a równin zachodzi tarcie przy Stafflj 
wartości spółczynnika tarcia /', wówczas przyśpieszenia a spadku po prostej 
nachylonej pod kątem a1) określi równanie ruchu : 

ma = m g sin ot — J V / = m g siu a — mf. g cos ot, 
a — g (sin a — f cos a). 

Przy ruchu zaś w górę po tejże 
ma przyspieszenie w a r t o ś ć : 

a — — g (sin a-\-f cos a). 

94. R u c h ważkiego punktu materjW" 
nego po okręgu pionowym. Waha'"" 
proste matematyczne. Oznaczywszy prze*J 
długość łuku mierzonego od 

najniższego 
punktu jako położenia równowagi stałej, * 
przez - i odpowiadający kąt środkowy (fig. 10")' 
otrzymujemy bez oporów równanie ruchu: 

d*<? g , 
- sin tp. 

Fig. 106. Fig. loti. 

i/l-
= — g sm l I 

•Jego pierwszą ca łkę znajdujemy najprościej z zasady zachowania onerg.]'-
Obrawszy poziom porównawczy (odpowiadający zeru energji potencjalnej! 
na wysokości ś rodka kola mamy: 

§f ) W - 2 ;/ / (1 — cos -f), 

najniższym punkcie. IM tej warto.ic l jeżeli r0 oznacza wartość prędkości w 
zależy ogólny charakter ruchu: 

1. ( idy /•„'->• 2 gh, przyczem h = 2 l (średnicy kola), to v nie staje W" 
zerem przy żadnej wartości kata a ruch odbywa sie po jednom pó łk 0 ' 1 1 

oddzielonem pionową średnicą z dołu ku górze z prędkością malejącą, a P" 
drugiem w dół z prędkością rosnącą, poczem powtarza się identycznie w m e ' 
sk.uiezoność. Punkt obiega okrąg z prędkością okresowo zmienną w 

tytf 
samym kierunku. 

2. Gdy »„* <2gh — igl, 10 prędkość staje się zerem w dwu po ' 0 ' 
żeniach odpowiadających <p + a, przyczem a otrzymujemy z waru1 1 ' ' 1 ' 

r 0

ł = 2 gl (1 — cos a). 

Bach n u t wówczas charakter w a h a d ł o w y czyl i odbywa sic lam i napoWf"' 
po luku odpowiadającym kątowi 2 <z. Przy bardzo ma łym kącie amplitudy | 
(czyli ma łych odchyleniach) można z wielką dokładnością zastąpić sm r 
pr/.ez y i napisać równanie ruchu nieskończenie małych wahań w postać1-

d%* M 
dt* l 

określającej 
wahnienia 

według art. 4ó prosty ruch harmoniczny o okresie (podwojneg <-ol 

niezależnym od amplitudy. 
V 

') Hownyin kittowi nachylonia płaszczyzny. 
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Dla wielkich odchyleń znajdujemy dokładnie po ł a twem przekszta łceniu: 

stad po rozwinięciu 
(Podwójnego) w a h u i e n i a : 

7 

(ca łka eliptyczna), 

T = 2 r t V-1 + 

t r w a n i e (okres) j e d n e g o p e ł n e g o 

„ a . / 1 3 \ 2 . , a . 
a Y + \YTJam ^ + 

i 
9 L ' V « , 

Te wahnienia nie są j uż izochroniczne, jak wahnienia nieskończenie 
m » ł e , lecz zależą od kąta amplitudy a. Skoro j ednakże a g 8°, to Ttl < 1,0012 Z 1 , . 
, W a h a d ł o s e k u n d o w e tj. takie, dla którego 7'0/2 = 1 sk, ma długość 

W Warszawie, gdzie y = 9,8122 »i/sfc2, jest i , == 0,9943 m. 
. Reakcja okręgu jako toru, albo napięcie n ic i łączącej punkt inate-

rjalny ze środkiem O, ma wartość : 

R = my cosy + ml[^dt 

95. W p ł y w obrotu ziemi na ruch w a ż k i e g o punktu materjalnego. 
? powodu obrotu ziemi w układzie bezwzględnym z prędkością kątową 
ta = 0,000 073 s k " 1 porusza się punkt materjalny względem u k ł a d u stale 
Połączonego z ziemią tak, jakby n a ń oprócz siły 
c'C*-kośei względnej m y dz ia ła ła nadto przeciwnie 
wzięta siła Coriolis 'a 2 m ru, tu sin (t> , ib). 

Dostrzegalne skutki siły Coriolis 'a wykazano np. 
" i l spadku swobodnym ze znacznej wysokości . Punkt 
jnaterjalny zbacza od pionu na wschód, a wielkość 

'.boczenia obliczamy z dostatecznem przybliżeniem 
Fig. 107. 

W y j m u j ą c wartość prędkości pionowej v. — y t. Wektor prędkości kątowej 

°orotu 

ziemi OJ tworzy z cz kąt ^ <f j (fig. 107), a zatem przyśpieszenie 

""Oriolis'a jest ski erowane poziomo na zachód i ma wartość 2 p ui cos ' i . 
^"rawszy oś .V skierowaną ku wschodowi otrzymujemy: d"i 

• 2 yt la cos cs, 
dt1 

0 1'rzybliżone równan ia ruchu. 
Całkowanie daje: 

a* z 

dt-

cos (f, y - = 0, = = ^yt* 

Zboczenie 
"'•'•''okości 

wschodnie x wynosi np. dla wysokości spadku 15S,8 in i 
graficznej <p - 50° 53' (doświadczenie Reich'a w kopalniach 

""tach w r. 1831), obliczone przy pomocy powyższych wzorów X = 2,75 cm. 
r u c h u nieswobodnym punktu materjalnego w płaszczyźnie poziomej 

"odzi w grę pozioma sk ładowa siły Coriolis 'a. Jej war tość jest niezależna 
°d azymutu prędkości względnej v i równa sie 2 m r <o sin tp. Kierunek od­
powiadającej poziomej składowej siły dodatkowej — ni tt dla pat rzącego 

v aierunku prędkości wskazuje na półkuli północnej na prawo, na połu-
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1070 Mechanika ogólna. 

dniowej zaś na lewo. Wskutek tego np. pociąg j adący na północnej półkul' 
wywiera boczny nacisk na prawą szynę nie przekraczający jednakże przy 
v — 30 m/sk w naszej szerokości '/sooo ciężaru piouowego. 

B . Kinetyka u k ł a d ó w mater ja ł nych. 

Rzeczywiste c ia ła materjalne lub ich zespoły, czy l i wogóle u k ł a d y w*" 
t e r j a l n e rozpatrujemy pod postacią dwu modeli teoretycznych: albo jak" 
uk łady skończonej lub nieskończonej l iczby punk tów materjaluych, alb° 
też jako utwory geometryczne wypełnione materją ciągłą. W najogólniej ' 
szych rozważaniach mechaniki stosujemy zwykle model pierwszy; w mecha­
nice p łynów i sprężystych ciał s ta łych a także mater ja łów sypkich posłu­
gujemy się nadto z korzyścią modelem drugim i traktujemy te c ia ła jak 0 

continua materjalne. 
C i a ł o s z t y w n e można uważać za uk ład punktów materjaluych o n i e ' 

zmiennym ustroju geometrycznym, czy l i n i e o d k s z t a ł c a l n y . W o D ° 
modelach ważną rolę gra dok ładne rozróżnianie sił zewnęt rznych od we­
wnęt rznych , jakkolwiek siła wewnęt rzna w jednem zagadnieniu może si§ 
s tać zewnętrzną w innem. Tak np. grawitacja pomiędzy c ia łami uk ł adu sło­
necznego, rozpatrywanego jako całość, stanowi siły wewnętrzne uk ładu , nato­
miast przy badaniu ruchu uk ładu z iemia—księżyc określa przyciąganie prze* 
słońce obu ciał siły zewnętrzne, a i ch wzajemna grawitacja siły wewnętrzne. 
W uk ł adz i e : rura dz ia łowa z pociskiem wewnątrz podczas wybuchu nabój" 
są s i łami wewnę t rznemi : prężność gazów wybuchowych i tarcie między 
rurą a pociskiem; zewnętrznemi z a ś : siła ciężkości i nacisk sprężyny prze­
noszącej reakcję wyst rza łu na lawetę . W poruszającem się ciele sprężystem 8? 
si łami wewnęt rznemi naprężenia (napięcia) . W nowoczesnych pojazda0" 
mechanicznych (parowóz, rower, samochód itp.) występują jako siły zewnę­
trzne : siła ciężkości, reakcja tarcia kół napędowych o podłoże, opór toczeń"1 

się kół i opór powietrza; zaś jako siły wewnętrze , np. w parowozie: prC' 
żuość pary, tarcie w łożyskach osi, nacisk w krzyżulcu , czopach korbowych tt0, 

96. Zasada pracy i energji. Jeżel i Ą = i i ! mi c 2 oznacza energj? 

kinetyczną uk ładu punktów materjalnych m, o prędkościach c( w położen" 1 

obranem za początkowe, E = - i - £ m1',2 energję k ine tyczną w jakimkolwiek 

późniejszem położeniu uk ładu , Lw p racę sił wewnęt rznych , Ez p racę <*' 
zewnętrznych uk ładu , wykonaną podczas ruchu pomiędzy temi dwoma P°' 
łożeniami, w ó w c z a s : 

E - E 0 = L = LUI + L„ 

czy l i s ł o w a m i : E n e r g j a k i n e t y c z n a j a k i e g o k o l w i e k u k ł a d u m 1 1 " 
t e r j a l n e g o w z r a s t a ( w z g l ę d n i e m a l e j e ) p o d c z a s r u c h u o w i " ' ' 
k o ś ć p r a c y w s z y s t k i c h s i ł z e w n ę t r z n y c h i w e w n ę t r z n y " " 
u k ł a d u (zależnie od tego czy ta praca jest dodatnia, czy też ujemna). 

(idy si ły uk ł adu mają potencjał , a Uu i U oznaczają odpowiada ją 0 0 

wartości energji potencjalnej uk ł adu (tj. sumy algebraicznej energij poten­
cjalnych wszystkich punk tów materjalnych uk ładu) w obu jego położenia 0 ' 1 ! 
to z powyższego równania otrzymujemy: 

E + U = E 0 + V 0 = s ta łe j , 

c z y l i : W p r z y p a d k u s i ł ( z e w n ę t r z n y c h i w e w n ę t r z n y c h ) , p°* 
c h o d z ą c y c h o d p o t e n c j a ł u , c a ł k o w i t a e n e r g j a (tj. s u m a en­
e r g j i k i n e t y c z n e j i p o t e n c j a l n e j ) u k ł a d u p o d c z a s r u c h u za­
c h o w u j e w a r t o ś ć s t a ł ą . 

Uwaga. W zagadnieniach technicznych wyatępują zawsze obok sil pochodzących od po­
tencjału, ożyli sil aaohowawezych, także siły innego rodaiaju (juk tarcio, opór powie*" 
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Zasady pracy I energji. — Zasada d'Alembcrta. 1071 

JjO *wanc siłami r o z p r a s z a j ą c e m i (onergjo). Wskutek tego całkowita energja układu 
h h

y ? i & podczas ruchu o wartość" pracy sił rozpraszających. Ten ubytek idzie oczywiście 
koszt onergji kinetycznej. Nazwa sił rozpraszających pochodzi Btąd, ponieważ strata 

tG-erfeTji meehanicznej jest ze Btanowiska fizyki pozorna i polega właściwie na zamianie 
J Bnergji na inna post ić\ w ostatniej instancji na zdążającą do rozproszenia w przestrzeni 
"erKJ0. cieplną. 

97. Ważniejsze zastosowania z a s a d y p r a c y i energji polegają na 
b m i że przy ich pomocy można w niektórych przypadkach znaleźć ła two 

rt>ch uk ładu pod wp ływem danych sił czynnych. N p : 
O b r ó t c i a ł a s z t y w n e g o o k o ł o s t a ł e j o s i z pominięciem tarcia 

w Rżyskach pod wpływem jakichkolwiek sił czynnych 1\. P rzy chwilowej 
Pr?dkośei kątowej u> i momencie bezwładności 1 względem osi obrotu, jest 

wartością euergji kinetycznej tego c ia ła . Stosując zasadę pracy dla nieskoń-
ezenie ma łego przyrostu energji kinetycznej w czasie dt, otrzymujemy 
'Ważywszy, że praca reakcyj łożysk i sił wewnęt rznych jest równa zeru, 

/ o> dtu = 311 w dt, 
jużeli 2J1 _ v Mora 0 j P . oznacza ogólny moment sił czynnych względem osi 
o b r o t u . Stad 

_ 6?Oi TO 

E - dt ~ / ' 
czyli 

przyśoieszenie kątowe równa sie ilorazowi z momentu sił czynnych 
Względem osi obrotu przez moment bezwładności c i a ł a względem tejże osi. 

98. Zasada d'Alemberta sprowadza zagadnienie ruchu u k ł a d u mate-
Jalnego pod wpływem danych sił dz ia ła jących do zagadnienia równowagi 

a a podstawie następującego rozumowania: Siły zewnętrzne 1\, działające na 
Punkty m . u k ł a d u materjalnego, nie wywołują wogóle takich przyśpieszeń 
tych punktów, jakieby zachodzi ły , gdyby te punkty mi by ły swobodne 
' zupełnie niezależne od iuuych punktów materjalnych uk ł adu . A to l i w myśl 
zasadniczych praw dynamiki można t rak tować każdy z punktów uk ładu mj 

J a ko swobodny, ale pozostający pod wpływem nie tylko danej siły P ( , lecz 

'akże pewnej siły W- zastępującej więzy nałożone punktowi »i ( i siły 

(zewnętrzne) , k tóremi działają nań inne punkty materjalne uk ł adu . Obie te 
Siły 

Udzielają punktowi m przyspieszenia a . To .przyspieszenie rzeczywiste 
a a ł o b y 

się oczywiście zuieść działaniem na punkt m . siły fikcyjnej 
j 5 5 " ' — W . O . . Nazywamy ją s i ł ą (albo o p o r e m ) b e z w ł a d n o ś c i . 

^ każdem przeto położeniu poruszającego się uk ł adu materjalnego (fikcyjne) 
' v bezwładności równoważą się z siłami zewnętrznemi, o ile siły wewnę-

rzne same. się nawzajem zuoszą. Tak się rzecz ma w przypadku cia ła 
, ywnego lub uk ł adu c ia ł sztywnych połączonych ze sobą przegubami bez 

r ( n a , niciami nierozciągl iwemi itp. W innych przypadkach należy do sił 
zewnętrznych oddzielnych punktów materjalnych uk ładu zal iczyć nadto te 

y Wewnętrzne, k tórych praca przygotowana jest różna od zera. 
Zasadę d'Alemberta wyrażamy przy pomocy zasady prac przygotowanych 

z n a n i e m : 
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1072 Mechanika ogólna. 

albo przy zastosowaniu metody auali tycznej: 

= 0. 

Wniosek. Dwa układy sił działających na ciało Bztywne, które są równoważne statyczni0' 
są zarazem równoważne kinetycznie, t. zn. wywołują ten sam ruch ciała swobodnogo l ° 
stanu spoczynku. 

P r z y k ł a d y . 1. Przy ruchu p o s t ę p o w y m ciała sztywnego swobodnego poruszają s l ' : 

wszystkie jego punkty z tern Barnem przyśpieszeniem «. Odpowiadająco równoległe B ^ 
bezwładności mają wiec wypadkową 2 m.- a = Ma. która przechodzi przez środek masy ci**11. 

Dlatego siły zewnętrzne, ruch taki wywołujące, muszą mieć również wypadkową, pr i ! e* 
chodzącą przez środek masy ciała o wielkości Ma. 

2. Przy ruchu obrotowym ciała sztywnego osadzonego na stałej osi w łożyska*^ 
A i U ma Biła bezwładności każdego punktu m- ciała składową styczną (do * 0 ' 
o promieniu (f-t jakie opisuje ten punkt) i składową normalna. Pierwsza, tj. s tyczna si*ft 

b e z w ł a d n o ś c i ma wartość m- QJ t; druga zaś zwana znowu s i ł ą o d ś r o d k o ^ ' -
(z powodu formalnej identyczności z piłą odśrodkową w dwu pierwszych znaczeniach) j c S * 
równa m^Q^tu> (jeżeli 0>~~JJ* £ = - y r £ - ( oznaczają odpowiednio prędkość i przyśpioszeni6 

kątowe). Siły odśrodkowe są w ogólnym przypadku zrównoważone odpowiedni0^' 
reakcjami JożyBk. Styczne siły bezwładności dają ogólny moment względem osi obro*u 

o wartości 2mjpfe = Ie, który się znosi z momentem sił czynnych względem tej^8 

osi oznaczonym już poprzednio przez. Wł. Stąd równanie ruchu obrotowego, 
prowadzone w art. 98 z zasady pracy. Zastosowanie zasady d'Alembert'a przedstaw^ 
w naszem zadaniu tę korzyść, że pozwala wyznaczyć takżo reakcje łożysk z warunWl 
równowagi tych reakcyj z danemi silami zewnętrznemi i siłami bezwładni i śc i . Ogra"1* 
czając się do przypadku, w którym niema sił zewnętrznych, widzimy, że do utrzymań' 
obrotu jednostajnego około danej osi Ali wystarcza równowaga sił odśrodkowych z rea»' 
cjami tożysk (oczywiścio z pominięciem tarcia). Układ sił odśrodkowych sprowadza 9 1 • 
metodami podaueini w statyce do jednej siły R = MfQco*, tj. siły odśrodkowej całej m*i 
ciała pomyślanej w jej środku (o promieniu r„) i do jednej pary (C, — (/) (lig. 108) w pl&9£ 
czyźnie przechodzącej przez oś obrotu o momencie Wc = CDyjH~k) co"1 (przyczem j * 
oznaczają wektory jednostkowe na osiach riZ prostokątnego układu związanego z ciał0"1' 
którego osią A'jest oś obrotu; Dy zaś i 1>Z są odpowiadającemi momentami zboczeni*' 

W szczególnym przypadku ro=0, tj. gdy o ś obrotu przechodzi przez środek ci8**» 
staje się H = o, ale pozostaje jeszcze para sił , chyba, żo jednocześnie jest Ii,, i IK ^ 
czyl i gdy oś obrotu jest główną osią bezwładności. Wtedy i tylko wtedy siły odśrod" 

kowe nawzajem się znoszą, a zatem obrót jetln0" 
st.łjny zachodzi bez reakcyj w łożyskach. Taka °* 
jest swobodna osią obrotu ciała sztywnego. 

3. W a h a d ł o f i zyczne , jest to jakiekolwi0^ 
ciało sztywno obracalno około poziomej stałej o B 

nie przechodzącej przez jego środek masy i p<>r"* 
szające się „wahadłowo" pod wpływem samoj tyl*0 

s i ł y ciężkości. Moment siły ciężkości My WrtJS 
dem osi obrotu = — Mg . a sin <p, jeżeli a oznap* 

FiIS- 108. Fig. 109. odległość środka ciężkości S od osi obrotu, efti V 
kąt odchylenia (tig. 10y). Równanie ruchu 

d1 ff Mg . a siu <j> 
~dF I 

różni nię od r ó w n a n i a rnclm wahadła matematycznego O długości ł: 

sin tp 

tylko postacią stałego spółczynnika. Prawo obu ruchów będzie jednakowe skoro ol>ad*v» 

spółczyuuiki będę, sobie równe, czyli gdy ~ — i . Obliczona z tego warunku dług0** 

waliadła matematycznego wyznacza na przedłużeniu 0SO punkt V wahadła fizye/neg°> 
zwany ś r o d k i e m w a h n i e n i a . Odległość 

G4 



Zasada ruchu środku, ni asy i zasada pól. 1073 

aiłf6'* ^ = Mv"1) nazywa się d ł u g o ś c i ą s p r o w a d z o n ą danego wahadła fizycznego 
'PÓWiem okr<!a jego pełnego wahniema (przy bardzo małym kacie amplitudy a) wyraża 

8 1 ft wzorom: 

\ g > Mg .u 

Przy pomocy twierdzenia /. teorji momentów bezwładności Isss 10Ą~Mtt* łatwo dowieść, 
e zawiesiwszy wahadło na osi równoległej do pierwotnej i przechodzącej przez środek 

W a'inienia 0 otrzymujemy znowu ten sam czas wahuionia, chociaż, zmieniła Bię odlogłość 
"oka ciężkości od osi obrotu. 

Z warunków równowagi sił bezwładności z ciężkością i reakcjami osi obrotu nie 
f udno teraz wyznaczyć to ostatnie, 

. 'JO. Zasada mchu środka masy i zasada pol, czyli zasada momentów 
"Ości ruchu (pędów). Siły wewnętrzne jakiegokolwiek uk ł adu materjalnego 
n 'e wpływają na ruch środka masy tego uk ładu , który odbywa się tak, jak 
r0eh punktu materjalnego o masie (M = £ mj) równej całej masie uk ładu 

P-d działaniem wszystkich sił zewnętrznych P. u k ł a d u przeniesionych do 
Ikodka masy. 

.1/ 
dt" albo — (M t>„) -• 

J©żoli i l / c 0 S w t j f • (r0, v0 promień wektor i prędkość środka masy uk ładu) . 

Dowód wynika z dodania równań ruchu wszystkich puuktów materjalnych 
okładu, ponieważ suma sił wewnęt rznych równa się zeru. Podobnież 
Uwzględniając, że geometryczna suma momentów sił wewnęt rznych uk ł adu 
J b s t dla każdego środka momentów O równa zeru, znajdujemy ła two ró­
wnanie : 

—— ̂  Moin, 
dt ^ ' 

V Mo P. 

Dla wygody wysłowienia t. zw. z a s a d y p ó l wyrażonej powyższem ró­
wnaniem, nazwiemy sumę geometryczne momentów ilości ruchu względem 
Punktu 0, czy l i S Mom0 mtT{ 'sa K, k r ę t e m uk ł adu . A zatem: 

Dla dowolnie obranego punktu przestrzeni 0 jest prędkość zmiany (po-
bodna względem czasu) krę tu jakiegokolwiek uk ł adu materjalnego (ge­

ometrycznie) równa ogólnemu momentowi sił zewnętrznych tegoż uk ł adu . 
Posługując się metodą anal i tyczną otrzymujemy z po­

wyższego równania wektorowego trzy nas tępu jące : 

d 
dt 
d_ 

'dt v 
Z. ///. 

''//, 
dt Z' dt 

dzt 

~dt~X> ~UT 

~dT-y< dt l(Yx, - A ' , - / , ) . ii - mi 

, Wyraź enia w nawiasach po lewej stronie mają proste 
^"•aczenie kinematyczne, albowiem przedstawiają po-

w»ji ic predkośei wycinkowe rzutów punktów m- na odpowiadające plasz-
' i z i i y spółrzednych (fig. 110). Tern się t ł umaczy nazwa „zasady pól" . 

. K ' 0 . S z c z e g ó l n e p r z y p a d k i i p r z y k ł a d y z a s t o s o w a n i a z a s a d y r u c h u 
"dkn, musy i z a s a d y p ó l . Pierwsza zasada, wyrażona drugiem z równań 

*Ja Początku art. 99, daje się także wysłowić w postaci: P rędkość zmiany 
n - ( ' u jakiegokolwiek uk ł adu materjalnego równa się wypadkowej s i l ze-
^b-etrziiych uk ładu . (Przez pęd u k ł a d u rozumiemy przytem sumę £*». r 

U r y l a , Podręcznik inżynierski. VI. 70 65 
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równą M ru, tj. pędowi całej masy skupionej w środku masy i poruszającej 
się z prędkością tego środka.) 

W przypadku gdy niema sił zewnętrznycl i , albo gdy i i ]'• — 0, j e 8 ' 

.1/ c 0 = stałej , czy l i środek masy uk ładu porusza się jednostajnie i prost"' 
linjowo, albo w szczególności jest w spoczynku. 

Przykłady. 1. D w a cia ła o masach Jf , i M2 są w ruchu postępowy" 1 

prostolinjowym ze stałemi prędkościami i\ i Pj. To dowodzi, że siły z e" 
wnętrzne na nie działające albo się zuos/.ą, albo też ich niema wcale. Skoro 
te c i a ł a podczas ruchu się zderzą, to powstają między niemi wewnętrzne 
siły uderzenia, które sprawią, że ich prędkości staną się inne po rozłączeni" 
się obu cia ł w przypadku uderzenia (choćby częściowo) sprężystego. Ozn&' 
czy wszy je przez n\ i ic, mamy wed ług zasady ruchu środka masy: 

Mj^i 4- 3T, 7i =- Jf, If, -f- .1/, "%7t. 
W szczególnym ]irzypadku zderzenia prostego i środkowego otrzymujemj 

zamiast powyższego równania wektorego równanie algebraiczne: 

-Wi " i ~\- Mi "> •"" Mi " ' i -\~ Mv u'i • 
2. Środek masy bomby rzuconej t. zw. miotaczem min opisuje z ]'"' 

minięciem w p ł y w u oporu powietrza parabolę . Po wybuchu bomby w P"' 
wietrzu poruszają sie odłamki w różnych kierunkach, ale tak, że ich współ"), 
środek masy opisuje dalej parabole do chwi l i , w której jeden lub więcej 
z od łamków uderzy o przeszkodę, czy l i do chwil i pojawienia się nowej sir/ 
zewnętrznej obok siły ciężkości. 

Kręt uk ładu K = 2 M o m ^ OT, Vi ma wogólo war tość zależną od obi'""" 
i 

punktu odniesienia O, chyba, że spełnia się warunek ). w: r; — 0, Tak W 
ma rzecz przedew szystkiem wtedy, gdy środek masy uk ł adu jest w sp°' 
czynkn, albo też gdy ruch danego uk ł adu materjalnego odnosimy do układ" 
spółrzędnych połączonego niezmiennie z owym środkiem masy. 

Obliczenie krętu c ia ła sztywnego przy jego obrocie chwilowym okol" 
osi X (fig. 111) z prędkością kątową u> = (o i, daje 

-K=u>{lxl--T)j-I)jlk), 
jeżeli Ix, />_, D oznaczają odpowiednio moment bezwładnośc i względe" 1 

osi .V i momenty zboczenia względem osi .V, 1'oraz .V, Z uk ł adu spółrzędnych) 
do którego początku O odnosimy kręt. Ten kręt nie leży przeto wogóle i " 1 

osi obrotu z wyjątkiem ważnego szczególnego przypndk"> 
gdy oś obrotu jest jedną z g łównych osi bezwładności-
Wówczas jest 

JK==/u>. 

W ogólnym przypadku można jeszcze inaczej przed­
stawić wektor K, rozłożywszy obrót chwilowy z prę^" 

Fig. 111, kością kątową cu na trzy obroty około g łównych osi 
bez­

władności c ia ła (wzajemnie pros topadłych) , przecinający ' ' " 
się na danej osi obrotu, wed ług schematu: 

U) — uj, -4- to2 -4- <o3. 
Wtedy jest 

K = / , ui, -f- y 2 «>„ - j - ia io 3 , 

przyczem / , , /., oznaczają odpowiadające momenty bezwładności . 
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Uderzenie. 1075 

Skoro kręt ciula obracającego się około osi X, nie będącej osią główną, 
"uniesiony do środka 0 obranego na tej osi, rzutujemy na tęż oś, to war-

o s c i ą rzutu, czy l i sk ładowej krę tu w kierunku x jest 

K' = /o>. 

" przypadku ustalonej osi obrotu otrzymujemy z zasady pól odrazu 

z n a n i e ruchu obrotowego /—^-=^9J ( . 
b dt 

Kręt jakiegokolwiek uk ł adu materjalnego, odniesiony do jego środka 
Wto jako początku bezwzględnego uk ł adu osi spółrzędnyeh jest s t a ł y m , 
J&zeli ogólny moment sił zewnętrznych względem tego środka jest stale 

w U y zeru. P ł a szczyzna prostopadła do krętu nazywa się wówczas p ł a s z -
' y z n ą n i e z m i e n n ą . 

P r z y k ł a d y . 1. Ziemia nasza zachowuje się z wielkiem przybliżeniem jak ciało ezty-
^ e i obracające sie. około głównej osi bezwładności przechodzącej przez jej środek masy. 

J kręt Iw musi być przeto stałym i niozależnym od sił wewnętrznych. Jeżeli zaś sty-
2 | e ziemi wywołuje jej kurczenio się, i co zatem idzie zmniejszanie momentu bez-

1K> u ° ś c i / , to musi odpowiednio zwiększyć się prędkość" kątowa jej obrotu, aby Ia> 
i..?0 8*ało stałem. Temu przeciwdziała poniekąd spadający na ziemie pyl kosmiczny, 
" 0 r y zwiększa / . 
ty . *' Tratwę pływającą na spokojnej wodzie można obrócić dokoła osi pionowej o do-
k "y ir t̂ bez użycia wioseł itp , maszerując po torzo zamkniętym na tratwie w tym samym 

runku. W najprostszym przypadku kolistego toru obsadzonego równomiernie załogą 
0 H j 8 z e r , l j ą c ą ze stałą prędkością kątową (bezwzględną) o), około środka masy tratwy 

'tKJony jej obrót w kierunku przeciwnym z prędkością kątową o,.t, który trwa tak 
DCM?' U ^ z a ł oga stanie. Albowiem kręt tratwy o momencie bezwładności ft był na po-
uie r ^ w ° y zeru, a więc podczas marszu musiało być / , ro, -4- / a ro3 0 (z pominireii-in 

'znacznego oporu ruchu). Stąd łatwo obliczyć G J , Z danego o>,. 

C. Uderzenie. 

101. Określenia i pomocnicze twierdzenia z dynamiki. Uderzenie 
schodzi , gdy poruszające się dwa c ia ła stałe zetkuą się podczas ruchu w ten 
""osób, że każde z nich stanowi przeszkodę dla ruchu drugiego. Uderzenie 
' • m i e n i a zatem ruch obu ciał , a zmianę tą określa — w myśl zasad dyna­miki - - B j j a u d e r z e n i a . T a siła powstaje w miejscu stykania się c ia ł , 
1 ' 'ziała nie dłużej jak trwa zetknięcie się. Czas jej dz ia łan ia nazywa sie 
. w a n i e m u d e r z e n i a i bywa zwykle bardzo krótki . W ciągu tego czasu 

s'Ja uderzenia / ' rośnie od zera do pewnego maxiinum, a następnie maleje 
ż do zera. Jej dzia łanie mierzy najdogodnej t. zw. 

1 1 

impuls siły ~\l — i J It, 

Jeżeli T oznacza trwanie uderzenia, a / chwile początkową. Wektor d\\ — Pdt 
" a z y w a aię i m p u l s e m c h w i l o w y m , albo elementarnym. 

Jeżeli siła P działa na punkt materjalny o masie m. to stosownie do 

"J Pdt —d(mv) 
H t ad przez ca łkowanie w przedziale czasu z: 

»i /» ' — m v = j Pdt — li, 
r ^ ' ' : G e o m e t r y c z n y p r z y r o s t p ę d u (ilości ruchu) p u n k t u m a t e -

' " e g o r ó w n a s i c i m p u l s o w i o d p o w i a d a j ą c e j s i ł y . 

. 1" twierdzenie pozostaje ważnem dla c ia ła skończonego, jeżeli ruch c ia ła 
|e v '"'; s t , . 'powyin na początkn dz ia łan ia siły l\ a impuls tej sity przechodzi 

z środek masy c ia ła . 
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1076 Mechanika ogólna. 

Impuls sity uderzenia można przeto mierzyć wielkością przyrostu pęd"> 
j a k i ona wywołuje . Wie lkość zaś samej siły uderzenia zależy od trwania 1 ' 
i jest tern większa, i m T jest krótsze. Średnia war tość si ły uderzenia j e 9 

bowiem równa ilorazowi z impulsu II przez trwanie t. 
Jeżel i w początkowej chwi l i uderzenia c ia ła dotykają sie ściana"0 ' 

regularnie zakrzywionemi, to wspólna normalna w punkcie zetknięcia B'? 
tych ścian nazywa się n o r m a l n ą u d e r z e n i a (osią uderzenia). 

Uderzenie nazywa się ś r o d k o w e m lub m i m o ś r o d k o w e m (dla J . 
dnego z obu ciał) stosownie do tego czy normalna uderzenia przechod^ 
lub nie przez środek masy c ia ła . Uderzenie nazywamy nadto p r o s t e n i 1" 
u k o ś n e m (dla jednego z obu ciał) zależnie od tego, czy prędkość óiedk" 
masy tego cia ła jest równoległa , czy też nachylona do normalnej uderzę ' " 8 . 

Pon ieważ siły uderzenia są dla u k ł a d u złożonego z obu ciał siłami , v e ' 
wnętrznemi, przeto uderzenie nie może zmienić wartości geometrycznej su"1)' 
pędów obu ciał . Skoro te c ia ła o masach »«, i »«2 poruszały się przed ude ' 
rżeniem postępowo z prędkościami !>, i j>s, a po uderzeniu (również post?' 
powo) z prędkościami w, i w2; wówczas 

»h >"i - j - » j V% = >»! «>i -)- ni., "'•„> 
bez względu na własności fizykalne obu ciał . 

Natomiast ca łkowi ta energja kinetyczna obu ciał po uderzeniu jest w1' 
góle mniejsza od takiejże energji przed uderzeniem. W idealnym przypadlj" 
równości energij przed i po uderzeniu mówimy o uderzeniu d o s k o n * ' 
s p r ę ż y s t e m . 

W dobrem przybl iżeniu mamy z takieni uderzeniem do czynienia w p*W 
padku zderzenia się przetaczanych ostrożnie na stacji wagonów kolejowy0 

albo w przypadku k u l bilardowych z kości słoniowej. 
102. Uderzenie ś r o d k o w e i proste. Jeżel i np. ku la o masie /» , i p W 

kości e, zderzy się z kulą o masie nu i prędkości i\, (fig. 112), to P°, 
wp ływem nacisku (siły) uderzenia w miejscu zetknięcia sie nastąpi spłaszcz"" ' 6 

obu ciał rosnące aż do chwi l i z równan ia się ich prędkości . Wspólną wartość " 
tych prędkości po pierwszym „akc ie" uderzenia określa równan ie pęd"*' 
W „akc ie" drugim wzajemny nacisk obu c ia ł maleje aż do zera. Impuls >> 
tego nacisku zmienia pęd M I , W na »(, »>, i m2 u na » i 2 w%. OznaczywW 
przez II, impuls nacisku (siły) uderzenia w akcie pierwszym, mamy: 

} " i "i - f - '»2 ! 2 = -f- " ' 2 ) M = Jtti wt ~\- mt tt>2 

11, = 1)1, (», — U) mm m2 (u — vt); 11...= « ( , {11 — lt\) mm »!„ (w2 — «)• 

Gdy II, ll„, to uderzenie nazywamy doskonale sprężys tem; gdy 1 'a^f 
— doskoualc niesprężystem (czyl i piasty cznem). Wogóle jest 11, > l l 2 , astosU"e 

l l 2 ' l l i nazywamy B p ó ł c z y u n i k i e m u d e r z e n i a fc. Jego wielkość okreS' 
r ó w n a n i e : , , . . . , 

K = («'J —Wi)l\<h — vi). 

Strata energji wskutek uderzenia w y r a ż a się wzorem: 

s , r 2 w/, - | - ntj 

z którego czytamy, że największa strata zachodzi dla k —- 0, tj. przy ""^s 
rżeniu doskonale niesprężystem ; zaś dla k = 1 (uderzenie doskonale spręży 8 ' ' 
jest strata równa 0 . 

W pierwszym przypadku da się strata przedstawić w formie: 

y'-'8tr = T (''1 — •*)*-+ y " '2 (" — r*Y~> 

wyrażającej t. zw. twierdzenie- Carnot'a. 
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Proste przypadki uderzenia. 1077 

Spółczynnik uderzenia k wyznacza się np. zapomoea spuszczania swo­
bodnie ku l i ntj z wysokości h na p ły tę z danego mater ja łu i mierzenia 
Wysokości « , , do której k u l a odskakuje. W ó w c z a s fc = "y//V1/n, skoro oczy-
W l s t a stratę ml(/(k — hl) obliczymy nadto z powyższego wzoru przy za-
W n i u „ 1 = o , m, = oo, v1 = -]/¥g~h. 

103. Uderzenie proste m i m o ś r o d k o w e . P rzy założeniu upraszczającem, 
? e płaszczyzna, p rzechodząca przez normalną uderzenia i środek masy ciała 
Ĵ st prostopadła do jego głównej cen-

raluej osi bezwładności , a obadwa cia ła 
y'y przed uderzeniem w ruchu postc-

uderzenie sprawi, że ciało 
^oerzone mimośrodkowo otrzyma ruch 
2 'ożouy z p o s t ę p o w e g o i o b r o t o -

T 0 g 0 około wymienionej głównej osi 
b e zwładnośc i . 

W przypadku np. przedstawionym 
T* fig. U 3 sprowadza sie rozwiązanie B M W 
i o postaci podanej w art. 102 , ' j eże l i 
^Prowadzimy t. zw. m a s e s p r o w a ­
dzona 

-CO 
ttNTC HCKWULBO AKTU 

UCCHJŁMJ. 

Fig. 112 . Fig. 113. 
Przyczyn! i 2 jest ramieniem bezwład-

c i względem osi przechodzącej przez środek masy S2 i prostopadłej do 
oh S z e . z y z u y rysunku. W ó w c z a s wspólną prędkość u miejsca ze tknięc ia się 

Cial po pierwszym akcie uderzenia określa wzór : 

M> I , 
m , - 4 - » » / 

•Jednoczesną prędkość )<„ ś rodka Ą i prędkość kątową u> obrotu dają wzory: 

JM, (vj — M) e 

cl, Prostej Y, przechodzącej przez S.2 i prostopadłej do .Y , leży oś obrotu 
^'wilowego ( ' zas t ępu jącego obrót 10 około jS'a i przesunięcie z prędkością 1 I 0 . 
i w * 0 tej osi nie zmieniają zatem wogóle prędkości wskutek uderzenia. 

Q 1 ( !{rłość C U = I oblicza się z wzoru: 
i ' 

f = « + ^ - . 
' e 

ty , 
ci u * e n Q a J e zarazem długość sprowadzoną wahad ł a , jakieby tworzyło 

0 " ' 2 , zawieszone bądź to na osi A, bądź też C. Stąd p r a w i d ł o : 
Ciało spoczywające i swobodne uderzone mimośrodkowo wzdłuż prostej 

„ p o p a d ł e j do jednej z g łównych centralnych osi bezwładności obraca się 
Za . 0 K ' chwilowej do niej równoległej . T a oś i normalna uderzenia są 

ftnue tak samo jak „środek wahnienia" i „punk t zawieszenia" w a h a d ł a . 
osi zderzenie c ia łu obracalnego d o k o ł a 
'•ad S ' . U 1 ( ' J - Zadanie sprowadza się również do 
p r

 U U u i uderzenia prostego i środkowego (art. 102) 
°ei t P ° n i o c y t. zw. masy sprowadzonej, określo-
ptz ° r a z J 0 ' 'oraz z momentu bezwładności c ia ła Fig. 114. 
od e Z • kwadrat odległości normalnej uderzenia 
•>a f;8 1 0 D r ° t u (przy założeniu i ch prostopadłości) . N p . c ia ła , przedstawione 

£• 11*1, obracające sie (przed uderzeniem) z prędkościami kątowemi u>, i u i a 
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1078 Mechanika ogólna. 

około osi Oj i 0 2 . A wiec prędkości miejsca są: CI = >"I«JI) » A = *"* 0 > * ' 

Po pierwszym akcie uderzenia będzie wspólną prędkością tego miejsca: 

" = ' j e ż e h W l l = = 7 / ' " " - ^ 
zaś odpowiadającemi prędkościami kątowemi będą : 

i •* i u 

U)j =—, ui2 ' = — • 

Uderzenie wywołuje w tym przypadku wogóle oddzia ływanie uderzę"' 1 1 

(wstrząśnienia) w łożyskach osi. Z p. 104 wynika jednak, że te oddziaływali 1 1 1 

znikną pod warunkiem, aby normalna uderzenia trafiała t. zw. środek u" e 

rżenia, identyczny ze środkiem wahnieuia c ia ła rozpatrywanego jako waha" 
i * 

na danej osi obrotu. Jeżel i zatem >-2 = e -\——, to oś 0 2 nie dozna wBtWI 

śiiieu wskutek uderzenia w A. 

b l T E K A T U K A . 
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