Dynamika punktu materjalnego. — Statyka. 1047
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" Y‘Vﬂl‘toéé tego kata dla Srodka masy wagonu wyznacza taka ,przechylke
ar“ » Przy ktérej sila wzgledna jest w prayblizenin prostopadla do toru,
rabki 16t nie wywieraja bocznego nacisku na szyny.

kog 1,’1j'1.yklnd. Dla tuku o promieniu » = 400 m i szerokosei toru s = 1,135 m prazy pred-
Pl‘z(v:'l Jazdy v == 16 m/sk wypada podwyZszenie k szyny zewnetrznej (jezeli przy malych a

YJmiewy w przyblizeniu hjs = tg a): h=v*s)gr=0,098m.

k £) Punkt materjalny, zmuszony do pozostawania na gladkiej
.U'({Y“'OJ, lezacej w plaszezyZnie pionowej, ktéra sie obraca
i_, ostajnie okolo osi pionowej (kule regulatoréw), bedzie
O'SZVHOWa(]ze wzglednej, jeZeli wypadkowas ciezkodei m ¢ 1 sily
dm(_lkowej mpw? jest normalna do krzywej, (fig. 52) czyli
8dy Mmow?/mg=tga=no/h
ob Dla, réwnowagi musi zatem dlugo$é podnormalnej i na osi

Totu czyni¢ zado§é warnnkowi:

h=g/lw® "( Fig. 52.

'eg’T“ réwnowaga joat stala, jeZzeli dena krzywa w otoczeniu polozenia réwnowagi m
ﬁd‘) Wewnatrz paraboli 4’ M’ o parameirze g/w?* przechodzacej przez m. Wdwezas bowiem
na1’°“’lmln polozeniu punktu m minimum energji potencjalnej, poniewaz ta energja, majgc
%llﬂ'rubull wartodd stala, zawicksza sig wewnatrs niej, a zmniejsza na zewnatrz. Dlatego
An' :;:)Vnowugn bedzie niestala, jozeli kraywa przecina lub lezy zowngtrz paraboll (np.

7) zad obojetng w przypadku gdy krzywa zlewa sie z ta parabola.

II. Statyka.

A. Cz¢5€ ogéina.
ki 56. Zasada prac przygotowanych (wyobrazalnych, wirtualnych) wy-
“"'“1 1"1011iec'1,ny 1 wystarczajacy warunek réwnowagi najogdlniejszego ukladu
“Uterjalnego, pojmowanego jako uklad punktéw materjalnych, na ktére
'ilalaj;} Jakiekolwick sily zewnetrzme P, (i==1, 2,...7n) i wewnetrzne
Vie (= 1,2,...n). Pray oznaczeniu przez & s, wektoréw przesunieé
pr”Ygotowanych punktéw m,, wyraza ten warunek réwnanie:
T W \IE7 74 T —
DLas;, XD W, 8s,=0.
i ik
2l W polozeniu réwnowagi ukladu materjalnego jakiegokolwiek jest suma
rgebl'uiczun prac przygotowanyech wszystkich sil zewnetrznych i wewne-
W‘“Ycll ukladu réwna zeru przy kazdym chwilowym ruchu praygoto-
aym ykladu.
e 57. Rodzaje réwnowagi ukladéw materjalnych. Jezeli tak sily
i“'f“?h'zue jak i wewnetrzne maja potencjal, to réwnanie powyZsze staje
“9‘6 ldentycznem z warankiem extremum energji potencjalnej jako funkeji
t II'Z(_‘.dnych punktéw uklada.
5 U=0.
Ten waranek moze odpowiadaé:
s 1. Minimum energji potencjalnej, jezeli przyrost rzedu drugiego
(wzgl. inny pierwszy nieznikajacy prayrost rzedu parzystego) jest

Woda:tni. Odpowiadajace poloZenie réwnowagi jest poloZeniem réwno-
481 stalej (Minding i Lejeune-Dirichlet).

. % Maximum energji potencjalnej, jezeli 3 U << 0 (albo inny
) PR
Plerwiy nieznikajacy prayrost 3~ U < 0).
3. Ani maximum ani minimum. Obu ostatnim przypadkom odpo-
da wogsle réw nowaga niestala.

o

Wig,
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1048 Mechanika ogélna,

Opréez ogdluyeh dwu typéw réwnowagi stale] i niestalej, ezyli chwiejnél
rozrézniaja w technice nicktére szezegélne rodzaje réwnowagi. Najwazni€l
szym jest przypadek t. zw. réwnowagli obojetnej, gdy w otoczeniu pol?‘
zenia réwnowagi ma energja potencjalna U charakter stalej, czyli m®
zmienia si¢ przy zadnym # ruchéw przygotowanych ukladu.

Przykladem réwnowagi stalej jest wazka kunla jednolita spoczywajac
na dnie wydrazenia kulistego o wiekszym promienin. Ta sama kula umi®
szezona na szezycie innej kuli jest w réwnowadze niestalej, za§ spocsy”
wajaca na poziomej plaszezyZnie jest w réwnowadze obojetnej.

58. Warunki réwnowagi, gdy praca przyvgotowana sil wewné:
trznych jest réwna zeru. Dla cial sstywnych lub ukladéw zloZonyC
7z ogniw sztywuych i nierozciagliwych ciegien (tj. sznuréw, Iaicuchéw itps
przyczem poszczegolne ogniwa sa polaczone przegubami itp. bez tarcid:
jest praca sil wewnetrznych zawsze réwna zeru, a wiec réwnanie réwno”
wagi takich ukladéw, wyrazajace zasade prac przygotowanych, sprowadsd
sie do:

> Pas, =0,
-
Wazny wniosek: Dwie sily, dzialajace na dwa jakiekolwick punkty
ciala sztywnego (fig. 53), sa w rdwnowadze gdy sie spelniaja razem dwh

=2 §

Fig. 64. Fig. 65. Fig. 56.

waranki: 1. sama geometryczna sil jest réwna zern i 2. wektory sit le#d
na tej samej prostej.

(Albowiem praca przygotowana takich sil jest przy kazdem przesuniecil
i kazdym obrocie ciala réwna zeru.)

59. Para sil. Jezeli suma geometryczna dwu sit jest wprawdzie réwnd
zeru, ale ich wektory nie leza na tej samej prostej, (fig. 54), to praca pray”
gotowana przy przesunigeiu eiala jest wprawdzie zerem, ale pray jego obroci®
nie, Takie dwie sily nie réwnowazZace sie nawzajem stanowia pare sil.

60. Przeksztalcenie ukladéw sil, tj. zastapienie danego ulladu $i€
dzialajacych na cialo sztywne innym ukladem réwnowaznym odbywa 8i
wogéle przez stosowne dolaczanie do ukladu danego innego ukladu pomocni®
czego sit réwnowazacych sie nawzajem. Najprostsze wazne przyklady &8
nastepujace:

@) Przeniesienie sily £, dzialajacej na punkt A (fig. 55) na jakikolwiek
inny punkt £ ciala, lezney na linji dzialauia tej sily (przez dolaczeni®
ukdadu (P) i — P sil dzialajacych na punkt B i znoszacych sie nawzajem):
b) Zastapienie sily P, dzialajacej na punkt A (fig. 56) taka sama sild
).

Drugi sposéb pracksztalcenia ukladu sil polega na zréwnowazenil
danego ukladu drugim ukladem stosownie dobranym. Te dwa uklady nie 84
przeto réwnowazne (takze réwnowarte), lecz znoszace sie, czyli réwnowazace
sl nawzajem. Atoli odwréciwszy kieranki wszystkich sit ukladu drugieg®
bez zmiany ich wartoSci, otrzymujemy widocznie nowy uklad réwnowazny
Z plerwszym (poniewaz réwnowazacy sie z drugim).
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Statyka — czesé ogdlna, 1049

61. Skladanie sil lezacych w jednej plaszezyznie i dzialajacych
3 r6zne punkty ciala sztywnego zapomoca t.zw. wieloboku sznu-
'OWego jest najwazniejszem zasto-
S0waniem powyZszego sposobu prze-
keztalcania  ukladdw  sit (fig. 67).
Cheac uklad sit 1y, Py, I i I
(f\g 57 a) zastapié¢ innym prostszym,
Iownowazymy kazda z sil danych
Wiema silami pomocniczemi, ktdre
Wyznaczamy kreSlac tréjkat tych
tzech sil, Sile P, réwnowazZymy
Przeto silami &) i Sy, dzialajacemi
N ten sam punkt /. Ich kiernnki
”bl_OHImy dowolnie, a wielkodei znaj- Yig. 67 a, b.
Wemy z AAd B (O nakreslonego

%boku (fig. 57 4). Sile P, réwnowazymy podobniez dwiema silami, ale juznie

Zupelnie dowolnemi, obierajac jedna z nich (— S),) talk, aby sie znosiia
Z silg, S, druga Sag wypadnie zatem z tréjkata sit B C O (fig. 57 b). Po-
Stepujac kolejno w ten sposéb dochodzimy do sily ostatniej P:, zréwnowa-
Zonej silami pomocniczemi — Sy i 53 okreslonemi tréjkatem D & O.

Wazystkie sily pomocnicze S leza na bokach wieloboku M# G HIN,
“Wanego sznurowym i z wyjatkiem sit Sy i S, polozonyech na bokach
gkl'ﬂjnych7 znosza sie widoeznie nawzajem. Wypadkowa sil S i S,
Przechodzaca przez punkt K przeciecia sie ich linij dzialania, réwnowazy
Przeto uklad sit danych, a odwréciwszy jej kierunek otrzymujemy sile
B= AH ktéra oczywiscie zastepuje uldad sil danyeh P,...P;, cayli jest
Wypadkowa tegoz ukladu. Ta wypadkowa A I =R jest bokiem zamyka-
Jicym wieloboku 8il 45 CDE. Punkt O, dowolnie obrany, nazywa
S1¢ biegunem, za$ proste O, OB, ... promienieni.

st Uwaga. Nazwa wieloboku sznurowego pochodsi stad, poniewas ten wielobok przed-
Awia zarazem posta¢ réwnowagi sznura (lub wogdle ciegna) idealnego (tj. niewazkiego,
dogkonale gietkiego i nierozeiagliwego), na ktéry dzialaja w punktach F, 6, Hil sily
..m‘“. oczywidcie przy zatozenin, Zze wseystkie sily § sa (Jak na fig. 54) silami rozeiaga-
M%mé, W przypadku, gdyby sily S na ktérymé z bokow byly Sciskajgce, moina sobie
Pomydle¢ dla przywrécenia réwnowagi zamiast sznura pret sztywny z przegubami na

Olicach boku, Wielobok sznurowy jest przeto wogéle postacia réwnowagi ladcucha

Pretow prregibnie polaczonych, jezell na przeguby koYicowe dzialajy sily :\T iS,, zas na
Przeguby posreduie sily By, ... Pu

Z konstrukeji wieloboku sznurowego wyplywaja twierdzenia:

@) Plaski uklad sil, ktéryeh wielobok sie mie zamyka, ma zawsze sile
Wypadkowa réwna sumie geometryeznej danyeh sil ukladu. Ta wypadkowa
Przechodzi przez punkt praeciecia sie
Ok skrajnych jakiegokolwiek wie-
Oboky sznurowego wykreslonego dla
tegoz ukladu.

L b) Plaski ulkdad sil, ktérych wie-
Ohok sie zamyka (fig. 58) nie ma
Sity wypadkowej, lecz jest wogdle
X Whowazny parze sil, czyli ma pare
Wypadkows, wyjawszy praypadek
S2ezegdlny, w ktérym:

~ ¢) Plagki uklad sil jest w réwnowadze jeZeli tak wiclobok sil, jak i wielobok
Slurowy gie zamykaja (fig. 59).

Fig. 59.
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62. Momenty sil wzgledem punktu. PoniewaZz dzialanie dynamiczn®
sily P na cialo satywne jest zupelnie okreSlone wektorem swobodnym F
i linja dzialania, tj. prosty tego wektora, a jest zupelnie niezaleZne od punktu
dzialania, ktuly mozna dowolnie przesuwaé na tej prostej, przeto okreslamy

z korzys

1 sile P dzialajaca na cialo sztywne w sposéb nastepujacy:
Obrawszy g’duukul\ue]\ staly punkt O, laczymy go w myéli z poczatkiem

A i koficem B sily P (fig. 60). W tym punkeie O wyst'lwl.lmy wektor M
prostopadly do plaszezyzuy tréjkata A B O o wiellobei réwnej podwdjnemtt
polu tego tréjkata i strzalce takiej, azeby stojac stopami w O, a majac

» w kie-

glowe 'w miejsen strzalki widzie¢ pomySlany obrét promienia O 4
runku wskazanym sila I jako zgodny z obrotem wskazéwki zegarowej.
Wektor I tak okreflony nazywamy momentem sily P wzgledem
punktu O.

Bezwzgledna warto§¢ momentu:

MW= | n = Ph,

przyczem h, tj. ramie momentu, albo ramig sily jest dlugoéeia prostopadle]
spuszezonej z O na linje dzialania sily P.

Punkt O nazywaja takze Srodkiem momentéw.

63. Momenty sil wzgledem prostej. Ich okreSlenie wynika z Iatwego
do uzasadnienia twierdzenin:

Jezeli momenty danej sity P wzgledem réznych punktéw O, Oy,..
jednej i tej samej dowolnie obn'm(J ploste (osi, np. X) rzutujemy na f«}
prosta, to otrzymujemy rzuty geometrycznie réwne. Kazdy z nich (jako
wektor) przedstawia moment sily P wzgledem obranej prostej. Jego bez
wzgledna wartodé jest iloczynem bezwzglednej wartodei sily P, ,najkrétszej
odlugloam k linji dzialania sily od obranej prostej i wstawy kata nachylenia #
sily P do tej prostej.

| Mom,_ P| = Pksina

Wniosek. Mowment sity P wzgledem osi lezgeej = nin w tej samej plaszczyZnio réwnd
sie zeru.

64. Momenty sil wzgledem plaszezyzny. Gdy mamy do czynienia
z przestrzennym ukladem sil réwnoleglych, to skalary (nie wektory) okreslajace
iloczyny il przez odlegloei ich punktéw poczatkowych od pewnej plaszezyzny
(plaszezyzny momentéw) z uwzglednieniem znakéw algebraicznych, nazywamy
momentami tych sil wzgledem obranej plaszezyzny. Znakami - i — od-
rozniamy przytem sily /,wudme kierowane od przeciwnie skierowanych oraz
odleglosei punktéw lur}cy(.h po jednej i drugiej stronie plaszezyzny.

65. Momenty sil ukladu centralnego, tj. sil, ktérych linje dzialania
przecinaja sie w jednym punkeie C. Takie sily P; maja oczywiScie zawsze
wypadkows R =X P; o linji dzialania przechodzacej przez O. Moment tej
wypadkowej \\1.-rl(-11um dowolnie obranego punktu O réwna sig sumie geo-
metryeznej momentéw sil skladowych, ezyli

Mom, R = Mom , P, -+ Mom, £, ...
Rzutujac wektory obu stron powyZszego réwnania na dowolnie obrang
prosta, np. 08 X prostokatnego ukladu spélrzednych, mamy prawidlo:
Mom R= Mom Z’. -+ Mom, I3 +4-...,
czyli: Moment \\yp.ull(o“ ej w urlmlem jakiejkolwiele prostej réwna sie sumie
algebraieznej') momentéw sit .akl‘ulowych wzgledem tejze prostej.
') nAlgebraicznej*, poniewaz wezystkie wektory-dodajniki leza na tej prostej.
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66, Og6Iny moment sil jakiegokolwick ulkdadu przestrzennego wazgledem
Obranego érodka O (lub osi) jest to suma geometryczna (wzgl. algebraiczna)
Momentéw wezystkich sil wzgledem tego Srodka (lub osi).

Ogélny moment pary sil jest wektorem stalym niezaleZznym od obioru
dka momentéw i nasywa sie momentem pary. Jest przeto wektorem
Swohodnym Wt (fig. 61) o wartosei bezwzglednej réwnej polu réwnolegloholku,
storego bokami réwnoleglemi sa sily
pary. Wektor ten jest prostopadly do
l)laszczyzny pary i tak skierowany, 4T
aZeby - czlowick, stojacy na tej plasz- ¥ [ —
2yinis z glowa umiessezona obok 4 { /

l‘v

fro

———

Strzalki wektora widzial obieg strzalek /
S dokola réwnolegloboku zgodny AR
% obiegiem wskazdwek zegara, SRR

Odleglodé wzajemna obu sif pary Fig. 50. Yig. 61,
lazywamy ramieniem pary.

. 67, Réwnowazno$é par sil jest uwarunkowana geometryczna réwnodcia
Ich momentdw, czyli:

Para sil (P, — P) o ramieniu a da sie zastapié inna réwnowazna (Q, — Q)
0 ramieniu b, lezaca w plaszezyZnio tej samej, lub réwnoleglej, przy czem
sity drogiej pary nioga mieé zreszta poloZenie dowolne, byleby zachodzila
10wnodé Pa — @&, a kierunki obiegu byly zgodne.

68, Skladanie par, rozmaicie w przestrzeni zorjentowanych, wyplywa
% powyiszego bwierdzenia o réwnowaznoéei w polaczeniu ze skladaniem sil
1 tak;

llekolwiek par sil mozna zawsze zastapi¢ jedna para wypadkowa, ktérej
Moment jest suma geometryezna momentdsy par skladowych.

Wuaiogelk Uklad par sil zorjentowanych jakkolwiek w przestrzeni jest
W réwnowadze, jezeli suma geometryczna ich momentéw jest réwna zeru.

69. Przestrzenny uklad sil P, da sie zawsze zastapi¢ ukladem par
! ukladem centralnym siI geometryeznie réwnych sitom danym. W tym
cely obieramy dowoluy punkt O (zwany S$rodkiem redukeji ukladu sit) i do-
4czamy pomocniczy uklad sil réwnowazacy sie nawzajem, a zloZony z sil
(P,) réwnych P; i dzistajacych na punkt O oraz z sil réwnych — P, dziala-
Jacych réwniez na punkt 0. Sily P.i — P. tworza uklad par sit, ktéry
daj@ pare wypadkowa o momeneie I réwnym ogélnemuo momentowi wazystkich
danych it P, wzgledem punktu O sily zad (£;) jako dzialajace na punkt O
daja site wypadkows R =X P. A zatem:
. Przestrzenny ukladsiljest wogdlerdwnowazny jednejsile
!Jednej parze sil

Takie sprowadzenie danego ukladu sil w przestrzeni [, do jednej sily

B = \_1’: i jednej pary o momencie I = ¥ Mom, P, da sie wykonaé na
Niegkogezenie wiele sposobdw rézniacych gie obiorem punktu O (frodka re-
ﬂukuji). W kazdym zespole sily Ri pary m 1) zastepujacych d_:lny uklad
sit P;, zmienia sie tylko poloZenie prostej, wzdluz ktérej dziala R (zaleznie
od 0) a wielko§é i kierunek I? pozostaje bez zmiany; wielko$é natomiast
1 Kierunek wektora momentu pary IR zmienia sie zaleznie od obioru punktu O.

Atoli 4 poéréd nieskorniczenie wielu zespoléw sity R i pary M, zastepuja-
-\_

') M6owimy krétko yparn M4, zamiast: ,para o momencie LITC
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1052 Mechanika ogélna,

cych dany przestrzenny uklad sil IT‘7 wyréznia sie wogéle jeden, w ktérym
R || M, ezyli plaszezyzna pary I jest prostopadia do kierunku sily 7. Taki
zespol nosi nazwe: skretnik.

Wnioski: ¢) Przestrzenny uklad sil nie da sie wogdle zastapi¢ jednd
sila, ezyli nie ma sily wypadkowej. Natomiast da sie wtedy zastapi¢ dwiema
silami skoSnemi, z ktérych jedna stanowi jedna ze sit pary, a dmgs wy-
padkowa sily B i drugiej sily pary przecinajacej linje dzialania sily R

b) Przestrzenny uklad sit ma sile wypadkowa, jezeli R — ‘.j" =0, 4

zarazem MM | R, ezyli plaszezyzna pary M jest réwnolegla do R, wtedy bo-

wiem para sil M i sita B jako lezace w jednej plaszczyznie sprowadzaja
sie do jednej sily geometrycznie réwnej R, a tylko przesunietej réwnolegle.
¢) Przestrzenny nklad sil jest réwnowainy parze sit (eczyli ma pare wy-
padkowa), jezeli R — ¥ H — 0, a zarazem I == 0.
d) Przestrzenny uklad sil znosi sie nawzajem, eczyli jest réownowazny
zeru, jezeli spelniaja sie razem warunki:

Ei/'l'- =0 1 XDMom, _7” — 0.

70. Ogoélne warunki réwnowagi, konieczne i wystarczajace dla ciala
sztywnego, a tylko konieczne dla jakiegokolwick ukladu materjalnego wy-
razaja si¢ [jak wynika z wnioskn (d)] powyiszemi dwoma réwnaniami wek-
torowemi, czyli stowami:

Dla najogélniejszego ukladu sil (ukladu materjalnego),
bedacego w réwnowadze, jest zaréwno suma geometryczna
wszystkich sit (ukladu) jak i suma geometryczna ich momen-
tow wzgledem dowolnie obranego jednego i tego samego
punktu réwna zeru,

Wniosek. Sily wewnetrzne jakiegokolwiek ukladu materjalnego (poj-
mowanego jako nklad punktéw materjalnych) spelniaja (wszystlie razem)
zawsze ogélne warunki réwnowagi.

Jezeli sily P, sa okreSlone analitycznie skiadowemi X, Y, Z; w kie-
runkach trzech osi prostokatnego ukladu spdlrzednych, a poloZenia punk-
téw my, na ktdre sily dzialaja spélrzednemi x,, y,, 2;, to obadwa ogdlue

warunki réwnowagi, wyrazone powyZszemi dwoma réwnaniami wektorowemi,
prowadza do szeSein réwnan zwyezajnych, ezyli sze§ciu analitycznych

warunkow réwnowagi. Trzy pierwsze odpowiadaja warankowi ¥ =0
i nosza nazwe warunkéw rzutéw; zad tray pozostale wyrazaja to samo
co X Mom, P, = 0 i nazywaja sic warunkami momentdw.
Obrawszy bowiem pnnkt O za poczatek ukladu spélrzednych i ozna-
czywszy przez o, 5. Y. kaly, jakie wektor P twarzy z osiami », y, #
P P P p PRt N ) A7 gt A% 4 R/
I'II-'l'llly

YPeosn, =YX =0 l

% _Y‘v:l)

— 2 Y .'/,') -0
I Mom, =X (Z a,— X;z)=0 (warunki momentéw).
by P —N(Y R
: 2Mom, P,=X(X;y,— Y,x)=0 I
Slowami: Dla najogélniejszego ukladu si! w réwnowadze jest suma
algebraiczna rzutéw sil, czyli skladowych w kieranku dowolnie obranych
44
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0si prostokatnego ukladu spélrzednych, dla kazdej osi z osobna réwna zeru
& zarazem suma algebraiczna momentéw sil uldadu wzgledem tychze osi,
dia kazdej » osobna, réwna zeru,

Uwaga. Powyzsze warunki moina takie wyprowadzic z zasady prac przygetowanyeh,
Przyczem warunki rzutéw wyrazajg warunki ‘nowagi ze wzgledu na przesuniecia ciafa
“'Zdl_ui odpowiednich osi spéiragdnych; zad warunki momentéw okreslaja warnnki réwno-
Wagi ze wzgledu na obroty okolo tychie osi.

71, Warunki réwnowagi plaskiego ukladu sil, wyrazone ,wykreslnic*
n3 konien ust. 61, sprowadzaja sie w postaci analitycznej do trzech naste-
Pujacych, skoro osie « i y obierzemy w plaszezyZnie ukladu (dwa warunki
Izutéw i jeden momentéw):

Sl v S Y wr Ve e s
ZX;=0, LY;=0, X2(X;y ey i=0n

albo jezeli pra

%

~

77 0ZNACZYMY ramie momentu sily P; wzgledem punktu 0,
Q& przey ) S
4 przez o kat (B x):
YPeosa, =0, YDlsine,=0 X+tPr=0

Ioczyny P, r; opatrujemy przytem znakiem - lub — zaleinie od fego,
ezy wektor momentu jest skierowany ku przodowi dla patrzacego na plasz-
Czyzne X Y, czy tez przeciwnie, WyraZaja to takze inaczej mowiae, Ze
Mmoment sily P, wzgledem punkta O poczytujemy za dodatni lub unjemny,

Stosownie do tego (w razie pomy$lanego ustalenia punktu ciala w 0) czy

sila P powodowalaby obrét zgodny, czy tez przeciwny z obrotem wskazd-

Wek zegara,

| W przypadku, gdy sie nie spelnia warunek momentéw, a nadto jeden
ub obadwa z warunkéw rzutéw, czyli gdy np. X P cos o, — R =0,

Voo - £

- 1 ) 3 ~m -1. :3 o vnadkows
L sin o, = R, =0, X + L, =M==0, nklad sit ma sile wypadkowa

0 wielkodei K = Vl{_c —{—7{7, nachylona do osi X pod katem «, wyzna-

R
CZonym réwnaniem tga=— —])'Il— i dzialajaca wzdluz prostej odleglej od
{78
m
Poczatku ukladu spétrzednych o =
1
W praypadku wreszele, gdy sie spelniaja warunki rzutéw, a warunek
momentéw mie, ezyli S X, =0, X¥;—=0, YkPr =MW=0 uklad sit

ma pare wypadkowa o momencie okreflonym zupelnie znakiem i wartoseia I,

72, Sily réwnolegle w przestrzeni posiadaja wogdle sile wypadkowa
fowny sumie algebraiczuej wszystkich sit ukladu, jeZeli jednak ta suma jest
“€rem, a zarazem ogélny moment nie jest zerem, to uklad sil sprowadza
818 do pary wypadkowej.

Uklad sil réwnoleglych zgodnie skierowanych posiada zawsze sile wy-
Padkows réwna sumie arytmetycznej wszystkich sil ukladu. Jezeli sily [y
takiego ykladu obra amy okolo ustalonych w eciele punktéw .z y, 2, na
ktére dzialaja, to ich wypadkowa R=23 I, obraca sie okolo pewnego punktu
Stalego (ay, 4o, 2o), zwanego $rodkiem sil réwnoleglyeh. Punkt ten
okredlnja réwnanin: ;

2P Py Y Pz
Ly =8 ———m Yo == s o ~a
o Npor J0 N o D

._I'. _I' _l‘-

W przypadku sil ciezkoSei dzialajacych na wszystkie czastki ciala
UwaZanych # wystarczajacem prayblizeniem za réwnolegle, schodzi sie
Yodek tych sil ze Srodkiem masy ciala, co usprawiedliwia nazwe: drodek

Clezkofei,

i
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B. Cze&¢ szczeg6lowa,

78. Statyka ciala sztywnego nieswobodnego. Podparcie lub za-
wieszenie. Gdy na cialo nieswobodne dzialaja dane sily zewnetrzne, jak
np. ciezar @, a cialo to pozostaje w réwnowadze, to dolaczywszy do owye
sil nieznane reakeje (oddzialywania) punktéw podparcia lub zawieszeni?
otrzymujemy nklad sil; ktéry musi czyni¢ zado8é ogdélnym warankom réwno-
wagl wyprowadzonym dla ciala swobodnego. Z réwnan réwnowagi moznft
wiec nickiedy wyznaczyc¢ szukane reakeje (przypadki statyecznej wJ-
znaczalnobei, albo izostatyczne), ale skoro np. liezba niewiadomych,
okre§lajacych reakeje, jest wieksza od liezby réwnan réwnowagi, to mamy
do czynienia z przypadkami statycznie niewyznaczalnemi, ezyli
hyperstatycznemi,

Najwieksza liezba niewiadomych wielkoSel statycznie wyznaczalnyc}{
dla jeduego ciala jest 6, stosownie do liczby réwnan réwnowagi i stopnl
swobody.

@) Laczac (fig. 62) punkt 1 ciala ze stalym punktem A zapomocs ideal-
nego sztywnego preta z przegubami kulistemi na obu koicach odbieramy
cialu tylko jeden stopiefd swobody, gdyZ usuwamy mozliwosé przesunigeid
przygotowanego w kierunku tego preta. Przesunicein w dwu kierunkach
don prostopadlych i obroty okolo trzech osi wzajemnie prostopadlych pozo-
staja mozliwe 1 okreSlaja 5 pozostalych stopni swobody.

Te sama role co pret laczacy, lub sznur, gra takze podpora gladka,
w ktérej kierunek reakeji jest prostopadly do plaszezyzny stycznoSci (fig. 68):
Przy zawieszeniu na precie, konieeznym i wystarezajacym warunkiem réwno-
wagi jest, aby sily zewnetrzne mialy wypadkowa @ o linji dzialania lezacej
na osi preta. Wtedy bowiem znosza si¢ z reakeja R, ktdra co do wielkosel
jest réwna, a co do kierunkn przeciwna sile ¢).

(W przypadkn podpory gladkiej musi by¢ nadto sila @ skierowana ku
wnetrzu ciala podpierajacego.)

Fig. v2. Fig, 63. Fig. G4.

b) Dwa prety laczace jeden punkt (1) ciala z punklami stalemi A i _/f
(fig. 64) zabieraja mu dwa stopnie swobody, umozliwiajae tylko przesuniecit
w jednym kierunku prostopadlym do plaszezyzny pl'qtdx‘v i obroty 01;.010
wszystkich trzech osi. Tutaj jest konieeznym i wystarezajacym warunkiem
réwnowagi, aby sily zewnetrzne mialy wypadkowa ¢), o linji dziulmlif‘
przechodzacej przez punkt 1 i leZacej w jednej plaszezyinie z obu pretaml:

Reakeje R, i I, znajdujemy z tréjkata sil. Talk samo ma sig rzecz w pray~
padku dwu podpér gladkich (fig. 65) a podobnie przy polaczeniu dwu punktow
ciala z dwoma punktami stalemi (fig. 66).

Atoli w przypadkn szezegdlnym, gdy te dwa prety sa réwne i 1'(')\\'.110101,:‘10
(fig. 67), mamy do ezynienia z utrata jednego przesunigeia (w ku:m}lku
pretéw) i jednego obrotu (okolo osi prostopadlej do plaszezyzny prt;lo\\');
Dla réwnowagi musi wypadkowa z sil zewnetrznyeh, ezyli ,obeiaZen® lciyuﬂ
w plaszezysnie pretéw i byé do nich réwnolegla. Z warunku momentow
dla punktéw 1 i 2, tj.

Qa— R 1= 0, Rb— R1=0,
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“ajdujemy bezwzgledne wartoSei i kiernnki reakeyj Ry i Ro.. Do kontroli
sluzy warnnek rzntéw :
Q-+ R, — R, =0.
¢) Trzy prety, laczace puukt ciala (1) z punktami stalemi A, B i C
(fig. 68), nstalaja ten punkt, zabierajae cialu 3 stopnie swobody tj. trzy
Przesuniecia, a pozostawiajac trzy obroty. Dla réwnowagi musi wypadkowa

% obeiazen (np. 9) przechodzié przez ten punkt. Reakeje Ry, Ry i Ky daja
816 obliczyé z warnnkéw rzutéw, wyjawszy przypadek, w ktérym wszystkie
trzy prety leza w jednej plaszezyZnie (przypadek statyeznie niewyznaczalny).
. . @) Zupelne ustalenie ciala przy statycznej wyznaczalnoSei reakeyj dla
Jakiegokolwiek obeiazenia osiggamy zapomoes 6 pretéw Iaczacych je z punktami

Fig, ga. Fig. 67. Fig. 68, Fig. 69.

Statemi, Jeden = najprostszych ‘ukladéw uzmyslawia fig. 69, przyezem
Punkty 1, 21 3 ciala C muszy tworzyé tréjkat wlaseiwy. Inny praktyeznie
WaZny praypadek przedstawia fig. 70.

JuZz na powyZszych przypadkach widaé, %e o statyczuej niewyznaczal-
nokei nie rozstrzyga sama tylko liczba mniewiadomych < 6. Ona jest tylko
Warankiem koniecznym, ale czgsto niewystarczajacym. Tak np. zawieszenie
Clala na dwu pretach, lezacych na tej samej prostej (g, 71), prowadzi przy
Sile obeigzajacej @ dziatajgeej wadluz tejze prostej do statycznej niewyzna-
Czalnofei reakeji Ry i Ry, albowiem warunki réwnowagi nic wiecej nie
4Ja ponad rownanie:

Ry 4+ Ry = Q.

Kazda 5 reakeyj moZe mie¢ przeto warto§¢ dowolnie wielka, byleby ich

fuma algebraiczna byla réwna Q.
w przypndku.sil_),' obeiaZajacej S, prostopadlej do prostej A B, wy-
m“{a"ﬂlyby warunki réwnowagi widocznie nieskoniezenie wielkich wartoSei
R, i R, (ktdre jednakie staja sie skon-

czone przy zaloZeniu pewnej, choéby F‘
bardzo malej odksztalealnosei pretow). D s

74. Dwuwymiarowe zagadnienia
réwnowagi ciala sztywnego nieswo-
bodnego. Gdy wszystkie sity obeiazajace
i reakeje podpér leza w jednej plaszezy-
#nie, to rozpatrujemy cialo pod postacia
figury plaskiej, ezyli ,plazy¥, polaczonej

1 st O . ‘
z nieruchomym ukladem odniesienia (zie- ==
mia) w punktach odpowiadajacym pod- R
Fig. 70. porom. Tig. 71,

“_‘;1‘1?1)]; gtll(),‘:w:}: sgg;t:};ysy‘::;ll}:gciu plazy odpowiadaja pozbawieniu jej jednego,
| sech st y.
w o erwszy i drugi przypadek, rozpatrywany juz w ust. 73, realizuje sie
Praktyce czesto przy pomocy loZysk, trzeci przez t. zw. ,utwierdzenie®
“mocowanie),
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1. Lozysko walkowe (fig. 72) zastepuje jeden pret podpierajacy
(hg 73) i znosi jeden stopien swobody. Linja dzialania reakeji jest dand
jej wielko$¢ nieznana. (Jedna niewiadoma.)

2. Przegub staly Jub lozysko kolyskowe (fig. 74) zastepuje dw#
prety pollplt‘ld._]'lce (fig. 75) 1 znosi dwa stoplm s\\obody Tylko punlkt dzia”
Lun‘l reakeji dany, za$ wielkoSé jej i kierunek nieznane:

(Dwie niewiadome, za ktére uwazamy zwykle skiadowd

pozioma X 1 pionowa 1 reakeji.)
! V_—“— 3. Utwierdzenie, (-/)li zupelnie sztywne pola-

czenie z ukladem podplc rajacym (fig. 76) czyto zapo”
moca przy :smbo“anm, przyklejenia itp.
Fig. 72, Fig. 73, Utwierdzenie znosi wszystkie 3 stopnie swobodyii do-
starcza trzech niewiadomyeh. Jako takie uwazamy (fig. 7
pozioma i pionowa skladowa sity X i Y oraz moment pary M, ktdre razem
okreslaja uklad ndkﬂ)q lt)ﬁllluucmn\(h w nieznany zwykle sposob w miejsct

utwierdzenia. Uklad ten sprowadza sie oczywibcie do sily R (fig. 76), gdy

Iig. 74. Wig. 75. Fig. 76. Tig. 77. Fig. 78.

sily obeiazajace maja wypadkowa P, przyczem P}~ B = 0. Skoro w szczegl
nofei realizujemy utwierdzenie przez polaczenie trzema pretami (fig. 78
to rozmieszczenie reakeyj jest statycznie wyznaczalne,

Prety te moga wychodzié z trzech réZmych punktéw plazy (fig. 79)
byleby ich osi nie przecinaly si¢ w jednym punkeie.

Uwaga, ObcigZenia pionowe (poziome) wywolnja
wogdle nie tyll‘o pionowe skladowe reakeyj podpér,
lecz takze i poziome (pionowe), mozna jednakze
nrzadzi¢ podpory tak, aZeby obciaZenia pionowe
(poziome) \\'y\vo)y“’u)_\' tylko reakcje pionowe (po-
ziome), Taki przypadek zachodzi zwykle u belel
prostyeh.

75. Wyznaczenie reakeyj podpor
belki prostej (lub krzywej) przy dziatanin
obeigZzen na linje Srodkowa, ezyli o8 bellki,
odbywa sie rachunkiem lub wykreélnie
przez zastosowanie warunkéw réwnowagi dla
ukladu sil obeiazajacych wraz reakejami.

@) Belka na podporze
nstalej* 4 i1  ruchomej* B
wedlug fig. 80 @. Ozna-
czywszy temi samemi lite-
rami reakeje odpowiednich §

Fig. 79. podpér, piszemy warunek Fig. 80 a, b.

momentéw dla drodka obra-
nego w jednym z teorctyeznyeh punktéw podparcia, np. w A:

it
Pyay -+ Poag+...=BIl, astad B= 7 YPa

Z warunku rzatéw: A - B=F" 4+ P+ ...,

znajdziemy A4: 4 =P — B.
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Bezpokrednio z warunkn momentéw dla Srodka w B otrzymujemy tez:
Al=P by +Pby + ...,

1
— ' p 2V O = { —
— P b, prayczem b, =1— a;
& warankn rzutéw uzywamy tylko do sprawdzenia rachunku,
I Dla wykrelnego rozwiazania zadania kre$limy wielobok danych sit /3,
2., P (fig. 80 b) i obrawszy biegun O, kreflimy odpowiadajacy wielobok
Ynurowy dla tychze sil. Poniewaz szukane reakeje .4 i B muszg sie réwno-
:"az)'c z temi silami, przeto talt wielobok sit £, Jb..., A i B, jako
ei. ich ywielobok sznurowy musi byé zamkniety. Niewiadomy bok ,zamy-
djacy“ wieloboku sznurowego znajdujemy przeto Iaczac punkty przeeiecia
B¢ o i 8 bokéw ,skrajnych® (wyehodzacych z pierwszej i ostatniej z sil P)

Czyli A

% danemi linjami dzizlania reakeyj. KreSlae teraz z bieguna promien O c¢|| o8,
W¥znaczamy na ‘wieloboku sil reakeje ca— . i bc= B, zamykajace ten
Wielohol,

U\\'ﬂ,',‘,‘a. W przypadku dzinlania sily poziomej W na jakikolwiek punlt tej belki
Staje odpowindajaca reakoja =—W tylko na podporze stalej.

b) w przypadkach, przedstawionych na fig. 81« i &, nie zmieniaja sie
Teakeje przy ‘obciaZeniach pionowych w poréwnaniu z przypadkiem poprze-
i Natomiast sila pozioma W (fig. 81 ¢) wywola w B reakeje pio-
10ws B! wyznaczalna z waranku momentéw wzgledem A, tj.

B'l=Wh, a wiec B'= U'T;

Dow,

A

74 SR % 4 - —
A3 w 4 reakeje pionowa A'— — A’ i posioma A’ = — W (stosownie do
AL 1 L g

Warunku rzutéw).

Fig. 81 a. b, r,

'lb(-ic)-\y przypadku podpory rnchomej B, oddzialywujacej ukoénie wzgledem
; 'dZen pionowych, zachodza obok pionowych skiadowych reakeyj takze
Ziopozmx{w. Jezeli belka 4.3 jest po-
J s & (fig. 82), to pionowe skladowe
s “1_ V' reakeyj A4 i B wypadaja
ik drunku momentdw takie same

W przypadka (¢). Poziome skla-

e, 15

Fig. 8, ; Fig. 83.

doy
© zas ga co do wartobei réwne a co do kierunku wprost przeciwne (jak

w ¥
Yika 7 wwarankn rzutéw),
J“ ! wartodeia jest: H=V'tga.
€Zeli jednak belka A 53 jest nachylona do poziomu pod katem o (fig. 8
Warunek momentéw dla érodka w A daje: 2 Loa,— Hh— Vi =o,

o

)

Bl'ylﬂ, Podrq'cznik inzynierski. V17, 69 49
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2 h . i :
a poniewaz H=TV'tgu=V’ 7 Wiee po wstawieniu tej wartoSei i rozwid*

zanin wzgledem V' -otrzymujemy :

v sp 11 ¥ = ])" & 2
=-———- X P.a.; albo == ~ cos? u.
h% 1% 1HGE l
Z warunkdéw rzutéw wyplywa:
YPa
V=XP — L cos? o
LPa,
H=— 7 sin o cos a.

Wykreblne rozwiazanie znajdujemy, kreflac wielobok sznurowy
danych obeiaZen belki (fig. 83), tak, aby bok miedzy reakeja podpory stalej s
a sasiednia sila I przechodzil przez punkt A, ktéry jest jednym punktem
boku zamykajacego A B'. Promiein Oe¢, dofi réwnolegly, wyznacza na ki
ranku be|| B'B wielko§é reakeji B, a bok zamykajacy ¢ ¢ wyznacza I¢
akeje A.

76. Réwnowaga ciala ciezkiego podpartego w trzech Iub wiecel
punktach gladka plaszczyzna pozioma. Takiem cialem jest np. std
o trzech nogach dotykajacy podlogi w punktach A, B, C (fig. 84) tworzg.cycb
tréjkat. Kierunek ciezaru ¢ trafia ten tréjkat w punkeie @', odleglym o i
@y, az od bokéw tego trdjkata. Piszac kolejno warunek momentéw dla pro’
stych BC, 4C i 4B, jako osi momentéw, mamy :

Qay=Ah;, Qay=DBhy, Qag= Chy,
jezeli J, hy, hy oznaczajy odpowiednie wysokoéei tréjkata spuszezone z wiers
cholkéw 4, B i C.
Obliczywszy z tych réwnai 4, B i C, mozemy dla sprawdzenia zasto”

sowaé¢ warunek rzutéw
A+B+ C= Q.

Najmniejszy z momentéw Q a; nosi nazwe momentu stalofci cial®
Gdyby trzy punkty podparcia znalazly sie na jednej prostej, ktéra trafil
kierunek @, to mielibySmy do czynienia widocznie ze statyczng niewyznd
czalnoSeia reakcyj. To samo %4
chodzi wogdle, gdy liczba punktd¥
podpareia jest wieksza od trzecl:
Wazelako réwnowaga jest zap®
wniona pod warunkiem, azeby JinJ®
dzialania sily Q trafinla plaszezysié
podpierajaca w punkcie ¢, lezacy™
wewnatrz  najmniejszej  figu)
wszedzie wypulklej, ktéra zawiert
Fig. 84. Fig. 85. wszystkie punkty podparcia. (FF
gura podparcia) W tym ogo™
niejyzym przypadku rozumiemy przez moment stalobei najmniejszy mome?
cigzaru wzgledem prostej styeznej do obwedu figury podpareis.

77. T. zw. ,stalo$é dynamiczna® ciala ciezkiego podpartego miers)
sie praca konieczng do przewrécenia tego ciala zapomoca obrotu oko!’
jednej z  krawedzi podparcia“, Skoro np. obrécimy cialo, przedstawion®
na fig. 85 okolo krawedzi podstawy, prostopadlej do plaszezyzny rysunk®
ktérem fladem jest B, aZ frodek ciezkofci S znajdzie sie w S pionowo DA
B, to musimy przytem podnie§é Srodek ciezkofici o wysokosé S'k =2
=V h* 2 — h, czyli wykouaé prace:
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0 Y 0 ,.2

h+Vh2+r?

Stalosé dynamiczna naszego ciala jest wiee proporcjonalna do jego cie-

419, a nadto jest tem wieksza, im wigksza jest pozioma odleglo§é » Srodka
tleZkodei od krawedzi podparcia, a im mniejsza jest wysokoéé k tego brodka
ad podstawe.
8. Zasada Torricelli'ego. Skoro jedno eialo sztywne lub uklad cial,
°kl'eélony w art. 58, znajduje sie w polu ciezlosci, uwazanem za jednorodne,
l" W polozeniu réwnowagi stalej érodek cieikosei ukladu zajmuje po-
9%enie mozebnie najnizsze. Statyezne warunki réwnowagi sa spelnione
AlZe np. w przypadku, gdy érodek ciezkosei zajmuje polozenie najwy Zsze,
o whwezng réwnowaga jest niestala, czyli chwiejna. JeZeli wreszcie
P2y kazdym ruchu chwilowym érodek ciezkoSei ukladu pozostaje w tej
Srnej wysokofei, to réwnowaga jest obojetna.

79. Réwnowaga ciala obracalnego okolo osi stalej. Jedynemu
Sopnioywi swobody takiego ciala odpowiada jeden analityezny warunek réwno-
Wagi sit obeigzajacych, ktéry wyraza, Ze suma alge-

. . 2
“faiezna, momentéw tych sil wzgledem osi obrotu 2
mygi byé réwna zeru. 1N\ y/\g/
!
. » . . o
W odpowiadajace réwnanie warunkowe nie

“ehodza, widocznie reakeje osi obrotu, ktére wraz
% ObciaZeniami muszs czynié zadobé pozostalym pie-
‘I warunkom, Zadanie staje sie statycznie wyzna-
“Zalnem, gdy up. ustalenie osi obrotu jest urzeczy-
Wistnione jednem lozyskiem stopowem i jednem szyj-
Jem (fir. 86). Reakeja bowiem lozyska szyjnego do-

teza dwu niewiadomych skladowych do osi prosto-
Padlych, ToZyska stopowego za$ oprécz tych dwu jesz-
€20 trzeciej, majgcej kierunek osi, zwanej przeto ,po- Fig. 86.

Ung¥, (Razem b, tj. tyle, ile réwnan warunkowych.) i

W praypadku dzialania tylko dwu sit obeigzajacych np. Pi @ nosi eialo
°bmcalne okolo stalej osi  czesto nazwe dZwigni, zwlaszcza gdy wy-
“tepuje v roli H,maszyny prostejé. Wtedy warunek réwnowagi:

Mom, P== — Mom, ¢
Yyraga t. zw, ,prawo dZwigni®, odkryte przez Archimedesa w postaci szeze-

gé?o“'ﬁj, jaka otrzymuje, gdy obie sily leza w plaszeszyZnie prostopadlej do
%81 obrotu :

. Wéwezns jest Pa=- Qb, jezeli @ oznacza ramig sity I, za$ b ramie
nelezargs @,

b 80. Tarcie statyczne. Kat i stozek tarcia. Spélezynnik tarcia.

%windezenie poucza, Ze reakcja, jakiej doznaje w stanie réwnowagi cialo
State obeiazone, od ciala je podpierajacego, moze zbaczaé od kierunku nor-
Anej plaszezyzny stykania sie nawet wéwezas, gdy powierzchnie zetknie-
& _ﬁig 83 tak oszlifowane, Ze przedstawiaja sie jako ,optycznie gladkie®.
toli w tych samych zreszts warunkach nie mo%e kat nachylenia o reakeji
© Dormalnej przekroezyé granicy zwanej katem tarcia ¢. RozloZywszy
Teako
81}

¢i

A

je B na skladowa normalna N 1 styczna 7, nazywamy te ostatnia
& tareia, albo krétko ,tarciem® (statyeznem). A zatem:
T=Ntga=Ntgo T (calkowite tarcie statyczne).

max
Stpiek opisany obrotem kata ¢ dokola normalnej nazywa sie stozkiem
aro“"; wartofé zab tg o = f, spélczynnikiem tarcia _(tig. 87). i
na, Spblezynnik tarcia okazuje sie w dodé obsz.t_fmyc'h.g'r:l,m(‘aol.l w:u:to'é('.!
Clgky normalnego N prawie niezaleznym od wielkoSei tego nacisku (jezeli
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. 3 . . . . - . 3
zachodzi bezposrednie stykanie sie obu cial stalych, czyli tarcie ,na sucho
przy dosé wielkiej powierzehni stykania sie). Ten spélezynnik liczbowy mo%0
by¢ przeto uwazany w przybliZeniu za stala charakterystyczna dla nlzlter]nlé“
cial tracych i stopnia wygladzenia ich powierzehni stykajacych sie nawzajer

Wielkoié s, dla dwu danych materjaléw znajduje sic dodwiadezalnie, sporzqdziwﬂ'/'y

z jednego materjalu réwnie pochylya z drugiego plaska dcianeg ciala ciezkiego, ktére siq kvh.dz"‘
na réwni, poczem zwiekszn sie jej nachylenie do poziomu stopniowo, az do wartosdci, P
przekroczeniu ktérej cialo ric zsuwa. T'a wartosé jest widocznie katem tareia. . an
To dodwiadezenio poucza zarazem, Ze tarcie statyezne wystepuje tylko w takiej \V"“l‘
kodei, jaka jest niezbedna do utrzymania réwnowagi. Gdy cialo spoczywa na plusy.ozy'/'“l'
poziomej tylko pod dzialaniem ciezaru wlasnego, to niema weale tarcia, Natomiast PO -
czas 8lizgania sic tegoz ciala po plaszezyinie poziomej zachodzi taicie o okreflonej “'".’,,
ko#ci podobniei zaleznej gléwnie od nacieku normalnego i dajgcej sig przedstawicé w postact*
T'=N/f, 2 1

rezom jednakze epélezynnik s jest mniejszy od f, malejge ze wzrostem p\'qdk(“""l

prz.

wzglednej.

81. Zagadnienia réwnowagi z uwzglednieniem tarcia. Tarcie ulatywi®
znakomicic urzeczywistnienie réwnowagi w praypadkach, w ktérych by J¢
nie moglo byé bez tarcia.

@) Tak np. drabina, oparta o pozioma posadzke i pionows Sciang, m®
moglaby pozostawaé w réwnowadze przy Zadnej skonczonej wartosei kath
nachylenia o (fig. 88), gdyby nie tarcie. Dzieki tarciu jest réwnowaga %V

r

W
Yo 4/

4/

//
-
£

5.
=
SN

Eig. §7. Fig. 88. Fig. 89.

pewniona przy tych wartoSciach ¢, dla ktérych ciezar drabiny @ (lub WY
padkowa z jej obeiazen)) trafia zakreskowany cazworokat jako §lad wsp6ln€)
przestrzeni obu stozkéw tarcia w punktach A i B na plaszezyZnic pionow®
przechodzacej przez te punkty i zawicrajacej sile Q. (Rysunek przedstaws®
skrajne poloZenie réwnowagi.)

I{) Cialo obracalne na przegubie walcowym (fig. 89) byloby bez tarcit
w réownowadze tylko wtedy, gdyby skladowe obeiaZen prostopadle do ost
obrotu, mialy wypadkowa /> o kierunku normalnej stykania sie ciala z czopens
a wiee gdyby ta sifa P trafiala dokladnic o§ czopa. Z powodu tarcia mo?®
ta sila wraz z réwnowazaca ja reakeja czopa przegubu zbaczaé od normal”
nej o kat o <, czyli moZe mieé wagledem osi czopa ramig momentu zwi
nego momentem tareia, ktére musi byé <<z sin g, jezeli» jest promieniem czop?

Kolo o promieniu 4 == sin @ = » s’ nazywaja kolem tarcia, a spo™
czynnik /' = gin ¢ < fspélezynnikiem ta reiaprzegubowego (%%
powego). Dla kraicowego momentu tarein mamy przeto wyrazenie:

M, = Lrsing = Prf.

82, Statyka ukladéw cial sztywnych. Uklady przegubowe pretéw:
FLanenchy i kratownice!). W ulladzie cial polaczonych ze soba w jakl’
kolwick sposob daja sie polaczenia okreli¢ sitami zaleznemi od obeiaZe!
danych. Sily te jako sily wewnetrzne dla calego ukladu znikaja z jeg’

') Por, tez dzial: ,Statyka budowli®,
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Warankéw réwnowagi; natominst wehodza w warunki réwnowagi kazdego
Poszezepdlnego ogniwa uldadu, jakie réwniez musza byé spelnione, skoro
e 7 tych ogniw jest w réwnowadze. Przez zastosowanie réwnan réwno-
Wagi do odpowiednio wydzielonych czeei ukladu moZna przeto obliczyé
Sily wewnettzne (veakeje) czebciowo lub zupelnie, zaleZnie od warunkéw
H'“‘ycznuj \-vyzlulcmlm)éci. W réwnania réwnowagi kazdej takiej wydzielonej
zesel ukladu wehodza jako sily wewnetrzne, oprocz danych obeiazen jeszeze
Wizystkie reakeje od pozostalych czefei ukladu. W szezegdlnie prosty sposdb
mz“'i:}zuj:l sie zadania wyznaczenia sil wewnetrznych w ukladzie prze-

%;Ubowym pretdw, jezeli sily obeiazajace dzialaja tylko w przegubach.
Y%y bowiem z pretdw pozostaje wdwezas pod dzialaniem dwu sil prze-

Mesionych nati przez przeguby, ktére dla réwnowagi musza dzialaé wadlaz
8L preta i byé co do wielkoSei réwne, a co do kierunku przeciwne. Sily
te (5§ — &) moga byé rozeiagajace albo feiskajace (fig, 90).

Fig. 00, Fig. ol. Fig. 92,

Dwie czefci preta rozdzelone w mysli prackrojem ¢ (fig. 90), dzials

"‘l'Niuhi(s nawzajem silami wewnetrznemi czyli napieciami (wysilami) S i — N,
tore réwuiez beda albo silami rozciagajacemi albo tez Sciskajacemi.
Ulk¥ad przegubowy pretéw moze byé jako caloSé sztywnym, czyli
MoZe wmieé posta¢ geometryczna niezalezna od sil zewnetrznych, albo tez
"‘_OH'/.ty wnym (jako calodd), a wéwezas przybiera posiaé réwnowagi za-
Y4na od sil zewnetrznych. W pierwszym przypadku bywa nazywany zwykle
fatownica, w drugim zaé taticuchem. Atoli mozna takZe pojmowad
Meuch pretéw jako kratownice niesztywna, albo nawzajem krato-
Wuice jako lancuch sztywny.
. W plaskiem zagadnienin réwnowagi lmicucha pretéw, obeiazonego
s'lﬂ_mi pionowemi (fig. 91), ktérego konce ustalono przegibnie w punktach
< VB, znajdujemy wartofei sil /3, /% ... odpowiadajace danej postaci
rl}“’lmwng‘i, traktujae ja jako wielobok sznurowy i kreslac z dowolnie obranego
leguna O promienie S;, Sps ... réwnolegle do odpowiednich bokdéw .1
£D... tegro wieloboku.

.. W ten sposéb znajdujemy oczywidcie tylko stosunki wielkobei szukanyeh
S s ... Rozwiazanie staje sic dopiero oznaczonem, skoro np. suma
Ql’(flqyﬂ(zl'l jest dana.

uk Uwaga. w rozpatrywanym przypadku jest kaizdy z pretéw seiskany, a réwnowaga
tadu njgstata,

W plaszezyZnic ma lafench z n ogniw (n - 2) stopnie swobody; po

:stln"lf‘llill pt)('z:!tku i kofiea pozostaje jeszeze (;1 — 2) Ntol?ni. Uklad, zloZony
s b ogniw o ustalonyeh dwu praegubach k()llt‘()\\'y(‘.]l,.JH]{ up. t. zw. tuk
ZD"JI‘)l"/.v gubowy® (fig. 92), jest ]n:'/,clu szty'\\"ny.l St:'l tycznie wy-
o Atzalny (izostatyczny), t. zn. dla kazdego obeiaZenia moina z warunkow

6 : ‘ e
t;""““'ﬂgl znalezé reakeje w przegubach podporowych. Przy obeiazenin
Vlko Jednego ogniwa, np. lewego, sila [, znajdujemy reakeje w A i w B3
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jako boki tréjkata sit uwzgledniajac réwnowage drugiego ogniwa nieobeid”
Zonego, ktéra wymaga, aieby reakcje w B i w C lesaly na prostej B U

83. Krzywa sznurowa. Dla plaskiego ukladusil rozmieszczonych w spostD
ciagly (jak np. ciesar wlasny ciegna, uwaZanego za wazka linje maté
rjalna itp.), przechodzi wielobok sznurowy w krzywa sznurowa. W szczegéllfle
waznym przypadku sil réwnoleglych przedstawiamy je jako cigZary paskow
elementarnych pola jednorodnego (fig. 98), ograniczonego z jednej strony
osig, prostopadla do kierunku sil. P&
sek o polu dz ma ciezar ynd%
a zatem sila przypadajsca na J%
dnostke szerokobei paska (w kg/om)

A=

jest proporcjonalna do rzednej 1.

Oznaczywszy przez H ,,odleglo'éc
biegunowa* od wieloboku sit (mi€
rzong w podzialce sil), mamy réwnd
nie rézniczkowe krzywej sznurowe]®

Fig. 93. H —",—'_‘ Sae d

przy uwidoeznionym na rysunku ukladzie spélrzednyeh. To réwnanie okret'*l’;
zarazem postaé réwnowagi ciegna obeiazonego silami réwnoleglemi do osi
o natezeniu ¢ w odniesieniu do jednostki rzutu ciegna na of X.

Wnioski. @) Skladowa pozioma napiecia ciegna obciaZonego silam!
pionowemi jest stala i réwna H.

b) W miejscach nieobciaZzonych jest krzywa sznurowa prosta, a napieci®
ciegna S stale.

¢) Gdy g jest stale, t. zn. przy obeiaZeniu réwnomiernie rozlozonem 2°
wzgledu na rzut poziomy ciegna jest krzywa sznurowa parabolg o 08!
pionowej :

2 H : ;
—y=—a4 Ca C,
q

przyezem Ci C' sa statemi calkowania. Parametrem tej paraboli jest iloraz Hf{:

d) Jezeli w pewnym punkeie ciegna dziala nadto sila skupiona P, t0
w krzywej sznurowej powstaje zalom (fig. 94), przyczem:

Il

tg oy —tg oy — I
poniewaz dla réwnowagi musi byé P— .S, sin o, - 52
sin gy = 0.

¢) Napiecia koncéw eciegna, a zarazem reakeje std”
Iych puuktéw zawieszenia sa okreSlone skrajnemi pro
mieniami wieloboku sil.

/) Krzaywa sznurowa jest druga linja calkowa dlf
linji obcigZenia v = f(x).

g) Danej linji obeciaZenia odpowiada, przy stalem H, oo krzywych

sznurowych na plaszezyZnie, atoli tylko jedna krzywa przechodzgca przé?
dwa punkty dane, lub przechodzaca przez jeden punkt dany i majac®
W nim styezna dana.
. ) Gdy dane obciaZenie ciagle podzielimy na czebel pionowemi prnstemi
1 kazde obciazenie czeéciowe zastapimy sila wypadkowa, to wielobok sznt”
rowy ukladu sil wypadkowych (odpowiadajacy temu samemu biegunowi)r
Jest opisany na krzywej sznurowej, a punkty styeznofci leza na prosty®
podzialowych, :
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Krzywa sznurowa 1 {ancuszkowa, 10bo

t) JeZeli punkty zawieszenia ciegna sa na tym samym poziomie, to skia-
d_o‘Ve pionowe reakecyj w tych punktach sy takie same, jak dla belki po-
“omej o tej samej rozpietofci (i tak samo obciaZonej).

. 84. Linja lancuszkowa (katenoida) zwyczajna jest postacia réwnowagi
Ylégna jednorodnego, doskonale gietkiego i nierozeciagliwego, zawieszonego
%bu kofcami w stalych punktach 4 i B (fig. 95) 1 pozostajacego tylko
pod wplywem ciezaru wlasnego 1 kg/m. Ta postaé jest krzywa sznurowa,
dlg, ktérej :

—qde=1ds,

162al: i
IZeli ds oznacza dlugosé elementu Iuku. A zatem

d*y Sy
& dot ! l/l +( n’;r) 2]

& po zcalkowaniu i wyznaczeniu punktu x,, ¥,, leZacego na pionowej naj-

“iiﬂzcg‘o punktu laticuszkowej w odlegloei 2 — — (parametr laiicuszkowej)
i’

Otl'z)‘mujcmy g

Ty T—m,
.__”L m o= m
A 5 ,
Y—Yo=—75 |8 +e ’
2

albo dla ukladu spélrzednych o poczatku w Q (i, #):

/ x x
m | = - = i
y=-—\em +4-¢ m|=m Ch—,
: 2 m

(ezeli 1y, oznacza ,cosinus hyperbolicus“).

Iig. 05. Fig. o6,

Parametr m ma znaczenie dlugofci ciegna o ciezarze réwnym H, tj.
Emz](,mmj skladowej napiecia, Napiecie S w dowolnem miejscu ciegna
Okrela réwnanie :

N =1 — %)
o "Vuiosck. Srodek eiezko$ci luku lancuszkowej lezy na pionowej prze-
'SCla sig stycznych w jego kofcach.

85. Najwazniejsze wlasnoSci wieloboku sznurowego (i krzywej
Hz'l\l-\l'owoj),
bi @) Gdy wykreslimy dwa wieloboki sznurowe danego ukladu sil dla dwu
ef%‘lnow 0 i O' (fig. 96), to odpowiednie boki tych wielobokéw prze-
Maja gie w punktach (g, &, 1 ...), lezacych na prostej réwnoleglej do 0 0,
. ) Moment wypadkowej sil danego ukladu wzgledem jakiegokolwiek
Hrodk 0 . . ) 3H < o TR .

a () na jegu plaszezyinie réwna sie iloczynowi odleglosci biegunowej
- Przez odeinek prostej przechodzacej przez @ i réwnoleglej do tej wy-
“R0wej, wyznaczony przez boki skrajne wieloboku sznurowego (fig. 97):
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M(ml”F= Rr—=

H om,
Mom“,T{ = —Rr'=— Hn'.

To twierdzenie pozwala mierzyé momenty sily R zapomoca podzialk!

na wykresie uwydatnionym przez zakreskowanie réwnolegle do R.

N

Szezegdlnie korzystne jest powyisze przedstawienie momentu, g95
wszystkie sily ukladu sa réwnolegle jak np. na fig. 98, przedstawiajacel

Fig. 97. Fig. 98.

belke koneem utwierdzona i obciazona sitami 7, P, i ;. Ruzedna v %%
kreskowanego pola, pomnoZona przez odlegloéé hlvnunowa H, daje moment
wypndlqu sil, lezacych po prawej sh'omo \wglqdum (i(ll)O“’l.l-dllJ:‘lcu‘")
punktu {. Moment ten nosi w nauce o wytr/ynmloéci nazwe momentd
zginajacego dana belke w przekroju £. Wielobok sznurowy dostarcsd
przeto wykresu momentéw zginajacych.

86. Konstrukeja wieloboku sznurowego, ktérego pewne trzy boki
przechodza przez punkty dane, polega na twierdzenin @) w ust, 86, N#-

zwawszy te boki dla wygody przez a, b, ¢ znajdujemy wypadkowa T, sil

dla ktérych « i b sa bokami skrajnemi, oraz \\'yp.ldkm\"l Ry 1, dla l\tdryt‘l‘
bokami »I\r.l]ncnn sa b ie Wtedy mamy do czynienia z dwiema silan!

Ry i I... ktérych wielobok sznurowy zawiera trzy boki, llld]‘l(‘L‘ po Kolei
przechodzié przez dane punkty A, B i C (fig. 99). Oté% najpierw kreslimy
jakiekolwick dwa boki @i U \Vlelnhoku sznurowego, prae
chodzace przez .1 i B, ﬁll.l]l{lIJ(‘llly udpu\ua(l'LJacy im bie*
gun o, prowadzac z po('/,:lll\u i konea sity R, promieni
n')\\-nolvg'le do @’ i §'; a potem kreSlimy przynalesny bok
trzeci ¢, ktéry nie bedzie wogéle trafia¢é punkta (. Skor®
jednakze poprowadzimy prosta A B i przedluzymy bok ¢
az do przeciecia sie z ta prosta w n, to przez punkt 7/
przechodzi¢ musi na podstawie przyto-
czonego twierdzenia takze bok ¢ szuka-
nego wieloboku, poczem boki b i a znaj-
dujemy z latwoScia., Inne rozwiazanie
tego samego zadania w teorji luku tréj-
przegubowego.

Fig. 99. 87. Warunki sztywnoSeci i staty- Figs. 100.
A wyznaczalnosci (izostaty-
cznosei) kratowniey ]rl‘hl\w] W jej pl.\%/(‘y\ Znie. 1) Azeby w weztdw po”

ll("l-)v pretami w ]l"‘lll(' sztywna, mwu liezba pretéw p wynosié prayntl
mniej : p = 2w -3,

albowiem k‘udy nowy wezel ustala sie przez pohcnemu go dwoma pl‘(’(ﬂml
nie lezncemi na jednej prostej) z dwoma innemi wezlami, a tylko pierwsz®
(trzy \wdy tworzace tréjkat wymagaja nie 6 = 2. 3, lecz tylko 3 pmté\v
fig. 100). “Kratownica, zbudowana w ten sposéb i tworzaca figure zloZond

') Przy art. 87—91 por. tez dzint: ,Statyka budowli®.
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4 Szeregu trdjkatéw, nigdzie sie nawzajem nie nakrywajacych, nazywa sie
fatownica prosta. Jest ona satywna, oraz statycznie wyznaczalna,
%yli izostatyczna. JeZeli bowiem na wezly tej kratownicy dzialaja
s‘l)" zewnetrzne I3, Py ..., czyniace zado$é trzem swarunkom réwnowagi,
Oniecznym do unieruchomienia caloSei, to wyeiawszy w mysh kazdy
Wezel z osobna i zastapiwszy polaczenie gilami wewnetrznemi w pretach,
Ofrzymujemy dla kazdego wezla 2 réwnania réwnowagi. Razem tedy
Mamy 9, réwnan, w ktérych jednakze tkwia jeszcze owe 3 warnnki
r("V"OW:Lgi sil zewnetrznych. Do wyznaczania p niewiadomych sil wewne-
franyeh w_pretach pozostaje wige 2w — 3 réwnan, czyli tyle, ile koniecznie
Pobrzeba, Ze te réwnania sa zarazem wystarczajace, Iatwo sie przekonad
¥ kﬂidym poszezegdlnym przypadku, rozwiazujac je wykre&inie, czyli kre-
Slae dla kazdego wezla zamkniety wielobok sil. W tym cela trzeba roz-
p"e.Zyn:u'-. od wezla, w ktérym sie schodzg tylko dwa prety, co jest zawsze
WoZliwe n kratownicy prostej.
Gdy kratownica nie jest prosta, moze warnnek p =2 — 3 okazaé sie
Mewystarczajacy. Jezeli w kratownicy plaskiej jest p<2w—3, to krato-
Whica jest oczywiscie niesztywna, jeZeli zad p> 2w — 3, to jest przesaty-
;"“'Olm, ezyli (wewnetrznie) statycznie niewyznaczalna (por. dzial: ,Statyka
)“dmvli“)_ g

88. Plan sil jako figura ,odwrotna“ wzgledem planu kratowniey prostej
Wraz z silami zewnetrznemi. Taki plan jest wielce dogodnem polaczeniem
wazystkich wielobokéw sil réwnowazacych sie na-
wzajem w skazdym wezle z osobna. Jego kreSlenie
ulatwia regula Bo w'a, wynikajaca ze stwierdzenia, Ze:

1. ,Plan kratownicy“ i ,plan sil“ zawieraja te
sama liezbe prostych, prazyczem kazdej prostej je-
dnego planu (osi preta lub sile zewnetrznej) od-
powiada réwnolegla do niego prosta planu drugiego
(sita wewnetrzna lub zewnetrzna).

2. Proste kazdego z obu planéw dziela plasz-
czyzne na ta sama iloS¢ pol. {

3. Prostym otaczajacym pole na jednym planie
odpowiadaja proste wychodzace z jednego punktu
na planie drugim i odwrotnie.

Wobee tego przed kredleniem
planu sil dla danego planu kra-
townicy (fig. 101) oznaczamy
wszystkie pola up. literami a, ¢
b, ¢... a wezly unp. cyframi 8
rzymskiemi f, [1, /1l ... Roz-
poezynajac teraz kredli¢ plan sil
od wezla /, poniewaz w nim
schodza =sig tylko 2 prety, ozna-
czamy pole tréjkata sil 4, N,
Fig. 101. N5 rowniez praez [; wierzcholek Fig. 102.

za§ tego tréjkata, unbworzony
Bola’ - iN;, oZNACZANY _liler.‘% e )nlbo\\'iu-m’ prety 4, 5 i6 ()I_;l(:xaj;!
sity \{c }lﬂ- Plunln. l(r:!.towmcy itd. Po “'ryk.rvslmnu phu_m‘ml_ (')'l]l‘()l.lll:llll-y
_mh)wr»:;(l.n‘-hule SClS]f:l_]:!.('L‘ np. pracz Zg‘l‘g])l(‘lllt"luh -pod\\"u_]vm_v hn}_] na plun!c
(Kre§lenin strzalek unika sie, poniewaZ kazda sila S, na planie
Drzedsty v
0"‘00\\'0)_

Przey, ‘\’l

a dwie sily wewnetrzne, jakiemi pret dziala na swoje przeguby

9 @ e ’ : R

dwi&). Spos6b Culmann’a. Kratownica prosta da sic zawsze podzieli¢é na
Ak s a g . > % bl o

3 EWCL(_‘sm przekrojem przecinajacym nie wiecej jak trzy prety (nie schodzace

jednym wezle), np. 7, 2, 3 na fig. 102. Rozpatrujac réwnowage

o7
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pp. lewej odcietej czefei kratownicy, mamy do czynienia z warunkami
réwnowagi wypadkowej R sil zewnetrznych na te cze8¢ dzialajacych z na-
jeciami S;, Sp, S, ktére okreslaja dzialanie drugiej czeSci na cze8é- roz-
pi€ 1 *'2y 3 Jd R g1e) “ “
patrywang. Réwnowaga tych caterech sil wymaga, aby wypadkowa dwu
z nich, np. R i &), ktéra musj przechodzi¢ przez znany punkt 8, lezala na
tej samej prostej, co wypadkowa dwu pozostalych, tj. S; i 83, przechodzaca
przez . Kierunek af wyznacza przeto linje dzialania W obun wypadkowych,
co pozwala natychmiast ‘wykre:_'ilié (!7..“'01'0k;}t'sil (fig. 102), rozpoczynajac o
S; |1 az do przeciecia sie z kierunkiem W itd.
1 P 7 9

90. Spos6b Ritter'a. Podzicliwszy kratownice na dwie czefei przekrojem
przecinajacym prety 1, 2, 3, nie schodzgce sie w jednym wezle (fig. 103) piszemy
waranek momentéw dla czeSci rozpatrywanej, przyczem obieramy Srodek
momentéw tak, aby réwnanie zawieralo tylko jedna niewiadoma. Cheac wiec
znalezé sile wewnetrzna S; w precie 1 obieramy érodek momentéw w a,
gdzie przecinaja sie prety 2 i 3. Warunek momentdw daje:

7 - v r»
Rr-4-Syr =0, czyli & — — R —.
”y
Znak — wskazuje, e sila S, jest skierowana ku wezlowi I, czyli %8

jest sila Sciskajaca pret 1.
Dla obliczenia sily S trzeba Srodek
momentéw obra¢ w y; za§ dla sily

‘VVA‘ I | S, w punkeie przecigeia sie osi pre-
A VAR NN tébw 11 3. % tego widaé, Ze sposéb
o l\ L]

=

P> Rittera zawodzi niekiedy, jeZeli érodek

momentéw wypada, jak w tym pray-

Fig. 103. Fig. 104. kladzie, poza granicami rysunku, albo
nawet w przypadku réwnoleglosei pre-

téw 1 i 83 — w nieskoniczonokci. W tym ostatnim przypadku stosuje sie

czesto z korzySeia warunek rzutéw zwlaszeza gdy wypadkowa R jest pio-
nowa, a prety 1 i 3 poziome (fig. 104). Warunek rzutéw na of pionowa
daje wowezas:

Sycosa — R=0, eczyli S,= Reseea.

91. Warunki sztywnos$ci i statycznej wyznaczalno$ci kratownicy
przestrzennej. Kazdy nowy wezel laczy sie sstywnie z reszty kratownicy
zapomoca 3 pretdw nie lezacych w jednej plaszezyZnie. Tylko pierwsze 4 wezly
wymagaja do sztywnego polaczenia w czworoScian nie 12 — 3.4 pretéw,
lecz tylko 6 (tj. o 6 mniej), a zatem liczba pretéw p musi czynié zado§é réwnaniu

p=3w —6b.

Jest to warunek konieczny sztywnobei i statycznej wyznaczalnoSei (we-
wnetrznej) kratownicy przestrzennej. Bedzie on zarazem wystarczajacym
przedewszystkiem w przypadku kratownicy prostej utworzonej przez kolejne
dolaczanie ezworofcianéw (por. dzial: ,Statyka budowli“, Kratownice prze-
strzenne).

1V. Kinetyka.
A. Zagadnlenia kinetyki punktu materjalnego.

92. Ruch pionowy w polu ciezkosci uwazanem za jednorodne.
@) Réwnanie ruchu bez uwzglednienia oporu powietrza napiszemy w poataci:

d*z 1’z
m— = +mg, albo qr +g,

prayezem znak - odpowiada osi dodatnich 2 skierowanej w dél, a znak —
w goére. Prayjmujac ¢ jako warto§é predkofci skierowanej w gire w pelo-
Zeniu poczatkowem z = 0, otrzymnjemy z pierwszego calkowania:
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Ruch swobodny cigzkiego punktu materjalnego. 1067

z 2 ¢
i = ¢ — (
dt ==l
2 ) L
z drugiego zas: z=cl— o gts,

jezeli z licsymy dodatnio w gére. Punkt wznosi sie ruchem jednostajnie

9

zwalnianym, az jego poczatkowa energja kinetyczna zamieni sie na
: 0 RS, ) .
potencjalna m gk, & predkosé v stanie sie réwna zeru. Czas wznoszenia
ot ! ¢ 40 L LIS 2 c?
si¢ jest przeto rowny 4 =-—, & wysoko§¢é wzniesienia sie h = 9"
§ g " g
Jest to najwieksza wartos¢, jaka osiaga 2, jak wynika z powyZszego réwnania,
Od tej chwili #, rozpoezyna sig swobodny spadek i dla ¢ = 24, otrzymujemy

znowu 2 =0, av=—¢=— V 2gh, czyli punkt wraca z predkoScia o tej
samej wartofci, z ktéra wyszedl.
b) Z uwzglednieniem oporu powietrza lub innego ofrodka jedno-
rodnego, bedzie réwnaniem spadania:
d*s
Mm—e =mg — kv
D 9 ’
jezeli k oznacza spélezynnik oporu proporcjonalnego do kwadratu pred-
kobei. Wartodé & znajdujemy empirycznie obserwujac te predkoéé spadku »°
przy ktérej ruch staje sic jednostajuym, czyli mg — kv, =0

Mg
Stad k= —‘,/,-,
o
a réwnanie ruchu przybierze postac:
d*s
=il
dt? Vo

Calkowanie daje v =10, l/l . ot

7z czego widaé, Ze predkosé zdaZa asymptotycznie do predkosei jednostajnego .
spadania v,, ktérg teoretycznie osiaga dla s = oc. Atoli po przebiezeniu drogi s,

9

kilkakrotnie wiekszej od staje sie réznica miedsy » a v, znikomo
mala, tak iz przy stosunkowo znacznych spélezyunikach oporu, jakich do
znaja np. krople deszczu w powietrzu, albo ziarnka piasku w wodzie, ob-
serwujemy juz po spadku z niewielkiej wysokofei ruch praktyeznie jedno-
stajny.

7 powtérnego calkowania wynika:

9 1 gt gt .2 7t

o' R o—— 1} &
S log nat — (c v - ¢ ') =" log nat Ch ~—
g 2 o Yo

93, Wazki punkt materjalny na réwni pochylej porusza sie w plasz-
czy#nie réwni jak swobodny pod wplywem wypadkowej sily ciezkofci mg
i reakeji réwni, ktéra bez tarcia ma kierunek pormalnej do réwni. Sila
poruszajaca ma wtedy wartosé m g sin ¢ i kierunek najwickszego spadku na
plaszezyZnie réwni. Renkeja N = i g cos . To samo otrzymujemy rozkladajac
sile ciezkoSci mg na skladowa normalng i styczna do réwni, poniewaz
skladowa normalna jest zniesiona reakeja, a tylko styeczna wytwarza przy-
spieszenie ¢ = g sin o (fig. 105).

59



1068 Mechanika ogélna.

Bez predkofici poczatkoswej jest tor punktu materjalnego prosta nachylond
do poziomu pod katem @, a ruch odbywa sie ze stalem przyépieszenie
@ = g sing. Tak samo ma sie rzecz, gdy predkodé poczatkowa ma kierun®
owej prostej. :

Jezeli pomigdzy punktem materjalnym a réwnia zachodzi tarcie pray stale]
wartodei spélezynnika tarcia f, woéwezas prayipieszenia @ spadku po prostt)
nachylonej pod katem o) okreSli réwnanie ruchu:

ma=mgsineg — N f=mgsine— mf.gecos o,
czyli a = g (sin a — f cos ).

Przy ruchu zaé w gére po tejize prOS“’J

B - k o

S T~ ma przyspieszenie wartosé:

.‘\ = \ a = — g (sin a - f cos ).
! ; .

s | T 94. Rnch wazkiego punktu materjal

mgessa DR —L= nego po okregu pionowym. \Vuha(“‘f

— i proste matematyczne. Oznaczywszy praes?®

N dlugo§¢ luku mierzonego od najni'},sfego

'z punktu jako poloZenia réwnowagi stalej,‘“

Fig. 106. Fig. 106. przez «» odpowiadajacy kat srodkowy (fig. 1004
otrzymujemy bez oporéw réwnanie ruchu:

fa)

d*s : 8 It
—— = — g §in —- alb
FaE g $in =, ulbo

Jego pierwsza calke znajdnjemy najprodeiej z zasady zachowania energlh
Obrawszy poziom poréwnawezy (odpowiadajacy zeru energji potencjalne)
na wysokosci srodka kola mamy :

['.".5
(7’:> et =yt — 29l (1 — cos ),

o
R T] ’ 4 f o . - n = i
jezeli r, oznacza warto$é predkosei w najnizszym punkeie. Od tej wartos¢
zalezy ogdlny charakter ruchu:

1. Gdy r,® > 2 gh, prayezem h — 21 (4rednicy kola), to ¢ nie staje S
zerem przy zadnej wartodei kata =, a roch odbywa sie po jednem pdllwl"
oddzielonem pionowa srednica z dolu ku gérze z predkoScia malejaca, 4 P
drugiem w dé! z predlodeia rosnaca, poczem powtarza sie ideutyeznie w Bl
skonezonodé. Punkt obiega okrag z predkoscia okresowo zmienng w tym
samym kierunku.

2. Gdy »,° <= 2gh=14g/, 1w predkosé staje sic zerem w dwu pnld‘

. . . .t i 2 - A L 1

zeniach odpowiadajacyeh ¢ = -4, przyczem o otrzymuojemy z warunk!

re® == 2 gl (1 — cosa).

.

° v : . rob

Ruch ma wawezas charakter wahadlowy ezyli odbywa sie tam i napowI®

. : . i g i Iy . 4 o

po luku odpowiadajacym katowi 2 . Przy bardzo malym kacie amplitady *

. A . R L} i 7 . . X 5

(ezyli malych odehyleniach) mozna z wielka dokladnoSeia zastapic 87

praez o 1 napisaé¢ rownanie ruchu nieskonezenie malych wahai w postact:
d*s g

ST T PR S S

dt® Bt

R - : s neo0)
okreslajacej wedlug art. 45 prosty ruch harmoniezny o okresie (podwdjneg!

withnienia
Sty L
0 LSy V4 g !

') Réwnym katowi nachylenia plaszezyzny.

niezaleznym od amplitudy.
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Dla wielkich odehylen znajdujemy dokladnie po latwem przeksztalcenin:

@
L= ll/L 77._(_“4:_; (calka ulipty&nu),
& g RN i3 %P
£ sin® — — sin® -

0

H .

? 8tad po rozwinieciu na szereg trwanie (okres) jednego pelnego
Podwijnego) wahnienia:

- i 7 AT TR S l
e — .’,-l/~u~ J+(-§) sm“?—{—<—g 1) sint o8 + .. i

D o3 3 Crader i . - T s , .
Te wahnienia nie sa juz izochroniczne, jak wahnienia nieskoficzenie
q . = o o - LY
Malke, lecz zaleza od kata amplitudy e, Skoro jednakze o <8° to 7' <1,0012 7%,

Wahadlo sekundowe tj. takie, dla ktérego 7,/2 — 1 sk, ma dlugo§é
1= g/x2,
W Warszawie, gdzie ¢ — 9,8122 m/sk?, jest I, = 0,9943 m.
. Reakeja okregu jako torn, albo napiccie nici Ilaezacej punkt mate-
Nalny ze &rodkiem 0, ma wartoé:
d 4

R=mgcosg-}-ml (f x )-.

dt

7 98. Wplyw obrotn ziemi na ruch wazkiego punktu materjalnego.
* Powodu obrotu ziemi w uldadzie bezwzglednym z predkoscia katowa
®= 0,000 078 sk ! porusza si¢ punkt materjalny wzgledem uldadu stale
®laczonego u ziemia tak, jakby nan oprées sily
Cip

<ofici wzglednej m g dzialala nadto przeciwnie
Waiota ot diee e

“gta sila Corioliga 2 m v, w sin (v, ).

L D(’ﬁtrzogﬂluc skutki sily Coriolis’a wykazano np.
4 8padku swobodnym ze znacznej wysokogei. Punlt

‘L\d.tel_]:\lny zbacza od pionu na wschéd, a wielkosé Fig. 107.
1 v 0 . 3 »
prf“ zboczenia obliczamy z dostatecznem przyblizeniem
"yjmujac warto$é prodkoéei pionowej v, = g#. Wektor predkosei katowej
ohy . 9 B = T " ~ P ;
Totu ziemi o tworzy % o, kat (")'_‘LIA) (fig. 107), a zatem przySpieszenie
Coriol; . . ‘ & rq s g
; Tolig'a jest skierowane poziomo na zachdéd i ma warto$é 2 2w cos g,
Dbraw 20 e i 3 i - .
brawszy 0§ X skierowana ku wschodowi otrzymujemy :
) ymujemy
d* x d*y d® z
— 9 3 e e SR o
——— =2 gl wCos C = 0, —=¢
T o T T e Y
al ! sy 5
Jako przyblizone réwnania ruchu.
1, . .
Calkowanie daje:
3
gt 1,
i - W cosy, ¥=—=0, z— ) gt=.

9 o .
ks Zbocgzenie wschodnie 2 wynmosi np. dla wysokodci spadku 1688 m i
““(‘;\("k()?“'i geograficzne] ¢ = 50° 53" (doSwindezenie Reieh’a w kopalniach
Skich w r, 1881), obliczone pray pomocy powyiszyeh wzordw o — 275 em,
» . . L) - .
“'(‘l] 17y ruchu nieswobodnym punktun materjalnego w plaszezyznie poziomej
1. 10dzi w gre pozioma skladowa sity Coriolig’a. Jej wartodé jest niezalezna
od g, A - e y - ;
Azymutu predkofei wzgiednej » i réwna sie 2 m ¢ wsin ¢, Kierunek od-
Powi 5 y 1 1 ! ol o :
; Wadajacej poziomej skladowej sity dodatkowej — m @, dla patrzacego
kierunky predkodei wskazuje na potkali péluoenej na prawo, na polu-
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1070 Mechanika ogélna.

dniowej zaé na lewo. Wskutek tego np. pociag jadacy na pélnocnej pélkult
wywiera boczny nacisk na prawg szyne nie przekraczajacy jednakze pray
v =30 n/sk w naszej szerokofci Ygo0, cieZarun pionowego.

B. Kinetyka ukladéw materjalnych,

Rzeczywiste ciala materjalne lub ich zespoly, czyli wogéle uklady mé
terjalne rozpatrujemy pod postacia dwu modeli teoretycznych: albo jako
uklady skoiczonej lub nieskoinczonej liczby punktéw materjalnych, ﬂ}bf’
tez jako utwory geometryczne wypelnione materja ciagla. W najogélni€)
szych rozwazaniach mechaniki stosujemy zwykle model pierwszy; w mecha
nice plynéw i spreZystych cial stalych a takze materjaléw sypkich postt
gujemy sie nadto z korzyScia modelem drugim i traktujemy te ciala jake
continua materjalne. .

Cialo sztywne mozna uwazaé za uklad punktéw materjalnych o nié
zmiennym ustroju geometrycznym, czyli nieodksztalcalny, W ob8
modelach wazna role gra dokladne rozréznianie sil zewnetrznych od W&
wnetrznych, jakkolwiek sila wewnetrzna w jednem zagadnieniu moze 5
sta¢c zewnetrzng w innem. Tak np. grawitacja pomiedzy cialami ukladu glo-
necznego, rozpatrywanego jako calo§é, stanowi sily wewnetrzne ukladu, nato”
miast przy badaniu ruchu ukladu ziemia—ksieZye okreéla przyciaganie prae?
slofice obu cial sily zewnetrzne, a ich wzajemna grawitacja sily wewnetrzn®
W ukladzie: rura dzialowa z pociskiem wewnatrz podezas wybuchu nabo)®
sa silami wewnetrznemi: preZnod¢é gazéw wybuchowych i tarcie mied#f
rura a pociskiem; zewnetrznemi za§: sila ciezkofici i nacisk sprezyny prée
noszacej reakeje wystrzalu na lawete. W poruszajacem sig ciele sprezystem 54
silami wewnetrznemi napreZenia (napiecia). W nowoczesnych pojnzdacl‘
mechanieznych (parowéz, rower, samochdd itp.) wystepuja jako sity zewné
trzne: sila ciezkobei, reakeja tarcia kél napedowyeh o podloze, opér toczem®
sig k6l i opér powietrza; za§ jako sily wewnetrze, np. w parowozie: PI%
#noéé pary, tarcie w lozyskach osi, nacisk w krayzuleu, czopach korbowych itd:

96. Zasada pracy i energji. Jezeli K, = — Ym ¢? oznacza energlé

kinetyczng ukladu punktéw materjalnyeh m, o predkoSciach —(_',. W poloz(‘"“‘.
1 o A8 oy ;

obranem za poczatkowe, F = 7 Zom, v energje kinetyezua w _|:1kunko]\\'l"/k

péZniejszem polozeniu ukladu, I, prace sil wewnetrznych, I, prace sil
zewnetrznych ukladn, wykonana podezas ruchu pomiedzy temi dwoma po°
loZzeniami, wéwezas:

E—E,=L=IL,+L,

czyli stowami: Energja kinetyczna jakiegokolwiek ukladu m#¥
terjalnego wazrasta (wzglednie maleje) podezas ruchu o wie¥
koé pracy wszystkich sil zewnetrznyech i wuwut‘;trzuych
ukladu (zaleznie od tego czy ta praca jest dodatnia, czy tez ujemna).

Gdy sily ukladn maja potencjal, a U, i U oznaczaja odpowiadajact
wartofei energji potencjalnej ukladu (tj. sumy algebraicznej energij pote
cjalnych wszystkich punktéw materjalnych ukladu) w obu jego poloiuniut‘hv
to z powyZszego réwnania otrzymujemy :

_]v,'—{— U=, + o= stuluj,

ezyli: W przypadku sil (zewnetrzuyech i wewnetrznych), po
chodzacych od potencjalu, calkowita energja (tj. suma ew
ergji kinetyceznej i potencjalnej) ukladu podeczas ruchn z¥
chowuje wartoéé stala.

Uwaga. W zagadnieniach technicznych wystepuja zawsze obok sil pochodzacych od 208
tencjutu, czyli sil sachowawczych, takée sily fonego rodzaju (jak tarcle, opor powietr#®
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Zasady pracy I energjl, — Zasada d’Alemberta. 1071

::l‘:) Zwane silami rozpraszajacemi (energje). Wekutek tego ('allmwim_ energja ukladu

n YWa podezas ruchu 0 warto§é pracy sil rozpraszajgcych., Ten ubytek idzie O('Z‘_\'“'lé('lu

eno, 082t energji kinetycznej. Nazwa sil rnzpruuzuj:gt.ych_povhodzi Eh"d! ]Toniewu'/, H.h'a%.'i

tai rgji mechanicznej jest ze stanowiska fizyki pozorna i polega wlasciwie na zamianie

QI]]E""_“PE’Jl na inng postaé, w ostatniej instancji na zdgzajges do rozprészenia w przestrzeni
TRiQ cieplng.

97. Wazniejsze zastosowania zasady pracy 1 energji polegaja na
y ¢ przy ich pomocy mozna w niektérych przypadkach znalezé latwo
eh uktady pod wplywem danych sil ezynnych. Np:

tem

Obrét ciala sztywnego okolo stalej osi z pominieciem tarcia
W YoZyskach pod wplywem jakichkolwiek sil czynnych P. Przy chwilowej
Predlcoge; katowej w i momencie bezwladnobei / wzgledem osi obrotu, jest

B g Lot

:\‘:a'"'f)édi} energji kinetycznej tego ciala. Stosujac zasade pracy dla nieskon-
"‘eme malego przyrostu energji kinetycznej w czasie df, otrzymujemy
“NaZywszy, %e praca reakeyj tozysk i sil wewnetrznych jest réwna zeru,
Iwdo=Mwodt,
Jezeli gp — .‘_.‘Momoé;": oznacza ogdlny moment sil ezynnych wzgledem osi
%brotu, Stad
__do m

= — == ——

dt I’

:’vzyli Przyfpieszenie katowe réwna sie ilorazowi z momentu sif czynunych
“gledem osi obrotu przez moment bezwladnofiei ciala wzgledem tejze osi.
n 98. Zasada d’Alemberta sprowadza zagadnienie ruchu ukladu mate-
Jalnego pod wplywem danych sil dzialajacych do zagadnienia réwnowagi
12 podstaswie nastepujacego rozumowania: Sily zewnetrzne F,, dzialajace na
Punkty m,; uldadu materjalnego, nie wywoluja wogéle takich przySpieszen
;ych Punktéw, jakieby zachodzily, gdyby te punkty im; byly swobodue
. 2Upelnie niezalezne od innych punktéw materjalnych ukladu. Atoli w my§l
msadniczych praw dynamiki mozZna traktowaé kazdy z punktéw nkladu m;
Jako swobodny, ale pozostajacy pod wplywem nie tylko danej sily ]—’l., leez
takze Pewnej sily Tf: zastepujacej wiezy naloZone punktowi my, 1 sily
(?G‘Vllqtrzne), ktéremi dzialaja nan inne punkty materjalne ukladu. Obie te
ZHY udzielaja punktowi m,; przyspieszenia a,. To przyspieszenie rzeczywiste
\aloby sie oczywifcie znie§¢ dzialaniem na punkt o, sily fikcyjnej
\I'Q‘~1)z“a—i-. Nazywamy ja sila (albo oporem) bezwladnoékei.
V kazdem przeto poloZzeniu poruszajacego sie nkladu materjalnego (fikeyjne)
Y bezwladnosei réwnowazg sie z silami zewnetrznemi, o ile sily wewne-
A ‘Ne game . sie nawzajem znosza. Tak sie rzeecz ma w przypadku ciala
;‘ty}"nego lub ukladu cial sztywnych polaczonych ze soba przegubami bez
. 4, niciami nierozciagliwemi itp. W innyeh przypadkach nalezy do sil
uielw"‘}lrznych oddzielnych punktéw materjalnych ukladu zaliezyé nadto te
Y Wewnetrzne, ktérych praca przygotowana jest réina od zera,
Mw&a”ﬂd{* d’Alemberta wyrazamy przy pomocy zasady prac przygotowanych

lanjen -
B d2r
2=~
§
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albo przy zastosowaniu metody analityeznej:

/ d*x a2y, d2z.
N - A 2 Ji\ o . [ W Y
= (4\,. — m; W) s, 4 () — m"TIF) oy, -+ (/, — m; W) r,~l} =0

Whiosek. Dwa uklady sil dzialajacych na cialo sztywne, ktére sy réwnowazne stnt)’c”'“z
sy zarazem réwnowazne kinetycznie, t. zn. wywoluja ten sam ruch ciala swobodnego ¥
stanu spoceynku,

Przyklady. 1. Przy ruchu postepowym ciala sztywnego swobodnego poruszaji £l
wazystkie jego punkty z tem samem przydpieszeniem «. Odpowiadajace réwnolegle silf
bezwladnodei majg wiec wypadkowa X m,;a = Ma, ktdra przechodzi przez drodek masy ofalt:
Dlatego sily zewngtrzne, ruch taki wywolujace, musza mieé réwniez wypadkows, Pre
chodzacy przez srodek masy ciala o wielkodei Ma.

3 | gk : b
2. Przy ruchu obrotowym ciala sztywnego osadzonego na stalej osi w tozyskac
A i B ma sila bezwladnosci kazdego punktu m; ciala skladowsy styczny (do kO
TR fony . g £ ils
o promieniu p;, jakie opisuje ten punkt) i skladowa normalna. Pierweza, tj. styczna sil
bezwladnosci ma warfosé my; oy e; drugn zad zwana znowu silg odsrodko“‘
(z powodu formalnej identycznoéci z sita odérodkowa w dwu pierwszych znaczeniaoch)je®
dep  d*
dt’ " dE? o
katowe). Sily odérodkowe sa w og6lnym przypadku zréwnowaZone odprw.'lednlﬂ"u
reakcjami lozysk. Styczne sily bezwladnodci dajn og6lny moment wagledem osi obro:
S - ' - b j#e
o wartofci Xm0 *e=I¢, ktory sig znosi z momentem sfl czynnyoh P; wzgledem te)*
o8i oznaczonym juz poprzednio przez 9IR. Stad réwnanie ruchu obrotowego, “'-;;
prowndzone w art. 98 z zasady pracy. Zastosowanie zasady d’Alembert’a przmlsmw“'
w naszem zadaniu tq korzysé, ze pozwala wyznaczyé takie reakcjo lozysk z warunkO¥
réwnowagi tych reakeyj z danemi silami zewngtrznemi i silami bezwladnodci, ()gmn“
czajae sig do przypadku, w ktérym niema sil zewnetrznych, widzimy, Ze do utrzymaf®™
obrotu jednostajnego okolo danej osi A B wystarcza rownowaga sil odérodkowych zrﬂﬂ‘i
cjami tozysk (oczywificie z pominigeiem tarcia). Ulklad sit odérodkowych sprowadza ®
metodami podanemi w statyce do jednej sily &= My, w?, tj. sily odsrodkowej caloj ms®

réwna m; o; w* (jokeli v = oznaczaja odpowiednlo predkodé i przyspieszent

ciala pomyslanej w jej frodku (o promieniu 7,) i do jednej pary (U,— —-7‘;) (fig. 108) w Pl“s’;
czy#nie przechodziyeej przez o§ obrotu o momencie ‘)J?L.———(Ii]/j ~ D_k) w* (przyczem J !

oznaczajy welitory jednostkowe na osiach Y i Z prostokatnego ukladu zwiazanego z cia'f’{:"
ktérego osia X jest 0§ obrotu; Ily zad i [, sy odpowiadajacemi momentamni zboczeni®

W szezegélnym przypadku »,== 0, tj. gdy of obrotn przechodzi przez érodek cinlt:

stnje sigq /It = 0, ale pozostaje jeszeze para sit, chyba, %o jednoczednie jest I),/ iD= 0
czyli gdy of obrotn jest gléwna osia bezwladnofei. Wtedy i tylko wtedy sily odérad”

¥ kowe nawzajem sie znos a zatom obrét jedn®;
P

stajny zachodzi bez reakeyj w ftozyskach, Taka ©°
jest swobodna osin obrotu ciala satywnego.

8. Wahadlo fizycznoe, jest to jakiekolwi®
cialo sztywne obracalne okolo poziomej statej O’f
nie przochodzacej przez jego srodek masy i port
ce sie ,wahadtowo* pod wplywem samaej tylk®
sily cigzkosei, Moment sily ciezlkofcei My wzglé”
dem osi obrotu = — MWy, asin ¢, jezeli a oznnﬁ"

Fig. 108, Fig. 100. odleglodé srodka ciezkosci S od osi obrotu, zad ¥
kat odchylenia (fig. 109). Réwnanie ruchn
!2 _ Mg . asin P
dp 1
réZni sie od réwnania ruchu wahadla matematycznego o dlugosci I:
i g
T = 7 tine
tylko postaciy stalego spélezynnika. Prawo obu ruchéw bedzie jednakowe skoro obadw®
spdlezyuniki bade sobie réwne, czyli wdy -‘lfli:; Obliczona z tego warunku \“Uﬂ”‘w

wabadla matematyeznego wyznacza na przediuzeniu 08, punkt (' wahadla fizycsneg®
zwany drodkiem wahnienia. Odlegloéé

\ I y3
¢ U=Il‘ed: j}z-_T
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Zpsada ruchu Srodka, masy i zasada pél. 1078

(Jlﬁzeli 1= M»*) nazywa sie dlugodcia sprowadzona danego wahadla fizycznego
:ihowimn okrea jego pelnego wahniemia (przy bardzo malym kacie amplitudy a) wyraza
€ Wzorom :

] 1/
iy anib? red 1
I"—')'”l/iy =i l/.)lr/.(;'

s Przy pomocy twierdzenia « teorji momentéw bozwladnosci I = I,-}- M a? latwo dowiedc,

“e Zawiesiwszy wahadlo na osi réwnoleglej do pierwotnej i przechodzgcej przez Srodek

f'”“‘llieniu C otrzymujemy znowu ten sam czas wahnienia, chociaz zmienila sie odleglosé

“rodka cigzkodoi od osi obrotu,

‘l‘ud’/‘ warankéw réwnowagi sil bezwladnosci z ci¢zkofcin i reakejami osi obrotu nie
no feraz wyznaczyé te ostatnie.

99, Zasada ruchu $rodka masy i zasada pol, czyli zasada momentéw
1|})ﬁei ruchu (ped6éw). Sity wewnetrzne jakiegokolwiek ukladu materjalnego
Us wplywaja na ruch érodka masy tego ukladu, ktéry odbywa sie tak, jak
ch pnnktu materjalnego o masie (M — Yom,) réwnej calej masie ukladu
Bul dzialaniem wsazystkich sil zewnetrznych IV‘: ukladu przeniesionyeh do
$rodlq masy.

M & Y P, albo —(—/,— (M v,) = P 7:,

LR e T d

Fzeli My, — ¥ m; v, (rg, v, promien wektor i predkofié Srodka masy ukladu).
Dowéd wynika # dodania réwnan ruchu wszystkich punktéw materjalnych
h’-t]u, poniewaZ suma sil wewnetrznych réwna sie zeru. Podobniez

Iwzgledniajae, e geometryczna sama momentéw sil wewnetrznych ukladua

68t dla kazdego frodka momentéw O réwna zern, znajdujemy latwo ré-
Woanije ;

.

di

W SR T
= Mom ;, m; v; = - Mom,, b
i

)

Dla wygody wyslowienia t. zw. zasady pél wyraZonej powyzszem ré-
Whaniem, nazwiemy sume geometryezne momentéw ilosci ruchu wzgledem
Punkty 0, czyli l',Mom,l m; v, = K, kretem ukladu. A zatem:

Dln dowolnie obranego punktu przestrzeni O jest predkoéé zmiany (po-
dna wzgledem czasn) kretu jakiegokolwiek ulladu materjalnego (ge-
“Metryeznie) réwna ogélnemn momentowi sil zewnetrzuyeh tegoz ukladu.

tho

. 'Pt)Sluguj:}c sie metoda analityczna otrzymunjemy z po-
Y48zego réwnania wektorowego trzy nastgpujace:

d dz, dy.
et \' 1 o Ji w \Y . -
di - m’.<_:/’,-‘l—[~—.' (1")-— 2(Zy — Y. 2),

i !

d dx; dz, .
=Y H i , [ NV o o 7oy s
dg = m; <,.-’- = % 7’-—) = L (X, 2z — Z.x)), £ -
. d dy, da; 7
— " T A RN o -
df =™ (.nl. TR R —(77—> = 2 (Yo, — X, y,).
_/ua‘vyl'u.ieniu w nawiasach po lewej stronie maja proste Fig. 110.

w’c_zenic kinematyczne, albowiem przedstawinja po-
YJne predkobei wycinkowe rzutéw punktow m, na odpowiadajace plasz-
Czy, 3 . :
“eny spélrzednych (fig. 110). Tem sie tlumaczy nazwa ,zasady pél“.
S 100, Szczegolne praypadki i przyklady zastosowania zasady ruchu
0dka masy 1 zasady po6l. Pierwsza zasada, wyrazona drugiem z réwnan
Poczatku art. 99, daje sie takZe wyslowi¢ w postaci: Predkosé zmiany
‘AU jakiegokolwiek ukladu materjalnego réwna sie wypadkowej sil ze-
W . g
Metrznyoh ukdadu, (Praez ped ukladu rozumiemy przytem sume X, v,

Bryla, Podrecsnlk inZynierski. VI 70 65



1074 Mechanika ogdélna.

réwna My, tj. pedowi calej masy skupionej w érodku masy i poruszajact)
sie z predkofcia tego Srodka.)

W przypadka gdy niema sil zewnetrznych, albo gdy .‘.'j’,.::O, jest

M v, = statej, czyli $rodek masy ukladu porusza sie jednostajnie i prosto
linjowo, albo w szezegélnofei jest w spoczynku.

Przyklady. 1. Dwa ciala o masach 3M; i M, sa w ruchu postepowy™
prostolinjowym ze stalemi predko$eiami », i r,. To dowodzi, ze sily #¢
wnetrzne na nie dzialajace albo sie znosza, albo teZ ich niema weale. Skor®
te ciala podezas ruchu sie zderza, to powstaja wmiedzy niemi wewnetrzn®
sily uderzenia, ktére sprawia, Ze ich predkoSci stana sie inune po rozl:_wwlllu
sie obu cial w przypadku uderzenia (choéby eczefciowo) sprezystego. Oznd

czywszy je przez w; 1w, mamy wedlug zasady ruchu srodka masy:
M, vy - My vy = My wy -+ M, w,.
W szezegélnym praypadku zderzenia prostego i Srodkowego otrzymujemy
zamiast powyZszego réwnania wektorego réwnanie algebraiczne:
My vy + M, vo = My w, - My s .
2. Srodek masy bomby rzuconej t. zw. miotaczem min opisuje z PO
minieciem wplywu oporu powietrza parabole. Po wybuchu bomby w P
. - . . . - » 0 J
wietrzu poruszaja sie odlamki w réZnych kierunkach, ale tak, Ze ich wspélny
Srodek masy opisuje dalej parabole do chwili, w ktérej jeden lub wigce)
ziodfamkéw uderzy o przeszkode, czyli do chwili pojawienia sie nowej sily
wewnetrznej obok sily ciezkoSci.

Kret ukladu K = X Mom,, m;
;

20 s - P 3 3 \ = a
punktu odnicsienia 0, chyba, Ze spelnia sie warunek X, v, == 0. Tak 8¢

ma wogéle warto§é zalezna od ohior

;

ma rzecz przedewszystkiem wtedy, gdy &rodek masy ukladu jest w spo°
czynkn, albo tez gdy ruch danego ukladu materjalnego odnosimy do ulktadt
spélrzednyeh polaezonego niezmiennie z owym Srodkiem masy,
. 5 c 4 . . )
Obliczenic kretu ciala satywnego przy jego obrocie chwilowym olkoll
osi X (fig. 111) z predkoscia katowa w = w ¢, daje
Ke=w(l,1—D.j—D, k)
jezeli [, D, D, oznaczaja odpowiednio moment bezwladnoSei wagledem
osi X' i momenty zboczenia wzgledem osi X, ¥ oraz X, Z ukladu spdlrzgdnych’
do ktérego poezatku O odnosimy kret. Ten kret nie lezy przeto wogéle né
osi obrotu z wyjatkiem waZnego szczegdluego przypztd!“fv
gdy of obrotn jest jedna z glownyeh osi bezwladnoscl
Wéwezas jest
K=1Tw.

W ogdlnym przypadkn mozna jeszeze inaczej l)rv.l“l'

stawi¢ wektor K, rozloZzywszy obrét chwilowy z pred-
Fig. 111. kodciag katowa o na trzy obroty okolo gléwnych osi be#
wladnosei eiala (wzajemnie prostopadlych), praccinajacyc!

sie na danej osi obrotu, wedlug schematu:

00 g
Wiedy jest
K= L, ‘_”: + 1y ;"-:' 4 1y ‘:’:;;
przyczem [y, [,, I, oznaczaja odpowiadajace momenty bezwladnobei.
66



Uderzenie. 1075

( Skoro kret ciala obracajacego sie okolo osi x, nie bedacej osia gléwna,
Ddniect e 4 a . s 5 U : s A
’“l‘tslony do Srodka O obranego na tej osi, rzutujemy na tez of, to war-
O3Cia rzutu, czyli skladowej kretu w kierunku x jest

K'=[w.
w przypadku ustalonej osi obrotu otrzymujemy z zasady pél odrazn

P dw
YWnanie ruchu obrotowego I - Tkt M.
ali

Kret jakiegokolwiek ukladu materjalnego, odniesiony do jego $rodka
f‘éz-‘i}’. Jako poczatku bezwzglednego ukladu osi spélrzednych jest stalym,
.11‘6\:11 ogélny moment sil zewnetrznych wzgledem tego r’n‘o'dk.'l jest stale
A 1y zerw, Plagzczyzna prostopadla do kretu nazywa sie wéwezas plasz-

Yzna niezmienna.

w Pl"/._vkl:uly. 1. Ziemia nasza zachowuje sie # wielkiem przyblizeniem jak cialo szty-

e Y Obl‘ﬂcuj:{uc sie okolo gldwnej osi bezwladnosci przechodzycej przez jej srodek masy.
4 kret 1o musi byé przeto stalym i niezaleznym od sil wewnetrzaych. Jezeli zad sty-

nie momentu bez-

Doz0gt to musi odpowiednio .zwit:ksxy'é sie predkosé kqtowl’l jej obrotu, aby Iw
i nlo. ttalem, Temu przeciwdzinla poniekad spadajacy na ziemie pyl kosmiczny,

'Y zwigksza I.

Wuh?' "1(‘ml.\vq plywajacy na spokojnej wodzie moZna (I])h'»c?é dokola osi pionowej o do-
i"'“lyll gt boz uzycin wiosel itp , maszerujge po torze zamknigtym na n:ut\\'lu w tym samymn
“Svel-“"' W najprostazym przypudku kolistego toru obsadzonego réwnomiernic zalogn

‘)Hi;‘..vm'l:)‘c-u"zc u!.ah\ predkodcia katowa (bezwzgledna) @, okoto drodka masy tratwy

‘"u;:;““x jej obrit w kierunku przeciwnym z predkoscig katowy ,, ktéry trwa tak

Catle] s znloga stanie. ‘Allm\\'lum kret tralwy o momencie bezwladnasei /, byl na po-

lli\-m.“ rowny zern, a wige podezas marszu musialo byé [, @, 4 I, @, = 0 (= pominiceiem

‘hacznego oporn ruchu). Stad latwo obliczyé w, 2z danego w,,

C. Uderzenie.

ZM;Q}’._()l\jl'('slcnial i pomocnicze twierdzenia z dynamiki. Uderzenie
”I’O.\n:))l( ad, gdy )1)01'11sz:1_.|z}cu sie d\\"ﬂ, ciala stale zetkna sie p()dC:A:lS ruchu w ten
2 .)’ %¢ kazde z nich stanowi przus"/.kodq dla n’lchu drug‘lego. Uderzenie
mikihm.’l _zatem ruch ol.)u (';15&, a zmiane ta okrefla — w mysl zasad dyna-
W ;- sila u {le'l‘-',enl(l. Ta sila powstaje w miejseu stykania sie cial,
e .il 4 nie dluzej jak trwa zetkniecie sie. Czas jej dz :l.l':ln.l:t nazywa sie
silg 'llllllvln'u derzenia i bywa zwykle bardzo krétki. W ciagu tego czasu
0% g lderzenia /” rodnie od zera do pewnego maximum, a nastepnie maleje

O zera, Jej dzialanie mierzy najdogoduej t. zw.
o
impuls sity = 1l , Pdt,

\ i

JeZelj ~ 5 q : e

1 li = oznacza trwanie uderzenia, a ¢ ehwile poczatkowa. Wektor d 1l = Pd¢
“ywa gie impulsem chwilowym, albo elementarnym.

p Jedeli gita P dziala na punkt materjalny o masie m, to stosownie do
Uokty 3, jest = <
Pdt=d (m )

& st g 3
% przes calkowanie w przedziale czasu t:
mv' —mv=[Pdt=]l,
Cayli ; ’ e A
"ji]l. Geometrycany prayrost pedu (ilofei ruchu) punktu mate-
lego réwna sie impulsowi odpowiadajacej sily.

T i H - 4 . ’ . . - .
l)yllu twierdzenie pozostaje waznem dla ciala skoiiezonego, jezeli ruch ciala
]rz'"[_m:qu_zpo\vym na poczatku dzialania sily /; a impuls tej sily przechodzi

% Srodek masy ciala,

T0%
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1076 Mechanika ogélna.

Impuls sily uderzenia moZna przeto mierzy¢ wielkoScia przyrostu P?d“’
jaki ona wywoluje. WielkoS¢ za8 samej sily uderzenia zaleZy od trwantd ";
i jest tem wicksza, im © jest Lkrétsze. Srednia wartosé sily uderzenia J%
bowiem réwna ilorazowi z impulsu II przez trwanie <. :

Jezeli w poczatkowej chwili uderzenia ciala dotykaja sie geianam!
regularnie zakrzywionemi, to wspdlna normalna w punkeie zetknigein 8¢
tych Scian nazywa si¢ normalna uderzenia (osia uderzenia). ;

Uderzenie nazywa sie rodkowem lub mimoérodkowem (dla J%
dnego z obu cial) stosownie do tego czy normalna uderzenia przec,i\odz]I
lub nie przez frodek masy ciala. Uderzenie nazywamy nadto prostem Ju®
ukoénem (dla jednego z obu cial) zaleznie od tego, czy predkosé frods?
masy tego clala jest réwnolegla, czy tez nachylona do normalnej uderzc:i

Pouiewaz sily uderzenia sa dla ukladu zloZonego z obu cial silami W&
wnetrznemi, przeto uderzenie nie moze zmienié¢ wartodci geometryczne] sunl)f
pedéw obu cial. Skoro te ciala o masach m; i mg poruszaly sie przed ude”
rzeniem postepowo #z predkoSciami z, i v, a po uderzeniu (réwniez post&’
powo) z predkoSciami w; i ws; wlwezas

My vy~ My v = My w0y - My 10,
bez wzgledu na wlasnosei fizykalne obu cial.

Natomiast calkowita energja kinetyczna obu cial po uderzeniu jest “'f”l
géle mniejsza od takiejze energji przed uderzeniem, W idealnym przypﬂ‘U’L
réwnoéei energij przed i po uderzeniu mdéwimy o uderzeniu doskon?
sprezystem, } ;

W dobrem przyblizeniu mamy z takiem uderzeniem do czynienia w iy
padku zderzenia sie przetaczanych ostroznie na stacji wagonéw kolejowy®
albo w przypadku kul bilardowych z koSci sloniowej,

102. Uderzenie Srodkowe i proste. Jezeli np. kula o masie m, i lll".'dd'
ko$ei vy, zderzy sie z kula o masie m, i predkoSei v, (fig. 112), to P",e
wplywem nacisku (sily) uderzenia w miejscu zetkniecia sie nastapi splaszczlb‘}‘"
obu cial rognace az do chwili zréwnania sie ich predkoéei. Wspélna wartos¢ !
tych predkoSei po pierwszym ,akeie“ uderzenia okre§la réwnanie p@dé‘,"
W _akcie* drugim wzajemny nacisk obu cial maleje a% do zera. Impuls %
tego nacisku zmienia ped my w na my wy 1 Mg U DA My 104, Oznaczy Wi
przez II; impuls nacisku (sily) uderzenia w akeie pierwszym, mamy:

My Uy = My te = (Mg~} Ma) W = My Wy ~F My 10,
Iy =y (0y — 1) = mg (26— v5); [y = my (0 — 10,) = mq (0, — 1):

_0

Gdy 1l; = Il,, to uderzenie nazywamy doskonale sprezystem; gdy Ilg ¢
¢

— doskonale niesprezystem (czyli plasty cznem). Wogéle jest1]; > Il;, a stosult
lly/1l; nazywamy spélezynnikiem uderzenia k. Jego wielkodé okre
réwnanie :

b= (103 — wy) [ (21 — 03).

Strata energji wskutek uderzenia wyraZa sie wzorem :

(v1 )" my, my
T (]2 Dot 24 po i L
X ety my !

str 9

z ktérego czytamy, Ze najwieksza strata zachodzi dla k== 0, tj. pray “de)
rzeniu doskonale niespreZystem ; zaé dla k= 1 (uderzenie doskonale spreZyst
jest strata réwna 0.

W pierwszym przypadku da sie strata przedstawi¢ w formie:

a

1 A 1
By = 9 " (vy — w)*-}- 5 M (0 — vq)?,

wyraznjacej t. zw. twierdzenie Carnot'a.
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Proste przypadki uderzenia. 1077

§p(’;lczynnik uderzenia &k wyznacza si¢ np. zapomocs spuszezania Swo-
16 kuli sm; » wysokoScei 4 na plyte z danego materjalu i mierzenia
Wysokosci f,, do ktérej kula odskakuje. Wéwezas k ="V h/h, skoro oczy-
Wisty strate ;g (b — hy) obliczymy nadto z powyZszego wzorn przy za-
O%niu 9, = 0, my = o0, v, ="VY2 gh.

: 103. Uderzenie proste mimosrodkowe. Przy zaloZeniu upraszczajacem,
& plaszezyzna, przechodzaca przez normalna uderzenia i frodek masy ciala
38t prostopadta do jego gléwnej cen- i

Anej osi hezwladnodei, a obadwa ciala o e

1y przed uderzeniem w ruchu poste-
POWym _ yderzenie sprawi, Ze cialo
}lderZOne mimoérodkowo otrzyma ruch IR i
‘I"iony %z postepowego i obroto-
YeEo okolo wymienionej gléwnej osi
ezwla-dﬂ()é"ci. v u %
W przypadku np. przedstawionym i

bodu

W W

m}
f

3 : = T PERWSITRY AXTS m |1
1 fig, 113 sprowadza sie rozwiazanie et Vi
‘v° Postaci podanej w art. 102, jezeli g B
Prowadzimy t. zw. mase sprowa-
dzoua - -
4 b ¥
v 29° KONIT DRUGKGD AN T
))l2 = Mg + — OERIENIA
iy® . a
Fig. 112, Fig. 1135,
Prz;

ezem g, jest ramieniem bezwlad- )
3¢l wzgledem osi praechodzacej przez &rodek masy Sy i prostopadlej do
b"l"‘zc'byzny rysunku. Wéwezas wspélna predkoSé u miejsca zetkniecia sie
hu cia} po pierwszym akecie uderzenia okre&la wzér:

My vy~ M’ vy
pro oz e T ol e ol
my -+ my'

g

Jednoczesna predkodé w, drodka S, i predkosé katows w obrotu daja wzory:

my (0, —u) e

Ug=—U—€Ew; W -

. ! Mg Ta®

ch T_\ﬂ prostej ¥, przechodzacej przez S, 1 prostopadlej do .X, lezy o obrotu
“'lluweg-u C zastepujacego obrot w okolo S, i przesuniecie z predkoscia u,.

Ogilkty C tej osi nie zmieniajy zatem wogéle predkoéei wskutek uderzenia.
Cgloéé (7 — I oblicsa sie % wzoru:

l==e-}—.

\V'(.dr ten
Clalo ,,

pr(,:{‘i“’l“ Spoczywajace 1 swobodne uderzone mimqérudkm\'o “:m_llui prostej
okg “DB-(.HUJ do jednej z gléwnych ceuh:nln,ych osi bezwladnoscl obraca sie
"'B.rujo 081 chwilowej do niej réwnoleglej. Ta of i norm:}luﬂ. l.ldfrzeum si

®Ine tal samo jak ,érodek wahnienia“ i ,punkt zawieszenia® wahadla.
o 104, l_Idm-zenig ciala obracalnego dokola o Al
z”-dun'a €). Zadanie sprowadza si¢ réwniez do T i

L E) E -
'8 uderzenia prostego i Srodkowego (art. 102) 3 ‘L::T ““:@3}3

daje zarazem dlugosé¢ sprowadzona wahadla, jakieby tworzylo
ta, zawieszone badz to na osi A, badZ tez C. Stad prawidlo:

ry . . a
ne.y POmocy t. zw. masy sprowadzonej, okreslo- ARV o
Prze Taz jako iloraz z momentu bezwladnofei ciala Fig. 114.
3

: kwadrat odleglofci normalnej uderzenia v
g gﬂl Obrotu (przy zalozeniu ich prostopadlofci). Np. ciala, przedstawione
8-114, obracajgee sig (przed uderzeniem) z predkofciami katowemi w1 wy

69



1078 Mechanika ogélna.

okofo osi Oy i 0,. A wiec predkoSci miejsca sa: vy=rywy, vp==1r2%"
Po pierwszym akeie uderzenia bedzie wspdlna predkofcia tego miejsca:
r r
my' vy my" vy . . I Iy
U= jezell my'= —, m'= —%;
my - g o Yo ra

za§ odpowiadajacemi predkoSciami katowemi beda:

e a1
T 75
Uderzenie wywoluje w tym przypadku wogdle oddzialywanie uderzeni®
(wstrzadnienia) w lozyskach osi. Z p. 104 wynika jednak, Ze te oddziatywani*
znikna pod warunkiem, aby normalna uderzenia trafiala t. zw. érodek nde”
rzenia, identyczny ze frodkiem wahnienia ciala rozpatrywanego jako wahadl®
gy

i o 192 Tiewfiyd tr o
na danej osi obrotu. Jezeli zatem rp— ¢ 4 ——, to ob O, nie dozna wsti%d
e

énien wskutek uderzenia w A,
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