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Mechanika ogólna. 
Napisał 

dr. inż. Maksymiljan T. Huber, 
profesor politechniki, ijwów. 

I. Kinematyka (Geometrja ruchu). 
A. Ruch punktu. 

L Wstępne określenie. Mówimy, że punkt M (lub wogóle ciało C) sie 
P o r u s z a , jeżeli z u p ł y w e m c z a s u / zmienia swoje położenie w p r z e ­
s t r z e n i g e o m e t r y c z n e j , określonej danym u k ł a d e m o d n i e s i e n i a , 
tym uk ł adem jest zwykle ląd stały naszej z iemi ; niekiedy zaś inny układ , 
Praktycznie niezmienny i poruszający sie względem ziemi, jak np. pokład 
^atku, klatka windy, rama lokomotywy itp. j ak iko lwiek uk ł ad odniesienia 
"a się zastąpić uk ładem t r z e c h o s i s p ó ł r z ę d n y e h , zwykle pros tokątuym. 
tołożenie punktu M określają wtedy jego s p ó ł r z ę d n e p r o s t o k ą t n e 
* i IfojS, albo p r o m i e ń — w e k t o r r, ł ączący początek u k ł a d u 0 z punktem 
^ (r~OAr), albo s p ó ł r z ę d n e b i e g u n o w e itp. 

Względne położenie dwu punktów i / , («Bj, 1/1, s,) i i V 2 (#s, f/2, £,) wyznacza 
, v e k t o r w —M± JŁT2 niezależnie od obranego u k ł a d u osi spółrzędnyeh. 
symbol w zastępuje trzy rzuty wx = xt— Xi, K>„ — J * i — .1/1, z% — z , 
z ° r jen towanego w przestrzeni odcinka JŁfj J / s , co wyrażamy równaniem okre-
8 ' a j ą c e m : 

w = {tox, i ć t / , wz\. 

Jeżeli rozpatrywane położenia punktu M leżą na jednej j . 
Płaszczyźnie, to obierając ją za p ł a s z c z y z n ę - Y y prostokąt- » r J 
l l u go u k ł a d u spółrzędnyeh, określamy wektor M1Mi = w 1 
dwoma rzutami wx,'wy (fig. 1) ; c z y b : 

to = {«>x, t»y\ = {xt — Xi, yt — y,}. Fig. i . 

Podobnież widzimy z fig. 1, że 

. I*ornie(dzy r. r.. i H zachodzi przeto związek, który wyrażamy r ó w n a n i e m wek-

» •»••*«—»!i 
°Kóluym przypadku wyrażajacom zwio/Io to samo, co trzy r ó w n a n i a a l g e b r a i c z n e 

wa = * , — *,, viy = y, — yu w, = *, — *,. 
pj a ^ Ł y I n przypadku można pojmować" tig. 1 jako rzut utworu trójwymiarowego na 

z c*yznq -V obrana, za płaszczyzno; rysunku.) 
, Niektóre pomocnicze pojęcia rachunku wektorowego. W me-

^^anice mamy do czynienia z różuemi wielkościami (prędkość, przyspiesze-
e> sijtajtd.), ma jącemi to same cechy matematyczne, co zorjentowany od-

u l l »ek Mt Mt = w, czyl i mającemi charakter w e k t o r a . Cechami temi są 
B t y l a , Podręcznik inżynierski . VI. (iii 1 
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1. w a r t o ś ć b e z w z g l ę d n a , określona liczbą mianowaną, 2. k i e r u n e k ) 
określony prostą w przestrzeni i 3. z n a k albo z w r o t (kierunku), oznaczony 
strzałką odróżniającą zarazem p o c z ą t e k od k o ń c a wektora. Dany wekt° r 

może mieć znaczenie mechaniczne niezależne od umieszczenia początku wek' 
tora w przestrzeni ( w e k t o r y s w o b o d n e ) , albo niezależne od umieszczeń'* 
początku wektora na jego prostej ( w e k t o r y n i e s w o b o d n e , związane 
z p r o s t ą ) , albo wreszcie może być związany ze swym punktem począ'" 
kowym (wektor n i e s w o b o d n y , związany z p u n k t e m ) . 

D l a wszystkich tych wektorów określa się w ten sam sposób operacje 
dodawania, odejmowania i mnożenia , które są uogólnieniem tak sarn0 

nazwanych operacyj wielkościami algebraicznemu 
Tutaj określ imy uarazie tylko d o d a w a n i e i o d e j m o w a n i e dwa 

wektorów. 
a = {ax, ay, at) i b~{bx, bu, bz] 

zapomocą schematu: 

a±b = {ax±bx, a y ± b y , a,±bt}-

Wektor s = o 4 b nazywa się (geometryczną) s u m ą , wektor d = a-~b 
(geom.) r ó ż n i c ą wektorów a i b (fig. 2). Symbol — a ozuacza wektor 
przedstawiony tym samym odcinkiem, co wektor u, lecz opatrzonym strzałki 
przeciwną (fig. 3). 

(Geometryczna) s u m a x i l u k o l w i e k w e k t o r ó w (lig. 4) w, = At BK 

Wa — Aali,, . . . w., = A, B jest określona r ó w n a n i e m : 
* * J fl II II J 

s = 2ic = {ln>x, lwtJ, ltv,}-

Wykreś ln io otrzymujemy tę sumę, łącząc wektory-dodajniki (w dowolny"1 

porządko) tak, aby koniec poprzedniego dodajnika był początkiem następnego 

A & P 
Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 

( w i e l o b o k w e k t o r ó w ) . Wektor, który łączy początek utworzonego wielo* 
boku z jego końcem i tworzy b o k z a m y k a j ą c y wieloboku wektorów* 
dodajników, przedstawia sumę s = CI>n, zwana niekiedy w e k t o r e C 
w y p a d k o w y m uk ładu «>,, « ' 2 , . . . wn. 

Fwagi. Suma geometryczna podlega (tak mimo jak algebraiczna) prawom przemio"" 
n o i c i (a+lj=V+aji lacinośol [a-f b+~c+7l = (<7-f b) ( 7 + <7) = il + (7T-f cĄ- ii) lt'1-1. 

Niektórzy autorowie uwydatniają oporaeje wektorami zapomocą odmionnyeh znaków 
dodawania i odejmowania. Ten sposób można usprawiedliwić jedynie względami dydak; 
tyczncnii, gdyż kładąc znak -4- między dwoma wektorami, zaznaczamy tern Barnem powyżej 
określone (geometryczne) dodawanie wektorów. Dodawanie zaś ich bezwzględnych war­
tości przod.tawiamy przoi a + b, albo |«|+|T|. 

B. 1 ' ó z n c sposoby p r z e d s t a w i e n i a r u c h u p u n k t u . Najpierw nasuwa s|9 
sposób n o m o g r a f i c z n y . W nim dana jest wykreślnio l i n j a , którą opisuje 
punkt podczas ruchu, zwana t o r e m punktu. N a torze tym (płaskim l u b 

przestrzennym) oznaczamy przez O p u n k t p o c z ą t k o w y , w który ' " 
poruszający się punkt znajdował się w c h w i l i p o c z ą t k o w e j , a uas tęp" 1 . 0 

oznaczamy liczbą 1, 2, 3 itd. miejsca zajęte przez ten punkt po jedneji 
dwu, t r z e c h . . . sekundach (minutach, godzinach i td. , zależnie od dokla* 
2 
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co 
Fig. 5. 

dnosci, z j aką ruch przedstawić chcemy i od wielkości przedziału czasu 
Potrzebnego do opisania*całego toru). Zamiast tego można na torze odmierzyć 
°d punktu początkowego jedną, dwie, t r z y . . . n jednostek długości i otrzymane 
W ten sposób miejsca oznaczyć l iczbami określającemi chwile I, w której się 
t f t m punkt znajdował . 

Te oznaczania l iczbami punktów na torze zastępuje z pewną korzyścią 
r °wnanie 

« = / ( < ) , 

zwane równaniem ruchu. Tutaj oznacza A- drogę, tj. d ługość toru mierzoną 
° u punktu początkowego do miejsca zajętego przez punkt w chwi l i / . Przed­
stawiwszy funkcję f(t) obrazem geometrycznym 
\°S- 5) mamy t. zw. w y k r e s d r o g i . 

D w a rysunki, tj. w y k r e s t o r u (przedsta­
wiony w ogólnym przypadku rzutami prostokąt-
''etui na dwie płaszczyzny) i w y k r e s d r o g i 
"aje zupełny wykreś lny obraz ruchu punktu. 

Matematycznie określa się ruch punktu zwykle 
trzema równan iami 

/ i(<)i y = / « ( 0 i * = / « W i 
Pfzedstawiającemi spółrzędne prostokątne po­
r a ż a j ą c e g o sie punktu, albo też równoważnem z niemi jednem równaniem 
Wektorowem 

określającem promień-wektor tegoż punktu, wychodzący ze s ta łego punktu O, 
obranego w układzie odniesienia. 

4. R ó ż n e rodzaje melin punktu rozróżniamy 1. wed ług postaci toru: 
r u c h p ro st o l i n j o w y i k r z y w o l i n j o w y ; 2. wed ług wykresu drogi : 
r U c h j e d n o s t a j n y , gdy wykres drogi jest l i n j ą p r o s t ą , czy l i droga 8 
jest linjową funkcją czasu /, i ruch n i e j e d n o s t a j n y , czy l i z m i e n n y , 
s"dy wykres drogi jest l i n j ą k r z y w ą . 

. Uwaga. Rozpatrywanie ruchu punktu ma nie tylko znaczenie teoretyczne, przygoto­
wujące do studjów ruchu cial, locz także nader ważna znaczenie praktyozne, często 
"wtem ruch punktu je»t wystarczającym obrazem ruchu ciała nawet bardzo złożonego 

tl H " ' 1 ' " " " W 1 kolojowogo, jeżeli chodzi tylko o obraz ogólny, potrzebny np. przy spo-
adzanln rozkładu jazdy itp. zadaniach. Wtedy mówimy zwykle o ruchu ciała, mając 

efzytem na myśli ruch jednego stosownie obranego punktu tego ciała; dajmy na to 
'odka przedniej latarni lokomotywy w przypadku ruchu pociągu kolejowego. 

6. P r ę d k o ś ć ń iMln ia i chwilowa. Wektor p r ę d k o ś c i . Gdy pociąg 
W y j e ż d ż a j ą c y ze stacji A do drugiej li, odległej o 80 hm, osiąga j ą po 

8fl L , . 80 hm 
o u minutach, to mówimy, ż e j echa ł ze ś r e d n i a p r ę d k o ś c i ą — — — = 

' JI J . r . . 80 min. 

: : : : 1 fcwt/min. (jednego kilometra na minu tę , czy l i 60 km na godzinę, albo 
60000 m \. _ - „ / - i -
3600 1 )• Oznaczywszy przez s, i ftj dlugosc ilrogi 

m i erzonej od początku l inj i kolejowej do stacji A i li, zaś przez i t2 chwile 
Wyjazdu ze stacji A i przyjazdu do li, widzimy, że ś r e d n i ą p r ę d k o ś ć 
"m określa równanie 

8j — St A s 

wreszcie 16 2 / 3 , « / s e k . . 

'" ł% — h A t' 
P^yczem As = s 2 — « „ At = t2 — h. 

^y°góle ma prędkość średnia różną wartość, na rozmaitych odcinkach 
° P . Jeżeli ta war tość jest s t a ł a bez względu na długość odcinka A s , na 

ca* 3 
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jego miejsce na torze i na odpowiadający przedział czasu A l, to ruch jest 
j e d n o s t a j n y . Jego równaniem jest s — s0 -(- c t. 

W ogólnym przypadku ruchu z m i e n n e g o odpowiada przedziałowi czasu 
A s 

od chwi l i t do chwi l i t Ą-At średnia prędkość - j — , k tóra się zmienia za­

leżnie od t. Gdy A t —>• 0 (czytaj: zdąża do zera), to 
As ds 

hm -;— = —r— = w 
A ż rf< 

nazywa się p r ę d k o ś c i ą c h w i l o w ą w odpowiadającem chwi l i t miejscu 
toru, albo krótko p r ę d k o ś c i ą w chwi l i t. 

Gdy ruch jest prostolinjowy i określony równaniem «—f(t), to prędkość 
ma widocznie charakter wektora v leżącego na torze i skierowanego w stron? 

rosnących s, lub w stronę przeciwną, zależnie od tego czy pochodna 

jest dodatnia, czy też ujemna. Wektor r nazywa się w e k t o r e m p r ę d k o ś c i , 
(i. W y k r e s p r ę d k o ś c i . T a k nazywamy geometryczny obraz równani 1 1 

d s 
v = -Tjj- =f'(t). Wykres prędkości przedstawia przeto k r z y w ą r ó ż n i c z k o w i 
dla wykresu drogi jako k r z y w e j c a ł k o w e j . W e d ł u g wykresu prędkości 
rozróżniamy ruch j e d n o s t a j n i e z m i e n n y , k tórego wykres prędkości jes' 
prostolinjowy od ruchu n i e j e d n o s t a j n i e z m i e n n e g o , którego wykres 
prędkości jest krzywolinjowy. 

7. P r z y s p i e s z e n i e ś r e d n i e i chwilowe. W e k t o r p r z y s p i e s z e n i a -
Iloraz przyrostu prędkości v2 — ('i == A » przez odpowiadający przedział czasu 
U — t] = A t nazywamy p r z y s p i e s z e n i e m ś r e d n i e m ruchu w czasie Ał< 
D l a ruchu jednostajnie zmiennego ma przyspieszenie średnie wartość, stał?, 
niezależną od przedzia łu czasu. W ó w c z a s 

v = v0 -f- a t. 
W ogólnym przypadku ruchu niejednostajnie zmiennego jest 

dv d*s 
~dt = ~dt* ~ 

wartością, przyspieszenia w c h w i l i t, określoną jako funkcja zmiennej 8 
D l a ruchu prostolinjowego jest charakter wektorowy przyspieszenia od 

razu widoczny. S t rza łka wektora przyspieszenia a jest skierowana zgodnie z » 
lub przeciwnie zależnie od tego czy i> rośnie (przyśp. d o d a t n i e ) czy tei 
maleje z up ływem czasu (przyśp. u j e m n e ) . 

8. Najogólniejsze o k r e ś l e n i e w e k t o r a p r ę d k o ś c i r u c h u k r z y w o ­
l i n i o w e g o . Gdy ruch ten przedstawia równanie 

r = F(<), 

określające promień-wektor /• : ako funkcję czasu t, to wektor prędkości średniej 

— AL 
" m ~ At 

ma kierunek cięciwy łączącej punkt toru M, zajęty w chwi l i t, z punktem 
AT, za ję tym w chwi l i t -f- A t. 

Wektor Um — = ~ 
At dt 

c z y l i i l o r a z r ó ż n i c z k o w y p r o m i e n i a - w e k t o r a w z g l ę d e m c z a s u 
o k r e ś l a w e k t o r p r ę d k o ś c i w c h w i l i styczny do toru w odpowia­
dającem miejscu. 

4 
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1*1 — 1 ' , s 1 
|~5T| — 

1 ,n r Ta definicja jest w zgodzie z poprzednią mniej ogólną, albowiem \v\ = 

9. Hodograf. N a j o g ó l n i e j s z e o k r e ś l e n i e wektora przyspieszenia 
•Uchu krzywolinjowego. Naturalnem uogólnieniem wykresu prędkości 
ruchu prostolinjowego jest dla ruchu krzywolinjowego 

zw. h o d o g r a f , tj. k rzywa utworzona przez końce wTekto-
fow prędkości, wykreś lonych z obranego dowolnie stałego 
Punktu początkowego, np. 12 na l ig . G. 

Jeżeli r = F(t) jest równaniem ruchu danego, to 

m - - £ ~ ^ > • -

Jest równan iem odpowiadającego ruchu po hodografie. 
P r ę d k o ś ć r u c h u po h o d o g r a f i e (jako wektor) 

dv d- r -
~dt = df _ a 

o k r e ś l a z a r a z e m w e k t o r p r z y s p i e s z e n i a a d a n e g o r u c h u 
r z y w o l i n j o w e g o . 

Wektor przyspieszenia leży w płaszczyźnie ściśle stycznej do toru (gdy 
. r jest płaski w płaszczyźnie tego toru); jest wogóle nachylony do toru 
1 zawsze skierowany k u wnęt rzu jego wklęsłości . 

10. P r z y s p i e s z e n i e S tyczne i normalno. Wektor przyśpieszenia da się 
Zawsze rozłożyć na sumę geometryczną dwu wektorów w e d ł u g schematu: 

« = «< + «„• 
Pierwszy z nich at nazywa się p r z y s p i e s z e n i e m s t y c z n e m , gdyż 

e z y na stycznej do toru, przyczem ma war tość i kierunek określony 
d d'*s 

pochodną ł u k u toru względem czasu, tj. ^ • Drug i zaś, c z y l i 

an nazywa się p r z y s p i e s z e n i e m n o r m a l n e m , c z y l i d o ś r o d k o w e m 

\ 1 1 1 a wartość bezwzględną — , jeżeli p jest długością promienia krzywizny 
'° r u . Przytem ma kierunek wzdłuż normalnej głównej toru k u środkowi 
&S<> k r zywizny : 

d*s i>2 | /~1T~, i 
" t — g P " . ° » = p > « / + « « • 

W ruchu krzywolinjowym jednostajnym jest przyspieszenie styczne stale 

r°Wne zeru, a ca łkowi te przyspieszenie jest normalne i równa się —. 

, Wogóle można powiedzieć, że p r z y s p i e s z e n i e s t y c z n e jest warun­
kowane tylko zmianą w i e l k o ś c i p r ę d k o ś c i , zaś p r z y s p i e s z e n i e n o r -

n a 1 ne tylko zmianą k i e r u n k u p r ę d k o ś c i . 
. U- Rzutowanie r u d n i . Kzut równoległy albo prostokątny poruszającego 

Punktu porusza się na płaszczyźnie rzutów z prędkością i przyspieszeniem, 
' u r e są odpowiednio rzutami prędkości i przyspieszenia ruchu danego. 

2 trzech równań określa jących ruch punktu 

p »— fi(v, y—f»(V, *—f»(V 
odstawia każdo z osobna dla siebie ruch rzutu tegoż punktu na odpo-
l ( la jaeą oś. Prędkościami tych oddzielnych ruchów sa rzuty prędkości 

Q C n u danego, tj. ' 

* - % n t m » ^ i = f > ' w , 
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Podobnież ma się rzecz z przyspieszeniami: 
d2

 x _ d2 y 
dł"1 dl2 

d2z 
dfr 

12. Prosty ruch harmoniczny ( d r g a n i e h a r m o n i c z n e ) . Tak na­
zywamy rzut rnchu jednostajnego po okręgu koła na oś leżącą w płasz­

czyźnie tego ko la (tig. 7). Licząc czas t o" 
chwi l i przejścia punktu przez C a jego rzut" 
przez O', mamy dla drogi a rzutu M' Tfr 

2 « , 
wnanie s = a sin -p, przyczem ep = - _ t, T 

s = a s i n —j=- t. 

Promień koła a określa t. zw. a r o p ' 1 ' 
t u de (obszerność) drgania, T zaś o k r ° s 

punkt M opisuje ca ły okrąg kola , a odp 0 ' 
2 TC 

War tość —=- = (u nazywają c z ę s t o ś c i ? 

Fig. 7. 

drgania, tj. czas, w k tórym 

wiada jący promień kąt 2 ~. 

d r g a n i a . (Jest to l iczba pe łnych drgań przypadająca ua 2 r. sekund. Ina' 

autorowie nazywają częstością c z y l i l iczbę pe łnych d rgań w jednej 88" 

kuudzie.) Oznaczywszy przez V prędkość ruchu po kole, a przyspi e ' 

szenie (normalne) tego ruchu, mamy widocznie dla ruchu harmonicznej"0 

2 rc V* 2 TC 
jako rzutu: prędkość v = V cos — ~ /, przyspieszenie p = -

To samo wyrażają r ó w n a n i a : 

l is 2 T C O 2-t d" s 4 r* a 
v--dT=^rC( 

zważywszy , że V = —=— 

T 

P sin — * 

dt2
 T2 

N a rysunku uwidoczniono także wykres drog1 

0, locz od chwili gdy 
jako sinusoidę o długości fali = T. 

Uwaga. Jeżeli c/.aB mierzymy nie od chwili gdy kąt tp 
rp — a, to równanie drgania harmonicznego ma postać ogólną 

s = a Bill (o) t Ą- a). 
Kąt a nazywa się k ą t e m fazy. .Jakiekolwiek dwa drgania harmoniczne mogą 

różnić I. a m p l i t u d ą 2. okresem lub o z i j s t o ń o i ą i :l. f a z ą , tj. wartością kąta fJS 
Skoro up. w dwu drganiach równokierunkowycb j e B t dla piorwazogo f e s 0 , a jodiioczeso1 

dla drugiego .s-— Ą-u, to mówimy że drugi ruch wyprzodza fazą pierwszy o ——, albo 0 

ćwiorć okresu. 
Inne przykłady w kinetyce. 

B . Ruch clnta sztywnego (uk ładu niezmiennego). 

13. O g ó l n y ruch c ia ła sztywnego jest określony ruchem jego trzed 1 

punktów tworzących trójkąt. Tory tych punktów nazywają się k i e r " 
w n i c a m i ruchu. Każdy z tych punktów moży być obrany także z e w W H 
ciała , byleby zachowywał niezmienne odległości od wszystkich punktów cia*1 1' 

W szczególności nazywamy ruch p o s t ę p o w y m , gdy trójkąt punkto" 
nie zmienia podczas ruchu orjentacji w przestrzeni (odpowiadającej układoW 
odniesienia). T a k i ruch jest zupełnie określony ruchem jednego punktu ciał"' 
Ruch postępowy może być k r z y w o 1 i u j o w y, jak np. ruch trzonu łączą­
cego dwie korby równe i równolegle , albo p r o s t o 1 i u j o w y, zwany takz e 

p r z e s u n i ę c i e m (translatio). 
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Ruch postępowy krzywoliujowy można sobie wyobraz ić jako nieprzerwany 
C l a g p r z e s u n i ę ć c h w i l o w y c h , tj. przesunięć dokonanych w elementach 
Clsasu dt. 

Ruch c ia ła nazywamy o b r o t o w y m (obrotem), gdy z owych trzech 
Punktów są dwa nieruchome. Te dwa punkty wyznaczają o ś o b r o t u , 
•jszystkio punkty c ia ła nie leżące na osi obrotu opisują koła o promieniach r 
równych odległościom tych punk tów od osi. Kąty , jakie jednocześnie 
"pisują wszystkie te promienie, mają wspólną war tość <f zwaną ką tem obrotu 
p'ała. Ruch obrotowy jest zatem zupełnie określony daną osią i kątem obrotu a 
jako daną funkcją czasu. 

Pierwsza pochodna ką ta obrotu ^ = 10 nazywa się p r ę d k o ś c i ą k ą -

( . „ , . . d* <p dto . . . , 
"«w a, druga zaś, tj. — - ^ = e p r z y s p i e s z e n i e m k ą t o w e m . 

War tość prędkości (linjowej) punktu c ia ła obracającego się, leżącego 
w odległości /• od osi obrotu, daje r ó w n a n i e 

d <f 
v = r u) = i—7-^-. 

d t 
Przyśpieszenie styczno tegoż punktu określa równanie 

d m d- f 

Przyśpieszenie normalne zaś 
dt dt* 

. O g ó l n y r u c h c h w i l o w y c i a ł a da się zastąpić zespołem przesu­
nięcia chwilowego z obrotem chwilowym na nieskończenie wiele sposobów. 
" każdym zespole jest kierunek osi obrotu ten sam, a tylko kierunki prze­
sunięcia są różne. Pomiędzy temi zespołami zachodzi tylko jeden, w którym 
kierunek przesunięcia jest równoległy do osi obrotu. T a k i ruch nazywa się 
' k r ę t e m (ruchem śrubowym). 

Jakikolwiek ruch chwilowy cia ła da się wywołać skrętem chwilowym. 
Przesuniecie i obrót Bą przeto ruchami elemontarnemi, tlo których wszelkie inno 

Uchy ciała sprowadzić można. 1'rzesuuie.cie da sie. nadto pojmować jako obrót około osi 
z:teej w nioskońo.zoności /. prędkością, kątowa, nieskończenie małą. 

14. Ruch r ó w n o l e g ł y do płaszczyzny s ta łe j , zwany także ruchem po-
8 u w i s t y m , albo p ł a s k i m , jest wyznaczony ruchem dwu punk tów c ia ła 

1 -B (fig. 8) obranych w tej płaszczyźnie (p łaszczyzna ruchu, albo płasz­
czyzna kierująca) . 

Po czasie At zajmie odcinek AU położenie A'Ii'. To położenie ła two 
c i ą g n ą ć obrotem odcinka A II około osi prostopadłej do płaszczyzny ruchu. 

e J ślad C znajdujemy jako punkt przecięcia się symetralnych dla odcinków 
-P i IIII' (fig. 8). Przebieg rzeczywistego ruchu cia ła między dwoma 

'"zpatrywanemi położeniami różni się wogóle od powyższego obrotu, gdyż 
?r°&i AA'i IIII' mogą się różnić od łuków kół zakreślonych ze środka ('. 
koro jednakie przedział czasu, A t zdąża do 0 a wraz z nim i wektory 

Przemieszczeń A A' i li li', to rzeczywisty ruch chwilowy zlewa się z obró­
cili chwilowym. A zatem: 

O g ó l n y r u c h p o s u w i s t y m o ż n a u w a ż a ć z a n i e p r z e r w a n y 
' z e r e g o b r o t ó w c h w i l o w y c h o k o ł o c o r a z to n o w y c h o s i c h w i -
° w y c h p r o s t o p a d ł y c h do p ł a s z c z y z n y k i e r u j ą c e j . 

. Znając tory dwu puuk tów c ia ła A i 11, leżących na płaszczyźnie kie-
r u dące j , znajdujemy dla każdego położenia AB odpowiadający ś r o d e k 

" w i l o w y O (ślad osi chwilowej na płaszczyźnie kierującej), jako punkt 
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F]g. 9. 

przecięcia się pros topadłych A C i B C do prędkości chwilowych obu punk­
tów (fig. 9), c zy l i do stycznych obu torów w odpowiada jących punktach. 

V V» 
Przytem jest — — ' = prędkości kątowej obrotu chwilowego. Miej-

A C B G . 
scem geometrycznem środków chwilowych C (zwanych także „biegunami ) 
na płaszczyźnie kierującej jako stałej p łaszczyźnie odniesienia jest k r zyw 8 

[C] zwana c e n t r o d j a s t a ł ą , albo c e n t r o d j a w p r z e s t r z e n i (do które] 
ruch c i a ł a odnosimy). Skoro w porusza-
j ą c e m się ciele oznaczymy punkty O. t° 
otrzymamy krzywą [jT] nieruchom? 
względem c ia ła a więc poruszającą si§ 
wraz z niem. Jest to c e n t r o d j a r u-
c h o m a , albo centrodja c i a ł a . 

Skoro w punktach 1\, 1\, . . . układu 
poruszającego się równolegle do pi*" 
szczyzny (fig. 10) wykreś l imy wektory 

prędkości p , , o 2 , • • • i obróc imy je o 
kąt prosty taki , iż padną na promienie łączące środek chwilowy C z punk­
tami 1\, P„, to otrzymujemy t. zw. p r ę d k o ś c i „ p r o s t o p a d ł o 
lub „obrócone" (i;,), ( » t ) . . . . 

K o ń c e p r ę d k o ś c i p r o s t o p a d ł y c h t w o r z ą w i e l o b o k p o d o b n y 
i p o d o b n i e p o ł o ż o n y do w i e l o b o k u p u n k t ó w I\, P3 . . . z e ś r o d ­
k i e m p o d o b i e ń s t w a w C. 

Kreśląc z dowolnie obranego początku O (fig. 10) wektory prędkości 
(rzeczywistych lub obróconych) punk tów P j , P s , . . . otrzymujemy wieloka* 
utworzony z końców A.lx A2,. . . podobny do wielokąta P , , P 2 , . . . . Otrzy­
many przytem rysunek nazywa się p l a n e m p r ę d k o ś c i i oddaje ważno 
usługi przy kreśleniu planu przesunięć dla kratownic. 

15. Wektor obrotu chwilowego u> i s k ł a d a n i e o b r o t ó w . Stan ruchu 
c ia ła obracającego się w chwi l i t około pewnej osi jest zupełnie określony 
wektorem m związanym z tą osią, k tórego d ługość w y r a ż a l iczbową wartośo 
prędkości kątowej (u, a s t rza łka jest umieszczona tak, ażeby można był" 
znaleźć kierunek obrotu wed ług następującej umowy: 

Skoro pomyślanego obserwatora zwiążemy z wektorem OJ tak, aby strzałka 
wektora wskazywa ła od stóp ku głowie, to obserwator stwierdzi pod stopam1 

obrót c i a ł a zgodny z obrotem wskazówek na tarczy zegarowej. (Patrzą" 
przed siebie widz i ruch punk tów c ia ła od reki lewej k u prawej.) 

Uwaga. W niektórych książkach przyjęło umowę odwrotną, co oczywiście prowadź' 
do odwrócenia strzałki wektora C0 określającego obrót dany. 

Często ciało bierze udz ia ł jedno­
cześnie w dwu obrotach c h w i l 0 ' 
wych , jeżeli np. należy do dwO 
uk ładów odniesienia, z których 
jeden obraca się względem drugiego-
(Np. wirnik p rądn icy w wagon ' 6 

tramwajowym obraca się względem 
wagonu, a wagon j a d ą c y w łuku 
obraca się wzg lędem ziemi. Os1 

obu obrotów przecinają się ood 
kątem prostym). D w a obroty chwi ' 
Iowo określone wektorami prędkość ' 

ką towych O J , i ui 2 około osi przec ina jących się w punkcie A (fig. 11) a? 
równoważne obrotowi chwilowemu z prędkością kątową 

Fig. 10. Fig. u . 
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OJ = U)j Ul] 

około osi przechodzącej przez tenże punkt A (i leżący z tamtemi w jednej 
Płaszczyźnie). S k ł a d a n i e obrotów chwilowych sprowadza się w ten sposób 
d° geometrycznego dodawania wektorów prędkości ką towych (podobnie jak 
składanie sił). Odwrotnie każdy obrót chwilowy można rozłożyć na obroty 
^ l ą d o w e około osi przec ina jących się, czy l i zastąpić dany obrót chwilowy 
^ obrotami i u>2, byleby powyższe równanie było spełnione. 

Dowód pologa na okazaniu, 20 dowolny punkt ciała -V na prostej wektora o) otrzymuje 
0 u obrotów ej, i Głj odpowiadające prędkości o równych wartościach bezwzględnych r, o\ 

ri w3 t a wprost przeciwnych kierunkach, które zatom się znoszą. Prosta A Ir jest przoto 
0 8 i i t obrotu wypadkowego itd. 

D w a o b r o t y c h w i l o w e o k o ł o o s i r ó w n o l e g ł y c h , określone wek­
torami prędkości ką towych iu1 i oj;,, dają obrót wypadkowy z prędkością 
kątową ui = u>i + U J 2 zależnie od tego czy obroty są zgodne, czy też prze-
Wwne. Wektor obrotu wypadkowego OJ znajduje się tak samo jak wypadkowa 
Bił równoległych. 

IG. Zmiana u k ł a d u odniesienia. Ruch w z g l ę d n y . D l a obserwatora 
n a p łynącym statku W jako układzie odniesienia przedstawia się ruch jakiego­
kolwiek ciała , np. piłki , inaczej, aniżeli dla obserwatora stojącego na brzegu, 
c z y l i na ziemi jako układzie odniesienia U. Często wypada znając pręd­
kość ow i przyśpieszenie aw punktu c ia ła względem u k ł a d u W, w y z n a c z y ć 
Prędkość Th i przyśpi eszenie ab w odniesieniu do uk ładu U lub nawzajem. 
Dla wygody nazywamy często (zapożyczając się z dynamiki) uk ł ad U uk ła -
^ r o „ b e z w z g l ę d n y m " , zaś W u k ł a d e m „ w z g l ę d n y m " , jakkolwiek ze 
stanowiska kinematyki są oba uk ł ady równouprawnione i mogą zamienić 
swoje role. 

Ruch chwilowy w układzie W (statku) względem U (ziemi) jost wogóle 
złożony z przesunięcia z prędkością p. i obrotu O J . Wskutek tego k a ż d y punkt 
u l e r u c h o m y w układzie W (względem statku) porusza się względem V 
(ziemi) z prędkością v i przyspieszeniem o M , które wyznaczamy wed ług 
Prawideł powyżej wymienionych. Nazywamy je p r ę d k o ś c i ą u n o s z e n i a 
" » ! p r z y s p i e s z e n i e m u n o s z e n i a o M . Każdemu przoto położeniu punktu 
M względem u k ł a d u U odpowiadają pewne war tośc i prędkości i przyśpie­
szenia unoszenia e i a„, obok jednoczesnych wartości prędkości i przyśpie­
szenia względnego t> i aw. Od nich zależą wartości prędkości vh i przy­
spieszenia ah w układzie U w sposób przedstawiony wzorami : 

^ — « o = « ^ + «Z- ł -«7» 
któro wyraża ją twierdzenia: 

I. P r ę d k o ś ć b o z w z g l ę d n a p u n k t u j e s t s u m ą g e o m e t r y c z n ą 
P r ę d k o ś c i w z g l ę d n e j i p r ę d k o ś c i u n o s z e n i a . 

U . P r z y s p i e s z e n i e b e z w z g l ę d n e p u n k t u j e s t s u m ą g e o m e ­
t r y c z n ą p r z y s p i e s z e n i a w z g l ę d n e g o , p r z y s p i e s z e n i a u n o s z e ­
n i a i p r z y s p i e s z e n i a C o r i o l i s ' a , zwanego także dodatkowem. 

Przyśpieszenie Coriolis 'a ma wartość bezwzględną 

ac = 2
 VM> 10 B I N W)> 

1 1 kierunek prostopadły do vw i do w tak, aby wektory r I f , w i ac tworzyły 
^ tym porządku układ prawy (tj. odpowiadający kolejno rozstawionym 
Przestrzennie trzem palcom prawej ręki , począwszy od wielkiego; l ig . 12). 

\ » 
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Z równań powyższych wynika nawzajem: 

^ - = ^ + ( — O ; "^„ = «o + ( - O + (-«<)> 
c z y l i s ł o w a m i : 

I. P r ę d k o ś ć w z g l ę d n a jes t 
s u m ą g e o m e t r y c z n ą (w y ]> a il" 
k o w ą ) p r ę d k o ś c i b e z w z g l ę d ­
n e j i p r z e c i w n i e w z i ę t e j p r ę d ­
k o ś c i u n o s z e n i a . 

II. P r z y s p i e s z e n i e w z g l ę d n e 
j e s t s u m ą g e o m e t r y c z n ą (wy­
p a d k o w ą ) p r z y s p i e s z e n i a bez­

w z g l ę d n e g o , p r z e c i w n i e w z i ę t e g o p r z y s p i e s z e n i a u n o s z e n i * 
i p r z e c i w n i e w z i ę t e g o p r z y s p i e s z e n i a C o r i o l i s ' a . 

II. Dynamika ogólna. 
A . Podstawy dynamiki . 

17. Jednostki podstawowe. Wszelkie wielkości mechaniczne dają sie 
wyraz ić jednostkami d ł u g o ś c i c z a s u i m a s y . W t. zw. c e n t y m e t r o -
g r a m o - s e k u n d o w y m układzie jednostek (skrót C. G . S.) jest: 

a) Jednos tką długości c e n t y m e t r (cm) określony jako jedna setna dłu­
gości wzorca metrowego przechowywanego w Sevres pod P a r y ż e m (przy 
temperaturze 0° C i normalnem ciśnieniu barometrycznem). 

b) Jednostką czasu jest s e k u n d a (sk) c z a s u ś r e d n i e g o , wyznaczonego 
pośrednio przez obserwacje astronomiczne. Te obserwacje określają bez­
pośrednio czas gwiazdowy, którego sekunda (s) jest nieco mniejsza od (fijS 
a mianowicie: 

1 ( s ) = 0,99726957 (sk). 
Nawzajem jest 1 (sk) = 1,00273972 (s). 

c) Jednos tką masy jest m a s a j e d n e g o g r a m a (</*), określona jako 
7iooo masy jednego kilograma (kg*), czy l i masy wzorca kilogramowego 
ze stopu platyny z irydem, przechowywanego w Sevres pod Paryżem. 
(Ostatnia masa jest z wielkiem przybliżeniem równa masie 1000 cma czystej 
wody przy 4° C.) 

Obok układu jednostek C. G . S. używa się jeszcze, zwłaszcza w mechanice 
technicznej, u k ł a d u t e c h n i c z n e g o , k tóry ma te same jednostki długości 
i czasu, co układ O. G. 8. (fizykalny); natomiast trzecią jednostką podstawową 
jest w nim nie jednostka masy, lecz j e d n o s t k a s i ł y . 

Techniczną jednostką siły jest s i ł a j e d n e g o k i l o g r a m a (kg), okre­
ślona naciskiem, j ak i wywiera na podstawę c i ę ż a r jednego kilogram' 1 

spoczywającego w Pa ryżu , czy l i si ła ciężkości dzia ła jąca na masę jednego 
kilograma w P a r y ż u . 

Przejście od jednostki siły do jednostki musy w układzie technicznym i odwrotne 
w układzie (J. G. S. będzie omówione w naste.pnym ustąpię. 

18. P i e r w s z e podstoWOWe prawo dynamiki wy raża się równan ie" 1 

d (m v) _ -
dt ' 

w którem oznacza m masę punktu materjalnego, v jego prędkość , a P sil? 
nań działającą. Wektor m i> nazywa się i l o ś c i ą r u c h u , albo p ę d e m 
punktu materjalnego. A zatem s ł o w a m i : P o c h o d n a p ę d u p u n k t u 
m a t e r j a l n e g o w z g l ę d e m c z a s u r ó w n a s i e s i l e w y w o ł u j ą c e j 
z m i a u ę p ę d u . 

10 



Podstawy dynamiki. 1019 

To wysłowienie stwierdza j uż charakter wektorowy siły P. W e d ł u g trze-
C I e g o z założeń w ust. 2 jest masa m stałą, a równanie przybiera postać 
z w y k l e s tosowaną: 

m . = P; (masa X przyspieszenie = sile) 

albo po rozłożeniu wektorów na trzy składowe w kierunkach osi A ' , Y, Z-

* - d T = ° m m - d T = mdT*=Y' " T F T * * ? " 
Pierwsze prawo pozwala wielkości sił mierzyć* przyśpieszeniami, jakich te siły udzie-

i&M jednemu i tomu samemu punktowi materjalnemu. Z drugiej strony mając dana, siłę. 
°^ r e N lona i statycznie, np. natężeniem pola sil, możemy przy pomocy pierwszego prawa 
zDaleźć* przyśpieszenie, jakiego siła udzieli punktowi materjalnemu o maBie m. Ńakouioc 
Pierwsze prawo określa jednostko, siły w układzie C. G. S., zaś jednostkę maty w układzie 
klinicznym, a mianowicie: 

W układzie C. G. S. jeBt jednostką piły dyna, t . j . siła, która masie jednego grania 
'dzielą przyspieszenia równego jednostce, t . j . lcm/sk*. 

Ponieważ siła jednego kilograma (jako ciężar) udziela masie jednego kilograma 
w Paryżu przyspieszenia 980,665 cm/,s7.-, przeto ta Bama siła udzieliłaby masie jednego 
Brania przyspieszenia 980 006 cmlsk2; czyli techniczna jednostka siły 

1 Jt̂  = 980 666 dyn. 

Naodwrót 1 dyna =* — - — kg = 1,0197 . 10 — 6 kg. 

(W zwykłych rachunkach technicznych wystarcza przyjąć* w przybliżeniu 1 kg = 
==0,981 . io*1 dyn i 1 dyna— 1,02 . 10 ~~ Gkg.) 

Przy rzeczywistem mierzeniu sił ciężarami trzeba pamiętać, żo ciężar jednej i tej 
8amoj masy zmienia się zależnie od szerokości geograficznej w i wzniesienia nad poziom 
'nor/a h. Zależność te określa wzór dla przyspieszenia ciężkości g, który ma postać: 

g = 9,806 056 — 0,025 028 cos 2 <p — 0,000 003 . h, 
Przyczem h jost wyrażone w motrach, zaś g w nijsk1. 

Stad wypada dla poziomu morza na równiku //„ = 9,781 m/fft*; na biegunach g^o = 
^ 9,831 m/sft1; dla środkowej Polski okrągło gj, — 9,81 m/ffJP, a więc około S1 1^ mniej niż 
n * biegunach, a 5%Q więcoj niż na równiku. 

Zapomocą ważenia na zwykłych wagach dźwigniowych znajdujemy nie c i ę ż a r ciała, 
*ecz jogo m a s ę wyrażoną w kg*. W utartym sposobie wyrażania s ię : „Ciało waży x kilo­
gramów" tkwi właściwie zdanio: „Ciało ma masę x kilogramów (kg*)", jeżeli wykluczymy 
•'•astosowanie wag sprężynowych. Ciężar tegoż ciała w układzie C. G. S. będzie równy 

1000 a:. g dyn (jeżeli g wyrazimy w rmfsk1). 

Ten sam ciężar wyrażony w jednoBtkach technicznych równa sie, biorąc śc iś le: 

x . — — p (ko), g Paryż k 

z błędem nto przekraczającym 30/„o w żadnein miejscu powierzchni ziemi. . . x(kg). 
Natomiast masa naszego ciała wyraża sie w układzie C. G. S. jako x (kg*), albo 1000 

x(g*), zaś w układzie technicznym ściśle jako 

-(kg . Cl* ~ 1 

980,lillf) g Pary/. 
, l w przybliżeniu najczęściej wystarezającein : 

S r * 
Z powyższego widać, jak pożytee/.iiom jeKt odrożnionio gwiazdką jodnostek masy /;* 

[.$0* układu C. ii. S., nazywauyeli na nioBzoze.scie temi samem! wyrazami, co jednostki 
*v układu technicznego. .Jest to nieraz powodem fatalnych nieporozumień, zwłaszcza 

" Początkująoyoh. 

l i ) . D r u g i e p o d s t a w o w e p r a w o d y n a m i k i wyraża , że jakkolwiek siły 
^ ' i , P3, . . . działające na dany punkt materjalny można zastąpić wypad­
kową R, k tó ra jest ich sumą geometryczną, c z y l i 
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1020 Mechanika ogólna. 

To prawo stanowi zarazem punkt wyjścia statyki. (Prawo sk ładan ia sił.) 
(Zasada niezależności dz ia łan ia sił.) 

2 0 . T r z e c i e p o d s t a w o w e p r a w o d y n a m i k i brzmi w lapidaruem wy­
słowieniu : D z i a ł a n i e j e s t r ó w n e i w p r o s t p r z e c i w n e o d d z i a ł y ­
w a n i u . Znaczy to, że sile P określającoj dzia łanie punktu materjalnego 
m« na punkt materjalny m% towarzyszy zawsze siła — P, przedstawiająca 
dzia łanie m\ na przyczem kierunki obu sił leżą na prostej »», m*. 

T. z w. p r a w o b e z w ł a d n o ś c i , k tóre Newton postawił na czele dyna­
m i k i jako wysnute z doświadczenia , mieści sie już w pierwszem podstawo-
wem prawie jako przypadek szczególny jego zastosowania. Skoro bowiem 
P= 0, to mv — s ta łe j , czy l i punkt materjalny, na k tó ry żadne siły nie 
działają, porusza sie jednostajnie i prostolinjowo (oczywiście w bezwzglę­
dnym układzie odniesienia). To samo zachodzi widocznie i wtedy, gdy sił)' 
działające na punkt materjalny się nawzajem znoszą, czy l i są w równowadze. 

21. Z a s a d a w z g l ę d n o ś c i m e c h a n i k i k l a s y c z n e j opiewa: Skoro znaj­
dziemy jeden bezwzględny uk ł ad odniesienia, to k a ż d y uk ład poruszający 
sie względem niego prostolinjowo i jednostajnie jest również u k ł a d e m bez­
względnym. W e wszystkich tych u k ł a d a c h są ważne podstawowe prawa 
dynamiki , a więc i prawo bezwładuości . O ż a d n y m z tych uk ładów nie 
można twierdzić, że jest w bezwzględnym spoczynku, albo w bezwzględnym 
ruchu. Wszystkie są równouprawnione w dynamice. Dlatego tradycyjna 
nazwa: „uk ład bezwzględny" nie jest stosowna i ustępuje nowszej: „układ 
inercjalny (bezwładnościowy)" . Z a taki uk ł ad można uważać z bardzo wielką 
ścisłością uk ł ad gwiazd s ta łych . Wobec tego ziemia obraca jąca się względem 
tego uk ł adu nie jest, biorąc ściśle, uk ł adem inercjalnym, jakkolwiek w bardzo 
wielu zadaniach mechaniki technicznej można ją z dostatecznem przy­
bliżeniem t rak tować jako taki uk ład . Natomiast uk ł ad spółrzędnych o po* 
czątku w środku ziemi i osiach równoleg łych do osi u k ł a d u związanego 
z gwiazdami s ta łemi ma z bardzo znacznem przybliżeniem cechy układu 
bezwładnościowego. Względem tego uk ł adu obraca sie ziemia ze stałą pręd­
kością kątową 

0,000 072 921 (sk"1). 
24 . 60 . 00 (s) 24 . 00 . 00 . 0,99727 (sic) 

B . Środek masy. 

22. O k r e ś l e n i e ś r o d k a m a s y . Środek c i ę ż k o ś c i . Ciała mateijaln 0 

traktujemy w mechanice bądź to jako uk ł ady oddzielnych punktów mate­
rjalnych, bądź też jako bry ły geometryczne wypełn ione materją ciągła-
W pierwszym modelu określamy położenia punktów materjalnych o masach 
Dli, mi, • • • promieniami — wektorami r l t rt, . . . wychodzącemi z obranego 
punktu O w układzie odniesienia, w drugim zaś określamy położenie do­
wolnego elementu masy d M — p. d V (p. gęstość, d V objętość elementu) 
jego promieniem-wektorem i- zmienia jącym się w sposób ciągły od punktu 
do punktu cia ła . Ś r o d k i e m m a s y c ia ła nazywamy punkt >>' wyznaczony 
promieniem-wektorem ra — OH zapomoea r ó w n a n i a : 

Mr0 nm nii >'i -4- »h »** + • • • ^ 2 »»,- *",•> albo Mr„ = / r d M, 
V 

w którem .1/ oznacza masę całego c ia ła . To równanie czytamy: M o m e n t 
m a s y c a ł e g o c i a ł a s k u p i o n e j w p u n k c i e S w z g l ę d e m d o w o l ­
n i e o b r a n e g o p u n k t u s t a ł e g o O r ó w n a s i ę s u m i e g e o m e t r y ­
c z n e j m o m e n t ó w m a s w s z y s t k i c h p u n k t ó w m a t e r j a l n y c h 
c i a ł a w z g l ę d e m t e g o ż p u n k t u . 
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Określenie i własności środka many. 1021 
Łatwo sio przekonać, że położenie środka masy określonego powyższem 

równaniem nie zależy od obioru początku O promieni wektorów. 
Przy stosowaniu metody analitycznej określamy środek masy spółrzę-

unemi x„, j / 0 , z0, czyli odległościami środka 6' od płaszczyzn spółrzędnyeh. 
laminat powyższego równania mamy następujące trzy równania amalityczne: 

M x„ = >»! Xi 4- t>h xt -\- . . . —1 mi Xf; albo = j xd M 
My*—miVi + — 2 ^ yf i „ = JydM 
^ z „ = »», Zi -f->"s z» + • • • = v = f zd M 

Iloczyny m. xt, m, yi itd. nazywamy momentami mas »»,• względem płasz­
czyzny YZ, ZX itd. 

Z postaci równań określających wynika, że środek masy jest za­
razem ś r o d k i e m s i ł z g o d n i e r ó w n o l e g ł y c h i p r o p o r c j o n a l n y c h 
w z g l o d e m mas m* Takiemi siłami są w pierwszem, zwykle bardzo wiel­
bom przybliżeniu siły ciężkości, działające na ciała, z któremi technika ma 
Oo czynienia. Dlatego środek masy zlewa się praktycznie ze środkiem cięż­
kości i bywa nazywany tern mianem. 

W ł a s n o ś c i kinetyczne ś r o d k a masy. Kóżniczkując równania okrę­
cające środek masy względem czasu otrzymujemy: 

dr0 dr{ dV„ „ , d'rt 

albo 
d t ~ '"< dt ' J" dt* ~ -iJ "•»' d t* 

M v0 = 2 w , - ; JŁT j>0 = 2m ( p 0 

Czyli s łowami: Pęd (ilość ruchu) całej masy ciała skupionej w środku masy 
równa się sumie geometrycznej pędów wszystkich punktów materjalnych 
(cząstek) ciała. 

Siła bezwładności (M' p0) całej masy ciała skupionej w środku masy 
równa się sumie geometrycznej (— m p ) sił bezwładności wszystkich cząstek 
ciała. 

Te bardzo ogólno twierdzenia nadają znaczenie konkretne (fizykalne) matematycznej 
We,, 
kuch 

c Ji punktu niaterjalnogo. Drugie z nicli tłumaczy nadto jasno, dlaczego w wielu ksiaz-
zwłaszcza angielskich, nazywają środok masy „środkiem bezwładności". 

24. Inne o g ó l n e w ł a s n o ś c i ś r o d k a masy. 
o) Jeżeli dla obranego początku promieui-wektorów 0 (dla obranej 

Płaszczyzny spółrzędnyeh np. YZ) jest S m ( r | = 0 (jest )Ltnixi = 0), 
*° w tym punkcie (na tej płaszczyźnie) leży środek masy. 

b) Jeżeli wszystkie punkty materjalne danego układu punktów mate­
rialnych leżą na jednej płaszczyźnie (lub prostej), to na tej płaszczyźnie 
\Prostej) leży środek masy tego układu. 

c) Jeżeli dany układ punktów materjalnych (ciało) podzielimy na części 
0 magach Afu Jl/ 2 , . . . i znajdziemy środki mas Hi, Sa, . . . każdej części , 
*° środek masy całego układu o masie M = Mt '-j- M,, -+-• . . . jest zarazem 
wódki, *m masy układu punktów materyalnych o masach Ali,Ma, . . . umiesz­
czonych w Śi,St, . . . 

d) Jeżeli układ punktów materjalnych posiada płaszczyznę, oś lub środek 
8ymetrji, to na nich leży środek masy układu. 

. 25. Ś r o d e k masy c ia ł jednolitych (jednorodnych). Gęstość u takich 
Ciał (wyrażona w g*jcma) jest stałą, wskutek czego równanie określające 

r °dek masy upraszcza sie i po podstawieniu J u r = | » r , d M = p d V (przy-
czem V oznacza objętość) przybiera postać: 

Vr0=jrdV. 
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1022 Mechanika ogólna. 

Z tego widać , że środek masy uk ładów materjalnych jednolitych jest 
zupełnie określony ich postacią geometryczna. Obok c ia ł t rójwymiarowych 
rozważamy często w mechanice dwuwymiarowe p o w i e r z c h n i e mate -
r j a l n e i jednowymiarowe l i n j e m a t e r j a l n e . Oznaczywszy przez dS 
element powierzchni (jego pole), a przez d i element długości l in j i , mamy 
wzory dla wyznaczenia środka masy w przypadku jednol i tośc i : 

Sr0= £ r dS; lr0= frd ł. 

Wszystkie te równania oraz odpowiadające im równan ia analityczni! 
dają się ująć w wys łowien ie : 

Moment całości skupionej w szukanym środku masy równa się sumie 
geometrycznej (lub algebraicznej) momentów wszystkich części elementarnych 
względem tego samego dowolnie obranego punktu (lub płaszczyzny) . 

20. W y z n a c z e n i e ś r o d k a m a s y w przypadkach praktycznych uła­
twiają własności podane w ust. 24, a nadto twierdzenie: Jeżel i dany układ 
materjalny da się podzielić na części, k tórych środki masy leżą na jednej 
prostej lub na jednej płaszczyźnie , to na tej prostej lub tej płaszczyźnie 
musi leżeć środek masy uk ładu . 

W przypadku cial lub powierzchni jodnolitych prowadzi często do celu podział n f l 

elementy o równej masie, których środki są znano. W ten sposób sprowadzamy szukani" 
środka masy ciała do szukania środka masy powierzchni jednolitej, w której lezą oW" 
środki e lementów; zaś szukanie środka masy powierzchni materjaluej do szukania środku 
masy linji jednolitej. 

Wyznaczanie środka masy w zagadnieniach praktycznych odbywa sie 
rachunkiem, wykreślnio lub doświadczalnie . Metoda wykreś lna jest wskazali" 
zwłaszcza dla figur i linij p łask ich nieokreślonych analitycznie, lecz danych 
na rysunku. Metodę doświadczalną stosujemy do cia ł rzeczywistych w postaci 
złożonej , np. samolotów, bądź to dla ominięcia żmudnego rachunku, bądź 
też dla jego sprawdzenia. W tym celu zawieszamy ciało na stosownem cię­
gnie. Po ustaleuiu równowagi musi prosta oś napiętego c ięgna trafiać środek 
ciężkości , a więc i środek masy. Wieszając ciało w innym punkcie znaj­
dujemy znowu prostą, zajmującą inne położenie względem cia ła , na której 
leży środek masy, Obie proste połączone niezmiennie z c ia łem wyznaczaj" 
zatem środek masy swoim punktem przecięcia się. 

Z pośród s p o s o b ó w w y k r e ś 1 n y c h są najprostsze dw" 
nas tępu jące : 

a) Mając up. znaleźć środek masy jednolitej krzywej A fi 
(fig. 13) dzielimy ją na r ó w n e części dość małe , aby j e 

można t r ak tować w przybliżeniu jako odcinki proste i przy­
jąć środki masy w połowie ich długości . Z dowolnie obra­
nego punktu O prowadzimy promienie-wektory 1 , 2 , 3 , . . • ! 
które sumujemy geometrycznie rozpoczynając od jakiego­
kolwiek punktu Q (fig. 13). Znaleziona suma Q I) jest wi­
docznie równa ((-krotne­
mu promieniu w i-wek torowi 
środka masy r 0 = O S, 
jeżeli n jest liczbą części , 
(w naszym przypadku 7). 

Gdyby sumowanie nie 
mieściło sie na płaszczyź­
nie rysunku, to zamiast 
dodawać cale wektory 
1, 2, 3, . . . można doda­

w a ć jw-te części, czy l i zmniejszyć skalę rysunku (b) //(-krotnie. Wówczas 

Fig. 13. Fig. II. 

będzie szukane 
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Wyznaczanie ftrodka masy. 1023 

4) Chcąc znaleźć środek masy figury płaskiej jednolitej czy l i ś r o d e k 
P o l a (powierzchni) tej figury (fig. 14) dzielimy ją prostemi równoległemi 
n a paski, k tó rych pola i środki są z dostateczną dokładnością znane. W tych 
"rodkach wyobrażamy sobie siły 1 ,2 ,3 , . . . równoległe i proporcjonalne 
^zględem pól pasków. Kreśląc wielobok sznurowy tych sił znajdujemy linje 
kalania wypadkowej 7?, na której musi leżeć szukany środek masy. 

Przez powtórzenie tej konstrukcji dla innego, najlepiej prostopadłego 
u o poprzedniego kierunku prostych podzia łu i sił pomocniczych, otrzymujemy 

u g ą prostą, na której leży środek masy figury, w punkcie przecięcia się 
z Poprzednią'. 

Uwaga. Niekiedy okazujo sic. korzystnem wprowadzenio iikcyjnych mas (obje.to.ści, 
*, J i Up.) ujemnych, czyli uważanie danego ciała za różnicę dwu innych. Wówczas należy 

Rachunku uwzgle.dnić zmianę, znaku w momontach maB ujemnych, a w konstrukcji 
ykroślnrj odwrócić odpowiadające kierunki pomocniczych sił równologłych. 

. 27. Położenie środka ninsy najważniejszych technicznie linij, po­
wierzchni j c i a ł jednolitych. (W tekście i na rysunkach oznacza&środek masy.) 

O d c i n e k p r o s t e j : S leży w połowie odcinka. 

O b w ó d t r ó j k ą t a : S leży w środku koła wpisanego w trójkąt, którego 
Wierzchołkami są środki boków u , , « 2 i a 3 danego trójkąta. 

Odległością S od boku trójkąta a} jest 
A, a. - f a3 

= -7T 2 di -f- a 2 -4- a 3 

P i a l i hi oznacza wysokość odpowiadającą o, jako podstawie. 

O b w ó d r ó w n o l e g ł o b o k u : S leży w punkcie przecięcia się przekątnych. 

Ł u k k o ł a (fig. 15): .S na dwusiecznej kąta środkowego 2 a w odległości 
o,i • ii c ięciwa AII / - s i n a . . . . . . . 
o u środka koła x, = r . . „ = , (przyczem arc ot = n a o /180°) . 

• ł u k AB arc ot v r 

P ł a s k i ł u k j a k i e j k o l w i e k k r z y w e j regularnie w jeduą stronę 
• 2 * 

Zakrzywionej (fig. 16): Odległość £ od cięciwy, yg = co — h. Rzut prosto­
kątny na cięciwę (S') polowi ją w przybliżeniu, jakkolwiek rzut wierzchołka 
luku O dość znacznie zbacza od gródka cięciwy. 

Wzór przybliżony daje ?/s, z nadwyżką 
która np. dla łuku kołowego 00" jest mniejsza 
, °>°°A„ zaś dla łuku 90" nie dochodzi 

0 bl"/,,-
P o l e t r ó j k ą t a : S leży w punk-

c 'e przecięcia się linij ś rodkowych 
" l e z ą c y c h środki boków z prze-
C l w leg ł emi wierzchołkami) . Odle- Fig. 15. Fig. 16. 
Ł'łość S od boku równa się jednej 
trzeciej odpowiadającej wysokości trójkąta. Jeżel i ;r,, J / i , « i ; %t, J/s, "a! 
X i> .Vm ~ 3 są spólrzędnemi prostokątnemi trzech wierzchołków trójkąta, to 
"polrzędne środka masy przedstawiają wzory : 

x » = ~ (a-, + .r, + Xt), ft = y (yi + 1/2 + >Ja\ ~„ = y ( M + + f0< 

P o l e r ó w n o l e g ł o b o k u : S w punkcie przecięcia się przeką tnych . 

P o l o t r a p e z u : 1. S leży na l in j i środkowej t. j . prostej łączącej środki 
'okow równoległych a i l> (fig. 17). Odległościami & od tychże boków są: 

_ h a + 2b h 2 o - f b 
h « - 3 a + 6 ' 3 ~a~+V 

15 



1024 Mechanika ogólna. 

Stąil konstrukcja: Na przedłużeniach boków równoległych odcinamy liE = "i 
CF = b. Prosta EF wyznacza S na MN. 2. Dzielimy trapez na dwa trójkąty 
(fig. 18) o środkach masy SjiS?. Prosta S\ i>2 przecina MNwS. 

ŁCT-Jf 1—Łl Y / " A * 
l r > . 1 . — I — i • 

Fig . 17. Fig . 18. 

Odciętą xu punktu iś w ukośnokątnym układzie spółrzędnyeh o osi $ 
na I) i osi y na C l określa wzór: 

_ 1 a* + ab + b2 

X ° ~ 3 a + b ' 

Pole c z w o r o k ą t a (fig. 19): S jest zarazem środkiem masy trójkąt" 
A CF, którego jednym bokiem jest przekątna A C, a wierzchołkiem przeciw­
ległym punkt F znaleziony na drugiej przekątnej tak, aby było F li = 

Łącząc zatem środek AC, czyli G z F i odcinając GS = - i - GF, otrzy 
o 

mujemy 6'. 
J eioli jodna z przekątny cli jest społowiona drugą, to na toj drugiej musi leżeć" iS'czworokąta. 

P o l e w i e l o k ą t a : Jeżeli X- y, (i — 1,8, 3 , . . . » ) oznaczają spółrzędne 
prostokątne kolejno po sobie następujących wierzchołków W, wielokąta 
(jednospójnego). przyczem kierunek obiegu jest zgodny z kierunkiem obrotu 
zapomoca którego oś X zajmie położenie osi Y na drodze najkrótszej, W 
rozłożywszy wielokąt na trójkąty prostemi poprowadzonemi z początku spół' 
rzędnych mamy: 

^ * , — 2 T ( * ' ' + * < + j ) < < x ' + 1 V i ~~ X ( V i + ^ 

1 = 1 
l" = tt 

A ' . y , - 2 ' 7 ^ + y,+1) (*. +1 y < - a vy.+0 
1=1 

i = n 

przyczem pole wielokąta A = — (o-, j y, — a;, y, _j_ j), zaś wielkości 

i = 1 
I y « + i są identyczne z i , i j , . 

Ula skrócenia rachunku obieramy zwykle początek ppólrze(dnych 0 na jednym z wierz-
clinlków. To Bamo czynimy przy zastosowaniu sposobu wykroślnego przy pomocy wielo-
boku sznurowego, podobnie jak w uet. 11, II. Ażeby przytem dla wygody uniknąć" trójkątów' 
o polach ujemnych, trzeba obrad 0 tak, aby obieg 0 IV,- W, _j_ j 0 był u wszystkie'1 

trójkątów zgodny. 

4,r . , , . „„. 2 cięciwa Ali 2 e „ 
W y c i n e k k o ł a (fig. 20): a; = — r—j-t—r-s— = — »"-r, albo a;,5* 

v b ; » ' 3 ł u k y l B 3 ł 4 

2 r sin a. r H i n a c «,2 
= = 38,1972 = £ • — — - , jeżeli 1̂ = »-a arc a jest polem wy-

3 arc a ' « ( o ) 3 ^4' J J 

cinka. 
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ńrodki masy pól. 1025 

W y c i n e k p ó ł k o l i s t y : x = -f- — = 0,4244 r. W y c i n e k ć w i e r ć -

k o l i s t y : * = — — r = 0,6002 W y c i n e k 6 0 ° : x, = —»• = 0,6366 r. ' ' 8 t * it 
Qt 2 r" s i n 3 a 4 r s i n 3 a 

3 ' arc 2 a — sin 2 a O d c i n e k k o ł a (fig. 21): xg — 
12 A 3 A 

P^yczem pole odcinka A = V2 (arc 2 a — sin 2 a) 

W y c i n e k p i e r ś c i e n i a k o ł o w e g o (fig. 22). 

••3 J ^ L = 38,1972 R S - r * 2 i ? 3 

" 3 " iJ» 7?2 — r* "• (o) 
P o l e o g r a n i c z o n e ł u k i e m k o ł a i d w i e m a s t y c z n e m i (fig. 23). 

, , r sin a t g - a 
od leg łość S od środka koła a\, = T J - — • 

° * 3 tg a — arc a 
W y c i n e k i o d c i n e k e l i p s y (fig. 24): Spółrzędne środka masy znaj­

dujemy najprościej uważając elipsę za rzut koła o promieniu a, nachylonego 

d° p łaszczyzny elipsy pod ką tem a, dla którego cos a = •—. Rachunek można 

^astąpiy konst rukcją wykreślną uwidocznioną na rysunku, a polegającą na 
Pokrewieństwie elipsy z kołem. Wogóle są środki masy dwu figur pozosta­
jących do siebie w stosunku pokrewieńs twa punktami odpowiadającemi sobie 
Qawzajem. 

P a r a b o l a t/2 = 2jpa; = — X (fig. 25) dzieli prostokąt utworzony ze 

8 Pć ł rzędnych a b ua pola o ś rodkach S i S'. Piorwszy ma spółrzędne 

dru­gi zaś 

= % «, 

xs> = 3 / io <*J 

Fig . 24. Fig. 26. Fig. 26. 

p , O d c i n e k p a r a b o l i (fig. 26): S leży na prostej łączącej środek cięciwy 
z punktem styczności C równoległej do niej stycznej do paraboli (ta prosta 

1 1 kierunek osi paraboli), przyczem 

SC — 4 - C C , c z y l i y. — Ą-h. o "o 
1 ! t y l u , Podręcznik inżynierski. VI. 07 17 



1026 Mechanika ogoln 

P a s i c z a s z a k u l i : 8 na osi symetrji w połowie wysokości . 
P o b o c z n i c a s t o ż k a o b r o t o w e g o : A' loży na prostej łączącej 

wierzchołek ze środkiem podstawy, w odległości od tejże równej jednej 
trzeciej wysokości . 

P o b o c z n i c a s t o ż k a o b r o t o w e g o ś c i ę t e g o o wysokości h, pro­
mieniach li i r, podstawy dolnej i górnej , ma S na osi symetrji, w odległości 
od dolnej podstawy: 

_ A R + ^r 
X *~~ 3 ' Jł + r ' 

G r a n i a s t o s ł u p i w a l e c o p o d s t a w a c h r ó w n o l e g ł y c h : S leży 
w połowie prostej łączącej środki obu podstaw. 

Dla walca o tworzących równoległych do osi X i podstawio dolnej na płaszczyźnie X ̂ i 
a górnej na płaszczyźnie przechodzącej przoz oś ¥ i nachylonej do X pod kątem a 

(lig. 27) jost: 
jz*dA JzydA 

*a = V» xs *B <*• 

-Jy „momontem bezwładności 

~ S " ] z d A ' " ~ j z d A ' 

Tutaj jest j xd A= My momentem statycznym, J xł d A -
pola podstawy A wzgle.dem oai Y, JzydA = IXy „momentom zboczenia" togoż pol» 
względem osi A' i Y (ob. art. 30), 

fydA 
Jeżeli podstawa jost Bymetryczną wzgletdem osi równologłej do Y, to ys = ——— 1 

czyli jost równe odległości środka tejzo podstawy. 

W a l e c k o ł o w y u k o ś n i e ś c i ę t y (fig. 28): S leży na płaszczyzn! 6 

symetrji prostopadłej do obu podstaw (na fig. p łaszczyzna A ' Y) 
1 r" tg a 
4 h ' 

I 1 r* t g 2 a 

Fig. 27. Fig. 28. Fig. 29. 

2 1 8 h 

K l i n w a l c o w y (fig. 20) o je­
dnej ścianie (podstawie) półkolistej '• 

X„ = 7ie * V, = %a « *. 

P o b o c z n i c a t e g o k l i n a : 
xs = V i * r , V, = '/a n h. 

K l i n z w a l c a w y d r ą ż o n e g o o podstawie ksz ta ł tu pierścienia pół­

kolistego : 

»„ = 7ia * ( « 4 - >•') I (W - rf), 9; = »/«- « (B* - *') I U" - h"). 
li i II p romień i wysokość zewnętrzne • r i h wewnęt rzne . 
C z w o r o ś c i a n : S jest punktem przecięc ia się czterech l ini j środkowych 

( łączących środki śc ian z przeciwległemi wierzchołkami) . Odległość S od 
ściany jest jedną czwartą odpowiadającej wysokości . 

O s t r o s ł u p i s t o ż e k : £> leży na prostej łączącej środek pola pod­
stawy X z wierzchołkiem W , przyczem odległość S od podstawy równa się 
ćwierci wysokości . 

O s t r o s ł u p ś c i ę t y : P rzy oznaczeniach przez A i II pól dolnej i górnej 
podstawy, a przez h wysokości ostrosłupa ściętego, mamy dla odległości % 
od podstawy A wzór : 

h A + S iAB + 3 B » 
4 A-\--\/AB + B 
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Środki masy bryl. 1027 

S t o ż e k ś c i ę t y o promieniach 7? i r podstawy dolnej i górnej , a wyso­
kości h ma S w odległości od podstawy dolnej: 

_h_ R* + 2 R r - f 3 r2 

V s ~ 4 ' R*-\-Rr-\-r2 ' 
O b e l i s k (fig. 30): Odległość ś rodka S od podstawy dolnej jest 

h_ O (& + &,) + « ! ( ł + 3 ł i ) 
V s~~~ 2 ' a ( 2 J - } - 4 1 ) + a i ( 6 + 2 l ! ' i ) ' 

K l i n p r o s t y : Z poprzedniego wzoru w y p ł y w a po podstawieniu bj = 0 
odległość ś rodka S od podstawy (głowy klina) o polu a b: 

h a - ( - ( i ] 
V> = T ' 2 a + a, ' . 

O d c i n e k k u l i : Oznaczywszy przez /» wysokość odcinka mamy dla 
°«ległości jego środka masy od środka k u l i wzór : 

3 ( 2 r - A ) ' 
3 /• — A ' 

z a ś dla odległości tegoż środka masy od koła podstawowego o promieniu p 

\ h i r — h h A i 4 - 2 p 8 

2 fc*+8.p? 4 B r — * 
^ e wzory (z wyjątkiem ostatniego wyrażen ia ujętego w klamry) stosują się 
'akże do odcinka e l i p s o i d y o b r o t o w e j , której oś obrotu równa się 2/-. 

O la p ó ł k u l i p e ł n e j : xs = s/Hr; dla p ó ł k u l i w y d r ą ż o n e j : 

- 3 / & — 

W y c i n e k k u l i (utworzony przez obrót wyc inka kola o kącie środ­
kowym 2 a około osi symetrji): P rzy oznaczeniach jak na tig. 18 jest: 

xs - (1 + c o s a ) = 7» ( 2 - & 
P a r a b o l o i d a o b r o t o w a (utworzona 

Przez obrót paraboli około swej osi) ograni­
czona przekrojem kołowem pros topadłym 

o osi jako podstawą ma środek masy w 
odległości od podstawy równej jednej trze-
C l u j wysokości . 

„ E l i p s o i d a t r ó j o s i o w a o osiach 
" i 2 i i 8ic, Objętość jednej ósmej e l i ­

psoida wyciętej p łaszczyznami g łównemi , 
1 1 1 1 1 środek określony spół rzędnemi: ** ' ^ 

».-•/•* 
W y c i n e k b r y ł y o b r o t o w e j (fig. 31) utworzonej obrotem figury 

0 Polu A około osi Z (jej nie przecinającej) ma środek masy .V w punkcie, 
który jest zarazem środkiem masy ł u k u o promieniu ę = (x2dAjjxdA = 

Odległością 8 od osi Z jest przeto: 
x — p sin a / arc o 

jest kątem środkowym w y c i n k a ; odległością zaś od p łaszczyzny J X z . d A 

Fig. 31. 

jożeli 2 a 
* y jest 

fx.d A 

«7» l i i 
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W przypadka symetrji figury tworzącej względem prostej równolegle] 
do osi obrotu upraszcza się powyższy wzór na: 

j x d A 

A 
czyli z. jest równe odległości środka pola figury tworzącej od osi X. 

C. Momenty bezwładnośc i . 

1. M o m e n t y b e z w ł a d n o ś c i i z b o c z e n i a c i a ł m a t e r j a l n y c h . 

28. O k r e ś l e n i a . R a m i ę czyli p r o m i e ń b e z w ł a d n o ś c i . Masa zreduko­
wana. Zwyczajnym, albo osiowym m o me n t e m b e z w ł a d n o ś c i / układu 
punktów materjalnych (i = 1, 2,.. .ri) nazywamy sumę iloczynów 
tj. i loczynów mas punktów materialnych układu przez kwadraty ich od­
ległości od danej prostej zwanej osią momentu. Dla układu materjalnego 
ciągłego staje się w granicy ta suma całką elementów r2 d M rozpostartą 
na całą objętość układu o masie M. A zatem: 

I = 2 mi r,-2, albo = ir1 d M. 

Jednostką momentu bezwładności w układzie C. G. S. jest//* cm2 albo kg* cm21 
w układzie technicznym kg. cm. sk2. 

Odległość k od osi momentu, w której pomyślany punkt materjalny 
o masie równej masie M danego ciała, ma ten sam moment bezwładności 2, 
co to ciało, nazywa Bię r a m i e n i e m lub p r o m i e n i e m b e z w ł a d n o ś c i . 
A zatem: 

I = Mk2, a stąd k = \ / ~ • 

Pomyślaną masę 3 / r e [ 1 skupioną w punkcie o danej odległości d od osi 
momentu, dla której jl/r,1(j d2 = / , czyli równa się momentowi bezwładności 
danego ciała, nazywamy m a s ą z r e d u k o w a n ą , albo s p r o w a d z o n ą na 
odległość d. A więc : 

Moment bezwładności ciała może być przeto określony także: u) jego masą i ramie­
niem bezwładności, i) dowolnie obraną odległością d i masą sprowadzoną na te odległość-

29. Biegunowy moment b e z w ł a d n o ś c i jest to suma iloczynów mas 
punktów materjalnych (elemeutów) układu przez kwadraty ich odległości 
od danego punktu (bieguna lub środka momentu). 

Pomiędzy biegunowym momentem bezwładności 20 a momentami bez­
władności Ix, ly, Iz tego samego ciała względem trzech wzajemnie prosto­
padłych osi przechodzących przez biegun momentu 20 zachodzi związek: 

8 1 , - 4 + 1, + / , 
Tak osiowy jak i biegunowy moment bezwładności jest zawsze wielkością 

dodatnią. / 
30. Moment zboczenia, albo moment o d ś r o d k o w y ciała względem 

dwu płaszczyzn jest to suma iloczynów z mas elementarnych i obu icb 
odległości np. x i y od tych płaszczyzn: 

I x y = j xydM, albo = 1 Xi y( d M. 

Najczęściej przyjmuje się obie płaszczyzny wzajemnie prostopadłe, wobec 
czego X i y są spółrzednemi prostokątnemi. 

Obranemu układowi spółrzędnyeh X, Y, Z odpowiadają trzy momenty 
zboczenia 2 , Iyt, 2 J X , które bywają także oznaczane symbolami Dx, Dy-

20 



Momenty bezwładności. 1020 

Momenty zboczenia m a j ą ten sam wymiar, co momenty b e z w ł a d n o ś c i , 
tacz m o g ą b y ć z a r ó w n o ujemne jak dodatnie, a w s z c z e g ó l n o ś c i r ó w n e zeru. 

31. Momenty \vzgl«;dem osi r ó w n o l e g ł y c h . Moment b e z w ł a d n o ś c i / 
W z g l ę d e m jakiejkolwiek osi r ó w n a się sumie z momentu b e z w ł a d n o ś c i j ' 0 , 

W z g l ę d e m osi do niej r ó w n o l e g ł e j , a p r z e c h o d z ą c e j przez ś r o d e k masy S 
1 i loczynu Ma*, tj. masy c ia ła przez kwadrat o d l e g ł o ś c i obu osi: 

I = lW + Ma*. 

T a k i sam z w i ą z e k zachodzi p o m i ę d z y biegunowym momentem b e z w ł a d n o ś c i 

^0°' w z g l ę d e m S, a biegunowym momentem b e z w ł a d n o ś c i I0 w z g l ę d e m 

punktu O o d l e g ł e g o od 8 o a: 

Podobny z w i ą z e k m i ę d z y momentami zboczenia dla u k ł a d u p r o s t o k ą t n e g o 
0 p o c z ą t k u w ś r o d k u masy S, a t a k i e m i ż momentami ( o d r ó ż n i o n e m i k r e s k ą ) 
dla u k ł a d u r ó w n o l e g ł e g o , w k t ó r y m ś r o d e k masy ma spółrzędne o, c, 
•na p o s t a ć : 

fy-fy+jf*,*, r y z = l y l + M b c , r ! X = I z x + M c a . 

32. Momenty w z g l ę d e m osi p r z e c i n a j ą c y c h s i ę w jednym punkcie 
ciała. Elipsoida b e z w ł a d n o ś c i . J e ż e l i lx, I, Iz, Ixy, Iy_, Itx o z n a c z a j ą 
odpowiednio momenty b e z w ł a d n o ś c i i zboczenia w z g l ę d e m osi i p ł a s z c z y z n 
danego u k ł a d u p r o s t o k ą t n e g o , k t ó r e g o p o c z ą t k i e m jest dowolny punkt c i a ł a 
P> to moment b e z w ł a d n o ś c i I w z g l ę d o m prostej p r z e c h o d z ą c e j przez O 
1 t w o r z ą c e j z osiami k ą t y o, [5, f o k r e ś l a r ó w n a n i e : 

I = -^cos 2 o -f- Iy cos2 [5 -f- lzcos2 Y — 2 Ix ycoa a cos $ — %Iy f cos 3 cos •( — 

— 2 / x c o s y cos a. 

D l a k a ż d e g o punktu O m o ż n a z n a l e ź ć taki u k ł a d osi x, y, z, dla k t ó r e g o 
momenty zboczenia s t a j ą s i ę zerami. Te trzy osi n a z y w a j ą s i ę o s i a m i 
( T l ó w n c m i , a o d p o w i a d a j ą c o im osiowe m o m e n t y b e z w ł a d n o ś c i n o s z ą 
n a z w ę g ł ó w n y c h (dla puuktu O). Oznaczamy je zwykle przez A, B i C 
(przyczem A 2: B C). W odniesieniu do osi g ł ó w n y c h jako osi w s p ó ł ­
r z ę d n y c h mamy tedy: 

I = A cos 2 a -\- B cos2 j3 -f- C cos 2 y. 

Skoro na k a ż d e j z osi p r z e c h o d z ą c y c h przez O odmierzymy po obu 
"tronach O d ł u g o ś c i — K / y l ( j e ż e l i K oznacza dowolnie o b r a n ą s t a ł ą ) , 
1 0 miejscem geometrycznem wyznaczonych w ten s p o s ó b p u n k t ó w jest eli­
psoida zwana e l i p s o i d ą b e z w ł a d n o ś c i (Poinsot) puuktu O. 

Jej osie l e ż ą na g ł ó w n y c h osiach b e z w ł a d n o ś c i t e g o ż punktu c i a ł a , 
a jej r ó w n a n i e ma p o s t a ć : 

K* = A f - » + « r , - + Ci*. 

Wielkośc iami p ó ł o s i s ą KjJA, K/JB, Kj~\fC, a zatem n a j w i ę k s z e m u 

momentowi b e z w ł a d n o ś c i odpowiada n a j k r ó t s z a o ś elipsoidy. 

33. Centralna elipsoida b e z w ł a d n o ś c i odpowiada punktowi O obra­
nemu w ś r o d k u masy c i a ł a łś. Jej osie n o s z ą n a z w ę c e n t r a l n y c h g ł ó ­
w n y c h osi b, albo z powodu w a ż n y c h w ł a s n o ś c i kinetycznych: o s i Bwo-
b o d n y c h . Szukanie g ł ó w n y c h osi b e z w ł a d n o ś c i u ł a t w i a j ą twierdzenia 
N a s t ę p u j ą c e : 

a) U k ł a d trzech g ł ó w n y c h osi b e z w ł a d n o ś c i dla k a ż d e g o punktu l e ż ą c e g o 
°a jednej z g ł ó w n y c h osi centralnych jest r ó w n o l e g ł y do t y c h ż e osi. 
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1030 Mechanika ogólna. 

b) Jedna z g łównych osi bezwładności dla każdego punktu leżącego 
płaszczyźnie dwu g łównych osi centralnych jest równoległą do trzeciej 
z tychże osi. 

c) Głównemi osiami bezwładności c ia ła są (miedzy innemi): 1. Każda 
oś symetrji, 2. każda prosta prostopadła do p łaszczyzny symetrji i 3. każd* 
prosta, na której leżą środki masy warstw elementarnych, otrzymanych przez 
podzia ł c i a ł a p łaszczyznami pros topadłemi do tej prostej. 

2. M o m e n t y b e z w ł a d n o ś c i i z b o c z e n i a p ł a s k i c h u k l a d ó " 
m a t e r j a l n y c h. 

34. E l i p s a b e z w ł a d n o ś c i . Obrawszy osie A ' i Y na płaszczyźnie układu 
widzimy, że dla jakiegokolwiek punktu tej p łaszczyzny jest oś Z osi*! 
główną, albowiem momenty zboczenia I x z i l , l z stają sie równe zeru. Nadto 
/ . staje się równe biegunowemu momentowi bezwładności I0, wobec czegoś 

= = 4 + V 
Zatem mamy do czynienia z jednym momentem zboczenia J ( , który 

oznaczamy zwykle przez D. 

Śladem elipsoidy bezwładności na płaszczyźnie uk ładu jest elipsa: 

zwana e l i p s ą b e z w ł a d n o ś c i . 
Obróciwszy dany uk ład osi X i Y o ką t a otrzymujemy dla nowego 

uk ładu X' i Y' momenty bezwładności i zboczenia w postaci: 

IJ = Ix cos 2 a -f- Ilf s i n 2 a — D sin 2 a 

J ' — Ix s i n 2 a - j - I cos2 a -f- D sin 2 a 

D* = y (Ix - Iu) sin 2 a + I) cos 2 a. 

35. C u l m a n n o w s U a e l i p sa bezwładności. E l ipsa i elipsoida bezwła­
dności Poinsofa jest określona równan iami w poprzednich ustępach tylko co 
do postaci i położenia, a nieokreślona co do wielkości, g d y ż parametr X 
jest dowolny. Jeżeli X i Y s ą kierunkami g łównych osi bezwładności , a od" 
powiadające momenty bezwładnośc i Ix i / oznaczymy przez i , i J 2 , to 
równanie elipsy bezwładności przyjmie p o s t a ć : 

Ustaliwszy war tość K zapomocą równan ia 

M 

i wprowadziwszy ramiona bezwładnośc i u równaniami / , = M li i 
Ił = Mi3

2, otrzymujemy zupełnie oznaczoną szczególną elipsę bezw ładność , 
zwaną Culmannowska, k tóra gra nader ważna rolę w teorji zginania belek-
Jej równanie jest: 

El ipsa Oulmann'a ma ważną własność nas tępu jąca : Barnie bezwładności > 
względem prostej o dowolnym kierunku, przechodzącej przez środek elipSJ' 
równa się odległości tego środka od stycznej do elipsy równoległej do 
danej prostej. 

30. S z u k a n i e głównych o s < b e z w ł a d n o ś c i . K o l o b e z w ł a d n o ś c i . 
Jeżel i dla obranego kierunku osi spółrzędnych X i Y, o początku O w dany"' 
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Klipsa bezwładności. 1031 

punkcie u k ł a d u płaskiego, znamy Ix, Ilf i I), to g łówne momenty bez­
władności dla tego puuktu określają wzory: 

/„„=A=>/. (is+1,)+Vi y( / , -y ł +*^ 
/m i n = » - y, (4+ty - V. V (4 - -C)1+4 Ś: 

Kąt a 0 , o j ak i trzeba obrócić uk ład osi, aby pad ły na kierunki g łówne, 
wyznacza sie z warunku IV — o, c z y l i 

2 7 J 
tg 2 «o — T _ r • 

Temu równaniu czynią zadość dwie war tośc i a0 w granicacb od 0° 
do 3G0°. Jedna z nich odpowiada oczywiście osi / m a x , druga zaś i " m j n . N a 
Pytanie „ k t ó r a ? " odpowiada r e g u ł a : 

Oś momentu J m a x przechodzi przez pierwszą i trzecią ćwiar tką płasz-
e zyzuy X Y, jeżeli moment zboczenia 1) jest ujemny; w przypadku dodatniej 
wartości D leży oś / m a x w ćwiar tce drugiej i czwartej. 

praktyco można zwykło z postaci figury poznać, jaki mnioj więcej kierunek od-
Powiada / 1 7 , • 

Obliczenie zapomoea powyższych równań zastępuje nader prosta kon­
strukcja wykreś lna : 

N a osi O Y (fig. 32) odmierzamy O C=IX, CE = It/, znajdujemy środek 

— {lx -\- ly) zakreś lamy z tego środka to odcinka O E i promieniem M O 

kolo. W punkcie C wystawiamy następnie prostopadłą do O ) 7 i odciuamy 
U u - niej d ługość CT' = D (momen­
towi zboczenia) z uwzględnieniem 
znaku (na rysunku przyjęto D do­
datnie). Sreduica A 11 poprowa­
dzona przez punkt T wyznacza 
swemi końcami A i li kierunki 
"si g łównych O A i Oli; zaś wiel­
kości g ł ó w n y c h momentów bez- St<S!^ 
władności długością odcinków 
/ i r = - f m a x - -4 T = / „ , , „ . 

Koło nakreślono w powyższej F't". 3 2 - F i 8 - 8 S -
konstrukcji, zwane k o ł e m b e z ­
w ł a d n o ś c i i punkt T, zwany g ł ó w n y m p u n k t e m b e z w ł a d n o ś c i , 
•nożna nadto zastosować do wyznaczenia I*', i D' dla u k ł a d u osi 
obróconego z danego położenia XY o dowolny kąt a (fig. 33). W tym celu 
Wystarczy połączyć punkty przecięcia się tych osi z okręgiem kola śre­
dnicą I' Q i spuścić z T prostopadłą TH na tę średnicę . Wtedy GH—Iy,, 
B p ^ I x , 1IT=D'. 

3. M o m e n t y b e z w ł a d n o ś c i n a j w a ż n i e j s z y c h t e c h n i c z n i e 
l i n i j , p o w i e r z c h n i i c i a ł m a t e r j a l n y c h . 

37. Uproszczeniu dla ciul jednolitych. Geometryczne momenty 
' ' e z w b i d n o ś c i i zboczenia, ( idy gęstość u. c i a ł a jest s tała , to 

/ — I »•» d U = p. jr« d V — p. / , 
a wielkość J = jr'dV 
0 Wymiarze c» t 5 nazywamy g e o m e t r y c z n y m m o m e n t e m b e z w ł a ­
d n o ś c i . Mnożąc go przez gęstość otrzymujemy zwykły (materjalny) mo­
ment bezwładnośc i c ia ła jednolitego. 
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1032 Mechanika ogólna. 

Podobnie J x y = j x y d V jest geometrycznym momentem zboczenia, 
= Jr2 d F geometrycznym momentem figury płaskiej lub powierzchni 

(o elemencie pola d F), wreszcie J — jV2 d ł geometrycznym momentem 
bezwładności l inj i (o elemencie długości dl). Pierwszy mnożymy przez gę­
s t o ś ć p o w i e r z c h n i o w ą (w g*jcm), drugi zaś przez g ę s t o ś ć l i n j o w ą 
(w g*jcm), ażeby o t rzymać materjalne momenty bezwładności . 

Wymiarem geometrycznym momentu bezwładnośc i pola i l inj i są od­
powiednio cm* i cma. 

Używając technicznego uk ł adu jednostek piszemy zamiast gęstości U 
równy jej iloraz "rjg. Przytem oznacza y ciężar jednostki objętości (w kg/ctnM 
pola (w kglcm'1) lub d ługości (w kg/cm), zaś g przyśpieszenie ciężkości. 

Pon ieważ u c ia ł jednolitych ramię bezwładnośc i i (lub k) jest niezale­
żne od gęstości, a tylko od postaci geometrycznej, przeto określiwszy war­
tość ramienia w y r a ż a m y wzorem I=MP nietylko materjaluy, ale i geome­
tryczny moment bezwładnośc i takich ciał , rozumiejąc przez M, bądź to 
masę , bądź też objętość, albo pole, lub wreszcie długość przy gęstości = j j 

38. Wzory tlla p r z y p a d k ó w s z c z e g ó ł o w y c h . (Wskaźn ik przy I oznacza 
poniżej oś lub biegun momentu bezwładności . ) 

O d c i n e k p r o s t e j l u b r ó w n o l e g ł o b o k (fig. 34). Nieza­
leżnie od nachylenia do osi a; jest / = '/s JłfA* względem osi przechodzącej 
przez koniec odcinka lub podstawę równolegloboku, jeżeli h oznacza wysokość 
spuszczoną na X z drugiego k o ń c a odcinka lub przeciwległego podstawie 
wierzchołka równolegloboku. 

"f, 

Fig. 36. 

Te same figury dla u k ł a d u osi przedstawionego na (fig. 35) mają mo­
menty zboczenia. 

JD = Mx0 y0 (w przyp. I. i III.) 

D = ix cotg p ( , „ n. i m). 

W przyp. II . można 1) przedstawić nadto w postaci D--= — MxQy0. 
o 

P r o s t o k ą t (fig. 36). Centralne 
g łówne momenty bezwładnośc i są: f—' V 

1 J/ 7 

12 
b h3 

12 

bsh 
12 

Odpowiadające ramiona bezwładności 
Fig. 30. Fig. 37. a zarazem półosi elipsy Culmaunowskiej 

t, = 0,2887 h, i 2 = 0,2887 b. 

Względem przekątnej Ij = M-
6 d 

środka O I0=*M b* + h* 
12 12 
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Momenty bezwładności pól. 1033 

Ł u k k o ł o w y o promieniu r i kącie ś rodkowym 2 a (fig. 37): 

T *r r" s i n 2 ° sin 2 o 
arc 2 a 

M= (J. r arc 2 a. 

P>la całego ok ręgu : 2 a = 360°, arc 2 a = 2 it 

Ix = Iy = M-

O b w ó d e l i p s y o półosiach a, b (a > b) i miniośrodzie l iczbowym 
E ^ V 1 — 6 2 / « 2 ma d ł u g o ś ć : 

>=2n . l . E 2 
1 

2~4 
1.3 

2 . 4 . 6 
5 E 6 — 

1 .3 .5 

a moment bezwładności względem osi wielkie j : 

J „ = 2 T c a 6 2 
i m i i 1 \» 3 

2 .4 
1.3 \« 5 

2 . 4 . 6 / 8 

2 . 4 . 6 . 

1.3.5 \2 7 

. 7 E 8 - . 

2 . 4 . 6 . 8 / 10 

P o l e t r ó j k ą t a o środku masy 8 (fig. 38): 

7 / \: ^ \t 

1 8 ' 

bh" . (bS + b ^ h 

Fig. 40. 

(J-&) s,-Jf 
o2 + i 2 + c2 

Względem dowolnej prostej przechodzącej przez i " jest 

J r = J l f ( r f 1

2 - f - ( t 1 1

2 + <fI1

2)/12, 

Przyczem d1: d 2 i ^8 S i l odległościami wierzchołków trójkąta od tej prostej. 

T r ó j k ą t r ó w n o r a m i e n n y ( i , = 6 2 = : 

i 3 ŻV 
48 ! . 

(4 h* + 3 6 2 ) 

Wzg lędem osi symetrji: 

względem środka S: J. 
144 

względem wierzchołka li: J'n= b h(ll h -\-b ) 
48 

P o l e c z w o r o k ą t a (fig. 39). Wzg lędem przekątnej d jest: 

d ( V + V ) .1/ 

W przypadku r ó w n o l e g ł o b o k u jest: 
if rf,88in3!f 

48 ' h = M 
rf,2 sin'-' (p 
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1084 Mechanika ogólna. 

W przypadku t r a p e z u r ó w n o r a m i o n n e g o (fig. 40): 

h3 (o -f- 3 b) _ h- a + Zb 
| l 12 • 6 

A 2 3 n - f * hs (3 « - f ł ) 

= 3 / 
A 8 

18 1 + 
2 a b 

(« + *)2. 
P o l e w i e l o k ą t a u m i a r o w e g o . Długość boku a, l iczba boków " i 

promień koła wpisanego r, opisanego 1{. D l a osi p rzechodzących pras* 
środek jest 

« o r ( 1 2 / - 2 + n 2 ) „ 1 2 , - a - f - a a „ 6 i ? 2 — o 2 

i / ^ =31-
48 24 ~ 12 

P o l e k o ł a . W z g l ę d e m każdej ś rednicy o długości d = 2 r jest 

T it r* Kd* 
<M-

Względem środka : I0 = u. 

P ó ł k o l e . Przy 
na osi symetrji jest 

izd' „ r " 
I1- -s=- = M-2 ' 3 2 " 2 

P ó ł k o l e . Przy położeniu osi A ' na średnicy ograniczającej , a osi 1 

.2 
I. = 

11 r

 -.r 1" 

TT 7 V 
W z g l ę d e m środka koła O: Ig = u, — — = • 

32 
9 rt2 

W z g l ę d e m środka masy S: I, = i J f - s - (1 

P i e r ś c i e ń k o ł o w y o promieniu zewnęt rznym Ji', wewnęt rznym ''• 

Względem każdej średnicy jest I=u.—-— = M ^ . 

Względem środka t »»• 2 I. 

W y c i n e k k o ł a (fig. 37). 

r* I • 
Ix = p. —g- I arc 2 a — sin 2 a 

r* / 
= | i - — I arc 2 a. -)- sin 2 a 

.1/ 

.1/ 

1 — 

1 + 

sin 2 a 

arc 2 a / ' 

sin 2 a 

arc 2 a f 

= U-
2 ' 

O d c i n e k k o ł a (fig.41) 

•,r L 1 2 sin 2 a — siu 4 a \ 
i , = 3 / — 1 : 

x i \ 6 arc 2 a — sin 2 a / 

r 4 / 4 1 
/ x = — I arc 2 a — — sin 2 a-)- y sin 4 a 
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Momenty bezwładności pól i brył. 

: 2 a ~ sin 4 a j , 

, 1 2 sin 2 a — sin 4 < 

1035 

1 2 arc 2 a -

2 . 
arc 2 a — sin 2 a 

8 

1 2 s i u 2 a • 

sin 2 o 

1 
sin 4 a 

0 arc 2 o — sin 2 
s i n 4 a \ 
lin 2 a ^ ' 

i Ole o g r a n i c z o n e ł u k i e m k o l a i d w i e m a s t y c z u o i n i (fig. 42). 
eutralnemi g lównemi momentami bezwładności są: 

J* - (itsa+^sin2a a rc 2 4 
Ty="A ( y t g ^ a + i t g a -

1 1 1 sin- a t g 4 a 
- s i u 2 a —arc 2 a 

24 9 tg a — arc a 

Vig. 41. 

Nadti r* / 1 
o jest: J0 = — ^tg a + — t g 8 < 

E l i p s a . W z g l ę d e m osi wielkiej 2 « jest 7( 1 —[>•-—£— = M ^ 

względem osi małe j 2 b jest 

4 ' 

Ka3b „ o2 

względem środka O jako bieguna: Iu = Jlf 
o--4-i2 

P a r a b o l a (fig. 43). Ix —< 
4 n 6 3 

15 
.17 

6 ' 

r 4«»J 
— jtf 

3 « -
-*</ «= p. 7 7 

• V 
1 6 a 8 6 12 « 2 

• V — u, 
175 175 

32 a*b 8 o 2 

12 CT8 -f- 35 fca 

175 

, P r o s t y g r a n i a s t o s ł u p l u b w a l e c o wysokości /( i polu podstawy 
UTzekroju normalnego) II. Jedna z centralnych osi g łównych 'A łączy środki 
l °ds taw, dwie pozostało A ' i ) ' są zarazem centralnemi osiami g łównemi 
Przekroju II. Oznaczywszy przez ix, i" , ?'. odpowiadające ramiona bez­
r a d n o ś c i tego przekroju, mamy dla g ł ó w n y c h centralnych moineutów bez-

'adności c ia ła wzory: 
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1036 Mechanika ogólna. 

W przypadku p r o s t o p a d ł o ś c i a n u o k rawędz iach a, b, c przybieraj1! 
powyższe wzory p o s t a ć : 

Ła"*M

 1 2 - h — f T i y r * - ^ a • 

W przypadku s z e ś c i a n u o krawędzi a: 

W przypadku w a l c a k o ł o w e g o o promieniu r: 
3 r » 4. ^ 2 r s 

Względem prostej nachylonej do osi walca pod kątem a (przechodząc^ 
przez środek masy): 

Ia = M-^ 3 z-2 (1 - f cos2 o) 4 - h* s i n 2 a . 

W przypadku w a l c a k o ł o w e g o w y d r ą ż o n e g o o promieniach R i >'• 

Ix = Iy = M\(R* + r* + A\h^. 

Z tych wzorów wypada dla samej p o b o c z n i c y w a l c a jako rurj 
o ścianie nieskończenie cienkiej (i? = r ) : 

lz -1/,.*, / j t = 7- = M ± (e ,-2 + A2). 
P r o s t y o s t r o s ł u p l u b s t o ż e k o wysokości h i polu podstawy M 

Prosta łącząca środek podstawy z wierzchołkiem (prostopadła do podstawy) 
jest jedną z centralnych g łównych osi bezwładności (oś Z). Dwie drug1" 
(X i Y) eą równoległe do g łównych centralnych osi bezwładności podstawy §j 
Oznaczywszy przez t̂ ., t , odpowiadające ramiona bezwładności podstawy S 
mamy dla g łównych centralnych osi bezwładności c ia ła wzory: 

W przypadku o s t r o s ł u p a p r o s t o k ą t n e g o o bokach podstawy a i ? 
przyjmują powyższe wzory p o s t a ć : 

4& 2 4 - 3 / , 2 _ 4 a » 4 - 8 f t » _ y + 

W przypadku s t o ż k a o b r o t o w e g o (kołowego) o promieniu podstawy' '• 
A \ T . , 3 r 

D l a samej p o b o c z n i c y s t o ż k a (jako jednolitej powierzchni materjalnep 
jest przy oznaczeniu d ługości tworzącej przez / : 

S t o ż e k o b r o t o w y ś c i ę t y , o wysokości h, promieniach podstaw R i ''• 
Moment bezwładności względem osi symetrji: 

itfc i i 5 — rs , r 3 Rs—r3 

10 R — r 10 R — r ' 
i i 2 + r1 

D l a samej p o b o c z n i c y s t o ż k a ś c i ę t e g o : / = M 
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Momenty bezwładności brył. 1037 

K u l a o promieniu r. Wzg lędem którejkolwiek średnicy jest 

, P ó ł k u l a . Względem którejkolwiek prostej przechodzącej przez środek 
k l l l i jest: 

4 S r 1 

. . K u l a w y d r ą ż o n a o promieniu zewnętrznym R, wewnęt rznym r. 
"zględe— i - - " - : ^--i-lędem każdej średnicy jest 

i l f -
A>r' — i 

15 v " ' ' ~ 6 ' Ra — r3' 

P o w i e r z e l i n i a k u l i , względem którejkolwiek średnicy ma 

M 
2 r 

Jfcst 
O d c i n e k k u l i o wysokości h (promień k u l i r). Względem osi symetrji 

, o n ., - 1 2 0 r 8 — 15r/V + 3/V8 

— (20 r - - l o /•/» + 3 A 8 ) = . i V — 
3r — h 

W y c i n e k k u l i . (Wysokość czaszy h, promień k u l i r.) Wzg lędem osi 
"ymetrji jest 

2 J I / - 8 A 2 , „ , , „ h 

15 
(Si h) — M — (3t— h). 

E l i p s o i d a t r ó j o s i o w a o pólosiach u, b, c ma centralne g łówne 
m ° m e n t y bezwładnośc i : 

(& 8 - f - c 8 ) , J Ł = j r . f ( e » + « , * ) , J c = J l f . - ( a 8 + i 8 ) . 

, P a r a b o l o i d a o b r o t o w a . P rzy oznaczeniach jak na fig. 43 moment 
e Z w ł a d n o ś c i w z g l ę d e m osi symetrji: 

6" u* , , 
lx = M — , przyczem 3/ --= p- y a * • 

P i e r ś c i e ń , tj. b ry ła obrotowa pierścieniowata. P rzy założeniu, że prze-
k jAj radjalny pierścienia jest figurą symetryczną względem prostej Z' Z\ 
r u wno leg łe j do osi obrotu Z Z (tig. 44); 
Przy oznaczeniu ramion bezwładnośc i 

e J figury tworzącej o polu F przez l , 
( w «gl§dem osi Z'Z') i (względem 
0 8 1 XO j_Z' Z1) mamy: 

I: = p.2*RF(R* + 3 i . 8 ) 
*m = p. n S F (B* + 8 i / + 2" i/). 

Nadto jest: J Ł f = u. 2 ti RF (we-
u , U g reguły Pappusa-Guldina). 

P i e r ś c i e ń o k r ą g ł y . D l a osi AT 
Przechodzącej przez środek ko ła two­
rzącego o promieniu a wypada z po­
wyższych wzorów o g ó l n y c h : 

i. r i* - r f 2 " ( 4 * ' + 3 a 8 ) = * + T a ' ° ' 

Fig. 43. Fig. 44. 
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1038 Mocliauiki1. ogólna. 

P i e r ś c i e ń o k r ą g ł y w y d r ą ż o n y . F igura tworząca jest pierścieniem 
kołowym o promieniu wewnęt rznym a 0 , zewnęt rznym a. P rzy tem sauieffi 
położeniu osi A ' , co powyżej , jest 

I, = M K 2 + | ( « o - + « 2 ) 

i ? 2 + T « - ' + « - ) 
il/ = p.2 TC2 R (a- — o0

2). 

P i e r ś c i e ń e l i p t y c z n y . D l a osi A przechodzącej przez środek elipsy 
tworzącej o półosiach a (w płaszczyźnie równikowej) i b (równoległej do o"' 
obrotu z), otrzymujemy podobnie jak powyże j : 

I ^ ^ j S R ^ { i H . i + 3 a i ) = M ^ + ^ 

^ = (-̂ 4̂ (4^ + 3a2 + 262) = ^ł(^' + Taa + Y i 2 ) -
D . Praca I energjn. 

39. P o m o c n i c z o wiadomości z r a c h u n k u w e k t o r o w e g o . Wielkość 
algebraiczną, czy l i skalar, utworzony z dwu jakichkolwiek wektorów a i ^ 
przez pomnożenie bezwzględnej wartości wektora a przez bezwzględną wartość 
wektora b i przez dostawę kąta miedzy a i b, nazywamy i l o c z y n e m 
s k a l a r o w y m obu wektorów i wyrażamy symbolem: 

a . b albo a b. 
A zatem: 

ab = ab cos (a, b). 

Z powyższego określenia wynika odrazu: 

ab = b a (prawo przemienności) 

a(b-\-ć) = ab-\-ac (prawo rozdzielności). 

Nadto gdy wektory a i b są określone swemi rzutami na osie spółrzC" 
dnych prostokątnych, tj. 

a = {ax, ay, a.}, b = {bx, by, b.}, 
wówczas 

ab = axbx + a y b ! / + a t b.. 

4 0 . E l e m e n t a r n e o k r e ś l e n i e p r a c y . Jeżel i c iało odbywa przesunięci 1 5 

określone wektorem s, a na pewien punkt m tego c ia ła działa siła / ' , stał" 
co do wielkości i kierunku, zamyka jąca z przesunięciem ,s- punktu /w kąt Si 
to iloczyn skalarowy Is nazywa sie pracą siły / ' n a przesunięciu .s. A zatein: 

P raca L = P . s cos a = Ps. 
Praca jest zatem wielkością a lgebraiczną, dodatnią w przypadku, gdy 

kąt a jest ostry, ujemną zaś, gdy kąt a jest rozwarty. (Idy w szczególności 
a = 90°, czy l i gdy siła P jest prostopadła do przesunięcia 9, to praca równa 
się zeru. L — Ps, gdy a = 0, czy l i gdy siła ma ten sam kierunek co prze­
sunięcie (droga); w przypadku g-jy kierunek siły jest wprost przeciwny 
kierankowi przesunięcia , jest a = 180°, zaś L = — Ps (jeżeli J»<= 
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Praca i moc (dzielnońe"). 1039 

Ponieważ 6' cos o = s' jest rzutem przesunięcia s na kierunek siły P, 
C 2 y l i „przesunięciem składowem w kierunku siły P " , przeto p racę siły P na 
Przesunięciu s można określić także jako i loczyn z wielkości siły i prze-
s n u i ęe ia składowego w kierunku tejże siły, albo też jako i loczyn z wielkości 
Przesunięcia i składowej siły w kierunku tegoż przesunięcia . 

Przy dzia łaniu na ten sani punkt ciała i lukolwiek sił 1\, P„ .. .; o wypad­
aj p~t mamy: 

l s - = P 7 s + P 2 s + . . . , 
C z y l i : P r a c a s i ł y w y p a d k o w e j r ó w n a s i ę s u m i e a l g e b r a i c z n e j 
P?*C s i ł s k ł a d o w y c h . 

Podobnież gdy przesunięcie 8 punktu m, na który dzia ła dana siła P, jest 
w ypadkowem przesunięć s,, ,92, to 

p i = P s 7 - f p ^ - f . . . 
c z y l i ; P r a c a s i ł y na p r z e s u n i ę c i u w y p a d k o w e m r ó w n a s i ę 

u m i e a l g e b r a i c z n e j p r a c t e j s i ł y n a p r z e s u n i ę c i a c h s k ł a -
a ° w y c h . 
j 41. O g ó l n e o k r e ś l e n i e pracy. Gdy siła P , zmieniając wogóle wielkość 

kierunek, działa na punkt m (fig. 45), poruszający się z położenia A do li 
P° drodze krzywolinjowej o długości s, to rozk ładamy ca ły 
. u c h na przesunięcia elementarne d s, a p racę pojmujemy » 
J Ko sumę, czy l i ca łkę prac elementarnych. Przez praco 

onientarną zaś rozumiemy (w każdym dowolnym punkcie 
r °£ i ) p racę chwilowej war tośc i geometrycznej siły P na 

Przesunięciu elementaruem d s (odpowiadajacem temu punk­towi , l -„ «\ i . ^ 1 " 1 Fig. 45. w i drogi). A zatem: 8 

P r a c a elementarna d L = IPds — P cos a . d s, 
'<aś praca c a ł k o w i t a : ' 

L = (Pd s = f (X. d x + Yd y + Zd z), 

leżeli x, Y, Z oznaczają sk ładowe siły a d x, dy, d z sk ładowe przesunię-
l a w kierunkach osi prostokątnego u k ł a d u współ rzędnych . 

vv }\y, ui*rom pracy jest iloczyn [L] \P] wymiaru długości i Biły. Jednostko pracy 
ujl 'yadzie technicznym jcBt 1 kgm (pkilograniomotr", albo „metrokilograin") tj. praca 
Pra- I U ' K ° kilograma na długości jednego motra. W układzie . C G . S . jest jednOBtką 
j e y l o r g , tj. praca Biły 1 dyny na długości = 1 c»l. Większą jednostka pochodna jest 

, 1 0 u l o (czyt. Dłu l ) = 10' ergów. 
1 tui = 9 i 8 1 J 0 u l o ' ó w ; 1 Joulo = 0,102 kgm. 

j. 42. Praca w jednostce czasu, czyli moc lub d z i e l n o ś ć jest okre-
°na ogólnem równaniem 

E = —J-J — Pv cos a, 

4 d a l 8 ' ' U 3 t ką tem pomiędzy siłą P a prędkością V punktu, na który si ła 

Ody w szczególności siła ma kierunek prędkości , to E = P.v. 
«azw C ( i " " h t K a , techniczną mocy jest 1 kgm/sk, czyli 1 kilograniometr na sekundą. Osobną 

'1 ma tradycyjna jednostka pochodna: 7.1 kgm/sk = 1 KM, tj. k o ń mochan iczny . 
== 1 w'"""""' m o a J w układało O. 0>, S. jest 1 Joule na sekundą = 10: ergów na sekundo 
* lo'" " ( s k r ń t — 1 W). Wiokazą jednostką pochodną jest 1 k i l o w a t t = 1000 Wuttów 

1 KM - = 76 kgm/sk 0,730 K W , 
1 K W o"> 1,36 K M , albo 102 kgm sk, 
1 kgmisk oo 9,81 W. 
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1040 Mechanika ogólna. 

Moc E określona powyżej jeat to moc chwilowa. Znając moc chwilową w zależność 

od czasu t obliczamy pracę w czasie ł2 

Iloraz 

określa moc średnią. Nawzajem jest L =s E gr (t3 — fŁ). \ 

To równanie prowadzi do nowych, również rozpowszechnionych w praktyce, Je" 
dnostek praoy: 

1 koniogodzina — 1 K M godz. 270 000 kgm s= 270 tm (tonmetrów) 
1 kilowattgod/ina = 1 EW h tr* 367 000 kgm = 367 roi. 

43. Wykres pracy. Z określenia pracy równaniem, 

[P'ds, 

przyczem Pę — Pcosct jest rzutem siły na kierunek przesunięcia, w y p ł y ń 
wykreś lne przedstawienie pracy (fig. 40) jako pola ograniczonego k r z y ^ 

AB, przedstawiającą zależność P* od .s-, osią dróg i rzedneitf1 

odpowiadajacemi począ tkowym i końcowym wartościom1 

P' 1 6 ' . ' 

Podobnież przedstawia sie wykreślnie prace dana w p 0 ' 

l > 4- 8 t a C i L=fPds', 
Fig. 46. przyczem ds' = ds cos a jest rzutem elemontu drogi 

kierunek siły. W przypadku np. siły ciężkości O uważanej 
za stałą, jest przy jakimkolwiek ruchu punktu, na który si ła działa , wykre9 

pracy ograniczony prostą równoległą do osi c z y l i do osi wysokości, 
a praca 

L=Gh, 
jeżeli h oznacza wysokość położenia początkowego nad końcowem. 

44. O b l i c z e n i e p r a c y w przypadku, g d y s i ł a jes t o k r e ś l o n a polem 
po tene ja lnen i . Pole sil nazywamy potencjalnem, jeżeli praca elementarn" 
si ły pola jest różniczką zupełną jednowartościowej funkcji miejsca — U(x,y,Z)' 
c z y l i jeżeli 

XdxĄ-YdyA--Zdz = — dU= 5 — dx 5 — dy r — dz. 
' dx dy 9 dz 

Ten warunek jest identyczny z nas t ępu j ącym: 

y _3ŁV „ 617 d f/ 
9a>' 3y' 3z * 

Funkc ja {7 nazywa s i ę p o t e n c j a ł e m pola sit. (Wprowadzenie jej z e 

znakiem — ma tylko historyczne uzasadnienie, dzięki pierwszemu zastoSO' 
waniu pojęcia potencja łu do pola ciężkości.) 

P r a c ę siły / ' na dowolnej drodze od położenia początkowego 3/„ (x0, y0, Sol 
do końcowego 3f, (x1,y1,z1) przedstawia w tym przypadku wyrażenie : 

JU, 

L^J(Xdx+Ydy + Zdz)=U(x0, y0, z0) - U(xu yu z,) = Ua - U, 

n i e z a l e ż n i e od postaci i d ł u g o ś c i drogi. 

Potenc ja ł ma przeto wymiar pracy. Jego war tość l iczbowa jest jodnakź" 
nieoznaczona, skoro bowiem dane pole s i ł określa funkcja U, to określa j e 

również funkcja U-\-C, przyczem C jest stałą dowolną, k tóra przy różnicz­
kowaniu znika. Dlatego m o ż n a mierzyć tylko różnice potencja łu w różnych 
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'"'ujscach, przyjmując w jednem miejscu, stosownie obrauom, dowolną stalą 
W a i ' t o ś ć potencja łu , np, równą O. 

45. P o t e n c j a ł jednostkowy, czyli w ł a ś c i w y . Pole s i ł y c i ę ż k o ś c i . 
e zel i niłn. p 0 l a j c s t określona w odniesieniu do punktu materjalnego o masie 

r~ 1) czy l i dana n a t ę ż e n i e m pola, to odpowiadający potencjał nazywamy 
J uuostkowym. M a on wymiar ilorazu pracy przez masę. (Natężenie pola 
~J* wymiar przyspieszenia). Mnożąc potencja ł właśc iwy przez masę punktu 
materjaluego, znajdującego się w pewnem miejscu pola, otrzymujemy odpo-
^ 'adający potencja ł zwyczajny. D l a siły ciężkości, określonej natężeniem 
Pola^ uważanem w pierwszem przybliżeniu za stałe, jest potencjał jednostkowy 

U^gz, 

Jeżeli z oznacza wysokość ponad obranym poziomem porównawczym, dla 
Wręgo ) 7 = 0 . Stad nazwa „powierzchni poziomu" dla powierzchni ekwi-

Nenc ja lnych wogóle. 

, D la siły ciężkości określonej w drugiem przybliżeniu jako siła skierowana 
u środkowi ziemi (uważanej za kulę) jest stosownie do newtonowskiego 

M li2 

PWwa grawitacji natężenie ciężkości ^/———— = g0 , , jeżeli / 
(K -\-z) (,« -+ z) 

'znae/a stała grawitacji , .1/ masę ziemi o promieniu li, : wysokość nad 
P?siomem morza, zaś gu natężenie ciężkości w poziomie morza. Stąd po tenc ja ł : 

i t v— 
. Powierzchnie ekwipbtencjalne są kulami współśrodkowemi z ziemią. 

P'yw obrotu ziemi na pole ciężkości względnej będzie rozpatrywany 
* art. M.). 

46. Energja kinetyczna. (EJ). D l a puuktu materjalnego o masie m, 

Poruszającego się z prędkością v, jest 

1 - - 1 . *\ 

Dla uk ładu punktów materjalnych | » . o pręrlkościach r{ jest 

Ą = 2 y ' " i ' V 5 -

D la c ia ła materjalnego ciągłego : Et — f — V* il M. 

Energja kinetyczna jest przeto zawsze skalarem dodatnim o tym samym 
Wymiarze' co praca. Jednostki pracy są zarazem jednostkami energji kine-
V<'Zuej. 

Mimo to nie wolno utożsamiać pojęć energji kinetycznej i pracy. 
' *u ik i moment si ły ma ten sam wymiar co praca i energja. Obok wybi -

jO^eh różnic fizykalnych ł a two zauważyć i matematyczne; np. praca może 
Je równio dobrze dodatnia jak ujemna, podczas gdy energja kinetyczna 
J' , ' k l ; dodatnia. Obliczenie energji kinetycznej c ia ła przedstawia sie s/ezr-
K°hn'e prosto w przypadkach ruchu postępowego i ruchu obrotowego. W pierw-
8Zym j e s t j,^ _ _ £f „ł^ j j j ie i ; oznacza masę ca łego c i a ł a ; w drugim zaś 

= — .7 O J 2 , przyczem oznacza / moment bezwładności , a IU prędkość ką-

'"Wą c i a ł a względem (chwilowej) osi obrotu. 
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1042 Mechanika ogólna. 

47. Twierdzenie Koenig'a. Energja kinetyczna c ia ła szrywnCo0 , 

Po łączmy w myśl i ze środkiem masy S danego u k ł a d u materjalnego (n*J' 
ogólniejszego), poruszającego się dowolnie, pomocniczy uk ład odniesieni11! 
obdarzony ruchem pos tępowym; wówczas energja kinetyczna u k ł a d u danej?0 

jest sumą dwu wielkości : Jedna z nich przedstawia energję kinetyczu-l' 
j akąby mia ł punkt materjalny poruszający się z prędkością u ś rodka m*8/ 
u k ł a d u S, gdyby w nim skupić całą masę uk ł adu M; druga zaś jest energj? 
kinetyczną ruchu względnego w pomocniczym układz ie odniesienia. Czy" 

jeżeli w . oznaczają prędkości punktów mi względem pomocniczego ukla 0 " 
odniesienia. 

Gdyby pomocniczy uk ład odniesienia mia ł początek nie w S, lecz w inny111 

punkcie poruszającego się u k ł a d u materjalnego, to w równaniu powyi(J**S 
przybywa jeszcze wyraz Muwg, w którym icg oznacza prędkość środk* 
masy S względem pomocniczego u k ł a d u odniesienia. Stosując powyż^J 
wynik do c ia ła sztywnego, którego ogólny ruch chwilowy, jak wiadoin" 
z kinematyki, jest złożony z obrotu chwilowego z prędkością kątową cu, okoł" 
osi przechodzącej przez dowolnie obrany punkt c ia ła i z przesunięcia cb1*| 
lowego z prędkością u, otrzymujemy w wypadku ogó lnym: 

Ą = y Mu* + j I <o' + M{u . ź-n*). 

Tutaj oznacza / moment bezwładności c ia ła względem obranej osi obrót** 
v0 prędkość środka masy c ia ła , wreszcie u prędkość punktu leżącego na obrani 
osi obrotu. Skoro zaś oś obrotu obierzemy tak, aby przechodzi ła przez Ś"0-

dek masy cia ła .S', to u — " 0 , a zatem: 

c z y l i en e rg- ja k i n e t y c z n a c i a ł a s z t y w n e g o j e s t r ó w u a BiirDie 

e n e r g j i k i n e t y c z n e j j e g o r u c h u c h w i l o w e g o p o s t ę p o w 
z p r ę d k o ś c i ą ś r o d k a m a s y i e n e r g j i k i n e t y c z n e j o b r o t u e h " 1 

l o w e g o o k o ł o o s i p r z e c h o d z ą c e j p r z e z t e n ś r o d e k . 

E . Zasady dynamik! punktu materjalnego. 

48. Zasada pracy. Jeżel i P jest wypadkową sił dz ia ła jących na puu^ 
materjalny swobodny o masie m, to mnożąc podstawowe równanie dynami'1' 

m —^— = P skalarowo przez p dt = da, dochodzimy do r ó w n a n i a : 
dl 

d f—. m p*j — T dl albo = A ' d X + 1' d IJ - f Zdz, 

c z y l i : P r z y r os t e 1 e m e u t a r n y e n e r g j i k i n e t y c z n e j r ó w n a H i 
p r a c y e l e m e n t a r n e j c a ł k o w i t e j s i ł y w y w o ł u j ą c e j r u c 

p u n k t u m a t e r j a l n e g o s w o b o d n e g o . 
Całkowanie zaś powyższego równan ia między położeniem początkowe 1 1 

-łA> 0*oi i/o> ZQ) a końcowem i ł / i ( # „ y , , 2-, ) daje: 

i i {MA -
— m o,1 — — m v0* = L= I Pds, 

(*) 
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Dynamika punktu materjalnego. 1048 

lub s łowami: P r z y r o s t e n e r g j i k i n e t y c z n e j p u n k t u m a t e r j a l -
n e g o s w o b o d n e g o m i e d z y j a k i e m i k o l w i e k d w o m a po s o b i e 
" " - s t ę p u j ą c e m i p u n k t a m i j e g o t o r u r ó w n a s i ę p r a c y s i ł y 
W y w o ł u j ą c e j r u c h t e g o p u n k t u n a d r o d z e o d p o ł o ż e n i a po -

2 ą t k o w e g o do k o ń c o w e g o . 

, 49. Ruch nieSWObodny powstaje, gdy przy pomocy pewnych c i a ł uwa­
ż n y c h za sztywne zmusimy punkt materjalny p o r u s z a j ą c y s i ę pod w p ł y w e m 

danego pola do uczynienia z a d o ś ć pewnym warunkom geometrycznym 

!• Punkt materjalny jest zmuszony do pozostawauia na pewnej p o w i e r z c h n i . 
2. Punkt materjalny jest zmuszony do pozostawania na pewnej k r z y w e j 

ff W" pierwszym przypadku mamy do czynienia z jednym warunkiem ograniczającym 
B P<>8taci równania powierzchni F (%, y, z) — 0. Punkt matorjalny ma jeszcze 2 stopnie 
j^°body. W drugim przypadku zachodzą dwa warunki ograniczająco w postaci dwu równań 

zywej np. <I> (x, yt z) = 0 i (x, yt z) = 0, a punkt ma już tylko 1 stopień swobody, 
i Ograniczonio swobody jest równoważno siło, jaką powierzchnia lub krzywa ogranicza­
j ą swobodę, wywiera na dany punkt materjalny. Tę siło. nazywamy r e a k c j ą , oddzia­
ł a n i e m , albo odporem powierzchni lub krzywej. Przez wprowadzenie reakcji spro-
^dza ajq zadanie ruchu nieswobodnego do zadania ruchu swobodnego pod wpływem 

JPadkowej siły pola i reakcji. 
Bjj pola (zależne zwyczajnie od miejsca, a niekiedy i od czasu) noszą także nazwą 
cz C z y i l n y e h , tj. takich, któro wytwarzają ruch punktu materjalnego ze stanu jego spo-

'Jfiku. Natomiast reakcje ciał (sztywnych) ograniczających swobodę punktu materjalnego, 
^ a ? ' 8 i ły zależne od prędkości (jak np. opór ośrodka ciągłego), zalicza sie do sił biernych, 
^takich, które same nie mogą wywołać ruchu punktu materjalnogo będącego w spoczynku, 
do ^ r o n i n o uproszczenie uzyskujemy w przypadku, gdy reakcja może być tylko normalną 

Powierzchni lub krzywej ograniczającej swobodę. Powierzchnie i krzywe nazywamy 
z„ y doskonale g ł a d k i e m i . Praca odpowiadających im reakcyj jest zaws/e równa 

n. Wtedy dla ruchu po danej krzywej pod wpływem dauych sił pola znajdujemy z zasady 
a c y odrazu skończono równanie ruchu. 

60. Reakcja toru doskonale g ł a d k i e g o . S i ła o d ś r o d k o w a . Całkowite 
Przyspieszenie p punktu materjalnego zmuszonego, do pozostawania na torze 

^•oym, odpowiada wypadkowej z s i ł y czynnej ( s i ł y pola) P i reakcji R, k t ó r a 
kierunek normalny do toru, czyl i 

mp=~P-\-R~ 

^ r a n i c z ą j ą c s i ę do przypadku gdy s i ł a 1' i tor l e ż ą w jednej p ł a s z c z y ź n i e 
J.S'47), otrzymujemy przez rzutowanie p o w y ż s z e g o r ó w n a n i a na kierunek 

Jcznej i normalnej: 

"e r ó w n a n i a w y r a ż a j ą : 

Składowa styczna przyspieszenia jest uwarunkowana s k ł a d o w ą 

s ' y c z n ą l't s i ł y czynnej. 

*• Sk ładowa normalna przyspieszenia — j e s t uwarunkowana wypadkową 

^'adowej normalnej P s i ł y czynnej i reakcją /,'. 

•*• Keakeja toru w y s t ę p u j e w o g ó l e t a k ż e wtedy, gdy P — 0 i r ó w n a s i ę 

W ó w c z a s — — ( s i ł a do ś r o d k o w a ) . Nawzajem punkt materjalny poru-

^ * C c y S 1 0 po torze danym wywiera nań nacisk o tej samej w i e l k o ś c i 

p i lecz skierowany przeciwnie, t. zn. od ś r o d k a krzywizny na z e w n ą t r z 

• b i la ta nosi n a z w ę : „ S i ł a o d ś r o d k o w a " . 
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Zważy wszy, że pod tein Barnem mianem kryją się jeszcze dwa inne pojęcia dynamie*11''' 
należy pamiętać, że przez aiłę odśrodkową w ruchu nieswooodnym na danym *°r 

rozumiemy siłę, jaka poruszający się punkt materjalny wywiera na tor. 
51. Zasada z a c h o w a n i a e n e r g j i . W polu sił potencjalnem jest (wedlu? 

ust. 44) L — U0— U1. Po wstawieniu tej wartości w równanie wyrażaj? ' 
zasadę pracy (ust. 48) otrzymujemy wzór : 

y m v\ + Uj = i m v\ -f- U0 = s t a ł e j ; 

albo 
Ek+ U = s ta łe j , 

ważny tak dla ruchu swobodneg'0, jak i nieswobodnego bez oporów (tj. 
reakcje są normalne do torów). Wyrażen i e - E i - j - U nazywamy całkoff1' ' 
energja punktu materjalnego. Otrzymane równanie wyraża zasadę zachow"1"' 
energji dla jednego punktu mtaerjalnego; czy l i s ł owami : 

P o d c z a s r u c h u p u n k t u m a t e r j a l n e g o w p o t e n c j a ł n e m p o l " 
s i ł z a c h o w u j e c a ł k o w i t a e n e r g j a p u n k t u w a r t o ś ć s t a ł ą . 

D l a pola siły ciężkości, uW*»* 
| nej w niewielkim obszarze za sl"1'-
i jest: 
' 1 

— m v* -\- m y z = s tałej = 

1 « , 
Fig. 47. Fig. 48. = "g- W*b i " mff~ll-

Stąd dla punktu materjalnego, spadającego (bez tarcia) po j a k i m k o l l 
wymuszonym torze (zakrzywionym w sposób c i ą g ł y ; i ig . 48) przy prędko9"' 
początkowej r0 — 0, mamy: 

v'=2g(z0 — z) = 2gh. 

52. R ó w n o w a g a punktu materjalnego. P o ł o ż e n i e rownowaftj 
Zasada prac przygotowanych. Położeniem równowagi punktu materjS 
nego w danem polu sił i przy danych warunkach geometrycznych nazywa1"' 
miejsce, w którem punkt materjalny może spoczywać . Koniecznym i *w 
s tarcza jącym warunkiem równowagi jest: 

1. D l a punktu materjalnego swobodnego, aby w tern miejscu siła P° 
P = 0 (albo A ' = 0, Y = 0, Z= 0). 

2. D l a punktu materjalnego nieswoboduego (bez tarcia), aby siła P b y ' * 
prostopadła do krzywej luli powierzchni orgauiezająccj swobodę. 

Obadwa powyższe wysłowienia w a r u n k ó w równowagi ujmuje raze'" 
z ogólnego stanowiska z a s a d a p r a c p r z y g o t o w a n y c h . 

W p o ł o ż e n i u r ó w n o w a g i j e s t s u m a a l g e b r a i c z n a p i ' " 1 

p r z y g o t o w a n y c h w s z y s t k i c h s i ł d z i a ł a j ą c y c h n a p u n k t i * ' -

t e r j a l n y r ó w n a z e r u . T a r ó w n o ś ć s t a n o w i k o n i e c z n y i <0 
s t a r c z a j ą c y w a r u n e k r ó w n o w a g i . 

Przez p r a c e p r z y g o t o w a n ą (wyobrażalną, wir tualną) rozumi ' " 1 ' 
fikcyjną p racę na p r z e s u n i ę c i u p r z y go to w a n e m , t. zn. taki"'" 
przesunięciu elementarnem, jakiego by mógł punkt doznać , gdyby 8 
H jakikolwiek sposób niezależny od sil rzeczywiście dzia ła jących wypfl 
wadzić z położenia równowagi . Przesunięc ie przygotowane punktu materj" 
ie-go swobodnego jest przeto zupełnie dowolne tak co do kierunku, .1" 
i wielki,śei (nieskończenie malej); dla punktu materjalnego, zmuszone? 
do przebywania na danej powierzchni, leżą wszystkie kierunki przesunie0 ' 
przygotowanego w płaszczyźnie stycznej do powierzchni w odpowiadający 1 * 
punkcie; zaś dla puuktu materjalnego, zmuszouego do pozostawania "* 
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anej krzywej, wskazuje styczna w odpowiadającym punkcie jedyne dwa 
i 0 z u\ve kierunki przesunięcia przygotowanego o wielkości również dowolnej, 

e ° z nieskończenie ma łe j . 
•Dla odróżnienia od przesunięć elementarnych rzeczywistych oznaczamy 

P r 2 e s u m ę C ; a przygotowane przez os, a p racę przygotowaną P 5 s przez oL. 
W polu sił, określonych potencja łem U, jest: 

x r (dU. . dV . , 6 ( 7 . \ , . _ 
o L = — — 5 x -4- - r — o « + -s— o * I «•» —• o Ł'. 

\ 3 a ; > dy J ' dz j 

, położeniu równowagi jest 3 (/ = 0, ezyli U jako funkcja spółrzędnych 
' !/, z osięga ex t r e m u m . 

jj, 53. S t a ł o ś ć czyli s t a t e c z n o ś ć r ó w n o w a g i w polu potenejalneiu. 
"Wnowagę punktu materjalnego nazywamy s t a ł ą czy l i s t a t e c z n ą , gdy 

' udzieleniu punktowi bardzo małe j prędkości w położeniu równowagi 
^ wstają pod w p ł y w e m sił pola tylko bardzo m a ł e wahnienia około tego 

ozenia. Skoro natomiast zamiast wahnień po-
^ taje ruch oddala jący punkt materjalny na za-
1 ] , i I e od położenia równowagi , to nazywamy ją 

e s t a ł ą . R ó w n o w a g a p u n k t u m a t e r j a l -
e S o w p o l u p o t e n c j a l n e m j e s t s t a ł ą 

I P o ł o ż e n i u o d p o w i a d a j ą c e m m i n i m u m 
i T ^ ^ J 1 p o t e n c j a l n e j (kryterjum Miuding 'a j 
^ ^ojeuue-Dirichlefa), z a ś n i e s t a ł ą w p o ł o - » 

J l m o d p o w i a d a j ą c e m m a i i m n m e n e r - Fig. 49. 
P o t e n c j a l n e j . 

cZa- P r z y k ł a d . Na krzywej IIAIIO (fig. 49), leżącej w płaszczyźnie pionowej i ograni-
«t»n o e J s wol)ode ruchu punktu materialnego jest A położeniem równowagi stałej, 9 nie-
tUr J - W punktach C i D jest równowaga widocznie również niestałą (z wykluczeniem 
tr,.. .a)* ^=mgz osiąga w nicli również extrenium, które nio jest ani minimum, ani 

" " D u m . 

* 54. Dynamika punktu materjalnego w uklatlzie w z g l ę d n y m . 
Jr^oli siła „bezwzględna" Ph udziela punktowi o masie m przyśpieszenia 
' w układzie bezwzględnym c z y l i inercjalnym, to Ph = mab. W e d ł u g 

^ ^ k u , podanego w ust. 16 kinematyki, jest przyśpieszenie względne 
ah—a

n — przyczem oznacza an przyśpieszenie unoszenia, zaś ac 

^ ś p i e s z e n i e Coriolis 'a, A zatem : 

c 'yii 
Co 

m aw = m ah — m au — m ac, 

J',r 1 = 3 ' 1 / — ^it ~~ t'c> 

Wyraża twierdzenie: 

^ ^ u k ł a d z i e w z g l ę d n y m o d b y w a s i ę r u c h p u n k t u m a t e r j a l -

s o t a k , j a k g d y b y n a ń d z i a ł a ł a „ s i ł a w z g l ę d n a " / ' , , k t ó r a 
J e n . — 

W o g ó l e w y p a d k o w ą „ s i ł y b e z w z g l ę d n e j " Ph, p r z e c i w n i e 

^ l ę t e j „ s i ł y u n o s z e n i a " Pu — m a

u i p r z e c i w n i e w z i ę t e j „ s i ł y 

^ i o l i s - a - J ^ r o a " 

t\a^ B z c z e g ó l n y m przypadku r ó w n o w a g i w z g l ę d n e j znika zawsze s i ł a Co-

Wz' 8 ' l a S ^ a w z g l ę d n a jest w y p a d k o w ą s i ł y b e z w z g l ę d n e j i przeciwnie 

" § T E J s i ł y unoszenia, 

t it H 0 1 U C ' 1 u k ' a d u w z g l ę d n e g o jest obrotem jednostajnym z p r ę d k o ś c i ą 

^3 w, to — P M = » ł p o > 2 nazywamy „ s i ł ą o d ś r o d k o w ą " ( j eże l i p 

37 



1046 Mechanika ogólna. 

jest pro mieniem-wektorem prostopadłym do osi obrotu, którego kou^c 

schodzi się z punktem materjalnym). Oto drugie ze znaczeń nazwy n8^ 
odśrodkowa", wspomnianych w art. 50. 

Takim układem jest ze znacznem przybliżeuiem nasza ziemia dzięki obrotowi d***0 

notmi z prędkością kątową ro : : 0,000 073 sk ~ Ł , Pomiary siły ciężkości nap0' 
86164$* 

wierzchni ziemi określają silę względną, która jest wypadkową grawitacji jako siły 
względnej i siły odśrodkowej. Ta ostatnia ma ściśle wartość" Q CO2, jeżeli Q oznacza prom1® 
równoleżnika i jest prostopadłą do osi ziemskiej. Wartość grawitacji według P r f t f f 

Newton'a przedstawia się w plerwszem przybliżeniu wyrażeniem / przyczem o*°* 

cza: / stałą grawitacji, .1/ masc ziemi, m masę punktu materjalnego r jego odleg*08.. 
od środka ziemi. (To wyrażenie byłoby ściąłem gdyby ziemia miała budowę O «y m , . « 
kulistej). Z powodu Bferoidalnego kształtu ziemi jest dokładne obliczonio grawitacji W^ . 
złożouo i prowadzi do wyrażenia, któro równioż maleje ze wzrostem r, czyli w 1 1 1 ;,,* 
oddalania się od biegunów ku równikowi. Obrawszy za zmienną niezależną */CT°^V0. 
geograficzną cp, otrzymujemy przyrost grawitacji od równika ku biegunom z w k̂ljL, 
kładnością proporcjonalny względem sin2 rp. Taką samą zależność znajdujemy dla : 
dowej pionowej Biły odśrodkowej, którą należy odjąć od odpowiadającej składek 
grawitacji, ażeby otrzymać ciężkość względną. Stąd prawidło, że c i ę ż k o ś ć w z g l ę " B 

p r z y r a s t a od r ó w n i k a ku b i e g u n o m p r o p o r c j o n a l n i e w z g l ę d e m sin3 c>. 

Jeżeli panki materjalny porusza Bię w polu ciężkości względnej, to zachowuj* 
tak, jak gdyby nań działała nadto la CorioliB'a. .lej wartość 2 tn v co siu (v, to) staj0 ^ 
największą, gdy kierunek prędkości (względnej) i; jest prostopadły do osi ziemskiej. 

0,000 146 v ok010 
czas stosunek Biły Coriolis'a do ciężkości względnej mg równa się 

9,81 
, czyli ok 

0,000015 u (Jezeli v wyrażamy w m/sk). A zatem dla prędkości kuli karabinowej 1 0 1 ^ 
siła Coriolis'a dopiero dojść do l ° / 0 ciężkości , dlatego pomijamy ją w zwykłych zadali^ 
mechaniki technicznej, a pole ciężkości względnej, uważane w obrębie jednego bud}'D* 
za jednorodne, traktujemy zarazem jako pole siły bezwzględnej. 

65. W z g l ę d n a r ó w n o w a g a w a ż k i e g o punktu materjalnego w uk** 
dzie poruszającym sio, w z g l ę d e m ziemi. Takim układem jest np. wag0" 
kolejowy, statek itp, 

a) Przy ruchu postępowym układu z poziomem przyśpieszeniem a (fig. ^ 

jest siła względna P wypadkową pionowej siły ciężkości ta g i poziouw 

— m a. Si ła Pu, jest odchylona od piouu o kąt a, określony równM$j| 
a*-\-g* . W tym przypadku mamy W tg a — — . Jej natężenie a| Ł 

do czynienia z polem jednorodne*11 

cli 

Fig. 50. Fig. 51. 

pochyłych linjach aił i płaszczyzn"1^ 
ekwipotencjalnych opadających Pi 
kątem a w kierunku przyspieszę'"'1 

układu względem ziemi. 

b) Przy ruchu obrotowym ukl*^' 
około osi pionowej ze stalą prędkoWjJ 
kątową ej (np. wagon jadący po Wfi 
poziomym, fig. 51) jest siła względ" 

wypadkową ciężkości my i siły odśrodkowej rnpeo2. Obrawszy osie ' ' 
w płaszczyźnie poziomej, a z na osi obrotu otrzymujemy wyrażenie * 
energji potencjalnej: 

U = m y z j- m (o* p*. 
8 

Powierzchnie ekwipotencjalne u>8 p a — 2 1 7 * = stałej, czyli 

*9 
* 2 + i / 2 C 

są paraboloidami obrotowemi o wspó lnym parametrze p = Kąt nacW 

lenia siły względnej do pionu jest określony równaniem 
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9 ff?' 
Wartość tego kąta dla środka masy wagonu wyznacza taką „przechyłkę 

0 r u " , przy której s i ła wzg lędna jest w przybl iżeuiu pros topadła do toru, 
rąbki kół nie wywierają bocznego nacisku na szyny. 

K i P r z y k ł a d . Dla łuku o promienia r = 400 m i szerokości toru s — 1,435 tu przy pręd-
C 1 jazdy v = limlsk wypada podwyższenie h szyny zewnętrznej (jeżeli przy małych a 

"yjmiomy w przybliżeniu h/i -= tg a): h — v* s \ g r = 0,093 tn. 

i ') Punkt materjalny, zmuszony do pozostawania na g ładkie j 
, r z ) 'wej, leżącej w płaszczyźnie pionowej, k tóra się obraca 
Jednostajnie około osi pionowej (kule regulatorów), będzie 
r " W u owadzo względnej , jeżeli wypadkowa ciężkości mg i siły 
"ośrodkowej m p O J 2 jest normalna do krzywej, (fig. 52) czy l i 
Sty m p ui2 / m g = tg a = p / h. 

Dla równowagi musi zatem długość podnormalnej h na osi 
D r o tu czynić zadość warunkowi: 

h = glui\ 1 Fig. 52. 
j . 'i'a równowaga jest s t a ł a , jeżeli dana krzywa w otoczeniu położenia równowagi Ul 
Od^ w p w u a . t r z paraboli A' JV" o parametrze gln>a przechodzącej przez Tn. Wówczas bowiem 

Powiada położeniu punktu n miui(num energji potencjalnej, ponieważ tu energja, mając 
tê  * > a r u D " U wartośó stałą, zwiększa się wownątrz niej, a zmniejsza na zewnątrz. Dlatogo 
A" y ] W I 1 0 w aga będzie n i e s t a ł a , jeżeli krzywa przecina lub loży zewnątrz paruboli (np. 

zaś obojętną w przypadku gdy krzywa zlewa się z tą parabolą. 

Ul . Statyka. 

A. C z ę ś ć o g ó l n a . 

56. Z a s a d a p r ac przygotowanych (wyobraża lnych , wirtualnych) wy­
raża konieczny i wys tarcza jący warunek równowagi najogólniejszego u k ł a d u 
•"aterjaluego, pojmowanego jako uk ł ad punktów materjalnych, na które 
p a ł a j ą jakiekolwiek si ły zewnętrzne P{ (i = 1, 2, . . . n) i wewnęt rzne 

(t, h = 1, 2,... n). P r z y oznaczeniu przez 6 s, wektorów przesunięć 
Przygotowanych punktów m„ wyraża ten warunek równan ie : 

W położeniu równowagi u k ł a d u malerjalnego jakiegokolwiek jest suma 
Sehraiczua prac przygotowanych wszystkich sił zewnęt rznych i wewnę-

rziiych uk ł adu rówua zeru przy każdym chwilowym ruchu przygoto-
W u ' i y m uk ładu . 

57. Rodzaje r ó w n o w a g i u k ł a d ó w n i a to r j n lnych . Jeżeli tak siły 
8 . e wuętrzne jak i wewnęt rzne mają potencjał , to równanie powyższe staje 

C identyczuem z warunkiem extremum energji potencjalnej jako funkcji 
Połrzeduych punk tów uk ł adu . 

i U=0. 
Ten warunek może odpowiadać : 

N,, J« M i n i m u m e n e r g j i p o t e n c j a l n e j , jeżeli przyrost rzędu drugiego 
^ V (wzgl. inny pierwszy uiezuikający przyrost rzędu parzystego) jest 
^ " d a t n i . Odpowiadająco położenie równowagi jest położeniem r ó w n o -

V a g i s t a ł e j (Minding i Lcjeune-Dirichlet). 

2. M a x i m u m e n e r g j i p o t e n c j a l n o j , jeżeli 8 s ł 7 < 0 (albo inny 
P^rwszy nieznikający przyrost U < 0). 

. A n i m a x i m u m a n i m i n i m u m . Obu ostatnim przypadkom odpo-
ada wogóle r ó w n o w a g a nieslała . 
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