CZESC SZOSTaA

STATYKA BUDOWLI

Mechanika ogdélna, Napisal in. dr.
Maksymiljan T. Huber, profesor
politechniki, Warszawa

1. Kinematyka (Geometrja ruchu) .
II. Dynamika ogéloa . . . . . . .
LI, Blabtyka v o b e o0 e
IV. Kinetyka . . .

Sprezystodé i wytrzymalodd, Na-
pisal inz. dr. Maksymiljan T. Hu-
ber, prof. politechniki, Warszawa

[. Ozgsé ogélna . . ., . . . . !
I1. Rozeigganie i dcigkanie
1I1. Scinanie i elkrecanie .

IV, Zginanie . . . . .

V. Praca odksztaloenin

VI, Prety zakrzywione .
VII. Piyty 1 S
VIII. Wyboezenis . . .

IX. WaZniejeze

zlozone przypadki
zgigeia i wyboczenja . . . . . .

TRESC

1009
1018
1047
1066

1079
1105
1111
1116
1141
1150
1153
1166

1174

Statyka budowli. Napisali: inZ, dr.
Jan Bogucki, profegor poli-
techniki, Lwéw; inz. dr. Stefan

Bryla, profesor politechniki,
Liw6éw; inz. Stefan Pazirski,
Lwéw; inz. dr. Maksymiljan
Thullie, profesor politechniki,
Lavow

1. Belki statycznie wyznaczalne

o fcinnce pelnej (Bryla) . . 1185
1I. Kratownice statycznie wyzna-
ozalne (izostatyczne), Bryla . 1210

. Kratownice przestrzenne (Brylu) 1282
Trzesunicein kratownic (Bryla) . 1288
V. Naprezenia drugorzedne w bel-

kach kratowych (Bryiw) . . 1249
V1. Ustroje hiperstatyczne (Bryla,
Pazirski, Thullie) R b |

VII. Budowle ziemne i mury oporowe

(Boguoklys &8 ¢ R S - 1828
VIIIL. Teorja zelbetu (Thullie) . . 1882
Tadblide . & « . o G 8eg

Przepisy dotyczace obliczensta-
tycznyeh w budownictwie
ladowem X . 1488



il 5
1

b T




Mechanika ogoélna.

Napisal
dr. inz. Maksymiljan T. Huber,

profesor politechniki, Lwéw.

I. Kinematyka (Geometrja ruchu).
A. Ruch punktu. .

1. Wstepne okreslenie. Méwimy, %e punkt M (lub wogéle cialo C) sie
POrusza, jezeli zuplywem czasu ¢ zmienia swoje poloZenie w prze-
8trzeni geometrycznej, okreslonej danym ukladem odniesienia.

Jm ukladem jest zwykle lad staly naszej ziemi; niekiedy za$ inny uklad,
Praktycznie niezmienny i poruszajgcy sie wzgledem ziemi, jak np. poklad
Btnﬂsu’ klatka windy, rama lokomotywy itp. Jakikolwiek uklad odniesienia

a si¢ zastapié ukladem trzech osispélrzednych, zwykle prostokatnym.

olozenie punktu M okreslaja wtedy jego spélrzedne prostokatne
% 4, 2, albo promieii—wektor s Iaczacy poczatek ukladu O z punktem
M= OM), albo spélirzedne biegunowe itp.

“’Zg‘lgguc poloZenie dwu punktéw M (21, y1, #1) 1 Ma (22, Yo, Zg) WYZDacza

Wektor 1 = M, M, niezalesnie od obranego ukladu osi spélrzednych.

ymbol 1 zastepuje trzy rzuty i, =Ty — Oy W, =YY W, =0 — A

PP - Y y .
“orjentowanego w przestrzeni odcinka M; M,, co wyrazamy réwnaniem okre-
8jacem :
Ez{wx, 0y, w,}_

Jezeli rozpatrywane poloZenia punktu M lezg na jednej
Plaszezyinie, to obiernjac ja za plaszczyzne XY prostokat-
U6go uldadu spélrzednyeh, okreblamy wektor My My — 10

Woma rzutami 1, w, (fig. 1); ezyli:

0= {wI, wy} = {.L'g — &y, Yg — yx}-
Podobniez widzimy z fig. 1, Ze

7—'1-5{:1?1, !/l}) :2-: {1“1) y‘.’}-

PO'niqd"y ,—-“ r2 i W zaohodzi przeto zwigzek, kitéry wyrazamy réwnaniem waok-
m

£ Towe

w=1r—r,
w .
%g6lnym Przypadku wyraZajncem zwigile to samo, co trzy réwnania algebraiczne
Wy = Z; — 3, Wy = Y3 — Y, Wy = 23— 2.
m"(w tym praypadku moina pojmowad fig. 1 jako rzut utworn tréjwymiarowego na
“ozyzne X ¥, obrang za pluszozysne rysunku.)

2: Niektore pomocnicze pojqcin,( rachunkun wektorowego. W me-
MiCe mamy do czynienia z réznemi wielkosciami (predkoéé, prayspiesze-
: m_ii-d:), majacemi te same cechy matematyczne, co zorjentowany od-
ek M, M, — 7, czyli majacemi charakter wektora. Cechami temi sg

Chy,
nie,

Bryta, Podrqeznik inzynierski, VI. 66 1



1010 Mechanika ogélna.

1. wartoéé bezwzgledna, okreSlona liezbg mianowans, 2. kierunek
okre§lony prosta w przestrzenii 3. znak albo zwrot (kierunku), oznaczony
strzalka odrdzniajaca zarazem poczatek od konca wektora. Dany wektor
moze mie¢ znaczenie mechaniczne niezalesne od umieszezenia poczatku welf‘
tora w przestrzeni (wektory swobodne), albo niezalezne od umieszczeni®
poczatku wektora na jego prostej (wektory nieswobodne, zwigzan®
z prosta), albo wreszcie moze byé zwiazany ze swym punktem poezaf
kowym (wektor nieswobodny, zwiazany z punktem). !

Dla wszystkich tych wektoréw okrefla sie w ten sam sposéb operac)®
dodawania, odejmowania i mnoZenia, ktére sa mnogélnieniem tak sam®
nazwanych operacyj wielko§ciami algebraicznemi.

Tutaj okreslimy narazie tylko dodawanie i odejmowanie dwll
wektordw.

4= {uz, a,, a:} i b= {bx, by, b:}

zapomoca schemata:

atb={a, 0, a,+b, a,+0b}

Wektor s=a + & nazywa sie (geometryezna) suma, wektor d —=a — 0
(geom.) réznica wektordw « i & (fig. 2). Symbol — @ oznacza wektof
przedstawiony tym samym odcinkiem, co wektor @, lecs opatrzonym strzalks
przeciwna (fig. 3).
T =L — e
(Geometryezna) suma s ilukolwiek wektordw (fig. 4) w, — 4, B
wy==As By, . .. w, = A, B, jest okreblona réwnaniem:

2 w:} .

s =2w= {)_'uvu_, b w,,

Wykre$lnie otrzymujemy te sume, laczac wektory-dodajniki (w dowoluym
porzadku) tak, aby koniec poprzedniego dodajnika byl poczatkiem nastepneg?

&

3 . < Tl o/

Fig. 2, Fig. 3. Fig. 4.

8,
J

(wielobok wektordw). Wektor, ktéry laczy poczatek utworzonego wielo”
boku z jego koiicem i tworzy bok zamykajacy wieloboku weltoréw:
dodajnikéw, przedstawia sume s = C'D,, zwana nickiedy wektorem

wypadkowym ukladun wy, w0, ... 1,.

Uwagi. Suma geometryczna podlega (tak eamo jak algebraiczna) prawom przemiey”
nofci (utb=b+a)ilyeznodoi [a—b-4c+d= (a4 b) + e+ @) =i 4 (b4 ¢ 4-a) i),
Niektorzy autorowie uwydatninjy operacje wektorami zapomocs odmiennych znaké¥
dodawania i odejmowania. Ten spuséb moina usprawiodliwié jedynie wzgledami (lyd",kf
tycznemi, gdyz kladac znak - migdzy dwoma wektorami, zaznaczamy tem samem powy#)
okreélone (geometryczne) dodawanie wektoréw. Dodawanie zad ich bezwzglednych war

todcl przedstawiamy przez a4 b, albo [a |+ [b].

3. R6zne sposoby przedstawienia ruchu punktu. Najpierw nasawa i
sposéb nomografiezny, W nim dana jest wykreslnie linja, ktérg opist)®
punkt podezas ruchu, zwana torem punktn. Na torze tym (plaskim lub
przestrzenuym) oznaczamy przez O punkt poczatkowy, w ktérym
poruszajacy sie punkt znajdowal si¢ w ehwili poczatkowej, a nastepni®
oznaczamy liczba 1, 2, 3 itd. miejsca zajete przez ten punkt po jednelr
dwu, trzech... sekundach (minutach, godzinach itd., zaleinie od dokls”
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Wykres drogi. — Predkosé. j 1011

dnoéci, z jaka ruch przedstawi¢ chcemy i od wielkofci przedzialu czasu

Potrzebnego do opisania’calego torn). Zamiast tego mozna na torze odmierzyé

od punktq poczatkowego jedna, dwie, trzy. .. n jednostek dlugoScii otrzymane

Wien gpostb miejsca vznaczyé liczbami okreSlajacemi chwile #, w ktérej sie

fam punkt znajdowal.

v Te oznaczania liczbami punktéw na torze zastepuje z pewna korzySeig
Wnanie

S“—f(t))

“Wane réwnaniem ruchu. Tutaj oznacza s droge, tj. dtugosé toru mierzong
°d punktu poczatkowego do miejsca zajetego przez punkt w chwili 7. Przed-
sta-Wiwsszy funkeje f'(#) obrazem geometrycznym
fig. 5) mamy t.zw. wykres drogi.

. Dwa rysunki, tj. wykres toru (przedsta-
Wlony w ogélnym przypadku rzutami prostokat-

=

=

lemi na dwie plaszezyzny) i wykres drogi
dajo zupelny wykreSlny obraz ruchu punktu.
fatematyeznie okreSla sie ruch punkta zwykle
Zéma réwnaniami

r=fi(th y=re(®), z2=rs( Fig. 6.
Plzedstawiajacemi spélrzedne prostokgtne po-

TUszajacego si¢ punktu, albo tez réwnowaznem z niemi jednem réwnaniem
Wektorowem

WYKRES DROGY

I~

k
)

5 \
R

)

; =7 ([')1
Okl‘eéla,jq,cem promieii-wektor tegoz punktu, wychodzacy ze stalego punktu O,
obmﬂego w ukladzie odniesienia.

4. R6zne rodzaje ruchu punktu rozréiniamy 1. wedlug postaci toru:
Yueh prostolinjowy i krazywolinjowy; 2. wedlug wykresu drogi:
Yuch jedn ostajny, gdy wykres drogi jest linja prosta, czyli droga s
38t linjows, funkeja czasu #, i ruch niejednostajny, czyli zmienny,
8dy wykres drogi jest linja krzywa.

angn. Rozpatrywanie ruchu punktu ma nie tylko znaczenie teoretyczne, przygoto-

\v“jl_lﬂe do studjéw ruchu cial, lecx takie nader waZne znaczenie praktyozne, czesto

j:l:mm ruch punkiu jest wystarczajacym obrazem ruchu ciala nawet bardzo zloZonego
rhd“lh pociggn kolojowego, jezeli chodzi tylke o obraz ogélny, potrzebny np. przy spo-

r zaniu rozkladu jaxdy itp. zadaniach. Wtedy méwimy zwykle o ruchu ciala, majac
grzﬂem na mysli ruch jednego stosownie obranego punktu tego ciala; dajmy na to
odka Przedniej latarni lokomotywy w przypadku ruchu pociggu kolejowego,

5. Predkosé grednia i chwilowa. Wektor predkoSei. Gdy pociag
W¥jetdzajacy ze stacji 4 do drugiej B, odleglej o 80 km, osiaga ja po
x e , . 80km
80 minutach, to méwimy, ze jechal ze &rednia predkofcia ———— —

A F * 80 min.
=1 km/min, (jednego kilometra na minute, czyli 60 km na godzine, albo
Wregzeio 162/, m/sek Tﬁp&qz”— Oznaczywszy przez 8 i 8, dtugosé drogi

; fs mieek. = o ek, b ol e TR g
mm_"ZOnej od poczatku linji kolejowej do stacji A i B, zas przez t, i ¢, chwile
5 Jazdu ze stacji A4 i przyjazdu do B, widzimy, Ze 6rednia predkofé
m Okrefla réwnanie
82— As
g R T TN
Przyesem As=s, — 8y, At =1y — I.

diYOgéle ma predkofé Srednia réZna wartoé na rozmaitych odeinkach

Bl Jezeli ta warto8¢ jest stala hez wzgledu na dlugoéé odeinka As, na
Gox 3



1012 Mechanika ogdlna.

jego miejsce na torze i na odpowiadajacy przedzial czasu A, to ruch jest
jednostajny. Jego réwnaniem jest s =s, ¢ £

W ogdlnym przypadku ruchu zmiennego odpowiada przedzialowi czast
od chwili # do chwili # - A# frednia predkosé -f\—;, ktéra sie zmienia za"
leznie od {. Gdy A7 —> 0 (czytaj: zdaza do zera), to

lim 28 __ds __ 5
Af dt

nazywa sie predkofcia chwilowa w odpowiadajacem chwili 7 miejsct
toru, albo krétko predkoscia w chwili £

Gdy ruch jest prostolinjowy i okreSlony réwnaniem s == f(¢), to pl‘qdkoéé
ma widocznie charakter wektora » lezacego na torze i skierowanego w strong

das
rosngeych s, lub w strone przeciwna, zaleZnie od tego czy pochodna v

jest dodatnia, czy tez ujemna. Wektor » nazywa sie wektorem predkoéeci
6. Wykres predkoSei. Tak nazywamy geometryezny obraz réwnani®
s : ; 5 ;
v=— = f'(£). Wykres predkoSei przedstawia przeto krzywa réZniczkowd
dla wykresu drogi jako krzywej calkowej Wedlug wykresu pr(gdkoécj
rozrézniamy ruch jednostajnie zmienny, ktérego wykres predkobei jest
prostolinjowy od ruchu niejednostajnie zmiennego, ktérego wykres
predkofci jest krzywolinjowy.

7. Przyspieszenie Srednie i ehwilowe. Wektor przyspieszenia-
Tloraz przyrostu predkofei v, — v; = A v przez odpowiadajacy przedzial czast
ty, — ty = Af nazywamy przyspieszeniem Sredniem ruchu w czasie Al
Dla ruchu jednostajnie zmiennego ma przyspieszenie &rednie wartoé stals
niezalezna od przedzialu czasu. Wéwezas

v=1vy+ at.
W ogélnym przypadku ruchu niejednostajnie zmiennego jest
Gibeic
dt dt*

wartocig przyspieszenia w chwili ¢, okreSlong jako funkeja zmiennej &
Dla ruchu prostolinjowego jest charakter wektorowy przyspieszenia od
razu widoczny. Strzalka wektora przyspieszenia @ jest skievowana zgodnie z ¥
lub przeciwnie zaleznie od tego cxzy v roénie (przyép. dodatnie) ezy tet
maleje z uplywem czasu (przy$p. ujemne).
8. Najogélniejsze okreslenie wektora predkoSci rmechu krzywo-
linjowego. Gdy ruch ten przedstawia réwnanie

== F(f)r

okreSlajace promiesi-wektor » *ako funkeje czasu ¢, to wektor predkoéei frednie)
e
"m = R

ma kierunek cigeiwy laezacej punkt torn M, zajety w chwili #, z punktem
M, zajetym w ehwili ¢4~ A¢.
Ar dr
‘Wektor lim —— = ——
R T g
ezyli iloraz réZniczkowy promienia-wektora wzgledem czast
okredla wektor predkofei w chwili ¢, styczny do toru w odpowi®”
dajgcem miejscu.

4




Wykres predkoficl. — Przyspieszenie. 1013

ds
it
9. Hodograf. Najogélniejsze okreSlenie wektora przyspieszenia
1_“0]“1 krzywolinjowego. Naturalnem uogdlnieniem wykresu predkoSei
Tuchu prostolinjowego jest dla ruchu krzywolinjowego 1

t-'zw. hodograf, tj. krzywa utworzona przez kofice wekto- o=,
Y0W predlzoéei, wykre§lonyeh z obranego dowolnie stalego /A N
Punktu poezatkowego, np.  na fig. 6.

y = _|dr
Ta definicja jest w zgodzle = poprzednia mniej ogdlng, albowiem [v] = l-d—;-\ =

Jezeli » — F(£) jest réwnaniem ruchu danego, to

dr —
pe=——= 1" (¢
] - dt @)
Jest réwnaniem odpowiadajacego ruchu po hodografie.
Predkosé ruchu po hodografie (jako wektor)
dv d*r
dt  de
Okredla zarazem wektor przyspieszenia a danego ruchu
TZywolinjowego.
Wektor przyspieszenia lezy w plaszczyZnie &cifle stycznej do toru (gdy
iOr Jest plasli w plaszesyZnie tego toru); jest wogéle nachylony do toru
Zawsze skierowany ku woetrzu jego wkleslodei.
z 10. Przyspieszenie styezne i normalne, Wektor przyépieszenia da sig
AWsze rozlozyé na sume geometryczna dwu wektoréw wedlug schematu:
a= a; + a,.

; Plcrwszy z nich @y DAZYWA sig przyspieszeniem stycznem, gdyz
7, . 7’ . =

®2y na styeznej do toru, przyczem ma warto§é i kierunek okreSlony
d . d*s : :
TUga pochodna luku toru wazgledem czasu, tj. TE Drugi za$, czyli
-~ ar”

a q 5 c . . :
n Bazywa sie przyspieszeniem normalnem, czyli dofrodkowem

= @

2

Ma wartoi¢ bezwzgledng —, jezeli p jest dlugoScia promienia krzywizny
gie e :

to . . . . e .
oM. Przytem ma kierunek wzdluz normalnej gléwnej toru ku Arodkowi
680 krzywizmy :

2 ° I
d*s v? 5 1 2
)y=——, a,= —, a=§/a;+a,.
/3 a2’ n o ’ t n
W ruchu krzywolinjowym jednostajnym jest prayspieszenie styczne stale
2

Towne zeru, a calkowite przyspieszenie jest normalne i réwna sie 4
kQWYOFdle moZna, powi'edzieé,‘ %o przysp’ie.?zen'ie styczne jest warun-
ma] ne tylko zmiang wielko§ei 1’)1'(_!111(05012 zak przyspieszenienor-
ne tylko zmiana kierunku predkoS$ei.
sie lt ,l{{'l.utowanie‘1'nclm. Rzut l:dfvuolegp' albo prostokatny poruszajacego
N 1"(); Dktu pornszn sig na plaszezyznie rzutéw z predkoéeis i prayspieszeniem,
¢ sa odpowiednio rzutami predkofei i przyspieszenia ruchu danego.
4 trzech réwnai okreSlajacych ruch punktu
przﬁdsm a) . 1 ol _fl ([)9 Yy ':“J:ﬂ ([)) z Tffl (7)
“’inda'q:.m }(:17,«18 P oso.bu:l. dla siebie ‘ruch rzutu t,cgoi punktu na OdEO:
r‘lclluJ" 4 08, I"rqdkoécmml tych oddzielnyeh ruchéw sa rzuty predkoSei
danego, tj.

e B A e R SR S
ty = ar " 1), T 3@, o ey F e L ().



1014 Mechanika ogéloa.

Podobniez ma sie rzecz z przyspieszeniami :

d*x aty d*z

Uy=—m U= 5 &=
12. Prosty ruch harmoniczny (drganie harmoniezne). Tak né
zywamy rzut ruchu jednostajnego po okregu kola na of lezacs w plasé
cxyZnie tego kola (fig. 7). Liczac czas ¢ ©
chwili prrejicia punkta przez C a jego rzuil
przez O', mamy dla drogi s rzuta M’ x6-

2

T wnanie 8= a sin p, przyczem ¢ — v Z,

S .27 ‘
a wiec: §==q8in——1.
F 1
Promiefi kola a okreéla t. zw. ampli
tude (obszernofé) drgania, 7T za§ okred
drgania, tj. czas, w ktérym punkt M opisuje caly okrag kola, a odpo
Dy

wiadajacy promief kat 2w Wartodé ——ZTL = w nazywaja czestobcid
drgania. (Jest to liczba pelnych drgan przypadajgca na 2« selcund. Inui
auntorowie nazywaja czestobeia %, czyli liczbe pelnych drgan w jednej 856
kundzie.) Oznaczywszy przez V predkoié ruchu po kole, aL:— przyspie
szenie (normalne) tego rachu, mamy widocznie dla ruchu harmoniczneg® |
jako rzutu: predkosé » =¥ cos —2,1—7,_ f, przyspieszenie p — — 1: sin —2,% &

To samo wyraZzaja réwnania:

ds 2wa 27 d*s 4n%aq | 21:z
v = = cos p == = — 8in —-
BULT il Todns e Tt T
~ 2ra 5 . ; i
zwazywszy, 28 V = —p Na rysunku uwidoezniono takie wykres drog

jako sinusoide o dlugodci fali — 7.

Uwaga. Jozeli czus mierzymy nie od chwili gdy kgt @ =0, leoz od chwili gdy kat

@ = a, to rownanie drgania harmonicznego ms postaé ogdélng
s=a sln (@t a).

Kat a nazywa sic katem fazy. Jakiokolwiek dwa drgania harmoniczne moga sig
réznié 1. amplitndg 2. okresem lub ozqstobcin i 3. fazg, 4. wartodeiy katd ".;,
Skoro np. w dwu drganlach réwnokierunkowych jest dla pierwszego s=0, a jednoczesn!
dla druglego s=+-a, to méwimy Ze drugl ruch wyprzedza fazy plerwszy o %, albo ?

éwioré okresu.
Inne przyklady w kinetyce.

B. Ruch cilala sztywnego (uktadu niezmlennego).

13. Og6lny rnch ciala sztywnego jest okreSlony rauchem jego trzech
punktéw tworzacych tréjkat. Tory tych punktdw nazywaja sie kier®
wnicami ruchu. Kazdy z tych punktéw moZy by¢ obrany takze zownat?
cialn, byleby zanchowywal niezmienne odlegloSci od wszystkich punktéw ciﬂl“:

W szezegdlnokei nazywamy ruch postepowym, gdy tréjkat punktd¥
nie zmienia podezas rachu orjentacji w przestrzeni (odpowiadajacej uklﬂl}owl
odniesienia). Taki ruch jest zupelnie okreflony ruchem jednego punktu ciald:
Ruch postepowy moze byé krzywolinjowy, jek np. ruch trzonu iaczd
cego dwie korhy réwne i réwnolegle, albo prostolinjowy, zwany
przesunig¢ciem (translatio).

6



Ruch ciala sziywnego. ; 1015

. Roch postepowy krzywolinjowy mozna sobie wyobrazié¢ jako nieprzerwany
¢lag przesunieé chwilowych, tj. przesunieé dokonanych w elementach
fzasu d ¢,

Ruch ciala nazywamy obrotowym (obrotem), gdy z owych trzech
Punktéw gy dwa niernchome. Te dwa punkty wyznaczaja o6 obrotu.
Wazystkie punkty ciala nie leZace na osi obrotu opisuja kola o promieniach »
TOwnych odleglofciom tych punktéw od osi. Katy, jakie jednoczeénie
OPlsujy waszystlkie te promicnie, maja wspélna wartoéé ¢ zwana katem obrotu
Ciala, Rach obrotowy jest zatem zupelnie okreSlony dana osia i katem obrotu ¢
Jako dang funkeja czasu.

; d ¢ 5 7 o
Pierwsza pochodna kata obrotu — = b NAsyWA Rig predkofcia ka-
oened ) dw : :
""“’-‘_l, druga zah, tj. —7—;‘9 e e e przyspieszeniem katowem.
3 at ar”

Wartosé predkosei (linjowej) punktu ciala obracajacego sie, lezacego
W odleglofei » od osi obrotu,”daje réwnanie
ag
0= rw=7r-
at

e AP e A
Przydpieszenie styczne tegoZ punktu okrela réwnanie

d w d* ¢
= —=— = ?:'e’

di dit*

PrzySpieszenie normalne zas
v? .
a, = = w?
P
. Ogélny ruch chwilowy ciala da sie zastapi¢ zespolem przesu-
Mecia chwilowego z obrotem chwilowym na nieskoficzenie wiele sposobdw.
kazdym zespole jest kierunek osi obrotu ten sam, a tylko kierunki prze-
Suniecia sy rézne. Pomiedzy temi zespolami zachodzi tylko jeden, w ktérym
erunek przesunigeia jest réwnolegly do osi obrotu. Taki ruch nazywa sie
Skretem (ruchem Srubowym).

Jukikolwiek ruch chwilowy ciala da sie wywolaé skretem chwilowym.
ruchl’rzl?suniqcie i obrdt sa pr'/.)n(o ruchami elementarnemi, do klgrych wezelkie inne
]eiqc)("vbmln'uprn\\_vndv.lu 'm'o?.nu. lrze’mpnqcie da sig n—mlm po'_]tnm\'aé jako obro6t okolo osi

J w nieskoiiczonoSci z predkodcig katowa nieskofczenie malg,

14, Ruch réwnolegly do plaszezyzny stalej, zwany takZe ruchem p o-
Suwigtym, albo plaskim, jest wyznaczony ruchem dwu punktéw ciala
(‘l 1B (fig. 8) obranych w tej plaszezyZnie (plaszezyzna ruchu, albo plasz-
“4yzna, kierujaca).

. Po czasie A¢ zajmie odcinek 4 B poloZenie A'B'. To polozenie latwo
‘;‘“_f!gu:-}é obrotem odeinka 4 B okolo osi prostopadlej do plaszezyzny ruchu.
¥¢J Slad ¢ znajdujemy jako punkt przeciecia sie symetralnych dla odeinkdéw
l A'i BB (fig. 8). Przebieg rzeczywistego ruchu ciala miedzy dwoma
"Zpatrywanemi poloZeniami rézni sie wogéle od powyZszego obrotu, gdyZ
10gi A A’ BB' moga sie rémié¢ od Iukéw kél zakreslonych ze Srodka (',

Oto jednakZe przedzial czasu, A ¢ zdaZn do 0 a wraz z nim i wektory
Praemieszezen A A' i B B, to rzeczywisty rach chwilowy zlewa sie z obro-
‘. chwilowym. 4 zatem :

Ogélny ruch posuwisty moZna uwazaé za nieprzerwany
“Creg obrotéw chwilowych okolo coraz to nowych osi chwi-
Wych prostopadlych do plaszczyzny kierujacej.

. Znajac tory dwu punktéw ciala A i B, lezacych na plaszezyZnie kie-
Wacej, znajdujemy dla kazdego polozenia A B odpowiadajacy rodek
Wilowy C (lad osi chwilowej na plaszezysnie kierujacej), jako puukt

7
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1016 Mechaunika ogélna.

przeciecia sig prostopadlych 4 C i B C do predkoéei chwilowych obu punk:
téw (fig. 9), czyli do stycznych obu toréw w odpowiadajacych punktach.
Vi Ve
AC  BC ; 1
scem geometrycznem Arodkéw chwilowyeh C (zwanych takie ,biegunami )
na plaszezyZnie kierujacej jako stalej plaszezyZnie odniesienia jest krzywd
[C] zwana centrodja stala, albo centrodja w przestrzeni (do ktére)
ruch ciala odnosimy). Skoro w poruszi-
jacem sig ciele oznaczymy punkty C, t0
otrzymamy krzyws [I"] nieruchomd
wzgledem ciala a wiec poruszajaca 51§
: wraz z niem. Jest to centrodja ro
S ‘\ 4 choma, albo centrodja ciala.
N, Skoro w punktach P, P,, ... ukladd
t c poruszajacego sie rdéwnolegle do pla-
Fig. 8. Fig. 0. szezyzny (fig. 10) wykreblimy wektory
predkoéei »;, v, ... i obrécimy je 0
kat prosty taki, iz padna na promienie laczace frodek chwilowy C z punku'
tami P, P, ...y to otrzymujemy t. zw. predkobeci ,prostopadle
lub ,obrdcone* (v), () ....

Przytem jest = predkoéci katowej obrotu chwilowego. Miej

Kofice predkofciprostopadiych tworza wielobok podobny
i podobnie polozony do wieloboku punktdw Py, P... ze brod-
kiem podobiefistwa w C.

Kreflac z dowolnie obranego poczatku O (fig. 10) wektory predkofci
(rzeczywistych lub obréconych) punktéw P, B, . .. otrzymujemy wielokat
utworzony z koficéw A,, Ay, ... podobny do wielokata P, B, . ... Otrzy-
many przytem rysunek nazywa si¢ planem predkoéeci i oddaje wazn®
ustogi przy krefleniu planu przesunieé dla kratownie.

15. Wektor obrotu chwilowego w i skladanie obrot6éw. Stan ruchd
ciala obracajgcego sie w chwili # okolo pewnej osi jest zupelnie okreslony
wektorem w zwigzanym z ta osia, ktérego dlugosé wyraza liczbowa wartof¢
predkofei katowej w, a strzalka jest umieszczona tak, azeby mozna bylo
znale#é kierunek obrotu wedlug nastepujacej umowy :

Skoro pomy$lanego obserwatora zwigzemy % wektorem o tak, aby strzalks
wektora wskazywala od stép ku glowie, to obserwator stwierdzi pod stopam
obrét ciala zgodny z obrotem wskazéwek na tarczy zegarowej. (Patrzal
przed siebie widzi ruch punktéw ciala od reki lewej ku prawej.)

Uwaga. W niektérych ksigzkach przyjelo umowe odwrotna, co ocsywidcie prowadz!
do odwrécenia strzatki wektora o okreslajacego obrdt dany.

Czesto cialo bierze udzial jedno-
czefnie w dwu obrotach chwilo
wych, jezeli np. nalezy do dwd
ukladéw odniesienia, z ktérych
jeden obraca sie wzgledem drugiego:
(Np. wirnik pradnicy w wagoni®
tramwajowym obraca sig wzgledem
wagonu, a wagon jadacy w luku
obraca sie wzgledem ziemi., Osi
obu obrotéw przecinaja sie poc
Fig. 11. katem prostym)., Dwa obroty chwis

lowe okreSlone wektorami predlkosc!

katowych w, i wy okolo osi przecinajacych sig w punkeie 4 (fig. 11) 54

réwnowazne obrotowi chwilowemu z predkoseig katowa

8



Skladanie obrotéw. — Ruch wzgledny. 1017

w= w; + wg

okolo ogi przechodzacej przez tenze punkt 4 (i lezacy z tamtemi w jednej
Plaszezyznie). Skladanie obrotéw chwilowych sprowadza sie w ten sposéb
0 geometrycznego dodawania wektordw predkoéci katowych (podobnie jak
Sktadanie sil). Odwrotnie kazdy obrét chwilowy mozna rozlozy¢ na obroty
$dadowe okolo osi przecinajacych sie, czyli zastapié¢ dany obrét chwilowy
@ obrotami w, i ws, byleby powyZsze réwnanie bylo spelnione.

Dowdd pologa na okazaniu, ze dowolny punkt ciala N na prostej wektora @ otrzymuje
‘i)d,- obrotéw w, i E‘ odpowindajace predkosci o réwnych wartodciach bezweglednych », o,

o8l @,, a wprost przeciwnych kierunkach, ktére zatem sig znoszy. Prosta A N jest przeto
i’

Obrotu wypadkowego itd.

Dwaobroty chwilowe okolo osirdwnoleglych, okreslone wek-
toramj predkofei katowych w; i w,, daja obrét wypadkowy z predkofcia
4ows w — w, + w, zaleznie od tego czy obroty sa zgodne, czy tez prze-

c.i‘VIl?. Wektor obrotu wypadkowego w znajduje sie tak samo jak wypadkowa
Sl réwnoleglych.

16, Zmiana ukladu odniesienia. Ruch wzgledny. Dla obserwatora
) Pl_ym}cym statku W jako ukladzie odniesienia przedstawia sie ruch jakiego-
"l“flek ciala, np. pilki, inaczej, anizeli dla obserwatora stojacego na brzegu,
Czyli na ziemi jako ukladzie odniesienia U. Czesto wypada znajac pred-
kog¢ v, 1 przyépieszenie @, punktu ciala wzgledem ukladu W, wyznaczyé
Predkofé p, i pruybpieszenie @, w odniesieniu do ukladu U lub nawzajem.
}1)1”- wygody nazywamy czesto (zapozyczajac sig¢ z dynamiki) uklad U ukla-
°m nbezwzglednym, zaé W ukladem ,wzglednym, jakkolwiek ze
“talllfwlska kinematyki sa oba uklady réwnouprawnione i mogs zamienié
SWoje role,

Ruch chwilowy w ukladzie W (statku) wzgledem U (ziemi) jost wogole
HoZony przesunigeia z predkoéeia », i obrotu w. Wskutek tego kazdy punkt
Yleruchomy w ukladzie W (wzgledem statku) porusza sie wzgledem U
(ziemi) » predkoéeia »,, i przyspieszeniem @, ktére wyznaczamy wedlug
Prawidel powyzej wymienionych, Nazywamy je predkobciag unoszenia
vu iprzyspieszeniem unoszenia a,. Kazdemu przeto poloZenin puuktu
M wigledem ukladu U odpowiadaja pewne wartoSci predkofici i przy$pie-
8zenia unoszenia v, 1 a, obok jednoczesnych wartoSci predkofici i przySpie-
8zenia, wzglednego 1!7” i [C, Od nich zaleza wartofei predkofiei '_h i przy-
fpieszenia ?b w ukladzie U w sposéb przedstawiony wzorami:

R il o A n A e
kts o =v,+v,; H=0¢,+a,+a,
Ore wyrazaja twierdzenia :
L Predkoté bezwzgledna punktu jest suma geometryczna
Predkogci wzglednej i predkoéci unoszenia.
IL Prayapieszenie bezwzgledne punktu jest suma geome-
r_yc_Zna_. przyspieszenia wzglednego, przyspieszenia unosze-
Ma i prayspieszenia Coriolis'a, zwanego takie dodatkowem.
Przyépieszenie Coriolis’a ma wartosé bezwzgledna
== 0D G
a, = 2v, o 8in (v, 10),
& kieranek pr Y R T il ot
E eéranck prostopadly do v, ido w tak, aby wektory »,, w i @, tworzyly
tym porzadku uklad prawy (tj. odpowiadajacy kolejno rozstawionym
Przestrzennie trzem palcom prawej reki, poczawszy od wielkiego; fig. 12).

9
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1018 Mechanika og6lna.

Z réwnan powyZszych wynika nawzajem :

ty=0 (=) wy=a+(—a)F(—a)

czyli slowami:
Fig, 12. y jest sumg geometryczna (W)

padkowa) przyspieszenia be#

wzglednego, przeciwnie wzietego prazyspieszenia unoszenif
i przeciwnie wzigtego przyspieszenia Coriolis'a.

I. Predko§¢é wzgledna je!l't

suma geometryczna (wypad
\ - kowa) predkofeci bezwzgled
(“' nej i przeciwnie wziete] pred
] koSci unoszenia.
3,

II. Przyspieszenie wzgledne

II. Dynamika ogé6lna.

A. Podstawy dynamiki.

17. Jednostki podstawowe. Wszelkie wielkoei mechaniczne daja 8i¢
wyrazi¢ jednostkami dlugo8eci czasu i masy. W t. zw., centymetro-
gramo-sekundowym ukladzie jednostek (skrét C.G.S.) jest:

a) Jednostka dlugoéei centymetr (cm) okreblony jako jedna setna din-
gofei wzorca metrowego przechowywanego w Sévres pod ParyZem (pray
temperaturze 0° C i normalnem cifnieniu barometrycznem).

b) Jednostka czasu jest sekunda (sk) czasudredniego, wyznaczonego®
pofrednio przez obserwacje astronomiczne. Te obserwacje okreilaja bez
poérednio czas gwiazdowy, ktérego sekunda (s) jest nieco mniejsza od (sk)
2 mianowicie:

1 (8) = 0,99726957 (sk).
Nawzajem jest 1 (sk) = 1,00273972 (s).

¢) Jednostks masy jest masa jednego grama (g¥), okreflona jako
11000 Masy jednego k_ilogramn (kg*), czyli masy wzorea kilogramowego
ze stopu platyny z irydem, przechowywanego w Stvres pod Paryzem:
(Ostatnia masa jest z wielkiem przybliZeniem réwna masie 1000 em® czyste)
wody przy 4°C.)

Obok ukladu jednostek C.G.S. uZzywa sie jeszcze, zwlaszeza w mechanice
technieznej, uktadu technicznego, ktéry ma te same jednostki drugosc!
i ezasu, co uklad C. G. 8. (fizykalny); natomiast trzecia jednostka podstawow#
jest w nim nie jednostka masy, lecz jednostka sily.

Techniczua jednostka sily jest sila jednego kilograma (kg), okre
flona naciskiem, jaki wywiera na podstawe cieZar jednego kilograma
spoczywajacego w Paryzu, czyli sila cigzkoSei dzialajaca na mase jednego
kilograma w ParyzZu.

Przejécie od jednostki sily do jednoetki masy w ukladzie technicznym i odwrotn¢
w ukladzie C. G. S, bedzie omGwione w nastepnym ustepie.

18. Pierwsze podstawowe prawo dynamiki wyraza sie réwnaniem

d ('lll-iT) o j;
dt 2
w ktérem oznacza m mase punktu materjalnego, » jego predko§é, a I’ sile
nai dzinla,j;!,c;}_ Wektor m v nazywa sie ilofeia ruchu, albo pedem
punktu materjalnego. A zatem slowami: Pochodna pedu punktu
materjalnego wzgledem czasu réwna sig¢ sile wywolujace)
zmiane pedu.
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Podstawy dynamiki. 1019

. To wyslowienie stwierdza juz charakter wektorowy sily P. Wedlug trze-
Cl6go z zaloZeh w ust. 2 jest masa s stala, a réwnanie przybiera postaé
Zwykle stosowana:

dv g . 5
m. —[—I; = P; (masa )X przyspieszenie — sile)
a
albo po roztozeniu wektoréw na trzy skladowe w kierunkach osi X, Y, Z:
d v, a2 dv. A2z
M— =gy ==X : M— =M — = 4,
g~ MagT dt aE

] Piorwszo prawo pozwala wielkosci sil mierzyé przy§pieszoniami, jakich te sily udzie-
alg jednemu i temu samemu punktowi materjalnemu. Z drugiej strony majac dang sile
0 Teslony statycznie, np., natezeniem pola sil, moZemy przy pomocy pierwszego prawa
*ualezé przyfpieszenie, jakiego sila udzieli punktowi materjalnemu o masie m. Nakoniec
Plerwszo prawo okredla jodnostke sily w ukladzie C. G.S., zad jednoatke masy w ukladzie
tochnicznym, a minnowlicie:

W ukladzie O. G. S, jest jednostks eily dyna, t.j. sila, ktéra masie jednego grama
udzigla przyspioszenia réwnego jednostce, t.j. 1 cm/sk®.

Poniowa% sila jednego kilograma (jako cigzar) udzicla masie jednego kilograma
¥ Paryiu przyspieszenia 980,665 cm/sk*, przeto ta sama sila udzielilaby masie jednego
Brama przyspieszenin 980 6656 cmjsk?; czyli techniczna jednostka sily

1 kg = 980665 dyn.
1
Naodwrot 1 dyna = ——— kg ==1,0197 .10 — S kg.
9806606

(W zwykliych rachunkach technicznych wystarcza prayjaé w przyblidenin 1kg =
=0,981.10% dyn i 1dyna=1,02.10 — Sy

Przy rzeczywistem mierzeniu sil cigzarami trzeba pamictad, Ze cigiar jednej i tej
88mej masy zmienin sig zaleznio od szerokosci geograficznej ¢ i wzniesienia nad poziom
Morza h, ZaleZnohé te okrefla wzor dla przyspieszenia ciezkosci g, ktéry ma postaé:

4= 9,806 066 — 0,025 028 cos 2 ¢ — 0,000003 . A,
Przyezem h jest wyrazone w motrach, zad g w m/sk®.

Btgd wypada dla poziomu morza na réwniku g,=19,781 m/sk*; ua biegunach Jogo =

== 0,831 m/sk%; dla Srodkowej Polski okraglo gp=9,81 m/sk*, & wige okolo 2%, mniej niz
D4 biegunach, a 8%, wigqeej ni%z na réwniku.
1 anumom] wazenia na zwyklych wagach déwigniowych Z.najdnjemy nie ciezar ciala,
082 jego masq wyrazong w kg®, W utartym sposobie wyrazania si¢: ,Cialo wazy z Kilo-
Bramdéw! tkwi wladeiwio zdanie: ,Cialo ma mase r kilograméw (kg™)*, jezeli wykluczymy
rastosownnio wag sprezynowych. Cigiar tegoz ciala w ukladzie C. G. 8. bedzie réwny

1000z . g dyn (jezeli g wyrazimy w cm/sk®).
Ten sam cieZar wyrazony w jednostkaeh technicznych réwna si¢, biorje dcisle:
g
=== (k
e (kg),
%4 z bledem nio przekraczajaoym 8%, w Zadnem miejsen powierzchni ziemi. .. x (kg).
Natomiast masa naszego ciala wyraza sie w ukladzie C. G. 8. jako z (kg*), albo 1000
(g®), za8 w ukladzie technioznym fcidle jako
x T
R A T I R N
980,665 gl’ul'yz( & T
% W preyblizeniu najezefciej wystarczajacem :
.z
—— (kg . — L sg3),
g G -m Lk

. % powyiszego widaé, jak pozytecznem jest odréznienie gwinzdky jednostek masy g*
! kg* ukigdu C.G.S., nazywanych na nieszczedcie temi samemi wyrazami, co jednostki
Sily ukladn technicznego. Jest to niernz powodem fafalnych nieporozumien, zwlaszoza
W poozatkujgoych.

__19. Drugie podstawowe prawo dynamiki wyraza, Ze jakkolwiek sily
L, p,... dzialajace na dany punkt materjalny mozna zastapi¢ wypad-
I‘UW?} R, ktéra jest ich suma geometryezna, ezyli

RB=D"+P+...
11



1020 Mechanika ogélna.

To prawo stanowi zarazem punkt wyjécia statyki. (Prawo skladania sil)
(Zasada niezaleznobei dzialania sil.)

20. Trzecie podstawowe prawo dynamiki brzmi w lapidarnem wy-
sfowieniu: Dzialanie jest réwne i wprost przeciwne oddszialy-
wanin, Znaczy to, Zze sile P okreSlajacej dzialanie punktn materjalnego
mg na punkt materjalny m, towarzyszy zawsze sila — P, przedstawiajacé
dzialanie 2, na mg, przyczem kierunki obu sil leza na prostej my ms.

T. zw. prawo bezwladnobei, ktére Newton postawil na czele dyna~
miki jako wysnute z doSwiadezenia, mieSci si¢ juz w pierwszem podstawo-
wem prawie jako przypadek szczegdlny jego zastosowania. Skoro bowiem
P—0, to m v = stalej, czyli punkt materjalny, na ktéry Zadne sily nie
dzialaja, porusza sie jednostajnie i prostolinjowo (oczywiscie w bezwzgle
doym ukladzie odniesienia). To samo zachodzi widocznie i wtedy, gdy sily
dzialajace na punkt materjalny sie nawzajem znosza, czyli sa w réwnowadze.

21. Zasada wzglednosei mechaniki klasyeznej opiewa: Skoro znaj
dziemy jeden bezwzgledny uklad odniesienia, to kazdy uklad poruszajacy
sig wzgledem niego prostolinjowo i jednostajnie jest réwniez ukladem bez-
wzglednym. We wszystkich tych ukladach sa waZne podstawowe prawd
dynamiki, a wiec i prawo bezwladnoSei. O Zadnym 2z tych ukladéw nie
mozna twierdzié, Ze jest w bezwzglednym spoezynku, albo w bezwzglednym
ruchu. Wszystkie sa réwnouprawnione w dynamice. Dlatego tradycyjn#
nazwa: j,uklad bezwzgledny“ nie jest stosowna i ustepuje nowszej: ,ukla
inercjalny (bezwladnobciowy)“. Za taki uklad mozna uwazaé z bardzo wielka
§cislocia uklad gwiazd stalych. Wobec tego ziemia obracajaca sie wzgledem
tego ukladu nie jest, biorac &cifle, ukladem inercjalnym, jakkolwiek w bardzo
wielu zadaniach mechaniki technicznej moZna ja z dostatecznem pray-
blizeniem traktowaé jako taki uklad. Natomiast uklad spélrzednych o po-
czgtku w Srodku ziemi i osiach réwmnoleglych do osi ukladu zwiazaneg0
z gwiazdami stalemi ma z bardzo znacznem przybliZeniem cechy ukladu
bezwladnoéciowego. Wzgledem tego ukladu obraca sie ziemia ze stals pred-
koScig katowa

2 2%

24.60.60(s) 2%.60.60.0,99727 (sk)

W ==

0,000 072921 (sk 1)

B. Srodek masy.

22, Okreslenie Srodka masy. Srodek ciezkoSci. Ciala materjalne
traktujemy w mechanice badZ to jako uklady oddzielnych punktéw mate-
rjalnych, badZ tez jako bryly geometryczne wypelnione materja ciagla-
W pierwszym modelu okrelamy poloZenia punktéw materjalnych o masac

My, Mg, . . . promieniami — wektorami »y, », ... wychodzacemi z obraneg0
puuktu O w ukladzie odniesienia, w drugim zad okreélamy poloZenie do-
wolnego elementu masy d M = ud V (1 gestosé, d V objetosé elementu)
jego promieniem-wektorem » zmieniajacym sig¢ w sposéb ciagly od punlktt
do punktu ciala. Srodkiem masy ciala nazywamy punkt S wyznaczony

promieniem-wektorem 7, = O zapomoea réwnania:

Mro=myr4-mer, 4 ... =Ymr, albo Mr, zf}: d M,
/

w ktérem M oznacza mase calego ciala. To réwnanie czytamy: Moment
masy calego ciala skupionej w punkecie S wzgledem dowol-
nie o'brunego punktu stalego O réwna sie sumie geometry-
cznej momentéw mas wszystkich punktéw materjalnyc
ciala wzgledem tegoz punktu.

12



Okredlenie i wlasnosci Srodks masy. 1021

&

Latwo sig przekonaé, %e polozenie érodka masy okreflonego powyZszem
Vhaniem nie zalezy od obioru poczatku O promieni wektoréw.
1 Pl_‘Z)' stosowaniu metody analitycznej okreSlamy &rodek masy spélrze-
‘Z“e"_ll Ty, Yo, 2, czyli odlegloSciami brodka S od plaszezyzn spdlrzednych.
Amiast powyzszego réwnania mamy nastepujace trzy réwnania amalityezne:
May=m oy +mpap 4 ... =Zm;z; albo = [xd M
Myo=myyy +mayo ... =L y;; =fy dM
Mezy=mey+mezy +...=2m 25 zfzdﬂ]
Iloczyuy m, T, m;y; itd. nazywamy momentami mas m; wzgledem plasz-
Cayzoy Y Z, ZX itd.

7, . ” . . =~ .

Z postaci réwnan okreflajacych wynika, %e frodek masy jest za-
Tazem §rodkiem silzgodnie réwnoleglychiproporcjonalnych
Wzgledem mas ;. Takiemi silami sa w pierwszem, zwykle bardzo wiel-
kiem Przyblizeniu sily ciezkodci, dzialajace na ciala, z ktéremi technika ma
Y0 ezynienia. Dlatego érodek masy zlewa sie praktycznie ze $rodkiem ciez-

ofei § bywa nazywany tem mianem.
. Wlasnosdci kinetyczne $rodka masy. Rézniczknjac réwnania okre-
Slajace frodek masy wzgledem czasu otrzymujemy:

dr Y ar; d%r, d*r;
T s a™grs Mgm = amigg ale

Téy

M

Mo, =2mv;; Mpy=2Zmp,
:Z)’ll slowami: Ped (ilo&¢ ruchu) calej masy ciala skupionej w érodku masy
Wna sie sumie geometrycznej pedéw wszystkich punktéw materjalnych
(Cqutel() ciala.

Sila bezwladnobei (M p,) calej masy ciala skupionej w Srodku masy
Téwng sie sumie geometrycznej (X m, p,) sil bezwladnoSei wszystkich czastek
Ciala,
fik 'Te bardzo ogélne twierdzenia nadajg znaczenie konkretne (fizykalne) matematycznej

oj

I punktu materjalnego. Drugie z nich tlumaczy nadto jasno, dlaczego w wielu keiaz-
» Ewlaszeza angielskich, nazywajg érodek masy ,frodkiem bezwladnosci“.

24, Inne ogélne wlasnosci $rodka masy.

@) Jeteli dla obranego poezatku promieni-wektordw O (dla obranej
Plﬂszczyzny spélrzednych np. Y Z) jest Mo, =0 (jest Xam;x;=0),
o w tym punkeie (na tej plaszczyznie) lezy &rodek masy.

b) Jezeli wezystkie punkty materjalne danego ukladu punktéw mate-
alnych leza na jednej plaszezysnie (lab prostej), to na tej plaszezyZnie
(I’Tostej) lezy frodek masy tego ukladu.

¢) Jezeli dany uldad punktéw materjalnych (cialo) podzielimy na czeei
:()m‘usueh M, My, ... i znajdziemy frodki mas S, Sy, ... kazdej czeSei,

stodek masy calego ukladu o masie M — M, My -}~ ... jest zarazem
Todkiem masy ukladu punktéw materyalnych o masach M, M, ... umiesz-
“Zonych w &, 8, ...

d) Jezeli uklad punktéw materjalnych posiada plaszezyzne, of lub érodek

uymfﬂﬂji, to na nich lezy hrodek masy ukladu.
& 25. Srodek masy cial jednolitych (jednorodnych). Gestodé u takich
éln (wyrazonn w g*/cm?) jest stala, walkutek czego réwnanie okreflajace
cm ek masy upraszeza sie i po podstawieniu M—pV, d M—pdV (przy-
“m V" oznacza objetofé) praybiera postad:

Vie=/[rdV.

ac.
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Z tego widaé, Ze érodek masy ukladéw materjalnych jeduolityeh jest
zupelnie okreSlony ich postacia geometryczna. Obok cial tréjwymiarowy¢
rozwazamy czesto w mechanice dwuwymiarowe powierzechnie mates
rjalne i jednowymiarowe linje materjalne. Oznaczywszy przez &9
element powierzchni (jego pole), a przez d ¢ element dlugosci linji, mamy
wzory dla wyznaczenia Srodka masy w przypadku jednolitodei:

Sro=[rdS; dro=/{[rdi
S 12

Wazystkie te réwnania oraz odpowiadajace im réwnania analityczné
daja sie ujaé¢ w wyslowienie:

Moment calofei skupionej w szukanym $rodku masy réwna sie sumié
geometrycznej (lub algebraicznej) momentéw wszystkich czeéei elementarnych
wzgledem tego samego dowolnie obranego punktu (lub plaszezyzny).

26. Wyznaczenie Srodka masy w przypadkach praktycznych ula-
twiaja wlasnoéei podane w nst. 24, a nadto twierdzenie: Jezeli dany uk]ﬂd'
materjalny da sie podzieli¢ na czefci, ktéryeh érodki masy leza na jedne)
prostej lub na jednej plaszczyZnie, to na tej prostej lub tej plaszezyZnie
musi lezeé¢ frodek masy ukladu.

W przypadku cial lub powierzchni jednolitych prowadzi czeeto do celu podzial nd
elementy o réwnej masie, ktérych érodki sy znane. W ten spos6b sprowndzamy szukani®
frodka masy ciala do szukania drodka masy powierzehni jednolitej, w ktérej lezg cw®
érodki elementéw; zad szukanie srodka masy powierzchni materjalnej do szukania drodk®
masy linji jednolitej.

Wyznaczanie frodka masy w zagadnieniach praktyeznych odbywa si¢
rachunkiem, wykredlnie lub doéwiadezalnie. Metoda wykredlna jest wskazand
zwlaszeza dla figur i linij plaskich nicokreflonych analitycznie, lecz danych
na rysunku. Metode doSwiadezalna stosujemy do cial rzeczywistych w postacl
zloZonej, np. samolotéw, badz to dla ominiecia Zmudnego rachunku, bad4
tez dla jego sprawdzenia. W tym celu zawieszamy cinlo na stosownem cie-
gnie. Po ustaleniu réwnowagi musi prosta of napietego ciegna trafiaé érodek
ciezkofei, a wiec i srodek masy. Wieszajge cialo w innym punkeie znaj:
dujemy znowu prosta, zajmujacs inne poloZenie wzgledem ciala, na ktére)
lezy érodek masy. Obie proste polaczone niezmiennie z cialem wyznaczajd
zatem Srodek masy swoim punktem przecigecia sie.

Z pobréd sposobbéw wykreblnych sa najprostsze dwa
°  nnstepnjace:

@) Majac np. znalezé $rodek masy jednolitej krzywej 4 B
(fig. 18) dzielimy ja na réwne czeSci doS¢ male, aby jé
mozna traktowaé w przyblizeniu jako odcinki proste i pray”
jaé¢ frodki masy w polowie ich dlugobci. Z dowolnie obrs
nego ponktu O prowadzimy promienie-wektory 1, 2,8, ..«
ktére sumujemy geometrycznie rozpoczynajac od jakiego

kolwiek punktu Q (fig. 18). Znaleziona suma Q D jest wir
docznie réwna n-krotne-
mu promieniowi-wektorowi
frodka  masy o= 0 S,
jezeli n jest liczba czefei,
(w naszym przypadku 7).
Gdyby sumowanie nie
mieScilo sie na plaszezyZ-
nie rysunku, to zamiast
dodawaé cale  wektory Fig. 14,
; 1,2,8, ... moZna doda-
wac m-te ezefci, czyli zmuiejszyé skale rysunku (4) m-krotnie. Wéwezas

BT
QD,
n

Fig. 18,

bedzie szukane 7o = 0S8 =
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‘Wyznaczanie irodka masy. 1023

b) Cheace znalezé &rodek magy figury plaskiej jednolitej czyli Srodek
Pola (powierzchni) tej figury (fig. 14) dzielimy ja prostemi réwnoleglemi
12 pagki, ktérych pola i Arodki sa z dostateczna dokladnoScia znane, W tych
“rodkach wyobrazamy sobie sily 1,2,3,... réwnolegle i proporcjonalne
Wzgledem pél paskéw. KreSlac wielobok sznurowy tych sil znajdujemy linje
“Zlatania wypadkowej R, na ktérej musi lezeé szukany $rodek masy.

Przez powtérzenie tej konstrukeji dla inmego, najlepiej prostopadlego
O poprzedniego kierunku prostych podzialu i sil pomocniczych, otrzymujemy
“TUga prosta, na ktérej lezy Srodek masy figury, w punkeie przeciecia sie
“ poprzednia.

6 lU\\'ll',:ll. Niekiedy olkazuje sig korzyn!n—em wprowadzenie fikeyjnych mas (objetosei,
?' 1tp.) ujemnych, czyli uwaianie daunego cinla za réznicq dwu innych. Wéwezas nalezy
o Tﬂcl:unl(u uwzgledni¢ zmiane znaku w momentach mas ujemnych, a w konstrukcji
kal'Oulnrj odwréci¢ odpowiadajgce kierunki pomocniczych sil réwnoleglych.

. 27, Polozenie $rodka masy najwazniejszych technicznie linij, po-
Wierzchni i ciad jednolitych. (W tekScie i na rysunkach oznacza Sérodek masy.)

Odecinek prostej: S lezy w polowie odeinka.

. Obwdd tréjkata: S lesy w brodku kola wpisanego w tréjkat, ktérego
Wierscholkami sa érodki bokéw @y, ay i ag danego tréjkata.
Odlegloécia & od boku tréjkata @, jest
b oy
DA =
H 2 " ay+ag -+ ag

JeZeli h; oznacza wysokoké odpowiadajaca a; jako podstawie.

Obwéd réwnole globoku: Slezy w punkeie przeciecia sie przekatnyeh.
Luk kola (fig. 16): S na dwusiecznej kata Srodkowego 2 o w odleglofei
4 cieciwa AB  reina

o4 Srodka kola z, =7 -—‘mk—j e (przyczem arc o = = «®/180°),

Plaski luk jakiejkolwiek krzywej regularnie w jedng strong
9

"‘ukrzywiouej (fig. 18): Odlegloi¢ S od cieciwy, _l/v»*—“l'.\)-:;- h. Rzut prosto-
k?}tny na cigciwe (S") polowi ja w przybliZeniu, jakkolwiek rzut wierzeholka
Uku (' doké znacznie zbacua od grodka cigciwy.

Wzér przyblizony daje Yg 2 nndwyikq’
ktorg np, dla fuku kolowego 60° jest mniejszn o~

3‘; 0,59, zad dla Inkn 90° nie dochodzi /,'»" Ll
111%. or i —— R X

. Pole tréjkata: S lezy wpunk- ‘~“~ca—v v | i

¢ przecigeia sig linij Arodlkowych O “

“aczacych 4drodki bokdéw z prze-

Ciwleglemi wierzchotkami). Odle- Fig. 15. Fig. 16.

Blodé S od boku réwna sie jednej

'jrzccitﬁj odpowiadajacej wysokoSci tréjkata. Jezeli wy, 31,23 Tay Yo, 22
La, Ys, 73 8y spélrzednemi prostokatnemi trzech wierzcholkéw tréjkata, to
spdlrzqdnu rodka masy przedstawiaja wzory :

1
f=g@tata), g=gotnte 5—5e+ata).

s
Pole ré6wnolegtoboku: & w punkeie praeciecia sie przekatnych.
Pole trapezu: 1. § lezy na linji frodkowej t. j. prostej laczacej frodki
kéw réwnoleglych a i b (fig. 17). Odleglofciami & od tychze bokdw sa:

h a+2b h2a-+4b
ey R o e

3 atb’

bo
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Stad konstrukeja: Na przediuZeniach bokéw réwnoleglych odcinamy B E = @
CF —b. Prosta It F’ wyznacza S na M N. 2. Dzielimy trapez na dwa tréjkaty
(fig. 18) o frodkach masy S;iS,. Prosta S; &, przecina MNw.S.

Odcigta x, punktn S w ukoSnokatnym ukladzie spélrzednych o osi &
na D iosi ¥ na CA okreSla wzbr:
1 a*4ab-}0?
.lvo = 3 2 + b .
Pole czworokata (fig. 19): S jest zarazem 6rodkiem masy tréjkats
A CF, ktérego jednym bokiem jest przekatna A C, a wierzcholkiem przecivw=
leglym punkt F' znaleziony na drugiej przekatnej tak, aby bylo I’ B = D Z:
Yaczac zatem frodek A C, czyli G z F i odcinajac GS’:—;— G F, otrzy”
mujemy S.
Jezelijednaz przokainych jest spolowiona drugs, to na tej drugiej musi lezed S oxworokats:
Pole wielokata: Jeseli z, y, (1 =1,2,8,...7n) oznaczaja spélrzedn®
prostokatne kolejuo po sobie nastepujacych wierzcholkéw W, wielokat?

(jednospéjnego), przyczem kierunek obiegu jest zgodny z kierunkiem obrottt
zapomoca ktérego of X zajmie polozemie ¢si ¥ na drodze najkrétszej, t0
rozlokywszy wielokat na tréjkaty prostemi poprowadzonemi z poczatka apbl-
rzednych mamy:

f=n
g 1
A:L‘_\_: 2 —E—(xl'_*_ml'-l- l) (wi-l-l ?I,'_m,-]/,-+l)1

i=1
f=mn
o 1
A = E 6 @/l’ + Yit 1) (Il+ 1%~ T Yy +1)
=1
" i=n
przyczem pole wiolokgta A= 2 —; (@ 1 ¥ — % Uiy 1), zab wielkoel

=1

Ty i Y1 88 identyczne z x; 1 y;.

Dla skrécenia rachunku obieramy zwykle poczatek spélrzednych O na jednym z wiers
cholkéw. To samo ozynimy przy zastosowaniu sposobu wykreilnego przy pomoocy wielo®
boku sznurowego, podabnie jak w ust, 11, II. Azeby przytem dla wygody uniknaé trojkato®
o polach ujemnych, trzeba obraé O tak, aby obieg O Wy W; 3 O byl u wazyst ¢
tréjkalow zgodny,

. 2 cieciwa AB 3% T
Wycinek k e ey D0 O VR g Pk =
yeinek kola (fig. 20): x, s T 4B —3" 7T albo
2 rsina rsina [ 2 :
— ——— ey = lo i A === 3 wy-
T oo 5 38,1972 — T jeZeli A = »? are « jest polem WY
cinka.
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Srodki masy pol. 1025

Wycinek pélkolisty: ms:%£—=0,4244r. Wycinek éwierd-
T
2 2
koHsty:xs:% %7-:0,6002 ». Wycinek 60°: msr—Frr—O,ﬁ%Gr.
’ . c? 2 r3gin®c 4 r sin? a
Odeinekkola(ig. 20, =353 =F 1~ 3 wedu—snta

Przyezem pole odeinka A = Y, 7% (arce 2 o — sin 2 ).
Wycinek pierScienia kolowego (fig. 22).

2 R*—»? sina R —® gina
o ity B S b b e Bt
57 8" R*— % arcu 1 R — 2" w(o)

x

Pole ograniczone lukiem kola i dwiemastycznemi (fig. 23).
Py 3 to® o

Odlastabs < od br - r sinatg -

dlegloé S od brodka kola x, = 3 ——__—tgr/. T

Wycinek i odcinek elipsy (fig. 24): Spélrzedne $rodka masy znaj-
d“Jemy najproéciej uwazajae elipse za rzut kola o promieniu @, nachylonego

Fig. 19, Fig. 20. Fig. 21. Fig. 23. Pig. 28.
. b
do Plagzczyzny elipsy pod katem «, dla ktérego cos a = = Rachunek mozZna

Zastapi¢ konstrukejs wykreslng uwidocznions na rysunku, o polegajaca na
Pokrewienstwie elipsy z kolem. Wogéle sa érodki masy dwu figur pozosta-
Jicych do siebie w stosunku pokrewierstwa punktami odpowiadajacemi sobie
Dawzajem,

2

b-
Parabola y?=2pa-—= e (fig. 25) dzieli prostokat utworzony ze

“Pélrzgdnych ¢ b na pola o frodkach S i S’. Pierwszy ma spélrzedne
x, =% a, Yy="lab,

dr“gi zaf a"s’ = 3/‘10 a, ys’ = % b.

o )
- —a >
Fig, 24, Fig. 26. Fig. 26.

o Odecinek paraboli (fig. 26): S lezy na prostej laczace] frodek cieciwy
o % punktem stycznoei C réwnoleglej do niej stycaznej do paraboli (ta prosta
% Kkieranek osi paraboli), przyczem

SC’=-§— CC, ezyli y,—— h.

Bryla, Podrecznik intynlerski. VI. 67 17



1026 Mechanika ogélna.

Pas i czasza kuli: S na osi symetrji w polowie wysokoSei. 3

Pobocznica stozka obrotowego: S lesy na prostej Iaczacel
wierzeholel ze frodkiem podstawy, w odleglofci od tejze réwnej jedne]
trzeciej wysokokei.

Pohocznica stozka obrotowego fcietego o wysokokei h, pIo;
mieniach R i », podstawy dolnej i gérnej, ma S na osi symetrji, w odleglosci
od dolnej podstasvy:
oy h R+2r

$T 83 R+r

Graniastostup i walec o podstawach réwnoleglych: S lezy
w polowie prostej laczacej frodki obu podstaw.

Dla walea o tworzacyeh réwnoleglych do osi Z { podstawie dolnej na plaszczyZnie Xt

a goérnej na plaszozyZnle przechodszacej przez of I i nachylonej do X pod katem &
(fig. 27) jost:

f.'z“(lA; ys=fzy:IA;
j:ul‘l fdi

Tutaj jostfx dA= JI,I momentem statyoznym, fz'-‘ dA= .Iy pmomentem bezwladnodoi®

o =

="ha tga

pola podstawy A wzgledem osi ¥, fx_l/ dd = Iz_y smomentern zboczenia® tegoz pold
wzgledem osi X i Y (ob. art. 30).
yd4

Jezeli podstawa jest symetryozng wzgledem osl réwnoleglej do ¥, to y, = =
P

ozyli jest réwne odleglodci srodka tejze podstawy.
Walec kolowy ukobnie &cicty (fig. 28): 8 leZy na plaszczyZnie
symetrji prostopadlej do obu podstaw (na fig. plaszezyzna X ¥)

1 r*tga
@ = o)
‘h 1 »2tgta
L=y TE

Klin walcowy (fig.29) o je
., dnej cianie (podstawie) pélkolistej:
&y == g w7, Y= Yaa T h,

T
¢ Pobocznica tego klina:
Fig. 27. Fig, 28. Fig. 29. 1 g kl
@g="fymr, Yy= s ® h.

Klin z walca wydrazonego o podstawie ksztaltu pierfcienia pél-
kolistego :

®=rgm (R — ) [(R®— %), gy ="l (H'— h%)|H®— A"

R i H promien i wysokobé zewnetrzne; » i h wewnetrzne.

Czworobcian: S jest punktem przeciecia sie czterech linij frodkowyeh
(laczacych frodki écirn z przeciwleglemi wierzcholkami). Odleglofé S od
Sciany jest jedng czwarta odpowiadajacej wysokofci.

Ost‘roslup istozek: S lezy na prostej laczacej érodek pola pod-
stawy X z wierzcholkiem W, prayczem odleglosé S od podstawy réwna si€
éwierei wysokofci.

Ostroslup éciety: Przy oznaczeniach przez A i B pél dolnej i g'émej'
podstawy, a przez s wysokoSci ostroslupa icietego, mamy dla odleglofei O

od podstawy A wzér:
) _h442Y4B+3B
4 AL YAB+B
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Srodki masy bryl. 1027
‘S_toiok Sciety o promieniach R i podstawy dolnej i gérnej, a wyso-
03¢l 4 ma S w odleglofei od podstawy dolnej:
h R*42Rr- 322
BT TR Rr 41t
Obelisk (fig. 30): Odlegloéé brodka S od podstawy dolnej jest
h a®+by)+ a (b+3b)
Y79 a@b b))t o (b F 20,)
Klin prosty: Z poprzedniego wzorn wyplywa po podstawieniu &; =0
odleglogé Grodka S od podstawy (glowy klina) o polu ab:
h a4 aq
=g 2a-ta,
Odcinek kuli: Oznnczywszy przez h wysokoSé odeinka mamy dla
Odleglogei jego frodka masy od frodka kuli wzér:
o 3 (Qr—n"
ST 4 Br—h'’
0 dla, odleglofici tegoz Srodka masy od kola podstawowego o promieniu p
h 4r—h [11- }ﬂ—i—?p”}

0 s e A B — |l e )

ey i) 4 3r—h 2 h*-|-38p*
Te wZory (z wyjatkiem ostatniego wyrazenia ujetego w klamry) stosuja sie
takZe do odcinka elipsoidy obrotowej, ktérej of obrotu réwna sie 2».

Dla pé1kuli pelnej: o, =%y 7; dla pélkuli wydrazonej:

Y1
ok
Ty 8 Rs_).:l'

k Wycinek kuli (utworzony przez obrét wycinka kola o kacie érod-
Owym 2 « okolo osi symetrji): Przy oznaczeniach jak na fig. 18 jest:
@, =5 (1 4 cos ) » = % (27 — h).
] Paraboloida obrotowa (ntworzona
Przéz obrét paraboli okolo swej osi) ograni-

CZ0na  przekrojem kolowem prostopadiym —7%
g 081 jako podstawa ma frodek masy w i 0
o.l_eg'loéci od podstawy réwnej jednej trze- 4 \Z

16§ wygokodei.
Elipsoida tréjosiowa o osiach

“©2bi2e,  Objetohé jednej 6smej eli- ¥ /
E)Sm(}y’ wyecietej plaszezyznami gléwnemi, & 4
& frodek okreSlony spélrzednemi: D

€&, = a/u @, Y= n/s b’ Fig. 80.
= %a c.

Y Wycinek bryly obrotowej (fig. 81) utworzonej obrotem figury
. Polu 4 okolo osi Z (jej nie przecinajacej) ma srodek masy S w punkeie,
“try jest zarazem frodkiem masy luku o promieniu p— [ a*d .l/ [xd A=
E; I:/J‘[... Odleglofcig S od osi Z jest przeto:
i @ == psino/arc a
Ju.i‘;;i 2u jest katem #rodkowym wycinka; odlegloficia zas od plaszezyzny

5 Jest: j'l 2l o

e A

G7* 19
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W przypadku symetrji figury tworzacej wzgledem prostej réwnolegle]
do osi obrotu upraszeza sie powyZszy wzlr na:
/':v d A

¥ A

ezyli z, jest réwne odlegloSei érodka pola figury tworzacej od osi X.

C. Momenty bezwiadnoS$ci.
1. Momenty bezwladnosei i zboczenia cial materjalnych.

28. Okreslenia. Ramie czyli promien bezwladnos$ei. Masa zreduko-
wana. Zwyczajoym, albo osiowym momentem bezwladnofei I ukladu
punktéw materjalnyeh i, (@ =1, 2,...n) nazywamy sume iloczynéw mir,-“'
tj. iloczynéw mas punktéw materialnych ukladu przez kwadraty ich od-
legloci od danej prostej zwanej osia momentu. Dla ukladu materjalnego
ciaglego staje sic w granicy ta suma calka elementdw 7% d M rozpostartd
na calg objetof¢ ukladu o masie 3. A zatem:

I=2Xmrp albo = / r*d M.

Jednostka momentu bezwladnoéci w ukladzie C. G. S. jest g* em? albe kg* cm®
w ukladzie technicznym kg.cm.sk®.

Odlegloéé k& od osi momentu, w ktérej pomyélany punkt materjalny
o masie réwnej masie 3 danego ciala, ma ten samn moment bezwladnoSei Iy
co to cialo, nazywa si¢ ramieniem lub promieniem bezwladnodel
A zatem:
I
M

Pomyslang mase M, ; skupiona w punkeie o danej odleglosci d od osi
momentu, dla ktérej M4 d®= I, czyli réwna si¢ momentowi bezwladnobei
danego ciala, nazywamy masa zredukowana, albo sprowadzong na
odlegloéé d. A wiec:

I=ME?* astad k=

I
1)1-9,(1 =g

Moment bezwladnosei ciala moze by¢ przeto okredlony takie: «) jego masg i ramie-
niem bezwladnodci, ) dowolnie obrang odleglosciy d i masn eprowadzona na te odlegloéé-

29. Biegunowy moment bezwladnoSci jest to suma iloczynéw mas
punktéw materjalnych (elementéw) ukladu przez kwadraty ich odlegloéei
od danego punktu (bieguna lub érodka momentu).

Pomiedzy biegunowym momentem bezwladnoSci I, a momentami bez-
wladnofei I, Iy, I, tego samego ciala wzgledem trzech wzajemnie prosto-

padlych osi przechodzacych przez biegun momentu I, zachodzi zwiazek:

Tak osiowy jak i biegunowy moment bezwladnobei jest zawsze wielkokcid
dodatnig. /

80. Moment zboczenia, albo moment odérodkowy ciala wzglgdem
dwu plaszezyzn jest to suma iloczynéw z mas elementarnych i obu ich
odleglobei np. x i y od tych plagzczyzn:

Lo =/ xydM, albo =2x;y,dM.

Najezgbeiej przyjmuje sie obie plaszezyzny wzajemnie prostopadle, wobec
czego & i y sy spélrzednemi prostokatnemi.

Obranemu ulkladowi spélrzednych X, ¥, Z odpowiadaja trzy momenty
zboczenia I,Iy, I, , I, ktére bywajg talze oznaczane symbolami D, D, D+

ye o
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Momenty bezwladnodei. 1029

Momenty zboczenia maja ten sam wymiar, co momenty bezwladnoSei,
lecz moga byé zaréwno ujemne jak dodatnie, a w szezegélnosei réwne zern.
gd by J J ) g
81. Momenty wzgledem osi réwnoleglych. Moment bezwladnosei T
WVzgledem jakiejkolwiek osi réwna sie sumie z momentu bezwladnoéci I
Wzgledem osi do niej réwnoleglej, a przechodzacej przez Srodek masy S
Viloczynu Ma?, tj. masy ciala przez kwadrat odleglosei obu osi:

I=194 Maz

Taki sam zwiazek zachodzi pomigdzy biegunowym momentem bezwladnoSei

1(0)

o~ wzgledem S, a biegunowym momentem bezwladnobei I, wzgledem
Punkin O odleglego od S o a:

I,= [ 4 Mat.

Podobny zwiazek miedzy momentami zboczenia dla ukladu prostokatnego
0 poczatkn w Srodku masy S a takiemiz momentami (odréZnionemi kreska)
4 ukladu réwnoleglego, w ktérym srodek masy ma spélrzedne «, b, ¢,
ma postaé:
Ly=1,,+Mad, [ =I +Mbe, I, =1I +Mca.

T

. 32, Momenty wzgledem osi przecinajacych si¢ w jednym punkcie
Clala, Elipsoida bezwladnoSei. Jezeli I, I, I, I, 1, I, oznaczaja
odpowiednio momenty bezwladnofei i zboczenia wzgledem osi i plaszezyzn
danego ukladu prostokatnego, ktérego poczatkiem jest dowolny punkt ciala
Yy, to moment bezwladnoSei I wzgledem prostej przechodzacej przez O
1 tworzacej z osiami katy a, £, 7 okrefla réwnanie:

Iml'_,ccos"a—|—I,Icos"‘(i—|—I:cos"T — 21, cosacosp — 2/

— 21, ,cosy cosa.

y zCO8 B cosy —

Dla kazdego punktu O mo#na znalezé taki uklad osi x, y, #, dla ktérego
mMomenty zboczenia staja sie zerami. Te trzy osi nazywaja sie osiami
gl6wnemi, a odpowiadajace im osiowe momenty bezwladno§eci nosza
Dazwe gléwnych (dla punktu 0). Oznaczamy je zwykle przez 4, B i C
(prayczem A=B>C). W odniesieniu do osi gléwnych jako osi wspol-
Tzednych mamy tedy:

I= A cos®a - B cos®f 4 Ceos?y.

Skoro na kaZdej z osi przechodzacych przez O odmierzymy po obu
8tronach O dlugobci== K /I (jezeli K oznacza dowolnie obrana stalg),
o miejscem geometryeznem wyznaczonych w ten sposéb punktéw jest eli-
bsoida zwana elipsoida bezwladnosci (Poinsot) punktu O.

Jej osie leza na gléwnych osiach bezwladnobei tegoz punktu ciala,
4 jej réwnanie ma postaé:

K*=Ag | Brn*4 Ce

Wielkobciami pélosi sa K /VA, K/VB, K|V, a zatem najwiekszemu
Momentowi bezwladnofci odpowiada najkrétsza of elipsoidy.

83. Centralna elipsoida bezwladnoSci odpowiada punktowi O obra-
lému w frodku masy ciala S. Jej osie nosza nazwe centralnych gl6-
Wnych osi b, albo z powodu waznych wlasnodei kinetycznych: 08i swo-

bodnych. Szukanie gléwnych osi bezwladnofci ulatwiaja twierdzenia
Nastepujace :

@) Uklad trzech gléwnych osi bezwladnoSei dla kaZzdego punktu lezacego
D4 jednej z gléwnych osi centralnych jest réwnolegly do tychZe osi.
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1030 Mechanika ogélna.

b) Jedna z gléwnych osi bezwladnoSci dla kazdego punktu leZacego nd
plaszezyZnie dwu gléwnych osi centralnych jest réwnolegla do trzecie)
z tychZe osi.

¢) Gléwnemi osiami bezwladnofei ciala sa (miedzy innemi): 1. Kazds
o symetrji, 2. kazda prosta prostopadla do plaszczyzny symetrji i 8. kaZdd
prosta, na ktorej leza Srodki masy warstw elementarnych, otrzymanych przes
podzial ciala plaszezyznami prostopadlemi do tej prostej.

2. Momenty bezwladnofci i zboczenia plaskich ukladdw
materjalnych.

34. Elipsa bezwladno$ci. Obrawszy osie X i ¥ na plaszezyZnie ukladt
widzimy, ze dla jakiegokolwiek punktu tej plaszczyzny jest of Z osid
gléwna, albowiem momenty zboczenia [, i I, . staja si¢ réwne zeru. Nadto
I, staje sie réwne biegunowemu momentowi bezwladnoéei I, wobec czego:

S
Zatem mamy do czynienia z jednym momentem zboczenia I, ” ktéry
oznaczamy zwykle przez D.
Sladem elipsoidy bezwladnoSei na plaszezyZnie ukladu jest elipsa:
NEEE Iy 12 —2Dgy=K*
zwana elipsa bezwladnofci.
Obréciwszy dany uklad osi X 1 ¥ o kat « otrzymuojemy dla noweg?
ukladu X' i ¥’ momenty bezwladnoSci i zboczenin w postaci:
= 2 in? §
1!=1 cos a—|—-Iysm a— Dsin2 a

1) =1 sin*a—-T cos®a+ Dsin2a
1 - . .
f)"—‘-'.“;(lz —1,) sin2a+ Deos2a. N

35. Culmannowska elipsa bezwladnoSci. Elipsa i elipsoida bezwla-
dnofei Poinsot'a jest okreSlona réwnaniami w poprzednich ustepach tylko €0
do postaci i poloZenia, a nieokreSlona co do wielkofci, gdyz parametr £
jest dowolny. Jezeli X i ¥ sa kierunkami gléwnych osi bezwladnobei, a 0d-
powiadajace momenty bezwladnobei [, i J, oznaczymy przez I i I, 10
réwnanie elipsy bezwladnoéci przyjmie postaé:

P P
5L+ 5 =K

Ustaliwszy wartod¢ K zapomoca réwnania

. 4Ll
e M

i wprowadziwszy ramiona bezwladnoici 4,, 4 réwnaniami [ = Mis’
L, — M i, otrzymujemy zupelnie oznaczona szczegdina elipse bezwladnoAch
zwang Culmannowska, ktéra gra nader wazna role w teorji zginania belek:
Jej rownanie jest:

Elipsa Culmann'a ma wazna wlasnoéé nastepujaca: Ramie bezwladnobei ?
wzgledem prostej o dowolnym kierunku, przechodzacej przez érodek elipsy
réwna si¢ odleglofci tego érodka od stycznej do elipsy réwnoleglej do
danej prostej.

36. Szukanie gléwnych osi bezwladnofci. Kolo bezwladnoScl-
Jezeli dla obranego kierunku osi spélrzednych X i ¥, o poczatku O w dany™
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Hlipsa bezwladnosci. 1031

Punkcie ukladu plaskiego, znamy L, I,i D, to gléwne momenty bez-
Wladnosei dla tego punktu okreSlaja wzory:
[m:lx =d="1, (IJ:+ Iy/) + Yfa V ('[.t =3 [y)B + 4D*
Imin == 1/2 (I.zz + Iy o l/‘.‘- V(j:r e I_//)g + 4 D"
Kat u,, o jaki trzeba obrécié uklad osi, aby padly na kierunki gléwne,
Wyznacza sig z waronku D' — o, ezyli
t92a 2D
L =&y = /.
PE=E
_Temu réwnaniu czynia zadofé dwie wartoSei @, w granicach od 0°
do 360°, Jedna  nich odpowiada ocsywicie osi [, druga za$ [ Na
Pytanie | ktéra?¢ odpowiada regula:
0% momentu I .x Przechodzi przez pierwsza i trzecia éwiartka plasz-

min®

C2yzny X Y, jezeli moment zboczenia D jest ujemny; w przypadku dodatniej

Wartofei D lesy oé I, w éwiartee drugiej i czwartej.
W praktyco mozna zwykle z postaci figury poznaé, jakl mniej wiecej kierunek od-
Powinda I
un

TS7aR
mnx min

Obliczenie zapomoca powyZszych réwnai zastepuje nader prosta kon-
Strukeja wykreSlna :

Na osi O Y (fig. 32) odmierzamy O C = I, ClL= [y’ znajdujemy Srodek

. G 1 .

M odeinka 0 E i promieniem M O = o (£, - 1,) zakreslamy =z tego Srodka
l“’h)-_ W punkeie C wystawiamy nastepnie prostopadla do OY i odcinamy
112 niej dlugosé CT = D (momen-
'tO\Vl zboczenia) z uwzglednieniem
“haku (na rysunku prayjeto D do-
atnie). Srednica 4B poprowa-
dzona przez punkt T wyznacza
Swemi koficami 4 i B kieruuki
%8l gléwnych O.Ai O B; zab wiel-
03¢l oféwnych momentéw bez-
‘]‘;Ijidnoéci dlugoficia  odeinkdw

l,:; max ! A sz’lmin'

Kolo nakreflone w powyZszej Fig. 83.
Onstrukeji, zwane kolem bez-
Wiadnosei i punkt 7, zwany gléwnym punktem bezwladnofeci,
MoZna nadto zastosowaé do wyznaczenia [, I,iD dla uklada osi
9bréconego z danego polozenia X ¥ o dowolny kat « (fig. 33). W tym celu
Wystarczy polaczyé punkty przeciecia sie tych osi z okregiem kola fre-
dnicy 7 G i spubcié z 7' prostopadly T'H na tg srednice. Wtedy GH =1,
HF <1, HT=D.

3. Momenty bezwladnofei najwazniejszych technicznie
linij, powierzchni i cial materjalnych.

| 37. Uproszczenin dla cial jednolitych. Geometryczne momenty
'ezwladno$ci i zboczenia. Gdy gestodé v cinla jest stala, to

I ;fr’ d M=y /.)'” dV=ypJ,
& wielkods J=[rtav
O Wymiarze ¢m® nazywamy geometrycznym momentem bezwla-
Dofei, Mnozae go przez gestodé otrzymujemy zwykly (materjalny) mo-
Ment hezwladnoei ciala jednolitego.
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1032 Mechanika ogélna.

Podobnie Jz_a,=/:tyd7’ jest geometrycznym momentem zboczenis
./:/.rﬁdlt’ geometrycznym momentem figury plaskiej lub powierzchsi
(o elemencie pola d F'), wreszcie J=/.r"’dl geometrycznym momenten
bezwladnoSci linji (o elemencie dtugoSei” @{). Pierwszy mnoZyniy przez g€
stoéé powierzchniowa (w g¥/em), drugi za8 przez gestofé linjowd
(w g¥/em), azeby otrzymaé materjalne momenty bezwladnoéci.

Wymiarem geometryeznym momentu bezwladnofei pola i linji sz od-
powiednio emt i em®.

Uzywajac technicznego ukladu jednostek piszemy zamiast gestoSei [
réwny jej iloraz y/g. Przytem oznacza 7 ciezar jednostki objetosei (w kg/cma?’
pola (w kg/em®) lub dlugobci (w kg/em), zaé g przySpieszenie ciezkobcl:

Poniewaz u cial jednolitych ramie bezwladnoSci ¢ (lub %) jest niezale:
zne od gestosci, a tylko od postaci geometrycznej, przeto okreSliwszy war:
tos¢ ramienia wyrazamy wzorem I = M ¢* nietylko materjalny, ale i geome-
tryezny moment bezwladnodei takich cial, rozumiejac przez M, bad to
mase, badZ tex objeto&é, albo pole, lub wreszeie dlugoéé przy gestokei = 1.

88. Wzory dla przypadkéw szczegdélowych. (Wekaznik przy I oznaczd
ponizej of lub biegun momentu bezwladnoSei.)

Odcinek prostej lub réwnoleglobok (fig. 34). Niezd:
leznie od nachylenia do osi x jest I — 1/; M h* wagledem osi przechodzace)
przez koniec odeinka lub podstawe réwnolegloboku, jezeli 4 oznacza wysokost
spuszezong na X z drugiego kofica odeinka lub przeciwleglego podstawie
wierzcholka réwnolegloboku.

\4 Vi g % y ¥
L
e N . ] 'T
\T 1 2 fjf}l o - =t
sfa b
byl a e | BNV §- //\
e e Y y’l 17 &
PRI S AT AN
b b 4 4 4 PR
Fig. 34. Fig. 35,

Te same figury dla ulladu osi przedstawionego na (fig. 35) maja mo-
menty zboczenia.
D= Mz, y, (w przyp. L i IIL)
D=1I cotg f (, o ILiIIL).

W przyp. II. mozna D przedstawié nadto w postaci D == —‘;—B[wo Yo-
Prostokat (fig. 36). Centralne

e ] gléwne momenty bezwladno$ci sa:
. — - h? b h®
] : f ey
I 2
\/ Tk 2 :
| B L L
1‘ Y. e __l =My —r g
I Odpowiadajace ramiona bezwladnofel
Fig. 36, Fig. 87. a zarazem pdlosi elipsy Culmannowskie]
1y = 0,2887 h, iy = 0,2887 .
Wazgledem przekatnej I, = M l:;%dh;
o, bR d?
" frodka O I, = M—T =M 1
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Momenty bezwladnofci pol. 1033

Luk kolowy o promieniu » i kacie érodkowym 2a (fig. 37):

72 sin 2 a r? sin 2 a
=M-—|1— =M—
Lp 2 (1 arc 2 a )’ Iy 2 2 (1 + arc 2 « )
onII—*—I:,/:ﬂ[r'z, M=prarc2a.
Dla calego okregu: 2 @ =360°, arc2a=2=
I,=1I, = [o = M r2.

Obwéd elipsy o pélosiach @, b (> b) i mimobrodzie liczbowym
=V 1-5%" ma dlugosé:

B o[ (A1 g (gt (L8 Yu o A-BiB e
“[1 (2)'1“ 24?” 5.26)°" (a6 EL

& moment bezwladnobei wzgledem osi wielkiej:

O S BN AR 1.3\05 , (1.3.5\2 7
T [é—(é) 1084 6 \ews) 5\t w0t

Pole tréjkata o Srodku masy & (fig. 38):

X+ %—*i—«—x’ /

| |
A 4\5 —x : 74.& 1
A N v R

<
A AL
Fig. 38. Fig. 89. Fig, 40.
q 2
L =M ’1’8, L ey

Gpp= B 2O

1

(Ty)gr =M - %
Wazgledem dowolneJ prostej przechodzacej przez S jest
J=M(d,® 1 dy* -+ ds?)/12,
Przyczem d,, da, dy sa odleglofciami wierscholkéw tréjkata od tej prostej.
Tréjkat réwnoramienny (b = by == bfy):

. . b3 h
Wagledem osi symetrji: J = Tl
wzgledem $rodka S': J, = _bﬁl_{;_;{—i&_b“) j
wzgledem wierzcholka B: J B —M—b )

48

Pole czworokata (fig. 39). Wzgledem przekatnej d jest:
3 3 B

7o d (hy® 4 hy¥) I, ::11[1 h® 4 hy?

MO 12 - 6 Iy he
W praypadku réwnolegloboku jest:
dd,®sin®y d,?sin® @
: —_— Ij=M——.
LEeiE =



1034 Mechanika ogdélna.

W przypadku trapezu réwnoramiennego (fig. 40):

_ h*(a4-8d) kR a+43b
L g T A e
R (3 a - b) B 3a4-b
P o e B 7 T
1 P 12 % 6 atb’
h a*— bt a® 4 b*
L _3"5 P T T

h a® |- b* h® 2ab
= 2 b) — =M — 14—
L }L—S ! ) a—i—b_l 118[ +(a+b)'-'_
Pole wielokata umiar owego. Dlugofé boku a, liczba hokéw
promien kola wpisanego », opisanego R. D]a osi pr/c.chodm,cych przeé
srodek jest

(12 2 2 .2 2 2 _ 2
[;=I,,Z[=p."(”(1“) +a®) 127 +a :MﬁR a*

48 i 24 12
Pole kola. Wzgledem kaZdej Srednicy o dlugofici d = 2 jest
mrd rdt r:
_y = — = M—.
A e S
m 7t n dt »?
Wazgledem firodka: I, — p. —— e 31—2—.

r
Pélkole. Przy polozeniu osi X na frednicy ograniczajacej, ¢ osi 1
na osi symetrji jest:

w
I = [y =p—g
o .2
Wagledem frodka kola O: I =— p o — 3. g
g r ) ) 4 2
Wizgledem érodka masy S: I, = M—— (1 — %)

Pierfcien kolowy o promieniu zewngtrznym FE, wewnetrznym 7*

= (]?"4— ) N7 B2} o2

Wzgledem kazdej érednicy jest 1= p.

Wigledem érodka I, =2 I.
Wycinek kola (fig. 37).

i )2 sin 2 o\
=y — 2 — Qo|=M—[1—
L =p 8 (mc o — 8in u) 1 ( ol a),
4 r? 8in 2 «
=), — 2a 1
I,=p 5 (n.rc r/—f-um2a) <1+mc2u)’
»r: 8 ¢
[0 :fﬂl——g y I\=Jl'—é—( ——*9’"—:_,->.

Odeinek kola (fig. 41).
=Y

J, = 78 ('u'c a—%uln-a+——sm4a)

1 2gin2a—sinda)
6 arc2¢ —sin2a )’

2
L=M~ (1 =
26



Momenty bezwladnodci pél i bryl. 10385

rd b
= 5 are 2o — ?sm-ia .

/
I M 72 14 1 28in2u — sinda
=M — e T
Y 4 2 arc2a —sin2a/
)-4 ) 1
J,=-—lare2a¢ — —s8in2x — —gind a|,
4 3 6

F 4
0’11‘1*2—(1+

b ) 0 . - . > N
Pole ograniczone lukiem kola i dwiema stycznemi (fig. 42).
Sutralnemi gléwnemi momentami bezwladnobei sa:

1 28in%2a — sind o
6 arc2e —8in2a/’

1 1 1
Jop = (7(; tgo+ —sin2u —g e 2 o.),

24
Ot L en Ly, Lone, 1 cmntoie
y =7 (6 tg® o - 3 to o ggtin2e — 8mc2a G Err R

Fig. 41.

A
Nadto jest: J,= -72— (tg‘ @ -+ —;— tg® @« — are a).

Elipsa. Wagledem osi wielkiej 2 @ jest [, = p ALt =D1bT2,
wzgledem osi malej 25 jest I, =yp i (f:b =M i:-,
wzgledem érodka O jako bieguna: I, = M (fi—ﬂ 3

Paraboln (fig.43). I, =p 4;'5['3 =1 bTa,

. =t 4"7'”’ =M 37“'2 ; 'y,,:,Lii(;L;fx 11_85‘5,2;
R LA L TR L L

Prosty graniastoslup lub walec o wysokofei £ i polu podstawy
(Pl'zekmju normaluego) B. Jedna z centralnych osi gléwnych Z Isczy érodki
Podstay dwie pozostale X i 1 sa zarazem centralnemi osiami gléwnemi
Przekroju B, Oznuezywszy przez i, 4, 1, odpowindajace ramiona bez-
Wadnogei tego przekroju, mamy dla gléwnych centralnych momentéw bez-

adnoei ciala wzory:
B 1 LR R TIL
Ix==M 'E'—l—lx' y Iy=4.[ "E—i-ly' It_‘“‘Al'l;-
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1036 Mechanika ogdlna.

W przypadku prostopadloécianu o krawedsiach a, b, ¢ praybierajl
powyZsze wzory postaé:
2 2 2 2 2 2
Py fe e AR e s e SRR S

12 ] 12

W przypadku szefcianu o krawedsi a:
frd
5

I.L‘ =[,7/ =[':::‘"

W przypadku walca kolowego o promieniu »:

3.2__/:: 2

L=1 =M

9
Wzgledem prostej nachylonej do osi walea pod katem « (przcchodze}cej
przez frodek masy):
Sl 2 g
I, = J[E 372 (1 4 cos® o) | A? sin® aj.
W przypadku waleca k olowe go wydraZonego o promieniach B 17

R 2 : 1 o f
I:=M——_2—*_——, IIsz=MI(R2+;-~+»3-11->.

Z tych wzordw wypada dla samej pobocznicy walca jako ruff
o Scianie nieskonczenie cienkiej (R = 7):

B (S
=M, L=I,=M= (6)-‘ + h-).

Prosty ostrosiup lub stozek o wysokodci 2 i polu podstawy B
Prosta laczaca frodek podstawy z wierzcholkiem (prostopadla do podstawf)
jest jedna z centralnych gléwnych osi bezwladnoéci (o8 Z). Dwie drugl
(X i'Y) sa réwnolegle do gléwnych centralnych osi bezwladnoéei podstawy 2
Oznaczywszy przez i, 1'1/, 7, odpowiadajace ramiona bezwladnoSci podstawy B,
mamy dla gléwnych centralnych osi bezwladnofei ciala wzory:

3 (h* | . 3 (A ., 3 .,
L—M+ (E‘*‘":)’ I, =M (ﬁﬁ-zy-), L=t

W przypadku ostrostupa prostokatnego o bokach podstawy « i b
przyjmuja powyzsze wzory postaé:

45%4-34° 4a®-} 3 h* a4 b
g T, e s 21 L i e
W przypadku stozka obrotowego (kolowego) o promieniu podstawy 7'
3:f ., At 3,2
L=I,—=Mg (r' + —4—), L=M—.

Dla samejpobocznicy stozka (jako jednolitej powierzchni mu.torjalncj)
jest przy oznaczeniu dlugodci tworzacej przez f:
r? rrlt
Ll I SR e b

Stozek obrotowy Sciety, o wysokoSci A, promieniach podstaw R i/
Moment bezwladnoSei wzgledem osi symetrji:
mh RS—pt ¥ 3 R*—S

[::;};_M.______

10 RBR—r 10 R—r
2 .2
sy eiecietiy

-

Dla samej pobocznicy stozka Scietego:
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Kula o promieniu 7. Wzgledem ktérejkolwiek Srednicy jest
8 . 22
[flu.ﬁﬁr“=ﬂl—5-.
K Pélkula. Wizgledem ktérejkolwiek prostej przechodzacej przez rodek
uli jegt -
3 22
mrt=M—

(]

I==p—
15

Kula wydraZona o promieniu zewnetrznym R, wewnetrzuym o
gledem kazdej Srednicy jest

BUTea s s 9 RV —b
1:‘:{1. *15 (R"—)“):ﬂ['?; . —Il—)u—_—)j-.

Powierzehnia kuli, wzgledem ktdrejkolwiek Srednicy ma
8mrt 25
= 3 I=M ==
Odcinek kuli o wysokoei & (promien kuli 7). Wzgledem osi symetrji

Wy,

Jest

T A3 202 — 15rh - 3 h?

1§ == _T h 20 72— 15 s - D _1_ ]

®=30 (20 157rh4-3h%) =M 10 By :
Wyecinek kuli. (WysokoS¢ czaszy h, promien kuli ».) Wzgledem osi

E’y“l(atl‘ji jest

2wt ht
15
- Elipsoida tréjosiowa o pélosiach «, b, ¢ ma centralne gléwne
Omenty bezwladnoSei:

Mo o evdl e o .y
I,,=M.?(b-+c-), =M (*+a%), I=M.(a*+0?)

I =y Br—h)y=M {TI Br —h).

b Paraboloida obrotowa. Przy oznaczeniach jak na fig. 48 moment
“2wladnogei wzgledem osi symetrji:

b* o
—‘;—, przyczem M= p % ab*.

k Pierfcied, tj. bryla obrotowa piericieniowata. Przy zaloZeniu, Ze prze-
rf‘s.l radjalny pierScienia jest firura symetryczna wzgledem prostej Z' 2/,
“Wioleglej do osi obrotu ZZ (fig. 44);

{“’_Zy oznaczeniu ramion bezwladnoSci
¢) figary tworzgcej o polu I’ przez 1,
“'.’/‘glqdem osi Z'Z") i (wzgledem
M X0 | 7'z mamy :

. =p2a RF (R2 —l— 3 1._.2)
L=pnRF(R*-3i2 4202
Nadto jest: M=p 2z RF (we-

€ reguly Pappusa-Guldina),
lerfciefi okragly. Dla osi X
Frzechodzqcuj przez Srodek kola two-
‘Z‘?'GQLTO o promieniu ¢ wypnda z po-
YYiszych wzordw ogélnych:
2 P g2 3
s "—fi (4 B4 8 0h) = M(RE o)
=2 R a®
L= p— 1

I =M

dy,

@R -5 — M% (B4 < a).
29
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Pierfcien okragly wydraZony. Figura tworzaca jest pier§cieniem
kolowym o pronuenm wew netl/n) m 6, zewnetrznym «. Przy tem samen
poloZeniu osi X, co powyzej, jest

i 3
L=y [R4 @t a)
X M=p2x*R(«® — a,®).
IL=M -

o
“

R*4 % (ao® -+ u'-’)]

Pierfcien eliptyczny. Dla osi X przechodzacej przez &rodek elipsy
tworzacej o pélosiach a (w plaszezy’nie réwnikowej) i b (réwnoleglej do 08!
obrotu 2), otrzymujvmy podobnie jak powyzej:

T
L=p R“b T 292 @R*+84a?) ~M(R2—f——a“)
R b 5 e

T, Mu-—“ @R 844 20%) — M (12 +~1 +g ;,-).

D. Praca | energla.

39. Pomocnicze wiadomosci z rachunkn wektorowego. Wielkos¢
algebraiczna, czyli skalar, utworzony z dwu jakichkolwiek wektordw ib
przez pomnozenie bezwzglednej wartoSei wektora @ przez bezwzgledna w rartodl
wektora b i przez dostawe kata miedzy a i b nazywamy iloczynem
skalarowym obu wektoréw i wyrazamy symbolem:

a.b albo ab.
A zatem :
ab=ab cos (4, b).

7 powyZszego okre§levia wynika odrazu:

@b =>ba (prawo przemiennoci)
a(b+o)=ab-ac (prawo rozdzelnosei).

Nadto gdy wektory a i b sa okrelone swemi rzutami na osie spélrzg
dnych prostokatnych, tj.

(—[E{ll_t, dyy u:}, b= _{b b'/’ b}

wowezas

ab=ua_b a,/ I’;, +Ha,b..

z x|

40. Elementarne okreslenie pracy. Jezeli cialo odbywa przesunigcié
okreslone wektorem s, a na pewien punkt m tego ciala dziada sila P, stald
co do wielkofei i kieronku, zamykajaca z przesunieciem P punktu »¢ kat @
to iloczyn skalarowy Ps nazywa sig praca sily > na przesunieciu . A zatem'

Praca L=P.s cos a= Ps.

Praca jest zatem wielkoSeia algebraiczna, dodatnia w przypadku, "'JY
kat a jest ostry, ujernng za8, gdy kat a jest rozwarty. Gdy w ‘ill‘/.L‘ﬂ'l)llloﬁcl
a = 90°, ezyli gdy sila P jest prostopadla do przesunigeia s, to praca réwnd
sig zeru. L= Ps, gdy a =0, czyli gdy sila ma ten sam kierunck co prze-
sunigeie (droga); w przypadku gdy kierunek sily jest wprost przecmuy
klbrulukov-l przesunigcia, jest a = 180° zad L = — Ps (jezeli P= [P’
$==|3|

30
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Poniewaz s cos @ — ' jest rzutem przesuniecia s na kierunek sily P,
Cayli nPrzesunieciem skladowem w kierunku sily P¥, przeto prace sily P na
E;Z?Su}ﬁqciu ‘s moZna okx:céli(: tﬂ.k'h_' jak_n iloczyn %'wicl!coéci sily 1 prze-
“eecia skladowego w kierunku tejze sily, albo tez jako iloczyn z wielkoSel
l'rZUSUniqciu i gkladowej sily w kierunku tegoz przesuniecia.

2

PW_)' dzialania na ten sam punkt ciala ilukolwiek sit P, F: ...; o wypad-
OWej R, mamy:
Rs=Ps+Ps+...,
“yli: Praca sily wypadkowej r6wna sie sumie algebraicznej
Prac it skladowyech.
Podobniez gdy przesunigcie s punktu i, na ktéry dziala dana sila P, jest
Wy ST, Ay 3
Ypadkowem przesunieé sy, Sgy ..., to
Ps=Ps -+Psy ...
Cavli: . e T a
sz)h. Praca 8ily na przesunieciu wypadkowem rdéwna sie
Umie algebraicznej prac tej sily na przesunieciach skla-
0wy ch,
; 1_41. Ogoélne okreslenie pracy. Gdy sila P, zmieniajac wogéle wielkoSé
Serunek, dziala na punkt m (fig. 45), poruszajacy sie z poloZenia A do B
PO drodye krzywolinjowej o dlugosei s, to rozkladamy calty
T s T s
.:ch ha przesunigeia elementarne d s, & prace pojmujemy
JL 0 Sume, eczyli calke prac elementarnych. Przez pracd |
d“meutarn:} zad rozumiemy (w kazdym dowolnym punkeie ¢
Togi) prace chwilowej wartodei geometrycznej sily Pna
por'ﬁt‘Sunigciu elementarnem d s (odpowiadajacem temu punk- T i
. 2 4 ig. 46.
W1 drogi). A zatem: 3
aca elementarna d L— Pds

=D cos a.ds,

za8 praca calkowita: &
W
L=[Pds=[(X.da+Ydy+ Zd=),
e 3

163a1: v g " : .
Fzeli X, Y, Z oznaczaja skladowe sily a dx, dy, d 2 skladowe przesunie-
8 w lierunkach osi prostokatnego ulkladu wspélrzednych.
w Wymiarem pracy jest iloczyn [L] [P] wymiaru dlugodci i sily. Jednostke pracy
m“hﬂdzio technicznym jest 1 kym (,kilogramometr¥, albo ,metrokilogram*) tj. praca
l)my_.‘ﬂduego kilograma na dlugosoi jednego metra. W uldadzie .C G.S. jest jednostky
1 JLY lerg, tj. praca eily 1 dyny na dlugofci =1cm. Wiakezg jednostka pochodna jest
Oulg (czyt. Diul) == 107 ergow.
Lkm = 9,81 Joule’6w; 1 Joule = 0,102 kygm.
4 42, Praca w jednostce czasu, czyli moe lub dzielno$¢ jest okre-
Ona ogélnem réwnaniem

1 L
I = l»(“— — Pv cos a,
'3{22}11 @ jest katem pomiedzy sila T a predkofeis » punktu, na ktéry sila
2

Gdy w szezegdlnofici sila ma kierunek predkofei, to If = P.v.
l\ay\god"”“““& techuniczna mocy jest 1 kgm/sk, czyli 1 kilogramometr na sekunde. Osobng

W& ma tradyoyjna jednostka pochodna: 75 kgmjsk =1 KM, tj. kod mechaniczny,
Jml""““”! moay w ukladzie 0. G, 8. jest 1 Joule na sekunde = 10° ergéw na sekundy

lo\I’X att (skrot — 1 W), Wickszg jednostkn pochodny jest 1kilowatt= 1000 Wattéw
Org/sk.

i

1 KM == 75 kym/sk v 0,786 KW,
1 KW on 1,36 KM, albo 102 kgm/sk,
1 kgm/sk v 9,81 W,
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Moc F okredlona powyZej jest to moo chwilowa. Znajae moe chwilowg w zalezmodel
L

od czasu { obliczamy prace w czasie f, —¢, £ wzoru: L— [ Rt
’l
2

[ Eat
L i, 3
v ==k
Iloraz BT = ir
okrefla moc érednig. Nawzajem jest L= £ g (8, — £). \

To réwnanie prowadzi do nowych, réwniez rozpowszechnionych w prakiyce, jer
dnostek pracy :

1 koniogodzina = 1 KM godz. == 270 000 kg = 270 {m (tonmetréw)
1 kilowattgodzina = 1 KW h o~ 367 000 kgm = 867 im.

43. Wykres pracy. Z okreflenia pracy réwnaniem,
L= [P!'ds,

przyczem P'= Pcosa jest rzutem sily na kierunek przesuniecia, wyplyw#
wykreflne przedstawienie pracy (fig. 46) jako pola ograniczonego krzywd
A B, przedstawiajaca zalezno§é P od s, osia drég i rsgdnem?

i Sy, - E , :
7 odpowiadajacemi poczatkowym i kofdcowym wartofeiot
| P'is.
{ Podobniez przedstawia sie wykreSlnie prace dana w p%
! . £ = ‘
et staci i

s L=[Pa¢,

Fig. 46. przyczem ds' = dscos o« jest rzutem elementu drogi n#

kierunek sily. W przypadku np. sily ciezkofci G nwazant]
za staly, jest przy jakimkolwiek ruchu punktu, na ktéry sila dziala, wykres
pracy ograniczony prosta réwmnolegly do osi &', czyli do osi wysokoch
a praca

L= Gh,
jezeli & oznacza wysokofé polozenia poczatkowego nad koficowem.
44. Obliczenie pracy w przypadku, gdy sila jest okreslona polen
potencjalnem. Pole sil nazywamy potencjalnem, jeZeli praca elementarnd

sily pola jest rézniczka zupeln jednowartosciowej funkeji miejsea — U (w, ,2)
czyli jezeli

oU oU 0U
Xdx+4Yd Zdz=— = ——dr— ——dy———d=z
4~ y+ au 5 4 5 dy 37 d
Ten warunek jest identyczny z nastepujacym:
oU oU Q
iy RS O e S s
0z’ dy’ 0z
Funkeja U nazywa sie potencjalem pola sil. (Wprowadzenie jej 2°
znakiem — ma tylko historyczne uzasadnienie, dzieki pierwszemu zastoso

waniu pojecia potencjalu do pola ciezkobei.)
Prace sily P na dowolnej drodze od poloZenia poczatkowego M, (Zoy Yo» 20)
do koficowego M, (xy, 4, 2,) przedstawia w tym przypadku wyrazenie:
M,
L= [(Xdz+Ydy-+ Zdz)— U(2e, 9o, 20) — U (@1, th, 21) = U, — Ui
i,
niezaleznie od postaci i dlugobei drogi.

_ Potencjal ma przeto wymiar pracy. Jego wartosé liczbowa jest jednakze
nleoznaczona, skoro bowiem dane pole sil okrefla funkeja U, to okreéla J¢
1'6wme.i funkeja U 4 C, przyczem C jest stals dowolna, ktéra przy réznice
kowaniu znika. Dlatego moZna mierzyé tylko réznice potencjaiu w réznyc
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Mie;, . o . o §
“V“‘J“Cj}(‘.h, przyimujie w jednem miejsen, stosownie obranem, dowolna stala
Wodé potencjatu, np, réwna 0.

3

J&i:t";. ‘Potem-j;.\l jednqsl,km\'y,‘(\7‘,_\"l'i \.\'lasci\\'y. Pole sily ('i(:]',lm.\"('..i.
"4 sila pola jest okreslona w odniesieniu do punktu materjalnego o masi
je-lli ¢zyli dana natezeniem pola, to odpowiadajacy potencjal nazywamy
'H:L““S‘ko'\\’ym. B{:L.on wymiar ilorazu p acy Przez mase. (Natezenie pola

Wymiar przySpieszenia)., Muozac potencjal wlaSciwy przez mase punktu
"‘f“?ﬁ:llnugu, zsnajdujacego sio w pewnem miejscu pola, otrzymujemy odpo-
;"li"j‘!(")' potencjal zwyezajny. Dla sily ciezkoSei, okreSlonej nateZeniem

@
=

Wi
bola g uwazanem w pierwszem przyblizeniu za stale, jest potencjal judnostkowy
P ~

. U=yz,

Jttl:(:ll % oznacza wysokoS¢ ponad obranym poziomem poréwnawezym, dla
Yrego {7 —= 0. Stad nazwa ,powierzehni poziomu® dla powierzehni elowi-

Potencialny ch wogdle.

_ Dla sity ciezkofei okredlonej w drogiem przybliZzeniu jako sila skierowana
U srodkowi ziemi (uwazanej za kule) jest stosownie do newtonowskiego
; M i PRI

— == (, —  jezell

h (/1'-}‘—;‘)' 2 (Rt 2) 1) J
“Nieza staln grawitaeji, M mase ziemi o promienin K, 2 wysokosé nad

Poziomem morza, za8 g, natezenie ciezkosei w poziomie morza. Stad potencjal:

TA v . .. 3 . e JA
Prawg, grawitacji natezenie ciezkosci =

=—ygR-+tgz—g-

D H . . . . ry 2 . - .

(\VI owierzchnie ekwipotencjalne sa kulami wspélérodkowemi 2z ziemia.
Plyw obrota ziemi na pole ciezkoci wzglednej bedzie rozpatrywany

W art, 54.). P = d g J &

46. Energja kinetyczna. (%,). Dla punktu materjalnego o masie m,

Poruszajacego sie z predkofcia v, jest

I = L muv e =——= i m o
A ) D)
2 2

Dla ukladu punktéw materjalnych m; o predkodciach v, jest

1 o
B, =X —=m v’

- Al
Dla ciata materjalnego ciaglego: A /7_) v*d M.

> l‘l_llul‘g'j:l kinetyezna jest przeto zawsze skalarem dodatnim o tym samym
l)’lnmrze co praca. Jednostki- pracy sa zarazem jednostkami energji kine-
Feznej,
“’i'/M:(m? to nie .\\'uhm utoZzsamiac p-nj(_-('-. cucrgji. l{inul_\_"("/.ng'l ik pr'u'(;)r.
ln)"c‘;']- 1 moment gily ma ten sam wymiar co praca i energja. Obok wybi-
e | Tozuic fisykalnych latwo zanwazyé i matematyezne; np. praca moze
JC réwnie dobrze dodatnia jak njemna, podezas gdy energja kinetyczna
;yu“} dodatnia. Obliczenie energji kinetyezuej ciala przedstawia sie Bz.Cze-
e prosto w praypadkach ruchu postepowego i ruchu obrotowego. W pierw-

SZyin o0 amiclos . f ;
I jest I, = - Mv® jezeli M oznacza mase catego ciala; w drogim zas
< S
2
o . » S
k o J w® prayezem oznacza [ moment bezwladnosei, a w predkosé ka-
2
Wy

Y clala wzgledem (chwilowej) osi obrotu.

Bry“, Podrgeznik inZzynierski, VI 68 33
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47. Twierdzenie Koenig’a. Energja kinetyczna ciala sztywnegl
Polaczmy w myéli ze érodkiem masy S danego ukladu materjalnego (08
ogdlniejszego), poruszajacego sie dowolnie, pomoeniezy uklad odniesient
obdarzony ruchem postepowym; wéwezas energja kinetyezna ukladn daneg’
jest suma dwu wielkoSci: Jedna z nich przedstawiz energje kinetyean®
jakaby mial punkt materjalny poruszajacy sie z predkoScia u« &rodka mas)
ukladu S, gdyby w nim skupié caly mase ukladu M; druga za$ jest energlt
kinetyezng ruchu wzglednego w pomocniczym ukladzie odniesienia. Czy*

. 1 1

= —— Mul Nz 2

E= 3 M- g ™ 10
jezeli w; oznaczaja predkosSci punktdw m; wzgledem pomocniczego uklad?
odniesienia.

Gdyby pomoeniczy uklad odniesienia mial poczatek nie w S, lecz w inny™®
punkeie poruszajacego sie ukladu materjalnego, to w réwnaniu powyZszel
przybywa jeszcze wyraz Muw, w ktérym w, oznacza predkoéé érodl‘ft
masy S wzgledem pomocniczego ukladu odniesienia. Stosujac powyZs4
wynik do ciala sztywnego, ktérego ogélny ruch chwilowy, jak ‘Z_iadoﬂ“’
z kinematyki, jest zloZony z obrotu chwilowego z predkoScig katowa w, olol?
osi przechodzacej przez dowolnie obrany punkt ciala i z przesuniecia chw!
lowego z predko$cia u, otrzymujemy w wypadku ogélnym:

1 e g = 2
L= 2 Mu* 4 - I w* - M (« . vg —u®).

Tutaj oznacza I moment bezwladnoSei ciala wzgledem obranej osi obrot®
v, predkosé srodka masy ciala, wreszcie u predkosé punktu lezacego na obrantl
osi obrotu. Skoro za§ o8 obrotu obierzemy tak, aby przechodzila przez S
dek masy ciala S, to w = p,, a zatem:

3 1 e 1 3
E,= o Mu® - o I w?

ezyli energja kinetyczna ciala sztywnego jest réwna sumi®
energji kinetycznej jego ruchu chwilowego post(;powﬂg,“
z predkodciaérodkamasy i energji kinetyeznej ohrotu ehw"
lowego okolo osi przechodzace]j przez ten Srodek.

E. Zasady dynamiki punkfu materjalnego.

48, Zasada pracy. Jezeli P jest wypadkowa sil dzialajacych na pU"’k!
materjalny swobodny o masie m, to mnozac padstawowe réwnanie dynami
dv — o= — d 2 !
i e P skalarowo przez rd{ = ds, dochodzimy do réwnania:
¢

1 ’ S > :
d (-, m 1*") = Pds albo = Xdao+{ Ydy-| Zdz,
czyli: Przyrost elementarny energji kinetyczuej réwna 8id
pracy elementarnej calkowitej sily wywolujagcej ru€
Punktu materjalnego swobodnego.
Calkowanie za§ powyZszego réwnania miedzy poloZeniem pocz:}tknweﬂ‘
My (g, Yo, 2,) a koficowem M, (2, 1,2, ) daje:

. : ay _
5 ™ 0% — 5 ™ 12=1L= / Pds,
(A5)
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b slowami - Przyrost energji kinetycznej punktu materjal-
nzgo SW_obodn.og-o migdz_y .j:).kicn'nikolw’iel( d\v_omn po s()l')ie
“,‘“t'@pug,q(-,umx punktami jego toru rdwna sig pracy sily
e'y.“()lu\]:}ce_'j ruch tego punktn na drodze od polozenia po-
“dtkowego do kohicowego.

b 43. Ruch nieswoboduy powstaje, gdy przy pomocy pewnych cial nwa-

;;hych za sztywne zmusimy punkt materjalny poruszajacy sie pod wplywem

ik dnego pola do unczynienia zadoS¢ pewnym warunkom geometryeznym
np.:

L. Punkt materjaluy jest zmuszony do pozostawania na pewnejpowierzehni.

2. Punkt materjaluny jest zmuszony do pozostawania na pewnej krzywej,

w plerwszym przypadku mamy do czynienia z jednym warunkiem ograniczajacym
uw.l;g"‘““ réwnania powierzehni ' (x, y, 2) =0. Punkt materjalny ma jeszcze 2 stopnie
T ody. W drugim praypadku zachodzg dwa warunki ograniczajace w postaci dwu réwnan
Ywej np, & @, y,2)=01 ¥(z,y 2)=0, & punkt ma juk tylko 1 stopienn swobody.
j%aoﬂl‘nniczonio swobody jest réwnowazna sile, jaka powierachnia lub krzywa ogranicza-
lyy Swobodq wywlera na dany punkt materjalny. Te eilq nazywamy reakeja, og]_dy.m-
Wa 'Eni.cm, albo odporem powierzehni lub krzywej. Przez wprowadzenie reakcji spro-
Wy “% 8iq zadanie ruchu nieswobodnego do zadania ruchu swobodnego pod wplywem
¥Padkowej sily pola i realkeji.
8} cs.ﬂy pola (zalezne zwyczajnie od miejsca, a niekiedy 1 od ezasu) noszg tulu"'a nAZWE
czy,l'y““ ¥ych, tj. takich, k!(xrc wytwarzajgy 1~uch_ punktu materjalnego ze stanu Jjego spo-
oray' u. anorlniuut reakeje cial (satywnych) ograniczajacyceh swohode punktu materjalnego,
. ta 8ily zalezne od predkodei (jak np. opér ofrodka cigglego), zalicza sie do sil biernych,
4 “klcll, kt6ére snme nle moga wywolaé ruchu punktu materjalnego bedgcego w spoczynku,
do Oﬂlrpmno uproszezenie uzyskujemy w przypadku, gdy reakcja moze by¢ tylko normalng
W‘Q(ll’“wl\\l'zchni lub krzywej ograniczajgcej swobodg. Powierzchnie i krzywe nazywamy
2o, Y doskonale gladkiemi. Pracn odpowiadajicych im reakeyj jest zawsze réwna
. Wtedy dla ruchu po danej krzywej pod wplywem danych sil pola znajdujemy 2z zasady
odrazu skoriczone réwnanie ruchu.

50, Reakeja torn doskonale gladkiego. Sila odsrodkowa. Calkowite
pl‘zyﬁpieszcnie p punktn materjalnego zmuszonego, do pozostawania na torze
a:“)'lfl, odpowiada wypadkowe]j z sily czynnej (sity pola) P i reakeji R, ktéra
4 kiernnelk normalny do toru, ezyli
mp=P-+R
P.grmlicz:}j:}c sig do przypadku gdy sila P i tor leza w jednej plaszezyznie
B.47), otrzymujemy przez rzutowanie powyZszego réwnania na kierunek

§ f &
Yeznej | normalnej:
d*s 2 »*
—— = P, m-— =P -
m WTE » r s ol (1

\ . . .
Te réwnania wyrazaja:
L. Sidadowa styczna przyspieszenia 1——, jest uwarunkowana skladowa
at= .
Sly(n/ . -
Zng, [ ‘nne
13 1%, sily czynnej.

2

2. Skladowa normalna przyspieszenia — jest uwarunkowana wypadkowa

8kly g . . o :
k{ddowe_] normalnej P, sily czynnej i reakeja R.

3. Reakeja torn wystepuje wogéle takie wtedy, gdy P, = 0 iréwna sie

2
Wwoyng MO s . ; :
Wezag —— (sita dofrodkowa). Nawzajem punkt materjaluy poru-
P
Szq3 " . 3 ! - Sy .
mil;])?,cy 81 po torze danym wywiera nan nacisk o tej samej wielkoei

0 lecz skierowany przeciwnie, t. zn. od Srodka krzywizny na zewnatrz

toy, | J
" Sila ta nosi nazwe: ,Sila odérodkowa,
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jorns
]

Zwazywszy, zé pod tem samem mianem Kryja sie jeszeze dwa inne pojecia dynam fors
0

nalezy pamictaé, ze przez sile odirodkowa w ruchu nieswobodnym na danym
rozumiemy sile, jaka poruszajycy sig punkt materjalny wywiera na tor.

51. Zasada zachowania energji. W polu sil potencjalnem jest (wedlle
ust. 44) L = U, — U;. Po wstawieniu tej wartofei w réwnanie wyrazaja®
zasade pracy (ust. 48) otrzymujemy wzlr:

a9

1 ° 1 ;
12 AR Rl st RS I
5 MY + Uy 9 MU U, = stalej;

albo

B+ U

wazny tak dla ruchu swobodnego, jak i nieswobodnego bez oporéw (tj. i
reakeje sa normalne do tordw). Wyrazenie F), - U nazywamy calkow!s

- stalej,

n'd.\'
L=l

energja punktu nmtcrjuhw;;':_). Otrzymane réwnanie wyrazi z:\sm’l(j z:\chowﬂll“‘
energji dla jednego punktu mtaerjalnego; ezyli slowami:

Podczas ruchu punktu materjalnego w potencjalnem polt
sil zachowuje calkowita energja punktu wartosc stala.

Dla pola sily ciezkosei, uwak
nej w niewielkim obszarze za sttt
jest:

1 o ;
— e myz = stalej =

o

1 2
Fig. 47. Fig. 49. =5 mr, —[— my .

Stad dla punktu materjaloego, spadajacego (bez tarcia) pnjnkimlml\\'if'k.

wymuszonym torze (zakrzywionym w sposéb ciagly; fig. 48) pray prgdk"’c
poezatkowej ry = 0, mamy:

t*=2g(zy—2)=2gh.
52. Rownowaga punktu materjalnego. Polozenie 1'6\\'110\\’11_15:'"
Zasada prac przygotowanych, PoloZeniem réwnowagi punktu materj®
nego w danem polu sil i przy danych warunkach geometrycznych nazysans
miejsce, w ktérem punkt materjalny moze spoczywaé, Koniecznym i W
starezajacym warankiem réwnowagi jest:
] 1. Dla punktu materjalnego swobodnego, aby w tem miejsen sila P"l:l
P=0 (albo X =0, V=10, Z=0).

2. Dla punktu materjalnego nieswobodnego (bez tarcia), aby sila P byl
prostopadia do krzywej lub powierzchni organiezajacej swobode.

Obadwa powyZsze wyslowienia warunkéw réwnowagi ujmuje razel!
% ogdlnego stanowiska zasada prac przygotowanych.

W poloZeniu réwnowagi jest suma algebraiczna pl'“c
przygotowanyeh wszystkich sil dzialajacyeh na punkt ul".'
terjalny réwna zeru, Ta réwnobé stanowi konieczny i W)
starezajacy warunek rownowagi,

Przesz prace przygotowana (wyobrazalng, wirtualng) rozumien
fikeyjna prace na przesuniecin przygotowanem, t. zn. takie®
przesuniecin  elementarnem, jakiego by moégl punkt dozna¢, gdyby 2
w jakikolwick sposéb niezalezny od sil rzeczywiScie dzialajacych wy}{“;'
wadzié z poloZenia réwnowagi. Przesuniecie przygotowane punktu materjt”
nego- swobodnego jest przeto zupelnie dowolne tak co do kierunku, J
i wielkosei (nieskoriczenie malej); dla punktn materjalnego, zmuszZoneg’
do przebywania na danej powierzchni, leza wszystkie kierunki pr'/.csuniqa‘l
przygotowanego w plaszezyZnie styeznej do powierzehni w odpuwiadnjqcym
punkeie; zas dla punktu materjalnego, zmuszonego do pozostawanis

36
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n:"‘_e.] krzywej, wskazuje styczna w odpowiadajacym punkeie jedyne dwa
eodhwe kierunki przesuniecia przygotowanego o wielkoSei réwniez dowolnej,
‘2 nieskonczenie malej.

la odréznienia od przesunie¢ elementarnych rzeczywistyeh oznaczamy
1 ) N v ~
Plzesunigeia przygotowane przez &S, a prace praygotowana Pds przez & L.

r 5 . ro:

W polu sil, okreSlonych potencjalem [/, jest:

. i ] a U
r;/,:—(%i T IS S

L raas B;) =—aUl.

N e e S T e e

4 PoloZzeniu réwnowagi jest 8 U= 0, czyli I/ jako funkeja spélrzednyeh
' ¥ % osiega extremum.

e 93, Stalosé czyli statecznosé réwnowagi w polu potencjalnem.
p:"no\\'agq punktu materjalnego nazywamy stala ezyli stateczna, gdy
- Udzielenin punktowi bardze malej predkosei w poloZeniu réwnowa
pu\Vs_ta];} pod wplywem sil pola tylko bardze male wahnienia okolo tego

O%enia. Skoro natomiast zamiast wahnied po-

Wtn . :
_:talt‘ ruch oddalajacy punkt materjalny na za-
ZA §

dy

&

N d polozenia réwnowagi, to nazywamy ja 1

neeﬂtalq. Réwnowaga punktu materjal- i
80 w polu potencjalnem jest stala

2

A

[

W 5 : : Sy ‘Lﬂ s
PoXozeniu odpowiadajacem minimum | ‘_\ & i
]

o

. ‘v A
Mereji potencjalnej (kryterjum Minding’a | |

| ™9

“€jeune-Dirichlet'a), zaé niestala w polo-
g‘?f“‘l odpowiadajacem maximum ener- Fig. 49.
M potencjalne].
czﬂj:gle"_lykllld. Na krzywej DABC (fig. 49), lezacej w plaszezyZnie pionowej i ograni-
State ) 8wobode ruchu punktu materjaloego jest A polozeniem réwnowagi stalej, & nie-

"‘l‘ci 2 V:'Y punktach € i D jest rownowaga widocznie réwniez niestula (z wyklaczeniem
'“-'lxi‘:;' i =mgz osiaga w nich réwniez extromum, ktére nie jest ani minimum, ani
um

54, Dynamika punktu materjalnego w ukladzie wzglednym.
40l sila | bezwzgledna® P, udziela punktowi o masie m praySpieszenia

@G v o 5 Yy »

b W ukladzie bezwzglednym ezyli inercjalnym, to P, =ma,. Wedlug

“Wins, 3 3 3 o b7 o .

~~\la.4kll, podanego w ust. 16 kinematyki, jest przyspieszenie wzgledne
w= L= TP T e ; : R 77 rvAnieSzenic oA Pt

S (‘1,, @, — @,, przyczem oznacza @, przyspieszenie unoszenia, zas «,
“Y8pieszenic Coriolis'a. A zatem:

M, = Gy — M, — ma,
(':zyl~ - — =i =l
1) 3 eas T R
to IM'" b Il’ 11-7
Vyraza twierdzenie:
3 Wouktaduie wzglednym odbywa sie ruch punktu materjal-
e 5 - 5 , . 2 =y .
80 tak, jak gdyby nan dzialala ,sila wzglodna¥ P, ktora
lest W
W

ogéle wypadkowa ,sily bezwzglednej* P, przeciwnie

Q:;?‘:‘;‘? ,,,sili lluos_'/:enia“ i'I—l == M l-l." i przcciwu?({ waietej ,sily
18a P —ma,
. _W 8zCy
\v(;lil:t’:_ [)fn a sila W%gl(}dna jest wypadkowsa sily hezwzgleduej i przeciwnie
<€ sily unoszenia,
tSkoro rach ukladu wzglednego jest obrotem jednostajnym z predkoscia
Howy W, to — P, =mpw® nazywamy ,sila odérodkowa* (jeZeli o
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jest promieniem-wektorem prostopadlym do osi obrotu, ktérego koni€®
schodzi sie z punktem materjalnym). Oto drugie ze znaczen nazwy oSl
odérodkowa®, wspomnianych w art. 50.

Takim ukladem jest ze znacznem przyblizeniem nasza ziemia dzigki obrotowi dgie

nemu z predlkodcia katowa @ = 0,000078 sk — !, Pomiary sily cigzkodci n& P

wierzchni ziemi okreflajy sile wzgledna, ktéra jest wypadkows grawitacji jako sily b.ﬂﬂ
wzglednej i sily odérodkowej. Ta ostatnia ma 4é p w?, jezeli p oznacza prm"w’
rownoleznika i jest prostopadia do osi ziemskiej. Wart grawitacji wedlug pra®
Newton'a przedstawia sie w pierwszem przyblizenian wyraZeniem f—‘l'l‘, prayczem ozn¥
cza: f staly grawitacji, M mas¢ ziemi, » mase punktu materjalnego r jego odlﬂglo{:
od frodka ziemi. (To wyrazenie byloby Scislem gdyby ziemia miala budowg o u_\'m}‘-tg‘
kulistej). Z powodu sferoidalnego ksztaltu ziemi jest dokladne obliczenie grawitacjl “'"_'l

zlozone i prowadzi do wyrazenia, ktére réwniez maleje ze wzrostem r, eczyli w mlﬂé
oddalania eig od biegunéw lcu réwnikowi. Obrawezy za zmicnny niezalezny szerok®™
geograficzng 7, otrzymnjemy przyrost grawitacji od réwnika ku biegunom z wielkd e
kiadnodcia proporcjonalny wzgledem sin® . Taka sama zaleznodé zoajdujemy dla gk o
dowej pionowej sily odsrodkowej, ktéra nalezy odjaé od odpowiadajgeej skiadoW

grawitacji, azeby otrzymaé ciezkosé wzgledna. Styd prawidlo, ze ciezkosé wzgla ! )
przyrasta od rownika ku biegunom proporcjonalnie wzgledem sin® ¢-
showi)

Jezeli punkt materjalny porusza sig w polu cic e 5?:
tak, jak gdyby nain dzialala nadto sita Coriolis’a. Jej wartosé 2 m v w sin (v, ) staje &
wow

kodei wazgleduej, to z

najwigksza, gdy kieronek predkosei (\\'zgh;n]ln('j):'junt prostopadly do osi ziemskiej,
0,000 146 v . 1eold

", czyliok

9,81 X
. A zatem dla predkofci kuli karabinowej “focr
gila Coriolis’a dopiero d : do 1Y/, ciezkosci, dlatego pomijamy ja w zwyklych zadanid®
mechaniki technicznej, a pole cleiko: wzglednej, uwakane w obrebie jednego budy™
za jednorodue, traktujemy zarazem jako pole sily bezwzglednej.

55. Wzgledna réwnowaga wazkiego punktu materjalnego w ukl®
dzie porunszajacym si¢ wzgledem ziemi. Takim ukladem jest np. wag™ |
kolejowy, statek itp, 0

€]

czas stosunek sily Coriolis'a do cieikosci wzglednej m g réwna sig

0,000015 v (jezeli v wyraZzamy w m

@) Przy ruchu postepowym ukladu z poziomem przySpieszeniem a (fig- b
jest sila wzgledna P wypadkowa pionowej sily cigZkosei m g i pozio®

— ma. Sila l:; jest odehylona od piona o kat a, okreslony réwnanie”

natezenic @, K6 — VF—-{« g*. W tym przypadka mamy wig?

do czynienia z polem jednorodnem k
pochylych linjach sil i plaszczyzllﬂ"tl
ekwipotencjaluych opadajacyeh PY
katem « w kierunkn prayspieszel
ukladu wzgledem ziemi. - |

b) Przy ruchu obrotowym uldfld.“
okolo osi pionowej ze stala predkosC
katowa @ (np. wagon jadaey po ¢ o]
poziomym, fig. 51) jest sila” wzgled®
wypadkowa cieikobei myg i sily odSrodkowej mpw® Obrawszy osie ll"‘
w plaszezyZnie poziomej, a = na osi obrotu otrzymujemy wyraZenie a
energji potencjalnej:

Fig. 50.

1 a
U=mgz—— mw*pi
. 2 1

9
s e G :
iyt ——f2="C
y w?®

Powierzehnie ekwipotencjalne w*® — 2 g 2 = stalej, czyli

8a paraboloidami obrotowemi o wspélnym parametrze p = (1 . Kat nach)’
)

lenia sity wzglednej do pionu jest okreSlony réwnaniem
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2 9
w*g ve
lga= = .
g ge
" Y‘Vﬂl‘toéé tego kata dla Srodka masy wagonu wyznacza taka ,przechylke
ar“ » Przy ktérej sila wzgledna jest w prayblizenin prostopadla do toru,
rabki 16t nie wywieraja bocznego nacisku na szyny.

kog 1,’1j'1.yklnd. Dla tuku o promieniu » = 400 m i szerokosei toru s = 1,135 m prazy pred-
Pl‘z(v:'l Jazdy v == 16 m/sk wypada podwyZszenie k szyny zewnetrznej (jezeli przy malych a

YJmiewy w przyblizeniu hjs = tg a): h=v*s)gr=0,098m.

k £) Punkt materjalny, zmuszony do pozostawania na gladkiej
.U'({Y“'OJ, lezacej w plaszezyZnie pionowej, ktéra sie obraca
i_, ostajnie okolo osi pionowej (kule regulatoréw), bedzie
O'SZVHOWa(]ze wzglednej, jeZeli wypadkowas ciezkodei m ¢ 1 sily
dm(_lkowej mpw? jest normalna do krzywej, (fig. 52) czyli
8dy Mmow?/mg=tga=no/h
ob Dla, réwnowagi musi zatem dlugo$é podnormalnej i na osi

Totu czyni¢ zado§é warnnkowi:

h=g/lw® "( Fig. 52.

'eg’T“ réwnowaga joat stala, jeZzeli dena krzywa w otoczeniu polozenia réwnowagi m
ﬁd‘) Wewnatrz paraboli 4’ M’ o parameirze g/w?* przechodzacej przez m. Wdwezas bowiem
na1’°“’lmln polozeniu punktu m minimum energji potencjalnej, poniewaz ta energja, majgc
%llﬂ'rubull wartodd stala, zawicksza sig wewnatrs niej, a zmniejsza na zewnatrz. Dlatego
An' :;:)Vnowugn bedzie niestala, jozeli kraywa przecina lub lezy zowngtrz paraboll (np.

7) zad obojetng w przypadku gdy krzywa zlewa sie z ta parabola.

II. Statyka.

A. Cz¢5€ ogéina.
ki 56. Zasada prac przygotowanych (wyobrazalnych, wirtualnych) wy-
“"'“1 1"1011iec'1,ny 1 wystarczajacy warunek réwnowagi najogdlniejszego ukladu
“Uterjalnego, pojmowanego jako uklad punktéw materjalnych, na ktére
'ilalaj;} Jakiekolwick sily zewnetrzme P, (i==1, 2,...7n) i wewnetrzne
Vie (= 1,2,...n). Pray oznaczeniu przez & s, wektoréw przesunieé
pr”Ygotowanych punktéw m,, wyraza ten warunek réwnanie:
T W \IE7 74 T —
DLas;, XD W, 8s,=0.
i ik
2l W polozeniu réwnowagi ukladu materjalnego jakiegokolwiek jest suma
rgebl'uiczun prac przygotowanyech wszystkich sil zewnetrznych i wewne-
W‘“Ycll ukladu réwna zeru przy kazdym chwilowym ruchu praygoto-
aym ykladu.
e 57. Rodzaje réwnowagi ukladéw materjalnych. Jezeli tak sily
i“'f“?h'zue jak i wewnetrzne maja potencjal, to réwnanie powyZsze staje
“9‘6 ldentycznem z warankiem extremum energji potencjalnej jako funkeji
t II'Z(_‘.dnych punktéw uklada.
5 U=0.
Ten waranek moze odpowiadaé:
s 1. Minimum energji potencjalnej, jezeli przyrost rzedu drugiego
(wzgl. inny pierwszy nieznikajacy prayrost rzedu parzystego) jest

Woda:tni. Odpowiadajace poloZenie réwnowagi jest poloZeniem réwno-
481 stalej (Minding i Lejeune-Dirichlet).

. % Maximum energji potencjalnej, jezeli 3 U << 0 (albo inny
) PR
Plerwiy nieznikajacy prayrost 3~ U < 0).
3. Ani maximum ani minimum. Obu ostatnim przypadkom odpo-
da wogsle réw nowaga niestala.

o

Wig,
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