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przy jakich warunkach ruchu poczgtkowego zakresla on kazdy rodzaj z tych toréw.
(Rysunki te sg wziete z dzieta ,Treatise on Dynamics by A. Gray and J. G.
Gray“.—1911).

Rys. 24. Rys. 26.

5. Ruch punktu nieswobodnego oraz ruch
punktu z oporami.

A. Sily odporowe i sily oporowe.

39. Warunki fizyczne powstawania ruchu. - Jezeli punkt materyalny
pod dziataniem sit danych wykonywa ruch nie zgodny z ruchem, wskazanym przez
te sily, to po blizszem rozpatrzeniu warunkow fizycznych, w jakich odbywa sie ta-
ki ruch, zauwazymy, ze przyczyng tej niezgodnosci s ciala, z ktéremi styka sie
punkt ruchoiny, i ktére zmieniajq ruch, wyznaczony przez sity dane.

Jezeli np. punkt materyalny pod dzialaniem sily cigzenia, zsuwa sie po
plaszczyzinie pochylej, to ptaszczyzna dana przedstawia wiasnie ten fizyczny waru-
nek, ktéry nie pozwala punktowi zakre$li¢ toru pionowego ruchem, wyznaczonym
sitg cigzenia, lecz zmusza go do wykonywania ruchu po plaszczyznie. Bryle, znaj-
dujacg si¢ w takich warunkach, nazwalisSmy w § 137 tomu I-go brytg nie-
swobodna.

W przykiadzie za$ spadania bryt w powietrzu lub w jakiem innem s$rodo-
wisku fizycznem opér danego Srodowiska jest tym czynnikiem fizycznym, ktory
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zmienia ruch punktu, wyznaczony sitami cigzenia; w danym razie moéwimy, Ze
punkt ruchomy doznaje oporu.

Poniewaz warunki fizyczne, w jakich odbywa si¢ ruch, wptywajq na zmiang da-
nego ruchu, przypisujemy im przeto wiasciwosci sit. Sity te obliczy¢ mozna ze
zmian, jakie one wywotujg w ruchu punktu, poddanego dziataniu danych sit. Gdy
wiec rozpatrujemy ruch punktu nieswobodnego Ilub tez ruch z oporami, to
przyjmujemy, azeby by¢ w zgodzie z pojmowaniem i okresleniem sity, ze dzia-
tajg na niego oprécz sit zewngtrznych inne jeszcze sity, pochodzace od otaczajg-
cych go cial. Temi sitami bywaja:

1) sily odporowe, inaczej zwane sity potaczeni, ktére wystepuja w miejscach
zetknigcia si¢ punktu lub bryly ruchomej z powierzchniami, otaczajacych ja ciat
sztywnych. Sity, pochodzgce od ciat sztywnych i gtadkich, stykajacych sie z punk-
tem ruchomym, sa normalne do powierzchni zetknie¢, lub tez do krzywych, po kto-
rych punkt si¢ porusza. Sily te odznaczajq si¢ tq wlasciwoscig, ze ich praca, pod-
czas przesunigcia przystosowanego, rowna sig zeru;

2) sily tarcia, ktére wystepujg podczas ruchu punktu lub bryty po torze, lub
po powierzchni. Wielkosci tych sif zaleza, jak doswiadczenia uczg, przedewszyst-
kiem od spéiczynnikow, wlasciwych stykajagcym sig¢ brytom; nastepnie zaleza od
wielko$ci ciSnienia normalnego tychze bryl; nie bez wptywu przytem pozostaje
predko$¢ wzgledna obydwéch bryt, oraz wielkos¢ powierzchni zetknigcia sig. Dla
zwyktych warunkéw przyjmujemy, ze sita tarcia réwna sig iloczynowi z sity nor-
malnej, i spotczynnika tarcia;

3) sily, powstajgce wskutek oporu Srodowiska, w ktérem porusza sie dany
punkt. Sity, wystepujace w tych warunkach, nazywamy sitami oporowemi danego
srodowiska; lub krétko nazywac bedziemy je oporami. WielkoSci tych sif zalezg
od geometrycznej postaci bryty ruchomej; od fizycznych wilasciwosci danego Sro-
dowiska; (np. od wigkszej lub mniejszej gestosci); i od predkosci poruszajacej sig
bryty wzgledem Srodowiska. Dla wigkszosci przypadkéw przyjmujemy zgodnie
z doswiadczeniami i rozwazaniami teoretycznemi, ze sily te sg proporcyonalne do
pierwszej lub do drugiej potegi z predkosci bryty ruchomej wzgledem Srodowiska.

Sity te oraz sily tarcia majq t¢ wspolng wiasciwosd, ze kierunki ich dziatania
zlewajq sie z kierunkami predkosci poruszajgcego si¢ punktu, a zwroty ich sg prze-
ciwne zwrotowi tejze predkosci; wskutek czego praca przystosowana tych sit jest
zawsze odjemnas;

4) sily sprezystosci bryt lub tez linii materyalnych, po ktérych porusza sig
punkt dany lub tez do ktérych jest on przymocewany. Przyktadem tego przypad-
ku stuzy¢ moze cigzar, przyczepiony de jednego konca nici sprezystej, gdy
drugi koniec jest unieruchomiony w przestrzeni lub tez gdy jest w pewnym
okreslonym ruchu. Wielkosci tych sit s3 w przyblizeniu, zaleznie od fizycznych
wlasciwosci bryt lub linii materyalnych, proporcyonalne do wielkosci ich odksztat-
cen; praca za$ ich moze by¢ tak odjemng, jak i dodatng. Podczas odksztalcenia
bryly lub linii sprgzystej, sily sprezystosci wykonujg pracg odjemng; podczas zas
powrotu tych ciat do stanu pierwotnego praca ich jest dodatng; a suma algebraiczna
obydwoch prac, jak doswiadczenia ucza, jest zawsze odjemna, i wartos¢ jej zalezy
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od fizycznych wiasciwosci bryt. W przypadkach, w ktérych suma ta jest tak malg
w poréwnaniu z innemi wielko$ciami danego zadania, Ze mozna jej warto$é
liczbowa poming¢, przyjmujemy jg czgsto dla uproszczenia rachunku rowng zeru.

Zadaniem naszem obecnie jest wskazanie sposobéw obliczenia ruchu punktu,
odbywajacego sie w wytuszczonych warunkach.

Pod wzgledem kinematycznym zadania te podzieli¢ mozna na dwie grupy:

1) zadania na ruch punktu swobodnego; (z oporami, lub bez nich); oraz

2) zadania na ruch punktu nieswobodnego, (z oporami lub bez nich).

Gdy puukt jest nieswobodny, ilos¢ spoirzednych, wyznaczajacych potozenie
punktu jest mniejszq od trzech, cosmy szczegélowo wytozyli na str. 66 tomu I-ego.
Do obliczenia przeto ruchu punktu nieswobodnego potrzeba jedno lub dwa réw-
nania algebraiczne zaleznie od ilo$ci stopni swobody, t. j. zaleznie od tego, czy
punkt porusza sie po linii, czy tez po powierzchni.

Ruch punktu swobodnego z oporami lub bez oporéw posiada trzy stopnie
swobody; do jego przeto obliczenia nalezy mie€ trzy rownania algebraiczne.

40. Rodzaje zadafi. Zadania na obliczenie ruchu punktu wogéle, podzie-
limy przeto na naste¢pujace grupy:

I. Punkt jest swobodny, a ruch jest:

1) bez oporéw lub tez;
2) z oporami. W obydwu tych przypadkach punkt posiada trzy stopnie
swobody.

II. Punkt jest nieswobodny:

1) aruch jest bez oporéw, lub tez
2) z oporami. W obydwdch tych przypadkach punkt posiada jeden lub
dwa stopnie swobody.

Do rozwigzania zadan obydwoch grup stosujemy zasady, wylozone w rozdzia-
tach poprzednich; i w tym celu wyobrazimy sobie, Ze na dany punkt oprécz sit
zewnetrznych dziatajg jeszcze sity odporowe tacanie z oporowemi i nastepnie ze-
stawimy odnosne réwnanie dynamiczne, jak dla punktu swobodnego.

B. Ruch punktu swobodnego z oporami.

41. Przyklad. Przykladem tego ruchu jest ruch punktu cigzkiego, wyrzu-
conego w powietrzu. Szczegolny przypadek tego ruchu rozpatrywaliSmy w § 17-ym,
w ktérym nie uwzglednialiSmy oporu powietrza, w§7-m za$ rozpatrywalisSmy ten ruch
z uwzglednieniem oporu, gdy punkt nie posiadat predkosci poczatkowej; obecnie
przyjmiemy, ze punkt ma nadang pewng poczatkowa predkosé, ktorej kierunek
tworzy z poziomem kat a. Na dany punkl w danym razie dziala:

1) sita cigzkosci fm?/, oraz

2) sita oporu W; ktorej kierunek zlewa si¢ z kierunkiem chwilowej pred-
kosci punktu; a zwrot jest jej przeciwny, rys. 27-my. Rownanie dynamiiczne ruchu
punktu w $rodowisku z oporanii jest przeto nastgpujace:
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mg 4+ W=m Z;’

b

w ktérem sg dwie zmienne v i £. Roéwnania tego catkowa¢ nie mozemy w ten spo-
séb, jakiesmy to wykonali na str. 45-ej; kierunek bowiem predkos$ci, a wiecisily w jest
zmienny. Zastosujemy przeto catkowanie algebraiczne, i w tym celu zrzutujemy
to rownanie na dwie osi wzajemnie prostopadte rys. 27-my, jakiesmy to uczynili
w § 17-ym. Réwnanie rzutéw na o$ x jest nastgpujace:

AV,
= Beemmess
rownanie zas rzutéw na os y:

mg + Wy= m (fzvt”

Przyjmijmy, ze opor jest proporcyonafny do drugiej potegi predkosci, t. j.
W = kv?; a wigc:
W. = kv? cos a; oraz W, = kv? sin o;

gdzie & oznacza kat nachylenia stycznej do toru, przeprowadzonej w miejscu roz-
patrywanem. Jezeli wprowadzimy jako zmienne rzuty predkosci na osi, to:

Wog =R 00gs | W, — L0, .

Podstawimy wartos¢ W, w pierwsze réwnanie, a obliczymy bezposrednio jego
catke. W tym celu oddzielimy zmienne i otrzymamy nastepujace réwnanie:

— kvdt =m 4 :

a przyjawszy warunki ruchu poczatkowego dla s = 0:
va: = Oa:, ’l)y = Cy,

oraz podstawiwszy: vdi = ds; otrzymamy bezposrednio catke:

Uz
— ks = m Ign o)
skad:
ks
V, = O:u e m

Réwnanie to daje zwigzek pomigdzy rzutem v, predkosci i drogg s; znalezienie
bowiem zwigzku pomigdzy v, i #, jakieSmy to uczynili poprzednio, sprawia przy
catkowaniu znaczne trudnosci. Z tej tez przyczyny v, trudno jest wyrazi¢
funkcya ¢.

W przypadku takich trudnos$ci matematycznych staramy sig obliczy¢ zwigzki
pomigdzy innemi zmiennemi, bedgcemi w pewnem $cisle okres§lonym zwiazku z ru-
chem danego punktu. W danym np. przypadku mozna wyrazi¢ spétrzedne punktu
funkcyg tangensa kata, jaki tworzy styczma do toru z osig . Obliczenie to prze-
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prowadzono w mechanice Auteurietha, (w ttomaczeniu inz. St. Patschkego na str.
324-tej), do ktoérej zwracam czytelnika.

Postepowanie rachunkowe w rozwigzaniu zadania powyzszego jest latwiejsze,
gdy przyjmiemy, ze opdr Srodowiska jest proporcyonalny do pierwszej potegi z pred-
kosci. Wtedy mamy rownanie dynamiczne:

— - dv
mg — kv=m =

ktorego rzut na o$ @ daje nastgpujgce rownanie:

dv,
1) - ]" Vy — M ’2Z2~~ P
a na o$ y: l
d vy

2) mg — kv, = m T

Catka pierwszego réwnania po przyjeciu dla: £ = 0:

g =10 =10, = Gzi U, = Ly
jest nastepujgca:

skad:
b) v,—=0C.e m 3
W celu scatkowania rownania drugiego, przeksztaicimy je na naste-
pujace:
ﬂd_(?ll,!j—]f y)

mg — kv,) = — — dt ’

z ktérego, po oddzieleniu zmiennych, napiszemy bezposrednio jego calke:

; m lon myg — kv,

kI ® mg— kG’ Bl

k
Sl (S .
mg — kv, =(mg —kCy)e = ; i wreszcie:
m m I )
2) vy=~,c—g——(—5y—0.z,)e wt,
Obliczymy nastepnie wihasciwe rownania ruchu, podstawiwszy w réwnania po-
wyzsze:

vy = 2% orazv, — ¢y
T 4= e

Réwnania te po scatkowaniu s nastgpujace:

m

k
W w8 == P Gx(l —e m t); oraz:

Mechanika teoretyczna Il 6
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or

_m m | m : ik
A W=7 0= (797 g—c,,)(l—e R

’ k
- . . 5 s o .z =l
Z réwnan tych wynika, ze z powiekszeniem czasu warto$¢ wyrazu ¢ = male-

il )
Cy: 1y zas

je, a spotrzedna z zbliza si¢ do pewnej statej wielkosci, rownej 2

wzrasta do nieskonczonosci.
Dla ¢ = oo, mamy:

m 7

Lm — ZOI’ ay =o0o; oraz v, = 0; v, = k g-
=Y
{
i R, 6 i
| s Ve '
| (7» _
i iat
‘ - ‘37_;__,, J A-n{,
RG]
|
Rys. 27.

Prosta przeto z,, = 7;: C. jest asymptota toru, rys. 27-my, a kierunek pred-

kosci zbliza si¢ do kierunku pionowego, wartos¢ za$ jej zbliza sie do pewnej stafej
wartosci; porow. wyniki obliczen w § 7-ym.

Ruch tego punktu moze by¢ uwazany za przyblizony obraz, w ktérym opor
jest proporcyonalny do innej potggi z predkosci.

Latwo wywnioskowa¢, ze dla tych przypadkéw, przy jednakowych warunkach
poczatkowych, asymptota toru bedzie lezata blizej miejsca wyjScia punktu, a wy-
sokos$¢ wzniesienia bgdzie mniejsza; energia bowiem poczgtkowa punktu pojdzie
nietylko na pracg¢ podniesienia punktu, lecz i na pracg oporéw, ktéra powigksza sig
z powickszeniem si¢ oporow.

42. Ro6wnania ogélne ruchu punktu swobodnego z oporami. Ogdl-
ne réwnanie dynamiczne punktu swobodnego, poruszajgcego si¢ w srodowisku
z oporami jest nastgpujace:

dv

o O s
P4 W meap o

w ktérem P oznacza sile, przyfozong do punktu; W — site oporowa, ktorej kie-
runek zlewa si¢ z kierunkiem predkosci chwilowej; zwrot za$ jest przeciwny zwro-
towi tej predkosci, a warto$¢ jest pewng dang funkcyg tejze predkosci i zalezy od
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fizycznych wtasciwosci Srodowiska. Roéwnanie powyzsze przeksztalci¢c mozna na
réwnanie algebraiczne, rzutujac je np. na osi spoirzednych, jakieSmy to w powyz-
szym przykladzie wykonali.
Stosowanie zasady pracy lub tez zasady momentéw w przypadkach ruchu
z oporami nie daje tych dogodnosci rachunkowych, jakie daja te zasady w przypad-
 ku np. sit srodkowych i zachowawczych. Praca bowiem sit oporowych zalezy
w danym razie od drogi, po jakiej przebywa punkt ruchomy. Do réwnania zas mo-
mentu sit wejdzie moment sit oporowych; wskutek czego réwnania te sg dosy¢ za-
wite pod wzgledem matematycznym i nie dajg sig fatwo calkowaé.
Dla przyblizonych rozpatrywan tych ruchéw moze byé stosowane z pewnem
powodzeniem réwnania dynamiczne sity normalnej i stycznej. Z réwnania sity nor-
n2
malnej obliczymy: p = m }U)" i drogg wykreslng wskazang w § 21-szym, kolejno

znajdowac bedziemy potozenia punktu ruchomego; a zwazywszy ze:

dv = =
m -y =P —W,

otrzymamy:

2T=—@~M.at . . . . ... @)
Z rownania tego wynika, ze predkos¢ ruchu z oporami w miejscu np. 2-em jest
mniejszg niz predkos¢ w temze miejscu tegoz punktu, poruszajacego bez oporu;
a poniewaz wartosci P, sg te same dla obydwdch ruchéw (bez oporéw i z oporami),
przeto promiei krzywosci toru w miejscu wyjscia punktu, poruszajgcego si¢ z opo-
rami, jest mniejszy niz takiz promien toru punktu, poruszajgcego si¢ w temze polu
sil, lecz bez oporéw. Z czego wynika, ze punkt poruszajacy si¢ w sSrodowisku
z oporami, przy wyjsciu z poczatkowego potozenia, zakresla tor o wigkszej krzy-
wosci, nizby go zakreslil, gdyby oporéw nie istnialo; co tez stwierdza przyktad
poprzedni.

C. Ruch punktu bez oporéow po danym torze.

435, Ruch bez oporéw punktu cigzkiego po krzywej w plaszczyznie
poziomej. Na drut, zwiniety w postaci kota o promienin 7, nawleczona jest bryta
materyalna o cigzarze (), ktérej nadano, np. uderzeniem, pewng predkos¢ poczatko-
wa v,, stycznie do obwodu kota. Obliczy¢ ruch bryty, gdy kolo znajduje sig
w plaszczyznie poziomej i gdy nie uwzglednimy tarcia pomigdzy brytg a drutem.

Na bryte dziata sila cigzenia ¢ i sita odporu N, ktora sprowadza dang bryte
z toru prostolinijnego, jakiby wykonala pod dziataniem sity cigzenia, na tor koto-
wy. Sita odporowa wobec nieuwzglednienia tarcia lezy w ptaszczyznie normalnej
do toru, przeprowadzonej w miejscu, w ktérem badamy ruch bryty; polozenie za$
j&j w tej ptaszczyZnie jest nam nieznane, jak réwniez i jej wiclko$¢. Rys. 28-my
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przedstawia ptaszczyzne normalng do kota. Roéwnanie dynamiczne ruchu tego
punktu jest nastgpujace:

Y+ N = mp;
Rzut tego réwnania na styczna do toru daje réwnanie:
= MP;

z ktérego wynika, Ze ruch po torze odbywa si¢ jednostajnie z predkoScia
stalg v,, réwna predkoSci poczatkowej danego punktu. Do tegoz wniosku
dojdziemy zastosowawszy, zamiast réwnania rzutéw na styczng do toru, zasade
réwnowartosci pracy i energii kinetycenej, ktéra daje pierwszg catkg réwnania
sity stycznej.

Praca bowiem sit w danym razie — 0; z czego wynika, ze energia kinetyczna
punktu, t. j. predkos¢ punktu pozostaje podczas ruchu niezmienng.

Poniewaz ruch jest jednostajny po kole, przeto przyspieszenie jego:

,1)20
P ST B= 0.

T W celu obliczenia sity normalnej zrzutujmy
N %N | powyzsze réwnanie dynamiczne na promien kota,
v a otrzymamy:

a2
\ - U-‘o
=Sy N, =m —;

3
- gdzie N, oznacza rzut sity odporowej N na kieru-
nek promienia, ze zwrotem dodatnym ku $rodko-
wi kota. Azeby obliczy¢ drugi rzut sity N, zrzu-
tujmy réwnanie dynamiczne na o$ pionowa, a otrzymamy:

¢ — N, =0;

Rys. 28.

rzut bowiem przyspieszenia na pionowg = 0. Sifa przeto odporowa:
:ﬁ = A_Tp "{"ﬁl)

i mozna jg uwazaé za zlozong z dwéch sit: z sily pionowej réwnowazacej cigzar
punktu, i z sity, wywolujgcej przyspieszenie p.
X Qny
Okres T obiegu punktu: 7'= - ;' .
]
Pozostawia sig czytelnikowi zastosowanie tych rozpatrywan do przypadku,
w ktérym drut ma posta¢ krzywej dowolnej, lezacej w plaszczyZnie poziomej.

44, Wahadlo matematyczne stozkowe. Do jednego konca nici nje-
rozciagliwej przymocowany jest punkt materyalny o cigzarze mg; drugi zas jej ko-
niec jest umocowany nieruchomo w przestrzeni rys. 29-ty. Obliczy¢ predkos¢
v,, jakg nalezy nadac temu punktowi, azeby zakreslit on koto poziome o promieniu
¥, ktorego $rodek znajduje si¢ na pionowej, przeprowadzonej przez punkt umoco-
wania nici. Dtugosé nici oznaczymy literq [, a jej naprezenie literg S.
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Kierunek szukanej predkosci w mysl jej okreslenia jest styczny do kola,
a wielkos$¢ jej obliczymy z réwnania dynamicznego, zwazywszy, ze na dany punkt
dziata ciezar punktu i naprezenie nici S, a zatem mamy:

m?—{——S-=mlv—). S ()]

Podczas tego ruchu praca sity cigzenia i naprgzenia nici réwna sig zeru; przeto
energia kinetyczna punktu pozostaje podczas ruchu statg; a punkt poruszac si¢ bg-
dzie po kole ruchem jednostajnym; z czego wynika, ze przyspieszenie punktu jest

2

qyd

gy o
o Zrzu-

skierowane po promieniu kota i=

tujmy réwnanie dynamiczne danego ruchu
(rown. 96-te) na promienn wodzacy danego
punktu, a otrzymamy rownanie:
’ v?

Sisine = m 7'_0’
w ktore wchodzg dwie niewiadome S i v;
azeby je obliczy¢, zrzutujmy réwnanie dyna-
miczne jeszcze na o$ pionows, a otrzymamy
rownanie:

myg — Scosa = 0.

Z tych dwéch réwnan wyrugujemy S, dzie-
lac np. jedno przez drugie, i obliczymy war-
tos¢ predkosci szukanej, przy ktorej punkt
zakresli koto, a zatem:

yp =Yg e, VL AT

Réwnanie rzutéw réwnania dynamicznego na trzecig o$ np. na styczng do kotla
wskaze nam, Ze rzut przys$pieszenia rowna si¢ zeru, ruch przeto punktu jest jedno-
stajny; cosmy zreszta juz wywnioskowali z zasady pracy.

Réwnanie 97-me mozemy otrzymac bezposSrednio, gdy obierzemy oS rzutéw
w ten sposdb, azeby rzut naprezenia nici na tg o$ réwnat sig zeru, a rzut przyspie-
szenia posiadat skonczong wartos¢. Osia takgq jest prosta, lezaca w ptaszczyZnie
biegunowej i prostopadta do kierunku nici; rzut na tg o§ daje réwnanie:

myg sin a = Mmp cos a,

V%

z ktérego po podstawieniu p = —r otrzymamy réwn. 97-me.

W celu zbadania wtasciwosci tego ruchu; podstawmy w rown. 97-me, v, = 79

1 obliczmy w;
_-’—t—oz7
v = -} / =
P ] g—
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Z rownania tego wynika, ze dla v = 0: . = 0, a -‘9:]/8 ; £ ). @ otrzy-

muje w tym przypadku warto$¢ nieoznaczona. Azeby ja obliczy¢ wyrazimy zmien-
ne o i 7 wspolng zimienna, w tym celu podstawimy:, 7 = I tg a; i otrzymamy:

Bh==tl= /7 2
/' h
Dla o = 0, I =l e = [, d © = Gnjn, CZyliI
Cmin. =— i_ ]//!Z .

Predkos¢ przeto obrotowa powinna mie¢ conajmniej wartos¢, wskazang tym
wzorem, jezeli ma powsta¢ odchylenie wahadta. Jezeli zas predkos$¢ obrotowa ¢
jest mniejszg, to wahadlo pozostanie w spoczynku. Powiekszajgc przeto pred-
kos¢ obrotowg od zera do @ i, wahadio nie doznaje zadnych odchylen.

Czas obiegu T obliczymy z wia$ciwosci ruchu, Ze jest on jednostajny,—mamy
przeto 2 =7 = v, T, a po podstawieniu odpowiedniej wartosci dla v,, mamy:

T:Q:r/ 1.
gtga

45. Przyklad. W rurce, obracajgcej sig¢ okoto osi pionowej, z predkoscia
stalq ¢; rys. 30-ty; ktérej wewnetrzne $cianki sa zupelnie gladkie, umieszczono
punkt materyalny o cigzarze myg (np. w postaci
kuiki); znale$¢ miejsce w tej rurce, w ktérem kul-
ka ta, podczas obrotu rurki, pozostawaé bedzie
w spoczynku wzgledem rurki. Kat, jaki tworzy
o$ rurki z osig obrotu, oznaczono litera .

Na dang kulke dziata sita ciezkosci i sila
normalna; sity te wywotujg przyspieszenie punktu,
ktore jest skierowane po promieniu 2 kofa, jakie

2
on ma zakresli¢ 1 réwna sie m E ; lubinaczej, po-

niewaz v = xy, p = x¢?; promieri x wyzna-
cza szukane potozenie pnnktu. Réwnanie dyna-
miczne tego ruchu jest przeto nastepujace:

Rys. 30.

my + N=mp. . . . . (98

Zrzutujmy to rownanie na o$ rurki; rzut bowiem sity odporowej réwna si¢ w tym
razie zeru; a otrzymamy réwnanie:

myg cos « = mxP? sin a;
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z ktorego obliczymy pofozenie punktu ruchomego, odpowiadajgce postawionym
warunkom:

;z::%cotga. B 1))
i

Z réwnania tego wynika, ze przy stalych wielkosciach ¢ i ¢, « zalezy od kata «.
Zmieniajac przeto kat o, rurka bedzie zmienia¢ swe potozenia, a o jej bedzie
styczng do pewnej krzywej. Krzywa ta bgdzie miata takg wiasciwos¢, ze punkt ru-
chomy w kazdem jej miejscu bedzie pozostawal w spoczynku lub w ruchu jedno-

stajnym podczas jej obrotu ze statg prgdkoscia ¢.
W celu obliczenia réwnania tej krzywej przeprowadzimy osi z i ¥, rys. 30-ty,
a zwazywszy, ze oS rurki jest styczng do szukanej krzywej, napiszemy :

il’J = cotg o; a po podstawieniu tej wartosci w réwn. 99-te; otrzymamy:
v
_ 4y a4y
o dx’

skad po oddzieleniu zmiennych i po scalkowaniu, otrzymamy réwnanie szukanej
krzywej:

~,)1/—}-0’

Jest to rownanie paraboli, a C jest stalg, zalezng od wyboru polozenia poczatku
osi spéirzednych.

Zadanie to odmiefimy nastepnie w ten sposob, ze punkt dany umiesémy w do-
wolnem miejscu rurki, ktére okres§limy odlegioscia @ od osi obrotu; i obliczymy
site S, dziatajaca wzdtuz osi rurki, jaka trzeba przytozy¢ do niego, azeby utrzymac
go w spoczynku w danem miejscu rurki.

Rownanie dynamiczne tego ruchu jest nastgpujace:

S+ mg 4+ N=mp.
Zrzulujmy to réwnanie na oS rurki (dla czego na tg 0$?); a otrzymamy:

S 4 mg cos e = mag* sin a;
skad:

S = m(ay? sin o — g cos a).
Pozostawia sie czytelnikowi zbadac, dla jakich wartosci @, przy stalych o i a, war-
tos¢ S jest dodatng, réwna zeru, lub odjemna.

46. Ruch bez oporéw punktu cigzkiego po prostej pochylej Na
punkt, zsuwajacy sie bez tarc1a po prostej, nachylone] wzgledem poziomu,
rys. 31-szy dziala cigzar my oraz sita odporowa toru N sity te wywotujg przy-
spieszenie p punktu, ktére jest skierowane wzdiuz toru, (normalne bowiem przy-
Spieszenie = 0), ze zwrotem dodatnym ku dotowi. Rowname zatem dynamiczne
tego ruchu w postaci wektorowej jest nastepujgce:

mny —{-—l\_T:Nl']T- SRR L I L



§ 46. = H =

Azeby obliczy¢ przyspieszenie p najdogodniej bedzie dla rachunku zrzutowaé tréj-
kat wektorow, przedstawiony przez powyzsze réwnanie dynamiczne, na kierunek
toru, niewiadoma bowiem N nie wejdzie wtedy do réwnania tych rzutéw; réwnanie
przeto rzutéw jest nastgpujace:

my sin o = mp;
lub w innej postaci:
d*s

T 49 )

My Sin « = m
g at?

gdze s oznacza diugo$¢ drogi. Podstawmy
w réwnanie powyzsze zgodnie z okresleniem:

dv
R
dem v, otrzymamy:

P == a po scatkowaniu i rozwigzaniu wzgle-

mo =g sin o.. t 4 C.
p7/)

Przyjmijmy, ze dla £ = 0: ¥ = 0, a po skréce-
niu przez m otrzymamy:

p=ggsina.t.

W celu obliczenia zwigzku pomiedzy droga s i czasem ¢, podstawimy w réwnanie
poprzednie:

P T
at’
a przyjawszy, dla
=(0p " == [0k

napiszemy catke tego réwnania:

s=1gsina.? , (101)

Réwnania te pozwalaja obliczyé predkosé i potozenie punktu ruchomego w chwili .
Rownanie, wykazujgce zaleznosé¢ pomiedzy s i v, obliczymy, gdy z réwnania pred-
kosci wyrugujemy zmienna ¢ i podstawimy jej warto$¢ w rownanie drogi; réwnanie
to jest nasjepujece:

) 2
; skad: s = - v

s=r.1,rsina.( -
¥ 2 g sin a

g sin a)
Sil¢ normalna N obliczymy, gdy zrzutujemy réwnanie dynamiczne na kieru-
nek tejze sity; réwnanie tych rzutow jest nastepujace:
mg cos o — N = 0; skad: N = mg cos o.

Réwnanie ruchu danego punktu mozna réwniez otrzymac bezpoérednio, sto-
sujac zasadg rownowartosci pracy i energii kinetycznej. W tym celu zrébmy nie-
skonczenie matle przesunigcie ds punktu ruchomego, ktére jest zgodne z warun-
kami danego ruchu, rys. 32-gi, a otrzymamy réwnanie:

myg sin a..ds = d (§ mo?);
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D75
=
~1

scatkujemy je od 0 do s i od O do v, a otrzymamy réwnanie ruchu w postaci:
g sin o..s =% v?

wykazujace zaleznos¢ pomiedzy potozeniem punktu na torze i jego predkoscia.
Zwiazek pomiedzy czasem i droga, lub predkoscia i czasem znajdziemy
z réwnania dynamicznego, jakieSmy to uczynili poprzednio; lub tez obliczymy go

das
dt -

z réwnania pracy; gdy podstawimy w nie v lub ds z réwnania: v =

47. Wahadlo matematyczne pla-
skie. Punktmateryalny pod dziataniem swe-
go ciezaru Slizga si¢ bez oporéw po obwo-
dzie kota, umieszczonego w plaszczyznie
pionowej. Obliczy¢ réwnania ruchu tego
punktu i zbadaé¢ jego wlasciwosci.

Ruch ten wywota¢ mozna jeszcze
w inny sposéb. Mozna np. punkt mate-
ryalny przyczepi¢ do jednego korca nici
nierozciggliwej, ktérej cigzaru i imasy nie Rys. 32.
uwzgledniamy, a drugi jej koniec unieru-
chomi¢ w przestrzeni; odchyliwszy wtedy
dany punkt od polozenia pionowego i pusciwszy go swobodnie, (lub nadawszy mu
poczatkowg predko$¢ w plaszczyznie pionowej, przechodzacej przez punkt zawie-
szenia), otrzymamy ruch punktu po
kole. Mozemy rowniez wyobrazi¢ so- 0
bie tor w postaci kota materyalnego, =
po ktérym S$lizga sig punkt ruchomy
pod dziataniem swego ci¢zaru. W tych
obydwdéch przypadkach punkt mate-
ryalny, wyprowadzony z potozenia réw-
nowagi, powraca¢ bedzie do tegoz po-
tozenia z pewng predkoScia, ktéra L
uniesie go, zgodnie z prawem bez-
wladnosci, na przeciwng strong tego
polozenia; i w ten sposéb powstanie
ruch punktu, zwany wahadtowym. Po-
tozenie punktu na kole okreslimy ka- ng
tem o, jaki tworzy promien wodzacy,
wyprowadzony ze $rodka kota, z kie- Rys. 33.
runkiem pionowym, rys. 33-ci.

Na punkt dany dziata przeto sita cigzenia oraz sita odporowa N, jak w po-
przednim przyktadzie; sily te wywotujg przyspieszenie p.
Réwnanie zatem dynamiczne danego ruchu jest nastgpujace:

mg + N =mp.
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W celu obliczenia réwnarti ruchu zrzutujmy to réwnanie na styczng do toru, sifa
bowiem normalna, ktéra jest nieznana, zrzutuje si¢ wtedy jako zero, a otrzymamy
réwnanie, wykazujace zwigzek pomiedzy przys$pieszeniem stycznem p,i spoirzed-
na s; rownanie to jest nastepujace:

mg sin 5 = mp,; lub inaczej: ¢ sin s = C(llqi (102)
Gdy podstawimy w to réwnanie:
- ds __ lds dv __ ! d*s
B e ] T s K
przybierze ono posta¢:
d?s g \ .
dﬁ+(7).sma~o e e iy

Jest to réwnanie w postaci rézniczkowej ruchu danego punktu.

Pierwsza catk¢ réownania ruchu mozna otrzymac z réwnania powyzszego dro-
gq odpowiednich przeksztalcen algebraicznych; lecz mozna je réwniez otrzymac,
stosujgc zasadg rownowartosci pracy i energii kinetycznej. W tym celu nadajmy
danemu punktowi przesunigcie przystosowane ds, rys. 33-ci; a napiszemy réwna-
nie pracy:

mgsins.ds=d@Emoy). . . . . . . . . (104
z przyjgtego na rys. 33-cim sposobu liczenia kata s wynika, ze:
ds = — ldas;

(z powigkszeniem bowiem s kat s maleje); a po podstawieniu tej warto$ci w réwna-
nie pracy (réwn. 104-te), otrzymamy je w postaci:
—mglsins.de=d@mv?) . . . . . . . . (105)

a po scatkowaniu od 5, (miejsce puszczenia punktu) do s i od 0 do v, otrzymamy:
K v

mygl|coss|= 3_,-1zzvzl

Go 0

; skad:

v="V2gl(cos5—CO5G) . - . - - . . . . (106)

Z réwnania tego obliczy¢ mozna predkos$é punktu w kazdem jego pofozeniu 5
Azeby otrzymac rownanie ruchu w skonczonej postaci, podstawimy w réwn.
dns

106-te: v = — lfjt—; a po rozwigzaniu jego wzgledem d ¢, otrzymamy:

& sy T8 Jin LBS "
29 Vcoss — cos 5,

skad wreszcie:

- ==0, 0 a5 oo o AW
]/9,/ _/Vco>f:—c05f:0 )
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Pozostaje obecnie wykona¢ wskazane w tem réownaniu catkowanie. Lecz catka
wyrazu po prawej stronie nie daje si¢ wyrazi¢ zwyktemi funkcyami algebraicznemi;
stanowi ona bowiem funkcye t. zw. eliptyczna, ktdrej wartosé obliczyé mozna za
pomocg rozwini¢cia jej w szeregi, lub ze specyalnie, na podstawie tych szeregéw,
zestawionych tablic w tenze sposéb, w jaki znajdujemy wartosci funkcyi loga-
rytmicznych lub trygonometrycznych. Catkowanie przeto wzoru powyzszego wyko-
namy z pewnem przyblizeniem; w tym celu przeksztalcimy dang funkcye w szereg,
i zadowolnimy si¢ tylko pierwszymi wyrazami tego szeregu; przyjmiemy przeto:

cos 5, =1 —4§0s%; oraz coss =1—1a2
a"po podstawieniu tych wartosci w powyzsze réwnanie, otrzymamy:

L s TGS
_/(H:—I/g}l/yjzk__)f_ﬁ

V)

a po scatkowaniu podlug wzoru 32-go, podanego w ,Techniku“ na str. 77-ej:

Z=-l/l[arcsin(g)]c. S S ()
g 59/ la,

Jest to réwnanie, wykazujace zwigzek pomiedzy czasem ¢ i potozeniem punktu,
wyznaczonem przez kat o; i jest’ réwnaniem ruchu w skonczonej postaci, gdy kat
odchylenia jest maty:

Jezeli oznaczymy literg 7' okres podwdéjnego wahnigcia, to czas, potrzebny do
przejscia punktu od 5 = 5, do 5 = 0, jest ¢wiercig tego okresu; przeto obliczymy

Z POWYZSZego WZOoru:
= /1 . {3\1°
i T ==/ [arc sin ( )] g
() Sol | 4q,
a po wykonaniu dziatan:

T:QTCI/_Z o Ere e el RALRE)
/g

48. Przypadek szczegdélny ruchu wahadlowego. W szczeg6lnym
przypadku catka rownania 107-ego daje sie wyrazi¢ znanemi funkcyami; ten szcze-
golny przypadek nastgpuje, gdy s, = 180°, t. j. gdy dany punkt puszczony jest
z najwyzszego miejsca na kole t. j. z jego wierzchotka; po podstawienin bowiem
w rown. 107-me wartosci: 5, = 180°, przeksztalci sie ono w nast.:

z=—1/" / ds | .

2¢ J V14 cos 5

a po podstawieniu 1 4 cos 5 = 2 cos? ; , otrzymamy wyraz, ktérego catke poda-

je wzor 62-gi, zamieszczony w ,Techniku® na str. 79. Catka ta jest nast.:

I/l f 3_—_——]/ Agntg( 7 4)+G

Cos

l\')
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Czas w danym razie zaczniemy liczy¢ od chwili, w ktorej punkt ruchomy znajduje
si¢ w miejscu najnizszem na kole; a wigc gdy 5 = 0; wtedy ¢ = 0; a po przedstawie-
niu tych wartosci w réwnanie powyzsze, otrzymamy:

B == _]/f] Slgn tgz -+ C; skad C=0; a wigc:

t:_]//!/],,lgntg(g—}—;}). N

Azeby obliczy¢ np. okres czasu, w jakim punkt dany podniesie si¢ z miejsca najniz-
szego na kole do jego wierzchotka, nalezy podstawi¢ w réwn. powyzsze: 6 = — 7;
gdyz w mysl przyjetego w tem rozpatrywaniu zwrotu ruchu, nalezy wyobrazic sobie,
ze punkt przebiega po kole ze zwrotem, zgodnym z obrotem wskazowki zegara.
Po tem podstawieniu otrzymamy:

I —= 0

Wynik ten wytlomaczymy sobie fizycznie w nastepujacy sposéb. Punkt dany do-
biega do wierzchotka kota z predkoscig, zblizajaca sie do zera; dla przejScia przeto
czastek tuku kota, znajdujacych sie w blizkosci wierzchotka kota, wymaga bez-
miernie dtugiego okresu czasu, zblizajacego sie do co. [ rzeczywiscie np. dla
s=— 179% =18V, t. j. posiada jeszcze skoriczona wartosc.

Wynik réw. 110-go nie jest w zgodzie z réwn. 108-em, co jest zupeinie stuszne,
gdyzrow. 108-me wyprowadziliSmy, czyniac zatozenie, ze kat odchylenia jest bardzo
maly, nie moze by¢ przeto stosowany do tego wrecz przeciwnego przypadku.

49. DokladnoS¢ wzoru przyblizonego. Jaka dokladnos¢ posiada wzér
przyblizony, nie mozebnem jest powiedzie¢, dopoki nie znamy wzoru $cistego; dla
praktycznych jednakze celéw, nalezy cho¢ oceni¢, w jakich granicach wzér przy-
blizony wyraza rzeczywisty zaleznos¢ zmiennych. Ocene te uskutecznimy w po-
wyzszym przypadku drogg dynamicznych rozwazaii. W tym celu wezmy pod
uwage rownanie pracy, rown. 104-te, ktore wzielisSmy za podstawe do naszych obli-
czefl. Wyraz

—mglsins.ds,

przedstawia pracg czastkows sily cigzenia wzdluz przesuniecia — . ds; lecz za-
miast tego wyrazu Scistego przyjelismy do rachunku wyraz przyblizony:
—mgle. ds, .« o .o w e w0 (1D
- zastgpiliSmy bowiem w réw. 107-em cos s warto$cia (1 — § 3?), co jest rownowazne
z przyréwnaniem sin 5 do diugodci tuku 5.  Poréwnywujac te dwa wzory pracy
czastkowej dokfadny 105-ty i przyblizony 111-ty, zauwazymy, ZeSmy zamiast wta-
Sciwej wartosci: ]
m g sin 5,
sity, przySpieszajacej dany punkt, przyjeli do rachunku wartos$é przyblizong:
mys,
ktora jest wigksza od poprzedniej; gdyz s > sin .



= = § 50.

Wieksza sita wywotuje wieksze przys$pieszenie punktu, lub tez inaczej sig wy-
razajac, wigksza sita podczas przesunigcia punktu materyalnego sprawia wigkszy
przyrost jego energii kinetycznej, niz sita mniejsza, podczas tego samego przesu-
nigcia. Predkosci zatem, obliczone z réwnania, opartego na wartosci sity mgs, sa
wigksze niz w rzeczywistosci wystepujg; a réznica ich jest tem wigksza, o ile s
rozni sig od sin 5. Zblizajac np. wartosci 5 do zera, roznica ta zbliza sig¢ réwniez

]

(

do zera; adla s =-

=

= 1.57; sin = 1, réznica ta jest bardzo znaczna; a wigc

tof A

o)

i okresy wahnig¢, obliczone ze wzoru przyblizonego, o wiele rézni¢ sig¢ beda

od okresow rzeczywistych. Dla 5 > 2 , warto$¢ s ros$nie, wartosci za$ sin 5 ma-

lejg, a wiec, gdys > %, zachodzi rozbiezno$¢ pomiedzy zmiennosciq tych war-

tosci, przyjmujemy bowiem w rachunku przyblizonym, Ze sita przySpieszajaca
wzrasta proporcyonalnie do kata odchylenia, a w rzeczywistosci, blizko kata

T : h m : 1 o
5 = -, pozostaje ona prawie stalg; a dla, 5 > 5 maleje. Najwigksza roznica za-

chodzi dia s = =; wtedy bowiem sins=sina =0, a 5 = 3,14. Dla odchy-
len zatem 5 > % wzOr przyblizony zupelnie sie nie nadaje.

Potwierdzenie, wypowiedzianych wnioskéw, znajdziemy w nastepujgcym ze-
stawieniu liczb, w ktérem =, oznacza kat poczatkowego odchylenia wahadta; F' za$

spotczynnik wzoru: T' = FI/ ; , odpowiadajacy rzeczywistemu wahnigciu wa-

hadfa i obliczony ze wzoréw Scistych; a wiec dla:

Go= | O | s | 10 | 200

400 ‘ 60° 900 1200 150° | 180°

|
6,283‘2| 6,2860I 6,2952
|

| l = |
6,3212 6,4800 6,7432 7,4164| 8,6260 11,07‘24} o

gdy tymczasem we wzorze przyblizonyni:

=== D=t D D=

dla wszystkich katow odchylenia. Widzimy z tego zestawienia, ze réznica okre-
sow wahnig¢ np. dla o, = 40°, stanowi 3%; dla 90" okoto 20Y%, a dla wiekszych ka-
tow odchylenia znacznie rosnie,

50. Dokladniejszy spos6b obliczenia ruchu wahadlowego. Przybli-
zenie, z jakient cheemy obliczy¢ szukane wartosci, moze by¢ dowolne; gdyz zalezy
ono od ilosci wyrazow, jakie wezmiemy do rachunku, przy rozwinigciu funkeyi
trygonometrycznej w szereg.

W celu uniknigcia diugich szeregéw mozliwem jest réwniez stosowanie in-
nych skrécen, ktore predzej prowadzg do wzoréw dosy¢ doktadnych. Zastosujemy
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np. skrécenia nastepujgce, z ktoérych czesciowo korzystaliSmy juz w przykfadach
§ 258 i nastepnych tomu I-go, a mianowicie, gdy & jest wielkoScia mniejszg od jed-
nosci, to mamy:
(I ==l N = V-%8
Azeby wyraz pod pierwiastkiem row. 107-ego sprowadzi¢ do tej postaci, pod-

I G
stawimy w niego cos 5 = 1 — 2 sin? _-; oraz cos 5, = 1 — 2 sin?—>; a otrzy-

P2 2
maimny :

| -/ e fans il
J Vcos s — COS 5, = ;) — — .

2(sinz -2 N —smz ) x sin?
]/ 2 2 aa

Wprowadzimy nastepnie nowg zmienng ¢, okreslong rownaniem:

sin (5 )
= = sin ¢,
sin (3‘3)
2
i wyrazimy te¢ catke¢ funkcya tej zmiennej. Azeby wyrazi¢ ds zmienna ¢, zroz-
niczkujmy powyzsze rownanie i otrzymamy:

O

cos (%) .d ( 2—) = cos ¢ . sin (3’—) db; skad:

2 cos ¢ . sin —-
Op— — = di;

.5

COS ——
2

podstawiwszy w nie

9

3 7”_,,‘3 I ol =
Ccos 5 = l/l-—sm* 9 —I/l —-Sm~_()_‘_smzq).;

otrzymamy:
2.cos ¢ . sin
ds —=—— = dy.

~0

— sin? - 2
] 1 Ol .sin®d
Po podstawieniu tych wartosci, otrzymamy catke poprzednia w nast. postaci:

5
2 cos ¢ .sin -2 . dd
2
Vi() Sin % 2 /_ ) 2 Sa s .
e i 0 ) I 1 — sin I 1 —sin®* - .sin*4

2
!
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Po skroceniu i podstawieniu w rownanie 107-me otrzymamy:
k] AU
N | =t (112)
I q I/l — sin? f)" sin® ¢
. 2
Granica ¢ = ; odpowiada granicy s = 3,; druga za$ granica ¢ obliczymy z 5, za

posrednictwem réwnania, okreslajacego zmienng ¢.
Scatkujemy teraz powyzszy wyraz sposobem skréconym, stosujac wyzej przy-
toczony wzor, w ktéry podstawimy:

50

€2 — sin? -2 .sin? ¢;
i otrzymamy:

3
:

t:—I/%.f(l—kgsin?—f%sin?q).dq)) ... (113)

I\Q‘

Catkowanie tego wyrazu moze by¢ wykonane podiug wzoru 53-go, znajdujacego sig
na str. 79-ej ,Technika“. W celu obliczenia np. okresu podwdjnego wahnigcia
scatkujemy je dla ¢wierci podwéjnego wahnigcia; dla ktérego granice catko-

wania sg od 5 do 0; wartosci te bowiem odpowiadajq granicom od s = s, do

5 = 0. Catka wyrazu:
(1] 0

/sinzt,’)(lq) = ——;{-sin?ap—{—x}gap‘:——},

™

>

a po podstawieniu jej w rown. 113-te mamy:

1T = 1/ L ’ (»; + —g— sin? —S(;’ ); skad:

T_—_QnI/L _(1-4-.;.51112 ’20) P TR T o T

Z tego wzoru wynika, ze okres wahnig¢ zalezy od amplitudy 5,. Dokladnos¢
tego wzoru dalej siega, niz wzoru poprzedniego; nie jest ona jednakze zupeing i np.
dla 5, = =, wzér ten nie da warto$ci T = co; jakg powinien da¢ wzdr doktadny.

~ 3 5 8 . g 3
(Gdy podstawimy jeszcze dla uproszczenia rachunku sin 2“ = ,,‘;L; wtedy:

T:Qz, ?1_(14-«'%). B e I BT
¢
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Wartos¢ okrestu, obliczona z tego wzoru, jest wieksza, niz otrzymana ze wzoru 109-ego,
co byto juz przez nas przewidziane.

51. Obliczenia sily odporowej wahadla. W celu obliczenia sity odpo-
rowej toru, gdy wyobrazamy sobie ruch punktu po kole materyalnym; lub jak
w przyktadzie z wahadlem, — naprezenia nici, nalezy zrzutowa¢ réwnanie dyna-
miczne tego ruchu mozliwie w ten sposéb, azeby dalo bezposrednio zwigzek po-
migdzy sitq odporowg N i predkoscia punktu; — przyjmujemy bowiem, ze pred-
kos§¢ ta jest juz obliczona z réwnania pracy. Rownanie to otrzymamy, rzutujac

réownanie dynamiczne tego ruchu na normalng do toru, a zwazywszy, ze
! p _

v
P = T otrzymamy:
U2
N —mgcosec =m - skad:
v?
N=mgcoss + m - (116)
Podstawmy w nie z rownania pracy:
v® = 2 gl (cos 6 — COS g,),
a otrzymamy:.
N=mg(@cosc—2cosasy). . . . . . . (117)

Réwnanie to daje zaleznos¢ sity odporowej od potozenia wahadta. Szczegélne
przypadki:

1) Gdys,=0, oraz 5 =0, t. j. gdy punkt jest zawieszony pionowo, wte-
dy N = mg; naprezenie nici w danym przypadku réwna sig cigzarowi punktu, jest
to przypadek réwnowagi.

2) Dlac = gy N = mg cos s; t.j. naprezenie nici w poczatkowem jego po-
tozeniu rowna sie rzutowi ciezaru punktu na kierunek promienia, co wypada réw-
niez ze statycznych rozpatrywaii.

3) W najwyzszem poczatkowem polozeniu punktu t. j. dla s, = 180°i dla
5 = 180% N — — mg; co si¢ znaczy, ze do punktu, znajdujacego sie na wierz-
chotku kota, nalezy przytozy¢ site, skierowana po promieniu na zewnatrz kota; do-
datny bowiem zwrot sity N przyjeliSmy w danem rachunku ku sSrodkowi kofa.
W modelu wiec fizycznym, przedstawiajacym ten ruch, zamiast nici powinni$my
w danym razie zastosowac pret sztywny; sita ciSnienia prgta rowna si¢ w tym przy-
padku ciezarowi danego punktu. Przytoczone trzy przypadki sg zgodne z twier-
dzeniami statyki.

4) N bedzie najwigksze dla danego' odchylenia s, gdy cos ¢ bedzie naj-
wicksze, co nastgpi dla s = 0; t. j. najwigksze naprezenie dodatne, przy dowolnem
pierwotnem odchyleniu, nastgpuje zawsze w najnizszem pofozeniu punktu.

5) Bezwzglednie najwigksza dodatng warto$¢ otrzyma N, gdy cos ¢ =} max;
a cos 6, = — max. Przypadek ten nastgpi, gdy s =0; a o, = 180; t. j. bez-
wzglednie najwigksze naprezenie nici nastgpuje w potozeniu pionowem, gdy punkt
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rozpoczal swoj ruch z wierzchotka kota. Wartos¢ ta rowna sie 5 . mg; naprezenie
wiec nici w tych warunkach jest pie¢ razy wigksze od cigzaru punktu.

6) Poniewaz naprezenie wahadia, gdy punkt znajduje sie na wierzchotku
kota, jest odjemne, gdy zas spadnie na spéd kota jest dodatne; przeto istnie¢ po-
winno miejsce, w ktérem N=—0. Oznaczymy to miejsce literg s’;

; a obliczymy je
z 1éw. 117-tego, gdy podstawimy w nie N = 0 oraz 5, = 180% a zatem mamy:

3cosa -+ 2=0; skad: cos o/ = — 2; a 5’ == 180% — 48° = 132°.

32 =

Punkt wigc, spadajacy z wierzchotka kota, wywoluje w potoZeniu s < 132° sile
odporowg, zwrocong ku Srodkowi kota; powyzej za§ tego miejsca wywoluje sile
odporowa, zwrocong na zewnatrz kota.

52. Bezposredni sposéb przyblizonego obliczenia ruchu waha-
dlfowego. Przyblizone obliczenie ruchu wahadlowego, przeprowadzone w § 47-ym,
moze by¢ bezposrednio zastosowane przy zestawieniu réwnania dynamlcznego.

Przyjawszy bowiem, Ze dtugosc 7 jest dosy¢ wielka w porédwnaniu z katem od-
chylenia s,, przyja¢ mozemy z pewnem przyblizeniem, ze czgstka iuku, jakq za-
kresla punkt, zlewa sie ze styczng do tego tuku; t. j., przyjmiemy, ze punkt prze-
biega po prostej :x, rys. 33-ci. Sila przyspieszajgca punkt jest @ sin s; lub inaczej,
po podstawieniu sin s = CZL sila przy$pieszajgca = @) —',; ; rownanie przeto dy-
namiczne ruchu jest nast:

£ dv
e
z ktorego, po podstawieniu ¢ = mg; i po skro-
ceniu przez m, otrzymamy:
I dwv
— e, . . . . (118
5 g dt (118}
Rownanie to pod wzgledem algebraicznym jest
jednakowe z réw. 21-em:

m adv

D 1

wyprowadzonem w § 8-ym, gdy podstawimy w nie Q ,«DV‘W‘”
7/” = ; . Mozemy przeto unikngc¢ calkowania

tego rownania, skorzystawszy bezposrednio z wy-
nikéw, poprzednio otrzymanych. Wzdr np. pod-
wdjnego wahniecia danego wahadta obliczymy z rown. 28-go:

e
= B /m /J )
ke Ly

Mechanika teoretyczna, t. 1L

-1



§ 53. —

53. Ruch punktu po cykloidzie pospolitej. W ruchu wahadtowym,
ktorySmy opisali w poprzednim przyktadzie, punkt materyalny zmuszony byt prze-
biegac po kole, lecz moze on réwniez poruszac si¢ po dowolnej krzywej; a metoda
wyzej stosowana da si¢ rowniez zastosowa¢ do wszelkich przypadkéw ruchu

po torze.

Przyjmijmy, ze tor, po ktérym porusza si¢ punkt materyalny pod dzialaniem
sity cigzenia, jest cykloidg pospolita, rys. 34-ty, i zestawmy réwnania ruchu tego

Rys. 34.

punktu.

Do rozwiazania tego zadania za-
stosujemy réwnanie pracy i napiszemy
bezposrednio:

= VQQ('.I/O_?/)}
przyjmujac, ze punkt przesuwa sie
z miejsca, wyznaczonego przez spot-
rzedng y/,, do potozenia y; rys. 34-ty.

ZnajdZmy teraz réwnanie ruchu,
wyrazajace zwiazek pomiedzy potoze-
niem punktu a czasem; w tym celu

podstawimy v = — a ponie-

ds |
at’

waz z geometrycznych wiasciwosci cykloidy wynika, ze:

ds_]/z" dy

przeto po podstawieniu tej wartosci w réwnanie predkosci, otrzymamy:

d7 T
G //2’ =]/20 @0 ), seat

—b/dt=l//;

dy

/ 2"
Y. ?/0-7/ _:]/

Przyjmujac, dla ¢ = 0, y =y, i calkujagc (Techn. tom I, str. 77, wzér 34),

otrzymamy:

=)/ bt

Yo — 2'_5/\]”
!

(119)

o 9.

Jezeli literg T oznaczymy okres podwdjnego wahnigcia, to okres przejscia punktu

zY=1Yyp,doy=0, jest}T; a wigc:

1T = ,/f

g
a po podstawieniu:
i T = ]

[arc sin®

x w ; '
“_I—Q]:ﬁ]/ g

Yo — 2 7/]
Yo

Yo

/ r
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1 wreszcie:
T=4x /"’;1ubinaczej:T:2ﬁ/4" I ) 1)
/g g9

Ze wzoru tego wynika, ze okres wahniecia nie zalezy od y,, t. j. nie zalezy od poczatke-
wego potozenia punktu materyalnego. Gdy wigc puscimy punkt materyalny z ja-
kiegobadZ miejsca cykloidy, okresy jego wachni¢¢ beda jednakowe; ruch przeto
wahadta cykloidalnego jest izochroniczny. Wynik ten mozemy sobie w nastepu-
jacy sposéb wyttomaczy¢ fizycznie. Gdy punkt dany opuscimy z wyzszego miejsca
cykloidy, wtedy spada on po torze wigcej spadzistym, wskutek czego nabiera od-
razu znacznej predkosci; gdy tymczasem puszczony z miejsca niZzej potozonego,
w ktérem nachylenie toru jest wigcej zblizone do poziomu, poruszaé si¢ bedzie
wolniej. Punkt dany przebywa przeto dtuzszg droge z wiekszg predkoscig, droge
zas krotszg z mniejsza predkoscia w ten sposéb, Ze okresy czasu, w jakich on prze-
bywa te drogi, sq wzajemnie réwne. lzochronizm w danym razie jest przeto wyni-
kiem postaci danego toru. Chcac wyrazi¢ t¢ wlasciwosé, nazwano-cykloidg tauto-
chrong czyli krzywg jednakowych okreséw czasu.

54. Spadanie punktu cigzkiego po kole. Na wierzchotku obwodu
kota o promieniu r, ustawionego pionowo, rys. 35-ty, umieszczono punkt mate-
ryalny o cigzarze @), ktéry pod dziata-
niem swego cigzaru zsuwa Si¢ bez
tarcia po obwodzie tego kota. Wyzna-
czy¢ miejsce, w ktérem dany punkt
opusci obwdd kota; i wyznaczy¢ miej-
sce, w ktérem spadnie on na poziom,
na ktérym stoi koto; oraz obliczy¢épred-
kos¢, jaka on posiada w tem miejscu.

Przyjmujemy, ze dany punkt wy-
prowadzony jest przez mate odchylenie
ze stanu réwnowagi niestatej, w jakiej
sie znajduje na wierzcholku kotfa; po
tem odchyleniu nastgpuje ruch, wywo-
tany sitg cigzenia. Punkt dany opusci
obwdd kola w tem miejscu, w ktorem
sita odporowa réwna si¢ zeru i zmie-
nia swo6j znak. Okreslmy dowolne Rys. 35.
potozenie punktu na kole przez kat
érodkowy s, rys. 35-ty, i oznaczmy li-
terg -+ N sitg odporowa, skierowang na zewnatrz kota; w miejscu zatem, w ktérem
punkt ruchomy opusci obwéd kofa, sita ta bedzie: N =0, a przy dalszym ruchu
zmieni swéj znak. Zadanie wigc polega na wyrazeniu sity N funkcyaq spoi-
rzednej o; a po przyréwnaniu tej wartosci do zera, otrzymamy réwnanie, z kto-
rego obliczymy szukany kat, t. j., obliczymy spoirzedna s, potozenia, w ktérem
punkt opusci obwéd kota.
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Na punkt dany dzialaja sity NiQ, ktére wywolujg przyspieszenie P mamy
zatem rownanie dynamiczne:
N s C)' = m]_).
Réwnanie szukane otrzymamy, rzutujgc to rownanie na promien kota, zatem:

,UZ

N—(@coss=m =

W réwnaniu tem predkosc nalezy wyrazi¢ spoirzedng o i w tym celu zrzutujmy row-
nanie dynamiczne na styczna, a otrzymamy szukany zwigzek pomiedzy o i s; lub
zamiast tego réwnania napiszemy odrazu jego catka w postaci rdwnania pracy.

Qh =L muvt.
Podstawiwszy w nie:
=171 — cos 5); & =my,
otrzymamy:
w2 =2¢gr (1 —cosa), . . . . . . . . (121

a po podstawieniu tej wartosci w réwnanie poprzednie, otrzymamy:

N=¢@(3coss— 2).
Kat 5,, przy ktérem N = 0, obliczymy z nast. réwn.:

92

COS 3y, = 3.

Predkos¢ v, w miejscu s, obliczymy z réwnania 121-ego, podstawiwszy
w nie:
COS 5 = COS 6, = §;
zatem predkosc:
v =397;
kierunek za$ jej jest styczny do kota. W miejscu, wyznaczonem katem s, z réwna-
nia: cos 5, = %, punkt staje si¢ swobodny, posiada predkos¢ v, i podlega dziataniu
tylko sity cigzenia, o ile nie uwzglednimy oporu powietrza.

W celu obliczenia miejsca, w ktérem punkt upadnie na poziom, przeprowa-
dzimy przez punkt kota, wyznaczony katem g, dwie wzajemnie prostopadie osi,
rys. 35-ty, i podstawimy w réwnanie toru danego punktu, wyprowadzone na str. 44-tej,
Yp =7 -1 COS 5, = § 7; a otrzymamy:

2y = (10 — V10) & » V2 = 0,716 »r.

Wartos¢ predkosci w miejscu K obliczymy z réwnania pracy podstawiwszy,
ok =
v=V2gh =2V gr.
Jezeli za$ punkt ma nie spas¢ z obwodu kofa, nalezy zbudowac je w sposéb,
~ wskazany na rys. 36-ym.

55. Zadanie. Punkt materyalny pod dziataniem sily cigzenia spada
z pewnej wysokosci po torze prostym, do ktérego przytyka si¢ koto w ten sposéb,



e (0T § 56.

ze tworzy ono przediuzenie tego toru, rys. 37-my. Obliczy¢ wzniesienie /2 ponad
wierzchotkiem kota, z ktérego puszczony punkt nie spadnie z kota; nie uwzglednia-
jac tarcia i innych oporéw, jakie powstaja podczas ruchu.

W celu rozwigzania tego zadania post¢pujemy w tym przypadku, jak po-
przednio; obliczymy sil¢ odporowg N; wyznaczymy nast¢pnie miejsce na torze,
w ktérem N = 0; i z tego réwnania obliczymy niewiadoma #. Odpowiedz:
o= 4§7.

)

Pt
Z

-
NS

ey

Rys. 36. Rys. 37.

56. Ogoélne rozpatrywanie ruchu punktu, bedacego pod dzialaniem
sil zewnetrznych, po danym torze krzywolinijnym w przestrzeni bez
uwzglednienia sil oporowych. Przypadki szczegélne tego ruchu rozpatrywa-
lismy juz w §§ poprzednich, badajac ruch punktu, bgdacego pod dziataniem sily
ciazenia, po prostej, po kole i po cykloidzie; obecnie wezmiemy ogdlny przypadek,
gdy tor jest krzywy w przestrzeni, a sita, dziatajaca na punkt, jest zmienna.

Ruch punktu po danym torze mozemy fizycznie wywotaé, gdy na tor, w po-
staci np. drutu bardzo gtadkiego, nawleczemy brytke materyalng. Brytka ta bo-
wiem, pod dziataniem przylozonych do niej sif, bedzie sie wogoéle §lizgaé po
drucie.

Jezeli dany tor jest plaski, to mozna rowniez wywotaé ruch punktu po danym
torze, gdy umocujemy ten punkt do kofica nici zupelnie gigtkiej, lecz nierozciagli-
wej i ni¢ nawiniemy na ewolutg danej krzywej; podczas bowiem rozwijania si¢ nici
punkt zakresli dany tor. Przyktadem lego sposobu jest wahadio pospolite, kté-
rego ewolutg jest punkt; lub wahadfo cykloidalne, kiérego ewolutg jest réwniez
cykloida. Jezeli za$ tor jest krzywolinijny w przestrzeni, to, chociaz mozna wywo-
fa¢ ruch punktu po tym torze réwniez za pomocg odwijania nici, sposob ten jed-
nakze jest ztozony. Zreszta, sposobow fizycznych, wywoltujacych ruch punktu po
danym torze, moze by¢ bardzo wiele. Wogdéle zas uwidocznimy sobie ruch
punktu po danym torze, Slizganiem si¢ brytki materyalnej, nawleczonej na odpo-
wiednio wygigty drut.

Pod wzgledem kinematycznym, ruch punktu po danym torze, posiada jeden
stopien swobody; poréw.: tom [-y § 58 i § 226; z trzech bowiem stopni swobody,
jakie posiada kazdy punkt swobodny, odejmujemy mu, dajgc tor, po ktérym on ma
sig poruszaé,—dwa stopnie swobody. Jedna przeto spoirzedna t. j. jedna nieza-
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lezna zmienna wyznacza potozenie punktu na torze; a zatem droga, predko$¢ i przy-
Spieszenie danego punktu, oraz sita odporowa toru sg funkcyami jednej tylko nie-
zaleznej zmiennej. Jakq wielko$¢ obierzemy za te niezaleing zmienng, zalezy od
zadania i wybor ten jest w zasadzie obojetnym; udatny jednakze jej wybdr wpiywa
znacznie na uproszczenie i przejrzysto$é rachunku; na co nalezy zwrécié uwage.

Jezeli mamy w zadaniu wyznaczy¢ tylko ruch punktu, t. j. np. mamy obliczy¢
predkos¢ w funkcyi spétrzednej, to do obliczenia tego ruchu wystarcza jedno tylko
réownanie; a tym réwnaniem moze byé¢ réwnanie, wyrazajgce zasade rownowartosci
pracy i energii kinetycznej; gdyz wartosci si! odporowych, ktérych nie znamy, nie
wchodzg do tego réwnania.

Na punkt, ktéry jest zmuszony porusza¢ sie po danym torze, dziata:

1) sita zewnetrzna P, ktéra moze by¢ uwazang za wypadkowa wielu sit:
P =2F.

2) sifa odporowa Ntoru. Sita ta, o ile nie uwzgledniamy tarcia, znajduje
sie w ptaszczyZnie normalnej do toru, przeprowadzonej w miejscu, w ktérem ba-
damy ruch danego punktu; lecz nie znamy ani jej potozenia (w tej ptaszczyzZnie), ani
jej wielkosci. W celu wyznaczenia potozenia i wielkosci tej sily, nalezy obliczyé
np. dwa jej rzuty na osi spétrzednych; ktére obierzemy w ptaszczyznie normalnej.
W uktadzie zatem réwnan algebraicznych sita ta wyraza si¢ dwiema niewiadomemi
wielkosciami. Réwnanie dynamiczne tego ruchu jest nastgpujace:

P+N=mp. . . . « . . « . . (122

Réwnanie to wektorowe, przeksztalcimy na algebraiczne, gdy zrzutujemy je na trzy
dowolne osi; otrzymamy wtedy trzy réwnania algebraiczne, z ktérych obliczy¢ moz-
na trzy niewiadome: predkos¢ i dwa rzuty sity odporowej; wyraziwszy je funkcya
obranej spétrzednej niezaleznej. Osi te, dla uproszczenia rachunku, obierzemy
w sposob nastepujacy:
jedng obierzemy po stycznej do toru, ze zwrotem dodatnym, zgodnym z ru-
chem punktu; o$ te oznaczymy literg 7;
druga,—ktérg oznaczymy litera n, obierzemy po giéwnej normalnej do toru
z dodatnym zwrotem ku $rodkowi kota krzywosci; i
trzecig & (binormalng) obierzemy prostopadle do ptaszczyzny dwoch poprzed-
nich osi, t. j. prostopadle do ptaszczyzny Scisle stycznej, w ktérej lezg poprzednie
dwie osi. Rzuty wektoréw powyzszego réwnania dynamicznego na te osi dajg na
stepujace trzy rownania: :
1) réwnanie rzutéw sit na styczna:
' dv
= m-s
Réwnanie to zastapi¢ mozna pierwsza jego catkg, wyrazajacg rownowartosé pracy
1 energii kinetycznej; a zatem zastgpimy je rdwnaniem:

Ppgs =rdi Tt
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w ktérem ds oznacza czastke toru. Réwnanie to, gdy sitv posiadajg funkcye sit,
scatkujemy i wyrazimy predkosé funkcya obranej spéirzedne;j.
2) Roéwnanie rzutéw na normalng gtéwng 7, ma postaé:

P, N, = mpn;

9

w rownaniu tem zgodnie ze wzorem 34-tym tomu I-go: p,—=; a poniewaz predkos¢ v
P

obliczyliSmy juz z poprzedniego réwnania, zas p jest promieniem krzywosci, ktory
moze by¢ obliczony z réwnania danegc toru, przeto w réwnaniu tem jest tylko jed-
na niewiadoma N,, t. j. rzut sity odporowej na gtéwng normalng do toru.

3) Rownanie rzutéw na o b jest nastepujace:

Py + N, = 0;

z rownania tego obliczymy rzut sily odporowej na tg o$; rzut bowiem P, jest zna-
ny. Z dwoéch zatem ostatnich rownan obliczymy site odporowa:

N= DN, + N; lub inaczej: N = VN?, - N2; it. d.

W szczegolnym przypadkuy, jezeli tor jest ptaski i sity lezg w jego ptaszczyZnie, jak
to bylo w przyktadach np. z wahadtem kolowem i cykloidalnem, P, = 0, a wiec
i NV, = 0; a sita odporowa, ktorg oznaczyliSmy, w tym przypadku, literg A

2

P4

N=m2 —P,.
@
57. Ruch punktu po danym torze z tarciem. Wielkos¢ sity tarcia
w nastepujacych rachunkach przyjmujemy rowna iloczynowi z sity normalnej do
toru i spétczynnika tarcia, wiasciwego tracym sie cialom. Roéwnanie dynamiczne
tego ruchu jest nastepujace:

Py NfW=mp,

w ktérem sita W = . N; a p. oznacza spoétczynniki tarcia; sifa ta jest styczng do
toru ze zwrotem przeciwnym zwrotowi predkosci punktu poruszajacego sie. Zrzu-
tujmy to réwnanie wektorowe na osi, przyjete w § “poprzednim, a otrzymamy
rownania:

dv - .
—; lub w postaci réwnania pracy:

1) P["—P«l\T: m df

(P — wN)ds = d(} mv?); nastepnie:
gyl Pl N “;
D) elbpesp N, =il
Przy obliczeniu tarcia nalezy wzig¢ pod uwage, ze: N = JN?, -+ N%,.
Réwnania te réznig si¢ od poprzednich temn, ze w réwnanie pracy, ktére$my
napisali zamiast rzutow sit na styczna, wchodzi obecnie wielko$é sily odporowej.
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Ogélna jednakze ilos¢ réwnan oraz niewiadomych nie zmienita sie; jedynie rachu-
nek nie jest tak prosty, jak poprzednio, wskutek tego, ze wielkosci rzutéw niewia-
domej sity N wchodza we wszystkie trzy rownania.

Dla wahadta naprz. ptaskiego, dla ktérego N, = P, — 0, otrzymamy naste-
pujace rownania dynamiczne:

1) —mglsinsds —pNlds = d (4 mv?); oraz:
mo?
[
Sa to dwa réwnania z dwiema niewiadomymi N i v; ktére wyrazi€ mozna

funkcyg spétrzednej s. Po wyrugowaniu np. wartosci N z drugiego réwnania i po
podstawieniu jej do pierwszego, otrzymamy réwnanie:

2) N-—mgcoss =

. m vt
—mglsino.ds — ( 7 + mg cos s) lds = d (& mov?);
a po jego scatkowaniu otrzymamy szukang zaleznosé pomiedzy v i 5. Caltkowanie
tego réwnania mozna wykonaé; po zastosowaniu pewnych podstawien. Przeprowa-
dzenie tego rachunku, ktére tu poming, znajdzie czytelnik migdzy innemi w ,Me-
chanice“ Autenritt’a?).

Jezeli sita P nie lezy w ptaszczyznie $cisle stycznej do toru, jak w powyzszym
przyktadzie; to sktadowa N, posiada pewng skoriczong wartos¢; a sila odporowa

N = VN2, - V2,

Wyraz ten wchodzi do réwnania dynamicznego i doprowadza wogdle catke
jego do funkcyi eliptycznej, ktorej analiza jest nadzwyczaj zawilg i przytem mato
znang.

Wobec tego uproscimy réwnanie rézniczkowe, gdy zastapimy wyraz
VN?, 4+ N% wyrazem o N, -+ BN,

ktérezo liczbowa warto$¢ niewiele rozni sie od wartos$ci wyrazu 5c1s%eg0 Mozna
dowies¢, lub sprawdzi¢ drogg prob, ze jezeli:

o = 0,961, oraz § = 0,398;

to najwieksza roznica pomigdzy wartosciq $cista a przyblizong nieprzekracza 4%;
a zwazywszy jeszcze, ze wartos$¢ ta w réwnaniu dynamicznem jest pomnozona przez
spotczynnik tarcia, ktéry w ogédle jest < 1, a w mechanizmach udoskonalonych
bywa doprowadzony do bardzo mafego utamka, mozemy stosowaé wyraz przybli-
zony bez obawy uczynienia jakiej$ dostrzegalnej niedoktadnosci.

Przyblizone wzory tego rodzaju podaje ,Techuik“ na str. 45-tej pod N 16
17, 18-tym, z ktérych mozna korzysta¢ i w innych tego rodzaju przypadkach.

1) W polskicm tlomaczeniu inz, St. Patschkego, str. 324.
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W razie ruchu punktu po torze z oporem, przyporcyonalnym do wartosci pew-
nej funkcyi z predkosci, postepowanie rachunkowe, wyzej wylozone, si¢ nie zmie-
ni, przybedzie tylko w réwnaniu pracy czastkowej jeden wyraz sity, przedstawiony
funkcya predkosci; lecz to nie zmieni ogolnej postaci rownania rézniczkowego;
zmieni tylko sposob jego catkowania.

D. Ruch punktn materyalnego po danej powierzchni.

58. Ruch punktu po powierzchni bez oporéw. Punkt materyalny,
poruszajgcy si¢ po danej powierzchni, posiada dwa stopnie swobody; dwiema za-
tem spoirzednemi niezaleznemi wyrazimy ruch punktu oraz sity odporowe po-
wierzchni. Roéwnanie dynamiczne tego ruchu jest nastepujace:

P N = mp.

Sita odporowa N, wobec gtadkosci powierzchni, jest normalng do niej; kieru-
nek jej jest wiec znany; nieznang jest tylko jej wielko$¢; sita ta przedstawia przeto
jedna algebraiczng niewiadoma. Poniewaz tor, jest nieznany co do swej postaci,
przeto i przyspieszenie punktn podczas ruchu jest nam nieznane ani co do kierun-
ku, ani co do wielkosci. Przy$pieszenie to przedstawia jednakze tylko pozornie trzy
algebraiczne niewiadome; jest ono bowiem uwarunkowane postacig powierzchni, po
ktorej punkt sig¢ porusza; a warunek ten wyrazimy réwnaniem powierzchni. Mamy
przeto w danem zadaniu cztery niewiadome, a dla ich wyliczenia jedno réwnanie
dynamiczne w postaci wektorowej, oraz jedno réwnanie algebraiczne, okreslajace
dang powierzchnig. W celu obliczenia tych niewiadomych, stosujemy wogdle
metode rzutow na trzy osi prostokatne @, ¥, z; dowolnie obrane w prze-
strzeni. Rzuty wektoréw réwnania dynamicznego na te osi dajg nastgpujace trzy
réwnania:

. > a*x

1) P+ N.=m TR
ay
at?’
d*z
ar’

Rownanie za$ powierzchni jest nastgpujgce:

4) f(z,y,2) =0.

Sq to cztery wyzej omowione rownania. Poniewaz jednakze jedng niewiado-
ma N wyraziliSmy, ze wzgledéw rachunkowych, trzema jej rzutami, przeto nalezy
jeszcze wprowadzi¢ do rachunku warunek, ze sita N jest prostopadia do po-
wierzchni; warunek ten wyrazimy dwoma nastepujgcemi rownaniami:

¢ ar _daf

B VL D= R T
df df
dy " dz

2y P,+ N, =m

3) P. 4+ N.=m

6) N,: N, =

/ ¥
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Mamy zatem szes¢ réwnan, z ktérych obliczymy sze$¢ niewiadomych: x, ¥, 2,
N,, &N,, N. w funkcyi czasu f;—jest to ogdine postgpowanie.

Lecz takie postepowanie rachunkowe, aczkolwiek zupelnie Sciste, prowadzi
do wzoréw dosy¢ zawilych i daje najczesciej wyniki malo przejrzyste; w celu zatem
utatwienia rozpatrywan tego ruchu, nalezy korzystaé ze szczegdlnych wtasci-
wosci danych powierzchni w ten sposéb, azeby moédz bezposrednio zastosowaé
twierdzenie pracy, oraz momentow ilosci ruchu, ktére sg pierwszemi catkami po-
wyzszych rownan dynamicznych; postepowanie takie w wielu szczegélnych przy-
padkach prowadzi wprost do celu.

Roéwnanie pracy daje bezposrednio zalezno$¢ pomiedzy spotrzednemi punktu
ruchomego i jego predkoscig. Roéwnanie to tacznie z réwnaniem momnientu ilosci
ruchu pozwala w wielu przypadkach obliczy¢ tor i ruch po nim. Lecz wogdle
w réownanie momentéw ilosci ruchu wchodzi wielkosé¢ sity odporowej, ktora jest
nieznang; réwnanie to nie wystarcza przeto do obliczenia ruchu i nalezy zastosowaé
jeszcze inne réwnania dynamiczne.

Dla pewnych jednakze szczeg6lnych powierzchni moment sit odporowych,
czy to wzgledem odpowiednio obranego bieguna, czy tez wzgledem takiejze osi
réowna sie zeru; a wtedy rownanie momentu ilosci ruchu bedzie drugiem réwna-
niem, wykazujacem zaleznos¢ pomigdzy spéirzegdnemi punktu i predkoscia jego, lub
inaczej sie wyrazajac, pomigdzy spoirzednemi i czasem. Takiemi powierzchniami
sa powierzchnie obrotowe; ich bowiem uormalne przecinaja o$ obrotu; momenty
przeto sit odporowych wzgledem tej osi rownajg si¢ zeru.

59. Ruch punktu materyalnego po powierzchni walca prostego
o podstawie kolowej. Wezmy naprzéd przypadek, w ktorym na dany punkt, po-
siadajacy poczatkowg predkos¢ ;0, styczng do powierzchni walca, nie dziala zadna
sita zewnetrzna (a wiec réwniez i sita cigzenia). Jesliby punkt byl swobodny, po-
ruszalby sie po linii prostej ruchem jednostajnym; w danym zas$ przypadku, wsku-
tek sit odporowych walca, zakresli on z pewng predkoscig pewien tor, lezacy na
powierzchni walca. Postac tego toru, oraz predkosci punktu odczytamy, z rowna-
nia pracy i momentn iloSci ruchu. Na dany punkt dziata przeto tylko
sita odporowa, ktorej praca podczas przystosowanego przesunigcia punktu, =0,
a zatem réwnanie pracy jest nastgpujgce:

1) 0= Ltmv?— §mo?,
z ktérego wynika, ze v = v, t. j, ze punkt ruchomy przebiega po danym walcu
z predkoscia stalg pod wzgledem algebraicznym, i réwng predkosci poczatkowej.
Rownania momentu ilosci ruchu zestawimy wzgledem osi walca; momenty
bowiem sil odporowych, wzgledem tej osi, réwnajg si¢ zeru. W tym celu, zgodnie
z okre§leniem momentu wzgledem osi, zrzutujmy sity i predkosci na ptaszczyzng
prostopadta do osi; a odznaczywszy te rzuty kreskami, otrzymamy réwnanie:

dl‘:{.-_d o b ’ 1
dt lub inaczej: mv'r — mv,' r =0,

z ktérego wynika, ze rzuty wlasciwych predkosci na plaszczyzng, prostopadig do
osi, sg stale. Z tych wlasciwosci wynika, ze tor jest linig Srubowa o stalem pod-
niesieniu. .

9) 0 =
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Przyjmijmy nastepnie, ze na punkt, ktoremu udzielono predkosci poczatkowej
v,, dziala sita cigzenia mg, a walec jest ustawiony pionowo.

W celu zestawienia réwnania pracy, oznaczymy odleglosé¢ pionowag punktu
ruchomego od polozenia poczatkowego przez &, a napiszemy to réwnanie w nastg-
pujacej postaci:

1) mgz =1mv? —§mus

Rownanie za$ momentu ilosci ruchu wzgledem osi obrotowej jest na-
stepujace:
2) O =mv'r — mv'r =0, skad: v' = v, .

Z rownania tego wynika, ze rzuty predkosci wiasciwej na plaszczyzng pozioma sa
niezmienne (jak poprzednio); lecz z réwnania pracy odczytamy, Zze predkosé¢ wihasci-
wa jest zmienng i powigksza sig¢ z rosngca wartoscia spoirzednej z; z tych wiasci-
wosci wynika, ze kierunek predkosci punktu po powierzchni walca z biegiem czasu
zbliza si¢ do kierunku pionowego.

W celu wyznaczenia toru tego ruchu, rozwinmy powierzchnie walca na pla-
szczyzng, a wektory wszystkich predkosci znajdg si¢ na tej ptaszczyzmie i beda
stycznemi do krzywej, powstatej z rozwinigtego toru. Z powyzszego stosunku
rzutu predkosci do predkosci wiasciwej obliczy¢ mozna, ze rozwiniecie toru jest pa-
rabola. Parabola zatem z osig pionowa, ktorej ptaszczyzne nawiniemy na walec,
przedstawia tor punktu materyvalnego, posuwajacego si¢ z predkoscia poczatkowa
pod dziataniem sity cigzenia po powierzchni gtadkiej walca pionowego o podstawie
kotowej.

60. Ruch punktu po powierzchni kuli. Ruch punktu po powierzchni
kuli wywota¢ mozna, puSciwszy punkt materyalny z pewna predkos$cig zewnatrz
wzglednie wewnatrz powierzchni kuli; punkt ten zakre$li na tej pdwierzchni pe-
wien tor. Ruch taki wywota¢ réwniez mozna, nadawszy punktowi materyalnemu
wahadta pospolitego, § 47-my, pewna dowolnie skierowana w przestrzeni predko$é;
a punkt ten zakresSli w przestrzeni tor, ktéry lezy na powierzchni kuli o promieniu
rownym diugosci nici; w ten sposéb puszczone wahadio nazywajg wahadlem
kulistem.

Zadanie polega na wyznaczeniu toru, ruchu po nim i wielkosci sity
odporowej, jakg on wywota podczas tego ruchu. WeZimy najpierw pod uwage
przypadek, gdy punkt ruchomy o masie m porusza si¢ po powierzchni danej kuli
bez dziatania sit zewnetrznych, a wigc rowniez bez udziatu sit cigzenia; i porusza sie
jedynie skutniem nadanej mu predkosci poczatkowej. Gdyby ten punkt byt swo-
bodny, zakreslitby on ruchem jednostajnym tor prostolinijny. W danym zas ra-
zie wskutek sil odporowych wykona on inny ruch, ktéry obliczymy z rownan dy-
namicznych.

Praca sit podczas przesunigcia czgstkowego punktu po powierzchni kuli,
réwna sie w danym razie zeru. Energia kinetyczna punktu pozostaje zatem pod-
czas tego ruchu niezmieniona, t. j. punkt ruchomy zakresla ruchem jednostajnyin
na powierzchni kuli pewien tor dotychczas nieznany.
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W celu wyznaczenia postaci toru zastosujemy zasad¢ momentu ilosci ruchu,
i otrzymamy drugie rownanie dynamiczne ruchu. Sifg dziatajaca na punkt rucho-
my jest wobec zatoZefi powyzszych tylko sita odporowa powierzchni kuli; a ponie-
waz moment jej wzgledem Srodka kuli réwna sie zeru, przeto mamy réwnanie mo-
mentu ilosci ruchu wzgledem bieguna obranego w Srodku kuli:

dﬂ,

g 3

t. j. wektor momentu ilosci ruchu jest staly co do kierunku, wielkosci i zwrotu;
z czego wynika, ze ruch punktu po kuli, bez udziatn sit zewnetrznych, odbywa si¢
w piaszczyznie nieruchomej, wyznaczonej przez kierunek predkosci poczatkowej
punktu i przez §rodek kuli; ruch zatem danego punktu w tych warunkach jest ru-
chem jednostajnym po wielkiem kole, wyznaczonem przez poczatkowe polozenie
punktu i przez kierunek poczatkowej jego predkosci.

Poniewaz promien krzywosci tego toru jest staly rowna sie¢ bowiem promie-
niowi kuli », przeto sita odporowa X, jako sita dosrodkowa:

v
N =m

" )

jest jednakowg we wszystkich potozeniach punktu. Rozwigzanie przeto danego
zadania jest skoniczone.

Rozpatrzmy teraz ruch rzutu tego punktu na jakakolwiek plaszczyzne.
Oznaczmy w tym celu literg N' rzut sily odporowej na te plaszczyzne; literg h
odleglos¢ punktu od $rednicy prostopadiej do piaszczyzny rzutéw; a napiszemy
zwigzek:

N = N ])l ,

w ktorym tylko wielkos$¢ R jest zmienng.

Poniewaz rzut sity jest sita, wywotujacq ruch punktu 4’, bedacego rzutem
punktu wiasciwego, przeto wyobrazi¢ sobie mozemy, ze punkt 4’ wykonywa ruch
pod dziataniem sif V', zbiegajacych sie w jednym Srodku, ktory jest rzutem $rodka
kuli na obrang ptaszczyzne,— i zwréconych ku temu Srodkowi. Sily te sg propor-
cyonalne do odlegtosci 2 od tego srodka, mogg by¢ wigc uwazane jako sily, przy-
ciggajace proporcyonalnie do odleglosci od danego Srodka. Tor punktu A’ jest
rzutem toru wlasciwego punktu; a wiec jest elipsg; z tego wnioskujemy, ze torem
punktu, bedgcego pod dziataniem sit Srodkowych, przyciggajacych proporcyonalnie
do odlegtosci, jest wogble elipsa; co$my juz obliczyli bezposrednio w § 19-tym.

Inny, rozumie sie, bedzie ruch punktu po kuli, gdy dziatla¢ bedzie na niego
pewna sita zewnetrzna; takg sila w nastgpnych rozpatrywaniach niech bedzie sita
ciezkosci punktu.

Ruch, jaki wykonywa punkt cigzki na kuli, mozna réwniez wywofac za pomo-
cq wahadta, zlozonego z preta sztywnego, ktérego masy nie uwzgledniamy, a na
ktérego koficu przyczepimy punkt ciezki; po nadaniu bowiem temu punktowi pew-
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nej predkosci poczatkowej, wykona on ruch, jakiby wykona% przy tych samych

warunkach poczatkowych na powierzchni kuli.
Jako spéirzedne punktu rucho-

mego, wyznaczajgce jego potozenie na

kuli, obierzemy: 1) odleglo$¢ z, rys.

38-my, réwnoleznika, na ktérym punkt 0 8 =
dany chwilowo si¢ znajduje, liczac do-
datne odlegtosci od srodka kuli po osi [ !
L y i Y !
pionowej ku dofowi; z :

2) oraz kat 6, jaki tworzy plasz- w
czyzna biegunowa, przechodzgca przez
punkt ruchomy z inng ptaszczyzng
biegunowsq nieruchomo obrang w prze-
strzeni. Na rys. 38-ym, na ktérym O
oznacza srodek kuli, naniesiono spét-
rzedne z i 6. Spéirzedne poczatkowe-
20 pofozenia punktu oznaczymy lite- .-

rami z, i 6, a predkos¢ poczatkowa +Z
literg w,. V2,
Na punkt dany dziala sifa jego Rys. 38

ciezkosci mg 1 sita odporowqg N po-

wierzchni kuli, (czy tez naprezenia wahadfa); rownanie przeto dynamiczne
ruchu tego punktu jest nastepujace:

ZTT+ myg = mp.

W celu rozwigzania zadania tego mozemy zastosowaé bezposrednio za-
sadeg pracy i zasade momentéw. Praca bowiem sity odporowej N, podczas prze-
suniecia punktu po kuli, réwna si¢ zeru, i moment jej wzgledem bieguna, obrane-
go w Srodku kuli, rowna si¢ takze zeru.

Réwnanie przeto pracy podczas czastkowego przesunigcia punktu po po-
wierzchni kuli jest nast.:

mygdz = d(} mv?),

z ktérego po scatkoweniu od z, doz; i od v, do v, otrzymamy nastepujace
rownanie:

) mgE—a)=imv*—mvyt. . . . . . . . (123

Moment sit odporowych wzgledem srodka kuli réwna sie zeru; a wiec 1 wzgle-
dem kazdej osi, przechodzacej przez ten biegun, réwna sie zern. Zestawimy prze-
to rownanie momentu ilosci ruchu wzgledem osi pionowej 2, gdyz wtedy i moment
sity cigzenia rowna sig zeru; okolicznosc¢ ta chociaz nie jest potrzebng dla naszego
rachunku, upraszcza go jednakze, pozbywamy si¢ bowiem momentu sily ciazenia;

: dM,,:
a zatem napiszemy: “=0;awiec:

dt
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M, . = statej; lub inaczej, zgodnie z réwn. 80-tem:

1

b
2\ = = R T e N(15d)
gdzie M, oznacza moment, wzgledem osi 2, iloSci ruchu punktu w poczgtkowem
jego potozeniu; A — promien réwnoleznika, na ktérym znajduje sie chwilowo,

9 . . :
a t'IT jest predkoscig obrotowg ptaszczyzny biegunowej punktu ruchomego.

W celu wyrazenia predko$ci obranemi spétrzednemi, zrzutujemy jg ua trzy na-
stgpujgce wzajemnie prostopadte osi, rys. 38-my: na o$ ¢, styczng do réwnolezni-
ka, na ktérym znajduje si¢ w danej chwili punkt ruchomy: na o$ A, bedacq prze-
diuzeniem promienia tegoz réwnoleznika, i na o$ z pionowa; a zwazywszy, Ze rzu-
ty predkosci punktu ruchomego sa predkosciami jego rzutéw, str. 59-ta tomu
I-ego, i ze obrane osi sq wzajemnie prostopadie, mamy:

o= () + () + ()

— zdz

Wielko$¢ bowiem b = Vo?—22; adh =

'/ ~3

&

Po podstawieniu tych wartosci w réwnania 123-cie i 124-te; otrzymamy:

dh\? ao\? dz 2
[ 2yl == [(717) +(”*d’t’) +( it l = O O
a0
2) /’nhzﬁ = 11[‘, 3 A . . . . L . . e (125)

W tych réwnaniach mamy trzy zmienne z, 6, oraz czas £; mozna wiec z nich wytwo-
rzy€ zwiazki pomigdzy kazdg ze spéirzednych i czasem, lub pomigdzy samemi
spotrzednemi.

W celu znalezienia zwiazku pomiedzy z i ¢, obliczymy z drugiego réwnania
dy

ér , i podstawimy w pierwsze, oraz podstawimy warto$¢ dh, a otrzymamy:
i

! s f—e d=z\® My, (dz 2]_ =),
29— a0 = |(5° 7]+ () + (@) | — oo
po uporzgdkowaniu za$:

dz \2( =? M, )2 o
29(8 — 2y) = |~ S e T 2
29( o) (dt) ( n? T 1)+(mh Yo ! (126)
skad, po podstawieniu: A? = 7? -— 22 i rozwigzaniu wzgledem Z?, otrzymamy:
i dz PRI V==
r 7 = BRI Lad, [ dme st - 13D
w ktérem przyjeto:
i 9] o g AI[() \2
&) =0 — (29 —a) + 52 — () (128)
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W podobny sposéb, rugujac z powyzszych réwnaii zmienng 2, obliczy¢ mozna
zwigzek pomiedzy spéirzednemni 6 i ¢.

Wyrugowawszy nastepnie z réwnania 1-go i 2-go zmienng ¢, ktéra wystepuje
w postaci rézniczki df, otrzymamy réwnanie, ktére tacznie z réwnaniem kuli
okresla postac toru; réwnanie to jest nastepujgce:

W s Lo TN A

dz m o (r?—2%)Vf(2) :
Catki powyzszych wzoréw sg funkcyami eliptycznemi, nie daja sig¢ przeto wyrazic
zwyktemi funkcyami. Mozna jednakze droga analizy réwnan rézniczkowych wy-
wywnioskowac¢ o pewnych wiasciwosciach danego ruchu i otrzymaé jego obraz;
analiz¢ t¢ przeprowadzimy w paragrafie nastepnym; a obecnie obliczymy site
odporowg powierzchni kuli. W tym celu zrzutujmy réwnanie dynamiczne:

mg -+ N = mp.

na normalng do powierzchni kuli t. j. na jej promien'), przechodzacy przez dany
punkt.

Sita N zrzutuje si¢ w rzeczywistej swej wielkosci; i jezeli przyjmiemy zwrot do-
datny ku srodkowi kuli, to rzut sily cigzkosci réwna si¢ (— mg cos 5); gdzie s

2

oznacza kat, zawarty pomigdzy kierunkiem promienia i kierunkiem pionowym,

s
acoss = -, Iys. 38-my.

Rzut przys$pieszenia p na kierunek normalnej do powierzchni obliczymy
w nastgpujacy sposob. Zastapmy przyspieszenie p sumg dwoch przySpieszer
=== v . .
(pu -+ po), w ktorej p, = . jest rzutem przyspieszenia na giéwna normalna do

dv . . . . )
toru, ap=-gy na styczna; i zrzutujmy ja na obrane osi. Rzut p, na normalna

do powierzchni wyrazimy wzorem:
3
. cos (p, N),
{
rzut zas p, rowna si¢ zeru.

Zwazywszy nastepnie, ze, stosownie do twierdzeri geometryi analitycznej:
p=7.C08:l)V 5 & & 1w cema o ondhED)

) Uprzytomni¢ sobie nalezy, ze gldwna normalna do krzywej, zakreslonej na pewnej po-
wierzchni, nie zlewa si¢ wogdle z normalna tej powierzchni; lecz tworzy z nig pewien kat, ktéry
w szczegOlnym tylko przypadku moze réwnac sie zeru.

3y Zwigzek ten dla krzywej na khli wynika bezpo$rednio z nastepujacych rozwazan.
Plaszczyzna $ciSle styczna w pewnym punkcie kazdej krzywej, zakre$lonej na dowolnej powierzchni,
przechodzi przez dwie sgsiednie czgstki fuku; kolo przechodzace przez te dwie czastki jest kotem krzy-
wosci. Gdy za$ krzywa lezy na powierzchni kuli, to plaszczyzna $cisle do niej styczna w pewnym jej
punkcie, przecina powierzchnig kuli po kole, ktére jest kotem jej krzywosei, a promien jego jest
jej promieniem krzywosci; z czego wynika zwigzek pomiedzy promicniem krzywosci krzywej, za-
kreslonej na kuli a promieniem kuli.
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otrzymamy, po skroceniu przez p, réwnanie rzutéw na normalna:

z m v?
— mg-); + N="- =g

z ktérego, po podstawieniu wartosci »* z réwnania pracy, obliczymy:

m | o 1
Nzr 9Bz —22z) v . . . . . . . . (131

Jest to szukane réwnanie, z ktérego obliczyé mozna np. potozenie réwnoleznika,
na ktérym punkt ruchomy opusci powierzchnie kuli.

61. Analiza réwnaf ruchu punktu cigzkiego po powierzchni kuli.
Zestawienie rownania dynamicznego w zadaniu powyzszem nie przedstawiato zad-
nych trudnosci; scatkowanie jego jednakze i uwidocznienie sobie ruchu, wyrazonego
otrzymanemi réwnaniami, przedstawia znaczne trudnosci rachunkowe. W takich
przypadkach staramy si¢ wogodle odczyta¢ wiasciwosci ruchu bezposrednio z réw-
nan rézniczkowych oraz z geometrycznych stosunkéw, ktére zachodza w kazdem
poszczegolnem zadaniu. W celu zastosowania tego sposobu do obliczenia ruchu
punktu po kuli, weZmiemy pod uwage jego réwnania dynamiczne i zbadamy ich
wtlasciwosci.

. » s .. ab ; ' . ; S
Z niezmienno$ci znaku wartosci dt’ obliczonej z rownania momentu ilosci

ruchu:

ab
o 3
mh T M,,
wynika, Ze rzut punktu na ptaszczyzng¢ pozioma krazy okofo osi pionowej z jed-
nym i tym samym zwretem, o ile M, > 0. W przypadku zas, w ktérym M, =0,
ab )
at
ptaskiego.

Podczas ruchu punktu na powierzchni kuli, rzut jego na o$ pionowg wykony-
wa réwniez pewien ruch. Réwnaniem ruchu tego rzutu jest réwnanie 127-me;

= 0, kat przeto 0 jest staly, a ruch punktu jest ruchem zwykiego wahadia

a wartos$ci dla 2, ktore czynia: (fli = 0; t. j. pierwiastki réwnania f(2) = O0;
wskazuja miejsca na osi pionowej, w ktérych rzut punktu posiada predkosc zero
i jednocze$nie wskazuja najwigksze oddalenia tego rzutu od srodka kuli. Pier-
wiastki przeto réwnania:

M,

m)?’.—_o.. C L. {139)

(12— ) (29 (2 — 20) + vl — |
wyznaczajq miejsca na osi, w ktérych rzut punktu na t¢ o$ posiada predkos¢ zero.
Réwnanie to jest wzgledem niewiadomej z stopnia 3-go; posiada przeto trzy pier-
wiastki. Dla naszych rozpatrywan tylko te pierwiastki majg znaczenie fizyczne,
ktore leza pomiedzy wartociami (— 7) i (- 7); i ktére czynig f (2) > O; w razie
bowiem odjemnej wartosci tej funkcyi wartosci predkosci stajg si¢ urojonemi, nie majg
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a wiec fizycznego znaczenia. Wartosci przeto & = —+» o ile M, > 0) nie mogg by¢
pierwiastkami danego réwnania, gdyz czynia wartosé f(2) <0; zczegowynika, ze punkt
ruchomy nie przechodzi przez wierzchotki kuli. Poniewaz ruch danego punktu odby-
wa sie wogole przy wszelkich warunkach poczatkowych, przeto dla zmiennej z jest
szereg wartosci, ktore czynig y(z) > 0, i szereg ten powinien znajdowac sig po-
miedzy z = =7 a poniewaz dlaz = +r, f(2) <0; przeto wartos¢,jej zmienia dla
dwoch wartosci 2, lezacych pomiedzy —+ r,
dwa razy swoéj znak: a zatem dwa pier- iz
wiastki danego réwnania leze¢ muszg po-
migdzy - 7 pierwiastki te oznaczymy li-
terami &, 1 z,: warto$¢ zas trzeciego leze¢ be-
dzie pomigdzy wartosciami (—7) i (— o)
t. j. bedzie odjemna; podstawiwszy bo-
wiem 2 = — 7, otrzymamy f (2) < 0; pod-
stawiwszy za$ 2 = -- 0o, f(2) > 0. Wykres
przeto wartosci f(2), ktéry w przyblizeniu Rys.
przedstawiliSmy na rys. 39-tym, dla réznych '
wartosci zmiennej gz, przecina trzy razy os
spotrzednych; dwa razy w miejscach, lezacych pomiedzy @ = —+ 7 i po raz trzeci
w miejscu pomigdzy — oo i — 7. Rozumie sig, ze spélrzedne miejsc tych mozna
obliczy¢ bezposrednio z réwn. 132-ego, jezeli wezmiemy do rachunku wartosci
liczbowe.

Rozpatrzymy jednakze ogdlne wtasciwosci tych pierwiastkéw, azeby na ich
podstawie wytworzyC sobie cho¢ przyblizony obraz ruchu. Pierwiastki z, i 2, wy-
znaczajq potozenie dwoch réwnoleznikéw na kuli, pomiedzy ktérymi punkt rucho-

my zakresla tor; a poniewaz \g? 2

poziomie tych réwnoleznikéw posiada predkosci poziomo skierowane, ktérych
wartosci mozna obliczy¢ z réw. 125-tego, po podstawieniu w nie:

0, (jezeli M, 2 0), przeto punkt ruchomy na

ho=h,=Vr* —27?; oraz I =k, = VFrPi—z8}

Ruch punktu danego mozemy przeto unaoczni¢ sobie np. w ten sposob.
Punkt otrzymawszy pewna predkosé poczatkowa, opuszcza sie po powierzchni
kuli i, dosiggngwszy réwnoleznika na poziomie z,, dotknie si¢ jego, aby
nastepnie dzieki posiadanej ener-
gii (inaczej, wskutek bezwlad-
nosci) podnies¢ sie¢ do réwnolez-
nika 2,; 1 nastgpnie po zetknigciu
sie z nim opusci sie znow do
réwnoleznika z, i t. d. Obraz
ten nasuwa przypuszczenie, ze
tor punktu jest symetryczny
wzgledem ptaszczyzny bieguno-

Mechanika teoretyezna, {0 1L B
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wej, przechodzgcej przez punkty zetknigcia sig toru z ograniczajgcym go réwno-
leznikiem (dolnym lub gérnym). Azeby to zbada¢, wezmy pod uwage dwa miejsca
na dowolnym réwnolezniku, wyznaczonym spotrzedng 2,, w ktorych tor punktu prze-
cina go, i wyobrazmy sobie, ze punkt ruchomy, przechodzac przez miejsce F’,
rys. 40-ty, réwnoleznika tego, opuszcza si¢ do miejsca 4, lezgcego na dolnym
réownolezniku 2,; a w miejscu P przecina on podczas podnoszenia si¢ rownoleznik
2, na rys. 40-tym pokazany jest tor punktu, oraz réwnoleznik, cznaczony punkta-
mi. Potozenia miejsc P’ i P, w ktérych punkt ruchomy, przecina réwnoleznik z,,
okreslimy katami biegunowymi 6’ i 6, rys. 41-szy; potozenie za$ miejsca zetknie-
cia sie toru z réwnoleznikiem dolnym okreslimy katem 6,. W réwnaniu 129-tem,
wyraZzajacem przyrost df, bra¢ nalezy znak -, gdy przyrost dz jest dodatny, t. j.
gdy punkt ruchomy opuszcza sig; nalezy zas bra¢ go odjemnym, gdy punkt podnosi
sie. Przy wyrazeniu przeto kata 6, zmienng z nalezy wzig¢ pod uwage, ze funkcya
pod znakiem calki zmienia swéj znak przy przejsciu przez wartos¢ f; kat przeto,
jaki zatacza plaszczyzna biegunowa, gdy punkt ruchomy przejdzie- od P’ do 4,
rys. 41-szy, obliczymy z nastepujgcego rownania:

2 M, = dz . ,
( — ! — =g 1 = —— ——_[F(z) — I"(2)]:
)1 0 ',/de 1 m :/(,r‘l e N 32)]/11(2) I] ( 1) I ( O)J »
a kat:
\ M, = dz
— == = p0 — = [Fl(zz) — I (e
= b = fas=r— S/ 7 ) [Fl{z5) — F (2],
A £

Rys. 41. Rys. 42.

z réwnan tych wynika, ze i, — 0’ = 6 — 0; co stwierdza nasze przypuszczenie.
Ptaszczyzna przeto biegunowa, przechodzgca przez punkt zetkniecia sie toru
z rownoleznikiem gérnym lub dolnym, jest ptaszczyzng symetryi toru.

Jezeli nastgpnie zrzutujemy tor punktu na plaszczyzng poziomg, to otrzyma-
my krzywgq, ktora lezy pomiedzy dwoma kotami o promieniach %, i k,, dotyka je
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kojejno w pewnych punktach, i jest symetryczng wzgledem osi, przeprowadzonych
z rzutu $rodka kuli do punktéw zetknigé toru z temi kotami.

Zbadajmy obecnie, czy krzywa ta nie jest elipsg, ktorej srednice giéwne
réwnajg si¢ 2 1, i 2 h,; elipsa bowiem taka odpowiadalaby zbadanym dotychczas
wlasciwosciom. Przypuszczenie to jednakze jest niemozliwem; pod pierwiastkiem
bowiemn wzoru 129-tego mamy funkcye stopnia trzeciego, ktérej calka nie moze
by¢ funkcyq algebraiczna.

Zbadajmy jeszcze tor punktu ze wzgledu na ograniczajace go réwnolezniki.
Pierwiastki rownania f () = 0, wyznaczaja odlegtos¢ réwnoleznikéw, ogranicza-
jacych tor. W celu zbadania wtasciwosci tych réwnoleznikéw zanalizujemy to
rownanie i uporzadkujemy je podtug zmiennej 2, a po podstawieniu:

b — Pgay = Ry - e e i (182)

gdzie E, wyraza warunki poczatkowe ruchu, i po sprowadzeniu spotczynnika
przy z* do jednoSci; otrzymamy réwnanie:

E 0w 1 [ M,\?
3 0 a2 72 A 0 42 it — (
z+mg.~ 2, A ot 2g(m)]_o. L. (134)

ktérego pierwiastki wyznaczaja potozenie ograniczajacych ruch réwnoleznikéw.
Réwnanie powyzsze da si¢ przedstawi¢ w postaci:

(2 —2) (@ —2)(—2z)=0;
a po przemnozeniu czyunikéw—w postaci:
2— (& t2t2). 224 (22, + 2} 23;) .2 — 2,28, =0 . (135)

Z poréwnania spéiczynnika przy zmiennej 2 tego réwnania z takimze spol-
czynnikiem rown. 134-tego otrzymamy:

218y | 29%5 - 2125 = — 1% inaczej 24 (2; + 2y) = — (12 4 2,3,).

Ze stosunkow geometrycznych wynika, ze bezwzgledna wartos¢ iloczynu
28, < 7% wartos¢ przeto wyrazu (r® 4- 2,2,) > 0, niezaleznie czy iloczyn z,z,
jest dodatuy czy tez odjemny; z czego znéw wynika, Ze:

2 (8 + =) < 0.

PoniewaZ zas z, jest zawsze odjemne, lezy bowiem pomigdzy — 7 i — =0,
przeto (2, + #,) musi posiadac¢ zawsze wartos¢ dodatng; t. j.

Bre & = 0

Warunek ten wyraza, ze albo obydwa kota, ograniczajace tor, lezq na dolnej
potkuli, w tym bowiem razie 2, i 2, sq dodatne; lub tez jedno z nich jest na
dolnej, a drugie na gornej potkuli, i w ten sposéb sa potozone, ze suma icli
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odlegtosci od Srodka kuli = 0; — z czego wynika, Ze nie mogg leze¢ na potkuli
gbrnej; jak rowniez ze punkt materyalny, puszczony na gérnej potkuli, zejdzie
zawsze na potkule dolng.

Jezeli réwnolezniki te lezg na réznych pétkulach, to odlegtosé dolnego réwno-
leznika od $rodka kuli mmusi by¢ wigksza od takiejze odlegtosci gérnego réwnoleznika.
Jezeli zatem punkt ruchomy wskutek nadanego mu ruchu podniesie sie na gérng
pétkule do pewnego poziomu, to opusci sie on nastepnie na dolng pétkule o tyle,
ze suma odleglosci ograniczajacych réwnoleznikéw od $rodka kuli zawsze jest
dodatng. Promien przeto dolnego réwnoleznika jest zawsze mniejszy od promie-
nia gérnego réownoleznika. Rys. 41-szy i 42-gi przedstawiajgq rzuty toru na plasz-
czyzneg pozioma. Rys. 41-szy przedstawia ruch punktu po jednej pétkuli; rys. zas
42-gi, gdy ruch ten odbywa si¢ po obydwdéch potkulach, a w tym razie 4, i B, sg
miejscami zetknig¢ si¢ punktu ruchomego z kotami ograniczajacemi; koto za$ R
jest rzutem rownika.

W szczegblnym przypadku, gdy pierwiastki sg wzajemnie réwne, t. j. gdy
2, = 2,, wtedy punkt ruchomy zakres$li koto, ktére wobec powyzszego wniosku
moze leze¢ tylko na poétkuli dolnej. Poniewaz w tym przypadku sita cigZenia
punktu ruchomego wykonuje pracg zero, a sita odporowa powierzchni gtadkiej wy-
konywa zawsze prace zero, przeto punkt dany podczas ruchu nie doznaje zmiany
energii kinetycznej, t. j. zakresla on koto ze stalg poczatkowo nadang predkoscia.

Powr6¢émy jeszcze do réwnan 134-tego i 135-tego, a z poréwnania wyrazéw
statych otrzymamy zwiazek:

L, " 1 (Mo)?_ o
my g\ TR

a poniewaz pierwiastek z; jest zawsze odjemny, przeto znak wyrazu, znajdujacego
sie po lewej stronie rownania, ktérego warto$§¢ mozna obliczy¢ z poczatkowych wa-
runkow ruchu, rozstrzyga o tem, czy ruch punktu odbywa si¢ po jednej pétkuli,
czy tez po obydwdch. Jezeli np.

1 M2

K rt—
Y 2 m

<0 teemy=0 . .~ . . . . (136
czyli punkt przebiega po jednej tylko pétkuli.

ZnajdZzmy obecnie znaczenie dynamiczne tych warunkéw; w tym celu po-
dzielimy wzér 136-ty przez 7* i napiszemy go w postaci:

1 M2

L > ] !
“ 2 " mr?

(137)
W szczeg6lnym przypadku, gdy M, = 0, t. j. gdy ruch odbywa sie w plaszczyZnic
biegunowej, warunek poduniesienia si¢ punkiu ponad réwnik, t. j. ponad $rednice
pozioma, wyrazi sig¢ wzorent:

E,>0.
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Wartos¢ wyrazu E, zgodnie z jego okresleniem, podanem w réown. 133-ciem, wyraza
przewyzke energii kinetycznej . mw,?, udzielonej punktowi, ponad warto$¢ pracy

My 2, jakg sita cigzenia punktu wykona podczas podniesienia jego do poziomu
- réwnika. W tym wigc szczegblnym przypadku ruchu punktu, warunek, £, > 0,
podniesienia si¢ punktu ponad réwnik, lub dojscia do niego, jest wyrazem zasady
zachowania energii.

Warunki ruchu po kuli mozna wyprowadzi¢ réwniez z zasady zachowania energii,
gdy zwazymy, ze ruch punktu w plaszczyznie biegunowej, (t. j., gdy M,=0), i ruch
dowolny po powierzchni kuli, réznig sie tem, ze punkt, poruszajgcy si¢ tylko w ptasz-
czyznie biegunowej, przybywa do rownika z predkoscig zero; w og6lnym zas
- ruchu (gdy M, = 0). punkt ruchomy dochodzi do réwnika z pewng predkoscig po-
ziomo skierowana; posiada wiec on w tem miejscu pewng energie kinetyczna.
Punkt zatem ruchomy, azeby doszedt do réwnika, powinien mie¢ wogéle nadane
tyle energii (4 mw,?), azeby po wykomantu pracy podniesienia mgz, posiadal
w poziomie réwnika jeszcze energie } mwo,*; gdy litera v, oznaczymy predkos¢ na
rowniku, Obliczmy te predko$é. Rzut poziomy predkosci w kazdem miejscu

6 A e
; na réwniku przeto

d
punktu = A T

af
Yy = ——

dit
dh : . . . o ;
wyraz —-- obliczymy z réwnania 125-tego, po podstawieniu w nie i = 7; zatem:

as _ M,

dt ~ mrt’

wartos¢ przeto energii punktu na poziomie rownika:

M, )2_ oM

smo? =1im (/ = =4
- - mr

ot
Azeby wigc punkt ruchomy doszedt do réwnika powinna by¢é mu nadana w po-
czatku jego ruchu energia kinetyczna:

M,

1 et =— 1 -
v MUy = Mge —|— 5
2 0 g%, ) ’”l’l'l )

a jezeli energia ta jest wiekszg od wskazanej przez to réwnanie, to cigzar punktu
moze wykona¢ jeszcze pracg podniesienia si¢ wyzej réownika. Co tez wyraza wa-
runek przedstawiony wzorem 137-em, wyprowadzonym drogg analizy algebraicznje.
Rozpatrzmy jeszcze ruch rzutu punktu, poruszajacego si¢ po kuli, na plaszczyzng
poziomg, z tego bowiem ruchu bedziemy rowniez mogli sgdzi¢ o ruchu punktu
wlasciwego. 'W.tym celu zrzutujmy na plaszczyzne pozioma punkt ruchomy i sity
nan dzialajace, t. j. site normalng i sil¢ jego cigezkosci, a zauwazymy, 2e kierunki
rzutow sity normalnej zbiegajg sie w rzucie $rodka kuli; rzut za$ sity cigzenia
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réwna sig zeru. Rzut przeto punktu ruchomego znajduje sie tylko pod dziataniem
sity Srodkowej, rownej rzutowi sity odporowej. Oznaczmy ten rzut literg N/,
a napiszemy:

h

3

N' = N .sin s; lub inaczej N' = N =

gdzie A jest promieniem wodzacym rzutu punktu wiasciwego. Azeby zatem wy-
znaczy¢ ruch rzutu punktu danego, nalezy wyznaczy¢ ruch punktu, bedacego w polu

e ; ] . h . .
sit §srodkowych, okreslonych réwnaniem N' = N i Wyznaczenie tego ruchu nie

przedstawia trudnosci w przypadku, gdy N jest staly wielkoscia; wiedy bowiem
wielko$¢ sity Srodkowej bedzie proporcyonalng do ditugosci promienia wodzacego;
tor przeto tego ruchu stosowniedo § 19-tego bedzie elipsg, lub kotem. Szczegélny
ten przypadek nastapi, gdy kat odchylenia wahadla jest bardzo maty. Przyjawszy
np. ze kat odchylenia zbliza sie do zera, sita N' zbliza¢ sie bedzie do wartosci sta-
tej; a rzut punktu wiasciwego zakresli na ptaszczyznie poziomej, zgodnie z § 19-tym,
krzywg zblizong do elipsy, ktérej sSrodek znajduje sie w s$rodku przyciagania;
a jedna z osi sprzezonych posiada kierunek rzutu promienia wodzacego w po-
czatkowem potozeniu punktu wiasciwego; druga zas — kierunek rzutu predkosci
poczatkowej. Dla matych zatem odchylef wahadia, tor wtasciwy, jaki zakresla
punkt na kuli, otrzymamy jako przecigcie si¢ walca prostego o podstawie eliptycz-
nej z powierzchnig kuli. Predkos$ci rzutu punktu wtasciwego po elipsie sg rzutami
predkosci punktu wilasciwego; z rzutéw tych mozna zatem wyznaczyé wektory
predkosci wiasciwych. Inny przypadek, w ktérym N = stalej, nastepuje, gdy
%z = stalej, tor jest w tym razie kotowym. W przypadkach ogélnych mo-
zemy rowniez sadzi¢, chociaz w przyblizeniu, o postaci toru, gdy zamiast
wyrazu Scistego:

N =1y (3 cos 5 — 2 cos a,) + mvo

zastosujemy przyblizona jego wartos¢, ktéra otrzymamy po podstawieniu:

Vr?— h? - I \?
Coss_~—— I 1 — ; -~-k-(7_);
a zatem:
2
N =mg [3 — & ( ff ) l—}—(»m:?" — 2 myg cos co);
skad:
.y N h\*
Mot —._,_’III,{/(T) ;
gdzie:

Myt

C=3my-| ~ 2 m g coS Gy;
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i jest wielkoscig niezmienng dla danego zadania; po podstawieniu tych wzorow:

h It i I3
M= =C.— —dmg . .{(—|.. - . . . . (138
NNt ¢ —img. (] (138)
Z tego wzoru wynika, ze site srodkowa N', mozna uwaza¢ z pewnem przyblize-
niem, za ztozong z dwdch sit: z sily przyciggajacej proporcyonalnie do odlegtosci
od srodka i z sily odpychajgcej proporcyonalnie do trzeciej potegi tejze odleglosci.

; . 3 e Py el ! R
Latwo odczytac z tego rownania, Ze jezeli wartosé ( :_ ) maleje, to wartos¢ k 7_)

jeszcze predzej maleje tak, iz wptyw sity odpychajacej na ruch punktu staje si¢ co-
raz muiejszy, a tor zbliza si¢ do elipsy, coSmy juz wyzej przewidzieli. Ze wzro-
stem wartosci 22 wptyw sity odpychajgcej wzrasta i ruch nalezy juz uwazac za zlo-
zony, z ruchu po elipsie i z ruchu, powstalego z sity odpychajacej; ruch taki wy-
obrazi¢ sobie mozna jako rucih po elipsie, gdy jednoczesnie elipsa jest w ruchu.
Rys. 43-ci i44-ty sq rzutami toru punktu wahadfa kulistego na ptaszczyzne pozioma,
a powstanie tego toru mozna sobie wyobrazi¢ w ten sposob, Ze punkt ruchomy,
(t. j. rzut punktu wiasciwego), zakresla elipsg, ktéra obraca sie okolo swego
srodka.

Rys. 43.

Szczegblowsze badanie tego ruchu wykazuja, ze punkt styka sig¢ z tem samem
kotem, ograniczajgcem jego ruch w réwnych odstgpach. Jezeli zatem stosunek
wielkosci takiego odstepu do obwodu tegoz kota jest wymierny, to punkt po
przejSciu pewnej ilosci razy okoto $rodka, powrdci do miejsca wyjscia; gdy za$ sto-
sunek ten jest niewymierny, wtedy puukt ruchomy nigdy nie wréci do swego pier-
wotnego polozenia; a tor bedzie w tym razie krzywq niezamknieta, kiéra po uply-
wie nieskoriczenie dfugiego czasu, wypelni swemi punktami cate pole pomigdzy
kotami, ograniczajgcemi tor. Rys. 40-ty przedstawia tor punktu ruchomego w wi-
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doku. Rysynki zas 43-ci i 44-ty sq odbitkami zdjec fotograficznych ruchu, odbywa-
jacego sie w rzeczywistosci 1.

62 Wilasciwos¢ ruchu wahadla kulistego, zblizonego do wa-
hadla stozkowego. Znajomos¢ ruchun wahadla kulistego potrzebng nam jest
przy badaniu ruchu regulatoréw; rozpatrzymy przeto jeszcze pewne jego wiasci-
wosci. Rozpatrywania, ktére mamy teraz przedsiewzia¢ roznig sie pod wzgledem
teorytycznem od poprzednich tem, ze obecnie za podstawe wezmiemy szczegéiny ruch
po kole w ptaszczyZnie poziownej, ruch, ktérego powstanie warunkuje réwn. 97-me;
Zbadamy ten ruch w tym przypadku, gdy jego poczatkowa predkosé niezupetnic
odpowiada warunkom ruchu po kole, wskazanym przez réwn. 97-me. Ruch taki wy-
wotamy, gdy wahadlo, poruszajace si¢ po kole poziomem, odchylimy nieco, np.
sfabem uderzeniem, z pofozenia, w ktérem si¢ znajduje chwilowo; wtedy wahadto
dane zejdzie z toru kolistego i zakres$ci jaki$ inny tor, przypuszczalnie zblizony do
kota, lecz dotychczas nam nieznany. Wyznaczenie tego toru, oraz ruchu po unim
jest obecnie naszem zadaniem. Do tych badan zastosujemy spoéirzedng o
punkiu ruchomego i w celu napisania réwnania ruchu, wyrazonego tg spéirzednag
i czasem, podstawimy w réwnanie pracy, rown. 123-cie:

A . db? ds \?
g =7 cos = oraz v? = (rsine. o ) {7 ;

gdzie v jest wyrazone sumg predkosci unoszacej, oraz predkosci wzglednej ruchu
na ptaszczyznie biegunowej. Po podstawieniu tych wartosci otrzymamy rowna-
nie pracy w nastepujacej postaci:

: db\? do \*
- — el ~ pyF=r 1 32 a
gr cosc =47 (smfs. dt)% L (dt)—i_h’

w ktorem K zastepuje wyrazy stale powyzszego réwnania. Azeby o wyrazic
..oodb . .
funkcya ¢, nalezy wyrazic ai zmienng 5; a w tym celu skorzystamy z rownania

momentu ilosci ruchu, ktére napiszemy w postaci:

] , a0
m (7 sin 5)? = M
( 6) (lrt 1[0)
: : b M, ' s . . .
obliczymy z niego T AT 1 podstawimy w powyzsze rownanie pracy;

a otrzymamy je w postaci:

gr coss =14

~

of Mp\2 o1 R (ln)z_ -
(m7'3) sin® 5 + 47 ( dt o

) Rys. 40, 43 i 44 sg wzigle 7 dzicta: ,The Dynamics, by Arthur Gordon Webster. 1912¢,
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Zrozniczkujmy to réwnanic wzgledem czasu, a po skroceniu przez wspolny czyn-
]F

e
nik qt’ otrzymamy:

— g ¥ Sin 6 =

—— = 2 -
sin® 5 e

( M, )” coss |, , da
A
mr?

skad po uporzgdkowanii:

d*s g . My \Ecos 3
: : — = e (189
at? + [ ¥ = H (m'r?) sin® 0] 3§, LY

Réwnanie to moglibySmy réwniez wyprowadzi¢é z réwnania dynamicznego
tego ruchu, zrzutowawszy je na trzy osi: 2, & i na o§ prostopadly do plaszczyzny

h ] . . N
biegunowej, a po wyrugowaniu z tych rownan N i -——

T1 otrzymalibySmy powyz-

sze rownanie ruchu.

Réwnanie 138-me jest jednem z réwnan ruchu wahadia kulistego. Zbadajmy
obecnie, majgc za podstawg to ogélue réwnanie, czy jest mozliwem, azeby po-
wstat ruch kolowy punktu; a gdy okaze sig¢ to mozliwem, znajdZmy warunki ruchu
poczatkowego, przy ktérych powstaje ten ruch. W przypadku ruchu kolowego
kat ¢ = o, = stalej wielkosci, a zatem po podstawieniu tej wartosciw réw. 138-me,
otrzymamy z niego:

/ grt sint o,

4
CO8 o, (l O)

e = ml/

a wigc dla kazdego kata s, mozna obliczy¢ warto§¢ M, momentu poczatkowej ilosci
ruchu, przy kitérej ruch wahadta bedzie stozkowy. Pozostawia sig czytelnikowi
utozsamic¢ ten warunek z warunkiem, wyrazonym réwn. 97-em

Przyjmijiny teraz, ze ruch wahadia wskutek jakichs fizycznych warunkéw od-
biega od ruchu kotowego i ze ta r6znica jest nieznaczna i obliczmy ten ruch. W tym
celu oznaczymy réznicg katow pomiedzy polozeniem rzeczywistem wahadla, a stoz-
kowem przez A s; kat wahadta stozkowego przez o.; to kat wiasciwego ruchu:

a :Gu*l_ Aoy

zmienng wielkoscig, podczas tego ruchu jest A s, jezeli zatem obliczymy zwigzek
pomigdzy A 5 iczasem ¢, to bgdziemy mogli obliczy¢ réwniez wiasciwe odchy-
lenie o w zaleznosci od . Azeby obliczy¢ ten zwigzek podstawmy w réwnanie
ogolne ruchu kulistego, rown. 138-me, warto$¢ s = s, -} A s; i przyjmiemy, ze Ao
jest wiclkoscig tak matg w poréwnaniu z 5, Ze wyzsze jej potegi oprocz pierwszej,
moga byc¢ rachunkiem nie uwzglednione.

Réwnanie 139-te napiszemy w postaci ogélae;j:

d*s

il 0 U i )
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po podstawieniu w nie: s = 5. 4 A 5, otrzymamy:

d2 (5.~ A 5) :

e 4 #{se 4 Am) = 0.
Rézniczkowanie, wskazane w tem réwnaniu, zastosujemy do oddzielnych sktadni-
kow sumy; a funkeye: I” (5. + A 5) rozwiniemy w szereg Taylora:

A1 ()

Flo.+ Ac) = Fs) -t aa. ==,

(142)
w ktorym uwzglednimy tylko wyraz pierwszej potegi wielkosci As. Po podsta-
wieniu tych wartosci i uwzglednieniu; Ze:

d¥z
dai?

= 0; oraz F'(s.) =0

otrymamy szukane rownanie:

d*(/\ 0) ar(s)
T + Ac. o ESO o WS s T
Zastosujmy ten wzdr do naszego przyktadu i podstawimy' w nie, po utozsamieniu
rown. 141-ego z 139-tem:

/ 2 S 5
Rila) ? sins——(M") COS G

mr? " sinds’
skad:
arl () g Mo\ 1+ 2costa,
Ao e, T gfisiog o (ﬁ'fﬂ) ' sin® o, 1

a otrzymamy po podstawieniu M, z réwn. 140-ego, szukany zwiazek:

2 -
d(A_;i)_f_Ao.kf—O, Pl L . S s
ai?
w ktérem:
Ty 1 fepl€ostggs A 00 0 . @48
7 " COS G,

Jest to réwnanie rézniczkowe, ktérego wiasciwosci matematyczne zbadalismy
w § 8-ym, oraz 52-gim. Réwnanie to przedstawiac¢ moze, zaleznie od znaku wartosci k,
dwojakiego rodzaju ruch: ruch okresowy, gdy catka jego jest funkcya okresowq (trygo-
nometryczna), lub tez ruch nieokresowy, gdy catka jest funkcya wyktadniczg. Gdy
I > 0; A o waha sie pomiedzy pewnemi stalemi wartosciami -+ A ¢’; a przypa-
dek ten wyraza, Ze tor, jaki zakresla wahadto, wyprowadzone nieco z polozenia s,,
wije si¢ okoto obwodu kota po obydwu jego stronach; gdy za$ k < 0 warto$¢ .
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A s z biegiem czasu stale si¢ powieksza; punkt przeto, zeszediszy z toru kotowe-
g0, nigdy na niego nie wroci.

Ze wzoru 145-go odczytamy, ze wartos¢ & nie moze by¢ dla wahadta kulistego
odjemna, gdyz w mySl poprzednich badafi tego ruchu musi by¢ zawsze s, << 90
zmiany zatem wielko$ci A s sg w ruchu wahadta kulistego okresowe,

Ruch ten uwidocznimy sobie w sposéb nastepujacy. Umiesémy si¢ w pta-
szczyznie biegunowej wahadta i z nia razem obracajmy sie okoto osi piono-
wej, a ruch danego punktu przedstawi si¢ jako ruch wahadta ptaskiego, ktorego
potozenie rownowagi jest nachylone wzgledem pionu pod katem s..

Z wtasciwosci tych dwoch ruchéw sadzié mozna o ruchu zlozonym; a wigc,
oznaczywszy okres podwojnego wachniecia w plaszczyZznie biegunowej litera 7, ,
napiszemy, po utozsamieniu réwn. 143-ciego z réwn. np. 21-szem, i na zasadzie
wyprowadzonego juz wzoru 28-go:

wzzzl/%ZQ:I/"]/ co8 2 s Med ian)

g ) 1+ 3cos?s,

okres zas 7, petnego obiegu wahadta stozkowego napiszemy z réwn. § 44-tego:

TO:QﬁI/; .I/cosws,&

a zaleznos¢ tych dwoch okreséw wyrazimy wzorem:

T,
jww = ~ .
1 -4~ 3 cos?s.
Jezeli kat o. jest bliski zera, to
I O

a z tego stosunku wynika,
ze podczas np. potowy pod-
woéjnego wahniecia punktu
w plaszczyZnie biegunowej,
pfaszczyzna ta obrdci sie o
¢wieré¢ petnego obrotu t. j.
0 90°. W ten sposéb wa-
hadto podczas petnego obro-
tu plaszczyzny biegunowej
przetnie stozek w czterech
symetrycznych  miejscach.
Rzut toru takiego punktu na
plaszczyzng poziomg ma
posta¢ w przyblizeniu, wska-
zang na rys. 45-tym; na kto-
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rym nakreslone kolo przedstawia rzut toru punktu podczas ruchu stozko-
wego; a literami A«’ oznaczono najwieksze odchylenia wahadia od tego ruchu.
Punkt 4, oznacza rzut wiasciwego punkiu w poczatkowem jego odhyleniu; 4, —
po zrobieniu polowy podwdjnego wahniecia; 4, zas po zrobienin petnego pod-
wojnego wahnigcia. Punkty K, i K, sa rzutami punktu, gdy wahadlo przechodzi
przez potozenia réwnowagi.

Z powickszeniem jednakze kata s, okres podwdéjnego wahnigcia punktu
w plaszczyzinie biegunowej sie powieksza; czyli punkt ruchomy przy wigkszych kg-
tach o. wolniej si¢ waha, t. j. gdy punkt zrobi np. potowg podwdjnego wah-
nigcia, wtedy plaszczyzna biegunowa obréci si¢ o kat wiekszy niz 90° wsku-
tek czego miejsca K, i K,, rys. 45-ty, w ktérych wahadio przecina stozek z po-
wigkszeniem kata 5, posuwajg sie po kole w kierunku zgodnym z obrotem pla-
szczyzny biegunowej; i w ten sposéb otrzymgmy posta¢ toru, wskazang np. na
rys. 41-szym. Dla granicznej wartosci s, = 90°% T, = T..

T,
I,
gélnych wartosciach kata odchylenia s,, to punkt ruchomy powréci po
pewnym czasie do miejsca wyjscia, i ponowi tg¢ sammg drogg; w przeciwnym
razie zakresla¢ on bedzie ciagle nowe tory, ktorymi wypetni czg$¢ powierzchni
kuli, zawartg pomiedzy kotami, wyznaczonemi przez katy srodkowe (5. + A o)
i(5.— &) : ’

W powyzszym przyblizonym rachunku przyjeliSmy, ze /A jest matg wiel-
koScig w poréwnaniu z katem s,; dokfadniejszego jednakze jej okreSlenia nie da-
liSmy wskutek tego, ze do tego nalezaloby przeprowadzi¢ rachunek Scisty; gdyz
wtedy dopiero, ze wzoréw otrzymanych ta drogg, ustaliécby mozua stopien doktad-
nosci; a tego staraliSmy si¢ unikna¢, ze wzgledu na trudnosci rachunkowe. Nalezy
jednakze cho¢ ogéluikowo ocenié, o ile postepowanie nasze rachunkowe zbliza sig
do doktadnych wartosci. Doktadnie, np. sin 55° = 0,81915 (wzigte z tablic),
a wzor przyblizony, ktéry stosowalismy w powyzszym rachunku, wzér 140-ty, da
warto$¢ po roztozeniu np.:

Jezeli stosunek jest wspéimierny, co nastgpuje tylko przy szcze-

sin 55° = sin (50° 4 5%) = sin 50" 4 (tuk 5°) . cos 50" = 0,82 216;

zachodzi przeto nieznaczna réznica 0,4% pomiedzy wartoScig dokfadna, a przybli-
zona. Jezeli przeto pomiedzy temi warto$ciami zachodzi tak mata réznica, to
i wartosci ich funkcyi nie moga stosunkowo wiele rézni¢ si¢ migdzy sobg; rownanic
przeto 141-sze, i, na jego podstawie wyprowadzone, réwn. 143-cie z dostateczng do-
kfadnoscia wyrazajg wtasciwo$ci kinematyczne danego ruchu, co tez zostato
stwierdzone doswiadczeniami.

63. Rodzaje ruchu, wyrazonego linijnem réwnaniem rézniczko-
wem drugiego rz¢du. SpotykaliSmy si¢ w rozpatrywaniach poprzednich z rowna-
niem ruchu o postaci:

d?x

di; + k:l} — 0
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Réwnanie te wyraza dwojakiego rodzaju ruch, zaleznie od znaku spolczyn-
nika k.

1) w przypadku & > 0, rownanie to wyraza ruch harmoniczny (okresowy)
. . dw 2.5 ; :
okolo pewnego Srodka; wyraz bowiem g 'wazac mozna za iloczyn z masy (w da-

nej postaci tego wyrazu = 1) i przy$pieszenia punktu; a wyraz kx — za silg, dzia-
tajacq na dany punkt; powyzsze przeto réwnanie, napisane w postaci:
diz
—hka = Q2
uwaza¢ mozna za réwnanie dynamiczne sity (— kx), zwrdconej ciggle ku $rodko-
wi, tak dla dodatnych wartodci , jak i dla odjemnych; ruch przeto tego punktu
bedzie opézniony, gdy punkt oddala si¢ od $rodka przyciggania, a bedzie przy-
$pieszony, gdy zbliza sig¢ on do tego srodka. Inny bedzie ruch w przypadku:
- and

2) gdy k > x, wtedy bowiem zwrot sity (k) i przySpieszenia Lflitl posiada-
ja zwroty zgodne, ruch przeto takiego punktu jest ciggle przySpieszony. W przy-
padku zas:

3) gdy k=0, sila dzialajaca na punkt = 0; ruch zatem jest jed-
nostajny.

Jezezeli wigc w réwnaniu ruchu:

dx
are
It > 0, to ruch jest harmoniczny; jezeli;
k<0, , , ciagleprzy$pieszonyijednozwrotny-nieokresowy,jezelizas;
k=0, , , jednostajnie przySpieszony.
Te same wnioski odnoszg si¢ do przypadku, w ktérym wyraz ka zastapimy

wyrazem ogoélniejszym f(z). Wyraz ten mozemy réwniez uwazaé za wyraz sily,
i powiemy: jezeli w rownaniu ruchu:

~+ kz = 0;

g =0,
dla wartesci 2, zawartych np. miedzy granicami x; i @,, warto$¢ f(x) > 0, to ruch
w potozeniach punktu, okre§lonych temi granicami, jest opézniony, gdy oddala sie
od $rodka; jezeli za$ fix) <0, to jest on ciggle przy$pieszony, w przypadku zas,
gdy f(x) = 0, to on jest jednostajny.
Jezeli mamy réwnanie o postaci:

d*x 1t
e tka=0. . . ... pap
to, przyjawszy dwa ostatnie wyrazy za wyrazy sil; napiszemy je w postaci:
dz d*x
¢ — S =

dt T dr
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dx y= T .
podczas ruchu punktu zmienia swoj zwrot ze zmia-

z ktorego wynika, ze sifa ¢ T,

. . . 1 N
ng zwrotu predkosci. Jezeli ¢ > 0, to sila ¢ it—; wstrzymuje jego ruch; ruch
przeto punktu bedzie ciagle tg sitg przytiumiany; lecz punkt pomimo tego nie za-
dx

irzyma sie, gdyz wtedy sita ¢ Wi

wiec tylko nastepowac, asymptotyczne wygasanie predkosci i sity k.

bytaby = 0; a sita k. wywotalaby ruch; moze

- x da . s
Jezeli za$ ¢ < 0, to zwrot sity ¢ 513 jest zgodny ze zwrotem predkosci,

punkt przeto pod dziataniem tej sily, jest ciagle przyspieszony. Algebraiczna analiza
rown. 38'-tego, podana w § 11-tym tego tomu, doprowadzita nas do wniosku,
ze o ile pierwiastki rownania:

mpt +cp+ kb =0; p = — (—(;)—%— /(L)z_k

2m ’*]/ 2m d
sq urojone, to ruch jest harmoniczny. Przypadek ten wcale nie zachodzi, jezeli
I < 0, t.j. jezeli sita odpycha dany punkt od s$rodka, jezeli zas & > 0, to moze
nastapi¢ ruch harmoniczny przy pewnym stosunku wartosci ¢ i k. Jezeli ten przy-
padek zachodzi i przytem c¢ jest dodatne, to ruch jest harmoniczny przyttumiony,
poréw. réown. 43-cie; jezeli zas wartos¢ ¢ jest odjemna, to tatwo odczytaé z réwn.
43-go, ze ruch jest harmoniczny wymuszony. Jezeli za$ pierwiastki réwnania po-
wyzszego sq rzeczywiste, to ruch jest nieokresowy. Przypadek ten nastepuje
zawsze, gdy k < 0; a dla pewnych tylko stosunkéw wartosci ¢ i k; gdy & > 0.

Z wnioskéw tych korzysta¢ bedziemy przy badaniu wtasciwosci ruchu na pod-
stawie rownania dynamicznego.

6. Kinetyczny ukfad odniesienia i kinetyczna
miara czasu.

64. Kinetyczny uklad odniesienia. Jezeli méwimy o zmianie miejsca
punktu ruchomego w przestrzeni, to zawsze mamy na mysli pewien okreslony
uktad punktéw, wzgledem ktérego ta zmiana nast¢puje; uktad ten nazwiemy ukta-
dem odniesienia ruchu danego punktu. PotoZenie punktu okreslamy zwykle od-
leglosciami jego od danego ukiadu odniesienia; ruch zas jego zmianami tych
odleglosci w czasie, t. j., wyrazamy t. zw. réwnaniami ruchu.

Lecz spos6b ten okreslania ruchu, chociaz jest zupetnie $cisty, w kazdej bo-
wiem chwili pozwala wyznaczy¢ potozenie punktu ruchomego wzgledem obranego
ukladu odniesienia, pozostawia jednakze pod wzgledem fizyeznym pewng watpli-
wos$¢; z tych bowiem odleglosci czy tez z réwnain ruchu nie dowiemy sig, czy punkt
dany jest w ruchu, czy tez uktad porusza sig.
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