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Jezeliby torem punktu byly szyny, to sita dosrodkowa zostalaby udzielona
danemu punktowi za posrednictwem szyn; wtedy parcie szyn na punkt materyalny
jest sitg, ktora nadaje mu ruch krzywolinijny.

4. Zasady szczegélne dynamiki.

22. Cel tych zasad. Przytoczone na poczatku poprzedniego rozdziatu
dwa prawa zasadnicze: prawo bezwiadnosci i prawo superpozycyi wystarczajg zu-
petnie do okreslania wiasciwosci ruchu punktu; a réwnanie dynamiczne, bedace
wyrazem tych praw, daje mozno$¢ ujecia tych wilasciwosci w matematyczng forme.
Dla utatwienia jednakze okreslenia wiasciwosci ruchu, jak réwniez dla ulatwienia
obliczen, wyprowadzono z tych praw, inne prawa, zwane zasadami, ktére obejmu-
ja cate grupy zjawisk ruchu, i wyjasniajg ich przebieg. Zasady te wyrazaja sie
pewnemi rownaniami, wyprowadzonemi drogq przeksztatcen algebraicznych z przy-
toczonego réwnania dynamicznego; i wyraiajgcemi jedynie w sposéb wiecej po-
gladowy zwigzki pomiedzy parametrami ruchu.

Zasady zatem, ktore tu wylozymy nie wnosza do naszych rozpatrywan Zad-
nych nowych praw fizycznych, ani tez nie dajg rownan algebraicznych, nieza-
leznych od rownania dynamicznego, a sg tylko wyrazem w innej postaci tego
réownania.

Zasadami temi sg:

zasada rownowartosci pracy sit i energii kinetycznej; oraz

zasada momentu ilosci ruchu.

A. Zasada réownowartosci pracy i energii kinetycznej.

235. Rozwinigcie tej zasady. W tomie I-ym na str. 240-ej wyprowadzi-
lismy rownanie 141-sze, wykazujace réwnowarto$¢ pracy sity, przylozonej do
punktu materyalnego, i przyrostu energii kinetycznej, jakiego ten punkt doznat
podczas nieskornczenie malego przesunigcia. Rownanie to ma nastepujaca
postac :

P, .ds = d (i mv¥);
P, oznacza rzut sity na kierunek przesuniecia ds.

Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktoérym punkt ruchomy, pod dzialaniem da-
nych sit, zakres$li tor o skoriczonej diugosci. W tym celu dzielimy tor, jaki za-
kre$la punkt ruchomy, na czastki ds, ktére uwaza¢ bedziemy za czastki prostoli-
nijne; a pracg sity P, wzdtuz & — tej czastki toru wyrazimy, na zasadzie okreglen,
podanych w § 176-tym tomu l-ego, wzorem:

Py dsy . cos (Px, d8x);
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sumg zas tych prac, gdy punkl ruchomy przejdzie po pewnym torze cigglym,

z miejsca A do miejsca B, wyrazimy wzorem:

’/1‘)/; i (,1-\',1; (oR} (Pk, ([Sk);
L]

i wartos¢ jej oznaczymy literg LJ:

Oznaczmy nast¢pnie predkosé punktu na poczatku k-tej czastki toru przez
ve—1, a na jej koncu przez vy, a wyrazimy przyrost energii kinetycznej wzdiuz tej
czgstki wzorem:

Lo gs | ne -
Ymo, — imo,_;
przyrost zas wzdtuz nastepnej (£ - 1)-ej czgstki wzorem:
Lan® — Lap®
fmuog  —mu.

(Gdy naste¢pnie dodamy wszystkie, w ten sposob utworzoune, przyrosty energii kine-
tycznej, i gdy zwazymy, ze wartosci energii kinetycznych w miejscach zetkniec sie
czastek toru sa wzajemnie réwne, wtedy otrzymamy jako sume tych przyrostéw
roznicg wartoSci energii kinetycznej punktu w koncowem i w poczatkowem jego
potozeniu; t. j. otrzymamy rownanie:

T i e e o VTl g
L YR —3 M, et o el e (72)

w ktérem wp i vy oznaczaja predkosci w koncowem i poczatkowem polozeniu
punktu ruchomego. Roéwnanie to jest jednakowe z réw. 142-ym tomu l-go; wy-
prowadziliSmy je tylko w tem miejscu drogg szczegélnych rozwazan, ktéra nas
objasnia, dla czego wartosci energii kinetycznej w posrednich potozeniach punktu
nie wchodzg do tej sumy. Tre$¢ réwnania 72-ego wypowiedzielisSmy juz w tomie
I-ym, ktérg tu powtarzamy:

praca sity wzdtuz pewnej drogi réwna sie przyrostowi energii kinetycznej punktu, ja-
kiego on doznat przy przejsciu tej drogi.

Pracg sit wzdtuz pewnego toru, obliczymy wogdle, gdy znany bgdzie tor, jaki
zakredli dany punkt, oraz sity, wystepujgce wzdiuz tego toru. Obliczenie zatem
pracy si, przytozonych do punktu ruchoniego, podczas jego przejécia z jednego
miejsca do drugiego, jest wogdle niemozliwe bez wskazania toru, po ktérym punkt
przebiega.

W szczegolnych jednakze przypadkach, ktére omowilismy w § 198-ym tomu
I-go, a ktdre spotykajq si¢ w wielu zjawiskach Swiata fizycznego, wartos¢ pracy sit,
przytozonych do punktu ruchomego, zalezy tylko od miejsca, w jakiem znajduje sig
punkt ruchomy i wyraza si¢ funkcyg jego spoirzednych; wartosc ta jest zatem nie-
zalezng od postaci toru, po jakim przebiegt dany punkt pomigdzy dwoma potoze-
niami, a zalezy tylko od spétrzednych krancowych miejsc. W tych szczegblnych
przypadkach zasada réwnowartosci pracy i energii kinetycznej daje bezposredni
zwigzek pomiedzy predkoscig punktu, a jego spétrzednemi; t. j. daje pierwsza catke
rownania dynamicznego, co rowniez stwierdziliSmy, przy badaniu ruchu prosto-
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linijnego. Obierzmy jako spotrzedne danego punktu np. spoétrzedne prostokatne
(x, ¥, 2), to prace czastkowq sity P w miejscu (x, y, 2), podczas nieskonczenie ma-
tego przesuniecia punktu, wyrazimy wzorem:

P.dx 4+ P,dy + P.dz,
jezeli zatem

P.dx + P,dy + P.d2 = dU,

gdzie U jest funkcyg spotrzednych, nie zawierajgcg czasu wyrazuie; wtedy otrzyma-
my rownarnie:
d U = d (s mo?); lub jego catke:

T — Lamat . Lopad
Up— 1 =30 —= e - - = - | F e

Funkcya U, ktorg nazwaliSmy w § 198-ym tomu I-go funkcyq sit, a odjemng jej
warto$¢ w § 200-ym — potencyatem sit, jest funkcyg spétrzednych punktu rucho-
mego. Jezeli dang jest np. funkcya U (x, y, 2), to dla kazdego polozenia
(s, Yu, 25) punktu ruchomego obliczymy warto$¢ powyzszej funkcyi, i te warto$¢ ozna-
czylismy litera Uyp; a po podstawieniu tej wartosci w rownanie 73-cie obliczymy
energie kinetyczng, jakq posiada dany punkt w tem miejscu. Lecz t¢ samg energie
kinetyczng posiada punkt nietylko w miejscu (x#, ¥, 25), lecz we wszystkich
miejscach przestrzeni, ktérych spoirzedne czynig zado$¢ rownaniu:

ET(ilf, 1, 3) = Ur];.

Geometryczne miejsce tych punktéw jest przeto powierzchnig, wyrazong tem
rownaniem. Jezeli funkcya sit jest jednowartosciowa, to punkt ruchomy przebija
te powierzchunie w jakiemkolwiek jej miejscu z jedng i tg sama energie kinetyczna;
a wigc réwniez z jedna i ta samg piedkoscia. Jest to wynik, ktérySmy tutaj zdobyli
drogyq analizy algebraicznej, a do ktérego doszlismy rowniez w § 201 tomu I-go,
droga rozpatrywaii wlasciwosci powierzchni réwnych potencyatéw.

Chociaz spos6b wyprowadzenia rownania rownowartosci pracy i energii kine-
tycznej, jaki stosowali§émy w tomie I-ym, polega jedyuie na przeksztalceniach alge-
braicznych, dowiedziemy jednakze w wigcej krotki sposob, ze réwnanie to moze
by¢ wyprowadzone bezposrednio z réwnania dynamicznego ruchu, bez zadnych do-
datkowych okreslen, drogg tylko przeksztaicen algebraicznych. W tym celu
wezmiemy za podstawe naszych rozpatrywan réwnanie dynamiczne w postaci we-
ktorowej:

— av
P=m it
a po zrzutowaniu jego na styczng do toru, otrzymamy:

)
Pr="m dt

Mozna byto réwniez wzig¢ bezposrednio to réwnanie: za podstawe naszych
rozpatrywarn, jest ono bowiem réwnaniern dynamicznem sit stycznych do toru.
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Réwnanie to pomnozymy przez wartos¢ ds i podstawimy w prawej stronie
; o n il . .
rownania . =, a otrzymamy szukane réwnanie:
P.ds = d ([ mv?),

Réwnanie przeto rownowartosci pracy i energii kinetycznej punktu jest wyni-
kiem réwnania dynamicznego ruchu; jest ono przeto szczegélnym wyrazem
prawa bezwladnosci. I rzeczywiscie, gdy na punkt dany nie dziatajq sily, praca ich
rowna si¢ zeru, i energia kinetyczna punktu nie doznaje przyrostu podczas
ruchu; z czego wynika, ze punkt porusza sie ze stalg predkoscig, lub tez pozostaje
w spoczynku. Gdy za$ na dany punkt dziala pewna sita, ktéra wykonuje prace,
wtedy energia kinetyczna punktu, o tyle sie zmienia, o ile praca tej sily sie
zmienia.

Zasada jednakze réwnowartosci pracy i energii kinetycznej jest tylko pewnym
szczeg6lnym wyrazem prawa bezwiadnosci, gdyz wyraza ona, wrazie np. gdy sily na
punkt nie dziatajg, niezmienno$¢ predkosci tylko pod wzgledemn algebraicznym,
a nie wskazujg tej niezmiennosci pod wzgledem wektorowym, jak to daje rownanie
dynamiczne. Rownanie przeto 72-gie, lub 73-cie nie moze wystarczy¢ do obli-
czenia ruchu punktu swobodnego. | rzeczywiscie; w celu obliczenie ruchu punktu
swobudnego nalezy mie¢ trzy réwnania algebraiczne. W szczegélnych jednakze
przypadkach, w ktérych punkt ruchomy posiada jeden tylko stopien swobody,
a sity nan dzialajace posiadajg funkcye sit, rown. 73-cie wystarcza do obliczenia ruchu
takiego punktu. Wogdle zas jest ono jedno ztrzech réwnafi, potrzebnych do obli-
czenia ruchu punktu; dwa zas brakujgce mogg by¢ np. réwnaniami rzutow sity na
dwie osi, lub tez rownaniami, ktére wyprowadzimy w nastepujgcym paragrafie,
a ktore wyrazajq t. zw. zasade momentu ilosci ruchu.

B. Zasada momentu iloSci ruchu.

24. Ilo$¢ ruchu. Okreslenie: wektor predkosci punktu materyalnego,
pommnozony przez wartos¢ masy tegoz punktu, nazywamy iloScig jego ruchu.
W oznaczeniach wektorowych okreslenie to wyrazimy iloczynem;

me;

i wystowimy je krotko: iloscia ruchu danego punktu

e TDARLE : nazywamy m-krotny wektor jego predkosci.
WY o— > >- Z okreslenia tego wynika, ze ilo$¢ ruchu po-
vy siada wymiar:
ML=
Rys. 17.

Znaczenie fizyczne ilosci ruchu przedstawic
sobie mozna w spos6b nastgpujacy. Gdy punkt
materyalny o wasie m posiada pewng predkosc

i gdy sily na ten punkt nie dzialajy, wtedy wektor m v, podczas ruchu tego punkt,
nie zmienia sig, ani co do dilugosci, ani co do kierunku, ani tez co do
zwrotu; i odwrotnie, jezeli dany punkt posiada podczas ruchu stalg ilo$¢ ruchu
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mu, to powiadamy, ze sity na niego nie dziatajq. Niezmiennos¢ zatein wektora
ilo$ci ruchu jest $cistym wyrazem prawa bezwladnosci.

Poprzednio wyrazaliSmy prawo bezwtadnoSci niezmiennoscia wektora pred-
kosci, lecz w zjawiskach ruchu, w ktérych bierzemy pod uwageg czynniki fizyczne,
wywotujgce dany ruclr, wielkosci kinematyczne t. j. spolrzgdne i czas nie wystar-
czajg do wyrazenia zachodzgcych ruchow: wzér zatem mw = stalej; jest wyra-
zem ogdlniejszym prawa bezwiadnosci, niz wyraz samej predkosci.

Przyjawszy niezmiennos$¢ ilosci ruchu za wyraz matematyczny bezwtadnosci,
okreslimy sif¢ jako stosunek przyrostu ilosci ruchu do czasu, w jakim ten przyrost
powstal; a zatem site wyrazimy wzorem:

d (m)

P (74)

P =
ktéry jest jednakowy ze wzorem 6-tym, w przypadku gdy masa m posiada stafg
wartosc.

Przyjmijmy nastepnie, ze dana sita jest np. stata i dziata na dany punkt ma-
teryalny, nic posiadajgcy poczatkowej predkodci, w przeciagu pewnego czasu f;

to z réwnania T’-fd(m )
dt

napiszemy:
¢ in

./.P(lt = ,/(Z (mv); a po zcatkowaniu Pt = mwv.

) 0
Rownanie to wyraza, ze iloczyn z sily stalej, dziatajgcej na punkt materyalny
I z czasu ¢, w przeciggu ktérego ona dzialala, réwna sie ilosci ruchu mv. llosé
zatem ruchu punktu danego jest miarq dziatania sily na dany punkt materyalny
W przeciggu pewnego okresu czasu.

Zauwazy¢ nalezy, ze wartos¢ ilosci ruchu nie daje wielkosci sily, ani tez wiel-

kosci okresu czasu jej dziatania; a daje ona tylko wartos¢ iloczynu z sity i czasu,

gdy sita jest stata; lub tez daje warto$¢ catki ,/'1_5(11, gdy sila jest ziienng. Ta

(}]
sama zatem ilos¢ ruchu moze by¢ wywotang np. wielkiemi sitami, dziatajgcemi
w krotkich okresach czasu; lub tez odwrotnie moze by¢ wywotanang —matemi sita-
mi, dziatajgcemi w dtugim okresie czasu.

25. Sily chwilowe. llos¢ ruchu moze by¢ uwazang za miare tak zwanych
sit chwilowych.  Sitg chwilowg nazywamy site, ktéra w przeciggu bardzo kroétkie-
go okresu czasu jest w stanie wywola¢ stosunkowo znaczne zmiany ilosci ruchu
danego punktu. Sily te powstajg np. podczas uderzenia, podczas wybuchu i t, p.
Gdy np. bryle dang, bedaca w danej chwili w spoczynku, uderzymy, to nabedzie
ona odrazu znacznej predkosci,—t. j. nabedzie w jednej chwhi znacznego przyrostu
tlosci ruchu. W tym przykfadzie sita przy$pieszajaca, pochodzaca od ciata uderza-
jacego, dziata na dang bryte bardzo krétko, a wywoltuje znaczny przyrost ilosci
ruchu. Przyrost ten przyjmujemy przeto za miare sity uderzenia. Niewcliodzac
wige w fizyczng strong pochodzenia sit chwilowych, przyjmujemy za ich miare
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przyrost ilosci ruchu, jakiego doznaje dany punkt pod ich dziataniem. Ze stano-
wiska fizycznego nalezy przeto rozrozniaé dwojakiego rodzaju sity: sily ciagte i sity
chwilowe. Miarg sit ciaglych jest iloczyn z masy i przyspieszenia punktu;—miarg
zas sit chwilowych jest przyrost ilosci ruchu.

Powstawanie zatem kazdego ruchu mozna sobie wyobrazi¢ w dwojaki spo-
s6b: powstawanie w sposob ciagly, lub tez w sposéb przerywany.

PrzytoczyliSmy tych kilka ogélnych przykladéw w celu unaocznienia fizycz-
nego wielkos$ci, nazwanej iloscia ruchu; zastosowania zas tego pojecia do réznych
przyktadow podamy w innych rozdziatach.

26. Moment jlosci ruchu punktu materyalnego wzglgdem biegu-
na lub osi. OkreSlenie: Momentem ilosci ruchu, wzgledem dowolnie obranego w prze-
strzeni bieguna, nazywamy wektor, wystawiony w obranym hiegunie prostopadle do ptasz-
czyzny, przechodzacej przez ten biegun i przez wektor ilosci ruchu, ktérego dtugosé rdwna
sie iloczynowi z ilo$ci ruchu i z odlegtosci hieguna od kierunku wekfora mv: a zwrét jest
skierowany ku patrzacemu, gdy przypuszczalny obrot plaszczyzny, wskazany przez

wh

4// O

Rys. 18.

zwrot wektora ilosci ruchu, jest zgodny z obrolem strzatiki zegara, rys. 18-ty.
Plaszczyzne, przechodzacq przez biegun i przez wektor ilosci ruchu nazwieniy
plaszczyzng momentu. OkreSlenie to wyrazimy nastepujacym wzoreni we-
ktorowym :

W= vaordms s _ SSRREE e T (75)
wktolymM oznacza okrcslony wyzej wektor momentu ilosci ruchu; a litera ¥
ubjasnia, ze iloczyn mw T nalezy przyjmowacé jako wektor.

Stosujac okreslenie iloczynu wektorowego, podane w § 109-tym tomu I-ego, napi-
szenly wzolr 75-ty w nastgpujacej postaci:
WI..::V 1/»7)'7-";
gdzie?oznacza wektor wodzacy danego punktu.
Okreslenie momentu ilo$ci ruchu co do swej formy geometrycznej jest jedna-
kowe z okresleniemt momentu sily, jakie§iny dali w § 106-tym tomu l-ego, gdy

wektor sity przyjmiemy za wektor ilo$ci ruchu. W tenze sposéb, zgodnie z okre-
$leniem momentu sity wzgledem osi, podanem w § 126-tymn tomu l-go, damy
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réwuiez okreslenie momentu ilosci ruchu wzgledem osi, gdy zamiast wektora sity
zastosujemy wektor ilosci ruchu; a zateni:

momentem ilosci ruchu wzgledem osi razwiemy moment rzutu wektora ilosci ruchu
na ptaszczyzne prostopadta do osi, wzgledem punktu przeciecia sie jej z ta ptaszczyzna.

Momentowi ilosci ruchn mozemy nadaé nastepujgce znaczenie fizyczne. Jezeli
przyjmiemy ilos¢ ruchu za miarg sity chwilowej np. sity uderzenia, to moment
ilosci ruchu nalezy uwazaé za miare chwilowego obrotu, t. j. za miare uderzenia,
nadajgcego danemu punktowi obrét okoto pewnego bieguna; gdy wyobraziniy so-
bie dany punkt sztywno zwiazanym z tym biegunem.

Przytoczymy obecnie pewne wiasciwosci kinetyczne momentu ilosci ruchu,
wynikajace bezposrednio z jego okreslenia; jezeli np. na dany punkti materyalny
nie dziata zadna sita, lub tez dziataja sity, bedace w rownowadze, to na zasadzie
prawa bezwtadnosci punkt ten zakresli ruchem jednostajnym tor prostolinijny;
moment przeto ilosci ruchu tego punktu wzgledem dowolnie obranego bieguna
w przestrzeni, jest wektorem statym i niezmiennym; nietylko bowiem wartos¢ ilo-
czynu mwv jest w danym przypadku stata, lecz i ramie momentu jest niezmienne;
a zatem i wektor M, posiada niezmienne polozenie w przestrzeni 1 niezmienng
dtugos¢. Gdy za$ na dany punkt dziata pewna sita, wtedy wektor momentu ilosci
ritchu zmienia wogdle swéj Kkierunek i swg wartos¢. W szczegolnym przypadku,
w ktérym sila, dzialajaca na dany punkt, znajduje sie ciggle w plaszczyinie,
wyznaczonej przez jego poczatkowa ilo§¢ ruchu, wtedy tor punktu lezy w tej
ptaszczyznie; a kierunek wektora M, jest staty; lecz dilugos¢ jego wogole
zmienia sig, zaleznie od wartosci iloczynu z ilosci ruchu i z diugosci ramienia.

Wogdle mozna powiedziec, ze wektor momentu ilosci ruchu punktu materyal-
nego, bedqcego pod dziataniem pewnej sity, zmienia kierunek diugos¢ i zwrot,
a w nastepnym paragrafie wykazemy, w jaki sposéb zmiana ta nastepuje, t. j. wy-
kazemy zwigzek pomiedzy przyrostem wektora momentu ilosci ruchu, a wektorem
momentn sity, dziatajacej na dany puukt.

27. Zwiazek pomigdzy przyrostem wektora momentu ilosci ruchu
a wektorem momentu sily. W celu znalezienia tego zwiazku wezmy pod

WMV,

Rys. 19.

uwage punkt 1uchomy w dwéch nieskonczenie blizkich polozeniach K, i By
rys. 19-ty. Niech /nu1 oznacza wektor ilosci ruchu punktu, znajdujacego sie ch\vx-
lowo w polozeniu Ij; mfu_ za$ w nastgpnem jego polozeniu K,, nieskoiczenie
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blizkiem do poprzedniego; to roznica tych wektoréw (m vy — m?l) jest przyrostem
ilogci ruchu, jaki powstal pod dziataniem sity P, przytozonej do danego punktu.
Stosownie do okre$lenia sity, napiszemy rownanie:

Pdt =mv, — mv,,

ktére wyraza, ze wektor Pdt réwna sie roznicy dwéch wektoréw 'HLT)-_; oraz mvy,
rys. 20-ty. Poniewaz kierunki tych wektorow, oraz wektora sily, rys. 19-ty, przeci-
naja sie w jednym punkcie '), przeto mozemy do tych wektoréw zastosowac twier-
dzenie o momentach (§ 108-my, tomu I-go), ktére glosi, ze wektor momentu
sily wypadkowej réwna sie sumie wektorowej momentéw sif sktadowych, przy-
fozonych do jednego punktu. Twier-

dzenie to stosuje sie nietylko do sii,

O ~ lecz wogole do wielkosci wektorowych,
DR " ktérych kierunki zbiegajq sig¢ w jednym

\ a (MATV)s?GVC punkcie.

= W danym przeto razie powiemy, Ze
wﬁfz moment wektora P d ¢ rowna si¢ réznicy
Rys. 20 wektorowej momentéw ilosci ruchu

danego punktu w dwdch jego sgsied-

nich potozeniach. Azeby te stosunki
nnaocznic sobie geometrycznie, obierzmy w przestrzeni dowolny biegun 0, Iys. 19-ty,
i wystawmy w niem, zgodnie z okresleniem momentéw, trzy wektory M., M, 2
oraz Mp, a zwazywszy, ze moment wektora P.dt réwna sie momentowi sily P
pomnozonemu przez d, wyrazimy powyzsze twierdzenie o momencie wypadkowym
nastepujacem réownaniem wektorowem:

jrfp .dt = JT[U,-Z — ﬂ-{m.
7 réwnania tego odczytamy przedewszystkiem, ze pod dziataniem danej sity mo-
ment ilosci ruchn doznaje pewnego przyrostu, ktéry jest réwnolegly do wektora
momentu tejze sity. Oznaczywszy ten przyrost przez dM, irozdzieliwszy powyz-
sze réwnanie przez wielkos¢ d ¢, otrzymamy réwnanie wektorowe:

- t]ﬂ-'f, .
ﬂ[," = At 1 (7b)

ktore wyraza szukany zwigzek. Roéwnanie to wysfowimy w sposéb nastepujacy:

wektor momentu sity, przytozonej do punktu ruchomego, wzgledem dowolnie obrane-
go bieguna, réwna sie stosunkowi przyrostu wektora momentu ilosci ruchu wzgledem tegoz
bieguna do okresu czasu, w jakim ten przyrost powstat. Twierdzenie to nazwano zasa-
da momentéw; a réwn. 76-te, rownaniem dynamicznem momentu sity.

Twierdzenie to jest przeto bezposrednim wynikiem okreslenia sity i twier-
dzenia o momencie sumy wektoréw: sita wywotuje przyrost ilosci ruchu
danego punktu; a moment jej wywoluje przyrost momentu ilosci ruchu tegoz
punktu. Dla tego tez rownanie momentu 76-te ma podobng posta¢ matematyczng,
jaka posiada rownanie sity,—rowu. 74-te.

. - . . . .
1) Kierunek howiem wektora v, zlewa si¢ z kierunkiem czastki toru s, rys. 19
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28. Zasada p6l. W szczegélnym przypadku, w ktérym moment sil, dzia-
Eja,cych na dany punkt, _y\_rzglqdem pewnego_bieguna, rowna si¢ zeru i j. gdy
Mp = 0, wtedy przyrost d M, —= 0; a wektor M, pozostaje niezinienny podczas
ruchu punktu i réwna si¢ wektorowi momentu poczatkowej ilosci ruchu tegoz
punktu. Z niezmienno$ci wektora momentu ilosci ruchu, jaka zachodzi w tym
przypadku, wyprowadzimy nastgpujgce wnioski, tyczace si¢ ruchu punktu:

1) ruch odnosnego punktu odbywa si¢ stale w ptaszczyznie prostopadiej
do tego wektora, t. j._do wektora M,; a piaszczyzna ta przechodzi przez biegun,
wzgledem ktorego M, = O, i przez wektor poczgtkowej ilosci ruchu.

2) warto$¢ momentu ilosci ruchu, t. j. wartos¢ iloczynu muh podczas ruchu
punktu pozostaje niezmieniona i réwna iloczynowi mwv,hy; t. j. zachodzi w danym
razie réwnanie:

meh=mvuly . , . . . . . . . " (TD

w ktérem v, oznacza wartos¢ predkosci poczatkowej; zas i, ramie wektora tej
predkosci wzgledem obranego bieguna, rys. 21-szy.

Z réwnania tego obliczy¢ mozna predkos¢ ¢ punktu w kazdem miejscu toru,
gdy znana jest odlegtosc¢ % bieguna od stycznej, przeprowadzonej w danem miejscut.
Wogdle zas powiemy, ze predkos¢ punktu w tym przypadku zwigksza sie, gdy dtu-
gos$¢ ramienia sie zmniejsza.

Wynik ten, ze iloczyn mvh w danym przypadku jest stata wielkoscia, moze-
my przedstawi¢ geometrycznie w nastgpujacy sposéb. Podstawmy w réwn. 77-me

e as : . .
warto§¢ v = q¢ > 2 Pojego przeksztatceniu, napiszenty:

as . h = (wh,) . dt.

lloczyn ds . h wyraza podwdjna wielkos¢ pola tréjkata, ktérego podstawq
jest czastka ds toru punktu, a wierzchotek jego lezy w biegunie; & bowiem jest
wysokoscig tego tréjkata; rys. 21-szy. Oznaczmy wielkos¢ pola tego tréjkata przez
d F, a réwnanie powyZsze napiszemy

w postaci:
AF = (§ vohy) . dt; 1\0 ms,
a po scatkowaniu tego rownania, otrzy- = K
mamy, przyjawszy dla = 0; F' = 0; :
B b EE Tl )

F w danym razie wyraza wielkoS¢ po- Luﬂ’
la, jakie zakre$la promienn wodzacy,
wyprowadzony z danego bieguna do 9]
punktu ruchomego.

Réwnananie 78-me wystowimy
w sposob nastgpujacy: jezeli moment
sit, dziatajgcych na punkt ruchomy wzgledem pewnego bieguna, réwna si¢ ciggle
zeru, to ruch punktu jest ptaski i odbywa si¢ w plaszczyznie, przechodzacej przez
dany biegun i przez kierunek poczgqtkowej predkosci tego punkiu; a promien wo-

Rys. 21.
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dzacy, wyprowadzony z bieguna do danego punktu, zakresla pole proporcyonalne
do czasu. Twierdzenie to, bedace szczegdlnym przypadkiem zasady momentu
(réwn. 76-tego), nazwano zasada pol.

29. Ile réwnan algebraicznych daje zasada mnomentu ilosci ruchu?
Réwnanie dynamiczne ruchu punktu w postaci wektorowej daje trzy réwnania alge-
braiczne, z ktérych obliczy¢ mozna ruch punktu swobodnego, gdy dane sq warunki
ruchu poczatkowego. Mozliwos¢ obliczenia ruchu punktu z réwnania dynamicz-
nego jest wyrazem tej fizycznej wlasciwosci ruchu, ze punkt kazdy przy danej pred-
kosci poczatkowej i pod dziataniem pewnej sily wykonywa $cisle okreslony ruch.

Nasuwa si¢ teraz pytanie, czy zasada momentow, wyrazona rown. 76-tem, daje
moznos$¢ obliczenia ruchu ze znajomosci momentéw sif, dziatajacych na dany
punkt; a jezeli ta zasada nie wystarcza, to ile daje ona réwnan niezaleznych.

W celu dania odpowiedzi rozpatrzmy najpierw réwnanie momentéw ze sta-
nowiska kinetycznego. W tym celu réwnanie 76-te przedstawmy w postaci na-
stepujace;j: )

]T[,, = _/‘lTlpdl,

z ktérego mozna wyznaczyé wektor M, momentu ilosci ruchu danego punktu
w kazdej chwili jego ruchu, gdy dany jest wektor momentu sily w funkcyi czasu.
Kicrunek wektora M, wyznacza pfaszczyzne, w ktérej chwilowo odbywa sie ruch.
Znajomos¢ wiec tego kierunku zastepuje jedno réwnanie algebraiczne, ptaszczyzna
bowiem wyraza si¢ jednem rownaniem algebraicznem. Znajomo$¢ nastepnie war-
tosci wektora M, w danej chwili ruchu pozwala zestawi¢ jedno réwnanie alge-
braiczne ruchu, a mianowicie :

mEhi=Mey ¢ 4L - e oy - . A79)

Kierunek wiec wektora ilosci ruchu daje jedno réwnanie algebraiczne; diu-
gos¢ jego daje drugie rownanie, — row. 79-te; i wigcej rownan ze znajomosci
tego wektora nie otrzymamy; zwrét bowiem jego daje tylko zwrét predkosci,
jaka punkt ruchomy w danej chwili posiada. Zasada przeto momentéw daje wogéle

“tylko dwa rownania algebraiczne ruchu punktu; nie wystarcza zatem do obli-
-czenia ruchu punktu swobodnego.

Do tegoz wniosku dojdziemy rozpatrujac zasade momentéw ze stanowiska
dynamicznego. Ruch punktu jest §cisle okre§lony przez site, dziatajacq na niego; a po-
niewaz ze znajomosci momentu sify nie mozna sgqdzi¢ o samej sile; moment przeto sity
dziatajacy na punkt ruchomy, nie moze wystarczy¢ do obliczenia ruchu punktu.
Dla tej tez przyczyny statos¢ wektora ilosci ruchu nie wyraza prawa bezwtadnosci;—
stalo$¢ ta bowiem jest wynikiem tej okolicznosci, ze Mp = 0; a moment sity réwna
sig¢ zeru nie tylko wtedy, gdy sita réwna sie zeru, lecz i wtedy, gdy sita posiada
skoniczong wartos¢, lecz jej kierunek przecina biegun.

30. Wz6r momentu ilosci ruchu, wyrazony spolrzednemi biegu-
nowemi. Zadanie to polega na wyrazeniu momentu ilo$ci ruchu wielkos$cia pro-
mienia wodzacego 7, wyprowadzonego z bieguna O, rys. 22-gi i wielkoscia kata s
(lub jego rozniczki), jaki tworzy promien wodzacy z dowolnie lecz stale dla dane-
g0 zadania obrang osig biegunowa. Niech dany punkt w pewnej chwili posiada
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ilo$¢ ruchu mu, to warto§¢ momentu tej iloSci w mysl danego okreslenia
- M,=moh; lub tez inaczej, zgodnie z rownaniem 79-em, podanem w § 105
tomu l-go:

M, = muv.7r,
w ktorem v, jest rzutem wektora v na o$ z, prostopadia do promienia wodza-
cego 7. Rzut ten wyrazimy nastepujacym wzorem:

L as.

S
gdzie ds, jest rzutem czastki ds na o$ «. Czastka ds, moze by¢ uwazana, podczas
nieskoriczenie malego przesuniecia, za czastke rda tuku, jaki zakresla koniec pro-
mienia wodzacego 7; przeto podstawimy:

do

Sl S

i otrzymamy wyraz szukany:

ds
ZVL:?)wz.dt e _REEGED KIS e RG)

0

Rys. 22,

31. Wz6r momentu iloSci ruchu, wyrazony spélrzednemi pro-
stokatnemi. Zadanie dane polega na obliczeniu wektora momentu ilosci ruchu
pewnego punktu z rzutéw ilosci ruchu na osi spéirzednych prostokatnych i ze
spélrzednych tego punktu. W tym celu zastosujemy twierdzenie, wylozone o mo-
mencie sit w § 128-ym tomu I-go, w ktérem zastqpimy wektor sity wektorem iloci
ruchu i wygtosimy twierdzenie: Ze rzut na pewng os wektora momentu ilosci ruchu
wzgledem bieguna, obranego na tejze osi, réwna si¢ momentowi ilosci ruchu wzgle-
dem tejze osi, a suma wektorowa tych rzutéw na trzy osi (nieréwnolegie do jednej
plaszczyny, nie réwnolegle tez migdzy soba) wyznacza wlasciwy wektor momentu
tlosci ruchu.

W § 132-im tomu I-go obliczyli$my moment wektora sily; w tenze sposéb
obliczy¢ mozna moment wektora ilosci ruchu; nalezy tylko podstawic¢ we wzory

Mechanika teoretyczna, {11 5
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94 1 95-ty, na str. 169-tej tomu I[-go, zamiast rzutow sity rzuty iloSci ruchu;
a z tych réwnan napiszemy bezposrednio réwnania rzutéw momentn ilosci ruchu
na osi wzajemnie prostopadte, przeprowadzone przez obrany biegun; a wiec:

M, = mv,2 -~ mu.y;

M

vy = MVUsL — MU Z;
Mo = MY —=MU, 8 |- - 7wl - e ekl

We wzorach tych M, oraz v, zaopatrzone wskaznikami «, ¥, 2, oznaczaja rzuty tych
wektoréw na osi spotrzednych prostokatnych. Na podstawie powyzszych wzorow
napiszemy nastgpujgce rownanie wektorowe:

N = s eV SRS SRR S e

lub tez réwnania algebraiczne:

My =WV M M3, N2, . . . LS T(BE)
T L,
cos (M, x) = [ t. d.

lub wreszcie zgodnie ze wzorem 99-ym § 133-ego tomu I-go:

T ] 3
M, =|mv. mv, mv.| . . . . . . . . . (84)
‘ z Y E

Z réwnan zatem 8l-ch obliczy¢ mozna rzuty wektora momentu ilosci ruchu
wzgledem bieguna, obranego w poczgtku ukiadu spétrzednych, z rzutéw predkosci
punktu na osi tegoz uktadu a nastgpnie z tych; rzutow wektor momentu ilosci
ruchu.

32. Sposob analityczno - wektorowy obliczenia réwnania dyna-
micznego momentu sity. Z rownania:

- ;é (1)L V)
= dt ’

otrzymamy, po jego przemnozeniu wektorowem przez.promiei wodzacy 7 danego
punktu, rownanie nastepujgce:

VPr— ¥ d (mv) =
i

Dowiedziemy teraz, ze wyraz

L(ND) = 4 O —
LA = g Y (mv). r.

4
) dt - dt
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W tym celu obliczymy pochodng momentu iloSci ruchu wzgledem czasu podiug
prawidta, wytozonego w § 111-ym tomu I-ego, a wigc:

- ,d(m«??S A V(lT_
(/t V(imv).7 =¥ . ¥ (mw) . =
! ; SRl SE
poniewaz zas . = v, Wyraz przeto:
Vo (Lll > = Vmoov = 0;
wobec czego otrzymujemy réwnanie:
i o o =
\'Pr:»d—i-(\’(mw)r, S M T B - t5)

ktore jest jednakowe z rownaniem 76-tem.

Rownanie to jest tylko przeksztalceniem réwnania dynamicznego sily; nie
wnosi przeto do rozpatrywan ruchu zadnych nowych zasad, a jest tylko szczegol-
nym wyrazem réwnania dynamicznego sity.

W szczegdlnym przypadku, ktory juz rozpatrywaliSmy w inny sposéb, gdy
momenty sit zewngtrznych, wzgledem pewnego bieguna, rowne sg zeru, otrzymamy
Z powyzszego wzoru, réwnanie: -

\{ (m";) T = V(muv,) .71,,
ktére wyraza zwigzek w skoriczonej postaci pomigdzy predkoscig punktu i jego
polozeuiem t. j. jest,—pierwsza calkg réwnania dynamicznego.

C. Zastosowania zasad szczegolnych dynamiki.

33. Ruch punktu w polu sil Newtonowsk1ch Punkt materyalny o ma-
sie m, posiadajacy w chwili ¢ = 0 predkosc Dy, jest przyciagany do pewnego
srodka, nieruchomego w przestrzeni, silg odwrotnie ‘proporcyonalng do drugiej po-
tegi z jego odlegtosci od tegoz $rodka, t. j., jest on przyciagany sila, odpowiadajaca
prawu, postawionemu przez Newtona dla ruchu planet. Obliczy¢ réwnanie toru
tego punktu.

Poniewaz moment sit, dzialajacych na dany punkt, wzgledem bieguna obra-
nego w $rodku przyciggania, rowna sie zeru; przeto wektor momentu ilosci ruchu
M, punktu wzgledem tego bieguna, pozostaje podczas ruchu punktu wektorem
niezmiennym, tak co do kxerunku jak tez co do diugosci; z czego znéw wynika,
ze tor punktu lezy w p%aszczyzme przechodzgcej przez Srodek przyciagania i przez
kierunek predkosci poczatkowej v,. W tasciwos¢ te danego ruchu mozna réwniez
sobie wytlumaczy¢ drogg rozwazafi wlaSciwosci sit; jak to czyniliSmy po-
przeduio.
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Ruch przeto tego punktu wyrazimy dwiema spoéirzgdnemi, obranemi w pta-
szczyznie jego ruchu. Uktad spétrzednych obierzmy biegunowy ze spéirzednemi
# 1o iz biegunem w Srodku przyciggania; w tym bowiem ukfadzie sity $rodkowe
daja sie wyrazi¢ funkcyg jednej tylko zmiennej: promienia wodzacego; co stanowi
wazne udogodnienie rachunkowe.

Do rozwigzania tego zadania zastosujemy zasadg pracy, oraz zasad¢ momentu
ilosci ruchu; w réwnania te wejdq spotrzedne punktu 7, o, oraz czas ¢, jaki uplynat
od wyjscia jego z poczatkowego potozenia; a po wyrugowaniu z tych dwéch
rownan zmiennej ¢, otrzymamy zwigzek pomiedzy 7igs, t. j. otrzymamy réwnarnie
toru, wyrazone spotrzednemi biegunowemi.

Zasada rownowarto$ci pracy i energii kinetycznej daje réownanie:

1) =/ddmpTe s . s . o o L =R
Zasada za$ momentu ilosci ruchu wzgledem Srodka przyciagania, daje réwnanie:
d M,
2) T == U Baweeens o amatOld

Azeby otrzymaé réwnanie toru, wyrazone spéirzednemi 7 i s, nalezy wielkosci
v i M, wyrazi¢ temi spétrzednemi. W tym celu predko$¢ »zrzutujemy na promieii
wodzacy punktu i na prostopadia do niego i napiszemy réwnanie:

a1 do\?
-7 (dt) +a7)
Warto$¢ za§ momentu ilosci ruchu weZzmiemy z réwn. 117-tego:

ds
7 2
M, = m» at
Po podstawieniu tych wartoSci w réwnania poprzednie, — scatkujemy je; a przy-
jawszy, dla ¢ = 0:
Py pe=0y " w ==y G L,

otrzymamy catki ich w nastgpujacej postaci:

I k_k__lm[((h)' - da)\? S Sy
i T 77 (1 (Zt)]—-«grlza;o, oraz,

do
o e
2) m1 T = M,.
Z réwnaf tych wyrugujemy d¢, i otrzymamy réwnanie w postaci rézniczkowej,
wykazujgce zwigzek pomigdzy spéirzednemi punktu; a po jego scatkowaniu otrzy-
mamy réwnanie toru w skonczonej postaci, wyrazone obranemt spétrzednemi.
Wyraz:

: k A ]
$ muy? — it ktory oznaczamy literg E,;
0
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jest wielkoscia, charakteryzujacqg warunki poczatkowe ruchu; a po obliczeniu
z réwnania momentow:
mrido

N T

1 po podstawieniu tej wartosci w réwnanie pracy, otrzymamy réwnanie:

¥ = / 2 v 2
CRIPAIT SUTT X S

ds ~ mr? mar?

W réwnaniu tem mozna oddzieli¢ zmienne i nastgpnie szukaé jego catki.
Lecz catkowanie to uprosci si¢ po wprowadzeniu nowej niezaleznie zmiennej w,

okre$lonej réwnaniem:

1 B 3 B e
V== skad r = o 0z dr = o aw,

lub inaczej dr = — r?dw.
Po podstawieniu tych warto$ci w rownanie poprzednie otrzymamy:
dw M,\* Mg)zl '
kw = 4m [(— o —m—) +(w T E,; skad
i,

Sal= OEgm . 2km '
Z 07'_1’ = w1 - = - P
]/ T YT

Na mocy wzoru 34-tego, podanego w ,Techniku“ na str. 77-ej, napiszemy catke
tego rownania:

km
_7 2. =
= arsin —————r—— Gy = Rl '
[e} / ]I:”n )2+ 2_E07L‘l + 8 (89)
I (MTS', My?

Jest to réwnanie toru, jaki zakresla punkt materyalny w danem polu sit. Azeby
odczyta¢ z tego réwnania wilasciwosci geometryczne tego toru, nalezy przede-
wszystkiem obliczy¢ stalg C, przyjawszy pewne wartosci spétrzednych poczatko-
wego potozenia punktu. W celu jednakze uproszczenia rachunku przyjmiemy
pewne szczegblne wartosci w, i o, zmiennych w i o; ktéreby znajdowaly sie
W pewnej zaleznosci od samej krzywej. Przyjmijmy np. ze w, ma odpowiada¢
najmniejszej wartosci r, ktérq oznaczymy przez ry; a kat biegunowy, odpowiadaja-
Cy temu promieniowi, oznaczymy literg o,.

Jezeli zmienna r ma posiada¢ warto$¢ najmniejszg, to zmienna w posiadac
powinna warto$¢ najwigksza; przeto wartos¢ utamka, wchodzacego do réwnania
89-go, powinna przybra¢ wartos¢ najwigksza odjemns. Wartosci jednakze tego
tamka przy zmiennej w posiadajg granicg od -~ I do — 1; utamek ten bowiem
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wyraza sinus pewnego kata; dla najwiekszej zatem wartosci w utamek ten przybraé
moze tylko wartos¢ (— 1).
Po podstawieniu zatem w rown. 89-te:
Ul Tt LAF 8100
ktérych wartosci na razie nie obliczamy; otrzymamy réwnanie:
o, = arsin (— 1) 4+ C;
z ktérego obliczymy:
5 yis
G =6 5
Po podstawieniu tej wartosci, oraz wartosci w = == rown. 2-gie, otrzyma-

my réwnanie toru w postaéi nastepujacej:

km 1
: T y M? r
5 — 6, = 5 | arsin : e ¢ (90)
/(ﬁm)_l_ 2 E,m
1 M3 M2
Oznaczmy kat (¢ — q,) litera ¢ i wezmy cosinus obydwd6ch stron tego réwnania,
a zwazywszy, Ze wogole cos (; <+ a.) = — sin o, otrzymainy, po odpowiedniem
przeksztatceniu:
1 km

P )
: M, ; skad:

CoSs ® = -
e / 1@1)2 | 2Eym
1 (Mu? M,

M,?
km
r= = ! gl -~ - 1 Wl
I C VA T
| 91/1 T m

Jest to réwnanie biegunowe krzywej stozkowej, w ktérej ognisku lezy biegun

spoirzednych. Postac¢ ogdlna tej krzywej jest nastepujgca:
Pt ]) =
 14-cosd.e’

Réwnanie przeto 91-sze przedstawia stozkowa, ktérej parametr wyraza licznik

tego réwnania, a warto$¢ pierwiastka jej jest mimosrodemn.

Z geometryi analilycznej jest wiadomem:

gdy e < 1; t. j. gdy K, < 0, wtedy réwnanie powyzsze przedstawia elipsg;
» B o Hy =0, » » » » parabolg;
Ffiess WU & hyperbolg.

” e>1$t-j- ” n

n
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Znak wartosci £, rozstrzyga przeto o rodzaju stozkowej; a pozostale war-
tosci rownania 91-ego nie wplywaja na jej rodzaj; nie zmieniajg one bowiem
znaku warto$ci pierwiastka. :

Zatem zaleznie od tego, czy:

tor bedzie elipsa, parabolg lub hyperbols.

Wyniki te wypowiemy w sposob nastepujacy: rodzaj stozkowej, jaka zakresla
punkt materyalny w polu sit Newtonowskich, zalezy od poczatkowej jego odleglosci
7y, 1 0d wartosci predkosci v,; lecz nie zalezy od jej kierunku w przestrzeni. Po-
niewaz przytem warte$¢ M, wchodzi w réwnanie toru w drugiej potedze, przeto po-
sta¢ toru nie zalezy od zwrotu predkosci poczatkowe;j.

34. Analiza warunkéw, okreslajacych rodzaj stozkowej. Znajdzmy
obecnie znaczenie dynamiczne, wyprowadzonych drogg analityczng warunkow,
okreslajacych rodzaj stozkowej. Wyraz § muv,* wyraza warlo$¢ energii kinetycznej

. s r k
punktu ruchomego w jego polozenin poczatkowem; zas wyraz P wartos¢ pra-

0
cy, jakaby sita przyciggania wykonata, podczas przeprowadzenia punktu ruchome-

go z co do potozenia poczatkowego 7.

Sita przyciagajaca punkt, ktéry oddala sie od Srodka, wykonywa prace odjem-
ng, (gdyz zwrot tego przesunigcia jest niezgodny ze zwrotem sity), energia zatem
kinetyczna tego punktu zmniejsza si¢ podczas oddalania si¢ punktu od sSrodka
przyciggania; jezeli zatem punkt ruchomy ma przesunac sig¢ do oo, to jego energia
kinetyczna } mw,? powinna by¢ przynajmniej réwng wartosci pracy 7]—‘ ; jezeli zas

0
jest ona mniejsza, to punkt ruchomy, nie majgc takiego zasobu energii, azeby wy-

k ! . T J :
konat prace = 7f , bedzie pozostawat w skoriczonosci. Jezeli za$ energia po-
0

czatkowa § mw,? > 7]‘ , to punkt dany przybedzie do co z pewnym zapasem cner-
0

gii, kréra nie pozwoli mu zawréci¢ z drogi, lecz, przeprowadziwszy go przez nie-

skonczonosé, wprowadzi go do skoficzonosci w innem miejscu przestrzeni.

Jezeli wiemy, Ze torem punktu w danem polu sit jest jedna z krzywych stoz-
kowych, mozna na podstawie tych wnioskow orzec, w jakim przypadku bedzie nig
elipsa, parabola lub hyperbola.

W szczegélnym przypadku elipsa moze przybraé postac kota, przypadek ten
nastapi gdy ¢ =0, t. j. gdy:

2B M

153 E2m

Z réwnania tego obliczymy wartos¢ predkosci v,, jaka nalezy nada¢ punktowi ru-
chomemu w danem jego potozeniu r,, azeby zakreslit on koto. W tym celu pod-
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y s : ; - = - k
stawiamy w powyzsze rownanie przyjeta warto$¢ E, = § mv,® — : ; oraz
0
wartos¢:
M, = muvyr, sin a,;

gdzie o, oznacza x (v,, ¥y);
a po przeksztatceniu jego, otrzymamy réwnanie:

mrr T st g, . ot =2 By ST oy T =2 =)
z ktdrego:
_ 2kmry sin oy 4= V4 REmEr,? sint oy — 4 k3 m27,? sin? a,
- ( i s /AR et

R F Sl Gins 11D 9
2 m?r,® sin? a,

0 =

a nastgpnie po wyniesieniu przed pierwiastek kwadratu wyrazu 2 kmr, sin o,
otrzymamy, po skrdceniu licznika i mianownika przez 2 mr, sin a,:

k sin a, & Vsin? oy — 1

’02 — :
mr, Sin a,

o=

Z wyrazu, znajdujacego si¢ pod pierwiastkiem, wnioskujemy, 2e v, moze po-
siada¢ wartos¢ rzeczywistg w jedynym tylko przypadku, gdy:

sin*ay — 1 =0;t.j. gdy ¢, = == 90°.

Podstawiwszy zatem te warto§¢ w réwnanie predkoSci, otrzymamy wartosc
szukanej predkosci:
k . . mv? I
v?, = ——; lub inaczej —> =
mr, 5 Zo

vl

Wyniki te wypowiemy w sposob nast¢pujacy: azeby w polu sit Newtonow-
skich wywota¢ ruch kotowy punktu materyalnego, nalezy nada¢ mu predkose,
ktorej kierunek jest prostopadly do promienia wodzacego; t. j. o, = 2= 90%
. . 5 "y L : : L. MU,?
oraz azeby iloczyn z masy i przyspieszenia dosrodkowego t. j. wartosé =
rownata sie sile przyciggania }]‘-’2 ; jak to wskazuje powyzsze rownanie.

0

Warunek powstawania ruchu kotowego obliczyé rowniez mozna bezposrednio;
zwazywszy, ze sily, dziatajace na punkt, poruszajacy sig¢ po kole w polu sit Newto-
nowskich, i wogodle w polu sit srodkowych, zaleznych tylko od odlegtosci od Srodka
przyciagania, nie wykonujg zadnej pracy; energia kinetyczna przeto tego punktu,
a wiec 1 predko$¢ jego pozostaje niezmieniong (pod wzgledem algebraicznym)
i rowng predkosci poczatkowej. Wiemy z kinematyki, Ze przySpieszenie punktu,
przebiegajacego po kole z pregdkoscig jednostajng v,, skierowane jest po promieniu,

2
; a poniewaz sita, wywolujgca

Un

zwrécone ku Srodkowi kola i rowna sie p =
0

i - . . : .k
to przy$pieszenie w polu sil Newtonowskich, réwna sie =] przeto dla ruchu po
0
2 -
- . MV, k :
kole powinien by¢ zachowany warunek:--—T = poprzednio wyprowadzony.
[] 0
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Uwaga. Zechce czytelnik uogdlni¢ wskazany sposéb okreslenia warunkow
powstawania ruchu kotowego, stosujgc go do pol sit Srodkowych, w ktérych sity
podlegaja innym prawom zmiennosci, niz przytoczonym w tym przyktadzie, np.
prawu przyciggania proporcyonalnego do odlegtosci.

35. Prawo cigzienia powszechnego. Newton postawit hypoteze, opar-
ta na licznych obserwacyach ruchu planet, ze ruchy te odbywaja si¢ w ten sposéb,
jak gdyby planety przyciagaty si¢ wzajemnie sila, odwrotnie proporcyonalng do
drugiej potegi z ich wzajemnej odleglosci. Poniewaz wszystkie wnioski i rachun-
ki, tyczace sie ruchu ciat niebieskich, oparte na tej hypotezie, sq zgodne z pomia-
rami ruchéw zachodzacych w rzeczywistoSci, wlasciwo$¢ zatem przyciggania sie
bryt materyalnych odwrotnie proporcyonalnie do drugiej potegi z ich odlegtosci,
przyjeto jako prawo ogdlne przyrody i nazwano je prawem powszechnego cigzenia.

Jezeli np. bryta materyalna, znajdujaca si¢ w polu sit cigzenia ziemskiego,
otrzyma predkosc poczatkows, niezgodng z kierunkiem promienia kuli ziemskiej, to
zakresli ona tor w postaci krzywej stozkowej, zamknigtej w skonczonosci, lub tez
rozciagajacej sie do nieskonczonosci; zaleznie od przytoczonych wyzej warunkow
ruchu poczatkowego.

Predkosci jednakze, nadane brytom materyalnym, wyrzuconym z powierzchni

k o afE Fma .
ziemi, sg zwykle tak male, ze § m 1)02<7_—; tory zatem, jakie one zakre$lajg sa elipsa-
0

mi, w ktérych ognisku znajduje si¢ Srodek kuli ziemskiej; zauwazymy nastepnie, ze
odlegtosci, z jakiemi mamy do czynienia w do§wiadczeniach ziemskich, sgq tak mate
w poréwnaniu z odlegtoscig srodka tej elipsy, w ktdrej ognisku lezy Srodek bryly
ziemskiej, ze cze$¢ toru eliptycznego, przystepng dla naszych pomiardw, przyjaé
mozemy dla utatwienia rozpatrywan ruchu za czg$¢ paraboli, ktérej o$ gléwna zle-
wa si¢ z osig pomienionej elipsy. Tor zatem paraboliczny punktu materyalnego,
wyrzuconego w polu cigzenia ziemskiego jest torem przyblizonym. Do tychze wy-
nikéw doszliSmy tez w § 17-ym, przy rozpatrywaniu rzutu punktu materyalnego.
W rozpatrywaniach tych przyjeliSmy, ze sity, przyciagajace punkt wyrzucony, sa
state we wszystkich miejscach toru, i 2 s3 wzajemnnie réwnolegle; co jest tylko
z pewnem przyblizeniem zgodne z rzeczywistoscia, biad jednakze, stad wynikajacy,
jest w zwyktych warunkach niedostrzegalny.

Przyjawszy zatem prawo powszechnego cigzenia za zgodne z przebiegiem
zjawisk przyrody, wypowiemy na zasadzie wynikéw paragrafu poprzedniego, ze
ziemia np. zakresla elipse, w ktorej ognisku lezy storice; ze ksiezyc zakre$la rowniez
elipse, w ktorej ognisku znajduje si¢ ziemia i t. p.

Badania ruchu komet wykazujg, ze ruch ich podlega réwniez prawu cigzenia
powszechnego; a tory ich nietylko eliptyczne, lecz i paraboliczne i hyperboliczne,
w ktérych ognisku znajduje si¢ storice, przewidziane sa rachunkiem, przytoczonym
w paragrafie poprzednim.

Przy obliczaniu ruchu punktu, wyrzuconego z powierzchni ziemi, nalezy
zwréci¢ uwage na te okoliczrros¢, ze w przypadku, gdy tor punktu przetnie po-
wierzchnie kuli ziemskiej, wtedy réwnania powyzsze nie odpowiadajq warunkom
ruchn wewnatrz ziemi np. w glebokim otworze; wielkos¢ bowiem przyciggania we
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wnetrzu ziemi, pomijajac wszelkie opory, jest inna, niz na jej powierzchni; a mia-
nowicie: powieksza si¢ ona proporcyonalnie do odlegtosci od $rodka ziemi, co
mozna dowies$¢, wychodzgc z ogdlnej zasady, ze punkt ruchomy jest przyciggany
przez wszystkie czastki kuli ziemskiej, podtug prawa Newtona; gdy wigec znajduje
sie on w jej wnetrzu, wypadkowa tych przyciggaf czastkowych jest inna, niz
w przypadku, gdy jest on zewnatrz kuli ziemskiej.

36. Granice ruchu punktu w polu sil §rodkowych. Sposéb odnale-
zienia warunkéw, przy ktérych punkt ruchomy zakre$li tor w skoficzonosci, lub
nieskoficzono$ci mozna uogdlni¢ i zastosowac go do obliczenia ruchu punktu w po-
lu sit srodkowych, ktére sg funkcyami odlegtosci od $rodka pola, i nie zalezg od
wielko$ci kqta biegunowego. Sposob ten pozwoli obliczy¢ wogoéle granice, w ja-
kich dany punkt zakre$la tor pod dziataniem takich sit.

Wyrazmy prawo zmiennosci sit Srodkowych funkcya ogélna f (r) ze znakiem
dodatnym, gdy sity odpychajg punkt; to praca tych sit podczas przejscia punktu
ruchomego z potozenia poczgtkowego 7, do innego pofozenia r wyrazi sig¢ catkg

,/‘f (r) dr, lub inaczej wzorem:
- (Cs il =7 VRV
Zasada réwnowartosci pracy i energii kinetycznej daje rownanie:
Uy — U(ry) = $mo? — § mo,?;

Zasada za$ momentow daje rownanie:
ds
at -
W réwnaniach tych v oznacza predkos¢ punktu w miejscu 7, vy —
w miejscu r7,; a M, oznacza moment ilosci ruchu w miejscu #,.

M, = m»r?

W najodleglejszem i najblizszem miejscu toru punkt ruchomy posiada pred-
kosé, ktérej kierunek jest prostopadty do promienia wodzacego; przeto, ozna-
czywszy te odlegtosé literg 7, (maximum lub minimum) i predkos¢ w tych miej-
scach przez v, rownanie momentu ilosci ruchu jest nast :

M
MUntn = M,; skad: v, =—2.
M T
Podstawiwszy warto$¢ v, w réwnanie pracy dla potozenia 7, punktu, otrzymamy
réwnanie:
Mo\% 1
Ulrm) — U(ry) =4im ( ‘?) — — L muvt,,
m) re
m
z ktérego po przemnozeniu przez #%, o ile 7, nie posiada wartosci zera lub oo,
otrzymamy réwnanie:
: 2 [ M,)\?
e Ulrn) + ralmot, — U@l —im (»m") =11)

z ktorego obliczymy diugosé promienia 7.

b
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Zauwazy¢ nastepnie nalezy, ze tor punktu ruchomego dotyka kot, zakreslo-
nych promieniami r,,; kola przeto, zakreslone temi promieniami, wyznaczajq grani-
ce, pomiedzy ktéremi ruch punktu si¢ odbywa.

W szczegdlnym przypadku, gdy M, = 0, t. j. gdy ruch jest prostolinijny;
réwnanie to przeksztalci si¢ na nast.:

U(Tm) _J|' [L m 7)20 — U(/)O)] = D] S R (92)
M, = 0 nastepuje w dwéch przypadkach; w przypadku, gdy kierunek pred-
kosci poczatkowej przechodzi przez Srodek sit, lub tez w przypadku, gdy v, = 0.
W przypadku v, = 0, mamy:
T O} == LA e

37. Ogoélne rownanie toru punktu w polu sif Srodkowych. Obliczy¢
réwnanie ruchu punktu w polu sit sSrodkowych, gdy sity te sg pewngfunkcysg, narazie
nieokreslona, promienia wodzacego; wyrazong symbolem ogdlnym f ().

Zadanie to jest uogoélnieniem, wyzej rozpatrywanych przyktadéw; do rozwia-
zania jego zastosujemy przeto te same zasady; ktéresmy stosowali do powyzszych
szczegbinych przypadkéw. W celu uniknigcia powtarzaniasig, rozpatrzmy réwn. 861 87
przyktadu poprzedniego, a zauwazymy, ze tylko w pierwsze z nich wchodzi f (7);
lewa bowiem strona tego rownania przedstawia iloczyn f(7) dr, wyrazajgcy prace
czastkowa, prawa za$ strona pozostaje w tej samej postaci i dla tego ogdlnego
przypadku; drugie za$ z powyzszych réwnai zupelnie nie zmienia si¢ i dla danego
przykladu. Catki wigc tych rownaf sg nastgpujace:

) Jfeydr =im |(g;)+ (T {%)] — § mv; oraz

dao
23 et

55 oy

Oznaczymy / f(r)dr przez U (r) 1 naste¢pnie, jak poprzednio: & mv*, — U (r,)
przez E,; a po wyrugowaniu z tychréwnan d¢, otrzymamy réwnanie analogiczne do
réwn. 88-ego:

\ ,f“f,)z ) S
i ((lc “moat L) =% mr? o
Podstawmy w nie, jak poprzednio: r = -110 , a otrzymamy réwnanie:
R L R P i =
L (# dc) L =UM—} W E, .. (%)

z ktérego mozna obliczy¢ do i nast¢pnie, po scatkowaniu, o wyrazi¢ wielkoscig w,
a wigc réwniez wielkoscia #. Funkcya U (r) pozostaje naturalnie nieokreslong, do-
poki zadanie jej nam nie da.

Réwnanie 93-cie przeksztatcimy na inne, ktérego catka jest namznana; a mia-

nowicie zrézniczkujemy je wzgledem o, majac na uwadze, ze 7 i w sg funkcyami o;
I otrzymamy:
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dw dw M __dU(r) dr dw M? dw
ds ds® m — dr dw ds  m ds’

> : dw . -1
po skrdceniu przez i po podstawieniu:

ds
a(Ur) |y i { 1
ar _f() f\w))oraza7 = V= w?’
otrzymamy:
L
D B Al i ( w ) 94
(lcz [ - ——Mzo . 202 . . » . . . . . - ( ’

Jest to ogblne réwnanie toru punktu w polu sit srodkowych. ,
SprawdZmy to réwnanie dla pola sit Newtonowskich. W tym celu podsta-
wimy w nie:
; /
fur)y=— 7_62— = — JrmyRs

a otrzymamy:
d*w m
T e it

Jest to rownanie rézniczkowe linijne 2-gorzedu ze stalg wielko$cig wiktajaca; w celu
jego scatkowania, wprowadzimy do rachunku nowsg zmienng 2, zalezng od w
W SposOb nastgpujacy:
TN

y — : /- Z.

w " R
Po podstawieniu tej zmiennej; wielko$¢ stala wypada z poprzedniego rownania
i otrzymujemy réwnanie:

d*z

gt ="
ktorego catke przedstawi¢ mozna w postaci nastgpujacej:
g == 4 cos (5 — B);
gdzie 4 i § sq stale, wyznaczalne z poczatkowych warunkéw ruchu. Po podsta-

wieniu tej wartosci w réwnanie poprzednie i po zastgpieniu w wyrazem == otrzy-

mamy réwnanie toru tego ruchu:

M?
e mk
—1-4tecos(s—f)’
"ktére jest jednakowe z réwnaniem 91-szem lub nastepnem.

r

38. Zadanie. Punkt materyalny, przyciagany do pewnego S$rodka silg,
odwrotnie proporcyonalng do trzeciej potegi z odlegtosci, zakre§la przy réznych wa-
runkach ruchu poczatkowego tory, wskazane na rys. 23, 24, 25 i 26-tym. Zbadac¢,
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przy jakich warunkach ruchu poczgtkowego zakresla on kazdy rodzaj z tych toréw.
(Rysunki te sg wziete z dzieta ,Treatise on Dynamics by A. Gray and J. G.
Gray“.—1911).

Rys. 24. Rys. 26.

5. Ruch punktu nieswobodnego oraz ruch
punktu z oporami.

A. Sily odporowe i sily oporowe.

39. Warunki fizyczne powstawania ruchu. - Jezeli punkt materyalny
pod dziataniem sit danych wykonywa ruch nie zgodny z ruchem, wskazanym przez
te sily, to po blizszem rozpatrzeniu warunkow fizycznych, w jakich odbywa sie ta-
ki ruch, zauwazymy, ze przyczyng tej niezgodnosci s ciala, z ktéremi styka sie
punkt ruchoiny, i ktére zmieniajq ruch, wyznaczony przez sily dane.

Jezeli np. punkt materyalny pod dzialaniem sily cigzenia, zsuwa sie po
plaszczyznie pochylej, to ptaszczyzna dana przedstawia wiasnie ten fizyczny waru-
nek, ktéry nie pozwala punktowi zakre$li¢ toru pionowego ruchem, wyznaczonym
sitg cigzenia, lecz zmusza go do wykonywania ruchu po plaszczyznie. Bryle, znaj-
dujacg si¢ w takich warunkach, nazwalisSmy w § 137 tomu I-go brytg nie-
swobodna.

W przykiadzie za$ spadania bryt w powietrzu lub w jakiem innem s$rodo-
wisku fizycznem opér danego Srodowiska jest tym czynnikiem fizycznym, ktéry
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