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IV. Dynamika punktu.

1. Prawa zasadnicze.

I. Prawo bezwladnosci i rownanie dynamiczne ruchu. Podstawg
okreslenia sity jest prawo bezwladnosci, ktére glosi; (poréw. § 96 tomu I-go):

kazde cialo, pozostawione samo sobie, trwa w stanie spoczynku, lub w stanie ruchu
jednostajnego prostolinijnego tak diugo, dopdki jakies czynniki zewnetrzne, pochodzace
od innych ciat, nie zmienia tego stanu. _

Prawo to jest wyrazem faktu, doswiadczalnie stwierdzonego, ze w oto-
czeniu Kazdego ciala (inaczej punktu materyalnego), wykonywujacego ruch nie
Prostolinijny, lub nie jednostajny, odkry¢ zawsze mozna jakie$ inne ciato lub uklad
ciat, (w stanie stalym, piynnym, lub gazowym), ktérych obecnos¢ wywotuje zbo-
Czenie punktu, poruszajgcego sig, z toru prostolinijnego, lub wogdle zmienia jego
Predkos¢; i ze, po usunigciu tych cial, ruch jego staje sig prostolinijny i jednostaj-
ny, lub tez staje si¢ zblizony do takiego ruchu, o ile czesciowo tylko usuniemy
te ciata. W powyzszem przeto wystowieniu. prawa bezwiadnosci wyrazenie:
»Ciato, pozostawione samo sobie®, nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze w otoczeniu
jego niema zadnych innych bryl materyalnych. Chociaz warunek ten fizy-
Cznie jest niewykonalny, prawo jednakze bezwladnosci, w powyzszy sposéb wy-
gloszone, nie traci na swej mocy, i jest podstawg rozpatrywan ruchéw, zachodza-
cych w otaczajacym nas $wiecie fizycznym. Wszelkg zatem zmiane predkosci
punktu materyalnego, czy to jej kierunku, czy tez jej wartosci, przypisujemy wply-
Wowi otaczajacych go czynnikéw fizycznych, ktére w jezyku potocznym nazywa-
my przyczynami danego ruchu, lub Scislej ,przyczynami zmiany danego ruchu.
Czynnikami, zmieniajacymi predkosé punktu danego, mogg by¢ nietylko ukfady
fizyczne w $cistym znaczeniu tego stowa (np. sprezyna, preznosé pary, magnes
it p.), lecz i organizmy zyjace; a wszczegélnosci muskuty nasze; w tym szcze-
golnym przypadku méwimy, ze na dany punkt wywieramy pewng sile, przez co
Wywotujemy zmiang predkosci punktu, czy tez bryly. Sita, jako nazwa czyn-
nika, zmieniajacego ruch, zostala uogolniona, i stosuje sie réwniez do czynni-
kow fizycznych; méwimy przeto we wszystkich przypadkach, w ktorych nastgpuje

Mechanika teorelyczna, . 11. 1
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zmiana predkosci punktu, ze na dany punkt dziata pewna sita. Sitg zatem nazy-
wamy wilasciwo$§¢ pewnych ciat, ujawniajgca si¢ przez zmiang predkosci punktu
materyalnego.

Stwierdziwszy istnienie uktadéw fizycznych, ktére zmieniajg ruchy, ota-
czajgcych je punktéw materyalnych, wyrazmy obecnie te wlasciwo$¢ pewng
wiclkoscia, ktéraby byta jej miarg; i zapomocg ktérej mogliby$my obliczyé¢
ruch, wywotany danym uktadem. Dziatanie kazdego takiego uktadu ujawnia
si¢ przedewszystkiem przyS$pieszeniem punktu, na ktéry on dziata; do wyrazu za-
tem szukanej miary powinna wejs¢ wielkos¢ przyspieszenia punktu w wektorowej
postaci. Podane bowiem w kinematyce okreSlenie przyspieszenia (§ 44-ty tomu
l-ego), wyraza zmiang predkosci danego punktu tak co do kierunku i wartosci,
jak i co do zwrotu. Dziatanie zatem takiego ukadu fizycznego na dany punkt
materyalny wyraza si¢ wektorem przyspieszenia tego punktu. Lecz przyspieszenie
to nie wystarcza dla jednoznaczuego okreslenia szukanej miary; gdy bowiem pod-
damy dziataniu tegoz uktadu inny punkt materyalny, wtedy zobaczymy, Ze przyspiesze-
nie jego posiada wogdle kierunek i zwrot przyspieszenia punktu poprzedniego, lecz
wartos¢ jego jest rézna od poprzedniej. Przyspieszenie przeto, wywotane pewnym
uktadem fizycznym, zalezy nietylko od wtasciwosci danego uktadu lecz i od wtasci-
wosci punktu, poruszajacego sie. Gdy literami p,, Dy, Dy i t. d. oznaczymy przy-
$pieszenia réznych punktéw, poddanych dziataniu jednego i tego samego uktadu, to
dostrzezone zjawiska ruchu wyrazimy réwnaniami:

Ty = M = TR, - - o .. oo Al

w ktérych m,, m, it. d. sa wielkosciami dotad nieznanemi. Wielkosci te mozna
obliczy¢ z tych réwnan po wyznaczeniu (zapomocg pomiar6w 1 obliczen) przy-
$pieszen kazdego z punktéw i po przyjeciu dla jednej z nich pewnej dowol-
nej liczby. W ten sposéb otrzymamy dla kazdego punktu pewng wiasciwg jemu
liczbe.

Liczby te, obliczone w ten sposéb, majg na razie bardzo ciasny zakres zastoso-
wania; odnosza sie one bowiem nietylko do danego punktu, lecz i do danego uktadu
fizycznego, wywotujgcego ruch punktu. Liczby te jednakze otrzymujg szeroki zakres
zastosowarl, gdy weZmiemy pod uwage prawo fizyczne, ktore stwierdzi¢ mozna
w kazdem zjawisku ruchu; a mianowicie, ze liczby te uie zalezg od whasciwosci ukta-
du fizycznego, wywotujacego ruch, lecz zaleza jedynie od punktu materyalnego tak,
iz kazda z tych liczb jest jakoby cechg niezmienng ruchu danego punktu. Prawo
to unaocznimy sobie w spos6b nast¢pujacy. Wezmy kilka punktow materyalnych
(np. w postaci kulek) i poddajmy je kolejno dziataniu jednego i tego samego ukla-
du fizycznego (np. dziataniu danej sprezyny, lub magnesu); gdy kulki sq zelazne
a wyznaczywszy z pomiar6w ruchu przyspieszenia, jakie im udziela dany uktad,
obliczymy z réwnan 1-szych wszystkie liczby

B Tl s

przyjawszy uprzednio dla jednej z nich liczb¢ dowolng. Poddajmy nastepnie
te same punkty dzialaniu innego ukiadu fizycznego (dziataniu np. innej sprezyny
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mocniejszej lub stabszej od poprzedniej) wyznaczmy ich przyspieszenia, i obliczmy,
jakiesmy to uczynili poprzednio, — spotczynniki

my, My, My

e R e o )
ktére odréznimy od poprzednich kreskami, a praekonamy sig, po przyjeciu np.
ny = m,’, ze:
m, = my; Mg =my it d

i gdybysmy to doswiadczenie wykonali z calym szeregiem roznych ukfadéw, to
dla jednego i tego samego punktu otrzymaliby$my za kazdym razem jedng i tg sa-
mg liczbe. W stwierdzeniu tego faktu lezy tres¢ danego prawa.

Liczby tego rodzaju nazywamy wog6le spotczyunikami pewnej wiasciwosci
fizycznej danego ciata; np. rozszerzalnosci, sprezystosci, wytrzymatosci i t. p.;
w danym zas razie nazwaé je mozna spotczynnikami bezwladnosci danego punktu
materyalnego. Ze wzgledu jednakze na inne wiasciwosci lizyczne, jakie sg zwig-
zane z tymi spotczynnikami, nazwano je masanti danych punktéow. Prawo to na-
zwac mozna prawem niezmiennosci masy danego punktu materyalnego (lub tez
danej bryty).

Jezeli przeto obliczymy spotczynnik bezwiadnosci, czyli mas¢ pewnego pun-
ktu materyaliego z jednego jego ruchu, ktéry jest znany, to spoétczynnik
ten mamy prawo stosowa¢ do wszelkich ruchéw tegoz punktu, wywotanych
najréznorodniejszymi czynnikami. W tem ogélnem zastosowaniu spéiczynnika bez-
wladnosci lezy cala praktyczna doniostos¢ prawa niezmiennosci masy punktu.

W zadaniach przeto dynamiki przyjmujemy zwykle, 2e masy, poruszajg-
cycn sig punktow, sa juz obliczone z poprzednio dokonanych pomiaréw, t.j. przyj-
mujemy po wiekszej czesci, ze masy punktow sg dane.

Z prawa niezmienno$ci spotczynnika bezwtadnosci, t. j. masy kazdego punktu
i z wlasciwosci danego ukfadu fizycznego wywotywania w réznych punktach przy-
Spieszen, zgodnych miedzy soba co do kierunku i zwrotu, -- wynika, ze iloczyn
z masy kazdego punktu i z jego przy$pieszenia, jakie on otrzymuje, wskutek dzia-
tania danego uktadu, jest staly, — jest jego niezmiennikiem. Iloczyn ten prze-
o raz ustalony dla danego ukladu uwaza¢ mozna za miarg jego dzialania; — za
miarg jego sity. Na tej podstawie w § 97-ym tomu I-go, okreslilismy site jako
dziatanie, powodujace zmiane predkosci punktu danego; a za miare tego dziatania
przyjeliSmy m-krotny wektor przySpieszenia poruszajacego sig¢ punktu. Jezeli
przeto drogg doswiadczenn wyznaczymy ten wektor, t. j. wyznaczymy site danego
ukladu, to z wielkosci jego wyznaczy¢ juz moZemy przyspieszenie kazdego innego
punktu materyalnego o znanej masie, jakie wywota dany uktad.

Jezeli ten wektor oznaczymy literg P, to zgodnie z réwnaniami l-szymi na-
piszemy rownanie:

P:m]_-)......,..‘.(‘z)

W ktérem s oznacza mase punktu ruchomego, a p jego przyspieszenie.
2. Zadania dynamiki. Roéwnanie 2-gie, nazwane réwnaniem dynamicznem

ruchu, pozwala rozwigzaé wszelkie zadania z dynamiki punktu.



§ 2. — 4

Zadania te podzieli¢ mozna na trzy zasadnicze grupy.

Do pierwszej grupy zaliczymy zadania, w ktérych dany jest ruch, a nalezy
wyznaczy¢ sity, wywolujace ten ruch.

Jezeli np. punkt materyalny przechodzi ruchem, okre§lonym np. réwnaniem
s = f(t), z miejsca 4, do miejsca 4,, nieskonczenie blizkiego, rys. 1, to w celu
wyznaczenia przySpieszenia, zestawimy tréjkat podtug wzoru wektorowego:

~ o =
Ty 7V =L,

w ktérym '1-;1 i v, sa wektory predkosci punktu w miejscach A, i 4,; i z tego troj-
kata wyznaczymy wektor AV, , ktéry jest miarg przyrostu predkosci, i wskazuje
kierunek i zwrot sity, dziatajacej na punkt ruchomy w danem miiejscu, czynnik bo-
wiem i nie zmienia ani kierunku, ani zwrotu tego przyrostu. Wielkos¢ zas

Rys. 1.

tej sity obliczymy, stosownie do danych okreslen, dzielgc przyrost ten przez war-
tos¢ A ¢ i mnozac go przez m, t. j. przez warto$¢ masy tego punktu. Z okreslenia
sity wynika przeto, ze kierunek i zwrot jej jest wyznaczony w kazdem miejscu toru
przez przyrost wektora predkosci w temze niejscu.

Sife te mozna sobie uwidoczni¢, jako site np. ciggngcq dany punkt, zgodnie
z kierunkiem i zwrctem wektora A, rys. 1-szy.

W szczegélnym przypadku, w ktérym obydwa wektory 172 i 171 sq rowne (we-
ktorowo); przyrost A ¥ réwna sig zeru, a zatem i sita w danym razie réwna sie ze-
ru;— jest to zgodne z prawem bezwtadnosci, na ktérem oparlismy okreslenie sily.

Wyznaczenie zatem sit, jakie wywiera dany uktad fizyczny na otaczajace go
bryly materyalne, moze nastapi¢ tylko drogg doswiadczalng. Nic bowiem nie wie-
my np. o sile przyciggania ziemskiego, o sile elektrycznej, magnetycznej, o sile
sprezyny napigtej, o sile preznosci pary i wogdle nic nie wiemy o wielkosciach sit,
dopdki nie zbadamy ruchéw, jakie te czynniki wywotujg w otaczajacych je
brytach.
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Przytoczony tutaj sposéb mierzenia sif, moze by¢ nazwany kinetycznym,
gdyz oparty jest na bezposredniej znajomosci ruchu i masy punktu. Lecz posia-
damy jeszcze inny sposéb mierzenia sif, — sposéb statyczny, ktéry polega na tem,
ze punkt ruchomy, bedacy pod dzialaniem pewnej sity, doprowadzamy zapomocg
innej sity do stanu réwnowagi, i przyjmujemy site, wywotujacg ruch punktu,
rowna co do kierunkn i wartosci sile réwnowazacej, lecz co do zwrotu jej
przeciwna.

Pr¢znos$c np. pary, zawartej w cylindrze silnika parowego, jest w stanie wywo-
ta¢ ruch, czyli jest w stanie nadac przy$pieszenia brylom, odpowiednio potaczonym
z ruchomym tfokiem tego cylindra. Z przy$pieszen zatem tych bryl mozemy obli-
czy¢ site, jaka wywiera prezno$¢ pary; — jest to sposéb kinetyczny mierzenia sil.
Sposobem za$ statycznym zmierzymy te sile, jezeli np. zapomoca obcigzenia ttoka
cylindra nie damy mu si¢ poruszy¢; obcigzenie to, wyrazone np w kg, jest w da-
nym razie miarg sily preznosci pary. W tenze sposéb mozemy zmierzyé np.
site sprezyny, wyznaczywszy przy$pieszenie punktu, na ktéry ona dziata; lub
. tez zrownowazywszy jej dzialanie sitg inng. W celu np. obliczenia sit miedzypla-
netarnych, korzystamy ze sposobu kinetycznego obliczania sit; w technice za$ sto-
sujemy obydwa te Sposopy.

Zwrécié nalezy uwage, ze w obydwu tych sposobach, wyrazamy sity iloczy-
nem z masy i przyspieszenia, z ta tylko réznica, ze w kinetycznym sposobie wpro-
wadzamy bezposrednio do rachunku przy$pieszenie punktu, w statycznym zas
sposobie wprowadzamy je posrednio — w pojgciu réwnowagi (poréwn. okreslenie
rownowagi, podane w § 104-tym tomu I-ego).

Gdy wyznaczymy sily, jakie wywoluje dany ukfad na otaczajgce punkty, mo-
Zemy méwié¢ o znanych sifach, i mozemy pytac sig¢ o ruch, wywotany temi sitami.
Zadania tej grupy sq odwrotne do poprzednich i stanowig drugg grupe zadan dy-
namiki, w ktoérych wiadome sg sity i masa punktu, a nalezy wyznaczy¢ ruch punktu
danego.

Poniewaz wyznaczenie sity danych czynnikoéw fizycznych moze by¢ dokonane
tylko drogg doswiadczalng (na co juz zwracalisSmy uwage), przeto zadania tej gru-
Py polegajg wiasciwie na obliczeniu przyS$pieszenia punktu danego, znajdujacego
sig pod dziataniem pewnych czynnikéw fizycznych, — z przyS$pieszenia i masy in-
nego punktu, poddanego dziataniu tychze czynnikéw; — lub tez poddanego dzia-
taniu innych czynnikéw, lecz im statycznie réwnowartych. Jezeli bowiem moéwi-
my, ze na punkt materyalny (czy tez brylg) dziala sita, okreslona danym wekto-
rem, to zgodnie z powyzszemi okresleniami, wyrazenie to rozumiemy w ten spo-
sob; ze dany punkt znajduje sie¢ pod dziatlaniem pewnych czynnikéw fizycznych,
zresztq nam nieznanych, ktére wywotuja takg zmniane jego ruchu, ze iloczyn z ma-
Sy 1z przyS$pieszenia tego punktu rowna si¢ wektorowo iloczynowi z masy i przy-
Spieszenia innego punktu.

Powstawanie ruchu punktu, gdy dana jest sita, nari dziatajaca, nalezy wyobra-
zi¢ sobie w nastepujacy sposob. Niech np. punkt ruchomy o masie danej m znaj-
duje sie w pewnej chwili ¢ w miejscu 4, rys. 2;gi, i posiada predkosc Fl, i niech
na niego dziala sita, okreslona wektorem P, to wyznaczymy przy$pieszenie
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punktu, j_ilkie ona wywota, gdy wezmiemy m-ta cz¢s¢ wektora tej sily; a nowy ten
wektor p, jest wektorem szukanego przyspieszenia.

Wyznaczenie toru iruchu po nim z tego przySpieszenia jest czynnoscia ra-
chunkowa, ktorg mozna w rozmaity sposéb wykona¢. Azeby unaoczni¢ dziatanie
sity na dany punkt, zastosujemy w danym razie do wyznaczenia toru i ruchu po
nim sposéb wykreslny. Przyjmijmy np., Ze punkt ten znajduje sie w chwili ¢,
w miejscu 4,, rys. 2-gi, posiada predkos¢ vy i poddany jest dziataniu sity i3
a zadanie polega na wyznaczeniu pofozenia i predkosci punktu po uptywie czasu A\ ¢;

Rys. 2

Predkos¢ 51 purniktu, bedacego pod dziataniem sity -Z-’-l, dozna pewnego przy-
rostu; azeby wymauyc ten przyrost, przyjmiemy, z pewnem przyblizeniem, Ze
przySpieszenie p, jest stale w okresie czasu . 7, wobec tego przyrost predkosci
wyrazimy réwnaniem:

1

AN .'27-1 == ]-)'1 Aty w ktorem })'1 =
Predkos¢ v, punktu w miejscu, w ktérem znajdzie si¢ on w chwili (£~ A7), wy-

znaczymy z tréjkata wektorowego, zestawionego podiug nast¢pujacego rownarnia:
-‘72 :-';;1“ 371 AL
tréjkat ten przedstawilismy na rys. 2-gim.

Potozenie punktu w chwili (¢ ++ A #) jest jeszcze nieznane; w celu jego wy-
znaczenia przyjmiemy znéw z pewnem przyblizeniem, ze punkt dany przechodzi
z jednego potozenia do drugiego w okresie czasu /. / ruchem jednostajnym z pred-
koscia vy; t.j. przmelemy, iz punkt ruchomy, po uptywie czasu A ¢ od wyjscia

z A, , przejdzie drogén, . At W kmrunku predkosci chwilowej i znajdzie si¢ w miej-
scu A,, w ktérem posiada predkosc 12
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Gdy znamy site P,w miejscu 4,, wtedy znajdziemy w sposdb powyzszy pred-
kos¢ vy, oraz polozenie 4, punktu ruchomego; a linia lamana 4,, 4., 4; it. d.
przedstawi tor punktu ruchomego, predkosci za$ punktu danego odczytamy z wielo-
boku wektorowego. Postepujac w ten sposéb wyrazimy predkos¢ w - 1-szem
miejscu toru, po uplywie 2. A ¢ sekund, nastepujacem réwnaniem wektorowem:

:7/-1 E'E-‘I;k.Af. e )

Potozenie za$ punktu po uplywie tegoz okresu czasu wyznaczymy promieniem wo-
dzacym, wyprowadzonym np. z poczatkowego polozenia 4, punktu ruchomego,
a zatem:

F=DW A0 s e . L L @
w rOwnaniach tych &/ =1,2,...7

Zrozumialem jest, ze wyniki postepowania tego o tyle beda zgodne z ruchem
rzeczywistym, o ile okresy czasu A ¢ bedg mate; a jezeli wyobrazimy je sobie nie-
skonczenie matymi, to zamiast linii famanej, majacej przedstawiac tor, otrzymamy
linig ciggla, przedstawiajgca tor whasciwy punktu danego.

Wielkosci nieskonczenie mate nie dajg si¢ jednakze wyrazac¢ wykreslnie; je-
dynym zatem sposobem $cistym wyrazenia ruchu jest sposéb rachunkowy, jaki
dajg prawidia algebry zwyklej, lub wektorowej. Sposob obliczenia tego przedsta-
wimy w nastepnych rozdzialach. Ze sposobu jednakze wektorowego, tutaj przed-
stawionego, po odpowiedniem dobraniu skali i przystosowaniu go do danych za-
dan, korzysta¢ mozna w celu otrzymania przyblizonego obrazu ruchu.

Trzecig grupe zadan dynamiki stanowig zadania, w ktérych dane sg sity
I przys$pieszenia, a nalezy obliczy¢ mase punktu poruszajacego sie. Rozwiazanie te-
g0 rodzaju zadan sprowadza sig do znalezienia ilorazu dwoch znanych i wzajemnie
réwnoleglych wektorow, — wektora sity i wektora przy$pieszenia. W celu zatem
obliczenia masy danego punktu materyalnego, poddamy go dziataniu znanej sity,
wyzilaczymy zapomocq pomiaréw przyspieszenie, jakie on otrzyma, a iloraz tych
wielkosci jest spotczynnikiem bezwladnosci:i— jest wartoscig jego masy.

Poddajmy np. dany punkt materyalny dziataniu pewnej sily; zbadajmy
ruch, jaki ta sita wywota; obliczmy przySpieszenie tego punktu; a iloraz z tej sity
i przy$pieszenia da warto$¢ jego masy.

Uwigzmy np. brytg dang na sznurku i obracajmy ja w ten sposéb, azeby za-
kreslata ona wraz ze sznurkiem koto poziome ruchem jednostajnym, rys. 3-ci.
Ruch ten odbywa si¢ pod dzialaniem sily, wystepujacej w sznurkuy; azeby. te
site zmierzy¢, przeciagnijmy sznurek przez bloczek, umieszczony w $rodku kota
i przyczepmy do zwieszonego kotica cigzar, réwnowazacy napiecie sznurka, jakie
powstaje podczas ruchu punktu; cigzar ten, rowny np. ¢ kg, jest miarg sity, dziala-
jacej na dany punkt, Przyspieszenie tej bryty, obliczymy z rown. 32-ego, podanego
W tomie I-ym, — z predkosci v, z jakg on przebiega po kole, i z promienia » tegoz
kola; ktéreto wielkosci mozna bezposrednio zmierzy¢; przyspieszenie zatem danej
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bryly: p = roat 1 jest skierowane po promieniu ku srodkowi, w ktérym tez kierun-
ku i z tymze zwrotem dziala sita ¢); a zatem:

*
m==): -

Obliczenie mas roznych bryt mozna wykonac¢ jeszcze tymze przyrzgdem w nastg-
pujgcy sposéb. Do dodanego sznurka, obcigzonego jednym i tym samym cieza-
rem, przyczepiajmy Kolejno rézne bryly materyalne, ktérych masy chcemy obliczy¢,

Q

Rys. 3.

i nadajmy im takie predkosci po kole, ktéreby wywotaly naprezenie nici, rowne
danemu cigzarowi, a po zmierzeniu wielkosci v, , vy, v,, it.d. oraz r,, »,, r, it.d.,
o ile sg rézne, napiszemy rownania:

7.2 7.4 )

m, . ljll = My l;‘ =g 17“3 &= .m0 ®

z ktérych obliczymy stosunki mas lub wartosci ich, gdy przyjmiemy dowolng war-

tos¢ liczbowg dla jednej z nich. Mozna wreszcie unikna¢ zupelnie korzystania

z sily cigzenia; w tym celu nalezy sznurek przywigza¢ do sprezyny i uwazaé, aze-
by podczas ruchu punktéw sprezyna doznawata jednakowych odksztatces. '

Gdy bryta dana, ktérej mas¢ mamy obliczy¢, znajduje si¢ w polu cigzenia

ziemskiego, wtedy zréwnowazymy jej cigzar inng brylgq o przyjetym cieza-

Q

rze (), mase jej obliczymy ze stosunku > ; jakieSmy to omowili w § 99-tym tomu

[-go. Masy zas bryt, ktorych nie mozemy zrownowazyé, znanymn cigzarem, jak np.
masy planet, mozemy obliczy¢ tylko z ich ruchéw, np. zapomoca réwnar 5-tych,
o czem naraziec mowié¢ nie bedziemy. Sg jeszcze inne sposoby obliczenia mas da-
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nych punktéw, ktére sg oparte na trzecienr prawie zasadniczem, na prawie wza-

jemnego dziatania cial, lecz o tym sposcbie poméwimy w dynamice ukiadu
punktéw.

Dostrzeganie powstawania ruchow doprowadza nas do wniosku, ze kazdy
ruch moze by¢ wywolany r6znymi pod wzgledem fizycznym czynnikami. Ruch np.
wozu moze by¢ wywotany sita organizmu Zyjgcego, sitq preznosci pary, sitg wzbu-
chu gazéw, sita sprezyn napietych it. p. Chociaz czynniki te sa pod wzgledem
fizycznym rézne, posiadajg jednakze wspdlng miare dziatania; — miar¢ zmiany
ruchu danego wozu, czy tez wogole danego punktu materyalnego. Jakie to sa
czynniki, mechanika teoretyczna nie bierze pod uwage, a bada jedynie zmiany ruchu
danych punktéw materyalnych, wywotane tymi czynnikami i bierze nastg¢pnie te
zmiany za podstawe do obliczen ruchéw innych punktéw.

3. Inne sposoby wektorowe wyrazania rownania dynamicznego.
Réwnanie dynamiczne, réwn. 2-gie, ktore jest podstawg rachunkowa catej dyna-
miki, przedstawimy jeszcze w innej postaci, réwniez wektorowej, a mianowicie:
podstawimy w nie, zgodnie z okresleniem przyspieszenia (tom I-szy § 44-ty):

=" TR
P= g4
i otrzymamy rownanie:
- dv - :
P———m,(”. A B )

Lub tez, gdy wyznaczymy potozenie punktu w przestrzeni wektorem wodzacym =
wyprowadzonym z dowolnie obranego bieguna w przestrzeni; wtedy zgodnie
§ 57-ym T. l-go, mamy: :

V= ’

d; ; a zatem D = (137..
dt ’ alem  P= aa

a po podstawieniu tej wartosci w réwnanie dynamiczne, otrzymamy je w nastepuja-
cej postaci:

‘fj:md;...........(ﬂ

4. Prawo superpozycyi. O prawie temr wspominalismy juz w §78-ym to-
mu l-ego; wytozymy je jednakze tutaj wigcej szczegétowo. Jezeli dany punkt ma-
teryalny o masie m pod dzialaniem pewnego ukiadu czynnikow fizycznych, doznaje
przyspieszenia ]_)1, a pod dziataniem innego ukfadu po usunieciu pierwszego, do-
znaje przySpieszenia '52, to pod dziataniem jednoczesnem obydwodch uktadow,
otrzyma on inne przyspieszenie, rozne od poprzednich, ktére oznaczymy litery j_)
W pewnych szczegélnych zjawiskach, ktérych czynniki uk{adé\i/_ podczas jednocze-
snego ich dziatania nie oddziatywaja na siebie, przyspieszenie p, jak doswiadcze-
nia wskazuja, réwna sie sumie wektorowej przyspieszen skiadowyeh, t. j.

p=Dp+0
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Gdy wigksza ilos¢ uktadow dziala na dany punkt, i kazdy z nich oddzielnie wywo-
tuje przy$pieszenie p., wtedy dziatanie ich jednoczesne wywota przy$pieszenie:

D= XP. .. . . . . . ...

Prawo to jest stwierdzone doswiadczalnie i jest jednem z praw zasadniczych me-
chaniki, — zwane prawem niezaleznosci dziatania, lub inaczej prawem niezalez-
nosci ruchow. Poniewaz przySpieszenia w danym przykladzie odnoszg sie do
jednego i tego samego punktu o masie m, po przemnozeniu zatem réwnania 8-go
przez m, otrzymamy rownanie:

AT e e, e W By (O

w ktérem P jest sitq, jaka wywierajgq wszystkie uklady tacznie; P, zas sq to sily,
jakie wywiera kazdy uktad oddzielnie. Site P nazwaliSmy juz w statyce sila wy-
padkowa sit sktadowych P;.

Gdy zatem wiele sit dziata na dany punkt o masie m, wtedy mamy réwnanie
dynamiczne:

2P — mp;

w ktérem p oznacza przy$pieszenie, jakiego punkt dany dozna pod dziataniem
danych sit. W szczegolnym przypadku, gdy przy$pieszenie p punktu ruchomego
rowna sig¢ zeru, t. j. gdy sily sq w rownowadze, otrzymamy warunek réwnowagi sit:

Y By=0.

W innym szczegolnym przypadku, gdy sity dziataja wzdiuz jednej prostej, t. j. po-
siadajq wspélny kierunek, wtedy ich wypadkowa réwna si¢ sumie algebraicznej sif
sktadowych. Jezeli zatem pewna sita P, wywoluje przySpieszenie p,, to n takich
sit facznie, dziatajacych wzdiuz jednej prostej, wywotajq przys$pieszenie np,; pro-
porcyonalnos¢ zatem przyspieszenia do sily, przyjgta do okreslenia sity, jest wyra-
zem niezaleznosci dziatania sit.

A. Zastosowania ré6wnania dynamicznego do obliczenia
ruchu prostolinijnego.

5. Warunki powstawania ruchu prostolinijnego. Szczegélnym przy-
padkiem ruchu punktu jest ruch prostolinijny. Ruch ten powstaje wtedy, gdy
przy$pieszenie punktu ruchomego posiada kierunek niezmienny, i gdy kierunek
poczatkowej jego predkosci, o ile on jq posiada, zlewa sig z kierunkiem przy$pie-
szenia; inaczej mowiac, ruch prostolinijny powstaje, gdy sita wywolujaca go po-
siada staty kierunek, zlewajacy sie z kierunkiem poczatkowej predkosci; wartos¢
przytem sity moze si¢ zmieniac.

6. Ruch punktu pod dzialaniem sily stalej. Rozpatrzmy ruch punktu
materyalnego, na ktory dziala sila stata P i ktérego predkosé poczatkowa posia-
da kierunek, zlewajacy sie z kierunkiem sity. Roéwnanie dynamiczne ruchu tego
napiszemy w postaci algebraicznej ze wzgledu na to, ze wektory tego rownania le-
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z3 na jednej prostej, wszelkie zatem dziatania matematyczne z temi wielkosciami
podlegajg odnosnym prawidtom algebry; napiszemy zatem rownanie to w postaci:
d*x e, S o AU
q lub inaczej: P=m Q7
W rownaniach tych @ oznacza droge punktu ruchu; a v jego predkosé.
Poniewaz przyjeliSmy w tym pzykladzie, ze sita przyspieszajaca P jest stalg
wielkoscia, przeto réwnanie to mozna bezposrednio scatkowac i otrzymamy:
Pt=mv-+C. . . . . . . . . . (11

=)

(10)

Stalg C obliczymy, przyjawszy poczatkowe warunki ruchu, dla

pe—08 w7 ==L @ =0

a po podstawienie tych wartosci, otrzymamy: (= —mwv,; a zatem:

Pt = mv— muv,;

lub i 12
ub: v =0, + L Sl N e
v=v,+ (12)
Jest to rownanie, wykazujace zwiazek pomiedzy czasem i predkosciq danego punktu.
Azeby za$ znalezé zwiazek pomiedzy czasem i droga, podstawimy w rown. 12-te:

ax

= g%
i otrzymamy po scalkowaniu:
P =max — muoyt + (.

Uwzgledniajac przyjete warunki poczatkowego ruchu: x = 0; { = 0, otrzymamy
(' = 0; a wiec:

o :
o= vyt + m.t" A N ] )

Jest to rownanie ruchu punktu materyalnego, bedacego pod dziataniem sity statej,
wyrazajgce zwiqzek pomigdzy spéirzedng « i czasem.

. Jezeli zechcemy znalez¢ zwigzek pomigdzy drogg i predkoscig, to mozemy
Z rown. 12-go obliczy¢ czas {, a po podstawieniu jego wartoSci w réwnanie 13-te,
otrzymamy szukany zwiazek:

as E > 3 2
i mv —mu, 43 ¥1 (mv — m uu)
2 £ P ‘m = ;
a po uproszczeniu:
2o g2
e Tl ieall- S
2 P .

Rownanie to mozemy otrzyma¢ bezposrednio z rownania dynamicznego sity,
z rown. 10-tego; podstawiajac w nie:
dx

U= ——35
Q
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wtedy bowiem:

P =mdv db.'zr ; lub inaczej: P.dz = d ({mv?);
a po scatkowaniu pomiedzy granicami dla:x od zera do z, oraz dla predkosci od
¥, do v, otrzymamy rownanie szukane, t. ]. rownanie 14-te.

Rachunek powyzszy ma na celu przedstawienie na najprostszym przyktadzie
sposubu stosowania réwnania dynamicznego do obliczenia ruchu. Z rachunku te-
go widzimy, ze réwnanie dynamiczne sity daje zwiqzek, w postaci réwnania rézni-
czkowego, pomiedzy trzema wielkosciami: silg, przyspieszeniem i czasem; jezeli
jedna z tych wielkosci jest znana, np. w powyzszym przyktadzie sita P, to obliczy¢
mozna réwnanie ruchu w postaci skoficzonej, ktére wyraza zwiazek pomiedzy dwie-
ma pozostatemi wielko$ciami; w przykiadzie powyzszym jest nim réwn. 12-te, wy-
kazujace zwigzek pomiedzy wi¢. Zwigzek pomiedzy x iv lub pomigdzy @i ¢,

obliczymy, stosujac do tego réwnanie kinematyczne v = z ktorego oznaczy-

da
at’
my d? i podstawimy w rownanie, wykazujace zwiazek pomigdzy predkoscia i cza-
sem, lub w réwnanie dynamiczne, a po odpowiedniem scatkowaniu, znajdziemy
szukane zwigzki. Wybor jednakze zmiennych, pomigdzy ktéremi chcemy znaleZ¢
zwiazki, zalezy w wielu przypadkach od moznosci wyrazenia catek danych wzoréw
funkcyami znanemi; zdarzajq sie bowiem wzory, ktorych catki nie daja si¢ wyrazi¢
temi funkcyami.

W szczegdlnym przypadku powyzszego przyktadu, gdy sita przy$pieszajaca
jest przycigganie kuli ziemskiej, ktére w pewnych niewielkich przestrzeniach moz-
na uwazac za state, wtedy sil¢ te, zwang cigzarem danego punktu materyalnego,
wyrazi¢ mozna réwnaniem:

T =%

w ktorem g jest przy$pieszeniem w danem miejscu kuli ziemskiej; po podstawieniu
tej wartosci w rown.: 12-te, 13-te i 14-te; otrzymamy réwnanie ruchu punktu mate-
ryalnego, spadajacego w prozni pod dziataniem sily cigZzenia, rownania te sg na-
stepujace:

1) v=1v,4gt;

2) x =w,t+ 2915

m? m >

lub: .:MQQ*—Q—U.........(IS)
Pierwsze z tych réwnan wyraza zwigzek w skoficzonej postaci, pomigdzy predko-
$cig i czasem; — drugie pomiedzy drogg i czasem; -— a trzecie pomigdzy drogg
i predkoscia. .

7. Spadanie pionowe bryly materyalnej z uwzglednieniem oporu
powietrza. Na bryle spadajaca dziataja w danym przypadku dwie sity: sifa cig-
zenia bryly, dziatajgca z gory na dol, i sita parcia powietrza, jaka powstaje podczas
ruchu bryty. Przyjmujemy w tem zadaniu, Ze ci¢Zar bryty jest nam dany, i Ze par-
cie powietrza na poruszajgcg si¢ bryle, na podstawie doswiadczen, jest propor-
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cyonalne do wielkosci pola F, utworzonego przez rzut bryly na plaszczyzne pro-
stopadlg do kierunku jej ruchu; oraz proporcyonalne do predkosci w drugiej pote-
dze. Sile zatem parcia, ktérg oznaczymy litera 4, wyrazimy wzorem:

A =k Fuv?,

i nadamy jej zwrot przeciwny zwrotowi predkosci bryty.

We wzorze tym & jest spéiczynnikiem empirycznym; F oznacza wielko$¢ po-
la rzutu bryly na plaszczyzng, prostopadlq do kierunku ruchu, wyrazong w m?;
v mfsek. oznacza predkos¢ uderzajacego powietrza w bryle; wartos¢ tej predkosci
przyjmiemy w danem zadaniu réwnag wartosci predkosci spadajacej bryty. Wzér
ten, jako empiryczny, stosowany by¢ moze tylko do przypadkoéw, ktére sa zblizo-
ne do przypadkéw objetych danemi doswiadczeniami.

Oznaczywszy cigzar spadajacej bryly przez ¢ ky, wyrazimy site, dziatajaca na

3

. r . e . dv . .
nig, wzorem: (() — k F'v?); sila ta wywohuje przyspieszenie dt ; @ Wigc napiszemy

réwnanie dynamiczne:

dv

— k) = m —— -

(¢ — EFv?) = m —_— (16)
w ktorem:

Q .

g

m =

Réwnanie to jest rownaniem rézniczkowem ruchu, ktore nalezy scatkowac, azeby
otrzymaé rownanie ruchu w skonczonej postaci; jakiesmy to czynili w przyktadzie
poprzednim. W celu scatkowania oddzielmy zmienne, i otrzymamy:

dwv

at=m Q——kF’Uf ]

Przyjawszy poczatkowe warunki ruchu:
=0, {=0;, ©v=0;

po scatkowaniu tego réwnania podiug wzoru 19-go, zamieszczonego w ,, Techniky®
t. I str. 75, otrzymamy:

VQEkF4EFo

I =m 1 lgn
VO Ik F—F Fo

OV QL F )

Rownanie to pozwala obliczy¢ czas, po ktérego uplywie, spadajaca bryta posiada
dana predkos¢ v. W celu zas obliczenia predkosci, jakg bryta posiada po uplywie
danego czasu, rozwigzemy to réwnanie wzgledem v; a skrociwszy przedtem uta-
mek przez wartos¢ Vi F, otrzymamy:

BVE Q4 oVER
T VQ—oVEF

2V @k F
i ¥

skad: e m (VQ—vVEF)=({VQ+vVEF),
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i wreszcie:
: S)QE I
o o |

/ Y [ m
1=/ - o b e B 1
! 1 EF = zVQrr (1
e m ‘ )

Sprawdzimy przedewszystkiem wymiary tego wzoru, i w tym celu wyliczymy naj-
pierw wymiar spotczynika k. Wyniar ten otrzymamy ze wzoru: P = kF'v?, gdy
podstawimy w niego wymiary sity, pola i predkosci; a zatem po podstawieniu
mamy: '

bt I el — = P WA skad: li=="CT—%.

T F otrzymamy

Po podstawieniu nastepnie wymiaréw wielkosci wyrazu ]/

jego wymiar:
11 . :
1 /:Jj,' =(MLT>. . M' L} L2 = (L*T?)>=LT";

jest to wymiar predkosci; a poniewaz i po lewej stronie jest predkos¢, przeto ula-
mek w wykfadniku powinien mie¢ wymiar zero. Sprawdzimy jeszcze jego wymiar,
t. j. wymiar wyrazu . oy ; wymniar ten jest nastgpujacy:

TM= (MLT= ML L= T°M°L" = wymiar 0.

A wigc obydwie strony réwnania 18-tego posiadajg wymiar predkosci LT Wzor
18-ty mozna jeszcze sprawdzié, zakladajgc: k= 0; lub F'= 0; wtedy bowiem po-
winnismy otrzymac réwnanie ruchu jednostajnie przyspieszonego: v = g¢.

W celu unaocznienia zalezno$ci v od ¢ obliczymy nastgpujacy przykiad licz-
bowy i zestawimy wartosci » dla réznych wartosci 2. Do obliczenia przyjmiemy
= 1m? (=mg = 24kg, oraz k=0,121). Z tych danych obliczymy

24
TR = 2,45, a po podstawieniu tych warto$ci w réwnanie 18-te, otrzymamy:
eldt |
V= 13,9 (}1.A1-l,_t»— 1 (19)

Na podstawie tego wzoru obliczyliSmy wartosci v dla réznych ¢ i zestawiliSmy je
w nasiepujacej tablicy, w ktérej podaliS$my réwniez wartoSci v, ze wzoru © = g1
dla przypadku, w kiérym nie uwzgledniamy oporu powietrza.

fisele, LT o8 0 0,1 1 2 3 4 G R

v mfsek.. . . 0 0,97 §5 124 1356 139 139 .... 139

vy bez oporu . 0 0,98 9,8 19,6 | 29,4 39,2 | 490 1|....| ©©
| i ‘ |

'y G. Eiffel, w pracy ,Recherches expérimentales sur la resistance de I'air® 1907 — po-
daje rézne spétczynniki oporu dla réznych powierzchni.
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Azeby okreslic zwigzek pomigdzy drogq i czasem, podstawimy w réwn. 18-te,
dx

V=, gdzie @ oznacza odlegtos$¢ punktu od miejsca wyjscia, i otrzymujemy
dit :
. S — : — FORE :
z niego, po przemnozeniu licznika i mianownika przez wartos¢ e m , rownanie
nastgpujace:
( llw.?t' _YuEE
e m —— e m
(Z.’l::V 4 — — dit;
kF VQEF VOorF
i =
¢ m + e n
m | Qk# ~,|L_‘kl~’

!
L= (l e m e m
L / © VOKF =
([ll'—— ]iTF ,l@’-'/" ’1(31.'1'

e m L e m

Réwnanie to mozemy bezposrednio scatkowaé i otrzymamy:

b ( VO kE 31 OkF
H —E= o 1 =
T — o lenle m L-¢ m - K.
/xF = I ‘ +
Wartos¢ K obliczymy z warunkéw, ze dla .z =0, ¢ = 0; a po podstawie tych war-
tosci, otrzymamy:
Ok F _,l?ﬁﬁ'
m : e m + e m

Va lon 5

€T =

Ze wzoru tego obliczyé mozna diugosci drogi, jaka zakresli punkt materyalny
w roznych okresach czasu. Zestawienie wartosci drogi i czasu dla tego przykladu
podajenty w ponizszej tablicy, w ktérej dopisalismy szereg wartosci z,, obliczo-
nych ze wzoru x, = igt?; i przedstawiajacych droge, ktéra przebytby punkt bez
oporu powietrza:

I
t sek. . . 0 1 2 ; 3 4 5
| 0 4,5 150 | 27,5 | 41,3 | 55,1
oy m. - - 0 4,9 19,6 ' 44,1 | 784 122,6

Tablica ta poucza, ze ze wzrostem czasu, przyrosty drogi stajg si¢ prawie réwne;
np. pomigdzy sekundg 2-gq i 3-cia przybyto drogi 12,5 m, pomigdzy 3-cig i 4-tq
przybyto 13,8 m, pomigdzy 4-ta i 5-ta przybyto réwniez 13,8 m; czyli z powicksze-
niem czasu ruch punktu zbliza si¢ do ruchu jednostajnego; a predkosé jego zbliza
sig do wartosci 13,9 m; wykazanej w poprzedniej juz tablicy.
1 Qk ¥

We wzorze drogi wartos¢ wyrazu e oy , Z powigkszaniem sig £, nadzwy-
czaj predko maleje, — tak, iz przy znacznych warto$ciach czasu niozemy ten wyraz
odrzuci¢; a wtedy otrzymamy wzér przyblizony dla duzych wartosci #:
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lub inaczej:

b == - lgn

o

2 -

>

m (f VQ]cF__
EF V' m

odrzucajgc jeszczee Ign2 jako warto$¢ mata, w poréwnaniu z wartoscig wyrazu, za-
wierajacego czas, otrzymamy po skréceniu wzér przyblizony:

=) L e

EF

’

Dla ruchu jednostajnego mamy wogéle wzor drogi: & = ¢t wyraz‘zatem ]/ /CQE

wzoru powyzszego wyraza predkosé stata, do ktorej zbliza sig z biegiem czasu
predkos¢ punktu spadajacego. Jest to ta sama warto$é, ktorg otrzymamy, gdy
w rown. 18-em lub 19-em odrzucimy jednostki, znajdujace si¢ w liczniku i mianow-
niku, jako warto$ci bardzo mate w stosunku do warto$ci wyrazu poprzedzajgcego.

Przyktad powyzszy poucza, ze ruch punktu materyalnego, poruszajacego sig
pod dziataniem sily cigzenia w srodowisku, sprawiajagcem opér, proporcyonalny
do kwadratu pre¢dkosci, charakteryzuje si¢ tem, ze po uplywie pewnego czasu,
(jak w przyktadzie powyzszym po uplywie 4-ch sekund), predkos¢ staje sig, prak-
tycznie biorgc, prawie niezmienng, t. j. ruch staje si¢ prawie jednostajny?).

Wynik ten wytlomaczymy sobie fizycznie, gdy zwrécimy uwagg na stosu-
nek sity cigzenia do sily oporu. Sita ciazenia w danym przykladzie jest stalg,
sita za§ oporu wzrasta ze wzrastajaca predkos$cia; z biegiem zatem czasu sita oporu
dazy do zréwnania si¢ z sitg cigzenia; wskutek czego ruch punktu spadajacego
zbliza si¢ do ruchu jednostajnego. Rozpatrujac z teoretycznego stanowiska ten
przebieg, zréwnanie si¢ tych sit nastgpuje asymptotycznie do czasu; lecz biorac go
z praktycznego stanowiska, zréwnanie si¢ tych sit moze nastgpic¢ dosy¢ szybko; roz-
nice ich bowiem po uplywie krotkiego czasu staja si¢ niedostrzegalne. Z tej wiasci-
wosci danego ruchu korzystamy w przypadkach, w ktérych dziata na dang bryle sita
przyspieszajaca, a chcemy otrzymac ruch tej bryly jednostajny; lub $cislej méwiac
prawie jednostajny. Gdy np. na powierzchni¢ wata, prostopadle do jego osi, dzia-
ta sita stata @), wtedy, jak tatwo to fizycznie pojg¢, wat dozna obrotu jednostajnie
przyspieszonego; chcac jednakze otrzymaé ruch jednostajny, przytwierdzamy do
wata topatki z ptaszczyznami prostopadtemi do kierunku ruchu, a podczas obrotu
wata topatki te wywotujg opér, ktérego wynikiem jest ruch jednostajny przyrzadu.
Przyrzad, w ten sposéb zbudowany, bywa stosowany jako regulator (miarkownik)
w matych mechanizmach, poruszanych sitami stalemi; bywa réwniez stosowany
do regulowania ruchu silnikéw 2).

) Dodwiadczenia, wykonane przez (. Eiffel'a, potwierdzajg z caly ScistoScig te teoretyczne
wyniki.
% Ztft. d. V. d. Ing. 1892. str. 184.
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8. Ruch drgajacy. Punkt materyalny o masie m poddany jest dzia-
taniu sity, przyciggajacej do pewnego $rodka; obliczy¢ réwnanie ruchu. Jezeli punkt
dany umiescimy w $rodku przyciagania, nie nadajgc mu predkosci, to pozostanie
on w spoczynku; lecz gdy umieScimy go zewnatrz tego Srodka i puscimy np.
swobodnie, wtedy sifa przyciggania nada mu pewien ruch w kierunku tego Srodka.
W tych warunkach punkt dany nie zatrzyma si¢ w srodku przyciggania, lecz, zgo-
dnie z prawem bezwtadnosci, wskutek nabytej predkosci, przeleci przez $rodek
Przyciagania, i przesunaiby si¢ do nieskoficzonosci z ta predkoscig, gdyby silia
Przyciagania nie wstrzymywata go w tym ruchu; a wreszcie nie zawrdcita go zno-
wuz do tego Srodka. Punkt zatem materyalny, wyprowadzony w tych warunkach
z potozenia réwnowagi, bedzie sie wahal okoto Srodka przyciggania. Ruch taki
nazywamy wogéle ruchem wahadtowym, lub ruchem drgajacym. Szczegélowe
whasciwosci tego ruchu zalezg od zmiennosci sity

Przyciagania; a zmienno$¢ ta moze by¢ rozmaita. 9) P 19 =%
Przyjmijmy w danym przyktadzie, ze sila —A’*_/f:’_}/??‘“’h*
Przyciagajaca jest proporcyonalna do odlegtosci pun- <X A E
ktu od $rodka przyciagania; jezeli odlegtos¢ <—,’OL,L—.-'
t¢ oznaczymy przez x, to site przyciagajaca P wy- i
razimy wzorem: i
P =—kz, ,”/I
w ktérym % oznacza spétczynnik proporcyonalno- ,",’I
sci dziatania sily; znak za$ odjemny wskazuje, ze "/
sifa P posiada zwrot przeciwny zwrotowi dodatne- i
mu osi 2. Ruch w ten sposob okreslony nazwano, ?
ze wzgledu na znaczenie, jakie posiada w akusty- W2LZ A Gt
ce, ruchem harmonicznym. Rys. 4.

Ruch ten unaoczni¢ sobje mozemy zapomo-

4 nastepujacego modelu fizycznego. Umocujmy pionowo jeden koniec preta
Sprezystego, a do drugiego przyczepmy bryl¢ materyalng o masie m; odchyliny na-
Stgpnie pret od polozenia pionowego i pusémy go, a otrzymamy wahania si¢ przy-
Czepionej bryly; rys. 4-ty. W razie gdy pret jest zupelnie sprezysty, sita sprezy-
stosci preta jest, jak doswiadczenia ucza, proporcyonalna do wielkosci odchylenia;
zatem odpowiada ona sile, przyjetej w danym przykiadzie. Model ten jednakze jest
niezupetnje zgodny z postawionem zadaniem; w przytoczonem bowiem zadaniu punkt
Przebiega po prostej linii; koniec zas preta zakresla pewien fuk. Gdy jednakze przyj-
miemy, ze pret jest dosy¢ diugi, a odchylenie jego od polozenia réwnowagi jest nie-
wielkie, wtedy tuk, jaki zakresla przyczepiona bryta, przyja¢ mozna za jego cieci-
W€ a z tem zastrzezeniem opisany model odpowiada warunkom, postawionym
W danem zadaniu, i moze stuzy¢ do jego unaocznienia.

W celu zestawienia réwnania dynamicznego ruchu danego punktu podstawmy

. dwv N
W ogélny wzér réwnania dynamicznego: P = T wartos¢ sity P = - o,

0 JORA0

a otrzymamy réwnanie:

o

Mechanika teoretyeznag, t. 1L
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av
—kx=m T e (21)
Pomiedzy zmiennemi tego réwnania zachodzi zwiazek, wynikajacy z okreslenia
e ATl dx
predkoscis v =

Z tych dwéch réwnaii mozemy jedng zmienng wyrugowac, a otrzymamy jedno
réwnanie, wyrazajgce zwigzek pomiedzy dwiema zmiennemi. Réwnan takich napi-
sa¢ mozemy wogole trzy: (x, v); (%, 1), oraz (v, £). Zwroci¢ jednakze nalezy uwa-
ge, ze te trzy réwnania sg zalezne od siebie.

W celu znalezienia zwigzku, pomiedzy z i », podstawimy w powyzsze rowna-

. . dx | ] . .
nie dynamiczne dt = AL otrzymamy, po scatkowaniu, réwnanie, wykazujgce

szukany zwigzek. Rownanie to jest
nastepujace:

ka® _ mv*

L e R
Statg € obliczymy, przyjgwszy np.
dla wartosci: @ = «,

v=0;
t. j. przyjawszy, ze punkt ruchony,
“-F; po odchyleniu go na odlegio$¢ « od
2 'y - srodka przyciggania, puscimy swo-
ys. s

bodnie bez predkosci. Po podsta-
wieniu tych wartosci w rOwnanie powyzsze otrzymamy:

/l‘(l/g
e ==
2
a nastepnie:
ko 0? ka*
A AP T
skad wreszcie:
v_—_+]/ e (GE—h) o b g - (22
—F m

Z réwnania tego obliczy¢ mozna predkosci punktu ruchomego w kazdem mniiejscu
2 toru; znak dodatny nalezy bra¢ w tym przypadku, gdy spotrzedna x rosnie pod-
czas ruchu punktu; gdy za$ ona maleje, nalezy bra¢ znak odjemny.

Wykres (z, v) tego ruchu przedstawiony jest na rys.5-tym. Z réwnania 22-ego
wynika, ze dla ruchu rzeczywistego powinno by¢ w < «, 1 e najwigksze oddalenie
punktu ruchomego od O jest @ = a; poza ta bowiem wartoscig dla w;, v otrzymuje
wartosci urojone. Odleglo$¢ t¢ nazwano najwiekszem odchyleniem, inaczej ani-
plituda. W miejscu, dla ktorego x = a, jest, zgodnie z zalozeniem, v = 0; czy-
nigc nastepnie # < «, v powieksza sig. i dla: z.= 0.
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V= Umaxim = _{f al
m

Najwiekszg zatem prgdkos¢ posiada punkt podczas przejscia przez Srodek przycig-
gania; oznaczywszy te predkosS¢ przez v,,, napiszemy:

/ k

Gpy— -+ « 23
¥ | (l// m ( )

Gdy dang jest predkos¢ »,, wtedy najwieksze odchylenie:

,lzfu,.,,]/”/’f’_ D b e k(08

Jesli uczynimy » < 0, to wartosci » bgda si¢ powtarzaty, albowiem ( + x)* zawsze
daje te samg wartosc.

Posta¢ wykresu (x, v) unaoczniny sobie doktadniej, gdy rownanie 22-gie
przeksztatciiny na nastepujgce:

B v?
i

2 AL ]
(l' [ /’// A: ]
af/
M

ktére jest rownaniem elipsy; wykres wiec (z, v) danego ruchu jest elipsg.
W celu znalezienia zwigzku pomiedzy czasem i droga podstawimy w rowna-

. . s da .
nie dywnamiczne: rown. 21-sze, v ar ! otrzymaniy:
d*xz
ke =m 5, ; 25
dt*’ (25)
Jest to réwnanie rozniczkowe drugiego rzgdu.
: ! T e (A
Pierwszq jego catke otrzymamy, po podstawieniu w nie ;. = O oraz
dt—= == Pierwszg jego calkg jest réwnanie ze zmiennemi & i v; a poniewaz
rownanie to juzesmy obliczyli, przeto w réwn. 22-gie podstawimy bezposrednio
dx . . . P :
b= otrzymamy szukany zwigzek, lecz w postaci rézniczkowej:
7 : )
d //:7 ; ’
= at—a?) .
i ] m ( )
W celu przeksztatcenia go na posta¢ skonczong, oddzielimy zmienne i napiszemy:
' d:
at = — ;
//f 9 P
/ (a* — x?)
Com

a po scatkowaniu mamy:

t

i s o
A== , _.arc sin (a_) - O
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statg C, obliczymy, przyjawszy dla: « = 0;
i =EE

t. j. przyjawszy, ze czas zaczynamy liczy¢, od chwili, w ktdrej punkt ruchomy prze-
chodzi przez Srodek O; a podstawiwszy te wartosci, otrzymamy C; = O; a na-
stepmnie:

/m . T
t :, - arc sin ( );
«

k
lub:
i/ % e
f]/ i :arcsin('l );
m a
skad:

:(:—_—a,sin(zl/j;; ) C o s o B e ((26)

Réwnanie to jest zatem catkq réwnania rozniczkowego drugiego rzedu, przedsta-
wionego pod Nr 25-ym. Wykres (z, f) danego ruchu przedstawilismy na rys. 6-tym.

Znajdzmy jeszcze zwiazek pomigdzy pred-
{ ) koscia i czasem, 1 w tym celu rézniczkujac
rown. 26-te wzgledem czasu Z, otrzymamy:

fu:—j—a]/ = .cos(tl/ £ ) . (27)
m m
Réwnanie to pozwala obliczy¢ predkosé punktu

w kazdej chwili 7.
Z réwn. 26-ego wynika, ze dla; x = 0;

sint/?):O;
e Ue
)

m
| 4 :71‘7!,, —
] O\'/L/ | E

3 2a = gdzie n moze by¢ dowolng catg cyira: 0, 1, 2, 3,...;

Rys. 6. a wigc punkt ruchomy przechodzi przez miejsce,

x = 0, w réwnych odstepach czasu. Predkosci,

z jakg on przechodzi to miejsce, obliczymy z réown. 27-ego, po podstawieniu w nie
odpowiednich wartosci czasu, a zatem predkosci te w czasie:

{ ! m / "
£ i
= U A =‘EI/ e t.ﬂ,:;::l " Ly ~*-37r], T

sa nastepujace:

/ | ,/ /i C
iy === ]/ k ;U= — ]/ ] =T I/ = vy, = — ]/ L 3
m m
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Z zestawienia tych wartosci widzimy, ze punkt ruchomy przechodzi przez Sro-
dek przyciagania z predkosciami o jednakowych bezwzglednych wartosciach, lecz
o zwrotach réznych, co fizycznie wyttémaczymy sobie w ten sposéb, ze gdy punkt
przechodzi w danej chwili z dodatng predkoscia, to nastepnie przejs¢ on musi z od-
jemna predkoscia.

Dla czasu #,, dla ktérego m=2, punkt ruchomy zaczyna na nowo ruch z pred-
koscia, jaka posiadat w czasie £=0. Okres czasu, po uptywie ktoérego punkt ru-
chomy, po wyjsciu z pewnego miejsca toru, powrdci do niego z ta sama predkoscia,
nazwano okresem podwdjnego wahniecia. Okres ten oznaczymy literg T; i obliczy-
my go dla danego przyktadu z nastepujacego rownania:

/A
T=2n]/ 7]'f o L T s (28)
ze wzoru tego odczytamy, ze okres T nie zalezy od wielkoSci odchylenia a, t. j.
nie zalezy od amplitudy.

Jezeli ruch dany unaocznimy sobie zapomocg ruchu punktu materyalnego,
umieszczonego na koncu preta sprezystego, ktérego drugi koniec jest sztywno
umocowany, jakieSmy to juz wyzej moéwili, to rown. 28-me wyraza, ze okres po-
dwéjnego wahnigcia nie zalezy od wielkosci poczatkowego odchylenia preta, a za-
lezy tylko od wielkosci masy i od wielkosci spdtczynnika sprezystosci. Wzigwszy
nastepnie pod uwage zwigzek pomiedzy @ i v., wyrazony rOownaniem 24-tem,
wypowiemy ten wniosek: okres podwdéjnego wahnigcia nie zalezy od predkosci
jakg nadamy punktowi w $rodku przyciggania.

Wzér 28-my wyttdémaczymy sobie fizycznie w nastgpujacy sposob. Z powiek-
szeniem masy poruszajgcej sie, okres wahnigcia si¢ powinien si¢ powigkszac; wigk-
sza bowiem masa pod dzialaniem takiejze samej sily, porusza si¢ wolniej, niz masa
mniejsza; okres zatem wahniecia tej samej sprgzyny rosnie z powigkszeniem masy
ruchomej. Ze zwigkszeniem natomiast sity przyspieszajacej, ktorej wielkos¢ dla
tych samych odlegloSci punktu wyraza spéfczynnik &, okres wahnig¢ si¢ zmniejsza;
dany bowiem punkt predzej przebiega po torze. Z tego wynika, Ze okres podwdjne-
go wahnigcia powieksza si¢ z powiekszeniem sig¢ masy, poruszajacego sie punktu,
i zmniejsza si¢ z powigkszeniem spofczynnika E, co jest zgodne z powyzszym
wzorem. JezelibySmy przyjeli w mysl tych rozumowan, ze okres T' jest wprost pro-
porcyonalny do masyiodwrotnie proporcyonalny do spoétczynnika k, to wymiar wzo-
ru takiego nie przedstawiatby wymiaru czasu; wymiar bowiem wielkosci /, (ktory
otrzymamy z okreslenia: kz = sile, t. j. kL = M L T-?), jest M T2, wyraz zatem
%’i ma wymiar 7% Azeby za$ otrzymac¢ wymiar czasu, nalezy wzia¢ pierwiastek

[ m : . ; : :
drugi z wyrazu G aw ten sposéb dojdziemy do powyzszego wzoru; liczbe za$ =

mozna uwazac jako ceche okresowosci danego ruchu

Ruch okresowy punktu materyalnego, ktorego okresy nie zalezg od odchylen,
nazwano ruchem izochronicznym. Izochronizm w powyzszym przyktadzie wyttéma-
czymy sobic fizycznie w ten sposob, iz z powigkszeniem odchylenia preta, t. j. am-
plitudy, wywolujemy jednoczesnie wigksza sile, przyciagajacq punkt materyalny do
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potozenia rownowagi; wskutek czego punkt dany otrzymuje wigksze przyspieszenie
tak, iz w tych samych okresach czasu przej$¢ on moze drogi o réznych diugosciach.
W powyzszych rozpatrywaniach ruch dany wyraziliSmy wielkoscia odchylenia

3 . ke i . ] ] . Y e N e )
1 stosunkiem 5 mozemy jednakze wyrazi¢ go innemi wielkosciami, np. wielko-

§cig a1 T; w tym celu nalezy z réwn. 28-ego podstawi¢ w rown. 26-te wartosc:

/k, _.2,},.
! m -~ T’

a ofrzymamy:

_ @ = @ Sin (21: ,]/,) .
‘t' \
Réwnanie w tej postaci bywa czesto stosowane do badan fizycznych, gdyz wyraza
ono ruch wielkosciami @ i 7, ktére mozna bezposrednio wymierzy¢ z danego zja-
wiska.

Jezeli nastgpnie zechcemy wyrazi¢ réwnanie ruchu predkoscig punktu

w chwili, gdy znajduje si¢ on w srodku przyciaggania, i stosunkiem j;L , to podsta-

o= - . ! ; m . . !
wimy w rownanie powyzsze: ¢ — 'v,,,I/ —— ; 1 otrzymamy réwnanie:

/s

o=/ "o (¢ E) L e
w ktorem v, oznacza predkosé punktu w chwili przejscia przez srodek przyciagania.

Ze wzoru 28-ego skorzysta¢ mozemy w celu obliczenia stosunku mas réznych
bryt. W tym celu umieszcza¢ bedziemy kolejno na koricu jeduego i tego samego
pretu sprezystego, umocowanego pionowo, rézne bryly, ktérych masy mamy obli-
czy¢, a wyznaczywszy doswiadczalnie okresy wahnie¢ kazdej z bryl, co nietrudno
jest wykona¢, ze wzgledu na izochronizm ich ruchéw; — obliczymy stosunek war-
tosci tych mas ze stosunku wartosci okreséw w drugiej potedze.

9. Ruch punktu, gdy Srodek przyciagajacy jest w ruchu. Przyj-
mijmy, ze $rodek przyciagajacy O, rys 7-my, znajduje sie w ruchu np. prostolinij-
nym jednostajnym, i ze przycia-

- s oo 8 ganie odpowiada warunkowi wy-
433"’ i L e P, 7ej postawionemu. Réwnanie ru-
w

dovis E gy o ” o chu tego punktu przedstawi sie
' zatem w postaci nastgpujace;j:

Rys. 7. Al
—k(x—E&)=m ar’

w ktérem « oznacza odleglos¢ poruszajgcego sie punktu od poczatku drogi A, ;
m jego mase; & odlegtos¢ $rodka przyciagajacego od tegoz poczatku. Wielkosé &
mozna wyrazi¢ wogéle funkcyg czasu; w danym przykiadzie: & = ¢Z; po podsta-
wieniu tej warto$ci w réwnanie dynamiczne, otrzymamy réwnanie:
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9

—k(x —ct)=m (d; 3
lub inaczej:
u*
') =|= i f— ]:t.
Mg fia ek
W tym przyktadzie sita przyciggajaca P = —k (x — c¢t) zalezy od pofozenia

punktu ruchomego i od czasu.

Rownanie powyzsze nalezy do grupy t. zw. rownar rézniczkowych z funkcyg
wiklajaca; calkowanie jego wykona¢ mozna w sposéb nastepujacy: podstawimy
w nie nowq zmienng: q = x — c¢f, a otrzymamy:

=t

e O]
—kn=m 02
Jest to rownanie co do swej postaci jednakowe z rown. 25-em i wskutek tego,
przyjawszy warunki poczatkowe ruchu, ktoresmy przyjeli w przyktadzie poprzed-
nim, t. j.:

dla Ea=iOi b= @ -oraz e ] 0;

otrzymamy réwnanie ruchu wzgledem Srodka przyciggania:

-,]:usin(t// & ),

‘m

a wzgledem poczatku spotrzednych 4,:

.l::cl+(’$ill(f!'/:;.[). C .- (30)

Wykres (z, ) tego ruchu otrzymamy, gdy spéirzedne prostej: = = ¢¢, dodamy do

m

10. Ruch, gdy Sredek dany odpycha punkt proporcyonalnie do
odleglosci. Rozpatrzmy przypadek, gdy $rodek dany odpycha punkt materyalny
sitg proporcyonalng do odlegtosci. Rowunanie dynamiczne tego ruchu jest naste-
pujace:

spoétrzednych sinusoidy: 4 = « sin (!, £ ) L

d* g
ko= m Ay e O TS (31)
[ub:
duv
ko=m ==

W celu scatkowania tego rownania podstawimy w nie:

da : dx
dt—= , (z éwn. v = i t——),

i otrzymamy:
kaxda — moduo,
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a po scatkowaniu:
Skx*=3met--K . . . . . . . . . (32

Przyjmijmy warunki poczatkowe:

a otrzymamy:
0=4imv?—+ K; skad: K= —imuy?,
a po podstawieniu tych warto$ci, napiszemy réwnanie:

Lha? = tmo? — Lmoy?;
skad:

v:iV£ﬁ+w......_..(m

Z rownania tego obliczymy v w kazdem miejscu w toru, jezeli dang jest predkosé v,
w srodku odpychania.

Poniewaz wielkosci « i v wchodza w to rownanie w drugiej potedze, przeto
warto$ci v sq jednakowe dla symetrycznych polozenn punktu wzgledem $rodka od-
pychania. Z réwnania tego widzimy réwniez, ze warto$¢ v rosnie do oc z po-
wiekszeniem si¢ wartosci « do co.

Podstawmy nastepnie w réwn. 33-cie: v = Lo

== A otrzymamy rownanie réz-

niczkowe, wyrazajace zwigzek pomiedzy x i ¢:
/f
dx "k
= [/ 21y 2.
at l m & TV
skad:
Tt = dax

k :
I//;l’ o 4 ,UO.’

W celu scatkowania tego rownania przeksztalcimy je w ten sposob, azeby przy
zmiennej « znajdowat si¢ spéfczynnik jednos$é, gdyz przyjmujemy, ze znang jest
nam catka wyrazu ogélnego:

* dw 2

(zamieszczonego w Techniku na str. 77, pod Nr 33); na skutek tego réwnanie
powyzsze otrzyma postaé:

/ m dx
dit= I/ A ,

a po scatkowaniu:
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Ko /
i - ] L (g ; »2) C
i = I I lgn(‘;z,—i l & Yo + w? - C.

Podstawmy w nie: ¢ = 0; 2 = 0, a otrzymamy:

fre=. ‘/m Icn( y ‘/ m )
e , T = “I’ E
i wreszcie:

/
/ m

o 2| 2
o, x -+ l 0 Yo =%
= ] —.lgn
T % /
L]/ m
L“/ k

W celu rozwigzania tego réwnania wzgledem x, zastepujemy funkcye logarytmi-
czng funkcyg wyktadnicza, a wiec:

- = /"”, h
""k L |/ 2 Uy 1

e = = o
/

5 / m
[ ]l’.‘

rownanie to mozemy napisa¢ w sposéb nast.:

/ /

)
/m 2 1 .2 ;om m -
i VT = fis = e = e
k k

(34)

Y

a po podniesieniu obydwdch stron do drugiej potegi i po odpowiedniem skroceniu,
ofrzymamy:

ke fik
s s mo, 2’}/ - 9. / m ” =
2 Ue— i v,°e — 2z 4}/ 7 .e ]
skad wreszcie:
/ 2/’ o
_ gl M — 1
I = ;
0 k ) =
2 e m
lub inaczej:
/ [k )/
! R — w
.:,-~;«L»0]/ e m—¢ ™)y ... . . . (3

Jest to rownanie ruchu, wykazujgce zwigzek pomiedzy drogg i czasem. Z row-
! i

m

. ']
nania tego wynika, ze z rosngca wartoScig £, warto§¢ wyrazu e nadzwyczaj
predko rosnie, natomiast drugi wyraz réwniez predko maleje; wobec tego
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dla / = ~, otrzymamy « = x. Roéwnanie to wskazuje réwniez, ze dla w =0
G0}

W szczegolnym przypadku, gdy v, = 0, wtedy iz = 0, niezaleznie od czasu,
t. j. punkt ruchomy, umieszczony bez predkosci poczatkowej w srodku przycigga-
nia, pozostaje w spoczynku, co jest fizycznie zrozumiatem,

Porownywujac réwnanie dynamiczne tego zadania (rown. 31-sze) z takimze
rownaniem zadania poprzedniego (réwn. 25-go) zauwazymy, ze roznia si¢ one
tylko znakiem przy wielkosci k. Calke zatem réwn. 31-ego otrzymamy z catki
réwn. 25-tego, gdy podstawimy w nie: k= —k, czyli Vi =4Vk. gdzie
i=V-1; tem réwnaniem jest nast.:

/m Lo //." |
— ) L/ .
:01 A sin (1‘1, = 1)

W celu usuniecia z niego wielkosci urojonych, skorzystamy z ogélnego wzoru:

sin (ia) = 1% 9 :
(,Technik® I str. 68, wzor 6-ty), i otrzymamy réwn. 35-te.
Mozna rowniez dojs¢ do catki rdwnania postaci ogolnej:
‘f;;.'_,’ Lgz=0; . . . . . . . . . (36

podstawiajac w nie:

r=24dcos (tVq) | Bsin (tVq);
lub == At ‘;—Bef";:
lub £ =a.cos (tVqg+B),

a po obliczeniu statych 4 i B lub « i § z poczgtkowych warunkow zadania, otrzy-
mamy powyzsze calki.

11. Ruch harmoniczny przytlumiony. Z warunkow podanego powy-
zej zadania wynika,.ze ruch harmoniczny, gdy zostat raz wywotany, powinien trwac
do nieskonczonosci, gdyz dla kazdej wartosci ¢, otrzymamy zawsze z rownania ru-
chu warto$¢ skonczong zmiennej «. W rzeczywistosci jednakze przypadek taki
nie zachodzi, ruch bowiem np. preta sprezystego, wprowadzonego w ruch okreso-
wy, po uptywie pewnego czasu zanika.

Wzér wiec ruchu, wyzej wyprowadzony, nie jest zgodny z rzeczywistoscia,
a przyczyna tego jest pominiecie, przy wyprowadzaniu tego wzoru, pewnych wa-
runkow fizycznych, w jakich odbywa sig¢ dany ruch. W przykladzie powyzszym
zatozyliSmy pewne warunki, na ktérych podstawie obliczyliSmy réwnanie ruchu,
i daje ono wyniki, zgodne z tymi warunkami. Stawiajgc sobie jednakze zadanie
obliczenia ruchu punktu materyalnego, umocowanego na koncu sprezystego preta,
powinnismy wnikna¢ w dany mechanizm, zbada¢ wszystkie czynniki fizyczne, ja-
kie podczas ruchu wystepuja, i ujac je w rachunek.
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Dodwiadczenie nas uczy, ze ciala fizyczne nie sa zupelnie sprezyste, i ze po
odksztatceniu niezupetnie powracajg do stanu pierwotnego; warunek ten nalezy
przeto uja¢ rachunkiem. Nastepnie nalezy wzia¢ pod uwage, ze ruch sprezyny
odbywa sie w powietrzu, ktére przedstawia pewien op6r drgajacemu pretowi i po-
ruszajacej sig masie; wstrzymuje on zatem drgania sprezyny. W jaki sposob wpro-
wadzi¢ te opory do rachunku, zalezy od wynikéw badan, ktore nalezy przeprowa-
dzi¢. W tym rachunku przyjmiemy, ze wszystkie opory iacznie, ktore przeciwdzia-
taja ruchowi, sg proporcyonalne do predkosci punktu ruchomego i ze kierunek ich
wypadkowej zlewa si¢ z kierunkiem predkosci punktu ruchomego, zwrot za$ jej
jest przeciwny zwrotowi predkosci. Sile wiec, przyspieszajaca dany punkt, wyra-
zimy wzorem:

i dx
SERSAET

w ktorym ¢ jest spotczynnikiem oporu srodowiska, k — zas, jak poprzednio, jest

spotczynnikiem proporcyoualnosci sity przyciagajacej. :

Réwnanie dynamiczne danego ruchu jest zatem nastgpujace:

dx do
— T --c =¥ 37
(kr ‘pdt) mo (37)
. . - ..o dw dx .

lub w innej postaci, ktorg otrzymamy po podstawieniu TR T uporzad-
kowaniu wyrazow:

d-) Ji f d.U o Qi

mom e, T Foe=0 = 3y B o (389

Z réwnan 37-ego lub 38-ego, po ich scatkowaniu, mozna wysnu¢, drogg analizy al-
gebraicznej, wiasciwosci danego ruchu; zanim jednakze do tego przystgpimy, za-
nalizujemy to réwnaunie w postaci rézniczkowej, przedstawionej réwnaniem 37-em.
W celu unaocznienia sobie danego ruchu, przyjmijmy, ze punkt ruchomy w chwili,
gdy znajdowal si¢ w polozeniu réwnowagi, otrzymal, za pomoca np. uderzenia,
pewng predkos¢ v,; wskutek czego, gdyby na niego nie dziataly zadne sity, poru-
szalby sie on, zgodnie z prawem bezwiadnosci, ruchem jednostajnym i prostolinij-
C(Z]; , obydwie zwrdcone ku
srodkowi przyciagania, (gdy punkt oddala sie od $rodka), to ruch tego punktu be-
dzie zwolniony. Wynikiem tego dziatania mogg by¢ dwa przypadki: punkt ten,
oddalajgc si¢ od srodka, moze zatrzymaé si¢ na pewnej skonczonej odlegtosci od
srodka przyciggania; lub tez moze on ruchem zwalniajacym biedz do nieskon-
CZONOSCi. -

Azeby rozstrzygnac, ktory z tych przypadkéw zachodzi w naszym przykladzie,
wezmy pod uwage réwn. 24-te, z ktérego odczytamy, ze w przypadku ruchu pun-
ktu przyciaganego proporcyonalnie do odleglosci, lecz bez oporu $rodowiska, za-
trzyma si¢ on na pewnej skonczonej odlegloSci. W danym zatem przyktadzie,
w ktorym oprocz sity przyciggajacej wystepuje jeszcze opér srodowiska, sita,

nym; poniewaz jednakze dzialaja na niego sity kx i ¢
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wstrzymujgca punkt w ruchu, jest wieksza niz w przyktadzie bez oporu; punkt za-
tem tembardziej zatrzyma si¢ na pewnej odlegtosci od srodka. Gdy nastepnie
punkt dany dosiggnie tego potozenia, wtedy pod dziataniem sity przyciggajacej,
zacznie sie on wracac ku Srodkowi z przyspieszeniem, jakie nadadzg mu sity nan
dziatajgce. Sit tych jest dwie: sita przyciggajgca ku srodkowi i sita oporu $rodo-
wiska, odwrécona od tego Srodka. W miare zblizania sie punktu ku Srodkowi, sita
przyciaggajgca, zgodnie z warunkami danego zadania, — maleje; sita za$ oporu
wzrasta lub maleje, zaleznie od tego czy predkos¢ punktu powieksza sig, czy tez sig
zmniejsza. Wskutek przewagi jednej z tych sit nad druga moga nastgpic¢ dwa ro-
dzaje ruchu punktu: albo punkt, doszediszy do $rodka, posiada jeszcze nabytg
predkosc¢ i w takim razie przejdzie na drugg strone Srodka, azeby znéw powrécié
do niego; lub tez sita oporu srodowiska jest tak wielka, Ze moglaby zatrzymacé
punkt dany w ruchu; gdyby nie dziatala na niego sita przyciggania, ktéra, cho¢
jest znikomo mata w blizkosci $rodka, nadaje jednakze punktowi ruch ku srodkowi.
W tym przypadku punkt posiada¢ zawsze bedzie pewna predkosé, ktoérej wartosc
niewiele moze rézni¢ sie¢ od zera, czyli punkt zbliza¢ sie bedzie do $rodka nadzwy-
czaj wolno; co si¢ wyrazi matematycznie nieskonczenie dtugim okresem. Rodzaj
zatem ruchu danego punktu zalezy od wielkosci sity przyciagajgcej, t. j. od spoét-
czynnika &, od wielkosci sity oporu, t. j. od spolczynnika ¢, i od masy m; od wiel-
kosci bowiem masy zalezy wielkos¢ predkosci, jakie wywotujg jednakowe sity
w jednakowych okresach czasu.

Azeby ustali¢ iloSciowo warunki, w jakich zachodzg te przypadki ruchu, znaj-
dZmy catke rownania 38'-ego i zanalizujmy je.

Teorya réwnari rézniczkowych daje sposoby catkowania, ktére, Scisle biorgc,
polegajg po wigkszej czesci na odnalezieniu [unkcyi niezaleznie zmiennej jak
w naszym przypadku: @ = f(¢), ktéraby, podstawiona w réwnanie rézniczkowe,
zamienita je identycznie w zero, t. j. zamienifa je w zero przy wszelkich wartosciach
tej zmiennej. W danym przeto razie « nalezy wyrazi¢ takg funkcya z ¢, ktérej po-
chodne, orazjej wartos¢, podstawiona w réwnanie rézniczkowe 38'-me, zamienitaby
je w zero przy wszelkich warto§ciach zmiennej ¢. Przy wyborze tej funkcyi powodo-
wac sig mozna charakterem ruchu, ktéry w przyblizeniu okresliliSmy juz poprzednio.
Na zasadzie tych rozpatrywan funkcya w réwnaniu w=/{?¢), powinna mie¢ tg whasci-
wos¢, azeby wartosé jej przy pewnych warunkach zadania dla #=oc zblizata sie¢ do
zera (przypadek 1-szy poprzednich rozpatrywarn), przy innych zas warunkach, zeby
byta okresowgq; (przypadek 2-gi). Funkcyg taka jest funkcya wyktadnicza ogélnej
postaci e.ef’; dla rzeczywistej bowiem wartosci spétczynnikow p i «, gdy przytem p
jest odjemna, odpowiada ona warunkowi pierwszemu; dla urojonych za$ spétczyn-
nikéw a ip zamieni si¢ ona na funkcye okresowq. Podstawmy zatem w row-
nanie 38'-me

7 — o @0
€r = a.e,

gdzie « i p sa jeszcze nieokreslone spoiczynniki, i1 zbadajmy, przy jakich warto-
$ciach funkcya ta zamieni réwn. 38’-me identycznie w zero. W tym celu podstawmy
te funkcye, oraz jej pochodne w réwnanie 338’-me, a otrzymamy:

er(mp® 4 cp + k) = 0. A
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Rownanie to zamieni sie w zero przy wszelkich wartosciach dla #, jezeli wyraz:
me? 4 cp— k= 0;

azeby to nastgpito, powinne byé:

/e

S c* k

) = =~ =t == .

‘(‘ 2m l/ 42 m

Przyjmujac te dwie wartosci dla g, otrzymamy dwie catki szczegdlne, wyrazajgce
dwa szczegdlne ruchy danego punktu. Z wartosci tych na zasadzie odno$nego
twierdzenia z teoryi catek, napiszemy catke zupetng réwnania 38-ego w nastepu-
jacej postaci:
(Gl =V |
= Ae + Be .. (39

Wartosci spétczynnikow 4 i B obliczymy z poczatkowych warunkow zadania.

Réwnanie to przedstawia dwojakiego rodzaju ruch, jakiesmy to juz przewi-
dzieli, zaleznie od tego, czy wartos¢ pod pierwiastkiem jest rzeczywista, czy tez
urojong. Jezeli jest ona rzeczywista, to x zostaje wyrazone funcya wykladnicza,
ktérej wyktadnik jest proporcyonalny do ¢. Azeby ten przypadek, nastgpif, po-
winno byé:

c? k
4 m? m
lub inaczej ¢t > 4dmk.

Azeby zbadac¢ ten ruch, obliczymy state 41 B iw tym celu przyjmiemy naste-
pujace warunki ruchu poczgtkowego, dla:

t = 0; M= 0 : == W8

t.j. przyjmiemy poczatek liczenia czasu w chwili, w ktérej punikt ruchomy znajduje
sie w Srodku przyciggania i posiada w tem miejscu predko$¢ ¢,. Unaoczni¢ sobie
mozemy te warunki w ten sposéb, ze punkt ruchomy, bedacy w potozeniu réwno-
wagi, otrzymuje np. zapomocg uderzenia predkosc v,.

Po podstawieniu w réwnanie 39-te wartosci ¢ = 0; & = 0, otrzymamy:

P==g=e® . .. . o 4. . B0

W celu za$ podstawienia ¢ = 0; v = v, obliczymy predkos¢ punktu, zrézniczko-
wawszy réwn. 39-te wzgledem ¢ i nast¢pnie podstawiwszy w nie ¢ =0, oraz v =v,;
po wykonaniu tych dziatan otrzymamy:

/
A el B joe ok L. / c? k
Do = 4 ( 2m i I/ 4m? m) 2 B( o0m I Am> ) < )

m
Z tych dwoch réwnan obliczymy spétczynniki 41 B; i oznaczywszy dla skro-
(.2

cenia warto$¢ wyrazu I/ literg 4, otrzymamy:

4 m? m
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A=

a nastepnie, po podstawieniu tych wartosci w réwn. 39-te, otrzymamy réwnanie’
ruchu, wykazujace zwigzek pomiedzy potozeniem punktu i czasem; réwnanie to
jest nastepujqce:

Uy — ‘.‘,L;nl i 1t

z = , AETeTan s L T

94 ° (e 8is ) (42)
Dla ¢ = 0 otrzymamy « = 0; co jest zgodne z warunkami pbczqtkowego ruchu.
Dla ¢ >0, o otrzymuje wartos¢ dodatna, ktérej znak nie zmienia sie z rosngcem¢,
warto$¢ bowiem wyrazu e~ ¥ dla £ > 0 jest zawsze mniejsza od jednosci, gdy tym-
czasem wartos¢ wyrazu ev jest zawsze wigksza od jednosci. Dla ¢ = oo otrzymamy

: : ¢ (e k ¢
ow & = Ibowie z , e i - 7 d
znow x = 0, albowiem om > I i =h; t. j. 5 T Punkt zatem o

t=0 do chwili £ = o, znajduje si¢ po jednej stronie $rodka przyciagania; ruch je-
go jest zatem nieokresowy i punkt powraca asymptotycznie do polozenia réwnowagi
i z niego juz nie wychodzi. Wykres (z, ¢) te-

t go ruchu przedstawiony jest na rys. 8-ym.

Dla réznych wartosci ¢ pomigdzy 0 i oo,
2° w rownaniu 42-em przyjmuje rézne wartosci,
co znaczy, ze punkt zajmuje rézne oddale-
nia od srodka przyciagania. Pomiedzy temi
oddaleniami sa najwigksze i najmniejsze, azeby
‘ \ je obliczy¢, zastosujemy prawidta do wyszuki-
\ wania najwigkszosci i najmniejszosci; i w tym

celu pochodng » wzgledem ¢ przyréwnamy

do zera. Pochodna ta wyraza jednoczesnie

\ wiasciwos¢ kinematyczng danego ruchu, t.j. ze

| \ predkos¢ punktu w miejscu najmniejszego, lub

‘ najwiekszego oddalenta = 0. Z réwnania za-

‘ tem, w ten sposob otrzymanego, obliczymy

r czas £, odpowiadajacy tym odchyleniom; a po

podstawieniu tych wartosci w rown. 42-gie,

/ obliczymy szukane oddalenia. Po wykonaniu

o N, = X achunku powinnisémy otrzymac dla 2 wartosci:

I 0 oraz 7.

Rys. 8. Przypadek takiego ruchu unaocznimy so-

bie, przyjawszy np., ze punkt ruchomy, oraz

$rodek przycnqga]qcy jest umieszczony w plynie bardzo'ggstym, gdy bowiem w tych

warunkach nadamy punktowi predkos¢ v,, np. uderzeniem, wtedy wychyli si¢ on

na pewna odlegtos¢, nastepnie zacznie powraca¢ do miejsca wyjscia, lecz znaczny
opor Srodowiska, w ktorem sig punkt porusza, a mianowicie:

s Ak,
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nie pozwoli mu powréci¢ do $rodka przyciagania w skoficzonym okresie czasu.
Jezeli opor srodowiska o tyle zmniejszymy, Ze:

¢ - 4 mik,

co mozna osiagnaé np. rozrzedzeniem srodowiska, w ktérem porusza sig punkt ru-
chomy, to otrzymamy wartos¢ pod pierwiastkiem urojong.
!k c?

] 4m*
przez ', t. j. podstawimy w powyzsze wzory 7 = i1/, a po podstawieniu tej war-
tosci w rown. 42-gie otrzymamy row-
nanie: ‘ t

4 —i1't / |

. ] it
I’Q 2m ! € i — € (

|
x o= & ; E .
.I,I 2 7 \ f\

Wyraz urojony, na zasadzie odpowied-
nich przeksztalcen, wylozonych w ana-
lizie matematycznej, zastapimy wyra-
zem sin (7 £), 1 otrzymamy réwnanie
ruchu dla danego przypadku w naste-
pujacej postaci:

W celu zbadania tego ruchu, oznaczymy wartos¢ pierwiastka I

€I o= l;“ s ,sin (') . (43)

W rownaniu tem posiadamy dwa czyn-
niki ze zmienna # czynnike *" ; , J
ktory z powiekszeniem ¢ maleje, i czyn- 2
nnik sin (y'?), ktory jest funkcyg okre- =
sowa; iloczyn wigc tych czynnikéw
przedstawia krzywa okresowa (w da-
nym razie sinusoidg), ktérej spotrzed- Rys 9.
ne x maleja ze wzrostein czasu. Ruch
taki nazywamy ruchem harmonicznym przyttumionym. Wykres (2, £) tego ruchu
jest przedstawiony na rys. 9-tym.

Zbadamy obecnie, czy ruch ten jest izochronicznym. W tym celu obliczymy
okres podwdéjnego wahnigcia 7. Wartos¢ tego okresu otrzymamy z réwn. 43-ego,
po podstawieniu w nie 22 = 0, a zatem:

sin (¢ T =0, z ktérego (kT8 =i

——d—

Dla podwdjnego wahniecia n = 2, a zatenu:

2%
7T = L.

lub tez po podstawieniu wartosci 7' :
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it N | s Y
Vamk —c*
Warto$¢ ta nie zalezy od odchylenia, a zalezy tylko od spotczynnikéw % i ¢; ruch
zatem harmoniczny przytlumiony jest izochroniczny.

Latwo sprawdzi¢, ze dla ¢ = 0, okres podwdjnego wahnigcia przybierze war-
tos¢, wyrazong rown. 28-em.

Z rownania powyzszego wynika, ze okres podwéjnego wahniecia w Sro-
dowisku z oporem jest wigkszy, niz takiz okres ruchu bez oporu, co tez zgodne
jest z fizycznem pojmowaniem danego zjawiska.

Azeby obliczy¢ najwigksze odchylenie punktu, nalezy przyrownac pochodna
wzgledem ¢ do zera; a z tego rownania obliczymy czas, w ktérym punkt dany do-
znaje najwi¢kszego odchylenia. Czas ten oznaczymy litera £,; (m — max i min)
i obliczymy je z nast. réwnania:

:}’ Foam e ['{’ cos (1" ) — Q.C,n‘ sin ('{’t,,.). — (U
ktore jest pochiodng rown. 43-ego. Z réwnania tego mamy :
ko (4ER) = 2721/7’ e T I ()
a wiec:
= o + Py Omad s e (46)
gdzie kolejno n=0, 1, 2, 3, ... Z rownania tego wyprowadzamy wniosek, ze naj-

wigksze odchylenie punktu powtarza sie w odstepach czasu, réwnych liczbowo

wartosci - ; ktére sq réwne § 7, t. j. potowie podwdjnego wahniecia,

w2
Jezeli czas pierwszego odchylenia punktu oznaczymy litery ¢, to z powyz-
szego rownania mamy:

artg ( “(f" 4 )

' >

f —
: 1

a czas nastepnych odchylen:

b = 751 —|’" n'--i I8 P e =) (47)
Azeby obliczy¢ najwieksze odchylenie, ktére oznaczymy literg «,,, podstawmy war-
tos¢ 7, z réown. 45-ego w réwn. 43-cie. a otrzymamy szukane odchylenie. W tym
celu z réwn. 45-ego obliczymy:

2m
!
Sin (’(l tm) . - ci,,a‘_‘._i = == '27!H— ,
Ve? + (2mn'y

e
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a po podstawieniu tej wartosci w réw. 43-cie, oraz po podstawieniu odnosnej war-
tosci ¢, otrzymamy:
[+
M — -, @ Fn. 1N
Ay = Uy / — . g &m .
i

Dla pierwszego odchylenia, ktére oznaczymy litera @,; n = 0; a zatem:

‘m  — S
& — U, I/ 0 R

a nastepnie, odchyienie dowolne:

= iy T

ap =) 7 elf T €13

Z réwnania tego odczytamy, ze wartoSci odchylefi danego punktu tworza szcreg
geometryczny, ktérego wyktadnikiem jest wyraz

Z powiekszeniem przeto iloci wahnig¢ odchylenia malejg w ten sposéb, ze
dla n = o0; a, = 0; i malejg o tyle predzej, o ile wartoS¢ ¢ jest wieksza, t. j.
0 ile dane S$rodowisko przedstawia wigkszy opor poruszajacemu sie punktowi.
Punkt ruchomy waha sie wiec w danych warunkach okoto srodka i zakresla coraz
miejsze odchylenia.

Przyjawszy ¢ = 0 t. j. przyjawszy, Ze punkt ruchomy nie doznaje oporuy,
otrzymamy réwnanie, ktéreSmy juz poprzednio wyprowadzili. Uczyniwszy za$
¢ = oo, powinnismy dla & otrzymac wartos¢ stata i niezalezng od #; przy tak wiel-
kim bowiem oporze ruch nie nastepuje. Wykres (z, ¢), oraz wszystkie obliczone
w tym przykladzie wielkosci sa przedstawione na rys. 9-tym.

12. Przyklad ruchu harmonicznego. Kazdy ruch wogéle a wiec i ruch
harmoniczny moze by¢ wywotlany w rozmaity sposéb. Przytoczymy jeden z tych
przypadkéw i wskazemy w jaki sposéb stosowac do
obliczert wzory, wyprowadzone w poprzednim para-

arafie. Y (@

W rurce o stalym przekroju, wygigtej w postaci Tlx
litery U, znajduje sie ptyn, ktérego powierzchnia, w sta- St __,‘,j
nie spoczynku, tworzy poziom, oznaczony narys. 10-ym x
litera y. Jezeli w jednym koncu tej rurki phyn =
wepchniemy na glebokoS$¢ i nizej tego poziomu, to =

w drugim jej konicu podniesie si¢ on na wysokosc
W tem pofozeniu plynu powstaje sita P, ktéra pcha u
calg mase m plynu do pierwotnego poziomu; sila ta Rys. 10.
réwna sie ciezarowi stupa plynu o wysokosci 2 .
Oznaczywszy literg [ przekroj rurki; literg % ciezar wiasciwy poruszajacego sig ptynu,
otrzymamy, Ze sita P = 2xf¢ dziata odwrotnic dodatnemu zwrotowi pred-
kosci. Réwnanie zatem dynamiczne ruchu kazdego punktu plynu jest nastepujace:
! av
— 2w fi=m a

Mechanika teoretyezna, to 11 3
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Jezeli literg [ oznaczymy diugos¢ rurki, napetnionej plynem, to masa poruszaj‘qca

lfa

sig: m = q?; po podstawieniu tej wartosci w réwnanie dynamiczne, otrzymamy:
e ram o bf DS LGAL
— 2uxfd = e
a po skréceniu: '
I dv
g e (7
"9y dr e
Jesttorownanie jednakowe z rown. 21-em, gdy podstawimy w nie ';' == 5g Waha-
iR
nie si¢ zatem stupa plynu jest harmoniczne, a wigc i izochroniczne. Okres pod-
p L . m l
wojnego wahniecia 7 obliczymy, gdy podstawimy w réwn. 21-sze iloraz ']; = i

a zatem:

/'m /1
T::%,/ : =2ﬁl/ S

SprawdZmy obecnie wymiar wzoru tego; w tym celu podstawimy:

l=1L; 4g=LT%
a zatem wyraz

/1 (AT e '
I/ Q-J =I/ [Tt = T = (czasowi);

co jest zgodne z wymiarem wielkosci, znajdujacej si¢ po lewej stronie powyzszego
réwnania.

Jezeli wezmiemy pod uwage opor, jakiego doznaje plyn podczas wahania sie
w rurze, i jezeli ten opdr przyjmiemy proporcyonalnym do pierwszej potegi pred-
koéci, to do obliczenia ruchu mozna zastosowa¢ wzory, wyprowadzone w § po-
przednim dla ruchu harmonicznego przytlumionego.

13. Zastosowania zasady réwnowartosci pracy i energii kine-
tycznej. Z réwnania dynamicznego ruchu prostolinijnego:

dv
P =m VT

po podstawieniu w nie di = ; , otrzymamy rownanie, wykazujace zwigzek po-
migdzy sifq, drogg i wywotang przez te silg predkoscia; réwnanie to ma posta¢
nastepujaca:
Pds = d (3 mv?),
1 jest wyrazem rownowartosci pracy i energii kinetycznej; poréwn. tom l-szy,
§ 184-ty, row. 141-sze.
Réwnanie zatem réwnowartosci pracy i energi kinetycznej jest pierwsza

catkg réwnania dynamicznego i wykazuje zwigzek pomigdzy polozeniem, t. j. po-
migdzy spotrzedng punktu ruchomego i predkoscia jego w miejscu, wskazanem
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przez tg spolrzedng. Zasada zatem rownowartosci pracy i energii kinetycznej
w mechanice jest inng tylko postacia okreslenia dynamicznego sily. Sita wyraza
zmiang predkosci punktu, na ktéry dziata; praca zas wyraza zmiang wartosci pew-
nej funkcyi tej predkosci, t. j. wyraza zmiane wartosci § mwv% pojecia przeto sily
i pracy wyrazaja w innej tylko postaci matematycznej zmiane predkosci punktu,
jaka on posiada w pewnej chwili swego ruchu. W nastgpnych przyktadach wska-
zemy sposoby stosowania zasady réwnowartosci pracy i energii kinetycznej do obli-
czenia ruchu punktu.

Przyktad. Przy spadaniu pionowem, bez uwzglednienia oporu powietrza,
gdy przyjmiemy o$ . skierowana pionowo ku dofowi; napiszemy réwnanie
pracy:

mgde = d (& mv?).

Gdy punkt ruchomy, w chwili rozpoczecia mierzenia drogi z, posiada predkos¢ v,,
wtedy catka powyzszego réwnania jest nastepujgca:

5 r
myg / de = Im / d{v?);
0 T

skad po scatkowaniu:
L2 - ,‘120
2¢ 29

’

jest to réwnanie jednakowe z réw. 15-ten.
Przyktad. W razie ruchu har-

monicznego, po wykonaniu nieskof- ——— a — 1
czenie matego przesuniecia dz, rys. RIS T -, g
11-ty, wyrazimy zasade pracy réwna- : ‘ :
niem: ! A !
— kxdx = d(3 mv?). & ; O
7 & my) 0 P--lcx
Catkujgc je od » do @ oraz od v do 0, Rys. 11.
napiszemy:
u‘ 0‘
—= / kwde = / d (4 mv*);
a po scatkowaniu:
— b ka? 4 & ka? = — | mw?; skad:
V= + / i (a* — x%) : (50)
s (Gl

jest to réwnanie jednakowe z réw. 22-iem.

Jezeli za$ mamy dang predkos¢ w»,, w srodku przyciggania, to granice catki
obierzemy dla 2 od zero do z; dla predkosci za$ od v, do v, a po scatkowaniu
otrzymamy:

— & Jexr? = § mw? — § mw,?*, skad



s
] + 1/ ‘{ﬂm:-' — = _],'2 . . ° 5 . - . . - (51)

W celu obliczenia najwigkszego odchylenia a, podstawimy w réwn. poprzednie
/m

m : !
v = 0, a otrzymamy: @ = v,, 1/ T jak poprzednio.
W przyktadzie odpychania, row. 32-gie wyraza réwnowarto$¢ pracy i energii

kinetycznej i moze by¢ napisane bezposrednio na podstawie tego twierdzenia.

Przyktad. Punkt materyalny jest przyciqgany przez pewien $rodek silg od-
wrotnie proporcyonalng do drugiej potegi odlegtosci. Obliczy¢ na podstawie twier-
dzenia pracy, ruch punktu, gdy dane jest odchylenie poczatkowe @, i predkosé
w niem v = 0. W celu zestawienia réwnania pracy, wyobraziny sobie, iz punkt
dany zostal przesunigty z miejsca @, wzdtuz czastki drogi dz; a po przyréwnaniu
wartosci pracy, powstatej wskutek tego, do przyrostu energii kinetycznej punktu,
otrzymamy réwnanie:

—= fz dr = d (3 mv?),
ktorego calka pomigdzy granicami od @ do @, oraz od v do v = 0 jest na-
stepujaca:

a4 3. .= 3y mo?: skad:
a
/21 1
) _t[" m (_:r; S d.) 5y

Réwnanie to wyraza zwigzek pomigdzy predkoscia i polozeniem punktu; i stuzy¢

moze do obliczenia predkosci w kazdem miejscu toru. Azeby znalezé réwnanie

ruchu, wyrazajgce zwiazek pomiedzy drogg i1 czasem, podstawimy w to réwnanie
dx ; : g ; e .

] — (Z;; a po oddzieleniu zmiennych i przyjgciu warunkéw poczatkowych: dla

x = @, ¢ = 0, napiszemy réwnanie:

Ea

/ oL
g/ m (] 1 :
tz_l,”.a/(x_a).da. e s o -

W celu jego scatkowania, zastapimy zmienna = nowa zmienng b, okre§lona
réwnaniem:
7= @ Cos? ¢,
z ktérego wynika:
dr = --2a.cosd.sin¢.do.

Granice catki nowej, odpowiadajace granicom a i =, sg 01i¢. Po wykonaniu
tych podstawien w rown. 53-cie, otrzymamy:
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skad, na zasadzie wzoru 53-go, podanego w ,Techniku® na str. 79-ej:
a\t1/ m . .
! = |— (29 2 W e e
= (5] 7 a2y s o

Z réwnania tego obliczy¢ mozna, za posrednictwem wielkosci ¢, czas, w ja-
kim punkt ruchomy z wychylenia @ przybedzie do miejsca & toru. Odwrotne jed-
nakze obliczenie, inajgce na celu oznaczenie x, to jest, potozenia punktu w danym
czasie, wykona¢ mozna droga prob, gdy dane sa liczbowe wartosci pozostatych
zmiennych; nie mozna bowiem rozwigzac¢ tego réwnania wzgledem ¢.

Z réwn. 52-ego odczytamy, ze predkos$é v posiada wartosci rzeczywiste tylko dla
0 < 2 < a, co znaczy, 7e punkt ruchomy znajduje si¢ podczas ruchu tylko po jed-
nej stronie srodka przyciggania. Rozpoczyna on zatem swoj ruch z odleglosci «
z predkosciag v = 0; i przybywa do Srodka przyciggania z predkoscia v = oo,
i nastepnie z powiekszeniem dodatnych warto§¢ a zmniejsza znéw swg predkosé;
jest to zatem ruch okresowy. Z réwn. 54-go obliczymy potowg okresu jego podwdj-

nego wahniegcia, gdy podstawimy w nie ¢ = ;, wtedy bowiem « = 0. Ozna-
czywszy okres podwdjnego wahnigcia literg 7', otrzymamy jego wartos¢ w postaci
wZzoru:
a\ty/m
;T:(g)]/k.x, AR B R T

z ktorego odczytamy, ze okresy wahnigé¢ danego punktu zalezg od wielkosci poczgt-
kowego wychylenia punktu i sa diuzsze dla wigkszych wychylen; ruch wiec w tym
razie jest okresowy, lecz nie jest izochroniczny.

14. O calkach réwnan dynamicznych ruchu prostolinijnego. Row-
nanie dynamiczne ruchu prostolinijnego jest réwnaniem rézniczkowem rzedu dru-
giego z dwiema zmiennemi 2 i &.

Azeby otrzyma¢ z niego zwigzek pomigdzy temi zmiennemi w skonczonej po-
staci, nalezy réwnanie dynamiczne scatkowaé. Sposoby catlkowania sg rozne,
zalezag bowiem od rodzaju funkeyi, jakie wchodza do danego réwnania.

Jedna strona réwnania dynamicznego wyraza sile, ktora moze by¢ stalg, lub
zmienng; w przypadku zmiennosci moze ona zaleze¢ od potozenia, t. j. moze by¢
wyrazona funkcyg x, jakieSmy to mieli np. w ruchu punktu przycigganego lub
odpychanego; lub moze zaleze¢ od predkosci i wyrazi si¢ wtedy funkcyg zmien-

nej (Z:), jak to byto w przykladzie spadania bryt materyalnych z uzwzglednie-

niem oporu powietrza; i wreszcie moze ona zaleze¢ od czasu, gdy przyjmiemy np.,
ze dziatanie danej sily z czasem si¢ zmienia, lub tez, gdy przyjmiemy np. ze $rodek
przyciagajacy porusza si¢ i ruch ten wyrazimy funkcya czasu. Sita moze by¢
wreszcie zalezna od kazdej z tych wielkosci oddzielnie lub tez w dowolnem ich po-
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{aczehiu. Site wiec wyrazi¢ mozna wogole funkcyg f f:r, gt t), a réwnanie dy-
namiczne ruchu prostolinijnego nastepujgcem réwnaniem:

il 4% _dz

flo S5 t) =m (56)

Réwnanie to moze posiada¢ tyle szczegdlnych przypadkéw, ile zestawi¢ mozna

kombinacyi z trzech wielkosci @ i 7, biorgc je pojedynczo, lub tez taczac je po

dux

i

dwie, lub po trzy; lub tez wreszcie gdy ta funkcya przedstawia wielko$¢ staig.

Kazdy z tych przypadkéw wymaga mniej lub wiecej odmiennego sposobu cal-

kowania.

Funkcya zatem moze byé:

1) stalg wielkoscia, jak w przykiadzie spadania w polu sit cigZenia bez
uwzglednienia oporow; lub tez:

2) moze byé¢ wyrazona tylko zmienng x; jak to byto w przyktadzie sit przy-
ciagajacych;

3) tylko zmienng ‘(lli; : gdy np. bryta, na ktérg nie dziatajg zadne sity, rzu-
cong jest w srodowisku, przedstawiajacem cpory, zalezne od predkosci,
lub tez moze by¢ wyrazong;

4) tylko zmienng ¢. Nastgpnie, moze by¢ wyrazong jednoczesnie:

5) zmiennemi x oraz ‘é; ; jak to bylo w przyktadzie ruchu harmonicznego
przytfumionego, lub

6) zmiennemi 2 oraz #, jak w przykladzie z ruchomym srodkiem przy-
ciagania, lub

y . duw
7) zmiennemi oraz {;

di
8) lub wreszcie, w najogélniejszym przypadku, moze by¢ wyrazong funkcya
wszystkich trzech zmiennych x, ((Zl; 5 fi '

Catkowanie wzorow we wszystkich tych przypadkach da sig sprowadzi¢, po
wiekszej czesci, do sposobéw, wskazanych w przytoczonych przykiadach. Ponie-
waz rownanie dynamiczne sity jest rownaniem rézniczkowem rzedu drugiego, wiec
catka jego posiada¢ powinna dwie stale, ktére wogole mogyg by¢ obliczone z dwéch
znanych par wartosci zmiennych; podstawiwszy je bowiem w rownanie ruchu,
otrzymamy dwa réwnania z dwiema niewiadomemi, ktére obliczymy. Zwykle te
state obliczamy z tak zwanych warunkéw poczatkowego ruchu, t. j. ze znanych
wartosci 2 i v w chwili 7; gdyz po podstawieniu tych wartosci w réwnania ruchu,
otrzymamy dwa réwnania, w ktérych niewiadomemi sg wartoSci nieznanych
statych.

Wybitng role pomigdzy temi catkami zajmuje catka, zwana catky pierwszg
rownania dynamicznego, ktéra wyraza zwigzek pomigdzy spélrz¢dnemi punktu
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i predkoscig w miejscu, wskazanem przez te spoirzedne. Catka t3 jest réwnanie
rownowartosci pracy i energii kinetycznej. O tej calce méwiliSmy juz w § po-
przednim.

2. Roéwnanie dynamiczne, wyrazone spoirzednemi
osiowemi.

15. Rzuty sil i przyspieszen. Azeby wogdle obliczy¢ réwnania ruchu,
gdy dane sg sity; lub azeby obliczyé sity, gdy dany jest ruch punktu, nalezy ro-
wnanie dynamiczne:

P=mp,

ktore jest wektorowe, wyrazi¢ rownaniami algebraicznemi; wtedy bowiem bedzie
mozliwem stosowanie do obliczen dzialan zwyktej algebry. W tym celu zrzutujmy
promieniami réwnolegtymi wektor sity, okre§lony powyzszym wzorem, na dowol-

Rys. 12.

nie obrang w przestrzeni o$ #, a otrzymamy rzut p, przyspieszenia punktu i rzut
P, danej sity. Wzajemng zalezno$¢ tych dwéch rzutéw odczytamy z rys. 12-tego,
i wyrazimy ja nast. réwnaniami:
JEN, LI
=" = m; skad P, = mp..
P De 47 N
Takiz stosunek pozostanie w mocy, gdy wektor ten zrzutujemy na dowolnie
obrang ptaszczyzne.
Jezeli literg v, oznaczymy rzut predkosci punktu wilasciwego na pewng os,
wzglednie na ptaszczyzne, to stosunek powyzszy wyrazimy réwnaniem:

Av, d*x

— 10 qt lub P = m ae’



	hcmt_t2 - 0001
	hcmt_t2 - 0002
	hcmt_t2 - 0003
	hcmt_t2 - 0004
	hcmt_t2 - 0005
	hcmt_t2 - 0006
	hcmt_t2 - 0007
	hcmt_t2 - 0008
	hcmt_t2 - 0009
	hcmt_t2 - 0010
	hcmt_t2 - 0011
	hcmt_t2 - 0012
	hcmt_t2 - 0013
	hcmt_t2 - 0014
	hcmt_t2 - 0015
	hcmt_t2 - 0016
	hcmt_t2 - 0017
	hcmt_t2 - 0018
	hcmt_t2 - 0019
	hcmt_t2 - 0020
	hcmt_t2 - 0021
	hcmt_t2 - 0022
	hcmt_t2 - 0023
	hcmt_t2 - 0024
	hcmt_t2 - 0025
	hcmt_t2 - 0026
	hcmt_t2 - 0027
	hcmt_t2 - 0028
	hcmt_t2 - 0029
	hcmt_t2 - 0030
	hcmt_t2 - 0031
	hcmt_t2 - 0032
	hcmt_t2 - 0033
	hcmt_t2 - 0034
	hcmt_t2 - 0035
	hcmt_t2 - 0036
	hcmt_t2 - 0037
	hcmt_t2 - 0038
	hcmt_t2 - 0039
	hcmt_t2 - 0040
	hcmt_t2 - 0041
	hcmt_t2 - 0042
	hcmt_t2 - 0043
	hcmt_t2 - 0044
	hcmt_t2 - 0045
	hcmt_t2 - 0046
	hcmt_t2 - 0047

