§ 63. 196 -

dx y= T .
podczas ruchu punktu zmienia swoj zwrot ze zmia-

z ktorego wynika, ze sifa ¢ T,

. . . 1 N
ng zwrotu predkosci. Jezeli ¢ > 0, to sila ¢ it—; wstrzymuje jego ruch; ruch
przeto punktu bedzie ciagle tg sitg przytiumiany; lecz punkt pomimo tego nie za-
dx

irzyma sie, gdyz wtedy sita ¢ Wi

wiec tylko nastepowac, asymptotyczne wygasanie predkosci i sity k.

bytaby = 0; a sita kz wywotalaby ruch; moze

- x dx . A
Jezeli za$ ¢ < 0, to zwrot sity ¢ ar jest zgodny ze zwrotem predkosci,

punkt przeto pod dzialaniem tej sily, jest ciaggle przyspieszony. Algebraiczna analiza
rown. 38'-tego, podana w § 11-tym tego tomu, doprowadzita nas do wniosku,
ze o ile pierwiastki rownania:

mpt +cp+ k=0 p = — (—(;)—%— /(;_)2_7i
2m ’*]/ 2m d

sq urojone, to ruch jest harmoniczny. Przypadek ten wcale nie zachodzi, jezeli
I < 0, t.j. jezeli sita odpycha dany punkt od $rodka, jezeli zas & > 0, to moze
nastapi¢ ruch harmoniczny przy pewnym stosunku wartosci ¢ i k. Jezeli ten przy-
padek zachodzi i przytem c¢ jest dodatne, to ruch jest harmoniczny przyttumiony,
poréw. réwn. 43-cie; jezeli zas wartos¢ ¢ jest odjemna, to fatwo odczytaé z réwn.
43-go, ze ruch jest harmoniczny wymuszony. Jezeli za$ pierwiastki réwnania po-
wyzszego sq rzeczywiste, to ruch jest nieokresowy. Przypadek ten nastepuje
zawsze, gdy k < 0; a dla pewnych tylko stosunkéw wartosci ¢ i k; gdy & > 0.

Z wnioskéw tych korzysta¢ bedziemy przy badaniu wtasciwosci ruchu na pod-
stawie rownania dynamicznego.

6. Kinetyczny ukfad odniesienia i kinetyczna
miara czasu.

64. Kinetyczny uklad odniesienia. Jezeli méwimy o zmianie miejsca
punktu ruchomego w przestrzeni, to zawsze mamy na mysli pewien okreslony
uktad punktéw, wzgledem ktérego ta zmiana nast¢puje; ukiad ten nazwiemy ukta-
dem odniesienia ruchu danego punktu. PotozZenie punktu okreslamy zwykle od-
leglosciami jego od danego ukiadu odniesienia; ruch zas jego zmianami tych
odleglosci w czasie, t. j., wyrazamy t. zw. réwnaniami ruchu.

Lecz spos6b ten okreslania ruchu, chociaz jest zupetnie $cisty, w kazdej bo-
wiem chwili pozwala wyznaczy¢ potozenie punktu ruchomego wzgledem obranego
ukladu odniesienia, pozostawia jednakze pod wzgledem fizyeznym pewng watpli-
wos$¢; z tych bowiem odleglosci czy tez z réwnai ruchu nie dowiemy sig, czy punkt
dany jest w ruchu, czy tez uktad porusza sig.
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Pod wzgledem tez geometrycznym obojetnem jest np. czy ziemia obraca sig
okoto stforica, w mys$l teoryi Kopernika, czy tez stoiice z calym ukiadem gwiazd
obraca si¢ okoto ziemi, w mysl teoryi Ptolomeusza, wzajemne bowiem cdlegtosci
tych bryt i zmiany tych odlegtosci pozostajg w obydwéch przypadkach te same;
nie znamy przeto moznosci rozstrzygnigcia tej watpliwosci drogg pomiarow.

Z tego tez powodu, oddalajac si¢ np. statkiem od brzegu, wydaje sie nam
chwilami, ze brzeg oddala sie od statku. Przyczyng tego ztudzenia jest witasnie ta
okolicznos¢, ze obserwujac dane zjawisko, bierzemy pod uwage odlegtosci statku
od brzegu, ktére si¢ zmieniajg, a ktére nie orzekaja, co sig w danym razie porusza.
Jezeli za§ statek i my wraz z nim doznajemy pewnych wstrzasnien; t. j. pewnych
raptownych przys$pieszen, wtedy powiemy, ze to statek si¢ porusza. Dla rozstrzye-
niecia przeto tej watpliwosci, korzystamy w danym razie z pewnej fizycznej wiasci-
wosci, poruszajacych sig¢ bryt materyalnych i ta wiasciwos¢ dopiero rozstrzyga,
ktora z nich sie porusza.

Wtasciwoscig tq jest w zjawiskach ruchu bryt materyalnych bezwladnos¢ ma-
teryi; jezeli ja uwzglednimy, to otrzymamy Scisle okre$lony w przestrzeni uktad, do
ktérego bedziemy zmuszeni odnosi¢ wszelkie ruchy bryt materyalnych; uktad ten
nazywaja niektérzy autorzy uktadem kinetycznym 1); inni zas, daja mu miano uktadu
bezwzglednego; miano, ktére zresztq nic nie wyraza; pojecie bowiem ,bezwzgled-
nosci‘ jest stowem pustem — bez tresci, ktéremu mozemy nadaé¢ dowolne zna-
czenie.

Prawo bezwladnosci, ktoére jest stwierdzone doswiadczeniami, glosi, zZe
punkt, pozostawiony sam sobie, trwa w stanie ruchu jednostajnego lub w stanic
nspoczynku“ i t. d.; gdybysmy przeto mogli ustali¢ w przestrzeni potozenie np.
trzech punktéw materyalnych, niepodlegajgcych dziataniu zadnych czynnikéw
zewnetrznych, otrzymalibysmy ukfad odniesienia, posiadajacy te wlasciwosé, ze
kazdy inny punkt materyalny pozostawa¢ bedzie, bez udzialu czynnikéw
zewnetrznych, wzgledem tych punktéw w spoczynku lub w ruchu prostolinijnym
jednostajnym. Zrozumiatem jest, ze nie idzie w danym razie o uktad odniesienia,
ztozony z trzech punktéw; lecz mowa jest o jakimkolwiek uktadzie punktéw, osi
lub powierzchni, byle mnozna byto jednoznacznie okresli¢ wzglgdem nich potozenie
punktu w przestrzeni.

Oparlszy si¢ przeto na prawie bezwladnosci, przyzna¢ musimy moznos$é wy-
znaczenia w przestrzeni pewnego ukladu odniesienia, wzgledem ktérego punkt ma-
teryalny, posiadajacy w danej chwili pewna predkos¢, zakresli bez udzialu czynni-
kéw zewnetrznych ruchem jednostajnym tor prostolinijny; —lub pozostawaé be-
dzie w spoczynku, gdy nie posiadat predkosci poczatkowej wzgledem tych punktow.

Yy Dziat mechaniki, w ktérym rozpatrujemy zwigzki pomigdzy polozeniami punktu i cza-
sem, nazywamy kinematyks; dzial za$, w ktérym ustalamy zwiazki pomiedzy masa punktu, jego
polozeniem i czasem nazywamy kinetyka. Greckic #wnua wyraza ruch jako stan poruszajgcej
sie bryty; a =wwowg wyraza—wywolywanie ruchu. Kinematyka stosuje do swych rozpatrywaii
diugosé i czas, t. j. stosuje wielkosci T i T; kinetyka za$§ oprocz tych wielkosci stosuje jeszcze
mase, t. j. stosuje wielkosci 8, L i T. Predkosci przySpicszenia sa np. wiclkos$ciami kinematycz-

nemi, lecz energia jest wiclkoscia kinetyczna. i
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Wyznaczenie potozenia tego ukladu w przestrzeni jest celem naszych rozpatrywan
i moze by¢ on osiagnigty tylko drogg spostrzezen i doswiadczen. Szukajgc tego
ukladu w przestrzeni nasuwa si¢ przedewszystkiem pytanie, dlaczego np. nie ma
by¢ nim uktad, sztywno zwigzany z brylg ziemska? OdpowiedZ na to daja do-
$wiadczenia; pomiary bowiem np. ruchu punktu materyalnego, wyrzuconego z pew-
ng predkoscia lub upuszczonego bez predkosci z powierzchni ziemi, wykazuja, ze
nie zakresla on wzgledem ziemi toru parabolicznego, jakiby powinien zakresli¢
zgodnie z rachunkiem, opartym na prawie bezwladnosci, odniesionem do ukfadu
zwiazanego z brylg ziemska; a zakredli on parabole, lecz w innym ukladzie odnie-
sienia; w ukladzie, ktéry w przyblizeniu uwaza¢ mozna za zwigzany z tak zwaneini
gwiazdami statemi.

Jezeli przeto przyjmiemy tytulem proby, ze punkt ten zakresla tor parabo-
liczny wzgledem ukladu, zwigzanego z gwiazdami stalemi, i jezeli przyjmiemny, jak
nam dyktuje teorya Kopernika, ze ziemia jest w ruchu wzgledem tego ukladu, to
mozemy obliczy¢ sposobami, wskazanymi w rozdziale o ruchu wzglednym, w ja-
kiem np. miejscu upadnie ten punkt na jej powierzchnie; a w razie zgodnosci wy-
nikéw tego rachunku z pomiarami przyjdziemy do wniosku, ze nasze zatozenie, co
do ruchu ziemi wzgledem gwiazd statych, jest stuszne i, ze punkt materyalny, po-
zostawiony sam sobie z pewng predkoscig poczatkows, zakreslitby tor, ktéry bytby
prostolinijny wzgledem ukladu sztywno zwigzanego z tak zwanemi gwiazdami sta-
temi. Mozna przeto na razie przyja¢, ze uktad kinetyczny jest sztywno zwigzany
ze statemi gwiazdami.

Nalezy mie¢ jednakze na uwadze, Zze wniosek ten oparty jest na pomiarach,
ktére z natury swojej nie sg Sciste; polozenie wiec tego uktadu, jako niezmiennego
uktadu wzgledem gwiazd stalych, nalezy uwazaé za zblizone tylko do uktadu kine-
tycznego, o ktory nam chodzi.

Uklad przeto odniesienia, sztywno zwigzany z gwiazdami, z dostateczng tylko
doktadnoscig dla zjawisk ziemskich uwaza¢ mozna za ukfad kinetyczny; t. j. za
uktad, wzgledem ktérego punkt materyaliy, pozostawiony sam sobie, zakresli tor
prostolinijny ruchem jednostajnym, lub pozostawaé bedzie w spoczynku. Ruchy
za$ cial niebieskich, obliczone na podstawie prawa bezwladnos$ci, nie mogg by¢
odniesione do tego ukfadu; a muszg by¢ odniesione do uktadu, jaki w rzeczy-
wistosci wyznacza bezwladno$é materyi.

Przy rozpatrywaniu przeto ruchu punktu, jako zjawiska geometrycznego, obo-
jetnem jest, w jakim stanie ruchu znajduje si¢ ukiad odniesienia, gdyz w danym
razie idzie nam tylko o ruch punktu wzgledem tego ukiadu. Jezeli za$ rozpatruje-
my ruch punktu materyalnego, uwzgledni¢ musimy jego bezwladnosc; a wtedy ruch
tego punktu nalezy odnies¢ do jednego jedynego uktadu; t. j. do uktadu, w ktérym
zachowane jest prawo bezwtadnosci; w tym bowiem tylko razie wyniki obliczer
bedg zgodne z rzeczywistym przebiegiem zjawiska.

W szczegélnych jednakze dziedzinach zjawisk ruchu, gdy ruch odbywa sie
na niewielkim obszarze, mozemy przyjgc z pewnem przyblizeniem, ze ukfad kine-
tyczny jest sztywno zwigzany z brylg ziemska. W jakich przypadkach mozna to
przyjaé, sadzi¢ bedziemy mogli z przyktadéw, ktére przytoczymy w tym jeszcze
dziale, jak rowniez w dziale dynamiki bryt, traktujacym o giroskopach; zaznaczamy
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w tem miejscu, ze w technice, chociaz zjawiska ruchu odbywaja sie wzglednie na
niewielkim obszarze, stosowanie jednakze ukiadn kinetycznego staje sie w wielu
przypadkach niezbednem.

W celu uzupetnienia podstaw, na ktérych rozpatrujemy ruchy punktow lub
bryt materyalnych, damy jeszcze okreslenie miary czasu.

65. Kinetyczna miara czasu. Do ,pojecia® czasu dochodzimy drogy
poréwnania, zachodzacych w naszych oczach zjawisk z podobnemi zjawiskaini,
poprzednio spostrzeganemi, a ktérych wrazenia pozostaly w naszej pamieci; inaczej
mowigc, pojgcie czasu powstaje w naszym umysle, gdy spostrzegamy ,nastepstwo*
zjawisk. ‘

»Miara“ czasu moze by¢ przeto kazda dostrzegalna zmiana, zachodzgca
w swiecie fizycznym; i zadna z tych zmian nie ma w tym wzgledzie pierwszenstwa
przed inng zmiang.  Dia badan ruchn bryt materyalnyech przyjmiemy jako miare
czasu zmianeg ich potozen w przestrzeni; gdy, po nadaniu im pewnej predkosci, ,,po-
zostawimy je samym sobie‘‘; t. j. za miarg czasu przyjmiemy diugosé drogi, jakg za-
kresli np. punkt materyalny, pozostawiony sam sobie, i przyjmiemy, ze réwnym odcin-
kom tej drogi odpowiadajg réwne odstepy czasu. Takg miarg czasu nazwiemy miara
kinetyczng czasu, lub krotko - czasem kinetycznym, podobnie do nazwy ukfadu kine-
tycznego, i do tak pojmowanego czasu bedziemy odnosili trwanie ruchéw wszyst-
kich bryt materyalnych. Na podstawie takiego okreslenia miary czasu i ukladu
odniesienia mozemy mowic¢ np. o nieréwnomiernosci obrotu ziemi okoto wtasncj
osi; a nawet mozemy mowic o ruchu t. zw. gwiazd statych.

Z podanego okreslenia ,ukladu odniesienia i miary czasu“ wynika, ze
nie sg to okreSlania tak zwane bezwzgledne; lecz sg to okreslenia wzgled-
ne, — oparte na wiasciwosciach zjawisk ruchu bryt materyalnych; sa to przeto
okre$§lenia zgodne ze stanowiskiem, jakie zajmujemy we wszystkich dziatach
wiedzy naszej 1 ze stanowiskiem, jakie wyznaczajga nam nasze zdolnosci
poznawcze.

Z tych okreslen wynika, ze inne zjawiska fizyczne mogag wymagac innego
ukiadu odniesienia oraz innej miary czasu; a gdy ta polrzeba zajdzie, wtedy utwo-
rzymy inny uklad odniesienia oraz inng miarg czasu w ten sposéb, azeby dana
grupa zjawisk mogta by¢ dokfadnie odwzorowana w tym ukladzie i jej przebieg—
wyrazony obrang miiarg czasu.

Takg grupg zjawisk stanowig zjawiska clekiromagnetyczne, kiore przynaj-
mniej dotychczas niemozemy podciggng¢ pod prawa Newtcnowskie; dla tych
przeto zjawisk wypadnie utworzy¢ inny ukiad odniesienia, — inng miar¢ czasu.
OkreSlenia przeto uktadu i miary czasu, tutaj podane, niewykluczajg moznosci
w razie potrzeby naukowej stawiania innych okreslen tego rodzaju.

Moze nam sie wydac, ze okreslenia ukiadu kinetycznego 1 miary czasu tworzg
z trescig prawa bezwiadnosci bledne koto rozuniowania; prawo to bowiem glosi, z¢
punkt materyalny, pozostawiony ,,sam sobie*, zakresla tor prostolinijny ruchem jed-
nostajnyni; gdy tymczasem okreslenie ruchu prostolinijnego, jak rowniez okresle-
nie ruchu jednostajnego (ktére wymaga miary réwnych odst¢pow czasu), opiera-
my na bezwiadnosci materyi; lecz tej sprzecznosci niema, dla utworzenia bowiem
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niiary czasu wystarcza ruch jednego tylko punktu materyalnego, do tego bowiem
ruchu odnie$¢ mozna ruchy wszystkich innych punktéw materyalnych.

Prawo przeto bezwladnosci nalezy pojmowaé w nastgpujacy sposob: punkty
materyalne, wyrzucone w przestrzeni, z ktérej usunieto wszystkie czynniki ze-
wnetrzne, zakreslajg tory prostolinijne ruchem takim, Zze réwnym odcinkom, za-
kre$lonym przez jeden punkt materyalny, odpowiadajg jednoczes$nie réwne migdzy
soba odcinki toréw, jakie zakresla kazdy inny punkt materyalny, wyrzucony w tej-
ze przestrzeni. Doniostos¢ przeto prawa bezwiadnosci polega wiasnie na takiem
uogdlnieniu danego zjawiska fizycznego. Zwrdécic nalezy nasza uwagg, ze na takiem
samem uogodlnieniu opiera sie okreslenie miary sity i miary masy; poréw. str. 3-cig
tego tomu.

Dla utworzenia miary czasu wystarcza ruch jednego punktu materyalnego,
wyrzuconego w przestrzen; dla wyznaczenia za$ uktadu odniesienia, wzgledem kté-
rego kazdy inny punkt materyalny zakre$li tor prosrolinijny, nalezy wyrzuci¢
w przestrzen dwa takie punkty, jezeli kierunki ich si¢ mijaja; lub — trzy, gdy kie-
runki ich si¢ przecinaja; te trzy kierunki moggq by¢ uwazane za zwykle osi spoét-
rzednych ukosnokatnych lub prostokatnych.

Trudnosci jednakze fizycznej natury, jakie spotykamy przy urzeczywistnieniu
warunkow, w jakich znajdowac si¢ majgq punkty materyalne, wyznaczajgce ukiad
odniesienia i czas, sq nieprzezwyciezone; nie mozemy bowiem usungé ze Swiata
fizycznego czynnikow, oddzialywajgcych ne ruch punktéw materyalnych; mozemy
jednakze postawié te czynniki w takiem wzajemnem uwarunkowaniu, ze dziatania
ich beda sie znosic; lub tez uwzglednimy te dzialania, wprowadziwszy je do obliczent
ruchu punktu; a wtedy, wyraziwszy ruch réwnaniem np. postaci s = f(#), bedziemy
mogli obliczy¢ pofozenia punktu, w jakich on sig¢ znajduje w réwnych odstgpach
czasu, t. j. w takich odstepach, w jakich kazdy inny punkt materyalny zakreslitby
réwne migdzy sobg odcinki drogi, gdyby byl pozostawiony ,,sam sobie*.

Szczegdlnem zastosowaniem tej metody mierzenia czasu jest np.: mierze-
nie za pomocq wahadta pospolitego. Podstawg bowiem obliczenia tego ruchu jest
prawo bezwiladnosci, ktére uwzgledniamy, wprowadzajagc do rachunku site
odporowa. Wynikiem tego rachunku jest np., ze okresy wahnie¢ sq wzajemnie
rowne; miarg przeto réwnych odstepow czasu bedzie czas, jaki uptlywa np. pomie-
dzy dwoma krancowemi polozeniami wahadla; tym samym bowiem odstgpom
czasu odpowiadatyby réwne migdzy soba odcinki drogi, jakieby zakreslit kazdy
inny punkt materyalny; gdyby byt ,,pozostawiony sam sobie*.

Poréwnania predkos$ci obrotu kuli ziemskiiej, zdobyte drogg Scistych pomia-
réw, z czasem kinetycznym, wykazujg, ze pregdkosci te bardzo mato réznig sig mie-
dzy soba, t. j., ze rownym odstepom czasu kinetycznego odpowiadajq chociaz nie-
zupeinierowne lecz prawie réwne katy obrotu ziemi; i ze réznice te sg tak niewielkie,
ze w naszych ziemskich doswiadczeniach moga by¢ nie uwzglednione; w astrono-
micznych jednakze obserwacyach nie mogg by¢ pominigte. Praktyczng przeto jed-
nostka czasu moze pozostaé¢ dla naszych rozpatrywan sekunda; jako pewna czesé
obrotu kuli ziemskiej.
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7. Ruch ztozony punktu materyalnego.

A. Uklad odniesienia zlozonego ruchu punktu
materyalnego.

66. Kinematyka ruchu zlozonego. W rozdziatach poprzednich rozpatry-
waliSmy ruch punktu po krzywych lub powierzchniach, pozostajgcych w spoczyn-
ku. W otaczajgcych nas jednakze zjawiskach fizycznych jak i w technice spotyka-
my si¢ z ruchem punktéw materyalnych (w ogéle bryl) po krzywych, ktdre sq
w ruchu. W tych rozpatrywaniach stosowaé bedziemy wielkosci, okreslone
w § 75-tym tomu I-ego, oraz — réwnania 60-te i 71-sze, dajace zwigzki pomiedzy
temi wielkosciamil); réwnania te sgq nast.:

;)-p,:';)-,,,—l—z)-u; oraz . . . . . . . . . (148
Do = Dot Dt 2VO.0; . . . . . . . (149)

ktére przeksztatca si¢ w przypadku postepowego ruchu toru (¢ = 0) na:
Do =DudDu - - . - - . . . . . (150)

Nasuwa si¢ pytanie czy wzory te odnoszg si¢ do uktadu, pozostajacego w spo-
czynku czy tez w ruchu. Z rozpatrywan §75-go tomu I-go wynika, ze wzory te
pozostajg w swej mocy w obydwdéch przypadkach; na zasadzie bowiem prawa su-
perpozycyi mozemy wielkosci kinematyczne dodawaé; aby tylko dany punkt i da-
ny tor, po ktérym on si¢ porusza, wykonywal ruch razem z tym ukifadem. Jezeli
przeto idzie tylko o geometryczne pojgcie ruchu, to jest obojetnem, czy dany ukfad
odniesienia jest w spoczynku czy tez w ruchu, abysmy tylko stan jego ruchu $cisle
okreslili; jezeli za$ weZzmiemy pod uwage bezwiadno$¢ materyi, to pofozenie tego
ukfadu jest juz Scisle w przestrzeni okreSlone. Ukladem tym jest ukfad kinetycz-
ny, w rozdziale poprzednim okres§lony i wzgledem niego oblicza¢ bedziemy wszel-
kie ruchy punktéw materyalnych; jak i ruchy toréw poruszajacych sie.

Powstanie wypadkowego przy$pieszenia punktu, jakiego on doznaje
w ruchu ztozonym, przedstawimy sobie bezpoSrednio, gdy zwazymy, ze przyrost

d .

) W § 76-tym tomu l-go podalismy obliczenie predkosci wypadkowej dla przypadku, gdy
tor byt w ruchu postepowym; do obliczenia za$ tej predkosci dla przypadku, gdy tor jest w ruchu
dowolnym daliémy tylko wskazéwki. Azcby jednakze nie pozostawiaé luki w wykladzie, oméwimy
szczegblowiej sposob tego obliczenia. Jezeli tor ruchomy « przechodzi z pewnego polozenia i,
do innego dowolnego pofozenia x, to mozna go zawsze przeprowadzi¢ z jednego polozenia do
drugiego ruchem obrotowym oraz post¢powym. Mozna przeto sobie wyobrazi¢ na zasadzie prawa
superpozycyi, ze ruch wypadkowy tego punktu skiada si¢ z tych kolejuych ruchéw: z ruchu
wzdiuz tforu i z ruchu unoszacego razem z torem; ruch unoszacy mozna przyjac, Ze sklada sie
z ruchu po kole podczas obrotu toru i z ruchu post¢powego wraz z torem. Poniewaz przesunigcie po
kole jest wielko$cig nieskonczenie mala rzedu drugiego w poréwnaniu z wielko§ciami pozostalych
przesunieé; jest ono bowiem réwne iloczynowi z mnieskoficzenie malego przesunigcia wzdiuz toru,
jako promienia kota, oraz z nieskonczenie malego kata obrotu, mozemy przeto wyraz tego ruchu,
pizy przejsciu do granic, opuscié, a otrzymamy wzo6r, wyrazajgcy sume przesunieé, t. j. sume pred-
kosci wzglednej i unoszjcej.
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predkosci punktu, bedacego w ruchu zfozonym, mozna uwazac na zasadzie prawa
superpozycyi za ztozony:

a) z przyrostu predkosci, jaki powstaje podczas ruchu punktu po torze nieru-
chomym, t. j. z wielkosci dv,;

b) z przyrostu predkosci, jaki powstaje wskutek ruchu punktu razem z torem;
gdy wyobrazimy sobie punkt umocowanym do toru; przyrost ten oznaczyliSmy
wyrazem dv,; i
z przyrostu predkosci, jaki powstaje podczas obrotu toru, gdy wyobrazimy sobie,
ze wektor predkosci danego punktu obraca sig razem z torem, jak gdyby byt do
niego przymocowany. Przyrost ten sktada sig z dwéch przyrostow:

c) z przyrostu wektora predkosci Vs jaki powstaje wskutek obrotu jed-
nej czastki toru, wzdluz ktérej punkt si¢ posuwa; przyrost ten wyrazimy wzorem;
poréw. rys. 118-ty tomu I-ego:

Vv, . :p- at;

gdzie v . d¢ wyraza nieskoficzenie maly obrét toru; oraz
d) z przyrostu, jakiego doznaje wektor pre,dkosc1 wskutek obrotu nastgpnej

czastki toru, po ktérej punkt przebiega z predkoscig (v dw; przyrost ten wy-
razimy wzorem:

VW, + 2 0) . (54 2% . di;
a suma tych czterech przyrostéw, rozdzielona przez df, da wyraz wypadkowego
przyspieszenia punktu.

B. Ruch punktu po torze, b¢gdacym w ruchu post¢powym.

67. Przyklad. Na podstawie poziomej spoczywa bryta materyalna o cig-
zarze my; (ktéra wyobrazamy sobie w postaci punktu). Cigzar tej bryly wywoluje
w podstawie site odporowa N. Przyjmijmy, ze podstawa ta posuwa sig¢ pionowo
ku dolowi z przy$pieszeniem statem p,. Obliczyc¢
ruch tej bryly wzgledem podstawy i sit¢ odporowa N.

Na punkt dany dziata w tych warunkach sita
(@ IV); a punkt posiada przyspieszeniu 1-9‘,0 i D
Wobec matego obszaru przestrzeni, w jakim zachodzl
dane zjawisko ruchu, przyjmiemy, ze uklad kinetyczny
jest sztywno zwiazany z ziemia. Pionowy przeto kieru-
nek przyja¢ mozna za o$ nieruchoma, wzgledem ktorej
Rys. 46 odbywa sig ruch bryly i podstawy. W odniesieniu przeto

do tego uktadu réwnanie dynamiczne jest nast.:

@+ N) = m(pa + Pu)-

Zastapimy to réwnanie wektorowe réwnaniem algebraicznem, gdy zrzutuje-

my wielobok wektoréw, przedstawiony przez nie, na prostopadtay do podstawy;
réwnanie to jest nast.:

1) @ —N = mp,;
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przyspieszenie bowiem p., zgodnie z warunkami zadania, moze posiadaé tylko
kierunek wzdiuz podstawy, rzut przeto jego na o$ prostopadlq do niej = 0. Aze-
by za$ je obliczy¢, zrzutujmy réwnanie powyZsze na kierunek podstawy, a otrzy-
mamy rownanie:

2) 0 =p,.

Punkt przeto w tych warunkach pozostaje na podstawie w spoczynku; co wysto-
wimy, zc jest on w réwnowadze wzgledne;j.
Jezeli dang jest sita () oraz przyspieszenie podstawy p., to obliczymy
z réwn. l-ego:
N = ) — mp,; lub inaczej N = m (§ — Pa)-

Sita zatem odporowa podstawy, na ktérej spoczywa punkt, jest wielkoscig zalezng
od przyspieszenia tejze podstawy.
Szczegblne przypadki:
1) gdy p.=0, wtedy
N =mg;

t. j. gdy podstawa jest w spoczynku, wtedy sita odporowa réwna sig cigzarowi
punktu; co jest zrozumiale bezpo$rednio; zachodzi bowiem w danym przypadku
zwykty stan réwnowagi;
2) gdy p. = g; wtedy silg odporowa:
N = 0
i rzeczywiscie, podstawa i punkt materyalny posiadajg w tym razie ruch o jedna-
kowen: przys$pieszeniu; biegng wiec do sobie rownolegle, nie wywierajac na
siebie ani ciggnienia ani ci$nienia;
3) gdy p. > g; otrzymamy site odporowa:
N < 0

t. j. sile, posiadajgcq w tym razie znak przeciwny, przyjetemu za dodatny. Nalezy
zatem punkt dany przymocowaé do podstawy, jezeli ma on na niej pozostawac;

4) gdy p. < 0, t. j. gdy przyspieszenie podstawy zwrécone jest ku gorze,
wtedy sita odporowa jest zawsze skierowang ku gorze i posiada wigksze wartosci,
niz w przypadku, w ktérym przyspieszenie p, bylo zwrdcone zgodnie ze zwrotem
przyspieszenia g. Zjawiska tego ruchu spostrzega¢ mozna, bedac np. w windzie
w chwili, gdy winda rozpoczyna swéj ruch lub tez w chwili, gdy zatrzymuje sie;
w tych bowiem chwilach ruch jest przyspieszony lub zwolniony. Podczas np.
zatrzymywania si¢ windy przySpieszenie jej zwrocone jest ku gorze; t. j.
Dy = Py, 8 WiEC:

N =m(g -+ p);
spostrzezemy tez w danym razie silne ugigcie sprezyn krzesta, na ktérym siedzimy
w windzie; co jest wynikiem powigkszenia sig sity odporowej sprezyn. Podczas
jednostajnego ruchu windy nieodczuwamy zadnych zmian w sitach odporowych,
w tym bowiem ruchu p, = 0.

v
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Zwréci¢ jednakze nalezy uwage, ze w przykladzie tym punkt ruchomy znaj-
duje si¢ w rownowadze wzglednej; gdyz niewykonywa on ruchu wzglgdem toru, na
ktérym spoczywa; nie jest on jednakze w réwnowadze bezwzglednej, posiada bo-
wiem pewne przyS$pieszenie p,.

Rozpatrzmy nastepnie ruch punktu cigzkiego, gdy tor prosty jest nachylony
pod katem o wzgledem poziomu i jest w ruchu postgpowym o przy$pieszeniu sta-
tem, zwréconem np. pionowo ku dotowi. Punkt dany znajduje si¢ w danym razie,
pod dziataniem sity cigzenia § i sity odporowej N normalnej do toru porusza-
jacego sig; réwnanie przeto dynamiczne jest nastep.:

QO+ N=mp,+mp,. . . (151)
W celu obliczenia przy$pieszenia p,, zrzutujemy
to réwnanie na kierunek toru; azeby za$ obliczy¢
przyspieszenie p, zrzutujemy je na normalng do
niego; rzutowania te daja dwa réwnania alge-
braiczne:

1) @ sin a = mp,—+ mp, sin a; oraz
2) @ cosa— N=mp, cos a.

Gdy wielko$¢ (), p, oraz « sg dane, wtedy obli-
czymy dwie niewiadome p, i N.
Z pierwszego przeto réwnania:

Pu = ({/ =t .pu) sin a;

Fig. 47. z drugiego zas:
N = m (g — P.) COS o.
Szczegdlne przypadki:
1) gdy p. = 0; wtedy:
Pw=ygsina, a N = () cos a.
Jest to zwykly przypadek ruchu punktu cigzkiego po prostej pochylej, pozo-
stajacej w spoczynku; poréw. § 46-ty;
2) gdyp, = g; wtedy N = 0; oraz p, = 0 niezaleznie od kata «; punkt
przeto wykonywa w tym razie ruch, jak gdyby byt swobodny;
3) gdy p.> g;t j., gdy przy$pieszenie unoszace zwrdcone jest ku dotowi
i jest wigksze od g; wtedy:
N = — m (p, — g) cos a;
t. j. sita normalna do toru jest odjemna; punkt zatem ruchomy ma dgzno$¢ oder-
wania sig od toru. Przyspieszenie wzgledne w danym razie:

DPw = — (Pu— @) Sin o

" t. j. punkt ruchomy porusza si¢ po torze ku gorze;

4) gdy p. < O t. j., gdy przyspieszenie unoszace zwrdcone jest ku gorze;
wtedy po podstawieniu p, = — p,” otrzymamy:
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N = m (g 4 p's) cos o; oraz
Pu=(p. + g) sin a.

Sifa normalna jest w tym przypadku zawsze dodatng, jak réwniez przy$pie-
szenie wzdluz toru; ruch zatem wzgledny zawsze jest zwrécony ku dofowi.

Silg wzgledna t. j. site, ktéra jest wstanie wywota¢ taki sam ruch punktu
po torze, pozostajacym w spoczynku, jaki on posiada podczas ruchu toru, obliczy-
my ze wzoru:

P, =mp, = m(g — Pu) COS a.

Sifa ta moze by¢ dodatng lub odjemna; zaleznie od tego czy g 2 Pu-

W celu obliczenia toru bezwzglednego punktu ruchomego, t. j. toru, jaki
dany punkt zakresla w przestrzeni nieruchomej (do ktérej odnosimy sity @ i N);
napiszemy bezposrednio na zasadzie prawa superpozycyi:

o= Pud-Pu. o o e ... (152)

Poniewaz tor w danym przyktadzie jest w ruchu postepowym ze stalem przy-
$pieszeniem i jest on prostolinijny; przysSpieszenie przeto wzglgedne ma staly kie-
runek w przestrzeni, réwnolegly do toru; jezeli nastepnie przyjmiemy, ze przy$pie-
szenie ruchu unoszgcego jest takze niezmienne; to przy$pieszenie bezwgledne po-
siada staly kierunek i statq wartos¢, ktéra obliczymy z powyzszego réwnania.
Ruch zatem bezwzgledny punktu ruchomego, przy oméwionych warunkach, bgdzie
si¢ odbywal w ten sposéb, jak gdyby na niego dziatala jedna tylko sila stata
mp,. Ruch takiego punktu rozpatrywaliSmy w § 17-ym i dowiedlismy tam, ze tor
jego jest prostolinijny, gdy punkt nie posiada predkosci poczatkowej lub gdy ja
posiada w kierunku przy$pieszenia. Gdy wigc punkt dany posiada w poczatku
ruchu bezwzgledng predkosé réowna zeru, torem jego jest prosta linia, ktérej kierunek
wyznaczymy z powyzszego rownania; jezeli za§ bedzie temu punktowi nadana
w poczatku jego ruchu pewna predkos¢ bezwzgledna -v'b,o, ktéra moze by¢é wyni-
kiem dwéch predkosci (-v-w,o —}—3u,0); to torem jego jest parabola; a kierunki wekto-
IOW Py 1 Uno sq kierunkami jej osi sprz¢zonych; porow. § 17-ty.

Jezeli tor ruchomy posiada przyspieszenie stale, lecz dowolnie skierowane
w przestrzeni, to sposéb wyznaczenia ruchu punktu jest jednakowy z poprzednim.
Niech np. na rys. 48-ym 2 oznacza polozenie poczatkowe punktu na torze uno-
szacym; p, przyspieszenie toru, to czworobok 4, B, C, D jest geometrycznym wy-
razem réwnania 151-ego; i jest on zestawiony ze znanych bokéw @ i mp. oraz ze zna-
nych kierunkow mp, i N.

Jezeli punkt nie posiadal poczatkowej predkosci wzglednej, i tor nieposiadat
predkosci bezwzglednej, to kierunek odcinka:

CA4 = mp. -+ M Py,
wyznacza kierunek bezwzglednego toru, jaki punkt ruchomy zakredla, a prosta
ma || CA jest tym torem. Gdy za$ punkt otrzymai predkosé poczatkowa o,
i tor— predkos¢ 3...0, wtedy torem bezwzglednym jest parabola.
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Na rys. 48-ym parabola (mmn’) jest torem bezwzglednym danego punktu; pa-
rabola za$ (K K') jest torem, jaki zakre$la pewien punkt K toru ruchomego.
Zadanie. Jaki bedzie ruch punktu, znajdujacego si¢ w powyzszych warun-
kach, gdy nieuwzglednimy ciezaru bryly tylko jej mase. Przypadek ten zachodzi,
gdy np. tor porusza si¢ w ptaszczyZnie poziomej, a cigzar punktu jest zrownowa-
zony Sita odporowa tej ptaszczyzny.

B
™ N
o P [
o Pl
AT f i
' t ~ Y \7
" : =y ’\/D“: R it T
\\' / \'Qu"ﬁﬂ”lﬂ 0 \T\'
N/ ! {
\/ %l \\
28e = \
‘;;C'/ \N | Ly
B Lamat A omndig 5 C
§ B /
"nll'"/’ it 1{brl.w
-
&
Rys. 48.

68. Przyklad. Przyjmijmy, Ze tor unoszgcy nie jest prosty lecz kotowy
i porusza si¢ w plaszczyinie pionowej ruchem postepowym z przys$pieszeniem
P statem, zwréconem np. piouowo ku dofowi. Obliczyé ruch bezwzgledny tego
punktu, t. j. ruch jego po kole.

Fizycznie mozemy przedstawi¢ sobie ten przyktad w postaci wahadta ptaskie-
go z nicig sztywna, ktorego plaszczyzna wraz z punktem zawieszenia opuszcza sie
pioniowo ze stalem przyspieszeniem p,.

Rownanie dynamiczne tego ruchu jest nast.:

¢+ N=m

Pe—mp, . . . . . . . . 1153
Azeby wyrugowac z rachunku nieznang site N, zrzutujmy to rownanic na styczng
do toru, przeprowadzong w dowolnem potozeniu punktu, okreslonent katem s,

jaki tworzy z pionem promieni wodzacy, wyprowadzony ze srodka kota do danego
potozenia punktu; a otrzymamy rownanie:

Q) sin 5 = mpy, -+ mp, .sin s;

w ktorem p,, oznacza rzut przyspieszenia wzglgdnego na styczng do toru; po pod-
stawieniu w to rownanie:

() = mg, oraz p,, = i
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otrzymamy réownanie ruchu w postaci:

d*s

> Zrd,if-’

= (g — Pu) Sin 3.
Réwnanie to jest jednakowe z réwnaniem 103-ciem, wyrazajacem ruch punktu
po nieruchomym torze kolowym, gdy zamiast g podstawimy w nie (¢ — p.). Caltka
zatem powyzszego réwnania jest ta sama, jaka$my znaleZli przy obliczeniu wa-
hadta w § 47-ym; nalezy tylko zastapi¢ w tamtych wzorach g wyrazem (g — P.)-

Na zasadzie tego poréwnania, okres np. podwéjnego wahnigcia wahadia
z matem odchyleniem poczatkowem s,, Opuszczajacego si¢ pionowo z przyépiesze-
niem p,; obliczymy ze wzoru 109-ego:

T=2x ! s
g—"Pau

Analiza tego réwnania da nam dosy¢ orginalny obraz ruchu tego wahadta.
Jezeli np. p. = 0; to otrzymamy, Ze okres ten jest réwny okresowi wahadla
zwyklego i wzor powyzszy przyjmie posta¢ wzoru 109-ego.

Jezeli p, jest dodatnet. j. jezeli przyspieszenie unoszace zwrocone jest ku
dotowi, ten bowiem zwrot przyjeliSmy za dodatny, to wahadlo dane bedzie miato
dtuzsze okresy wahnieé¢ niz wahadlo, pozostajace w spoczynku; i zegar np. wa-
hadlowy, opuszczany z takiem przyspieszeniem, bedzie sig w tych warunkach
opdzniat. W chwili za$ zwalniania ruchu unoszacego, przyspieszenie unoszgce jest
odjemune, a okresy wahniec¢ zegara beda krotsze, zegar bedzie sie Spieszyl.

Jezeli p, > gy, to czas wahnigcia jest urojony; przyjmijmy jednakze dla /
znak odjemny, a otrzymamy wartosci okreséw wahnigc¢ rzeczywiste. Przypadek ten
zachodzi, gdy wahadlo ma symetryczne polozenie wzgledem poprzedniego; i przy-
padek ten przedstawia wahadio, ktérego punkt zawieszenia jest mizej punktu ru-
chomego. Jezeli przedstawimy sobie ruch tego punktu po kole; to w tym przypadku
punkt ruchomy wahac sig bgdzie okoto wierzchotka kola.

Uogdlnijmy to zadanie w ten sposéb, Ze
nadajmy ‘wahadlu w jego plaszczyZnie ruch po-
stepowy z przyspieszeniem statem, ktdérego kie-
runek tworzy z pionem kgt «. Roéwnanie dy-
namiczne tego ruchu posiada posta¢ réownania
153-ego; rzut za$ jego na styczng do toru bedzie
mial nieco zmieniong postaé; a mianowicie, porow.
rys. 49-ty:

Q) sin s = mp,, - mp. sin (a—o).

W celn poréwnania tego wzoru z poprzed-
nim, przyjmijmy, ze przyspieszenie unoszace jest
zgodne z kierunkiem sity ¢); a otrzymamy z niego
réwn., wyzej napisane.

Azeby wytworzy¢ sobie dokladny obraz
ruchu tego wahadta, znajdzmy pofozenie jego
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rownowagi wzglednej, ktére okre§limy kaqtem o', jaki tworzy z kierunkiem piono-
wym promien, przeprowadzony do tego pofozenia. W tym celu podstawimy
w rownanie powyzsze p,,, = 0, a otrzymamy po skrdéceniu przez m:

gsineg = —p,.sinfa—a") . . . . . . . (1539

z ktérego obliczymy kat o’; lub znajdziemy go wykreslajac z tlo]kqta zestawio-
nego ze znanych wektorow gipu.

C. Ruch punktu materyalnego po torze, bedacym w ruchu
obrotowym.

69. Réwnanie dynamiczne tego ruchu. W § 93-cim tomu l-go wyka-
zaliSmy, ze przyspieszenie wypadkowe Py, punktu, poruszajgcego si¢ po torze,
bedacym w ruchu obrotowym, réwna si¢ sumie z przysSpieszenia wzglednego
Puy Z PIzys$pieszenia p,, unoszacego, i z przyspieszenia zlozonego, okreslonego
wzorem wektorowym 2Vv.,,.<p, a wynikajacego ze zmiany potozen wektorow
predkosci punktu, zachodzacej podczas obrotu toru; a zatem mamy réwnanie
kinematyczne:

Pv=1Du+Dut2V00 . 7
z ktérego otrzymamy dynamiczne, gdy przemnozymy je przez m, i zamiast iloczy-
nu mp, podstawimy sily zewnetrzne, dziatajacg na dany punkt; a zatem mamy:
P=mp, + mp.+2mV,. ®.
Jezeli chcemy obliczy¢ ruch wzgledny lub site wzgledna, t. j. site ktéra by
wywotywatla taki sam ruch danego punktu po torze, pozostajgcym w spoczynku,
jaki ten punkt posiadat podczas ruchu toru, to napiszemy z tego réwnania:

m'ﬁ,.:?—~(m;,.+2mv7.,'cp-). . ... 4 1l FBs

70. Przyklad. Torem unoszqcym jest rurka prosta wewngtrz doskonale
gtadka, nachylona wzgledem osi pionowej pod katem o; rurka ta obraca sig okofo
tej osi z predkoscia stala ﬂ, rys. 50-ty;
w rurce umieszczony jest punkt mate-
ryalny cigzki; moggcy porusza¢ sie w niej
bez tarcia. Obliczy¢ ruch wzgledny tego
punktu, jego tor bezwzgledny oraz site od-
porowg; gdy oS rurki przecina o$ obrotu.

Na dany punkt dzialajq przeto sity:

mg oraz N;
i wywotuja przys$pieszenie, zlozone z trzech
wyzej okreslonych poszczegélnych przyspie-
szen; réwnanie zatem dynamiczne tego ruchu
jest nast.:

Rys. 50. MG+ N=mDy—mpy + 2mV 0y.9, (156)
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PrzySpieszenie unoszace El jest w danym razie wynikiem ruchu punktu po
kole poziomem o promieniu z, na ktérem w danej chwili znajduje si¢ punkt ru-
chomy, jest zwrécone ku osi i réwna sie:

Du = 9*. 2.

" PrzySpieszenie zas 2 VE--@-O, w my$l danego okreslenia, jest prostopadte do
kierunku predkosci wzglednej i do kierunku osi obrotu, czyli jest prostopadie do
ptaszczyzny, przechodzacej przez chwilowe potozenie rurki i jest zwrécone zgodnie
ze zwrotem obrotu; poniewaz rys. 50-ty przedstawia te plaszczyzne, a wigc przy-
$pieszenie to jest prostopadte do tej ptaszczyzny i jest zwrécone ku czytelnikowi 1);
a warto$¢ jego réwna sie:

2 vy, SiN 0.

Z tego wynika, ze wielobok wektorowy, przedstawiony przez powyzsze
réwnanie dynamiczne, nie lezy w jednej ptaszczyznie; bo chociaz wektory

mg i mp, oraz mp,

leza w plaszczyznie biegunowej, lecz wektor przyspieszenia zloZzonego, a wiec
i wektor sity odporowej, wielobok bowiem musi by¢ zamkniety, wychodzg z tej
ptaszczyzny.

Réwnanie powyzsze, jako réwnanie wektorowe, moze by¢ zastapione w ogdle
przez trzy réwnania algebraiczne, w ktoérych mogg by¢ trzy algebraiczne niewia-
dome. Jedng niewiadomg jest przyspieszenie p., ktore, ze wzgledu na to, ze zna-
my jego kierunek, przedstawia jedna niewiadome algebraiczng. Nieznana zas
predkosé v, pozostaje w zwigzku kinematycznym 2z przys$pieszeniem 17“,, nie
przedstawia zatem nowej niewiadomej; natomiast jest jeszcze nieznany wektor
sity N, ktory przedstawia w danym razie dwie tylko niewiadome algebraiczne;
potozenie bowiem piaszczyzny, w ktérej on sie znajduje, jest nam znane z warunku
gladkosci toru; a dla wyznaczenia jego potozenia w danej ptaszczyznie, wystarcza
znajomo$¢ dwoch algebraicznych wielkoSci, wyrazajacych np. rzuty tej sily na
dwie obrane osi. Sily zewnetrzne oraz wielko$ci, wyznaczajace ruch toru, przy-
jgliSmy za znane; mamy zatem w powyZzszem réwnaniu wektorowem trzy niewia-
dome algebraiczne, ktére obliczymy z rzutéw tego réwnania na trzy osi spéirzed-
nych. Osi te obierzmy w ten sposéb, azeby w kazde z otrzymanych réwnarn alge-
braicznych wchodzita mozliwie jedna tylko niewiadoma. Azeby obliczy¢ np.

1y Powstanic i zwrét przySpicszenia tego mozna bezposrednio unaoczni¢ wyobraziwszy so-
bie, ze wektor vw jest sztywno zwiazany z torem ruchomym, a zwrot przesuni¢cia konca tego
wektora, jakiego on dozna podczas obrotu wraz z torem, jest zwrotem przy$pieszenia zlozonego;
przesunigcie to bowiem jest w geometrycznej zaleznoSci od przyrostéw predkosci, wynikajacych
z obrotu toru. W przykiadzie przeto powyzszym, rys. 50, koniec wektora Tw, sztywno zwiazanego
z torem ruchomym, zakresli, podczas czgstkowego obrotu rurki, odcinek ze zwrotem prostopadiym
do plaszczyzny biegunowej; dla wywolania przeto tego przyrostu powinna by¢ pewna sila; silg tq

jest, w danym przypadku skiadowa, w kierunku prostopaditym do plaszczyzny biegunowej, sity od-
porowej rurki.
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przyspieszenie wzgledne, zrzutujmy powyzsze réwnanie na kierunek toru; przy-
$pieszenie bowiem p, zrzutuje sie w rzeczywistej wielkosci, a wektor sity normai-
nej jak rowniez wektor przy$pieszenia zlozonego, zrzutuje sig jako zero; mamy
przeto rownanie algebraiczne, poréw. rys. 50-ty:
— My COS & = MP, — MY%, . w . Sin o
z ktorego:
Pw = ©%, . & .8in 2 — g . COS 2.
Oznaczmy literg = odleglos¢ punktu ruchomego od miejsca przeciecia sig osi rurki

z 0sig obrotu; a réwnanie powyzsze, po podstawieniu w nie:

-8

» = 2. 8in o,

&

przedstawi si¢ w postaci:

d*z : .
m d; = .2, e sintm = Pn.g.cbgw 4 . . (IBF)

Réwnanie to mozna przedstawi¢ sobie fizycznie, w ten sposéb, ze ruch
unktu po danym torze odbywa si¢ tak, jakgdyby tor pozostawat w spoczynku,

D
a punkt byt pod dzialaniem jednej sity statej:

M COS a,
ze zwrotem odjemnym; i drugiej sity z kierunkiem dodatnym:
m. g3 . z.sin?a,

proporcyonalnej do odlegtosci punktu od obranego poczatku. Z powyzszego
rownania wynika, ze przyspieszenie wzgledne moze by¢ dodatne lub odjemne,
zaleznie od wielkosci sity zmiennej, t. j. zaleznie od pofozenia punktu na
torze.

Szczegdlnem miejscem na torze jest miejsce, w ktérem punkt ruchomy posia-
da przyspieszenie Pw = 0. Oznaczmy odleglosé tego miejsca od poczatku uktadu

: - . | W
przez g, a obliczymy jg z réwnania poprzedniego, po podstawieniu: T =0
a zatem:

Q- =19% . g Sinta — g .cO5 o;
skad:
g Cosu =
5= 2. i D e TSR

o, Sin® o
i

Jesli np. punkt ruchomy umie$cimy w miejscu 2, i nie nadamy mu pre¢dkosci
wzglednej, lecz nadamy mu predkos¢ unoszaca, to pozostawaé on bgdzie podczas
obrotu toru w spoczynku. Obierzmy to miejsce za poczatek drogi, i okreSlmy
kazde inne polozenie tego punktu przez odlegtos¢ € od tego poczatku; to rownanie
ruchu uprosci sig o tyle, ze niebedzie w niem wyrazu statego; po podstawieniu bo-
wiem § = 0, przybra¢ ono powinno posta¢:

d’E

at? e
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co tez otrzymamy, gdy podstawimy: z = 2, - &, oraz wartosci &, z rown. 1568-ego .
Rownanie te jest nastepujace:
aré

‘“{—‘?20-31“20‘-&- e e .o (189)

Rownanie to mozna uwazaé¢ za rownanie ruchu punktu, odpychanego od
srodka, sita proporcyonalng do odlegtosci; potozenie zas Srodka odpychania wy-
znacza wielko$¢ 2,. Ruch takiego punktu rozpatrywalisSmy juz w & 10-ym; napi-
szemy przeto szukane rownanie ruchu wzglednego, utozsamiajgc rownanie 159-te
z réwnaniem 31-em; i podstawiwszy np. w rown. 35-te:

I

= ©?, sin® a;
m P

otrzymamy réwnanie ruchu wzglednego, dla takich samych warunkéw poczatko-
wych, dla jakich zestawione jest to rownanie t. . dla:

BR= 0, Vy = Vuyp, i == 0;
rownanie to jest nast.:
1 . ,
E e — L. —— foggesine __ p—t.g,.8tny ¢
<k @, . Sin « (e ) (160)
Z réwnania tego obliczymy predkos¢ wzgledng v,, rézniczkujac je wzgledem f#;
a zatem:

Vy = ‘l! U,U,o(el'(f'""&‘i"a __I_ e—t.f;r(,.sina) ¥ . " (161)

Z réwnania tego wynika, ze zwrot rucliu punktu po torze jest zgodny ze zwrotem
predkosci, jakg on posiada w miejscu réwnowagi wzglednej; 1 Ze warto$¢ predkosci
bardzo szybko rosnie z biegiem czasu; zmienna bowiem ¢ jest w wyktadniku.

Tor bezwzgledny wyznaczy¢ mozemy bezposrednio na powierzchni stozka,
zakre$lonego przez o$ obracajacg sie. W tym celu powierzchnig stozka, o otworze
2 @, rozwiniemy na ptaszczyzng rysunku i z jego wierzchotka wyprowadzimy dla
roznych wartosci # pek promieni, odpowiadajacych potozeniom osi ruchomej, ma-
jac przytem na uwadze, ze obrét osi, zgodnie z warunkami zadania, jest jednostaj-
ny; i nastgpnie na tych promieniach odetniemy diugosci &, - &, obliczone z po-
wyzszych réwnan; a kofice ich wyznaczg pewng krzywe ptaska; ktéra, po nawi-
nieciu jej na stozek obrotowy, przedstawi w przestrzeni tor bezwzgledny danego
punktu ruchomego.

W celu unaocznienia sobie postaci toru bezwzglednego, mozna obliczyé row-
niez rzut jego na plaszczyzng poziomq. Najprostszg posta¢ réwnania, przed-
stawiajgcego te krzywe, otrzymamy, stosujac spétrzedne biegunowe; i w tym celu
oznaczymy promien wodzacy literg r,—kat biegunowy literg a; promieri przeto # jest
rzutem odlegtosci (2,--§) na te ptaszczyzng; a 6 = 4, .2. Z tych dwéch réwnan wy-
rugujemy zmienng ¢ i otrzymamy w spoétrzednych biegunowych réwnanie rzutu toru
wlasciwego na ptaszczyzng poziomg; z tego rzutu sgdzi¢ mozna o wlasciwosciach
samego toru i ruchu po nim.

W ceiu obliczenia sity odporowej N, weZmy pod uwage, ze sila ta, wskutek
zupetnej gtadkosci toru, dziata w plaszczyznie normalnej do toru, nie zuane przeto
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jest potozenie w tej plaszczyznie, i jej wartos¢. Niewiadome te wyrazimy rzutami jej na
osi, przeprowadzone w plaszczyznie normalnej do toru, przechodzacej przez miejsce,
w ktorem chcemy obliczy¢ sit¢ odporows; jedna z tych osi obierzemy prostopadle
do plaszczyzny biegunowej, i oznaczymy literg b (binormalna); druga—w pla-
szczyznie biegunowej, prostopadle do osi obracajacego si¢ toru; o$ te oznaczymy
literg n; zrzutujmy nastgpnie na te osi wielobok, przedstawiony rownaniem 156-em;
a otrzymamy jej rzuty. Rzut na normalng b daje réwnanie:

LN B | Gl T e a e (6R)
Rzut za$ na normalng » da réwnanie:
— myg sin & -+ N, =meo,? .z . cos o
z ktorego po podstawieniu & == g sin a, otrzymamy:
2) N,=meg, . 2.8ina.cosatmgsina . . . . . (163)

Z tych dwéch réwnan obliczymy sit¢ odporowg toru, oraz jej potozenie w pla-
szczyznie normalnej.

W szczegélnym przypadku, gdy punkt ruchomy znajduje sie w miejscu réwno-
wagi wzglednej; t. j. gdy znajduje si¢ w miejscu z,, obliczymy te wielkosci, gdy
podstawimy w powyzsze réwnania wartosci 2, oraz v, = 0; a otrzymamy nastepu-
jace wzory rzutéw sily odporowej w tem miejscu:

A cos? o L mgyg
Ny =0; N,/ =mg anaw—i—mg sin & = —=—,
z ktérych wynika, ze sita odporowa toru w miejscu réwnowagi punktu, lezy
w plaszczyznie biegunowej i jest wigksza od cigzaru punktu. Wynik ten zdaje sig
by¢ w sprzecznosci z zasadami statyki; w statycznych bowiem pojeciach odpér ten
posiada warto$¢ myg sin o; sprzeczno$é t¢ wytlumaczymy sobie bezwladnoscig
punktu materyalnego; podczas bowiem jego obrotu dziata na niego sila

0s?a

dosrodkowa, ktorej sktadowa w kierunku osi 7 przedstawia wyraz mg- -; ata

sin a
dopiero tacznie ze statyczng skiadowag myg sin «, daje sit¢ odporowg N,.

W szczegélnym przypadku, gdy o =90°t. j.; gdy tor obraca sie w plaszczyz-
nie poziomej okofo jednego ze swych punktéw: a punkt materyalny moze si¢ po-
ruszac tylko po tej prostej; wtedy otrzymamy ze wzoru powyziszego z, = 0; t. j.
potozenie rownowagi punktu jest wtedy w miejscu przeciecia sig toru z osig obro-
tu, co jest fizycznie fatwem do zrozumienia. Roéwnanie toru bezwzglednego mozna
w tym razie bezposrednio wykresli¢ lub obliczy¢ z wyprowadzonych wyzej wzo-
réw. Sita odporowa w tym przypadku, posiada nastepujace dwa rzuty:

Ny, =2m.v,.9,; oraz N, = mg.

Z ktérych N, jest wynikiem tylko statycznego dzialania cigzaru; a N, wyraza
wplyw obrotu toru na zmiang¢ predkosci wzglednej.

71. Przyklad. Przyjmijmy teraz, ze predkos$¢ obrowa ¢ jest zmienng; lecz
o kierunku stalym. W celu zestawienia réwnan ruchu tego punktu zauwazymy,
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ze w réwnaniu dynamicznem przyktadu poprzedniego zmieni si¢ tylko przySpie-
szenie unoszgce; do poprzednich bowiem wielkosci dojdzie przy$pieszenie styczne
do réwnoleznika, na ktérym chwilowo znajduje sig¢ punkt ruchomy; wartos¢ tego
przyspieszenia jest:
ay
dt’
pozostate za$§ wyrazy poprzedniego réwnania dynamicznego nie zmienig sig. W ce-
lu np. obliczenia ruchu wzglednego tego punktu, zrzutujmy na kierunek osi rurki
réownanie dynamiczne, jakieSmy to uczynili poprzednio, a zwazywszy, ze rzut tego
nowego przyspieszenia na tor obracajacy si¢ rowna sig¢ zeru, otrzymamy te same
rownania rozniczkowe ruchu wzglednego, jakie mieliSmy w poprzednim przy-
kiadzie. _

Ruch przeto wzgledny punktu ruchomego w przypadku zmiennej predkosci
obrotowej jest ten sam, jaki byl podczas odrotu jednostajuego. Sila natomiast
odporowa podczas obrotu niejednostajnego si¢ zmieni; a mianowicie zmieni sig jej

skladowa N; przybedzie bowiem do poprzedniej wartosci przyspieszenie styczne-

Vu

= inaczej x.
dt J

M L Z.sina
at -’ .
Réwniez ruch bezwzgledny jest w tym razie inny; bo chociaz predkosci wzgledne
w obydwdch przypadkach ruchu sg dla jednakowych wartosci z jednakowe, lecz
poloZenia toru unoszacego dla tych samych wartosci ¢ s roine; bezwzgledny
przeto tor bedzie takze inny niz byt poprzednio. Tor ten mozna wykresli¢ lub
obliczy¢ w spos6b wyzej wskazany.

W razie uwzglednienia sity tarcia, pomigdzy punktem a torem ruchomym,
przybedzie do réwnania dynamicznego sita tarcia, dziatajaca wzdtuz osi rurki ze
zwrotem przeciwnym zwrotowi wzglednej predkosci punktu; wartosc tej sity ==p. N.
W réwnanie ruchu wzglednego w danym razie wejdzie wyraz sity odporowej, ktéry
do pewnego stopnia utrudni nieco rachunek; nie sprawi jednakze zadnych zasad-
niczych trudnosci. W celu zreszta uproszczenia tego rachunku mozna zastosowac
wzory przyblizone, wskazane w § 57-ym.

72. Przyklad. Koto o promieniu 7, ktére wyobrazi¢ sobie mozemy jako
o$ rurki, obraca si¢ ruchem jednostajnym
okoto swej Srednicy, pionowo ustawionej;
na obwodzie tego kota (lub wewnatrz rurki)
znajduje sie punkt materyalny o cigzarze
my, mogacy si¢ po nim suwac bez_tarcia.
Obliczy¢ ruch wzgledny tego punktu.

Punkt ruchomy znajduje si¢ w danym
razie pod dziataniem sily cigzenia i sity odpo-
rowej, lezacej w pfaszczyznie normalnejdo to-
ru poruszajgcego sig; przyspieszenie zas tego
punktu jest ztozone, rys. 51-szy: 1)z przyspie-
szenia, wywotanego wzglednym ruchem




§ 72. Ol ) —

punktu po kole. Przy$pieszenie to wyobrazimy sobie zlozonem z przyspieszenia
normalnego Puw PO promieniu kola ze zwrotem ku sSrodkowi kota; a ktorego
wartos$¢ rowna sie:

2

=

3

i z przyspieszenia p, ., stycznego dc toru, i zwrdoconego zgodnie ze zwrotem
ruchu punktu po torze, a ktorego warto$¢ réwna sig

d v,
dat
2) z przyspieszenia unoszacego, ztozonego z przy$pieszenia wzdiuz promienia 7
réwnoleznika, na ktérym lezy chwilowo dany punkt; wartos¢ tego przyspieszenia
wyraza wzor:
s — T
3) z przyspieszenia, ktérego wartos¢ wyrazamy wzoreii:

2V, .o,

i ktére powstaje wskutek ruchu punktu po obracajacym sie torze. Rdéwnanie
zatem dynamiczne tego ruchu jest nast:

my 4+ (Nu+ Np) = (MPu, w4 MPu) 4+ (Mp—+ 2 Vv, 9,).
Rownanic to przedstawia wielobok wektorowy, ktérego boki, oprécz bokow
N, i 2mVuo, e, leza w plaszczyznie biegunowej, t. j w ptaszczyiuie kota obraca-
jacego si¢. Rys. 5l-szy przedstawia plaszczyzng bieguncwa ze znajdujgcymi sieg
na niej wektorami; wektory zas:

-
Fo

Nii2mVuo,
nie sq naniesione na ten rysunek, gdyz sa prostopadte do jego plaszczyzny.
Azeby obliczy¢ ruch wzgledny punktu, obliczymy przy$pieszenie styczne do
kota i w tym celu zrzutnjemy wszystkie wektory, przedstawione przez powyzsze
réownanie, na styczng do toru, a otrzymamy jedno réwnanie z jedng niewiadomag
Pus; gdyz rzuty pozostatych nieznanych wielkosci bedg rowne zeru; a zatem otrzy-
mamy réwnanie algebraiczne:

myg sin 6 =m*r . sin 5. €o0s 5 -+ mP,,; z ktérego:

Puy = g sina — g2y . sinscoss; . . . . . . (164)
a poniewaz '
A ML:—'}' d*s
AL dt ar’

przeto, po podstawieniu tej wartosci, otrzymamy réwnanie ruchu wzglednego:

d*s
e -

e M gsins-—mw2r. sins.coss . . . . S (165)
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Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego rzgdu, ktore po scatkowaniu da zwigzek
pomiedzy 51 ¢, t j. da rownanie ruchu wzglednego. Poréwnywujgc powyzsze ré-
wnanie z takimze réwnaniem ruchu wahadta w ptaszczyznie nieruchomej, zauwa-
zymy, ze przybyl obecnie nowy wyraz:

)

oo . Sl 6. COS .3,

wynikajacy z obrotu toru. W szczegélnym przypadku, gdy ¢, = 0, wtedy otrzy-
mamy rtéwnanie ruchu wahadia plaskiego. Z powyzszego rownania, po iego
scatkowaniu, obliczymy predkos¢ wzgledna:

ds
Dee— ==t = ,
| dt
a z tej wartosci obliczymy:
fU:}N'
Diiin —— &
_2 wn 7 y

t. j. przy$pieszenie normalne ruchu wzglednego; a wreszcie z tych dwach przy-
$pieszen P, . 1 Pu, » — Przyspieszenie catkowite ruchu wzglednego.

Z rzutu réwnania dynamicznego na promienn wodzgcy # obliczymy rzut N,
sily odporowej; a z rzutu jej na normalng o obliczymy sktadowa N,; z tych wreszcie
dwdéch rzutéw obliczyiny wartos¢ i potozenie sity odporowe;.

Nie wszystkie jednakze wskazane rachunki moga by¢ wykonane zwyktymi
sposobami matematycznymi. Catka np. réwnania ruchu wzglednego jest funkcyq
eliptyczng i moze by¢ obliczong tylko z pewnem przyblizeniem w ten sposob,
w jaki wykonaliSmy obliczenie ruchu wahadta pospolitego.

Azeby otrzymac cho¢ przyblizony obraz tego ruchu, zastosujemy uwagi, wy-
tozone w § 63-cim, odnoszgce sie do réwnania ruchu w postaci rézniczkowej; napi-
szemy przeto réwnanie danego ruchu w postaci:

1’5 . ‘ |
4 (dfz “'l_ (g — LPZU . ¥ . COS f'.) sin ¢ = 0;

i zwazywszy, ze warto$¢ sin o dla wszystkich katow s nie zmienia postaci
tego réwnania; gdyz dia 0 < s < = sin s jest dodatny; a dla 5 < 0 wszystkie
wyrazy tego réwnania zmieniajg swoj znak, wywnioskujemy, ze o rodzaju ruchu
rozstrzyga znak wyrazu w nawiasach; i jezeli:

TR I g :

(—r",.7.cosc\0-t..eze11u’,>/ e o (les
g— %o > 05t ] ] e el (166)
to ruch bedzie wahadlowy okoto potozenia réwnowagi, wyznaczonego katem
s = 0. Ruch ten jednakze nie begdzie, Scisle biorgc, jednakowy z ruchem wahadto-
wym, opisanym w § 47-ym; réwnania bowiem tych dwdch ruchow sa nie jednako-
we; a zresztg rozpatrujac ten ruch ze stanowiska fizycznego, zauwazymy, ze i sity

Mechanika teoretyezna, L 1L 10
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dziatajace na punkt ruchomy sa rézne; lecz ruch ten moze by¢ nazwany ruchem
wahadlowym w ogélniejszem znaczeniu. Zauwazy¢ nast¢pnie nalezy, ze zmiana
znaku wartosci kata 5 nie wptywa na warunek, wyrazony wzorem 165-tym; punkt
przeto, puszczony ze wszystkich miejsc toru, wykona w tych warunkach ruch wa-
hadtowy.

Jezeli zas g — g¢,2r < 0; to wyraz (g — ¢,*r cos s) moze by¢ 2 0, zaleznie
od wartosdci cos 5. Jezeli np. dla pewnych wartoSci kata s wyraz ten jest odjemny,
to dla innych wartosci 6 moze byé¢ dodatny; z czego wynika, ze punkt ruchomy
w réznycl swych potozeniach na kole jest odpychany lub tez przyciggany do po-
72: wyraz ten bedzie zawsze dodatny, t. j.
punkt ruchomy bedzie w tej ¢wiartce kota posiadat zawsze ruch skierowany ku po-
tozeniu pionowemu.

tozenia pionowego; tylko dla = > & >

Poniewaz punkt dany, znajdujac sie w pierwszej ¢wiartce kota, 0 < 5 < ; ,

w roznych jego miejscach, posiada predkosci réznie skierowaue; przeto powstaje
pytanie, czy nie waha sie on okoto pewnego potozenia réwnowagi wzglednej, ktore
jest nam dotychczas nieznane.

Miejsca, w ktdrych nastepuje réwnowaga wzgledna, odznaczajg sig tem, ze
punkt ruchomy przechodzi przez nie z przyspieszeniem wzglednem = 0. Jezeli
miejsca to okreslimy katem o', liczac go od potozenia pionowego, tc z rownania
ruchu napiszemy réwnanie:

‘ (g — 9, . F.cosa) sin'e —0;
z ktérego:

1 0 0
sin ¢ = 0; lub cos o/ = “ul._;
oy
a z nich otrzymamy cztery wartosci dla 5"
s/ = 0; 5,” = 1809 oraz
’, {
03,4:iarccos(7?‘{;) P = o TE T

Posiadamy przeto w tych warunkach ruchu cztery potozenia wzglednej réwno-
wagi punktu na kole; dwa z nich leza na koiicach $rednicy pionowo przeprowa-
dzonej, drugie za$ dwa lezg symetrycznie wzgledem tejze Srednicy; i te dwa poto-

zenia wystepuja dopiero przy warunku g < ©,%#; lub inaczej, gdy ©, > I/g ; poto-

zenie zas rownowagi, znajdujace si¢ na koiicach Srednicy pionowej, wystepuja przy
wszelkich wartosciach predkosci obrotowej kota.

Cztery te miejsca rownowagi wzglednej maja przeto te wspolng wlasciwose,
ze punkt ruchomy, umieszczony w nich bez predkos$ci wzglednej, lecz z predkoScia
unoszgcg, pozostanie w spoczynku podczas obrotu kota. Poréwnywujac ten przy-
ktad z przyktadem, przytoczonym w § 70-tym, gdy torem ruchomym byta prosta obra-
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cajgqca sig, zauwazymy, ze w przykiadzie z prostq mielismy jedno tylko polozenie
rownowagi wzglednej; w danym zas przyktadzie mamy ich cztery.

W celu otrzymania pewnych ilosciowych stosunkéw danego ruchu, wezmy
pod uwage, ze sila styczna, ktorej wyrazem jest prawa strona réwn. 165-tego, jest
mmniejsza, niz takaz sita wahadta, ktérego ptaszczyzna pozostaje w spoczynku, ruch
przeto wzgledny danego wahadta bedzie wolniejszy. Z pewnem przyblizeniem
obliczymy ruch wzgledny tego wahadta, gdy przyjmiemy, ze kat poczatkowego od-
cliylenia jest dostatecznie maty; wtedy bowiem:

i otrzymamy rownanie;

d* 3 1
= (“2—:(.(/-—@07').5. .. . . . . . 168

ktére jest jednakowe z réwn. 103-ciem, gdy zastgpimy wielkos¢ ¢ wielkoscig
(g — wo*r). Okres np. podwdjnego wahniecia tego rucliu otrzymamy, po podsta-
wieniu tych wartosci do rown. 109-tego:

= 275,/

Réwnaniu temu mozna nada¢ pewne dynamiczne znaczenie; dla matych np.
katow odchylenia mozna uwazaé kierunek przys$pieszenia dosrodkowego =, za
zlewajacy sig z kierunkiem pionowym; a wtedy na punkt dany dziata sita m (g--+,*r)
w kierunku pionowym, poréwn. § 68-my; ktérej rzut na styczng jest:

(169)

.);:'
o — %!

m (g — ¢,°r) sin 5
lub w skréceniu:
mg — 9,2r) . 5.
W przypadku

g =5, r;

70 3

otrzymamy site styczng = 0, a to znaczy, ze w tym przypadku punkt, odchylony
z potozenia réwnowagi, pozostanie w spoczynku na kole lub tez—w ruchu jedno-
stajnym. '
Jezeli zas:
§v s T,
to réwn. 168-me przedstawia ruch punktu, odpychanego od polozenia réwnowagi sitg
proporcyonalng do odchylenia s; punkt przeto w tych warunkach wykona znaczne
odchylenia; a do zbadania tego ruchu, nie moze by¢ stosowane uproszczone réown.

168-me, atylko réwnanie doktadne, t. j. réwn. 165-te. Jezeli przeto ¢, >7/ ‘(?/_, to poto-

zenie pionowe wahadta jest potozeniem réwnowagi nietrwatej, punkt bowiem od-
chylony z tego potoZenia bedzie si¢ od niego oddalat.
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W tenze sposob obliczymy ruch punktu, gdy wyprowadzimy go z polozenia
rownowagi wzglednej, wyznaczonej katem s, lub s5,. W tym celu podstawmy
w rownanie 165-te, jako w réwnanie ogélne danego rucliu:

5 =10 |+ Ad,

gdzie kat A s’ oznacza odchylenie punktu od potozenia réwnowagi, okreslonego
katem o', a otrzymamy réwnanie:

LB+ A )

qs =gsin(e'+ Ad') — g r.sin(¢"+ Ad').cos (7 -+ AG).

Nawiasy tego réwnania mozemy rozwigzaé, a przyréwnawszy, wobec matych
katow A 5"
sin A o' = A s’y oraz cos A5 = 1;

i usungwszy wartosci nieskoiiczeuie mate drugiego rzedu, otrzymamy zwigzek
pomigdzy potozeniem punktu, okreslonem katem zmiennym A ¢/, a przy$pieszeniem
jego. Przeksztalcenie to predzej jednakze wykonamy, gdy odejmiemy od tego
rébwnania rownanie 165-te; wtedy bowiem otrzymamy zupetng rézniczke rown.
165-tego wzgledem zmiennej 5; w ten sposéb otrzymamy bezposrednio szukane
réwnanie. Zrézniczkujmy przeto réwnanie 165-te; a otrzymamy:

’

d* (A d :
, O J):l coss . Aa — .2y . cos26 . Ad:
. T0 )

dt?

a po podstawieniu:

’

g = ©,® .7 .CoS s5’; mamy:

d:! : ’ ’
"= (cl/—;—a)* = (cos?s' — cos 24”) . 527 . A5';

i wreszcie po przeksztalceniu otrzymamy réwnanie ruchu punktu, wzgledemn jego
polozenia rownowagi:
d* (A6

!
qs )+Si1126,.£p(,2. N o =

W réwnaniu tem spolczynnik przy zmiennej Ao’ jest zawsze dodatny, réwnanie
to, poréwn. § 63-ci, wyraza przeto zawsze ruch wahadlowy okolo potozenia
rownowagi, wyznaczonego katem s’. Okres np. podwdjnego wahnigcia danégo
ruchu obliczymy ze wzoru np. 28-go, po podstawieniu w niego:

k . ; o

— 2 = 2
m—Sm 5 . %,

lub ze wzoru 109-tego po podstawicniu (—g—) = sin* 5. @,% i otrzymamy dla ma-

tych odchylen:
27

= = —~ s .
sine’. g,

1,

34
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Przedstawmy sobie obecnie catoksztait ruchu danego punktu, przy réznych war-
tosciach predkosci obrotowej «,:

1) jezeli ¢, « !/l[l, to punkt ruchomy, odchylony z potozenia pionowego,

bedzic si¢ okoto tego potozenia wahal; i np. okres jego podwoéjnego wahnigcia dla
matych odchylen obliczymy z réwn. 169-ego. Polozenie pionowe wahadta jest
w danym przypadku-potozeniem réwnowagi trwatej. Przy tych warunkach ruchu
obrotowego niema innych potozefi rownowagi.

| =

2) jezeli g, :—_!/ ‘?;poloieme pionowe staje si¢ polezeniem réwnowagi

obojetnej, dla matych odchylenn punkt bedzie pozostawat na kole w spoczynku.
3) jezeli wreszcie @, > 7 = to potozenie pionowe jest potozeniem réwno-

wagi nie trwalej i powstaja wtedy dwa inne potozenia réwnowagi, ktére sa potoze-
niami rownowagi trwalej; potozenia te wyznaczone sg katami sg 4, ktére obliczy¢
mozna z réwn. 167-ego, a ktérych wielko$ci rosng z powigkszeniem predkosci obro-
towej. Punkt wyprowadzony nieco z jednego z tych polozen réwnowagi, bedzie
si¢ wahat okotlo tych potozer; a np. okres podwojnego wahnigcia dla matych od-
chylefi obliczymy ze wzoru T; 4.

Czytelnik zechce rozpatrze¢ drogg rozumowa wiasciwosci sily odporowej
w miejscach rownowagi punktu; a nastepnie ja obliczy¢.

73. Przyklad. Punkt materyalny slizga sig¢ wewnatrz rurki gtadkiej, wy-
gietej w postaci kota o promieniu 7. Rurka ta obraca si¢ w plaszczyznie poziome;j
ze stalg predkoscig katowg w,
okoto nieruchomego bieguna O,
obranego na obwodzie kota rys.
52-gi. Obliczy¢ ruch wzgledny,
i ruch bezwzgledny punktu, oraz
sile odporowa rurki.

Potozenic kota na pta-
szczyZnie nieruchomej okreslimy
katem ¥, jaki tworzy jego Sredni-
ca 04 z osig x, nieruchomo obra-
ng na tej ptaszczyznie; polozenie
zas punktu ruchomego na kole
okreslimy katem o, jaki tworzy
promien wodzgcy, wyprowadzony
ze Srodka kota z obracajgcg sig
razem z kolem Srednica OA.
Przyjmiemy nastepmie, ze w po-
czatkowem potozeniu kota:

=== =08 6 =0¢

0
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a po uptywie czasu ¢ srednica 04, przyjmie potozenic OA 1 utworzy z 0siq uieru-
cnomg @« kat W punkt za$ ruchomy podczas tego obrotu, przesunie si¢ po kole
z miejsca K, do miejsca X, wyznaczonego katem $rodkowym . Jezeli znane sa
¥ 15w chwili ¢, to potozenie punktu ruchomego jest wyznaczone jak na kole tak
i na ptaszczyZnie nieruchoinej.

Przyjq¢ mozna, ze na punkt ruchomy w tym przyktadzie nie dziala zadna sita
zewnetrzna; cigzar bowiem punktu, jest zrownowazony sitg odporowa plaszczyzny
poziomej, po ktorej porusza sie rurka: lub tez jest zréwnowazony sitami odporo-
wemi osi obrotu, jezeli rurka przymocowang jest do osi pionowej. Podczas jed-
nakze obrotu rurki.okoto bieguna O wywolana zostaje bezwtadnoscig punktu sita
odporowa N, normalna do kola. Przyspieszenia za$, jakie otrzymuje punkt ru-
choiny, podczas obrotu rurki, sq nast.:

1) przyspieszenie wzgledne P, ktére wyobrazimy sobie, w celu ulatwienia
rozpatrywafl, w postaci dwoéch sktadowych: normalnej .ﬁu, », Oraz stycznej Dt
wartosci tych sktadowych sg nastgpujace:

0% A v, d?s

3 do\*?
DPioyn = 5 :7(dt)’ oraz j)w,t—-—d—t——_—*—’l 02 . . (170)

2) przyspieszenie unoszace p., ktore jest zwrécone w tym przykladzie po
promieniu wodzacym I, wyprowadzonym z bieguna nieruchomego O do danego
punktu; wartos$¢ tego przyspieszenia:

vu

= [ I inaczej pi=—lkan? 8 . Sl W ([1720)
3) z przySpieszenia ruchu ztozonego, wyrazonego wektorem 2 ¥ v, p,; a kto-
re jest zwrécone po promieniu do $rodka kota i wartosé ktérego réwna sig:

¢ .
2. W}

kat bowiem (v, ©,) = 90°.
Przy$pieszenia te sa wywotlane jedng sity N; a zatem napiszemy rownarie
dynamiczne:

N=mp, +mp. + 2mVop. 9, . . - . . . (172)

w ktérem niewiadome sg N iw,: nieznane bowiem przy$pieszenic p, wyrazic
mozna zmienng #,; lub tez i odwrotnie.

Azeby obliczy¢ predkos¢ wzgledng v,, najdogodniej bedzie zrzutowac wielo-
bok wektorowy, przedstawiony przez powyzsze rownanie dynamiczne, na kierunek
tejze predkosci v, niewiadoma bowiem N oraz wyraz z przyspieszenia ztozonego
nie wejdzie do réwnania rzutéw; a zatem, po zrzutowaniu, otrzymamy réwnanie
algebraiczne; poréw. rys. 52-gi:

o

MPw,t — M fh, . Si0 2 S ST T oy
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Wyrazmy nastepnie przyspieszenie wzgledne spotrzedng s; w tym celu podstawimy
w powyzsze rownanie:
a poniewaz z rys. 52-go odczytamy:
l = 2rcos j, przeto:

. d vy, d’o
y 1 Put = dl’ == u dzé )

Q

Pu = 279% . cos -

[N

a po podstawienin tych wielkosci w réwn. 173-cie i po skréceniu przez =
i przez i, otrzymamy:
d’c

=~ =@l SiNP e pe ot s (7
Roéwnanie to wyraza ruch wahadlowy, jest ono bowiem jednakowe z réwmnaniem
103-ciem, gdy podstawimy w nie % = ¢,2. Ruch zatem punktu materyalnego po

kole, obracajacem si¢ z jednostajng predkosciq w plaszczyznie poziomej okoto jed-
nego z punktow swego obwodu, jest ruchem jednakowym z ruchem wahadta o diu-

gosci [ = ‘DJ i 0 poczatkowem odchyleniu s5,; a ktérego potozenie réwnowagi

0
jest wyznaczone srednicg 04, sztywno zwigzang z kotem. Ruch ten unaoczni¢ so-

bie moZna w nastepujgcy sposob: wyobrazmy sobie ze$my umiescili sie w pla-
szczyznie kola i obracamy si¢ razem z tq plaszczyzng; a wtedy ruch punktu wyda
nam si¢ jako zwykly ruch wahadlowy.

Okres T" podwdjnego wahnigcia (dla matych odchylen s,), obliczymy ze wzo-
g

ru 109-go wahadta pospolitego; gdy podstawimy w niego: = w?,, a zatem:
T — 2x
o

Oznaczmy okres czasu, w ktérym kolo ruchome wykona petny obrét literg 7',
a napiszemy réwnanie:
v, T = 2=; z kt6érego:
AT
Po
Okres zatem T’ podwéjnego wahnigcia punktu po kole, przy matem o,, réwna
si¢ okresowi T calkowitego obrotu kota.

=

Site normalng N obliczymy, gdy zrzutujemy powyzsze réwnanie dynamiczne
na kierunek promienia kota; réwnanie 1o jest nast.:

)
N = mpPy,n -+ MP. cOS 9 + 2mu,g,;
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i) |
(NN}

podstawimy w nie odpowiednie wartosci i otrzymamy:
ds\? 5 ds
N, = mr ( : ) 2mr?, . cos? —2mrwy (—) .
" ar | T L 2 o\ dt

Poniewaz rzut réwnania dynamicznago na oS, prostopadts do plaszczyzny kota,
daje rownanie:

N, = 0; zatem N = N,.

W celu obliczenia sity N w miejscu s, nalezy g; wyrazi¢ funkcya kata s;

a w tym celu nalezy scatkowa¢ réwnanie ruchu wzglednego, t. j. réwn. 174-te.
Catke te obliczyliSmy juz w § 47-ym; napiszemy jq przeto bezposrednio z rown.

106-tego, po podstawieniu w nie % — % oraz v = —r _(LIZ;_; 2| patem ANy
ds ‘ /5 . ,
. T — i Ty J _,(COS"J*— CcOS Gn) e s (1 5)

Po podstawieniu tej warto$ci w rownanie poprzednie i po zastgpieniu wyrazu:

G 1 cos o
cos? 2’ wyrazem jQ —

otrzymamy po uporzadkowaniu:
N=mrg2(3coss-4 1 - 2cos s, 2V2(cos 5 — €0S3,)).

Wybor znaku pierwiastka zalezy od zwrotu predkosci v,; jezeli punkt przebiega
ze zwrotem, wskazanym na rys. 52-gim, to zwrot przyspieszenia QV'J,,,? ruchu
zlozonego, skierowany jest w mysl danego okresSlenia po promieniu ku srodkowi
kota; nalezy zatem przyjac znak dodatny, jezeli za$ punkt ruchomy zmieni zwrot
swej predkosci, co nastapi podczas powrotu punktu ruchomego do polozenia po-
czatkowego, wtedy przyspieszenie to jest zwrocone na zewngtrz kota, i nalezy wtedy
wzig¢ znak odjemny; porow. prawidlo, podane w § 66-tym. Nieréwnos¢ wartosci tego
odporu dla tych samych pofozenn s punktu ruchomego na kole wynika z niesy-
metrycznosci jego ruchu; punkt bowiem posiada jeden ruch symetryczny wzgledem
04 dajacy jednakowe wartosci dla tych samych potozen punktu; oraz posiada jed-
noczesnie ruch niesymetryczny—jednozwrotny, wynikajacy z obrotu kofa.

Szczegdlne przypadki:

1) jezeli przyjmiemy ¢, = 0; to N= 0. Wynik ten jest zrozumiaty bezpo-
srednio; koto bowiem sig nie obraca, sity zewngtrzne nie dziatajg na dany punkt,
przeto niepowstajg i sity odporowe;

2) gdys, = 0, wtedy N moze mie¢ wartosci rzeczywiste tylko dla ¢ = 0;
i w tym razic N=2mr¢,". Wynik ten wypowiemy: gdy punkt ruchomy
umiescimy bez predkosci wzglednej, lecz z predkoScig, unoszgcg, na korcu Srednicy,
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przechodzacej przez biegun obrotu; to pozostanie on w tem miejscu bez ruchu
wzgledem kota; a sita odporowa kota rowna sig sile dosrodkowe;j.

3) Jezeli o, = m;todlas = 0; N= N, = mrg,? (6 +4); t. j. gdy punkt
ruchomy rozpoczyna ruch z bieguna obrotu zgodnie ze zwrotem obrotu kota; wtedy
po dojsciu do miejsca, wyznaczonego przez koniec $rednicy kota 04, wywoluje on
sitg¢ odporowg 10 m 1@ gdy za$ nastepnie, przy dalszym obrocie kofa, powrdci
do tegoz miejsca, to wywota sitg odporowg 2 m 7 g,

Okre$lmy obecnie cho¢ w przyblizeniu tor bezwzgledny i predkos¢ punktu
ruchomego po nim. Jezeli przyjmiemy, Ze odchylenie poczatkowe wahadta s, jest
dosy¢ mate, to, np. po zrobieniu przez koto ¢éwierci obrotu, wahadio zrobi
¢wier¢ podwojnego wahniecia i punkt ruchomy po przejsciu kota z potozenia 04,
do 04, przejdzie z miejsca K, do miejsca K,;, pokrywajacego sie z koficem 4,
$rednicy kota; okresy bowiem ¢wierci wahnigcia wahadla réwnaja si¢ w przy-
blizeniu okresowi ¢wierci
obrotu kota.  Nastepnie,
gdy $rednica kota obréci
sie o 180°% to punkt
zrobi potowe podwoéjnego
wahniecia, t. j. znajdzie sie
w polozenin K,; w tenze
sposéb rozumujgac, dojdzie-
my do wniosku, ze K; po-
kryje sie z 4; i t. d. Krzywa
ciggla, fgczaca punkty K,
e, K, Ky, jest torfm.jbes
wzglednym danego punktu,
przy warunku, ze kat o, jest
dostatecznie maty. Styczne
do tego toru wyznaczymy
wogéle z réwnania:

1

vy = UV “i— Vo
W miiejscu np. K;:
v,=10, przeto v =, a v, = Vig,

i jest prostopadta do promienia wodzacego I, wyprowadzonego z bieguna obrotu;
a zwrot jej jest zgodny ze zwrotem obrotu ¢,. Prostopadta przeto do OK, jest
styczng do toru bezwzglednego w miejscu K,;—tak samo bedzie w miejscu K, toru.
W miejscach za$ K, i K, kierunki predkosci unoszacej i wzglednej zlewajg sig, sg
wiec styczne do Srednicy 2 7; predkosc np. w K;:

Uy = 270, 0,,

aw K;:

il e & 3 .
U = 2T @5 — .
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Z tych rozpatrywan wyilika, ze tor nie jest symetryczny wzgledem osi «; co
wynika z niesymetrycznosci ruchu wzgledem tejze osi. .

Nastepnie zwrécimy uwage, ze w pewnych miejscach toru bezwzglednego
predkos¢ punktu sktada sig z réznicy dwéch -predkosci: nasuwa si¢ przeto pyta-
nie, czy nie nastapi taki przypadek, w ktérym v, == 0; t. j. w ktérym punkt zatrzyma
si¢ lub cofa¢ si¢ bedzie po torze.

Predkos¢ wzgledna jest najwieksza dla s = 0; przeto v, moze rownac sig zeru
tylko w miejscu K;. Predkosc ta zalezy od poczatkowego odchylenia 5, wahadta,
i ro$nie razem z tym katem. Obliczymy przeto kat o, ze wzoru 175-ego dla przy-
padku, w ktérym:

gy == (b
i napiszemy ze wzoru 175-ego:

279, = ro, V2 (cos 6 —Cos a,) ;

azeby zatem ten przypadek mégl nastgpié, powinno by¢:
(cos 5 — ces g,) = 2;

co moze nastgpi¢ tylko; dla 6 =0 i dla s, = 180. Lecz wzér podwojnego
walinigcia, na podstawie ktérego oparliSmy te rozwiazania, nie stosuje si¢ do tego
kraficowego przypadku; nalezaloby przeto zbadaé réwnanie dokfadne; badania tego
jednakze zaniechamy.

W innej nieco postaci przedstawi sie tor tego punktu jezeli zastosujemy do-
ktadne wartosci okreséw wahnieé. Poniewaz okresy te sg wigksze od obliczonych
ze wzoru skrécone go (cosmy wytlomaczyli w § 49-tym na podstawie dyna-
micznego poj¢cia sity), przeto, podczas ¢wierci wahnigcia wahadia, Srednica kota
zakresli wiekszy kat od 90° tak, iz K, wahadta odsunie si¢ od 4, zgodnie ze zwro-
tem obrotu kota. Punkt przeto ruchomy zakre$la z miejsca K, pewien tor, ktory
styka sie z kotem, zakreSlonem promieniem 27, w miejscu K'y; nast¢pnie
w miejscu K’ i t. d; linia przeto Iaczgca punkty K, K,', Ky, it.d. przed-
stawia bezwzgledny tor danego punktu. Widzimy z tego, ze dany punkt zakresla
tor bezwzgledny wogdle niezamkniety, a zamknigty tylko przy szczegdélnych od-

chyleniach, dla ktérych okresy wahnig¢ sg wspétmiernie z wielkoscig 2{;”' . Z po-
0

wigkszeniem odchylenia s,, okresy wahnig¢ si¢ powigkszaja; a w blizkoSci 5,=180°
okres potowy wahniecia zbliza sie do co, § 48-my; punkt przeto zakresla
w tym razie spirale, biorgcg poczatek w biegunie obrotu kofa, a konczacg sig na
obwodzie kota zakreslonego z bieguna O promieniem 2. Ilo$¢ zwojow tej spi-
rali ze zblizaniem odchylenia s, do 180°, nadzwyczaj predko sig zwigksza, t.j.
ze zblizeniem poczatkowego potozenia punktu ruchomego do bieguna obrotu;
a predkosé bezwzgledna punktu zbliza si¢ od bardzo matej predkosci (Z,%,), ({, bo-
wiem jest bardzo male); do predkosci:

lim. v, = 270, }-r5, 70, V2 (cos0° — cos 180° = 27¢, 27 g, =4 r0,.
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74. Wplyw dziennego obrotu ziemi na ksztalt jej powierzchni
i na cigzar bryl! materyalnych, znajdujacych si¢ na niej. Wszystkie
bryty materyalne, znajdujace si¢ w spoczynku na powierzchni ziemi, sq w stanie
rownowagi wzglednej;—zestawmy warunki tej rownowagi. Na kazdg taka bryle
dziata sila przyciggania ziemskiego, ktérej kierunek zlewa si¢ z promieniem wo-
dzacym danej bryty, wyprowadzonym ze s$rodka przyciggania; site tg¢ oznaczymy
literg P,, rys. 54-ty, oraz sita odporowa N powierzchni, na ktérej bryta dana spo-
czywa. Bryta, pozostajgca w spoczynku wzgledem ziemi posiada tylko przy$pie-
szenie unoszace, ktére wyrazimy wzorem:

Pu = (?02 h’;

w ktorym A jest promieniem réwnoleznika, na ktérym
bryta w danej chwili si¢ znajduje, », — predkos¢ ka-
towa dziennego obrotu ziemi. Réwnanie réwnowagi
wzglednej jest w tym razie nastepujace:

P, 4N = me?h.

z ktorego wynika, ze kierunek sily odporowej N,
nie zlewa si¢ z kierunkiem promienia wodzacego, lecz
tworzy z nim pewien kat; z czego znéw wynika, ze
powierzchnia bryly ziemskiej, utworzona np. przez po-
wierzchni¢ wody spokojnej, nie moze by¢ kulista;
wszystkie bowiem jej czastki sa prostopadte do kierun-
ku, nie zlewajgcego sie z kierunkiem promienia.
Kierunek sity odporowej N jest kierunkiem t. zw. pionowym, t. j. kierunkiem,
jaki przybierze ni¢ zawieszona spokojnie z przymocowanym do jej konca cieza-
rem; kierunek zatem t. zw. pionowy nie przechodzi przez $rodek przyciagania zie-
ni, lecz go mija. Sita N jest réwniez tg silg, ktéra uzewnetrznia sie przy wazeniu
bryt materyalnych; bryly bowiem, ktére wazymy, sa w rownowadze wzglednej;
cigzar przeto bryty réwna sie iloczynowi mg., w ktérem ¢, oznacza przy$piesze-
nie ziemskie na szeroko$ci geograficznej a.

Rys. 54.

W celu obliczenia sily N oraz kata ¢, o jaki odchyla sie¢ pion od promienia
wodzgcego; zrzutujmy na kierunek tego promienia wodzgcego wielobok wektorowy,
przedstawiony przez powyzsze réwnanie; oraz - na prostopadig do tego promienia,
a otrzymamy rownania, rys. 54-ty:

— P+ N, = — my,2r cos’ «, oraz N, = me¢?,r . cos o . sin o
w ktérych A zastqpiono wyrazem 7 cosa. Z tych réwnan obliczymy:
N,= P, —m 0,27 . COS*a; oraz
Ny =mg*r.cosa.sina . . . . . . . . . (175)

Zmierzenie wielkosci sity P, przyciggania ziemskiego nie jest bezposrednio mozli-
weni; dla pomiaréw bowiem s tylko przystepne wielkosci sity odporowej N: gdy
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jednakze dla jednego miejsca powierzchni ziemi okre$limy sile odporowa N,
wtedy obliczymy za pommoca powyzszych réwnan site P, ktdra jest stalg wiel-
koscig dla wszystkich miejsc_powierzchni ziemi. Z ruchu wahadia obliczono, ze
na réwniku przyspieszenie g, = 9,780 m./sek® (e-ekwator); a zatem N, = my,;
azeby z tej wielkosci obliczy¢ site P,, podstawimy w réwn. 175-te:

N, =mg,; oraz N, = 0;
a otrzymamy:
my, =P,— mo% . r; skad: Br=mg.4+ Mg’ . 7,

a po podstawieniu tej wartosci w réwn. 175-te i po uproszczeniu, otrzymamy:
N, =mg. + m*7 . sin®o; oraz
Ny =mo?,r . cos'e ..Sina.

Z réwnan tych obliczymy odchylenie & kierunku t. zw. pionowego od promienia wo-
dzacego, gdy przyjmiemy, stosownie do pomiaréw, Sredniag diugo$¢ promienia
7 = 6,37 X 10° m; oraz czas obrotu dziennego = 23 I 56 m 4s = 86 164; skad:
2w 4 2
r  —— — — 7B '20034 . . . 176
o 36164 0,73 X 10—*; oraz ©,*1 ; (176)
Po podstawieniu tych wartosci w réwnania ‘powyzsze, obliczymy kat 8 z nastepu-
jacego wzoruy; rys. 54-ty:

N, 0,034 .cos a.sina 177)

'89= "N, = 9,780 4- 0,034 . sin

Ze wzoru tego wynika, Ze 3 zalezy tylko od szerokos$ci geograficznej, o ile przyj-
miemy, ze diugos$¢ promienia jest stalg wielkoscig dla wszystkich miejsc po-
wierzchni ziemi.

Najwigksza wartos¢ & obliczymy ze wzoru powyzszego droga, wskazang od-
nosnym rachunkiem rézniczkowym, i otrzymamy, Ze

anmx. jeSt dla: 0. = 44" 521,

podstawiwszy nasr¢pnie warto$¢ tego kata we wzor powyzszy, obliczymy wartos¢
Omax.. Obliczeunie to wykonamy z przyblizeniem, nieprzekraczajgcem jednakze granic
doktadnosci, posiadanych pomiaréw; i w tym celu przyjmiemy e« = 45° a drugi
dodajnik w mianowniku réwn. 177-ego, przyjmiemy roéwny zeru; przyjmiemy

rowniez, ze 9,78 = 10; wtedy:

g B = i — 2o X0 8617 sl
10 -
Z tego wynika ze odchylenie to jest tak mate, iz dla celéow praktycznych przyjac
mozna: ¢ = 0, a N, = N; t. j. przyja¢ mozna: ¢,2r = 0.
Poniewaz waraza cigzar bryty materyalnej w danem miejscu powierzchni;
przeto N == mg, a po podstawieniu tej wartosci w powyZsze réwnanie dla sily
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N,, otrzzymamy zwigzek pomiedzy warto$ciami przyspieszenia ziemskiego w roz-
nych miejscach powierzchni ziemi; - zwigzek ten jest wyrazony nastgpujacem
réwnaniem:

o = e + @27 . sin? o

Roéwnanie to pozwala obliczy¢ przyspieszenie na danej szerokosci geograficznej a,
ze znanego przyS$pieszenia na réwniku. Najwieksza warto$¢ g, zachodzi dla
a = 90° t. j. znajduje sie ona na biegunie; za$ najmniejsza warto$¢ gy, zachodzi
dla @ = 0; t. j. na rowniku.

Z tych wynikéw obliczymy obecnie stosunek cigzaréw jednej i tej samej
bryty materyalnej, gdy jq umiescimy raz na biegunie idrugi raz na réwniku; sto-
sunek ten jest nast.: '

Jmx. G - @027 wFy 0,034
AL : =14 =1 4 -~ = 1,003:
gmin. '(]g ,(//e - —} > 10 3 O )

t. j. bryla, ktora wazy na réwniku np. 1000 kg, wazy na biegunie 1003 kg.

W rachunku powyzszym przyjeliSmy, Ze promien # jest staly dla wszystkich
miejsc powierzchni bryty ziemskiej; gdy tymczasem dowiedliSmy poprzednio, zZe
powierzchnia ziemi nie moze by¢ kulista, a wiec dlugos$¢ promienia nie jest stata;
do wynikéw wigc powyzszych nalezaloby wnies¢ odnosng poprawke. Nieprze-
prowadzajac szczeg6lowych rachunkéw ocenimy te poprawke w sposéb nastepu-
jacy: poniewaz, w mysl poprzednich rozwazan nalezy przyjaé, ze dlugos¢ promie-
nia 7 jest mniejsza w biegunach, przeto sita przyciggania, stosownie do Newto-
nowskiego prawa, jest wigkszq na biegunach, niz na réwniku. a wiec przy$piesze-
nie w biegunach jest nieco wigksze, niz obliczone wyzej; co tez stwierdzity od-
noé$ne pomiary za pomocg wahadla.

W przyktadzie powyzszym przyjgliSmy, ze bryta materyalna pozostaje w spo-
czynku na powierzchni ziemi, jest to zatem przyklad réwnowagi wzgtednej; wezmy
teraz pod uwagg przypadek, w ktérym bryla dana porusza si¢ po powierzchni
ziemi; i obliczmy sily wzgledne, dzialajace na nig. Ograniczmy na razie nasze
rozpatrywanie do przypadku, w ktdrym bryta porusza sig wzdluz potudnika
ua pétkuli pétnocnej ze zwrotem od bieguna pétnocnego ku réwnikowi. Przylkta-
dem tego ruchu jest bieg rzeki ptynacej lub tez—pociagu, biegnacego w tymze kie-
runku, W danym przykiadzie nalezy wprowadzi¢ do réwnania dynamicznego
przyspieszenie wzgledne i predko$¢ wzgledng. Zatrzymujac oznaczenia, ktére
przyjeliSmy w przykfadzie poprzednim, réwnanie dynamiczne tego ruchu jest na-
stepujace:

P -+ N = m?;*'w -+ mT),. <+ 2m V"l-vu,a,.

Wektory P, MPy i mp, leza W plaszezyznie biegunowej, a dwa pozostate wekto-
ry tego réwnania wychodzq z tej plaszczyzny. Obliczymy przedewszystkiem site
prostopadtia do pfaszczyzny biegunowej; i w tym celu zrzutujemy powyzsze ré-
wnanie na os$ 0, przeprowadzong prostopadle do ptaszczyzny biegunowej w miejscu
chwilowego przebywania punktu ruchomego; a otrzymamy site:
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Ny = 2m 0,9, . Sin (Vy, 95) = 2 M0, G, - Si0 25

i zwrocong ku wschodowi; (porown. rys. 119 str. 129 tomu l-ego, oraz tres¢
§ 66-tego tego tomu). A zatem, azeby punkt materyalny mégt poruszac si¢ z pewng
predkoscia na pétkuli pétnocnej wzdiuz potudnika od bieguna ku réwnikowi nale-
zy przylozyé do niego oprocz sif, lezacych w plaszczyznie biegunowej, sil¢ prosto-
padlg do niej, zwrécong ku wschodowi. Jezeli wezmiemy pod uwagg rzeke ply-
ngcg na potkuli pétnocnej wzdiuz potudnika, to wobec powyzszych wynikéw pra-
wy jej brzeg powinien by¢ szczegdlniej wzmocniony, gdyz sita odporowa tego
brzegu wywotuje przyspieszenie; w przeciwnym bowiem razie rzeka podmyje
ten brzeg i koryto przesunie si¢ ze wschodu ku zachodowi. Niektérzy technicy
uwazajg, z¢ W pociggach biegnacych w opisanym kierunku prawe szyny wigcej sig
zuzywajg, niz lewe; chociaz bowiem sita N,, jak tatwo obliczy¢, posiada bardzo
malg wartosé, jednakze z biegiem czasu moze znacznie zmieni¢ warunki fizyczue,
w jakich odbywa si¢ ruch.

Latwo spostrzedz z powyzszego wzoru, Ze najwiekszq wartos¢ posiada ta sita
przy biegunie; przy zblizaniu sig za$ punktu ruchomego ku réwnikowi maleje, a na
réwniku = 0.

Zgodno$¢ wynikéw tego rachunku ze zjawiskami fizycznemi, stwierdza
stuszno$¢ naszych zatozen; na jakich oparliSmy dany rachunek;—t. j. stwierdza, Ze
punkt materyalny pozostawiony sam sobie zakresli tor prostolinijny ruchem jed-
nostajnym wzgledem ukfadu sztywno zwigzanego z gwiazdami statemi.

8. Metoda d’Alembert’a.

75. Okres$lenic i rozwinigcie tej metody. Metoda ta ma na celu
uproszczenie rozpatrywania ruchu punktéw czy tez bryt materyalnych, i polega na
tem, ze iloczyn: §

(— mp);
t. j. zeiloczyn z masy poruszajgcego sie punktu i jego przyspieszenia w danej chwili
z przeciwnym zwrotem uwaza¢ b¢dziemy za sitg. Site t¢ wprowadzamy do na-
szych rozumowai w celu zastgpienia pojecia kinetycznego, iloczynu z masy i przy-
$pieszenia, pojeciem statycznem. Silg, okreslong w ten sposob, nazwicmy silg
bezwladnosci danego punktu; site te oznaczac¢ bedziemy litera B; a geomefrycznie
wyrazimy ja wektorem mp z odwrécong strzatka.

Jezeli przeto wyobrazimy sobie, Ze site:

E == — 7)?/17,
przytozymy do punktu ruchomego, posiadajacego mase m i przyspieszenie p, to

punkt dany begdzie pozbawiony tego przy$pieszenia i pozostanie w spoczynku Jub
w ruchu jednostajnym; inaczej mowigc, sity zewnetrzne, wywolujace dane przysSpie-
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