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i predkoscig w miejscu, wskazanem przez te spoirzedne. Catka tg jest réwnanie
rownowartos$ci pracy i energii kinetycznej. O tej calce méwiliSmy juz w § po-
przednim.

2. Roéwnanie dynamiczne, wyrazone spoirzednemi
osiowemi.

15. Rzuty sil i przyspieszen. Azeby wogdle obliczy¢ réwnania ruchu,
gdy dane sg sity; lub azeby obliczyé sity, gdy dany jest ruch punktu, nalezy ro-
wnanie dynamiczne:

P=mp,

ktore jest wektorowe, wyrazi¢ réwnaniami algebraicznemi; wtedy bowiem bedzie
mozliwem stosowanie do obliczen dzialan zwyktej algebry. W tym celu zrzutujmy
promieniami réwnolegtymi wektor sity, okreslony powyzszym wzorem, na dowol-

Rys. 12,

nie obrang w przestrzeni o$ =, a otrzymamy rzut p, przyspieszenia punktu i rzut
P, danej sity. Wzajemng zalezno$¢ tych dwéch rzutéw odczytamy z rys. 12-tego,
i wyrazimy jg nast. réwnaniami:
VT
=" = skad P, = mp..
Aoy §4 SO
Takiz stosunek pozostanie w mocy, gdy wektor ten zrzutujemy na dowolnie
obrang ptaszczyzne.
Jezeli literg v, oznaczymy rzut predkosci punktu wiasciwego na pewng os,
wzglednie na ptaszczyzne, to stosunek powyzszy wyrazimy réwnaniem:

av, d*z

=1y qt lub P = m at’
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w ktorem « jest spotrzedna punktu ruchomego, mierzona wzdiuz obranej osi od
pewnego statego punktu, na niej obranego.

Rownania te wypowiemy w sposéb nastepujacy:

rzut réwnolegty sity na dowolna os, lub ptaszczyzne, réwna sie iloczynowi z masy
punktu, na ktdry ta sita dziata i z rzutu przyspieszenia tego punktu.

Dla rzutu sily i rzutu przys$pieszenia znajdziemy pewne znaczenia dynamiczne.
Z kinematyki bowiem wiadomo (tom I-y str. 60), ze rzut przy$pieszenia punktu ru-
chomego jest przyspieszeniem jego rzutu; wielkos¢ zatem p, moze by¢ uwazana
za przyspieszenie punktu o, ktory jest rzutem: na o$ 2 punktu wiasciwego A;
rys. 12-ty. Twierdzenie to pozwala obliczy¢ ruch rzutu punktu wiasciwego na do-
wolnie obrang os, lub tez na plaszczyzne. Kazde zatem z réwnan rzutéw, uwazac
mozna za réwnanie dynamiczne ruchu rzutu punktu na odpowiednia o$ lub na od-
powiednia ptaszczyzng.

Co do kierunku rzutowania nie robili$my zadnychzastrzezen, nalezy zatem ro-
zumie¢ je tak prostokgtne, jak i ukosnokatne, byleby byly rownolegte. W oblicze-
niach nastepnych rozumie¢ jednakze bedziemy przez rzutowanie tylko rzutowanie
prostokatne; gdy zas stosowac bgdzienty ukos$nokatne, wtedy zaznaczymy to
wyraziie.

Kazdy wektor w przestrzeni jest $cisle okreslony przez trzy rzuty na trzy osi,
dowolnie obrane w przestrzeni, byle tylko nie réwnolegle ani do siebie, aui do ja-
kiejkolwiek ptaszczyzny; po zrzutowaniu zatem wektora danej sily na takie osi,
otrzymamy nastgpujace trzy réwnania algebraiczne, ktére zast¢pujg jedno réwnanie
dynamiczne, wyrazone w postaci wektorowej; rownania te sg nastgpujgce:

dv, dv,

e . P Y
=TT Q1 I =)

dwv,
it LS 1)
Rownania powyzsze przedstawimy jeszcze w innej postaci, gdy podstawimy
w nie:
g s dx e dy | el dz
“STSR T T R
rébwnania te sg nastepujgce:
d*c T g a*z -
(HZ,Py_m -C”:,,lg Pinieiava d = g (58)
Za pomoca rownaf 57-ych lub 58-ych mozna rozwigza¢ drogg rachunkowy wszyst-
kie zadania z dynamiki punktu.

(o)

o=

Gdy np. dane sg réwnania ruchu punktu w postaci:
=1 @ y="r® =1

dx . A,
| t. d.; nastepnie a1
i t. d., a nastepnie, znajgc mase punktu ruchomego, obliczymy rzuty sity; a z nich
site wlasciwg, wywotujgca dany ruch punktu.

Mozna réwniez za pomocg powyzszych rownan dynamicznych rozwigzaé za-
dania odwrotne. Gdy np. dang jest sila przez swe rzuty na trzy osi, wyrazone

wtedy obliczymy z nich drogg rézniczkowania wartosci
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funkcyami spotrzednych; wtedy catknjgc roOwnania dynamiezne obliczymy réwnania
ruchu punktu danego. '

Jezeli na pewien punkt dziata wiele sif, to site P uwaza¢ mozna za ich wy-
padkowg; a sume algebraiczng ich rzutéw za rzut sity wypadkowej. W tenze spo-
s6b postapimy, jezeli zamiast jednego wektora przyspieszenia, wlasciwego rucho-
memu punktowi, wprowadzimy mna skutek pewnych warunkéw zadania jego
sktadowe.

Jezeli ruch"punktu odbywa sie w ptaszczyznie, to osi spétrzednych obierzemy
w tejze plaszczyznie; i zastosujemy do rachunku tylkc dwa z powyzszych réwnan:
Réwnania 57-me stuzg zatem do obliczenia ruchu krzywolinijnego.

A. Zastosowania rownania dynamicznego do obliczenia
ruchu krzywolinijnego.

16. Warunki powstawania ruchu krzywolinijnego. Ruch krzywo-
linijny punktu swobodnego powstaje, gdy kierunek sity, dziatajacej na niego, mija
sig z kierunkiem predkosci, jakg on posiada w chwili dziatania sity; lub tez, gdy
sita zmienia swoj kierunek. Wnioski te oparte sg bezpo$rednio na pojmowaniu
i okresleniu sily. Z réwnania bowiem dynamicznego sily wynika, ze przyrost do
predkosci jest rownolegty do kierunku sity; gdy wiec sita posiada kierunek, rézny
od kierunku predkosci chwilowej danego punktu, wtedy i kierunek predkosci po
uptywie czasu d¢ zmieni sie; posiada on bowiem kierunek trzeciego boku troj-
kata, zbudowanego z bokéw v i dv; poréw. rys. 1-szy.

W szczeg6lnym przypadku, w ktérym kierunek sily, dziatajacej na dany
punkt, lezy stale w jednej ptaszczyznie, w ktérej lezy réwniez kierunek poczatko-
wej predkosci, ruch punktu odbywa si¢ w tej plaszczyznie; w przeciwnym razie za-
kresli on tor o podwdjnej krzywosci.

17. Ruch punktu swobodnego pod dzialaniem sily stalej. Na punkt
materyalny dziata sita P, stata co do kierunku, wielkosci i zwrotu; w poczatku
ruchu punkt dany posiada predkos¢ 7, ktérej kierunek mija si¢ z kierunkiem sity;
obliczy¢ réwnanie ruchu.

Poniewaz w danym przykiadzie ruch bedzie ptaski, — w plaszczyznie, prze-
chodzgcej przez kierunek predkosci poczatkowej i kierunek sily; obierzemy przeto
w tej ptaszczyznie, dla utatwienia rachunku, osi 2 iy. Osi te obra¢ mozna pro-
stokatne lub ukosnokatne; obierzemy je prostokgtnemi i w ten sposéb, ze osi y
nadamy kierunek i zwrot sity; 0§ za$ « przeprowadzimy przez poczatkowe potoze-
nie punktu, prostopadle do ¥, ze zwrotem dodatnym, zgodnym ze zwrotem rzutu C
predkosci poczatkowej, rys. 13-ty.

Wyb6r osi w przestrzeni jest wogéle zupetnie dowolny i nie wptywa na wy-
nik rachunku; wybor za$ szczegélnego potozenia ma jedynie na celu mozliwe upro-
szczenie rachunku.

Warnnki poczatkowe ruchu przyjmiemy w danyni przyktadzie w ten sposéb,
ze czas zaczuniemy liczy¢ od chwili wyjScia punktu ruchomego z poczatku ukladu,
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w ktérym tez punkt dany posiada predkos¢ C. Warunki te wyrazimy algebraicznie
w sposob nastepujacy:
dla: T =) S5 =M}
oraz dla:

ot (Rmd == Ob T E =T (arasf] o=@
Obrawszy juz osi spotrzednych i warunki poczatkowe ruchu, przystagpimy do wia-
sciwego rachunku. W tym celu zastosujemy réwnania dynamiczne rzutéw punktu
na obrane osi, i w réwnania ogélne:

- gt (l’.l);,- - ] -— @:’/
JEH=S 1) (llf’P"—mdi sl s o N gl B (B9))
podstawimy odpowiednie wartosci.
W danem zadaniu sita jest znang, obliczymy zatem jej rzuty na obrane osi;
rzuty te sq nastgpujgce:
Py, = 0; P,=.P.

B e R S

3

Rys. 13.

Po podstawieniu tych wartosci w réwnania 59-te, otrzymamy:

adv, _dy,
dt P=m qt

Sg to rownania rézniczkowe, ktére mozemy bezposrednio scatkowaé; po scatko-
waniu otrzymamy:

0 = ni

M =Ky~ Pt —=Kg oo on wdon . s o . {60)

Azeby obliczy¢ stale, pochodzace z catkowania, skorzystamy z poczgtkowych wa-
runkéw ruchu, poprzednio obranych; i podstawimy:

=0 ‘o = G 0, =—="0;
a otrzymamy wartosci stalych:

] . L A—— .
mCx=2K;; mC, = K,;
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i nastepnie:
mv, =m0C.; mv,= Pt 4+ mC,.

Pierwsze rownanie wskazuje, ze v, = C,, t. j. rzut predkosci punktu rucho-
mego na o$ z jest staly we wszystkich jego potozeniach; co mozna sobie wytlo-
maczy¢ w ten sposob, ze rzut sity na o$ réwna sie zeru, przeto rzut punktu na te
0§ pozostaje w ruchu jednostajnym z predkoScig réwng rzutowi poczatkowej
predkosci.

Z drugiego réwnania odczytamy, Ze rzut predkosci na o$ y, zalezy od czasu.
Azeby obliczy¢ réwnania wykazujgce zwigzek pomiedzy spéirzednemi punktu
(x, y) i czasem ¢, podstawimy w réwnania powyzsze:

u—dw'v—d—y‘
i — di (I = Iit ’
1 otrzymamy:
d.,b ¥ d’I/ 1
m T =mt,; m S Pt m0C,.

Réwnania te mozemy bezposrednio scatkowaé, a po scatkowaniu otrzymamy szu-
kane zaleznosci w postaci skonczone;j:

mx=mC.t+ K; my=4Pit* + mC,t + K",

state tych rownan obliczymy z warunkéw poczatkowych; ktéresmy juz przyjeli.
W tym celu podstawimy:
t=0; ©t=0; orazy =0;
i otrzymamy :
S a0 PR~

wskutek czego réwnania ruchu przedstawig si¢ w nastepujgcej postaci:
me =mC:t; my—=4{ P 4+mCt . . . . . . (6])

Z tych réwnan obliczy¢ mozna miejsce (z, y). w jakiem punkt si¢ znajduje w cza-
sie #; lub tez odwrotnie, obliczy¢ mozna czas, jaki uptynat od chwili wyjscia
punktu z potozenia poczatkowego do chwili przybycia do miejsca (xz, ).

W celu obliczenia réwnania toru nalezy wyrugowac ¢ z powyzszych réwnan
ruchu; wtedy bowiem otrzymamy rownanie, wykazujace zwigzek pomiedzy spét-
rzgdnemi punktu ruchomego. Wyrugujmy zatem np. ¢ z pierwszego réwnania
1 podstawmy je w drugie, a otrzymamy szukane réwnanie toru:

77
my = 4 o2 z? +m Z” z .
x a€

Jestto réwnanie paraboli; tor wige, jaki zakresli punkt materyalny z poczatkowa
predkoseig C pod dziataniem sity statej, jest parabola, ktorej gtéwna o$ posiada
kierunek sity.

W szczegolnym przypadku, w ktérym sita, dziatajaca na punkt ruchomy, jest
sifg cigzenia ziemskiego; obliczymy réwnania ruchu po podstawieniu w réwnanie
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powyzsze P = my; oS i bedzie wtedy pionowo skierowana ku dotowi; a po skro-
ceniu przez m, otrzymamy rownania ruchu:

2 =0t = pte Gy b
Rownanie za$ toru, jaki zakresia w polu cigzenia punkt materyalny, wyrzucony
z predkoscig C, jest nastepujace:
Cv[

z? +—— .

C:
Sprawdzimy teraz wymiary tego réwnania i w tym celu podstawimy:
T =y W e e S i e e (= ] R
trygonometryczna bowiem funkcya ma wymiar zera; a otrzymamy réwnanie jed-
norodre.

Zbadajimy obecnie ruch punktu materyalnego, wyrzuconego ku gérze pod da-
nym katem « wzgledem poziomu. Azeby do obliczen tego ruchu zastosowac po-
wyzsze rownania, nalezy wyobrazi¢ sobie 0§ y pionowo ku dotowi, rys. 14; oS «
poziomo; i nalezy podstawi¢ w rownania powyzsze:

C,=Ccosuo; C,=— Csinoao.
Réwnanie zatem toru tego punktu jest nastepujace:
g i
== i< = — 4 L,
Y §a 2 cos? o v tg o
. di .
W celu zbadania wlasciwosci tego ruchu, obliczmy pochodng E:z]" , ktora
rowna sie:
dy _ g :
T F P

Gdy przyjmiemy, ze 90° > « > 0, to pochodna ta dla pewnych wartosci x jest
odjemna, co wyraza, z¢ dla tych wartosci punkt ruchomy, wychodzac z miejsca O,
podnosi sig, jak wskazuje rys. 14-ty.

Spolrzedng x, miejsca najwiekszego wzniesienia punktu ruchomego obli-
czymy z réwnania:

d1 - : ]
-»di = 0; t. j. z réwnania:
2
( -
Lo ééé:ﬁ F tg 2 = 0; z ktdrego
Ssinn o . coS o : | C?sin 2 o
i U , lub inaczej z, = —————
7} 29

Po podstawieniu tej wartoSci w réwnanie toru, otrzymamy spotrzedng y,
tegoz miejsca:
, 1((«'35i112f/.‘-' g C?.sin 2a.tga
Yo =13 2y ) C? cos? o og :
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Inb inaczej po przeksztatceniu tego wzoru:
1
S e o
i 9y C? sin? a,

Po przejsciu punktu ruchomego przez najwyzsze miejsce (z,, ¥,) toru,
. . . dy . Ay
zacznie on spadac, gdyz s przybierze wartosci dodatne; a punkt przetnie o$§ x

w odlegtosci I od poczatku spétrzednych. Odlegtos¢ te, zwang przelotem rzutu,
obliczymy z réwnania toru, po podstawieniu w nie y = 0; zatem mamy:

=t az gosz&. =l R

skad otrzymujemy dwa pierwiastki:

2 sin a.cosa ., (0L
l, = 0; oraz I, = Cea— sin 2 a;
g g

lub inaczej {, = 2 x,.

Obliczymy obecnie kat «, przy ktérym przelot [ bedzie najwigkszy; gdy dang
jest tylko algebraiczna warto$¢ poczgtkowej predkosci. W danym razie ! ma by¢
maximum przy zmiennej «; a wigc powinno by¢ sin 2 o = max; co nastapi, gdy
sin2e = 1; 2a=90° a wigc gdy: a = 45°.

Obliczenie wektorowe. Rozwigzemy zadanie powyzsze sposobem wektorowym.
W tym celu przyjmijmy, Zze punkt materyalny zostaje wyrzucony z miejsca O
z predkoscig pgczatkowq C, rys. 14-ly i ze sila, dziatajaca na punkt podczas jego
ruchu, jest mg. Polozenie punktu wyznaczymy promieniem wodzacyin 9-‘; wy-
prowadzonym z 0. Réwnanie dynamiczne, wyrazimy wektorowo:

?=mﬁ;

po podstawieniu w mnie zamiast sity P wielkos¢ mg i po skréceniu przez m,
otrzymamy :

dv

gg ) naczej gdt =dv.

—t

Catka tego réwnania od 0 do 7 i od T do v, wobec niezmiennosci wektoru g,
ma nastepujaca postac:

t = v — C; skad

<1

Vel A1 A vty AN e .l [(69)

Z réwnania tego odczytamy, ze predko$¢ punktu w chwili ¢ przedstawia trzeci
bok trojkata, zestawionego z bokow C i gt. Podstawmy nastepnie w to rowna-

nie v = ((z/[ , gdzie d7 jest czastka toru, a otrzymamy
v

A7 = O Bk 0t sibl;
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po scatkowaniu pomigdzy granicami od O do 7, iod Odot, zwazywszy przedtem,
ze wektory C i g sa stale i ze suma wektoréw d7 jest promieniem wodzacym
punktu ruchomego, otrzymamy:

s Dt g o Ve e &l (6D
Réwnanie to jest przedstawione
= geometrycznie na rys. ld-tym;

%

w ktérym 7 jest bokiem zamy-
kajacym trojkata, zestawionego
zwektoréw Ct, oraz § g#.

Réwnanie powyzsze wyrazi-
my spoirzednemi prostokgtnemi
(z, ) punktu ruchomego, gdy
trojkat, przedstawiony przez nie,
Cct { - g’ zrzutujemy na osi x1%; a zwa-
! zywszy, ze rzuty wektora 7 s3

spo6irzednemi punktu ruchomego,

otrzymamy réwnania poprzednie.

18. Ruch swobodnego

punktu materyalnego w po-

lu sil srodkowych. Okresle-

nie pol sit wogole i sit Srodko-
wych w szczegdle daliSmy w §
194-ym tomu l-ego; obecnie-rozpa-
trzymy ruch swobodnego punktu
materyalnego, rzuconego z pe-

+ X wng predkoscig w polu tych sif.

Szczegolne przypadki tego ruchu

1| rozpatrywaliSmy juz w przykla-

K dach ruchu prostolinijnego; w kté-

Rys. 14. rych predkos¢ poczatkowa réwna-

ta sig¢ zeru; obecnie rozpatrzymy

przypadki ogdlniejsze, w ktérych predkos¢ poczatkowa posiada pewna wielkosc,
a kierunek jej nie zlewa si¢ z kierunkiem sity.

Co do zmiennoSci sif, uczynimy rézne zatozenia, odpowiadajace pewnym
przypadkom, spotykanym w technice, lub w zjawiskach ruchu ciat niebieskich;
og6lne bowiem rozpatrywania ruchu w polu sil, wyrazonych funkcyami spétrzed-
nych, przedstawia dosy¢ znaczne trudnosci rachunkowe.

19. Ruch punktu materyalnego swobodnego, pod dzialaniem sil
srodkowych, przyciagajacych proporcyonalnie do odleglosci. Gdy punkt
materyalny znajduje si¢ w polu sit Srodkowych, przyciggajgcych go proporcyonal-
nie do jego odleglosci od $rodka przyciggania i gdy kierunek poczatkowej pred-
kosci v, nie zlewa si¢ z kierunkiem sily przyciagajacej, wtedy punkt dany zakresli
w przestrzeni pewien tor krzywolinijny. W celu obliczenia réwnania tego toru
oraz ruchu po nim, zbadamy najpierw, czy tor jest ptaski, czy tez przestrzenny.

tol=
(o]




g T § 19.

W tym celu przeprowadzimy ptaszczyzng przez Srodek przyciggania, i przez kierunek
poczatkowej predkosci; i zauwazymy, ze niema sit, ktéreby wyprowadzity punkt ru-
chonmiy z tej ptaszczyzny; ruch zatem danego punktu jest ptaski. Obierzmy ukiad osi
ukos$nokatnych w plaszczyznie ruchu, w ten sposdb, azeby o$§ =z zlewala sie
z prostg, taczacq Srodek przyciggania z poczatkowem potozeniem 7, punktu, rys.
15-ty, a o$ y azeby byla réwnolegla do '_uo. Niech 4 oznacza na rys. 15-tym, poto-
zenie punktu ruchomego w chwili dowolnej ¢, 7 jego promien wodzacy; to warto$¢
s_i%y prz_yciqgajqcej w tem polozeniu punktu wyzazimy wzorem wektorowym

P = kr. Rownanie dynamiczne przeto jest:
- av

= B

e

a rzut jego na o$
AV,

— P —m dt

. Rzut P, (ukosny) obliczymy ze
stosunku geometrycznego:

B e,
r

a po podstawieniu tej wartosci
w rownanie dynamiczne, otrzyma-
my réwnanie:

duv,

(4 m A

lub w innej postaci: Rys. 15.

9

—kx=m -

&£
dt"’ i (64)

z ktérego, po podstawieniu df — d«;{— i po jego scatkowaniu, otrzymamy réwna-
nie, wykazujgce zwigzek pomiedzy predkoscia i spétrzedng punktu; réwnanie to
jest nastepujace: ‘
—bkx=imv.+ K.
W celu obliczenia wartosci K, skorzystamy z warunkéw poczatkowych danego
ruchu, ktére przyjmiemy dla:’
= 01 = gl =0, Draze-vemes Uiy =2 Nk
a po podstawieniu tych wartosci:
B O
a wiec: :
mu® =k(r.d— ).

: y . dwx 3
Nastepnie, podstawiwszy w to réwnanie: ¢, — TR otrzymamy réwnanie:
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dm_/k f/’)_'g;%_z
dt _I m, ] s

ktore po scatkowaniu daje jedno z réwnan ruchu:

m . [
i = I/ k-arsm( = ) —+ K.

Podstawiwszy w nie:

obliczymy:

mz—Vﬁmmm:_lﬂlﬂ,

Vi R

~ Po podstawieniu tej wartosci w réwnanie ruchu, mamy:

/m o i 1
t:]‘ i [arsm (77_0)—§ u], lub:

|rarsin (:0) —i% n] = I/ fn ]

Poniewaz wzor ten przedstawia réwno$é katéow, przeto i dostawy ich sg réowne
mamy zatem jedno réwnanie ruchu:

.L=I0COS( I/ k) : (65)

Drugie réwnanie ruchu otrzymamy po zrzutowaniu danej sily ma o$ y; réwnanie
to jest nastegpujace:

a*y

— ky=m TR

Po scatkowaniu jego i wprowadzeniu przyjetych poprzednio warunkéw ruchu po
czgtkowego, otrzymamy réwnanie:

?/=vol/z%.sin(tl/£). R S ot T S )

ktore tacznie z poprzedniem wyraza ruch danego punktu
Réwnanie toru tego ruchu obliczymy, po wyrugowaniu z rownan powyzszych
zmiennej £; réwnanie to jest nastepujgce:

a;2 ,!/2
o2 i (,,, /m)' ©7)
V%

i przedstawia elipsg, zbudowang na osmch sprze¢zonych, przechodzacych przez $ro-

dek przyciggania i réwnolegtych do v,, oraz do promienia wodzacego 70punktu
w poczatkowem jego potozeniu.
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W szczegdlnym przypadku elipsa ta moze przybra¢ postac¢ kota o promieniu
T, Przypadek ten nastgpi, gdy osi elipsy stang sie réwnemi, t. j. gdy

' /m
To = Up / TR

lub inaczej, gdy poczatkowa predkosé:

=y ]//‘3‘

m '
i kierunek jej jest prostopadly do promienia.

Znaczenie dynamiczne tego warunku znajdziemy, gdy przedstawimy to r6-
winanie w nastgpujacej postaci:
2.2
T e
Ir()

Lewa bowiem strona tego réwnania jest iloczynem z przy$pieszenia dosrod-
kowego i z masy punktu; prawa za$§ wyraza wartosc sily przyciagajacej w danem
polozeniu punktu; a zatem ruch punktu bedzie kolowym, gdy poczatkowe warun-
ki ruchu odpowiadajg warunkom ruchu po danem kole; t. j., gdy iloczyn z masy
punktu i przyspieszenia jego réwna sig site przyciggajacej.

W szczegélnym przypadku, gdy kierunek poczatkowej predkosci zlewa sie
z kierunkiem promienia wodzgcego, wtedy osi z i i zlewajq si¢ z sobg i ruch be-
dzie prostolinijny taki sam, jaki przedstawiliSmy w § 8-ym, a jego réwnanie jest
nastgpujace:

=
T = 7, COS (t I/ '%) .
Roéwnanie to ma jednakze nieco inng postac, niz row. 26-te, lecz to pochodzi z od-
iniennych warunkéw poczatkowego ruchu. Poprzednio bowiem przyjeliSmy dla
% = 0; L= 0; obecnie zas przyjeliSmy dla 2z —=r,; t = 0.

Okres, ktéry nazwaliSmy w ruchu prostolinijnym harmonicznym, okresem
podwdjnego wahnigcia, a ktéry obecnie jest okresem catkowitego obiegu, obliczy-
my, gdy znajdziemy okres czasu T, w ktérym punkt przybywa do tego samego
miejsca na torze. Okres ten obliczymy z réwnania ruchu 65-go, gdy podstawimy
w nie:

'k
L£==7y; L= T; wiedy TI/ 7-”‘:27r.; skad

oy a e [ :”1’
1,4211/7“.

Z réwnania tego odczytamy, Ze okres obiegu nie zalezy od poczatkowego polozenia
punktu ani tez od poczatkowej predkosci. Wyjasnienie fizyczne tej wiadciwosci

Mechanika teoretyezna, t. 1L 4
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jest takie same, jakie daliSmy przy rozpatrywaniu ruchu harmonicznego prosto-
linijnego.

Z powyzszych réwnai mozna skorzysta¢ w celu obliczenia réwnan ruchu
dla przypadku, w ktérym sila Srodkowa odpycha punkt materyalny proporcyonal-
nie do odleglosci. W danym razie réwnanie dynamiczne ma postaé:

dv,

R df,’

Z rownan zatem ruchu punktu przyciaganego otrzymamy réwnania ruchu punktu
odpychanego, przy zresztq jednakowych warunkach poczatkowych; gdy zamiast k
podstawimy (— k), réwnania te bedg nastepujace:

VAT
r=r cos(t / . 1|; oraz
] /om

Yy =0 '/’m, : s‘in(t -/ r i ;
y=v |/t )

wiktbrychd = F==1

W celu przeksztalcenia tych réwnan urojonych na réwnania rzeczywiste, sko-
rzystamy ze wzoréw 5-go i 6-go, przytoczonych w ,Techniku“ na str. 68-ej,
i otrzymamy:

= Py
i 'r,,,(e’] = e_IV "‘); oraz
/

/'m SRS 8, ")
!/ f— i 'UUI‘/ ].' (cl] m e e { l m 1

Réwnania te wskazuja, ze z rosngcym czasem spoirzedne punktu ruchomego
rowniez rosng, punkt zatem stale oddala si¢ od miejsc wyjscia. Roéwnanie toru
otrzymamy, rugujac z tych dwoch réwnan /; co mozna uskuteczni¢, przenidsiszy
stale wyrazy, stojace przed nawiasami prawej strony réwnania, do mianownika le-
wej strony i nastgpnie podnidstszy obydwie strony tych réwnan do potegi drugiej;
a po ich odjeciu otrzymamy szukane réwnanie toru.

Mozna réwniez napisa¢ bezposrednio réwnanie toru z réwn. 67-go; po podsta-
wieniu w nie ¥ = — I; rownanie to otrzyma postac:

2

] y*
Tyl / m\?
(’Ul)l/ ll"' )

Tor zatem punktu materyalnego, odpychanego przez pewien $rodek sita, propor-
cyonalng do odleglosci, jest hyperbolg, ktorej Srednice sprzezone przechodza przez
$rodek odpychania i jedna z nich jest réwnolegta do promienia wodzgcego punktu
w poczatkowem jego potoZeniu; druga za$ jest réwnolegta do kierunku poczatko-
wej predkos$ci; wartosci tych $rednic odczyta¢ mozna z réwnania toru.

=1 .. . . . . .. . . . (68)
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20. Przyklad obliczenia sil, gdy dany jest tor i ruch punktu po
nim. Punkt o inasie m posuwa sie po torze kolowym o promieniu 7 ze stalg

predkoscig v; wyznaczy¢ sile, ktéra wywoluje ten ruch.

W przykiadzie tym

dany jest ruch punktu t. j. tor i predko$ci po nim, a nalezy obliczy¢ site, wywotu-

jaca ruch.

Gdy punkt materyalny posiada pewng predkosé, a sity na niego nie dzialaja,
wtedy wykona on ruch, zgodnie z prawem bezwiadnosci, po torze prostolinijnym
ze stalg predkoscig. Gdy zas punkt materyalny zakresla tor krzywolinijny, wtedy

dziatajg na niego sity, ktére spro-
wadzajgq go z toru prostego, wy-
znaczonego  kierunkiem pred-
kosci poczatkowej. Azeby obli-
czy¢ tg sile, zastosujmy réwna-
nia dynaniiczne, wyrazone spot-
rzednemi prostokatnemi i w tym
celu wyobrazmy sobie dowolna
site¢ P, przyczepiona do danego
punktu, rys. 16-ty, i przepro-
wadzmy przez $rodek kota dwie
wzajemnie prostopadle osi ;1 ¥;
a napiszemy wtedy rdéwnania
dynamiczne:

dv.

Py =m v )

doy
at ’

w ktérych P, i P, sg niewiado-
memi. Z tegoz rys. 16-tego ma-
my zwigzki:

Ve = ¥ SI 6 = 0

Y.

)

Iz

b

P

i ‘\\\
md \ o
T
’U-lj V.4 LY

v, = — P COSE = — ¥ =
; ¥

"‘Jx

3

po ich zrézniczkowaniu, zwazywszy przedteni, Zze v 1 sq wielkosSci state, na-

piszemy:

dv, v dy _ v

dt e dt= 7

duy v

Uy — S
e, i r

dx v

Aell DK

U s

a po podstawieniu wartosci v, i v, z réwnan poprzednich, otrzymamy:

g U oraz a8y v Y a nastepnie
———- " S5 0raZ ———— = ie:
dt o dat e o R
2w vty
P, — — '—_’_-; oraz P, = — i skad
m v?

l
P =+ I/ P, - P =+
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Z réwnania tego obliczymy warto$¢ szukanej sity; a kat kierunkowy a« tej sity
wzgledem osi x, obliczymy ze wzoru:

B, — 4
tg 0. = =R J': tg 5,
P, —u
z ktérego wynika, ze:
o= 5; lub: o = 7 | 3.

Odjemne warto$ci rzutow sity na osi spotizednych wskazujg, iz z tych dwoéch odpo-
wiedzi nalezy wybraé: o= = = -~ 5; zreszta znaki odjemne we wzorze tg o przy ¥y
i przy @ wskazujg, ze szukany kat leze¢ moze tylko w trzeciej Cwiartce kofa.

Z rownan tych wynika, ze sita, wywolujgca ruch jednostajny po kole, dziata
wzdiuz promienia wodzgcego ze zwrotem ku Srodkowi kota, a warto$¢ jej réwna

. e (i g, W ow B .
si¢ wartosci wyrazu m e Wiasciwe polozenie tej sily jest oznaczone na rys. 16-tym,
litera P'.

Do tegoz wyniku moglibysmy dojs¢ bezposrednio na podstawie twierdzenia
o przyspieszeniu punktu, bedacego w ruchu krzywolinijnym, oraz na podstawie
okre§lenia dynamicznego sily; wyznaczywszy bowiem wektor przyspieszenia
danego ruchu, wektor sity bedzie jego m-krotng wielkoscia, co sie zgadza z po-
przednim wyuikiem.

3. Réwnanie dynamiczne, wyrazone sitag normalng
i styczna.

21. Sila dosrodkowa i styczna. Za pomocg przytoczonych trzech
rownan dynamicznych mozemy rozwigza¢ wszelkie zadania z dynamiki punktu.
Czgsto jednakze, jak to byto w ostatnim przykiadzie, zadanie to mozna rozwigza¢
prosciej, gdy warunki jego pozwalajg na wyznaczenia wektora przy$pieszenia; wte-
dy bowiem szukang sit¢ wyznaczymy bezposrednio: — jako m-krotny wektor przy-
Spieszenia. (dy w zadaniu dany jest tor, oraz réwnanie ruchu po tym torze w po-
staci np. s = f(#), wtedy wyznaczy¢ mozna przySpieszenie z dwdch jego rzutéw
na giéwng normalng do toru i na styczug do niego; jakiesmy to pokazali w § 47-ym
tomu l-ego. Rzuty te sg réwne (réwn. 33-te, str. 50, tomu [-ego):

Ar= et A (%ﬁ- o~ F (69
{J ’ L di » . . . . . . )

a wiaSciwe przyspieszenie:
.]7 :;n ~+- ./-’I .
Zrzutujmy nastgpnie sitg P, dziatajacq na dany punkt w pewnem miejscu jego to-

ru, na te same osi, na ktore zrzutowaliSmy przy$pieszenie t. j. na nastepujgce trzy
osi: na gléwng normalng do toru (na ktérej lezy promieft krzywosci); na styczng
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do niego i prostopadta do tych dwoch osi (t. j. na binormalna); a zgodnie z twier-
dzeniem o rzutach sit na osi (§ 15-ty) i majac na uwadze réw. 69-te, napiszemy:
MR s av . -
V) o Pr=m TR oraz P, —0. . . . . . (70)
P, = 0, wskutek tego, ze wektor przys$pieszenia punktu lezy w plaszczyznie $cisle
stycznej, (w ktorej lezg tez osi n i £), a zatem rzut jego, a wigc i rzut sity na binor-
malng rownajq sie zeru. Na podstawie tych réwnan mamy:

P P Tore Wi A S e ity

Z réwnania 70-go i 71-go obliczy¢ mozna sil¢, wywotujgcq ruch, gdy dany
jest tor i ruch punktu po nim; lecz mozna réwniez wyznaczy¢ tor i ruch punktu,
gdy dane sg sily. W tym celu wyobrazimy sobie, majac na uwadze prawo super-
pozycyi, ze ruch punktu w danem polu sit wywotany jest dwiema sitami, jedno-
czesnie dzialajgcemi: sitq normalng do toru, ktéra utrzymuje punkt na okregu kota
w ruchu jednostajnym i sita styczna, udzielajacq mu przyspieszenia wzdiuz tego
okregu. Niech bedzie np. dane pofozenie poczatkowe punktu w przestrzeni, masa,
jego predkos¢ v, w tem potozeniu i sita 13,, ktora w tem miejscu na niego dzia-
fa, to znajdziemy nastepne potozenie tego punktu, jakie on zajmie po uplywie
czasu A ¢, oraz jego predkos¢ w tem potozeniu, gdy w ptaszczyznie (w, P, prze-
prowadzimy normalna do kierunku danej predkosci; zrzutujemy na nig dana site
i odtozymy diugosé p,, obliczong z réwn. 70-ego; a koto, zakres§lone tym promie-
niem, jest kotem krzywosci szukanego toru. W celu wyznaczenia potozenia punktu,
po uptywie czasu A ¢, przyjmiemy z pewnem przyblizeniem, ze punkt dany prze-
biega po tym kole ze statg predkoscig v,; znajdzie sig on zatem, po uplywie czasu
O t, w omiejscu 4,4, = v, . A f. Jesliby na dany punkt dziatata tylko sita P,
to przybytby on do 4, z predkoscig v,; poniewaz za$ dziala na niego jeszcze sita
styczna, predkosc¢ ta bedzie inng. W celu jej obliczenia, skorzystamy z rownania
ZELy

)

dv
Ry m

dat’
ko rzut sity P, na kierunek v, Predkos¢ zatem w miejscu 4, jest styczng do
kota, zakreslonego promieniem p;; a wartos¢ jej v, = v, + A ;.

Znajac nastepnie sit¢ P, w miejscu 4,, obliczymy p,, zakreslimy koo tym
promieniem i obliczymy w powyzszy sposob potozenie 4, punktu ruchomego, oraz
jego predko$¢ w tem miejscu. Postepujgc w ten sposéb, otrzymamy tor punktu,
zlozony z czastek kof, zakreslonych z roznych $rodkéw, réznymi promieniami,

Zauwazymy, ze tor puunktu, wykreslony sposobem wskazanym na str. 6, sklada
sig¢ z odcinkéw prostych; wykreslony zas sposobem teraz wylozonym sklada sie
z odcinkow kotowych.

z ktérego obliczymy /v, = . L.t Py, jest bowiem znane ja-

W szczegblnych przypadkach:

1) gdy P, =0, oraz P, = 0; wtedy ruch punktu jest prostolinijny i jedno-
stajny; z powyzszych bowiem réwnafi otrzymamy ¢ = oo; i predkosé
stalg;
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2) gdy P, =0; a P, = 0, wtedy powstaje ruch zmienny prostolinijny; gdyz
p = o, a predkosc¢ jest zmienng;

3) gdy zas P,=0, a P, = 0; wtedy otrzymamy ruch krzywolinijny jed-

nostajny;

4) gdy wreszcie P, - 0, oraz P, = 0, wtedy otrzymujemy ruch krzywolinij-

ny zmienny.

Obserwujgc np. sily, wywotujgce bieg ostatniego wagonu pociqgu, ktory
przebiega po tuku, zauwazymy, ze sity, wystepujace w ciagnacych go tancuchach,
sq sitami stycznemi do toru; nadajg wigc one ruch przyspieszony wzdtuz toruy;
sity zas odporowe szyn, wyst¢pujace w ptaszczyznie poziomej, sa sitami dosrod-
kowemi normalnemi do toru.

Rownaniazatem 70i71-sze sq rownaniami dynamicznemi w postaci algebraicznej
i réznig si¢ tylko od takichze réwnarn, wyrazonych spétrzednemi osiowemi, szczegol-
nym wyborem osi rzutéw. Rdéwnania zatem 70 i 71-sze stosowa¢ mozna do rozwig-
zywania wszelkich zadan z dynamiki punktu; a przedewszystkiem, do obliczenia
sit, wywolujgcych dany ruch punktu po danym torze. Gdy bowiem dany jest tor
i ruch punktu po nim, wtedy obliczymy nietodg analityczna z réwnarn toru promien
krzywosci w danym miejscu toru, lub wyznaczymy go wykreslnie, gdy dana jest
postac toru (poréw. § 42-gi tomu [-go); a z réwnan 70-ych obliczyvmy rzut P,; z przy-
— 4 : ] L. adw
§pieszenia zas punktu po torze, t. j. z wartosci oy
71-ego wyznaczymy site, dziatajgca w danej chwili na punkt ruchomy i wywo-
fujacg dany ruch. Moznaby réwniez rozwigzac za pomocg tych réwnan zadanie od-
wrotne t. j. z danych sit obliczy¢ tor, lecz sposob ten jest dosyé zawity pod wzgle-
dem rachunkowym.

obliczymy site P,; a z réwnania

Przykiad. Punkt materyalny o cigzarze () = 10 kg, zakre§la w ptaszczyZnie
poziomej ruchem jednostajnym, o predkosci: v = 3 m/sek., koto o promieniu
r = 1 m. Obliczy¢ sile, wywotujgcq ten ruch.

: dv -z ;
Stta stycziia w danym razie P, = m o g 0, gdyz predkosc v, stosownie

| . b : | - v? OB B,
do warunkow zadania, jest statg. Sita zas normalna P, = m e 25 >~9ky.

Poniewaz tor jest kotem, przeto normalne we wszystkich punktach kota, przecinajg
sie w jego Srodku; sita P, jest przeto skierowang ku sSrodkowi kota i posiada war-
tos¢ statg. Azeby wigc punkt materyalny o cigzarze 10 kg zakreslif tor kotowy ru-
chem jednostajnym z predkoscig 3 mjsek., nalezy do tego punktn przylozy¢ site
niezmienng pod wzgledem algebraicznym P = 9 ky, skierowana ku Srodkowi kota.
Site dosrodkowg dostarcza w tym razie naprezenie nici, ktére jest réwne 9 kg.
Wynik ten pozwoli obliczy¢ wielkos¢ przekroju nici; azeby pod dziataniem sity
ciggnienia nic zerwala sie, jezeli np. obierzemy te ni¢ w postaci drutu Zelaznego,
ktérego wytrzymatos¢ przyjmieny: 5 = 1000 kg/em?, to przekrdj [ tego drutu

obliczymy z réwnania: /. 1000 =9 kg; skad f = 100 = 0,9 mm?; a za-

9
1000 °
tem Srednica drutu d = 1,08 mm.
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Jezeliby torem punktu byly szyny, to sita dosrodkowa zostalaby udzielona
danemu punktowi za posrednictwem szyn; wtedy parcie szyn na punkt materyalny
jest sitg, ktora nadaje mu ruch krzywolinijny.

4. Zasady szczegélne dynamiki.

22. Cel tych zasad. Przytoczone na poczatku poprzedniego rozdziatu
dwa prawa zasadnicze: prawo bezwiadnosci i prawo superpozycyi wystarczajg zu-
petnie do okreslania wiasciwosci ruchu punktu; a réwnanie dynamiczne, bedace
wyrazem tych praw, daje mozno$¢ ujecia tych wilasciwosci w matematyczng forme.
Dla utatwienia jednakze okreslenia wiasciwosci ruchu, jak réwniez dla ulatwienia
obliczen, wyprowadzono z tych praw, inne prawa, zwane zasadami, ktére obejmu-
ja cate grupy zjawisk ruchu, i wyjasniajg ich przebieg. Zasady te wyrazaja sie
pewnemi rownaniami, wyprowadzonemi drogq przeksztatcen algebraicznych z przy-
toczonego réwnania dynamicznego; i wyraiajgcemi jedynie w sposéb wiecej po-
gladowy zwigzki pomiedzy parametrami ruchu.

Zasady zatem, ktore tu wylozymy nie wnosza do naszych rozpatrywan Zad-
nych nowych praw fizycznych, ani tez nie dajg rownan algebraicznych, nieza-
leznych od rownania dynamicznego, a sg tylko wyrazem w innej postaci tego
réownania.

Zasadami temi sg:

zasada rownowartosci pracy sit i energii kinetycznej; oraz

zasada momentu ilosci ruchu.

A. Zasada réownowartosci pracy i energii kinetycznej.

235. Rozwinigcie tej zasady. W tomie I-ym na str. 240-ej wyprowadzi-
lismy rownanie 141-sze, wykazujace réwnowarto$¢ pracy sity, przylozonej do
punktu materyalnego, i przyrostu energii kinetycznej, jakiego ten punkt doznat
podczas nieskornczenie malego przesunigcia. Rownanie to ma nastepujaca
postac :

P, .ds = d (i mv¥);
P, oznacza rzut sity na kierunek przesuniecia ds.

Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktoérym punkt ruchomy, pod dzialaniem da-
nych sit, zakres$li tor o skoriczonej diugosci. W tym celu dzielimy tor, jaki za-
kre$la punkt ruchomy, na czastki ds, ktére uwaza¢ bedziemy za czastki prostoli-
nijne; a pracg sity P, wzdtuz & — tej czastki toru wyrazimy, na zasadzie okreglen,
podanych w § 176-tym tomu l-ego, wzorem:

Py dsy . cos (Px, d8x);
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