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i zwrocong ku wschodowi; (porown. rys. 119 str. 129 tomu Il-ego, oraz tres¢
§ 66-tego tego tomu). A zatem, azeby punkt materyalny mégt poruszac si¢ z pewng
predkoscig na potkuli pétnocnej wzdiuz potudnika od bieguna ku réwnikowi nale-
zy przylozyé do niego oprocz sif, lezacych w plaszczyznie biegunowej, sil¢ prosto-
padlg do niej, zwrécong ku wschodowi. Jezeli wezmiemy pod uwage rzeke ply-
ngcg na potkuli pétnocnej wzdiuz potudnika, to wobec powyzszych wynikéw pra-
wy jej brzeg powinien by¢ szczegdlniej wzmocniony, gdyz sita odporowa tego
brzegu wywotuje przy$pieszenie; w przeciwnym bowiem razie rzeka podmyje
ten brzeg i koryto przesunie si¢ ze wschodu ku zachodowi. Niektérzy technicy
uwazajg, ze W pociggach biegnacych w opisanym kierunku prawe szyny wigcej sig
zuzywajg, niz lewe; chociaz bowiem sita N,, jak tatwo obliczyé, posiada bardzo
malg wartosé, jednakze z biegiem czasu moze znacznie zmieni¢ warunki fizyczue,
w jakich odbywa si¢ ruch.

Latwo spostrzedz z powyzszego wzoru, Ze najwiekszq wartos¢ posiada ta sita
przy biegunie; przy zblizaniu sig za$ punktu ruchomego ku réwnikowi maleje, a na
réwniku = 0.

Zgodno$¢ wynikéw tego rachunku ze zjawiskami fizycznemi, stwierdza
stuszno$é naszych zatozen; na jakich oparliSmy dany rachunek;—t. j. stwierdza, Ze
punkt materyalny pozostawiony sam sobie zakresli tor prostolinijny ruchem jed-
nostajnym wzgledem ukfadu sztywno zwigzanego z gwiazdami statemi.

8. Metoda d’Alembert’a.

75. OkresSlenic i rozwinigcie tej metody. Metoda ta ma na celu
uproszczenie rozpatrywania ruchu punktéw czy tez bryt materyalnych, i polega na
tem, ze iloczyn: :

(— mp);
t. j. zeiloczyn z masy poruszajgcego sie punktu i jego przyspieszeniaw danej chwili
z przeciwnym zwrotem uwaza¢ be¢dziemy za sitg. Site t¢ wprowadzamy do na-
szych rozumowai w celu zastgpienia pojgcia kinetycznego, iloczynu z masy i przy-
$pieszenia, pojeciem statycznem. Silg, okreslong w ten sposob, nazwiemy silg
bezwiadnosci danego punktu; silg t¢ oznaczac¢ bedziemy litera B; a geomefrycznie
wyrazimy ja wektorem mp z odwrécong strzatka.

Jezeli przeto wyobrazimy sobie, ze site:

E == — 7)?/17,
przytozymy do punktu ruchoinego, posiadajacego mas¢ m i przyspieszenie p, to

punkt dany begdzie pozbawiony tego przy$pieszenia i pozostanie w spoczynku Jub
w ruchu jednostajnym; inaczej mowiac, sity zewnetrzne, wywolujace dane przysSpie-
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szenie, i sita bezwtadnosci B sa w kazdej chwili w rownowadze. (Qdy warunek tej
réwnowagi wyrazimy, zgodnie z § 104-tym tomu I-go, réwnaniem:

P4+ B =0, lub inaczej P-+(—mp) = 0,

wtedy pod wzgledem formalnym réwnania te réznig sie od rowmnania dyna-
micznego:

P=mp,

tyiko przeniesieniem wyrazu mp; a pod wzgledem ich znaczenia fizycznego réznia
si¢ sposobem pojmowania tych wyrazow.

Gdy wprowadzimy do rozpatrywan ruchu punktu materyalnego pojecie sity
bezwtadnosci, wtedy mozemy otrzymac réwnanie ruchu punktu z réwnania réwno-
wagi, po przytozeniu do danego punktu sity bezwfadnosci.

Na str. 143-ej tomu I dowiedlisSmy np., ze gdy sily, dziatajgce na punkt, sa
w rownowadze, wiedy suma ich momentéw rowna si¢zeru; zastosujemy przeto to twier-
dzenie do punktu, bedgcego w ruchu, wywolanym silg P. W tym celu przylozymy
do niego silg z’z(“mﬂ i przyréwnamy sume momentéw tych sif, wzigtych
wzgledem dowolnie obranego bieguna, do zera; a otrzymamy réwnanie:

h-[]. -+ ‘ﬂ-fj; =)
Moment My sity bezwladnosci B wyrazimy wzorem wektorowym:

d(mv) =

_v dZ( .tr’

ktéry na zasadzie 1'bzwaZa|’1, przytoczonych na str. 62-ej, zastapimy nastepujgcym:

aM, .

=

a po podstawienit g0 W réwnanie poprzednie, otrzymamy réwn. 76-te, wyrazajace
zasade momentéw. Warunek réwnowagi sit, wyrazony réwnaniem ich momentéw
ST 0, oraz rOwnanie momentéw w dynamice, réwn. 76-te, majg rowniez te
wspolng wiadciwose, Zze réwnanie momentéw w obydwdch przypadkach nie okresla
jednoznacznie ani réwnowagi sit, ani tez ruchu punkiu; a wyraza tylko pewie
wiasciwosci, jak rownowagi tak i ruchu, coSmy juz wypowiedzieli w § 29-tym.

W tenze sposob warunek réwnowagi, wyrazony zasada pracy wyobrazalnej,
poréw, § 213 tomu I-g0, moze by¢ zastosowany do zestawienia réwnania dynzi-
micznego ruchu. W tym celu przyréwnamy do zera sume wyobrazalnych prac
sit zewngtrznych i sity bezwiadnosci i napiszemy réwnanie:

dLI‘+ dL];:_-O o . . o 5 - . - . . . (178)
Prace d Ly sity bezwiadnosci wyrazimy zgodnie z danemi okresleniami wzorem:

(— mpy) - ds,
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lub inaczej wzorem:

— m by ds
dt - S.
ktory, po podstawieniu gi = v, przeksztatcimy na nas.tqpujqcy:

— d (L mv?).

Po podstawieniu tej wartosci w réwnanie poprzednie, otrzymamy réwnanie,
wyrazajgce zasade rownowartosci pracy i energii kinetycznej.

Z tych przyktadéw wynika, ze moment sity bezwtadnosci wyraza si¢ pochod-
ng wzgledem czasu momentu ilosci ruchu z odwrotnym znakiem; a praca wyobra-
zalna sily bezwladnosci—przyrostem energii kinetycznej danego punktu ze zna-
kiem odjemnym; obydwa te wnioski wyrazimy wzorami:

M, =— VoLl g SN Gnse. (179)

d
at
oraz

ALy = — d(i mv?. T g .. (180)

Jezeli punkt jest nieswobodny, to dla sity bezwladnosci znajdziemy pewue
fizyczne znaczenie; a mianowicie rzut jej na gtéwng normalnug do toru, lub do po-
wierzchni, po ktérej punkt si¢ porusza, wyraza site parcia, jaka wywiera punkt ru-
chomy na dany tor czy tez na dang powierzchnig; site te, jako szczegdlny przypa-
dek sily bezwiadnosci, nazywajq sitqg odsrodkows.

Jezeli np. punkt materyalny porusza si¢ po danem kole ze stalg predkoscia,
to sita odporowa kotla:

N= m;, a E:(—mﬁ); a wiec: B = ]'\-f;

czyli sita odsrodkowa Tfjest sitg parcia, jaka wywiera punkt ruchomy na tor, po
ktorym sie porusza. Z tego widzimy, ze sity bezwladno$ci punktu nieswobodne-
go, bedgcego w ruchu, sg miarg statycznego dzialania tego punktu na tor lub na
powierzchnig, po ktérej punkt sig¢ porusza.

Rozpatrzmy dla przyktadu ruch punktu materyalnego, poruszajacego sie po
kole pod dzialaniem sity cigzenia, gdy koto jest w ruchu postepowym w swej pla-
szczyznie. Rownanie statyczne ruchu tego punktu wyrazimy wzorem:

@+ N+ B=0; wktorym B = (— mDp);

Réwnanie to wypowiemy: sita cigzenia punktu sita odporowa toru i sita bez-
wiadnosci punktu sg w rownowadze w kazdem miejscu toru; gdy punkt wyobrazi-
my sobie w spoczynku w danem miejscu kofa.

Dla.wyrazenia réwnowagi tych sit mozemy stosowaé¢ wszystkie sposoby, wy-
tozone w statyce. Wyrazmy np. warunek tej réwnowagi zasada momentoéw sik;
poréw. § 107-my tomu l-go, a napiszemy:

JW,‘; -I‘ ﬂ[y "i‘ .D/[]: —
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Obierzmy biégun momentéw w $rodku kota, a po podstawieniu odpowiednich war-
tosci, porow. rys. 33-ci str. 89 oraz wzér 179-ty; otrzymamy réwnanie:

(t)[’ sin o + ['— (clli (’”l’l/‘Z)> — 0,

ktore po przeksztatceniu da réwn. 103-cie.

Mozna réwniez wyrazi¢ warunek réwnowagi zasadgq pracy przystosowanej,
poréw. § 116-ty oraz wzér 193-ci tomu I-go; a napiszemy wtedy.

(ZLQ+ dL_v —'— dLz— 0;
po podstawieniu zas odpowiednich warto$ci mamy:
Qdy —d@Emv) =0

i wreszcie po scatkowaniu od , do %, lub od 5, do o, i od 0 do w, otrzymamy
wzér 106-ty.

Przyktady te majg na celu wykaza¢ réznorodnos¢ sposobéw rozumowania,
doprowadzajacych do réwnan ruchu.

Jezeli punkt jest w ruchu ztozonym, to mozna przyjac, ze jego przy$pieszenie
wiasciwe jest ztozone z kilku przyspieszen; jezeli przeto przytozymy do tego
punktu sity bezwtadnosci, réwne iloczynom z masy punktu i odwréconych przys$pie-
szefi, wynikajacych z pewnego rodzaju ruchu, to mozemy uwazaé, ze dany punkt jest
pozbawiony tego rodzaju ruchu; lecz wykonywa on pozostate ruchy, wskazane wa-
runkami danego zadania. W ten sposob metoda d'Alembert’a daje sposéb rozpatry-
wania wiasciwosci poszczegdlnych ruchdéw, z jakich ztozony jest ruch danego punktu.

Rozpatrzmy dla przyktadu ruch punktu ci¢zkiego po kole, bedgcym w ruchu
postepowym jednostajnie przyspieszonym we wtlasnej ptaszczyznie; ruch ten roz-
patrywali$my juz metodq dynamiczng w § 68-ym; azeby za$ zastosowac¢ do tych roz-
patrywan metode d’Alembert’a, wyobrazmy sobie ilo-
czyn (-~ mﬁ,) jako sife i przylézmy jq do punktu ru-
chomego, a tor uwazajmy za pozostajacy w spoczynku;
wtedy napiszemy réwnanie:

[@A4-(— mp)] + N = mPy;

ktore przedstawia ruch wahadta zwyklego, poddane-
go statej sile:

[Frp—m P S A s

Kierunek przeto tej sity jest kierunkiem réwnowagi
wzglednej danego wahadta. Latwo spostrzedz, ze
wzOr powyzszy, z ktérego mamy wyznaczy¢ kierunek
szukanej rownowagi wzglednej, jest wyrazem wekto-
rowym rownania algebraicznego 154-ego. Ruch przeto
wzgledny wahadta, bedgcego w ruchu jednostajnie przyspieszonym, jest ruchem

Rys. 85.

Mechanika teoretyczna, b 15 11
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wahadlowym dkolo polozenia réwnowagi, ktérego kierunek jest réwnolegly do kie-
runku wektora ((? — m;u).

Jezeli tor jest w ruchu obrotowym; to w celu obliczenia wzglednego ruchu
danego punktu materyalnego; nalezy przylozy¢ do niego site:

e m}_),,); oraz site: By = (— 2m 'V?,,E);

a tor nalezy wyobrazi¢ sobie pozostajacym w spoczynku. Sily bezwladnosci
tacznie z sita cigzkoSci punktu oraz z sita odporowg toru, wywotujg ten sam ruch
punktu po danym torze, bedgcym w spoczynku, jaki wywotuja sity zewnetrzne (bez
sit bezwtadnosci) po torze, obracajacym si¢. Azeby przeto obliczy¢ ruch wzgledny
punktu, pozostajgcego na torze ruchomym, nalezy do sit zewngtrznych oraz do sit
odporowych dotgczy¢ sity bezwtadnosci BuliRad obliczy¢ ruch punktu, beda-
cego pod ich dziataniem, po torze nieruchomym; do czego stosowal mozna
kazde z twierdzen, wytozonych w rozdziatach poprzednich.

Azeby np. unaocznic¢ sobie ruch wzgledny, opisany w przykladzie § 73-ciego,
wyobrazmy sobie, Ze koto pozostaje w spoczynku, a do punktu ruchomego przylozo-
ng jest sita:

(— mp,), oraz sita (—2m V;w?o);
a wtedy napiszemy réwnanie dynamiczne ruchu wzglednego:
N (— mpua) +(— 2m V0, 9,) = mPDu;

ktére jest jednakowe z réwn. 172-em; otrzymujemy przeto drogq tego rozumowa-
nia te same rownanie, jakie otrzymaliSmy poprzednio; nadajgc inne znaczenie
jego wyrazom.

Ruch punktu po kole tego przykladu wywolany jest sitami, posiadajacemi
sktadowe w kierunku stycznej do toru; sila przeto N i sita (—2m VF,” .?0), IysS.
52-gi, nie wplywaja na ruch punktu po kole; a jedynie sita (— mp.); po przyloze-
niu przeto do punktu danego sity (— mz_)u) uwazaé bedziemy, Ze punkt znajduje
si¢ na kole nieruchomem i Ze dzialaja na
niego sity Srodkowe, wychodzgce ze Srodka,
znajdujacego si¢ w biegunie obrotu; sity te
odpychaja dany punkt sita m«s,2l; t. j. sila
proporcyonalng do odlegtosci od tegoz bie-
guna, rys. 56-ty. Ruch przeto jaki wykony-
wa dany punkt pod dziataniem tych sit po
kole nieruchomem, bedzie jednakowy z ru-

Rys. 56. chem, jaki on wykona podczas obrotu kota.
Roéwnanie tego ruchu otrzymamy z rzutu
sity (—mp,) na styczng do kota; réwnanie to jest nastgpujgce:

(= mpu) = MPuy;

z ktérego, po podstawieniu odpowiednich wartosci, otrzymamy réw. 174-te.
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Majac na uwadze dziatanie tych sit wytlomaczymy sobie statycznie dla cze-
go np. w tym przyktadzie punkt ruchomy, umieszczony bez predkosci wzglednej
na koncu S$rednicy, przechodzacej przez biegun, nieporuszy sig; sita bowiem
(— mp.) jest w tem miejscu toru prostopadig do toru i nie jest w stanie wywotac

ruchu. Jest to wynik, do ktérego doszliSmy poprzednio drogg analizy réwnania
ruchu.

76. Zasada rownowartosci pracy i energii kinetycznej zlozo-
nego ruchu punktu materyalnego. W obliczeniach ruchu punktu po torze
nieruchomym korzystaliSmy z zasady réwnowartosci pracy sit i energii kinetycznej
tego punktu; zasada ta dawata bezposrednio zwigzek pomiedzy predkoscig punktu
i potozeniem jego na torze. Wskazemy obecnie spos6b stosowania tej zasady do
ruchu punktu po torze poruszajgcym sie.

W tym celu wyobrazmy sobie dany tor (ktéry jest w ruchu) pozostajacym
w spoczynku; a wzamian tego, w mysl metody d’Alembert’a, przytézmy do danego
punktu sity:

B, = (— mﬁ,); oraz Bg = (—va-ﬁ,,?);

w ten sposéb sprowadzimy zadanie ruchu po torze, poruszajgcym sig, do zadania
ruchu punktu po torze nieruchomym, co da moznos¢ zastosowania zasady réwno-
warto$ci pracy i energii kinetycznej. Przyréwnamy przeto prace tych sil,
jaka one wykonujq podczas czastkowego przesunigcia punktu po tym torze, do
warto$ci przyrostu energii kinetycznej ruchu wzglednego; ktora okre§limy wzorem:

L m Ugw ]

i nazwiemy energia kinetyczna ruchu wzgl¢dnego.
Prace czastkowa dLp sily zewnetrznej (P) obliczymy z iloczynu rzutu tej

sity na styczna do toru w danem jego miejscu i z czastki tego toru; t. j. obliczymy
ja ze wzoru wektorowego:

ALy —P . a5y,

w ktérym d s, oznacza przesuniecie punktu po torze wzglednym; lub tez obli-
czymy ja ze wzoru rzutéw sity i przesunigciu na osi prostokgtne &, 1, ¢, sztywno
zwiazane z torem poruszajacym si¢ (poréw. wzor 144-ty lub 158-my tomu I-ego;
wzOr ten jest nast.:

dL,.:: PE B d& +Pq 3 dq+])c . dt.

Praca czastkowa sity odporowej podczas przesunigcia punktu po torze
wzglednym, o ile nie uwzgedniamy tarcia, rowna sig zeru.

Prace sity odsrodkowej B, obliczymy w kazdem miejscu toru, jezeli znany
jest ruch tego toru; prace te oznaczymy literg L.

Praca wreszcie silty B, (Coriolisa) réwna si¢ w danym razie zeru; kierunek
jej bowiem jest prostopadly do kierunku predkosci wzglednej, a wicc jest prosto-
padly do przesunigcia punktu po torze poruszajacym sig.
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Zasade przeto réwnowartosci pracy i energii kinetyczuej ruchu wzglednego
wyrazimy nastepujacem réwnaniem:

Gligr Bl =2 M%) - = + - - o o (FED

ktére napiszemy po dodaniu wszystkich tych prac czgstkowych, poréw.§ 23, w po-
staci podobnej do postaci réwn. 72-ego tego tomu:

B 2 p :
Dt === T G i s 10 e 2 8 s WLBBY

Réwnanie to wypowiemy w nastepujacy sposéb: praca sit zewnetrznych i praca sit
od$rodkowych, podczas przesuniecia punktu po torze, bedgcym w ruchu, rowna sig
przyrostowi energii kinetycznej wzglednego ruchu punktu, poruszajacego sig
z miejsca 4 do miejsca B danego toru.

W szczegélnym przypadku; jezeli ruch toru jest obrotowy o niezmiennej pred-
koéci?u; to sifa:

B, = mhg,?;

gdzie h oznacza odlegtos¢ punktu od osi obrotu ze zwrotem dodatnym, zgodnym
z powigkszajacg si¢ wartoscig tej odleglosci. Sita ta, zwana sila odsrodkowa
normalng (czesto—wprost sitg odsr.), posiada funkcye sit, i praca jej powstaje tyl-
ko wtedy, gdy punkt oddala si¢ od osi obrotu lub zbliza sie do niej; praca przeto
tej sity:
hp
L.A=/mhs, dbh =y mo?, (h2 — h2);

B
fiy

gdzie litery K. i hp oznaczaja odleglosci punktu ruchomego od osi obrotu.

Jezeli przytem sily zewnctrzne, dziatajace na dany punkt, posiadajg funkcye
sit, wyrazong spolrzgdnemi, okreSlajacemi potozenie punktu wzgledem danego
toru; —t. j. spotrzednemi wzglednemi (np. §, 1, ¢), to napiszemy réwnanie pracy
w postaci:

(Us— Ug) +4me2(hp — h3) =4molp—smos, . . . . (184)

Jezeli przeto mamy obliczy¢ predkos¢ wzgledng punktu w danem miejscu
toru ruchomego, to réwnanie powyzsze daje bezposrednio moznos$¢ tego obli-
czenia.

Obliczymy np. predkosé punktu ciezkiego, poruszajacego sie w rurce, dosko-
nale wewnagtrz gladkiej, obracajacej si¢ okolo osi pionowej; jakieSmy opisali
w przykladzie na str. 138-ej, i przedstawili na rys. 50-tym. Przyjmijmy np., Ze
punkt ruchomy otrzymal w miejscu 2, danej osi predkos¢ v,,,, to, po przejsciu do
miejsca 2, dozna on odpowiedniego przyrostu energii kinetycznej, a zasada pracy
da réwnanie: :

—myg (g — 2,) . cos a-l- L me? (x? — 28)) = § mvd, — § mv?,,,

., 1 po podstawieniu:
& = & 8in &, Ofaz.2, = g, §in-=2,
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otrzymamy rownanie, z ktérego obliczyc mozna v, w kazdem miejscu 2 toru ru-
chomego.

Z rownania przeto 181-tego wynika: gdy sity zewnetrzne posiadaja funkcye
sit (w spoétrzednych wzglednych) i gdy tor jest w ruchu obrotowym jednostajnym,
to predkos¢ wzgledna punktu ruchomego zalezy tylko od jego pofozenia wzgledem
ruchomego uktadu odniesienia, a nie zalezy od postaci toru po jakim on przeby!
z jednego potozenia do drugiego.

W przypadku, gdy tor ruchomy jest plaski i obraca sie w ptasczyznie pozio-
mej okofo bieguna, obranego na tejze plaszczyznie, to praca sily ciazenia punktu
podczas jego ruchu réowna sie zeru; przyrost wigc jego energii kinetycznej zalezy
tylko od poczatkowej jej wartosci i od odlegtosci punktu od bieguna; a nie zalezy
od postaci toru, po jakim on przebyt z poczatkowego potozenia do potlozenia,
w ktérem chcemy obliczy¢ jego predkos$é; a wiec nie zalezy réwniez od postaci
geometrycznej obracajacego sig toru.

9. Ruch wzgledny puhktu materyalnego.

A. Kinematyka wzgl¢dnego ruchu punktu.

77. Okreslenia i twierdzenia. W celu unaocznienia ruchu wzglednego
wyobraZzmy sobie calg przestrzefi wypelniong punktami matematycznymi, ktérych
wzajemne odlegtosci niezmieniajg si¢ podczas naszych rozpatrywan. Przyjmijmy
nastepnie, ze zbior tych punktéw moze przenika¢ bez oporéw inne takiez zbiory
punktow; jak rowniez kazdy oddzielny punkt, nie nalezgcy do takiego zbioru, mo-
ze rowniez przenikac taki zbior.

Jezeli w takim zbiorze pewien punkt, nie nalezacy do tego zbioru, zmienia swe
polozenie, to pokrywa¢ si¢ on bedzie kolejno z réznymi jego punktami; geome-
tryczne miejsce tych punktow nazwaliSmy juz w kinematyce torem, a caly zbior,
w ktorym punkt dany wyznacza ten tor, nazwaliSiy uktadem odniesienia ruchu da-
nego punktu.

Ze zmiany polozenia punktu w danym ukladzie odniesienia nie jest mozli-
wem sadzi¢ o tem, czy punkt si¢ porusza, — czy tez uktad; azeby za$ o tem mdédz
sqdzi€, nalezy odnies¢ tak ruch punktu jak i ruch danego ukfadu do innego uktadu
odniesienia.

Uktady odniesienia bogg by¢ w spoczynku, lub tez w ruchu wzgledem innego
uktadu, ktéry, dla uproszczenia rozpatrywarn, przyja¢ mozna za nieruchomy; choé
zreszty i ten ukiad moze by¢ w ruchu wzgledem innego—trzeciego uktadu i t. d.

Uklad, ktory przyjmiemy za nieruchomy, nazywaé¢ bedziemy bezwzglednym;
a predkosci i przy$pieszenia z jakiemi punkt dany porusza sie w takim uktadzie —
bezwzglednemi; wielkoSci te oznaczymy litetami U i?)b. Dotychczas mielismy
tylko z temi wielkosciami do czynienia, gdyz przyjmowaliSmy uktad odniesie-
nia za nieruchomy. :
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Przypomniec nalezy, ze chwilowy rucli ukladu odniesicnia, jako ruch nieograni-
czonej bryly sztywnej, jest scisle okreslony, poréw. § 73-ci tomu l-ego, wektorem chwi-
lowej predkosci katowej » oraz wektorem predkosci postepowej v, ize te wektory
nalezy wycbrazi¢ sobie sztywno zwigzanymi z ukladem, przyjetym za nieruchomy.

Jezeli pewien punkt zakre$la tor w ukladzie odniesienia, bedgcym w ruchu
wzgledem innego uktadu, to nazwiemy go torem wzglednym,; a stosunek dlugosci
czgstki tuku, faczacego dwa nieskoriczenie blizkie potozenia tego punktu, do czasu
w jakim on przebyl te czastke, nazwiemy predkosciq wzgledng; i w ten
ze sposob wprowadzimy pojecie przyspieszenia wzglednego: wielkosci te oznaczy-
my literami v, i Py .

Z tych rozpatrywan wynika, ze moze zajs¢ taki szczegdlny przypadek, w ktérym
dany punkt pozostaje w spoczynku wzgledem tak zwanego ulfadu bezwzglednego;
a wzgledem innego uktadu bedzie w ruchu; przypadek ten nastapi, gdy ten drugi
uktad bedzie w ruchu wzgledem wktadu bezwzglednego; przypadek ten wyrazimy
nast. wzorami:

-'1_7,, — RO -5, 20

Przez ruch przeto punktu w pewnym uktadzie odniesienia, rozumie¢ nalezy
wogole zmiang jego polozenia w tym ukladzie, nie wchodzac w to, czy punkt jest
w ruchu, a uktad w spoczynku, czy tez punkt jest w spoczynku, a uklad w ruchu;
czy tez wreszcie punkt i ukiad sgq jednoczesnie w ruchu. Stan ruchu tak punktu
jak i uktadu w tych przypadkach odnosimy do innego ukfadu, ktéry w danej chwili
przyjmujemy za nieruchomy,—za t. zw. bezwzgledny.

Tory zatem i wogdle ruchy, jakie zakresla dany punkt w pewnym uktadzie,
zalezg od ruchu tego punktu i od ruchu ukiadu odniesienia wzgl¢dem uktadu nie-
ruchomego. W szczeg6lnym przypadku, gdy uktad ruchomy pozostaje w spo-
czynku wzgledem innego, przyjetego za nieruchomy — za bezwzgledny; wiedy
tor bezwzgledny i wzgledny tego punktu wzajemnie si¢ zlewajg; a predkosci
i przyspieszenia tego punktu sg w kazdej chwili jednakowe w obydwdéch uktadach.

Z tych okreslen wyprowadzi¢ mozna dwa nastepujgce bardzo wazne dla na-
szych rozpatrywan twierdzenia:

1) ruch punktu wzgledem uktadu, bedacego w ruchu, nie zmieni sig, jezeli
udzielimy jednocze$nie ukfadowi oraz punktowi pewnego wspolnego przesunigcia.
W celu unaocznienia sobie tego wniosku wyobrazmy sobie, ze zatrzymujemy
chwilowo ruch ukfadu odniesienia oraz ruch punktu, i nadajemy uktadowi pewnego
dowolnego przesuniecia, niemajgcego nic wspolnego z ruchem uktadu i punktu;
wskutek czego miejsce uktadu, w ktérym znajdowal si¢ w danej chwili punkt ru-
chomy, oddali sie od tego punktu; azeby za$ zatrzymac punkt ruchomy w tem sa-
mem micjscu danego uktadu, w ktérem znajdowal si¢ przed jego przesunigciem,
nadajmy réowniez temu punktowi takie same przesunigcie, jakiego doznato odnosne
miejsce ukfadu wskutek jego przesunigcia. Jezeli np. miejsce ukfadu, w ktérem
znajduje si¢ w danej chwili punkt ruchomy, wskutek pewnego przesunigcia catego
uktadu, dozna przesuniecia A'S; to nalezy punktowi ruchomemu, azeby pozosta-
wal on w temze miejscu uktadu odniesienia, nada¢ rowniez takie same przesu-
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nigcic A's. Jezeli np. obrécimy dany uktad o pewien dowolny kat okoto dowol-
nie obranej osi, to i punkt ruchomy, azeby pozostat on w tem samem miejscu da-
nego uktadu, obréci¢ nalezy okolo tejze osi o tenze kat. Przez takie jednoczesne
przesunigcie ukfadu i punktu ruchomego zmieniamy co prawda polozenie punktu
i ukfadu wzgledem innego ukifadu,—bezwzglednego; t. j. wogéle zmieniamy lgcznie
ruclt uktadu i punktu, lecz nie zmieniamy potozenia danego punktu wzgledem
uktadu ruchomego.

2) ruch punktu wzgledem poruszajacego si¢ uktadu niezmieni sig, jezeli wy-
obrazimy sobie ukfad ten w spoczynku, a punktowi nadamy w tejze chwili ruch
odwrotny, jaki posiadalo miejsce, w ktérem on si¢ znajdowat. Azeby tego dowies¢,
wybierzmy z pomigdzy dowoluych przesunig¢, jakie mozemy nadac jednoczesnie ru-
chomemu ukfadowi odniesienia i punktowi danemu, przesuniecie, ktore jest rowne,
lecz przeciwne co do zwrotu, przesunigciu, jakie posiadal w danej chwili uktad
ruchomy; przez taki ruch uktad ruchomy pozostanie w spoczynku; a punkt rucho-
my bedzie posiadat dwa ruchy: ruch, ktoéry juz posiadatl, t. j. — ruch bezwzgledny;
oraz ruch, jaki posiadato w danej chwili miejsce, w ktérem sie on znajdowat, lecz
z przeciwnym zwrotem. Azeby punktowi danemu udzieli¢ tego ruchu, wyobrazi-
my sobie, Ze jest on sztywno polqczony z ukladem bezwzglednym, i temu uklado-
wi razem z tym punktem nadamy ruch przeciwny ruchowi uktadu ruchomego.

Jezeli np. ukfad ruchomy jest chwilowo w ruchu postgpowym o predkosci v,
a punkt posiada pewien ruch, okreslony wzgledem uktadu bezwzglednego; to wy-
obrazmy sobie poruszajacy si¢ uktad w spoczynku, a ukfad bezwzgledny razem
z punktem w ruchu postgpowym o predkosci (— ). Jezeli za$ uklad ruchomy
ma chwilowg predkos$¢ obrotowy ¢, to, po jednoczesnem nadaniu uktadowi bez-
wzglednemu, a wigc i punktowi predkosci (——;), uktad ruchomy pozostanie w spo-
czynku, a punkt nie zmieni swego ruchu wzgledem tego uktadu. Gdy przeto na-
damy uktadowi bezwzglednemu, z ktorym zwigzany jest tor bezwzgledny, ruch
odwrotny ruchowi, jaki posiada w danej chwili uktad ruchomy; wtedy ruch punktu
bedzie ruchem wypadkowym: z ruchu punktu po torze bezwzglednym i z ruchu,
jaki posiada w danej chwili uktad ruchomy, lecz z przeciwnym zwrotem. Te
wlasciwo$¢ ruchéw nazwaé¢ mozina ,przemiennoscia ruchéw"; (Dualismus, Re-
ciprocitat).

Prawo przeto przemiennosci ruchéw pozwala sprowadzié¢ zadanie obliczenia
ruchu danego punktu wzgledem poruszajacego si¢ uktadu odniesienia do obliczenia
ruchu zlozonego tegoz punktu. Ruch przeto, jaki zakresli dany punkt w rucho-
mym ukiadzie odniesienia, moze by¢ uwazany za ruch zlozony; ktéry rozpatrywa-
liSimy w § 92 1 93-cim tomnu I-go.

Wzory przeto ruchu punktu w ukfadzie, bgdacym w ruchu, wyprowadzimy
bezposrednio ze wzoru 71-ego i 72-ego tomu l-ego jako ze wzoréw, wyrazaja-
cych ruch wypadkowy, g¢dy zwazymy, e tor ruchomy ruchu ztozonego, nazwany
tam wzglednym w rozpatrywaniach tego dzialu, jest bezwzglednym; jest on bo-
wiem wtasciwie nieruchomym, a wyobrazamy go sobie tylko na zasadzie prawa
przemiennosci ruchéw — ruchomym; a ruch, kiéry w ruchu zfozonym nazwalisSmy
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bezwzglednym inaczej wypadkowym, jest w tych rozpatrywaniach ruchem wzgled-
nym; ruch wreszcie, ktorySmy w tamtych rozpatrywaniach nazywali unoszgcym,
w tych rozpatrywaniach jest odwrotnym ruchem uktadu ruchomego.

Po zastgpieniu przeto w réwnaniach tomu I-ego, wielkosci:

Vy PIZEZ Vw, Uy PIZEZ Ty, Uy Przez(— vy), Oraz

]—)b ” ;w) 2_)"' » I—be 1714 » i—:ﬁh ¢ przez (—— -(‘P-)‘

otrzymamy szukane wzory ruchu wzgednego:

=ty e 0 L . . . . {185)
T = E7d =2V b o oA o A186)

Dwoisty znak przyspieszenia unoszgcego (3= ;,.) oznacza, ze zwrot przyspie-
szenia nie zawsze sie zmienia, gdy odwraca sie zwrot ruchu uktadu. Jezeli np. ukfad
poruszajacy sie jest w ruchu postepowym; to ze zmiang zwrotu ruchu nastgpuje
zmiana zwrotu przyspieszenia, i w tym razie bierzemy (—]_)u); jezeli zas uklad po-
ruszajacy sie byl w ruchu obrotowym; to zmiana zwrotu obrotu niewpiywa na
znak przy$pieszenia; w danym bowiem razie przyspieszenie jest zawsze do-
§rodkowe niezaleinie od zwrotu obrotu.

Przyjmijmy np. Zze ukfad nieruchomy jast sztywno zwigzany z gwiazdami
statemi; wtedy ruch bezwzgledny kazdej gwiazdy stalej wyrazi si¢ wzorem:

v, = 0; awiec i p,=0;

a ruch jej w uktadzie, obracajacym si¢ np. z ziemia, wyrazimy wzorami:

Dy = — Vu; DPu— =15 Do -

A poniewaz przy$pieszenie unoszace jest zwrécone ku osi obrotu i = he¢?; przeto
kazda gwiazda stala zakre$la w przestrzeni, zwigzanej z ziemia, koto ruchem od-
wrotnym ruchowi unoszacemu. Zrozumiatem jest, ze do tegoz wniosku dojsc¢
mozna bezposrednio, stosujgc zasadeg przemiennosci ruchéw.

Réwn. 186-te mozna jeszcze przeksztalci¢ na nastgpujace. Podstawmy
w rownanie, odnoszace sie do ruchu obrotowego ukladu, réw. 186-te z (4 E,):

Vy = Vu + Vu s
a otrzymamy, po rozwigzaniu nawias, rown. nast.:
Pe=2D0+ Pu —2V0,0—2V,4;
a poniewaz:

v;u-(?- == ]Tu )
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przeto mamy:
o P AT 1D VL s ey LY L SOTET

Jest to réwnanie, ktére stosowac¢ mozna tak do postepowego, jak i do obrotowego
ruchu uktadu; przedstawia ono jednakze te niedogodno$é rachunkowa, ze po obyd-

woch stronach sa niewiadome w postaci przy$pieszenia 1 predkosci ruchu
wzglednego.

78. Przyklad. Punkt materyalny jest swobodnie wyrzucony z powierzchni
ziemi z predkoscia 3;,',,0; wyznaczy¢ tor, jaki on nakresli na ptaszczyznie, porusza-
jacej si¢ W plaszczyznie jego toru bezwzglednego ruchem postgpowym z predkoscig
stalg ¢; nie uwzgledniajac oporu powietrza, jakiego doznaje punkt podczas swego
ruchu.

Wobec tego, ze zjawisko tego ruchu jest krétkotrwale i odbywa sie na nie-
wielkim obszarze, przyjmiemy, ze uklad bezwzgledny (kinetyczny) jest sztywno
zwigzany z brylg ziemskg; przyjmiemy przeto, ze bezwzgledny ruch punktu odby-
wa si¢ w plaszczyznie pionowej, przechodzgcej przez kierunek poczatkowej pred-
kosci vy, i ze tor jego jest parabola, ktorej osi sprzezone posiadajg kierunki, wy-
znaczone kierunkami wektorow g i vyo. Inny jednakze jest tor, jaki zakresli ten
punkt na ptaszczyZnie, poruszajgcej sig. Azeby go obliczy¢ zastosujemy wzor:

-1'-’;!' :;b '_-z:-;
skad obliczymy predkos¢ wzgledng w poczatku ruchu:

Do = V0 — €.

W tenze sposob, poniewaz ¢ jest przy$pieszeniem bezwzglednem; i zgodnie z za-
tozeniem, co do ruchu uktadu odniesienia:

P = 0; oraz v = 0; mamy:
Eﬂ = ;

Przyspieszenie przeto ruchu wzglednego danego punktu jest réwne przyspieszeniu
ziemskiemu; a wiec jest ono-stale i pionowo skierowane; tor przeto wzgledny, t. j.
tor, jaki zakresli punkt dany na plaszczyznie poruszajgcej sie, jest parabolg o kie-
runkach osi sprz¢zonych, wyznaczonych kierunkami wektora? i wektora @1,,0 — -c-).
Pozostawia si¢ czytelnikowi nakresli¢ t¢ parabolg.

W celu zestawienia réwnania ruchu wzglednego tego punktu, zastosujemy
uktad spotrzednych wektorowych i wtym celu przeprowadzimy z miejsca wyjscia
punktu promienie wodzace do kolejnych polozen punktu, a réwnanie rézniczkowe
ruchu przedstawi si¢ w tych spétrzednych:

&Er -
aeg — 9
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Pierwsza catka tego réwnania wobec niezmiennosci wektora g) dla grauic od

(40 — ¢ do Z; oraz od 0 do ¢ jest nast.:

ar — — -—
B (’Ub,o = C) = gt,

druga za$ catka dla granic od 0 do 7 i od 0 do ¢
T={Up— 0 .t Lyt

Z réwnania tego wyznaczymy na plaszczyznie, poruszajacej sig, w kazdej chwili 7
potozenie punktu, gdy w miejscu poczatkowego potoZenia punktu ruchomego wy-
stawimy wektor G'),,,Oﬁc_)t i dodamy do niego wektor 1g#; moina do tych
rozpatrywan zastosowac rys. 14-ty. Zrzutowawszy nastqpnie powyzsze réwnanie
wektorowe np. na osi ukosnokatne, rownolegle do kierunkéw 0, — c) idoy, otrzy-
mamy algebraiczne réwnanie ruchu, wyrazone obranemi spotrzednemi.

79. Przyklad. Rozpatrzmy obecnie ruch, bez uwzglednienia oporéw,punktu
materyalnego, upuszczonego np. z pewnej wysokosci w polu sif cigzenia wzgledem
uktadu, sztywno zwigzanego z bryla ziemska, uwzgledniwszy obrét ziemi
tylko okofo wiasnej osi, z predkoscia katowa ? Pominiecie w tem obliczeniu -
ruchu ziemi okofo stonica pozostaje w danym razie bez wpltywu na wynik obli-
czenia; zjawisko bowiem spadania punktu jest zbyt krétkotrwate w poréwnaniu
z okresem rocznego obiegu ziemi.

Przyjmiemy w tych rozpatrywaniach, ze kinetyczny uklad odniesienia jest
sztywno zwigzany ze stoncem; punkt przeto materyalny, swobodnie puszczony bez
predkosci wzgledem ziemi, posiada w danej chwili predkos¢ bezwzglqdnq?b, 0, TOWNZ
predkosci unoszacej miejsca, z ktérego zostat on upuszczony; t. j.

v, = Ivy;

i jest zwrécong ku wschodowi; litera % oznacza promien réwnoleznika tego
miejsca.

Gdyby na ten punkt nie dziatata sita cigzenia, wtedy punkt, bgdac oswobodzony
od potaczen z ziemia, zakreslit by w uktadzie kinetycznym, w mys$l przyjetego prawa
bezwiadnosci, tor prostolinijny ruchem jednostajnym, ktérego kierunek byitby
styczny do réwnoleznika w miejscu, w ktérem znajdowal si¢ ten punkt w chwili
upuszczenia. Ruch ten jednakze bytby inny w przestrzeni, obracajgcej si¢ razem
z ziemig. Azeby ten ruch obliczy¢, wyobrazmy sobie brylg ziemska zatrzymang
W swym obrocie, natomiast prostq, po ktorej punkt przebiega z predkosciag
s, obracajaca sie z predkoscig (— <p) tor wtedy, jakiby zakreslit. dany punkt
w tym ukfadzie, i ruch, z . jakimby on go przebieg!, bylby taki sam, jaki by
wykonat, gdyby ziema obracata si¢ wzgledem ukfadu kinetycznego, a punkt
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zakreSlat tor prostolinijny w tymnze uktadzie. Nietrudno przedstawi¢ sobie, Ze tor
ten jest pewna linig spiralng, lezacq w plaszczyZnie réwnoleznika poczatkowego
polozenia punktu. Obliczenie tego ruchu jest zbliZone do obliczenia, przytoczo-
nego w przykiadzie na str. 125-ej tomu I-go; z tg tylko zmiang, ze biegun obrotu O
obrac nalezy nie na prostej, obracajgcej sig, jak to uczyniono w tym przyktadzie, lecz
na odlegtosci h od niej, t. j. na odlegto$ci promienia réownoleznika poczatkowego
polozenia punktu.

Rozpatrywania te jak i wyniki ich beda nieco odmienne, gdy przyjmiemy, ze
upuszczony punkt jest przyciagany, w mysl hypotezy Newtona, przez brylg
ziemska. Azeby obliczy¢ ten ruch, przyjmiemy, zZe sily przyciggania zbiegaja sig
w jednym punkcie, w tak zwanym $rodku ziemi; na punkt dany, posiadajacy pre¢d-
kos¢ poczatkowa:

Uyo = R o,

dziatajg przeto sily srodkowe, odwrotnie proporcyonalnie do odlegtosci punktu ru-
chomego od srodka przyciaggania.

Ruch takiego punktu rozpatrywaliSmy juz w § 33-cim tego tomu i obliczy-
liSmy, ze tor jego jest ptaski i przedstawia jedng z krzywych stozkowych; w ktdrej
ognisku lezy srodek przyciggania. W § 35-tym zwréciliSmy uwage na te okolicz-
nos¢, ze w badaniach ruchéw ziemskich na niewielkich obszarach mozna przyjac
ten tor za parabolg, a sily przyciagajace za state. Wobec tego przyjmiemy, ze tor
bezwzgledny punktu materyalnego, swobodnie upuszczonego z pewnej wysokosci
powierzchni ziemi, jest parabola, ktérej wierzcholek znajduje sie w poczatkowem
potoZeniu punktu, o$ gtowna zlewa si¢ z kierunkiem przyciggania ziemskiego,
a plaszczyzna tej paraboli jest nieruchomg w przestrzeni kinetycznej t. j. w prze-
strzeni, sztywno zwigzanej ze stoncem.

Azeby nastepnie obliczy¢ tor i ruch po nim, jaki dany punkt wykona w prze-
strzeni, sztywno zwiazanej z obracajqcq si¢ brylg ziemskq, wyobrazmy sobie ziemig
pozostajaca w spoczynku, a punkt — w ruchu obrotowym (— ?); punkt wtedy
zakre$li w przestrzeni, sztywno zwigzanej z ziemia, ktérg narazie wyobrazamy sobie
nieruchoma, pewien tor i wykona ruch taki, jaki by wykonat w przestrzeni obraca-
jacej sie. Ogdlne réwnanie tego ruchu jest nast.:

Do =0 +D —2V0,5;

ktére mozna uprosci¢, majac na uwadze, pewne liczbowe stosunki wartosci, odno-
szacych si¢ do obrotu ziemi. Mianowicie, wzigwszy pod uwage, Ze najwieksza
warto$¢ przyspieszenia unoszacego rowna sie, por. wzor. 176-ty:

. = 0,034 m./sek?.,

pominiemy ja wobec wartosci przyspieszenia ziemskiego, i przySpieszenie bez-
wzgledne przyjmiemy:

D= g;
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wobec czego otrzymamy réwnanie:
Pu=9— 2YUig.

Wielkosci, stojace po prawej stronie tego réwnania, sa znane; predko$¢ bowiem
v, mozemy obliczyé z czasu ¢; zastapiwszy przeto to rownanie, réwnaniami
algebraicznemi, otrzymamy po ich scatkowaniu szukane réwnania ruchu, jaki
punkt dany wykona w przestrzeni obracajgcej wraz z ziemia.

Warto$¢ predkosci bezwzglednej:

v = Voo g 12

lecz juz po uplywie jednej sekundy wartos¢ v, staje si¢ bardzo malg w poréwna-
niu z wartoscig g¢; przyjmiemy przeto z pewnem przyblizeniem:

W ;?t; a wiec v, =~ gt;
a po podstawieniu w powyzsze rownanie otrzymamy:
Do— g SN 1. L Rass

Z réwnania tego wynika, ze dwa wektory g i QVE? leza w jednej pla-
szczyZnie, — w plaszczyZnie pionowej, przechodzacej przez kierunek bezwzglednej
predkosci poczatkowej. Ruch przeto wzgledny danego punktu, wobec posta-
wionych zatozeii (p.==0 oraz v, = gt), jest ptaski. W celu zastawieniu réwnari
jego ruchu; przeprowadzmy w plaszczyznie ruchu przez miejsce wyjscia daneg_o
punktu o$§ & z kierunkiem i zwrotem zgodnym z kierunkiem przy$pieszenia g
i 0§ 1—zgodnie z kierunkiem wektora 1_*,,0

Rzuty réwnania 188-ego na obrane osi dajg nast¢pujace réwnania alge-
braiczne:

2 2
zté =05 ‘(il;‘.:.,- 2gtegcos A
Wprowadziwszy poczatkowe warunki ruchu dla ¢ =0; £ =0; 7 =0:

dé e A e e
T O e e
otrzymamy po scatkowaniu réwnania ruchu:

_1 2. _1 3.
&—7gt,n—3— gCoSA.13;

i réwnanie toru:

Ce vl :
it a8 ep o RN

Swobodnie przeto z pewnej wysokosci upuszczony ciezar zakresli tor
w ukladzie, obracajacym sig razem z ziemia, nie prostolinijny lecz krzywolinijny;
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i upadnie na odlegtosci m od miejsca, w jakim pion, przeprowadzony z miejsca
wyjscia punktu, spotka odnosny poziom. Doswiadczalnie znaleziono:

dia &€ = 158,5 m; 1 = 28,4 "/,n;
a zé wzoru powyzszego wypada:

0 = 27,5 "/

Zgodnos¢ tych wynikéw stwierdza zatozenie, ze ukiad kinetyczny mozna
uwazac z dostateczng doktadnoscig dla zjawisk ziemskich za polaczony sztywno
ze storicem i gwiazdami statemi.

KONIEC CZESCI PIERWSZEJ TOMU DRUGIEGO,

Czes¢ druga zawiera¢ bedzie dynamike bryl materyalnych.

C-A0LE10
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