slizgowe) tworza twardy szkielet, pozostajacy po usunigciu ma-
terjalu migkkiego.

4. Metoda rekrystalizacji, zna-
na oddawna, pozwala do$é do-
kladnie oznaczyé obszar zgniotu.
Rys. 38 przedstawia otrzymany
przez Sachs’a obszar zgniotu dla
przypadku wtlaczania stempla wg.
schematu z rys. 21. Rys. 39 przed-
stawia obszar zgniotu, uwidocznio-
ny przez rekrystalizacjg, odpowia-
dajacy schematowi z rys. 37.

ROZDZIAL Il

Zagadnienie skrecania pretow pryzmatycznych przy
uwzglednieniu odksztalcen plastycznych.

14. Skrecanie preta o przekroju kolowym z miater-
jalu plastycznego. Zagadnienie powyzsze bylo poraz pierwszy
podjete w r. 1848 przez prof. James Thomsona. Lord Kelvin,
brat .przedwczesnie zmarlego uczonego, zamiescil rozwigzanie
w jednej ze swych prac®). To samo zagadnienie podjal znacznie
pézniej St. Venant®). Podajemy je ponizej z uzupelnieniami
M. Brillouin’a ).

Wprowadzmy spélrzedne walcowe 7, 7, 5. Mamy do czy-
nienia z nastepujacym ukladem odksztalcen:

Ey=—&

L]

]

=0; 1, =0r; ‘.’,:,.:T:.:O (14,1)

We wzorach powyzszych © jest stala, okreslajaca kat skrecenia
preta na jednostke jego dlugosci. W poblizu osi przesunigcie ka-
towe jest zawsze bardzo male i mamy do czynienia jedynie
z ukladem sit sprezystych. Naprezenie styczne okresla wzor
tp:= G Or. Zalézmy, ze promien walca jest 7, za§ odksztalce-

™) W. Thomson. Elasticity (Encycl. Brit.); réwnicz Math. Papers, {11.10.
%) J. Liouv, 378, 1872. ) M. Brillouin. Ann. de Phys. 14, 96, 1920.
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‘nie plastyczne zjawia sie na pewnym promieniu, ktéry oznaczymy
przez 7,. Mamy wéwczas GOr, =k Moment skrecenia daje
wzor : =

M= / Gor v -2=r-dvr +
” 0

. s
-+ f kr -9y -dr—=2xG0 7—; + 2z A

r

7'3 S ro.‘{

(14.2)
Z wzoru powyziszego mozemy wyrugowadé 7y, posilkujac sie
wzorem #,—=~ G Q. Mamy wéwczas:

o A o

®
= e = -3 i ——
M - 12 708 - 3 ki dla v =

= 413

Moment A/ mozna uwazaé za funkcje kata 0. Poczatkowo jest
on proporcjonalny do kata 0, jak to wynika ze wzoru (14,2) dla
ro—7r, z chwila zas, gdy zaczyna sie odksztalcanie plastyczne
owa proporcjonalnosé zanika. Zaleznos$¢ po-
miedzy M a © w wypadku skrecania preta
ofowianego przedstawia wykres, przedsta-
wiony na rys. 40, przyjmujemy przytem
G=1.10" kg/cm? A=—200 kg/cm?; latwo
sprawdzié, ze krzywa nie posiada zalama-
nia w punkcie, odpowiadajgcym poczatkowi

[l

M

aCZ /A
fdkﬁf;o/m/

odksztalcenia plastycznego. Mozna sie o tem

przekonaé, szukajac pochodnych (() A’W) : (
[ Sprez.

Rys. 40.

aM

o

) Otrzymuje
plast.

ZX¢)
sie przytem wyrazenia identyczne.

15. Charakter odksztalcenia plastycznego w skreca-
nym precie o przekroju kolowym. Zajmijmy sie pewnym
ukladem naprezen, wyrazonym w spélrzednych walcowych 7, o, 2.
Niech dany tensor naprezen bedzie niezalezny od azimutu ¢ i wy-
sokosci Réwnania réwnowagi sil sprezystych ") przedstawia
sig¢ wéwczas w nastepujagcej postaci:

~
e

G,— Oy

+2 =0

)G,
= (15,1)

dr i

[4] ’E'.‘P
ar

ERGIE paey B
Sz 3y (P 5r) =0

e
+2- ’r —0 lub (15,2)

%) A. E. H. Love. Elasticity (Prz. niemiecki), 151,
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- — ey —
or f’;— =0 lub T (—)); (l Tr;) =0 (1 513)

Predkos¢ w kierunku promienia, niezalezna od wysokosci 3,
oznaczmy przez #. Predkos¢ obwodowa jest niezalezna od azi-
mutu ¢, oznaczmy ja przez . Wreszcie predkosé w w kierunku
osi 3 przyjmijmy réwna zeru. Jesdli przejdziemy teraz do skla-
dowych predkosci odksztalcenia, to otrzymamy odpowiednio:

ou . u ’
S=—t = &= (15,4)
. Jv . . d (v
tr=-3 1g=0; %=1 '(,,:(7) (15,5)
L ; . ou u
Warunek niescisliwosci €, -+ o+ 6. — e = T 0 daje

nam po zcalkowaniu zalezno$é #»— const. Poniewaz « nie moze
w sasiedztwie osi preta przybieraé wartosci nieskonczenie wiel-
kich, przeto stala wartosé iloczynu moze byé tylko zerem. Stad
wniosek, ze #=0. Srednice preta uwazamy za stala.

W klasycznej teorji skrecania v jest proporcjonalne do ilo-
czynu 37 i 1:=0. Oznacza to, ze dowolny promieri po skre-
ceniu pozostaje w dalszym ciagu prosta linja. Zadajemy sobie
teraz pytanie, co stanie sie z promieniem po odksztalceniu pla-
stycznem. Zalézmy w tym celu: v=2z7/, gdzie X jest funkcja
wylacznie zmiennej r. Jaki bedzie charakter owej funkcji /7

Po uwzglednieniu warunku niescisliwosci, réwnania (15,4-5)
przedstawia sie w nowej postaci:

£, — Sg?

5;0, :{r:"’R; ‘i’-,?:O; ‘;’;_-_:Sl‘]\)' (1‘5!6)

Aby okresli¢ skladowe tensora plastycznego, zauwazmy na-
przéd, ze dewiator naprezen 3 jest proporcjonalny do dewiatora
predkosci odksztalcen ¢. Mamy wiec == %¢, gdzie % oznacza
spélczynnik lepkosci. Poniewaz skladowe normalne &, = éy=£.=0,
przeto skladowe normalne pelnego tensora 5 sprowadzaja sie je-
dynie do cisnienia hydrostatycznego p

0, = Gy = d; = p (15,7)
skladowe styczne bedq réwne

= = i Aphariae D]
Tag = 4T Te=0; 1, — nerl (15,8)



Spoétczynnik lepkosci % jest najmniejszym pierwiastkiem réwnania
(5,14), ktére wobec tego, ze trzeci niezmiennik skalarny /; =0,
przedstawia sie w postaci

(240" 1) (424" ) = (15,9)
Drugi niezmiennik skalarny /,=—r® (/** + 22 R'%). Latwo sie
przekonaé, ze najmniejszym pierwiastkiem jest
ko
Wi==1nlity = (15,10)
r Y R R

skad mamy
T —h R YR8 R, T, = R2 R ) R? +22 R (15,11)

Ze wzgledu na to, ze w réwnaniach réwnowagi (15;1,2, 3) T,z
nie wystepuje wcale, obchodzi nas jedynie réwnanie (15,2) w po-
staci

0 bz [P
dr | YR - 22 R
Wyprowadzamy stad wniosek, ze z#2 R': ) 2422 R'? jest
funkcja niezalezna od zmiennej 7. Dwa inne réwnania (15; 1, 3)
staja sie¢ tozsamosciami. Ostatecznie wnioskujemy, ze /' = 0,

za$ KX == const. Promienie pozostaja prostemi po odksztalceniu
plastycznem tak samo, jak i przy odksztalceniu sprezystem. Zga-
dza sie to z doswiadczeniami Bouasse’a *) nad skrecaniem pre-
téw otowianych, w ktérych przewiercone zostaly wzdluz promieni
wloskowate otworki.

16. Uklad przesunieé¢ katowych i naprgzen w skre-
conym watku o przekroju kotowym. W celu przedstawie-
nia ukladu powyzszego uzyjemy metody wykredlnej. Niech walek
o przekroju kolowym o promieniu 7, bedzie skrecony na kat
(@) iax = O, Skok zewnetrznej linji $rubowej bedzie wynosil
2%/0,.. Moment skrecajacy jest dostateczny, by poczynajac od
promienia 7, — K /G 0,, otrzymywaé odksztalcenia plastyczne.
Przesuniecia calkowite otrzgymujemy proporcjonalne do promie-
nia » tak w obszarze sprezystym, jak i plastycznym. Co stanie
sie, jesli zmniejszymy nieco moment skrecajacy. Przy zachowa-

") Por. uw. 66 sir. 101.
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niu niezmiennego warunku plastycznosci w sformulowaniu Tresca-
St. Venant'a, zmiana kierunku wymagalaby zmiany znaku tensora
plastycznego na t©—-—»~ w pierscieniu plastycznym, czyli dla
7y — r— 7. Jest to wszakze rzecza niemozliwa, gdyz moment
skrecajacy uleglby wéwczas raptownej zmianie i na granicy
dwuch obszaréw nie bylby zachowany warunek cigglosci ukladéw
naprezen. Aby wyjs¢ ze sprzecznosci przyjmujemy, ze odksztal-
cony plastycznie materjal wykazuje oddzialywanie sprezyste. In-
nemi stowy w danym momencie materjal w pierécieniu 7,7, po-
zostaje w stanie odksztalcenia plastyczno-sprezystego.

W mysl teorji przyblizonej przyjmujemy, Ze przesuniecie cal-
kowite 7, sklada sig¢ z dwuch czesdci: v, — przesuniecia czynnego
sprezyscie i 7, — przesunigcia trwalego, lub, wedlug wyrazenia
M. Brillouin’a, osiagnigtego. Rozwazania z § 14 mozemy uzu-
pelnié obecnie obliczeniem momentu w okresie odkrecania skre-
conego preta, przyjmujac przytem, ze materjal wzdluz promieni
pozostaje w dalszym ciagu rozmieszczony prostolinjowo. Moment
powyzszy obliczymy w zaleznosci od kata < 6,,. W s$rodkowej
czesci preta przesunigcie czynne jest w dalszym ciagu 7, = 0y,
W czesci pierécieniowej jest ono zredukowane do

il
G

zas T:(-;(H_ Mu:) "+k (16n2)

Te=0r— Yo = (00— 0m)r+ (16,1)

wreszaie M = 2z(; lll-l ridr 2% "[Gr“ (0 —&u)+kr*]dr  (16,3)

i To

-4 Z ostatniego wzoru mozemy obli-
czy¢ kat ©,, odpowiadajacy momen-
towi zerowemu A/, = 0. Aby dopro-

NVA l.r"' L an .
YSorez plair | SPrYE plast wadzi¢ walek do kata ©—0, nalczy
I zastosowaé wzgledem niego wujemn
B T PREESUNIECIE i RE: MR
il czvwne spegz - moment skrecajaey, ktéry mozemy obli-
YGorerpiait " czy¢ z wzoru (16,3). Wedlug podanej
|18 0 : A% . Al oS

l-rrzesumgciE  teorji moznaby przypuszeczaé, Ze po

T lr X OSIAGNIETE ] L y Przyp ! . P
c C (rawase) powrocie do kata & =10 pret wréci do
g plait stanu pierwotnego. Tak jednak nie jest:

Rys. 41. doswiadczenie stwierdza, ze zmiany
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dokonane w strukturze materjalu w czesci pierscieniowej sa trwale.
Teorja wymaga tu poglebienia i wejrzenia blizszego w fizyczna
strone zagadnienia, na drodze badan do$wiadczalnych.

17. Teorje skrecania plastycznego. W r. 1923 A. Nadai
i E. Trefftz podali jednoczesnie rozwiagzanie zagadnienia skre-
cania pretéw pryzmatycznych o dowolnym przekroju z uwzglednie-
niem odksztalcenia plastycznego.®®)™)

Przyjmujemy dowolny przekréj preta pryzmatycznego, nie
ograniczajac si¢ do walkéw o przekroju kolowym. Teorja spre-
zystosci poucza nas, ze w punkcie (x, ¥) przekroju preta dziala
jedynie naprezenie styczne o sktadowych 7. i 7,. Réwnanie ré-
oty | dty
.'J.l‘r rT\'
plastycznosci przyjmujemy w postaci t: -+ T, = const.

Jesli dla zobrazowania ukladu naprezen uzyjemy funkcji napre-
zen 9, to réwnaniu réwnowagi beda czyni¢ zadosé skladowe
naprezen stycznych, wyrazone w funkcji naprezen:

wnowagi przedstawi sie w postaci = 0, za$ warunek

de i ot i
S dx ( '1)
W czesciach przekroju, gdzie materjal ulegl odksztalceniu pla-
stycznemu, panuje nastepujacy uklad naprezen:

/ (52)+ (52 ) = | grad ¢ | = % = const. (18,2)

x| oy

Niech kazdemu punktowi (&, v) przekroju odpowiada rzedna ¢,
okreslajaca t. zw. powierzchnie naprezen. Okaze sie, ze po-
wierzchnia ta posiada nader proste wlasnosci geometryczne.
PrzeprowadZzmy warstwice réwnolegle do plaszczyzny przekroju:
ich rzuty na powierzchnie przekroju wyznacza rodzine krzywych
réwnoleglych,™) uzaleznionych od charakteru danej czes$ci ze-
wnetrznego profilu preta. Powierzchnie ¢ uzmyslawiamy sobie

) A. Nédai. Der Beginn des Fliessvorganges in einem tordierten
Stab. ZAMM, 3, 442, 1923, Referat powyzszy byl odczytany we wrzeséniu
1923 y. na zjeZdzie mechaniki stosowanej w Marburgu. Na tym samym
zjezdzie wyglosil Trefftz referat ogloszony pézniej. ™) E. Trefftz. Uber
die Spannungsverteilung in tordierten Stiben bei teilweiser Uberschreitung
der Fliessgrenze. ZAMM. 5, 64, 1925. ') E. Goursat. Cours d'analyse
mathematique. Tom II, str. 640,



w ksztalcie zbocza dachu, jaki otrzymamy, przeprowadzajac
w poszczegélnych punktach profilu w plaszczyznach do prosto-
padlych proste nachylone pod stalym katem wzgledem plaszczyzny
przekroju preta. Powierzchnie powyzsza mozna otrzymaé, nasy-
pujac mialki piasek na poziomo ustawiony przekréj preta, az po
bokach utworza sie odkosy. Jesli pret jest skrecony tak, ze
odksztalcenia plastyczne zjawia sie w calym przekroju, to po-
wierzchnia utworzy dach, pokrywajacy calkowicie przekréj.”)
Posilkujac sie znang analogja membranowa Prandtla, mo-
zemy zobrazowaé przejrzyscie rozklad naprezen stycznych w prze-
kroju preta. Mianowicie na otworze, posiadajacym plaski profil,
identyczny z profilem skrecanego preta, rozpinamy sprezysta
blong. Nad otworem umieszczamy sztywny daszek o omawianym
poprzednio ksztalcie geometrycznym, ktéry opiera sie¢ o profil.
Blone obciazamy réwnomiernie od spodu, stosujac np. pewne
ciénienie powietrza, powoli zwiekszane. Dopéki btona nie dotknie
sie wznoszacego sie ponad nig dachu, jej powierzchnia uzmysla-
wia skrecanie sprezyste. Kat skrecania preta jest przytem pro-
porcjonalny do preznosci powietrza pod blona.
Jednym z przykladéw, podanych przez Nadai’a jest skrecanie
preta o przekroju prostokatnym (por. Timoszenko-Huber, str. 76).
Rys. 42a i 42b przedstawiaja zmiang
<= 7 ukladu naprezen po przekroczeniu gra-
— nicy plastycznosci w miare zwieksza-
@ O nia momentu skrecajacego. Dziedzina
o plastyczna jest zakreskowana w odréz-
nieniu od dziedziny sprezystej. Tra-

s = jektorje naprezen stycznych w polu

o ) b odksztalcania plastycznego sg réwno-
XL legte do prostych brzegowych. W miare
L 2N

powiekszania sie momentu skrecaja-

Rys. 42. cego zjawiajg sie pola odksztalcen

plastycznych réwniez wzdluz krétszych

bokéw prostokata. Rys. 42b odpowiada chwili, gdy moment skre-
cajacy zbliza sie asymptotycznie do wartosci krancowe;j.

Analogja membranowa nadaje sig, jak wiadomo, do uzmyslo-

) K. Mierzejewski. Nowszy rozwdj mechaniki cial plastycznych.
Prz. Techn. 1927. Zawiera opis najnowszych doswiadczern Nadai’a i Bader'a,
stwierdzajacych omawiang teorje.
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wienia momentu skrecajgcego, ktory jest okreslony przez dwu-
krotna objeto$é przestrzeni, zawartej pomiedzy naprezona blona,
a profilem zamocowania. Asymptotyczna warto$é tego momentu
jest okreslona przez objetosé przestrzeni pod powierzchnig
odkosowa.

Analogja membranowa daje tez moznosé przedstawienia
ukladu naprezen sprezystych, jakie pozostaja w skreconym pla-
stycznie precie po uwolnieniu go od momentu skrecajacego.
Mamy przytem do czynienia z charakterystycznym zamagazyno-
wywaniem energji sprezystej, ktérg uwazaé¢ mozemy za przyrost
wewnetrznej energji ciala odksztalcanego. Uklady omawianych
utajonych naprezen wewnetrznych posiadaja cechy pokrewne
z ukladami naprezen termicznych, wynikajacych z nieréwnomier-
nego ogrzewania ustrojéw sprezystych. Na fakt ten, majacy zna-
czenie dla teorji utwardzania i bedacy punktem wyjicia dla teorji
Hencky’ego, o ktérej bedzie mowa w rozdziale nastepnym, pierwsi
zwrécili uwage August i Ludwik Foppl.™)

Niech momentowi A/*, dajgcemu trwale odksztalcenia, od-
powiada powierzchnia naprezen ¢*. Przy mniejszym momencie A/
otrzymujemy inna powierzchnie naprezen. Oznaczmy przez 9
powierzchnie naprezen sprezystych, odpowiadajaca réznicy mo-
mentéw. M* — . W ust. 16 zaznaczyliSmy, Ze materjal trwale
odksztalcony wykazuje sprezysto$¢, przynajmniej do chwili, gdy
w jakimkolwiek punkcie przekroju nie zjawi si¢ znowu napre-
zenie styczne - T,.

Uklad pozostalych wlasnych naprezen, gdy moment A/
zmaleje do zera, przedstawi si¢ jako gradjent powierzchni, utwo-
rzonej przez réznice spélrzednych, odpowiadajacych powierz-
chniom % i 2* co wyrazimy wzorem |t|=|grad ($*—%)l.

Rozpatrzmy uklad utajonych, wewnetrznych naprezen spre-
zystych w precie kwadratowym po doprowadzeniu momentu
skrecajacego do warto$ci asymptotycznej M*, a nastepnie po
odprezeniu naturalnem preta. Podwéjna objetosé piramidy zbu-

dowanej na kwadracie bedzie M* =2 ’ I o® dy dy = g t,a'. Mo-

ment skrecajacy preta kwadratowc-go wynosi M = 4,50 v a'.
Z réwnania AM* = M wynika, ze kat, o jaki pokreca sie spre-

"y A, i L. Féppl. Drang und Zwang. Tom 2.
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zyscie odcinek preta o dlugosci = 1 po odprezeniu calkowitem
wynosi © = 0,5931,/Ga.

Zwraca uwage fakt, ze skrecony plastycznie pret po odpre-
zeniu catkowitem wykazuje pewien sobie wlasciwy uklad pozo-
stalych wewnetrznych naprezen stycznych. Positkujac sie podanemi
zaleznosciami mozna ten uklad wewnetrznych naprezen z latwoscia
odtworzyé. Srodkowa czesé preta wykazuje przytem naprezenia
przeciwnego znaku w stosunku do warstwy zewnetrznej.

18. Wykreslne przedstawienie zmiany kierunku na-
prezen gléwnych przy odksztalceniach trwatych. W mysl
zalozen St. Venant'a (por. § 6) po przekroczeniu granicy plastycz-
nosci kierunki naprezen gléwnych zbiegaja sie z kierunkami
predkosci odksztalcen plastycznych.

Jesli ograniczymy sie do plaskiegso pélplastycznego ukladu
naprezen, z jakim mamy do czynienia przy skrecaniu, to uklad
powyzszy okreslony przez skladowe t. i t, naprezenia stycznego
daje sie z latwoscig przed-
stawi¢ w postaci punktu 7°
w ukladzie spélrzednych
Ty, Ty (rys. 43). Warunek
plastycznosci Tuw: = £ wy-
raza sie w tem, ze punkt 7
nie moze sie znalezé ze-
wnatrz kola 7, zakreslonego
z poczatku osi spélrzednych
promieniem £. Umiesémy
w mys] propozycji Prandtl’a
i Nadai'a obok wykresu naprezen wykres odksztalcen. Punkt I
(t,, 1,) odpowiada jednoznacznie punktowi 7" (ti, t,) pod wa-
runkiem, ze znajduje sie on wewnatrz kola, zakreslonego promie-
niem ON= Tuay/G. Mamy przytem, ze 1, =1./G oraz 1, =71,/(.
Jesli w jakimkolwiek punkcie przekroju skrecanego preta osiag-
niemy granice plastycznosci, to dany uklad naprezen i odksztalcen
charakteryzowaé beda punkty 7" i L', lezace na odpowiednich
kotach. Niech teraz odksztalcanie plastyczne zacznie sie posuwaé
dalej z tem zastrzezeniem, ze przyrosty predkosci odksztalcania
zachowuja te same, co i poprzednio kierunki, wciaz zgodne
z kierunkami naprezen. Uklad odksztalcen scharakteryzuje nam
wowczas punkt Iy, ktéremu odpowiadaé bedzie punkt 773, przy-

Rys. 43.



czem skladowe przesunigcia katowego 7. i 7. beda proporcjo-
nalne do T, i ..

Z chwila, gdy punkt I'| znajdzie sie zewnatrz kola granicz-
nego /', mamy do czynienia z odksztalcenienr czesciowo trwalem,
czesciowo ze sprezystem. Najprostszem zalozeniem, jakie mozemy
uczyni¢ wtedy, jest to, ze skladowe odksztalcenia sprezystego
(r:, 1) beda te same, co i w tym wypadku, gdy punkt l'; znaj-
duje sie na kole /. Ale wéwczas po usunieciu momentu skre-
cajgcego punkt I'y musi wréci¢é do poczatku osi spélrzednych.
W wypadku, gdy punkt I, znajduje sie zewnatrz kola /%, usunigcie
momentu skrecajacego wyrazi sie w przejsciu punktu I’y do
polozenia O),, przyczem (), 1= QK. Punkt (J; mozemy uwazaé
za poczatek nowych osi spélrzednych, stosowanych przy ponownem
skrecaniu preta. Spélrzedne punktu O, sa skladowemi odksztal-
cenia trwatego (v\, 7). Mamy wigc ostatecznie, ze

T:' g .‘,.s — -‘n: : '-‘ —— 3 ot (‘] 8,‘])

p

Po odciazeniu preta i sprowadzeniu ukladu odksztalcen do
punktu (7, poddajmy go ponownemu obciazeniu az do przekro-
czenia znowu granicy plastycznosci. Tym razem weZmy jednak
inny stosunek skladowych . i t, tak, by np. nowy uklad naprezen
przedstawil si¢ w postaci punktu 7%.. Kierunek naprezen gléwnych
zmieni sie przytem (rys. 43). Odpowiednio do tego uklad od-
ksztalcen przedstawi sie wéwczas w postaci punktu I, lezacego
na promieniu (), I3, réwnoleglym do (07, w odleglosci R od
punktu ©,.

Nadai uzyl opisanej metody do zobrazowania zmiany ukladu
odksztalcen w dowolnym punkcie
przekroju preta skrecanego. Okreslony
szereg nastepujacych po sobie ko-
lejnych ukladéw odksztalcania przy
zachowaniu granicznej wartosci napre-
zenia stycznego T=—T,,,— £ przed-
stawi sie w postaci linji ciaglej go
(rys. 44).

Jesli znamy punkt (7, odpowia-
wiadajacy punktowi l'; na krzywej o2,
czyli skladowe odksztalcania sprezy-
stego i trwalego dla pewnego okreslonego punktu I'; na krzywej 2.2,

Rys. 44.
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to mozemy wyznaczyé kierunki naprezenia stycznego dla kazdego
dowolnego punktu krzywej gg. Weimy pod uwage punkt I,
w sasiedztwie punktu [';. Opusémy prostopadia I'..S na prosta
O, T',. Przyprostokatng I'|\.S musimy uwazaé za przyrost odksztal-
cenia trwalego, za$ przyprostokatna SI', za miare przesuniecia
katowego wektora O7 w wykresie naprezen, czyli za zmiane
kierunku naprezen gléwnych. Z rys. 44 wnosimy, ze konstrukcja
powyzsza umozliwia wyznaczenie toru punktu ) na podstawie
toru punktu I', Tor punktu () wyznacza skladowe odksztalcenia
trwalego (7., 7/) w zaleiznosci od odksztalcenia calkowitego
s i )

19. Metoda Trefftz’a wyznaczania obszaru plastycz-
nego przy skrecaniu pretdw pryzmatycznych. W wyniku
badarn nad wytrzymaloscia na skrecanie pretéw pryzmatycznych
o przekroju wieloboku prostolinjowego, Trefftz dal metode wyzna-
czania linji granicznej wyodrebniajacej obszar odksztalcania pla-
stycznego od sprezystego.’)™) Jakkolwiek dotyczy on pewnej
tylko kategorji pretéw profilowych, posiada jednak ogéliniejsze
znaczenie ze wzgledu na charakter uzytych przytem metod
matematycznych.

Uklad napre¢zeri w przekroju prostopadlym do osi skreca-
nego preta pryzmatycznego okreslaja nastepujace wzory,”) w kto-
rych G jest modulem sprezystosci postaciowej, © katem skrecania
preta na jednostke dlugosci

I

=060 (—_1‘ e ); =00 (-‘\‘ + (:,:_) (19,1)

Jx

za$ v pewna funkcjag harmoniczna. Poniewaz na obwodzie prze-
kroju wektor naprezen przebiega tangencjalnie, mamy warunek
brzegowy

. dy dx

W i

a0 (19.2)
ktéry mozna bardzo uproécié, jesli funkcje ¢ uwazaé za czesé

™) E. Trefftz. Uber die Spannungsverteilung in tordierten Staben
bei theilweiser Uberschreitung der Fliessgrenze. ZAMM, 5, 64, 1925. ™) Tenze.
Uber die Torsion prismatischer Stabe von polygonalen Querschnitt. Math.
Annalen. 82, 97, 1920. ™) A, E. H. Love. A Treatise on the Math. Theory
of Elasticity. Przeklad niemiecki 361 i nast., 1907.
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" rzeczywista funkcji analitycznej ¢--id, gdzie & czyni réwniez
zado$¢ réwnaniu Laplace’a.

a2

Warunek brzegowy przybiera postaé db =—d (7\:T ;y—t) lub

$ = 12 (x*-+ ¥*) -+ const (19,3)

przyczem kreska nad ¢ oznacza, ze bierzemy wartosci tej funkcji
wzdluz profilu. Mamy wiec do czynienia ze zwyklem zagadnie-
niem brzegowem z teorji potencjalu logarytmicznego. Dla prze-
krojéw, ograniczonych odcinkami prostolinjowemi, zagadnienie
upraszcza sie¢ bardzo. Przedewszystkiem zauwazmy, ze réznicz-
kujac funkcje analityczna ¢ 419 wzgledem zmiennej zespolonej
z=x-iy otrzymujemy nowe funkcje harmoniczne w postaci
czesci rzeczywistej lub urojonej pochodnej.’’) A wiec mamy:

__ d(p+11D)

ﬁ+lq_'a’(;\' f-7) (194)
) : "(f(/? %'I..(])_ (?’3(? - ?"!))
Sty (x+iv) dz* (19,5)
Skladowe naprezenia stycznego przedstawia si¢ w postaci:
=G0 (—y+p); t©=GO(x—q) (19,61)
ptig=f(3) (19,62)

Jak wiadomo funkcja p-+17¢, jak i funkcja s-+i/, okreslaja pewne
odwzorowania podobne. Na uwage zastuguje przytem odwzoro-
wanie podobne zapomoca funkcji analitycznej s+ :7 w wypadku
przekroju w postaci zamknigtego wieloboku prostolinjowego.
Trefftz znalazl mianowicie, ze positkujac si¢ nim, odwzorowywu-
jemy dowolny wielobok na innym wieloboku o tej samej liczbie
wierzcholkéw i przy jednoznacznej ich odpowiedniosci. Ten nowy
wielobok jest jednak opisany na kole o promieniu =1. Kat za-
warty pomiedzy dowolnym bokiem nowego wieloboku, ‘a osia
spélrzednej s jest ujemnego znaku i dwa razy wiekszy od kata,
jaki w plaszczyinie = czyni bok dawnego wieloboku z osig a.
Jest to wazna wskazéwka dla teorji odwzorowywania podobnego
wiekszosci profiléw technicznych, jak katowniki, teéwki, dwuteéwki,

i) E. Goursat. Cours d’analyse mathematique. Tom IlI, 172. 1915,
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korytka, ograniczonych prostemi pionowemi i poziomemi. Miano-
wicie zapomoca funkcji s-7/ mozemy dany wielobok odwzorowaé
zawsze na pasku nieograniczonej dlugosci, ograniczonym dwoma
réwnoleglemi prostemi, do jakiego sprowadza sie woéwczas wie-
lobok nowy. Eatwo sie o tem przekonaé, jesli zauwazymy, ze
w omawianych profilach technicznych boki tworza nastepujace

katy z osig x: 0, »;, R, %, zas w wieloboku nowym katy 0 i =.
Upraszcza sie przytem i warunek brzegowy (19,2).
Odwzorowanie podobne danego wieloboku na nowym wie-
loboku prostolinjowym, jaki zapewnia funkcja zmiennej zespolone;
s-+11, jest przypadkiem szczegélnym teorji wzajemnego odwzoro-
wywania wielobokéw, jaka zawdzigczamy H. A. Schwartz’owi.™)?)
W mysl tej teorji wieloboki moga by¢ ograniczone nietylko pro-
stemi, ale i ogélniej tukami koét. Jesli ograniczymy sie do wie-
lobokéw prostolinjowych, to i tak metoda Schwartz’a zapewnia
nam wiele réznorodnych sposobéw odwzorowywania. Mozemy
np. wierzcholki nowego wieloboka rozmiesci¢ na osi odcietych,
przyjmujac punkt w nieskonczonosci za jeden z wierzcholkéw.
Zagadnienie sprowadzi si¢ wéwczas do odwzorowania danego
wieloboku na pélplaszczyinie, a tem samem i na ¢éwierépla-
szczyznie, czyli kwadrancie (nieograniczonym kacie prostym).
Oznaczmy katy wewnetrzne danego, znajdujacego sie w pla-
szczyznie 3= x 1y, wieloboku przez 2,, 2., ..... . “u, za$ przez
‘/-;;:J'—_h stosunki tych katéw wzgledem = Odwzorowywujemy

i

plaszczyzne = na plaszczyinie 7=:-+ 77 w ten sposéb, ze nowe

-

wierzcholki umieszczamy na osi :-6w. Sa to mianowicie punkty

Bty &3y oree » &, Na podstawie wzoréw Schwartz’a odwzorowanie
daje calka:

d:

= =

N = e (e 2 S O (e T

W wypadku omawianych profili technicznych wykladniki poteg
w mianowniku sa: 4, — 4, 0.

*) H.A.Schwartz. Gesammelte mathematische Abhandlungen. 2 fomy
1890. ) E. Picard. Traité d'analyse. Tom Iil. Rozdzial 12. Répresentation
conforme au moyen du rapport de deux solutions de I'équation hypergéo-
mefrique, str. 326 i nast.
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Bogaty wybér odwzorowan, zapewniony przez wmetode
Schwartz'a, ulatwia znalezienie nietylko ukladu naprezen przy
skrecaniu sprezystem, ale i rozwigzanie o wiele trudniejszego
zagadnienia, jakim jest znalezienie krzywej, odgraniczajgcej obszar
odksztalcenia plastycznego od sprezystego. Zagadnienie powyzsze
przedstawia sie dla pdél lub éwieréplaszezyzny, latwiej, niz dla
omawianych profiléw technicznych.

Metode omawiana Trefftz zastosowal do katownika o nieo-
graniczonej dlugosci ramion, dajac zupelne rozwiazanie liczbowe

Rys. 45,

i wykresine. Katownik powyzszy (rys. 45) odwzorowywujemy
na ¢wiercplaszczyznie zapomoca zmiennej zespolonej:
= »1(1 tu:—1 i tu.[-i' ]
5=} ognat——— + ¢logna =k (19,7)
Na podstawie réwnania (19,6) okreslamy warunki brzegowe.
Mianowicie przy krawedziach przekroju linje naprezen stycznych
musza byé do nich réwnolegle, skad wynika:

dla krawedzi poziomych t—0; g=x (19,81)
2 »  pionowych t.—=0; p=y9y (19,82)

Gdyby jedno z ramion katownika, np. poziome, posiadalo skori-
czong dlugosé, to na pionowej krawedzi koncéwkowej tego ra-
mienia mieliby§my t, = 0. Jesli jednak ta krawedz odsunie sie
w nieskoniczono$é, warunek powyzszy zmieni sie, a mianowicie
0

‘rla_’v=0, skad p= & To samo rozumowanie mozemy zasto-
=y

sowaé¢ wzgledem ramienia pionowego, dla ktérego g = i.
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Ale nietylko zmienng z=— x-7/y mozemy przedstawié jako
funkcje pewnej pomocniczej zmiennej zespolonej u. Mozemy
réwniez p-+iq przedstawié¢ jako funkcje «. Positkujac sie zrecznie
metoda ogélna, Trefftz znalazt powyzsza funkcje w postaci wzoru:

p+ig=is—20 | 1"5’-‘*’1 “dit 140880
B "

Mozna latwo sprawdzié, ze funkcja powyzsza wzdluz osi wartosci

rzeczywistych jest rzeczywista i ze dla krawedzi poziomych

g=x, za$ dla osi urojonej przyjmuje wartosSci czysto urojone

i dla krawedzi pionowych p=— v.

Wartosci t. i Ty z réwnan (19,6) mozna otrzymaé i z jednego
réwnania, wprowadzajgc zmienng zespolong /= —iz,+ p+iq
gdzie przez 3z, oznaczamy X —17y. Réwnania (19,6) zastepuje
wowczas:

Gol=1,—1ir, (19,9)

Tak wigc rozwiagzanie zagadnienia skrecania preta o przekroju
katownika o nieograniczonej dlugosci ramion wyrazi sie osta-
tecznie w postaci wzoru (19,7) i nastepujgcego:

16 /'k)gnatlm’u
" . 1 —ut

—0,742441  (19,10)

l=—ig,+iz—

Wektor / rozl6zmy na dwie czesci /—1 —1,, gdzie

"lognat d’{

L AU sas 0742840 (19,11)

h=—ig,+is—— I

[
cO

co ma zasadnicze znaczenie dla postepowania dalszego.
Obecnie znamy uklad naprezen sprezystych w przekroju
katownika. Mozemy tez, posilkujac sie wzorami (19,7) znalezé
warstwice funkcji naprezen. W mysl analogji Prandtla beda im
odpowiada¢ poziome warstwice blony, rozpietej wzdluz profilu
katownika, a nastepnie poddanej réwnomiernemu obciazeniu.
Rys. 46 przedstawia nam uklad tych warstwic, wykonany przez
Trefftz’a zapomoca nader prostej metody wykreslnej. Obok niego
podany jest uklad warstwic dla odksztalcenia plastycznego, odpo-
wiadajacego asymptotycznej wartosci momentu skrecajacego. Wi-
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‘dzimy przytem z latwoscia, ze najwieksze skupienie warstwic
w ukladzie sprezystym znajduje sie w poblizu wciecia katowego.
Gradjent funkcji naprezen, réwny wartosci naprezenia stycznego,
staje sie tu réwny nieskon- e

czono$ci. Mamy sie tez tu

prawo spodziewaé zapoczat-

kowania odksztalcenia pla-

stycznego. Otéz w poblizu

punktu z =0, czylidla # = o, N
dwie skladowe wektora na-
prezen, zachowujg sie dja- =
metralnie przeciwnie. Mia- Ba 6

nowicie skladowa ¢, (19,11)

w tym punkcie zanika, za$ skladowa # naodwrét staje sie réwna
nieskoriczonosci.

Wezmy pod uwage jedynie najblizsze sasiedztwo punktu
z=0. Jesli nad blong umiescimy daszek o stalem pochyleniu,
a nastepnie w mysl analogji membranowej., zaczniemy wdmuchi-
waé np. powietrze pod blone rozpieta na przekroju, to latwo
zdaé sobie sprawe z tego, ze krzywa, odgraniczajaca obszar
plastyczny od sprezystego, bedzie si¢ zaczynaé i koriczyé w punkcie
% —=0. Wzdluz tej krzywej granicznej naprezenia beda posiadaly
ten sam kierunek, zaréwno od strony plastycznej jak i sprezyste;.
Wielkoéé naprezenia stycznego t, bedzie krytyczna, odpowiada-
jaca warunkowi plastycznosci. Dla ciala szczegélnie plastycznego
otrzymamy tym sposobem wartosci brzegowe dla krzywej gra-
nicznej w postaci:

o

Tt —R?

; AT+ =0 (19,12)

gdyz, jak sie o tem przekonaé mozna z lewej strony rys. 46,
kierunkiem naprezen sa promienie wychodzace z punktu z=—0.

Wektor naprezen sprezystych /=14 —1¢, ulega zmianie
z chwila, gdy w danej czesci przekroju preta zjawia sie od-
ksztalcenie plastyczne. W poblizu punktu 2 =0 pierwsza skladowa
zanika i moZemy ja poming¢ przy poszukiwaniu ksztaltu krzywej
granicznej. Zamiast drugiej skladowej, ktéra przy zalozeniu od-
ksztalcen sprezystych'wzrasta do nieskonczonosci, bedziemy mieli
do czynienia z nowa funkcja zmiennej zespolonej 7'y, przyjmu-
jacej wartosci skonczone. Przyjmujemy przytem, jako warunek
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niezbedny, ze obszar odksztalcenia plastycznego jest maly. Jesli
pominiemy skladowa 4 i zastapimy /4 przez #'., to réwnanie
(19,9) przedstawi sie¢ w postaci:

T — i1, = — GOt (19,13)

Oznaczmy przez IV (/') rzeczywista czesé funkcji zmiennej ze-
spolonej, za$ przez .J (/') jej cze$é urojona. Z réwnan (19,12)
i (19,13) wynika, ze

Gt |ty P =G0 [R () 4+ T ()] =4k xR —yJ(1)=0

(19,14)

skad zakladajac, ze t,: G0 —m, warunki brzegowe dla krzywej
granicznej przedstawia si¢ w postaci:

| 'sl=m; R(st’s)=0 (19,15)

Jesdli pomingé sasiedztwo punktu =2-—=0, to skladowa /4 jest

Leim ploszez. A
Rz t)e0
3
o |0y teic '
e L e \f‘-m
A_l,J--.'B Yo T
Rys. 47.

identyczna z 7',. Nalezy obecnie okresli¢ warunki, jakim powinna
czyni¢ zado$é funkcja /.. Znajdujemy tu odpowiednio$é, przed-
stawiong na rys. 47 (wskaznik 2 przy #'. zostal wszedzie opusz-
czony na rysunku). Mianowicie 7', zachowuje sie podobnie jak
zmienna # (por. 19,11). W plaszczyznie /', krzywa graniczna
przedstawi sie w postaci ¢wierci kola o promieniu .

Nalezalo teraz dobraé taka funkcje (/,), ktéraby spelniala
wszystkie warunki brzegowe tak na osiach spélrzednych, jak i na
ocbwodzie kola w plaszczyznie 1. Trefftz znalazl ja,*") poslugujac
sie metoda odbi¢ inwersyjnych. Jest nig mianowicie wyrazenie:

e ) (] i1 £l ', -i—i") o ome (l m1', o n;'ﬁ—}:i{'._.)
$5 e =y 1, —i F A\ mi— iy m—itl,
(19,16)

%) E. Trefftz. Ueber die Spannungsverteilung in tordierten Stiben
bei theilweiser Uberschreitung der Fliessgrenze, ZAMM. 5, 68, 1025,

— ] |
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Mozemy teraz odwzorowaé okreg kola z prawej czesci rys. 47
na lewa. Mianowicie réwnaniem tego okregu w plaszczyznie 7',
bedzie /', = me¢'". Po podstawieniu tego wyrazenia we wzér (19,16)
i rozwinigciu wyrazen w szeregi przy pominigciu wyrazéw wyz-
szych rzedéw otrzymamy:

43 ({ o

3rm’

g — + e ) (19,17)
Otrzymang krzywa przedstawia rys. 48. Przy zaloZeniu pewnych
naprezen dopuszczalnych na krawedziach ze-
wnetrznych katownika, okazuje sie, ze w poblizu
2=—0, zjawia si¢ w pewnym obszarze odksztal-
cenie plastyczne ksztaltu przedstawionego na
rys. 47 i 48. Obszar ten jest jednak znikomo
maly i sprawdzenie doswiadczalne natrafia tym
sposobem na wielkie trudnosci. Rys. 48.

ROZDZIAL 1V.

Matematyczne ujecie zagadnien z teorji
plastycznosci.

20. Uogdlnienie teorji krzywych poslizgowych. Krzywe
poslizgowe dla ciala szczegélnie plastycznego tworzg uklad orto-
gonalny, posiadajacy charakterystyczne wlasnosci geometryczne,
znalezione przez Prandtla i Hencky'ego (§ 10). Wlasnosci te sa
nastepujace :

1. Przyrosty katéw, jakie tworza z osig odcietych, styczne
do krzywych nalezacych do jednego z pgkéw, w punktach prze-
ciecia sig ich z dwoma krzywemi, nalezacemi do drugiego z pe-
kéw, sa stale.

2. Przyrosty promieni krzywizn krzywych, nalezgcych do
jednego z pekéw, w punktach przeciecia sie ich z dowolna
krzywa z drugiego peku, sa réwne odpowiednio odcinkom luku
krzywej, zawartym pomiedzy krzywemi pierwszego peku.

W ogélnej teorji plaskich uktadéw krzywych ortogonalnych,
tak katy, jakie tworza z osig odcietych styczne do krzywych, jak
i ich promienie krzywizny, sa elementami zasadniczemi. Jest
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