ROZDZIAL 1.

Ogdlne zasady statyki i ruchu ciata plastycznego.

2. Przedstawienie wykreslne warunkow plastycz-
nosci. Punktem wyjécia dla matematycznej teorji plastycznosci
jest ustalenie warunku plastycznoéci w przypadkach zlozonego
uktadu naprezen. Warunek ten powinien odpowiadaé granicy plas-
tycznoéci dla rozciggania lub $ciskania, ktéra wyznaczamy do-
$wiadczalnie dla danego materjalu. Gdy mamy do czynienia
z ukladem dwuwymiarowym, a zwlaszcza tréjwymiarowym, nie
jest rzecza latwa ustali¢ prawa wytrzymalosci, polegajace na tem,
ze wytrzymalo$¢ przy zlozonym ukladzie naprezen uzalezniamy
w spos6b mniej lub wiecej przyblizony od tych spélczynnikéw,
jakie nam daja zasadnicze préby na rozcigganie lub $ciskanie.
Nie mniejsze trudnosci nastrecza sprawdzenie doswiadczalne
réznych hypotez roboczych.

Dopéki dorobek doswiadczalny, dotyczacy zlozonego ukladu
naprezeri byl nikly, powszechnie uznawano teorje najwiekszego
naprezenia rozciagajgcego, siegajaca jeszcze epoki Qalileusza.
Pézniej przekonano sie, ze pomiedzy odksztalceniami, wywolanemi
przez zlozony uklad naprezen, a pomiedzy odksztalceniami, odpo-
wiadajacemi naprezeniu jednokierunkowemu, zachodzi wielka rézni-
ca. Przyjeto wéwczas hypoteze najwickszego wydluzenia wlasciwe-
go, wprowadzona przez St. Venant’a, ktéra cieszyla sie trwalem
powodzeniem. Duzy wplyw na zagadnienie plastycznosci metali
wywarly badania, przeprowadzone gléwnie we Francji, gdy spo-
zytkowano odkrycia metalograficzne; rzucily one §wiatlo na me-
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chanizm pekania ') '") w cialach kruchych i plastycznych. Bezpo-
$rednie znaczenie dla omawianego zagadnienia mialy doswiadczenia
angielskie, przeprowadzone przez J.Guest’a'®), a kontynuowane
przez badaczy angielskich i amerykanskich !?) *°) *!). W Niemczech
O. Mohr *) przeprowadzil analize teorji wytrzymalosciowych,
positkujac sie¢ zobrazowaniem stanéw naprezen zapomoca orygi-
nalnych i przejrzystych metod wykreslnych. Niektére poglady
Mohr’'a znalazly potwierdzenie w doswiadczeniach Th. v. Kar-
méan’a %), wykonanych w Getyndze, ktéra wkrétce stala sie oérod-
kiem badan nad plastycznoséciag metali *%).

Inne zalozenia staly sie podstawa teorji, okreslajacej waru-
nek plastycznosci w postaci wartosci krytycznej energji wlasciwej
odksztalcenia postaciowego, jako miary wytezenia materjalu. Wa-
runek ten, sformulowany w r. 1904 przez M. T. Hubera *), zna-
lazt uzasadnienie teoretyczne i do$wiadczalne, i stal sie punktem
wyjscia donioslych teorii.

Przystepujac do oméwienia warunkéw plastycznosci, propo-
nowanych przez réznych autoréw, musimy ustali¢ wytyczne, jakim
powinny one czynié zados$é, jako prawa o charakterze nawpél
empirycznym. A wiec ze wzgledu na zastosowania, jest rzecza
pozadang stawia¢ hypotezy najprostsze, ktéreby sprawdzaly jed-
nak dane doswiadczalne z dostatecznem przyblizeniem. Dla jas-

") H. Tresca. Memoire sur I’écoulement des corps solides (Extrait
du tome XVIII et XX des memoires presentées par divers savants a Iln-
stitut Imperial de France. Paryz. 1868—1871). Wiekszo$¢ pogladéw S. Ve-
nant’a jest zwiazanych z pracami Tresca. '") Contribution a T'étude de la
fragilité dans les fers et les aciers. Paryz 1904. Zawiera prace Le Chatelier’a,
Considere’a, Fremont’a, Osmond’a, Charpy’ego i inn.

%) J. Guest. Phil. Mag. 1900. '*) A. J. Becker. The Strength and
Stiffness of Steel under Biaxial Loading. Univ. of Illinois Bull. 13,1916.
) H. M. Westergaard. On the Resistance of Ductile Materials to combined
Stresses in two or three directions perpendicular to one another. Journal
of the Franklin Inst. 189, 627, 1920. ") B. P. Haigh. Reports on the Stress
Distributions in Engineering Materials. Brit. Ass. 1919—1923

*2) O. Mohr. Abhandlungen auf dem Gebiete der Technischen Me-
chanik. 192—235, 1914. **) Th. v. Karman. Festigkeitsversuche unter allsei-
tigem Druck. VDI. 1749, 1911, 2') G. Tammann. Lehrbuch der Metallographie.
Lipsk 1921. Th. v. Karman. Physikalische Grundlagen der Festigkeitslehre.
Enz. d. Math, Wiss. IV, 4, art. 31, 695—770.

*) M. T. Huber. O podstawach teorji wytrzymalosci. Prace Matem.-
Fiz. 15, 47. 1904.
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nego i przejrzystego orjentowania si¢ w hypotezach roboczych,
postugujemy sie wykreslnem przedstawieniem ukladéw naprezen
krytycznych.

Niech w tré6jwymiarowym ukladzie naprezen 5, 5, i 53 ozna-
czajg naprezenia gléwne. Uszeregujmy je, poczynajac od naj-
wiekszego naprezenia rozciagajacego (dodatniego), a konczac na
najwiekszym $ciskajgcym (ujemnym). W przypadku, gdy 5, = 5, => oy,
najwieksze naprezenie styczne zachodzi w plaszczyznach, two-

rzacych kat ;T z kierunkiem pierwszego i trzeciego naprgzenia
gléwnego, stanowiac polowe réznicy pomiedzy temi naprezeniami

1
o = 5 (01— ) @D

Uklad naprezen w danym punkcie ciala jest w zupelnosci okre-
slony przez kierunki i wartosci naprezen gléwnych. Odksztalcenie
plastyczne nastapi, gdy kompleks wartosci naprezen gléwnych
osiggnie wartosci krytyczne (sf, of, o). Wartosciom tym odpo-
wiada¢ bedzie pewien punkt w przestrzeni tré6jwymiarowej. Wa-
runkowi plastycznodci, czyli tej czy innej hypotezie roboczej
odpowiada¢ bedzie powierzchnia zamknieta. Jesli punkt (s, 5,, 34)
znajduje si¢ wewnatrz tej powierzchni, mamy do czynienia z od-
ksztalceniem sprezystem. Tym sposobem zagadnienie wytrzy-
malosci przy zlozonym ukladzie naprezen sprowadza sie do wy-
znaczenia powierzchni, ograniczajacej pewien okreslony obszar.

Zagadnienie upraszcza sie¢ bardzo, gdy mamy do czynienia
z dwuwymiarowym ukladem naprezen. Krytyczne naprezenia
gléwne tworza wéwczas pewien obwdéd zamkniety.

W mysl tych zalozen nie jest rzecza trudng ustali¢ obwody,
charakteryzujace poszczegélne hypotezy wytrzymalosciowe w ukla-
dzie dwuwymiarowym. Jesli przyjmiemy hypoteze najwiekszego
naprezenia rozciagajacego lub Sciskajacego, pole naprezen spre-
zystych bedzie ograniczone przez wartodci o, =5 i gy =5,
tworzac kwadrat (rys. 1). Jesli przejdziemy do hypotezy St. Ve-
nant'a‘’, ze o wytrzymalosci wielu cial decyduje wydluzenie wla-
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sciwe materjalu, okreslone wzorem s, = 7 (5, —vs,), gdzie I jest

modutem Young’a, za$ v spélczynnikiem Poisson’a, to miara wy-
tezenia materjalu bedzie wielkos¢ [s; =3, —vay, Jesdli wiec 05
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jest granica plastycznosci przy jednokierunkowem rozciaganiu
lub $ciskaniu, to naprezenia krancowe znajdziemy z wzoréw:

G — V0y = =0 oraz 9y — V0, — =+ 0 (2,2)
Przy v=10,3 dla wierzchotkéw romba mamy badz o, — sy —
= a/(1—v) = 1,435, badz tez 5, = — oy = /(1 4 v)=0,775.

Hypoteze najwiekszego naprezenia stycznego, zwang w lite-
raturze angielskiej prawem Guest’a, przedstawia rys. 3. Nalezy
tu odrézni¢ dwa przypadki: 1. Oba naprezenia gléwne sa tego
samego znaku, 2. jedno z naprezen gléwnych jest dodatnie, za$
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Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

drugie ujemne. W pierwszym przypadku naprezenia styczne sa
mniejsze, w drugim wieksze. Pole odksztalcen podkrytycznych
jest ograniczone w pierwszej i trzeciej ¢wiartce ukladu spélrzed-
nych przez proste 5, = 05 i oy = =5, za$ w drugiej i czwartej
przez o, — gy = == 0O,

Z omawianych hypotez ostatnia najlepiej ujmuje wlasnosci
wytrzymaloéciowe metali plastycznych. Nowsze doswiadczenia
wykazaly jednak, ze wartosci krytyczne na-
prezenia stycznego, okreslone na podstawie
rys. 3, sg zbyt male, gdy tymczasem z rys.
2 otrzymujemy je zbyt duze. Na tej pod-
stawie A. J. Becker dal wykres (rys. 4),
oparty na zalozeniu, ze dla metali plastycz-
nych, jak miekka stal, krytyczne naprezenie
styczne wynosi w przyblizeniu T = 0,65.
Rys. 4. Pole naprezen sprezystych jest ograniczone

przez nastepujace proste:

}o,=+065; {0,=+4065; 1¥(o, —s,)==+0,65

oraz G, =—VY0y=— = G: O, —Va) —==ta, (2,3)



Dziesieciobok ABCDEFGH JK mozna otrzymaé, nakladajac wykres
(rys. 2) na rys. 3, przyczem ten ostatni odpowiada powiekszeniu
w stosunku 0,56 do 0,66. W wykresie, ktérego interpretacja nie
nastrecza zadnych trudnosci wobec tego, ze jest on skojarzeniem
rys. 2 z rys. 3, punktom L i MK odpowiadaja najwieksze napre-
zenia styczne.

PrzejdZzmy obecnie do tréjwymiarowego ukladu naprezen.
Obszar naprezen podkrytycznych, odpowiadajacy hypotezie naj-
wiekszych naprezen normalnych, przedstawié mozna w postaci
szescianu, na podstawie analogji z rys. 1. Obszar, odpowiadajacy
hypotezie najwiekszych wydluzen wlasciwych, ograniczaja plasz-
czyzny, okreslone przez réwnania:

6y — Y (o2 05) = =+ 5; 6y — v (354 0;) = 5
63—V (014 o) =+ (2,4)

Owe szesd¢ plaszczyzn ograniczaja skosny réwnolegloscian (rys. 5),
ktérego najdtuzsza przekatna tworzy jednakowe katy z osiami
1, 2, 3. Przekr6j réwnoleglo-

$cianu w plaszczyznie 1, 3
daje romb, przedstawiony na
rys. 2. Przy wartoéci v= 10,3
mamy dla wierzchotka A4 spél-
rzedne o, =6y = 6, = 2,59,
Rys. 5 przedstawia rzut kra-
wedzi réwnolegloscianu na
plaszczyzne 1, 3.

Tak samo mozemy przed-
stawi¢ wykreslinie hypoteze naj-
wiekszego naprezenia stycz-
nego. Mianowicie obszar naprezen podkrytycznych, odpowiada-
jacy hypotezie najwiekszego naprezenia stycznego, jest ograni-
czony plaszczyznami:

Rys. S.

G —Gy=—=a; Gy— 53— =0; G3— 0 = k3.

Kazda z tych szedciu plaszczyzn przecina pod katem 45° dwie
osie spé6lrzednych i jest réwnolegla do trzeciej. Otrzymujemy
tym sposobem prawidlowy szesciokatny pryzmat (rys. 6), ktérego
0$ tworzy réwne katy 2z trzema osiami spélrzednych. Pryzmat
ten jest nieskonczenie dlugi, co odpowiada faktowi, ze napreze-
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nie styczne jest male, gdy trzy gléwne naprezenia malo sie réznia
wzajemnie. Jak to pézniej szczegétowo oméwimy, fakt ten dobrze
zgadza sie z doswiadczeniem.

Rys. 6 jest rzutem pryzmatu na plaszczyzne 1, 2. Przekréj
pryzmatu w plaszczyznie 1, 2 jest taki sam, jak na rys. 3. W po-
dobny spos6b mozna zilustrowaé i hypoteze Becker’a *°).

W celu przedstawienia tej czy innej hypotezy wytrzymalos-
ciowej uzyliSmy wylgcznie naprezen gléwnych. Jesli przy inter-
pretacji poszczegélnych wykre-
s6w mogliSmy méwié o najwiek-
szych naprezeniach stycznych,
to dlatego, ze mieliémy zanoto-
wang w pamieci zalezno$é (2,1).
Przy omawianej metodzie wy-
kreslnej przedstawienie ukladu
naprezenn w jakimkolwiek prze-
kroju, tworzacym pewien do-
wolny kat wzgledem kierunkéw
gléwnych, nastrecza trudnosci.
O. Mohr??) dal sposéb wykresl-
nego przedstawienia hypotez wytrzymalosciowych, oparty na
réwnoczesnem zobrazowaniu ukladu naprezen w danym punkcie.
Dytyczy on jednak zagadnienia dwuwymiarowego.

Rys. 6.

3. Energetyczny warunek plastycznosci. Zdajac sobie
sprawe z roli potencjalu sil sprezystych w zastosowaniach teorji
sprezystosci, Eug. Beltrami *%), pierwszy wpadl na mysl (1885),
2e o wytrzymatoséci ciala stalego decyduje praca odksztalcenia.
Najzupelniej niezaleznie od tej préby M. T. Huber *), zastana-
wiajac sie nad ogélnemi warunkami pekania materjalu w danym
punkcie, doszedt do wniosku (1903), ze wytezenie materjalu
okreslajg wartosci trzech wlasciwych wydtuzen gléwnych ¢, e, i 2.
Miara wytezenia jest przeto funkcja tych trzech gléwnych wydlu-

) E, Beltrami. Sulla condizioni di resistenza dei corpi elastici.
Rend. Ist. Lomb. II, 18, 1885. Beltrami za miare wytezenia materjalu przyjal
calkowita wlasciway prace odksztalcenia, a nie cze¢sé jej, odpowiadajaca
pracy odksztalcenia postaciowego. Ten sam blad popelnil w r. 1919 P.B. Haigh
w pracy: The Strain-energy Function and the Elastic-limit. (British Asso-
ciation for the Advancememnt of Science. 487,1919). Por. E. Schleicher.
Der Spannungszustand an der Fliessgrenze. ZAMM, 6, 199, 1926,
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zer wlaéciwych. Analizujac charakter tej funkcji wypow;qg]zlal
on poglad, ze funkcja powyzsza posiada ten sam  ksztalt,icuo.

i wlasciwa praca odksztalcenia postaciowego. Na ‘&j podstawie

wyrazil on przypuszczenie, ze wytezenie materjalu“mierzy sie o

wlasciwa praca odksztalcenia postaciowego. Poslugujac ‘siety
zasada, mozna wytezenie, wywolane przez zlozony ukiad naprezen
poréwna¢ z wytezeniem, zachodzacem przy jedanokierunkowem
rozcigganiu lub Sciskaniu i ustalié warunek plastycznosci.

Uklad naprezenn w danym punkcie ciala w spélrzednych
prostokatnych (x, ¥, 2) okreslajg naprezenia normalne 5., g, i 5
oraz styczne Ty, Tur, Tiy. Podobniez uklad odksztalcen okreslaja
wydtuzenia wlasciwe <., 5y, . i przesuniecia katowe Tys, Ter, Tay-
Uklady powyzsze przedstawiamy w postaci schematéw:

o 1 T.\'_\' Tz o T,r_\' T.r:
Txy Oy Tye Yey: Ey Tk
Txa Ty T Tos  Tys CF

zwanych tablicami skladowych tensora naprezer i odksztalcef.
Oznaczmy przez \ wlasciwa energje potencjalng odksztal-
nieskonczenie malego réwnolegloscianu prostokatnego
dxdyds. Prace jaka musimy wykonaé, przechodzac od stanu
naturalnego do stanu, odpowiadajacego podanemu wyzej ukla-
dowi naprezen, a ktéra ujawni sie w postaci wzrostu energji po-
tencjalnej, oznaczmy przez d.\. Aby ja obliczyé, musimy uwa-
za¢ naprezenia za sily zewnetrzne, dzialajagce na $cianki réwno-
legloscianu dxdydz. Otrzymujemy tym sposobem*'):

cenia

(3.1).

Wprowadzajac znane zaleznosci pomiedzy naprezeniami a od-
ksztalceniami

== 2 = = ~e | e | - . 9
== 13 (5.:'1.‘.' iy j_v;,l' _I— 13=s T[T Tyz 1!_\'.-. T Taaxas ! T.I_l' ‘.r_v)

L] ol ) Vet F

e [E Ty (_\' T :) Iy= (’, od's
1 . 1

Ey ——— |8y — Y (4; = O av— — Ty

Y ( ) i = (3,2)
1 ] 1

Eg — P Ge =— ¥ Ty 1" 0Oy "r_:": = Ty
Z (:+39) Vo™=

*y  Timoszenko—Huber. Kurs wytrzymalosci materjaléw. 1922,

- ZI.I?% 2
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otrzymujemy energje wlasciwga (w odniesieniu do jednostki obje-
tosci) badz w funkcji naprezen

st

2G
badz w funkcji odksztatcen

. v o |
e24s24e2 4 i kst (5 iy Y i e o8
SRR el U s ( a2 r)

1

( Fa2402) — (5,4 5,+9.)% 12 +12 rfl (3,3)

2 (1 ) X 3 2 s

(3:4)

Niech /):% (1‘.-{-”5_1,~l— 5) oznacza t.zw. hydrostatyczne $rednie
naprezenie, za$ ﬂ:%(f_,_—I-S_‘,-{— ) s$rednie wydluzenie wlasciwe.
Stosujac przeksztalcenia
9 (o, 9 ) (0, =0 (B, — 9, =3 (1‘1 +ai+sl) (35
04 (,— = )t 4 (=)t (=8 ' =3 (2 +-e2422)  (56)
mozemy energje wlasciwa odksztalcenia wyrazié w postaci:

1 [ 1—2 1 ; 3 ]]
= 9p*+—| (3.~ ) (0, -39, )>+(5,—~0 )2 +12 22 422 11(3,7
26‘6(1:‘,‘) lb 6 (_| _1) ('1 z) (_ ) s -5 Xy ]( )
Tym sposobem energja wlasciwa odksztalcenia sklada sie z dwuch
czesci, a mianowicie z energji wlasciwej, odpowiadajacej pracy
cisnienia hydrostatycznego
3(2—) 7

AL L 7/ 3,8

y ov I (3.8)
oraz z energji wlasciwej odksztalcenia postaciowego:
1 /1

'\P =1 5_(; l 6 (11 O_\-)?_% (-"3“'* 3:)‘: T (G:_ j.r).: ' 1 Tf‘.‘.»l Tg.q' " T?;r } (3’9)

Jesli za osie spélrzednych wybierzemy gléwne osie naprezen
normalnych, to, obchodzaca nas blizej, energje wlasciwg od-
ksztalcenia postaciowego przedstawi wzér:

.\I,

(6, 3) 4+ (Ba— 35)? A+ (3y—0,)? | (3,10)

12 G

Obliczmy na podstawie ostatniego wzoru .\, w wypadku jedno-
kierunkowego rozciggania lub $ciskania, czyli dla naprezenia
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krytycznego o,= 2%k, przy réwnoczesnem 5,=5;=0. Mamy
wéwczas: )

| ) b2

‘ -\’l’ a, = 2k; °:=53:0— 3 7(5 (3’11)

przyczem £ jest stala, charakterystyczng dla danego materjalu
plastycznego. Przez poréwnanie otrzymanej wielkosci z wzorem
(3,10), otrzymamy energetyczny warunek plastycznosci
D= A\,— 4 _, =0 (3,12)
3 G
Dla przedstawienia energetycznego warunku plastycznosci uzyjmy
metody wykreslnej, stosowanej poprzednio. Zajmijmy sie naprzéd

SC/ISKANIE

Rys 17. Rys 8.

warunkiem plastycznoéci, zaproponowanym przez Beltrami’ego
i Haigh’a. W dwuwymiarowym ukladzie naprezer dla 5, =0 wa-
runkowi temu odpowiadaé bedzie rodzina elips (rys. 7), stosow-
nie do réznych wartosci v. W tréjwymiarowym ukladzie otrzy-
mamy rodzine elipsoid.

Zupelnie inaczej przedstawi si¢ energetyczny warunek pla-
stycznoéci w postaci podanej przez Hubera. W dwuwymiarowym
ukladzie naprezen dla 5,=0 otrzymamy coprawda znowu elipse
(rys. 8), ktérej osi tworza katy =/4 i 3%/4 z osiami sp6irzednych.
Elipsa powyzsza jest opisana okolo szescioboku, znanego nam
juz z rys. 3. W tréjwymiarowym ukladzie naprezen otrzymamy
zamiast elipsoidy walec o przekroju kolowym, ktérego o$ prze-
chodzi przez poczatek osi spélrzednych i jest wzgledem nich
jednakowo pochylona. Walec powyzszy jest przeto opisany okolo
szedciobocznego pryzmatu, przedstawionego na rys. 6. Przekrdj



walca w plaszczyznie 1,3 jest elipsa z rys. 8. Poréwnanie rys: 4
z rys. 8 przekonywa nas, ze, praktycznie biorac, hypoteza Becker’a
malo sie r6zni od hypotezy Hubera.

Dotychczas poréwnywaliémy energetyczne warunki plasty-
cznosci ze stanowiska czysto formalnego, pomijajac motywy,
usprawiedliwiajace wybér tej czy innej hypotezy. Zalozylismy
ogélnie, ze potencjal sit sprezystych jest decydujacym czynnikiem
wytrzymalosci danego ciala i ze przy obliczaniu tego potencjalu
nalezy oddzielnie traktowaé prace, odpowiadajaca ci$nieniu hydro-
statycznemu, i prace odksztalcenia postaciowego. Obecnie nalezy
zastanowi¢ sie nad przeslankami natury teoretycznej i doswiad-
czalnej, ktére sklonily twércow energetycznej hypotezy  wytrzy-
malosci do powziecia omawianych wnioskéw.

Przekonanie, ze nawet przy nieograniczonym wzroécie réwno-
miernego, wszechstronnego ci$nienia nie mozna oczekiwaé znisz-
czenia struktury wewnetrznej jednorodnego materjalu, odpowiada
naszym wyobrazeniom intuicyjnym na te sprawe. Nasza wspéiczesna
wiedza o budowie materji nie nastrecza pod tym wzgledem zadnych
watpliwosci. Obserwacje geologiczne i réznorodne doswiadczenia
laboratoryjne przekonywujs nas o slusznosci tego zapatrywania
intuicyjnego. Stad tez hypoteza pracy odksztalcenia postaciowego,
od ktérej niewiele réini sie hypoteza najwiekszego naprezenia
stycznego, jak o tem przekonaé sie tatwo z rys. 6 i 8, interpretuje
dobrze zachowanie sie cial plastycznych wobec wielkich cisnien
wszechstronnych. Usuniecie przez Hubera z potencjalu sil spre-
zystych wyrazu, odpowiadajacego pracy cisnienia hydrostatycznego,
bylo krokiem naprzéd w kierunku nowego ujecia trudnego za-
gadnienia wytrzymalosci ciala plastycznego.

Przy wszechstronnem rozciaganiu, jak to znéw intuicyjnie
wyczuwamy, struktura materjalu musi uledz zniszczeniu wskutek
peknie¢ wewnetrznych. Mozemy wszakie zwezié zakres teorji
plastycznosci do rozpatrywania odksztalcen ciaglych i wykluczyé
z niej calkowicie rozwazania, dotyczace zjawisk pekania. Takie
formalne zalozenia nie sa przykladem odosobnionym, jak o tem
$wiadczy teorja sprezystosci, w ktérej sa one stosowane z po-
wodzeniem. W danym wypadky, jak to wyjasnit Hencky,*)

*) H. Hencky. Zur Theorie plastischer Deformationen und der hier-
durch im Material hervorgerufenen Nebenspannungen. Proc. of the First
Intern. Congress for Applied Mechanics, Delft. 312, 1925,
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zalozenie formalne rozpatrywania odksztalcen ciaglych ciala
plastycznego, przy pominieciu zjawisk pekania, jest réwnoznaczne
z przyjeciem nieograniczonej wytrzymalo$ci przy réwnomiernym
wszechstronnym rozcigganiu. Przyblizony charakter tego zatozenia
rzuca sie w oczy nawet woéwczas, jesli przyjmiemy, ze t. zw.
wytrzymalo§é fizyczna przewyzsza wielokrotnie wytrzymalosé
techniczng. Nalezy dodaé, ze doswiadczalne sprawdzenie tego
ukladu naprezen natrafia na wielkie przeszkody natury techniczne;j.

Nie nalezy o tem zapominaé, ze hypoteza pracy odksztal-
cenia postaciowego, jakkolwiek lepiej wyjasnia od innych hypotez
zachowanie sie materjalu wobec ré6znych ukladéw naprezen, wy-
wolujacych zgniot, musi byé uwazana jedynie za przyblizone
stormulowanie warunku plastycznoéci. Mikrostruktura wiekszosci
metali zwyklych jest bardzo zlozona. Rozklad energji sprezystej
pomiedzy poszczegélnemi krystalitami, lub nawet w indywidual-
nych krystalitach, jest prawdopodobnie bardzo nieregularny.
Swiadczy o tem powstawanie drobnych wewnetrznych peknieé
wzdluz plaszczyzn poslizgowych, jakie sa dobrze znane z badan
nad znuzeniem metali. Fluktuacje naprezer specjalnie dotycza
migkkiej stali, gléwnego materjalu doswiadczalnego, a to ze
wzgledu na zupelnie rézne spdlczynniki sprezystosciowe sklad-
nikéw jak ferryt i cementyt. W metalach czystych i roztwo-
rach stalych mamy do czynienia z wybitng anizotropowoscig
krystalitéw, co wywoluje ze swej strony bardzo nieréwnomierny
rozklad naprezen. W poszczegélnych krystalitach moga zachodzi¢
przytem trwale odksztalcenia, wczesniej niz w sasiednich. Byloby
rzeczg niezmiernie ciekawa ustali¢ wielkodé fluktuacji naprezen
lokalnych wzgledem ogélnych érednich. Moze na tej drodze uda-
foby sie ustali¢ wzajemny stosunek granicy sprezystosci, pro-
porcjonalnosci i plastycznosci.

Mechanika cial plastycznych, majagca na widoku cele prak-
tyczne, techniczne, poprzestaje na jak najprostszem sformulowaniu
warunku plastycznosci, byleby sprawdzat on dane doswiadczalne
z dostatecznem przyblizeniem.

Wilasciwa praca odksztalcenia postaciowego jest miarg wy-
tezenia materjalu. Ale powstaje pytanie, czy za poréwnawcza
dla réznych ukladéw naprezen, krytyczna warto$é tego wytezenia
nalezy uznaé granice sprezystosci, czy proporcjonalnosci, czy
moze plastycznoéci. B. P. Haigh,*') ktéry sie nad powyzsza sprawa
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specjalnie zastanawial, opiera poréwnywanie wytrzymaltosci ma-
terjalu przy réznych ukladach naprezen, na podstawie przekra-
czania granicy sprezystosci. W terminologji angielskiej szkoly
doswiadczalnej!) granica sprezystosci odpowiada tej charakte-
rystycznej chwili, gdy atomy zgrupowane wedlug okreslonego
ukladu krystalicznego, zaczynaja przechodzi¢ do skupien szklistych.
Granica plastycznoéci odpowiada chwili, gdy, po dokonaniu prze-
sunie¢ lokalnych, érednie wartosci naprezern zaczynaja dosiegac
wartoSci naprezern lokalnych, zjawiajgcych sie po przekroczeniu
granicy sprezystosci.

Teorja plastycznos$ci, obejmujaca ré6znorodne, niekiedy bardzo
zlozone uklady naprezen, nie moze sie oby¢é bez wprowadzenia
zasadniczych uproszczen. Do takich uproszczer nalezy zaliczyé
zastgpienie ciala rzeczywistego przez cialo idealnie plastyczne®?),
a mianowicie takie, ktére przed dojsciem do

3 pewnej okreslonej granicy plastycznosci zacho-
(C) wujg sie wzorowo sprezysScie, za$ po jej prze-
] kroczeniu jest trwale odksztalcane przy nie-
€ zmiennem obciazeniu. Tym sposobem identy-
6

fikujemy granice sprezystosci, proporcjonalnosci

Y, i plastycznosci i zarazem rezygnujemy $wiado-

mie z uwzglednienia zjawiska stwardniania.

¢ Wykres rozciagania ciala idealnie plastycznego

Rys. 9. przedstawialby (rys. 9a) dwie proste, a wiec

jedna przechodzaca przez poczatek osi spél-

rzednych, odpowiadajacag obszarowi odksztalcen sprezystych, zas

druga pozioma, odpowiadajaca obszarowi plastycznemu. W mysl

propozycji Prandtl’a nalezaloby moze ten wykres przedstawié

w ksztalcie (b).

" 4. O hypotezie Mohr'a. Dotychczas poréwnywaligmy

ré6zne hypotezy wytrzymalosciowe, positkujac sie ukladem spél-

rzednych 5, 5, i 5;. Obecnie przejdziemy do metody wykreslne;,

wprowadzonej przez O. Mohr'a, ktéra réwniez przedstawia

krytyczne uklady naprezen. Mohr nietylko przyczynil sie do

wyswietlenia i spopularyzowania teorji wytrzymalo$ciowych, lecz

ponadto wyglosil hypoteze, na podstawie ktérej kazde tréjwy-

miarowe zagadnienie wytrzymalo$ciowe mozna z pewnem przy-
blizeniem traktowaé, jako dwuwymiarowe.

#) B. St. Venant. J. de Math. 308, 373, 1871. Réwniez C. R. 1868—1875.
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Metoda Mohr'a oparta jest zasadniczo na jego sposobie
przedstawiania dwuwymiarowego ukladu naprezen, panujacych
w danym punkcie. W tym ukladzie s, = 1., =1.,, = 0. Oznaczmy
Ty poprostu przez t. Wartosci naprezenia normalnego 3, i stycz-
nego T, dla przekroju, ktérego normala # czyni dowolny kat o
z osig X otrzymujemy z warunkéw réwnowagi dla elementarnego
tréjkata. Mianowicie mamy

5, = 4 (62 4 9y) &+ % (5 — 5) cos 22—+ 1 sin 2 4,1)
T, = 1 (52 — 6:) sin 22—t cos 22 (4.2)
Ekstremalne wartosci |s,| i |t,| otrzymujemy, rézniczkujac 6. i .

wzgledem ¢ i przyréwnywujac pierwsze pochodne do zera. Otrzy-
mujemy po dokonaniu prostych przerébek gléwne naprezenia
normalne o i gléwne naprezenia styczne T

1 =
9= (ort0) 5 |/ 45t (3, — ) (43)

=g )/ 40

Zauwazmy mimochodem, ze z wzoru (4,3) wynika, ze 5,}-5

=0, +4-6,. PrzejdZimy do przed- l
stawienia ukladu naprezen w da-
nym punkcie w funkcji kata .
W ukladzie spélrzednych (5., T
odkladamy na osi odcietych gléw-
ne naprezenia normalne 5, i g

S,

(rys. 10). Z punktu S zakreslamy :
kolo, przechodzace przez punkty
S, i .5;. Réwnanie tego kola
znajdziemy z wzoréw (4; 1—2), 6; I
rugujac kat = Rys. 10.

(Gu PR Gi= s (4.5)

gdzie p=1% (5,1 ;) jest nam znane z wzoréw poprzednich, jako

cisnienie hydrostatyczne, ze wzgledu na to, ze 5,=s5,=—0.
Kolo naprezer Mohr'a®) odpowiada réwnaniu (4,5). Mozemy

go z latwoscia zbudowaé, znajac o:, 5, i . Mianowicie OS =

#)  Timoszenko-Huber. Kurs wytrzymalosci materjaléw. 31.
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} (5. +05,), za§ promien kola = 12 ]___//4172 + (6. — 5,)%. Aby znalezé

G 1 Ts przeprowadzmy przez $rodek kola normale 7, prostopadla
do écianki A3 i tworzaca kat « z osig odcietych, odpowiadajaca
w danym wypadku kierunkowi jednego z naprezen gléwnych. Na
rys. 10 zaznaczone jest polozenie $cianki AB. Je§li teraz odlo-
zymy od normali # w kierunku trygonometrycznym jeszcze raz
kat 2, to otrzymamy punkt A7, ktérego spéirzedne przedstawiaja
naprezenia normalne i styczne w przekroju AB5.

Wzory (4,1 i 2) uproszcza sie, jes$li za osi spélrzednych
przyjaé kierunki gléwnych naprezen. Przepada wéwczas napre-
zenie styczne t. Mamy wéwczas

1
Sl 15 (5, + 53) _!—.‘2” ("1 U “3) cos 24 (4;6)

(5, —5;)sin2% 4,7)

- —

1
£y = oo
Jesdli bedziemy pokrecali normale » w kierunku trygonometrycz-
nym z okreslong predkoscia katowa, to punkt A7 (s, t.) bedzie
sie poruszal w tym samym kierunku, lecz z podwéjna predkoscia
katowa.

W dwuwymiarowym ukladzie naprezen kolo Mohr’a okresla
nietylko dany uktad jako taki, lecz ponadto daje mozno$é zna-
lezienia naprezen (6., t.) w kazdym poszczegélnym przekroju.
Przypomnijmy sobie, ze przy przedstawianiu wykreslnem réznych
hypotez wytrzymalto$ciowych positkowaliémy sie ukladem spél-
rzednych (5, 5;). Otéz kazdy punkt (o%, 5f) wyznacza jedno-
znacznie kolo Mohr’a. Obwodowi krytycznych wartodci naprezen
odpowiada kompleks k6t Mohr’a.

Rys. 11—13 przedstawiajg takie wlasnie kompleksy kot
Mohr'a dla hypotezy St. Venant’a, Guest'a i Hubera. Daja one
charakterystyczne obwiednie, bedace istotng cecha wykreélnej me-
tody Mohr'a.

W stosunku do swych poprzednikéw Mohr sformulowal
o wiele ostrozniej swe poglady na wytrzymalo§é réznych ma-
terjaléw. Poszczegélnym hypotezom wytrzymalosciowym wyzna-
czyt on okreslony zakres stosowalnosti. Tak hypoteza najwiekszego
wydluzenia wlasciwego (rys. 2) dotyczy wedlug Mohr'a wytrzy-
malosci cial kruchych. Wlasno$ciom metali plastycznych odpowiada
lepiej hypoteza najwigkszego naprezenia stycznego.
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Dla wypadku, gdy pekanie ciata nastepuje wskutek poslizgéw
wzdluz pewnych plaszczyzn, a wiec jak przy zgniocie w metalach,
Mohr zaproponowa! wlasna hypoteze, bedaca zmodyfikowaniem
pogladéw St. Venant’a. Mianowicie wyszed! on z zalozenia, ze
powstawanie pekniecia lub poslizgu jest uzaleznione od wzajemnego
ustosunkowania sie naprezen: normalnego
ou i stycznego 1,, jakie panujg w danej plasz-
czyznie. Przesunieciu wzglednemu dwuch
czgsci danego ciala przeciwdziala tarcie, za-
lezne znowu od ciénienia. Jest to nawrét do
dawniejszych teorji Coulomb’a o tarciu we-
wnetrznem w cialach stalych.

Swa hypoteze Mohr wypowiada w na-
stgpujgcych stowach: granica sprezystosci
i pekanie danego materjalu jest okreslone
przez naprezenia w plaszczyznach pogliz-
géw i peknigé. Tylko w szczegélnym przy-
padku moga one zalezyé wylgcznie od wiel-
kosci naprezen stycznych. Ponadto wypo-
wiada on przypuszczenie, ze plaszczyzna poslizgowa przechodzi
zawsze przez kierunek $redniego naprezenia gtéwnego o,. Jesli
przyjaé, ze powstawanie poslizgéw zalezy wylacznie od o, i =,
to przekroczenie granicy sprezystosci lub plastycznosci byloby
zupelnie niezalezne od naprezenia $redniego s5,.

Rys. 11, 12, 13.

Jest to przypuszczenie $miale, sprowadzajace wszystkie
zagadnienia tréjwymiarowe do dwuwymiarowych. Nowsze badania
podaja w watpliwo$é poglady Mohr’a.

Z rys. 11—13 widzimy, Zze obwiednia Mohr'a jest zawsze
symetryczna wzgledem osi odcigtych. Kazde kolo naprezen kry-
tycznych jest styczne do obwiedni w dwuch punktach M, (s,, 7.)
i M, (9, —=.), ktérym odpowiadaja dwie plaszczyzny posliz-
gowe. Stad wniosek: w kazdym punkcie ciala, w ktérym prze-
kroczona jest granica plastycznosci, tworza sie dwie plaszczyzny
poslizgowe. Przecinaja sie one wzdluz osi $redniego naprezenia
gléwnego o, i tworza jednakowe katy z kierunkami gltéwnych
naprezen , i ;.

W teorji Mohr'a zasadniczg role odgrywa ksztalt obwiedni
k6l naprezen, ktéra jest geometrycznem przedstawieniem za-
leznosci t. =/ (9.). Przyjmujac za zmienne naprezenia gléwne
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5, i 95, mozemy od tej zaleznosci przej$¢ do nowej w postaci
Tar = & (5, — 63) = % (p), gdzie p=14 (9,+055). Dla wielu cial,
jak np. dla metali przy odpowiedniej temperaturze, mozna przyjaé,
ze Tuax— const. Ciala takie, czyniace zado$é t. zw. warunkowi
Tresca— St. Venant’a nazwal Prandtl szczegdinie plastveznemsi.
Czesto ostatnia zalezno$¢ daje sie przedstawié linjowo .. =£— 1 p.

Hypoteza Mohr’'a stala sie popularng w Niemczech i wiele
rozwazan teoretycznych i badan doswiadczalnych jest z nig zwia-
zanych. Osia tych badan jest w wypadku wplyw zmiany $redniego
naprezenia gléwnego na wytrzymalo$¢ metali plastycznych.

Warunek plastycznosci moze by¢ przedstawiony wykreslnie
zapomoca gléwnych naprezen stycznych 1, T, t;. Tak np. hy-
poteze najwiekszego naprezenia stycznego

[nl <k Jml<k; [ml<r (4,8)

mozemy w tych spélrzednych przedstawi¢ w postaci szescianu.
Stosujgc te same spélrzedne, mozemy, idac za rada Mises’a®!),
przedstawi¢ warunek plastycznosci w postaci kuli t? }-tj»;’— ti =053
Tak sformulowany warunek rézni sie niewiele od wzoru (3,10).

5. Tensorowe przedstawienie warunkéw plastycz-
nosci. Dla przejrzystego przedstawienia praw i zaleznosci fi-
zycznych jest rzecza niezmiernie waznag wyrazié je w ksztalcie
niezaleznym od tego czy innego typu spéirzednych. Przykladem
najdalej w tym kierunku posunietej préby bylo zastosowanie w teorji
grawitacyjnej Einsteina metod bezwzglednego rachunku réznicz-
kowego, ktéry obecnie zaczyna by¢ stosowany z powodzeniem
i w innych dziedzinach fizyki teoretycznej. Coraz czeéciej spo-
tykamy sie tez z pracami, majacemi na celu wyrazi¢ w formie
tensorowej réwnania teorji sprezystoéci. Idea powyzsza nie jest
nowa, jak o tem $wiadczy sama nazwa ,tensor”, zapozyczona
z okreslenia odksztalcenia sprezystego. Mysl uogélnienia i uprosz-
czenia formy, w jakiej wypowiadane sa prawa sprezystosci, tkwila
juz zasadniczo w pracach Lamé’go nad spéirzednemi krzywo-
linjowemi. Dla celéw mechaniki cial plastycznych, ktéra powstala
droga wyodrebnienia pewnych zagadnien z teorji sprezystosci
i hydromechaniki cieczy lepkiej, tensorowe sformulowanie warunkéw
plastycznosci i ruchu ciala plastycznego, posiada duze znaczenie.

1) R. v. Mises. Mechanik der festen Korper im plastisch-deforma-
blen Zustand. Gottingen Nachr. 583, 1913.
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Oznaczmy tensor naprezen przez o, tensor odksztalcen
wlasciwych przez = i tensor predkosci odksztalcenia wlasciwego
przez ¢. Odpowiednie tablice ‘skladowych tych tensoréw przed-
stawiag sie w sposéb nastepujacy:

6.\' ‘c.y.r ‘cs.\' s.\' T_,\"J Tz.r s.\' T_)\ TS.T
Tey Oy Tay Yoo €y Tay Tav €y Yoy (5’1)
Trs T_yu 35 Tas T_\': €z Tas 'r_vs €z

Jedli przez ¢, 7, 2 oznaczymy nieskoriczenie male, sprezyste prze-
suniecia punktu, to wydluzenia wlasciwe i przesuniecia katowe
przedstawia sie nam w postaci:

(l)

S e 21 R ]
~ ox’ e T i R R (

oy s
Jesli znowu zamiast tych przesunie¢, weZmiemy pod uwage pr¢d~
kosci odksztalcania w danym punkcie =%, v = i, w==_, to

otrzymamy predkosci wydluzania wlasciwego i przesuwania ka-
towego:

€y — ()—\ 5 Sx d_'_\’ sy €3 dz? HEN

()u_ . dv . ow Ak ou . 01
2(0v+ A)ltd (5,3)

Po tych wyjasnieniach, dotyczacych wielkosci, z ktéremi be-
dziemy mieli do czynienia, zajmijmy sie¢ blizej tensorem 5. Wiel-
kosci (skalarne) z pierwszej kolumny tego tensora ox, Ty i Tx:
sa skladowemi wektora naprezen s., odpowiadajacego elemen-
towi powierzchni, ktérego normala zewnetrzna posiada dodatni
kierunek osi . Podobnie na element powierzchni prostopadly
do osi ¥ dziala wektor naprezen 5,, ktérego skladowe znajdu-
jemy w drugiej kolumnie tablicy. Wielkosciom z trzeciej ko-
lumny odpowiada wektor 5.. W oznaczeniach tych wielkosci
wektorowe w odréznieniu od skalarnych sa zaznaczone kreska,
za$ tensorowe dwoma kreskami gérnemi.

Skladowe tensora zmieniaja sie wraz z przeksztalceniem
osi spélrzednych. Mozemy zawsze znalez¢ taki prostokatny uklad
sp6irzednych, ze w tablicy tensora otrzymamy wzdluz przekatnej
naprezenia gléwne s, 5,, 55, za$ naprezenia styczne beda réwne
zeru. Te naprezenia glédwne mozna okreslié na podstawie niez-
miennikéw, lub t. zw. skalaréw, ktérych tensor naprezeri posiada
trzy:



’[| —-0 == Gg -{- Ty =— Oy —F_ Sy =3, (5,4)
Ty == 6,8y 0y 03 03 8 == ¢ Gy + 0y Gz 400, — (2,472, +12) (5,5)

'[3 = 310,033 — Txy Oy Tay (5’6)

Od tensora mozna zawsze odjaé cze$é skalarng *%), odpowia-
dajaca wszechstronnemu ci$nieniu i wyrazona przez uklad:

p o o
o p o (5,7)
o o0 p
Otrzymamy nowy ukltad z niezmienionemi naprezeniami stycznemi:
"j’.\' Tyxe Tax 3,,: — Oy /)
Ty Oy Ty o gdzie dy=o,—p (5,8)
Tia: S Ol aly = 03— p

ktéry oznaczamy przez 5 i nazywamy dewiatorem naprezen. Po-
jecie powyzsze wprowadzil J. A. Schouten: dewiatorowi odpo-
wiada takie przeksztalcenie punktéw przestrzeni, ze wlasciwy
uklad prostokatny spélrzednych przechodzi w ukosnokatny, bez
obrotu, czyli bez czesci wektorowej, jak réwniez bez rozszerze-
nia przestrzennego, czyli bez czesci skalarnej. Solenoidalne pole
wektorowe po zastosowaniu operatora Hamiltona V (nabla), daje
pole dewiacyjne, lub pole &cinania. Dewiator mozna sprowadzi¢
do trzech gléwnych naprezen stycznych.

W podobny sposéb mozemy okresli¢ dewiator odksztalcen.
Na podstawie zaleznosci pomiedzy naprezeniami i odksztalce-
niami fatwo przekonaé sie, ze dewiator naprgzen jest proporcjo-
nalny do dewiatora odksztalcern wlasciwych, co wyrazaja wzory:

gl — 1 . 3' . _1- ST 1
TR R e ST

=0ry 1 1
=05 2 g =356 " (5.9)
£ ——1'— a'ss l ——1 T

T oA e A T A

i) J, A. Schouten. Grundlagen der Vektor — und Affinoranalysis.
Teubner 69, 1914.
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Rozlozenia tensora naprezen dokonal Stokes jeszcze w r. 1845.
W postaci zblizonej do wektorowej ujal powyzsza zalezno$¢ we
wzory Maxwell 3%),

Proporcjonalnoéé dewiatora naprezen i odksztalcen dotyczy
obszaru niewielkich wartoéci odksztalcen sprezystych. Co bedzie
jednak, jesli przekroczymy granice plastycznosci. Uciekamy sie
wéwczas do nowej hypotezy, a mianowicie, Ze poza granica
plastycznosci cialo stale zachowuje sie jak ciecz lepka, prawie
zupelnie niescisliwa. Do tego wniosku doszedl jeszcze St. Ve-
nant, interpretujac do$wiadczenia nad przebijaniem, przeprowa-
czone przez Tresca !%) *?)34). Zaleznosci pomiedzy naprezeniami
a predkosciami cieczy lepkiej ustala hydromechanika cieczy
lepkiej w postaci t. zw. réwnan Stokes’a %2). Warunek nieéci$li-

wodci cieczy wyraza si¢ przytem w postaci € 4 &, + € =
Jesli przyjmiemy zalozenie St. Venant'a, rozwiniete przez Bous-
sinesq’a ¥)%), to dewiator predkosci odksztalcania jest proporcjo-

nalny do dewiatora naprezen & — % ¢, czyli w rozwinieciu:

!

Olx = %Er; Ty = %ty

L - ny ap

Sy =—"%E8; Tys = % {yz (5,1 0)
‘1': — 4Eyg 9 Tox — ‘I,‘i';_‘.

Ruch plastyczny ciata stalego wymaga jeszcze dodatkowego omé-
wienia ze wzgledu na warto$é pracy wydatkowanej na pokonanie
tarcia wewnetrznego. Przyjmujemy mianowicie, w mys! propozycji
Mises’a, ze, jesli powiekszymy predkosci ruchu ciata plastycznego,
pozostawiajac bez zmiany wszystkie inne warunki, to praca prze-
ksztalcenia przy zalozeniu identycznych uktadéw: poczatkowego
i koncowego, bedzie ta sama. Zasade powyzsza nalezy uwazad,
jako pierwsze przyblizenie teorji, opartej na dotychczasowym
materjale do$wiadczalnym. Dodajmy, ze w technice dosé czesto
stosujemy wzory, w ktérych praca wydatkowana jest niezalezna
od predkosci; tak np. spélczynniki tarcia $lizgowego cial stalych
mozna uwaza¢ w pewnych warunkach za stale.

%) Enz. Math, Wiss. Tom IV. 4, 29.

#1) M. Brillouin. La theorie Tresca — St. Venant. Praca powyzsza
krytycznie omawia rozwdj pogladéw St. Venant'a, P. Levy’ego i Boussinesq'a
na zagadnienia plastycznosci. Annales de Physique, 14, 5—75. 1920.

i) A, T. Troskolaiski. Hydromechanika. Lwdéw, 105, 1925. %) M, J.
Boussinesq. Mécanique des semifluides. Ann. de I'Ec. Norm, Super. 82, 1918,
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Jesli przyjmiemy owa zasade, to praca wydatkowana na
odksztalcenie plastyczne w jednostke czasu i objetosci, wyniesie:

3; Ex a, é'._, +6. €.+ 2Ty Ty + 2Tus Tyz - 0o fox =
Sn e bI b2 224 242).  (511)

Jesli wszystkie predko$ci pomnozymy przez czynnik ¢, to wyra-
zenie powyzsze zwiekszy sie proporcjonalnie do ¢*. Réwnoczesénie
czas przebiegu odksztalcenia skraca si¢ w stosunku 1:c. Wy-
nika z tego, ze wprowadzony spélczynnik proporcjonalnosci musi
byé odwrotnie proporcjonalny wzgledem predkosci. Innemi stowy
dewiator naprezen pozostaje ten sam, o ile wszystkie skiadowe
tensora predkosci zmienig sie w tym samym stosunku.
Zastanéwmy sie blizej nad spétczynnikiem w funkcji dyssy-
pacyjnej D =% (E24-¢24¢€2 4272 4272 4-272). W tym celu mu-
simy uprzednio znalezé T,y dla tréjwymiarowego ukladu naprezern,
co jest rzecza znacznie trudniejsza, niz dla ukladu plaskiego.
Zagadnienie powyzsze rozwiazal M. Levy®") w nastepujacy sposéb:
Gl6wne naprezenia normalne okreslamy ze skladowych ten-
sora naprezen (5,1) na podstawie réwnania charakterystycznego:

G — A Tyy Tor |
=¥ Gy— N Tay =0 (5,12)
Tap Gl Oy — A

Jest to réwnanie algebraiczne trzeciego stopnia wzgledem nie-
wiadomej A. Trzy pierwiastki tego réwnania sa to: 5;, G, 35 (5,4).
Teorja réwnan algebraicznych poucza nas, ze, znajac niezmienniki
Jy,Js i .J5, mozemy zestawié nowe réwnanie algebraiczne, ktérego
pierwiastkami beda réznice naprezen gléwnych o, —o,; 5, — 5y;
5y, — 5, . Zakladajac dodatkowo, ze -/, =0 ze wzgledu na niescisli-
wo$é cieczy, mozemy zestawié t. zw. réwnanie charakterystyczne
M. Levy’ego trzeciego stopnia, ktérego pierwiastki p*> odpowiadaja
najwigkszym naprezeniom stycznym:

4(p2T,) (402 +12)* 2102 =0 (5,13)

Najwiekszy z trzech pierwiastkéw, ktérych réwnanie powyzsze
posiada trzy, wszystkie rzeczywiste i dodatnie, przyréwnywujemy
do pewnej wielkosci stalej |p”|une =4% jesli dane cialo jest
szczegblnie plastycznem (warunek Tresca-St. Venant).

) M. Levy. J. Liouville. 369, 1871.
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Niezmienniki skalarne ./, i .J;, bedace funkcjami naprezen,
zastapmy przez nowe niezmienniki tensora predkosci odksztalcen
na podstawie zaleznosci (5,10), wprowadzajac na razie spélczynnik
lepkosci w ksztalcie niewiadomej o'

-7229'2]‘3; ’T3=9'3/‘3 (5115)

Podstawmy nowe wartoéci w réwnanie Levy'ego, w ktérym za-
miast p mamy podstawiong uprzednio stala Tresca. Otrzymujemy:

8 (k202 1) (4R34 02 )2+ 2T 12 = 0 (5.14)

Réwnanie powyzsze jest trzeciego stopnia wzgledem nowej nie-
wiadomej p’2. Rozwigzmy go wzgledem niej i z trzech pierwiast-
kéw, ktére sg rzeczywiste i dodatnie, wybierzmy najmniejszy,
ktéry bedzie zadanym spélczynnikiem lepkosci *.

Z réwnania (5,14) widzimy, ze spélczynnik lepkosci jest
odwrotnie proporcjonalny wzgledem pewnego wyrazenia jedno-
rodnego pierwszego stopnia z predkosci odksztalcania: I, jest
bowiem wielomianem jednorodnym drugiego stopnia, za$ I; — trze-
ciego stopnia ze skladowych predkosci odksztalcania. Wynika
stad, ze funkcja dyssypacyjna jest jednorodna i pierwszego stopnia
wzgledem skladowych predkosci odksztalcania. Tensor naprezen
jest zerowego stopnia wzgledem skladowych predkosci odksztal-
cania. :

Podane przez nas réwnanie charakterystyczne, okreslajace
spélczynnik lepkosci, zawdzieczamy M. Brillouin’owi®), ktéry widzi
jednak konieczno$é uzupelnienia funkcji dyssypacyjnej czynnikiem
w postaci funkcji wykladniczej czasu odksztalcania plastycznego.
Podnietg dla takiego postawienia zagadnienia sa dla Brillouin’a
doswiadczenia Bouasse’a nad skrecaniem drutéw i badania wy-
stepujacych przytem zjawisk dziedzicznosci.’®)*)1?)

Przy bezladnych przeksztalceniach ugrupowan atomowych,
jakie zachodzg podczas zgniotu, czas trwania tych przeksztalcen
odgrywa bezwatpienia powazng role. Na podstawie metod me-
chaniki statystycznej mozna wnioskowaé, ze wprowadzenie do

38) M. Bouasse. Torsion des fils fins. Thése 1896. Takze Ann. de Phys,
et Chimie. 1897. Pozatem liczne prace w Ann. de Toulouse. ') N.S. Kurnakow
i S. F. Zemczuznyj. Dawlenje istieczenja i twiordost’ zidkich tiel. lzw.
Pieterb. Politechn. Inst. 1913, '") Vito Volterra. Drei Vorlesungen iiber
neuere Fortschritte der math. Physik. Przeklad niem. przez Lamla. Lipsk 1914.
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wyrazenia funkcji dyssypacyjnej czynnika, w postaci funkcji wy-
kladniczej czasu trwania zgniotu, jest rzecza usprawiedliwiona.

6. Rownanie ruchu ciata plastycznego przy zasto-
sowaniu symbolistyki bezwzglednego rachunku réznicz-
kowego. Sformulowanie warunku plastycznoéci i réwnan ruchu
ciala plastycznego zyskuje ‘wiele na jasnosci i pogladowosci,
jesli zastosujemy symbolistyke bezwzglednego rachunku réznicz-
kowego, ktérego podstawy znajdujemy w badaniach Christoffel’a,
za$ og6lne rozwiniecie teorji w pracach R. Ricci-Curbastro i Levi-
Civita.!') W kolach fizycznych teorja powyzsza, znana pod nazwa
og6lnego rachunku tensorowego, lub rachunku Ricci,*?) stala sie
popularng od chwili, gdy, jak o tem wspominali$my poprzednio,
Einstein uzy! jej jako zasadniczego $rodka pomocniczego do swych
badan w dziedzinie teorji grawitacji.!¥) Pierwsze ujecie teorji
plastycznosci w symbolistyce ogélno tensorowej dat H. Hencky. %))
Oznaczmy przez gpv fundamentalny tensor metryczny. Przy ruchu
nieutrwalonym fundamentalny tensor metryczny jest blizej nieznana
nam funkcjg czasu, ktéra dopiero w nastepstwie daloby sie okreslié.

Pelny tensor naprezen sklada sie z dwuch czesci. Pierwsza
z nich odpowiada wszechstronnemu ci$nieniu p, druga zas$ de-
wiatorowi. Przedstawmy pelny tensor w ksztalcie spétzmiennym:

Pyv = pgus + (6.1)
Podobnie pelny tensor odksztalcen przedstawimy w postaci:
Slw = €Ly - Epy (6,2)

Plastyczne odksztalcenie Hencky traktuje wylacznie jako zmiane
postaci ciala, odrzucajac ciénienie hydrostatyczne i zmiany obje-

) G. Ricci i Levi-Civita. Metody rachunku rézniczkowego bez-
wzglednego i ich zastosowanie. Prace matem.-fiz. 12, 11-94, 1901. P. Appell.
Traité de Mécanique Rationnelle. Eléments de calcul tensoriel. Paryz. 1926.
) J. A. Schouten. Der Ricci-Kalkiil. Berlin 1924. %) A, S. Eddington. The
Mathematical Theory of Relativity. Cambridge Univ. Press. 1923, lub w prze-
kladzie niemieckim: Relativitdtstheorie in mathematischer Behandlung.
J. Springer 1925. Autor Swietnie ujmuje z punktu widzenia fizycznego za-
sadnicze pojecia z dziedziny rachunku ogélnotensorowego. *') L. Brillouin.
Les lois de I'élasticité sous forme tensorielle valable pour des coordonnées
quelconques. Ann. de Phys. 251-208, 1925. '%) H. Hencky. Die Bewegungs-
gleichungen beim nichtstationdren Fliessen plastischer Massen. ZAMM. 5.
144, 1925,
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toéciowe, na co wszakze niezawsze mozna sig zgodzi¢ wobec
daleko posunietych odksztalcen trwalych. Obchodza nas jedynie
dewiatory, ktére, przez zmiang osi spélrzednych, daja sie¢ zawsze
sprowadzié do trzech wzajemnie prostopadlych naprezen stycznych.
Prawo proporcjonalnoéci dewiatora napregzen i odksztalcen daje
nam wzor:

1
Sw =55 P - (63)

W zaleznosci powyiszej mamy do czynienia z jednym tylko
sp6lczynnikiem, a mianowicie modulem odksztalcenia postacio-~
wego. Nasuwa to na mysl, ze po udzieleniu impulsu naprgze-
niowego, ktéremu odpowiada odksztalcenie poza granica plastycz-
nosci, dewiator odnosénych predkosci odksztalcania bedzie, podobnie
jak dewiator odksztalcen wlasciwych, proporcjonalny do dewiatora
krancowych naprezen sprezystych. Z uwagi powyzszej bedziemy
stale korzysta¢ przy uzasadnianiu teorji ruchu ciala plastycznego.

Zajmijmy si¢ na wstepie warunkiem plastycznosci Hubera
i w tym celu przyréwnajmy do pewnej wielkosci stalej prace
dewiatora odksztalcenn wlasciwych. Jesli 2% stanowi granice
plastycznosci przy jednokierunkowym ukladzie naprezen, to prace
dewiatora otrzymamy, nasuwajgc przeciwzmienny tensor naprezen
na spélzmienny tensor odksztalcen:

22

1 1 e
N= 275;1:/ G.“"’:Z}G /{’uwp‘ /:Z,)G; (6,4)

warunek plastycznosci wyrazi si¢ wéwczas w postaci niezmiennika:

(187} 8 2
/){w P‘ = 3 /’,- (6’5)

Wobec tego, ze zjawiska fizyczno-mechaniczne, towarzyszace
walcowaniu lub wytlaczaniu metali, sa nader skomplikowane, jest
rzecza koniecznag uproécié zasadnicze zalozenia i umozliwié tym
sposobem zastosowanie metod matematycznych do rozwigzywania
najwazniejszych zagadnien. Ta droga poszed! w swoim czasie
St. Venant i Boussinesq, w ich $lady podazyli Mises i Hencky.
Mysla przewodnia Hencky'ego stalo si¢ uwzglednienie dwoistej
natury cieknacego materjalu plastycznego: a wigc jako ciala
izotropowego sprezystego, posiadajacego okreslona granice pla-
stycznoéci, czesciowo zas znowu jako niescisliwej cieczy lepkiej.

3
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Otrzymuje sie przytem stany réwnowagi statecznej, okreslajace
pewne uklady réwnar rézniczkowych. Innym zalozeniem Hencky’ego
jest to, ze odksztalcenia plastyczne sa powolne i przebieg ich
jest izotermiczny, wskutek czego warunek plastycznosci moze by¢
uwazany za niezmienny.

Tak wiec przy ruchu materjalu plastycznego mamy do czy-
nienia z dwoma dewiatorami naprezen: statycznym, wynikajacym
z dzialania sil sprezystych p,, i dynamicznym, odpowiadajacym
sifom tarcia wewnetrznego 7. Oba powyzsze dewiatory, w mys$l
poprzedniej uwagi Hencky’'ego, mozemy wyrazi¢ w predkosciach
odksztalcen wlasciwych, ktére, ze wzgledu na wlasciwosci sym-
bolistyki rachunku tensorowego, oznaczmy przez ¢uv. Mianowicie
mamy:

dla naprezen ciernych Py = 2% epy (6,61)

dla naprezen sprezystych Puy = 2hey, (6,62)

Pomiedzy spétczynnikami 7 i 2 istnieje zasadnicza réznica. Zda-
waloby sie, ze spélczynnik tarcia wewnetrznego % moze byé
okreélony na podstawie badarni nad zanikaniem drgan w ciele
sprezystem. Nie mamy wszakze pewnosci, czy jest on identyczny ze
spélczynnikiem lepkosci materjalu plastycznego. Pozostawiajac na
boku roztrzygniecie tej kwestji, mozemy uwazaé spélczynnik =
za wielkodé stala. Inaczej rzecz sie ma ze spélczynnikiem A
Wzér (6,62) niema charakteru réwnania teorji sprezystosci, a ujmuje
jedynie mniej lub wiecej uzasadniona hypotezg, ze po przekro-
czeniu granicy plastycznoéci uklad naprezen sprezystych jest
okreslony przez predkosci ruchu plastycznego. Co najwazniejsze,
uwazamy przytem, ze warunek plastycznoéci obowigzuje i nadal
bez zmiany. Spélczynnik X mozemy tez okreslic z warunku
plastyczno$ci: 4)\*euvet” =8/3 k*, skad mamy:

o2k 1 2k 1

16 | r':wr’E“ }'6 l/eil" ’,:‘:* (6,7)

Tak otrzymany spélczynnik % jest odwrotnie proporcjonalny do

pewnej jednorodnej funkcji pierwszego stopnia z predkosci od-
ksztalcania.

Przy wyprowadzaniu réwnan, dotyczacych réwnowagi ele-

mentu ciala plastycznego w ruchu, pominiemy sily bezwladnosci.
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Przy wiekszosci proceséw technologicznych odksztalcanie pla-
styczne odbywa sie powoli i przy$pieszenia sa znikome. Réwnanie
réwnowagi okreslamy zazwyczaj w ten sposéb, ze div. tensora
naprezen i sita wypadkowa dzialan masowych sklada si¢ wspélnie
na wektor zerowy'®). W symbolistyce bezwzglednego rachunku
rézniczkowego znak Vv oznacza rézniczkowanie spéizmienne, przy
ktérem usuniety jest wplyw krzywizny ukladu spélrzednych:

\-‘1[):"” + v, "':_ (s = 0

skad po podstawieniu wzoréw (6; 61 i 62) otrzymémy

0
ot -U-p 4+ 22¥v et 4 oV, (0et?) - p X+ =
X

Nasurimy na lewa strong tego réwnania spélzmienny tensor fun-
damentalny ¢,,. Otrzymamy

9

= - 22Vvel + 2V (he.’) +p X, = 0 (6,8)

Warunek niescisliwosci materjatu plastycznego wyrazi sie w postaci
(7;‘) — O (6’9)

Jesli we wzorze (6,8) pochodna spétzmienna V) (hepy) jest réwna
zeru, mamy do czynienia z ciecza lepka, ktérej sp6lczynnik
lepkoéci moze byé bardzo duzy, za$ predkosé plyniecia bardzo
powolna. Zachowujac jednak ten wyraz w réwnaniu (6,8), otrzy-
mujemy ruch plastyczny, zasadniczo rézny od ruchu cieczy
plastycznej. W przypadku cieczy lepkiej funkcja dyssypacyjna
przedstawi sie w ksztalcie D =2zeuve!’, za$ w przypadku ruchu
materjalu plastycznego, po uwzglednieniu zaleznosci (6,7), w postaci:

D = (P 4 %) ey = 2 (2 N epwe™ = 2(2+1) (ep?)? = z/e (1)
MR | " (610)
") J. Spielrein. Lehrbuch der Vektorrechnung. Stuttgart. 307, 1916.

Operator Hamiltona, zastosowany wzgledem th‘;urn drugiego stopnia, Jahnke
1)-3 L3y

nazywa traktorem: tr 5 =1 e ) w - /v‘ —— . O wiele ogdlniejsze i Sais-

lejsze okredlenie rozbieznosci tensora jest nastcpu;qcc. rozbieznoscia (di-
wergencja) tensora jest skrdcona spélzmienna pochodna tensora. Por. A. S,
Eddington: The Mathematical Theory of Relativity; przeklad niemiecki:
Relativitdtstheorie in mathematischer Behandlung, str. 163.
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Jesli dodamy, ze % jest wielkoscig stala, za$ spélczynnik X jest
odwrotnie proporcjonalny do funkcji jednorodnej pierwszego stopnia
wzgledem predkosci odksztalcania, to dojdziemy do wniosku, ze
funkcja dyssypacyjna bynajmniej nie jest proporcjonalna do wy-
razenia pierwszego stopnia ze skladowych predkosci. Propozycja
teoretyczna Hencky’ego odbiega wiec znacznie od préby ustalenia
charakteru funkcji dyssypacyjnej, jaka dal M. Brillouin. Najnowsze
badania nad walcowaniem, podjete przez G. Liss’a'”), wskazuja,
ze slusznoéé lezy bez watpienia po stronie Hencky’ego.

Wezmy pod uwage utrwalony ruch materjalu plastycznego.
W réwnaniach (6, 7, 8, 9) mamy do czynienia z o$miu niewia-
domemi, a mianowicie z p, » i szesciu skladowemi symetrycznego
tensora epv. Jesli od ksztaltu tensorowego przejs¢ do zwyklych
wyrazer analitycznych, to réwnan bedzie pieé. Przy utrwalonym
pradzie materjatu plastycznego, skladowe tensora e¢py dadza sie
wyrazi¢ jednak w pochodnych czastkowych predkosci ruchu
u, v, w. Tak wiec liczba zmiennych odpowiada liczbie réwnan
i rozwigzanie ukladu otrzgymanych réwnan rézniczkowych jest
w zasadzie mozliwe. W przypadku utrwalonego przeplywu ma-
terjalu plastycznego fundamentalny tensor metryczny £, moze
byé wybrany najzupelniej dowolnie.

O wiele trudniej rzecz sie przedstawia w wypadku ruchu
nieutrwalonego, gdy uktad spéirzednych zwigzemy z poruszajgcym
sie elementem ciala plastycznego. W tym przypadku uktad po-
czatkowo ortogonalny staje sie wkrétce, ogélnie biorac, ukosno-
katnym. Powstaje zalezno$¢ pomiedzy fundamentalnym tensorem
metrycznym réwnoobjetoéciowego ukladu odniesienia, a sklado-
wemi tensora odksztalcen. Gléwny warunek, okreslajacy fun-
damentalny tensor g,,, polega na przyréwnaniu do zera krzy-
wiznowego tensora 4-go stopnia Riemanna i Christoffel’a, zawie-
rajacego pierwsze i drugie pochodne g,.

W rozdziale piatym oméwiemy niezgodnos$é zalozen teore-
tycznych, przyjetych przez Hencky’'ego, z doswiadczeniem. Cha-
rakter ruchu ciala plastycznego jest tak odrebny, ze tylko w wy-
jatkowych razach mozna dostosowywac don postulaty, zapozyczone
z hydrodynamiki i teorji sprezystosci.

1) @G. Liss. Die Nutzarbeit des Walzvorgangs. Stahl und Eisen, 1922.
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