
ROZDZIAŁ, I. 

Ogólne zasady statyki i ruchu ciała plastycznego. 

2. Przedstawienie w y k r e ś l n e w a r u n k ó w plastycz
n o ś c i . Punktem wyjścia dla matematycznej teorji plastyczności 
jest ustalenie warunku plastyczności w przypadkach złożonego 
układu naprężeń. Warunek ten powinien odpowiadać granicy plas
tyczności dla rozciągania lub ściskania, którą wyznaczamy do
świadczalnie dla danego materjału. Gdy mamy do czynienia 
z układem dwuwymiarowym, a zwłaszcza trójwymiarowym, nie 
jest rzeczą łatwą ustalić prawa wytrzymałości, polegające na tern, 
że wytrzymałość przy złożonym układzie naprężeń uzależniamy 
w sposób mniej lub więcej przybliżony od tych spólczynników, 
jakie nam dają zasadnicze próby na rozciąganie lub ściskanie. 
Nie mniejsze trudności nastręcza sprawdzenie doświadczalne 
różnych hypotez roboczych. 

Dopóki dorobek doświadczalny, dotyczący złożonego układu 
naprężeń był nikły, powszechnie uznawano teorję największego 
naprężenia rozciągającego, sięgającą jeszcze epoki Gali leusza. 
Później przekonano się, że pomiędzy odkształceniami, wywołanemi 
przez złożony układ naprężeń, a pomiędzy odkształceniami, odpo-
wiadającemi naprężeniu jednokierunkowemu, zachodzi wielka różni
ca. Przyjęto wówczas hypotezę największego wydłużenia właściwe
go, wprowadzoną przez St. Venant'a, która cieszyła się trwałem 
powodzeniem. Duży wpływ na zagadnienie plastyczności metali 
wywarły badania, przeprowadzone głównie we Francji , gdy spo
żytkowano odkrycia metalograficzne; rzuciły one światło na me-
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chanizm pękania 1 6) n ) w ciałach kruchych i plastycznych. Bezpo
średnie znaczenie dla omawianego zagadnienia miały doświadczenia 
angielskie, przeprowadzone przez J . Guest'a l s ) , a kontynuowane 
przez badaczy angielskich i amerykańskich 1 3 ) - 0 ) - ' 1 ) . W Niemczech 
O . Mohr '-'-) przeprowadził analizę teorji wytrzymałościowych, 
posiłkując się zobrazowaniem stanów naprężeń zapomocą orygi
nalnych i przejrzystych metod wykreślnych. Niektóre poglądy 
Mohr 'a znalazły potwierdzenie w doświadczeniach T h . v. Kar
m a n ^ L'3), wykonanych w Getyndze, która wkrótce stała się ośrod
kiem badań nad plastycznością metali - 4 ) . 

Inne założenia stały się podstawą teorji, określającej waru
nek plastyczności w postaci wartości krytycznej energji właściwej 
odkształcenia postaciowego, jako miary wytężenia materjału. W a 
runek ten, sformułowany w r. 1904 przez M . T. Hubera - 5 ) , zna
lazł uzasadnienie teoretyczne i doświadczalne, i stał się punktem 
wyjścia doniosłych teorji. 

Przystępując do omówienia warunków plastyczności, propo
nowanych przez różnych autorów, musimy ustalić wytyczne, jakim 
powinny one czynić zadość, jako prawa o charakterze nawpół 
empirycznym. A więc ze względu na zastosowania, jest rzeczą 
pożądaną stawiać hypotezy najprostsze, któreby sprawdzały jed
nak dane doświadczalne z dostatecznem przybliżeniem. Dla jas-

'") H . T r e s c a . M e m o i r e s u r l ' e c o u l c m e n t des c o r p s s o l i d e s ( E x t r a i t 
d u tome XVII I et X X des m e m o i r e s p r e s e n t e e s par d i v e r s savants a l ' In-
s t i tut I m p e r i a l de F r a n c e . Paryż . 1868—1871). W i ę k s z o ś ć poglądów S . V e -
n a n f a jest związanych z p r a c a m i T r e s c a . l r ) C o n t r i b u t i o n a 1'etude de la 
f r a g i l i t e d a n s les fers et les a c i e r s . Paryż 1904. Z a w i e r a prace L e C h a t e l i e r ' a > 

C o n s i d e r e ' a , F r e m o n f a , O s m o n d ' a , C h a r p y ' e g o i i n n . 
l f i ) J . G u e s t . P h i l . M a g . 1900. ''•') A . J . B e c k e r . T h e S t r e n g t h a n d 

S t i f f n e s s of S t e e l u n d e r B i a x i a l L o a d i n g . U n i v . of I l l i n o i s B u l i . 13,1916. 
ł 0 ) H . M . W e s t e r g a a r d . O n the R e s i s t a n c e of D u c t i l e M a t e r i a l s to c o m b i n e d 
S t r e s s e s i n two or three d i r e c t i o n s p e r p e n d i c u l a r to one a n o t h e r . J o u r n a l 
of the F r a n k l i n Inst. 189, 627, 1920. » ) B . P . H a i g h . R e p o r t s on the S t r e s s 
D i s t r i b u t i o n s i n E n g i n e e r i n g M a t e r i a l s . B r i t . A s s . 1919—1923 

M ) O . M o h r . A b h a n d l u n g e n auf d e m G e b i e t e d e r T e c h n i s c h e n M e 
c h a n i k . 192—235, 1914. L : i) T h . v. K a r m a n . F e s f i g k e i t s v e r s u c h e u n t e r a l l s e i -
t i g e m D r u c k . V D I . 1749, 1911. **) G . T a m m a n n . L e h r b u c h d e r M e t a l l o g r a p h i e . 
L i p s k 1921. T h . v. K a r m a n . P h y s i k a l i s c h e G r u n d l a g e n d e r F e s t i g k e i t s l e h r e . 
E n z . d . M a t h . W i s s . IV, 4, art. 31, 695—770. 

'*) M . T. H u b e r . O p o d s t a w a c h teor j i wytrzymałośc i . P r a c e M a t e m . -
F i z . 15, 47. 1904. 
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nego i przejrzystego orjentowania się w hypotezach roboczych, 
posługujemy się wykreślnem przedstawieniem układów naprężeń 
krytycznych. 

Niech w trójwymiarowym układzie naprężeń es,, a , i a 3 ozna
czają naprężenia główne. Uszeregujmy je, poczynając od naj
większego naprężenia rozciągającego (dodatniego), a kończąc na 
największym ściskającym (ujemnym). W przypadku, gdy <31 > a 2 > a 3 , 

największe naprężenie styczne zachodzi w płaszczyznach, two
rzących kąt — z kierunkiem pierwszego i trzeciego naprężenia 
głównego, stanowiąc połowę różnicy pomiędzy temi naprężeniami 

W = 2 ( a i — a8) (2 .0 

Układ naprężeń w danym punkcie ciała jest w zupełności okre
ślony przez kierunki i wartości naprężeń głównych. Odkształcenie 
plastyczne nastąpi, gdy kompleks wartości naprężeń głównych 
osiągnie wartości krytyczne ( o * , o * , a * ) . Wartościom tym odpo
wiadać będzie pewien punkt w przestrzeni trójwymiarowej. W a 
runkowi plastyczności, czyli tej czy innej hypotezie roboczej 
odpowiadać będzie powierzchnia zamknięta. Jeśli punkt (^i,^tai) 
znajduje się wewnątrz tej powierzchni, mamy do czynienia z od
kształceniem sprężystem. Tym sposobem zagadnienie wytrzy
małości przy złożonym układzie naprężeń sprowadza się do wy
znaczenia powierzchni, ograniczającej pewien określony obszar. 

Zagadnienie upraszcza się bardzo, gdy mamy do czynienia 
z dwuwymiarowym układem naprężeń. Krytyczne naprężenia 
główne tworzą wówczas pewien obwód zamknięty. 

W myśl tych założeń nie jest rzeczą trudną ustalić obwody, 
charakteryzujące poszczególne hypotezy wytrzymałościowe w ukła
dzie dwuwymiarowym. Jeśli przyjmiemy hypotezę największego 
naprężenia rozciągającego lub ściskającego, pole naprężeń sprę
żystych będzie ograniczone przez wartości ax = = ± a i a s = ± a , 

tworząc kwadrat (rys. 1). Jeśli przejdziemy do hypotezy St. V e -
nant'a', że o wytrzymałości wielu ciał decyduje wydłużenie wla-

1 
ściwe materjału, określone wzorem E j = ~ ( a , — v - s 3 ) , g d z i e ś jest 

modułem Young'a, zaś V spółczynnikiem Poisson'a, to miarą wy
tężenia materjału będzie wielkość Esl=al—ves5. Jeśli więc ± a 
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jest granicą plastyczności przy jednokierunkowem rozciąganiu 
lub ściskaniu, to naprężenia krańcowe znajdziemy z wzorów: 

vo, ± a oraz o , — v o t = d= o (2,2) 

Przy v — 0,3 dla wierzchołków romba mamy bądź al = as = 
= es/(l— v) = 1,43a, bądź też ox = — o,"== a/(1. -f- v ) = 0,77o. 

Hypotezę największego naprężenia stycznego, zwaną w lite
raturze angielskiej prawem Guest'a, przedstawia rys. 3. Należy 
tu odróżnić dwa przypadki : 1. Oba naprężenia główne są tego 
samego znaku, 2. jedno z naprężeń głównych jest dodatnie, zaś 

5 

J 

to 
I 

R y s . 1. R y s . 2. R y s . 3. 

drugie ujemne. W pierwszym przypadku naprężenia styczne są 
mniejsze, w drugim większe. Pole odkształceń podkrytycznych 
jest ograniczone w pierwszej i trzeciej ćwiartce układu spółrzęd-
nych przez proste Oj = ± a i a , = ± a , zaś w drugiej i czwartej 
przez Oj — es5 = ± a. 

Z omawianych hypotez ostatnia najlepiej ujmuje własności 
wytrzymałościowe metali plastycznych. Nowsze doświadczenia 

wykazały jednak, że wartości krytyczne na
prężenia stycznego, określone na podstawie 
rys. 3, są zbyt małe, gdy tymczasem z rys. 
2 otrzymujemy je zbyt duże. Na tej pod
stawie A . J . Becker dał wykres (rys. 4), 
oparty na założeniu, że dla metali plastycz
nych, jak miękka stal, krytyczne naprężenie 
styczne wynosi w przybliżeniu t m a x = 0 , 6 i . 
Pole naprężeń sprężystych jest ograniczone 
przez następujące proste: 

0 ,65; i ( 0 , — a,) = - t :0 ,6-

(2,3) 

r 
Hf 

--K-"i 

- e~\ B 

t I 
G\ LJ:C 

Ó' 

R y s . 4. 

K ==fc 0,6^; i a. , 

oraz -vo 2 = ńz a ; o 2 — v a 1 = ± a. 
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Dziesięciobok ABCDEFGHJKmożna otrzymać, nakładając wykres 
(rys. 2) na rys. 3, przyczem ten ostatni odpowiada powiększeniu 
w stosunku 0,5<3 do 0,6a. W wykresie, którego interpretacja nie 
nastręcza żadnych trudności wobec tego, że jest on skojarzeniem 
rys. 2 z rys. 3, punktom L i i l / , odpowiadają największe naprę
żenia styczne. 

Przejdźmy obecnie do trójwymiarowego układu naprężeń. 
Obszar naprężeń podkrytycznych, odpowiadający hypotezie naj
większych naprężeń normalnych, przedstawić można w postaci 
sześcianu, na podstawie analogji z rys. 1. Obszar, odpowiadający 
hypotezie największych wydłużeń właściwych, ograniczają płasz
czyzny, określone przez równania: 

V ( ° 2 + O , ) = ± a 2 — V ( ° S + O l ) = ± O ; 

— v ( a i r f - o2) == ± (2,4) 

Owe sześć płaszczyzn ograniczają skośny równoległościan (rys. 5), 
którego najdłuższa przekątna tworzy jednakowe kąty z osiami 
1, 2, 3. Przekrój równoległo-
ścianu w płaszczyźnie 1, 3 
daje romb, przedstawiony na 
rys. 2. Przy wartości v = 0,3 
mamy dla wierzchołka A spół-
rzędne O j = a 2 2,5 a. 
Rys. 5 przedstawia rzut kra
wędzi równoległościanu na 
płaszczyznę 1, 3. 

Tak samo możemy przed
stawić wykreślnie hypotezę naj
większego naprężenia stycz-

'/2.5e 
W/av,o.3) 

f.3Se 
'(dla v-o,3) 

R y s . 5. 

nego. Mianowicie obszar naprężeń podkrytycznych, odpowiada
jący hypotezie największego naprężenia stycznego, jest ograni
czony płaszczyznami: 

a, 00 : a, = ± a. ± o ; a , — a , = = rfc o ; a 

Każda z tych sześciu płaszczyzn przecina pod kątem 45° dwie 
osie spółrzędnych i jest równoległa do trzeciej . Otrzymujemy 
tym sposobem prawidłowy sześciokątny pryzmat (rys. 6), którego 
oś tworzy równe kąty z trzema osiami spółrzędnych. Pryzmat 
ten jest nieskończenie długi, co odpowiada faktowi, że naprężę-
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nie styczne jest małe, gdy trzy główne naprężenia mało się różnią 
wzajemnie. Jak to później szczegółowo omówimy, fakt ten dobrze 
zgadza się z doświadczeniem. 

Rys. 6 jest rzutem pryzmatu na płaszczyznę 1, 2. Przekrój 
pryzmatu w płaszczyźnie 1, 2 jest taki sam, jak na rys. 3. W po
dobny sposób można zilustrować i hypotezę B e c k e r ' a 2 0 ) . 

W celu przedstawienia tej czy innej hypotezy wytrzymałoś
ciowej użyliśmy wyłącznie naprężeń głównych. Jeśli przy inter

pretacji poszczególnych wykre
sów mogliśmy mówić o najwięk
szych naprężeniach stycznych, 
to dlatego, że mieliśmy zanoto
waną w pamięci zależność (2,1). 
Przy omawianej metodzie wy-
kreślnej przedstawienie układu 
naprężeń w jakimkolwiek prze
kroju, tworzącym pewien do
wolny kąt względem kierunków 
głównych, nastręcza trudności. 
O . Mohr L ' 2 ) dał sposób wykreśl-

nego przedstawienia hypotez wytrzymałościowych, oparty na 
równoczesnem zobrazowaniu układu naprężeń w danym punkcie. 
Dytyczy on jednak zagadnienia dwuwymiarowego. 

3. Energetyczny warunek p l a s t y c z n o ś c i . Zdając sobie 
sprawę z rol i potencjału sił sprężystych w zastosowaniach teorji 
sprężystości, Eug. B e l t r a m i 2 6 ) , pierwszy wpadł na myśl (1885), 
że o wytrzymałości ciała stałego decyduje praca odkształcenia. 
Najzupełniej niezależnie od tej próby M . T. Huber 2 3 ) , zastana
wiając się nad ogólnemi warunkami pękania materjału w danym 
punkcie, doszedł do wniosku (1903), że wytężenie materjału 
określają wartości trzech właściwych wydłużeń głównych Ej, e2 j ej. 
Miarą wytężenia jest przeto funkcja tych trzech głównych wydłu-

, e ) E . B e l f r a m i . S u l l a c o n d i z i o n i d i r e s i s t e n z a d e i c o r p i e l a s t i c i . 
R e n d . Ist. L o m b . II, 18, 1885. B e l t r a m i za miarę wytężenia mater ja łu przyjął 
całkowitą właściwą p r a c ę o d k s z t a ł c e n i a , a n i e c z ę ś ć je j , odpowiada jącą 
pracy o d k s z t a ł c e n i a p o s t a c i o w e g o . T e n s a m błąd popełnił w r. 1919 P . B . H a i g h 
w p r a c y : T h e S t r a i n - e n e r g y F u n c t i o n a n d the E l a s t i c - l i m i t . ( B r i t i s h A s s o -
c i a t i o n for the A d v a n c e m e m n t of S c i e n c e . 487, 1919). P o r . E . S c h l e i c h c r . 
D e r S p a n n u n g s z u s t a n d an d e r F l i e s s g r e n z e . Z A M M , 6 ,199,1926. 



żeń właściwych. Analizując charakter tej funkcja wypowie^dżKał 
on pogląd, że funkcja powyższa posiada ten s&m kształt, co 
i właściwa praca odkształcenia postaciowego. Na tej podstawie 
wyraził on przypuszczenie, że wytężenie materjału mierzy się 
właściwą pracą odkształcenia postaciowego. Posługując się tą 
zasadą, można wytężenie, wywołane przez złożony układ naprężeń 
porównać z wytężeniem, zachodzącem przy jednokierunkowem 
rozciąganiu lub ściskaniu i ustalić warunek plastyczności. 

Układ naprężeń w danym punkcie ciała w spółrzędnych 
prostokątnych (x, y, z) określają naprężenia normalne a, , ay i css 

oraz styczne tyz, xxy. Podobnież układ odkształceń określają 
wydłużenia właściwe ex, s r , £3 i przesunięcia kątowe Xy*> T « i T«y 
Układy powyższe przedstawiamy w postaci schematów: 

•yz 'Uy £ 

zwanych tablicami składowych tensora naprężeń i odkształceń. 
Oznaczmy przez A właściwą energję potencjalną odkształ

cenia nieskończenie małego równoległościanu prostokątnego 
dxdydz. Pracę jaką musimy wykonać, przechodząc od stanu 
naturalnego do stanu, odpowiadającego podanemu wyżej ukła
dowi naprężeń, a która ujawni się w postaci wzrostu energji po
tencjalnej, oznaczmy przez d\. Aby ją obliczyć, musimy uwa
żać naprężenia za siły zewnętrzne, działające na ścianki równo
ległościanu dxdydz. Otrzymujemy tym sposobem'-'): 

A — \ (cs,.e,. -\- V z + VT.vs + V Y « + x*y1*y) (3,1). 

Wprowadzając znane zależności pomiędzy naprężeniami a od
kształceniami 

1 

E 
\_ 

E 
J _ 
E 

,̂. — V (a v -f- az) 

ay ~ v (a« + °-) 

o, — y (a.v -(- Oj>) 

1 

r ; -
1 

TM _ 
Li 

(3,2) 

•) T i m o s z e n k o — H u b e r . K u r s wytrzymałośc i mater ja lów. 1922. 

rfP.Z§5S 
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otrzymujemy energję właściwą (w odniesieniu do jednostki obję
tości) bądź w funkcji naprężeń 

1 
2G 2 W y 2(1 + v) ( S x + V 0 , ) 2 + , ^ + ^ , . + ^ 

bądź w funkcji odkształceń 

G e2 + e 2 + e 2 + — ( e +e + e ) 2 + — 172 + Y2 +Y 2 

1 

(3,3) 

(3,4) 

Niech ^ = — (a,.+ °_,,+ a
s ) oznacza t. zw. hydrostatyczne średnie 

1 
naprężenie, zaś e — — (s,.+ £ + s.) średnie wydłużenie właściwe, 

o 

Stosując przekształcenia 

9f-+ (a - <^»+ ( ° - ° , . ) 2 = 3 (aj + $ + a 2 ) (3,5) 

9'- + ( V ~ « ^ + ( V ~ O 2 + ( e 8 - s,.)2 = 3 ( s 2 + £ + e,2) (3,6) 

możemy energję właściwą odkształcenia wyrazić w postaci : 

2G\6(1+v) 6 
(a - a )2+(a - o )2+(a - a ) 2 + T 2 +t2 +x2 (3,7) 

Tym sposobem energja właściwa odkształcenia składa się z dwuch 
części, a mianowicie z energji właściwej, odpowiadającej pracy 
ciśnienia hydrostatycznego 

3 ( 2 - v ) ^ 2 

2vE 
(3,8) 

oraz z energji właściwej odkształcenia postaciowego: 

Ki 
1 \l 

2G \ 6 

Jeśli za osie spółrzędnych wybierzemy główne osie naprężeń 
normalnych, to, obchodzącą nas bliżej, energję właściwą od
kształcenia postaciowego przedstawi wzór: 

A , 1 

12 G 
( a , — a 2 ) 2 + (a 2 —o 3 ) ' --f ( a 3 — i , ) - (3,10) 

Obl iczmy na podstawie ostatniego wzoru \/, w wypadku jedno
kierunkowego rozciągania lub ściskania, czyl i dla naprężenia 
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krytycznego a1—2k, przy równoczesnem a 2 = a 3 = 0 . Mamy 
wówczas: 

(3,11) — 2_ Ł 
3, = 2* i a 2 = a 3 =0 7" 3 Q 

przyczem k jest stalą, charakterystyczną dla danego materjału 
plastycznego. Przez porównanie otrzymanej wielkości z wzorem 
(3,10), otrzymamy energetyczny warunek plastyczności 

2 M 
3 G 

Dla przedstawienia energetycznego warunku plastyczności użyjmy 
metody wykreślnej, stosowanej poprzednio. Zajmijmy się naprzód 

0 = A 0 (3,12) 

R y s 7. R y s 8. 

warunkiem plastyczności, zaproponowanym przez Beltrami'ego 
i Haigh'a. W dwuwymiarowym układzie naprężeń dla o 2 = 0 wa
runkowi temu odpowiadać będzie rodzina elips (rys. 7), stosow
nie do różnych wartości v. W trójwymiarowym układzie otrzy
mamy rodzinę el ipsoid. 

Zupełnie inaczej przedstawi się energetyczny warunek pla
styczności w postaci podanej przez Hubera. W dwuwymiarowym 
układzie naprężeń dla a., — 0 otrzymamy coprawda znowu elipsę 
(rys. 8), której osi tworzą kąty ~/4 i 3~/4 z osiami spółrzędnych. 
Elipsa powyższa jest opisana około sześcioboku, znanego nam 
już z rys. 3. W trójwymiarowym układzie naprężeń otrzymamy 
zamiast elipsoidy walec o przekroju kołowym, którego oś prze
chodzi przez początek osi spółrzędnych i jest względem nich 
jednakowo pochylona. Walec powyższy jest przeto opisany około 
sześciobocznego pryzmatu, przedstawionego na rys. 6. Przekrój 
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walca w płaszczyźnie 1,3 jest elipsą z rys. 8. Porównanie rys. 4 
z rys. 8 przekonywa nas, że, praktycznie biorąc, hypoteza Becker'a 
mało się różni od hypotezy Hubera. 

Dotychczas porównywaliśmy energetyczne warunki plasty
czności ze stanowiska czysto formalnego, pomijając motywy, 
usprawiedliwiające wybór tej czy innej hypotezy. Założyliśmy 
ogólnie, że potencjał sił sprężystych jest decydującym czynnikiem 
wytrzymałości danego ciała i że przy obliczaniu tego potencjału 
należy oddzielnie traktować pracę, odpowiadającą ciśnieniu hydro
statycznemu, i pracę odkształcenia postaciowego. Obecnie należy 
zastanowić się nad przesłankami natury teoretycznej i doświad
czalnej, które skłoniły twórców energetycznej hypotezy wytrzy
małości do powzięcia omawianych wniosków. 

Przekonanie, że nawet przy nieograniczonym wzroście równo
miernego, wszechstronnego ciśnienia nie można oczekiwać znisz
czenia struktury wewnętrznej jednorodnego materjału, odpowiada 
naszym wyobrażeniom intuicyjnym na tę sprawę. Nasza współczesna 
wiedza o budowie materji nie nastręcza pod tym względem żadnych 
wątpliwości. Obserwacje geologiczne i różnorodne doświadczenia 
laboratoryjne przekonywują nas o słuszności tego zapatrywania 
intuicyjnego. Stąd też hypoteza pracy odkształcenia postaciowego, 
od której niewiele różni się hypoteza największego naprężenia 
stycznego, jak o tern przekonać się łatwo z rys. 6 i 8, interpretuje 
dobrze zachowanie się ciał plastycznych wobec wielkich ciśnień 
wszechstronnych. Usunięcie przez Hubera z potencjału sił sprę
żystych wyrazu, odpowiadającego pracy ciśnienia hydrostatycznego, 
było krokiem naprzód w kierunku nowego ujęcia trudnego za
gadnienia wytrzymałości ciała plastycznego. 

Przy wszechstronnem rozciąganiu, jak to znów intuicyjnie 
wyczuwamy, struktura materjału musi uledz zniszczeniu wskutek 
pęknięć wewnętrznych. Możemy wszakże zwęzić zakres teorji 
plastyczności do rozpatrywania odkształceń ciągłych i wykluczyć 
z niej całkowicie rozważania, dotyczące zjawisk pękania. Takie 
formalne założenia nie są przykładem odosobnionym, jak o tern 
świadczy teorja sprężystości, w której są one stosowane z po
wodzeniem. W danym wypadku, jak to wyjaśnił Hencky,- 8 ) 

2 R ) H . H e n c k y . Z u r T h e o r i e p l a s t i s c h e r D e f o r m a t i o n e n u n d d e r h i e r -
d u r c h i m Materiał h e r v o r g e r u f e n e n N e b e n s p a n n u n g e n . P r o c . of the F i r s t 
In tern . C o n g r e s s for A p p l i e d M e c h a n i c s , D e l f t . 312, 1925. 
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założenie formalne rozpatrywania odkształceń ciągłych ciała 
plastycznego, przy pominięciu zjawisk pękania, jest równoznaczne 
z przyjęciem nieograniczonej wytrzymałości przy równomiernym 
wszechstronnym rozciąganiu. Przybliżony charakter tego założenia 
rzuca się w oczy nawet wówczas, jeśli przyjmiemy, że t. zw. 
wytrzymałość fizyczna przewyższa wielokrotnie wytrzymałość 
techniczną. Należy dodać, że doświadczalne sprawdzenie tego 
układu naprężeń natrafia na wielkie przeszkody natury technicznej. 

Nie należy o tern zapominać, że hypoteza pracy odkształ
cenia postaciowego, jakkolwiek lepiej wyjaśnia od innych hypotez 
zachowanie się materjału wobec różnych układów naprężeń, wy
wołujących zgniot, musi być uważana jedynie za przybliżone 
sformułowanie warunku plastyczności. Mikrostruktura większości 
metali zwykłych jest bardzo złożona. Rozkład energji sprężystej 
pomiędzy poszczególnemi krystalitami, lub nawet w indywidual
nych krystalitach, jest prawdopodobnie bardzo nieregularny. 
Świadczy o tern powstawanie drobnych wewnętrznych pęknięć 
wzdłuż płaszczyzn poślizgowych, jakie są dobrze znane z badań 
nad znużeniem metali . Fluktuacje naprężeń specjalnie dotyczą 
miękkiej stali, głównego materjału doświadczalnego, a to ze 
względu na zupełnie różne spółczynniki sprężystościowe skład
ników jak ferryt i cementyt. W metalach czystych i roztwo
rach stałych mamy do czynienia z wybitną anizotropowością 
krystalitów, co wywołuje ze swej strony bardzo nierównomierny 
rozkład naprężeń. W poszczególnych krystalitach mogą zachodzić 
przytem trwałe odkształcenia, wcześniej niż w sąsiednich. Byłoby 
rzeczą niezmiernie ciekawą ustalić wielkość fluktuacji naprężeń 
lokalnych względem ogólnych średnich. Może na tej drodze uda
łoby się ustalić wzajemny stosunek granicy sprężystości, pro
porcjonalności i plastyczności. 

Mechanika ciał plastycznych, mająca na widoku cele prak
tyczne, techniczne, poprzestaje na jak najprostszem sformułowaniu 
warunku plastyczności, byleby sprawdzał on dane doświadczalne 
z dostatecznem przybliżeniem. 

Właściwa praca odkształcenia postaciowego jest miarą wy
tężenia materjału. A l e powstaje pytanie, czy za porównawczą 
dla różnych układów naprężeń, krytyczną wartość tego wytężenia 
należy uznać granicę sprężystości, czy proporcjonalności, czy 
może plastyczności. B. P . Haigh,'-1) który się nad powyższą sprawą 
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specjalnie zastanawiał, opiera porównywanie wytrzymałości ma-
terjału przy różnych układach naprężeń, na podstawie przekra
czania granicy sprężystości. W terminologji angielskiej szkoły 
doświadczalnej 1) granica sprężystości odpowiada tej charakte
rystycznej chwil i , gdy atomy zgrupowane według określonego 
układu krystalicznego, zaczynają przechodzić do skupień szklistych. 
Granica plastyczności odpowiada chwili , gdy, po dokonaniu prze
sunięć lokalnych, średnie wartości naprężeń zaczynają dosięgać 
wartości naprężeń lokalnych, zjawiających się po przekroczeniu 
granicy sprężystości. 

Teorja plastyczności, obejmująca różnorodne, niekiedy bardzo 
złożone układy naprężeń, nie może się obyć bez wprowadzenia 
zasadniczych uproszczeń. Do takich uproszczeń należy zaliczyć 
zastąpienie ciała rzeczywistego przez ciało idealnie plastyczne'-9), 

^ a mianowicie takie, które przed dojściem do 
pewnej określonej granicy plastyczności zacho-

(O) wują się wzorowo sprężyście, zaś po jej prze
kroczeniu jest trwale odkształcane przy nie-

£ zmiennem obciążeniu. Tym sposobem identy
fikujemy granicę sprężystości, proporcjonalności 

~J^j i plastyczności i zarazem rezygnujemy świado
mie z uwzględnienia zjawiska stwardniania. 

»-£• Wykres rozciągania ciała idealnie plastycznego 
R y S 9 przedstawiałby (rys. 9a) dwie proste, a więc 

jedną przechodzącą przez początek osi spół-
rzędnych, odpowiadającą obszarowi odkształceń sprężystych, zaś 
drugą poziomą, odpowiadającą obszarowi plastycznemu. W myśl 
propozycji Prandtl 'a należałoby może ten wykres przedstawić 
w kształcie (b). 

4. O hypotezie Mohr'a . Dotychczas porównywaliśmy 
różne hypotezy wytrzymałościowe, posiłkując się układem spół-
rzędnych alt a, i a 3 . Obecnie przejdziemy do metody wykreślnej, 
wprowadzonej przez O. Mohr'a , która również przedstawia 
krytyczne układy naprężeń. Mohr nietylko przyczynił się do 
wyświetlenia i spopularyzowania teorji wytrzymałościowych, lecz 
ponadto wygłosił hypotezę, na podstawie której każde trójwy
miarowe zagadnienie wytrzymałościowe można z pewnem przy
bliżeniem traktować, jako dwuwymiarowe. 

2 !') B . S t . V e n a n t . J . de M a t h . 308, 373, 1871. Również C . R. 1868—1875. 
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Metoda Mohr'a oparta jest zasadniczo na jego sposobie 
przedstawiania dwuwymiarowego układu naprężeń, panujących 
w danym punkcie. W tym układzie o,, = tzy = x.ry = 0. Oznaczmy 
t.ry poprostu przez t . Wartości naprężenia normalnego a„ i stycz
nego tM dla przekroju, którego normala n czyni dowolny kąt ot 
z osią X otrzymujemy z warunków równowagi dla elementarnego 
trójkąta. Mianowicie mamy 

a„ = | (a.v -f- Oy) - f -1 (o* — Oy) cos 2« - f t sin 2<* (4,1) 

t„ = £ ( ą v — Oj) sin 2<x — t cos 2oc (4,2) 

Ekstremalne wartości I | otrzymujemy, różniczkując 3« i t„ 
względem a i przyrównywując pierwsze pochodne do zera. Otrzy
mujemy po dokonaniu prostych przeróbek główne naprężenia 
normalne 3i i główne naprężenia styczne x i : 

<3i -• 
3 

J (°* + *j + (O* - O,)? (4.3) 

(4.4) 

Zauważmy mimochodem, że z wzoru (4,3) wynika, że ^-(-0,= 
= a r -|-a v . Przejdźmy do przed
stawienia układu naprężeń w da
nym punkcie w funkcji kąta rJ-. 
W układzie spółrzędnych ( i „ , *„) 
odkładamy na osi odciętych głów
ne naprężenia normalne zY \ cs3 

(rys. 10). Z punktu S zakreślamy 
koło, przechodzące przez punkty 
S t i S j . Równanie tego koła 
znajdziemy z wzorów (4; 1—2), 
rugując kąt * 

gdzie p = \ (a t + o 8 ) jest nam znane z wzorów poprzednich, jako 
ciśnienie hydrostatyczne, ze względu na to, że ay = zt = 0. 

Koło naprężeń M o h r ' a s o ) odpowiada równaniu (4,5). Możemy 
go z łatwością zbudować, znając a.,., a,, i t. Mianowicie OS = 

°) T i m o s z e n k o - H u b e r . K u r s wytrzymałości mater ja lów. 31. 
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o, + civ), zaś promień koła == 4x 2 + (<3x—es,,)2. Aby znaleźć 

o n i t„ przeprowadźmy przez środek koła normalę 7J, prostopadłą 
do ścianki AB i tworzącą kąt ot z osią odciętych, odpowiadającą 
w danym wypadku kierunkowi jednego z naprężeń głównych. Na 
rys. 10 zaznaczone jest położenie ścianki AB. Jeśli teraz odło
żymy od normali 11 w kierunku trygonometrycznym jeszcze raz 
kąt a, to otrzymamy punkt 71/, którego spółrzędne przedstawiają 
naprężenia normalne i styczne w przekroju AB. 

Wzory (4,1 i 2) uproszczą się, jeśli za osi spółrzędnych 
przyjąć kierunki głównych naprężeń. Przepada wówczas naprę
żenie styczne t. Mamy wówczas 

Jeśli będziemy pokręcali normalę 11 w kierunku trygonometrycz
nym z określoną prędkością kątową, to punkt 71/ (<3N , T„) będzie 
się poruszał w tym samym kierunku, lecz z podwójną prędkością 
kątową. 

W dwuwymiarowym układzie naprężeń kolo Mohr'a określa 
nietylko dany układ jako taki, lecz ponadto daje możność zna
lezienia naprężeń (o„, T„) W każdym poszczególnym przekroju. 
Przypomnijmy sobie, że przy przedstawianiu wykreślnem różnych 
hypotez wytrzymałościowych posiłkowaliśmy się układem spół
rzędnych (es,, oj). Otóż każdy punkt (es*, o*) wyznacza jedno
znacznie koło Mohr 'a . Obwodowi krytycznych wartości naprężeń 
odpowiada kompleks kół Mohr 'a . 

Rys. 11—13 przedstawiają takie właśnie kompleksy kół 
Mohr'a dla hypotezy St. Venant'a, Guest'a i Hubera. Dają one 
charakterystyczne obwiednie, będące istotną cechą wykreślnej me
tody Mohr 'a . 

W stosunku do swych poprzedników Mohr sformułował 
o wiele ostrożniej swe poglądy na wytrzymałość różnych ma-
terjałów. Poszczególnym hypotezom wytrzymałościowym wyzna
czył on określony zakres stosowalności. Tak hypoteza największego 
wydłużenia właściwego (rys. 2) dotyczy według Mohr 'a wytrzy
małości ciał kruchych. Własnościom metali plastycznych odpowiada 
lepiej hypoteza największego naprężenia stycznego. 

*„ : ,— + ~ (oj 

es:i) cos 2o. (4,6) 

es3) sin 2rJ- (4,7) 



» 

— 25 — 

Dla wypadku, gdy pękanie ciała następuje wskutek poślizgów 
wzdłuż pewnych płaszczyzn, a więc jak przy zgniocie w metalach, 
Mohr zaproponował własną hypotezę, będącą zmodyfikowaniem 
poglądów St. Venant'a. Mianowicie wyszedł on z założenia, że 
powstawanie pęknięcia lub poślizgu jest uzależnione od wzajemnego 
ustosunkowania się naprężeń: normalnego 
<3„ i stycznego x„, jakie panują w danej płasz
czyźnie. Przesunięciu względnemu dwuch 
części danego ciała przeciwdziała tarcie, za
leżne znowu od ciśnienia. Jest to nawrót do 
dawniejszych teorji Coulomb'a o tarciu we-
wnętrznem w ciałach stałych. 

Swą hypotezę Mohr wypowiada w na
stępujących słowach: granica sprężystości 
i pękanie danego materjału jest określone 
przez naprężenia w płaszczyznach pośliz
gów i pęknięć. Tylko w szczególnym przy
padku mogą one zależyć wyłącznie od wie l 
kości naprężeń stycznych. Ponadto wypo
wiada on przypuszczenie, że płaszczyzna poślizgowa przechodzi 
zawsze przez kierunek średniego naprężenia głównego aa. Jeśli 
przyjąć, że powstawanie poślizgów zależy wyłącznie od a„ i x„ , 
to przekroczenie granicy sprężystości lub plastyczności byłoby 
zupełnie niezależne od naprężenia średniego a 2 . 

Jest to przypuszczenie śmiałe, sprowadzające wszystkie 
zagadnienia trójwymiarowe do dwuwymiarowych. Nowsze badania 
podają w wątpliwość poglądy Mohr 'a . 

Z rys. 11—13 widzimy, że obwiednią Mohr 'a jest zawsze 
symetryczna względem osi odciętych. Każde koło naprężeń kry
tycznych jest styczne do obwiedni w dwuch punktach My (a„ , T„) 
i M2 (o„ , — 1 „ ) , którym odpowiadają dwie płaszczyzny pośliz
gowe. Stąd wniosek: w każdym punkcie ciała, w którym prze
kroczona jest granica plastyczności, tworzą się dwie płaszczyzny 
poślizgowe. Przecinają się one wzdłuż osi średniego naprężenia 
głównego a 2 i tworzą jednakowe kąty z kierunkami głównych 
naprężeń Oj i a 3 . 

W teorji Mohr 'a zasadniczą rolę odgrywa kształt obwiedni 
kół naprężeń, która jest geometrycznem przedstawieniem za
leżności *„ = y ( a „ ) . Przyjmując za zmienne naprężenia główne 
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- i 2 i 3 3 ) możemy od tej zależności przejść do nowej w postaci 
%m«x == 4 : (° i — as) = '?(P)> gdzie /> = 5 (°i + s 3 ) . Dla wielu ciał, 
jak np. dla metali przy odpowiedniej temperaturze, można przyjąć, 
Że tmax == const. Ciała takie, czyniące zadość t. zw. warunkowi 
Tresca — St. Venant'a nazwał Prandtl szczególnie piastycznemi. 
Często ostatnia zależność daje się przedstawić linjowo T,„„.V = /6 — lp. 

Hypoteza Mohr 'a stała się popularną w Niemczech i wiele 
rozważań teoretycznych i badań doświadczalnych jest z nią zwią
zanych. Osią tych badań jest w wypadku wpływ zmiany średniego 
naprężenia głównego na wytrzymałość metali plastycznych. 

Warunek plastyczności może być przedstawiony wykreślnie 
zapomocą głównych naprężeń stycznych t x , x2, t s . Tak np. hy-
potezę największego naprężenia stycznego 

K l < £ ; hal < £ ; N < ^ (4,8) 

możemy w tych spółrzędnych przedstawić w postaci sześcianu. 
Stosując te same spólrzędne, możemy, idąc za radą M i s e s ' a s l ) , 
przedstawić warunek plastyczności w postaci kuli \ Ą-1, -|- xg = 2k% 

Tak sformułowany warunek różni się niewiele od wzoru (3,10). 
5. Tensorowe przedstawienie w a r u n k ó w plastycz

n o ś c i . Dla przejrzystego przedstawienia praw i zależności f i 
zycznych jest rzeczą niezmiernie ważną wyrazić je w kształcie 
niezależnym od tego czy innego typu spółrzędnych. Przykładem 
najdalej w tym kierunku posuniętej próby było zastosowanie w teorji 
grawitacyjnej Einsteina metod bezwzględnego rachunku różnicz
kowego, który obecnie zaczyna być stosowany z powodzeniem 
i w innych dziedzinach fizyki teoretycznej. Coraz częściej spo
tykamy się też z pracami, mającemi na celu wyrazić w formie 
tensorowej równania teorji sprężystości. Idea powyższa nie jest 
nowa, jak o tern świadczy sama nazwa „tensor", zapożyczona 
z określenia odkształcenia sprężystego. Myśl uogólnienia i uprosz
czenia formy, w jakiej wypowiadane są prawa sprężystości, tkwiła 
już zasadniczo w pracach Lame'go nad spółrzędnemi krzywo-
linjowemi. Dla celów mechaniki ciał plastycznych, która powstała 
drogą wyodrębnienia pewnych zagadnień z teorji sprężystości 
i hydromechaniki cieczy lepkiej, tensorowe sformułowanie warunków 
plastyczności i ruchu ciała plastycznego, posiada duże znaczenie. 

:") R. v. M i s e s . M e c h a n i k d e r fes ten K o r p e r i m p l a s t i s c h - d e f o r m a -
b l e n Z u s t a n d . Gót t ingen N a c h r . 583, 1913. 
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Oznaczmy tensor naprężeń przez es, tensor odkształceń 
właściwych przez i i tensor prędkości odkształcenia właściwego 
przez ś. Odpowiednie tablice składowych tych tensorów przed
stawią się w sposób następujący: 

O.r fyx T3.v s.r X>'3 f** Ev Yj)'v Y»-V 
°y t,y f.ry By Izy Y.r.r BJ Y«V (5,1) 

"X* CJ3 Y-va Ŷ s £3 Y*3 Ŷ 3 £s 

Jeśli przez £, £ oznaczymy nieskończenie małe, sprężyste prze
sunięcia punktu, to wydłużenia właściwe i przesunięcia kątowe 
przedstawią się nam w postaci : 

- i i . e . — h . - Ł . y - 1 i d i i dJL\ I T H r s ^ 
e* - dx • £-v - ~dj' y -~2\ty+^} l t d - ( 5 , 2 ) 

Jeśli znowu zamiast tych przesunięć, weźmiemy pod uwagę pręd
kości odkształcania w danym punkcie u = £, v~i\, w = r , to 
otrzymamy prędkości wydłużania właściwego i przesuwania ką
towego : 

d« dz) dw . 1 di>\ , \ . 
6 * - & 5 £= = ^ : T " = = 2 ^ + ^ ) i t - d - <5'3> 

P o tych wyjaśnieniach, dotyczących wielkości, z któremi bę
dziemy mieli do czynienia, zajmijmy się bliżej tensorem o". W i e l 
kości (skalarne) z pierwszej kolumny tego tensora o*, xxy \ xxz 

są składowemi wektora naprężeń 3 * , odpowiadającego elemen
towi powierzchni, którego normala zewnętrzna posiada dodatni 
kierunek osi X. Podobnie na element powierzchni prostopadły 
do osi y działa wektor naprężeń oy, którego składowe znajdu
jemy w drugiej kolumnie tablicy. Wielkościom z trzeciej ko
lumny odpowiada wektor a - . W oznaczeniach tych wielkości 
wektorowe w odróżnieniu od skalarnych są zaznaczone kreską, 
zaś tensorowe dwoma kreskami górnemi. 

Składowe tensora zmieniają się wraz z przekształceniem 
osi spółrzędnych. Możemy zawsze znaleźć taki prostokątny układ 
spółrzędnych, że w tablicy tensora otrzymamy wzdłuż przekątnej 
naprężenia główne cs1, a.,, a J ( zaś naprężenia styczne będą równe 
zeru. Te naprężenia główne można określić na podstawie niez
mienników, lub t. zw. skalarów, których tensor naprężeń posiada 
trzy : 
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•h °i + °2 + a3 — a.v + °v + a 3 (5,4) 

J 2 = a! o3 -(- a 2 a 3 - f a 3 ax = oj a v + ayGa + a3 cs.v — ('ly+*%+'tx) (5,5) 

3,- t « r T , 

Pi G 2 5 3 

*yx ^zx 

Oj, t=y 

a. 
(5,6) 

O d tensora można zawsze odjąć część skalarną : ' 2 ) , odpowia
dającą wszechstronnemu ciśnieniu i wyrażoną przez układ: 

p O o 
o P o (5,7) 
o o p 

Otrzymamy nowy układ z niezmienionemi naprężeniami stycznemi: 

gdzie a'y = Qy — p (5,8) 
"x 

y — 
i 

P 
P 
P 

który oznaczamy przez W i nazywamy dewiatorem naprężeń. P o 
jęcie powyższe wprowadził J . A . Schouten : dewiatorowi odpo
wiada takie przekształcenie punktów przestrzeni, że właściwy 
układ prostokątny spółrzędnych przechodzi w ukośnokątny, bez 
obrotu, czyl i bez części wektorowej, jak również bez rozszerze
nia przestrzennego, czyli bez części skalarnej. Solenoidalne pole 
wektorowe po zastosowaniu operatora Hamiltona V (nabla), daje 
pole dewiacyjne, lub pole ścinania. Dewiator można sprowadzić 
do trzech głównych naprężeń stycznych. 

W podobny sposób możemy określić dewiator odkształceń. 
Na podstawie zależności pomiędzy naprężeniami i odkształce
niami łatwo przekonać się, że dewiator naprężeń jest proporcjo
nalny do dewiatora odkształceń właściwych, co wyrażają wzory: 

1 

2G 
1 

"2 ' < r y ' 

2G 
1 

2G 

•y » 

1 

1 
2G y 

1 
2G 

1 
2G 

(5,9) 

3 ł ) J . A . S c h o u t e n . G r u n d l a g e n d e r V e k t o r — u n d A f f i n o r a n a l y s i s . 

T e u b n e r 69, 1914. 
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Rozłożenia tensora naprężeń dokonał Stokes jeszcze w r. 1845. 
W postaci zbliżonej do wektorowej ujął powyższą zależność we 
wzory Maxwell 3 3 ) . 

Proporcjonalność dewiatora naprężeń i odkształceń dotyczy 
obszaru niewielkich wartości odkształceń sprężystych. Co będzie 
jednak, jeśli przekroczymy granicę plastyczności. Uciekamy się 
wówczas do nowej hypotezy, a mianowicie, że poza granicą 
plastyczności ciało stałe zachowuje się jak ciecz lepka, prawie 
zupełnie nieściśliwa. Do tego wniosku doszedł jeszcze St. V e -
nant, interpretując doświadczenia nad przebijaniem, przeprowa-
czone przez Tresca 1 C) 2 9 ) s 4 ) . Zależności pomiędzy naprężeniami 
a prędkościami cieczy lepkiej ustala hydromechanika cieczy 
lepkiej w postaci t. zw. równań Stokes'a 8 5 ) . Warunek nieściśli
wości cieczy wyraża się przytem w postaci ś t + śy + e, == 0. 
Jeśli przyjmiemy założenie St. Venant'a, rozwinięte przez Bous-
sinesq'a 3 5)sc) ; t o dewiator prędkości odkształcania jest proporcjo
nalny do dewiatora naprężeń a' = v. e , czyli w rozwinięciu: 

a'x = v.sx; 
a'y == 7. ty ; - fy, = 7. jJ1S (5J 0) 
a'e = 7. Ś. ; xax — 7. Y« 

Ruch plastyczny ciała stałego wymaga jeszcze dodatkowego omó
wienia ze względu na wartość pracy wydatkowanej na pokonanie 
tarcia wewnętrznego. Przyjmujemy mianowicie, w myśl propozycji 
Mises 'a , że, jeśli powiększymy prędkości ruchu ciała plastycznego, 
pozostawiając bez zmiany wszystkie inne warunki, to praca prze
kształcenia przy założeniu identycznych układów: początkowego 
i końcowego, będzie ta sama. Zasadę powyższą należy uważać, 
jako pierwsze przybliżenie teorji, opartej na dotychczasowym 
materjale doświadczalnym. Dodajmy, że w technice dość często 
stosujemy wzory, w których praca wydatkowana jest niezależna 
od prędkości; tak np. spółczynniki tarcia ślizgowego ciał stałych 
można uważać w pewnych warunkach za stałe. 

: n ) E n z . M a t h . W i s s . T o m IV. 4, 29. 
3 ' ) M . B r i l l o u i n . L a t h e o r i e T r e s c a — St . V e n a n t . P r a c a powyższa 

k r y t y c z n i e o m a w i a rozwój poglądów S t . V e n a n t ' a , P . L e v y ' e g o i B o u s s i n e s q ' a 
na z a g a d n i e n i a p las tycznośc i . A n n a l e s de P h y s i q u e , 14, 5—75. 1920. 

»*) A . T . Trosko lańsk i . H y d r o m e c h a n i k a . Lwów, 105, 1925. '•"') M . J . 
B o u s s i n e s q . M e c a n i q u e des s e m i f l u i d e s . A n n . de l ' E c . N o r m . S u p e r . 82. 1918. 
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Jeśli przyjmiemy ową zasadę, to praca wydatkowana na 
odkształcenie plastyczne w jednostkę czasu i objętości, wyniesie: 

°'X E.v + cr ky - f a_' I , + 2x.vvi<v + 2xT O-j> + 2x2.vy„ = 
="•/. ( i ) + k* +1/ + 2-^. + 2T,| + 2 ^ ) . (5,11) 

Jeśli wszystkie prędkości pomnożymy przez czynnik c, to wyra
żenie powyższe zwiększy się proporcjonalnie do c2. Równocześnie 
czas przebiegu odkształcenia skraca się w stosunku 1 : c. Wy
nika z tego, że wprowadzony spółczynnik proporcjonalności musi 
być odwrotnie proporcjonalny względem prędkości. Innemi słowy 
dewiator naprężeń pozostaje ten sam, o ile wszystkie składowe 
tensora prędkości zmienią się w tym samym stosunku. 

Zastanówmy się bliżej nad spółczynnikiem w funkcji dyssy-
pacyjnej D = x (żf + ^ + ż* + 2:t;v + 2:(£ + 2^J. W tym celu mu
simy uprzednio znaleźć x,„„.v dla trójwymiarowego układu naprężeń, 
co jest rzeczą znacznie trudniejszą, niż dla układu płaskiego. 
Zagadnienie powyższe rozwiązał M . L e v y 3 7 ) w następujący sposób: 

Główne naprężenia normalne określamy ze składowych ten
sora naprężeń (5,1) na podstawie równania charakterystycznego: 

o* -- X z: v.v 
^xy 

a, — X 

Jest to równanie algebraiczne trzeciego stopnia względem nie
wiadomej X. Trzy pierwiastki tego równania są to : Oj, cs2, a, (5,4). 
Teorja równań algebraicznych poucza nas, że, znając niezmienniki 
•flt .1., i .73, możemy zestawić nowe równanie algebraiczne, którego 
pierwiastkami będą różnice naprężeń głównych <Jj — o 2 ; a 2 — d 9 ; 
5j — a , . Zakładając dodatkowo, że .7j = 0 ze względu na nieściśli
wość cieczy, możemy zestawić t. zw. równanie charakterystyczne 
M . Levy'ego trzeciego stopnia, którego pierwiastki p2 odpowiadają 
największym naprężeniom stycznym: 

4 (p2 + J») (4?2 + Ą ) 2 + 27 = 0 (5,13) 

Największy z trzech pierwiastków, których równanie powyższe 
posiada trzy, wszystkie rzeczywiste i dodatnie, przyrównywujemy 
do pewnej wielkości stałej | p2\max = k*, jeśli dane ciało jest 
szczególnie plastycznem (warunek Tresca-St . Venant). 

: , r ) M . L e v y . J . L i o u v i l l e . 369, 1871. 
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Niezmienniki skalarne •/•_, i -/3, będące funkcjami naprężeń, 
zastąpmy przez nowe niezmienniki tensora prędkości odkształceń 
na podstawie zależności (5,10), wprowadzając na razie spółczynnik 
lepkości w kształcie niewiadomej p'. 

.72 = r,<2/2. J 3 = p ' ' / ; i (5,13) 

Podstawmy nowe wartości w równanie Levy'ego, w którym za
miast p mamy podstawioną uprzednio stałą Tresca. Otrzymujemy: 

4 (k- + p'2/ 2) (4/fc2 + p ' 2 / 2 ) 2 + 27 P ' % 2 = 0 (5,14) 

Równanie powyższe jest trzeciego stopnia względem nowej nie
wiadomej p ' 2 . Rozwiążmy go względem niej i z trzech pierwiast
ków, które są rzeczywiste i dodatnie, wybierzmy najmniejszy, 
który będzie żądanym spółczynnikiem lepkości X. 

Z równania (5,14) widzimy, że spółczynnik lepkości jest 
odwrotnie proporcjonalny względem pewnego wyrażenia jedno
rodnego pierwszego stopnia z prędkości odkształcania: I2 jest 
bowiem wielomianem jednorodnym drugiego stopnia, zaś I;l — trze
ciego stopnia ze składowych prędkości odkształcania. Wynika 
stąd, że funkcja dyssypacyjna jest jednorodna i pierwszego stopnia 
względem składowych prędkości odkształcania. Tensor naprężeń 
jest zerowego stopnia względem składowych prędkości odkształ
cania. 

Podane przez nas równanie charakterystyczne, określające 
spółczynnik lepkości, zawdzięczamy M . B r i l l o u i ^ o w P 1 ) , który widzi 
jednak konieczność uzupełnienia funkcji dyssypacyjnej czynnikiem 
w postaci funkcji wykładniczej czasu odkształcania plastycznego. 
Podnietą dla takiego postawienia zagadnienia są dla Br i l louin 'a 
doświadczenia Bouasse'a nad skręcaniem drutów i badania wy
stępujących przytem zjawisk dziedziczności . S 8 ) ; 1 9 ) 1 0 ) 

Przy bezładnych przekształceniach ugrupowań atomowych, 
jakie zachodzą podczas zgniotu, czas trwania tych przekształceń 
odgrywa bezwątpienia poważną rolę. Na podstawie metod me
chaniki statystycznej można wnioskować, że wprowadzenie do 

: , f i) M . B o u a s s e . T o r s i o n des f i l s f i n s . T h e s e 1896. T a k ż e A n n . de P h y s . 
et C h i m i e . 1897. P o z a t e m l i c z n e prace w A n n . de T o u l o u s e . 3") N . S . K u r n a k o w 
i S . F . Z e m c z u ż n y j . D a w l e n j e i s t i e c z e n j a i t w i o r d o s t ' ż idkich t i e l . Izw. 
P i e t e r b . P o l i t e c h n . lns t . 1913. "') V i t o V o l t e r r a . D r e i V o r l e s u n g e n i i b e r 
n e u e r c F o r t s c h r i t t e d e r m a t h . P h y s i k . Przek ład n i e m . p r z e z L a m i a . L i p s k 1914. 

i 
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wyrażenia funkcji dyssypacyjnej czynnika, w postaci funkcji wy
kładniczej czasu trwania zgniotu, jest rzeczą usprawiedliwioną. 

6. R ó w n a n i e ruchu c i a ł a plastycznego przy zasto
sowaniu symbolistyki b e z w z g l ę d n e g o rachunku różnicz
kowego. Sformułowanie warunku plastyczności i równań ruchu 
ciała plastycznego zyskuje wiele na jasności i poglądowości, 
jeśli zastosujemy symbolistykę bezwzględnego rachunku różnicz
kowego, którego podstawy znajdujemy w badaniach Christoffel 'a, 
zaś ogólne rozwinięcie teorji w pracach R. R icc i -Curbastro i Levi -
Civ i ta . 4 1 ) W kołach fizycznych teorja powyższa, znana pod nazwą 
ogólnego rachunku tensorowego, lub rachunku Ricc i , 4 2 ) stała się 
popularną od chwi l i , gdy, jak o tern wspominaliśmy poprzednio, 
Einstein użył jej jako zasadniczego środka pomocniczego do swych 
badań w dziedzinie teorji grawitacji . 1 3 ) Pierwsze ujęcie teorji 
plastyczności w symbolistyce ogólno tensorowej dał H . H e n c k y . 4 4 ) 4 5 ) 
Oznaczmy przez gpv fundamentalny tensor metryczny. Przy ruchu 
nieutrwalonym fundamentalny tensor metryczny jest bliżej nieznaną 
nam funkcją czasu, którą dopiero w następstwie dałoby się określić. 

Pełny tensor naprężeń składa się z dwuch części. Pierwsza 
z nich odpowiada wszechstronnemu ciśnieniu p, druga zaś de
wiatorowi. Przedstawmy pełny tensor w kształcie spółzmiennym: 

P F , = / ^ ° > v + A x v (6,1) 

Podobnie pełny tensor odkształceń przedstawimy w postaci : 

S|j.v = egpv S|i,v (6,2) 

Plastyczne odkształcenie Hencky traktuje wyłącznie jako zmianę 
postaci ciała, odrzucając ciśnienie hydrostatyczne i zmiany obję-

" ) G . R i c c i i L e v i - C i v i t a . M e t o d y r a c h u n k u różniczkowego bez
względnego i i c h z a s t o s o w a n i e . P r a c e m a t e m . - f i z . 12, 11-94, 1901. P . A p p e l l . 
T r a i t e de M e c a n i q u e R a t i o n n e l l e . E l e m e n t s de c a l c u l t e n s o r i e l . Paryż . 1926. 
" ) J . A . S c h o u t e n . D e r R i c c i - K a l k u l . B e r l i n 1924. " ) A . S . E d d i n g t o n . T h e 
M a t h e m a t i c a l T h e o r y of R e l a t i v i t y . C a m b r i d g e U n i v . P r e s s . 1923, lub w p r z e 
k ładzie n i e m i e c k i m : Re la t iv i ta ' t s theor ie i n m a t h e m a t i s c h e r B e h a n d l u n g . 
J . S p r i n g e r 1925. A u t o r świetnie u jmuje z p u n k t u w i d z e n i a f i z y c z n e g o z a 
s a d n i c z e po jęc ia z d z i e d z i n y r a c h u n k u ogó lnotensorowego . ") L . B r i l l o u i n . 
L e s l o i s de l ' e l a s t i c i t e sous formę t e n s o r i e l l e va lab le pour des c o o r d o n n ć c s 
q u e l c o n q u e s . A n n . de P h y s . 251-298, 1925. 4 ; ') H . H e n c k y . D i e B e w e g u n g s -
g l e i c h u n g e n b e i m n i c h t s t a t i o n a r e n F l i e s s e n p l a s t i s c h e r M a s s e n . Z A M M . 5. 
144, 1925, 
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tościowe, na co wszakże niezawsze można się zgodzić wobec 
daleko posuniętych odkształceń trwałych. Obchodzą nas jedynie 
dewiatory, które, przez zmianę osi spółrzędnych, dają się zawsze 
sprowadzić do trzech wzajemnie prostopadłych naprężeń stycznych. 
Prawo proporcjonalności dewiatora naprężeń i odkształceń daje 
nam wzór: 

W zależności powyższej mamy do czynienia z jednym tylko 
spółczynnikiem, a mianowicie modułem odkształcenia postacio
wego. Nasuwa to na myśl, że po udzieleniu impulsu napręże
niowego, któremu odpowiada odkształcenie poza granicą plastycz
ności, dewiator odnośnych prędkości odkształcania będzie, podobnie 
jak dewiator odkształceń właściwych, proporcjonalny do dewiatora 
krańcowych naprężeń sprężystych. Z uwagi powyższej będziemy 
stale korzystać przy uzasadnianiu teorji ruchu ciała plastycznego. 

Zajmijmy się na wstępie warunkiem plastyczności Hubera 
i w tym celu przyrównajmy do pewnej wielkości stałej pracę 
dewiatora odkształceń właściwych. Jeśl i 2k stanowi granicę 
plastyczności przy jednokierunkowym układzie naprężeń, to pracę 
dewiatora otrzymamy, nasuwając przeciwzmienny tensor naprężeń 
na spółzmienny tensor odkształceń: 

1 1 2/'2 

A - 2 E i " = 4 £ A « = 3 ^ : (6,4) 

warunek plastyczności wyrazi się wówczas w postaci niezmiennika: 

P ^ = \ * (6,5) 

Wobec tego, że zjawiska fizyczno-mechaniczne, towarzyszące 
walcowaniu lub wytłaczaniu metali , są nader skomplikowane, jest 
rzeczą konieczną uprościć zasadnicze założenia i umożliwić tym 
sposobem zastosowanie metod matematycznych do rozwiązywania 
najważniejszych zagadnień. Tą drogą poszedł w swoim czasie 
St. Venant i Boussinesq, w ich ślady podążyli Mises i Hencky. 
Myślą przewodnią Hencky'ego stało się uwzględnienie dwoistej 
natury cieknącego materjału plastycznego: a więc jako ciała 
izotropowego sprężystego, posiadającego określoną granicę p la 
styczności, częściowo zaś znowu jako nieściśliwej cieczy lepkiej. 

3 
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Otrzymuje się przytem stany równowagi statecznej, określające 
pewne układy równań różniczkowych. Innym założeniem Hencky'ego 
jest to, że odkształcenia plastyczne są powolne i przebieg ich 
jest izotermiczny, wskutek czego warunek plastyczności może być 
uważany za niezmienny. 

Tak więc przy ruchu materjału plastycznego mamy do czy
nienia z dwoma dewiatorami naprężeń: statycznym, wynikającym 
z działania sił sprężystych /y., i dynamicznym, odpowiadającym 
siłom tarcia wewnętrznego r „ v . Oba powyższe dewiatory, w myśl 
poprzedniej uwagi Hencky'ego, możemy wyrazić w prędkościach 
odkształceń właściwych, które, ze względu na właściwości sym-
bolistyki rachunku tensorowego, oznaczmy przez 0|ŁV. Mianowicie 
mamy: 

dla naprężeń ciernych = 2*/.£piv (6,61) 

dla naprężeń sprężystych ^ „ v = 2Xe„v (6,62) 

Pomiędzy spółczynnikami '/. i ). istnieje zasadnicza różnica. Z d a 
wałoby się, że spółczynnik tarcia wewnętrznego '/. może być 
określony na podstawie badań nad zanikaniem drgań w ciele 
sprężystem. Nie mamy wszakże pewności, czy jest on identyczny ze 
spółczynnikiem lepkości materjału plastycznego. Pozostawiając na 
boku roztrzygnięcie tej kwestji, możemy uważać spółczynnik 
za wielkość stałą. Inaczej rzecz się ma ze spółczynnikiem X. 
Wzór (6,62) niema charakteru równania teorji sprężystości, a ujmuje 
jedynie mniej lub więcej uzasadnioną hypotezę, że po przekro
czeniu granicy plastyczności układ naprężeń sprężystych jest 
określony przez prędkości ruchu plastycznego. Co najważniejsze, 
uważamy przytem, że warunek plastyczności obowiązuje i nadal 
bez zmiany. Spółczynnik X możemy też określić z warunku 
plastyczności: 4>. 2 ^v^ v = 8/3k\ skąd mamy: 

. _ 2k 1 _ = 2£ 1 
' ~ \$\>yjcr r e y ^ , , - (6,7) 

Tak otrzymany spółczynnik X jest odwrotnie proporcjonalny do 
pewnej jednorodnej funkcji pierwszego stopnia z prędkości od
kształcania. 

Przy wyprowadzaniu równań, dotyczących równowagi ele
mentu ciała plastycznego w ruchu, pominiemy siły bezwładności. 
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Przy większości procesów technologicznych odkształcanie pla
styczne odbywa się powoli i przyśpieszenia są znikome. Równanie 
równowagi określamy zazwyczaj w ten sposób, że div. tensora 
naprężeń i siła wypadkowa działań masowych składa się wspólnie 
na wektor zerowy4' 1)- W symbolistyce bezwzględnego rachunku 
różniczkowego znak Vv oznacza różniczkowanie spółzmienne, przy 
którem usunięty jest wpływ krzywizny układu spółrzędnych: 

skąd po podstawieniu wzorów (6; 61 i 62) otrzymamy 

Nasuńmy na lewą stronę tego równania spółzmienny tensor fun
damentalny Otrzymamy 

^ + 2v.Vv ei' + 2Vv (x'<) + ?X, = 0 (6,8) 

Warunek nieściśliwości materjału plastycznego wyrazi się w postaci 

< V = 0 (6,9) 

Jeśli we wzorze (6,8) pochodna spółzmienna Vv (Xću.v) jest równa 
zeru, mamy do czynienia z cieczą lepką, której spółczynnik 
lepkości może być bardzo duży, zaś prędkość płynięcia bardzo 
powolna. Zachowując jednak ten wyraz w równaniu (6,8), otrzy
mujemy ruch plastyczny, zasadniczo różny od ruchu cieczy 
plastycznej. W przypadku cieczy lepkiej funkcja dyssypacyjna 
przedstawi się w kształcie D = zaś w przypadku ruchu 
materjału plastycznego, po uwzględnieniu zależności (6,7), w postaci : 

D = ( ^ + filw = 2 (v. + X) ą , ^ = 2 (* + X) = ^ (-/. + X) 

" (6,10) 
" ; ) J . S p i e l r e i n . L e h r b u c h d e r V e k t o r r e c h n u n g . S tu t tgar t . 307, 1916. 

O p e r a t o r H a m i l t o n a , z a s t o s o w a n y względem t e n s o r a d r u g i e g o s t o p n i a , J a h n k e 
dax di d o , 

n a z y w a t r a k t o r e m : tr a = ' ~j^r ~\~ J'~jjy "H • ~$g ' ^ w ' e ' e o g ó l n i e j s z e i ś c i ś 
le j sze o k r e ś l e n i e rozb ieżnośc i t e n s o r a jest n a s t ę p u j ą c e : r o z b i e ż n o ś c i ą ( d i -
w e r g e n c j ą ) t e n s o r a jest skrócona s p ó ł z m i e n n a p o c h o d n a t e n s o r a . P o r . A . S . 
E d d i n g t o n : T h e M a t h e m a t i c a l T h e o r y of R e l a t i v i t y ; przekład n i e m i e c k i : 
R c l a t i v i t a t s t h e o r i e i n m a t h e m a t i s c h e r B e h a n d l u n g , s tr . 163. 
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Jeśli dodamy, że X jest wielkością stałą, zaś spółczynnik X jest 
odwrotnie proporcjonalny do funkcji jednorodnej pierwszego stopnia 
względem prędkości odkształcania, to dojdziemy do wniosku, że 
funkcja dyssypacyjna bynajmniej nie jest proporcjonalna do wy
rażenia pierwszego stopnia ze składowych prędkości. Propozycja 
teoretyczna Hencky'ego odbiega więc znacznie od próby ustalenia 
charakteru funkcji dyssypacyjnej, jaką dał M . Br i l louin . Najnowsze 
badania nad walcowaniem, podjęte przez G . L iss 'a 4 7 ) , wskazują, 
że słuszność leży bez wątpienia po stronie Hencky'ego. 

Weźmy pod uwagę utrwalony ruch materjału plastycznego. 
W równaniach (6, 7, 8, 9) mamy do czynienia z ośmiu niewia-
domemi, a mianowicie z />, X i sześciu składowemi symetrycznego 
tensora ep.v. Jeśl i od kształtu tensorowego przejść do zwykłych 
wyrażeń analitycznych, to równań będzie pięć. Przy utrwalonym 
prądzie materjału plastycznego, składowe tensora tfjw dadzą się 
wyrazić jednak w pochodnych cząstkowych prędkości ruchu 
//, v, w. Tak więc l iczba zmiennych odpowiada l iczbie równań 
i rozwiązanie układu otrzymanych równań różniczkowych jest 
w zasadzie możliwe. W przypadku utrwalonego przepływu ma
terjału plastycznego fundamentalny tensor metryczny g^ może 
być wybrany najzupełniej dowolnie. 

O wiele trudniej rzecz się przedstawia w wypadku ruchu 
nieutrwalonego, gdy układ spółrzędnych zwiążemy z poruszającym 
się elementem ciała plastycznego. W tym przypadku układ po
czątkowo ortogonalny staje się wkrótce, ogólnie biorąc, ukośno-
kątnym. Powstaje zależność pomiędzy fundamentalnym tensorem 
metrycznym równoobjętościowego układu odniesienia, a składo
wemi tensora odkształceń. Główny warunek, określający fun
damentalny tensor ^ „ v , polega na przyrównaniu do zera krzy
wiznowego tensora 4-go stopnia Riemanna i Christoffel 'a, zawie
rającego pierwsze i drugie pochodne gu.v. 

W rozdziale piątym omówiemy niezgodność założeń teore
tycznych, przyjętych przez Hencky'ego, z doświadczeniem. Cha
rakter ruchu ciała plastycznego jest tak odrębny, że tylko w wy
jątkowych razach można dostosowywać doń postulaty, zapożyczone 
z hydrodynamiki i teorji sprężystości. 

l r ) G . L i s s . D i e N u t z a r b e i t des W a l z v o r g a n g s . S t a h l u n d E i s e n . 1922. 
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