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Ruch ciata plastycznego.

26. Ogolne réwnania ruchu ciala plastycznego. Pod
wzgledem doswiadczalnym przebiegi odksztalcen plastycznych sa
zbadane zgola niedostatecznie. Przy doswiadczeniach wytrzyma-
fosciowych zwracano gléwnie uwage na faze, odpowiadajaca
przekraczaniu granicy plastycznosci, z pominieciem faz poczat-
kowej i pézniejszej. Przytem przy obecnym stanie mechaniki
cial sprezystych i plastycznych poswieca sie zbyt wiele uwagi
uktadom naprezen, ze szkoda badania odksztalcen. Te same
uwagi dotycza badan technologicznych, ktérym ponadto mozna
zarzucié zbyt waski i utylitarny zakres.

Tymczasem nie ulega watpliwosci, ze od postepéw plasty-
kodynamiki zalezy rozwéj statyki ciat plastycznych. Mozna tez
powiedzieé, ze badania ruchu cial plastycznych podwazajg wiele
zalozen, o ktérych byla stale mowa w rozdzialach poprzednich.

Wyniki spostrzezeri przy badaniu przebiegu odksztalcen
trwalych w metalach plastycznych, sformulujemy w sposéb na-
stepujacy:

1. Obszary plastyczne mozna wyznaczyé jako takie, w kté-
rych materjal podlega, dajacym sie zaobserwowaé, przeksztalce-
niom (ruchowi) plastycznym, w przeciwstawieniu do obszaréw
sprezystych, jako nieruchomych, lub przesuwajgcym sie jako
sztywna calosé.

2. Wobec tego, ze materjal w obszarze plastycznym prze-
suwa sie wzgledem sasiedniego obszaru sprezystego, nieciaglosci,
posiadajace charakter pekniecia na pograniczu obszaréw o cha-
rakterze odmiennym, posiadaja duzy wplyw na uklad naprezen.
Tym sposobem jest zakwestjonowany postulat Hencky’ego, pole-
gajacy na formalnem usunieciu z teorji plastycznosci wplywu
peknied.

3. Warunek niescisliwosci ciala plastycznego jest sprzeczny
z wynikami doswiadczen.!”®) Mozna przypuszczaé, ze Scisliwodé
metali plastycznych odgrywa pewna role w niektérych przebiegach

%) P. W. Bridgman. Compressibility of Thirty Metals as a Function
of Pressure and Temperature. Proc. Amer. Acad. of Arts and Sciences. 58,
163—242, 1923.
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technologicznych, jak np. przy walcowaniu, jak réwniez w obsza-
rach, gdzie panuja wyjatkowo duze cisnienia, np. w poblizu
nieciaglosci, przechodzacych w peknigcia.

4. Stwardnienie, jakie towarzyszy zgniotowi w metalach
plastycznych w okreslonym obszarze odksztalcanym, wplywa
w wysokim stopniu na dalszy przebieg odksztalcaria.

Jak wiemy z § 6, dotychczasowe ujecie matematyczne
trwalych przebiegéw w materjalach plastycznych, opiera sie na
zalozeniach teoretycznych, zapozyczonych ze statyki ciala pla-
stycznego. Przyjmujemy mianowicie, ze odksztalcany poza
granica plastycznosci materjal zachowuje sie czgsciowo tak, jak
cialo izotropowo-sprezyste, podlegajace okreslonemu warunkowi
plastycznosci, czeSciowo zas jak ciecz niescisliwa, bardzo lepka.
Dodatkowo zakladamy, ze przebieg odksztalcania plastycznego
jest bardzo powolny i odbywa sie przy stalej temperaturze.'®")

Niech 5° bedzie tensorem naprezer spreiystych, za$ 57 ten-
sorem naprezern, wynikajacych z lepkosci materjalu plastycznego
podczas odksztalcania. Pomijamy sily bezwladnosci i ciezkoSei.
W nieruchomym ukladzie spélrzednych, réwnania ruchu plastycz-
nego osrodka ciaglego przedstawia sie w postaci nastepujacej:

dor  Oth . Ote 0o Oty . Oti,
)Gy | OTxy sx , 0% | oy 9% o
ox dy 5 0z | dx | dy | oz
0Tie 008  OTae O . 03 oth, 0 (26,1)
2 me e s —H ~ - _f‘ - < L )
ox dy 0z ox dy ds
ar? Ortey . Oas Ot Ot 08
. e e ¥ p 2 —=0
ox oy fPES oA oy ez

Po rozlozeniu obu tensoréw na czesci skalarne i dewiato-
rowe i po uwzglednieniu warunku niescisliwosci

de=c;+ey+e—=0 (26,2)
otrzymamy wzory:
Gr=2Ne;—p; T =ATw 63 = 2%hee; | Aoyt
of=0ke,—p: =LAl (263) ©i=2%s;; =l (264
O —=2XEa—p; Tex— N7 AP L

“1%y - H. Hencky. Uber langsame stationéire Stromungen in plastischen
Massen mit Riicksicht auf die Vorginge beim Walzen, Pressen und Ziehen
von Metallen, ZAMM, 5, 115, 1925.
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kgsec/cm? tak samo, jak i # spélczynnik tarcia wewnetrznego,
ktéry moze byé zreszta zupelnie inny od spélczynnika tarcia
w dziedzinie odksztalcenn sprezystych.

Funkcja dyssypacyjna, czyli praca wydatkowana na jednostke
czasu i objetosci mater]alu odks7ta1canego plastycznie, wynosi

wg. wzoru (6,10): D- 7—( 7 - )) (/e)

Jesli podstawi¢ wzory (26; 3, 4) w réwnania (26,1), to w wy-
niku ostatecznym otrzymamy:

dp . . adk ) oM ;
e (#4+2)Adu+ 2z, 5 e {.\ oy -f“ Tes (26,51)
Sl S g ed ) dh
G R R e L e ey, (2652)
:.]f) ] ah i oA

5o =0 HNAw b e o o 2u S0 (26,53)

Dla =0 wzory powyzsze przechodza w znane wzory dla cieczy
lepkiej.

27. Zastosowania wzoréw Hencky'ego dla ruchu
ciala plastycznego. Elementarnym przykladem zastosowania
wzoréw Hencky’ego jest zgniatanie z réznemi predkosciami kloc-
kéw cylindrycznych z metali plastycznych. Zakladamy przytem,
ze pomiedzy podstawami klocka, a plytami prasy, nie zachodzi
tarcie. W tych warunkach klocek cylindryczny zwiekszalby swa
srednice kosztem' wysokosci, nie przestajac byé walcem. Ze
wzgledu na symetrje osiowa mamy {=0; =, ==, Z warunku
niescisliwosci =, 4=, }-=. =0 wyprowadzamy, ze s, — ¢, = —= /2
skad »==2k/3c.. Z réwnan (26; 3, 4) otrzymujemy:

2 I Y. ‘Zf:' s 5 4:{!
1,:,,_'2/\3,.-_/>:_’; — P 1;:21‘3‘.-—-/;:-145 —p;

Liczac si¢ z tem, ze na obwodzie walca nie dzialajg sily zew-
ne¢trzne, mamy:

._2/|" & 3 b
5 —D—1z=0;

’ AR ==
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Po uwzglednieniu pierwszego réwnania, drugie przedstawimy

w postaci
()(U

5 =92k + 32, =2~k 3

ow
gdzne —— jest predkoscia odksztalcania wlasciwego.

lnnym przykladem zastosowania wzoréw z § 26, jest prze-
pychanie materjalu plastycznego przez dlugie otwory cylindryczne,
jakie sie stosuje przy pewnych procesach technologicznych.

Rozpatrujemy uklad naprezern w odcinku rury walcowej
o $rednicy 24a, znajdujacym sie daleko od obu jej koricéw. Ma-
terjal plastyczny moze przywiera¢ do scianek rury. Ze wzgledu
na osiowa symetrje ukfadu, przy ustalonym pradzie materjatu
plastycznego, przesunigcia promieniowe # =0 i tangencjalne
v=0. Przesuniecia poosiowe w sa niezalezne od z. Oznaczajac
przez p — cisnienie hydrostatyczne, przyjmujemy, ze spadek

0

cisnienia na jednostke dlugosci rury ()/;—:const. Mamy &,=—=0;

> dw ] 1
=0, a wigc i &.=—==0. Stad ":i‘.‘, , gdzie y=-—=w'.
2 V

Przedstawmy réwnania (26,5) w spélrzednych walcowych:

op__ fo |1 o(ur)| , o ak o\
or s )\)l or|r or " 0g? <25 })l‘_‘_ { 03 (27,2)
ot !)zt') 0w Lo _ o\ 973
SRl >)‘—-,,— tom|Figt2ey  (213)
T ., dp ; . ) .
Widzimy, ze “oie = 0. Réwnanie (27,3) po wprowadzeniu wartosci
) 2% 1 s e
.= —— —, przybiera postacé
V3w przy p
V3 dp = 15( ] c_) o
ok "0z & 92 oy je=z (27,4)

Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, ktére latwo zcal-
kowaé. Uwzgledniajac warunki brzegowe, otrzymujemy:

0= m |_1 e 21'4 (1 - '3) I (27,5)
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majacym okreslone znaczenie fizyczne. Mianowicie latwo sig
przekonaé, ze rdzen walca z materjalu plastycznego, wypelniaja-
cego rure, nie podlega zgniotowi i jest przepychany, jako cialo
sprezyste. Promien », <~ @ tego rdzenia mozna okresli¢ z warunkéw
réwnowagi, zachodzacej pomiedzy odcinkiem tego rdzenia, a zew-
netrzng warstwa materjatu plastycznego. Przy warunku plastycz-
noéci Hubera mamy:

2% _0p.

omr, 73 ==’ (27,6)

Latwo sprawdzié, ze 7, =1r,/a. Dla 7,=—1 niema zgniotu plastycz-
nego. Wydajnos¢ O przepychania okresla wzér:

I a

" - iz o
()=2t } rwdr - //-wu’r =T 0P (—5+4 49— 1) (@17)
= . ) 24+ sz
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za$ praca tarcia (funkcja dyssypacyjna); D==— 0 (/)
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28. Teorje walcowania. Ze ‘wzgledu na doniosle zna-
czenie techniczne, niejednokrotnie byly podejmowane préby teo-
retycznego ujecia przebiegu walcowania materjalu plastycznego.
W réznych czasach dokonano tez badan doswiadczalnych w tej
dziedzinie. Z dawniejszych prac doswiadczalnych w tej dzie-
dzinie na uwage zasluguja badania Tresca i Codron’a, ktérzy
wyznaczali wydluzenia wlasciwe materjalu w poszczegélnych
punktach przekroju, jak réwniez stwierdzili i ocenili liczbowo
t. zw. zjawisko wyprzedzania, polegajace na tem, ze predko$é
przesuwania si¢ blachy, wychodzacej z pomiedzy walcéw jest
wieksza od predkosci obwodowej walcéw. Z nowszych prac
wicksza warto$¢ z punktu widzenia teorji plastycznosci posiadaja
badania Puppe’go nad zjawiskiem wyprzedzania i G. Liss’a'?)
nad pracg walcowania. W ogélno$ci mozna powiedzieé, ze do-
tychczasowe badania doswiadczalne uwzgledniaja bardziej geo-
metryczny, niz dynamiczny charakter. zagadnienia. Prébe bardziej
racjonalnego ujecia teorji walcowania podjal ostatnio J. Miesz-
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czerski,''") rozpatrujgc materjal walcowany, jako ciecz bardzo
lepka i wprowadzajac spélrzedne dwubiegunowe. Z zasady
Hencky’ego skojarzenia tensora sprezystego i cieczy lepkiej,
autor ten nie czyni uzytku. Na razie ostatnia praca ogranicza
sie do ustalenia réwnan ruchu cieczy lepkiej z podaniem wa-
runkéw brzegowych dla spélrzednych dwubiegunowych.

Prébe przyblizonego ujecia dwuwymiarowego przebiegu wal-
cowania dal Karman,''') pomijajac na razie wplyw predkosci
walcowania, czyli nie czynigc uzytku z tensora cieczy lepkiej.

Kérman wprowadza obok oporu wlasciwego speczniania ¢,
naprezenie normalne p w kierunku walcowania, przyczem rze-
czywiste naprezenia w przekrojach po-
przecznych zastepuje wartosciami Sred-
niemi. Poza oznaczeniami podanemi
narys. 51, niech p. oznacza spélczynnik
tarcia, zas ® — predkosé katowa wal-
cé6w. Uwazamy, ze & jest male wobec 7,
wobec czego h =/, + 2?27, za$

dh x 5 . L .
e Réwnanie réwnowagi dla

Rys. 51.

odcinka, ograniczonego spéirzednemi
x i x--dv wyrazi sie w postaci ostatecznej:

dp  x ne
h r/’? +p ; =q (,\ = :’-) (28,1)

Utozsamiajac naprezenia gléwne z naprezeniami p i ¢ otrzymu-
jemy dla materjalu idealnie plastycznego, za jaki mamy prawo
uwazaC zelazo lub stal walcowana na goragco: ¢g— p==~«. Ten
ostatni spélczynnik zalezy od temperatury i predkosci walcowania.
Uwzglednienie tych czynnikéw i $ci$lejsze sformulowanie warunku
omawianego Karman uwaza za najblizszy etap udoskonalenia
proponowanej teorji. Na razie przyjmujemy, ze %= const.

Z réwnania (28,1) i warunku ¢ — p=4~ otrzymujemy réw-
nanie rézniczkowe, dajace mozno$é znalezienia p lub ¢, ktére

') J. Mieszczerski. Hydrodynamiczna analogja walcowania (po ras.).
Rozpr. Leningr. Inst. Politechn. 1925. Praca ta (niedokoncz.) zawiera wy-
czerpujacy przeglad badan do$wiadczalnych i teoretycznych w tej dziedzinie.
1) Th.. v. Karman. Beitrag zur Theorie des Walzvorgangs. ZAMM, 5, 134,
1925. Réwniez Prz. Techn, 608, 1925.
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przeksztalcamy, wprowadzajac nowe, bezwymiarowe zmienne : =x/a
i == p/k, jak réwniez charakterystyczne spélczynniki walcowania,
znane z teorji elementarnych, a mianowicie 4= (/i — /)l

oraz ==  [arctg p.. Otrzymujemy woéwczas:
dz  pal, 1 )
= et =TT 22— 1] 28,2
‘,.{; 1 :_.r“ 1464 - /,v_:_ ( d )

Réwnanie powyisze sprowadza sie do postaci elemerntarnej
r 4

d= H

ds
gdzie X' i .X| sg funkcjami jedynie z Zcalkowanie tego réwnania
nie nastrecza zadnych trudnosci, umozliwiajac wykonanie rézno-
rodnych wykreséw, ilustrujgcych przebiegi walcowania dla ré6znych
wartosci spélezynnikéw. Pomimo uproszczonych zalozen metoda
Karména zgadza sie dobrze z wynikami doswiadczalnemi, otrzy-
manemi przez G. Liss’a tak co do zjawiska wyprzedzania, jal
i w zakresie pracy wydatkowanej.
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