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ROZDZIAL 1L
Dwuwymiarowe zagadnienie plastycznosci.

7. Trajektorje izostatyczne Boussinesq’a przy dwu-
wymiarowym ukladzie naprezen, dla ciala szczegdlnie
plastycznego. Na podstawie okreslonego warunku plastycznosci,
mozna teraz przystapi¢ do ustalenia trajektorji naprezen gléw-
nych, zaréwno normalnych jak i stycznych. Boussinesq, jeszcze
w r. 1871,%)1) ustalil réw-
nania rézniczkowe linji izo-
statycznych, czyli trajektorji
gléwnych naprezen normal-
nych, dla ciala szczegdlnie
plastycznego, odpowiadaja-
cego warunkowi Tresca:
Tmax = R, przy dwuwymiaro-
wym ukladzie naprezen.

Zagadnienie dwuwy-
miarowe jest o wicle lat~
wiejsze z punktu widzenia
odnosnych metod matema-
tycznych, a zarazem wazne,
jako nadajgce sie do sprawdzenia doswiadczalnego. Rys. 14
przedstawia ukiad sil, dzialajacych na pewien nieskonczenie
maly element powierzchni, ograniczony przez krzywe, nalezace
do ortogonalnego ukladu krzywych (2, §).

Rys. 14.

Wprowadzmy dwie funkcje spéirzednych punktu (=, B),
okreslone w spos6b nastepujacy:

h,=|grad 2 |= (({I;Z s ]/ (3?)—}- (:r:)z

poltE T (1,1

%) Boussinesq. C. R. 74, 242, 1872. ') M. Levy. C. R. 73, 1098, 1871.
Nalezy zauwazyé, ze w rozprawach akademji paryskiej z tych czaséw stale
tiguruje dzial plastykostatyki i plastykodynamiki.
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Oznaczmy teraz katy d%, i dp, w zaleznosci od funkcji /4, i /ig.
Mamy mianowicie, odrzucajac wyzsze potegi malych wielkosci:

dn_r_?rz'm afl:_:/“ odn, . 2) (/] )d!

a8 dn. ¢ o ap
(7,2)
p odn, du 1 dodn, , 9 1 7
o, — ey e B — et 1
T 00 dn, * du *da\ g :

Réwnania réwnowagi ustalamy na podstawie rys. 14, gdzie gléwne
naprezenia normalne sg oznaczone przez 5; i 5,. Materjal pla-
styczny czyni zado$¢ warunkowi Tresca: Tuw=1% (5, — a.) =4.

0
- (5.dn,) do.+- o, dn, dp, — (7,3)
— 5 (udmy) i+ oy dmydip =0 (7,4)
Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymamy:
0 d 1
~ da ( g )+ ?1 9a. (_/:z.;) =9 (7.5)
d {5, | gl 1 e
~aslia) () = 48

Réiniczkujagc wyrazenia, zawarte w nawiasach, i laczac wyrazy
podobne, otrzymamy:

A o (1) _ J {1\ 1 da
(o =2) do (/}:\) =T do. (/7_0) g e (7,7)
= () I1.' = 1_‘_—1 t-‘:l
( L 12) ;13 (i.f“) Qk dlj ( /la) o /'1’/. (J‘ (718)
skad znowu
d3, dloghs s, dlog /:,,
Ty I A e (7.9)
Réwnania powyzsze calkujemy:
Jig, K
3, = 2k log T +Ci (7,10)

/IQ
3, = 2k log ./—(‘-‘,;) +C, (7,11)
.: ll
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7 warunku 3, — 3, = 2& otrzymujemy
h, by = :
2/‘,:2“0‘9-'/.,(_1)7.?(5 +C,—C, (7,12)
skad znowu mamy, ze
S NS (7,13)
OO

1
Biorac zamiast dowolnych odstepéw @2 i d3 odstepy s 7., () do.

i—,(—‘ 7.,(8)ds normujemy warunek (7,13), sprowadzajac go do
}
ostatecznej postaci:

h, /z-l, == (7,14)

W dalszym ciagu bedziemy mieli do czynienia wylacznie z funk-
ciami znormalizowanemi /4, i /5, przyczem dla uproszczenia
pozostawiamy te same litery dla ich oznaczenia.

Funkcje /, i hg mozemy przedstawié w zmienionej nieco
postaci, a mianowicie wprowadzajgc pochodne czastkowe:

()’/._ {).’L (\,IS

;)__.\_,—Pli o — 1

. B
dy

o P gy T T

Warunek 7, /'fé — 1 przeksztalcimy, postugujac sie tozsamoscia
Lagrange’a:

h,hg*= (0 ) (o2 q.°) = (Prp2+ 0192+ (P19 — ) =

(7,35)
Z ortogonalnosci krzywych = i § wynika, ze £, .+ 4142 =0, skad

qu:—P!(h:] (7,16)
7 dwuch ostatnich réwnan otrzymujemy:
Al P
4 N E —ah g = —l_ Bt 43 7,17
P P an ¢ Pt gy (7:33)

Vg, dps i
A r(}flv_:fdf;,' da nam po podstawieniu wartosci z (7,17)

réwnanie rézniczkowe

G- gy U -_E_ SR,
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Dodatkowe sprawdzenie wykazuje, ze takie same réwnanie réz-
niczkowe otrzymamy dla p, i ¢.. Upowaznia nas to do usunigcia
wskaznikéw dolnych przy p i ¢, lub, co na jedno wychodzi, za-
stapienia obu funkcji = i 8 przez jedna np. 2 (x, ¥). Uskutecznia-
jac rézniczkowania i wprowadzajac zwykle stosowane znakowania
pochodnych drugiego rzedu 7, s i 7, otrzymamy ostatecznie réw-
nanie Boussinesq'a, wyznaczajace trajektorje izostatyczne, w postaci

(P> — q*)(r— 1) +4pqs=0 - (7,19)

Spétczynniki tego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu zaleza
wylacznie od p i ¢. Umozliwia to znalezienie charakterystyk®®)
oraz calek posrednich. Mianowicie wzdluz charakterystyk mamy
do czynienia z zaleznoscia

(p*—q*) dp* +4pg dp dqg— (p*— ¢*) dg* =0,
skad otrzymujemy wyrazenia calkowalne dla obu ukladéw cha-
rakterystyk, a mianowicie

pdptqdg | pdg—qdp (7,20)

pERgE = P4
Otrzymujemy tym sposobem dwa réwnania o pochodnych czast-
kowych pierwszego rzedu

log |/ p*+ q* + arctg g— = (7,21)

Odnosne powierzchnie calkowe sa rozwijalne.

Przez zastosowanie przeksztalcenia Legendre’a, tak czesto
stosowanego w zagadnieniach fizyki matematycznej, sprowadzamy
réwnanie Boussinesq’a do postaci (x> —¥°) (r — ) — 4xys =0, za$
przez wprowadzenie zmiennych

1 3
arctg S

2

v = 1 Jog /a3 24

\e]

1 S i
o il o g @i o 2
= 9 log y v+ 9 arctg =

sprowadzamy ostatnie réwnanie do ksztaltu: s —p—g—=—0. Ten

') E. Goursat. Cours d’analyse mathematique. Tome III, str. 72.
Paryz 1915.
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sam wynik otrzymamy bezposrednio wprowadzajac przeksztalcenie
stycznosciowe

ey 1 P

= log y p* -+ g* —l—~2— arctg q
1 1 )
= h> ?— —arct
y'=glogypit g —5ar g,
Dalsze uproszczenie réwnania otrzymujemy, wprowadzajac zmienna
u, okreslona przez zaleznoéé z—wue¢*t . Réwnanie s—p—g=0,
sprowadzi sie wéwczas do postaci

2
0%_1120 (7.22)
Réwnanie powyzsze jest po réwnaniu clementarnym s=0, naj-
prostszem réwnaniem typu hyperbolicznego, do ktérego mozna
zastosowaé metody calkowania Riemann’a.’!) Zalézmy naprzéd,
ze v=(—¢g)(y—1) i szukajmy calki szczegélnej réwnania
(7,24), ktéra zalezalaby jedynie od 7, a wiec u == (z). Otrzymamy
tym sposobem réwnanie Bessela

zr'_p”(z;)—}—(?'(?')—’Y"(Z'):O (7,23)

Réwnanie powyzsze posiada catke w postaci funkcji calkowitej
zmiennej 7, ktéra dla v =0, przyjmuje wartosé — 1. Calke po-
wyzsza przedstawiamy w postaci szeregu

: @ v? 23
J(U): 1 “[“ 1 +(2W+(3 !)_, freeees (7,24)
Teorja Riemann’a wskazuje, ze zakladajac: badz wartosci funkcji
du . di
% oraz pochodnych czastkowych ()_Zx‘ i f)\; w kazdym punkcie pe-

wnej dowolnej krzywej, badz tez wartosci funkcji # wzdluz dwuch
krzywych dowolnych, okreslamy tym sposobem w zupelnosci
calke réwnania (7,22).

8. Uklad krzywych poslizgowych Hencky’ego w za-
gadnieniu dwuwymiarowem. W rozprawie, dotyczacej geo-
metryczno-rézniczkowych wlasnosci krzywych poslizgowych dla

) p. uwaga 50, str. 152.



Sl

ciala szczegdinie plastycznego, Hencky®*) rozwiagzal zagadnienie
zblizone do tego, jakie rozwazaliSmy w rozdziale poprzednim.

Punktem wyjscia rozumowan Hencky’ego jest poglad, ze
najwlasciwszym ukladem spélrzednych, dopasowanym najlepiej
do zagadnienia, jest uklad krzywych poslizgowych. Uklad ten
mozna otrzymac¢ z ukladu trajektorji izostatycznych Boussinesq’a:
tworza go mianowicie krzywe, przecinajace izogonalnie pod ka-
tem 45° trajektorje Boussinesq’a. Wlasnosci ortogonalnego ukladu
krzywych poslizgowych Hencky otrzymal bezposrednio na pod-
stawie warunkéw réwnowagi elementu powierzchniowego, ogra-
niczonego krzywemi poslizgowemi (rys. 15).

O ile poprzednio mieliSmy do czynienia tylko z gléwnemi
naprezeniami normalnemi, o tyle obecnie obok naprezer normalnych,
ktére sprowadzaja sie do
ci$nienia hydrostatyczne-
go p (nie obawiamy sie tu
uzycia tego samego ozna-
czenia, co i dla pochod-
nej czastkowej /‘)‘—::: )
wystepujg naprezenia sty-
ézne, ktére dla ciala
szczeg6lnie plastycznego
posiadaja warto$é stala 4.

Przy ukladaniu réw-
nan réwnowaginalezy ba-
czyé na to, ze kazdemu naprezeniu stycznemu odpowiadaja dwie
sktadowe: jedna z powodu zmiany kierunku, druga za$ z powodu
zmiany dlugosci elementu krzywolinjowego.

W kierunku wzrastajacych @ mamy:

- d’} (pdny) do—+- pdn, do, — kdnydo, — b d’ (dn)di=0 (871)
Po wprowadzeniu wartosci dn,, dny, do, i d. z réwnan (7,1—2)

otrzymujemy
o[ p ()‘1\:_ d ']‘_
3 he) —#aal5) T2 ag(/?,‘)—o (2:2)

**) H. Hencky. Uber einige statisch bestimmte Fille des Gleichge-
wichts in plastischen Kérpern. ZAMM, 3, 241, 1923.
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Podobne réwnanie otrzymujemy i dla kierunku wzrastajacych @.
Po wykonaniu rézniczkowan wzory upraszczaja sig 1 mamy:

dla kierunku dn, . . . . . ‘/)_;_Q/v/;,,d, (-/1-—):0 (8,3)
, fms o L. /" ] ):
y » @ity -~ Qkh”’d (/ (8,4)

Po pomnozeniu pierwszego réwnania przez d#, drugiego przez dp
i zcalkowaniu wzdluz krzywych § i # otrzymamy:

poi—pu=—2% [ ] " (8,5)
/".l —f)a :—2/[ .]." (8,6)

Wynika stad, ze pray posuwaniu si¢ wzdlus jedney s kraywyeh
poslisgowych Srednie cisnienic hydrostatycsne warasta o warlosc,
rowng iloczynowi 2k prses kql, wyraz Sony w mierse leorelyczne,
na faki 0brdci sig stycama do krsywej poslis sgowef, wzdlus kiore]
posuwamy sic.

Inny wynik otrzymujemy z warunku ortogonalnosci krzywych
poslizgowych. Sformulowal go Hencky na drodze czysto geo-
metrycznej, rozpatrujac oémiokat (rys. 16),
utworzony przez styczne do krzywych posliz-
gowych w punktach //BCD. Na mocy znanych
twierdzen z geometrji elementarnej mamy:

['\52]% |-[‘$1]5;—0 za§ po przejsciu do nie-

oy

skonczenie malych

(o) da-t- (.f{ )=

(8,7)

oot

Po wprowadzeniu wartosdci dg, i dg, z wzoréw (7,2) i (8; 3—4)

0 4,2 ()] =2 by 0 (1) _
“ 7% (/)] = g5 (80 45 = g5 [/’3&{?(7};)] o

(n’l ,) do—=
skad wynika, po zcalkowaniu:

[2:]>=0; ¢ ]>=0 (8,8)
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Uklad krsywych poslisgowyeh = i § posiada ¢ wlasnosé, ze kqt
pomicdzy stycsnemi (lub normalami) do dwuch dowolnych krsy-
wych tego samego peku w /)zmk/a(/z /)7,4(67/’5147 wch presez krsywa,
naleiqeq do drugicgo peku, nie zmienia si¢. Wlasno$é powyzsza
jest niezalezna od odstepu pomiedzy krzywemi poslizgowemi.
Aby zapozna¢é sie blizej z charakterem krzywych poslizgo-
wych, wprowadZzmy do wzoréw promienie krzywizny. Oznaczmy
przez %, i /%5 promienie krzywizny krzywych o i §. Mamy

dn,  do dn, dB
=Ll : Ju
Ry e ]\’g

)
Poniewaz »(){7— (dp,)=0 i (d«l) -0 przeto mamy

K ( 1 = ()’ 1 —0
9% \hg R, O3\ h, Ry

Po wykonaniu rézniczkowan i podstawieniu we wzory wyrazen
(7,2) otrzymamy

7] 1 1 dps a (1 iy
()”1 </\),,> -*—/\)_ }{’;': = 7(.)”‘_' </\’;> +7\Z g”x
o 9 e ‘J

skad wreszcie

IRy IR,

on, ’ on,

Wzory powyzsze zyskuja na jasnosci, jesli zastapié¢ dn, przez
dsg, za$ dn, przez ds,. Otrzymamy w ostatecznym wyniku
wzory Hencky’ego

ORy oR,

_ub___ 1; C)So

(8,9)

Po zcatkowaniu tych wzoréw ctrzymujemy
1\(;. Sﬁ——f<fl ( ) /‘)?A:S(/. _{_.f'_’ (q_) (8)10)

Zanim oméwimy szereg przykladéw praktycznych, w ktérych
wzory Hencky’ego znalazly zastosowanie, powré6émy jeszcze do
stosunku pomiedzy ukladem trajektorji izostatycznych Boussi-
nesq’a, a ukladem krzywych poslizgowych Hencky'ego. Nakreslmy
sie¢ krzywych izostatycznych Boussinesq’a dla unormowanych
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przyrostéw i przeprowadzmy nastepnie krzywe wedlug elemen-
tarnych prostokatéw krzywolinjowych. O tem, ze nowy uklad nie
bedzie niczem innem, jak ukladem krzywych poslizgowych Hen-
cky’ego, latwo sie przekonaé bezposrednio. W tym celu prze-

ksztah’:my wyrazenie
j()— /Io g i —
()(j ! T (j Ja i

Przez zastgpienie parametréw rézniczkowych /o, i /g przez
hy =152+ ¢,* i hg = 'p,24 ¢, i wykonanie rézniczkowar. Po
dokonaniu przerobek ktérych nie podajemy dla braku miejsca,
Otrzymujemy réwnanie krzywych poslizgowych w postaci:

9 [p9 (r—0)—($*—9°) 5 P (r—=0—{(£*=4)s] s
[ (ot ) J' a«’[ Gy |G

Jak przejs¢ od réwnania Boussinesq’a do réwnania krzywych po-
S']iZgOWych. Oznaczmy w réwnaniu Boussinesq’a pochodne czast-
owe duzemi literami, dla odréznienia od réwnania (8,11), mamy:
(])Q;Q'-') (R#—T) 4-4PQS ==0. Poniewaz trajektorje gléwnych
Naprezen przecinaja krzywe poslizgowe pod katem 45°, przeto
Pomiedzy # i ¢ z jednej strony, a /° i O z drugiej, zachodzq
zaleznosci

—9

ox

0 ‘
Y = arctg ;]) ; O =arctg “[“;, tang ( — &) =1

skad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

Ol aw (8,12)
P 24

Jesli w réwnaniu (8,11) zastapié¢ p, ¢, 7.5, 1 przez P, O, I, 5, T,
to otrzymamy réwnanie rézniczkowe o pochodnych czastkowych
trzeciego rzedu. To samo réwnanie otrzymamy z réwnania
Boussinesqg’a, rézniczkujac go wzgledem x':

2(PR— 0S) (R— T)+(P?— 0% (Pyn— P1) +-4ORS +
+4PS* - 4POP, =0

3

przyczem przez /;; oznaczmy pochodne czastkowe ., gdzie

4z
dx' oy
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i j = 3; nastepnie rézniczkujac go wzgledem y:

2(PS—OT)(R—T)+ (P2 — 0 (P — Foy) +405* +
+4PSTH4POP,,=0

wreszcie mnozac pierwsze wyrazenie przez -+ O/, drugie za$
przez — P?0 i dodajac otrzymane wyniki.

9. Wytrzymalos¢ (twardos¢) przy wciskaniu plas-
kiego stempla w materjal plastyczny. Hencky z wzoréw (8,10)
wyprowadzil wniosek, ze krzywe poslizgowe dla ciala szczegélnie
plastycznego sa zawsze linjami prostemi, tworzacemi uklad pro-
stokatny lub promieniowy. Tak jednak nie jest, na co zwrécil
uwage Prandtl, wykazujac réznorodnos¢ uktadéw krzywych posliz-
gowych. Uklady prostolinjowe stanowia zasadnicze rozwiazanie
réwnan (8,10) i wlagnie Prandtl®®) w r. 1920, a wiec na kilka lat
przed Hencky'm, postawil hypoteze, ze przy wciskaniu plaskiego
stempla w pélplaszczyzne obszar odksztalcen plastycznych cha-
rakteryzuje promieniowy (prostolinjowy) uklad krytycznych na-
prezen stycznych.’!) Na ten przyklad Prandtla zwrécimy specjalna
uwage, gdyz byl on waznym krokiem naprzéd w nowszej teorji
plastycznosci i pobudzit do badan doswiadczalnych w tej dziedzinie.

Niech 4B oznacza odcinek pélplaszczyzny, obciazony réw-
nomiernie stemplem, ktéry stopniowo wtlaczamy w wmaterjal
plastyczny. Mamy tu wiec
do czynienia z zagadnie-
niem dwuwymiarowem.
Pod cisnieniem stempla
materjal jest spychany na
boki, przyczem nastepuje
zgniot w sektorach ACD
i BCLE. W tréjkatach 1D/ i BEG materjal jest wypychany ku
gérze. Wedlug schematu przyjetego przez Prandtla, linje pradu
mozna przedstawié tak, jak po prawej stronie, za$ trajektorje
naprezen gléwnych jak po lewej stronie rys. 17.

Obwiedni Mohr’a charakteryzujacej dany materjal plastyczny,
odpowiada zaleznos$é t,= f(5,). Mozna ja w przyblizeniu zasta-

%) L. Prandtl. Uber die Eindringungsfestigkeit (Hérte) plastischer
Baustoffe und die Festigkeit der Schneiden. ZAMM, 1, 15, 1921. *") A, Nadai.
Versuche iiber die plastischen Formianderungen von keilformigen Kirpern
aus Flusseisen, ZAMM, 1, 21, 1921,
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pi¢ przez dwie proste, nachylone pod katem 22 wzgledem osi o
(rys. 11).

W sektorach ACD i BCE panuje specjalny uklad naprezer.
Wezmy pod uwage wycinek, ograniczony (rys. 18) dwoma pro-
mieniami, wychodzacymi z punktu 4 i tworzacymi kat ¢ i ¢+ do
z pewnym stalym kierunkiem, przyjetym
za podstawe biegunowego ukladu spélrzed-
nych. Przyjmijmy, Ze naprezenia 6,, 9/ i ©
zalezg wylacznie od kata ¢ i nie zaleza od
promienia 7. Rzuty wszystkich sil dzialaja-
cych w kierunku promienia, daja nam pierw-
szy warunek réwnowagi:

dt

r %

za$ przyréwnanie do zera momentu wszystkich sif wzgledem
poczatku osi spéirzednych 4 daje nam drugie réwnanie:

dp+-rdo.s,—re,dg=0 (9,1)

()"f{
==

i)’$
)

dep- g +rdot-r=20 (9,2)

Oba réwnania mozemy przedstawié w nowej postaci

()‘C ()’S/
Ao il A
ar a0

=—2 )

Dzielac pierwsza zaleznosé przez druga, otrzymamy

drx G;— G

Fir T S
Wzér ostatni mozna interpretowac geometrycznie zapomoca kola
Mohr'a. Oznacza on poprostu, ze w danym punkcie panuje jedno-
rodny uktad naprezen. Do rozwigzania wlasciwego, nie banalnego,
dochodzimy, gdy zamiast bra¢ pod uwage kolo Mohr'a, zaczy-
namy si¢ poruszaé po obwiedni, czyli przechodzi¢ przez szereg
sasiadujgcych ze soba jednorodnych ukladéw naprezen. Na pod-

stawie drugiego z réwnan (9,3) i zaleznosci = -+ f(3/) znajdu-
jemy linjowe réwnanie rézniczkowe
doy=F 2f (o) d (9,5)

dajace sie z latwoscig zcalkowac.
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Uklady naprezen, panujacych w poszczegélnych wycinkach pro-
mieniowych, ograniczonych przez katy ¢ i ¢/d9 sa teraz w zu-
pelnosci okreslone.

Zwréémy sie jeszcze raz do rys. 18. W poblizu punktu A
spotykaja si¢ trzy obszary: sprezysty w tréjkacie A4DF, plastyczny
w sektorze ACD i sprezysty w klinie A4BC. Na granicy po-
szczegblnych obszaréw musza panowaé¢ wspélne uklady naprezen,
ktérym odpowiadaja wspélne kola Mohr’a. Bezposrednie otoczenie
punktu A charakteryzuje obwiednia Mohr’a (rys. 19), na ktéra
skladaja sie trzy odcinki:

0 ¢ (P odpowiadaobszarowi sprezystemu 4D/
P PL) ”»

. plastycznemu 4 DC

,-.QR ” " Spl‘E;intemu ACB
O 0
- 2 2
a’ 3 Krzywa P() zastepujemy zwykle dla ulat-
Rys: 9. wienia calkowania prosta linja.

Omawiane zagadnienie dwuwymiarowe Prandtl uogélnil, za-
stepujac prosta, odpowiadajaca p6lplaszczyznie, profilem famanym,
skltadajacym sie z odcinka prostej 45 i dwuch nieograniczonej

dtugosci bokéw A F'coi BG oo, Przy

odksztatceniu trwalem otrzymuje-

my, podobnie jak poprzednio ob-

szary plastyczne ACD i BCE.
“\ Polkat wierzcholkowy tego profilu

oznaczmy przez V. Tréjkaty BEG

i ADJ sa spychane na bok w kie-
runkach wskazanych przez proste £G i /D, przyczem panuja
w nich ciénienia, odpowiadajace wytrzymalosci na 4ciskanie.
W sektorach ciénienia zmieniaja si¢ linjowo wzgledem kata 7.
W tréjkgcie ABC panuje cisnienie najwieksze, odpowiadajace
wytrzgymaloéci na zgniecenie danego profilu.

Obliczenia, majace na celu okreslenie ukladu naprezen,
przeprowadzimy naprzéd dla ciala szczegélnie plastycznego, gdy
Tmar = k. Mamy wéwczas na podstawie réwnania (9,3) oraz (4,3):

5 =08,= — 2kt (9.6)
r_',',‘ _ — 21”.5 ~1'— (K= /3 (9,7)
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; za$ wytrzymalosé na

NN

Kat poslizgowy jest staly 2 =2, =a, =

Sciskanie 5. = 2#. Trajektorje naprezen gléwnych sa przytem
réwnolegle lub prostopadle do bokéw A/ i BG. Z warunku
brzegowego wzdluz prostej BL lub 4D, gdzie panuje naprezenie
normalne 2% lub O wynika, ze

‘!611, :—Qka“i‘C‘{’—/J-Q/L’; lub }025‘?:(L:_Qka+ﬁ "A’:io

Y=
T

skad otrzymujemy ¢ =/ 2kz="/%(1+22) i wreszcie

o =—2k[1+(g—2)]; =—2k(—2)  (98)
Dla @ —=a-13, czyli dla prostych A4C i BC otrzymujemy
oy =—2k(1+9); oy=—2RY (9,9)

Aby wiec otrzymaé zgniot wedlug schematu, zaproponowanego
przez Prandtla, ci$nienie wywarte na odcinek 475 musi wynosi¢ _
5==2k(1+4V). Dla pélplaszczyzny ¥ = 4% cisnienie powyzsze wy-
niesie odpowiednio 622/"(1 - 5)
Uklad krzywych poslizgowych sklada si¢ w tym wypadku
z promieni, ograniczajacych wycinki w sektorach, oraz z przecina-
jacych je pod stalym katem spirali logarytmicznych. Uklad ten
jest ortogonalnym tylko dla ciala szczegélnie plastycznego, przy-
czem spirale logarytmiczne przechodza
wéwczas w tuki kél. Rys. 21 zapoznaje 7 !
nas ze zmiang ukladu krzywych po- /
slizgowych przy przejsciu od materjatu *r\\ *[>E ,
szczegblnie plastycznego do innego, ]52 h\‘(\
okreslonego przez prostolinjowe ob- Rve. D1
wiednie Mohr’a. Mianowicie sektory e
BCL § BEG przechodza odpowiednio w sektory BC'E' i BE'G',
Jesli zamiast ciala szczegélnie plastycznego, wezmiemy ma-
terjal plastyczny, ktéremu odpowiada obwiednia Mohr’a, sklada-
jaca sie z dwuch prostych, pochylonych pod katem ¢ wzgledem
osi naprezeni normalnych, czyli gdy 1=+ (#—5,/¢3), to z réw-
nan (9; 3 i 5) otrzymamy 9 =—==14 ctgdlognatt- ¢/, skad znowu:

T —c-exp (£ 2¢tg o) (9,10)

4
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Z wzoru (9,3) po dokonaniu zcalkowania i uwzglednieniu zaleznosci
pomiedzy © i o;, wynikajacej z obwiedni Mohr’a, otrzymamy:

o= —c¢-ctgd-exp(£29tgd)+ Lctgd (9,11)

skad mozemy okredli¢ naprezenia gléwne w spos6b analogiczny
jak dla ciala szczegélnie plastycznego. Otrzymujemy mianowicie:

st sm
cos” ¢

oy = ctgd lk —¢ xp (= 29tg a)] (9,12)
Dla ¢ =a jedno z naprezen gléwnych ma byé réwnem zeru, za$
drugie wytrzymaloéci na cisnienie o.. Na podstawie tego warunku
brzegowego rugujemy nieoznaczony spélczynnik ¢. Otrzymujemy
mianowicie :

s, = kctgd {1 —exp [2(0 —2)tg 5]} (9,131)

kctgd

B s \(1 +sind) exp [2(p — %) tgd] — (1 — sin O)‘ (9,132)

Podstawiajgc ¢ = o+ otrzymamy z ostatniego réwnania obcia-
zenie d; stempla, niezbedne dla wywolania zgniotu

kctgd .
o= — TCB_1(1 + sin8) exp (29 tg3) — (1 — sin?)]

Sin 2

Dla p =2 réwnanie (9,132) daje nam

Okctgd . . 2kcosd

g, =— 2—-sintd = — ——

1—sind 1 — sing

Daje nam to mozno$é przedstawienia d: w nowej postaci:

Q
v

25m -[(1 4+ sin?) exp (2¥tgd) — (1 —sind)]  (9,14)
Powréémy do rys. 18, okreslajacego jednorodny uklad naprezen
w elementarnym wycinku, ograniczonym katami ¢ i ¢+ dy. Na
podstawie réwnan (9; 1 i 2) wyznaczyliSmy krzywe poslizgowe
w calym sektorze ACD (rys. 17). Tak samo mozemy wyznaczyé
i trajektorje naprezen gléwnych. Ale mozemy na drodze pewnego
rozumowania zbudowaé nowe mozliwe uklady naprezen. Miano-
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wicie dwa sasiednie wycinki elementarne mozemy przesunaé
wzdtuz promienia i réwnowaga nie bedzie przytem naruszona,
gdyz w kazdym z wycinkéw panuje jednorodny uklad naprezen.
Powtérzenie wieloktrotne omawianej operacji daje moznosé
otrzymywania coraz to nowych prostolinjowych ukladéw poslizgo-
wych. | w tym wypadku naprezenie jest funkcja kata 7, jaki
tworza proste ukiadu z okreslonym stalym kierunkiem w plasz-
czyznie. Nalezy przytem pamietaé o zasadzie St. Venant'a, wedlug
ktérej tensor naprezen jest proporcjonalny do tensora predkosci
odksztalcenia.

Ciekawym przykiadem zastosowania tej zasady jest ustale-
nie ukladu naprezen i linji pradu materjatu plastycznego przy
wciskaniu stempla o dowolnym profilu w materjal szczegélnie
plastyczny. Zagadnienie, podobnie jak i w poprzednich przypad-
kach, jest dwuwymiarowe; Prandtl uwzglednia przytem tarcie
stempla o iaterjat?®). Odcinek ABC (rys. 22) przesuwa sig
bez tarcia. Wzdtuz 4D/ mamy do czynienia z poslizgiem, wsku-
tek czego kierunek cisnienia jest pochylony o kat tarcia § wzgle-
dem normali. Przy materjale szczegélnie plastycznym proste po-

=
shzgowe tworza z normalami katy —--{— 2.

Rys. 23 zapoznaje nas z podanym przez Prandtla ukla-
dem trajektorji naprezen gléwnych (lewa strona) i trajektorji pradu
(prawa strona) materjalu plastycz-
nego. Ze wzgledu na bardziej
przejrzyste przedstawienie ukladu
naprezen, podane zostaly jedynie
trajektorje, odpowiadajace wigk-
szemu naprezeniu gtéwnemu (ci$-  Zrgiekt noprs;
nieniu).

10. Rozwiniecie przez
Prandtla teorji krzywych po-
Slizgowych. Zadziwiajaco proste Rys, 2225,
wlasnosci geometryczno-réznicz-
kowe ukladéw krzywych poslizgowych, znalezione przez Hencky’ego,
pobudzily Prandtla do naszkicowania pewnej liczby rozwiazan,

) Prandtl. Spannungsverteilung in plastischen Kérpern. Proc. Congr.,
Applied Mech. Delft. 1925.



e GOR =

dotyczacych dwuwymiarowych zagadnien przy réznorodnych wa-
runkach brzegowych.

Uprzytomnijmy sobie czysto geometryczng tres¢ geometryczno-
rézniczkowych wzoréw Hencky’ego. A wiec: styczne do krzywych,
nalezacych do jednego peku (B), w punktach przecigcia sig ich
z dwoma dowolnemi krzywemi, nalezacemi do drugiego peku (=),
wykazuja stala zmiane kierunku. Rys. 24 nie wymaga dodatko-
wych wyjasnien.

Promien krzywizny (rys. 25) krzywych, nalezacych do jednego
z pekéw (8), w punktach przeciecia sie ich z dowolng krzywa,
nalezaca do drugiego peku (2), zwigksza si¢ przy poruszaniu sig
po ostatniej krzywej (2) o dlugosé przebieganego luku krzywej
[Sa.]J'.. Latwo zdaé sobie sprawe z tego, ze S$rodki krzywizny

Rys. 24.

Oi, O; i t. d. beda tworzyly rozwinieta krzywej 2. Podane wlas-
nosci geometryczne daja mozno$é stopniowego kreslenia ukladu
krzywych poslizgowych z chwila, gdy znamy jedng z krzywych
np. ¢ i promien krzywizny g w jednym z punktéw krzywej .

Uklad krzywych poélizgc;\vych, powstajacych przy wciskaniu
cylindrycznego trzpienia w gruboscienny piersciern z miekkiego
zelaza (rys. 26) sklada sie, jak to wyjasnil Prandtl, ze spirali
logarytmicznych, tworzacych katy -+ =/4 z promieniami. Krzywe
izostatyczne tworza w tym wypadku uklad promieniowy. Jak to
fatwo sprawdzi¢, oba zalozenia Hencky’ego sa tu spelnione, gdyz
w spirali logarytmicznej promienn krzywizny réwna sie dlugosci
tuku, odmierzanego od érodka. Przy sposobnosci nalezy zauwa-
zyé, Ze tym samym zalozeniom odpowiadaja ukiady cykloid.
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Jednym z mozliwych rozwigzan moze by¢ tez uklad, przed-
stawiony na rys. 27, a dotyczacy wtlaczania plaskiego stempla
w plyte niezbyt gruba w stosunku do szerokosci stempla. Prandtl
przypuszcza mianowicie, ze przez analogje z przykladem podanym
poprzednio (rys. 17), zgniot zachodzi w sektorach ACD i BCE,
w ktérych mamy do czynienia z promieniowym ukladem krzywych
poslizgowych. Mozemy przypuszczaé, ze wobec niewielkiej gru-
bosci plyty zgniot posuwa sie ku dolowi, przy-
czem odnoény uklad krzywych otrzymujemy
zapomoca omawianej poprzednio metody wy-
kreslnej. W pewnej chwili zgniot dochodzi do
spodu plyty, ktéra zaczyna by¢ rozpychana na
dwie strony.

Przy $ciskaniu klocka z materjatu pla-
stycznego pomiedzy dwoma sztywnemi plytami
jest prawdopodobnem powstanie ukladu krzy-
wych poslizgowych wedlug rys. 28. Jesli klocek
jest szeroki w poréwnaniu z wysokoscia, a po-
wierzchnie plyt sa szorstkie tak, Zze poslizgi
zachodza jedynie w materjale plastycznym,
przypuszczalny uklad bedzie jak na rys. 29. |- =
Taki uklad mozna sobie wyobrazié, wedlug
Prandtla, w olowianej plycie, $ciskanej po-
miedzy dwoma plaskiemi blokami kamiennemi
o szorstkich powierzchniach oporowych.

11. Badania Nadai’a nad ukladem
krzywych poslizgowych. Nadai®®) w swych
badaniach teoretycznych za punkt wyjscia przyjal réwnania
St. Venant’a, oparte na warunku plastycznosci Tresca.’”) Zakla-
damy mianowicie istnienie funkcji naprezen /7 (Airy), czyniacej
zado$éé réwnaniu biharmonicznemu AA /7 =0, przyczem skladowe
naprezenn beda odpowiednio:

A\ /l\
o’o

.

==

\:

Rys. 26, 27, 28 i 29.

0* ya a* [l 02
e WPl = ~H = — 1
. H\r ; + da= d.\':)_'\' (11 1)

") A.Nadai. Uber die Gleit-und Verzweigungsflachen enniger Gleich-
gewichtszustiande bildsamer Massen und die Nachspannungen bleibend
verzerrter Korpern. Z. f. Phys. 30, 106, 1924. ") T. v. Kdrman. Physikalische
Grundlagen der Festigkeitslehre. Enz. Math. Wiss. IV, 4, 744,
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Latwo sprawdzié, ze te skladowe naprezen czynig zado$é
réwnaniom réwnowagi:

JG. ot ds, dt

=0; 224 —0 (11,2)

dx ()_v oy ox

Warunek plastycznosci (5. — 6,)* 4~ 4t° = 4&° przedstawi sie w po-

staci
(F R\ [ 0F \®
G i 7 — 4p2
( dy? ox? ) i (!}.\:Qv) 4 (11»3)

Otrzymalismy tym sposobem réwnanie rézniczkowe, ktére posiada
szereg znanych rozwiazan. Jakkolwiek réwnanie (11,3) nie jest
calka posrednia réwnania biharmonicznego, to jednak jego ksztalt
jest taki, ze wiele funkcji biharmonicznych czyni mu zado$é,
jak np. /'=/r* lognat 7; lub /"= fr* /2

Modyfikujac nieco metode Prandtla,’®) Nadai otrzymal réw-
nanie rézniczkowe, okreslajace uktady naprezen dla ciala szczegél-
nie plastycznego, ktére znalazlo szersze zastosowanie. Zauwazyl
on mianowicie, ze warunkowi plastycznosdci (5, — 5,)° 4 41% = 44>
odpowiada rozwiazanie:

= ksind; 5,— 3, = 2L cos Y (11,9)

gdzie © jest funkcja spéirzednych. Jesli oznaczymy przez «
podwéjna wartoéé kata, jaki czyni jedno z naprezen gléwnych
z osig ¥, to mamy tang 20 = 2t/(cy — 5,) =+ tgh, skad otrzymu-
jemy 2= 14 lub 2=} 1%. Teraz mozemy ustali¢ bezposrednio
rownanie roznlczkowe trajektorji naprezen gléwnych dla ciala
szczegélnie plastycznego, a mianowicie

(l’j’ rfv ar_ iy [ 7 ! b
= :l—tang o ® Jub A tang (2 2:) (11,5)

Krzywe poslizgowe, ktére przecinaja trajektorje izostatyczne pod
katem 45” sg okreslone przez réwnania:

ay f 3% 4 \ =
= tang(4 -+ 2) lub - . = = tang (—4- -1 2;) (11,6)

*) L. Prandtl. Anwendungsbeispiele zu einem Henckyschen Satz {iber
das plastische Gleichgewicht. ZAMM, 3, 401, 1923,
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Z réwnan (11,2) otrzymujemy bezposrednio:

0? 0%t 0%t
axay O o) = gt 5y =0 (11,7)
lub po wprowadzeniu wartosci 6. — a9y = 2} b — 2
ORIt 0%t ot
% 0xdy Pt ox? ay? 0 (11,8)

Latwo sprawdzié, ze réwnanie (11,7) po dokonaniu wlagciwych
podstawieri, przechodzi w réwnanie Boussinesq’a (7,20) lub
Hencky’ego (8,11). Dla przykladu weZmy réwnanie Hencky’ego.
Zauwazmy naprzéd, ze

L ADE R RS R

9y
skad réwnanie Hencky’ego przybiera ksztalt
a 9 9 0 s\
~r5 |l o el

rrg bt St o

/

Przez p i ¢ oznaczamy przytem pochodne czastkowe ngﬁ;
ot a
q:;—v. Z réwnan (11,6) otrzymujemy nastepujacg zalezno$é

pomiedzy funkcja ¢ a pochodnemi p i ¢, przyczem bierzemy kat

(;-{—;) ze znakiem ujemnym

5 (% 4 g) — arctg % =0 (11,10)

Znajac ¢ jako funkcje p i ¢, okreslamy na podstawie réwnan
(11,4) warto$ci 6. — 1, oraz © w zaleznosci od p i ¢. Po pod-
stawieniu otrzymanych wartoéci w réwnaniu (11,8) i po wykona-
niu rézniczkowan w réwnaniu (11,9) przekonywamy sie o iden-
tycznosci wynikéw. Mianowicie mamy wéwczas:
g—=g b 299

R A

sin ¢ =-




e
za$ rownanie Hencky’'ego przedstawi sie w postaci
, A2 4pq J /,2_(]27 A2 _]_52 ___,]2
+mw(ﬂwﬁ “4ﬁ+¢%®ﬂﬁ+ﬁ+

0 [ gs—pt o [gr—ps\
e

ox /)2+(]2 /)2 _*_ (]2

Poniewaz dwa wyrazy ostatnie znosza sie, jak to latwo sprawdzié
bezposrednio, przeto pozostaja trzy wyrazy pierwsze, ktére po-
krywaja sie tozsamosciowo z réwnaniem (11,7).

Réwnanie (11,8) pozwala okreslié uklad naprezen w ma-
terjale plastycznym, s$ciskanym za posrednictwem dwuch plyt
réwnoleglych o szorstkich powierzchniach. W tym wypadku, jak
to zauwazyl Prandtl, naprezenie styczne t mozna uwazaé za
funkcje jednej tylko spéirzednej v. Réwnanie (11,8) daje wéwczas
%ZO, skad t=¢,+¢c, v. Jesli przyjaé, ze ¢,=0 i ze dla
dwuch prostych ograniczajacych dane cialo ¥y =--/ naprezenie
styczne osigga swe maximum £, to otrzymamy ¢, = k// oraz
T—|/ey//1. Z réwnan (11,2) otrzymamy oba naprezenia gléwne:

oie e ol LS e
: brtee2k]/1—25 o ke (11,11)

Mozemy tez okreslié ksztalt krzywych, postugujac sie funkcija
pomocnicza $. Mianowicie mamy na podstawie réwnan (11,4) i (11,5)

(7,7); (T.. d)  1+sind

dy — teng \4+ 7} o cos
badz

dy & ~b—sing

et tang (14‘ g):‘F Cosd

skad otrzymujemy dwa uklady krzywych poslizgowych:

. v =" (b4 cosp)+const; ¥=/lisin (11,12)
L. x=Fh(d— cosy)+const: y=rsin¢ (11,13)

Otrzymane uklady przedstawione sa na rys. 30 i 31. Skladaja
si¢ nan pélcykloidy. Uklad I (rys. 30) odpowiada $ciskaniu gérnej
i dolnej plyty i wyciskaniu materjalu w kierunku osi x. Uklad II
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(rys. 31) odpowiada $ciskaniu materjalu wzdluz osi x przy stop-
niowem rozsuwaniu obu plyt.

Jesli zaczniemy sciska¢ materjal plastyczny w rodzaju olo-
wiu za posrednictwem kamiennych plyt o szorstkiej powierzchni,
to przebieg zjawiska, wedlug Prandtl’a, przed-
stawi sie jak na rys. 32. Mianowicie posrodku
utworza sie kliny z nieruchomego materjaly,
pozostajacego w dziedzinie sprezystej. Po obu
stronach mamy do czynienia z cykloidalnemi
ukladami krzywych poslizgowych, zas przy
swobodnych bokach z ukladami promieniowe-
mi (rys. 29).

12. Przyklady plaskich ukladow krzy-
wych poslizgowych. Stosujac w dalszym
ciggu warunek plastycznosci Tresca - St. Ve-
nant’a, Nddai otrzymal nowe wyniki dla ukladu
promieniowego i dla ukladu klinowego. Réw-
nania, okreslajace plaski uklad naprezen w spélrzednych biegu-
nowych sa nastepujgce:

Rys. 30, 31 i 32.

) (15, ) e ) (51
d (7 )_5/4_(1:0; rn/+’(()%")_}_t: ; (12,1)

or dJdo ()’p
lacznie z warunkiem plastycznosci (5, — 6,7 4-41* =44* dajq one
mozno$¢ wyrugowania ¢, i 6, i znalezienia réwnania rézniczko-
wego, okreslajacego naprezenie styczne w postaci:

dt 0™t

02 3 e 02"
AU S = D

(X

(12,2)

Réwnania (12,1) réznia sie tem zasadniczo od réwnan (9; 1,2), ze
skladowe naprezern sa funkcjami nietylko kata ¢, lecz i promienia 7.

Réwnania ostatnie, zastosowane wzgledem rury gruboscien-
nej z materjalu szczegélnie plastycznego, daja rozwigzania oma-
wiane juz poprzednio, a polegajace na tem, ze krzywe poslizgowe
tworza dwa ortogonalne uklady spirali logarytmicznych:

5, = = 2k lognat :; 6y =+ 2%k <—1 + lognat%>; t=0 (12,2)

~ Podobne uktady otrzymal Nédai, wtlaczajac stempel cylindryczny
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w klocek z miekkiego zelaza. Na powierzchni otrzymujemy przy-
tem bruzdki poslizgowe (rys. 33) w postaci spirali logarytmicz-
nych, ktérych zasieg mozna okreslic promieniem » = a.

Jesli naprezenie styczne Tt zalezy jedynie od spélrzednej
katowej ®, réwnanie (12,2) sprowadza sie do znacznie prostszej
postaci. Po zcalkowaniu otrzymujemy:

dx

do
Jesli stala calkowania jest zerem, mamy
t="Flksin (¢, =27). Jesli ta stala nie jest
zerem i réwna sie np. 2#¢, zcalkowanie
réwnania (12,4) daje wynik

Rys. 33. %+o= [—— (19,5

::;Fgl’g!_tﬂ—kconst (12b4.)

[ w tym przypadku wprowadzenie funkcji pomocniczej ¥ okazuje
sig rzecza pozyteczng. Rozwiazaniem powyzszego zagadnienia .
dla warstwy klinowej (rys. 34) zajal sie Nadai,’®) wyznaczajac
uklady naprezen, trajektorje izostatyczne i krzywe poslizgowe.
Z ostatniemi zapoznaje nas wlaénie rys. 34. Punktem wyjscia
obliczen Nadai’a bylo réwnanie (12,2), okres-
lajace naprezenia styczne w spélrzednych
biegunowych.

Znanem powszechnie zagadnieniem jest
pekanie poslizgowe w poblizu krawedzi ciala
poddanego $ciskaniu. Na podstawie badan
doswiadczalnych i rozwazan teoretycznych, Nadai doszed! do
wniosku, ze w poblizu tej krawedzi mamy do czynienia z pro-
mieniowym ukfadem naprezen (rys. 35).

Rys. 34.

Zauwazmy naprzéd, ze réwnanie St. Vénant'a (11,3) ma
* niektére wspélne rozwigzania z réwnaniem AA/"=0. Tak np.
rownaniu St. Vénant'a czynia zado$é nastepujace funkcje Airy'ego:
rig; r*cos2p; rsin2%; r?, jak réwniez wszelkie linjowe wyrazenia
tych funkcji. Mozemy zastosowaé zasade superpozycji naprezen,
otrzymujac te czy inne warunki brzegowe. Opierajac sie na czysto
empirycznej metodzie kojarzenia funkcji biharmonicznych. Néadai
otrzymal wzory, okreslajace naprezenia w spélrzednych bieguno-
wych, odpowiadajacych ukladowi przedstawionemu na rys. 35.
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3 —( iy A :’) ( . TI)I'ZCOSQ’Q -+ ¥ $2sin Q- t o (12,6)
4 8 / \4 8 4 2
Jesli réwnanie biharmoniczne wyrazimy w spélrzednych
hiegunowych ®), to naprezenia przedstawimy w postaci wzoréw:

1 02 1 140/ ) i[ e o [1 0

—— — ) — . — =
¥ o do

. a - ’ o ?
r2 dios ¥ oor 0r? Jar f

skad, po podstawieniu w nie danej funkcji /, otrzymamy dla
katéw »-==0 i o= L% nastepujace wartosci brzegowe

. o Ty im Y] b _’C _|
0=10 ‘ e | — ' ol
f . 5 | ‘
= (T
?-:2‘.-—.1—}2. 0 0 |
tak, jak na rys. 35. Rys. 35.

Dochodzimy stad do waznego wniosku, ze uklad naprezen
sprezystych w poblizu zgniatanej krawedzi, wg. schematu poda-
nego na rys. 35, jest tak samo promieniowy, jak i przy zgniocie
plastycznym. Najbardziej zaciekawia nas polozenie elementarnego
nieskoriczenie cienkiego wycinka, w ktérym nastepuje najpierw
zgniot i powstaje pierwsza plaszczyzna poslizgowa, okreslona
przez pewien kat w=1,. Mozna go bez trudnosci obliczyé, za-
réwno dla ciala szczegélnie plastycznego, jak i podlegajacego stward-
nianiu. Naprzéd okreslamy: Tmax=14 (3,— 9/)*+ 7, a nastepnie
szukamy najwiekszych warto$ci Tmax W zaleznos$ci od kata 2,

przyréwnywujgc pierwsza pochodne do zera: —(‘ﬁﬂ:-O. Nalezy
przytem zauwazyé, ze, zamiast dwuch stalych &' i , w od-

)
nosnych wzorach mamy do czynienia wlasciwie z ich sto-
sunkiem <//a'=1p, ktéry mozemy uwazaé za spélczynnik tarcia
w chwili, gdy pod dzialaniem obcigzen normalnych i stycznych
materjal zgniatanej prébki zaczyna sie przesuwaé wzdluz plasz-

) A.i L. Foppl. Drang und Zwang. Eine hiohere Festigkeitslehre
fiir Ingenieure. I tom, 2-ie wydanie, str. 303.
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czyzny poslizgu. Nadai obliczyl katy ¢, dla réznych wartosci p.
i otrzymal

P 0 0,1 0,2

Op = 45° 41°57 36" 52!

Podane rozwazania teoretyczne znalazly czesciowe potwierdzenie
doswiadczalne.

13. Metody doswiadczalne. Badania doswiadczalne po-
legaja przedewszystkiem na obserwowaniu powstawania bruzdek
poslizgowych na powierzchni odksztalcanych prébek. Badania
w tym kierunku znane sa od dawna: pierwsze obserwacje
zawdzieczamy Liiders’owi *’), systematyczne badania L. Hart-
mann’owi®!). W ostatnich latach dawniejsze metody uzupelniono
kilkoma nowymi sposobami wykrywania odksztalcen trwalych
i obserwacji bruzdek poslizgowych w pierwszej fazie ich powsta-
wania. Obecnie stosujemy metody nastepujace:

1. Metoda L. Hartmann’a polega na obserwowaniu ukladéw
bruzdek, wystepujacych na gladko odpolerowanej i zlekka utle-
nionej powierzchni prébki, podancj okreslonemu odksztalceniu.
Poczatkowe czasteczki tlenku metalicznego podnosza si¢ w po-
szczegélnych punktach, tworzac czworokatne piramidy, ktérych
podstawy zajmuja okreslone polozenie wzgledem kierunkéw izo-
statycznych. W miare wzrostu obciazenia piramidy lokalne lacza
sie¢ w ugrupowania w postaci linji. Doswiadczenie wykazuje, ze
otrzymany uklad linji jest niczem innem, jak ukladem krzywych
poslizgowych. W swej pracy Hartmmann podaje réznorodne przy-
klady tych ukladéw dla poszczegélnych ksztaltéw prébek i réz-
nych metali.

2. Bezposrednia obserwacja odpolerowanej powierzchni
probki daje dobre wyniki, gdyz bruzdki poslizgowe wyraznie sig
zaznaczaja na tle blyszczacem. Fotografja natomiast nie oddaje
nalezycie wypukiosci i bruzdek poslizgowych. Jedynie zdjecia
stereoskopowe uwydatniaja nalezycie nieréwnosci powierzchni.
Nédai, rozwijajac pewne metody Prandtl’a, zastosowal z powo-

@) J. Todhunter and K. Pearson. A history of the theory of elasti-
city and the strength of materials, 3 tom. Cambridge 1886—1893. ') L. Hart-
mann. Distribution des deformations dans les métaux soumis a des efforts.
Paryz 1896. Tenze: Sur le mécanisme de la déformation permanente dans
les métaux soumis a 'extension. C. R. 152, 1911, 1005, 1084, 1233.



dzeniem do zdjeé fotograficznych specjalne oswietlenie prébki,
polegajace na wywolywaniu jaskrawych kontrastéw *2). Jest to
t. zw. metoda Toppler’a: odnosny schemat oswietlenia przedsta-
wia rys. 36. Uklad optyczny stano-

wi zrédlo $wiatla L w postaci ma- {2 AT
fej lampki lukowej, przeponka /7 _7%’2'0 %_:”<ﬁr _
. : - S e
umieszczona w og.msku. soczewki ;;Z":\_O-_._\_‘L
skupiajacej, nastepnie duza soczew- Rys. 36.

ka .S, o duzej odleglosci ogniskowej,
wreszcie przeponka /°, umieszczona w ognisku tak soczewki .S, jak
i soczewki kamery fotograficznej A" Jedli powierzchnia prébki jest
plaska i gladka, na matéwce otrzymujemy mala jasna plamke
$wiatla. Jesli wszakze na prébee sa bruzdki i wypukiosci, to mani-
pulujac odpowiednio przeponkami, mozna otrzymac obrazy kon-
trastowe powierzchni prébki.

Rys. 37. Rys. 38.

Nalezy zaznaczyé, ze materjal doswiadczalny, zebrany przez
Nédai’a potwierdza sluszno$é teorji Hencky'ego i Prandtl’a.
W szczegélnosci schematy podane na rys. 24—28 zostaly uwi-
docznione doswiadczalnie w sposéb niewatpliwy.

3. Metoda Fry"®) polega na zastosowaniu specjalnego wy-
trawiania odksztalconych prébek, przyczem linje zgniotu (po-

82) A. Nédai. Beobachtungen der Gleitflichenbildung an plastischen
Steffen. Proc. of the First Intern. Congress for Applied Mechanics. Delft.
1925. Tenze: Schweizerische Bauzeitung. 157. 1924,

: ) A, Fry. Kraftwirkungsfiguren in Flusseisen, dargestellt durch ein
neues Atzverfahren. Kruppsche Monatschefte. Essen. 2, 117, 1921. Réwniez
G. Sachs., Beitrag zum Harteproblem. Z. f. Techn. Ph. 8, 132, 1927.



slizgowe) tworza twardy szkielet, pozostajacy po usunigciu ma-
terjalu migkkiego.

4. Metoda rekrystalizacji, zna-
na oddawna, pozwala do$é do-
kladnie oznaczyé obszar zgniotu.
Rys. 38 przedstawia otrzymany
przez Sachs’a obszar zgniotu dla
przypadku wtlaczania stempla wg.
schematu z rys. 21. Rys. 39 przed-
stawia obszar zgniotu, uwidocznio-
ny przez rekrystalizacjg, odpowia-
dajacy schematowi z rys. 37.

ROZDZIAL Il

Zagadnienie skrecania pretow pryzmatycznych przy
uwzglednieniu odksztalcen plastycznych.

14. Skrecanie preta o przekroju kolowym z miater-
jalu plastycznego. Zagadnienie powyzsze bylo poraz pierwszy
podjete w r. 1848 przez prof. James Thomsona. Lord Kelvin,
brat .przedwczesnie zmarlego uczonego, zamiescil rozwigzanie
w jednej ze swych prac®). To samo zagadnienie podjal znacznie
pézniej St. Venant®). Podajemy je ponizej z uzupelnieniami
M. Brillouin’a ).

Wprowadzmy spélrzedne walcowe 7, 7, 5. Mamy do czy-
nienia z nastepujacym ukladem odksztalcen:

Ey=—&

L]

]

=0; 1, =0r; ‘.’,:,.:T:.:O (14,1)

We wzorach powyzszych © jest stala, okreslajaca kat skrecenia
preta na jednostke jego dlugosci. W poblizu osi przesunigcie ka-
towe jest zawsze bardzo male i mamy do czynienia jedynie
z ukladem sit sprezystych. Naprezenie styczne okresla wzor
tp:= G Or. Zalézmy, ze promien walca jest 7, za§ odksztalce-

™) W. Thomson. Elasticity (Encycl. Brit.); réwnicz Math. Papers, {11.10.
%) J. Liouv, 378, 1872. ) M. Brillouin. Ann. de Phys. 14, 96, 1920.
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