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Mozemy teraz odwzorowaé okreg kola z prawej czesci rys. 47
na lewa. Mianowicie réwnaniem tego okregu w plaszczyznie 7',
bedzie /', = me¢'". Po podstawieniu tego wyrazenia we wzér (19,16)
i rozwinigciu wyrazen w szeregi przy pominigciu wyrazéw wyz-
szych rzedéw otrzymamy:

43 ({ o

3rm’

g — + e ) (19,17)
Otrzymang krzywa przedstawia rys. 48. Przy zaloZeniu pewnych
naprezen dopuszczalnych na krawedziach ze-
wnetrznych katownika, okazuje sie, ze w poblizu
2=—0, zjawia si¢ w pewnym obszarze odksztal-
cenie plastyczne ksztaltu przedstawionego na
rys. 47 i 48. Obszar ten jest jednak znikomo
maly i sprawdzenie doswiadczalne natrafia tym
sposobem na wielkie trudnosci. Rys. 48.

ROZDZIAL 1V.

Matematyczne ujecie zagadnien z teorji
plastycznosci.

20. Uogdlnienie teorji krzywych poslizgowych. Krzywe
poslizgowe dla ciala szczegélnie plastycznego tworzg uklad orto-
gonalny, posiadajacy charakterystyczne wlasnosci geometryczne,
znalezione przez Prandtla i Hencky'ego (§ 10). Wlasnosci te sa
nastepujace :

1. Przyrosty katéw, jakie tworza z osig odcietych, styczne
do krzywych nalezacych do jednego z pgkéw, w punktach prze-
ciecia sig ich z dwoma krzywemi, nalezacemi do drugiego z pe-
kéw, sa stale.

2. Przyrosty promieni krzywizn krzywych, nalezgcych do
jednego z pekéw, w punktach przeciecia sie ich z dowolna
krzywa z drugiego peku, sa réwne odpowiednio odcinkom luku
krzywej, zawartym pomiedzy krzywemi pierwszego peku.

W ogélnej teorji plaskich uktadéw krzywych ortogonalnych,
tak katy, jakie tworza z osig odcietych styczne do krzywych, jak
i ich promienie krzywizny, sa elementami zasadniczemi. Jest



— B0 =

wiec rzecza wazna wyjasni¢, jak sie przedstawia teorja krzywych
poslizgowych na tle ogélnej teorji plaskich ukladéw ortogonal-
nych. Pierwszego kroku w tym kierunku dokonali matematycy
C. Caratheodory i E. Schmidt, ustalajac nowe réwnania réznicz-
kowe ukladéw krzywych poslizgowych.®!)

Ze wzgledu na péZniejsze przeksztalcenia, parametry pekéw
krzywych oznaczamy tymczasowo przez # i v. Kierunek wzrasta-
jacych wartosci v jest tak dobrany wzgledem kierunku wzrasta-
jacych wartosci #, ze odpowiada on polozeniu osi ¥ wzgledem
osi x. Jedli oznaczymy przez ¥ kat, jaki tworzy z osig & styczna
do krzywej v = const. w kierunku wzrastajacych wartosci #, to
kat, jaki tworzy z osig x styczna do krzywej # = const. w kie-

runku wzrastajgcych wartosci v, bedzie W -+ ; . Mamy
ds*=dx*+dy* = Udu+ 12 dv? (20,1)

gdzie U/ i I” sg wielkosciami dodatniemi. Z poréwnania obecnych
oznaczen ze stosowanemi poprzednio w § 7, wynika, ze U=1//,,

za$ |"=1/h,, gdzie h,=gradu| i h.=|gradv|. Mamy teraz:
dx ; Jy on % Jy . .
—=1[/cos¥; =2 = {/sin b, —— = —[7sind; = =/["cosi (20,2)
du o iy o

ol . O dx
Rézniczkujac T wzgledem v, zas = wzgledem u, otrzymamy
(. aq
zaleznosci pomiedzy U, I, ¥ i ich pochodnemi wzgledem # i .

- o 0y .
Podobng zalezno$é otrzymamy, rézniczkujac 3 wzgledem 7 i B
o

wzgledem #. Otrzymujemy tym sposobem po latwych prze-
rébkach :
o 1 U 3% 19F
ou ¥V dv’ v U du

(20,3)

Zwréémy uwage na $cisly zwigzek tych wzoréw z wyrazeniami (7,2).

Oznaczmy teraz przez /2, i /0, promienie krzywizny krzywych
it = const. oraz ¥ = const., przyczem znak dodatni odpowiada polo-
zeniu $rodka krzywizny w kierunku wzrastajacych parametréw # i v.

") C. Caratheodory i E. Schmidt. Uber die Hencky-Prandtlschen
Kurven. ZAMM, 3, 1923, 468,
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Mamy na podstawie okreslen promieni krzywizny:

1 1 o 1 1 v
"/\)u 5 [_r .()Z' d /\);. _—[_/dll (2014)
Rézniczkujac pierwsze z tych réwnarn wzgledem # i do otrzyma-

1s
nego wyrazenia dodajac ((1’1/ = U/, otrzymamy wzér, ktéry uprosci

sie bardzo na podstawie zaleznosci (20,3). Mianowicie:

ol
a7 . 17 '2_«I_ AT 7 24,
R, | ds e gty (fu Ty I : a3 (20,5)
du d ((,)_;),)- du dv o (l)\‘)-)* Judy
o/ v Jor
Drugic z réwnan (20,4) daje nam podobnie:
o, ds U 92
s e .=
dv ' dv (o9\2 duov (20,6)
(o]

Oba réwnania dotycza dowolnych plaskich uktadéw ortogonalnych.
Obecnie przychodzi kolej na uwzglednienie réwnan Hencky’ego
(8; 9, 10), dotyczacych prawa przyrostéw promieni krzywizny.
Mianowicie wynika z nich, ze lewe strony réwnan (20; 5, 6) sa
réwne zeru, a tem samem
o
dudv

=0 (20,7)

Tak otrzymane réwnanie rézniczkowe, dotyczace zaleinosci kata
od parametréw krzywych poslizgowych # i @, jest znacznie prost-
sze od réwnan Boussinesq’a i Hencky’ego.

Réwnanie (20,7) otrzymal L. Foppl,**) niezaleinie od Ca-
ratheodory’ego i Schmidt’a, z réwnan réwnowagi naprezen (11,2).
Mises, ujmujac plaski uklad naprezern w postaci tensorowej,
uproscil metode Foppl’a,®) ograniczajac si¢ do rozumowar geo-
metrycznych, doprowadzajagcych do réwnania (20,7).

Jesli od tensora 5 w plaskim ukladzie naprezen odjaé
ci$énienie hydrostatyczne — p=1(5:+3,), to, przy wartosci

f2)  Aug. u. Ludw. Féppl. Drang und Zwang. 1 tom. Wyd. 2-gie, 356, 1924.
£ R, v. Mises. Bemerkungen zur Formulierung des mathematischen Problems
der Plastizititstheorie. ZAMM, 5, 147, 1925.
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| T | =k, pozostanie dewiator o, przyczem gléwne naprezenia
normalne beda wynosily +4%, — & Stosujac operator hamilto-
nowski v wzgledem tensora 3, skladajacego sie z dwuch czesci:
skalarnej — p i dewiatorowej 3, otrzymujemy, ze grad p=—ya.
Nazwijmy ,pierwszym” kierunek tego gléwnego naprezenia stycz-
nego, ktéry otrzymujemy przez dodatni obrét o kat 45° kierunku
sléwnego naprezenia rozciagajacego. Kat, jaki czyni kierunek

tego gléwnego naprezenia stycznego z 0sig X, oznaczmy przez ik
Oznaczajac przez 7 jednostkowy wektor w kierunku x, za$ przez j
— w kierunku ¥, mamy:

) ) 05y dt J I
A P e e (-f i ”)--lj('” = ) (20,8)

[Ihe oy ox iy

Niech ¥+ bedzie katem, jaki tworzy kierunek gléwnego naprezenia
rozciagajacego z osia x. W omawianym ukladzie mamy:

5 =kcos2V¥; a/=—kcos2V; t=4rsin2) (20,9)

Mozemy teraz wyrazic grad p w funkcji kata V', a tem samem
i kata V. Odpowiednie wyrazenie mozemy bardzo uproscié, jesli
0$ x-6w utozsamimy z kierunkiem pierwszego naprezenia glow-
nego. Po latwych przerébkach otrzymamy wynik, ze

) 1 — I
grad p=— 21.»(/1—;-_ ) (20,10)

Tak wigc grad p jest réwny wektorowi, jaki otrzymamy, mnozac
przez 24, poddany uprzedniemu odbiciu wzgledem kierunku
sléwnego naprezenia tnacego, grad ik

Jesli w (v, v) = const. i @ (x, ¥) = const. sa réwnaniami krzy-
wych poslizgowych, to na mocy ostatniej zaleznosci mamy:

) )
S (p—2kN)=0; - (p+2kH)=0 (20,11)
29
skad wynika, ze :;:T‘j::O. Jesdli nakresli¢ uktad krzywych posliz-

gowych dla jednakowych przyrostéw wielkosci # i o, to przeprowa-
dzajac nastepnie krzywe przekatne, otrzymamy izobary i izokliny.®!)

") A. Mesnager. Naprezenia cial stalych w postaci widzialnej. Prze-
glad Techniczny 52, 523, 1924,



— 83 =

21. Wyznaczenie ukladu krzywych poslizgowych.
Jesli znane sg dowolne dwie krzywe, po jednej z obu pekéw
krzywych poslizgowych, przecinajgce sie ortogonalnie, to mozna
odtworzy¢ caly uklad krzywych poslizgowych. Wybierzmy osi
spéirzednych (x, v) tak, by punktem przeciecia sie danych krzy-
wych byl poczatek 0, i aby osi x-6w odpowiadal kierunek wzra-
stajgcego parametru #, za$ ¥ — wzrastajacego parametru .
Parametry # i v tak wybieramy, by réwnania dwuch krzywych
wyrazily sie w postaci =0, v=0.

Calka réwnania (20,7) jest wyrazenie

b — D () — I () (21,1)
gdzie " i D oznaczaja dowolne funkcje parametréw. Z wyboru
osi sp6lrzednych wynika, ze /(0)=®(0)=0 i ze:

1" (1) ze znakiem — jest katem kierunkowym danej krzywej v =0;
@ (z) zmniejszone o 4%, X e 5 2w=—0.
Wartoéci funkcji /7(#) i P (v) wzdluz krzywych 2=0, =0

uwazamy za znane. To samo mozemy powiedzie¢ o funkcjach

I’_\”. = ’{.‘!'
(](1/,0)::(;(E)I_EI; 1(o,a-):(:{‘_l) O (21,2)

Z réwnan (20,3) i (20,4) otrzymujemy:

VA ST
_(.‘Jf?_ —F »(1/) [ 5 —()” — ('L’) L-? (21 ’3)
R, F'()=—U; R.®@)=—V (21,4)

Wzory powyzsze mozna znacznie uprosci¢, jesli ograniczymy sie
do obszaru, w ktérym promienie krzywizny krzywych poslizgo-
wych, nalezacych do obu pekéw, sa wszedzie rézne od zera.
Mozemy wéwczas tak dobraé osi spélrzednych, ze kierunek
wzrastajacego parametru dla krzywych tego czy innego peku
bedzie odpowiadal przejsciu od wklestej do wypuklej strony
krzywych. Uwzgledniajac dawniejsze zalozenia, mamy na pod-
stawie wzoréw (21,4): 77 (u) >0; P'(v) >0.
Wezmy teraz za parametry

a=F(u); p=P(@) (21,5)
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Kierunek wzrastajacych « i § odpowiada kierunkowi wzrostu # i t.
Mamy stad

$y=p§—u (21,6)

Przy nowych parametrach funkcje U/ i I polozenia punktéw
przejda w .1 i 3, przyczem nowe wielkosci, jak o tem latwo
przekonaé sie, nie sg niczem innem, jak promieniami krzywizny
z ujemnym znakiem

Ro=—A; R,=—2DB (21,7)
otrzymujemy réwnoczesnie wzory:
o4 5, 0B P 7 ‘
e =8 G skad G oe =4 (21,8)

Réwnania (20,2) przedstawia si¢ w postaci:

- o ].,-

:; — A cos(f—a); :;’\J = — Bsin(f—=) (21,9)
5 o)

= Asin(3—a); = =Beos(—a) (21,10)

Znajac A i B w funkcji parametréw = i §, mozemy na podstawie
twierdzen o calkowaniu rézniczek zupelnych®®) znalezé wartodci
x (5, i (% 6).

Réwnanie (20,7) jest réwnaniem rézniczkowem o pochodnych
czastkowych drugiego rzedu typu hyperbolicznego. Przy stosowa-
niu metod Riemann’a rozwiazywania zagadnieri brzegowych jako
funkcje podstawowe nadaja sie tu specjalnie funkcje Bessel’a,
a mianowicie, uzyta juz przez nas poprzednio funkcja (7,2)

J(af,)_Z ((’|‘) o +(2|) .....

Z szeregu, okreslajacego danag funkcjg, wynika, ze

2T (k) .. .
HOSES s sr i) (21,11)
Szereg -7 («}) jest szybkozbiezny i dzieki temu nadaje sie¢ do
liczbowego rozwiazywania zagadnien brzegowych.

") E. Goursat. Cours d'analyse mathematique, Tome I, str. 379.



Podane przez Caratheodory’ego i Schmidt’a przyklady roz-
wigzania réwnan (21; 9, 10) dotycza badz ukladéw krzywych posliz-
gowych, znalezionych juz poprzednio przez Prandtl’a i Hencky’ego,
badz stanowia nowe typy ukladéw. Przytoczymy niektére z nich.
Mamy np.:

()l(r/)

e A o ‘”(.)

+b.J(28)  (21,12)

gdzie @ i b oznaczaja wielkosci stale. Wprowadzamy tak okres-
lone funkcje 4 i B do réwnan (21;9, 10), ktére nastepnie cal-
kujemy wzdluz réznych toréw, dla stalych wartosci, badz np.
parametru 7, nastepnie parametru {3, badZ tez odwrotnie. Otrzy-
mujemy z latwoscia wynik w postaci nastepujacej:

&
f/_ i‘ﬂ

x—a ‘ J(@Et)ycos (1 —B)dt— b ‘ J(at) sin({ —a) dt
0 ;)
(21,13)
y=—a ’ J@Et)sin(t—p)dt+ b ’ J (ot) cos (1 — o) di

0 0

Krzywej =0 odpowiada kolo o promieniu 4, za$§ krzywej 3--0
kolo o promieniu a. Tym sposobem uklad krzywych poslizgowych
(21,13) zawiera dwa przecinajace si¢ pod katem prostym okregi
kél o promieniach @ i 6.

Inne uklady otrzymamy, zakladajac, ze 4 jest dowolna
funkcja wyrazenia linjowego a2+ 6§, gdzie a i b sa to wielkosci

02

stale. Przy danem zalozeniu réwnanie T
& 4

1 sprowadza sie
do réwnania linjowego o zwyczajnych pochodnych, ktére calku-
jemy zapomocag elementarnych metod. Otrzymujemy przytem

rozwiazania typu
‘,1_—Axer-;_—‘:.-(,;;i3; lub ‘1: 11 COS (”7'___":-;.’”) (21’14)

gdzie ¢, k, m, n, oznaczajg pewne stale wielkosci. katwo spraw-
dzié, wprowadzajac otrzymane wartosci <1 do réwnan (21; 9, 10),
ze w pierwszym wypadku mamy do czynienia z ortogonalnym
ukladem spirali logarytinicznych, w drugim za$ cykloid.

Ze wzgledu na doniosla role podobnych odwzorowan w za-
gadnieniach dwuwymiarowych, zjawia sie pytanie, czy mozna
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w pewnych warunkach otrzgymaé nowe uklady krzywych poslizgo-
wych, odwzorowujac plaszczyzne 5 = x -+ /y na plaszczyznie
w=—1u-1v, gdzie # i v sa parametrami znanego ukladu krzywych
poslizgowych. Poniewaz z zasady odwzorowania podobnego wy-

) du ; .
nika, ze %:'— 3" skad (por. 20,2) U=V, przeto mamy, ze
1 U "1 U
5 ] o) AT R TN ol
7 o F' (u); = B D' (v), czyli
" (u) = D" (v) = const. (21,15)

Dobierajac odpowiednio stale calkowania, mozemy, nie ogranicza-
jac ogéinosci rozwiazania, otrzymaé bez trudu, ze /= "= ¢- ¢*,
skad ostatecznie

=D (v) — F (#) = [ (v® — 1*) + const. (21,16)

Wybierajac odpowiednio poczatek osi spélrzednych i normujac
parametry # i v, mozemy w dalszym ciaggu pozbyé sie wyrazu
stalego w réwnaniu (21,16) i sprowadzi¢ / do jednosci. Otrzy-
mamy tym sposobem réwnanie rézniczkowe:

dzs

dw

P

—aet™ lubz=—a [ e d (21,17)
0

w ktérem a jest wielkodcia rzeczywista. Te réwnanie obejmuje

wszelkie uklady krzywych poslizgowych, dopuszczajace odwzoro-

wanie podobne na plaszczyznie x, v przy odpowiedniem doborze

parametrow 2 i w.

22. Superpozycja ukladéw krzywych poslizgowych.
Jesli zwrécimy sie do ukladu réwnan (21;9, 10), to zauwazymy,
ze uklad krzywych posglizgowych mozna przedstawié¢ zapomoca
funkcji zmiennej zespolonej =(%, f) = (%, ) +/y (2, B). Mia-
nowicie, réwnania ukladéw przedstawia sie nam w postaci:

dz

r()z

A(f—a), .
B
1J

== R, M= (22,1)

o i —]\)F‘f
Jak to zauwazyl Mises®), réwnanie powyzsze jest podstawa
plodnego w zastosowania prawa superpozycji ukladéw krzywych
poslizgowych. Niech izokliny i izobary dwuch ukladéw krzywych
posélizgowych odpowiadaja sobie wzajemnie. A wigc punktowi /7
(%, Bo) jednego ukladu odpowiada punkt 7 (%, f) drugiego
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ukladu przy tych samych wartoéciach parametréw (z;, §). Jesli
z pewnego dowolnie wybranego stalego punktu () przepro-
wadzié¢ wektory OF; i OF, i dodaé je geometrycznie OP,+ (P, =
— OP, to punkty P wyznacza nam nowy uklad krzywych po-
slizgowych.

Mozna tez otrzymaé ogdlniejsze rozwigzania uktadu réwnan
(21; 9, 10) na drodze sumowania- rozwigzan elementarnych. Za-
Y6zmy naprzéd, ze A= F(as-bF) jest dowolna funkcja wyra-
zenia linjowego wzgledem = i {# ze stalemi spétczynnikami a i b.
Znajdzmy nastgpnie rozwigzanie réwnania (21,8), ktére mozemy
sprowadzi¢ do typu A= e"“*" ?/C. Rozwigzanie powyzsze daje
sie uog6lnié przy zalozeniu, ze @ i b sa wielkosciami zespolonemi,
przyczem i C w tych warunkach staje sie wielkoscia zespolona.
Jesli C'jest wielkoscia zespolong = d - i¢, to obok rozwiazania ele-
Geedapht otrzymujemy réwnolegle 1 — ee BIc,
gdzie (¥ =d—ie. W ostatecznym wyniku Mises otrzymal roz-
wigzanie fundamentalne ukladu réwnan (22,1)

mentarnego < —e

ge em o L,_(‘-J. L8/C . C(““ i BiC
= —({' ) (__—1— == b (22,2)
Dla réznych wartosci C otrzymujemy rézne wartosci 3 w postaci
wektorow, ktére sumujemy, biorac te same wartosci zmiennych
niezaleznych «, i .

23. Niewyznaczalno$¢ ukladéw krzywych poslizgo-
wych w zagadnieniu dwuwymiarowem. Gdy tylko Hencky uo-
g6lnil pierwsze intuicyjne zalozenia Prandtl’a i dal swa teorje krzy-
wych poslizgowych (§ 8), przyjmujac, zreszta blednie, ze uklady plaskie
moga byé¢ wylacznie promieniowe, stalo sie odrazu rzecza jasna,
ze istota wlasciwych rozwigzan lezy w zagadnieniach brzegowych.
O ile interpretowanie przypadkéw najprostszych, cytowanych
w § 10 i 11, mniej nastreczalo watpliwosci, o tyle w miare prze-
chodzenia do przypadkéw bardziej zlozonych, nawpél empiryczna
metoda Prandtl’a, doprowadzila do sprzecznosci. Przykladem
takiej sprzecznodci bedzie np.*") wgniatanie dluta o podstawie
pryzmatycznej w polplaszczyzne (rys. 49). Jesli przyjmiemy, ze
w danym przypadku uklad krzywych poslizgowych jest promie-

5y H. Hencky. Statisch bestimmte Fille des Gleichgewichts in
plastischen Kirpern. ZAMM, 3, 245, 1923,
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niowy, to powstaje pytanie, ktéra z linji tamanych, skladajgcych
si¢ z odcinkéw prostych i kot: A, OM,, M, OM., czy M, OM,
odpowiada rzeczywistosci. OdpowiedZ jednoznaczna otrzymamy,
w mysl propozycji Hencky’ego,
MLy o g MMM jesli pod uwage wezmiemy mi-
AR nimum energji, wydatkowanej na
odksztalcenie plastyczne. Ale,
wracajac do rys. 49, nasuwa sie
pytanie, czy mozna w omawia-~
nych warunkach &cisle okresli¢ cechy charakterystyczne tej fazy od-
ksztalcenia plastycznego, ktéra uwazamy za odpowiednik granicy
plastycznosci.

Przy obecnym stanie teorji pomijamy s$wiadomie okres
przejscia od ukladu sprezystego do uktadu sprezysto-plastycznego,
przystepujac bezposrednio do rozwazania pewnej wyidealizowanej
fazy odksztalcenia. Utrudnia to bardzo matematyczne sformulo-
wanie zagadnien réwnowagi ciala odksztalconego plastycznie.
Zauwazmy ponadto, ze jesli jest nam dany uklad krzywych
poslizgowych, czyli trajektorji gléwnych naprezen stycznych, to
tem samem nie jest jednak jednoznacznie okreslony kierunek
przesunieé. Na pomoc przychodzi nam w tym wypadku hypoteza
St. Venant’a, gloszaca, ze kierunek najwickszej predkosci od-
ksztalcania postaciowego zbiega sie z kierunkiem gléwnego na-
prézenia stycznego.

WprowadZmy pojecie funkcji & pradu odksztalcenia pla-

i

stycznego. Zakladamy, ze odksztalcenie jest réwnoobjetosciowe.

Rys. 49.

- o )
Predkosci przesunieé przedstawia sie w postaci @, — r)}‘; i = (h‘;,
. 3
za$ predkosci odksztalcen wlasciwych w postaci:
: : = 5 0% 02t
PGl =S M= g e 23,
’ i oxdy / Jdy? da? (23,1)
Dla ekstremalnych wartosci 7 mamy £==0. Réwnanie funkcji

pradu wyrazimy w spétrzednych 2 i 3, odpowiadajacych uktadowi
krzywych poslizgowych. Dla tych warunkéw 7 posiada wartosci

ckstremalne, skad réwnaniem rézniczkowem funkciji pradu bedzie
)2

i\_—f)—;: 0. Jesli dokonamy odpowiedniej zamiany zmiennych
Haiy

i réwnoczesnie utozsamimy kierunki 2 i § z osiami x i y, ktdre
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to zalozenie wprowadza do wzoréw (20,2) wartosci ¥ = 0, to
positkujac sie wzorami (8,9) bez trudu upro$cimy przeksztalcone
réwnanie funkcji pradu, otrzymujac ostatecznie:

o 04Re 00 RS %3
da.di da. B JdB Ra

Jest to réwnanie rézniczkowe typu hyperbolicznego z krzywemi
poslizgowemi jako charakterystykami. Z teorji tego réwnania
wiemy, ze uktad linji pradu mozemy okresli¢ badz na podstawie
pelnych wartosci predkosci wzdluz jednej z dowolnych krzywych,
badz na podstawie skladowych normalnych predkosci wzdluz
dwuch dowolnych przecinajacych sie krzywych. Jako przyklad
zaproponowanej przez siebie metody Mises traktuje przebieg
wtlaczania stempla plaskiego w pélplaszczyzne (§ 9). Zadajac
sobie dowolng krzywa pradu, odgraniczajagca obszar plastyczny
od sprezystego i przyjmujac, ze dla tej krzywej wartosci po-

. O .

tencjalu sg =0 i ()/;'::O, sprawdzamy nastepnie, czy w bez-
posredniem otoczeniu spodu stempla linje pradu sg don prosto-
padie i rozmieszczone réwnomiernie.

24. Matematyczne ujgcie warunkéw brzegowych
w zagadnieniu dwuwymiarowem. Zastosowana przez Trefftz’a
metoda okreslania obszaru odksztalcenia plastycznego w przekro-
jach skrecanych walkéw pryzmatycznych, oparta jest na $cistem
sformulowaniu zagadnienia brzegowego, ktére mozna nazwaé
sStatycznie wyznaczalnem”. Metoda Trefftz’a uwzglednia stop-
niowe przechodzenie od ukladu $cisle sprezystego do ukladu
mieszanego sprezysto-plastycznego, dzieki czemu faza odksztal-
cenia plastycznego mogla by¢ $cisle okreslona. Uklad sprezysto-
plastyczny przedstawia si¢ wéwczas, jako lokalne wynaturzenie
uktadu sprezystego. :

Zastosowanie analogicznej metody do zagadnienia plaskiego
jest bez poréwnania trudniejsze. Réznica polega na tem, ze teorja
sprezystosci nie jest tak posunieta w zakresie zagadnienia plas-
kich tarcz sprezystych, jak w dziedzinie skrecania pretéw pryzma-
tycznych. Jak wiadomo w teorji skrecania podstawowe znaczenie
posiada réwnanie Laplace’a d,2#=0, za$ w zagadnieniu plaskich
tarcz sprezystych zasadnicza role odgrywa réwnanie biharmo-



niczne A, du=0. Ot6z o ile posiadamy szereg znakomitych
ogélnych metod catkowania réwnania Laplace’a i, jak to wskazuja
przyklady z hydromechaniki cieczy idealnej i z innych dziedzin
fizyki teoretycznej, réwnanie to jest rozwiazane dla calego szeregu
konturéw z uwzglednieniem réznorodnych warunkéw brzegowych,
o tyle z réwnaniem biharmonicznem rzecz sie¢ ma znacznie gorzej.
Nalezy zaznaczyé wszakze, Zze réwnanie biharmoniczne oddawna
zwrécilo uwage matematykéw i istnieje caly szereg rozpraw,
poswieconych jego rozwigzaniu. W r. 1907 paryska Akademja
Nauk, w uznaniu donioslosci glebszych badan nad powyzszem
réwnaniem, oglosila nagrode im. Vaillant’a za prace w tym kie-
runku. W rozprawach specjalnych, poswieconych réwnaniu bi-
harmonicznemu, jakie zawdzieczamy m. inn. Almansi’emu, Boggio,
Hadamard’owi, Zarembie,’”) znalezé mozna dowody istnienia
rozwiazan dla ogélnych zalozen i szereg rozwiazan w przypadkach
poszczegblnych.

Z prac, poswieconych teorji réwnania biharmonicznego,
obchodza nas blizej te z nich, ktére zajmuja sie¢ szczegélowiej
niektéremi waznemi z punktu widzenia technicznego przypadkami.
Sa tez one oméwione w obszerniejszych traktatach i monografjach
z zakresu teorji sprezystos§ci.*”)’®) Zauwazmy réwniez, ie teorja
plyt sprezystych, nasuwa wiele rozwiazan réwnania biharmonicz-
nego dla réznorodnych warunkéw brzegowych"™).

Scisle teorje wytrzymalosci sklepienn arkadowych i tam
wodnych sprowadzaja sie niejednokrotnie do zagadnienia plas-
kiego sprezystosci.’”)

#) Nicpodobna omdwié tu najwazniejszych nawet prac nad tem za-
gadnieniem, rozproszonych zreszta po rdznych czasopismach naukowych.
Wskazdwki bibljograficzne znalezé mozna w Enc. Nauk Matem. Tom IV — 4.
Tedone — Timpe. Spezielle Ausfithrungen zur Statik elastischer Karpern,
str. 165. Por. takZe podstawowe prace S. Zaremby nad réwnaniem bihar-
monicznem, zamieszczone w Biul. Miedz. Akademji Umiejetnosci w Krakowie
w r. 1907 i 1908. °7) A. E. H. Love. Elasticity. Prz. niem., 242. A. i L. Foppl.
Drang und Zwang, Wyd. 2-gie, 244. ) G. W. Kolosow. Ob odnom prilozenji
tieorji funkaij kompleksnago pieremiennago k ploskoj zadaczie matiema-
ticzeskoj tieorji uprugosti str. XV + 186. Dorpat 1909. Wyczerpujgca 1 Zrdd-
lowa monografja, zawierajgca nowe metody rozwiazywania zagadnienia
plaskiego, wraz z licznemi zastosowaniami. ™) A. Nadai. Elastische Plat-
ten, 222, 1925. ") Wymienié tu nalezy zwlaszcza prace: St. Belzecki. Sur
I'équilibre d'élasticité des voltes en arc de cercle. C, R. 140, 1905; Plaskie
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Niewiele znamy dotychczas takich plaskich ukladéw spre-
zystych, o ktérych moglibysmy powiedzieé, ze sa one rozwiagzane
i wszechstronnie zbadane teoretycznie, np. przez ustalenie tra-
jektorji gléwnych naprezenn normalnych. Do takich zaliczamy
w pierwszym rzedzie plaskie uklady sprezyste w przekroju walca
kotowego,?!) jak réwniez w polplaszczyznie.””) Sa one znane dla
najréznorodniejszych wypadkéw obciagzenia w postaci sil skupio-
nych i cisnien, dzialajacych na kontur. Gorzej rzecz sie ma
z przekrojem prostokatnym. Jakkolwiek znane sa piekne metody
rozwiazywania tego zagadnienia®) i dla poszczegélnych przy-
padkéw ustalone sa trajektorje naprezen glownych, to jednak
obecnosé punktéw osobliwych w konturze, za jakie nalezy uwazad
wierzcholki prostokata, nastrecza w pewnych przypadkach wiclkie
trudnoseci.?!) Jedli jeden z bokéw prostokata przedltuzymy do
nieskoriczonosci, to oftrzymamy obszar, ograniczony dwiema pél-
prostemi réwnoleglemi nieograniczonej dlugosci, oraz prostopadlym
do nich odcinkiem prostej. Réwniez i dla tego obszaru znane sg
rozwigzania plaskiego ukladu sprezystego dla pewnych okreslonych
warunkéw brzegowych.?”) Pozatem wymieni¢ mozna z zagadnien
szczeg6lowiej badanych: uktad naprezen w poblizu otworu ko-
towego, eliptycznego i lemniskatowego w nieograniczonej bryle
materjalu,’*) oraz uklad naprezen w plaszczyznie, przecietej przez
p6lprosta, zaczerpniety ze $wietnej pracy Hadamard’a, traktujace;j
o calkowaniu réwnania biharmonicznego.®®)

Prawie wszystkie, tu wymienione, typowe zagadnienia wy-
trzymaloéciowe czekaja na préby rozwigzania z punktu widzenia

zadanie w spéirzednych Dekarta. Izw. Sobr. Inz. P. S.; Plaskie zadanie w spdl-
rze¢dnych cylindryeznych. Izw. Sobr Inz. P. S. 1905; Plaskie zadanie w spdl-
rzednych eliptycznych. lzw. Sobr. Inz. P. 5. 1905, oraz szereg innych prac,
poswigconych teorji sklepien i tam wodnych, w ktérych rozwinieto plaskie
zagadnienie teorji sprezystosci. ) J. H. Michell. Elementary Distributions
of Plane Stress. Proc. London Math. Soc. 32, 35, 1900. ") Tenze. The
Inversion of Plane Stress. Proc. London Math. Soc. 34, 134, 1902. ") S. Za-
remba. O calkowaniu rdwnania biharmonijnego. Bull. Acad. Sc. Cracovie
I, 1908. ") M. Knein. Zur Theorie des Druckversuchs. ZAMM, 6, 414, 1996,
') 5. D. Carothers. Plane Strain: the Direct Defermination of Stress. Proc.
Roy. Soc. 97, 110, 1920. Réwniez A. Nddai. Darstellung ebener Spannungs-
zustande mit Hilfe von winkeltreuen Albildungen. Z. f. Phys. 41, 48, 1027,
"y J. Hadamard. Memoire sur le probleme d'analyse rélatif a I'équilibre
des plaques élastiques encastrées. Paris. 1908.



teorji krzywych poslizgowych Hencky'ego i Prandtla. Z nich dwa
zaledwie sa zaproponowane: mowa tu o zagadnieniu wtlaczania
plaskiego stempla w pélplaszczyzne (§ 9), jak réwniez o prébie
$ciskania (§ 10). Dla obu tych przypadkéw Prandtl narzucit
nawpétempirycznie pewne schematy odksztalcen plastycznych.
Otéz jest rzecza ciekawa, na ile ta metoda, opierajagca si¢
w znacznej mierze na postepowaniu intuicyjnem, jest usprawiedli-
wiona z punktu widzenia stopniowego wynaturzania sie ukladu
sprezystego po przekroczeniu granicy plastycznosci.

Nalezy zaznaczy¢, ze na pierwsze z tych zagadnier doswiad-
czenia Nadai’a rzucaja wiele $wiatla i to w kierunku nie nazbyt
przychylnem dla schematu Prandt!l’a. Mianowicie, zaobserwowany
przez Nadai’a zgniot w materjale pod stemplem wyraznie wska-
zywal,’!) ze w przykladzie Prandtl’a obszar odksztalcen plastycz-

nych odpowiada jak naj-
r”"\i angel $cislej pasowi najwigkszych
‘ naprezen stycznych, jakie
Obszar diiiego  WYZNACzamy na podstawie
. zgoiolu”  naprezen, obliczonych z te-
V74 orji sprezystosci. Mianowi-
7k cie, w danym przypadku
Rys. 50. (rys. 50) pas najwiekszych
naprezen stycznych posia-
da ksztalt péltksiezyca, zakreslonego przez dwa okregi, przecho-
dzace przez krawedzie stempla, a ktérych srodki leza w poblizu
prostej, ograniczajacej polplaszczyzne. Nadai zaznacza coprawda,
ze wynaturzenie ukladu sprezystego musi zachodzi¢ w kierunku
schematu Prandtl’a, jednak przytem zaczynaja si¢ zjawiaé watpli-
wosci co do ustalenia wlasciwej fazy odksztalcenia, odpowiada-
jacej granicy plastycznosci.®?)

Wobec tego, ze dalszy rozwéj dwuwymiarowego zagadnienia
plastycznosci zalezyé bedzie w znacznej mierze od postgpéw
teorji sprezystosci, nalezy zastanowi¢ sig nad metodami mate-
matycznemi, ktére pozwolilyby zwickszyé iloé¢ rozwigzan w za-

Obszor =
Jtabego zgnfoli -\

*) Doswiadczenia najnowsze (G. Sachs. Beitrag zum Hérteproblem
Naturwissenschaften 14, 1219, 1926) potwierdzaja slusznosé tego pogladu
Sachs podaje nawet w watpliwosé, czy tendencja wynaturzania ukladu idzie
w kierunku schematu Prandtl’a.
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kresie plaskich ukladéw sprezystych. Nie jest to zadanie latwe.
Metoda odwzorowan podobnych np., tak celowa, gdy chodzi
o przeksztalcenia ukladéw hydrodynamicznych, zawodzi prawie
zawsze, gdy w gre wchodza plaskie uklady sprezyste, zaleine
od réwnania biharmonicznego. Coprawda bieguny i punkty osobliwe
zachowuja sie po dokonaniu odwzorowania podobnego. Tak wiec
punkty przylozenia sil skupionych na konturze pierwotnym i od-
wzorowanym odpowiadaja sobie wzajemnie. Na konturze odwzo-
rowanym zjawiaja sie prawie zawsze pewne dodatkowe sily
zewnetrzne, ktérych nie bylo na konturze pierwotnym. Pozbycie
sie tych dodatkowych sil zewnetrznych droga wprowadzenia nowej
funkcji Airy’ego, czyniacej zados¢ réwnaniu biharmonicznemu,
jest najczesciej bezowocne. Wskutek zjawienia sig¢ tych dodatko-
wych sil zewnetrznych odwzorowywanie ukladéw trajektorji na-
prezen gléwnych nie prowadzi do celu. Mozna tez sprawdzi¢, ze
w wyniku zamiany zmiennych niezaleznych, uwarunkowanej od-
wzorowaniem podobnem, samo réwnanie biharmoniczne zmienia
swéj ksztalt. Jedynie zamiana zmiennych zapomoca promieni
odwrotnych (inwersja)®?) daje nowe plaskie uklady sprezyste,
wolne od omawianych powyzej niedogodnosci, zato zakres stoso-
walnosci tej metody jest ograniczony.

Funkcje biharmoniczng 7 dwuch zmiennych niezaleznych
mozna rozlozy¢ na wyrazenia nastepujace:

o, +(ax+ by) b, lub @y + (¥ +37) b, (24,1)

gdzie @, ¥, @,, b,, sa funkcjami harmonicznemi, za§ a i b spél-
czynnikami stalemi. Naprezenia otrzymuje si¢ przytem na pod-
stawie wzoréw:

_11'—'-/. t):’l/-_

d* 7
2 DGy = .
dy2? 4 dat’

ax dy

G = (24,2)
Wiekszoéé plaskich ukladéw sprezystych ustalona zostala na
podstawie t. zw. metody bezposredniej, polegajacej na zestawieniu
funkcji Airy’ego ze zrecznie dobranych funkcji harmonicznych
wedlug wyrazen (24,1), przystosowanych do danych warunkéw
brzegowych. W niektérych przypadkach okazalo sie celowem
systematyczne wyprébowywanie szeregu funkcji harmonicznych
okreslonego typu. Metode bezposrednia rozwingl szczegélowiej
Carothers®) dla spélrzednych zwyklych i krzywolinjowych. Dla
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zwyklych spétrzednych tatwo udowodnié, ze naprezenia mozna
przedstawié w postaci wzoréw:

' ) Jeo
G =ap-+ 1!’11—'—:"[‘_5‘—.‘1‘-( ‘—) +d ('.J + 3 ::‘) (24,31)

ox

G — b (;:Jm- ff'-) | d('; —y ‘j) (24,32)

(Ph N

d o

oo
;-—_ar;+[ﬂ;—1—r( —x —) d( —y ”_;_) (24,33)

oy

w ktérych a, b, ¢, d sa stalemi. Oddzielne wyrazy w réwnaniach
(24,3) mozna uwazaé za rozwiazania a, b, ¢, d. W rozwiazaniach
a i b funkcje 7 i ¥ sa zespolone, w rozwiagzaniach ¢ i d: ¢ jest
dowolna funkcja harmoniczna.

Znacznie ogdlniejszy charakter posiada metoda Kolosowa,
polegajaca na wyznaczaniu, w zaleznosci od danych warunkéw
brzegowych, wartosci funkcji zmiennej zespolonej 2t--7(5;, — 5,),
gdzie ;, 5., T sa naprezeniami normalnemi i stycznem w spél-
rzednych zwyklych lub krzywolinjowych.?)

Metody elementarne calkowania réwnania biharmonicznego,
jakkolwiek bardzo pozyteczne w przypadkach prostszych, nie
moga zapewnié rozwigzania w przypadkach zlozonych. Stad tez
dalszego rozwoju teorji plaskich ukladéw sprezystych nalezy
oczekiwaé od metod ogélnych, ktérych podstawy znajdujemy
dzi$ w zastosowaniu réwnan calkowych do rozwiazywania zagad-
nien brzegowych. ,

Obecnie jednak przyklady rozwigzan zagadniern brzegowych
przy positkowaniu sie metodami ogélnemi sa nieliczne®™). Zastosowa-
nie réwnan catkowych posiada dotychczas znaczenie ogélne. Totez
dia technika, zainteresowanego w rozwigzaniu specjalnego zagad-
nienia brzegowego, niezmiernie waznem jest posiadaé metode,
ktéra chociaz w sposéb przyblizony, dawalaby mozno$é liczbo-
wego ujecia tych zagadnier. Metoda obiecujaca w tym zakresie
jest zastapienie réwnan rézniczkowych przez réwnania rézni-
cowe. Jest rzecza oczywista, ze otrzymujemy przytem wyniki
daleko mniej precyzyjne, wystarczajace jednak w wielu razach.

%% R. Miche. Le calcul pratique des problémes élastiques a deux
dimensions par la méthode des équations intégrales. C. R. du ll-&éme
Congr. de Méc. Appl. Ziirich. 1926.
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Wiadoma jest rzecza, ze calkowania graficzne polegaja
czesciowo na rachunku zapomoca réznic skonczonych. Posiadamy
kilka waznych i praktycznych metod liczbowego rozwigzywania
zwyklego réwnania rézniczkowego. Za najwazniejszy krok naprzéd,
w zakresie teorji sprezystosci, uwaza¢ nalezy przedstawienie
réwnan potencjalu i funkcji Green’a w ksztalcie réznicowym
i zastosowanie dogodnych metod arytmetycznych dla rozwiazy-
wania odnosnych zagadnien brzegowych.”®)!?)!00)101)

Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z kwadratowa siatka
punktowa dwuch zmiennych niezaleznych. Niech podziatka siatki
wynosi 1 tak, ze & i ¥ beda wyrazone zawsze w liczbach cal-
kowitych. Jesli przez u (v, ¥) oznaczymy wartos$¢ pewnej funkcji
harmonicznej dla punktu (x, ¥), znajdujacego si¢ wewnatrz da-
nego obszaru, to rownanie harmoniczne przedstawi sie w postaci:

Mpu=u(x+1,V)+u@x—1,9)fulx,y+1)tuly, y—1)—

—du(x,y)= (24,4)
Wynika 2z tego, ze wartos¢ funkcji harmonicznej w dowolnym
punkcie wewnetrznym siatki stanowi srednia arytmetyczna w-ar-
tosci tejze funkcji w czterech punktach sasiednich. Powyzsze
elementarne zalozenie jest punktem wyjscia dla zadziwiajgco
prostej metody rachunkowej, umozliwiajacej rozwiazywanie rézno-
rodnych zagadnien brzegowych.

Analt)gic‘znq metode stosujemy wzgledem réwnania bihar-
monicznego. Zazwyczaj rozbijamy wszakze réwnanie biharmo-
niczne A, 4, #=0 na uklad dwuch réwnan o pochodnych czast-
kowych drugiego rzedu

Au=v; Jhov= (24,5)

co ulatwia w duzym stopniu stosowanie schematu dzialan aryt-
metycznych ustalonego dla réwnania harmonicznego.!"?)

“9 L. F. Richardson. The approximate arithmetical solution by finite
differences of physical problems involving differentials equations, with an
application to the stress in a masonry dam. Phil. Trans. A. 210, 307, 1911.
vy H. Liebmann. Die angeniherte Ermittlung harmonischer Funktionen
und konformer Abbildungen. Miinch. Sitz. Ber. 385, 1918. ") F, Wolf. Uber
die angendherte numerische Berechnung harmonischer und biharmonischer
Funktionen. ZAMM, 6, 118, 1926. ') R. Courant. Uber Randwertaufgaben
bei partiellen Differenzengleichungen. ZAMM, 6, 322, 1026. '9*) H, Marcus.
Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung
biegsamer Platten, 1924,
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Niepodobna pomingé na tem miejscu uwagi, Ze réznorodne
plaskie uklady sprezyste moga byé rozwiazywane doswiadczalnie,
positkujac sie metoda badania bezposredniego naprezen w ciatach
przezroczystych zapomoca $wiatla spolaryzowanego.'”*)'!) Ostat-
nia okoliczno§é stawia badania plaskich ukladéw sprezystych
i ich wynaturzanie sie w chwili przekraczania granicy plastycz-
nosci w rzedzie najwazniejszych zagadniern mechaniki techniczne;j.

25. Wplyw stwardnienia materjalu. Sformutowanie
matematyczne zagadnien plastycznosci przez Haar'a
i Karman’a. Jak kilkakrotnie zaznaczaliSmy, istnieje mozliwosé
zamagazynowywania energji sprezystej przy trwalem odksztalcaniu
cial plastycznych (17). Rozpatrujac réznorodne uklady sprezysto-
plastyczne, Hencky doszedl do wniosku, ze zjawisko to jest dosé
powszechne i ze przyczyny t. zw. stwardnienia wskutek zgniotu
nalezy upatrywaé nietylko w zmianach molekularnych w poblizu
powierzchni poslizgowych, ale i w tem, ze po odksztalceniu
trwalem pewne obszary ciala pozostaja w stanie napiecia. Nie-
trudno tez obmysleé¢ modele mechaniczne, ilustrujgce mozliwosé
magazynowania energji sprezystej w postaci utajonej po zgniocie.
Wskaza¢ by mozna tu na pilke gumowsa, z wewnetrznym szkie-
letem drucianym, ktéry zgnieciony utrzymywalby gume w stanie
napiecia. Na jednym z takich modeli Hencky wykazal analogje,
zachodzaca pomiedzy wykresami wytrzymalosciowemi, charakte-
ryzujacemi stwardnienie materjalu, a pomiedzy wykresem, odpo-
wiadajgcym  sprezysto-plastycznemu odksztatcaniu medelu.!")
Mozna przytem odréznié¢ dwie fazy odksztalcenia trwalego. Podczas
pierwszej fazy zjawisko odprezania dotyczy obszaréw sprezystych.
Pozorne stwardnienie materjalu mozna przytem wyjasni¢ tem, ze
po odprezeniu ciala, wskutek dokonanych trwalych odksztalcen,
pozostaja i nadal obszary naprezen wewnetrznych. Przy ponownem
obcigzaniu utajone naprezenia wewnetrzne dzialajg tak, ze nowa
granica plastycznosci jest wyzsza od dawnej. Podczas drugiej

108y A, Mesnager. Naprezenia cial stalych w postaci widzialnej. Prz.
Techn. 1924. '*9) E. G. Coker. Metody fotosprezystoSciowe badania napre-
zeh. Prz, Techn. 1925. Wiele materjalu doswiadczalnego zawiera tez monografja:
Th. Wyss Die Kraftfelder in festen elastischen Kérpern. Berlin. 1926.
105) H, Hencky. Zur Theorie plastischer Deformationen und der hierdurch
im Material hervorgerufenen Nachspannungen. Proc. I. Intern. Congr. Mech.
Delft, 312, 1924. Réwnicz: ZAMM, 4, 323, 1924,
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fazy odprezenie wywoluje juz odksztalcenie trwale w pewnych
obszarach. Stosujac obciazanie i odprezanie, odpowiadajace drugiej
fazie, nadwyrezamy stale materjal i mozemy doprowadzi¢ go do
pekniecia.

Teorje krzywych poslizgowych dla ciala idealnie plastycz-
nego pomijaja czynnik stwardnienia materjalu wskutek zgniotu.
Istnieje wszakze mozliwosé uwzglednienia tego czynnika, jesli
zagadnienie plastycznosci inaczej sformulowaé pod wzgledem
matematycznym. Mozna mianowicie, jak to uczynili w swej pracy
Haar i Karman,'*") szukaé na gruncie metod rachunku warjacyjnego,
przy danym ukladzie sit zewnetrznych, stanu réwnowagi, odpo-
wiadajgcego chwili, gdy odksztalcenie plastyczne jest powstrzy-
mane przez wzrost naprezen w pewnych obszarach sprezystych.
Przy sposobnosci nalezy zaznaczy¢, ze te obszary mozna wyo-
drebni¢ w postaci ,jader sprezystych” w zagadnieniu dwuwymia-
rowem, lub przy skrecaniu pretéw, natomiast w przestrzeni
tréjwymiarowej obszary plastyczne i sprezyste moga sie przenikaé
wzajemnie. Najwazniejsza rzecza w danym wypadku jest to, ze
przyjmujac hypotez¢ wytrzymalosciowa Hubera (§ 3), uwazamy
pojemno$¢ danego elementu ciala w zakresie magazynowania
energji odksztalcania postaciowego za ograniczona przez warunek

; . » Sty
(3,12), czyli =X\, — e =0.

Stawiajgc zagadnienie stanu réwnowagi ciala na gruncie
metod rachunku warjacvinego, musimy szukaé wartosci ekstre-

malnych calki ’ ‘ l \ dxdyds, rozpostartej na caly obszar danego

ciala, gdzie A= \,-+ 1\, (3;8,9).

Aby uprosci¢ ponizej podane wzory, unikajac pomieszania
wskaznikéw, oznaczajgcych rodzaj skladowych naprezen, ze wskaz-
nikami, okreslajacemi pochodne czgstkowe, oznaczmy w drodze
wyjatku, skladowe naprezen normalnych i stycznych: 5., 5, o
Tevy Tye, Ter, Odpowiednio przez: ob, 9%, 3% <!, 13 13 Bedziemy
przytem pamietali, ze kierunki 1, 2, 3, sa tozsame z kierunkami
x, v, 2. Pozwoli to nam uzywac stale skréconego znakowania

oF o O O

pochodnych czastkowych, typu: /.= I
it d. '

v
Cy

Caxt YT oaoy

ey A, Haar und Th, v. Kirmdn. Zur Theorie der Spannugszustinde
in plastischen und sandartigen Medien. Gait. Nachr. 204, 1900,
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Ustalmy teraz t. zw. warunki poboczne zagadnienia warja-
cyjnego. Beda niemi warunki réwnowagi elementu objetosciowego
ciala, wyrazone w postaci symbolicznej:

A= 31\-—[—1.1‘,2—# o — 0; B= gt B, T::"—-O; G=r Tff.l“’+ o?
(25,1)
oraz warunek plastycznosci: @ = 0.
W mys$l zasad rachunku warjacyjnego'®”) szukamy teraz
wartoséci ekstremalnych calki: /’ ’ Y dxdy ds, gdzie

W =\N+Adu+ Bv+ Cw+ Do (25,2)

Multyplikatory Lagrange’a: u, v, w, © sa w danym wypadku
funkcjami punktu «, v, 2. Réwnania ekstremali Euler’a-Lagrange’a
przedstawig sie nam w postaci sze$ciu réwnan rézniczkowych
o pochodnych czastkowych typu:

} [ C
o ()= )& () -orea o

Po wykonaniu rézniczkowarn otrzymujemy:

out dw  ov
4] (I)_ e TN CT)_‘_» m=s == A 27
St SH3 P e dy my dz €
do du  ow 2
7 SR =\ S (B == — — Ay ( 5’4)
: oy : ¢ dz ox :
dzo oy di
P == N\, @D oy — —'—,\.,.
‘k’q ot e \:-" ? I £ o0z F Jy 2!

Wyrazy dodatnie po prawej stronie tych réwnan oznaczaja
ogélne odksztalcenia sprezysto-plastyczne, zas$ wyrazy ujemne
(por. 3;3,4): N\i=c¢!; A== i t.d. oznaczaja skladowe od-
ksztalcenia sprezystego, odpowiadajacego odprezeniu sprezystemu
danego elementu objetosciowego, pozostawionego samemu sobie.

Liczba réwnan (25,1), (25,4) oraz @ = 0, odpowiada liczbie
zmiennych 5!, %, o 12 8 o3y o ow, o

") R, Courant und D. Hilbert. Methoden der mathematischen Physik
str. 191.
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