CYNEMATYKA
I. SZYBKOSC PUNKTU.

13. Cynematyka i dynamika. Ruch jest najpospolitszem
zjawiskiem natury, bo wszystkie ciala, o ktorych wiemy, pozostaja
w ustawicznym ruchu, a pojecie spokoju, spokoju bezwzglednego,
powstalo w umysle ludzkim skutkiem bledéw dostrzegania. W ru-
chach ciala mozliwa jest rozmaito$é nieograniczona. Deotyczy to
cial sztywnych, a w jeszcze wiekszej mierze cial niesztywnych,
takich, jak cialo ludzkie lub zwierzece, albo wreszcie plynéw
i gazéw.

Pierwszym krokiem w nauce o ruchu musi byé wprowadzenie
pewnego ladu do tej réznorodnosci. Trzeba wiegc rozlozyé dostrze-
gany przez nas ruch ciala na pewne elementy proste i zbadaé,
jakie kombinacje moga powstawaé skutkiem laczenia sig tych
elementéw. Stanowi to zadanie nauki zwanej cynematykq*) od
wyrazu greckiego #ivnuc, oznaczajgcego ruch.

Doswiadczenie codzienne wskazuje, ze jedne ciala wywierajg
wplyw na ruch innych. Tak np. szyny wywieraja wplyw na ruch
lokomotywy. Gdyby w pewnym punkcie toru kolejowego usunaé
szyny, to od tego punktu ruch lokomotywy stalby sie zupelnie
innym. Gdy kula bilardowa wejdzie w zetkniecie z inng kula

lub z banda, to ruch jej zmienia si¢ odrazu pod réinemi wzgle-
dami.

. ™) Czesto méwi sig i pisze kinematyka prawdopodobnie pod wplywem
jezykéw rosyjskiego i niemieckiego. Jest to sprzeczne ze zwyczajem, oddawna
Przyletym w jezyku naszym pod wplywem laciny; wedlug zwyczaju tego zglo-
ski greckic wt i xe przechodzg w wyrazach spolszczonych w ¢y i ce, np. cynik,
cylinder, ocean.

Nauka o ruchu.

2
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Ten wplyw cial na ruchy cial innych stanowi przedmiot
drugiej czesci nauki o ruchu, zwanej dynamikq od wyrazu grec-
kiego dvvauus, co znaczy sita.

Wplyw ciala na ruch ciala innego okreslamy wektorem,
zwanem silg, albo pewnym ukiadem takich wektoréw. Postugujac
sie tem pojeciem, mozemy zwigzlej scharakteryzowa¢ zadania cyne-
matyki i dynamiki. Cynematyka opisuje, jak si¢ poruszajg ciala
bez wzgledu na sily, ktére na nie dzialajs, a dynamika bada za-
leznoéé ruchu cial od sit dziatajacych.

Dla cynematyki naukg pomocnicza jest geometrja. Zasadni-
cza roznica pomiedzy naukami temi polega na tem, ze w geco-
metrji nie spotykamy si¢ z poje¢ciem czasu, gdy w cynematyce
pojecie to odgrywa role zasadnicza.

Dynamika opiera si¢ zaréwno na geometrji, jak i na cyne-
matyce. Wchodza w niej dwa nowe pojecia zasadnicze masa
i sila, ktérych nie spotykamy w cynematyce.

Zaréwno cynematyke jak i dynamike mozna podzielié na
dwie czesci; pierwsza dotyczy cial sztywnych, druga cial nie-
sztywnych. Wyklad niniejszy obejmuje tylko elementy pierwszej
z tych czescl.

14. Réwnanie ruchu punktu. Bedziemy naprzéd rozwazali
ruch punktu, aby przejs¢ nastepnie do ruchu ciala. Mowige
w cynematyce o punkcie ruchomym, mamy na mysli punkt w sen-
sic geometrji. Wyobrazmy sobie, ze punkt taki, poruszajac sie,
pozostawia za sobg $lad w przestrzeni. Bedzie to linja w sensie
geometrycznym ; nazywamy jg forem punkiu ruchomego.

Jezeli torem punktu jest linja prosta, to ruch zowie si¢ pro-
stoliniowym. _

Dajmy na to, ze tor punktu jest znany. Obierzmy na nim
kierunek dodatni oraz pewien punkt O, ktéry nazwiemy poczqi-
kiem toru. Od punktu tego bedziemy mierzyli tuki na torze, jak
mierzymy odcinki na osiach wspélrzednych od poczatku ukladu.
Précz tego obieramy pewna chwile, od ktérej bedziemy rachowali
czas. Chwila taka zowie sie erg, albo poczqtkiem rachuby czasu.

Wiracimy tu pewng wazna uwage¢ o znaczeniu wyrazu
wchwila“. W jezyku potocznym wyraz ten oznacza po prostu
jaki§ krotki okres czasu. W ksigzce niniejszej bedziemy konsek-
wentnie przypisywali mu znaczenie odmienne. Bedziemy mianowi-
cie oznaczali nim pojecie, analogiczne do pojecia punktu w geo-
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metrji. Jak punkt oznacza granice pomiedzy dwiema czesciami
linji, tak chwila ma jedynie oznaczaé granice pomiedzy dwoma
okresami czasu. Jak punkt nie posiada rozcigglosci i nie nalezy
do zadnej z owych czesci, tak chwila w znaczeniu naszem nie
posiada trwania i nie nalezy do zadnego z przedzielanych okre-
sé6w. Gdy powiemy naprzyklad ,chwila, odgradzajaca godzing
czwarta od trzeciej®, to oczywiscie nie chodzi tu o jaki§ okres
czasu, bo nie moglo byé okresu nawet najkrétszego, ktéryby nie
nalezal ani do godziny trzeciej ani do czwarte;j.

Dajmy na to, ze od
poczatku rachuby czasu u-
plynelo ¢ sekund, albo in-
nych uméwionych jednostek
czasu, ze woOwczas punkt
ruchomy znalazl si¢ w po-
lozeniu A na torze, i ze tuk
OA =s. Z biegiem czasu
s sig zmienia, a zatem zmien-
na s jest funkejg zmiennej ¢, Fig. 6.
funkcja jednoznaczng, bo
punkt ruchomy nie moze zajmowaé jednoczesnie dwéch lub wie-
cej polozen w przestrzeni.

Przypus’c’my, ze

s=f(1).
Réwnanie to nazywa sie réwnaniem ruchu punktu. Jest w niem
zawarty dokladny opis ruchu, bo gdy je znamy, to mozemy wska-

za¢ polozenie punktu na torze w kazdej chwili okresu, dla kto-
rego réwnanie jest wazne.

Prz. 1. Torem punktu ruchomego jest linja prosta, a réwnanie ruchu
$=1'~20¢+4-75. Gdzie znajdowal si¢ punkt, gdy zaczynano rachowaé czas,
W jakiej chwili przebiegal przez poczatek toru, w ktérem miejscu i w ktérej
chwili kierunek ruchu zmienil sic na odwrotny, w jakim kierunku punkt biegl
Przedtem i w jakim potem ?

Prz. 2. Punkt biegnie w linji prostej wedlug réwnania s=¢—3¢2—24¢1-5.
Wyznaczyé odleglosé pomiedzy punktami zwrotu. Odp. 108.

Prz. 3. Ruch punktu jest prostolinjowy, a réwnanie ruchu s=asin{a-{w?),
gdzie o, a i o sa wielkosciami stalemi. Gdzie znajdowal si¢ punkt ruchomy,
gdy zaczynano rachowaé czas, kiedy przechodzil po raz pierwszy od owej chwili
PrZez poczgtek toru, w jakich polozeniach odbywajs siq zmiany kierunku ruchu,

2*
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i ile czasu uplywa pomigdzy dwiema nastepujacemi po sobie zmianami? Odp.
T
Pomiedzy dwiema zmianami uplywa — sekund.

Prz. 4. Dwa punkty biegna taz sama prosts, a ich réwnania ruchu sa:
s=1¢#*415/—25 i s=18{+15. W ktérych miejscach nastapig spotkania?

Prz. 5. Dwa punkty biegna prostemi x i y, przecinajacemi sig w O pod
katem prostym. Jezeli punkt O obierzemy za poczatek obydwéch toréw, to
réwnania ruchu beda x=a,t+b;, y=a,¢-+b,. Wyznaczyé najmniejszg odleglosé
VerTor

15. Szybkosé linjowa. Dajmy na to, ze od chwili ¢ gdy
punkt ruchomy przebiegal przez polozenie A (fig. 6), uplynelo
jeszcze dt sek., 1 wowczas punkt ruchomy doszed! do polozenia
A, tak, ze AAi=ds. Utwérzmy wektor, zwigzany z punktem ru-
chomym, wedlug definicji nastgpujacej: kierunek jego ma byé
zgodny z kierunkiem elementu AA; (t. j. od 4 do A.), a pod

pomiedzy punktami ruchomemi. Odp.

S gV d.
wzgledem wielkosci ma on byé réwny =y, Wektor taki na-

dt
zywamy szybkosciq linjowg punktu ruchomego w chwili ¢, albo
w polozeniu A.

Jak temperatura charakteryzuje stan cieplny ciala, tak szyb-
kosé charakteryzuje ruch punktu w danej chwili lub w danem
polozeniu, moznaby powiedzie¢ stan cynematyczny punktu.

Gdy mamy tor punktu i réwnanie ruchu s=f(#, to mozemy
wyznaczy¢ szybko$é dla kazdej chwili, gdyz jest ona oczywiscie
styczna do toru, a pod wzgledem wielkosci réwna f'(¥).

Jezeli szybkosé jest stala pod wzgledem wielkosei, to ruch
punktu nazywamy jednostgjnym. W tym przypadku calkujac

. s
réwnanie S otrzymamy
s=ovl+C,

gdzie C oznacza stala calkowania. Jezeli za poczatek rachuby
czasu obrano te chwile, w ktérej punkt ruchomy przechodzil przez
poczatek toru, to C=0 i v=%.

W przypadku ruchu prostolinjowego szybko$é oczywiscie
wciaz lezy na torze.

Poznamy tu pewne twierdzenie, ktére bedzie uzyteczne
w dalszym ciagu. Obierzmy w przestrzeni dowolng prosta x (fig. 6);
rzut prostokatny punktu ruchomego na'tej prostej jest takie
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punktem ruchomym. Gdy oryginal zajal polozenie 4, to rzut jego
znalazl si¢ w B, gdy po uplywie d! sek. oryginal doszedl do A4,

to rzut doszed! do B,. Jezeli BB, =dx, to szybkos$é¢ rzutu
dx

At lezy ona oczywiscie na prostej x.
Niech ¢ oznacza kat pomigdzy szybkoscig v i prosta x;

. . . ds :
w takim razie dx=ds.cos® i v;=—cose, czyli

dt

Uy =T COS &.

Widzimy, ze rzut szybkosci punktu 1uchomego na dowolng
- prosiq jest szybkosciq rzutu punktu na te prosiq.

Prz. 1. Réwnanie ruchu punktu: s=2¢2—18¢2-}-50/—50. Z jaka szybkoscia®
punkt ten przechodzil przez poczatek toru? Odp. 20.

Prz. 2. Prosta x jest nieruchoma, a prosta a posuwa si¢ ze stalg szyb-
kosciag v w kierunku prostopadlym do a, tworzac z prosta x staly kat «. Wy-

#naczyé szybkosé punktu przeciecia prostych a i x. Odp. . Nalezy na-

sin &
Przéd utworzyé réwnanie ruchu.

Prz. 3. Prosta obraca si¢ okolo punktu O, przyczem punkt jej, polozony
w odleglosei =1 od O, posiada stala szybko$é ®. Wyznaczyé szybkosé punktu
Przecigcia tej prostej z okregiem, ktéry przechodzi przez O, i ktérego promien
=a. Odp. 2aw.

Prz. 4, Drabina AB opiera si¢ koficem A o podloge, a koficem B o iciang,
tworzac z podloga kat 9. Z jakg szgbkoicia ruszy koniec B, gdy zaczniemy

v

tand
leglogci kofcow A, B od &ciany i podlogi przez x, y, a dlugesé drabiny przez

koniec 4 odsuwaé od Sciany z szybkoScia v. Odp.

Oznaczajac od-

L, dy d¥
9 oftzymamy x=aqcos, y=asin¥. Szukana szybko&é 4 — geos¥ =, lecz

dt dt
. d% . dY
Z plerwszego réwnania wynika, ze %:—asin&—dt—. Rugu,]a\cw, otrzymamy
wynik Zadany ze znakiem minus.
Prz. 5. Punkt M biegnie po prostej OM w kierunku OM z szybkoscig v.
ie!‘:t on polaczony sznurem, przechodzacym przez blok O, z innym punktem P,
tory porusza sie po prostej x, réwnoleglej do OM. Wyznaczyé szybkosé, ktora
v

punkt P posiada w chwili, gdy prosta PO tworzy z x kat ¢. Odp. e

-3 16. Inne réwnania ruchu. Roéwnanie s=f({) okresla catko-
Wicie ruch punktu tylko w tym razie, gdy znany jest tor; dlatego
ez czescief stosujemy inne réwnania, okreslajace jednoczesnie
11or i ruch na torze.
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Oznaczmy wspélrzedne punktu ruchomego w ukladzie pro-
stokatnym przez (x y z). Wspélrzedne te zmieniaja sie z biegiem
czasu, sa wigc funkcjami czasu. Przypusémy, ze

x=f(f), y=g), z=h(1).
Réwnania te nazywaja sie takze réwnaniami ruchu. Okreslaja one
catkowicie ruch punktu, gdyz mozemy z nich wyznaczyé dla kaz-
dego ¢, t.j. dla kazdej chwili, wspélrzedne punktu ruchomego,
a wiec i polozenie tego punktu w przestrzeni.

Réwnania powyzsze okreslaja takze tor punktu; mozemy je
uwaza¢ wprost za parametryczne réwnania toru, a rugujac z nich ¢,
otrzymamy réwnania toru w postaci ¢(x, z)=0, Y(y, z)=0.

Oczywista jest rzecza, ze réwnanie x=f(f) jest réwnaniem
ruchu rzutu rozwazanego punktu ruchomego na osi x; dwa réw-
nania pozostale posiadajg znaczenia analogiczne.

Dajmy na to, Ze r6wnania ruchu sa dane; pragniemy wy-
znaczyé szybkosé punktu w chwili # pod wzgledem wielkosci
i kierunku. Oznaczmy szukana szybko$é przez v, a jej katy kie-
runkowe przez a, £, 7.

Oznaczmy jeszcze rzuty szukanej szybkoSci na osi przez v,

vy, v:. Mozemy wielkosci te uwazaé rowniez za skladowe wek-
tora v w kierunkach osi.
_ Z par. poprzedzajacego wiemy, ze v, jest takze szybkoscia
rzutu punktu ruchomego na osi x, mozemy wiec ja wyznaczyé
z pierwszego réwnania ruchu; tak samo wyznaczymy v, i v- z dwéch
réwnan pozostalych. Bedzie wiec

_dx . dy = dz
I\ = = R
o midE o S dt
Dalej v=Yov, v, + 0,
X Uz
cosa=l, cosp’=&, cosSy=—-.
v v v

Jezeli ruch jest plaski, t.j. odbywa sie w jednej plaszczyznie,
to mozemy w plaszczyznie tej obraé osi x i y, i w takim razie

bedzie

— v
v=\ vy 2T,k tana=—7.
X
Prz. 1. Réwnania ruchu punktu s3: x=a,/--b,, y=ayt-+b,, z=ayd-—-b,.
Gdy wyrugujemy stad {, to otrzymamy dwa réwnania pierwszego stopnia po-
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miedzy x, y, z, a zatem torem jest linja prosta. wx=a,, vy=a., v:=ay
i v=|q,°Fa,"Fa,* Widzimy, ze v jest stale, a zatem ruch jest jednostajny.

yznaczymy latwo «, 3, 7, ktére sa w tym razie rowniez kgtami kierunko-
wymi toru.

Prz. 2. Punkt ruchomy posiada nastgpujace réwnania ruchu: x=a,+4-b,{+4
~c £, y=—a, b, i-c,t?, z=a, byt . Wyznaczyé tor punktu, a takie to po-
lozenie, w ktérem szybkoié jest najmniejsza. Odp. Torem jest parabola, a szyb-
kos¢ jest najmniejsza w wierzcholku.

Wezmy plaszczyzng Ax—+By—+Cz—+-D=0: punkt przechodzi przez nia, gdy

Aleib, fboo ) oBlai-hbst et b Clé, b p e i) =D =0 (1)
Punkt wcia? pozostaje w plaszczysnie, jezeli
AuA-BadCadD=0 @)
Ab,~-Bb,+Cb,=0 3)
Ac,~+Bc,~+Cc,=0 (4)

Z tych trzech réwnan mozna wyznaczyé stosunki wspélezynnikow A4, B,
CiD dojednego z nich, awigc ruch jest plaski i torem jest krzywa plaska. Z (1)
widaé, ze tor przecina kaida inna plaszczyzng w dwéch punktach, a zatem jest
to stozkowa, posiadajaca punkty nieskonczenie odlegle, bo gdy ¢ wzrasta nie-
ograniczenie, to x, y, z wzrastaja nieograniczenie co do wartosci bezwzglednych.
Polaczmy punkt ruchomy z poczatkiem wspélrzednych. Otrzymamy prosts

X

; g Z
a,Fbt-tef? T aytbytctt T agtbyttegtt

Gdy ¢t=00, to réwnania te przybieraja postaé

LT (5)

Z tego wynika, ze tor posiada tylko jeden punkt nieskofczenie odlegly,
2 wigc jest to parabola.
Latwo okazaé, ze szybko$é osigga minimum, gdy

bic,tbycy-byey (6)
2 (6, c5%)

Gdy punkt przechodzi przez wierzcholek paraboli, to szybkosé jest pro-
stopadla do osi, lub do prostej (5), a zatem

¢, (b, 12¢,2) + c(by1-2¢,8) 1 ¢5(byt+2¢48) = 0
Réwnaniu temu czyni wlaénie zadosé warto§é (6).
Wyijatkowy przypadek zachodzi, gdy wspélczynniki b,, b,, b, sa propor-
b, b, b,

1 = = = X Woéwezas istnieje nie-
@, c, c

skofiezenie wiele plaszczyzn, zawierajacych tor, a wigc torem tym moze byé
tylko prosta. Mozna to okazaé jeszcze tak: W tym przypadku réwnania ruchu
Przybieraja postad: x=a,+c,At4-#3), y=ayte,(AM+12), z=a;tc,(hitt2),

{==—

-Cjonalne do ¢, Gy ¢ czyli, gdy
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Gdy z tych réwnan wyrugujemy Af~-#%, to oczywiScie otrzymamy dwa réwna-
nia linjowe.

Prz. 3. Zbadaé ruch punktu, ktérego réwnania sa x=a cos{w{, y==asinwt.
Odp. Torem jest okrag o promieniu a, punkt biegnie od przecigcia toru z osia
x do przecigcia z osig y, ruch jest jednostajny i szybkosé — aw.

Prz. 4. Zbadaé ruch punktu, gdy rdéwnania ruchu sa x— acos®wt,
y—asin®wf. Odp. Torem jest odcinek prostej, zawarty pomigdzy osiami,
i punkt przebiega go to w jedna strong, to w drugq W ktérem miejscu szyb-
kosé jest najwieksza?

. ALY 0 eq
Prz. 5. Réwnania ruchu: x:a2p » y=at. Wyznaczyé tor oraz szybkosé

w poczatku rachuby czasu. Torem jest parabola styczna do osi y, szukana
szybko§é = a.

Prz. 6. Zbadaé ruch punktu, gdy x = acoswt, y=asinwt, z=ct. Odp.
Torem jest srubowa, ktérej krok (czyli odleglosé pomigdzy sasiednimi zwojami,
2rc

@

mierzona w kierunku osi) —

Prz. 7. Réwnania ruchu punktu sa: x =acos®w¢, y=—asinwt{. Wyznaczyé
tor punktu, polozenie, w ktérem szybkosé osiaga maksymum, oraz tg szybkosé
3aw

2

Prz. 8. Punkt porusza si¢ wedlug réwnan x—#—4t+3 i y—>5:—9.
Wyznaczyé polozenie, w ktérem szybko§é byla najmniejsza oraz kierunek tej
szybkosci. Odp. Szybkos§é najmniejsza jest prostopadla do osi x.

najwigksza. Odp. Szybkosé najwigksza —

17. Wspoélrzedne biegunowe. W wielu razach dogodniejsze
od wspélrzednych Kartezjusza sa wspoélrzedne biegunowe; be-
dziemy je stosowali zwlaszcza w przypadku ruchu plaskiego. Tor
oraz ruch na torze s3 tu okreslone, gdy mamy dane obydwie
wspdlrzedne t.j. promien wodzacy r i kat biegunowy ¢ w funk-
cjach czasu,

Przypusémy wiec, ze

1=/(0), 9=g(.

Sa to znowu réwnania ruchu. Pierwsze z nich okresla ruch punktu
na promieniu wodzacym, a drugie obrét tego promienia okolo
bieguna Chodzi teraz o wyznaczenie szybkosci v punktu rucho-
mego. Wyznaczymy naprzéd rzuty jej na promien wodzacy
w strone od bieguna i na prostg & prostopadla do promienia
w strone, w ktérg ¢ wazrasta. Oznaczmy te rzuty odpowiednio
przez v, i v,

Obieramy biegun za poczatek ukladu Kartezjusza, a o$ bie-
gunowa za o$ x, i rozkladamy szybko$¢ na skladowe w. i vy,
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rownolegle do osi. Rzut szybkosci v na jakikolwiek kierunek
bedzie réwny sumie rzutéw tych skladowych. Otrzymamy wiec

v, = vycos @ + v, sing, Y,
. i v
Yy = v:sin ¢ + v, cos P, z
. . _dx . _ dy
a poniewaz v;=—p i ¥, = _,
przeto
__dx.cospt+dy.sing r A %
Ur = ’
dt
_ —dx.sing +dy.cosy 4 —x
e — 7 ’ 74
Fig. 7%).

Lecz x = rcosg i y = rsing. Réz-
niczkujae, otrzymamy ;
dx=cosqpdr—rsingdyp, dy=singdr+ rcosqdaq.

Wstawiajac te wartosci w wyrazenia skladowych v, i v,, znaj-
dziemy, ze

o= d
«BRCR | LE

Pochodne Lis i L) wyznaczymy z danych réwnan ruchu, bedziemy

dt  dt

wigc mieli v, 1 vy w funkcjach £ Oczywiscie

—_——— vq)
v =y, ito,t i tand=—,
Jezeli & oznacza kat, ktéry szybko$é tworzy z promieniem wo-
dzacym.

Prz. 1. Réwnania ruchu punktu we wspétrzednych biegunowych sa r— af,
9= wt; zbadaé ruch puntu. Odp. Torem jest spiralna Archimedesa, szyb-
koéé:a]/_i + w** a wiec szybkos¢ nieograniczenie wzrasta; tan¥ = w{, z czego
wynika, ze 4 wzrasta, zblizajac sie nieograniczenie do kata prostego.

Prz. 2. Réwnania ruchu we wspélrzednych biegunowych: r=ae® ¢=ot
Odp. Torem jest spiralna logarytmiczna, szybkoié tworzy stale z promieniem
wodzacym kat 45°.

*) Na figurze tej i wielu nastepnych obrano kierunki osi zgodnie ze zwy-

czajem. Jezeli umowa, zawarta w par. 12, ma zachowaé moc obowiazujaca, to
trzeba uwazad, ze 0§ z jest skierowana na d6l, lub za plaszczyzne papieru.
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18. Zagadnienie odwrotne. Dajmy na to, ze wiemy, jakie
szybkosci pod wzgledem wielkosci i kierunku przybiera punkt ru-
chomy z biegiem czasu albo ze zmiana miejsca w przestrzeni, ze
mamy np. skladowe szybkosci v., v,, v. (albo v,, v, w przy-
padku ruchu plaskiego) w funkcjach czasu albo w funkcjach
wspolrzednych. Dane ie nie okreslajg jeszcze ruchu punktu, gdyz
nie zawieraja zadnych wskazéwek, przez jakie polozenia w prze-
strzeni punkt przechodzil istotnie. Ruch dopiero wtedy bedzie
catkowicie okreslony, gdy précz tego bedziemy mieli jeszcze po-
lozenie, przez ktére punkt w pewnej danej chwili przechodzil.

Na zasadzie danych powyzszych daja sie utworzyé réwnania
rézniczkowe pierwszego rzedu, zawierajace zmienne x, y, z i ¢
(albo r, ¢ i1 ¢), a jezeli bedzie mozna je calkowaé, to otrzymamy
réwnania ruchu i bedziemy mogli zbadaé ruch calkowicie. Owo
dane polozenie punktu stuzy do wyznaczenia stalych calkowania.

Przypusémy dla przykladu, ze w pewnej chwili, ktérg obie-
rzemy za poczatek rachuby czasu, punkt ruchomy zajmowal poto-
zenie (b,, by, bs), 1 Ze rzuty szybkosci jego na osi stale wynosza
odpowiednio a;, a:, a;. Na zasadzie tego otrzymamy trzy réwna-
nia rézniczkowe

dx di dz

R L L
Calka pierwszego bedzie x=a,t+C, gdzie C oznacza stalg cal-

kowania. Gdy ¢=0, to x=b,, zatem C=15,. Tak samo znajdziemy
dwa pozostale réwnania ruchu (parag. 16, prz. 1).

Prz. 1. Punkt ruchomy zajmowal w pewnej chwili polozenie (o, a), a rzuty
’ Qes Ny l/yz =

szybkosci jego na osi x i y wynoszg odpowiednio = Wyzna-

czy¢é réwnanie toru. Odp. Z danych tych wynika, ze ruch jest jednostajny,

: : . d [y —a* ey )
i szybkosé =c¢. Dalej znajdziemy, ze —dxy— ,—,H“—a—, a to jest rownanie

rézniczkowe linji lancuchowej czyli katenoidy *).

*) Niech bedzie na lancuchowej jakikolwiek punkt A. Diugosé luku od
wierzcholka do A oznaczmy przez s, odlegloié tego punktu od kierownicy przez
y, kat stycznej w A z kierownicg przez ¥, i parametr lafcuchowej przez a.
Przy pomocy réwnania laficuchowej latwo udowodnié, ze a= ycos?d, s=ysini
i a*4-s*=y% Zwiazki te bedag nam nieraz potrzebne w dalszym ciggu. Mozna je
latwo zapamietaé w sposéb nastepujacy. Niechaj B oznacza rzut punktu 4 na
kierownicg, i C rzut punktu B na styczng w A. OeczywiScie w prostokatnym
trojkacie ABC kat ABC=19, AB=y, BC=a i AC—=s. Poprowadimy jeszcze
w A prostopadla do AC, albo normalng do krzywej. Punkt przeciecia jej z kierownica
oznaczmy przez D. Otéz wiadomo, ze AD=¢, czyli promieniowi krzywizny w A.
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Prz. 2. Czlowiek stoi w punkcie O, a pies jego w punkcie 4 w odleglo-
5ci @ od O. Czlowiek zaczyna isé z szybkoscig ¢ w kierunku prostopadiym do
OA, a pies zaczyna hiedz don z szybkoicig 2c. Kiedy pies dogoni pana? Odp-

Za *gi sekund.
c

Za o5 x obieramy prosta OA, a za poczatek punkt O, i w tym ukladzie
Wyznaczamy réwnanie toru psa. Jezeli po ¢ sekundach szybkosé psa tworzy
; dx 5l : t —

z osig x kat ¥, to 7’;- 2ccos i 1 %‘?:20 sin¥, a stad —g% =t LT x—y—
réwnanie, ktére wynika takie wprost z figury. Zmiennej ¢{ pozbedziemy sig
W sposéb nastepujacy. Pies przebiegl dotychczas droge s=2c¢f, a zatem

Cf:i'j. Podstawiamy to i rézniczkujemy, uwazajac x za zmienna niezaleina.

»

Gdy nastepnie zamiast ds napiszemy — Vdx*-~dy* (minus, bo s wzrasta, gdy

. - : ; d? 2
x sig zmniejsza), to wypadnie réwnanie drugicgo rzedu 2.\'—(1;'% = \/1.‘.(—3"’—) .
- e

Calkujac je, otrzymamy réwnanie toru, a zatem i punkt spotkania.

Prz. 3. Samochéd wyruszyl z polozenia 4 1 jedzic ze staly szybkoscig v,
gwizdzze. Jaki powinien byé tor samochodu, aby fale glosowe, wytworzone
na calej drodze, doszly jednoczesnic do punktu O, polozonego w odleglosci a

cp
od O? Odp. Réwnanie toru we wspéirzednych biegunowych r = ae Vo —ec,
gdzie ¢ oznacza szybkoi&é glosu, a wige tor powinien byé spiralng logarytmiczna.

Prz. 4. Prosta obraca sie okolo ogniska F paraboli, przyczem punkt jej,
polozony w odlegloéci jednostkowej od F, posiada szybkosé 2w. Odleglosé
ogniska od wierzcholka— p. Wyznaczyé szybko$é punktu przecigcia prostej z para-

bolg w chwili, gdy pierwsza tworzy z osia paraboli kat 9. Odp. v= —gfin*.
sin“§
(Réwnanie biegunowe paraboli - — 7-)
1 —cosg

Prz. 5. Cztery punkty ruchome znajdowaly si¢ w pewnej chwili na okregu

o promieniu @ w jednakowych odstepach, i kazdy z nich wcigz biegnie do
nastepnego ze staly szybkoicia u. Znalezé tor takiego punktu oraz czas, w kto-

rym punkt dojdzie do Srodka kola. i

Oczywiscie punkty bedg weiaz znajdowaly sie w jednakowych odleglo-

sciach od érodka kola, t. j. beda wciaz lezaly na jednym okrggu w jednako-

wych odstepach. Obrawszy érodek kola za biegun i poprowadziwszy o§ biegu-

nowa przez poczatkowe polozenie jednego z punktéw, znajdziemy latwo réwnania

rézniczkowe ruchu': B = rﬂ__u_ Réwnanie toru r=ae 7. czas

dt |2 dt |2 ?

szukany g_l_? .

u

19. Ruch wzgledny. W dotychczasowym sposobie méwienia
o ruchu punktu byla pewna niescisloéé, ktora wypada teraz wyjasnic.
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Wyobrazmy sobie wagon kolejowy, toczacy sie po szynach,
ulozonych w linji proste]. Mozna otrzymaé wykres toru jakiegos
punktu, nalezgcego do obwodu kola, w sposéb nastepujacy. Osa-
dzamy w owym punkcie oléwek i rozpinamy obok toru kolejo-
wego, w plaszczyznie réwnoleglej do plaszczyzny kola, papier.
Podczas biegu wagonu oféwek wykresli na papierze zadang linje.
Oczywiscie bedzie to cykloida. Gdyby$my natomiast rozpieli pa-
pier na ramie, przymocowanej do wagonu, to oléwek zakreslit by
okrag kola.

Z tego wynika, ze inny jest ruch owego punktu wzgledem
ziemi, albo w odniesieniu do ukladu wspélrzednych, polaczonego
z ziemia, a inny w odniesieniu do ukladu, polgczonego z wago-
nem. Gdy wiec méwimy o ruchu punktu, to nalezy zawsze wska-
zaé, do jakiego ukladu ruch ten odnosimy. -

Mogloby si¢ wydawaé, ze gdy mowa wprost o ruchu punktu,
to chodzi o ruch wzgledem ukladu nieruchomego, ale ukladu
takiego nie znamy; wszystkie ciala znane, a wiec ziemia, slonce,
planety i nawet tak zw. gwiazdy stale poruszaja si¢ jedne wzgle-
dem drugich.

Wprawdzie zaréwno w sprawach Zycia codziennego, jak
i w nauce, wcigz si¢ méwi o ruchu réinych cial bez wyrainego
wskazywania ukladu odniesienia; nie wywoluje to nieporozumien,
gdyz zwykle domyslamy sie, o jaki uklad odniesienia chodzi.
Gdy np. jest mowa o ruchu tloka maszyny okretowej, to kazdy
rozumie, ze chodzi o ruch wzgledem korpusu maszyny, albo
wzgledem okretu, a nie wzgledem ziemi; gdy kto mowi o kra-
zeniu krwi ludzkiej,” to oczywiscie ma on na mysli ruch wzgledem
naczyn krwionosénych lub wzgledem ciala ludzkiego.

Najczesciej, gdy méwimy o ruchu bez wskazania ukladu
odniesienia, to mamy na mysli ruch wzgledem ziemi. Czlowiek
od wiekéw przywyk! uwazaé planete, na ktérej mieszka, za nie-
ruchoma i do niej zwykle odnosit ruchy cial nietylko ziemskich,
ale i niebieskich. Przekonanie o nieruchomosci ziemi jest tak gle-
boko zakorzenione w umysle ludzkim, ze odkrycie jej ruchu uwa-
zamy slusznie za jeden z najwiekszych wysilkéw, na jakie zdobyla
sig mysl czlowieka. Od tego odkrycia uplynely juz cztery wieki,
dawno przebrzmialy walki, ktére musiala staczaé nowa idea, po-
mimo to jednak wciaz méwimy i myslimy o ruchu dziennym skle-
pienia niebieskiego, o wschodzie i zachodzie slofica i t. d.



Gdy w dalszym ciagu bedzie mowa o ruchu bez wyraznego
wskazania ukladu odniesienia, to mozna zgodnie z owym odwiecz-
nym zwyczajem uwazaé, ze chodzi o ruch wzgledem ziemi, albo
gdy bedziemy méwili o ukladzie nieruchomym, to ma to ozna-
cza¢ uklad zwigzany z ziemia.

20. Réwnoleglobok szybkosci. Niech bedzie jakis uklad
sztywny, ktory bedziemy nazywali ukladem .S, i ktéry porusza sie
w sposob znany wzgledem innego ukladu, uwazanego za nieru-
chomy. Niech bedzie précz tego punkt ruchomy M, poruszajacy
si¢ jakkolwiek. Ruch ukladu .S, albo ruch ktéregokolwiek z jego
punktéw, nazywamy ruchem unoszenia. Précz tego trzeba odréz-
nia¢ dwa ruchy punktu A: ruch wzgledem ukladu .S, ktéry na-
zywamy wzglednym, 1 ruch wzgledem ukladu nieruchomego,
zwany bezwzglednym. '

Mozemy uwazaé, ze punkt e porusza si¢ wewnatrz ukiadu S.
Zajmuje on coraz nowe punkty tego ukladu, i wszystkie te punkty
leza na pewnej linji. Dobrze bedzie wyobrazaé sobie, ze jest to
kanal, przebity w ciele .S i poruszajacy si¢ wraz z niem, a w ka-
nale porusza si¢ punkt M. Linja ta, nalezaca do ukladu .S, zowie
si¢ forem wzglednym punktu M. ‘

Od toru wzglednego nalezy odrézniaé for bezwzgledny, czyli
linjg, ktéra zatacza punkt M w ukladzie nieruchomym. W przy-
kladzie, o ktérym byla mowa w paragrafie poprzedzajacym, to-
rem wzglednym punktu, nalezacego do obwodu kota wagonowego,
byl okrag, a torem bezwzglednym cykloida.

Bedziemy dalej rozrézniali trzy szybkosci: 1) szybkosc
wzgledng, czyli szybkoé¢ punktu M w ruchu wzglednym, 2) szyb-
kos¢ unoszenia, czyli szybko$é tego punktu ukladu .S, ktéry w da-
nej chwili zajmuje punkt M, i 3) szybkosé bezwzglednq, czyli szyb-
kos¢ spunktu M w ruchu bezwzglednym. Mamy teraz poznaé
zwigzek, jaki zachodzi pomiedzy temi szybko$ciami.

Przypusémy, ze w chwili
obecnej punkt M zajmuje punkt
A ukladu S; niech w = AB
bedzie szybkoscia wzgledna,
a u szybkoscig unoszenia. Gdy-
by istnial tylko ruch wzgledny,
to po uplywie dt sek. punkt
M znalazlby sie w punkcie Bi,
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polozonym na AB tak, ze AB, = wdt. Ale punkt B, ukladu S
jest ruchomy i za dt sek. zajmie nowe polozenie C;, i tam tez
znajdzie si¢ oczywiscie punkt M.

Punkty 4 i B, ukladu S sa nieskonczenie bliskie, a zatem
szybkosci ich réinig si¢ pod wzgledem wielkosci nieskonczenie
malo, i réwniez kat zawarty pomiedzy niemi jest nieskonczenie
maly. Mozemy przeto uwazaé, ze szybko$é punktu B, jest zgodna
z u co do wielkos$ci i kierunku, a zatem odcinek B,C, jest rowno-
legly do u i réwny udt.

Z rozwazan tych wynika, ze punkt C, lezy w plaszczyznie,
przechodzacej przez u i w, a odcinek AC;, jako element toru
bezwzglednego, wynosi vdt, gdzie v oznacza szybko$¢ bezwzgledna
punktu M.

Poprowadzmy przez punkt B prostg, réwnolegla do u, albo
do B,C,; przetnie ona AC: wrpunkcie C i otrzymamy AC: vdt=
=w: wdt, z czego wynika, ze odcinek AC co do wielkosci i kie-
runku okresla szybkosé bezwzgledna punktu M. Widzimy, ze
szybkos¢ bezwzgledna jest wypadkowq szybkosci wzglednej i szyb-
kosci unoszenia. Nazywa sie to fwierdzeniem o réwnolegloboku
szybkosci. '

Twierdzenie to mozina bez trudnosci uogélnié. Przypus$émy,
ze punkt M posiada szybkosé w wzgledem ukladu .S, i zajmuje
w nim polozenie A4,, punkt A, posiada wzgledem innego ukladu
S, szybko$é u; i zajmuje w nim polozenie A;, punkt A, posiada
wzgledem S, szybko$§é uy i zajmuje w nim polozenie 4; i t. d.,,
wreszcie punkt A, ukladu .S, posiada wzgledem ukladu nieru-
chomego szybko$¢ u.,. W takim razie szybkos¢ bezwzgledna
punktu M bedzie wypadkowa szybkosci w, u,;, us...u..

Na zasadzie réwnolegloboku szybkosci mozna odrazu napi-
saé wzory na v, i v,, t. |. na skladowe szybkosci punktu rucho-
mego w biegunowym ukladzie wspélrzednych. Pierwsza z nich
v, jest oczywiscie szybkoscig punktu wzgledem promienia wo-
dzacego, a druga v, szybkoscia unoszenia.

W dalszym ciagu bedzie nieraz mowa o ruchu jednego
punktu wzgledem drugiego, np. punktu A wzgledem punktu B.
Wyrazenie to nalezy rozumieé w sposéb nastepujacy. Wyobrazmy
sobie, ze z punktem B jest polaczony caly uklad sztywny .S,
i ze wszystkie punkty tego ukladu poruszajg sie¢ tak samo, jak
B, a wiec kazdy z nich ma w kazdej chwili szybkosé zgodna co
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do wielkosci i kierunku z szybkoscig punktu B. Ruch taki ukladu
Sztywnego jest oczywiscie mozliwy (ob. par. 22), i nazywa sie
ruchem postgpowym; rozwazymy go szczegélowo w rozdziale
nastgpnym. Oto6z ruch punktu A wzgledem takiego wyobrazal-
nego ukladu S nazywa si¢ ruchem wzgledem punktu B.

Prz. 1. Dane sa co do wiclkosci i kierunku szybkoséé okrgtu i szybkosé
wiatru. Wyznaczyé wykreslnie, w jakim kierunku wychodzi dym z komina okre-
towego. Odp. Oczywiscie kierunek dymu bedzie odwrotny do kierunku szyb-
kosci okretu wzgledem otaczajacego powietrza.

Prz. 2. Dwa pociagi wychodza jednoczcér;ie ze stacyj 4,, 4, dwéch pros-
. tych linij kolejowych, przecinajacych si¢ w punkcie O. 04, =x,, OA, —x,,
szybko$é pierwszego pociagu jest stala i réwna u, a podréznym jego wydaje
si¢ weciaz, ze drugi pociag jest nieruchomy. Wyznaczyé szybkosé drugiego
Pociggu i zbadaé ruch jego. Odp. Ruch ten jest jednostajny i szybkosé S L
5,

Widzowi nieruchomemu odlegly przedmiot wydaje sie nieruchomym, jezeli

szybkosé tego przedmiotu jest skierowana wzdlui prostej, laczacej go z okiem
widza.

Prz. 3. Dwa okrgty, zajmujace dane polozenia, plyna z szybkoSciami da-
nemi. Wyznaczyé wykreslnie szybkosé, z ktéra powinien plynaé trzeci okret,
ktérego polozenie jest rowniez dane, aby jadacym na nim wydawalo sig, ze dwa
pierwsze sa nieruchome.

Prz. 4. Deszcz pada pionowo z szybkoscia v. Pod jakim katem do pionu
nalezy ustawi¢ laske parasola, aby, idac z szybkoicia u, najskuteczniej zaslonié

sie od deszczu? Odp. arctanfl:;,

Prz. 5. Czy do wagonu bez dachu wiecej wpada deszczu na sek. podczas
Postoju czy podczas jazdy ?

Prz. 6. Dane s3 polozenia okretéw A i B, szybkosé (stala) pierwszego
Pod wzgledem wielkosci i kierunku oraz szybkosé drugiego pod wzgledem wiel-
kosci. Wyznaczyé wykreélnie kierunek, w ktérym powinien plynaé okret B,
aby spotkaé sic z A.

Prz. 7. Okragla tarcza obraca sig okolo srodka; ckazaé, ze wzgledem
Punktu A, polozonego na obwodzie, szybkosci wszystkich innych punktéw ob-
wodu s3 skierowane do przeciwleglego kornca srednicy, przechodzacej przez A4,
albo od tego konca.

Prz. 8. Srodkiem ulicy, ktérej szerokoié jest réwna ¢, jedzie szereg wa-
gonéw tramwajowych z szybkoscia staly u w odstepach a. Szerokosé kazdego
Wagonu jest réwna 4. W ciagu jakiego czasu mozna przejsé przez ulice, idac

g . b
w linji prostej z najmniejsza szybkoscig stala? Odp. Tcz( Z- e :) -

Prz. 9. Dwa punkty ruchome P i Q zajmuja w pewnej chwili polozenia
OiA Pierwszy porusza sig z szybkoicia stala u, prostopadla do OA, szybkosé
za$ drugiego jest weciaz skierowana do pierwszego, i odlegloié pomiedzy nimi
lest stale réwna a. Jaki kat utworza te szybkoSci po uplywie # sekund? Odp.
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&
Szybkosé punktu Q wzgledem P wynosi a%—, gdzie & oznacza kat szukany.

ul

) dv ) 9
Znajdziemy latwo @y =—usin 3, a stad tan—2— =e

Prz. 10. Dowie§é, Ze styczna do elipsy jest dwusieczng kata pomiedzy
promieniami wodzgcymi.
Jezeli ry, r, oznaczajs promienie wodzace, to rzuty szybkosci punktu,
S 0 - dr, dn,
obiegajacego elipse, na te promienie wynoszg S
1 dr,
przete - ar
Prz. 11. Dowiesé, Ze styczna do hiperboli jest dwusieczng kata pomigdzy

Poniewaz r,+ r,=2a,

skad bezposrednio wynika zadane twierdzenie.

promieniami wodzacymi.

Prz. 12. Dowiesé twierdzenie analogiczne dla paraboli.

Prz. 13. Kolo obraca sie w swej plaszezyz-
nie okolo punktu A4, polozonego na obwodzie,
z szybkoscig katowa ®, a punkt P porusza sie po
obwodzie w kierunku odwrotnym z szybkoscig ka-
towg 2w wzgledem kota. Okazaé, ze torem punktu
Pijest linja prosta i wyznaczyé szybko&é bezwzgledna.

Odp. 2aw cos (i), gdzie s oznacza luk AP.

Prz. 14. Réwnia pochyla A, tworzaca z po-

Fig. 9 ziomem kat «, porusza sie¢ w kierunku poziomym

z szybkoscia v, a satyft B, prowadzony w kierunku

pionowym, opiera sie o nig dolnym koncem. Wyznaczyé szybkosé sztyfta.
Odp. vtana.
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