XI. SILY CHWILOWE.

137. Odksztalcalnosé cial. Juz w par. 4 byla mowa o tem,
ze ciala odkszalcajg sie pod dzialaniem sil, i Ze cialo sztywne jest
abstrakcja, do ktérej niektére ciala tylko mniej lub wigcej sie
zblizaja. Ze odksztalcalno$é jest ogélna wlasciwoscia cial, dowodza
badania doswiadczalne; mozna to réwniez uzasadnié, przynajmniej
do pewnego stopnia, przy pomocy rozumowania nastepujacego.

Niech bedzie prosta sztaba AB, zrobiona z materjalu, ktéry
zwykle uwazamy za sztywny, np. z zelaza. Przypu$émy, ze lezy
ona na gladkiej plaszczyznie poziomej. PrzeprowadZmy w wyobrazni
przekréj C, dzielacy sztabe na czesci AC i CB. Mozemy uwazaé
te czesci za odrebne ciala, kidre moga wywiera¢ jedno na drugie
sily. Obecnie czesé CB jest w rownowadze, a poniewaz cigzar jej
réwnowazy si¢ z reakcjg plaszczyzny, wnioskujemy przeto, ze czesé
AC nie wywiera na nia zadnej sily.

Przylézmy teraz do konca A sil¢ P, dzialajgca w kierunku
BA. Pod dzialaniem jej sztaba zacznie sie przesuwaé z odpo-
wiedniem przyspieszeniem. Skoro czesé CB posiada obecnie przy-
$pieszenie, musimy wiec uwazaé, ze cze¢§¢ AC wywiera na nig
pewna sile. Wyciagamy stad wniosek, ze w AC zaszla jaka$ zmiana
w chwili, gdy zaczela dziala¢ sita P, i intuicyjnie czujemy, ze
zmiana ta mogla jedynie polegaé¢ na pewnem odksztalceniu, a mia-
nowicie wydluzeniu.

Jezeli tak jest, to rozciggalno$é stanowi zasadnicza mecha-
niczng wlasciwos$é ciala; bez niej ciala nie moglyby przenosié
dzialania sil z jednej czesci na inne, i caly $wiat zjawisk mecha-
nicznych wygladalby zupelnie inaczej, niz obecnie.

W dynamice musimy przyjmowaé przenoszenie sil nie tylko
dlatego, ze sila, przyloiona do jednego elementu, wywoluje ruch
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calego ciala, ale i dlatego, ze w ruchu obrotowym réine punkty
ciala posiadaja réine szybkosci, a wowezas, jak widzielismy w par.
125, w ciele wystepuja naprezenia; innemi sfowy jedne czgsei wy-
wieraja sily na inne. Nawija si¢ przeto pytanie, czy juz w samych
podstawach dynamiki cial sztywnych nie tkwi sprzeczno$é, pole-
gajaca na tem, ze jednoczesnie przypisujemy cialom takim zdolnosé
przenoszenia sil i sztywno$é czyli nieodksztalcalnosé. Aby na to
pytanie odpowiedzieé, potrzeba szczegélowiej rozwaiyé pojecie
ciala sztywnego.

Wedlug definicji w ciele sztywnem odleglosci pomigdzy
punktami, lub pomigdzy elementami, nie ulegaja zmianom. Stad
wynikaja dwie nastepujace wlasciwosci, charakteryzujace cialo
sztywne pod wzgledem dynamicznym:

(1) szkielet dynamiczny (t.j. momenty bezwladnosci wzgledem
osi gtéwnych) pod dzialaniem sil nie ulega zmianom,

(2) sily wewnetrzne nie pracuja.

Zobaczymy, o ile wlasciwosci te dadza sie pogodzié z od-
ksztalcalnoscig.

Naturalnie skoro wszystkie ciala si¢ odksztalcajg pod dzia-
laniem sil, to wlasciwosci pierwszej w calej pelni zadne z nich nie
posiada, ale sa ciala, ktére przy bardzo drobnem, prawie nie
dostrzegalnem, odksztalceniu s3 w stanie przenosié bardzo wielkie
sily. Mozemy przeto uwazaé, Ze ciala takie pomimo odksztalcal-
nosci posiadaja pierwsza wlasciwo$é w przyblizeniu, jezeli tylko
sily nie przekraczajag pewnej granicy.

Druga wlasciwosé nawet takie ciala, jak surowiec, stal, granit
i t. d., zachowuja tylko w pewnych warunkach, a przedewszystkiem
wtedy, gdy ruch jest postepowy, i dzialajace na nie sily nie ule-
gajg zmianom. Gdy dany uklad sit zaczal dziala¢ na cialo, to
w pierwszej chwili nastapilo pewne odksztalcenie, i wéwczas sily
wewnetrzne wykonaly pewng prace. Dalej jednak juz cialo sig nie
odksztalca, zachowuje si¢ jak sztywne w $cistem tego slowa zna-
czeniu, i sily wewnetrzne nie pracuja.

Jezeli cialo jest slabo odksztalcalne, i sily, dzialajace na nie,
zmieniaja sie niezbyt gwaltownie, to praca, wykonana w pewnym
czasie przez sily wewnetrzne, jakkolwiek wogdle réina od zera,
moze byé bardzo mala w stosunku do pracy sit zewnetrznych
w tymze czasie, i woéwczas mozemy uwazaé, ze cialo posiada
i druga wlasciwoéé w przyblizeniu.
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Przypusémy teraz, ze cialo uleglo dzialaniu sily chwilowej,
t. j. uderzeniu lub szarpnieciu. Sila taka jest bardzo wielka w po-
réwnaniu z silami zwyklemi i zmienia si¢ bardzo gwaltownie.
Z tego wynika, ze i odksztalcenie jest w tym razie daleko wigksze
niz podczas dzialania sil zwyklych. Swoja droga, jezeli cialo nalezy
do malo odksztalcalnych, i sita chwilowa nie byla tak wielka, aby
wywolaé skruszenie lub rozerwanie, to jeszcze i teraz mozemy
przyjmowaé z duzem przyblizeniem, ze cialo zachowalo pierwsza
wlasciwosé sztywnosei, t. j. ze jego szkielet dynamiczny nie ulegl
wyraznym zmianom. :

Natomiast nie mamy prawa przypuszcza¢, Zze podczas ude-
rzenia zachowala sic i druga wlasciwos§é ciala sztywnego, t. j. Ze
sily wewnetrzne nie pracowaly. Wprawdzie odleglosci pomigdzy
elementami ciala zmienily si¢ w wymienionych warunkach bardzo
malo, ale sily, dzialajace pomiedzy temi elementami, czyli sily
wewnetrzne, byly bardzo wielkie, a zatem suma ich prac, wyko-
nanych podczas odksztalcania, mogla byé duza. Widzielismy tez
w par. 91, ze pominigcie pracy sil wewnetrznych w tak zw. nici
nierozciagalnej prowadzi do zupelnie blednego wyniku.

Streszczajgc wywody powyzsze, powiemy, ze niektdré ciala
mozna uwazaé¢ w przyblizeniu za sztywne w pelnem znaczeniu
tego slowa, t. j. posiadajgce obydwie wyZej wymienione wlasci-
wosci, tylko w tym razie, gdy mamy do czynienia jedynie z sitami
zwyklemi. Jezeli natomiast wchodza w gre sily chwilowe, to przy-
miotnik sziywny oznacza jedynie obecno$é wlasciwosci pierwszej.

138. Uderzenie proste centralne. Dajmy na to, ze pomiedzy
dwoma cialami nastapilo uderzenie, i ze powierzchnie ich zetknely
si¢ w pierwszej chwili w jednym punkcie, a mianowicie, Zze weszly
w zetkniecie punkt 4, jednego ciala i punkt A, drugiego. Wspélna
normalng do obydwéch powierzchni w tym punkcie nazwiemy
linjq uderzenia. Jest rzecza oczywista, ze szybkos¢ punktu A,
wzgledem A, jest réwna i odwrotna do szybkosci punktu A,
wzgledem A,. Jezeli w chwili zetknigcia si¢ powierzchni te szyb-
kosci wzgledne lezaly na linji uderzenia, to uderzenie nazywamy
prostem, w razie przeciwnym ukosnem. Gdy uderzenie jest proste,
"to oczywiscie sily chwilowe dzialajg na linji uderzenia. Jezeli linja
uderzenia przechodzi przez srodek cigzkosci ciala, to méwimy, Ze
dla tego ciala uderzenie jest centralne, w razie przeciwnym ude-
rzenie nazywa si¢ ekscentrycznem.
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Bedziemy rozwazali ten przypadek szczegdlny, gdy uderzenie
dla obydwéch cial jest proste i centralne; précz tego zalozymy,
ze ruchy obydwéch cial byly przed uderzeniem postepowe. Sity
chwilowe przechodza przez srodki cigzkosci, nie wytworza wigc
momentéw ilodci ruchu wzgledem tych punktéw, a zatem i po
uderzeniu obydwa ruchy beda postepowe. Najprosciej bedzie
wyobrazac sobie, ze ciala sa kulami, jakkolwiek dalsze rozwazania
beda mialy znaczenie ogélne.

w, ©,
> >
S B e -
a / A '
Fig. 95.

Mamy wiec dwie kule, ktérych srodki O;, O, biegly na linji
uderzenia x z szybkosciami u;, us; naturalnie pierwsza z nich jest
wieksza. Oznaczmy jeszcze masy kul przez m; i my.

Zjawisko, zwane uderzeniem, ma przebieg bardzo szybkl
musimy jednak uwazaé, ze czas trwania jego jest skonczony, i po-
dzielimy ten czas na dwa okresy. W ciagu pierwszego okresu
ciala odksztalcajg sie coraz bardziej, dzigki czemu $rodki O, i O,
zblizaja si¢ do siebie. Na ciala dzialaja sity réwne i odwrotne na
na prostej x; oznaczymy kazda z nich litera P. Sily te sa zmienne,
a mianowicie wzrastaja bardzo gwaltownie w miarg tego, jak po-
stepuje odksztalcenie. Pod ich wplywem zmniejsza si¢ szybkosé
kuli Oy, a wzrasta szybko$¢ O,. Musi zatem nadejs¢ chwila taka,
gdy szybkosci te si¢ wyréwnaja. Méwimy, ze wéwczas konczy sie
okres pierwszy, a rozpoczyna drugi.

Tak wiec w koncu pierwszego okresu odksztalcenie jest
najwigksze, i szybkosci cial sa réwne. Oznaczmy te wspdlna szyb-
kos$é przez w. Poniewaz ilo$é ruchu ukladu, zlozonego z obydwéch
kul, w kierunku osi x nie ulega zmianie, przeto

_JREth o M Uy

Y=+ omy (1).
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W pewnych razach z koncem pierwszego okresu konczy sig
i cale zjawisko. Bywa to przedewszystkiem wtedy, gdy podczas
uderzenia wytwarza si¢ pomiedzy cialami polaczenie, skutkiem
czego musza one poruszaé sie juz dalej z szybkoscia wspélna.
Mamy np. podobny przypadek, gdy lafncuch, tworzacy stos na
stole, prostuje si¢ pod dzialaniem sily, przylozonej do konca. Co
moment zachodzi tu uderzenie pomiedzy ostatniem ogniwem, beda-
cem juz w ruchu, a pierwszem ogniwem, pozostajgcem jeszcze
w spokoju; dalej ogniwa te poruszaja sig z jednakowa szybkoscia.
Tak wlasnie si¢ dzieje w réznych przykladach paragrafu 931 117.

W dalszym ciagu poznamy inny wazny przypadek, w ktérym
réwniez istnieje tylko pierwszy okres uderzenia, w ogdéle jednak,
jezeli ciala sa swobodne, to po pierwszym okresie nastepuje drugi.
Ciala usiluja powrdcié do poprzednich ksztaltéow, a wigc sig roz-
prezajg. Sily P dzialajag w dalszym ciaggu, zmniejszajac sie gwal-
townie; pod ich dzialaniem szybko$é kuli O, maleje dalej, a szyb-
kos¢ O, wzrasta. Ostatecznie powierzchnie cial muszg sie rozejsé,
i na tem konczy si¢ drugi okres, a zarazem cale zjawisko.

Nie nalezy sadzi¢, ze odksztalcenia, ktére powstaly w ciagu
pierwszego okresu, zniknely calkowicie w ciggu drugiego. Prze-
dewszystkiem po uderzeniu moga pozostaé pewne odksztalcenia
trwale, powtore jezeli nawet ciala powracajg catkowicie do po-
przednich ksztaltéw, to w chwili rozejcia sie powierzchni wy-
réwnanie moglo nie byé jeszcze ukonczone, tak ze w koncu dru-
giego okresu jeszcze pewne odksztalcenia istnieja.

Niechaj v, i v, oznaczajg szybkosci kul w koncu drugiego
okresu, lub zaraz po uderzeniu. Poniewaz ilos¢ ruchu ukladu w kie-
runku osi x 1 teraz pozostaje bez zmiany, przeto

myv, + myvy = myu; + mauy (2).

Jest to jedyny zwiazek pomiedzy szybkosciami, wynikajacy z zasad
dynamiki, bo nie mamy prawa zakladaé, Ze zachowala sig¢ sila
zywa ukladu. Drugiego zwiazku moze dostarczy¢ tylko doswiad-
czenie.

Wyniki odnoénych doswiadczen streszczaja sig¢ w tak zw.
regule Newtona, ktéra glosi, ze sfosunek szybkosci wzglednych
cial po uderzeniu i z przed uderzenia jest dla dwdch danych ma-
terjafow wielkosciq stalg, niezaleing ani’ od ksztaltu cial ani-od
tych szybkosci. Regule te wyrazimy wzorem
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Y — Ug = — E(ll1 —ll2) (3))

gdzie ¢ oznacza 6w staly stosunek, czyli tak zwany wspélczynnik
restytucji; jest to zawsze ulamek wlasciwy dodatni. Tak np. jezeli
obydwa ciala sa ze szkla, to ¢ = 0,94, dla kosci sloniowej & = 0,81,
dla zelaza lanego 0,66, dla olowiu 0,2 i t. d. Znak minus po
prawej stronie wskazuje, ze szybkosci wzgledne przed uderzeniem
i po uderzeniu maja kierunki odwrotne, a mianowicie przed ude-
rzeniem ciala si¢ zblizajg, a po uderzeniu oddalajs.
Z réwnan (2) i (3) wypada, ze

myuy + maus + emg (uy — uy)
U = =
my + ms

myuy - myuy + emy (uy — uy) (4).
1 my, 4 my

5 b=

Podczas uderzenia kazde z cial otrzymuje impuls, wytwarza-
jacy odpowiedni przyrost wektora G. Impulsy obydwéch cial sa

rowne i odwrotne; kazdy z nich co do wielkosci wynosi /Pdt,

gdzie catkowanie rozciaga si¢ na obydwa okresy. Dla pierwszego
ciala catka ta jest réwna m; (v, — u;)), a po wstawieniu wartosci
vy otrzymamy
mymy (uy — up) (1 + ¢€)
my 4+ my ]

Bedzie moze nie bez pozytku powtérzyc tu uwage, uczyniong
juz w par. 117, a mianowicie, ze sily zwykle, dzialajace na ciala
podczas uderzenia, nie wywieraja wyraznego wplywu na przebieg
zjawiska, a zatem wzory powyzsze sa wazne bez wzgledu na te sily.

Prz. 1. Cialo spada na plaszczyzng poziomg z wysokosci 7; w jakim
czasie ruch ustanic catkowicie? Odp. }+§\j 2h .
Prz. 2. Kula o masic m uderza centralnic kulg o masic mn, i po ude-

rzeniu szybkogei kul sa réwne i odwrotne. Wyznaczyé wspoélezynnik restytucji

oraz najmniejszg wartosé liczby n Odp. & == —

139. Przypadki szczegélne. Niektére ciala po odksztalceniu
wykazuja bardzo slaba tendencje powrotu do formy pierwotne;j;
naleza do nich oléw, zelazo migkkie, a jeszcze w wyzszym stopniu
wosk, glina wilgotna i t. d. Ciala takie nazywamy plastycznemi.
Dla cial plastycznych wspdlczynnik restytucii jest bardzo maly, -
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innemi slowy w drugim okresie uderzenia impulsy sif chwilowych .
sa bez poréwnania slabsze niz w pierwszym, i szybko$é¢ wzgledna
po uderzeniu stanowi drobny ulamek takiejze szybkosci z przed
uderzenia.

Jezeli wspélezynnik restytucji jest zerem, to uderzenie nazy-
wamy doskonale plastycznem; jest to przypadek idealny, do kté-
rego mniej lub wiecej zblizaja sie¢ uderzenia cial wyzej wspomnia-
nych. W uderzeniu plastycznem drugi okres nie istnieje wcale,
i po uderzeniu w przypadku, ktéry rozwazaliSmy w par. poprze-
dzajacym, obydwa ciala poruszajg si¢ ze wspolna szybkoscia w.
Widzielismy, ze :

m,u; + muus
T om4m

Otrzymamy to samo, zakladajac w (4) paragrafu poprzedzaja-
cego ¢ = 0.

Sa inne ciala, ktére znowu po odksztalceniu bardzo ener-
gicznie daza do odzyskania postaci pierwotnej. Takiemi sa np.
szklo, ebonit, kos¢ sloniowa i t. d. Dla nich wspélezynnik restytucji
jest bliski jednosci. W przypadku idealnym, gdy wspélczynnik ten
jest réowny jednosci, méwimy, ze uderzenie jest doskonale sprezyste.
W tym razie drugi okres ma ten sam przebieg, co i pierwszy, lecz
odbywa sie w odwrotnym porzadku, a szybkosci wzgledne przed
i po uderzeniu sa réwne i odwrotne.

Zakladajac w (4) paragrafu poprzedzajgcego ¢ =1, otrzy-
mamy dla uderzenia doskonale sprezystego

0
my + my

_ (my — mo)u, + 2myu,
) l (1).

v

-

(”?:' —my)u, + 2myu, I

my + ms

Z wzoréw tych wynika, ze jezeli my =m,, to v, =u, | v, =uy;
znaczy to, ze kule zamicniaja sie¢ na szybkosci. Jezeli np. kula O,
byla nieruchoma, to skutek uderzenia jest taki, ze O, sie zatrzy-
muje, a O; odskakuje z take szybkoscia, jaka przed uderzeniem
miala kula O;. Ten wynik teoretyczny daje sig latwo sprawdzié
doéwiadczalnie. :

Warto wspomnie¢ jeszcze o innym przypadku szczegolnym,
gdy jedno z cial, np. O,, posiada bardzo wielka mase i jest nie-
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ruchome, gdy jest to np. $ciana, zwigzana z budynkiem i gruntem.
Wzory (1) napiszemy w postaci takiej

‘Ulzﬁ-—"—nl——“, Vg = —;;nl‘ 2 B
e — 1
my 1 m3+

Poniewaz m, jest bardzo wielkie w poréwnaniu z m,, moiemy

przeto zalozyé @:0; procz tego us=0. Wypadnie, Zze v, = — u,
: ms

i up =0, czyli ze cialo O, odskakuje z szybkoscia réwna i od-
wrotng do szybkosci poczatkowej.

Prz. 1. Na gladkiej plaszezyznie poziomej kladziemy trzy kule doskonale
sprgzyste w linji prostej. Udzielamy nastepnie jednej ze skrajnych szybkosé taka,
aby uderzyla centralnie érodkows, a Srodkowa uderzy druga skrajna. Masy
skrajnych wynosza odpowiednio m, i m,; jaka powinna by¢ masa srodkowej, aby
druga skrajna otrzymala szybkosé jaknajwigksza. Odp. |[/'m,m,.

Prz. 2. Dwa cigzary P i Q“wisza na koficach sznura, przechodzacego
przez nieruchomy blok. W poczatku cigzary sa w spoczynku na wysokosci A nad
zupelnie niespreiysta plaszezyzna pozioma; po wyswobodzeniu wiekszy cigzar P
robi szereg uderzen w owa plaszczyzng. W jakim czasie ruch ustanie calko-
wicie? Odp. 3 M‘*’:Q)

g(P—-Q

Prz. 3. Trzy jednakowe punkty materjalne A, B i C sa polgczoae nieroz-
ciggalng nicia o dlugoSci 2a, a mianowicie punkty A i C sa przyczepione do jej
koncéw, a B do srodka. Punkty te poruszaja si¢ w kierunku prostopadlym do
rozciagnietej nici i w pewnej chwili punkt B uderza o nieruchoma zupelnie
sprezysta przeszkode¢. Wyznaczyé poczatkowe promienie krzywizny nowych toréw

punktéw 4 i C. Odp. g

140. Strata sily zywej. Podczas pierwszego okresu uderzenia
czasteczki cial sie zblizajg do siebie, sily wewnetrzne wykonywaja
pracg ujemna, i sila zywa ukladu sig¢ zmniejsza; podczas drugiego
okresu ciala sie rozprezaja, sily wewnetrzne pracujg dodatnio,
i sita zywa wzrasta. Ale ten zysk sily Zywej w drugim okresie jest
wogéle mniejszy od straty w pierwszym, i koniec kofcéw sila
zywa podczas calego uderzenia sig zmniejsza.

Naturalnie niema mowy o znikaniu sily zywej, przeksztalca
si¢ ona jedynie w inne postaci energji. Z punktu widzenia ener-
getycznego przebieg zjawiska wyglada w ogélnych zarysach, jak
nastepuje.
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Odksztalcenia, ktérych doznajg ciala w pierwszym okresie,
dadza sie¢ podzielié na dwie czesci; pierwszej czesci ciala pozbeda
sie w drugim okresie, lub pézniej, druga czesc¢ pozostaje na trwale.
Sila zywa, zuzyta na cze$é pierwsza, przeksztalca sie w energje
potencjalng, jak w Sciskanej sprezynie, sila Zywa zuzyta na czesé
druga, przechodzi w cieplo. W drugim okresie energja poten-
cjalna przechodzi z powrotem w sile zywa. Zwykle jednak zetknigcie
pomiedzy cialami ustaje, zanim to przeksztalcenie powrotne do-
biegto do kresu. W takim razie pozostala energja potencjalna
przeksztalca sie w inny rodzaj sily zywej, a mianowicie w energje
drgan. Ostatecznie przechodzi ona czesciowo w energje fal dzwie-
kowych 'w powietrzu, a czeSciowo w cieplo.

Niechaj 7 oznacza sile Zywa ukladu przed uderzeniem, R silg
zywa, pozostalag po uderzeniu, a .S strate. Oczywis’cie

myu,® + mpu,® __ M T mpw,?
= 5 1 R = ———— 2
ml(u, —v,%) + m,(u,* ~-fu,2)

2

a zatem S=7T—R-—

Ostatnie wyrazenie daje si¢ przeksztalcié w sposéb nastepujacy:

s_m () + v,) (11— v1) + my (us + vs) (1 — vs)
5 [
Lecz z (2) w par. 138 wynika, ze mg (uz — vs) — — m, (u, — v1);
wstawiajac to, olrzymamy
S__fnL(u‘ v) (u,— uyto, —w).
—= "
Wprowadzajagc zamiast v, —w, z (3) we wzmiankowanym
paragrafie — &(u, — u3), a zamiast v, jego wartos¢ z (4), otrzy-
mamy ostatecznie

mymy (u, — uy)* (1 — &%)
ST ot my) S8

Reszta R jest rowna 7 — S, czyli

(mlu. 2+ myu,?) (m, +me) — mymy(u, — u2)2_!jm1’ng(ul_u2)25":'
Q(ml A m)) ,

(myuy + mpus)® + mymg(u, — uz)*e* 9
B 2(m; + ‘ms) ).

R=

ostatecznie
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W przypadku uderzenia doskonale plastycznego, gdy ¢ =0

2

_ mymy(u, —us)? _ (muu, tmous)?

T2mitmy) T 2(mitmy) i

W przypadku uderzenia doskonale sprezystego S=0 i R = T;
w tym razie strata sily zywe] w pierwszym okresie calkowicie
wyréwnywa si¢ w okresie drugim.

Prz. 1. Okazaé, ie jezeli masa miotka krokietowego jest réwna masie
kuli, to wspotczynnik uzytecznego skutku uderzenia, ezyli stosunek energji, wy-
danej uzytecznie, do energji calkowitej, udzielonej miotkowi, jest najwickszy.

Prz. 2. Dowiesé, ze podezas kucia wspélezynnik uzytecznego skutku ude-
rzen jest tem wigkszy, im .mniejsza jest masa mlota, i im wigksza jest masa
odkuwanego przedmiotu.

W tym razie ta czgsc sily Zywej mlota zostaje wydana uiytecznie, ktéra
wywoluje odksztalcenie metalu. Mozemy uwazaé, ze mlot nie doznaje odksztalcenia.

141. Uderzenie ukosne i ekscentryczne. Dajmy na to, ze
pomigdzy dwowa cialami swobodnemi, ktérych powierzchnie s
zupelnie gladkie, nastapilo uderzenie jakiekolwiek. Ciala te nie
mogg wywiera¢ jedno na drugie reakeyj stycznych czyli sil tarcia,
a zatem sily chwilowe dzialaja w kierunku wspélnej normalnej.

Przypusémy, ze punkt A, pierwszego ciala w samym po-
czatku uderzenia wchodzi w zetknigcie z punktem A4, drugiego.
Rozlézmy szybkosé kazdego z tych punktéw przed uderzeniem
na dwie skladowe, a mianowicie w kierunku wspélne;j normalnej
oraz w kierunku odpowiedniej stycznej do powierzchni cial. Otg3
skladowe normalne podlegajg regule Newtona, a zatem sfosunek
szybkosci wzglednych punktéw A, i A; po uderzeniu i przed
uderzeniem w kierunku wspdlnej normalnej jest rowny — &, gdzie
& oznacza wspdlczynnik restytucji.

Wyjasni si¢ to jeszcze w przykladzie nastepujacym. Kula,
ktérej ruch byl postepowy, uderzyla w $ciang. Przed uderzenjem
szybko$é jej u tworzyla ze wspolng normalng kat «, , wspol-
czynnik restytucji jest réwny & Pragniemy wyznaczy¢ ruch kuli
po uderzeniu.

Uderzenie jest dla kuli centralne, a zatem sila chwilowa
nie wytworzy momentu iloci ruchu wzgledem $rodka, i ruch po
uderzeniu bedzie réwniez postepowy. Rozkladamy szybkosé u na
sktadowe normalna wucose i styczng usina. Pierwsza podczas
uderzenia przeksztalci si¢ na eucosa w kierunku odwrotnym,
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a druga pozostanie bez zmiany. Tak wiec szybkosé po uderzeniu
bedzie u \&2cos®a + sin®e. Niech g oznacza kat, ktéry ta szyb-
tan «

kosé tworzy z normalna, to tan f— Jezeli uderzenie jest

sprezyste, to szybkos$é¢ co do wielkosci pozostaje bez zmiany,
i ¢ = a. Mozemy powiedzieé¢, ze w tym razie kat odbicia jest
réwny katowi padania.

Jezeli uderzenie jest ekscentryczne, to wytworzy ono przy-
rosty zaréwno wektora G, jak i wektora H, jak widzieliémy
w par. 117,

Jezeli powierzchnie cial nie sg gladkie, to sily chwilowe
tworza ze wspé6lng normalng kat rézny od zera; innemi slowy
na kazde z cial oprécz chwilowej reakcji normalnej dziala jeszcze
chwilowa sila tarcia. Oznaczmy reakcj¢ normalng, dzialajacg na
cialo, przez N. W kierunku wspélnej normalnej cialo otrzymuje

impuls fNa’t. Jezeli tarcie jest calkowicie rozwiniete, to sila

tarcia wynosi f/NV, gdzie f oznacza wspélczynnik tarcia, i w kie-

runku stycznej cialo otrzyma impuls ] JIVdt =fdet, czyli

impuls f razy wiekszy od normalnego. Obydwa te impulsy wy-
tworzg przyrosty wektoréw G i H.

Prz. 1. Pomigdzy dwiema gladkiemi kulami zachodzi uderzenie; jedna
z nich byla przedtem w spoczynku, a szybkosé drugiej tworzyla kat 30° z linja
srodkéw. Wspdlezynnik restytucji = e. lle razy masa pierwszej powinna byé
wigksza od masy drugiej, aby ta ostatnia pobiegla po uderzeniu w kierunku
prostopadlym do szybkosci poprzedniej? Odp. ——354_1.

Trzy szybkosci, wchodzace tu w gre, musza czynié zadosé trzem warun-
kom: (1) rzuty szybkosci drugiej kuli na kierunek prostopadly do linji srodkéw
musza byé réwne, (2) ilo§¢ ruchu ukladu w kierunku linji srodkéw pozostaje
bez zmiany, i (3) szybkosci wzgledne kul w kierunku linji srodkéw podlegaja
regule Newtona. Z réwnan, wyrazajacych te warunki, wynika podana odpowiedz.
Zadanie jest mozliwe tylko w takim razie, gdy ¢ przewyzsza 1/,.

Prz. 2. Dwie jednakowe gladkie kule lezg na plaszezyinie poziomej
w zetknieciu. W jakim kierunku nalezy uderzyé jedna z flich, aby ta po ude-
rzeniu w drugg poszla w kierunku, tworzacym z linja Srodkéw kat «, jezeli

! _2— £ tan o, gdzie % oznacza

wspélezynnik restytucji jest réwny £? Odp. tand =

kat, ktéry szukany kierunek tworzy z linja Srodkéw.
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Niechaj impuls, udzielony pierwszej kuli, bedzie réwny mu, a szybkosci
kul po: uderzeniu niech beda odpowiednio v i w,. Szybko$é pierwszej kuli
w kierunku stycznym pozostaje bez zmiany, zatem

usind = wvsinz;
réwniez pozostaje bez zmiany iloé¢ ruchu ukladu w kierunku linji $rodkéw, zatem
mwv cos % -t mv, = mucos i,
wreszcie z reguly Newtona wynika, Ze
vcos% — v, = — 2ucosd.

Prz. 3. Dwic gladkie jednakowe kule leza na stole; trzecia taka sama
kula uderza obydwie i zatrzymuje si¢. Wyznaczyé wspélezynnik restytucji. Odp. %/,.

Prz. 4. Odlegloéé pomigdzy érodkami dwoch jednakowych gladkich kul,
lezacych na plaszczyinie poziomej, wynosi ¢, érednica kaidej a, i wspélezynnik
restytucji =. Pragniemy jedna z nich uderzyé w taki sposéb, aby jej kierunek
po zetknigciu z druga doznal jaknajwiekszego odchylenia. Wyznaczyé kat,
ktéry poczatkowa szybkosé pierwszej powinna tworzy¢ z linja Srodkéw. Odp.

. fayfT—¢
arcsin (“c_\/é_:—_s) 2
Prz. 5. Na prostokatnym bilardzie ABCD przy boku AB, w punkcie P

lezy kula. AP=b5,, BP=105,, BC—=a i wspélezynnik restytucji==s. W jakim
kierunku nalezy uderzyé kulg, aby ta, uderzywszy po kolei wszystkie boki, po-
wrécila do punktu P? Szukany kierunek tworzy z AB kat arctan —b_i;:b— 3
4 1 =%
Prz. 6. Punkt materjalny, przywigzany nicig nierozciagalng o dlugosci /
do punktu nicruchomego O, zostaje wyrzucony z tego punktu w kierunku pozio-
mym. Jaka powinna byé szybkosé poczatkowa, aby w czasie prostowania nici

1/ ¢
strata sily Zywej byla jak najmniejsza? Odp. \,‘ ]_/g_

Skladowa szybkosci w kierunku wyprostowanego sznura powinna byé
najmniejsza. Nalezy wyrazié ja w funkeji kata, ktéry wyprostowany sznur tworzy
z poziomem.

Prz. 7. Gladka kula o masie m, lezy na plaszczyznie poziomej i jest
przywiazana poziomym nierozciagalnym sznurem do nieruchomego punktu. Uderza
ia inna kula o masie m,, poruszajgca si¢ z szybkoScia u; linja Srodkéw tworzy
ze sznurem ostry kat «, a wspdlezynnik restytucji jest réwny =. Wyznaczyé
ﬂ—ti)_m_ sina

m, ~{- m, sin®« i

Uklad, zlozony z obydwéch kul, podlega podeczas uderzenia dzialaniu ze-
wnetrznej sily chwilowej, z ktéra potrzeba si¢ liczyé, a mianowicie szarpnigceiu
sznura. Pomimo to regula Newtona nie przestaje obowiazywad.

szybko&é, ktéra przybiera kula pierwsza. Odp.

Prz. 8. Dwie plaszczyzny, tworzace kat prosty, sa jednakowo nachylone
do poziomu, a ich prosta przeci¢cia jest pozioma. Z punktu, -polozonego pio-
nowo nad ta prosta, w kierunku prostopadlym do niej i poziomym WYrzucono

Nauka o ruchu. 23
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doskonale sprezysty pocisk. Dowiesé, ze po dwéch odbiciach pocisk powréei do
polozenia pierwotnego.

Prz. 9. Pocisk niesprezysty wybiegt z punktu O, polozonego na chropo-
watej plaszczyznie poziomej, z szybkoscia taka, jaka by nabyl, spadajac z wyso-
kosci h. Szybkos¢ ta tworzyla z poziomem kat «, a wspélczynnik tarcia = 1.
W jakiej odleglosci od O pocisk sig zatrzyma? Odp. 4 (1 + sin 2).

W chwili uderzenia pocisk otrzymuje w kierunku pionowym irﬁpuls \ Ndt,

znoszacy skladowa pionowa szybkosci, oraz w kierunku poziomym impuls

f S Ndt = 5 Ndt, zmniejszajacy odpowiednio skladowa pozioma.

o o 2 ™ o e
Wzér, przytoczony w odpowiedzi, jest wazny tylko dla « <T._]ezeh kata

jest wigkszy, to pocisk zatrzyma si¢ w miejscu, w ktérem upadnie.

Prz. 10. Gladka jednorodna pétkula o masie M sunie z szybkosScia v na
plaszczyznie poziomej, opierajac si¢ na niej cala podstawa. W plaszczyznie pio-
nowej, przechodzacej przez srodek pétkuli O i przez v, spada punkt materjainy
o masie m, mniejszej od M, i uderza o pétkule w punkcie 4, polozonym z przodu
tak, ze prosta AO tworzy z pionem kat 45° Wspélezynnik restytucji pomigdzy
punktem i p6tkulg == =, a pomiedzy potkula i plaszezyzna = 0. Z jakiej wysokosci
20+ m(1—3)]io?

2¢(1Fe)2m? -

Prz. 11. Klin o gladkich scianach i masie M lezy na stole; ten jego kat
dwuscienny, ktérego krawedz przylega do stolu, jest réwny a. W krawedz te
uderza punkt materjalny o masie m, ktéry poprzednio biegl po stole z szyb-
koécia v w plaszczyinie, przechodzacej przez Srodek cigzkosci klina i prosto-
padlej do owej krawedzi; uderzenie jest plastyczne. Jak wysoko wzniesie sig

2,2 2
punkt po Scianie klina? Odp. 2(M—|—IIZ)Z’A;$ r:Tsin’a)g ;

Prz. 12. Kula jest utrzymywana w powietrzu zapomoca strumienia piasku,

ktory posiada ksztalt powierzchni stozkowej symetrycznej wzgledem pionowego

powinicn spaéé punkt, aby pétkula sig zatrzymala? Odp.

promienia kuli. Masa piasku, uderzajaca kul¢ na sekund¢ = m, szybkosé
piasku = v, kat, pod ktérym widaé ze srodka kuli kolo uderzen = 2«, kat
u wierzcholka stozka = 28, i wspélczynnik restytucji = =. Wyznaczyé cigzar

kuli. Odp. mv (1 4 ¢) cosocos(x + B).

Prz. 13. Punkt materjalny o masie m spada na koniec poziomej belki,
osadzonej na poziomej osi; o5 ta przechodzi przez Srodek cigzkosci belki.
Wspélczynnik restytucji == ¢. Jaka powinna byé masa belki, aby punkt mate-

rialny odskoczyt? Odp. Wieksza od BALH

Prz. 14. Sztaba jednorodna spada pionowo bez ruchu obrotowego i uderza
jednym koncem w gladka plaszczyzne pozioma. Jaki kat powinna sztaba two-
rzyé z poziomem, aby jej szybkosé katowa, byls.po uderzeniu jak najwigksza?

1 s 3
Odp. arccos l_§ 3 B . : ' "-..
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