X. RUCH PLASKI CIALA SZTYWNEGO.

124. Réwnania zasadnicze. Przypusémy, ze ruch ciala szty-
wnego jest wciaz rownolegly do plaszezyzny F. Bedziemy uwazali,
ze plaszczyzna ta przechodzi przez sSrodek ciezkosci ciala, 1 ze
w niej dzialajg na cialo sity P, B;...

Ruch ciala rozlozymy na dwa ruchy skladowe, postepowy,
odbywajacy sie wciaz z szybkoscig $rodka ciezkosci, i obrotowy
okolo tego s$rodka. Aby wyznaczy¢ ruch postepowy, czyli ruch
srodka ciezkosci, obieramy w plaszczyznie F prostokatny uktad
wspolrzednych; wspétrzedne srodka cigzkosci oznaczymy przez
X., Yo, a mas¢ ciala przez M. W my$l zasady ruchu érodka
ciezkosci otrzymamy

- - dsy() g

T ~p 29—~ sp :

M dt‘: X M dl" ‘D.l (1)

Aby wyznaczyé ruch obrotowy, obieramy w plaszczyznie F

dowolny punkt 4 i prowadzimy przezen prosta u, prostopadla do

tej plaszczyzny. Moment ilosci ruchu ciala wzgledem u oznaczmy
przez H. W takim razie

dH = SNdt @),

gdzie N oznacza moment typowe]j sily P wzgledem prostej u, albo
wzgledem punktu A4.

Wektor H sklada sie z dwéch czesci; pierwsza jest zaleina
tylko od ruchu $rodka ciezkosci, druga tylko od ruchu obroto-
wego okolo $rodka ciezkosci. Pierwsza zalezy od polozenia punktu
A, druga jest jednakowa dla wszystkich punktéw plaszczyzny F.
Dlatego tez réownanie (2) jest wogole wazne tylko w takim razie,
gdy punkt A jest nieruchomy. Gdyby punkt A byl ruchomy,
gdyby nalezal np. do ciala, ktérego ruch badamy, to w czasie df
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pierwsza czes¢ wektora H przybralaby przyrost juz skutkiem same;j
zmiany polozenia tego punktu, niezaleznie od sit Py, P.... (par. 116).

Mozemy jednak obra¢ A w srodku ciezkosci, jakkolwiek
punkt ten jest ruchomy. W tym razie pierwsza cze$é wektora H
jest stale réwna zeru, a zatem wektor ten przybiera przyrosty tylko
dzieki dzialaniu sit. P, Ps...

Jezeli A jest srodkiem cigzkosci, w oznacza szybkosé katowa
ciala, a k ramie bezwladnosci wzgledem prostej u, to H = Mk?w,
dH = Mkidw, a zatem
dw_
2

Réwnania (1) i (3) okreslaja calkowicie ruch ciala, jezeli dane
sa warunki poczatkowe.

Jezeli sily Py, Ps,... sprowadzajg sie do pary, to srodek
ciezkosci nie posiada przyspieszenia, a zatem ruch jego jest pro-
stoliniowy i jednostajny. Jezeli suma momentéw sit Py, P, ... wzgle-
dem $rodka ciezkos$ci jest rowna zeruy, to, jak widaé z (3), dw =0,
a wiec w jest stale. Jezeli wreszcie na cialo zadne sily nie dzia-
laja, to srodek cigzkosci biegnie w linji prostej ze stalg szybkoscia
v, a cialo obraca si¢ okolo srodka cigzkosci ze stalg szybkoscia
katowg ©. Linja stalg srodkéw chwilowych jest w tym razie prosta,

Mk XN 3).

- - R e " (Z
a linjg ruchoma kolo, zatoczone ze $rodka ciezkosci promieniem
(1]

Prz. 1. Uklad plaski posiadal ruch postepowy w swej plaszczyznie, gdy
zaczgla nan dziala¢ para o stalym momencie prostopadlym do owej plaszczyzny.
Wyznaczyé obydwie krzywe srodkéw chwilowych.

Czas rachujemy od chwili, gdy zacze¢la dzialaé para, za poczatek wspoi-
rze¢dnych obieramy polozenie §rodka cigzkosci w chwili #==0, za o0s x tor tego
érodka. Znajdziemy latwo, ze xy — stalej, a wiec krzywa stala jest hiperbola
rowaoramienna.

Aby wyznaczyé krzywa ruchomga, obieramy za biegun Srodek cigzkosei,
a za of biegunows t¢ prosta ukladu ruchomeso, ktéra w chwili £ =0 lezala na
osi y. Otrzymamy r°g = stalej. Réwnaniu temu odpowiada spiralna, zwana lituus.

Prz. 2. Jednorodna belke AB ustawiono w plaszczyinie pionowej, opie-
rajgc koniec A o gladka pionowa &ciang, a koniee B o gladka podloge. Po-
czatkowo belka tworzyla ze éciang kat «; jaki byt ten kat w chwili, ¢dy koniec
A przestal dotykaé Sciany?

Torem érodka cigzkosei belki C jest kolo, ktdrego Srodek lezy w punkcie
przecigeia O linij Sciany i podlogi, i promien OC obraca sig z szybkogcia katowa
o .
dt
wektor M wzgledem tego? punklu, otrzymamy réwnania:

w. Rozkladajac przyspieszenie Srodka C na styczne i normalne i tworzac

19*
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dw

Ma_{{; Mgsin i) - R, cos i} — R, sin /) (1),
Maw?* == Mgcos i) — R, sini/ — R, cos /) (2),
Mk'—'% — R acos ) 4+ R, asin i, (3),

gdzie 2a oznacza dlugosé belki 1 R, R, reakcje sciany i podlogi. Z (1) t (2)
otrzymamy, ze Ma(%)cos i) — wisin n')) R,. W chwili, gdy 4 przestaje do-

tykaé Sciany, R, = 0 i zatem %‘; cos i — m*sin i — 0. Rugujac z (1)i(3) R, iR,

. do ] ¢ pin.) y ! ’
wyrazimy -~ i 0* w funkcjach kata i/, i wéwczas z ostatniego rownania wy-

- o, s = , 2sinz
padnie, 7e zetkniecie ustaje w chwili, gdy cosi)  —4

3

Prz. 3. Jednorodna sztaba o masie m jest oparta koncem A o gtadki stél,
a érodek jej znajduje sig na wysokosci A nad stolem. Z jaka szybkoscig srodek
dojdzie do stolu, gdy sztaba zostanie wyswobodzona? Jaka reakcje wywiera stél
na koniec A w chwili, gdy srodek dochodzi do stotu? Odp. Szukana szybko&é
\/ggl?, szukana reakeja —— "—l‘g.
2 4
Prz. 4. Pret jednorodny AB lezy w gladkiej kuli o promieniu a; ze $rodka
O widaé go pod katem prostym. Wyznaczyé szybkos§é, ktéra nalezy nadaé érod-
kowi C preta, aby ten odbyl calkowity obrét w plaszczyznie pionowej, opierajac
si¢ weiaz koncami o powierzchnig kuli. Odp. Kwadrat szybkosci szukanej powi-

£2 (6L} 100).

nien by¢ wickszy od 4V§

Jezeli reakcje w A i B nie znikajg w zadnem z polozen, to ich wypad-
kowa R tworzy weiaz z OC kat mniejszy od 45°% Zamiast rozkladaé przyspie-
szenie punktu C w kierunkach osi wspélrzednych, lepiej bedzie rozkladaé je
w kierunku stycznej i normalnej do toru. Dogodniej bedzie réwniez braé mo-
menty wzgledem Srodka kuli, a nie wzgledem $rodka ciezkosci preta.

Prz. 5. Koiice sztaby AB o dlugosci 22 mogs sie przesuwaé na dwéch
gladkich nieruchomych pretach, tworzacych gérne boki kwadratu, ktérego prze-
katnia ma poloZenie pionowe. Wyznaczyé okres wahan takiego wahadla.

Torem srodka C sztaby jest kolo, ktorego érodek O lezy w punkcie prze-

S X - . . 5 do : i)
cigcia pretéw. Przyspieszenie styczne punktu C jest réwne a L gdzie o ‘fi \
. ¢ ¢
a zatem
dw = By ST -
ma- = R, cos = :)) — R, sm (4 — :I) — mgsin ).

Z réwnania momentéw wzgledem C otrzymamy

n!_ad_mM (f:__k) : (‘__’)
3 & = R:COS 4 1) + R.,_.sm 4 i) ’

a z tych dwéch réwnan wynika



= PPE —

4a dw Ty

— — = — gsini,

3 dt -

Latwo mozna okazad, ie jest to réwnanie ruchu prostego wahadla, ktérego
1 p g £

dlugo$é wynosi s

3

Fig. 84.

Prz. 6. Cze$é sznura jest nawinigta na cigzki cylindryczny beben, czgsé
pozostala ma polozenie pionowe, a koniec jest przymocowany do sufitu. Beben
ma takie polozenie, ze plaszczyzna, poprowadzona przez Srodek cigzkasei prosto-
padle do osi, przechodzi przez sznur. Jakie przyépie‘:zenie bedzie mial ten $rodek
2

Qo

cigzkosei, gdy pozwolimy bgbnowi spadaé¢? Odp.

Prz. 7. Obrgez kolowa o masie m wisi na dwéch kotkach, palozonych na
jednym poziomie; widaé je ze srodka obrgezy pod katem 2. Wyznaczyé reakeie,
ktéra jeden z kolkéw wywiera na obreez w chwili, gdy drugi zostaje usumigty,
w dwoch przypadkach: (1) jezeli kolki sa gladkie, (2) jezeli sa chropowate.

. mg
Odp. mgecosz i 2é‘—| 1+ 3cos *z.

Torem $rodka obreczy jest w kaidym razie kolo, i w pierwsze] chwili
punkt ten posiada tylko przySpieszenie styczne.

Prz. 8. Trzy jednakowe jednorodne sztaby AB, BC, CD lacza sig prze-
gubami w B i C, a konce 4, D sg przymocowane do gladkich pierscieni, nawle-
czonych na poziomy nieruchomy pret. Caly ukiad pozostaje w plaszczyznie pio-
nowej i poczatkowo utrzymujemy pierscienie w takiem polozeniu, Ze sztaby AB
i CD tworza z pretem katy . Wyznaczyé reakcje preta w pierwszej chwili po
3(2— cos*x)mg
; “2(2-+3 cos?x)

Dostatecznem bgdzie rozwazyé ruch sztaby AB. Torem jej $rodka jest
kolo. Wypadnie wprowadzi¢ reakeje w przegubie B, albo jej skladowe pozioma

wyswobodzeniu. Odp.

! pionows.

Prz. 9. Na nieruchomej gladkiej kuli spoczywa piericien z cienkicgo drutu.
Srodek jego lezy na érednicy pionowej kuli, a érednice jego widaé ze srodka
kuli pod katem 2z Gdy nieco przesuniemy pierscien z tego polozenia réwnowagi,
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to bedzie on zsuwal sic dalej. O jaki kat obréci sie plaszczyzna pierscienia,
zanim zacznie on odstawaé od powicrzchni kuli? Odp. Szukany kat # czyni
zado$é réwnaniu sinsin{z — ) =2(2 — 3 cos?) cosa.

Wypadkowa wszystkich reakcyj przechodzi w kazdej chwili przez srodek
kuli. Pierscien przestanie dotykaé kuli odrazu na calym obwodzie z wyjatkiem
punktu najwyiszego, 1 wéweczas reakcja przechodzi przez ten punkt.

Prz. 10. Na gladkim stole lezy gladka kula. Kladziemy na niej ostroznie
prawie na samym wierzcholku druga kule taka sama; okazaé, e tor srodka
kuli gérnej sklada si¢ z tuku cliptycznego oraz luku parabolicznego i wyznaczyé
kat, ktéry linja Srodkéw tworzy z pionem w chwili, gdy kule przestaja sig stykac.
Odp. arccos(1/§—1). -

Kat szukany mozna krétko wyznaczyé w sposéb nastepujacy. Oznaczamy
przez p przysSpieszenie kuli dolnej, przez #} kat pomiedzy pionem i linja srodkoéw,
przez a promien kuli i przez R reakcj¢ pomiedzy kulami. Znajdziemy bezpo-

A S, di\: - . . :
srednio, ze m [p sml)TZa( (1%) ]* mgcos i — R. W chwili, gdy ustaje zetknie-

cie p— 01 R==0. Drugi zwigzek pomi¢dzy ! i j, wazny az do rozejScia si¢

wynika z zasady sil zywych.

Prz. 11. Dwie jednakowe kule o promieniu @ leza jedna na drugiej na
podlodze, opierajac si¢ o Sciane. Powierzchnie kul, podlogi i $ciany sa gladkie.
Skutkiem lekkiego wstrzasnienia kula dolna usunela sie cokolwiek w kierunku
prostopadtym do §ciany. Jaka szybko§é bedzie miala ta kula, gdy juz ustanie
zetkniecie z gorng? Odp. i\/(;f

Prz. 12. Dwie jednakowe sztaby AB, BC sa polaczone przegubem B
i moga sig poruszaé w plaszczyznie pionowej. Punkt A jest nieruchomy, a koniec
C trzymamy na poziomie punktu A w takiem polozeniu, z¢ kat ABC jest prosty.
Kuazda sztaba wazy Q. Wyznaczyé reakcejg, ktéra wystapi w przegubie B w chwili

wyswobodzenia konca C. Odp. g\/,; 8 :

Prz. 13. Kula, wazaca Q, lezy na plaszczyznie poziomej; jest ona rozciela
plaszczyznami, przechodzacemi przez érednice pionows, na nieskonczenie wielkg
liczbe dzialek, ktére utrzymuje w calosci stosowna opaska. O ile zmniejszy sic
odrazu reakcja plaszczyzny, gdy przetniemy opaske? Odp. Reakcja zmniejszy

] 457

sig 05, Q.

i © 9048
W dzialce lub w klinie kulistym odleglosé srodka ciezkofci od krawedzi
, 3nasina , o, - ”

wynosi ‘lga. , gdzie a oznacza promien kuli i 2« kat klina.

Prz. 14. Kule jednorodng polozono prawie na samym wierzchotku innej
kuli nieruchomej i zupelnie chropowatej. Jaki kat bedzie tworzyla z pionem linja
srodkéw w chwili, gdy kule przestana si¢ stykaé?

Oznaczmy promienie kul ruchomej i stalej przez a i b, szybkosé katowa,
. z ktoéra linja &rodkéw obraca sie kolo érodka kuli nieruchomej, przez © i szyb-
kosé katowa kuli ruchomej przez ». Znajdziemy latwo, ze (a+5)2 - qu.
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Oznaczamy préez tego przez R reakcje normalna, przez F sile tarcia,
przez m masg kuli ruchomej i wreszcie przez i kat, ktéry linja érodkéw tworzy
z pionem w chwili #, gdy jeszeze istnieje zetknigcie. Otrzymamy z latwoscia
nastepujgce réwnania ruchu kuli:

dQ
m(a-i- b) = mgsin i) — F,

m(a -+ b)2*— mgcos /) — R,
2ma® dw
'5— “‘W = Fa.

10g(1 — cos 1)
~ Na-+b)
otrzymaé bezposrednio przy pomocy zasady sil Zywych. Wstawiwszy te wartosé
do drugiego z réwnan powyzszych i zakladajac R ==0, znajdziemy, ze w chwili

Z pierwszego ! ostatniego wypadnie, ze 2 = To samo moznaby

rozejscia si¢ kul cos?d =11,
Prz. 15. Cylinder kolowy o promieniu a, wirujacy okolo osi z szybkoacia
katowa ®,;, polozono ostroznie na podlodze; wspolezynnik tarcia = f. Zbadaé

dalszy ruch cylindra.

w . J

Poslizg bedzie trwal % sekund. Od tego czasu cylinder si¢ toczy, i po-
g

migdzy szybkoScia $rodka cigzkoici a szybkoScia katows zachodzi znany zwigzek.

W tym okresic sila tarcia jest zerem; wynika to stad, ze inaczej réwnania ruchu

przy zadnej szybkosci nie bylyby spelnione (poréw. takze par.113 prz. 1). Szyh-

v ; e o= aw,
koS¢ postepowa w okresie drugim jest stala i réwna —&°.

3
16. Obrgez kolowa o promieniu a, wirujaca w plaszezyznie pionowej okolo
swego Srodka z szybkoicia ®,, ustawiono na réwni pochylej styeznie do linji
najwickszego spadku, i kierunek szybkosci katowej jest taki, ze sila tarcia dziala
w gorg. Zbadaé ruch obreczy w przypadku, gdy kat nachylenia réwni jest réwny

av,

katowi tarcia ¢. Odp. Srodek pozostaje w spokoju sekund, a nastepnic
gsing

: . - . gsing
schodzi na dél z przyspieszeniem S

Prz. 17. Kula jednorodna o masie M lezala na chropowatym stole, ady
w koncu jednej z jej Srednie poziomych przymocowano punkt materjalny o masie m.
Jaki powinien byé co najmniej wspélezynnik tarcia pomiedzy stolem i kula, aby
5(M -+ m)m
17T Min+5m*”

Rozwigzanie mozna oprzeé na twierdzeniu, przytoczonem w paragrafie 67.

ta zaczela sic toczyé? Odp. T

ZnalezliSmy tam, ze przyipieszenie tego punktu ukladu, ktéry jest w danej chwili
srodkiem chwilowym = cv, gdzie ¢ oznacza tak zw. szybkos¢ srodka chwilowego.
W poczatku ruchu, gdy o — 0, przySpieszenie jest zerem.

Prz. 18. Pélkula jednorodna o masie M i promieniu a stoi podstaws do
gory na plaszezyinic poziomej. Na podstawie, zupelnie gladkiej, polozono punkt
materjalny o masie m w odleglosci ¢ od érodka. Jaki powinien byé co najmniej
wspélezynnik tarcia potkuli o plaszezyzne, aby pélkula zaczela sie toczyé?

25mac

Odb- 56 H+ mya? F40mc*
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\

Prz. 19. Do gladkiej plaszczyzny poziomej jest przybita listwa w ksztalcie
pewnej krzywej, a po je¢j stronie wkleslej lezy pierscien o promieniu a, stykajac
si¢ w punkcic A. Promien krzywizny listwy jest wszedzic wigkszy od @, a wspdl-
czynnik tarcia pierscienia o listwe == /. Pierscien otrzymuje szybkosé w kierunku
wspolne] stycznej i zaczyna si¢ toczyé, gdy punkt zetknigcia znalazt sie w B.
Wyznaczy¢ kat pomigdzy normalnemi do listwy w punktach 4 i B. Odp. Kat

szukany z{é;— :

Prz. 20. Wewnatrz pustego cylindra o osi poziomej i promieniu b toczy
sig inny cylinder o promieniu a.. Wyznaczyé dlugosé prostego wahadla, ktérego
okres wahan jest réwny okresowi wahan plaszczyzny, przechodzacej przez osi
obydwéch cylindréw (zob. prz. 5). Odp. 5(1,2:_ 2) }

125. Naprezenia sztab. Niech bedzie sztaba 4B, porusza-
jaca sie w jakikolwiek sposéb pod dzialaniem sil. Wyobrazmy
sobie, ze w pewne] chwili sztaba ta sie zerwala lub zlamala
w punkcie C. Fakt ten wogédle wywrze wplyw na dalszy ruch
czesci AC i1 CB. Czesci te beda od owej chwili poruszaly sie
inaczej, niz by sie poruszaly, gdyby zerwanie nie nastapilo.

Aby si¢ o tem przekonaé¢ przypusémy, ze sztaba tworzy linje
plaska i ze porusza si¢ w swej plaszczyznie, przyczem zadne sily
na nia nie dzialaja. W takim razie Srodek ciezko$ci porusza sie
po linji prostej z szybkoscig stalg, a-sztaba obraca sie okolo tego
srodka ze stalg szybkoscia katows. OczywiScie torem $rodka
ciezkosci czgsci CB jest cykloida wydluzona lub skrécona, a szyb-
kosé zmienia si¢ co do wielkosci i kierunku; gdy sztaba sie zerwie
w punkcie C, to ruch tego $rodka stanie si¢ odrazu prostolinio-
wym i jednostajnym. '

Z tego wynika, ze przed zerwaniem cze$¢ AC wywierala
wplyw na ruch czesci CB, czyli wywierala na nig pewne sily.
Sily te sa przylozone w punktach zetkniecia tych czesci, t. j. .
w punktach przekroju C, i nazywajg sie zazwyczaj naprezeniami
w przekroju C.

Doswiadczenie wskazuje, ze naprezenia nie moga przekra-
cza¢ pewnych granic, zaleznych od wielkosci przekroju, oraz od
materjalu sztaby. Gdy naprezenia dochodza do tych granic, to
sztaba si¢ lamie lub zrywa. Kazdy mechanizm powinien byé tak
zbudowany, aby w kazdej z jego czesci podczas biegu naprezenia
trzymaly si¢ zdala od owych granic, a zatem wyznaczanie napre-
zen, powstajacych podczas ruchu jest sprawa duzej donioslosci
w technice. :
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Rozwazymy to zagadnienie jedynie dla tego przypadku, w kté-
rym sztaba jest plaska, i ruch jej jest plaski, przyczem moga na
nig dzialaé jakiekolwiek sily w plaszczyznie ruchu.

Sily, ktére czesé AC wywiera na CB, dadza sie sprowadzié
do sily wypadkowej oraz pary wypadkowej; za srodek redukciji
obiera sig zazwyczaj jeden z punktéw przekroju C. Site wypad-
kowa rozkladamy na dwie skladowe S, i S, w klerunku stycznej
do sztaby i w kierunku normalnej. Pierwsza nazywa sie silg roz-
ciggajqcq, druga silg Scinajqcq. Para wypadkowa zowie sie parg
zginajgcq; moment jej oznaczymy przez N. Tak wiec zadanie
sprowadza sie do wyznaczenia sit .S, i S, oraz momentu N.

Poniewaz ruch sztaby jest znany, mozemy przeto wyznaczyé
przyépieszenie §rodka ciezkosci czesci CB. Przyspieszenie to wy-
wolujg oczywiscie sily S, 1 S, wraz z temi silami zewnetrznemi,
ktérych punkty przylozenia nalezg do czesci CB. Biorac rzuty na
dwa kierunki, otrzymamy dwa réwnania, z ktérych dadza sie
wyznaczy¢ niewiadome .S; i S, . Dojdziemy do tego samego, roz-
wazajac przyrosty, ktére przybiera wektor G czesci CB.

Aby otrzymaé moment N wyznaczamy naprzéd wektor H
czesci CB wzgledem jej $rodka ciezkosci, albo raczej wzgledem
prostej, przechodzacej przez ten punkt i prostopadlej do pla-
szczyzny ruchu. Przyrost elementarny tego wektora wytwarza szu-
kany moment N oraz momenty sil, dzialajacych na CB, wlaczajac
W to znane juz naprezenia S, i .S, , wzgledem $rodka ciezkosci CB.
Z réwnania momentéw znajdziemy moment V.

Mozna dla chwili # wyznaczyé moment NV odrazu, nie majac
jeszcze naprezen S;i S,. W tym celu nalezy braé wektor H nie
wzgledem srodka ciezkosci czesci CB, lecz wzgledem punktu C.
Wprawdzie punkt ten jest ruchomy, ale w ciagu df sek. zmieni
on nieskonczenie malo polozenie, i gdy chodzi o parg zginajacg
jedynie w chwili #, to mozemy postepowaé tak, jak gdyby byt
nieruchomy. W takim razie sily S, i S. nie wytworza Zadnych
przyrostéw wektora H,. gdyz momenty ich wzgledem C sg zerami
1 wypadnie uwzgledni¢ jedynie sily zewnegtrzne, dzialajgce na
czesé CB.

Przypusémy dla przykladu, Ze sztaba jest prosta i zadne sily
na nig nie dzialaja. Mase je] oznaczmy przez M, dlugosé przez
2a i szybkosé katowa przez 'w. Przekréj C obierzmy w odleglosci x
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od konca A. Znajdziemy, e masa czesci BC wynosi 1-2‘%-(2(1 — ),

a odleglos¢ jej srodka cigzkosci od srodka sztaby %
Wyznaczamy naprzéd przyspieszenie §rodka czesci BC. W tym
celu rozwazamy ruch jego wzgledem $rodka sztaby. Jest to ruch
obrotowy o stalej szybkosci katowej w, a zatem przyspieszenie
wzgledne styczne jest zerem; istnieje tylko przyspieszenie nor-
malne, wynoszace k%} Przyspieszenie unoszenia, a takze przy-

$pieszenie Coriolisa sa zerami, a zatem przyspieszenie calkowite

Xiv?
2

Z tego widaé, Ze naprezenie S$cinajagce jest zerem, a roz-
ciagajace

wynosi i jest skierowane wzdluz sztaby do jej Srodka.

S, = Mx(2a— x)w* .
4a
Znajdziemy bez trudnosci, ze naprezenie to jest najwieksze dla
x = a, czyli w $rodku sztaby. Wynosi ono tam M‘Z”-.

Aby wyznaczyé pare zginajacg /V rozkladamy ruch czesci
BC na ruch obrotowy okolo jej srodka i na ruch postepowy.
' Pierwszy odbywa sic ze stalg szybkoscia katowa, zatem wektor
H nie przybiera zadnych przyrostéw, a poniewaz moment sily
S, wzgledem $rodka. ciezkosci czeSci BC jest réowny zeru, przeto
i moment NV jest zerem.

Tak wiec w sztabie panuja jedynie naprezenia styczne, a z tego
wynika, Ze opisany ruch moglaby mieé¢ takie wiotka linka, albo
lancuch.

Prz. 1. Sztaba OA o diugosci 2a i masie M moze sig obraca¢ w plaszezyznie
pionowej okolo osi poziomej, przechodzacej przez koniec O. Ustawiamy sztube
poziomo, a nastgpnie pozostawiamy j3 samej sobie. Wyznaczyé naprezenia w do-
wolnym punkcie P.

Oznaczmy odleglosé OP przez x, a srodek czgsci PA przez C. W takim

X+ 2a
2

. .M "
razie masa czgsci AP wynosi 2‘('211 —.x), a OC - . Gdy sztaba tworzy
a

z poziomem kat #, to

M x4 2a Mg, i
2;(2(1 — x). 50 S, — 25(2(1 — x)sint,



= U =

1 %(20 — x). % -I; aa lf;—: = S, glf(?a — x)cosil.
‘ : ind . du )

Z par. 113 wiadomo, ze w? -B%L 1 %ﬁ:ig:;zsl) , zatem

S Mgsin) (2a — x) (3x-1-10a) e Mgcos # (2a— x) (3x —2a)

D= 8a? 16a®
Da]e; (2a v)k-@ =5 —2—0— —- + N, gdzie k-—gal;x): , a zatem
Mgx(2a— x)*cos i} f)
N 16a®

. d s . : . 2a

Zakladajac . 0, znajdziemy, ze /N osigga maksymum dla x — 3
»

Tak wige najwigksza para zginajaca dziala w przekroju, odleglym od €
o trzecig czgsé dlugosci sztaby. Tutaj tez najprawdopodobniej sztaba si¢ zlamic.
Moment zginajacy jest najwiekszy, gdy # — 0, czyli gdy sztaba zajmuje jeszcze
polozenie poziome. Woéwezas w owym przekroju niebezpiecznym N 21;”%,"
as,— N, 0

Prz. 2. Sztywna obrgez kolowa, przecigta w punkcie 4, toczy sie na chro-
powatej plaszczyznie poziomej. Wyznaczyé to polozenie $rednicy AB, w ktérem
moment zginajgcy w przekroju B obrgezy jest najwigkszy.

Przypusémy, ze érednica AB w rozwazanej chwili tworzy z poziomem
kat ), i oznaczmy Srodek ciezkosci gérnego pélkola, opartego na AB, przez C.
a irodek obrgezy przer O. Szybkosé katowa obrgezy jest stala, a zatem przy-
épieszenie punktu C wynosi OC. »* i ma kierunek CO (prz. 5, par. 61). Wektor
11 potkola AB wzgledem C nie przybiera przyrostu, a zatem suma moment:w
sit S,, S, (dzialajacych w B) wzgledem C wraz z momentem N jest zerem:
wyznaczywszy wiec S, i S, znajdziemy latwo moment M.

Mozna takze wyznaczyé N bezposrednio. Wypadkowa sit S,, S, mg oraz
pary N jest m. OC. »* gdzie m oznacza mase pélobreczy AB; zatem moment
tej ostatniej sily wzgledem dowolnego punktu jest rowny sumie momentéw sit
S,, S,, mg wraz z momentem N. Biorac momenty wzgledem B, nie wprowa-
dzimy sit S, 7 S, .

Moment zginajacy w B jest najwickszy, gdy punkt ten lezy wyzej od A4,

30 ; . 2
i érednica AB tworzy z poziomem kat arctan .
113

Prz. 3. Drut AB, zgiety w formie pélkola, obraca si¢ okolo konca A4 ze
stalg szybkoseia katowa na gladkiej plaszczyznie poziomej. Wyznaczyé punkt €
drutu, w ktérym dziala najwickszy moment gnacy. Odp. Kat centralny ¢, odpo-
wiadajacy lukowi AC, czyni zadosé réwnaniu tan ¢ — = — q,

Prz. 4. Sztaba ma postaé czeici krzywej r==a(l - cos¢), a mianowicie
czgsci, polozonej po jednej stronie osi biegunowej, i obraca sig ze staly szybkoscis
katowa © okolo bieguna. Jednostka dlugosci sztaby posiada mase p1; wyznaczyé

pare zginajaca w punkcie sztaby, dla ktérego ¢ — ; . Odp. 12V2511_f:)”ai'_
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Niechaj A oznacza punkt, o ktéry chodzi, i B koiiec sztaby, polozony na
osi biegunowej. Na czei¢ AB dzialajg sily rozciggajaca i Scinajaca w A oraz
para zginajaca /V. Réwnowaza one sily odwrotne do czynnych, t. i. sity odwrotne
do normalnych wszystkich elementéw tej czesci. Biorac momenty wzgledem A,
wyznaczymy /V odrazu przy pomocy calkowania.

Prz. 5. Konce sztaby o masie M musza pozostawaé na dwéch gladkich
prostych x i y, tworzacych kat prosty. Na sztabe nie dzialaja zadne sily précz
reakcyj w koncach, i w pewnej chwili srodek jej posiadal szybkosé v. Wyznaczyé
moment zginajacy w Srodku w funkcji kata, ktéry sztaba tworzy z prosta .
Odp. Muv2sin2) )

4

Prz. 6. Konce dwéch drutéw o jednakowych dlugosciach i masach sg
przytwierdzone do osi w punktach 4 i B. Jeden drut ma ksztalt pélkola, a drugi
¢wiartki okregu, i obydwie te krzywe sg polozone w plaszczyznach prostopadlych

do osi AB, ktéra obraca si¢ wraz z drutami z szybkoicia katowa m. Wyznaczyé
stosunek momentow gnacych, ktére wystapia w koricach A i B w chwili gwal-
T2

W A wystapia sily chwilowe S, 1.5, oraz para chwilowa o momencie /.

townego zatrzymania ukladu. Odp. 4

Sily te zniwecza wektor G drutu, a para wektor H; z tego wynika, ze miarg
momentu NV jest wektor H, 1 szukany stosunek jest réwny stosunkowi momentéw
ilosci ruchu (par. 117). Daje si¢ dowiesé, ze w A i B wystepujg wieksze mo-
menty zginajace, niZz w innych punktach odnosénych drutéw, a zatem odwrotncsé
szukanego stosunku mozemy uwazac za stosunek odpornosci obydwéch drutéw
na zlamanie podczas zatrzymywania. ‘

Prz. 7. Dwie korby réwne i réwnolegle, kazda o dlugosci r, sa polaczone
zapomoca przegubéw sztaba o dlugosci 2a i masie M. Szybkosé katowa korb
jest stala i réwna . Wyznaczyé najwiekszy moment zginajacy w sztabie. Odp.
Mare*:

4

; dziala on w $rodku ' sztaby w chwili, gdy ta jest prostopadta do korb.

Prz. 8. Sztaby OA i AB sa polaczone sztywno w A pod katem prostym
i obracaja sig¢ okolo O w plaszczyznie OAB ze staly szybkoscig katowa .
Dlugosé sztaby AB jest réwna a, i waga Q; wyznaczyé moment zginajacy
Qo*ax

w przekroju C sztaby OA, polozonym w odleglosci x od O. Odp. %
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