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PRZEDMOWA
DO PIERWSZEGO WYDANIA

Ksiazka niniejsza zawiera wyklad cynematyki i dynamiki, odpo-
wiadajacy w giéwnych rysach kursowi, ktéry wyglositem w r. 19167
na wydziale Budowy Maszyn Politechniki Warszawskiej. Jest to
wiec wyklad mechaniki teoretycznej (z pominigciem statyki), przy-
stosowany do potrzeb technika i skutkiem tego odbiegajacy dosé
daleko od wielu podrecznikéw, ktére uwzgledniajg raczej potrzeby
astronoma i fizyka. Dotyczy to w réwnej mierze tresci jak i me-
tody. Liczac sig wigc z potrzebami wspélczesnego inzyniera, po-
swigcilem stosunkowo duzo miejsca cynematyce ciala sztywnego,
reakcjom w lozyskach i przegubach, naprezeniom, powstajagcym
w ciele podczas ruchuit.d. Co sie tyczy metody to dawalem wsze-
dzie, gdzie to bylo mozliwe, pierwszenstwo metodzie geometrycznej,
gdyz zdaniem mojem jest ona dla danego celu odpowiedniejsza od
analitycznej. Opanowanie nalezyte aparatu analitycznego jest rzecza
nielatwa | wymaga dlugiej pracy, na ktéra nie kazdy technik moze
si¢ zdoby¢é. Kto zaé nie wlada w dostatecznym stopniu metoda,
temu zawilosci rachunku przysfaniaja czesto badane zjawisko. Me-
toda geometryczna ujmuje rzecz bardziej bezposrednio i skutkiem
tego daje wyrazniejszy obraz zjawiska zwlaszcza dla umysléw mniej
wyszkolonych matematycznie.

Przy studjowaniu mechaniki niezbedne sg ciagle c¢wiczenia,
gdyz tylko tg droga uczacy si¢ moze osiggnac calkowita asymi-
laci¢ poznanej teorji i zapanowaé nad zjawiskami mechanicznemi.
Pragnac dostarczyé czytelnikowi materjalu do éwiczen, zebralem
w ksigzce kosztem niemalej pracy pokaing liczbe zadan, starajac
sig, aby byly interesujace i istotnie ksztalcace, t.j. aby nietylko
rozwijaly wprawe w stosowaniu wzoréw i metod, lecz aby jedno-
czesnie wzbogacaly wiedzg mechaniczng czytelnika. Zadania te
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nie stanowig odrebnego zbioru, lecz sa umieszczone w réinych
rozdzialach tak, ze czytelnik, poznawszy nowe twierdzenie, znaj-
duje zaraz materjal do stosownych éwiczen. Czerpalem je z réz-
nych zZrédel. Niektére z nich sa mego wlasnego pomystu, inne
zapozyczylem z dziel Appella, Castellano, Wittenbauera, Crabtree,
Besanta, Waltona, Routha, Whittakera, Graya, Love’a i innych;
" przewazna cze$é, zwlaszcza z dynamiki, jakkolwiek zaczerpnigta
przezemnie z dzie! wymienionych autoréw, pochodzi z aktéw egza-
minacyjnych uniwersytetéw angielskich.

Do zrozumienia ksiagzki potrzebna jest znajomo$é zasad ra-
chunkéw rézniczkowego i calkowego wraz z elementami réwnan
rézniczkowych, a takze podstawowych twierdzen statyki.

Warszawa w grudniu 1917 r.
AUTOR.

DO DRUGIEGO WYDANIA

Wydanic drugie rézni sie w dos$é licznych szczegélach
od pierwszego; zmiany mialy na celu uczyni¢ wyklad prostszym
i przejrzystszym. Précz tego pomnozylem liczbe zadan, zwlaszcza
cynematycznych. Zaczerpnalem je w znacznej czesci z ksiazki

M. Griiblera ,,Getriebelehre.

Warszawa w pazdzierniku 1921 r.

AUTOR.
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WSTEP

1. Skalary. Wielkosci, z ktéremi mamy do czynienia w me-
chanice, mozna podzieli¢ na dwie kategorie: skalary i wekiory.

Skalar jest to wielko$é, nie pozostajaca w zwigzku z zadnym
okreslonym kierunkiem przestrzeni. Daje si¢ ona calkowicie okreslié
jedng liczbg jednostek znanych. Tak np. skalarem jest czas. Gdy
powiedziano, ze pewne wydarzenie trwalo tyle a tyle godzin czy
minut, to czas trwania tego wydarzenia jest catkowicie okreslony.

Zamiast podawa¢ liczbe, mozna wskazaé odcinek odpowiedniej
skali. Skala taka urzadza si¢ na linji prostej, albo na jakiej innej
linji. Pewna znana dlugo$é, odmierzona na tej linji, odpowiada
obranej jednostce. Skala czasu urzadza sie najczesciej na okregu

kola i zazwyczaj godzinie odpowiada luk dlugosci

r oznacza promien kola.

ﬂg , gdzie

Précz czasu do skalaréw naleza masa, praca, sita zywa, po-
tencjal i in.

2. Wektory. Wektor jest to wielkosé, pozostajaca w zwigzku
z pewnym kierunkiem przestrzeni. Wektor nie daje sig catkowicie
okresli¢ zapomoca jednej liczby, gdyz trzeba jeszcze wskazaé 6w
kierunek. Tak wiec wektor nalezy okresla¢ pod wzgledem wiel-
kosci i pod wzgledem kierunku.

Prostym przykladem wektora jest przesuniecie jakiego$ drob-
nego przedmiotu, powiedzmy punktu ruchomego. Dajmy na to, ze
punkt ten zajmuje znane polozenie A i wiadomo, ze ma byé prze-
suni¢ty o 3 metry. Dane te nie okreslaja jeszcze przesunigeia,
gdyz na ich zasadzie nie umieliby$my. wskazaé, gdzie znajdzie sig
punkt ruchomy po dokonaniu przesuniecia. Wiadomo jedynie, ze

nowe polozenie znajduje sie gdzies na powierzchni kuli, zatoczo-
nej z punktu 4 promieniem 3 m.

Nauka o ruchu. : 1
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Jezeli poslugujemy si¢ metodami analitycznemi, to okreslamy
kierunek przesunigcia lub wogdle kierunek wektora tak, jak to
sie robi w geometrji analitycznej, t. j. zapomoca ‘odpowiednich
katow kierunkowych. Jezeli stosujemy metody wykredlne, to okre-
§lamy kierunek wektora odcinkiem prostej, na ktérym jeszcze
wskazaé potrzeba, w ktéra strong jest zwrécony wektor. Jezeli
wiec odcinek MN ma okresla¢ kierunek przesunigcia, to nalezy
wskazaé, np. zapomoca grotu, czy przesunigcie ma si¢ odbyé
w strone od M do N, czy tez w strong odwrotna. W przypadku
pierwszym punkt M zowie si¢ poczqtkiem odcinka, a N korncem.

Pod wzgledem wielkosci wektor okresla sie tak samo, jak
skalar, a wiec liczba albo dlugoscia, wskazang na skali. Dogodnie
jest odznaczaé te dlugc$é na tym samym odcinku, ktéry ma wska-
zywaé kierunek, albo wprost nadawacé odcinkowi temu taka wla-
$nie dlugosé. Odcinek taki okresla wektor nietylko co do kierunku, -
ale 1 co do wielkosci.

Przypusémy dla przykladu, Ze na przyjetej skali przesunigé
przesunigciu jednego metra odpowiada jeden centymetr. W takim
razie przesuniecie, o ktérem wyzej byla mowa, bedzie calkowicie
okreslone odcinkiem MM, wskazujacym kierunek przesuniecia i po-
siadajgcym dlugosé¢ 3 cm. ;

Do kategorji wektorow naleza: sila, moment, szybkosé, przy-
Spieszenie 1 t. d.

3. Rodzaje wektoréw. Przesunigcie punktu ruchomego z da-
nego polozenia A nazywamy wektorem, zwiqzanym z punktem A.
Umoéwiono sie obieraé poczatek odcinka MN, ktéry ma okreslaé
przesunigcie, wlasnie w tym punkcie A. Tym sposobem, majac
dany odcinek MMV, nietylko znamy przesuniecie co do wielkosci
i kierunku, ale wiemy jeszcze, z jakiego polozenia wyrusza punkt
przesuwany.

Przypusémy teraz, ze chodzi o przesunigcie nie punktu, lecz
cienkiego, sztywnego i prostego preta, powiedzmy linji prostej,
w kierunku tejze prostej. OczywiScie wszystkie punkty tej prostej
doznaja jednakowych przesunigé zaréwno pod wzgledem wielkosci,
jak i kierunku. Gdy znamy przesuniecie jednego, to znamy prze-
suniecie i wszystkich innych, a zatem takie przesuniecie prostej
mozemy calkowicie okresli¢ zapomoca jednego odcinka. Poczatek
tego odcinka obierzemy naturalnie w jednym z punktéw przesu-
wane] prostej, w ktérymkolwiek, bo zaden nie wyréznia si¢ z po-
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$réd ogétu. Oczywiscie i caly odcinek bedzie lezal na tejze prostej.
Takie przesuniecie prostej wzdluz tej prostej nazywamy wektorem,
zwiqzanym z iq prosiq.

Dajmy teraz na to, ze przesuwa sig cala bryla, przyczem
wszystkie jej punkty doznaja przesunigé jednakowych, zaréwno co
do kierunku jak i co do wielkosci. Poczatek odcinka, okreslaja-
cego takie przesuniecie, mozemy obraé w dowolnym punkcie prze-
slrzeni, uwazajac, ze bryla rozciaga si¢ w przestrzeni nieograni-
czenie. Takie przesuniecie bryly nazywa si¢ wektorem swobodnym.

Wektory wogdle dziela sig na trzy kategorje: wektory, zwia-
zane z punktami, wektory, zwiazane z prostemi, i wektory swo-
bodne. Wektor, zwiazany z punktem, lub raczej odcinek, okreslajacy
ten wektor, posiada zupelnie okreslone poloienie w przestrzeni.
Wektor, zwiazany z prosta, musi pozostawaé- na pewnej okreslonej
prostej, ale mozemy go na niej przenosi¢ dowolnie ; wektor swo-
bodny mozemy dowolnie przenosi¢ w przestrzeni.

4. Przyklady. Pojecie sily uwazamy za znane ze statyki.
Sita posiada kierunek, a wiec jest to wektor, i, jak wiadomo,
mozemy ja calkowicie okredli¢ zapomoca odcinka. Chodzi teraz
o to, do ktérej z trzech wyzej wymienionych kategory] wektoréw
wypada zaliczy¢ sile.

Zapomocy tego wektora daje si¢ w pewnych razach calko-
wicie okresli¢ mechaniczne dzialanie jednego ciala na drugie, jak
np. w tym razie, gdy cialo 4 dziala na cialo B przez bezposred-
nie zetkniecie, przyczem ciala te stykajg sie¢ tylko w jednym
punkcie M. Wyobrazamy sobie, ze bezposredniemu dzialaniu ciata
A podlega tylko ten element ciala B, do ktérego nalezy punkt M.
Na inne élementy dzialanie przenosi sie za pos're‘dnictwem pola-
czen, ktére istnieja pomigdzy niemi. Punkt M nazywamy punktem
przylozenia albo punktem zaczepienia sily. Prosta, przeprowadzona
przez punkt przylozenia w kierunku sily, zowie si¢ liniq dziata-
nia sily.

Skutki dzialania sily zaleza nietylko od jej wielkosci i kie-
runku, ale takze od punktu przylozenia. Gdyby$my przeniesli punkt
przylozenia do jakiegos inneg-o punktu, polozonego na linji dzia-
tania lub gdzie indziej, to wogéle skutek bylby inny. Aby si¢ o tem
przekonad, wyobrazmy sobie sznur, lezacy na podlodze i tworzacy
linje prosta MN. Przylézmy do konca V silg, dzialajaca na prostej
MN i zwrécong od M do N czyli nazewnatrz. Caly sznur zacznie

1‘-
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sie poruszaé¢ wzdluz prostej MN. Gdybysmy taka samg silg, dzia-
lajaca na tejze prostej w tym samym kierunku, przylozyli do konca
M, to oczywiscie wywolalaby ona zupelnie inny ruch sznura.

Z tego wynika, ze sila jest to wektor zwigzany z punktem.

Twierdzenia o silach, znane ze statyki, dotycza przewaznie
tak zw. ciafa sztywnego, t. j. ciala, ktére nie odksztalca si¢ pod
dzialaniem sil. Cialo sztywne jest to abstrakcja, do ktérej jedynie
mniej lub wigcej zblizajq sig takie ciala, jak zelazo, kamien, drzewo,
gdy dzialajace na nie sily nie sg zbyt wielkie. Jezeli sila dziala
na cialo sztywne, to skutki jej nie ulegaja zmianie, gdy przeno-
simy punkt przylozenia na linji dzialania. W tym wigc razie sila
jest wektorem, zwigzanym z prosta.

W statyce ciala sztywnego mamy précz sily inne zasadnicze
pojecie, a mianowicie pare sif. Zazwyczaj definjujemy pare, jako
uklad dwéch sit réwnych, réwnoleglych i zwréconych w strony
odwrotne. Trzy sa odrdzniajace znamiona pary: plaszczyzna dzia-
lania, zwrot czyli kierunek, w ktérym para usiluje obrécié cialo,
i wreszcie moment czyli iloczyn z jednej sily przez ramie. Wia-
domo, Ze wszystkie te znamiona dadza si¢ wyrazi¢ zapomocy
jednego odcinka, opatrzonego grotem. Odcinek ten jest prosto-
padly do plaszczyzny pary, jest zwrécony tak, ze dla osoby, pa-
trzacej od konca do poczatku, zwrot pary pozostaje w zgodzie
z ruchem wskazéwki zegara, a dlugo§¢ odcinka wyraza w odpo-
wiedniej skali wielko§¢ momentu. Z tego wynika, ze para jest to
wektor tak, jak sila.

Wiadomo, ze dwie pary, dzialajace w plaszczyznach réwno-
leglych, zwrécone zgodnie i posiadajace momenty réwne, wywie-
raja skutki jednakowe. Para zatem nie pozostaje w zwigzku
z Zadnym szczeg6lnym punktem ani Zadng szczegélng prosta.
Poczatek odcinka, okreslajacego pare, mozna obieraé¢ dowolnie
w przestrzeni, a wigc para jest to wektor swobodny.

5. Suma geometryczna. W zakres mechaniki wchodza za-
gadnienia, w ktérych mamy pewna liczbe wektoréw, a chodzi
o wyznaczenie nowego wektora, stojacego z danemi w okréslonym
zwigzku. Zagadnienia tego rodzaju daja sig czesto sprowadzi¢ do
pewnych dzialan typowych, ktére mamy wlasnie poznaé.

Niech beda dwa wektory P=0OA i Q=O0B, majace wspéSlny
poczatek O. Moga to byé wektory, zwigzane z punktem O, alba
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wektory, zwiazane z prostemi OA i OB, albo wreszcie wektory
swobodne. Wyznaczamy nowy wektor R w sposéb nastepujacy.
Prowadzimy z kofica 4 wektora
P odcinek AC réwny i réwno-
legly do OB. Otéz poczatkiem
wektora R ma byé punkt O,
a koncem punkt C.
Wyznaczanie takiego wek-
tora R nazywa sie dodawaniem
geometrycznem, a wektor R
nazywamy sumgq geometryczng, Fi. 1.
albo wektorem wypadkowym,
albo wreszcie wprost wypadkowqg wektorow P i Q, a te dwa
ostatnie wekforami skladowemi wektora R. Pisze sie symbolicznie

R=P+Q.

W réwnaniu tem znaki = i + maja inne znaczenie niz w algebrze
zwyklej, czyli w algebrze skalaréw.

Z figury wynika bezposrednio, ze moglibysmy réwniez otrzy-
maé wektor R, prowadzac z punktu B odcinck BC, réowny i rowno-
legly do OA, a zatem wektory skladowe sa réwnouprawnione
1 w sumie P+ Q porzadek skladnikéw nie odgrywa zadnej roli.
Wyrazimy to symbolicznie, piszac

P+Q=Q+P.

Wektor wypadkowy R mozna takie wyznaczyé jako prze-
katnie réwnolegloboku, zbudowanego na wektorach skladowych.

Niech beda teraz wektory
P, P, P,.... P, posiadajace
wspélny poczatek O i polozone
jakkolwiek w przestrzeni (a wiec
niekoniecznie w jedne] plaszczy-
znie). Wyznaczamy nowy wektor
R w sposdb nastepujacy. Z konca
A, wektora Py prowadzimy odci-
nek A;As, réwny i réwnolegly do
wektora Pz, z punktu A4, prowa-
dzimy odcinek réwny i réwnolegly
do P; it.d.; ostatnim bedzie od-
cinek A,-1 A, réwny i réwno-
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legly do P,. Utworzy sie¢ w ten sposéb wielobok O 4, A4,....4,.
Poczatkiem szukanego wektora R ma byé O, a koncem A,. Wek-
tor R zowie sie sumg geometryczng albo wektorem wypadkowym
wektoréw Py, Py, Pi.... P,. Piszemy

SE AR e TR (1)

I tu suma R nie zalezy od porzadku skladnikéw ani pod
wzgledem wielkos$ci, ani kierunku. Aby to uzasadnié, dostatecznem
bedzie okazaé, ze przestawienie dwéch ktérychkolwiek nastepuja-
cych po sobie skladnikéw, np. P, i P,, nie wywiera wplywu na
sume, bo, przestawiajac zkolei odpowiednio po dwa sasiednie
skiadniki, mozna otrzymaé dowolny porzadek.

Na fig. 2 widzimy wektory P i P; oraz réwnolegle do nich
boki A;A4; i A:A, wieloboku. Boki te mozna zastapi¢ odcinkiem
A, A4,, skutkiem czego oczywiscie nie zmieni polozenia punkt A4,,
a wiec i wektor R. Lecz odcinek A4,4; jest rowny i réwnolegly
do sumy geometryczne] wektoréw P, P, ktéra oznaczono przez
R.;. Zatem R,;=P,+P, i mozemy napisaé

R = FyettRaat P, + .o, (2)

Wektor R,;, jako suma geometryczna dwoéch skladnikéow,
nie zalezy od ich porzadku, jak dowiedliémy poprzednio, a wiec
R., = P, + P.. Wstawiajac to do (2), otrzymamy

=Y e s WA = e e
co wlasnie bylo do dowiedzenia.

Jezeli wszystkie wektory skladowe sa polozone na jednej
prostej, to i wektor wypadkowy bedzie lezal na tejze prosteji be-
dzie réwny sumie algebraicznej wektoréw skladowych. Tak wigc
sume algebraiczng mozemy uwazaé za szczegdlny przypadek sumy
geometryczne;j. !

Czesto bardzo wypada rozwigzywaé zagadnienie odwrotne:
dany jest wektor R, wyznaczyé pewng liczbe wektorow Py, Ps...,
dla ktérych R jest sumg geometryczng, czyli, innemi slowy, rozio-
zy¢ wektor R na wektory skladowe P, P:.... Moga byé przytem
postawione jeszcze inne warunki, ktérym szukane wektory skla-
dowe maja czynié¢ zadosé.

Wszystkie te dzialania sg znane ze statyki, gdzie stosujemy
je do sil i par.

6. Rzuty wektoré6w. W mechanice czesto mamy do czynie-
nia z prostokatnemi rzutami wektoréw na plaszczyzny i proste.
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Rzut taki mozemy zawsze uwazaé za wektor, ktdrego poczatek
i koniec s3 odpowiednio rzutami poczatku i konca wektora rzu-
canego czyli oryginalu.

Niech beda wektory P, P...., posiadajace wspélny pocza-
tek O, lecz polozone jakkolwiek w przestrzeni. Utworzmy wielo-
bok OA,;A;... i wyznaczmy wektor wypadkowy R. Obierzmy
nastepnie dowolng plaszczyzne rzutéw i zbudujmy rzut calej figury
na tej plaszczyznie. Czesci skladowe rzutu bedziemy oznaczali
temi samemi literami, co odpowiednie czesci oryginatu, kreskujac
je dla odréznienia.

Poniewaz rzuty prostokatne dwéch odcinkéw réwnychi réwno-
leglych s3 réwne i réwnolegle, przeto odcinek A,"A," bedzie réwny
wektorowi Py’ i réownolegly do niego, odcinek 4,'A4,” bedzie réwny
i réwnolegly do P,” i t. d. Stad wynika, ze wektor R’ bedzie
sumg geometryczna wektoréw P/, Py .... A zatem rzut wekiora
wypadkowego na plaszczyzng jest sumq geometryczng rzutéw
wektoréw skladowych.

Uczyfiimy teraz rzut tej samej figury na dowolnie obrang 0§
rzutéw. Na osi tej bedziemy odrézniali kierunek dodatni od ujem-
nego, jak si¢ to dzieje' w geometrji analitycznej. Jezeli rzut wek-
tora jest zwr6cony w stroneg dodatnia, to liczbe, okreslajaca ten
rzut, bedziemy uwazali za dodatnia, w razie przeciwnym za ujemna.

Widaé odrazu, ze R’ co do wielkosci i znaku réwna sie
sumie algebraicznej odcinkéw O’A,, A/A,,..., gdzie porzadek
liter okresla znak, ktéry skladnmikowi przypisaé nalezy. Jedli np.
punkt A, lezy po stronie dodatniej punktu 4,’, to odcinek A,"A4,’
uwazamy za dodatni, w razie przeciwnym za ujemny.

Lecz O'A, = P/, odcinek A, A, jest rowny co do wielkosci
i zgodny co do kierunku z P, i t. d., a zatem rzut wekfora wy-
padkowego na o$ jest réwny sumie algebraicznej rzutéw wektoréw
skladowych.

Twierdzeniu temu nadamy postaé réwnania algebraicznego.
W t?'m celu uméwimy sig naprzéd uwazaé za kat pomiedzy wekto-
rem 1 osig ten z dwéch katéw przyleglych, ktérego-obydwa ramiona
biegna od wierzcholka. v
Oznaczmy teraz przez a,, @:...a, katy pomiedzy wektorami
Py, P"z,--.R i osig rzutéw. W takim razie rzuty tych wektoréw
na os .de%, zaréwno co do wielkosci bezwzglednej jak i znaku,
odpowiednio réwne P, cosay, Pycosay,... Rcosa,, gdzie Py, Ps...
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R oznaczaja wielkosci wektorow, a twierdzenie powyisze wyrazi
sie tak:
Rcosa, = Picosa; + Pycosa, +. ...
lub krécej
R cosa, = XPcos a.

7. Metoda analityczna sumowania. Na drugiem twierdze-
niu paragrafu poprzedzajacego jest oparta metoda analityczna wy-
znaczania wektora wypadkowego.

Mamy wiec wyznaczyé pod wzgledem wielkosci i kierunku
wektor wypadkowy danych wektoréw Pi, P...., posiadajacych
wspélny poczatek O. Obierzmy O za poczatek prostokatnego
ukladu wspoélrzednych xyz i oznaczmy odpowiednio przez («571),
(@sfps) . .. katy, ktére dane wektory tworza z osiami, czyli ich
katy kierunkowe. Szukany wektor wypadkowy oznaczymy przez
R, a jego rzuty na osi przez R., R,, R.. Na zasadzie wzmianko-
wanego twierdzenia bedzie

R.=XPcosa, R,= ZPcosf, R.= ZPcosy
i R=\VR:*+R,*+R.:
Oznaczmy jeszcze przez (o, 7.) katy kierunkowe wektora R.
Znajdziemy, ze ’

x

A _Ry W
cos &, = 2 cosp’,—R~, CoS ¥y =

R

Majac R, @, g, i ¥,, znamy wektor wypadkowy co do wiel-
kosci i1 kierunku.

8. Rzut tréjkata. W dalszym ciggu bedzie uzyteczne pewne
twierdzenie geometryczne, ktére przytoczymy na tem miejscu.

Niech bedzie trojkat ABC i jego rzut A’B'C’ na jakakolwiek
plaszezyzng F. Oznaczmy przez S i S’ pola oryginalu™i rzuty,
a przez a kat pomiedzy plaszczyzng tréjkata i plaszezyzng F.
Dowiedziemy, ze

S’'= Scosc.

Rozwazymy naprzéd przypadek szczegélny, gdy jeden z bo-
kéw tréjkata, np. AB, jest rownolegly do F. Jezeli CD jest wyso-
koscig oryginalu, to C’D’ jest wysokoscig rzutu i S'= 14’B’. C'D'.
Lecz A’'B'=AB i C'D'= CDcose, zatem S'=4{AB.CDcosc,
co bylo do dowiedzenia.

Przypusémy teraz, ze tréjkat ABC ma polozenie jakiekolwiek.
PoprowadZmy przez wierzcholek A plaszczyzne réwnolegls do F;
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przetnie ona bok BC w punkcie D i prosta AD bedzie réwno-
legla do F. Oznaczmy teraz przez .S; i S; pola tréjkatow ABD
i ACD a przez S, iS5, pola ich rzutéw. Na zasadzie powyzszego
bedzie S;'= Sicosa i Sy’= S;cosa. Dodajac lub odejmujac te
dwa réwnania i uwzgledniajac, ze S;+.5,;=.5 oraz 5,5, = .5,
otrzymamy zwiazek zadany.

Twierdzenie powyisze daje sie¢ bardzo latwo uogélnié. Przy-
pusémy naprzéd, ze S i .S’ sa odpowiednio polami dowolnego
wieloboku plaskiego i jego rzutu na plaszczyzne F. Wielobok
mozemy podzielié na tréijkaty; stosujgc dowiedzione twierdzenie
do kazdego z nich i dodajac otrzymane réwnania, otrzymamy
znowu S'= Scosc.

Gdy granice figury plaskiej stanowi linja krzywa, to mozemy
uwazaé taka figure za wielobok o nieskonczenie krétkich bokach,
a zatem twierdzenie nasze rozciaga sig do wszystkich figur plaskich.

Przyklad 1. Opierajac si¢ na tem, e kaida elipsq mozna uwazaé za pro-
stokatny rzut kola, dowiesé, ze pole elipsy =mab.

Prz. 2. Pole figury plaskiej jest réwne S, a pola jej rzutéw na plaszczyzny
wspélrzednych ukladu prostokatnego sa Sx, Sy, Sz. Okazaé ze, S2=Sx2-+Sy *+-Sz 2.

Prz. 3. Dane sa w ukladzie prostokatnym punkty A, (x,7,2,), A (x.y.2:),
Ay (x3y,2,) 5 wyznaczyé objetosé czworoicianu 04, 4,4,.

Niech B4, bedzie wysokoscia czworoscianu, (¢fy) jej katami kierunkowemi
i .S polem tréjkata OA4,4,. Mozemy uwazaé BA, za sume geometryczng skiado-

wych BO, x,,y,, z,. Biorac rzuty na BA,, otrzymamy BA,=x,cosa+-y,cosf-}+z,cos7,
a szukana objetosé i

V= §S(x, cos 4y, cosp4-z, cos), lub V=1 (x, Sx+y, Sy-+z, S:).
Pola S, Sy, Sz wyznaczajg si¢ w sposéb znany. Wynikowi mozna nadaé postaé

X Y %

V="%l% 5 =z

A Ui 23
9. Moment wzgledem punktu. W teorjt wektoréw obok
dodawania zasadnicza role odgrywajg dwa dzialania inne. Wyni-
kiem jednego z nich jest wektor, zwany iloczynem wekiorowym,
a wynikiem drugiego skalar, zwany iloczynem skalarowym. Dzia-
lania te wylozymy jedynie w tej postaci, w ktérej beda nam po-
trzebne w dalszym ciggu; nie bedziemy nawet uzywali powyzszych
Hazy ogdlnych, poslugujac sie zamiast tego nazwami moment
1 praca, uzywanemi czeiciej w mechanice. Dzialanie pierwsze roz-

wazymy na tem miejscu, o drugiem bedzie mowa w jednym z roz-
dzialow nastepnych,
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Niech bedzie wektor P=AB, zwiazany z punktem lub prosta,
i niech bedzie précz tego punkt O. Poprowadimy przez O prosta,
prostopadlag do plaszczyzny OAB. Gdy spojrzymy z jakiegos
punktu C tej prostej na plaszczyzne OAB, to zobaczymy, ze wek-
tor P jest, dajmy na to, zwrécony w te strone, w ktéra posuwa
sie koniec wskazéwki zegarowej, obracajacej sie okolo punktu O.
Gdybysmy patrzyli na OAB z innego punktu tejze prostej, polo-
zonego po odwrotnej stronie plaszczyzny, to dla nas zwrot wek-
tora P bylby odwrotny do biegu wskazowki zegarowe;j.

Odetnijmy od punktu O w strong C Pp uméwionych jedno-
stek dlugosci, gdzie p oznacza odleglos¢ wektora P od punktu O
i nazywa sie ramieniem momenfu; innemi stowy odmierzmy na
OC w odpowiedniej skali podwdjne pole tréjkata OAB. Otrzy-
mamy wektor, zwigzany z punktem O; wektor ten zowie sig¢ mo-
menitem wektora P wzgledem punktu O.

Krétko méwiac, moment wektora P wzgledem O jest to wek-
tor prostopadly do plaszczyzny, zawierajgcej O i P, zwrdécony
w fe strone, z kiérej widaé P w kierunku biegu wskazéwki zega-
rowej, a pod wzgledem wielkosei réwny iloczynowi z wektora P
przez ramie.

Oczywiscie moment ani pod wzgledem kierunku ani wielko-
$ci nie zalezy od polozenia wektora P na prostej] AB.

Jezeli punkt O lezy na AB, to moment jest rowny zeru.

Niech beda wektory P,

Y . P.... (typowy wektor P), polo-
zone w jednej plaszezyznie, np.
w plaszczyznie rysunku, i posia-
dajace wspdlny poczatek A. Ich
A wektor wypadkowy oznaczymy
y przez R. Niech bedzie précz tego
i ~ w tejze plaszczyZnie jakikolwiek
Ayl punkt O. Obierzemy O za pocza-
i =  tek prostokatnego ukiadu ws;')(')l-
rzednych, a prosta OA za o$ y.

O$ z obierzemy prostopadle do
plaszczyzny rysunku ; na fig. 3 ma
by¢ ona skierowana w gérg. Oczywiscie momenty wszystkich
wektorow P, Po... R leza na osi z; przypisujemy im znaki =+
lub — stosownie do tego, czy sa zwrdcone w strong dodatnia,

Fig. 3.



czy ujemng tej osi. Oznaczmy jeszcze przez @i, @ ..¢ katy, ktére
wektory Py, Ps...R tworza odpowiednio z osig x, a przez pi, py...r
ich odleglosci od O. Biora¢ rzuty na o$ x, otrzymamy
Rcosgp = ZPcosc.
Mnozymy nastepnie obydwie strony tego réwnania przez OA.
Wypadnie, ze
R . OAcosp==2P. OAcosca.

W réwnaniu tem zawiera si¢ bardzo wazne twierdzenie. Oczy-
wiscie OA cosa co do wielkosci bezwzglednej jest réwne p, a za-
tem iloczyn P. OAcosa wyraza moment wektora P wzgledem O
co do wielkoéci. Ale iloczyn ten wyraza 6w moment poprawnie
i co do znaku, bo, jak widaé z fig. 3, jezeli kat @ jest ostry, to
moment jest dodatni, a jezeli kat @ jest rozwarty, to moment jest
ujemny. To samo dotyczy lewej strony rownania, a zatem moment
wektora wypadkowego wektoréw, polozonych w jednej ptaszczyznie,

wzgledem punktu fejze plaszczyzny jest réwny sumie algebraicznej
momentéw wekloréw skiadowych.

Twierdzenie to jest przypadkiem szczegélnym twierdzenia
ogoélniejszego, ktére poznamy w jednym z paragraféw nastepnych.

Prz. 1. Twierdzenie powyzsze dowiedlismy, zakladajac, ze wektory P,
P, ... maja wspélny poczatek; dowiesé, ze twierdzenie jest wazne i w tym razie,
gdy wektory P, P,... sa zwigzane z prostemi, polozonemi w jednej plaszczyznie,
lecz nie przechodzacemi przez jeden punkt.

Prz. 2. Wektor P lezy w plaszczyinie F; okazaé, ze kofice momentéw
jego wzgledem wszystkich punktéw plaszezyzny F leza na innej plaszczyznie,
przechodzacej przez P i nachylonej do F pod katem, ktérego tangens jest licz-
bowo réwny P.

Prz. 3. Dane s3 momenty wektora wzgledem trzech punktéw A4, B, C,
nie lezacych na jednej prostej. Momenty te sa prostopadie do plaszezyzny ABC.
Wyznaczyé (wykreslnic) wektor pod wzgledem wielkosci i polozenia.

Prz. 4. Sumy momentéw ukladu plaskiego wektoréw zwiazanych z pro-
stemi wzgledem trzech punktdw, poloionycl; w plaszczyznie ukladu nie na jednej
prostei, sq réwne. Okazaé, Ze sumy momentéw wzgledem wszystkich innych
punktéw tejze plaszczyzny sa réwne. W tym razie wektor wypadkowy lezy
w nieskoficzonoiei i uklad sprowadza sig do pary wektoréw.

> Prz. 5. Punkty A,, A, A, leia w odleglosciach p,, p,, ps od prostei,
z ktérg zwiazany jest dany wektor P (wszystko w jednej plaszczyinie), a wyso-
kosci tréjkata A4,4,4, wynosza odpowiednio A,, h,, A

s Rozloiyé wektor P na
trzy skladowe, polozone na bokach trojkata.

: P .
Odp. Szukane skladowe beda }f‘ ’ F;;p- b F;fﬂ :
1 2 3
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10. Moment wzgledem prostej. Niech bedzie wektor P=A4B,
zwigzany z punktem lub prosta, i jakakolwiek prosta z. Obierzmy
na niej dowolny punkt C i wyznaczmy wzgledem niego moment
M wektora P. Przypusémy, ze M tworzy z prosta z kat y; w ta-
kim razie rzut /V tego momentu na prosta z jest réwny Mcosy.
Dowiedziemy, ze rzut ten jest niezalezny od polozenia punktu C
na prostej z.

W tym celu poprowadZmy dowolnie plaszczyzne F, prosto-
padla do prostej z; przetnie ona tg prosta w punkcie O. Jezeli
rzutami punktéw A, B na F sa punkty A’, B, to rzutem tréjkata
ABC bedzie tréjkat A'B’O przy kaidem polozeniu punktu C na
prostej z.

Podwoéjne pole tréjkata ABC jest réwne M i plaszczyzna
ABC tworzy z F kat 7 (plaszczyzny te sa odpowiednio prosto-
padle do bokéw kata 7), a zatem podwéine pole tréjkata A’B'O=
=Mcosy=N. Znaczy to, ze rzut N jest dla punktéw prostej z
wielkoscig niezmienna.

Ten rzut N momentu M zowie sie momentem wektora P
wzgledem osi z. Jest to wektor, zwigzany z prosty z i oczywiscie °
réwny co do wielkosei i kie-
runku momentowi wektora
P'—A’' B'wzgledem punktu O.

Znajdziemy jeszcze dla
wektora N pewne wyraze-
nie, ktore bywa czesto uzy-
teczne.

Dajmy na to, ze CD=p
jest najkrotsza odlegloscia
pomigdzy prostemi AB iz;
w takim razie M=Ppi N=
=Ppcosy. Oznaczmy je-
szcze przez +kat pomiedzy
wektorem Pi prosta z i po-
prowadzmy przez C prosta
CE réwnolegle do AB; tworzy ona réwniez z prosta z kat J. Lecz
proste M, z i CE leza w jedne] plaszczyinie, prostopadlejdo CD,

i M tworzy z CE kat prosty. Z tego wynika, ze y= 72T — 9 i
N= Ppsin J.
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Moment wektora P wzgledem prostej z jest réwny zeru (1)
jezeli p=0, t. j. jezeli proste z i AB sig przecinaja, i (2) jezeli
4=0, t. |. jezeli proste z i AB sg réownolegle. Wogéle moment
wektora wzgledem osi jest zerem, jezeli wektor i os lezq w jednej
plaszczyznie.

11. Moment wypadkowy. Niech beda wektory P, Ps...
1 ich wypadkowa R i niech bedzie précz tego jakakolwiek pro-
sta z. Prowadzimy, jak poprzednio, plaszczyzne F, prostopadig do
z i przecinajaca te prosta w punkcie O. Rzut R’ wektora R na F
bedzie wypadkowa rzutéw P,’, P’ ... wektorow Py, P,.... Ponie-
waz wektory P,’, P ... tworza uklad plaski, przeto moment wek-
tora wypadkowego R’ wzgledem punktu O jest réwny sumie
algebraicznej momentéw wektoréw skltadowych P, P.'...; innemi
slowy : moment wektora R wzgledem z jest rowny sumie momen-
tow wektoréw P, P,.. wzgledem z. Wogdle moment wekiora
wypadkowego wzgledem osi jest réwny sumie momentéw wekto-
réw skladowych.

Wezmy teraz ten sam uklad wektoréw P, P... R i jaki-

kolwiek punkt O. Wyznaczmy wzgledem O momenty M, M...
wektoréw P,, P,.. oraz moment N wektora R. Poniewaz M,
M; ... sa to wektory, posiadajgce wspélny poczatek, mozemy przeto
wyznaczyé ich wektor wypadkowy; oznaczmy go przez N. Do-
wiedziemy, ze N i N nie réznia sie ani pod wzgledem wielkosci
ani kierunku.
W tym celu poprowadzmy przez O trzy osi wspétrzednych
X, Y, z. Rzut wektora NV na of x jest réwny sumie rzutéw wek-
torow My, M, ... ,czyli N’ = SM,. Lecz w mysl twierdzenia poprze-
fizaquego rowniez N,=3M.. Stad wynika, Ze rzuty wektorow N
1 N na o$ x musza byé - réwne, a poniewaz toz samo dotyczy
dyvéch osi pozostalych, przeto wektory N i N’ nie moga sig
rozni¢ pod zadnym wzgledem. ‘

Dowiedlis'my wiec twierdzenie takie: moment wektora wy-
padkozuego wzgledem dowolnego punktu jest réwny sumie geome-
Irycznej momentéw wektoréw skladowych wzgledem tegoz punktu.
Iric.)zumie Si¢, wyraz ,réwny“ oznacza tu zgodnos¢ co do wielko-
sci i kierunku,

» Twierdzenie, ktére poznaliSmy w par. 9, jest oczywiscie
szezegblnym przypadkiem twierdzenia pOWYyZszego.
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Prz. 1. Momenty wypadkowe ukladu wektoréw wzgledem trzech prostych,’
przechodzacych przez punkt O i nie lezacych w jednej plascczyznie, sa zerami;
dowiesé, ze moment wypadkowy wzgledem O jest zerem

Prz. 2, Momenty wypadkowe ukladu wektoréw wzgledem trzech punktéw,
nie lezacych na jednej prostej, sa zerami; dowiesé, Zze moment wypadkowy
wzgledem kazdego innego punktu jest zerem.

Prz. 3. Moment wypadkowy czterech wektoréw wzgledem dowolnego
punktu jest zerem; okazaé, ze te wektory leza na hiperboloidzie jednopowlo-
kowej.

12. Analityczne wyrazenie momentu. W prostokatnym
ukladzie wspélrzednych dany jest poczatek A(xyz) wektora P,
oraz rzuty P., P,, P. tego wektora na osi. Pragniemy wyznaczyé
moment M wektora P wzgledem poczatku O.

Uczynimy tu naprzéd pewng uwage ogdélna, dotyczaca obioru
ukladu wspélrzednych. Spojrzyjmy z jakiegos punktu osi z (fig. 5),
polozonego po stronie do-
datniejs od O, na te czesé
plaszczyzny xy, ktéra lezy
» pomiedzy stronami dodat-

niemi osi x i y. Wskazéw-

ka zegarka, leiacego na tej
2 plaszezyZnie tarcza do nas,
* posuwalaby sie od osi x ku
osi y. Powiemy, e o§ y
nastepuje po osi x w kie-
runku ruchu wskazowki ze-
5 garowej. Tak samo of z
nastepuje po osi y 1 0§ x
po osi z. W taki sposéb
bedziemy zwykle obierali osi
wspoirzednych w przestrzeni.

Na zalaczonym rysunku mamy wyobrazony ten przypadek,
w ktérym wszystkie wielkosci dane, t. j. x, y, 2, P, P,, P. sa
dodatnie. :

Wyznaczymy naprzéd rzuty M., M,, M. szukanego momentu
M na osi wspélrzednych, czyli momenty wektora Pwzgledem osi.
W tym celu rozkladamy wektor P na trzy skladowe w kierun-
kach osi. Oczywiscie skladowe te s3a réwne danym rzutom P,

Py; PZ'

o e = = - -

EYW

<y
&

e e A
N

~

<
AN

Fig. 5.



M., czyli moment wektora P wzgledem osi z, jest réwny
sumie momentéw wektoréw P,, P,, P.. Moment pierwszego jest
rowny — yP, (znak —, gdyz moment ten jest zwrécony w kie-
runku ujemnym osi z), moment drugiego wynosi xP, i wreszcie
moment trzeciego jest réwny zeru. Zatem wypadnie

M. =xP,—yPx.
Tak samo znajdziemy
M.=yP,—zP,,
M,=zP,—xP:,
a | M=MTH L
. . M\' A M/ —— Mz .
Dalej otrzymamy cosa s p’—m ) cosy=-pr, gdzie

@, f, ¥ oznaczaja katy kierunkowe momentu M.

Jezeli mamy wyznaczyé moment wektora P nie wzgledem
poczatku O, lecz wzgledem innego punktu A; (x; y1 z,), to we
wzorach powyzszych wypadnie zamiast x, y, z napisa¢ &, n, §
czyli wspélrzedne punktu A w ukladzie, ktérego poczatek lezy
w A,, aosisaodpowiednio réwnolegle do x,y,z; zatem §=x--x,
N=y—y,, L=z—z,. Bedzie wiec

M:=(X—xx)Py—(y—y1)P.\~ 1t d.

Prz. 1. Uklad wspélrzednych obrano w taki sposéb, ie o§ y nastepuje
Po osi x w kierunku odwrotnym do biegu wskazéwki zegara. Okazaé zapomoca
rysunku, ze w tym razie M. —=yPx—xPy; z odpowiedniemi zmianami w Mx i M.

Prz. 2. Wektor P tworzy z osiami katy 90°, 135% 45°, a poczatek jego
lezy w punkcie (a, a, 0). Wyznaczyé moment wzgledem O. Odp.

3 1
M=Pa\/>3> , COSu: :i'%; , cosfi=cosy= —‘3, .

: Prz. 3. Poczatek wektora P lezy w poczatku wspélrzednych, a skladowe
lego w kierunkach osi wynosza Px, Py, P.. Wyznaczy¢ moment wektora P
wzgledem punktu A (xyz).

Skladowa szukanego momentu w kierunku osi z jest rowna sumie meo-
mentéw wektoréw Py, Py wzgledem prostej A’A, réwnolegléj do z. Wypadnie
YPx—=xPy, i t. 4. Szukany moment jest réwny lecz odwrotny do momentu
wektora P, posiadajacego poczatek w A4, wzgledem O.

. Prz. 4, Dane sa wektory P i —P réwne, rownolegle i zwrécone w strony
przeciwne, czyli para wektorcw. Poczatki ich znajduja si¢ w 4, (x,, y;, z,) i 4,

(%, Y 2). Wyznaczyé sumeg (geometryczng) ich momentéw wzgledem poczatku
Wspblrzednych, czyli moment pary.
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Sumy rzutéw momentéw wektoréw danych, czyli rzuty momentu szuka-
kanego na osi z, x, y, beda (x,—x,) Py—(y,—y.) Px it. d. Z tego wynika, ze
moment szukany bedzie taki sam, jak moment wektora P wzgledem punktu A4,.
Jest on przeto prostopadly do plaszczyzny pary, zwrécony w tg strong, z kté-
rej widaé pare w kierunku ruchu wskazéwki zegara, a co do wielkosci réwny
Pa, gdzie a oznacza odlegloéé wektoréw danych, czyli tak zw. rami¢ pary.
Widzimy, ze momenty pary wzgledem wszystkich punktéw przestrzeni sg zgodne
co do wielkoSei i kierunku, mozna wigc wprost méwié o momencie pary.
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