XI. RUCH KULISTY.

126. Ruch bez udzialu sil. Dajmy na to, ze punkt O ciala
sztywnego jest osadzony nieruchomo, a zatem moze ono mieé
tylko ruch kulisty okolo $rodka O. Przypusémy, ze poczatkowo
cialo pozostawalo w spokoju, a nastgpnie zostalo uderzone przez
cialo inne. Uderzenie to wytworzy moment ilosci ruchu H wzgle-
dem punktu O prostopadly do plaszczyzny, przechodzacej przez
ten punkt i przez linje dzialania sily chwilowej. Jezeli w dalszym
ciagu na cialo zadne sily nie dzialaja, oprécz reakcji w O, to
wektor H zachowa stalg wielko§é i kierunek, gdyz moment owej
reakcji wzgledem O jest zerem, a wiec nie wytwarza ona zadnych
przyrostéw wektora H.

Przytem reakcja ta oczywiscie nie pracuje, a zatem sila
zywa ciala bedzie réowpiez stala. Oznaczymy te sile zywa przez

g-, czyli.podwéjnq'silq zywa przez T.

Aby zdaé sobie sprawe z ruchu ciala, trzeba znaé szybkosé
katowa @ co do wielkosci i kierunku. Jezeli wektor A powstal
w kierunku jednej z osi gléwnych punktu O, to taki sam kie-
runek przybral i wektor @ (par. 115). Wiemy z par. 121, ze
i w dalszym ciggu cialo bedzie wcigz wirowalo okolo tejze pro-
stej, gdyz jest ona osia swobodng. Wektor w posiada w tym razie
stala wielkos$¢ i kierunek.

Jezeli wektor H powstanie nie na osi gléwnej punktu O,
to w przybierze kierunek odmienny. Gdybysmy chcieli, aby w
zachowalo stale ten kierunek w ciele i w przestrzeni, t. j. aby
cialo wciaz wirowalo okolo tejze prostej, to trzebaby je do tego
zmusié, przykladajagc odpowiednie sity. Poniewaz sily takie nie
dzialaja, przeto wektor w bedzie wciaz zmienial kierunek i w ciele
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i w przestrzeni, bedzie wiec istnial stozek staly i stozek ruchomy
osi chwilowych,

Oznaczmy momenty bezwladnosci ciala wzgledem osi glé-
wnych punktu O przez A4, B, C i przypusémy, ze w chwili ¢
skladowe szybkosci katowej w kierunkach tych osi wynosza
wy, ty, ;. W takim razie momenty ilosci ruch wzgledem osi,
albo skladowe wektora H w ich kierunkach, bedg Aw,, Buw,, Cu.,

a zatem

At + B, + Cw.2 = H? (1).
Dalej wedlug par. 112 bedzie
Aw,* + Bw,* + Co 2 =17 ).
Pomnézmy (2) przez 4 i odejmijmy od tego (1).
B(A—B)u,:+ C(A—Q)w.2=AT— H* (3).
W podobny sposéb otrzymamy dwa inne réwnania analogiczne 2
CB—Cyw.:+AB— A)w=BT—H? (4),
A(C—A)w.2+B(C— B)w,2=CTl— H* (5).
Zalozymy, ze momenty A4, B, C sa nierdwne, i ze
A>B>C.

W takim razie, jak wida¢ z (3), AT — H* jest dodatnie, gdyz
roznice A4 — B oraz A — C sa dodatnie, a wszystkie wielkosei,
" wystepujace w réwnaniach, t. j. momenty bezwladnosci, sila zywa,
oraz kwadraty szybkosci katowych i momentu ilosci ruchu sa
dodatnie z natury rzeczy. Tak samo wynika z (5), ze CT — H*
jest ujemne, bo obydwie réznice C — A i C — B sa ujemne. Na-
tomiast BT — H* w pewnych razach bywa dodatnie, w innych
ujemne, gdyz pierwszy wyraz lewej strony réwnania (4) jest do-
datni, a drugi ujemny.

Pomnézmy réwnania (3), (4) i (5) odpowiednio przez Auw,?,
Bw,?, Cuw.? i dodajmy stronami. Wypadnie

A(AT— H2)iy* + B(BT—HY) w,* +C(CT—H%uw,2=0 . (6).

Moglibysmy dojé¢ do tego samego bezposrednio, mnozac (1)
przez T, (2) przez H* i odejmujac.

Obierzmy osi gléwne punktu O za osi wspélrzednych. Osi
te s3 wprawdzie ruchome, ale z okolicznoscig tg mozemy si¢ nie
liczyé, gdyz chodzi tu jedynie o stan cynematyczny ciala w chwili «
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Oznaczmy wspétrzedne konca wektora w przez x, y, z. Sa one
oczywiscie proporcjonalne do m,, wy,, ., a wiec na zasadzie (6)
napiszemy

A(AT — H?) x* + B(BT — H%)y* + C(CT — H¥z*= 0.

Wszystkie trzy wspélczynniki sa tu stale, a wiec réwnaniu temu
odpowiada powierzchnia zwiazana z cialem, albo przeprowadzona
w ciele; jest to stozek drugiego stopnia, symetryczny wzgledem
plaszczyzn wspélrzednych i posiadajacy wierzcholek w poczatku
ukladu. Poczatek wektora w lezy w wierzchotku tego stoika,
a koniec musi zawsze leze¢ na powierzchni; z tego wynika, ze
jest to stozek ruchomy osi chwilowych.
Wprowadzimy dla krétkosci oznaczenia nastepujace:

A(AT — H?) = m2, B(BI — H¥)=+n, C(CT— HY)=—p.

Tym sposobem réwnanie stozka ruchomego osi chwilowych w od-
niesieniu do osi gléwnych punktu O przybierze jedng z postaci
nastepujacych :
mix®+ nPy? + pPzt =10 (7),
m3x* — n*y® — p*z: =0 (8).

Przypuséémy, ze zachodzi pierwszy z tych przypadkéw. Po-
prowadzmy plaszczyzne prostopadla do osi z w odleglosci z,
od O, czyli plaszezyzne z = z;,. Przetlnie ona stozek wedlug linji,
ktorej rzut na plaszczyzng xy bedzie mial réwnanie

mex2 -+ niyt = piz* (9)

Jest to oczywiscie elipsa, kiérej srodek lezy w poczatku ukiadu.
Sama krzywa przekroju nie réini si¢ niczem od tego rzutu, a Sro-
dek jej lezy na osi z. Widzimy z fego, Ze osia stozka jest o$ z,
czyli o§ najmniejszego momentu punktu O. ‘

Przypusémy teraz, ze zachodzi przypadek drugi. Prowadzimy
plaszczyzne x = x;, prostopadla do osi x. Réwnanie rzutu prze-
kroju na plaszczyzne yz bedzie

niy? 4 pizé = mix;®.
Stad widaé, Ze w tym razie osig stozka jest prosta x, czyli o$
najwickszego momentu punktu O.

Tak wigc stozek ruchomy osi chwilowych jest zawsze eli-
ptyczny, czyli drugiego stopnia; osig jego jest albo o$ najmniej-
szego momentu, albo 0§ najwigekszego momentu punktu O.
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W 2adnym razie osig tego stozka nie moze byé o$ s$redniego
momentu. Mozna wyciagnaé stad pewien wazny wniosek, jak zo-
baczymy w paragrafie nastepnym.

Prz. 1. Wyznaczyé w ciele miejsce geometryczne prostych, na ktérych
z kolei przypada wektor H dla przypadku, rozwazanego w par. niniejszym.
Odp. Réwnanie szukanego stozka m]g; ng{i —~ %Z: -0, gdzie m, n, p maja

te same znaczenia, co w (7) i (8).

Prz. 2. Dowiesé, ze rzut szybkosci katowej na linje wektora H jest staly
i réwny —5.

Prz. 3. Cialo sztywne moze poruszaé sie swobodnie okolo punktu O
i posiada momenty bezwladnoéci 4, B, C wzgledem jego osi gléwnych. Wymie-
rzamy uderzenie w punkt P, ktérego wspdirzedne w odniesieniu do osi gléwnych
sg (xyz). Okazaé, ze jezeli szybkos¢ katowa ciala ma byé jak najwicksza, to
(1) kierunek uderzenia powinien byé prostopadly do OP, (2) kosynusy kierun-
kowe a, b, ¢ tego kierunku powinny czynié¢ zado$¢ réwnaniu

5 G )+ )+ G ) =

Wyrazimy latwo © w funkcji a, &, ¢. Dajmy na to, ze w*=/f (a, b, ¢),
gdzie pomicdzy @, b, ¢ zachodzi jeszcze zwigzek a*-+b*+ ¢* =1. Tworzymy
funkeje u = f (a, b, ¢) t A (a®*+ b2+ c*—1), gdzie % nie zaleiy od a, b, c. Wia-
domo, Ze u osiaga maksymum dla tych samych wartosci zmiennych a, b, ¢, co

i w2 i mozemy uwazaé u za funkecjg trzech zmiennych niezaleznych; otrzymamy
wigc rownania

ou ou ou
% % 3

S =

0

 MnozZac te réwnania odpowiednio przez x, y, z i dodajac, otrzymamy
ax+by +cz =0, co jest dowodem pierwszej czesci twierdzenia. Aby . udo-
wodnié czesé druga muozymy réwnania powyisze odpowiednio przez cy — bz,
az — cx, bx — ay i dodajemy.

Prz. 4. Cialo porusza si¢ okolo punktu O bez udzialu sit z zewnatrz.
Okazaé, ze w chwili, gdy os chwilowa przechodzi przez srodek ciezkosei, to
reakcja w O jest prostopadla do tej osi.

Prz. 5. Cialo sztywne moze sig¢ obracaé okolo punktu O, i wiadomo, ie
A > B > C. Jak powinien byé skierowany moment pary chwilowej H, aby sila
zywa byla jak najwigksza?

Znajdziemy z latwodcia, ze

e ) (),

Z tego wynika, ze T jest najwicksze, gdy Hx-=Hy -~ 0, t.|. gdy moment pary
ma kierunek osi najmniejszego momentu,
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127. Trwaloéé ruchu. Widzielismy w paragrafie poprzedza-
jacym, ze trzecia o gléwna punktu O, czyli o$ sredniego mo-
mentu, nie moze byé osig stozka ruchomego osi chwilowych.
Wiaze sie z tem inna wlagciwosé dynamiczna, odrézniajaca te o
od dwéch pozostalych.

W réwnaniu (3) par. poprzedniego obydwa wyrazy lewej
strony sa dodatnie, a zatem A7 — H?, jak réwniez m?, tylko
w takim razie jest zerem, gdy w, = w. =0, t. j. gdy cialo wiruje
okolo osi najwiekszego momentu. W przypadku takim, jak widaé
z (4) BT — H? jest ujemne, a zatem réwnanie stozka osi chwilo-
wych sprowadzi sie do

n%y® 4 p*z? = Q,

Odpowiadajag mu dwie plaszczyzny urojone, przechodzace przez
of x, albo powierzchnia stozkowa, ktérej wszystkie tworzace lezg
na osi x. Wiedzielismy z goéry, ze tak by¢ musi, bo 0§ x pozostaje
stale osig obrotu.

Réwniez — p* a takie CT — H? moze byé zerem tylko wtedy,
gdy .= w, = 0. W tym przypadku réwnanie stozka ruchomego
osi chwilowych sprowadza sie do

m*x? + niy? =0,
i trzeba uwazaé, ze stozkiem tym jest o$ z, czyli o$ najmniej-
szego momentu.

W réwnaniu (4) par. poprzedzajacego wyrazy lewej strony
majg znaki odwrotne, a zatem BT — H*® a takie n® moze byé
zerem, chociaz w. 1 o, nie sa zerami. Réwnanie stozka rucho-
mego sprowadza sie w tym razie do

mix? — piz? =0 (1).
Odpowiadajg mu dwie plaszczyzny rzeczywiste, przechodzace przez
o$ y, i trzeba uwaza¢ je za zdegenerowany stozek. Nazwiemy je
plaszczyznami granicznemi. Sa one polozone symetrycznie wzgle-
dem plaszczyzn xy, yz; innemi slowy dwie ostatnie plaszczyzny
sq dwusiecznemi kata plaszczyzn granicznych.

Réwnanie plaszczyzn granicznych mozemy napisaé w postaci

A(AT — H)x2+ C(CT — H) 22 =0,
a poniewaz w przypadku, ktéry wlasnie rozwazamy, BT'— H* = 0,
czyli /12 = BT, przeto bedzie ‘
A(A—B)x*+C(C— B)z2= (2).

Nauka o ruchu. 20
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Wystepuja tu jedynie momenty bezwladnosci wzgledem osi glow-
nych, a zatem polozenie plaszczyzn granicznych nie zalezy od
ruchu, ktéry posiada cialo. Sg to pewne plaszczyzny stale zwia-
zane z cialem, albo istniejace w ciele.

Jezeli wektor w znajdzie si¢ w pewnej chwili na jednej
z plaszczyzn granicznych, 1 nastepnie zadne sily na cialo nie
dzialaja, to pozostanie on i nadal w tejze plaszczyznie, gdyz ta
w danym razie stanowi powierzchnig stozka osi chwilowych.
Z tego wynika, Zze wektor m bez pomocy sit zewngtrznych nie
moze przedostaé si¢ przez zadng z plaszczyzn granicznych; sa
one dla tego wektora nieprzenikalne.

Plaszczyzny graniczne dziela przestrzen na cztery wycinki
klinowe. W dwéch z nich, przeciwleglych, przebiega 0§ x; po-
wiemy, Ze tworza one obszar x; dwa pozostale, w ktérych prze-
biega 0§ z, nazwiemy obszarem z.

Dajmy na to, ze pod dzialaniem pierwotnego impulsu, ktéry
otrzymalo cialo, o8 chwilowa w pierwszej chwili utworzyla sie
w obszarze x. Pozostanie ona 1 nadal w tym samym obszarze,
bo od obszaru z odgradzaja plaszczyzny graniczne. Z tego wy-
nika, ze osig stozka ruchomego bedzie 0§ x, czyli os najwiekszego
momentu. Jezeli o§ chwilowa znajdzie si¢ w obszarze z, to osig
owego stozka bedzie o$ najmniejszego momentu.

Przypusémy teraz, ze cialo wiruje okolo osi x, na tej wiec
prostej leza obydwa wektory H i m. Dajmy cialu bardzo maly
impuls, skierowany jakkolwiek, ale nie w plaszezyinie yz. Skut-
kiem tego wektor H otrzyma drobny przyrost geometryczny
i opusci 0o$ x, tworzac z nig maly kat. Skladowe jego w kierun-
kach osi bedq teraz H., I,, H.; z nich pierwsza jest prawie réwna
wypadkowemu wektorowi /1, a dwic pozostale sg bardzo male.

Réwniez wektor o zejdzie z osi x. Skladowe jego w nowem
polozeniu bedg

H. &y H.
P —— A 3 “].‘I: *]; 3 {l, — C .
Zwiazki te wskazuja, Zze w, i w. sa male, a zatem i w utworzy

z osia x kat maly. Jezeli tylko impuls byl dostatecznie slaby, to
« znajdzie si¢ w obszarze x, osig stozka osi chwilowych pozo-
stanie prosta x, a jezeli przytem stozek ruchomy réini si¢ niezbyt
wiele od kolowego, to bedzie on bardzo ostry.
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Tak wige polozenie osi obrotu zmieni si¢ w ciele niezna-
cznie, a fatwo zrozumieé, Ze zmieni sie¢ ono niewiele i w prze-
strzeni. Jezeli ¢ oznacza kat pomiedzy w i H, to

]{.\""’x == ]i_lL’"_I/ + Hzf'):
Hu

cos J =

Pierwszy wyraz licznika rézni si¢ niewiele od Hw, a dwa wyrazy
- pozostale s3 male; a zatem cos malo réini si¢ od jednosci,
i wektor @ niewiele odchyla si¢c od H. Z drugiej strony wektor A
odchylil si¢ nieznacznie od polozenia pierwotnego. Z tego widaé,
ze wogéle ruch zmieni sie niewiele, i méwimy, ze ruch okolo
osi najwiekszego momentu jest frwaly.

Jezeli nowy impuls jest zbyt wielki, to wektor o przebije
jedna z plaszczyzn granicznych i znajdzie sig w obszarze z. Osia
stozka stanie si¢ prosta z, i ruch ciala zmieni sie w duzym
stopniu, a mianowicie o$ chwilowa bedzie odchylala sie bardzo
znacznie od polozenia pierwotnego, czyli od osi x.

Oczywiscie wigksza lub mniejsza trwalos¢ ruchu okolo osi
x zalezy od tego, czy obszar x, czyli kat dwuscienny, zawierajacy
os x, jest duzy czy maly. Jezeli obszar ten jest duzy, to nawet
znaczny stosunkowo impuls nie wyprze wektora @ z obszaru wx,
a wigc nie zaburzy zasadniczo ruchu ciala. Jezeli obszar x jest
maly, to juz slaby impuls wywola. catkowita zmiane w ruchu
ciala. Ten kat dwuscienny mozna do pewnego stopnia uwazaéd
za miare trwalosci ruchu okolo osi x.

To samo mutatis mutandis mozna powiedzie¢ o ruchu obro-
towym okolo osi z czyli okolo osi najmniejszego momentu
punktu O. Ruch ten jest trwaly, i tem trwalszy, im wigkszy jest
obszar z.

Oznaczmy przez @ polowe tego kata dwusciennego, ktéry
stanowi obszar x, albo kat, ktéry jedna z plaszczyzn granicznych
‘worzy z osig x. Z réwnania (2) znajdziemy z latwoscia, ze

.. A(A—B)
tan*a¢ = —(J.‘(-B" ‘?))
Wzér ten wskazuje, od czego zalezy trwaloé¢ ruchu obrotowego
okolo osi najwigkszego i najmniejszego momentu. Jezeli B tylez
sie rézni od A, coiodC, t.j. jezeli A—B= B— (, to tana > 1,
czyli «> 45", W tym wigc razie obszar x jest wiekszy od
20
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obszaru z, a zatem ruch okolo osi najwiekszego momentu posiada
wieksza trwalo$é, niz ruch okolo osi najmniejszego momentu.
W przypadku ogdélnym ruch pierwszy jest tem trwalszy, a drugi
tem mniej trwaly, im w przedziale 4 — C moment B lezy dalej
od A i blizej do C.

Przypusémy wreszcie, ze cialo wiruje okolo osi Sredniego
momentu. Udzielmy mu impuls, skierowany dowolnie, ale nie
w plaszczyznie zx. Jakkolwiek maly bedzie ten impuls, to w kazdym
razie wektor « zejdzie z osi y i znajdzie. si¢ w obszarze x albo
w obszarze z. W pierwszym przypadku osig stozka ruchomego
stanie si¢ 0§ x, a zatem ruch ciala zmieni si¢ w sposéb zasadniczy.
To samo stanie si¢ w przypadku drugim, gdy wektor w wkroczy
do obszaru z. Widzimy, ze ruch okolo osi sredniej, czyli okoto
osi $redniego momentu jest chwiejny. Najdrobniejsze wstrzasnienie
moze zburzyé go calkowicie.

Pozostaje jeszcze rozwazyc, jak uksztaltuje sig ruch ciala,
" jezeli wektor w znajdzie si¢ w jednej z plaszczyzn granicznych,
ale nie na osi y. Uczynimy to w dalszym ciggu.

128. Elipsoida bezwladnosci i polodja. Poinsot dal inny
obraz ruchu ciala, obracajacego sie dookola nieruchomego
punktu O. Poznamy obraz ten w zarysie w paragrafie niniejszym
i nastepnym.

Widzielismy w par. 126, ze skladowe w,, m,, w. wektora
czynig zado$é réwnaniu

Aw + Bu+ Cot =T,

Wspélrzedne x, y, z konca wektora w sa proporcjonalne do
e, Wy, 0:; rezygnujac z jednorodno$ci wzordéw, obierzemy za
wspolczynnik proporcjonalnosci jednostke; wéwczas

M ==2 My, ‘l/ = (I),,’ v — ll):’
i z réwnania powyzszego otrzymamy -

. Ax¥L Bt Cat'=T ().
Réwnaniu temu odpowiada elipsoida, ktérej srodkiem jest punkt O,
a osi leza na osiach gléwnych tego punktu.

Poléwki osi elipsoidy, polozonych na x, y, z, wynosza od-

powiednio
T T
ja V5 |

QN
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Z tych wielkosci pierwsza jest najmniejsza, trzecia najwieksza,
zatem mala o$ lezy na osi najwieckszego momentu, a duza na osi
najmniejszego momentu. O$ sSrednia lezy na trzeciej osi glowne;.

Tak wiec koniec wektora w musi pozostawaé na elipsoidzie (1).
Ksztalt tej elipsoidy zalezy jedynie od momentéw A4, B, C, a wy-
miary od sily zywej. Gdy zmienia sie sila zywa, to wszystkie trzy
osi zmieniajg sie proporcjonalnie do 7, lecz elipsoida pozostaje
podobna do pierwotne;j.

Jezeli podwéina sila zywa jest réowna jednostce, to koniec
wektora « pozostaje na elipsoidzie

Ax*+ By:+ Cz2 =1 (2).
Elipsoida taka nazywa sig elipsoidq bezwladnosci punktu O. Posiada
ona nastepujgca wlasno$é zasadnicza.

Poprowadzmy przez O dowolng prosta, oznaczmy jej punkt
przeciecia z elipsoida bezwladnosci przez P, a moment bez-
wladnosci ciala wzgledem niej przez /. Jezeli podwodina sila zywa
ciala jest rowna jednostce, a osia chwilowa jest owa prosta OP,
to w mysl definicji elipsoidy bezwladnosci szybkos¢ katowa wy-
nosi OP, a zatem podwojona sila zywa powinna by¢ réwna /. (OP)>.
Tak wigc /.(OP) =1, czyli

1
= (opy
Widzimy, ze odwrotno$é kwadratu polowy srednicy, polozonej na
dowolnej prostej, jest réwna momentowi bezwladnosci wzgledem
tej prostej, albo raczej proporcjonalna do tego momentu.

O$ chwilowa w chwili danej przecina elipsoide bezwladnosci
w dwoch punktach. Jeden z nich lezy po tej stronie $rodka O,
w ktora jest skierowana szybkos¢ katowa, a drugi po stronie od-
wrotnej. Poinsot nazywa pierwszy z nich P biegunem, a miejsce
geometryczne biegunéw na elipsoidzie bezwladnoéci polodjq.

Z poprzedniego wynika, ze OP jest VT razy mniejsze od w,
a zatem wspélrzedne bieguna wynosza odpowiednio

Wy Wy iy

VT' NT* T
Tak wiec polodja jest to krzywa, polozona na elipsoidzie
bezwladnosci, i poruszajaca si¢ wraz z nia. Précz tego polodja
lezy réwniez na stozku ruchomym osi chwilowych, gdyz biegun
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jest punktem osi chwilowej; jest to zatem linja przecigcia tych
dwéch powierzchni. Jezeli osig stozka jest o$ x, to polodja okala
wierzcholek elipsoidy, polozony na tej osi, i jest symetryczna wzgle-
dem plaszczyzn xy i zx. Jest to nastgpstwem tej okolicznoéci, ze
obydwie powierzchnie s symetryczne wzgledem owych plaszczyzn.

Jezeli os stoika ruchomego stanowi prosta z, to polodja
okala wierzcholek, lezacy na tej osi, i jest symetryczna wzgledem
plaszczyzn yz i zx.

Linja przecigcia elipsoidy ze stozkiem sklada sie z dwéch
odrebnych galezi, symetrycznych jedna do drugiej wzgledem plasz-
czyzn yz lub xy, gdy osig stozka jest prosta x lub z. Z tych
dwéch galezi tylko jedna stanowi polodje, a obydwie razem
 tworza krzywa algebraiczng czwartego stopnia o podwéinej krzy-
wiznie. Za réwnania jej mozna uwazaé réwnanie elipsoidy bez-
wladnosci oraz réwnanie stozka ruchomego osi chwilowych.

Jezeli cialo obraca sie okolo osi najwiekszego lub najmniej-
szego momentu, to polodja jest jeden punkt, a mianowicie wierz-
cholek elipsoidy, lezacy na jej malej lub duzej osi. Jezeli os
chwilowa lezy w plaszczyZnie granicznej, to polodja jest elipsa,
stanowigca przeciecie tej plaszczyzny z elipsoida.

Zalaczona figura wyobraza elip-
soide bezwladnosci jakiegos ciala. Proste
X, Y, z s jej mala, érednia i duza osia,
czyli sg to osi najwigkszego, Sredniego
i najmniejszego momentu tego ciala.
Na powierzchni elipsoidy wykreslono
kilka mozliwych polodji. Jedne z nich
obiegajg koniec osi x, inne koniec
osi z. Granice pomiedzy tymi dwoma
ukladami stanowia dwie elipsy, prze-
chodzace przez koniec osi y. Sa to
przeciecia plaszczyzn granicznych z elip-
SOidq. Fig. 85.

Prz. 1. Wyznaczyé réwnania rzutéw polodji na plaszczyzny wspélrzednych,
czyli na plaszczyzny gléwne punktu O, i okazaé, ze rzut na plaszczyzng zx jest
hiperbola, a dwa rzuty pozostale sa elipsami.

Prz. 2. Dowiesé, ie mala o3 elipsy przecigeia plaszczyzny granicznej
z clipsoida bezwladnosei lezy na éredniej osi gléwnej punktu O.

Oczywiseie jedna o5 elipsy lezy na osi g, a druga na prostej przeciecia «
plaszczyzny granicznej z plaszczyzng zx. Oznaczmy dlugosci tych osi odpowiednio
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: Bl N 1 ,
przez 2b i 2a. Znajdziemy latwo, ze b%= 71 Oznaczmy kat, ktéry tworzy u

z osig x, przez «; w takim razie moment bezwladnosci wzgledem u wynosi
A cos®e -+ Csin%, a zatem

1—2 = A4 cos¥ + Csin‘«.

a

Aby sprawdzié, ktéra os jest wigksza tworzymy roznice

1 L

7—10 = B— A4 cos?¢e — Csin* .

b a2
Prawa strona = (B—A) cos’« -+ (B—C) sin%, a gdy zuiytkujemy wzér na tan®xz
z paragrafu 127, to wypadnie @i——B)C(,é——C)cos"oc. Jest to oczywiscie dodatnie,

a wige a > b.
Prz. 3. Dowie&é, ze linja wektora ® jest miejscem geometrycznem srodkow
plaskich przekrojéw elipsoidy bezwladnosci, prostopadlych do wektora H.
Oznaczmy przez %, 7, 7 katy kierunkowe wektora w i przez ¢, 4, £ wspél-
rz¢dne srodka jakiejkolwiek cigeiwy, réwnolegle] do w. W takim razie réwnania
cigciwy mozna napisaé w postaci

x=¢trcosa, y=n-+rcos’d, z=_C-+rcosv,

gdzie r oznacza promien wodzacy z owego Srodka. Gdy wstawimy to do réw-
nania clipsoidy, to otrzymamy réwnanic kwadratowe wzgledem r; powinno ono
posiada¢ dwa pierwiastki réwne i odwrotne, a zatem

A& cos w - Brcos 5+ Clcosy=0.

Jest to réwnanie plaszczyzny, w ktdrej lezg srodki wszystkich cieciw réwnoleglych
do o, czyli plaszczyzny sprzeionej z linjg tego wektora. Mozna latwo okazad,
e plaszczyzna ta jest prostopadla do H, a z tego wynika bezposrednio twier-
dzenie zgdane.

Prz. 4. Przypuéémy, ze kofice srednic gléwnych elipsoidy bezwladnosci sa
w odleglosciach p, ¢, r od linji wektora H. Okazaé, ze p*+ ¢*-1-r* nie zmienia
sig podczas ruchu (twierdzenie Poinsot’a).

Umieéémy we wszystkich szeciu koncach punkty materjalne o masach imn;
w takim razie 2m (p?-F ¢* 4 r°) bedzie momentem bezwladnosci takiego ukladu
wzgledem linji wektora H. Mozna ten sam moment obrachowac na innej drodze.

Prz. 5. Wyznaczyé pole przekroju elipsoidy bezwladnosci plaszezyzng, po-
prowadzong przez &rodek prostopadle do wektora H, czyli t. zw. plaszczyzng
niezmiennq, i okazaé ze pole to nie zmienia si¢ podczas ruchu ciala.

Y wd

Mozna latwo dowiesd, ze pole elipsy ax®--by®+2cxy=d wynosi P_b—_ =

[opaes
Korzystajac z tego wzoru, znajdziemy pola rzutéw wskazanego przekroju na
plaszczyzny gléwne, a nastepnie przy pomocy twierdzenia, podanego w przykla-

. . nH Py
dzie 2 paragrafu 8, pole samego przekroju. Wypadnie --=——==:, co oczywiscie

VABCT

jest niezmienne.



— 312 —

Prz. 6. Prowadzimy w ciele elipsoidg, ktéra w odniesieniu do osi giéwnych
posiada réwnanie \Z +%+ zC:: 1, czyli tak zw. elipsoide Mac Cullagha. Okazaé,
ze podczas ruchu ciala przechodzi ona weciaz przez pewien staly punkt P prze-
H
T

Prz. 7. Prowadzimy w punkcie P, o ktérym byla mowa w przykladzie
poprzedzajacym, plaszezyzng styczna do elipsoidy Mac- Cullagha; w chwili danej
odleglosé tej plaszczyzny od Srodka = p. Wyznaczyé szybko§é katowa ciala w tej

chwili. Odp. 'l
p

strzeni, i wyznaczy¢ polozenie jego. Odp. P lezy na linji wektora H, i OP =

129. Herpolodja. Z geometrji analitycznej wiadomo, ze
réwnanie plaszezyzny styczne] w punkecie (x; y; z;) do elipsoidy

Axt+ By?+ Cz2 = 1,
czyli do elipsoidy bezwladnosci, jest takie:
Axx, + Byy, + Czz, = 1 1).

Wyznaczymy réwnanie plaszczyzny stycznej w biegunie. Wspél-
rzedne tego punktu, jak wiemy z par. poprzedzajacego, sa

Wy (0, W,

VT’ \TT i ;
wprowadzajac je do (1), otrzymamy
Awy.x+ Boy.y+Ca,.z=yT.

Lecz Aw, = H.= Hcose, jezeli @, g, 7 oznaczajg katy kierun-
kowe wektora F1. Przeksztalcajac analogicznie Buw, i Ci:, nadamy
réwnaniu plaszezyzny stycznej postaé
\/7
xcosa—}-ycosp’—}—zcos;'z»-[—_[-. 2).
Jest to tak zw. postaé normalna réwnania plaszezyzny. Wia-
domo, zZe prostopadla do plaszczyzny tworzy z osiami katy ¢, 3, 7,
s T
i ze odleglo$é plaszczyzny od poczatku ukladu wynosi V[—_i Z tego
wynika, ze plaszczyzna styczna w biegunie do elipsoidy bezwla-
dnosci jest wciaz prostopadla do wektora H i pozostaje w stalej
odleglosci od nieruchomego punktu O, a poniewaz kierunek we-
ktora H nie ulega zmianom, przeto owa plaszczyzna styczna jest
nieruchoma. Oznaczmy ig dla krétkosci litera F.
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Tak wiec biegun pozostaje wciagz w nieruchomej plasz-
ezyinie F. Jego miejsce geometryczne w tej plaszczyznie Poinsot
nazwal herpolodjq. Jest to oczywiscie krzywa nieruchoma; gdy
polaczymy wszystkie jej punkty ze Srodkiem O, to powstanie
stozek staly osi chwilowych.

Herpolodja przebiega pomiedzy dwoma okregami, posiada-
jacymi wspélny srodek w rzucie $rodka
elipsoidy O na plaszczyzne F. Okrag
zewngtrzny odpowiada punktowi po-
lodji najbardziej odleglemu od O,
a wewnegtrzny punktowi najblizszemu.
Na zalaczonym rysunku mamy obraz
herpolodji, wykreslony dla pewnego
przypadku konkretnego. Jest to krzywa
przestepna.

Polodja i herpolodja posiadaja
w kazdej chwili wspdlny punkt, a mia-
nowicie 6wczesny biegun. Wyobrazmy sobie ruchomy punkt M,
ktéry nie nalezy do badanego ciala, ale podaza za biegunem
i znajduje sie wcigz w tym punkcis. Torem bezwzglednym punktu
M jest herpolodja, a wzglednym do badanego ciala polodja; zatem
szybko$é bezwzgledna jest styczna do pierwszej z tych krzywych,
a wzgledna do drugiej. Szybko$é unoszenia jest zerem, bo biegun
lezy na osi chwilowej. Z tego wynika, ze krzywe posiadaja wspélna
styczna, i polodja toczy sig po herpolodji bez poslizgu. Méwi sie .
takze, ze elipsoida bezwladnosci toczy si¢ po nieruchomej plasz:
czyznie F, jakkolwiek ruch jej nie zupelnie odpowiada pojgciv
toczenia sie.

Wytworzyl sie wigc taki obraz ruchu ciala. W ciele istnieje
pewna elipsoida, elipsoida bezwladnosci, ktérej srodek O posostaje
w spokoju, i ta elipsoida toczy sig¢ po nieruchomej plaszezyznie F.

Fig. 86.

Prz. Wyznaczyé herpolodje w przypadku, gdy stozkiem ruchomym jest
jedna z plaszezyzn granicznych.

Polodja jest w tym razie elipsa, mamy wice tu nastepujace zadanie
geometryczne. Elipsa, ktérej érodek jest nieruchomy, toczy sie bez poslizgu
po plaszezyznie F; wyznaczyé w tej plaszczyznie miejsce geometryczne punktu
zetknigcia. '

Oznaczymy rzut punktu O na plaszezyzng F przez Q, punkt zetknigeia
przez P, i osi elipsy przez 2a i 2b. Z prz. 2 w par. 128 wiemy, 7e polowa malej
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i b= . Wedlug (2 VE
osi “1B edlug (2) OQ =
OQ =b. Z tego wynika, ze herpolodja przechodzi przez punkt Q. Gdy biegun
dojdzie do tego punktu, to osiy obrotu stanie sie trzecia of gléwna punktu O,
elipsa przestanie sig toczyé i zacznie wraz z cialem obracaé sie okolo OQ.
Mozna zresztg ruch ten uwazaé takze za toczenie sie.

, a poniewaz w tym razie FH3==BT, przeto

Elips¢ odnicsiemy do jej osi i zastosujemy jej réwnania w postaci
x=acost, y=bsini} (3),

gdzie /) oznacza t. zw. anomalje ekscentryczna. Herpolodje odniesiemy do wspél-
rzednych biegunowych. Za biegun obierzemy punkt Q, a o biegunows popro-
wadzimy przez ten punkt, ktéry zajmowal konicc duzej osi elipsy w chwili, gdy
by! biegunem ruchu.

Oczywiscie QP*= OP2 — OQ", a z tego otrzymamy z latwoscia r==—ccos i},
jezeli (r, @) oznaczaja wspélrzedne biezace herpolodji, a 2¢ odleglosé miedzy-
. ogniskows elipsy.

Poniewaz niema poslizgu, przeto punkt zetknigcia w czasie dtf przehiega
iednakowe luki na poledji i herpolodii, a zatem dr*+ridep*= (a'sin® -1~ b2cos?i))di)®,
i stad

7 b(lr
dp = — ————.
rI‘c-—r-
Stawiamy znak -—, bo zec wzrostem ¢ oczywiscie r sig zmniejsza.

Réwnanie powyzsze zcalkujemy latwo, wprowadzajse nowa zmicnna

g==. Wypadnie
=

cy ]
Ty ANE

Takie jest rownanie herpolodji. Widaé z niego, ze r przybiera jednakowe
wartoci dla @ i — ¢, a zatem krzywa jest symetryczna wzgledem osi biegu-
nowej. Promien woazacy jest najwickszy, gdy @ = 0; wéwezas r—=c. Gdy 4
wzrasta nieograniczenie, to r nieograniczenie zbliza si¢ do zera, innemi slowy
krzywa obiega wcigz-punkt Q, zblizajgc sie¢ dof asymptotycznie; jest to spiraina,
posiadajaca punkt asymptotyczny Q.

Tak wige, jezeli o§ chwilowa znajdzie sie w plaszczyznic granicznej, to
nastepnie dazy ona weiaz do trzeciej osi gléwnej punktu O. Po pewnym czasie
kat pomiedzy temi prostemi staje si¢ znikomo malym, i mozemy uwazaé, nie
popelniajac wyraznego bledu, ze cialo obraca si¢ stale okolo owej osi gléwnej.

130. Przypadki szczegélne. Rozwazymy osobno ten przy-
padek szczegélny, w ktérym momenty bezwladnosci wzgledem
dwoch osi gléwnych érodka O, mianowicie 4 i B, s3 réwne.
Przypadek taki zachodzi np. w tym razie, gdy cialo jest jedno-
rodna bryla obrotu, i punkt O lezy na osi symetrji.
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Oznaczmy te o$ gléwna punktu O, ktérej odpowiada moment
bezwladnosci C, nie réwny A, przez z. Wiemy, ze w plaszczyznie
dwéch pozostalych osi gléownych, czyli w plaszczyznie prostopa-
dlej do z, wszystkim prostym, przechodzaeym przez O, odpowia-
daja momenty réwne A, i kazdg z tych prostych mozna uwazaé
za o$ gléwna.

PoprowadZmy przez o§ z 1 przez wektor o plaszczyzne
i oznaczmy je] prosta przeciecia z owa plaszczyzng réwnych mo-
mentéw przez x. Rozlézmy nastepnie » na skladowe w; i w, w kie-
runkach z i x. Wektor H posiada w tych kierunkach skladowe
Cuw., Aw, i oczywisicie lezy w plaszczyznie zx.

Podobnie, jak w par. 126, otrzymamy tu réwnania

C“ZIU::2 + 142"1_\.:3 = H'.Z I
CodAw =T I . (1)

Z réwnan tych wynika, ze w. 1 w, sa stale, a zatem i szybkosé
wypadkowa w = \w.? - w,* jest stala.

Tak wiec w rozwazanym przypadku szczegdlnym szybkosé
kqtowa nie zmienia sie co do wielkosci.

Wektor w tworzy z osig z kat arctan :':'V. Kat ten jest staly,

gdyz w, 1 m, sg stale. Z tego wynika; 7e prosta z jest osig stozka
ruchomego osi chwilowych, i Ze stozek ten jest kolowy.

14 Hy .
Wektor H tworzy z osia z kat arctan (’;’L, a kat pomiedzy
s

wektorami A i w wynosi arctan é':“f——arctan::}'f. Kat ten jest
takze staly, a poniewaz linja wektora H zajmuje niezmienne polo-
zenie w przestrzeni, przeto jest ona osia stozka stalego osi chwi-
lowych, i stozek ten jest réwniez kolowy.

Sprawa wiec w rozwazanym przypadku jest szczegélnie prosta.
Ruchomy stozek kolowy, ktérego osig jest prosta z, toczy si¢ po
rowniez kolowym stozku stalym, ktérego osig jest linja wektora H.
W par. 41 nazwaliSmy ruch taki precesja.

Przypuéémy, ze z jest osig najmniejszego momentu. W takim

f“\. i

. [ - X
: = tan > arctan ~, a zatem m lez i
razie ~> 1, 1 arc Co, o o lezy pomiedzy H

i z, i stozek ruchomy toczy si¢ zewnetrzng strong po stozku stalym.
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Przypadek ten wyobraza fig. 87, na ktérej stozek bardziej ostry
nalezy uwazaé za staly. Jezeli z jest osig najwiekszego momentu,
to H lezy pomiedzy z i o, i stozek ruchomy obejmuje stozek
staly, stykajac si¢ z nim strona wewnetrzna. Przypadek taki wi-
dzimy na fig. 88, gdzie znowu stozek ostry ma byc stalym.
Jezeli cialo obraca si¢ okolo prostej z, to na tej prostej
lezy réwniez wektor H, i o$ obrotu jest stala. Dajmy w tym
razie wektorowi H maly przyrost geometryczny. Odchyli sie on
cokolwiek od osi z i powstanie mala skladowa A, na osi x.
Skutkiem tego powstanie takze na tej osi mala skladowa v, =

= X

i wektora @, a zatem wektor ten utworzy maly kat z osig z,

ktéry pozostanie juz nadal bez zmiany. Z tego widaé, ze ruch
zmieni si¢ w malym stopniu, i mozna uwazaé ruch okolo osi z
za trwaly.

Fig. 87. _ Fig. 88.

Przypusémy teraz, ze cialo obraca si¢ okolo prostej x,
prostopadiej do z. | w tym razie wektor A lezy na osi obrotu,
ktora nie zmienia sie 2 biegiem czasu, ale ruch taki jest nie-
trwaly. Istotnie dajmy wektorowi H przyrost dowolnie maly.
Jezeli tylko wektor ten wyjdzie z plaszczyzny réwnych momen-
tow, tc osig stozka ruchomego stanie si¢ prosta z, i 0§ chwilowa
zacznie wedrowaé w ciele, odchylajac sie coraz bardziej od polo-
zenia pierwotnego. Stozek ruchomy bedzie w tym razie bardzo
rozwarty, a stozek staly bardzo ostry. Osiag tego drugiego jest
wektor H, ktéry zmienil bardzo maio polozenie w przestrzeni,
a zatem w przestrzeni os obrotu bedzie zmieniala polozenie
bardzo malo.

Rozwazania powyisze wyjasniaja znany fakt, ze szybki ruch
obrotowy do pewnego stopnia utrwala polozenie osi obrotu
w przestrzeni.
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Wyobrazmy sobie bryle obrotu, ktérej srodek cigzkosci O
jest unieruchomiony. Mozemy uwazaé, ze Zzadne sily na nig nie
dzialaja, gdyz moment sily ciazenia wzgledem O jest zerem. Na-
dajmy takiemu cialu bardzo szybki ruch obrotowy okolo osl
symetrii; skutkiem tego powstanie bardzo duzy wektor H na
tejze osi. ,

Wymierzmy bryle uderzenie, skierowane np. prostopadle
do osi symetrji, i niechaj & oznacza.moment impulsu wzgledem O.
Oczywiscie wektor H otrzyma przyrost geometryczny A i odchyli

h . :
5" Poniewaz H bylo

sic od dotychczasowego polozenia o arctan

duze, przeto kat ten jest maly, a wigc wektor A zmieni nie-
znacznie polozenie w przestrzeni. W dalszym ciggu 0§ symetrii
bedzie tworzyla z tym wektorem maly kat staly, zataczajac
w przestrzeni stozek bardzo ostry. Bedzie sic wydawalo, ze bryla
i dalej wiruje okolo nieruchomej osi symetrii.

O$ symetrji tem mniej zmienia polozenie pod dzialaniem
uderzen, im wiekszy jest wektor A, lub im wigksza jest szyb-
kosé¢ katowa bryly. Gdyby szybko$¢ poczatkowa byla mala,
to nawet slabe uderzenie odchyliloby znacznie wektor H od
osi symetrji, a zatem ta of zmienialaby bardzo znacznie po-
lozenie w przestrzeni, i dalszy ruch ciala bylby na pozér zupelnie
nieregularny.

Przypusémy wreszcie, ze A =B = C. W takim razie cialo
jest kuliste; znaczy to, Ze momenty bezwladnosci jego wzgledem
wszystkich prostych, przechodzacych przez O, sq réwne, i kazda
z nich mozna uwazaé za o$ gléwna.

Gdy wprawimy w ruch takie cialo, to w kazdym razie
wektory H i o znajda sig na jednej prostej, a zatem o$ obrotu

nie bedzie zmieniala polozenia ani w ciele, ani w przestrzeni.

Ruch ten jest oczywiscie trwaly.

Prz. 1. Cienka jednorodna sztaba moze poruszaé¢ si¢ swobodnie okolo
swego érodka. Wprawiamy ja w ruch okolo osi, tworzacej z nig kat dowolny.
Dowieié, ze sztaba, pozostawiona nadal samej sobie, bedzie zataczala w prze-
strzeni plaszczyzng.

Prz. 2. Prosty stozek kolowy, ktérego wysokosé = h, a kat wierz-
cholkowy ma 60° moze sig swobodnie obracaé okolo swego &rodka ciczkosci.
Jaki bedzie tor wierzchotka, gdy wprawimy taki stozek w ruch okolo osi, two-

21 hsina

izi ia kat «? Odp. Kolo o promieniu ——————.
rzacej z jego osia kg P P 4] 749 - 15 cos*«
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Prz. 3. Okraglej tarczy., ktérej srodek jest nieruchomy, nadano szybkosé
katowa ¢ okolo osi, tworzacej z plaszezyzng tarczy kat «. Po jakim czasie tarcza

powrdel po polozenia pierwotnego? Odp. —=————

Prz. 4. Szeician obraca sie okolo jednego ze swych wierzcholkdw, i Zadne
sily zewngtrzne nan nic dzialajg. Niechaj »,, w,, ®, oznaczajg skladowe szyb-
kosci katowej w kierunkach krawedzi, przechodzacych przez S$rodek ruchu;
okazad, ze sumy o, | w, f o i 2} w,* - m,? 53 stale.

131. Roéwnania Eulera. Niechaj znowu punkt O ciala
sztywnego bedzie nieruchomy, ale przypuscimy teraz, Ze na
cialo dzialajg sity P, P..... Jezeli te sily sprowadzajg sie do
jednej wypadkowej, przechodzace] wcigz przez O, czyli jezeli
suma geometryczna ich momentéw wzgledem O jest stale zerem,
to nie wytwarzaja one zadnych przyrostow wektora H; wektor
ten nie zmienia sie ani co do kierunku ani co do wielkosci, a za-
tem ruch ciala catkowicie odpowiada teorji, wylozonej w par. 126
i nastepnych. Od sit P, P.... zalezy jedynie reakcja w punkcie O,
lecz na ruch ciala nie wywierajg one zadnego wplywu.

W przypadku ogélnym, gdy suma momentéw sit P, P...
wzgledem O nie jest zerem, badanie ruchu ciala jest wogéle
trudniejsze. Czesto bywaja tu uzyteczne tak zw. dynamiczne ro-
wnania Eulera, ktére wlasnie mamy teraz poznad.

Niech A4, B, C oznaczaja, jak poprzednio, gléwne momenty
bezwladnosci wzgledem punktu O; osi gléowne oznaczymy tym
razem przez a, b, c¢. Oznaczymy dalej te proste przestrzeni, na
ktorych w chwili ¢ przypadaja osi a, b, ¢, odpowiednio przez x, y, z.

Rzuty wektora H na osi gldwne bedziemy oznaczali przez
H,, H,, H., a na x,y, z przez H,, H,, H.. W chwili ¢ pierwsze
nie réznig sie od drugich ale juz w chwili nastepnej, gdy osi
a, b, ¢ zajmg nowe polozenia, zaznaczy sie rdéznica zaréwno co
do wielkosci, jak i1 kierunku.

W analogiczny sposéb bedziemy oznaczali rzuty wektora w.
Pragniemy wyrazié przyrosty dH., dH,, dH,, ktére w czasie dt
otrzymaja sktadowe H., H,, H. w funkcjach w,, w,, w..

~H,, H,, H. sg skladowemi wektora H, a zatem /. jest
w kazdej chwili réwne sumie rzutéw tych skladowych na pro-
sta x. Z tego wynika bezpoérednio, ze dH, bedzie réwne sumie
rzutow przyrostow, ktére w czasie df otrzymajg owe skladowe.

Skladowe H.,, Hy, H. sa to wektory ruchome, takie wlasnie,
jakie rozwazaliSmy w par. 51 i 52. W czasie dtf kazdy z nich
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otrzyma pewien przyrost geometryczny, ktdry rozlozymy zaraz
na dwie skladowe, a mianowicie na przyrost styczny i przyrost
normalny. Pierwszy z nich, jak wiemy ze wzmiankowanych para-
graféw, posiada kierunek wektora ruchomego, a drugi jest don
prostopadly.

Przyrosty styczne wynosza dH,, dH;, dH.. Rzut pierwszego
na o§ x jest rowny dH,, rzuty dwéch pozostalych sa zerami.
Rzut przyrostu normalnego skladowej H. na o§ x jest takze
zerem, potrzeba wiec jeszcze tylko wyznaczy¢ rzuty przyrostow
normalnych skladowych H, i H..

O$ b obréci sie w czasie df o kat w,dt okolo osi ai o kat
o.dt okolo osi ¢. Stosownie do tego przy-

rost normalny weklora H; bedzie mial dwie N x
skladowe, a mianowicie skladowa H,w,dt, ’/ :
polozong w plaszczyznie bc lub yz, oraz i’
sktadowg H,w.dt, polozong w plaszczyznie "' 2
ab lub xy. Rzut pierwsze]j na of x jest . e
oczywiscie zerem, druga jest réwnolegla !
do x, ale zwrécona w strone ujemna, a za- e
tem rzut jej = — Hyo.d!. ey
Prosta ¢ obréci si¢ o kat w,dt okolo
a i o kat w,dt okolo b, a zatem skladowe é
przyrostu normalnego wektora H, beda Fig. 89.

H,w,dt 1 H,wpdi, Pierwsza lezy w plaszezy-
znie yz, i rzut jej na o$ x jest zerem, druga lezy w plaszczyzme Z%;
i rzut jej jest rowny + H.wydl.

Wypada wigc, ze

d]—]\ = df]a = wau dlf -4 f]c (u,,dl‘.
Lecz H, =Auw,, a zatem dH,= Adw,; dalej H,=Bw, 1 H, = Co,.
Wstawiajac to do wyrazenia powyzszego, otrzymamy

dH, = Adw,— (B — C) wyw.dt (1).

Oznaczamy przez L, M, N odpowiednio sumy momentéw
sit Py, P,... wzgledem osi x, -y, z. W takim razie dH, = Ldf,
a zatem Adw,— (B—C)wyw.di=Ldl. Z tego oraz z dwéch réwnan
analogicznych otrzymamy

A - 1_'."1_(3 ~C)wpwe = L,
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d“)l, _ 5 =

B (Ji (C A)(I)C W, = ﬁ'],
dw,

C ;; —(A—B)w,m, = N.

Sa to wlasnie réwnania Eulera.

132. Inny dowéd. Sposéb, w jaki otrzymaliémy w pa-
ragrafie poprzedzajagcym roéwnania Eulera, jest bardzo prosty.
Pozwala on nawet przy niewielkiej wyobrazni geometrycznej przy-
pomnieé je sobie odrazu bez zadnych rachunkéw. Dobrze bedzie
jednak poznaé jeszcze inny sposéb, prawie réwnie prosty; przy-
czyni sie to do lepszego zrozumienia rzeczy.

Zachowamy wszystkie oznaczenia poprzednie i jeszcze ozna-
czymy przez (Q koniec wektora H. Wspélrzedne tego punktu
w ukladzie a, b, ¢ bedg H,, H,, H., a w ukladzie x, y, z H,,
H,, H., jezeli wspélczynnik proporcjonalnosci jest réwny jednostce.
W czasie ¢ wspolrzedne te sa odpowiednio réwne, jak juz zazna-
czyliSmy w par. poprzedzajacym.

Wektor // zmienia si¢ z czasem zaréwno co do wielkosci,
jak i kierunku, a zatem koniec jego Q jest ruchomy. Szybkosé
(bezwzgledna) punktu @ posiada dwie skladowe, a mianowicie
szybkoé¢ w wzgledem ciala, czyli wzgledem ukladu o, b, c,
i szybkdéé unoszenia u, t. j. szybkos¢ tego punktu ciala, w kto-
rym w chwili { przypada punkt Q. Wyznaczymy rzut szybkosci

. dH,
bezwzgledne] na o x, czyli —(%?' :

Oczywiscie rzut ten jest rowny sumie rzutéw skladowych
w i u, czyli
dH
==t == oL 1).
. wy T u (§))

dH, dw, .
W chwili  mamy w, = w.= e, A c(;l ; u. znajdziemy

przy pomocy wzoréw, ktére poznaliSmy w par. 47. Mianowicie
u,=w,H. —w.H,.

Lecz wy=ay, w,=w., H.=H,= Cw,, i wreszcie H,= H,= Huw,
a zatem ]

u, = (C — B) wyw,.
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Wprowadzajac to do (1), otrzymamy

d(I{{"' = A dsi"f— — (B — C)wyw,,
e s dH, ¢ -
a poniewaz z drugiej strony TEr g} przeto wypadnie, jak
poprzednio
A d;‘;"f —{B~10) wpts /= [~

Réwnania Eulera $ciggaja sie do osi nieruchomych, ale -do
coraz innych, a mianowicie w kazdej chwili do tych, na ktérych
przypadajg woéwczas osi gléowne O, a zatem mozna uwazaé, ze
réwnania te dotycza osi glownych, t. |. prostych, nalezacych do
ciala i poruszajgcych si¢ wraz z niem.

Prz. 1. Okazaé, ze réwnania (1) i (2) par. 126 wynikaja z réwnan Eulera.
W przypadku, gdy na cialo sily nie dzialajg, L =M=N=0. Mnozac
réwnania Eulera odpowiednio przez (., b, e i dodajac, otrzymamy

Aeradoe 4 Bosdop - Coedwe == 0,
a mnozac przez Aoa, Bws, Coc i dodajge, otrzymamy
A:igdva 4 Brobdop 4 Clocdoe = 0.

Calki tych réwnan sa réwnaniami zadanemi.

Prz. 2. Jeden punkt ciala jest nieruchomy; przykladamy do tego ciala
taka parg, aby obracalo si¢ ono ze stalg szybkoscia katowa okolo jego pewnej
prostej. Wyznaczyé te proste, ktérym odpowiadaja pary o momentach najwie-
kszych, czyli proste najwigkszego momentu.

Skladowe momentu w kierunkach osi giéwnych beda:

L—=(C—B)w*cosgcosy, M=(A—C)wicosycose, N=(B—A)w cosxcosy,

gdzie «, !, 7 oznaczajy stale katy, ktére wektor © tworzy z osiami gléwnemi
punktu Q. Chodzi o to, przy jakich wartosciach tych katéw Li+-M*—-N* osiaga
maksymum, przyczem

cos®u - cos?d - cos?y = (1).

Rézniczkujac *[(C— B)*cos?Jcos?y +(A—C)*cos*ycos?at(B—A)*cos* ucos? ] —
— A (:0s*tcos*P+cos?y—1) wzledem «, 7 i 7, otrzymamy

[(A—C)cos?y 4 (B—A)*cos* 3 4] sin2s = 0 @),
[(B— A)*cos?e—~+(C—B)*cos*y 1] sin25 = 0 3),
[(C—B)%os* i+ (A—C)?cos*a + 2] sin2y = (4).
Zakladajac sin2y = 0, znajdziemy, e 7 =0 lub y = —;_ ; pierwszej wartoéci od-
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powiada oczywiScie minimum, a wigc drugiej maksymum. Dla y = znajdziemy

&
=7
, . T 3= , : ;

z (2), 3)i (1), ze « == i lub — znaczy to, ze dwie szukane proste leia
w plaszczyZnie ab i sa dwusiecznemi kata pomiedzy osiami a i . Dwie inne
pary prostych najwiekszego momentu leza w plaszczyznach bc¢ i ca.

Wyznaczyé jeszcze odpowiednie momenty co do wielkosci i kierunku.

Prz. 3. Punkt O ciala jest nieruchomy, i zadne sily z wyjatkiem reakcyj
nie dzialajg. Poczatkowo wektor » lezal na przecigeiu jednej z plaszczyzn gra-
nicznych 1 plaszezyzny zx. Wyznaczyé ® w funkeji £

Wyznaczamy naprzéd wy w funkeji . Wedlug drugiego réwnania Eulera bedzie

B d;’ty— = — (A— C)os0x 2).

Dalej z (3) i (5) w par. 126, uwzgledniajgc A >= BT, otrzymamy
C(A—B)tn:*=(A—B)T—B(A—B)ny?®,
A(C—A)wx*=(C—B)T—B (C—B) wy*.

Zakladamy T = Bo®. Znaczenie stalej ®; jest jasne; taka warto§é przybierze

szybko§é katowa, gdy osig obrotu stanie sie prosta y. Przy pomocy tego zwiazku
z dwéch réwnan ostatnich otrzymamy
Bn (o, —wy?)?

0z Wy = — === =

(4-0)*

(A—B) (B—C)

gdzie n* = —r Przyimiemy, ze poczatkowo o lezy w tej éwiartce

plaszczyzny zx, w ktdrej wspélrzedne z 1 x sa dodatnie. W takim razie mz, o,
a wiec 1 wz0x muszg byé dodatnie, i

Bn (0, — wy®)
A-C

' )z (Dx ==

Wprowadzajac to do (2), znajdziemy

dwy
dt

no, ¢ —R@, ¢
o \e —e

nnt RO ¢
e

-= —n(0,2*— 0y ?),

skad y= —

e

Z tego réwnania wynika, Ze ©y zbliZa si¢ asymptotycznie do —am,. Jest to
zgodne z prz. par. 129, wedlug ktérego o§ chwilowa zbliza si¢ asymptotycznie
do osi g.

Znajdziemy juz teraz latwo, ze w*=0,*-+ n*(0,2— 0y%); gdy oy zbliza
sig do o, to i » zbliza sic do o,.

Prz. 4. Cialo obraca si¢ okolo punktu nieruchomego pod dzialaniem sit
jakichkolwiek. Dowie&é, ie%ﬂZ = NO, gdzie T oznacza sile zywa, N sume mo-

mentéw sit wzgledem osi chwilowej i 2 ) szybkosé katowa.
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Prz. 5. Cialo jest w ruchu kulistym okolo punktu O i pozostaje pod
dzialaniem sil, ktére w kazdej chwili wywolalyby ruch okolo osi prostopadtej
do 6wczesnej szybkosci katowej, gdyby wéwczas cialo bylo w spokoju. Dowiesé,
Ze w tych warunkach szybkoéé katowa pozostanie stalg co do wielkosci tylko
W takim razie, jezeli momenty bezwladnoSci wzgledem dwéch osi gléwnych
punktu O s3 rowne. [ :

Z przytoczonych okolicznosci wynika, z

Loy Mws Noe
g St 5

=0.

Przy pomocy tego zwiazku otrzymamy z réwnan Eulera

apc. 48— p(B-C)a-0).

Prz. 6. Prostopadloscian, posiadajacy krawedzie 2a, 2a, 25, obraca sig
okolo swego srodka; dziala nan jedynie sila cigzenia wraz z reakci, a skladowa
szybkosci katowej w kierunku osi symetrji = »,. Dowies§é, ze szybkosé katowa
okolo kazdej z pozostalych osi gléwnych zmienia si¢ okresowo, i wyznaczyé
2r (b2 - a?)

o, (0 —at)

Prz. 7. Plyta w ksztalcie jednej petlicy lemniskaty moze si¢ poruszaé -
ekolo punktu wezlowego, 1 Zadne sily na nig nie dzialaja. Plyta otrzymala
w pierwszej chwili szybko§é katowa okolo jednej ze stycznych w punkcie wezto-
wym; wyznaczy¢ stosunek nzjwiekszej szybkosci katowej do najmniejszej.

| 314
Odp. \/ o ,

Oznaczmy przez x, y, z osi gléwne érodka obrotu i dajmy na to, ze
pierwsza przechodzi przez pole plyty, a trzecia jest prostopadta do jej plaszczyzny.
Z dwéch réwnan Eulera wynika, ze wx®+4 my?=w,?, gdzie », oznacza szybko&é
poczatkows. Zatem ®®= ;2 @:% i © osiaga maksymum i minimum jedno-
czeSnie z (:. Biorac pod uwage trzecie réwnanie Eulera oraz réwnanie sily
zywej, dojdziemy latwo, ze ®: osiaga maksymum, gdy @, = 0.

Prz. 8. Na cialo sztywne, bedace w ruchu kulistym, dziala taka para sil,
ze kwadrat momentu ilosci ruchu wzgledem Srodka jest proporcjonalny do sily
zywej. Dowiesé, ze plaszczyzna, zawierajgca wektory H i o, jest prostopadla
do plaszczyzny, zawierajacej pierwszy z nich oraz moment pary.

Z réwnan (1) i (2) w par. 126 oraz z réwnan Eulera otrzymamy

LH:~+ MHy+ NH:— D(Lox-- Moy + No:) = 0.

Oznaczmy przez ¢ i & katy, ktore moment pary tworzy z Hi ®, a przez

diugosé okresu. Odp. -

. T
% kat pomiedzy H i w. Wiadomo, Ze wcosy = (par. 126, prz. 2.). Stad

i z poprzedniego réwnania wynika cos®cost = cos¢. Zwiazek ten jest dowodem
wypowiedzianego twierdzenia.

Prz. 9. Cialo porusza si¢ okolo nieruchomego punktu O, Momenty bez-
wladnoéci wzgledem osi gléwnych x, y, z tego punktu wynosza 4, 4, C,
| w kierunku osi z dziala wcigz para o stalym momencie V. W pierwszej chwili

21+
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cialo mialo szybko#é katowa o, okolo osi y. Wyznaczyé stozek ruchomy osi
T X (A— B)Cuv,?» 22
h : . — =tan Y5
chwilowych. Odp W an AN g
Z dwéch réwnan Eulera dojdziemy, e wi*--wy*=uw,* a z trzeciego, €
Cw:=Nt; nastgpnie otrzymamy wx, wy w fukcjach t. Nalezy zachowaé jedno-
rodnosé réwnan.

Prz. 10. Punkt O ciala sztywnego jest nieruchomy, a momenty bezwlad-

noéci wzgledem jego osi gléwnych x, y, z wynosza odpowiednio 4, 4 i C.

Cialo otrzymalo szybkosé katowa okolo osi, tworzacej z osig z kat 7,, a dalej

dziala na nie para opézniajaca (np. opér powietrza), ktérej moment jest skiero-

wany zawsze wedlug osi chwilowe] i proporcionalny do szybkosci katowej

(wspélez. proporcjonalnosci = k). Jak zmienia si¢ z czasem kat 7 pomigdzy osia
ktfA—C)

o AC iy ; .
chwilowa i osig z? Odp. tan 7 = tan e . Jezeii A > C, to o8 chwilowa

odchyla sie coraz bardziej od osi z, zblizajac si¢ asymptotycznie do plaszczyzny
réwnych momentéw. Jezeli 4 << C, to o§ chwilowa zbliza si¢ asymptotycznie do
osi z. Jezeli wreszcie A=C, to kat pomiedzy temi osiami jest staly.

Prz. 11. Punkt O cienkiej plyty jest nieruchomy; momenty bezwladnosci
wzgledem osi gléwnych tego punktu, polozonych w plaszczyznie plyty, sa réwne
A i B. Z nich drugi jest wiekszy od pierwszego. Na plyte sily zewnetrzne nie
dzialajz. Nadano jej szybko§é katowa okolo osi, polozone] w plaszezyinie plyty;
mom. bezwl. wzgledem tej osi jest réwny /. Wyznaczyé stosunek pomicdzy

najwieksza 1 najmniejsza szybkoscia katowa plyty. Odp. V_B_ﬂ

A+B’
Szybkosé katowa osiaga maks. lub min,, :ieie|i —% = Wgq -%a— =
dw dow , . :
-+ o ——d—'tb— -+ We _Jtc_ =0, a z réwnan Eulera wynika, Ze to jest mozliwe

wtedy, gdy 0wq=0, lub wp =0, lub wc = 0. Lecz wektor ® nie moze sig
znalezé na plaszezyznie bc, bo do tego musialby przejsé przez plaszczyzneg gra-
niczna, a zatem wypadek pierwszy jest niemozliwy.

133. Precesja regularna. Na fig. 90 prosta OC wyobraza
of symetrji jednorodnej bryly obrotu, a zarazem 0§ materjalna,
wystajaca z tej bryly w obydwéch koncach. Koniec dolny osi
jest osadzony w lozysku kulistem nieruchomem O, a koniec gérny
w lozysku ruchomem cylindrycznem C. To ostatnie laczy sie za-
pomoca sztywnego lekkiego sciegna CD z lozyskiem D, nasa-
dzonem na nieruchoma o$ pionowg OD, przechodzaca przez
lozysko O. Sciegno to jest prostopadle do OC. Przy takiem
urzadzeniu cialo moze obracaé sig okolo swej osi OC i jedno-
czesnie wraz z ostatnig okolo pionu OD.

Przypusémy, ze s$rodkiem ciezkosci ciala jest punkt S, i ze
cigzar jego jest réwny Q. Moment bezwladnosci wzgledem osi OC
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oznaczymy przez C, a wzgledem prostych, poprowadzonych przez
O prostopadle do OC przez A. Précz tego niechaj bedzie kat
COD=49, OS=ai OC=b.

Nadajmy teraz cialu ruch obrotowy okolo OC i okolo OD;
pragniemy zbadaé¢ reakcje R, ktéra tozysko D wywiera za po-
Srednictwem $ciegna na koniec C osi ciala.

Jest rzecza prawie oczywista, ze szybkosci katowe oby-
dwéch ruchéw obrotowych, ktére posiada cialo, sa stale. Mozna
to uzasadni¢ Scisle w sposéb nastepujacy. )

D |E
g b
A /C
Q
(73]
Ay
Al £
\ &
w@
47
Fig. 90.

Calkowita szybko$¢ katowa ciala lezy w plaszczyznie OCD;
rozl(')imy jq na skladowe w 1 w, w kierunkach prostych OcC i OA,
z ktérych druga jest poprowadzona prostopadle do OC w plaszczy-
znie OCD. W takim razie podwdjna sifa zywa ciala wyniesie

Aw,? + Cwt.

Jest to oczywiscie wielko$é stata, Z drugiej strony dowiedziemy
tatwo, ze ®, t. j. rzut szybkosci katowej na o§ OC, jest staly.
W tym celu poprowadzmy w ciele przez O prostopadle do OC
dwie proste, tworzace kat prosty. Mozemy je wraz z OC uwazaé
za osi gféwne punktu O i zastosowaé do nich réwnania Eulera*).
W trzeciem z nich, dotyczacem osi OC, B =4, a précz tego N= 0,

*) Prosta OA jest ruchoma w ciele, a wi¢c do niej réwnan tych stosowaé

nie wolno.
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gdyz momenty wszystkich sil, dzialajacych na cialo, wzgledem oC

s zerami. Wypada wige, ze %L: =

0; z tego wynika, ze w, a wigC
i w,, sa stale.
Rozl6zmy teraz calkowita szybko$é katowa na skladowe £
i @ w kierunkach OD i OC. Biorac ich rzuty na OC i OA4,
znajdziemy, ze
w=w +R2cosV, w, = sind.

Z tego wynika, ze 2 i © sa réwniez stale.

Moment ilosci ruchu ciala wzgledem O, czyli wektor H, po-
siada w kierunku OC skladowa Cw, a w kierunku OA skladowa
ALsin Y. Skladowe te w czasie dt obrdca si¢ wraz z plaszczyzng
OCD o kat 2dt okolo pionu OD, a zatem pierwsza otrzyma przy-
rost Cwsind . £2dt, prostopadly do plaszczyzny rysunku i zwré-
cony w strone widza, a druga przyrost A& sind cos & . 2dt rowniez
prostopadly do tej plaszczyzny, lecz zwrécony w strong odwrotna.
Calkowity przyrost wektora /, mierzony w strone¢ widza, wyniesie
2(Cow — AL cos ) sin Jdi.

Przyrost ten wytwarzaja momenty sit Q i R wzgledem O.
Moment wypadkowy, mierzony w strong widza, wynosi Qasin — Rb,
a zatem

2(Cw — ALcos ) sind dt = (Qasind — Rb)dt

i R = [Qa't ALeos 9= Cn)sin .

Taka wiec sila powinna dzialaé w plasa#zyzinie pionowej na
punki C prostopadle do osi OC, aby wskazany ruch mégl trwaé
stale. Sila ta jest rowna zeru w dwéoch przypadkach, po pierwsze
gdy sin¥ = 0, czyli, gdy kat ¥ jest réwny zeru lub 7; a wiec
w tym razie OC zajmuje polozenie pionowe, a $rodek cigzkosci
moze znajdowaé sie wyzej lub nizej od O. Bylo to oczywiste
z géry. Przypadek drugi jest daleko ciekawszy. Zachodzi on
wowczas, gdy

Qa + 2(A82cos ¢ — Cw) = 0 (2)-

Poniewaz w tym razie $ciggno CD nie wywiera reakcji, mo-
zemy wiec je usunaé, nie wywolujac tem zadnej zmiany w ruchu
ciala. Bedzie ono w dalszym ciaggu wirowalo okolo osi symetrji
OC z szybkoscig katowa w' = w — £ cos (wzgledem plaszczyzny
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OCD), obracajac sie jednoczesnie z szybkoscig £ okolo osi pio-
nowej OD. Taki ruch pp. Klein i Sommerfeld w swem obszernem
dziele o baku nazwali precesjq regularnq. W podobny sposéb
porusza si¢ w stosownych warunkach bgk dziecinny lub zyroskop.

Precesja regularna nalezy do najdziwniejszych zjawisk me-
chanicznych. Wydaje sig ona czem$ paradoksalnem, zwlaszcza gdy
kat ¥ jest bliski prostego. Wyglada tak, jak gdyby cialo nie
podlegalo dzialaniu sily ciazenia, bo nie spada, jakkolwiek jest
podparte tylko w punkcie O, polozonym zdala od srodka ciezkosci.

Gdy mamy dane w i ¥, to mozemy z (2) wyznaczyé taka
szybko$é katowa £2, przy ktérej zachodzi precesja regularna.
Wypadnie r A0
Cw+ /Czll)“ 4AQ(1 cos J

 2Acos ¥ 3)-

Widzimy, ze istnieja dwie wartosci szybkosci £, przy ktérej w da-
y 13 ]

L=

o T . 5
nych warunkach zachodzi precesja regularna. Jezeli 1‘)'>§, inaczej
moéwige, gdy Srodek cigzkosci ciala znajduje si¢ nizej od O, to
wartosci te sa w kazdym razie rzeczywiste. Jezeli 0<§, a wigc

$rodek cigzkosci lezy nad O, to 2 jest rzeczywiste, jezeli wyra-
zenie stojace pod znakiem pierwiastka jest wieksze od zera, czyli
jezeli

A  4.Qacos?

T o ol

Warunek ten wskazuje, ze tem latwiej jest doprowadzi¢ cialo do
precesji regularnej w polozeniu, wskazanem na fig. 90, im mniej-

1112>

A : .
szy jest stosunek c Oléwek, oparty na zaostrzonym koncu,

méglby poruszaé si¢ w ten sposéb tylko przy bardzo, wielkiej
szybkosci katowej okolo osi. W nim C, t.j. moment bezwladnosci
wzgledem osi, jest bardzo maly w stosunku do A.

Jezeli 9<Z L

polozymy przed pierwiastkiem, a wigc obydwie wartosci £ sa
dodatnie; znaczy to, ze obydwie szybkosci katowe £ i w podczas
precesji regularnej majg kierunki takie, jak wskazu]q strzalki na

fig. 90, albo obydwie odwrotne. Jezeli >0

to w (3) licznik jest dodatni, jakikolwiek znak

5 to licznik w (3) jest
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dodatni lub ujemny stosownie do tego, czy przed pierwiastkiem
stoi plus czy minus, mianownik zas iest w kaidym razie ujemny;
znaczy to, ze dwie wartosci £, przy ktérych zachodzi precesja
regularna, posiadajg kierunki odwrotne.

Jeielin'}:?f, to precesji regularnej odpowiada tylko jedna

(skonczona) wartosé {2, a mianowicie

jak widaé z (2).

Prz. 1. Kétko Zyroskopu jest zrobione z cienkiego drutu; promien jego=r
i cigzar — Q. O5 OS i szprychy sa lekkie. Kotko wiruje okolo osi OS z szyb-
koscia katowa ® i obraca sie jednoczesnie okolo pionu OD; o5 OS pozostaje
pozioma, i odleglos¢ OS = a, gdzie S oznacza $rodek kétka. Wyznaczyé bezpo-
srednio, postugujac si¢ zasada d’'Alemberta, szybkosé precesji @, t.j. szybkosé
katowa okolo pionu OD.

Rozkiadamy reakcie w O na skladowe w kierunkach O.S i OD. Pierwsza
oznaczmy przez R, druga musi by¢ réwna Q, gdyz Srodek ciezkosci .S nie po-
siada przy$pieszenia pionowego.

Podzielmy obwéd kétka na elementy. Przyspieszenie kazdego z nich ma
trzy skladowe: (1) przyspieszenie wzgledne, (2) przyépieszenie unoszenia i (3) przy-
spieszenie Coriolisa. Odpowiednio do tego otrzymamy trzy uklady sit odwrotaych
do czynnych. Pierwszy rownowazy si¢ sam przez sig, drugi posiada wypadkowa
na OS, ktéra réwnowazy sig z R, trzeci sprowadza si¢ do pary, kiérej moment
jest prostopadly do plaszezyzny DOS i réwny mr*w, gdzie m oznacza masg
kélka. Para ta musi si¢ réwnowaiyé z reakcja pionowa i ciczarem, a zatem

mr2. Qo — Qa.

Jest to zgodne z ostatnim wzorem w tekicie, bo mr* jest momentem

bezwladnosci kétka wzgledem osi OS. Ostatecznie =;‘j€)

Prz. 2. Okragla tarcza o promieniu a pozostaje w ruchu precesji regu-
larnej na zupelnie chropowatej plaszezyinie poziomej. Plaszczyzna tarczy tworzy
z pionem kat @, a szybkosé katowa precesji jest réwna &. Wyznaczyé promien
(4g — Q%acos ) tan«

602

Przypusémy, Ze osia precesji jest prosta OD; o tarczy OS przecina i3
w punkcie O. Punkt ten jest nieruchomy, i przez niego przechodzi zawsze o$
chwilowa, obecnie OB. Tworzymy wektor H wzgledem tego punktu O. W tym
celu rozkladamy catkowita szybkoSé katowa wedlug prostej OS oraz wedlug

kota, ktére zatacza srodek tarczy. Odp.

: Y .
réwnoleglej przez O do érednicy BE. Znajdziemy, Ze pierwsza o == 7’ , gdzie r

oznacza promien szukany, a druga = Q2cosa. Stosownie do tego wektor H po-
siada skladowe Co i Alcosw, gdzie C'i A oznaczaja odpowiednie momenty
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bezwladnosci. Wektor ten w czasie df otrzyma przyrost

2(Covcosa |- ALsinx cos ) di.
Przyrost ten wytwarzaja cigzar tarczy Q i reakcia w punkecie Zzetknigeia B.
Ostatnia rozkladamy na skladowe pionowa i pozioma; pierwsza jest réwna Q,
bo $rodek ciczkosci nie posiada przyspie-

.
szcnia pionowego, a druga F nadaje temu 7 D
srodkowi przySpieszenie normalne, a wige ,'. 0
jest rowna M2, gdzie M oznacza masg o X%
tarczy. £

1
1
1
[}
.
v
1
t
]

Prz. 3. Jednorodny prosty stozek
kolowy toczy sig¢ na plaszczyinie pozio-
mej doskonale chropowatej, i ruch jest
jednostajny; promienn podstawy stozka
jest réwny a, a kat wierzcholkowy 2.
lle co najmniej sekund trwa calkowity
.obrét stozka okolo pionu, przechodza-
cego przez wierzcholek? Odp.

~ 5g(4 — 3cos*a)

Precesja regularna odbywa si¢ tu
pod dzialanicm pary sil, z ktérych jedna
jest ciezarem stozka, a druga reakcja Fie. 91
plaszezyzny. Punkt przylozenia reakeji il
z géry nie da sie wskazaé, w kaidym
razie lezy on na tworzacej, ktéra stozek w danej chwili dotyka plaszczyzny.
Znajdziemy latwo, ze ruch jest najszybszy, gdy rami¢ owej pary jest najwigksze.

Prz. 4. Chropowata tarcza pozioma moze si¢ obracaé okolo osi pionowej.
Na tarczy spoczywa prosty stozek kolowy z wierzcholkiem na jej osi. Zaczynamy
obracaé tarcze ze stala szybkoscia katowa ®. Dowiesé (1), ie stozek moze
ACw?
2D
odpowiednio momenty bezwladnosci stozka wzgledem osi, wzgledem prosto-
padlej do osi przez wierzcholek i wzgledem tworzacej), (2) Ze wowczas reakcja
tacezy przechodzi przez srodek ciezkosci stozka. Précz tego zbhadaé ruch w tym
szczegblnym przypadku, gdy C— A

Prz. 5. Naczynie stoikowe posiadajace kst wierzcholkowy «, obraca sie
ze stalg szybkoicig katowa {2 okolo pionowej tworzacej z. W naczyniu znajduje
sie_kula o powierzechni chropowatej i promieniu a; styka si¢ ona stale z we-
wnetrzng powierzchnia stozka w punkcie C, polozonym na tworzace przeciwlegle]
do z, a odlegloéé tego punktu od wierzcholka stozka jest rowna r. Wyznaczyé
szybkoisé katowa, z ktéra kula obraca si¢ okolo srednicy, przechodzacej przez
C, wzgledem plaszczyzny, przechodzacej przez C i z.

5[g — OQ¥rsine — acosz)tana

Odp. Le ( 2a0 ; ]

Prz. 6. Kulg jednorodng o promieniu a oparto na chropowatym drucie,
wygigtym w forme kola o promieniu ¢ i umocowanym w plaszczyznie poziomej;

9% \ 30(1 | + 5cos®)cosa )

z tarczy zaczerpnaé najwyzej sily zywej (w tem C, A i D oznaczaja
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nastgpnie nadano kuli impuls w kierunku poziomym, skutkiem czego obiega ona
drut ze staly szybkoscia katowa, 1 Srednica, przechodzaca przez punkt zetkniecia,

Sgtana

tworzy z pionem kat «. Wyznaczyé te szybkosé katowa. Odp. T Sasg

Prz. 7. Zyroskop, Zloiony z ciezkiego krazka, osadzonego na lekkiej osi,
jest zawieszony na nici o diugoSci a; nié ta jest przyczepiona do osi w odle-
glosci & od Srodka cigzkosci zyroskopu, a ramie¢ bezwladnosci krazka wzgledem
osi jest réwne k. Krazek wiruje z szybkoscia katowa @ okolo osi, a 0§ pozo-
staje pozioma. Wyznaczyé kat, ktéry nié tworzy z pionem. Odp. Szukany kat
« czyni zadosé réownaniu k*o’tanc = (asina £ A)gh? i

134, Trwalo§é precesji regularnej. Przypusémy, e w urza-
dzeniu, wyobrazonem na fig. 90, $ciegno CD wydluza sig lub skraca,
przyczem lozysko D powinno tak przesuwaé si¢ na pionie OD,
aby $ciegno pozostawalo prostopadlem do osi OC. Podczas tego
wydluzania lub skracania oczywiscie na koniec C osi ciata mu-
siala dzialaé précz sily R jakas nowa sila ‘P w kierunku DC lub
CD. Gdy juz pozadana zmiana dlugosci nastapila, usufimy te
sile P. Naturalnie zmienil si¢ kat ¢, a zatem zmienila sig¢ i sila R.
Zbadamy, czy R ze wzrostem kata ¢ wzrasta, czy maleje.

Naprzéd zobaczymy, jak zmieniaja sie szybkosci katowe w
i £, gdy +} zmienia si¢ w opisany sposéb. Moment sily P wzgle-
dem osi OC jest zerem, a zatem dowiedziemy z latwoscia przy
pomocy trzeciego réwnania Eulera, jak w paragrafie poprzedzaja-
cym, ze szybkos$é w pozostaje stala.

Sila P dzialala weciaz w plaszczyznie OCD, podobnie jak sily
Q i R, a zatem moment jej wzgledem O byl poziomy, i wektor
H wzgledem O otrzymywal wciaz przyrosty poziome. Z tego wy-
nika, ze koniec tego wektora pozostaje stale w niezmiennej pla-
szczyznie poziomej, a wiec rzut jego F' na pion OD jest wielko-
§cig stala.

Poniewaz skladowe wektora A w kierunkach OC i OA4 wy-
nosza odpowiednio Cw i ALsin, otrzymamy przeto

Cocosd + ALsin2d = H’ D).

Réwnanie to wyraza zwiazek pomiedzy ¥ i 2. Rézniczkujac je,
otrzymamy
d2 Cw—2ALcos?y @
dy— Asin¥ bk

Z drugiej strony z (1) w par. poprzedzajacym mamy
Rb = (Qa — CLw + AL2cos #)sin P 3)
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a stad
dR dQ
= — (Cu—2A82cos ) sin¥ S~ — AQ2sin? 9 +
bd(} (Cw—2A¢ cosJ)std‘(} ALz2sin? &
+ (Qa — CQu + AL2cosI)sin J.

Q .
Gdy wprowadzimy. Z:; z (2) i uwzglednimy (3), to wypadnie
dR _ _(2A%cos¥ — Cw)* ALsin?y . R
d Ab b tan
Gdy zachodzi precesja regularna, to R =0 i
dR _  (2ALcos¥ — Cw)*  AL%sin*Y

ge - Ab b i
Widzimy, Ze przy tej wartosci kata ¥, przy ktorej cialo posiada

. dR .
ruch precesji regularnej, — jest ujemne; znaczy to, ze ze wzro-

d
stem kata ¢ R sie zmniejsza 1 odwrotnie.

Z rozwazan powyzszych wynika wniosek nastepujacy. Przy-
‘pusémy, ze Sciegna niema, i ze cialo posiada ruch precesji regu-
larnej. Wymierzmy w koniec osi C lekkie uderzenia skierowane
do D. Skutkiem tego o$ zblizy sie cokolwiek do pionu, t. j. kat
 sie zmniejszy. Poprzedniej wartosci kata <+ odpowiadala warto§é
zero reakeji R, nowej wartosci odpowiada wartosé wieksza, t. j.
dodatnia. Znaczy to, Ze pragnac utrwali¢ nowe polozenie osi
w plaszczyznie OCD, musieliby$my przylozyé do C sile skiero-
wana do D. Jezeli pozostawimy cialo samemu sobie, to 0$ podazy
do polozenia pierwotnego, przy ktérem odbywala sig precesja
regularna.

Gdyby uderzenie nastapito w kierunku DC, to sila R przy-
bralaby warto$é¢ ujemna, a wiec bylaby zwrécona od D do C,
a oé pozostawiona samej sobie, podazylaby do pionu OD, czyli
znowu do polozenia pierwotnego.

Ze wzgledu na takie wlasciwo$ci precesji regularnej méwi
sig zwykle, ze jest to ruch trwaly.

135. Precesja pseudoregularna. Usufimy w urzadzeniu,
wyobrazonem na fig. 90, Sciegno CD, ustawmy of ciala OC pod
katem ¥, do pionu, nadajmy nastepnie cialu szybkosé katowa ®
okolo OC, skierowang od O do C, jak wskazuje strzatka, i pozo-
stawmy cialo samemu sobie. Pragniemy zbadaé ruch dalszy.
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Oprécz reakeji w O na cialo dziala jedynie sila cigzenia Q.
Z trzeciego rownania Eulera wynika, jak wiemy, ze rzut calkowite;j
szybkosci katowe] na OC pozostanie i nadal réwnym w.

Moment ilosci ruchu wzgledem O moze przybieraé jedynie
przyrosty poziome, a zatem rzut jego A’ na pion OD bedzie stale .
réwny Cw cos ¥,. '

W pierwsze] chwili wektor H posiada kierunek OC. Pod
dzialaniem sily Q o$ ta zacznie odchylaé si¢ od pionu, i gdyby
nie powstal jeszcze jaki§ ruch inny, toby rzut A’ sie zmniejszal.
H’ zachowa wartosé stalg tylko w takim razie, jezeli jednoczesnie
z -opadaniem OC powstanie na OA odpowiednia skladowa wek-
tora A, czyli jezeli cialo zacznie si¢ obracaé okolo pionu OD
z odpowiednig szybkoscig katowa £2; szybkosé ta bedzie skiero-
wana od O do D, jak wskazuje strzalka.

Gdy 0§ OC odchyli sie od pionu o kat ¢, to rzut A’ bedzie
réwny Cwcosd + Af2sin2Y, a zatem

Cwcos ¢+ + ALsin?d = Cw cos ¥, (1).
Wéwezas szybkosé katowa ciala bedzie miata skladowe w, £2sin¥

£

i “%} na prostych OC, OA oraz na prostopadlej OB do plaszczyzny

OCD, a wiec sila zywa ciala wyniesie

T R Ty e ﬂ)“
i[Cw + A22sin2Y + A(

Cow?
gdy w pierwszej chwili wynosila ——. Przyrost

2

1 cnsins + 4 (22)]

jest réwny pracy Qa(cos¥, — cos¥) sity Q, zatem
9\ ¢ - :
AS22sind + A (%) = 2Qa(cos ¥, — cos¥) (2).

Réwnania (1) i (2) okreslajg ruch ciala; aby wytworzyé sobie
wyobrazenie o tym ruchu, nalezy zbadad, jak zmieniajg si¢ szyb-

koSci katowe £ i gdy wazrasta kat J.

‘"1 ]
Cw cosdy — cosy.
A sin%¢
d22  Co L Shcostiss 2 cos JF, cos
ds~ A sin %

Z (1) otrzymamy £ = , a stad




— R =

piszac w liczniku sin®%, + cos®J) zamiast 1, przeksztalcimy to na
d2 _ Cw sin*%, + (cos¥, — cos¥)?
d% A sin3 9
pochodna ta jest oczywiscie dodatnia, a wiec ze wzrostem kata ¢
szybko$é katowa {2 wzrasta.
Aby zdaé sobie sprawe z tego, jak zmienia si¢ szybkosé

ds r e : . ;
g’ Wyznaczymy naprzéd skrajne polozenia osi OC (fig. 90), czyli
te wartosci kata J, przy ktorych os przestaje odchylaé ste od pionu
i zaczyna sie zblizaé, lub odwrotnie. Oczywiscie w takiem polo-

3.
zeniu osi = 0, a zatem z (2) wypada, ze woéwczas

AL2sin%9 = 2Qa(cos ¥, - cos?) (3).
Rugujac stad i z (1) szybkos¢ {2, otrzymamy
(cosF, — cos?) [C2w2(cosFy — cos¥) — 2 AQasin29] = 0.
p d ; : d9

Z tego réwnania wynika przedewszystkiem, ze = =0, gdy =9,
t. . w polozeniu poczatkowem i wogdle wéwczas, gdy o tworzy
z pionem kat J,. Aby otrzymaé inne polozenia skrajne, nalezy
zalozyé, ze drugi czynnik lewej strony jest zerem. Celem skrécenia
rachunku zalozymy, ze cos? =u, a wiec sin®?=1—u? i ze
Qil%a = 2n. Wypadgie wowczas

u?— 2nu+ 2ncosdy —1=10 (4).

Wyréznik tego réwnania kwadratowego wynosi n?—2ncos,+
+1. Najmniejsza warto$¢ jego wypada w tym razie, gdy cos %=1,
czyli gdy poczatkowo o§ ciala miala polozenie pionowe, lecz
i wéwczas jest on réwny (n—1)?, czyli dodatni. Wnioskujemy
stad, ze obydwa pierwiastki réwnania (4) s rzeczywiste.

Dajmy niewiadomej u wartos¢ — 1, wéwczas lewa strona
réownania przybierze warto$é 2n(1 + cos%) oczywiscie dodatnia.
Nastepnie dajmy u wartosé costy; po lewej stronie wypadnie
cos*%;, — 1, co jest znowu ujemne. Tak wiec, gdy u wzrasta od
— 1 do cos®, to lewa strona zmienia znak, a wiec réwnanie po-
siada pierwiastek, zawarty pomiedzy — 1 i cos%,; innemi slowy

d\"' 5 . . v e
szybkos¢ katowa - staje sie¢ zerem dla pewnej wartosci ¥, za-

wartej pomigdzy 7 i . Oznaczmy te warto$é przez 9.
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Przypusémy teraz, ze u wzrasta dalej, poczynajac od cosd.
Gdy u przybierze warto§é + 1, to lewa strona stanie sie rowna
— 2n(1 — cos¥y); jest to ujemne, podobnie jak dla u = cosJ,
a zatem pomiedzy cos? i + 1 niema pierwiastka. Gdy u wzrasta
w dalszym ciaggu i przekroczy 2n, to suma dwéch pierwszych wy-
razé6w u®—2nu, czyli u(u — 2n), staje sic dodatnia, i nastepnie
z dalszym wzrostem u wzrasta nieograniczenie; musi wiec osta-
tecznie cala lewa strona staé sie¢ dodatniag. Z tego wynika, ze
rownanie posiada pierwiastek wiekszy od 1; nie wchodzi on
w rachube, bo u, czyli cos¥, nie moze by¢ wieksze od 1.

g 2 o 1 L ;
Tak wiec szybkosé katowa 4 Staie sig zerem dla dwéch po-

lozen osi ciala, a mianowicie gdy ta o$ tworzy z pionem katy %
1 9. WidzieliSmy, Ze cos'; zawiera si¢ pomiedzy — 1 i cosVy,
jest wiec mniejszy od cos¥, a zatem kat ¥, jest wiekszy
od .

Mozemy teraz zdaé sobie sprawe z ruchu ciala. W tym celu
wyobrazmy sobie kule, zatoczong z punktu O promieniem OC=5,
obierzmy za biegun jej punkt najwyiszy i przeprowadzmy na po-
wierzchni dwa réwnolezniki, ktérych s$rednice widaé z O odpo-
wiednio pod katami 29, i 29;; pierwszy z nich lezy oczywiscie
wyzej od drugiego. Otéz ruch punktu C odbywa sie¢ na powierzchni
kuli pomiedzy temi réwnoleznikami granicznemi. W kazdej chwili
szybko$é punktu C daje sie rozlozyé na dwie skladowe; jedna
v, w kierunku poludnika, lub raczej w kierunku stycznej do

1

tegoz, jest rowna bd druga v, w kierunku réwnoleinika wynosi

b82sin .

Punkt C wyrusza z pewnego polozenia na gérnym réwno-
lezniku granicznym w kierunku poludnika. Szybkos¢ katowa £2,
a zatem i skladowa v, szybkosci liniowej punktu C, powstaja do-
piero skutkiem odchylania si¢ od pionu. W dalszym ciagu wzra-
stajg obydwie skladowe v, i v,, a wiec punkt C odbiega coraz
predzej i coraz dalej od poczatkowego poludnika, ]ak rowniez od
gornego réwnoleznika granicznego. :

Podczas tego ruchu ku dolnemu réwnoleznikowi granicznemu
skladowa v, wzrasta wcigz, bo inaczej zmniejszalby sie rzut H' wektora

. . " d9
H na pion OD. Natomiast skfadowa v, wraz z szybkoscia katowa 5
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wzrasta tylko do pewnego maksymum, nastgpnie maleje i staje
sig zerem, gdy punkt C doszedl do dolnego réwnoleznika gra-
nicznego. Woéwczas punkt C posiada tylko skladowa v, szybkosci,
a wiec biegnie w kierunku réwnoleznika.

Z rozwazan tych wynika, ze tor punktu C przecina gérny
réwnoleznik graniczny pod katem prostym i jest styczny do réwno-
leznika dolnego.

Oznaczmy przez « kat, ktory os ciala tworzy z pionem w chwili,

d¥ .
gdy v, lub = osiagga maksymum. Latwo sie domysleé, ze kat ten

odpowiada precesji regularnej; znaczy to, ze przy éwczesnej war-

toci 2 zachodzilaby precesja regularna, gdyby nie istniala szyb-
v p A 2 3

kosé (fi—t Mozna si¢ o tem przekonaé¢ w sposéb nastepujacy.

Rézniczkujemy (1) i (2) wzgledem { i z otrzymanych réwnan

. dQ . . dv S
rugujemy -5 skracajgc nastepnie przez sin: T znajdziemy

Cw — A2 053+A———QG %).

Do tego réwnania moglibysmy z latwoscia dojé¢ bezposrednio.
W tym celu nalezy tylko napisaé, ze przyrost elementarny wektora
H jest rowny momentowi popedu elementarnego sily Q wzgledem
punktu O.

. d2d .
Dajmy w (5) zmiennej  wartos¢ a: wéwczas = 0, gdyz

! - Lo dY . .
przy tej wartosci kata 9 szybko$é —- osiaga maksymum, i wy-

dt
padnie
(Cw — AL cosa) = Qa
Taki wlasnie warunek powinien by¢ spelniony, aby zachodzila pre-
cesja regularna; przekonamy sie o tem, gdy poréwnamy to réwnanie
z (2) w par. 133.

Gdy punkt C znajdzie si¢ na dolnym réwnolezniku granicznym,
to, jak widzieliémy, porusza si¢ wzdluz tego réwnoleznika. Ruch
taki jednak nie moze trwaé dluzej, bo warunki precesji regularnej
nie sa tu spelnione. Punkt C przeto zaczyna podnosié sie w gore,
i ruch przechodzi przez wszystkie fazy, przez ktére przechodzit
poprzednio, w porzadku odwrotnym. A wigc v, wciaz sie zmniejsza,
natomiast v, wzrasta, dopoki C nie dojdzie do réwnoleznika pre-
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cesji regularne], a potem v, maleje i staje si¢ zerem na gérnym
réwnolezniku granicznym.

Fig. 92 wyobraza tor punktu C, widziany z géry. Taki ruch

pp. Klein i Sommerfeld nazwali precesjq pseudoregularnq. Méwimy,

ze wywoluje ja sila Q. Jezeli réwnolezniki

graniczne sa zblizone do siebie, to oko nie

dostrzega prawie drobnych wahan osi w kie-

\ runku pionowym, i wyglada tak, jak gdyby

sila Q wywolywala ruch w kierunku do niej

Fig. 92. prostopadtym.

Jezeli 0§ ciala pozostaje podczas precesji prawie pozioma, to

méwi sie, ze wektor @ goni moment sily Q. Slusznosé tej reguly,

ktéra bywa nieraz uzyteczna, mozna latwo stwierdzié przy pomocy

fig. 90.
Prz. 1. Cialo pozostaje w precesji pseudoregularnej stosownic do opisu,

podanego w tym paragrafie. Wyznaczy¢ maksymum szybkosci katowej (.

2aQ
Odp. ==
dp Co
Prz. 2. Obrecz toczyla si¢ wprost od nas na chropowatej plaszczyinie po-
ziomej i z jakiejs przyczyny pochylila sig cokolwiek na prawo. W ktéra strone

=

zboczy ona z linji prostej?

Prz. 3. Wzgledem lotnika Smiglo aeroplanu, umieszczone na przedzie,
obraca sig w kierunku odwrotnym do ruchu wskazéwki zegara. Jaki ruch wykona
aeroplan w plaszczyznie pionowej, gdy lotnik, pragnac skrecié na lewo, zwréci
ster w stosowna strong?

Prz. 4. O§ OC bryly obrotu jest tak osadzona w punkcie O, ze moglaby
si¢ okolo niego obracaé¢ w kaidym kierunku. Na korcu C o5 ta posiada ucho,
przez ktére przechodzi gladki palak kolowy, umo-
cowany w plaszczyznie pionowe], przéchodzacej 1
przez O (fig. 93). Tym sposobem o5 OC moze sig
poruszaé tylko w tej plaszczyZnie. Cigzar ciala = Q,
jego momenty bezwladnosci wzgledem osi obrotu
i wzgledem prostopadlej do niej przez O sa réwne
C i A, odleglosci srodka cigzkoSei S i ucha C
od O wynosza a i b (temu jest takze réwny pro-
mieri palaka). Ustawiamy o§ OC pod katem
do pionu, nadajemy cialu szybkosé katowa o okolo
tejze 1 pozostawiamy je samemu sobie. Jaki bedzie
ruch dalszy, i jaka reakcje palgk bedzie wywieral a
na ucho? Odp. Gdy o5 utworzy z pionem kat /,

Co- [20a(cosd, — cosT) Fig. 93.
A J

to reakcja wyniesie 3

B T R S

Prz. 5. Puszczono bak na zupelnie gladkiej plaszczyznie poziome;.
W pierwszej chwili o5 ta byla nieruchoma i pochylona. Okazaé, Ze tor ostrza
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lezy pomigdzy dwoma okregami wspolirodkowemi, przecinajac wewngtrzny pod
katem prostym i stykajac si¢ z zewngtrznym.

Prz. 6. Dwie jednakowe gladkie sztaby AO i OB kaida o dlugoici 2a
sg polaczone luzno z nieruchomym punktem O, a trzecia taka sama sztaba CD
moze przesuwaé si¢ po nich przy pomocy pierScieni, umocowanych w korncach
C, D. Ustawiamy wszystkie sztaby na prostej poziomej tak, aby pierscienie
przypadaly w érodkach sztab AO i OB, a nastepnie nadajemy temu ukladowi
szybko&é katowa m, okolo pionu. Jaka powinna byé ta szybko$é, aby sztaba CD
2g
a>|/ 3’

Kat ¥, ktéry sztaby AO i OB tworza z pionem, zmienia si¢ w pewnych
granicach, i znajdziemy, Ze jego wartos¢ najmniejsza czyni zado$é réwnaniu

in ) (1-+-8sin*¥ ., =
6aw02:Mf))’2(}f _L')- Aby sztaba CD si¢ nie zsungla, ten gra-
sin

nie zsunela sig z dwéch pozostalych. Odp. powinno byé w,* >

niczny kat % powinien byé wigkszy od 30°% a dla tej wartosci 4 prawa strona
powyiszego réwnania jest funkcia wzrastajaca. Z tego wynika warunek, podany
w odpowiedzi.

Prz. 7. Cialo pozostaje w precesji pseudoregularnej, jak w tekécie para-
grafu niniejszego. Dowies¢, ze koniec szybkosci katowej (wypadkowej) zatacza
w ciele krzywa plaska, a w przestrzeni nieruchomej krzywa sferyeczna, t. j. polo-
zona na kuli, ktérej érodek znajduje sie na pionie OD (fig. 90). Moznaby te
krzywe uwazaé za podstawy stozkéw ost chwilowych ruchomego i stalego.

Pierwsza czeS¢ twierdzenia wynika wprost stad, ze ® jest wielkoscig
stalag. Aby dowiesé czei¢ druga obierzemy na pionie OD jakikolwiek punkt P
w odlegloéci p od O, mierzonej w gére; wyznaczymy odleglosé r konca szyb-
kosci katowej od tego punktu P. Wypadnie

A (i Osin S Gol Y Pa ‘2;)4 (@ cos ¥ -} Osin®¥ — p),
a przy pomocy (1) i (2) przeksztalcimy to z latwoscia na
Art = Aw*1-2Qacos ¥, — 2p Cocos, + Ap*—+2[ pw(C— A)— Qa] cos ¥.

Odleglo&é r {est stala, jezeli po(C—A)— Qa =0, czyli jezeli
___Qa
P=(C=A)n"

Tym sposobem twierdzenie zostalo dowiedzione, i wzor ostatni okresla polozenie
srodka kuli. Jezeli C =4, czyli jezeli bak jest ,kulisty”, to p=00, a wigc
krzywa jest plaska. Bezposrednio wynika to z tej okolicznosel, ze w tym pray-
padku szczegélnym szybkosé katowa lezy na linji wektora H i wynosi %’
a zatem rzut jej na pion jest staly.

Prz. 8. Mamy dwa baki dla ktérych wielkosei Q, a i A s3 jednakowe,
za§ momenty bezwladnos$ci wzgledem osi symetriji sa odpowiednio réwne C i G
Jak nalezy puicié te baki, aby ich korice poruszaly si¢ zupelnie jednakowo.
Odp. Nalezy ustawié¢ osi pod jednakowemi katami do pionu i nadaé bakom
takie szybkosci katowe w i w,, aby bylo Cw = Cu, .

136. Ruch kuli na plaszczyinie poziomej. Rozwazymy tylko

pewien przypadek szczegélny; zalozymy mianowicie, ze w chwili
22

Nauka o ruchu.
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poczatkowej kula otrzymala ruch postepowy w dowolnym kie-
runku oraz ruch obrotowy okolo dowolnej s$rednicy poziome;j,
a dalej dziala na nig jedynie sila tarcia. Dajmy na to, ze kula
posiada mase jednostkowa, i ze wspélczynnik tarcia jest réwny f.
Na fig. 94 widzimy te kule¢ w rzucie poziomym. Jej srodek O
ma w danej chwili szybko$¢ u = OB; temu samemu jest réwny
wektor G. Przypusémy, ze moment ilosci ruchu wzgledem $rodka
jest poziomy i réwny H. Szybkosé katowa w posiada ten sam

: . . . . g 2QF 5H
kierunek i wynosi e+ @ Poniewaz k2= = przeto @ = gt
a oznacza tu promien kuli.

Majac dane powyisze mozna wyznaczyé szybkos$¢ kazdego
punktu kuli. Szczegédlnie wazna role odgrywa w zjawisku bada-
nem punkt najnizszy 4, w ktérym kula styka sie z plaszczyzna
pozioma. Na figurze przypada on w tem samem miejscu, co
i srodek O. Szybkos¢ punktu A posiada dwie skladowe. Jedna

OB = u jest nastepstwem ruchu postepowego, druga aw = SQL_]
a

wynika z ruchu obrotowego i jest prostopadla do H. Te druga
skladowa wyobraza odcinek OC, a odcinek OD = v reprezentuje
szybkosé wypadkowsg punktu A. Sila tarcia fg jest skierowana
odwrotnie do w.

fig. 94.

W ciqgu nastepnych df sekund wektor G albo szybko$é u
srodka otrzyma przyrost G = fgdt w kierunku fg, a wektor H
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przyrost 0H = afgdl prostopadly do fg. Na naszej figurze moment
sily fg jest zwrécony w lewo, i ten sam kierunek posiada przy-
rost 0H. Skladowa aw szybkosci punktu najnizszego®) otrzyma
przyrost prostopadly do JH, a wigc skierowany wedlug fg. Co do
wielkosci przyrost ten musi byé w tym samym stosunku do JH,
. 5dH _ 5fgdt
co aw do ‘H, a zatem wynosi 7727=—%7~.
Szybkosé wypadkowa v otrzyma w kierunku fg przyrosty
. Sfgdt .l . ; T
fedt i 5]%—-— , a wiec jej przyrost catkowity, ujemny, wyniesie %‘ﬁ
Z tego wynika, ze szybkosé tego punktu kuli, ktéry zajmuje
w kazdej chwili polozenie najnizsze, posiada wciaz jeden i ten
sam kierunek, a zmienia si¢ jedynie co do wielkoSci, a miano-

7fod!

wicie co df sekund zmniejsza sig o 5 innemi stowy koniec tej
szybkosci D zbliza sie do 4 z szybkoscia %g. Jezeli poczatkowa
szybkosé najnizszego punktu byla réwna wy, to w czasie 3;2
D dojdzie do A, t. j. szybko$é najnizszego punktu stanie sig zerem,
i rozpocznie si¢ nowy, drugi, okres zjawiska.

Sifa tarcia jest zawsze odwrotna do szybkosci najniiszego
punktu, a wigc w ciagu pierwszego okresu posiada kierunek staly,
i srodek kuli porusza sie tak, jak punkt materjalny o masie jednost-
kowej, na ktéry dziala sila fg stala co do wielkosci i kierunku,
czyli jak poruszalby sie pocisk w prézni, gdyby przyspieszenie
ziemskie bylo f razy wicksze. Z tego wynika, ze torem Ssrodka
jest parabola o osi réwnoleglej do w,.

Wedlug doswiadczen Coriolisa wspélczynnik tarcia pomiedzy
bilardem i kula bilardowa wynosi 0,2, jezeli zatem poczatkowa
szybko$¢ najnizszego punktu v, byla réwna 0,5 m na sek., to pierwszy

. 2,
okres trwa wszystkiego = 0,07 sekundy.
rwa wszy. g e

W chwili, gdy szybko$¢ najnizszego punktu znika, rozpo-
czyna sie proste toczenie si¢ kuli po plaszczyznie. Odtad ruch
srodka jest prostolinjowy i jednostajny. Mozna z latwoscia wyzna-
czyé kierunek szybkosci ostatecznej Srodka.

*) Wypada zwréci¢ uwage, ze po uplywie df sek. juz inny punkt kuli
bedzie najmzszym; jest tu wige mowa -o_s-;zybkoscl coraz innego punktu kuli,
zawsze tego, ktéry zajmuje poloZenie najmzsze.

22*
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Obierzmy na srednicy pionowej kuli jakikolwiek punkt P
w odleglosci x od O, przyczem kierunek na dé! bedziemy uwa-
zali za dodatni. Szybkosé¢ punktu P*) posiada dwie skladowe;
jedna jest réwna i réownolegla do u, druga za$ réwna xw, ma
kierunek OC. W ciagu df sekund obydwie te skiadowe otrzymaija
przyrosty w kierunku fg; przyrost pierwszej wynosi, jak wiemy
fgdt, a przyrost drugiej musi by¢ w tym samym stosunku do

odpowiedniego przyrostu szybkosci punktu A4, czyli do Sfgd

2 >
Sfgxdt =
Ton - Szybkosé
wypadkowa punkiu P otrzyma w kierunku sily fg przyrost

oty
fg(l"ri(‘z)dt.

co xo do aw = OC, a zatem jest réwny

Jezeli 1+ ;—Z =0, t. |. jezeli x = _25_‘5’ to ow przyrost jest

zerem; innemi slowy ten punkt kuli, ktéry w jakiejkolwiek chwili
- in : . .
lezy na $rednicy pionowej o ?a wyzej od s$rodka, posiada wow-

czas szybkosé taka sama, jak punkt, ktéry zajmowal to polozenie
w chwili pierwotnej.

Na figurze 94 odcinek OF réwny ?/; odcinka OC wyobraza
druga skladowg szybkosci punktu P, a OF owa stalg szybkosé
wypadkowa,.

W ciagu drugiego okresu s$rednica pionowa posiada ruch
obrotowy okolo punktu najnizszego, a wiec oczywiscie ostateczna
szybkos¢ srodka bedzie miala kierunek OF, a co do wielkosci
wyniesie 3/; owej szybkoSci stalej punktu P,

Prz. 1. Zupelnie chropowata plaszczyzna pozioma obraca sie ze stala
szybkoécia katowa @ okolo osi pionowej. W spodku tej osi polozono kule i na-
dano jej impuls poziomy, skutkiem czego srodek otrzymal szybkosé v,. Wyzna-

czyé tor bezwzgledny srodka. Odp. Kolo o promieniu %_

Niechaj poczatkowe poloZenie Srodka bedzie poczatkiem prostokatnego
ukladu wspélrzednych; osi x, y obieramy w plaszezyinie poziomej a mianowicie
pierwsza w kierunku szybkosei w,. Skutkiem poczatkowego pchnigcia, czy ude-
rzenia, kula otrzymuje ilogé ruchu G, = Mv, w kierunku osi x oraz moment

*) Jest tu znowu mowa nie o jednym i tym samym punkcie kuli, lecz
zawsze o tym punkcie, ktéry w danej chwili zajmuje polozenie P.
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ilosci ruchu wzgledem Srodka H, = w kierunku osi y; M oznacza

Mk,
a

w tem mase kuli, @ promien i %k ramig bezwladnosci wzgledem érednicy. Dalsze
przyrosty wektoréw G i H wytwarza pozioma sila tarcia, a zatem przyrosty te
sa poziome, i obydwa wektory pozostaja stale w plizczyznie xy. Z tego wynika,
ze calkowita szybkosé katowa jest zawsze pozioma.

Sila tarcia F' wytworzy w czasie d¢ przyrost Fdt wektora G oraz przyrost
Fadt wektora H. Przyrosty te s do siebie prostopadle, a stosunek pomiedzy

ich wielkoSciami wynosi , a wige i calkowity przyrost, jaki otrzyma wektor G
a

w czasie f, jest prostopadly do catkowitego przyrostu wektora H i pozostaje don
w tym samym stosunku.

Opierajac sig na wynikach powyzszych, mozna zadanie rozwiazaé w sposéb
bardzo prosty. .

W chwili ¢ srodek kuli zajmie polozenie (xy). Skladowe szybkosci linjowe;j
(bezwglednej) srodka w kierunkach osi oznaczamy przez vx, wy, a skladowe
szybkosci katowej przez wx, oy. Poniewaz poslizg jest wylaczony, przeto

Ux - awy = —Qy, vy —awy = Ox .
Calkowity przyrost wektora G w kierunku osi x, pomnozony przez a, musi byé
taki sam, jak calkowity przyrost wektora A w kierunku osi y, i odwrotnie.
Stad wynikajg dwa inne réwnania
a(Mvx — G,) = Mk*wy — H, , aMvy = — Mk*ox .
Rugujac z tych czterech réwnan o, wy i catkujac, otrzymamy réwnanie toru
O 4-y*) — 7o,y = 0.

Latwo okazaé, ze szybkosé érodka jest stale réwna v,.

Prz. 2. Kulg polozono na zupelnie chropowatej plaszezyinie poziomej,
a nastepnie nadano plaszezyinie ruch obrotowy okolo osi pionowej z ze stalg
szybkoscia katowa (2. Poczatkowa odleglosé srodka kuli od osi z jest réwna r.
Wyznaczyé tor bezwzgledny srodka kuli i jego szybkosé. Odp. Torem jest kolo
o promieniu r, a szybkosé wynosi 2—.1;—-)

Rozumujac podobnie, jak w przykladzie poprzedzajacym, rozwiazemy
zadanie prawie bez rachunku. Znajdziemy naprzéd, ze wektory G i H tworzy
weiaz kat prosty, a zatem szybko$é srodka jest réwnolegla do szybkogci naj-
nizszego punktu,
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