VI SILA ZYWA I ILOSC RUCHU.

83. Dwie zasady. WidzieliSmy w rozdziale poprzedzajacym,
Ze mozna rozwigzaé¢ bardzo wiele zagadnieni z dynamiki punktu
materjalnego, poslugujac si¢ bezposrednio prawami Newtona;
wlasciwie ‘napotykane ograniczenia tkwig nie w samej naturze
pewnych zagadnien, lecz wynikajg raczej z trudnosci matematycz-
nych, ktére wystepujg zwlaszcza przy calkowaniu réwnan réznicz-
kowych.

Pomimo tak rozleglego zakresu stosowalnosci praw Newtona,
waznag role odgrywaja jeszcze w dynamice pewne twierdzenia
zasadnicze, czyli zasady, ktére ulatwiajg w znacznym stopuniu ukla-
danie réwnan i skracajag rachunki, ale sa one same oparte na
prawach Newtona, nie zawierajag wiec zadnych elementéw nowych.

Nam chodzi tu gléwnie o zasadg sit zywych 1 zasadg ilosci
ruchu. Trescia kazdej z nich jest zwiazek pomiedzy pewnemi
dwiema wielkosciami. Tak wiec w pierwsze] mamy zwiazek po-
miedzy sila Zywa i pracg mechaniczng, a w drugiej pomiedzy
iloscig ruchu i popgdem albo impulsem sily.

Zasadnicza r6znica pomiedzy zasadami temi polega na tem,
ze pierwsza posiada charakter skalarowy, bo zaréwno sila zywa
jak i praca sa skalarami, natomiast druga posiada charakter wek-
torowy, bo ilo$é ruchu i poped sa wektorami.

Rozwazymy naprzéd zasade sit zywych; wypada jednak na
wstgpie przypomnieé¢ w zarysie teorje pracy mechanicznej, znang
juz ze statyki.

84. Praca elementarna. Przypusémy, ze na punkt materjalny,
ktéry posiada szybkosé w, dziala sila P, tworzaca z v kat 4. Mo-
zemy przyjaé, Ze w ciggu najblizszych dt sekund kat ten nie ule-
gnie zmianie. W ciagu tego czasu punkt materjalny przejdzie droge
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ds = vdt. lloczyn Pdscos ¢, albo Pvcos ddf nazywamy pracq ele-
mentarng sily P. Bedziemy ja oznaczali przez dL.

Pracy nie przypisujemy kierunku, jest to wiec skalar, a nie
wektor.

Element drogi ds mozemy uwazaé za wektor, a zatem dL
jest wynikiem pewnego dzialania, dokonanego nad dwoma wekto-
rami P i ds. Jest to jedno z dzialan zasadniczych rachunku wek-
torowego; nazywa si¢ mnozeniem skalarowem, a dL = Pdscos ¥
zowie si¢ iloczynem skalarowym. Réwniez Pvcosd jest iloczynem
skalarowym wektoréow P i w. Nazw tych nie bedziemy jednak
uzywali w dalszym ciagu (par. 9).

Mozna powiedzieé, ze praca elementarna jest to iloczyn
z elementu drogi ds przez Pcos¥, czyli przez rzut sily na kieru-
nek szybkosci, albo ze jest to iloczyn z sily P przez ds . cos 9,
t. j. przez rzut elementu drogi na kierunek sily.

Prace elementarng uwazamy za dodatnig lub ujemng sto-

. T :
sownie do znaku czynnika cosd. Jezeli <, to dL jest do-

datnie, jezeli 9>, to dL jest ujemne, wreszcie dL = 0, jezeli

o

= %, t.j. jezeli sila dziala prostopadle do szybkosci.

Przypuéémy, ze na punkt materjalny dziala pewna liczba
sit P, Py..., i ze sily te tworzg z szybkoscia odpowiednio katy
V1, J2.... Oznaczmy wypadkowa przez R, a kat pomiedzy nig
i szybkoscig przez ¢. Rzut wypadkowej na kisrunek szybkosci
jest réowny sumie rzutéw skladowych, a zatem

R cosp = XPcos .
Mnozac obydwie strony przez ds, otrzymamy
R cos gds = XPcos Jds;

to znaczy, ze praca e/oyzentama sily wypadkowej jest réwna su-
mie prac elementarnych sit skiadowych. -

Przy pomocy tego twicrdzenia wyprowadzimy jeszcze inne
uzyteczne wyrazenie pracy elementarnej.

Obierzmy prostokatny uklad wspélrzednych i rozlézmy sile
P na skladowe P, Py, P.. W chwili ¢ punkt materjalny posiadal
wspélrzedne x, y, z, a w chwili £+ d¢ wspdlrzedne x - dx, y+ dy,
z+dz. QOczywiscie dx jest rzutem elementu ds na o§ x albo na
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kierunek sily P, a wiec praca elementarna tej skladowej=P.dx.
Tak samo znajdziemy, Ze prace elementarne skladowych P, i P,
sg odpowiednio P,dy i P.dz. Tak wiec
dL = P.dx + P,dy + P.dz (1).
Rozwaiymy jeszcze pare wazniejszych przypadkéw szcze-
golnych. ‘
Przypusémy, ze punkt materjalny 4 obraca si¢ okolo punktu
O z szybkoscig katowa w, promien

0 Ml e, Tl IS
OA4A=r,ina A w plagzczyinie toru 00"\ :

dziala sila P, tworzaca ze styczna g

kat ¥. Praca elementarna dL = P~

Porcosddt. Lecz rcosd = p jest
ramieniem sily P wzgledem O, a za-
tem Prcos¥ jest to moment tej sily
wzgledem O. Oznaczymy go przez
M, a kat wdt, o ktéry punkt A obrécil sie w czasie df, przez di.
Bedzie wéwczas Y

Fig. 69.

dL = Modt = Mdg (2).

Latwo si¢ przekonaé, ze dL jest dodatnie, jezeli wektory
M i o majg kierunki jednakowe; w razie przeciwnym dL jest
ujemne.

Twierdzenie, zawarte we wzorze (2), mozna latwo uogdlnié.
Dajmy na to, ze punkt A obraca si¢ okolo osi z, a sila P jest
jakkolwiek skierowana w przestrzeni. PoprowadZmy przez A plasz-
czyzneg A, prostopadla do z i przecinajacg te prosta w punkcie O,
i rozlézmy site P na skladowe P, i P, z ktérych pierwsza lezy
w plaszczyznie A, a druga jest do niej prostopadla, albo réwno-
legla do osi z. Praca elementarna sily P, jest zerem, gdyz sila
ta dziala prostopadle do szybkosci, a zatem praca sily P jest
rowna pracy skladowej P czyli réwna Mdp, gdzie M oznacza
moment sily P, wzgledem O, albo moment sily P wzgledem osi z.

Tak wiec w ruchu obrotowym praca elementarna sily jest
réwna iloczynowi z momentu ltej sily wzgledem osi obrotu przez
kqt elementarny.

Rozwazymy teraz inny wainy przypadek szczegélny. Niech
beda dwa punkty materjalne, zajmujace w danej chwili polozenia
Ay i Ay, i przypusémy, ze wywieraja one na siebie nawzajem sily.
Wedlug trzeciego prawa Newtona sily te sa réwne i odwrotne;
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oznaczymy kazda z nich przez P i bedziemy je uwazali za do-
datnie, jezeli sa skierowane na zewnatrz odcinka 4,4, w razie
przeciwnym za ujemne. Chodzi o wyznaczenie sumy prac elemen-
tarnych takich dwéch sit.

Obierzmy prostokatny ukiad wspéirzednych i oznaczmy wspél-
rzedne punktéw A;, A, odpowiednio przez (x;y:z), (x:y.z.),
a katy kierunkowe prostej A,A4; przez «, g, 7. Wedlug (1) prace
elementarne obydwéch sit beda

Pcosudx; + Pcosgdy, + P cos ydz,
i —Pcosadxy, — Pcospdy, — Pcosyazs,
a ich suma
dL = P[(dx;—dx,) cosa + (dy, - dy.) cos g + (dz, — dz.) cos y].

Wyrazenie, zawarte w nawiasie, przeksztalcimy w sposéb
nastepujacy. Oznaczmy przez r odleglosé A4,4,. W takim razie

(1 —x2)2 4 (g1 —ya)? + (21 —2)* = r2;
a poniewaz X; —x» = rcosa i t. d., przeto
(dx, —dx;) cos & + (dy, —dy.) cos g + (dz; —dz,) cos 7 = dr.
Gdy wprowadzimy to do powyizszego wzoru to wypadnie
dL = Pdr.

Praca dL jest dodatnia, gdy obydwa czynniki P i dr maja
znaki jednakowe, t.. gdy np. sily P sa odpychajace, i odleglosé
A,A, wzrasta; w razie przeciwnym dL bedzie ujemne. Jezeli od-
leglosé punktéw jest stala, to dr = 0 i suma prac elementarnych
obydwéch sit jest zerem.

Gdy np. punkty sg polaczone lekkim sznurem, ktoérego na-
prezenie = .S, a dlugos¢ = /, to praca elementarna naprezenia =
=— Sdl. Jezeli sznur jest nierozciggalny, to praca napreienia jest
réwna zeru.

Wzér dL = Pdr jest wainy i w tym razie, gdy jeden z punk-
téw jest nieruchomy. Wéwczas sile P, dzialajaca na drugi punkt,
nazywamy cenfralng, a ten punkt nieruchomy, przez ktoéry weigz
przechodzi sita P, zowie si¢ srodkiem sily centralnej. Tak wiec
praca elementarna sily centralnej = Pdr.

85. Praca calkowita. Przypusémy, ze punkt materjalny wy-
szedl z polozenia 4 i doszed! jakimkolwiek torem do polozenia B,

Nauka o ruchu. 12
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przyczem wcigz dzialala nan sila P. Podzielmy tor AB na nie-
skonczenie male elementy i wyznaczmy dla kazdego z nich prace
elementarna, ktéra wykonala na nim sita P. Sume tych prac
elementarnych nazywamy praca caltkowita, albo wprost praca sily
P na drodze AB.

Dajmy np. na to, ze sila P jest stala co do ‘wielkosci i po-
siada wcigz kierunek szybkosci. W takim razie dL= Pds i L=2PFs,
gdzie s oznacza dlugosé toru AB. Jezeli P=1kg i s=1m, to
praca jest rowna jednemu kilogramometrowi. W fizyce jest w uzy-
ciu inna jednostka erg. “

Przypusémy, ze ciezki punkt materjalny, wazacy Q, prze-
szed! z polozenia 4; do polozenia A,; pragniemy wyznaczyé prace
sily cigzenia. Obierzmy w taki sposéb uklad wspélrzednych, aby
o$ z byla skierowana pionowo na dé}, i oznaczmy w tym ukladzie
wspolrzedne punktow A; i A, przez (x1y12z() i (x2y225). Prace
elementarng wyznaczymy przy pomocy wzoru (1) w paragrafie
poprzedzajacym. QOczywiscie P.=P,=0, P.= Q, zatem

dL = Qdz,

i = Q/ dz = Q(z, — z1);

z;—z; jest réznicg pozioméw polozen A i A,. Widzimy, Ze praca
L zalezy jedynie od tej réznicy pozioméw, lecz jest niezalezna od
drogi, ktéra punkt materjalny przeszed! z jednego polozenia do
drugiego.

Wyznaczymy jeszcze prace catkowity sity centralnej P w przy-
padku, gdy ta jest funkcja odleglosci » punktu materjalnego od
srodka O, gdy np. P=f(r). Dajmy na to, ze punkt materjalny
przeszed! z polozenia A, do 4., i oznaczmy promienie OA4, i 04,
odpowiednio przez r, i r.

Praca elementarna dL=Pdr, jak wiemy z paragrafu poprze-
dzajacego, czyli

dL = f(r)dr,
a zatem praca calkowita
L = /’::.f(l')dr.

Oczywiscie L zaleZy tu znowu tylko od r, i n, czyli od skraj-
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nych polozen punktu materjalnego, lecz jest niezalezne od drogi,

ktéra punkt ten przeszedl od jednego z nich do drugiego.
Przypusémy dla przykladu, ze punkt O przycigga punkt

materjalny z silag odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odleglosci.

. . % . h 5
W takim razie P = — —, gdzie # oznacza wspélczynnik pro-
re

ras _[r:" #dr :z(l = 1.).
Jon . n

W technice obok pracy waing role odgrywa pojecie spraw-

porcjonalnosel, i

s oy - dL Th: -
nosci sity. Sprawnosé jest to skalar, réowny di Jezeli sprawnosé

- | 5 y j
jest stala, to wynosi ona = gdzie L jest pracs, wykonana

w czasie £ Jednostka sprawno$ci jest kilogramometr na sekunde,
czescie] jednak s w uzyciu inne jednostki, a zwlaszcza kon pa-
rowy lub mechaniczny (75 kilogramometréw na sekunde) i kilowat.

Poniewaz praca jest réwna iloczynowi z sily przez droge,
przeto wymiar pracy = MLT—* . L = ML*T—2 Wymiar spraw-
nosci = MLT—* : T = ML:T 3.

Prz. 1. Wyznaczyé prace, ktéra wykonala ziemska sila ciazenia podczas
spadania meteorytu, ktéry na powierzchni ziemi wazy 1 kg. (Nalezy uwazaé, ze
ciala sa przyciagane do Srodka ziemi z sitami odwrotnic proporcjonalnemi do
kwadratu odleglosci, i ze meteoryt doszed! do ziemi z odleglosci nieskonczenie
wielkiej). Odp. 6370000 kilogramometrow.

Prz. 2. Punkt materjalny musi pozostawaé na larncuchowej o parametrze a
i jest przyciggany do kierownicy z silg prostopadly do tej prostej i proporcjo-
nalng do odleglosci (wspélcz. prop.=4k). Wyznaczyé prace, ktéra wykona ta
sila, gdy punkt materjalny dojdzie z polozenia P do wierzchotka 4, jezeli luk
P4 =s. Odp. ";

Prz. 3. Wyznaczyé prace, wykonana w ciagu roku przez sile, z ktérg
sloiice przyciaga ziemie.

Prz. 4. Sznur spreiysty, ktérego wspélczynnik sprezystosci — E, posiada
w stanie nierozciagnictym dlugosé I, Wyznaczyé prace potrzebna do wydluzenia
tego sznura o a. Odp. E;%

Prz. 5. Czg&é lancucha, waiacego Q i I dlugiego, lezy na stole, a czesé
o dlugoici a zwisa. Jaka prac¢ wykona sila cigienia, gdy lancuch catkowicie

QU —a?)

zsunie sig ze stolu. Odp. =,
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Prz. 6. Balon wzniés! si¢ nad powierzchnig ziemi na bardzo duzz wyso-
kosé h; z niego zwisa lancuch, przyczepiony jednym koncem. Diugoié tancucha
jest rébwna a, a jego cigzar na powierzchni ziemi bylby réwny Q. W pewnej
chwili tancuch si¢ odczepil; jaka prace wykona sita ciazenia, zanim lancuch

Prz. 7. Punkt materjalny jest przyczepiony do konca sznura, zarzuconego
na gladka tarczg kolowa, polozong w plaszezyznie pionowej. W poczatku punkt
znajdowal sie na koncu Srednicy poziomei, a nastcpnie zostal weciagnigty do
szezytu tarczy ze stalem przySpieszeniem (stycznem) g. Wyznaczyé stosunek
pracy, wykonanej na pierwszej polowie drogi, do pracy, wykonanej na drugiej-

mi2l2
n--4—2|2°
Prz. 8. Po brzegu okragle] tarczy, polozone] w plaszczyznie pionowej,

Odp.

weiagnigto punkt materjalny z konca Srednicy poziome] do szezytu z przySpie-
szeniem stycznem ‘g—; wspolczynnik tarcia = f. Wyznaczyé stosunek wykonanej

pracy do pracy, ktérg nalezaloby wykonaé, aby ten sam punkt podniesé wprost
e 6 4—n
na taka sama wysoko&é. Odp. +f(4 ~)

Prz. 9. Bardzo ostry stozek, posiadajacy wierzcholek w érodku kuli ziem-
skiej, a podstawe na powierzchni, jest wypelniony cialem jednorodnem. Dowiesé,
ze do wyciggniecia zawartosci stozka na powierzchni¢ potrzebna bytaby praca,
ktéraby wystarczyla do podniesienia tej samej zawartoSci z powierzchni na wy-
soko$¢ réwna piatej czeSci promienia ziemskiego, gdyby nad powierzchnia sila
ciazenia si¢ nie zmieniala. Zob. par. 73, prz. 18.

Nalezy naprzéd wyznaczyé praece, potrzebna do wyciagnigeia jednego ele-
mentu stozka.

Prz. 10. Cuzasteczki, skiadajace obecnie kule jednorodng o masie /i pro-
mieniu o, byly niegdy$ rozproszone w przestrzeni w nieskonczenie wielkich
odleglosciach jedna od drugiej i zbiegly si¢ dzigki przycigganiu wzajemnemu,
podlegajacemu prawu Newtona (wspélezynnik propore. - 1). Jaka prace wyko-

; . ] 33
naly przytem sily przyciagania? Odp. T
Kula tworzy sig¢ stopniowo. Po pewnym czasie juz czesé czasteczek utwo-
= N ; . 4rrd "
rzyla kule o promieniu r i masie M, —7; —5, gdy reszla pozostaje jeszcze
w odleglosci nieskonczenie wielkiej. Nastepnie przybywa nowa czgsteczka m,
kiéra rozklada sie na kuli w postaci warstwy sferycznej o gruboici dr, a zatem

475!"-'dr AL. 7_71_ .

m . 1. Sila przyciagania wykonala przytem prace —
T

Sumujac,
otrzymamy iadang prace.

Prz. 11. Powloka w postaci kuli o promieniu a zawiera gaz o cinieniu p
(sila na jednostk¢ powierzehni p). Jaka prace potrzeba wykonaé, aby zapomocg
cisnienia, wywieranego na powloke, doprowadzié kule do promienia ? Przyimu-
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iemy przytem, Ze ciSnienie gazu jest odwrotnie proporcjonalne do objetosei.
a
=t

Prz. 12. Do polerowania podlogi sluzy kamien, wazacy 40 kg; jego wspél-
czynnik tarcia o podloge — 0,3. Robotnik przesuwa kamien 10 razy na minutg
0 1,2m w jedna i druga strone. Wyznaczyé sprawnosé robotnika. Odp. 4,8 kilo-

Odp. 4ra?plg

gramometréw na sek.

Prz. 13. Staw o pojemnosci 5000 m® ma by¢ oprézniony zapomoca pompy,
ktérej wspélezynnik uiytecznego skutku (stosunek pracy uzytecznej do pracy,
zuzytej do poruszania pompy) = 0,8. Motor rozwija 2 konie parowe, a wodeg
trzeba odprowadzaé na wysokosé 3m. lle czasu zajmie opréznienie stawu?

Odp. 34 godz. 43 min.

Prz. 14. Kolo wodne daje 10 koni par. Jego wspolezynnik uiytecznego
skutku — 0,5, a spadek wody wynosi 4 m. Ile metréw szesciennych wody spada
na sek. na kolo? Odp. 0,375.

Prz. 15. Okret plynie z szybkoscia 12!/, wezla (to znaczy z szybkoscia
124, muli morskiej na godzing, a mila morska = 1850 m), przyczem maszyna
jego daje 6000 koni par. Wyznaczyé opér wody. Odp. 70,05 tonn.

86. Pole sil. Wyobrazmy sobie cze§¢ przestrzeni, ktéra po-
siada wlasciwosé nastepujaca: gdziekolwiek umiescimy w niej
punkt materjalny, to zawsze na ten punkt dziala sila. Taka czes¢
przestrzeni nazywa si¢ polem sil. Tak np. okolice kuli ziemskiej
sg polem sil, gdyz tu na kazde cialo dziala sila cigzenia; nazy-
wamy je grawilacyjnem polem ziemskiem. Nasz system planetarny
jest pograzony w grawitacyjnem polu slonecznem, i kazde cialo
wytwarza naokolo siebie grawitacyjne pole sil, gdyz kazde cialo
przyciagga okoliczne punkty materjalne.

Sa pola sil, w ktorych sily dzialajg tylko na niektére ciala.
Tak np. okolice magnesu sa polem sil, ale tylko dla zelaza i nie-
wielu cial innych. Réwniez tak zw. pole elektrostatyczne, istniejace
w okolicach ciala naelektryzowanego, oddzialywa nie na wszystkie
ciala. W dalszym ciagu bedzie mowa glownie o takich polach,
w ktérych sily dzialaja na wszystkie ciala, a wigc o polach gra-
witacyjnych.

Umiesémy w punkcie A takiego pola punkt materjalny o ma-
sie m. Na punkt ten zacznie dzialaé sila P; zalozymy zgodnie
z dowiadczeniem, ze ta sila jest proporcjonalna do masy, a zatem

P = Hm,
gdzie H oznacza wspolczynnik proporcjonalnosci. Wielkos$é ta

charakteryzuje pod pewnymi wzgledami punkt A i nazywa sie
natezeniem pola w punkcie A. Jezeli m =1 to P= H, a wiec
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natezenie pola w punkcie A jest to wektor, zgodny co do kie-
runku i wielkosci (liczbowo) z silg, ktora dzialalaby na punkt
materjalny o masie jednostkowej, gdyby go umiescié¢ w A.

Poniewaz H=§ , przeto wymiar natezenia = MLT —%: M=

= LT—2 Jest to wymiar przy$pieszenia. W polu ziemskiem,
w poblizu powierzchni ziemi, natezenie jest wszedzie réwne g
i posiada kierunek pionowy na dél. '

WyidZmy z punktu 4 i wedrujmy w kierunku natezenia A
az do nieskonczenie bliskiego punktu A;. Znajdziemy tam nate-
zenie H,, ktére wogéle rézni sig nieskonczenie malo od A pod
wzgledem wielkosci i kierunku. Wedrujmy dalej w kierunku tego
nowego natezenia /4, az do nastepnego nieskonczenie bliskiego
punktu A,, w ktérym panuje natezenie H,. Pojdziemy nastepnie
w kierunku H. it.d. Tym sposobem zakreslimy w polu si pewng
linje ; linja taka nazywa sie linjq sil.

Przez kazdy punkt pola przechodzi linja sil; natezenie jest
wszedzie styczne do tej linji, gdyZz posiada z nig dwa nieskoncze-
nie bliskie punkty wspélne.

W polu ziemskiem linje sil s linjami prostemi; mozna uwa-
zaé, ze wychodzg one ze $rodka kuli ziemskiej i rozchodza sie
na ksztalt promieni. Jezeli chodzi tylko o niewielka czgéé pola
ziemskiego, np. o pole, zawarte w granicach jednej sali, to mo-
zemy uwazaé, ze linje sil sa réwnolegle, a wigc natezenie jest tu
stale co do wielkosci i kierunku. Pole takie nazywamy jednorodnem.

Pole sil jest szczegolnym przypadkiem pojecia ogélniejszego,
a mianowicie pola wektorowego. Nazywamy tak przestrzen, w kté-
rej kazdemu punktowi odpowiada pewien wektor. Juz poprzednio
(par. 22) méwiliSmy np. o polu szybkoici ukladu sztywnego.
Tam w danej chwili punktowi 4 pola odpowiada szybkosé tego
punktu ukladu, ktéry wlasnie przez A przebiega.

W polu szybkosci zamiast linij sit mamy linje szybkosci.
Linja szybko$ci przechodzi przez kazdy punkt pola i jest styczna
do jego szybkosci. Ruch ukladu sztywnego jest wogole srubowy;
okreslajg go dwa wektory, a mianowicie szybko$§é postepowa
i szybkos¢ katowa. Gdyby te wektory od tej chwili zachowaly
obecng wielkos¢ i kierunek, to oczywiscie linje szybkosci stalyby
si¢ torami punktéw; 'z tego wynika, ze linje te sa Srubowemi
posiadajacemi wspélng of i jednakowe kroki.
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Jezeli owe dwa wektory nie s stale, to i cale pole szyb-
kosci zmienia sig¢ z biegiem czasu. Przez dany punkt przestrzeni
przebiegajg punkty ukladu z coraz innemi szybko$ciami, i linje
szybko$ci majg coraz inny przebieg. Pole takie nazywamy zmiennem.

Mozna fatwo wyobrazié sobie réwniez zmienne pole sil,
w ktérem natezenia zmieniajg sie co do wielkosci i kierunku,
a linje sil przybieraja coraz inng postaé. Takie zmienne pola
odgrywaja waing role w elektrotechnice. Maszyna elekrodyna-
miczna w najprostszej postaci sklada si¢ z masy magnetycznej,
ktéra porusza sic w zmiennem polu magnetycznem, wytwarzanem
‘przez prad elektryczny. Sila pola, dzialajaca na mase, wykonywa
podczas tego ruchu prace. Jezeli ta praca jest dodatnia, to mozna
ja przy pomocy znanych urzadzeii mechanicznych przenie$é na inne
maszyny. Maszyne elektrodynamiczng nazywamy w tym razie
motorem. Prad do wytwarzania pola w motorze musi by¢ dostar-
czany z zewnatrz.

Jezeli praca sily pola jest ujemna, to maszyne nazywamy
generatorem. Do poruszania masy magnetyczne] trzeba tu dopro-
wadzaé prace z zewnatrz, natomiast w generatorze powstaje prad,
ktéry moina zuzytkowaé w stosownych przyrzadach *).

Nizej podane przyklady maja ilustrowaé takie urzadzenia,
nalezy jednak uwazaé, ze mamy tam do czynienia z polami gra-
witacyjnemi i masami zwyklemi.

Prz. 1. Jednorodne pole sil o stalem natezeniu H wiruje ze stalg szyb-
koscia katowa ® okolo osi prostopadlej do linij sit. Wyznaczyé pracg, ktoérej
podczas n obrotéw dostarczy motor, zlozony z punktu materjalnego m, osadzo-
nego zapomoca ramienia a na osi réwnoleglej do osi obrotu pola, i posiadajacy
stalg szybko&é katowa w,.

Przyjmiemy, ze » i ®, s3 skierowane jednakowo. Mozemy uwazaé, zZe
masa m wiruje okolo osi lub okolo punktu O pod dzialaniem sity Am, ktéra

znowu obraca si¢ okolo m. Dajmy na to, ze w poczatku rachuby czasu sila
tworzyla z ramieniem mO kat 2, i ze jej moment wzgledem O mial kierunek

szybkosci ®,. W takim razie praca, wykonana w okresie od ¢ do ¢-i-dt, bedze
dL - Hmaw, sin [z - (0, — o) {]dt (1).
2x 5l :
Calkujgec w granicach od O do -(—)’l, znajdziemy, Ze praca szukana
o, _
(] w —
L e cos 2 — cos (% -~ e B, '.) ().
W, — o o,

*) Istnieid motory i generatory oparte na innej zasadzie. Pole ich jest
stale, ale posiada zamknicte linje sit. Pole tego-rodzaju zowie sie wielowarto-
§ciowem, a owe motory i generatory unipolarnemi lub jednobiegunowemi.
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Jezeli », rézni si¢ od , to ze wzrostem n praca L oscyluje pomiedzy pewny
wartoécia dodatnig i ujemna, a wige motor nie moze dostarczaé nieograniczonych
ilosci pracy. Mozliwe to jest tylko w takim razie, gdy o, = o. Wéwczas z (2)

. 0 . " : -
wypadnie L o’ stosujac znana metod¢ wyznaczania takich wartosci lub
wprost z (1), otrzymamy L — 2Hma=mnsinz. Taki motor zowie si¢ synchronicz-
nym. Jezeli o ©0, to L jest ujemne, i mamy generator synchroniczny.

Prz. 2. Pole grawitacyjne pulsuje wedlug prawa H— H,sinot. Wynaczyé
prace, ktérej podczas n obrotéw dostarczy motor, zlozony z masy jednostkowej,
osadzonej na osi poziomej zapomocs ramienia a, 1 wirujacy ze stalg szybkoscig

H,aw ; I .
katowa o,. Odp. L="""—L|w,cosxsin2zn — -— wsin«cos 2rn
w

0w\ 5

m

~- o sin a) , gdzie

wy

% oznacza kat, ktéry w poczatku rachuby czasu ramie tworzylo z pionem. Motor
jest synchroniczny podobnie, jak poprzedni. Pracuje on tylko w takim razie,
© gdy o, — o, i wowezas L — H,awncos «.

87. Potencjal. Przeniesmy w polu sil punkt materjalny
o masie m z polozenia A, do polozenia A,. Podczas ruchu na
punkt ten bedzie wciaz dzialala sila pola, a zatem sila ta wykona
pewna pracg. Istniejg pola, w ktérych praca ta jest niezaleina
od tego, jaka droga punkt m dostal si¢ z 4; do A.. Otrzymu-
jemy zawsze jedna i tez samg prace, jakakolwiek bedzie ta droga.
Pole, posiadajace taka wlasciwo$é, nazywa si¢ jednowartosciowem™).

W grawitacyjnem polu ziemskiem punkty materjalne sa przy-
ciagane do srodka ziemi, a sily sa funkcjami odleglo$ci od $rodka.
Widzielismy w par. 85, ze wlasnie w tym razie praca zalezy
jedynie od poloien pierwotnego i koncowego, a jest niezalezna
od drogi. Z tego wynika, Ze pole ziemskie i wogoéle wszystkie
pola grawitacyjne sa jednowartosciowe.

Obierzmy w polu jednowartosciowem punkt O, ktéry na-
zwiemy poczatkiem pola. Przeniesmy nastepnie punkt materjalny
m z O do jakiego$ innego punktu A. Sila pola wykona przytem
prace L. Poniewaz sila jest w kazdem polozeniu proporcjonalna
do masy, przeto i praca L bedzie proporcionalna do m. Bedzie
wiec :

L =Vm,
.

gdzie V' oznacza wspolezynnik proporcjonalnosci. Wielko$é ta

. ®) Naz’wa pochodzi stad, Ze w polu takiem potencijal jest jednowartosciows
funkcja wspolrzednych punktu. Nie wszystkie pola sit sa jednowartoiciowe.
w PP]U magnetycznem pradu elektrycznego potencjal jest wielowartosciowa
funkeja wspélrzednych, a zatem pole takie jest wielowartosciowe. (Ob. przypi-
sek w par. poprzedzajacym).
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lest takze charakterystyczna dla punktu A4 i nazywa sie poten-
¢jafem tego punktu.

Jezeli m = 1, to L =V, a zatem potencjal punktu A4 jest
to skalar, liczbowo réwny pracy, ktérag wykona sila pola, gdy
masa jednostkowa przejdzie z poczatku pola do punktu 4. Po-

tencjal = *i, a wiec wymiar jego bedzie ML:T 2: M= LT =

Oczywiscie potencjal poczatku pola jest zerem, a potencjaly
wszystkich punktéw zalezg od polozenia poczatku. Gdy obie-
rzemy poczatek inaczej, to wogéle potencjaly wszystkich punktéw
pola sie zmienia.

Dajmy na to, Ze punkt materjalny o masie m przeszedt
z polozenia A; do polozenia A., i ze potencjaly tych punktow
sg odpowiednio réwne V) i V. Mamy wyznaczyé pracg, ktéra
wykonata przytem sila pola.

Poniewaz droga, ktéra dazyl punkt m od A, do A, nie
wywiera wplywu na prace, mozemy przeto uwazaé, ze droga ta
przechodzi przez poczatek O, i skiada si¢ z dwéch czesci AO,
i OA,. Na pierwsze] czesci sita pola wykonala oczywiicie prace
—Vim, na drugiej Vum, a zatem praca catkowita

= (V. — 1) m.

Jezeli m = 1, to praca L jest liczbowo réwna réznicy po-
tencjalow. Jezeli potencjaly punktéw A, i A. sg réwne, to praca
sily pola jest zerem.

Wezmy dla przykladu mala cze¢sé pola ziemskiego w poblizu
powierzchni ziemi, np. cze$é, zawarta w granicach jednej sali.
Poczatek pola O obierzmy w jedaym 2z punktéw sufitu. Gdy
punkt materjalny o masie jednostkowej przejdzie z O do jakiegos
punktu 4, polozonego o z nizej, to sila cigzenia wykona prace gz,
a wiec potencjal punktu 4 wynosi gz. Oczywiscie potencjaly punk-
tow, polozonych na jednym poziomie, sg réwne.

Poprowadzmy wy polu sil powierzchnig, ktéra w kazdym ze
swych punktéw jest normalna do linji sit, przechodzacej przez ten
punkt. Gdy bedziemy po takiej powierzchni przesuwali punkt
materjalny, to sila pola wciaz pozostanie normalng do toru, a za-
tem praca jej bedzie zerem. Z tego wynika, Ze potencjaly wszyst-
kich punktéw takiej powierzchni sa réwne, czyli 7e jest to miejsce
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geometryczne punktéw jednakowego potencjalu. Powierzchnie
takie zowig sie ekwipotencialnemi. .

W grawitacyjnem polu ziemskiem powierzchnie ekwipoten-
cialne s3 w przyblizeniu powierzchniami kulistemi, wspétsrodko-
wemi z powierzchnia ziemi, gdy za$ chodzi o malg cze$é tego
pola, to mozemy uwazaé, Ze powierzchnie ekwipotencjalne sa
plaszczyznami poziomemi.

W dalszym ciggu bedzie nieraz mowa o energji potencialnej
punktu materjalnego. Nazwa ta ma znaczenie nastepujace. Przy-
pusémy, ze punkt materjalny m zajmuje w polu polozenie A4,
gdzie panuje potencjal V; mdéwimy w takim razie, Ze punkt m
posiada energie potencjalng —Vm. Gdybysmy ten punkt prze-
niesli do poczatky pola, to wlasnie taka prace wykonalaby sila
pola. Wymiar energji potencjalnej jest oczywiscie réwny wymia-
rowi pracy. Energja potencjalna punktu materjalnego, ktory zaj-
muje w polu pewne okreslone polozenie, jest zalezna od obioru
poczatku pola. Gdy zmienimy poczatek, to zmieni si¢ i energja.

W malej czesci pola ziemskiego energja potencjalna punktu
m, polozonego o z nizej od poczatku, wynosi —mgz.

Prz. Wyznaczyé potencjal punktu, polozonego na wysokoéci ~# nad po-
wicrzchnia ziemi, jeZeli poczatek pola obrano na powierzehni ziemi.

gh : P = 1 bzt
Odp. — ==, gdzie a oznacza promien kuli ziemskiej.
s
«a

88. Sila zywa. Dajmy na to, ze punkt materjalny o masie m’'

)

posiada szybko$é wv. lloczyn _17}23 nazywamy silq zywq, albo ener-

giq cynetyczng punktu®). Sita Zywa jest skalarem, gdyz nie przy-

pisujemy jej kierunku, i posiada ten sam wymiar, co i praca.
Przypusémy, ze na punkt m dziala sita P, tworzaca z szyb-

kosSciag v kat ¥. Skladowa styczna jest rowna Pcos, a zatem

*) Nazwe sifa zywa (vis viva) wprowadzil Leibniz w wieku siedemnastym.
Woéwezas znaczenie wyrazu sila bylo rozleglejsze, niz dzisiaj. Jeszcze niezbyt
dawno nazywano sitami rézne rodzaje energii, a i obecnic méwi sig nieraz
o ,silach natury“, ,sitach spotecznych® i t. d. W nauce jednak, a przynajmniej
w nal}kach Scislych, znaczenie tego wyrazu doznalo z biegiem czasu duzych
ogramc'fc,ﬁ, i dzi nazywa sig tak tylko wektor, stanowiacy podstawowe pojecie
mecbamki. Sila Zywa nie jest sila w tem znaczeniu, i z tego wzgledu wielu
uwaza tg nazwe za nielogiczna. Pomimo to utrzymala si¢ ona we wszystkich
jazykach europejskich dzigki parowiekowej tradyeciji i, jak wykazuje doswiadczenie,
nie wywoluje Zadnych nieporozumien. Niektérzy autorowie, zwlaszcza angielscy,

nu?

nazywaja mv* sila Zywa, a : energija cynctyczna.
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dv :
m——=Pcos Y.

dt

Pomné'imy obydwie strony przez element toru ds. Skutkiem tego
X.: d; : g

lewa strona przeksztalci sie tak: midv:mvdy:d(%), a za-

tem bedzie

d(’"—;z) = P cos ¥ds ),

czyli elementarny przyrost sily zywej punktu materjalnego jest
rowny pracy elementarnej sily, dzialajgcej na ten punkt.

Twierdzenie to wyraza tak zw. zasade sily zywej w postaci
rozniczkowej.

Jezeli sila P jest wypadkowg pewnej liczby skladowych, to
mozemy powiedzieé, ze przyrost elementarny sily zywej jest réwny
sumie prac elementarnych tych skladowych.

Zasada sily zywej wynika réwniez bezposrednio z réwnan
ruchu, przytoczonych w par. 74. Roéwnania te mozna napisac
w postaci

m%—f =P, ma;ity =P, m a:;: =P..
Pomnézmy je odpowiednio przez dx, dy, dz i dodajmy stronami.
Wypadnie

m(v.dvy + v,dv, +v.dv.) = P.dx + P,dy -+ P.dz.

m(es® +v," + v ‘:)}z d(mvﬂ
2 P
nem wyrazeniem pracy elementarnej.
Przypusémy, ze punkt materjalny przeszed! na swym torze
z polozenia 4, do polozenia A, i ze dzialala nan sita P. Po-
dzielmy tor 4,4; na nieskonczenie male elementy. Na kazdym
z nich sila zywa otrzymala pewien przyrost, i sila P wykonala
pewng prace, i ten przyrost sily zywej jest rowny tej pracy.
Mozna powiedzieé, ze sila P na kazdym elemencie toru wytwarza
pewng ilo§é sily Zywej, i ta dolacza si¢ algebraicznie do dotych-
czasowej sily zywej punktu materjalnego. Oczywiscie catkowity
przyrost sily zywej na drodze A,A; jest réwny catkowitej pracy
sily P na tej drodze. W twierdzeniu tem mamy zasade sily zywej
w postaci catkowej.

Lewa strona =d

), a prawa jest zna-
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Dajmy na to, Ze punkt materjalny m porusza sie w polu
sit i w pewnej chwili przebiegal przez punkt 4 z szybkoscig v.
Potencjal punktu A niech bedzie V. W polozeniu A punkt m

2

posiadal sile zywa, czyli energje cynetyczng m2 i energje poten-
. - . mv® :
cjalng — Vm. Suma tych energij, czyli - 5 —Vm nazywa sie ener-

gja calkowilq punktu materjalnego.

Przypusémy, ze punkt materjalny m przebiegal z koleji
z szybkosciami v, i v polozenia A4, i 4, w ktérych panujg po-
tencjaly V, i V. Calkowity przyrost sily zywej na tej drodze wy-
nosi m; %, a calkowita praca sily pola mV—mV,. W mysl
zasady sil zywych

mv:  mu,

9 e mlV/ — mV,,
, muv? . mut
czyli = my= 2() —mV,.

Widzimy, ze energja calkowita nie ulegla zmianie. Tak wiec,
gdy punkt materjalny porusza si¢ w polu jednoznacznem, to jego
energja calkowita jest wielkoscig stala.

Dajmy na to, ze zjawisko odbywa sie w niewielkiej czesci
pola ziemskiego, i ze punkty A,, A leza odpowiednio o z), z
nizej od poczatku. W takim razie

muo? muvy?
g TMgzT 5 mgz,

2
z czego wynika, ze
vi=vy + 28 (z— zy);
jest to réwnanie, ktére otrzymalismy bezposrednio w par. 76.

Prz. 1. Sprawnosé lokomotywy pociagu o masie M jest stala i réwna H;
réwniez calkowity opér F, ktéry pociag spotyka na drodze, jest staly. W jakim
czasie od wyruszenia ze stacji pociag osiagnie szybko$é v.

M H H

Odp. F —FrlgH_Fu—'u

Prz. 2. Robotnik wyciagnat przy pomocy linki i bloka nieruchomego wiadro
o masie m ze studni o glehokoéci A. Cala czynnoié trwala ¢ sek.; z poczatku
robotnik wywierat sile stala, nastepnie wypuscit linkg, i wiadro po pewnym cza-
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sie zatrzymalo sig dokladnie u wylotu studni. Wyznaczyé najwieksza sprawnosé,
2mg*ht
o T

Prz. 3. Paciérka o masie m, nawleczona na gladki krzywy drut, otrzymata
poczatkowa szybkosé v, i podlegala dalej dzialaniu sity P. Gdyby taka sama
paciérka swobodna otrzymala poczatkows szybkosé u, i podlegala dzialaniu
takiej samej sily P, to tor jej nie réznilby si¢ od linji drutu. Wyznaczyé reakeje

z jaka pracowal robotnik. Odp.

drutu na paciérkg w funkeji promicnia krzywizny. Odp. n-]r(z-’f‘;i_r)f.

Prz. 4. Punkt materjalny lezy na gladkiej plaszezyznie poziomej w odleglo-
$ci [ od punktu O i jest z nim polaczony sprezysty nicia, ktérej naturalna diu-
gos§é¢ — [, Wyznaczyé najwiekszg odleglosé, o ktéra punkt materjalny odsunie
si¢ od O, otrzymawszy uderzenie, skiecrowane pod katem « do przedluzenia nici.
Gdyby takie same uderzenie zostalo wymierzone w kierunku przediuzenia nici,
to najwigksza odlegloéé wynioslaby 2/.

Wyznaczamy naprzéd szybkosé v,, ktora dane uderzenie udzielito punk-
towi. Gdyby bylo ono skierowane wzdluz nici, to w poloZeniu skrajnem szybkosé

mu,*

bylaby réwna zeru, a przyrost sily zywej — = Przyrost ten musi by¢ réwny

pracy naprezenia nici czyli ——EL (par. 85, prz. 4). Stad wynika, ze o, ki,

' E . . .
gdzie k* T W przypadku danym, gdy uderzenie wymierzono ukoénie, w po-
m

tozeniu skrajnem vr = 0 i v — vy, Aby wyznaczyé v W funkeji promienia wo-
dzacego, nalezy wziaé pod uwagg, ze py — 0. Ostatecznie znajdzemy, ze szukana
odleglosé jest najwiekszym pierwiastkiem réwnania 1 — 2/r% - /isin® — 0.

89. Zasada ilosci ruchu. Niech bedzie punkt materjalny
o masie m, posiadajagcy w danej chwili szybko$é v. Nazywamy
iloscig ruchu wektor, zgodny co do kierunku z szybkoscig v, a co
do wielkosci réwny mwv. Wektor ten, tak samo jak szybkosé v,
jest zwigzany z punktem m i posiada wymiar MLT .

Jezeli rzut szybkosci v na jakas prosta x jest réwny w,, to
oczywiscie rzut ilosci ruchu na te prosta jest réwny mo.. Méwimy,
ze punkt m posiada w kierunku prostej x ilosé ruchu mu,.

Dajmy na to, ze szybko$é przybrala elementarny przyrost
geometryczny du. Oczywiscie ilo§é ruchu przybierze w takim razie
przyrost zgodny co do kierunku z dv, a co do wielkosci réwny
mdv. Napiszemy, ze

d (mv) = mduv.

Znak = ma oznacza¢ zgodno$é nie tylko co do wielkosci, lecz
i co do kierunku.
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W tym samym czasie rzut szybkosci na o§ x przybiera przy-
rost du,, réowny rzutowi du, a rzut ilosci ruchu przybiera przyrost
d(mv,), réwny rzutowi d(mwv).

Przypu$émy, ze w danej chwili na punkt m dziala sita P.
Mozemy uwazaé, ze w ciagu nastepnego okresu df sila ta ani pod
wzgledem kierunku ani wielko$ci nie ulegnie zmianie. Wprowa-
dzimy nowy wektor, a mianowicie poped albo impuls elementarny
sity P. Nazywamy tak wektor zgodny co do kierunku z silg P,
a co do wielkosci réwny Pdt. Poped posiada ten sam wymiar,
co ilos¢ ruchu, a mianowicie MLT 1. '

Jezeli rzut sity P na prostg x jest réwny P, to oczywiscie
rzut popedu elementarnego na tg prosta jest rowny P.di. Moé-
wimy, ze poped sity P w kierunku prostej x jest réwny P.dt.

Sita P nadaje punk{owi m przySpieszenie e posiadajace

zgodny 'z nig kierunek, i

p
dv = —dft; /
m
znak = wyraza tu znowu zgodno$é co do wielkosci i kierunku.
Z réwnania tego wynika, ze
d(mv) = Pdt;

znaczy to, ze przyrost elementarny ilosci ruchu jest zgodny co do
wielkosci i kierunku z popgdem elementarnym sily.

W twierdzeniu tem zawiera si¢ tak zw. zasada ilosci ruchu
w postaci rézniczkowej. Mozemy uwazaé, ze w ciagu kazdego
elementu czasu sila P wytwarza nowa ilo§¢ ruchu, ktéra dolgcza
si¢ geometrycznie do dotychczasowej iloSci ruchu punktu mate-
rjalnego. Jezeli na punkt materjalny dziala wieksza liczba sil, to
kazda z nich wytwarza w czasie df przyrost ilosci ruchu, réwny
jej popedowi, i wszystkie te przyrosty dodaja si¢ geometrycznie
do poprzedniej iloéci ruchu punktu.

Oczywiscie

d(mx,) = P.di,

t. |. przyrost elemertarny ilosci ruchu w dowolnym kierunku jest
réwny popgdowi elementarnemu sily w tymze kierunku.

Mozna byloby nadaé zasadzie powyzszej postaé calkowas,
ale nie przyniostoby to wyraznej korzysci
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90. Wektor G. Zasada ilosci ruchu jest szczegdlnie uzy-
teczna w tym razie, gdy mamy do czynienia nie z jednym, lecz
z wieksza liczbg punktéw materjalnych.

Niech beda punkty materjalne my, ms..., posiadajace w da-
nej chwili szybkosci v, v,... Méwimy, e punkty te tworza uklad
punktéw materjalnych. Obrawszy dowolnie w przestrzeni punkt O
(nazwiemy go srodkiem redukcji), utwérzmy uklad wektoréw,
posiadajacych poczatek w O i zgodnych z ilosciami ruchu punk-
téw my, m,... zarébwno pod wzgledem wielkosci, jak i kierunku.

Mamy teraz wektory myv,, myvs..., posiadajace wspdlny po-
czatek, mozemy zatem wyznaczy¢ ich wypadkowa. Oznaczymy ja
litera G i bedziemy nazywali ilosciq ruchu ukfadu my, ms..., lub
krocej wektorem G. Oczywiscie ani wielko$é ani kierunek wek-
tora G nie zalezy od polozenia srodka redukcji.

Z biegiem czasu wektor G zmienia sie co do wielkosci
i kierunku, i ze zmian tych mozna wyciagna¢ pewne wnioski, do-
tyczace ruchu ukladu. Moznaby poréwnaé ten wektor do wska-
z6wki przyrzadu, sygnalizujagcego pewne zmiany, ktére zachodza
w ukladzie punktéw. Zobaczymy, jaki wplyw wywieraja na wektor
G sily, dzialajace na réine punkty ukladu. .

Przypusémy wigc, ze na punkt m, nalezacy do ukladu, dziala
sita P. Wytworzy ona w czasie df przyrost geometryczny d(mw)
ilosci rachu punktu m, réwny jej popedowi elementarnemu Pdr
Oczywiscie taki sam przyrost otrzyma skladowa mwv wektora G,
i taki sam przyrost otrzyma sam wektor G. Tak wiec kazda sila,
dzialajgca na ktorykolwiek punkt ukladu, wytwarza co df sek.
pewien przyrost wektora G, i te wszystkie przyrosty dolaczaja
sie geometrycznie do dotychczasowej wartosci G. W ten sposéb
zmienia sie ten wektor z biegiem czasu.

Sily, dzialajace na réine punkty ukladu, mozna podzielié
na dwie kategorje, sily zewnetrzne i sily wewnetrzne. Zewnetrzng
nazywamy sile, ktéra pochodzi od punktu materjalnego lub ciala,
nie nalezacego do ukladu. Jezeli np. uklad porusza si¢ w polu
sil, i cialo, ktére to pole wytwarza, nie zostalo zaliczone do ukladuy,
to sily pola uwazamy za zewnetrzne.

Wewnetrznemi nazywamy te sily, ktére jedne z punktéw
ukladu wywieraja na drugie. Tak np. sily przyciggania, istniejace
pomiedzy punktami ukladu, sa wewnetrzne. Albo przypusémy, ze
punkty m; i m. sa polaczone lekka nicia. Mozemy powiedzied,
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ze naprezenie nici, dzialajace na punkt m,, jest to sila, ktéra
punkt ms; wywiera na m, za posrednictwem nici, i odwrotnie,
a zatem naprezenia nici sg sitami wewngtrznemi.

Sily wewnetrzne wystepuja zawsze parami. Jezeli punkt m,
wywiera pewng sile na ms, to m; wywiera na m, sile réwna
i odwrotna. Oczywiscie takie dwie sily wytworza w czasie df
przyrosty réwne i odwrotne wektora G, a suma takich przyrostéw
jest zerem. Z tego wynika, Ze sify wewnetrzne nie wywierajq
wplywu na wektor G. Wektor ten moze si¢ zmieniaé co do wiel-
kosci i kierunku tylko pod dzialaniem sil zewnetrznych.

Twierdzenie to posiada bardzo doniosle znaczenie; jemu
wlasnie zasada ilosci ruchu zawdzigcza swg ogromna uzytecznosé.

Jezeli na uklad punktéw materjalnych zadne sily zewnetrzne
nie dzialaja, to uklad taki nazywa si¢ izolowanym. lloéé ruchu
ukladu izolowanego jest stala co do wielkosci i kierunku.

Prz. U lewego kornca belki wagowej wisi naczynie z wodg A, a do niego
zapomocg sznuréw jest przyczepione préine naczynie B. W dnie pierwszego
naczynia znajduje si¢ otwdr, zatkany korkiem. Na prawym koinicu belki wisi

————— cieiar, waiacy tylez, co obydwa naczynia razem, a zatem
N wszystko pozostaje w réwnowadze. W pewnej chwili korek

S= ey wypad!, i woda zaczela wylewaé sig¢ z- naczynia 4 do B.

9 W kiéra strong odchyli sig belka wagowa ?

[ Na caly uklad, zlozony z naczyn i wody, dzialaja dwie
—"__-I sily zewngtrzne, a mianowicie sila ciazenia i naprgzenie
sznura, na ktérym jest zawieszone naczynie A; pierwsza jest

| stala, druga moze si¢ zmieniaé. Gdy strumien wody jeszcze

_J nie dosiegnal dna naczynia B, to ilo§¢ ruchu wzrasta, a za-
tem naprezenie jest mniejsze od sily ciazenia, i lewa strona
i belki idzie do géry; gdy woda zbiera sig w naczyniu B, to

o lloéé ruchu si¢ nie zmienia, obydwie sily zewngtrzne sa
Fig. 70. réwne, 1 waga pozostaje w spokoju. Wreszcie, gdy resztki
wody wyszly z naczynia A, lecz jeszcze nie doszly do B,
to lewa strona opada.
Doswiadezenic powyzsze wykonal Galileusz, pragnac zbadaé, jakg sile
wywiera strumien wody na naczynie B.

91. Sifa zywa ukladu. Zasada ilosci ruchu-posiada rozleglej-
szy zakres zastosowan, niz zasada sily zywej. Jest to nastepstwem
okolicznodci nastepujacej. llo$¢ ruchu ukladu punktéw materjal-
nych, jak widzieliémy w paragrafie poprzedzajacym, nie zalezy od
sit wewngtrznych ukladu, ale twierdzenie analogiczne, dotyczace
sily zywej, byloby niesluszne.
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Wezmy uklad m;, ms..., ktéry rozwazalismy w par. poprze-
mu*

2 ?
nazywa sie silq zywq ukladu. Sila zywa kazdego punktu otrzy-
muje w czasie di przyrost réwny sumic prac elementarnych wszyst-
kich sif, dzialajacych na ten punkt, a zatem sila zywa ukladu
otrzyma w tymze czasie przyrost, réwny sumie prac elementarnych
sit, dzialajgcych na rézne punkty ukladu.

W wytwarzaniu sily Zzywej biora tu udzial zaréwno sily
wewnetrzne, jak i zewnetrzne.

Przypusémy np., ze punkty m; i m. wywierajg na siebie
nawzajem sily P i P réwne i odwrotne. Wedlug par. 84 sily te
wykonaja razem w czasie dt prace Pdr, gdzie di oznacza przyrost
odleglosci pomiedzy punktami w tymze czasie; powstanie zatem
nowa ilosé sily zywej, réwna tej pracy, a wiec wogdle rézna od
zera. Jak ta nowowytworzona sila zywa podzieli si¢ pomiedzy
punkty m; i m., to zalezy od réznych innych okolicznosci, ale
w kazdym razie suma sit zywych tych punktéow, a wige i sila zywa
calego ukladu otrzyma przyrost dodatni lub ujemny, réwny tej
pracy elementarnej.

Sily wewnetrzne tylko w tym razie nie wywieraja wplywu
na sile zywa ukladu, gdy wszystkie dr sa zerami, czyli gdy odle-
glosci pomiedzy punktami sig nie zmieniaja. Méwimy w tym razie,
ze uklad jest szfywny. Do sprawy te] powrécimy jeszcze w dy-
namice cial sztywnych i zobaczymy, ze tam nabiera ona pierwszo-
rzednego .znaczenia.

Jezeli odleglosci pomiedzy punktami ukiadu nie sg stale,
a pragniemy zastosowaé do badania ruchu zasade sit zywych, to
musimy wprowadzi¢ do rachunku sily wewngtrzne, a poniewaz
sily te sa zwykle nieznane, powickszymy wiec tym sposobem
liczbe niewiadomych i utrudnimy sprawe.

Stosujac zasade sily zywej, nalezy by¢ bardzo ostroznym,
odyz latwo tu wpasé w bledy. Jako ilustracje do tej uwagi przy-
toczymy przyklad, ktéory mozna uwazac¢ za typowy.

Przypusémy, ze uklad sklada si¢ z dwéch punktéw mate-
rjalnych m, i me, lezacych na gladkiej plaszczyinie poziomej
i polaczonych tak zwana ,nicig nierozciagalna®, czyli niesprezysta,
o dlgosci . Odleglos¢ pomiedzy punktami jest, dajmy na to,
znacznie mniejsza od /, a zatem ni¢ lezy luzno. Nadajmy punk-
12

dzajgcym. Suma sit zywych wszystkich punktéw, czyli X

Nauka o ruchu.
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towi m;, szybko$é.v, skierowana wedlug linji, laczacej obydwa
punkty, w strong od m.. Dopéki ni¢ sie nie wyprostuje, punkt m,
bedzie sie¢ poruszal, jak gdyby byl zupelnie swobodny, ze stalg
szybkoscia v, a calkowita sila zywa ukladu bedzie wciagz réwna
m,v*

5 Po wyprostowaniu nici obydwa punkty beda biegly z jedna-

2
kowa szybkoscia, np. u, a sila zywa wyniesie (s —_|-2m3)u . Chodzi

teraz o to, czy te sily Zywe sg réwne.

Poniewaz mozemy uwazaé, Zze sily zewngtrzne nie istnicjg
(sity ciaZzenia réwncwaza sie stale z reakcja plaszczyzny), przeto
odpowiedz na postawione pytanie zalezy od tego, czy sily we-
wnetrzne, t.]. naprezenia nici, wykonaly jaka prace, rézng od zera.
Narzuca sig samo przez sie rozumowanie nastepujgce.

Przed wyprostowaniem nici sily wewngirzne nie istnialy, bo
naprezenie jej bylo zerem; po wyprostowaniu naprezenie moglo
by¢ duze, ale odleglo$é pomiedzy punktami nie mogla sie zmie-
niaé, skoro ni¢ jest ,nierozciagalna“, a zatem i wéwczas, wedlug
par. 84 praca sil wewnetrznych nie mogla byé réina od zera.
Z tego wynika, ze sita zywa ukladu po wyprostowaniu nici po-
winna by¢ taka sama, jak przed wyprostowaniem. -

Whiosek taki bylby zupelnie mylny. W rozumowaniu powyz-
szem zalozyliSmy w milczeniu, Ze cale zjawisko sklada si¢ z dwéch
okreséw; w pierwszym porusza si¢ tylko punkt m, z szybkoscia v,
w drugim obydwa punkty z szybkoscig u. Przejscie od jednego
okresu do drugiego odbywa si¢ w jednej chwili (,,chwili* w zna-
czeniu, wyjasnionem w par. 14); w jednej chwili szybkosé punktu
m; z v spada do u, i szybko$é punktu m: od zera przeskakuje do u.

Takiego skutku nie moglaby wywolaé zadna sila skonczona
dowolnie wielka; trzebaby tu méwi¢ o silach i przyspieszeniach
nieskoniczenie wielkich, t.j. uzywaé wyrazéw, ktérym w naturze
nie odpowiada nic realnego. Z drugiej strony nié posiada wytrzy-
malosé ograniczona i zrywa sie, gdy naprezenie dojdzie do pewnej
okreslonej granicy. Przy wyzej opisanym przebiegu zjawiska na-
prezenie z pewno$cig przekroczyloby owa granice, a zatem nié
musialaby sie zerwaé. Skoro to nie nastapilo, to przebieg zjawiska
musial by¢ inny.

Oczywiscie pomiedzy pierwszym okresem i drugim istnieje
jeszcze okres przejc.owy. Trwa on niezmiernie krétko, ale w kaz
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dym razie przejscie nie odbywa sie w jednej chwili. W ciagu tego
okresu przejsciowego szybko$é punktu m; stopniowo spada do u,
a szybkosé punktu m. stopniowo wzrasta do u, a zatem pierwsza
lest wciaz wieksza od drugiej. Z tego wynika, ze nié musi sie
wydluzaé, a wigc nie jest nierozciggalna.

Przyjmujac, ze ni¢ jest nierozciagalna, przypisywaliSmy jej
-wlasciwosé, ktorej zadne cialo w naturze nie posiada, i to dopro-
wadzilo do mylnego wniosku. Kazda ni¢, czy sznur, rezciagga sic
pod dzialaniem sil. Jezeli te sily sa male, to nié zwykla (niespre-
zysta) wydluza sie nieznacznie; w wielu przypadkach mozemy to
wydluzenie pomingé, i woéwczas méwimy o nici nierozciggalnej.
W danym razie sily sa duze, gdyz przyspieszenia punktéw w okre
sie przejSciowym sa bardro wielkie. Z tego wynika, ze wydluzenie
nici jest stosunkowo znaczne i wywiera wplyw zasadniczy na prze-
bieg zjawiska.

Tak wiec w okresie przejsciowym odleglosé pomiedzy punk-
tami sie zmienia, a zatem praca naprezen nici nie jest zerem.
Okres ten trwa wprawdzie bardzo krétko, ale poniewaz sily sa
duze, przeto praca catkowita moze byé znaczna; nie mamy wigc
prawa zakladaé,  nawet w przyblizeniu, ze sita zywa pozostaje bez
zmiany. Zobaczymy zaraz, Ze istotnie sita Zywa sie zmienia.

Sily wewnetrzne, dzialajgce w okresie przejSciowym, nie wywra
wplywu na iloéé ruchu ukladu; ilos¢ ta w pierwszym okresie wy-
nosi myv, a w drugim (m; + m)u, a zatem

myy = (my -+ ma)u 1),
mv
sk = )
ad u e

Z tego wynika, e w okresie drugim sila zywa ukladu wynosila
e askeg
2(’”1 + m:)

, a wiec zmniejszyla sie w okresie przejsciowym o

m,v* my*v* __mvr m.,

2 2(m, +l;‘l‘_,) T2 mym

Jezeli np. my=m, to uklad traci polowe sily Zywej.

Prz. 1. Dwa jednakowe punkty materjalne, polaczone nicig nierozciagalna,
leza na gladkim stole. Jeden z nich otrzymal szybkos$¢ v, i w chwili wyprosto-
Wania pici punkty zajmuja polozenia A, i A, Wyznaczyé wykreslnie szybkosci
W i u, tych punktéw po wyprostowaniu.

13*
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Poniewaz masy punktéw sa réwne, mozemy przeto wyrazaé ilosci ruchw
temi samemi odcinkami, co i1 szybkosci. Naleiy skorzystaé jeszcze i z tej oko-
licznoéci, ze po wyprostowaniu nici ruch punkiéw bedzie taki, jak gdyby nale-
zaly do ukladu sztywnego. Zalaczony rysunek (Fig. 71) zawiera rozwiazanie.

Prz. 2. Masa m jest polaczona sznurami z dwiema masami m,; szoury fe
przechodza przez bloki, urzadzone na jednym poziomie w odlegloci 2a, a masa
m pozostaje w spokoju na linji blokéw w érodku pomigdzy nimi. Jak gleboke
zatrzyma sig masa m, gdy pozwolimy jej spadac? i

Rozwazamy uklad zloiony ze wszystkich trzech mas. Przyrost jego sily
iywej jest réwny sumie prac sil ciaZenia. Masa m zatrzyma si¢ w odlegtosei

Ammd, od linjl Mokéy:
4m,*— m*

Fig. 71.

Prz. 3. Sznur bez konca o dlugosci 2/ przechodzi przez dwa gladkie pe-
ziome kolki, lezace na jednym poziomie. Na sznur sa nawleczone dwie pacidrki
o masach m i M. Pierwsza z nich podnosimy do punktu $rodkowego linji kot=
kéw 1 nastgpnie pozwalamy jej spadaé. Jaka powinna byé odleglosé pomigdzy
kotkami, aby paciérki doszly tylke do spotkania? Odp, B 7{5)__(_11:1_.-—112__)__1
: (M--m)*

Prz. 4. Do koncéw sznura, przechodzacego przez blok, sa przywiazane
ciezary M i m. Z nich wigkszy M spoczywa na podlodze, a mniejszy m wisi na
pewnej wysokosci nad podloga. Ciagnac za sznur po stronie cigzaru M podno-
simy m jeszcze o h wyzej. Jak wysoko uniesie si¢ M po wyswobodzeniu sznura?

Przed samem wypreZepiem sznura- cieZar m posiada szybko§é |Zgh.
Potem nastepuje szarpnigcie, z ktérego zawsze wynika strata sily zywej. Po
wyprezeniu sznura obydwa cigZary posiadaja szybkosc v; ze wzgledu na wzmian-
kowang strate nie mamy prawa do wyznaczania tej szybkosei stosowaé zasady
sit Zywych, natomiast nadaje sig tu zasada ilosei ruchu.

W okresie przejsciowym, t.]. podezas wyprezania sznura, cigzar m stracit
ilosé ruchu m(]/2gh -— v), a M zyskal Mv. W tym okresie na ciezary dzialaly
przedewszystkiem naprezenia sznura; byly to sily zmienne i bardzo wielkie.
Précz tego dzialaly jeszcze sily cigzenia, oraz w pierwszej chwili reakeja podtogi
na M; sa to sily stosunkowo male i w okresie przejsciowym, trwajacym nie-
zmiernie krétko, nie mogq wywrzeé wyraznego wplywu na ilosci ruchu cigzaréw.
mozemy je przeto pomingé,
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Przyjmujemy, ze blok jest zupelnie gladki, a sznur doskonale gietki,
a zatem naprgzenia w obydwéch koncach sznura sa jednakowe. Wytwarzaja
one w okresie przejSciowym réwne ilosci ruchu, a zatem ln(-l'/?;{]l‘l') Mo.
Stad znajdziemy ©. ‘Do wyznaczenia wysokosci zadanej mozemy zastosowacé
m*h
M= — m=

Prz. 5. Dwie jednakowe masy M sa przyczepione do koncéw sznura ma-
| ¥ a przy

zasade sit zywych. Wypadnie

szyny Atwooda i poczatkowo pozostaja w spokoju w odlegloici 2a jedna od
drugiej. Na jedna z mas kladziemy plytke dodatkowa o masie m. Masy M prze-
chodza jednoczeénie przez nieruchome pierécienie, ustawione na jednym poziomie,
przyczem pierwsza pozostawia na pierScieniu swa plytke dodatkowa, gdy druga
jednoczesnie zabiera z pierscienia taka sama inna plytke. Wyznaczyé szereg
2M )‘-‘ 2M \*

2M+m/ O \oxtm/ O

Prz. 6. Trzy jednakowe punkty A4, B, C, polaczone nierozciagalna nicia
tak, ze AB  BC, leia na gladkim stole na linji prostej, 1 nié jest wyciagnieta.
Nadajemy jednoczesnie punktom skrajuym A i C szybkosci v prostopadie do
nici; jaka szybkoié bedzie mial kazdy punkt przed samaf chwila spotkania tych

kolejnych odchylen mas M od poziomu pierseieni. Odp. (

punktow skrajnych? Odp. Punkt Srodkowy 2;, skrajne F‘_?;?

’

W tym razie nie zmieni sig ani ilo¢ ruchu ani sita zywa. Oznaczmy
przez u szybko$é punktu B i przez w skladowa szybkoéci punktu 4 w kierunku
prostopadlym do AB, czyli szybkosc A wzgledem B, w chwili, o ktérg chodzi.
W takim razie bedzie 2mv  3mu i "w,;” = 2’-";;“' ln';v"

Prz. 7. Punkt materjalny o masie M obiega kolo na gladkiej plaszczyZnie
poziomej, bedac przywiazany do Srodka nierozciggalng nicia. W pewnej chwili
M uderza o inny punkl materjalny o masie m, pozoslajacy dotychezas w spo-
czynku. Punkly zlepiaja si¢ i dalej obicgajq razem to samo kolo. W jakim sto-
sunku zmieni sig naprezenie nici? Odp. Stosunek nowego naprezenia do po-

M
Mam’
Prz. 8. Kula deta o masie m lezy na plaszezyinie poziomej i zawiera

przedniego

punkl materjalny o takiej samej masie. Punkt ten jest przywiazany spre¢zysta
nicia do najwyzszego punktu 4 kuli i nicig nierozciggalna do najnizszego punktu.
Normalna diugo$é nici gérnej @, obecna dlugosé — a— ¢ W pewnej chwili
ni¢ domna pekla, punkt m dobiegl do 4 i przylgnal tam do kuli; zauwazono
przytem, ze kula podskoczyla o i w gére. Wyzaaczyé wspélezynnik sprezystosci
2mgala ¢ 4h)
ot
Interesujgca w tem zagadnieniu jest kwestja taka: przed zerwaniem nici

nicj gornej. Odp.

ilo&¢ ruchu ukladu, zloionego z kuli i punktu, jest zerem, po zerwaniu ilogé ta
w kierunku pionowym wzrasta; chodzi o to, jakie sily zewnctrzne wytwarzaj
t¢ ilosé ruchu. Na uklad dzialajg tylko dwie siiy zewnstrzne, a mianowicie sila
ciaZenia i reakeja plaszezyzny. Oczywiscie nowe ilofei ruchu mogR N
tylko dzigki przewadze drugiej nai pierwsza, naleiy wiec coruuipd. ek ity
sig reakcja po zerwanju nici
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Prz. 9. Na gladkim poziomym stole leza dwa punkty materjalae M i m,
polaczone nicig nierozciagalng. Nié przechodzi przez gladki pierscien O, przy-
mocowany do stolu i jest wyciagnieta, a poczatkowa odleglosé M od O jest
réwna c¢. Jaki tor bedzic obiegal punkt M, otrzymawszy szybko§é prostopadia
do kierunku nici OM? Odp. Obrawszy O za biegun i pierwotne poloienie nici
OM za os biegunowa, znajdziemy réwnania ruchu

M'Un"‘

3 zp2
gt M--m’

et Z; arctan é{, gdzie A
i c
— M— .
S -
& ("’V M+m)
Prz. 10. Trzy jednakowe punkty materjalne, pomiedzy ktéremi istnieje

odpychanie woarost proporcjonalne do odlegtosci (wspolcz. proporc. k), lezg na
gladkiej plaszczyZnie poziomej i sj polgczone réwnemi nierozciggalnemi niémi.

Réwnanie toru bedzie r

Przecinamy jedna z nici; jaka szybkosé katowa beda mialy nici pozostale, gdy
3k(1—2cos )
22+ cosd)

Nalezy tu przedewszystkiem zdaé sobie sprawe z tego, jaki bedzie ruch
punktu Sredniego. llos¢é ruchu calego ukladu sie nie zmienia, a zatem suma

kat pomigdzy niemi stanie si¢ rownym #? Odp. w*

rzutéw ilosci ruchu wszystkich trzech punktéw, np. na kierunek szybkosci punktu
sredniego, pozostaje zerem. Natomiast sila zZywa przybiera przyrosty, i przyrost
calkowity jest réwny pracy, wykonanej przez sily odpychania; praca ta daje sig
latwo wyznaczyd.

Prz. 11. Dwa jednakowe punkty materjalne 4, B sa polaczone nierozcia-
galna nicia o dlugoéci . Punkt A lezy na gladkim stole, nié jest wyciagnigta
prostopadle do brzcgu, a punkt B wysuwamy tui poza brzeg stolu. Wyznacayé
promien krzywizny toru punktu A zaraz po zejiciu tegoi ze stolu.

Rozwazamy ruch ukladu w dwéch chwilach, be:zposrednio poprzedzajacej
zejScie punktu A ze stolu i zaraz nastgpnej. llosci ruchu ukladu w kierunkach
pionowym i poziomym w tych chwilach réinia si¢ znikomo malo, a z tego wy-

niknie, ze szybko$ci punktéw w drugiej wynosza 1| 5¢l i |gl. Szukany promieh
krzywizny SllTs L

Prz. 12. Dwa jednakowe punkty materjalne A i B sa polaczone nicig
o dlugoici a, ktérej srodek C jest umocowany na gladkim poziomym stole,
Punkty kraza okolo C w tq sama strone z jednakowemi szybkosciami, a kat
ACB jest prosty. W pewnej chwili wyswobadzamy punkt C; wyznaczyé promie-
nie krzywizny toréw punktéw A, B zaraz po wyprgzeniu niei.

:
Odp. 51_45_5; s

. Prz. 13. Cigzki jednorodny la:icuch wypelnia cienka gladka rurke, posia-
dajaca ‘ksztah ¢wiartki okregu o promieniu a; jeden z promieni granicznych tej
cwiartki jest pionowy, a drugi poziomy. Ladcuch zaczyna spadaé ze stanu spo-
czynku; wyznac_z~yé szybko$é jeyo w chwili, gdy gérny konieec wychodzi z rurki-

Odp. \/ge(:-;‘ +8)
5 !

T
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Prz. 14. Dwa wiadra o masach m,, m, i wysokoSciach 4 wisza na korcach
inki, przerzuconej przez lekki blok, i na dnic pierwszego siedzi zaba o masie 1.
W chwili, gdy wiadra byly w spokoju, zaba podskoczyla pionowo w gore, i zau-
wazono, ze dosiegnela gérnego brzegu wiadra. Wyznaczyé bezwzgledng wyso-
kosé, na kléra wzbila sie zaba, oraz czas, po ktérym znalazla si¢ znowu na
na dnie wiadra.

Odp. Szukana wysoko§é

2my(my = m) ko 2\,/@1",x,+"=cié.
(!l+m1'5 m,)* : myg

Nalezy tu rozwazyé, jaka szybkos¢ wzgledna posiada zaba w chwili, gdy
dochodzi do brzegu.

92. Sily chwilowe. Powréémy jeszcze do przykladu, ktory
rozwazaliSmy w paragrafie poprzedzajagcym. W okresie przejscio-
wym, trwajagcym bardzo krétko, nié wywiera na obydwa punkty
materjalne sity bardzo wielkie. Tego rodzaju sily, bardzo wielkie,
lecz trwajace bardzo krétko, nazywamy chwilowemi.

Sily chwilowe w czasie swego krétkiego trwania zmieniaja
sie zwykle w rozleglych granicach. Tak np. w przykladzie naszym
sily chwilowe w samym poczatku okresu przejsciowego sg zerami,
nastepnie gwaltownie wzrastaja w miare tego, jak nié si¢ wydluza,
i odrazu schodza znowu prawie do zera, gdy szybkosci punktow
sie wyréwnaja, czyli z koncem okresu przejsciowego 20

O wielkosci takich sil mozemy sadzi¢ jedynie ze skutkow
ich dzialania, a gléwnym skutkiem, dajacym sie latwo wymierzyc,
sa zmiany, zachodzace w ilosciach ruchu.

W danym razie ilo§é ruchu punktu m, zmniejszyla sig
o myv-—myu, czyli otrzymala przyrost m,v- m,u, skierowany do
ms. Méwimy, ze taki wlasnie byl impuls albo poped sily chwilo-
wej, ktéra w okresie przejciowym dzialala na m. Impuls sily,
dzialajacej na m,, wynosil oczywiscie myu i byl skierowany do m,.

Suma ilo$ci ruchu punktéw m; i m. nie ulegla zmianie, a wigc
przyrosty tych wektoréw musialy byé réwne i odwrotne; innemi
stowy impulsy sil chwilowych, ktére wywierajq na stebie nawzajem
punkty my { ms, sq rowne i odwrotne. Twierdzenie to odpowiada
trzeciemu prawu (akcji i reakcji) Newtona. Zobaczymy zaraz, ze
jest ono stuszne i w przypadku ogélniejszym.

Przypusémy naprzéd, ze punkt materjalny m, poruszajacy
sie z szybkoscia v, uderzy! w nieruchoma przeszkode, np. w éciane,

*) Uwazamy wcigz ni¢ za zupelnie niesprezysty, jak juz bylo zaznaczone

w par. poprzedzajacym. Jezeli ni¢ taka wydh}iy si¢ pod dzialaniem sil, to za-
chowuje to wydluzenie na stale i nie kurczy sig, gdy sly przestang dzialaé.
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w punkcie O i odbil si¢ od niej z szybkodcig u. [ tu zetknigcie
punktu m ze $ciang trwalo pewien czas, jakkolwiek bardzo krétki,
i $ciana wywierala w tym czasie sil¢ bardzo wielka, czyli sile

chwilows.
Przed uderzeniem punkt materjalny posiadal ilo§é¢ ruchu

mv = 04, a po uderzeniu mu = OB, a zatem podczas uderzenia
jego ilosé ruchu otrzymala przyrost geometryczny AB albo OC
(par. 51). Odcinek OC wyraza takze co do wielkosci i kierunku
impuls sily chwilowei

&x

A
Fig. 72.

Dajmy teraz na to, ze nastgpilo uderzenie pomiedzy dwoma
punktami materjalnemi m; i m,. Punkty te poruszaly si¢ przed
samem uderzeniem, przypusémy, z szybkosciami v, i w,, a bezpo-
$rednio po uderzeniu z szybkosciami u, i u.. Wyznaczymy, jak
poprzednio, przyrost geometryczny ilosci ruchu punktu m,, czyli
impuls sily chwilowej, ktéra wywieral punkt m. na m,, i uczy-
nimy toz samo dla sily chwilowej, ktérg punki m, wywieral na ms.
Latwo sie przekonad, ze impulsy te sa réwne i odwrotne.

Sily chwilowe, dzialajace podczas uderzenia, sa silami we-
wnetrznemi ukladu, zlozonego z punktéw m; i ms, nie mogag wiec
zmieni¢ wektora G. Z tego wynika, ze ilosci ruchu z przed ude-
rzenia, t.j. myv, i m.v., posiadajg te samg wypadkowa, co ilosci
ruchu po uderzeniu, czyli myu; i m.us. Skoro zas wypadkowa sig
nie zmienila, to przyrosty geometryczne skladowych musialy byé
rowne i odwrotne.

Wypada dodaé, ze i w tym razie sila zywa ukladu podczas
uderzenia, t.j. w okresie, gdy trwa zetkniecie pomiedzy punktami,
wogoéle ulega zmianie.

Prz. 1. Pl'.ll)kt materjalny o masie m jest polaczony nierozciagalnemi niémi
z dwoma innemi punktami m, i m,. Punkty te lezaly na poziomym gladkim
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st ole, a nici byly wyciagnigte prostopadle jedna do drugiej. Punkt m otrzyma

uderzenie, zwrécone nazewnatrz owego kata prostego i skierowane wedlug

dwusiecznej. Wyznaczyé stosunek szybkoici poczatkowych punktéw m, i m,.
m—-m,

Odp. e

Podczas uderzenia na m dzialajg trzy sity chwilowe, a mianowicie sita

uderzenia i dwa naprezenia nici, a zatem wogéle poczatkowa szybkosé tego

punktu utworzy z dwusieczng kat rézny od zgra. Jednoczesnie na m, i m, dzia-
laja naprgzcnia, wige szybkoici tych punktéw beda skierowane wedlug nici.
Sita uderzenia dzialala w kierunku dwusiecznej, przeto calemu ukladowi mogla
ona nadaé tylko ilo&¢ ruchu w tym samym kierunku; z tego wynika, Ze suma
rzutow ilosci ruchu wszystkich trzech punktéw na dwusieczng zewnetrzna musi
byé zerem. Naleiy jeszcze wziaé pod uwage, Ze po uderzeniu dlugosci nici po-
zoslaja bez zmiany, a wige punkty m i my, (lub m i m,) poruszaja si¢ tak, jakby
nalezaly do ciala sztywnego.

Prz. 2. Cztery jednakowe punkty materjalne, polaczone nierozciagalnemi
niémi o dlugosci a, tworza romb ABCD, w ktérym kat ostry==2a. Caly ten
ukiad poruszal siq na gladkie] plaszezyinie poziomej z szybkoscig uz w kierunku
wieksze] przekatni AC. Wstrzymujemy wierzcholck 4; z jaka szybkoscia katowa

g - - - 2usin «
zaczng sie obracaé boki AB i AD? Odp. “a(1+2sin —a) :

Prz. 3. Trzy punkty materjalne 4, B, C o masach m, m,, m,, polaczone
nierozciagalnemi 1 wyprostowanemi niémi, 4B i BC leig na gladkim stole,
i rozwarty kat ABC = — o. Pierwszy otrzymuje impuls F réwnolegly do CB;

Fm, cos*x
rnm:s{ilﬂl;}—(rﬁ:i—rn,—}—mg)_m, :

Oznaczmy przez G impuls, ktéry przenosi ni¢ 4AB. Poczatkowa ilo§é ruchu
punktu A jest wypadkowa impulséw F i G, a ilo$é ruchu tego punktu w kierunku
Feoso. — G

m

wyznaczy¢ szybkosé poczatkowa punktu C. Odp.

B4 wynosi Fcostu—G, zatem rzut szybkosci na ten kierunek

93. Ruch lancucha. Niektére z podanych nizej przykia-
déw, dotyczace ruchu lancuchéw, wymagaja pewnych wyjasnien
wstepnych.

Lancuch jednorodny mozemy w przyblizeniu uwazaé za sze-
reg jednakowych punktéw materjalnych, polaczonych krétkiemi,
niesprezystemi niémi. Przypusémy, ze lancuch lezy na gladkiej
plaszczyznie poziomej. Cze$é jego BA = a jest wyciagnieta na
plaszczyZnie, a cze$é pozostala tworzy stos, lezacy na plaszczyz’nie
w najblizszych okolicach punktu 5. Mozemy przyjmowac w przy-
blizeniu, ze caly ten stos znajduje sie w punkcie B,

Przylézmy do konca A sile P, dzialajaca stale w kierunku
BA. Dopéki lancuch nie wyprostuje si¢ calkowicie, ruch jego
bedzie odbywal sig w spos6b nastepujacy. W kaidgj chwili dzieli
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si¢ on na dwie czesci; czesé pierwsza, juz wyprostowana, posiada
szybkos¢ v w kierunku sily P, czesé druga tworzy jeszcze stos
w punkcie B i jest nieruchoma. Co moment nowy element lan-
cucha przechodzi z czesci drugie] do pierwsze], przybierajac
w ciggu niezmiernie krotkiego czasu szybkosé wv. Oczywiscie
powtarza sie tu wcigz zjawisko, ktére rozwazaliSmy szczegélowo
w paragrafie 91. Element, ktory wlasnie rusza w danej chwili,
przebywa okres, ktéry tam nazywaliSmy przejSciowym. Z tego
wynika, ze sila zywa lancucha bedzie zawsze mniejsza od pracy
calkowitej, wykonanej przez sitg P.

Dajmy na to, ze w chwili  cze§é pierwsza ma dlugo$é x,
a zatem ilo$é ruchu, czyli wektor G, cafego lancucha wynosi uxv,
gdzie u oznacza mase jednostki dlugosci (wymiar ML), W cza-
sie df ta ilos¢ ruchu wzroénie o d(uxv), gdzie zaréwno x jak
i v nalezy uwazaé za zmienne. Jedyng silg zewnetrzna, dzialajaca
na lancuch, jest P, a zatem

d(uxv) = Pdt. (1).

Jest to réwnanie zasadnicze, z ktérego dadza si¢ wywniosko-
waé roine okolicznosci, dotyczace zjawiska. Wyznaczymy np. na-
prezenie .S, ktére panuje w punkcie lancucha, stanowigcym granice
pomiedzy cze¢sciag ruchoma i nieruchoma. Z (1) otrzymamy

uxdvo + nvdx = Pdlt (2)

Warto zauwazyé, ze wyraz uxdv wyraza przyrost ilosci ruchu
tej czeSci lancucha, ktéra juz sie poruszala w chwili {, a wyraz
uvdx jest przyrostem ilosci ruchu tego elementu, ktéry ruszyl
w czasie dlf.

Dzielac (2) przez dtf, otrzymamy

dv

ux- Funi=DP 3)..

j;l lest to przyspieszenie czgsci ruchomej, ktére] masa wynosi wx,
i na ktéra dzialajg w kierunkach odwrotnych sily P i S, a zatem
ux (:; =P — S. Wprowadzajac to do (3), znajdziemy, ze

S = uv? (4)-

Do tego samego mozna dojéé bezposrednio. Pod dziataniem
sily S element dx w czasie df przybiera szybko§é », innemi stowy



— 203 —

sifa S w czasie df wytwarza ilo$¢ ruchu wwdx, zatem Sdi=uvdx.
Dzielac przez df, otrzymamy znowu (4).

Prz. 1. W rozwazonym przykladzie calkowita dlugosé tancucha [ W ja-
kim czasie ladcuch wyprostuje sig calkowicie, i ile straci sily zywej; innemi stowy
ile wyniesie réznica pomigdzy praca, wykonana przez sile P, a sila zywa wypro-
I —a%) Pl — a)*

— , strata= ——— .
P 21
Prz. 2. Gdy w opisanym przykladzi: zaczela dzialaé stala sita P, to juz

I
stowanego lancucha? Odp. Szukany czas \,"‘L(

. wyprostowana czg¢s¢ lancucha posiadala pewna szybkosé. Jaka powinna byé ta

szybkosé, aby dalszy ruch czgsci wyprostowanej, byt jednostajny? Odp. \lf -

Prz. 3. Jednorodny laiicuch o dlugosci / tworzy stos na samym brzegu
stolu. Jeden koniec wysunigto cokolwick po za brzeg, skutkiem czego iancuch
zacza! si¢ stopniowo zsuwaé. Z jaka szybkoScig zejdzie ze stolu koniec drugi?
Odp. \/2{’;’ :

Na lancuch dzialajlal tu trzy sily: cigzar czeSci zwisajacej, cigzar czesci
pozostalej i reakcja stolu. Dwie ostatnic si¢ réwnowaza, a zatem tylko pierwsza
wywiera wplyw na iloéé ruchu calego lancucha.

Prz. 4. Do konca lafcucha, tworzacego stos na plaszczyznie poziomej,
jest przywiazany pocisk, ktory wazy tyle, co @ metréw lancucha. lle metréw
laficucha wzniesie sig w gére, gdy nadamy pociskowi szybkosé pionows | 2gh ?
Odp. \a*(3h-+a) — a.

Prz. 5. Cigzki lancuch tworzy stos na poziomym stole; do jego kosica
Jest przywiazany lekki sznur, ktory przechodzi przez blok, urzadzony pionowo
nad stosem, i na drugim koncu sznura wisi cigzar, wazacy ty'e, co a metréw
laricucha. lle metréw lancucha uniesie sig¢ nad stolem, gdy wyswobodzimy cigzar?
Odp. df 3.

Prz. 6. Lancuch, wazacy Q, jest zawieszony za jeden koniec nad stolem,
a drugi koniec dotyka stolu. Wyswobadzamy koniec gérny; wyznaczy¢ reakcig,
ktéra stél wywiera na laicuch w chwili, gdy ostatnie ogniwo dochodzi do stolu.
Odp. 3Q.

Prz. 7. Koiice lafcucha uczepiono w bardzo bliskich punktach A, B tak,
ze obydwie czesci wisza prawie pionowo. Dlugo&é laficucha — 2/, a cigzar jednostki
dlugoéci - z. Wyswobadzamy koniec B; wyznaczyé reakcje w A w funkcji czasu,
Odp. (- 3{;5)_

Prz. 8. Na koiicach lekkiego sznura, przechodzacego przez gladki blok,
wisza dwie szale, wazace po Q kg. Cigzki lancuch o dlugoéci a i wadze g wisi
nad jedng z szal, prawie dotykajgc jej koncem dolnym. W jakim czasie lancuch.
legnie catkowicie na szali, gdy wyswobodzimy koniec gérny? Odp. 'V'(i%j_ia])a )

g

Dla obydwéch szal i dla lancucha, otrzymamy odpowiednio réwnania

<1(%— u) (S — Q)
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1o fpls
oG u) -~ @+R=S)
dfi(a — gt + el ~ (ga — R

-gdzie 1 oznacza mase jednostki diugosci lancucha, x diugoé tej czesci lancucha,
ktéra juz lezy na szali, u szybkosé szali, .S naprezenie sznura i R reakcjg szali
na laficuch. Dodajac rownania powyisze, otrzymamy réwnanie, ktore daje sig
latwo calkowad. -

Prz. 9. Konce lancucha A i B s3 umocowane prawie pionowo jeden nad
drugim, i laficuch jest wyprostowany. W pewnej chwili wyswobodzono gérny
koniec A; w #, sek. doszedl on do poziomu konca B, a wéwczas wyswobodzono

: ) e el | o 2 3¢
Bi ten drugi. W jakim czasic laiicuch wyprostuje si¢ znowu? Odp. —~4—°f sek. od

chwili, w ktérej obydwa konce znalazly si¢ na jednym poziomie. g
Prz. 10. Lekki sznur przechodzi przez gladki blok, i do jego koncéw sa
przywiazane jednakowe lancuchy. W pierwszej chwili caly lewy ladcuch lezy na
podlodze, a / metr. pravego wznosi si¢ pionowo nad podloga, i wszystko pozo-
staje w spokoju. Jaka dlugosé lewego laficucha bedzie wzniesiona nad podloga

l
w chwili, gdy szybkosé osiagnie maksymum? Odp. '*l..)iz

»

Otrzymamy z latwoscig réwnanie
lvdv + vidx = g(l — 2x)dx,

gdzie v oznacza szybkosé, a x dlugosé Iewe;go lancucha, wzniesiona nad podloga.
zZ
Réwnanie mozna catkowaé, mnozac przez o , albo przy pomocy metody Ber-
noullego. ,
Prz. 11. Lancuch tworzy stos nad samym brzegiem stolu, ktérego wyso-
ko&é — A, a koniec lancucha zwisa az do podlogi. Wyznaczyé szybkosé, ktora
osiagnie laricuch w ¢ sek., gdy pozwolimy mu swobodnie schedzi¢ ze stolu na

podloze. Odp.
ct el
( h h )
G\ — @&

cl cf ¢
eI h
e e
gdzie ¢~ | gh oznacza granicg, do ktérej szybkosc taricucha dazy asymptotycznie.
Nalezy tu rozwazaé ilosé ruchu calego tancucha. Dziala nan sila cigZenia
oraz reakcja stolu i podlogi. Dojdziemy bez trudnosci, ze ostatnia przewyisza
cigZar cigSci lancucha, spoczywajacej na podlodze, o 112
Prz, 12. Jeden koniec linki 3z dlugiej jest umocowan); tuz obok nierucho-
mego gladkiego kolka, i cz¢s¢ jej @ jest przewleczona przez kétko, Wszystkie
trzy cz¢Sci wisza pionowo i pozostaja w réwnowadze. Zsuwamy cokolwiek na
dol cz¢5¢ przewleczony przez kotko; wyznaczyé szybkosé linki przed samem
zatrzymaniem. Odp. _.’;],’ug.
Prz. 13. Otwarty zbiornik, zawierajacy pewna iloéé wody, ustawiono na
wézku kolejowym.  Wézkowi nadano szybkosé v, i przylozono sile pociagowa,
ktéra dokladnie réwnowazy w kaidej chwili opory toru i powietrza. W pierw-
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sze] chwili masa calego ukladu byla réwna M,, ale przez otwér w dnie zbiornika
wyplywa na sekundg masa wody i:, a deszcz pionowy przynosi jednoczesnie
mase¢ m. Jaka szybko$é bgdzie mial wozek za £ sek.?

Krople deszczu nie posiadaja ilosci ruchu w kierunku poziomym, a zatem
deszcz nie zmienia iloéci ruchu zbiornika; natomiast woda, wyplywajaca z dna,
unosi w czasie df iloéé ruchu pwdt, a zatem bedzie d(Mv) — — nvdf, gdzie M
oznacza mase ukladu w chwili ¢, a v szybko&é. Oczywiscie M jest tu wielkoscia
zmienng. Znajdziemy, Ze

1o m o M,
Sy, m—p S M, + (m—p)t”
Wyznaczyé précz tego v, gdy m — 1.

Prz. 14. W oblokach powstala kulista kropla wody o promieniu a i za-
czela spadaé, przyczem dzieki dalszemu skraplaniu pary wodnej masa kropli
wzrasta proporcjonalnie do powierzchni. Wyznaczyé szybkosé, ktéra osiagnie
kropla w czasie ¢, gdy promier jej stanie sig réwnym r.

Odp. i’[(l: EERTE

’.'J 3

94. Moment ilosci ruchu. Niech begdzie punkt materjalny
o masie m, ktérego szybko$¢ w chwili ¢ jest réwna v, a ilosé
ruchu mw. Obierzmy jakkolwiek w przestrzeni punkt O i wy-
znaczmy moment wektora mv wzgledem tego punktu O. Oznaczmy
ten moment ilosci ruchu litera H. Posiada on wymiar ML*T !
i jest liczbowo réwny podwéjnemu polu tréjkata, ktérego, pod-
stawa jest odcinek, reprezentujacy mw, a wierzcholek lezy w O.

Przypusémy naprzéd, ze na m zadna sila nie dziala. W takim
razie punkt ten biegnie ze stalag szybkoscia na prostym torze x.
Oczywiscie wektor H, prostopadly do plaszczyzny, przechodzacej
przez O i x, nie zmienia si¢ z czasem co do kierunku; nie zmie-
nia sic on réwniez co do wielkosci, gdyz pole owego tréjkata
jest stale pomimo ruchu punktu m.

Przypu$émy teraz, ze na m dziala sita P. W czasie di
ilo§é ruchu otrzyma przyrost geometryczny d(muv), zgodny co do
wielkosci i kierunku z Pdf, a zatem moment ilosci ruchu w chwili
t + dt bedzie posiadal dwie skladowe, a mianowicie moment wek-
tora mv i moment wektora d(mv) lub wektora Pdt. Widzimy, ze
wektor H w czasie df otrzyma przyrost geometryczny dH, réwny
momentowi Pd¢ wzgledem O. Lecz moment Pdi wzgledem O jest
to oczywiécie to samo, co moment sity P wzgledem tego punktu,
pomnozony przez dt.

Tak wiec co df sekund sita P wytwarza przyrost geome-
tryczny wektora H, zgodny co do kierunku z jej momentem wzglg-
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dem O, a co do wielkosci df razy wiekszy. W ten sposéb zmienia
sie wektor H.

Uzytecznos§¢ tych prostych rozwazan okazemy na przykladzie
nastepujacym. Przypusémy, Ze sila P, dzialajagca na punkt m, jest
centralna, a Srodkiem jej niech bedzie punkt O. Moment sily P
wzgledem O jest stale réowny zeru, a zatem wektor H wzgledem
tego samego punktu nie otrzymuje zadnych przyrostéw i jest staly
co do wielkosci i kierunku.

Z tego wynikaja bezposrednio dwa wnioski nastepujace.,
Przedewszystkiem oczywista jest rzecza, Ze szybkos$¢ punktu m
musi stale pozostawaé w plaszczyznie, przechodzacej przez O
i prostopadlej do H, a wiec ruch pod dzialaniem sily centralnej,
czyli ruch centralny, jest zawsze plaski.

£

Aby doj$¢ do wniosku drugiego oznaczmy przez p odleglosé
szybkosci v punktu m od O, czyli ramie momentu ilosci ruchu.

1 . : ; H . .
W takim razie H=mup, a zatem iloczyn up, réwny o jest wiel-

ko$cig stats. Wyjasnimy w krétkosci znaczenie cynematyczne tego
iloczynu,

Przypusémy, ze w poczatku rachuby czasu punkt m zajmo-
wal polozenie A, (fig. 73), w chwili ¢ polozenie A i w chwili
t+dt polozenie A,. Oznaczmy pole wycinka A,0A4 przez S,

a pole wycinka 404, przez dS. Nazywamy (fg szybkoscig wy-

cinkowq punktu m,
dS_pds_pv

di —2dt 2
Widzimy, ze pv jest podwéjng szybkoscia wycinkowa ‘punktu m,

Oczywiscie dS=pgs, gdzie ds=AA,, a zatem
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i drugi wniosek, tylko co otrzymany, wyrazimy tak: w ruchu
«centralnym szybkosé wycinkowa jest wielkosciq stalq.

Powréémy do przypadku ogdlnego, w kitérym sila P, dzia-
tajaca na punkt m, jest jakakolwiek. Poprowadimy przez O do-
wolng prostg x, i oznaczmy przez H, rzut wektora H na te prosta.
Bedzie to moment ilosci ruchu wzgledem prostej x (par. 10).

Gdy wektor H otrzyma przyrost geometryczny JH, to rzut
H, otrzyma przyrost dH,, i wiemy, ze dH, jest rzutem przyrostu
«JH na prostag x. Lecz JH jest to moment sily P wzgledem O,
pomnozony przez df, a zatem dH, bedzic rzutem tego momentu
sily na prosta x, albo jej momentem wzgl¢dem prostej x, pomno-
zonym przez dt.

Tak wiec sita P wytwarza co dt sek. przyrost wektora H,,
réwny jej momentowi wzgledem x, pomnozonemu przez di.

95. Wektor H ukladu. Niech bedzie ukiad zlozony z punk-
téw m;, my..., ktore w chwili ¢ posiadaja szybkosci v, v....
Obierzmy dowolnie w przestrzeni érodek redukcji O i wyznaczmy
wzgledem niego momenty ilosci ruchu wszystkich punktéw ukladu.
‘Oznaczmy je przez hy, h..... Poniewaz wektory te posiadaja
wspélny poczatek, istnieje przeto ich wypadkowa, ktérg ozna-
czymy przez H; nazywamy ja momentem ilosci ruchu ukfadu
wzgledem punktu O, albo wprost wekiorem H.

Z biegiem czasu wektor A zmienia sie co do wielkosci 1 kie-
runku, i zmiany te daja nam wazne wskazania przy badaniu ruchu
ukladu. Wektor ten, podobnie jak wektor G, moznaby poréwnac
do wskazéwki przyrzadu, sygnalizujacego pewne wydarzenia w prze-
biegu zjawiska. Zobaczymy, jaki wplyw na wektor A wywieraja
sily, dzialajgce na réine punkty ukladu.

Przypusémy wiec, ze na punkt m dziala sita P. Wytworzy
ona w czasie df przyrost geometryczny skladowej h, réwny jej
momentowi wzgledem O, pomnozonemu przez dt. Oczywiscie taki
sam przyrost otrzyma wypadkowa /. Tym sposobem kazda sila,
dzialajaca na ukiad, wytwarza co df sek. nowy przyrost wektora H.

Dwie sily wewngtrzne, ktére dwa punkty ukladu wywierajg
na siebie nawzajem, s3 réwne i odwrotne, a zatem momenty ich
wzglegdem O sa takie rowne i odwrotne. Z tego wynika, ze sily
takie wytworzq w czasie dl/ przyrosty réwne i odwrotne wektora
H, czyli w sumie nie wytworza zadnego Przyrostu, a zatem sily
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wewngtrzne nie wywierajag wplywu na wektor H podobnie, jak na
wektor G.

Wektor H ukladu izolowanego jest staly co do wielkosci
i kierunku. .

Poprowadimy przez punkt O dowolng prosta x. Rzut H,
wektora H na te prosta nazywa sie¢ momentem ilosci ruchu ukiadu
wzgledem prostej x. Jest on réwny sumie rzutéw skladowych A,
hs... czyli sumie momentéw ilosci ruchu punktéw my, ms... wzgle-
dem prostej x.

Sita, dzialajaca na jeden z punktéw ukladu, wytworzy oczy-
wiscie w czasie df przyrost wektora A, réwny jej momentowi
wzgledem x, pomnozonemu przez df. Sily wewngtrzne nie wywie-
raja wplywu na M, podobnie, jak i na H.

Prz. 1. Dwa punkty materjalne A, B lezg na gladkim stole i sa polgczone
wyciagnieta niesprezysty nicia, przechodzaca przez gladkie kétko O, umocowane
na stole. Masa punktu A4 jest dwa razy mniejsza od masy B, a odleglosci punk-
téw od O sa réwne. Nadajemy punktowi A szybkosé v;. skierowana prostopadic

do nici OA; z jaka szybkoscig dojdzie do kétka punkt B? Odp. -*1-}2-0~ !

Podczas ruchu ani moment ilosci ruchu wzgledem O, ani sila Zywa ukladu
sig nie zmieniaja, z czego wynikaja dwa réwnania. Dogodnie bgdzie rozlozyé
szybko§¢ punktu A na skladowe ovr i v,

Prz. 2. Dwa jednakowe punkty materjalne 4, B leia na gladkim stole,
polaczone wyciagnigta niesprezysta nicia o dlugosci /; nié ta przechodzi przez
gladkic kélko O, umocowane na stole. Punktowi A nadano szybkosé prosto-
padla do O4, i punkt B doszed! do kétka wlasnie w chwili, gdy nié¢ OA zato-

!

k1o
czyla kat prosty. Wyznaczyé poczatkowa odleglosé OA. Odp. lcosw.

Tworzymy dwa réwnania, jak w przykladzie poprzedzajacym; rugujac
z nich »—dllT, otrzymamy réwnanie, ktore sie tatwo caltkuje.

Prz. 3. Punkty materjalne A i B na gladkim stole sa przyczepione do
nierozciagainej nici OAB, ktérej koniec O jest przymocowany do stolu. Masa
punktu A jest dwa razy wicksza od masy B, ni¢ jest wyciagnigta, i OA = AB.
Nadajemy punktowi B szybkoié prostopadia do prostej OB; w jakich granicach
bedzie si¢ zmienial kat, zawarty pomigdzy AB i przediuzeniem 0A4?

Znajdzicmy, ze szybko$é punktu A jest rzeczywista, jezeli cos #(3—cos)) -0,
gdzie & oznacza kat, o ktéry chodzi. Drugi czynnik jest zawsze dodatni, a za-

.~ - o o0 q ™ c
tem cos>0, z czego wynika, ze U zmienia si¢ od — - do Wyznaczyé

T
R

précz tego stosunki szybkosci obydwéch punktéw w polozeniach skrajnych.
Prz. 4. Lekki cylinder o promieniu @ i osi pionowej moze si¢ swobodnie
obracaé okolo tej osi. Na cylinder sa nawinigte w kierunkach odwrotnych dwie
nici, ktérych czeéci swobodne leiq wyprezone na gladkich plaszczyznach pozio-
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mych, a do koncéw s3 przyczepione jednakowe punkty materjalne. Jeden z punk-
téw, przyczepiony do nici, ktérej cz¢s¢ wyprostowana posiada dlugosé ¢, otrzymuje
szybkosé v, w kierunku prostopadlym do nici. Wyznaczyé dlugo$é czesei wy-
prostowanej tejze nici po uplywie czasu £ Odp. Kwadrat diugosci szukanej

. , olt?
wynosi ¢*-{-2av,t 5.

Prz. 5. Trzy punkty materjalne o jednakowych masach, osadzone na lekkim
sztywnym precie na koricach i w Srodku, leza na gladkim stole. Jeden z punktéw
koncowych otrzymal uderzenie w kierunku prostopadlym do preta; wyznaczyé
stosunek szybkosci poczatkowych wszystkich trzech punktéw. Odp. 5: 2 : 1.

Szybko&é poczatkowa punktu uderzonego bedzie oczywiscie prostopadia
do preta, a stad wynika, ze Srodek chwilowy lezy na linji preta. Procz tego
nalezy wzigé pod uwage, ze moment sily chwilowej wzgledem punktu, ktéry
zajmuje masa uderzona, jest réwny zeru, a zatem moment iloSci ruchu calego
ukladu wzgledem tego punktu si¢ nie zmieni podczas uderzénia.

Prz. 6. Cztery jednakowe punkty materjalne 4,, 4., 4,, A, lezg na glad-
kiej plaszczyznie poziomej, tworzac polowe szeScioboku foremnego; lacza je
wyprezone nierozciaggalne nici 4,4, A,4; 1 A;4,. Punkt A, otrzymuje w kie-
runku 4,4, impuls F; jaki impuls sznur 4,4, przeniesie na punkt 4,?

Gdyby ten impuls szukany wywrzeé bezposrednio na 4,, to ruch poczat-
kowy punktéw 4,1 A, bylby taki sam, jak obecnie. Dogodnie bedzie poczatkowq
szybko$é kazdego punktu rozlozyé na skladowe w kierunku A 4, i w kierunku

prostopadlym. Wypadnie %

Prz. 7. Prosta rurka wewnatrz gladka moze sie obracaé okolo konca O
w plaszczyznie poziomej i zawiera w odleglosci @ od O punkt materjalny. Masa
rurki jest znikoma w poréwnaniu z masa punktu. Nadajemy rurce szybkosé ka-
towa i pozostawiamy ja samej sobie. Wyznaczyé tor punktu materjalnego. Odp.
Prosta prostopadia do pierwotnego poloZenia rurki.

14

Nauka o ruchu.
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