VIIL. ZASADY DYNAMIKI CIALA SZTYWNEGO.

106. Model ciala. Zasadnicze zagadnienie dynamiki jest
nastepujgce : majac dane cialo oraz sily na nie dzialajace, wyzna-
czyé ruch jego. WidzieliSmy w rozdziale V, jak si¢ rozwigzuje to
zagadnienie w przypadku, gdy mozna uwazaé cialo za punkt ma-
terjalny ; bedziemy usitowali sprowadzié¢ przypadek ogélny do tego
przypadku szczegélnego.

W tym celu zbudujemy model ciala, zlozony z punktéw ma-
terjalnych. Wyobrazmy sobie dwa uklady wspélrzednych 11 I,
zajmujace rézne okolice przestrzeni. Do l-go bedziemy odnosili
dane cialo, ktére moze byé jakiekolwiek, a wiec niekoniecznie
sztywne, w [[-im bedziemy budowali model.

Dzielimy cialo na drobne elementy o masach m,, mq....
Dla skrécenia bedziemy méwili tylko o typowym elemencie m.
Kazdy z tych elementéw posiada pewng objetosé réing od zera;
jezeli jednak sa one dostatecznie male, to polozenie kazdego
z nich bedzie okreélone z dokladnoscia wystarczajaca, gdy beda
dane wspélrzedne jednego z jego punktéw, np. Srodka cigzkosci.
Wspélrzedne takie bedziemy nazywali wspélrzednemi elementu.

Niech wspélrzedne elementu m w ukladzie | beda x, y, z.
Wyznaczamy w ukladzie Il punkt (geometryczny), posiadajacy takie
same wspélrzedne, i przypisujemy mu mas¢ m. Tym sposobem
elementowi m ciala bedzie odpowiadal punkt geometryczny o réw-
nej masie.

Uczyniwszy to samo dla kazdego elementu ciala, otrzymamy
r6] punktéw materjalnych, przypominajacy pod wieloma wzgle-
dami dane cialo. Bedzie to wlasnie model, o ktéry chodzito.
Rézni sig on od ciata pod tym wzgledem, ze punkty jego nie sa
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zwigzane jedne z drugimi, ze sa to punkty swobodne, gdy tym-
czasem w danem ciele wszystkie elementy s polaczone razem
i stanowia jedng calosé.

Chodzi teraz o to, aby model i w ruchach nasladowal dane
cialo. W tym celu nadajemy kazdemu punktowi modelu taka szyb-
kos¢ (co do wielkosci i kierunku), jaka w chwili danej posiada
odpowiedni element ciala. Ale i w przyszlosci szybkosci te po-
winny by¢ jednakowe, a wiec trzeba staraé si¢ o to, aby i przy-
$pieszenia punktéw modelu byly zgodne z przyépieszeniami ele-
mentdéw ciala. Tak np. skladowe przyspieszenia elementu typowego
ciala sg (ZT:’ (517;:?’ (:;TZ, ot6z trzeba, aby i punkt m modelu
posiadal takie przyspieszenia. Osiagniemy ten skutek, przykladajac
do kazdego punktu modelu stosowne sily.

Na dane cialo dziala pewna liczba sil, z ktérych kazda jest
przylozona do jakiegos elementu. Przypusémy np., ze do elementu
m jest przylozona sila P. Przylézmy takie same sily do odpo-
wiednich punktéw modelu, a wigc do punktu m przytozymy site P.
Beda to sily zewnetrzne modelu.

Przyspieszenia, ktére skutkiem tego otrzymajg punkty mo-
delu, nie beda takie, jak przyspieszenia odpowiednich elementéw
ciala. Wida¢ to choéby z tego, ze np. sila P, dzialajaca na punkt
m modelu, udziela tylko jemu jednemu przy$pieszenie, gdy tym-
czasem taka sama sila, dzialajac na odpowiedni element ciala,
wywiera wplyw na ruch calego ciala, t.j. udziela przyspieszen
wszystkim innym elementom. Aby wiec cel osiggnaé, trzeba
leszcze do punktéw modelu przylozy¢ inne sily.

Zalozymy w tym celu, Ze kazdy punkt modelu wywiera sily
na punkty pozostale, ze punkty te przyciagaja si¢ nawzajem lub
‘odpychajg. Beda to sily wewnetrzne i powinny czyni¢ zadosé
trzeciemu prawu Newtona (akcji i reakcji). Jezeli wszystkich punk-
téw jest n, to na kazdy z nich dziala n—1 sil, a wigc wszystkich
takich sil wewnetrznych jest n(n—1). Poniewaz jednak sily te wy-
stepuja parami, a sily kazdej pary sa rowne i odwrotne, przeto sil
roéznych co do wielkosci i kierunku bedzie wszystkiego n(_n:?— 1).

Otéz te sily wewnetrzne trzeba dobrac w taki sposéb, aby
Wwraz z zewnetrznemi nadawaly punktom modelu przyspieszenia
zadane. Zobaczymy, czy jest to rzecz mozliwa,
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Przypusémy, ze punkty m,, m,.. wywierajg na m odpowie-
dnio sily Q,, Q;..., i katy kierunkowe tych sil sg (@,8,7,), (#8:75) .. .

Sa to réwniez katy kierunkowe prostych mm,, mms..., a wiec
okresla je obecne polozenie ciala. Réwnania ruchu punktu m beda
dix
m oy = P+ Q,cosa; + Qscosay + ...
de
m dté] = P, + Qi cosp; + Q:cosp + ...
d?z :
m—s = P, 4+ Qscos7, + Qscosys + ...

Kazdemu punktowi modelu odpowiadaja takie trzy réwnania, mamy
wigc wszystkiego 3n réwnan, i wielkosci Q,, Q;... powinny byé
tak dobrane, aby czynily im wszystkim zado$é. Bedzie to mozna
uczyni¢ réinemi sposobami, jezeli liczba tych wielkosci jest wigk-
sza od liczby réwnan.

Warunkowi temu wogdéle latwo uczynié zado$é, dzielac cialo
na dostatecznie wielka liczbe elementéw, i wéwczas model bedzie
dokladnie nasladowal ruch ciala, a wigc zamiast badaé ruch ciala
mozemy badaé ruch modelu, czyli ruch ukfadu punktéw materjal-
nych.” Tym sposobem osiagneliémy cel zamierzony, ale za to do
zadania wszed! caly uklad sil wewnetrznych; zobaczymy jednak
ze mozna ich nie wprowadzaé do rachunku.

Aby ulatwi¢ sprawe budowaliémy model w odrebnym ukla-
dzie wspolrzednych, jest to jednak zbyteczne. Poniewaz chodzi
tylko o konstrukcje myslows, mozna przeto zbudowaé go w tym
samym ukladzie, do ktérego odnosimy cialo; zajmie on woéwczas
tg samg przestrzen, ktéra zajmuje cialo; mozna zapomnieé o istnie-
niu ciala, a mysle¢ tylko o modelu. Tak tez bedziemy czynili
w dalszym ciagu. Moéwiac o ciele, bedziemy mieli na mysli mo-
del jego.

Nalezy dodaé¢, ze w tym przedstawieniu rzeczy nie czynimy
zadnych hipotez co do wewnetrznej budowy cial. Nie dotykamy
np. pytania, czy materja wypelnia przestrzen w sposéb ciagly,
czy tez posiada budowe molekularna.

107. Zasada d’Alemberta. W jaki sposéb mozna usunaé
sily wewngtrzne ciala z rachunku, wskazal d’Alembert (r. 1742),
od niego tez rozpoczyna si¢ istnienie dynamiki cial sztywnych,
jako odrebnej galezi wiedzy. Wypada jednak zaznaczyé, ze twier-
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dzenie, odkryte przez d’Alemberta, czyli tak zwana zasada d’Alem-
berta, dotyczy nie tylko cial sztywnych. Ma ono znaczenie ogélne;
podlegajg mu wszystkie ciala, jakie dostrzegamy w przyrodzi;’:

Niech bedzie jakiekolwiek cialo, poruszajace si¢ pod dziala-
niem sit P, P,.... Zwrécimy uwage na pewien element o masie
' m, albo raczej na odpowiedni punkt modelu. Wypadkowa wszyst-
kich sil zewnetrznych, dzialajacych na ten element, oznaczymy
przez I’, wypadkowsa wszystkich sil wewnetrznych przez Q, a przy-
$pieszenie elementu przez p. Przyspieszenie to nadaja elementowi
wlasnie te sily P i Q, a zatem wypadkowa ich jest réwna mp.
Nazwiemy te sile mp silq czynnq elementu m.

Gdyby$my przylozyli do elementu m sil¢ odwrotng do czyn-
nej, to zréwnowazylibySmy obydwie sily P i Q. Przylézmy do
kazdego elementu ciala taka sile, odwrotna do jego sily czynne;j.
Oczywiscie w ten sposéb zréwnowazymy wszystkie sily zaréwno
zewnetrzne, jak i wewnetrzne, i juz zaden element nie bedzie mial
przyspieszenia.

Tak wiec obecnie na cialo dzialajg trzy uklady sil, a mia-
nowicie: (1) sily zewngtrzne, (2) sily wewnetrzne i (3) sily od-
wrotne do czynnych; uklady te réwnowaza si¢ nawzajem.

Uzywamy tu wyrazu ,réwnowaza sie“ dla krétszego wyslo-
wienia, lecz nalezy zauwazyé, ze wyraz ten posiada w tym razie
inne lub przynajmniej obszerniejsze znaczenie, niz w statyce. Te
rozne sily dzialaja tu na punkty swobodne modelu, a w takim
razie w sensie statycznym nie moznaby wcale méwié o réwnowa-
dze. Tak np. dwie sily, z ktéremi dwa punkty materjalne sie
przyciagaja, lub odpychaja, nie réwnowaza si¢ w sensie slatycz-
nym, jakkolwiek dzialaja na jednej prostej, sa réwne i odwrotne.
Méwiac w tym wykladzie o réwnowadze, mamy na mysli to jedy-
nie, ze suma rzutéw sil na kaidy kierunek oraz suma ich momen-
tow wzgledem kazdej prostej sg zerami.

Z owych trzech ukladéw sil, dzialajacych na elementy ciala,
drugi, t.j. sity wewngtrzne, réwnowazy sie sam przez sig, gdyz.
skladajg go pary sil réwnych i odwrotnych. Z tego wynika, ze
dwa uklady pozostale réwnowaza si¢ nawzajem, mianowicie réwno-
waza w sensie wyze] okreslonym.

Tak wiec sily zewneirzne, dzialajgce na ciafo, réwnowazq
sie z silami odwrolnemi do czynnych. Jest to wlaénie zasada

d’Alemberta.
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MéwiliSmy juz, ze zasada ta jest ogélna. Dotyczy ona za-
réwno cial szlywnych, jak niesztywnych, a takze ukladéw, zlozo-
nych z wiekszej liczby cial, bo kaidy taki uklad moina uwazaé
za jedno cialo niesztywne. Wypada uczyni¢ jeszcze jedng uwage.

Te sily odwrotne do czynnych, ktére gdyby dzialaly, to
sprowadzilyby réwnowage, nazywajg sie w wielu wykladach me-
chaniki sifami bezwladno$ci. Z punktu widzenia czystej logiki nie
mozna nazwie tej zrobié zadnego zarzutu; pomimo to jednak nie
uzylem jej wtym wykladzie i bede jej unikal réwniez nadal, gdyz
wywolala ona wiele nieporozumien, a nawet bledéw; zwlaszcza
byla powodem calkiem jalowych dyskusji na temat istnienia lub
nieistnienia tych sil bezwladnosci.

Prz. Na punkty materjalne m, i m,, polaczone niciq sprgzysta, dzialajg
odpowiednio sily P, i .. Dowiesé bezpoSrednio, Ze suma rzuléw tych sil na
dowolny kierunek oraz suma ich.momentéw wzgledem dowolnej prastej sg réwne
sumie rzutéw i sumie momentéw sif ezynnych punktow m; i m,.

108. Przyklady. Okazemy na przykladzie, jak mozna stosowaé
zasade d’Alemberta do rozwiazywania zagadnienn dynamicznych.

Z Jednorodna sztaba, wazaca Q, jest po-
AR laczona z pionowa osia z gladkim przegubem
O i wiruje okolo tej osi, tworzac z nig staly
kat «. Wyznaczyé reakcje, ktéra przegub
wywiera na sztabe.

Bedziemy rozwazali te chwilg, w kté-
rej sztaba zajela polozenie w plaszezyznie
rysunku., Obieramy poczatek ukladu w prze-
gubie, a za osi x, y, z, prosta pozioma
w plaszczyZnie rysunku, prosta prostopadia
do tej plaszczyzny i pion.

Fig. 78. Wypada naprzéd wyijasni¢, jakie sity
zewnetrzne dzialaja na sztabe, oraz jakie tu
sa sily odwrotne do czynnych. Nie mozna

z gory wskazaé kierunku szukanej reakeji przegubu®), dla tego

) Mozemy uwazaé, ze przegub sklada si¢ z poziomego czopa, nalezacego
do osi, 1 ucha, nalezacego do sztaby. Jezeli ucho ma si¢ obracaé swobodnie
okolo czopa, to jego &rednica wewnetrzna musi byé cokolwiek wigksza od sred-
nicy czopa, a zatem ucho styka sig z czopem tylko na jednej tworzacej. Reakeja
posiada punkt przyloienia na tej tworzacej i dziala na wspéinej .normalnej do
obydwéch powierzchni. Czop moze si¢ stykaé z uchem wedlug kaidej ze swych
tworzacych, a zatem moze wywieraé reakcj¢ w kazdym kierunku, prostopadlym
do swej osi. .
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tez rozlozymy jg na trzy skladowe R., R,, R. w kierunkach osi
Gdy wyznaczymy te trzy skladowe, to bedziemy znali reakcje co
do wielkosci i kierunku. Précz tego dziala jeszcze sila cigzenia Q,
przylozona w srodku sztaby.

Aby wyznaczy¢ sily odwrotne do czynnych dzielimy sztabe
na nieskonczenie male elementy dr. Odleglo§é¢ jednego z nich
od O niech bedzie rowna r. Torem takiego elementu jest kolo
poziome, ktérego $rodek lezy na osi, a promien jest réwny rsin a.
Szybko$é jest stala co do wielkosci, przeto przyspieszenie styczne
jest zerem, a przyspieszenie normalne wynosi rsina . w?, gdzie @
oznacza szybko$é katowa. Sila czynna dziala poziomo w plasz-
czyznie rysunku w strone osi, a co do wielkosci jest réwna
udr . rsina . 0¥, gdzie u oznacza mase jednostki dlugosci sztaby.
Sila odwrotna do czynnej posiada kierunek odwrotny.

Wyznaczymy sumy rzutéw wszystkich sil odwrotnych do
czynnych na obrane osi i sumy momentéw wzgledem osi y. Suma
rzutéw na o$ x bedzie oczywiscie

um3sin « rdr= ——

o' 2
gdzie a oznacza dlugosé sztaby Sumy rzutéw na obydwie osi
pozostale sa zerami.

Moment sily odwrotnej do czynnej, dzialajacej na element dr

*a w_on
/ ] ww*a®sin @

wynosi —- udr.rsin@ .. rcos®, a suma momentow
ta 93
N HW*q* SN X COS (&
- {w?sin & cos aridr= - =T
0

Tworzymy réwnania réwnowagi, t.j. bierzemy rzuty na osi
oraz momenty wzgledem nich sil zewngtrznych i odwrotnych do
czynnych.

Ri + "’”‘%”‘J‘i =0, R, =0, R.—Q=0
Qasina  uw?@*sinzcose _ 0
2 3 ’

W réwnaniu ostatniem mamy sum¢ momentéw wzgledem osi y;
wzgledem osi pozostalych momenty wszystkich sit sa zerami.
Z ostatniego réwnania wynika, ze

3Q

Ul = o ==
~ 2ua®cosa 1),
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-a zatem bedzie

3 -
R, =— ,Q%““’ R,=0, R.=Q.
Widaé stad, ze reakcja lezy w plaszczyznie rysunku i tworzy z pio-

nem kat — arctan(§ t%rﬁ) :

Warto jest jeszcze zwrdci¢ uwage na réwnanie (1). Gdy
/3Q _1/3 !
/ et~ | 2 2 zatem tylko przy wigkszych
szybkosciach katowych sztaba moze byé¢ odchylona o kat rézny

od zera.

¢« =0, to w=]

Prz. 1. Dwie lekkie sztaby o dlugosciach a i 2a sa polaczone sztywno
w O pod katem prostym i zaopatrzone na korcach w kule, wazace odpowiednio

Qi CQQ . Sztaby moga si¢ obracaé okolo O w plaszczyZnic pionowej i wirujy

ze stala szybkoicia katowa @ okolo osi pionowej, przechodzacej przez O, przy-
czem pierwsza tworzy z ta osia staly kat. Wyznaczyé ten kat. Odp. Szukany
; X b, ! 1 aw?
kat czyni zado&é réwnaniu -—— — - ———
sin+ cosir g
Aby nie wprowadzaé reakcji w O, nalezy wziaé momenty sil zcwnetrznych
i odwrotnych do czynnych wzgledem O. '
Prz. 2. W zwyklym kolowrocic promien kola — a, i promien walu==b.
Na kole i na wale s3 nawinigte sznury, diwigajace odpowiednio cigzary P i Q.
Wyznaczy¢ przyspieszenie cigzaru P, uwazajgc mas¢ kolowrotu za znikomo mala.

Odo. a(aP — 6Q)g

a:'P_,:._ b!Q

Prz. 3. Planeta obraca sig okolo swej osi z tak wielka szybkoscia katowa,

7e ciala na jej réwniku pozornie nie maja cigzaru. Dowiesé, ze we wszystkich
.okolicach powierzchni planety piony przybieraja kierunek rownolegly do osi.

Prz. 4. Linja kolejowa idzie wzdluz réwnoleznika na szerokosci . Dwa
wagony, kazdy o masie m, jada w kierunkach odwrotnych z szybkoscia w.
Wyznaczyé réznice reakeji, ktére te wagony wywieraja na szyny. Odp. 4mwv cos
gdzie o oznacza szybkosé katowa ziemi.

Prz. 5. Wagon biegnie na luku o promieniu . Wysokosé srodka cigzkosci
nad szynami = A, i szerokoéé toru — a. Wyznaczyé najwicksza moiliwg szybko&é

wagonu. Odp. vg%r -

9
v?

Sita odwrotna do czynnej Q , gdzie Q oznacza cigzar wagonu, a v
g .

szybkosé, jest przylozona w srodku ciezkosci. Sitami zewnetrznemi sa Q i reakeje
szyn. Rozkladamy reakcje szyny wewngtrznej na skladowa pozioma i pionowa N

" 3h
i'bierzemy moment wzgledem szyny zewngtrznej. Wypadnie, ze NV g] vg—r——a) .
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... vih : e . s e L
Jezeli = “a, to wagon sie przewréci, bo szyna nie moze wywieraé reakcii,
skierowanej na dél.

Prz. 6. Soczewka wahadla o masie m jest przywigzana sznurem o dlu-
gosci / do dolnego konca lekkiej pionowej sztaby, prowadzonej bez tarcia w kie-
runku pionowym. Do gérnego konca sztaby jest przywiazany inny sznur, ktéry
przechodzi przez maly blok, i diwiga na koncu cigzar o masie m. Wyznaczyé
okres malych wahan takiego wahadla.

Stosujac zasade d’Alemberta oddzielnie do soczewki i przeciwwagi i ru-
gujac wielkoSci pomocnicze, otrzymamy réwnanie

24 9\ 2
(1 cos'-’i))th[__, — Isin¥ cos 3(%?) — 2gsin .

Pierwsza calka tego réwnania bedzie
In? (1 - cos*}) == 4g (cos ¥ — cosa),
gdzie 2{x oznacza amplitude. Poniewaz chodzi o male odchylenia, mozemy przeto

¥ A : :
podstawi¢ cosi —1 — -5 1cosz—1— 5 - Odrzuciwszy przytem po lewej stro-
. Al )
nie — $2-- —— wobec 2, otrzymamy réwnanie, ktére si¢ daje fatwo calkowadc.

Szukany okres —= 27.\/,!-; okres ten jest taki, jak gdyby koniec sznura byl

8
przyczepiony do punktu nieruchomego.

Prz. 7. Ciezka kulkg osadzono na lekkim precie o dlugosci a, i pret
oparto drugim koncem w punkcie O zupelnie chropowatej plaszezyzny poziomej,
przyczem tworzyl on z pionem kat «==30°. Nastepnie pozostawiono uklad sa-
memu sobie. W jakiej odleglosci od O kulka upadnie na plaszczyzne ?

4ay (2

Odp. T /§

Ruch ukladu dzieli si¢ na dwa okresy; w pierwszym koniec preta pozo-

staje w O i plaszczyzna wywiera nahn reakcje R, w drugim kulka porusza sie,

jak punkt swobodny. Przypusémy, ze w chwili # pierwszego okresu pret tworzy

z pionem kat ¥, i jego szybko&é katowa — w. Przy pomocy zasady d’'Alemberta
otrzymamy réwnania

o, dw
Ry matisiny — ma——cosi =0,

dt
. do .,
R, — mg  mao’cosd - ma g Sin == 0,

, do ek
mas ;- — mgasin: ]

dt
adzie Ry i Ry oznaczaja skladowe pozioma i pionowa reakeji R. Z trzeciego
din
dt

réwnania wyznaczymy i l'):, a nastqpnie z dwoch pierwszych R.\' 1 R”. \Vy-

; . . g ) 2cos
padnie, ze okres pierwszy sig koneczy, gdy cosir — = jeecel
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Przyklady dotychczasowe nalezaly jeszcze do dynamiki punktu; w dwdch
nastepnych mamy do czynienia z ruchem obrotowym bryl.

Prz. 8. Cylinder o masie 2nm moze obracaé si¢ okolo osi poziomej. Na
lego najwyiszej tworzace] lezy punkt materjalny o masie m, a wspélezynnik
tarcia pomigdzy punktem i cylindrem=/. Odchylamy uklad cokolwiek od polo-
zenia pierwotnego; o jaki kat obréci sie cylinder, zanim punkt m zacznie si¢
zsuwaé ? .

Ruch ukladu dzieli si¢ na dwa okresy; w pierwszym punkt m pozostaje
w spokoju wzgledem cylindra, i tarcie nie jest calkowicie rozwinigte. Chwile
przejscia do drugiego okresu, w ktérym punkt jest w ruchu wzglednym, charak-
teryzuje ta okolicznosé, ze tarcie osiaga warto$é graniczna, t.j. F=/fN, gdziec F
oznacza sile tarcia, a N reakcjg normalna cylindra na punkt.

Przypusémy, ze w czasie # pierwszego okresu cylinder obrécil sic o kat &
i posiada szybkosé katowa ©. Stosujac zasade d’Alemberta do punktum, otrzy-
mamy

dw .
F-+ma— — mgsinid — 0

dit

N+ maw? — mgcosd = 0.

Stosujemy nastepnie t¢ sama zasade do calego ukladu, a mianowicie bierzemy
momenty wszystkich sif zewnegtrznych i odwrotnych do czynnych wzgledem osi
cylindra. Wypadnie

® dw

; — ma*- 7 ~+ mgasin % — 0,

d

— Spr

W réwnaniu tem {t oznacza masg typowego elementu cylindra, r jego odleglosé
. . . . ) A do  do ,
od osi, a sumowanie rozciaga sig na caly cylinder. Oczywiscie Spr*— — ——Xnr

digidbs" 2

lecz Niir* jest to moment bezwladnosci cylindra, wzgledem osi, a zatem Ipr?
2nma?

- Mk? - 5 - Znajdziemy, ze szukany kat czyni zado§é réwnaniu nsini —

— f(n + 3)cos ¥+ 2/ = 0.

Prz. 9. Prostokatna deska o masie M moze si¢ obracaé okolo osi pozio-
mej, przechodzace] przez srodek cigzkosci i réwnolegtej do dwéch bokéw; diu-
g05¢ boku prostopadlego do osi= 2a. Gdy deska zajmowala polozenie poziome
i pozostawala w spokoju, polozono na niej w odleglosci ¢ od osi punkt mate-
rjalny o mas'e m; wspélezynnik tarcia punktu o deske = . Przy jakiem nachyleniu

I Ma?
Ma? -} 9mect *

Prz, 10. Lancuch o dlugosci 2af jest zawarty w gladkiej rurce, posiada-
jacej ksztalt okregu o promieniu a. Rurka ta wiruje okolo &rednicy pionowej
z szybkoscia katows ®; wyznaczyé kat, ktéry promien, przechodzacy przez srodek
lasicucha, tworzy z osia obrotu, gdy lafcuch pozostaje w spokoju wzglgdnym.

deski do poziomu punkt zacznie si¢ zsuwaé? Odp. arctan

Odp. ¥ =0, albo cos{— — £ . Jezeli awicosf zawiera si¢ pomiedzy —g
E aw?cos

i g, to istnieje tylko jedno polozenie réwnowagi wzglednej.
Prz. 11. Jednorodny laficuch przechodzi przez dwa gladkie poziome kotki,
poloione na jednym poziomie. Ogniwa poruszaja si¢ z szybkoscig stala, prze-
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noszac sig ze stosu, polozoaego pionowo pod lewym kolkiem o % nizej, do stosu,
polozonego pod prawym kolkiem o 4 -4 nizej, przyczem czesé laficucha, zawarta
pomigdzy kolkami, nie zmienia postaci. Jaka krzywa tworzy laficuch pomigdzy
kotkami, i jaka jest owa stala szybkosé ogniw? Odp. Krzywa jest katenoida,
a szybko§é wynosi V@

Niechaj .S, oznacza naprezenie w najnizszym punkeie 4, krzywej, a .S w jakim-
kolwiek punkcie A. Wyznaczamy wypadkowa sil, odwrotnych do czynnych, dziata-

jacych na czesé 4,4 =s. Na element ds dziala sila normalna Hatds lub noidd,
B
gdzie ¢ oznacza promiei krzywizny, 1 mase jednostki dlugosci, a ¥ kat, ktéry

styczna tworzy z poziomem. Skladowa pozioma szukanej sily = p./ visinddd —
Jo
"%
no*(l—cos?), a skladowa pionowa :J./ vicoshdd = jwisind. Roéwnania réwno-
J o
wagi beda
Sy, —nv*(l —cos ) — Scosd =0
ngs - po?sinr — Ssind = 0,

Rugujac stad S, otrzymamy
Sl LB
ng

Réwnanie to dowodzi, ze szukana krzywa jest katenoida, ktérej parametr

S — 2
g SIS (par. 18, prz. 1).

'Ll

Mozna jeszcze latwo udowodnié, ze lewy stos lezy na kierownicy.

Prz. 12. Lancuch o dlugosci ax jest zawarty w gladkiej rurce, posiadajacej
ksztalt okrggu o promieniu a. Masa jednostki dlugosci lancucha =y, rurka jest
ustawiona w plaszczyznie pionowej, 1 koniec lancucha jest umocowany w naj-
wyzszym punkcie A. Jakie bgdzie w pierwszej chwili naprezenie w punkcie 5,
gdy wyswobodzimy koniec A4, jezeli tuk AB widaé ze srodka pod katem .

o|1—cose 1—cos
Odp. pagi =l

Prz. 13. Na gladkiej plaszczyznie poziomej umocowano w polozeniu piono-
wem gladka obrecz o masie M. Na obrecz jest nawleczony pierscionek o masie m,
przywiazany nicia do punktu najwyiszego; nié te widaé ze srodka pod katem «.
W pewnej chwili jednoczesnie wyswobodzono obrecz i przecigto ni¢. W jakim
stosunku stoi reakcija obreczy na pierscien zaraz po wyswobodzeniu do reakeji

Mcos

przed wyswobodzeniem. Odp. W Fmemia’

109. Réwnania ruchu. Niech bedzie znowu jakiekolwiek
cialo, poruszajace si¢ pod dzialaniem sit P, P ... Odbierzmy
prostokatny uklad wspélrzednych i oznaczmy wspélrzedne ele-
" mentu m przez x, y, z. Rzut sily czynnej elementu m na o$ x
d?x
de *

16

jest réwny m— a sily odwrotnej do czynnej — m Suma

Lx
de’

Nauka o ruchu.
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Z

i

zewnetrznych na te samag o$ przez IP.. Suma rzutéw sil odwrot-
nych do czynnych i zewnetrznych wedlug zasady d’Alemberta
musi byé zerem, zatem

takich rzutdow wyrazi sie przez — 3m

a suma rzutéw sil

. d%x :
atilias S
: ~ SN
czyli Sm—s =
e o =iy | =
réowniez =m =3P, (1).
d?z
= = P,
m o e

Suma momentéw sit odwrotnych do czynnych i sit zewnetrznych
musi byé takze zerem. Znajdziemy z latwoscia wedlug par. 12, ze

d¥y  dix

; . o~ (LY dix
wzgledem osi z pierwsza wynosi —3m X g—Y ) 2 druga

XxPy—yli), 2 zatem

. d* d? <
Sm(e G~ g) = SePi—yP
: d? d? -
=m y—gg-z.:— z d—;‘i =XyP.-—zP) (2.
o d*x  d*z\_
Sm\z X e S (RN

Obydwie grupy réownan sg wazne dla wszelkich cial, sztywnych
i niesztywnych, ale w przypadku ciala sztywnego te szes¢ réwnan
okreslajg ruch catkowicie, jezeli sa dane warunki poczatkowe.
Przeckonamy sie zaraz, ze tak jest istotnie.
~ Obierzmy w ciele sztywnem, ktérego ruch mamy zbadaé,
prostokatny uklad wspélrzednych &, 7, L, zwigzany stale z tem
cialem i poruszajacy sie wraz z niem. Jezeli np. cialo jest szescia-
nem, to uklad taki moga tworzyé trzy krawedzie, wychodzace ze
wspdlnego wierzchotka. Gdy dane jest polozenie tego ukladu &nl
w ukladzie nieruchowym xyz, to oczywiScie polozenie ciala jest
catkowicie okreslone. llez do tego potrzeba wielkosci niezaleznych ?
Przedewszystkiem potrzebne sa wspélrzedne poczatku ukladu
&ns w ukladzie xyz; oznaczmy je przez x,, yo, zo. Précz tego
potrzeba mie¢ katy kierunkowe osi & n i { Katéw tych jest
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dziewieé, ale nie sa one niezalezne jedne od drugich. Zachodza
pomiedzy niemi trzy zwiazki typu

cos*a + cos?8 + cos?y = 1,
oraz trzy zwiazki typu
COS &y COS (s + cOs Py cos Pz + cosyycosye = 0

te ostatnie warunkuja prostokatnosé ukladu. Przy pomocy tych
sze$ciu zwiazkéw mozna szes¢ z owych katow kierunkowych wy-
razi¢ w funkcjach trzech pozostalych. Wypada wiec, ze sa niezbedne
tylko trzy katy kierunkowe, ktére wraz ze wspélrzednemi xy, gy, z,
catkowicie okre$laja polozenie ukladu Enl. Te szesé wielkosci sa
niezalezne jedne od drugich i nazywaja sie¢ wspdfrzednemi ciata
szlywnego. '

Wspélrzedne kazdego elementu ciala w ukladzie €4l nie
zmieniajg si¢ podczas ruchu, i mozna je uwazac za znane, a majac
je, mozemy wyznaczyé wspolrzedne tego elementu w ukladzie xyz
w funkcjach owych szesciu wspélrzednych ciala. Gdy nastepnie
wstawimy te funkcje do réwnan (1) i (2), to otrzymamy sze$é
réwnan, zawierajagcych siedm wielkosci zmiennych, a mianowicie
sze§é wspolrzednych ciala oraz zmienna ¢ Réwnania te pozwalaja
wyrazié¢ kazda z wspélrzednych ciala w funkeji ¢ a zatem okre-
$laja ruch ciafa. )

Opisany sposéb postgpowania bylby wysoce niedogodny,
i dla tego tez réwnan (1) i (2) nie uzywamy do rozwigzywania
poszczegélnych zagadnien dynamicznych. Sa one wazne tylko pod
tym wzgledem, ze mozna z nich wyciagnaé pewne wnioski ogélne
o ruchu cial, jak zobaczymy w paragrafach najblizszych.

110. Ruch s$rodka masy. Niech bedzie jakiekolwiek cialo,
sztywne lub niesztywne, albo nawet uklad zlozony z wigkszej
liczby cial. Obierzmy prostokatny nieruchomy uklad wspéltrzednych
i oznaczmy wspoélrzedne srodka ciezkosci ciala, albo ukladu, przez
Xoy Yos Zo- Wiemy, ze Mx,= Smx, gdzie M oznacza mas¢ calkowita.

Jezeli cialo sie porusza, to x, oraz wszystkie x sa zmienne,
natomiast M i wszystkie m s3 stale. Rézniczkujac to réwnanie,
otrzymamy '

dixo — \ d*x
MR s
oraz dwa analogiczne zwiazki dla yo 1 z,.
16*
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Przy pomocy tych zwigzkéw mozemy réwnania (1) paragrafu
poprzedzajgcego przeksztalcié tak:
dle)___

~ d‘)‘y()__‘. dﬂzo_\*
s e MogEsER,  MUESIR.

Wyobrazmy sobie, ze cala masa ciala zostala skoncentrowana
w $rodku cigzkosci i sity P, P, ..., t.j. wszystkie sily zewnegtrzne,
zostaly przeniesione réwnolegle do tego punktu. Trzy ostatnie réw-
nania s wlasnie réwnaniami ruchu takiego wyobrazalnego punktu.
Mozemy wige powiedzieé, ze sSrodek masy ciala, albo uktadu, po-
rusza sig lak, jak gdyby cala masa byla w nim skoncentrowana
{ wszystkie sily zewnelrzne przeniesione don réwnolegle.

Twierdzenie to nazywa si¢ zwykle zasadq ruchu srodka masy
albo srodka ciezkosci. Wynika z niego bezposrednio, ze sity wew-
ne¢trzne ukladu nie wywieraja wplywu na ruch srodka masy, jakkol-
wiek mogg wywolaé ruch poszczegélnych czeici ukladu wzgledem
tego Srodka. Podajemy tu parg zwykle przytaczanych ilustracyj.

Przypusémy, ze pocisk wybuchowy zostal wyrzucony w prézni.
Jego $rodek cigzkosci porusza sig tak, jak gdyby byl swobodnym
punktem materjalnym, a wigc zatacza parabolg. Jezeli podczas tege
ruchu nastapi eksplozja, to odlamki rozlecy sig na wszystkie strony,
ale wciaz bedzie istnial srodek ciezkosci wszystkich odlamkow.
Punkt ten bedzie w dalszym ciggu obiegal parabole, gdyz sily,
wywolujace eksplozje, jako wewngtrzne, nie wywarly wplywu na
ruch jego. Ruch s$rodka cigzkosci ulegnie zmianie dopiero wtedy,
gdy pierwszy odlamek upadnie na ziemig; zmiana ta bedzie na-
stepstwem dzialania nowej sily zewnetrznej, a mianowicie reakcji
gruntu,

Wyobrazmy sobie, ze czlowiek znalazt sie w przestrzeni,
w ktérej zadne sily nan nie dzialaja. Moze on poruszaé konczynami
i glowa, ale sily, wywolujace te ruchy, sa sitami wewnetrznemi
ciala, a zatem nie bedzie on w stanie przesunaé swego Srodka
ciezkosci.

Gdy istota zyjaca pragnie nadaé przyspieszenie swemu érod-
kowi cigzkosci, to wywiera sil¢ na jedno z cial otaczajacych; reakcja
tego ciala wywoluje pozadane przyspieszenie $rodka ciezkosci.

Przypusémy, ze czlowiek, stojacy na podiodze poziomej, chce
uczyni¢ krok naprzéd. W tym celu wysuwa naprzéd prawa
noge. Gdyby podloga byla doskonale gladka, to srodek ciekosci
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musialby pozostaé w spokoju, gdyz niebyloby tu zadnej zewnetrzne;j
sily poziomej; a wiec lewa noga przesunelaby sie w tyl. Na po-
dlodze chropowatej lewa noga réwniez usiluje przesunaé sig w tyl,
t. j. wywiera na podloge sile pozioma, czyli sile tarcia, a wiec
skierowang w tyl. Podloga dziala na stope z silag rowna i odwrotna,
skierowana naprzod; jest to sila zewnetrzna, i pod jej dzialaniem
srodek ciezkosci otrzymuje przyspieszenie.

Ptak podczas lotu, poruszajagc skrzydlami, wywiera sily na
otaczajgce powietrze, a reakcja powietrza nadaje przyspieszenie
jego srodkowi ciezkosci. W podobny sposéb ryba porusza sie
w wodzie.

Para sil, dzialajgca na cialo sztywne, nie moze nadaé przy-
Spieszenia srodkowi ciezkosci tego ciala. Jezeli zatem na cialo
zadne inne sily nie dzialaja, to wynikiem bedzie ruch obrotowy
okolo osi, przechodzacej przez srodek ciezkosci, albo raczej ruch
kulisty okolo tego punktu.

Magnetyzm ziemski wywiera na magnes pare sil, a zatem
magnes, umieszezony w magnetycznem polu ziemskiem, otrzymuje
ruch obrotowy.

Prz. 1. Czlowiek stoi na zupelnie gladkim stole; wskazaé, w jaki sposéb
mégltby on zejsé na podioge.

Prz. 2. Przez gladki poziomy kolek przechodzi sznur, na ktérego koricach
wisza masy A i m. Wyznaczyé przySpieszenie Srodka cigzkosci tych mas, a na-

stepnie reakeje, ktéra kolek wywiera na sznur. Odp. Reakcja == —-=,

Prz. 3. Na zupelnie gladkiej podlodze ustawiono w plaszczyznie pionowej
potkolista tarcze o promieniu a. Tarcza opiera sig o podloge punktem P obwodu,
a promien przechodzacy przez P, tworzy z podstawa kat «. Gdzie sig¢ znajdzie
w pierwszej chwili srodek chwilowy, gdy tarcza zostanie wyswobodzona? Odp.
(3 — 4sin«)a

Prz. 4. Plaska plyta wisi w plaszczyZnie pionowej na dwéch sznurach
pionowych. Gdzie bedzie lezal w pierwszej chwili srodek chwilowy, gdy jeden
Ze SZNurow Si¢ zerwie.

Prz. 5. Nadajemy prostej sztabie polozenie pochyle, opierajgc jeden koniec
o gtadka podloge. Okazaé, ze gdy wyswobodzimy sztabg, to torem drugiego
konca bedzie elipsa.

Prz. 6. Trzy jednakowe punkty materjalne A4, B, C sa polaczone nieroz-
ciagalna nicig tak, z¢ AB = BC. Z poczatku punkt A jest umocowany, a dwa
pozostale krgza kolo niego, i nié¢ jest wyprostowana. W jakim stosunku zmienia
si¢ naprezenia obydwéch czesei nici, gdy wyswobodzimy punkt A? Odp. W AB
naprezenie spadnie do '/, a w BC do /.-

/8

Na pionie, przechodzacym przez P, w odleglosci
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111. Ruch ciala sztywnego. Zastosujemy wyniki, osiaggniete
w ostatnich paragrafach, do ciala sztywnego. Ruch jego rozlozymy
na ruch postepowy, zgodny z ruchem srodka ciezkosei, i na ruch
kulisty, ktoérego srodkiem ma by¢ $rodek ciezkosci. Innemi stowy
bedziemy rozwazali osobno ruch $rodka cigzkosci i ruch ciala
wzgledem srodka cigzkosci.

W tym celu obierzemy dwa uklady wspélrzednych, jeden
nieruchomy xyz i drugi ruchomy &7l. Poczatkiem drugiego niech
bedzie srodek ciezkosci, i ukiad ten ma braé udzial jedynie w ruchu
postepowym ciala; jezeli zatem obierzemy w poczatku rachuby
czasu osi &, 7, L réwnolegle do x, y, z, to pozostang one réwno-
leglemi i nadal. .

Oznaczmy przez x;, Yy, 2zo wspolrzedne srodka cigzkosci
w ukladzie nieruchomym, a przez x, y, z i & 7, { wspéirzedne
typowego elementu m ciala w ukladach nieruchomym i ruchomym.
W takim razie bedzie

1=t , o= ey, 12 &C RS (D).

Skladowe szybkosci wzglednej elementu m w kierunkach osi
beda %, %‘}, %%, szybkosci unoszenia d;;, ‘%/?0, %’ i szyb-
kosci bezwzglednej %, %, % Réwniez przyspieszenie wzgle-
dne posiada skladowe (cii—;f’ %;—?, Z—Zt, przyspieszenie unoszenia

dix, - d?y, diz, M . dix dy diz
dE ' di’ qp @ PreySpieszenie bezwzgledne Ip dp dp -
Przyspieszenie Coriolisa jest zerem, gdyz ruch unoszenia jest
postepowy.

Przeksztalcimy précz tego uklad sit zewnetrznych Py, A ...,
dzialajgcych na cialo. Mianowicie obierzemy srodek cigzkosci za
punkt redukeji i zredukujemy wszystkie sily do jednej sily wy-
padkowej, przylozonej w srodku ciezkosci, i do jednej pary. Site
oznaczymy przez R, a moment pary przez V. Ten ostatni jest
réwny geometryczne] sumie momentéw sit P, P, ... wzgledem
srodka cigzkosci®).

) *) Celem dokonania redukeji przykladamy w érodku ciezkosci sity P i —P
réwnolegle do danej sily zewnetrznej P. Z nich P bedzie skladows wypadkowe;j
R, a —_P wraz z dang sila P tworzy pare, skladowa pary N. Oczywiscie mo-
ment tej pary P, —P jest to to samo, co moment danej sily P wzgledem §rodka
cigzkoscei, a zatem IV bedzie suma geometryczna momentéw sit P, P, .. wzgledem
tego punktu. -
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Sprawe ruchu postepowego rozstrzyga catkowicie zasada
ruchu srodka ciezkosci, ktérg poznaliSmy w paragrafie poprzedza-
jacym. Para N nie wywiera tu zadnego wplywu, a zatem bedzie

d Xo dgyo d Zy __

— =" —— =R, Mdt’

df dt* =i @

Chodzi teraz o ruch wzgledem s$rodka ciezkosci. Latwo jest
zrozumied, ze do okreslenia jego potrzebne sg trzy nowe réwnania.
Wiemy mianowicie, ze sze$é¢ réwnan okresla catkowicie ruch ciala
sztywnego; trzy réwnania ostatnie sa niezbedne do okreslenia
ruchu $rodka ciezkosci, a wigc do okreslenia ruchu wzglednego
pozostaja trzy. Otrzymamy je przeksztalcajac odpowiednio row-
nania (2) z par. 109.

W tym celu zastapimy w nich x przez &£+ xo i t. d. stosownie
do (1) w par. niniejszym. Wowczas lewa strona rownania pierwszego
przybierze postac taka:

d d Xu
'm} (£+x“)(dt2 dtyfo) 07+ y0) (alt2 Iy dt")l

Gdy wykonamy wskazane dzialania i przed kazdym wyrazem napi-
szemy znak sumy, to otrzymamy o$m wyrazéw. Przedewszystkiem
beda dwa wyrazy, zawierajace same wspolrzedne &, 1, {; taczac je,

otrzymamy
s (21— ).
=" \Cae Tar

Dalej beda cztery wyrazy, iawierajqce wspolrzedne &, 7, ¢ lacznie
Z Xo, Yo, 2Zo- Latwo okazaé, ze kaidy z nich jest zerem. Tak np.

~m¢ e i 3mE =0, gdyz SmE jest momentem statycznym wzgle-
dem plaszczyzny, przechodzacej przez §rodek cigzkosci. Rowniez
d?n . di

N\

Smxo— dE = Xo=m =0, gdyz Smn =0, i t. d.

dt®
Wreszcie beda jeszcze dwa wyrazy, zawierajace tylko wspol-
rzedne xo, Yo, 20, a mianowicie

dyo ¥ d*x d2f10 ‘il{o .
Sy~ gy T Smye g dt = xoM=gs — M5 s

uwzgledniajac (2) w par. niniejszym, przeksztalcimy te wyrazy na

xoRy — .lloRx .
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Po prawej stronie réwnania nalezy napisaé moment sily R
wzgledem osi z oraz rzut momentu /N na 0§ z albo 0§ {. Wypadnie

XQRU — yORx + Nz; &

Gdy przeprowadzimy analogiczne przeksztalcenia réwniez
w dwéch réwnaniach pozostalych, to otrzymamy trzy réwnania

nastepujace:
(o4 12%) -,
fm(v‘i" e‘ill’) Mo ®
o (28 -,

Sa to szukane réwnania ruchu kulistego.

Mozemy teraz wypowiedzie¢ dwa nastgpujace twierdzenia,
z ktérych pierwsze jest tylko powtérzeniem zasady ruchu srodka
ciezkosei :

1) Ruch postepowy ciala sztywnego jest niezalezny od ruchu
kulistego; nie zalezy on od pary wypadkowej /V, lecz tylko od
sily wypadkowej R.

2) Poniewaz rownania (3) nie zawierajg wcale szybkosci ani
przyspieszen srodka ciezkosci, przeto ruch kulisty jest niezalezny
od ruchu postepowego. Précz tego z réwnan tych wynika, ze na
ruch kulisty nie wywiera wplywu sila wypadkowa R, lecz tylko
para wypadkowa /N, albo momenty sil zewngtrznych wzgledem
srodka ciezkoscl.

Twierdzenia te zawieraja tak zw. zasade niezaleznosci ruchéw
postepowego i kulistego. W my$l tej zasady zagadnienie ruchu
ciala sztywnego rozpada si¢ na dwa zagadnienia odrebne i od
siebie niezalezne; jedno z nich dotyczy ruchu postepowego, drugie
ruchu kulistego. Rozwiazujac pierwsze, mozemy uwazaé, ze ruch
kulisty nie istnieje, t. j. ze calkowity ruch ciala jest postepowy,
rozwigzujac drugie, mozemy nie zwraca¢ uwagi na ruch poste-
powy, albo uwazaé, ze Srodek ciezkosci jest nieruchomy. Pierwsze
zagadnienie stanowi przedmiot dynamiki punktu, drugie dynamiki
cial sztywnych,

112. Sila zywa ciala sztywnego. Nazywamy silz zywa ciala,
albo ukladu cial, sume sil Zywych wszystkich elementéw jego
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ozyli X 5 gdzie m oznacza mase elementu, a v jego szybkosé.

Wiemy juz (par. 91), ze przyrost elementarny tej sily zywej jest
réwny sumie prac elementarnych wszystkich sil, dzialajacych na
cialo, zaréwno zewnetrznych, jak i wewnetrznych.

W ciele sztywnem odleglosci pomiedzy elementami si¢ nie
zmieniaja, a w takim razie, jak widzielismy we wspomnianym
paragrafie, suma prac si! wewngtrznych jest zerem, i przyrost
elementarny sily zywej jest réwny sumie prac elementarnych sit
zewnetrznych. Z tego wynika, ze i przyrost calkowity silty zywej
w pewnym czasie jest rowny sumie prac calkowitych sit zew-
netrznych.

Istniejag pewne proste wzory na sile zywa ciala sztywnego,
ktére w duzym stopniu ulatwiajg stosowanie zasady sil zywych.
Jezeli ruch ciala jest postepowy, to szybkosci wszystkich elementéw
sg rowne 1 wowczas

Nm = .fllgv- 1),

ks
e Fp1/
gdzie M oznacza mase calego ciala. Tak wiec w przypadku ruchu
postepowego sita zywa ciala wyznacza sie tak, jak gdyby cialo
bylo punktem materjalnym.

Przypu$émy teraz, Ze ruch ciala jest obrotowy, ze miano-
wicie obraca sig ono z szybkoscig katowa @ okolo osi z. Jezeli
r oznacza odleglo$é elementu m od z, to v = rw, i

# 22 2 2
omvt _  mrie?  w . lw

Y = s g e 2.
T @);
[ oznacza tu moment bezwladnosci ciala wzgledem osi z. Ponie-
waz [ = Mk?, gdzie k jest ramieniem bezwladnos$ci, mozna przeto

Mk2w?

nada¢ takze ostatniemu wyrazeniu posta¢ —5—.
Nieraz bywa uzyteczne jeszcze inne wyrazenie sily zywej
w ruchu obrotowym. Obierzmy na osi z dowolny punkt O. Dajmy
na to, ze osi gléwne punktu O tworza z z katy «, f, 7, i ze
momenty bezwladnosci ciala wzgledem tych osi s3 A4, B, C.
W takim razie / = Acos®a + Bcos?¢+ Ccos?’ (par. 103), a zatem

sita zywa bedzie
Aw?cosa + Burcos®8 + Cw’costy
5 |
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Lecz wcosa, wcosp, wcosy sa to rzuty wektora w na osi gléwne
punkiu O, albo skladowe w kierunkach tych osi. Oznaczajac te
skladowe przez o., w,, w,, znajdziemy, ze

A e | Aw?2 4+ Bog2 4+ Co?
d 2 2 N

Rozwazymy teraz przypadek ogdlny, w ktérym cialo sztywne
posiada ruch jakikolwiek; znaczy to, ze ruch jego jest srubowy.
Osia tego ruchu niech bedzie w danej chwili prosta z, szybkos¢
postepowa oznaczymy przez u, a katowa przez w. Jezeli odleglosé
elementu m od z jest réwna r, to v® = u?+ rlw? |

et R, e S VIt
-2 T R ) e
gdzie k oznacza rami¢ bezwladnosci wzgledem osi z.

Poniewaz w zjawiskach dynamicznych szczegélng role odgrywa
srodek masy, dobrze wiec bedzie zamiast u wprowadzi¢ szybkosé
$rodka masy. Niech r, oznacza jego odleglosé¢ od z, v, szybkosé,
a k, ramie bezwladnosci ciala wzgledem osi z,, przechodzacej
przez ten Srodek iréwnoleglej do z. W takim razie k% = r,2+- ko¥,

i wyrazenie powyzsze przeksztalci sie na 5 (ut 4+ ro2w? + kotw®).

Lecz u?+ rj2wt=w,® zatem bedzie
&=

Widzimy, ze sita zywa sklada sie¢ z dwoch czeséci; pierwsza
pochodzi z ruchu postepowego z szybkoscig srodka ciezkosci,
a druga z ruchu kulistego okolo srodka ciezkosci.

Prz. Krazek toczy si¢ na plaszczyznie bez poslizgu, i jego calkowita sila
zywa — L. Wyznaczyé czeSci sily Zywej, pochodzace z ruchéw postgpowego
i obrotowego. Odp. 2—31—' i é‘

113. Przyklady. Okazemy na paru przykladach uzytecznosé
zasady sit Zywych w dynamice ciala sztywnego.

I. Sztaba o dlugosci 2a moze sie¢ obracaé w plaszézyznie
pionowej okolo osi poziomej, przechodzacej przez koniec sztaby.
Nadajemy sztabie polozenie poziome i nastepnie pozostawiamy ja
samej sobie. Wyznaczyé szybkosé katowa sztaby w funkcji jej na-
chylenia do poziomu.



Przypusémy, e sztaba posiada szybkosé katowa w, gdy
tworzy z poziomem kat &. Calkowity przyrost sily zywej wynosi
Mk2w? - , e
E éi, gdzie M oznacza mase sztaby, a k ramig¢ bezwladnosci
wzgledem osi obrotu. Na sztabe dziala tylko reakcja osi i sila cig-
zenia. Pierwsza nie pracuje, a calkowita praca drugiej = Mgasin,
gdyz $rodek cigzkosci sztaby opadl o asind. Zatem

2¢p2
M]; = Mgasin+t.
; . 5. 4dad . =
Poniewaz k% = 3 (par. 100), przeto ostatecznie wypadnie, ze
,  3gsind
T T

PrzyjeliSmy tu, ze praca sily ciazenia, dzialajace] na cialo,
jest rowna iloczynowi z ciezaru ciala przez obnizenie srodka
ciezkosci. Twierdzenie to jest sluszne zaréwno dla cial sztywnych,
jak i niesztywnych, i wynika wprost stad, ze ciazar ciala jest wy-
padkowa ciazaréw wszystkich jego elementéw, ale mozna je latwo
dowie$é bezposrednio.

Skierujmy o§ z prostokatnego ukladu wspélrzednych pio-
nowo na dél i przypusémy, ze element m jakiegokolwiek ciala
przeszed! z polozenia (xyz) do (x'y’z’). Praca sily ciazenia, dzia-
lajacej na ten element, bedzie mg(z'—z), a praca wszystkich sil
takich jest réwna Smg(z' —z)=g(Zmz’ —3mz). Jezeli srodek cigz-
kosci przeszed! z (xoyo2z0) do (x,'y,"20") to Emz=Mzy i Emz' =Mz,
a zatem wyrazenie powyisze przeksztalel sie na Mg(z)'—2z), co
bylo do dowiedzenia.

Il. Na zupelnie chropowate] plaszczyznie, nachylonej do po-
ziomu pod katem @, kladziemy kule jednorodna i pozwalamy jej
staczaé si¢ swobodnie. Wyznaczyé szybkos$é srodka kuli w funkecji
drogi.

Przypuiémy, ze $rodek przebiegl droge x i posiada obecnie

x - . . Myt Mk*w® .
szybkos¢ ». Sila zywa kuli wynosi gt =y gdzie  oznacza
_szybkos§é katowa okolo srednicy poziomej, a £ ramie bezwladnosci
wzgledem $rednicy. Na kule dziala sila cigzenia, reakcja normalna
plaszczyzny i sila tarcia. Praca pierwszej wynosi Mgxsina; dwie

sily pozostale sa wciaz przylozone w punkcie kuli, ktérego szybkosé
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jest zerem, a zatem ich prace sg réwne zeru. Wypadnie przeto

Mo Mkw?

B =Mgxsina.
Kula sie toczy bez poslizgu, z czego wynika, ze w = :1—), gdzie a
oznacza promien. Uwzgledniajgc précz tego, ze k* = 25‘1_" znaj-
dziemy
g
a7

Gdyby plaszczyzna byla zupelnie gladka, i kula sie zsuwala,
to kwadrat szybkosci bylby réwny 2gxsina. Widzimy, 2e w przy-
padku rozwazanym ruch jest wolniejszy.

Prz. 1. Jaki powinien byé co najmniej wspélezynnik tarcia pomigdzy kula
i plaszczyzng w przykladzie ostatnim, aby nie bylo poslizgu?

W mysl zasady ruchu érodka cigzkosci mozemy uwazaé Srodek kuli za
punkt materjalny o masie A, na ktéry dzialaja trzy wyZe] wymienione sily.

dv ! b ! . s
Zatem bedzie M:i: - Mgsina — F, gdzie F oznacza sile tarcia. Z tego otrzy-
2Mgsi . v . : o ,
mamy F —r‘—%ﬂ”. Taka powinna byé sila tarcia, aby nie bylo poslizgu. W kie-

runku prostopadiym do plaszczyzny srodek ciczkosSci nie posiada przyspicszenia,
a zatem reakcja normalna N — Mgcos«. Najmniejszy mozliwy wspélezynnik tarcia
f:}é' __2t_;_n_o¢- Jezeli wspélezynnik tarcia przewyisza t¢ wartosé, to kula sie
toczy przy tarciu miejszem od granicznego.

Jezeli plaszczyzna jest pozioma, to sin%==0 1 F-=0. Znaczy to, ze ped-
czas toczenia sig kuli sztywne] na plaszczyznie poziomej sila ta:cia nie wystepuje.
Jezeli kula w pierwszej chwili si¢ toczy, i zadne sily procz ciazenia 1 reakcji
plaszczyzny na nia nie dzialaja, to bedzie ona toczyla si¢ czas nicograniczony
z szybkoscia stala.

Prz. 2. Mamy dwie kule o jednakowych érednicach i jednakowych wagach.
Jedna z nich jest zlota deta, a druga srebrna pozlacana. Jak odréznié zlota od
srebrnej?

Prz. 3. Kula surowcowa o promieniu 50 ¢m robi 120 obrotéw na minutg.
lle obrotéw na minute bedzie robita kula, gdy utraci 2452 kilogramometry sily
zywej? Odp. 60. (Cigzar wlasciwy surowca — 7,8).

Prz. 4. lle trzeba wylozyé pracy, aby kamief mlyiiski, wazacy 820 kg,
o srednicy 1,4 m wprawié w ruch obrotowy o 108 obr. na minute, nie rachujac
strat na tarcie? Odp. 1300 kilogramometréw.

Prz. 5. Wydrazony zelazny cylinder (cigz. wh = 7,8) o osi poziomej po-
siada promien zewngtrzny R = 20 cm, promieti wewngtrzny r = 10 cm i diugosé
a=—3 m. Na cy!inder jest nawinigty sznur, na ktérym wisi cigzar Q= 10 kg.
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Jaka szybko$é katowa powinien posiadaé cylinder, aby jeszcze podniesé ciezar
o h=5 m wyzej? Odp. 4,19.

Prz. 6. Cylinder o promieniu r, wirujacy okolo osi, postawiono na pla-
szczyznie poziomej. W chwili, gdy podstawa dotkngla plaszczyzny, cylinder robit
n obrotéw na min., a wspdlezynnik tarcia = f. lle jeszcze obrotéw zrobi cylin-

nrn®
der? Odp. 4800 /g

Prz. 7. Sztaba, wirujaca na gladkiej plaszczyznie poziomej okolo jednego
konca, osadzonego na osi, z szybkoscia katowa o, pgkla w samym Srodku. Jaki
byt ruch dalszy kazdej czesci?

Prz. 8. Na gladkiej plaszezysnie poziomej polozono dwie jednakowe kulki,
polaczone lekkim pretem; nastepnie jedng z nich uderzono w kierunku prosto-
padlym do preta. Wyznaczyé tory kulek. Odp. Cykloidy.

Prz. 9. Cienka gladka rurka o dlugosci 2a i masie m jest osadzona na
poziomej osi, przechodzacej przez Srodek i prostopadlej do osi rurki. Gdy rurka
byla w spokoju w poloieniu poziomem, na przedluZeniu jej osi ustawiono pret
o dlugoSci 2a, i masie m,. Nastgpnie nadano pretowi szybko§é v w kierunku
osi rurki, skutkiem czego zaczal on wchodzié¢ ‘w rurke, i Srodek jego zatrzymal
sig, doszedlszy do érodka rurki. Jaka byla w owej chwili szybko&¢ katowa ukladu,
zlozonego z rurki i preta? Odp. U\/ - ;m'—

ma* -+ mq,-

Prz. 10. Zakladamy, Zc najwieksza sila, ktorg mozie wywrzed migsien zwie-
rzgeia, jest proporcjonalna do przekroju miegsnia, i Ze cigzar zwierzgcia jest pro-
porcjonalny do objgtosci. Dowiesé, ze najwieksza wysokoSé, na ktéra moze pod-
skoczyé zwierzg, jest dla zwierzat, posiadajacych podobne ksztalty, lecz rézine
wymiary, jednakowa. Przez wysokosé podskoku rozumieé nalezy droge, ktorg
przebyw~a w kierunku pionowym srodek cigikosci, poczynajac od chwili, w ktérej
zwierzg przestalo stykaé sie z ziemia.

Prz. 11. Jednorodna laska AB o dlugoSci 2a jest zawieszona swobodnie
za koniee A na takiej wysokosci, ze koniec B znajduje si¢ nad samq ziemia.
Nadajemy lasce pewna szybkosé katowa, a gdy dojdzic do polozenia poziomego,
wyswobadzamy koniec 4. Jaka powinna byé ta poczatkowa szybkosé, aby laska,
spadajac, utkwila koricem B w ziemi. Odp. Jezeli laska ma utkwi¢ w ziemi po
3¢(3r-+ 6r-+4)

T 4q(3=-+2)

Prz. 12. Pozioma sztaba o dlugosci a i masie M jest osadzona w jednym
z konicéw na osi pionowej. Sztabie nadano szybkosé katowa @y, i w dalszym ciagu
daiala na nig jedynie opér powietrza, a mianowicie na element dx opdr ten wynosi
Adx (szybkosd)® Wyznaczyé szybkosé sztaby w chwili & Odo. m%—%;lf_wm‘,‘t

Prz. 13. Sztaba jednorodna i gladka o dlugosci a obracala sig z szybko-
seig katowa ©, okolo jednego ze swych koncéw na gladkiej plaszezyinie pozio-

jednym obrocie, to kwadrat szybkosci szukanej

mej. W pewnej chwili przed sztabg, bardzo blizko nieruchomego korica, polozone
punkt materjalny, ktérego masa jest réwna masie sztaby, Jaka szybkoié osiagnie

punkt, doszedlszy do drugiego konca sztaby? Odp. ""’4"’15__
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Obieramy poczatkowe polozenie sztaby za o5 biegunowa, a jej koniec
nieruchomy za biegun. Poniewaz na punkt w kierunku promienia wodzacego
d*r
dt*

a o szybkosé katowa sztaby w chwili £ Gdy précz tego wyrazimy, ze elemen-

zadna sila nie dziala, przeto rw?, gdzie r oznacza promien wodzacy punktu,

LT 3 . ; dr
tarny przyrost sily Zywej ukladu jest zerem, i wyrugujemy k! to otrzymamy

proste réwnanie pierwszego rzedu.

Prz. 14. Sztabie trapezu gimnastycznego nadano szybkosé katowa okotlo
osi pionowej, przechodzacej przez Srodek, i sztaba wzniosta sie az do poziomu
punktéw zawieszenia. Wyznaczyé naprezenie kazdego sznura w pierwszej chwili
po puszczeniu w ruch. Odp. Jest ono siedm razy wigksze niz w stanie spoczynku.

Trzeba naprzéd wyznaczyé poczatkowe przyépieszenie érodka sztaby.

Prz. 15. Cztery jednakowe sztaby o dlugosci 22, polaczone przegubami,
tworza kwadrat ABCD, zawieszony za wierzcholek 4. Przekatnia AC jest pio-
nowa, a wierzcholek C utrzymujemy w spokoju. Wyznaczyé szybkosé katowa,
ktéra przybiora sztaby po wyswobodzeniu wierzcholka C, w funkcji nachylenia

3g(]r/2_cos S‘ﬂ
a(1+3sin”M) 2

ich do pionu. Odp. w* == , gdzie ¥ oznacza nachylenie.

114. llosé ruchu. Kazde cialo, albo uklad cial, mozemy
uwaza¢ za uklad punktéw materjalnych, a zatem wszystkie twier-
dzenia, dotyczace wektora G, ktére poznalimy w par. 90, sg
stuszne ogodlnie. Pozostaje jedynie okazaé, jak wyznacza sig ten
wektor.

Niech bedzie jakiekolwiek cialo, poruszajace sie w jakikol-
wiek sposéb. Obieramy dowolny punkt O za $rodek redukcji,
a zarazem za poczatek prostokatnego ukladu wspélrzednych xyz.
Szukany wektor G rozkladamy z géry na trzy skladowe G., G,
G. w kierunkach osi. Oczywiscie skladowa G, jest rowna sumie
ilosci ruchu wszystkich elementéw ciala w kierunku osi x, czyli

dx
G.=Xm—.
i
Oznaczmy mase ciala przez M a wspdlrzedne srodka ciezkosci
y P P G €
przez x,, Yo, zo. W takim razie Xmx=Mx,. Uwzgledniajac ten

zwigzek, przeksztalcimy powyzisze réwnanie oraz dwa analogiczne na

dxy dy, G.= dzy

dt’ Gy=M T dt ().

G.=M

Tak wigc przy wyznaczaniu wektora G mozemy uwazad,

ze cala masa ciala, lub ukladu, jest skoncentrowana w srodku
ciezkosci.
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Okazemy na przykladzie zastosowanie tego twierdzenia. Wy-
znaczymy mianowicie reakcje, jakg w przykladzie I-ym par. poprze-
dzajacego o§ wywiera na sztabe. Rozlozymy te reakcje na skla-
dowe R, i R; w kierunku sztaby i w kierunku prostopadlym. Za
poczatek wektora G obierzemy punkt O, w ktérym sztaba lgczy
sie¢ z osig. Wektor ten jest rownolegly do szybkosci srodka cigz-
kosci, czyli prostopadly do sztaby; przypusémy, ze wyraza go

Fig. 79.

odcinek OA. W czasie df sztaba obréci sie o kat d¥, i wektor
G przybierze wartosé OA, t.§. otrzyma przyrost elementarny AA4,.

-Przyrost ten rozkladamy stosownie do par. 52 na dwie skladowe

AB i BA, w kierunku G i w kierunku prostopadilym. Pierwsza
jest réowna dG, a druga Gd¥. Pierwsza wylworzyla reakcja R:
i skladowa Mgcos sily cigzenia, druga reakcja R, i Mgsind,
a zatem bedzie

dG = (Mgcos 9 — Ry)dt,
Gdd = (— Mgsin ¢ + Ry)dt

. dd : .
Lecz G = Mauw i = w, a zatem réwnania powyzsze przeksztal-

dt

ca si¢c na

Mo = Mgcos —Rs, l
dt (2).
Maw? = — Mgsin¥ +R, ]

Wprowadziwszy warto$¢ @ z par. poprzedzajacego, znajdzie-

- A
e Rx=5’—ﬂl—g§sl“ ', R=MEes?,
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Wypada zwrééié uwage, ze réwnania (2) wynikajg bezpo-
srednio z zasady ruchu érodka cigzkosei, i wogéle zasada iloSci ruchu,
o ile to dotyczy wektora G, rozni si¢ od tamtej jedynie pod wzgle-
dem formy.

Prz. 1. Okragla tarcza, wazaca Q, jest osadzona w punkcie C obwodu
na osi poziomej, prostopadiej do plaszczyzny tarczy. Tarcza wyruszyla z polo-
zenia, w ktérem Srednica, przechodzaca przez C, stala pionowo nad tym punktem.
Wyznaczyé reakejg osi po obrocie o 90° i o 180° Odp. Ll—%~(«2 i ,113(_2,

Prz. 2. Szklany szeician o masie M zawiera kulista3 prézna przestrzen
o promieniu a, i w tej przestrzeni mieéeci sig¢ punkt materjalny o masie m. Sze-
Scian stoi na gladkiej plaszezysnie poziomej; jaka szybko&é poczatkowa nalezy
mu nadaé przez popchnigcie, aby punkt m obiegl kule nackolo, pozostajac weigz
[(5M+4m)ag
==

Sciany kuli sa gladkie, a wicc w pierwszej chwili na -punkt m nie dziala

w zetkniceciu ze szklem? Odp. Co najmniej

zadna sila pozioma, i jego szybko§é bezwzgledna jest zerem. Skoro punkt ma
wciaz pozostawaé w zetknieciu z kula, to reakcja, ktéra ta na niego wywiera,
nie powinna znikaé w Zadnem polozeniu, chyba w najwyzszem. W tym przypadku

. o 5 o Q . 2 = z L N
skrajnym i w tem poloZeniu najwyzszem ®w*=== . Utworzywszy réwnania ilosci
a

ruchu oraz sity zywej ukladu, wyznaczymy z latwoscig szybkosé szukana.

Pyz. 3. W gladkiej rurce kolowej o masie M umieszczono dwa punkty
materjalne o masach m. Punkty te polaczono nicia sprgzysty, ktérej dlugosé
naturalna jest réwna */, obwodu, nastepnie wyciggnigto tak nié, aby si¢ punkty
zeszly, polozono rurke na gladkim stole | pozostawiono uklad samemu sobies
W jakim stosunku stala sila Zywa punktéw w chwili, gdy nié odzyskala dlugoéé

2(M2 +- m* - Mm)
(M--2m) CM--m) ~

naturalng, do pracy, wylozonej na rozciggnigcie nici? Odp.

115. Wektor H ciala sztywnego. Bez poréwnania wazniejsza
role od wekiora G odgrywa w dynamice ciala sztywnego wektor A,
czyli moment ilosci ruchu. [ w tym razie wszystkie twierdzenia,
ktére dowiedlismy w par. 95 dla ukladu punktéw materjalnych, sa
wazne ogolnie, dla cial sztywnych i niesztywnych; pozostaje tylko
wskazaé sposoby wyznaczania wektora H w réznych przypadkach.

Niech bedzie jakiekolwiek cialo, albo uklad ecial, i jakikol-
wiek drodek redukcji O. Pragniemy wyznaczyé moment ilosei
ruchu wzgledem tego srodka. Obieramy punkt O za poczatek
prostokatnego ukladu wspélrzednych, i rozkladamy szukany wektor
H na skladowe H,, H,, H. w kierunkach osi. Skladowe ilosci ruchu
elementu m (xyz) ciala sa m‘—{E oL md—;, a zatem moment ile-

di* "t
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$ci ruchu tego elementu wzgledem osi z wynosi m(x%—- zj—"{)
i wypadnie
— Sl 22 éfz)
Hes ""(ydt ~Za
L dx dz
H,=>m zogr— X (1).
H= smx% — fﬁ‘)
a5 2m\x =y )|

Przypusémy, ze cialo jest sztywne, i ruch jest postepowy.
W takim razie szybkosci wszystkich elementéw sa jednakowe co

< dy dz

. . i
do wielkosci i kierunku, a zatem H, = 2my£—— Sz = o Smy —

_g‘?_‘.'mz. Oznac;my mase ciala przez M, a wspc')h‘zqdne's'rodka
ciezkosci przez xo, Yo, z,. Mozemy napisaé d—;zc{?, Smy = My,,
i t. d.; wéwczas réownania (1) przeksztalcg si¢ na

H.=M (yo% = zo%‘i—o)

H,=M \zo%—xo%‘z) (2).

Jezeli wigc ruch jest postgpowy, to wektor H wzgledem dowolnego
punktu jest taki, jak gdyby cala masa ciata byla skoncentrowana
w Srodku cigzkoscl.

Dajmy na to, ze w chwili, dla ktérej wyznaczamy moment
iloci ruchu, wlasnie srodek ciezkosci przechodzi przez O. W takim
razie xo =y, = 2zo =0, a zatem H,= H,’= H.= 0. Mozemy po-
wiedzieé, ze w ruchu postepowym wektor H wzgledem srodka
ciezkosci jest zerem.

Rozwazmy teraz inny wazny przypadek szczegélny. Przy-
pusémy, ze ruch ciala szlywnego jest obrotowy, ie mianowicie
obraca sie ono z szybkoscig katowa @ okolo prostej u. Pragniemny
wyznaczyé wektor H wzgledem jakiego$ punktu O, polozonege
na osi obrotu. '

17

Nauka o ruchu.
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Za osi wspélrzednych x, y, z obierzemy te proste, na kté-
rych w chwili danej leza osi gléwne punktu O; przypusémy, ze
o$ obrotu u tworzy z niemi katy ¢, g, 7, i rozlézmy szybkosc
katowa ® na skladowe w,= wcosa, w;= wcosp, w.= wcosy.
Skladowe szybkoici elementu m(xyz) wedlug par. 47 beda

dx
d; =Ui = (l)_,,Z -— (l):y,
dy
(—11‘ =Uy=w; X — Wiz,

Wstawiajac to do (1), znajdziemy, ze’

H, = m[w,(y2+ z°) — oyxy — 0.zx] = 0, m(y*+ z%) —w ,Smxy —
— 0w, Smzx.

Lecz Sm(y? + z°) jest momentem bezwladnosci wzgledem osi x,

a Smxy i Smzx, jako momenty odsrodkowe wzgledem osi gl6-
wnych, sa zerami; zatem wypadnie

A.= Aw,, Hy=Bw,, H.= Co, (3),

gdzie 4, B, C oznaczaja momenty bezwladnosci wzgledem osi
X, y, z, czyli momenty gléwne punktu O. Majac skladowe H,
H,, H., znamy wektor f/ co do wielkosci i kierunku, a miano-

wicie H =VH.* + H,* + H.?, czyli
H= (r)\}zléas"a—-’r B2 c_o_s?_p"—i_— Cécos’;'.
Jezeli %, 1, » oznaczajg katy kierunkowe wektora H, to

" L Acosa
cos/ = = ——— =,
H VA* cos®e 4 B2 coss + C2costy
Dla « i » otrzymamy wzory analogiczne.

Widzimy, ze katy kierunkowe nie zaleza od szybkosci ka-
towej w, a zatem wektor /A wzgledem punktu O lezy na prostej,
zajmujacej w ciele polozenie stale. Gdy zmienia si¢ w, to wektor
ten zmienia si¢ co do wielkosci, ale kierunek jego wzgledem ciala
pozostaje bez zmiany. Mozemy powiedzied, ze wiruje on wraz
z cialem okolo proslej u.

Wyznaczymy teraz moment ilosci ruchu ciata wzgledem osi
obrotu. Bedzie to rzut wektora H na prosta u, albo suma rzutéw
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skltadowych H., H,. H.. Wypadnie
H,= H.cosa + Hycosg + H.cosy =w (A cos®a+ B cos?i+ Ccos?y).

Wyrazenie, zawarte w nawiasie, jest to moment bezwladnosci ciata
wzgledem prostej u. Oznaczywszy go przez I, napiszemy

H, = lo,

Mozna latwo otrzymaé réwnanie to bezposrednio. Jezeli r
oznacza odleglosé elementu m od osi u, to szybkosé tego ele-
mentu = wr, a moment ilosci ruchu = mwr?, zatem H, = w3mri=
= Jw.

Zobaczymy, w jakich razach wektor A punktu O lezy na
osi obrotu. H,, H,, H., t.j. momenty ilosci ruchu wzgledem osi
X, Yy, 2, sa rzutami wektora /7 na te oei, a zatem w przypadku,
o ktérym mowa, Aw, = locosa, czyli Awcose = [wcosa; po-
winny wiec istnie¢ zwigzki

Acosa = [cosa, Bcosp = 1cospt, Ccosy = Icosy.

Réwnania te sa mozliwe w dwéch przypadkach. Przedewszystkiem
wtedy, gdy dwa z katow kierunkowych, np. o i @, sg proste;
w takim razie /= C, i prosta u jest osig gléwna punktu O.
Powtére réwnania powyzsze s3 spelnione, jezeli wszystkie trzy
momenty gléwne punktu O sa réwne. W tym razie, jak wiemy,
temuz samemu jest réwny moment bezwladnosci wzgledem u,
a wiec mozna znowu te prosta uwazaé za o$ gléwna punktu O.
. Powiemy wogdle, ze wektor H wzgledem punktu O, wzie-
tego na osi obrotu u, lezy tylko wtedy na tej osi, gdy O jest
punktem gléwnym prostej u.
Jezeli 0§ obrotu jest osig gléwna ciala, to jak wiemy z par.
105, jest ona osig gléwna kazdego ze swych punktéw; z tego
wynika bezposrednio, ze na niej leza wektory H wzgledem wszyst-
kich jej punktéw, i ze wektory te sa réwne.
Prz. 1. Tarcza kolowa o promieniu a i masie M obraca si¢ z szybkoicia
katowa ® okolo cigciwy, kiéra widaé ze srodka pod katem prostym. Wyznaczyé

wektor H wzgledem punktu O, w ktérym os obrotu przecina obwdd. Odp.
Oczywiicie wektor H lezy w plaszezyznie tarczy. Osiami gléwnemi sa érednica

i styczna. Momenty bezwtadnosci wzgledem nich sa odpowiednio A- _ﬂr;a-'
. SMa® Ma’f_l) 1 5/1_’!(1:(!) Ma*oy13
1 C T a skladowe wektora H sa 4‘-2 i 4y . Wektor H ——k

tworzy on ze Srednica kat arctanS.

17*
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Prz. 2. Sztaba o dlugoSci 2a i masie M obraca si¢ z szybkoscig katowa
o okolo nieruchomej osi, ktora przechodzi przez koniec O sztaby i tworzy z nia
kat «. Wyznaczyé wektor H wzgledem punktu O. Odp. Wektor H jest prosto-
4 Ma’w sin «

3

Prz. 3. Kula o masie M i promieniu a obraca sig¢ z szybkoicig katowa ©
okolo $rednicy, a Srednica z szybkoscia 2w okolo prostej, ktéra tworzy z nia
kat 60° i przechodzi przez koniec O. Wyznaczyé wektor H wzgledem O. Odp.
b - MawV163 .

5

Prz. 4. Prosty stozek kolowy, ktdrego masa jest réowna M, wysokosé h
i kat wierzcholkowy 2z, toczy sig bez poslizgu na plaszczyinie poziomej, przy-
czem plaszczyzna pionowa, przechodzaca przez o§, posiada szybko&é katowa .
Wyznaczyé wektor H wzgledem wierzchotka.

Odrt L Hm 3Mh*}1 410 cos* |- 5 cost« -

20cos

Prz. 5. Plyta tréjkatna ABC o masie M obraca sig z szybkoécia katowa ®

okolo boku AC. Wyznaczy¢ moment iloici ruchu wzgledem boku BC. Odp.

Meoain®c , gdzie a= BC, b= CA i C oznacza kat ACB.

LTy
Plyte mozemy tu zastapié¢ przez model, zrobiony tak: z lekkiego drutu
tworzymy obwéd tréjkata i w Srodkach bokéw osadzamy punkty materjalne,

padly do sztaby i rowny

kazidy o masie g Model taki bedzie mial z plyta jednakowa mase, wspdlny

srodek cigzkosci i jednakowe momenty bezwladnosci wzgledem wszystkich pro-
stych (par. 103, prz. 8); latwo zrozumieé, ie pod wzgledem dynamicznym
zastapi an plyte calkowicie.

Prz. 6. Sztaby OA, AB wirujg okolo osi pionowej, przechodzacej przez
O z szybkoscia katowa ®, pozostajac w jednej plaszezyznie pionowej i tworzac
z osig odpowiednio katy ¥ i ¢. Dlugosci sztab wynosza a i b, masy m i m,.
Wyznaczyé moment ilosci ruchu wzgledem osi obrotu (par. 103, prz. 7). Odp.

m‘(’;— - m,)a’sin‘-'é) + m,absin&sin(p—[—%bzsin’(pJ.

116. Cialo jakiekolwiek. Poznamy tu pewne twierdzenia,
bardzo wazne i zupelnie ogélne. W tym celu przeksztalcimy row-
nania (1), ktére otrzymaliSmy w par. poprzedzajacym dla jakiego-
kolwiek ciata i dla dowolnego punktu redukecii.

Poprowadzmy przez $rodek cigzkosci ciala nowe osi wspél-
rzednych &, 7, { odpowiednio réwnolegle do x,y, z. Dla elementu
m bedzie

x=E5+x, y=1+y, z=17:+z.
Wstawiamy to do wyzej wspomnianego réwnania i wykonywamy

przeksztalcenia zupelnie podobne do tych, ktére opisaliSmy w par.
111. Wypadnie ’
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R .4 _--EL?) ( dzy dyo)
s 2’"(”& sar) T My~
o[ .di _dL dx dz
H, = 3m( 5 —2) + M (a2 —nd) & ()
B :dn dE) ( dyo_ d.X'o)
H. _m( 5 ———nz +M Xo~rp U

Prawa strona kazdego z tych réwnan zawiera dwa wyrazy ; oznaczmy
odpowiednio wyrazy, postawione na pierwszem miejscu, przez ./,
H,’, H.’, a wyrazy, stojace na drugiem miejscu, przez H.”, H,”,
H.”. Pierwsze sa momentami ilosci ruchu ciala wzgledem osi §,
M, £, a drugie ,momentami iloci ruchu masy M, skoncentrowanej
w $rodku ciezkosci, wzgledem x, y, z. Bedzie zatem

H\' = H.\'/ =13 H\'N) H!I = 1_1.11/ +1_1.‘I//) HZ = HZ/ +H~"-//‘

Wogdle moment ilosci ruchu ciala wzgledem proslej jest
sumq algebraiczng dwdch skiadnikéw, a mianowicie momentu
ciala wzgledem prostej réwnoleglej, przechodzqcej przez s$rodek
cigzkosci, i momeniu masy ciala, skoncentrowanej w srodku cigz-
kosci, wzgledem prostej danej. .

Oznaczmy przez H' i H” odpowiednio wypadkowe wekto-
row H.', H,’, H." i H.”, H)”', H."”". Oczywiicie H' jest momen-
tem ilosci ruchu ciala wzgledem srodka ciezkosci, a A’ momentem
. masy ciala, skoncentrowanej w $rodku ciezkosci, wzgledem punktu O.
Wektor H jest wypadkowa momentéw H’' i H”.

Tak wiec moment ilosci ruchu ciata wzgledem punktu jest
sumq geomelrycznqg dwdch skladowych, a mianowicie momentu
ciata wzgledem srodka cigzkosci i mornentu masy ciafa, skoncen-
frowanej w tym Srodku, wzgledem punktu danego.

Pierwsza z tych skladowych jest oczywiscie jedna i ta sama
dla wszystkich punktéw redukcji, druga zalezy od polozenia punktu
redukciji. Jezeli srodek ciezkosci jest w spokoju, to druga skla-
dowa jest zerem, a zatem cialo wzgledem wszystkich punktéw
posiada jednakowe momenty ilosci ruchu zaréwno co do wielkosci,
lak i kierunku.

W twierdzeniach powyzszych latwo dostrzedz pewne niedo-
méwienie, ktére nalezy uzupelnié, a raczej wyjasnié. Chodzi o to,
%e¢ H' jest momentem ilosci ruchu w ruchu wzglednym, a miano-

o ¢ : at d L
wicie w ruchu wzgledem $rodka masy, bo PIL -B—?, % sa skla-
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dowemi szybkosci wzglednej. Niedoméwienie to jest jednak uspra-
wiedliwione, gdyz réwnie dobrze mozna uwazaé A’ za moment
w ruchu bezwzglednym wzgledem srodka masy, lub wzgledem
tego punktu przestrzeni nieruchomej, -ktéry w danej chwili srodek
masy zajmuje. Aby sie o tem przekonaé, nalezy tylko w wyraze-

niach na H.’, H,, H.’, zamiast -Z-f, %, %podstawié odpo-
o dlx—x0)  dy—yo) d(z—z) : .
wiednio T T TR Wypadnie wéweczas
3 dz .dy
f= % e el
Hy= 3 7 —£5))

oraz analogiczne wyrazenia na H,’ i H,’. Sa to oczywiscie skla-
dowe momentu w ruchu bezwzglednym.

Wypada tu rozwazyé pewna kwestje, ktora przy stosowaniu
zasady ilo$ci ruchu moze nieraz wywolywaé trudnosci. Wektor H,
wzigty wzgledem punktu nieruchomego, moze si¢ zmieniaé jedynie
pod wplywem sil zewngtrznych, dzialajacych na cialo. Ale oczy-
wiscie moze byé mowa i o wektorze 4 (w ruchu bezwzglednym)
wzgledem punktu ruchomego; czy i wéwczas twierdzenie powyz-
sze zachowuje moc obowiazujacg ?

Wezimy wektor H wzgledem ruchomego punktu A, ktoéry
'w czasie di przeszed! z polozenia A, do A4,. Skladowa H’ jest
w kazdej chwili taka sama dla A;, jak i dla 4,, a wiec w cza-
sie df mogla ona si¢ zmienié¢ jedynie pod wplywem sil zewnetrz-
nych, natomiast skladowa H'’ jest dla A; inna niz dla 4,, a za-
tem przybrala w czasie df przyrost juz skutkiem tego, ze punkt A
zmienil polozenie, niezaleznie od sil zewnetrznych. Z tego wynika,
ze na pytanie powyisze nalezy da¢ odpowiedZ przeczaca.

Wyijatkowe stanowisko pod tym wzgledem zajmuje $rodek
masy ciala. Dla niego skladowa H'’ jest zawsze zerem, a zatem
wektor H wzgledem srodka masy zmienia sie jedynie pod dzia-
laniem sil zewnetrznych zupelnie tak samo, jak dla punktu nie-
ruchomego. Jezeli na cialo zadne sily zewnetrzne nie dzialaja,
albo jezeli uklad cial jest izolowany, to wektor & wzgledem
$rodka masy nie zmienia si¢ ani co do kierunku, ani co do
wielkosei.

Takim ukladem izolowanym jest nasz system planetarny.
Sily przyciagania, ktére wywieraja na siebie nawzajem slonce,
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planety i ksiezyce, sa silami wewnetrznemi. Sily zewnetrzne mo-
glyby pochodzié jedynie od gwiazd stalych, ale odleglosci tyen
cial od naszego ukladu sa tak olbrzymie, ze ich sily przyciggania
musza byé nieznaczne, i mozna ich nie bra¢ w rachube.

Z tego wynikajg dwa wnitoski: po pierwsze, ze ruch srodka
masy systemu slonecznego jest prostolinjowy i jednostajny, i po
wtore, ze wektor H wzgledem srodka masy jest staly co do wiel-
kosci i kierunku. Plaszczyzna poprowadzona przez $rodek masy
prostopadle do wektora H, nazywa si¢ plaszczyznq niezmienng.

Wypada jednak zaznaczyé, Ze wyzej uzyte wyrazy ,ruch
prostolinjowy i jednostajny“ i ,staly kierunek® dopiero wtedy
mialyby znaczenie s$cisle okreslone, gdyby bylo wskazane do
jakiego ukladu odnosimy ruch slonca i planet.

Wszystkie twierdzenia, ktére poznalimy w paragrafie niniej-
szym, dotycza w rownej mierze ciala sztywnego, jak i niesztywnego.
Wektor H ciala sztywnego wzgledem dowolnego punktu posiada
takze dwie skladowe H' i H". .Pierwsza z nich pochodzi oczy-
wiscie z ruchu kulistego okolo srodka ciezkosci, a druga z ruchu
postepowego. '

Jest to przypadek szczegélny pewnego prawie oczywistego
twierdzenia ogodlnego. Gdy rozloiymy ruch ciala sziywnego na
dwa ruchy skladowe, to wektor H wzgledem dowolnego punktu O
rozlozy si¢ na dwa wektory sktadowe, odpowiadajqce owym ruchom.

Niechaj v" i v"’ bedg szybkosciami elementu m, pochodza-
cemi z tych ruchéw skladowych. W takim razie ilo$é¢ ruchu tego
elementu posiada skladowe mv’, mv”, i moment tej ilosci ruchu
wzgledem O sklada sie¢ z momentéw wektorow mo’ 1 mv’”;
oznaczmy te momenty odpowiednio przez A’ i A”. Wektor H
bedzie wypadkowa wszystkich A" i wszystkich A, albo wypad-
kowa H' i H”, jezeli przez H oznaczymy wypadkowa wszyst-
kich A, a przez H'’ wszystkich A”.

Twierdzenie to daje si¢ z latwoscig rozciagnaé do dowolnej
liczby ruchéw skladowych.

Jezeli rozkladamy ruch ciala sztywnego na ruch kulisty okolo
$rodka cigzkosci i na odpowiedni ruch postgpowy, i bierzemy mo-
ment ilosci ruchu wzgledem $rodka cigzkosci, to skladowa, odpo-
wiadajaca drugiemu z tych ruchéw, jest zerem, a zatem wyznaczamy
wektor H, jak gdyby cialo posiadato ty]ko ruch kulisty okolo
srodka ciezkosci.
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Prz. 1. Okazaé, ze wektor H dowolnego ukladu wzgledem punktéw pro-
stej, réwnoleglej do szybkosci srodka ciezkosci, jest staly co do wielkosci
i kierunku.

Prz. 2. Wektor H wzgledem S$rodka cigzkoSci jest prostopadly do jego
szybko&ci; wyznaczyé mieisce geometryczne punktéw, wzgledem ktérych moment
ilosci ruchu jest réwny zeru. ' '

Prz. 3. Plyta jednorodna obraca sie okolo osi prostopadlej do je plasz-
czyzny. Dowie&é, ze konce wektoréw H wzgledem wszystkich punktéw tej
plaszczyzny leza na jednej plaszczyinie. ‘

Obieramy Srodek cigzkosci za poczatek wspélrzednych, o§ z prostopadle
do plaszczyzny plyty i o§ x przez Srodek obrotu. W takim razie réwnanie
miejsca geometrycznego koncéw wektoréw H bedzie z == (/- May), gdzie [
oznacza moment bezwladnosci wzgledem osi z, i @ odlegloéé osi z od osi obrotu.

Prz. 4. Ciala, tworzace uklad, pozostawaly poczatkowo w spokoju; przy-
ciagaja si¢ one pomiedzy soba, lecz pozatem zadne inne sily na nie nie dzialaja.
Pod dzialaniem przyciagania ciala si¢ zeszly, i powstalo jedno cialo sztywne.
Okazaé, ze pozostaje ono w spokoju.

Prz. 5. Dwie bardzo cienkie banie kuliste o masach m,, m, moga sig
obracaé¢ okolo wspédlnego srodka. Promienie ich sa prawie jednakowe, a zatem
stykaj4 sie one na calej powierzchni. Udzielamy pierwszej bani szybkosé ka-
towg o, okolo osi, posiadajacej w nieruchomym ukladzie wspélrzednych katy
kierunkowe «,, 3, v,, i jednoczeénie udzielamy drugiej szybko&é w, okolo osi
(%. I, ). Okolo jakiej osi i z jaka szybkoscia katowa beds wirowaly banie,
gdy tarcie zniszezy ich ruch wzgledny? Odp. Jezeli w(«fY) oznacza szybko&é
szukang, to

w? m*o,® 4- m,*0," - 2m,mw,0,(cos &, cos«, -}~ cos 3, cos J» + cos, cosTy)
(m; + m,)?
| m,®, CosSaA, ~t- ., cOS %, Q
i cos e = 11 11 malty it d

(my - my)o

Prz. 6. Okolo planety o masie M obraca si¢ maly ksiezyc o masie m,
pozostajac od nie] w stalej odleglosci ». Planeta wiruje z szybkoscia katowa
<okolo osi prostopadlej do plaszezyzny drogi ksigzyca, a jej moment bezwladnosci
wzgledem érednicy == /. Wyznaczyé moment ilosci ruchu wzgledem $rodka cigz--
kosci, zakladajac, ze wspotczynnik proporcjonalnosci w prawie Newtona = x.

Odp. fo + Mm \/M"f_,; :
g L

117. Dzialanie sily chwilowej. Dajmy na to, ze cialo jakie-
kolwiek, pozostajace w ruchu lub spokoju, doznato uderzenia lub
szarpnigcia, czyli wogéle uleglo dzialaniu sily chwilowej. Chodzi
o to, jak zmieni si¢ stan dynamiczny ciala, czyli jakie przyrosty
geometryczne otrzymaja wektory G i H.

Podezas dziatania sily chwilowej na cialo dzialajg zazwyczaj
i inne sily zwykle, ale cale zjawisko uderzenia lub szarpniecia ma
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przebieg tak szybki, ze podczas trwania jego sily zwykle nie moga
wywrze¢ na Zaden z wektoré6w wyraznego wplywu. Z tego wy-
nika, Ze, rozwigzujac podane tu zagadnienie, potrzeba rachowad
si¢ jedynie z sil chwilowa, wszelkie za$ inne sity mozemy po-
minad. ,
Przypusémy, ze pod dzialaniem sily chwilowej szybkosé
srodka cigzkosci otrzymala przyrost geometryczny u; w takim
razie przyrost geometryczny ilosci ruchu ciala, czyli wektora G,
wyniesie oczywiscie Mu, gdzie M oznacza mase ciala. Temu wla-
$nie jest réwny impuls sily chwilowej; oznaczmy go przez F.
Czas dzialania sity chwilowej oznaczmy przez v. W ciagu
tego czasu sita zmienia si¢ co do wielkosci w bardzo rozleglych
granicach, ale mozemy uwazaé, ze kierunek jej i polozenie w prze-
strzeni nie ulega zmianie. Bierzemy moment ilosci ruchu wzgledem
punktu O. W czasie d/ moment ten otrzyma p ,rost Ppdt, gdzie
P oznacza silg i p odleglosé jej od O. Calkowity przyrost wek-

T T
tora H mozemy wyrazi¢ w postaci f Ppdi, czyli p f Pdt. Lecz
' 0

przyrost szukany = Fp.

Tak wigc przyrost wektora G jest réwny impulsowi, a przy-
rost wektora // momentowi impulsu. Wyraz réwny oznacza tu
zgodnos¢ co do wielkosei i kierunku.

Mozina to wypowiedzie¢ w nieco odmienny sposéb. Przeno-
simy sile chwilowg do Srodka redukcji O, wprowadzajac odpo-
wiednig parg. Te ostatnia nazwiemy parq chwilowq; moment jej
jest bardzo wielki, lecz dziala przez czas bardzo krétki. Para nie
wywrze oczywiScie wplywu na wektor G, lecz wytworzy przyrost
wektora H, réwny jej momentowi co do wielkosci i kierunku.
Mozna takze powiedzied, ze miars momentu pary chwilowej jest
wytworzony przez nig przyrost wektora H.

Prz. 1. Gladkie, poziome ramie AB o dlugoici 2a i masie M jest w koticu
A przymocowane do pionowej osi z, a w B posiada mala nasade. Na ramieniu
moze si¢ swobodnie przesuwaé .ciezarek m, ale nasada w B nie pozwolilaby mu
zej¢ z ramienia. Poczatkowo cigzarek jest przywiazany do osi nicig o dlugosci a,
i wszystko obraca si¢ z szybkoscia katowa w,. Jaka szybkosé katowa bedzie
mial uklad, gdy nié sig zerwie, i cigzarek dojdzie do B?

Na uklad dzialajg reakeje lozysk, w ktérych jest osadzona of z, oraz sila
cigzenia. Momenty tych sit wzgledem osi z sa zerami, a zatem moment iloéci ruchu
wzgledem tej osi nic moze sig zmienié. Bedzie wige Mic3w,~-ma*w,—Mk*wv-+4ma’e,
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gdzie k oznacza ramie bezwladnosci ramienia 4B wzgledem osi z, a © ostateczng
szybko&é katowa. Z tego wypada, ze v = (ML Sm)i, Znajdziemy z latwo-
i 2 4(M+3m)
3(4M + 3m)matw,?
8(M + 3m)

p4 scig, ze uklad stracil

sily zywej.
Prz. 2. Na gladki prosty pret, ustawiony

B\ eAglons pod jakimkolwiek katem do po-

ziomu, nasunigto obraczke, a do obraczki przy-

mocowano koniec innego preta. Ten drugi pret

ustawiono w plaszczyinie pionowej, przecho-

dzacej przez pierwszy, prostopadle do tegoz,

i pozostawiono samemu sobie. Dowiesé, ze ruch

drugiego preta bedzie postepowy.

Prz. 3. Kula jednorodna o masie M
i promieniu a, obraca sie z szybkoscia katowg w; okolo srednicy. lle sily Zywej
straci kula, gdy skutkiem obnizenia temperatury promien skurczy si¢ do diu-
May*w,? (0 — a,?)

SRR R

Prz. 4. Belka o dlugosci 2a i masie M moze si¢ swobodnie obracaé okole
osi poziomej, przechodzacej przez jej Srodek cigzkosci. Poczatkowo belka zajmo-
wala polozenie poziome i pozostawala w spokoju, gdy na koniec jej spad! pio-
nowo z wysokosci & kawalek wilgotnej gliny o masie m i przylgnal. Wyznaczyé

3m |/ 2gh

(M+3m)a’

Uwazamy uklad, zlozony z belki i gliny. W niezmiernie krétkim czasie,
w ktérym glina uderza o belkg, moment ilosci ruchu tego ukladu wzgledem osi
sie nie zmieni, bo wystgpujace podéwezas sily chwilowe sa jego sitami wewnetrz-
nemi, a moment reakeji osi jest zerem. Wprawdzie podczas uderzenia dziala sila
zewnetrzna, ktorej moment wzgledem osi nie jest zerem, a mianowicie cigzar
gliny, ale wytworzony przez nig w ciggu tak krétkiego okresu przyrost momentu
ilosci ruchu jest znikomo maly, i mozemy go pominaé.

Fig. 80.

gosci a? Odp.

szybkosé katows, ktéra otrzyma belka. Qdp.

Prz. 5. Na szale wagi, z ktérych kazda wazy Q, spadly jednoczesnie
cigzary Q, i Q, z wysokosci A, i h,. Wyznaczyé poczatkowa szybko§é szal.
odp. (@ VA~ Q) 175 |

20+ Q, + @,

Prz. 6. Trzy jednakowe sztaby o dlugosci a, polaczone gladkiemi zawia-
sami, posiadajg ruch postepowy o szybkoSci v na gladkiej plaszczyznie poziomej,
tworzac linje prosts prostopadla do tej szybkosci. Po jakim czasie spotkaja sig
4ax
Er]

Oczywiscie wektor H sztaby skrajnej wzgledem zawiasy podczas zatrzy-
mywania éredniej nie ulega zmianie.

konce sztab skrajnych, gdy zatrzymamy srodek sredniej? Odp.

Prz. 7. Szeician posiada ruch postepowy na plaszezyinie poziomej, przy-
czem cztery jego krawedzie sg prostopadle do szybkosci. Srodek przedniej kra-
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wedzi, pozostajacej na plaszczyznie, uderza o nieruchomg przeszkodg i zatrzy-
muje si¢. Wyznaczyé kierunek uderzenia.

Moment ilosci ruchu wzgledem krawedzi zatrzymanej nie ulegnie zmianie,
i znajdziemy latwo, ze szeScian zacznie sie obracaé z szybkoscia -8—3, gdzie v
oznacza szybko&é ruchu postepowego i 2a dlugosé krawedzi. Przed zatrzyma-
niem wektor G szeicianu byl poziomy i réwny mv, po zatrzymaniu wektor ten

-
tworzy z poziomem kat 45° i wynosi 3m_1é],_z Skiadowa pozioma impulsu

.S ] 3 e 1 .
wynosn-—’—g—v—, a pionowa ——’g—v, a stad wynika, ze kierunek uderzenia tworzy
z poziomem kat arctan 3/;.

Prz. 8. Pryzmat prostokatny, ktérego masa wynosi 3m, a podstawa jest
kwadrat ABCD, stoi na plaszczyinie poziomej i moze obracaé sig okolo kra-
wedzi CD. Wysokosé pryzmatu = 3 a, bok za§ podstawy = a. W srodek Sciany
pionowej nad krawedziq AB uderza punkt materjalny o masie m i osiada tam
na stale. Jaka powinna byé co najmniej szybkosé pozioma tego punktu, aby

pryzmat sig przewrécil? Odp. 1—5%1—&

Prz. 9, Okragla tarcza obraca si¢ z szybkoscia katowa w okolo punktu 4
swego obwodu. Wyswobadzamy punkt A i jednoczesnie zatrzymujemy inny punkt
B obwodu; kat AOB =9, gdzie O oznacza érodek tarczy. Wyznaczyé szybkosé
(14 2cos?)w

N i

Gdzie powinien lezeé punkt B, aby tarcza si¢ zatrzymala?

Prz. 10. Sztaba AB wiruje okolo konca A. Jak zmieni sig sila Zywa
sztaby, gdy wyswobodzimy A i jednoczesnie zatrzymamy B? Odp. Zmniejszy
sig poczwornie.

katowa tarczy okolo B. Odp.

Prz. 11. Sze&cian wiruje z szybkoscia katowa w okolo przekatni. Zatrzy-
mujemy jedng z krawedzi, nie przecinajacych owej przekatni; wyznaczyé nowg
»

szybkoéé katowa. Odp.

413"
Prz. 12, Swobodna plyta kwadratowa wiruje okolo przekatni z szybkoscia
katowsa ®. Zatrzymujemy jeden z wierzcholkéw, nie lezacych na tej przekatni;

wyznaczyé nowa szybko§é katowa. Odp. _‘"/L

Nalesy przedewszystkiem zdaé sobie sprawg z tego, jaki kierunek przy-
bierze nowa 0§ obrotu, a w tym celu trzeba wyznaczy¢ wektor H wzgledem
wierzcholka, ktéry mamy zatrzymaé, nietylko co do wielkosci, ale i co do kie-
runku. Znajdziemy, ze wektor ten lezy na osi glownej wierzchotka, a z tego
wynika, Zze ta sama prosta bedzie osiaq obrotu.

Prz. 13. Tarcza eliptyczna pozostawala w spokoju, gdy wtem korce duzej
i malej osi otrzymaly odpowiednio szybkosci u; i u, prostopadie do plaszczyzny

tarczy. Wyznaczyé poczatkows szybkoié srodka. Odp. ﬂ_—-é—u,,
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Mozemy uwazaé, ze ruch tarczy zostal wywolany przez dwa uderzenia
jednoczesne, wymierzone prostopadle do jej plaszczyzny w wierzcholki. Ruch
poczatkowy daje si¢ rozlozyé na ruch postepowy, ktérego szybkosé v jest szu-
kana, i na ruch obrotowy okolo osi, przechodzjcej przez srodek i polozonej
w plaszczyznie tarczy. Skladowe szybkosci katowej w kierunkach osi oznaczamy
przez o, ®,. Ulozymy teraz z latwoScia dwa réwnania cynematyczne

u'=v-t+aw,, u,—v+bw,,
oraz trzy rownania dynamiczne
mv =F+F, mr.:fq- - = F,a,

gdzie F\, ‘F, oznaczaja impulsy uderzen.

m (Ul b:
1 = Fb,

Prz. 14. Plyta tréjkatna, pozostajaca w spokoju, zostala uderzona w srodek
jednego z bokéw w kicrunku prostopadlym do plaszezyzny plyty. Wyznaczyé
poczatkowe polozenie osi chwilowej. '

Zastepujemy plyte przez trzy punkty materjalne A4, B, C, osadzone °
w srodkach bokéw (par. 115, prz. 5). Przypuiémy, ze uderzenic zostalo wymie-
rzone w A; w takim razie moment ilosci ruchu wzgledem AB jest zerem,
a zatem w pierwszej chwili C pozostanie w spokoju. Wynika stad, ze BC jest
osig szukana.

Prz. 15. Plyta tréjkatna ABC doznala uderzenia w wierzcholek A w kie-
runku prostopadlym do jej plaszczyzny. Wyznaczyé poczatkowe polozenie osi
chwilowej. Odp. Szukana prosta dzieli kazdy z bokéw AB i AC w stosunku 3 : 1.

Prz. 16. Dwie jednakowe sztaby AB i CD leza na gladkiej plaszczyznie
poziomej, tworzac kwadrat ABCD, przyczem konce B i C sa polaczone wypre-
zonym, nierozciggalnym sznurem. Zapomoca uderzenia, wymierzonego w koniec
A w kierunku AD, nadajemy temu konicowi szybkosé v. Wyznaczyé szybko§é

v
&7

Prz. 17. Dwie jednakowe sztaby AB i BC, polaczone przegubem, kazda
o dlugosci a tworzs linjg prosts i biegna na gladkiej plaszczyznie poziomej z szyb-
koscia v prostopadla do AC. Jakie szybkosci katowe beda mialy w pierwszej
chwili sztaby, gdy zatrzymamy koniec 4? Odp. ;z i— —3—3 :

Prz. 18. Zbadaé dalszy ruch sztab z przykladu poprzedzajacego, a miano- .
wicie wyznaczyé najwiekszy kat pomigdzy niemi oraz stosunek szybkosei kato-
wych w chwili, gdy znowu utworza linj¢ prosta. Odp. Szukany kat — arccos ?/,,

" szukany stosunek szybkoékci sztab AB i BC wynosi Y,

Ruch sztaby BC rozkladamy na postepowy i obrotowy okolo Srodka ciez-
kosci, a szybkosé srodka ciezkosci na skladowe w kierunku AB i w kierunku
prostopadlym. Potrzebne réwnania otrzymamy, stosujac zasadeg ilosci ruchu i za-
sade sit zywych, a takze zwidzki cynematyczne. W chwili, gdy kat pomigdzy
sztabami osiaga maksymum, to oczywiscie ruch ich jest taki, jak gdyby tworzyly
jedno cialo sztywne.

poczatkowa konca D. Odp.

Prz. 19. Trzy jednakowe sztaby, polaczone przegubami, tworza na gladkim
stole linjg prosta. Wymierzamy prostopadle do tej prostej w sam $rodek impuls 7;
F

wyznaczy¢ impulsy, ktére otrzymaja sztaby boczne. Odp. < -
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Prz. 20. Trzy jednakowe sztaby, polaczone przegubami, tworzyly na glad-
kim stole linjg prosta. Sztabom skrajnym nadano szybkosci kgtowe ® w tg sama
strong okolo odpowiednich koncéw sredniej. Wyznaczyé szybkosé katowa, ktéra
przybierze srednia w chwili, gdy skrajne utworza z jej przedluzeniem katy naj-
wieksze. Odp. #

Prz. 21..Trzy jednakowe punkty materjalne 4, B i C s3 polaczone dwoma
lekkiemi pretami jednakowej dlugosci. Przegub, urzadzony w punkcie B, jest po-
czatkowo zaciénigty, kat ABC wynosi 60° i caly uklad wiruje na gladkiei
plaszczyznie poziomej okolo swego srodka cigzkosci. W jakich granicach bedzie
zmienial si¢ kat ABC, jezeli przegub sig rozluzni. Odp. Od 60¢ do 150¢.

Prz. 22. Na gladkim stole lezy sztywny kwadrat ABCD, zrobiony z czte-
rech jednakowych pretéw. W wierzcholku A siedzi mucha, ktérej masa jest
réwna masie jednego preta, i kwadrat mozc sie swobodnic obracaé okolo wierz-
chotka B. W pewnej chwili mucha zaczyna wedrowaé po precie 4D ze stalg
szybkoscia wzgledng v. O jaki kat obréci si¢ kwadrat, zanim mucha dojdzie do
wierzcholka D?

Moment ilosci ruchu wzgledem B bedzie wciaz zerem, a stad wynika, ze
szybko&é katowa kwadratu = —,,6—?”.—-;7, gdzie a oznacza diugosé preta. Kat

52 a* - 3vi® i

szukany = vi:% arctan \/1'; .

Prz. 23. Kélko o masie M i promieniu a moze obracaé si¢ swobodnie
okolo osi poziomej, przechodzacej przez'jego Srodek i prostopadiej do jego
plaszczyzny. W najnizszym punkcie kétka siedzi mucha o masie m; w pewnej
chwili wyrusza ona po obwodzie i wedruje z szybkoscia wzgledna stala. Jaka
powinna byé co najmniej ta szybkosé, aby mucha doszla do najwyiszego punktu

o mga
kétka? Odp. 20\/_‘)-”—](2 o

W tym razie moment iloéci ruchu ukladu wzgledem osi obrotu si¢ zmienia
pod dzialaniem cigzaru muchy; elementarny przyrost jego wynosi mga sin 9dt,
gdzie 9 oznacza kat pomigdzy promieniem, przechodzacym przez muche, i pionem.

Prz. 24. Na gladkiej plaszczyinie poziomej lezy plyta o masie M, a na
niej stoi czlowiek o masie m. Moment bezwladnoéci plyty wzgledem jej srodka
cigzkosei = L O jaki kat obréci sie plyta, gdy czlowiek, nie schodzac z niej,
2m(M+m) A

IM .

Dobrze bedzie zastosowaé wspélrz¢dne biegunowe, obierajac za biegun

zatoczy w przestrzeni linjg zamknieta, zawierajacq pole 42 Odp.

srodek cigzkosei ukladu, zloionego z czlowieka i plyty. Jezeli (r, v) oznaczaja
27
wspélrzgdne czlowieka, to [ ridy = 2A.
Jo

Prz. 25. Na tarcze pozioma, wirujaca swobodnie okolo osi pionowe,
usiad! owad i pelznie ze stala szybkoscia wzgledna, zblizajae si¢ weiaz do osi-
Szybkodé katowa tarezy nie zmienila sig¢ w chwili, gdy owad siadal, a dalszy
ruch jego jest taki, Ze ta szybko&é pozostaje stala 1 nadal. Okazaé, ze owad
dojdzie do osi, zanim tarcza zrobi éwieré obrotu.
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Prz. 26. Obraczka o masie M i promieniu a lezy na gladkim stole, a na
niej siedzi mucha o masie m. Jaki bedzie ruch obraczki, gdy mucha zacznie isé
po niej z szybkoicia wzgledna v? Odp. Srodek obraczki zatacza kolo, a obraczka

mv
(M+2m)a

Prz. 27. Korce jednorodnego preta o diugoéci 2a moga sie swobodnie

obraca sig okolo tego srodka z szybkoscig katowa

a
poruszaé po okregu kola, ktérego promien wynosi ]/—§ W Srodku preta siedzi
owad, ktérego masa jest réwna masie preta. O jaki kat obréei sig pret
w czasie 4, gdy owad pobiegnie po nim ze staly szybkoscia wzgledng »?

Odp.

vl
arctanh ———.

1
I's a
Prz. 28. Rurka wewnatrz gladka w postaci kola o promieniu a lezy na
gladkim stole i moze siq swobodnie obracaé okolo punktu 4 obwodu. W rurce
w punkcie B na przeciwleglym koncu érednicy, przechodzacej przez A4, znajdowal
si¢ punkt materjalny o masie dwa razy mniejszej od masy rurki. Rurka byla
w spokoju, gdy punkt materjalny otrzymal szybkosé w,. Jaka szybkosé wzgledna
2 v, cos —”—
bedzie mial ten punkt po przejéciu tuku aq rurki? Odp. 2 .
['4--sin* g
Prz. 29. Rurka, zgieta w postaci kola i posiadajsca mase¢ nm, spoczywa
na gladkiej plaszczyznic poziomej i zawiera punkt materjalny o masie m. W chwili
poczatkowej rurka jest w spokoju, a punkt materialny posinda szybkosé ka-
towa 0y, okolo jej srodka. Wspolezynnik tarcia pomigdzy punktem i rurka jest
n+1
_j(nu :
Prz. 30. Dwie tarcze cylindryczne o masach m,, m, i promieniach a,, a,,
polozone w jednej plaszczyznie pionowej, moga sie swobodnie obracaé okolo
osi, przechodzacych przez ich Srodki i prostopadiych do owej plaszczyzny. Na
obwodach tarcz sg umocowane konce wiotkiego, lekkiego pasa, daleko dluzszego

réwny f. Po jakim czasie punkt zatrzyma si¢ w rurce? Odp.

niz odleglosé pomigdzy punktami umocowania. Pas w czesci spoczywa na obwo-
dach, a w czgsci zwisa pomiedzy tarczami. Nadajemy pierwszej tarezy szybko§é
katowa © i pozostawiamy uklad samemu sobie. Jakie szybkoici katowe beda
m,®
my--my " (my + ) a
Prz. 31. Ma gladkiej plaszczyinic poziomej lezy prosta wewnatrz gladka
rurka o dlugosci 2a, a w niej prawie w samym srodku znajduje si¢ punkt
materjalny; masy obydwéch cial sa réwne. Rurka otrzymala szybkosé katowa o,
okolo srodka; z jaka szybkoScig wyjdzie z niej punkt materjalny ?

Odp. am, \éf

m,a,w

mialy tarcze, gdy pas sie wyprezy? Odp.

Prz. 32, Punkt materjalny lezy na gladkiej plaszczyznie poziomej. W tej
samej plaszezyinie znajduje sig tarcza okragla, ktéra moze si¢ obracaé okolo
osi pionowej, przechodzacei przez srodek. Punkt materjalny laczy si¢ z obwodem
tarczy szourem, ktérego czgié jest wyprostowana, a czg&é jest nawinigta na
tarcze. Promien tarczy jest réwny r, a masa dwa razy wicksza od masy punktu.
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Nadajemy punktowi szybko§é prostopadla do wyprostowanej czesci sznura tak,
aby ten zaczal sie nawijaé na tarcze. Jaka dlugosé powinna mieé owa czgsc,
aby punkt doszed! do obwodu tarczy, i aby od tej chwili sznur zaczal sig od-
wijaé? Odp. a |/2.

118. Ruch istot zyjacych. Jezeli na istote zyjaca nie dzia-
laja zadne sily zewngtrzne, to nie moze ona nadaé swemu Srod-
kowi cigzkosci przyspieszenia (par. 110), czyli nie moze zmienic¢
swego wektora G. Nie zmieni ona roéwniez swego wektora H
np. wzgledem srodka ciezkosci, jezeli wigc pozostawala w spokoju,
to nie moze nadaé¢ swemu cialu ruchu obrotowego. Z tego jednak
nie wynika, aby istota taka nie mogla zmieni¢ swego polozenia
wzgledem $rodka ciezkosci.

Przypusémy dla przykladu, e czlowiek stoi na zupelnie
gladkiej plaszczyznie poziomej. Dzialaja nan dwie sily zewnetrzne,
a mianowicie sila ciaZenia i reakcja plaszczyzny, ktéra w tym
razic posiada zawsze kierunek pionowy. Momenty tych sil wzgle-
dem osi pionowej sg zerami, nie moga wigc one wywiera¢ wplywu
na moment ilosci ruchu wzgledem tej osi. Czowiek jest zwré-
cony, dajmy na to, twarza na pdlnoc, a chcialby zwréci¢ si¢ na
wschéd. Da si¢ to uskuteczni¢ réznemi sposobami.

Przypusémy, ze czlowiek ten posiada jakis cigzki przedmiot,
np. sztabe. Moze on nadac jej nad glowa ruch obrotowy wzgle-
dem swego ciala w kierunku od prawej reki ku lewej, czyli dla
patrzacego z géry w strone odwrotng do biegu wskazowek zegara.
Gdyby cialo pozostalo przytem w spokoju, to uklad, zlozony
z czlowieka i sztaby, zyskalby wzgledem $rodka cigzkosci wektor H,
skierowany na dél. Jest to niemozliwe, gdyz sily, wywolujace ruch
sztaby, s3 silami wewnetrznemi ukladu. Z tego wynika, ze cialo
musi sie zaczaé jednoczesnie obracaé¢ w kierunku odwrotnym,
przyczem oczywiscie twarz bedzie si¢ zwracala w strong zadana.
Obréciwszy sztabe dostateczng liczbg razy, czlowiek méglby
~obréocié swe cialo o kat dowolny.

W braku odrebnego przedmiotu cigzkiego czlowiek osiagnie
ten sam wynik, czyniagc ruchy analogiczne rekami, glowa lub
tulowiem.

Opiszemy jeszcze inny sposéb. Czlowiek wyciaga rece przed
siebie i skreca gérng cze$é tulowia w lewo wzgledem dolnej
o kat jaknajwickszy. Jednoczesnie dolna cze$é ciala obréci sie
o pewien kat w prawo. Nastgpnie czlowiek zwiesza rece wzdluz
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ciala i powraca do polozenia normalnego. Podczas tego ruchu
powrotnego dolna cze$é ciala obr6ci si¢ znowu o pewien kat
w. lewo, lecz o mniejszy, niz poprzednio w prawo, gdyz moment
bezwladnosci gérnej czeSci wzgledem osi obrotu sie zmniejszyl.
Wynikiem obydwéch ruchéw bedzie oczywiscie obrét calego ciala
o jaki§ kat w prawo. Powtarzajac te czynno$é dostateczng liczbe
razy, cziowiek moze obrécié sie o kat dowolny.

W podobny sposéb postepuje spadajacy kot, aby odwrécié
si¢ lapami do dolu. Wyciaga on prostopadle do ciala przednie
lapy, a kurczy tylne i skreca przednig cze$é tulowia wzgledem
tylnej o kat jaknajwickszy. Nastepnie kurczy przednie lapy, wy-
ciaga tylne i nadaje cialu ruch odwrotny do poprzedniego, powta-
rzajac te czynno$é, dopoki cialo jego nie przybierze Zzadanego
polozenia.

Prz. Na jeziorze stoi okragla tratwa, a na niej znajduje si¢ czlowiek. Aby

obrécié¢ tratwe okolo osi pionowej, czlowiek obiega ja dookola. Dowiesé, ze gdy
czlowiek sig zatrzyma, to tratwa ruszy w kierunku odwrotnym.
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