DYNAMIKA

V. PRAWA NEWTONA.

70. Punkt materjalny. Méwiliémy juz w par. 13 o zadaniach
dynamiki. Nauka ta bada, jak poruszaja sie ciala pod wplywem
cial innych, czyli pod dzalaniem sil. Sit¢ bedziemy uwazali tu
za pojecie znane ze statyki (par. 4).

Nasuwa si¢ tu pytanie, czy kazda sile wywiera jakie$ cialo,
czy zawsze, gdy na cialo A dziala sila, to mozemy wskaza¢ jakies
cialo B, od ktdérego ta sila pochodzi?

Byloby moze ryzykownem dawaé na to pytanie odpowiedz
kategorycznie twierdzaca, gdyz znane sa zjawiska, w ktorych za-
chodzi watpliwosé. Zjawiskiem takiem jest np. ci$nienie promieni
$wietlnych. Gdy s$wiatlo pada na cialo A, to na powierzchnig
tego ciala dzialaja pewne sily; fakt ten przewidziala teorja i stwier-
dzilo doswiadczenie. Nie mamy prawa uwazaé, ze sily te wywiera
cialo B, wysylajace promienie swiatla, bo fale Swietlne, ktore
w chwili obecnej dochodzg do A, zostaly juz dawno wyslane
przez B, i moze B juz $wieci¢ przestalo.

Zasade, gloszaca, ze kazda sile wywiera jakies cialo, mozna
byloby uratowaéd, uwazajac $rodowisko, w ktérem rozchodzz sig
fale $wietlne, czyli tak zw. eter $wietlny, za cialo, nie réznigce
sic pod wzgledem ' zasadniczych wlasciwosci mechanicznych od
cial .innych. Kwestja ta jednak nie moze byé rozstrzygana na
gruncie mechaniki.

Pomimo tych watpliwosci dobrze jest przyja¢, przynajmniej
jako regule praktyczna, ze sile wywiéra zawsze jakies cialo. Gdy
wigc myslimy o sile, to trzeba zaraz zdaé sobie sprawe z tego,

od jakiego ciala sila ta pochodzi. Regula taka moze uchronié¢ od
wielu bledow.
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Dynamika, podobnie jak cynematyka, dzieli sie na dwie
czg¢sci: dynamike punktu materjalnego i dynamike ukladu. Mé-
wimy punkiu materjalnego, gdyz chodzi tu nie o ruch punktu geo-
metrycznego, jak bylo w cynematyce.

Punktem materjalnym nazywamy cialo, ktérego polozenie
w przestrzeni daje sie okreslié z dokladnoscig wystarczajaca w taki
sam sposéb, jak polozenie punktu geometrycznego, np. zapomocs
‘trzech wspoélrzednych Kartezjusza. A wige punktem materjalnym
jest przedewszystkiem cialo bardzo malych rozmiaréw, albo drobna
czasteczka ciala wiekszego. Nieraz jednak i cialo bardzo wielkie
uwazamy za punkt materjalny, zwlaszcza, gdy wymiary jego sa
drobne w stosunku do wymiaréw toru. Gdy np. badamy roczny
ruch ziemi, to mozemy ziemi¢ uwazaé za punkt materjalny.

Nazwe punkt materjalny moina okresli¢ i w inny sposéb,
Scislejszy 1 dajacy jednoczesnie glebsze pojecie o podziale dyna-
miki. Wiemy z cynematyki, ze ruch ciala sklada sie z ruchu
postgpowego i ruchu obrotowego. Cialo nazywamy punktem ma-
terjalnym, jezeli, badajac ruch jego, nie zwracamy uwagi na ruch
obrotowy. Tym sposobem mozna powiedzieé, Ze pierwsza cze$é
dynamiki, dynamika punktu materjalnego, dotyczy ruchu postepo-
wego cial, a cze§¢ druga, dynamika ukladu, ruchu obrotowego,
albo raczej ruchu kulistego.

71. Prawa Newtona. Caly gmach dynamiki jest oparty na
pewnych twierdzeniach zasadniczych, tak zw. prawach, podobnie
jak geometrja opiera si¢ na aksjomatach. Aksjomaty geometrji
sformulowal Euklides, i od tego czasu powtarzaja sie one prawie
bez zmiany w ogromnej wiekszosci wykladéw tej nauki, jakkolwiek
wedlug badafh nowoczesnych nie wystarczaja do czysto logicznej
budowy. Wykladajacy wprowadza do geometrji najczesciej bez-
wiednie pewne elementy intuicyjne, nie zawierajace sie w aksjo-
matach.

Zasadnicze prawdy dynamiki sformufowal Newton we wstepie
do dziela ,Philosophiae naturalis principia mathematica“, wyda-
nego w r. 1687. Te prawa Newtona stanowig zazwycza] punkt
wyjécia wykladéw dynamiki, jakkolwiek zapewne moznaby i tu
wykazaé, Ze nie wystarczaja calkowicie na podwaliny tej nauki,
1 Ze zawiera ona jeszcze inne twierdzenia, wprowadzone ubocznie
bez dowodéw i uwazane za prawdy intuicyjnie.
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Podajemy tu prawa Newtona w wyslowieniu, przystosowa-
nem do celéw naszych.

Prawo pierwsze (prawo bezwladno$ci). Punkt materjalny
pozostaje w stanie spoczynku lub ruchu prostolinjowego i jedno-
stajnego, jezeli nie dziala nan Zadna sila.

Prawo drugie. Sila, dzialajaca na punkt materjalny, udziela
mu prze$pieszenia, ktére jest z nig zgodne co do kierunku i pro-
porcjonalne do niej co do wielkoscl.

Prawo trzecie (prawo akcji i reakcji). Sily, ktére dwa punkty
materjalne, lub dwa ciala, wywierajg jedno na drugie, majg wspélng
linj¢ dzialania s réwne i odwrotnie skierowane.

Pierwsze z tych praw jest oczywiscie nastgpstwem lub raczej
szczeg6lnym przypadkiem drugiego, bo jezeli na punkt materjalny
zadne sily nie dzialaja, to w mysl drugiego prawa nie moze on
mieé przysSpieszenia, a zatem ruch jego musi byé prostolinjowy
i jednostajny. Swojg droga wlasnie w tem pierwszem prawie naj-
latwiej dostrzedz pewne braki, czy niedomoéwienia, ktére dotycza
w réwnej mierze i drugiego.

Niedoméwienia te dotycza wyrazéw prosiolinjowy i jedno-
stajny; bez dalszych wyjasnien sa to wyrazy o znaczeniu nieokre-
slonem.

Wyobrazmy sobie dwie stacje kolei Zelaznej na réwninie.
Mozemy twierdzi¢, ze linja kolei pomigdzy niemi jest prosta,
i twierdzenie takie bedzie sluszne, o ile pominiemy pewne nie-
zbedne niedokladnosci. Czy jednak jest prostolinjowym ruch po-
ciggu pomiedzy temi stacjami? Tak jest niewatpliwie wzgledem
ziemi, ale wzgledem innego ukladu, np. wzgledem slonca, ruch
pociagu nie jest prostolinjowy, bo pocigg bierze udzial w ruchu
kuli ziemskie;j.

Z tego widaé, e pierwsze prawo jest niejasne, gdyz nie
zawiera- wskazowek, wzgledem jakiego ukladu ruch punktu, nie
pedlegajacego dzialaniu sil, jest prostolinjowy.

Przymiotnik jednostajny ma oznaczaé, Ze punkt w réwnych,
dowolnie krétkich, odstepach czasu przebiega réwne drogi. Jest
to takze niejasne, dopdki nie uméwilismy si¢, co mamy nazywaé
réwnemi odstepami czasu.

Czlowiek posiada zdolno$é szeregowania wydarzen w czasie.
Jezeli dostrzeglismy trzy wydarzenia 4, B i C, to odczuwamy
bezposrednio, ze np. B nastapilo po 4, i C po B. Musimy uznaé,
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ze czas, ktéry uplynal od A do C, jest dluiszy od czasu AB
lub BC, ale zadna logika nie narzuca nam sadu, ze np. czas AB
byt dluzszy od BC, dopoéki nie zapadla umowa co do sposobu
mierzenia czasu.

O dlugosci odstepu czasu sadzimy wedlug doniostosci zmian,
ktére podczas tego odstepu zachodza w otaczajacym nas $wiecie
i w naszym organizmie, z czego wynika nastepujacy sposéb mie-
rzenia czasu. Obieramy jakie$ zjawisko, powtarzajace sig¢ usta-
wicznie, 1 umawiamy sie uwazac za rowne odstepy czasu pomiedzy
pewnemi fazami jego. W wyborze takiego zjawiska-zegara mamy
zupelna swobode; kierujemy sie tu pewnemi wzgledami praktycz-
nemi, lecz nie logika, ktéra nie stawia tu zadnych norm obowia-
zujgcych. Uméwiono sie uwazaé za rowne dwa odstgpy czasu,
w_ktérych ziemia w ruchu obrotowym wzgledem gwiazd stalych
obraca sie o jednakowe katy, ale moznaby np. uzna¢ za réwne
takie dwa odstepy, w ktérych ziemia w swym ruchu postgpowym
w ukladzie sfonecznym przebiega réwne drogi. Ten drugi sposéb
bylby mniej dogodny od pierwszego, ale nie doprowadzilby do
zadnych sprzecznosci logicznych.

Wiadomo, ze drogi, kiére ziemia przebiega w ruchu poste-
powym, nie sa proporcjonalne do katéw, o ktére sie jednoczesnie
obraca. Roéwnym katom odpowiadaja wogdle nieréwne drogi,
a zatem dwa okresy czasu, réwne przy jednej umowie, bylyby
nieréwne przy drugiej; ruch, ktéry uwazaliby$my za jednostajny
przy jednej, nie bylby jednostajny przy drugiej.

Z uwag tych wynika, Ze pierwsze prawo, albo raczej ogét
tych praw, wymaga jeszcze drugiego uzupelnienia. Powinien by¢
wskazany sposdb mierzenia czasu.

Gdybysmy uwazali dynamike. za abstrakcje bez zwiazku ze
zjawiskami natury, to trudnosciom tym moznaby zej$¢ z drogi,
uwazajac pierwsze prawo za polaczone definicje ruchu prostolinjo-
wego oraz réownych odstepéw czasu. Definicje te w postaci roz-
winietej bylyby takie: ruch punktu nazywamy prostolinjowym,
jezeli torem jego moie biec punkt materjalny, na ktéry zadne
sity nie dzialajg; nazywamy réwnemi takie odstepy czasu, w kté-
rych punkt materjalny, nie podlegajacy dzialaniu sit, przebiega
réwne drogi. Zdaje si¢ jednak, ze ogél ludzi, majacych do czy-
nienia z mechanika, nie przepisuje pierwszemu prawu takiego
Znaczenia. :
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Kierujac sie wskazéwkami praktyki stosowania twierdzen
dynamicznych do poszczegélnych zjawisk, dopelnimy w nastgpu-
jacy sposéb pierwsze prawo ruchu. Gdy chodzi o zjawiska ziem-
skie, to najczesciej rozumiemy ruch prostolinjowy, o ktérym mowa
w pierwszem prawie, w odniesieniu do ziemi (por. par. 19)¥%)
gdy chodzi o zjawiska astronomiczne, to rozumiemy ten ruch
w odniesieniu do pewnego ukladu, zwigzanego z naszym syste-
mem planetarnym. W obydwéch przypadkach przyjmowaé nalezy
sposéb mierzenia czasu wedlug ruchu obrotowego ziemi wzgle-
dem gwiazd stalych.

Dynamika jest nauka przyrodnicza. Zawiera ona teorjg, czyli
opis naukowy, pewnego rodzaju zjawisk natury, i opis ten powi-
nien byé mozliwie wierny, mozliwie bliski rzeczywistosci. Z tego
wynika koniecznosé sprawdzenia, czy prawa Newtona, stanowiace
podwaline calej budowy, sa w zgodzie z istotnym przebiegiem
zjawisk w przyrodzie. Sprawdzenie takie mozna uskuteczni¢ jedy-
nie na drodze doswiadczalnej, ale stosowne dos$wiadczenia nie
zostaly dotychczas wykonane w sposéb dostatecznie dokladny
i przekonywajacy.

Nie mamy wiec dowodéw bezposrednich slusznosci praw
Newtona, lecz natomiast istnieje olbrzymia liczba dowodéw po-
srednich. Dowodem takim jest w pierwszej linji zgodnosé réinych
zjawisk astronomicznych z przepowiedniami astronoméw, ktérych
rachunki sa oparte na prawach dynamiki, w drugiej linji dobre
funkcjonowanie maszyn, ktérych konstruktorzy postugiwali si¢ po-
prawnie twierdzeniami tej nauki. Mozna wigc twierdzié, ze prawa
Newtona, przynajmniej w dziedzinie zjawisk, w ktérej je dotych-
czas stosowano, z dostatecznem przyblizeniem oddaja istotny
przebieg zjawisk natury.

72. Masa. Wedlug drugiego prawa przy$pieszenie punktu
materjalnego jest wprost proporcjonalne do sity. Wspélezynnik
proporcjonalnosci jest wielkoscia, charakteryzujaca calkowicie punkt
materjalny pod wzgledem dynamicznym; odwrotnosé jego nazywa
sig masa punktu.

. * Przy takim ukladzie odniesienia pierwsze prawo jest tylko w przybli-
zeniu slus;ne. W wiekszosei zastosowan, zwlaszcza w technice, przyblizenie jest
wystarczajace, w pewnych jednak razach potrzeba wprowadzaé poprawki, wy-
nikajace z ruchu obrotowego ziemi.
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Dajmy na to, ze dla pewnego punktu wspélczynnik ten wy-

nosi —-, czyli ze masa tego punktu jest réwna m. Dzialajaca

nan sila P nada mu takie przy$pieszenie p, ze p = %—P, albo
P =mp.

Wezmy cialo, wazace Q kilograméw. Gdy pozwolimy temu
cialu spada¢ swobodnie w prézni, to ta sita Q udzieli mu przy-
Spieszenie ziemskie g, czyli w naszych szerokosciach 9,81 w me-
trach i sekundach, a zatem Q = mg. Jezeli Q = ¢ klg, to m=1,
a zatem mase jednostkowa w naszych szerokosciach posiada cialo,
wazace 9,81 klg. Taka tez jednostka masy jest ogédlnie uzywana
w technice w krajach, ktére przyjely system metryczny. W fizyce
wprowadzono jednostke gram, nalezacag do systemu CGS, o kté6-
rym mozna znalezé wyczerpujace wiadomosci w podrecznikach
fizyki.

Niech beda dwa punkty materjalne o masach m,, m,, i przy-
pusémy, ze drugi wywiera na pierwszy pewng sile, a mianowicie
nadaje mu przy$pieszenie p,. Wedlug trzeciego prawa jednoczesnie
pierwszy punkt musi dziala¢ z sila rowna lecz odwrotng na drugi,
a zatem mp, = myp,, gdzie p, oznacza przyspieszenie drugiego.

73. Przyklady. Podajemy tu szereg przykladéw, zawieraja-
cych zastosowania praw Newtona. Niezbedna jest przedtem pewna
uwaga ogolna.

Przypusémy, ze na punkt materjalny o masie m dzialaja
sity P, P,.... Sily te nadaja punktowi pewne przyspieszenie, ktére
mozna wyznaczy¢ w sposéb dwojaki. Wyznaczamy wypadkowg R
tych' wszystkich sil. Mozemy uwazaé, 7e dziala tylko ta jedna
sila R, nada wiec ona punktowi przyépieszenie, zgodne z nig co

do kierunku, a co do wielkosci réwne
Drugi sposéb jest nastepujacy. Sila Py, dzialajac sama jedna,
P, e
nadalaby punktowi przy$pieszenie /;711’ réwniez sila P, nadalaby

mu sama przys$pieszenie Py i t. d. Uklad przyspieszen ~—F—>3—, 2
' m m’ m

jest oczywiécie podobny do ukfadu sit P, P, ..., a zatem, wyzna-

czajac wypadkowa tych przySpieszen, otrzymamy przyspieszenie,

ktére istotnie posiada punkt.
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Odwrotnie, jezeli rozlozylismy przyspieszenie na pewng liczbe
skladowych, to mozemy uwazaé, ze kazda z nich wytwarza odpo-
wiednia skladowa sila.

Prz. 1. Na poziomej plycie lezy cialo, wazgce Q kg, a plyta posiada przy-
Spieszenie pionowe p. Wyznaczyé sile, ktérg cialo wywiera na plyts.

Przyépieszenic dodatnic bedziemy mierzyli na dél, a szukang sil¢ ozna-
czymy przez P. Taka samga silg, ale zwrécong ku gérze, plyta wywiera na cialo,
a wigce dziala na nie sila wypadkowa Q — P, nadajgca mu przyspieszenie p.

Masa ciala gr, a zatem begdzie Q — P S . p, a stad

p RQle—n
g

Jezeli p =g, to P-—0. Gdyby klatka windy osobowej schodzila z przyspie-
szeniem ziemskiem, to jadacy mieliby wrazenie, ze sila ciaienia przestala dzia-
ta¢; np. cigzki przedmiot, nie podtrzymywany, nie spadalby na podloge.

Prz. 2. Do jednego kornca belki wagowej przyczepiono lekki*) bloczek,
przez bloczek przerzucono sznur, a na koricach sznura zawieszono cigzary Q,
i Q,. Jaki ciezar nalezy zawiesié na przeciwleglym koncu belki, aby ta pozosta-
10,0,
Q+Q, "

Przyimujemy, ze tarcie bloczka o o§ jest znikomo male, oraz ze sznur
jest lekki i doskonale wiotki. W tych warunkach naprezenia we wszystkich punk-
tach sznura sa jednakowe. Jezeli naprgienie sznura —.S, to na koniec belki

QF 5-q, Q;—P. o

wala w réwnowadze podczas ruchu cigzaréw Q, i Q,?: Odp.

dziala sita 2.5. Otlrzymamy S z réwnan Q, — S =

zeli na przeciwleglym koricu belki wisi cigzar Q, -4 Q., to ktéra strona belki
opadnie ?

Prz. 3. Na jednym koncu sznura, przechodzacego przez blok, wisi cigzar
Q, a u drugiego konca uczepil sig gimnastyk, wazacy réowniez Q. Co stanie sig
z cigzarem, gdy gimnastyk zacznie wspinaé sie po sznurze w gérg?

Prz. 4. Wielokrazek sklada sig z bloka stalego i bloka ruchomego (fig. 63).
Wyznaczy¢ przyspieszenie cigzaru Q,, wiszacego u bloka ruchomego, jezeli na koncu
(2Q:: Qx\g

4Q. +Q,

Gdy oznaczymy odleglosci ciczaréw od sufitu przez x, i x,, to oczywiscie

sznura wisi cigzar Q.. Odp.

. d’x dix, . )
2x, +x, jest wiclkoScia stala. Z tego wynika 2 -dt'~'l —F T 0, réwnanie,
okreslajace zwiazek .pomiedzy przyspieszeniami cigzardw.

Prz. 5. Cialo o masie m wisi na sprerzystym sznurze, ktérego wspétezyn-
nik sprezystoéci = £, a naturalna dhlugosé = I**). Podnosimy je na laka wysokoséd,

*) Przymiotnik lekki ma wskazywaé, ze masy bloczka nie potrzeba braé
w rachubg Bedziemy wyrazu tego uiywali w tem samem znaczeniu i w dal-
szym ciagu.

[j Jezeli diugosé rozeiagnigtego sznura —y, to napreienie jego wynosi
E(y—10) ,

/ ; wspdlezynnik £ moina uwazaé dla danego sznura za wielko&é staly,
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aby sznur przybral t¢ dlugosé naturalna, i nastgpnie pozostawiamy je samemu
sobie. Okazaé, ze ruch ciala bedzie harmoniczny, wyznaczyé okres, amplitude
i srodek wahan.

Oznaczywszy odleglosé ciala od punktu zawie-

: d* E(y —{
szenia przez y, otrzymamy m . myg — fﬁ] ). .

dt? s l
Mozna tak obraé poczatek toru, aby réwnanie to prze-

. . d*, Ey
ksztalcilo sig na T S hewio

ruchu harmonicznego, znane z par. 56. Okres wynosi .

a to jest réwnanie

2mgl
5

Prz. 6. Rurka o dlugoéci 2a, wewnatrz gladka, .

2n /E ;
\/ £ @ amplituda

obraca si¢ w plaszczyZnie poziomej okolo swego koiica (o

O ze stala szybkoscia katowa ©. W rurce w samym t

srodku, znajduje si¢ kulka, przywigzana nicia do punktu O.
W jakim czasie i z jaka szybkoseig kulka wyjdzie z rurki,

gdy ni¢ sig zerwie ? Wyznaczyé takze reakcjg pomig- C?‘/
dzy rurka i kulka w funkcji odlegloéci r od O. Odp.

r (213 = .
Szukany czas — - Ié"(*m—]—)—, szybkosé — aw |7, Fig. 63.
reakcja 2mo?| r* — ¢f, gdzie m jest masa kulki.

Gdy kulka znajduje si¢ w odleglosci r od O, to jej przyspicszenie posiada
s d : =i — . dr .
trzy skladowe: przySpieszenic unoszenia w?r i przysSpieszenie wzgledne T kie-
runku rurki, a précz tego przyipieszenie Coriolisa, prostopadle do rurki. Ponie-
waz w kierunku rurki nie dziala na kulke Zadna sila, przeto wypadkowa dwéch
. d® -

pierwszych musi byé zerem, otrzymamy wige :17: — w¥’r=0. Z tego juz latwo
otrzymaé zadane wielkoSci. - Interesujaca jest rzecza, ze szukany czas nie zalezy
od dlugoéei rurki.

Prz. 7. Cialo o masie M lezy na gladkim stole; do niego jest przycze-
piony sznur, ktéry zwisa ze stolu i dzwiga na koricu blok o masie m. Przez
blok przechodzi inny sznur, na ktérego koncach wisza masy m, i m,. Wyznaczyé

m (m, -i- my) - dmym,
(M -+ m) (m,+ m,) +4mm,~"

Prz. 8. Przez nieruchomy blok przerzucono sznur, a na lewym korcu
sznura zawieszono drugi blok lekki, przez ktéry przechodzi drugi sznur, diwi-
gajacy na koncach cigzary P i Q. Jaki cigzar nalezy zawiesi¢ na prawym koncu

- 4P
pierwszego sznura, aby cigzar Q pozostal w spokoju? Odp. »SAP-_—QfQ* Urzadze-

Q

nie jest mozliwe tylko w takim razie, gdy 1);.,,_3_'

przyspieszenie ciala M. Odp.

o ile wydlusenie nie przekroczylo pgwnych granic, tak zw. granic sprezystosci.
Nalezy przyjmowaé, ze warunek ten jest spelniony, ¢dy w dalszym ciagu bedzie
mowa o sznurach, lub wogdle cialach sprezystych.
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Prz. 9. Sznur przechodzi przez dwa nieruchome bloki; jego czesé, za-
warta pomiedzy blokami, diwiga nawleczony gladki piericien o masie M, a na
jego koncu lewym wisi masa m. Wszystkie czgSci sznura maja kierunek pionowy.
Jaka masa powinna wisieé na prawym konicu sznura, aby pierScien pozostawal

w spokoju? Odp. J%M Urzadzenie jest mozliwe jeieliml-—ﬂ.

4

Prz. 10. Na koncach sznura, przerzuconego przez nieruchomy blok, wisza
dwa jednakowe cigzary. Jak zmieni si¢ naprezenie sznura, gdy podwoimy obcia-
zenie jednego konca i zmniejszymy obciazenie drugiego do 2/,? Odp. Pozostanie
bez zmiany.

Prz. 11. Wielokrazek sklada si¢ z jednego bloka ruchomego i jednego
stalego, jak na fig. 63. Na bloku i na koficu sznura wisza réwnowazace sig
cigzary; jak zmieni si¢ naprgzenie, gdy podwoimy obciazenie’bloka i zmniejszymy
do polowy obcigzenie sznura? \

Prz. 12. Cialo zostalo rzucone w gére z szybkoscig v, po linji najwiek-
szego spadku rowni pochylej, ustawionej pod katem o do poziomu. Kat tar-
cia =@. Wyznaczyé szybkosé, z ktéra cialo powrdci do miejsca, z ktérego
wyszlo. Odp. vo\]/sfn (= = P

sin(z @)

Prz. 13. Wagon o masie m oderwal si¢ w punkcie A podczas pelnego
biegu od pociggu, ktérego catkowita masa byla réwna M. Wagon zatrzymal
si¢ w punkcie B w odleglosci / od A. W jakiej odlegloici od B byla wéwezas
reszta pociggu, jezeli sita pociagowa lokomotywy pozostala bez zmiany, a opér,
ktéry pociag napotyka w biegu, jest proporcionalny do masy? Odp. M{’%'

Prz. 14. Lafcuch jednorodny, ktérego waga — Q, a dlugosé - [, lezy
wzdluz linji najwickszego spadku gladkiej réwni pochylej, tworzacej z poziomem
kat «; poczatkowo dolny koniec laricucha znajduje si¢ na samym brzegu réwni.

Gdy wyswobodzimy tancuch, i juz x metréw zsunie si¢ z réwni, to jakie bedzie
naprezenie w punkcie, ktory wlasnie przechodzi przez brzeg? Odp.
Qx ({ — x) (1 — sinw)
= e

Punkt wskazany dzieli Jadcuch na dwie czgéci, ktére mozemy uwazaé za
dwa odrgbne ciala; kazde z nich wywiera na drugie sile S, réwna szukanemu
naprezeniu.

Prz. 15. Punkt O przyciaga wszystkie ogniwa jednorodnego laficucha
z silami odwrotnie proporcjonalnemi do kwadratu odleglosci, i' pod dzialaniem
tych sit wyprostowany laficuch sunie wprost do O. Wspélezynnik proporcjonal-
nosci = k, dlugosé lancucha = a, i jego masa = pa. Wyznaczyé naprezenie
w jakimkolwiek punkcie fancucha przy jakimkolwiek polozeniu jego.

Korce lafcucha oznaczymy przez A i B; z nich pierwszy ma byé blizszy
do O. Pragniemy wyznaczyé naprezenie .S w punkcie P, w odlegloéci x od A

kndx

(e ™

— dS, gdzie p oznacza przySpieszenie lancu-

w chwili, gdy OA — r. Na element dx dzialajs sily .S, S—-dS i
kndx

tem bedzie pdx . p — . b,
(r —x)*
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cha. Calkujac i uwzgledniajae, ze w A i B naprezenie jest zerem, znajdziemy
kpx (a — x)
" Rt
Prz. 16. Cialo o masie m otrzymalo szybkosc¢ v, w osrodku, ktéry stawia
opér proporcjonalny do kwadratu szybkodci; wspélezynnik proporcjonalnosei — < k-
Wyznaczyé droge, ktéra cialo przebiegnie w czasie £

Réwaanie ruchu m (Z’— — kv®. Catkujgc, otrzymamy s —Z—’lggﬁ:—_—"}_

Prz. 17. Cialo spadlo na ziemig z nieskonczenie wielkiej odleglosei. Do-
wiesé, ze doszloby ono do powierzchni ziemi z tika sama szybkoscia, gdyby
wysokoéé spadania byla réwna promieniowi ziemskiemu, i gdyby sila cigzenia
byla stale réwna mg.

Prz. 18. Przypusémy, ze w kuli ziemskiej przebito prosty tunel w kierunku
srednicy. Uwaiajac, ze ziemia jest kula jednorodna i nie uwzgledniajac oporu
powietrza, wyznaczyé czas, w ciagu ktoérego cialo, wpuszczone do tunelu bez
poczatkowe]j szybkosci, dojdzie do koiica przeciwleglego. Odp. Okolo 42 minut.

Dajmy na to, ze cialo znalazlo si¢ w odleglosci x od srodka ziemi, Po-
prowadzmy przez nie w wyobrazni powierzchnig kulista wspélsrodkews z po-
wierzchnia ziemska; tym sposobem podzielimy ziemig na dwie czesci, zewngtrzng
i wewnetrzng. Wiadomo, ze pierwsza nie wywiera na cialo zadnej sily, a druga
przyciaga je tak, jakgdyby cala jej masa byla skoncentrowana w srodku. Réwna-

nie rézniczkowe ruchu bedzie 2 B CEY Zadany czas znajdziemy wedlug

d?? a
par. 56.

Prz. 19. Dwa punkty materjalne o masach m i p przyciagaja siq wedlug
prawa Newtona, t. . wprost proporcjonalnie do mas i odwrotnie proporcjonalnie
do kwadratu odleglosci; wspélezynnik proporcjonalnosei — k. Punkty te umiesz-
czono w polozemiach ' 4 i B w odleglosci @, nastgpnie nadano drugiemu staly
szybkos¢ u w kierunku AB i jednoczesnie wyswobodzono pierwszy. Czy punkt
pierwszy dogoni drugi?

Dajmy na to, ze w chwili # odleglosé pomiedzy punktaml byla réwna x;

w takim razie przy:pleszeme wzgledne punkiu 4 wynosi —,. Temuz samemu jest

It

réwne przyspleszemc bezwzgledne, bo przy<p|cszemo unoszenia jest zerem, a za-

tem bedzie
d*x kmp
™ diz X
12kp ke ¢
Z tego otrzymamy, ze w® — — - u® — =~ , gdzie w oznacza szybkosé
x a

wzgledna. Poczatkowo punkly si¢ oddalaja, szybko&é w jest odwrécona od p

i x jest weiaz wicksze od a; w przeidzie przez zero i zmieni kierunek, jezeli
2k : o 2k ]

u? — == jest ujemne, lub jezeli u?.c=—~-. W tym razie punkt m dogoni .
a a -
Prz. 20. Czesé laficucha, ktéreso calkowita dlugosé - a, lezy na gladkim

stole, a druga czgsé o dlugosci b zwisa. W ;akxm czasie laficuch zsunie sig ze

i 1 a'—b?

stolu, jezeli pozwolimy mu spadaé¢? Odp. \,‘ £ 7
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74. Réwnania ruchu. Niech bedzie punkt materjalny m, na
ktéry dziala sita P, udzielajaca mu przyépieszenie p. Obierzmy
prostokatny uklad wspélrzednych i oznaczmy wspélrzedne punktu
m przez x, y, z. Rzuty sily na osi niech beda P., P,, P., a rzuty

. L i d%y _ d’z &
przylpieszenia p:=—p, py=—S, Pa=—rg Oczywiscie sto-
sunek p. do P, jest taki sam, jak stosunek p do P, a zatem
P.= mp,; toz samo dotyczy rzutéw pozostalych. Bedzie wiec

d*x d%y d*z
moy = 7 m—(—il; = P, mog = R
Calkujac, otrzymamy réwnania ruchu punktu.

Gdy mamy do czynienia z wspélrzednemi biegunowemi, to
rozkiadamy sil¢ i przy$pieszenie w kierunku promienia wodzacego
oraz w kierunku prostopadlym. Oznaczajac skladowe sily przez
o al wspélrzqdne przez r i ¢, otrzymamy

(a’l[)] 2, m a’ a'(p

r

a/t~

Czesto wypada rozkladaé w kierunku styczne] 1 normalnej
do toru. Skiadowe sily w tych kierunkach oznaczymy przez P,
P, i nazwiemy silq slycznq i silq normalng. Bedzie wicc

2
ji P, m% =P

Wypada dodaé, ze gdy tor nie jest plaski, to calkowite
przyspieszenie lezy w plaszczyzinie $cisle stycznej (par. 58), a za-
tem i catkowita sita lezy w tejze plaszczyznie. Z tego wynika, ze
ostatnie dwa réwnania dotycza zaré6wno ruchu plaskiego, jak i nie
plaskiego.

Prz. 1. Na plaszezyinie poziomej stoi klin, ktérego Sciany boczne tworza
z podstawa katy o, i a,. Sciany te s3 gladkie i leza na nich masy m, i m,,
polaczone nicia, przechodzaca przez krawedz. Jakie przyspieszenie poziome po-
winien mie¢ klin, aby masy m,, m, pozostawaly wzgledem niego w spokoju?

Na kazde cialo dziala sila ciazenia, naprezenie sznura oraz reakcja Sciany.
Skoro cialo ma pozostaé w spokoju wzgledem klina, to sily te powinny mu na-
dawaé przyspieszenie poziome, réowne przyspieszeniu klina, a zatem suma ich
rzutéw na dowolny kierunek musi byé réwna rzutowi owego przyépieszenia, po-
mnoZohemu przez masg ciala, Aby nie wprowadzaé reakcyj Scian bierzemy rzuty
na linje najwickszego spadku ; rugujac nastepnie neprezenie nici, znajdziemy, ze
(m, sina, -— m, sina,)g

szukane przySpieszenie wynosi
m, oS %, —t- /M, COS &y
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Prz. 2. Z réwni pochylej, tworzacej z poziomem kat o, zsuwa sie¢ naczy-
ie z woda. Wspélezynnik tarcia pomiedzy dnem naczynia i réwnia jest réwny
tang. Wyznaczyé kat, ktéry powierzchnia wody tworzy z réwnia.

Na czasteczkg wody o masie m, polozona na samej powierzchni, dziala
sita ciazenia mg oraz reakcja R pozostalej masy wody. Jeieli woda pozostaje
W spokoju wzgledem naczynia, to ta reakcja jest prostopadla do powierzchni
wody, a obydwie sily mg i R nadaja czasteczce przySpieszenie, réwne przyspie-
gsin (@ — )
" cosg i
kierunek, pomnozony przez m, jest réwny sumie rzutéw owych sil. Biorac rzuty
na dwa stosownie obrane kierunki, znajdziemy, Ze szukany kat jest réwny .

Prz. 3. Na gladki poziomy drazek nawleczono pierScien o masie m, do
piericienia przyczepiono sznur o dlugosci @ i na koncu sznura zawieszeno
masg nm. W poczatku sznur byl wyprezony i odchylony od pionu o kat «
W plaszczyznie pionowej, przechodzacej przez drazek, przyczem zaréwno punkt
nm, jak i pierscien, pozostawaly w spokoju. Wyznaczyé tor, ktéry zatoczy
punkt nm po wyswobodzeniu ukladu. '

Za poczatek obieramy pierwotne polozenie piericienia, drazek za o§ x,
a o5 y kierujemy pionowo na dél. W chwili / punkt »m posiada wspolrzedne
(x, y), pierécieri (x* 0), a sznur jest odchylony od pionu o ¥, Otrzymamy réw-
nania

szeniu naczynia, czyli Rzut tego przySpieszenia na dowolny

dx . dx’ :
nmd—; = — Ssin &, mTZ = Ssini,
d*x i
stad Sl — s =0
3 i
: : d dx’ .
Z tego wynika przedewszystkiem n—dx7 —+ -—'1\1 = 0, a nastepnie
i a
nx - x’ = ansinx.

Korzystajaec z rzucajacych sie w oczy zwiazkéw geometrycznych, otrzymamy

réwnanie toru
(n + D2t + y* — 2(n + 1) naxsinz - n*a*sin®a — a* = 0.

: = LT WL : .
Jest to elipsa, ktorej osi posiadajg dlugoici S i 2a; pierwsza z nich
lezy na osi x.

Prz. 4. Na gladkiej plaszczyznie poziomej stoi umocowana w plaszczyznie
Pionowej gladka obrecz o masie M. Na obreczy lezy punkt materjalny o masie
m, przywigzany do koiica sznura A. Sznur ten dochodzi po obrgezy do jej naj-
wyizszego punktu B, nastepnie idzie poziomo i w drugim koiicu jest umocowany
nieruchomo. Kat AOB ~ ¥, gdzie O oznacza Srodek obreczy. O ile zmniejszy
sie reakcja, ktéra punkt m wywiera na obrecz, gdy ta zostanie wyswobodzona ?
migsin®d

M--4m sin"%

Po wyswobodzeniu ruch obreezy bedzie postepowy, bo tarcia niema.
W pierwszej chwili szybkosci obreezy i punktu m sa jeszcze zerami, ale jui
10

Odp.

Naukn o ruchu.
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kazde z tych cial posiada przySpieszenie. Dajmy na to, ze przySpieszenie obre-
czy = p; w takim razie obydwie skladowe przySpieszenia punktu m, t. j. przy-
$pieszenie wzgledne i unoszenia, sa takze réwne p.

Na obrgez dziala reakcja punktu m oraz reakcje réinych elementéw
sznura AB. Wyznaczanie wypadkowej tych ostatnich moze nastreczyé pewne
trudnosci. Nastgpujace proste rozumowanie ulatwi sprawe.

Przypusémy, ze pewien uklad si dziala na cialo o drobnej masie. Jezeli
przyépieszenie tej masy jest niezbyt wielkie, to sily sa prawie w réwnowadze;
znaczy to, ze ich suma rzutéw na dowolny kierunek lub suma momentéw wzgle-
dem dowolnej prostej rézni si¢ niewicle od zera. Jezeli nie uwzgledniamy wecale
masy owego ciala, to mozemy uwazaé, ze sily sig rownowaza.

W danym przypadku na sznur AB dzialaja naprezenia S w A i B oraz
rcakcje, ktére obrecz wywiera na réine elementy. Mozemy uwazaé, ze sily te
si¢ rownowaza, bo nie uwzgledniamy masy s:znura. Z tego wynika, ze napre-
zenia .S réwnowazs reakcje obreczy, a wige sj réwnowaine z reakcjami, ktére
sznur wywiera na obrecz.

Prz. 5. Gladki pierscien o masie m, jest nawleczony na sznur, ktérego
jeden koniec umocowano nieruchomo, a do drugiego przywiazano punkt mate-
rialny o masie m. Poczatkowo punkt m jest podtrzymywany na poziomie konca
nieruchomego, a kazda czg§é sznura tworzy z poziomem kat «. Jakie bedzie
naprgzenie sznura w pierwszej chwili po wyswobodzeniu punktu m. Odp.

mm,gsin %
7)7‘11 —{—N4m sin*e

Obrawszy nieruchomy punkt sznura za poczatek, znajdziemy

Vo ar T = g VT =t
gdzie (xy), (x, y,) oznaczaja wspélrzgdne punktu m i pierscienia, a / dlugosé
sznura. Rézniczkujage réwnanie powyzsze dwa razy wzgledem #, otrzymamy zwia-

zek pomiedzy wspélrzednemi, szybkoSciami i przyspieszeniami. Wszystkie te
wielkosci mozna latwo dla pierwszej chwili wyznaczyé.

Prz. 6. Na gladkiej plaszczyznie poziomej jest umocowana okragla tarcza
o promieniu a. Do pewnego punktu jej obwodu przyczepiono punkt materjalny
zapomoca sznura, ktérego dlugosé jest réwna polowie obwodu. Sznur byl wy-
prostowany i mial kierunek promienia, gdy punkt materjalny otrzymal szybkosé
v,, prostopadly do sznura. W jakim czasie dojdzie on do obwodu tarczy?

Tta
Odp. o

Prz. 7. Koniec nici o dlugosei [ jest umocowany w najwyzszym punkcie

gladkiej kuli o promieniu a. W drugim koiicu ni¢ diwiga cigzarek, ktéry zata-
cza kolo poziome ze staly szybkoscia katowa, przyczem czgs§é nici ax pozostaje
w zetknigeiu z kulg. Wyznaczyé szybkoié katowa.

Odp (DY == £:605

Tasina -- ({ — az)cos«]sinz *

Prz. 8. Pierscien, ktérego promien = a i waga = Q, wiruje okolo osi,
prostopadlej do jego plaszczyzny i przechodzacej przez srodek. Wiadomo, ie
sztaba, z ktérej zrobhiono obwéd pierécienia, zrywa si¢ pod dzialaniem sily roz-
ciggajacej So.  lle obrotéw na minute moze najwyzej robié pierscien ?
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Odp. 30\/_2!»’5o :
®aQ

Nalezy rozwazyé stan jednego elementu obwodu, ktéry widaé ze &rodka
Pod katem d¥. Dzialaja nan naprezenia S na koncach; wypadkowa ich wynosi
25 si d% . . . db d%

sin—-, albo Sd¥, gdyz sin T

Prz. 9. Dwa punkty materjalne o masach m, i m,, polaczone nicia nieroz-
ciagalng ‘o dlugosci /, leza na gladkim stole, i nié jest wyprezona. Punkt m,
otrzymuje uderzenie w kierunku prostopadiym do nici; wyznaczyé promien krzy-
wizny toru jego w punkcie poczatkowym.

Na m, dziala tylko naprezenie nici S, zatem punkt ten bedzie mial tylko

S

T ; —T . o
Przyspieszenie normalne, i — = —-, gdzie v oznacza szybkosé poczatkowa.
g mi

Torem wzglednym jego, wzgledem rm,, jest kolo o promieniu /, szybkosé wzgle-
dna = v, bo punkt m, jest w pierwszej chwili nieruchomy, a wiec przyspieszenie

wzgledne- v Spieszenie unoszenia :'i Bedzie przeto AN s
gledne=—, i przyépiesze = € p 7 7 =

. l . A
Rugujac z tych réwnar .S, otrzymamy p = (m;’:in‘—) Jezeli m; =m,, to ¢=2/;

w tym przypadku torami obydwéch punktéw sa cykloidy pospolite, jak zoba-
czymy w przyszlosei.

Prz. 10. W érodku nici o dlugosci 2a jest przywiazany punkt materjalny
m, a na koncu punkt M. Drugi koniec nici jest przymocowany do gladkiego stolu,
na ktérym leza punkty, i dwie polowy nici tworza kat @. Punktowi M nadano
szybko§¢ prostopadla do czesci nici, laczacej go z m, przyczem obydwie czesci
Pozostaly w naprezeniu. Wyznaczyé promien krzywizny toru pnnktu M w punk-

2
cie poczatkowym. Odp. a(m—l—-‘n]lllsma_)_‘

Latwo zrozumieé, Ze M posiada w pierwszej chwili tylko przyépieszenie
Normalne, a m tylko styezne.

Prz. 11. Koniec nici jest przymocowany w punkcie O do poziomej glad-
kiej plaszczyzny; nié przechodzi przez paciérke B, i do jej drugiego konca jest
Przyczepiony punkt materjalny 4 o masie réwnej masie paciérki. Poczatkowo
wszystko to spoczywa na plaszczyznie, obydwie czesci nici sa wyciagniete, two-
rzac rozwarty kat «, i czesé AB=a. Wyznaczy¢ poczatkowy promien krzywizny
toru, ktéry obierze punkt A4, gdy mu nadamy szybkosé prostopadla do AB.
Odp. a(l -}~ 4coz'—'~g—) .

Moze tu zaj§¢ trudnoéé przy wyznaczaniu przyspieszenia punktu 4 wzgle-
dem B. Potrzebna jest tylko skladowa jego w kierunku BA. Mozna ja obracho-

d? de\* - T . il
waé wedlug wzoru pr = E; — r(ﬁ(:i , gdzie e lest w pierwszej chwili

9

skladows przyspieszenia paciérki w kierunku OB.

Prz. 12. Dwa punkty materjalne 4, B o masach m,, m, sg polaczone
Nierozciagalna nicig, przewleczong przez male gladkie kélko C. Kolko to jest
osadzone nieruchomo u szezytu réwni pochylej, tworzacej z poziomem kat =

10*
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Poczatkowo punkt A spoczywa na réwni, czesé nici AC, réwna a, lezy na linji
najwiekszego spadku, a czesé CB wisi pionowo. Nadajemy punktowi A szyb-
kos¢ v prostopadla na réwni do AC. Zbadaé, czy punkt B zacznie sie wznosié,
czy opadad.

Punkt B zacznie sie¢ wznosié¢, jezeli naprezenie nici w pierwszej chwili

2
e -+ sina.

Prz. 13. Trzy jednakowe czasteczki A, B, C, polaczone niémi, stanowia
wierzcholki tréjkata réwnobocznego, w ktérym promien opisanego kola = a.
Uktad ten wirowal okolo érodka cigzkosci tréjkata, gdy nié AC sig zerwala.
Wyznaczyé promienie krzywizny toréw czastcczek w pierwszej chwili po zerwa-

. Sa S5a Sa
mu. Odp 3‘, —6*, ~3—

Prz. 14. Punkty materjalne 4, B, C, kaidy o masie.mm, leza na gladkiej
plaszczyinie poziomej, przyczepione do nierozciagalnej nici, i czesci nici 4B,
BC sa odpowiednio réwne a, b. Punkt B jest przymocowany do plaszczyzny,
A za$ oraz C kraza kolo niego z szybkoscia katowg ®, przyczem obydwie czesci
nici leza na linji prostej. Wyznaczyé naprezenia, ktére powstang w nici bezpo-

m(2a+ b)(u" . nl(a+2b) o
3 ] 3 .

bedzie wigksze od myg, lub jezeli D
m, ag

srednio po wyswobodzeniu punktu B. Odp.

Prz. 15. Punkt materjalny o masie m jest zawieszony na nierozciggalnej
nici u korica poziomego sztywnego ramienia, ktére moze sie obracaé okolo osi
pionowej, przechodzacej przez drugi koniec. Dlugosé ramienia = a, dlugosé
nici = b. Gdy wszystko pozostaje w spokoju, nadajemy ramieniowi szybkosé

. o
katowa w. Wyznaczyé poczatkowe naprezenie nici. Odp. m(g -+ 3 ) -

Prz. 16. Wagon rusza na luku i idzie ze stalem przyspieszeniem p. Szyna
zewnetrzna lezy wyzej od wewnetrznej, skutkiem czego podloga wagonu tworzy
z poziomem kat «. Jaki powinien byé co najmniej wspélezynnik tarcia pomigdzy
podloga i leiqcym na niej przedmiotem, aby przedmiot ten sig nie zsuwal?
Odp: l p® - g*sin sm-oc

geose

Nalezy naprzéd wyznaczyé niezbedng wartosé wspélczynnika tarcia dla
szybkoSci wagonu v, a nastgpnie zbadaé, przy jakiem v warto¥é ta jest naj-
wigksza.

Prz. 17. Dwie_jednakowe czasteczki A, B o masach m sa polaczone nie-
rozciagalng nicig o dlugosci . Czasteczki te lezq na gladkiej plaszczyznie po-
ziomej, pierwsza z nich jest swobodna, a druga moze sig¢ poruszaé tylko po
prostej x. Nié byla wyciggnigta prostopadle do x, gdy czasteczka A otrzymala
szybkosé v, réwnolegla do tej prostej. W jakich granicach zmienia sig napre-
zenie nici? Odp. Od do 25

m'uu

Prz. 18. Punkt materia]ny lezy w O na plaszczyinie, nachylonej do po-
ziomu pod katem ¢, réwnym katowi tarcia punktu o plaszczyzne. Punktow’
temu udzielono szybkosé v, w kierunku poziomym na plaszczyinie; jaka bedzie
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szybkosé jego, gdy ruch stanie si¢ jednostajnym na linji na]wiqkszego spadku
2u,®
3gsing
Obrawszy za oé odcigtych prosta najwiekszego spadku i za os rzednych

prostg pozioma, otrzymamy latwo ‘:71 —f—d—vi = 0, a stad v vx = v,. Dalej

plaszczyzny, iw lakle] odleglosci linja ta lezy od O? Odp. 2 i

dvy v? duy d?
I o= = L e & kat, kto kos¢é
dt i czyli =7 o’ gdzie & oznacza kat 6ry szybkosS¢ tworzy

z osia x. Przy pomocy ostatniego réwnania wyrazimy y w funkeji 3.

Prz. 19. Plaszczyzna materjalna przechodzi przez prosta pionowa y i obraca
sie kolo niej ze stala szybkoscig katowa w. Z punktu O polozonego na osi, wy-
biegl punkt materjalny m z szybkoscia poczatkowa w,; szybkoS¢ ta jest pozioma
i zawarta w plaszczyznie, przyczem punkt biegnie po stronie przedniej. Wyzna-
czyé linje, ktéra punkt zakresli na plaszczyznie, a takze reakcjg plaszczyzny na
punkt. Odp. Réwnania ruchu wzglednego, lub réwnania parametryczne linji szu-
kanej sa x %(emt” e Y, y:gé—-. Szukana reakcia wynosi 2m(v)]/m‘-’x5+v0"5
i wytwarza przyspieszenie Coriolisa.

" Prz. 20. Sznur sprezysty, ktérego dlugosé naturalna = a, wspélczynnik
sprezystoici — E (par. 73, prz. 5) i masa — ita, jest zawarty w prostej rurce.
Koniec sznura jest umocowany w koncu rurki, i rurka obraca si¢ okolo tego
korica w plaszczyZznie poziomej z szybkoscia katowa ». Wyznaczyé dlugosé
sznura w przypuszczeniu, ze pozostajc on wzgledem rurki w spoczynku, a takze
tanak po? 1 —cosak

E ' k* °  cosak '’

naprezenie w koncu nieruchomym. Odp. gdzie

k 0)\/2

Obierzmy na sznurze dowolny punkt P i oznaczmy przez x dlugosé
czgéci OP w stanie naturalnym, a przez y w stanie rozciggnigtym. Mozemy uwa-

. . - . E dy — dx

iaé y za funkcje zmiennej niezaleznej x. W punkcie P naprezenie S=E idx—— ,
dy oL

a stad f§‘§ E: 4 7 drugiej strony jidx . yw?=— dS, zatem — e - IE ]

Prz. 21. Punkty materjalne A i B s3 polaczone nierozciagalng nicia;
pierwszy leiy na stole, a drugi zwisa o h niZej od brzegu. Wspotezynnik tarcia
pomiedzy pierwszym i stolem == f. Punkt 4 mial wiasnie ruszy¢, gdy punktowi
B udzielono szybkosé pozioma. Wyznaczyé promien krzywizny toru punktu B
w polozeniu poczatkowem. Odp. (1 -} /)A.

75. Ruch na torze przepisanym. Dotychczas méwilismy
o ruchu punktu swobodnego, t. j. takiego, ktéry z kazdego po-
lozenia méglby ruszyé dowolnym torem, gdyby tylko przylozyé
don odpowiednia sifg. Rozwazymy teraz ruch punktu, zmuszonego
pozostawaé na pewnym okreslonym torze, np. ruch kulki, zawar-
tej w sztywnej rurce, albo ruch paciérki, nawleczonej na sztywny
drut. Tymczasem bedziemy pomijali tarcie punktu o tor (o $ciany
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rurki albo o powierzchni¢ drutu), innemi slowy bedziemy uwazali
tor za doskonale gladki.

Przypusémy wiec, ze punkt materjalny o masie m musi po-
zostawaé na torze @, i ze dziala nan sita P. W chwili ¢ punkt m
zajmuje na torze polozenie O.

Obieramy uklad wspélrzednych w sposéb nastepujacy. Po-
czatkiem bedzie punkt O, osig x styczna do toru, kierunek dodatni

1z w strong szybkosci, osig y gléwna
; normalna w strone s$rodka krzy-
wizny; dyspozycja ta okresla row-
niez stosownie do przyjete] umowy
(par. 12) i 0§ z. Oczywiscie pla-
b szczyzna xy jest Scisle styczna do.

/0 X krzywej @, a o$ z jest binormalna
\ tej krzywej.
a

Rola mechaniczna ciala, ktére .

y zmusza punkt materjalny do po-

Fig. 64. zostawania na krzywej @, albo

ktére tworzy tor ¢ (np. rurki lub

drutu), polega tylko na tem, Ze wywiera ono na punkt materjalny

pewna reakcje. Jezeli uwzglednimy te reakcje w rachunku, to

mozemy zapomnie¢ o istnieniu owego ciala, t.|. uwazaé punkt m
za swobodny.

Oznaczmy reakcje toru przez R; poniewaz tor jest gladki,

przeto lezy ona w plaszczyznie normalnej, czyli w plaszczyznie yz.

Rzuty sily P na osi x, y, z oznaczmy odpowiednio przez

P, P, i Py; rzut reakcji R na o$ x jest zerem, a dwa rzuty po-

zostale oznaczmy przez R, i Rs. Przy$pieszenie lezy w plaszczy-

znie xy, i rzuty jego na osi beda odpowiednio %?, %, 0, gdzie

v oznacza szybkos¢ punktu, a ¢ promien krzywizny toru w punk-
cie O. Tym sposobem otrzymamy nastepujace trzy réwnania:

2
mes = p,, 11:)1=P,,+R,,, 0= P, +R,.

Zwiazki te sa wazne dla kazdej chwili; trzeba tylko uwazaé,
ze w kazdej chwili nastepnej rzuty sa brane na styczna, normalna
gléwna i binormalng w tym punkcie toru, ktéry wéwczas zajmuje
punkt materjalny, a nie na osi, obrane pierwotnie. Jezeli tor jest
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plaski, i sila P dziala w jego plaszczyznie, to A, =R,=0 i R,
oznacza reakcje calkowits.

Réwnania powyzsze okreslajg calkowicie ruch punktu, jezeli
dane jest jeszcze polozenie jego i szybkosé w chwili poczatkowej.
Mozna z nich takie wyznaczyé reakcje toru R.

Rurka moze wywieraé na zawarty w niej punkt materjalny
reakcje w kazdym kierunku w plaszczyinie normalnej; toz samo
dotyczy drutu z nanizang paciérka. W innych razach kierunek
reakcji toru musi czynié zado$é pewnym warunkom. Wyobrazmy
sobie np., ze kulka porusza si¢ nie w rurce, lecz w zlobku lub
rowku.  Oczywiicie reakcja nie moze tu przekroczyé granic pe-
wnego kata w plaszczyZnie normalnej.

" Albo przypuséémy, ze torem jest skrawek kolowej powierzchni
cylindrycznej, czyli obrecz kolowa, a punkt materjalny znajduje
sig po stronie wewnetrznej. Oczywiscie reakcja moze tylko dziatad
na promieniu obreczy w kierunku $rodka.

Réwnania powyzsze sa wazne tylko dopéty, dopéki okreslony
przez nie kierunek reakcji czyni zado$é postawionym warunkom.
Jezeli znajdziemy, ze w pewnym miejscu reakcja wyszla ze wska-
zanych granic, to wnioskujemy, ze dalszy ruch na przepisanym
torze byl niemozliwy, a zatem punkt materjalny tor ten opuscil.
Dalszy ruch punktu odbywa sie¢ juz w innych warunkach, a zatem
i réwnania ruchu beda inne.

Prz. 1. Punkt materjalny zostal wprawniony w ruch na gladkim torze,
i dalej juz zadna sila nan nie dziala. Okazaé, ze szybkos¢ punktiu pozostaje
stala co do wielkosci, i ze reakcja toru jest proporcjonalna do krzywizny.

Prz. 2. Punkt materjalny, ktéry musi pozostawaé na okregu, jest przy-
ciagany do jednego z punktéw tego okregu z sila odwrotnie proporcjonalng do
piatej potegi odleglosci. Okazaé, ze reakcja toru jest stala co do wielkoéci.

Prz. 3. Dwa jednakowe punkty materalne umieszczono w dwéch glad-
kich prostych rurkach, przecinajacych s'q pod katem prostym. Punkty sig orzy-
ciagajq i ruszajg ze stanu spokoju. Okazaé, ze dojda one jednoczesnie do punktu
przecigeia rurek, jakiekolwiek jest prawo przyciagania.

Obieramy rurki za osi wspolrzednych, wspolrzedne punktow materjalnych
w chwiii ¢ oznaczamy przez (x, 0) i |0, y), a kat, ktéry prosta laczaca tworzy
Z osig x, przez %. Bedzie wéwezas

d2x dy

e & — = — in .
m Pcos?, ma Psin
d*y d'x e dy dx
Z tego otrzymamy latwo x@ —y'-(-h:_, =0, czyli d(x e yvd?) — (0; osta-

tecznie y = Cx, gdzie C jest stalg calkowania. Gdy wiec x = 0, to i ¥ 0.
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Prz. 4. Na gladkiej plaszczyznie poziomej lezy gladka obrgcz o promie-
niu a, i u jej punktu A wewnatrz lezy punkt materjalny. W pewnej chwili
nadano obrgczy szybkoié stala v w kierunku promienia BO, gdzie O oznacza
srodek obrgczy, a kat AOB = ¥ jest mniejszy od prostego. W jakim czasie

ad

punkt materjalny dojdzie do B? Odp. T

W pierwsze] chwili punkt otrzymuje szybkosé bezwzgledng w kierunku
promienia, bo tarcia niema, a nastepnie szybko$é wzgledna pozostaje stala.

Prz. 5. Paciérka o masie m j=st nawleczona ra drut, tworzacy kolo o pro-
mieniu a. W poczatku paciérka pozostawala w spokoju w polozeniu A, gdy
drut zaczgl siq obracaé ze stalg szybkoScia katowa » okolo punktu O, polozo-
nego na przeciwleglym koncu srednicy, przechodzacej przez A. Wyzraczyé reakcejg
mw*r(3r — 4a)

2a -

Oznaczamy {uk od A do polozenia pacidrki w chwili { przez alt i jej

drutu na paciérke w funkeji odleglosci r od O. Odp. R =

szybko5é wzgledna przez o2. Przyspieszenie bezwzglgdne paciérki posiada skla-

dowe nastepujgce: 1) przySpieszenie unoszenia ro?, 2) dwa przySpieszenia
C )

wzgledne af? oraz s i 3) przySpieszenie Coriolisa 2a2w. Biorac rzuty na pro-

mien kola i styczng, otrzymamy réwnania

R — m (a9 r(u?cosi — 2aQw) aig— —+ ron?sin L A 0.
2 1 dt 2
Poczatkowa szybkosé wzgledna = 2aw, a calkujac drugie z réwnai powyiszych,
H
otrzymamy 2 = 20 cos 5 = -O;—r . Kiedy paciorka dojdzie do O?

Pez. 6. Punkt materjalny, przywiazany do korica nici nawinigtej na kolo,
jest odpychany od srodka kola z sity wprost proporcjonalng do odleglosci;
wspélcz. proporcjonalnosci == k. Poczatkowo punkt znajdowal si¢ na obwod:ie
kola w spoczynku; wyznaczyé naprezenie nici, gdy juz odwinie sig¢ dlugosé s.
Odp. 2ks.

Prz. 7. Punkt materjalny P moze poruszaé si¢ wewnatrz gitadkiej rurki
posiadajacej posta¢ okrggu, ktérego Srodkiem jest punkt C. Rurka wiruje ze
stala szybkoécia katows okolo punktu O, ktérego odlegloié od C wynosi jedna
trzecig promienia rurki, i punkt P wyruszyl z takiego poloZenia w rurce, ze
obiega caiy okrag. Wyznaczyé takie poloZenie punktu P, w ktérem reakcja
rurki jest zerem. °

Na punkt P dziala jedynie reakcja rurki. Biorac rzuty na styczng do

. Qigsind dw ;
rurki, otrzymamy: — ,3-—‘1 = gdzie 2 oznacza szybkosé katowa rurki,

a jej promien,  kat OCP i u szybko&é katowa, z ktéra punkt P obiega rurke.
3 g 203 ;
Calkujac znajdziemy w? 3 (cos¥, — cos®). Punkt P obiega caly okrag,

a wige I zmienia si¢ od %, do 2z -} ¥,; aby podczas tego w pozostawalo weia?
rzeczywistem, ¥, musi byé zerem. W polozeniu szukanem cosit = U,
Prz. 8. Paciorka P o masie m jest nawieczona na gladki drut kolowy

o promieniu a. Paciérkq przyciaga punkt Q, krazacy po kole wspélérodkowem
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O promieniu b zc stalg szybkoscia katowa o, i sila przyciagania wynosi p . PQ.
Szybkosé paciérki byla réwna zeru, gdy punktly O (t. j. wspslny Srodek kol),
P i Q lezaly na jednej prostej. Przy jakim kacie POQ reakcja drutu na paciérke
lest najwieksza ?

Biorae rzuty na normalng i styczna, otrzymamy réwnania

mu? " dv :
=l R+ p(a — bcosd), may = nb sin ¥,

gdzie R oznacza reakcig drutu, ¥ kat POQ i v szybkoié paciérki. W pierwszem
z tych réwnan mamy reakcje R w funkeji v i ¥, a drugie okresla zwiazek po-
migdzy v i 9. Z réwnan tych wynika, ie R osiaga maksymum, gdy sin‘-‘-;}— %géﬁ—(l:: ;

76. Spadek na torze przepisanym. Rozwazymy oddzielnie
Przypadek w ktérym cialo porusza si¢ na gladkim torze przepi-
sanym pod dzialaniem sily cigzenia. Uklad wspélrzednych obie-
rzemy inaczej, niz w paragrafie poprzedzajacym. Poczatek mozemy
wziag¢ dowolnie, a 0§ z skierujemy pionowo na dél.

Przypusémy, ze punkt o masie m wyruszyl z polozenia
Ay(xyz0y,) z szybkoscia vy, a w chwili ¢ znalaz! si¢ w polozeniu
A(xyz); szybkosé jego byla wéwczas réwna v, a reakcja toru R
tworzyla z osiami katy ¢, , 7. W takim razie bedzie

d®x

mEz— = RCOSa
diy _
M Rcosp

>

z = i e
mos = R cos y+-mg.

Mnozymy te réwnania odpowiednio przez dx, dy, dz i do-
dajemy stronami.

2 3
'719’:‘“z 25bis (gz%l:mﬂi—z = R(dx cos @+ dycosp+ dzcosj) - mgdz.

Lewg strong mozemy przeksztalci¢ na

m d(dx® + dy* + dz*) _ md(ds®) _ m ds")*)= _md (v?)
2 dt? 2 de 2 \dv 2

gdzie ds oznacza element toru, Wspdlezyonik u R po prawej
Stronie jest oczywisScie réwny rzutowi elementu ds na kierunek

*) Tu, jak wogéle w mechanice, uwazamy ¢ za zmienna niezalezng, a wigc
dt za stala.



— 13 =

reakcji R; lecz reakcja jest normalna do toru, a wiec rzut ten
jest zerem. Tym sposobem réwnanie nasze przeksztalci sie na

d(;g) — gdz.

Calkujac w granicach od z, do z, otrzymamy
v? = vt + 28 (z — z).

Z réwnania tego wynika wniosek bardzo waziny, ze szybkosé
punktu w polozeniu A nie zalezy wcale od ksztaltu toru A,4,
lecz jedynie od szybkosci poczatkowej vy i od z — z, czyli od
réznicy pozioméw punktéw A i A,. Odwrotnie jezeli punkt ma-
terjalny wyruszy z A z szybkoscig v w strong A,, to dojdzie do
tego ostatniego z szybkoscia w,.

W przypadku szczegdlnym, gdy vo =01 2z — z, = A

v? = lel

Aby wyznaczyé réwnanie ruchu, czyli zwiazek pomigdzy
droga, przebyta na torze, i czasem, trzeba mie¢ dany tor punktu.
Przypusémy dla przykladu, ze torem przepisanym jest linja prosta,
nachylona do poziomu pod katem e.

W tym razie sila styczna jest réwna mgsine, a sila nor-
malna mgcosa. Krzywizna toru jest zerem; z tego wynika, z
reakcja toru jest wciagz réowna sile normalnej mgcos c. :

Ruch punktu jest prostolinjowy i jednostajnie przyspieszony,
a mianowicie przyspieszenie wynosi gsina. Wedlug par. 55 réwna-
nie ruchu bedzie

gsina .

e & -+ Vol + Xo,

gdzie v, i x, §ciagaja sig do chwili £ = 0 i oznaczaja szybkosé
i odleglosé od poczatku toru.

W przytoczonych nizej przykladach uzyto dla krétkosci
terminu cieciwa najpredszego spadku. Tak nazywa sig pewna
prosta, przechodzaca przez dany punkt A i przecinajaca dang
linje @; po niej punkt materjalny, ktéry wyruszyl z A bez po-
czatkowej szybkosci, dochodzi w najkrétszym czasie do @ pod
dzialaniem sily cigzenia.

Prz. 1. Z punktu A wychodzi wielka liczba prostych we wszelkich kie-
runkach, i po tych prostych zsuwaja sig cigzkie punkty materjalne, ktére wyru-
szyly jednoczeénie z A bez poczatkowej szybkosei. Okazaé, ze w kazdej chw:li
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Punkty te leza na kuli, ktérej. punktem najwyzszym jest 4, i wyznaczyé srednice
tej kuli.

Dowiedziemy naprzéd, 7e wszystkie punkty schodzace w plaszczyznie
Pionowej przez A, lezg na kole, a stad juz bezpoérednio wynika powyzsze twier-

2

dzenie. W chwili ¢ srednica kuli wynosi g2 .

Prz 2. Majgc dany punkt A i prostay a, wyznaczyé cigciwe najpredszego

spadkuy. :
W plaszczyinie Aa zataczamy kolo, styczne do a i posiadajace najwyiszy .

punkt w A. Prosta, laczaca punkt 4 z punktem zetkniecia, bedzie szukana.

Prz. 3. Punkt A4 i kolo « leza w jednej plaszczyznie; wyznaczyé cigeiwy
Najkrétszego i najdluzszego spadku.

Prz. 4. Wyznaczyé miejsce geometryczne punktu, z ktérego punkty ma-
terjalne spadaja po gladkich prostych do trzech danych punktéw A4, B, C
W jednakowym czasie.

Punkt taki P jest najwyiszym punktem kuli, przechodzacej przez punkty
dane, Oznaczmy przez O érodek kola, opisanego na tréjkacie ABC, i przez a
lego promies. Oczywiscie ws2ystkie punkty P leza w plaszczyZnie pionowe;j,
Przechodzacej przez O i prostopadlej do plaszczyzny ABC. Za poczatek wspél-
zgdnych dobrze bgdzie obraé punkt O, a za o§ x dwusieczna kata pomiedzy
Prostopadly do plaszczyzny ABC i prostg pozioma. W takim razie réwnanie
szukanego miejsca bedzie x!— y* — q’cos®, gdzie @ oznacza kat pomiedzy
Plaszczyzna ABC i pionem. Tak wiec szukane miejsce geometryczne jest hiper-
bOIa réwnoramienna. .

Prz. 5. Wyznaczyé w plaszczyinic pionowej krzywa, posiadajaca taka
wlasno§é, ze punkt materjalny spada po niej od danego punktu O do dowol-
nego punktu P w tym samym czasie, co i po cieciwie OP.

Punkt O obieramy za biegun, a o0& biegunowa kierujemy pionowo na dél.

V2grcosep

lezeli w czasie dt punkt przebiegnie element krzywej ds, to df =

ds
3 ]/ 2gr cos @
kat, ktéry styczna do szukanej krzywej w O tworzy z pionem. Stosownie do
Warunku

, gdzie & oznacza

Wielkosci i s s3 funkcjami ¢, zatem f= \

S‘P _ds _y/2r
a | 2rcosqp geosy

i Rézniczkujac i podstawiajac ds = Jdr® - r*d¢?, otrzymamy réwnanie réz-
Nezkowe, ktérego calka bedzie 2 = Asin2p. Z tego widaé, ze krzywa jest
lemniskatq. ktérej os tworzy z pionem kat 45°

Prz. 6. Cigiki punkt mozie si¢ poruszaé na okregu, poloionym w plasz-
2yZnie pionowej. Punktowi temu nadano taka szybkoéé w polozeniu A, ze
Méglby on dojéé do najwyiszego punktu B okregu. W jakim czasie punkt ten
doid.: . . = tan'o4£
ojdzie do polozenia P, jeseli kat BOA =2 i BOP=$? Odp. ¢ \lﬂlg‘—‘?)f'-

K; d tan ;

ledy punkt materjalny dojdzie do B?
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Prz. 7. Punkt materjalny, spadajac po obreczy, ustawionej w plaszczyznie
pionowej, opuscit ja w punkcie A i pobiegl dalej po paraboli. Dowiesé, ze obrecz
jest kolem krzywizny paraboli w punkcic A. »

Prz. 8. Punkt materjalny zostal okrgcony na sznurze w plaszczyznie pio-
nowej okoto punktu nieruchomego. Dowiesé, ze suma naprezen sznura w dwéch
polozeniach punktu materjalnego na koncach jednej srednicy byta dla wszystkich
$rednic jednakowa.

Prz. 9. Rura ABC wewnatrz gladka stanowi luk kola o promieniu g,
odpowiadajacy katowi centralnemu 240°. Rurg ustawiono w plaszczyznie piono-
wej, nadajac cigciwie AC polozenie poziome. Jaka szybkosé nalezy nadaé pocis:
kowi w najnizszym punkcie B, aby ten odby! catkowity obrét BACB? Odp. 5ag.

Prz. 10. Punkt materjalny polozono w punkcie A na zewngtrznej stronie
gladkiej obreczy kolowej, ustawionej w plaszczyznie pionowej; promien, przecho-
dzacy przez A, tworzy z pionem kat @. W ktérym punkcie obreczy punkt ma-
terjalny z niej zejdzie?

Punkt szukany mozna poznaé po tem, ze w nim rcakcja obrecezy znika.
Kosynus kata, ktéry odpowiedni promien tworzy z pionem, == 2—(:;&.

Prz. 11. W najwyzszym punkcie gladkiego kolowego drutu o promieniur,
polozonego w plaszczyznie pionowej, umieszczono paciérke, nawleczong na drut.
Paciérce nadano szybkosé v i jednoczesnie wyswobodzono drut. lle razy paciérka

obiegnie drut naokolo, zanim ten spadnie o A metréw? QOdp. :— \/,—; .
r g

Prz. 12. W tréjkacie prostokatnym ABC wierzchotek A kata ostrego
lezy pionowo nad wierzcholkiem C kata prostego. Dwa cigzkie punkty wyszly
jednoczesnie z A; jeden z nich podazy!l przeciwprostokatna AB, a drugi droga
okélng ACB (najciy uwazad, ze w okolicach wierzchotka C przyprostokatne sa
polaczone malym lukiem), i obydwa doszly jednoczeénie do B. Wyznaezyé

kat ABC. Odp. arcsin?/,.

77. Wahadlo kolowe. Przypusémy, ze punkt materjalny,
na ktéry dziala jedynie sila cigzenia, musi pozostawaé na krzywej
plaskiej, polozonej w plaszczyznie pionowej, symetrycznej wzgle-
dem prostej pionowej i przecinajacej t¢ o symetrji w punkcie A.
Przypuscimy précz tego, ze punkt A jest najnizszym punktem
krzywej, i ze punkt materjalny nie wychodzi poza czes¢ toru,
zwrécong wypukloscig ku dotowi.

Odsunmy punkt materjalny do punktu Bj, i pozostawmy go
samemu sobie. Oczywiscie pod dzialaniem sily cigZenia zacznie
on zsuwaé sie po torze i dojdzie do A z szybkoscia }2gh, gdzie
h oznacza wysokosé punktu B; nad A. Dzieki nabytej szybkosci
punkt materjalny pobiegnie dalej, i szybko§é jego wyczerpie sig
dopiero w punkcie B;, polozonym o h wyzej nad A, a wigc
symetrycznym do B,. Od tej chwili zjawisko zacznie si¢ powta-
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rzaé. Punkt materjalny bedzie wciaz przebiegal droge B,B; to
W jedna, to w druga strong. Ruch taki nazywa sie wahadfowym,
cale urzadzenie nazywamy wahadlem plaskiem, tuk BB, ampli-
tudq wahan i czas, w ktérym punkt materjalny obiega swa droge
W jedna i drugg strone, okresem waharn.

Wogéle okres wahan zalezy od amplitudy; im wigksza jest
amplituda, tem dluiszy okres. Mozliwe jest wszakze i takie wa-
hadlo, ktére posiada dla wszelkich amplitud jednakowy okres
Wahan, ktérego okres wahan nie zalezy od amplitudy. Méwimy
Ze w tym razie istnieje izochronizm wahari, a wahadlo nazywamy
izochronicznem.

Dajmy na to, ze punkt materjalny w chwili ¢ znalazl sie
W polozeniu P pomiedzy A i B,, dazy w strone B,, posiada szyb-
ko$¢ v, i ze normalna do toru w P tworzy z pionem kat . Oczy-
wiscie sila styczna wynosi mgsin¥ i ma kierunek odwrotny do

szybko$ci. Bedzie wiec’ md;u = — mgsin, a jezeli s oznacza
dv d?s
tuk L= a3
uk 4P, to 7 =
’ dis _ -
e - gsind (1).

Pragnac znalezé okres wahan, nalezy wyrazié sin$ w funk-
¢ji luku s i wyznaczy¢ calke powyiszego réwnania.

Najlatwiej jest urzadzié wahadlo kofowe, w ktérem torem
Punktu materjalnego jest tuk okregu. W tym celu przywiagzujemy
ciezarek do konca sznura, ktérego drugi koniec jest umocowany
W punkcie nieruchomym. Gdy odchylimy takie wahadlo od polo-
Zenia pionowego i pozostawimy je samemu sobie, to oczywiscie
cigzarek bedzie obiegal luk kola, polozony w plaszczyznie pio-
nowej. Jezeli mozemy uwazgé cigzarek za punkt materjalny, to
hazywamy jeszcze wahadlo takie prostem.

Oznaczmy dlugos$é sznura, czyli dlugosé prostego wahadla
Przez /. Kat ¢ we wzorze (1) oznacza tu oczywiscie odchylenie
Siw tym razie bedzie

l

%‘: = -— gsin (—;) .

Calkowanie tego réwnania prowadzi do catki eliptycznej, ograni-

Sznura od pionu, zatem ¢ =



— 158 —
czymy si¢ przeto do tego szczegdlnego przypadku, w ktérym
amplituda jest mala w stosunku do 4, tak matla, ze nieprzekracza-
. . = == . s
jac granic dozwolonego bledu, mozemy napisaé 7 zamiast sm(7) :

: L N : 28 * e
Wiadomo, ze sin =13 — 73 e 33§45 Jezeli najwieksze

odchylenie wahadla od pionu wynosi 18° to najwieksza wartosé ¥ bedzie
n .18
180

- 0,1 . n. Latwo obliczyé, ze w tym razie drugi wyraz szeregu powyz-

. L ] r
Szego Nni€ przenosi %-, a trzeci ﬁm plerwszego.

Otrzymamy wigc réwnanie

dis et p

T ).
Jest to réwnanie ruchu harmonicznego, znane juz z par. 56; mo-
zemy wigc powiedzieé, ze ruch jest harmoniczny, jakkolwiek torem

jest tu okrag, a nie linja prosta. Oznaczmy okres przez 7. Zna-

lezlismy w paragrafie wzmiankowanym, ze okres jest réwny ]
w

poniewaz w danym razie w = l/é; , przeto

T= 21:]/; ®).

Widzimy, ze okres nie zalezy tu od amplitudy, a zatem wa-
hadlo kolowe jest izochroniczne; twierdzenie to jest jednak sluszne
tylko dla malych amplitud w granicach dozwolonego bledu.

Prz. 1. Wahadlo-sklada si¢ z ciezaru, uwiazanego na sznurze o dlugosci /.

Wiadomo, ze sznur ten zrywa si¢ pod dzialaniem sily réwnej podwéjnej wadze
2nl]

ciezaru; wyznaczyé najwigksza mozliwa amplitudg takiego wahadta. Odp. 3

Prz. 2. Torem wahadla o masie m jest lancuchowa, a amplituda jest réwna
podwéjnemu parametrowi. Wyznaczyé reakcje toru w punkcie najnizszym. Odp.
mg(2) 2 —1).

Prz. 3. Punkt materjalny moze si¢ poruszaé po lancuchowej i jest przy-
ciagany do kierownicy z sils, skierowana prostopadle do tej prostej i wprost
proporcjonalna do masy punktu i do odleglosci (wspétcz. propore. = k%). Dowiesé,
ze wahadlo takie jest izochroniczne i wyznaczyé okres wahan.
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2

Dojdziemy z latwoscia, ze 2= ks, co jest dowodem wskazanego

dt?
2

7
Prz. 4. W pewnym punkcie wewnatrz gladkiej rurki, posiadajacej ksztalt
PlerScienia kolowego i polozonej w plaszczyinie poziomej, sa przymocowane

twierdzenia. Okres =

korice dwéch jednakowych nici sprezystych. Naturalna dlugosé kazdej nici= 7%, 1
Napreienie jest proporcjonalne do wydluienia i wspélez. propore. = k. Nici te
Naciagnigto wewnatrz rurki w kierunkach odwrotnych i konce swobodne przy-
¢zepiono do punktu materjalnego o masie m. Nastepnie punkt ten odchylono od

Poloienia réwnowagi o luk, mniejszy od d&wiartki okregu, i wypuszczono swo-
bodnie. Okazaé, ze drgania punktu sj izochroniczne i wyznaezyé okres.
Odp. = / 2m
a

Prz. 5. Gladki drut, posiadajacy ksztalt okregu o promieniu a, obraca sig
W plaszczyinie poziomej okolo punktu O ze stalg szybkoicia katowa Q. Odleglo§é
srodka C okregu od punktu O jest réwna b Wyznaczyé okres drobnych wahan

2
Paciérki, nawleczonej na drut. Odp. L) \/
diy
de’
mief,, przechodzacy przez paciérke, tworzy z OC. Zatoczmy z C kolo promie-
niem /, i niech s oznacza luk tego kola, odpowiadajacy katowi ¥ Tak wigc

T

Znajdziemy latwo, ze a—— = — bQ%sind, gdzie ¥ oznacza kat, ktéry pro-

s 2 Q3
* = i i réwnanie powyzsze przeks:talci sig na :111: = [ sin—ls— Mozemy tak
a
blo:
dobra¢ /, aby bylo — =g, a zatem ruch wzgledny promienia, laczacego pa-

cibrke z C, jest taki, jak ruch sznura wahadla, o dlugosci I:bi(_‘_)%.

78. Wahadlo cykloidalne. Niech torem wahadla bedzie
cykloida. Promien kola tworzacego oznaczymy przez a, i dajmy
na to, ze kolo to obrécilo sie | @
© kat ¢ od chwili, gdy punkt P,
kreglacy cykloide, przechodzil
Przez wierzcholek 4. Normalna
PQ tworzy oczywiscie z pionem

kqt—g—), a zatem w réwnaniu (1)

Paragrafu poprzedzajacego nalezy

bedzie

Zamiast ¢ napisac

P
2 »

Fig. 65.
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Z geometrji wiadomo, ze tuk AP = s=4asin (g*), a zatem

sin%_) = Z‘:zi' Wprowadzajac to do powyzszego rdéwnania, otrzymamy
L
de? 4a

Jest to znowu réwnanie ruchu harmonicznego. W tym razie

(:)=%—]/~§ , a wiec okres

T = 44/% Q).

Widzimy, ze okres nie zalezy od amplitudy, a zatem wahadto
cykloidalne jest dokladnie izochroniczne, innemi slowy, z jakiego-
~ kolwiek polozenia punkt materjalny zaczal spadaé po cykloidzie,
to zawsze dojdzie do wierzchotka w jednym i tym samym cza-

sie nl/?, Krzywa, posiadajaca takag wlasciwo$é, nazywa sie

tautochrong.

Izochronizm wahadla cykloidalnego odkryl Huygens (przed
r. 1673); on réwniez podal sposéb zrealizowania takiego wahadta.
W tym celu sporzadza sie sztywna rame w ksztalcie dwéch galezi
cykloidy, posiadajgcych wspélne ostrze A. Rame ustawia sie
w plaszczyznie pionowej tak, aby podstawa cykloidy byla po-
zioma (fig. 66).

W ostrzu A jest umocowany koniec tasmy AB, dzwigajacej
w drugim koncu cigzarek B. Jezeli kolo, tworzace obydwie cykloidy,
ma promien a, to dlugo$é tasmy wynosi 4a. Gdy owiniemy tasme
na jednej z cykloid, to ciezarek znajdzie si¢ w wierzcholku. Po-
zostawmy nastepnie wahadlo samemu sobie; tasma zacznie sie
odwijaé, pozostajac wciaz wyprezona, a wiec cigzarek bedzie
obiegal rozwijajaca cykloidy; wiadomo z geometrji, ze jest to
cykloida, réwna cykloidom ramy. d

*) W podrecznikach zazwyczaj mierzy sig luk cykloidy od ostrza i w takim
razie IUk=4a(1—cos 2 , gdzie & oznacza kat, o ktéry obrécilo sie¢ kolo two-'
rzace od chwili, gdy punkt P byl w ostrzu. Pragnac mierzyé od wierzcholka,
trzeba 'qd tego odja¢ 4a (tuk pomiedzy ostrzem i wierzcholkiem) i na miejsce
postawic © - ¢.
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Punkt A jest srodkiem krzywizny toru cigzarka w wierz-
cholku C, a kolo, zatoczone z A promieniem 4a, jest kolem
krzywizny. Zetkniecie tego kola z cykloida jest bardzo Scisle i na
Znacznym obszarze, po obydwéch stronach punktu C, mozna z do-
brem przyblizeniem zastapié¢ luk cykloidy lukiem kota.

i A

~-----

Eplih

Wynika stad wniosek taki: jezeli amplituda wahadla kolo-
wego jest mala, to mozna uwazaé je w przyblizeniu za cykloidalne,
a zatem wahadlo kolowe przy malych amplitudach jest izochro-

niczne. Gdy oznaczymy dlugosé taémy przez /, to a = podsta-

Z;
Wiajagc to we wzorze (1) paragrafu niniejszego, znajdziemy, ze

/
okres drobnych wahan wahadla kolowego wynosi Qr\/E , co jest

zgodne z (3) w par. poprzedzajgcym.

Prz. 1. Punkt materjalny zsuwa si¢ po gladkiej cykloidzie o osi pionowej
Wyszedlszy z ostrza bez poczatkowe] szybkosci, Wyznaczyé przyspieszenie cal-
kowite co do wielkosci i kierunku w polozeniu dowolnem. Odp. Przyépieszenie
lest skierowane do srodka kola tworzacego i réwne g.

2rz. 2. Okazaé, ze punkt materjalny w przykladzie poprzedzajacym po-
Tusza sie tak, jakby byl przymocowany do obwodu kola tworzacego, a to toczylo
si¢ po podstawie cykloidy z szybkoscia katowa stala.

.d¥y i
Do tego trzeba tylko dowiesé, ze ¥ jest wielkoScia stalg.

Prz. 3. Po gladkiej cykloidzie, ktérej podstawa jest pozioma, a wierzcho-
tek zwrécony ku dolowi, zsuwaja si¢ dwa punkty materja'ne. Obydwa wyszly
ostrza, lecz jeden wyruszyl o ¢ sek. wczeéniej od drugiego. Za ile sekund

°d wyruszenia pierwszego nastapi spotkanie? Odp. 21:\/%—{-_;__
3 11

Nauka o ruchu.
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Prz. 4. Gladki drut o dlugosei / w postaci jednej galgzi cykloidy usta-
wiono w plaszczyznie pionowej tak, Ze podstawa jest pozioma, a wierzchotek
zwrécony ku gérze. Na drut nanizano bardzo malych paciérek, ktére okryly go
calkowicie. W pewnej chwili usunigto przeszkody na koncach, i paciérki zaczely
sig zsuwaé: wyznaczy¢ tuk cykloidy, ktéry obnaiy si¢ w ¢ sekund Odp.

1<e [\E‘i — e—t\ ;}>

d —t
p' L2 {

J . A . : '-' 2 p
Dla jednej paciérki otrzymamy réwnanie as L ogolna

dt? L’

2g 2;.!
\ 1+Be t , gdzie A i B oznaczaja stale catkowania.

79. Brachistochrona. Okazemy tu jeszcze inng ciekawg

wlasciwosé mechaniczng cykloidy. Naprzéd wypada dowiesé pewne
twierdzenie pomocnicze.

r-

(-4

|

’

Fig. 67.

Punkt ruchomy wyszed! z punktu A4,, polozonego po jednej
stronie prostej x i doszed! do punktu A, polozonego po drugiej;
ruchy po obydwéch stronach byly prostolinjowe i jednostajne, ale
szybkos¢ po jednej stronie wynosila v;, a po drugiej v,. Dajmy
na to, ze punkt ruchomy przecigl prosta x w punkcie C, i ze
drogi 4,C i CA; tworza odpowiednio z prostopadly do prostej x
katy % i #,.. W takim razie caly droge od A, do A, punkt
ruchomy odbyl w czasie

a; a:
_ T 1 ’
U, COS e vlcosd 1)
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Procz tego zachodzi zwigzek
a tan, +a,tands = b (2).
Znaczenie liter wyjasnia dostatecznie fig. 67.
Czas ¢ jest funkcjg katéw ; i J5. Jezeli punkt ruchomy
ma w jaknajkrétszym czasie dojé¢ do A, to katy te powinny
by¢ takie, aby bylo

a; sinJy d¥; as sinds dYy

vy ¢os? Uy vz €OS* R
Précz tego mamy z (2), ze
@d.‘)‘l a:dids =0
cos?y cos®ly :
Z tych dwéch réwnad wynika, ze
siny SR @3).

U2 U1

Taki warunek powinien byé spelniony, aby czas ¢ osiagnal mi-
Dimum.

Rozwiazemy teraz zagadnienie nastepujace. Dane sa punkty
‘O i 4, z ktérych pierwszy lezy wyiej od drugiego. Punkt mate-
rialny wyszedl z O bez poczatkowej szybkosci i biegnie do A4
pod dzialaniem sily ciagzenia po gladkim torze przepisanym. Jaki
Powinien byé ten tor, aby czas spadania byl jaknajkrotszy ? Be-
dziemy uwazali, ze ruch odbywa si¢ w plaszczyznie pionowej,
Przechodzacej przez punkty dane.

Obierzemy punkt O za poczatek wspéirzednych; os x po-
Prowadzimy poziomo, a o y pionowo na dél. Niech beda na
szukanej linji trzy punkty nieskonczenie bliskie P, P, P.. Ele-
menty PP i PP, tworza z pionem katy ¢ i J+d¥, a punkt
materjalny przebiega je z szybkosciami v i v + dv.

Droga P,PP, musi by¢ taka, aby punkt materjalny doszed}
z P, do P, w czasie jaknajkrétszym, a zatem na zasadzie tylko

]

co dowiedzionego twierdzenia begdzie
sin(+ d#)_ sin® _
v+ du v

czylj d(-s—in U-) = 0.

0,

v
11*
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Z tego wynika, ze —Slz

1 ——
przezl_zlg—g—, a poniewaz v = y2gy, gdzie y jest rzgdng punktu P,
\r

jest wielkoscia slala. Oznaczymy fq stala

przeto y = 2qsin®¥. Wprowadimy jeszcze kat ¢ = 29; w takim
razie ostatnie réwnanie przybierze postaé

y = a(l — cosq).

Jest to znane réwnanie cykloidy, ktérej ostrze lezy w punk-
cie O, a podstawa na osi x, a wigc linja najpredszego spadku,
czyli brachistochrong jest cykloida, ktérej ostrze lezy w O, a pod-
stawa jest pozioma.

80. Tarcie o tor. Uwazalismy dotychczas, ze reakcja toru
na punkt materjalny lezy w plaszczyinie normalnej; w rzeczy-
wistosci reakcja twprzy zawsze z plaszczyzng normalng kat réziny
od zera, innemi slowy oprécz skladowej normalnej posiada jeszcze
skladows styczng, ktérg nazywamy sifq tarcia, lub wp-ost tarciem.
Punkt materjalny jest w ruchu, a zatem tarcie jest catkowicie
rozwiniete; kat ¢ pomiedzy reakcjg i plaszczyzng normalng nazywa
sie kgtem larcia, a tan¢g = f wspélczynnikiem tarcia ¥).

Pragnac uwzgledni¢ w rachunku tarcie, musimy zmodyfiko-
waé albo raczej dopelnié réwnania, do ktérych doszlismy w par. 75.
Pozostawimy oznaczenia bez zmiany z ta tylko réznica, ze R ma
oznaczaé nie reakcje catkowits, lecz jej skladowg normalng. W ta-
kim razie reakcja styczna, czyli sila tarcia, bedzie réwna fR; jest
ona zawsze skierowana odwrotnie do szybko$ci, a w punktach,
w ktérych szybko$é jest zerem, tarcie ma kierunek odwrotny do
sily stycznej.

Wprowadzajac sile tarcia, otrzymamy zamiast réwnan para-
grafu 75 nastgpujace:

dv mu?

mEZP!——fR) '_'é__'=R|+Rn) O:Pb+Rb-

Wypada uczynié¢ tu pewna uwage, o ktérej trzeba pamietaé
zawsze, gdy w zagadnieniu dynamicznem pragniemy uwzglednié
sile tarcia. Przypusémy, ze szybko$é punktu materjalnego sieg

. : *) Uwazamy tu, ze wspélczynnik tarcia jest niezaleiny od szybkosci, co,
jak wiadomo ze statyki, jest sluszne tylko w przyblizeniu.


file:///j2gy
file:///J4ag
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Zmniejsza, schodzi do zera w pewnem polozeniu A,, a nastepnie
Zmienia kierunek. Oczywiscie sila tarcia w 4, nie staje sie zerem,
iezeli tylko w polozeniu tem nie znika reakcja normalna, ale tarcie
lest zawsze odwrotne do szybkosci, a zatem w A, kierunek jego
Zmienia si¢ na odwrotny, Widzimy, ze wektor tarcie zmienia sig
w owej chwili w sposéb nieciagly.

W chwili, gdy punkt materjalny przechodzi przez polozenie
Ao, pierwsze z trzech réownan powyzszych przestaje by¢ waznem,
a mianowicie znak wyrazu, zawierajacego f, juz dalej nie odpo-
wiada przebiegowi zjawiska. Nalezy wiec ulozy¢ nowe réwnania
stosownie do zmienionych okolicznosci.

Jako ilustracje do uwagi powyiszej przytoczymy przyklad
nast¢pujacy. Przypusémy, ze punkt materjalny musi pozostawaé
na prostej x, i ze przyciaga go meruchomya punkt C, odlegly
od x 0 OC = h, a sila przyciagania jest wprost proporcjonalna

do odleglosci. Gdy wiec punkt materjalny zajmuje polozenie P,
~ to dziala nan sila w?r, gdzie r = CP, a w® oznacza wspblczynnik
Proporcjonalnosci.

45, A, ¢ o0 ¢ 2 A,
- -0—0 © o p———o0—X
|l
L
i, o
i
Fig. 68.

Sila styczna jest oczywiscie réwna @?rsin i zawsze zwrécona
do punktu O, czyli do rzutu punktu C. Sila normalna=w?rcos,
gdzie ¥ oznacza kat OCP. Lecz rsin = OP = x, a rcos+ = A,
zatem sita styczna=w?x, a normalna=w2h. Widzimy, ze sila nor-
malna, a wiec i reakcja normalna, sa stale dla wszystkich polozen
Punktu materjalnego.

Obierzmy kierunek dodatni toru w prawo na fig. 68, i przy-
Pusémy, ze punkt materjalny zostal odsunigty do polozenia A,
W lewo od O, i pozostawiony samemu sobie. Pod dzialaniem
sﬂy przyciagania wyruszy on w strong punktu O, a jezeli tor
lest gladki, to
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de

z czego wynika, ze ruch bedzie harmoniczny, i polowa okresu

===l *) (1):

s it
wynosi —.

(]

Dajmy teraz na to, ze tor jest chropowaty, i oznaczmy
wspolezynnik tarcia przez f. Poniewaz reakcja normalna jest stale
rowna @*h, przeto sila tarcia bedzie stala co do wielkosci 1 réwna
foth. Gdy punkt materjalny dazy w kierunku dodatnim, to précz
sily przyciggania dziala jeszcze w kierunku ujemnym sila tarcia,
a zatem

e

de

PrzenieSmy poczatek toru do punktu O,, ktérego odcigta
niech bedzie réwna b, i oznaczmy nowg odcigta punktu materjal-
nego przez . Bedzie wiec x = § + b, | réwnanie powyisze prze-

=— wix — fwth (2).

ksztalci sie na —Zf;- =— w! — w(b + fh). Obierzmy b w taki
sposéb, aby bylo b + fh = 0, czyli

b == fh
W takim razie réwnanie przybierze postaé

d‘J‘;C 2L

”dté o (T (3).

Widzimy, ze ruch jest znowu harmoniczny, ale §rodkiem jest teraz
nie O, lecz inny punkt O;, polozony w lewo od O w odleglosci fA.
Skrajne polozenie wypadnie w punkcie A,, ktérego odleglosé
od O, jest réowna 4,0,. Skutkiem tarcia amplituda zmniejszyla

si¢ 0 200, czyli o 2fh, natomiast pélokres i teraz wynosi g

Gdy punkt materjalny wyruszy z As w lewo, to kierunek
tarcia zmieni si¢ na odwrotny i zamiast réwnania (2) bedzie
dix

T =— w2y 4+ faﬁt,

Postepujac, jak poprzednio, znajdziemy, ze ruch jest wciaz har-

* . . N H i
) .Zalozon’o tu, Ze punkt materjalny posiada mas¢ jednostkowa, co wcale
nie ogranicza ogoélnosci rozwazan,
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moniczny, ale $rodek przesunal sie do punktu O, polozonego
w prawo od O w odleglosci fh, amplituda skrécila sie jeszcze
o 2fh, a okres pozostal bez zmiany.

W ten sposéb ruch bedzie trwal w dalszym ciggu. Po kazdem
wahnieciu prostem amplituda zmniejszy sie o 2rh, i ostatecznie
jedno ze skrajnych polozen przypadnie pomiedzy O; i Op. Wow-
czas oczywiScie sila styczna bedzie mniejsza od fw?h, czyli mniej-
sza od granicznej sily tarcia, przycigganie punktu C nie zdola
przemdc tarcia, i punkt materjalny pozostanie w spokoju.

Prz. 1. Prosty pret, tworzacy z poz’iomem kat @, wiruje ze stalg szyb-
koscia katowa ® okolo osi pionowej, polozonej z nim w jedncj plaszczyZnie.
Na pret jest nawlcczony cigzki pierscien, 1 kat tarcia pomiedzy nimi jest réwny .
Wyznaczyé dlugosé czesci preta, na ktérej pierscien moze pozostawaé w spo-

. gltan (2-1-¢) — tan (2 — ¥))
czynku wzglednym. Odp. 0*cos% ’

Gdy pierscien znajduje si¢ na kencu szukanego odcinka, to tarcie jest
calkowicie rozwiniete. Po tem mozna pozna¢ ten odcinek.

Prz. 2. Punkt materjalny wyszed! z pewnego punktu, lezacego na we-
wnetrznej stronie powierzchni kolowego cylindra o promieniu a, z szybkoscia v,
styczng do powierzchni i prostopadia do tworzacych. Punkt biegnie dalej jedynie
pod dzialaniem reakcji powierzchni i sily tarcia, a wspélczynnik tarcia = f.

a  2xf

W jakim czasie punkt obiegnie cylinder naokolo? Odp. ];(L —1),
0

Prz. 3. Cigiki punkt zsuwa sig po okregu kola, polozonego w plaszczy-
Znie pionowej, poczynajac od konca srednicy poziomej. Wspélezynnik tarcia
wynosi '/,. W jakim polozeniu szybkosé punktu bedzie najwieksza?
Znajdziemy z latwoscia, ze

(D) g
n(m‘-’ - 2{—#—) = g(2cos ¥ —sin ),
gdzie 9 oznacza kat, kitéry tworzy z poziomem promien, przechodzacy przez

punkt ruechomy, a ® szybkosé katowa tego promienia. Aby réwnanie powyzsze

¥ , . o o A
calkowaé, mnozymy je przez e Td%. Wéwczas po lewej stronie otrzymamy nd(m-e )

Po prawej stronie wypadnie wyznaczyé }cD'(Q cos ¥ — sin ¥)dr. Mozna to uczynié
krétko w sposéb nastepujaey. Daje sig przewidzieé, ze szukana calka posiada
postaé 32 (Mcos® - Nsint) + C, gdzie M i N oznaczajg wspélezynniki stale,
ktére jeszcze trzeba wyznaczyé, a C jest stalg calkowania. Tak wige

Se“(? cosi — sin ¥)d+ c&(McosiV {- Nsin®) -|- C.
Rézniczkujae 1 poréwnywajac wspolczynniki sint oraz cosV, znajdziemy, ze
M=% N=1i

Najwicksza szybkosé odpo ~iada temu katowi ¥, ktéry czyni zadosé réwna-

¥ 0.

niu cos ¥ — 3sint + 3¢
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Prz. 4. Ciezki punkt materjalny zsuwa sie po chropowatej cykloidzie,
ktérej podstawa jest pozioma, a wierzcholek zwrécony ku dolowi. Jaki powinien
byé wspélczynnik tarcia, aby punkt, wyszedlszy z ostrza bez poczatkowej szyb-
koéci, zatrzymal si¢ w wierzcholku? Odp. Szukany wspélczynnik f powinien
. czynié zado§é réwnaniu/ge/n =1. Niezbedne catki moina otrzymaé przy pomocy
metod, wskazanych w przykladzie poprzedzajacym.

Prz. 5. Punkt materjalny o masie jednostkowej jest zawarty w prostej
chropowatej rurce i podlega dzialaniu sily centralnej odpychajacej, ktéra w od-

A
leglosci r od Srodka odpychania C wynosi - Wspélezynnik tarcia = f. Punkt

wzmiankowany wyruszy! z szybkoscia w, z polozenia A4, stanowigcego rzut
érodka C na osi rurki; wyznaczyé kat, ktéry promien wodzacy, wyprowadzony
z C, utworzy z CA, gdy punkt sig zatrzyma. Odp. Szukany kat czyni zadosé
réwnaniu 27(f 9 4 lgcos &) — 2

81. Opér powietrza. W rozwazaniach dotychczasowych
pomijali§my jeszcze inng sile, ktéra w warunkach zwyklych dziala
zawsze na ciala w ruchu, a mianowicie opér powietrza.

Opér powietrza jest pod tym wzgledem podobny do tarcia,
ze zawsze przeciwdziala ruchowi ciala, gdy jednak tarcie moze
dziala¢ i podczas spoczynku ciala, to opér powietrza wystepuje
tylko podczas ruchu i jest funkcjg szybkosci. _

Pomimo licznych doswiadczen nie zdotano dotychczas wy-
kry¢ dokladnego i ogélnego zwiazku funkcjonalnego pomiedzy
oporem powietrza a wymiarami pocisku, = ksztaltem powierzchni
i szybkoscia, jezeli jednak szybko$é nie jest zbyt wielka, nie prze-
kracza kilkudziesieciu metrow na sck., to otrzymuje sie wyniki
do$é zgodne z rzeczywistoscia, przyjmujac. ze dla danego pocisku
opor jest proporcjonalny do kwadratu szybkosci. Jezeli szybkosé
wynosi v, to opdér powietrza jest réwny xv® gdzie # oznacza
wspoiczynnik proporcjonalnosci.

Ten wspélczynnik # jest dla kazdego ciala inny. Zalezy on
przedewszystkiem od wymiaréw, a mianowicie w przyblizeniu
mozna uwazaé, ze dla cial podobnych jest proporcjonalny do
pola rzutu ciala na plaszczyzne prostopadla po szybkosci; précz
tego zalezy on jeszcze w duiym stopniu od ksztaltu powierzchni.

Opierajac sie na zalozeniach powyiszych, rozwazymy jedno
zagadnienie z tej dziedziny, a mianowicie ruch pionowy ciala
ciezkiego w powietrzu.

Przypu$émy, ie cialo o masie m zostalo wyrzucone z punktu
O z szybkoscia vy, pionowo w gére. Obieramy poczatek toru
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w O i kierunek dodatni w gére; w takim razie wypadnie, Ze
dv
dt
Bedziemy uwazali, ze wspoélczynnik # podczas calego ruchu pozo-

staje bez zmiany.
Zalézmy

m—- = — mg — #v* (1).

Bedziemy nazywali te wielko$é ¢ szybkosciq graniczng ciala ze
wzgledéw, ktére wyjasnia si¢ w dalszym ciagu. Wprowadzajac

do (1) c‘EgL zamiast #, otrzymamy
dv
g e i
BT g(c* +v?) Q).

Calkujac to réwnanie znalezlibySmy zwigzek pomiedzy szyb-
kosciag v i czasem £ Wazniejszy jest zwigzek pomiedzy v i prze-
byta droga x; aby go otrzymaé mnozymy ostatnie réwnanie przez

dx i po lewej stronie zamiast —. piszemy ». Wypadnie wowczas

dt
c*odu
ettt gex
Calkujac, znajdziemy
@ e — 2T
ct -+ 2 c*

Aby wyznaczyé wysokos¢ A, do ktérej wzbije sie cialo,
trzeba tylko w réwnaniu ostatniem zalozy¢ » = 0; wypadnie

_ ¢ BN
/1 = _Q_a‘lg(l —I Cg).

Przypusémy dla przykladu, ze szybko$é poczatkowa v, = c.
ctlg?2

W takim razie /l'-=—2g—. W prézni cialo wzbiloby sie do wyso-

, a wiec op6r powietrza zmniejszyl te wysokdéé

©

2
£ (1—1g2).
o 5l7le
W chwili, gdy cialo osiaga najwicksza wysoko$é, réwnanie
(1) przestaje byé waznem, gdyz wyraz xv?, reprezentujacy opor

kosci
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powietrza, juz dalej nie odpowiada przebiegowi zjawiska. Szyb-
ko$é v wchodzi w nim w drugiej potedze, a wigc nie zmienia on
znaku pomimo to, Ze opér powietrza zwraca sie¢ do goéry. Taka
nieciaglo$é jest mozliwa zawsze, gdy na cialo dziala sila, propor-
cjonalna do parzystej potegi szybkosei.

Musimy wiec uwazaé, ze od chwili, gdy szybko$é sie wy-
czerpala, rozpoczyna si¢ nowe zagadnienie, ktére potrzeba rozwa-
zy¢ odrebnie od poprzedzajacego; obierzemy tez inaczej poczatek
toru i kierunek dodatni, aby otrzymaé przejrzystsze wyniki, a mia-
nowicie poczatek ‘umiescimy w punkcie najwyzszym, a kierunek
dodatni obierzemy na dél. Bedzie wéwczas

m—dru»=m —xv?
A

a gdy wprowadzimy szybkos$¢ graniczna ¢ wedlug (2), to wypadnie
N .

g glct—v?) (4.

Réwnanie to wskazuje, ze szybko§é v nie moze przekroczyé
szybkosci granicznej. Gdyby v doszlo do szybkosci granicznej,
to przyspieszenie staloby sie zerem, iruch bylby nadal jednostajny,
a mianowicie cialo spadaloby z szybkoscia graniczna. Stad po-
chodzi nazwa tej wielkosci.

Jezeli rzucimy cialo pionowo na dél z szybkosciag wieksza
od ¢, to przyspieszenie bedzie ujemne, a wiec szybko$é bedzie
si¢ zmniejszala, znowu dazac do granicznej.

Calkujac réwnanie (4) podobnie, jak (3), otrzymamy

ci—v?: _ Dgx
2 TL u
ct c*

2gx
a stad v = c2(1- ey

Réwnanie to wskazuje, ze szybkosé ciala zbliza sie asympto-
tycznie do granicznej; pierwsza jest wcigz mniejsza od drugiej,
ale réznica z biegiem czasu zaciera sie nieograniczenie.

Zobaczymy jeszcze, w jakiej zaleznoéci pozostaje szybkosé
graniczna od rozmiaréw ciala. Wezmy dla przykladu kule o pro-
mieniu r, ktérej masa gatunkowa, czyli masa jednostki objetosci»
jest rowwa 1. Masa tej kuli m= 4!%”“ Wspoélczynnik x, jak juz



= dl7al =

moéwiliSmy, jest proporcjonalny do rzutu ciala na plaszczyzneg pro-
stopadla do szybkosci, a wigc w tym razie x=»2Anr?, gdzie . ozna-
cza nowy wspolczynnnik proporcjonalnosci. Podstawiajac to w (2),
znajdziemy

— ,’14‘ugr

]_ Lar,

Widzimy, ze c jest proporcjonalne do r%:. Tem moznaby

wytlomaczyé fakt, ze drobne kropelki mgly, a takie czasteczki

pylu spadajg bardzo wolno. Ich szybkosé graniczna dzieki drob-
nym rozmiarom jest bardzo mala.

Prz. 1. Cialo zostalo wyrzucone z punktu O pionowo w gére z szybkoscia

1 1

v, a powrdcito do O z szybkoscig v. Dowiesé, ze — — — =3,
v v, ? ct

Prz. 2. Punktowi materjalnemu, ktéry musi pozostawaé na gladkim pozio-
mym torze nadano szybkoS¢ poczatkows w, 1 pozostawiono go samemu sobie.
Wyznaczyé szybkosé w funke)i drogi a takze réwnanie ruchu, uwzgledniajac opér

= 1 : o p 2
powictrza. Odp. v == vyge /", fo= Tlg(l ~{-wy2); widzimy, ze szybkosé asymp-

totycznie schodzi do zera.

82. Wymiary. Dlugosé, czas i mase nazywamy wielko§ciami
prostemi i bedziemy je tu dla krétkosci oznaczali odpowiednio
literami L, 7' i M. Moina powiedzieé, ze w pewnym sensie wszyst-
kie inne wielkosci, z ktéremi mamy do czynienia w mechanice,
sg zlozone z tych wielkosci prostych.

Tak np. liczbe wyrazajaca pole figury, otrzymujemy jako
iloczyn dwéch liczb, z ktérych kazda wyraza pewna dlugosé, albo,
moéwige krocej, jako iloczyn dwéch dlugosci. Mowi sie réwniez,
ze wymiarem pola jest dlugo$é w potedze drugiej, czyli L2 Tym
sposobem wymiar objetosci bedzie L*.

Szybkosé —;{? otrzymujemy jako iloraz liczby, wyrazajacej
pewna dlugoéé ds, przez inng liczbe, wyrazajaca czas df, lub jako

. " ]
iloraz dlugosci przez czas, a zatem wymiar szybkoSci=—. =L7-1,

/s

0]

Przysépieszenie, np. gpz W tem samem znaczeniu, jest ilo-

razem dlugosci przez druga potege czasu, a zatem wymiar przy-

L

$pieszenia = Te /=%
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Sila jest réwna iloczynowi masy przez przy$pieszenie, a wiec
jel wymiar = MLT 2.
Kat mierzymy stosunkiem luku do promienia, a zatem wy-

miar = % = L9 =1. Moéwimy, ze kat wyraza sie liczbg bez

wymiaru,” albo Ze jest to liczba oderwana. Kazda funkeja liczby
oderwanej, np. lg, sin, jest liczba oderwana.

€

o
Szybkosé katowa %—; jest ilorazem kata d% przez czas dt

a wiec wymiar bedzie ;:=T’ L.

Pole pewnej figury moze wyrazaé si¢ ta samg liczbg, co
dlugo$é pewnego odcinka; np. pole moze zawiera¢ 3 m* a odci-
nek 3m. Pomimo to niedorzecznie byloby twierdzié, ze pole jest
réwne odcinkowi, réwniez niedorzecznie byloby méwié o sumie
pola i odcinka, jakkolwiek mozemy wyznaczy¢ sumg obydwéch
liczb. Z tego wynika, ze znakami =, 4 i — wolno laczyé tylko
wielkosci, posiadajgce jednakowe wymiary.

Tak np. nie moga byé polgczone Zadnym z tych znakéw
wyrazy mv i P, gdzie m oznacza mase, v szybkosé¢ i P sile, bo
wymiar pierwszego = MLT-!, a drugiego MLT*

Regule powyzszej powinien w mechanice czynié zadosé wy-
nik kazdego rachunku, a takze sam rachunek w kazdej ze swych
faz. Jezeli tylko wykryjemy gdziekolwiek wykroczenie przeciwko
regule, to mozemy byé pewni, ze do rachunku zakrad! sie blad.

Moze nie bedzie od rzeczy zwrécié¢ uwage na pewne wyjatki
pozorne. Przypusémy np., Ze chodzi o wyznaczenie podstawy
prostokata, ktérego wysokos$é jest réwna jednostce, a pole polu
innego prostokata o wysokosci a i podstawie b. Oczywiscie szu-
kana podstawa x = ab. Wyglada tak, jak gdyby wielko§é o wy-
miarze L byla réwna wielkosci o wymiarze L®. Paradoks ten jest
nastgpstwem skréconego sposobu pisania. Powinno byé x=i—b, 1 ta
jednostka w mianowniku posiada wymiar L.

Inne odstepstwa pozorne od reguly mogg pochodzi¢ stad,
ze wyrazamy wektory zapomoca odcinkéw, i niekiedy w rachunku
oznaczamy t3 samg literg wielko$¢ wektora i dlugosé odcinka.
Tak np. jezeli punkt ruchomy (xyz) posiada szybko$é v, to mé-
wimy, ze koniec szybkosci posiada wspélrzedne x +w, i t. d.
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Oczywiscie v. oznacza w tym razie nie skladowg szybkosci, lecz
dlugoéé odcinka i posiada wymiar L. Na wyjatek tego rodzaju
zwréciliSmy juz uwage w par. 23.

Mozna nieraz rozwigzaé¢ zagadnienie mechaniczne, postugujac
si¢ wylozonem tu prawidlem; przyklady nastepujace ilustrujg te
metode. -

Prz. 1. Punkt ruchomy, posiadajacy przySpieszenie wciaz skierowane do
punktu O i odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odleglosci, wyruszyl z odle-
glosel a od O ze stanu spoczynku i doszed! do O w czasie &. Wyznaczyé za-
leznoéé czasu ¢ od odleglosci a.

Oznaczmy przez » wspdiczynnik proporcjonalnosci. pomigdzy przyspiesze-
niem i odwrotnoscig kwadratu odleglosci. Oczywiscie ¢ moze byé funkcja tylko
tego wspélezynnika = i odleglosci a. Gdy rozwiniemy te funkeje w szereg wedlug
poteg tych zmiennych, to otrzymamy sume¢ wyrazéw typu A»”a?, gdzie A ozna-
cza pewien czynnik oderwany, a p i ¢ wykladniki jeszcze nieznane, a zatem

t = 2Az»Pa (1).

Wymiar lewej strony jest réwny 7’; taki sam powinien byé wymiar strony
prawej. Wspdiczynnik », podzielony przez kwadrat dlugosci, oznacza przyspie-
szenie, zatem wymiar tego wspdlezynnika wynosi LT 7% a wymiar prawej
strony = (L*T*)PLY — L% 797 =2, To bedzie réwne T, jezeli

3p+qg-0, —2p=1.
Z tych réwnai wynika, ze p= -} i g = §.

Otrzymalismy dla p i ¢ po jednej wartosci, a zatem prawa strona réwna-

nia (1) sklada si¢ tylko z jednego wyrazu, i
' o l/_.n.:"/'_:'

Tak wige czas ¢ jest proporcjonalny do drogi w potedze ¥/;.

Prz. 2. Dowiesé, ze jezeli w przykladzie poprzedzajacym przySpieszenie
jest proporcjonalne do odleglosci, to czas ¢ nie zalezy od a.

Prz. 3. Wyprowadzié zapomoca metody powyzszej zalezno&é okresu wahan
prostego wahadla od dlugosci /, masy m i przySpieszenia ziemskiego g.

Wypadnic. ze szukany okres=- A\)—l—, gdzie wspélezynnik A moze za-
g
leze¢ od amplitudy.’
Prz. 4, Tarcza cylindryczna o promieniu a i masie m moze sig swobodnie
dw =k
obracaé okolo swej osi. Jakie przyspieszenie katowe ('J[—) nada jej styczna do

niej sita P? Odp."é—f._ Zobaczymy w dalszym ciagu, ze A=2.
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