VII. SZKIELET DYNAMICZNY CIALA.

96. Przedmiot rozdzialu, Zasadnicze zagadnienie dynamiki
cial sztywnych jest takie: majac dane cialo sztywne oraz sily na
nie dzialajace, wyznaczyé ruch tego ciala. Aby zagadnienie takie
rozwigzaé trzeba przedewszystkiem wiedzieé, jak jest w ciele roz-
jozona masa, czyll zna¢ jego budowe dynamiczna.

Wsréd cial sztywnych mozliwa jest nieograniczona rozmaitosé
ksztaltow, a wsréd cial niejednorodnych o jednakowych ksztaltach
mozliwa |est: jeszcze nieograniczona réznorodnosé w rozkladzie
mas. Pomimo to jednak wszystkie ciala sztywne wykazuja w swej
budowie dynamicznej pewne wspélne rysy. Moznaby powiedzieé,
ze kazde cialo sztywne posiada jakby szkielet dynamiczny, i szkie- -
lety wszystkich cial s3 zbudowane na jedna modle, jak na jedna
modle s3 zbudowane szkielety wszystkich zwierzat kregowych.

Przedmiotem niniejszego rozdzialu ma byé wlasnie opis bu-
dowy dynamiczne] ciala sztywnego. Punktem wyjscia bedzie poje-
cie momentu bezwladnosci, albo momentu drugiego rzedu. Na
poczatku poznamy trzy rodzaje tych momentéw, a mianowicie
moment wzgledem plaszczyzny, moment wzgledem prostej albo
osi i moment wzgledem punktu, albo srodka.

Wiasciwie w zagadnieniach dynamicznych beda potrzebne
tylko momenty wzgledem osi, ale pomiedzy wymienionymi rodza-
jami zachodza pewne proste zwiazki, ktére ulatwiajaz w duzym
stopniu wyznaczanie momentéw ; dlatego tez wypada poznaé i dwa
rodzaje pozostale. Nastepnie poznamy jeszzze czwarty rodzaj mo-
mentu drugiego rzedu, a mianowicie tak zwany moment odsrod-
kowy, albo dewjacyjny.

Wypada zauwazyé, ze wyraz moment zostal tu uzyty w zu-
pelnie innem znaczeniu, niz np. w par. 9. Moment bezwladnosci
nie jest weale wektorem, lecz jest skalarem.



— 211 —

97. Moment wzgledem plaszczyzny. Niech bedzie jakies
cialo sztywne i jaka$ plaszczyzna P. Podzielmy to cialo na tak
male elementy, aby kaidy z nich moina bylo uwaza¢ za punkt.
Masy ich niech beda m,, m,..., a odlegloici od plaszczyzny P
2y, zs.... Odleglosciom tym przypisujemy znaki podobnie, jak
odleglosciom® od plaszczyzn wspéirzednych. lloczyn mz* nazywa
sie momentem bezwladnosci elementu m wzgledem plaszezyzny P,
a suma wszystkich iloczynéw takich, t.j. miz*+ myz,2 + ...= 2Zmz*
zowie sie momentem bezwladnosci ciala wzgledem lejze plaszczyzny.

Oznaczmy mase calego ciala, czyli *m przez M i obierzmy
tak dlugo$é k, aby bylo

Mkt = Smz2.

Ta dlugo$é k nazywa sie¢ ramieniem bezwladnosci ciala wzgledem
plaszczyzny P.

Wyobrazmy sobie, ze cala masa ciala zostala rozlozona na
plaszczyznie P’, rownoleglej do P i polozonej od niej w odlegtlo-
$ci k. Oczywiscie ta plaska warstwa masy mialaby wzgledem P
taki sam moment bezwladnosci, jak cialo dane.

Poprowadsmy jeszcze przez srodek ciezkosci, albo raczej
przez $rodek masy ciala*), plaszczyzne P, réwnolegla do P,
i oznaczmy przez z, odleglo$é pierwszej od drugiej, a przez ¢,
..., odleglosci punktéw m;, my... od Py. Oczywiscie z={+ z,,
1 22=0% 4 zy* + 2204, albo

mz?: = mGt + mz,® + 2z,m-x.

Utwérzmy takie réwnania dla wszystkich elementéw ciala i do-
dajmy je stronami. Wypadnie

Xmz? = Zm + Smz® + 22mz.

Drugi wyraz prawej strony = z:Im = Mz?®, a wyraz trzeci =
= 2z,3ml. Lecz 3m{ jest to tak zw. moment statyczny, czyli
moment pierwszego rzedu, wzgledem plaszezyzny Po, a ze statyki
wiadomo, ze moment taki wzgledem plaszczyzny, przechodzacej
przez srodek masy, jest zerem. Bedzie wigc

Smz? = Smi+ Mz,? | 1).
*) Srodek masy i $rodek cigzkosci nie sa synonimami, poniewa: jednak
W zakresie zjawisk mechanicznych, z ktéremi mamy d(_) czynienia na powierzchni
Ziemi, érodek masy jest zawsze Srodkiem cigikoSci, nie bedziemy przeto nadal
czynili réinicy pomigdzy tymi terminami, postugujac si¢ przewaznie drugim.

14*
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Twierdzenie, zawarte w tym wzorze, mozna wypowiedzie¢
tak: aby otrzymacé moment bezwladnosci wzgledem plaszczyzny P,
trzeba do momentu wzgledam plaszczyzny réwnoleglej,- przecho-
dzqcej przez srodek cigzkosei, dodac moment masy ciata, skon-
centrowanej w Srodku ciezkosci, wzgledem P.

Oczywiscie ze wszystkich plaszczyzn. réwnoleglych najmniej-
szy moment odpowiada plaszczyznie, przechodzacej przez srodek
cigzkosci.

Réwnanie (1) mozna jeszcze napisaé w postaci Mk* =
= Mk,* -+ Mz,*, gdzie k, oznacza rami¢ bezwladnosci wzgledem
plaszczyzny P,; zatem

k2 = kug + zp?* (2)'

98. Moment wzgledem osi. Niech bedzie znowu cialo sztywne
1 jakas prosta z. Odleglosci elementéw my, m.... od z oznaczymy
przez ry, r:... lloczyn mr® zowie sie momenten bezwladnosci ele-
mentu m wzgledem osi z, a Xmr* momentem bezwladnosci ciata
wzgledem tejze osi.

Jezeli Mk*=Zmr?, to k nazywa sie ramieniem bezwiadnosci
ciala wzgledem osi z. Gdyby$my rozlozyli mase ciala na po-
wierzchni prostego cylindra, kidrego osig jest prosta z, a promien
jest réowny k, to taka warstwa cylindryczna mialaby wzgledem z
taki sam moment bezwladnosci, jak cialo dane.

Pomiedzy momentami wzgledem prostych i plaszczyzn za-
chodzi prosty zwigzek. Poprowadzmy przez o$ z dwie plaszczyzny
P. i P,, tworzace kat prosty, i1 niech x, y oznaczaja odleglosci
elementu m od tych plaszczyzn. Oczywiscie rP=x*+ y?, albo

mr* = mx? + my*-.
Takie rownanie odpowiada kazdemu elementowi; sumujac je, otrzy-

mamy

2mr? = Smx* + Smy? ().

Znaczy to, ze moment bezwladnosci wzgledem osi jest réwny sumie
momentéw wzgledem dwdch plaszczyzn, przechodzqcych przez fe
o$ 1 prostopadlych do siebie.

znaczajac przez k. i k, ramiona bezwladnosci ciala wzgle-
dem P. i P,, znajdziemy, ze

kt = ket 4k, ().
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Poprowadzmy przez $rodek cigzkosci ciala prostg S réwno-
legla do z. Odleglosé pomiedzy prostemi z i 5 oznaczmy przez
Xy, a momenty bezwladnosci wzgledem nich odpowiednio przez
1, I,. Poprowadimy précz tego trzy plaszczyzny, a mianowicie
plaszczyzne Q, przechodzaca przez z i ., oraz plaszczyznyP P,,
prostopadle do Q i przechodzace odpowiednio przez z i 5. Mo-
menty bezwladnosci ciala wzgledem plaszezyzn Q, P, P, ozna-
czymy odpowiednio przez K, L, L,. W mys$l tylko co dowiedzio-
nego twierdzenia

[=K+L i =K+ L.

Rugujac stad K, otrzymamy /= [, + L — L,. Lecz wedlug twier-
dzenia, ktére poznaliSmy w paragrahe poprzedzajgcym L — Ly=
= Mx,*, a zatem

[ =1 + Mx ©).

Pragnqc otrzymacé moment bezwladnosci wzgledem osi z, trzeba
do momentu wzgledem prostej, przechodzqcej przez srodek cigzkosci
i réwnoleglej do z, dodaé¢ momeni masy ciala, skoncenitrowaney
w srodku ciezkosci, wzgledem z.

Ze wszystkich prostych réwnoleglych oczywiscie najmniejszy
moment odpowiada tej, ktéra przechodzi przez srodek ciezkosci.

Oznaczajac przez k, ramie bezwladnosci ciala wzgledem osi
2, przeksztalcimy réwnanie (2) na

k: =3 ku: S xl): (3)7

99. Moment wzgledem punktu. Momeniem bezwladnosci
ctala wzgledem punktu O nazywamy mr?, gdzie m;, ms... ozna-
czaja masy elementéw, a ri, r... ich odlegloéci od O. Jezeli
Mk2 = Smr, to k zowie sie ramieniem bezwladnosci wzgledem O.
Gdybysmy cala mase ciala rozlozyli na powierzchni kuli, ktérej
Srodkiem jest punkt O, a promien jest réwny k, to moment bez-
wladnosci takiej warstwy kulistej wzgledem O bylby réwny mo-
mentowi ciala.

Obierzmy O za poczatek prostokatnego ukladu wspéirzednych
1 oznaczmy przez x, y, z wspolrzedne elementu m. Oczywiscie
=yt 4yt oz albo

mr? = mx* 4+ my® + mz®.
Sumujac wszystkie takie réwnania, otrzymamy

Smr? = Sma? - Smy? + Smz? (1),
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2mx? jest to moment bezwladnosci wzgledem plaszczyzny yz it.d.,
a zatem twierdzenie, zawarte w (1), wypowiemy tak: moment
bezwladnosci wzgledem punktu jest réwny sumie momentéw bez-
wladnosci wzgledem trzech plaszczyzn, przechodzqcych przez ten
punkt [ prostopadlych do siebie.
Ostatnie réwnanie przeksztalca sig latwo na

k'.’. == ky22 + kz.\'2 —i— k.\'y‘:3 (2),
gdzie k., k.., k., oznaczajgq ramiona bezwladnosci wzgledem plasz-
czyzn yz, zx, xy.

Oznaczmy moment bezwladnosci ciala wzgledem punktu O
przez /, momenty wzgledem plaszezyzn yz, zx, xy przez /., I.,
Ly 1 wreszcie momenty wzgledem prostych x, y, z przez I, I, I..

Na zasadzie (1) w paragrafie poprzedzajacym napiszemy

Ix._':lzx—*‘]xy; ly:lxy‘i—ly:; 1‘:=1y:+ X »
Gdy dodamy te réwnania stronami, to wypadnie
1.\' + Iy '*— 1z = 2(1_112 ’1L sz '!— Ixy)
lub le+1,+ 1. = 2] 3),
gdyz wedlug (1) /. + L+ 1y = L
100. Wyznaczanie momentéw bezwladnosci. Przy pomocy

twierdzen powyiszych wyznaczymy momenty lub ramiona bezwlad-
nosci kilku cial, z ktéremi bedziemy mieli do czynienia w dalszym

P . ciagu. We wszystkich rozwa-
A -4 zanych przypadkach nalezy

Sztaba. Naprzéd wyzna-

] ]

“— X —dXe— : uwazaé ciala za jednorodne.
: :

1

]

I

% czymy moment bezwladnosci
'y ' cienkiej prostej sztaby o dhu-
Fig. 74. ' gosci 2a wzgledem prostej g,

przechodzace] przez s$rodek
cigzkosci O i prostopadlej do sztaby, albo wzgledem punktu O,
bo w danym przypadku jest to wszystko jedno.

Dzielimy sztabe na nieskofczenie male elementy dx; masa
takiego elementu jest réwna udx, gdzie u oznacza mase jednostki
diugosci. Moment bezwladnoéci jednego elementu wzgledem O
wynosi ux®dx, a zatem moment bezwladnosci sztaby

1= " o2

(
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Poniewaz masa sztaby = 2ua, przeto na ramie bezwladnosci otrzy-
mamy wzor

[ J— a:
k =
Kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem konca sztaby=
_at ., 4a?
=g ta=—3

Plyta prostokgina. Wyznaczymy ramie bezwladnosci cienkiej
plyty prostokatnej o podstawie 2a i wysokosci 2b wzgledem pros-
te] x, przechodzacej przez Srodek ciezkosci O i réwnoleglej do
podstawy. W tym celu dzielimy plyt¢ na nieskonczenie waskie
paski prostokatne, prostopadle
do x. Pasek taki mozemy uwa- -
zaé za sztabe o dlugosci 2b, =
a zatem kwadrat jego ramienia T
bezwladnosei

== {)3 ! 0
ke =, JL

Gdyby$my mase¢ paska skon-
centrowali w jednym punkcie
w odleglosci k. od x, to mo-
ment bezwladnosci calego ciala
wzgledem tej prostej nie ulegl
by zmianie. Z tego wynika, ze k. jest réwniez ramieniem bez-
wladnosci plyty wzgledem osi x.

Kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem osi y, przecho-
dzacej przez O i réwnoleglej do wysokosci, bedzie oczywiscie
,112 =‘; 3

Mozna uwazaé, ze k. i k, sa ramionami bezwladnosci plyty
wzgledem plaszczyzn przechodzacych odpowiednio przez proste

x, y i prostopadlych do plaszczyzny plyty, a zatem k.*-- Ry p=EE o

t
]

B3 sbllamr= o o5 o e S
i

G Vi
L)
!
X.0s

bedzie kwadratem ramienia bezwladnosci wzgledem osi, przecho-
dzacej przez O i prostopadlej do plaszczyzny plyty.

Prosty cylinder kofowy. Wyznaczymy moment bezwladnosci
wzgledem ‘osi cylindra. W tym celu dzielimy cylinder na nieskon-
czenie cienkie warstwy cylindryczne, powierzchniami cylindrycznemi
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wspolsrodkowemi z powierzchnia cylindra. Promien jednej z nich
niech bedzie réwny r, a grubosé dr; w takim razie masa jej wy-
nosi 2mrhdr . u, gdzie h oznacza wysokosé cylindra, a g mase
jednostki objetosci. Moment bezwladnosci takiej warstwy wzgle-
dem osi jest oczywiscie réwny 2nmrhdr . . r?, a moment calego

cylindra

4= S 2”.“1”_:;(1"=:rr,uha"
3 2
gdzie a oznacza promien cylindra.

Poniewaz masa cylindra wynosi muha?, przeto
a‘3
2_-

Wyznaczymy jeszcze ramig bezwladnosci k; wzgledem proste;j,
przechodzacej przez srodek cigzkosci i prostopadlej do osi cylindra.
Poprowadzimy przez nig dwie plaszezyzny P. i P,, jedna prosto-
padle do osi cylindra, a druga przez t¢ o$, i wyznaczymy wzgle-
dem nich ramiona bezwladnosci k. 1 &,.

Mozemy uwazaé, ze cylinder sklada sie ze sztab o dlugosci
h réwnoleglych do osi, czyli prostopadlych do plaszczyzny P..
Kwadrat ramienia bezwladnosci kazdej sztaby wzgledem tej plasz-

k‘.&:

9

12°

Ramiona bezwladnos’ci wzgledem wszystkich plaszczyzn,
przechodzacych przez o§, sg réwne, a suma kwadratéw ramion
wzgledem takich dwéch plaszezyzn nawzajem prostopadiych, jest

e R o
czyzny = 3( ) : ,oczyw1sc1e1k_\‘2=

. g kt _ a®
rowna k?, a zatem k_,,’-=3 s 3
Ostatecznie znajdziemy, ze
3a1 + /72
kit=k.? 4k, =- T

Stozek prosty. Naprzéd wyznaczymy moment bezwladnosci
wzgledem osi. W tym celu dzielimy stozek na nieskonczenie cien-
kie warstwy plaszczyznami prostopadlemi do osi. Odleglosé jednej
z nich od wierzchotka niech bedzie réwna y, grubo$é dy, promien
za$§ wynosi ytana, gdzie 2¢ oznacza kat wierzchotkowy. Warstwq
tg mozemy uwazaé za cylinder, zatem masa ]e] = ’ly*tangaa'y
y*tan®a

2 ?

a poniewaz kwadrat ramienia bezwladnosci= przeto mo-
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nyttantady . u
£

ment bezwladnosci warstwy wzgledem osi= , @ mo-

ment szukany

2 10

e S" nutant ay'dy _ mutan‘a . A°
0

'Oznaczmy jeszcze przez a promien podstawy; w takim razie
S

tana—7 2 \ &
= mtnath
=15
) . muah
Masa stozka wynosi 33 zatem
. 3a-
X 10

Wyznaczymy jeszcze ramig bezwladnosci k; wzgledem prostej,

przechodzacej przez $rodek cigzkosci i prostopadlej do osi stozka,
a w tym celu wyznaczymy naprzéd moment wzgledem plaszczyzny,
poprowadzonej przez wierzcholek prostopadle do osi. Moment
bezwladnosci warstwy wyzej okreslonej = ny®tantady . i . y?,

i 2 ahd

moment stozka = \ 7 tan® ayidy = E—m—;—i, a kwadrat ra-
Jo

mienia bezwladnosci 32 , gdyz ob]qtosc——h—%ln—g. Odleglosé

wierzchotka od $rodka cigzkosci, jak wiadomo ze statyki, wynosi

4h, a zatem kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem plasz-

czyzny, poprowadzone]j przez Srodek ciezkosci prostopadle do osi,

sl 3h (3/;)‘-‘___ 3/_2'-"
5 4 80

Znajdziemy z latwoscia, jak w przypadku cylindra, ze kwa-

drat ramienia bezwladnosci wzgledem plaszczyzny, przechodzacej

- g 9 — 3a® ;
przez os, 10" 90’ a zatem
. 3a* 3k _ 12a*+ 3h*
k=90t 80 = 80

Kula. Chodzi tu o ramie bezwladnosci & wzgledem $rednicy,
lecz naprzéd wyznaczymy moment bezwladnoéci wzgledem $rodka.
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W tym celu dzielimy kule na nieskonczenie cienkie warstwy po-
wierzchniami kulistemi, wspélsrodkowemi z dana. Niech promien
jednej z takich warstw bedzie r, a gruboié dr. Objetosé wyniesie
4rtr®dr, a masa 4artdr . u. Oczywiscie moment bezwladnosci
warstwy wzgledem Srodka = 4nr*dr . « . ®, a moment kuli =

“ 4ruad . B :
=S drurrdr = ‘Sa , gdzie a oznacza promien. Kwadrat ramie-
0

4nua® 4mua® _3a®
S~ =8By B
Kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem plaszczyzny, prze-

2 2
chodzacej przez $rodek = STG : 3=%, i zatem

nia bezwladnosci wzgledem srodka réwna sie

W przykladach nizej podanych chodzi o momenty bezwtad-
nosci linij, pél i bryl. Nalezy zawsze uwazaé, ze te linje, pola
i bryly sa réwnomiernie okryte lub wypelnione masa.

Prz. 1. Wyznaczyé kwadrat ramienia bezwladnosci okregu kola o promie-
miu a wzgledem osi, przechodzacej przez Srodek i prostopadlej do plaszezyzny
kola, a takie wzgledem Srednicy. Odp. a? i —‘12; ’

Prz. 2. Wyznaczyé ramie bezwiadnosci réwnolegloboku o wysckosci £
wzgledem prostej, przechodzacej przez érodek i rownoleglej do podstawy. Odp.

A’ .
k’—i—2.

Dzielac pole réwnolegloboku na waskie paski réwnolegie do podstawy,
dowiedziemy latwo, Ze moment jego jest réwny momentowi prostokata, posia-
dajacego tg sama podstawe i wysokosé.

Prz. 3. Wyznaczyé ramig bezwladnosci tréjkata o wysokosci 2 wzgledem
h?
=

Dopetniamy tréjkat do réwno.egioboku. Momenty bezwladnosSei obydwéch
trojkatéw wzgledem prostej, przechodzacej przez &rodek i réownoleglej do pod-
stawy sq réwne, zatem moment jednego jest réwny polowie momentu réwno-
legloboku. Stad przejdziemy przy pomocy twierdzenia z par. 98 do momentu
(lub ramienia) wzgledem Jsi réwnoleglej przez Srodek ciezkosci i wreszcie do

momentu wzgledem podstawy. Réwnie latwo mozna wyznaczyé ramie zapomoca
catkowania,

podstawy, Odp. k* =

Prz. 4, Wyznaczyé ramie bezwladnosci tréjkata A, 4,4, wzgledem prostej,
przechcdzacej przez 4, w odlegloici a;, a, od wierzchotkéw 4,, A..

Odp. ko - At oo
LR
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Moment bezwladnosci tréjkata A,4,4, bedzie oczywiscie réwny réznicy
momentéw trolkqtow BA.A, i BAA,, gdzie B oznacza przecigcie prostej danej
2 AA,.

Prz. 5. Wyznaczyé rami¢ bezwladnosci tarczy kolowej o promieniu «

. " 5a?
wzgledem stycznej. Odp. k® = = =10

Prz. 6. Wyznaczyé rami¢ bezwladnoSci plyty pétkolistej o promieniu g,
wzgledem prostej, przechodzqcej przez srodek cigzkosci i réwnoleglej do pod-

stawy. Odp. &= a*(4 — 4%,) .

Prz. 7. Wyznaczyc ramiona bezwladnosci pola elipsy wzgledem duzej osi,
malej osi, a takie wzgledem prostej, przechodzacej przez Srodek i prostopadiej
do plaszczyzny krzywej. Odp. Kwadraty szukanych ramion wynosza odpow ednio
b a? g
ot Z—, # , gdzie 2a i 2b oznaczaja dlugosci osi duzej i malej.

. Ze wzgledéw symetrii wynika, Ze wyrazenia na ramiona bezwladnosci
wzgledem osi musza by¢ symetryczne wzgledem a i b. Moment wzgledem dusej
osi daje si¢ latwo wyznaczyé bez calkowania. Uwazamy elipsg za rzut kota, po-

lozonego w plaszczyznie, przechodzacej przez te of i nachylonej do plaszczyzny
elipsy pod katem « = arccos ({7) Elementowi dS pola kola, polozonemu w od-
a

leglosci y od osi, odpowiada element dScosx elipsy, potozony w odleglosci y cos .
Z tego wynika, ze moment bezwladnoéci elipsy jest cos®a razy wigkszy od mo-
mentu kola.

Prz. 8. Wyznaczyé ramiona bezwladnosci luku kolowego o dlugosci 2az
(promien kola==a) wzgledem Srednicy, przechodzacej przez srodek luku, a takze
wzgledem prostej, przechodzacej przez srodek cigzkosci i prostopadlej do plasz-

czyzny kola. Odp. 5 (1 smfz) ,  at (1 e 5_‘) .

ad

Prz. 9. Granice cienkiej plyty stanowi parabola y*==4px i prosta prosto-
padia do osi paraboli, przeprowadzona w odlegloéci ¢ od wierzchotka. Wyzna-
czyé ramiona bezwladnoSci wzgledem osi i wzgledem stycznej w wierzcholku.

Odp. 4§p’ —3,—70—:
Prz. 10. Wyznaczyé rami¢ bezwladnosci pclkuh o promieniu @ wzgledem
13a®
stycznej w wierzchotku. Odp. —25
; PO T .00 1 AT R
Prz. 11. Wyznaczyé rami¢ bezwladnosei elipsoidy IR T 1 wzgle-
dem osi x. Odp. 717——5*_—0;
Prz. 12. Wyznaczyé ramic bezwladnosal paraboloidy obrotu, w ktérej

bt
promiei podstawy— b, wzgledem osi obrotu. Odp. 5 -

Prz. 13. Wyznaczyé ramiona bezwladnosci lemniskaty (r*—a%cos 2¢) wzgle-
dem obydwéch osi. Odp. Kwadraty szukanych ramion wzgledem osi przecinajacej

i
pole krzywej i nieprzecinajacej sa 8 3), = (2 -1 )
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Najlepiej bgdzie wyznaczyé naprz6d moment wzglgdem bieguna czyli wezla,
nastepnie wzgledem osi nieprzecinajacej i z tego obrachowaé moment wzgledem
drugiej. Pole lemniskaty (obydwéch petlic) = a2

Prz. 14. Wyznaczyé ramigq bezwladnosci szeiciennego pudetka o cienkich

scnanach i krawedzi a wzgledem krawedzi. Odp. 79(1 .

101. Osi gléwne. Niech bedzie cialo sztywne, jakakolwiek
plaszczyzna P i w tej plaszczyznie jakikolwiek punkt O. Skie-
rujmy uwage na te proste, ktére w plaszczyinie P przechodza
przez punkt O, czyli na pek promieni O. Kazdej z tych prostych
odpowiada pewien moment bezwladnosci ciala. Wyréznimy z po-
$réd nich dwie, a mianowicie te, ktérej odpowiada moment naj-
wiekszy, i te, ktérej odpowiada moment najmniejszy. Nazwiemy
je osiami najwiekszego i najmniejszego momentu punkiu O w plasz-
czyznie P. Zobaczymy, jaki kat tworza te proste.

W tym celu obieramy O za poczatek ukladu prostokatnego,
a P za plaszczyzne xy. W takim razie o z bedzie prostopadla
do P. Oznaczmy przez /., /,, I., / momenty bezwladnosci ciala
wzgledem prostych x, y, z, oraz wzgledem punktu O. Wedlug
(3).w par. 99 [+ 1, + I.= 2/, a zatem

L+l =2—1I.

Wyobrazmy sobie teraz, ze uklad wspélrzednych obraca sig
okolo osi z, ale cialo i plaszczyzna P pozostajg w spokoju. Pod-
czas tego ruchu /. i I, sie zmieniaja, ale suma ich pozostaje stala,
gdyz ani / ani I, nie ulegaja zmianom. Z tego wynika, ze gdy
I osiagnie warto$é¢ najwieksza, to /, przybierze wartos$¢ najmniej-
sza, to znaczy, gdy 0§ x zajmie polozenie osi najwigkszego mo-
mentu, to o y zajmie wlasnie polozenie osi najmniejszego momentu.
Tak wiec osi najwigkszego i najmniejszego momeniu lworzq kql
prosty.

Zwréémy teraz uwage na wszystkie proste, ktére przechodza
w przestrzeni przez O, czyli na snop promieni O. Wyr6znimy znowu
z posréd tych prostych dwie, ktorym odpowiadajg momenty naj-
wickszy i najmniejszy. Nazwiemy je osiami najwigkszego i naj-
mniejszego momentu punkiu O i oznaczymy przez a i b. Sa one
réwniez osiami najwiekszego i najmniejszego momentu punktu O
w plaszczyZnie ab, a zatem w my$l wyzej dowiedzionego twier-
dzenia sa do siebie prostopadte.

Poprowadimy jeszcze trzecia prosts ¢ prostopadia do plasz-
czyzny ab. Bedzie ona oczywidcie osig najwiekszego momentu
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w plaszezyznie be 1 osig najmniejszego momentu w plaszczyznie ca.
Te trzy proste a, b i ¢ nazywaja sie osiami gldwnemi punktu O,
a jezeli O jest srodkiem ciezkosci, to osiami gléwnemi ciafa.

Osi ¢gléwne odgrywaja wazna role w dynamice ciala sztywnego.
Stanowig one wlasnie ten szkielet dynamiczny ciala, o ktérym byla
wzmianka w par. 96.

102. Moment odsrodkowy. Niech bedzie cialo sztywne
i prostokatny uklad wspéirzednych. Nazywamy momentem odsrod-
kowym albo momentem dewjacyjnym ciala wzgledem osi x, y
sume myxyy, + myxpys + ..., czyli Emxy. Roéwniez Smyz i Smzx
nazywaja si¢ momentami odsrodkowemi wzgledem y, z i z, x.

Moment odsrodkowy posiada ten sam wymiar, co i momenty
bezwladnosci, a mianowicie ML?, jest to wiec takze moment dru-
giego rzedu, czyli rodzaj momentu bezwladnoséci; jednak pod
pewnym wzgledem rodzaj ten rozni sie zasadniczo od innych.

Moment bezwladnosci wzgledem plaszezyzny, zawiera wspol-
rzedne elementéw tylko w drugich potegach, a zatem jest on
zawsze dodatni. To samo dotyczy momentéw wzgledem prostej
i punktu. Tymczasem moment odsrodkowy posiada wspéirzedne
w pierwszych potegach, moze wiec byé ujemny a takie réwny
zeru. Okazemy zaraz na przykladzie, ze ten ostatni przypadek
jest mozliwy.

Przypusémy, ze cialo posiada plaszczyzng symetrji, a miano-
wicie mechaniczng plaszczyzne symelrji. Znaczy to, ze dwa ele-
menty, symetryczne geometrycznie wzgledem owej plaszczyzny,
posiadajg précz tego jednakowe masy. Obierzmy osi x i y w plasz-
czyznie symetrji, i zwréémy uwage na dwa jakiekolwiek elementy
symetryczne o masach m. Jezeli jeden z nich posiada wspélrzedne
X, y, z, to drugi x, y, —z, zatem moment odsrodkowy jednego
wzgledem y, z bedzie myz, a drugiego —myz. Z tego wynika,
ze moment odsrodkowy calego ciala wzgledem osi y, z jest rowny
zeru, i toz samo dotyczy momentu wzgledem z, x.

Momenty odsrodkowe cienkiej jednorodnej plyty wzgledem
Yy, z i z, x sg oczywiScie zerami, jezeli oS z jest prostopadla do
plaszczyzny plyty, i poczatek lezy na plycie.

Powréémy do przypadku ogélnego. Oznaczmy wspélrzedne
srodka cieskosci ciala przez Xo, Yo, 2o | poprowadimy przez ten
punkt nowe osi wspélrzednych &, 7, & réwnolegle do poprzednich.
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Jezeli wspolrzedne elementu m w dawnym ukladzie sa x, y, z,
a w nowym &, 1, { to
x=5+4%, yeify, z=L+z,
i xy = &N+ xon + yoS + xoyo,
albo mxy = mé&n + mxy + myo§ + mx,yo.
Sumujac wszystkie takie réwnania, otrzymamy
Smxy = Im&n + xoZmn + yo,2mé + Mx,y..

Lecz Xmn i 2mé sa zerami, jako momenty statyczne ciala wzgle-
dem plaszczyzn, przechodzacych przez srodek ciezkosci, a zatem
.\:mxy = Em;'] +MX()y0.

Tak wiec momeni odsrodkowy ciala wzgledem osi x, y jest
réwny sumie momentu ciata wzgledem osi réwnoleglych, przecho-
dzqcych przez srodek cigzkosci, oraz momentu masy ciala, skon-
centrowanej w srodku cigzkosci, wzgledem x, y.

Toz samo dotyczy osi y, z i z, x.

Prz. 1. Wyznaczyé moment odérodkowy prostokata o masie M i bokach

Mab
a, b wzgledem bokéw. Odp. 4‘{__.
Prz. 2. Wyznaczyé moment odsrodkowy éwiartki kola o masie M i pro-
mieniu @ wzgledem promieni granicznych. Odp. Azllfl .

103. Moment bezwladnosci w funkeji katéw kierunko-
wych. Niech bedzie znowu cialo sztywne i prostokatny uklad wspoét-
rzednych. Momenty bezwladnosci -
wzgledem osi oznaczymy przez
L, 1,, I., a momenty odérodkowe
przez L, I, L. Niech bedzie
procz tego prosta u, przechodzaca
przez poczatek i tworzaca z osiami
wspdlrzednych katy a, £, 7. Mamy
wyznaczy¢ moment bezwladnosci
I danego ciala wzgledem tej
prostej u.

Dajmy na to. ze jeden z ele-
mentéw ciala o masie m zajmuje
polozenie A(x, y, 2), a odleglosé
jego AB od u niech bedzie réwna r

2
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Oczywiscie
rt = OA* — OBt 1).

04t = x? 4 y* 4 2%, a OB jest rzutem odcinka OA4 albo wieloboku
ODCA na prostg u. Boki tego wieloboku sa odpowiednio réwne
x, y, z i tworza z u katy ¢, 8, 7, a zatem OB=xcosa+ ycosp+
-+ z cos 7. Wprowadzajac te wartosci do (1), otrzymamy

= x*+yt+2z? — (xcosa -+ ycosf+zcos;)
Poniewaz cos?a + cos?@ + cos®y = 1, mozemy wiec napisaé
r? = (x24y® 4 z?)(coste |- cos?F4- cos?y) — (x cos a4-y cos #+ z cos y)*
czyli 72 = (y? + 2%) cos®a + (2® + x?) cos?P + (x2 + y*) cosy—
— 2xy cosacosfi — 2yzcosficosy — 2zxcosy cosa.

‘Mnozymy to przez m i sumujemy takie réwnania dla wszystkich
elementéw. Wypadnie

Emr? = cos?aXm(y? + z%) + cos*PEm(z? + x*) 4 cos¥y>m(x? + y?) —
—2cosacospXmxy — 2cosf cosySmyz — 2 cosycosamzx.

Lecz y* + 22 jest to kwadrat odleglosci elementu m od osi x,
a zatem Sm(y*+z*) = I, it.d. Bedzie wiec

I* = I.cos®e + I,cos?3 - I, cos?y — 21, cos xcosp —
—2l,:cospcosy — 21..cosycosa (2).
Jest to szukany moment bezwladnosci. .
Rozwazymy szczegélowo przypadek, gdy prosta u lezy
w plaszczyznie xy. W takim razie y = »727;, cosy=0 i cospg=singa,

a zatem
1= I.cos®a + I,sin’a¢ — I,, cosa sin a.

Wyznaczymy te warto$é kata «, przy ktoérej / osigga maks.

lub min. Zakladajac, ze 3(1; = 0, otrzymamy

(/, — I.)sin2¢ — 2/, cos2a = 0 (3),
a zatem tan 2a='1y‘2j{x;;-

Kat 2a posiada taki tangens przy dwoch wartosciach mniej-
szych od 27; roinig si¢ one o 7, a zatem réwnaniu (3) czynia

s 3 7]: - 3 . .
2ado$é dwie wartosci @, réznigce sig o o Oczywiscie przy jednej
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z nich / osiaga maks., a przy drugiej min.; jednej z nich odpo-

wiada prosta najwiekszego, a drugiej prosta najmniejszego momentu
punktu O w plaszczyznie xy. '

. 2" . T -

Jezeli I, = 0, to owe wartosci sa O i 55 znaczy to, ze osi

x 1 y sa osiami najwigkszego i najmniejszego momentu w plasz-

czyznie xy. Odwrotnie, jezeli za osi x, y obierzemy proste naj-

wiekszego i najmniejszego momentu, to tan2¢=0, a zatem /,, = 0.

W tym przypadku
I = I.cos®e + Iysin’a 4.

Oczywiscie otrzymamy to samo I dla dwéch prostych, z ktérych
jedna tworzy z osig x kat @, a druga —«, innemi slowy osi naj-
wiekszego { najmniejszego momentu sq dwusiecznemi kqta pomiedzy
dwiema prostemi, kidrym odpowiadajq momenty réwne.

Jezeli I, = I., to I= I; znaczy to, ze cialo posiada wzgle-
dem wszystkich prostych, przechodzacych przez O i polozénych
w plaszczyznie xy, momenty jednakowe.

Jezeli za osi wspolrzednych obierzemy osi gléwne punktu
O, to w kazdej z plaszczyzn wspélrzednych beda one prostemi
najwiekszego 1 najmniejszego momentu, a wiec w tym razie
Iy = I,. = 1, = 0. Bedziemy w tym przypadku szczegélnym ozna-
czali momenty wzgledem osi x, y, z odpowiednio przez A4, B, C,
nazywajac je momeniami gléwnymi punktu O, a zatem réwnanie
(2) przeksztalci si¢ na

I = Acos®e + Bcos?3 + Ccos¥ (5).

Dowiedziemy teraz twierdzenie odwrotne. Osi wspélrzednych
obrano, dajmy na to, w taki sposéb, Ze wszystkie trzy momenty
odsrodkowe sg zerami. Tymczasem mozna stad wyciagnaé jedynie
ten wniosek, Ze osi x 1 y sg prostemi najwickszego i najmniej-
szego momentu w plaszczyznie Xy, osi y i z w plaszczyZnie yz,
wreszcie osi z i x w plaszczyznie zx. Wypada dowie$é, ze osi
wspoélrzednych sg takze osiami gléwnemi poczatku O.

Aby nie przesadzaé sprawy, napiszemy réwnanie (2) w postaci

I = ILcos®e + L,cos*3 + I, cos?y.

Dajmy na to, ze z trzech momentéw 1., I,, I. pierwszy jest naj-
wiekszy, a drugi najmniejszy. Oczywiscie

1. = J.cosa + I.cos®p + I.cos?y.
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Odejmujac od tego réwnania poprzednie, otrzymamy
I, — 1= (:— I,)cos*¢+ (I. — L) cos¥.

Prawa strona jest oczywiscie dodatnia, zatem I, jest wieksze od 1/,
lakiekolwick s3 ¢, 8,7, a z tego wynika, ze 0§ x jest prosta naj-
wiekszego momentu punktu O. Tak samo dowiedziemy, ze o$ y
jest prostg najmniejszego momentu, a wiec osi wspélrzednych sa
osiami giéwnemi.

Przypusémy, ze wszystkie trzy gléwne momenty bezwladnosci
punktu O, t.j. 4, B i C, sa réwne. Z réwnania (5) wynika bez-
posrednio, ze w takim razie cialo posiada wzgledem wszystkich
prostych, przechodzacych przez O, momenty réwne. Jezeli do
tego O jest srodkiem ciezkosci, to cialo takie nazwiemy kulistem.

Przedewszystkiem wlasciwo$é taka posiada kula jednorodna,
ale prdcz niej istnieje jeszcze bardzo wiele innych cial kulistych.
Cialem takiem jest np. szeScian. Za osi giéwne mozemy tu uwa-
zaé proste, prostopadle do $cian, i oczywiScie momenty wzgledem
nich sa réwne.

Prosty kolowy cylinder jednorodny jest kulisty, jezeli mo-
ment bezwladnosci wzgledem osi jest rowny momentowi wzgledem
prostej, poprowadzonej przez $rodek ciezkosci prostopadle do
osi, czyli jezeli £, 30

’ 2 12
mien, a & wysokosé. Z tego wynika, ze w cylindrze kulistym
h = a}'3.

(par. 100), gdzie a oznacza pro-

2. 12aq: -+ 3A2
Prosty stozek jednorodny jest kulisty, jezeli %‘6 = a»_gg gal

(par. 100), gdzie a jest promieniem podstawy i & wysokoscia.
W takim razie A = 2a.

Pre. 1. Dowieié, ze ramiona bezwladnoici tréjkata réwnobocznego wzgle-
dem wszystkich prostych, polozonych w jego plaszezyinie i przechodzacych
przez srodek cigzkosci, sg réwne.

Wynika to wprost stad, Ze ramiona bezwladnosci wzgledem trzech wyso-
kosci sg réwne.

Prz. 2. Dowie&é, 7e momenty bezwladnosci pélkulistej czaszy wzgledem
wszystkich prostych, przechodzaeych przez érodek, a takze wzgledem wszystkich
prostych, przechodzacych przez wierzchotek, sg réwne.

Prz. 3. Wyznaczy¢ ramie bezwladnosci elipsy o osiach 2a i 2b wzgledem
a'b?
Srednicy, ktérej dlugosé wynosi 2r. Odp. k*= 3 -

15

Nauka o ruchu.
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Prz. 4. Wyznaczyé ramig bezwiadnosci sztaby o dlugosci ! wzgledem

I2 sinte

prostej, przechodzacej przez koniec i tworzacej ze sztaba kat«. Odp. k*= s;n =

Prz. 5. Wyznaczyé ramie bezwladnosci prostokata, majacego boki a i b,
wzgledem przekatni. Odp. k*= EETTe

Prz. 6. Promiei podstawy prostego stozka — a, a wysokosé = h; wy-
3a*(a® - 6A?)
20(a*-+ h?) -

Prz. 7. Na koncach prostej sztaby o masie m umieszczamy dwa punkty

znaczy¢ ramig bezwladnosci wzgledem tworzacej. Odp.

materjalne, z ktérych kazdy posiada masg L , a w srodku punkt materjalny

6
. 2m Ayl o . ;
o masie 5. Dowiesé, ze moment bezwladnosci sztaby wzgledem kazdej prostej

jest rowny momentowi tych trzech punktow.

Dowiedziemy naprzéd, ze ramig¢ bezwladnosci sztaby wzgledem kazdej
prostej, przechodzacej przez érodek, jest rowne ramieniowi bezwladnosci ukladu,
zlozonego z owych trzech punktéw. Z tego wynika bezposrednio twierdzenie,
o ktéorem mowa.

Prz. 8. W érodkach bokéw tréjkata, ktérego masa = m, umieszczamy
. n Qi o oo n T
trzy punkty malerjalne o masach ’T; dowiesé, ze moment bezwladnosci tréjkata

wzgledem kaidej prostej jest réwny momentowi ukladu, zlozonego z tych trzech
punktéw.

Prowadzimy przez jeden z wierzcholtkédw dowolna prosts; korzystajac
z wzoru, ktéry otrzymaliémy w par. 100, prz. 4, znajdziemy latwo, Ze ramiona
bezwladnosci tréjkata i ukladu wzgledem tej prostej sa réwne. Dowiedziemy
nastepnie, ze tréjkat i uklad maja réwne ramiona bezwladnosci wzgledem wszyst-
kich prostych, przechodzacych przez wspélny Srodek cigzkosci, a z tego wynika
twierdzenie zadane.

Naszkicowany dowéd dotyczy prostych, polozonych w plaszczyznie tréjkata,
ale twierdzenie daje si¢ latwo rozciggnaé do wszystkich prostych przestrzeni.

Prz. 9. Przekatnia prostokata twurzy z jednym z bokéw kat «. Wyznaczyé
osi gléowne wierzcholka.

Oznaczamy boki przez 2a, 2b i przekatnie przez 2¢c. Prowadzimy przez

wierzcholek prosta u, tworzacs z pierwszym bokiom kat U; znajdziemy, ze
kwadrat ramienia bezwladnoici wzgledem tej prostej = 3— cos?+ (,1; sin®t -
g e : : =3 . % 3 tan 2a
—+ ¢*sin*(a — ). Wielko&¢ ta osiaga maks. lub min., gdy tan29= =
Do tego samego dojdziemy przy pomocy wzoru
2/,
tan 23 ~——I-A-'-" i
Iy_ 1,\'

104. Trzecia os. Z trzech osi gléwnych punktu O jedna
est prosta najwickszego momentu, druga prosta najmniejszego



=

momentu, a o trzeciej wiemy dotychczas tylko to, Ze jest prosto-
padla do dwéch pierwszych. Mamy tu poznaé pewne wlasciwosci
szczegdlne tej trzeciej osi.

Za osi wspolrzednych obieramy osi gléwne punktu O i ozna-
czamy momenty giéwne przez A, B, C. Niech z nich A bedzie
najwiekszym, a B najmniejszym, a wigc x jest osia najwiekszego,
a y osig najmniejszego momentu.

Poprowadimy przez os z dowolnie plaszczyzne, przecinajaca
plaszczyzne xy wedlug prostej u, i w tej plaszczyznie poprowadzmy
rowniez dowolnie przez O prosta v. Kat pomiedzy prostemi u i x
oznaczymy przez ¢, a pomiedzy v i z przez ¥. Jezeli katy kie-
runkowe prostej v sg @, #, 7, to jak wiadomo z geometrii,

cos = sinJcosp, cosp = sindsing, cosy = cos¢¥)
Wstawiajac to do (5) paragrafu poprzedzajacego, otrzymamy
I = Ccos?9 + (Acosip + Bsin*¢p)sint.

Gdy poréwnamy to z (4) par. poprzedzajacego, to dojdziemy
z latwoscia do dwéch wnioskéw: 1) ze wyrazenie, zawarte w na-
wiasie, jest momentem bezwlad- 2

nosci wzgledem prostej u; 2) ze
proste z i u sa osiami najwiek- v
Szego 1 najmniejszego momentu
punktu O w plaszczyznie zu. Tak b4
wiec prosta z jest osiq najwigk-
szego lub najmniejstego momentu
w kazdej, przechodzqcej przez nig, g x

plaszezyznie.

Jasng jest rzecza, ze jezeli
prosta u lezy w poblizu osix, to o P
lest ona prosta najwiekszego mo-
mentu w plaszczyznie zu, a z jest
wowczas prosta najmniejszego mo-
mentu. Jezeli u lezy w poblizu osi y, to zachodzi przypadek od-
wrotny. Granice pomiedzy dwoma obszarami stanowi to polozenie

Fig. 77.

4 *) Wzory te moina latwo otrzymaé w sposGb nastepujaey. P.rzyp“'é‘é“?y‘
Ze na prostej v lezy wek:or P, gosia_dajacy poczqtek' w O Skl'adowe jego w kie-
tunkach u i z beds Psin® i Pcos®, a rzut na oS x jest rowny Pcos«, albo
Psinthcos . Z tego otrzymamy wzor pierwszy, a biorae rzuty na o§ y, wzoér drugi.

15*
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prostej u, przy ktérem momenty wzgledem z i u s réwne. W przy-
padku granicznym

Acos?y -+ Bsinty = C.

Piszac 1 — cos?¢ zamiast sin?¢, znajdziemy odrazu, ze

=4 QLB
cosq =+t |/ 5.

Widzimy, ze w pfaszczyznie xy istnieja dwie takie proste
graniczne u, i us, tworzace odpowiednio z osig x katy ¢, =
i ¢, + ¢y = m Dwusiecznemi kata pomiedzy niemi sg osi x 1 g.

Proste u; i u, dziela plaszczyzne xy na cztery wycinki ka-
towe, czyli na dwa obszary. Jezeli u lezy w obszarze, zawieraja-
cym of x, to z jest osia najmniejszego momentu plaszezyzny zu,
jezeli zas u nalezy do obszaru, w ktérym przebiega o$ y, to z
jest osig najwiekszego momentu.

Wypada jeszcze zwrdcié uwage na plaszczyzny zu, i zus.
W my$l twierdzenia, ktére poznalismy w par. poprzedzajacym.
momenty bezwladnosci wzgledem wszystkich prostych, polozonych
w tych plaszczyznach i przechodzacych przez O, sa réwne. Moznaby
plaszezyzny zu, i zu, nazwaé przekrojami kolowymi punktu O.
Wogdle przez kazdy punkt przechodza dwa takie przekroje, a ich
przecigcie jest trzecia osig gléwnag tego punktu.

105. Punkt gléwny prostej. Jezeli prosta z jest osig glowna
punktu O, to punkt ten nazywamy punkiem glownym prostej z
Nasuwa si¢ pytanie, czy kazda prosta jest dla ktéregos ze swych
punktéw osia gléwna, albo czy kazda prosta posiada punkt glowny.

Na pytanie to mozna daé z géry odpowiedz przeczaca. Wy-
nika to z uwagi nastepujacej. Polozenie punktu w przestrzeni daje
sie okreslié zapomoca trzech liczb, np. trzech wspélrzednych Kar-
tezjusza, i z tego wzgledu moéwimy, ze zbiorowosé punktow
przestrzeni jest rozciagloscig tréjwymiarowa. Polozenie prostej
okresla si¢ zapomocg czterech liczb, np. czterech wspélczynnikow
rownan prostej w ukladzie Kartezjusza. Z tego wynika, ze zbio-
rowosé prostych przestrzeni jest rozciggloscia czterowymiarowa.
Mozna powiedzieé, ze prostych jest nieskonczenie razy wiecej niz
punktéow, gdy tymczasem osi gléwnych moze byé na;wyzel trzy
razy wigcej niz punktéw.

Niech bedzie jakiekolwiek cialo sztywne i jakakolwiek prosta o
Zobaczymy, jakie warunki powinny by¢ spelnione, aby ta prosta
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Posiadala punkt gléwny. Obierzmy za poczatek prostokatnego
ukladu wspélrzednych srodek cigzkosci O danego ciala, a 0§ z
Poprowadzmy réwnolegle do prostej L. Przypusémy, ze ta ostatnia
Przecina plaszczyzne xy w punkcie P(a, b, 0), i ze posiada ona
punkt gléwny Q(a, b, ¢). Poprowadimy jeszcze przez QQ proste
§, 1, odpowiednio réwnolegle do osi x, y.
Wedlug paragrafu 102 momenty odsrodkowe ciala wzgledem
Osi y i { tudziez osi - i & sa odpowiednio réwne [, 4+ Mbc
i L.+ Mca, gdzie I,., I.. oznaczaja momenty odérodkowe wzgle-
dem odpowiednich osi ukladu xyz, a M mase ciala. Skoro jednak
Prosta . jest osia gléwna punktu Q, to 1 i { sa osiami najwiek-
Szego 1 najmniejszego momentu tegoz punktu w plaszczyznie 7.,
a zatem moment odsrodkowy wzgledem nich jest zerem; réwniez
lest zerem moment odérodkowy wzgledem I i £ Wynikaja stad
rdwnania
ly: - Mbc =0 (1),
Ly -4 Mca =0 (2).

Réwnaniom tym wogéle nie moze czynié zadosé jedna i ta
Sama wartos¢ niewiadomej ¢, a wigc wogdle prosta . nie posiada
Punktu gléwnego. Rugujac z réwnan powyizszyeh ¢, otrzymamy

]y:a - ]:.\'b = O (3).

Jest to warunek, ktéry powinien byé spelniony, aby prosta & po-
Siadala punkt gléwny. Jezeli warunek ten jest spelniony, to mozna
Wwspolrzedna ¢, a wigc i polozenie punktu gléwnego, wyznaczy¢
z réwnania (1) lub (2). Otrzymamy tylko jedna wartosé¢ na c,
a wigc wogdle prosta moze posiadaé tylko jeden punkt glowny.

Przypusémy, ze prosta - jest réwnolegla do jednej z osi
gléwnych ciala, czyli ze 0§ z jest osia gléwna ciala. W tym
Przypadku szczegblnym /.= I, = 0, a wigc warunek (3) jest
Spetniony, a z (1) lub (2) wynika, ze ¢ = 0. Widzimy wiec, ze
kaida prosta, rownolegla do osi gléwnej ciala, posiada punkt
8l6wny; jest nim rzut srodka cigzkosci na lg prostq.

Mozna twierdzenie to wypowiedzie¢ w inny sposéb. Wezmy
W plaszczyZnie, zawierajacej dwie osi gldwne ciala, czyli w plasz-
C2yinie gléwnej ciala, jakikolwiek punkt. Oczywiscie dwie jego
Osi glodwne lezg w owej plaszczyznie, a trzecia jest do niej prosto-
Padla, a zatem plaszczyzna glowna ciala jest plaszczyzng gléwng
]‘Qidego ze swych punkicw.
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- Przypusémy nastepnie, ze prosta { przechodzi przez srodek
ciezkosci, a wigc a=b = 0. | w tym razie warunek (3) jest spel-
niony, a z (1) lub (2) wynika, Ze ¢ =, jezeli /,. i L. sa réine
od zera. Mozemy przeto powiedzie¢, ze zadna z prostych, prze-
chodzgcych przez srodek cigzkosci ciala, nie posiada w odleglosci
skonriczonej punktu gléwnego, jezeli nie jest osig gléwnq ciafa.

Przypusémy wreszcie, ze prosta { jest osig giéwna ciala.
W tym razie I, = L, = 0, oraz a = b = 0, i réwnaniom (1) i (2)
czyni zado$é kazda warto§é wspélrzednej c. Z tego wynika, ze
os gléwna ciala jest osiq gléwnq kazdego ze swych punktow.
Innemi osiami gléwnemi jakiegokolwiek punktu Q, polozonego na
osi gloéwnej ciala, sa dwie proste odpowiednio réwnolegle do
dwéch pozostalych osi glownych ciala, gdyz punkt Q jest na
kazdej z tych prostych rzutem $rodka ciezkosci.

Prz. 1. Wyznaczyé osi gléwne szeScianu wzgledem danego punktu A.

Jezeli O oznacza Srodek szescianu, to AO jest jedna z osi szukanych;
dwiema innemi moze byé kazda para prostokatna prostych, prostopaditych do OA.

Prz. 2. Majac dane cialo, wyznaczyé miejsce geometryczne punktéw, dla
ktorych jedna z osi gléwnych ma kierunek dany.

Obieramy 5rodek cigzkosci za poczatek ukiadu ,wspélrzednych i prowa-
dzimy os z w kierunku danym. Jezeli A(xyz) jest jednym z punktéw szukanego
miejsca geometrycznego, to /y: x— 1 ¥=0, a zatem wszystkie takie punkty
leza w plaszczyinie, przechodzacej przez o5 z. Gdy o$ x obierzemy w tej plasz-
czyznie, to réwnanie szukanego miejsca bedzie [/, -1 Mzx —0, a wige jest to
hiperbola réwnoramienna, ktérej asymptota jest prosta z.

Prz. 3. Osi Ox, Oy obrano w taki sposéb, ze Ymxy — 0, a momenty
bezwladnosei wzgledem nich wynosza A i B. Wyznaczyé moment odérodkowy
wzgledem osi Ox’, Oy, polozonych w plaszezyznie xy, jeieli kat xOx’ = i

Odp. s

Prz. 4. Wyznaczyé w plaszczyznie gléwnej ciala punkt F w taki sposéb,
aby wszystkim prostym, przechodzacym przez F w tejze plaszczyZnie, odpowia-
daly momenty rowne.

Obieramy osi gléwne za osi x, y; momenty wzgledem nich oznaczamy
przez A, B, zakladajac, 2¢ A B. Niechaj F(x,y,) bedzie punktem szukanym.
Prowadzimy przezeii nowe osi &7 réwnolegle do xy. Mozemy uwazaé &, 7, za osi
gléwne punktu F, a zatem Ymév, — 0, a poniewaz 1 Imxy == 0, przeto wedlug
par. 102 Mx,y — 0. Z tego wynika, ze albo x,=— 0, albo y,= 0. Znajdziemy bez
trudnosei, ze zachodzi ten drugi przypadek, i ze x, — = A—;[—B.

Istnieja wige dwa punkty % i £, posiadajace wlasciwodé zgdana. Punkty
te leza na osi wigkszego momentu w jednakowych odlegiosciach od srodka
ciezkosci. Nazywamy je ogniskami bezwladnosci.
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Prz. 5. W plaszczyznie gléwnej ciala dane s3 ogniska bezwladnosci F,, F,,
oraz punkt P. Wyznaczyé osi gléwne tego punktu.

Jedna z szukanych osi jest prostopadia do danej plaszczyzny gléwnej,
dwie inne s dwusiecznemi kata F,PF, (par. 103).

Prz. 6. W plaszczyznie gléwnej ciala dane s ogniska bezwladnosci
i prosta p. Wyznaczyé punkt gléwny tej proste;j.

Szukany punkt P powinien leieé tak, aby prosta p byla jedng z dwu-
siecznych kata FiPF,. Mozna wyznaczyé P w sposéb nastepujacy. Niech Q bedzie
punktem przecigcia prostych p i F F.. Wyznaczamy punkt R, harmonicznic sprze-
zony z Q wzgledem F|, F,, | zataczamy okrag na $rednicy QR; przetnie on p
w punkcic szukanym.

Jezeli prosta p przechodzi przez srodek O odcinka F,F,, czyli przez éro-
dek cigzkosei ciala, to R lezy w nieskonczonosci, i 6w okrag wyradza sig¢ w dwie
proste; jedna jest prosta nieskonczenic odlegla plaszeczyzny, a druga prosto-
padla w O do FF,. Oczywiscie punkt gléwny prostej p jest w tym razie nie-
skonczenie odlegly.

Prz. 7. Jezeli momenty bezwladnoéci wzgledem wszystkich prostych, prze-
chodzacych przez pewien punkt sz réwne, to punkt taki zowie sig kulistym.
Okazaé, ze cialo posiada punkty kuliste tylko w takim razie, gdy momenty
wzgledem dwéch osi gléwnych sg réwne, a moment wzgledem trzeciej jest
wiekszy od tamtych.

Prz. 8. Wyznaczyé punkty kuliste polkulistej czaszy.

Prz. 9. Wyznaczyé punkty kuliste okraglej tarczy o promieniu a. Odp.
Punkty osi, polozone w odleglosci -g— od srodka.

Prz. 10. Wyznaczyé punkty kuliste prostego stozka kolowego, w ktérym
wysokos¢ jest réwna promieniowi podstawy a. Odp. Odleglosé kazdego z punk-

3a

tow szukanych od s&rodka cigzkodel =— ——

415"



	zsnr - 0221
	zsnr - 0222
	zsnr - 0223
	zsnr - 0224
	zsnr - 0225
	zsnr - 0226
	zsnr - 0227
	zsnr - 0228
	zsnr - 0229
	zsnr - 0230
	zsnr - 0231
	zsnr - 0232
	zsnr - 0233
	zsnr - 0234
	zsnr - 0235
	zsnr - 0236
	zsnr - 0237
	zsnr - 0238
	zsnr - 0239
	zsnr - 0240
	zsnr - 0241
	zsnr - 0242

