. POLE SZYBKOSCI.

21. Uklad sztywny. W cynematyce nazywamy cialem szty-
wnem, albo ukladem sztywnym, zbiér punktéw ruchomych, kté-
remu przypisujemy tylko dwie wlasciwosci nastgpujace: po pierwsze
punkty ukladu daja sig¢ indywidualizowac, to znaczy, ze, majac
jakis punkt dany w jednem z polozen ukladu, mozemy odréznié
ten punkt i w polozeniach innych; powtére odleglosé pomiedzy
jakimikolwiek dwoma punktami podczas ruchu pozostaje bez zmiany.

Na zadne wlasnosci fizyczne ukladu w cynematyce nie zwra-
camy uwagi, nie przypisujemy mu nawet zwykle zadnych okre-
$lonych ksztaltéw i wymiaréw; dzieki temu mamy prawo zaliczyé
do ukladu kazdy punkt przestrzeni, jezeli uznamy to za korzystne.

Badanie ruchu takiego ukladu moze si¢ odbywaé w dwéch
kierunkach. Przedewszystkiem moze chodzié o to, jak sie poru-
szaja rézne punkty ukladu w ciggu pewnego okresu. Ruchy te
oczywiscie pozostaja w zaleznosci jedne od drugich, i gdy mamy
dostateczna liczbg danych, dotyczacych ruchu ukladu, to powin-
nismy byé w stanie wyznaczyé polozenie dowolnego z jego punk-
téow w kazdej chwili badanego okresu.

Tak np. ruch calego ukladu jest okreslony, gdy sa dane
ruchy trzech jego punktéw, nie lezacych na jednej prostej. Przy-
pusémy, ze punktami takimi sg 4,, 4: i 4;. WeZmy dowolnie
czwarty punkt B ukladu; odleglosci jego od trzech pierwszych
niech beda odpowiednio ry, r:, r;. Pragniemy wyznaczyé poloze-
nie punktu B w jakiej§ chwili £

Polozenia A4,”, A, A, punktéw A:, A4,, A, w chwili ¢
sa znane, bo ruchy tych punktéw sa dane, a punkt B znajdzie
sie¢ w punkcie przeciecia trzech kul, zatoczonych z A4,", A, Ay
promieniami r,, 72, 7s- Beda wprawdzie dwa takie punkty prze-
3

Nauka o ruchu.
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ciecia B° i B”, ale okolicznosé ta nie moze wywolaé watpli-
wosci, bo z dwoch czworo$cianéw symetrycznych A,"A4,’A’s B
i A,’AYA;’B” jeden tylko jest przystajacy z czworoscianem
A, A A B.

Tym sposobem daje sie wyznaczyé poloienie punktu B
w kazdej chwili badanego okresu, a zatem ruch tego punktu
jest catkowicie okreslony. Toz samo dotyczy wszystkich innych
punktéw ukladu.

22. Pole szybkosci. Drugi kierunek, jaki mozna nadaé ba-
daniom ruchu ukladu sztywnego, daje sie okreslié, jako badanie
stanu cynematycznego ukladu w pewnej chwili. Powiemy to jeszcze
inaczej.

W pewnej chwili kazdemu punktowi ukladu odpowiada wektor
szybko$é, i te wszystkie wektory razem tworza tak zwane pole
szybkosci. Otéz chodzi o zbadanie pola szybkosci®).

W rozdziale niniejszym bedzie nas gléwnie zajmowalo to
zadanie drugie.

Teorja pola szybkosci opiera si¢ na nastepujagcem twierdze-
niu zasadniczem: rzuly szybkosci dwdch punktéw ukladu szty-
wnego na proslg, lgczqeq te punkty, sq réwne.

Niech bedg dwa dowolne punkty ukladu A4 i B, posiada-
jace w danej chwili szybkosci u i v, a w niech oznacza szyb-
kos¢ punktu B wzgledem A.

Torem wzglednym punktu N

B jest jakas krzywa sfe- 2
-ryczna, t. j. linja, polozona

na powierzchni kuli, zato-

czonej z A promieniem 4B,

a szybkos¢ w, jako styczna

do tej linji, musi by¢é pro-
stopadla do promienia 'AB. N

Szybkosé bezwzgledna- s
v punktu B jest wypadko- Fig. 10.
wa szybkosci wzglednej w
i szybkosci unoszenia u, a rzut tej wypadkowej na prosta 4B
lest réwny sumie rzutéw skladowych w i u. Lecz rzut skladowej w
jest réwny zeru, zatem rzuty szybkosci u i v sa réwne.

'
b
1
1
I
]
i
v
}
'
1

*) A takie w dalszym ciggu pola przySpieszen.
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Twierdzenie tc daje si¢ réwnie latwo dowiesé analitycznie.

Niech beda w prostokatnym ukladzie wspélrzednych dwa
punkty A,(x1y12,) i Asx(x:y22:) ukladu sztywnego; stala odleglos¢
A,A; oznaczymy przez [, a katy kierunkowe prostej 4:4; przez
2, 8, 7. Wéwczas bedzie

= v":)g +(yi— ya)i fz = ) = A,

Rézniczkujemy to réwnanie i wprowadzamy x;, — x; =/ cos @
i t. d. Wypadnie

%cosa-i— %}1 cosf + %ZL cos y = % cosa + ég—t cosp+ %cosy.
Oczywiscie lewa i prawa strony tego réwnania sa odpowiednio
réwne rzutom szybkosci punktéw A; i As na prosta A;4,.

Z twierdzenia powyzszego wynika, ze szybkosci trzech punk-
tow ukladu, nie lezacych na jednej prostej, okreslajg catkowicie
stan cynematyczny ukladu w danej chwili; innemi slowy, gdy
mamy dane szybkosci u, v, w trzech takich punktéw 4, B,C,
to mozemy wyznaczyé szybkosé kazdego z pozostalych punktéw.

Rozumie sie, owe szybkosci dane nie moga byc catkowicie
dowolne. Musza one same byé w zgodzie z twierdzeniem, a wigc
rzuty szybkosci u i v na prosta AB musza byé¢ réwne i t. d.

Wezmy naprzéd jaki§ punkt P, nie lezacy w plaszczyznie
ABC. Znamy rzuty szybkoici tego punktu na proste PA, PB,
PC, gdyz sa one odpowiednio réwne rzutom szybkofci u, v, w
Na te proste, a tem samem szybko$¢ punktu P jest okreslona.

Mozna szybko$é te wyznaczyé w. sposob nastgpujacy. Pro-
Wwadzimy z P trzy odcinki réwne i réwnolegle do u, v, w; konce
ich oznaczmy przez A’, B, C'. Nastgpnie przez te konce
Przesuwamy plaszezyzny, odpowiednio prostopadle do prostych
PA, PB, PC; punkt przecigcia tych plaszczyzn bedzie koncem
Szukanej szybkosci punktu P.

Majac szybko$¢ punktu P, mozemy wyznaczyc szybkosé
inWolneg_o punktu Q, polozonego w plaszczyznie ABC, uzytku-
lac w tym celu w wyzej opisany sposob punkt P i dwa z punk-
tbw 4, B, C.

Powr6émy jeszcze do szybkosci punktu P i rozwazmy ten
Przypadek szczegélny, gdy szybkosci u, v, w sa réwne i réwno-
egle. W takim razie oczywiscie wszystkie trzy punkty, ktére

3‘
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oznaczylismy przez A’, B’, C', beda lezaly razem w jednym
punkcie, i punkt ten bedzie koficem szybkosci punktu P. Z tego
wynika, Ze szybkosé¢ punktu P musi byé zgodna z szybkosciami
punktéw A4, B, C co do wielkosci i kierunku.

Jezeli szybkoSci trzech punktéw ukladu, nie lezqeych na
Jjednej prostej, sq zgodne co do wielkosci i kierunku, to foz samo
dolyczy wszystkich punktéw ukladu. Méwimy, ze w rozwazanej
chwili ruch ukladu jest postepowy.

Jezeli szybkosci trzech punktéw ukladu, nie lezacych na

jednej prostej, sa réwne zeru, to caly uklad jest w danej chwili
nieruchomy.

Prz. Dwie sztaby AB i BC, polaczone w B zapomoca przegubu, poruszaja
si¢ w plaszczyznie. Wyznaczyé wykreslnie szybkosé przegubu B, majac dane
szybkosci koncéow 4 i C.

23. Ruch prostej. Zobaczymy teraz, jaka zaleznos¢ istnieje
pomiedzy szybkosciami punktéw prostej a, nalezacej do ukladu
sztywnego.

Przedewszystkiem w mysl paragrafu poprzedzajacego rzuty
tych wszystkich szybkosci na prosta a sa réwne. Dajmy na to,
ze szybko$¢ jednego z punktéw prostej a jest do niej prosto-
padla. Rzut tej szybkosci na prosts a jest réwny zeru, a zatem
i szybkosci wszystkich punktéw prostej a musza by¢ do niej pro-
stopadle. Taka prosta nazywa sig prosiq zerowq.

Réwniez jezeli na prostej istnieje punkt, klérego szybkosé
jest réwna zeru, to szybkosci wszystkich innych punktéw prostej
sa do niej prostopadle, i prosta jest zerowa.

Niech bedzie jaka$ linja /, nalezacy do ukladu ruchomego,
i inna linia p, stanowiaca miejsce geometryczne koncéw szybkosci
punktéw linji Z Nazwiemy p linjg przewodniq plerwszego rzedu
lub wprost linjg przewodniq linji I, gdyz [ wciaz podaza za p.
Wyznaczymy linj¢ przewodnia proste;.

Obierzmy na prostej ukladu dwa punkty 4; i A,, ktérych
wspolrzedne Kartezjusza oznaczymy przez (x1y1z,) i (xpy.22)-
Wezimy na tej prostej jakikolwiek punkt trzeci A(xyz), ktérego
stosunek podzialu wzgledem A; i A; niech bedzie réwny 4%).

*) Tak nazywa sie stosunek %, gdzie porzadek liter odpowiada kie-
runkowi odcinka, a wiec A A-}A4,=0 i A, A=— AA. Gdy » zmienia sie




W takim razie bedzie
QA+Yx=x+ix . . . . . . (.
Réiniczkujemy to réownanie wzgledem ¢; zwazy¢ przytem nalezy,

Ze . nie zmienia si¢ z biegiem czasu, bo odleglosci pomiedzy
Ai, A; i A sa stale. Wypadnie wiec

dx dx dxs
A+ =Staf2. L, L Q.
Dodajac (1) i (2), otrzymamy
a-+4a (x+d—x)=x _;_ﬂ_*_ l(x., i @) 3) %
dt Yodt odt) T :

Oznaczmy przez (5,71 &), (52m282), (§18) wspélrzedne kon-
¢ow szybkosci punktow A4,,4:, A. Oczywiscie
N do o dx

e dt’ dl’
Podstawiajac to w (8), otrzymamy
A+)E=§ +1&,
Oraz dwa réwnania analogiczne
A+Wn=n+in, Q+Ni=4+215.

Réwnania te wskazujg, ze koniec szybkosci punktu A lezy na
Prostej, przechodzace] przez konce szybkosci punktow A4; i A:,
2yli, ze linjq przewodniq prostej jest prosta. Réwnania tej linji
Mozna latwo otrzymaé w postaci zwyklej, rugujac z trzech réwnan
Ostatnich zmienny parametr 2,

s

uwry
oy

Prosta ruchoma, zawierajgca szybko$é jednego ze swych
Punktéw, przecina swa linje przewodnia, i szybkosci wszystkich
Jej punktéw lezg w jednej plaszczyznie. Tak samo sig¢ dzieje, gdy
Szybkoéé jednego z punktéw prostej jest réwna zeru.

°d -1 » do — o0, to A obiega caly prosta 4,4.. Oznaczmy przez B, B,, B

i BB . Xx—
Yzuty punktéw 4,, 4,, 4 na o5 x, to oczywiscie T‘B— =2, czyli ; E 5

- i a——X
Z tego otrzymamy (1--2)x=x, +Ax,, wzér zuzytkowany w tekScie w dalszym
Clagu,
9 x- *_ nie jest tu suma dlugosci i szybkosci, bo to nie mialoby
di F
Sensu. Nalezy to uwazaé za sumg odciete] x ith'xtu odcinka, wyrazajacego
s{?’bkoéé, na of x, albo sum¢ dwéch odcinkéw, z ktérych jeden ma x, a drugi

i
“Jr iednostek dlugosci.
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Z twierdzenia o prostej przewodniej wynika jeszcze jeden
wazny wniosek, do ktérego zreszta prowadzi bezposrednio in-
tuicja.

Przypusémy, ze w ukladzie ruchomym istnieje prosta z, za-
wierajaca szybkosci dwéch swych punktéw. W takim razie prosta
przewodnia lezy na z, a zatem ta prosta z zawiera réwniez szyb-
kosci wszystkich innych swych punktéow. Szybkosci te musza by¢
réwne, gdyz s3 one swemi wlasnemi rzutami na prosta z. Ruch
ukladu nazywamy w tym razie Srubowym, a prosta z osiq ruchu
Srubowego.

Jezeli szybkosci owych dwéch punktéw prostej z sg réwne
zeru, to i szybkosci jej punktéw pozostalych sg zerami; ruch
ukladu nazywa si¢ w tym razie obrofowym, a prosta z jego osig.

Prz. 1. Dane sg w rzutach (poziomym i pionowym) szybkosci v, i v,
dwéch punktéw A4, i 4,, polozonych w danej chwili w plaszczyznie poziomej
rzutéw. Wyznaczyé szybkosé punktu 4, danego na A4,4,. Odp. Wyznaczamy
naprzéd prosta przewodnia, nast¢pnie prowadzimy z A odcinek réwny i réwno-
legly do v, lub v, a przez koniec tego odcinka plaszczyzne prostopadls do
A, A4,. "W przecigciu tej plaszczyzny z prostg przewodnig lezy koniec szybkosci
szukanej.

Prz. 2. Z punktu O, obranego dowolnie w przestrzeni, prowadzimy od-
cinki réwne i réwnolegte do szybkoSci punktéw prostej ruchomej. Dowiesé, ze
konice tych odcinkéw lezg na proste]. Odp. Obieramy O za poczatek ukladu
wspélrzednych, i niech beda na prostej ruchomej punkty 4,(x,y,z,) 1 A.(x,y.2,)-
Rzuty szybkosci tych punktéw na osi oznaczymy odpowiednio przez (u, v, w,),
(u,voun). Wezmy na A, A4, jakikolwiek trzeci punkt A, ktérego stosunek po-
dzialu wzgledem A4,, 4, niech bedzie 2, i poprowadzmy 2z O odcinek réwny
i réwnolegly do szybkosci punktu A. Znajdziemy latwo, ze wspélrzedne konca
tego odcinka bedg

L s 7S e o 2 SRS
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a po wyrugowaniu A otrzymamy réwnania prostei.

24. Ruch plaszczyzny. Jak linja ruchoma pesiada linje
przewodnia, tak powierzchnia ruchoma posiada powierzchnie prze-
wodnig. Tak nazywa sie¢ miejsce geometryczne koncéw szybkosci
punktéw, lezacych na powierzchni ruchome;j.

Dowiedziemy latwo, ze powierzchnig przewodnig plaszczyzny
jest plaszczyzna. Wezmy na tej powierzchni dwa dowolne punkty
B: i B:; sa one koficami szybkosci. dwéch punktéw A, i A.

plaszczyzny ruchomej, a zatem prosta B, B, jest przewodnia prostej



A1A: | musi leze¢ calkowicie na powierzchni przewodniej. Z tego
wynika, ze owa powierzchnia jest plaszczyzna.

Przypusémy, ze w ukladzie istnieje plaszczyzna F, zawiera-
Jaca szybkosci trzech swych punktéw, nie lezacych na jednej
prostej. W takim razie plaszczyzna przewodnia lezy na plaszczyznie
F, i ta zawiera szybkosci wszystkich swych punktow. Wezimy
poza plaszczyzng F jakikolwiek punkt ukladu A, i niech B be-
dzie jego rzutem prostokatnym na F. Szybko§é punktu B jest
prostopadla do AB, a zatem i szybko$é punktu A.musi byé
prostopadla do tej prostej, czyli réwnolegla do plaszczyzny F.
Widzimy wigc, ze szybkosci wszystkich punktéw ukladu sg réwno-
legle do plaszczyzny F. Taki ruch ukladu nazywamy plaskim.

Prz. Dowiedé, ze w plaszezyZnie ruchomej istnieje zawsze prosta, ktérej
wszystkie punkty maja szybkoSci polozone w tejze plaszczyznie. Prosta taka
nazywa si¢ charakterystykq plaszczyzny.

25. Ruch postepowy. Méwimy, ze ukiad posiada ruch po-
stepowy, gdy szybkosci wszystkich punktéw jego sa réwne i réw-
noleglte. O tym rodzaju ruchu byla juz mowa w par. 22; wi-
dzieli§my tam, ze gdy trzy punkty, nie lezace na jednej pro-
stej, majg szybkosSci réwne i réwnolegle, to ruch ukladu jest
postgpowy. . d

Ruch postepowy posiada np. pudlo wagonu, przebiegaja-
cego prosta linje kolejowa. W tym razie ruchy wszystkich punk-
téw sg prostolinjowe, ale to nie jest konieczne. Sztaba, ktéra
laczy kola wiodace lokomotywy, posiada réwniez ruch poste-
powy, ale torami punktéw (wzgledem pudia lokomotywy) sg tu
okregi.

Niech beds dwa punkty A i B ukladu, ktérego ruch wciaz
lest postepowy. Wezmy pod uwage polozenia ich w chwili «
Po df sekundach zajma one polozenia A’, B’; oczywiicie nieskon-
czenie kroétkie drogi AA’ i BB’ sa réwne i réwnolegle, a zatem
i proste AB, A’B’ sa réwnolegle. Po uplywie nowych df sek-
rozwazane punkty zajma polozenia A/, B”, i znowu elementy
A’A”, B'B"” beda réwne i réwnolegle, a prosta A”B”, jako
réwnolegla do A’B’, bedzie takze réwnolegla do AB i t. d. Wi-
dzimy, ze punkty A, B obiegajg tory jednakowe, a prosta AB
Pozostaje wcigz réwnolegla do polozenia pierwotnego.

Skoro wszystkie punkty ukladu posiadajg szybkosci zgodne
co do wielkosci i kierunku, to mozemy méwié wprost o szyb-
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kosci ukladu, albo ciala, czyli o tak zw. szybkosci postepowej.
Szybkosé postepowa jest to wektor swobodny, bo poczatek jego
mozemy obieraé w dowolnym punkcie ukiadu.

26. Ruch obrotowy. Jezeli jedna z prostych ukladu jest
nieruchoma, to ruch ukladu nazywamy obrotowym, a owa prosta
osiq ruchu obrotowego (par.23). Tory wszystkich punktéw ukladu
sg oczywiscie lukami koél, polozonymi w plaszezyznach prosto-
padlych do osi; s$rodki tych kot leza na osi.

Szybkos¢ kazdego punktu jest prostopadia do plaszczyzny,
przechodzace] przez ten punkt i przez o§ obrotu. Prawde te
odczuwamy intuicyjnie, ale
i dowdd S$cisly nie nastre-
cza trudnoseci. Wezmy do-
wolny punkt A ukladu oraz
punkty B, i B, polozone
na osi. Proste AB, i AB, @
sg zerowe, a zatem szyb-
kos¢ punktu A musi bvé
do nich prostopadia, jest
wiec prostopadla do pla- Fig. 11.
szczyzny AB,B..

Jak ruch postepowy ukladu sztywnego w danej chwili okre-
Sla wektor, ktéry nazwaliSmy szybkoscia postepowa, podobnie
i ruch obrotowy w danej chwili okresla wektor, zwany szybko-
Scig kqtowq. Wektor ten jest wedlug definicji zwigzany z osia
obrotu i zwrécony w taki sposéb, ze dla patrzacego z jego konca
w strone poczatku uklad obraca sie zgodnie z biegiem wska-
zéwki zegara. Tak np. na fig. 11, na ktérej o$ obrotu z jest
prostopadia do plaszczyzny papieru, a punkt P posiada wskazang
szybko$¢ v, szybko$é katowa jest zwrécona w strone czytelnika.

Pod wzgledem wielkosci okreslamy szybkosé katowa w spo-
s6b nastepujacy. Prowadzimy przez o$ obrotu z plaszczyzne Aj
ma to byé plaszczyzna nieruchoma, nie bioraca udzialu w ruchu
ukladu. Précz tego prowadzimy przez z inng plaszezyzne B, na-
lezaca do ukladu i poruszajaca si¢ wraz z nim. Dajmy na to, ze
w chwili ¢ plaszczyzna B tworzyla z A kat 9, a w chwili ¢+ dt
= w,

E : . . dy
kat & -+ d¥. Otéz szybkosé katowa ma byé rowna s
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Jezeli szybkosé katowa jest stala, to ruch obrotowy na-
dad e
—
wynika, z¢ ¢ = wt+ C, gdzie C oznacza stalg catkowania. Jezeli
Poczatek rachuby czasu przypadt w chwili, gdy plaszczyzna B

Zywa sie jednostajnym. W tym przypadku z réwnania

Przystawala do A, to C=0iw = lti

Majac dang szybkoéé¢ katowa, znamy polozenie osi, wiemy,
W ktéra strone obraca si¢ uklad, a précz tego mozemy wyzna-
czy¢ szybkos¢ linjowa kazdego punktu ukladu. Wezmy dla przy-
uladu punkt P na fig. 11. Szybko$¢ jego v jest prostopadia do
Plaszczyzny, przechodzacej przez P i z. W czasie dt punkt ten
oczywiscie przebiegl droge rd¥, gdzie r oznacza jego odleglosé
ad
dt

Warto zauwazyé, ze szybkos$é linjowa v punktu P jest to
Mmoment szybkosci katowe] w wzgledem tego punktu.

Przy rozwiazywaniu wykreslnem zagadnieri cynematycznych
Czgsto bywa uzyteczna okoliczno$é nastepujaca. Dajmy na to, ze
figura plaska obraca si¢ w swej plaszczyznie okolo punktu O
z szybkoscig katowa . Szybkos$é linjowa pewnego punktu A tej
figury jest réwna rw, gdzie r = OA; dajmy na to, ze wyraza ja
odcinek AB. Z tréjkata OAB wynika, ze AB = r tan ¥, gdzie
= AOB, a zatem szybkos¢ kqlowa jest liczbowo réwna tan9.
Mozemy takze powiedzieé, ze szybkosci katowe wszystkich punk-
tow ukladu widaé z O pod katem arctanw.

od osi, a zatem v = r

= rw.

Prz. 1. Kolo rozpedowe maszyny parowej robi 120 obrotéw na min.
Wyznaczyc' jego szybkosé katowa. Odp. 12,56.

Prz. 2. Wyznaczyé szybkoié katowa ziemi i wskazaé, ‘w ktéra strong jest
Zwrécona na osi ziemskiej N.S. Odp. w=0,00007.

Prz. 3. Dwie proste obracaja siq okolo érodkéw O, i O,, przyczem ich
Punkt przeciecia obiega okrag, przechodzacy przez te &rodki. Szybko&é katowa
Plerwszej prostej — w; wyznaczyé szybko§é katows drugiej.

Prz. 4. Prosta a obraca sie w plaszczyznie rysunku okolo punktu O
* szybkoScia katowa ®w. Wyznaczyé kat, ktéry ta prosta tworzy ze swa linja
Przewodnia. :

Prz. 5. Okrag o promieniu a obraca si¢ w swej plaszczyinie okolo
Punktu O z szybkoicia katowa ®. Wyznaczyé linje przewodnig w dwéch przy-
Padkach : (1) gdy O lezy w érodku, (2) gdy lezy na okregu. Odp. Okrag o pro-
Mieniy a\l & o2
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Prz. 6. Punkty A i B naleza do ukladu, ktérego ruch jest obrotowy.
W danej chwili punkty je zajmuja w ukladzie prostokatnym polozenia (x, y, z),
(x2 Y, ;._.), a rzuty ich szybkosci na osi wspél-
rzednych wynosza odpowiednio (uxuy uz),
(vxvyvz). Wyznaczyé réwnania osi. Odp.
us(x —x) tuy(y—g) +uz(z—2)=0
iox(e—x) + vy(y—g) +v:(z—2) =0

Prz. 7. Sztaba obraca sie okolo konca
nieruchomego B, a na niej przesuwa sig
swobodnie pochwa C, polaczona przegu-
bowo z korbg AC o dlugosci . Odle-
glosé srodkéw AB = a. W pewnej chwili
korba tworzy z AB kat ¥, a jej szybkosé
katowa = w, Wyznaczy¢é szybko§é katowg
ro(r — acos¥)

“Fig. 12.

sztahy. Odp. PTa—Zarcosd”

27. Ruch plaski. Ruch ukladu nazywamy plaskim, jezeli
szybkosci wszystkich punktéw sg réwnolegle do pewnej plasz-
czyzny F. O ruchu takim byla juz mowa w par. 24. Widzieli$my
tam, ze gdy szybkoéci trzech punktéw plaszczyzny F, nie lezacych
na jednej prostej, sa zawarte w tej plaszczyznie, to ruch calego
ukladu jest plaski.

Poprowadzmy plaszczyzng F’' réwnolegla do F i uwazajmy
dwa punkty ukladu A i A’, polozone odpowiednio w F i F’ na
wspblnej prostopadlej do tych plaszezyzn. Po df sekundach punkty
owe beda réwniez lezaly w F i F/, gdyz w plaszczyznach tych
sg zawarte ich szybkosci, a zatem odcinek 44’ i w nowem po-
lozeniu bedzie prostopadly do F, czyli réwnolegly do polozenia
poprzedzajacego. Z tego wynika, ze elementy toréw, ktére prze-
biegaja w df sek. A i A’, sa réwne i rownolegle, a szybkosci
tych punktéw sa zgodne co do wielkosci i kierunku, Jezeli wiec
zbadalismy stan cynematyczny punktéw ukladu, zawartych w plasz-
czyznie F, to znamy stan cynematyczny calego ukladu.

Powiemy, ze punkty ukladu, zawarte w plaszczyznie F, two-
rza uklad plaski, i chodzi obecnie o zbadanie ruchu takiego
ukladu plaskiego.

28. Srodek chwilowy. Dajmy na to, ze punkty A, A, (fig.
13) ukladu plaskiego posiadaja w danej chwili szybkosci v;, vs.
Poprowadzmy przez 4,, A; proste a;, a; odpowiednio prostopadie
do tych szybkosci. Beda to oczywiscie proste zerowe, a szybkosé
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ich punktu przeciecia C musi byé réwna zeru, bo w razie prze-
ciwnym musialaby byé prostopddla do a; i as.

Wzniesmy w punkcie C prostopadla do plaszezyzny F, czyli
w danym razie do plaszczyzny papieru. Wszystkie punkty ukladu
ruchomego, polozone na tej prostopadlej majg szybkosci réwne zeru,
a zatem ruch ukladu jest obrotowy, A
1 osia jest owa prostopadla. Nazy- Pl ol =1
wamy i3 osiq chwilowq, a punkt C
Srodkiem chwilowym. Przymiotnik

i
1
1
1
]
)
1 2
'
)
)
1
i

»chwilowy” ma wskazywaé, ze punkt a, A

C tylko w obecnej chwili jest srod- e

kiem obrotu. W chwili nastepnej /,&‘ v,
punkt ten moze miec szybko$é rézng -

od zera, a srodkiem obrotu bedzie -~ :CI

jaki§ inny punkt ukladu, zajmujacy ' e

inne polozenie.

Szybkosci vy, v: sa styczne do toréw punktéw A,, A;, a za-
tem proste a;, a; sa normalnemi. Widzimy wiec, Ze normalne do
toréw. punktéw ukladu, wzniesione w tych punktach, przechodza
wszystkie przez srodek chwilowy. Jezeli wiec mamy tory dwéch
punktéw, atakze mamy ich polozenia na torach w pewnej chwili,
to mozemy wyznaczy¢ Srodek chwilowy, jako punkt przeciecia
normalnych.

Prz. 1. Punkty A4, B ukladu poruszaja si¢ na prostych a, 5 i zajmuja

w danej chwili polozenia dane. Wyznaczyé srodek chwilowy. Odp. Szukany
$rodek lezy w punkcie przeciecia prosto-

2 padlych do ai bw Ai B.
Prz. 2. Dwie korby 0,4, O,A4,
obracajg si¢ okolo srodkéw O,, O,,
’ a konice ich sg polaczone przegubowo
sztaba A, A,. Szybkoi¢ katowa korby
O,4, jest réwna w;; wyznaczyé szyb-
kosé katowa korby O,4,. Odp. Srodek
chwilowy sztaby 4,4, lezy w C. Mo-

0 ) zemy uwazaé, Ze punkt A, jako nale-
\\ e igcy do korby, obraca si¢ okolo O,
' ‘ a jako nalezacy do sztaby okolo C. Szu-
v ,5 kana szybkoéé kqtowa
v o - 0,4, . CA,
Fig. 14. N CA O A, -

Prz. 3. Torem punktu 4 ukladu
plaskiego jest okrag, ktérego srodek lezy w O, a promien jest réwny r, torem
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za$ punktu B jest prosta, przechodzaca przez O (mechanizm korbowy). Wyzna-
czyé szybkosé punktu B w funkcji kata AOB = @, oraz szybkosci katowej o

promienia OA. Odp. B/ Aehads Mn”(p)sin(p' gdzie /= AB.
],[: — rsin‘g \

29. Ruch prostej w plaszczyinie. Niech bedzie prosta a,
nalezaca do ukladu plaskiego, i dajmy na to, ze w danej chwili
$rodkiem chwilowym jest punkt C, ktérego odleglos¢ CA od a
wynosi r. Szybko$é punktu A lezy na a i jest réwna AB = ro,
gdzie © oznacza obecng szybkosé katowa ukiadu.

Wezmy jeszcze jakis punkt P p'rostlej a; jego szybkosé
rw

PQ=CP.o=—"0 . . . . .1}

gdzie & oznacza kat ACP. Prosta BQ bedzie oczywiscie linjg
przewodnig prostej a.

Rozlézmy szybkosé PQ na dwie skiadowe w kierunku pros-
tej a i w kierunku prostopadlym. Pierwsza z nich PM=AB=ru,
druga PN=PQsin9=rwtan $=AP . w. Gdyby prosta a obracala
sie okolo punktu A z szybkoscia katowa ©, to punkt P miatby
wlasnie takg szybkos¢ AP .w. Moina powiedzieé, ze prosta a
posiada dwa ruchy: ze przesuwa sie w swym wlasnym kierunku
z szybkoscig rw, (jest to ruch postepowy) i jednoczesnie obraca
sie okolo punktu A z szybkoscig katowa .

Gdyby prosta a posiadala tylko ten ruch drugi, to linjg
przewodnia bylaby prosta AN. Tworzy ona z a kat NAP=arctan w.
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Prosta BQ jest réwnolegia do AN, bo odcinki AB i NQ sa réwne
i rownolegle, a zatem tworzy ona réwniez z a kat arctanw (por.
par. 26, prz. 4).

Obréémy szybkosci punktéow A i P, albo raczej odcinki AB
i PQ okolo punktéw A i P w kierunku ruchu wskazéwki zegara
o 90°. Powstale tym sposobem wektory AB; i PQ, nazwiemy
szybkosciami skreconemi punktéw A i P. Z (1) wynika, Ze
AB,=PQ, cos+, czyli ze odcinek AB, jest rzutem odcinka PQ;,
a zatem prosta Q,B, jest prostopadla do AC lub réwnolegla
do a. Mozemy przeto wyglosi¢ twierdzenie: korice szybkosci
skreconych punkiow ruchomej prostej a lezq na réwnoleglej do
tej prostej. Wynika to zreszta wprost stad, ze szybkosci skrgcone
lezg na promieniach, laczacych punkty prostej ze $rodkiem chwi-
lowym, i sg proporcjonalne do tych promieni. Twierdzenie to
bywa czesto uzyteczne przy rozwiazywaniu wykreslnem zagadnien
cynematycznych.

Rozwazymy jeszcze pewien przypadek szczegélny. Przypusé-
my, ze podczas ruchu ukladu nalezgca don prosta a przechodzi
wcigZz przez nieruchomy punkt O. Dowiedziemy latwo, ze punkt
O odgrywa stale taka rolg, jak na fig. 15 punkt A, czyli ze jest
on wciagz rzutem Srodka chwilowego na prosta a.

W tym celu zwrécimy uwage na ruch punktu O wzgledem
uktadu ruchomego. Oczywiscie torem- wzglednym jest prosta a,
a zatem i szybko$é wzgledna lezy na a. Szybko$é bezwzgledna
iest réwna zeru, a z tego wynika, ze szybko§é unoszenia musi
byé réwna i odwrotna do szybkosci wzglednej; innemi slowy
szybko$é tego punktu prostej a, ktéry w danej chwili przebiega
przez punkt O, lezy na tejie prostej.

T

Prz, 1. Wykreslié styczna w dowolnym punkcie krzywej, ktéra we wspél-
rz¢dnych biegunowych posiada réwnanie r = ag (spiralna Archimedesa). Odp.
Mozna uwazaé, ie linje te kresli punkt prostej, ktéra sunie ze stala szybkoscig
W swym wlasnym kierunku i jednoczeénie obraca sig ze stala szybkoscia okolo

bieguna (por, prz. 1, par. 17). Srodek chwilowy pozostaje stale w odleglosci
od bieguna.

Prz. 2. Wykreslié styczng w dowolnym punkcie konchoidy Nikomedesa.
Konchoide kresli punkt prostej, ktéra weciaz przechodzi przez nieruchomy punkt
i ktorej jeden punkt posiada ruch prostoliniowy.

Prz. 3. Dowiesé, ze obwiednig szybkosci punktéw prostej ruchomej jest

parabola, ktérej styczna wierzcholkowa jest owa prosta, a ogniskiem srodek
chwilowy.



Prz. 5. Sztaba AB prze-
chodzn przez suwak A i laczy sig
przegubem B ze sztabg BC. Dane
sa szybkosci u i w suwaka A
i konca C, wyznaczyé wykreslnie
szybko§é v przegubu B.

Na fig. 17 wykreslono tylko
szybkosci skrecone. Koniec szu-
kanej szybkosci v musi leze¢ na
réwnoleglej do BC przez koniec
szybkoéciw. Rozwazajac ruch prze-
gubu B wzgledem suwaka A, znaj-
dziemy, ze szybko§¢ unoszenia

Fig. 18.
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Prz. 4. Suwaki 4 i B (fig. 16) moga
si¢ poruszaé po nieruchomych prostych a
i b; laczy je przegubowo sztaba CD. Dana
jest szybko§é u suwaka A, wyznaczyé wy-
kreslnie szybkosé katowa sztaby CD. Odp.
Na fig. wyznaczono szybko$é skrecong v
przegubu D, a nastepnie jego szybko&é, réw-
niez skrecona, w wzgledem przegubu C.

Szukana szybkos¢ katowa ch

Fig. 17.

u, a szybkosé wzgledna lezy na prostej AB.

Prz. 6. Trzy sztaby A,B,, 4.B,,
A, B, lacza sie przegubowo z wierzchol-
kami sztywnego trojkata A,4.,4,. Dane
sa szybkoéci uy, u,, u; koncéw B, B,, By,
wyznaczyé wykreslnie szybkosci vy, vy i vy
wierzcholkéw A4,, 4., A4,.

Na fig. 18 wykreslono jedynie
szybkoéel skrecone. Z poczatku pomi-
jamy zupelnie szybko&é u,, i obrawszy
dowolnie szybkoié w, wierzchotka A4,
wyznaczamy szybko&é w, wierzchotka A,.
Miejscem geometrycznem konca tej ostat-
niej jest linja prosta, ktéra latwo daje
si¢ wyznaczyé. Wynika to z twierdzenia
Desargues'a *).

*) Twierdzenia Desargues’a sq na-
stepujgce: Niech bedg dwa tréjkaty
B,C, i A.B,C., i przypusémy ie pary
odpowiednich wierzchotkéw, t.j. 4, 1 4.,
B, i B, C iC, leia na trzech prostych
wychodr\cych Z lcdncg'o punktu; w ta-
kim razie pary odpownedmch bokdw, t.j.
AB, i A.B, BC, i B.C, CA, i CA

przecinajq si¢ na jednej prostej. Odwrot-
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Prz. 7. Dwa sztywne tréjkaty ABC i CDE sa polaczone przegubem C
a préez tego sztabami AF i FE, oraz BG i GD (fig. 19). Wszystkie polaczenia
s3 przegubowe. Przegub F jest nie-
ruchomy, a szybko§é przegubu G jest A VS
dana. Wyznaczyé wykreslnie szyb-
kosé przegubu C. ¢
Postgpujemy podobnie, jak &
w prz. poprzedzajacym, ale wypadnie
dwa razy stosowaé twierdZenie De-

sargues’a. Obieramy np. szybkosé $)
przegubu B i wyznaczamy miejsce 7
geometryczne koncéw szybkosci punk- o :

tu C. Nastepnie znajdziemy latwo Fig. 19.

miejsce geometryczne korica szyh-
kosci punktu D.

Prz. 8. Na zgieta sztabe jest na-
sunicty suwak B. Dane sa szybkosé u
konca 4 (fig. 20) oraz szybko&é u, su-
waka B. Wyznaczyé szybkosé katowa
sztaby.

Wyznaczamy naprzéd szybkoié v
tego punktu sztaby, ktéry w chwili obec-
nej zajmuije suwak. Koniec jej musi lezeé
na réwnoleglej, poprowadzonej przez ko-
niec szybkosci u do prostej AB, oraz
na prostopadlej przez koniec u, do sztaby.

x al
Fig. 20. Szukana szybkosé katowa B Na

fig. wszystkie szybkoici sa skrgcone.

30. Linje Srodkéw chwilowych. Badajgc ruch ukladu, od-
rézniamy punkty jego od punkiéw przestrzeni nieruchomej. W da-
nej chwili kazdy punkt ukladu przypada w pewnym okreslonym
punkcie przestrzeni, ale nalezy uwazaé, Ze sa to dwa punkty
rézne, i juz w chwili nastgpnej nie beda lezaly razem. Dotyczy
to zaréwno ruchu ukladu w przestrzeni, jak ruchu ukladu plaskiego
w jego plaszczyznie.

Wyobrazmy sebie naprzyklad, Ze cienka plyta porusza sig
na nieruchomym stole. Odrézniamy ruchome punkty plyty od
nieruchomych punktéw stolu. W kazdej chwili istnieje srodek
chwilowy. Jest nim pewien okreslony punkt plyty, zajmujacy
podéwczas pewien okreslony punkt stolu. Wogéle 2 biegiem

nie, jezeli pary odpowiednich bokéw przecinaja sie na jednej prostej, to pary
odpowiednich “wierzchotkéw lezg na prostyeh, wychodzaeych z jednego punktu.
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czasu punkty te si¢ zmieniaja. Coraz inny punkt plyty staje sie
srodkiem chwilowym, zajmujac coraz nowy punkt stolu.

Tym sposobem z posréd punktéw plyty wyrdzniamy te,
ktére byly lub beda srodkami chwilowymi, a z pos$réd punktéw
stolu te, ktére zajmowal lub zajmie $rodek chwilowy.

Wyobrazmy sobie punkt A, ruchomy, lecz nie naleigcy do
plyty. Przypusémy, ze podaia on za srodkiem chwilowym i w kaz-
dej chwili znajduje sie wlasnie w tym érodku. Ten punkt M zata-
cza na stole pewna linjg, ktéra jest jego torem bewzglednym.
Oznaczymy ja litera 6 i nazwiemy linjq stalq srodkéw chwilowych.
Na niej leza te wszystkie punkty stolu, ktére z biegiem czasu
zajmuje $rodek chwilowy. .

Punkt M i na plycie zatacza pewna linje czyli tor wzgledny.
Oznaczymy ja przez ¢ i nazwiemy linjq ruchomq S$rodkéw chwi-
lowych. Na niej leza te wszystkie punkty plyty, ktére byly lub
beda srodkami chwilowemi. .

W dowolnej chwili linje ¢ i ¢ posiadajg wspélny punkt C,
éwezesny $rodek chwilowy. Szybkosé¢ bezwzgledna punktu M jest
styczna w C do linji 6, a szybkosé wzgledna do ¢. Szybkosé
unoszenia jest zerem, bo szybko$é srodka chwilowego jest réwna
zeru. Z tego wynika, ze szybkosé¢ bezwzgledna jest zgodna
z wzgledna zaréwno co do kierunku, jak i co do wielkosci. Wi-
dzimy wiec, ze linie ¢ i ¢ posiadaja w punkcie C wspélng styczna,
a wiec sie stykaja w tym punkcie.

Z rozwazan powyzszych wynika jeszcze inny wazny wniosek.
Poniewaz szybko$é bezwzgledna punktu M jest wcigz réwna szyb-
kosci wzglednej, przeto punkt ten w pewnym czasie obiega réwne
luki na obydwéch torach, bezwzglednym i wzglednym. Przypusémy,
3¢ w chwilach 4 i & srodkami chwilowymi byly odpowiednio
punkty R, i R, linji ¢, i $rodki te zajmowaly odpowiednio punkty
Sy i S, linji 6. W takim razie dlugosci lukéw RiR. i S.S: sa
réwne.

Ruch linji ¢ mozemy scharakteryzowaé krétko, moéwiac, ze
toczy si¢ ona bez poslizgu po linji o.

Prz. 1. Parabola toczy si¢ po linji prostej; wyznaczyé tor ogniska. Odp.
Za o5 odcietych obieramy te¢ prosta, po kiérej parabola sie toczy, czyli linjg
stalg srodkéw chwilowych, a za poczatek ukladu ten jej punkt przez ktéry prze-
chodzil wierzcholek. W obecnej chwili ognisko przypada w F(xy), o§ paraboli
zajmuje polozenie BF, a &rodkiem chwilowym jest C. Promied wodzacy para-



boli CF jest normalng do szu-
kanej krzywej; dajmy na to,
ze tworzy on z osig y kat .
Srednica paraboli przechodzaca,
przez C, przecina kierownicg
w 4, i wiadomo, ze AC— CF,

a pamigtajac, ze styczna do

>

paraboli jest dwusieczng kata
pomiedzy promieniem wodza-
cym i érednica, dojdziemy zla-
twoicia, ze AF = 2y. Ozna-
czywszy parametr paraboli BF Fig. 21.

przez 2p, otrzymamy y== coz 3

dx dx . dy  Jyi—p
Lecz cosi)‘:z m, i zatem bedzie e 1TP Jest to réw-

nanie rézniczkowe krzywej lancuchowej, ktdrej parametr jest réwny p.

Prz. 2. Prosta, nalezaca do ukladu, toczy si¢ po okregu. Wyznaczyé tor
punktu, ktéry przechodzil przez srodek okregu. Odp. Spiralna Archimedesa.

i Prz. 3. Dwie jednakowe parabole stykaja sig wierzcholkami; jaki bedzie tor
ogniska jednej z nich, gdy zacznie ona toczy¢ si¢ po drugiej? Odp. Linja prosta.

Prz. 4. Srodkiem chwilowym jest wciaz jeden i ten sam punkt ukladu
ruchomego; dowiesé, ze punkt ten zajmuje stale poloienie na plaszezyznie nie-
ruchome;j.

Prz. 5. Spiralna logarytmiczna toczy si¢ po linji prostej; wyznaczyé tor
jej bieguna. Odp. Linja prosta.

Prz. 6. Linja stalay érodkéw chwilowych jest parabola, a torem jednego
z punktéw ukladu ruchomego o$ paraboli. Wyznaczyé linje ruchomg Srodkéw
chwilowych. Odp. Spiralna Archimedesa.

Ow punkt ruchomy A byt érodkiem chwilowym, ¢dy znajdowat sie w wierz-
cholku paraboli. Obieramy w ukladzie ruchomym biegunowy uklad wspétrzednych,
mianowicie za biegun obieramy punkt A, a za 0§ biegunowa te prosta, ktéra
przystawala do stycznej wierzchotkowej paraboli. Znajdziemy wéwczas latwo réw-
nanie rézniczkowe krzywej szukanej i jego catke r=pep, gdzie p jest odlegloscia
pomiedzy ogniskiem paraboli i kierownica.

31. Tory punktéw ukladu. Znajomo$é obydwéch krzywych
srodkow chwilowych jest wielce uzyteczna przy badaniu ruchu
ukfadu plaskiego, zwlaszcza, jezeli chodzi o tory réinych punktéw.
W wielu przypadkach, majac linje srodkéw, mozemy w sposéb
bardzo prosty wykreslié tor dowolnego punktu ukladu,

Przypusémy, ze krzywa o na fig. 22 jest linjg stala, a ¢ linjg
ruchomg $rodkéw chwilowych. W chwili obecnej krzywe te sty-
kajg si¢ w O, i punkt ten jest Srodkiem chwilowym. Pragniemy
wykresli¢ tor punktu, ktéry obecnie zajmuje polozenie A.

Nauka o ruchu, 4
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Obierzmy na linji ¢ pewna liczbg punktéw I, II, Ill.... Dajmy

na to, ze umiemy w sposéb $cisly lub przyblizony wyznaczy¢ na
linji ¢ takie punkty 1.2, 3..., aby
tuki 01, 12, 23... byly odpowie-
dnio réwne tukom O, I'Il, II IIL..
Zatoczmy z punktu O okrag,
przechodzacy przez A. Okrag ten
bedzie zawieral element toru punktu
A, bo w chwili obecnej A obraca

. sig¢ okolo O; innemi slowy okrag
bedzie styczny do toru. Po pew-
nym czasie punkt 1 znajdzie sie
w polozeniu | i stanie si¢ wow-
Fig. 22. czas $rodkiem chwilowym; gdy

wiec z punktu | zatoczymy okrag

promieniem 14, to okrag ten bedzie znowu styczny do szukanego
toru. Zataczamy nast¢pnie okrag z punktu II promieniem 24 it.d.
Obwiednig tych wszystkich okregéw bedzie szukany tor punktu A.

Prz. 1. Kolo toczy sig po linji prostej; wykresli¢ tor ktéregokolwiek punktu
ukladu.

Prz. 2. Prosta toczy si¢ po okregu; wykreslié tor jednego z punktéw
tej prostej (rozwijajaca kola), a takie tor innego punktu, przechodzacy przez
srodek okregu (spiralna Archimedesa, por. prz. 2, par. 30).

Prz. 3. Wykresli¢ przy pomocy metody powyzszej epicykloidg, albo hipo-
cykloide.

32. Wyznaczanie linij $Srodkéw. Okazemy na przykladzie,
jak mozna wyznaczyé obydwie linje srodkéw chwilowych, gdy
mamy dostateczna liczbe danych okre$lajacych ruch ukladu.

Dajmy na to, Ze torami punktéw A i B ukiadu sa proste
a i b, przecinajace si¢ w punkcie O (por. prz. 1, par. 28). Obec-
nie $rodkiem chwilowym jest punkt C, w ktérym przecinaja sig
prostopadle, poprowadzone w A i B do toréw a i b.

Czworobok OABC ma dwa katy proste, a wiec moze byé
wpisany w kolo, i w my$l twierdzenia Ptolomeusza bedzie

AC . OB+0OA . BC=0C . AB )
Lecz AC=0Csine, OB=0Ccos 3, OA=0Ccosa, BC=0C sing,
gdzie @ 1 ¢ oznaczajg katy AOC i COB. Podstawiajac te wartosci
w (1), otrzymamy
OC (sin @ cos g + cos asin §) = AB,
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AB
sin (& + ) °
AB jest to odleglo$é pomiedzy dwoma punktami ukladu sztyw-
nego, a &+ 3 jest katem pomiedzy prostemi nieruchomemi. Oby-
dwie te wielkosci s3 stale, a zatem i OC jest wielkoscig stala.

czyli ocC =

Fig. 23.

Tak wiec $rodek chwilowy pozostaje w stalej odleglosci od
O, i zatem linjg stalg srodkéw chwilowych jest okrag o, zatoczony
z O promieniem OC.

Ze srodka chwilowego widaé ruchomy odcinek AB pod
katem ACB. Kat ten wynosi m—a--8, jest wiec staly. Tylko te
punkty ukladu moga staé¢ si¢ Srodkami chwilowymi, z ktérych
odcinek AB widaé¢ pod takim katem (albo pod katem a+g). Miejs-
cem geometrycznem takich punktéw jest okrag ¢, opisany na
tréjkacie ABC; przechodzi on oczywiscie réwniez przez punkt O.
Promien okregu ¢ jest dwa razy mniejszy od promienia okregu o.

Zobaczymy teraz, jakie tory obiegajg rézne punkty ukladu.
Wezimy naprzéd jakikolwiek punkt M okregu ¢. Szybkosé jego
jest prostopadla do CM, a wigc lezy na prostej OM. Skoro szyb-
kosé punktu M jest wcigz skierowana do punktu O, albo od tego
punktu, to torem M moze byé tylko prosta OM. Toz samo do-
tyczy wszystkich punktow ukladu, polozonych na okregu ¢. To-
rami ich s3 proste, przechodzace przez O.

4*
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Wezmy teraz jakibgdz punkt P. Poprowadzmy przezen sred-
nice kola ¢. Torami jej koficow M i N sg prostopadle proste OM
i ON. Obierzmy te proste za osi y i x ukladu wspélrzednych,
oznaczmy stale odcinki MF i NP odpowiednio przez m i n,
a zmienny kat MNO przez . Znajdziemy, ze

x=mcos+, y=nsin,
gdzie x i y oznaczajg wspolrzedne punktu P. Sz to rdéwnania
parametryczne elipsy, a zatem torem punktu P jest elipsa, kté-
rej osi leza na prostych ON i OM.

Prz. 1. Proste a i b ukladu plaskiego przechodzg wecigz odpowiednio przez
state punkty 4 i B. Wyznaczyé obydwie linje srodkéw chwilowych. Odp. Od-
cinek 4B widaé ze Srodka chwilowego pod katem stalym, a zatem linjs stals
jest kolo o, przechodzace przez 4, B i punkt przecigcia O prostych a1 b. Linjg
ruchomg jest kolo, zatoczone z punktu O promieniem dwa razy wigkszym. Latwo
sprawdzié, ze kaida prosta ukladu, przechodzaca przez O, czyli nalezaca do
peka O, przechodzi wciaz przez staly punkt, polozony na kole .

Ruch ten jest jakby odwrotnoScia ruchu, opisanego szczegélowo w pa-
ragrafie niniejszym. Jezeli tam uznamy dotychczasowa plaszczyzng nieruchomg
za uklad ruchomy, a dotychczasowy uklad ruchomy bedziemy uwazali za plasz-
czyzng nieruchoma, innemi slowy jezeli bedziemy uwazali ruch wzgledny plasz-
czyzny nieruchomej wzglgdem ukladu ruchomego, to punkty A i B (fig. 23)
stang si¢ dla nas nieruchomymi, a proste a i & ruchomemi, i otrzymamy ruch,
o ktérym mowa w tym przykiadzie.

Prz. 2. Dwie jednakowe korby MP i NQ (fig. 24) obracajg sig okolo
punktéw M i N, a ich konce laczy przegubowo sztaba PQ, ktérej dlugosé jest
réwna MN. Wyznaczy¢ obydwie linje érodkéw chwilowych. Odp. Sa to jedna-
kowe elipsy, ktérych ogniska lezg odpowiednio w M,N i P,Q.

Q@ 42

A &
Fig. 24. Fig. 25.

Prz. 3. Dwie jednakowe korby MP i NQ, jak na fig. 25, obracajy sie
okofo punktéw M i N, a ich kofice laczy przegubowo sztaba PQ = MN. Wy-
znaczyé linje Srodkéw. Odp. Jednakowe hiperbole; wykreslié asymptoty.

Prz. 4. Uklad obraca sig okolo punktu A ze stala szybkoscig katows w,
a ten punkt A biegnie prosta a ze stala szybkoscia v. Wyznaczyé obydwie linje
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srodkéw chwilowych. Odp. Punkt ukladu, polozony w odleglosci r od A4, po-
siada szybkoié ro wzgledem A i szybko&¢ unoszenia v. Srodkiem chwilowym
bedzie taki punkt, ktérego szybko§é bezwzgledna — 0. Linig stalg jest prosta
réwnolegla do a, a ruchoma kolo.

Prz. 5. Punkt M ukladu plaskiego obiega spiralng Archimedesa, ktérej
biegun lezy w O, i ktéra we wspélrzgdnych biegunowych posiada réwnanie
r =aew, a prosta m ukladu, zawierajaca punkt M, przechodzi wciaz przez O.
W.yznaczyé obydwie linje srodkéw chwilowych. Odp. Linjg stala jest kolo o pro-
mieniu a, ruchoma za§ prosta, réwnolegla do m (prz. 1 par. 29).

Prz. 6. Punkt M ukladu obiega spiralna logarytmiczna, ktérej biegun
lezy w O, i ktéra we wspélrzednych biegunowych posiada réwnanie r=—=ae?,
a prosta m ukladu, zawierajaca punkt M, przechodzi wciaz przez O. Wyznaczyé
obydwie linje srodkéw chwilowych. Odp. Linja stala jest spiralna logarytmiczna,
odchylona od danej o 90° a linja ruchomg prosta, tworzaca z OM kat 45° (por.
prz. 2 par. 17).

Prz. 7. Sztaby 0A, AB, BC, CO, polaczone przegubami, tworza réwno-
leglobok; wierzcholek O jest nieruchomy, a boki OA i OC obracajg sig z szyb-
kciciami katowemi w; i w,. Jaki jest tor wierzcholka B?

Wyznaczamy obydwie krzywe srodkéw chwilowych dla sztaby AB, a w tym
celu wykreslamy naprzéd szybkoié punktu B. Jego szybkoi&é wzgledem punktu
A (lecz nie sztaby OA) i szybko$é unoszenia sj odpowiednio réwne w,.OC
i m .04, albo w,r, i o, jezeli OA i OC oznaczymy przez r, i r,. Normalna
do toru punktu B przetnie O4 w punkcie D; gdy poréwnamy tréjkat ABD

ro,

: tréjkatem szybkosci, to wypadnie, ze 4D , a zatem punkt D zajmuje

polozenie stale na sztabie OA.

Z tego wynika, ze krzywa staly jest kolo o promieniu OD, ruchomq
kolo o promieniu 4D. Torem punktu B bedzie epicykloida lub hipocykloida
(trochoida) stosownie do tego, czy szybkosci katowe maja kierunki zgodne. czy
odwrotne.

Ta sama krzywa powstaje przy toczeniu si¢ innego kola po innem kole
stalem. Kola te otrzymamy, wyznaczajgc srodek chwilowy dla sztaby BC.

Prz. 8. Jeden bok ruchomego kata prostego ABC przechodzi wciaz przez
nieruchomy pinkt A4, a punkt C, polozony na drugim boku, pozostaje na nie-
ruchomej prostej x, przyczem odlegloéé punktu A od x jest rowna BC. Wy-
znaczy¢ obydwie krzywe srodkéw chwilowych. Odp. Dwie jednakowe parabole.

33. Obwiednie. Niech bedzie jaka$ linia 4, nalezaca do
daktadu ruchomego, i przypusémy, ze normalna do tej linji, popro-
wadzona przez $rodek chwilowy, przecina ja w punkcie A. Oczy-
wiscie szybkosé punktu A lezy na stycznej do 4.

Wyobraimy sobie teraz punkt M ruchomy, ale nie nalezacy
do ukladu. Niech ruch jego bedzie taki, aby zajmowal on wciaz
punkt przeciecia linji 4 z normalng, przechodzacy przez srodek
chwxlowy, a wiec w danej chwili punkt A. Ten punkt M zakresla
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na plaszczyZnie nieruchomej pewng linje, ktérg oznaczmy przez w.
Dowiedziemy, ze linje- 2 1 u# sg styczne.

W tym celu uwazajmy ruch punktu M wzgledem ukladu
ruchomego. Torem wzglednym jest linja 4, a zatem szybkosé
wzgledna jest styczna do tej linji. Szybko$é unoszenia, czyli szyb-
kosé punktu A, jest, jak widzielimy, rowniez styczna do Z. Skoro
obydwie szybkosci skladowe lezg na stycznej do 4, to na tejze
prostej musi leze¢ i szybko$é wypadkowa, czyli bezwzgledna. Lecz
torem bezwzglednym punktu M jest linja u, a zatem szybkosé
bezwzgledna musi byé styczna i do tej linji. Widzimy, ze linje
L1 u majg w A wspdlng styczng, a wiec stykajg sie w tym
punkcie.

Linja Z jest w kazdej chwili styczna do linji «, a zatem wu
jest obwiednig wszystkich polozen linji 4. Warto zwrécié uwage,
ze linja A nie toczy sie po linji u. Szybko$¢ unoszenia jest tu
rézna od zera, i szybkosé¢ wzgledna punktu M nie jest réwna
szybkosci bezwzgledne;.

Z rozwazan tych wynika, ze wspélna normalna do dowol-
nej linji ., nalezqcej do ukladu ruchomego, i do jej obwiedni w
przechodzi w kazdej chwili przez srodek chwilowy.

W paragrafie 29 rozwazaliSmy ruch prostej, ktéra wciaz prze-
chodzi przez staly punkt O, i widzieliémy, ze prostopadia do niej,
wystawiona w punkcie O, przechodzi w kazdej chwili przez srodek
chwilowy. Jest to szczegélny przypadek tylko co dowiedzionego
twierdzenia. Prosta ruchoma jest w tym razie linjg 4, a punkt O
mozna uwazaé za zdegenerowang linje w.

Prz. 1. Torem punktu A ukladu plaskiego jest prosta m, a obwiednia
prostej a, nalezacej do ukladu i przechodzacej przez A, jest kolo styczne do /.

Wyznaczyé obydwie krzywe Srodkéw chwilowych. Odp. Dwie jednakowe pa-
rabole.

Prz. 2. Punkty 4 i B ukladu plaskiego poruszaja sl¢ na prostych x i gy,
prostopadlych jedna do drugiej. Wyznaczyé obwiedni¢ prostej AB. Odp. Obie-
ramy proste v, y za osi wspolrzednych i oznaczamy przez (xy) wspéirzedne
punktu zetkniecia prostej AB z obwiednia. Znajdziemy latwo, ze x%:i-| y%i=—a’},
gdzie a — AB. Jest to réwnanie astroidy.

Prz. 3. Kolo o promieniu a toczy sig po prostej x; wyznaczyé obwiednie
srednicy. Odp. Cykloida, ktéra zatacza punkt okregu o promieniu %, toczacego
sig¢ po prostej x.

Prz. 4. Boki AB i BC ruchomego tréjkata ABC pozostaja stycznemi
odpowiednio do kél O, i O,, Wyznaczyé obwiedni¢ boku CA. Odp. Latwo sie
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przekonaé, ze normalna do obwiedni szukanej przecina stala linjg srodkéw
chwilowych weiaz w jednym i tym samym punkcie, a krzywa, ktérej wszystkie
normalne przechodza przez jeden punkt, jest koto.

Prz. 5. Wierzcholek kata prostego porusza sie na prostej y, a jeden
bok przechodzi wcigz przez punkt F. Wyznaczyé obwiednic drugiego boku.
Odp. Parabola, ktérej ogniskiem jest F, a styczna wierzchotkows y.

: Prz. 6. Wierzeholek kata @ obiega spiralng r==ae?, a jeden z jego bo-
kéw przechodzi przez bicgun. Wyznaczyé obwiednie drugiego boku.

Latwo okazaé, ze styczna do szukanej krzywej tworzy z promieniem wo-
dzacym kat 45° a zatem krzywa ta jest taka samg spiralng. Interesujace sa

dwa przypadki szczegélne. Zakladajgc 2 —%, znajdziemy, Ze rozwijana spiral-

nej logarytmicznej jest taka sama spiralna (par. 34), a zakladajac « %,
mamy obwiednig promieni Swiatla, wydawanych przez punkt Swiecacy w biegu-
nie, po odbiciu od spiralnej danej.

otrzy-

34. Rozwijane i rozwijajagce. Niech bedzie jakakolwiek
krzywa @ Wyobrazmy sobie uklad ruchomy, ktérego punkt M
obiega te krzywa, a prosta m, przechodzaca przez M, jest wciaz
do niej normalna. Srodek chwilowy bedzie oczywiscie w kazdej
chwili lezal na prostej m. Zbadamy blizej polozenie jego.

Przypusémy, ze w pewnej chwili punkt M zajal polozenie
M’ na @, a prosta m polozenie CM’, gdzie C ma oznaczaé ow-
czesny Srodek chwilowy. W ciggu nastepnych df sek. caly uklad
razem z prostag m obraca sig okolo C, i w koncu tego okresu m
zajmie polozenie CM"’, gdzie M’ oznacza nowe polozenie punktu
M na krzywej @, nieskonczenie blizkie do M’. Tak wiec srodek
chwilowy lezy na przecieciu normalnych, poprowadzonych w nie-
skonczenie blizkich punktach krzywej @. Lecz z drugiej strony
wiemy, Ze takie dwie normalne przecinaja si¢ w srodku krzy-
wizny krzywej @; w danym razie jest to Srodek krzywizny, odpo-
wiadajacy punktowi M. '

Widzimy, ze érodek chwilowy lezy w kazdej chwili w srodku
krzywizny, nalezacym do tego punktu krzywej @, ktéry wlasnie
zajmuje punkt M. Oczywiscie linja ruchoma $rodkéw chwilowych
jest tu prosta m, a linja stalg miejsce geometryczne srodkow
krzywizny krzywej @. Oznaczmy to miejsce geometryczne liters .

Mozemy teraz powstanie krzywej @ wyobrazaé sobie w spo-
s6b taki: prosta m toczy si¢ bez poslizgu po krzywej g, i jeden
z punktéw tej prostej zatacza krzywa c.
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Mozna to opisaé jeszcze inaczej. Wyobraimy sobie, ze je-
den koniec nici nierozciagalnej jest umocowany w jakim$ punkcie
krzywe] f, 1 ze nié opasuje Scisle te krzyws. Gdy ujmiemy za
swobodny koniec nici i bedziemy ja nawijali na krzywa g, lub
odwijali, przyczem ni¢ powinna by¢ wcigz wyprezona, to oczy-
wiscie ruch wyprostowanej cze$ci nici bedzie taki sam, jak ruch
proste] m, i jeden z punktéw nici zakresli krzywa a.

Krzywa @ zowie sie rozwijanqg krzywej @, a krzywa a roz-
wijajqcq krzywej p. Rozwijana jest obwiednig normalnych rozwi-
jajace;j.

35. Szybkosé srodka chwilowego. Dajmy na to, ze krzywe
@, i @ na fig. 26 sa linjami Srodkéw chwilowych stala i ruchoma,
a M oznacza 6w punkt ruchomy, ktéry, nie nalezac do ukladu
ruchomego, podaza weciaz za Srodkiem chwilowym. O tym punkcie
M byla juz mowa w par. 30. Wi-
dzieliSmy tam, ze szybko$¢ jego
wzgledem ukladu ruchomego jest
zgodna z szybkoscia bezwzgledng
co do wielkosci i kierunku. Szyb-
kos¢ ta nazywa sie powszechnie
szybkoscig $rodka chwilowego. Na-
zwa ta, trudna do zastapienia, wy-
daje sie¢ w pierwszej chwili niedo-
rzeczng, bo srodek chwilowy, jezeli
uwazamy go za punkt ukladu ru-
chomego, posiada szybkosé zero.
Oznaczmy owa szybko$é punktu M
przez c, a szybko$é katowa ukladu
ruchomego przez w.

Wyobrazmy sobie teraz prosta
m, ruchoma, lecz nie nalezaca do
do rozwazanego ukladu ruchomego;

Fiir. .26, przypusémy, ze zawiera ona punkt

M i pozostaje wciaz normalng do

krzywej @;. Wedlug paragrafu poprzedzajacego S$rodek chwilowy
B, tej prostej jest srodkiem krzywizny krzywej @; w punkcie M.
Jezeli promien krzywizny B,M jest rowny R, to szybkos¢ katowa

prostej m wyniesie =13
R
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Rozwazmy teraz ruch prostej m wzgledem ukladu rucho-
mego. Torem wzglednym punktu M jest krzywa e, i prosta m po-
zostaje wcigz normalng do tej krzywej; z tego wynika, ze $rodek
chwilowy dla prostej m w tym ruchu wzglednym jest zarazem
srodkiem krzywizny linji @, w punkcie M. Oznaczmy ten $rodek
przez B, a promien krzywizny.B,M przez R..

Szybko$¢ bezwzgledna punktu B; (jako nalezacego do pro-

stej m) jest rowna 1—;— (R, + R;), a szybko$¢ unoszenia R,eo.
1

Poniewaz szybkosé wzgledna jest zerem, przeto
R—"l (Ri+R)=R.w

(0] 1 1

e )

c R R,

Aby wzér byt zupelnie ogélny, bedziemy uwazali R,, R, za do-
datnie, gdy mierzymy je w strony odwrotne od $rodka chwilo-
wego, czyli, gdy B, i B, leza po réinych stronach punktu M.
Jezeli B, i B, leza po jednej stronie, to R, i R. powinny mieé

lub

znaki odwrotne, dobrane w taki sposéb, aby wielkosé (—: byla

dodatnia.

Przy pomocy tego wzoru mozna wyznaczyé szybkosé srodka
chwilowego, majac krzywizny obydwéch linij srodkéw oraz szyb-
kos¢ katowa ukladu.

Fig. 26 zasluguje jeszcze na chwile uwagi.

Prosta m podczas ruchu ukladu toczy sie bez poslizgu po
rozwijanej krzywej a;, a takze po rozwijanej krzywej a,, przyczem
ta ostatnia takie sig porusza, gdyz nalezy do ukladu ruchomego.
Na fig. oznaczono te rozwijane odpowiednio literami & i ge.

Wyobrazmy sobie, ze na g, i f: s3 nawinigte dwa konce
nici, i Ze ni¢ ta jest wyprezona. Podczas ruchu ukladu pozostanie
ona wciaz w naprezeniu i bedzie sig jednoczesnie odwijata z krzy-
wych 8 i 3 lub nawijala na nie; zreszta przy innej dyspozycji
ni¢ moze sie nawijaé na jedna z nich, a odwijaé z drugiej.

36. Krzywizny toréw. Na fig. 27 M ma byé owym punktem
ruchomym, ktéry nie nalezy do ukladu, lecz wedruje wciaz razem
ze $rodkiem chwilowym, a wigec M oznacza réwnijes polozenie
obecne $rodka chwilowego; niech ¢ bedzie szybkosciag punktu M,
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albo szybkoscig- srodka chwilowego, a m wspélng normalng do
obydwéch linij $rodkéw chwilowych. Szybkoéé ¢, jako lezaca
na wspélnej stycznej, jest prostopadla do m. Przypusémy, ze
w chwili obecnej uklad obraca si¢ okolo M z szybkosciag ka-
towag w.

Wezimy dowolny punkt ukladu P, ktérego odleglosé od M
oznaczymy przez p. Szybkosé jego
v = pw. Prosta, laczaca koniec P’ szyb-
kosci v z M jest linjg przewodnia
proste] MP; tworzy ona z MP kat
@ = arctanw (par. 29).

Wyobrazmy sobie prostag n ru-
choma, lecz nie nalezgcg do ukladu.
Dajmy na to, ze jeden jej punkt jest
umocowany w punkcie P, a zatem we-
druje torem puntu P i+w kazdej chwili
posiada z P wspélng szybkosé; w chwili
obécnej ta szybko$é¢ jest réwna w.
Przypusémy dalej, ze ta prosta n po-
zostaje wciaz normalng do toru punktu
P. Z tego wynika, ze przechodzi ona
wcigz przez $rodek chwilowy ukladu,
czyli przez punkt M, i toczy sie bez
poslizgu po nieruchomej rozwijanej
toru punktu P.

Fig. 27. Zwr6émy uwage na ruch punktu

M wzgledem prostej n, albo raczej

wzgledem nowego ukladu, zwigzanego z ta prosta. Torem wzgled-

nym jest prosta n, a wiec na niej lezy szybkos¢ wzgledna; szyb-

ko$é unoszenia jest prostopadla do n, jako do prostej zerowej,

Gdy rozlozymy szybkosé bezwzgledng ¢ w tych dwéch kierun-

kach, to skladowa prostopadla u bedzie szybkoscig tego punktu
prostej n, w ktérym obecnie znajduje si¢ punkt M.

Polaczmy konce N i P’ szybkosci u i v. Otrzymamy linje
przewodnig prostej n; ich punkt przeciecia Q jest srodkiem chwi-
lowym prostej n, albo srodkiem krzywizny toru punktu P.

Zapomocg tej konstrukcii (podanej przez W. Hartmanna)
mozna wyznaczy¢ Srodek krzywizny dla punktu P, majgc szyb-
ko$é tego punktu, oraz szybkosé srodka chwilowego. Rozwiazemy
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réwniez bez trudnosci zadanie odwrotne: majac szybkosci oraz
$rodki krzywizny toréw dwéch punktéw, wyznaczyé szybkosé
$rodka chwilowego; nastepnie moizna juz wyznaczyé $rodek krzy-
wizny dla kazdego dalszego punktu ukladu.

Trzeba jeszcze zauwazyé, ze z konca N skladowej u widaé
szybkos$é ¢ pod katem prostym, a wiec koniec ten lezy na ob-
wodzie' kola, ktérego $rednicg jest c. O tem kole wypadnie nie-
raz méwi¢ w dalszym ciggu; nazwiemy je dla krétkosci kolem 7
albo kolem Hartmanna.

Powyzsza konstrukcja érodka krzywizny pozwala latwo uzasadnié pewne
twierdzenia rzutowe. Niech beda na prostej MP précz punktu P jeszcze punkty
P, P.... Prowadzimy przez nie promienie prostopadle do MP; w przecigciu
z prosta przewodnia MP’ otrzymamy punkty P’, P,’.... Prowadzimy nastepnie
promienie P'N, P./N.., ktére przetna prosta MP w punktach Q,, Q...
Punkty Q, Q,, Q.... sa srodkami krzywizny toréw punktéw P, P, P.....

Mamy teraz na prostej MP dwa szeregi punktéw P, P, P.... iQ, Q,, Q,...;
kazdy z nich jest w perspektywie do szeregu P‘, P, P,.., a zatem sj to
szeregi rzutowe. Ich punkty podwéjne sa polaczone w M. Gdy dany jest ten
punkt A/ oraz para odpowiadajacych sobie punktéw, np. P i Q, to szeregi sa
okreslone i mozemy latwo wyznaczyé srodek krzywizny toru kazdego punktu,
danego na prostej WP,

W tym celu prowadzimy przez M dowolng prosta i obieramy na niej dwa
dowolne punkty A i B. Promienie, laczace pierwszy z P, P,, P,..., oraz pro-
mienie, laczace drugl z Q, Q,, Q..., tworza peki rzutowe; peki te leza
w perspektywie, bo polaczone promienie AM i BM odpowiadaja sobie. Z tego
wynika, Ze punkty przeci¢cia odpowiadajacych sobie promieni leza na prostej,
przechodzacej przez M. Prosta te otrzymamy, ljczac M z punktem przeciecia
promieni AP i BQ, a nastepnie juz bedziemy mogli wyznaczyé dowolng liczbe
par punktdw.

Prz. 1. Dwie korby OA, i O,A4,, ktérych konce laczy przegubowo
sztaba A A,, obracaja si¢ okolo O,, O,; wyznaczyé Srodek krzywizny toru
pewnego punktu A, danego na sztabie, przy danem polozeniu mechanizmu.

Wyznaczamy naprzéd srodek chwilowy C i szybkosé v, punktu A4,. Szyb-
kosé te powinno byc widaé z C pod katem a—arctanw, gdzie @ oznacza szyb-
kos¢ katows sztaby A,A.; ale oczywiicie ani tor punktu ukladu, ani jego srodek
krzywizny nie zaleza od szybkoéci katowej, mozemy wige tg szybko&¢ albo kat
obra¢ dowolnie. Srodkiem krzywizny toru punktu 4, jest O,, gdy wiec pola-
czymy koniec v, z O,, to otrzymamy linj¢ przewodnia korby 0,4, i na tej
linji bedzie lezal koniec szybkosci u,. W danym razie jest to szybko&é, ktéra
“mialby punkt, nalezacy do korby i zajmujacy polozenie C. Tak zamo otrzy-
mamy dla punktu A, szybkoié u,. Kolo v przejdzie przez C i przez kofice
szybkosei u, i u,. Majac kolo 7, znajdziemy juz latwo &rodek krzywizny O
toru punktu A (fig. 28).

Prz. 2. Okazaé, Ze w cykloidzie promien krzywizny jest dwa razy
wigkszy, niz odleglos¢ punktu od $rodka chwilowego.
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Torem srodka kola tworzacego jest prosta, Srodek krzywizny lezy nie-
'skonczenie daleko, a zatem skladowa u musi byé réwna szybkosci srodka. Ko-
rzystajac z tego, mozna odrazu wykreslié kolo +. Dogodnie bedzie obraé m=1.

Prz. 3. Punkty 4 i B ukladu plaskiego poruszaja sig na prostych a i b,
tworzacych kat prosty; wyznaczyé wykreslnie srodek krzywizny toru dowolnego
punktu ukladu.

Obrawszy dowolnie szybkosé srodka odcinka AB, moina odrazu wy-
kreslié¢ kolo .

Prz. 4. Wyznaczyé promienie krzywizny w wierzcholkach elipsy, ktérej
osi wynoszg 2a i 25. Odp. % i ? . Elipse nalezy tu uwaza¢ za tor punktu
prostej, ktérej dwa punkty poruszaja si¢ na osiach.

Prz. 5. Ruchoma prosta m przechodzi weiaz przez punkt O, a jej punkt A
pozostaje wciaz na nieruchomej prostej n. Odleglosé punktu O od n wynosi q,
i na m dany jest punkt B w odleglosci b od 4. Wyznaczy¢ wykreslnie érodek
krzywizny toru punktu B dla jakiegokolwiek polozenia prostej n i cbrachowaé
promien krzywizny, gdy prosta m jest prostopadla do n.

Obrawszy O za poczatek ukladu wspdlrzednych i prostopadla do n za
0§ x, znajdziemy latwo réwnanie linji stalej srodkéw chwilowych, a mianowicie
y?—ax. Jest to parabola, ktérej wierzcholek leiy w O, a o§ na osi x. Wia-
domo, ze rzut punktu paraboli na of i przecigcie stycznej z osig leza w jedna-
kowych odleglosciach od wierzcholka; korzystajac z tego twierdzenia, wyzna-

JRE
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czymy wspdlng styczna do krzywych Srodkéw chwilowych, a nastepnie kolo 7.
a t b)3

(_b)__

37. Kolo przegigé. Na fig. 29 widzimy znowu Srodek chwi-
chwilowy M, wspélng normalng do linji $rodkéw m i kolo 7. Po-
prowadZmy w ukladzie ruchomym przez $rodek chwilowy dowolng
prosta MP, tworzacg z m kat <, i niech MP’ bedzie jej linja,
przewodnig. Prowadzimy nastep-
nie przez koniec /N szybkosci u
prosta réwnolegla do MP i przez
punkt S, w ktérym ta réwno-
legla przecina linj¢ przewodnia,
prostopadla S'S do MP. Srodek
krzywizny toru punktu S lezy
w przecieciu prostych NS’ i MS,
a wiec jest punktem nieskoncze-
nie odleglym; z tego wynika, ze
punkt .S przypada obecnie w prze-
gieciu swego toru.

Z figury widaé, ze
MS = SScota = c.cos.cotc,
gdzie' @ = arctan w oznacza kat

PMP’. Ostatecznie

Promien krzywizny w szczegélnem polozeniu wskazanem wynosi

MS =X cos 9.
w

Fig. 29.

Oznaczmy przez d odcinek MD

wspoélnej normalnej, zawarty po-

miedzy $rodkiem chwilowym i prosta S5S’. Oczywiscie
MS = dcos9, zatem d = —L%

Z punktu S widaé staly odcinek MD pod katem prostym,

a wiec miejscem - geometrycznem punkiéw ukladu ruchomego,
przebiegajgcych w danej chwili przez przegiecia swych toréw, jest

c
okrqg kota, zatoczonego na. srednicy MD = X Kolo to =zowie

si¢ kofem przegigé, a punkt D biegunem przegied,
Kolo przegigé jest oczywiscie styczne do obydwéch linij
srodkéw chwilowych. Szybkosci wszystkich punktéw, przebie-.
—— " A FOLITECH
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gajacych w dane] chwili przez przegigcia swych toréw, sg skie-
rowane do bieguna przegieé, albo od niego.

Niech Q bedzie $rodkiem krzywizny toru punktu P. Wy-
prowadzimy wazny zwigzek, ktéry zachodzi pomiedzy dlugosciami
odcinkéw MP i MQ; oznaczmy je odpowiednio przez p igq.

W tym celu uciekniemy sie znowu do prostej n, o ktérej
byla juz mowa w paragrafie poprzedzajacym. Jej Srodkiem chwi-
lowym jest Q, a szybkos$é tego z je] punktéw, ktéry przypada
obecnie w M, wynosi u = ccos¥#, zatem szybkos¢ katowa tej

O &l - G

proste] = CLQL, a punkt P posiada szybkosé R K :
q q
. <+ q)c .cos ¢
Lecz ta ostatnia szybkos$é v = pw, wypada wiec (p Q_);_ LT
= pw, czyli
IRy L CE
p q d
. W 17

gdyz =

Réwnanie powyisze zowie si¢ zwykle wzorem Savarego.
Uwazamy w niem p za dodatnie, gdy punkt P lezy po tej samej
stronie $§rodka chwilowego, co i punkt .S, natomiast ¢ uwazamy
za dodatnie, gdy Q lezy po stronie odwrotnej. Badajac przy
pomocy rysunku réine polozenia mozliwe punktéw P i Q, znaj-
dziemy, Ze przy umowie powyzsze] lewa strona réwnania pozo-
staje zawsze dodatnia, a zatem d uwazaé nalezy zawsze za do-

datnie.
Srednice d kola przegi¢é mozna wyznaczy¢ z wzoru, ktéry
: 1 : : 3 2
poznaliSmy w par. 35, piszac tylko o zamiast (c) Bedzie woéwezas
S
d R R,”’

gdzie R, i R. oznaczajg promienie krzywizny linij stalej i rucho-
mej Srodkéw chwilowych, Co do znakéw nalezy tu trzymaé sie
umowy, zawartej we wzmiankowanym paragrafie.

Punkt Q lezy zawsze po tej samej stronie punktu P, co
i punkt .S. Mezina sic o tem przekonaé, sledzac na figurze po-
lozenia pierwszego przy réznych polozeniach drugiego, wynika
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to réwniez ze wzoru Savarego. Piszac tam MS zamiast d cos ¥,
otrzymamy

- P S
1" = MS"

Rozwazymy trzy przypadki nastepujace:

1) p>MS; w takim razie g jest dodatnie, i polozenie
punktéow P, Q jest takie, jak na fig. 29.

2) MS > p > 0; g jest ujemne, a wiec Q lezy po stronie .S
i MQ = MP. % Z tego wynika, ze MQ > MP.

3) p<0; ¢ dodatnie, przeto Q po stronie odwrotnej do

S 1, jak poprzednio, MQ=MP. lfl{—g Z tego widaé, ze MQ << MP.,

Z powyiszych roztrzasan wynika, ze, tor punktu P zawsze
zwraca si¢ do S wklesloscia, jezeli wigc punkt ruchomy lezy na-
zewnqlrz kola przegigc, to tor jego jest zwrécony do Srodka chwi-
lowego wkleslosciq , jezeli wewnqtrz, to wypukioscig.

Rozwazymy jeszcze dwa wazne przypadki szczegélne. Przy-
pusémy naprzéd, ze P jest nieskonczenie odleglym punktem pro-
stej MS. W takim razie p = ©, i z wzoru Savarego wynika, ze
g=dcos¥=MS. A wiec Srodek krzywizny toru punktu nie-
skonczenie odleglego, oznaczmy go litera 7, jest symetryczny do
S wzgledem $rodka chwilowego. Moina do tego samego dojsé
bezposrednio. Koniec szybkosci nieskonczenie odleglego punktu
P jest nieskonczenie odleglym punktem linji przewodniej M.S’,
a wigc znajdziemy Srodek krzywizny 7, prowadzac przez N réw-
nolegla do MS’. Oczywiicie otrzymamy punkt symetryczny do S
wzgledem M. Z tego. wynika, ze miejscem geometrycznem srod-
kéw krzywizny toréw punkidw nieskoriczenie odlegtych ukiadu
Jest koto symelryczne wzgledem srodka chwilowego do kota prze-
gig¢. Nazwiemy je kolem ostrzy ze wzgledéw, ktére beda wy-
laSnione w dalszym ciagu.

Przypusémy nastepnie, ze punkt P lezy na wspélnej stycznej
do linij $rodkéw chwilowych. W ‘takim razie cos ¥ =0, | réwna-
niu Savarego czyni zadosé tylko g = 0, z czego wnioskujemy, ze
dla punktéw, polozonych na wspdlnej stycznej, srodek chwilowy
jest Srodkiem krzywizny toréw.

o Po tego samego mozna doj¢ bezposrednio. Przypusémy,
ze jakikolwiek punkt ukladu ruchomego zajmowal w chwili # po-
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lozenie P, a w chwili # + dt polozenie P,. W pierwszej z tych
chwil srodek chwilowy byl, dajmy na to, w M, a w drugiej
w M,. Obydwa te punkty lezag na wspélnej stycznej. Oczywiscie
proste PM i P\M,, jako normalne w nieskoficzenie blizkich
punktach toru punktu P, przecinajg si¢ w srodku krzywizny. Je-
zeli P lezy na wspoélnej stycznej, to owym punktem przeciecia
bedzie punkt M, alko M.

Oprécz punktéw P i Q, o ktérych méwilismy dotychczas,
i ktére leza na prostej n, weZmy jeszcze na wspélnej normalnej m
do linij $rodkéw chwilowych punkt P’ oraz $rodek krzywizny
jego toru ', i niethaj p’ i ¢’ oznaczajg ich odleglosci od M.

W takim razie l,-i— —1,—= —1—, a zatem
q d
(l+l)0053=l,+l,, lub l'—}'—l“= ,—1**[ +_,}_(“-
P q P q P g9 pcosd pcosd

Jezeli P jest rzutem prostokatnym punktu P’, to p = p’cos 9.
Z réwnania powyzszego wynika, ze wéwezas i g = ¢’ cos ¥, a wiec
i Q jest rzutem punktu Q.

Niech bedzie dana wspélna normalna m do linij srodkéw chwilowych
oraz &rodek krzywizny Q toru danego punktu P. Naturalniec prosta PQ, ozna-
czymy ja litera n, przechodzi przez srodek chwilowy M. Przy pomocy metody,
podanej w paragrafie poprzedzajacym, mozemy dla punktéw P, P,.. na pro-
stej n wyznaczyé Srodki krzywizny Q,, Q....; poprowadziwszy nastgpnie przez
P, P, P,... Q. Q,, Q,... prostopadle do n, znajdziemy na m szeregi
P, P', P'..., Q, Q' Q)..., i punkty drugiego sg Srodkami krzywizny
punktéw pierwszego. Rzutujac te szeregi na jakakolwiek prosta, przechodzacy
przez M, znajdziemy z latwoscig Srodek krzywizny toru punktu dowolnego na
tej prostej.

Prz. 1. Punkty O, i O, sa srodkami krzywizny linij srodkéw chwilo-
wych stalej i ruchomej w punkcie zetknigcia; okazaé, ze O, jest Srodkiem krzy-
wizny toru punktu O,.

Prz. 2. Kolo toczy siq po linji prostej; wyznaczy¢ kolo przegieé.
Prz. 3. Kolo o promieniu a toczy si¢ po takiem samem kole stalem
i obecnie styka sig z niem w punkcie C. Wyznaczy¢é promien krzywizny toru

punktu A4, polozonego na okregu ruchomym tak, ze luk AC wynosi 60°.
4a

Odp. 3 -
Prz. 4. Jeden punkt ukfadu: obiega kolo, a drugi prosta, przechodzaca
przez §rodek tego kota. Wykreslié kolo przegieé w jednem z polozen ukladu.
Prz. 5. Okazaé, ze promigﬂ' krzywizny w jakimkolwiek punkcie spiralne;j
logarytmicznej (r—ae®) wynosi r} 2, (prz. 6, par. 32).
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Prz. 6. Wyznaczy¢ promienn krzywizny w jakimkolwiek punkcie spiralnej
a (12
S 249

W tym razie d=a, i latwo mozna si¢ przekonaé, ze krzywa w samym
biegunie nic tworzy przegigcia, z czego wynika, ze p we wzorze Savarego be-
dzie ujemne.

Archimedesa r=a¢ (prz. 5, par. 32). Odp.

Prz. 7. Punkty 4,, A, ukladu obiegaja jednakowe kola, przecinajace
si¢ pod katem prostym (znaczy to, Ze styczne w punkcie przecigeia tworza kat
prosty), pozostajac wciaz po odwrotnych stronach linji Srodkéw. Promien
kazdego kola — a, a odlegloéé pomiedzy Srodkami— 4,4,. Wyznaczyé tor
srodka odcinka 4,4, oraz promied krzywizny tego toru w dowolnym punkcie.

N
(o4 | oz
7]
g Z
4 \
e '
L4 v
& )
4 v
B 1
A, o

Fig. 30.

\
©&

Oznaczmy srodki odcinkéw 0,0, i 4,4, przez O i P, a érodek chwi-
lowy przez C; niech dalej bedzie kat CO, A4, — %, POO,—¢ i OP=r. Znajdziemy,
ie 0,0,~AA—~al2 az tréjkata 4,4,0, wypadnie, Ze sin®=] 2 sin ¢.
Dalej bedzie 4.0, —A4,0,=2r i 4,0,—A,0,-2a cos ¥; stad wynika, ze r—acos ¥,
a uwzgledniajac zwigzek poprzedzajacy, otrzymamy r®-=a®cos 2. Jest to réwna-
nie toru punktu P we wspélrzednych biegunowych. Wiadomo, Ze réwnaniu temu
odpowiada lemniskata, ktérej osia jest prosta O,0,. ,

quany promien krzywizny wyznaczymy przy pomocy wzoru Savarego.
Z prz. 3, par. 32 wiemy, ze linja stalg srodkéw chwilowych jest hiperbola, kts-
rej ogniskami s3 O, i O,, a styczna do hiperboli jest dwusieczng kata pomie-
dzy promieniami wodzacymi. Punkt O, jest srodkiem kr.zywizny toru punktu A4,;
polozenic tych punktéw wskazuje, Ze kolo przegigé lezy po tej samej stronie
wspdlnej stycznej, co 4,, i bedzie

1:,(_1'___1_) o acosd
: “Jeos = 0
. d C4, CoO, CA,.Co, *
Nauka o ruchu. 5



Odcinki CA, i CO, wyznaczymy z tréjkata CO,0,, i wéwczas wypad-
nie, ze L Arj‘
r di 55 ks
Odleglosé prostej OP od srodka chwilowego, réwna réZznicy rzutéw od-
a tan 3 cos @

V2
tego wyniku znajdziemy latwo, ze prosta CP tworzy z wspdlna normalng do
krzywych Srodkéw chwilowych kat 2¢. Dalszy rachunek jest prosty, nalezy

cinkéw CO, 1 OO, na wspélng styczng, wynosi ; przy pomocy

tylko unikaé bledu w znakach. Szukany promieii krzywizny réwna si¢ 3,

Prz. 8.. Wiadomo, e promien krzywizny katenoidy jest réwny dlugosci
odcinka normalnej, zawartego pomiedzy ta krzywa i jej kierownica. Poslugujac
sig tem twierdzeniem oraz wynikami prykladu 1, par. 30, dowie$é, ze promien
= : . 2 . . cra

rzywizny paraboli wynosi 7]”—, gdzie r jest promieniem wodzacym, a 2p
oznacza odleglosé pomiedzy ogniskiem i kierownica paraboli.

Prz. 9. Prostopadla ze srodka chwilowego M do prostej a, nalezacej do
ukladu,! przecina kolo przegi¢é w punkecie B i prosta a w punkcie A. Dowiesé,
ze promien krzywizny obwiedni prostej a w punkcie A jest réwny AB--2BM.

Na fig. 31 & oznacza kolo przegieé, a 7 kolo znane z par. 36. Niech
MD bedzie linja przewodnia prostej AB, nalezacej do ukladu. W takim razie

Fig 31.

BD=w jest szybkoicia punktu B. Poniewaz ten punkt lezy na kole przegieé,
przeto v=u. Wyobrazmy sobie prosta p ruchoms, lecz nie nalezaca do ukladu.
Dajmy na to, Ze pozostaje ona wciyz normalng do obwiedni prostej a, a jeden
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ie] punkt przypada zawsze w punkecie zetknigcia prostej a z obwiedniz. Oeczy-
wiScie prosta p jest w kazdej chwili prostopadla do a, a zatem obraca sie¢ okolo
swego érodka chwilowego C z taka sama szybkoscia katows, jak dany ukfad
okolo M. Z tego wynika, ze linja przewodnia prostej p musi byé réwnolegla
do MD. Zauwaiymy jeszcze, ze szybkosé tego punktu prostej p, ktéry przy-
pada obecnie w M, jest réwna u, i ze C jest srodkiem krzywizny obwiedni.
Z tego wszystkiego daje si¢ latwo wywnioskowaé, ze MC— BM.

38. Krzywizna obwiedni. Niech bedzie krzywa 4, nalezaca
do ukladu ruchomego, i jej obwiednia 1. Wyobrazmy sobie prosta
n ruchoma, lecz nie nalezacg do ukladu ruchomego; przypusémy,
ze pozostaje ona normalng do obwiedni &, a jej punkt NV przy-
pada w kazdej chwili W zetknigciu 4 i w. Z tego wynika, ze ta
prosta n przechodzi wciaz przez srodek chwilowy ukladu, a jej
srodek chwilowy M jest srodkiem krzywizny linji 4. Rozwaimy
teraz ruch prostej n wzgledem danego ukladu ruchomego. Jej
srodek chwilowy L w tym ruchu wzglednym jest srodkiem krzy-
wizny linji 4. Szybko$é wzgledna punktu L jest réwna zeru, mo-
' Zemy przeto uwazaé, Ze nalezy on takze do ukladu ruchomego;
Srodek krzywizny jego toru lezy w M. Tak wiec tor srodka krzy-
wizny linji rachomej i obwiednia posiadajq wspélny srodek krzy-
wizny.

Tak np. krzywa stala Srodkéw chwilowych jest obwiednia
krzywej ruchomej, jezeli wiec O, i O, sa odpowiednio ich $rod-
kami krzywizny, to O; jest Srodkiem krzywizny toru punktu O,
(par. 37 prz. 1).

Przypusémy, Ze linia ruchomg jest prosta; jej srodek krzy-
wizny jest nieskonczenie odlegly, a zatem tor jego posiada $ro-
dek krzywizny na okregu kola, ktére nazwaliSmy w paragrafie
poprzedzajacym kolem ostrzy. Widzimy, ze obwiednie prosiych
posiadajq srodki krzywizny na okregu ostrzy. (Toz samo wynika
z twierdzenia, dowiedzionego w par. poprzedzajgcym, prz.9). Gdy
wigc pragniemy wyznaczy¢ s$rodek krzywizny obwiedni prostej a
(fig. 31), to prowadzimy ze $rodka chwilowego prostopadla do a,
1 W przeciaciu jej z okregiem ostrzy & lezy szukany $rodek krzy-
wizny.

Niechaj £ bedzie punktem przecigcia wspdlnej normalnej do
obydwéch krzywych Srodkéw chwilowych z okregiem ostrzy,
i niech bedzie jakas prosta, przechodzaca przez ten punkt E.
Prostopadla do niej ze Srodka chwilowego przetnie ja na okregu £;
z tego wynika, ze promien krzywizny obwiedn;j jest w tym razie

5'!
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réwny zeru, a zatem owa prosta ruchoma przechodzi w danej
chwili przez ostrze, albo punkt zwrotu, swej obwiedni. Stad po-
chodzi nazwa kola &

Prz. 1. Okazaé, ze promien krzywizny w dowolnym punkcie astroidy

: ] 3asin2 ¥ ; N . g
jest réwny ————, gdzie a ornacza dlugosé odcinka stycznej, zawartego po-

miedzy osiamni, a ¥ kat, ktory ta styczna tworzy z jedna z osi.

Prz. 2. Ruchoma prosta m przechodzi weigz przez punkt O, a jej
punkt A pozostaje weiaz na nieruchomej prostej n. Wyznaczyé ten punkt pro-
stej m, ktory znajduje si¢ w danym polozeniu w przegigciu swej konchoidy.

Nalezy wykreslié kolo przegieé, korzystajac z tej okolicznosci, ze O leiy
na okregu ostrzy.

Prz. 3. Wyznaczyé miejsce geometryczne srodkéw krzywizny toréw
punktéw, polozonych na linji prostej.

Niechaj P,, P,... oznaczaj polozenia punktéw prostej w chwili ¢, a P/,, P/;...
w chwili #; érodki chwilowe w owych chwilach oznaczmy przez C i C’. Laczac
Cz P, P,..i C"z P, P/..., otrzymamy dwa peki rzutowe. Jezeli ¢=¢1df,
to punkty przecigcia odpowiednich promieni s3 wlasnie szukanymi srodkami
krzywizny. Z tego wynika, Zc szukagem miejscem geomectrycznem jest stoz-
kowa. Przechodzi ona przez wierzcholki pekéw C i C', jest wige styczna do
wspélnej stycznej i do okregu ostrzy. Ma ona z tym okregiem jeszcze punkt
wspélny R, srodek kriywizny toru nieskonczenie odleglego punktu prostej a.
Taki punkt jest tylko jeden, bo prosta ma tylko jeden punkt nieskorczenie od-
legly. Lecz stozkowa i okrag, majac trzy punkty wspélne C, C’ i R, musza
mieé i czwarty, a z poprzedniego wynika, ze ten czwarty moze tylko znajdowaé
sic w zetknieciu. Istnieje wiec tu zetkniecie tréjpunktowe, innemi slowy kolo
ostrzy jest kolem krzywizny stozkowei.

W jaki sposéb mozna przewidzieé rodzaj stozkowej, majac prosta a oraz
kolo przegigé?

39. Zastosowanie statyczne. Wyobrazmy sobie ruchome
cialo A, oparte w punkcie C o nieruchome cialo B. Powierzchnie
tych cial sa tak chropowate, ze A moze tylko toczyc si¢ po B bez

poslizgu. Dajmy na to, Ze na fig. 32 mamy
przekrdj tych cial w plaszczyznie pionowe;j,
przechodzgcej przez punkt C, i ze cialo A4
moze porusza¢ sig¢ jedynie réwnolegle do
tej plaszczyzny.
Podczas ruchu ciala A jego srodek
ciezkosci zataczalby pewng linjg. Cialo po-
Il zostaje w réwnowadze, jezeli styczna do
3 tego toru w polozeniu obecnem srodka cigz-
kosci jest pozioma, innemi slowy, jezeli
Fig. 32. $rodek ciezkosci zajmuje na swym torze po-



lozenie najwyzsze lub najnizsze. W pierwszym przypadku réwno-
waga jest chwiejna, w drugim trwala.

Wobec zalozen, poczynionych wyzej, kontury cial, nakre-
Slone na fig. 32, sa linjami $rodkéw chwilowych, a punkt C
srodkiem obecnym. Niechaj J bedzie kolem przegiec. Jezeli sro-
dek ciezkosci lezy nazewnatrz kola d, to, jak wiemy z par. 37,
tor jego jest zwrécony do punktu oparcia C wklesloscia,
a zatem srodek ciezkosci zajmuje polozenie najwyisze, i row-
nowaga jest chwiejna, jezeli zas sSrodek cigzkosci lezy wewnatrz
kola przegicé, to réwnowaga jest trwala. Tym sposobem kolo
przegieé moze sluzyé do rozréiniania tych dwéch rodzajow réw-
nowagi.

Prz. 1. Jednorodna belka o grubosci @ ma byé oparta o kotowy cylinder
poziomy. Jaki powinien byé promien cylindra, aby réwnowaga byla trwala. Odp.

Promien powinien byé wickszy od g
Prz. 2. Pélkula jednorodna o promieniu a jest oparta o kulg powiera
chnia krzywa. Jaki powinien byé promien kuli, aby réwnowaga byla trwala?
(Odleglosé srodka ciezkosci pétkuli od podstawy wynosi 3/; promienia). Odp.
Sa

Wiekszy od 5

40. Ruch kulisty. Jezeli w ukladzie sztywnym istnieje
punkt O, ktérego szybko$é jest réwna zeru, to ruch ukladu na-
zywa sie kulistym, punkt O $rodkiem tego ruchu, a kazda prosta,
przechodzaca przez O, promieniem. QOczywiScie promien jest
prosta zerowa, a zatem szybkosci wszystkich jego punktow sa
don prostopadle.

Jezeli punkt O pozostaje stale nieruchomym, to torem kaz-
dego punktu ukladu jest krzywa sferyczna, polozona na kuli, kté-
rej $rodkiem jest O. Stad pochodzi nazwa ruchu.

Przypuiémy, ze punkty A; i A: ukladu, nie lezace na je-
dnym promieniu, posiadaja w chwili obecnej szybkosci v, i vs.
Poprowadsmy przez 4, plaszczyzne F, prostopadla do v, ; przej-
dzie ona przez promiea OA,, =z wigc i przez Srodek O. Wezmy
w tej plaszczyznie dowolny punkt B. Proste BA, i BO sa oczy-
wiScie zerowe, a zatem szybko$¢ punktu B musi byé prostopa-
dla do plaszczyzny BOA, czyli do Fi. Szybkosci wszystkich
punktéw plaszczyzny F, sa do niej prostopadle.
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Poprowadzmy réwniez przez A. plaszczyzne F. prostopadia
do v,. Przejdzie ona przez O, i szybkosci jej punktéw beda takze
do niej prostopadle.

i

Fig 33.

Plaszczyzny F, i F, przecinajg si¢ wedlug prostej z, prze-
chodzacej przez srodek O, i szybkosci punktéw tej prostej musza
byé zerami, bo inaczej musialyby byé prostopadle do F, i F..
Widzimy wiec, ze w ukladzie istnieje prosta-nieruchoma, a zatem
ruch jest obrotowy, i prosta z jest osig jego. Nazywamy ja osig
chwilowq, gdyz wogdle w chwili nastepnej juz inna prosta ukladu,
zajmujaca inne polozenie w przestrzeni, bedzie osia obrotu.

41. Stozki osi chwilowych. Badajac ruch ukladu w prze-
strzeni, musimy odrézniaé punkty, proste i plaszczyzny, nalezace
do ukladu ruchomego, od punktéw, prostych i plaszezyzn prze-
strzeni nieruchomej, tak jak odréznialismy w ruchu plaskim punkty
i proste ukladu ruchomego od punktéw i prostych plaszczyzny
nieruchome;.

Z posréd wszystkich promieni ukladu, ktéry pozostaje w ru-
chu kulistym, wyrézniaja si¢ te, ktére byly lub beda osiami chwi-
lowemi; ich miejscem geometrycznem jest oczywiicie powierzchnia
stozkowa, ktérej wierzcholek lezy w $rodku ruchu kulistego. Po-
wierzchnia ta zowie sig stozkiem ruchomym osi chwilowych.
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Z posréd wszystkich prostych przestrzeni nieruchomej, prze-
chodzacych przez srodek O, musimy wyrézniaé te, w ktérych
przypadala lub przypadaé bedzie os chwilowa. Miejscem geome-
trycznem takich prostych jest znowu oczywiScie powierzchnia
stozkowa, ktorej wierzcholek lezy w O., Nazywamy ja stozkiem
stalym osi chwilowych. :

Zatoczmy z punktu O kule dowolnym promieniem. Stozek
ruchomy osi chwilowych przetnie jej powierzchnig¢ wedlug pewnej
krzywej sferycznej, ktéra oznaczmy przez o. Krzywa ta porusza
si¢ na kuli, nie zmieniajac jednak z biegiem czasu ani ksztaltu
ani wymiaréw. Stozek staly przetnie te sama powierzchnie we-
dlug krzywej nieruchomej o.

Linie ¢ i ¢ posiadaja w kazdej chwili wspélny punkt C,
w ktérym o$ chwilowa przebija powierzchni¢ kuli. Wzigwszy do
pomocy ruchomy punkt M, podazajacy za tym punktem C, do-
wiedziemy, ze linja ¢ toczy sie bez poslizgu po linji 0, tak jak
dowiedliSmy w paragrafie 30 analogiczne twierdzenie o ruchu
plaskim. Dowéd bylby prawie dostownem powtérzeniem od-
nosnego ustgpu ze wzmiankowanego paragrafu, i z tego wzgledu
pomijamy go tutaj.

Z rozwazan powyzszych wynika bezposrednio, ze stozek
ruchomy toczy si¢ bez poslizgu po stozku stalym, i tworzaca
zetkniecia jest w kazdej chwili osig chwilowa.

Dajmy na to, ze obydwa stozki osi chwilowych sg kolowe,
i ze szybko$é katowa ukladu jest stala. Ruch taki nazywa sie ru-
chem precesyjnym, albo wprost precesjq.

Prz. 1. W ruchu precesyjnym szybkosé katowa ukladu — w, osi stozkéw
tworza kat «, a kat wierzcholkowy stozka stalego 25, przyczem stozek ru-
chomy lezy nazewnatrz stalego. Z jaka szybkoscia katowa o& stoika rucho-
mego obraca -siq okolo osi stozka statego? Odp. & sn;il(l:c;;—: ‘i)—.

Prz. 2. Os ziemska tworzy z prostopadlz do plaszczyzny ekliptyki (czyli
drogi ziemskiej) staly kat 23!/,° i obraca sic kolo niej bardzo wolno, a miano-
wicie wykonywa catkowity obrét mniej wigcej w 26.10% lat. Ruch ten odbywa
si¢ w strong odwrotny do ruchu ziemi naokolo osi. Abstrahujae od ruchu
rocznego, mozemy uwazaé ruch ziemi za kulisty. Wyznaczyé promien kola, we-
dlug ktérego stozek ruchomy przecina powierzchnig ziemi.

Ornaczywszy przez _“.i ]]\_‘Jt wierzchotkowy stozka xuchnmc—:_ﬂ"o, znajdziemy
Sin &

: A hr R L ) AT ) . : .
z latwoscia, e sin f 365 .26 . 108" gdzie 2= 23'.% Ponjeway kat & jest bardzo
c wrig s . sin % %
maly, przelo 5 sin R S'Lnk;my promien r MR, 10

365 .26 108 g em. 27 em.



42. Ruch srubowy. Dajmy na to, ze do ukladu naleiy
prosta z, zawierajaca szybkosci dwéch swych punktéow. O przy-
padku tym byla juz mowa w par. 23. WidzieliSmy tam, e na
z leza szybkosci wszystkich punktéw tej prostej i, ze szybkosci
te sa rowne. Taki ruch ukladu nazywamy srubowym, a prostg z
osig tego ruchu.

= Bedziemy rozwazali ruch ukladu wzgle-
dem ktéregokolwiek punktu, nalezacego do
osi (par. 20). Szybkosci unoszenia wszystkich

u punktéw ukladu sg tu zgodne co do kierunku
i wielkoscl z szybkoscia punktéw osi. Oznaczmy
te szybkosé przez u; bedziemy jg nazywali

Ro- szybkosciq postgpowq ruchu srubowego.

Szybko$é bezwzgledna kazdego punktu
osi jest réwna szybkosci unoszenia, a wiec
Fib. 34, szybko$é wzgledna jest réwna zeru. Z tego
wynika, ze ruch wzgledny ukladu jest obro-

towy okolo osi z. Oznaczmy szybko$é katows przez .

Weimy teraz jakikolwiek punkt A4 ukladu, polozony w od-
leglodci r od osi z. Jego szybko$é wzgledna w = rw i jest pro-
stopadla do plaszczyzny, przechodzacej przez A i z. Tak wiec
szybkos¢ bezwzgledna v punktu 4 posiada dwie skladowe prosto-
padle w = rv i u.

Mozemy powiedzieé, ze ruch ukladu sklada sie z dwéch
ruchéw: z ruchu obrotowego okolo osi z i z ruchu postepowego
w kierunku osi z. Pierwszy z tych ruchéw skladowych odbywa
si¢ z szybkos$cig katowa w, drugi z szybkoscia postepowa u. Ina-
cze] moéwiae, pole szybkosci ukladu w danej chwili daje sig cal-
kowicie okresli¢ zapomoca dwéch wektoréw: wektora w, zwiaza-
nego z osig z, i wektora swobodnego u, réwnoleglego do osi.
Takie polaczenie dwéch wektoréw zowie si¢ skreinikiem. W sta-
tyce mamy do czynienia ze skretnikiem, zlozonym z sily i mo-
mentu pary.

Jezeli wektory @ i u sa stale co do wielkosci i kierunku,
i oS nie zmienia poloZenia w przestrzeni, to torem kazdego punktu

ukladu jest linja $rubowa. Okoliczno$é ta usprawiedliwia nazwe
tego rodzaju ruchu,

Wypada jeszcze zwrécié uwage, ze obydwie skladowe szyb-
kosci v sg prostopadle do promienia AB (B oznacza rzut punktu



A4 na 03), a zatem i szybko§é v jest do niego prostopadia. Précz
tego oczywiscie rzut szybkosci v na oS jest réwny u, a wiec
w ruchu srubowym rzuty szybkosci wszystkich punktéw ukladu
na os sq rowne.

Dowiedziemy teraz twierdzenie odwrotne. Przypusémy, ze
szybkosei wszystkich punktéw ukladu na pewien kierunek (na-
zwiemy go kierunkiem %) sa réwne u; dowiedziemy, ze do ukladu
nalezy prosta, zawierajaca szybkosci swych punktéw, czyli ze ruch
iest srubowy.

W tym celu uwazajmy ruch ukladu wzgledem jakiego$ punktu,
posiadajacego szybko$é u. Tym sposobem szybkos$é bezwzgledna
dowolnego punktu A ukladu rozklada sie¢ na szybko$¢ unoszenia u
i szybko$¢ wzgledng w. Pierwsza z nich jest rzutem prostokat-
nym szybkosci v na kierunek %, a zatem druga jest prostopadla
do k. Z tego wynika, ze szybkosci wzgledne wszystkich punktow
s3 réwnolegle do plaszczyzny, prostopadlej do kierunku %, czyli
ze ruch wzgledny ukladu jest plaski.

Ruch plaski jest zawsze ruchem obrotowym. Niechaj osia
bedzie prosta z, ktéra oczywiscie musi byé réwnolegla do k.
Szybkosé wzgledna kazdego punktu tej osi jest zerem, a zatem
lego szybkos¢ bezwzgledna jest co do wielkosci i kierunku zgodna
z szybkosciag unoszenia, czyli z szybkoscia u, polozong oczywiscie
na z. Widzimy, ze w ruchu bezwzglednym prostaz zawiera szyb-
kosci wszystkich swych punktéw, a zatem ruch bezwzgledny
ukladu jest srubowy.

Prz. 1. Ruch ukladu jest érubowy, przyczem obydwie szybkosci ® i u sg
stale. Wyznaczyé tor rzutu jednego z punktéw ukladu na plaszczyzng nieru-
choma, przechodzaca przez os. Odp. Synusoida.

Prz. 2. Dane sy obydwie szybkosci ® i u ruchu Srubowego i na prosto-

padlej do osi punkt 4 w odleglosci r od osi. Wyznaczyé na tejze prostopadlej
taki punkt, aby szybko#é jego byla prostopadla do szybkosci punktu A. Odp.

S
Szukany punkt lezy na odwrotnej stronie osi w odleglosci =5

43. Ruch jakikolwiek. Rozwazymy teraz przypadek najogél-
niejszy, usuwajac wszelkie ograniczenia, ktére dotychczas krepo-
waly ruch ukladu sztywnego. Uwazamy wigc, ze uklad porusza sie
jakkolwiek, i dajmy na to, ze 4, jeden z jego punktéw, posiada
w obecnej chwili szybkosé u.

Bedziemy rozwazali ruch ukladu wzgledem tego punktu A.
Oczywiscie ruch ten jest kulisty, bo szybko$é wzgledna punktu
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A jest zerem. Lecz ruch kulisty jest zawsze obrotowy, a oS tego
ruchu obrotowego przechodzi przez $rodek A. Niech tg osig
bedzie prosta z.

Wezmy teraz jaki$ inny punkt B ukladu, posiadajacy szyb-
ko$é v. Szybkosé ta rozklada sie na szybko§é unoszenia u i na
szybko$é wzgledna w, a rzut wypadkowej v na prosta z jest réwny
sumie rzutéw skladowych u i w. Lecz szybko$é wzgledna w jest
prostopadla do z, jako do osi obrotu, a zatem rzut jej jest zerem.
Z tego wynika, ze rzuty szybkosei u 1 v na prostg z sg réwne.

Fig. 35.

Tak samo dowiedziemy, ze rzut szybkosci kaidego innego
punktu na prosta z jest réwny rzutowi szybkosci punktu A na
te prosts, a zatem ruch ukladu jest $rubowy; o$ tego ruchu $ru-
bowego, oczywiscie réwnolegla do prostej z, nazywa sie osig
chwilowq ruchu sSrubowego, bo w chwili nastepne] juz wogdle
inna prosta ukladu, zajmujaca inne polozenie w przestrzeni, be-
dzie osia.

Istniejg powierzchnie ruchoma i stala osi chwilowych, ale ta
sprawa przekracza juz zakres tej ksigzki. )

Z rozwazan powyiszych wynika, Ze najogoélniejszym ruchem
ukladu sztywnego jest ruch srubowy. Okreslajg go w danej chwili
catkowicie, jak widzieliémy w paragrafie poprzedzajacym, wektory
@ 1 u. Ruchy postepowy i obrotowy mozemy uwazaé za szcze-
gélne przypadki ruchu s$rubowego. Jezeli @ =0, to ruch ukladu
iest postgpowy, jezeli =0, to mamy ruch obrotowy.

Uzyteczny bywa i odwrotny sposéb patrzenia na tg sprawe.
Mozemy powiedzieé, ze istniejg tylko dwa zasadniczo odmienne
rodzaje ruchu ukladu sztywnego, postepowy i obrotowy. Jezeli
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uklad posiada jednoczesnie obydwa te ruchy, to ruch jego na-
zywa sie Srubowym.

G. Koenigs w dziele p. t. ,Lecons de Cinématique* dowodzi twierdzenie
powyzsze w sposéb uderzajaco prosty. Przytaczam dowdédd jego w przekladzie.

»Udzielmy cialu sztywnemu nieskonczenie malego przesunigeia. Jakis
punkt M, obrany w ciele dowolnie, przejdzic do nieskonczenie bliskiego polo-
zenia M, ; M,, uwazany za punkt ciala w polozeniu pierwotnem, przejdzie do
sasiedniego polozenia M,; M,, uwazany znowu za punkt ciala, wzigty w chwili
Poczatkowej, zajmie polozenie sasiedniec M i t. d. Tym sposobem wyznaczymy
w polozeniu pierwotnem ciala szereg punktéw M, M,, M..... Podczas ruchu M
przejdzie do M,, M, do M,, M, do M, i t. d., jednem slowem linja, na ktérej
te punkty leza, przesunie si¢ nieskonczenie malo sama po sobie.

Obierzmy na tej krzywej dowolny punkt P, i niechaj R oznacza promien
krzywizny w tym punkcie, a 7 promieii skrecenia®). Podczas ruchu punkt P
przesunic sig do P’ na krzywej. Promicnie krzywizny i skr¢eenia w tym sasiednim
punkcie P’ musza byé znowu rowne R i 7, gdyz element krzywej, do ktérego
nalezy P, przystal do elementu, zawierajacego P’. Tak wiec gdy obiegamy
krzywa, to rézniczki promieni R i 7 sa zerami, a wigc promienie te sa stale.
Istnieja trzy linje, posiadajace obydwie krzywizny stale, a mianowicie prosta,
kolo i érubowa.

W przypadku Srubowej nieskonczenie maly ruch ciala jest tego rodzaju,
ze pewna Srubowa przesuwa sig po samej sobie. Jest to nieskonczenie maly
ruch Srubowy.

W przypadku kola nieskonczenie maly ruch ciala jest taki, ze pewne
kolo przesuwa sig po samem sobie; jest to wiec obrét chwilowy okolo osi kola.

Pozostaje przypadek linji prostej. W tym razie pewna prosta, nalezaca
do ciala, przesuwa si¢ po samej sobie; jezeli cialo nie obraca sig¢ jednoczesnie
okolo tej prostej, to mamy zwykly ruch postepowy. Jezeli cialo si¢ obraca, to
nalezy polaczyé ruch postepowy z obrotowym, i otrzymujemy znowu nieskoricze-
nie maly ruch érubowy“.

Prz. 1. Z punktu O, obranego dowolnic w przestrzeni, prowadzimy od-
cinki réwnolegle do szybkosci réinyeh punktéw ukladu sztywnego i réwne tym
szybkosciom. Dowiesé, ze konce tych odcinkéw leza w jednej plaszezyznie.

Prz. 2. Dane sg szybkoéci trzech punktéw ukladu, nie lezacych na jednej
proste]. Wyznaczy¢é kierunek osi ruchu Srubowego.

Prz. 3. Okazaé, ze linja ukladu sztywnego, stanowigca obwiednie szyb-
kosci swych punktéw, jest érubowa.

*) Oznaczmy przez ds luk clementarny krzywej przestrzenne;j, przez di
kat pomigdzy styeznemi (albo normalnemi) w koncach tego luku i przez d= kat
pomigdzy plaszezyznami SciSle stycznemi (albo pomigdzy binormalnemi) w tych

. . as .
samych punktach; w takim razie ([‘f;- R nazywa sig promieniem pierwszej krzy-
wizny, a == T promieniem drugiej krzywizny, albo promieniem skrecenia.

Jezeli wszedzie R— o2, to linja jest prosta, jezeli 7 %, to linja jest plaska
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Gdyby wektory ® i u przestaly od danej chwili sie¢ zmieniaé, to linja taka
stalaby sig¢ torem swych punktéw.

Prz. 4. Punkty A,, 4,, A, ukladu sztywnego posiadaja szybkosci v,, v, v,
prostopadle do plaszezyzny A,A4,4;. Okreslié rodzaj ruchu i wyznaczyé wykresl-
nie o5 chwilowa.

44. Uklad zerowy. Os$ ruchu $rubowego nazywa sig takze
osiq centralnq pola szybkosci. Podajemy tu jeszcze jeden dowdd
istnienia osi centralnej interesujacy pod wzgledem geometrycznym.

Wezimy w polu szybkosci ukladu sztywnego dowolny punkt
A 1 poprowadzmy przezen prostopadle do jego szybkosci plasz-
czyzng A. Plaszczyzna A nazywa sie plaszczyzng zerowq punktu
A; punkt A nazywa sie punkten zerowym plaszczyzny A. Wszyst-
kie proste, polozone w plaszczyznie i przechodzace przez jej punkt
ZErowy, sg zerowe.

Szybkos$é punktu przeciecia dwdch prostych zerowych jest
prostopadla do plaszczyzny tych prostych, a zatem ten punkt
przecigcia jest punktem zerowym plaszczyzny prostych.

Kazda plaszczyzna posiada punkt zerowy. Aby go wyzna-
czyé obiferamy w plaszczyznie dwa dowolne punkty i prowadzimy
przez nie w plaszczyznie proste, prostopadle do szybkosci tych
punktéw. Beda to proste zerowe, i ich punkt przecigcia jest szu-
kanym punktem zerowym.

Tym sposobem w polu szybkosci kazdemu punktowi odpo-
wiada plaszezyzna, przechodzaca przez ten punkt, i kazdej plasz-
czyznie odpowiada punkt, polozony w tej plaszczyznie. Ogél
punktéw wraz z ich plaszczyznami zerowemi nazywa si¢ ukladem
zerowym, Zobaczymy zaraz, ze istnieje précz tego odpowiednio$é
pomiedzy prostemi pola.

Niech bedzie punkt A oraz jego plaszczyzna zerowa A.
Poprowadzmy przez A dowolna plaszczyzng B; przetnie ona
plaszczyzne A wedlug prostej zerowej, i na tej ostatniej musi
leze¢ punkt zerowy plaszezyzny B. Tak wigec punkty zerowe
wszystkich plaszczyzn, przechodzqcych pizez dany, punkt, lezq
w jego plaszczyznie zerowej.

Weimy w plaszczyznie A dowolny punkt B; prosta, laczaca
go z 4, jest zerowa, a wiec lezy w plaszczyznie zerowej punktu B.
Plaszczyzny zerowe wszystkich punktéw, pofozonych w danej
plaszczyznie, przechodzq przez jej punkt zerowy.
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Wezmy na prostej a dwa dowolne punkty M i N. Ich plasz-
czyzny zerowe M, N przecinaja sig, dajmy na to, na prostej b.
Poprowadimy przez @ dowolna plaszczyzne; jej punkt zerowy
lezy na kazdej z plaszczyzn M i N, a zatem lezy na prostej b.
Punkty zerowe wszystkich plaszczyzn, przechodzacych przez g,
leza na 4. Odwrotnie punkty zerowe plaszczyzn, przechodzacych
przez b, leza na a, jako na prostej, laczacej punkty M i N. Proste
@ i b nazywaja si¢ sprzezonemi.

W polu szybkosci kazde] prostej odpowiada inna prosta
z nig sprzezona. Prosta zerowa zawiera punkt zerowy kazdej
plaszczyzny, przez nig przechodzacej, a wige jest sprzezona sama
ze soba.

Sprzezone prostych, polozonych w jednej plaszezyznie, prze-
chodza oczywiscie przez punkt zerowy tej plaszczyzny, a sprzezone
prostych, przechodzacych przez jeden punkt, leza w plaszczyznie
zerowej tego punktu.

W polu szybkosci szczegdlnie waing role odgrywa punkt
zerowy plaszczyzny nieskonczenie odleglej. Proste, przechodzace
przez ten punkt, zowig si¢ srednicami pola. Naturalnie wszystkie
srednicy sa réwnolegle; ich proste sprzezone leza w plaszczyznie
nieskonczenie odleglej, a wiec sa nieskonczenie odlegle. Odwrot-
nie kazda prosta, sprzgzona z prosta nieskonczenie odlegla, prze-
chodzi przez punkt zerowy plaszczyzny nieskonczenie odleglej,
a wigc jest Srednica.

Punkty zerowe plaszczyzn réwnoleglych, t.j. przechodzacych
przez jedna prostg nieskonczenie odlegla, leza na srednicy, sprze-
zonej z ta prosta. Odwrotnie plaszczyzny zerowe wszystkich
punktéw $rednicy sg réwnolegle, bo przechodza przez nieskon-
czenie odlegla prosta, sprzezong z ta $rednica. Z tego wynika,
ze szybkosci wszystkich punktéw sérednicy, jako prostopadle do
owych plaszczyzn, sa réwnolegle.

Szczegélnie sa wazne plaszczyzny prostopadle do §rednic.

rednica, na ktérej leza ich punkty zerowe, zawiera oczywiscie
szybkosci swych punktéw, a wiec jest to o centralna,

Plaszczyzny réwnolegle do $rednic nazywamy plaszczyznami srednicowemd.
Plaszezyzna taka przechodzi przez punkt zerowy plaszezyzny nieskonczenie od-
leglej, a zatem w tej ostatniej lezy jej punkt zerowy, inaczej méwige, punkty
zerowe plaszezyzn srednicowych sg nieskoficzenie OdIEgle. QHwroto M=t

plaszczyzna, posiadajaca punkt zerowy w nieskoﬁczonoéci, przechodzi przez punkt
zerowy plaszezyzny nieskoriczenie odleglej, a wiec jest Srednicowa
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Polgczmy linja prosta punkty A, B, wzicte dowolniec odpowiednio na sprzg-
zonych prostych @, 6. Punkt B jest zerowym plaszczyzny, przechodzacej przezen
i przez a, a zatem prosta AB jest zerowa. Tak wigc kazda prosta, przecinajgca
dwie proste sprzegzone, jest zerowa.

Niech bedzie prosta zerowa m, przecinajaca jedna z orostych sprzgzonych
np. a. Punkt zerowy plaszczyzny, przechodzacej przez a i m, musi lezeé na m
i na b, a wige jest ich punktem przecigcia. Z tego wynika, ze kazda prosta ze-
rowa, przecinajaca jedna z prostych sprzezonych, przecina i druga.

Zastosujemy te twierdzenia do osi centralnej i do prostej z nia sprzezo-
nej. Oznaczmy te ostatnig literg n. Jest to prosta nieskonczenie odlegla plasz-
czyzn, prostopadlych do srednic. Kazda prosta zerowa, przecinajaca os centralna,
przecina réwniez prosta n, a wice jest prostopadia do osi centralnej. Odwrotnie
kazda prosta zerowa, prostopadia do osi centralnej, przecina prosta n, a zatem
musi przecina¢ i o§ centralna. :

Niech beda znowu dwie jakiekolwiek proste sprzezone a, b, i niechaj m
bedzie prosta ich najkrétszej odleglosci. Ta ostatnia jest zerowa, bo przecina
dwie proste sprzezone. Poprowadimy przez a plaszezyzng prostopadiy do m,
czyli réwnolegla do 4. Posiada ona nieskonczenie odlegly punkt zerowy, a zatem
jest srednicowa. Widzimy, Ze prosta m jest prostcpadla do plaszezyzny Sredni-
cowej, a wiec i do osi centralnej; z tego wynika Ze prosta m przecina o§ cen-
tralna. Wszystkie proste najkrétszych odlegloéci par prostych sprzezonych prze-
cinaja o5 centralna i sa do niej prostopadle.

Prz. 1. Dane sa dwie pary prostych sprzgzonych; wyznaczyé punkt zerowy
jakiejkolwiek plaszczyzny, plaszczyzng zerowsa jakiegokolwiek punktu i o cen-
tralna pola.

Prz. 2. Majac dwie pary prostych sprzgzonych, wyznaczyé sprzezong z piata
prosta dowolna,

Prz. 3. Okaza¢, ze dwie pary prostych sprzezonych leia na hiperboloidzie
jednopowlokowe;j.

Wynika to stad, Ze kaida prosta, przecinajaca trzy z owych czterech
prostych sprzezonych, przecina réwniez i czwarta,

‘Prz. 4. Dowieéé, ze charakterystyka plaszczyzny (par 24, prz.) jest sprze-
zona z prostopadia do plaszezyzny w jej punkcie zerowym.

Prz. 5. Charakterystyka plaszczyzny $rednicowej jest srednica pola.

Prz. 6. Dowiesé, ze obwiednia szybkosci punktéw charakterystyki jest
parabola, ktérej ogn'skiem jest punkt zerowy plaszezyzny, a styczng wierzchol-
kows charakterystyka (par. 33, prz. 5).

Prz. 7. Przez kazdy punkt pola przechodzi prosta, prostopadla do swej
Sprz¢zone;.

Prz. 8. Charakterystyka plaszczyzny jest rzutem prostokatnym srednicy
na te plaszezyzne.

Prz, 9. Rzuty prostokatne dwéch prostych sprzezonych na dowolna plasz-
€zyzng przecinajg si¢ na charakterystyce tej plaszczyzny. .

Prz. 10. Krawedz dwuiciennego kata prostego przecina o centralng
i jest do niej prostopadla; okazaé, ze iloczyn odleglosci od osi punktéw zero-
wych &cian takich katéw jest dla danego pola wielkoicia stala (par. 42, prz. 2).
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45. Ruch wzgledny ukladu. Nieraz juz byla mowa o ruchu
ukladu wzgledem punktu, lub raczej wzgledem innego ukiadu,
zawierajacego 6w punkt i posiadajacego ruch postepowy. Wy-
pada teraz blizej rozwazyé ruch ukladu wzgledem ukfadu innego,
posiadajgcego ruch jakikolwiek.

Zadanie, ktére sie tu nastrgcza, moznaby sformulowaé tak:
dany jest ruch ukladu .S; wzgledem ukladu.S;, czyli ruch wzgledny,
oraz ruch ukladu S, wzgledem ukladu .S; (mozemy go uwazac za
nieruchomy), czylis ruch unoszenia; chodzi o wyznaczenie ruchu
ukladu S, wzgledem S;, czyli ruchu bezwzglednego. Rozwazania
nasze zawra si¢ jednak w ciasniejszych granicach. Begdzie nam
chodzilo nie o ruch wogéle ukladu Si, lecz o jego stan cynema-
tyczny, a wiec zadanie, ktére sobie postawimy bedzie takie: dane
jest pole szybkosci ukladu .S; wzgledem S oraz pole szybkosci
ukladu S, wzglgdem Si;, wyznaczyé pole szybkosci ukladu .S,
wzgledem S;. '

Sposéb rozwigzania takiego zagadnienia narzuca sie sam
przez sie. Wezmy jakikolwiek punkt M ukladu .S;, zajmujacy w da-
nej chwili punkt A ukladu S;; przypusémy, ze szybkos$é¢ tego
Punktu M wzgledem .S,, czyli szybko§é wzgledna, wynosi w,
a szybko$é punktu A, czyli szybko$é unoszenia, u. Wiemy, ze
szybko§é punktu M wzgledem S;, czyli szybko$é bezwzgledna v,
bedzie wypadkows szybkosci w i u. Mozemy zatem wyznaczyé
szybko$é bezwzgledna kazdego punktu ukladu S;, a tem samem
1 szukane pole szybkosci.

Tak wiec postawione zagadnienie rozwiazuje si¢ przy po-
mocy dodawania geometrycznego szybkosci wzglednych i szyb-
kosci unoszenia. W dzialaniu tem obydwie szybkosci skladowe
w i u sa réwnouprawnione, i niema potrzeby czyni¢ pomiedzy
niemi réznicy. Dzieki tej okolicznoscei utarl si¢ zwyczaj nazywania
ruchéw wzglednego i unoszenia ruchami skfadowemi, a ruchu
bezwzglqdnego ruchem wypadkowym. Mozna zatem zagadnienie
nasze sformulowaé jeszcze tak: dane sg skladowe pola szybkosci,
Wyznaczyé pole wypadkowe.

Taki sposéb méwienia jest dogodny i zupelnie poprawny,
ale tylko w tym razie, gdy mamy na widoku stan cynematyczny
ciala w pewnej chwili; gdy jednak chodzi o ruch ukladu w ciggu
pewnego okresu, chocby nawet bardzo krétkiego, to niezbedna
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jest rzecza odrézniaé ruch wzgledny od ruchu unoszenia. W razie
przeciwnym mozemy wpasé w cigzkie bledy.

46. Réwnoleglobok szybkosci katowych. Mamy teraz roz-
wazyé z kolei wszelkie mozliwe kombinacje réznych rodzajéw
ruchéw skladowych.

Gdy ruchy skladowe sa postqpowe, to oczywiscie ruch wy-
padkowy bedzie réwniez postepowy, a jego szybkosé bedzie suma
geometryczng szybkosci ruchéw skladowych. Dotyczy to nietylko
dwéch, ale i dowolnej liczby ruchéw skladowych. Przypadek ten
mozna uwazaé¢ za wyczerpany, i przejdziemy odrazu do innego,
w ktérym ruchami skladowymi sg ruchy obrotowe.

Przypusémy wige, ze uklad sztywny posiada dwa ruchy obro-
towe. Tymczasem rozwazymy tylko ten przypadek, gdy osi tych

ruchéw si¢ przecinaja, i przy-
, pusémy, ze w chwili rozwazane;j
obydwic leza w plaszczyznie pa-
pieru. Niech odcinki OA4, i OA4,
wyrazaja szybkosci katowe w; i w,
pod wzgledem wielkosci i kie-
runku wedlug umowy, zawartej
w par. 26.

Wezmy jakikolwiek punkt
P ukladu, polozony, dajmy na to,
w odleglosciach p; i p: od osi
OA, i OA,. Szybkosé tego punktu
ma dwie skladowe: jedna pochodzi z ruchu obrotowego okoto
OA, i wynosi p,v,, druga, pochodzaca z ruchu okolo OA,, wy-
nosi p:w,. Jezeli P lezy na jednej z osi, to odpowiednia skladowa
jest zerem; dla punktu O obydwie skiladowe sg zerami, a zatem
i szybkos¢ wypadkowa jest zerem. :

Z tego wynika, ze ruch wypadkowy jest obrotowy, i o
jego przechodzi przez punkt O. Dowiedziemy, ze szybkos¢ ka-
towa ruchu wypadkowego wyraza co do wielkosci i kierunku prze-
katnia OA réwnolegloboku, ktérego bokamisg OA, i OA,, czyli
ze szybkosé kqtowa ruchu wypadkowego jest wypadkowq szyb-
kosci ruchéw sktadowych.

Obydwie skladowe szybkosci punktu A sa prostopadie do
plaszczyzny papieru. Jedna z nich, pochodzaca z ruchu obrotowegc
okoto OA,, jest zwréocona w strong widza i réwna o, . AB,
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druga, pochodzaca z ruchu okolo OA,, jest zwrécona w strone od-
wrotna i wynosi wy . AB,, gdzie AB, i AB; oznaczaja odleglosci punktu
A od osi. Lecz iloczyny w; . AB, i w, . AB, sa liczbowo réwne
podwéjnym polom tréjkatéw AA4,0 i AA;O, a te tréjkaty sa
rébwne. Z tego wynika, ze szybkos¢ wypadkowa punktu A4 jest
réwna zeru, a zatem punkt ten lezy na osi ruchu wypadkowego.

Zwréémy teraz uwage na punkt A,. Szybko$é jego posiada
tylko jedng skladowa, pochodzacg z ruchu okolo osi OA4,. Skla-
dowa ta jest odwrocona od widza, a zatem okolo osi OA uklad
obraca sig¢ dla patrzacego od A do O w kierunku ruchu wska-
zéwki zegara. Tak wiec szybkosé¢ katowa ruchu wypadkowego
jest zwrécona od O do A. Pozostaje jeszcze wyznaczyé te szyb-
kosé co do wielkosei; oznaczmy jg przez £2.

Szybkosé punktu A, mozna wyrazi¢ jako £ . A:C, lub
wy . A,Cy, gdzie A,C i A,C, sa odlegtosciami punktu 4, od OA4
i OA,. Zatem

2. AC=w, . AC,.

lloczyn w, . A4,C, jest to podwéjne pole tréjkata 4,4:0, a po-
niewaz tréjkat ten oraz AA4;0 majg pola réwne, przeto

wy, . A,Cy = 04 . A,C.

Z tych dwéch réownan wynika, ze 2=0A, a wiec przekatnia OA4
wyraza szybko$é katowa ruchu wypadkowego zaréwno co do kie-
runku, jak i co do wielkosci.

Uwazalem za potrzebne poda¢ tu powyiszy dowdd bezpo-
$redni i pogladowy, nalezy jednak zwrécié uwage, ze twierdzenie
to jest tylko szczegélnym przypadkiem twierdzenia ogélnego,
ktére poznaliémy w par. 11, a mianowicie, ze moment wektora
wypadkowego jest réwny sumie geometrycznej momentéw wek-
toréw skladowych. Istotnie skladowe szybkosci punktu P sa mo-
mentami wektoréw @, i w, wzgledem tego punktu (par. 26),
a zatem szybko$é wypadkowa jest momentem wypadkowego wek-
tora £ wzgledem P. Z tego wynika bezposrednio, ze ruch wy-
padkowy ukladu jest obrotowy o szybkosci katowej £2.

Gdy uklad posiada wieksza liczbg ruchéw obrotowych, i osi
tych ruchéw przechodza przez jeden punkt, to ruchem wypadko-
wym bedzie znowu ruch obrotowy, ktérego szybkosé katowa jest
sumg geometryczng szybkosci ruchéw skladowych.

Nauka o ruchu. 6
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Mozemy takze rozkladaé dang szybkoéé katowa, jak kazdy
wektor, na skladowe, i mozna uwazaé te skladowe za szybkosci
katowe ruchéw skladowych. Robimy z tego czesto uzytek, roz-
kladajgc szybkosé katowa ukladu na skladowe w kierunkach osi
wspolrzednych i uwazajac nastepnie, ze w danej chwili uklad
obraca sie¢ jednoczeénie okolo wszystkich trzech osi.

47. Szybko§é punktu. Wyprowadzimy tu pewne proste
wzory, ktére beda nam nieraz uiyteczne w dalszym ciggu, roz-
wigzemy mianowicie zagadnienie nastepujagce: o$ ruchu obroto-
wego przechodzi przez punkt O'(§7), a szybkosé katowa posiada
w kierunkach osi wspélrzednych skladowe w,, w,, ©.; wyznaczyé
szybkos$é punktu A(xyz).

Oznaczmy szybkosé szukang przez v; wyznaczymy ja naprzod
w tem przypuszczeniu, ze §=7={=0, czyli ze o§ ruchu obroto-
wego przechodzi przez poczatek wspolrzednych.

Szybkosé punktu A posiada

z trzy skladowe, pochodzace z ru-
A chow obrotowych okolo osi x,
? 1 z, arzut te] szybko$ci na jaka-
; kolwiek prosta jest réwny sumie
: rzutéw tych trzech skladowych.
0 Wyznaczymy rzut na o$ z. Skla-
: 7 X v
: 7 - dowa, pochodzaca z ruchu okolo
™ tejze osi, jest do niej prostopadla,
v/ i rzut jej jest zerem, potrzeba
Y A wiec wyznaczyé tylko rzuty dwéch
Fig. 37. skladowych pozostalych.

Dajmy na to, ze uklad obraca
sie tylko okolo osi x z szybkosclg katowa w.,. W takim razie
szybkosé punktu A, t. j. rzutu punktu 4 na plaszczyzne xy, jest
skierowana wedlug proste] A’4 i réwna yo,. Temuz samemu jest
réwny. rzut szybkosci punktu A na prostg A’A, albo na prosts z,
gdyz rzuty szybkos$ci punktéw A’ i A na prosts, laczaca te punkty,
muszg by¢ réwne.

Zupelnie tak samo znajdziemy, ze rzut szybkosci drugiej
skladowej, pochodzacej z ruchu obrotowego okolo osi y, jest
rowny —xw,. Kladziemy tu znak —, bo gdy skladowa w, jest
zwrécona w kierunku dodatnim osi y i wspélrzedna x jest do-
datnia, to rzut, o ktérym mowa, ma kierunek ujemny na osi z.



Bedzie wiec
UV, = (WY —WyX.
Napiszemy analogicznie
Ur= WyZ—W Y, Uy= W X—WsZ.

Do tych samych wzoréw doszliby$my, opierajac si¢ na tem,
ze szukana szybko$é punktu A jest to moment wektora w wzgle-
dem 4. Wiemy (par. 12, prz. 3), ze moment ten jest réwny
i odwrotny do momentu wektora », posiadajacego poczatek w A4,
wzgledem - O.

Majac rzuty szybkosci @ na osi, znamy t¢ szybkos¢ pod wzgle-
dem wielkosci i kierunku.

W przypadku ogélnym, gdy &, 7, ¢ nie sa zerami, wypadnie
tylko we wzorach powyzszych zamiast x, y, z napisaé x, y', 2/,
czyli wspétrzedne punktu A w ukladzie, ktérego poczatek lezy
w (0, a osi s3 odpowiednio réwnolegle do x, y, z; zatem x'=x—§,
Y=y—n. 2=z-1"

Prz. 1. Uklad obraca si¢ okolo osi, przechodzace] przez punkt (§, 7, €),
a skladowe szybkosci w kierunkach osi wynosza wx, ®y, ©z. Wyznaczyé punkt,

a . . iz E— Wz N—Wy 0
w ktérym o5 przecina plaszczyzne xy. Odp. PR i 1

Oz ? Wz

Prz. 2. Wyznaczyé w przykladzie poprzedzajacym réwnanie miejsca geo-
metrycznego punktéw, ktérych szybkosci sg réwnolegle do plaszczyzny xy.

48. Szybkosci katowe réwnolegle. Musimy oddzielnie roz-
wazyé przypadek, w ktérym osi ruchéw skladowych sa réwnolegle;
podobnie w statyce traktujemy oddzielnie wypadkowa sil réwno-
leglych.

Przypusémy, ze obydwie osi ruchéw skladowych sg prosto-
padle do plaszczyzny papieru i przecinaja te plaszczyzng w punk-
tach O, i O,. Bedziemy uwazali za typowy ten przypadek, w ktérym
obydwie szybkosci katowe maja kierunki zgodne, sa np. zwrécone
do widza, a zatem obydwa ruchy skladowe odbywaja si¢ w strong
ruchu wskazéwki zegara. '

Wezmy w plaszczyznie papieru jakikolwiek punkt P, w od-
leglosciach py i p» od Oy i O,. Punkt ten posiada szybkosci
skladowe p,w, i psw,, polozone obydwie w plaszczyznie papieru,
a zatem i szybkosé wypadkowa lezy w tejze plaszczyznie. Z tego
wynika, ze ruch wypadkowy ukladu jest plaski, czyli obrotowy,
i wypada wyznaczy¢ $rodek chwilowy.

6#
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Dla srodka chwilowego obydwie szybkosci skladowe powinny
mieé kierunki odwrotne, a takie punkty istniejg oczywiscie tylko
na prostej] O;0,. Wezmy na tej prostej jakikolwiek punkt O po-
mi¢dzy punktami O, i O; w od-
leglosciach r, i 1, od tychze. Jego
szybkos¢ wypadkowa wynosi oczy-
wiscie r @, —ryw.. Punkt ten be-
dzie srodkiem chwilowym, jezeli
no;—1,0,=0, t.]. jezeli

iy =ryw, (1)

Widzimy, ze w tym razie
srodek chwilowy dzieli odcinek
0,0, w stosunku odwrotnym do
szybkosci katowych skladowych.

Punkt O, ukladu posiada

Fig. 38. tylko jedna szybkos§é skladowa,

skierowana na naszym rysunku

na dol; z tego wynika, ze okolo punktu O uklad obraca sie

w strong biegu wskazowki zegarowej, a wigc szybkosé katowa

ruchu wypadkowego jest zgodna co do kierunku z szybkosciami
ruchéw skladowych.

Mozna uwazaé, ze punkt O, obraca sie w chwili obecnej
okolo O, albo okolo O,; stosownie do tego szybkosé jego wy-
razi si¢ przez 2n albo przez w,(r, + r,), gdzie £ oznacza szyb-
kos¢ ruchu wypadkowego. Zatem $£2r,=w,r, +w,ry, a podstawiajac
zamiast w,r, z réwnania poprzedzajgcego w,r;, otrzymamy

L= w, +w, (2),
czyli, ze szybkos¢ ruchu wypadkowego jest suma algebraiczna
szybkosci skladowych.

Widzimy, ze wszystkie trzy srodki chwilowe O;, O;i O leig
na jednej proste]. Twierdzenie to w nieco zmienionej postaci
daje sig¢ z pozytkiem zastosowaé w wielu zagadnieniach cynema-
tycznych.

Niech bedzie nieruchoma plaszczyzna P, i przypusémy, ze
w niej porusza si¢ inna plaszczyzna P.. Ruch ten jest obrotowy,
i obecny srodek chwilowy oznaczmy przez O.,. Jest to $rodek
chwilowy ruchu plaszczyzny P. wzgledem P;, ale mozemy réw-
niez m6éwi¢ o ruchu plaszczyzny P, wzgledem P,; srodek chwi-
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lowy w tym drugim ruchu oznaczmy przez O.. Jest rzecza oczy-
wista, ze obydwa te punkty lezg razem; wynika to wprost stad,
ze ten punkt plaszczyzny P, w ktérym przypada srodek chwilowy
ruchu pierwszego, posiada szybko$é zero wzgledem plaszczyzny P..

Niechaj teraz beda trzy plaszczyzny Py, Py, P;, ktore przy-
stajg do siebie i poruszaja sie jakkolwiek. Mamy teraz trzy srodki
chwilowe O,y, Oy i O;,; odpowiadajg one ruchom plaszczyzny
P, wzgledem P,, P, wzgledem P, i P; wzgledem P,. Otéz te
trzy Srodki leza na jednej prostej. Istotnie, nie zmniejszajac wcale
ogolnosci rozwazan, mozemy jedng z owych plaszczyzn, np. P,
uwazaé za nieruchoma, a w takim razie mamy prawo uwazaé ruch
P, wzgledem P, za wypadkowy, a ruchy P, wzgledem P, i P,
wzgledem P; za skladowe, z czego wprost wynika powyzsze
twierdzenie. Nazywa sie ono niekiedy fwierdzeniem Aronholda.

Niech beda dla przykitadu cztery sztaby, polaczone przegu-
bami i poruszajace sie jakkolwiek. Sztaby oznaczmy cyframi 1,
2, 3, 4, a przeguby literami O,,,
O.;, Oy, O, Zwréémy uwage na
trzy sztaby 1, 2, 3. W ruchu sztaby CON
1 wzgledem 2 $rodkiem chwilowym Ot 2% o iR
jest przegub O,:, bo gdyby sztaba ; 5 Ok
1 byla nieruchoma, to 2 obracalaby 2 42
sic okolo O,.. Roéwniez w ruchu
sztaby 3 wzgledem 2 srodkiem chwi-
lowym jest O.;, a z tego wynika, 0y
ze w ruchu sztaby 3 wzgledem 1 - Fig. 39.
Srodek chwilowy, czyli O,;, musi
leze¢ na prostej 0,:0,;. Tak samo dowiedziemy, ze O;, lezy row-
niez na prostej O,,0,,. Jest to zreszta oczywiste i skadinad, bo
gdyby sztaba 1 byla nieruchoma, to srodkiem chwilowym dla
sztaby 3 bylby punkt przecigcia prostych 2 i 4 (par. 28, prz. 2).
Réwniez w ruchu sztaby 4 wzgledem 2 (lub 2 wzgledem 4), sro-
dek chwilowy O,, lezy w przecieciu prostych 1 i 3.

Powracajac do fig. 38, oznaczmy dlugosé¢ odcinka O,0,
Przez a. Piszac w (1) a—r, zamiast rs, znajdziemy

aws
C oy Q).

Wazny jest przypadek szczegOlny, gdy szybkosci katowe ru-

chéw skladowych sg réwne i odwrotne. Szybkosci takie stanowia

031
i
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tak zw. pare szybkosci katowych. Zakladajagc w (2) i (3) w,=w
i W= —0, otrzymamy £2=0, a n=w, z czego mozna wniosko-
waé, ze ruch wypadkowy jest postepowy.

Mozemy sie o tem przekonaé wprost. W tym celu wezmy na
prostej 0,0, np. pomigdzy punktami O, i O, jakikolwiek punkt A.
Znajdziemy, ze jego szybkosé wypadkowa wynosi w. O, A+ . AOs=
=wa. Tak wiec szybkosé punktu A nie zalezy od jego polozenia
na prostej O,0;, albo raczej na plaszczyznie, przechodzacej przez
osi ruchéw skladowych. Szybkoseci wszystkich punktéw tej plasz-
czyzny sa jednakowe, a zatem ruch ukladu jest postepowy, i szyb-
ko$é tego ruchu wynosi aw. Szybkoéé ta nazywa sie nieraz mo-
mentem szybkosci kqlowych.

Prz. 1. Szybkosci katowe réwnolegic v, i », sa stale co do wielkosc
i kierunku; pierwsza z nich okresla ruch wzgledny, a druga ruch unoszenia.
Wyznaczyé obydwie linje srodkéw chwilowych w dwéch przypadkach: (1) gdy
kierunki obydwdch szybkoSci sa zgodne
(2) gdy sa odwrotne.

Prz. 2. Dwa sztywne tréjkaty 11 2
lacza sig przegubowo szrabami 3,4 1 5,6,
oraz przeguoem w wizrzcholku (fig. 40). Wy-
znaczyé Srodek chwilowy sztady 3 wzgle-
dem 6.

Fig. 40. Szukany ésrodek Oyy lezy na prostych
04105 i 04, 0;5.

Prz. 3. Dwa sztywne tréjkaty | i 2 sa polaczone ze sobg sztaba 3, a procz
tego laczq sig z nieruchomemi punktami A, B, CiD zapomoca sztab 4,5, 6i7.
Wszystkie polaczeaia :a przegubowe. Wyznaczyé wykreslnie srodek chwilowy
dla sztaby 3.

3
e /
1
9‘\\ /!
Ey lad
4
2 D
b
Fig. 41.

Nalezy uwaiaé piaszeryzog nieruchoma na ktérej sa umocowane przeguby
A4, B, Ci D za jedno z ogniw mechanizmu, np. 8, i wyznaczyé $rodek chwi-
lowy sztaby 3 wzgledem 8.
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Prz. 4. Na fig. 42 widzimy uklad k3i zebatych lub ciernych, zlozony
z kél 1 i 3, a précz tego z dwéen kal, oznaczonych cyfra 2, osadzonych na
jednej osi i potaczonych ze sobg sztywno. Mniejsze z tych ostatnich zazebia sig
z 1, a wieksze z 3. Wyznaczyé srodek chwilowy kola 3 wzglgdem 1.

Fig. 42. Fig. 43.

Prz. 5. Kola podzialowe dwéch kél z¢baych O, i O, stykaia sig w punk-
cie C. Prowad:imy przez ten punkt dowolng prosta i obieramy na eie] dwa
punsty A i B, z ktérych pierwszy nalezy do kota O; (lub jest z niem sztywno
polaczony), a drugi do O, (fig. 43). Dowiess, ze rzuty szybkosci tych punktéw
na prosty 4B sa réwne.

Kola podzialowe kot zebatych tocza sie jedno po drugiem be:z pos'izgu,
zatem puakt C jest Srodkiem chwilowym w ruchu jednego kola wzgledem dru-
giego. Rozwazamy ru:h punkiu B wzg'edem kola O,; szybko§é wzgledaa jest
prostopadia do AB, a z teg> wprost wynika zgdane twierdzenie.

Widzimy, ze prosta AB porusza sig tak, jak cialo sztywne. Jest to oko-
licznosé wazna. Wyobrazmy sobie mechanizm, zlozony z korb 0,4 i O,B oraz
laczacej je sztaby AB. Gdyby korba O,4 miala w danem polozeniu taka samg
szybkosé katowa jak kofo O,, to korba O,B mialaby taka szybko&é katowa, jak
kol O,.

Do tego samego mozna doj§¢ inng droga. Przypusémy,-ze kola O, i O,
posiadaja o ipo siednio szybkséci w, i w,. Stawiamy pytanie, jak nalery w owym
mechanizmie, zlozonym : dwéeh korb i sztaby, obraé przeguby A i B, aby
korba O,B posiadala szybkosé katowa w,, gdy korba O,A obraca sig z szyb-
koscig .

BD

= 5 )

0,4.
. 0,B

Jezeli O,A ma szybkosé o, to SLybk‘.;éé O,B wynosi D

11

8;2— w,. Z tego wynita warunek
O,A.BD. O.C=0,C.O,B. AD.
Lecz wedlug twierdzenia Menelaosa warunek ten jest spelniony zawsze, jakkol-
wiek leig punkty A i B, a wiec przeguby te moZna obraé dowolnie na sztabie.
Prz. 6. W ukiadzie kol zgbaty:h, wyobrazonym na fig. 44, wszystkie trzy
Srodki leza na jednej prostej.- Wyznaczyé wykreilnie $rodek chwilowy kola 3
wzgledem |.

1 to powinno byé réwne w,, ciyli



Fig. 44.

W tym razie nie da si¢ zastoso-

wac wprost tago samego s>osobu, co -

w prz. 4. Natomiast latwo dojdziemy

do celu, gdy zastapimy jedno z danych = i
két z¢batych przez mechanizm, zlozony

z dwéch korb i sztaby.

Prz. 7. S:itaba 0,0, ob:raca sig
okolo puaktu O, stanowiacego Srodek
kola nieruchomego o uzebieniu wewnetrz-

nem. Z kolem tem zazgbiaja sie dwa X

inne kola O, i O,, osadzone na kohcach N T

sztaby, jak wskazuje fig. 45. Wyznaczyé :
wykreélnie Srodek chwilowy kota O, he

wzgledem kola O,.

Fig. 45.

49. Szybkos¢ katowa i szybko$é postgpowa. Przypusémy,
ze ruchami skladowemi sg postepowy i obrotowy. Naprzéd roz-
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Fig. 46.

wazymy ten przypadek szczegélny,
w ktérym szybko§é postepowa
jest prostopadla do osi ruchu
obrotowego.

Dajmy na to, ze o$ ta jest
prostopadla do plaszczyzny pa-
pieru i przecina jg w punkcie O;
szybko$é katowg oznaczymy przez
© i przyjmiemy, Ze jest zwrécona
do widza, a szybko$¢ postepowg
oznaczymy przezv. Punkt P, po-

lozony w plaszczyinie papieru w odleglosci p od O, posiada
szybkosci skladowe pw i v, zawarte w plaszczyZnie papieru, zatem
ruch wypadkowy jest plaski, i trzeba wyznaczyé srodek chwilowy.
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Srodek ten znajdzie sie oczywiscie na prostej OO’, popro-
wadzonej przez O prostopadle do v, na naszym rysunku po lewej
stronie od O, bo tylko tam leza punkty, ktérych szybkosci skia-
dowe majg kierunki odwrotne. Szybkosé jakiegos punktu O', po-
lozonego na owej prostej w odleglosci » od O, wynosi rv — w.
Punkt ten bedzie $rodkiem chwilowym, jezeli ro—v =0, czyli jezeli

v

Y = .
[0

Punkt O posiada oczywiscie szybkosé ©, a stad wynika, ze
szybko$¢ katowa ruchu wypadkowego jest skierowana zgodnie
z szybkoscig skladowg w. Oznaczmy te szybkos¢ wypadkowsa
przez {2; w takim razie szybkosé¢ punktu O mozna wyrazi¢ przez
Or, a zatem v = Qr; z tego wynika, ze 2 =,

Zagadnienie, ktéresmy tu rozwiazali, jest tylko przypadkiem
szezegdlnym zagadnienia z par. poprzedzajacego, gdyz ruch po-
stgpowy mozna uwazaé za ruch obrotowy okolo nieskonczenie
odleglego $rodka. Srodek ten lezy na prostopadlej do szybkosci
v, a zatem Srodek O’ ruchu wypadkowego musi lezeé na prosto-
padlej z O do .

Tak wiec, gdy z ruchem obrotowym laczy si¢ ruch poste-
powy w kierunku prostopadlym do osi, to skutek jest tylko ten,

! . -~ X T v <%
Ze ta oS przesuwa sie rdownolegle o W plaszczyznie prosto-
1

padlej do szybkosci postgpowej. Strong, w ktérg nastepuje prze-
suniecie, mozna rozpoznaé przy pomocy prawidla nastepujacego:
zwréémy prawg dlon przeciwko szybkosci postepowej w taki spo-
s6b, aby palce byly wyciagniete w kierunku szybkosci katowej;
w takim razie wielki palec wskaze, w ktérg strone przesunie sie
0s. Ale i bez tego prawidla daje sie latwo wyznaczy¢é nowe po-
fozenie osi.

Jezeli szybko$é postepowa jest réwnolegla do katowej, to
oczywiscie ruch ukladu jest $rubowy.

Przypusémy teraz, ze szybkosé¢ postgpowa v tworzy z osig
ruchu obrotowego, ktéra oznaczmy literg z, jakikolwiek kat a.
Rozkladamy szybko$é v na skladowe wsine i wcosa, z ktérych
pierwsza jest prostopadla do osi z, a druga do niej réwnolegla.
Odpowiednio do tego i ruch postepowy ukladu rozlozy sie¢ na
dwa ruchy postepowe o szybkosciach vsina i vcosa. Dodajemy
pierwszy z tych ruchéw do ruchu obrotowego. Wypadkowym be-
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dzie ruch obrotowy, odbywajacy sie z dang szybkoscig katowg
okolo osi réwnoleglej do z. Ruch ten wraz z drugim ruchem
postepowym daje ruch Srubowy.

Zwr6émy jeszcze uwage na prostg z, czyli na os danego
ruchu obrotowego. Wszystkie punkty tej prostej posiadaja szyb-
kosci réwne i réwnolegle, a mianowicie szybkosci v. Z paragrafu
44 wiemy, ze taka prosta jest $rednica pola szybkosci, a zatem
jest réwnolegla do osi centralnej, czyli do osi wypadkowego ru-
chu $rubowego; wynika to zreszta bezposrednio z rozwazan po-
przedzajacych.

Niech bedzie uklad sztywny, poruszajacy si¢ jakkolwiek.
Stosownie do uwagi powyzszej mozemy ruch ten rozlozyé na dwa
ruchy skladowe postepowy i obrotowy w spos6b nastepujacy.
Obieramy dowolnie punkt ukladu A4, posiadajacy, dajmy na. to,
w rozwazanej chwili szybko$é ». Szybkos¢ skladowego ruchu po-
stepowego bedzie zgodna z v co do wielkosSci i kierunku, a osig
ruchu obrotowego bedzie $rednica pola z, przechodzaca przez A.
Szybkosé katowa skladowego ruchu obrotowego jest niezalezina
od obioru punktu A; jest ona zawsze réwna szybkosci katowej,
z jakg uklad obraca sig okolo osi centralnej.

W dynamice bardzo czesto rozkladamy w ten sposéb ruch
ciala, przyczem zwykle punkt A jest srodkiem masy.

Prz. 1. Szybko&é postgpowa ruchu srubowego — u, a szybko&é katowa=uw.
Dodajemy do tego ruchu ruch obrotowy, ktdérego o§ przecna o§ centra'ng pod
katem prostym, a szybkosé katowa = w. Wy:znaczyé o3 centralng ruchu wypad-
kowego i jego obydwie szybkosei.

Prz. 2. Szybko§é postepowa rucau Srubowego = u, a szybkosé katowa=uw.
Dodajemy ruch postepowy, ktorego szyoskosé v tworzy z osig centralng kat «.
Wyznaczyé o$ c=ntralng ruchu wypadkowego i jego obydwie szybkos:i.

Prz. 3. Uklad posiada trzy réwne s:ybkosci katowe w; dwie z nich sg
réwnoiegle 1 zwrécone w strony odwrotne, a trzecia przecina je pod katem da-
nym. Wyznaczyé ruch wypadkowy.

Prz. 4. Punkt u'dadu, przebiegajacy obecnie przez poczatek wspélrzednych
O, posiada szybkosé, ktérej rzuty na osi wynoszy vk, vy, vz, a rzuty szybkoseci
katowe] na osi sa wx, 0y, wz. Wyznaczyé rownaaia osi centralnej oraz oby-
dwie szybkosci ruchu &rubowego. Odp. Sz:bkoéé katowa ruchu &rubowego

e, Wy e Wy thy N ]
® = [ Ox -y * _|_ 2% 1cos% — Tt cOSpf_—(;;* , €GUSY 770) 4 glee %, 5 1 sa

katami kierunkowemi osi centralnej. Szybko&é postepowa z ruchu Srubowego
jest rowna rzutowi szybkosci punktu O na o centralng, a zatem
'Ux(!’x‘|"’Uy(')y'l":l’z (177

u =vxCoS%—~-vycosf vz cosy lub u=
)
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Szybkoié dowolnego punktu ukladu P(xyz) posiada skladowe w kierun-
kach osi wspéirzednych (par. 47) vx—+ 0yz—wzy, vy 0zx—0x2, vzt Oxy—wyx.
Jezeli P lezy na osi centralnej, to szybkoié jego =u, i te skladowe sg odpo-
wiedpio réwne ucos«, ucosd, ucosy. Stad otrzymamy réwnania osi

Ux - Oyz — W2y vy b 0zx— wxz vz | wxy — Wyx
Wy I vy = vz .

Prz. 5. Dwa suwaki A i B moga si¢ posuwaé na nieruchomych prostych
a i b. Z nimi s3 polaczone dwie sztywne krzywe, pozostajace w zetknigein, lak
wskazuje fig. 47. Znajac szybkosé suwaka A4, wyznaczyé wykresinie szybkosé
suwaka B.

Przy pomocy twierdzenia Aronholda dowiedziemy, ze srodek chwilowy
w ruchu B wzgledem A jest nieskonczenie odlegly; wiemy przytem, ze leiy on
na wspélne] normalnej obydwdich krzywych.

¢ Vi
2
T M| @
A E__d &
A
Fig. 47. Fig. 48.

Prz. 6. Sztaby a i b sa polaczone przegubem; pierwsza z nich jest nie-
ruchoma. Na tych sztabach mogg si¢ przesuwaé suwaki A4 i B, polaczone prze-
gubowo, jak wskazuje fig. 48. Dana jest szybkosé suwaka A4, wyznaczyé
wykreslnie szybkosé katowa sztaby b.

50. Szybkosci katowe wichrowate. Mozemy teraz rozwig-
zaé zagadnienie ogélne: uklad posiada n ruchéw obrotowych,
ktérych osi sg polozone jakkolwiek; mamy wyznaczyé ruch wy-
padkowy. Oznaczmy szybkosci katowe tych ruchéw przez o,
@y ...w, i obierzmy w przestrzeni dowolnie punkt O, ktéry jak
w statyce nazwiemy $rodkiem redukeji.

Poprowadzmy przez ten punkt O prosta z, réwnolegly do
osi pierwszego ruchu obrotowego. Mozemy uwazaé, ze uklad précz
ruchéw danyck posiada jeszcze dwa ruchy obrotowe okolo osi z,
ktérych szybkosci katowe sa réwne i odwrotne, gdyi oczywiscie
ruchy takie sg réwnowazne spoczynkowi, a wigc dodajac je, nie
zmieniamy stanu cynematycznego ukladu. Szybkosci katowe tych
ruchéw niech beda @ 1 — 1.



——Oa s

Szybkosé —m, tworzy z szybkoscia pierwszego ruchu danego
pare szybkosci katowych, a wiec daje ruch postepowy. Tym spo-
sobem rozlozyliSmy pierwszy ruch skladowy na ruch postepowy
i naruch obrotowy okolo osi z,, przechodzacej przez O. Uczyfimy
toz samo z pozostalemi ruchami skladowemi. Otrzymamy n ru-
chéw postepowych oraz n ruchéw obrotowych okolo osi z;, zs...z,.

Dodajgc te wszystkie ruchy postepowe, a nastepnie wszystkie
ruchy obrotowe (mozemy to uczynié, gdyz wszystkie osi przecho-
dza przez S$rodek redukcji), otrzymamy jeden ruch postepowy
i jeden ruch obrotowy. Ostatecznie wypadnie ruch $rubowy, kté-
rego o$ i obydwie szybkosci umiemy wyznaczyd.

Prz. Dowiesé, ze ruch ukladu sztywnego mozna rozloizyé na dwa ruchy
obrotowe, ktérych osiami beds dwie dowolnie obrane proste sprzegzone.

Obierzmy na jednej z tych prostych (oznaczymy ja litera a) dowolny
punkt A, ktéry posiada, dajmy na to, szybkosé w. Rozkladamy nastgpnie ruch
ukladu na ruch postepowy o szybkoseci v i na ruch obrotowy; szybkosé katowsg
tego ostatnicgo oznaczmy przez ®. Rozkladamy wreszcie szybkosé o na dwie
skladowe », i ®,, z ktérych pierwsza lezy na a, a druga jest prostopadia do
szybkoéci postgpowej v. SzybkoSci v 1 ®, sg réwnowazne szybkoéci katowej o,
na jakiej§ prostej b.

Rozlozylismy wige ruch ukladu na dwa ruchy obrotowe; osig jednego
z nich jest jedna z obranych prostych, trzeba tylko jeszcze okazaé, ze o§ dru-
giego jest z nia sprzg¢zona. W tym celu poprowadimy przez prosta @ dowolng
plaszczyzng. Przetnie ona prosta b w punkcie B, ktérego szybkosé jest oczy-
wiScie prostopadia do owe] plaszczyzny, a wigc jest to jej punkt zerowy. Z tego
wynika, ze¢ prosta b jest sprz¢iona z a. '



	zsnr - 0044
	zsnr - 0045
	zsnr - 0046
	zsnr - 0047
	zsnr - 0048
	zsnr - 0049
	zsnr - 0050
	zsnr - 0051
	zsnr - 0052
	zsnr - 0053
	zsnr - 0054
	zsnr - 0055
	zsnr - 0056
	zsnr - 0057
	zsnr - 0058
	zsnr - 0059
	zsnr - 0060
	zsnr - 0061
	zsnr - 0062
	zsnr - 0063
	zsnr - 0064
	zsnr - 0065
	zsnr - 0066
	zsnr - 0067
	zsnr - 0068
	zsnr - 0069
	zsnr - 0070
	zsnr - 0071
	zsnr - 0072
	zsnr - 0073
	zsnr - 0074
	zsnr - 0075
	zsnr - 0076
	zsnr - 0077
	zsnr - 0078
	zsnr - 0079
	zsnr - 0080
	zsnr - 0081
	zsnr - 0082
	zsnr - 0083
	zsnr - 0084
	zsnr - 0085
	zsnr - 0086
	zsnr - 0087
	zsnr - 0088
	zsnr - 0089
	zsnr - 0090
	zsnr - 0091
	zsnr - 0092
	zsnr - 0093
	zsnr - 0094
	zsnr - 0095
	zsnr - 0096
	zsnr - 0097
	zsnr - 0098
	zsnr - 0099
	zsnr - 0100
	zsnr - 0101
	zsnr - 0102
	zsnr - 0103

