IX. RUCH OBROTOWY CIALA SZTYWNEGO.

119. Roéwnanie zasadnicze. Rozwaiymy teraz rozmaite
rodzaje ruchow ciala sztywnego przy pomocy twierdzen, wylozo-
nych w rozdziale poprzedzajacym. Ruch postepowy stanowi przed-
miot dynamiki punktu materjalnegoy zaczniemy wiec od ruchu
obrotowego.

Przypusémy, ze cialo obraca si¢ okolo nieruchome] osi z
pod dzialaniem sit P, P,.... W chwili ¢ cialo posiadalo, dajmy
na to, szybkosé katowa w, a moment ilosci ruchu wzgledem osi z
wynosit /w, gdzie / oznacza moment bezwladnosci ciala wzgledem z.
W ciagu nastepnego okresu df ten moment ilosci ruchu przybiera
przyrost algebraiczny d(/w); z drugiej strony wiemy, Ze sily P,
P:... wytworza w tym samym czasie przyrosty momentu ilogci
ruchu MNdil, N.dt..., gdzie N;, N... oznaczaja ich momenty
wzgledem osi z. Bedzie wiec d(/w) = XNdi, albo

d(l) ®
== 1).
ldr‘ v (1)
To samo réwnanie wynika takie z zasady sil zywych. Sila

. . i, . Jw? . .
zywa ciala w chwili { wynosi o 5 W czasie dt przybierze ona

przyrost d(rl(;“), a sity P, P,... wykonaja iednoczesnie prace
N,d¥, N.d¥ ..., gdzie d oznacza kat, o ktory w czasie dt obré-

N Jo® = -
cilo sie cialo. Bedzie wiec (1(—02)) = INd¥, albo lwdw = SNwdi,
gdyz d¥ = wdt. L tego otrzymamy réwnanie (1).

Réwnanie to piszemy czesto w postaci

"d,“f = %
Mk o SN,

Nauka o ruchu.
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gdzie M oznacza masg ciala, k& jego ramig bezwladnosci wzgledem

: dw . .
osi, a o jest przyspieszeniem katowem.

Jezeli suma momentéw sit P, P, ... wzgledem osi obrotu jest
dw : g o
rowna zeru, to e 0, a zatem o jest wielkoscig stala.

Prz. 1. Poziomy cylinder kolowy o masie M i promieniu a moze obracaé
sie swobodnie okolo swej osi. Na cylinder nawinigto sznur, a do korica sznura
przyczepiono cigiar o masie m. O jaki kat obréci sig cylinder w ciggu f sck. od

wyswobodzenia cigzaru? Odp. 77—

Nie trzeba zapominaé, ze w tego rodzaju urzadzeniach na cylinder dzafa
nie cigzar mg, lecz naprezenie sznura.

Prz. 2. Lckki sznur przerzucono przez chropowaty poziomy cylinder, ktéry
moze sig¢ obracaé okolo swej osi, i na koricach zawieszono cigzary. Dowiesé, ze
droga, ktéra kaidy z nich przebiegnie w danym czasie, nie zalezy od Srednicy
cylindra, lecz tylko od masy jego.

Prz. 3. Poziomy cylinder o masie M i promieniu @ moze obracaé sig swo-
" bodnie okolo swej osi. Na cylinder nawinigto lekki sznur, a do koneca sznura
przywigzano lafncuch o masie m i dlugosci /. Sznur byl wyprostowany pionowo,
a zwinigty laficuch lezal na podstawce, gdy wtem usunicto podstawke. O jaki
ml
Ma*

W kazdej chwili tancuch dzieli sie na dwie czeSci: pierwsza, wyprosto-

kat obréci si¢ cylinder, zanim laficuch wyprostuje sig calkowicie? Odp.

- : dw T ; pe :
wana, spada z przySpieszenicm a druga, zwinigta, posiada przySpieszenie
ziemskie.

Prz. 4. Tarcza kolowa jest osadzona na osi, okolo ktérej moze sig obracaé
bez tarcia. Przyciskamy jej obwéd do pasa maszynowego, posiadajacego szybkosé
stala. Przez pewien czas szybkos§é katowa tarczy bedzic wzrastala, az wreszcie
przybierze warto$é, przy ktérej poSlizg ustaje. Dowiesd, ze w tym okresie tarcza
zaczerpnie z pasa tyle sily Zywej, ile energii przejdzie jednoczeénie skutkiem
tarcia w cieplo.

Prz. 5. Prostokatna deska ABCD, ktérej bok AD — a, moze sig obracaé
okolo osi poziomej AB. W poczatku deska jest podparta i zajmuje polozenie
poziome, a na niej lezy cigzki przedmiol. Jaka powinna byé co najmniej odlegloié
przedmiotu od ost AB, aby z chwily usuniecia podparcia natychmiast ustale

zetknigcie pomigdzy nim i deska. Odp. .
Prz. 6. Jednorodna belka o diugosci a spoczywa poziomo na dwoéeh pod-

stawkach, polozonych symetryeznie wzglgdem ésrodka. Jaka powinna byé odlegloséd
pomigdzy podstawkami, aby reakcja jednej z nich nie ulegla zmianie w chwili,

gdy usuniemy drugg? Odp. lag :
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Prz. 7. Kula jednorodna o promieniu r i gestosci p wisi na sznurze.
Obracamy ja n razy okolo &rednicy pionowej i pozostawiamy samej sobie.
Przyjmujac, ze moment, kitéry sznur wywiera na kule, jest proporcjonalny do
kata skrecenia, i ze wspélczynnik proporcionalnoéci — X, znalezé kat, o ktory
/ 15X

 Surrs

obréci sie kula w czasie #. Odp. 2nncost \

Prz. 8. Belka, wazaca Q, moze sig obracaé okolo swego érodka w plasz-
czyznie pionowej; do koncow jej jest przywiazany dwoma sznurami punkt ma-
terjalny, a dlugoéci sznuréw sa réwne dlugosci belki. Jaki powinien byé ciezar
punktu, aby po przecieciu jednego sznura naprezenie drugiego w pierwszej chwili

pozostalo bez zmiany. Odp. 299

Prz. 9. Kula jednorodna, ktéra moze sic obracaé okolo punktu O swej
powierzchni, opiera sig o réwnig pochyla, przyczem érednica, przechodzaca przez O,
jest pozioma. Jakie powinno byé nachylenie réwni, aby po jej usunicciu reakcja
w O w pierwszej chwili nie ulegla zmianie co do wielkosci. Odp. arctan /.
Nalezy zwrécié uwage, ze reakcja ta byla przed usunigciem rowni pozioma, a po
usuni¢eiu pionowa.

120. Wahadlo fizyczne. Wahadlem fizycznem nazywa sie
cialo cigzkie, ktére moze sig swobodnie obracaé okolo osi poziomej
i ma ktére dzialajg jedynie reakcie osi i sila cigzenia. Wahadlo
kolowe, zlozone z punktu materjalnego na sznurze, ktére opisa-
lismy w par. 77, nazywa si¢ w przeciwstawieniu do fizycznego
matematycznem albo prostem.

Poprowadimy w wahadle fizycznem przez srodek ciezkosci
S -plaszczyzng, prostopadla do osi. Nazwiemy t¢ plaszczyzne plasz-
czyznq wahan. Punkt O, w ktérym plaszczyzna wahan przecina
o$ wahadla, nazywa sie punkiem zawieszenia. Qdleglosé¢ OS ozna-
czymy przez a.

Nadajmy wahadlu pewng szybkos¢ katowa i pozostawmy je
samemu sobie. Gdy prosta OS odchyli sie od pionu o kat ¥, to
moment sily cigzenia wzgledem osi, lub wzgledem punktu zawie-
szenia, bgdzie Mgasiny, a zatem w my$l paragrafu poprzedzajgcego

M(k? 4 a’)%{; = — Mgasin/ (1);
k oznacza tu ramie bezwladnosci wzgledem osi, przechodzacej przez
srodek ciezkosei i réwnoleglej do osi obrotu, a zatem k2 +- a* jest
kwadratem ramienia bezwladnosci wzgledem tej drugiej. 3
Wezmy na prostej OS punkt O; w odlegloici I od O. Torem
jego jest luk kola, zatoczony z O promieniem ! w plaszezyznie

18
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wahan. Za poczatek toru obierzmy punkt najnizszy, i oznaczmy

przez s luk, przebiezony przez O, i mierzony od tego poczatku.
: . ar=.14d do 1 ds .

W takim razie ¥ = 7;, B =y a’j’ zatem d:‘ =5 (Ts-, i row-

nanie (1) przybierze postac

REL- AN 0L L (s)
la de= 0\g)-

Mozemy to uwazaé za réwnanie ruchu punktu O,.

Obierzmy O, w taki sposéb, aby wspoélczynnik po lewej

stronie byl réwny jednosci, czyli aby bylo
k4 a®

a

! (2)-

W takim razie bedzie

@il % (s)
gp=—gsinl; ).

Jest to réwnanie ruchu wahadla prostego; mielismy je w par. 77.
Tak wiec punkt O,, obrany w sposéb powyiszy, porusza sig tak,
jak wahadto proste o dlugosci OO,. Innemi slowy, gdybysmy cala
mas¢ ciala skoncentrowali w O;, to punkt ten poruszal by sie
tak, jak obecnie. Méwimy o takiem wahadle prostem, Ze jest
rownowazne z danem wahadlem fizycznem, a punkt O; nazywamy
srodkiem wahart wahadla fizycznego.

Oczywiscie okres wahan wahadla hzycznego musi byé taki
sam, jak okres wahan wahadla prostego réwnowaznego. Przy malej

1/
amplitudzie ten okres 7 = 2m /; (par. 77), czyli

!/k:' 7_14 at
ag
Oznaczmy jeszcze odleglosé SO, przez a,. W takim razie

[ = a+ a;. Wstawiajgc to do (2), otrzymamy
aaq; = k* (3)

T =2x

Ze zwiazku tego wynika, ze punkty O i O, odgrywaja wzgledem
siebie role analogiczne; gdy O, uczynimy punktem zawieszenia,
to O stanie si¢ $rodkiem wahan, a okres bedzie taki sam, jak
poprzednio.
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Kazdy punkt prostej OS mozemy uczyni¢ punktem zawie-
szenia, i kazdemu odpowiada inny punkt tej prostej, jako srodek
wzhan; pomi¢dzy ich odleglosciami od S zachodzi zawsze zwia-
zek (3). Punktowi S odpowiada oczywiscie nieskonczenie odlegly
punkt prostej. Tego rodzaju odpowiadanie sobie punktéw na
prostej zowie sig¢ inwolucjq punkiéw, a punkt S srodkiem tej
inwolucji*), powiemy wiec, ze punkty zawieszen sa ze §rodkami
wahan w inwolucji.

Wezmy ktérakolwick pare punktéw tej inwolucji i zbudujmy
prostokat z ich odleglosci od .S; pole takiego prostokata bedzie
wedlug (3) réowne k*. Ze wszystkich prostokatéw o jednakowem
polu najmniejszy obwéd posiada kwadrat, a z tego wynika, 7e te
dwa odpowiadajgce sobie punkty inwolucji sa najblizej siebie
polozone, ktorych odleglosci od .S sa rowne k. Gdy jeden z nich
obierzemy za punkt zawieszenia, to dlugo$é prostego wahadla
rownowaznego, réwna 2k, bedzie mozliwie najmniejsza, a zatem
otrzymamy mozliwie najkrétszy okres wahan.

Zatoczmy z punktu S w plaszczyinie wahan okrag promie-
niem k. Gdy obierzemy ktorykolwiek punkt tego okregu za punkt
zawieszenia, to zawsze otrzymamy jeden i ten sam okres wahan,
a mianowicie dla danego wahadla i danej plaszczyzny wahan okres
najkrétszy. Punktom, polozonym wewnatrz tego kola albo na
zewnatrz, odpowiadaja okresy dluzsze.

W innych plaszczyznach waban moga istnie¢ punkty, ktérym
odpowiadaja jeszcze krotsze okresy. Chéac otrzymaé dla danego
wahadla okres najkrétszy, nalezy poprowadzié plaszczyzne wahan
prostopadle do osi najmniejszego momentu $rodka ciezkosdci i w tej
plaszczyinie zatoczyé kolo promieniem, réwnym ramieniowi bez-
wladnosci wzgledem owej osi. Gdy osia wahadla jest prostopadta
w ktorymkolwiek punkcie tego okregu do jego plaszezyzny, to
okres wahan jest dla danego wahadla fizycznego najkrétszy,

Prz. 1. Szefcian jednorodny moie si¢ obracaé okolo jednej z krawedzi,
umocowanej w polozeniu poziomem. Dlugoic krawgdzi jest réwna 2a. Wyznacayé

. dal 2
dlugo$é réwnowaznego wahadla prostego. Odp. ";‘;- .
Prz. 2. 'Toi samo, jezeli osig obrotu jest przekatnia jednej ze Scian.
- Sll
Odp. =
p 3 -

*) Jest to tak zw inwolucja eliptyczna, gdy: punkty podwdjne sa urojone.
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Prz. 3. Kence jednorodnego preta moga sie poruszac po gladkiej obreeczy
o promieniu r, ustawionej nieruchomo w plaszczyinie pionowe]. Pret obejmuje
tuk tej obreczy, wynoszacy 1200 Wyznaczyé dlugosé réwnowaznego wahadla
prostego. Odp. r.

Prz. 4. Luk kola o promieniu r moze si¢ wahaé okolo osi, przechodzacej
przez érodek luku (nie kola) i prostopadlej do jego plaszezyzny. Wyznaezyd
dlugosé réwnowaznego wahadla prostego. Odp. 2r.

Prz. 5. Wahadlo ma byé zrobione z preta o diugosei a, ktérego gestosc
zmienia sig¢ proporcionalnie do odleglosci od jednego z koncéw. W jakiej odle-
glosci od srodka cigzkosci nalezy obraé punkt zawieszenia, aby okres wahan

a
byl jak najkrétszy? Odp. 32

Prz. 6. Dwa wahadla fizyczne o masach m,, m, sa osadzone na jednej
osi poziomej. Odlegtosci érodkéw ciezkosci od osi sa odpowiednio réwne A, i hy,
a dlugosci réwnowaznych wahadel prostych /; i /,, Wahadla te polaczono sztywno,
gdy &rodki cigzkoéci znalazly si¢ w plaszezyznie pionowej, przechodzacej przez os.
Wyznaczyé dla tego wahadla zloZonego dlugosé réwnowaznego wahadla prostego.
Odp. "‘l_}7l.1l;§' my bl

myh, -I- mahy
Prz. 7. Dwie sztaby AB i BC s3 polaczone sztywno w B pod katem
prostym i moga sig obracaé okolo tego punktu w plaszczyznie pionowej. Usta-
wiamy sztabe 4B poziomo i nastgpnie pozostawiamy uklad samemu sobie. Do- -
wie&é, ze amplituda begdzie dwa razy wieksza od kata, ktéry AB tworzy z po-

ziomem w stanie rownowagi.

121. Reakcje lozysk. Bedziemy uwazali o$, okolo ktérej
wiruje cialo sztywne, za sztywna linje maferjalna, nalezaca do
owego ciala. Podobne urzadzenie posiadaja roine obracajace sie
czeSci maszyn, jak kola rozpedowe, pasowe, zebate i t. d. Sa
one zazwyczaj sztywno umocowane na wale, a wal jest osadzony
w lozyskach nieruchomych.

Dajmy na to, ze o$ ciala wirujacego jest osadzona w dwéch
fozyskach; wystarcza to catkowicie do unieruchomienia jej w prze-
strzeni. Rola mechaniczna tozysk polega jedynie na tem, ze wywie-
rajg one na o$ pewne reakcje. Rozwazymy teraz, w jaki sposéb
reakcje te dajg sie wyznaczyé. Aby ulatwi¢ sprawe bedziemy
uwazali fozyska za punkty; w takim razie kazde z nich moze wy-
wieraé tylko jedna sile, i zadanie sprowadza sie do wyznaczenia
dwéch sil, przylozonych w danych punktach osi.

Zbadamy naprzéd przypadek szczegdlny, w ktérym na cialo
nie dzialaja zadne sily z wyjatkiem owych reakcyj. Wiemy z para-
grafu 119, ze w takim razie szybkoéé katowa jest stala. Oznaczmy
ja przez .
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Obierzmy na osi obrotu srodek redukeji O i wyznaczmy
dlan wektory G 1 H. Précz tego zredukujmy obydwie reakcje
lozysk do sily wypadkowej, przylozonej w O i do pary. Te sile
wypadkowa oznaczymy przez R, a moment pary przez N. Mozna
takze uwaza¢ N za sume momentéw reakcyj wzgledem punktu O.
Sita R nie wywiera wplywu na wektor /, gdyz moment jej wzgle-
dem O jest zerem, z drugiej strony para /N nie oddzialywa wcale
na wektor G, gdyz jej sily wytwarzaja réwne i odwrotne przy-
rosty tego wektora. Tak wiec wektor G zmienia si¢ jedynie pod
dzialaniem sily R, a wektor A pod dzialaniem pary N, i zadanie
nasze rozpada sie na dwa zadania odrebne, a mianowicie wyzna-
czenie sily R wedlug zmian, zachodzacych w wektorze G, i wyzna-
czenie pary N wedlug zmian wektora H.

Wektor G jest réwnolegly do szybkosci srodka ciezkosci .S
ciala, czyli prostopadly do plaszczyzny, przechodzacej przez .S i o$
obrotu. Co do wielkosci G =

/l'lam, gdzie M oznacza mase 57 5
ciala i a odleglo$¢ srodka 1 N
aamE 2 o : - e o
ciezkosSci od osi. Mozna uwa- . N

zaé, ze wektor G jest sztywno
polaczony z cialem i obraca
sic wraz z niem okolo osi
z szybkoscia katowa w. SR
W czasie dt wektor G
obroci sie o kat wdt, czyli przy- ~
bierze przyrost geometryczny NV
Guwdl w kierunku, w ktérym \
porusza si¢ koniec jego; przy- A
rost ten jest réwny popedowi
Rdt, a zatem R = Gu, czyli

R = Mawm*.

Fig. 81.

Co do kierunku sita R jest prostopadla do osi, lezy w plaszczyznie,
przechodzacej przez o$ oraz srodek cigzkosci, i jest odwrécona
od tego $rodka.

Do tego samego moglibySmy dojé¢ bardzo latwo przy po-
mocy zasady ruchu srodka cigzkosci. Poniewaz o jest stale, zatem
érodek ciezkosci posiada tylko przyépieszenie normalne, skierowane
prostopadle do osi obrotu i wynoszace aw?. Przy$pieszenie to na-
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dalaby masie M sila R, z czego wynika ta sama wielkos¢ jej i kie-
runek, ktore znalezlismy poprzednio.

Sile R wywierajg obydwa lozyska razem; aby znalezé, jaki
w lem udzial bierze kazde z nich, trzeba tylko rozlozyé R na
dwie skladowe réwnolegle R' i R", przylozone w lozyskach. Jezeli
srodek redukcji O zostal obrany w jednem z lozysk, to lozysko
to wywiera calkowita sile R.

Wektor H, podobnie jak G, nie zmienia sie co do wielkosci,
lecz tylko wiruje okolo osi obrotu z szybkoscia katowg w. Rozlo-
zymy go na dwie skladowe, a mianowicie w kierunku osi obrotu
1 w kierunku prostopadlym do osi. Pierwsza oznaczymy przez H,,
drugy przez H,. Skladowa /, nie zmienia si¢ ani pod wzgledem
wielkosci, ani pod wzgledem kierunku a zatem para N wytwarza
tylko przyrost skladowej H,.

W czasie df wektor H, przybierze przyrost geometryczny
Hyodi w kierunku szybkosci konca, i przyrost ten musi by¢ réwny
Ndt, a zatem

N= Hpu.
Moment ten jest prostopadly do plaszczyzny, przechodzacej przez
wektor A 1 0§ obrotu, zwrécony za$ jest w strone, w ktorg po-
rusza sie koniec H,.

Sily, tworzace pare N (oznaczymy je przez P’, P’'), sa przy-
tozone w lozyskach; majagc moment N, mozemy je z latwoscia
~wyznaczy¢ co do wielkosei i kierunku.

Tak wiec jedno lozysko wywiera sity R’, P’, a drugie R” i P"'.
Znajgc te skladowe, wyznaczymy reakcje wypadkows kaidego
lozyska. Jest ona oczywiscie prostopadla do osi i obraca sie okolo
niej z szybkoscig katowa w. Rola dynamiczna tych reakcyj polega.
jak widzimy, na tem, Ze wytwarzaja one przyrosty wektoréw G i H;
nazwiemy je reakcjami dynamicznemi. Nazwa ta znajdzie w par.
nastepnym blizsze uzasadnienie.

Reozwazymy pewne wazne przypadki szczegdlne. Przypusémy
naprzéd, ze obrany przez nas $rodek redukcji O jest punktem
glownym osi obrotu. W takim razie wektor /A lezy na osi obrotu
(par. 115); nie otrzymuje on Zadnych przyrostéw, a wiec mo-
ment /V jest zerem. Istnieje tylko silta wypadkowa R, i lozyska
wywierajg reakcje réwnolegle R" i R”.

Jezeli przytem ten gléwny punkt O lezy w jednem z lozysk,
to wywiera ono calkowita sil¢ R. Drugie lozysko nie wywiera
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zadnej reakeji, a wigc nie odgrywa zadnej roli. Gdybysmy je usu-
neli, to cialo poruszaloby si¢ w dalszym ciagu zupelnie tak samo,
jak poprzednio. W tym przypadku of obrotu, jedna z osi gléw-
nych punktu O, nazywa si¢ takie osig swobodnq tego punktu.
Nazwa pochodzi stad, ze cialo bez zewnetrznego przymusu moze
sie obraca¢ okolo tej prostej, jezeli tylko jest unieruchomiony
punkt O. Gdyby$my chcieli, aby cialo wirowalo stale okolo jakiejs
innej prostej, przechodzacej przez O, lecz nie bedacej jego osia
gléwna, to trzebaby ruch ten wymusié, ustawiajac drugie lozysko,
albo wywierajac na o§ odpowiednie sily.

Przypusémy teraz, ze $rodek ciezkoscei ciala lezy na osi obrotu.
Jezeli ta prosta nie jest osig gléwna ciala, to jak wiemy (par. 105),
nie posiada ona punktu gléwnego w odleglosci skonczonej, a za-
tem moment N nie moze byé zerem. Natomiast nie istnieje sila
wypadkowa R, gdyz srodek ciezkosci pozostaje w spokoju, a zatem
wektor G jest stale rowny zeru. Tak wiec w tym razie lozyska
wywieraja reakcje P’, P” rowne i odwrotne.

Jezeli o$ obrotu jest osig gldwna srodka ciezkosei, to za-
réwno sita R, jak i moment /V, sa zerami. Obydwa lozyska nie
wywierajg na o$ zadnych reakcyj, i moznaby je usungé. Dlatego
tez osi glowne srodka cigzkosci nazywaja sie takie osiami swo-
hodnemi ciala.

Twierdzenia powyzsze wyrazajg zasadnicza wlasciwosé¢ dy-
namiczna osi giéwnych.

122. Reakcje lozysk w ruchu przyspieszonym. Przypusémy
teraz, ze na cialo wirujace dziala para o momencie L, potozonym
na osi obrotu. Postepujemy, jak poprzednio. Obieramy na osi
srodek redukeji O, redukujemy reakcje lozysk do sily R i pary
o momencie /V i wyznaczamy wzgledem O wektor G i wektor H,
albo raczej skladowe tego ostatniego H, i H,. Obecnie skladowa
H, otrzymuje przyrosty pod dzialaniem pary L;, a mianowicie
dH, = L,d!, a poniewaz H,, t.j. moment ilosci ruchu wzgledem
osi obrotu, wynosi Mk?w, przeto otrzymujemy znane réwnanie

d(r)
k2" = L,.
M =7 0
Wektor G zmienia sie w tym razie nietylko co do kierunku,
ale i co do wielkosci; w czasie df przybierze on przyrost prosto-

padly Gwdt = Maw?dt, a obok tego przyrost dG = Madw w swym
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kierunku. Pierwszy z tych przyrostéw lezy w plaszczyznie, prze-
chodzacej przez $rodek ciezkosci i o§ obrotu, a drugi jest do
niej prostopadly. Wytwarza je sita R, a zatem rzuty jej na kie-
runki przyrostéw powinny byé odpowiednio réwne Maw? i Ma dd{;
- 7 tego wynikajag dwa réwnania, okreslajace wielkosé i kierunek
sity R.

W analogiczny sposdb wyznacza sie moment /V, wyiwarza-
jacy przyrosty H,wdt oraz dH, wektora H,. Jezeli O jest punk-
tem gléwnym osi, to H, jest zerem j nie przybiera zadnych
przyrostéw, a zatem moment /V jest zerem.

Znajac R i N, wyznaczymy, jak poprzednio, reakcje tozysk.
Jak widzimy rola ich polega na tem, ze wytwarzajg one przy-
rosty wektoréow G i H, sa to wiec reakcje dynamiczne.

Rozwazymy teraz przypadek ogélny, w ktérym na wirujace
cialo dzialaja sity P, Ps.... Sprowadzimy przypadek ten do po-
przedniego; w tym celu przykladamy do osi w lozyskach dwie
sity, ktére wraz z sitami P, P ... sprowadzaja si¢ do pary o me-
mencie, polozonym na osi. Takie dwie sily zowia sie reakcjami
stalyczneml. :

Zobaczymy zaraz, jak si¢ wyznaczajy te reakcje statyczne.
Obierzmy na osi $rodek redukcji O i zredukujmy sily P, P...
do sily wypadkowej () i pary o momencie L. Kazdy z tych wek-
toréw rozkladamy na dwie skladowe w kierunku osi.i w kierunku
prostopadlym, bedziemy wiec mieli sily Q, 1 Q, oraz pary L, i L,.
Wypada zwréei¢ uwage, ze L, jest to suma momentow sit P,
P, ... wzgledem osi. Otéz reakcje statyczne majg zréwnowazyé
sity Q, 1 Q, oraz par¢ L,, gdyz tym sposobpm pozostanie tylko
para L,, ktére] moment lezy na osi; odpowiednio do tego kazda
reakcja statyczna bedzie miala trzy skladowe.

Aby zréwnowazy¢ sit¢ Q,, obydwa lozyska muszg wywierac
w kierunku osi sily, ktérych suma jest réwna i odwrotna do Q,,
ale nie da sie¢ rozstrzygnaé, jaka sile wywiera kazda-z nich, jezeli
uwazamy o§ za cialo sztywne. Sily osiowe, wywierane przez po-
szczegllne lozyska, nalezg do tak zw. sil statycznie niewyzna-
czalnych. Zreszta lozyska mozina urzadzi¢ i w taki sposéb, aby
tylko jedno z nich moglo wywiera¢ reakcje osiowa i tak tez
zwykle dzieje sie w technice. W tym razie owo jedno lozysko
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wywiera catkowity reakcje —Q,, i nieokreslono$é powyzsza nie
zachodzi.

Dalej rozkladamy sit¢ Q, na dwie skladowe réwnolegle,
przylozone w lozyskach. Sily réwne i odwrotne do tych skiado-
wych zréwnowaza sile Q,.

Wreszcie mozemy uwazaé, ze sily pary L, sg przylozone
w lozyskach; zréwnowaza je sily réwne i odwrotne.

Tym sposobem otrzymamy trzy skladowe kazdej reakeii,
a wiec ostatecznie i te reakcje.

Nastepnie przylozymy do osi w lozyskach reakge dyna-
miczne, t.i. takie dwie sily, ktére same przez sie, bez udzialu
sit P, P,.., wytworza wszystkie przyrosty, jakie przybieraja
wektory G oraz H,. Wyznaczajac reakcje dynamiczne musimy
réowniez obraé Srodek redukcji. Moze to by¢ ten sam punkt O,
ktory sluzyt juz do wyznaczania reakcyj statycznych, albo inny
punkt osi. Naturalnie obieramy obydwa te punkty w sposéb dla
nas najdogodniejszy.

Mozemy uwazaé, ze jednoczesnie dzialajg sily P, P. ..,
reakcje statyczne i reakcje dynamiczne, gdyz sily P, Ps ... z reak-
cjami statycznemi sprowadzaja sie do pary L,, a ta para lacznie
z reakcjami dynamicznemi wywoluje dany ruch ciala. Z tego wy-
nika, ze reakcja, ktora istotnie wywiera lozysko jest wypadkowa
reakeji statycznej i reakcji dynamiczne;j.

Prz. 1. Sztaba o dlugo$ci 2a, wazaca Q, jest umocowana w punkcie

srodkowym O na osi poziomej i lworzy z nia kat z. O} posiada dwa lozyska,
p’
e 1
7 /; Q@
-1 '
B “l /2

A
;
- o« S
| )

i

27

\"4
Fig. 82.

kaizde w odleglosci & od O, i obraca sig z szybkoscig katowa o. Wyznaczyé
reakecje lozysk.
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Reakcje statyczne sg obydwie skierowane pionowo w gére, i kazda z nich

; 12
wynosi +-. Aby znaleZc reakcje dynamiczne, wyznaczamy naprzéd wedlug par, 115

2

g . : o sin % -
wektor H. Jest on skierowany prostopadle do sztaby i wynosi Q‘% 2% W czasie
g
dt wektor ten przybierze przyrost Hcosx .wdt; na rysunku ten przyrost jest
skierowany od widza. Reakcje dynamiczne skiadaja si¢ z pary sil o momencie
Qo sin % cos &
6bg

w plaszczyznie, przechodzacej przez o§ i sztabg. Calkowita rcakcja kazdego

Hcos 2, a kazda z sit pary Sily te P’ 1 P leza zawsze

fozyska zmienia sie w zaleznosci od polozenia sztaby, osiagajac maksymum lub
minimum, gdy sztaba przechodzi przez plaszezyzne pionowa, przeprowadzong
przez os.

Prz. 2. Kolo rozpedowe zostalo umonlowane w taki sposéb, Ze plasz-
czyzna jego tworzy z osia walu kat z. Momenl bezwladnosci kola wzgledem
Srednicy — A 1 wzgledem osi symetrii— C. Wyznaczyé moment pary, dzialajace]
na lozyska, gdy wal posiada stala szybkosé katowa ». Odp. (C — A)w*sinzcos .

Prz. 3. Prosty kolowy cylinder o masic m, promieniu @ i wysokosci A
wiruje okolo tworzacej AB, ktora zachowuje polozenic pionowe, jakkolwick
tylko goérny koniec A jest umocowany. Wyznaczyé reakeje w tym punkeie A.

i e
Odp. /1"|‘/1L Aa.

Mozna uwazaé, ze i w B, lub w jakim innym punkcie prostej 4B, istnicje
lozysko, lecz tam reakcje statyczne réwnowaia sie z dynamicznemi,

Prz. 4. Jednorodna plyta posiada ksztalt prostokatnego, réwnoramiennego
tréjkata ABC. Kat B jest prosty i AB — a. Plyta wiruje okolo przyprostokatne]
AB, zachowujacej polozenie pionowe, i tylko gérny koniec B jest umocowany.

Wyznaczyé szybkosé katowa. Odp. 2\ £
a

Za $rodek redukcji dogodnie bedzie obraé wierzcholek /3. Potrzebna jest
tylko skladowa wektora H w kierunku BC; mozna latwo wyznaczyé jg bezpo-
srednio, dzielac plyte na paski elementarne i sumujac momenty ilogci ruchu
wszystkich paskéw.

Prz. 5. Cialo cigzkie moze sie obracaé okolo poziomej osi AB, dla ktorej
A jest punktem gléwnym. Ruch rozpoczal si¢ w polozeniu, w ktérem plasz-
czyzia ABS, przechodzaea przez srodek cigzkosci .5, byla pozioma. Dowiesé,
ze, gdy plaszczyzna ABS tworzy z pionem kat %, to wypadkowa reakeyi dyna-
micznych tworzy z owa plaszczyzna kat @ taki, ze tang - !tani.

Prz. 6. Cwiartka AOB kota o sromieniu a obraca sic okolo promienia
OA, ustawionego poziomo. Dowiesé, ze reakeje lozysk sa réwnowazne z dwiema
sitami, z ktérych jedna jest rowna ciezarowi plyty i dziala na punkt promienia

04, polozony w odleglosci 3: od &rodka, a punkt przyloZzenia drugiej dzieli ten
promien w stosunku 3: 5.
Aby wyznaczyé reakcje dynamiczne, potrzebaby znalezé naprzéd punkt

gléwny promienia OA. Zamiast lego mozna obraé za srodek redukeji punkt O
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i wyznaczyé skladowa wektora H w kierunku OB, rozkladajac plyte na paski
elementarne réwnolegle do OB.

Prz. 7. Konce sztaby o dlugoéci 2a moga przesuwaé sig¢ po dwdch glad-
kich prgtach x i y, z ktérych ple:wszy jest poziomy, drugi pionowy, i obydwa
leza w jednej plaszczyznie. Caly ten uklad obraca sie ze stala szybkofcia ka-
towa o okolo prostej y. Jaki kat tworzy sztaba z pretem x, gdy pozostaje
wzgledem pretow w spokoju? Odp. ‘2 tub arcsin-{ii‘i:. To drugie polozenie
3g
4q °

Prz. 8. Tarcza eliptyczna jest utrzymywana w plaszezyZznie pionowej za-
pomoca dwéch poziomych kotkéw, umocowanych na jednym poziomie, i prze-
chodzacych przez otwory tarczy w ogniskach. Jaki powinien byé mimosréd
liczbowy elipsy, aby po usunigciu jednego kolka reakcja drugiego nie ulegla

zmianie ? Odp. \/ﬁ :

istnieje tylko w takim razie, jezeli ®?

123. Srodek uderzen. Poprowadimy w ciele wirujacem
plaszczyzne F przez srodek cigzkosci S i przez o obrotu u.

Przypuéémy, ze na cialo dziala jedna sila P, prostopadia do
plaszczyzny F i przylozona w jej punkcie A. Oznaczmy odleglosci
punktéw S i A od osi u odpowiednio przez a i a+x, a ramig
bezwladnosci wzgledem prostej u’, przechodzacej przez .S i réwno-
leglej do u, przez k. W takim razie bedzie

Mk + m)‘Z‘t’ = P(a + x) ().

Dajmy na to, ze 0§ obrotu posiada punkt giéwny, i ze jest
nim rzut O punktu A na te prosta. Obierzemy O za srodek re-
dukcji dla wszystkich reakcyj. Reakcje dynamiczne sprowadzaja
si¢ do jednej sily wypadkowej; roztozymy ja odrazu na skladowe
Qi Q, z ktérych pierwsza lezy w plaszczyznie F, a druga jest
do niej prostopadia. Znajdziemy, ze

Q = Mav? @,
dw

a Q'= Ma gt rugujac za$ (cl;t, przy pomocy (1), otrzymamy

. Pala %) N
== g (3)-

Reakcje statyczne sprowadzaja si¢ réwniez do jednej wypad-
kowej, réwnej i odwrotnej do sity 2. Wypadkows sily Q' i tej,
reakcji statyczne] oznaczymy przez R; oczywiscie R = Q'— P,
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-albo, gdy uwzglednimy (3),
. Plax = k)
R - k® + o2

4.

Tak wiec catkowite reakcje lozysk sprowadzajg sie do dwéch
sit Q i R. Pierwsza nie zalezy bezposrednio od sily P, lecz tylko
-od szybkosci katowej, ktéra cialo posiada w danej chwili, nato-

Fig. 83.

miast druga jest niezalezna od szybkosci katowej, a zalezy jedynie
od sily P. Jezeli cialo pozostawalo w spokoju, gdy sila P zaczela
dzialaé, to w pierwszej chwili Q bylo zerem, a R odrazu osiagnelo
wartoéé, wymieniong w (4).
Jezeli punkt A jest tak polozony, ze
k2

XS (5),
to R =0, i reakcje lozysk sprowadzajg si¢ do sily Q. Mozna
powiedzie¢, ze sila P w tym przypadku nie oddzialywa wcale na
lozyska. Taki punkt A nazywa sie¢ srodkiem uderzen. Gdy po-
véwnamy (5) z (3) w paragrafie 120, to przekonamy sie, ze srodek
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uderzen lezy w tej samej odleglosci od osi, w ktdrej by lezal
srodek wahari, gdyby dane cialo uczynié wahadlem fizycznem,
pozostawiajac je na tej samej osi. Jezeli o obrotu jest réwno-
legla do osi gléwnej ciala, to, jak wiemy, punkt gléwny O znaj-
duje sie w rzucie $rodka ciezko$ci, a zatem $rodki uderzen i wahan
lezg razem.

@

Jezeli x jest wieksze od PR t. . jezeli punkt przylozenia
sily P lezy dalej od osi, niz $rodek uderzen, to R jest dodatnie;
znaczy to, ze loiyska wywieraja na o$ sily prostopadle do plasz-
czyzny F w kierunku sily P. Jezeli punkt przylozenia sily P
znajduje sie blizej osi, niz srodek uderzen, albo po drugiej stronie
osi, to reakcje lozysk maja kierunek odwrotny.

Srodek uderzea istnieje tylko w takim razie, gdy o$ obrotu
posiada punkt giéwny.

Twierdzenia powyisze dotycza oczywiscie w réwnej mierze
sit chwilowych, i wlaénie w tym przypadku posiadajg donioslosé
szczegdlng. Gdy cialo, osadzone na osi, dozna uderzenia w srodku
uderzen w kierunku prostopadlym do plaszczyzny F, to reakcje
lozysk w pierwszej chwili nie doznajg zmiany. Jezeli cialo bylo
poprzednio w spokoju, i zadne inne sily na nie nie dzialajg, to
podczas uderzenia lozyska nie wywierajg zadnych reakcyj, a zatem
nie odgrywaja zadnej roli. Gdyby cialo bylo swobodne, to zacze-
loby si¢ obraca¢ okolo tej samej osi u; bylaby to pierwsza os
chwilowa.

Dla przykladu wyobrazmy sobie wahadlo fizyczne, urzadzone
na podstawie ruchomej, np. na wézku kolejowym, i niech o$ be-
dzie prostopadta do szyn. Przypusémy, ze wahadlo pozostaje
w spokoju, gdy uderza je pocisk, biegnacy z szybkoscig réwno-
legla do szyn. Jezeli pocisk trali nizej od $rodka uderzen, to
lozyska, polaczone szytywno z wézkiem, wywra na o8 w krétkim
okresie uderzenia bardzo wielkie reakcje, czyli sity chwilowe,
w kierunku szybkosci pecisku, a zatem o§ wywrze na lozyska sily
odwrotne, i wézek potoczy si¢ w kierunku odwrotnym do szyb-
kosci pocisku. Jezeh pocisk trafi wyiej od srodka uderzen, to
wézek potoczy sie w te samg slrong, w ktéra biegl pocisk. Jezeli
wreszeie uderzenie nastapi w samym $rodku uderzen, to wézek
w pierwszej chwili pozostanie w spokoju.
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Niech bedzie jeszcze cienka plyta, lezaca na plaszczyznie
poziomej. Wprawmy jg w ruch zapomoca uderzenia poziomego,
skierowanego wzdluz pewnej okreslonej prostej p. Twierdzenia
powyzsze pozwalaja latwo wyznaczyé najpierwszy srodek chwi-
lowy O. ;

Gdybysmy osadzili plyte na pionowej osi u, przechodzacej
przez ten $rodek chwilowy, to w pierwszej chwili ruch plyty bylby
taki sam, jak i bez te] osi. Z tego wynika, ze 0§ u nie wywiera
podczas uderzenia zadnych reakcyj, a wiec uderzenie nastgpilo
w jej Srodek uderzen A; S$rodek ten jest oczywiscie rzutem
punktu O na prosta p. Prosta AO przechodzi przez srodek ciez-
kosci .S, gdyz punkt ten musi leze¢ w plaszczyZnie, przechodzace]
przez A 1 u.

Tak wiec znajdziemy punkt A, prowadzac prostopadia z .S
do p, a $rodek chwilowy lezy na tejze prostopadle] po drugiej

stronie $rodka ciezkosci w odleglosci — ;

Narzedzia, przeznaczone do uderzen, jak mloty, siekieryit. d.
powinny byé tak urzadzone, aby srodek uderzen przypadal mnicj
wiece] w tem miejscu, ktére obejmuje dlon robotnika. Jezeli wa-
runek ten nie jest spelniony, to reka doznaje nieprzyjemnych
wstrzasnien.

Prz. 1. Sztaba AOB, ktéra moze si¢ obracaé okolo O, otrzymuje uderze-
nie w sam koniec 4, wymierzone w kierunku do niej prostopadlym. Okazaé, ie
sztaba zaczerpnie najwigceej sily Zywej, jezeli 4 jest érodkiem uderzen punktu O.

Prz. 2. Zwykle wysokoié band bilardowych jest réwna 0,7 $rednicy kul.
W jakim celu obrano taki stosunek?

Prz. 3. Tarcza kolowa, ktérej srodek lezy w O, a promien=r, otrzymuje
uderzenia w punkt A obwodu i moze si¢ obracaé okolo cigeiwy prostopadie]
do AO. W jakiej odleglosci od srodka powinna by¢ ta cieciwa, aby uderzenia
nic wywolywaly wstrzaénien? Odp. ~2—,

Prz. 4. Tréjkat p-ostokatny ABO, w ktérym OB=a, i OA =10>, moie
si¢ obracaé okolo przyprostokatnej OB. Wyznaczyé srodek uderzen.

Nalezaloby wyznaczyé naprzéd ramie bezwladnosci wzgledem OB oraz
punkt gléwny tej przyprostokatnej, ale mozna znalezé zadany punkt i bezposére-
" dnio. Obieramy proste OB, OA za osi x, y i wyznaczamy momenty iloSci ruchu
Hx i Hy, ktére powstana wzglgdem takich osi po oderzeniu. Poniewaz o§ obrotu
ma nie wywieraé zadnych reakeyj, przeto He— Py i Hy - P&, gdzie ¢, 7 ozna-
czaja wspdlrzedne punktu szukanego, a P impuls, ktéry latwo wyrazié w funkeiji

szybkosSci katowej. Z réwnan tych wypadnie &= —, % ]



— 289 .—

Prz. 5. Cwiartka kola A0B o promieniu r moze si¢ obracaé okolo pro-
mienia OA. Wyznaczyé srodek uderzei. Odp. Odleglosci szukanego punktu od
3nr  3r
16’ 8-

Prz. 6. W jaki sposéb nalezy uderzyé tarczg okragla, lezaca na gladkim
stole, aby zaczela sig obracaé okolo jednego z punktéw obwodu? Odp. Linja
uderzenia powinna dzielié prostopadla Srednice¢ w stosunku 3 : 1.

Prz. 7. Wahadlo sklada si¢ z kuli o promieniu a i masie M, osadzonej
na koncu pregta o dlugoéci b i masie m. Wyznaczy€ érodek uderzen. Odo. Szu-
kana odleglosé x od punktu zawieszenia wyznacza sie z réwnania

M(a - &) néﬁjx M 253

0OA i1 OB wynoszg odpowiednio

, mb*

3

- (f’ £ b)‘-‘, ;

19

Nauka o tuchu.
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