lll. PRZYSPIESZENIE PUNKTU.

51. Przyrost geometryczny. Musimy teraz cofnaé sie do
rozdzialu wstepnego, aby dopelni¢ w pewnym kierunku podane
tam krotkie wiadomosci o wektorach.

Wyobrazmy sobie jakikolwiek wektor P=0A, ktéry z bie-
giem czasu zmienia si¢ co do wielkosci i kierunku, ale ktérego
poczatek O jest nieruchomy. Powiemy, ze wektor P jest funkcjg
czasu. Koniec A wektora zakresla w przestrzeni pewng linje.

Fig. 19.

Przypusémy, ze w chwili { byl on w A4, a w chwili 4 w A4,.
Rozlézmy wektor OA; na dwic skladowe, z ktérych jedng niech
bedzie OA; druga jest, dajmy na to, OA,. Aby otrzymaé nowa
wartosc OA, wektora P, trzeba do poprzedniej wartosci OA do-
daé geometrycznie OA,, mozemy wiec powiedzied, ze wektor P
w czasie #—¢ otrzymal przyrost geometryczny OA, albo AA,,
gdyz odcinki A4, i OA. sa réwne i jednakowo skierowane.

Nalezy odréiniaé przyrost geometryczny od przyrostu alge-
braicznego. Odmierzmy od O na prostej OA dlugosé OC réwng
OA,; otrzymamy odcinek AC, ktérego dlugosé wyraza przyrost
algebraiczny wektora P w czasie £ —4



— 9% =

Jezeli wektor P zmienial sie¢ tylko pod wzgledem wielkosci,
zachowujac kierunek poprzedni, to przyrost geometryczny jest
réwny przyrostowi algebraicznemu. Jezeli wektor P zmienil sig
jedynie co do kierunku, zachowujac poprzednia wielkosé, to przy-
rost algebraiczny jest zerem, gdy przyrost geometryczny jest rézny
od zera.

52. Pochodna geometryczna. Przypu$émy teraz, ze okres
t,—t jest nieskonczenie krétki; oznaczymy go przez df. W takim
razie OA, (fig. 49) réini sie nieskonczenie malo od OA zaréwno
co do wielko$ci, jak i kierunku. Przyrost AC nazwiemy teraz
przyrostem elementarnym algebraicznym i oznaczymy przez dP,
a przyrost OA; lub AA, bedziemy nazywali przyrostem elemen-
tarnym geometrycznym, oznaczajagc go dla odréznienia od po-
przedniego przez dP.

Jezeli wektor P zmienia sig¢ tylko co do wielkosci, to dP=dP,
jezeli zas P zmienia sig¢ tylko co do kierunku, to dF=0.

WprowadZzmy teraz nowy wektor, zgodny co do kierunku
z elementarnym przyrostem geometrycznym, a co do wielkosci

oP .
réwny =% Wektor ten nazywa si¢ pochodnq geometrycznq wek-

tora P wzgledem czasu; reprezentuje go odcinek OB lub AB,,

oP
zawierajacy .= — obranych jednostek dilugosci. Jezeli wektor P

zmienia sie tylko co do wielkosci, to pochodna geometryczna po-
siada kierunek wektora P, lub odwrotny i jest réwna (—g;

Oczywiscie pochodna geometryczng mozna uwazaé za szyb-
kosé¢ konca wektora P. Z drugiej strony i szybkosé¢ kazdego
punktu-ruchomego jest pochodna geometryczng. Polaczmy miano-
wicie ruchomy punkt A z dowolnig obranym nieruchomym punk-
tem O i uwazajmy promien wodzacy OA za wektor. Pochodna
geometryczna tego wektora bedzie oczywiscie szybkoscig punktu 4.

Obierzmy prostokatny uklad wspélrzednych i oznaczmy rzuty
wektora P na osi przez Py, P,, P:, a rzuty konca A przez A,,

Ay, A.. Szybko$é punktu A, jest réwna dTI;; , lecz z drugiej

strony jest ona réwna rzutowi szybkosci punktu ;4, czyli pochod-
nej geometrycznej wektora P. Toz samo dotyczy osi pozostalych.



Mozna powiedzieé, ze skladowe pochodnej geometrycznej wektora
dP. dP, dP.
dt’ dt’ dt-
Uiyteczny bywa réwniez rozklad pochodne] geometrycznej
w kierunku OA i w kierunku prostopadlym do OA. Mozemy
uwazaé, ze ruch punktu A w czasie df jest plaski, gdyz punkt
ten pozostaje w ciagu tego czasu w plaszczyznie AOA,. Pierw-
sza z szukanych skladowych OD jest to to samo, co rzut szyb-

P w kierunkach osi wynosza odpowiednio

D
kosci punktu 4 na promien wodzacy P, jest wigc réwna Cj[t , druga

za§ jako rzut na kierunek prostopadly wynosi P (gd21e dd

oznacza nieskonczenie maly kat 4,0A4) wedlug wzoréw par. 17.
Pierwsza nazywa sig skiadowq stycznq, a druga skladowq nor-
malng.

Na wstepie do tych rozwazan w paragrafie poprzedzajgcym
zrobiliSmy wyrazne zastrzezenie, ze punkt O, czyli poczatek wek-
tora P, jest nieruchomy. Zastrzezenie to nie ma w sobie nic istot-
nego i mialo jedynie na celu ulatwienie wyobrazni. Jezeli punkt
O jest ruchomy, to wszystkie wyniki powyisze zachowujg cala
swa moc obowiazujaca z ta tylko drobng zmiana, ze pochodna
geometryczna wektora P nie jest szybkoscig bezwzgledna jego
konca, lecz szybkoscig konca wzgledem poczatku O.

Gdyby to nie bylo dla kogo oczywiste od pierwszej chwili,
to uwaga nastepujagca usuwa wszelkie watpliwosci. Wyobrazmy
sobie inny wektor Q, zgodny w kazdej chwili co do wielkosci
i kierunku z wektorem P, ale posiadajacy poczatek w punkcie
nieruchomym. Wektory P i Q przybieraja w kazdym okresie przy-
rosty jednakowe, a zatem i ich pochodne geometryczne sa wcigz
rédwne i réwnolegle. Z tego wynika, z¢ wywody powyzsze, doty-
czace przyrostéw i pochodnych geometrycznych, sa w jednakowym
stopniu wazne dla obydwoéch wektoréw.

Prz. Pochodna geometryczna wektora jest weiaz don prostopadla; okazaé,
Ze. wektor zmienia sig tylko co do kierunku.

53. Przyspieszenie. Szybko$¢, ktora punkt ruchomy posiada
w chwili obecnej, wskazuje, jakie polozenie zajmie on w chwili
nastepnej. Jezeli szybkos¢ jest réwna v, to wiadomo, ze po uply-
wie dt sek. punkt ruchomy znajdzie si¢ na linji tej szybkosci
w odleglosci vdf od polozenia obecnego. Nie wiemy wszakze,
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jaki bedzie wdéwczas stan cynematyczny punktu, czyli jaka bedzie
jego nowa szybkosé. Okresla to inny wektor, zwany przyspie-
szeniem.

Przyspieszenie jest to geometryczna pochodna wzgledem czasu,
innemi slowy przyspieszenie jest to wektor, pod wzgledem kie-
runku zgodny z elementarnym przyrostem szybkosci, a pod wzgle-
dem wielkosci réwny stosunkowi tego przyrostu do dt. Oczywiscie
przyépieszenie lezy w plaszczyznie, przechodzacej przez dwie nie-
skonczenie bliskie styczne do toru, czyli w plaszczyZnie Scisle
styczne] do toru

Oznaczmy przyspieszenie punktu ruchowego w chwili obec-
nej przez p i przypusémy, ze jest ono znane. W takim razie wiemy,
ze w ciggu nastepnego okresu df szybko$é otrzyma przyrost geo-
metryczny pdt. Dodajac ten przyrost geometrycznie do szybkosci
obecnej, otrzymamy szybkos§é, ktérg bedzie mial punkt w chwili
nastgpne;j.

Gdy szybko$¢ zmienia si¢ tylko co do wielkosei, t. j. gdy
ruch punktu jest prostolinjowy, to przyspieszenie posiada kierunek
zgodny z szybko$cig albo odwrotny. Jest ono w tym razie réwne

dv

ol dx . il
a2 poniewaz v= P gdzie x oznacza odlegloéé punktu rucho-

mego od poczatku toru, przeto przyspieszenie :_“f Jezeli to-

rem punktu nie jest linja prosta, to kierunek przyspieszenia wogéle
rézni si¢ od kierunku szybkosci.
Rzut przyspieszenia p punktu ruchomego na dowolng prosta

v . : .
x jest rowny —(;; , gdzie v, oznacza rzut szybkoéci punktu na te
prosta, albo szybko$é rzutu (par. 15). Poniewaz torem rzutu jest
du, . "N ’ ;
prosta, przeto -—;}t'— jest przyspieszeniem rzutu, a wige rzuf przy-

Spieszenia punkiu na dowolnq prostq jest przyspieszeniem rzutu
punktu na tej prostej.

Prz. Okreslamy przyspieszenie, jako szybko&é korica wektora v wzgle-
dem poczatku jego. Opierajac sig na tej definicji dowieéé, zZe rzut przySpieszenia
na dowolng prosta jest réwny przySpieszeniu rzutu.
d(x+vx)
DimgE "
pod uwage, Ze rzut ten jest réwny sumie rzutéw szybkosci skladowych, otrzy-
mamy wynik Zadany.

Rzut szybkoéci kofica wektora v na prosta x bedzie biorac
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54. Wyznaczanie przy$pieszen. Przypusémy, ze mamy dane
réwnania ruchu punktu, a mianowicie

x=fl), y=g8, z=h);

pPragniemy wyznaczy¢ przyspieszenie co do wielkosci i kierunku.

Oznaczmy szukane przyspieszenie przez p, a jego rzuty na
osi przez p., py, p-. Plerwszy z tych rzutéw jest réwny przy-
$pieszeniu rzutu punktu na of x, a to przySpieszenié jest réwne
-d(";t-" albo (Z;f ,
nania ruchu; p,, p: wyznaczymy tak samo z réwnan pozostalych.
Bedzie wiec

mozemy je wigc wyznaczyC z pierwszego row-

d%x dy _ dz

Px= gp> Pv™ ger P2 gp -
Majgc te rzuty, znajdziemy
p = \p<2+p, 2+ p:
i cosa = L= cosp = L2, cosy = L=
P P P
gdzie «, §, y oznaczajg katy kierunkowe przyspieszenia.
Jezeli ruch punktu odbywa si¢ w plaszczyznie xy, to p. =0,
cos ¥ :0’

Py

a

= \’px'-"l-ph,,'z , tana =

Prz. 1. Réwnania ruchu punktu sa x=acoswf, y=asinw®l/; wyznaczyc

PrzySpieszenie.

Wiemy z prz. 3 w par. 16, ze torem punktu jest kolo, po ktérem punkt
bicgnie ze staly szybkoscia aw. Rézniczkujac dane réwnania, otrzymamy
“Px — — awicosml, | py —— aw®sinwl, a zatem p= ao* Widzimy, ze co do wiel-

-y g A y ; . .. .
kosci przyspieszenic jest stale; tanx— —=—, z czego wynika, Ze przyspieszenie
» 4

ma kierunek promienia, a znaki u px i py wskazuja, ze jest ono zwrécone do

srodka.
Prz. 2. Punkt biegnie ze staly szybkoscig ¢ linja lancuchows o para-

agt o ;
metrze a. Wyznaczyé przyépieszenie. Odp. p ST i jest skierowane wedlug

normalnej wewnatrz krzywej. .
Nalezy tu skorzystaé ze znanych zwiazkéw pomigdzy a, y, s i 3, gdzie s
oznacza luk krzywej, a ¥ kat pomigdzy styczna i osig odcigtych. Znajdziemy

! ac s
w takim razie latwo, ze vx =—y>, vy = —

~1

Nauka o ruchu.
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Prz. 3. Kolo o promieniu a toczy sie po linji prostej, przyczem szybkosé
srodka jest slala 1 réwna ¢. Wyznaczyé przyspieszenie punktu, polozonego na

obwodzie. Odp. Z réwnan ruchu znajdziemy, ze p=—— i jest skicrowane do
a

srodka kola.

Prz. 4. Punkt P biegnie do stalego punktu O z szybkodcig «xn, gdzie o
jest state, a x — OP. Wyznaczy¢ przyspieszenie. Odp. Przyspieszenie jest od-
wrécone od O i — atpxin—l,

Prz. 5. Quchoma styczna do paraboli y* = 4px przecina os y w punkcie
B, a 0§ x w C. Szybkoié punktu B jest stala i réowna v. Wyznaczyé przyspie-

7 2ot . . d o 3 :
szenie punktu C. Odp. = Nalezy skorzystaé z okolicznosci, ze OC jest rowne
B
odcietej punktu zetknigcia.
Prz. 6. Punkt obiega cykloide x — a(i — sini), y— a(l — cos); przySpie-

szenie jego jest wcigz rownolegte do osi odcigtych 1 wynosi p,, gdy *,‘.)

— cos
Wyznaczyé przyspieszenie w funkeji .  Odp. —/J”--(-!», :TS )
sin® ik
diy d 2 dir\2
Poniewai: &~ 0, praeto o — — cotd . (5)" Calkujae, znajdzi
oniewaz - .5 , przeto T cot =7 Calkujac, znajdziemy
i k ; :
- —— —, gdzie k& oznacza stalg calkowania.
dt sin i

Prz. 7. Ruch punkiu jest centralny; znaczy to, zc przyspieszenie przecho-
dzi stale pr:zez nieruchomy punkt O. Dowiesé, ze torem jest krzywa plaska.
Otrzymamy odrazu
X 1,
pemlfs,  py=P8 o P2
r r r
gdzie (xyz) sa wspélrzgdnemi punktu ruchomego, a r promieniem wodzacym.
Z tego za§ wynikaja réwnania

xpy — ypa— U0, yp: —zpy — 0, zpe — xp: —0.

. ] . dYy d*x . Sl .d f dy dx
Pierwsze, czyli X =Y 0. mozna napisaé w postaci s (th! —y d_t) =0,
a zatem bgdzie

dy dx . dz dy dx dz
e C, —— —z— z —x—
Yt TV a Y dr e M

gdzie 4, B, C oznaczajq wielkosci stale. Ostatecznie otrzymamy Ax-+By+Cz =0,
a wige punkt ruchomy pozosiaje w plaszczyinie, przechodzacej przez O.

55. Ruch jednostajnie przys$pieszony. Okazemy na kilku
przykladach, jak sie rozwiazuje zagadnienie odwrotne, w ktérem
dane jest przysSpieszenie punktu oraz pewne inne okolicznosci,
dotyczace ruchu, a chodzi o wyznaczenie réwnan ruchu. Zaczniemy
od ruchu prostolinjowego.

Przypusémy wiec, ze torem punktu jest prosta x, a zatem
szybko$¢ i przyspieszenie leza na tej prostej. Zalozymy dalej, ze
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przyspieszenie p jest stale; ruch nazywa sie w tym razie jedno-
stajnie przyspieszonym. Procz tego przypuscimy, ze w poczatku
rachuby czasu punkt znajdowal sie w odleglosci x, od poczatku
toru O i posiadal szybko$é v,.
Niech x oznacza odleglo$é punktu ruchomego od O w chw1ll L.
W takim razie bedzie
= (.

Oczywiscie calka tego rownania drugiego rzedu bedzie funkcja

calkowitg drugiego stopnia zmiennej /, a wigc bedzie miala postaé
x=Af+ Bi+C. Podstawiajgc te funkcje¢ w nasze réwnanie, znaj-

p, a zatem

2

X = 42— —I— Bt crl (O (2).

Jest to calka ogélna, a wspétczynniki B i C sg stalemi calkowania.

Oczywiscie C = x,; stala B wyznaczymy w spos6b naste-
pujacy. Rézniczkujac (2), otrzymamy szybkosé

-%Zpt"l"B.

W chwili =0 szybko$¢ ta wynosila v, a zatem B = v,. Osta-
tecznie szukane réownanie ruchu bedzie takie:

dziemy, ze jest ona caltka tylko w tym razie, gdy A=

= _
X =2 p2’ + "Ul)t + X0

Jezelivy, =01 x, =0, tox 2 Tak np. gdy cialo ciezkie

wychodzi z punktu O, polozonego niezbyt daleko od powierzchni
ziemi, ze stanu spoczynku i spada w prézni, to, jak wiadomo
z badan doswiadczalnych, przyspieszenie jego jest prawie stale
i wynosi g = 9,81 w metrach i sekundach. Jest to tak zwane
Przyspieszenie ziemskie. Rownanie ruchu takiego ciala, jezeli mo-

2

Zemy je uwazaé za punkt, bedzie x =%

Prz. 1. Pociag ‘wyszed! ze stacji, biegl minutg ze stalem preyspieszeniem,
nastepnie 2!/, minuty ze stalg szybkoscia, a ostatnie 30 sekund ze stalem opéi-
nieniem i zatrzymal si¢ na stacji nastepnej. Odleglosé pomiedzy stacjami wynosi
3Y, klm. Wyznaczyé owo przySpieszenie, opéznienie i szybkosé stalz. Odp.
3600; 7200; 60 kIm./godz. \

7*
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Prz. 2. Pociag, idac ze stalem przySpieszeniem p, przechodzil przez dwa
nastepujgce po sobie przystanki z szybkoSciami v, 1 »,. Wyznaczyé odleglo&é

g 2
g =l S

pomiedzy przystankami. Odp. 5

Prz. 3. Dwie t6dki na wyscigach ruszyly z szybkosciami v,, wv,, plynely
z przyS$pieszeniami p,, p, i bieg skonczyl sig nierozegrana. Wyznaczyé odleglosé
2y, —UA_)(M:- UaPy !

(py — ps)* ’

Prz. 4. Punkty 4 i B wyruszyly jednoczeénie z poczatku wspéirzednych;
pierwszy biegnie po osi x ze stalem przy$pieszeniem p, a drugi po osi y ze
stala szybkoscia v. Wyznaczyé obwiednig prostej AB. Odp. Parabola y* — — 8:—,“_

Prz. 5. Pociski 4 i B pozostawaly poczatkowo na jednym pionie i AB
byto réwne A. Jednoczesnie A zaezyna swobodnie spadaé, a B zostaje wyrzu-
cony pionowo w gére. Spotkanie nastapilo w tem samem miejscu, z ktérego

mety od startu. Odp.

2

wybiegl B; wyznaczyé jego szybko$é poczatkows. Odp. \/ i
Prz. 6. Z dziala, wymierzonego pionowo w gére, dano dwa strzaly w od-
stepie f sek.; poczatkowa szybkosé pociskow wynosi v. Kiedy nastapi spotkanie

2u, — gt

pomigdzy pociskami? Odp. Po uplywie od drugiego wystrzatu.

=3

56. Ruch prosty harmoniczny. Przypusémy znowu, ze punkt
porusza si¢ na prostej x, a przy$pieszenie jest wciaz skierowane
do punktu O i wprost proporcjonalne do odleglosci od O.
Wspélezynnik proporcjonalnoéci oznaczymy przez @* i punkt O
obierzemy za poczatek wspédlrzednych. W poczatku rachuby czasu

5
7 A

b
Q
b

punkt ruchomy znajdowal si¢, dajmy na to, w odleglosci x, od
O, i posiadal szybkos$é w,.

W chwili ¢ punkt ruchomy znajdzie sie np. w polozeniu P
po stronie dodatniej od O, a szybkos¢ jego niech bedzie odwré-



— 101 —

cona od O. Szybkos$é ta sie¢ zmniejsza, a zatem réwnanie roznicz-
kowe ruchu posiada postaé
d*x '
— = — wx (1).
dt
Jest to tak zw. réwnanie linjowe drugiego rzedu. Calke jego
mozna napisaé w postaci

x = asin (4! + @) (2)-

Rézniczkujac dwa razy, otrzymamy (2{\ = —Atasin (At -+ @) czyli
d*x
Pt
Tak wiec calka ogélna bedzie

x = asin (0t + ) (3§,

gdzie a i « sa stalemi calkowania. Z warunkéw poczatkowych

=—A*v. 7 tego wynika, ze (2) jest catkg (1), jezeli A=w.

wynikajg dwa réwnania

Xg=asint¢ 1 vy = awcos.
Z réwnan tych dajg sie wyznaczyé a i «, mozna wiec te stale
uwazaé za znane.

Ruch punktu, odbywajacy sie¢ wedlug réwnania (3), nazywa
sie ruchem prostym harmonicznym; odgrywa on wazng role
w fizyce 1 technice. '

Mozemy zdaé¢ sobie latwo sprawe z tego szczegdlnego ro-
dzaju ruchu w sposéb nastepujgcy. Wyobrazmy sobie, ze okolo
punktu O obraca sie odcinek OB o dlugosci a z szybkoscig ka-
towa w, i ze w chwili /= 0 tworzyl on z osia y kat «. Latwo
sprawdzié, ze (3) jest réwnaniem ruchu rzutu konca tego odcinka
na o$ x.

Z tego wynika, ze dany punkt ruchomy oscyluje pomigdzy
skrajnemi polozeniami A, i 4., w ktérych kolo, zatoczone z O
promieniem a, przecina o$ x. Dlugos¢ 4.4, = 2a nazywa sie
amplitudq ruchu harmonicznego.

Dajmy na to, ze w chwili # punkt ruchomy zajmowal polo-

. . . o g
zenie P; z réwnania (3) wynika, ze po uplywie =; sekugd punkt
powréci do polozenia P, z taka sama szybkoscia, jaka mial po-
2 .
przednio. Czas _ nazywa sig okresem, kat « fazq, a punkt O

Srodkiem ruchu harmonicznego.
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Z zagadnieniem powyiszem wigze sig sciSle nastepujace.
Punkt A; jest w ruchu prostym harmonicznym wzgledem srodka
A,, a punkt A, jest réwniez w ruchu prostym harmonicznym
wzgledem nieruchomego $rodka O. Réwnania tych ruchow sa -
odpowiednio x; = a, sin (wf+ @) i x;, = a, sin (wi+,). Wyznaczyé
rownanie ruchu bezwzglednego punktu A,.

Dane ruchy harmoniczne nazywajg sie skfadowemi, a ruch
szukany wypadkowym. Wypada zwrécié uwage, ze obydwa ruchy
skladowe majg tu okresy réwne.

Za poczatek wspéirzednych obierzemy punkt O, i odcieta
punktu A; oznaczymy przez x. Oczywiscie

x=x,Txs, czyli x=a sin(wi+a)+a, sin(wita,).
Rozwijajac obydwie funkcje trygonometryczne, otrzymamy
x={(a, cos @, +a cos &) sin w{ I (a, sin @, +a, sin @) coswi  (1).

Réwnanie to daje sie przeksztalcié w sposéb nastepujacy. Wpro-
wadzamy dwie nowe wielkosci a i @ takie, aby bylo

a; COS @) T @y COSA;=acos, a sina, a,sineg=asine (2).
Bedzie wige x=a(sinwicosat coswisin«), czylh
x = asin (f + ).

Widzimy, ze ruch wypadkowy jest takze harmoniczny o tym sa-
mym okresie.

Poprowadzmy z pun]\tu O odcinki OB,, OB., odpowiednio

réwne a;, a» i tworzace z osig

y katy «,, @, a nastepnic wy-

znaczmy wypadkowsg OB wek-

toréw OB,, OB,. Wypadkowa

ta bedzie réwna a i1 utworzy

z osig y kat «. Wynika to

stad, ze rzut jej na of y jest

rowny sumie rzutéow sklado-

x wych, a ta wedlug (2) jest

Fig. 51. rowna qcos@; podobniez rzut

OB na o$ x ]est réwny asin «,

Gdy wektor OB obraca

sig¢ okolo O z szybkoscia katowa @, to ruch rzutu jego konca na

osi x jest wlasnie ruchem szukanym. W podobny sposéb mozna

polaczy¢ dowolna liczbe ruchéw harmonicznych, i zawsze ruch

Y
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wypadkowy otrzymamy, jako ruch rzutu konca wektora wypad-
kowego.

Prz. 1. Jakie powinny byé amplitudy i fazy ruchéw harmonicznych skla-
dowych, aby szybkosé ruchu wypadkowego byla zerem? Méwimy w tym razie,
Ze zachodzi interferencia.

Szybkoié bedzie weiaz zerem, jezeli @ — 0, a w takim razie z (2) wynika,
Ze tane, —tan%, i %2, % -+ 7 bo % 1 % nie moga byé réwne.

Prz. 2. Jaka szybkosé posiada punkt, pozostajacy w ruchu prostym harmo-
micznym, gdy odleglosé jego od srodka jest réwna x? Odp. +o| at — ¥,

Prz. 2. Dany jest tréjkat 4, 4,4, ; kat A, jest prosty, a boki 4,4,, 4.4,
réwne. W A, znajdowal sie punkt ruchomy w spoczynku; przyciagaja go wierz-
chotki A4,, A.,, A,, a udzielane przySpieszenia sg wprost proporcijonalne do od-
leglosci (wspélez. propore. - k2). Wyznaczyé tor punktu i okres wahan. Odp.

AT

Okres wahai -
k|3

57. Ruch pocisku w préini. Rozwazymy ruch pocisku,
wyrzuconego w przestrzeni pozbawione] powietrza, jako przykiad
ruchu na torze krzywym. Przypusémy wigc, ze pocisk, ktéry uwa-
zamy za punkt, wybiegl z punktu O z szybkosciag poczatkowa vy,
tworzaca z poziomem kat «. Wiadomo z doswiadczenia, ze pocisk
posiada stale przyspieszenie g, skierowane pionowo na dél, a za-
tem szybkosé otrzymuje tylko przyrosty pionowe, i ruch odbywa
si¢ w plaszczyznie pionowej, przechodzacej przez linjg szybkosci
poczatkowej. W plaszczyznie tej obierzemy plaski uklad wspol-
rzednych. Poczatkiem bedzie punkt O, a osig odcigtych prosta
pozioma. Kierunek dodatni osi rzednych obierzemy w gore.

Rzuty przyspieszenia na osi x i y sa odpowiednio 0 i —g,
a zatem réwnania rézniczkowe ruchu beda

di* dt*

Za poczatek rachuby czasu obieramy t¢ chwilg, w ktorej pocisk
wybiegal z O; woéwczas wspdlrzedne jego byly zerami, a szyb-
koéé miala skladowe w kierunkach osiz,cosu i wysina. Calkujac
powyzsze réwnania rézniczkowe i uwzgledniajac te warunki po-
czatkowe, otrzymamy z latwoscig réownania ruchu

; £
x=w,cos€¢ . 1, y=wv;sma . f- gj (1).
Rugujac z tych réwnan f, otrzymamy réwnanie toru
ox?
— 06— s .
e 2u,% cos *« @
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Jest to oczywiscie parabola; przecina ona o$ y tylko w je-
dnym punkcie zwyklym, a mianowicie w O, a wiec o$ jej jest
réwnolegla do osi y, czyli pionowa.

Jezeli pocisk przetnie po raz drugi o§ x w punkcie 4, to
odleglos¢ OA nazywa sie doniosfosciq rzulu albo doniostoscig
strzatlu. Zakladajac w (2) y = 0, znajdziemy, ze

52 vy?sin 2a 3).
g
Donioslos¢ bedzie najwieksza, gdy wyrzucimy pocisk pod katem
45, gdyz w tym razie sin2« = 1. Ta najwieksza doniostosé wy-
. Uy*
nosi —.

g

Przypusémy, ze chodzi o to, aby przy danej szybkosci po-
czatkowej v, pocisk upadl w odlegloéci @ od O. Jaki kierunek
nalezy nada¢ pociskowi w O? Z (3) znajdziemy, Ze w takim
razie sin QaZf%. Réwnaniu temu czynig zado$¢ dwie wartosci

0
kata 2¢ mniejsze od 7; jezeli jedna wynosi ¢, to druga @ - ¢.
Wogble zatem istnieja dwa kierunki, czynigce zado$é postawio-
nemu zadaniu. Tworzq one z poziomem katy Z i ;_%’ innemi
slowy jeden z nich jest tak nachylony do poziomu, jak drugi do
pionu. Dwusieczna kata pomiedzy temi kierunkami tworzy z po-
ziomem kat 45°.

Postawimy zagadnienie ogdlniejsze: pod jakim katem nalezy
wyrzuci¢ pocisk z O, nadajagc mu szybkos§é wv,, aby trafi¢ w dany
punkt P(xy)? Tor punktu powinien przej§é przez P, a zatem
w (2) trzeba uwazaé x, y za wielkoSci znane, a « za wielkosé

szukang. Gdy zamiast — - napiszemy 1 --tan®:, {o réwnanie
cos*a

to przybierze postaé
gx*tan*e — 2v%x tan @ + gx¥ - 2u,%y == 0 4.
Jest to réwnanie drugiego stopnia wzgledem tana, a wigc po-
siada dwa pierwiastki rzeczywiste lub urojone. W przypadku
pierwszym postawionemu warunkowi czynig zado$¢ dwa katy
rézne ; powiemy, ze punkt P jest dosiegalny pod dwoma katami.
W przypadku drugim punkt P jest wcale niedosiggalny.
Tak wiec punkty plaszczyzny pionowej, ktéra przebiega po-
cisk, dzielg si¢ na dosiegalne i niedosiegalne. Na granicy lezg
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oczywiscie punkty, ktére sa dosiegalne, ale tylko pod jednym
katem.- Jazeli P jest takim punktem granicznym, to pierwiastki
rownania (4) sg réwne, a zatem (xy) czyniag zado$é¢ réwnaniu
vyt — gx?(gx® + 2v,%y) = 0, albo

gixt + 20,20y — v,t=0.

Jest to réwnanie krzywej granicznej, zwanej linja bezpieczenstwa;
krzywa ta jest parabola, ktérej o$ lezy na osi y.

Wyrzucajgc z O pociski pod réznemi katami, ale z jedna
1 ta samg szybkoscia poczatkowa v,, otrzymamy calg sieé¢ toréw
parabolicznych. Zaden z tych toréw nie przecina krzywej granicz-
nej, bo w razie przeciwnym punkty dosiegalne lezalyby po oby-
dwéch stronach granicy. Z tego widaé, ze parabola graniczna
jest obwiedniag owej sieci.

Nalezy dodaé, ze ruch pocisku w przestrzeni wypelnionej
powietrzem, wogéle rézni sie od ruchu pocisku w prézni. Réznica
jest tem wigksza, im wigksza powierzchnie posiada pocisk w sto-
sunku do wagi, i im wicksza nadano mu szybko$¢ poczatkowa.
Teorja powyisza jest w przyblizeniu zgodna ze zjawiskiem, zacho-
dzacem w atmosferze, gdy pociskiem jest np. pelna kula dzialowa,
a szybkosé ‘poczatkowa nie przenosi 150 do 200 metréw na se-
kunde. Ale rzuémy jakies cialo bardzo lekkie, np. balonik kau-
czukowy, wypelniony wodorem ; ruch takiego pocisku w powietrzu
nie bedzie wcale przypominal ruchu parabolicznego, ktéry pozna-
lismy w tym paragrafie. Niewiele wspélnego z nasza teorjg posiada
takze ruch pocisku cigzkiego, ktéry otrzymal bardzo wielka szyb-
ko$é poczatkowa.

Aby mniej wiecej unaoczni¢ rozmiary zachodzacej tu réznicy
przytoczymy przyklad pocisku, wystrzelonego z nowoczesnego
karabinu. Poczatkowa szybko$é takiego pocisku wynosi okoto 700
metréw na sekunde a zatem w prézni przy « = 45 doniostosé
strzalu wedlug wzoru (3) bylaby bliska 50 kilometréw. W po-
wietrzu osigga sie doniosto$é najwieksza, strzelajac pod katem
trzydziestu kilku stopni, i ta najwicksza doniosto$¢ nie dochodzi
pieciu kilometrow.

Prz. 1. Z punktu O wyrzucono wielkq liczbg pociskéw pod réznemi ka-
tami, hadajqc wszystkim szybkosé poczatkowa v, ; wyznaczy¢ miejsce geome-
tryczne, ktére zajmuja pociski po czasic £ Odp. Réwnaniami szukanego miejsca
geometryeznego beda (1), icZeli uznamy f za wielkosé stals, a « za parametr
Zmienny. Miejscem tem jest kolo o promieniu u,¢; frodek jego leiy w punkcie
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(0, -— %—) . Z biegiem czasu kolo to sig rozszerza, a jednoczesnie &rodek spada,
lak cialo ciezkie.

Prz. 2. Wyznaczyé miejsce geomelryczne ognisk toréw parabolicznych
pociskéw, wyrzuconych z O z szybkoscia puczatkowa w,.

Styczna do paraboli jest dwusieczng kata pomiedzy Srednicg i promieniem
wodzgecym, a z tego wynika, Ze promien wodzacy punktu O tworzy z osig x

. T % x . i 5 g g 2
kat 20 — 7‘2* . Majac réownanie osi paraboli, otrzymamy z latwosScia wspélrzedne
= v, sin 22 v,* cos 2% y 1
ogniska x— —" o = "T -. Sa to réwnania parametryczne kola,
o
= vy

ktorego Srodek lezy w O, a promien

%

Prz. 3. Wyznaczyé kierownicg loru pocisku, ktérego szybkoié¢ poczat-

kowa = v,. Odp. Jest to prosta pozioma, polozona na wysokosci Ff;"'- nad O.
}-‘r

Wysokosé ta nie zalezy od z, a zatem tory wszystkich pociskéw, wyrzuconych
z O z szybkoscig poczatkows v,, majg kierownice wspélna.

Prz. 4. Dwa pociski A i B znajdowaly sie na jednym poziomie. Pocisk
A otrzymal szybkosé pozioma w kierunku B, 1 jednoczesnie B zaczal spadaé.
Dowiesé, ze pociski te si¢ spotkaja.

Prz. 5. Z punktu O wyrzucono jednoczesnie trzy pociski 4,, 4., 4;. Oka-
zaé, ze plaszezyzna A, 4,4, pozostaje réwnolegla do pewnej plaszczyzny stalej.

Gdyby nie istnialo przyspieszenie ziemskie, to pociski bieglyby po linjach
brostych z otrzymanemi szybkosciami v, v, v, 1 po ¢ sek. byloby OA4, w1,
0OA, —v,t, OA,— vt Oczywiscie podstawa zmiennej piramidy OA4,4,4, po-
zostawalaby rownolegla do plaszczyzny stale]. Mozna uwazac, ze dzicki przyspie-
szeniu ziemskiemu cala ta podstawa posiada obok tego ruchu jeszeze ruch
postepowy.

Prz. 6. Czlowiek idzie z szybkofcia u obwodem kola o promieniu a i rzuca
pilkg, trzymajac rcke na wysokoSci 2 nad ziemia. Jaka szybkosé wzgledng w
powinna mie¢ co najmniej pitka, aby upasé w srodku okregu. Odp.

w? =u* — gh- grl‘;'-'--;- he.
2 L h? e
Jezeli czas biegu pitki ma byé ¢, to w* = ™ L 94 u* —gh; w be-
. (A a 2[ al-Eht
dzie najmniejsze, gdy S
!

Prz. 7. Na plaskiem zboczu, tworzacem z poziomem kgt %, stoi fort
o wysokosci 4. Na szezycie fortu ustawiono dzialo, ktérego pociski otrzymuja
szybko§é poczatkowa w,. Wyznaczy¢ pole zbocza, ktére mozna ostrzeliwad

z dziala. Odp. 7(2gh cos®x v, )v,?

gicos®a

Obieramy za poczatek wspélrzednych szczyt fortu, za o§ z prosta pionowa,
a za 058 y prosta réwnolegla do plaszezyzny zbocza. Mozna ostrzeliwaé czesé
zbocza zawarta wewnatrz paraboloidy obrotu g¥(x®-}-y*) - 2v,%gz — v,' - O.
71‘,1"‘5;,;11795‘ & - zr..‘A_

Rzut poziomy tej cz¢Sci jest kolem o promieniu
gcosz



— 107 —

Prz. 8. Strzelec stot w odleglosci @ od pionowej Sciany, a poczatkowa
szybkoié pocisku jego strzelby wynosi v,. Wyznaczyé granicg pomigdzy punk-
tami §ciany dosiggalnemi i niedosiggalnemi. Odp. Parabola, ktérej parametr
(odleglosé ogniska od kierownicy) iE, a ognisko lezy pod poziomem strzelca

£
g
21/0" :

Prz. 9. Dowieéé, ze punkt przecigeia stycznej do toru pocisku z dowol-

na glebokosei

nym pionem porusza sig na tym pionie podczas bieyu pocisku z przySpieszeniem
ziemskiem.

Najdogodniej bgdzie obraé za poczatek wspélrzednych punkt O, w kté-
rym dany pion przecina parabolg, i za poczatek rachuby czasu chwile, w ktérej
pocisk przebiegal przez O.

Prz. 10. Z punktu O wybiegla jednoczesénie pewna liczba pociskéw. Pro-
wadzimy z jakiegos punktu, polozonego pionowo nad O, styczne do torow.
Dowiesé, ze pociski przebiegaly jednoczeSnie przez punkty zetknigcia.

Prz. 11. Z punktéw, lezacych na jednym pionie w odleglosci £ jeden od
drugicgo, wybiegaja jednoczesnie dwa pociski z szybkosciami v, ; kierunki szyb-
koici poczatkowych sa tak dobrane, ze pociski si¢ spotykaja. Wyznaczyé miejsce
geometryczne punktéw spotkania. Odp. Gdy obierzemy dolny punkt za pocza-

A g(h*--4x?)

tek, to réwnanie szukanego miejsca bedzie y - 5 —

2 8v,*

Prz. 12. Pocisk wyblega w kierunku poziomym z najwyzszego punktu

kuli o promieniu a. Jaka powinna byé szybkos¢ poczatkowa, aby pocisk nie
dotknat powicrzchni kuli? Odp. Powinna byé wigksza od ]ng

Prz. 13. Punkt ruchomy wyszedl z punktu O, polozonego na danej pro-
ste] x, z szybkoscia v,, tworzaca z owa prosta kat «, i posiada przySpieszenie
prostopadle po x, zwrécone do tej prostej i wprost proporcjonalne do odleglo-
$ci; wspélezynnik proporcjonalnesci — ©? Wyznaczyé tor. Odp. Réwnania ruchu
X wycos%, t, Y VSl ‘:n sinf, a wige torem jest synusoida,

Prz. 14. Rzuty przyspieszenia punktu na osi x i y sa odpowiednio réwne
—a i a, a gdy punkt przebiegal przez poczatek ukladu, to szybkosé jego v,
byla skierowana wedlug osi ». Wyznaczyé polozenie, w ktérem punkt poruszal
. . vz 3v,* "o."')
si¢ najwolniej. Odp. el

Prz. 15. Punkt wyszedl z polozenia A na osi y z szybkoscia v, réwno-
legta do osi x i posiada przySpieszenie réwnolegle do osi y i proporcjonalne
do szybkosci; wspélcz. proporc. — k. Wyznaczyé tor. Odp. Katenoida, ktorej
U

k

Parametr ==

58. Przyspieszenie styczne i normalne. W par. 52 widzie-
lismy, jak rozklada si¢ pochodna geometryczna wektora w kie-
runku tego wektora i w kierunku prostopadlym. Pierwsza z tych
skladowych nazwalimy styczna, druga normalna.
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Przyspieszenie jest pochodng geometryczna szybkosci, a jego
skladowa styczna, czyli przyspieszenie siyczne, lezy na jednej
prostej z szybkoscig, t.j. na stycznej do toru; skladowa normalna,
czyli przyspieszenie normalne, lezy na normalnej, a mianowicie
na gléwne] normalnej, bo przyspieszenie zawiera sie w plaszczyz-
nie SciSle stycznej. Bedziemy oznaczali te skladowe przyspieszenia
przez p; i p,.

Przypusémy, Zze w punkcie A toru i w chwili 7 szybkosé
punktu byla réwna v; wedlug wzmiankowanego paragrafu

dv
pr= d.l( (1))
\‘} . v .
apa= v, gdzie d¥ oznacza kat pomiedzy szybkosciag w A4
a szybkoscig w punkcie nieskonczenie bliskim A4,, albo pomiedzy
stycznemi w tych punktach. Jezeli 9 oznacza promien krzywizny

. ds Is
toru w A4, i ds element toru A4,, to d%=—, a zatem p,l=v.r{j.
0 0 dt
. ds .
a poniewaz di =uv, WIgC
vt :
Pn= 2

¢
Wzory (1) i (2) mozna takze otrzymaé bez trudnosci bez-
posrednio. Przypusémy, ze ruch punktu jest plaski, i ze prosta ¢
jest styczng do toru w A, a n normalna. Za typowy uwazamy
ten przypadek, gdy tor jest zwrécony do osi x wypukloscia, a na
normalnej n kierunek dodatni obieramy w strong srodka krzy-
wizny. Rozkladamy naprzéd przyspieszenie p na p. i p,; rzut
przy$pieszenia na dowolny
kierunek jest réwny sumie
P rzutéw tych skiadowych,
¢ a zatem bedzie
Pt = pxCos 4 pysin &,
Pn=pycosJ — pysinit,
gdzie ¥ oznacza kat pomie-
o \ > dzy styczng i osig x.
e \ Gdy podstawimy p, = (j{f 1
o N 2t y;
» _ dy ol el
Fig. 52. Py = gpmr. 908V ar

Y
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: dy
Sin Y = 1
e 0 o wypadnie

_ d%xdx + dPydy
P T deds 3)
_ dydx — dixdy
Pn = - ditds €Y
Wiemy, ze U‘_,:g%:gxf‘;;jy_" rézniczkujac  znajdziemy, ze
L)
et d;dy_dy = ydu. Skutkiem tego (3) przeksztalci si¢ na
_ vdv b _dv
R lecz ds=uovdt, zatem p; = TR
ds® d*ydx —d*xdy _
Wiemy dalej, ze 0= = dY"‘dldJ T
st L, ds* _ o
0 LR odt* o’

Przyjmowalismy w tym dowodzie, ze ruch punLtu jest plaski.
Jezeli torem jest krzywa przestrzenna, to jednak mozemy uwazaé,
ze w czasie df ruch odbywa sie w plaszczyznie scisle stycznej do
toru, a wiec jest plaski. Z tego wyciagamy wniosek, ze dowdd
powyzszy jest wainy ogoOlnie.

Zobaczymy teraz, jakie znaczenie posiadajg te skladowe
przyspieszenia py i p,. W tym celu zalézmy, ze wecigz p, = 0,

czyli ‘ZJ=O. Z réwnania tego wynika, ze szybkosé jest stala

pod wzgledem wielkosci czyli, ze ruch jest jednostajny. Mozna
wiec powiedzieé, ze dzieki prszySpieszeniu stycznemu szybkosé
zmienia si¢ co do wielkosci.

Jezeli ruch nie jest jednostajny, to przyspieszenie styczne
moze znikaé w pewnych chwilach wyjatkowych, a mianowicie
woéwczas, gdy szybkosé osiaga maksymum lub minimum.

LU
Zaléimy nastepnie, ze wciaz p,=0, czyli *9-20. Szybkosé

- : e ) = 1
v nie jest zerem, bo méwimy o punkcie w ruchu, a zatem =i
N
z tego wynika, ze torem punktu jest linja prosta. Mozemy wigc
Znowu powiedzieé, ze dzigki przyspieszeniu normalnemu szybkosé
Zmienia si¢ co do kierunku.
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Jezeli tor nie jest prosty, to przy$pieszenie normalne moze
znikaé tylko w chwilach wyjatkowych, mianowicie na przegigciach
toru, bo tam krzywizna jest zerem, albo gdy szybkos¢ jest zerem,
jak np. w chwili ruszania, albo w chwili zmiany kierunku ruchu.

Prz. 1. Pocisk zostal wyrzucony z szybkoscia poczatkowa v, pod katem c.
- L tcosta
Wyznaczyé promieri krzywizny toru w punkcie najwyzszym. Odp. —1’0—1}—»—_

Prz. 2. Torem punktu jest ladcuchowa, ktérej parametr —a. Szybkosé
w wierzchotku byla réwna ¢, a przyépieszenie tworzy weciaz jednakowe katy ze
styczng i normalna. Wyznaczyé szybkosé i przySpieszenie w funkeji kata ¥,

z 1 . "2ctert costi
ktéry styczna tworzy z kierownica. Odp. v = cet, p l_f_ea_cg_' ;

Prz. 3. Torem punktu jest cykloida, przySpieszenie jest wciaZ skierowane
prostopadle do podstawy, i wiadomo, ze punkt przybywa do wierzchotka z szyb-
koscig ¢. Wyznaczyé przy$pieszenie w funkcji promienia krzywizny.

Rozkladajac przyspieszenie na skladowe styczng 1 normalng, otrzymamy

du o WY : o o

g = — peosm it 4ap sin®5-, gdzie a oznacza promien kola tworzacego

. . s, : - 64a’c?

i i kat, o ktéry sie to kolo obrécilo. Z tego wypadnie v & 1 P= s
sin o

Prz. 4. Punkt obiega cykloidg, w ktérej promien kola tworzacego = aq,
przyczem styczna do toru obraca sig ze staly szybkoécig katowa w. Wyznaczyé
przyspieszenie. Odp. v —wz, i p — daw?,

Prz. 5. Odwijamy nié¢ z kola o promieniu a, utrzymujac ja w naprezeniu,
przytem promien, przechodzacy przez punkt zetknigeia, obraca sig ze stalg szyb-
koscia katowa ®. Wyznaczyé przy$pieszenie korica nici 1 okazaé, ze odcinek,
laczacy ten koniec z punktem, polozonym na owym promiceniu w odleglosci
srednicy kola od srodka, wyraia przyspieszenie w odpowicdniej skali co do
wielkosei 1 kierunku.

Prz. 6. Punkt posiada przyspieszenie réwnolegle do osi y i proporcjonalne
do kwadratu promienia krzywizny toru, a przebiegajac przez poczatek ukladu O,
posiadal szybkosé v,, skierowang wedlug osi x; promien krzywizny toru w O
wynosi a. Wyznaczyé réwnanie toru.

Nalezy zastosowaé oczywiste zwiazki

dx v dy dv

Pogs = T Pras T Tdre
y

. . a
, a z drugiego, ze v — e -

Z pierwszego wynika, Ze
7

Wstawiwszy v :J dx'(;t_-jy‘_, otrzymamy przez calkowanie réwnanie szukane
X . . - .
y:—algcos(z—). Krzywa ta jest symetryczna wzgledemm osi y i posiada

a Ta
= r= — —

asyniptoty ¥ —- 5 5
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Prz. 7. Przyspieszenie punktu ruchomego A posiada dwie skladowe, prze-
chodzace przez stale punkty O,, O, i odwrotnie proporcjonalne do odleglosci
od tych punktéw; wspélez. proporcjonalnosci— k. Tor przechodzi przez Srodek
O odcinka O,0,, szybko§é jest stala co do wielkosci, i 0,0, = 2a. Wyznaczyé
tor punktu i szybkosé.

Oczywiscie p, =0, czyli ps j—: - pyg':i: -0, co sig przeksztalei latwo

S i EdgT . Costpts Sil&"'({y—:(), gdzie r,, r. oznaczaja pro-

A Ty Ty

mienie wodzace O,4 i 0,4, a ¥, %, katy, ktére te promienie tworza z osig x.

Licznik pierwszego ulamka jest to rzut luku elementarnego ds na r,, a zatem—=dr,;

tak samo licznik drugiego = dr,, otrzymamy zatem r,r, — a®. Réwnanie to wska-
- : - 1 ; 2kr . T

zuje, Ze torem jest lemniskata. Przyspieszenie p ) gdzie r oznacza promien

OA. Aby wyznaczyé szybkosé stosujemy wzér na p. do punktu przecigeia toru
z osia x (promien krzywizny wyznaczylismy w prz. 7 par. 37, gdzie jednak
oznaczenia sa odmienne). Wypadnie v*= %
59. Wspélrzedne biegunowe. Gdy réwnania ruchu sg dane
we wspélrzednych biegunowych, a pragniemy wyznaczy¢ przyspie-
szenie, to wyznaczamy naprzod y,
rzuty jego na promien wodzacy %
i na prosta u, prostopadls do
promienia, jak to czynilismy dla
szybkosci (par. 17).
Rzuty te oznaczymy przez
p- 1 p . Kazdy z nich jest oczy-
wiscie réwny sumie rzutéw skla-
dowych p. i p, na odpowiednia

prosta, a wiec bedzie X
Pr = PxCOS ¢ - p,sin ¢
Py = — PxSINQ + pycoS )
albo L (1)
dt*
—dx sin ¢ 4 d*y cos ¢
Pe— de (2)

Aby wzory te przeksztalcic odpowiednio do celéw naszych,
rézniczkujemy dwa razy réwnania x =rcos@ i y = rsing, uwa-
Zajac przytem zaréwno r, jak i @ za funkcje zmiennej t. Wypadnie
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d?x = cosgpd?r — 2sing dypdr — rcospdy® — rsingdip  (3)
d*y = sin @d*r + 2cosgdpdr — rsing dp® +rcospdip (4).,

Mrozac (3) przez cosq, a (4) przez sing i dodajac, znajdziemy,
ze licznik prawej strony (1) jest réwny d%r—rdy?, a zatem

d*r dp\z2
Prge T Ut) ).
Pomnéimy nastepnie (3), (4) odpowiednio przez - sin¢g, cosg

i dodajmy; znajdziemy, ze licznik prawej strony (2) jest réwny
2dpdr + rd*g, a zatem
s L

Po=20 "t T e ©)
Wzorowi temu nadamy jeszcze inng postaé. Oczywiscie
=l(2_iir dy __.dﬂr/j) ol e p s
Pe= N2 gg - T rgp)r 2t stoi w nawiasie, jest po-
d 3
chodna od ? az , zatem
_1d( .dy
pe= (™) .

Majac réwnania ruchu r = f(f) i ¢ = g({), mozemy przy po-
mocy wzoréw powyzszych wyznaczyé p, i p,, a gdy mamy te
skladowe, to mamy i przyspieszenie p co do wielkosci i kierunku.

Prz. 1. Réwnania ruchu punktu sa r= ae®?, @ — of; wyznaczyé przy-
spieszenie. Odp. PrzySpieszenie jest prostopadle do promienia wodzacego
i réwne 2w?r,

Prz. 2. Punkt 4 obiega kolo o promieniu @, przyczem przysSpieszenie jest
skierowane do stalego punktu O, polozonego na obwodzie. Wyznaczyé przyspie-
szenie w funkcji promienia wodzacego OA--r. Odp. Obieramy O za biegun,

-3
Lf 4 o
a Srednice za os biegunowa; p. = 0, a zatem 2P C, gdzie C jest stalg

A ot
8C%a*
7 T
Prz. 3. Torem punktu jest eclipsa, a przyspieszenie jest wcigz zwrécone
do jej ogniska F; okazaé, ze jest ono odwrotnie proporcjonalne do kwadratu

dowolng. p=pr — -

odleglosei od F.
Jezeli F obierzemy za biegun, a wielka o§ elipsy za o$ biegunows, to

: " b
rownanie toru bedzie r ——

-. Mozna skrécié rachunck, wprowadzajac
a— ccos@

zamiast r nowa zmienng u-———.
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Prz. 4. PrzySpieszenie punktu ruchomego M jest wcigz skierowane do

stalego punktu O iréwne — gdzie r oznacza odleglosé¢ OM, a k* jest wspdl-

czynnikiem proporcjonalnosci. Punkt A/ wyruszyl z poloienia A4, odleglego o «
od O z szybkoscig —]: . tworzaeq z OA kat 45°. Wyznaczy¢é tor punktu M.
Odp. Réwnanie toru r — ae?, jezeli AO jest osig biegunows, a O biegunem.

Prz. 5. Punkt posiada stalag szybkpéé am, a jego promiern wodzacy r,
wyprowadzony ze stalego bieguna O, obraca sig z szybkoécia katowa ’—: . Wy-
znaczy¢ tor i przyspieszenie. Odp. Torem jest lemniskata, a przy$pieszenie — 3w,

60. Ruch wzgledny. Z kolei rzeczy wypada teraz rozwigzaé
zagadnienie takie: dany jest ruch punktu M wzgledem ukladu .S,
a takze ruch ukladu S wzgledem innego ukladu, ktéry uwazamy
za nieruchomy; chodzi o wyznaczenie przyspieszenia punktu M
w ruchu bezwzglednym.

Przypusémy, ze w chwili # punkt #/ zajmuje punkt 4 ukladu
S. Szybkosé bezwzgledna v punktu M posiada dwie skladowe,
a mianowicie szybko$¢ unoszenia u i szybkosé wzgledna w. Zo-
baczymy, jakie przyrosty kaida z tych skladowych przybierze
w ciagu nastepnego okresu dr.

W chwili ¢+ df punkt M zajmie nowy, nieskonczenie bliski,
pinkt ukladu 5, np. punkt B, ktéry posiada juz obecnie szyb-
kos¢, roznigca sie od szybkosci punktu A, czyli od u, o nieskon-
czenie maly przyrost geometryczny du,. Gdy wigc M| przechodzi
z A do B, to jego szybko$¢ unoszenia musi przedewszystkiem
przybraé ten przyrost du,

Jezeli ruch ukladu .S jest postepowy, to szybkosci punktéw
A i B nie rééniq sie ani co do wielkosci, ani co do kierunku,
a wigc w tym przypadku du, =0.

Lecz w ciggu dt sek. szybkosé punktu B sig¢ zmieni, a mia-
nowicie przybierze nieskonczenie maly przyrost geometryczny,
ktéry oznaczymy przez duy. Oczywiscie szybkosé unoszenia punktu
M przybierze i ten przyrost du,. Szybkosci nieskonczenie bliskich
punktéw A i B r6inia sie nieskonczenie malo co do wiclkosci
i kierunku, a réznice pomigdzy wielko$ciami oraz kierunkami przy-
rostéw, ktére te szybkosci przybiora w ciagu czasu dt, sa nie-
skoficzenie malemi wyzszych rzedéw. Z tego wynika, ze mozemy
dus uwazaé takze za przyrost szybkosci punktu 4 w czasie dt.

Zobaczymy teraz, jakie przyrosty przybierze szybkos¢ wzgle-
dna w. Tor wzgledny punktu M przechodzi przez punkty 4 i B,
8

Nauka o ruchu.
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i szybkosé wzgledna w chwili ¢ posiada kierunek elementu AB.
Element ten jest ruchomy i w chwili £ 4 df zajmie w przestrzeni
jakie$ nowe polozenie A’B’ nieréwnolegle do AB. Oczywiscie -
wiec skutkiem tego przesunigcia szybko$é wzgledna w punktu M
zmieni kierunek, czyli przybierze przyrost geometryczny dw;;
jest to przyrost nieskonczenie maly, bo odchylenie elementu 4B
od pierwotnego polozenia jest nieskonczenie male.

Jezeli ruch ukladu S jest postepowy, to prosta A'B’ jest
réwnolegla do AB, i dw,=0.

Szybko$¢ wzgledna w przybierze jeszcze inny przyrost, po-
chodzacy stad, ze szybkos$é ta zmienia si¢ pod wzgledem wielko-
Sci i ze tor wzgledny posiada pewng krzywizne. Przyrost ten
oznaczymy przez J0w,. Jest on réwny zeru, jezeli ruch wzgledny
punktu M jest prostolinjowy i jednostajny.

W chwili #+ df szybkosé bezwzgledna punkiu A/ bedzie
suma geometryczng szybkosci u i w oraz tych wszystkich przy-
rostéw, ktére skladowe te otrzymaly w okresie di. Wypadkowa
szybkodci u 1 w jest szybkos¢ v, a wypadkowa przyrostow du,
du., dw,, Jw. oznaczmy przez dv. Oczywiscie dv jest to przyrost
geometryczny, ktéry w czasie df otrzymala szybkosé bezwzgledna
v, a zatem przyspieszenie punktu // w ruchu bezwzglednym, czyli
przyspleszenie bezwzgledne, ma kierunek tego przyrostu dov, a co
do wielkosci jest rowne (Z

Jest rzecza réwnie oczywista, Ze to przySpieszenie posiada
cztery skladowe;  kierunki ich sg zgodne z kierunkami owych
czterech przyrostow, a wielkosci wynoszg

()‘lll _ ()‘ll‘_), J‘ZU] d\w-)

A T Sk ik

Skladowe p; i ¢, nazwiemy tymczasem przy$pieszeniami Co-
riolisa. Maja one pewna wainag wspélng wlasciwosé: obydwie sa
réwne zeru, gdy ruch unoszenia jest postepowy, bo w takim razie
przyrosty du, i dw, sg zerami. Z tego wynika, ze gdyby do ru-
chu, ktéry uklad .S posiada istotnie, dolaczy! sie jakis ruch po-
stgpowy, to przyspieszenia Coriolisa nie uleglyby zmianie. Przy
wyznaczaniu tych przyspieszen nie potrzeba zwracaé uwagi na

ruch postepowy ukladu S. Z okolicznosci tej skorzystamy w dal-
szym ciagu.
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Sktadowa p. jest to po prostu przyépieszenie punktu A,
t. ). tego punktu ukladu S, ktéry zajmuje obecnie punkt A

azwiemy ja przyspieszeniem unoszenia.

Skladowa ¢ jest to przyspieszenie punktu M w ruchu wzgled-
nym. Nazwiemy ja przyspieszeniem wzglednen.

61. Przyspieszenie Coriolisa. Jezeli znamy ruch ukladu .S,
to mozemy wyznaczyé przyspieszenie punktu A, t. j. przyspiesze-
nie unoszenia p» punktu M. Jezeli znamy ruch wzgledny punktu
M, to mozemy wyznaczyé jego przyépieszenie wzgledne gs. Cho-
dzi wiec tylko o to, jak sie wyznacza obydwa przyspieszenia
Coriolisa.

Rozwiazemy to zagadnienie naprzéd w pewnym przypadku
szczegdlnym. Zalozymy mianowicie, ze uklad S jest plaski i po-
rusza sie w swej plaszczyznie, i Ze w te] samej plaszczyznie poru-
sza sie punkt M.

Rozi6zmy ruch ukladu S na dwa ruchy skladowe, na ruch
postepowy o szybkosci punktu A i na ruch obrotowy okolo
punktu A. Pierwszy z tych ruchéw nie wywiera wplywu na przy-
Spieszenie Coriolisa, mozemy wigc pominaé go calkowicie i uwa-
zaé, ze uklad S obraca sie w chwili obecnej okolo punktu A
z szybkoscig katowa, dajmy na to, .

Tak wigc obecnie punkt M zajmuje nieruchomy punkt A
1 posiada szybkosé wzgledna w. Za dt sek. M dojdzie do punktu
B, lezacego na linji tej szybkosci w odleglosci wdt od A. Szyb-
kos¢ punktu B wynosi obecnie wdf. w, i temu wlasnie jest réwny
Przyrost szybkosci du;, a przyspieszenie py=wm. Oczywiscie szyb-
ko$¢ punktu B jest prostopadla do szybkosci wzglednej w i zwro-
cona w te strone, w ktéra dazy koniec szybkosci wzglednej w
skutkiem obrotu ukiadu .S okolo punktu A.

W czasie df uklad S obréci sie okolo A o kat wdf, i o tyle
Zmieni sie kierunek szybkosci wzglednej w. Koniec jej zatoczy
Wk wdf . w. Mozemy ten nieskonczenie krotki fuk uwazaé za
Przyrost geometryczny szybkosci w, czyli za dw;, a zatem drugie
Przyépieszenie Coriolisa g; = ww i posiada oczywiscie ten sam
kierunek, co i pierwsze.

Widzimy, ze p, i ¢: sa zgodne co do kierunku i wielkosci;
wypadkowa ich, réwna 2w, jest prostopadla do szybkosci wzgled-
nej punktu A i zwrécona w t¢ strong, w ktéra dazy koniec tej
Szybkoéci skutkiem ruchu obrotowego ukladu S okolo punktu A.

g
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W dalszym ciggu bedzie mowa tylko o tej wypadkowej, i ja
wlaénie bedziemy nazywali przyspieszeniem Coriolisa.

Przy pomocy twierdzen powyiszych mozna odrazu napisaé
wzory na p, i py, czyli na przyspieszenie punktu w kierunku pro-
mienia wodzacego i w kierunku prostopadlym, wzory, ktére w par.
59 otrzymali$my, jako wynik dosé¢ dlugiego rachunku.

Uwazamy, ze promien wodzacy obraca sig z szybkoseig ka-

dg . . o
towa th) okolo bieguna O, a punkt M wedruje po promieniu

wodzacym z szybkoscig wzgledng Zt Przyspieszenie bezwzgledne
punktu M posiada skladowe nastgpujace:

(1) Przyspieszenie unoszenia, t.]. przyspieszenie tego punktu
A promienia wodzacego, w ktérym znajduje si¢ obecnie punkt M.
Torem punktu A jest kolo o promieniu OA4 =r, a szybkosé wy-

nosi rf{t Przyspieszenie jego rozlozymy odrazu na skladowe w kie-

runku OA i w kierunku prostopadlym do OA, czyli na skladowsa
1/ do _ {dP)?
12y -

kiladziemy znak —, gdyz skladowa ta jest zwrocona do bieguna.

Skladowa styczna = ( d(p) = d(p, bo promien r jest dla

normalng i styczng. Pierwsza jest réwna —

punktu A4 wielkoscig stalq.

(2) Przyspieszenie wzgledne jest oczywiscie réwne I i skie-
rowane wedlug toru wzglednego, czyli promienia wodzacego.

(3) Przyspieszenie Coriolisa, prostopadle do szybkosci wzgled-
dp dr
di * dt’

Zebrawszy wszystkie skladowe w kierunku promienia wodza-
cego oraz w kiefunku prostopadlym, otrzymamy wzory, znane juz
z par. 59.

nej, czyli do promienia wodzacego, i réwne 2-

Prz. 1. Tarcza okragla o promieniu a obraca sie okolo srodka ze stals
szybkoscia katowa w, a brzegiem tarczy biegnie punkt M ze stalg szybkoicia
wzgledna w. Wyznaczyé przyépieszenie bezwzgledne punktu M. Odp Przyspie-

szenie to jest skierowane do srodka tarczy i réwne (aw-| "w)(v)—}-—» Jaka po-

winna byé¢ szybkoié wzgledna, aby przy$pieszenie bylo réwne zeru?
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Prz. 2. Sztaba obraca si¢ okolo swego korica z szybkoscia katowa stala.
Z kofica tego wyszed! punkt M z poczatkowa szybkoscia réwnag zeru i wedruje
Po sztabie ze stalem przyspieszeniem p. Wyznaczyé przySpieszenie bezwzgledne,
ktére posiadal punkt M w chwili gdy tworzylo ze sztaba kat 45°% Odp.
A5, |

Prz. 3. Uklad S obraca sie okolo punktu O ze stalg szybkoscig katowa o,
a szybko&é wzgledna w punktu M jest stala co do wielkosci. Jaki powinien byé
tor wzgledny punktu M, aby jego przyspieszenie bezwzgledne bylo stale skiero-

wane do punktu O? Odp. Kolo o promieniu Z_ | polozone dowolnie, albo koto

20

© promieniu dowoluym, zatoczone z O.
Prz. 4. Punkt M posiada ruch harmoniczny na prostej x; srodkiem tego

2n -
ruchu jest pu\nkt O, okres wynosi L amplituda 2a. Prosta x jest ruchoma,

a mianowicie obraca si¢ okolo O z szybkoscia katowa ». Dowiesé, ze koniec
Przyépieszenia bezwzglednego punktu M zatacza okolo niego okrag o promieniu
2aw®, Précz tego wyznaczyé tor bezwzgledny punktu M.

Prz. 5. Tarcza okragla toczy sie po linji prostej ze stala szybkoscia ka-
tewa ». Wyznaczyé przyspieszenie punktu tarczy, odleglego od srodka o r.
Odp. Wynosi ono ro® i jest skierowane do srodka (zob. prz. 3 par. 54).

Prz. 6. Kolo o promieniu a toczy si¢ po prostej x; w danej chwili éro-
dek O posiada szybkosé w© oraz przyspieszenic p, i kolo styka sig z prosta x
w punkcic A, Wyznaczyé przyépieszenie punktu B, polozonego tak na obwodzie,
ze kat AOB % Odp. px -1:*sin P p(l—cos®), py= i;icos - psind.

62. Przypadek ogélny. Dajmy na to, ze uklad S posiada
ruch obrotowy okolo osi z, i szybko$é wzgledna punktu M jest
réwnolegla do tej osi. Punkty 4 i B ukladu S, ktére M zajmuje
w chwilach ¢ i #+dt, leza na réwnoleglej do osi, a zatem posia-
daja szybkosci réwne i réwnolegle. Z tego wynika, ze przyrost
du, szybkosci unoszenia i przyspieszenie p; s zerami. W czasie
dt szybkosé wzgledna, jako réwnolegla do osi, nie zmieni kie-
runku skutkiem ruchu unoszenia, a zatem przyrost szybkosci
wzglednej dw, i przyépieszenie q; sa takie zerami.

Tak wiec w tym przypadku przyépieszenje Coriolisa jest
rdwne zeru. i

Rozwazymy teraz przypadek ogélny. Przypus¢my, ze uklad
S posiada ruch $rubowy; o§ oznaczymy przez z, a szybkosei po-
stepowa i katowa przez u i w. Przypusémy jeszcze, ze szybkogé
wzgledna w punktu M tworzy w rozwazane] chwili z osig z kat & .

Ruch postepowy ukladu, jako nie majacy wplywu na, przy-»-"
Spieszenie Coriolisa, mozemy pominaé calkowicie, bedzienty: wxqc
Uwazali, 7e uklad posiada tylko ruch obrotowy okolo osi z.
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Szybko$é w rozlozymy na dwie skladowe w kierunkach réw-
noleglym i prostopadlym do osi z; sa one odpowiednio réwne
wcosJ i wsinY. Gdyby istniala tylko pierwsza, to przyspieszenie
Coriolisa byloby zerem, a wiec przys$pieszenie to jest od niej nie-
zalezne, i mozemy jg réwniez pominad.

Tym sposobem sprowadzilismy przypadek ogélny do przy-
padku szczegdlnego, ktéry rozwazyliSmy juz w paragrafie po-
przedzajacym.

Poprowadzmy przez obecne polozenie punktu M plaszczyzne
A, prostopadla do z i przecinajgca te prosta w punkcie O. Wy-
znaczajac przyspieszenie Coriolisa, mozemy uwazZaé, ze plaski
uklad .S obraca sie w plaszczyZnie A okolo punktu O, i ze w tejze
plaszczyznie porusza si¢ punkt z szybkoscig wzgledng w sin .
Przyspieszenie Coriolisa wynosi zatem 2wwsin ¥, lezy w plasz-
czyznie A, jest prostopadle do skladowej wsin ¥ i zwrécone w teg
strone, w ktoérg dazy koniec tej skladowej skutkiem ruchu obro-
towego okolo obecnego polozenia punktu AM; jest ono takze
prostopadle do szybkosci wzglednej =w i do osi z.

63. Dowéd analityczny. Przytaczam jeszcze pigkny dowéd
analityczny twierdzenia o przyspieszeniu w ruchu wzglednym, za-
pozyczony z dziela E. Villié , Traité de Cinématique“. Moze byé,
ze dla niektérych czytelnikéw dowdd ten bedzie latwiejszy od
poprzedniego. Mimochodem poznamy takie dowdéd analityczny
twierdzenia o rownolegloboku szybkosci.

Przystapimy odrazu do przypadku najogélniejszego.

Niech wiec bedzie sztywny uklad .S, poruszajacy sie jak-
kolwiek. Obieramy dwa uklady wspélrzednych, jeden nieruchomy,
poczatek jego oznaczymy przez O, a osi przez x, y, z, drugi
nalezacy do ukladu .S i poruszajacy si¢ wraz z mm poczatek
tego drugiego oznaczymy przez A, a osi przez &, 1, L.

Niech wspéirzedne punktu A w ukladzie nieruchomym beda
Xos Yo, Zy, a kosynusy katéow, ktére osi &, 7, & tworzq z osiami
nieruchomemi, odpowiednio ai, b,, ¢, a3, b, cs, as, . Wszyst-
kie te dziewieé wielko$ci zmieniajg sic podczas ruchu ukladu S,
sq to wiec funkcje czasu. Niech bedzie jeszcze punkt M, poru-
szajacy sie jakkolwiek wzgledem ukladu .S. Wspélrzedne tego
punktu w ukladzie meruchomym oznaczymy przez x, y, z, a w ru-

chomym przez & 7, L.
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Oczywiscie wzpélrzedna x j.est rowna sumie rzutéw odcin-
kéw O4 i AM na o§ x, a poniewaz ten drugi odcinek mozna
uwaza¢ za sume¢ geometryczng odcinkéw &, 7, I, zatem x jest
sumg rzutéw odcinkéw OA, &, 7, < na o$s x. Wynikaja stad na-
stepujace wzory przejScia od ukladu stalego do ruchmego:

x = xyta§tant+al
) &= y\)+b1§+bz’1>l—ba: ' (1).
_ z = zytad -]-cz'li-i-cs;J
Rézniczkujac te réwnania wzgledem #, otrzymamy

dx _ dx, 4 51_(1}_< das day, , df dl[, d: :
df dt | di° +dt ot 1dsz_”""'abf g @

oraz dwa réwnania analogiczne.

L e !
Oznaczymy J; Prez Us, sumg pierwszych czterech wyra-

z6w prawej strony przez u,, sume trzech wyrazoéw pozostalych
przez w, i wprowadzimy oznaczenia analogiczne do dwéch réwnan
nastepnych. Otrzymamy

Uy = Uy + wy

vy = Uy Wy

vV, = U; ‘+w..

Oczywiscie v., vy, v., u., Uy, Uz, Wy, Wy, W: sa odpowiednio rzu-
tami na osi nieruchome pewnych wektoréw v, u, w, z ktérych
pierwszy jest wypadkowa dwéch pozostalych. Zobaczymy, jakie
znaczenie cynematyczne posiadajg te wektory.

Pierwszy z nich v jest oczywiscie szybkoscia bezwzgledna
punktu M. Aby wykryé role wektora u oznaczmy przez B ten
punkt ukiadu .S, ktéry obecnie zajmuje punkt M. Wspélrzedne
punktu B w obydwéch ukladach sa takie same, jak wspélrzedne
punktu M, z ta jedynie réznica, ze tu §, 7, 5 s3 stale. Znajdziemy
wigc skladowq szybkosci punktu B w kierunku osi x, zakladajac

w (2), a%., %, {% sq zerami; wypadnie u.. Z tego wynika,
Ze u jest szybkoscia punktu B, czyli szybkoscia unoszenia punktu M.

Przypusémy teraz, ze uklad S jest nieruchomy, a zatem xi,
Yo, z, i wszystkie kosynusy kierunkowe sg stale, a ich pochodne
sa zerami. Zakladajac to w (2), przekonamy sie, ze w tym razie
skladowe szybkosci w kierunkach osi stalych sa odpowiednio
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réowne w., w,, w., a wigc w jest to szybkosé¢ punktu M wzgle-
dem ukiadu S, uwazanego za nieruchomy, czyli szybko$é wzgledna.
Jest to i skadinad oczy\ylste. Pochodne %;— Z'}, % sa to skla-
dowe szybkosci wzglednej punktu M w kierunkach osi §, 7, {;
tworzg one z osig x katy, ktérych kosynusy sg odpowiednio réwne
a1, @i, a3, a zatem suma trzech ostatnich wyrazéw w (2) jest
réwna rzutowi szybkosci wzglednej punktu M na o$ x.

DowiedliSmy wigc twierdzenie, ze szybkosé bezwzgledna
punktu M jest wypadkowa szybkosci wzglednej i szybkosci uno-
szenia.

Aby otrzymaé twierdzenie o przyspieszeniu roézniczkujemy
(2) wzgledem t. Wypadnie

‘dx _ dx, | d'a,  day | da dE & &%
dar alt‘20 a!t‘zlb 221t gpita g T e e T et
day df  das dn da, dT)
txgatad @t @@ (3)-

Oznaczmy lewa strong przez p., sumg czterech pierwszych wy-
razow prawej strony przez g., sumg¢ trzech dalszych wyrazéw
przez r., a wyrazenie w nawiasie przez s,. Uczyniwszy to samo
w dwoéch réwnaniach pozostalych, otrzymamy

px =q.\+ Fx + 23.\:
Py =qy +r,+2s,
=q; + 1.+ 2s.

Z tego wynika, ze wektor p jest wypadkowa wektoréw g,
ri2s. '

Rozumujac, jak poprzednio, dojdziemy z latwoscia, co ozna-
czaja wektory p, g i r. Pierwszy jest to przyspieszenie bezwgledne
punktu A4, drugi jest przyspieszeniem punktu B, czyli przyspie-
szeniem unoszenia punktu M, trzeci przyspieszeniem wzglednem
punktu M. Pozostaje jeszcze zbadaé, co to jest wektor s.

Obieramy taki punkt C ukladu S, aby odcinek AC co do
wielkosci i kierunku byl zgodny z szybkoscia wzgledna w punktu M.
d§ dn dS
dt’ dt’ di’

a wspolrzedne w ukladzie nieruchomym oznaczmy przez xi, yi, z.

Wspélrzgdne punktu C w ukladzie ruchomym beda
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dn dt

ET

i t. d. Aby wyznaczyé szybkosé punktu C rézniczkujemy te row-
d¢ dn ds '

nania, pamietajac, ze pochodne —, —-, — sa tu wielkoSciami

dt’ dt’ dt

- dt
Oczywiscie S s QIT; + a3

stalemi. Otrzymamy .
dx, _ dx, da, d§ da; dn da; d:

G o aTad et E e & &
a zatem dxl_@
il WAET |
dy, _ dp
dt da T
%:%J
dt di T

Tak wiec szybko$é punktu C posiada dwie skladowe ; jedna z nich
jest zgodna co do wielkosci i kierunku z szybkoscia punktu A,
a druga z wektorem s.

Rozlézmy ruch ukladu S na dwa ruchy skladowe, poste-
powy i obrotowy. Szybko$é ruchu postgpowego niech bedzie
zgodna co do wielkosci i kierunku z szybkoscia punktu A; w ta-
kim razie o§ n ruchu obrotowego przechodzi przez ten punkt A.
Jest rzecza jasna, ze wyzej wymienione skladowe szybkosci punktu
C pochodza odpowiednio z tych ruchéw postepowego i obroto-
wego. Dzieki tej okolicznosci mozemy wyrazié skladowa s w spo-
s6b nastepujacy.

Oznaczmy szybko$é katows ruchu obrotowego przez o, a kat,
ktéry tworzy odcinek AC, lub szybko$¢ wzgledna w, z osig n
przez ¥. W takim razie odleglo$é¢ punktu C od osi n wynosi
wsind i s =wosind. Tak wiec trzecia skladowa przySpieszenia
bezwzglednego punktu M jest réwna 2wwsind i oczywiscie jest
ona prostopadla do osi ruchu obrotowego, lub $rubowego, a takze
do szybkosci wzglednej. Wszystko to jest zgodne z wynikami,
do ktérych doszlismy w paragrafach poprzedzajacych.

Prz. Cialo biegnie wzdluz poludnika ziemskiego z szybkoscia stalg w.

Przy jakiej szybkosci w przyépieszenie bezwzgledne ciala jest niezalezne od
szerokodci geograficznej, i ile wynosi przySpieszenie w tym razie? Odp.
w = TTLD_- , gdzie a oznacza promien ziemski, a © szybkosé katows ziemi; ina-
2
3aw?

czej w— 336 metréw na sekunde. PrazySpieszenie = — -
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