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DYNAMIKA PUNKTU MATERYALNEGO. _/555j\\

ROZDZIAL 1.
PRAWA NEWTONA.

1.Punkt materyalny. Mowilismy juz w par.l3 /Gz.g/ .

0 zédaniach dynamiki. Nauka te bada, jak poruszajg sie
ciata pod wptywem ciat innych, czyli pod dzialaniem siti|
Nie mozna ded Rategorycinie twierdzace]j odpowiedzi na
nasuwajgce sie¢ tu pytanis, czy kazdgq sile wywiera ja-
kied ciato, czy zawsze, gdy na ciato A dziala sita, to |
‘nozemy wskazaé jakies ciato /5, od ktérego te sila po-
chodzi? Dobrze jest jednak przyjgé, przynajmniej, jako
regute praktyczng, ze tak jest istotnie. Gdy wiec mysli-
my o sile, to trzeba zarsz zda¢ sobie sprawe z tego od |
jakiego ciala site ta pochodzi. Reguta taka moze uchro-
nié od wielu'bledéw.

Dynamika, podobnie jek cynematyka, dzieli sig na

dwie czgdci: dynamike punktu materyalnego i dynemike ,

juktadu. Méwimy punktu muteryalnego, gdyz chodzi tu nie|
0 ruch punktu geometrycznego, jak bydo w cynematyce. |
Punktem materyalnym nazywamy cialo, ktdrego poioze-

nie w przestrzeni daje sig okredlié z dokladnoscia, wy-

starczajaceg w taki sam sposbb, jak poZozenie punktu ge<

ometrycznego, np. za pomocg trzech wspdlrzednych Karte-

Zyusza.
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A wigc punktem malteryalnym jest przedewssystkiem
ciato bérdzo mafych rozmiardw, albo drobna czgsteczka
ciata wiekszego. Nieraz jednek i cialo bardzo wielkie
uwazamy za punkit materyalny, zwleszcza, gdy wyniary je-
go 83 drobne w stosunku do wymiardéw toru. Gdy np. bada-
my roczny ruch ziemi, to mosemy ziemie uwazaé za nunkt
materyalny.

Nazwe punkt materyelny mozna okredlid i w inny spo-
s86b, dcidlejszy i dajacy jednoczednie glebsze pojecie
o podziale dynamiki. Wiemy 2z cynematyki, %e ruch ciala
sktade sie z ruchu nostepowego i ruchu obrotowego. Cia-
to nazywamy punktem materyalnym, jezeli, badajgc ruch
jego, nie zwracamy uwagi na ruch obrotowy Tym sposobem
mozns powiedzied, ze pierwsza czedd dynamlkl, dynamiks,
punktu materyalnego dotycszy ruchu postgpoﬁego ciat, a
czes¢ druga, dynaaika ukiadu, ruchu cbrotowego, albo
rac#ej ruchu kulistego.

2. Praws NEWTONA. Caly gmach dynamiki Jest oparty

na pewnych twierdzeniach zasadniczych, tek zw. prawach,
podobnie jak geometrya opiera sig na aksyomatach. Prawe
dynamiki.sfdrmulowak NEWTON we wsiepie do dzieta , Phi-
losophiae naturelis principia methematica™, wydanego w
r.1687. Te prawa NEWTONA stanowig 2zazwyczaj punkt wyj-
scia wykleddw dynamiki, jekkolwiek zapewne moznaby wy- .
kazad, ze nie wystarczaja one catkowicie na podwaliny
‘tej nauki i ze zawiera ona jeszcze inne twierdzenia,

wprowadzone ubocznie bez dowodow i uwazane za prawdy



intuicyjnie.
Podajemy tu prawa NEWIONA w wyslowieniu, pruystoso-
wanem do naszych celdw:

Prawo pierwsze /@rawo bezwladnoécg/. Punkt materyelny

pozostaje w stanie spokoju lub ruchu prostoliniowego

i jednestajnego, jezeli nie dziala nan zadna sita.

Prawo drugie. Sita, dzialajaca na punkt materyalny,

udziela mu przyspieszenia, ktdore jest z nig zgodne co

do kierunku i proporcyonalne co niej co do wielkofci.

Prawo trzecie /brawo akcyi i reakcy@f. 8ily, ktdére dwa

punkty materyalne wywierajg jeden na drugi, majg wepdélk

ng linie¢ dziatania, sg réwne i odwrotnie skierowane.

Pierwsze z tych praw jest oczywidcie nastepstwem.
lub raczej szczegbdlnym pruypadkiem drugiege, bo jezeli
na punkt materyalny zZadne sily nie dziatajg, to w mysl
drugiego prewa nie moze on mied vprzyspieszenia, a za-
tem ruch jego musi byé prosteliniowy i jednostajny.
Swojg droga wilagnise % tem pierwszem pravie najiatwie]
~dostrzedz pewne braki, czy niedomdéwienia, ktore dotyczg
w rownej mierze drugiego.

Niedomdwienia te dotyczg wyrazdw prostoliniowy i je

dnostajny; bez dalszych wyjasnien sg to wyrazy o zna-

czeniu nieokreslonem.

Wyobrasmy sobie dwie stacye kolei zeluznej na réwni-
nie. Mozemy twierdzié, 2e linie kolei pomiedzy niemi
jest prosta 1 twierdzenie takie bedzie siuszne, o ile

pominiemy pewne niezbedne niedokladnodci. Czy jednak
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jest pfostoliniowy ruch pociggu powmiedzy temi stacya-
mi? Tak jest niewatpliwie wzgledem ziemi, ale wigledem
innego ukiadu np. wagledem sktoilca, ruch pociggu nie
bedzie prostoliniowy, ho pocigg bierze udzial w ruclm
kull ziewskiej.

7 tego widad, 7e pierwsze prawo jest niejasne, wdyz
nie zawiera wskazodwek wzgledem jakiego ukiadu ruch
ounktu, nie podlegajacego dziafaniu sii, jest prostoli-
niowy.

Przymiotnik jednostajny wma oznuczaé, ze punkt w réw-

nych, dowolnie krdétkich odstepach czasu przebiega riéw-
ne drogi. Jest to takZe niejasne, dopdki nie wudwilig-
niy s8ie, co mawmy nazywaé réwnymi odstepami cuzasu.
Cztowiek posiads zdolnosé szeregowania wydarzen w
cwasie. Jezeli dostrzeglismy trzy wydarzenia fqyl?i Cz
to odczuwamy bezposrednio, ze np. /7 nastypito p014,iC7
po . Musiay uznaé, ze czas, ktdry uplyngl od A do €
jest diuzszy od czasu A5 1ub B, ale 2adna logika
nie narszuca nam sadu, ze np. czas AL byt diuzszy od
B¢ dopdki nie zapadla umowe co do sposobu mierzenia
czasu. 0 diugosci odstepu czasu sadzimy wediv s donio-
‘slodéci zmian, ktdre vpodczas tego odstepu zachodzg w ote
czajgcym nas swiecie i w nasuym organizmie, mozliwy
wiec jest tylko jeden sposdb mierzenia czasu. Obieramy
jakied zjawisko, powtarzajgce sie ustawicznie i wnawia-
my s8i¢ uwazadé ze réwne -~ odstepy czasu pomiedzy pewne-

mi fazami jego. W wyborze takiego :sjawiske - zexura ma-
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my zupeing swobode; kierujemy sie tu pewnymi wzgleda-
mi praktycznymi, lecz nie logiks, ktdra nie stawia tu
zadnych norm obowigzujacych. Umdéwiono si¢ uwazal za
réwne dwa odstepy czasu, w ktérych ziemia w ruchu
obrotowym wzgledem gwiszd staiych obraca sig o jedna~
kowe kgty, ale mozna by zawrzeé i jakgs inng umowe;
moznaby np. uznaé za réwne takie dwa odstepy, w kto-
rych siemia w swym ruchu\postepowym w ukfadzie sionec
nym przebiega rowne drogi. Ten drugi sposéb byiby
mniej dogodny od pierwszego, ale nie doprowadziiby do
| zadnych sprzecznosci logicznych. Wiadomo, zZe drogi,
ktore przebiega zﬁemia w ruchu postepowym nie sg pro-
porcyonalne do kgtdéw, o ktdre sie jednoczesnie obraca

Réwnym kgtom odpowiadajg wogdle nierdwne drogi,
a zatem dwa okresy czasu, roéwne przy jedne) umowie,by
1yby nierdéwne przy drugiej; ruch, ktdry uwazelibysdmy
za jednostajny pruzy jednej, nie byiby jednostajny pr
drugiej.

Z uwag tych wynika, ze pierwsze prawo, albo ra-
czej ogddL tych praw wymage jeszcze drugiego uzupeinie
nia. Powinien by¢ wskazsany sposob mierzenia czasu.

Trudnosciom tym mo Znaby zej8é 2 drogi, uwazajac
vierwsze prawo za poigczone definicye ruchu prostoli-
niowego oruz réwnych odstepow czasu. Definicye te w
postaci rozwinigtej bylyby takie: ruch punktu'nazyWau
my prostoliniowym, jezeli torem jego moze biedz punkt

neteryalny, na ktdry zadne siiy nie dzialajg; nazywa-
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my réownymi tekie odstepy czasu, w kitdrych punkt mate-

ryelny, nie podlegajgcy dziataniu sit, przebiega rowne
drogi.

7zdaje sie jednak, %e ogdél ludzi, mejgcych do czy-
nienia 2 mechanikq; nie przypisuje pierwszemu prawu te
kiego znaczenia.

Kierujgc sie wskazdwkami praktyki stosowania
twierdzen dynamicznych do poszczegolnych zjawisk, do-
peinimy w ﬁastePQjacy sposob pierwsze prawo ruchu. Gdy
chodzi o zjawiska ziemskie, to najczesciej rozumiemy
ruch prostoliniowy, o ktdérym mowa w pierwszem prawie
w odniesieniu do ziemi, gdy chodzi o zjawiska astrono-
miczne, to rozumiemy ten ruch w odniesieniu do pewne-
go ukiadu, zwiazanego 2z naszym systemepm planetarnym.

W obydwdéch pruzypadkach przyjmowecd naieZy 8po8ob mierze
nia czasu wedfug ruchu obrotowego ziemi wzgledem
gwiaszd stalych. ' -

Dynamike jest naukg przyrodniczg. Zawiera ona teo-
rye, cazyli dpis naﬁkbwy, pewneéo rodzaju zjawisk natu-
ry i opis ten powinien by¢ mozliwie wierny, mozliwie
blizki rzeczywistosci. Z tego wynika koniecznosé spras
wdzenia, czy pruwa NEWTONA, stanowiyce podwaling ca-
tej budowy’, sy zgodne z istotnym przebiegiem zjawisk
w przyrodzis. Spr&wdzanie'takie’moina uskutecznié¢ je-
dynie na drodze doswiadczalnej, ale stosowne doswisd-
czenia nie zostaty dotychczas wykonane w sposdéb do-

statecznie dokladny i przekonywajgcy.
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Nie mamy wiec dowodéw bezposrednich situsznosci
praw NEWTONA, lecz natomiast istnieje olbrzymie licz-
ba dowodow posrednich, Dowodami takimi jest w pierw-
'sze] linii zgodnos$¢ rdéznych zjawisk astronomicznych z
przepowiedniami astronoméw, ktdérych rachunki sg opar-
te na prawach dynamiki, w drugiej linii dobre funkcyo-
howanie maszyn, ktorych konstruktorzy posiugiweli sie
poprawnie twierdzenismi tej nauki. Moznas wiec twier-
diié, 726 prawa NEWTONA, przynajmniej w dziedzinie zja-
wisk, w ktorej je dotychczas stosowano, z dostatecznym
przyblizeniem oddajg istotny vrzebiag éjawisk natury.

| 3. Masa. Wediug drugiego prawa przyépieszenie
punktu materyalnego jest wprost proporcyonalne do si-
Ly. Wspokczynnik proporcyonalnosci jest wielkoéciq.
charakteryzujgcg catkowicie punkt materyalny pod wazgle-
dem dynamicznym; odwrotnosé jego nazywa sie mas§ punk-
tu,.

# Dajmy na to, ze dla pewnego punktu wspélczlnnik
ten wynosi 7%;. czyli 2ze masa tego punktu jest rowna
/77, Dziatajgca nan sita /7 nade mu tekie przyspiesze-
nie/a , 26 /o-—-:-ﬁ'z‘ip , albo 1”=/72f?.

Vezmy cialo, wuazZace & kilograméw. Gdy pozwoli-
my temu cialu spudaé swobodnie w préini, to ta sita &
udzieli mu przyspieszenie ziemskie g= 9,81 w metrach
i sekundach, a zatem é?==ﬁag{, Jezeli & =g kg, to
m=7 , a zatem mase jednostkows posiada cialo, wazg-

ce 9,8l kg. Taka tei jecdnostka masy jest ogdlnie uzy-
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wana w technice w krajach, ktére przyjely system me-
tryczny. W fizyce wprowadzono jednostke gram, nalezig-
cg do systemu 55, o ktorym mozna znaleié wyczer-
pujgce wiadomosci - podrecznikébh fizyki.

Niech bedsg dwa'punkty materyalne, o masach /72,7
i pfzypuéémy, ze drugi wywiera na pierwszy pewng sile,
& mianowicie nadsje mu przyspieszenie /@ . Wedlug
trzeciego prawe, jednocuzesnie pierwszy punkt musi dzis
ta¢ z sitg rdéwng, lecz odwrotng na drugi, a zatem :
7%%ﬁ%==7ﬁ%/2, , gdzie /@ oznacze przyspieszenie dru-
gliego.

4. Przyklady. Podajemy tu swuereg pruykiaddéw, za-

wierujgcych zastosowanise praw NEWIONA. Nie bedzie mo-
%6 zbyteczha pewna uwage ogodlna,

Przypuscémy, ze na punkt materyalny o masie /77
dziatajg sity /), /,......8ily te nadajg punktowi
' pewne przyspieszenie, ktdére mozna wyinaczyé w sposdb
dwojaki. Wyznaczamy wypadkowg 16? tych wszystkich sid
Mozemy uwazaé, ze dziala tylko ta jedna sita /7 ,nade

wigc ona punktowi przyspieszenie, zgodne z nig co do

kierunku, & co do wielkodci réwne 7§§,ﬁ,
Drugi sposéb jest nastepujacy. Siza /4’ dziela-
jac sama jedna nadslaby punktowi prayspieszenie &

7%—."
’ . - 4 P d 3 n ‘N v ™ 2 3 3 E
rowniez sils /[, na ciaby mu sams przyspisszenie =

i t.d. Ukzed przyépieszen ég) ﬁ%? »es.s.jest ocazy-
wiscie podobny do ukitadu sit {fc.{?,.....,a setem wy-

znaczajgc wypadkowg tych crzydpieszef, otrzymamy row-
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niez przyspieszenie, kitdre istotnie posiada punkt.
Odwrotnie, jezeli roztozylibysmy przyspieszenie

na pewng licube skiadowych, to mozemy uwazaé, ze kaz-

dg 2z nich wytwarza odpowiednia skiadows Bily.

j, _ 1) Ne poziomej piycie lezy ciado, wazgce & kg.,
e piyta posiada przyfpieszenie pionowe /b . Wyznaczyé
site, ktdrg ciato wywiera na piyte.

776. X, Przyépieszenie dodatnie beduiery mie-

AT rzyli na dét, & szukang silg¢ oznaczymy

; m”;‘ﬁ przez 4? . Tekagz samg sile, ale zwrdco-

Y ng ku gorze, piyta wywiera na ciato, a

Yo wiec dziala na nie sila wypadkows &-7,
nadajac mu prz%épiesuenie /b - HaSZV§E;;a :<JQ ,zatem
bedzie C?fég:jgr/b , & Btad 153:*“—25——*--

Jezeli B =g, to /=0, Gdyby wiec klatka windy
osobowej schodzite z przySpieszeniem ziemskiem, to ja-
dgcy mieliby wrazenie, ze sida cigzZenia przestata dzia
taé, np. ciezki pruedmiot, niepodtrzymyweny, nie spa-
datby ne podioge windy.

vK(Zj Do jednego kolca belki wagowe] prryczepiono
1e§ki'bloczek. przes vloczek przerzucono sznur, & na
koncach sznure zawieszono cigzary C% i é% . Jaki ci¢=
zar /T nelezy zawiesié na przeciwleglym koricu pelki,
aby ta pozostawals w rdéwnowadze podczas ruchu cieza-
réw & i6&,7?

Przyjmujemy, Ze tarcie bloczka o os jest znikomo

maie, oraz ze sznur jest lekki i doskonale wiotki.
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Fuy 12, W tych waxﬁmkach neprezenia we
| I wszystkich punktach sg jednakowa
J‘ﬁs l Jezeli naprezenie sznura .5 , to
/T na kazdy koniec belki dziala si-
’bT, i‘é ta 5. Oczywidcie szukany cie-
,560 ’ sar /) jest réwny 2.5 . Znej-

dziemy go, wyznaczajgc J w funkcyi O I Q
Przypusémy, %e ciezar ég) podnosi sig 2z prayépi-e-
s_zeniemﬁ s & zatem Qj spade z tem semem przyspiesze
niem,
| Wypadkowa sit, dziaZajgcych na cieﬁar C bedzie
oczywiscie Q -5, zatem 62 ,«5’——‘/) . Tak samc dla
cigzaru Q otrzymemy S-&= /.; Ruguaac 2 tych row
naf B znejdziemy = ‘g%@" , 8 wigc zf’ W, Zba-
dame. ktéra czeddé belki opadnie, gdy &o.mwst ff wisi

cigzar Q & < Zalezy to od tege, jaki znak posiada
wyrazenie /Q*Q)/? albo (Q+@-~4£Q_. Lo zemy

74 @+ / 2
przedstawu, Y0 wyrazenie w pos‘oam talrle,] &%’L
3

mniejsze od Qj +% . Znaczy to, %e opadnie prawa
strona belki.

’ 3.) fancuch jednorodny, ktorego waga =&, a diu-
goéé =&, leiy wl:zdluz' linii najwiekszego spadku glad-
kiej rowni pochylej, tworzgcej z poziomem kgt o ; po-
czgtkowo dolny koniec talcucha znajduje sie n& samym
brzegu rowni. Gdy wyswobodzimy daiicuch i juz A wmetriw

zsunie si¢ z rowni, to jakie begdzie naprezenie w punk-
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cia A4, Lktory wiasdnie przechodzi przez brzeg?

~N = . . 7
*\\\ F76. 3. Punkt wskazany dzieli fencuch na
e e dwie czesdci, ktore mozemy uwazad

za dwa odrebne ciata; hazde 2 nioch

';:'“f‘ wywiera na drugie sile .S, rowng
s

/zgfa—x) A - L
YHEX Ciezar cuzedci falicucha, pozosta-

szukanemu naprezeniu.

iacej na rowni wynoei /Azgp42117, gdzie/Z oznacze wase
Jednostki diugosci.

Suus, fzuﬁéw sil, dziatajgcych na owg czesé, ne
kierunek linii nejwigkszego spadku wywoduje przyspie-
Bzenie/b , 2 ktérym laficuch zsuws Bi¢ 2z rowni, Stgd wy
nika réwnanie /.llg/cz—-..rjefmd - 5 =/(//c2—.)l’/ﬁ ..... /7)

Ciﬁiar-zwisajacej czedéci tancucha jest réwnx/agzx
& Przydpieszenie wynosi taksamo o zatem

GX S P e (2

Rugujge z réwnan /27 1/27 /9 s otrzymemy :

5= ‘3§£E%gzzﬁzﬂya.ponlewaz i /A%¥£==é?, przeto:
oy Q.I/Q—ggf—dm%/ =

Znajdziemy tatwo, ze .5 osiggnie meksymum pray
2 T , :
’X'I?'l bedzie wdowczas rowne éQA?Z¥¢”Q9{,\_

40 Sznur przechodzi przez dwa nieruchome hloki,

jego czesé zawarta powigdzy blokami, dZwiga nawleczo-
ny giadki pierééieﬁ o mesie // , & na jego korcu le-
wym wisi mase /72, Wezystkie czgsci sznura majg kieru-
nek pionowy. Jaka masa ﬁzfpowinna wigiedé na prawym

koricu sznura, aby piersciefn pozostawal w spokoju?
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Yol A / Warunkiem rownowagi pierdcienisa

jest LS=Mg. ... . ..... /Z)
/i_\_ gdzie,d"oznacza naprezenie sznurs.
I\F/ Przypusdémy, 3e przydpieszenie &
: 1"70 punktu 72 jest skierowane w déi,to
S‘{ Jé)m przyspieszenie punktu /7 bgd;ié
takze réwne o i bedzie mialo kie-

runek odwrotny. Latwo otrzymamy rownenia nastgpujgce:

mE - S=mp, 772, &S == jo. Btad .Zf?Z”ZJ,g';Aj/"/.E'Z+Z/’§/=4

lub gdy uwzglgdnimy/j/ 772, = /”g-’”ﬁg , lub
Mm f/'/”?zg— :3 /)
7/2
‘ 4m-M o
Urzgdzenie jest moZliwe, gdy 78>~

’ 5.,) liado o masie /Z wisi na sprez.ystym sznurze,
ktérego wspdicsynnik sprezystosci =& , a naturselna
diugoédé (A = / Podnosimy je na tekg wysokogé, aby

sznur przybral te diugosé¢ naturalng i nestepnie pozo-

e S stawiamy je samemu sobie. Wyznaczyd
0 ruci ciala.
- -..._0.-_- -
¥ ' T Przypudémy, Ze po 7 sek. diugodé
‘ | sznura bedzis réwna Q4=.1, a wiec
/ =4 prayspieszenie = e Bedzie je wy-
= a/t% "
l 14 wolywat ci@zar ciala =77g i napreis-
l _____ 0 nie sznura :—“—1—}—/8 « datem
g 1 I J'X = —_— J—/ 4 7
_____ 13 e o = 20—~ Eivee 2
Obierzmy tak nowy poczatek toru ¢ , o odcigtej
¢, eby prawa strona /f/ nie zawierala wyrazow sta-

iych. llowg wspoirzedang punktu A 0zZnaczmy Przez % .
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tatem =% +C ; gdy podstawimy to w réwnanie /Z/ ,

| 2
., to otrzymamy 7%%2?%; _jiﬂgf;éﬁ ........ &/
42-42: e
Dobi erzmy(’ tak, aby bylo ”@b“ 7 = czyli:
= /772g+<‘5/c % E 2z
“T—_' Rowna.nle //v/ Drzybleme postué ”ZW'::——?—:;:?7
R, & o 3 )
e e L (3

% /j/ widaé, Ze ruch ciala jest presty harmonicz
'n T=iryZn a

Y, i okres % , Brodkien jest (, & amplitu-
B 434&_{€A_ jﬁﬁéf{’

6) Przypusémy, %6 w kuli ziemskiej przebito pro-

Bty tunel, zupeinie giadki, w kierunku érednicy. Uwaza-
iac, Ze zieuia jest kulg jednorodng i nieuwzglednia-
Jae oporu powistrza, wyznaczy¢ czas, w ciggu ktdrego
‘Cialo wpuszczone do tunelu bez poczatkowej szybkodci

. dojdzie do korce przeciwleglegoc.

Dajmy na to, ze ciato znalazlo sieg
w odlegiosdci X od punktu wyjscia .
(Z . Poprowadimy przez nie w wyo-
braini powierzchnie kulislg,wspdi-
grodkowg 2z powierzchnig ziemsks;

tym sposobem podzielimy ziemie na

- dwig czescl, zewnetrzng i wewnetrzng. Wiadomo, Ze piaw-
828 nie wywiera na cialo zadnej sily, a druga praycig-
88 je tak, jak gdyby cala jej masa byle skoncentrowana
¥ érodku. | |

Ozna;zmy mase kuli ziemskiej przez /72 ,promien
OWej powierzchni wepélsrodkowej przesz 5, a wapélczyn-

%k proporcyonalnosci orao /8 « W tekim rezie, wedlug



= —,

nraws cligzenia, sils z Jakg punkt A jest przyciggany
/(777’ 3‘-—// 3—3

cu O jest réwna A== b3 _____/,7/7//5 ....... /// |
. v pulozexnu poczgtkowem 5 éj, & wige I
/z’zrz/zf? .......... 12/
Dzielgc ﬂ/' przez // ot rasymamy m{; —_—;?v— > srgd
b B8
Ve

Przyspieszenie cmla w polovenlu A hywoluJe ta

sita /~ , zatem 72 , & po-

v A}_, i
niewez J=/j-% , wi = P - W

Ruch ciadia jest wigc uarmonlcany o $rodku /i :
okresie xﬁ«}/rjﬂ . Gdy podstewirmy tu wertosdci liczbo- |
we wielkodci 7 1 & , to otrazymewy, 2e potows okresu |
wynoei ckoto 42 minut.

5. Rownania ruchu. Niech bedzie punkt materyalny

7¢ ,na kitdry dziata siie ¥ udzielajyoa mu przyépie-
szenie & . Obierzmy prostokatny uktad wspélrzednych
i oznaczuy wepoddirzedne punktu 47 przez J/Z . Rzuty

8l1Zy na osi r'iech bedsg /(;,47 ~ , 8 rzuty przyspie

e
szenia B = /;/z’ /g} a’f‘g : @- g —
Oczywigcie stosunek 2 dOﬁJth taki sam, jak

atosunekﬁ de f‘/. a zatem f77729 ; toi samo dot}czy
rzutéw pozostalych, Begdzie wiec /723/*1;1 f’7 772 1{;

;;gxé{ Calkujge otrzymamy rdéwnania ruchu punktu.

Gdy mamy do czynienia ze wspdéirzednemi biegunowe- i
wi, to rozkladamy sile i przyspieszenis w kierunku pro- ‘
mienia wodzacego oraz w kierunku prostopadiym. Oznacza:
jac skladowe sily przez Jf7 i {;7 & weplirzedne punktu
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Priez T. otrz_{mamy m/ d:r _r/ii_gﬁ/7=‘/?

/P Czesto wypada rozkladad, w kierun

ku st,rczneg i normalnej do toru. Skiadowe sily w tych

kierunkach oznaczymy przez f:> f%y i nazwlemy silg sﬂ
€zng i silg normalng. Bed21e wigc mS= —}D > @-f fD

¥ypada dodaé, 3e gdy tor nie jest plaskl, to ca(kow1t
grzyspieszenie lezy w plaszczyznie dcidle stycznej, a
Zatem catkowita sila lezy w tejzﬁ btaszczyinie. 7 teg
wynika, 2e ostatnie dwa rdwnania dotyczg zardwno ruch

ptaskiego, jak i nieptaskiego.

A_G= Przykiady. 1. Na gtadki drazek, umocowany po=

~ ziomo nawleczone pierdcien @, o masie 7721 , do piersci

nia priyczepiono sznur, o diugodei a2 , a na kodou szm
Ta zawieszono ciezar réwniez o masie 77z . Unierochomiy
SZy Mmerscien, odchylamy cigzar od pionu o-kat o, a
nasteonie Wyowobadzamy pierdcied i cigzar. Wyznaczyé
tor ciezaru. |

Obierzmy za o8 x linie dragka,

za 08 ¥ linie¢ sznura w pologenii

pierwotnem i prazypuddmy, ze po
{ sek. pierscien znalazl sig w |

polozeniu J4, w odleglosci x, od

O, 7e wepélrzedne cietaru B

B ;¥ 1 Ze sznur tworzy z pio-

nem_ka.t. 3
“a_ pierdcied w nowem polozeniu dzialajg trazy 8idy

Skin ciggkodci, reakecya drgzke i neprezenie sznura S,
Lm - DYMIKA - ARYIIN “
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Z tych tylko ostatnia wywoiuje prz-yépieszenie ‘piericie

nia w kierunku osi x czyli —d—%g— Zateém
; 7t - C—Z—ﬁ ::u..;/n/zﬂ..........-.....-/j/

Roz20zmy puy.spleszeme \,mzaruB na skZadowe w kie-
Y
runkach osi x i v, czyli na d?fz i # Na /3 dziala -
sila cigikesci i napreszenie sznura 5. Zateum bgdzis
- i%f—..——;ﬁ'szn e b A4 (%)

Dodaga.c réwnania /7’/ /.?/ ot rzymamy g; gﬁ‘: -

a catkujac bedziemy mieli

g
SF o+ gE=A
'g-dza.eA jest staly calkowenia.

W pocazgtku rachuby czssu sz&bkoéci ciezaru i pier-
éc\ienia byly zerami, czyli bylo if—_o i d?.:o
7z tego wynika, Ze A=0 Calkujac /@/.otrzymamy :
x+X, =B  gdzie S jest stala calkowania. W chwi-
li poczatkowqj x, bylo zerem, a odcietg punkfu Bo’ |
Siyir X Dbyla réwna & .S/nd=/. Latem
X+ Xy = &5/ A........... (4]
'Znagdzmmy jeszcze inny zwigzek x i x,. ¥ tym celu

wezmy rzuty AB na osi X i y Ot rzymemy
-2, = &S/nH.. 5. | _,,/;/

& dodajac (4] i /5/ Znajdzfiﬁmy 2::: &.5/7nd - -a.5/nd
Gdy wyrugujemy «y /6‘/ /// bo wypadnle

Sx* 4&’.‘22.511206»‘_‘}’:&.@@5;(-0..1631, to szukane réwnanie
toru. Widad wprost, 3e torem tym jest stozkowa, misno-

" wicie elipsa, ktdérej né wielka lezy na osi x . Obiera-
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jac punkt C@ o odcietej ¢ , za poczatek nowezo ukla-
du wepdirzednych j;,ﬁz_, rownoleglaego do poprzedniego
otrzymamy rownanie szukanego toru w postaci.

4 g%+ 7zz=dz p iezeli © =$s/na. Widzimy, e Srodkiem

elipsy jest punkt O, & poldwki osi sg odpowiednio

Bl .

rowne i&. ¥ab « wplywa wylacunie ne po'loﬁenie
srodka elipsy. |

A 2. Dwa punkty o masach 772, 1 77, le.ia, na poziomym
gludkim stole 1 sy polgczone wyprezonym, nierozcig-
galnym sznurem o diugosci & . Hadajemy punktowi 77z,
szybkosé ¢ prostopadlg do sznura. Wyznaczyé oromien
krzywizny toru punktu 77z, w poczgtkowem polozeniu.

Punkt 772, posiadae szybkesé poczgtkowsg

r rowng zeru, ale juz w pierwszej chwi-
1li ma orzyspieszenie, mianowlcile 72,

gdzie .9 oznaecza napregzenie sznura.

Rozpatrzmy ruch punktu 77z, wzgl ¢denm 77,

/76 8. Przyspieszenie punktu 77z, ma dwie

skladowe: unoszenia i wzgledng. Pierwsza jest rdwna

—7% i ma kierunek 77,772, druga jest zwrdcona do 7, 1
2

réwna gz,bo torem wzglednym jest koto o promieniu &,

a szybkosé wzgledna -7. Zatem przydpieszenie cadkowi-

z -
te wynosi 77’ — —,,%15-'- i wywoluje je sita S, wiec

e 7 )
mj'/z' "W"'—"z‘?/z 5 ........... Lf;/
Zwréémy teraz uwage na ruch bezwzgledny punktu 7z.Je=

go przyspieszenie styczne jest zerem,a przysdp.normal=-
2
ne wynosi %— ,@dzie § jest szukanym vromieniem

f &
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krzywizny. Przyspieszenie to wywoiuje sila .5, zatem

my, Ye S (2/
o 2 }, =1 /7721*'7222}
Ruguj gc Z [/ i / j 2 rzymamy SD T
W wypadku szczegdlnym, gdy wy=1z, wypadnle @ = 222rJ

[ 3. Z réwni pochylsj, tworzgcej z poziomem kat of

zsuwa 8i@ naciynie z wodg. Wepodiczynnik tarcia pomie-
dzy dnem naczynia i réwnia jest réwny ll? 5/ Wyznaczy¢
kat, ktdéry nowierzchnia wody tworzy z rdwnisg. _
Na czgsteczke wody o masie 2, poloiong na same]
pvowierzchni dziate sila cigzenia mygoraz reakcya /2
nozostalej masy wody. Jezeli
woda pozostaje w spokoju wzgl¢

dem naczynia, to te reakcya

jest prostopadta do powierz-

chni wody, a obydwie sily zg 3
R nadaja czysteczce przyépieszenie/ﬁ réwne przyspié
szenil naczynie, czsli A :ﬁﬁggﬁﬁdjak to wynika z
fig.10. Z drugiej strony, s
trojkgta AMB /tig.9/ otrzyme-
my 225 S (W gkad -

cosﬂ

: ; [7-_§hﬂEéL/002yw1scle szukany!
FIG1o. Ve

N 4. Najwyisze napi‘ezeme w obwodzie kola rozped?”

wego o oromieniu z» i ciezarze & wynoei 5. Wyzne-
c3y¢ najwigkszg liczbe obrotéw, ktérq moze robid to
koto. Oznaczmy przez =z szukang 110ab9. OCaYWIBCIO ;

vivieksze szybkosd obwodowa bedzze rowna.znﬁﬁ}é%?-(%J
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Rozpatrzmy element obwodu ASbo
masie 722 . Da2iatajg nah napreze-
nia 3 pozostalej czesdci kola i
wywoduja przyspieszenie normel-

v e .
ue == skierowane doa Biorgc

FIG 717 rzuty na kierunek tego nraysma— '
Bzenia otrzymamy 7% 7’ '?45:5:722——2Z gdzie aZv? oznacza ka_t
AB. Pomijajgc nleskonczenle male drup'lego rzedu,

vodstawiajge m ?37;7- Q. ‘&S, oraz uwzgledniajge
(7] otrzymamy ngzz;?”e S.a’ﬂ skad 72=30V,—%—§:j—2‘5—-:-'-

5. Na gtadkiej ptaszczyznie poziomej stoi umo-

Cowana w plaszczyinie pionowej gladka obrecz o magis
M Na obrecazy 1e£y punkt materyalny o masie 7z przy-|
wigzany do korca sznura A.
Sznur ten dochodzi po obre-
czy do jej najwyzszego punke
tu5 , nastepnia idzie po-

zlomo i w drugim koncu jept

. umocowany nieruchomo. Kgb -
F[G 7°. AOBM/Q gdzieO oznacaza
Srodek obreczy. Jaki powinien byé kgt 13 . aby wpierw-

826) chwili po wyswobodzeniu obregczy reakcyaf? byia
réwna zeru? Po wyswobodzeniu ruch obreczy bedzie

Postepowy, bo tarcia niema. W pierwszej chwili sgyb-
kogg obreczy i punktu m2 sgq jeszcze Zerami, ale jus

kazde 2 tych cial posiada przyspieszenie. Przyépié;'



- BE
Bzenies obrecay =/b ; w takim razie obydwie skiladowe
przydpieszenia punktuzz t.j. przydpieszenie wzgledne
i unoszenia sy takize réwne/b:#

Na obrgcz dziala reakcya punktu sz oraz reakcye
elementéw sznura AL Wyznaczymy naprzé&l wypadkowg
tych ostatnich.

Przypusémy, ze pewien uktad sil dziala na cialo
o drobnej masie, Jezeli przyspieszenis tej masy jest
“niezbyt wielkie, to sily sg prawie w réwnowadze; zna-
czy to, ze ich suma rzutéw na dowolny kierunek lub
suina momentdow wzglgdem dowolnej prostej rézni sig
niewiele od zera. Jezeli nis uwzglédniamy wcale masy
owego ciata, to deemy uwazad, ze sily sie réwnowazg.

W danym przypadku na sznur Adeialaja napreze-
nip SwA i B oraz reakcye, ktére obrecz wywiera na
rézne elementy. MozZemy uwazad, ze sily te sie rowno-
watg, bo nie uwzgledniamy masy sznura. Z tego wynika,
28 ;u)?ﬁﬁonld::; rownowaza reakcye obreczy, a wiec
8q rownowazne 2z reakcyami, ktdre sznur wywiera na
obrecz. Rzuty sil, dzialajgcych na obrecz, na atycz-
ng w5 do obreczy dadzg réwnanie

Mp-5 (1-cos N+ Bsind....... /)
Rozpatrujac ruéh munktu zz bedziemy mieli rdéwnania na-

stepujjyce

m/:»ﬂ co,swy/ mgInt-S......... (%
.51 s = SRR g.cosh... ('/5‘/

Z révnaﬁ<(%/,[%;Z[%ﬁ)mozemy wyrugowaé/b i f;.



&= “5 .
Ot rzymamy M 222 (4- ca»/q’ mgsfzzq/yﬂ-coﬁs*zy/*ﬁ.svzzy
- mSInd T g .cosI-F
a zakladajsc P=0 bedziemy mieli po uproszczeniu
2
| ./V cosﬂmé-co‘, S0 stad cosdeHM22rr- ‘/g*équ
6. Dwa punkty materyslne A B o masach 27z,

84 polaczone nierozciggalng nicig, przewleczong
przez maie gladkie kddko €. Kélko to jest osadzone
nieruchomo u szczytu réwni pochytej, tworzgcej z po-
ziomem kgt (. Poczgtkowo mmktA spoczywa na rowni,
czess nici AU réwna a lezy na linii zla3w1ekszego
spadku, a czeéé C5 wisi pionowo. Nadej emy pupktowi
A s2ybkos¢ ¥ prostopsdla na réwni do AC. Zbadad
czy punkt Bizacznie:sie wzno-
8ié, czy opadad. L
Oczywiscie zalezy to od
tego, czy S>mpgcay tes
S<mg gdzie S oznucza na-

prezenie sunura. Naleizy tylko wyznaczyé S.

Na cieiar m, dzialajg: Bida.cigzkosdcizz,gi nas
prezenie sznura.S. Wywoluja one przydpieszenie, kto-
rego skladowa w kierunku promienia wodzgcego CA wy=
nosi gsizzd—%- Z drugiej strony wiadomo /par" 140
cz.11/, ze wovole skiadowa ta wyraza Big wuorem
s d; —T/ /2) gdzie 77 oznacza promien :wodzgcy
¥ jakimkolwiek polozeniu punktu z7z. W chwili poczgt-
kowej =2 i sz_/bros(, katowa punktu A wynosi ‘z-é-’=g
zatem (/j;;/ —-&,—_gﬁ'jnd 2 z ...... /1}

gdzm/a‘%g/ - 02nacza.wartosgé -J-Z?;} ¥ owej chwn.li po-


http://cz.II/

it DA e
czatkowej. Tak semo dla punktu B bedzie

(g @,

gdzie 73 oznacza dlugosé zwisajgcej czesci sanura.

Poniewai : 2727 = stale] diugodci sznura, wiec
d‘ej il GZZ' =0 . .
g T g (3
Dodajac (Z/) i /@) i uwzglednlagac(f3//otrzymamy iat-
S v+ Q.8 /52l #7)
a”/.?Z'Zz-rZZZZ/
byé speiniony, aby punkt S podnosil sieg jest S>wg

V428 /7+5/nd e : I TR
lub ;‘(;ZI 777222/ 2, 7> Mg ; inacze] ?72122_:<%_+$;2¢€.,

?: Ruch na torze przepisanym. Dotychczas méwi-

722,772, Warunek, jaki powinien

lidmy o ruchu punktu swobodnege t.j. takiego, kbdry
z kagzdego poiozenia méglby ruszyé dowolnywm torem,
gdyby'tylkb przylozyé don odpowiedniag sile., Rozwmazy-
my ietgz ruch pﬁnktu, zruszonego pozostawad na pew-
nym“;kreélonym torze, np. ruch kulki, zawartej =
sztywﬁej rurze, albo ruch pacidrki, nawleczonej na
sztywny drut. Tymczasem bedziemy pomijali tarcie
punktr o tor /o sciany rurki slbo o powierzchﬂig
drﬁtu/. innemistowy bedziemy uwazali tor za doskona-
le gladki. il

Przypusémy wiec, %Ze punkt

=
materyalny o masie zx musi
}\ P posostawad na torze o i se
g x dziate nat siza 2. W chwi-
' ﬁ\\\\\< ' A A punkt 722 zajmuje na to-
b/ FIG 74 | rze daloienie d.

v Obieramy uklad wspdirzednych w sposdéb nastepu-
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Jacy: poczatkiem bedzie punkt(7, osig x styczna do to-
ru, kierunek dodatni w strone szybkosci, osig y g2dwna
Normalna w strone srodka krzywizny; dyspozycya ta 0=
kresla réwniez stosownie do przyjetej umowy /par.ll
€z.1/ i od z. Oczywiscie ptaszczyzna zy jest scidle
Btycuzna do krzywej o, plaszczyzna;ﬁz normalna, a 0§z
Jest binormalng iej krzywej.

Rola mechanicznz ciata, ktdére zmuszsa punkt ma-

- teryalny do pozostawania na krzywej ¢, albo ktére two-
TZy tor o /np. rurki lub drutu/, polega tylko na tem,
26 wywiera ono na punkt materyalny pewng reakcye. Jeo-
Zelj uwzglednimy te reakcye w rachunku, to mozemy za-
Pomnieé o istnieniu owego ciala t.j. uwazaé punkt 7z
Za. swobodny.

Oznaczmy reakcy¢ toru przez /T : poniewaz tor jest
8tadki, przeto lezy ona w plaszczyznie hormalnej, cay-
i w praszcuyénie T

Rzuty sil P na osi Z,Y,Z oznaczymy odpowiednio
Przez 1?/ B }J? 1 E rzut reakeyi/Z ne os x jest zerem, a
dva rzuty pozostaie sznacsymy /7, i /Z, . Pruydpiesze-
Nle lezy w plaszcuyZnie Xy i rzuty jego na osi bedg
®dpowiednio éég,f%f, 0 , gdzie 7" oznacza ssybkodé
Punkty, » © promien krzywizny toru w punkcie & . Tym
SPosobem otrzymamy nestepujgce trzy réwnania:

TR BER R, 0-RR
z"iﬂszuib'sa wazne dla kazdej chwifi?ﬁtrzeba tylko
Wgsad

28 w kazidej chwili nastepnej rzuty ss brane
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na styczna, normalng glowng i binormalng w tym nunk-
cie toru, ktory wéwczas zajmuje punkt materyslny, a
nie na osi obrsne pierwotnie. Jezeli tor jest plaski
i sita /” dziaka w jego plaszcazyinie, to @@miﬁ}
nznacza reakcye caikowita. |

Réwnania powyzsze okreslaja calkowicie ruch
- punktu, jaZeli dane jest jeszcze polosenie jego i
szybkosé w pewnej chwili. MoZna 2 nich tukie wyzna-
czyé reakcye torulT.

Rurka moze wywieraé¢ na zawarty w niej punkt ma-
teryalny reekcye w kazdym kierunku w plaszczyznie
normalnej; toz samo dotyczy drutu z nawleczong paciére
kg. W innych rasach kisrunek reakcyi toru nmusi czynic
zados8¢ pewnym warunkom, Wyobrazmy sobie np., Ze kul-
ka porusza si¢ nie w rurce, lecz w 2zlobie lub rowku.
Oczywidcie reakcya nie woZe tu przekroczyé granic
pewnego kata w plaszczyinie normalnej.

Albo przypudény, ze torem jest skrawek kolowej
poﬁierzchni cylindryczne], czyli ebrecz kolowa, a
punkt materyalny znajduje sig¢ po stronie wewngtrznej.
Oczywiscie reakcya moze tylko dzialac¢ ne promieniu
obreczy w kierunku srodka.

Rownania powyzsze sg wazne tylko dopdty, dopoki
okreslony przez nie kierunek reakcyi czyni zadosé po-
stawionym warunkom. Jezeli znajdziemy, Ze w pawnym
miejscu reakcya wyszla ze waskazanych granic, to wnies

kujemy, ze dalszy ruch na przepisanym torze byl nie-



. mozliwy, a zatem punkt materyalny tor ten opuscit.

Dalszy ruch punktu odbywe sie juz w innych warunkach

& zatem i1 rownania ruchu beda inne.—~

8. Przykiady. 1. Dajmy na to, Ze na punkt .ma-
v teryalny o masiem, poruszajacy sie po

okregu kota o0 promieniu 2° dziata tyl-

ko reakeya toru/Z. Reskcya ta jest

zwrdcona do Srodka kola @, a co do

Z}_—Z
z

2. Po moscie kolejowym porusza sig¢ z szybkosdcig

FIG.15.
wielkosci'= - gdzie 7 oznacza szybkodé punktu.~
¥ wagon o ciezarze @. Wyznaczyé reakcye Z mostu na

wagon lub wagonu ne most. Przyspieszenie wagonu w

2
= kierunku pienowym wymosi %}
gdzie @ oznacza promien kraywiz-
¥4 ny odksztatconego mostu. Zatem
Z Q& v* ?
FIG 6. R-Qr gw=Q(7+5

%idzimy stad, %e reakcys mostu wzrasta wraz 2 s82ybko-
8cia wagonu,a takze z krzywizng j?,czyli w miarg od-
ksztalcania mostu—

3. Dwa jq@nakOﬁg ounkty materyalne o masach 77z
umieszczono w dwéch giadkich prostych rurkach, prze-
cingjgcych sig podmkatem prostym. Punkty sig prizycig
ga]a i ruszaeja ze stanu spokeju. Okazeé, ze dojdg
one jednoczesnie do pﬁhktu przecigcia rurek, jakie-
kolwiek jest prawo przyci&gania.

Obieramy rurki za osi wSpélrzednych, wspoirzed-

ne punktow materyalnych w chwili.z'OZnaczamy przez
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/xo} i /0]// a kat, ktory prosta Iyczg-

ca tworzy z oslg X przeaz —:9 Redzie wow-

A , czas g; ./Dc'osug dtz—-Psva
FIG. 77 Z tego otrzymamy iatwo xdz‘,, fdtr

czyli d%to%ztz-yd—z—}o,ostaf:eczme y=Cx gdzie C jest ste
1g catkowania. Gdy wiec x-¢ ,to iYy=-¢ niezaleinie od
prawa przycijgania.

4. Pa.ciérka o masie 777 jest nawleczona na drut,
tworzgcy koo o promieniu & . W poczgtku pacidrka no-
gostawala w spokoju w polozeniu A, gdy drut zaczal
81¢ obracaé ze stalg szybk. katowg @ okoio punktu
potozonego na przeciwleglym koncu srednicy przez A.
¥yznaczyé re_akcye}? drutd na pacidrke.

Cznaczmy iuk od A do poto-
zenia paciéfki w chwili ¢
5 przez aJi jej szybkosé
wzgledng przez 2.92—

Przydpieszenie bezwzgledne
vacidrki posiads skiladowe

nastepujace: 1/ przyspie-

szenie unoszenia j”.wz,
2/ dwa przyspieszenia wzglcdne /normalne i styczne/.
a.gk,)l’zoraz é.?-——a—z%)s/ pruyspieszenie Coriolisa 2252~
Biorac rzuty na promien lola i styczng, otrzymamy
réwnania: /7 722/25?»‘2’00055—2&52/ &) dt+z°a/.s'zzz-’19-o

°
Poniewaz 2°=,?¢'z7co,sr”‘9 zatem z rownania drugiego wypadnie

alg - @ sin “tad CZQ-@J/]ZV})C&/? Ale -‘—%7:9)



- B8
zatem Qdﬂ)——o%inya’ﬂa calkujge otrzymamy

2k wreosSed ... /2

gdzie A Jest. stala catkowania. CGdy —z/q=o . to szybkosé
wzgl edna byita rdéwna Q2.0 19-—??5—, zatem A-@*~ !
. Podstawiajgc to do [f?/ bedziemy mieli%),?wcosﬁg,a stad
R=-m/a & 00329+195? wco.s"ﬁ 4&#003%9/ lub po uproszczeniu
E?&mwcosgﬁ’cosz,?) Reakcya ta jest poczgtkowo do-
datnia, nastgpnie zmniejsza sig, gdy ws;’g—g-,to staje
8ig zerem, poczem przyﬁiera wartodci ujemne.

./‘Gdyby torem priepisanym .punkt.u materyalnego byia
wewnegtrzna strena ékadkiej obreczy i gdyby pozostale
warunki byly takie same, jek w poprzedzajgcym praykia-
- dzie, to od ghwili, v ktorej 005%2-:—3'2 s> punkt przestal-
by sie¢ stykaé z obreczg i poszediby w mysl pierwszego
prawa Newtona po linji prostaj /

Zna;dzmy. po jekim czasie pacidrka do;due do 0.

Z réwnania g—g:f&.wcosﬁz , otrzymamy pe zcatkowaniu

-{Zgnég/%?+ééﬂ=adt+f3 ............ (7)
gdzie 5 oznaczs stalg calkowania. Gdy Ay , to 1/9=0
zatem =0 . Pacidérka dojdzie do O, gdy bedzie S-z,
co podgtawiajac w (%/ znajdziemy [-oo, Pacidrka zbli-
Za si¢ wigc asymptotycznie do 0.~
9. Spadek na torze przepisanym. Rezwaiymy oddziel

- s

nie przypadek, w ktérym ciato porusza sie na gladkim

torap.przepisanym pod dzialaniem sily cigzenia. Uklad
wvepdirzednych obierzemy inaczej, niz w paragrafie 7.

Poczgtek mozemy wzigé dowolnis, a os X skierujemy pio
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