
- b 7 - & • 

Jeżeli na punkt rnateryalny działa większa l i c z 
ba! sił, to każda z nich wytwarza w c z a s i e di przy
r o s t ilości ruj^hu równy j e j popędowi i wszystkie t e 
przy r o s t y dodają się geometrycznie do poprzedniej 
ilo&Tji ruchu punkt u,. 

Oczywiście (1(227 1&)-(Ł ł t . j . p r z y r o s t elemen
t a r n y ilości ruchu w dowolnym kierunku j e s t równy po 
pędowi elementarnemu siły w ̂iym/.e kierunku. 

Można byłoby nadać na zasadzie powyższej postać 
całkową, a l e tne p-rzymosf oby to wyraźnej korzyści. 

31. Wektor & .Zafiada ilości ruchu j e s t szcze
gólnie użytecz"h*L £ tym r a z i e , gcly mamy do c z y n i e n i a 

ni e z jednym, l e c z z większą 
. ilością punktów materyalnych 

Niech toęd2ie układ punktów 
rr.ateryainych 771 j ,721% , • • • 

posiadających w danej c h w i l i 
szybkości Vj f 12z * • • * 

Obrawszy dowolnie w prze
to/A 4-1 & z n 

^ * •* * - s t r z e n i punkt U /nazwiemy gc 
środkiem redukeyi/, utwórzmy układ wektorów, p o s i a 
dających początek w 0 l zg-odnych z ilościami ruchu 
Punktów 271j 721^ t. .. zarówno pod względem wielkości, 
ja£ j Kierunku. 

Marny t e r a z wektory 272j Vj , 772^ l£ ... po s i a d a j ące 
wspólny początek, rao&smy przeto wyznaczyć i c h wypad-
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kową. Oznaczymy ją l i t e r a - i będziemy nazywali 
ilością ruchu układu TTl^jTn^ ...lub krócej wekto
rem S . Oczywiście ani wielkość ani kierunek, wek--
t o r a ^ " n i e zależy od położenia środka r e d u k c j i . 

Z biegiem czasu wektor S zmienia się co do 
wielkości i kier u n k u i ze zmian t y c h można wycią
gnąć pewne w n i o s k i , dotyczące ruchu układu, l/iożna-
by porównać ten wektor do wskazówki przyrządu, sy
gnalizującego pewne zmiany, które zachodzą w ukła
d z i e punktów. Zobaczymy, j a k i wpływ wywierają na 
wektor 5 siły, działające na różne punkty układu. 

Przypuśćmy więc, że na punktów, należący do 
układu działa .siła P. Wytworzy ona w c h w i l i e Z ^ p r z y -
r o e t geometryczny S~(2rvv) ilości ruchu punktu 22trów-l 
ny j e j popędowi elementarnemu PM. Oczywiście sam 
p r z y r o s t otrzyma składowa 171 i f w e k t o r a i t a k i sam 
p r z y r o s t otrzyma wektor £f . Tak więc każda siła, 
działająca na którykolwiek punkt układu, wytwarza 
co dt sęk. pewien p r z y r o s t wektora 5 i t e wszyst
k i e p r z y r o s t y dołączają się geometrycznie do dotych
czasowej wartości 5 . W ten sposób zmienia s i e t e n 
wektor z b i e g i e n czasu. 

Wiadomo /p. par c z . I / , że siły wewnętrzne 
c z y l i siły, j a k i e jedne z punktów układu wywierają 
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na d r u g i e , występują zawsze parami. Jeżeli punkt 22̂  
wywiera pewną siłę na 2ttg , to mz wywiera na wź s i 
łę równą i odwrotną. Oczywiście t a k i e dwie siły wy
tworzą w c z a s i e dt przy r p e t y równe i odwrotne wekto
ra c7 , a suma t a k i c h przyrostów j e s t zerem. Z tego 
wynika, że siły wewnętrzne n i e wywierają wpływu na 

i ni 11 i " - ~ — * ~ r r r r * T r * * T — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ f f ^ 

wektor 3 . Wektor t e n może się zmieniać co do w i e l -
kości i kierunku t y l k o pod działaniem sił zewnętrz
nych. 

Twierdzenie to posiada bardzo doniosłe znacze
ni e ; jemu właśnie zasada ilości ruchu zawdzięcza swą 
°gromną użyteczność. 

Jeżeli na układ punktów materyalnych żadne s i 
ły zewnętrzne n i e działają, to układ t a k i nazywa 
8ię izolowanym. Ilość cuchu układu izolowanego j e s t 
stała co do wielkości i kierunku. 

Przykłady l^. Zastosujmy zasadę ilości ruchu 
^° zadania, które usiłowaliśmy napróżno rozwiązać 
* Par. 29 z a pomocą zasady siły żywej. 

Siły wewnętrzne, działające w o k r e s i e p r z e j -
S c iowyra n i e wywrą wpływu na ilość ruchu układu. 
*lość ta w pierwszym o k r e s i e wynosi 72ZjV~ , a w 
°rugim /7nź^7nz/, a zetem 

8 k ą i 7^17r^(7nJ^znz)LL (1) 
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Z tego wynika, że w o k r e s i e drugim siła żywa 
układu wynosiła JT^nJTm^)^* a w *# c zmniejszyła 
s i f w o k r e s i e przejściowym o 

—* T(wp^ź)~~T~~ 2 s p ^ J e 2 e l 1 - n P - gfc to 
układ t r a c i połowę, siły żywej. 

^ 2 . pwa jednakowe punkty materyalrie. połączone 
nicią nierozciągalną, leżą. na gładkim s t o l e . Jeden 
z n i c h otrzymał szybkość v i w c h w i l i wyprostowania 
n i c i punkty zajmują położenia £*i . Wyznaczyć wy
kreślenie szybkości 2 f / i ̂  tych punktów po wypro
stowaniu* 

Ponieważ rnaBy punktów są równe, 
możemy przeto wyrażać ilości ru
chu tymi samymi odcinkami, co i 
szybkości. 
Obieramy za środek redukeyi punk* 

.Ag i wykreślamy wektor $f , który j e s t oczywiście 
co do wielkości i -kierunku zgodny z V . Po wyprę
żeniu n i c i Wektor S s i e n i e zmieni. Będzie on miał 
wówczas (iwie składowe,zgodne.z szybkościami punktów 

A.g. Szybkość drugiego ma kierun' e"R -A&Ai a r z u ' 
ty obydwóch szybkości na .Aj muszą być równe. 
Szukane szybkości są przeto bokami równałegłoboku, 
którego przekątnie j e s t V~ \ jeden bok jego leży na 

drugą przekątnie j e s t prostopadła do .Ag A ^ 
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~\. Nieraz•stosujeray, w tera samem zadaniu zasadę 
sił żywych i zasadę ilości ruchu. Wyjaśnia to przy-

i kład następujący: Do końców sznura przechodzącego 
przez blok? są przywiązane cię i 2x1. Z n i c h 
większy^/ spoczywa ns podłod-ze, a mniejszy zn w i c i 
na pewnej wysokości nad podifogą. Ciągnąc za sznur 
po s t r o n i e ciężaru nosimy 221 j eezcztł o A? wys-ej. 
Jak wysoko u n i e s i e się po wyswobodzeniu sznura? 

Przed samem wyprężeniem sznura ciężar 
771 posiada szybkość Potem na-

• stępuje s z a r p n i e c i e , z którego zawsze 
wynika s t r a t a siły żywej. Po v.ypręże-

^J^tmrmr n i u 8 S n u F a °b>dwa ciężary posiadają 
•FIEJ 4-3. szybkość V ; ze względu na wzmiankowa

ną stratę n i e mamy prawa do wyznaczenia t e j szybko
ści stosować zasady sił żywych natomiast nadaje się 

zasada ilości ruchu. 
W o k r e s i e przejściowym t . j . podczas wyprężania 

sznura, ciężar TT\ stracił ilość ruchu 22% 
*Hzyskał Mv. 

W tym o k r e s i e na. ciężary działały przedew a z o t 
kiem naprężenia sznura; były to siły zmienne i bar
dzo w i e l k i e . Prócz tego aziałały j e s z c z e siły ciąże
nia oraz w pierwszej c h w i l i r e a k c j a podłogi na 
H to siły stosunkowo małe i w o k r e s i e przejściowym, 



trwającym ni e z m i e r n i e krótko, n i e mogą wywrzeć wyraź? 
nego wpływu na ilości ruchu ciężarów, możemy j e prze
to pominąć. 

Przyjmujemy, że b l o k , j e s t zupełnie gładki, a 
sznur doskonale giętki, a zatem naprężenie w oby
dwóch końcach sznura są jednakowe. Wytwarzają one 
w o k r e s i e przejściowym równe ilości ruchu, zatem 
221 (- v)=Mfc Stąd znajdziemy, że V= ; 
Do wyznaczenia wysokości żądanej możemy zastosować za 
sadę sił żywych. Gdy./Vzaczyna podnosić eię w górę, 
to siła żywa układu wynosi z as 
wzniesie się o J C / z y l i o wysokość szukaną/,.,to siła 
żywa układu będzie zerem. Z tego wynika, że p r z y r o s t 
siły żywej j e s t równy — fJV*/27J"g^i temuż j e s t równa 
praca całkowita sił ciążenia. Z dru g i e j strony wrado-

M rl-t-2TL mo, że praca t a wynosi —/lgXĄ-7ngXzB.iłem ^ V"'& 

> 4 J v Trzy jednakowe ounkty A, B, C połączone n i e -
rozciągelną nićląxtak, że AB - BC/ leżą na gładkim 
Bt o l e na l i n i i p r o s t e j ^ i nić je«t wyciągnięta. Nada
jemy jednocześnie punktom alyrajnjm A i C szybkości 

U. prostopadłe do n i c i ; j4ką szybkość będzie miał 
każdy punkt przed Bamą chwilą s p o t k a n i a t y c h punktów 
skrajnych? / p 

~> w tym r a z i e n i e zmieni się a n i ilość ruchu, 
O — — • ̂ ry* - |° • n w w ^ IXJ <^u,, o , (K _ v , i Am 
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ani siła żywa. Oznaczmy przez $f szybkość p u n k t u j 
a przez W szybkość punktów skra-jnyćh w c h w i l i , o 
którą chodz i . 

Składowa o s t a t n i e j szybkości w k i e r u n k u pro
stopadłym ao pierwotnego położenia A. C j e B t także 
równa 7r . Początkowa ilość ruchu układu wynosi ZiTlll^ 
gdzie 3th oznacza maąe'każdego z puiiktów 
W c h w i l i , gdy punk#yAvi C schodzą się ilość ruchu 
j e s t równa <3m V. Stąd źttl U. = 3m V~ i V Sto
suj emy t e r a z zasadę sił żywŷ cra. Na początku siła żj-
wa była równ| i ^ p * , a w k o k u = ^ + 
.Zatejp Ł2n3£tjmg*+ i™"' T s k ą d wypadnie 
L -^C^sT ?,'asa U j e s t połączona sznurami z dwiema ma
sami iri ; sznury t e przechodzą przez b l o k i , urządzo
ne na jednym poziomie w odległości £CL, a masa PI 
pozostaje w spokoju na l i n i i bloków, w środku pomię
dzy n i m i . Jak głęboko zatrzyma się masa r. gdy po
zwolimy j e j spadać? !T 

-O 

1 

Rozważmy układ złożony ze wszy
s t k i c h t r z e c h mas. W .położeniu 

— ( p początków era układ ma t y l k o ener-
^ gj ę potencjalną i tak samo bęy 

P • Ozie, gdy masa T V zatrzyma się. 
Przypuśćmy, że masa opuści się o £ , Obie-

rając początek p o l a na poziomie bloków, otrzymamy 
Równanie ~Ź7ngh = -Pfg^ - flzngfi-JfrflubMlj-źtttfi-
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Drugi o równanie Wypada w zależności geomatrycZ-

33 Siły chwilowe. Powróćmy j e s z c z e do przykładu, 
który rozważaliśmy w par. Z9 i 32. W o k r e s i e p r z e j 
ściowym, trwającym bardzo Krótko, nić"wywiera na 

rodzaju siły, bardzo w i e l k i e , l e c z trwające bardzo 
król Ko nazywamy c h w i l o wami .• 

zmieniają się zwykle w rozległych gr a n i c a c h . Tak 
np. v.' przykłaazie naszyta aił^ chwilowe w samym po
czątku okresu przejściowego są zerami, następnie 
gwałtownie wzrastają w miarę tego i jak nić się wy
dłuża, i odrazu schodz'ą"zno"wu prawie do ze r a , gdy 
szybkości punktów się wyrównają, c z y l i z końcem 
okresu przejściowego. x / 

x/ Uważamy nić wciąż za 2upeinie niesprężystą, 
jak już było zaznaczone w par. 29. Jeżeli nić taka 
wysłuży się pod działaniem sił, to zachowuje to wy
dłużenie na stałe i n i e kurczy się, gdy siły prze
stają działać. 

obydwa punkty materyalńe siły bardzo w i e l k i e . Tego 

Siły chwilowe w c z a s i e swego krótkiego trwano 



O wielkości t a k i c h sił możemy sądzić j ędynie 
ze s ów i c h działania, a głównym skutkiem, daj.ą; 
cym się ła-two wymierzyć są zmiany, zachodzące w i l o 
ściach ruchu. 

W danym r a z i e ilość ruchu punktu /Kgmmi ej szyła 
się o TTljir-ZrLjlt c z y l i otrzymała przyrost,MjW-ttljU. 
skierojwany do Tllg . mówimy, żs t a k i właśnie był im-
puls albo popęd-siły chwilowej, która w o k r e s i e 
przejściowym działała na Trij. impuls siły, działają
cy aa ytl^ , wynosił oczywiście 2n^^i był skierowa
ny do Tą,* . 

Suma ilości ruchu punKtów Trtji niv uległa 
zmianie, a więc p r z y r o s t y t y c h Wektorów musiałyby 
tyć równe i odrotne; innemi słowy impulsy sił chwi 
lowycli, kóóre wywierają na s i e b i e nawzajem punkty 
Kij! ąsZp.&ą równo i odwrotnie. Twierdzenie to odpo-
' i n » 
wiada trzeciemu prawu / a k c y i i r e a k c y i / Newtona. Zo 
baczymy zaraz, że j e s t ono rłuszne i w przypadku 
ogólniej szym. \ Prp.ypustmy naprzód, że punkt 

materyalny JTL , poruszający^ 
się z szybkością JA* uderzył w 
nieruchomą przeszkoaę, np. v 
ścianę > punfccie 0 i odbił 

FIG. 4r5 c i v °d n i e j z szybkością V^ 
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I t u zetknięcie punktu m ze ścianą trwało pe
wien czas, j a k k o l w i e k bardzo krótką i ściana wywie
rała w tyra c z a s i e siłę bardzo wielką c z y l i siłę ch*J 

Iową. 
Przed uderzeniem punkt materjalny posiadał 

ilość ruchu 2tl V = a po uderzeniu 2nU~ OB 

a zatem podczas uderzenia jego ilość ruchu otrzyma
ła p r z y r o s t geometryczny-^-^albo OC . Odcinek Ot 

wyraża także co do wielkości i kierunku impuls siły 
chwilowej. Dajmy t e r a z na t o , że nastąpiło uderze
ni e pomiędzy dwoma punktami materyalnymi tt-i i ^n^ 

Punkty t e poruszały się przed samem uderzeniem p r z y 
puśćmy z szybkościami 7/̂  i 2£ , a bezpośrednio po 
uderzeniu z szybkościami ILj i Zt^ . Wyznaczymy, jak 
poprzednio, p r z y r o s t geometryczny ilości ruchu punk' 
tu irii* c z y l i impuls siły chwilowej, którą wywiera* 
punkt 7ri£ na m ^ i uczyńmy toż samo d l a siły chwilo
wej, którą punkt irijwywierał na TTZ^. Łatwo się prze* 
konać, że impulsy te^ówne i odwrotne: 

Siły chwilowe, działające podczas uderzenia, ^ 
siłami wewnętrzjiemi układu, złożonego z punktów T^i 

i n i e mogą więc zmieniać wektora 3* Z tego wyn*' 
ka, że ilości ruchu z przed uderzeniem t . j . 7?v^j. 

i l£ posiadają tę samą wypadkowa, co i ilości 
ci*u r>o uderzeniu, c z y l i rrij lij i jftgft&i . S K O N 



zaś wypadkowa się n i e zmieniła., to p r z y r o s t y geometry
czne składowych musiały być równe i odwrotne.. 

Wypada dodać, że i w tym r a z i e siła żywa układu 
podczas uderzenia t . j . w okresie,, gdy trwa zetknięcie 
pomiędzy-punktami, wogóle ulega zmianie. 

Przykładyjtty Punkt rnateryalny o masie ffl j e s t po
u c z o n y nierozciągalnemi nićmi z dwoma innymi punktami 
0 masach fn^ i . Punkty te leżały na poziomym gład
kim s t o l e , a n i c i były wyciągnięte prostopadle jedna 
do d r u g i e j . Punkt otrzymał uderzenie zwrócone naze-
wnątrz owego kąta prostego i skierowane według dwu
ręcznej. Wyznaczyć stosunek szybkości początkowych 
Punktów mi i . 

Podczas uderzenia na ?n działają 
t r z y siły chwilowe mianowicie s i 
ła uderzenia i dwa impulsywne na-
prężenia n i c i , a zatem początkowa 

N^.. szybkość ii tego punktu utworzy z 
dwusieczną kąt różny od zera... Jed

nocześnie na T/ZJ i 7nA działają naprężenia, a więc szyb
ko ' • . r 

Ą°sci ^ i t tych punktów będą skierowane według n i c i 
^iła uderzenia działała w kierunku dwusiecznej, a prze-
,jQ całemu układowi mogła ona nadać t y l k o ilość ruchu 
* %0J samym kierunku; z tego wynika, że suma rzutów 

'••""•""•"'••••'•••̂^ 
MECHANIKA - DYNAMIKA - ARKUSZ V i i . 
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ilości ruchu w s z y s t k i c h t r z e c h punktów na dwusieczną 
, . . . . . . . . . — „ . , . - » * » » » - » ~ « a a u taimaaaMaattNMMUMMmiimMna1 

zewnętrzną musi być zerem. Należy j e s z c z e wziąć pod 
uwagę, że po uderzeniu długości n i c i pozostają bez 
zmiany, a więc punkty ŻTZ- i ź^/lub TK i 7?z^ / porusza
ją się tak, jakby należały do ciała sztywnego. 

Opierając się na uwagach powyższych otrzymamy 
równania 

Itr * U 
Y2 

Stąd wypada •. 
Gdy ^ j e s t małe w stosunku do TKj i s to 

rzy punkty materyalne o masach T/%Y ^ . ^ P ° 
łączone nierózciągalnemi i wyprostowanemi nićmi 
i 7fc$7ny leżą iia gładkim s t o l e i rozwarty kąt p^Tn^Tn^ 

=5t-oC. Pierwszy cunkt otrzymuje impuls f , równo leg' 
ły do Tti^m^ ; wyznaczyć szybkość początkową p u n k t u j 

Oznaczmy przez impuls, który przenosi nić 
#1,772,, Początkowa ilość-..ruchu punktu ?n3 j e s t wypad-0 

wą impulsów / i & , a ilpśó ruchu tego punktu w k i | 
runku Tn^mj wynosi FcojoC/- zatem r z u t szybkości 

ł;. ten kierunek = ŹhśgzŚS* 
Tak samo otrzymamy, że skł^° 
we. szybkości punktu <*̂ w k i e ' 
runkach 7Ug?ny\i TT^TTIJ wyno' 

sz a 
gdzie /y oznacza naprężenie 
c i tffctf^, Wr e s z c i e \ zy bk o s u 

- < \ . i 
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punktu mysma. kierunek m,3m£ i j e s t równe. 
wiście 

77Z, i Oczy-

CcoscC - TY TY 
-771, ~~~ ?7Z, 

Rugując jV'tych równań ćz i // otrzymamy 
J~f 2? 771% . co^oC 

771 j " 77Zj 77lj Ś27l?<X + 771^ {TTIJ +772^ - 77ljj ' ^ 

3. Dwie jednakowe masy /V są przyczepione do końców 
sznura maszyny Atwooda i początkowo pozostają w spoko
ju w odległości'^ jedna od d r u g i e j . Na jedną z mas 

\ J M 
kładziemy płytkę dodatkową o masie . MasyT^ prze
chodzą jednocześnie przez nieruchome pierścienie urzą-
dzone na jednym poziomie, przyczem pierwsza pozosta
wia na pierścieniu swą płytkę dodatkową,, gdy druga je
dnocześnie z a b i e r a z pierścienia taką samą płytkę. Wy
znaczyć szereg k o l e j n y c h odchyleń mas /#od poziomu 

Początek p o l a obieramy na poziomie 
pierścieni. W położeniu początkowem 
układ posiada t y l k o energję potencjał 
ną, równą fitm}&a -/9gat gdy zas cię
żary znajdą się na poziomie pierście
n i , to układ będzie miał wyłącznie s i 

F1G.43. łę żywą; wynosi ona 2 ,gdzie 
oznacza szybkość, z którą ciężary osiągną linię 

Pierścieni. Oczywiście 

<*\j lv,,' • \ 



a stąa £m<$<3 , 

W dalszym ciągu zjawisko będzie miało przebieg 
t a k i : Wskutek uderzenia między lewym ciężarem a 
płytką w sznurze powstanie naprężenie impulsywne 
Ir , a ilość ruchu układu, złożonego z tego cię-

• \ — ' £ . ' Ł 

żaru i t e j płytki wzrośnie od/%; do ^^771/2/- , gdzie 
3" oznacza nową szybkość układu. Stąd 

Ilość ruchu prawego ciężaru praed uderzeniem była 
, a po tern wynosiła Y£?.Z*-. Działało tu napręże

nie impulsywne JT , skierowane odwrotnie, zatem 

/2/ i /3 / ^ n r ^ ^ / H j 

Wyznaczmy t e r a z wysokość 7̂ , na którą podniesie 
się ciężar lewy, W tym c e l u zastosujemy zasadę sił 
żywych. \ 

Na l i n i i pierścieni układ, złożony z lewego 
ciężaru i płytki, ma wyłącznie energję cynetyczną, 
równą l^fll+mjir ^ e n układ podniesie się o 

to będzie posiadał t y l k o energj ę potencjalną. 
Wynosi ona //*l+7?ijz& - /UgJC , a więc 

fitą i : Xts-rśM* -
* ^ A r t / • « 1 9 - — / ~ 
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Przy następnym odchyleniu, równym, dajmy na to 
^ , vT będzie grało rolę 3 , zaś — rolą X, Za-

T E M \ P i i 

4. Dwa jednakowe punkty materyalne A^ Jj są pó̂ -
sączone nierozciągalną nicią o długości ćl . Punkt 
A leży na gładkim s t o l e , nić j e s t wyciągnięta pro
stopadle do bi.egu, a punkt J8 wysuwamy też po za 
^ r z e g stołu. Wyznaczyć promień krzywizny t o r u punktu 
-4 zaraz po zejściu tegoż ze stołu. 

Rozważmy ruch układu w dwóch chwi
l a c h bezpośrednio poprzedzającej 
zejście punktu A ze, stołu i zaraz 

flf następnej, <fyt~. ^ % 
/ T U pierwszej, z t y c h chwil szybkość 

punktu A j e s t pozioma, a srjyb-
°ao B pionowa i każda z n i c h j e s t równa, dajmy 

n & te u . Energja cynetyczna układu j e s t • £m —^ 
e ^ e r g j a p o t e n c j a l n a /początek pola. obieramy na po-
e ^ z c h n i stołu/ wynosi - m.ag\ a stąd 

energja całkowita układu się n i e zmienia, a w po-

—°- m 

2 « n i u jjocaątkowem j e s t = <?. 
wypada K=Ya.& 

y y 
.^nkb A z e j d z i e już ze stołu, to dajmy na to,że 
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szybkość jego będzie - - r i utworzy z poziomem kąt oC 
zaś szybkość punktu B będzie « V~ • 

W c h w i l i zejścia A ze stołu w n i c i powstało 
naprężenie chwilowe, a l e ilość ruchu się n i e zmieni
ła. Przed zejściem j e j składowa pozioma wynosiła 7iz& 
i t e r a z równa się temu samemu. Tak samo ilość ruchu 
w kierunku piobowym wynosiła TTUC, t e r a z =mir+mir=?mt 
i oczywiście TTUC-JTKTTJ skąd -~ . Punkty A \ 
S /po zejściu A ze stołu/ mogą być uważane, jako 
należące do ciała sztywnego, zatem v j e s t rzutem $ 
na AB . Stąd 

a . ^ y ^ I - f V 7 " = oraz 

?>_ y^ćr . co<u ==_^_~_^_ 

Szukany promień krzywizny ^ leży na normalnej 
j v - 7 \ 
dc W" . 

P r z y s p i e s z e n i e n o r m a l n e j punktu ,4 j e s t rów 
Ti — <̂  Sćt.tT ne ?? — — Sd.S" 

Wyznaczymy to samo p r z y s p i e s z e n i e w inny sposób 
Na punkt /l działają: naprężenie sznura i siła 
ciężkości m& ; obydwie te siły są pionowe i t a k i 0 i 

kierunek ma p r z y s p i e s z e n i e bezwzględne punktu A . Ą 
/f* -v -r \ • ' \ • £ 

n o s i ono gt zatem 

a porównując z /4/, będziemy m i e l i 
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/4 rSjcMoC = - f f ^ - & J 
Wyznaczmy wreszcie naprężenie £ . Rozważmy w tym ce
lu ruch punktu A względem J3 . 

P r z y s p i e s z e n i e p u n k t u j w tym ruchu ma t y l k o 
dwie składowe: unoszenia i względną. Pierwsze c z y l i 
p r z y s p i e s z e n i e punktu J3 j e s t równe - —-+&\ torem 
oględnym p u n k t u j j e s t koło, zatoczone z _ż? promie
niem równym c? , i szybkość względna = , a zatem 
Pr z y s p i e s z e n i e normalne względne, a zarazem przyśpie-
R z e n i e całkowite względne =~- • P r z y s p i e s z e n i e bezr 
Względne wyniesie przet\) -^S' , a zatem 

Podstawiając to w /6/ otrzymamy J*-= 
5. Cztery jednakowe punkty materyalne, połączone 

ftierozciągalneini nićmi o długości ^ , tworzą romb 
, w którym kąt o s t r y = ^ . Cały ten układ 

Poruszał się na gładkiej płaszczyźnie poziomej z szyb
kością U w kierunku większej przekątni AC . Wstrzy
kujemy wierzchołek A ; z jaką szybkością kątową za-
C 2 ną się obracać boki AB i A@ ? \ 

Rozpatrujemy układ, złożony 
z punktów £ i C . Rzut 
ilości ruchu tego układu na 
prostą prostopadłą do DC 
wynosi przed zatrzymaniem 
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p u n k t u j ; £?n,tt£22zoC . Po zatrzymaniu zaś j e s t on 
równy : mvsJ2zoL •+ TTZ&ĆO , gdzie ir oznacza szyb
kość punktu <? , po z a t r z y m a n i u & > szukaną szybkość 
kątową. Oczywiście 

£?nii sJn oC = m. ysJn cć -<< r/z. a .6/ . . . , . t rf* 
bo ilość ruchu w kierunku p r o s t e j J; zmianie nie ule-

^ r — • — ' i — — — i , „ , .... 
gła /naprężenia impulsywne działają t y l k o w n i c i a c h 
AB i CD , a naprężenie w J3C j e s t Biłą wewnętrzni 

Gdy będziemy uważali punkty J3 i C , jako na* 
leżące do układu sztywnego, to otrzymamy równanie 

-i- 1 U w j ^ f ĆŁ.CU.JJ.7Z 2oC - 9t, COÓCĆ . . \- . . . . fe) 

Z /!/ i /2/ wypadnie 

6. K u l a dęta o masie TZZ leży na płaszczyźnie po
ziomej . Wewnątrz k u l i znajduje się punkt materyalny 
o masie ?7i , przywiązany sprężystym sznurem do górne' 
go końca /A / pionowej średnicy, a nie sprężystym do 
punktu przeciwległego / JB /tejże. W pewnej c h w i l i 
sznur mJB pękł, punkt m podniósł się do góry, dosz0^ 
aż do A i t u przylgnął do powierzchni k u l i . Zauważ0" 
no przytem, że k u l a podskoczyła o A . Wyznaczyć wsp$ 

czynnik sprężystości sznura. 
Rozpatrzmy układ, złożony z W 
l i i punktu, . Dajmy na. t o , że 
punkt doszedł do A z szybko
ścią -u . Ówczesna ilość ruc|^ 
układu wynosiła zatem Tnct* 
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v y W : 
Gdy i k u l a zaczęła się podnosić, to poruszająca się 
masa wzrosła o ??t , a ilość ruchu się nie zmieniła. 
Z tego wynika, że początkowa szybkość układu była 
równa • J£ . Temu samemu będzie równa owa szybkość, gdy 
ku l a spadając znów dotknie płaszczyzny zatem /par.9/ 

yfeg/Źjskąd - u * . Zastosujmy zasadę sił 
żywych. Siła żywa punktu 7?z w c h w i l i , gdy dochodził 
on do A wynosiła —Jr^- i temuż j e s t równy przy
r o s t t e j siły, bo poc zątko wo była ona zerem. W rozwa
żanym o k r e s i e pracowało naprężenie sznura ?rzA i siła 
ciążenia. Pierwsza z t y c h prac wynosi ~§^~. /p.prz. 
1 par. 28/, gdzie <2 oznacza naturalną długość sznura, 

o - wydłużenie, £ - szukany współczynnik sprężysto
ści. P r a c a siły ciążenia j e s t =-mgfi+cjzatem 

Skąd i z /!/ wynika, że . V ^ 

<5 
• • J / ^ Z) 

T r i u . . 

lamieszczone niżej przykłady dotyczą ruchu 
łańcuchów i wymagają pewnych wyjaśnień wstępnych. Łań
cuch możemy w przybliżeniu uważać za szereg jednako
wych punktów materyalnych, połączonych krótkiemi n i e -
sprężystemi nićmi. 

Przypuśćmy, że łańcuch o długości / leży na gład
k i e j płaszczyźnie poziomej. Część jego B A « S j e s t 
Wyciągnięta na płaszczyźnie, a część pozostała tworzy 
8^08, leżący na płaszczyźnie w najbliższych o k o l i c a c h 
Punktu B . Możemy przyjmować w przybliżeniu, że cały 
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ten stos znajduje się w p u n k c i e . ^ . Przyłóżmy do koń-
ca A siłę , działającą s t a l e w kierunku DA . Do
póki łańcuch n i e wyprostuje się całkowicie, ruch j e 
go będzie odbywał się w sposób następujący. W każdej 
c h w i l i d z i e l i się on na dwie części, część pierwsza, 
już wyprostowana, posiada szybkość V~ w kierunku s i 
ły JP , część druga tworzy j e s z c z e stos w punkcie -i? 
i j e s t nieruchoma. Co moment nowy element łańcucha 
przechodzi z części d r u g i e j do p i e r w s z e j , p r z y b i e r a 
jąc w ciągu n i e z m i e r n i e krótkiego czasu szybkość V~, 
Oczywiście powtarza się tu wciąż zjawisko, które roz
ważaliśmy szczegółowo w par. 33. Element, który właś
n i e rusza w danej c h w i l i , przebywa okres, który tam 
nazywaliśmy przejściowym. Z tego wynika, że siła żywa 
łańcucha będzie zawsze mniejsza od pracy całkowitej 
Iwykonanej przez siłą JP . 

długość X , a zatem ilość ruchu ^ c z y l i wektor £x , ca-

i V należy uważać za zmienne. Jedyną siłą zewnętrzną 
działającą na łańcuch j e s t P , a zatem 

J e s t to równanie zasadnicze, z którego dadzą się 
wywnioskować różne okoliczności, dotyczące zj a w i s k a . 

\ Dajmy na to,że w c h w i l i t część pierwsza ma 
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Wyznaczmy np. naprężenie S , które panuje w punkcie 
łańcucha, stanowiącym granicę pomiędzy częścią rucho-
fca, i nieruchomą. Z / l / otrzymamy 

^Xdv+ft.V-dx » Pdt . . . . . ( < ? > 

Warto zauważyć, że wyraz jUxd?/' wyraża p r z y r o s t 
ilości ruchu t e j części łańcucha, która już się poru
szała w c h w i l i V , a wyraz ̂ <<>\kóQj^ j e s t przyrostem 
ilości ruchu tego elementu, który ruszył w c z a s i e d 

Dzieląc /Z/ przez otrzymamy 
'M, x, hM + <UV* & 

~~ j e s t to p r z y s p i e s z e n i e części ruchomej, której 
masa w y n o s i ^ ^ i na którą działają w kierunkach od-
wrotnych siły P i Ś% a z a t e m ^ r - J ^ - . Wprowa
dzając to do /3/, znajdziemy, że 

Do tego samego można dojść bezpośrednio. Pod działa
niem siły element dx w cz a s i e ć^"przybiera szyb
kość V, innerai słowy siła w c z a s i e «^wytwarza 
ilość ruchu f6V-dx, a zatem *5.df^tfc/az- . Dzieląc 
przez otrzymamy znowu fs/ . 

Znajdziemy j e s z c z e , w jakim c z a s i e łańcuch wypro^ 
s t u j e się całkowicie. W tym c e l u pomnóżmy /!/ przez 
~X.V , otrzymamy 

jU,.x. v. d(xvj* P. x.z\dt 

Lecz vdzl~dx , zatem jtc.x:jr.d^x.vj - Px.<^x 

Całkując znajdziemy, że 
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gdaie j f f t stałą całkowania. Dla X*ÓL mamy 
zatem •c*-JDa's i 

(UxY=P//x*-a*J , , , - {*J 
Gdy podstawimy t u / zamiast X , to otrzymamy szyb
kość, którą osiągnie łańcuch już całkowicie wyproato* 
weny. . 

fypadnie ir * y ftl* 
2 / l / marny M,xv ** Pt /stała całkowania j e s t 

ę 0/t a stąd t ~ rrĘ£-" \ czas szukany wynosi zatem 

Wyznaczymy wreszcie stratę 7 siły żywej łańcucha, 
innemi słowy znajdziemy, i l e wyniesie różnica pomię
dzy pracą, wykonaną przez siłę B , a siłą żywą wy
prostowanego łańcucha. 

Gdy już X metrów łańcucha się wyprostuje, to 
praca t a będzie równa P/ic-aJ , a siła żywa łańcu-
cha wyniesie *̂ jjT** , zatem s t r a t a j est^Pfoc-aJ-
Stąd i z / 5 / wypadnie T-Pfaa/- Śtkzgt 

7 7~> S7 }2 ^ 
Dla &*£ będzie T= r^ja/- <H [Bp Łańcuch ważący 61 j e s t zawieszony za jeden 
koniec nad stołem w punkcie (P , a drugi koniec doty
ka stołu. Wyswabadzamy koniec górny; wyznaczyć reak
cję, którą stół wywiera na łańcuch w c h w i l i , gdy 
o s t a t n i e ogniwo dochodzi do stołu. Dajmy na t o . że po 
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upływie t sekund górny koniec łańcucha znalazł się 
w punkcie A , że OA = & %M ówczesna szybkość T 
łańcucha wynosiła V . Ilość ruchu t e j ćiJsiei łańcucha, 
która jeszcze h i e spadła na Btół była wtedy równa 
(tft-zjT , gdziê /ć. oznacza mas"ę! j e d n o s t k i długości, a 
i całkowitą długość łańcucha. 

f ciągu M sekund t a ilość ruchu otrzyma przyrost 
d>j(ift-zjv^ , wytworzony przez wypadkową ciężaru łańcu
cha & i r e a k c j i stołu Zatem 

albo // // r I dir JJ ^ j f e / ^jL^—^ 

Lecz j jd§-=?r więc 
fli-x/<?-• • • • * 

Górny koniec łańcucha spadł o .r , zatem /par.9/ 
&Mf<* i z / l / wypadnie filg' -<tyć£j:~<2-& 

Ponieważ, wreszcie . więc JtsJ/K&Z* 
Zakładając t u x«l otrzymamy, że szukana reakcya wy
kosi lub J6Z . 

c 
9. Łańcuch tworzy stos nad samym brzegiem stołu, 

którego wysokość "+A% a koniec łańcucha zwisa, aż do 
Podłogi. Wyznaczyć szybkość, którą osiągnie łańcuch, 
6dy pozwolimy mu swobodnie schodzić ze stołu na podło 

Dajmy nato, że po upływie ~t~ sekund łańcuch po
gada szybkość V . Porusza się t y l k o część łańcucha. 
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• 

mianowicie t a , która j e s t zawarta między stołem a po
dłogą, zatem ilość ruchu łańcucha wynosi^ć/^ć*-,gdzie 
It oznacza masę jedn. długości. 

Tak samo, jak w prz. 8, otrzymamy równanie 
{jltAg- ffjcćt - cć^A./tc. vj . . . . . . fij 

g d z i e 7d oznacza przewagę r e a k c j i podłogi nad cięża
rem części łańcucha już leżącej na podłodze. W ciągu 
dt sekund spada na ziemię element ?/:d<? łańcucha,© W 

s i e ju,.v: dt. posiadający ilość r u d i n /tc^df .1*. ilość 
ruchu n i k n i e pod działaniem siły/?, a zatem 
%.dt--jb.V*dt j skąd 7d-^U,.V. <=-~^ 

Podstawiając to w /!/ otrzymamy 
d/iv/-;Ag -vj/<dĆ~9 albo Ajdtr . 

Gdy oddzielimy w tem równaniu zmienne i zcałkujemy,to 
wypadnie ^ F ? 

€ — £ 

gdzie C=y^S- Z biegiem czasu ^ w z r a s t a , dążąc asym
p t o t y c z n i e do -c . * 

(JCk) Końce łańcucha y4 i J3 są umocowane prawie 
pionowo jeden nad drugim i łańcuch j e s t wyprostowa
ny. W pewnej c h w i l i wyswobodzono górny koniec M \ 

w t4 sek. doszedł on dc poziomu końca A , a wówczas 
wyswobodzono i ten d r u g i . W jakim c z a s i e łańcuch wy 
p r o s t u j e się znowu? 

Przypuśćmy,; że w c h w i l i t końce łańcucha znajda 
się w punktach Ax i JBj , przyćzem odległość piono-
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wa ty c h punktów wynosi x , Ilość rac hu 
łańcucha będzie wtedy równa-^r^-#v 

gdzie / oznacza długość całego łańcucha, 
U- - szybkość części l e w e j , a T/T- prawej 

Przyr o s t element. t e j ilości ruchu j e s t równy po
pędowi siły ciążenia,^45* ̂ a t 9 E ł d^^^(C*^^^l=^.ls-dl 

Stąd -d^l-x/ic ̂ ^l^xjvj7=^l^r. </f . , . ! fcj 

Y 

Szybkość bezwzględnapunktu ^ j e s t równa sumie szyb 
kości względnej /względem^ / c z y l i -fr£ , oraz szyb-
kości unoszenia, c z y l i V. Zatem -U — V* , a l e 
M>s&-tt bo koniec S spada swobodnie, więc zr~u- ̂ r--

c^F* Podstawiając to w / l / otrzymamy^$*xJ^^/^& 
a całkująo, fe+xJ~~=-= -c , gdzie^ -c j e s t stałą całkowa-
ni a . W c h w i l i t0 mamy X-<? , ^ f ' ^ ^ * » s k ^ d wypad
nie ft^J^teŹ'-^ 
Całkujemy to równanie; będzie 

lx * jr - 4f- ^ - -
gdzie A j e s t stałą całkowania. Przy J ;z /2/ 
wypadnie o A , więc ^ $ ^ - 4 ^ 
Gdy łańcuch znowu się wyprostuje, to będzie zc = ć, a 
więc z fl=&tt-&£ « ? • ^ 
'* ciągu sek. punktu? spadł o / , zatem 
Stąd i z /4/ otrzymamy ^ s t ^ ' ^ , • 

11. O t w a r t y ^ z b i o r n i k , zawierający pewną ilość 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

*ody wtswiono na wózku^kplejowym. Wózkowi nadano 
8^ybkość <£ i przyłożono silsęoo ciągową, która do-



kładnie równoważy w każdej c h w i l i opory t o r u i powie* 
t r z a . W p i e r w s z e j c h w i l i masa całego układu była rów
na JVÓ , a l e przez otwór w dnie z b i o r n i k a wypływa na 
sekundę masa wody , a deszcz pionowy prz y n o s i jed
nocześnie masę ?n . Jaką szybkość będzie Eiiał wózek 
za. t sek. 

Dajmy na t o , że po upływie £ sek. masa wody w 
wózku była równa jPL% a szybkość wózka wynosiła 7r~ • 

Ówczesna ilość ruchu j e s t zatem -J??zs-, a j e j przy
r o s t w ciągu <d£sek. —d/ft2ir). W tym samym c z a s i e z wó! 

ka wypłynęła woda o masie AC. a więc układ s t r a 
cił ilość ruchu ^C.dc-,V . Oczywiście djfi2vj= ^(C.dłzr.. 

/Deszcz, który spadł w tym o k r e s i e do wó.ika n i e zmie* 
nił ilości ruchu układu/. PonieważJ?l=ft/+m£-A 

więc z /!/ będzie djjfydm^Jtfl^--fU.dt.tf- } 
stąd d?0 dv - fo-^Jddt- v-+ dr.t^M ~^c. v. dtj 
albo dtr^Ą+fa-^/tJ-- m.tfdt fg) 
Oćdzielaj'ąc w tern równaniu zmienne i całkując otrzyro#' 
* k*~-^rte/fo.+/->*-rtt/~e. . . . &) 
gdzie Ćf j e s t stałą całkowania; gdy /~= o , to 2f--?% 
uwzględniając to w /Z/ znajdziemy, że 

(m. -ftjfe ^ r/z & ^rfik •r 

Stąd można łatwo otrzymać szukaną wartość <&r . 

*'»' przypadku szczególnym, gdy ?n-^(Cwypadnie z /'li 
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flędrr = -?n.v.dt , skąd całkując i ' biorąc pod uwagę 

Warunki początkowe otrzymamy QĄ, £ = - ? 

a z tego 
Gdy czas upływa, to V zmniejsza się-, zbliżając 

się asymptotycznie do zera. \ . 
12. W obłoksch powstała k u l i s t a k r o p l a wody o 

Promieniu <Z i zaczęła spadać,, pr.zy.czem-. dzięki d a l 
szemu s k r a p l a n i u paiy wodnej masa k r o p l i wzrasta pro
p o r c j o n a l n i e dp powierzchni. Wyznaczyć szybkość V , 

Horą osiągnie k r o p l a w c z a s i e t » gdy promień j e j 
stanie się równy \2» . Masa k r o p l i w c h w i l i t wynosi 
•y-3l.i*3.^Ł t gdzie ^ oznacza gęstość wody, zatem 
ilość ruchu j e s t równą ^.Z.P^.TT . W ciągu dt sekund 
ta ilość rucha ctrzyma\>rzyrost df-^JLl^fiz V J , t e -
»>U więc będzie równy popęd elomentarny siły ciążenia 
c z y n &4fy . W 

albo .<d{rsv]=gr34lt . ., . V'.. - • • ^ 
Wyznaczmy teraz ̂  w f u n k c j i . W ciągu se

kund objętość k r o p l i wzrośnie o <i/^^J albo oX+**fM 

6 d z i e J. oznacza wsp. proporcjonalności. Zatem <łfi&lj*. 

*l^Jirzdt , skąd • • • -/^« Podstawiając 
to w / l / otrzymamy d(r3vj=g.r'^ 
8kąd przez .całkowanie wypadnie 

^ECHAMIKA -• EYMililKA - ARKUSZ V I I I . 
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\ 

g d z i e C j e s t stałą całkowania. Gdy v~<z , to < ^ 

Odejmując tę równość od /Z/ otrzymamy 

lub rozwiązując względem Tr / 

Z /2/ mamy F^Lt+A , gdzieś j e s t stałą- całko: 
v . n i a . Przy t*o , F^H zatem A - <t i wypadnie • 

Stąd i z /4/ otrzymamy 

W orzypadku szczególnym będzie: 1/ gdy >t0 

~ / \ •S^-^— t 2/ gdy kondensacja n i e zachodzi,to z** -et 

i V*gt.^? \ 

35. Moment ilości ruchu. Niech będzie punkt 
t e r y a l n y o masie rn. , którego szybkość w c h w i l i t 

j e s t równa V , z. ilość ruchu 7nV , 

Obierzmy j a k i k o l w i e k w p r z e s t r z e n i punkt O i 
wyznaczmy moment wektora mir względem tego punktu 
0 . Oznaczymy ten moment ilości ruchu literą N • 

Posiada on wymiar A U T i j e s t liczbowo, ro*' 
ny podwójnemu polu trójkąta, którego podstawą j e s t 
odcinek, reprezentujący 7nv * a wierzchołek leży T' 

"e: **'" * ^ ^ j S A v 5 l 
Przypuśćmy naprzód, że na m żadna siła n i e 

aziała. W tskim r a z i e punkt-ten b i e g n i e ze stałą 
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szybkością na prostym t e r z e X . Oczywiście wektor 
M , • prostopadły do płaszczyzny, przechodzącej-przez 
0 i X j n i e zmienia się z czasem co do kierunku; 

r i i c zmienia się on również co do wielkości, gdyś pole 
owego trójkąta j e s t stałe pomimo ruchu punktu 58?* . 
Przypuśćmy t e r a z , że na ?n działa siła P , W c z a s i e 
dt ilość ruchu otrzyma p r z y r o s t geometryczny j/my-J 

2godny co do wielkości i kierunku a Pdt , a zatem 
Moment ilości ruchu w c h w i l i t +-dt będzie posiadał 
dwie składowe, a mianowicie moment wektora mir i mo
ment wektora <F(mvJ l u b wektora . Widzimy,że 
*ektor // w c z a s i e -dt otrzyma p r z y r o s t geometrycz
ny <T// równy momentowi P.-dĆ względem O , Lecz 
aome:ic Pdt względem O j e s t to oczywiście to 3amo, 
co faoment siły P względem tego punktu, pomnożony 
Przez dt . 

Tak więc co dt sekund siła P wytwarza przy-
r°8t g ^ m e t r y c z n y w e k ^ j ^ j y , zgodny co do k i e run-
* u z j e j momentem' względem 0 , a co do wielkości dt 

razy większy. W t e n sposób zmienia się ten." wektor. 
Użyteczność t y c h p r o s t y c h rozważań okażemy na 

Przykładzie następującym. Przypuśćmy, że siła P 

^iałagąca na punkt C j e s t c e n t r a l n a , a środkiem je;! 
?iech będzie punkt C , Moment o U > P względem O 

Zihlo równy zero, & Zute.tr, wektor fł ni« ^ t r z y -
" l uJe żadnych przyrofcidw i j e s t ftiiły co do ;vicrKo4ci 

http://Zute.tr
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i kierunku. 
Z tego wynikają bezpośrednio dwa wni o s k i nastę

pujące. Przedewszystkiem'oczywistą j e s t rzeczą, że 
szybkość punktu iri musi s t a l e pozostawać .w• płaszczy 
śnie, przechodzącej przez.. 0 i prostopadłej do -JJ » 

a więc ruch pod działaniem siły c e n t r a l n e j , c z y l i rH.fl| 
c e n t r a l n y j e s t zawsze płaski /prz.4 par.133 c z . I I / . 

Aby dojść do wniosku drugiego oznaczmy przez f 

odległość szybkości W punktu m , c z y l i ramię raoine11' 
tu ilości ruchu. W takim r a z i e //^miri* , a zatem 
i l o c z y n VI9 , równy ^ j e s t wielkością stałą. Wyjas"1 

my w krótkości znaczenie cynematyczne bego i l o c z y n u . 
Przypuśćmy, że w początku rachuby czasu punkt 7$ 

zajmował położenie Ac»w chwil 1 

t położenie A. , w c h w i l i 
t *dt poło żeni a Aj . Oznacz 
pole wycinka AQ CA p r z e z -
a pole wycinka A CA* p r z e z -

FI a. 53. 

Nazwaliśmy / p . p a r . l ^ 
c z . I I / szybkością wy 

cinkową punktu ??£ . Oczywiście 
<ts*AAi . a zatem 4f y > , Widz*' 

my, że j e s t podwójną szybkością wycinkową punk* 
•JTL i drugi wniosek, t y l k o co otrzymany, wyrazimy t ^ ' 
y. rubhu centralnym szybkość wycinkowa j e s t w i e l k o j f i ^ 
stałą. 

http://cz.II/
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Powróćmy do przypadku ogólnego, w którym siła P 

^iałająca na punkt ^ , j e e t jakakolwiek. Poprowadźmy 
Przez O dowolną prostą & i oznaczmy przez /Yx r z u t 
wektora rV na tę prostą. Będzie to moment ilości r u 
chu względem p r o s t e j X /par. .10 c z . I / . 

Gdy wektor // otrzyma p r z y r o s t geometryczny i/Ż , 

'o rzut tfx otrzyma p r z y r o s t <ćĄ i wiemy, że cftf* 
jest rzutem p r z y r o s t u <%/ na prostą X . Lecz W 

Jest to moment siły P względom O , pomnożony przez di 

* zatem będzie rzutem togo momentu siły na pro-
S H x , albo j e j momentem względem p r o s t e j x , po:':na 
zonym przez 

Tak w ^ j ^ ^ ^ 
i^ltJLl<™ny j e j momentowi względem X pomnożonemu 

36. Wektor układu. Niech będzie układ, złcżc-
«* z punktów .które w c h w i l i £ posiadają 
8*ybkości tc.^.ą1, Obierzmy dowolnie « p r z e s t r z e 
n i środek r e d u k c j i 0 i wyznaczmy względem niego mo-

ilości ruchu w s z y s t k i c h punktów układu. Oznaczy-
^ je przez £ , 4 i 4 , • • • Ponieważ wektory t e posiada-
^ wspólny początek, i s t n i e j e przeto i c h wypadkowa,któ-
^ oznaczymy przez H \ nazywamy ją momentem ilości. 

układu względem punktu C , albo wprost wekto-
ff % 

Z biegiem czasu wektor H zmienia się co do w i e l -
1 kierunku, i zmiany te dają nam ważne wskazani* 
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przy badaniu ruchu układu. Wektor ten, podobnie, jak 
wektor G , możnaby porównać do wskazówki przyrządu, 
sygnalizującego pewne wydarzenia W przebiegu zjawiska 
Zobaczymy, j a k i wpływ na wektor.H. wy*,i s r a j ą siły, 
działające na różne punkty układu. 

Przypuśćmy,więc, że na punkt ?n dzieła- siła P « 
Wytworzy cna w c z a s i e dt p r z y r o s t geometryczny skła
dowej Ł , równy j e j momentowi względem O , pomnóż^ 
nemu przez dt , Oczywiście t a k i sam p r z y r o s t o t r z y 
ma wypadkowa n . T ym sposobem każda siła, a z i ai ają-' 
ca na układ, wytwarza co <^?~sek. nowy przyrost, wekto
ra.W . ~~7~ 

Bwie siły wewnętrzne, które dwa punkty układu 
wywierają na siecią -nawzajem są równe i odwrotne '3 8 
zatem momenty i c h względem O są także równe i od
wrotne . Z tego w y n i k i , że siły t a k i e wytworzą w c z | 
s i e <jlt p r z y r o s t y równe i odwrotne wektora H , csy>^l 
w sumie n i e wytworzą żadnego przyrostu,, a. zatem siły 
wewnętrzne n i 5 wv";i-'raJQ wgjywu na'wektor //,ja.k im % 

Wektor // układu izolowanego j e s t stały co do 
wielkości i kierunku, Poprowadźmy przez punkt O do* 
walną prostą; X. . Rzut //x wektora P na tę prosta 
nazywa się momentem ilości ruchu układu względem Pj3-
s t e j X , J e s t on równy.sumie rzutów składowych ^ 
Aj,,• . .' . „ c z y l i sumie momentów ilości ruchu p'j;J 

tów TTij ,7nZ/7nJr... względem p r o s t e j a* . 
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Q0 I 

Siła, działająca na jeden z punktów układu, wy
tworzy oczywiście w cz a s i e dt p r z y r o s t wektora /Yx 

r o * n y j e j momentowi względem X , pomnożonemu przez • 
dt , Siły wewnętrzne n i e wywierają wpływu aa rVx po-
'bnifyjak i na M . • 

2[Przykłady. 1. Dwa punkty materyalne >4 ,.2? l e -
H na gładkim s t o l e i są połączone wyciągniętą niesprę 
żystą nicią,"prz*echodzącą przez gładkie kółko C , 

nocowane na s t o l e . Kasa punktu A j e s t dwa razy 
ej sza od masy B t a odległości punktów od 6 są 

rowne. Nadajemy punktowi A szybkość % , skierowaną 
prostopadle do n i c i CA ; z jaką szybkością dojd z i e 
~c kółka, punkt B . 

Po upływie t sek. punkt pierw-
* 

sz 1 d o j d z i e do położenia A .od
ległego o 2*od 0 . Oznaczmy 
przez kąt biegunowy i rozłóż
my ówczesną szybkość punktu A 

na składowe Vp i ^ . 
J e s t rzeczą .jasną, że szybkość punktu drugiego 

który w chwilx&napołożenie B , wynosi % i j e s t 
k ierowana ku 0 . 

Weźmy momenty ilości ruchu układu względem 'O . 
^C2ywiście będzie on równy ?7Z.Z^,r . J e s t to wielkość 
£tftłał b 0 n f i punkt A działa/ t y l k o naprężenie sanu-
*• & wiec siła wciąż przechodząca przez O c z y l i 
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siła c e n t r a l n a . Ta wielkość stała j e s t równa momento
wi ilości ruchu układu w c h w i l i początkowej to j e s t 
Tri.ire. 4t t gdzie <?•<£ oznacza długość n i c i . 
Stąd 77iVrF>= 77Zvo<t i % ~ — . . .... fij 
Aby wyznaczyć %, zastosujemy zasadę siły żywej. Naprę' 
żenię n i c i n i e pracuje, bo j e s t ona nierosciągalna. 
Po zatem na układ żadne siły / n i e pionowe/ n i e d z i a 
łają, a wiec siła żywa j e s t stała i równa wartości po' 
czątkowej c z y l i — — . W c h w i l i t siły żywe punktó' 
A VB wynoszą odpowiednio W*** %ŁŁ , i 

zatem 
77zfVf + v£) 2 Tri. v£ 

2 * ' 2 

Stąd i z -./I/ otrzymamy 

% J^S 

Gdy JB d o j d z i e do (/ , to będzie l9*• Z-tc , zatem wypeć" 
me 

J e s t to szybkość szukana, 
i 2, Trzy punkty materyalne AJt A£ , Ag o jednako' 

wych masach, osadzone na lekkim sztywnym pręcie na 
końcach i w środku leżą na gładkim s t o l e . Punkt Aj 

otrzymał uderzenie w kierunku prostopadłym do pręta; 
wyznaczyć stosunek szybkości początkowych wsz y s t k i c h 
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Ilość ruchu układu musi być prostopadła do l i -
n j i pręta, bo t a k i kierunek miało uderzenie. Z tego 
cynika, że szybkości punktów będą także prostopadłe 
ćo t e j l i n j i , a więc na n i e j leży początkowy środek 
chwilowy. 

Dajmy na t o , że j e s t nim punkt " , odległy o x 
od A3 i że szybkość kątowa układu wynosi (<) .Za
tem •ui*l£<x,-xj<k) , i% "fa-jcjeo , % g d z i e 
2£,«j> « oznaczają odpowiednio szybkości punktów Ax, 

Momenty ilości mchu układu względem Aj przed 
uderzeniem i po niem są równe; l e c z przed uderzeniem 
układ był w spokoju i moment ten równał się zeru. Za 
tom ?nx(ti.2a - m fa-xj&.<t = c Stąd oraz 

szukany stosunek wynosi więc 
Tj : Vz : V3 *$:£:/ 

Zwrócimy t u uwagę na dwie okoliczności następujące: 
V Braliśmy t u w danym przykładzie momenty względem 
Punktu Aj c z y l i względem punktu ruchomego. Łatwo d« 
*1eść, że w tym r a z i e można.było tak postąpić. I s t o t 

, n i e , rozważmy dwa momenty: pierwszy, poprzedzający 
W r z e n i e i d r u g i , bezpośrednio po uderzeniu. W ciąg 
t e £o krótkiego okresu czasu punkt Aj n i e zmienił wy
rżnie położenia, możemy go więc uważać za punkt n i e 
rUchomy. 2/ Bezpośrednio po uderzeniu całyukład za-



czyna się obracać około C . Możemy go osadzić na 
o s i pionowej, przechodzącej przez C i ruch począt
kowy n i e u l e g n i e zmianie. Z tego wynika, że-pręt n i e 
wywrze na swą oś żadnej r e a k c y i . Punkt C nazywamy 
środkiem uderzenia. Wrócimy do niego w r o z d z i a l e V. 

ROZDZIAŁ I I I . 

SZKISŁET DYNAMICZNY CIAŁA. 

36. Przedmiot rozdziału. Zasadnicze zagadnienie 
dynamiki ciał sztywnych j e s t t a k i e : mając dane c i a 
ło sztywne oraz siły na n i e działające wyznaczyć 
ruch tego ciała. Aby zagadnienie t a k i e rozwiązać trze 
ba przedewszystkiem wiedzieć, jak j e s t w c i e l e rozło
żona masa, c z y l i znać jego budowę dynamiczną. 

Wśród c i s i sztywnych możliwa j e s t n i e o g r a n i c z o 
na rozmaitość kształtów, a wśród ciał niejednorod
nych- o jednakowych kształtach możliwa j e s t j e s z c z e 
nieograniczona różnorodność w rozkładzie mas. Pomimo 
to jednak w s z y s t k i e -ciała sztywne wykazują w swej 
budowie dynamicznej pewne wspólne rysy. Możnaby po
wiedzieć, że każde ciało sztywne posiada jakby szkie* 
l e t dynamiczny i s z k i e l e t y w s z y s t k i c h ciał są zbudo
wana <\B jedną modłę jak na jedną modłę aą zbudowane 
s z k i e l e t y w s z y s t k i c h zwierząt kręgowych. 

Przedmietem n i n i e j s z e g o rozdziału ma być właś
n i e opis budowy dynamicznej ciała sztywnego. Punktem 
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