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zatem Cł.dCł=-QZsin§d§f& całkując otrzymamy / 

\ ćo*eos-$+A , fej 

gdzie A j e s t stałą całkowania. Gdy V**O . to szybkość 
względna była równa 2&.CO \ C?=f?có} zatem A^&^-r-' 
Podstawiając to do (Z) będz i eray m i e l i <DG>=2CO.cos-gj a s t ąd 
R=mi4.a.<^2cosz^+2axo2co^-4a.c^co3^)po uproszczeniu 
]?=2a.3K.<*?coslc(3cos^-2^ . JReakcya t a j e s t początkowo do-
d a t n i a , następnie zmniejsza się, gdy cosf--^-, to s t a j e 
się zerem, poczem p r z y b i e r a wartości ujemne. 

-Gdyby torem przepisanym punktu rcateryalnego była 
wewnętrzna strona gładkiej obręczy i gdyby pozostałe 
warunki były t a k i e same, jak w poprzedzającym przykła-
d z i e , to od c h w i l i , w której cos^-^ > punkt przestał­
by się stykać z obręczą i poszedłby w myśl pierwszego 
prawa Newtona po l i n j i p r o s t e j * ] 

Znajdźmy, po ja k i m c z a s i e p a c i o r k a d o j d z i e do 0. 
Z równania ŚJ£-2Ą.CÓĆOS7 otrzymamy po zcałkowaniu 

/ • loc.ts($+gj=at+B ty 
gdzie B oznacza stałą całkowania. Gdy o , to -$=0 

zatem B=o . P a c i o r k a d o j d z i e do O, gdy będzie 
co podstawiając w ^i.J znajdziemy t=«x* . P a c i o r k a z b l i ­
ża się więc asymptotycznie do 0.—-

Q. Spadek na t o r z e przepisanym. Rozważymy o d d z i e l 
n i e przypadek, w którym ciało porusza się na gładkim 
to r z e przepisanym pod działaniem siły ciążenia. Układ 
współrzędnych obierzemy i n a c z e j , niż w p a r a g r a f i e 7. 
Początek możemy wziąć dowolnie, a o& X skierujemy pio 
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nowo na dół. 
Przypuśćmy, że punkb o 
masi e 222 wy ruszył z poło-

z szyi żenią Aó fa,%,Z0 

kością 1% , a w c h w i l i 
^'znalazł się w położę* 

n i u A.(x,y,z) ; szyb­
kość jego była wówczas 

a reakeya to r u TŁ tworzyła z osiami kąty 

W takim r a z i e będzie 7n^^-B.co3oL-,m^^~Ił.co^ 

TTL-^^^/Y.cospf-mg-ALriożymy te równania odpowiednio 
przez dx,,dy,ctx i dodajemy stronami 

Lewą stronę możemy przekształcić na 

gdzie d# oznacza element t o r u . Współczynnik p r z y i ^ 
po prawej s t r o n i e jer.t oczywiście równy rzutowi a l 0 ' 
montu ds na kierunek r e a k c y i R ; l e c z r e a k c j a j e s t 
normalna do t o r u , a więc rz u t ten j e s t zerem. Tym 
sposobem równanie nasze przekształci się na 

Całkując r. granicach od "X,Q do ^ otrzymać 
/Vz-'Vf+%g/Z-X0J. Z równania tago wynika wniosek bal" 
dzo ważny, że szybkość punktu w położeniu A n i e za' 
leży wcale od kształtu t o r u A>aA. , l e c z j e d y n i e od 
szybkości początkowej i od , c z y l i od róż' 
nic y poziomów punktów A i A.. Odwrotnie jeżeli J 
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punkt rnateryalny wyruszy z A z szybkością 17" w s t r o ­
nę JA.0, to d o j d z i e do tego ostatniego z szybkością . 
W przypadku szczególnym, gdy % = O i Z-Z0~A ,vl2g/z. 

Aby wyznaczyć równanie ruchu, c z y l i związek po­
między dragą, przebytą na t o r z e i czasem t r z e b a mieć 
dany t o r punktu. Przypuśćmy, że torem przepisanym j e s t 
l i n i a p r o s t a , nachylona do poziomu pod kątem cć . W tym 
r a z i e -siła styczna j e s t równa ni&&i2icCt a siła normal-
ha TZl.g:coscC. Krzywizna t o r u j e s t zerem, a więc i przy­
s p i e s z e n i e normalne j e s t zerem. Z tego wynika, że re-
akcya t©ru j e s t wciąż równa s i l e normalnej TZi.g.coscCr', 

Ruch punktu j e s t p r o s t o l i n i o w y i j e d n o s t a j n i e 
przyspieszony, a mianowicie p r z y s p i e s z e n i e wynosi gsi/ioc 
Według par. 134 c z . I I równanie ruchu będzie x=^s{^1^-^ 
^t-*-Xa , gdzie % i X0 oznaczają szybkość i odległość 
°d początku t o r u w c h w i l i t^O :— 

W przytoczonych niżej przykładach użyto d l a krót­
kości terminu cięciwa najprędszego spadku. Tak nazywa 
Bię pewna p r o s t a , przechodząca przez dany punkt A i 
przecinająca daną linię oC ; po n i e j punkt rnateryalny, 
który wyruszył z A bez początkowej szybkości, docho­
d z i w najkrótszym c z a s i e do od pod działaniem siły cią­
żenia. 

A JO. Przykłady. 1. Punkt rnateryalny położono w 
Punkcie 3 , na zewnętrznej s t r o n i e gładkiej obręczy • 
kołowej; promień, przechodzący przez B tworzy z p i o -
nsm kąt oC . W którym punk c i s ń\ ręczy punkt materyal-
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ny z n i e j z e j d z i e ? /por.prz.4 

c p a r . f i / . 
Punkt szukany C można poznać po 

p tern, że w nim reakcya obręczy 
z n i k a . Oznaczmy kąt AOC przez 
$ , a szybkość punktu w położe­

n i u C przez • P r z y s p i e s z e n i e normalne w tern położę' 
n i u j e s t równe J r i wywołuje j e jedynie składowa 
normalna siły ciążenia bo reakcya - o.—- Stąd 
7%jj[£m&.C08$9 a ponieważ na zasadzie par. 9 

"V^2s^(cosoi-cos3L zatem wypadnie po uproszczeniu 
COSoC 1 I r " 

"k.2. Ciężki punkt może się poruszać na okręgu, po* 
łożonym w płaszczyźnie pionowej. Punktowi temu nada­
no taką szybkość w poło-żeniu 3 , że mógłby on dojść 
do najwyższego punktu A okręgu. W j a k i m c z a s i e purtf 
ten d o j d z i e do położenia JP jeżeli kąt 30A*oC. i 

Czybkoóć niezbędna do 
% f l \ A "\ tego, by punkt doszedł do A j e s t 

% jJZ&.a.[f-casotjgdzie a oznacza pro­
mień koła. Przypuśćmy, że po t 

FIG.?*1~X—sekundach, punkt doszedł do poło* 

żenią JP . Szybkość w tem położeniu jest równa 

V^%z-^S.a[ooffA cosoi) = y2ę. a^eos^)'hm^i£ald rugi ej st ro ny 

ta sama szybkość jest równa "dr*—^r-<2 y a zatem 

=-%sm^y&a skąd ^c-Ąj^dt a po zcałkowaniu 

gdzie C jest 3tałą całk owania. 

http://par.fi/
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Gdy to , to ^=c( ^ skąd wypadnie O' "ćg^g . Zatem 

Zakładając = znajdziemy, że punkt d o j d z i e :lo 
położenia T4 po c z a s i e / = o o . — 
Znajdźmy j e s z c z e reakcję t o r u w f u n k c j i kąta $ .Biof 
rąc r z u t y sił na kierunek PO otrzymamym ĴŹTzgcosriź 
albo m-£&/7'-cos$*#+3ngC0sJtś)LąiL /Y-mgft-Scosfy.— 
X 3. Z punktu ^ wychodzi w płaszczyźnie pionowej 

w i e l k a l i c z b a prostych i uo łych prostych zsuwają 
się ciężkie punkty materyalne, które wyruszyły jed­
nocześnie z A bez początkowej szybkości. Znaleźć 
miejsce geometryczne t y c h punktów po upływie t gek. 

Niech prosta 0/\ będz^a terer? 
jednego z tych punktów i dajmy 
na to, że po upływie t sek.do­
szedł on do A . Poprowadźmy 

JA Pl*z^z 0 prostą pionową, a przez 
A. poziomą. Z f i g u r y wynika, że 
QN~^frfg > gdairuać oŚńacza kąt lal 
/lyjO , • • /)\ S-S/2lOC.t 
UA.D. Ponieważ ftrf«— — > zatem (JJV=~g- . Widzimy, że ̂ /K nie zależy od kątaćt 

a więc ON w c h w i l i <T widać ze w s z y s t k i c h punktów 
materyalnych pod kątem prostym. Z tego wynika, ze 
szukanym ...lejscem geometrycznym j e s t okrąg ko^a o 
średnicy ~ - ? przechodzący przez U. 

i- x.. Wyznaczyć civciwę najprędszego spadku, mając 

UECKANIKA 5YNA11IKA ARKUSZ BL 
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- 34 -
i krzywą ex . 

w* płaBzezyźnie zataczamy 
koło, styczne do i posiada­
jące najwyższy punkt w 0. 
Wszystkie punkty wychodzące z 
0 i zsuwające się po prostych 
w płaszczyźnie dojdą j e d ­
nocześnie do obwodu tego koła, 

a z tego wynika, że p r o s t a łącząca 0 z punktem stycz­
ności koła i krzywej <oC j e s t linią naj prędszego spad­
ku. 

//. Wahadło kołowe. Przypuśćmy, że punkt materyal-
ny, na który działa jedynie siła ciążenia musi pozo­
stawać na krzywej płaskiej, położonej w płaszczyźnie 
pionowej, symetrycznej względem p r o s t e j pionowej i 
przecinającej oś symetryi w punkcie A . 

^ Przypuścimy prócz tego, że 
punkt .A j e s t najniższym punk­
tem krzywej i że punkt mate-
ryalny n i e wychodzi poza 
część t o r u zwróconą wypukło­
ścią ku dołowi. 
Odsuńmy punkt materyalny do 

punktu B1 i pozostawmy go samemu sobie. Oczywiście 
pod działaniem siły ciążenia zacznie on zsuwać się 
po t o r z e i d o j d z i e do A z szybkością , gaz i e 
A oznacza wy soi. osć punktu nad^4.. Dzięki nabytej 

; 3 

Fit UH. 



- 35 -
szybkości punkt materyalny pobiegnie d a l e j i szybteść 
jego wyczerpie się dopiero w p u n k c i e ^ , położonym 
o A wyżej nadA, a więc symetrycznym do Bź . Od t e j 
c h w i l i zjawisko zacznie się powtarzać. Punkt mate­
ryalny będzie wciąż przebiegał drogę B^B^ to w jed­
ną, to w drugą stronę. Ruch t a k i nazywa się wahadło-
wym, całe urządzenie nazywamy wahadłem płaskiem,łuk 
BjBg amplitudą wahań i czas, w którym punkt mate­
ry a l n y obiega swą drogę w jedną i drugą stronę, okre­
som wahań. 

Wogóle okres wahań zależy od amplitudy; im 
większa j e s t amplituda," tern dłuższy okres. Możliwe 
j e s t wszakże i t a k i e wahadłe, które posiada d l a 
w s z e l k i c h amplitud jednakowy okres wahań. Mówimy, że 
w tym r a z i e i s t n i e j e izochronizm wahań, a wahadło 
nazywamy itochromcznem. 

Dajmy na t o , że punkt materyalny w c h w i l i t 

znalazł się w położeniu p pomiędzy A i Ą , dąży w 
stronę posiada szybkość V i ze normalna do t o ­
ru w p tworzy z pionem kąt nr . Oczywiście siła 
styczna wynosi TngsinS\ ma kierunek odwrotny de 
szybkości. Będzie więc m^--—71l&Sm§^ jeżeli .5 
oznacza łuk AP, to i 

/ iZ < X L Q" nA 

Pragnąc znaleźć okres, wahań, należy wyrazić 2J7lnfr 
w f u n k c j i łuku S i wyznaczyć całkę powyższego rów­
nania. 
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Maj łatwiej j e s t urządzić y.ahaało kołowe, w któ-

iem torem punktu mater/alnego j e B t łuk okręgu. W tym 
c e l u przy wiązuj 6;.:y ciężarek do końca sznura, którego 
drugi koniec j e s t umocowany w punkcie nieruchomym. 
Grdy odchylimy t a k i e wahadło od położenia pionowego i 
pozostawimy j e samemu sobie, to oczywiście ciężarek 
będzie obiegał łuk koła, położony w płaszczyźnie 
pionowej. Jeżeli możemy uważać ciężarek za punkt ma-
t e r y a l n y , to nazywamy j e s z c z e wahadło t a k i e prostem. 
Oznaczmy długość sznura c z y l i dłu&oac prostego waha­
dłu przez 4- • Kąt $ we wzorze (jj oznacza t u oczywi­
ście odchylanie sznura od pionu, zatem 1 * 
tym r a z i e będzie •^~=—g-S77Z/^Jr--
Całkowanie tego równania prowadzi do f u n k c y i e l i p ­
tycznych. Ograniczymy się przeto do tego szczególne­
go przyp^dKu, TA Ktoryui amplituda j e s t mała w stosun­
ku do ^', tak mała, że nie przekraczając grar.ic do-
zwoionego błędu możemy napisać zamiast SIZl(-gy < 
Otnymamy więc równanie 

"dt^" / f ( / 
JesL to równanie rucilu harmonicznego, znane już z 

*> i C O 93 9l* 
Wiadomo, że sin v>= if- -p + ~, - Jeżeli największe odchy 

l e n i e wahadła od pionu wynosi 18 , to największa war 
to8Ó V będzie ^QQ- O/fft iatwo oblicayć, źe w tym 
r a z i e drugi wyraz szeregu powyższego nie przenosi -£Q 
a t r z e c i . "YJhjoo P i 6 r v f S z e S ° 
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par.135 c z . I I , możemy więc powiedzmo, ze ruch j e s t 
harmoniczny, jakkolwiek torem j e e t tu okręg, a nio 
l i n i a p r o s t a . Oznaczmy okres przez -Z". Znaleźliśmy 
w p a r a g r a f i e wzmiankowanym, żo okres j e s t rćwny 
ponieważ v, danym r a z i e u) = \~|L , przeto 

T=2ft-yf^ \ y 
Widzimy, że okres n ie zależy t u od amplitudy, a za­
tem wahadło j e s t i z o c h r o n i c z n e ; t w i e r d z e n i e to j e s t 
jednak słuszne t y l k o d l a maiyeh amplitud w granicach 
dozwolonego błędu. 

\ / f f Przy Kłady. 1. Punkt materyalny P o masie 
22Z może się poruszać po łańcuchowej i j e s t przycią­
gany do kierownicy z siłą, skierowaną prostopadle 
do t e j pr o s t e j i wprosi, proporcjonalną do masy 
punktu i do odległości /wsp.prop = Jc.^/. Dowieść 

\ / że wahadło l a k i e j e s t i z o c h r o n i c z n e i wyznaczyć 
oki es wahań. 

iła, z jaką j e s t przyciąga-

,gdzie V j e s t rzędną punktu/? 
Przyśpieszenie ntyczne 

ny punkt p wynosi TnJc.y > 

6 = di 
IZ 

wywołuje i z u t s i -
i.y mJc.y na styczną. 
Gdy oznaczymy kąt, zawarty 

między &ą styczną a kierownicą przez fi, to będzie 
FI0.25. 

V 
7/1dź* ~ ^ ' ^ 7 ^ r>a P o a c a w l a J a c ysiziw: S '•>t rzy -
mamy : 

dtk 



- 36 -
J e s t to równanie ruchu harmonicznego o okręcie 

7"~* Ź2 TC \ 

/* — niezależnym od amplitudy. 
Z. Gładki drut , posiadający kształt okręgu o 

promieniu a. obraca się w płaszczyźnie poziomej oko­
ło punktu 0 ze stałą szybkością kątową OJ . Odle­
głość środka O okręgu od punktu 0 j e s t równa h. 

Wyznaczyć okres drobnych wahań p a c i o r k i , nawleczo­
nej na dru t . 

W pewnej c h w i l i p a c i o r k a z a j ­
mie położenie B , przyczem 
promi en BC utworzy ze śred­
nicą CO kąt BCA^-fi.Zbadaj­
my ruch p a c i o r k i względem 

FIG. 26. 

d r u t u . Przyśpieszenie całko­
wite p a c i o r k i ma t r z y 3kłado-

wo: l / względną, 2/ unoszenia i 3/ C o r i o l i s a . Składo-
29 wa styczna przysp. względnego wynosi gdzio 

oznacza szybkość kątową promienia BC. 

Przyśpieszenie unoszenia j e s t równe 2". Cć7^/gdzie 2* 
oznacza odległość BO/ i j e s t skierowane do O . 

Na pac i o r k a w położeniu JB działa t y l k o roakcya 
normalna drutu Jf , zatem biorąc rz u t y na kierunek 
styc z n e j otrzymamy + O-T.COS^O gdyż rzuty 
pozostałych składowych są zerami; ^ o z n a c z a tu kąt 
styczn e j z cięciwą BO. 

7 0 
Podstawmy tu -̂ 4 zamiast i zwróćmy uwagę, że 
TCOS<f: l. cos (90- tfj, to otrzymamy a -^^--0>* ksin W 
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Zatoczmy z C koło promieniem S dowolnym i niech s 
oznacza łuk tego koła, odpowiadający kątowi $ . Tak 
więc i równanie powyższe przekształci się na 

Możemy tak dobrać / , aby byłe & , a zatem ruch 
względny promienia, łączącego paciórkę z C j e s t t a k i , 
jak ruch sznura wahadła © długości /--4^. 

~i3. Wahadło c y k l o i d a l n e . Miech torem wahadła 
będzie c y k l o i d a . Premień ko­
ła tworzącego oznaczymy prze2 
et i dajmy na t o , że koło to 
obróciło się o kąt <f> od 
c h w i l i , gdy punkt/ 3 , kreślą­
cy cykleidę p r z e c h o d z i * przez 
wierzchołek/l . Normalna/"^ 

tworzy oczywiście z pionem 0,0 kąt -Jp » & zatem w 
równaniu £#}••• p a r . / / należy zamiast <$ napisać -|n 
i będzie -&<sinf 

A 'Ti jt -

Z geametrji wiadomo, że łuk I \ r = s % _,a zatem 

FIG. Z7. 

*) 
W podręcznikach zazwyczaj mierzy się łuk c y k l o i d y od 
o s t r z a i w takim r a s i e łuk = -4.<&.(1- vos jrjj, gdzie T$ 
oznacza kąt, o który obróciłe się koło tworzące od 
c h w i l i , gdy punkt Z 3 był w o s t r z u . Pragnąc mierzyć 
od wierzcnołKa, t r z e b a od tego odjąć *±<2 /łuk pomię­
dzy ostrzem i wierzchołkiem/ i na miejsce $ posta­
wić SZ * & . 
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Sin • Wprowadzając to do powyższego równani* 

otrzymam, ^fi—^§- - 1 

J e s t to znowu równanie ruchu harmonicznego. W tym 
r a z i e CQ=-Ąr-\f- > a więc okres 

T-4.X.Y% (?) 
Widzimy, że okres n i e zależy od amplitudy, a zatem 
wahadł* c y k l o i a a l n e j e s t dokładnie i z o c h r o n i c z n e , 
innemi słowy, z ja k i e g o k o l w i e k położenia punkt mat8' 
rya l n y zaczął spadać po c y k l o i d z i e , to zawsze rtoja*! 
do wierzchołka w jednym i Lym samym c z a s i e . Krzyw&i 
posiadająca laką właściwość, nazywa się tautochronj,' 

izochronizm wahadła c y k l o i d a l n e g o odkrył Huy 
głins /przed r.1673/; on również podał sposób z r e a l J ' 

zowania takiego wahadła. 
W tym c e l u sporządza się 
sztywną ramę w kształcie 
dwóch gałęzi c y k l o i d y , po' 
siadających wspólne os l r z f i 

J\ . Ramę ustawia się w p i s 

szczyźnie pionowej oak, ^ 

podstawa cyK l o i d y była P° 
ziorna. W o s t r z u Pi j e s t umocowany koniec taśmy AB 

dźwigającej w drugim końcu ciężarek Jeżeli iioł0 

iw o rżące obydwie c y k l o i d y ma promień 9. , to długo*0 

taaut) wynosi . Gdy owiniemy taśmę na jednej z ^ 
k l o i d , to ciężarek z n a j d z i e się w wierzchołku.PosC 
stawmy następnie wahadło samemu sobie; taśma zaczf>;' 
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się odwijać, pozostając wciąż wyprężoną, a więc cię­
żarek będzie obiegał rozwijającą c y k l o i d y ; wiadomo z 
geometryi, że j e s t to c y k l o i d a , równa cykloidom ramy. 

Punkt A j e s t środkiem krzywizny t o r u ciężarka 
w wierzchołkuC, a koło zatoczone promieniem 
j e s t kołem krzywizny. Zetknięcie tego koła z cykloidą 
j e s t bardzo ścisłe i na znacznym obszarze, po oby­
dwóch stronach punktu C , można z dobrem przybliże­
niem zastąpić łuk c y k l o i d y przez łuk koła. Wynika 
stąd wniosek t a k i : jeżeli amplituda wahadła kołowego 
j e s t mała, to można uważać j e w przybliżeniu za cykio-
i d a l n e , a zatem uahadio kołowe p i z y małych amp l i t u ­
dach j e s t i z o c h r o n i c z n e . Cdy oznaczymy długość taśmy 
przez / , to a = / ; podstawiając to we wzorze iJ-J par, 
n i n i e j s z e g o , znajdziemy, że okres drobnych wahań wa­
hadła kołowego wynosi 2Jf"\/g co j o s t zgodne z [3) w 
Par. i i . 

7 T , B r a c h i s t o c h r o n a . Okażemy t u j e s z c z e inną 
ciekawą właściwość mechaniczną c y k l o i d y . Naprzód wypa­
da uowieść pewne t w i e r d z e n i e pomocnicze. 

\ Punkt ruchomy wyszedł z punktu 
r* &- -1 A 

\ położonego po jedne,, s t r o -
p I ©/NwCyr zJ: ^4?' p i o s t e j x i doszedł uo 

—>w-ai--.—x X A 
i \ I 1 punktu Zip, powożonego po dru-1ł\ i &2 X , 

\ : i / g i e j ; ruciry po obydwóch s t r o -
n a m i X * x , 

J*p~J nacn byiy p r o s i o l i m o w e 1 j e ­
dnostajne, a l e szybkość po jod-
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nej s t r o n i e wynosiła irz t a po Grubiej ^ . Dajmy na to 
że punkt ruchomy przeciął prostą x. w punkcie C , i 
że d r o g i ĄCi CA2 tworzą odpowiednio z prostopa­
dłą do pro s t e j X kąty i r w takim r a z i e cał8 
drogę od Aź do A 2 punkt ruchomy odbył w c z a c i e 

Prócz tego zachodzi związełc 

at.t&4 \ Ę^sĄ•/ fej 
Znaczenie l i t e r wyjaśnia d o s t a t e c z n i e f i g . 2 9 . 
Czas t j e s t funkcyą kątów Ą i o| . Jeżeli punkt ru­
chomy ma w j aknaj krótszym c z a s i e dojść do Ag to kąty 
t e po.inny być t a k i e , aby ^0§^^^fi0-Ml=o 
Prócz tego mamy z /%4 że a* Ąg, -y < g * - ° ^ = o 

Z tych dwóch równań wynika, że 
sin _ sżn$} _ 0 

Taki warunek powienien być spełniony, aby czas 
osiągnął minimum. 

Rozwiążemy teraz zagadnienia następujące. Dani 
są punkty 0 i A. z których pierwszy leży wyżej od 
drugiego. Punkt materyalny wyszedł z 0 bez początko­
wej szybkości i b i e g n i e do A pod działaniem siły 
ciążenia po gładkim t o r z e przepisanym. J a k i powinien 
być ten t o r , aby czas spadania był jaknajkrótszy? 
Będziemy uważali, że ruch odbywa się w płaszczyźnie 
pionowej, przechodzącej przez punkty dane. Obierzemy 
punkt U za początek współrzędnych; ośx poprowadzić 
poziomo, a oś y pionowo nadół. Niech będą na szuka-
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nej l i n i i t r z y punkty nieskończenie b l i z k i e B,P?J^ 
ElementyĘPiPF^ tworzą z pionem kąty P i of&j 

a punkt rnateryalny przebiega j e z szybkościami V i 
T-f-dir. DrogaPPJ^ musi być ta k a , aby punkt rnate­
ryalny doszedł z Ę do 1$ w c z a s i e jaknajkrótszym 
a zatem na zasadzie t y l k o co dowiedzionego twierdze­
n i a będzio sin$d$) >srin$_ j /sżnS} 

^ ' ~ ~ - ' c z v l i s,t- 7 — 7rXfoh ' it " - c z y l i ^/-'^.'—/-o 
Z tego wynika, a e v — j e s t wielkością stałą. Oznt 
czymy tę stałą przez • , ̂  ?e. ponieważ V=-

gdzie y j e s t rzędną punktu y , przeto y * ć£.si7iz/> 
Wprowadźmy j e s z c z e kąt ; w takim r a z i e 
o s t a t n i e równanie p r z y b i e r z e postać y-=3./v-CO&y T 

J e s t to znane równanie c y k l o i d y , której o s t r z e leży 
w punkcie 0 , a podstawa na o s i ^ , a więc linią naj-
prędszego spadku, c z y l i brachistochroną j e s t c y k l o -
i d a , której o s t r z e leży w 0 , ą podstawa j e s t pozio­
ma. \ 

T a r c i e o t o r . Uważaliśmy dotychczas, że 
reakcya t o r u na punkt rnateryalny leży w płaszczyź­
nie normalnej; w rzeczywistości reakcya tworzy zc-
wsze z płaszczyzną normalną kąt, różny od zera; 
innemi słowy oprócz składowej normalnej posiada 
j e s z c z e składową styczną, którą nazywamy siłą t a r -
£ia_lub wprost t a r c i e m . 

Doświadczenie wskazuje, że podczas ruchu punk­
tu materyalnego t a r c i e j e s t zawsze odwrotne do szyb­
kości i zmniejsza się ze wzrostem t e j o s t a t n i e j , 
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jak to widać z wykresu / f i g . 3 0 / , w którym na osiacb 
odmierzane są szybkości foj i odpowiednie siły tar­

c i a x / 
Jednakże to zmniejszani* 
się t a r c i a j e s t niewiel' 
k i e i bez znacznego bł?' 
du można przyjąć, że 

FIG. 30. podczas ruchu ciała sił* 
t a r c i a ma wartość stałą i j e s t równa t a r c i u granic? 
nemu yCAr gdzie / oznacza współczynnik t a r c i a , a 
N reakcyę normalną t o r u . 

Pragnąc uwzględnić w rachunku t a r c i e musimy 
zmodyfikować albo ra c z e j dopełnić równania, do któ' 
rych doszliśmy w par. Pozostawimy oznaczenia be^ 
zmiany z t-ą t y l k o różnicą, źe/P ma oznaczać nie r«" 
akcyą całkowitą, l e c z j e j składową normalną. W t a ­
kim r a z i e reakcya styczna, c z y l i siła t a r c i a będzifl 

równa j e s t ona,jak powiedziano wyżej, zawsze 
skierowana odwrotnie do szybkości, a w puaktacn,w 
których szybkość j e s t zerem, t a r c i e ma kierunek 

od­

wrotny do siły s t y c z n e j . 
Wprowadzając siłą t a r c i a , otrzymamy zamiast równa*1 

par. następujące: 
Wypada uczynić t u pewną uwagę, o której t r z e b a pa* 
miętać zawsze, gdy w zagadnieniu dynamicznem prag' 
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niemy uwzględnić eiłę t a r c i a . Przypuśćmy już, że szył* 
kość punktu materialnego się zmniejsza, schodzi do ze-
*a w pewnem położeniu Aot a następnie zmienia k i e r u ­
nek. Oczywiście siła t a r c i a w A 0 me s t a j e się ze­
rem, jeżeli t y l k o w położeniu tern n i e z n i k a reeakcya 
normalna, a le t a r c i e j e s t zawsze odwrotne do szybkoś­
c i , a zatem w Aa kiorunek jego zmienia się na od­
wrotny. Widzimy, że wektor t a r c i e zmienia się w owej 
c h w i l i w sposób nieciągły. 

W c h w i l i , gdy punkt materyalny przechodzi przez 
Położenie A0 pierwsze z t r z e c h równań powyższych 
PfzeBtaje być ważnem, a mianowicie znak wyrazu,zawie­
rającego / juz d a l e j n i e odpowiada przebiegowi z j a ­
wiska. Należy więc ułożyć uov.e równania, stosownie do 
P i e n i o n y c h okoliczności. 

A ^ / f f , ?j-zykłaay. 1/ Przypuśćmy, że punkt materyalny 
musi pozostać na p r o s t e j X i ze 

- A —^3 przyciąga go nieruchomy punkt C 

odległy od x o OC=A , a siła 
i / przyciągania j e s t wprost propor-
7 c j o n a l n a do odległości. Gdy więc 

*¥ćr.3f, punkt materyalny zajmuje położę-
^ e P działa nań siła COZT t g d z i e i^CP, a co 
°Łnacza współczynnik proporcjonalności. Siła styczna 
^ 8 t oczywiście równa 6)": 2^SI71 v i zawsze j e s t 
Wrócona do punktu 0 c z y l i r z u t u punktu Cr 

i i 
i 

i i 
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Siła normalna*G). 7*. COS ir , gdzie V> oznacza kąt OCP 

Lecz T.3J7l$>--OPx, a FCOS^ll , zatem siła s t y c z n a ~ 
z a ] = OJ X. D a normalna =OJ./l^r^. Widzimy, że siła 

normalna, a więc i reakcya normalna są stałe d l a 
w s z e l k i c h położeń punktu materyalnego. 

Obierzmy kierunek dodatni t o r u w prawo na f i g . 34 

i przypuśćmy, że punkt materyalny został odsunięty d# 

położenia A£ w lewoocł^, i pozostawiony samemu sobie. 
Pod działaniem siły przyciągania wyruszy on w stronę 
punktu 6?, a j e ż e l i t o r j e s t gładki, to 

z czego wynika, że ruch j e s t harmoniczny i połowa okr? 
91 

su wynosi -gr-

Dajmy t e r a z na t o , że t o r j e s t chropowaty i ozna^ 
my współczynnik t a r c i a przez-*. Ponieważ reakcya nor­
malna j e s t s t a l e równa 6JZAT przeto siła t a r c i a będzi* 
stała co do wielkości 1 równa £.<A}Z.}I . 
Gdy punkt materyalny dąży w kier u n k u dodatnim, topróc' 
s i ł y przyciągania działa j e s z c z e w kie r u n k u ujemnym 
siła t a r c i a , a zatem 

-^=-CO"X-/OJ"A 

załoiono tu, że punkt materyalny posiada maeę j « ~ 

dnos&kową, co wcale nie ogranicza ogólności rozważać* 
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Przenieśmy początek t o r u do punktu Oj , którego 

°dcięta n i e c h będzie równa lo , i oznaczmy nową oa-
ciętą punktu materyalnego przez £ Będzie więc 

_M t & j> i równanie powyższe przekształci się 
na 

Obierzmy i w t a k i sposób, aby było &+J\&=0^ 

C z y l i i* 

I takim r a z i e równanie p r z y b i e r z e postać ; 

Z r « 6 

Widzimy, że ruch j e s t znowu harmoniczny, a l 
środkiem j e s t t e r a z n i e O, l e c z inny punkt OŹ, po­
wożony w lewo od O w odlegiości f./l. Skrajne położe-
^i e przypadnie w punkcie Ą , którego odległość od (Ą 
J Q s t równa Ą < ^ . Skutkiem t a r c i a amplituda zmniej-
B*yła się o£.0Qt c z y l i o S.jtAt natomiast półokree 
1 teraz = 

Gdy punkt materyalny wyruszy %Azw lewo, to ki< 
r u n e k . t a r c i a zmieni się na odwrotny i zamiast równa­
nia (2) będzie 

Postępując, jak poprzednio, znajdziemy, że ruch 
Jeat wciąż harmoniczny, a l e środek przesunął -się 
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do punktu 0% położonego w prawo od 0 w odle­
głości^/?, amplituda skróciła się j e s z c z e o &J*]i 
a okres pozostał bez zmiany. 

W ten sposób ruch będzie trwał w dalszym ciągl] 

Po kaźdera wahnięciu prostem, amplituda zmniejszy 
się o o s t a t e c z n i e jedno ze skrajnych położefl 
przypadnie pomiędzy 0^ i 0^. Wówczas oczywiście 
siła styczna będzie mniejsza od f.dUA, c z y l i mniej­
sza od g r a n i c z n e j siły t a r c i a , przyciąganie punktu 

ni e zdoła przemódz t a r c i a , i punkt rnateryalny 
pozostanie w spoczynku. 

^ 2 / PunKt rnateryalny wyszedł z punkt 
cego na wewnętrznej s t r o n i e powierzchni kołowego 
c y l i n d r a o promieniu <S z szybkością 1/% styczna 
do powierzchni i prostopadłą do tworzących. 
Punkt b i e g n i e d a l e j j e d y n i e pod działaniem reekcyj-
powierzchni siły tarciąyC^ gdzie £ oznacza 
współczynnik t a r c i a , 

W* j a k i m c z a s i e punkt obiegnie c y l i n d e r naokół0' 
Przypuśćmy, że w c h w i l i ^ 
punkt rnateryalny zajmuj 6 

powożenie j\ i obiegł od 
A łuk AA0- £<r-
Biorąc r z u t y na normalni 

FIG. 32. 
AO. otrzymamy 
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a na styczna 

> i r - ^ 
g d z i e 2t oznacza szybkość punktu w c h w i l i t. Z rów­
nań (?J L/#J. wypadnie. -T£J= -7^-^^- ; a po zcałko-
waniu -4 , g d z i e / l oznacza stalą całkowa­
n i a . Gdy t-o,io Km% zatem u 4 - " ^ i Ź=7k+^~2~ 

po zcałkowaniu będzie f~&*cL lgfe+f.%tj , gdzie 
j e s t stałą całkowania. Gdy t * o , to 3* o 9 więc 

O-al&a+B, a zatem £>als a+fijf-t R\\>Q0-j-fe&&i~ 

Qdy wstawimy w to równanie 27C-3. ? to otrzymamy 
łatwo, że punkt obiegnie c y l i n d e r po upływie czasu 

S./ Ciężki punkt zsuwa się po okręgu koła, po­
łożonego w płaszczyźnie pionowej, poczynając od 
końca średnicy poziomej . Współczynnik t a r c i a 
wynosi J. W jakiem położeniu szybkość punktu tę-. 
d z i e największa? 

Przypuśćmy, że w c h w i l i t punkt materyalny 
znalazł się w położeniu J\ . Biorąc r z u t y si> i 

przyspieszeń na k i e r u n k i : 
IA. o o \ stycznej i normalnej, o t r z y 

/ tr:amy równania 2 ^ ^ ^ 

2ng FIG 33. Ffcniewai Ĵ = 5.foz, zatem.. 

MECHANIKA - DYNAMIKA ARKUSZ - j l 
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n 
/ ^ oznacza t u kąt, który tworzą promienie, prze­
chodzące przez A i J\0 szybkość kątową promie­
n i a ruchomego, V~ - szybkość liniową punktu -A ru­
chomego i JV - reakcyę normalną t o r u / . 

Gdy wyrugujemy to otrzymamy 
a(<V^£^J=gfecos$-&in^ to równanie 
przez e^c/S. Po lewej s t r o n i e otrzymamy £cl(cQ*eJ. 

Po prawej s t r o n i e wypadnie wyznaczyć Jefecos^j/A^j^ 
Można to uczynić krótko w sposób następujący: 
daje się przewidzieć, że szukana całka posiada po­
stać ł(Moo3$+J\hżnty, g a z i e znaczają \vsp*-f 

c z y n n i k i , które j e s z c z e t r z e b a wyznaczyć. Tak wioc 
Różniczkuj ąc 

i porównywując współczynniki przy &171 W i cos $ 
znajdziemy, ze 7^-^ 7jV=-~ Uwzględniając wa­
ru n k i początkowe znajdziemy, że 

/ t t \ C l 
największa szybkość odpowiada temu kątowi iJ} 

któr> cz y n i zadość równaniu cosv>-33/n-^>* Je -o 
4./ Prosty pręt, tworzący z poziomem kąt oć 

w i r u j e ze stałą szybkością kątową wokoło o s i pi o ­
nowej, położonej z nim w jednej płaszczyźnie. Na 
pręt j e s t nawleczony ciężki pierścień i kąt t a r ­
c i a pomiędzy nimi j e s t równy & . Wyznaczyć dłu­
gość części pręt^, na której pierścień może pczo-
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stawać w spoczynku względnym. 
Odcinek ten poznamy po tern, że 
gdy pierścień znajduje s i e na 
końcu Jego /w-A1Ll Az/y to t a r ­
c i e j e s t całkowicie rozwinięte. 
Rozważając położenie A2 łatwo 

0 t rzymamy równa ni a. m.T;<J*lfem<Ł+£M<ffl 
gdzie oznaczaj ą: 721 - masę pierścienia, 7* - odległość 
jego od o s i obrotu /'Z/\Ar- reakcye normalną pręta, 
d - kąt pręta z poziomem i Biorąc pod 
uwagę 7J=Xj. co&cc , gdzie x^=J{.iO otrzymamy: 

Tak samo, jeśli pierścień z n a j d z i e się w końcu 
szukanego odcinka, to CG i Zatem ćłu-

' x 60z cos* f 

gość oacmka r i i A z wynosi x--Ą-%*z$^/£sĆy)-&fafy 

'j^. Opór powietrza. W rozważaniach dotych-
czasowych pomijaliśmy j e s z c z e inną siłę, która w 
warunkach zwykłych działa zawsze na ciała w ruchu, 
a mianowicie opór powietrza. 

Opór powietrza występuje t y l k o podczas ruchu 
1 j e s t funkcją szybkości. Pomimo l i c z n y c h doświad­
czeń n i e zdołano dotychczas wykryć dokładnego i 
ogólnego związku funkcyjnego pomiędzy oporem powie­
t r z a i szybkością, jeżeli jednak szybkość n i e j e s t 
zbyt w i e l k a , n ie p r z e k r a c z a j a k i c h 300 m. na 3ek,to 
otrzymuj e biy ? y n i k i dość zgodne z r<.oc.z;.tfiatością, 
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przyjmując, że opór j e s t proporcyonalny do kwadra­
t u szybkości. Jeżeli szybkość wynosi V~ to opór po­
w i e t r z a j e s t równy Jc.v* gdzieś oznacza współczyn­
nik proporcyonalności. Ten współczynniki j e s t d l a 
każdego ciała inny. Zależy on przedewszystkiem od 
wymiarów, a mianowicie można uważać, że d l a ciał 
podobnych j e s t proporcyonalny do pola r z u t u ciała 
na płaszczyznę prostopadłą do szybkości; prócz tego 
zależy on jes z c z e od kształtu powierzchni. Z tego 
wynika, żeli n i e j e s t d l a danego ciała wielkością 
stałą, l e c z zależy od tego, którą stroną ciało 
zwraca się do szybkości. Weźmy np. prosty stożek 
kołowy i nadajmy mu naprzód szybkość w ki e r u n k u o s i 
tf stronę wierzchołka, następnie szybkość również 
w kierunku o s i , a l e w stronę podstawy i wreszcie w 
kierunku prostopadłym do o s i . Dla każdego z tych 
t r z e c h ruchów Iz będzie inne. Wogóle mamy t u do czy­
n i e n i a ze zjawiskiem w i e l c e zawiłem, którego bada­
n i e , bardzo ważne 2 9 względu na l i c z n e zagadnienia 
praktyczne, stanowi odrębną gałąź wiedzy. 

Rozwiążemy t y l k o jedno zagadnienie z t e j d z i e ­
d z i n y , a mianowicie ruch pionowy ciała ciężkiego w 
powietrzu. 

Przypuśćmy, że ciało o triasie 721 zostało wyrzu­
cone z punktu 0 z szybkością ^ pionowo w górę i że 
opór p o w i e t r z a ma kierunek wprost odwrotny do szyb-
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kości. Obieramy początek t o r u w 0 i kierunek do­
d a t n i w górę; w takim r a z i e wypadnie, że 

Ą 
Będziemy uważali, że współczynniki* podczas całego 
ruchu pozostaje bez zmiany. 

Załóżmy C - Vjpg . . . 
Będziemy nazywali tę wielkość 0 szybkością gr a ­
niczną ciała ze względów, które wyjaśnią się w dal­
szym ciągu. 

Wprowadzając do /ty zamiast A otrzymamy 

Całkując to równanie znaleźlibyśmy związek pomię­
dzy szybkością ^ i czasem 0 . Ważniejszy j o s t 
związek pomiędzy V i przebytą drogą ; aby go 
otrzymać mnożymy o s t a t n i e równanie przez dx. i po 

7 • 

lewej s t r o n i e zamiast piszemy . Wypadnie 
wówczas °cjpp?-g'a?x Całkując znajdziemy 

v ^ i * ~ f " r ~ — wyznaczyć wysokości do któ­
r e j wzbije się ciało, t r z e b a t y l k o w równaniu 
ostatniem założyć T--0; wypadnie A*£ fe$*^§*J ̂  
Przypuśćmy d l a przykładu, że szybkość początkowa 
ir0*C . W takim r a z i e A * — — W próżni ciało 
wzbiłoby się do wysokości , a więc opór powie-
t r z a zmniejszył tę wysokość o ~£gl~^~^&^/ 

W c h w i l i , gdy ciało osiąga największą wysokość, 
równanie/f.J p r z e s t a j e być ważnem, gdyż wyraz Av* 

reprezentujący opór powietrza już d a l e j n i e odpo-
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włada przebiegowi z j a w i s k a . Szybkość V wo Lodzi w 
nim w dru g i e j potędze, a więc nie zmienia on znaku 
pomimo t o , że opór powietrza zwraca się do góry. 
Taka nieciągłość równania j e s t możliwa zawsze,gdy 
na ciało działa siła proporcyonalna do pa r z y s t e j 
potęgi szybkości, Musimy więc uważać, że od c h w i l i 
gdy szybkość się wyczerpała rozpoczyna się nowe za­
gadnienie, które potrzeba rozważyć odrębnie od po­
przedzającego; obierzemy też ina c z e j początek t o r u 
i kierunek dodatni, aby otrzymać p r z e j r z y s t s z e wy­
n i k i , a mianowicie początek umieścimy w punkcie naj­
wyższym, a kierunek dodatni obierzemy na dół. Bę­
dz i e wówczas 7n• Ą$r-Jń&-Av* a gdy wprowadzimy 
szybkość graniczną c według (&) to wypadnie 

I 

"Równanie to wskazuje, że szybkość V n i e może prze­
kroczyć szybkości gra l i c z n e j . Gdyby ^doszło do 
szybkości g r a n i c z n e j , to p r z y s p i e s z e n i e stałoby 
się zerem i ruch byłby nadal jednostajny, a miano­
w i c i e ciało spadałoby z szybkością graniczną. 

Stąd pochodzi nazwa t e j wielkości. 
Jeżeli rzucimy ciało pionowo na dół z szybko* 

cią większą od c , to przyśpieszenie będzie ujem' 
ne, a więc szybkość będzie się zmniejszała, znowu 
dążąc do g r a n i c z n e j . 

Całkując równanie ^ / p o d o b n i e , j ak /3/ o t r z y 
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mamy ^t-^f ^ f p f ^cft-e^^J 
Równanie to wskazuje, że szybkość ciała zbliża się 
asymptotycznie do g r a n i c z n e j , pierwsza j e s t wciąż 
mniejsza od d r u g i e j , a l e różnica z biegiem czasu 
z a c i e r a się n i e o g r a n i c z e n i e . 

Zobaczymy j e s z c z e , w j u k i ej zależności pozo­
s t a j e szybkość g r a n i c z n a cd rozmiarów ciała.Weźmy 
d l a przykładu kulę o promieniu 2", której masa ga­
tunkowa, c z y l i masa j e d n o s t k i objętości j e s t rów­
n a j . Masa t e j k u l i iri--—-ffji?°3 Współczynnik A 

j a k już mówiliśmy, j e s t d l a ciał podobnych propor-
cyonalny do r z u t u ciała na płaszczyznę prostopadłą 
do szybkości, e więc w tym r a z i e A =XTC2**X 
oznacza nowy współczynnik proporcyonalności. Pod­
stawiając to w (s) znaj ćziemy c - ~ Widzimy, 
że c j e s t proporcyonalne do -J3*. Tern można wytło-
maczyć f a k t , że drobne k r o p e l k i mgły, a także czą­
s t e c z k i pyłu spadają bardzo wolno. I c h szybkość 
Graniczna dzięki drobnym wymiarom j e s t bardzo mała. 

ROZDZIAŁ I I . 

31ŁA ŻYWA i ILOŚĆ RUCHU. 
jfS Dwie zasady. Widzieliśmy w r o z d z i a l e po­

przedzającym, że można rozwiązać bardzo w i e l e za-
Cadnień z dynamiki punktu materyalnego, posługując 
się bezpośrednio prawami Newtona; wł as c i w i e napo­
mykane o g r a n i c z e n i a tkwią n i e w samej naturze pew-
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