
czyna się obracać około C . Możemy go osadzić na 
o s i pionowej, przechodzącej przez C i ruch począt­
kowy n i e u l e g n i e zmianie. Z tego wynika, że-pręt n i e 
wywrze na swą oś żadnej r e a k c y i . Punkt C nazywamy 
środkiem uderzenia. Wrócimy do niego w r o z d z i a l e V. 

ROZDZIAŁ I I I . 

SZKISŁET DYNAMICZNY CIAŁA. 

36. Przedmiot rozdziału. Zasadnicze zagadnienie 
dynamiki ciał sztywnych j e s t t a k i e : mając dane c i a ­
ło sztywne oraz siły na n i e działające wyznaczyć 
ruch tego ciała. Aby zagadnienie t a k i e rozwiązać trze 
ba przedewszystkiem wiedzieć, jak j e s t w c i e l e rozło­
żona masa, c z y l i znać jego budowę dynamiczną. 

Wśród c i s i sztywnych możliwa j e s t n i e o g r a n i c z o ­
na rozmaitość kształtów, a wśród ciał niejednorod­
nych- o jednakowych kształtach możliwa j e s t j e s z c z e 
nieograniczona różnorodność w rozkładzie mas. Pomimo 
to jednak w s z y s t k i e -ciała sztywne wykazują w swej 
budowie dynamicznej pewne wspólne rysy. Możnaby po­
wiedzieć, że każde ciało sztywne posiada jakby szkie* 
l e t dynamiczny i s z k i e l e t y w s z y s t k i c h ciał są zbudo­
wana <\B jedną modłę jak na jedną modłę aą zbudowane 
s z k i e l e t y w s z y s t k i c h zwierząt kręgowych. 

Przedmietem n i n i e j s z e g o rozdziału ma być właś­
n i e opis budowy dynamicznej ciała sztywnego. Punktem 
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wyjścia będzie pojęcie.momentu bezwładności, albo me­

mentu drugiego rzędu. Na początku poznamy t r z y rodza­
je t y c h momentów, a mionowi c i s momenty względem pła­
sz c z y z n y , moment względem, pro s t e j i moment względem 
Jggnktu albo środka. 

Właściwie w zagadnieniach dynamicznych będą po­
trzebne t y l k o momenty względem o s i , a l e pc-dedzy wy­
mienionymi rodzajami zachodzą pewne proste związki, 
które ułatwiają w dużym st o p n i u wyznaczenie momentów, 
dlatego też wypada poznać i dwa rodzaje pozostałe, 
następnie poznamy j e s z c z e czwarty rodzaj momentu dru­
giego rzędu, a mianowicie tak zwany moment odśrodkowy 
Ją-ibo dewiacyjny. 

Wypada zauważyć, że wyraz moment został t u użyty 
w zupełnie"innem znaczeniu, niż np. w par. 9 c z ; I . 
Moment bezwładności n i e j e s t woale wektorem, l e c z U 

——**——"**"*—* r * ~ ~ ~ ~ — — > H i . « l » l i lnPHL»»mi»<- M | l l M " H U K I 1 " I 

B kalarem, I 
"9. Moment wugloćem płaszczyzny. Niech będzie' 

jakieś ciało sztywna i jakaś płaszczyzna. F . Po­
dzielmy to cia^o na tak małe elementy, aby każdy z 
n i c h można było uważać za punkt. Masy i c h n i e c h będą 
Tn.t,iTtA , a odległości od płaszczyzny F: Zj,**, ••• . 
°dległo3ciom tym przypisujemy znaki podobnie, j a k odle-
Siościom od płaszczyzn współrzędnych. I l o c z y n mi na-
27Wa się momentem bezwładności elementu ffl względem 
JPjagzczyzny /' ,, a. emaa wszystkich iloczynów t a k i c h , 



- 124 -

to j e s t ' Mjtj^Tn^*. . =27 m-x? - sowie się momonj; 
tem bezwładności ciała względem tejże płaszczyzny. 

Oznaczmy masę całego ciała, c z y l i Sm przeżyj 
i obierzmy tak długość ^ , aby było: 

i j flJ*:Zmz\„ 
Ta długość /c nazywa się ramieniem bezwładności ciała 
względem płaszczyzny r . 

Wyobraźmy sobie, że cała maaa ciała została roz­
łożona na płaszczyźnie ĆD , równoległej do Z7 i poło* 
żonej od n i e j w odległości A . Oczywiście t a płaska 
warstwa masy miałaby względem J^" t a k i sam moment bez­
władności, jak ciało dane. 

Poprowadźmy j e s z c z s przez środek ciężkości S 

ciała płaszczyznę JC równoległą do F i oznaczmy 
przez - odległość pierwszej od d r u g i e j , a przez e,xJ 

• • • odległości punktów 
7JiJt77i^,... od % , Oczywiście %»g~e>. 

i ^M±;&ź2:*&& , albo 

Utwórzmy t a k i e równania d l a wszy 
s t k i c h elementów ciała i dodajmy j e stronami. Wypad­
n i e 27 TTiz*'aIZ me;*27'm<c-Z7Z-amjz 

o - i -n i E 

F/G. 56. 

Prugi wyraz prawej strony -&£ftz ~jffl<z>4 , a wy 
raz t r z e c i «* £<z27 ?rvz; , Lecz ZZTT^C, j e s t to t . zw.mo­
ment st a t y c z n y , c z y l i moment pierwszego rzędu, wzglę­
dem płaszczyzny , a ze s t a t y k i wiadomo, że moment 
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t a k i względem płaszczyzny, przechodzącej przez środek 
ciężkości j e s t zerem. Będzie więc 

albo JMrf W 
gdzie I i I0 oznaczają momenty bezwł. ciała wzglę­
dem płaszczyzny / i j f : Twierdzenie, zawarte w tyr;: 
wzorze można wypowiedzreć tak: aby otrzymać moment 
.bezwładności względem płaszczyzny ./ , to t r z e b a do 
momentu względem płaszczyzny równoległej, przechodzącej 
przez środek ciężkości dodać moment masy ciała, skon­
centrowanej w środku ciężkości, względem JF . 

Oczywiście ze ws z y s t k i c h płaszczyzn równoległych 
najmniejszy moment odpowiada płaszczyźnie, przechodzą­
cej przez środek ciężkości. 

Równanie /!/ można j e s z c z e napisać w p o s t a c i 
/V£i-jV^^jVa? , gdz i e A oznacza ramię-bezwładno­
ści względem środka ciężkości; zatem 

>̂  40. Koment względem o s i . Niech będzie znowu c i a ­
ło sztywne i jakaś p r o s t a t . Odległości elementów 
^•*^e> - • - • od £ oznaczamy przez jjy^jjjjf \ . .. I l o -
czyn 7712? zowie się momentem bezwładności elementu 7K 

'^sględem o s i 2 , a 2Z?7ir* momentem bezwładności ciała 
J^^lędem tejże o s i . 

Jeżeli -ETTIZ9* , tojt nazywa się kamieniem 
^£jwładności ciało względem o s i & , Gdybyśmy rozłoży-
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i i masę ciała na powierzchni prostego c y l i n d r a , któ­
rego osią jeBt p r o s t a Z , a promień a7X. t to taka 
warstwa c y l i n d r y c z n a miałaby względem X- t a k i sam mo­
ment bezwładności, j a k ciało dane. 

Pomiędzy momentami 7/zględem prostych i płaszczyzn 
zachodzi prosty związek. Poprowadźmy przez oś Z dwie 
płaszczyzny Ę i .Ę , tworzące kąt pro s t y i niech 
x,y oznaczają odległości elementu m od t y c h pła­
szczyzn. Oczywiście pz-x-*+-yz albo 

Takie równanie odpowiada każdemu elementowi; sumując 
j e , otrzymamy 

Znaczy t o , że moment bez,ludności względem o s i j e s t ^ 
równy sumie momentów względem dwóch płaszczyzn prze­
chodzących przez tę oś i do s i e b i e prostopadłych. 

Oznaczając przez Ą i "Ą. ramiona bezwładności 
ciała względem Jf i 2£ znajdziemy, że: 

Poprow-adźmy przez środek ciężkości ciała pro­
stą^, równoległą do -Z . Odległość pomiędzy prosta­
mi £ i Z„ oznaczmy przez -GL , a momenty bezwładność* 
wzg1 ędem n i c h odpowiednio przez i Poprd* 
radźmy prócz tego t r z y płaszczyzny, a mianowicie Jf' 

przechodząca przez £ i <m , oraz płaszczym$J£'$ 
proatopadłe do JjJ i przechodzące odpowiednie prze* 

g o n g • , / • '-'M 
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2 i %0 . Komenty bezwładności ciału względem pła­
szczyzn Ą,JC,]C oznaczymy odpowiednio przez //, 

Ą i f3 .W myśl t y l k o co dowiedzionego twierdze­
n i a : 

Rugując etąd 1^ otrzymamy *-f£ -Ą , 

Lecz W3dług t w i e r d z e n i a , które poznaliśmy w par. po­
przedzającym Ą-Ą'»/*2-ct* , a zatem 

i'i.+/n.«,*. . . . . . /s.j 
. Pragnąc otrzymać moment bezwładności względem 

._OBi z. t t r z e b a do momentu względem p r o s t e j , przecho­
dzącej przez środek ciężkości i równoległej do Z do-
_£ać moment masy ciała, skoncentrowanej w środku cięż­
kości względem X . 

Ze w s z y s t k i c h prostych równoległych oczywiście 
najmniejszy moment odpowiada t e j , która przechodzi 
przez środek ciężkości. 

Oznaczając przez Ą ramię bezwładności ciała , 
względem o s i Xa przekształcimy równanie / 3 / na 

. . . ... fej 
41. Moment względem punktu. Momentem bezwładno-

j c i ciała względem punktu 0 nazywamy ZZrmz** tgdzie 

P^-,?ftg, . . . oznaczają masy elementów, a ,2%, • • -

i c h odległości od O . Feżeli 
7-o*ie się ramieniem bezwładności względem C' -

Gdybyśmy całą rnasę c i M a rozłożyli na powierzch-
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n i k u l i , której środkiem j e s t punkt O , a promień" 
j e s t równy A , to moment bezwładności t a k i e j warstwy 
k u l i s t e j względem O byłby równy momentowi ciałe. 

Obierzmy^ 7 za początek prostokątnego układu 
współrzędnych i oznaczmy przez JC, V, X. współrzędne 
elementu ?n, . Oczywiście ^AX,Zjy*t%- .albćf 

Sumując wsz y s t k i e t a k i e równania otrzyma.uy 

Zlmz*jest to moment bezwładności względom płaszczyzn; 
yZ , a zatem t w i e r d z e n i e , zawarte w /!/ wypowie­

my tak: moment bezwładności względem punktu, j e s t r j ; 
ny sumie momentów bezwładności względem t r z e c h pła-
ezczyzn, przechodzących przez ten punkt i do s i e b i e ^ , 
prostopadłych. O s t a t n i e równanie przekształca się 
łatwo na IZ z # 

gdzie Ą,Ą,Ą oznaczają ramiona bezwładności wzglę­
dem płaszczyzn XV ,yźj '. 

Oznaczmy moment bezwładności ciała względem 
punktu C przez I , momenty względem płaszczyzn 
XY>yz / *x — przez £ , Ą J Ą — i wreszcie mo­
menty względem prostych X,y, X przez lx t fy j Ą . 

Ma zasadzie / l / w par. poprzedzającym napisze-
my: 'fe/y+Ą ; 1**1, +I3 

1 



Gdy dodamy te równania stronami, to wypadnie 

Sdy.ż według /] / Ą ^ - < ^ = 7 
Oznaczmy moment bezwładności ciała względem punk 

tu O przez / , a względem środka ciężkości £> przez 
4 . Znajdziemy związek pomiędzy / i J , 

W tym ce l u prowadzimy przez £? i - prostą 2: oraz 
odpowiednio przez te punkty płaszczyznę yz i yezff 

Prostopadłe do x „ Momenty bezwł. ciała względem 
Płaszczyzn x,y , yz , -mx i yzo oznaczamy odpowiednio 
Przez ^ , Ie , Js , . Wówczas będzie 

/ * Jv + I, •+f3 oraz 
Z*Ą+J*r?Ą skąd 

1 2o -vg -v • • * r-y 
Lecz w par 39 wiemy, że *Z gdzie U oznacza 
Uległość" 08. Stad i z /^/ otrzymamy 

Znaczy t o , że pragnąc otrzymać moment bezwładno-
JJpi względem punktu v , nulery do momentu względem 
•̂ rgdką. ciężkości dodać moment masy ciała, skoncentro-
^ ^ e j w tym środku względem <y , 

42. Wyznaczanie momentów bezwładności. Przy po-
ttocy twierdzeń powyższych wyznaczymy momenty lub r a ­
dlona bezwładności k i l k u ciał, z któremi będziemy mi? 
^CHAJiTKA - DYNAMIKA - ARKUSZ IX, 
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l i częściej dc c z y n i e n i a w dalszym ciągu. We wszyst­
k i c h rozważanych przypadkach należy uważać ciało za 
j edc o ro tine.. 

\V(§p Sztaba. Naprzód• wyznaczymy moment bezwładno-
d c i c i e n k i e j p r o s t e j sztaby, o długości 2a .względem 
p r c s t e j y , przechodzącej przez środek ciężkości O • 

i preetcpadłej do sztaby, albo izgiędem punktu O , bo 
W danym przypadku j e s t to wszystko jedne. 

y| D z i e l i m y sztabę na nieskoń-
czenie małe elementy -c/x. \ 

\ 

masa t ak i ego e 1 ern entu j e s t 
rćwna ̂ c. </x. , gdzie^cc ozna­
cza Wo.se j e d n o s t k i długości 

' en ant bezwładności jednego elementu względem ^wyno­
s i /Ct.iC^dc , a zatem moment bezwładności sztaby 

X Vi 
> i 
i i 

F/G. sr. 

2/Ct -<t~ 

Ponieważ masa sztaby =3^co.-oc , przeto na ramię' 
•bezwładności otrzymamy wzór -/ó =-~~r . Kwadrat ramie* 
n i a bezwładności względem k®ńca sztaby r~g~ +<d= -^r- ^ 

x^jQ^/?łyta prostoką/tna. Wyznaczymy ramię bezwładni 
ści c i e n k i e j płyty prosto­
kątnej o podstawie i 

.* wysokości względem pro­
s t e j z: , przechodzącej prze-
środok ciężkości O i równo 
ległej do podstawy. W tym 

4-

L. 
JOL 

F/a. S8, 

http://Wo.se
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celu d z i e l i m y płytę na nieskończenie wązkie paski pro 
stokątne, prostopadłe do X . Pasek t a k i możemy uwa­
żać za sztabę o długości 2v~ , a zatem kwadrat jego 
ramienia bezwładności ZlX~ ' 

Gdybyśmy masę paska skoncentrowali w jednym punk 
c i s w odległości -Ą. od X , to moment bezwładności 
całego ciała względem t e j p r o s t e j n i e uległby zmianie 
2 tego wynika, że -Ą. j e s t również rami eni so bezwład­
ności płyty względem o s i X . 

Kwadrat ramienia bezwładności względem o s i y , 

przechodzącej przez O i równoległej do wysokości bę­
dzie oczywiście ^"-f" • kożna uważać, że ^ i Kr 

SQ- ramionami bezwładności płyty względem płaszczyzn. 
Przechodzących odpowiednio przez p r o s t e x,y i proste 
Padłych do płaszczyzny płyty, a zatem A^Ay=^j — 

będzie kwadratem ramienia bezwładności względen c c i l 
Przechodzącej orzez O i prostopadłej do płaszczyzny 
Płyty. - v j f , J > ^ A < ? Ł = ^ ^ 

^ j ^ ^ ) Pierścień c y l i n d r y c z n y kołowy. Wyznaczymy mo­
ment bezwładności względem 
o s i pierścienia. W tym c e l i 
d z i e l i m y pierścień na n i e ­
skończenie c i e n k i e warstwy 
c y l i n d r y c z n e powierzchniami 
c y l i nd ry c z ri emi w spó ł ś rod k o -

AT 
Za. 

P1G. S9. 
i z powierzchnią Docriu 



pierścienia. Promień jednej t nich niech będzie i )W-
oy 7* a grubość <«̂ * ; vr takim r a z i e masa j e j wynosi 
^ . l / r i . , gdzie /i oznacza wysokość c y l i n d r a , 
a^c masę j e d n o s t k i objętości. Moment bezwładności 
t a k i e j warstwy względem o s i j e s t oczywiście równy 
ZJl.r.si.olr./ź. , a moment całego c y l i n d r a 

c 
'•CC 

g d z i e <t i ̂  oznaczają odpowiednio promień pierście­
n i a i otworu wewnętrznego. 

Masa pierścienia wynosi ż( f-a*- Ą/ , zatem 
kwadrat ramienia, bezwładności j e s t równy 

. . . . . . 

Pros t y c y l i n d e r kołowy możemy uważać za pierścień, W 
którym /-<? .Wówczas F^~> 

Wyznaczymy d l a takiege c y l i n d r a ramie bezwładno 
ś o i ?4 względem p r o s t e j x. , przechodzącej przez śro 
dek ciężkbści i prostopadłej do o s i c y l i n d r a . Popro­
wadzimy przez nią dwie płaszczyzny-^ i yf" , jedną 
prostopadle do o s i c y l i n d r a , a drugą przez tę oś i 
wyznaczymy względem ni c h ramiona bezwładności ^ i 

Możemy uważać, że c y l i n d e r składa się ze sztab 
j długości A , równoległych do o s i , c z y l i prosto­
padłych do płaszczyzny Jf . Kwadrat ramjenia bezwład­
ności każdej sztaby względem t e j płaszczyzny ^C/ĄJ* 
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I oczywiście i m-^-~ 
Ramiona bezwładności względem w s z y s t k i c h pła-

B z c z y z n , przechodzących przez oś, są równe, a suma 
kwadratów ramion względem t a k i c h dwóch płaszczyzn,naw 
Zajem prostopadłych j e s t równa m* , c z y l i momentowi 

*&L • 
bezwładności względem 0 3 i , a zatem Ą~~4T*!T' • G d y z 

a** ~\ co otrzymamy, zakładając w/*/ &-V . Osta-
ręcznie znajdziemy, ze /r^ -^ •* /ce - ^ • 

Stożek p r o s t y r Naprzód wyznaczymy moment bez­
władności względem o s i . W tym celu. 
d z i e l i m y stożek na nieskończenie 
ei enfcie warstwy płas z o zyz n ami p r o -
siopadłemi do o s i . Odległość jednej 
z ni c h od wierzchołka n i e c h będzie 

^Fze.eo. rów^a % , grubość cćz , promień zaś 
Wynosi y. tg^oć , gdzie 2oć oznacza kąt wierzchołko 

Warstwę tę możemy uważać za c y l i n d e r , zatem masa 
j o j ~ x.yz tg*oć. dy.jCc , a ponieważ kwadrat r a -
^ e n i a bezwładności -—ŁL±&££ T przeto moment bez­
władności warstwy względem o s i a — g ^ - ^ L 0 ^ • ̂ Y- z4*-

* moment szukany A / 1 * Ł * - ^ftc.y^^ x.^c t&C *£ 

Oznaczmy j e s z c z e przez -<z promień podstawy; w t a -
k i * r a z i e t& °C - -f- i /- . Kasa s t o i k * 
wynosi \ ^ f A , a zatem % . 

Wyznaczymy j e s z c z e ramię bezwładności 4c »*35-3~ 
e m p r o s t e j 2; , przechodzącej przez środek ciężV,'o-



ści i prostopadłej dc cr>i stożka, a w tym celu -yona. 
czymy naprzód moment względem płaszczyzny P » popr°* 
wadzonej przez wierzchołek prostopadle do o s i , Moment 
bezwładności warstwy wyżoj okreelcnej - z. .£ j 

moment stożka -J y . &*c£. ^ 4 ^ - ^ 
a kwadrat ramienia bezwładności = , gdyż obję­
tość - n.Ł tę*cić ^ odległość wierzchołka od środka 
ciężkości, jak wiadomo ze s t a t y k i wynosi 3- ft- , a zfi" 
tern kwadrat ramienia bezwładności względem płaszczy­
zny, poprowadzonej przez środek ciężkości prostopadle 
do o s i , będzie ^ - / ^ / ^ r - Znajdziemy z łatwo­
ścią, jak w przypadku c y l i n d r a , że kwadrat ramienia 
bezwładności względem płaszczyzny, przechodzącej 
przez os f -je '• < " ~zcT » a zatem 

^(e^f K u l a . Chodzi t u o ramię bezwładności /"C wzgl? 
dem średnicy, l e c z naprzód wyznaczymy moment bezwł*4| 

ności względem środka. W tym c«' 
lu - d z i e l m y kulę na nieskończeni" 
c i e n k i e warstwy powierzchniami 
k u l i s t e m i , współśrodkowemi z da' 
ną. Niech promień jednej z t a -

r/G.es. k i c h warstw będzie ?3 , a gru­
bość '<&* . Objętość wyniesie 4&.2**HAF , a masa 
•ŹTo.r2<łr.jtt . Oczywiście moment bezwładności warstwy 

względem środka - 4&.Z9*<<AP^C.2* a moment k u l i 



- 135 

*J•ŚJi.^t.r^-ofa* fJZ/4£r'ce'$ gdzie -cc oznacza promień. Kwa­
drat ramienia oezwładne-ści względem środka 

S • \3 7 * i II -i--- -
Kwadrat r a n i e n i a bezwładności względem płaszczy-

zny, przechodzącej przez środek 3 ~ * i za-
tern 4—2~*£ 

43. Osi główne. Niech będzie ciało sztywne, j a ­
kakolwiek płaszczyzna F i w t e j płaszczyźnie j a k i ­
kolwiek punkt 0 . Kierujemy uwagę na te p r o s t e , Ittó-
re w płaszczyźnieF przechodzą przez punkt O , c z y l i 

pęk promieni O . Każdej z t y c h prostych odpowiada 
Pewien moment bezwładności ciała. Wyróżnimy z po­
śród n i c h dwie. a mianowicie tę, której odpowiada mo• 
ment największy, i tę której odpowiada moment n a j ­
mniejszy. Nazwiemy j e o i a m i największego i najmniej • 
J^ego momentu punktu 0 w płaszczyźnie F, Zobaczmy 
j a k i kąt tworzą, t e pr o s t e . 

W tym ce l u obierzmy O za początek układu pro­
stokątnego, a F za płaszczyznę xy . W takim r a z i e 
°ś X będzie prostopadła do F . Oznaczmy przez , 
Ąr, Jt , I momenty bezwładności ciała względem pro-

8 t y c h x,y, z oraz względem punktu O . Według /3/par. 
Ok : Ix *Ł * Jx

 = 2.1 , a zatem 

Wyobraźmy sobie t e r a z , że układ współrzędnych 
°braca się około o s i X , a l e ciało i płaszczyzna 



F pozostają w Bpokoju. Podczas tego ruchu i Sy 

się zmieniają, a l e suma i c h pozostaje stałą, gdyż 
ani / ani Ą n i e ulegają zmianom. Z tego wynika, że 
gdy 4c osiąga wartość największą, to Ą p r z y b i e r z e 
wartość najmniejszą, to znaczy, gdy oś z zajmie po­
łożenie o s i największego momentu, to oś y zajmie włas 
ni e położenie o s i najmniejszego momentu. Tak więc 
ogi największego i najmniejszego momentu tworzą kąt_^ 
pro s t y . 

Zwróćmy t e r a z uwagę na wszystlrie p r o s t e , które 
przechodT;.; w p r z e s t r z e n i przez O , c z y l i na snop 
promieni 0 . Wyróżnimy znowu z pośród t y c h prostych 
dwie, którym odpowiadają momenty największy i n a j ­
mniejszy. Nazwiemy j e osiami największego i n a j m n i e j 
szego momentu punktu i oznaczymy prze^. <L I V- . 54 
one również osiami największego i najmniejszego mo­
mentu punktu 0 w płaszczyźnie , a zatem » myśl 
wyżej dowiedzionego t w i e r d z e n i a są do s i e b i e proste-
paołe. 

Poprowadźmy je s z c z e trzecią prostą c , prosto-
padła do płaszczyzny ccfc . Będzie ona oczywiście 
osią największego momentu w płaszczyźnie <£c i osią 
największego momentu w płaszczyźnie oce . Te t r z y pro­
ste cc , & \ <: nazywają się osiarci głównemi punktu_ 
O , a jeżeli 0 j e s t środkiem ciężkości,to osiami 

głownerni ciała. 
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Osi główne odgrywają ważną rolę w dynamice c i a ­
ła sztywnego. Stanowią one właśnie ten s z k i e l e t dy­
namiczny ciała, o którym była wzmianka w par. 36... 

44. Moment odśrodkowy. Niech będzie ciało sz t y ­
wne i prostokątny układ współrzędnych. Nazywamy mo-
.mentem odśrodkowym lub momentem dewiacyjnym ciała 
względem o s i x,y sumę 7rtx.x/yy^mg,x9.yjt*.^ c z y l i Z?7zxy 
Również ŻJmyx i 27?n.x.x nazywają się momentami od­
środkowymi względem y.z i %,z-

Moment odśrodkowy posiada ten sam wymiar, co i 
Momenty bezwładności, a mianowicie Al L , j e s t to 
7'ięc także moment drugiego rzędu, c z y l i rodzaj momen 
tu bezwładności; jednak pod pewnym względem rodzaj 
ten różni się zasadniczo od innych. 

Moment bezwładności względem płaszczyzny zawie­
ra współrzędne elementów t y l k o w d r u g i c h potęgach, a 
2atem j e s t on zawsze d o d a t n i . To samo dotyczy monen-
tow względem p r o s t e j i punktu. Tymczasem moment od­
środkowy zawiera współrzędne w pierwszych potęgach, 
tooże więc być ujemny a nawet równy zeru. Okażemy t e ­
raz na przykładzie, że ten o s t a t n i przypadek j e s t mo 
•l i w y . Przypuśćmy, że ciało posiada mechaniczną pła-
^ c ^ y 7 1 1 ? s y m e t r j i /par. 5fc ci. I/. Obierzmy o s i x i 
Y w płaszczyźnie s y m e t r j i i zwróćmy uwagę na dwa j a 
kiekolwiek elementy symetryczne o masach 7?z . Jeżel 
Jsden z n i c h posiada współrzędne x, yy x , tu dru-
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g i x,y,~X , zatem moment odśrodkowy jednego 
względem y,x będzie i^yx , a drugiego -?nyx. 

Suma t y c h momentów j e s t zerem. Z tego wynika., 
że moment odśrodkowy całego ciała względem o s i y,x 

j e s t równy zeru i toż samo dotyczy momentu względem* 
Xx. Momenty odśrodkowe c i e n k i e j jednorodnej płyty 
względem y, z i X,x są oczywiście zerami, jeśli os 
X j e s t prostopadła do płaszczyzny płyty. 

Powróćmy do przypadku ogólnego. Oznaczmy współ­
rzędne środka ciężkości ciała przoz cc, Ą Ć i po­
prowadźmy przez ten punkt nowe o s i współrzędnych 
l,^ 7, 5 równoległe do poprzednich. Jeżeli współrzęd­
ne elementu 7K W dawnym układzie Bą X, y, X a w no-
wym £ , ̂  , z, , to x*M+<i > y • f •+ / . *-£ + <Ć 

i xy* +41.17 •+frg+<ot,.£, albo 

Sumując ws z y s t k i e t a k i e równania, otrzymamy 

Lecz Sini/ i Z2 są zerami, j ako momenty s t a t y c z ­
ne ciała względem płaszczyzn, przechodzących przez 
środek ciężkości, a zatem £titxy~2J+JV.4Z/ 

albo 
Tak więc moment odśrodkowy ciała wzglądem o s i 1 

x,y j e s t równy sumie momentu ciała względem o s i 
równoległych, przechodzących przez arodak ciężkości, 
oraz momentu masy ciała,, skoncentrowanej w środku 
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FIG. 62 

ciężkości, względem x,y , 

Toż samo- dotyczy o s i y,z i -z, x. . 

45. Moment bezwładności w f u n k c j i kątów k i e r u n ­
kowych;- Niech będzie znowu cia­
ło sztywne i prostokątny układ 
współ rzędnych. Momenty bezwład 
ncści względem o s i oznaczymy 
przez Jjr. , A , 7Z , a momenty 
odśrodkowe przez , Jtx . 

Nioch będzie prócz tego p r o s t a 
<C , przechodząca przez początek i tworząca z o s i a ­

mi współrzędnych kąty U,.3, y . Mamy wyznaczyć mo­
ment bezwładności / danego ciała względem t e j pro­
s t e j tc . 

Dajmy na t o , że jeden z elementów ciała o ma­
s i e m zajmuje położenie Afe.y.zJ, a odlogłcść j e ­
go A B od n i och będzie równa 2° . 

Oczywiście 7>^0A*~OB* . /*/ 
0A*= x**y*+ X* , a OB j est rzutem odcinka 624 

albo wieloboku 6'BCA na prostą -cc , Boki tego 
* i e i o b o k u są odpowiednio równe &.Y, i tworzą z 
-u kąty ̂ 'J?»T * a satem (?B'= jz.cosoc+y. cosj3+z.cosj' 
Wprowadzając te wartości do /!/, otrzymamy 

r> *s x*+y*+x*-/Sc cosec +ycosj3* x. coćfj* 

Poniewdż coś*ot •* co&*^+ cos*r~a J możemy v;ięc 
napisać 
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c z y l i /y^xaJ. ccjs^^zylcos^0^^x^yaJ. cos*y-

- 2x.y. COĆCĆ. cośjt - £yz co3,3. co^y- £ zx. co&^r cosoC 

Mnożymy to przez m i sumujemy t a k i e równania d l a 
wsz y s t k i c h elementów. Wypadnie 

-ZGOJU. coćj3£7n.x.y-2cosJ?co$yZImyz -ćcosyrcoóoCŹ?nzx 

Lecz y*+ z* j e s t to kwadrat odległości elementu TTZ 
od o s i x , a zatem Z 7&fy*+ży * 7X i t . d . Będzie-
wi ęc 
I - Ix - co$%i +/y. cosy$ *JZ. co0sy -

-2 JXy co*a'-. CCĆp- £Yy+.cos/3.cosy - <•'/^j-cośy cosot... Ąi 

j e s t to szukany moment bezwładności. 
Kozważymy szczegółowo przypadek, gdy p r o s t a -te 

leży w płaszczyźnie ccy . W takim r a z i e J*=-^f~ 
co3^=0 i COĆJ3 = SJTi &ć t a zatem 

I'fj. • 003*06 -+fy - jźn^oC - 27XY cosoC.s/n. oć 

Wyznaczymy tę wartość kąta U , p r z y której / 
osiąga maksymum l u b minimum. Zakładając -~̂ = c , otr-s 
mair:y 

^/y -JXJ£oC --.Zg-y COŚ^oC 'O 
zy >-v^ Koc 'O . ; ^ 

8 z"teni ts~Ś*Z^Ł£ 

Kąt ^ posiada t a k i tangens przy dwóch różnych 
wartościach mniejszych cd t różnią się one o JZ 
a zatem równaniu /3/ czynią zadość dwie wartośoi oć 7 
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różniące się o . Oczywiście przy jednej z n i c h 
/ ©3iąga maksymum, a p r z y drugi ej minimum; jednej 
2 n i c h odpowiada p r o s t a największego, a d r u g i e j n a j ­
mniejszego momentu punktu Ov płaszczyźnie XV. 

Jeżeli /Xy * o to owe wartości są o i znaczy t c 
2e o s i x i y są osiami największego i najmniejsze­
go momentu w płaszczyźnie xy . 

Odwrotnie jeżeli za o s i xt y obierzemy pr o s t e 
ajwiększegc i najmniejszego momentu, to tg 2oć = o , 

* zatem / 
W tym przypadku 

Oczywiście otrzymamy to samo / d l a dwóch pro-
s t y c h , z których jedna tworzy z osią x kąt oć ,a dru­
ga -cć , innemi słowy o s i największego i najmniejsze 
8» momentu są dwusiecznemi kąta pomiędzy dwiema pro-

. J ^ t t t i , którym odpowiadają momenty równe, 
Jeżeli Jy ~JX to /- Ix , znaczy to,że ciało po­
gada względom w s z y s t k i c h prostych, przechodzących 
Przez € i połeżenych w płaszczyźnie XV , momenty 

owe. 

Jeżeli za o s i współrzędnych obierzemy o s i głów-
'le punktu 0 , to w każdej z płaszczyzn współrzęd-
n ych będą ene prostsmi największego i najmniejszego 
'^aientu, a więc w tym r a z i e / r / ^ -4* Będzie­
my w tym przypadku szczególnym o z n a c z a l i momenty 



względem o-si x,y, # odpowiednio przez A,B i C 
nazywając j e momentami głównymi punktu O , a zatem 
równanie / 2 / przekształci się na 

/~A.ć<rs*óć *B ćos*j5 £ C. coszjr . . . . (sj 
Dowiedziemy t e r a z t w i e r d z e n i e odwrotne. Cyi 

współrzędnych obrano, dajmy na t o , w t a k i sposób, 
że wszystkie t r z y momenty odśrodkowe wą zerami. Tyo 
czasem można stąd wyciągnąć j e d y n i e ten wniosek,że 
o s i x i y są prostami największego i najmniejszego 
momentu w płaszczyźnie xyt o s i y i i w płaszczyź-
n i e y z , wreszcie o s i X i ^ w płaszczyźnie xx . Wy­
pada dowieść, że o s i współrzędnych są także osiami 
głównemi początku O . 

Aby n ie przesądzać sprawy, napiszemy równanie 
/£/ w p o s t a c i 

Dajmy na t o , że z t r z e c h momentów 7X , 7y, 7Z 

pierwszy j e s t największy, a drugi najmniejszy. Oczy 
wiście 

Odejmując od tego równanie poprzednie, o t r z y ­
mamy /x V v % -itcosft + fik -Ą'co*Y 

Prawa strona j e s t orz/wiście dodatnia, zatem 
I* j e s t większe od / , j a k i e k o l w i e k śą ^'J^'/* *il 

z tego wynika, że oś x j e s t prostą największego 



- 143 -

momentu punktu O . Tak samo.dowiedziemy, że oś y 
Jest prostą najmniejszego momentu, a więc o s i współ­
rzędnych są osiami głównemi. Wyciągniemy pewne wnio­
sk i z równania /5/, które odegra ważną rolę w d a l ­
szym ciągu. Jeżeli osiami współrzędnych są o s i głów­
ne początku, i p r o s t a k leży w płaszczyźnie xy ,to 
I=A cosic +B sin^oC . Dajmy na t o , że momenty A 
i B są równe. W takim r a z i e oczywiście f.~A .zna­
czy t o , że momenty względem w s z y s t k i c h p r o s t y c h , 
Przechodzących przez 0 w płaszczyźnie xy są równe. 

Weźmy d l a przykładu ciało jednorodne w kształ­
c i e bryły obrotowej. Oś obrotu j e s t oczywiście osią 
główną każdego ze swych punktów, a wszystkim pro­
stym, prostopadłym do t e j o s i i przecinającym ją w 
jednym punkcie odpowiadają równe momenty bezwładno­
ści. 

Przypuśćmy t e r a z , że w s z y s t k i e t r z y główne mo­
menty bezwładności punktu ć/t.j. A , B i C są rów-
n e . Z równania / 5 / wynika bezpośrednio, że takim r a -
2 i o ciało posiada względem w s z y s t k i c h p r o s t y c h , 
Przechodzących przez O , momenty równe. Jeżeli 
do tego O j e s t środkiem ciężkości, to ciało t a k i e 
n&zwiemy k u l i s t e m . 

Oczywiście właściwość taką posiada k u l a jedno-
r°dna, a l e oprócz n i e j i s t n i e j e j e s z c z e bardzo wie-
^ 9 innych ciał k u l i s t y c h , siałem takiem j e s t np. 
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sześcian. Ze o s i główne możemy t u uważać proste, 
prostopadłe do ścian i oczywiście momenty względem 
n i c h są równe. 

P r o s t y kołowy c y l i n d e r jednorodny j e s t k u l i ­
s t y , jeżeli moment bezwładności względem o s i j e s t 
równy momentowi względem p r o s t e j , poprowadzonej 
przez środek ciężkości prostopadle do o s i , c z y l i 
jeżeli - j - — \s /par.42 c /, gdzieś ©zna­
czą promień, a ̂ wysokość. Z tego wynika, że w cy­
l i n d r z e k u l i s t y m A-ryR3 . 

P r o s t y stożek jednorodny j e s t k u l i s t y , jeżeli 
/par.42,d/, g d z i e p j e s t promieniem 

podstawy, n wysokością. W takim r a z i e T4 

46. T r z e c i a oś. Z t r z e c h o s i głównych punktu 
0 jedna j e s t prostą największego momentu, druga 

prostą najmniejszego momentu, a o t r z e c i e j wiemy 
dotychczas t y l k o t o , że j e s t prostopadła de dwóch 
pierwszych. Jffamy t u poznać pewne właściwości szcze­
gólne t e j t r z e c i e j o s i . 

Za o s i współrzędnych obiera­
my o s i główne punktu O i 
oznaczamy momenty główne 
prz«ez A , B , C . Niech z 
n i c h A będzie największym? 
a B najmniejszym, a więc X 

Fie.es. N v J"at 0 8 i ą największego, a y 

http://Fie.es
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•sią najmniejszego momentu. 
Poprowadźmy przez oś ź dowolnie płaszczyznę 

Przecinającą płaszczyznę ocy według p r o s t e j U- , i 
w t e j płaszczyźnie poprowadźmy również dowolnie 
przez O prostą tr . Kąt pomiędzy prostemi U i 
oznaczymy przez ^ , a pomiędzy V i £ przez <tr . 

Jeżeli kąty kierunkowe p r o s t e j V oą cpC,y!?,^~ , t o , 
jak wiadomo z geometrji ^ 

cojcC - sinS.coś oosjfl-fin $jjn^; coy*ccj$ 
Wstawiając to w / 5 / par. poprzedzającego, otrzymamy 

Gdy porównamy to z /4/ par. poprzedź.,to doj­
dziemy z łatwością fio dwóch wniosków: 1/ że wyraże­
nie, zawarte w nawiasie j e s t momentem bezwładności 
^ględem p r o s t e j Z/, że proste ^ i e są osiami 
największego i najmniejszego momentu punktu € w 
Płaszczyźnie ^ . ^ 1 

Tak więc p r o s t a X j e s t osią największego lub 
.najmniejszego momentu w każdej, przechodzącej przer, 
;=nią płaszczyźnie. . 
4/ Wzory t e mo^na łatwo otrzymać w sposób następują 
c y t Przypuśćmy, że n.a p r o s t e j V- leży wektor J** OSI 

składowe jego w kierunkach <̂  i X będą _P.SJTZ.XP i 
Fcoj-fi , a r z u t na oś JZ j e s t równy Pcośy albo 

ifi. coóf 1 tegr. otrzymamy wzór pierwszy, 
^iora c rzuty na oś y - wzór drupri. 

http://_P.sJtz.xP
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J e s t rzeczą jasną, że jeżeli p r o s t a t leży w po* 
bliżu t a i x. , to j e s t ona prostą największego momen 
tu w płaszczyźnie #cc , a ć j e s t wówczas prostą n a j ­
mniejszego mementu. Jeżeli -cc leży w pobliżu o s i y 
to zachodzi przypadek odwrotny. Granicą pomiędzy dwo­
ma obszarami stanowi te położenie p r o s t e j ^ ,przy 
którem momenty względem # i są równe. W przypad­
ku granicznym 

Pisząc J-coa*y zamiast ???</> znajdziemy odrazu. 
że c-& 

Widzimy, że w płaszczyźnie . r / istnieją dwie t a k i e 
p r oste graniczne -u, i -cc^ , tworzące odpowiednio z 
osią x kąty , </? i cĄ * =X . Dwusieczne-
mi kąta pomiędzy niemi są o s i e X i . y . 

Proste u, i -ctg dzielą płaszczyznę xy na czte 
ry w y c i n k i kątowe, c z y l i na dwa obszary. Jeżeli -te 

leży w obszarze, zawierającym oś X „ to z j e s t osią 
na jmniej ezege m*mentu płaszczyzny x,cc , jeżeli zaś 
-U należy do obszaru, w którym przebiega oś y ,to 
2 j e s t esią największego momentu. 

Wypada j e s z c z e zwrócić uwagę na płaszczyzny źct, 
i źus . W myśl t w i e r d z e n i a , które poznaliśmy w par. 
poprzedź. ,i^,r.enty bezwładności względem w s z y s t k i c h 
p r o s t y c h , powożonych w tych płaszczyznach i przeche-
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dzących przez O , są równe. Możnaby płaszczyzny^ 
i źcc^ nazwać przekrojami kołowymi punktu (S. Wogó-
l e przez każdy punkt przechodzą dwa t a k i e przekro­
j e , a i c h przecięcie j e s t trzecią osią główną tego 
punktu. 

47. Punkt główny p r o s t e j . Jeżeli p r o s t a -z j e s t 
osią główną punktu O , to punkt ten nazywamy punk-l 
tem głównym p r o s t e j X . 

Nasuwa się py t a n i e , czy każda p r o s t a j e s t d l a 
któregoś ze swych punktów osią główną, albo czy 
każda p r o s t a posiada punkt główny* Na pytanie to 
można dać z góry odpowiedź przeczącą. Wynika to z 
uwagi następującej. Położenie punktu w p r z e s t r z e n i 
daje się określić za pomocą t r z e c h l i c z b , nap.trzoda 
współrzędnych Kart e z j u s z a y i z tego względu mówimy, 
że zbiorowość punktów p r z e s t r z e n i j e s t rozciągło­
ścią trójwymiarową. Położenie p r o s t e j określa s i ^ 
zapomocą c z t e r e c n l i c z b , np. czte r e c h współczynni­
ków równań p r o s t e j w układzie K a r t e z j u s z a . Z tego 
c y n i k a , że zbiorowość pros t y c h p r z e s t r z e n i j e s t 
rozciągłością czterowymiarewą. Meżns powiedzieć,że 
prostych j e s t nieskończenie razy więcej, niż punk­
tów, gdy tymczasem o s i głównych j e s t najwyżej t r z y 
razy więcej niż punktów. 

Niech będzie j a k i e k o l w i e k ciało sztywne,i jaka 
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kolwiak p r o s t a _<£ . 
Zobaczymy j e k i e warunki powin­
ny być spełnione, aby t a pro­
s t a posiadała punkt główny. 

£ Obierzmy za początek pro s t o -
kątnego układu współrzędnych 

F środek ciężkości O danego 
ciała, a oś z poprowadźmy równolegle do pro s t e j :<s „ 
Przypuśćmy, że t a o s t a t n i a o r z e c i n a płaszczyznę xy 

w punkcie J=>
( oj% i że posiada ona punkt główny 

Q ('<c, ir, cj . Poprowadźmy j e s z c z e przez C proste 
odpowiednio równoległe do o s i X i y , 

Według par. 44 momenty odśrodkowe ciała wzglę­
dem o s i V i 5 tudzież o s i <S i są odpowiednio 
równe: 

-c 4 f / 9 . <: ̂  , gdzie / / 
oznaczają momenty odśrodkowe względem odpowiednich 
o s i układu JC, y, z , a /V masę ciała. Skoro jednak 
p r o s t a z, j e s t osią główną punktu , to ^ i S 
są osiami największego i najmniejszego momentu t e ­
goż punktu w płaszczyźnie w£> , a zatem moment od­
środkowy względem n i c h j e s t zerem; również j e s t ze­
rem moment odśrodkowy względem ^ i f f Wynikają 
stąd równania 

T 
/ • /V C. -=• O 
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Równaniom tym wogóle nie może czynić zadość jedna 
i t a Lama wartość niewiadomej -c , a więc wogóle 
prosta <s n i e posiada punktu głównego. 

Rugując z równań powyższych c , otrzymamy 

v « - 4 J • ^ - c 

J e s t to warunek, który powinien być spełniony, 
aby p r o s t a Ł. posiadała punkt główny. Jeżeli warunek 
ten j e s t spełniony, to można współrzędną -c , a więc 
i położenie punktu głównego, wyznaczyć z równania 
/!/ lub /2/ę Otrzymamy t y l k o jedną wartość na f , a 
więc wogóle p r o s t a może posiadać t y l k o jeden punkt 
główny. .. 

Przypuśćmy, że pros t a ^ , j e s t równoległa do 
jednej z o s i głównych ciała, c z y l i , że oś Z j e s t 
osią główną ciała. 

W tym przypadku szczególnym Iyz = fzx. " o ( a 
więc warunek / 3 / j e s t spełniony, a z /!/ lub /2/ 
cyni k a , że c - o , Widzimy, że każda p r o s t a równole­
głe do o s i głównej ciała posiada punkt główny; j e s t 
nim r z u t śroika ciężkości na tę prostą. 

Można tw i e r d z e n i a to wypowiedzieć w inny sposób 
Weźmy vt płaszczyźnie zawierającej dwie o s i główne 
cioła, c z y l i w płaszczyźnie głównej ciała, j a k i k o l ­
wiek punkt. Oczywiście dwi« je^o o s i główne leżą w 
°-,-"oj płaszczyźnie, a t r z e c i a j e s t dc niejj prostopad-



150 . 

ła-, a zatem płaszczyzna główna ciała j e s t płaszczy* 
zną główną k ^ d ego ze swych punktów. 

Przypuśćmy wreszcie, że p r o s t a 5 j e s t osią głótt 
ną ciała. W tym r a z i e ^ "^°^ oraz o i rów­
naniom / l / i /Z/ c z y n i zadość każda wartość współ­
rzędnej € . Z tego wynika, że oś główna ciała j e s t ^ 
osią główną każdego ze swych punktów Irinami osiami 
głćwnemi jakiegokolwiek punktu Q , położonego na ofli 
głównej ciała, są dwie proste odpowiednio równoległ0 

do dwóch potwStałych o s i głównych ciała, gdyż punkt 
Q j e s t na każdej z tych p r o s t y c h rzutom órodka 

ciężkości -

R O Z D Z I A Ł i y , 
/ ZASADY DYNAMIKI CIAŁA SZTT^GO , 
Model ciała. Zasadnicze zagadnienie dynamiki j e s t 
następujące; mając dane ciało oraz siły na n i e d z i * * 
łaj*ąće wyznaczyć ruch jego. Widzieliśmy w r o z d z i a l e 
I , falf się rozwiązuje to zagadnienie w przypadku ( / 

gdy można uważać ciało punkt materiał'" -będziemy 
usiłowali sprowadzić przypadek ogólny do tego p r * r " 

padku ogólnego. 
y? tym c e l u zbudujemy moiel ciała, złożony z pU?1'*' 

tów m a t e r i a l n y c h . Wyobraźmy s ^ c i e dwa układy współrzęd­
nych I i II,zajmujące różne o k o l i c e p r z e s t r z e n i . Do I-,) 
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