- B8
zatem Qdﬂ)——o%inya’ﬂa calkujge otrzymamy

2k wreosSed ... /2

gdzie A Jest. stala catkowania. CGdy —z/q=o . to szybkosé
wzgl edna byita rdéwna Q2.0 19-—??5—, zatem A-@*~ !
. Podstawiajgc to do [f?/ bedziemy mieli%),?wcosﬁg,a stad
R=-m/a & 00329+195? wco.s"ﬁ 4&#003%9/ lub po uproszczeniu
E?&mwcosgﬁ’cosz,?) Reakcya ta jest poczgtkowo do-
datnia, nastgpnie zmniejsza sig, gdy ws;’g—g-,to staje
8ig zerem, poczem przyﬁiera wartodci ujemne.

./‘Gdyby torem priepisanym .punkt.u materyalnego byia
wewnegtrzna strena ékadkiej obreczy i gdyby pozostale
warunki byly takie same, jek w poprzedzajgcym praykia-
- dzie, to od ghwili, v ktorej 005%2-:—3'2 s> punkt przestal-
by sie¢ stykaé z obreczg i poszediby w mysl pierwszego
prawa Newtona po linji prostaj /

Zna;dzmy. po jekim czasie pacidrka do;due do 0.

Z réwnania g—g:f&.wcosﬁz , otrzymamy pe zcatkowaniu

-{Zgnég/%?+ééﬂ=adt+f3 ............ (7)
gdzie 5 oznaczs stalg calkowania. Gdy Ay , to 1/9=0
zatem =0 . Pacidérka dojdzie do O, gdy bedzie S-z,
co podgtawiajac w (%/ znajdziemy [-oo, Pacidrka zbli-
Za si¢ wigc asymptotycznie do 0.~
9. Spadek na torze przepisanym. Rezwaiymy oddziel

- s

nie przypadek, w ktérym ciato porusza sie na gladkim

torap.przepisanym pod dzialaniem sily cigzenia. Uklad
wvepdirzednych obierzemy inaczej, niz w paragrafie 7.

Poczgtek mozemy wzigé dowolnis, a os X skierujemy pio
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nowo na 4ok,

Pruypusény, ze puinktbt o

mesle 2z wyruszyt z polo-”
zenia Ao[x,,,}g,zaj z szyb-

kedcia 7 , a w chwili

/ ZL znalazl sl¢ w polozer
niu A(/x,y,z/ ; 82Yb-

75 719 ‘'kodé jego byia wowczas |
rowna , a reakcya toru /2 tworzyla 2 osiami kaly

o /f 7~ e -
¥ takim razie bedzis mgﬁzﬁcosd;mf;g.:ﬁdo.s'/
m—gz‘%z:/?cos/»«mg‘. Knozymy te rownania odpowiednio
przez dx, dy, gzl doda,, emy stronami
n-4z: I +dzz_z;? dzdy ﬁ’/{xcosd*dyco / afzws'/vmgd /

Lewg strone mozemy prueksztaicié na

z. d/dxégléy%dz’y I J/afzj_%l CZ/ zef/ _@ﬁ’]

gduie ds oznacza element toru. Wspolcgynmk przv]Z

po prawej stronie jest oczywiscie rowny ruutowi elé’
wontu &5 na kicrunek reakcyi Z ; lscz reakcja jest
~normalna do toru, & wiec rzut ten jest zerem. Tym
spoBobem rownenie ngsze przeksztalci sie na
-igd:gfd«t. Catkujac ¥ granicachk od X, do ¥ otrzymsn
7/3=7(,2+2g/z-z‘/. Z rownania tego wynikas wniosek bal’
dzo wazny, ze szybkosé punktu w po}.ozeniuA nie z8°
lezy wcale od ksztaltu toru AOA » lecz jedjnio od
szybkosci poczgtkowej < i od X-2, , czyli od rdi-
nicy poziomdw punktow A i Ao. Ndwrotnie jezeli



. -]
punkt materyalny ®Wyruszy 2z A szybkoscig 7 w stro-
ne fqo,todojdzie do tego ostatniego z szybkoscig % .
W przypadku szcuegdlnym, gdy U =0 1 z:-z;f-,é A P

Aby wyzneczyé réwnanie ruchu, czyli zwiasek po-
miegdzy drogy, priebyty na torze i czasem trzeba mied
dany tor punktu. Przypuddmy, ze torem przepisanym jest
" linia prosta, nachylona do poziomu pod katem o . W tyn

razie 8ils styczna jest réwna zzg.s772c, & sila normal-

ha 772.8:cosc. Kraywizna toru jest zerem, a wigc i priy-

Spieszenie normalne jest zerea. U tego wynika, ze re-
akcya teru jest wciaz rdéwna sile normalnej 2.8 coscl~

Ruch punktu jest proatoliniowy i Jednostajnie

Przyspieszeny, & mianowicie przyspieszenie wynosigﬁukd |

Wedlug par. 134 cz.II réwnanie ruchu bedzie x- 525@1?
+WZL+x , ’dzie Y i X, oznaczaja szybkesé i odleglo"
od poczgtku toru w chwili Z=0 —

¥ przytoczonych niZej pruykladach uzyto dla krét-

kosci terminu cieciwa najpredszego spadku. Tak nazywa

Big pewna prosta, przechodzgca pruez dany punkt A i
Przecinajgca dang linig¢ ol ; po niej punkt materyalny,
ktéry wyruszyt z A bez poczatkowej szybkosci, docho-
dzi w najkrétszym czasie do o pod dzialaniem 8ily cig-
Zenia.

A 10. Przyktady. 1. Punkt materyalny polosono w

"Punk01e L <, ma zewnetrznej stronie gtadkiej.obreczy -
kOloweJ, promien, nruechodzacy przes /5 tworay z pio-

Dem kgt of ., ¥ ktérym punkeis ctrgczy punkt materyal-



- 32 .

! ny z niej zejdzie? /por.prz.<4

: par.B/.

Punkt szuléany ¢’ moina poznsé po
tem, Ze w nim reakcys obreczy

znika. Oznaczmy kat AOC przez

'3 , a pzybkosé punktu w poloze-
niu C'pr:zez V. Pruzyspieszenie normalne w tem polbée‘
niu jest rdwne ala i wywoiuje je jedynie skladows
normalna sily ciazenia he reakcya = 0.— Stad
%-zéﬂ&ws&, a poniewas na zasadzie par. 9
?ff?gaéosd-co&y. zatem wypadnie po uproszczeniu
cos£3=§eo.5'oc i 13=a2°c.ébs 32003&:-,-*' |

"’_.2_. Cieiki punkt moze sie poruszaé na okregu, po
tozonym w piaszczyinie pionowej. Punktowi temu nadae-
no teka szybkedé w peloseniu 5 , ze mégiby on dojs¢
do najwyzszego punktu A okregu. ¥ jakim czasie punkt
ten dojdzie do polezenia /= jezeli kgt BOA-«. i

p A AORJ. Zzybko#é niezbedna do

tego, by punkt doszed do A jesb

7€=‘/26?<2[7~6056ng::19 a oznaczs pre

mg ¥0
mien keta. Przypusémy, ze po L

| FIG. 21\I sekundach punkt deszedi do poko-

zenia_P . Szybkedé w tem polozeniu jest rowna

VU252 feos). cosct) /2. afws)-2on¥oaldrugiej st rony

ta sama szybkedé jest rowna ’Z/':-—é%’-"& s & zatua%’

=—?5in§?l’8‘«? skad %—-—L;@f & po zcatkowaniu
/ &gl‘gf,é*c':"’f- L, edzie C jest stalg catkewania.
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—

(/

3 > -4
Gdy (=0 , lo 4}{;—0{‘7 skad wypadais 6—-':{,/8‘ Z . Latem

A= Nra A =

Zaklada_)q‘ru Hed zhajdziemy, Ze punxt dojdrie do

W

poiozenia A J0 czasis ZL=<><D:—~"

Znajdimy jeszcze reakcje¢ toru w funk:oji kate ﬂ Rie=
rgc rzuty sit na Kierunek PO otre ymamy 72 —/+ngco,5'z§
albo m{ﬂ//-uosu/i+zzgcosjskad /?JZZgC? 36051&

3. 7 punkiu ﬁwychodz:. W Diwszczyinie picnows
wielka liczba prostych i mo Uych prostych 2suwajg
sle ciezkie punkty materyalne, ktore wyrussyty jed-
noczesnie ‘:.4 bez pocigtkowej setybkosci. Znalszd
misjsce geometryczne tych punktcow po upijywis C sek.
Niech prosta 0A bedzis torem
jednege z tych punktow i dajmy
na Lo, Zsé PO uULiywie o sek.do-
gzedd on QUA. Poprowadumy
pirzed 0 prostg pionowa, & pries

Ap)ZiOluQ. Z {igury wynike, ie

0./V51]zn/ ) §duieX ozZnacre Kgb

' o i T*

L1EIRE. OAB @onicwas 0= 72l
~

zeten O/V WJ.lemj, ze OV nie zalezy oud kgta of

a wiec ON w Cthli ZL wida¢ ze wszystkich punkLow
materyalnych pod kgtem prostym. Z tego wynika, ze
szukanym n:iejscem geometrycznym jest okrgg koda o
ZLZ =
& ]

srednicy 5 przechodzgcy przez /.

X 4. ‘Vyznacgy¢ cigciwg najpredezego spadku, majac

MECHANIKA - DYNAMIKA -  ARKUSZ HL
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4’) ) ! 1
dany punkl ¢/ 1 Lrzywg <,

V' ptaszczyinie et zataczamy

e koto, styczne do & i posiada-
\ \\ jgce najwyzszy punkt w 0
L& X Wszystkie punkty wychodzgce 2
\\\\\ﬂ-\ .ﬂ#”’”;J d i zsuwajgce sie po prostych
~ w plaszczyznie Ot dojdg jed-
Lp s 7 S

noczesnie do obwodu tego kods,
& & tego wyulke, ze prosta igcugca 0 = punktem styc.-
nosci koda 1 krzywej o jesl linig nejpredesego spad-
ku.

_121 Wahadio kodowe. Przypuscumy, %e punkt materyal-
ny, ne ktory deciada jedynie sida clazenia musi poze-
stawa¢ na krzywe] piaskiej, poiozonej w ptaszczyZnie
pionowe], symetrycune] wzgledém prostej pionewej i
przecinajgcej o8 symetryi w punkcile A.

A7\ Przypuscimy précz tego, ze

punkt A jest najnizszym punk-=

<
L}
[

. ) tem krzywej i ze punkt mate-

ryalny nie wychodzi poza
czesd¢ toru zwrocong wypukde-

boom
= A
["]3}",24_ zzzg Odsunmy punkt materyalny do

pwnktu‘fii pozostawmy o samemu sobie. QOczywiscie

\\.H
N
v B, \i‘

scig ku doiowi.

pod dzlalaniem sily cigZenia zacznie on zsuwaé 8ig
po terze i dojdzie do A szybkodcig YE%;& , gdzie
44 oznacza WyecLousé punktu.ii! nad A. Dzigki ‘nabytej
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szybkodéci punkt materyalny pobiegnie dalej 1 s8zybkesd
jego wyczerpie sig dopiero w punkcie.f? , poiozonym
ok wyZe] nadA, = wlec symetrycznynxdo.fi. 0d tej
chwili zjawisko zacznie sig powtarzad. Punkt mate-
ryalny bedzie wciaZ przebiegal drogg 2345% to w jed
ag, to w drugg strong. Ruch taki nazywa sig wahedlo-

wym, cale urzapdienie nazywamy wahadlem piaskiem,iuk

.EZZS;'amplituQQ_wahan i czas, w ktorym punkt mate-

ryalny obiega swg droge w jedng i drugé strong,okre-

sem wahaq.

Wogodle okres wahaﬂ'ﬁaleiy od amplitudy; im
wieksﬁa jest amplituda;;tem diuzscy okres. Mozliwe
jest wszakze i takie waliadle, ktdére posiada dle
wezelkich amplitud jednakowy okres wahai. Mowimy, ze

% tym razie istnieje izochronizm wvahan, a wahadlo

nazywamy ixochronicznem.

Dejmy na to, ze punki materyalny w chwili r
znalazd sie w po&oZeniu~fj pomiedzyJQ.iJE?_, dgzy w
streng 25;, posiada szybkosé ¥ i ze norwelna do to-
ru w /”’ tworzy 2z pioneum kgt 19. Oczywiscie sida

styczna wynosi 7785772/ 1 ma kierunek odwrotny ao

szybkosci. Redzle wigc mjz;”:_mgsjfzéu jezeli S
oznacza uk A, to.éégééig i]

ﬁféié =.;gﬁ5jﬂz%f“”.”.”._[§7

Prugngc znaleié okres wahan, nalezy wyrazid J?]ZJQ

w funkcyi tuku S 1 wyznaczy¢ calke powyzszsego réow-

neania.
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Najaalwie] jest urzgduic wahudéo kodowe, w kto-

iem torem punktu materyalnego jest {uk okregu. W iym
celu przywlgzujery ciezarck do konca sznure, ktdrego
drugl koniec jesl umocccowsny w punkcie nicruchomym.
Gdy odechylimy tvakis wahadlo od podozenia picnoviego i
rozostawimy je wsamemu sobie, tu oczywiscle ciezarek
bedzie cliegas luk kola, polozony w plaszczyinie
picuiows) . JuzZali mozemy uwazac cigzarek za punkt ma-

teryalny, to nazywamy jeszcze wahadio takie prosteu.

Qsznaczmy diugoscé sznura czyli dlugosc prostego waha-
7 A J |
die przez € . Kgl @5 we WzoizZée (%/ ozriacza tu oczywl

dcie vlchylenie sznura od pionu, zatem __éi iw
12

Lyw reziec ogdaaie &§§;=;—é{¢ﬂée/§%/.:~
Caikowanie zego rewnania prowadzi do funkcyi elip-

tycanych. Ograniczymy sig praeto do tego szczegdlne-

2

&0 przypedxu, w xboryw amplitude jesti mala w stosun-

ku do Z[, tek made, 26 nNie prZzeKkracia)yc graaic do-
" . . . . e e )
2wo lorego btedu mozeuy napissc j? zam;ast,azﬂ/é;/
7
Otriymauwy wige rownanie
Ciﬁ' S vy
— == S . e/
qife g s

Jest Lo réwnanie rucinu harmenicinego, znane jug %

*)

3 Qs _ !
Wiadomo, ze 5221329 52 29 ~.....Jezell najwigksse odchy-
lenie wahadiza od pionu wynosi 78° to najwieksza war-

tosa 19 bedzis ;g;gi:_,fyz hatwo obliczyd, ze w tym
Z

razie drugi wyraz Szeregu powyiszego nie przenesi -z,

a trzeci = pierwszego.

1200
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par.13b cz.1I, mozemy wigc powredzive, ze ruch jest
harmonicany, jakkoiwiex torem jesi tu okreg, a nie
linia prosta. Osunaczmy okres przes Al Inalezlidmy
v paragrafie wzmiankowanyum, zeo Okres jest rdwny éf-

é?
porniewas v danym razie @W=V-2 , pruiete

/- 27n/7 -t )
Widzimy, Ze okres nie zalezy tu od amplitudy, a za-
tem wahaddo jest izechreniczne; twisrdzenie te jest
Jecnuk stuszne tylko dla madych amplitud w granicuch
dozwolenepo uiedu.

. 72 Frzykdady. 1. Punkt materyalny P o masie

7 moie silg porusza¢ po lancuchowej i ,just przycig-
gany do kierownicy z sida, sklerowang prostopadle
do tej proste) 1 wprousi proporcjonalng do masy

7 2

punktu i do cdloglosci ,/wsp.prop = . —/. Dowiesé

ze wahadlo lekie jest izochroniczne i wyznaczyé

okres wahan.

Sita, z jakg jeslt przyciggsa-
ny. punkt g wynosi 7ﬂJ€3f,
gdzle Y Jesl rugdng punkiu 2
Przyspieszenie styczne

7

5 vy .
= — wywoduje rzut si-
/Q L7 - 3 J o

Ly2ﬂﬂfy na styczng.

Gdy oznaczymy kgbt, zawarty
miedzy .4 sltyczng a kierownicy przez J% to bedgie

dzcg Mé}f.szvzﬂa podstawiajgc yszzwq S otray-

277 5 —
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Jest to rownenie ruchu harmonicznege o okresie
ZZ-J%EZ- niezaleznym od amplitudy.

A Gladki drut, posiadejgcy ksztalt okregu o
promieniu & obraca 51 W plaézczyénie poziome] oke-
to punktu J ze stutg szybkoscig kgtowg @w . Odle-
gtesé srodka (" okregu ed punktu d jest rowna 0.
Wyznaczyé okres drobnych wahan paciorki, nawlec:ze-
ne] na drut. ,

W pewnej chwili pacidrka zaj-

51 mie poloienie.f?, przyczem
Q £ | promien 5C utworzy ze éred-
nw;\“? nicg CC kat.£3634=2g.2badaj—
\\|CY my ruch paciorki wzgledem
”15” drutu. Przyspieszenie cutko-

quggﬁﬁx\\“L,//// wite pacidrki ma trzy sklade-
we:1l/ wzgledng, 2/ unoszenia i 3/ Coridlisa. Skiade
wa st%czna przyép. wzglednego wynosi ﬁ%%z gdzie
S;L;%z oznacza szybkos¢ kgtoewg promienié;gzyi
Przydépieszenie unoszenia jest rowne 7~ @ /gdzie 2°
eznacza odlegtesé S/ i jest skierowane de S

Na pacidrke w polozeniu 5 dziata tylko reakcya
nermelne drutu /2, zatem biorgc rzuty na kierunek
stycznej otrzywamy &é%%?+af%?00577=0 gdyz rzuty
pozoestadych skladowych sg zeramij; 57’oznacza tu kat
stycznej z cigciwg 50.

Podstawny w g—;gzamiaatg i zwroduy uwege, 2e

?

TCOth b, 005[903 vg/, to otriymamy & -%é:-a)'.?é.Si]Z ’09



Zateczmy 2 ¢ koke promieniem { dowolnym i niech s
cznacsa {uk Lego koia, odpowlada]gey kqtowiws . Tak

: S ¥ ; ’ - : . :
wiec Jﬁ-ﬁr i rownenie powyzsze przeksutudcl s1¢ na

25 _ Lo
L /2

< : 2
Mozemy tak dobrac¢ £ , aby byie J%gizé;, a zatem ruch

wzgledny premienia, dycugcege paciorke z (" jest tuki,

2 - ’ - /'
jek ruch sznura wehadia e diugescl l=§%ﬁa
73 VWahudle cykleidalne. Niech torem wahadia

bedzie cykloida. Premien ke-

@ |
- ¥ \‘\\\“‘ — ta tworzgcege oinaczymy prisz
: N \\ & i dajwy na to, Ze koio to
{ 0{\ \\ \ E 5 ) e -
PN obrécile sie¢ o kgt od
e ¢ gt ¢ |
chwili, gdy punkt 7, kresla-

¢y cykleide przéchodzik prees
wierzchotek A . Nermalna P&
tworzy oczywiscie z plonew &0 kgt -5‘ , & catem w
réwneniu /z/<par,27/ nalezy zamiast ¢9 napisaé —%;

i bedzie 20%%-_- —g5n .

. G i bl . S

4 gesmetrji wiademe, 2ze &uk AP=S-—4_'¢?.57222 ,a zatem

=)

¥ podrgcunikach zazwycza] wiersy elg duk cykloidy od

ostrza 1 w tekiw razie luk :déf{élcoa'faz,gdzie 2
eznacza kgt, o ktory obrdcite sig kole twerzgce od
chwili, gdy punkt / byt w ostrzu. Pragngc mierzyé
od wierzchedka, trzeba od tege odjaé <2 /tuk peuie-
dzy ostruem i wierzchetkiem/ i na miejsce 5 posta~

wid 9Z+-?9.
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,Sﬁﬂ:§-4& Wprewadzajgc te do powyzszego réwnanis

v ALs &3
olrazymam - =
WEG= gl
Jest (o Znowu rownanie ruchu harmonicznege. W tym

razie a)-~——‘/é; > a wiec oKres

]"ﬁﬁﬁr‘/;; ............... 64/

Widzimy, Ze okres nie zalezy od ampiitudy, a zatew
wanatde cykloicalans jest dokiadnie izochroniczns,
innemi s{owy, z jakiegokolwiek polozenia punxi mabe
ryalny zaczal spadadé po cykloidzle, tlo zawsze doju?
do wierzchodke w jednym 1 tym samyw czasls. Krzywa
siadujgca Lekg wilasciwesé, nazywa sie 1eutog§§onﬂ
lzochronizm wanuadie cykloidalnego odkry< Huy-
gens /oprszed r.1673/; on rowniez podal sposob zreall
zowania takiegc wahadla.
/& W Uy ceiu sporzgdza si¢
sziywna rame w ksztalcie

|

-\

{ \\ dwoch galezi cykloidy, po-
i siadajgcych wspolne oslrzf
|

jx;i/// 14” Rame ustawia sig¢ w pif
\A\AQ/_ ANE ; : F b

ssczyznle pilonowe) uvak,
=6

FIG 28, | . !

podsiava cykloidy byla pO
ziowa. ¥ ostrzu A\ jest umocowany kouniec tasmy A
dzwigajgce) w drugim kofcu ciezarek 5. Jeieli kod!
iworsgce obydwie cykloidy me promien & , to diugo#’
LaBmy Wynosi La . Gdy owaniemy tasme nua jednej z ¢
kloid, to ciezarek znajdzie sie w wicrzcholku.Poz0’

: ) [ {
CuuWuy aasuepnio wshadio samemu sobie; itasma zaczh?

i



£ig oawijué, pozostajac wcigZz wyprezonsg, a wiec cie-
sziek bedzie obiegad rozwijajgcg cykloidy; wiadomo 2
geometryi, 2e jest to cykloida, rowna cykloidom ramy.
Punkt A Jest srodkiem krzywizny loiu cigzarks
w wierzchodku (', a ko2o zaloczone 2 A prowieniem—f&
jegt koiem krzywizny. Zelkniecle Lego kuis » c¢yKkloidg
Jest bardzo $cisle i na znacznym obszarze, po oby-
dwéch stronach punktu €, mozna z dobrem przybliize-
niew zaelgpi¢ d4uk cykloidy przez duk kola. Wynike
svgd wniosekK vaki: jezeli awplituda wahadila kotoﬁego
jest maia, 1o mozna uwazuadé je w przyblizeniu sa cyklo-
idaluae, a4 zutem wahadio kodowe przy medych amplitu-
dach jest izochroaiczne. Cdy oznaczymy diugosé itasmy
przez-/ , to a=;£ ; pbodstawiajgc to we wzorze,z; par.
niniejszego, znajdzlemy, Ze ckres drobnych wahan wa-
had{a koiowego wynosi Zﬁf\ég-co jest zgodne Z(GV'W
par. 77 .

/4. Brachistochrona. Ckazemy tu jeszcze 1inng

Clokuwg wiasciwod¢ mechaniczng cykloidy. Naprzod wypa:
da dowiesdé pewne twierdzenie powocnicze.

Punkt ruchomy wyszedd z punkiu
f&zpokoZonego ro jedns; stio-
nie proste)] X 1 dossedd do
punktu.Ay. podiozonego po dru-

gie); ruchy po obydwoch stro-

nach bydy prostoliniowe 1 je-

dnostajne, ale siybkosc¢ po jad-
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nej stronie wynosida % , a po urugiej # . Dajuy na to
28 punkt ruchomy przecigl prostg r w punkcie o, B
ze drogi fQJCTi CY/XQ tworzg odpowiednio z prostopa-
de¢g do proste] xr katy ,é 1 'é%"? W takim razie cals
droge od zqq do /\2 punkt ruchomy odbyt w czasie

ZL— df =~ éﬁ. o 7 y ,r',
“Gcosy U Ypcosd (2

Procz tego zachodzi zwigzek

a,. fgf - czg.fgﬂg=d__...ﬂ s e

Znaczenie liter wyjasnia dostatecznie fig.29.
Czas jest funkcyg kgtow '2 i ,ﬂ . Jezeli punkt ru-

chomy ma w jeknajkrotszym czasie dojsé d014o Lo k@tv

QLSfﬁj CZ?/J _f_JS]ﬂ?S @71/..
‘ %.cos3g & U . COTZG
Précz tego mamy z //9) z8  —< ‘f;? B ;%____

Z tych dwdéch rownan wynika, ze 2

te powinny by¢ tekie, dby

SIn J sz'nag y o
% % ~.o.”.“..“.../3/
Teki warunsek powienien byc¢ speiniony, aby czas

0siggngd minimum.

Rozwigzemy teraz zagadnienis nestepujgce. Dani
sg punkty 0 i /‘, z ktorych pierwszy lezy wyzei od
drugiego. Punkt materyelny wyszedl =z 0 vez pnoczgtko-
we] szybkosdci i biegnise do A ped dziadtaniem sily
cigzenia po gtadkim torze przepisanym. Jaki powinien
byé ten tor, aby czas spadania byd jaknéjkrétezy?
Bedziemy uwazali, ze ruch odbywa sig w piaszczyzinie
plonowej, przechodzgcej przez punkty danse. Obierzermy
punkt 0 za poczgtek wspodrzednych; o8x poprowudzimy

poziomo, & 08 y pionowo nadét. Niech bedg na szuka-
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nej linii trzy punkty nieskouczenie bllzkle.532?2?
Elementy{?f’il?ﬁ? tworzg % plonem kguUy i zS%txig)
& punkt wateryalny pruzebiega je z sazybkosciami 71
7+ o Drogaﬁ?fﬂé’ musi byé taka, aby punkt mate-
ryalny doszedd z é? do,é? w czasie jaknajkrotszym

8 zatem na zasadzie tylko co dowiedzionego twierdze-

nia bedzie bzﬁ(faﬁa Aﬂ%jio d/éﬁuzﬂ /
e 7 % czyli /-0

Z tego wynika, ze"’*’(’j'fx jest wielkosdcig stata. Ozne

‘cféiija poniewaZ‘ZtQY%%iy
2.3 e
gdzie Y jest rzedng punktuy, przeto y = 22.5]7.22%5

>4

czymy te stalg przez

¥prowadZmy jeszcze kat ;ﬂ=é%g s+ w tekim razie
ostatnie réwnanie prazybierze postac ;Ya2(7“605}?/7‘
Jest to znane réwnanie cykloidy, ktorej ostrze lezy
W punkcie J, s podstawe na osix, a wigc linig naj-
predszego spadku, czyli brachistochrong jest cyklo-
ide, ktorej ostrze leiy w 67, a podstawa jest pozio-
ma.

_jféi- Tercie o tor. Uwazalismy dotychczas, ze

reakcya toru ne punkt materyalny lezy w ptaszczyz-
nie normalnej; w rzeczywistosdci reakcya tworzy ze¢-
wsze u piaszczyzng normalng kgt, rozny od zera;
innemi stowy oprocz skiedowej normalnej posiada

jesucze skladowa styczng, ktérg nazywamy silg tar-

Cla lub wprort tarciem.
Doéwiadczenie wskazuje, ze podczas ruchu punk-
tu materyalnego tarcie jest zawsze odwrotne do 82yb-

kodci i zmniejsza sie ze wzrostem tej ostatnie],
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jak to wideé z wykresu /fig.30/, w kiérym na osiach

odmierzane sg szybkosci /#/ i odpowiednie sily tar-

o C1a1§?7
Jednakie to amniejszanit
o T sie tarcia jesl niewiel
jéy' ¥ g kie 1 bez znacznego bi¢
i 0 - du mozna przyjgé, 7e
BIE50. podezus ruchu ciada 5146 |

tarcia ma wartosé sbtaig i jest rowna tarciu grsnic?
nemu fﬂﬂr gdzie_/f oznacga wspliczynnik tarcia, &
V4 reakcye normalng toru.

Pragnac uwzglednié w rachunku tarcie musiwy
cmoayfikowaé albo raczej dopeinié réwuaiia, co Kbo”
rych doszlismy W par.7. Pozostawimy oznaczenia be?
zmiany z tg tylko rdéznics, ie/%)ma oznaczaC nie re-
akcyg catkowita, lecz jej skiadowg norualng. W tar
kim razie reskcya styczna, czyli sila tarcia bedzif
réwna /fﬁ?, jest ona,jek powiedziano wyzZej, zawsi®
skierowana odwrotnie do szybkosdci, & w punktacn,¥
ktérych szybkosé jest zerem, tarcie ma kierunek o0°
wrotny do sity stycznej. '

Wprowaedzajac sita tarcia, otrzymemy zamiast rownad
par. nastepujace:
/. 2
m. 2 L-417 —%Léj"/?v ; 0=117]
Wypada uczynié tu pewng uwage, o ktorej trzeba pa”

mietad zawsze, gdy w zagadnieniu dynaxmicznem prag”

i



< o=

-
Niemy uwzglednié sile tarcia. Przypusémy juz, ze szybe
koag purktu maveryalnego si¢ zmniejsza, gechodzi do ze-
Ta w pewnem poioieniu14o, a nastepnie zmienia kieruy-
nek., Oczywiscie sila tarcie w /qb tle staje sig¢ ze-
Tew, jezeli tylkoe w polozeniu tem nie znika reeskcya
"ormalna, ale tarcie jest zawsze odwrotne do srzybkos-
¢i, a zatem w JAW kierunek jego zmienia sig na od-
¥rotny. Widzimy, ze wektor tarcie zmienia sie w owej
Chwili w sposdb nieciagiy.

W chwili, gdy punkt materyalny przechodzi przez
Polozenie 140 pierwsze z trzech réwnan powyiszych
Przestaje byd waznem, s mianowicie znak wyrazu, zawie-
Ta)gcego 1%' juz dalej nie odpowiada przebiegowi zja-
Wiska. Nalezy wiec ulozyé lowe rownanla, stosownis do

- #mienionych okelicznosci.

— . , T . : .
K\Lfi.frzykluuy. 1/ Praypusény, ze punkt maleryalny
+

% nusi puzostac na prosle] X i Ze
, ’ e 0.2 . :
SRS $3__..~_%Q4,0&.~._/p—°_2_*4 x przycigga go nieruchomy punkt &

: // 0dlegty od x o szz=jé , a sids

I

;ﬂ// priycliagania jest wprost propor-

b cjonalna do odlegiosdci. Gdy wiec
476 57 €

punkt materyalny zajmuje poloze-
g JZ?,to dziata nan sila @®7, gdzie 2 C~, a P
*2haczs wspdlczynnik proporcjonalnosci. Sita styczna
Jest 9czywiscie réwna dxa??éDCQ'ag i zawsze jest

“Wrdeons do punktu / czyli rzutw punktu ¢ -~
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Siia normalna=GW. ]‘C%QY?Q, gazie ;%ozn&cza kat é%:%y
Lecsa 7‘6[72801172‘ a ]”COS:/’A , zatew sida stycana =
= a)Azz , & normalna ==&)?/é:”f Widzimy, Ze sila
normalna, a wigc 1 reakcya normalna sg state dla
wszelkich polozen punktﬁ materyalnego.
Obierzmy kierunek dodatni toru w prawo na fig, %
1 praypuscimy, ze punkt materyalny zostal odsunigty &@
poicienia fq W lewood67 1 pozostawiony samemu sobie.
Pod dzialaniem sidy przyciggania wyrusz; on w strong
punktu(? & bezell tor jest gtadki, to '
2 *) P
o= [, ke adie=sa. s 2

Z czego wynika, Ze ruch jest harmonlc&ny i potowa okr¢
su wynosl-gg -

~ Dajmy teraz na to, ze tor jest chropowaty i oznwcr
my wespoZczynnik tarcia przezjf Poniewaz reakcya nor-
walna jest stale rowna a)zé prazeto sile tarcia bedzil
stata co do wielkosci 1 rowna‘/?aLzé .
Gdy punkt wateryalny dgiy w kierunku dodatnim, to~pr5a
81dy pruyciggania.dzilada jeszcie w kierunku ujemnym

sita tarcia, a zatem

Y] |
v WOX-F%.. .5

*) i
- zado®ono tu, ze punkt materyalny posiada mase j6-

dnostkows, co wcale nis ogranicza ogdlnosci roswazals
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Przeniesmy poczgtek toru do punktu Oj, ktorego
Odciets niech bedzie rowna 6 , 1 oznaczmy nowg od-
Cigtg punktu wateryalnego przez & — BRedzie wige

L= & + 6 , 1 rownanie powyzsze praeksaztalci sie

na cZ
£ =
L= W 6-fh)
Obler.smy & w taki sposdb, &by bydio é /[é g
P
cayli (<-4 o <
% takim rezie rownanie praybierze postad: ”:
@/e : 1o |
t - @ hFe CRE
S 4 3\
/;
Widzimy, e ruch jest znowu harwmoniciny, ale{'i Z
éI‘Odkiam jest teres nie 0. lecz inny punkt 01,. po-
! ol / 3 \
,lOZony w lewo od 0 W odleg(osm/fz. Skrajne potoze-

Ule przypadnie w punkcieﬁl , ktérego odlegtosc od 4
Jest réwna fLQ Skutkiem tarcia amplituda zmniej-
Siyia sie 020@ czyli o,?/_%, natomiast pétokres
i teraz = ‘—77——— ol
LW
Gdy punkt materyalny wyrusazay 2142 w lewo, to kie-

Tunex .tarcia zmieni 8ig na odwrotny i zawiast rowna-
g /o) bedzie

———;—-a)x /fa) X

Postepujgc, jek poprzednio, znajdsziemy, Ze ruch

188t wcigz harmoniczny, ale srodek priesungl sI§
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do punkvu 0'3 podczZonego w prawo od 0w odle-
gloéci/é. amplituda skrocita sie jeszcze o I?L/A |
a okres puzostai bez zmiany.
W ten sposob r&ch bedzie trwai w dalszym cigg!
Po kuidem wahnigciu prostem, amplituda zmniejszy
sig o é?ﬂ%; ostatescznic jedno ze skrajnych polozel
przypadnie pomiedzy (2 ) 6%. Wowczas oczywiscis |
sita siyczna bedzie mniejsza oddfﬁbiz czyll mnie]-
sza od granicznej sity ltarcia, przycisganie punkbu
nie zdota przemdédz tarcia, i punkt materyalny
pozostanie w spoczynku.
\‘2/ Punkt materyalny wyszedi z punktu.%i” ie28d

hni kotowego

cego na wewnetrzrne] slronle powieric
cylinars o promieniu & z szyvkoscig 7, siyczna
do powierzchni 1 prostopadig do tworzacych.

Punkt biegnie dalej jedynie pod dzialaniem reukcys

powierzchnlzqfi sidy tarcig/c4{ gdzie-/?oznacza

wepddceynnik tarciu.

. ;
W jakim czasie punkt obiegnie cylinder naokoi’

T N[N Przypuscmy, ze w chwilif'
Z:///////—d %;j§%4 pankt maleryalny zajmujé
P 0.~ 4 poloZeuief&i.obiegl od
3 | Ak AA, = 5 —

\\ Bioragc rzuty na normalné

‘\\\\;_*,// flczotrzymamy
FI5 3R LN Y
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& na siyczna a/
Z’-:.—fﬂ & /2/
gdzie 7 oznacza szybkosc punktu w chwili f Z row-

nan [// j./?a,J wypadnis: f,i—g:= _]L’_%’Z 5 & po zcatko-

waniu ?}:{:i;_f+ A4 » gdzieA oznacza steadg calkowa-
nia. Gdy f:o,ta Y=g vatpmA j i ?-/é ?/—{ —]j—t

2% L 2. %
tkad 7= T dt Inacge] al.s’ W stad
Po zcatkowaniu bedzie f[)' &’dg’/dﬂf?fl‘/#y_l? gdzie

V= jest stalyg calkowania. Gdy ZL=0 ,to S=<0 , wiec
0=5/8'c?*‘£, a zatem Jfé:agg—a"—];“'—z- albo 5'1? &%?ZL

Gdy wstawimy w to rdwnanie s- 27.2, to ot rzymamy

tatwo, se punkt OLleguJL uyllncer po upiywie czasa
r .?JZ ///N

3./ Ciezki punkt zsuwa sie po okrggu kola, po-
tozonego w plaszczyinie picnowej, poczynajge od
konca srednicy pbziomei _%lo. Wspoiczynnix tarcia
wynoei §. W jakism polozeniu SAkaOSC runklu be-.
dzie najwiegksza?

Przypusémy, e w chwili f'punkt materyalny
znalazl sig w poloieniu./l. Biorgc rzuty sii i
przyspieszen na kierunk::
stycznej i normalnej, otrzy

TTH.IHJ wwndnla -J-%{ﬂm;coy./!—- &)

el = .:ngmm ...... )
ng FlG 33, 'Pgmewaz. gf 26’ , zatem.
77?-3-!03=A/:7725‘51}z-z§... .j'
MECHANIKA - DYNAMIKA ARXUSZ -




/’@goznacza tu kat, ktdory tworzg promienie, prze-
chodzgce przezl4 izqv , @ - szybkosé katowy promie-
nia ruchomego, ¢ - szybkosc¢ liniowg punktu A ru-
chomego 1 IR = reakcye normalng toru/.

Gdy wyrugujomyx@f zg97 i /3/, to otrzymany
aﬁ%&é%égﬁagyébasézﬁﬁmézfPomndzmy to rdéwnanie
przez e”dd Po lewe] stronie otrzymamy.aaéﬂbfefy
Po prawej stronie wypadnie wyznaczyéy/@ﬁém&%&%é%y
Mozna to uczynié kréotko w sposdb nastepujacy: |
daje si¢ przewidziel, ze szukane catke posiada no-
stad 8’3//%0035»«/1/:5’]2219/, gdzle M i /Voznaczaja WS pos
czynniki, ktore jeszcze trzeba vwyznaczydé. Tak wi¢f
/é%coxﬂ—sjn S/olzﬂ: 973/700,5'1/9»‘/1[5]72 7/9/ .-~ Roznicukujac
1 porownywujac wsobiczynniki przy S’iz 73 i coqu
znajdulemy, Ze = ,/Vz% Uwzglednliajac wa-

~
runi-l poczytkowe znajduiewmy, ze 3

La.c>’ /5'1}213* Scosd-se /g |

Majwigkszea szybkoscé odpowiada tewu kgtowl 4S
ktdéry cuzyni zadosé rdownan.iu CO,S’;/Q— 33inNe Fe =0

4./ Prosty pret, tworzycy z poziomem kgt o€
wiruje ze stuly suzybkosciy katowg wokoio osi pio~
nowej, poiozonej z nim w jedne] plasuczyinie. Na
pret jest nawleczony ciezki pierscien i kgt tar-
cia pomiedzy nimi jest rowny ;9. Wyznaczyc¢ diu-

08¢ czesci pretes, na ktdrej pierscich woze pczo”

4
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stawaC w spoczynku wzglednym.

Odcinek ten poznamy po tem, s4é
gAy oniersciell znajcéuje 8le na
lLorcu eRo /WA] lu A;e /s Lo tar-

cie jest cutkowicie rouwinigle.

Rozwaza]ac poloienie./g 1atwe
otrzymamy rdwnenia. m.qwﬁ/Vﬂ'zzoﬁf/V ccm(,'/i/éosaf—f Nsrreot=-mg
gdzie oznaczajg: 72t - masg pierscienia, 72 - odlegZosd
jego od osi obrotu 72/, - reskeye viormalna preta,
ol - kgt preta z poziomenm 1 ]%=4§}%’. biorgc pod
uwege 22=%, cosd , gdzie .15,=A10 otrzymamy -

2 &SIn(drg) _ &L8 ()
S i «g) skad & == corw
Tak samo, jesli piersciel zhajdzile sig w koncu
& 1B (A-¢)

:zukdnego odcinka, to G=

7 Zatem diu-
cosot

£n8¢ oacinka /41/42 wynosi Xx=%-x, Jgéa7éaéw” 5p&@v
‘2&? Opér powietrza. W rozwazaniach do j,h-

czasbwyéh vomijalidmy jeszcze inny silg, ktore w
warunkach zwykiych dziale zewsze na clada w ruchu,
& mianowicie opor powietruza.

Opdr powietrza wystepuje tylko podcuas ruclh
i jest funkcjg S'ykaSbl. Pomimwo licznych doswiad-
czen nie zdoiano dotychczas wykrydé dokiadnego 1
ogdlnego zwigzku funkcyjnego pomwigdsy oporem powie-

I'd

trza i szybkoscig, jezeli jednak siybkesé nie jest

zbyt wielka, nie pruekracza jakichi 300 m. na sek,to

otraeymuje bily ¥yniki énéd cgod

,_:

N 2 roocZ.wislosclg,
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preyjumujac, ze opdr jest proporcyonalny do kwadra-
tu szybkodci. Jezeli szybkosé wynosi ¥ to opdr po-
wietrza jest rdwny J%Z’z gdzielé'oznacza wspoiczyn-
nik proporcyonalnosci. Ten wspélczynnik.é’jest dla
kasdego ciata inny. Zalezy on przedewszystkiem od
wymiarow, a mianowicle mozna uwazac, ze dla cial
podobnych jest proporcyohalny do pola rzutu ciata
ne plaszczyzne prostopadlg do saybkosci; précz tego
zalezy on jeszcze od ksztaltu powierzchni. Z tego
wynike., Ze.A'nie jest dla danego ciala wielkoscig
stelg, lecz zalezy od tego, ktorg strong cialo
zwraca sieg do szybkosci. WeZmy np. prosty stozek
kotowy i nadajmy mu naprzdod szybkosé w kierunku osi
v strone wierzchotke, nastepnie szybkosé réwniez
w kierunku osi, ale w strong podstawy 1 wWreszcie w
kierunku prostopadiym do osi. Dla kazdego 2z tych
trzech ruch6w14 bedzie inne. Wogdle wamy tu do czy-
hienia ze zjawiskiem wielce zawilewm, ktdorego bada-
nie, bardzo wazne zao wzgledu nsg liczne zagadnienia
praktyczne, stanowi odrebng galai wiedzy.

Rozwigzemy tylko jedno zagadnienie z tej dzie-
dziny, a mianowicie ruch pionowy ciata cigzkiego w
powletrzu. |

Przypusémy, Ze cialo o masie 222 zostafo wyrzu-
cone z punktu 0 3 szybkoscig % pionowo w gore 1 ze

opér powletrza ma kierunsek wprost odwrotny do szyb-
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kosci. Obieramy poczatek toru w 671 kisrunek do-

datni w gore; w takim razie wypadnie, 2e
dki—wqg By -

Bedziemy uwazali, Ze wspélczynnik,ﬁ'podczae catego

ruchu pozostaje bez zmiany.

Zalozmy e-VZE& .. ....... )

«

Bedziemy nazywali tyg wielkosé € szybkosciy gra-

niczng ciada ze wzgledow, ktdre wyjasnig sig w dal

szym cliagu.

Wprowadzajac do/») iggf zamiast A oblrzymamy
R ) o
;z%——dg/é +yﬁ/ ......... 6%/

Catkujgc to rdéwnanie znaleslibydmy zwigzek pomie-
dzy szybkosclg 2 i czasem ZL. Wazniejsay jost
zwigzek pomiedzy ¥ 1 przebyty drogg x ; aby go
olrzyma¢ mnozymy ostatnie roéwnanie przez aéci po
lewe] stronie zamiast i%%? piszemy 7" . Wypadnie
WOWCLZ88 cj’if;é”--gdx Cadkujgc znajdziemy
4&2%%%%: j%%g._,y Koy wyznaczyd wysokosé 2 do kté-

rej wzbije sig¢ cialo, trzeba tylko w rownanlu

ostutniem zalozyé ?-0; wypadnie A Zg{/f 7/ =t
Przypusémy dla przykludu, %8 saybkosc poczgtkowa
Y =C. W tekinm razie z Jizéiéi W prézni cialo
wzbiloby sie do wysckosci g?‘ a’:lec 0por puwie-
trza zmniejszy! te wysokosé o ;%%/4Z'4545’f“

W chwili, gdy cialo osigga najwiekszg wysokosé,
réownanie f/ przestaje byd waznem, glyz wyraz A’?)’

reprezentujgey opdér powietrza juz dalej nie odpo-
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wiada przebiegowi zjawiska. Szybkodé ?¥ wehodzl w
nim w drugie] potedze, a wige nie zmienia on znaku
pomimo to, Ze opdr powielrza zwracu sig do gbry.
Taka niecigigzos¢ rownanis jest mozliwa zawsze,gdy
na clafo dsliada sita proporcyonalna do parzyste]

ci. Musimy wiec uwazad, ze od chwili

Uis

potegl suybko
gdy scybkosé sig wyczerpale rozpoczyna sig nowe &
gadnienle, ktdre potrzeba rozwaiy¢ odrgbnie od po-
przedzajycego; oblerzeny tez ilnaczej poczatek toru
1 klerunek dodatni, asby olrzymaé¢ przejrzystsze wy-
niki, & mianowilcie poczgtek umimﬁimy w punkcie naj
wyzszym, a kierunek dodetni obierzemy na déi. Be-
deie wowczas :nr~7?:2n5“a42fﬁ a gdy wprowedzimy
szybkodé graniczng ¢ wedlug (@ to wypadnie
2 S '

c-ééingéciva ......... 2/
Réwnanie to wskaszuje, ze szybkos¢ 2 nie moze prue-
kroczyé szybkodci graaicunej. Gdyby o doszlo do
szybkoscl granicz.sj, to przyspiescenie statoby
sig¢ zerem 1 ruch bLyiby nadel jednostujny, a miano”
wicie cialo sSpadafot; z suybkoscig pranicung.

Stgd pochodzi nazwa tej wielkosci.

Jezell ruzucimy ciafo pionowo ns dd% z szybkoé
cig wigkszg od ¢ , to pruyspieszenie bedzie ujem
ne, & wigc szybkcsé bedzie sie zumiejszala, znowu
dgzgc do graenicunsej.

. ’ . s ) " '
Caltkujgc rownanie (%/nodobnle, Jak(di/ot:%y‘
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R D : . _ REx
wuemy &< ‘% T gw‘,exshw_’vzc?é-e Ci/

c»?/
Réwnanie to wskazuje, ze szybkodé ciala zblize sie
asymptotycznie do granicznej, pierwsza jest weias
mniejssa od drugiej, ale résnica z biegiem czasu
Zaclera sleg nieograniczenis.

Zobaczymy jeszcze, W jakiej zzleinosci pozo-
8tuje szybkos¢ preniczna od roumiardw ciala.Wezmy
dla przykiadu kule o promieniu 77, ktérej masa ga-
tunkowa, cuzyli wmasa jednostki objetosci jest rdw-
na/w. Masa tej kuli :vzzifia/lz°? Wspddczynnik ;%
Jjak juz wéwilismy, jest dla cial podobnych propor-
Cyonalny do rzutu ciata na piaszcayzne prostopadig
do szybkosci, & wiec w tym razie é jﬂ]’ gdzie ./Z
0znacze nowy wspdLczynnik proporcyonalnosci. Pod-
stawiajgc to wﬂ? zna]dzlenmy ct=Vé%%§2°ﬁ“Widzimy,
Ze ¢ jest proporcyonalne do 77 Tem mozna wytio- ~—
maczy¢ fakt, ze drobne kropelki mgly, a takze czg-
Steczki pylu spaudajg bardzo wolno. Ich sazybkosé

“ranliczna dzigki drobnym wymiarom jest bardso male.

ROZDZIAL 11I.

\ ¥ 4

SILA 2YWA i ILOSC RUCHU. ,,/
e "3
28 . Duie zasady. Widsielidmy w rozdzisle po-

Przedsajgcym, 2%e wosna rozwigzad bardzo wiele za-
Sadnien z dynamiki punktu materyalaego, posiugujac
Sig bezposrednio prawami Newtonsa; wladciwie napc-

Lykane ogranicezenia tkwig nie w same] naturze pew-
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