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mamy ^t-^f ^ f p f ^cft-e^^J 
Równanie to wskazuje, że szybkość ciała zbliża się 
asymptotycznie do g r a n i c z n e j , pierwsza j e s t wciąż 
mniejsza od d r u g i e j , a l e różnica z biegiem czasu 
z a c i e r a się n i e o g r a n i c z e n i e . 

Zobaczymy j e s z c z e , w j u k i ej zależności pozo
s t a j e szybkość g r a n i c z n a cd rozmiarów ciała.Weźmy 
d l a przykładu kulę o promieniu 2", której masa ga
tunkowa, c z y l i masa j e d n o s t k i objętości j e s t rów
n a j . Masa t e j k u l i iri--—-ffji?°3 Współczynnik A 

j a k już mówiliśmy, j e s t d l a ciał podobnych propor-
cyonalny do r z u t u ciała na płaszczyznę prostopadłą 
do szybkości, e więc w tym r a z i e A =XTC2**X 
oznacza nowy współczynnik proporcyonalności. Pod
stawiając to w (s) znaj ćziemy c - ~ Widzimy, 
że c j e s t proporcyonalne do -J3*. Tern można wytło-
maczyć f a k t , że drobne k r o p e l k i mgły, a także czą
s t e c z k i pyłu spadają bardzo wolno. I c h szybkość 
Graniczna dzięki drobnym wymiarom j e s t bardzo mała. 

ROZDZIAŁ I I . 

31ŁA ŻYWA i ILOŚĆ RUCHU. 
jfS Dwie zasady. Widzieliśmy w r o z d z i a l e po

przedzającym, że można rozwiązać bardzo w i e l e za-
Cadnień z dynamiki punktu materyalnego, posługując 
się bezpośrednio prawami Newtona; wł as c i w i e napo
mykane o g r a n i c z e n i a tkwią n i e w samej naturze pew-
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nych zagadnień, l e c z wynikają r a c z e j z trudności n*' 
tematycznych, które występują zwłaszcza przy całko 
waniu równań różniczkowych. Pomimo tak rozległego 
zakresu stosowalności praw Newtona ważną rolę od
grywają, j e s z c z e w dynamice pewne t w i e r d z e n i a zasad' 
n i c z e , c z y l i zasady., które ułatwiają w znacznym sto* 
pniu układanie równań i skracają rachunki; a l e one 
same oparte są na prawach Newtona, n i e zawierają 
więc żadnych elementów nowych. 

Nam chodzi tu głównie' o zasadę sił żywych i 
zasadę ilości ruchu. Treścią każdej z n i c h j e s t 
związek pomiędzy pewnemi dwiema wielkościami. Tak 
więc w pierwszej mamy związek pomiędzy siłą żywą i 
pracą mechaniczną, a w d r u g i e j pomiędzy ilością ru
chu i popędem albo impulsem siły. 

Zasadnicza różnica pomiędzy zasadami temi po* 
le g a przedewszys t k iem na tern. że pierwsza posiada 
c h a r a k t e r skalarowy, bo zarówno si£a żywa, jak i 
praca 3ą ska l a r a m i , natomiast druga posiada charak' 
t e r wektorowy, bo ilość ruchu i popęd są wektorami* 

Rozważymy naprzód zasadę sił żywych; wypada 
jednak na wstępie wy łożyć teorję pracy mechaniczni' 

10 . Praca całkowita**! Przypuśćmy, że punkt 
materyalny wyszedł z położenia A i doszedł jakim
kolwiek torem do położenia 3 , przyczeui wciąż dzi&' 
*; 0 pracy elementarnej mówiliśmy już * r o z d z i a l e 

V i i i c z . l 7H W-80/. 
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łała nan BiiaP. Podzielmy t o r Ą B n a nieskończenie 
małe elementy i wyznaczmy d l a każdego z n i c h pracę 
elementarną, którą wykonała na nim siła/5. Sumę 
t y c h prac elementarnych nazywamy pracą całkowitą, 
albo wprost pracą siły P na drodze AB . 

Dajmy na t o , że siła P j e s t stała co do 
wielkości i posiada wciąż kierunek szybkości, i t a 
kim r a z i e dL»P.da i Z *P?& , g d z i e 3 oznacza 
długość t o r u AB . Jeżeli P*1'Ag i S'/m , to 
praca j e s t równa jednemu kilogramometrowi. W f i z y 
ce j e s t w użyciu inna jednostka - erg. 

Przypuśćmy, że ciężki punkt materjalny, ważą
cy Sjgi przeszedł z położenia At do położenia Az 

Pragniemy wyznaczyć pracę siły ciążenia. Obierzmy 
w t a k i sposób układ współrzędnych, aby oś Z była 
skierowana pionowo na dół i oznaczmy w tym ukła
d z i e współrzędne punktów Aj i A2 przez feyZj) 

* l^y^^J • Pracę elementarną wyznaczymy przy 
pomocy wzoru następującego: dL --J^d^c^^dy^ Ę dx, 
Tp.par.74 cz.I>. .Oczywiście Ę=C--o . 9 zatem 

. dL «Qdz ; Z = &Y%łz - &fa - tjj 
~ % j e s t różnicą poziomów położeń Aź i A^ 

Widzimy, że praca Z zależy j e d y n i e od t e j różni-
cy poziomów, l e c z j e s t niezależna od d r o g i , którą 
punkt m a t e r j a l n y przeszedł z jednego położenia do 
drugi ego * 

http://Tp.par.74
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Wyznaczymy j e s z c z e pracę całkowitą siły cen
t r a l n e j w przypadku, gdy t a j e s t funkcją odle
głości T ounktu materjalnego od środka O, gdy np. 
P ̂ T^ffl . Dajmy na t o , że punkt mat er j a l n y prze

szedł z oołożenia A do A i oznaczmy promienie 
OĄ i 0Ą odpowiednio przez 2J i 2J . 

Praca elementarna , j a k wiemy z 
par. 75 cz. I, c z y l i 

r r% J?. jj 
a zatem praca całkowita Lt - /[2^/<tr 
Oczywiście LA zależy t u znowu t y l k o od Z? i 2? czy
l i od skrajnych położeń punktu materjalnego, l e c z 
j e s t niezależne od d r o g i , którą punkt ten przeszedł 
od jednego z n i c h do drugiego. 

Przypuśćmy d l a przykładu, że punkt ć/̂  przyciąga 
punkt rnateryalny z 3iłą odwrotnie proporcyonalną do 
kwadratu odległości. W takim r a z i e J% ~ rz • S c i z i 0 

A oznacza współczynnik proporcjonalnośsi i 

W t e c h n i c e obok pracy ważną rolę odgrywa poję
c i e sprawności siły. Sprawność j e s t to s k r l a r , rów
ny . - . Jeżeli sprawność j e s t stała, to wynosi 

oC L 

ona ~- , gdzie L. j e s t pracą, wykonaną w c z a s i e 
t . J.ednostką sprawności j e s t kilogramometr na se

kundę, częściej jednak są w użyciu inne j e d n o s t k i , 
a zwłaszcza koń parowy lub mechaniczny /75 k i l o g r a -
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mometrów na sekundę/ i k i l o w a t . Ponieważ praca 
j e s t równa i l o c z y n o w i z, siły przez drogę, przeto 
wymiar pracy . Wymiar sprawno-
i ci .j/A'r-ł.-r-s¥ZT3 . 
20. Przykłady.1.Na punkt materyalny A , który obra
ca się około punktu Cc, działa siła P. stała pod 
względem wielkości i tworząca stały kąt z 
Wyznaczyć pracę Z siły i podczas jednego obrotu. 
Według par. 76 cż. I praca elementarna j e s t równa 

» gdzie oznacza moment siły P 

względem O . Stąd Z-= / /ldo? = <^ • 
Przypuśćmy, że punkt r o b i n obrotów na minutę; 
wtedy sprawność wynosi - I f f i f ^ albo Śgg^ 
koni mech. 

2. Cząsteczki, składające obecnie kulę jedno
rodna o mas i e i promieniu <S , były niegdyś 
rozproszone w p r z e s t r z e n i w nieskończenie w i e l k i c h 
odległościach jedna od d r u g i e j i zbiegły się dzię
k i przyciąganiu wzajemnemu, podlegającemu prawu 
Newtona /współczynnik, proporc. = //. Jaką pracę wy
konały przytem siły przyciągania? 

Kul a tworzy się stopniowo. Po pewnym c z a s i e 
już część cząsteczek utworzyła kulę o promieniu 7* 
i masie Af^^^-^^i^ , gdy r e s z t a pozostaje 
j e s z c z e w odległości nieskończenie w i e l k i e j . Następ 
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n i e przybywa nowa cząsteczka dm , Która rozkładu 
się na k u l i w p o s t a c i warstwy s f e r y c z n e j o grubo
ści dr* , a zatem dm*-4?lr':zdx>.fic- — . Siła przycią
gania wykonała przy tern pracę dL = ̂ rdmc dr 

Zatem praca całkowita j e s t równa 

Ponieważ masa k u l i j est $=4rttMca3,yus$, L« ^ • 
* /) 7 \Jf^ 3. Częsc łańcuszka, ważącego W i t długiego 

leży na s t o l e , a częsc o długości & zwisa. Jaką 
pracę wykona siła ciążenia, gdy łańcuch całkowicie 
zsunie się ze stołu? 

Rozwiążemy naprzód pewne zadanie ogólniejsze. 
Dajmy na t o , że układ punktów materyalnych o masaC-1 

•m,,? opada. Chodzi o wyznaczenie pracy, 
ką wykona przytem Biła ciążenia. 

Obierzmy dowolnie w p r z e s t r z e n i nieruchomą 
płaszczyznę poziomą i oznaczmy przez 2^,,^,..--

odległości początkowe, a przez z? , , odległo
ści końcowe punktów ,221^od F . W takim raz*e 

p raca szukana będzie równa I*^ty(%'-%}*£mx&~^*'m% 
albo L*&Emi&'--zJ*g^£?7tz.'-Emx,y i 

Z tego widać, że praca t a równa Bię i l o c z y 
nowi S przez różnicę momentów stat y c z n y c h układu 
punktów względem płaszczyzny /** w c h w i l i początk0 

wej i końcowej. Gdy oznaczymy początkową odległo^ 

A 
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środka masy układu od F przez Z, , a końcową 
przez z/ , t o będzie L=5ft/z0''JfzJ-gJf/z*-zj 
Wzór ten wyraża t w i e r d z e n i e następujące: Praca sił 
ciążenia, działających na swobodny układ punktów raa-
t e r y a l n y c h j e s t równa i l o c z y n o w i ciężaru tego ukła
du przez różnicę poziomów środka masy układu w chwi
l i początkowej i końcowej. 

Zastosujemy t o twierdzenie do naszego zadania. 
„ j W c h w i l i początkowej moment 

I statyczny łańcucha względem 
i płaszczyzny stołu wynosi 

j£ , gdz i e At ozna 
c z a masę, j e d n o s t k i długości łańcucha. Stąd 
Gdy już cały łańcuch się zesunie, to odległość jego 
środka masy od F* będzie wynosiła •& > 

%-ZlL. Pole sił. Wyobraźmy sobie część p r z e s t r z e n i , 
posiadającą właściwość następującą: gdziekolwiek 
zmieścimy w n i e j punkt materyalny, to zawsze na t e n 
Punkt działa siła. Taka część p r z e s t r z e n i nazywa się 
.Polem sił. Tak np. o k o l i c e k u l i z i e m s k i e j są polami 
Bił, gdyż t u na każde ciało działa siła ciążenia; 

r— ~ ^ 

nazywamy j e grawitacyjnem polem ziemskiem. Nasz sy-
8 "tein planetarny j e s t pogrążony w grawitacyjnem p o l u " 
s*onecznem i każde ciało wytwarza naokoło s i e b i e g r a 
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wit a c y j n e pole sił, gdyż każde ciało przyciąga -oko* 
l i c z n e punkty materyalny. 

Są p o l a , w których siły działają, t y l k o na ni 6' 
które ciała. Tak np. o k o l i c e magnesu są polem nił» 
a l e t y l k o d l a żelaza i n i e w i e l u ciał innych. Rów
nież tak zw. pole e l e k t r o s t a t y c z n e , istniejące w 
o k o l i c a c h ciała naelektryzowanego, oddziaływa nie 
na wszystkie ciała. W dalszym ciągu będzie mowa 
głównie o t a k i c h polach, w których siły działają 
na w s z y s t k i e ciała, a więc o polach grawitacyjnych 

Umieśćmy w punkcie A takiego p o l a punkt ma
t e r y a l n y o masie m. . Ma punkt ten za c z n i e działa-
siła P i z d e f i n i c j i masy wynika, że t a siła j e s ^ 
proporcyonalna do masy, a zatem P^/ATTL , g d z i e 

oznacza współczynnik proporcjonalności. 
Wielkość t a cha r a k t e r y z u j e pod pewnymi wzgle* 

darni punkt A i nazywa się natężeniem p o l a w pun r f 
A . Jeżeli Ttt*? , to P»ff , więc natężenie J?j 

l a w punkcie A j e s t to wektor, zgodny co do k i e r u " 
ku i wielkości / l i c z b o w o / z siłą, która działałaś 
na punkt materyalny o masie jednostkowej, gdyby 6° 
umieścić w A. 

Ponieważ ' P r z e * ° wymiar natężenia' 

J e s t to wymiar p r z y s p i e s z e n i a . W polu ziemski* 
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w pobliżu powierzchni z i e m i , natężenie j e s t wszę
d z i e równe• g i posiada kierunek pionowy na dół. 

Wyjdźmy z punktu A' i wędrujmy w kier u n k u na
tężenia aż do nieskończenie b l i s k i e g o punktu 
Aj . Znajdziemy tam natężenie , które wogóle 
różni się od H pod względem wielkości i kierunku. 
Wędrujmy d a l e j w kierunku tego nowego natężenia I£ 
aż do następnego, nieskończenie b l i z k i e g o punktu f 
A% , w którym paiiuj e natężenie M^-k Pójdziemy 

następnie w kierunku Tym sposobem zakre
ślimy w p o l u sił pewną linię; l i n i a taka nazywa się 
linią sił. 

Przez każdy punkt pola przechodzi l i n i a sił; 
natężenie j e s t styczne do t e j l i n i i , gdyż posiada 
z nią dwa nieskończenie b l i z k i e punkty wspólne. 

W pol u ziemskiem l i n i e sist są l i n i a m i pro
st emi; można uważać, że wychodzą one ze środka ku
l i z i e m s k i e j i rozchodzą się nakształt promieni. 
Jeżeli chodzi t y l k o o niewielką część p o l a ziem
skiego, np. o p o l e , zawarte w g r a n i c a c h jednej sa
l i , to możemy uważać, że l i n j e sił są równoległe, 
a więc natężenie j e s t t u stałe co do wielkości i 
kierunku. Pole takie.nazywamy jednorodnem, 

Pole sił j e s t szczególnym przypadkiem pojęcia 
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ogólniejBzego, a mianowicie p o l a wektorowego. Nazy
wamy tak przestrzeń, w której każdemu punktowi odpo
wiada pewien wektor. Już poprzednio mówiliśmy o po
l u szybkości układu sztywnego. Tam w danej c h w i l i 
punktowi Pi. p o l a odpowiada szybkość tego punktu 
układu, który właśnie przez A. przebiega. 

W polu szybkości zamiast l i n i i sił mamy linię 
szybkości. L i n i a szybkości przechodzi przez kajady 
punkt p o l a i j e s t styczna do jego szybkości, Ruch 
układu sztywnego j e s t wogóle śrubowy; określają go 
dwa wektory, a mianowicie szybkość postępowa i szyb
kość kątowa. Gdyby te wektory od danej c h w i l i zacho
wały obecną wielkość i kierunek, to oczywiście l i n i e 
szybkości stałyby się torami punktów,; z tego wynika 
że l i n i e te są śrubowemi, posiadającemi wspólną oś 
i jednakowe k r o k i . • 

Jeżeli owe dwa wektory n i c są stałe, to i ca
łe pole szybkości zmienia.. się z biegiem czasu. 
Przez dany punkt p r z s t r z e n i przebiegają punkty ukła
du z coraz i mierni szybkościami, i l i n i e szybkości 
mają coraz inny p r z e b i e g . Pole t a k i e nazywamy zrni gnj 
n ę m T ? ^ 1 

Można łatwo wyobrazić sobie również zmienne po
l e sił, w którem natężenia zmieniają się co do w i e l ' 



kości i kierunku, a l i n i e sił przybierają coraz i n 
ną postać. Takie zmienno p o l o odgrywają wa£ną rolę 
v e l e k t r o t e c h n i c e . Maszyna elektrodynamiczna 4 n a j -
p r o s t s z e j p o s t a c i składa się z masy magnetycznej, 
która porusza się w^mijgnnem polu magnetyczne:::, wy-
twarzanem przez prąd e l e k t r y c z n y . Siła pola działa
jąca na masę wykonywa podczas tego ruchu pracę.. Je
śli t a praca j e s t dodatnia, to można ją przy pomocy 
znanych urządzeń mechanicznych przenieść na inne ma 
szyny. Maszynę elektrodynamiczną nazywamy w tym r a 
z i e motorem,, Prąd do wytwarzania p o l a w motorze mu 
s i być dostarczony z zewnątrz. Jeżeli praca siły po 
l a j o s t ujemna, to maszynę nazywamy generatorem. Do 
poruszania masy magnetycznej t r z e b a t u doprowadzić 
pracę z zewnątrz, natomiast w generatorze powstaje 
prąd, który można zużytkować w stosownych przyrzą
dach. 

Przykład. Jednorodne pole sił o stałem natęże
n i u H w i r u j e ze stałą szybkością kątową CO około 
o s i prostopadłej do l i n i i sił. Wyznaczyć pracę, ktć 
rej podczas 71 obrotów dostarczy motor, złożony z 
punktu materyalnego T2Z , osadzonego za pomocą ramie 
nia<2 na o s i , równoległej do o s i obrotu pola i posi 
dającej stałą szybkość kątową (ty 

Przyjmijmy, że <o i <ó£ skierowane jednakowo. Mo 
MECHANIKA - DYNAMIKA - AKKUS2 V. 



zewy uważać, ze masa 7/1 w i r u j e około osi 
lub około punktu 0 poci działaniem si\ 

fi Hm * która znowu obraca się oko
ło 77? 4 Dajuyr na t o , w początku rachu
by czasu siła tworzyła z rami eniem 
kąt o<£ i żs j e j moment względem 0 

miał kierunek szybkości 6$ . W takim r a z i e praca wy
konana w o k r e s i e ort t do IM? będzie 

Całkuiąc w granicacn od O do , znajdziemy, 
że praca szukana 

L -gffi-fcotcC - *>3(+ *X*-±g-jJ. AJ 
Jeżeli CO/ różni się od Co , to ze wzrostem nyL* 

o s c y l u j e pomiędzy pewną wartością dodatnią i ujemną! 
» wiec motor n i o może doFtarczać nieograniczonych 
ilości pracy. Możliwe j e s t to t y l k o w takim r a z i e , 
gdy tą-co . wówczas z (\) wypadnie J L i stosu
jąc znaną metodę wyznaczania t a k i c h wartości lub 
wprost z (i.) otrzymamy L.* 2P.a.ft,n.£/7icC . Taki rno* 
t o r zowie się synchronicznym. Jeżeli c*f < C , to Z» . 
j e s t ujemne i mamy generator synchroniczny. 

Pola iednowartościowe i wieiowartościowe. 
Przenieśmy w polu si.<£ punkt materyalny o masie TTŁ * 

położenia - Ą . do położenia r 4 j . 
Podczas ruchu na punkt, ten będzie wciąż dział* 

ła siła pola, a zatem 3iła t a wykona pewna pracę. 
Istnieją p o l a , u których praca t a j e s t niezależna 
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°d togo, jaką drogą p u n k t u dostał się z 
A do A , ~ 

Otrzymujemy zawsze jedną i tęż samą pracę, j a k a k o l 
wiek będzie t a droga. Pole, posiadające taką właści
wość nazywa się j odnowartonciowew. 

W grawitacyjnem oolu ziemskiem punkty materyal-
ne są przyciągane do środka z i e m i , a siły są funk-
oyami odległości od śrooka. Widzieliśmy w par./?,że 
właśnie w tym r a z i e praca zależy je d y n i e oa położeń 
Pierwotnego i końcowego, a j e s t n i o z a l od d r o g i . 
2 tego wynika, że pole ziemskie i wogóle wszystkie 
pola grawitacyjne są jednowartościowe. Jeśli nato
miast praca j e s t zależna od d r o g i , to pole, nazywa 
8 i e wielowartościowem. 

Zasadnicza cecha odróżniająca pole jednowarto-
3ciowe oa wielowartośeiowego j e s t t a , że praca siły 
Pierwszego z n i c h wzdłuż j a k i e j k o l w i e k l i n i i zamknie 

j e s t równa zeru. I s t o t n i e , obierzmy na l i n i i 
Ą t e j dwa dowolne punkty <ęL i Ą9 (pJGSp) 

Możemy dwiema drogami (u .J3J 

i A, ao A, i wzdłuż każdej z n i c h s i -
FI£3? 

*H * ła pola wykona jednakową pracę, dajmy 
n & to - . Gdy punkt materyalny p r z e j d z i e z Az co 
^V drogą 0t to oczywiście >Jraca Siły pola wyniesie 

Zatem, gdy obwiedziemy ów punkt drogą A^OLA^J^ 
t , Q n& jednej j e j części praca wykonana bęc^ie^Z. '. 
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e na pozostałej a więc praca całkowita na tej 
drodze j e s t równa zeru. Z tego wynika, że motor,Z*° 
żony z punktu materyalnego, obiegającego linię za»" 
kniętą w polu jednowartościowem j e s t niemożliwy, &° 
'^i^iijftt tonują misłî fiwwis i/JLoo .mefic^os^iwaT^ W J ni e dostarczał by on żadnej pracy, innemi słowy w F 
l u j ednowartościowem "pei^petuum mobile 1 rzędu" j 0 0 t 

niemożliwe. 
Przypuśćmy t e r a z , że punkt rnateryalny obiega *] 

nię zamkniętą w oolu wielowartościowern /j^lG.ÓPj, f j f 

cs Lts wykonana przez siły p o l a wzdłuż dro g i 
?,Q n i e być równa pracy Lz wzdłuż a r o g i A^J^A^ . P 
rny na t o , że > <? ; znaczy t o , że gdy punkt 
obiegnie linię zamkniętą. A^atAg JJ Aj , to sił*1 

p o l a wykona przytem pracę dodatnią. \7 polu wielow^ 
tościowem możliwy j e s t więc motor, złożony z punk^ 
materyalnego i obiegający linię zamkniętą. 

W naturze istnieją, pola wielowartościowe; 
j e s t np. oole magnetyczne prądu elektrycznego. 

Gdy prąd e l e k t r y c z n y płynie przez przewodnik ^ 
wytwarza się dokoła niego pole sił, którego l i n i e 
okręgami kół, mającemi za środek przekrój przewodź 
ka. Możliwy j e s t przeto motor, złożony z masy mag*10 

t y c z n e j , obiegającej taką linię zamkniętą. Lioże o# 
Bta l e dostarczać pracy, czerpiąc energję z przewód' 
n i k a, 

V 
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24.. Potencjał. Obi orzmy w polu iednowartoacio-
wem punkt 0 , który nazwiemy początkiem pola. Prze
nieśmy następnie punkt materialny m 

li do jakiegoś 
innego punktu A. . Siła. c o l a wykona przytem prace Z.. 
Ponieważ siła j e s t w każdem położeniu proporcyonal-
na do masy, przeto i praca JL będzie oroporcyonalna 
do 7iz . Będzie więc , gdzie (/ oznacza 
współczynnik proporcyonalności. 

Wielkość t a j e s t także charakterystyczną d l a 
punktui4 i nazywa się potencyałem tego punktu. 

Jeżeli In/ , to Z- V , a zatem potencyał 
punktu A j e s t to s k a l a r liczbowo równy pracy, Którą 
wykona siła po l a , gdy masa iednoatkowa p r z e j d z i e z 
początku pola do punktu A. . Potencjał = więc wy
miar j ego oęozio 

Oczywiście potencyałvpola j e s t zerem, a ooten-
cyały w s z y s t k i c h punktów zależą od położenia począt
ku. Gdy obierzemy ooczątek i n a c z e j , to wogóle poten-
cyeły w s z y s t k i c h punktów nola się zmienią. 

Dajmy na t o , że punkt materyalny, o masie ?n 

przeszedł z położenia Aj do położenia J\s i że po-
tencyały t y c h ounktów są odoowiednio równe If i 1C 
Kemy wyznaczyć pracę, Którą wykonała orzytem siła 
pola. 

Ponieważ droga, którą podążył punkt m od ĄaooAs 



n i e wywiera wpływu na pracę, moiomy przeto uważać, 
że droga ta przechodzi przez początek V. i okłada 8« 
z dwóch części N» oier w s z e i części siła 
pola wykonała oczywiście pracę'—J^żre , na a r u g i e j 
h. zatem praca całkowita L, =/l£-]Cj?n . Jeżeli TZZ -/ f 
to praca Z. j e s t liczbowo równa różnicy potencyałów. 
Jeżeli potencyały punktów^ i A^ są równe, to prac*1 

siły pola j e s t zerom. 
Weimy d l a przykładu małą część pola z i e m s k i e j 0 

w pobliżu powierzchni z i e m i , np. część, zawartą w 
granicacn jednej s a J i . Począteii pola O obierzmy w 
jednym z punktów s u f i t u . Gdy punkt mataryalny o maP1* 
jednostkowo] p r z e j d z i e z 0&o jakiegoś punktu A^y^ 

łożonego o X niżej, to siła ciążenia wykona p r a c 4 ^ ' 
c, wiec potencyał punktu A Oczywiście potencya-ły 
punktów, położonych na jednym poziomie są równe. 

Poprowadźmy v; polu sił powierzchnię, która w 
każdym ze swych punktów* j e s t normalna ao l i n i i sił» 
przochoazącej nrzez ton punkt. Crdy booziemy po ta k i 0 , 1 

powierzchni przesuwali punkt meteryalny, to siła p 0^ 
wciąż pozostanie normalną co t o r u , a zatem praca j* 3* 1 

będzie zerem. Z tego wynika, że potencyały wszystko 
punktów t a k i e j powierzchni są równe, c z y l i że j e s t *j 
miejrsco geometryczne punktów jednakowego potoiicyał^' 
Powierzchnie t a k i e zowią się ekwipotencyalnemi. 
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W grawitacyjnem polu ziemskiem powierzchnia 
?kwipotencyalne są w przybliżeniu powierzchniami K U * 

H s t e m i , współśrodkowemi z powierzchnią z i e m i , gdy 
zaś chodzi o małą część tego p o l a , to możemy zważać 
"że powierzchnie ekwipotencyalne są płaszcz.poziome-" 
m i . r W dalszym oią£u będzie n i e r a z mowa o e n e r g i i 
_potencyalnej punktu materyalnego. Nazwa t a ma zna
czenie następujące. 

Przypuśćmy, że punkt rnateryalny ftl zajmuje w 
polu poiożenię A , gdzie oe.nuje potencyał V ; mó
wimy w takim r a z i e , że punktm posiada energie po
tencyał ną*-lj7z. Gdybyśmy ten punkt przenieśli do po
czątku p o l a , to właśnie taką pracę wykonałaby s i f a 
p ola. Wymiar e n e r g i i potencyalnej i e y t oczywiście 
równy wymiarowi pracy. Energia potencyalns panktu 
w&teryalne^ro, który zajmuje w oolu pewne określono 
Położenie, j e s t zależna od obioru początku polarGdy 
zmienimy początek, to zmieni się i energia. 

W małej części pole ziemskiego energia poten
c j a l n a punktu 77i , położonego o *, niżej od początku 
wynosi TTUS.Z r — • 

{ćjjL- Przykład. Wyznacz>ć potencyał punktu, poło 
żonego na. wysokości Z nad powierzchnią z i e m i , jeże 
l i początek pola obrano na powierzchni z i e m i . 

Na punkt o masie jednostkowej działa s i i a cen-
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tralną P^-kg , gdzie 2* - oznacza odległość punktu 
od środka z i e m i , a i wsp. prop. Szukany potencyał 
i est równy 

Jd. 
Gdy punkt był na powierzchni z i e m i , to było 

Hit^P^S, gdzieś oznacza promień k u l i ziemskiej-
Zatem <S~"^ź » skąd It^g.a.* , co podstawiając do 

~ J^~3L » "Jeżeli Z j e s t małe w p0' 
równaniu z a , to 1^<£CTZ b ad a j my' związek poiniC' 
cizy wektorem Jp i BkaląreiP/ . Oznaczmy w prosto' 
fcątnym układzie współrzędne ounktu materyalnego 
o masie jednostkowej przez fx,yy 2]L2a przez 
potencyał, oraz przez x*clx, y+<Py% \+'dz» V*d^Todpo-
wieonie wartości Ola nieskoiiczenie b l i z K i ego punk*" 
Aj. Gdy przeprowadzimy punkt z położenia A do ̂  1 

to siła p o l a wykona pracę dL = <ŁY". Lecz l ^ j e s t to 
funkeya wsoółrzerinycn punktu; c z y l i 

' ^ 

Ale możemy ccz. wyrazić ieszcze i n a c z e j . W nu'1 

k c i e A działa siła rozkładając ją na składów0 

H^-tHy f Hz , w kierunkach o s i x,yPz , otrzymamy 
stosownie do znanego wzoru na pracę elementarną 

dL^P/xdx + Hydy +HZ. dz .' /fj 
Po równy wuj ąc pf. j i /£ J znaj dzieiny, że 

3 ił a żywa. Dajmy nato, że punkt materyalny o 
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masie m posiada szybkość ir . I l o c z y n nazywamy 
siłą żywą albo energią cynetyczną punktu. 

Siła żywa j e s t skalarem, gdyż n i e przypisujemy 
j e j kierunku i posiada ten sarn wymiar, co i praca. 

Przypuśćmy, że na punkt 2n działa siła P t two
rząca z szybkością ir kąt $ . Składowa styczna j e s t 
równa PcosS', a zatem im Pcos-X 

— 

Pomnóżmy obydwie strony przez element t o r u <LJS\ 
Skutkiem tego lewa strona przekształci się tak: 
jn ~~ dv »721.Vi <lv =-d{~^J ? a zatem będzie 

'&/M^.M^M^j & 
c z y l i elementarny p r z y r o s t siły żywej punktu mata-
ryalnego j e s t równy pracy elementarnej siły, uziała* 
jącej na ten punkt. 

Twierdzenie tb wyraża zasadę siły żywej w po
s t a c i różniczkowej. Jeżeli Biła Jr j e s t wypadkową 
pewnej l i c z b y składowych, to możemy powiedzieć, że 
p r z y r o s t elementarny siły żywej je s o równy sumie 
prac elementarnych tych składowych. 

Zasada siły żywej wynika również bezpośrednio 
z równań ruchu, przytoczonych w oar. 5. Równanie 
to można napisać w nóataci 

Pomnóżmy j e odpowiednio o rzez dto/jły-fiU i dodaj
my stronami. Wypadnie ^^^^^*^^J*S.^t^^^^^ 



Lewa s t r o n a ^J^iM^l *tfJ= d/^J , a prawa j e s t 
znanem wyrażeniem pracy elementarnej. 

Przypuśćmy, ze punkt rnateryalny przeszedł na 
swym t o r z e z położenia A^ do położenia Az i że d z i a 
łała nań siła 

Podzielmy t o r A^A^ na nieskończenie małe e l e 
menty. Na każdym z n i c h siła żywa otrzymała pewien 
p r z y r o s t , a siła Pwykonała pewną pracę i ten przy
r o s t siły żywej j e s t równy t e j pracy. 

Możne*powiedzieć, że siła Pna Każdym elemen
c i e t o r u wytwarza pewną ilość siły żywej, i t a ćłoła' 
cza się a l g e b r a i c z n i e do dotychczasowej siły żywej 
punktu rnateryalnego. Oczywiście całkowity p r z y r o s t . 
siły żywej na drodze j\/\z j e B t równy całkowitej ^ 
pracy siły P na t e j drodze. W t w i e r d z e n i u tern marc;/ 
zasadę siły żywej w p o s t a c i całkowej. Dajmy na t o , 
że punkt rnateryalny porusza" sią w pol u sił i w Pew
nej c n w i l i przebiegał przez punkt A. z szybkością *\ 
Potencyał punktu A n i o c n będzie W położeniu J+ 

punkt 2Zi posiadał siłę żywa, c z y l i energie c y n e i y c i 

ną i energię p o t e n c y a l n ą . Suma t y c n c^ei 

g i l , c z y l i ^ ~ - Yxi nazywa się energią całkowi^ 
punktu rnateryalnego. 

Prz>puśćmy, że punkt rnateryalnym przebiegał 
k o l e i z szybkościami # i V położenia 



r>ch panują potencyały Całkowity p r z y r o s t 
Z n 

siły żywej na t e j drodze wynosi - 7 7 1 ^ 
a całkowita praca siły pol a m, 

w myśl zasady sił żywych 

c z y i i ^ r c . w. V, Ż*3L-
"Widzimy, żo energia całkowita n i e uległa zmia

n i e . Tak więc, gdy punkt materyalny porusza się w po 
l u iednoznacznera, to jego energia całkowita j e s t 
wielkością stałą. 

Dajmy na to, że zjawisko oabyw8 się w n i e w i e l 
k i e j części pol a ziemskiego, i że punkty AC , A l e 
żą odpowiednio o ,# niżej od początku. W takim 
r a z i e - mg£-7ngz.,z czego wynika, że 
TA* 2s{z - <Coj ', j e c t to równanie, Które o t r z y 

maliśmy beznośrednio w par. $ 
Przykłady. 1̂ . Jeden z końców sprężystego 

sznura, j e s t przymocowany do nieruchomego punktu O, 

s. do drugiego końca A przywiązany j e s t punkt mate
ryalny o masie 522 . Wszystko to znajduje się na gład
k i e j płaszczyźnie poziomej. Punkt JZL otrzymał szyb
kość Zr w kierunku OA, 

Wyznaczyć największe wydłu-
i I ; { ^enie sznura, jeżeli lego 

długość n a t u r a l n a »t , a 
FIG. 33. 

współczynnik sprężystością 
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Oznaczmy przez U skrajne uołożenie punktu, a 
przez B jedno z jego położeń pośrednich, odległe 
o x od A . 

Siła żywa punktu m w A wynosi , zaś w ^ 
j e s t ona równa zeru, zatem całkowity j e j p r z y r o s t 
j e s t • Żi *"- ^ ^ , gdzie Z oznacza pracę, wykonaną 
przez naprężenie sznura ^ n a drodze AC* 

^ O c z y w i ś c i e dL > -3.dx. , a. że ̂ 7-wiec dZ--^f 
/mS20 ekąd 'L^ffl&^.f r-zatem f ' i 

j?. P a c i o r k a o masie m , nawleczona^ha gładki 
krzywy drut otrzymała początkową szybkość 2£" i podl e' 
gała da l e j działaniu siły , Gdyby taka sama pa-
c i o r k 8 swobodna otrzymała początkową szybkość U. i 
podlegała działaniu t a k i e j samej siły J3 , to t o r jfi» 
n i e różniłby się od l i n i i d r utu. Wyznaczyć reakcję-^ 
drut u na paciorkę w f u n k c j i promienia krzywizny f • 

hozważmy naprzód rucn p a c i o r k i nieswoborinej. Biorąc 
rz u t y na kierunek normalnej do drutu otrzymamy 

2 p * g - A r ...JM 
W oraypadku, gdy pa c i o r k a j e s t swobodna będzie 

oczywiście s 

•771 U , -7D / 1 
~f — # v - - • w 

Z W i W wynika p 



Zastosujmy zasadę sił żywych do wypadku oierw-
szego,/gdy t o r p a c i o r k i j e s t orzepisany/. 

P r z y r o s t siły żywej wynosi 72V , a oraca 
elementarna wykonana przez siłę \P j e s t równa 
gdzie Jf oznacza składową styczną siły JP . Praca cał> 
kowita będzie więc = J^Jj?i oczywiście 

ii drugim przypadku znajdziemy tak samo 

Stąd ifizę** U*- u* i u* V** ul - irz . podstawia
jąc to w p j otrzymamy jf= 

, Sprawność lokomotywy pociągu o masie j C8t 
stała i równa ; również całkowity opór , który 
oociąg sootyka na drodze, j e s t stały. Jaką szybkość 
osiągnie pociąg po t sek. od wyruszenia ze s t a c j i ? 

Dajmy na t o , że t a szybkość wynosi 7/~ . Siła 
żywa' pociągu w c h w i l i t j e s t równa » a £$y 
upłynie j e s z c z e d/t sek., to wzrośnie ona o </^4^/ i 
p r z y r o s t t e n j e s t równy pracy sił, działających na po 
ciąg c z y l i ^{^^/-//.dł- v.dĆ. F ~r*Ż* Stąd 

Całkując otrzymamy ir^teftf-flrj*-jfrt- & 

gdzie <T j e s t stałą całkowania- Gdy 2̂ <? , to "̂-<? 
zatem < r = - Ą ^ i -V-+głe£~*££ ^ 

Stąd można wyznaczyć y . Szybkość t a n i e wzra
s t a n i e o g r a n i c z e n i e , l e c z zbliża się asymptotycznie 
to M~ 
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\Z 4Okrągła t a r c z a , o promieniu**? j e s t ustawio
na w płaszczyźnie pionowej, a na obwodzie j e j na koń

cu poziomej średnicy umieszczo
no punkt materyalny o masie 221 

Współczynnik t a r c i a między brze-
fffl giem t a r c z y a punktem wynosi / ? 

4^" Wyznaczyć prace, jaką t r z e b a wy
konać, aby wciągnąć punkt do kort 

ce (fi)srednic-y pionowej; przytem p r z y s p i e s z e n i e 
styczne powinno być wciąż równe ĵ P , a siła porusza
jąca wciąż s t y c z n a no t a r c z y . 

Przypuśćmy, że po t sek. punkt zajmie położenie, 
^będzie równy V* . W tera położeniu 

na ounkt aziałają: siła ciężkości *2&&, re a k c j a t a r 
czy siła t a r c i a siła poruszająca 
Biorąc r z u t y na styczną otrzymamy 

* '2T10*P- £jY-m&C03$. ../*J 

Ponieważ -fi^k — o r a z ck?*ćicl$, wiec <aźr4fc#«?^ 
Bkąd Ttdir-^SL cłf>, ̂ -—a po zcałkowaniu 2£Ą£$ + c 
gdzie c j e s t stałą całkowania. Gdy <$=0 , to i irmO 
zetem C~o i * Q 

0 K 
Stąd orzy8p i e s z e n i e normalne j est * J r * - ^ ^ J> 

zatem biorąc rzuty na kierunek normalnej znajdziemy 
771 ^jź^ ~ ̂ Ss/nS -JV fiJ 
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Rugując/t^z fe] • i fej otrzymamy 

Prac9 elementarna j e s t równa 

Całkując w granicach od o do ^ otrzymamy, że praca 
'całkowita wynosi _ 
•L*a mgg^+s/nXfc,*apa.7nsfJ.zf-f/ 

5". Punkt, materyalny leży na gładkiej płaszczyź
nie poziomej w odległości Z od punktu $ i j e s t z nim 
połączony sprężystą nicią, której n a t u r a l n a długość 
~ l . Wyznaczyć największą odległość, na którą punkt 
niateryalny odsunie się od V, otrzymawszy uderzenie, 
skierowane pod kątom ot do przedłużenia n i c i . Gdyby 
t a k i e same uderzenie zostało wymierzone w kierunku 
Przedłużenia n i c i . to największa odległość wyniosłaby 
U 

Wyznaczamy naorzód szybkość TC , które dane ude
rzenie udzieliło n i c i . Gdyby było ono skierowane 
wzdłuż n i c i , to % byłoby równe gdzie sC 
'P.prz,.l n i n i e j s z e g o par./. Taka sama będzie szybkość 
Początkowa.w wypadku danym. W położeniu skrejnem 
TC,=0 i v~ip A"by wyznaczyć Ify w f u n k c y i promie

ni a wodzącego, należy wziąć pod uwagę, że • £ 
"fcoru na ̂  wypadnie *jtedy : P — : — " . g d z i e 
c ^ e s i . stała całkowania. Gdy /»- l , to j f e f & p E * c 
**JćsrncC» więc C>l'As/7iU , zatem r*4$* IfJc.s/ntiJl 
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Stosując d a l e j wzór na hr otrzymamy 

£-dzie £ oznacza naprężenie sznura. A le JS^^-Ó^-^/AJTI 
V Ięc Tnf^i-r^^jy^ft-rJ.Jr*?™ , a na zasadzie ftj 
będzie d> t /{ jj£*L 2*/c*,gy>z^ /sj 

Ponieważ ^f~- ̂ £ > więc mnożąc fój przez ccr> 
otrzymamy zj; • */{ł-rjA*+ ^^f* Jdr 
Całkując to równanie znajdziemy 7C,*A*'(/£l?>-29- —^pr^J 
Lecz gdy 7" osiąga maksymum, to i/z, ę •• c*f\- =- a • , zator". 

ccc 
szukana odległość j e s t największym p i e r w i a s t k i e m roW 
" nania . p^-flz9** £*J/n*oC - O 

# Sfr Siła żywa układu. Niech będą punkty materyalne 
77iy. TTZ^, posiadające w danej c h w i l i szybkości 

% Mówimy, że punkty t e tworzą układ ouni-
tów materyalnych. Suma sił żywych w s t y s t k i c h punktów 
c z y l i ZJ , nazywa, się siłą żywą układu. Siła-
żywa każdego punktu otrzymuje w c z a s i e dt p r z y r o s t 
równy sumie prac elementarnych w s z y s t k i c h sił, działa' 
jacych na ten punkt, a zatem siła żywa układu otrzymfi 
w tymże c z a s i e p r z y r o s t , , równy sumie prac elementar
nych w s z y s t k i c h sił, działających na różne punkty 
układu. W wytwarzaniu siły żywej biorą t u udział za-
równo siły wewnętrzne, jak i zewnętrzne /p.par. 26 C w 

Przypuśćmy np., że punkty 72ZY i 771% wywierają na 
s i e b i e nawzajem siły p iP równe i od w ro t ri e -r- Wed łu " 



- 81 - ' -

Par. 77 c z . I siły t e wykonują razem w c z a s i e <ł i pra
cę jfcłir, gdzie <Zroznacza p r z y r o s t odległości pomię
dzy punktami w tymże c z a s i e ; powstanie zatem nowa 
ilość siły żywej, równa t e j pracy, a więc wogóle róż
na od zera. 

Jak t a ńowowytworzona siła żywa p o d z i e l i się po
między punkty zn, i 2 2 ^ t o zależy od różnych innych 
okoliczności, a l e w każdym r a z i e suma sił żywych tyc h 
punktów, a więc i siła żywa całego układu otrzyma 
p r z y r o s t , dodatni l u b ujemny, równy t e j pracy elemen
t a r n e j . ^Kr&SU^si 

Siły wewnętrzne t y l k o w tym r a z i e n i e wywierają!' 
wpływu na eiłę żywą układu, gdy wszystkie Ir są zera** 
mi, c z y l i gdy odległości pomiędzy punktami się n i e 
zmieniają. Mówimy w tym r a z i e , że układ j e s t sztywny. 

Do sprawy t e j nowrócimy j e s z c z e w dynamice ciał 
sztywnych i zobaczymy, że tam na b i e r a ona pierwszo
rzędnego znaczenia. 

Jeżeli odległości pomiędzy punktami układu n i e 
s ą stałe, a pragniemy zastosować do badania ruchu za
sadę sił żywych, to musimy wprowadzić do rachunku s i 
ły wewnętrzne, a ponieważ siły t e są zwykle nieznane, 
powiększymy więc tym sposobem liczbę niewiadomych i 
Utrudnimy spraw,-. Stosując zasadę siły żywej należy 

I^CHANIKA - DYNAMIKA - ARKUSZ V I . 
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być bardzo ostrożnym, gdyż łatwo tu wpaść w błędy. 
Jako ilustrację do t e j uwagi przytoczymy przykład, 
który można uważać za typowy. 

^Przypuśćmy, że układ składa się z dwóch punkt-
tów materialnych 22ij i 2tv^ leżących na gładkiej 
płaszczyźnie poziomej i połączonych tak zwaną " n i 
cią nierozciągalną" c z y l i nieaprężystą o długości^-
Odległość pomiędzy punktami j e s t , dajmy na t o , znacze
nie mniejsza od ^', a zatem nić leży luźno. Nadajmy 
punktowi szybkość 2>", skierowaną według linii,łą
czącej obydwa punkty w stronę od 72tz. Dopóki nić się 
nie wyprostuje, punkt .Trtj będzi e się poruszał, j a k -
gdyby był zupełnie swobodny, ze stałą szybkością V*. 
a całkowita 3iła żywa układu b i d z i e wciąż równa 
22Z2. v p n W y p r o s t o w a r Q U n i c i obydwa punkty będą 
biegły z jednakową szybkością n^.tc, a siła żywa>t. 
wyniesie fe1*-Chodzi t e r a z o to, czy t e siły 
żywe są równe. 

Ponieważ możemy uważać, że siły zewnętrzne ni<3 
istnieją /Siły ciążenia równoważy się z reakcyą 
płaszczyzny/, przeto odpowiedź na postawione pyta
nie zależy od tego, czy sił„. wewnętrzne t . j . na
prężenie n i c i wykonały jeką pracę, różną od zera. 
narzuca się samo przez się rozumowanie następująco: 
przed wyprostowaniem n i c i siły wewnętrzne nie : i s t -



niały, bo naprężenie j e j było zerem; po wyprostowa
n i u naprężenie mogło być duże, ale odległość między 
punktami nie mogła się zmieniać, skoro nić j e s t 

Mnierozciągolna", a zatem i wówczas praca sił we
wnętrznych nie mogła być różna od zera. 1 tego wy
n i k a , że siła żywa układu po wyprostowaniu n i c i po
winna być taka sama, jak przed wyprostowaniem. 

Wniosek t a k i byłby zupełnie mylny. W rozumowa
n i u powyższem założyliśmy w m i l c z e n i u , że całe z j a 
wisko składa się z dwóch okresów: w pierwszym poru
sza się t y l k o punkt 23tj z szybkością V, w drugim oby
dwa punkty z szybkością IL. Przejście od jednego 
okresu dc drugiego odbywa się w jednej c h w i l i /"chui 
l i " w znaczeniu wyjaśnionem w cynernatyce/; w jednej 
c h w i l i .szybkość punktu Tn^z V* spada do M> i szybkość 
punktu 7*1% od zera przeskakuje do & . 

Takiego skirtku n i e mogłaby wywołać żadna siła 
skończona dowolnie ~ - i * l k a ; trzebaby \\s mówić o s i 
łach i p r z y s p i e s z e n i a c h nieskończenie w i e l k i c h , t . j . 
używać wyrazów, którym w naturze n i e odpowiada n i c 
realnego. Z d r u g i e j strony nić posiada wytrzymałość 
ograniczoną i zrywa się gdy naprężenie doj d z i e do 
pewnej określonej g r a n i c y . Przy wyżej opisanym prze
biegu z j a w i s k a naprężenie z pewnością przekroczyło
by ową. granicę, a zatem nić rousiałaby s i e zerwać. 
Skoro to n i e nastąpiło, to prz e b i e g z j a w i s k a musiał 
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być inny. 
Oczywiście pomiędzy pierwszym okresem i drugi® 

i s t n i e j e j e s z c z e okres przejściowy i trwa on n i e 
zmiernie krótko, a l e w każdym r a z i e przejście n i e 
odbywa się w jednej c h w i l i . W ciągu tego okresu 
przejściowego szybkość punktu m1 stopniowo spada do 
II , a szybkość punktu stopniowo wzrasta do ̂ , a 

zatem pierwsza j e s t wciąż większa od d r u g i e j . 2 teg° 
wynika, że nić musi aię wydłużyć, a więc n i e j e s t 
nierozciągalna. Przyjmując, że nić j e s t nierozciąg^' 
ną przypisywaliśmy j e j właściwość, której żadne c i f l ' 
ło w naturze n i e posiada i to doprowadziło nas do 
mylnego wniosku. Każda nić, czy sznur rozciąga się 
pod działaniem sił /p.par.42 c z . I p r z . 3 / . Jeżeli ta 
siły są małe, to nić zwykła /niespręży3ta/ wydłuża 
się n i e z n a c z n i e i wówczas mówimy o n i c i nierozcią-
g a l n e j . W danym r a z i e siły są duże, gdy przyśpiesz^' 
n i a punktów w o k r e s i e przejściowym są bardzo w i e l k i 
Z tego wynika, że wydłużenie n i c i j e s t stosunkowo 
znaczne i wywiera wpływ zasadniczy na p r z e b i e g z j & i 
ska. 

Tak więc w o k r e s i e orzejściowym odległość po
między punktami się zmienia, ? zatem praca Napręż^1 

n i c i ni** j e s t zerem. Okres t e n trwa wprawdzie bard55" 
.krótko, a l e poniewe.; siły są duże, przeto praca ca* 
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kowita może być znaczna; n i e mamy więc prawa zakła
dać naw.e* w przybliżeniu, że siła żywa pozostaje bez 
zmiany.Zobaczymy d a l e j , że i s t o t n i e siła żywa się 
zmienia. Dojdziemy do tego wniosku, stosując tak zwa 
ną zasadę ilości ruchu, o której t e r a z mówić będzie-

50. Zasada ilości ruchu. Niech będzie punkt 
M a t e r y a l n y o masie on. posiadający w danej c h w i l i 
szybkość V . Nazywamy ilością ruchu wektor, zgodny 
°o do kierunku z szybkością^ a co do wielkości rów
ny mir. Wektor t e n tek samo j a k szybkość V j e s t zwią 

f ^ zany z punktem m i posiada 
% wymiar MLT »'"_ 

Jeżeli r z u t szybkości v na ja-

aai Vi. 
FIC. 40. 

kąs prostą JC j e s t równy 2^ ,to 
oczywiście rzut ilości ruchu 

J:« na tę prostą j e s t równy m, ł£ 
Mówimy, że punkt xti po siada w 

kierunku p r o s t e j oc ilość ruchu m i % . 
Dajmy na t o , że szybkość przybrała elementarny 

P r z y r o s t geometryczny cdw. Oczywiście ilość ruchu 
Przybierze w takim r a z i e p r z y r o s t , zgodny co do k i e -
^ n k u z J V , a co do wielkości równy tn Napisze
my, że h(mv)-Znak = ma t u oznaczać zgodność 
^ l e t y l k o co do wielkości, l e c z i co do kierunku. 

zym samym c z a s i e r z u t szybkości na oś CC o r z y b i e r a 
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p r z y r o s t ci K równy rzutowi £~ifi-} a rzut ilości ruchu 
p r z y b i e r a p r z y r o s t a. (xn. i c j równy rzutowi b ̂ tntr) • 

Przypuśćmy, że w danej c h w i l i ns punkt w. dzieła 
siła Możemy uważać, że. w .ciągu • następnego okresu 
cZ^siła taj ani pod względem wielkości, ani kierunku 
nie u l e g n i e zmianie. Wprowadźmy nowy wektor, a miano
w i c i e popęd albo impuls elementarny" siły P. Nazywa
my tak wektor,, zgodny co do kierunku z $>\1%P, a co 
do wielkości równy pęd posiada ten sam wymiar 
co i l o s c ruchu, a mianowicie Ii LX'1} eżeli rzut 
siły P na. prostą JC j est równy Ix* ^° oczywiście 
rz u t popędu elementarnego na tę prostą j e s t równy 
Cdi„Mówimy, że,popęd siły/~\< kierunku p r o s t e j X 
j e s t równy R cii. 

Siła . Jrnadaje punktowi TTL p r z y s p i e s z e n i e 
posiadające zgodny z nią kierunek i 
znak = wyraża tu znowu zgodność co do wielkości i 
kie r u n k u . Z równania tego wynika, że 
znaczy t o , Ż3 p r z y r o s t elementarny ilości ruchu j e s t 
zgodny co do wielkości i kierunku z popędem elemen^ 
tarnym siły. . 

W twierdzeniu" te/n zawiera się tak zw. zasada 
ilości ruchu w p o s t a c i różniczkowej. Możemy uważać, 
że w ciągu każdego elementu c2ffl.su siła P wytwarza 
nową ilość ruchu, która dołącza się geometrycznie do 
dotychczasowej ilości ruchu punktu materyalnego. 

I 

http://c2ffl.su
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Jeżeli na punkt rnateryalny działa większa l i c z 
ba! sił, to każda z nich wytwarza w c z a s i e di przy
r o s t ilości ruj^hu równy j e j popędowi i wszystkie t e 
przy r o s t y dodają się geometrycznie do poprzedniej 
ilo&Tji ruchu punkt u,. 

Oczywiście (1(227 1&)-(Ł ł t . j . p r z y r o s t elemen
t a r n y ilości ruchu w dowolnym kierunku j e s t równy po 
pędowi elementarnemu siły w ̂iym/.e kierunku. 

Można byłoby nadać na zasadzie powyższej postać 
całkową, a l e tne p-rzymosf oby to wyraźnej korzyści. 

31. Wektor & .Zafiada ilości ruchu j e s t szcze
gólnie użytecz"h*L £ tym r a z i e , gcly mamy do c z y n i e n i a 

ni e z jednym, l e c z z większą 
. ilością punktów materyalnych 

Niech toęd2ie układ punktów 
rr.ateryainych 771 j ,721% , • • • 

posiadających w danej c h w i l i 
szybkości Vj f 12z * • • * 

Obrawszy dowolnie w prze
to/A 4-1 & z n 

^ * •* * - s t r z e n i punkt U /nazwiemy gc 
środkiem redukeyi/, utwórzmy układ wektorów, p o s i a 
dających początek w 0 l zg-odnych z ilościami ruchu 
Punktów 271j 721^ t. .. zarówno pod względem wielkości, 
ja£ j Kierunku. 

Marny t e r a z wektory 272j Vj , 772^ l£ ... po s i a d a j ące 
wspólny początek, rao&smy przeto wyznaczyć i c h wypad-
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