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działania Jest jedną 1 tą samą prostą /w danym 

wypadku i C<x będą leżeć na *sdnej p r o s t e j / , 

to układ je s t w równowadze. 

i rięc aby płaski układ sił i , » równowadze, 

to potrzeba i wystarcza, by obydwa wieloboki t . j . 

wielobok sił i wielobok sznurowy zamykały się. 

Mamy packi ruohom^ , Przypuśćmy, za może 

os porusfać aię t y l k o po pdwttaj \ -.vi5... Obierzmy 

na tej l i A j . i nieruchomy punkt .»* każdorazowej od-

ległoćoi « ?.d ' C odpowiada pewna wartość -Jo , 

a więc połozeuić ^ określa się całkowicie przy 

pomocy jed^ftgo p.-remefcru , c#yłj mówimy, że 

punkt A posiada jeden stopień awebody 

Sleab będzie znófl ruchomy punkt & , który może 

dowolnie y-o rut: sad się w jednaj płaszczyźnie, -

Opierzaj} w te^ płaszczyźnie prostokątny układ 

spćłrządny oh XOj/, fftedy położenie a możemy 

określić zapomocą dwóch współrzędnych, c z y l i pa

rametrów CC i y i RÓWm%< gunkt $ posiada 

Z stopnie swobody. 

Ody zaś punkt A może porussać się swobodnie 

z p r f i e i t r z z a i s to położenie Jego określa się 



trzema parametrami /CC, y i Z / ożyli posiada 

on 3 stopnie swobody. 

Hiech będzie oiało, którs może poruszać się 

w płaszczyźnie /np. cienka płyta/ i którego j e 

den punki j e s t nieruchomy, Może ono obracać się 

ty l k o koło punktu nieruchomego i położenie daje 

ę określić, zapomocą jednego parametru /kąta/ 

ożyli posiada ono jedon stopień swobody. 

Jeśli to samo ciało może swobodnie poruszać 

Bię w płaszczyźnie, to oczywiste posiada ono 

3 stopnie swobody, gdyż punkt, który przedtem 

był nieruchomy, posiada dwa stopnie swobody, zaś 

oiało względem punktu jeden stopień swobody. 

Gdy mamy ciało osadzone na nieruchomej o s i , 

to ono może obracać się tylko koło t a j o s i i do 

wyznaczenia położenia t$g& olała potrzebny jeden 

parametr /kąt/ c f y l i posiada ono jeden stopień 

swobody. 

Jośii ciało posiada jeden punkt nieruchomy O 

to ma ono 3 stopnie swobody, gdyż względem pros

t e j , -poprowadzonej przez punkt O posiada jeden 

stopień" swobody, prosta Baś , pz.-ieohodsąca przez 

punkt nieruchomy
8
 określa s i $ za pomocą dutfch 

parametrów /kątów/ ożyli posiada dwa stopnie swe 

body. 



— ódŁ — 

Wreszcie ciało, poruszając się zupełnie swo

bodnie w p r z e s t r z e n i posiada sześć stopni swobo

dy, bo gdy obierzemy dowolny punkt tego ciała 

O , to poBiada on 3 stopnie swobody, oiało zaś 

względem punktu O posiada też 3 stopnie swobo

dy, ożyli rasem oiało posiada 6 stopni swobody. 

Pojęcia stopnia swobody j e s t ściśle związane 

z zagadnieniem równowagi ciała. Jeżeli choemy, 

by ciało pozostało w spoczynku, c z y l i było w rów-

nowadze, należy odebrać ciału wszystkie stopnie 

swobody. Stopnie swobody można odebrać ciału 

przez połąozenie z innemi oiałami nierucbomemi. 

Połączenia mogą być różne, t . z n . odbierające c i a 

łu jeden
P
 dwa i t.d. stopni swobody. Jeżeli po

łączeń wprowadzimy więcej niż potrzeba do z n i e 

s i e n i a istniejących stopni swobody, to równowaga 

oczywiście zostanie zachowanaj l e c z siły, wystę-

pujące w połączeniach c z y l i reakcje są s t a t y c z 

nie niewyznaczalne, t . z n . będziemy mieć więcej 

niewiadomych niż równań równowagi, j a k i e moglibyś

my wypisać d l a danego ciała. 

Przypuśćmy, że mamy płytę mogącą poruszać się 

w płaszczyźnie /rys.23/. Dowolny punkt płyty A 

posiada Z stopnie swobody; jeżeli go połączymy 

przegubowo z nieruchomym punktem O zaporaocą 
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pręta, to punkt A będzie posiadać jeden t y l k o 

stopień swobody, mianowicie może poruszać się na 

" okręgm koła, zato

czonym z O promie -

niem OĄ , ożyli tym 

sposobem odebraliśmy 

płycie jeden stopioń* 

swobody. Jeżeli j e s z 

cze połączymy tak samo 

dwa inne punkty pły

ty A
Ź
 i A

Z
 z punkta

mi nieruchomemi 0± 

Oz to płycie odbierzemy wszystkie stopnie swo

body i będzie ona nieruchoma. Przypuśćmy t e r a z , że 

na płytę działa siła P , wtedy pręty OA, OxA£, OzAz 

wywrą pewne siły, które zrównoważą siłę P i które 

łatwo wyznaczymy, gdyż siły te działają w k i e r u n 

kach prętów, P rozkładamy na t r z y składowe w k i e 

runkach OA 7 OjAji OzAz i składowe te będą równe 

i odwrotne do r e a k c j i prętów. Jeśli wprowadzimy 

jeszcze jedno połączenie ^3-^3 , to równowaga nie 

będzie zachwiana, l e c z siły działające w prętach 

OA , Oj Hź , OzAz i 05Abnie dadzą się statycznie 

STATYKA wTKRESLNA. Nr.162 Arkusz 3 - o i . 
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wyznaczyć ożyli będą statycznie niewyznaozalnerai 

Przypuśćmy znów, że mamy płytę i j e j punkt O 

Jeżeli punkt O unieruchomimy t . j . jeżeli osa

dzimy płytę na nieruchomej o s i Q , to płyta s t r a 

c i 2 stopnie swobody. Gdy odbierzemy płycie jesz 

cze jeden stopień swobody przez połączenie dowol 

nego j e j punktu Aj_ z punktem nieruchomym O
i % 

to będzie ona nieruchoma. Przypuśćmy t e r a z , że 

na płytę działa siła P , to oś w punkcie Y i 

sztaba 0
Ź
A

Ź
 będą wywierać pewne reakcje, które 

możemy wyznaczyć, gdyż niema zbytecznych połą

czeń. W tym c e l u rozkładamy siłę P na dwie 

składowe, z których jedna leży na QA^ , a druga 

przechodzi przez punkt O • szukane reakcje są 

równe i odwrotne do tych składowych. Jeżeli j e d 

nak unieruchomimy dwa punkty płyty Q i Q , to 

odbierzemy j e j 4 stopnie swobody, a ponieważ pły 

t a posiada t y l k o 3 stopnie swobody, więc jedno 

połączenie je s t zbyteczne i reakcje w punktach 

O
ź
 i 0

Z
 są statycznie niewyznaczalne. Mianowi

ci e można siłę P nieskończenie wieloma spoaoba 

mi rozłożyć na dwie składowe, przechodzące przez 

^ i 2̂ , i dwie siły równe i odwrotne do tych 

składowych mogą być temi reakcjami. 



- 35 -

§ 6. RÓWNOWAGI BELKI PRYZMATYCZNEJ. 

Hiech będzie prosta belka pryzmatyczna, na 

którą działa układ sił -C,Ę>$,Ę. i która j e s t w 

równowadze /rys.24/. 

\ a* 1 / / 
I o t — i 

N 

'Rys. Z 4. 

Wyobraźmy sobie dowolny przekrój; d z i e l i on 

belkę na dwie części I i I I , każdą część możemy 

uważać za odrębne ciało, które również będzie w 

równowadze. Rozpatrzmy część I. Działają na nią 

siły zewnętrzne Pt i Ę ; prócz tego na każdym 

elemencie przekroju część I I wywiera na I pewną 

siłę c z y l i na pierwszą część działa cały układ 

sił wewnętrznych, dający się sprowadzić do siły 

i pary. Obierzemy za środek r e d u k c j i dowolny 
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punkt przekroju O , Siły wewnętrzne sprowadzą 

się do pewnej siły P i momentu , które rów

noważą siły zewnętrzne Ą i Ą . Redukujemy Ą 

i l?
z
 do tego samego środka r e d u k c j i ; otrzymamy 

siłę i moment równe lecz odwrotne do P i Af , 

c z y l i możemy wyznaczyć 

jeszcze i n a c z e j . Ponieważ część I I na I wywiera 

siłę /3 i moment ff- , to I na I I wywiera ~$ i 

, które muszą zrównoważyć siły ^ i 4 • Za

tem po sprowadzeniu ^ i ^ do tego samego środ

ka redukcji otrzymamy siłę a5 i parę . Jeśli 

układ sił działających na belkę j e s t płaski, to 

siła $ będzie leżeć w płaszczyźnie układu, zaś 

moment H będzie do n i e j prostopadłym. Siłę & 

możemy rozłożyć na 2 składowe: Pu wzdłuż o s i 

b e l k i i p^ prostopadłe do o s i . Ą nazywa się s i 

łą zrywającą, - tnącą, zaś moment Af - momen

tem gnącym. 

Jeśli siły działające na belkę poziomą są p i o 

nowe, to siły wewnętrzne sprowadzają się ty l k o do 

P
h

s

 /5 ($. *'0)
 T
 gaś moment ff j e s t niezależny 

od położenia środka reduk c j i w przekroju. 

Dana j e s t pozioma belka A
J
.A

Jit
 na którą d z i a 

łają siły pionowe i j§ . Należy wyznaczyć 

reakcje w A
1
 i h

z
 oraz A5 i AT « dowolnym prze-
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kr o j u /rys.25/. 

X 

CL; 

3 cc 

a, 

•5 

a . 

•1 

Rys.Z5. 

Rozwiążmy to zadanie wpierw a n a l i t y c z n i e . Po

nieważ belka j e s t gładka, a siły na nią działają

ce pionowe, więc i reakcje Ri i Rz w Aź i bę

dą też pionowe. Aby wyznaczyć wielkość tych re

a k c j i , bierzemy momenty względem Az, gdyż suma 

momentów sił i Rz » jako równoważą

cych się, będzie zerem.Oznaczmy długość b o l k i 

przez l , odległość sił^?, Rz i od At odpo

wiednio przez <X± , CL^ i . Suma momentów wzglę

dem Az będzie: 

Rxl (1-OL
Z
)-•§

 0 

skąd 
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V = 3MP* (I-o-*.) +Jk (A_J£±ł (J) 
~l~ Z 

Biorąc momenty względem A± znajdziemy reakcję 

-&zl + P/a^ + TZ d~z f Ą oc5 = O 

skąd 

R = ?L£LL '-^^2. j 4 &3 {Z ) z 
l 

Obierzmy teraz na belce dowolny przekrój OC 

w odległości JO od A
T
 i wyznaczmy 

\ f tym przekroju /5 równoważy siły działające 

na A,30 \ a więc musi ona byó równą i odwrotną 

do wypadkowej R
2
 i P2 c z y l i : 

$ - R, +PŻ ; 
podstawiając na R± wartość z równania /!/ o t r z y -

\ \ 
mamy: 

l 
Moment iW musi być równy sumie momentów R±i 

Pj względem OS . 

N= P±oc -Pj toc-ct,). 
Ody podstawimy na Pź wartość z równania / l / , 

to: 
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l 
Widzimy, że JV j e s t zależne od X , l e c z wzór 

/4/ ważny j e s t t y l k o d l a przekrojów zawartych mię-

dzy i > * r j° . 

Aby wykonać to samo zadanie wykreślnie, buduje

my wielobok sił , ałożony z s i ł ^ , . S i ^ 

oraz odpowiadający mu wielobok sznurowy 

/rys.26 i Z7/. 

nys. 27, 
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fonioważ siły działające na belkę są w równo

wadze, więo wielobok sił i wielobok sznurowy są 

Zamknięte, ożyli odcinek wyraża sumę 

zaś" promień OP2 \ oddzielający siłę P± od ? 

j e s t równoległy do boku 3P
 t

 zawartego między 

Mii M^i zamykającego wielobok sznurowy. 

Siła tnąoa P jak już wiemy, j e s t sumą sił,, 

leżących na lewo od przekroju AC , c z y l i w danym 

wypadku j e s t różnicą P^ i ^ , a więc na wielo

boku sił wyraża ją odcinek KM. 

Aby wyznaczyć moment gnący Af , rozpatrzmy 

naprężenie na bokach wieloboku sznurowego. Weż"my 

węzeł ć - działają nań 2 naprężenia Ą i i 

siła ; naprężenia te równoważą P^ , a więo 

reprezentują je promienie OJ i OK j z wielo

boku sił znajdziemy i c h k i e r u n k i . Identycznie 

znajdziemy k i e r u n k i wszystkich naprężeń, działa

jących na poszczególne węzły. Weźmy teraz dowolne 

naprężenie np. P^ i rozłóżmy je na dwie składowe: 

pionową i poziomą, co uczynimy na wieloboku sił. 

Składową poziomą wyraża odcinek ffi . Lecz skła

dowe poziome innych naprężeń również będą wyrażo

ne odcinkiem H , c z y l i składowe poziome wszyst

k i c h naprężeń są sobie równe i wyraża je odcinek 

H - zwany odległością biegunową. 
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Moment zginający w 36 , jak wiemy, równy j e s t 

momentowi sił, działających, po lewej s t r o n i e 

przekroją OC względem OC c z y l i sumie momentów 

H1 i JP
Ź
 . Leoz siły i 3?% równoważą się z na

prężeniami 3 , i /5g , a więc suma momentów tych 

sił j e s t równa i odwrotna momentowi naprężeń* /5 

i h>z • Poprowadźmy przez OC prostą pionową; 

przetnie ona wielobok sznurowy w punktach i^. 

Do punktów JC£ i ocz przenieśmy naprężenia i 

fiz i rozłóżmy je na składowe pionowe i p o z i o 

me. Moment składowych pionowych względem J? bę

dzie zerem, zaś suma momentów składowych p o z i o 

mych, które tworzą parę o ramieniu ocixz *y bę

dzie równa momentowi pary /{•U , który i j e s t 

szukanym momentem gnącym. 

Jak widzimy j e s t proporcjonalne do V c z y l i 

^max 3 e s ^ ̂ am, gdzie J4,
a j c
 • Pole wieloboku sznu

rowego 3CdBF nazywa się polec: momentów gnących. 

Rozważmy jeszcze 2 przykłady. 

Kamy belkę poziomą pomiędzy podporami A
u
 i Jł^ , 

jak na rys.28; na koniec j e j A działa 3 i ł a piono

wa P . 

Aby wyznaczyć pole momentów, znajdziemy wpierw 

reakcje i 7ŁZ . Są one pionowe i jedna z niohJ&„ 

i 
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skierowana, do góry, druga R^- na dół. Budujemy 

wielobok sił i wielobok sznurowy. 

Rys. 23. Rys. £9. 

Będą one zamknięte, ponieważ belka j e s t w rów

nowadze. Z tego wynika, że w wieloboku sił ko-

nieo R± upadnie na poozątek R w punkcie ^ , 

promień zaś OM , poprowadzony równolegle do 

boku CD t zawartego między R± i Rz przez O t 

p r z e j d z i e przez koniec Rz i początek R± . Wy

znaczymy w ten sposób obie reakcje i jednocześnie 

pole momentów 3CD , z którego wnioskujemy, jak 

są rozłożone momenty na belce. 

Mamy znów belkę poziomą , w punkcie któ

rej Ą jest przegub /rys.30/, Taka belka p o s i a 

da 4 stopnie swobody, gdyż ozęśó Ag_Ą. posiada sa-
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ma przez się trzy stopnie swobody, a część A/iz 

ma względem n i e j jeszcze jeden stopień swobody. 

Aby ją unie ruchomió musimy dać podpory w punk

tach Jii i A$ oraz zawiasę w Ą j ; ponieważ jed

nak siły działające są pionowe, wystarczy w ^2 
dać podporę. Ha belkę działają siły 

które wywołują reakcje pionowe P1} % / ^
3
o r a z 

pewną reakcję R w przegubie J2 . Aby.wyzna

czyć kierunek r e a k c j i rozpatrzmy część At/i-t 

na nią działają 3 siły Rź i H ; ponieważ siły 

te są w równowadze, a &j i pionowe, to fy 

ZJ 

"RA/S. 50. 
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również j e s t pionowa i skierowana do góry; na 

prawa, część fi. Rz działa reakcja równa i odwrot

na, a więc skierowana pionowo na dół. 

Aby wyznaczyć pole momentów, zbudujemy w i e l o 

bok sił i wielobok sznurowy. Rozpatrzmy początko 

wo część fiRi . Działają t u 3 s i ł y i ^ , ^ i Q 

równoważące się; odpowiada im wielobok eilUKLU 

i wielobok sznurowy BCD zamknięty; ponieważ 

i 7t są skierowane do góry, więc sumę i o h i
2

^ ^ 

wyrazi odcinek , zaś promień OL t oddziela 

jacy od 7t , j e s t równoległy do boku M£ 

zawartego między Rz i R . 

Rozpatrzmy teraz część Afiz . Dziełają tu R.* 

P-3^^2. i -F-2 . Reakcja będzie tu skierowana 

odwrotnie i równa poprzedniej - ożyli wyraża ją 

odcinek hK. . Aby wyznaczyć &Ą i ^ 3 budujemy 

wielobok sił i wielobok sznurowy d l a części A/Ł^ 

przy tym samym biegunie O , Oba wieloboki będą 

zamknięte, gdyż siły są w równowadze; z tego wy

n i k a , że odcinek 1*.M wyraża nam s u m ę - ^ ^ 3 ', 

gdyż obie są skierowane do góry. Wielobok sznuro 

wy zaczynamy budować od punktu 2? w znany nam 

sposób; otrzymamy wielobok D&r Cx , w którym 

bok zamykający £ Ge musi być równoległy do pro-



- 45 « 

mienia łączącego w wieloboku sił biegun z punk

tem dzielącym TŁ^od R5 , c z y l i do promienia ON, 
Tym sposobem wyznaczyliśmy wszystkie reakcje i 

pole momentów, składające się z 3-oh trójkątów: 

Przypuśćmy, że belka 

QAz
 n

^
e

 posiada przegubu £ , wtedy niema po

trzeby podpierać ją w 3-ch punktach, gdyż reak

cje będą s t a t y c z n i e niewyznaczalne, wystarczy 

n ri 
je podeprzeć w i 2zjj . Polem momentów wtedy 
będzie wi 

elobok 3 < ? A x 3 , i jak widz imy, momen

ty gnące w danym wypadku będą znacznie większe, 

niż poprzednio. 

§ 7. TEORJA KRATOWNIC. 

Kratownicą nazywamy konstrukcję żelazną., zło

żoną z prostych sztab lub prętów, połączonych 

przegubami, które nazywamy również węzłami .^ra

townicy. 

Kratownice dzielą się na; 

1/ płaskie, gdy wszystkie sztaby i węzły Leżą 

w jednej płaszczyźnie i 

2/ przestrzenne. 

W dalszym oiągu będzie mowa jedynie o Jjratcv-

nioach płaskich. 
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Pozatt.m rozróżniany kratownice: 

a/ niedosztywnione, gdy możemy kratownice, od

kształcać, nie zmieniając długości sztab; 

b/ sztywne - nie dające się odkształcać bez 

zmiany długodo i sztab i 

e/ przcaatywnione - zawierające więcej sztab, 

niż potrzeba do usztywnienia. 

Pomiędzy liczbą sztab i liczbą węzłów kratowni

cy sztywnej i s t n i e j e prosty związek. 

Oznaczmy węzły kratownicy sztywnej l i t e r a m i 

•"i*Ążi{h>—'Pierwsza sztaba ĄI&JL ~ łączy 2 węzły 

flj. i Jłz . Aby połączyć z nią t r z e c i węzeł - Ą , 

potrzebie są 2 sztaby AtA$ l r 

Ckoąci dołączyć czwarty rręzeł, musimy znowu użyć 

dwie sztaby i t . d . , c z y l i przyłączenie każdego 

now')
;
p,o węzła wymaga 2-ch sztab. 

Przypuśćmy, że kratownica posiada łl> węzłów; 

jećl.i odliczymy pierwsze 2 węzły, to otrzymamy 

f>--Z węzłów i na przyłączenie każdego z n i c h 

potrzebne są 2 sztaby, ożyli wszystkich sztab bę

dzie Zfn-Z) • do tego trzeba dodać jeszoze sztabę 

A, H
z
 . Otrzymamy razem £tt~3 sztab; będzie 

i: krutownica sztywna. Jeśli kratownica przy si 

i(ifM$a(ja posiada mniej niż' sztab, to j e s t 
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ona niedosztywniona, jeśli zaś więcej niż 

- to przesztywniona. 

Przypuśćmy t e r a z , że na 2 węzły kratownicy 

sztywnej ABĆJ) działają 2 siły zewnętrzne, któ

re są w równowadze /rys.32/. Prócz tych 2-ch sił 

bę/ wchodzą 

t u siły we
ć

 V wnętrzne, wy

) 
stępujące w 

przegubach, 

leżmy np.szta

te 

bę AC - l o 

\ § 
; V j 

ży ona między \ § 
; V j 

dwoma sworz

niami przegu-

na nią poume reakcje. To-
r 

nieważ kratownica j e s t w równowadze, więc i ;3zta 

ba Ać również j e s t w równowadze, c z y l i ro.ukcj 

wywierane są równe, odwrotne i działają na l i n j i 

sztaby AC . Frzytem mogą zachodzić 2 wypadki: 

reakcje mogą być skierowane nasewnątn; c z y l i i s i 

łują -rozerwać sztabę - sztaba j f l s t roi; ciąga na., c 

oznaczamy znakiem , lub skierowana wewnątrz 



sztaby - sztaba ściskana — lub wybaczana, ozna

czamy to znakiem — . Jeśli sztaba ,]'est rozcią

gana, to wywiera ona na przeguby siły, usiłująoe 

te przeguby zbliżyć, jeśli zaś ściskana - to u s i 

łuje ona przeguby rozsunąć. Siły wewnętrzne, wy

stępujące w sztabach i nazywamy naprężeniem sztab. 

Prócz powyższej k l a s y f i k a c j i , dzielimy jeszcze 

kratownice ns dwie kategorje. Bo pierwszej kate

g o r j i zaliczamy takie kratownice, w sztabach któ

rych mogą występować naprężenia bez działania sił 

zewnętrznych, c z y l i kratownice, podlegające samo-

naprężeniow; do drugiej - u których samonapręże

nią istnieć nie mogą. Do plorwszej k a t e g o r j i nal f 

żą wszystkie kratownice pr?,usztywnione oraz n i e 

które sztywne, jednakże ts ost a t n i e należą prze- \ 

ważnie do k a t e g o r j i drucie;-. Podajemy t u praykłac \ 

kratownicy sztywnej, ktćra należy do k a t e g o r j i 

p i e r w s z e j . 

l i e c h będą 3 siły rfrrncważące się P, Q i 2t % 

a iiięc przechodzące phi i z V e l Ul ;unkt. Zbudujmy 

dla n i c h wielobok sani rewy r-'-3C który będzie 
• . ' '(, 

zamknięty. Każdy jfcła/i pbśj u:. ̂ skończeni e wiele 

wielobokć** s n . .lirowych. idwrÓiaŁy .'r.erunki sił 

. | j JfC i w;fkj„
3

ślmy inny w:
r
nlcinfe sznurowy ĄQĆi% 
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Zbudujmy następnie kratownicę w postaoi trójkąta 

v4.SC' i umocujmy ją w płaszczyźnie nieruchomej; 

zbudujmy też 

kratownicę 

A1S>1C1\ rów

nież umocujmy 

w t e j samej 

płaszczyźnie i 

w tem samem 

położeniu wsglę-

jo dem ABĆ co i 

wieloboki sznu-
l&S 55. J . , • 
r rowe. Pomiędzy 

wierzchołki A/ilt Bbx i CGŹ wstawmy nowe sztaby i 

nadajmy im odpowiednio naprężenia P, Q i H , a 

więc na wierzchołki A, 3 i Ć będą działać 

odpowiednio P , Q i R t zaś na od

powiednio ~P, - O. i -_7Ł . po tem wszystkiem może

my kratownicę ABCĄB^ wyswobodzić; będzie ona 

w równowadze, a siły P/O. i ?Ł będą już Biła-

mi wewnętrznemi, C z y l i będzie to kratownica pierw

szej k a t e g o r j i , aczkolwiek j e s t sztywną^.n-5 = 9). 

STATYKA IrcKREŚLNA. Nr. 162. Arkusz 4-ty
0 

http://v4.SC'
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Punkty A73 i C• można było obrać dowolnie, 

bo dwa boki wieloboku sznurowego można zawsze 

obierać dowolnie. Z tego wynika, że jakiekolwiek 

dwa trójkąty Desargues'a wraz z promieniami, łą

cząc erai wierzchołki tworzą kratownicę sztywną, na

leżącą do k a t e g o r j i pierwszej, 

Niech będzie teraz kratownica przesztynraiona 

ABC Z? t a więc należąca do pierwszej k a t e g o r j i 

/rys.34/. Przypuśćmy, że znane jest naprężenie 

jednej sztaby np. AD , i że j e s t ona rozciągana; 

oznaczmy to naprężenie cyfrą 1. We wszystkich i n 

nych sztabach panują również naprężenia, które 

t
pragniemy wyznaczyć; oznaczmy odpowiednio je przez 

2 , 3 , 4, 5 i 6. Ha przegub U działa 3 siły -

1,2,3, które są w równowadze; można z nich utwo

rzyć trójkąt zamknięty J? , z którego wyznaczymy 

wielkość i kierunek naprężeń 2 i 3. Również równo

ważą się naprężenia działające na przegub A , 

możemy więc też zbudować trójkąt A , gdyż napręże

nie 1 j e s t znane,i z niego wyznaczymy dwa nieznane 

naprężenia 5 i 6. Wogóle, gdy znamy naprężenia 

wszystkich sztab węzła prócz dwóch, to te napręże

n i a nieznane możemy wyznaczyć. W ten sposób wykreś

limy trójkąty A,3, C i D / r y s . 35/, z których 
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wyznaczymy naprężenia sztab danej kratownicy. 

Naprężenie sztaby MD mogło być" ja k i e k o l w i e k , 

a więo i s t n i e j e nieskończenie wiele układów samo-

naprężeń. Przypuśćmy, że na węzły zaczęły działać 

siły zewnętrzne, pozostające w równowadze. Skut

kiem tego naprężenia sztab się zmienią, Naprężenia 

nowe, nazwiemy je wypadkowemi, zależą 1/ od samo-

naprężeń, które już istniały w sztabach i 2/ od 

sił zewnętrznych. Lecz układów samonaprężeń j e s t 

nieskończenie w i e l e , a zatem danemu układowi sił 

zewnętrznych może odpowiadać nieskończenie wiele 

układów naprężeń sztab. Znając t y l k o siły zewnętrz-
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ne, działające na kratownicę pierwszej k a t e g o r j i , 

nie możemy przy pomocy działań statycznych, wyzna

czyć naprężeń, Naprężenia te są siłami statycznie 

ni ewyznaozalnemi. 

Trójkąty A, 3, C i 7? / r y s
0
 35/ możemy zesunąć* 

i otrzymamy nową figurę jak na rys.36. Jeśli teraz 

porównamy otrzymaną figurę z kratownicą, to .'-•osa

czymy, że są to f i g u r y odwrotne. Gdy wprowadzimy 

tu oznaczenie BoWa t . j . pole wokoło kratownicy 

oznaczymy przez d , trójkąty wewnętrzne przez 

cc, O i c /rys,, 34/, sztaby zaś, jako łożące na 

granicy p ó l , odpowiednio przez ctl>, hc, cci f dcc j 

to zobaczymy, że w nowej f i g u r z e /rys.36/ węzłom 

kratownicy odpowiadają w i e l o b o k i , wielobokom punk

t y , sztabom - proste równolegle i odwrotni
1

!. 

Figura odwrotna kratownicy nazywa się także pla

nem Cremony. 

Niech teraz będzie kratownica sztywna ABC 

/ r y s . 37/, należąca do drugiej k a t e g o r j i . Gdy żad

ne siły zewnętrzne nie działają^ to nie i s t n i e ją 

i naprężenia w sztabach. Przypuśćmy, iż s^.częły 

działać na węzły siły *Ę, ^ , Pz , które się równowa

żą, Pcd działaniem tych sił występują w sztabach 

naprężenia, kióre będą zależne jedynie od sił za -



wnętrznycłi, a więo znając te ostatnie można na

prężenia wyznaczyć, naprężenia są w tym przypad 

ku statycznie wyznaczalnn. Najprościej dają się 

Rys. 37- Rys.33 

one wyznaczyć zaporaocą planu Creraony, l e c z , 

jak wiemy z poprzedniego, plan Gremony możemy 

wykreślić t y l k o d l a kratownic pierwszej katego

r i i , a więc aby zastosować go do danej kratow

n i c y , należy dopełnić ją do kratownicy pierw

szej k a t e g o r j i . W tym c e l u d l a 3ił Pj, j j . ^ w y -

kreślamy wielobok sznurowy, który możemy uważać 

również jako kratownicę; nowa kratownica, skła

dające się z danej, z l i n i j działania sił P% , 

Pz ,P5 i wieloboku sznurowego /na rys.37 l i n j e 
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kreskowane/ j e s t kratownicą pierwszej k a t e g o r j i , 

w której siły Jr?
;
.C,-C są naprężeniami sztab. Dla 

otrzymanej kratownicy możemy jnż wykreślić plan 

Gremony, wystarczy jednak wykreślić część tego 

planu, odpowiadającą danej kratownicy i siłom 

•*? •> • ^° wprowadzeniu do kratownicy oznaczeń 

Bow'a. wykreślamy figurę odwrotną, zaczynając od 

sił zewnętrznych , przechodząc następnie 

kolejno do węzłów, w których są nieznane t y l k o 

2 naprężenia, t . j . do węzłów dcl, adh i cdcc . 

Otrzymana f i g u r a odwrotna cd>cd/rys. 38/ określa 

wielkość i kierunek naprężeń szukanych. 

Z powyższego widzimy, że gdy chcemy wyznaczyć 

naprężenia, powstające pod działaniem sił we

wnętrznych w kratownicy sztywnej drugiej katego

r j i , należy ją przekształcić na kratownicę pierw

szej k a t e g o r j i , gdyż już d l a t a k i e j możemy wykres-

lić figurę odwrotną, określającą naprężenia Bzuka-

ne. 

PRZTKUD 3. 

Dana jes t kratownica w postaci foremnego sześ-

oiokąta A3CD5F , jeden węzeł której Z
7

 j e s t 

połączony z pozostałymi zapomooą sztab /rys.39/\ 

j e s t to kratownica sztywna drugiej k a t e g o r j i 
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(l/z -5 - Z. & -3 = 9) . l a 2 węzły # '2? działa

ją dwie siły P równe i odwrotne, pragniemy 

wyznaczy6 naprężenia sztab. 

Chcąc wykreślić d l a danej kratownicy plan 

Cremony, należy przekształcić ją na kratownicę 

pierwszej k a t e g o r j i , co uskuteczniamy łatwo, 

wprowadzając sztabę PD . Możemy uważać, że 

właśnie t a sztaba AD wywiera na węzły A i Z) 

siły P , c z y l i , że takie j e s t j e j naprężenie. 

Należy zwrócić uwagę, że. w sztabach PP i AD 

niema żadnych naprężeń, bo gdyby istniały, to owe 

musiałyby leżeć na jednej p r o s t e j . Wprowadzamy 
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oznaczenia BcWa; l i t e r a m i CL, lo i c oznaczamy 

trójkąty wewnętrzne, literą d górne pole ze

wnętrzne, oraz przez <S - dolne pole zewnętrz

ne, do którego tez zaliczamy trójkąt FBE 

Wykreślamy następnie odpowiednią figurę odwrot

ną /rySc40/, Zaczynając od sił zewnętrznych i roz 

patrując kolejno węzły, w których nieznane są 

tyl k o 2 naprężenia; z figury odwrotnej określamy 

wielkośó i kierunek naprężeń poszczególnyoh sztah 

PRZYKŁAD 4. 

Rozpatrzmy teraz przęsło Warren'a /rys.41/„ 

Rys. 4i. &ys. Az. 



J e s t to kratownica sztywna drugiej k a t e g o r j i , 

oparta w dwóch skrajnych węzłach tak, że ode ora

no j e j wszystkie stopnie swobody, c z y l i lewy wę

zeł umieszczono w nieruchomym łożysku, prawy t y l 

ko podparty i może swobodnie poruszać się w k i e 

runku poziomym., Przypuśćmy, że kratownicę obcią

żono trzema równemi siłami pionowemi Q . W punk

tach oparcia powstaną reakcje R, , które też bę

dą picnowe i oczywiście równe. 

Aby określić naprężenia sztab, powstała pod 

działaniem sił zewnętrznych, trzeba byłoby do

pełnić daną kratownicę do kratownicy pierwszej 

k a t e g o r i i , Kie czynimy tego jednak na rysunku, 

a wprost wprowadzamy oznaczenie Bow'a. Plan Cre-

mony, jak zwykle, zaczynamy od sił zewnętrznych. 

Tworzą one tu wielobok sił zamknięty, a ponieważ 

są wszystkie pionowe, leżą Katem na jednej pros

t e j . Następnie przechodzimy do węzła, "I z i e n i e 

znane są dwa naprężenia; są tu nimi hha. i h&L j 

zaczynamy od hi.cc i dalej już prs Cnodsimy ko

l e j n o do węzłów .cclfk , abch ,y<i- c J,chcy ydei i iĄ 

otrzymamy w ten sposób całkowitą figurę odwrot

ną /rys.42/, określającą szukane naprężenia. 
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PRZTKŁAD 5, . 

Dany j e s t żóraw RBCJ) /rys.43/'. Przegub 3 
osadzono w nieruchomym łożysku, JŁ — połą

czone ścięgnem poziomem s murem, a w i? — wi

s i ciężar Q , Pragniemy wyznaczyć* naprężenie 

sztab. 

jRys. 4-4. 

I przegubach ^ i 3 występują reakcje, 

w pierwszem reakcja ścięgna, w drugiem łożyska. 

W przegubie - reakcja 3Ł± ma kierunek ścięg

na, w 3 - reakcja Rz ma kierunek 3JD ,gdyż 

siły zewnętrzne Q,R>1 i są w równowadze, 
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a więc muszą przechodzić przez jeden punkt, 

którym j e s t oczywiście przegub U . Pc wprowa

dzeniu oznaczeń Bow'a na rys.43, wykreślamy 

plan Cremony, zaczynając, jak zwykle, od sił ze

wnętrznych i rozpatrując kolejno węzły o dwóch 

nieznanych naprężeniach. Otrzymany plan Cremony 

/ r y s o 4 4 / określa reakcje Pź i 7 ^ oraz napręże

n i a sztab. 

Metoda Cremony j e s t najczęściej używaną przy 

określaniu naprężeń sztab kratownic. Jednak, gdy 

wykreślenie planu Cremony uastręo&a pewne l u d 

ności, posługujemy się innemi metodami, z których 

najdogodniejszą j e s t metoda R i t t e r a , N a j l e p i e j 

zapoznamy się z nią na przykładzie. 

Prsypnśćayj że mamy przęsło Warren'a, podpar

t e , jak poprzednio, w dwóch skrajnych węzłach i 

obciążone trzema równeml siłami&Oznaozmy węzły 

odpowiednio cyframi 1,2,3,4,5,6 i ?, długość 

sztab /12, 23, 34 i t
0
d . / przez l , napręże

nie każdej sztaby przez p* z odpowiednim wskaź

nikiem /np. naprężenie sztaby 12 przez h>l2_ /, 
oraz załóżmy, że wszystkie sztaby są rozciągane; 

J«żeli z rachunku d l a której ze sztab otrzymamy 
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znak —« , to znaczy, że j e s t ona ściskana. Re

akcje punktów podparcia, działające na, przeguby 

1 i 5 będą pionowe i równe O, , gdyż równo

ważą one siły zewnętrzne O, / r y s .45/. 

Rozpatrzmy węzeł 1: działa nad 3 siły: % Q , 

£>
J&
 i $

/ z
 , które są w równowadze, c z y l i su-

Rys. 

ma rzutów tych sił na wszystkie k i e r u n k i j e s t ze

rem. Moglibyśmy więc w danym wypadku metodą r z u 

tów łatwo określić nieznane naprężenia, gdyż 

wszystkie kąty są równe 45° lub 90° . Jeśli j e d 

nak kąty są różne, metoda t a j e s t niedogodna; wy-



godniejszą je s t metoda momentów, c z y l i właśnie me

toda R i t t e r a . Przypuśćmy, że kratownicę przecięto 

przez 3 sztaby, nie wychodzące z jednego węzła np. 

przez sztaby 16, 26 i 23 /rys.45/. Lewa ozęśó k r a 

townicy odciętej j e s t w równowadze, a więc i siły 

zewnętrzne nań działające również są w równowadze. 

Siłami zewnętrznemi są t u ; \% Q. , Q oraz napręże

n i a w punktach przekroju cc, 6 i c . Przed prze 

cięciem w cc było naprężenie /5
/6
 , a więc 

będzie teraz siłą zewnętrzną.. Zakładamy, że j e s t 

ona zwrócona w stronę węzła 6 , gdyż przyjęliśmy, 

iż sztaby są rozciągane; tak samo w & i c będą 

siłami zewnętrsnemi naprężenia $
Z 6
 i i^z^ •• 

ma momentów tych sił zewnętrznych względem dowol

nego punktu, j e s t zerem* laeźmy momenty względem węz 

ła, gdzie schodzą się dwie przecięte sztaby np. 

względem węzła Z . Momenty /526 i yS
23
 będą ze

rami , a więc: 

5 O, 7 . c l n 

« 
skąd 

Otrzymaliśmy na wartość j5/6 znak minus, zatem 

sztaba 16 j e s t ściskana. 
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Analogicznie rozpatrując momenty względem 

węzłów 1 i 6 znajdziemy: 

h>JZ ~h>z^ bo gdy 4 sztaby / Q możemy u w a ż a ć 

za sztabę/ schodzą się w jednym węźle, leżąc na 

dwóch prostych, to naprężenia, sztab leżących na 

jednej p r o s t e j wą sobie równe. 

Aby wyznaczyć naprężenie sztaby 67 należy prze

prowadzić inny przekrój efy • przechodzący przez 

sztabę 67 i dwie inne sztaby. Siły działające na 

lewą częóć są w równowadze, a zatem suma momentów 

względem węzła 3 będzie; 

skąd 

^6'/ " " O . • 

Pewną trudnoóć nastręcza sztaba 63, gdyż nie 

możemy brać momentów względem punktu przecięcia 

sztab 67 i 23, jako nieskończenie odległego. Po

nieważ jednak naprężenie sztaby 67 j e s t już znane, 

przeto możemy wziąć momenty względem węzła 1: 

Alf'-* l ^ + Q-l = 0 
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Podstawiając znalezioną poprzednio wartość* na 

naprężenia drugiej połowy kratownicy będą t a 

kie same, gdyż cały układ j e s t symetryczny wzglę

dem pionu, przechodzącego przez węzeł 3. 

/66? otrzymamy: 

rrH656 
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S P I S T R E Ś C I . 

str„ 

§ 1. SI" y działające na punkt 3. 

5 & Układ płaski sił 8. 

§ 4, Wielobok sznurowy i wielobok Yarignona 17. 

§ 5, Stopnie swobody \30. 

5 6, Równowagi b e l k i pryzmatyczne;] 

5 7, Teorja kratownic 45, 
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