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Lista symboli

Φ – funkcja potencjalna (np. potencjał elektryczny [V] w elektrostatyce tempera-

tura [oC] w przewodnictwie ciepła lub gęstość fotonów w Dyfuzyjnej Tomografii

Optycznej)

q – pochodna funkcji Φ w kierunku normalnym do linii brzegowej, skierowana na

zewnątrz rozpatrywanego obszaru
(

∂Φ(r)
∂n

)

T – temperatura [oC] lub [oK]

G – funkcja Greena

n – wektor jednostkowy (wersor) normalny do brzegu, skierowany na zewnątrz ba-

danego obszaru

r – wektor położenia

s – wektor kierunkowy

x, y, z – współrzędne kartezjańskie [m]

r,Θ, z – współrzędne cylindryczne [m,rad,m]

Ω – obszar, w którym poszukujemy rozkładu funkcji stanu

ξ, η – współrzędne układu lokalnego

Ni, Mi – bazowe funkcje interpolacji w i–tym węźle

J(ξ) – jakobian transformacji

A, B – macierze zawierające odpowiednio całki z pochodnej normalnej funkcji

Greena oraz całki z funkcji Greena

R – odległość pomiędzy punktem źródła a punktem obserwacji [m]

wi – funkcje wagi (na przykład dla kwadratury Gaussa-Legendre’a)

L – długość elementu brzegowego [m]

c(r) – współczynnik równania całkowego



k – liczba falowa równa
√
jωµγ [m−2]

D – współczynnik dyfuzji [m]

In – zmodyfikowana funkcja Bessela I-ego rodzaju i n-tego rzędu

K0 – zmodyfikowana funkcja Bessela II-ego rodzaju, zerowego rzędu

K1 – zmodyfikowana funkcja Bessela II-ego rodzaju, pierwszego rzędu

L[·] – transformata Laplace’a
i =
√
−1 lub j =

√
−1

ω – pulsacja [rad/s]

f – częstotliwość [Hz]

γ – konduktywność [1/(Ωm)] lub [S/m]

ε – przenikalność elektryczna [F/m]

c – prędkość światła [mm/ps] lub [m/s]

µa – współczynnik pochłaniania [mm
−1]

µs – współczynnik rozpraszania [mm
−1]

µs
′

– zredukowany współczynnik rozpraszania [mm−1]

Ld – droga tłumienia [mm]

δ – funkcja delta Diraca

V – zero-jedynkowa funkcja widoczności
g – współczynnik kształtu [1/m2]

F – funkcjonał

α – współczynnik równy 2 lub 3 w zależności od wymiaru przestrzeni



Rozdział 1

Wprowadzenie

Dyfuzyjna tomografia optyczna (DTO) jest techniką obrazowania najintensywniej rozwi-

janą od ostatniej dekady XX w., głównie dzięki postępowi w dziedzinie pomiarów optycz-

nych i wzrostowi wydajności obliczeniowej komputerów. DTO jest techniką, w której

obrazy uzyskuje się na podstawie pomiarów światła widzialnego lub podczerwonego na

powierzchni obiektu. Tomograficzne obrazy ludzkiego ciała są bardzo cennymi narzędzia-

mi diagnozy klinicznej. Mimo, iż istnieją wydajne metody obrazowania narządów i tkanek

o dużej dokładności takie jak rentgenowska tomografia komputerowa czy tomografia re-

zonansu magnetycznego, wciąż poszukuje się nowych technik. Szczególny nacisk kładzie

się na rozwój metod nieinwazyjnych i nieszkodliwych dla organizmu żywego. Tomografia

optyczna doskonale wpisuje się w nurt tych badań spełniając te kryteria i potencjal-

nie pozwala na stworzenie sytemu umożliwiającego ciągłe monitorowanie stanu zdrowia

pacjenta. Dodatkowo, oprócz aplikacji biomedycznych następuje wzrost zainteresowania

zastosowaniem technik optycznych w przemyśle. Należy tu wspomnieć o tomografii optycz-

nej procesowej, wykorzystywanej do tej pory głównie w analizie przepływów substancji

wielofazowych.

W tomografii optycznej światło emitowane przez źródło laserowe jest wprowadzane

do obiektu, a jego natężenie mierzy się na powierzchni przy użyciu czułych detektorów.

Proces ten jest powtarzany dla kolejnych położeń źródła światła. W oparciu o pomiary

wyznaczany jest rozkład absorbcji i rozpraszania światła wewnątrz obiektu [5,6]. Mogą być

też poszukiwane inne fizjologiczne własności takie jak stopień natlenienia krwi czy ilość

wody w tkance. Niezwykle ważne jest poprawne zamodelowanie rozchodzenia się światła

w ośrodkach przezroczystych (np. płyn rdzeniowo-mózgowy). Modele propagacji światła
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uważane za wydajne [121] często nie radzą sobie z poprawnym odwzorowaniem rozkładu

fotonów w tego typu ośrodkach. Dzieje się tak ze względu na ich naturę, bowiem wywodzą

się z równań opisujących kinetyczną teorię gazów [29,30]. Brak cząstek oddziałujących na

fotony (rozpraszanie i absorpcja) powoduje, iż model jest nieadekwatny i nie może być

stosowany. Dlatego do właściwwego zaalokowania warunków brzegowych w warstwach

przezroczystych wykorzystuje się głownie metody hybrydowe 3.3. W niniejszej pracy do

rozwiązania tego problemu zaproponowano metodę bazującą na algorytmach grafiki kom-

puterowej, a zwłaszcza na metodzie śledzenia promieni (ang. ray tracing). Opracowany

algorytm określa widoczność węzłów warstwy zapisując informacje w „macierzy widocz-

ności” 5.

Problem tworzenia obrazu w tomografii optycznej jest nieliniowym, źle uwarunkowa-

nym zagadnieniem odwrotnym [9,25,40,41]. Dlatego nawet małe błedy w pomiarach czy

modelowaniu mogą powodować duże zniekształcenia w generowanych obrazach. Nie ma

bezpośrednich metod rozwiązania tego problemu i dlatego definiuje się go typowo jako

problem minimalizacji, którego iteracyjne rozwiązanie wymaga wielokrotnych rozwiązań

zaganienia prostego. Istnieje zatem potrzeba posiadania obliczeniowo wykonalnego mo-

delu zagadnienia prostego, który będzie jak najdokładniej opisywał transport światła w

danym ośrodku.

1.1 Cel i teza pracy

Celem pracy jest zaprojektowanie i implementacja metod przyspieszenia analizy zagad-

nienia prostego dyfuzyjnej tomografii optycznej. Problem odwrotny, czyli na przykład

zadanie monitorowania krwotoków śródmózgowych wcześniaków w czasie rzeczywistym

wymaga wielokrotnych, kosztownych obliczeniowo rozwiązań zagadnienia prostego.

Praca stanowi studium na temat metod i algorytmów wykorzystywanych w DTO. Au-

tor postawił za cel główny implementację algorytmów dekompozycji obszarowej w celu

podniesienia wydajności lub niejednokrotnie umożliwienia wykonania obliczeń zagadnie-

nia prostego tego rodzaju tomografii. Dodatkowym celem stało się rozwiązanie problemu

alokacji warunków brzegowych w warstwach nierozpraszających i nieabsobrujących świa-

tła. Do zrealizowania powyższych zadań należało:

1. opracowanie metod dekompozycji obszarowej dla analizy zadania prostego dyfuzyj-
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nej tomografii optycznej,

2. zaimplementowanie algorytmów dekompozycji i rozwiązanie zagadnienia prostego,

3. opracowanie i implementacja metod podziału przestrzeni w procesie tworzenia ob-

razu,

4. implementacja algorytmów kroczenia po zdyskretyzowanej przestrzeni 3D,

5. opracowanie i implementacja algorytmu tworzenia „macierzy widoczności”,

6. weryfikacja otrzymanych wyników na podstawie rozwiązania problemu uzyskanego

jednorazowo bez żadnych metod dekompozycji.

Na podstawie przeprowadzonych analiz teoretycznych i symulacji numerycznych autor

sformułował następujaca tezę.

„Dekompozycja obszarowa oraz zmodyfikowane metody grafiki komputero-

wej pozwalają na ograniczenie czasu obliczeń numerycznych w rozwiązywaniu

zagadnienia prostego dyfuzyjnej tomografii optycznej”

1.2 Przegląd zawartości rozprawy

Rozprawa została podzielona na 6 rozdziałów. Poszczególne rozdziały zawierają: W pierw-

szym z nich zawarto wprowadzenie w tematykę dyfuzyjnej tomografii optycznej (DTO)

oraz cel i tezę rozprawy.

Rozdział 2 omawia zagadnienie proste i odwrotne DTO. Ponadto stanowi przegląd

technik eksperymentalnych, które są bazą dla aplikacji teorii tomografii optycznej.

W rozdziale 3 umieszczono opis modeli rozchodzenia się światła, a mianowicie: równa-

nie transportu promieniowania (ang. radiative transfer equation RTE), przybliżenie dyfu-

zyjne równania RTE (ang. diffusin approximaton DA) oraz metodę łączoną RTE-DA. W

tej części pracy przedstawiono wady i zalety powyższych metod w kontekście zastosowań

w DOT.

Rozdział 4 to przegląd metod numerycznych stosowanych w DTO. Rozdział zawiera

opis metod deterministycznych umożliwiających rozwiązanie równań transportu światła.

Najwięcej uwagi poświęcono dekompozycji obszarowej (ang. domain decomposition DD)
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oraz metodzie elementów brzegowych (MEB). Ponadto rozdział zawiera przykłady za-

stosowań opracowanych metod dekompozycji obszarowej. Przedstawiono tam zarówno

idealizowane problemy umożliwiające weryfikację poprawności metod, jak i jeden duży

problem t.j. DTO głowy niemowlaka.

Rozdział 5 opisuje sposób tworzenia macierzy widoczności dla warstwy modelu głowy

niemowlaka zawierającej płyn rdzeniowo-mózgowy. Został tu sformułowany matematycz-

nie problem przesłaniania i widoczności punktów rozmieszczonych na powłokach ograni-

czających modelowaną warstwę. W rozdziale przedstawiono numeryczny algorytm two-

rzenia macierzy widoczności jak i związaną z nim analizę metod dyskretyzacji przestrzeni

wokół badanego modelu.

Rozdział 6 zawiera podsumowanie uzyskanych wyników i wypływające z niniejszej

pracy wnioski. Znajduje się tu również zestawienie najważniejszych osiagnięć autora.
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Rozdział 2

Dyfuzyjna tomografia optyczna

2.1 Wstęp

W tomografii optycznej światło emitowane przez podczerwone źródło laserowe jest wpro-

wadzane do obiektu przy użyciu jednego z wielu włókien światłowodowych podłączonych

do obiektu. Jego pomiaru dokonuje się we wszystkich pozostałych włóknach, które wów-

czas pracują jako detektory światłoczułe. Taki proces pomiarowy jest przeprowadzany dla

każdego z położeń źródła. W oparciu o pomiary, konstruuje się rozkład współczynników

absorpcji i rozpraszania wewnątrz obiektu.

DTO ma wiele potencjalnych zastosowań zwłaszcza w zakresie obrazowania medycz-

nego. Na możliwości te decydujący wpływ ma tkanka ludzka, która zarówno rozprasza

jak i absorbuje światło podczerwone. Pewne cechy czynią DTO szczególnie przydatną w

obrazowaniu medycznym, tj.:

1. procedura pomiarowa jest nieinwazyjna, a promieniowanie niejonizujące. Pacjent

nie musi przyjmowąć tzw. środków kontrastujących, ani też nie jest narażony na

ryzyko wystąpienia chrób związanych z przyjęciem nadmiernych dawek szkodliwego

promieniowania jonizującego,

2. metody optyczne mogą dostarczyć informacji o stopniu natlenienia oraz ilości (obję-

tości) krwi w tkance. Należy zaznaczyć, iż w przebiegu leczenia wczesniaków jest to

jedyna technologia pozwalająca na monitoring dynamiki krwotoków śródmózgowych

będących główną przyczyną ich śmierci,

3. oprzyrządowanie jest relatywnie tanie i przenośne.
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Potencjalne zastosowania DTO w medycynie są ściśle powiązane z powyższymi cecha-

mi i obejmują:

1. wykrywanie i klasyfikację raka piersi. Metody optyczne dają nadzieję na wykrywanie

wczesnych stadiów choroby nowotworowej. DTO jest postrzegane jako technologia

wspomagająca w diagnostyce przesiewowej, pozwalająca uniknąć niepotrzebnych

biopsji,

2. monitoring chorób naczyń obwodowych,

3. monitoring główki niemowlaka,

4. obrazowanie aktywności mózgu.

Główne ograniczenie w stosowaniu DTO stanowi szybkie osłabianie światła w medium

rozpraszającym, co negatywnie wpływa na obrazowanie dużych objętości.

Propagacja światła w materii biologicznej jest zazwyczaj opisana przez teorię przewo-

dzenia (ang. transport theory). Teoria przewodzenia może być modelowana przez metody

stochastyczne tj. Monte Carlo [26] oraz przez metody deterministyczne [11, 12, 16] ba-

zujące na opisie przewodzenia światła równaniami różniczkowymi cząstkowymi. Ogólnie

przyjętym modelem propagacji światła w medium o własnościach rozpraszających jest

równanie RTE (ang. Radiative Transfer Equation). Niestety w wielu przypadkach RTE

jest obliczeniowo nieopłacalne aby mogło być stosowane w praktyce i dlatego stosuje

się modele przybliżone. W środowisku wysoce rozpraszającym RTE jest aproksymowa-

ne przez równanie dyfuzji. W wielu typach tkanek dominuje rozpraszanie i przybliżenie

propagacji światła równaniem dyfuzji może być uważane za dobry model. Jednakże ta-

kie przybliżenie nie może być wykorzystywane w mediach słabo rozpraszających tj. płyn

rdzeniowo-mózgowy i w pobliżu wysoce skolimowanych źródeł światła często używanych w

DTO. Aby obejść ograniczenia wynikające z równania dyfuzji odnośnie silnie skupionych

źródeł oraz obszarów słabo i w ogóle nierozpraszających stosuje się rozwiązania hybry-

dowe gdzie np. przybliżenie równaniem dyfuzji jest połączone z metodą Monte Carlo lub

modelem energetycznym (ang. radiosity) [99]. Rozwiązania analityczne RTE i równania

dyfuzji są często ograniczone do pewnych uproszczonych geometrii, przez co ich wykorzy-

stanie w DTO jest ograniczone. Do ich rozwiązania stosuje się zatem metody numeryczne,

zazwyczaj metodę różnic skończonych (MRS) i metodę elementów skończonych (MES).
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MES jest ogólnie uważana za metodę bardziej elastyczną w implementowaniu różnych

warunków brzegowych oraz modelowaniu złożonych geometrii, a zatem jest częściej wy-

bierana jako metoda do rozwiązywania równań opisujących rozchodzenie się światła w

tkankach.

Na pomiar propagacji światła w DTO bezpośredni wpływ mają jakość światłowodów

oraz ich połączenie (sprzęg) z obiektem. Efekty połączeniowe powodują nieznane straty

amplitudy i przesunięcia fazowe w mierzonych sygnałach. Jeśli te straty nie są efektywnie

kalibrowane lub modelowane objawiają się jako poważne artefakty1 na konstruowanych

obrazach. Typowo, błędy w modelowaniu optody [24, 26] objawiają się jako perturbacje

absorpcji i rozpraszania w jej pobliżu. Jednym ze sposobów skompensowania tych strat

jest użycie „obrazowania różnicowego” [105]. „Obrazowania różnicowe” tworzy obrazy

z niewielką liczba artefaktów i nie może być stosowane gdy wymagane jest pozyskanie

bardzo dokładnych własności optycznych lub gdy pomiar odniesienia nie jest możliwy.

Aby uzyskać obrazy końcowe należy użyć specjalistycznego sprzętu kalibrującego zgodnie z

opracowanym protokołem kalibracji [66]. Znanych jest wiele metod kalibracji strat optody

źródła i detektora [121]. Jednakże właściwa kalibracja strat źródła i detektora jest trudna

do zaimplementowania na poziomie sprzętowym.

2.2 Optyczne własności tkanki

W DTO obrazy odzwierciedlające optyczne własności danego ośrodka są konstruowane

w oparciu o pomiary światła podczerwonego na jego powierzchni. Na propagację światła

w danym medium mają wpływ absorpcja i rozpraszanie. W przypadku absorpcji energia

jest przekazywana poprzez promieniowanie do wnętrza medium. Wielkością, która opisu-

je absorpcję w danym medium jest współczynnik absorpcji µa[mm
−1], który odpowiada

ilości zdarzeń absorpcji (pochłonięcia fotonu) na jednostkę długości.

Rozpraszanie jest zjawiskiem, w którym kierunek radiacji (promieniowania) zmienia się

wewnątrz danego medium. Nowy kierunek rozchodzenia się fotonów zależy od właści-

wości ośrodka rozpraszającego i ich początkowego kierunku. Właściwości rozpraszające

1W technikach tomograficznych, artefakty to wady będące skutkami ubocznymi stosowania algoryt-

mów rekonstrukcji obrazu. Objawiają się jako nie odpowiadające żadnej strukurze anatomicznej sztuczne

wtrącenia na oglądanym obrazie
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danego medium są opisane przez dwie wielkości, a mianowicie współczynnik rozpraszania

i „funkcję rozpraszania fazy” (ang. scattering phase function). Współczynnik rozpraszania

µs[mm
−1] opisuje prawdopodobieństwo, z którym cząsteczka zmieni kierunek po przeby-

ciu pewnego dystansu. „Funkcja rozpraszania fazy” Θ(̂s · ŝ′), gdzie ŝ i ŝ′ są kierunkami
radiacji przed i po wystąpieniu rozpraszania, opisuje prawdopodobieństwo, że cząsteczka

zostanie rozproszona w danym kierunku przez szczególny ośrodek rozpraszający. Trze-

cią wielkością wpływającą na propagację światła w medium jest współczynnik załamania

światła (ang. refractive index ) nin, będący stosunkiem prędkości światła w próżni do tej

w badanym ośrodku. W wielu zastosowaniach DTO współczynnik ten przyjmuje się jako

stały we wnętrzu danego medium.

Większość tkanek ludzkiego ciała cechuje własność rozpraszania światła. W jej wyni-

ku, światło po przebyciu zaledwie kilku milimetrów zmienia kierunek rozchodzenia się.

Zjawisko to może być porównane z procesem dyfuzji w gazach. Różne typy tkanek posia-

dają odmienne własności rozpraszające (tabela 2.1), co leży u podstaw tworzenia obrazów.

Mimo, że w materii biologicznej współczynnik rozpraszania jest zwykle większy niż współ-

Tabela 2.1. Współczynniki absorpcji µa i rozpraszania µs światła wewnątrz główki niemowlęcia

µa[mm
−1] µs[mm

−1]

Skóra i tkanka miękka: 0.018 4.75

Kość czaszki: 0.016 4

Istota szara: 0.048 1.25

Istota biała: 0.036 2.5

Płyn rdzeniowo-mózgowy: 0.0048 0.16

czynnik absorpcji, większa część interesujących informacji związana jest z absorpcją.

2.3 Techniki eksperymentalne

Urządzenia eksperymentalne w DTO można podzielić na trzy klasy, a mianowicie: systemy

falowe stałe (ang. continuous wave systems), systemy dziedziny częstotliwości (ang. frequency-

domain systems) i systemy dziedziny czasu (ang. time-domain systems). We wszystkich

systemach podstawowa idea akwizycji danych jest ta sama. W urządzeniu eksperymen-

talnym, grupa źródeł światła i detektorów jest umieszczona na brzegu ∂Ω obiektu Ω.
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Przykładowa dwu-wymiarowa ilustracja typowego systemu pomiarowego DTO została

przedstawiona na rys. 2.1, gdzie m źródeł jest przyłączonych w punktach ǫj , j = 1, ..., m,

zaś m detektorów w punktach ξk, k = 1, ..., m.

Monochromatyczne światło podczerwone wprowadzane jest do obiektu przy użyciu jed-

nego ze źródeł przy ǫj . W tym samym czasie jego rozproszona część jest mierzona przy

użyciu detektorów umieszczonych w ξk, k = 1, ..., m. Następnie cały proces pomiarowy

jest powtarzany dla wszystkich m położeń źródeł.

Rysunek 2.1. Ilustracja systemu pomiarowego TO. Źródła ǫj i detektory ξk są położone na brzegu

∂Ω obiektu Ω

2.3.1 Systemy falowe stałe

Oprzyrządowanie tego systemu używa źródeł o stałym natężeniu światła i mierzy natę-

żenie Γ(ω = 0) przetransmitowanego światła po stronach pomiarowych (natężenie DC).

Wiele tego typu systemów zostało opracowanych dla TO. Posiadają one jednak kilka

wad związanych z obrazowaniem falą ciągłą. Po pierwsze, pomiary natężenia są bardziej

wrażliwe na optyczne własności tkanki w pobliżu powierzchni i na efekty sprzężeń przy

powierzchni, niż na optyczne własności głębszych warstw tkanki [53]. Po drugie, zjawiska

absorpcji i rozpraszania nie mogą być rozróżniane tylko w oparciu o pomiary natęże-

nia [10]. Tak więc, pomiary pochodzące z systemów falowych stałych są zwykle używane

do obrazowania różnicowego, gdzie tworzony obraz powstaje z różnicy pomiędzy danymi

pomierzonymi, a danymi uzyskanymi z pomiarów referencyjnych. Pomiarów referencyj-

nych dokonuje się przy użyciu odpowiednio skalibrowanego sprzętu. Metody kompensacji
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strat na optodach źródłowych oraz detektorach wymagają zastosowania specjalistycznego

sprzętu oraz protokołu kalibracji, które to zostały szczegółowo przedstawione w [66,88].

Zaletą urządzeń obrazowania wykonanych w tej technologii jest szybkość zbierania danych

co umożliwia błyskawiczne uzyskanie tymczasowego rozwiązania [94, 107,112].

Dwa pozostałe systemy pomiarowe, tzn. system dziedziny częstotliwości oraz system

dziedziny czasu generują nieco więcej informacji. Otrzymamy zarówno rozkład absorpcji

jak i rozpraszania bez konieczności wykonywania pomiarów referencyjnych.

2.3.2 Systemy dziedziny częstotliwości

W systemach dziedziny częstotliwości (ang. Frequency-domain systems) [31,35,45,49,85,

88] źródło światła jest modulowane amplitudowo. Częstotliwość sygnału wynosi około

kilkuset MHz, a mierzone jest osłabienie amplitudy oraz przesunięcie fazowe transmito-

wanego sygnału [118].

W trakcie propagacji fali poprzez tkankę rozpraszanie powoduje, iż część fotonów prze-

mierza znacznie dłuższy dystans niż inne. Skutkuje to zmniejszeniem amplitudy synału.

Całowity wzrost odległości pokonywanych przez fotony w tkance w stosunku do odległości

w powietrzu powoduje przesunięcie fazowe mierzonego sygnału. Zatem wzrost współczyn-

nika rozpraszania danego ośrodka będzie przyczyną większgo opóźnienia sygnału oraz

redukcji jego amplitudy. Z kolei wzrost liczby zdarzeń absorpcji ograniczy ilość fotonów,

które przemierzą pełen dystans od źródła do detektora. W konsekwencji spowoduje to

redukcję przesunięcia fazowego sygnału. Reasumując fala opuszczająca tkankę zawiera in-

formacje o współczynnikach absorpcji i rozpraszania ośrodka zakodowaną w przesunięciu

fazowym, głębokości modulacji oraz składowej stałej natężenia sygnału [9, 60].

Systemy dziedziny częstotliwości mają tę przewagę nad sytemami dziedziny czasu, że

są znacznie mniej wrażliwe na osłabienie sygnału w punkcie styku przetwornika i tkan-

ki [8, 61]. Mimo, iż gorsza jakość tego połączenia zmniejszy średnie natężenie sygnału to

jego składowe stała i zmienna będą osłabiane proporcjonalnie pozostawiając głębokość

modulacji na stałym poziomie. Przesunięcie fazowe ulegnie tylko nieznacznej zmianie.

Dodatkowo urządzenia systemu dziedziny częstotliwości są stosunkowo niedrogie, łatwe w

rozbudowie i użyciu [53].

Z kolei wadą tego typu systemów jest to, że dają mniej informacji o badanym ośrodku w

stosunku do systemów dziedziny czasu [118].
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Diagram chwilowego zachowania się transmitowanego światła Γ(ω) podczas pomiaru

w dziedzinie częstotliwości przedstawia górny rząd na rys. 2.2. Rysunek przedstawia mo-

dulowany amplitudowo sygnał wejściowy a) oraz osłabiony i przesunięty w fazie sygnał

zmierzony b).

Typy danych jakie otrzymujemy z pomiarów w dziedzinie częstotliwości to: amplitu-

da |Γ(ω)| i przesunięcie fazowe arg(Γ(ω)). W wielu przypadkach obrazy konstruuje się z
użyciem danych: logarytmu amplitudy log |Γ(ω)| i przesunięcia fazowego. Alternatywnie
części rzeczywiste i urojone pomiarów, Re(Γ(ω)) i Im(Γ(ω)), również mogą być wykorzy-

stane [109,111].

Rysunek 2.2. Diagram czasowego zachowania się przetransmitowanego światła podczas pomiaru

w DTO. Górny rząd przedstawia sygnały wejściowe a) i wyjściowe b) pomiaru w dziedzinie

częstotliwości. Dolny rząd pokazuje odpowiednio to samo lecz dla pomiaru w dziedzinie czasu

2.3.3 Systemy dziedziny czasu

W systemach dziedziny czasu (ang. Time-domain systems) [22,44,58,61,89], krótki (kilka

pikosekund) impuls światła jest podawany na wejście, a mierzony jest „czasowy” rozkład
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γ(t) przetransmitowanych fotonów [53,59,105]. Ten czasowy rozkład jest znany jako (ang.

temporal point spread function TPSF) chwilowa funkcja rozprzestrzeniania punktowe-

go [39,90]. Diagram „czasowego” zachowania się przetransmitowanego sygnału świetlnego

Γ(t) podczas pomiaru w dziedzinie czasu jest zilustrowany w dolnym rzędzie na rys. 2.2.

Rysunek pokazuje wejściowy impuls światła c) i przetransmitowane TPSF d). W syste-

mach dziedziny czasu, czasy pomiarów są zazwyczaj dłuższe niż w systemach dziedziny

częstotliwości. Jednak z drugiej strony, systemy dziedziny czasu oferują bardzo wrażliwe

pomiary nawet przez dużej grubości tkankę [53].

2.3.4 Zależności pomiędzy systemami

Pomiary wykonane w dziedzinie czasu i częstotliwości są ze sobą powiązane poprzez trans-

formacje Fouriera:

Γ(ω) =
∫ ∞

0
Γ(t)e−iωtdt (2.1)

W rzeczywistości, w niektórych przypadkach system dziedziny czasu jest używany do

wykonania pomiarów, zaś ich wyniki poddane transformacji Fouriera są używane do kon-

strukcji obrazów. Więcej o parametrach pracy obydwu systemów oraz o zależnościach

między nimi można znaleźć w [7].

Problemy związane z wrażliwością opisanych powyżej schematów pomiarowych oraz

wybór odpowiednich danych pomiarowych, najlepiej nadających się do tworzenia obrazów

są wciąż przedmiotem wielu badań [5, 11, 108, 110]. Jeśli chodzi o porównanie wydajno-

ści poszczególnych systemów to nie ma zbyt wielu publikacji na ten temat. W pracach

opisanych w [96] dokonano porównania systemów pod kątem jakości amplitudy i fazy

mierzonego sygnału oraz generowanych obrazów. W wyniku tych działań został stworzo-

ny protokół oceny wydajności oprzyrządowania do pomiaru migracji fotonów [66].

2.4 Zastosowania

Jest kilka kwestii, które faworyzują TO jako technikę obrazowania. Po pierwsze, meto-

dy optyczne mogą dostarczyć informacji o stopniu natlenienia i objętości krwi w tkance.

W dodatku możliwe jest dostarczenie funkcjonalnych informacji o konkretnej tkance. Po

drugie, procedura pomiarowa jest nieinwazyjna, a samo promieniowanie jest niejonizujące.

TO jest zatem bardzo bezpieczna. Po trzecie, oprzyrządowanie jest stosunkowo niedro-
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gie i przenośne. Rzeczą, która ogranicza zastosowania TO jest silne tłumienie światła w

medium. Wada ta uniemożliwia skanowanie obiektów o dużych objętościach.

2.4.1 Obrazowanie piersi

Guzy nowotworowe charakteryzują się zwiększonym unaczynieniem i w związku z tym

mają inne własności absorpcyjne niż otaczająca je zdrowa tkanka [25, 26]. Zatem TO

jest niejako naturalną metodą w lokalizowaniu ognisk zmian nowotworowych. Dodatkowo

możliwa jest klasyfikacja różnych typów guzów [125,126]. Wadą TO jest jej stosunkowo

a) b)

Rysunek 2.3. Wiązka światłowodów przymocowana do trzech obręczy stanowiących stożek po-

miarowy a) oraz pacjentka przy stanowisku do mammografii optycznej b) [125]

niska rozdzielczość przestrzenna w odniesieniu do tomografii komputerowej. Jednakże TO

ma kilka korzystnych cech, które w wielu przypadkach dają jej przewagę na technikami

klasycznymi. W odróżnieniu od tomografii komputerowej, wrażliwość aparatury optycznej

jest niezmienna przy badaniu zarówno młodszych jak i starszych kobiet. Wykorzystywa-

ne w TO promieniowanie niejonizujące czyni ten rodzaj badania szczególnie przydatnym

dla młodszych kobiet (obserwuje się wzrost zachorowań), gdyż prawdopodobieństwo spo-

wodowania choroby w badaniach rentgenowskich jest większe niż prawdopodobieństwo

wykrycia guza. Dodatkowo metody optyczne nie wymagają swoistej kompresji–ściskania

piersi, co może być bolesne dla pacjentek. Do tej pory opracowano wiele technik obra-

zowania piersi. Badania kliniczne, które zostały przeprowadzone opisano między innymi

w [42,49, 58, 95].
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2.4.2 Obrazowanie główki niemowlęcia

Uszkodzenia mózgów wcześniaków mogą prowadzić do ich trwałego kalectwa, a nawet

śmierci. Uszkodzenie mózgu jest powodowane kiedy zaopatrzenie w krew i tlen pewnych

jego części jest zaburzone lub całkowicie przerwane. Obecnie takie schorzenia są diagno-

zowane klinicznie przez ultradźwięki, co daje jedynie informacje anatomiczne oraz przez

MRI i spektroskopię magnetycznego rezonansu jądrowego (ang. Nuclear Magnetic Reso-

nance NMR). TO może dostarczyć informacji o hemodynamicznych zmianach w mózgu, a

zatem stanowi system do identyfikowania niemowlaków zagrożonych chorobą (określania

stopnia ryzyka), do diagnozowania choroby oraz do monitorowania procesu leczenia. Obec-

nie metody obrazowania 3D dostarczają wiernych (dokładnych) obrazów tomograficznych

mózgu niemowlaka [6,8,9]. Metod tych używa się do monitorowania zmian objętości krwi

i jej natlenienia oraz do obrazowania aktywności kory mózgowej.

a) b)

Rysunek 2.4. Hełm używany w TO wykonany z pianki pochłaniającej światło podczerwone a)

umieszczony na główce dziesięcio dniowego noworodka b) [8, 9, 60]

2.4.3 Obrazowanie aktywności mózgu

Metody optyczne zostały dobrze zbadane jeśli chodzi o obrazowanie aktywności mózgu,

zarówno u dzieci jak i u dorosłych. W TO obrazowanie funkcjonowania mózgu jest moż-

liwe dzięki jego własnościom absorpcji i rozpraszania światła podczerwonego. Mimo, że

TO cechuje się niską rozdzielczością przestrzenną, to posiada kilka zalet w stosunku do in-

nych technik obrazowania, choćby do obecnie najpopularniejszej techniki MRI (ang. Ma-

gnetic Resonance Imaging). Po pierwsze, TO może być używana do rozróżniania oxy-
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hemoglobiny i deoxy-hemoglobiny. Po drugie, posiada doskonałą rozdzielczość czasową

dzięki możliwości dokonywania pomiaru na całej powierzchni obiektu (a nie tylko w płasz-

czyźnie) podczas jednej projekcji. Po trzecie, sprzęt TO jest przenośny (patrz rys. 2.5)

i cechuje się niewielkimi rozmiarami w stosunku do obecnie stosowanych technik [105].

Większość obrazów odzwierciedlających różnice pomiędzy różnymi stanami pracy mó-

Rysunek 2.5. 32-kanałowy system tomomgrafii optycznej dziedziny czasu umieszczony w standar-

dowej 19-o calowej obudowie. Tomograf został skonstruowany na Uniwersytecie UCL w Londynie

zgu, zostało wykonanych przy użyciu uproszczonych założeń odnośnie geometrii tkanki i

jej własności optycznych. Metody obrazowania 3D zostały wykorzystane do monitorowa-

nia hemodynamiki ludzkiego mózgu i konstruowania obrazów aktywności kory mózgowej

(ang. motor cortex ) [6, 9].

2.4.4 Inne zastosowania w medycynie

TO została użyta do obrazowania ludzkiego przedramienia [67]. Otrzymane obrazy prze-

kroju poprzecznego przedramienia odzwierciedlały rozkład współczynników rozpraszania

i absorpcji światła podczerownego. Dzięki użyciu źródła światła o dwóch długościach fali

(780 i 820 nm) możliwe było zobrazowanie zmian fizjologicznych zachodzących w tkankach

przedramienia podczas prostych ruchów zaciskania dłoni (rys. 2.6).

Za kolejny przykład zastosowań tomografii optycznej mogą posłużyć osiągniecia prof.

A. Kowlczyka z UMK w Toruniu. Pod jego kierownictwem zaprojektowano i wykonano
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a) b) c)

Rysunek 2.6. Rysunek przedstawia eksperymentalne stanowisko do tomografii optycznej przedra-

mienia wraz z miernikiem siły ścisku palców dłoni a). Na przekrojach poprzecznych przedramie-

nia znajdują się odpowiednio skan MRI b) oraz rozkład rozpraszania c) uzyskany przy fali o dłu-

gości 780 nm. Wartość współczynnika rozpraszania mieściła się w zakresie 0.6−2.0mm−1 [66,67]

Rysunek 2.7. Urządzenie prototypowe do spektralnej tomografii optycznej (SOCT) skonstruowa-

ne w Instytucie Fizyki UMK w Toruniu [72,80]

urządznie laboratoryjne realizujące koherentną tomografię optyczną (ang. Optical Cohe-

rence Tomography OCT). Prace prowadzono z myślą o zastosowaniach w okulistyce z

uwagi na fakt, iż badane tu ośrodki w sposób umiarkowany pochłaniają i rozpraszają
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światło. Urządzenie dostarcza wysokiej jakości przekrojów dowolnych struktur oka, nie-

dostępnych w normalnym badaniu okulistycznym [72,80].

a) b)

Rysunek 2.8. Tomogramy siatkówki oka ludzkiego w okolicach plamki żółtej [72,80]

2.4.5 Zastosowania przemysłowe

Ciekawą propozycje zastosowania technik optycznych zawiera praca opisująca koncepcję

systemu pomiarowego do badania mętności wody w oczyszczalniach ścieków. Proponowane

rozwiązanie opiera się na wykorzystaniu tomografu optycznego w systemie automatycznej

regulacji procesu oczyszczania wody. W pracy przedstawiono ideę działania systemu po-

miarowego oraz zaproponowano schemat aplikacyjny takiego urządzenia. Przedstawiona

metoda jest bezinwazyjna i może być stosowana do bardzo zanieczyszczonej wody [103].

Kolejną aplikacją jest pomiar parametrów przepływu dwufazowego gaz-ciecz. Struktu-

ra przepływu może być pęcherzykowa jak i rozwarstwiona. Ze względu na złożony charak-

ter omawianego zjawiska autorzy przedstawili system pomiarowy składający się z tomo-

grafu optycznego oraz pojemnościowego. Ten pierwszy służył do rozpoznawania struktur

pęcherzykowych, zaś ten drugi do rozpoznawania struktur rozwarstwionych [102]. Budo-

wę tomografu optycznego poprzedziły badania i pomiary parametrów aeracji cieczy w

pionowej kolumnie [101]. Kształt i wielkość pęcherzyków powietrza były jednymi z naj-

ważniejszych parametrów do określenia w procesie prześwietlania kolumny jednorodną

wiązką światła widzialnego.

Innym przykładem zastosowań jest wykorzystanie koherentnej tomografii optycznej

w analizie struktur częściowo przezroczystych warstw przypowierzchniowych obiektów na

podłożu całkowicie nieprzejrzystym. Przykładem są tu warstwy lakierów lub werniksów na
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drewnie. Wprowadzenie koherentnej tomografii optycznej do diagnostyki konserwatorskiej

zostało z sukcesem wdrożone i dokładnie przebadane [120].

a)

b)

Rysunek 2.9. Spektralny tomograf optyczny wykorzystywany do badań dzieł sztuki a) oraz to-

mogram OCT uzyskany ze skanowania XIX w. obrazu olejnego namalowanego na płótnie b) [120]

Możliwe zastosowania TO w przemyśle obejmują tomografię procesową, gdzie poszu-

kuje się nieinwazyjnych technik pomiarowych do monitorowania zarówno czasowych jak i

przestrzennych stanów procesów przemysłowych, np. monitorowanie przepływu pulpy w

rurociągach fabryki papieru [121].

2.5 Zagadnienie proste

Zagadnieniem prostym DTO jest znalezienie danych „pomiarowych”, gdy optyczne wła-

sności ośrodka i wejściowe natężenie źródeł światła są znane. Propagację światła w tkance

biologicznej opisuje teoria transportu (równania przewodzenia) [121]. W teorii transportu,

najczęściej stosowanymi modelami zagadnienia prostego, opisującymi propagację światła
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w tkankach są równanie RTE i jego przybliżenie dyfuzyjne. W niniejszej pracy modelo-

wanie propagacji światła zostało zaimplementowane w oparciu o przybliżenie dyfuzyjne

równania RTE.

2.6 Zagadnienie odwrotne

W zagadnieniu odwrotnym DTO konstruuje się funkcje absorpcji i rozpraszania lub jak

w niektórych pracach [42, 117] funkcje absorpcji i dyfuzji dla wewnątrza obiektu. Jeśli

jest stosowana więcej niż jedna długość fali, koncentracja hemoglobiny, nasycenie tlenem

i rozkład wody mogą być obliczone z widma absorpcji, a niektóre charakterystyki rozpra-

szania z widma rozpraszania [117]. Ostatnio wykonano prace, w których oxy-hemoglobina,

deoxy-hemoglobina i współczynnik rozprasza nia były bezpośrednio oszacowywane z po-

miarów przy różnych długościach fal [34, 81].

Metody konstrukcji obrazu w DTO można podzielić na dwie klasy, tzn.: na metody

różnicowe i na metody, które bazują na metodzie zregularyzowanych nieliniowych naj-

mniejszych kwadratów (ang. regularized non-linear least squares approach).

W literaturze dowiedziono, że zjawiska absorpcji i rozpraszania nie mogą być rozróżniane

tylko w oparciu o pomiar amplitudy. Gruntowne badania na ten temat można znaleźć

w pozycjach [6,9,78]. Poniżej została zamieszczona krótka charakterystyka dwóch metod

tworzenia obrazu.

2.6.1 Metody różnicowe

Metody te oparte są na założeniu, że współczynniki absorpcji i rozpraszania (µa, µs),

nie różnią się znacznie od wartości tła (µa,ref , µs,ref). Celem jest rekonstrukcja małego

zaburzenia:

(

δµa
δµs

)

=

(

µa
µs

)

−
(

µa,ref
µs,ref

)

(2.2)

co oparte jest na modelu:

δZ = K
(

δµa
δµs

)

(2.3)

gdzie δZ = Z−Zref jest różnicą pomiędzy danymi, które zostały zmierzone z własnościa-
mi optycznymi (µa, µs), a danymi z własnościami optycznymi tła (µa,ref , µs,ref). Macierz
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K może być skonstruowana, np.: przez założenie geometrii nieskończonej przestrzeni lub

nieskończonej półprzestrzeni, w której analityczne rozwiązanie jest znane [51] lub może

być uzyskane z symulacji Monte Carlo [33]. Większość sposobów konstruowaniu macierzy

K bazuje na metodach numerycznych, w przypadku których K jest macierzą Jakobiego

dla modelu zagadnienia prostego [6].

W DTO metody różnicowe zostały zastosowane w badaniach aktywności mózgu [23,

36, 52, 60], gdzie jest monitorwana różnica między stanem przed i po reakcji na bodźce

oraz w pewnym zakresie w obrazowaniu piersi [106, 108]. Obrazowanie różnicowe cechuje

się tym, że daje obrazy z niewielką liczbą artefaktów. Nie może być jednak używane kiedy

wymagane są absolutne, bazowe własności optyczne lub kiedy pomiary odniesienia nie są

dostępne.

2.6.2 Metoda nieliniowych najmniejszych kwadratów

Wiele metod stosowanych do rozwiązania problemu odwrotnego DTO bazuje na meto-

dzie nieliniowych najmniejszych kwadratów. W tym podejściu pojedynczy pobór danych

jest używany do oszacowania absolutnych wartości własności optycznych medium. Zregu-

laryzowane zagadnienie nieliniowych najmniejszych kwadratów pozwala na oszacowanie

rozkładu absorpcji i rozpraszania (µa,µs), które minimalizują funkcjonał o postaci:

Ψ = ‖L(Z −F(µa, µs))‖22 + B(µa, µs) (2.4)

kiedy pomierzone dane lub typy danych Z są dane. W funkcjonale (2.4), F jest modelem
zagadnienia prostego transportu światła, który mapuje parametry absorpcji i rozpraszania

na mierzalne dane lub typy danych. Co więcej wyrażenie B(µa, µs) > 0 jest uogólnionym
funkcjonałem kary, a macierz L jest macierzą wagową, która odpowiada składnikowi Cho-

leskiego odwrotności macierzy kowariancji szumu. Regularyzujący funkcjonał kary jest

zazwyczaj zdefiniowany tak:

B(µa, µs) = αµaA(µa) + αµsA(µs) (2.5)

gdzie A(µa) i A(µs) są uogólniającymi funkcjonałami kary dla współczynników absorpcji
i rozpraszania, a αµa i αµs są parametrami regularyzacji dla absorpcji i rozpraszania.

Mimo, iż jest możliwe używanie różnych uogólniających funkcjonałów kary dla absorpcji

i rozpraszania, najczęstszym wyborem jest używanie tego samego funkcjonału kary dla

obu tych wielkości [78].

30



Problem minimalizacji (2.4) jest zazwyczaj rozwiązywany przy użyciu metod gradien-

towych takich jak nieliniowa metoda gradientów sprzężonych [6,12,75] lub metod Newto-

nowskich [6, 76, 92, 93].

Aby zapewnić szybką zbieżność konstrukcji obrazu, początkowe wartości absorpcji i

rozpraszania muszą być odpowiednio zbliżone do rzeczywistych (niejednorodnych) wła-

sności optycznych. Wartości początkowe własności optycznych są zazwyczaj brane jako

stałe jeśli wstępne informacje o wewnętrznej strukturze ośrodka są niedostępne [79, 86].
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Rozdział 3

Modele transportu światła

Propagacja światła w żywej tkance została opisana na dwa sposoby, mianowicie analitycz-

nie oraz w kategoriach teorii transportu. Opis analityczny bazuje na równaniach Maxwell’a

oraz na przybliżonych równaniach opisujących propagację fali w dowolnym ośrodku [69].

W praktyce obliczeniowej dokładny analityczny model jest niemożliwy do zastosowania.

Teoria transportu jest zwykle używana do opisu transportu energii poprzez ośrodek roz-

praszający. W teorii transportu bada się zachowanie każdej cząstki w odpowiednio małym

elemencie przestrzeni fazowej. Pomija się natomiast aspekty falowe zachowania światła.

Wewnątrz elementu przestrzeni fazowej cząstki ulegają rozpraszaniu w czasie sprężystych

kolizji, a ich energia jest redukowana przez absorbcję. Teoria transportu została zastoso-

wana w wielu dziedzinach nauki m.in. w fizyce nuklearnej, fizyce atmosfery i oceanografii,

medycynie, optyce i teledetekcji [2,29,30,32,41,69,91]. Teoria transportu może być mode-

lowana metodami stochastycznymi tj. Monte Carlo oraz deterministycznymi, które opisują

ruch cząstek równaniami różniczkowymi cząstkowymi. W metodach stochastycznych za-

chowania pojedynczych cząstek są modelowane jako zdarzenia absorbcji i rozpraszania.

W tomografii optycznej wykorzystuje się głównie metodę Monte Carlo oraz błądzenie

przypadkowe [9]. Metoda Monte Carlo jest najczęściej używana w tomografii optycznej

i wykorzystuje się ją jako metodę odniesienia do porównania rozwiązania z innych me-

tod. W podejściu deterministycznym transport cząstek jest opisywany równaniami, które

można rozwiązać zarówno analitycznie jak i numerycznie [9]. Podstawą teorii transpor-

tu jest równanie transportu będące liniową wersją równania Boltzmann’a. Może ono być

wyprowadzone z kinetycznej teorii gazów [30] lub poprzez śledzenie zachowania cząstek

w elemntarnej przestrzeni [29, 32, 41]. W tomografii optycznej ogólnie przyjętym mode-
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lem propagacji światła jest równanie transportu promieniowania (ang. Radiative Transfer

equation RTE), które jest pierwszym przybliżeniem równania transportu. Analityczne roz-

wiązanie równania transportu jest możliwe tylko dla bardzo prostych geometrii, zaś roz-

wiązania numeryczne zwykle prowadzą do skomplikowanych problemów obliczeniowych.

Zatem równanie transportu jest zbyt skomplikowane aby mogło być stosowane w praktyce

i dlatego stosuje się modele przybliżone. W ośrodkach silnie rozpraszających światło, ta-

kich jak tkanka biologiczna, teoria transportu jest zastępowana teorią opisującą zjawisko

dyfuzji. Równanie transportu promieniowania jest aproksymowane równaniem dyfuzji.

W bieżącym rozdziale opisano modelowanie propagacji światła w tkance przy pomocy

teorii transportu. Równanie transportu promieniowania zostało przedstawione w rozdzia-

le 3.1, zaś równanie dyfuzji i jego wyprowadzenie w rozdziale 3.2. Rozdział 3.3 opisuje

modele hybrydowe propagacji światła czyli połączenie równań RTE, dyfuzji oraz metody

Monte Carlo.

3.1 Równanie RTE

Ogólnie przyjętym modelelm transportu światła w tkankach jest równanie RTE. Zostało

ono wykorzystane w kilku aplikacjach tomografii optycznej [15,40,65,77]. Równanie RTE

jest pierwszym przybliżeniem równania transportu i jest otrzymywane poprzez całkowanie

tegoż równania i uśrednianie parametrów [29,41]. RTE zakłada, że energia (lub prędkość)

cząstek nie zmienia się w czasie kolizji i że współczynnik załamania światła jest stały

wewnątrz medium. Propagacja fotonów dla materiałów optycznie anizotropowych została

przedyskutowana w [46,73, 84].

Niech Ω ⊂ Rn, n = 2or3 oznacza fizyczną domenę, w której prawdopodobieństwo roz-
praszania fotonów pomiędzy dwoma kierunkami zależy tylko od względnego kąta między

nimi, a nie od wartości absolutnej. Dokładne informacje dotyczące propagacji światła w

ośrodku anizotropowym znajdują się w [62, 63]. Dalej niech ∂Ω oznacza brzeg domeny,

a ŝ ∈ Sn−1 oznacza wektor jednostkowy w danym kieunku, to równanie RTE może być
zapisane w dziedzinie czasu jako:

1

c

∂φ(r, ŝ)

∂t
+ ŝ · ∇φ(r, ŝ) + (µs + µa)φ(r, ŝ)

= µs

∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)φ(r, ŝ′)dŝ′ + q(r, ŝ) (3.1)
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zaś w dziedzinie częstotoliwości:

iω

c
φ(r, ŝ) + ŝ · ∇φ(r, ŝ) + (µs + µa)φ(r, ŝ)

= µs

∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)φ(r, ŝ′)dŝ′ + q(r, ŝ) (3.2)

gdzie c jest prędkością światła w danym ośrodku, ω stanowi częstotliwość wejściowego

sygnału modulowanego fazowo, µs = µs(r) i µa = µa(r) są odpowiednio współczynnikami

rozpraszania i absorpcji ośrodka. Współczynnik rozpraszania opisuje prawdopodobieństwo

zmiany kierunku propagacji fotonu po przebyciu jednostki odległości, a współczynnik ab-

sorpcji prawdopodobieństwo pochłonięcia fotonu po przebyciu tego samego jednostkowego

dystansu. φ(r, ŝ) jest radiancją, Θ(ŝ, ŝ′) oznacza funkcję rozpraszania fazy, a q(r, ŝ) defi-

nuje natężenie źródła światła. Radiancja jest zdefiniowana jako strumień promieniowania

na nieskończenie małą jednostkę powierzchni dS, na nieskończnie małą jednostkę kąta

bryłowego dŝ w kierunku ŝ:

φ(r, ŝ; t)ŝ · n̂dSdŝ (3.3)

gdzie n̂ jest normalną do powierzchni dS [32,69]. Funkcja rozpraszania fazy Θ(ŝ · ŝ′) okre-
śla, prawdopodobieństwo zmiany kierunku propagacji fotonu o początkowym kierunku ŝ′

na kierunek ŝ, po wystąpieniu zdarzenia rozpraszania [121]. Definiuje się ją jako roz-

kład prawdopodobieństwa, a w konsekwencji jako dodatnio określoną funkcję spełniającą

wyrażenie:
∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)dŝ =

∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)dŝ′ = 1 (3.4)

W tomografii optycznej najczęściej wykorzystywaną funkcją fazy dla materiałów izotro-

powych jest funkcja Henyey-Greenstein, która dla przypadku trójwymiarowego przybiera

następującą formę [64]:

Θ(ŝ · ŝ′) = 1
4π

1− g2
(1 + g2 − 2gŝ · ŝ′)3/2 (3.5)

Współczynnik kształtu rozpraszania g definiuje kształt rozkładu gęstości prawdopodo-

bieństwa i przyjmuje wartości z zakresu −1 < g < 1. Mimo, iż funkcja fazy Henyey-

Greenstein’a jest najczęściej stosowana w optyce biomedycznej, to wykazuje rozbieżności

w porównaniu z teorią Mie dostarczającą dokładnego rozwiązania rozproszenia fali elek-

tromagnetycznej przez izotropową i jednorodną sferę [15, 16]. Więcej informacji o teorii

rozpraszania i funkcjach fazy znajduje się w [69, 123].
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3.2 Równanie dyfuzji jako przybliżenie równania RTE

W tomografii optycznej propagacja światła w tkance jest zazwyczaj modelowana poprzez

przybliżenie równania RTE równaniem dyfuzji. Typowe podejście przy wyprowadzaniu

równania dyfuzji z RTE polega na rozwinięciu radiancji i funkcji fazy w szereg przy

pomocy harmonik sferycznych [9, 24, 29, 41]. Jeśli harmoniki sferyczne są obcięte w N-

tym elemencie otrzymywana jest aproksymacja PN [9, 24, 41]. Przybliżenie harmonikami

pierwszego rzędu jest określane mianem aproksymacji P1, zaś przybliżenie równaniem

dyfuzji może być uważane za szczególny przypadek aproksymacji P1. Alternatywą dla

aproksymacji PN jest opracowane przez Boltzmanna podejście, w którym momenty ra-

diancji są używane do wyprowadzenia równań sprzężonych, które aproksymują równanie

RTE [50, 71]. Dodatkowo przybliżenie dyfuzyjne może być wyprowadzone przy pomocy

metod asymptotycznych [17] lub przu użyciu algebry projekcyjnej [41,62,70]. Aby uzyskać

aproksymujące równanie dyfuzji należy najpierw wyprowadzić aproksymację P1. W tym

celu stosujemy:
∫

Sn−1
1 · dŝ = |Sn−1| (3.6)

∫

Sn−1
ŝ · dŝ = 0 (3.7)

∫

Sn−1
ŝ · Adŝ = 0 (3.8)

∫

Sn−1
(ŝ · B)(ŝ · C)dŝ = Sn−1

n
(B · C) (3.9)

∫

Sn−1
ŝ(ŝ · D)dŝ = Sn−1

n
D (3.10)

gdzie A,B, C i D są wektorami. W aproksymacji P1 zakłada się, że kątowa dystrybu-
cja radiancji φ(r, ŝ) jest równomierna [69]. To założenie może być zrealizowane jedynie

w silnie rozpraszającym ośrodku, stosunkowo daleko od źródła promieniowania. Zatem

przybliżenie opisujące radiancję przybiera postać:

φ(r, ŝ) ≈ 1

|Sn−1|Φ(r) +
n

Sn−1
ŝ · J(r) (3.11)

gdzie Φ(r) i J(r) to odpowiednio gęstość fotonów i prąd fotonów opisane równaniami:

Φ(r) =
∫

Sn−1
φ(r, ŝ)dŝ (3.12)

J(r) =
∫

Sn−1
ŝφ(r, ŝ)dŝ (3.13)

Równanie (3.11) może być uważane za pierwsze dwa elementy rozwinięcia w szereg Taylora

funkcji φ(r, ŝ) wokół punktu ŝ· ŝ′, a zatem drugi składnik w równaniu (3.11) powinien być
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znacznie mniejszy niż pierwszy. Prawdziwe jest więc twierdzenie, że |J(r)| ≪ Φ(r) [69].
Podobne przybliżenie można zapisać dla funkcji źródła:

q(r, ŝ) ≈ 1

|Sn−1|q0(r) +
n

|Sn−1| ŝ · q1(r) (3.14)

gdzie q0(r) i q1(r) są odpowiednio izotropowym i dipolowym składnikiem funkcji źródła:

q0 =
∫

Sn−1
q(r, ŝ)dŝ (3.15)

q1 =
∫

Sn−1
ŝq(r, ŝ)dŝ (3.16)

Funkcja fazy jest reprezentowana następującym przybliżeniem:

Θ(ŝ · ŝ′) ≈ 1

|Sn−1|g0 +
n

|Sn−1|(ŝ · ŝ
′)g1 (3.17)

gdzie g0 wyraża się wzorem:

g0 =
∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)dŝ = 1 (3.18)

a g1 jest wartością średnią kosinusa kąta rozpraszania i wynosi:

g1 =
∫

Sn−1
(ŝ · ŝ′)Θ(ŝ · ŝ′)dŝ (3.19)

Aby wyprowadzić przybliżenie P1 należy całkowy składnik równania (3.2) zastąpić

przybliżeniem (3.17) oraz wykorzystać równania (3.12) i (3.13) w następujący sposób:

µs

∫

Sn−1
Θ(ŝ · ŝ′)φ(r, ŝ′)dŝ′

= µs
1

|Sn−1|
∫

Sn−1
φ(r, ŝ′)dŝ′ + µs

n

|Sn−1|g1
∫

Sn−1
(ŝ · ŝ′)φ(r, ŝ′)dŝ′

= µs
1

|Sn−1|Φ(r) + µs
n

|Sn−1|g1ŝ · J(r) (3.20)

Jeśli wstawimy powyższe równanie oraz przybliżenia (3.11) i (3.14) do równania RTE

(3.2) otrzymamy:

1

|Sn−1|

(

iω

c
+ ŝ · ∇+ µa

)

Φ(r) +
n

|Sn−1|

(

iω

c
+ ŝ · ∇+ µa + µ′s

)

ŝ · J(r)

=
1

|Sn−1|q0(r) +
n

|Sn−1| ŝ · q1(r) (3.21)

gdzie µ′s = µ
′
s(r) = µs(1−g1) jest zredukowanym współczynnikiem rozpraszania. Całkując

równanie (3.21) i używając równań (3.6)-(3.10) otrzymamy:

(

iω

c
+ µa

)

Φ(r) +∇ · J(r) = q0(r) (3.22)
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Podobnie, mnożąc równanie (3.21) przez ŝ i całkując otrzymamy:

(

iω

c
+ µa + µ

′
s

)

J(r) +
1

n
∇Φ(r) = q1(r) (3.23)

Równania (3.22) i (3.23) są znane jako aproksymacje P1.

Aby wyprowadzić przybliżenie dyfuzyjne równania RTE zakłada się, że źródło światła

jest izotropowe, zatem: q1(r) = 0 i
iω
c
J(r) = 0. Dodatkowo zakłada się warunek µa ≪ µ′s

[6], który implikuje zapis 1
c
∂J(r)
∂t
= 0. Po zastosowaniu tych uproszczeń równanie (3.23)

staje się prawem Fick’a:

J(r) = −D∇Φ(r) (3.24)

gdzie D = D(r) = (n(µa + µ
′
s))
−1 jest współczynnikiem dyfuzji. Wstawiając równanie

(3.24) do równania (3.22) otrzymujemy przybliżenie dyfuzyjne, które w dziedzinie często-

tliwości przybiera postać:

−∇ ·D∇Φ(r, ω) + µaΦ(r, ω) +
iω

c
Φ(r, ω) = q0(r, ω) (3.25)

zaś w dziedzinie czasu:

−∇ ·D∇Φ(r) + µaΦ(r) +
1

c

∂Φ(r)

∂t
= q0(r) (3.26)

Reprezentacje w dziedzinie czasu i częstotliwości są ze sobą powiązane poprzez transfor-

macje Fourier’a.

3.3 Modele hybrydowye

Aby obejść ograniczenia stosowania teorii dyfuzji w pobliżu źródeł światła rozwijane są

metody hybrydowe. Do najpopularniejszych należą te, które wykorzystują co najmniej

dwa z następujących podejść: równanie RTE, metodę energetyczną (ang. radiosity) aprok-

symacje RTE równaniem dyfuzji oraz symulację Monte Carlo. Poniżej zostaną zasygna-

lizowane tylko niektóre z rozwiązań. Zestawienie oraz opis opracowanych metod można

znaleźć w [99, 100].

Połączenie symulacji Monte Carlo oraz teorii dyfuzji zostało zaprezentowane w [124]

i użyte do opisu odbić światła w ośrodku rozpraszającym. W hybrydzie Monte Carlo-

równanie dyfuzji ta pierwsza metoda jest używana do symulacji propagacji światła w po-

bliżu źródła światła, zaś ta druga do poszukiwania rozwiązania w pozostałych regionach
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całej domeny. Symulacja Monte Carlo opisuje propagację światła dokładnie, jednakże wy-

maga długiego czasu obliczeń. Alternatywą jest użycie równania Fokker-Planck’a, które

również może być użyte do modelowania propagacji światła w pobliżu źródła światła [74].

Udowodniono, że równanie to dokładnie modeluje propagację światła, gdy strumień foto-

nów jest bardzo silny i w bardzo małym stopniu ulega rozproszeniu. Takie warunki panują

w bezpośredniej odległości od silnie skolimowanego źródła laserowego. Udowodniono, że

równanie to niepoprawnie modeluje rozchodzenia się światła w medium rozpraszającm,

w dalszej odległości od źródła oraz wewnątrz ośrodków o niskim rozpraszaniu i w ogóle

pozbawionych tej własności [5, 7].

Model hybrydowy RTE-dyfuzja jest również proponowany do opisu propagacji światła

w ośrodkach silnie rozpraszających. Za pomocą RTE modeluje się propagację fotonów

w pobliżu źródła światła, zaś aproksymację RTE równaniem dyfuzji wykorzystuje się w

reszcie domeny. Ponadto rozwiązanie RTE jest używane do określenia warunku brzego-

wego Dirichleta na interfejsie wewnątrz obiektu. Ten warunek stanowi rozproszony model

źródła światła dla przybliżenia dyfuzjnego RTE w pozostałym obszarze [121].

Kolejnym modelem jest zaproponowany w [121] sprzężony model RTE-dyfuzja. W

modelu tym równanie RTE i jego dyfuzyjne przybliżenie są sprzężone poprzez warunki

brzegowe ustalane na granicach podobszarów. W każdym z podobszarów rozkład fotonów

modelowany jest za pomocą innego równania: RTE lub jego przybliżenia równaniem dy-

fuzji. W porównaniu do przedstawionego powyżej modelu hybrydowego, ten sprzężony,

zbiega się szybciej i jest pozbawiony tzw. rozpraszania wstecznego pomiędzy podobszara-

mi. Dodatkowo podczas gdy model hybrydowy był opracowany z myślą o wyeliminowaniu

niedokładności w pobliżu źródeł światła lub dla ośrodków z wyraźnie wydzielonymi nie-

rozpraszającymi regionami, model sprzężony jest bardziej ogólny i może być wykorzystany

wszędzie tam gdzie aproksymacja dyfuzyjna zawodzi, np. w pobliżu granicy domeny oraz

wewnątrz słabo- i nierozpraszających obszarów. Za przykład może tu posłużyć transpa-

rentny płyn rdzeniowo-mózgowy otaczający płaty kory mózgowej.

Ostatnim modelem jest połączenie metody energetycznej z teorią dyfuzji [8, 47, 100].

Podobnie jak powyżej metoda ta używa przybliżenia dyfuzyjnego RTE do opisu propaga-

cji światła w obszarach o silnym rozpraszaniu, zaś w obszarach bez rozpraszania metody

energetycznej. Matematyczna analiza problemu została przedstawiona w [68]. Połącze-

nie metody energetycznej z teorią dyfuzji zostało przebadane i dowiedziono, że znacznie
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podnosi ono jakość konstruowanych obrazów w porównaniu ze zwykłym modelem wyko-

rzystującym tylko przybliżenie równania RTE równaniem dyfuzji [37, 38, 99].
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Rozdział 4

Metody numeryczne w dyfuzyjnej

tomografii optycznej

Rozwiązania analityczne równań RTE oraz jego przybliżenia równaniem dyfuzji są ogra-

niczone tylko do pewnych prostych geometrii [7, 32, 83]. Dla dowolnych kształtów poszu-

kuje się rozwiązania przy pomocy metod numerycznych, a mianowicie: metody różnic

skończonych, metody elementów skończonych i metody elementów brzegowych. Metoda

elementów skończonych jest ogólnie uważana za bardzo uniwersalną w kontekście na-

kładania różnych warunków brzegowych oraz obliczeń na złożonych geometriach. Jest

zatem często wybierana jako metoda rozwiązywnia równań opisujących transport świa-

tła w tkankach. Mimo swych zalet metoda ta nie została wybrana na odpowiedzialną za

numeryczny aspekt tej pracy, na korzyść metody elementów brzegowych. Uzasadnia się

to obecnością warstwy płynu CSF, która jest przezroczysta i nie można stosować do jej

modelowania przybliżenia dyfuzyjnego. Rozwiązaniem jest sprzęgnięcie obszarów dyfuzyj-

nych nielokalnymi warunkami brzegowymi, których postać jest podobna do brzegowych

równań całkowych [113]. Różnią się tylko jądrem, w którym występuje funkcja widoczno-

ści lub macierz widoczności w postaci dyskretnej.

MEB staje się zatem naturalną metodą wtedy gdy wymaga się uwzględnienia warstwy

CSF. Naturalną, bowiem np. w MES nielokalne warunki brzegowe zakłócają pasmową po-

stać i symetrię macierzy współczynników prowadząc do utraty jednej z najważniejszych

zalet tej metody.
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4.1 Metoda elementów skończonych

Wykorzystanie metody elementów skończonych byłoby korzystne z punktu widzenia wielu

zalet tej metody. Należy tu wspomieć choćby o łatwości modelowania obszarów niejedno-

rodnych, anizotropowych czy o skomplikowanych kształtach. Nie bez znaczenia pozostają

także dobre własności numeryczne modelu MES.

Niestety dużą wadą — z punktu widzenia tematyki poruszanej w pracy — jest konieczność

generacji sieci elementów skończonych w całym obszarze symulacji, a więc sieci objęto-

ściowej. Zadanie utworzenia optymalnej trójwymiarowej sieci elementów skończonych jest

wciąż zadaniem będącym przedmiotem badań naukowych [48]. Przy rozwiązywaniu za-

gadnienia odwrotnego tomografii optycznej główki niemowlaka problem regeneracji sieci

byłby zagadnieniem o złożoności obliczeniowej porównywalnej z samą symulacją [82, 98].

Nadto łatwiej jest wygenerować dedykowaną danemu pacjentowi sieć powierzchniową do-

brej jakości niż sieć objętościową wymaganą przez MES.

Metoda elementów skończonych może być z powodzeniem stosowana do rozwiązywa-

nia przybliżenia dyfuzjnego równania RTE [121]. W pewnym obszarze Ω, Φ(r) (gęstość

fotonów jak w równaniu (3.12)) jest ciągła i spełnia równanie dyfuzji z uwzględnieniem lo-

kalnych własności optycznych danegoobszaru. MES aproksymuje Φ(r) przez ważoną sumę

funkcji wielomianowych. Interpolację w punkcie r można przedstawić w postaci:

Φ(r) ≈ Φh(r) =
N
∑

k=1

Mkφk(r) (4.1)

gdzie Mk są funkcjami bazowymi, φk(r) jest gęstością fotonów w węźle k, zaś N stanowi

liczbę węzłów w elemencie. Wstawienie interpolacji (4.1) do formuły wariacyjej równa-

nia dyfuzji oraz przyjęcie funkcji bazowych daje nam przybliżenie równania dyfuzji za

pomocą elementów skończonych [121]. W konsekwencji otrzymujemy liniowy (pasmowy i

symetryczny) układ równań, którego rozwiązanie jest przybliżeniem funkcji Φ(r).

MES jest szeroko stosowana w różnych dziedzinach nauki m.in. w elektrotechnice do

obliczania rozkładu pól elektromagnetycznych, w mechanice przy obliczaniach naprężeń

konstrukcji oraz w termodynamice. Opisywana metoda znalazła również zastosowanie

w szeroko rozumianej tomografii gdzie jest używana do konstruowania obrazów np. w

tomografii impedancyjnej [118].
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4.2 Metoda elementów brzegowych

Jeśli rozważymy obszar Ω z granicą Γ, to propagacja światła w medium rozpraszającym

zwykle opisywana jest przez przybliżenie dyfuzyjne równania transportu światła [7] i

stanowi równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu:

(∇ ·D∇− µa +
iω

c
)Φ(r, ω) = q0(r, ω)∀r ∈ Ω/ Γ (4.2)

Gdzie jak już wcześniej wspomniano Φ jest gęstością fotonów,D = 1
3(µa+µs)

stanowi współ-

czynnik dyfuzji wiążący współczynniki absorpcji µa i rozpraszania µs. Prędkość światła

oznaczono jako c(r) = c0/ν(r), gdzie ν(r) jest współczynnikiem załamania, a c0 jest

prędkością światła w próżni. Przez q0 zostało oznaczone modulowane częstotliwościowo z

pulsacją (ω) źródło światła.

Warunki brzegowe są zazwyczaj warunkami brzegowymi Robina [111]:

Φ(r, ω) + 2αD
∂Φ(r, ω)

∂n
= 0, ∀r ∈ Γ (4.3)

gdzie współczynnik α zależy od współczynnika załamania [113].

Jeśli w analizowanym obszarze Ω absorpcja i rozpraszanie są stałe równanie (4.2)

redukuje się do równania Helmholtza o postaci:

∇2Φ(r, ω)− k2Φ(r, ω) = −q0(r, ω)
D

, ∀r ∈ Ω/ Γ (4.4)

gdzie k =
√

µa
D
− i ω
cD
, zaś warunki brzegowe pozostają określone przez wyrażenie (4.3).

Dla równania dyfuzji rozwiązanie fundamentalne jest wyrażone zależnością [113]:

G(|r − r′|, ω) = 1

4π|r − r′|e
−k|r−r′| (4.5)

Pochodną normalną funkcji Greena w kierunku normalnym n można zapisać jako

n · ∇G = n · ρ
(

−1
4π|r − r′|2 −

k

4π|r − r′|

)

e−k|r−r
′| (4.6)

gdzie ρ = r−r′

|r−r′|
.

Funkcja (4.5) pozwala na sformułowanie równania całkowo-brzegowego, które przyj-

muje postać

c(r)Φ(r) +
∫

Γ−Γǫ

∂G(|r − r′, ω)
∂n

Φ(r)dΓ(r′) = (4.7)

=
∫

Γ−Γǫ
G(|r − r′, ω)∂Φ(r

′)

∂n
dΓ(r′)−

∫

Ω
q0G(|r − r′|, ω)dΩ
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Jeśli wektor położenia r wskazuje na punkt położony na granicy obszaru to całka

brzegowa (4.8) (dokładnie potencjał warstwy podwójnej zawierający składnik ∂G
∂n
), jest

osobliwa — jej funkcja pierwotna jest nieciągła. Aby obejść tę niedogodność najczęściej

wprowadza się współczynnik c(r). Współczynnik ten nie zależy od rodzaju zagadnienia,

lecz od położenia r punktu obserwacji oraz od geometrii brzegu Γ w tym miejscu. Jego

określenie jest wynikiem sztucznego przesunięcia punktu obserwacji do wnętrza analizo-

wanego obszaru. Jest to realizowane w drodze modyfikacji brzegu Γ poprzez rozwinię-

cie półsfery o promieniu ǫ wokół punktu wskazywanego przez wektor r. Następnie obli-

cza się równanie całkowo-brzegowege (4.8) traktując każdy jego człon jako granicę przy

ǫ→ 0 [19]. W pracach [18,19] udowodniono, że przy rozwiązywaniu niektórych problemów
współczynnik c(r) nie musi być obliczany jawnie lecz może być wyznaczony na podstawie

własności fizycznych zagadnienia. W niniejszej pracy współczynnik c(r) = 1/2 z uwagi

na fakt, że punkt obserwacji zawsze leży na gładkiej powierzchni (sfera).

4.3 Wybór metody numerycznej

Jeśli decydujemy się na wybór metody numerycznej, to trzeba powiedzieć, że do tej pory

w Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej wyłącznie stosowana była Metoda Elementów Skoń-

czonych, tu można wskazać na prace zespołu Arridge’a [6, 9, 37, 111].

Każdy obiekt, będący przedmiotem zainteresowania tomografii optycznej ma swoją

specyfikę, ktora zmusza do pokonania pewnych trudnosci jakie ta specyfika niesie ze sobą.

W chwili obecnej są dwa głowne zastosowania dotyczące DTO. Są to mamografia optycz-

na która jak się wydaje już wkrótce będzie technologią wspomagającą przy przesiewowym

badaniu raka piersi, oraz monitoring krwotoków sródmózgowych w przypadku wczesnia-

ków, który jest jedną z głownych przyczyn śmierci dzieci przedwcześnie narodzonych.

Obie wymienione aplikacje wymagają bardzo zaawansowanych metod numerycznych

do przygotowania modelu zagadnienia prostego. W przypadku modelu numerycznego pier-

si, nie znamy warunków brzegowych na styku z klatką piersiową, co jest przyczyną gene-

rownia błędnych obrazów. Ten problem może być w pewnej mierze rozwiązany za pomocą

uwzględnienia nieograniczonego obszaru. Wymaga to zastosowania elementów nieskończo-

nych w MES [57], lub jeśli stosuje sie MEB do brzegowych elementów nieskończonych [87].

To w oczywisty sposób komplikuje numeryczny model zagadnienia. Sprawa jest jeszcze
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bardziej skomplikowana w odniesieniu do modelu numerycznego główki niemowlaczka,

głównie z dwóch powodów, które w szczegłach zostaną przedstawione poniżej.

Mówiąc o dyfuzyjnej tomografii optycznej ciągłego monitoringu niemowląt istotne są

dwa elementy. Po pierwsze model numeryczny główki musi być dedykowany danemu pa-

cjentowi, a po drugie musi być uwzględniona warstwa płynu rdzeniowo-mózgowego, która

w istotny sposób wpływa na rozchodzenie się swiatła we wnętrzu główki. Prace doty-

czące tego problemu można odnaleźć w [99, 114, 127]. Tylko pozycje [114, 127] dotycza

MEB, (pozostałe to MES i metoda analityczna), jednak stopień złożoności zastosowane-

go algorytmu we wszystkich wymienionych przypadkach był tak duży, że wykluczał jego

zastosowanie w zagadnieniach odwrotnych. Zatem wykluczał jego zastosowanie w DTO.

Każdy z wymienionych elementów wymaga szczegółowego omówienia. W pracy przy-

jęto założenie, że analiza będzie dokonana z pomoca MEB. Nastepujące zalety MEB

przemawiają za takim właśnie wyborem:

1. znacznie łatwiej generuje się dobrej jakości sieć powierzchniową dedykowaną danemu

pacjentowi niż sieć objętościową (jakiej wymaga MES),

2. MEB pozwala w łatwy sposób modelować punktowe źródła światła z jakimi mamy

do czynienia w DTO (patrz [127]). Jest to o tyle istotne, że w DTO musimy mode-

lować tablice źródeł światła umieszczoną w hełmie niemowlaka (patrz rys. 2.4). Dla

MES nie byłoby to takie proste,

3. model matematyczny warstwy płynu rdzeniowo-mózgowego jest w sensie matema-

tycznym podobny do postaci równań brzegowo-całkowych wykorzystywanych wMEB,

zatem metoda ta w sposób naturalny jest predysponowana do jej modelowania [114].

Warstwę tą można formalnie włączyć do niejednorodnej, wielowarstwowej MEB [127].

Dodatkowo uwzglednienie tej warstwy zaburza strukturę macierzy stanu wMES (po-

szerza w sposób istotny pasmo macierzy i pozbawia macierz symetrii), podczas gdy

w MEB jest ona naturalnie implementowana, co może świadczyć na korzyść MEB

w tym przypadku.

Pomimo, że ostatnio poczyniono wielkie postępy w modelowaniu istoty ludzkiej [119],

uwzględniając niejednorodności, a nawet anizotropie, a w szczególności głowy, wprowa-

dzając nawet model uwzgledniający pofałdowanie powierzchni mózgu, to jednak model
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powierzchniowy BEM pozostaje atrakcyjny bo przecież mamy do czynienia z główką nie-

mowlęcia. W przypadku noworodków, powierzchnia mózgu nie jest tak pofałdowana jak

powierzchnia mózgu dorosłego człowieka.

Niestety mimo tych zalet, wielowarstwowy model powierzchniowy główki niemowlęcia

ma swoje wady, a mianowicie blokowo pełna niesymetryczna macierz współczynników,

która w przeciwieństwie do pasmowej i symetrycznej macierzy współczynników MES,

sprawia ogromne kłopoty pod względem alokacji pamięci i czasu rozwiązania.

Model numeryczny MEB [127] zawierał około 20 000 węzłów co dawało 23 godziny

pracy procesora (AMD 3,2GHZ) niezbędnych do rozwiązania tego problemu. Takie czasy

są w tomografii absolutnie nie do zaakceptowania. Wydawać by się mogło, że mimo swoich

zalet model MEB nie będzie się do tomografii nadawał, tym bardziej, że metoda przyspie-

szenia uzyskania rozwiązania polegająca na zastosowaniu przekształcenia falkowego nie

dała zadowalających rezultatów [113]. Uzyskane tą metodą przyspieszenie niestety mie-

ściło się w granicach około 30%, a to jest stanowczo za mało.

Dlatego jednym z celów mojej pracy było opracowanie metody przyspieszenia obliczeń do

tego stopnia, aby model numeryczny MEB wraz z macierzą widoczności mógł być uznany

za atrakcyjny dla DTO. Jedynie metoda dekompozycji obszarowej daje nadzieje na przy-

spieszenie obliczeń i rozwiązanie kłopotów z alokacją pamięci. Szczegółowo dekompozycja

obszarowa oraz macierz widoczności zostaną omówione w dalszych rozdziałach pracy.

Drugim problemem modelu numerycznego MEB główki niemowlęcia jest warstwa pły-

nu rdzeniowo-mózgowego. Pomijając pewne trudności związane z rozmiarami geometrycz-

nymi tej warstwy (mała grubość, co wymaga specjalnego traktowania nie tylko w MES,

ale może przede wszystkim w MEB), głównym problemem jest fakt, że warstwa ta jest ob-

szarem przezroczystym, a więc bardzo słabo rozpraszającym światło. W tego rodzaju śro-

dowiskach nie można stosować aproksymacji równania RTE równaniem dyfuzji. Pozostaje

wykorzystanie nielokalnych warunków brzegowych na granicach tej warstwy [17, 47, 100].

4.4 Dekompozycja obszarowa

Wykorzystanie modelu MEB w zagadnieniu prostym DTO implikuje kłopoty w posta-

ci blokowo-pełnych niesymetrycznych układów równań o bardzo dużym współczynniku
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uwarunkowania1. Metody dekompozycji obszarowej dostarczają algorytmów pomocnych

w rozbiciu tej struktury na mniejsze, lepiej uwarunkowane numerycznie bloki (podmacie-

rze), a co za tym idzie poprawiają wydajność obliczeń lub w skrajnym wypadku w ogóle

je umożliwiają [116, 122].

Definiując zagadnienia dekompozycji [116] możemy powiedzieć, że:

1. dekompozycja w obliczaniu równoległym oznacza proces dystrybucji danych do wie-

lu procesorów,

2. w analizie asymptotycznej oznacza fizyczną separację całej domeny na regiony, które

mogą być modelowane różnymi równaniami,

3. w metodach opartych na określaniu warunków wstępnych odnosi się do procesu

podziału dużego liniowego układu równań na mniejsze układy, których rozwiązanie

może być wykorzystane do określenia dyskretnego rozwiązania w całej domenie.

Wszystkie trzy wymienione powyżej przypadki można wykorzystać podczas rozwiązywa-

nia jednego problemu.

Zakresem badań tej pracy było zastosowanie metod dekompozycji obszarowej w obli-

czeniach DTO, dlatego w kolejnych rozdziałach będzie przedstawiony ostatni ze wspo-

mnianych rodzajów dekompozycji, a mianowicie dekompozycja obszarowa. W tej grupie

metod można wyodrębnić generalny podział na dekompozycję „z nakładaniem” i „bez

nakładania”. Termin „nakładanie” odnosi się do sposobu w jaki traktujemy modelowany

obiekt. Jeśli posiada on pewne regiony o różnych własnościach optycznych, algorytmy

dekompozycji mogą wykorzystać ten naturalny podział w procesie definiowania równań

opisujących rozkład poszukiwanej wielkości. Gdy z kolei obiekt jest jednorodny można

określić sztuczne granice podziału i zastosować którąś [116] z metod dekompozycji obsza-

rowej do rozbicia względnie dużych macierzy równań stanu na mniejsze odpowiadające

stworzonym regionom.

4.4.1 Dekompozycja „z nakładaniem”

W dekompozycji z nakładaniem algorytm zakłada dwa częściowe kroki odpowiadające

dwóm zachodzącym na siebie regionom Ω1 i Ω2 oryginalnego obszaru (patrz rys. 4.1).

1Współczynnik obliczany przy uzyciu funkcji „cond” z pakietu narzędziowego oprogramowaniaMatlab
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Na początku zakładamy wartość (rozwiązanie) u02 w obszarze Ω2 uzyskując tym samym

warunek brzegowy na Γ1. Następnie rozwiązujemy równanie brzegowe (4.8) otrzymując

rozwiązanie u01 w obszarze pierwszym Ω1. Teraz można rozwiązać problem brzegowy w

drugim obszarze z warunkiem na brzegu Γ2 wziętym z rozwiązania w poprzednim regionie.

Reasumując, w każdym cząstkowym kroku przedstawionej tu metody [116] rozwiązujemy

zagadnienie brzegowe w obszarze Ωi z danymi warunkami brzegowymi g na zewnętrznym

brzegu obszaru i z poprzednim aproksymowanym rozwiązaniem na brzegu wewnętrznym

Γi(i = 1, 2).

Ω1

Ω2

Γ2

Γ1



























−∆un1 = f u1 ∈ Ω1,
un1 = g u1 ∈ ∂Ω1\Γ1,
un1 = u

n−1
2 u1 ∈ Γ1,



























−∆un2 = f u2 ∈ Ω2,
un2 = g u2 ∈ ∂Ω2\Γ2,
un2 = u

n
1 u2 ∈ Γ2.

(4.8)

Rysunek 4.1. Przykład dekompozycji obliczeń w przypadku gdy analizowane obszary zachodzą

na siebie

4.4.2 Dekompozycja „bez nakładania”

Podobnie jak w dekompozycji z nakładaniem algorytm składa się z dwóch częściowych

kroków odpowiadających sąsiadujacym regionom Ω1 i Ω2 (rys. 4.2). Dla założonej wartości

początkowej u0Γ (warunek Dirichleta) na granicy obszarów szukamy rozwiązania problemu

Dirichleta w obszarze Ω1, a następnie mieszanego problemu Neumann-Dirichlet w obszarze

drugim z warunkiem Neumanna na brzegu wewnętrznym Γ określonym przez rozwiązanie

z poprzedniego kroku (w obszarze Ω1) i z warunkami Dirichleta na reszcie brzegu obszaru

Ω2. Nowa iteracja u
1
Γ jest wyliczana jako liniowa kombinacja aktualnego rozwiązania oraz

poprzedniego u0Γ z użyciem odpowiednio dobranego parametru relaksacyjnego Θ.

Procedura wyboru współczynnika Θ zawarta w pozycji [122] udowadnia, że współczyn-

nik ten mieści się w przedziale (0, 2/λmax), gdzie λmax jest największą wartością własną
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−∆un+1/21 = f u1 ∈ Ω1,
u
n+1/2
1 = 0 u1 ∈ ∂Ω1\Γ,
u
n+1/2
1 = unΓ u1 ∈ Γ,

(N)



























−∆un+12 = f u2 ∈ Ω2,
un+12 = 0 u2 ∈ ∂Ω2\Γ,
∂un+12

∂n2
= −∂u

n+1/2
1

∂n1
∂u
∂n
∈ Γ,

un+1Γ = Θun+12 + (1−Θ)unΓ u ∈ Γ. (4.9)

Rysunek 4.2. Podział domeny na dwa nienakładające się obszary

iloczynu M−1A. Z kolei macierz M odgrywa tutaj rolę wielkości wstępnie określającej

rozwiązanie linowego układu równań Au = b w procesie iteracyjnym (z ang. preconditio-

ner). Jeśli zdekomponujemy macierz stanu A na macierz trójkątną dolną, diagonalną oraz

trójkątną górną A = L +D +U, wówczas możliwe jest zdefiniowanie macierzy M jako

M = D lub M = D + L. Mamy wtedy do czynienia odpowiednio z macierzą prekondy-

cjonującą Jacobi’ego lub Gauss-Seidel’a w sensie wartości rezydualnych [14, 20]. Niestety

sam proces wyznaczania wartości własnych jest dość skomplikowany i o ile macierze A

oraz M są symetryczne i dodatnio określone, możliwe jest jego względnie szybkie prze-

prowadzenie [21, 122].

W przypadku macierzy słabo uwarunkowanych o strukturach rozpatyrywanych w tej pra-

cy parametr Θ dobrano empirycznie, na podstawie badań, które potwierdziły słuszność

wyboru.

4.4.3 Dekompozycja problemu brzegowego na przykładzie kon-

densatora walcowego — rozwiązanie analityczne

W pierwszym etapie prac nad dekompozycją obszarową autor zdecydował się na imple-

mentację jej algorytmów w zagadnieniach pola przepływowego prądu stałego w celu we-

ryfikacji uzyskanego rozwiązania. Model, w którym obliczano rozkład pola elektrycznego

był trójwarstwowym kondensatorem walcowym, zaś równanie opisujące rozkład potencja-

łu miało postać:

∇2Φ = 1
r

∂

∂r

(

r
∂Φ

∂r

)

= 0 (4.10)
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którego rozwiązanie analityczne przyjmuje postać:

Φ(i)(r) = A(i) ln(r) +B(i) (4.11)

gdzie i = 1, 2, 3 oznacza podobszar. Warunki brzegowe oraz współczynniki matriałowe

wynoszą odpowiednio: Φ = 0V |R4 , Φ = 10V |R1, γ1 = 1S, γ2 = 5S, γ3 = 10S. Graficz-
na prezentacja rozwiązania analitycznego równania Laplace’a została przedstawione na

rys. 4.3.

10V

R1

R2

γ2

γ1

γ3

R3

R4

0V

a) b)

Rysunek 4.3. Model kondensatora walcowego trójwarstwowego. Przewodność elektryczna kolej-

nych warstw wynosi odpowiednio: γ1 = 1S, γ2 = 5S, γ3 = 10S a). Rozwiązanie analityczne

równania Laplce’a w trójwarstwowym modelu kondensatora z rys. 4.3a b)

4.4.4 Model kondensatora — dekompozycja z nakładaniem

Generalnym podejściem w tego typu metodach jest takie przedstawienie problemu aby

układy równań opisujące zdekomponowany obszar traktowały wybrane warstwy jako te

wspólne, nakładające się [122]. Dla omawianego problemu Laplace’a w geometrii walco-

wej schemat przekazywania warunków brzegowych oraz ich aktualizacji przedstawiono na

rys 4.4. W pierwszej kolejności rozwiązujemy problem brzegowy reprezentowany przez

algebraiczny układ równań zakładając wstępnie potencjały na wspólnym interfejsie (przy

R3 dla lewego). Po rozwiązaniu uzyskujemy wynik (φ
′), który może posłużyć jako waru-

nek wstępny (Dirichleta) do rozwiązania drugiego układu równań (wstawiamy za z2). Z
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kolei po uzyskaniu rozwiązania drugiego układu dysponujemy wartością potencjału (φ′′),

którą wstawiamy za zmienną z1 w kolejnej iteracji. Cykl się zamyka.

Ω1

10V

Ω3

γ2

γ3

R3

Ω2

R2

R1

R3

R4

R3

R4

R2

R2

R1

0V

γ1

Rysunek 4.4. Algorytm dekompozycji z nakładaniem

Równania (4.10) oraz (4.11) mogą być przedstawione w formie macierzowej:
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(4.12)

Warunek początkowy z
(k)
1 dla k = 0 z uwagi na prostotę zagadnienia powinien spełniać

kryterium minimaksowe na potencjał. Po wykonaniu pierwszego etapu algorytmu (k+1/2)

możemy zaktualizować warunki brzegowe przenoszone na kolejny obszar. Zatem z
(k+1/2)
2 =

A
(k+1/2)
2 lnR2 +B

(k+1/2)
2 (patrz 4.13).
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(4.13)

W drugim, ostatecznym etapie iteracji k = 0 zmienna z1 przyjumje postać z
(k+1)
1 =

A
(k+1)
2 lnR3 +B

(k+1)
2 (patrz 4.12).

Następnie wystarczy uaktualinić warunki brzegowe, czego można dokonać według sche-

matu [20, 122]:

z
(k+1)
1 = Θ · z(k)1 + (1−Θ) · z(k)2 (4.14)

z
(k+1)
2 = Θ · z(k)2 + (1−Θ) · z(k)1 (4.15)
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i przejść do kolejnej iteracji algorytmu. Warunki brzegowe w każdym kolejnym kroku

metody, dla k = 1, . . . , n są liniową kombinacją rozwiązań bieżącego i poprzedniego z

użyciem odpowiednio dobranego parametru relaksacyjnego Θ. Kryteria doboru wspomnia-

nego parametru Θ zostały szczegółowo opisane w pozycji [21,122]. Wyniki dla algorytmu

dekompozycji z nakładaniem zostały zaprezentowane w tab. 4.1.

a) b)

Rysunek 4.5. Analiza zbieżności algortmu dekompozycji obszarowej opisanej równaniami (4.1).

Najlepsze wyniki uzyskano dla parametru relaksacyjnego Θ = −0.5 a). Rozkład zbieżności dla
dodatnich wartości parametru Θ b)

Tabela 4.1. Wyniki algorytmu dekompozycji z nakładaniem (Θ = −0.5). Błąd względny w
stosunku do rozwiązania jednorazowego — dokładnego

Liczba iteracji Błąd względny [%]

1 32.86

2 0.23

3 1.62 · 10−3

4 1.14 · 10−5

4.4.5 Model kondensatora — dekompozycja bez nakładania

Ta metoda dekompozycji [14,122] może być scharakteryzowana następująco. Przenoszone

warunki na interfejsach subdomen są traktowane jako warunki Dirichlet’a w iteracjach
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nieparzystych oraz jako warunki Neumann’a w iteracjach parzystych. I tak w iteracji 1-ej

zakładamy warunki Dirichlet’a (warunek minimaksowy) i na ich podstawie wyznaczamy

pochodne kierunkowe na granicach obszarów. Uśredniając te wartości dla poszczególnych

interfejsów otrzymujemy dane wejściowe do kolejnej (już parzystej) iteracji, w której po-

szukiwane zmienne obliczamy z warunków na ciągłość składowej normalnej wektora gęsto-

ści prądu J . Następnie aktualizujemy wartości potencjału na wewnętrznych interfejsach i

rozpoczynamy następną nieparzystą iterację. To koniec cyklu. W równaniach zakładamy

liniowy rozkład potencjału w funkcji promienia — m.in. od tych założeń zależy zbieżność

metody.

Ω1

0V

0V

γ1
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γ3

γ2

Ω2

γ3

Ω3

10V
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R3

R2

R3

R4

γ1

Ω2

Rysunek 4.6. Algorytm dekompozycji bez nakładania

Dla tego typu dekompozycji równania (4.10) oraz (4.11) mogą być przedstawione w

formie macierzowej (nieparzysta iteracja):
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I przysta iteracja, która w zapisie macierzowym wygląda następująco:
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Podobnie jak w dekompozycji z nakładaniem tu również warunki wstępne z2 i z3 muszą

spełniać kryterium minimaksowe na potencjał. W kolejnych iteracjach dla k = 1, . . . , n

zmienna z2 przyjumje postać:

z
(k+1)
2 = Θ · z(k)2 + (1−Θ) · z(k+1/2)2 (4.22)

zaś zmienna z3

z
(k+1)
3 = Θ · z(k)3 + (1−Θ) · z(k+1/2)3 (4.23)

Zmienne n2 i n3 obliczane są w sposób następujący:

n
(k)
2 =

γ1
γ2
· A
(k)
1

R2
(4.24)

n
(k)
3 =

γ2
γ3
· A
(k)
2

R3
(4.25)

Kryteria doboru parametru relaksacyjnego Θ zostały szczegółowo opisane w pozycji [14,

122]. Sposób w jaki kształtuje się rozwiązanie w zależności od wartości tego parametru

przedstawiono na rysunku 4.7. Wyniki dla algorytmu dekompozycji bez nakładania za-

prezentowano w tab. 4.2. Na podstawie analizy tego akademickiego problemu można
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a) b)

Rysunek 4.7. Analiza zbieżności algortmu dekompozycji obszarowej opisanej równaniami (4.2).

Najlepsze wyniki uzyskano dla parametru relaksacyjnego Θ = 0.15 b). Rozkład zbieżności dla

ujemnych wartości parametru Θ a)

Tabela 4.2. Wyniki algorytmu dekompozycji bez nakładania (Θ = 0.15). Błąd względny w

stosunku do rozwiązania jednorazowego — dokładnego

Liczba iteracji Błąd względny [%]

1 28.22

2 1.49

3 0.04

4 1.95 · 10−3

5 4.65 · 10−5

było mieć nadzieję, że dekompozycja obszarowa zastosowana w DTO będzie cechowała

sie podobnymi właściwościami. Doskonała zabieżność zwłaszcza dla dekompozycji bez

nakładania, która po 5-u itercjach daje błąd względny rzędu 10−5 (patrz tab. 4.2) nie

będzie możliwa do osiągnięcia w DTO. Jak się później okaże inny problem (rówanie dy-

fuzji) oraz zgoła odmiene warunki brzegowe wraz z punktowym źródłem wewnętrznym

nie „trzymają” rozwiązania w sztywnych granicach, tak jak to robiły do tej pory warunki

Dirichleta. Mimo wyczerpujących testów ze współczynnikiem relaksacji Θ nie uzyskano

porównywalnych wyników.
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4.5 Dekompozycja czterowarstwowegomodelu sferycz-

nego opisanego za pomocą przybliżenia dyfuzyj-

nego równania transportu

4.5.1 Sformułowanie problemu

Problem tomografii optycznej w mocno rozpraszającym światło obszarze Ω zamnknię-

tym granicą Γ może być zamodelowany przy użyciu aproksymacji równaniem dyfuzji w

dziedzinie częstotliwości:

−∇ ·D(r)∇Φ(r;ω) + µa(r)Φ(r;ω) +
(iω)

c
Φ(r, ω) = q(r;ω) (4.26)

z warunkami brzegowymi Robina o postaci:

Φ(m;ω) + 2αD(m)
∂Φ(m;ω)

∂ν
= h−(m;ω), m on Γ (4.27)

gdzie ω ∈ R+ jest częstotliwością modulacji, Φ jest gęstością fotonów, c oznacza prędkość
światła, q jest wewnętrznym źródłem światła w ośrodku, h− to strumień fotonów wpły-

wający do wnętrza ośrodka, α jest wielkością która dodaje/uwzględnia niedopasowanie

współczynnika załamania światła na granicy tkanka-powietrze, ν jest normalną do po-

wierzchni brzegowej Γ skierowaną na zewnątrz, D and µa są odpowiednio współczynnika-

mi dyfuzji i absorpcji. Definuje się zmienną D = 1
3(µa+µ′s)

, w którym µ′s jest zredukowanym

współczynnikiem rozpraszania [5,9,113]. Dodatkowo r oznacza wektor wodzący w Ω, zaś

m wektor wodzący na powierzchni Γ.

Dla omawianego modelu zakładamy, że obszar Ω jest podzielony na l osadzonych w

sobie regionów Ωl, (1 ¬ l ¬ L) (patrz rys. ??). Każdy region ograniczony jest gładką grnicą
Γl,(1 ¬ l ¬ L). Dodatkowo każdy z regionów charakteryzuje się stałymi parametrami

materiałowymi: dyfuzją Dl i absorpcją µa,l dla każdego Ωl, (1 ¬ l ¬ L).
W przedstawionym lokalnie jednorodnym ośrodku równanie dyfuzji w dziedzinie czę-

stotliwości jest równoważne równaniu Helmholtz’a, przy założeniu, że poszczególne regio-

ny mają stałe własności optyczne [21]. Jeśli Φl jest poszukiwaną funkcją w regionie l to

można zapisać:

∇2Φl(r;ω)− ω̄2lΦl(r;ω) = − ql(r;ω)Dl(r)
∈ Ωl,

Φl−1|Γl = Φl|Γl, 2 ¬ l ¬ L,
Dl−1∂l−1Φl−1|Γl = −Dl∂lΦl|Γl, 2 ¬ l ¬ L

(4.28)
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gdzie ω̄l jest liczbą zespoloną skojarzoną z równaniem Helmholtz’a w każdym z regionów

Ωl:

ω̄ =

(

µa + iω/c

D

)1/2

, (4.29)

zaś skrócony zapis ∂l := ν · ∇ oznacza pochodną normalną na granicy Γl.

4.5.2 Brzegowe równanie całkowe i numeryczna implementacja

formulation Równanie całkowo-brzegowe z funkcją Green’a dla równania Helmholtz’a w

przypadku braku warunków brzegowych może być traktowane jako rozwiązanie funda-

mentalne. Nastepnie definuje się funkcję Green’a dla równania (4.28) w każdym regionie

Ωl jako rozwiązanie równania:

∇2Gl(r, r′;ω)− ω̄2lGl(r, r′;ω) = −δ(r − r′) (4.30)

z granicą:

Gl(r, r
′;ω)|r→∞ = 0 (4.31)

gdzie Gl(r, r
′;ω) jest odpowiedzią nieskończonego ośrodka na pojedyncze źródło ql = δ

umiejscowione w r = r′ i przyjmujące formę fali sferycznej [5, 11, 45, 62]:

Gl(r, r
′) =

1

4π|r − r′|e
−ωl|r−r

′| (4.32)

Pochodna normalna rozwiązania fundamentalnego może być wówczas zapisana:

∂lG = ν ·
r − r′
|r − r′|

(

−1
4π|r − r′|2 −

ωl
4π|r − r′|

)

e−ωl|r−r
′| (4.33)

Poprzez pomnożenie (4.30) przez Φl(r;ω) i (4.28) przez Gl(r, r
′;ω) oraz ich odjęcie otrzy-

mujemy:

Φl(r;ω)∇2Gl(r, r′;ω)−Gl(r, r′;ω)∇2Φl(r;ω) =

−δ(r − r′)Φl(r;ω) +
ql(r;ω)

Dl
Gl(r, r

′;ω) (4.34)

Następnie całkujemy obie części powyższego równania po r′ nad regionem Ωl, stosujemy

drugą formułę Green’a i upraszczamy poprzez filtr Dirac’a dostając:

Φl(r;ω) =
∫

Ωl
δ(r − r′)Φl(r;ω)d

nS(r′) (4.35)
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Używając poniższej notacji

Ul(m;ω) := Φl|Γl = Φl−1|Γl
Vl(m;ω) := Dl∂lΦl|Γl = −Dl−1∂l−1Φl−1|Γl (4.36)

otrzymujemy równanie całkowe dla regionów wewnętrznych:

Φl(r;ω) +
∫

Γl

(

∂lGl(r,m
′;ω)Ul(m

′;ω)− Gl(r,m
′;ω)

Dl
Vl(m

′;ω)

)

dS(m′)

−
∫

Γl+1

(

∂lGl(r,m
′;ω)Ul+1(m

′;ω)− Gl(r,m
′;ω)

Dl+1
Vl+1(m

′;ω)

)

dS(m′)

= Ql(r;ω) 2 ¬ l ¬ L− 1 (4.37)

gdzie ΓL+1, a źródło Ol jest określone poprzez:

Ql(r;ω) =
∫

Ωl

Gl(r, r
′;ω)

Dl
ql(r

′)dnS(r′) (4.38)

Dla Γ1 używamy następujących warunków brzegowych Φ1|Γ1 + 2αD∂1Φ1|Γ1 = h−, aby

wyeliminować V1

V1(m;ω) =
h−(m;ω)− U1(m;ω)

2αD1
(4.39)

W wyniku otrzymujemy:

Φ1(r;ω) +
∫

Γ1

(

∂1G1(r,m
′;ω) +

Gl(r,m
′;ω)

2αD1

)

U1(m
′;ω)dS(m′)

−
∫

Γ2

(

∂1G1(r,m
′;ω)U2(m

′;ω)− G1(r,m
′;ω)

D2
V2(m

′;ω)

)

dS(m′)

= Q1(r;ω) +H(r;ω) (4.40)

gdzie H definiuje się jako:

H(r;ω) =
∫

Γ1

G1(r,m
′;ω)

2αD1
h−(m′)dS(m′) (4.41)

Jeśli w równaniu (4.37) r będzie wskazywało na granicę Γl, okaże się, że pierwsza całka

jest osobliwa podczas gdy druga będzie miała ciągłe jądro. Proces ograniczający, opisany

w [27] musi zostać uruchomiony, aby rozwiązać osobliwości rozwiązania fundamentalnego.

Wówczas równanie (4.37) będzie miało postać:

C+l (m)Ul(m;ω)

+
∫

(Γl−σ
+
ǫ )

(

∂lGl(m,m
′;ω)Ul(m

′;ω)− Gl(m,m
′;ω)

Dl
Vl(m

′;ω)

)

dS(m′)

−
∫

Γl+1

(

Ul+1(m
′;ω)∂lGl(m,m

′;ω)− Gl(m,m
′;ω)

Dl+1
Vl+1(m

′;ω)

)

dS(m′)

= Ql(m;ω) 2 ¬ l ¬ L− 1 (4.42)
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Podobnie jeśli wektor położeniam będzie wskazywać na wewnętrzną granicę Γl+1, otrzy-

mamy równanie:

C−l (m)Ul+1(m;ω)

−
∫

(Γl+1−σ
−

ǫ )

(

∂lGl(m,m
′;ω)Ul+1(m

′;ω)− Gl(m,m
′;ω)

Dl
Vl+1(m

′;ω)

)

dS(m′)

+
∫

Γl

(

Ul(m
′;ω)∂lGl(m,m

′;ω)− Gl(m,m
′;ω)

Dl+1
Vl(m

′;ω)

)

dS(m′)

= Ql(m;ω) 2 ¬ l ¬ L− 1 (4.43)

Funkcja C±l (m) wzrasta z uwagi na osobliwości na granicy regionów, po całkowaniu roz-

wiązania fundamentalnego na tejże granicy. C±l (m) może być obliczone z równań (4.42)

i (4.43) w otoczeniu punktum, które stanowi półkula σ(ǫ) o promieniu ǫ przy ǫ→ 0. Teraz
obydwie całki stają się całkami ciągłymi. Zatem dla powłoki zewnętrznej otrzymujemy:

C+1 (m)U1(m, ω) +
∫

(Γ1−σ
+
ǫ )

(

∂1G1(r,m
′;ω) +

Gl(r,m
′;ω)

2αD1

)

U1(m
′;ω)dS(m′)

−
∫

Γ2

(

∂1G1(r,m
′;ω)U2(m

′;ω)− G1(r,m
′;ω)

D2
V2(m

′;ω)

)

dS(m′)

= Q1(m;ω) +H(m;ω) (4.44)

W publikacjach [18,27] udowodniono, że operator C±l nie musi być wyliczany, a może

być otrzymany pośrednio z fizycznych zależności. W przypadku punktu obserwacji poło-

żonego na gładkiej powierzchni można zapisać:

C+l (m) = C
−
l (m) =

1

2

Z równań (4.42) do (4.44) można stworzyć układ 2n− 1 równań z 2n− 1 niewiadomymi,

f = U1, U2, . . . , UL, V 2, . . . , VL (4.45)

Po rozwiązaniu powyższego układu, którego całkowa reprezentacja jest zapisana w równa-

niach (4.37) do (4.40), otrzymuje się rozkład pola Φ w punktach wewnętrznych obszaru.

4.5.3 Numeryczna implementacja za pomocą metody elemen-

tów brzegowych

Powierzchnie granic między regionami Γl są zdyskretyzowane na Pl elementów τl,k; k =

1, . . . , Pl o Nl wierzchołkach N l,k′; k
′ = 1, . . . , Nl. Można teraz interpolować funkcje Ul
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oraz Vl z użyciem funkcji bazowej Mk z ograniczeniem do Γl.

Ul(m;ω) ≃
Nl
∑

k′=1

Ul,k′(ω)Ml,k′(m), Vl(m;ω) ≃
Nl
∑

k′=1

Vl,k′(ω)Ml,k′(m) (4.46)

Wzory (4.46) wyrażają zarówno Ul jak i Vl poprzez wspólczynniki urojone Ul,k′, Vl,k′ in-

terpolowane przez węzłowe funkcje bazowe, co wymusza aby Vl była funkcją ciągłą co

najmniej klasy C0.

Całki pojawiające się w równaniach brzegowych (4.42) i (4.43) przybiorą formę:

ul(m;ω) =
Nl
∑

k′=1

Ul,k′(ω)
∫

Γl

∂lGl(m,m
′;ω)Ml,k′(m

′)dS(m′) (4.47)

vl(m;ω) =
Nl
∑

k′=1

Vl,k′(ω)
∫

Γl
Gl(m,m

′;ω)Ml,k′(m
′)dS(m′) (4.48)

Funkcja vl(m;ω) otrzymywana poprzez splot z funkcją Green’a jest potencjałem poje-

dynczej warstwy, zaś funkcja ul(m;ω) jest potencjałem podwójnej warstwy. Jądra splotu

zawierają słabe i silne osobliwości. Aby otrzymać dyskretną reprezentację obu funkcji na-

leży scałkować potenjały pojedynczej (4.48) i podwójenj warstwy (4.47) jako iloczyny z

funkcją testową ψk(m):

ul,k(ω) =
∫

Γl
ψk(m)ul(m;ω)dS(m)

=
Nl
∑

k′=1

Ul,k′(ω)
∫

Γl

∫

Γl
ψk(m)∂lGl(m,m

′;ω)Ml,k′(m
′)dS(m′)dS(m) (4.49)

vl,k(ω) =
∫

Γl
ψk(m)vl(m;ω)dS(m)

=
Nl
∑

k′=1

Vl,k′(ω)
∫

Γl

∫

Γl
ψk(m)Gl(m,m

′;ω)Ml,k′(m
′)dS(m′)dS(m) (4.50)

Jako, że rozwiązania równania całkowego poszukuje się w punktach węzłowych N l,k funk-

cja ψk przyjmuje postać:

ψk(m) = σ(m−N l,k) =: σl,k(m) (4.51)

Aby rozwiązać układ równań składający się z 2L − 1 niewiadomych przyjęto nastę-
pującą notację. Niech All′, Bll′ będą macierzami o rozmiarze Nl × Nl′ odpowiadającymi
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powłoce Γl′ regionu Ωl. Zatem:

All′(k, k
′) =

∫

Γl′

∫

Γl′
δl′,k(m)∂lGl(m,m

′;ω)Ml′,k′(m
′)dS(m′)dS(m)

=
∫

Γl′
∂lGl(N l′,k,m

′;ω)Ml′,k′(m
′)dS(m′) (4.52)

Bll′(k, k
′) =

∫

Γl′

∫

Γl′
δl′,k′(m)Gl(m,m

′;ω)Ml′,k′(m
′)dS(m′)dS(m)

=
∫

Γl′
Gl(N l′,k,m

′;ω)Ml′,k′(m
′)dS(m′) (4.53)

Równania (4.42) do (4.44) pozwalają przejść do macierzowej formy dyskretnej:

[

1

2
I+ A11 +

1

2α1
B11

]

U 1 − A12U 2 +B12V 2 = Q1 +H
...

[

1

2
I+ All

]

U l −BllV l − All+1U l+1 +Bll+1V l+1 = 0

AllU l −BllV l +
[

1

2
I− All+1

]

U l+1 +Bll+1V l+1 = 0

...
[

1

2
I+ ALL

]

UL − BLLV L = 0

Można je wyrazić w formie liniowego układu równań

Kf = b, (4.54)

gdzie K,f i b wynoszą odpowiednio:

K =



















































C11 +
1
2α1
B11 −A12 B12 0 . . . 0

. . . . . .

0 Cll −Bll −All+1 Bll+1
... All −Bll Dll+1 Bll+1

0 0 0 Cl+1l+1 −Bl+1l+1 −Al+1l+2 Bl+1l+2

0 0 . . . Al+1l+1 −Bl+1l+1 Dl+1l+2 Bl+1l+2
...

... . . . . . .

0 0 . . . CLL −BLL



















































(4.55)
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f =
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0
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0

0









































































(4.56)

zaś:

Cll =
1

2
I+ All, Dll =

1

2
I− All (4.57)

przy założeniu, że źródło światła jest umieszczone tylko w jednym punkcie w regionie Ω1.

f jest dyskretną wersją {f} i zawiera współczynniki zmiennych z aproksymacji w
(4.46) dla funkcji (4.45). K jest macierzą systemową, zaś b wektorem znanych wspó-

czynników wyliczonych na podstawie danych o źródłach światła w rozpatrywanym pro-

blemie. Macierz K jest macierzą blokowo-pełną niesymetryczną. Do rozwiązania układu

równań (4.54) użyto uogólnionej metody resiuduów minimalnych (ang. GMRES ) [104].

4.5.4 Czterowarstwowy model sferyczny

Symulacje numeryczne zostały przeprowadzone na czterowarstwowym modelu sferycznym.

Przy użyciu uogólnionej metody residuów ważonych rozwiązano układ równań (4.54) opi-

sujący rozkład funkcji stanu w danym modelu.

Rozwiązanie układu równań o 43022 niewiadomych zajmuje 89h i 16min komputerowi wy-

posażonemu w dwa 64-bitowe czterordzeniowe procesory taktowane zegarem 3GHz. Mimo

16 GB pamięci RAM obliczenia zrzucane są do pamięci masowej co drastycznie wydłuża

cały proces. Dla porównania na tej samej maszynie wykonano również oblicznia układu

rzędu 10766. Czas rozwiązania takiego układu wyniósł 6min. Jednakże jest to model zbyt

ubogi nie mający zastosowania w praktyce.

Aby ograniczyć czas rozwiązania modelu opisanego 43022 równań zwrócono się w kierunku

metod dekompozycji obszarowej, które we współpracy z MEB mogły dać korzystne wyni-
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ki. Dzięki temu, iż MEB określa w każdym węźle siatki powierzchniowej nie tylko wartość

funkcji stanu, ale również i jej pochodną, metody dekompozycji dostają swe wejściowe

dane w możliwie optymalny sposób. Optymalny w stosunku do MES, która wymaga sieci

objętościowej, a oczekiwane wartości prędkości zmian funkcji w węzłach musiałyby być

dodatkowo wyliczane. Ponadto zadanie stworzenia dobrej jakości sieci objętościowej jest

zadaniem czasochłonnym i znacznie trudniejszym od generacji sieci powierzchniowej. Ja-

ko, że główki niemowląt mocno różnią się między sobą (kształt i rozmiar uzależniony od

stopnia wyksztłacenia organu w danym miesiącu życia), problem tworzenia sieci nie daje

się uogólnić i pojawia się przy każdym pacjencie.

W celu uproszczenia obliczeń i ich ewaluacji w symulacjach wykorzystano model sferycz-

ny składający się z czterech warstw różniących się parametrami optycznymi. Na rys. 4.8a

przedstawiony został przekrój poprzeczny opisywanego modelu, złożony z 768 elemen-

tów zerowego rzędu. Rysunki 4.8 przedstawiają logarytm amplitudy gęstości fotonów

a) b)

Rysunek 4.8. Analiza zbieżności algortmu dekompozycji obszarowej opisanej równaniami (4.1).

Najlepsze wyniki uzyskano dla parametru relaksacyjnego Θ = −0.5 a). Rozkład zbieżności dla
dodatnich wartości parametru Θ b)

na granicach warstw. Powyższe rozwiązanie zostało wygenerowane przy jednakowym roz-

kładzie paramterów optycznych w każdym z regionów, a mianowice: µa = 0.01mm
−1,

µs = 1.0mm
−1, nu = 1.333 oraz współczynnik rozpraszania D =

1
3·(µa+µs)

. Izotropo-

we punktowe źródło światła umieszczono w odległośći 1/µs od brzegu regionu (patrz

rys. 4.8b).

Wielowarstwowy model sferyczny może być rozpatrywany jako grupa oddzielnych za-
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gadnień brzegowych mających wspólny brzeg — interfejs (rys. 4.8). Dzięki wykorzystaniu

metod dekompozycji obszarowej regiony mogą być rozpatrywane niezależnie, co umożliwia

skrócenie zwykle długiego czasu obliczeń. Metody dekompozycji reprezentują dwa rodzaje

podejść do obliczeń w zależności od tego czy domeny traktujemy jako nakładające się, czy

też jako sąsiadujące [20,116,122]. W pracy wykorzystano jedną z metod dekompozycji bez

nakładania określaną jako metodę Dirichlet-Neumann oraz dekompozycje z nakładaniem

w postaci komplementarnej metody Schwarza [116].

Implementacja tych metod odbywa się na etapie definiowania równań modelu MEB zagad-

nienia. MEB jest w swej podstawowej wersji zaprojektowana do rozwiązywania problemów

brzegowych w ośrodkach jednorodnych [108]. W przypadku omawianego tu zagadnienia

należy znaleźć rozwiązanie w ośrodku czterowarstwowym, który jest przestrzennie jedno-

rodny czyli posiada obszary, dla których własności optyczne są stałe lecz różnią się między

regionami. Metody dekompozycji szczególnie dobrze nadają się do wykorzystania w tego

typu ośrodkach z uwagi na możliwość ich fizykalnej dekompozycji. Jednorazowo analizo-

wane są zwykle dwa przylegające do siebie obszary mające jednorodne własności optyczne

(chwilowo pomijamy istnienie kolejnych). Jest to podejście zbliżone (pod względem wła-

sności materiałowych) do stanu faktycznego. Zatem uzyskane przybliżenie rozwiązania

może być bliskie dokładnemu.

Φ1

Φ1

Φ3

Ω1 Ω2
Ω3

S

Φ0

Ω0

Φ2

Ω1
Ω2

Φ2

S

Ω3

Γ3

Γ2

Γ1

Γ0

Ω0

Ω1

Ω2

Rysunek 4.9. Schemat przekazywania warunków brzegowych pomiędzy regionami w dekompo-

zycji z nakładaniem

Jako pierwsza została przebadana jedna z metod dekompozycji z nakładaniem, metoda

Schwarza, w której zakłada się, że regiony zachodzą na siebie. Równania odzwierciedla-

jące taką geometrię (rys. 4.9) dzielą badany model MEB złożony 43022 równań na trzy

mniejsze o rzędzie 18438. Strukturę układu przedstawiają wzory od (4.60) do (4.71). Tak

więc czterowarstwowy model zostaje zdekomponawany na trzy mniejsze dwuwarstwowe
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obiekty. Jedna iteracja metody Schwarza składa się zatem z trzech etapów, między któ-

rymi przkazywane są warunki brzegowe do kolejnych etapów, a po osiągnięciu ostatniego

(tu 3-go etapu), do kolejnej iteracji.

Zachodzenie regionów pozytywnie wpływa na zbieżność metody, zwłaszcza, że mamy do

czynienia ze źle uwarunkowanym problemem.

Gęstość Φ(i) i prąd fotonów D(i) ∂Φ
(i)

∂n
na granicy regionów musi spełniać następujące

warunki:

Φ
(i−1)
Γi

= Φ
(i)
Γi

(4.58)

D(i−1)
∂Φ(i−1)

∂n
|Γi = −D(i)

∂Φ(i)

∂n
|Γi (4.59)

gdzie i oznacza i−ty region.
Równania opisujące rozwiązanie problemu dyfuzji w czterowarstwowym modelu sfe-

rycznym mogą być przedstawione w postaci macierzowej. Dla warstwy zewnętrznej z izo-

tropowym, punktowym źródłem światła możemy zapisać:
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Włączając w równania (4.60) warunki brzegowe Robina postaci
∂Φ
(0)
0

∂n
= mΦ

(0)
0 + n gdzie

n = 0, możemy wstępnie zredukować liczbę niewiadomych:
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Wprowadzając warunek (4.58) otrzymujemy:














A
(0)
00 −mB(0)00 A(0)01 0
A
(0)
10 −mB(0)10 A(0)11 0
0 A

(1)
00 0















·















Φ
(0)
0

Φ
(0)
1

0















=















0 B
(0)
01 0

0 B
(0)
11 0

0 0 B
(1)
00















·















0

∂Φ
(0)
1

∂n

∂Φ
(1)
1

∂n















+















q1

q2

0















(4.62)

Następnie uwzględniamy warunek (4.59) w wyniku czego możemy zapisać:
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Ostatecznie dla zewnętrznych, zerowego i pierwszego regionu otrzymujemy:
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Podobnych przekształceń dokonujemy dla warstw pierwszej i drugiej. Zatem:
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Następnie mając na uwadze warunki brzegowe postaci:

Φ
(1)
2 = Φ

(2)
2 (4.66)

D(1)
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(1)
2

∂n
= −D(2)∂Φ

(2)
2

∂n
(4.67)

dalej przekształcamy równania (4.65) tak aby po prawej stronie znajdowały się znane

wartości z poprzedniej iteracji.
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Ostatecznie dla regionów pierwszego i drugiego otrzymujemy:
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Pomijając wyprowadzenia, warstwy drugą oraz trzecią opisują następujące równania:
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Numeryczne eksperymenty dowiodły, że dla elementów drugiego rzędu modelu MEB za-

gadnienia, nie udało się uzyskać zadowalających wyników w zakresie czasu pracy algoryt-

mu. Rozwiązanie (patrz rys. 4.10) zostało uzyskane już po czterech iteracjach, lecz zostało

osiągnięte po takim samym czasie co rozwiązanie jednorazowe, bez dekompozycji (główna

macierz zawierała 4614 równań). Błąd względny tej metody wyniósł 2.42%, co zostało

Rysunek 4.10. Kolejne iteracje algorytmu dekompozycji z nakładaniem do obliczeń w czterowar-

stwowym modelu sferycznym. Poszczególne rysunki przedstawiają logarytm amplitudy gęstości

fotonów w funkcji kąta detekcji wewnątrz analizowanego modelu — na granicach między regio-

nami

uzyskane przy parametrze relaksacyjnym Θ = 0.3. Krzywe z rys. 4.10 przedstawiają roz-

kład poszukiwanej wielkości na granicach Γ0, Γ1, Γ2 i Γ3, który jest reprezentowany przez

krzywe: odpowiednio czarną, czerwoną, zieloną i niebieską.

Wszystkie wyniki z rys. 4.10 jak i pozostałych w tym rozdziale wykreślono w oparciu o

wyniki symulacji zdjęte z węzłów znajdujących się na obwodzie modelu tak jak to przed-

stawiono na rys. 4.11.

Jeśli poszczególne regiony modelu będą traktowane jako sąsiadujące, do podziału pro-
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Rysunek 4.11. Punkty na obwodzie modelu wybrane do prezentacji wyników

blemu należy wykorzystać jeden z algorytmów dekompozycji obszarowej bez nakłada-

nia [20, 21, 122]. W pracy została przebadana metoda Dirichlet-Neumann, w której prze-

kazuje się wartość rozwiązania oraz jego pochodną normalną z granicy regionu bieżącego

do następnego, przylegającego jako warunek Dirichleta i Neumann’a. Ujęcie praktyczne tej

metody w zastosowaniu do rozpatrywanego problemu zostało przedstawione na rys. 4.12.

Dla najwiekszego realizowanego zadania o liczbie równań wynoszącej 43022, algorytm de-

kompozycji bez nakładania podzielił macierz opisującą rozkład funkcji stanu na cztery

mniejsze o liczbie równań wynoszącej 12236. Należy wspomnieć, że przedmiotem tych

obliczeń są macierze bardzo słabo uwarunkowane numerycznie, blokowo-pełne niesyme-

tryczne [113].

S ∂φ0

∂n

Φ1
Ω0

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Γ4

Γ3

Γ2

Γ1

Γ0

Φ0

∂φ1

∂n

Φ2
Φ1

∂φ2

∂n Φ3
Φ2

∂φ2

∂n
∂φ3

∂n

Φ4

∂φ3

∂n

∂φ4

∂n

Φ3

∂φ1

∂n

Rysunek 4.12. Schemat przekazywania warunków brzegowych w algorytmie D-N dekompozycji

bez nakładania. Okręgi stanowią przybliżony przekrój modelu sferycznego

Algorytm dekompozycji bez nakładania wymaga wykonania o jeden większej (dla roz-

wiązywanego tu problemu dyfuzji w czterowarstwowym modelu sferycznym) liczby kro-
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ków w stosunku do opisywanego powyżej algorytmu z nakładaniem. Jednakże powstałe w

wyniku podziału problemu macierze definiujące rozkład funkcji stanu są mniejsze; nie ob-

licza się bowiem obszaru wspólnego. Dla warstwy zerowej z jedynym punktowym źródłem

światła można zapisać:
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Wprowadzając warunki brzegowe w postaci
∂Φ
(0)
0

∂n
= mΦ

(0)
0 +n gdzie n = 0 oraz Φ1 = 0

dostajemy:
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Po rozwiązaniu zagadnienia w regionie zerowym otrzymujemy rozkład gęstości fotonów

na powierzchni Γ0 oznaczony na rys. 4.2 jako Φ0 oraz pochodną normalną tej wielkości

∂Φ1
∂n
na powierzchni Γ0. Pochodna normalna

∂Φ1
∂n
przekazywana jest jako warunek wstępny

do obliczeń w regionie Ω1 i wraz z założoną wartością Φ2 stanowi ogół warunków do tego

etapu obliczeń. Wypisując równania dla regionu Ω1 otrzymujemy:







A
(1)
00 A

(1)
01

A
(1)
10 A

(1)
11





 ·







Φ
(1)
1

Φ
(1)
2





 =







B
(1)
00 B

(1)
01

B
(1)
10 B

(1)
11





 ·







∂Φ
(1)
1

∂n

∂Φ
(1)
2

∂n





 (4.77)

Po uporządkowaniu równań otrzymujemy:
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Stosując ten sam schemat przekształceń dla regionu Ω2 dostajemy:
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Podobnie postępujemy w regionie Ω3, gdzie funkcję stanu i jej pochodną obliczymy roz-

wiązując poniższy układ:
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Numeryczne eksperymenty dowiodły, że nawet dla elementów drugiego rzędu modelu MEB

zagadnienia, nie udało się uzyskać stabilnych i precyzyjnych wyników. Rozwiązanie miało

tendencję do silnych oscylacji nawet po przekroczeniu 20-u iteracji metody Dirichlet-

Neumann (patrz rys. 4.13). Najlepsze wyniki, aczkolwiek obarczone błędem względnym

Rysunek 4.13. Kolejne iteracje algorytmu Dirichlet - Neumann zastosowanego do obliczeń w

czterowarstwowym modelu sferycznym. Poszczególne rysunki przedstawiają logarytm amplitudy

gęstości fotonów w funkcji kąta detekcji wewnątrz analizowanego modelu — na granicach między

regionami
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rzędu kilku procent (4.38%, Θ = 0.85) w stosunku do rozwiązania całościowego, udało się

uzyskać po 26 krokach algorytmu dekomponującego co również pokazano na rys. 4.13. W

trakcie badań, metodą eksperymentalną wyznaczono optymalną wartość współczynnika

relaksacyjnego, który dla tego typu algorytmu i zadania wyniósł około Θ = 0.9.

Zbieżność dekompozycji bez nakładania w zastosowaniu do problemu opisanego dyfuzyj-

nym przybliżeniem równania RTE jest nie do przyjęcia. Zwłaszcza gdy weźmie się pod

uwagę wcześniej opisaną metodę z nakładaniem osiągającą po czterech iteracjach błąd

względny rzędu 2%.

4.6 Czterowarstwowy model głowy niemowlaka

Opisywany w rozdziale 4.5.4 czterowarstwowy model sferyczny stanowił przybliżenie rze-

czywistej głowy niemowlaka, przyjęte w celu testowania i weryfikacji metod numerycz-

nych. W ostatniej fazie badań obliczenia zostały przeprowadzone na rzeczywistym modelu

główki. Podobnie jak wcześniej, tu także modelowanymi warstwami były: skóra, czaszka,

nierozpraszający światła płyn rdzeniowo mózgowy i mózg [8,9, 36].

Struktura liniowego układu równań otrzymanego z MEB, przed zdekomponowaniem miała

postać przedstawioną na rys. 4.14. Rozwiązania tego problemu określonego przez 20000

Rysunek 4.14. Struktura lewej strony macierzowego układu równań modelu MEB opisujące-

go rozkład funkcji stanu w czterowarstwowym modelu główki niemowlaka. Niezerowe wartości

zostały oznaczone jako czarne punkty

niewiadomych zajęło 64-bitowemu procesorowi wyposażonemu w 4GB pamięci operacyj-

nej około 50 godzin. Wykorzystanie metod dekompozycji obszarowej skróciło czas obliczeń

o około 20%, co jest wynikiem niezadowalającym. Należy wspomnieć, że procedury imple-
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a) b)

c) d)

Rysunek 4.15. Rozwiązanie - logarytm amplitudy gęstości fotonów na zewnętrznej powłoce mo-

delu główki niemowlaka a), na zewnętrznej powłoce warstwy kości czaszki b), w obszarze z

płynem rdzeniowo-mózgowym c) oraz na powierzchni mózgu d)

mentujące metody dekompozycji wprowadzają duże narzuty obliczeniowe, np. macierze z

uwagi na dużą ilość elementów zerowych przechowywane są w pamięci w formacie CSR

(ang. Compressed Sparse Row format). To znakomicie wydłuża czasy dostępu do ich pól.

Dodatkowo, jak już wspomniano w poprzednich rozdziałach, dzięki dekompozycji jedno-

razowo rozwiązujemy mniejszy problem lecz w przynajniej kilku iteracjach. Tak więc aby

dekompozycja się „opłacała” rozwiązywany problem musi być stosunkowo duży.

Graficzna prezentacji rozwiązania znajduje się na rys. 4.15. Przedstawia ono rozkład

gęstości fotonów propagowanych z izotropowego źródła punktowego przez czterowarstwo-

wy model główki niemowlaka. Amplituda maleje w miarę oddalania się od źródła, zaś

brak lub bardzo niewielkie rozpraszanie w przedostatniej warstwie prowadzi do ogranicze-

nia fazy i wzrostu amplitudy na wszystkich węzłach tej warstwy.
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4.7 Wyniki

W czasie wykonywania pracy zostały zaimplementowane metody dekompozycji „bez na-

kładania” (algorytm Dirichlet-Neumann, Neumann-Neumann i Dirichlet-Dirichlet) jak

również metody „z nakładaniem”. Najlepsze wyniki z punktu widzenia analizowane-

Rysunek 4.16. Pierwsza i ostatnia iteracja algorytmu dekompozycji „z nakładaniem” w rozwią-

zaniu czterowarstwowego modelu sferycznego (bład względny≈ 2%)

go problemu (mała ilość informacji wejściowych w postaci warunku brzegowego Robina

założonego w jednym punkcie całej domeny) uzyskano przy użyciu algorytmu „z nakłada-

niem” (rys. 4.16). Algorym opiera się na przenoszeniu warunków brzegowych Dirichleta

ze wspólnej granicy nakładających sie regionów pomiędzy kolejnymi etapami jego pracy.

W odróżnieniu od któregokolwiek z algorytmów „bez nakładania” ten zbiega sie bardzo

szybko, a akceptowalne rozwiązanie pojawia się po zaledwie 4 iteracjach. Niestety znacznie

gorzej wygląda złożoność czasowa tej metody, która przy rozmiarze wejścia około 10000

węzłów jest wciąż wolniejsza od podejścia jednorazowego. Pewien przyrost wydajności

uzyskuje się dopiero gdy rozmiar macierzy głównej przekracza 20000. Obliczenia były w

tym przypadku szybsze o 20%, zaś przy rozmiarze rzędu 40000 wynik otrzymywano w

czasie 70% krótszym.

Na rozwiązanie zagadnienia prostego DTO z podobnym poziomem błedu, w przypadku

metody traktującej podobszary jako sąsiadujące i tylko stykające się wzdłuż granic, nale-

ży przeznaczyć około 30 iteracji (algorytm Dirichlet-Neumann). Wybrane rozwiązania po

1, 8, 16 i 26 iteracjach tego algorytmu przedstawiono na rys. 4.17. Słowa komentarza wy-

maga również dokładność rozwiązania uzyskanego w tym algorytmie, którą to wybiórczo

przedstawiono w tabeli 4.3. Otóż największy błąd jest umiejscowiony na granicy Γ3 we-
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Rysunek 4.17. Wybrane iteracje algorytmu Dirichlet-Neumann w zadaniu rozwiązania problemu

DTO czterowarstwowego modelu sferycznego

wnętrznej warstwy Ω3. Jest to warstwa najdalej oddalona od źródła światła (na rys. 4.17

oznaczona kolorem niebieskim), a tym samym jedynego warunku wstępnego. Sekwencyj-

ne obliczanie rozkładów gęstości fotonów przenosi błąd rozwiązania z każdej poprzedniej

warstwy na tę ostatnią.

Tabela 4.3. Procentowy błąd względny algorytmu D-N dla zagadnienia prostego DTO w modelu

sferycznym (z rys. 4.17)

Liczba iteracji Błąd względny

10 43.39%

15 22.24%

20 10.27%

26 4.38%

30 5.14%
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Rozdział 5

Macierz widoczności

W ostatnich latach można było zaobserwować znaczący postęp w tomografii optycznej,

a zwłaszcza w jej zastosowaniach medycznych. Główny nurt badań nad tego rodzaju ob-

razowaniem obejmuje leczenie przdwcześnie urodzonych dzieci. Zakres badań obejmuje

monitorowanie główki niemowlaka w celu wykrycia zaburzeń w dostawach krwi i tlenu do

mózgu. Takie urazy mogą prowadzić do kalectwa, a nawet śmierci. Tomografia optyczna

dostarcza informacji o hemodynamicznych zmianach zachodzących w mózgu, a co za tym

idzie umożliwia diagnozę i późniejsze monitorowanie procesu leczenia. Algorytmy używane

w tomografii optycznej są bardzo kosztowne obliczeniowo [9,11, 55]. Jedną z metod pod-

niesienia wydajności tych obliczeń jest wygenerowanie macierzy widoczności dla ośrodków

o zerowym, bądź bliskim zeru współczynniku rozpraszania i absorbcji światła. Ponadto

macierz widoczności pozwala na zaalokowanie nielokalnych warunków brzegowych w tego

typu ośrodkach [17, 68, 115].

Macierz widoczności określa czy wzdłuż prostej linii pomiędzy parą węzłów warstwy

nie ma przesłaniających je elementów brzegowych. Warstwę tworzą dwie sfery, jedna za-

warta w drugiej. Wybrano sfery ze względu na możliwość analitycznego wyliczenia funkcji

widoczności, która w ujęciu dyskretnym staje się macierzą. Rozpatrując wnętrze jednej

przezroczystej sfery funkcja widoczności jest równa jedności ponieważ wszystkie punkty

można bezpośrednio połączyć linią prostą. W przypadku przezroczystej, nierozpraszającej

przestrzeni pomiędzy sferami koncentrycznymi należy rozważyć trzy przypadki:

1. obydwa punkty r i r′ są na powierzchi Γ2 — widoczne jeśli αvis < 2U , gdzie U jest

kątem przy którym zanika widoczność pomiędzy rozpatrywanymi węzłami,
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2. jeden z punktów znajduje się na powierzchni Γ2, a inny na powierzchni Γ3 — wi-

doczne jeśli αvis < U ,

3. zarówno punkt r jak i r′ są na powierzchni Γ3 — nie widoczne.

Γ2

y

x

Ω3

Ω2

Γ3

r
′

r

αvis

r2

r3

R. rozpraszający

αvis

Region
nierozpraszający

a)

Γ2

y

x

Ω3

Ω2

Γ3

r

αvis

r2

r3

R. rozpraszający

Region
nierozpraszający

r
′

b)

Rysunek 5.1. Kąt widoczności pomiędzy dwoma punktami na powierzchni Γ2 a) oraz pomiędzy

dwoma punktami na powierzchni Γ2 i Γ3 b)

Dla sfer koncentrycznych można wyliczyć kąt odcięcia widoczności. W przedstawionej na

rys. 5.1 geometrii określa go następująca zależność U |Γ3 = 12U |Γ2 = arccos
(

r3
r2

)

. Pozwala

ona na wyznaczenie kąta definiującego widoczność punktów wskazywanych przez r i r′ w

rozpatrywaniej domenie:

αvis = arccos
r · r′
|r||r′| (5.1)

Algorytm tworzenia macierzy widoczności został początkowo opracowany na modelu

sferycznym tzn. określał widoczność węzłów warstwy utworzonej przez sferę i zawartą

w niej drugą sferę o mniejszej średnicy (bryły wypukłe). Następnie został rozszerzony

tak aby możliwe było jego zastosowanie w obiektach o dowolnym kształcie, np. w bryłach

wklęsłych. Docelowo macierz widoczności odpowiada za rozłożenie nielokalnych warunków

brzegowych w warstwie płynu rdzeniowo-mózgowego w modelu głowy niemowlaka.
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5.1 Określanie wklęsłości i wypukłości powierzchni

Z uwagi na zastosowanie algorytmu macierzy widoczności tylko do warstwy przezroczy-

stej, wypełnionej płynem redzeniowo-mózgowym należy przede wszystkim określić kształt

tej powierzchni. Ma to duże znaczenie dla wydajności działania całej metody wykrywania

kolizji.

Otóż wymóg aby sprawdzić widoczność wszystkich węzłów względem siebie implikuje ko-

nieczność prowadzenia promieni między węzłami powłok: zewnętrznej, wewnętrznej oraz

pomiędzy węzłami jednej i drugiej. Założenie, iż światło nie wydostaje się poza warstwę

pozwala wstępnie ograniczyć ilość sprawdzanych przecięć promienia z elementami brze-

gowymi. Wystarczy określić czy dany promień jest skierowany do wnętrza warstwy. Aby

to sprawdzić należy określić czy promień swój początek przybiera na wklęsłej, czy wypu-

kłej powierzchni ograniczającej warstwę. Dla danego węzła, z którego jest wyprowadzany

promień, odnajdujemy wszystkie elementy do których on należy (rys. 5.2). Następnie

5
′

4
′

1
′

2

4

5

3
′

2
′

1

3

r n45

n34

Powłoka wewnętrzna

Powłoka zewnętrzna

n

r

Rysunek 5.2. Określenie wszystkich elementów powierzchni do których należy węzeł

wyznaczamy normalne do powierzhcni znalezionych elementów sprowadzając uprzednio

ich tworzące do początku układu współrzędnych (rys. 5.3). Kolejnym etapem jest wy-

znaczenie iloczynu skalarnego promienia z każdą z normalnych.Jeśli znajdujemy się na
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Rysunek 5.3. Możliwość określenia widoczności węzłów leżących na wypukłych obszarach powłok

warstwy

powierzchni zewnętrznej to:

1. promień wchodzi do wnętrza warstwy gdy: ∀k∈(1:m) nk · r < 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m,

2. promień wychodzi na zewnątrz warstwy gdy: ∀k∈(1:m) nk ·r > 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m,

3. promień ślizga się po powierzchni gdy: ∀k∈(1:m) nk ·r = 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m, gdzie
k to liczba normalnych w danym węźle.

Przy założeniu, że znajdujemy się na powierzchni wewnętrznej:

1. promień wchodzi do wnętrza warstwy gdy: ∀k∈(1:m) nk · r > 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m,

2. promień wychodzi na zewnątrz warstwy gdy: ∀k∈(1:m) nk ·r < 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m,

3. promień ślizga się po powierzchni gdy: ∀k∈(1:m) nk ·r = 0 dla k = 1, 2, 3, ..., m, gdzie
k to liczba normalnych w danym węźle.

Rysunek 5.4 przedstawia wszystkie możliwe przypadki. Promień r1 wchodzi wgłąb

warstwy nr 2 z powłoki zewnętrznej ponieważ jego iloczyn skalarny z normalnymi elemen-

tów w węźle startowym jest mniejszy od zera. Wyznaczające go węzły nie „widzą się”,

gdyż zaproponowana przez autora procedura wykrywania kolizji odnotuje jego przecięcie

z elementem brzegowym (tu mniej więcej w połowie długości). Promienie r2 i r4 spełniają

wszystkie warunki aby móc jednoznacznie powiedzieć, że tworzące je węzły „widzą się”.

Z kolei promienie r5 i r3 są prowadzone pomiędzy węzłami, które się „ nie widzą”. Jest
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Rysunek 5.4. Możliwość określenia widoczności węzłów leżących na wypukłych obszarach powłok

warstwy

tak dlatego, iż promień r5 startuje z wypukłej części powłoki wewnętrznej i biegnie do

nieprzezroczystego wnętrza modelu (warstwa nr 3). Promień r3 również bierze początek

na wypukłej części, ale powłoki zewnętrznej, kierując się na nie przezroczysty obszar nr 1.

5.2 Metody podziału przestrzeni

Można wyróżnić dwie najpopularniejsze w grafice komputerowej metody podziału prze-

strzeni: podział siatką o stałym rozmiarze [54] oraz podział siatką oktetową [3, 4, 13].

Pierwszy ze schematów pozwala na bardzo szybkie przemieszczanie się po siatce. Przejście

do następnego woksela jest relatywnie mało kosztowne obliczeniowo. W drugim przypad-

ku podział przestrzeni jest dostosowany do kształtu obiektów. Takie adaptacyjne dzielenie

przestrzeni pozwala na efektywne przechowywanie danych w pamięci komputera i jedno-

cześnie ogranicza całkowitą liczbę wokseli zawierających w sobie model.

Podział siatką regularną cechuje się stałą rozdzielczością w całej przestrzeni; nawet

w jej pustych nie zajmowanych przez powierzchnie modelu miejscach. Z kolei schemat

oktetowy zwiększa gęstość siatki tylko tam gdzie jest to wymagane, czyli przy krawędziach

obiektów. Pusta przestrzeń pozostaje natomiast niepodzielona, bądź podzielona w małym
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stopniu. Do wad siatki regularnej możemy niewątpliwie zaliczyć generację nadmiarowej

a) b)

c) d)

Rysunek 5.5. Regularny podział przestrzeni wokół obiektu w 2D a) i w 3D c). Oktetowy podział

przestrzeni wokół obiektu w 2D b) i 3D d)

liczby wokseli przy założeniu odpowiedniego stopnia dyskretyzacji. Wady tej nie posiada

siatka oktetowa, która angażuje za to więcej zasobów na poruszanie się między wokselami

o różnych rozmiarach. Różnice między siatkami przedstawiają rysunki 5.5c i 5.5d.

5.3 Podział przestrzeni siatką regularną

Podział regularny dzieli przestrzeń wokół modelu równomiernie w trzech kierunkach bez

względu na jego kształt (patrz rys. 5.6). Algorytm kroczenia po sitace wykorzystuje ten

fakt jednorodnego podziału pozwalając na bardzo szybkie przemieszczania się pomiędzy
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Rysunek 5.6. Siatka regularna obejmująca dwie sfery, takie jak na rys. 5.5c, pokazane w formie

chmury węzłów. Rysunek przedstwawia rzuty płaskie oraz rzut ogólny izometryczny

wokselami wzdłuż promienia. Mając z góry daną informację o kroku siatki możemy wy-

liczyć współrzędne wejścia i wyjścia promienia z bieżącego woksela. Szczegółowa analiza

algorytmu przemieszczania się po siatce regularnej znajduje się w [3].

5.4 Podział przestrzeni siatką oktetową

Głównym powodem dla którego używa się podziału oktetowego (patrz rys. 5.7) jest jego

automatyczna adaptacja/dostosowywanie się do kształtu obiektu. Tutaj z góry nie znamy

liczby ani rozmiaru wokseli. Wspomniane parametry wyliczane są w trakcie procesu po-

działu przestrzeni. Największe z wokseli obejmują puste nie zajmowane przez powierzchnię

modelu rejony w przeciwieństwie do tych najmniejszych, które są właśnie tam skoncen-

trowane. Przestrzeń jest rekursywnie dzielona na coraz to mniejsze cząstki, aż do monetu

kiedy zostanie spełniony warunek gęstości siatki. Warunek ten może być określony po-

przez maksymalną ilość węzłów w wokselu [54]. Rekursywny podział zapewnia dodatkowo

efektywne przechowywanie danych w strukturze drzewiastej, co z kolei implikuje szybkie

przeszukiwanie i krótki dostęp do pamięci, do np. współrzędnych następnego woksela na
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Rysunek 5.7. Siatka oktetowa obejmująca dwie sfery, takie jak na rys. 5.5d, pokazane w formie

chmury węzłów. Rysunek przedstwawia rzuty płaskie oraz rzut ogólny izometryczny

drodze promienia. Z uwagi na fakt, że przestrzeń dzielona jest automatycznie nie znamy

rozmiaru żadnego woksela oprócz tego w którym się obecnie znajdujemy. Ta niedogodność

pociąga za sobą użycie znacznie bardziej złożonego obliczeniowo algorytmu przemieszcza-

nia się po siatce [54] niż ten wykorzystywany przy podziale regularnym.

5.5 Wyznaczanie macierzy widoczności

Efektywne i szybkie wyznaczenie macierzy widoczności wiąże się z ograniczeniem liczby

sprawdzanych przecięć pomiędzy odcinkiem (promieniem) łączącym poszczególne węzły

powłok, a elementami brzegowymi (trójkątami). Niezależnie od tego jaką metodą podziału

przestrzeni przyjmiemy algorytm generujący macierz widoczności będzie się składał z

następujących etapów:

1. podział przestrzeni i przypisanie elementów brzegowych do otaczających je wokseli,

2. prowadzenie promienia z kolejnych węzłów powłoki zewnętrznej na węzły tej samej

powłoki (odwiedzamy tylko woksele występujące na drodze promienia i tylko w nich

dokonujemy testu na kolizje),
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3. jak powyżej tylko, że tym razem rozważamy powłoki zewnętrzną i wewnętrzną,

4. jak powyżej z tym, że teraz zajmujemy się tylko powłoką wewnętrzną,

5. sukcesywnie wypełniamy macierz widoczności powtarzając kroki od 2 do 3.

Osobnego potraktowania wymaga krok pierwszy powyższej procedury, gdzie określa

sie które elementy brzegowe (tu trójkąty) są obejmowane przez poszczególne woksele zdy-

skertyzowanej przestrzeni. Tego typu testów zwykle używa sie w algorytmach detekcji

kolizji opartych na siatkach prostopadłościennych oraz do dyskretyzacji przestrzeni wo-

kół obiektów w oprogramowaniu do modelowania metodą śledzenia promieni (ang. ray

tracing). Test zaproponowany przez Akenine-Möller [1] opiera się na twierdzeniu osi roz-

dzielających [43,56]. Twierdzenie to mówi, że dwa wypukłe wieloboki A i B nie stykają się

w żaden sposób, gdy można je rozdzielić albo wzdłuż osi równoległej do normalnej wie-

loboku A lub B, albo wzdłuż osi stworzonej przez iloczyn wektorowy dowolnej krawędzi

wieloboku A z dowolną krawędzią wieloboku B.

W przypadku prostopadłościanów oraz trójkątów całkowity test przynależności składa się

z 13 etapów:

1. jeden test określający czy płaszczyzna zdefiniowana przez normalną trójkąta na-

kłada się na rozpatrywany woksel. Testowane są tylko dwa przekątne wierzchołki

woksela, których kierunek jest najbliższy kierunkowi normalnej trójkąta [28],

2. 12 testów polegających na rzutowaniu krawędzi trójkąta na normalne powierzchi

tworzących woksel [1, 28].

W niniejszej pracy algorytm został wykorzystany do przypisania elementów brzegowych

do wokseli. Dokonuje się tego w celu ograniczenia liczby przeprowadzanych testów na

kolizje promienia z elementami brzegowymi. Testy przecięć promienia z trójkami wykonuje

się tylko w wokselach przez które promień przechodzi. Dlatego należy wcześniej określić,

które z elementów są obejmowane przez dany woksel, które mają z nim część wspólną.

Dokładność rozwiązania uzyskiwanego w MEB wzrasta wraz z liczbą węzłów, a co za

tym idzie elementów tworzących model obiektu. Często wykorzystywane są zatem nie tylko

elementy pierwszego, ale i wyższych rzędów. Przykładwo, wykorzystanie sześciowęzłowego

elementu izoparametrycznego oznacza, iż do wyznaczenia funkcji stanu i jej pochodnej w

elemencie będą użyte funkcje interpolujące drugiego rzędu. Implikują one również kształt
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elementu, który nie jest już płaski, lecz wypukły lub wklęsły w zależności od jego orien-

tacji w przestrzeni. Zaproponowana powyżej metoda określania przynależności elementu

brzegowego do woksela oraz jego testu na kolizję z promieniem nie może być wykorzystana

jeśli model jest zbudowany z elemntów innych niż płaskie i trójkątne. O ile w przypadku

testu na kolizje wystarczy zamiast równania płaszczyzny wykorzystać równanie opisujące

parabolidę o tyle określenie przynależności elementu do woksela skomplikuje się czyniąc

dyskretyzację przestrzeni wokół modelu, a w końcu i obliczenia macierzy widoczności

nieopłacalnymi. W wydajnych algorytmach grafiki komputerowej wykorzystywanych do

tworzenia fotorealistycznych scen, implementuje się metody testujące kolizje promienia

czy płaszczyzny jedynie ze sferą, cylindrem lub stożkiem. Inne, dowolnie skomplikowane

kształty reprezentowane są przez wielościany, a zatem płaszczyzny [97].

Algorytm tworzenia macierzy widoczności redukuje złożoność obliczeniową problemu

z O(n3) do O(n2). Jednakże poprawę wydajności uzyskuje się tylko przy właściwym dobo-

rze rozdzielczości siatki. Zbyt duża liczba wokseli przyniesie stratę czasu przy przemiesz-

czaniu się po nich. Z kolei zbyt mała spowoduje zwiększenie ilości testów na kolizje pro-

mienia z elementami brzegowymi. Na rysunkach 5.8 i 5.9 pokazano poszczególne schematy

Rysunek 5.8. Przemieszczanie się po siatce

regularnej

Rysunek 5.9. Przemieszczanie się po siatce

oktetowej

podziału przestrzeni w odniesieniu do algorytmów przemieszczania się po siatce. Całko-

wita odległość w wokselach między analizowanymi węzłami wynosi 7 (górny promień)

84



w przypadku siatki oktetowej, a 12 dla siatki regularnej. W efekcie działania algoryt-

mu otrzymamy zero-jedynkową macierz rzadką, którą przedstawiono na rysunkach 5.10a

i 5.10b.

5.6 Porównanie algorytmu macierzy widoczności z

siatką oktetową i regularną

Czas generacji macierzy widoczności silnie zależy zarówno od przyjętego stopnia jak i

schematu podziału przestrzeni. Wyniki dla obiektów złożonych odpowiednio z 246, 626 i

3278 węzłów przedstawiono w tabeli 5.1. W ostatnim wierszu tabeli 5.1 został przedsta-

Tabela 5.1. Wyniki porównania

Liczba węzłów 246 626 3278

Typ siatki: brak (metoda siłowa bf) 12,066s 3m11,6s 4h36m46,715s

Typ siatki: siatka regularna (reg) 2,991s 26.944s 33m11.089s

Typ siatki: siatka oktetowa (oct) 2,554s 20.925s 11m24,7s

a) b)

Rysunek 5.10. Macierz widoczności dwóch sfer: liczba elementów brzegowych 1239, liczba węzłów

626 a), oraz macierz widoczności dla obiektu o 323 węzłach i wklęsłej powierzchni wewnętrznej b)
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wiony przyrost wydajności algorytmu generującego macierz widoczności w zależności od

sposobu podziału przestrzeni. Otrzymane wyniki pozwalają stwierdzić, że wykorzystanie

siatki oktetowej jest rozwiązaniem efektywnym, ale dla obiektów złożonych ze znacznie

wiekszej liczby węzłów (co pokazano na rys. 5.11).

Rysunek 5.11. Porównanie czasów tworzenia macierzy widoczności pomiędzy metodą „brutalnej

siły”, a opracowanym algorytmem z dwoma metodami podziału przestrzeni: regularnym oraz

oktetowym

5.7 Podsumowanie

Dobór metody podziału przestrzeni uzależniony jest po pierwsze od wstępnej analizy

kształtu obiektu, dla którego będzie tworzona macierz widoczności. Dla obiektów o sto-

sunkowo niskim stopniu złożoności (np. sfery), których węzły są równomiernie rozłożone w

przestrzeni oraz dla celów badawczych w procesie testowania algorytmów można używać

siatki regularnej. Dla obiektów o dowolnym kształcie, złożonych z dużej liczby elementów

należy korzystać z siatki oktetowej, która „dopasowuje się” do modelu. Wybór jest uza-

sadniony brakiem konieczności dyskretyzacji przestrzeni „nie wypełnionej” przez obiekt.

Oszczędzane są tym samym zasoby przy sprawdzaniu przynależności elementów brzego-
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wych do poszczególnych wokseli. Przeprowadzone symulacje pozwalają na stwierdzenie,

że siatka oktetowa podniesie wydajność algorytmu generującego macierz widoczności, ale

tylko dla obiektów o odpowiednio dużej złożoności (od kilkunastu tysięcy elementów brze-

gowych).
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Rozdział 6

Wnioski końcowe i podsumowanie

Celem pracy było opracowanie metod przyspieszenia obliczeń w DOT. Autor zdecydował

się na metody dekompozycji obszarowej z uwagi na możliwość współpracy tych metod z

modelem zagadnienia opracowanym w MEB.

Zgodnie z wynikami prac na dekompozycją obliczeń rozkładu pola elktrostatycznego w

warstwowym kondensatorze walcowym wskazanym byłoby użycie wydajninejszych metod

dekompozycji bez nakładania. Należy tu zaznaczyć, wydajnieszych dla prostego proble-

mu Laplace’a. Inaczej bowiem sprawa się ma gdy metody dekompozycji zastosujemy w

modelu opisanym równaniem dyfuzji. W konkretnym przypadku sferycznego modelu czte-

rowarstwowego dekompozycja bez nakładania jest metodą niestabilną i zbiega się tylko w

ściśle określonych warunkach, dodatkowo po osiągnięciu stosunkowo dużej liczby iteracji

(min. 25, błąd względny na poz. 5%). Wynikać to może z bardzo ubogiej liczby informa-

cji wstępnych jakie dostarczamy w formie warunków brzegowych. Zadowalające wyniki

dla przypadku badanego w tej pracy daje metoda dekompozycji obszarowej z nakłada-

niem. Otóż, już 4 iteracje dwustopniowego algorytmu metody naprzemiennej pozwalają

na zbliżenie się do rzeczywistego rozwiązania na odległość 2%-go błędu względnego. W

tej konkretnej aplikacji dekompozycja z nakładaniem znacznie lepiej się zbiega, a roz-

wiązanie nie doznaje tak dużych fluktuacji w tracie pracy algorytmu, jak dzieje się w

przypadku metod pracujących na sąsiadujących, nienakładających się regionach. Każdy

z algorytmów jest tak samo dobry. Wszystko zależy od doboru odpowiedniej metody do

rozwiązania konkretnego problemu.

Jeśli chodzi o macierz widoczności, kluczową sprawą jest dobór metody podziału prze-

strzeni wokół obiektu. Wyniki pokazują, iż użycie najprostszej siatki o stałym kroku i
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odpowiadającego jej mechanizmu kroczenia po takiej sieci jest skuteczne i wydajniejsze

tylko i wyłącznie w przypadku obiektów o bardzo małej złożoności (ilość węzłów). Do

pewnego momentu opłaca się korzystanie ze stałej siatki, zaś po przekroczeniu krytycznej

liczby elementów (węzłów) modelu korzystniejsze będzie użycie dyskretyzacji adaptacyj-

nej.

Dyskretyzacja stałokrokowa przestrzeni wokół modelu może być użyta w celach badaw-

czych podczas testów na obiektach mniejszej skali.

Za najważniejsze osiągnięcia oryginalne rozprawy autor uważa

1. przeprowadzenie analizy algorytmów dekompozycji obszarowej,

2. przeprowadzenie analizy wybranych algorymów z zakresu grafiki komputerowej,

3. opracowanie i implementację metod dekompozycji obszarowej w zaganieniu prostym

dyfuzyjnej tomografii optycznej,

4. opracowanie i implementację algorytmu tworzenia macierzy widoczności dla zagad-

nień dyfuzyjnej tomografii optycznej.
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