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D. Wytrzymałość na zginanie. 
§ 37. Obliczenie belek zginanych. 

Weźmy pod uwagę belkę pracującą na zginanie !'pod 
w p ł y w e m sił Px, P g , P3.... i zbadajmy, jaki stan rzeczy za­
chodzi w dowolnym przekroju mn (rys. 168). Po lewej 
stronie tego przekroju działają dwie si ły: oddzia ływanie 0 ( 

i siła P , . W r ó w n o w a d z e belki nic się jednak nie zmieni, 
jeśli w przekroju mn umieścimy cztery równoważące się siły, 
a to: dwie siły pionowe, ale wprost przeciwnie sobie skie­
rowane 0X i O / ' , oraz dwie również pionowe i również prze­
ciwne sobie siły P , ' i P , " ; bowiem wypadkowa tych sił 

o. 1 R 

1 
b 

1 
Rys. 168, 169 i 170. 

r ó w n a się zeru*). Otrzymane w ten sposób siły ( O n Px, O,', 
O,", Px\ Px") możemy w dowolnym porządku złożyć ze sobą. 
Siły O, i O / , oraz Px i P , " dadzą dwa momenty statyczne, 
k tó rych suma wyniesie: 

M 0,c — PjC, . 1 2 3 
zatem moment o wielkości znalezionej już poprzednio (wz. 27). 

*) Możnaby tak samo wz iąć s i ły działające po prawej stronie, P2 

PB i 02, gdyż ich wypadkowa r ó w n a jest co do w i e l k o ś c i i p o ł o ż e n i a 
wypadkowej si ł Ox i Pv 

Bryla: Podręcznik statyki budowli. 9 
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Ten moment zginający M stara się wygiąć przekrój mn 
w kierunku wskazówki na zegarze; ma zatem znak dodatni 
(po równa j §§ 14 i 23). Przekrój ten obróci się ostatecznie 
o pewien kąt, zajmując położenie mn (fig. 171), pozostanie 
przecież płaski i po obrocie. Podobnie obrócą się i inne 
przekroje, jednakowoż o inny kąt, skutkiem czego górne 
włókna skrócą się, dolne natomiast wydłużą; w środku belki 
pozostanie jednak jedna warstwa ab (rys 169), k tóra długości 
nie zmieni. Wars twę tę nazywamy w a r s t w ą o b o j ę t n ą , 
a linję przecięcia jej sl z pewnym przekrojem, np. z prze­
krojem mn lub pr (rys. 171), o s i ą o b o j ę t n ą . Przekroje 
mn, k tóre przedtem były pionowe, zajmą teraz położenie 
m'n i p'r\ pozostając jednak p ros topad łemi do osi. 

Dotychczas nie mówi l i śmy nic o wp ływie sił O / ' i P,', 
które działają w badanym przekroju mn. Dadzą one siłę 
wypadkową, która wynos i : 

T^Oy" - P . ^ O j — Pt 124 
Siła ta jest zatem siłą poprzeczną, znalezioną już poprze­
dnio w § 23 (por. wz. 23 i 27). Stara się się ona przesunąć 
przekrój mn pionowo względem przekroju, leżącego bardzo 
blisko obok niego, tak, by belka przybra ła kształt, wska­
zany na rys. Ą^lo 

Wskutek działania momentu M i siły poprzecznej T 
powstają wewną t rz belki naprężenia , t. j . siły wewnę t r zne . 
Naprężenia, powsta łe wskutek działania momentu, nazywamy 
z g i n a j ą c e m i , g n ą c e m i , n o r m a l n e m i (t. j . prostopa­
dłemi do przekroju, gdyż taki mają kierunek); naprężen ia 
wskutek siły poprzecznej naprężen iami ścinającemi. Te osta­
tnie są jednak zwykle w belkach drewnianych i żelaznych 
li tych znacznie mniejsze od normalnych, to też tutaj zajmo­
w a ć się niemi nie będziemy. Natomiast ważne są dla o b l i ­
czenia belek n a p r ę ż e n i a z g i n a j ą c e ; aby je obliczyć, 
trzeba przedewszystkiem znaleźć momenty belki w każdym 
jej punkcie. 

Rys.171 przedstawia płaszczyzny mn i pr, narysowane 
w większej podziałce, przed i po ugięciu. Widać na niej, że 
odkształcenia (przedłużenia, względnie skrócenia) poszczegól­
nych włókien nn, mm i t. d. mają się do siebie jak odle­
głości i ch od osi obojętnej st, przechodzącej przez punkt S, 
t. j . , że nn': mm' = y: e. Wierny jednak, że (aż do granicy 
proporc jonalnośc i ) naprężenia są wprost proporcjonalne do 
odkształceń. Stąd wynika, że włókna najbardziej od osi odda­
lone będą naprężone najbardziej, zaś w samej osi będzie na­
prężenie r ó w n e zeru. Oznaczając naprężenie w odległości ij 
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od osi obojętnej przez a,, naprężenie w warstwie skrajnej 
górnej przez a, w warstwie dolnej przez a', otrzymamy na 
mocy podobieńs twa t rójkątów &ANN' <*>&ABB' cr> A A C C 
(rys." 171 c): 

%*zy»\ 125 
oraz: o-.ay=e .g \ 

a s tąd: ay = a ~ , względnie ay — o' ^ 125a 

Zatem w każdem włóknie oddalonem o g od osi obo­
jętnej panuje naprężenie ay, stałe na całej szerokości paska fg. 
Jeżeli powierzchnia takiego paska w odległości g od osi obo­
jętnej (rys. 171 b) wynosi f, to suma naprężeń wszystkich 
jego włókien r ó w n a jest naprężeniu o,h p o m n o ż o n e m u przez 

Rys. 171. 

A zatem suma wszystkich naprężeń ściskających w całej 
ściskanej części belki (rys. 17fec i d): 

e 

» = ...) = 7 ( [ i ! / i + n ! / 1 + - ) = 3ft 1 2 6 

o 
zaś suma naprężeń rozciągających : 

e' 

c={~f\g'i+§f* y\+--)=^(r:yi,+f*'g2' + -..)=^i'g'wa 
- • - x. 9—-

Jeśli ma być r ó w n o w a g a w przekroju, t. j . jeśli nie ma 
nastąpić dalszy ruch obrotowy ani też pos tępowy, to muszą 
się spełnić warunki tej równowag i , a więc (prócz innych) 

9* 
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suma składowych poziomych musi być r ó w n a zeru, więc 
C — D=Q. Podstawiając wartości , otrzymamy: 

ponieważ zaś z rys. 154c wynika, że — = przeto: 

7 ( 2 f t - 2 ^ 0 . . . . . . ,27 

Jeśli iloczyn r ó w n a ć ma się zeru, to jeden z mnożn i ­

ków musi być zerem; pon iewać zaś ^ zerem nie jest, przeto 

równan ie spełni się tylko, jeżeli wyraz w nawiasie r ó w n a 

e ~e' 

się zeru t. j . , jeżeli: 2 fu = 2 / V . . . . . ; . , - . « , 1 2 8 

i o 
\y jest momentem statycznym paska o powierzchni + 

względem osi oboję tne j ; zatem 2fy jest sumą m o m e n t ó w 
stat. wszystkich pasków po jednej, — ~j'y' pasków po drugiej 
stronie osi, zaś Zfy——/'y' jest momentem statycznym wszyst­
kich pasków przekroju, t. j . całego przekroju ze względu na" oś. 
Wedle 128 ma on być r ó w n y zeru. Jednak linja, względem 
której suma m o m e n t ó w statycznych pewnego przekroju = 0, 
przechodzi (wedle (5 21) przez środek ciężkości tego prze­
kroju, a zatem: 

O ś o b o j ę t n a p r z e c h o d z i p r z e z ś r o d e k c i ę ż k o ś c i 
p r z e k r o j u . 

Jeśli jednak ma nastąpić r ó w n o w a g a , to i moment sta­
tyczny wszystkich sił działających musi r ó w n a ć się zeru. Na 
dany przekrój mn działa: 1. moment M sił z e w n ę t r z n y c h 
ze względu na punkt S (o wielkości w danym przykładzie 
M—0,c — P\Ct), oraz 2. suma m o m e n t ó w n a p r ę ż e ń również 
ze względu na punkt S. Siła wewnę t r zna , odpowiadająca pa­
skowi /', odległemu od osi obojętnej o y wynosi fo;/, a jej moment 

względem S jest fov y = f— y*. Dla wszystkich pasków po­

wyżej osi obojętnej otrzymamy zatem: 
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dobnie poniżej os i : ~ ^ /'f/"2- Wiemy wreszcie, że ^- = ^ -

a stąd dla równośc i m o m e n t ó w : 

Wyraz 2fy2 składa się z bardzo wielu dodajników, 
z k tórych każdy r ó w n y jest i loczynowi niezmiernie wąskiego 
paska, na jakie dzielimy przekrój , przez kwadrat jego odle­
głości od osi obojętnej . Nazywamy go m o m e n t e m bez­
władności I. Ponieważ mamy w nim powierzchnię f (cm2) 
mnożoną przez kwadrat długości y 2 (znów cm2), przeto 
jednostką momentu bezwładności będą cm 4 , t. j . centymetry 
do potęgi czwartej. Sfy* jest więc momentem bezwładności 
całego przekroju względem osi obojętnej . Otrzymujemy zatem: 

M = - I = ° - ^ I J 130 

Największe naprężenie będzie we włókn ie najbardziej 
oddalonem od osi obojętnej , a zatem we włóknie skrajnem 
(jednem lub obu). Z r ó w n a n i a 130 otrzymamy jego w a r t o ś ć : 

najw. o = -r— ) • • . . g- . . . 131 

M = najw. a — 132 

Dla danego przekroju mn zmienny jest moment zależnie 

od obciążenia, natomiast I i e są stałe. Nazwijmy = W , to 

? 1 3 3 

M = oW . . 134 

Wielkość W nazywamy m o m e n t e m w y t r z y m a 
ł o ś c i lub m o m e n t e m o p o r u lub też w s k a ź n i k i e m 
p r z e k r o j u ; mierzymy go w cm 3 . 

Podobnie otrzmamy dla w łókna oddalonego o e. 

, Me' M i , . I „r,\ 
o ' * « - j p=[gdae^r = W , J . . . . I33a 

M = a' W 134a 
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Najczęściej używamy przekro jów symetrycznych wzglę­
dem osi poziomej; dla nich oś obojętna (oś ciężkości) jest 
zarazem osią symetrji. Wtedy e = e\ W = W'. 

Jeżeli moment ma znak dodatni, to w części górnej 
belki występuje ściskanie, oznaczane znakiem „—", zaś w części 
dolnej wyciąganie, oznaczane znakiem „ + ". Np. „—a" ozna­
cza „ściskanie o wielkości o". 

Największe naprężenia powstają zawsze we włóknach 
najbardziej oddalonych od osi oboję tne j ; inne włókna prze­
noszą siły o wiele mniejsze, niż wynosi ich wyt rzymałość 
(względnie naprężenie dopuszczalne); nie są więc należycie 
wyzyskane. Staramy się dlatego zwykle o to, aby największą 
część mater ja łu belki rozmieścić możl iwie daleko od osi, co 
widać np. w belkach żelaznych J , C i t. d. 

W belce narażonej na zginanie przybierają momenty 
zginające w poszczególnych miejscach różne wartości . Naj-
praktyczniej byłoby więc zastosować belkę o przekroju zmien­
nym, silniejszym tam, gdzie działają momenty większe, zaś 
s łabszym, gdzie występują mniejsze. Jednakowoż belek ta­
k ich używamy tylko w większych konstrukcjach; w mniej­
szych używa się zwykle belek drewnianych lub dźwigarów 
żelaznych o przekroju stałym na całej długości, a tern sa­
mem o stałym momencie wyt rzymałośc i W i momencie bez-

władnośc i /. Wtedy wedle wzoru 130 a = ^ największe na­
prężenie wystąpi w przekroju, w k tó rym moment jest naj­
większy; przekrój ten nazywamy dlatego przekrojem nie-
qezpiecznym. 

Ze względu na konieczną w budowlach inżynierskich 
p e w n o ś ć obliczamy wymiary belek tak, aby największe na­
prężen ie (we włóknach skrajnych przekroju niebezpiecznego) 
było conajwyżej r ó w n e naprężeniu dopuszczalnemu. Dla 
najw. M musi być więc o = kB, a r ó w n a n i e 133 przybierze 
wtedy pos tać : 

| ^ ^ najw. M • 1 3 5 

Zwykle dany jest najw. M, oraz naprężenie dopuszczalne, 
k tó rego nie można p rzekroczyć ; natomiast w tablicach szu­
kamy belki mającej moment wyt rzymałośc i W r ó w n y ob l i ­
czonemu lub większy; wtedy u ż y w a m y wzoru : 

W- n a i , W - M 136 
A-c 
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§ 38. Rachunkowe wyznaczenie momentu bezwładnośc i 
prostokąta 

Podzielmy prostokąt o w y s o k o ś c i li, a podstawie b (rys. 172) na 
wąsk ie paski poziome o grubośc i g; powierzchnia każdego paska niech 
wynosi /', zaś odstęp od osi XX niech 
będzie y. Momentem b e z w ł a d n o ś c i 
jednego paska jest 7( - />/ = (bg)if-. 
Ula górnej p o ł o w y prostokąta mamy 
zatem J/a£ = bg('Ji2 + ył + ••")• czyli 

Ix=2b(yłg+y\g\-...) . . . 137 
ale ya = Ui + g, y*=y-2+g..., a zatem: 

,V; 1

3-.'/23 + 3{/a^ + 3y2oa + .(/3 

Wartośc i g są jednak bardzo 
małe , a tern mniejsze są war tośc i 
(/- i g3; m o ż e m y je więc. śmia ło opu­
śc ić . Otrzymamy wtedy: 

ył = Ui* + 3iJi7!J, w i ę c yłg^UŁzItl 

i podobnie aro •• nł-ył-. 

Pods tawia jąc wartośc i we w z ó r 137 otrzymujemy: 
Ix = 2/3 b(ył - ył + ył — Uł + ył — ył + ••• + </3« h a upraszczając 

•Ix=%b(tjnB- ułJ . . . 138 
P o n i e w a ż y, jest bardzo małe wobec ;/,,. w i ę c tembardziej ył 

wobec ijn

 3 ; m o ż e m y w i ę c je o p u ś c i ć ; z drugiej strony y„ jest prawie 

r ó w n e —-, Podstawmy w i ę c te wartośc i , a otrzymamy: 

Ix = % b _\__ 
2 J 12 

bl>* 139 

Uproszczenie, jakie w toku rachunku czyn i l i śmy , są lem bardziej 
dopuszczalne, im na węższe paski p o d z i e l i l i ś m y przekrój . Przy przy­
jęciu p a s k ó w niezmiernie wąz iu tk i ch błąd powsta ły znika zupełn ie . 

Dla osi yy otrzymamy w len sam s p o s ó b : 

1 
12 Iw* 140 

Jeśli h > b, to Ix jest na jwiększym, L najmniejszym ze wszystkich 
m o m e n t ó w b e z w ł a d n o ś c i , odniesionych do środka c iężkośc i . 

Moment w y t r z y m a ł o ś c i w z g l ę d e m osi xx wynosi zatem : 

zaś dla osi yy: 
W* = 

W* 

e 12 /1 (i 

e' 12 Z> • 6 

141 

142 

Jeśli h > Z), to Wx jest z n ó w największym, łVy najmniejszym mo­
mentem w y t r z y m a ł o ś c i danego przekroju. 
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Dla przekrojitjkwadratowego o bokach a 

na 

h = b = a, zatem 

143 

Wx=ZW„ ' 144 

§ 39. Moment bezwładnośc i ze wzg lędu na o ś r ó w n o l e g ł ą 
do pewnej os i c i ężkośc i . 

Niech /„ będzie momentem bezwładności danego prze­
kroju ze względu na oś ciężkości X — .r, zaś / , szukanym 
przez nas momentem bezwładności ze względu na oś x,—Xi, 
oddaloną o c od osi x—x. 

Moment bezwładności /„ wynosi (rvs. 173). 

Zaś moment bezwładności /„ względem osi .r, xx: 
U = 2f(g + cj* = ffc + | 2 cfy + 2fc2 = IQ + 2c2fy + c2 

Wyraz 2cT/*y jest r ó w n y zeru, gdyż Ifij jest momen­
tem statycznym przekroju ze względu na oś ciężkości (por. 

ij 21); wyraz 2J jest sumą 
powierzchni w s z y s t k i c h 
pasków, a więc powierzch­
n i całego p r z e k r o j u F , 
a zatem: 

Rys 173. 

T i - Z o + F c " . . . 145 
T. j . : Moment b e z w ł a d n o ­
ści danego przekroju ze 
względu na oś odległą 
o długość c od środka 
ciężkości r ó w n a się mo­

mentowi bezwładności przekroju ze względu na oś ciężkości, 
równoległą do danej osi, więcej i loczynowi powierzchni F 
przez kwadrat odległości obu osi. 

Wiemy, że dla prostokąta o wysokości h, a podstawie b 
moment bezwładności / względem osi ciężkości xx wynosi 

I— — bhK Jeśli chcemy znaleźć /, względem podstawy, to 

odległość osi ciężkości xx od nowej osi xxxt (rys. 172) w y ­
nosi Va ni a w i e . c : 

/ l = / 0 + Fc2 = ~ bh3 + bh = 1/3 bh* . . . . 146 

Podobnie moment bezwładności względem pionowego boku 
pros toką ta : 147 
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Znając moment bezwładności prostokąta, oraz na pod­
stawie wzoru 145, wyznaczyć możemy momenty bezwładności 
figur bardziej skomplikowanych, składających się z prosto­
kątów, albo też figur, k tóre w przybliżeniu możemy zamie­
nić na prostokąty. DJa każdego pro­
stokąta składowego znajdujemy mo­
ment bezwładności osobno, a na­
stępnie sumujemy je lub odejmu­
jemy. Np . przekrój £ (por. rys. 174) 
uważać możemy za pros tokąt o w y ­
miarach b, h, od którego trzeba 
odjąć prostokąt mniejszy o w y m i a ­
rach b\ K. Wtedy: 

X 

T 
i i 
h1 h 

12 

i 
i 

.y: 
v_ 

zaś W* 

(bhs — b'h'1) 

2IX 

148 

148 a Rys. 174. 

W podobny sposób wyznaczamy momenty bezwładnośc i 
p rzekro jów o kształcie np. T lub JL- Przekroje takie spoty­
kamy najczęściej w kszta ł townikach żelaznych, jednakowoż 
z zaokrągleniami, a także pochyleniami ścianek. Obliczając 
moment bezwładności , zamieniamy przekrój dany zwykle na 
przekrój złożony z pros toką tów wyrównujących go co do 
powierzchni. Por. przykłady 96 i 102. 

Zwykle jednakowoż zbyteczne jest wykonywanie tych 
działań, gdyż momenty bezwładuości i momenty wytrzyma­
łości najczęściej używanych przekro jów zastawione są w ta­
blicach. Por. tablice ksz ta ł towników na końcu książki. 

Przykłady 96—113. 
96. Obl i czyć moment b e z w ł a d n o ś c i blachownicy o przekroju, po­

danym na rys. 175, uwzględniając przytem zmniejszenie momentu b e z w ł . 
wskutek dziur na nity 20 mm. Blachownica ma śc iankę o w y s o k o ś c i 
#=100 cm, a grubośc i 1 cm, k ą t o w n i k i 90.90.10 i nakładki 240.11. 

Wedle rys. 158. #=100 cm, A, =98 cni, Ag =82 cm, .7 = 1,1 cm, 
d = 2 cm, c = 3,5 cm, c, = 8 cm, c2 = l cm. 

Moment b e z w ł a d n o ś c i obliczymy, odejmując od momentu bez­
w ł a d n o ś c i prostokąta o podstawie B, a w y s o k o ś c i (// + 2(/) momenty 
b e z w ł a d n o ś c i p r o s t o k ą t ó w nie w c h o d z ą c y c h w skład przekroju belki. 

Otrzymamy wtedy: • 

/ = J L | ( B _ 2 r f ) (/J + 2fl) 3-2ctf8 — 2[cx - d) V - 2 cji.*\, czyli: 

/ = _L |(24 - 2 . 2 ) (100 + 2.1,1)' - 2.3,5.1003 - 2 ( 8 — 2) 98' - 2 .1.82*1 = 

= 498̂ 299 cin ł , okrągło 1 - 408,300 cm'. 
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97. Znaleźć moment b e z w ł a d n o ś c i przekroju, z łożonego z blachy 
160.8 i dwu k ą t o w n i k ó w 50.50.5 (rys. 176). 

Moment b e z w ł a d n o ś c i blachy wynosi: 

h = - 1 - 0,8 .163 = 273,0 cm4. 
12 

Moment b e z w ł a d n o ś c i jednego k ą t o w n i k a w z g l ę d e m osi c i ężkośc i 
r ó w n o l e g ł e j do ramienia wynosi (wedle tablic) 7n = l l , 2 c m 4 ; p o n i e w a ż 
zaś środek c iężkośc i jednego k ą t o w n i k a od leg ły jest od poziomej osi 
c i ężkośc i xx Całego przekroju o 6,59 cm, zaś jego przekrój wynosi F= 
= 4,79 cm2, przeto jego moment b e z w ł a d n o ś c i wzgl. osi xx ma w a r t o ś ć : 

h = 11,2 + 4,79.6,592 = 219,2 cm4. 
Zaś moment b e z w ł a d n o ś c i ca łego przekroju. 

7= h + 2h = 273,0 + 2.219,2 = 711,4 cm*. 
98. Znaleźć moment b e z w ł a d n o ś c i i moment w y t r z y m a ł o ś c i prze­

kroju podanego na rys. 91 (por. przykład 37). 
Środek c iężkośc i przekroju leży w odleg łośc i 5 cm od osi m m 

(por. przykład 37). Zatem moment b e z w ł a d n o ś c i : 
7= V 3 (10.53 - 2.3,5.18 + 7. 78 - 2.2.58) = " 8 3144 = 1048 cm4. 

Zaś moment w y t r z y m a ł o ś c i : 

1048. 149,7 cm3. 

A., 

I 
I 
I 

X 

A ).5o.5 

Rys. 175. Rys. 176. 

99. Znaleźć moment b e z w ł a d n o ś c i i x moment w y t r z y m a ł o ś c i prze­
kroju jak w zadaniu 38 (rys. 92). 

Przy pomocy tablic otrzymamy: 
(0,4.43 1 ( 0,0.153 

Ix- 2 (1,80 + 2,25.5,87!) + 2 | ' l 2 + 4,0 . 0,4 . 6,232 | +| — ^ + 

+ 15.0,6 .0,73*1 = 158,7 + 134,9 + 173,6 = 467,1 cm4. 

Obliczając moment w y t r z y m a ł o ś c i W, u w z g l ę d n i ć musimy od­
l e g ł o ś ć krav, ędzi dotnej, gdyż jest ona bardziej oddalona od osi cięż­
kośc i . Otrzymamy wtedy: W— =-56,7 cm3. 

8,23 
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Dźwigar IAT26 przykryty jest w miejscu styku przy kładkami 
177. Należy znaleźć ich moment w y t r z y m a ł o ś c i z u w z g l ę -

100. D ż \ 
wedle rys. 
dnieniem 4 dziur na nity 16 mm. 

Moment b e z w ł a d n o ś c i przykładek pionowych 
wynosi: 

/, = 2. '/12-1-0'203 = 1 3 3 3 cm4. 
Moment b e z w ł a d n o ś c i przykładek poziomych: 

h = Via (I 3 - 1 • 1,6) (29' — 268) 5554 cm4. 
Ca łkowi ły moment b e z w ł a d n o ś c i : 

/ = 1333 4- 5554 = 6887 cm4. 
Zatem moment w y t r z y m a ł o ś c i : 

6887 

ta 

W- = 475 cm8. Rys. 177 

4 

14,5 
101. .lak należy r o z s t a w i ć dwa ceowniki A T 24, jeżel i ich mo­

menty b e z w ł a d n o ś c i ze w z g l ę d u na obie osi mają b y ć r ó w n e (rys.178). 
Jeżeli moment b e z w ł a d n o ś c i jednego ksz ta ł townika w z g l ę d e m 

osi xx wynosi Ix, w z g l ę d e m osi yy ty, zaś w z g l ę d e m osi ifif przechodzące j 
przez środek c iężkości jednego ksz ta ł townika I'y, to: 

2ly = 2 / „ = a \I'y +F(e+ by], a s t ą d : 

a zatem wedle tablic: 

- I X 4056 - 282 
46,5 

2,38 = 6,35 cm. 

102. Znaleźć moment b e z w ł a d n o ś c i prze­
kroju dźwigara I 28a, o s łab ionego dwoma nitami 
(por. zadanie 40), przyjmując przekrój z łożony 
z p r o s t o k ą t ó w (rys. 94). 

Niech / oznacza moment b e z w ł a d n o ś c i 
Rys 178. dźwigara n i e o s ł a b i o n e g o w z g l ę d e m środka wy­

sokośc i , / , w z g l ę d e m osi xxxlt zaś moment 
b e z w ł a d n o ś c i dziur na nity w z g l ę d e m ich środka c iężkośc i , to otrzy­
mamy, biorąc moment dźwigara n i eos łab ionego w z g l ę d e m osi x1x1: 

I^I+Fs* 
Odejmując od tej wartośc i moment b e z w ł a d n o ś c i dziur na nity 

w z g l ę d e m tej zamej osi xixi: 

In + F„ ( a - f ) 

dostaniemy: Ix = I+Fs* /„ - f F„ f u —|-j 1 

Dla I AT28 a otrzymamy h = V„ 2,0.1,78 = 0,7 cm4, co jest warto­
śc ią tak małą, że w o g ó l n y m wzorze m o ż e m y ją zupełn ie p o m i n ą ć ; 

otrzymamy wtedy: / , = I + Fs1 — Fn ':, j a — 

Dla I A T 28 a (porównaj przykład 40): 
J, =10274+ 78.85.1,242 —6.8(15.24 —0,S3)3 = 10274+ 121 — 1410 = 8985 cm 4 . 
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103. O .ile zmieni s ię moment w y t r z y m a ł o ś c i dźwigara I NP 28 a, 
o s łab ionego na jednej stopce dwoma nitami o ś redn icy 20 mm. (Por 
przykłady 40 i 102.) 

Moment w y t r z y m a ł o ś c i dźwigara n ieos łab ionego wynosi: 
W = 733,9 cm'. 

Moment b e z w ł a d n o ś c i / , dźwigara os łab ionego ob l i czy l i śmy 
w przykładzie 99, otrzymując w a r t o ś ć /, --8985 cm4. 

Zatem moment w y t r z y m a ł o ś c i : 

m I. 8985 
f l = - r i 5 ^ = 5 8 2 ' 0 c m ' 

Wartość momentu w y t r z y m a ł o ś c i zmniejsza się w i ę c o W— Wx — 
- 738,9 — 582,0 = 151,9 cm 3 . 

104. Znaleźć dźwigar T potrzebny dla obciążenia, jak 
na rys. 100 (przykład 44). 

N a j w i ę k s z y m o m e n t zginający wynosi tutaj Af = 
= 872000 kgcm. Zatem potrzebny moment wyt rzymałośc i : 

„ . M 872000 _ „ , 
W = " 4 = - 1 2 0 0 - = 7 2 7 ^ 

Użyjemy zatem dźwigara NP 32 (W = 783 cm 8 ). Bezpo­
średnio mniejszy dźwigar NP 30 ma moment wyt rzymałośc i 
W =653 cm ;. 

105. Belk i drewniane spichrza leżą w odstępie a = 0,70 m 
od środka do środka na murach odległych od siebie o / = 
- 4,38 m. Należy znaleźć ich przekrój , jeśli ciężar własny po­
wały wynosi 120 kg/m 2 , zaś ciężar zboża na niej spoczywa­
jącego wars twą 1,00 m grubą — 800 kg/m 3 . 

Otrzymamy tu obciążenie jednej belki w kg/mb: 
z = (120 + 800.1,0). 0,7 = 644 kg/mb. 

Rozpiętość teoretyczną / belek p rzy jmować należy w w i e l ­
kości 1,05 odstępu m u r ó w w świetle, zatem 

/ = 1,05 .4,38 = 4,60 m, 
na całej belce spoczywa zatem: 

Z = 644.4,60 = 2960 kg, 
a zatem moment zginający wynos i : 

M = Vs Zl = Vs 2960 .460 = 170200 kgcm.*) 
Przyjmując naprężenie dopuszczalne 100 kg/cm 2 , otrzy-

* i , . i • 170200 ; „ a , 
mamy potrzebny moment wytrz. WP = — — = 1 7 0 2 c m ' ; za­
stosujemy więc belkę o przekroju 24/21 cm ( W = 2016cm3) 

*) Często liczymy moment wedle wzoru M = '/s • 1.05. yP, otrzy­
mując przez to nieco mniejszą w a r t o ś ć M. 
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105. Jak wie lk i ciężar jednostajnie rozłożony uniesie 
belka drewniana o wymiarach 22/10, jeśli służy jako wspor­
nik o długości / = 200 cm (kg — 100 kg /cm) . 

Moment zginający belki wspornikowej jednostajnie obcią­
żonej wynosi : 

nf

 P l .: „ 2M 
czy]i p=-j~=pi-

Zaś moment wytrzymałośc i stoi z momentem zgięcia 
w związku : M = Wkg. 

1 J 9 

Otrzymamy zatem dla W - 16.222 = 1290 cm 2 . 

_ 2 W ^ ' 2.1290,100 = 

r z 200 i ^ y u K g , 
czyl i ciężar jednostajnie rozłożony o wielkości : 

P 1290 . . . . . . 
P = T = m - 6 4 5 k g / m b -

104. Obliczyć dźwigary A, B i C stropu betonowego 
między dźwigarami żelaznemi (rys. 179). Ciężar własny stropu 

75 1 5 70 75 

l4 OK 

Ej—- •r i 
-! s.6o-ź~~J- -

i , , 
li I 

H 

"50 

- G i 
•-Sł—^ 

z! 
H I I 

I i 
V L 

Rys. 179. 

g = 400 kg/m 2 . Ciężar ruchomy p = 500 kg/m 2 . Podciąg C 
dźwiga nadto ścianę pierwszego pię t ra o grubości 0,30 m, 
wysokości 3,80 m z cegły dziurawki (g =1300 kg/m3). 
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O b l i c z e n i e d ź w i g a r ó w A. 

Odległość m u r ó w w świetle Z = 5,80 m. 
Odstęp dźwigarów a = 1,16 m 
Teoretyczna rozpiętość dźwigarów L = 1,025 Z = 5,95 m. 
Ciężar całkowity : Z = 5,95 X 1,16 X 900 == 6212 kg. 

Moment zgięcia: A / = Z L = 462020 kgcm. 
o 

Potrzebny moment wy t r zyma łośc i : 
w 462020 

Przyjmujemy L Y P 2 5 (W7 = 397 cm3); wtedy największe 
5202 
397 

462020 
naprężen ie a = —==—=1164 kg/cm-

O b l i c z e n i e d ź w i g a r ó w B. 
Odległość m u r ó w w świet le Z = 4,50 m. 
Odstęp dźwigarów a = 1,22 m. 
Teoretyczna rozpiętość dźwigarów L = 1,05 Z = 4,70 m. 
Z = 4,50 X 122 X 900 = 4940 kg 
M= 7s ZL = ł/s 4940 X 470 = 290300 kgcm 

oori^OO 
w 1200 = 2 4 2 c m 3 - P r z > ' i ę t o l N P 2 1 ( w = 2 4 4 c m " ) -

O b l i c z e n i e d ź w i g a r ó w C. 

Podciąg C przenosi: a) ciężar śc iany; b) ciężar stropu, 
przenoszącego się nad bezpośrednio z po łowy pola obciąże­
nia B; c) oddziaływania trzech dźwigarów A; d) ciężar wła­
sny podciągu, narazie nieznany. 

a) Ciężar ściany wynos i : 
Za = 3,80 X 4,50 X 0,30 X 1300 = 6670 kg, stąd mo­

ment w ś rodku: 
Ma = ł/s Za L = Vs 6670 X 470 = 392000 kgcm. 

b) Ciężar polowy pola B wynosi : 
Zb = 4,50 X 0,61 X 900 = 2470 kg, 
Mb = ty« 2470 X 470 = 145200 kgcm. 

c) Oddzia ływania dźwigarów A wynoszą : 

0 a = » - 3030 kg 
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a stąd oddzia ływanie podciągu : 

O, = j ^ - [ 3 0 3 Q (3.1,16+0,10) + 3030 (2.1,16 + i f l 0 ) + 3030 (1,16 + 

+ 0,10)] = ^ (3,58 + 2,42 + 1,26) = 3030 ^ = 4680 kg. 

0 2 = 3.3030 — 4680 = 4410 kg. 
Momenty zginające wynoszą zatem : 
pod pierwszym ciężarem: 

MĆ = 4410 X 1,26 = 552800 kgcm. 
pod ś rodkowym ciężarem : 

Mc= 4410 X 242 - 3030 X 116 = 715740 kgcm. 
Ponieważ punkt m, w k tó rym wspiera się dźwigar A 

ś rodkowy na podciągu C, jest oddalony od środka belki tylko 
o 7 cm, co wobec długości L = 470 m jest wielkością bardzo 
nieznaczną, a moment belki wolno podpartej w środku belki 
mało co się zmienia, przeto możemy M„, M,, i Mc wprost do­
dać \ w ten sposób o t rzymać największy moment z bardzo 
ma łym błędem, Otrzymamy wtedy: 

M=Ma + Mh + Mc = 1252940 kgcm 
nr 1208840 3 
W = _ 1 2 0 0 - = 1 0 4 4 C m -

Przyjmujemy 2 INP 28 (W = 2.543 = 1084 cm 3 ); ważą one 
2.48 == 96 kg/mb, zatem na długości 4,70 m wypada 4,70.96 = 
= 450 kg, do czego dodając 40 kg na usztywnienia, otrzy­
mamy ciężar własny 490 kg. 

Moment z powodu ciężaru własnego wynos i : 
Mw= 7s 490 . 470 = 28800 kgcm. 

Zatem moment całkowity: M+ Mw = 128174 kgcm, co 
1281740 o 

wymaga W= — — j — ^ — = 1068 cm 8 . 

Zatrzymamy zatem dwa dźwigary IiYP28. 

O b l i c z e n i e c i o s ó w o p o r o w y c h : 

D ź w i g a r y A. 

Oddzia ływania : O.i = — = 3030 kg, zatem potrzebna 

. . r O.i 3030 ., 
powierzchnia r = —r— = —s— = 433 cm-. 
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Przyjmujemy cios o wymiarach podstawy 20 X 25 cm, 
którego FP = 500 cm 2 . 

D ź w i g a r y B. 

O f l = - f - = ~ 9 2 ~ = 2 4 7 0 k g 

„ • 0tl 2470 
Fp = —y— = —-— = 3a3 cm-. 

Przyjmujemy również cios 20 X 25 cm ( F = 5 0 0 cm8). 

P o d c i ą g C. 

0C = - f ^ + ~ - + 0 X = 3335 + 1235 + 4680 = 9250 kg 
Z powodu ciężaru własnego dźwigara 245 „ 

9495 kg 
Oddziaływanie dźwigara A , który spoczywa na tym sa­

m y m ciosie 0 . 4 = 3030 kg. Zatem całkowita siła, przeniesiona 
na cios podporowy, wynos i : /? = 9495 + 3030 =12525 kg. 

Ponieważ o t rzymal ibyśmy cios zbyt wielki , przeto na­
rożnik wymurujemy na cemencie, wtedy 

/<• = 10 kg/cm 2 , zatem Fp — = 1252*5 cm 2 . 

Przyjęto 40 X 40 cm (F = 1600 cm2). 
Na drugiem łożysku wynosi oddzia ływanie z uwzględ­

nieniem ciężaru własnego dźwigara : 
Oc = 3335 + 1235 + 4410 + 245 = 922,5 kg. 
Murując również na cemencie, otrzymamy: 

9225. = 9 2 2 5 c m 2 

Przyjęto 35 X 30 cm (/="= 1050 cm 2 ). 
Długości rzeczywiste dźwigarów różnią się od teore­

tycznych o długość podparcia na ciosie; wynoszą one: 
Dźwigary A lNP 25, Z = 610 m, ilość 4 

Ax lNP 25, / = 6 30 m, „ 1 
B lNP 21, / = 500 m, „ 3 
C lNP 28, l = 5-25 m, „ 2 

108. Należy obliczyć belkę żelazną dźwigającą ścianę 
grubości 0,30 m, wysoką 6,00 m z otworami jak na rys. 180, 
jeżeli jeden z filarów podtrzymujących jest narożny. 
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Obciążenie P j na przestrzeni a = 2,20 m składa się z cię­
ża ru muru od podpory lewej aż do osi okien z p o m i n i ę ­
ciem o t w o r ó w . Ciężar ten w y n o s i : 

P , = [ (2,20 4- 0,60) 6,0 — 2 - ^ - - 2 , 4 0 ] 0,30.1600 = 7520 kg. 

Podobnie znaleziony ciężar P 2 wynos i : 

P 2 == [ (0,60 + 1,60) 6,0 — 2 - i ^ - 2 , 4 0 ] 0,30.1600 = 5570 kg. 

Ciężary te rozkładają się jednostajnie na przestrzeni 
a = 2,20 m, względnie b = 1,60 m. 

Oddzia ływanie Ox wynosi w i ę c : 

Ą C Z - 7 a a ) + l V / 2 b

 = 7520 .(5,00 l,10)+a 570.0,80 
5,00 

29328 + 4456 
5,00 

6757 kg. 

Ciężar P = 7520 kg jest większy od oddzia ływania Ox = 
= 6757 kg, wobec czego, w myśl § 26, przekrój niebezpieczny 

s ' leży na przestrzeni AC, a od-
"7C ległość jego od podpory A 

wynosi (wedle wzoru 45): 

m 
O t q 
P, 

6757.2,20 
7526 

1,98 m . 
Moment zginający w tym 

punkcie wynos i : 

O t m = 6757.198 
2 2 

= 669000 kgcm. 
Zatem potrzebny mo­

ment wyt rzymałośc i : 
669000 

M-

Rys. 180 W 1200 
= 558 cm 3 . 

Moglibyśmy użyć więc dźwigara N P 29 o momencie 
wyt rzymałośc i W = 596 c m 8 ; lepiej będzie j ednakowoż ze 
względu na podparcie ściany zas tosować dwa dźwigary 
N P 22 ( W = 2 . 278 = 556 cm 3 ). 

Brjla . fodrccznik statjki budowli. 10 
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109. Należy obliczyć belkę żelazną, dźwigającą ścianę 
o grubości 0,30 m, wysokości 7,00 m, z otworami, jak na rys. 
181, jeżeli oba filary podt rzymujące są ś rodkowe . 

W tym wypadku przenosi się na belkę obciążenie części 
muru ograniczonej prostą poziomą AB, r zędnemi , wychodzą-
cemi z p u n k t ó w A i B, jakoteż prostemi nachylonemi pod 
kątem 60° do poziomu, przechodzącemi przez naroża otworu. 

Obliczenie statyczne dźwigarów należałoby przeprowa­
dzić z uwagi na1 ciężar ciągły, jednak celem uproszczenia 

sposobu obliczania będz iemy 
dzie l i l i ciężar ciągły na paski, 
k tórych ciężary z a c z e p i a j ą 
w środku ciężkości odnośnych 
p a s k ó w . 

Ciężary pasków będą za­
tem : 

P = 0 , 3 . 0 , 7 ^ ^ 1600 = 

1600 = 

= 756 kg. 

r2 = 0,3 . 0,7 

= 1160 kg. 

Ą =0,3.0,8 §?B + M 0 1 6 0 Q 

2,85 + 4,05 
2 

R v s . m 

= 1625 kg. 

P - P 6 = = O ł 3 0 ' 6 0 1 f - J ^ Q + 

+ b > 3 1,20.105.1600 = 3 g 5 k g > 

Pti =0,3.0,8 M O + 4,00 1600 = 1805 kg. 

P 7 =0,3.0,8 4 , 0 0 "t 2 , 6 0 1600 = 1268 kg. 

Oddzia ływanie O] wynosi w i ę c : 

P\ (Z - 0,38) + P 2 (Z - 1,07) + P, (l - 1 , 8 4 ) + P, (/-2,20) + 

5,00 
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-4- P • (I - 3,40) 4- P6.1,22 + P-, • 0,36 756.4,62 + 1160.3,93 , 
5,00 5,00 

1625 . 3,16 + 325 .2,80 + 325 . 1,60 + 1805 . 1,22 + 1268 . 0,43 
+ 5,00 Ę 

3493+4559 + 5135 + 910+520 + 2202 + 546 17365 _ . „ - , 
3473 kg. 5,00 5,00 

O, - 3791 kg. 
Chodzi teraz o znalezienie przekroju najniebezpieczniej­

szego, a więc przekroju, w którym moment statyczny jest naj­
większy. Uskutecznimy to drogą analityczną, badając prze­
krój po przekroju w miejscach działania c iężarów. 

Af, = 1,32 tm 
M 2 = 3,04 tm 
Ms = 4,39 tm 
AC, = 4,37 tm 
M, = 3,90 tm 
Af8 = 3,62 tm 
M7 = 1,63 tm 

zatem najw. M = i l / 3 = 4,39 tm. 
o'"i i . . . M 7 439000 .. 
Potrzebny moment wyt rzymałośc i Vv = " T 2 0 0 - = C " 

Moglibyśmy użyć więc d ź w i g a r a NP 25 o momencie 
wytrzymałośc i W ==397 cm : ! ; lepiej j ednakowoż będzie ze 
względu na podparcie ściany zas tosować dwa dźwigary NP 19 
( W - 2 . 1 8 6 = 372 cm8). 

110. Obliczyć konstrukcję żelazną balkonu. Obciążenie 
podłogi (stałe i ruchome) wynosi 600 kg/m-; ba lus t radę sta­
nowi mur o grubości 0,25 m, wysokości 0,80 m (rys. 182). 

a) O b l i c z e n i e d ź w i g a r a CD. Jest on obciążony 

» , 1 • 1,3° podłogą z szerokości ' m oraz murem. 

P= 3,0 (V a 1,30 . 600 + 0,8 .0,25 .1600) = 2130 kg. 
M = V* Pl = 7« 2130.300 = 79875 = ok. 79900 kgcm. 

79900 

Potrzebny moment wyt rzymałośc i W = - ^ 2 ^ — = 66,6cm*. 

Przyjęto zatem 2 dźwigary NP 10 ( W = 2 .34,2 = 68,4 cm 3 ) . 
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b) O b l i c z e n i e d ź w i g a r ó w AC i BD. Przenosi 
się na nie w p. C (względnie D) oddzia ływanie dźwigara CD; 
•raz na całej długości AC (względnie BD) ciężar muru. 

Px = Va 2130 = 1065 około 1070 kg. 
Mx = 1070.130 = 139100 kgcm. 
P , = 1,30.0,8.0,25 .1600 = około 420 kg. 

Mt = 420 . = 27300 kgcm. 
fi 

Zatem moment ca łkowi ty : 
M = MX + M2 = 139100 + 27300 = 166400 kgcm. 

111. Należy obliczyć konstrukcję schodów żelaznych 
o wymiarach podanych na rys. 183. 

Obliczenie statyczne schodów redukuje się do obliczenia 
w y m i a r ó w dźwigarów: policzkowego AB i podestowego CD. 
Jeśli długość (w rzucie) pierwszego wynosi /, zaś drugiego /', sze­
rokość ramienia b, podestu b\ zaś obciążenie (stałe i ruchome) 
z, względnie z' kg/m 2 rzutu poziomego, to obciążeniem po­
liczka jest Z = 7s biz, zaś największym momentem M—^jtZl^ 
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= y i 6 bzl\ Na dźwigar podestowy (spocznikowy) działają na-
tomiast: a) oddzia ływania dźwigarów policzkowych o wiel­
kości Vi Z w odległości b od podpór , b) ciężar jednostajni* 
rozłożony, przenoszący się z połowy podestu o wielkości 
% =•'• V2 b'l'z'; moment zginający wynosi więc : 

Mt = % Zb + Vs Z'V = % Zb + Vi 8 b'l'z'*). 

a) Obliczenie dźwigara policzkowego (z = 650 kg/m*): 
/ = 3,18+ 0,10+ 0,10 = 3,38 m, b = 1,20 m , zatem 
Z = 0,60.3,38.650= 1396 kg, przyjm. 1400 kg 
M = Vs 1400.3,38 = 62650 kgcm. 

„ . M 62650 _ 0 . .. 
W ^ X - = = ^ 2 0 0 - = 5 2 ' 4 c m -

Przyjmiemy INP 12 o momencie wyt rzymałośc i W = 54,7 c m ' . 
b) Obliczenie dźwigara spocznikowego (z powodu cięż­

kiej konstrukcji podestu z' = 700 kg/m2). 

i / 2 Z = Vi 1400 = 700 kg Z ' = V 2 • 1,40 . 2,60 . 700 = 2550 kg. 
M = 700 . 120 + Vs 2550 . 260 = 84000 + 82880 = 166880 kgcm. 

W P = 139,0 c m s 

Przyjęto INP17 ( W = 137,0 cm8). 

Jeżeli spocznik wykonano jako sklepienie, to dźwigar spo­
cznikowy narażony jest na parcie poziome tego sklepienia 
i obliczać go należy na wyt rzymałość złożoną. 

112. Obliczyć wymiary łożyska da- tQ 

chowego (rys. 184) dla oddzia ływania * I ' 
Oj = 11700 kg. L ^ , l i Mg—jy 

40 . 25= 1000 cm". Wtedy ciśnienie na 
cios, na k tó rym spoczywa płyta, wynosi \ ? 

j-——<oa.<5Q 

11700 „ _ . , o 
° = 40T25 = ' ? g / C m R y s - 1 8 4 > 

D la obliczenia łożyska przyjmiemy, że oddz ia ływanie 
-więzara O, przenosi się na łożysko w jednym punkcie, więc 
w środku łożyska. U dołu łożyska ciśnienie na cios prze-

*) W ł a ś c i w i e oddz ia ływan ia '/g Z działają zwykle nie w od leg łośc i • 
od podpór , ale w od leg łośc i nieco mniejszej, z u wagi na to, że dźwigary po­
liczkowe są nieco w s u n i ę t e pod stopnie; różnica jest jednak bardzo mała. 

—i 



150 II. 1). W y t r z y m a ł o ś ć na zginanie. 

nosić się będzie jednostajnie, uważać więc możemy po łowę 
łożyska za wspornik, na który działa od dołu ku górze obcią­
żenie jednostajne o wielkości 11,7 kg/cm 2 o łącznej wielkości 
(dla po łowy łożyska) V* O,. Wtedy moment działający na 
łożysko wyniesie: M = 5850.10 = 58500 kgcm. 

Jeżeli łożysko w środku ma grubość 60 m m = 6 cm, to 
moment wyt rzymałośc i wynos i : W = Ve 25.7 2 = 204 cm 3 , a 

zatem najw. naprężenie a = ^204" ~ kg/cm 2 . 

Przyjmując wymiary ciosu 50.40 = 2000 cm 2 , otrzymamy 
., . . 11700 _ _ , , ., 

najw. ciśnienie na mur o = -^QQQ- = 5,9 kg/cm-. 

113. Obliczyć grubość płyty żel iwnej , tworzącej łożysko 
blachownicy, obliczone w przykładzie 80. 

Płyta że l iwna ma za cel rozłożenie ciśnienia na większą 
powierzchnię ciosu. Na mocy jednak prawa działania i prze­

ciwdziałania sił r ównoważących się (§ 3) cios 
ciśnie na płytę z tą samą siłą, z jaką płyta na 
cios, t. j . w danym przykładzie przenosi się 

jSaZZ /_.. _ na nią ciśnienie p = 15 kg/cm2*). Ciśnienie to 
fmmTi > stara się wygiąć tę część płyty, k tóra wystaje 
k -£ poza szerokość podstawy belki, t. j . na szero-

Rys. 185. kości C = ==3 5 2 2 = 6,5 cm ; część ta 

działa więc jako wspornik jednostajnie obciążony ciężarem 
jednostkowym p == 15 kg/cm 2 (rys. 185). 

Weźmy pod uwagę 1 cm długości płyty prostopadle do 
rysunku, Moment zginający na pasku o tej szerokości wynosi : 

, j pc- 15.6.52

 a „ _ , 
M = — = 317 kgcm, 

a zatem potrzebny moment wyt rzymałośc i dla kt - 300 kg/cm 2 : 

Przekró j badanego paska jest pros tokątem o szerokości 
1 cm, a wysokości równe j grubości płyty g, zatem jego mo­
ment wyt rzymałośc i wynosi W = J/o 1 -0~> pon ieważ zaś W = 
== WP, przeto Va l«flf"a= 1,06 c m 3 czy l i : 

</= V^67i706 = 2,52, t. j . ok. 2,0 cm. 
") Por. rys. 148, gdzie c i śn ien ie zaznaczone jest strzałkami. 
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§ 40. Elipsa bezwładności . 

Jeżeli F jest powierzchnią , zaś I momentem bezwładności 
pros tokąta (rys. 186) ze względu na oś ciężkości X X , to mo­
żemy znaleźć taką długość ix, ażeby spełniło się r ó w n a n i e : 

'• \f'r 149 

Podobnie możemy znaleźć i dla innych osi ciężkości, 
• a p r z y k ł a d dla osi ZZ , moment bezwładności 1, oraz długość 

lV== J/^jr" d o p r o w a d ź m y przez punkt S szereg osi Z w róż­
nych położeniach Zx, Z 2 . . . i dla każdego z nich wykreś lmy 
równoległą w odległości iZl, U* to przekonamy się, że wszystkie 
one będą stycznemi do elipsy, którą nazywamy ś r o d k o w ą 
e l i p s ą b e z w ł a d n o ś c i . Dłu­
gości ir, Jz, odpowiadające poszczę- j^-rz^ą. . --
gó lnym osiom X X , ZZ. . . nazywamy . 
p r o m i e n i a m i b e z w ł a d n o ś c i . 

Taką elipsę bezwładności wy­
znaczyć m o ż e m y nietylko dla pro­
s tokąta , ale dla każdego przekroju. 
D l a p rzekro jów symetrycznych osi 
g łówne lej elipsy leżą zawsze na 
osiach symetrji, a półosi elipsy Sa, 
względnie Sb, są r ó w n e promieniom 
b e z w ł a d n o ś c i względem osi X X , 
względnie YY. Osi elipsy ś rodkowej 
nazywamy o s i a m i g ł ó w n e m i bezwładnośc i ; jeżeli bo­
wiem będz iemy badali momenty bezwładności względem osi 
X X , YY, Z Z , Z ^ , . . . to okaże się, że największym będzie 
moment względem jednej o s i g ł ó w n e j (w danym przy­
padku względem X X ) , najmniejszym moment bezwładności 
względem drugiej osi g łówne j ; zaś wszystkie inne momenty 
bezwładnośc i przybiorą war tośc i pośrednie . Obliczywszy za­
tem promienie bezwładności główne, możemy na nich w y ­
kreśl ić elipsę, k tó ra będzie elipsą bezwładności . 

Dla pros tokąta otrzymamy : 

,49a 
F U 2 bh) ~ 1 2 J a 

a s t ąd : 
h h V3 

l m = = Vu = ~1T == °'2H0 h • ' ' • 1 4 9 b 

.2 
lx 
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Rozłóżmy V l g h2 na czynniki */• h i l l a h (gdyż l / , h. */, A = 
a="lli2n*), to jest średnią geometryczną między nimi , gdyż: 

c z y l i : V 6 n :/* = /*: >/2h. 
Podobną regułę znajdziemy dla drugiej osi głównej YY: 

Va & : 4 = »V : V« 6 
Z tej proporcji wynika, że dla wykreś lnego znalezienia 

g łównych promieni bezwładności dla p r o s t o k ą t a użyć 
m o ż e m y następującej konstrukcji: Na długości Sc=1/2h za­
kreś lamy pó łko le ; w odległości Se = ł/„ h od S prowadzimy 
nas tępnie pros topadłą do średnicy Sc, a p r o m i e ń Sf = Sc 
koła zakreślonego z S da średnią geometryczną między Sc = 
= i/2h i Se = V« 7J, t. j . g łówny p r o m i e ń bezwładnośc i ix. Po ­
dobnie znaleźć możemy drugi g łówny p r o m i e ń bezwładnośc i 
iy. Konstrukcja ta ważna jest tylko d l a p r z e k r o j u p r o ­
s t o k ą t n e g o p e ł n e g o (rys. 186). D l a innych przekro jów 
znajdziemy i ze wzoru 146. 

Mając wykreś loną elipsę bezwładnośc i znaleźć m o ż e m y 
bardzo ł a two moment bezwładności względem które jkolwiek 
osi przechodzącej przez jej środek, np. Iz. Prowadzimy m i a ­
nowicie styczną do elipsy równolegle do danej osi ZZ; niech 
pros topad ła jej odległość od osi ZZ wynosi ih to moment 
bezwładnośc i wzgl. ZZ: 

h = ttF 150 
Jeżeli momenty bezwładności Ix i Iy są r ó w n e , tj. L = Iy, 

to wedle wzoru 146 r ó w n e są także promienie bezwładnośc i 
ix = iy, zaś elipsa bezwładności przechodzi w koło, k tóre na­
zywamy k o ł e m b e z w ł a d n o ś c i . Jak wyżej powiedzie­
liśmy, styczne poprowadzone do elipsy bezwładności , leżą 
w odległościach ix> iy> i, od równoleg łych osi, tutaj zaś dla 
każdego kierunku ix = iy = i~; zatem m o m e n t y b e z w ł a ­
d n o ś c i d l a k a ż d e j o s i c i ę ż k o ś c i s ą r ó w n e . Zacho­
dzi to wtedy, jeśli przekrój ma momenty bezwładnośc i r ó w n e 
względem d w u dowolnych osi, a więc np. gdy przekró j jest 
tak samo rozłożony względem dwu osi, np. kwadrat, koło, 
pierścień kołowy i t. d.; może zajść jednak i w wypadkach 
innych. Por. np. przykład 112, gdzie dla teownika promienie 
bezwładności są prawie zupełnie r ó w n e . 

Jeżeli przekrój składa się z k i lku części rozłożonych 
symetrycznie względem pewnej osi (przechodzącej oczywiście 
przez środek ciężkości całego przekroju), to zamiast dla ob l i ­
czenia promieni bezwładności w p r o w a d z a ć w obliczenie 
wszystkie poszczególne części, wystarczy obliczyć promiem 
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bezwładności jednej z tych części względem wspólnego środka 
ciężkości. Jeżeli bowiem powierzchnia tak samo rozmieszczona 
wzrasta w tym samym stopniu, co moment bezwładności, 

to otrzymamy: i1 = | / ^ = j / ^ - J 151 

(Porównaj przykład 116.) 

Przykłady 114—116. 
114. Obl iczyć osi g ł ó w n e b e z w ł a d n o ś c i dźwigara JVP28 (rys. 187) « 
Ze wzg lędu na os p o z i o m ą otrzymujemy: 

h = »/ia [ l 2 ^ 2 8 8 - (12 - 1,1) (28 - 3,4)» J = 8430 cm« 

Ze wzg lędu na o ś p i o n o w ą 

Iy = Via [ 2.1,7.12» + (28 — 3,4) 1,1« j = 486 cm* 

Powierzchnia przekroju F=2.12.1,7 + (28 - 3,4) 1,1 =-67,9 cm*-
A stąd p o ł o w y osi g ł ó w n y c h elipsy b e z w ł a d n o ś c i : 

'486 = 2,7 cm. 

la 

280 

1 r 

4 i 
J2./cm 

T T 
n r " I : , ^ \ ' 

^ . - r i - i i C i - . l 

169 \ 

i \ 

i 

< 

i 
A J L 

Rys. 187. 

h - - - H 8 0 - ' i 

iy 
Rys. 188. 

T 
. 4 . 

115. Znaleźć rachunkowo g ł ó w n e momenty b e z w ł a d n o ś c i r, i / , 
oraz osi elipsy ś r o d k o w e j teownika NP. 8 " wcinosci /* i 
«rfl.-ł?WCjrt?1i na dwa pros tokąty (por. rys. 188), otrzymamy 
od leg ło ść środka c iężkośc i przekroju od podstawy e ze wzoru: 

m _ 9.53.35,5-4-80.9.4,5 1 A O ; • 
9.53 4-80.9 1 , 9 m m (Porównaj przykład 36). 
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Moment b e z w ł a d n o ś c i w z g l ę d e m podstawy wynosi Im - Ix Ą- FcK 
a stąd: Ix—Im — Fe^, gdzie % =.e — 9= 16,9 — 9 = 7,9 mm. 

Im = V 8 (9.538 + 80.9') = 463072 mm*. 
Fe^- (9.53 + 80.9) 7,92- 74705 mm4, 

zatem : I,- - 463072 — 74705 - 388367 mm* — 38,84 cm1. 
Ze wzg lędu na oś yy znajdziemy zatem: 

Iy = »/„ (9.80« + 53.93) =. 387219 nim4 =± 38,72 cm4. 
Z powodu symetrji jedną osią g łówną jest yy, druga jest do niej 

prostopadła i przechodzi przez środek c iężkośc i . Wartość p o ł ó w e k osi 
g ł ó w n y c h elipsy ś r o d k o w e j znajdziemy ze w z o r ó w : 

zatem: i*= 1/ = 1,80 cm 

1,79 cm. 

Promienie g ł ó w n e elipsy b e z w ł a d n o ś c i są tu prawie r ó w n e , elipsa 
zbliża s ię zatem do koła. 

116. Obl iczyć p r o m i e ń bez­
w ł a d n o ś c i przekroju s łupa z łożo­
nego z 4 ć w i e r ć k o ł o w n i k ó w NP 10 
o grubośc i śc ian 8 mm (rys. 189). 

Zastosujemy tu w z ó r 151. 
P o w i e r z c h n i a jednego 

ksz ta ł townika F — 12,0 cins. 

M o m e n t b e z w ł a d n o ś c i je­
dnego ksz ta ł townika w z g l ę d e m 
osi c i ężkośc i x'x': 

I0 = 82,7 cm«. 
Odleg łość środka c iężkośc i 

ksz ta ł townika od osi xx ca łego 
przekroju : 

R y s . 189. e 3,47 _|_ 0,4 = 3,87 cm. 
Zatem moment b e z w ł a d n o ś c i ksz ta ł townika w z g l ę d e m osi xx: 

Ix =I0 + Fe 2 = 82,7 4-12,0 .2,872 - 261,4 cm«; 
a stąd p r o m i e ń bezwładnośc i ' . 

| I i 261,4 
~ 12 

4,67 cm. 

P o n i e w a ż kszta ł towniki są tak samo rozmieszczone w z g l ę d e m 
obu osi, przeto iy = ix. 

Klipsa b e z w ł a d n o ś c i jest tu w i ę c k o ł e m b e z w ł a d n o ś c i . 
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§ 41. Wykreślne wyznaczenie momentu bezwładnośc i . 
1. M e t o d a C u l m a n n a . 
D l a przekroju n i e r e g u l a r n e g o najłatwiej jest znaleźć 

moment bezwładności wykreślnie , przyczem tok pos t ępowa­
nia jest analogiczny do wykreś lnego wyznaczenia momentu 
statycznego układu sił równoległych (§ 17). Dziel imy dany 
przekrój (rys. 190) na szereg bardzo wąskich pa sków r ó w n o ­
ległych do danej osi bezwładnośc i i wyznaczamy następnie 
ich wielkość i ś rodki ciężkości. Paski powinne być tak wąskie, 
aby z wystarczającą dokładnością można było uważać je za 
p r o s t o k ą t y , t r a p e z y lub t r ó j k ą t y . Wtedy położenie osi 
ciężkości znaleźć można wedle § 22. Szerokie prostokąty na­
leży podzielić na pa rę węższych. Jeśli odstępy ś rodków cięż-

Hys. 190. 

kości pasków od osi będą ylt y 2 , y 3 . ; , a ich powierzchnie Fu 

Fit Fs..., to moment bezwładności pierwszego paska będzie : 

h = i r

l . y , 2 = ( ^ , y . ) -{/i 152 
Iloczyn mi = Fi'y1 przedstawia moment s t a t y c z n y paska 

pierwszego względem osi. Jeśli będziemy uważać ten moment 
statyczny za siłę, to iloczyn = (i^f/j)yx == i ^ y , 2 przed­
stawiać będzie zarazem moment statyczny siły /n x = Fx y, 
względem osi X X ; jest on jednak r ó w n y m o m e n t o w i b e z ­
w ł a d n o ś c i /, paska względem tejże osi, gdyż: 

'"•J/i = PI ! / I ! / 1 = P i t f i a = / i . 
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Podobne wynik i otrzymamy i dla nas tępnych pa sków 
będzie w i ę c : 7a = Fiy.l

i = m2y2 
h = FzUł'•= mty3... 

Dla całego przekroju zaś (t. j . dla wszystkich p a s k ó w ) : 
7 = / , + 72 + 7 3 . . . = m^i + m 2 y 2 + m 3 y 3 + . . . 

Zaczepmy w środkach ciężkości poszczególnych pasków 
siły proporcjonalne do ich powierzchni, a równoległe do X X 
(por. §. 17) i wykreś lmy dla nich wielobok sznurowy prsl, 
to wedle § 18 odcinki ab... pomnożone przez odległość bie­
gunową Hv przedstawiają momenty statyczne poszczególnych 
pasków względem X X : 

mi = ab. Hi ) 
m2 = b c . H v . . \ 1 5 3 

Zaś moment statyczny całego przekroju wynos i : 
M=ml + m2 + ... = ab.H1+bc.H1+... = ae.Hi . . . 153a 

Te momenty u w a ż a m y teraz za siły i z kolei wyzna­
czamy momenty statyczne m o m e n t ó w statycznych m,, m2... 
w ten sam sposób ; wynoszą one: m , y i , m2y2... Obieramy 
w tym celu biegun 0 2 w odległości biegunowej Ih i kre­
śl imy dlań t. zw. „drugi wielobok sznurowy" p'r's't'. D łu­
gości a'b'..., odcięte od osi X X przedłużeniami odpowiednich 
boków wieloboku sznurowego, pomnożone przez 772 przed­
stawiają momenty statyczne sił m t = (ab . Hi)..., a tem samem 
momenty bezwładnośc i pasków F„ F2..., gdyż a'b'.Ht~m1yt = 
= = ^ i y i 2 , w i ę c : 

7, = ab' .Hi.H2 154 
Podobnie otrzymamy 72 = b'c'. H1.772..., zaś długość a'e' = 

= n pomnożona przez obie długości biegunowe r ó w n a jest 
momentowi bezwładności całego przekroju względem osi X X : 

7=/i .77, .77, 155 
Ponieważ moment bezwładności wyraża się w jednost­

kach długości do czwartej potęgi, przeto jedna z wielkości nT7| 77, 
(z reguły ń) musi być wyrażona w jednostkach powierzchni 
(cm2), zaś dwie drugie {H^.H^) w jednostkach długości. 

2. M e t o d a M o h r a . 

Dla powierzchni Ft, 72... uważanych za siły, kreś l imy 
tylko jeden wielobok sznurowy prsł, tak samo jak przy me­
todzie Culmanna; wtedy 

mt — 7"i i/t = ab. Hi 
zatem U •"• Fiyt

2 =» ob.Htyt --= ab.yl.Hl. 
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Ale powierzchnia trójkąta A abp r ó w n a jest yi.ab.ylt 

a więc ab . yx jest podwójną powierzchnią A abp; s t ąd : 
/ , = 2 X (pow. A abp) XHi 156 

To samo ważne jest oczywiście dla wszystkich p a s k ó w ; 
więc moment bezwładności całego przekroju wynos i : 

I=2Ht . pow. (aepj 157 
Moment bezwładności r ó w n a się zatem p o w i e r z c h n i 

o g r a n i c z o n e j o s i ą , w i e l o b o k i e m s z n u r o w y m 
i p r z e d ł u ż e n i a m i b o k ó w s k r a j n y c h p o m n o ż o ­
n e j p r z e z p o d w ó j n ą o d l e g ł o ś ć b i e g u n o w ą . 

Przykłady 117 — 118. 

117. Znaleźć wykreś ln ie moment bezwładności prze­
kroju filara, podanego na rys. 191 ze względu na poziomą 
oś ciężkości. 

Przedewszystkiem musimy znaleźć środek ciężkości prze­
kroju. W tym celu dzielimy przekrój na szereg pasków po­
ziomych, z k tórych A3 i AĄ są pros tokątami , A2 i A B trape­
zami (A& w przybliżeniu) , zaś A , i A6 odcinkami koła, k tórych 
ś rodek ciężkości znaleźć można albo z tablic, albo, w przy­
bliżeniu, zamieniając je na trapezy. Rachunkowo wyznaczone 
powierzchnie tych pasków wynoszą : 

F, = 157 c m 2 F3 — 525 c m 2 F, = 368 c m 2 

F, = 600 c m 2 F, = 198 c m 2 Fe = 155 c m 2 

i 
Rys. 191. 
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Powierzchnie te odnieśl iśmy następnie w przyjętej skali 
powierzchni w wieloboku sił o wierzchołku Oj, przyjąwszy 
odległość biegunową 77, = 15 cm. Równolegle do boków tego 
wieloboku wykreśl i l i śmy następnie w i e l o b o k s z n u r o w y 
mnoprsa, którego skrajne boki ma i sa p rzedłużone do a w y ­
znaczają poziomą oś ciężkości Sh. 

Promienie tego wieloboku sznurowego (pierwszego) 
przedłużamy teraz do osi Sh, mianowicie mn do b, no do c, 
rp do e, sr do f i otrzymujemy w ten sposób odcinki ab, 
bc, cd, de, ef, fa. Przyjmując drugi biegun O* w odległości 
H2 r ówne j też 15 cm, kreśl imy znów równoleg le do pro­
mieni 0.£a, 02b... drugi wielobok sznurowy nino'p'r's\ k tó ­
rego skrajne boki m'g i s'h p rzedłużamy aż do poziomej osi 
ciężkości Sh, o t rzymując ostatecznie odcinek n=gh== 37,7 cm. 

Wedle Culmanna otrzymamy zatem: 
I\ = n .Ht. H2 = 37,7.15.15 = 8482,5 ok. 8480 cm 4 . 
Znajdziemy teraz moment bezwład, wedle Mohra. W tym 

celu należy pomnożyć powierzchnię F—mnoprsa przez po­
dwójną odległość biegunową Hx. Powierzchn ię tę można zna­
leźć, obliczając kolejno powierzchnie trójkątów mba, ncb itd. 

Otrzymamy wtedy: 
Trójkąt: W y s o k o ś ć ft: Podstawa />: P o d w ó j n a powierzchnia bh: 

mba 26,0 cni 6,0 cm 156 cm2 

ncb 13,9 „ 9,0 „ 125 
doc 1,9 H 1,0 „ 2 . 
pde 8,5 „ 6,5 „ 56 
ref 19,2 „ 5,0 . 96 . 
sfa 26,0 „ 4,8 . 125 „ 

2 F 560 c m 3 

a zatem I'o = 2 FHV = 560.15 = 8400 cm 4 . 
Otrzymal iśmy zatem wynik różny o 80 c m 4 od wyniku 

metody Culmanna, co jest b łędem bardzo małym*). Naj-
prawdopodobnie jszą wartością / będzie war tość ś r edn ia : 

1 = V i C O + /"o) = Va (8480 + 8400) = 8440 cm 4 . 
118. Obliczyć moment bezwładności przekroju filara 

podanego na rys. 191, ze względu na oś xx równoległą do 
osi ciężkości Sn, uwzględniając przykład 117. 

Wedle Mohra moment bezwładności L względem osi xx 
r ó w n y jest podwójnej powierzchni F' = mnoprstu, pomno­
żonej przez odległość biegunową Hi- Podwójna powierzchnia 

*) Hłąd dopuszczalny wynosi 3%. 



§ 42. Naprężenia w belkach. 159 

.F= mnoprsta wynosi 560 c m 2 (por. zadanie 117); podwójna 
powierzchnia trójkąta atu F" = 35,8 .13,6 == 488 cm 2 , zatem 
F = F+ F" = A + A'=-- 560 + 488 = 1048 cm 2 , a s tąd: 

Ix = 1048 .15 = 15720 cm*. 

§ 42. Naprężenia w belkach, gdy siły nie działają 
w płaszczyźnie osi g łównych. 

Dotychczas przyjmowal iśmy, że w płaszczyźnie, w której 
działają ciężary, leży jedna z osi g łównych przekroju, t. j . , 
że np. w rys. 172 lub 186 siły 
działają w linji yy. Często je­
dnakowoż obciążenie d z i a ł a 
w płaszczyźnie zamykającej z te-
m i osiami pewien kąt. Weźmy 
np. pod uwagę drewniane p ła ­
twie dachowe i rys. 192). Zwykle 
ustawia się je w płaszczyźnie 
dachu, natomiast ciężar P po­
krycia i śniegu działa pionowo, 
t. j . w linji ZZ. zawierającej 
z osią g łówną YY kąt np. a, 
(zaś z osią X X kąt 90—a). Ciężar 
ten wywołu je w danym prze­
kroju belki moment zgięcia M. 
Rozłóżmy ten moment na dwa 
momenty składowe, działające 
w płaszczyznach osi g łównych 
X X i YY, to wynoszą one: 

Mx — M cos ą (w płaszczyźnie 
My = M sin a (w płaszczyźnie 
Każdy z tych m o m e n t ó w składowych wywołu je odpo­

wiednie naprężenia zginające. W dowolnym punkcie prze­
kroju E powstaje nap rężen ie : 

Rys. 192. 

prostopadłej do 
pros topadłe j do 

X X ) . 
YY). 

wskutek Mx 

wskutek M„ 

Mcos a. y 

Msin a x' My X 
Jy Jy 
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Ponieważ zaś oba momenty, a zatem i oba naprężenia 
występują równocześnie , przeto naprężenie w punkcie E 
r ó w n a się sumie naprężeń ot + o2 

a = 
Mif M., x' 159 



160 II. D. W y t r z y m a ł o ś ć na zginanie. 

Głównie chodzi nam oczywiście o naprężenia największe. 
Występują one we włóknach skrajnych, t. j . w punktach A i C. 

Otrzymamy tam: 

dla Mx najw. a» = - 1 1 V ł * = ~ ± 
J x W x > 16* 

dla M v najw. a2 = y . = -

Sumaryczne naprężenia w A i C wynoszą w i ę c : 
MMX i ofn -i /w 

n a ] W - 0 = -W7 + -w; 1 6 1 

Jeżeli moment M jest dodatni, to Af* wywołu je ściska­
nie w częściach / i II, rozciąganie w III i IV; natomiast 
My ściskanie w / i IV, rozciąganie w II i III; zatem w czę­
ściach I i III naprężenia sumują się ze sobą, zaś w II i IV 
•de jmują od siebie. Bezwzględnie zatem biorąc, otrzymamy 
największe naprężenia w punktach A i C; w A najw. ( + o) = 

. ( Mx , My \ _ . . . ( Mx , My \ 

Naturalnie największe naprężenie nie może przekroczyć 
• s p r ę ż e n i a dopuszczalnego, w i ę c : 

X + - # - ^ A , 162 
Wx Wy 

Belkę o potrzebnych wymiarach znajduje się tu zapo-
mocą p r ó b . W tym celu przyjmuje się przekrój na oko i w y ­
znacza naprężenie z wzoru a = + -M7-- Jeżeli obliczone 

Wx Wy 
w ten sposób naprężenie jest większe od dopuszczalnego kBl to 
przyjęl iśmy belkę za słabą, jeżeli jest mniejsze, to może za 
silną. Wtedy bierze się dźwigar silniejszy (względnie słabszy) 
i ponawia obliczenie, aż naprężenie o możl iwie zbliży się do 
naprężenia dop. kg, pozostając przecież mniejsze od niego. 

Przykłady 119-120. 

119. P ła tew dachu żelaznego umieszczona jest prosto­
padle do połaci dachowej, nachylonej w spadku 1:3 do po­
ziomu. Odstęp więzarów wynosi 3,20 m, odległość p ła twi 
w rzucie poziomym 2,60 m, obciążenie 130 kg/m- rzutu po­
ziomego. Z powodu położenia między wysokimi sąsiednimi 
budynkami wiatru nie potrzeba uwzględniać. 



§ 43. Ugięc ie belki. 161 

Obciążenie p ła twi wynos i : 
Z = 3,2.2,6.130 = 1080 kg. 

Ciężar Z rozkłada się na Z ' działający prostopadle i Z'y 

działający równolegle do połaci. Przy nachyleniu 1:3, t. j . 
« = 18°26' otrzymamy: 

Z ' = Z cos a = 1080 cos 18° 26' = 1025 kg 
Z " = Z sin a = 1080 sin 18° 26 '= 341 kg 

a s tąd: 
Mx — 7s Z ' / = 781025.320 = 41000 kgcm 
My - y 8 Z"l = Ys 341. 320 = 13640 kgcm 

Przyjmijmy INP . 18 (W» = 161 cm 3 , Wy = 19,8 cm 3 ), wtedy: 
41000 13640 0 __ .. a o n n . . . . . 

o = — 6 1 — + 1 9 8 = 255 -t- 689 = 944 kg/cm 2 . 

Naprężenia są bardzo małe , przyjmijmy zatem przekrój 
mniejszy, np. I N P . 17 {W. = 137 cm 3 , Wy = 17,1 cm 3 ). Wtedy: 

41000 , 13640 Q n n , _ Q , , . ., 
o = — j 3 ? — + — i 7 _ i — = 3 0 0 + 7 9 5 = 1 0 9 5 kg/cm•'. 

120. Obliczyć dla zadania 119 pła tew drewnianą . 
Przyjmując przekrój 14/16 cm, otrzymamy naprężenie: 

41000 , 13640 M B l o l ! l _ . . . 
0 = "6973" + " 5 2 3 " = ' 7 + 2 , 6 1 = 9 4 ' 8 k g / c m ' 

zatem mniejsze od dopuszczalnego. Przekroju mniejszego nie 
dajemy, gdyż o t rzymal ibyśmy naprężenia zbyt wielkie. 

§ 43. Ugięcie be lk i . 

Wyżej (§ 30) zaznaczyliśmy, że każda belka narażona 
na działanie momentu zginającego ugina się. Włókna roz­
ciągane bowiem wydłużają się, ściskane skracają, a belka 
przyjmuje wskutek tego kształt krzywy (rys. 141 i 116). Ugię­
cie to będzie oczywiście tem większe, im większa jest d ł u ­
g o ś ć belki / i i m większe o b c i ą ż e n i e p, natomiast tem 
mniejsze, i m belka jest silniejsza, t. j . i m ma większy m o ­
m e n t b e z w ł a d n o ś c i / . Wreszcie ugięcie będzie większe, 
gdy mater ja ł bardziej się wydłuża, t. j . gdy ma większy spół­
czynnik wydłużenia czyl i mniejszy spółczynnik s p r ę ż y ­
s t o ś c i E. Największe ugięcie nazywamy s t r z a ł k ą ugięcia 
belki. Znając wielkość i rodzaj obciążenia belki, m o ż e m y 
wyznaczyć jej ugięcie; nie podajemy tu jednak samego ob l i ­
czenia, ale tylko wzory na największe ugięcia dla najczęściej 
przychodzących rodzajów obciążenia. 

Kryla. Podręcznik statyki budowli. J J 
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Przepisy budowlane podają zwykle granicę wielkości 
strzałki ugięcia. Wedle przepisów polskich nie powinna ona 
przekraczać: 

dla belek żelaznych f _ 1

 5 0 0 l 
„ drewnianych pojedynczych f <j Ywo * 

złożonych . f_ ł/300 / 
gdzie / jest rozpiętością belki . 

W normalnych wypadkach strzałka ugięcia pozostaje 
poniżej tej granicy; jednakowoż przy belkach długich, a sto­
sunkowo słabo obciążonych należy wzór ten uwzględnić, 
a dźwigar obliczać na z g i n a n i e i u g i ę c i e : 

Strzałka ugięcia wynosi : 

1. Dla belki wolno podpartej, obc iążonej c ięża­
rem c a ł k o w i t y m jednostajnie r o z ł o ż o n y m : 

, _ 5 pc» 5PP 
3 H 4 £ J ~ 3 8 4 7 ? 7 

2. Dla belki wolno podpartej, obc iążonej c ięża­
rem r o z ł o ż o n y m wedle trójkąta symetrycznego 
o największej rzędnej w środku (fig. 123): 

, _ PP 
' GOEI 

3. Dla belki wolno podpartej, obc iążonej c ięża­
rem roz łożonym wedle trójkąta o największe j 
rzędnej na podporze (fig. 125): 

/"= 0,013 ^ 
' El 

4. Dla belki wolno podpartej obc iążonej c ięża­
rem skupionym umieszczonym w środku roz­
p ię tośc i : ' 48 El 

5. Dla belki jednym k o ń c e m wmurowanej, obcią­
żonej c i ężarem c a ł k o w i t y m , jednostajnie roz­
ł o ż o n y m : 

f _ p/» pp 
' SEI ~~ 8 El 

(i. Dla belki jednym k o ń c e m wmurowanej, obcią­
żonej c iężarem skupionym P na k o ń c u (t. j . 
w odległości / od miejsca wmurowania): 

1 3 El, 

7. Dla belki jednym k o ń c e m wmurowanej, obcią­
żonej c i ężarem r o z ł o ż o n y m wedle trójkąta 
o najw. rzędnej w miejscu wmurowania (fig. 126): 

, P/3 
1 IbEI 

Dla wypadków 1, 2, 4 największe ugięcie występuje 
w ś rodku rozpiętości be lk i : dla wypadku 3 w odległości 
a: = (),4SI / tej od podpór) ' , na której rzędna obciążenia jest 
największa; dla w y p a d k ó w 5, 6, 7 na końcu wystającym belki 
(wspornika) 



Przykłady 121—122. 163 

WP = H a n n = 133,3 c m 5 

P rzyk łady 1 2 1 — 1 2 2 . 

121. Obliczyć wymiary belki żelaznej wolno podpartej 
o długości / = 8,00 m, obciążonej ciężarem jednostajnie roz­
łożonym g = 200 kg/mb, jeżeli ugięcie nie może być większe 
niż Ysoo długości. 

Na zginanie ot rzymamy: 

G = 200.8,0 = 1600 kg. 

M = Vs Gl = 7s. 1600.8,00 — 1600 kgm 

160000 
1200 

Moglibyśmy zatem użyć na zginanie dźwigara NP. 17 
(W=- 137,0 cm8). 

Obliczmy jednak strzałkę ugięcia: 

5 gl* _b_ GP _5_ 1600.800* 
' ~~ 384 El ~ 384 El 384'2150000.1166 ~ ' C m -

Strzałka ugięcia jest większa od dopuszczalnej, która 
wvnos i : 

f = 76oo'=1/5oo 800= 1,6 cm. 
Ze względu na ugięcie musimy zas tosować dźwigar 

NP 23 o momencie bezwładnośc i : 

7 = 3607 cm 4 . 
Ugięcie będzie : 

384 El 384 2150000.3607 ' C m -

122. Jak wielkie będzie ugięcie dźwigara NP 23 w przy­
kładzie poprzednim, jeżeli ciężar G = 1600 kg będzie działał 
jako skupiony w środku belki ? 

Wedle wzoru 134 otrzymamy wtedy: 

GP 1600.8008 

' ~~ 48 El ~~ 48.2150000 . 3607 2 , 2 C m ' 

Widz imy więc, że w tym wypadku ugięcie będzie 
znacznie większe i przekroczyłoby granicę dopuszczalną. 

11* 
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