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D. Środek ciężkości figur płaskich. 

§ 21. Ś r o d e k c i ężkośc i . 

Weźmy pod uwagę jakąś powierzchnię o jakimkolwiek do
wolnym kształcie, wyciętą np. z blachy i podzielmy ją na wąs
kie równoległe paski w dowolnym kierunku (rys. 78). Każdy z tych 
pasków posiada pewien ciężar, a zatem posiada pewną siłę pro

porcjonalną do swojej powierzchni. 
Wypadkową Sł tych wszystkich sił 
nazywamy osią ciężkości. 

Jeśli ciężary pasków zaczepimy 
lub jeśli wogóle podział ich prze
prowadzimy w innym kierunku, o-
trzymamy w podobny spasób inną 
oś ciężkości np. S U , przecinającą 
się z poprzednią w p. S. Można u-
dowodnić, że przez ten sam punkt S 
przechodzą wszystkie osi ciężkości da
nej figury; nazywamy g< środkiem 
ciężkości. 

Z powyższego wynika ogólny 
sposób znalezienia środka ciężkości. Dany przekrój dzieli się na 
dowolne części, najczęściej paski, k tórych środki ciężkości są zna
ne albo łatwo dadzą się wyznaczyć, zaczepia się w nich siły pro-
poreyonalne do powierzchni pasków i znajduje wypadkową t y h 
sił. Oznaczając przez A*, A s . . . powierzchnie poszczególnych pa
sków, przez A powierzchnię całego przekroju, przez e^ e 2 . . . od
ległość ich środków ciężkcści .od dowclnej podstawy, otrzymamy 
(wedle wzoru 12) na odległość e środka ciężkości całego prze-* 
kroju od tej samej podstawy wzór: 

Ai <*i -1- A 2

 e a 
A 

20. 

Potem w tych samych punktach zaczepia się te same siły, 
ale v/ jakimś innym kierunku czyl i poprostu obraca się daną f i -
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8urę i znów szuka wypadkowej. W punkcie przecięcia obu wy
padkowych leży środek ciężkości przekroju. Bardzo wąskie paski 
Uważać "można za linje proste, k tórych środek ciężkości leży oczy
wiście w środku ich długości. 

Zamiast rachować można też postąpić tak: Wyc ina się figurę 
0 danym kształcie z materjału jednolitego np. z grubego kartonu 
1 zawiesza w dowolnym punkcie, uważając, aby figura mogła swo
bodnie obrócić się około punktu zawieszenia. N a pionowej, prze
chodzącej przez punkt zawieszenia, leży środek ciężkości. Zazna
czyć ją można przy pomocy ni tk i z ciężarkiem, przyłożonej do 
punktu zawieszenia. Jest to jedna oś ciężkości. Następnie zawiesza 
s i C figurę w innym punkcie, również dowolnie przyję tym i postę
puje tak samo. N a przecięciu obu osi ciężkości leży środek cięż
kości. . 

§ 22. Środki c iężkośc i pól niektórych figur p łask ich . 

1. Prostokąt (rys. 79). Podzieliwszy prostokąt na paski o równej sze
rokości, otrzymujemy równą powierzchnię każdego z nich; wypadkowa zatem 
leżeć będzie w środku geometrycznym S prostokąta. Podobnie otrzymamy 
środek ciężkości równoległoboku (rys. 80). 

'2. Trójkąt. Podzielmy trójkąt A B C (rys. 81) na wąskie paski równo-
eglc do jednego z boków np. A B . Środek c iężkości każdego z nich leży 
* środku długośc i , w i ę c środek c iężkośc i całego trójkąta leżeć musi na linii 
•13 łączącej środek boku A B z p. C, a tern samem i wszystkie środki pa-

Podręcznik stnlyki budowli. • 4 

Rys. 79 1 S0. Rys. 81. 
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s k ó w . Linja CD jest zatem osią c iężkośc i . W ten sam sposób dzieląc bok 
BC i łącząc p. E z A otrzymamy drugą oś c i ężkośc i . Na ich przec ięc iu 
leży p. S. 

Punkt przecięcia linji C D i A E (a więc i BF) dzieli te linje w sto
sunku 2 : 1 (np.* CS : DS = 2 : 1 i t. d.); ż a l e m linia pozioma M N prze
chodząca przez środek c i ę ż k o ś c i oddalona jest od podstawy o trzecią część 
odpowiedniej wysokośc i . 

3. Figura symetryczna (rys. 79, 84 i n.) Oś symetrji jest tu zawsze 
osią c iężkości , g d y ż po obu jej st ronach powierzchnia przekroju rozłożona 
jest zupe łn ie tak samo. Jeże l i są dwie osi symetrji (np.rys. 79) to środek 
powierzchni l e ż y w punkcie ich przec ięc ia , jeżel i tylko, jedna, to trzeba 
znaleźć drugą oś ciężkości W jeden z podanych wyżej sposobów. 

4. Czworobok nieregularny (rys. 82) 
dzielimy na dwa trójkąty A B C i A C D 
o środkach c iężkości S t i S2, a potem na 
t r ó j k ą t y A B D i B C D o środkach ciężk. 

, S» i S«. Środek c iężkości czworoboku le
ży na przecięc iu linji S, Sa i S, 

5. .Trapez (rys. 83). Podobnie jak 
w trójkącie , tak i w trapezie jedną z osi 
c iężkości jest linja E F , łącząca środek 
boku C D ze środk iem podstawy A13. 
Dla znalezienia drugiej osi ciężk. może
my podz ie l i ć trapez na równoległobok 
A D C I o środku c iężkośc i S, i trójkąt 
BCI o środku ciężk. S2. Prosta Sj S, 

b ę d z i e drugą o s i ą c i ę ż k o -
ści trapezu, która, prze
d łużona , przecina oba 
boki równoleg łe w G «" 
11. P o p r o w a d ź m y wresz
cie przez S! i S, proste 
F K i LŁ równoleg łe do 
A D , to z p o d o b i e ń s t w a 

^.G t ró jkątów K O S , i L G S 5 -Ą 

Hys. 82. 

H ' 

wynika: 

Rys. 83. 

K S l : LS , = ± : h -
2 3 

3 : 2 

K S X : L S 2 = K G : Ł G = 3 : 2 , a s tąd 
ŁG = | K G , więc 
K Ł = i K G i L G = 2 K Ł . 
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Jeś l i boki równolegle razem wynoszą A B = a, CD = b, to 

IK = A K = — IŁ = — w i ę c Ł B = 2 IŁ = \ (a—b) 
2 3 • 4 

h a — b b a — b , 
K Ł = - + — - - ŁG = 2 ( - + —-—) = b + ? (a-b) 

B G = Ł G — Ł B = [ b + ] Ca—b) ] — f (a—b) = b, 

Punk G m o ż n a więc znaleść odc inając na przedłużeniu boku A B 
długość b . — 

Zupełnie podobnie da s ię udowodnić , że p . H otrzymamy, odcinając 
długość a na przed łużeniu boku C D . Wynika s tąd reguła: 

Dla znalezienia środka c iężkośc i trapezu należy w i ę c p o p r o w a d z i ć 
a) prostą E F łączącą środki b o k ó w równoleg łych trapezu, b) prostą G H , 
którą otrzymamy odc inając na przedłużeniu boku górnego bok dolny, a na 
Przedłużeniu dolnego górny — i łącząc otrzymane w ten sposób punkty 
1 i H . Środek c iężkośc i l eży na przec ięc iu linji E F i G H . 

Przyk łady 33 38. 

33. Znaleźć rachunkowo środek c iężkośc i teownika NP. 8 
a) Dzie ląc przekrój na dwa pros tokąty (por. rys. 84), otrzymamy 

Powierzchnię jednego F , = 9 . 53 = 477 mm 1 , F 2 = 80 . 9 = 720 mm* 
a Więc odległość „ e " środków ciężkości przekroju od podstawy ze wzoru 20: 

F,e a 477 . 35.5 + 720 . 4,5 

Fi + F, 477 + 720 

b) Tę s a m ą w a r t o ś ć otrzy
mamy ze wzoru 7. Wypadkowa 
<lwu sił równoległych o tym samym 
boku dzieli mianowicie odstęp m i ę 
dzy niemi w odwrotnym stosunku 
do ich ielkości . Odległość środ
ków ciężkości obu pros tokątów wy
kosi m = m1 -j- m a = 31 mm; s i ły 
zaś zaczepiające w nich są r ó w n e 
Powierzchniom prostokątów. Zatem 

: m a = F „ • V"M czyli (ńlj -hm,): m 2 = 
^'J ' 1+F,): i „ a s tąd: 

16,9 mm. 

I 

i 
i 

.As,. 
1 
m 
I 

. . . i . . 
I 

"F" 1 
62 

e 

.X L5I ; 1. - 1 

e.» v Y 

pC 

(m, ; 111,) 31 .177 
F , + F i ~~ 477 + TM 

- -80-

Rys. 84. 

12,4 mm 



a stąd e, = m 2 + 4,5 = 12,4 + 4,5 = 16,9 mm 

czyli ta sama wartość co w y ż e j obliczona. 

34. Znaleść środek ciężkości przekroju podanego na rys. 85. 
(b, = 10 cm, b s = 3 cm, b 3 =7 cm, dj=4 cm, d 2 =6 cm, d,=2 cm). 

Powierzchnie poszczegó lnych pros tokątów wynoszą: 

F , = b ^ = 10.4 = 40 cm s 

F , = b 2 d 2 = 3.6 = 18 cm 2 

F 3 = b,d, = 7.2 = 14 cm 2 

Pow. całego przekroju F = 72 cm-

Rys. 85, 

Odległość poszczegó lnych pros tokątów od osi mm 

m, = "TT = 2 cm 

m , = d t + — = 7 cm 

m, = d, -f- d, +— =11 cm. 

Zatem moment wszystkich powierzchni w z g l ę d e m mm 

F j m , + F t m 2 + F s m 3 = Fc 

a stąd odległość środka s ieżkośc i S od osi mm: 

e = ~ (F! m, + F a m, + F , mt) = Ł (40.2 + 18.7 + 14.11) = 5 cm 

Chcąc znaleść środek c iężkości wykreś ln ie , dzielimy przekrój w danym 
wypadku na trzy części i zaczepiamy w ich środkach s i ły o wie lkośai 
F,=40 cm*, F 2 =18 cm2, F s =14 cm 2 . N a s t ę p n i e w y k r e ś l a m y wielobok si ł 
0123 O, i wielobok sznurowy n o p r ; na przec ięc iu b o k ó w skrajnych nr i pr. 
(i na osi symetrji) leży środek ciężkości c iała. 
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35. N a l e ż y znaleść środek c iężkości przekroju jak na rys. 86, 
uwzg lędnia jąc tablice kszta l tówek. 

Uys. 86. 

Powierzchnia 2 k ą l ó w e k 30.30.4 wynosi F t 

Powierzchnie blachy F , 
Powierzchnie wstęg że laznych 40.4 F 3 = 

Całk. powierzchnia 

= 2.2,25 = 4,5 cm-
= 15.0,6 = 9,0 „ 
=2.4.0.0.4=3.2 ., 

B i o r ą c moment w z g l ę d e m osi przechodzącej 
Wstęg otrzymamy: 

m = 4.5.12.1+9.5.5 = 6 2 2 

16,7 

16,7 cm* 
przez środek ciężkości 

cm. 

Środek ciężkości 
oddalony jest zatem od 
dolnej krawędzi o dłu
g o ś ć 6,23+2,0=8,23 cm. 

T ę samą wartość 
o t rzymal i śmy wykreśl-
nie. 

36. Znaleść śro
dek ciężkości przekroju 
podanego na rys. 87. 

a) Powierzchnie 
poszczegó lnych p.isków 
wynoszą: 

F 1 = 3 . 6 = 1 8 « c m 2 

F , = 5 . 2=10 cm* 
Kvs. 87. 
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Odległości ich środków ciężkości od dowolnie wybranej prostej, np. 
od podstawy ab: 

m, = 4 + 5+1,5 = 10,5 cm m 2 = 4 + 2,5 = 6,5 cm rr, = 2 cm 
Odległość środka ciężkości od podstawy (por. wz. 20) 

{ / „ , „ , ,-, . 18.10,5+10.6.5+10.2 334 . ~ „ , 
e=_ ( K m , +F.m. + I",nO = ! - = - — = 4,9cm . 

p v i ^ T . i « T * »' l S + l u + 40 68 
• a 

Dla znalezienia drugiej osi c iężkośc i zaczepimy s i ły proporcjonalne 
do powierzchni poszczegó lnych pasków w innym dowolnie obranym kierun
ku. W danym wypadku najlepiej u ż y ć równoleg łego do ac. Otrzymamy 
wtedy odległości środków c iężkości pasków od ac: 

m'1=3 cm. m'2=,l cm m',=5 cm. 
a stąd: l / i - V, isc—,-/-. i j i . « 18.3 +10.1 + 40.5 264 „ e = -—(b.u],+l%m,+l',m. )= ! ! =s = 3,9 cm. 

b) Wykreś ln i e znajdziemy środek^ ciężkości zapomocą wieloboku sznu
rowego. W tym celu zaczepiamy w środkach c iężkośc i S 1 S 2 S 3 poszczegól
nych pros tokątów s i ły poziome proporcjonalne do ich powierzchni F^FgF, 
kreś l imy wielobok sił i dla przyjętego bieguna'O wielobok sznurowy, z k tó 
rego otrzymamy jedną oś c iężkośc i SR. N a s t ę p n i e le same s i ły zaczepia
my w innym kierunku, np. pionowym. P o n i e w a ż jednak s i ły n a s t ę p o w a ć 
będą teraz w porządku F 2 , Flt F s , przeto w tym t e ż porządku kreś l imy dru
gi wielobok sił z biegunem TV i znajdziemy drugą oś c iężkości SO 7 . N a 
przecięciu linii SR i SR' leży środek c iężkości całego przekroju S, zgodnie 
z poprzednim rachunkowym wynikiem. 

M o g l i b y ś m y jednak znaleść p i o n o w ą oś c i ężkośc i SR' nie zmien ia jąc 
wcale porządku si ł . W y k r e ś l m y mianowicie wielobok sił pionowych Fx F, F3, 
nie zmieniając ich porządku i wykreś lmy dla bieguna O " wielobok sznuro
wy. Pierwszy bok t e g o ż odprowadzamy do przec ięc ia z si łą F, w punkcie 
r, s tąd kreś l imy bok rs równoleg ły do 0"1 Ltd. "Wypadkową, przechodzącą 
przez punkt przec i ęc ia b o k ó w skrajnych ru i tu jest znów ta sama oś cięż-
kości pionowa SR'. 

37. Znaleść środek ciężkości przekroju 
i _ m dwulownika os łabionego dwoma nitami. 

m WMZ%m&\\ l ( l N P 2 8 a ; nity • 20 ram). 
h * j Niech F oznacza znaną powierzchnię 

i 1 (, dźwigara (rys. 88) zaś Fn powierzchnię obu 
—+j(-j- -—j£ na nity ( F n = 2 dg), to b iorąc moment wzglę-

I i r l p m n<i't m i n ( t l r / u m : n n v JJP ' fj ^" dem osi nim, otrzymamy 
h u • b e\ 
7 . ! (F—Fn) x = F -- - Fn (li — • a s tąd 

QW V$%M i »- K x = F | - Fn (ń-f) Ffa - F„ (23i - g) 

m - ̂  ^ J — : 

Rys. 87. F — F n 2 (F—Fn) 
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W przykładz ie s z c z e g ó ł o w y m otrzymamy 

F = 78,85 cm 2 (por. tablice ksz ta ł tówek) F*„ = 2.2,0 . 
78.75 . 14—6,8 . (28—0.85) 1103,9—184,6 

1,7 = 6,8 cm 2 

= 12,76 cm. 

1] 

2 

78,85—6,8 78,85—6,8 

Środek c iężkości przesunął s ię zatem o odległość S = 

= 14,0—12,76 = 1,24 cm od pierwotnego położenia . 

38. N a l e ż y zbadać , czy środek ciężkości gzymsu, podanego na rys. 
89, jest p o d p a r ł y na murze poniżej l e ż ą c y m . 

W tym celu wystarczy 
zbadać, czy pionowa oś cięż
kości przechodzi przez pod- ~ 
stawę. Dzielimy w i ę c prze
krój kamienia na paski, przy-
czem dla większej wygody z 
prostokąta podpartego bezpo
średnio a b c d tworzymy o-
sobną powierzchnię . Pozosta
łe paski o ksz ta ł tach prosto
kątnych, trapezowych i trój 
kątnych o t r z y m a l i ś m y , wyró
wnując łuki w linje proste 
1 opuszczając zupe łn ie m a ł e 
występy, prawie nie w p ł y w a 
jące na po łożen ie środka cięż
kości. Powierzchnie pasków 
wynoszą: 1 = 183 cm2, F 2 = 

F , = 548 cm 2 , 
cm 2 , F„ = 364 

= 132 cm2, 
P« = 87 cm 2 

P« •= 91 cm2, F , *= 2090 cm 2 , 
Środki c iężkośc i t rapezów F i 
> F» znaleź l i śmy wedle § 2 2 — 5 , 
środek trójkąta F , wedle 
§ 22j—3. Wreszcie z a p o m o c ą 
wieloboku sił z biegunem O 
w y z n a c z y l i ś m y p ionową oś 

c ' ę ż k o ś c i R , przyczem zmieni
l iśmy porządek sił wedle ko
lejnego następstwa ich kierun- H y»- 8 9 -
ków (F, , F „ F , K, . - ) podob
nie, jak w przykładz ie 36. 

Z wykresu okazało s ię , że pionowa oś ciężkości przecina jeszcze pod
stawę, że zatem środek ciężkości jest p o d p a r ł y . 
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E. Belki najprostsze. 

§ 23. Wykreś lne wyznaczenie o d d z i a ł y w a ń , s i ł poprzecznych 
i m o m e n t ó w belki prostej obciążonej c i ę żarami skupionymi. 

Przys tąp imy obecnie do omawiania sił, działających w p ła 
szczyźnie na t. zw. belkę, prostą. 

Belką czyli dźwigarem nazywamy kons t rukcyjną część budo
wli służącą do tego, by jakieś siły, ciężary, działające na nią, P x , 
P 2 . . . , przenieść na podpory A i B . Taką belką jest np. belka stro
powa, k tó ra przenosi na mur ciężar stropu, ciężary, jakie na niej 
stoją (i swój własny ciężar),—więzar dachowy, przenoszący na mu
ry ciężar pokrycia, śniegu i wiatru,—most i t. d. 

Jeśl iby na belkę działały wyłącznie obciążenia jako siły zewnętrz
ne, to musia łyby się one posunąć w kierunku wypadkowej tych 
sił. Jednakowoż belka pozostaje w równowadze, a pozostaje dla
tego} że jest podparta na podporach (na rys. 90 mamy dwie pod
pory A i B ) , gdzie ciśnie na mur i gdzie zupełnie tak samo ciśnie 

mur na nią (por. przy-
i JP , k łady 22 |i*31). Ciśnie| 

° ' j r " r i c " ~ \ T " T - l o n i e t o> i a k i e mur wy
wiera na belkę, nazy
w a m y oddziaływaniem 
podpór- lub odporem). 
Dla obliczenia wymia
rów belki potrzebne jest 
wyznaczenie tego od
działywania. 

Jeśli oddziaływa
nie występujące przy 
obciążeniu pionowem są 

też pionowe, to belkę nazywamy belką prostą. 
Ponieważ belka pod wpływem obciążenia pozostaje w równo

wadze tylko dzięki oddziaływaniom, k tóre równoważą działanie ob
ciążenia, przeto zadanie: „znalcść oddziaływanie" "znaczy znaleść 

Rys. 90. 



siły, powstające pod wpływem obciążenia w punktach podparcia 
belki i równoważące to .obciążenie" (por. przykłady 22 i 31). 

Weźmy najpierw pod uwagę belkę prostą, obciążoną tylko 
jednym ciężarem P.—Postępując wedle § 13, przyjmujemy dla 
siły P = 01 biegun O i kreślimy doń promienie O l i Oo, oraz ró 
wnolegle do nich promienie ac i cb wieloboku sznurowego. Jeśli 
oddziaływania O, i O, mają równoważyć się z siłą P , to wielobok 
ten musi się zamknąć , a nastąpi to wtedy, gdy połączymy jego 
punkty skrajne a i b; dlategoteż tę prostą nazywamy linją zamyka
jącą lub kró tko zamykającą. Łączy ona oba oddziaływania t. j . si
ły Ot i 0 2 , a więc równoległy do niej promień ciągu sił łączyć 
musi biegun O z punktem 2 dzielącym oba oddziaływania. W y 
kreśliwszy ten promień 02, otrzymujemy tem samem wielkość od
działywań: O x = 20 i 0 2 = 12, k tó re równoważą siłę P . Zamyka 
się bowiem wtedy ciąg sił (gdyż suma sił 20 i 12 równa się sile 
P =01) oraz ciąg sznurowy. 

Dla późniejszego obliczenia przekroju belki potrzebna jest tak
że znajomość momentu statycznego sił zewnętrznych w każdym 
Punkcie belki. W tym celu posłużą nam zasady poznane w § 17; 
belka A B jest bowiem obciążona wyłącznie ciężarami pionowymi. 
Dla znalezienia zatem momentu statycznego w dowolnym punk
cie belki np. C, prowadzimy w tym punkcie linję pionową aż do 
przecięcia z bokami wieloboku sznurowego w punktach f i g, a od
cinek f g = y pomnożony przez odległość biegunową H w punkcie C: 

M = fg . H = y H 21 

Zamiast mnożyć odcinek f g = y przez odległość biegunową 
H możemy przy odpowiedniem uwzględnieniu skali sił i skali dłu
gości odczytać na nim moment wprost w kgm wedle § 18. Wtedy 
Wszystkie odcinki pionowe powierzchni a b c przedstawiać będą bez
pośrednio momenty w odnośnych punktach belki. Powierzchnia ta 
°kreśla zatem wprost rozkład momentów wzdłuż belki przy tla
ł e m obciążeniu dlatego nazywa się powierzchnią momentów. Naj
większy moment występuje w punkcie działania ciężaru i wynosi 
™n = m H , a przekrój belki w tym punkcie nazywamy przekrojem 
'^bezpiecznym, gdyż tu zachodzi największe niebezpieczeństwo zła
j a n i a belki . 



Moment działający na belkę nazywamy często także momen
tem zginającym, gdyż stara się on wygiąć belkę i to tern więcej, im 
jest większy. 

Podob nie postępuje się dla obciążenia belki ki lku ciężarami 
skupionymi (rys. 91). Znajdujemy przedewszystkiem wielobok sznu
rowy a b c d e f , prowadzimy zamykającą a f i z bieguna O kreśli
my równoległy doń promień O m , który odetnie oba oddziaływa" 
nia Oj = mO i 0 8 = 4 m . Odcinki pionowe powierzchni abedefr 

t. zw. powierzchni momentów, zamknięte j wielobok i em sznuro
wym, odczytane w odpowiedniej skali, przedstawiają momenty zgi
nające w poszczególnych punktach belki. 

Dla obliczenia belki potrzebne jest wprowadzenie jeszcze jed
nego pojęcia. Znajdźmy mianowicie dla dowolnego punktu C wy
padkową T wszystkich sił działających po jednej np. lewej stronie 
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przekroju. Jeśli na belkę poziomą działają wyłącznie siły piono
we, to wypadkowa ta będzie t. zw. siłą poprzeczną. 

Jeśli p. G leży między punktem zaczepienia sił P , i P „ to 
Po lewej jego stronie działają siły 0lt P , i P 2 , a więc wypadko
wa T tych sił równa ich sumie będzie siłą poprzeczną. Ale siły 
° i , l\ i P 2 działające po lewej stronie p. Ct są w równowadze 
2 siłami P s , Pt i 0 2 po prawej stronie, więc i ich wypadkowa jest 
równa tej samej sile poprzecznej T, tylko z przeciwnym znakiem. 
Wynika stąd, że—jeśli chodzi o bezwzględną wielkość, to obojętną 
jest rzeczą czy obliczając T, uwzględnimy siły po lewej stronie 
przekroju, czy po prawej. Najczęściej uwzględniamy lewą i znak 
Po tej stronie jest miarodajny dla siły poprzecznej. 

Pomiędzy dwiema sąsiedniemi siłami skupionemi niema na bel-
W żadnej siły; dla wszystkich przeto punk tów na tej przestrzeni 
wartość siły poprzecznej pozostaje ta sama, równa sumie sił po 
jednej (lewej) stronie przekroju badanego C. Np. dla wszystkich 
Punktów pomiędzy P a a P 3 

T " = Ox — P j — P 2 22 
W wieloboku sił otrzymamy tę wartość 

T " = mO — 01 — 12 = m2. 
Odetnijmy tę wielkość T " = m2 pod przekrojem badanym ("., 

' poprowadźmy przez jej końce proste poziome m'm" i c"d' na 
^ugości pomiędzy siłami P s a P s . to każdy pionowy odcinek po
prowadzony między P , a P , przedstawiać będzie wielkość siły po
przeczne] w danem miejscu belki. Podobnie możemy uczynić 
! w innych miejscach, a wtedy ot rzymal ibyśmy wykres rozkładu 
s , ł poprzecznych na całej belce. 

. Wykres ten wykonujemy jednak zwykle inaczej. Poprowadź
my mianowicie z bieguna O promienie 02 i Om, równoległe do bo-
fó»V cd i af wieloboku sznurowego przeciętych przekrojem C C , to 
°dcinek m2 na wieloboku sił przedstawi nam silę poprzeczną w da-
nVn punkcie. (Jest to sposób znalezienia wykreślnego siły poprzecz
k i , używany bardzo często zwłaszcza przy obciążeniach rozłożo
nych, o czem mówić będziemy poniżej). Prowadząc z m i 2 
«*a długości między P , a P , linje poziome, otrzymamy znowu wy
kres ten sam, co poprzednio, wskazujący wielkość siły poprzecznej 
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•w każdym punkcie na długości między P 2 a P». Znajdźmy tak j 
samo siłę poprzeczną T dla innych przekrojów belki i wykreślmy ; 
odpowiednie poziome a'b'b"c' ... e"f* to linja schodkowa otrzymana I 
w ten sposób będzie przedstawiać rozkład sił poprzecznych na ca- | 
łej belce. Np . siła poprzeczna w punkcie D przedstawia si? 
w postaci odcinka st, odciętego linią sił popizecznych na piono
wej przeprowadzonej przez D. 

W miejscu, w którem suma odjemników w wyrazie 

T = Oj — P x — P 2 — P s — . . . 

jest mniejsza od 0, siła poprzeczna przyjmuje wartość ujemną-
Na rys. 91 następuje to w punkcie zaczepienia siły Pt, co uwi
dacznia się w rysunku przez to, że wykres sił poprzecznych prze
suwa się pod lin ją m ' m". (Por. np. rzędną st.) 

Wyżej wspomnieliśmy, że przekrój , w k tó rym moment zgina
jący przybiera największą wartość, nazywamy przekrojem niebez
piecznym. Znajduje się on tam, gdzie prosta n n przeprowadzo
na równolegle do zamykającej a f jest styczna do wieloboku mo
mentów, t. j . w punkcie d. Promień 02 równoległy do promienia 
linji sznurowe] c d bezpośrednio na lewo od d leży tuż ponad punk
tem m, zaś promień 03 równoległy do de t u ż pod m. Siła poprzecz
na na lewo od przekroju niebezp. ma z n a k „ + " , na prawo znak 
,,—". Przekrój niebezpieczny leży więc w punkcie, w którym •siła po
przeczna zmienia znak, na rys. 91 w punkcie działania siły P , . 

Niekiedy wygodnie jest mieć wykres momentów taki, 
aby linja zamykająca a f była pozioma. Nie mając oddziaływań, 
a więc promienia Om wieloboku sznurowego, nie możemy tego 
uzyskać, postępujemy przeto tak: Wykreś lamy w zwykły sposób 
wielobok sił z biegunem O i wielobok sznurowy a b e d e f , a pro
wadząc promień O m / / af znajdujemy oddziaływanie mO i 4 m-
Następnie kreślimy drugi wielobok sił, przyjmując jednak biegun Oj 
na poziomej przechodzącej przez znany już punkt m. Wielobok sznu
rowy a'b'c'd'e'f wykreślony dla tego bieguna O x ma zamykająca 
a f poziomą, gdyż równoległą do poziomej linji Ojm. 

f 
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§ 24. Rachunkowe wyznaczenie s i ł poprzecznych i mo
m e n t ó w dla układu c i ę ż a r ó w skupionych. 

Pierwszem zadaniem przy obliczeniu jakiejkolwiek belki, 
a więc i tutaj, jest znalezienie oddziaływań. Jak wiemy, oba od
działywania muszą być w równowadze z siłami zewnętrznemi, 
w danym więc wypadku wyznaczenie ich nastąpi wedle § 19. 

Jeśli ma nastąpić równowaga, to moment wszystkich sił dzia
łających (t. j . obciążeń i oddziaływań) względem któregolwiek 
punktu na danej płaszczyźnie musi się równać zeru. Ustawmy 
równanie momentów względem B , to: 

O i l — P A — P 2 b 2 - . .-. = 0 , 
a stąd oddziaływanie 

O I = y ( P A + P 2 N + • • ) 23 

Drugie oddziaływanie B najlepiej i najłatwiej znaleźć na mo
cy zasady, że dla równowagi suma wszystkich sił (obciążeń i od
działywań) musi być równa zeru, t. j . musi być: 

O i + 0 2 - l\ - P s - . . . - 0 24 
a stąd: 0 2 = P x + P 2 + • • . — O x 25 

Wielkość oddziaływania 0 2 znaleźć można także niezależnie 
od oddziaływania O x z równania momentów odniesionego od punk
tu A . Wtedy będziemy mieli: 

P > , + P ? a 2 + . . . — 0,1 = 0 

O — " i a i ~r~ P « a 2 23 
• * 2 ~ 1 

Jeśli w ten sposób obliczymy O a (z wz. 23a), to możemy 
skontrolować dobroć obliczenia na mocy wz. 24. Musi się speł
nić mianowicie równanie: 

P x + P 2 + . : . = * O, + 0 2 

czyl i : 

P i + P a . . . = ~ (P.b, + P 2 b 2 + ... + P.fc + P , a 2 + ...) = 

j [ P i O h + b J + P 2 (a2 + b2) + ...j 



ale a, + b1 = a 2 + b, = .., = l x 

a stąd: 

Pi+ .P , - ! - . , . - | (1^1 + 1̂ 1 + - = y (P ł + P 2 . . . ) = P i + P 2 -

Podobną kontrolę należy wykonywać o ile możności jak naj
częściej przy wszystkich obliczeniach statycznych. 

Silą poprzeczną T w dowolnym punkcie C znajdziemy, obli
czając sumę sił działających po lewej stronie danego, punktu C; 
wtedy: 

' - ^ - P . - P , 26 
Moment zginający zaś obliczamy, biorąc sumę momentów 

wszystkich sil działających po lewej stronie przekroju ze względu 
na dany punkt C; wtedy: 

M " = 0»c — PjC, — P 2 c 2 27 
Jeśli na belkę działa tylko jeden ciężar (rys. 90) wtedy otrzy

mamy wzory powyższe w następującej formie: 

O ł == P - 0 2 = P - a 28 
1 1 2 1 1 

Siła poprzeczna między lewą podporą a punktem D: 
T '= 0 , 29 

Siła poprzeczna między punktem D a podporą prawą: 

T = 01 - P = p i l — P = f. (b-l)--= — P - = - 04 29a 
1 i - i 2 

Moment w punkcie działania ciężaru: 

a b 
M - O x a = — P 30 

Jeśli na belkę działa jedna siła w środku belki, to otrzymamy 
<rys. 92): 

Oddziaływanie O x = 0,== ~- 31 
Ja 

Siła poprzeczna między A a C: 
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Siła poprzeczna między C a B : 

T = _ p == _ 32a 

Moment w środku belki: 

1 PI 

M o , : . 5 7 33 

o, 

P r z y k ł a d y 39-41. 

39. Obliczyć oddziaływanie 
siły poprzeczne i momenty bel
ki wolno podpartej o długości 
1 = 5 m, obciążonej ciężarem 
P = 2t stojącym w środku belki (rys. 92): 

-r _ l J 
P" 
Po ni 

* 

T 

_ l J 
P" 
Po ni 

i 
• P* tt ' 

I 
p. 

Uys. 92. 

o, i P 

2 
lt 

li T = 11 wzgl. T ' 
PI 1 

M = — = 7 2,0 . 5,0 = 2,5 tm = 250000 kgcm. 4 4 

WykreślnJe znaleźliśmy wartości te same. 

40. Znaleść najw. 
moment zgięcia poprze-
cznicy mostowej skut
kiem ciężaru kół wozu 
stojących na niej wedle 
rys. 93: 

P = 1000 kg, 
odstęp kół s = l , 8 0 m . 

Oddziaływania 
O 1 = = O 2 = P = 1000 kg. 
Moment w punkcie C 
w odległości c od pod
pory lewej: 

M = Ojc — P (c—a) == P c 

nys. 93. 

P (c—a) = Pa 34 



— 64 — 

Moment M jest między obu silami (t. j . na długości s) niezale
żny od odległości c, a więc stały i wynosi M == Pa . Dla punktu 
D między A a E otrzymal ibyśmy M ' = Ojb = Pb, wprost propor
cjonalny do odległości b. 

W danym wypadku otrzymamy: 

M = Pa = 1000 . 0,60 = 600 kg cm. 

Siła poprzeczna między A i E wynosi: 

T = Oj 35 

Pomiędzy siłami P siła poprzeczna równa się zeru, gdyż 

T = O j — P = P — P = 0 35a 

41. Dźwigar o rozpiętości 6,00 m p r zenoś* obciążenie wedle 
rys. 94. Znaleźć jego momenty i siły poprzeczne. 

• .t 
Rys. 94. 

Oddziaływanie Ox wynosi: 
1 

O x = — (2000 . 5,0 + 4000 . 3,2 + 3000 . 1,2) = 4400 kg 
Zatem oddziaływanie 0 2 : 

0 2 = 2000 + 4000 + 3000 — 4400 = 4600 kg 
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Siła poprzecz. między A a P1 wynosiT — Oj == -1400 kg 
„ '„ „ P . a P , " „ T i = O i - P x = 2400 kg 

„ P 2 a P s ,. ^ = 0 ! — P x — P 2 = 1 6 0 0 kg 
„ P 3 a B „ T , - 0 - 1 P 1 - P 2 - P s = - B = - 4 6 0 0 kg 

Największy moment występuje tam, gdzie siła poprzeczna 
zmienia znak, t. j . pod ciężarem P a ; utrzymamy tam: 

M' = 01 . 2,8 - P j . 2,8 = 8720 kgm = 872000 kgcm. 

Chcąc znaleźć najw. moment wykreślnie, kreślimy wielobok 
sił, przyjmując odległość biegunową H = 6 ton, oraz wielobok mo
mentów. Otrzymany z niego M = 8,7 cm = 870000 kgcm, co pra
wie zupełnie zgadza się z wartością obliczoną. 

§ 25. Obciążenie jednostajne zupe łne . 

Często mamy do czynienia z obciążeniem innego rodzaju, niż 
ciężary skupione, o k tó rych dotychczas mówiliśmy. Weźmy np. 
pod uwagę belki stropowe, k tóre dźwigają ciężar podłogi na całej 
swej długości, lub dach, k tó ry obciążony jest na całej lub na czę
ści powierzchni warstwą śniegu. T u spotykamy się z obciążeniem 
rozłożonem na całej belce albo na jej części. Jeśli ten ciężar roz
łożony jest równo (np. równo gruba warstwa śniegu), to obciąże
nie nazywamy jednostajnem lub równomiernem; jeśli zaś nadto roz
ciąga się na całą długość belki, to nazywamy je jednostajnem zupełnem 
lub jednostajnem całkowitem. Wielkość obciążenia, jaka przypada na 
jednostkę długości nazywamy obciążeniem jednostkowem; jednostkę 
długości zaś bardzo często jednostką bieżącą (np.' 1 m bieżący, co 
zwykle pisze się 1 mb , 1 cm b i t. d.); dlatego też jednostką obc. 
jednostkowego jest 1 kg na I mb, co pisze się 1 kg/mb, 1 t/mb, 
1 kg/cmb i t. d. Jeśli np. na długości 1 m rozłożone jest 150 kg, 
to napiszemy: ciężar jednostkowy p == 150 kg/mb. 

Dla obliczenia oddziaływań, siły poprzecznej T i momen
tu M przyjmiemy, że takie obciążenie ciągłe składa się z szeregu 
sił skupionych, działających jedna tuż obok drugiej. Niech obcią
żenie jednostkowe wynosi g kg/mb, to jego wypadkowa na dłu-

Podrccznik slnlyki budowli. 5 
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Rys. 95. 

gości a wynosi ga i zaczepia w połowie długości a (rys. 95); obcią
żenie więc na długości całej belki 1 równe jest zatem: 

G = g l 36. 

Obciążenie to rozkłada się równo na obie podpoiy, a zatem 
oba oddziaływania są równe i wynoszą: 

O, = 0 2 = ł G = ł gl . . . . , 37. 

Siła poprzeczna w dowolnym punkcie C równa się sumie sił 
zewnęt rznych po lewej stronie przekroju (z uwzględnieniem zna
ków) t. j . oddziaływaniu 01 (działającemu do góry) pomniejszo
nemu o obciążenie na części belki od podpory A do punktu C, 
więc: 

T„ = O, g x 38. 
*— # 

gdzie z równe jest oddaleniu punktu C od środka belki. 
Wynika stąd, że siła poprzeczna w dowolnym punkcie belki 

dla obciążenia całkowitego jednostajnego równa jest obciążeniu jednostkowe
mu pomnożonemu przez odległość tego punktu od środka belki. Na pod
porze więc (t. j . właściwie niezmiernie blizko od podpory) siła po-



Przeczna T = — — O x ; natomiast w środku belki, gdzie z = 0 siła 

Poprzeczna T = 0; wreszcie na podporze B : T = — — == — O 
2 

§dyż z mierzyć musimy w kierunku przec iwi^m niż poprzednio, 
M - ujemnym. 

Wykreślnie przedstawić możemy rozkład sił poprzecznych 

°dcinając na podporze A siłę O x - = — w górę od przyjętej 
flSl poziomej m ' m ' , na podporze B tę samą siłę — — pod osią iłą-

/ 2 
C z ą c otrzymane w ten sposób punkty m i n łinją prostą. Rzędne 
pionowe między osią a łinją m n przedstawiają wielkość siły po
przecznej w każdym punkcie. (Np. st jest siłą poprzeczną w punk-
C l e C; w środku rzędna jest równa zeru, gdyż T = 0). 

Dla obliczenia momentu zgięcia M w danym punkcie, robimy 
*° samo przyjęcie. Wtedy moment równa się momentowi oddziały
wania zmniejszonemu o moment obciążenia na długości x . Dłu
gość x podzielić możemy na pewną ilość (np. 3) części, a obciążenia 
tych części uważać za ciężary skupione g x , g 2 , g3... Moment 
v c h sił względem punktu G będzie wynosić: £iiy"r-?2r2+P3rs + ... 
zamiast brać moment szeregu sił, możemy jednak wyznaczyć ich 
Wypadkową i obliczyć jej moment względem C. Ponieważ siły' 

. . . są równe, przeto ich wypadkowa leży w środku długości x, 
5 wielkość jej równa się sumie składowych obciążeń, czyli całe-

obciążeniu na długości x t . j . gx. Moment tej wypadkowej 

Względem punktu C wynosi więc gx . * = g—. Moment zginają-
2 2 

c J ' w punkcie C równa się zatem: 

M = O ^ — g - =g—x — g - = - x (!—x) 39 
tt2 2 2 2 

Największy moment obliczony wedle tego wzoru przypada 

W środku belki. Otrzymujemy tam mianowicie x = -^-, ą wtedy: 

1 1 1 l 2 



Nazwijmy całe obciążenie belki G ; to G = gl; możemy więc 
napisać 

M = g l - - = ^ 41 
b 8 8 

Zatem największy moment belki wolno podpartej przy obciążeniu 
calkowitem jednostajnem równa się obciążeniu całej belki pomnożonemu 
przez część rozpiętości belki. 

Dla celów praktycznych najwygodniej jest wyznaczyć obcią' 
żenię G i oddziaływanie Oj i 0„ w kilogramach, zaś momenty M 
w kilogramcentymetrach. W tym celu najlepiej jest obliczać; 

a) Obciążenie całkowite G = gl kgm, mnożąc g wyrażone 
w k g / m b przez długość 1 wyrażoną w metrach. 

G 
t ) Oddziaływanie Oi = 0 2 = — kg. 
c) Największy moment ze wzoru M = -J- G l , wyrażając 0 

jak poprzednio w kg, natomiast 1 w centymetrach. 
Dla wykreślnego znalezienia linji momentów moglibyśmy p ° ' 

dobnie jak przy obliczeniu analitycznym przyjąć cały szereg stf 
skupionych, zastępujących obciążenie jednostajnie rozłożone i wy ' 
kreślić dla nich wielobok sił i wielobok sznurowy, k tó ryby tern sa' 
mem odpowiadał l inji momentów. Skrajne promienie sznurów*5 

będą wtedy równolegle do skrajnych promieni wieloboku sznurc 
wego (Oo / / a d ! On / /bd) . 

Tę żmudną pracę możemy jednak ominąć uwzględniając 
wzór 39. Obliczmy mianowicie dla poszczególnych p u n k t ó w belk1 

wartości momentów wedle tego wzoru i odetnijmy pionowo od linj1 

a b w przyjętej skali momentów, a przekonamy się, że końce icłi 
leżą na paraboli, której największa rzędna (w środku) wynosi 
fil* G l „ , . _ 
— = — . Parabola ta jest więc zupełnie zgodna z wielobokiem 
8 8 
sznurowym*), j ak ibyśmy uzyskali wedle sposobu wyżej podanego? 
styczne podporowe będą więc równoległe do odpowiednich promie"1 

wieloboku sił. Najłatwiej wykreślić ją w następując}' sposób: 

*) Wielobok sznurowy jest tutaj właśc iwie krzywą sznurową, 
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Z punktów a i b leżących na dowolnej poziomej prowadzimy 
równoległe do Oo i On aż do przecięcia się w punkcie d. Podziel
my długości ad i bd, na zupełnie dowolną, ale. t ę samą, ilość części 
fap. 4) i połączmy kolejno punkty podziału np. e z g, f z h, 
a następnie wrysujmy w wielobok w ten sposób powstały linję 
krzywą styczną do boków ad, eg, fh . . . , to ta linja krzywa będzie 
parabolą, a rzędne jej np. w'w" będą odpowiadały momentom 
w poszczególnych punktach. W samym . środku otrzymamy 

rzędną 
8 

Z własności paraboli wynika, że długość d'd równe jest dwu
krotnej długości d'd". -Parabolę momentów wykreślić można za
tem nawet bez uprzedniego rysowania wieloboku sił: wystarczy 
odciąć w środku belki długość d'd = 2 x | g l 2 i narysować para
bolę, zastosowawszy wyżej .opisany sposób kreślenia. 

D l a obciążenia ciężarem skupionym G w środku belki, otrzy-
G1 

mujemy wedle -wz. 33 największy moment M = — . Jeśli zatem 
4 

c a łe obciążenie jednostajnie obciążonej belki G = gl zaczepimy 
y jej środku jako ciężar skifpiony, to uzyskany moment będzie 
<*Wa razy większy niż dla ciężaru rozłożonego; w wykresie (rys. 95) 
otrzymalibyśmy moment równy d'd, zaś wykres momentów a d b. 
^atem chcąc wyznaczyć linję momentów dla obciążenia jednostaj
ne rozłożonego, możemy wykreślić linję momentów dla ciężaru sku
pionego o równej wielkości G — gl i wkreślić w nią parabolę styczną, k tó -
r a będzie linją momen tów ciężaru jednostajnie rozłożonego. 

§ 26. Obciążenie jednostajne c z ę ś c i o w e . 
Przy obciążeniu, nie rozmieszczonem na całej belce, czyli t. 

2wanem obciążeniu częściowem posypujemy podobnie, jak przy 
c a łkowitem. Obciążenie na długości a wynoszące p a (rys. 96), za
kapujemy ciężarem skupionym o tej samej wielkości P = a p i wy
l e s i a m y linję momentów a c b. Linja ta ważna jest jednak ty l 
ko na długości c h ^ Na długości obciążenia ac zastępujemy ją 
Parabolą wj kreśloną (jak w poprzednim paragrafie), a otrzyma
na w ten sposób powierzchnia ad"f"e"b będzie powierzchnią mo
mentów. 
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