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E. Wytrzymałość złożona. 

§ 43. W y t r z y m a ł o ś ć z łożona na zginanie i rozc iąganie 
(ciągnienie) lub śc i skan ie (c i śnienie) . 

.leżeli na belkę zginaną w sposób wyżej omawiany działa 
,$ila osiowa (wywierająca ciśnienie lub ciągnienie), to w każdem 
miejscu belki wystąpią natężenia zginające, oraz natężenia cisnące, 
wzgl. ciągnące. Dla otrzymania najw. natężeń, trzefca jedne do 
drugich dodać. 

Z § 31 wiemy, że natężenia 
?• powodu siły osiowej rozkładają się 
jednostajnie na cały przekrój o 
Wysokości h (rys. 179) i wynoszą 

_ P gdzie znak + oznacza 

ciągnienie, znak — ciśnienie. Ponie
waż zaś na całej długości belki- działa 
ta sama siła I5, przeto natężenie ax 

jest stałe w każdym jej punkcie. 
Rys. 171), ISO, 181. 

Natężenia zginające w dowolnym punkcie belki oddalonym 
M 

± ". V (§ 36 ) ; 
0 y od środka ciężkości przekroju wynoszą oy = + 

^atem natężenie sumaryczne w dowolnym punkcie: 

G = Gj + 3y = 138. 
P_ My 
i J 

W pewnym punkcie przekroju belki natężenia o1 (ciśnienie 
*ub ciągnienie) rozkładają się w postaci prostokąta (por. rys. 179); 
natomiast natężenie zginające wedle rys. 180. Jeżeli mamy siłę P 
ciągnącą, to o1 jest ciągnieniem (+). Jeżeli więc z natężeń zgina
jących górne są ciągnące, zaś dolne cisnące, to u góry natężenia 
s ' ę sumują, u dołu odejmują. Odcinając na c "d" (rys. 181) u gó
ry c " e ' ' = = < 3 i _ j _ 0 ' 2 i z a § u C\Q\U d"i'"=a 1-!-G"2 (w kierunku przeciw
nym) otrzymamy wykres natężeń sumarycznych, przedstawiający 
S 'C w postaci trapezu. Z wykresu tego widać, że najw. natężenia 
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powstaną tam,, gdzie natężenia ciągnące sumują się z najw. n a t ę 
żeniami ciągnącemi z powodu zginania (rys. 181) w warstwie skraj
nej gdzie M p v 

° 2 dT — w" 
Największe natężenia w przekroju wynoszą zatem: 

P Me P M J „ q 

* — — +• — = + — loa I 
F ^ F w 

i będą oczywiście największe w warstwie skrajnej tego przekroju, 

w k tórym jest największy moment M . Najmniejsze natężenie 
* * ;''-••'"•"•* •• ' p M . l 

powstaje w warstwie skrajnej dolnej, gdzie o" == — 
F W 

W danym przykładzie jest ono również ciągnieniem, jak i w war-
M P 

stwie dolnej. Jeżeli jednak — będzie większe niż — , to w war-
' . . P M . 

stwie dolnej wystąpi ściskanie o wielkości a = — (—-——); zatem 

wykres natężeń przedstawi się wedle rys. 190. Mamy wtedy w je

dnym punkcie natężenie równe zeru, więc oś obojętną w przekroju. 

Jeżel iby wreszcie największe natężenie ci snące ^ • — - , to w J v . - W F 
przekroju wystąpią wyłącznie ciągnienie o największej wartości 

P M 2 P . . . 
c = p + ^ = — w warstwie skrajnej górnej , natomiast w war
stwie dolnej G = 0. Natężenie warstwy środkowej t. j . w odle

l i P P J 
głości e = od górnej i od dolnej warstwy wynoszą o— + 0 == — ; 

2 F F 

są zatem dla belki o przekroju symetryczym równe natężeniu z powo

d u siły osiowej. W przekrojach niesymetrycznych warstwą środkową, 

fest przechodząca przez środek ciężkości przekroju (por. § 30). 

Dla belki o przekroju prostokąta mamy: 
n w

 b n * i . P , 6 M . . . F = bh, W = ' , a stąd: a = + . . . 110-
0 b h b h 2 
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Mając obliczyć belkę narażoną na zginanie, i ciśnienie (ew. ciąg
nienie), obliczamy zwykle najpierw przekrój na zginanie;, zamiast 
obliczonego- bierzemy jednak większy i dla tego przejętego kontro-

P M 
lujemy czy obliczone wedle wzoru a = 4- - są mniejsze od na-

F W 
\ P M 

tężenia dopuszczalnego, t. j . czy k<J - 4 - —. 
F W 

PI P 
M 

§ 44. Ś c i s k a n i e ( c i śn ien ie ) i r o z c i ą g a n i e ( c i ą g n i e n i e ) 
m i m o ś r o d k o w e . 

Zupełnie tak samo rozdzielają się natężenia, gdy na przekrój 
działa siła P cisnąca lub ciągnąca, ale mimośrodkowa, t. j . nie za
czepiająca w środku przekroju. Zachodzi tu identycznie ten sam wy
padek (rys. 182). 

Niech np, środek ciężkości przekroju bę
dzie w S; natomiast punkt zaczepienia siły P 
w M . W punkcie S możemy zaczepić dwie si
ły równe i wprost przeciwne sobie, a znoszące 
się P ' — P " = 0; stan równowagi nie ulegnie 
więc zmianie. Ugrupujmy te siły inaczej, po
dobnie jak to czyniliśmy w § 36. Na przekrój 
będą działać wtedy: 

1) siła osiowa P " 
2) para sił P P ' , której moment wynosi 

P . u . 
Siła P " wywoła natężenie cisnące o wiel-

P " P 
-; natomiast para sd nate-

1_J 

KOSC1 
F 

żenię zginające o największej wartości o, — 
M 

Rys. 181 

P u 
Najw. na-

W W 
tężenie sumaryczne wynosi więc: 

P , M P 
F W F 

Podobnie, jak w § 43, możemy dojść tu do różnych wykre
sów natężeń (por. rys. 187—190), zależnie od wielkości siły P i od-

W 
1 11. 
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ległości jej u od środka przekroju. Przedewszystkiem ciekawy jest 
stan przejściowy (rys. 189), gdy wr przekroju panują wyłącznie na-
żenia jednego znaku, ale gdy we włóknie skraj nem panuje na tę -
tężenie równe zeru. Wtedy oś obojętna dotyka przekroju, czyli 
jest" doń styczną; ale nie przecina go w żadnym punkcie.; 

P r z y k ł a d y 110 112. 

110. Listwy żelazne (szyny kopalniane) podtrzymują świetl
nie ze szkła drutowego. Długość ićh 2,36 m, nachylenie do po
ziomu 21°50', odstęp 55 cm, Należy obliczyć ich wymiary, przyj
mując ciężar śniegu 50 kg/cm2 połaci dachu, zaś z wiatru, uwzględ
niając tylko składową pionową 20 kg/cm2 (rys. 183). 

R y s . 18:> 

Na 1 m- połaci dachu przypada: 
ciężar własny pokrycia: szkło drutowe 7 m/m grube 20 kg/m 8 połaci 

listwy żelazne (przyjęto) 10 ,, ,. 
ciężar zmienny: śnieg 50 „ 

wiatr 20 .. 

Razem na 1 m- dachu pochyłego g = 100 kg/m 2 połaci 

Ciężar ten rozkłada się na dwie składowe: g, prostopadłą do 
połaci i g a równoległą do niej, przyczem: 

g ^ l O O c o s 21° 50 '= 100 .0,928=93 kg/m 2 

g 2 =100s in 21° 50'= 100 . 0,371=38 kg/m 2 

Zatem ciężar całkowity przypadający na jedną listew: 

' G 1 =2,36 .. 0,55 . 93=120 kg 
Q-8=2,36 . 0,55 . 3 8 = 40 kg 
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Ciężar G , wygina listwę i wywołuje, najw. moment 

M_=| G j l - 4 120 . 2.36=3540 kgcm. 

Ciężar G 2 działa jako siła osiowa ciągnąca. Przyjmując• sz\-
tię kopalnianą 5%,s o powierzchni 4,85 cm 2 , o momencie wytrzy
małości W = 5 , 8 cm 3 , otrzymamy naj. natężenie (ciągnienie): • 

M G , 
W F 

3540 
+ 

_49 
4,85 

6 1 0 > 10 §= 620 kg/cm2 

111. Krokwie 3 6 / i 2 dachu wieżowego, obciążone ciężarem 
pionowym pokrycia 80 kg/m 2 połaci i parciem wiatru 200 kg/m 2 

połaci pros topadłem do niej, leżą W odstępie 70 cm. Należy zna
leźć najw. natężenie (por. rys. 184). 

Obciążenie pionowe wynosi: 
G=0,70 . 4,65 . 80 = ok260 kg. 

Składowa G ' prostopadła do kierunku krokwi: 
G ' = 260 . cos 75<>=260 . 0,259 = ok 62 kg. 

Składowe G" równoległo do tegoż kierunku: 
C."=260 . sin 75 = ok 250 kg 

Parcie wiatru: 
W=0,7 . 4,65 . 200=ok 650 kg. 

Ciężary G ' i W wywołują moment zgina
na jacy krokiew o wielkości: 

9 
( G ' + W ) l (62+650) 465 

U y s . 181. 

iM = 
8 8 

Składowe G " wywołuje ciśnienie osiowe 

ok 4150 kg/cm 

Dla przekroju 1 6 /w wynosi F = 12. 16 = 192 cm2, żaś W = 
12 . 162 = 512 cm 3 . Zatem najw. natężenie: 

na ciągnienie: 

na ciśnienie: 

G " , M 250 , 41500 
o = -| = 

F W 192 512 

G " M 250 41500 F W 192 512 

= 82 kg/cm3 

=—79 kg/.111-
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112. Na pręt o przekroju kwadratowym, którego bok wy
nosi b, działa siła P a) osiowo, b) w odległości f b od osi, c) w kra

wędzi, d) w odległości b od osi 
(rys. 185). Należy znaleźć w każ
dym wypadku największe natężenie. p 

a 
p 
c 

f 1 i i 

b — ~j 

H H 
I 
i 

TTT ! 

a) 
b 2 

f — i ! L 

b) Dodajmy w punkcie środ
kowym przekroju dwie siły P ' i P " 
równe i wprost przeciwnie skiero
wane, co nie naruszy istniejącego 
stanu i złóżmy siłę P ' z siłą P ; 
otrzymamy wtedy siłę osiową P " = P 
i moment o wielkości *M = P J Z wzo-
ru 139 otrzymamy wtedy: 

Rys. 185. F 
M 
W 

P Pb 
b a 4 

6 
b 8 2 b 3 

c) analogicznie do b) otrzymamy tu: 

P M P P b 6 
"I F W ~ b 2 2 ' tr3 

4 P 

b 3 

d) Pb . 6 P 
b-' 

P M P 
F W b 2 b 3 

Widzimy stąd, jak szybko rosną natężenia , jeśli siła odsuwa 
się od osi: w położeniu c) otrzymujemy natężenie 1 razy większe, 
w położeniu d) 7 razy większe. 

§ 45. Rdzeń (jądro) przekroju. 

Weźmy pod uwagę przekrój poprzeczny belki zginanej o 
kształcie pros tokątnym, dla którego F==bh, zaś W — ł b h 2 (rys. 180). 
Jeśli mają w nim panować natężenia o wyłącznie o jednym zna
ku, to w myśl ostatniego zdania poprzedniego paragrafu oś obojętna 
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O Ą, iC-

musi być styczną do przekroju, a więc albo 1) leżeć w jednej 
z krawędzi (np. ab) albo 2) przechodzić przez jedno z naroży nie 
przecinając zupełnie jego boków (np. 
w linii mn). 

Jeśli zachodzi wypadek pierw
szy t . j . jeśli oś obojętna spada z jed
nej krawędzi np. ab, to natężenie tej 
krawędzi równa się zeru, czyl i : 

' _ P M JP ~6pr 
. ~ F W b h " " b l i " 

a stąd: r = \ \\ . . . . 142. 

Odcinając więc na osi yy .odle
głość Sj_'= r = h otrzymamy punkt, 
w k tó rym musi działać siła, aby oś 
obojętna leżała w ab. D l a osi oboj. 
w ćd otrzymamy tak samo punkt 3 R y s - 1 8 3 -
jako punkt zaczepienia siły P . 

Podobnie dla osi obojętnej , leżącej w linii ad lub bc otrzy
mamy rj—-J-b; odpowiednie zaś punkty zaczepienia siły P leżeć-
będą w odległości S 4 = S 2 = - £ b od ś rodka. 

Łącząc punkty 1, 2, 3, 4 ze sobą linjami prostemi otrzyma
my powierzchnię zwaną rdzeniem lub jądrem przekroju a b c d . 
Punkty na obwodzie naz.. punktami rdzennymi lub jędrnymi, a 
linje 1 23 4 ograniczającą jądro linją ordzenną (ojędrną) lub 
krótko ordzenną (ojędrną). Rdzeń ma własność następującą: 
Jeśli siła zaczepia w którymkolwiek punkcie obwodu rdzenia, to 
odpowiednia oś obojejna jest styczną do przekroju. Jeżeli więc w prze
kroju mają wystąpić wyłącznie natężenia o jednym znaku np. wy
łącznie ściskanie, to punkt zaczepienia siły P działającej na prze
krój musi leżeć W obrębie jądra. Ważne jest to np. przy murach 
budowlanych na zaprawie wapiennej, której wytrzymałość na roz
ciąganie jest bardzo mała. Staramy się więc uniknąć rozciągania 
w przekroju, a więc mur zbudować tak, aby siła cisnąca zaczepiała 
wewnątrz rdzenia. 

Z rys. I86a widać, że dla prostokąta rdzeń mieści się w środ
kowej z trzech części, na które podzieliliśmy bok ab prostokąta . 

• 



— 172 — 

Aby więc w przekroju ciśnionym nie wy
stępowało ciągnienie, musi siła zaczepiać we
wnątrz t. zw. środkowej (czyli średniej) trzeciej 
części przekroju.. 

Wykresy natężeń przy przesunięciu 
punktu zaczepienia siły P przedstawiają się 
zatem następująco dla pełnego przekroju 
pros tokątnego: 

a) Dla siły P, zaczepiającej w środku 
przekroju S mamy na całej szerokości prze
kroju natężenie o tej samej wielkości o = 

p 
— ^. Niech w przyjętej przez nas p<>-

działce natężeń długości A A x =- aQ 

p ^ 
kg/em2, to prostokąt A ' A j . J ^ H 

F ' - . . 
przedstawia rozkład natężeń w omawia
nym w\padku (rys. 187). 

b) Jeśli siła P zaczepia w dowolnym 
punkcie osi głównej miedzy środkiem S 
a punktem jędrnym I lub lv' to najwięk
sze natężenia wynoszą: 

P GPc _ 
b h . ,. l i 

b r 

najw. o 

Rył . 187, 188, 189 1 190. 

P 
1)11 

i + 
h 

i:; 

najmu. o = a, = bh \ 
bc 
n 

i + 
bc 

143a, 

gdzie o0 

bh 
jest natężeniem powstającem, gdy siła P działa 

w środku ciężkości przekroju (por. wyp. a), zaś c odległością pun
ktu zaczepienia siły P od środka. Dla wykreślnego znalezienia 



cozkładu natężeń w tym wypadku postępujemy przeto w nas tępu-
P 

jacy sposób: Odcinamy w środku SSj = o0 = —; łączymy S 3 

b h 
z punktami jędrnymi I i I oddalonymi od S o odległości SI } AS , 
przedłużamy i Sj I do przecięcia się z kierunkiem siły 
P w wzgl, C 2 i wykreślamy Cj A , i C 2 B j równolegle do A B , 
to z podobieństwa t ró jkątów A C C 2 1 0 0 SSX I oraz A G C , I, 
00 SSi I x , otrzymamy c c : a„ = / l ł + Ą : -•, a stąd cc2 — 

\b' / 6 
P / h , \ (. P / , , 6c\ 

— h e l . ' = — 1 + - - I — najw. n = of, oraz cc. :a0 bh \ b / l i b l i \ h / 

\tj / b hh \ ti . / h bh \ h / 
= najmu. o.,. 

c) Siła 1* zaczepia w punkcie jędrnym (np. w punkcie I), 
Wtedy u k h, więc (rys. 189): 

p , 1 . u 6 2P najw. a = + 1 b P . - • => —-
bh bh bh 

P 6 
naimn. o — — i b P . - = 0 

bh e bh 

144 

Znaczy to, że natężenie skrajne jest w tym wypadku dwu
krotnie większe, niż gdyby siła P działała w środku ciężkości prze
kroju. W środku S w tym wypadku otrzymamy też natężenie o 0 ~ 

•M P ' ' •:' . .' V f*' ' •• v 
= —. Innemi słowy: jeśli natężenie we włóknach ma być równe na-

F 
tężeniu dopuszczalnemu, to siła działająca na przekrój w punkcie 
rdzennym musi być dwukrotnie mniejsza, niżby mogła być ta sa
ma siła działająca w środku. 1 . 

Wykreślnie otrzymamy więc rozkład natężeń, odnosząc w B 
długość B B j = 2o0 i łącząc B a z A . W środku będzie wtedy SS j= 

p 



d) Jeśli siła wyjdzie poza punkt rdzenny, to konstrukcja po
zostanie taka sama, jak w b (por. rys. 190); jednakowoż będziemy 
mieć natężenie o obu znakach, t. j , po jednej stronie przekroju 
ciśnienie, po drugiej ciągnienie; oś obojętna przecina przekrój w O. 
Rozkład natężeń będzie jednak inny, jeśli materyał nie jest wy
t rzymały na ciągnienie (np. mur). Przypadek ten omówimy ni
żej" (§ 59). 

Podstawmy wedle rvs. 186 k' = c + i == c + -
b 

k " = c — i ^ c — h to: 
b 

P j + r _ P_ W * k' 
bh i bh i ° i 

najw.— 

b l \ h / bh \ i / 

§ 46. Wyznaczenie osi obojątnej. 

l 

Jeżeli punkt zaczepienia siły nie le
ży w osi głównej, to oś obojętna nie będzie 
równoległa do osi symetrji, a położenie 
jej znaleźć możemy przy pomocy elipsy 
środkowej. W tym celu łączymy punki 
zaczepienia siły P ze środkiem przekro
ju S, a w punkcie przecięcia U l in i i SP 
z elipsą prowadzimy styczną CJIJ' do niej. 
Oś obojętna X X będzie równoległa do 
tej stycznej (rys. 191). 

Da się udowodnić, że odstęp środ
ka S od punku styczności elipsy środko
wej SU jest średnią geometrycznie propor

cjonalną między odległością p. S w punktach zaczepienia siły, a od
ległością osi obojętnej , mierzoną na prostej SP ; t . j . że: 

Ry<. 191. 
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S U - = SP . ST 

<*yli S T - M 5 . . , . . 146. 
SP 

Długość ST możemy wyznaczyć też wykreślnie. W tym celu 
prowadzimy w S prostopadłą do P T i odcinamy ^na niej SW==SU 
•(najlepiej prowadząc z S łuk o promieniu r = S U ; wreszcie w W 
prowadzimy W T prostopadle do P W , k tóra to prostopadła odcina 
na l inj i PS punkt T, przez który przechodzi oś obojętna. 

Jeśli punktem zaczepienia siły jest punkt leżący wewnątrz 
elipsy środkowej np. p. T, to znowu wrażne jest równanie S U 2 = 
•= SP . ST, a więc oś obojętna będzie przechodzić przez punkt P 
i będzie równoległa do stycznej w U , t . j . do U U ' . Osią obojętną 
będzie więc l in ja P P ' . 

Największe natężenia panować będą oczywiście we włóknach 
najbardziej oddalonych od osi obojętnej t. j . w punktach M i N . 

§Ł": '. .Z'Ą ••• v . ';• . . -s: r « -. ' . P 
Jeżeli natężenie w środku przekroju, t. j . w S, jest a 0 = —, to 

F 
najw. natężenia w punkcie M wzgl. N wynoszą: 

P m' m' P m " m " 
najw. a =— — = o„—• wzgl. najinn. a = • = <j— . . . 147. 

F r' r' F r' r ' 

§ 47. Wyznaczenie rdzenia (jądra) przekroju. 

Znając elipsę środkową możemy bardzo łatwo znaleść jądro 
przekroju. Wiemy bowiem, że jeśli środek ciśnienia leży na linji 
j ę d r n e j , to l in ja obojętna musi być styczną do przekroju, w Któ
rym panuje wyłącznie ciśnienie (lub ciągnienie). Dla wyszukania 
więc rdzenia przyjmujemy parę położeń osi obojętnej stycznej do 
przekroju i dla tych położeń wyznaczamy odpowiednie punkty 
zaczepienia siły, k tóre będą zarazem punktami ordzennej. 

Weźmy np. pod uwagę dźwigar przedstawiony na rys. 192. 
Przyjmijmy, że oś obojętna przechodzi przez a' b', to położenie 
punktu zaczepienia siły znajdziemy wedle § 46. Zatoczmy miano
wicie na cS półkole, zatoczmy ze środka S luk ef promieniem 
•Se~Sf i rzućmy z f lin je 13 prostopadłą do cS. Wtedy cS : fS = 



fS : 3S. Punkt rdzenny odpowiedni bokowi a'b' leży jednak po 
przeciwnej stronie środka S. Zatoczmy z S łuk promieniem S3=S1I 

aż do punktu 1, to punkt 1 jest punk
tem jęd rnym odpowiednim osi a'b'" 

Zapomocą tej samej konstrukcji 
znajdziemy punkty 2, 3 i 4, odpowiada
jące położeniom osi b ' b " , a " b " i a 'a" . 
Punkty 1, 2, 3, 4 połączone linjami pro-
stemi dają obwód jądra , jeśli bowiem oś 
obracająca się około punktu np. a' przyj
muje kolejno położenie I, II, III, lo od
powiednie tym linjom punkty zaczepienia 
siły leżą na prostej 14. 

Przy • przekrojach zawilszycli pa
miętać należy przedewszystkiem o tem, 
że linji prostej przekroju odpowiada na
roże ordzeilnej, zaś narożu przekroju l i -

Hównież zważać trzeba, że punkt rdzenny 
po przeciwnej stronie 

Hys. 192. 

nja prosta rdzenia 
odpowiadający pewnej osi obojętnej leży 
środka ciężkości S. 

Dla przekrojów symetrycznych wygodniej jest niekiedy znaj
dować położenie punków rdzennych rachunkowo. Otrzymujemy 
wtedy: (por. np. rys. 192) 

1 S : fS = f S : c.S czyli r : i = i : c, 
a s tąd: i -

r = 148. 

r — -

Pomnóżmy 
i 2 F 
eF ' 
a stąd 

licznik 

Wedle wz. 120 jednak 

W ' 

mianownik przez 

i*F = I, a 

otrzymamy 
I ' 

1/10 



Przyk łady 113 116. 

113. Znaleść wykreśluie przekroju dźwigara NI'. 2B (rys. 192). 
Z tablic znajdujemy półosi elipsy bezwładności o wielkości i = 11,14 cm= 

= gS. i , = 2,53 cm = eS. Zakreślmy aa długości aS pó łko le , a następnie 
z punktu S kolo promieniem i = Sg = Sh i p r o w a d ź m y prostą h2 prosto
padła, do aS, to odcinek 2S będzie odległością jędrną, jednakowoż po dru
giej stronie punktu S. Jeśl i zatoczymy wiec łuk promieniem' S2=S1, to 
otrzymamy punkt 4. będący punktem rdzennym odpowiednim osi a'a". 
Z powodu symetrji punkt 2 będz ie p. j ędrnym odp. osi b'h". Dla osi 
a'l)' znajdziemy w ten sam sposób punkt 1, dla osi a"b" punkt 3. 

Między po łożen iami osi a'b' i a'a" oś m u s i a ł a b y się obracać oko ło 
punktu a', punkt rdzenny posuną łby się zatem na prostej 1 I, a podobny 
wynik otrzymamy i dla innych położeń. Jeśli przeto p o ł ą c z y m y z sobą 
Punkty 1281 liniami prostemi, to otrzymamy rdzeń przekroju dźwigara . 

Rachunkowo otrzymamy: 

r, = S2 S4 i* 

Sa 

S3 = SI = 

e 

e 

11,14" 
14 

2,53* 

= 8,87 cm 

1.07 cm. 
Sc e 15 

Na rys. 1(.)2 i na rys. nast. liniami kreskowanemi wykonana jest 
elipsa bezwładnośc i . Jadro przekroju na powierzchnię zakreskowaną. 

114. Znaleść rdzeń przekro
ju leownika 1. 8 (por.zad. 102). 

Pon ieważ elipsa bez
władności jest prawie zupeł
nie dokładnie ko łem, przeto 
wszystkie jej osi sprzężone bę
dą prawie ściśle prostopadle 
do siebie (rys. 193). 

Po łożen ie punktu jędr
nego odpowiedniego podsta
wie 1—1, którą przecina elip
sa bezwładności znajdziemy 

J. w Sposób następujący: Pro
wadzimy w a prostą ab J. sa 
(jest n i ą oś 11), zataczamy 
tuk bc promieniem sc = sd 
(jest nim tutaj promień kola 
bezwładnośc i ) , a z punktu d 

Przecięcia prostej 11 i luku cd kreś l imy de sd; —punkt 1 leżący po 
Przeciwnej stronie punktu s w tej samej odległości będzie punktem j ę d i -

Poilii.cziiik sUtlyki budowli. 12 

Rys. 103. 
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nym odpowiednim osi 11. Punkty jędrne 2, 3 i 4 odpowiadające kolejnym 
po łożen iom osi 22, 33 i 44 znajdziemy w sposób taki sam, jak w zadaniu 
poprzedniem. 

J e ś l i b y ś m y mieli do czynienia z elipsą bezwładności, to dla każdego 
po łożen ia osi trzeba w y z n a c z y ć odpowiednia oś sprzężoną i na niej wyko
n a ć o m a w i a n ą konstrukcję, dla znalezienia punktu jędrnego: 

115. Znaleść rachunkiem promień rdzenny przekroju o ś m i o b o c z n e g o 
pustego i wykreś l i ć rdzeń, jeśli promień koła opisanego zewnętrznego wy
nosi D=2,00 m, promień koła opisanego wewnętrznego d= 1,50 m (rys. 194). 

Dla osi poziomej otrzymujemy z tablic: 

I = 0,0547 (2,0O* — 1,5C4) = 0,54905 m« = 54905000 cm* 

1-- * (2,0G 2 -1 ,502J=1, 

0,54905 

375 m« = 13750 cm 2 

= 0,54905 da? = = 549050 cm" 

49050 
ok. 40 cm. 

Rys. 104. Rys. 193. 

116. Znaleść drogą rachunkową p r o m i e ń jędrny przekroju ko łowego 
wydrążonego , jeśli średnica zewnętrzna D = 2,00 m, średnica wewnętrzna 
d=l,50 m (rys. 195). 

Wedle tablic promień kola bezwładności wynosi tutaj: 

D 
1)» znt cm: 

1 I / , \ 2 1 / d 2 \ 
i = — = — n 2 + d= ) . — =—[ r> + -

e 10 \ / U H\ T D 
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Widzimy stad, że rdzeń jest tem większy , im mniejsza jest grubość 
pierścienia g = { (D—d). 

Do tej samej wartośc i dojdziemy z wzoru 

W n D*—d« 4 n - + d* 1 / d2 \ 
r = = - = . = - = — D + — ] 

F 32 D it (D» — ti») S D 8 \ D) 
1 / l . E 0 2 \ 

U nas: r = — 2,00 + = 0,391 ni = 39.1 cm 
8 \ 2,00 I 

( i - -l VD* f a*) = l ^2,00*-;-1,50* = 0,625 m* = 62500000 cm*. 

R d z e ń jest koleni o promieniu r. 

F. Wytrzymałość na wyboczenie. 

§ 48. W y t r z y m a ł o ś ć na wyboczenie. 

Weźmy pod uwagę pręt np. żelazny A B dość wysmukły 
(o długości większej niż pięciokrotny najmniejszy wymiar jego 
przekroju) i obciążmy go siłą osiową P . Pod jej wpływem pręt 

zwolna zacznie się wyginać, przybierając 
kształt A B ' (rys. 196), Jeśli silę P bę
dziemy zwiększać, to i wygięcie będzie 
wzrastało, aż ostatecznie gdy siła osiąg
nie pewną wielkość, pręt wygnie się do 
położenia A B " i ostatecznie złamie. Mó
wimy, że pręt się wyboczył. Zniszczenie 
jego nie nastąpi więc przez zgniecenie 
mimo, że mamy do czynienia z siłą ci
snącą, ale przez złamanie, spowodowane 
wygięciem się pręta w bok; czyli wybo-

Hy». we. czeniem, a wytrzymałość , jaką pręt wy
kazuje w chwili wyboczenia nazywa

my ny trzy małością na wyboczenie. 
Jasna rzecz, że pręt wyboczy się tem prędzej , im jest dłuż

szy, im większa jest siła P , im ma większy spółczynnik spręży
stości, wreszcie im ma mniejszy przekrój (t. j . mniejszy moment 
bezwładności). Bardzo znaczny wpływ na wytrzymałość prętów 
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nu Wyboczenię ma także sposób utwierdzenia końców pręta . Np . 
pal wbity silnie w ziemię albo podparty zastrzałami, tak, że wy
giąć się może tylko wedle rys. 198, udźwignie znacznie więcej nie 
wybaczając się, niż pal oparły tylko na belce na czop, a zatem 
mogący się wygiąć wedle rys. 197. 

Wzór wprowadzony przez Eulera teoretycznie przy uwzględ
nieniu wszystkich wyżej wspomnianych okoliczności podaje, że naj
większą siłą, jaką udźwignie pręt o długości 10 i momencie bezwł. I 
jest: . v 

TT-EI 1 0 E I T _ A P = co 150 
l . 2 U* 

Siłę P nazywamy siłą wybaczającą. 

Jest to t. zw. wzór Eulera na wyboczenię. Jeżeli chcemy 
uwzględnić, że dla n—tej pewności siła działająca może być tylko 

— — tą częścią siły wybaczającej , to otrzymamy wzór: 
n 

Rys. 197—202. 
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Wzór ten ważny jest jednak jedynie wtedy, gdy oba końce 
s łupa są tylko przytrzymane t. j . dadzą się wolno obracać około 
punk tów końcowych, np. jeśli słup drewniany połączony jest z pod
waliną i oczepem na czop (rys. 197). Słup A B o jednym końcu 
utwierdzonym, drugim wolnym (jak np. slup telegraficzny) wygnie 
się tak, jak wygiąłby się słup B C o obu końcach B C przytrzy
manych, a długości 10 — 2 1 (rys. 199). Aby zatem użyć wzoru 
151, należy podstawić za 1 wartość 10 = 2 1. Wzór przybierze wte
dy postać: 

10EI 10 E l _ _ E J 
p — = — = 2,5 . — -1D2. 

n l 0

2 4 n l 2 n l 2 

Długość tę 10, k tórą we wzór Eulera 150 wzgl. 151 należy 
wstawić zamiast długości rzeczywistej pręta 1, nazywamy długością 
wolną. 

Słup o jednym końcu utwierdzonym, a drugim przytrzymanym 
(rys. 200), obliczać należy dla długości wolnej J0 = 0,707 1 t . j . dla 

' ń = 20 E l \ 

Dla obu końców u t w i e r d z o n y c h (rys. 198) otrzymamy 
, I . ś 
to = ~ więc 

i. < , ! , K ' 
n l 2 

Za utwierdzony uważać można koniec słupa tylko wtedy, gdy 
•styczna l inj i ugięcia w miejscu wmurowania nie zmieni się pod
czas wyboczenia, więc gdy słup (drewniany) jest albo silnie wbity 
albo podparty zastrzałami czy przyporami, albo (żelazny) przyni-
towany bardzo mocno na blachach węzłowych. J31a dachów żela
znych, gdzie p rę ty są przynitowane do blacłi nieznaczną ilością n i 
tów (rys. 202) przyjmujemy dla pewności 

1„ = 0,7 1 — 0,8 1 . . * 155 

czasem nawet 

1„ « 1 •. 156. 
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R y s 20 i. 

Dla slupów, k tórych podstawy są dość szerokie i dobrze u -
sztywnione (rys. 201) (co dotyczy zwłaszcza słupów żelaznych)* 
należy przyjmować: 

| 0 = (0,75 — 1,0) 1 . . 157. 

We wzorach powyższych należy 
uwzględniać moment bezwładności I 
najmniejszy z momentów bezwł. dla 
tych kierunków, dla których pręt mo
że się wyboczyć. Czasem zdarza się, że 
wyboczenie nie może nastąpić w k i e 
runku, dla którego moment bezwł. 1 
jest najmniejszy. Np . na rys. 203 pręt 
złożony z dwu- kątówek, przynitown-
nych do blachy węzłowej, nic może wy

boczyć się pełną swoją długością dla osi x x , dla której m. bezwł. T 
jest najmniejszy, gdyż wtedy musiałyby skręcić się jego końce, 
przynitowane do blach węzłowych, co jest niemożliwe, o ile blachy 
są silne, a pręt niedługi. Należy zatem uważać taki pręt za utwier
dzony w tym kierunku i liczyć go na wyboczenie dla kierun
ku Y Y równofegłego do ramion kątówek. 

Wogóle jednak, jeżeli pręt ma różną długość wolną i różny 
moment bezwładności w obu kierunkach, należy obliczać go dla 
obu tych kierunków. 

Wzór Eulera daje wartości zgodne z rzeczywistością tylko 
dla prętów bardzo smukłych, t. j . bardzo wysokich przy małym 
momencie bezwładności. Doświadczenia czynione przez Tetmajera 
doprowadziły go ostatecznie do ustawienia wzorów na wyboczenie 
innych niż eulerowskie. 

Powierzchnia F p na wyboczenie dla siły P jest mianowicie 

większa aniżeli powierzchnia F c 

k c 
potrzebna tylko na ciśnienie 

dla tej samej siły. Możemy więc ogólnie napisać, że 
F„ P 

k F 
158, 

o t* 
leżeli k c = jest natężeniem dopuszczalnem ha ciśnienie, 

F n 
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p 
to analogicznie możemy nazwać k w — — natężeniem dop. na 
wyboczenie. Wtedy otrzymamy: F 

P k 
k w - - = . . . . . 159. 

a stąd: k w = fhc . . 160. 

Spółczynnik p jest mniejszy od jednostki (p-<1); nazywamy 
go dlatego spólczynnikiem zmniejszającym. 

Tetmajer (a po nim Jasiński) na mocy szeregu doświadczeń 
doszedł do wyniku, że spółczynnik zmniejszający p *jest zależny 
od mater ja łu , od długości wolnej i od najmniejszego promienia 
bezwładności przekroju. Mianowicie dla poszczególnych war
tości — otrzymał wartości na p zestawione u nas na osobnej tablicy 

i 
na końcu. 

Chcąc obliczyć zatem przekrój na wyboczenie, musimy znać —. 

Długość wolną l c można z góry podać, znając rodzaj konstrukcji 
wedle wskazówek podanych wyżej; natomiast promień bezwład
ności i jest nieznany, gdyż nie znamy jeszcze przekroju obliczo
nego. Wiemy tylko, że za i przyjąć należy najmniejszy promień 
bezwładności, możliwy ze względu na kierunki, w jakich może na
stąpić wyboczenie. 

Pos tępujemy wiec w sposób nas tępujący: obliczamy po-
P 

wierzchnie potrzebną na ciśnienie F Q = i przyjmujemy prze
to 

krój F u o powierzchni większej np. około 1£ — 2 razy i dla tego 
przyjętego przekroju obliczamy promień bezwładności i , stosunek 

l \j,„t+:-- • P — oraz spółczynnik p i kontrolujemy czy natężenie q— ^ jest 

równe natężeniu dopuszczalnemu k (lub czy przynajmniej bardzo 
zbliża się do niego). Jeśli a jest większe od k, to musimy przyjąć 
przekrój F'„ większy i cały rachunek powtórzyć. Jeśli zaś a 
jest znacznie mniejsze od k, to z uwagi na konieczną zwykle 
oszczędność konstrukcji przyjmujemy przekrój F " u mniejszy, tak 
jednak, a"by jeszcze pozostać w granicach natężenia dopuszczalnego. 



Obecnie używa się coraz częściej wzorów Tetmajera lub Ja
sińskiego w miejsce dawniejszego wzoru Eulera. Wzory te poleca 
też Polskie Ministerstwo Robót Publicznych. 

Ponieważ niektóre władze wymagają wykazu największych 
natężeń, które nie mogą przekroczyć natężenia dopuszczalnego, 
przeto poszczególni konstruktorowie wprowadzili następujący sposób 
wyznaczania najw. natężeń przy wyboczeniu. Jeżeli F 0 jest prze
krojem na ciśnienie, obliczonym dla pewnego k c (np. k c 1000 

kg/cm-) to F,, == ' ° jest przekrojem, przy k tó rym natężenie na 

wyboczenie^lst też równe k w = k c . Jeżeli zatem zastosujemy w kon

strukcji przekrój użyteczny F„, to natężenie w nim będzie wy

nosiło o w = ^ l'\v 
l"u 

Przy obliczaniu na wyboczenie konstrukcji żelaznych, k tó 
rych przekroje łączy się na nity, oblicza się promień bezwładneści 
i bez odtrącenia powierzchni nitów; natomiast przy obliczeniu 
samej powierzchni F odejmuje się pow. nitów. 

Jeśli przekrój jest złożony z paru kształ tówek (por. zad. 
121 i m.) to należy połączyć je ze sobą na całej długości prę ta ; 
chodzi bowiem o to, by poszczególne części nie wyboczyły się 
z osobna. Odstęp łączników' lj zależy od przekroju kształtówek; 
zwykle przyjmuje się conajwyżej 1Ł<;ó()i, (gdzie i x jest najmniej
szym promieniem bezwładności jednej kształ tówki) . Zwykle jed
nak, nie licząc, przyjmujemy lj — 30 do 50 cm. 

Przyk łady 117 123. 

117. Jakie obciążenie P może udźwignąć słup drewniany 
4 m długi o przekroju 21 j< 18 cm obustronnie utwierdzony za
s t rza łami? Obliczenie należy przeprowadzić 'wedle Eulera dla 
n = 1 0 , F = 120000 kg/cm2.j 

Najmniejszy moment bezw. wynosi dla prostokąta: 

. / h b 3 24 . 18» 
I = == = 11064 cm' 

12 12 



Wedle wzoru 154: 

P * 4 0 K 1 = 4 0 1 2 , , , , , , ° , , R , i , = 35000 kg. 
fil* 10 . 400 2 

118. Słup okrągły pusty z żelaza lanego o średnicach 
1) 1 10 nim i d = 100 nim, a długości 5 m narażony jest na 
ściskanie, .lak wielki ciężar zdoła unieść dla n — S, a obu koń
ców utwierdzonych? Obliczenie należy przeprowadzić wedle Eulera. 

I = = — (D J —cl 1 / = 139o cm 4 

.64 64 64 
n E l - A 1.000000 . 1395 O A O : , 

I> ~ 10 — =•-- 10 = 6980 kg. 
n i 2 8 . 50G2 • 

Natężenie na ciśnienie wynosi tu tylko 92 kg/cm2 (por. zad. 56). 
skąd widać ogromny wpływ wyboczenia. 

119. Obliczyć słup jak w przykł. 117, wedle Tetmajera. 
Najmniejszy promień bezwładności wynosi: 

/ I : / 11664 . . 

] " = i m = 38,5 p 0,78 
; . i ' 5,2 

Przyjmując natężenie dopuszczalne dla drzewa k=8() kg/cnV 
otrzymamy z wz. 158: 

najw. dop. P = i p F p = 80 X0,78 x (21 x 18) • 26900 kg. 

Widzimy stąd, że słup ten sam liczony wedle Tetmajera, do
puszcza tylko mniejsze obciążenie. Rozporządzenie Polsk. Minist. 
Robót Publicznych poleca też liczyć wedle Tetmajera. 

120. ' .laką siłę cisnącą przenieść może d ź w i g a r T Ń P 3 0 o dłu
gości 6,00 m obustronnie utwierdzony? 

Z tablic i = 2,55 cm 

i ^ J i M Z 117,5 p = 0,40 • 
i 2,55 

najw. dop. P - k p F = 1200. 0,4 . 69 — 33,100 kg. 
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121. Obliczyć przekrój słupa z żelaza lanego, obciążonego 
osiowo siłą 18,6 t o długości wolnej 3,00 m (natężenie dopuszczal
ne na ciśnienie k c = 800 kg/cm2) 

„ 18600 
K — — — = 23,2 cm-

800 
Przyjmując przekrój kołowy pusty o zewnętrznej średnicy 

18 cm, wewnętrznej 15 cm, otrzymujemy 

F u = ? ( D

2 - d - ) = 5 ( b V - 1 5 2 ) - -77 ,7 cm-. 

Promień bezwładności i . £ | / l8 2 - r -15 2 == 5,86 cm 

In 300 * 23.2 
= 51 p = 0,38 F p =_ — — = 63,0 c m i 

i 5,86 . p 0,38 
Zatem przekrój obrany wystarczy. 

122. Obliczyć przekrój słupa składającego się z czterech ką
towników w kwadrat dla obciążenia 56000 kg, a długości wolnej 
1,50 m. 

„ 56000 J- . 
r 0 = = o6 cm 2 . ' ' 

1000 

Przyjmujemy 4 kątowniki 100. 100 . 12 o powierzchni użytecz
nej (po odtrąceniu dziur na nity) F„ == 90,9 — 15,4 = 75,5 cni 3 

(żelazo zlewne). -
Moment bezwładności 'ką towników wynosi: 

I = 4 (204,7 + 22,72 X 13>12 ~ 16411 cm 1 

/ 76414 % 1 3 4 5 c m « 0 _ = 3 3 > 4 = I 
V 90,9 • 13,45 i 

F 50 
F p . n = — =73,1 cm 2 , więc mniej niż F„. więc przekrój p r z y j 

P 0,71 
ję ty wystarczy. 

123. Obliczyć wymiary słupa żelaznego przenoszącego ciężar 
osiowy P = 15000 kg, jeśli długość wolna wynosi 3,90 m.. Slup 
należy wytworzyć z ćwierćkołowników rozsuniętych o grubość blach 
węzłowych g = 8 mm (k = 750 kg/cm2). 



Przekrój potrzebny na ciśnienie: F 0 — = 20,0 cni 2 . Ze 

^zgięciu na wyboczenię przyjmiemy jednak przekrój większy, zło
żony 7. 4 ćwierćkołówek N P . 10 o grubości ścian 8 mm, którego po
wierzchnia użyteczna wynosi: F u = 4 . 12,0—4.0,8.1.2. 2=40,32 cm 2 , 

?aś moment bezwładności: 1 - l l x + F | e , + ^ 

[82,7+12.(3,47+ 0,4)")] = 1049,7 cm 4 (por. zad. 103) zaś pro

mień bezwładności i = \ / - \ / * • 4 ' =4 ,67 cm. 
V F V is 
1 390 

Wedle Tetmajera dla - = = 83,5 otrzymujemy spół-
l 4,67 

Kynn ik zmniejszający fi = 0,56. Wtedy przekrój , potrzebny na 
F n 2O.0 

wyboczenię F = — ; = 35,7 cm 8 . P rzy ję ty przekrój w y -
e* 0,56 

starczy przeto w zupełności. 
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