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Sur la représentation conforme et biunivoque
de l'extérieur d’'un cercle sur l'extérieur
d’'un arc symétrique de conique.

JULJAN BONDER, DR, ING.

Le probleme étudié dans ce travail comstitue un cas spécial du probleme général
de la transformation conforme de l'extérieur d’un segment de droite (ou d'un cercle) en
Pextérieur d’un profil sans épaisseur, formé par un ou plusieurs arcs analytiques. Jusqu'a
présent on connait, dans cette matiére, la représentation conforme de ’extérieur d’un cercle
sur l'extérieur d’un arc de cercle (profils bien connus de Joukowski), ou encore — sur
I'extérieur d’une ligne qui se compose de deux arcs de cercle n’ayant qu’un point commun ?).

La solution qui est donnée ici peut trouver decs applications a la théorie des profils
d’ailes sustentatrices. Mais je crois que le probléme traité présente cuelque intérét égale-
ment hors des applications aérodynamiques, savoir dans la théorie de la représentation con-
forme méme.

Il est & remarquer que les trois premiers chapitres, concernant le cas de parabole,
font le résumé, assez détaillé, de la these de doctorat de l'auteur?), tandis que les deux
derniers chapitres renferment les résultats nouveaux, encore inédits.

Voici le court sommaire.

Dans le chapitre I, on trouve la fonction de transformation conforme et biunivoque
de lextérieur d’un cercle en lextérieur d’un arc quelconque de parabole. Cette fonction
s’exprime & l'aide d’une intégrale se réduisant a des intégrales elliptiques de premiére et
deuxieme espéce. Nous avons résolu ce probleme d’abord pour l'arc symétrique de para-
bole, en généralisant ensuite la solution pour un arc quelconque. Le chapitre II est con-
sacré & I'étude détaillée de cette représentation conforme, et en particulier i examen des
cas de dégénérescence; on y trouve ensuite l’analyse des formes géométriques des ,sque-
lettes“ obtenus, illustrée des nombreux exemples. Nous y traitons de plus en détail
le probléme de calcul numérique, en indiquant le procédé le plus pratique, et en donnant
les formules qui permettent d’appliquer les Tables de Legendre au calcul des intégrales
elliptiques de deux premiéres espéces, prises entre des limites imaginaires.
Enfin, dans le chapitre III, nous montrons comment on peut passer des squelettes para-
boliques aux profils qui en dérivent, et mnous y examinons de plus cette famille des profils
au point de vue de la variation du couple des forces aérodynamiques agissant sur le profil
en question, placé dans sa position zéro (c’est-a-dire, a I’angle de portance nulle).

Dans le chapitre IV nous avons déterminé, ‘par une méthode analogue a celle
appliquée au cas de larc de parabole, la représentation conforme et hiunivoque de lexté-

Yy Voir pour cela: A. Sonnefeld. Ueber Flissigkeilssirdmungen um zusammengesefzie zylin-
drische Schalen und die daraus folgenden Aufiriebskréfie, Inaugural-Dissertation, Tena, 1910.

) (ette thése a 6&té présentée A la Faculté de Mécanique de I'Eeole Polytéchinique de Varsovie,
et imprimée en polonais sousle titre: ,0 pewnem zagadnieniv z dziedziny odwzorowsania podobnego” (édi-
tion de I’Académie desScienzes Techniquzs, Warszawa 1931). Ea la citant, dans la suite, nous la désigne-
rons tout court: Th.
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rienr d’un segment de droite sur extéricur d’un arc symétrique d’hyperbole. TLa fonction
analytique déterminant cetle représentalion s’exprime par des intégrales elliptiques de toutes
les trois espéces. En raison de cela, nous y avons introduit les fonctions Théta de Jacobi,
les plus avantageuses au point de vue de la facilité de I'étude approfondie de cette repré-
sentation, el des applications numériques. La discussion des cas de dégénérescence termine
ce chapitre.

Enfin, le dernier chapitre V est consacré au méme probléme concernant un arc sy-
métrique d’ellipse. Ici les résultats sont classés en deux groupes: le premier correspond
A un arc symétrique par rapport au grand axe de 'ellipse (arc périfocal), et le deuxiéme —
a4 un arc symétrique par rapport au petit axe (arc péricentral).

CHAPITRE L

Représentation conforme et biunivoque de l'extérieur d’un cercle
sur ’extérieur d’un are quelconque de parabole.

1. Préliminaires. Coordonnées paraboliques.

Envisageons un arc de parabole, situé dans le plan de la variable complexe z =a -} iy,
et un cercle, dit générateur — dans le plan de la variable complexe Z=X--i Y.

Le probleme, que unous’ nous proposons dc résoudre dans ce chapitre, consiste
a trouver la forme générale de la fonction analytique

z=[(2) (1)

qui détermine la représentation conforme et biunivoque de la région du plan des Z, exté-
ricure au cercle générateur @, sur tout le plan des z, wuni d’une fente ayant fa forme de
I'arc de parabole. Cetle fonction doit étre donc holomorphe & Pextérieur de ce cercle Q,
saul le point & linfini: Z=o0co0. Nous supposous de plus — ce que l'on [fait loujours dans
Paérodynamique —qu’au point & Uinfini cette Lransformation se réduit a une shmple identité.
Par suite, la fonction (1) est développable dans le voisinage de ce point en série de Laurent
ne renfermant qu’une seule puissance positive de Z, savoir Z méme:

, . (‘7,—"1"1.(7" C’_ Z'CA,,
s 7 GG LIED GG )
Il en résulte que
lim 2 — | el lim Ly (29
7 d7
Z=—cwa YA
—om —oo

Nous pouvons supposer — sans restreindre la généralité de nos recherches — que le
centre du cercle générateur Q se trouve & l'origine de coordonnées; désignons en outre son
rayon par a. On peut écrire alors I’équation de la circonférence du cercle générateur sous
la forme

| Z|=a. )3)

Quant a 'arc de parabole, il s’agil ici de sa forme géométrique pure et pas du tout
de la position qu’il peut occuper par rapport & un systéme de coordonnées. Bien plus,
toutes les paraboles étant semblables, il suffit d’envisager une famille des paraboles 4 un
paramétre, par exemple, les paraboles coaxiales et confocales.
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Envisageons donc une telle famille des paraboles. Soit Paxe des » leur axe commun
et lorigine de coordonnées [/ — leur foyer commun. [L’équation de cette famille sera:

P =2p (4)

ou p, dit le paramétre de la parabole, détermine la distance du foyer F & la directrice & de
la parabole.

Sur une de ces paraboles, cousidérons un arc quelconque A B (fig. 1).

Comme on sait, la théorie de la représentation conforme ne donne, en général,

aucune méthode permettant de trouver — dans un cas déterminé — Ja fonction de transfor-
mation sous la forme d’une expression
analytique. C’est pourquoi, en présentant ici la \Y

solution du probléme posé, je ne me Dborne pas
seulement 4 donner le résultat écrit sous la forme
définitive; au contraire, je profit de 'occasion pour
indiquer la méthode qui conduit a ce résultat, mé-
thode qui, d’ailleurs — apres des modifications con-
venables — peut étre appliquée & un nombre
de cas.

La méthode en question exige que l'on se
serve des plusieurs représentations successives.
Tout d’abord, en trant parti des propriétés Dbien
connues des coordonnées curvilignes paraboliques,
nous allons tranformer Parc de parabole en un seg-
ment rectiligne.

Introduisons & cet effet un nouveau plan:
le plan de la variable complexe {=§--i7. Conve-
nons en outre—une fois pour toutes — de marquer Fig. 1.
par les mémes caracteres tous les éléments corres-
pondants (malentendu est ici évidemment exclu, les points correspondants se trouvant dans
les différents plans). ‘

Considérons ensuite la représentation conforme délinie par la formule:

s= e (5)

On voit immédiatement que cetie fonction fait correspondre & chaque demi-plan
des ¢, situé d’un coté d’une droite passant par le point F ({=0), tout le plan des z, coupé
cependant le long duan rayon vecteur issu de lorigine F. De cette maniére, la représen-
tation conforme de tout le plan des { couvre deux fois le plan des z, en formant une surface
de Riemann i deuz feuillets. Sur cette surface relative & vz, la variable ¢ est déja la fonc-
tion uniforme de la position du point z.

Ajoutons ici encore une remarque bien évidente, mais
d’une grande importance pour ce qui suil: pour obtenir une A 5 e
représentation sur tout le plan des z, il n'est point néces- | L
saire que le demi-plan des ¢ soit limité par une droite —,
celle-ci peut étre remplacée par une courbe quelconcque L, £ L,
pourvu quelle passe par l'origine F et soit, de plus, symné- |
trique par rapport a ce point (fig. 2). La courbe L, FL,, ) & - 1l
aprés avoir eoffectué la transformation (5), forme deux bran-
ches identiques (fig. 1); elles coincident d’ailleurs, en con- Fig. 2.

n




stituant une scule courbe, servanl du passage d'un  feuillet de la surface de Riemann
a Pautre. Nous ne précisons plus la forme de celle courbe, cela étant inutile, comme nous
allons monlrer un peu plus loin. Ce que nous voulons en supposer actuellement — pour
clarté des considérations suivantes — c’est que cette courbe ne coupe nulle part Parc
parabnlique A B.

Etudions maintenant de plus prés la représentation en question.

Y’abord, séparons dans la formule (5) la partie réelle et la partie imaginaive:

vl ) y=pti. (6)

On en voit quaux hyperboles déquilateres &% —7?= Consl. corvespondent, dans le
plan des =, les droites paralleles a Paxe des y, et o celles £ = Const., orthogonales aux
précédentes, correspondent les droiles paralleles o 'axe des w.

Au contraire, aux droites £ =Const. correspondent les paraboles: y?=— 2 p &2 | p* &1,
et aux droites n=Const.—les paraboles: y*=2p7*2x-p*vt Nous voyons done que,
A toutes les paraboles (4) envisagées par nous dans le plan des sz, on peut faire corres-
pondre, dans le plan des ¢ uniquement les droiles n=-41 — c’est seulcment le para-
metre p, intervenant dans la fonction de Lransformation (5), qui change alors, lorsqu’on
passe d'une parabole & l'autre. Ainsi, on obtient, sous une forme (rés sunple, les formules
déterminant les coordonnées paraboliques & et v des points, situés sur les paraboles
considérées:

5 =1, g:i%, (7)

ol au signe - (vesp. —) d'une fonclion correspond le signe - (resp.—) de lautre; cela
résulle immédialement de la formule (6).
On voit donc que sur la droile 7=-1 se trouve le segment A B correspoundant,

dans le plan des s, a 'arc 42 de parabole. De méme, sur la droite n=-—1, se trouve
le segment A'/3, symétrique de AB par rapporl a Povigine f': &y ==—E&y ot &y =—{
(le segment A’/ est donc orienté dans un sens opposé i celui du segment A B — voir fig, 2).

Or, au segment A’ correspond, dans le plan des z, le méme arc de parabole, situ¢ pour-
tant sur Pautre feuillet de la surface de Riemann, relative au radical Vs .
Nous allons considérer pour essentiel scnlement un des deux demi-plans des { —
savoir celui qui contient le segment A 3 —l'autre demi-plan nc jouera qu'un role auxiliaire.
Ainsi, les coordonnées paraboliques de notre arc A s’expriment déja sans aucunc
ambiguilé:

s ) *
=1 t:/f (7%

Il en résulte aussi unc (rés simple signification géometrique de la coordonnée
parabolique & En effet, en désignant par © 'angle que fait la tangente en un point quelcongne
de cet arc AL avec l'axe des a, on obtient de 'équation de la parabole (4):

[’,g T = ili/ - —!i N
vy
d’ou, en tenant compte de (7%):
t— clg . (8)

Les valeurs de la coordonnée parabolique §, relatives aux extrémités du segment 47,
€4 et &g, suffiront évidemment pour la détermination compléte de la position de Parc AB
sur la parabole envisagée (fig. 1). C'est pour cela que, dans la suite, ces paramétres, &4 et
g, nous serviront comme des paramétres primitifs.



2, Cas d'un arc symeétrique de parabole.

Simplifions, pour le moment, le probleme en supposant que le segment de droite
AB (ainsi que A’B') soit symétrique par rapport & Paxe imaginaire F7. Pour ne pas con-
fondre ce cas avec le cas général (fig. 2), nous tragons ces segmenls dans un nouvean plan
des § =¢ +in; (fig. 3) et désignons leurs extrémilés respectivemenl par C, D el ', D'
Or, en se laissant guider par le principe connu de Schwarzb),
on peul établir trés aisément la représentation conforme du v
demi-plan des ¢, , situé d’un coté (p. ex. du colé droit) de c— 5
I'axe imaginaire et muni de deux fentes, formées par les demi- M L,
segments (M, N) D et (M',N') ', sur le demi-plan d’une F
nouvelle variable complexe z=r 75, débarrassé déja des
coupures. Cela veut dire que 'on peut transformer le demi- LYy
plan limité par le contour brisé co N'C’ M’ FM D Noo en un N
demi-plan limité par une simple droite oo N'C'M'#F M D Noo
(voir les fig. 3 et 4). Or, a cause de symétriec des segmenls
CD et C'D' par rapport i Paxe imaginaire des 7, , il est évident
que, par cela méme, le deuxieme demi-plan des ¢, se transformera en deuxitme demi-plan
des ¢, et cela de la maniére que les points symétriques par rapport & laxe 7, auront, dans
le plan des ¢, pour homologues les points symétriques par rapport a axe imaginaire s. Mais
alors, dans tout le plan des ¢, les fentes apparaissent de nouveau, cependant bien changées
et dans une autre position. En définitive, on obtiendra la représentation du plan des ¢;, muni
de deux fentes rectilignes, CD et C'D', sur tout le plan des ¢, muni aussi de deux fentes
rectilignes, MV et M’'N’, situés sur Paxe imaginaire symétri-
(quement par rapport a l'origine de coordonnées /7.

.. R . . . >
Les délails s’expliquent par la comparaison des figures
3 et 4. Cette comparaison suggére de plus I'idée que la dérivée A N t=re+is
“%1 de la fonction cherchée doit posséder deux zéros simples [ ¢ g L
(l 2 n T_M ] H
. . N (oo c
aux points réunis, (C, D) et (€', D'), et quatre poles algébriques LJ m
X : r
Qordre 1!/, aux points M, N, M’ et N'. Par conséquent, la F
fonction méme de transformation s’exprimera par l'intégrale L g M
elliptigue: : Dic
LA
, 24 e?)de
L=C | el ) N
J V@4 . 4
o
ol C, est le coefficient réel, provisoirement indéterminé, et ¢,m,n — les paramétres réels

et positifs qui définissent — conformément & la fig. 4-—la position des points (C, D), H et N;
ces parameétres sont assujettis évidemment & satisfaire & l'inégalité:

m << e << n. (10)

Quant & la détermination du radical |/'(z2—{—m?) (2 -+ n?), nous choisissons, une fois pour toutes,
celle qui est positive au point F(¢=0) (il est bien entendu quensuite, le long du chemin
d’intégration, cette détermination devra résulter par continuation de la valeur initiale).
Remarquons encore que l’intégration dans la form. (9) est admis-
sible le long de chaque contour qui ne rompt ni la coupure MV,
ni celle M. '

) H. A. Schwarz Ueber einige Abbildungsaufgaben, Gesammelte Mathematische Abhandlungen
Bd. II. Springer, Berlin 1890, p. 68.
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Nous allons montrer maintenant que la fonction (9)—en y ajoutant quelques condi-
tions supplémentaires concernanl les parametres ¢, m, ¢ ¢t n — donne en effet la repré-
sentation cherchée. Observons d’abord que la limite inférienre de Pintégrale (9) ¢tant égale
& zéro, Lorigine de coordonncées dans le plan des ¢ ({; =0) correspond & celui ¢=0. Lnvi-
sageons ensuile, daus le plan des 4 le chemin rectiligne conduisant de Porigine [/ au point
M (Nig. 4). On y w ¢==is = im—ect, par suite, Pintégrale (9), prise le long de ce chemin, eu
¢gard & la détermination admise duo radical, devient:

Cy &y oy = 0 (F=ds (11)
V(i — %) (n? — 57

Oun en voil qu’aux points, situés dans le plap des ¢ sur le segment /M de Paxe imagi-
naire, correspondent dauns le plan des ¢, les points, situés  ausst sur axe imaginaire et
dans la méme succession (fig. 3). Si nous voulons maintenant que le point 4/, appartenant
a la droite 4 B, se trouve, dans le plan des ¢,, sur la droite 7, =1, il faul (ue f;lji A

Il résulte alors de la form (11) ue cette condition s’exprime par I'équation:

(—CT —1) /\"-{_1«;'»:1, (12)

n?

nC,

ot K'=K(£) el I =1i(k") désignent les intégrales elliptiques completes de Legendre, de
premiére el deuxicme espece,

! .
K= | L Y

V(l—a?) (1-— k% u) V1 —/k¥sin?e

| ] (13)
I (/.);_j ‘/ 2 l‘-—/‘:_zl-f_ don == Jl1—a? sin'—’? dao,

0 O
relatives cependant au module complémentaire A’
M=y1—F=2", Foi: k=" ”“l—"’i ' (14)
2 n

Si 'on veut ensuite continuer l'intégration (9) le long de Paxe imaginaire s, du
point M & N, on doit éviter le point critique # (/=im). On peut faire cela en décrivani
d’un ou d’aulre coté de ce point une petite demi-circonférence, ayant son centre au point M
et joignant le contour rectiligne d’intégration FM avec celui MDN ou MCN (fig. 4).
Dans chaque cas, nous nous trouverons — aprés la représentation — dans différents demi-
plans £, séparés par I'axe imaginaire 7,. En effet, en entourant le point # du cdté droit,
le module de z—im .ne change pas, tandis que son argument augmente de = et par suite
Pargument du radical V'¢—im obtient l'accroissement /,x. Or le point ¢=im n’étant pas

critique pour les autres facteurs du radical général 1/ (€2 -Fm?) (2+ »%), ce radicel est donc
multiplié par =+, lorsque la variable ¢ entourc le point M du coté droit; au contraire, ce ra-
dical est multiplié par —, lorsque ¢ I'entoure du coté gauche. Autrement dit, dans le pre-
mier cas, le radical, réel et positif au début, devient purement imaginaire positif; dans



le second cas — purement imaginaire négatif. C’est seulement de cetle chose dont il faul
lenir compte, lorsqu'on passe le long du contour dintégration /N tout prés du point cri-
tique M, car évidemment le module de I'inltégrale (9), prise le long de la demi-circonférence
en question, tend vers zéro en méme temps que le rayon de celle-ci. '

I en résulte que les valeurs de la foncion £, () le long des deux bords de la cou-
pure AN sonl déterminées par la formule:

Cl =it Cl (,[r))

m

ou il faut prendre le signe (4), si 'on suit le bord droit de la coupure 47 N, et— le signe (—),
si 'on suit le bord gauche.

Ainsi le segment FM N sc transforme en deux lignes brisées formant deux angles
droits: FMD et FAMC (tig. 3). On voit aussi que dans le plan des ¢, les points, corres-
pondant & ceux qui dans le plan des ¢ coincident sur le segment AN, sont symétriques
par rapport & laxe 7,. Remarquons ensuile que lorsqu’on parcourt le segment M DN,
le point correspondant §; s’avance d’abord & droite jusqu’au moment ot on parvient au point

D(s=¢) — alors la derivée 4t s’y annulant, le point , s’arréte pour reculer ensuite, cette
di

dérivée devenant négative pour s>>¢. Par suite, en continuant suivre le segment DN, on
fait décrire au point correspondant &, la méme droite, mais du cdté supérieur et dans le
sens opposé, c’esl-i-dire 4 gauche.

La représentation du coté gauche MCN du segment #/ N se forme de la méme
facon, il faut seulement remplacer partout le mot drois par gaunche et pice versa (fig. 3 et 4).

Ainsi, on peut arriver, dans le plan des ¢, au point /N en suivant les deux cités
diftérents de la fente J7N. Mais alors, la fonction ¢, (¢) n’obtient pas en général au point IV
la méme valeur; pour que cela ait lieu, il faut que lintégrale (9), prise le long de chaque
contour fermé entourant la coupure M N: soit égale a zéro. Cette condition est en méme
temps nécessaire et suffisante pour que notre représentation conforme soit biunivoque ?).
Remarquons encore que — a cause de la symélrie compléte rattachée a la représentation
envisagée—on ne pourrait satisfaire & la condition d’uniformité sans que le point N du plan
des {, ne se trouve alors sur l'axe imaginaire v, — autrement dit: il doit étre de nouveau
L, =i, lorsque ¢=in. 1l en résulte donc que la condition d’uniformité s’exprime par l'égalité

L —4 =0 (16)
t=in t=lm
En appliquant alors a la formule (15) le changement de variable: n? — s*=(n* —m?®) 1%, on
obtient cette condition sous la forme:
) i

© K= ou bien ct=nt—. (16
nt /

Remarquons encore que l'on a (voir form. 13):
K< E LK, d’ou: k' n® et n¥ (16™)

mais (form. 14): m==4"n, et par conséquenl: m <Jc¢< n.

1) Cela résulte dn théoréme connu sur l'inversion, dans une région donnée, des fonctions analy-
tiques; v. p. ex. H. Burkhardt, Funklionentheoretische Vorlesungen, Bd. 1l, VWV, Berlin 1920, p. 38 et 39;
ou bien: Bieberbach, Lehrbuch der Funklionentheorie, Bd. I, Teubner, 1923, p. 189 et sv.
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On cn voil que linégalit¢ (10), énoncée précédemment, est Loujours accomplie sauf
les deux cas extrémes: k=0 (m=»n) cl k=1 (m=0), o on a respectivemenl: ¢c=m=n
c=m=0. Ces cas de dégéncérescence exigent un Lraiteruent spécial que I'on tronvera dans
le chapitre suivant,

A Taide de la relation (16), on peul simplilice encore la condilion (12): en effet, en
y substituant I'expression du paramctre ¢ et en tenant compte de la relation bien connue
de Legendre, on obtient:
2K

T

(17)

n () =

Pour pouvoir continuer maintenant Uintégration le long de Paxe imainaire s an-dessns
du point A, il sullit d’éviter ce point critique 7 =1<n, de la méme manicre que précédem-
ment, par les infliniment petites civconlérences (fig. 4). Alors le poinl critique N entourd du
eoté droil, le radical /(12 4-m3 ¥ o2 est de nouveau multiplié par 7; sa valenr y devient,

gauche, le radical est wultiplic par — i, et par saite, sa valeur y devient de mée:
— /(2= (sT— %) . 1l en résulte donc dans le plan des Z; une configuration au point N
semblable & celle au point 47 (fig. 3). A partiv du point N, les valeurs de la fonction ¢, le long
de Paxe imaginaire s sonl ainsi déterminées, indé¢pendamment du coté donl on y par-

vient, par la formule:

On en voit que lorsque le point # décril 'axe imaginaire en tendant & PVinfini, le point cor-
respondant §; se divige de méme vers Pinfind en suivanl Paxe imaginaire 7.

D’une maniere toute analogue, le demi-plan  inlévicur des ¢ se trausforme en demi-
plan inférieur des £, (voir leg fig. 3 el 4).

Ainsi, on voit que la représentation cherchée est véritablement déterminée par la
formule (9) & condition cependant que les parametres vérifient les égalités (16) et (17).

Observons encore que, la fonction §, (/) ¢tant impaire (form. 9), il est évident (ue,
a la ligne Ly #L, divisant le plan des ¢ en deux dewmi-plans  symdétriques par rapport
i Porigine £, correspond dans le plan des ¢ une ligne L, /7L,, symétrique de méme par
rapport a Porigine (=0 (fig. 4).

Remarquons enfin que cette représentation, faisanl correspondre an point a4 linfini
t=co celul {; =00, y conserve de plus lcs directions, car il vient de la formule (9):

lim—%‘— =, (1R)

[ ..o

et le paramaotre C; est réel, d'apres la définition méme.

Les formules déduites plus haut résolvent proésque completement notre probléme
Jdans ce cas spéeial quand DParc choisi est symétrique par rapport a I'axe de parabole.
En effet, on peut montrer aisément — ce que nous ferons plus loin par rapport au cas
général — quil suffit encore de transformer le plan des ¢ a 'aide de la fonction 7'=*
pour obtenir la représentation conforme de l'extéricur de l'arc symétrique de parabole sur
I'extérieur (’un segment, et ensuite, moyennant une transformation bicn connue, sur
Pextérieur d’un cercle. '



3. Cas général,

Il s’agit donc maintenant de généraliser la méthode pour le cas d'un arc asymeé-
tricue, c’est-a-dire pour le cas ou dans le plan des ¢ nos segments paralleles a axe des &
ne sont pas symétviques par rapport i Paxe imaginaire 7 (fig. 2). Nous allons y parvenir
de la maniere suivante.

Envisageons la représentation  conforme du plan des ¢ sur un nouveau plan des
L, =4, -+ i1, que fait la fonction:

I

LCy (19) Lo A%

ot €y est un coefflicienl réel. On obtienl cette transformation
en combinant unc transformation par homothétic avee unc Y D N
> alle ) P o op e .
rolation d'un angle !/, = dans le sens positif (fig. 5). Consi-
dérons ensuite une nouvelle transformation delerminée par la
somme de deux fonclions £, et &y

Fig. .

SN=50+60,

dont la premitre -y (¢) a été définie au paragraphe précédent. Ainsi nous avons:

{ !
ch=c | LT oy | DY e o)
Y (F) () @ ) (@)
0 m
In

ou Pon peut prendre comme la limite inféricure d’intégration indifféremment le point
Mt ==im) ou N{t=1n).

Nous allons examiner ci-dessons cette représentation d’une manicre rapide en nous
basant sur les vésultats acquis auparavant par rapport au cas symétrique (C,=0).

Lorscque on passe de lorigine # du plan des ¢ au point A/, en suivant le segment
£ M, le point correspondant dans le plan des ¢ décrit un contour curvilligne, issu de lorigine /7,
dirigé¢ vers haut et a gauche ou a droite suivant que €,=0 ou €, <0, et aboutissant enfin
au point M dont laffixe est

Cy=C(im)=1i—C,m. (21)

Au point M, le contour dérivé est brisé, en formant — comme précédemment — les angles

. . . . . e dh Y

droits (fig. 6). Cela devient clair, si nous observons que la dérivée —;—1 y a la valeur indé-
. t

- . e - - o R

finiment grande, tandis ue 5 ® y reste évidemment finic et, par conséquent, peut y élre

@i

g,
de’
parallele a Paxe réel & en se dirigeant i droite ou a gauche suivant le cas ot le point ¢ suit
le bord droit ou gauche de la fente MN.

Toutefois — relativement au cas précédent, syméirique — il apparait icl cette
différence que, si C, > 0, le point s’avance plus loin i gauche qui droite. Cela s'exprime
bien par la formule:

, . . ( M . . . , .
négligée en comparaison de - A partic de ce point I, le point ¢ décrit le segment

(02 - \3> (.%.\'

e (J’E &y (/)l J-’; 8 \< /L), (22)
V (s2—m?) (n — )
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ou il faut prendre (v. p. 7) le signe () ou (=) suivanl que Pon déerit le bord droit ou
gauche de la fente M N, Par suile, lorsque le point 7, en suivant le eoté gauche du segment
MN, arrive au point ¢ (fig. 4), le point correspondant, dans le plan
des &, w'atteinl pas encore sa posilion la plus avancée a gauche.
Pour parvenir a ce point (nous le désignerons, comme  toujours,
dans tous les plans par la meéme lettre o), il faul passer, dans le
plan des £, wn pen plus haut, savoir jusqu’au point ot la  dérivée

{ (5 . .
t = 0“0 on y a dapres la lorm (22):
di ds
& cE =0 (23)
Fig. 6. | (eF —n?) (0 — %)

La valewr de s qui en résalte est évidennuent plus grande que e,
Au contraive , si dans le plan des £ on suil le eolé droit du segment A7, le point
correspondant dans le plan des  s’areéte avant que le poinl ¢ arrive au point /); cela a licu

. . . . . Lo dl .
déja au moment ou ¢ arrive au point B, ou — daprés la form. 22 — la dérivée i devient
o/
¢gale o zéro:
(- — N
(), — — —(C,=0. (24)
V(s — ) (n* — %)

On en voit bien que la valeur du paramdtre ¢ est plus grande que la valear de s vériliant
cette équation.  Par suite, dans le plan des §, le poinl D est situé i ganche da poinl 73,
sur la partie supérieure du segment A5 (fig. 6).

Quant au point N, il est aisé¢ de vérifier que, dans le plan des §. c’est loujonrs le
point, ott se rencontrent les deux contowrs provenant de Pintégration dans le plan des 4,
une fois le long du bord gauche ot Vautre — le long du bord (lrolL de Lo coupure /N,
L’uniformité de la représentation est done conservée. Relalivemenl au cas
illustré par la fig. 3, il apparait seulement celie différence que les points A el N ne coinci-
dent plus.  Iin clfel, affixe du point ¥ — cu égard a la form. (20) — est maintenant:

tv= (Im==i—0Cn, (25)

tandis que l'affixe du point M est (forn. 21): §y=i— Cym.

Nous en voyons que dans le plan des ¢ le point Vesl deplacé par vapport au point M
d gauche; ce déplacement a la valeur: Cy — (pr = — C, (n — m).

Lorsqu’on continue, dans le¢ plan des ¢ suivre Paxe imaginaire en sc dirigeant du
point &V vers haut, le point correspondant § suit — indépendanument du edté donl on est par-
venu an point N —la méme ligne allant @ l'infini (cette ligne est marquée sur la fig. 6 par
un trait fin).

Jusqu’a ce moment nouy avons examiné la correspondance entre deux demi-plans
supérieurs. Quant aux demi-plans inférieurs, ils correspondent I'un & Pautre d’une fagon
analogue, car il résulte de la form. (20)

Ll—n=—L) . (26)

C’est pour cela que le segment A’ /3 est la symétrique du segment A 3 par rapport a Vori-
gine F (fig. 6).

Nous allons examiner encore plus précisément le role de la ligne L, FL,, divi-
sant chaque plan considéré en deux demi-plans. D’aprés ce qu’on a vu auparavant, cette
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ligne doit ¢lre — daus le plan des ¢ — symdétreique par rapporl a Porigine /. Pour que cette
condition soit accomplie, il sullit (voir la form. 26) de choisir, dans le plan des ¢, une
ligne L, /'L, de cette espece, symétrique par rapport a Porigine 7 =0.

Transformons ensuite le demi-plan supéricur des 7 o Paide de la fonction

T, (27)

Alors, dans le nouvean plan des 7, les deux courbes, correspondant aux deux branches /77,
et 'L, de la ligne en question, coincideronl point par poinl, tandis que le segmenl 1/ NV
sera lransporté de la pavtie positive de axe imaginaire du plan des ¢ sur la partie néga-
tive de laxe réel dn plan des 7" (fig. 7).

Quant au demi-plan inférieur des ¢, ¢'est le deuxicme [feuillet de la surface de Rie-

. - /""“ . .
mann relative au radical |/ 7 qui lni correspond — eclle est,
. . . Li
d’ailleurs, sans importance pour nolre probleme. T /L
Ainsi nous avons obtenn Llrois formules [ondamen-

tales (5), (20) et (27) qui définissent nos Lransformations suc- N B

cessives. 1l en résulte une relalion enlre les variables coni- FA

plexes z et T2 z=0o (L) ou bien T'=1{(z). D’aprés ce que Pon -
n’=

T

vient de voir, cette relation détermine une Lransformation de T
I’arc de parabole envisagé en un segment; en outre, clle fait
Fig. 7

correspondre, d’une facon biunivoque et conforme, Pextérieur
de Parc de parabole sur lextérienr du segmenl correspon-
dant, toutefois ces extérienrs sont coupdés le long des lignes £ L, formant deux fentes cor-
respondant Pune a laulre.

Or on peut démontrer ais¢ment que lorsqu’il s’agil du résultal final de 1o vepreé-
sentalion considérce, les conpures indélinies /7L sout sans importance et, bien plus, qu'elles
peuvent dtre laissées de coté. A cel effet, il sullit évidemment de montrer que le point £
(z==0; I'=0), donl ces coupures sonl issues, ne constitue ni poiul critique de la fonetion
s==0(7"), ni—de la fonction inverse T=1(z). Observons d’abord cue la fonclion € == ()
qui définit la représentation intermédiaire esl régulicre an point 4-:0. Par suite, clle peal
étre développée dans le voisinage de ce point en série de Taylor, convergenle pour tout
point intérieur a4 un certain cercle déerit du point # (1==0) comme centre (il suit de la
form. (20) que le rayon de ce cercle de convergence est égal 4 m). Il en rvésulte anssi le
développement de la fonction inverse 7==/(f), le rayon de convergence de la sévie obtenue
étanl ¢gal 4 |Gy |==|i—Cym|. A Taide de ces développements on trouve immédiate-
ment les développements des fonctions z (1) el 7T(s), valables dans le voisinage du point /7
(voir Th):

s=o(P)="Lto=Lored 120,04 ) =Lz 20,74 );

27 2 )
. 2 , , y o
T=4 ()= £ = C_ (1240 f ) = 2 g (14 o).
by? P by’ 2

Nous en voyons donc que, dans ces deux plans, celui des z et celui des 7, les ori-
gines /7 (T=0; z==0) sont des points réguliers pour les fonctions o(7) et ¢(z). Ainsi
dans la transformation finale des deux plans, des z et des T, les coupures AL dispa-
raissent. Il s’ensuit de la que la fornie précise de la ligne L, I'L,, divisant chacun de deux
plans, des ¢ et des ¢, en deux demi-plans, est lout indifférente (i condition, bien entendu,
que cette ligne L, I/ L, serait symétrique dans chaque plan par rapport an point #), Dailleuwrs,
dans les cas des représeutations auxiliaires (ui nécessitenl Vexistance de cette coupure
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L, FL,, nous supposerons toujours que ce soit l'axe réel qui joue, dans le plan des ¢,
le role de la ligne L, FL, (voir fig. 8).
Nous venons donc de (rouver la biunivoque représen-
tation conforme de tout lextérieur dun arc quelconque 45
de parahole sur lextérieur du segment M N, tout entier,
En vue des applications postérieures, nous allons introduire
encore une transformation, savoir: la représentation conforme
de Pextérieur d’'un cercle sur lextérieur de notre segment.
Fig. 8. Soit @ le cercle en question, situé dans un nouveau plan
des Z et décrit avec le rayon a de lorigine O comme centre,
La représentation cherchée est déterminée par la formule:

2 _| 2 A .
T+i;_”zle—fﬁ+~?/—e'3 , (28)

a

a la condition cependant que les paramétres m et n vérifient ’équation:
n—m*=A4, (29)

Cette condition correspond & ce fait bien connu que, dans le cas ou la trans-
formation du cercle sur le segment tend vers lidentité pour les points infiniment
éloignés, la longueur du segment dérivé est quatre fois plus grande que le rayon du
cercle générateur.

En combinant la condition (29) avec les relations (14), (16"), et (17), on peut
exprimer les parameétres m, n, ¢ et €, a 'aide du module & et de ses fonctions: 4/, K et II.

k! 2 4 L 4
1)1:2/—~; ne==-_; ¢? —=— ._{,,; C,'Iz/\'i- (30)
e k kK =
Par suite, on peut écrire la formule (28) sous la forme:
Y/ a 4
T—=-""e— 13t —elp42——. 31
- +o ettt (31)

Quant au parameétre B, nous I'avons introduit en vue de pouvoir effectuer une rotation du
plan des Z par rapport & celui des T de la maniére & établir une concordance désirable
entre les directions correspondantes des éléments liné-
aires infiniment éloignés, situés respectivement dans
les deux plans, celui des z et celui des Z. Il résulte
de la form. (31) que le paramétre @ définie la posi-
tion des points M et N sur la circonférence |Z|=a
(fig. 9), savoir: Zy=—uae!f et Zy=-—ae!p; ainsi, la
droite N M forme un angle § avec la direction positive
de 'axe des X. Remarquons encore que, a lorigine F
A du plan des z correspond dans le plan des Z le
Q point F, situé sur le prolongement du méme seg-
ment M N, au déla du point M; son affixe s’exprime:

Fig. 9.

p 84
Z,f:i:*—ﬁ’ae’lg; (z=t=1=T=0).

Ainsi, les formules (5), (20), (27) et (31), déterminent déja la fonction fondamentale (1)
s =[(2)
qui donne la représentation cherchée.
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Il est commode dans certains cas d’exprimer cette replosentnhon sans entremise des
variables ¢ ¢l I, en gardant seulemenl la variable intermédiare £. A cet effet, envisageons
d’abord la variable ¢ (form. 27 et 31):

_ N A
t = '|/'/' :1/1—(3_’3— £ elp 2 — 2 - (32)
a Y/ k?

Il est & remarquer qu'il s’agit ici de cette détermination du radical qui devient égal & i m
pour Z=—ac? (ce radical étant égal 47 sa partie imaginaire est tou-
jours positive) Substituons ensuite cette valeur (32) de ¢ dans la form. (20). 1l viendra
alors de cette formule (il y faut bien tenir compte de la détermination admise du radical
V(EFmy @ F ) — v. p. 6):

z
Z

""‘Jr~0’?+"———|—f2
P S ch—l—i6’2 1/__,,4 —§—~—e’°—|—-2——— » (33)

ou Pon peut prendre comme la limite inférieure d’intégration indifféremment le point
M (Z=-ae!l) ou bien N (Z=—aec!p).

Iin vue des applications ultérieures, nous allons transformer encore la form. (33)
en pavtaut de la relation évidente:

7 a

(‘—IH—7GIH 9 ;
Ve | T v - A
—a N

V_()—I __(31|J_§_2_.~

A :—-nel{'-)' ~——ae’°
Il vient donc
VA
(€ iC) L1t (C—iC) Lelbtc [2—2 Lo
2, Y b g ' k2

d7 (34)

k
.JZ‘I/
]

—aelp

S

e—’ﬁ—l—%e’ﬁ—l—2—%

Pour fixer définitivement les paramétres (ui interviennent dans ces formules, il faut

A

cncore satisfaire & la condition générale (2*), posée au début du chapitre: lim =1. Or

N

d’apres les formules (5) et (34): % = oo

dz dz d¢t . & Dz 5
el S —(C C)e sy Pz 35
7 = ac ap G z]/2517, (35)

Z==o0

1l

oo
=]

NN

Les points Z et z tendent simultanément vers linfini; il est clair donc que la con-
dition (2') ne sera accompiie que si I'on pose

_ g Da
C,iC,=c!y /——, (36)
] A




- 2B . / da T
d’oi C, = S cos = .= - sin
2 2 / <

. : K :
mais nous avons trouvé précédemment (form. 30): €, =k — ; par suile:

G=cglartigh ol = " (1L cosp) (37)

m 2 a kN2

Ainsi nous avons exprimé tous les coeflicients qui inlerviennent dans notre représentation
conforme par les seuls paramélres indépendants: @, & et f. Tin portanl ces relations dans
les formules (33) et (34), nous obtenons le résultat défmilil de notve représentalion con-
forme sous l'unc des formes:

kK = kK Z i _'_ 4 b
C:~7ﬁ]/'_ff—l_’_ln lg'z‘\/a: et -
2

) ze"ﬁ—{—--’[i e
4 4K I S—— (38)
n 7 4
2’11/ —e"°—}——(”ﬁ—|—-2. =
+ae!3 ¢
: /
/ 3
o ) 5 }— Z—Zp cos (2.
kK / 5. K ¢ N ‘ L
_— S0y L . —dZ, (39
(j] u« ! o '8 2 } . 8 : (%)
7 COS - 7 COS 5 ‘/ pt.g—
ot nous avons posé — pour abréger
2 I
D= e f | — — 1. (40
! /\z( ]\’> { )

Ainsi, la représentation conforme envisagée dépend exclusivement de deux par a-
metres primitifs & et B (sans compter le coefficient « déterminant le rayon du cercle
générateur Q et n’influant que sur I'échelle de la représentation).

Il faut observer que le paramétre %, étant le module des intégrales elliptiques
Ket E, est compris dans lintervalle fermé: 0 <A< 1. Il en résulte aussi (voir Th) que
la quantité p.(k) varie dans le méme intervalle (fig. 10).

Quant au paramétre B, on peut s’assurer par un coup d’oeil sur la fig. 9 qu’il
suffit de ne considérer que des valeurs des p comprises entre — met--=. D’ailleurs,
on peut trés bien laisser de coté les limites mémes + = de lintervalle, car alors notre arc
de parabole se réduit & un segment situé sur 'axe des a: en effet, lorsque p=-+=(p =0),
il vient de la form. (38): -

A

p=tm D=t ag

a a VA &

(41)



On en voil que c’est un segment dont la longueur / est égale a4 4a el dont les extrémités

, . k'? 4 .
possedent les abscisses 4 —a el —a. Désormais nous
X 42 M
écarterons ce cas, en posant: 1 T 7
. 8
—r<<f<<-t= (42) ¢
. 0'6
Lorsque § =0, on revient sur le cas symétrique.
Quant aux parametres paraboliques &4 et &p qui 04
définissent avec le parametre p la position de larc
envisagé A3 dans le plan des z, ils s’expriment % .
facilement.— comme nous allons voir dans le cha- L X
pitre suivant — en fonction des paramétres pri- 0 02 o4 06 08 T
milifs, & et B, el ccla & laide des formules bien Fig. 10.

adaptées aux calculs numériques.

CHAPITRE II.

Etude détaillée de la représentation conforme précédente.

Nous avons résolu le probleme posé dins le chapitre précédent, en trouvant les
formules analytiques  déterminant la correspondance biunivoque de l'extéricur du cercle gé-
nérateur (y compris le contour méme) sur lextériear (et le contour) de 'arc de parabole;
la veprésentation oblenue est partout conforme, sauf les deux points, A et B, formant les
extrémités de cet arc de parabole.

Mais lorsqu’il s’agit des applications aux questions concrétes ui nécessitent des
calculs numérigques, il ne suffit plus la possibilité théorique des calculs —il faut donner, au
contraire, des formules qui soient propres & 'exéculion pratique des calculs numériques.

A ce point de vue, les formules finales (38) et (39) du chapitre précédent ne suffisent
pas encore: on doit les transformer convenablement, ce que nous alons faire dans ce
chapitre.

Mais, par avance, nous voulons examiner quelques propriétés générales de la repré-
senlation étudiée, ces propriétés dépendant directement de valeurs des parametres § et 4.

1. Parametre de la parabole p.

Examinons d’abord, comment dépend de ces paramétres la forme de la parabole sur
laquelle se trouve notre arc A . Or, le rayon a du cercle générateur étant supposé con-
stant, la forme de cette parabole est entiérement déterminée par son paramétre p (form. 37).
On en voit que lorsque le module & croit de O & i, le parametre p décroit de oo a 0, car

. . . . T . .
I'intégrale K (k) croit simultanément de 5 Lo Quant au paramétre §, chaque écartement

de cet angle de la valeur §=0, indiféremment de son signe, entraine une diminution du
paramétre p de la parabole. Par conséquent, si £ et |B| sont petits, les paraboles consi-
dérées sont tres éloignées de lorigine; tandis que, si 4 s’approche de l'unité, ou bien si 8
tend vers + m, les sommets des paraboles s’approchent de lorigine (voir fig. 1). Cette
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dépendance est bien illustrée par les diagrammes ci-dessous, ot le module 4 est remplacé—
suivanl 'usage — par I'angle modulaire 0:

p/a %
30 s
[ 'dr_ J= ) = arcsin k; 0-<0< . (43)
2 - SN 2
: FRNSONNG ||
N - \%§§\ T On voit sur la fig. 11 que
| >$bw\\§ | | || Vvalure de loutes les courbes, repré-
2 ~ 75 s ] \\ | —‘ . . . /)
tl '\B“}WL § \§ | 7 ventant la variation du parameétre £-en
~ AN ! a
. il e SN fonction de I'anel ;
22 Il —] ] R onction de l'angle modulaire 0, est pa-
" » .
\EFPJ T \\w reille; cela est hien compréhensible,
» | ﬁ:%_ﬂ — car elles se déduisent, I'une de P'autre,
B ‘s o o ar e a s o o o 0 par simple  variation 'un  seul fac-
" { teur (1~ cosf). De  plus, toutes ces
\ . T
16 — courbes posstdent au point ((J ::7; P :0)
5 cfe 2
u i la tangente commune, parallele o laxe
. 4 . .

IR M des ordonnées | ce quon voit bien sur
N W ] ‘

IBAIR W la fig. 11, ol I'on a reproduit encore
T W\ ] cette partie du  diagramme dans uue
, l \ T échelle plus grande. On peut d’ailleurs

| \ \ I tres aisément démontrer analytiquement

\ INANNV - o o dp
6 \ B NN i celle propriele en caleulant la dérivée 0

< s {
\ 4

4 1~ \r\ + \\\gp\ - (voir Th). Remarquons encore que les
N AN NN courbes en gnestion possiédent un point

5 e | N\ m‘S\g\q‘\@ ) . o e
R T d’inflexion ayant la mdéme abscisse; la

e SR IO g I M . 2o spr z
- I M g valeur de celle abscisse vérifie 1'équa-
" 60°

10° 20° 30 40° 50°

- >

Fig. 11, K K
(c. i d. 0=81°0).

Lion s (1 —3 r ): k2;on en lire; £ = 0,8536

2. Position des points 4 et B sur le cercle générateur.

Pour délerminer la position des extrémilés de T'are A B sur la parabole, il faut
chercher d’abord la position des points correspondants, Z, ¢l Zjy, silués sur le cercle
générateur | Z|=«. 1l esl ¢videnl que, ces poinls, A el B, formant les pointes du contour
trausformé, il y doit élre:

((/Z = 0 el Ggalement & = (), {(A4)
A7) an dZ AR

Pour que ces équalions soient vérifides, il faut et il suffit qu’il soit (voir la form. 39):

r, 3 [
ﬁf*p+id%—2pm&%z0. (4)

L

Dans le plan des Z, les points 4 et B sont situés sur le cercle de rayon a, ayant
pour centre larigine de coordonnées; on peut poser donc:

Z=ac, (46)
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ot & désigne Pangle polaire, compté i parliv de Paxe réel O X (comme sens positif esl
admis celui qui amene Taxe O X sur () par une rolalion d’un angle droil). Nous posons
(voir 7h), une fois pour loules:

LN C2n4-6. (&7)

1 s’ensunit donc de Uéquation (45):

b 5
cos ( — L)) = cos i) (48)

P 4

Cette ¢quation a des racines pour chaque valeur de B, car la quantité p (4) est toujours
comprise entre 0 et 1 (. ¢.). Introduisons encore Pangle auxiliaire 4, en posant:

£ ,
COS 7 =1 COS -~ 4)
r=1 5 (49)
Langle § ¢tant compris enlre —a el 4= (form. 42) ct la quanlilé p.— cntre 0 et 1, il est

claiv qu’il suffit d’admetlre que langle 4 est compris entre 0 el e Mais alors, il résulte de

la Torm. (49) qu’on a toujours:

Ainsi, équation (48) servanl & déterminer les coordonnées polaives, 9, et ¥, des

points .1 et B sitnés sur le cercle primitif | 7| =a, se réduit @

]

5
cos|{  — By Cos 7. (51)
2
Ses racines s’exprinieront done par denx groupes des angles:

~—?)——{—'{—|—2ﬁnl el -—E-—'{ 27y,

ot n, et n, désignent des nombres enliers quelconques. Mais, en se repportant i la relation
admise (47), on voit bien qu’il faut supposer: n, =0 et n,=1.

Il ne reste donc que deux racines. Pour décider enfin «uelle racine faut-il attribuer
a la coordonnée 9, et quelle —a 9, tenons compte de celte circonstance que dans le cas de
symétrie (= 0) la configuration des points A et B par rapport a 'axe réel doit étre de la
méme espece dans les deux plans, celui des Z et celui des z; cela veal dire que le point /3
doit étre situé au-dessus du point 4. 1l en résulte que I'on a en général:

5 . 3 .
Wy :‘(—)—*{—f—?;ﬂ:; b :() ‘}""{ . (5"’)

Ces formules montrent que les points A ct /3, situés sur la circonférence généralrice

Z

f .
= a, sonl symélriques par rapport au rayon O H formant avee 'axe O X l'angle —‘2—; on voit

de plus que l'angle formé par des rayons vecteurs Od et O est égal a 27 (lig. 9).
Remarquons encore que, lorsque le module & lend vers U, Pangle 7y s’approche

B

T ~
de e Dans lautlre cas extréme (A = 1),ona: y=

g4

; alors, si >0, le point 4 vient au

point G (Z =a), tandis que le point 3 coincide avec .5 auw coutrairc, si § <0, c’est
le point 4 qui coincide avee le point J/ se trouvant alors sous laxe 0X, et c’est
le point B qui vient & .
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3. Réduction des intégrales elliptiques a la forme normale.

Les alfixes Z, et Z; des points corvespondant aux extrémités de larc de parabole
¢lanl connus, les coordonnées de col are sont déterminées par la form. (38) ou (39). Ces
coordounées ecalculées, on peul déji tracer toul Pare A /3, cav la pé'ul)ole, sur laquelle esl
situé cet are, esl entierement déterminée par la valeur dua parameétre p, caleulé précédemment.

Mais, comme nous avons remavqué déja, les formules en question ne se présentent
pas encore sous une forme commode aux calculs numérigues.  Orv, dans cerlains cas spé-
ciaux, lorsque les intégrales ellipliques intervenant dans ces formules deviennent réelles
ou purcmenl imaginaires, le probleme du caleul se simplific heaucoup: on peut alors réduive
aiscient ces inlégrales i la forme canonique ui permetle immédiatement de faire usage
des Tables numériques, calculés par Legendre. Ces casont lieu lorsqu’il s’agit des coor-
données des poinls de I'ave parabolique .t 2 méme, on bien des points corvespondant & ceux
— u (fig. 9).

In passant maintenant & la véduction des inlégrales considérées o la forme normale

qul sonl situés sur la droite M AN, dun on d'aulre colé du cercle oénérateur | 7
’ D

des integrales olliptiqgues de premicre et de dewxicme espéee

w W

a1V e d v

e A Al

VL= TPy (I — 2T 1=V (1 — k2 )

1

nous prenons conume point de départ la form. (20) qui exprime ¢ en fonction de ¢, en
y rewmplacant cependant les quantités m, n, e, €, el ¢, par lenrs expressions (30) et (37).
Or observons que, sans lenir comple de signe, on peut distinguer dans le plan

des £ quatre intervalles, un—réel, et trois — purement imaginairves, délimités par les points
! 3

caractérisliques: (=oo, (=0, /=2{" el /:gla ou nos intégrales elliptiques devien-
v ¢

nent ou bien réelles, ou bien purement imaginaires. I en résulte qu'il doit exister quatve

translormations véduisanl ces inlégrales o la forme normale. Ces  Lransformations sont

respectivenient de la forme:

) S 7o . . o / / gy
=k u =20 Yy 2=h e PR et A (53)
kL — 1)) k e KL — W2

Nous allons faire usage ici seulement de la Lroisieme transformation!) qui sert au caleul
des coordonnées des points situés sur Pave de para-
bole .t B, On peut Uéerive sons la forme:

W=U+"’ ; -

e==x——a y 4
=11/ ek (54)
2 i

F"M"A|N BM' F

:

30 : /1/)’/“:1;/MU Nous v admetlons cetle détermination du vadieal qui esl
A y !

purcmenl imaginaire positive pour les valeurs des ¢

correspondanl aux points silués sur laxe imaginaire,

Fig. 12. au-dessus du poinl &. Alors, il en résulte la représen-

tation conforme du demi-plan supéricur des £, muni de la

fente rectiligne 4/.V, sur le demi-plan supérieur des |V

depourvu de toute coupure (i la fente MV y correspond simplement une. portion du

bord rectiligne — voir la fig. 12 en la comparant avec les fig. 7 cl 8, ce qui offre an
bon aper¢u général de la transformation en question).

\

) On peut trouver analyse des autres transformations dans le travail cité déja 1 plusieurs ve-
prises (Th: p. 48 —- 55).
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e changement de variable (54), ainsi déterming, transforme une des formules (20) en

. W w
. H__J;_ ( B /g) _ dn e .
']\' | (|-~—””) (|':/\.5H71) l/([___j‘,:/ ([_A ”;.>
5 i
—l<l'%)|/|—/111|2j, (55)

ou il faut atteibuer aux radicaux ces valeurs donl la partie véelle esl posilive. LEnsuile,

comme il résulle des form, (32) el (H4):
17 A\ a o\
—elE] el 3y \ "6
GG

IV — L, z =it ‘ot -2 :_l
2 “ VA 2

la déterminalion des vadicaux étanl fixée par Ia condition que la parlie imaginaire de T1’
soil posilive pour chaque valeur de 7.

Ajoutons encore aux considéralions précédentes quelques remarques générales.

Rappelons d’abord que les intégrales ellipliques en question ne sont réelles que dans
le cas ol la variable d'intégration parcourt lintervalle réel ct fini (-—t, 1). IL est impor-
tanl que Pon peul alors, par une simple subslitution réelle

: T . _ % :
W =—s1n ¢, - © 7 | ) (57)
3 ‘ 2
ranrener ces inlégrales a la forme!) canonique de egendre
Y Y
‘ dwo L ——— :
(e, by = : el E kb= | Y1 —ksi’o do (H8)

1L — A sin? '_:5

0 o

Comme il résulte de la discussion précédente, ce cas simple n'a licu que dans Phypo-
these que la variable 7 décril la circonférence , ou bien les deux parlies de la droite

\

MY, situées a lextérieur de ce cercle | Z| =« (lig. ).

4, Formules servant au calcul des coordonnées de l'arc de parabole 4 B.

Prenons en considération les formmles, dédnites dans le paragraphe précédent, en
y supposant de plus que le poinl IV ne quitte pas le segment (—1, 1) (fig. 12). En porlant
ensuite dans la form. (55) la substitution réelle (57), el cn ulilisant les notations (58), on
teouve immédiatement la formule fondamentale chenmndnt les coordonndes pal'nbollque:,
de notre arc A B:

2
n=1, &= A[],(w A)—-]—[' (0, k) —tg Y L — k?sin? cpJ (H9)
T K

l
D)
,_:

ou il faut attribuer au radical sa valeur arithmétique.

1y 1l peut y figurer aussi, au lieu du module %, le module complémentunire &’



Remarquons que le parametre © possede une trés simple signification géométrique.
En effet, le point 11 élant situé sur le segment (—I, 1), le point cerrespondant 7 se trouve
sur la circonférence | Z|=ua; on peut donc poser (form. 46):
7 —=aelV,

ol Pon obtient alors de la form. (56), en prenant la détermination convenable (fig. 12):

. A g—
TW=sin o =cos - i

4

Btant pos¢ (A7) B << 2z--f el (57) —% o+ l) ’

il vient done:
o BB ou $=ndp—2¢. (60)
! 9

4

Nous en voyons que la valeur de o désigne la moitié de l’angle formé par
le rayon fixe ON el le rayon vecteur OC du point € (fig. 9); quant au signe,
il est positif quand ce poinl se trouve du méme coté du diamotre 4/ NV que le point 3, et
négatif — dans le cas contraire.

Ainsi, en utilisant les formules (60) el (59), bien propres aux calculs numériques,
nous pouvouns facilement trouver la coordonnée parabolique & de chaque point de notre arc
de parabole, et ensuite (voir la form. 6) —scs coordonnces rectilignes:

). .
v=L @ —1); y=pt. (61)
Quant au parameétre p, il est déterminé par la Torm. (37).

Daillenrs, pour examiner la posilion ¢ue peul occuper notre arc de parabole, il suffit
de calculer les coordonndes des ses extrémités «f et /3. Or il vient des formules (52) et (60):

5 4
r.——"(—“()- T— - L)
I 2 ) 2 I
— E = 0, O<gn=— "o (6

les signes d’inégalités résullant des relations (42) et (50).
IEn calculant les valeurs de & @ Taide de la forni (59), on doit tenir compte de ce ue

E(—o, hy=—1(9,k) et de méme F(—o, k) =— I(p, k),

ce (ui permet d¢ja faire usage des Tables de Legendre!)

Un coup d'oeil sur les formules (62) nous montre aussi ue, si Uon change g en — &,
Pangle ¢, devient — g, et vice versa. Il en résulte (voir form. 59 et 61) que les deux arcs
de parabole: 4, 3, et A, 3,, pour lesquels 4 =4, et §, ==—§,, sonl symélricques par rapport
a laxe réel de sorte (u'au point A, correspond B3,, el i 3, —Ile point 4,. Par consé¢quent,
au point de vue géométricue, il suffit d’envisager exclusivement les cas ou: §>0.

Nous commencerons l'analyse de la représentation considérée par examen des cas
extrémes, £==0 et k=1, cc qui nous permettra d’obtenir d’un coup les cadres généraux
renfermant lous les anlres cas intermédiaives. Or, un apercu sommaire des formules trou-

) Tables de Legendre originales sont maintenant peu accessibles, mais on peut les trouver repro-
duites dans: L. Po tin, Formules ef Tables numériques, G. Doin et Gauthier-Villars, Paris 1925,



vées nous montre immédiatement que ces cas extrémes consliluenl des cas de dégénérescence,
et que Lon ne peul les considérer que comme des limites vers lesquelles tend la fonction
de représentation lorsque le module 4 tend vers zéro ou vers Punité (dans ce dernier cas,
c’est le module complémentaire & qui tend vers zéro).

5. Premier cas de dégénérescence: (=10,

Si lon pose dans la form. (59): £ =0, on oblient:

=1 t=—igl, (63)
car:
3 N N - T
I (9, 0)=1"(9,0) =, o= K=p

[l en résulte que Parc de parabole 4 /3 s’¢loigne alors vers I'infini:

o, 2a, i B\? ha .
z=—;—C-zF(J-+cosﬁ)(z—tg'—i;):~ﬁe’ : (64)

Bicn plus, cette formule nous donne la direclion suivanl laquelle s’éloigue Pave /3, lorsque 4
tend vers zéro: c’est la diveclion du rayon vecteur qui forme l'angle = --§ avec laxe des o
(fig. 13) — c’est aussi la direction de la droite M NV (fig. 9).

1l résulte aussi de la form. (63) que, dans le plan des s, la tan-
gente au profil cherché esl inclinée vers I'axe des @, sous un angle
constant t (form. 8):

ctgt=>_(—=— tgﬁ, d’on —+—~~ ) (65)
2
ce qui montlre que, dans le cas 4 =0, l'arc dec parabole 4 3 déegénore Fig. 13.

en un segment. Ce fail pourra élre démontré directement, si l'on
trouve le développement de la fonction de Lranslormation, procédanl suivant les puissances
croissantes du module 4 (voir 7%, p. 63):

‘)
e’ﬁ—i—2up‘f—}—/— Mﬂ—}— — a(l4-eB) (1 - —eB) -
VA A
En y négligeanl les termes inliniment petits, de dégré 4% el supérieurs, cl en faisant
abstraction du terme constant — ce (ui revienl & faire une translation du profil considéré —
on en lire:

2
1
Z = /4 £ 1(
VA
d’oti, en introduisant les coordonnées polaires (46):
¢ @€ . . / bl N
Z=uac, *=—2sm£sm ﬁ-—E ; —‘/—:2003L SENAN (G6)
a 2 2 a 2 2

Ainsi, dans le premier cas extréme £=0, larc de parabole .4 £ dégénere en un segmentl,
dont la longueur est égale a 4a, et qui est incliné vers P'axe des & sous un angle (fig. 13}:

Lt
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6. Deuxiéme cas de dégénérescence: 4/ — |.

L’analyse de ce cas esl plus compliquée.
Le module 4 lendart vers 'unilé el 4" vers zcro, I'inlégrale A augmenle indéfiniment
. . . . =2 )
comme logarithme, el par suile le parameélre de la parabole p=72« e cos? -
) (el
zéro. Il en vésulle que Parc considéré 1A est silué sur la parabole enlourant de plus

proche la parlic posilive de Paxe des @ (fig. 14); on en conclul aussi (voir la forn. 59) que

tend vers

[\] !'\:D

. . 1 . .
Pordonnée y=p¢t lend alors vers zéro comme I (Quanl aux abscisses, on peul les expri-
\

. 1 o
mer, en négligeanl les termes de Lordre de o el supérieurs, par la formule:

b [ — L o ] cos B —sin L eoss!
2 :-’ml[/, (9, k) i / (cp,A)] cos 5 sin 5 cosp] (67)

Ce qu’il faut examiner altentivement dans cette formule, c’est la limite vers laquelle
tend le rapporl

M (pg) == lim £ 4% 4) (68)
K (k)
=1

ot I'angle ¢¢ corvespond, d’apres la form. (60), au point envisagé C de la circonférence | Z | = «.
D’une facon générale, 'amplitude g¢ esl une fonction du module £ (comme par exemple ¢ 4 et ¢ )
et, par suite, la limite A dépend en général non seulement de la valeur limile vers laquelle
tend amplitude o lorsque & tend vers 'unité, mais de plus, de la fagon donl ¢ s’approche

de sa limite. On y peut distinguer cependant deux cas généraux, tros simples.
Le premier cas est celui, lorsque Pamplitude ¢, pour le module % tendant vers

, e . T . "

I'unité, reste — en valeur absolue — moindre que --- —¢ (¢ désignanlt une constante positive
2

qui peut étre arbitrairement petite). Il est évident que l'on a alors tout simplement:

=0.

~

2 '
Ce cas a lieu, lorsque le poinl 7 se meul sur la circonférence | 7| ==«, sans empicler cepen-
danl sur Tarc (arbitrairement pelil, mais de la longueur conslanle 4e) enlourant le point
(3 =p), des deux colés d’une manicre cégale.

L’autre cas tout simple a lieu, lorsque lamplitude ¢ esl conslammenl c¢gale

s ™
a - — on —
9

i

; alovs, il vient immédiatement de la form. (68):

(2

)\ :ll eL )\ :—J..
’1’/2‘2‘ '{/:'—;

Ainsi, dans le premier cus, ¢'esl-d-dive lorsque

ﬁ—|—-—28<-0'<27t—-|——(j—28,

on a:
A=0; hmor=4a (cos—i—sin 0-— sin% cos @)_: 4 a sin® ('p — fi)) =2ua(l4cosd). (69)
k=1 2 2

Quant & la variable y, elle tend vers zéro en conservant le signe de la variable £, c’est-a-dire

le signe de l'expression sin (w——ﬁ—) : '
i 3

&

1' :O, ﬁ: .S ) ’ ____@; . *
111;:1]/ sgné=0.sgn (? r)) ‘ (69)
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Il en résulte, par exemple, que les covrdonndes o el gy du poinl N (fe=z-]-; o-=0)
s’expriment
lim vy =2a(l—-cosh); iy yy==0.(—sgnp). (70)
k=t ket
autre part, s’il s’agit des coordonnées du point ) [ =4 ou + =2z-f, dow 0 =- o)

on a: h=-+1); lim =0, lim gy =0. (71)
ko1 ko

Cherchons maintenant les valcurs Limites des coordonnées des extrémités 0 el B
de mnotre arc de parabole; on a (form. 49, 52, ¢l 60): ,

v o® 5 4 o= 3
N :—i - _‘;—. _—'_;, wp = ‘/—'——r')— |- :) ; COS | = L CUs % (72)
4 4 1 4 - 4

Or, d’apres la formule (40), p tend vers lunité en mdme lemps que le module 4

par suile, v lend alors vers el il faul donc dislinguer les lrois cas suivanls:

5

)
>0, lim ’ T lim o =
— ) ('PA — T T T B ="
k-1 2 2 k=1 -+ 2
f=0; lim gy =— " lim gy =— " (73)
I ::(ipl 2 =1 2 !
. ™ . m 4
<0 lim gy =— —; lim op = B
- b ‘ 9 -)
k 1 A /| Z 4

On en voil immédiatemenl cue, dans le cas >0, les coordonndées de Pextrémile A (3, = 2=x)

sonl (form. 69):
/

ha. (:73‘)

B=0: Il g,y =—0; lim wy=
R k-1
el, dans le cas B<<0, ce sonl les coordonnées de lexlrémilte B (Vv ==0) qui s’exprimenl
loul simplement:
B<<0: lim  yp =- 03 lim wp="4a. (73
E=1 B
(Quant aux autres cas, sicutionnés ci-dessus, leur analyse est plus compliqude, car
alors 'amplitude ¢ vavie en méme temps que le module 4. Mais on peul démonlrer (voir 77%)
que, si 30, on a: h(pz)=0, el si L0 — (o) =0. Par suile;

B>0; lim yp=-40; limt g =2a(l--cosf);
k1 k-1
lim  y, =—0; It 2y =4a;
B—0: e = (73
lim yp =-0; i ap=tba;
k=—1 fo=z ]
f<<0; i oy = —0; lim oy =2a(l-4cos8).
hes1 k1 _

Ces fornules avee celles (73" et 73**), lrouvées précédemment, délerminent enlicre-
ment la position limite de la suite des arcs
y B0, de parabole considérés, lorsque le module %

4 £20
T <y ) H A
| safocop e lend vers unilé.
M B ol N S s svidene ; les
N 1 B ., ous avons mis en évidence lous les

N A M JA . (e ) L.
2a(t-cosf) L 2a(1+ cosp) poinls caracléristiques en queslion sur les deux
figures (14) ci-conlre, correspondant Pune au

Fig. 14. cas =0 el Paulre an cas f<<0.

DU



7. Cas général

Pour mieux se rendve compte de la situation possible et de la configuration des
arcs dc parabole examinds, nous présenlons ici une suile des exemplos de ces arcs, lracés
pour diverses valeurs de Pangle modulaive 6 =arcsini cl pour les valeurs de langle f

L

A
\

\\» _

3 \

\\Y\’_L N
‘ Y

=699

1\ \ 180N B
° \G=70"\8=75° "\ )
.\ \

Fig- 15.

égales & 09, 30° 60° 90° 1209, 150°. Comme nous avons monlré sur la page 20, on en peul
obtenir immédialement les arcs de parabole correspondant aux valeurs négalives de .

3

1N
ol—

-

B B\

\e=50°
L \ ——

Fig. 16.

Les arcs de parabole en question sont tracés sur les figures 15 —20. En désirant
conserver leur position par rapport aux axes de coordonnées des . el y, nous avons été
obligés d’ometlre sur ces figures les arcs, correspondaul aux peliles valeurs de [angle

modulaire 6,



Nous avons marqué de plus sur ces figures: les langenles aux points A et B de
nos ares de parabole, leur inclinaison vers laxe des w ¢tant détermince par la form. (8):
t=arccotg &; el aussi les dircclions des ares séros?), menés par les points A (dans
les applications, nous considérerons loujours les points A comme
les poinls de soriie du conrant d’airh)

\ PO N e

o S (N S N

Fig. 17.

/]
<y
L
]

|

Pour pouvoir bien discerner ces deux genres des lignes auxiliaires, nous avens
tracés les tangentes en traits pleins et les axes zéros comme lignes interrompues.

Jusqu’a présent, nous sounmes occupés, en grande partie, de la correspondance des
contours délimitant les végions Lransformées, cetle correspondance taisant connailre déji
toutes les propriélés caractéristiques de.la représentation conforme considérée. Mais, pour
I’analyse de cerlaines questions, il peut arriver que cela ne suffil pas en tant qu’il se pré-
sente, par exemple, la nécessité de trouver Vensemble des points correspondant & un ensemble
uelconque des points, donnés a I'intérieur de la région que l'on vient de transformer.
Dans ces conditions, le caleul devient plus compliqué, car il faul alovs intégrer les expres-

Y} Ce sont les directions de la vitesse du courant d’air corvespondant a4 la portance nulle. Klles
sont déterminées pur les valeurs de la coordonnée polaire #4 de ce point de la circonférence génératrice
qui correspond au bord de sortie du profil envisage.



sions, intervenant dans les formules fondamentales, entre des limites imaginaires. Or, méme
dans ces cas, comme nous allons montrer dans le paragraphe suivanl, on peut utiliser avec
y profil les Tables de Legendre, en
T ramenant «(’une manicre convenable une
B=90 intégrale elliplique prise entre des limites

il /nnn

\ o
=4
\,\. ]
— Sy =750
\\\;\\\(9'\75
Y \ S N
9 \T\
\\ \\z\ 665"
\ \_A.k I eer
™~

aviy.

™. 6,_550“

1 - 65457
\'\
Fig.”19.
— . —
(_3-150‘J
0
e ] 3 4 X
T |289°
§§§:\;‘“ i §:899 .
S e e J6-88°
\\\.Q\‘“ » 05350 |
“ %"3_&?.‘ e 19=80° L —
S
I ~ :'\‘k 3'/0"
~ 55
~2 o % ; \\gioc
= I
—-3
‘maginaires aux intégrales, prises entre des limites réelles et plus pelites — en valeur

absolue — que 'unité.



8. Calcul des intégrales elliptiques, des deux premiéres espeéces,
prises entre des limites imaginaires.

Les relalions dont il s’agit daus ce paragraphe ne sont pas nouvelles. On peul les
trouver — il est vrai que sous une aulre forme, peua claire, el dans un systéme des nolalions
qui n’a ¢té jamais d’usage — dans un vieux ouvrage de Schellbach?).

(Cesl en raison de ces circonslances que nous nous sommes décidés d’établir ici les
résullats suivants, en donnanl aux formules la forme la plus convenable aux besoins de
nolre probléme.

Envisageons donc Pinlégrale elliptique de premitre espeee, de module & réel, po-
sitil el plus petit que un: '

w

AW
Y {T— W) (T— k212

W= Ly =

(74)

Il suffit évidemment de 0’y envisager que des intégrales prises le long dés chemins
d’intégralion «ui ne coupenl en aucun lien Vaxe réel OU, car on peul alors en oblenir loules
les aulres valcurs de lintégrale définie (74) en ajoulant des mulliples des périodes de cetle
intégrale, 4 K el 2iA’, it la valeur trouvée de w, ou av 2N-—w.?)

Supposons donc que Ie point W pavcourl seulement le demi-plan
supérieur, el considérons de plus inversion de l'intégrale (74):

W=sn(w|k)==sn(w|K, iK"). (744

Comme on sait, celle fonclion elliplique de Jacobi, de mulliplicaleur 1, admel deux périodes:
4K et 2{K'. llle fail la représentation conforme el biunivoque du demi-plan supérieur
des W sur une région reclangulaire de la variable complexe w=u - iv ui n’esl qu'un
quarl du rectangle corvespondanl aux périodes: 4 K el 27 A" (la correspondance des points W
el w deviendra tounl claive, si Ton compare les fig. 12 el 21).

IEn combinant mainlenant les formules (74 el 74%), on peul éerire évidemment:

sn (w, k) snfu| k) sn (lo| k)
.

Ay i [ L
y LW (T A2 02 V(L= (= REivy) V=W (1— kW)

Contormémenl aux remarques précédenles (voir [lig. 21), on a:

|| K, d’ot: — |l Tsn(a| k) 1y

1) K. H. Schellbach. Die Lehre von den FElliplischen Inlegralen und dea Thefa-Functionen
Berlin, Reimes, 1864, p. 154.

2y Observons que les notations que nous avons adoptées dans toutle travail sont celles de Jacobi
et non pas d’Hermite. Limportante différence entre ces notations consiste, comme on sait, en ce que,
dans les notations de Jacobi, les quantités i et X’ sont fonctions 'nne de I'autre:

*Ty dw T dy
_ .,

o RRr=1, K=K (k)z]((k’}:J’ e
Jo Y 1 R*sin?Y

K=Kk :J e =
[/ 1 — k*sint ey

0 0

tandis que, dans les autres, X et X’ sont des quantités indépendantes.



par consécuenl, on peul poser:
sn (u | k)= sin ¢, ¢'esl-i-dire ot = am (u| k), (76)

ol " désigne une quantilé réclle, comprise entre

Yy el - Yym. De i, on conclul que la
premicre des deux inlégrales, figuranl dans le dernier membre

W=uriv de Pégalité (75), s’exprime:
AV
F” Weo F’ sn (al|k) .'7'; *
} ’ 0t
£ P L A— (e R, (T
_ - /(1= V) (L— A2 /1 — k sin® @
AN st J ) ( )ol ¢
—2K ]
Fie. 91 Pintégration élanl effectuée le long de laxe véel OU.
Mg, 21,

Quant 2 la deuxicme inlégrale, elle esl prise enlre
les limites 0 et sn(iv|k). Or on peul écrire la limile su-
périeure, en mellant en évidence sa valeur puremenl imaginaire?):

fy=i SRR

sn (iv ‘
en (o] k')

(78)

olt 4" désigne le module complémentaire & 4. Prenons duns celle deuxiéme inlégrale, pour

. . . . .. .oLsn(el k! .
le chemin d’intégration, le segment de I'axe imaginaire, allant de 0 & L—E_/‘,i Si l'on
en (o k
effectue alors dans cetle inlégrale le changement de variable
—i W I
[:—/”*77— — = - —t—="
| TR VA W
en allribuanl au radical sa valeur arithmétique, on obtiendra:
snido| k) sn o |k
dw i l .
e el p — ——— =1y ), (79)
V (l— W3 (1— 2 W?) V (— &) (1— A" .
o o
ou Pon a posé, de méme que précédemnient:
sn(v|A)=sin¢*; O =am (¢ | +"); — % Sty ? (80)
Il vienlL donc linalement (form. 75, 77 el 79):
“I
dW -~ .
== 7", k) =i (07 K, (81)

V(=W I—&TW?)

()

et le probleme se réduit ainsi i la détermination des amplitudes o el ¢,

'Y P. Appell et E. Lacour, L e, p, 16L
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A cet effet, posons, pour faciliter les Lransformations ultérieurcs:

V= U-il"=sn(u-iv

ky=sin (¢} b)==sin o Coshd - i cos @ Sinh ¢ ;

YV I—1VE =cn (w—fiv|k)=cos(p4-id)=

cos @ Cosh d — isin o Sinh ¢ ;

on peut évidemment adinettre que les parameétres o et ¢ vartenl dans les inlervalles suivants
| ] | !

'u~\‘—}~ et —oco<< § << ~}oo.

Inversement, il s’ensuit de la form. (82):

siito= [I 402412 — | TE P TTE—407]

(83)

Sih*g — | [ =112 py T F O 1P —4 2] 5

1
4
dans ces formules, il faut attribuer aux radicaux leurs valeurs
arithmétiques. De plus, comme il vésulte de cette form. (82), il faut prendre ¢ posilif
ou négalif suivant que D'abscisse U cst posilive on ndgalive, et de méme: § est posilif ou
négatif suivant que lordonnée V7 est positive ou négalive. Clesl ainsi, par exemple, pour
=20, on a;

sin o = U, Sinhy =0, lorsque | Ul<1,

W

el sing=1; Sinh¢ =+71/U*—1, lorsque U =1,

Quant au signe double dans la derniere lformule pour Sinhdg, observons qu’il faul prendre
évidemment () , lorsqu’on s’approche de l'axe réel d’en hani,

L , ¥
et le signe (—), si Pon s’en approche d’en bas. Ainsi, cn ré- A v | uso
sumé, on peul dire que le plan des TV est représenté sur la 7 v | vo 7
7 g
- \ 7 T 7w o will’
bande, délimitée pav les deux paralléles: o =— — et o=+ — - T
2 2 7z b
Remarquons encore qu’au premier ¢uart du plan des ]V corres- 7| uco | uso
: . . 70 veo | veo
pond une partie du premier quart du plan de la variable complexe %
w--ig, et de méme, pour les aulres quarts (fig. 22). Fig. 22.

Prenons maintenant conune point de départ les formules
’addition pour snw el cuw, en y prenant de plus le soin de nous débarrasscr des argu-
ments imaginaires :

su (k) dn (¢ &) FTsn (v [£) en (0| &) en (u] k) dn (] £)
1— sn2 (o | 4) dn? (| ) ’
en (w| k) en (¢ &) —isn (] k) sn (¢ [A) do («]h) do (0] £7)

1 — sn? (v |A’) dn? (u, |A

sn («—iv| k)=

Cn(u—|— I.'V|/\'):

L]

En tenant compte maintenant des relations (76) et (80) et de celles qui en résultent:

cos ¢ = cn (ul|k), Ag* = Y/ 1T — k¥ sin? 0" = dn (u |4),

K, A = )/ 1 — 7 sin* " = dn (0 | £"),

N
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on déduira des équations (82) et (84) les quatres ¢galilés suivantes:

. 1 . . 1 . P
mncpCoshn{»:z)—sm ot AD, C()SqJSmhtp_B ng*cosd coset Ag",
! . (85)
cosg Cosh = 5COS @*cos ", sinf.pSinh(p—-—Esmgo sind® A A¢*
ou lon a désigné — pour abréger — par la lettre D le dénominateur commun:
D=1—sin?¢" ., (dge™)?. (85%)

Les cxpressions Ao*, Ad* et D étant essentiellement positives, il vésulle des rvelalions (85)
que le signe de Pamplitude ¢* est le méme que celui du parametre o3 toul de mdéme,
Pamplitude ¢ et le paramélre ¢ ont toujours les mémes signes.

On peut maintenant — & laide des égalilés (85) — exprimer les amplitudes ©* et ¢
en fonction des paramétres ¢ et ¢; on trouvera, aprés avoir effecln¢ des transformalions
un peu pénibles (voir Th),

inor=— - [1/{Cosh& & sin o) — K2 Sinh? § — 1/ (Cosh & — & sin ) — 42 Sinh?
sin 0s in o) inh osh b sin i’* Sin
P = i Coshy [V(Coshg=#s il % 9]
on sous une forme quelquefois plus commode | (86)
sin @* = -— iy [l/(/\ Cosh & - sin @) -F 47 cos? ¢ — } (k Cosh ) — sin 9)? 4 &2 cos® cp]
2k Coslid

Dans ces formules, il I'aut altribuer aux radicaux exclu-
sivemenl leurs valeurs avithméti ques. (Quant aun signe, aclopté euntre les
radicany, la raison de son choix résulte quand méme de ce fait que lon doil avoir o=,
lorsque ¢ =0, c’est-a-dire lorsque W est réel et plus petit — en valeur absolue — que Punité
(voir la form. 82).

Tout pareillement, avec la méme restriction concernant les radicaux, nous obtiendrons:

sin ¢* = — []/ (Cosh ¢ F-# Sinh¢)2 — i sine — 1 (Cosh @ 2’ Sinh ¢)2— 42 sin?(p]

2K Josh b
ou (87)
sin §* = . []/(/c’ Cosh ¢ + Sinh ¢)? - k% cos?¢ — 3/ (4" Cosh & — Sinh §)* | 42 coszw] .

2 &’ Cosh b '

Ainsi, si Pon veut calculer lintégrale (74), dont la limite supéricure est [V=U-iI",
on cherche d’abord & l'aide des formules (83) les valeurs correspondantes de sin ¢ et Sinh ¢,
et ensuite les amplitudes ¢* et ¢’, déterminées par les formules (86) et (87). Tnfin, ces
amplitudes étant connnes, on trouve la valeur de l'intégrale cherchée d’apres la formule (81),
en utilisant les Tables de Tegendre. Rappelons cependant que ce sont sculement leurs
valeurs principales.

Dans les cas qui nous intéressent au plus, on peut encore simplifier considérablement
les calculs en exprimant les paramétres ¢ et ¢ directement en fonction des coordonnées
polaires des points situés dans le plan des Z, sans intermédiaire de la variable auxiliaire W.
Iin effet, dans notre probléme la variable W a la signification suivante (form. 56):

1 7
V:-— /__—1€~ i " DI
2] SO et




en posant donc:

R (88)
a
nous obtenons:
1 .
V== cos 5 (F—p—ip) (89)

IEn combinant maintenant les deux formules, (82) et (89), on a:
sin (o 4 7¢) = sin é(n{—[]—— d4-ip)

dou, en tenant compte des intervalles admis pour la varialion des paramétres o et U

-0 — 1
n—_ s : H—=—0p
o ) ; b= (90)

On en voit que, lorsque le point mobile se trouve sur la circonférence génératrice
méme (p=20), on a $=0, et Uon revienl alors sur la relation, obtenue précédemment
(fovm. GO).

Traitons mainlenanl de la méme maniere 'imtégrale clliptique de deuxicme espoce:
w

ey
VL — W2y (4 — vy

!
|

[y
Iin y effecluant le changement de variable, défini précédemment (form. 74%):

[V ==sn (w| k) =sn (w| K, i K"),
o a:

u-+1io n I3
:\':jsn?(a i) d (i div) = J s di -|_z(sn'-> (ud-io)do 1)
o 0 o

ot nous avons choisi, pour le chemin dintégration, la ligne brisée, composée des deux
segments: 'un formant une portion de l'axe réel, de 0 & «; et lautre, parallele & Paxe

imaginaive, ct allant du point u & uw--ip.
Nous allous transformer la derniere intégrale, en nons scrvant de la formule d’addi-

Lion pour sn{a-}4), éerite comme suil'):

sn2) —snla
s (a-0)= ——— Rl .
snbenadna —snacenddnb

En y posant: b=wn--i¢ el a=-—ig, nous obtenons:

sn? (u i )= sn? (ip) —isn 0w [sn (wtiv).sn(ie)].

dy

Y P. Appell et E. Lacour, 1. ¢, p. 1387, form. (8).



1 v
et par suite: S= | snudu i j sn? (i) de == snusn (u—=7v)sn (ie)
0 0
Pour se débarrasser des arguments imaginaives, il faut appliquer la formule (78); en inteé-
grant cnsuite par partics, nous trouverons
1" n

(1942 s (uc | £ — dn (v | 4)] —i &2 J'suz (| ) e — /ﬂfsn‘l (v

.

f

y= L, el
2\ |_cn(f'|/\")

&'y dp } . (92)

o o

Introdnisons maintenant les amplitudes ¢* et ¢*, définies préeédemment  (form. 76
et 80); on aura en premier lieu (voir la form. 79):

sn(lvik)

fo— Lals (K

3

u u*
2 ¥ e .SiI]Q{D I*'_—‘—l— 1'1* ') —— ‘ I*
sn? (u | £) dn = o (8= (72", 1) — T (5", )]
el
v b
i g | sin?dt a1 SO Y 1
s (0| A do = v d iy __/",__,[/@,/.) 12 (% A |

13n portant loutes ces expressions dans la form (92), nous aurons [inalement:
w

24T
—— I/_V EI_I,/I__ ’ = _% [F('P*a/‘? — I (9" ) + RS k) ~l" l.(”r/._‘_u sin o’ — AdY ty ,l)*] . (93)
Y L— vy (L — 42wy A

o

ou les amplitudes ¢* el ¢* sont déterminces par les formules (86), (87) et (83) — cette der-
niere formule se réduit a (90), lorsqu’il a lieu la relation (56). Quant au signe des ampli-
tudes, c’est Pamplitude ¢* qui s’accorde en signe avec la partie rvéelle U de la variable
complexe W, et amplitude " — avec sa partie imaginaire 17,

Dans celle formule (93), un cas limite, savoir ¢*=-+-—, exige un examen spécial,

oA

car alors Pexpression
W= (WAi¥sin " — A ") tg ¢* (94)

devient indéfinie comme 0.co. Iin effet pour que t‘,)*:i—[)—, il faut et il suffiL (voir for-

T . . N . . .
mules 85 — 87) que ¢ = -— sgne¢’., Mais alors, étant Ad* =4 et D=4~%sin’0", il est:
- 9 ¥ [

#>—]— et par suite (form. 94 et 82):
k|sing* ~ 4

U= (sin ¢ Cosh b . &2 sin " — A" tgd* = (k —4) . oo .

sin ¢ Gosh ¢=

—- , cest-d-dire Cosh ¢ =
ksing
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Pour trouver la limite vers lacguelle tend cetle expression W', posons !

lo|= ?— — 3 el de plus K Cosh*d — 1 =720,

o

ou r el ¢ désigunent les nombres entiers; dans [a suile, nous considérerons r comme une
conslaule cl 6 comme une quanlilé infiniment pelile tendant vers zéro. Dans ces conditions,
en négligeant lous les termes infiniment petits d'ordre &% el supérieurs, on obtient a Daide

des formules (86 — 87):

. s$gn o ko
singf=—2—"*— sgi gt =sgn ¢ ; cosdt ==, A =+#;
k Cosh ¢ r

d’autre part, dapres la form. (82): W=sgno.Cosh¢ -LidSinh¢. De cette fagon, lex-
pression cherchée tend pour 6 =0 vers la valeur finie:

= [(sgn o Cosh 16 Sinh ¢) 42 - Sgn ¢ —/.'J rsgny isgn ¢ ‘ Tghdy/ 4 Cosh?y — 1|, (94"

& Cosh 4 ko

sous la condition, bien entendu, que le parameétre ¢ méme ail la valeur finie; dans le cas
contraire, 'expression W', el par cela-ménie Uintégrale (93), lend vers Uinfini (¢’est — comme
on sait — la différence bien essentielle entre I'intégrale cliptique de denxieme espece et
Uintépgrale de premiére espeee qui est partout finie) . '

T ( 1 T
C’est ainsi, si 'on pose p. ex.: ¢ —_—+—7~ et b >4 Arg C<>s|1-~/— cela signifie que
i

Z

le chemin d’'intégration évite les points critiques d’en haul el que la variable W esl réelle

D
A

1 .
et plus grande que —j, on anra TV =~Cosh¢, ct la formule fondamentale prendra

la forme :

w
i _l:,‘”‘_i_ll {L-- p—— IT [F( arcsin [ s A-) — _/a'(nrc.sin l o /;) —
Y (A—TVE) (=& A2 KTV k TV
Towst
— [11 PV —1) (22 —1) +i]c'1. (934

De la méme maniére, on pourrait démontrer que, pour W—_—Ta il vient de la for-

8

mule générale (93) la relation bien connue:

B
WA Lk pgam, 03
1/(1 — PVQ) (1 —Ai? V) 2



CHAPITRE UL

Applications aérodynamiques.

1 Profils d’ailes sustentatrices.

Nous allons appliquer maintenant les résullats des chapitres précédents a I'examen
des profils d’ailes sustentatrices.

Comine nous avons déji signalé dans lintroduction, il faul a cet effet de con-
sidérer les arcs de paraboles comme ,squelettes” d'une famille des profils d’aviation.

Envisageons done, dans le plan de la variable complexe Z, une circonférence ' de
rayon a’ plus grand que le rayon a de la circonférence primitive @ (| Z|=a). Soit de plus

cette circonférence ' tangente a4 @ en ce poinl ¢ui corres-
Y pond & la pointe 4 de notre arc A B de parabole (fig. 23).
B c La fonction de transformation z=/(Z), trouvée et
¢ étudiée dans les chapitres précédents, transforme cette circon-
e férence ' en un profil ferm¢ P’ (sans points doubles) entou-
rant notre arc 4 B. Les circonférences ( et (' étant tan-
gentes cn A, le profil P’ forme au point correspondant A
la pointe effilée, y ayant une tangente commune avec 'arc de
parabole A5 ; au contraire, dans sa partie antérieure, le pro-
fil P’ — se distinguant complétement de son squelelte — est
Fig. 28. arrondi (fig. 24).
On pent cévidemment trouver les coordonnées des
points de ce profil P’ a Paide des formules générales, obtenues précédemment (chapitre 1I,
paragraphe 8), ces formules déterminant la position de chaque point dans le plan des z,
des que U'on fixe la position du poiut correspondant dans le plan des Z.

D’ailleurs, dans un nombre des cas spéciaux, lorsque les profils en question dif-
feront peu des squelelles mémes, on peut remplacer ces formules générales par des expres-
sions approchées, donnanl pourtant une approximation suffisante,

Considérons i cel effet, I'équation du cercle @’ (Big. 23), écrite comme suit:

A

|Z—-|—-50(1,e"‘+.4|:(1,—-|—-50)(L:a’, : (95)

ou 8, désigne une valeur positive, déterminant I'augmentation du rayon o’ de la circonfé-
rence ' par rapport au rayon e de la circonférence (00" = d;a).

Nous supposerons, dans la suite, que 3, soit
une petite fraction. Désignons encore par (1 --38)a
la valeur du rayon vecteur d’un point arbitraire C’,
situé sur la circonférence (Q'; on aura donc géné-

ralement pour les points de cette circonférence:

Fig. 24. 7 0
e LSRN SN T (96)

a

En substituant cette expression dans la form. (95), nous obtenons:

[(14-8)etY+-8yetPa]=1-43,, dou: 5:—[[ -8, cos (¥ —ﬂ’A)]~|—]/1~|—-280—|—620052(«&——{)-A) ;

¢ est, conformément & sa définition, compris entre 0 et 2 3.
Pour déterminer maintenant la position des points du profil cherché, il suffit évi-
demment de trouver les formules pour leurs coordonnées paraboliques & ct v, les coor-
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données rectilignes 2 et y étant lides aux coordonnées paraboliques par les formules données
précédemment (form. 6).
Or, en ne gardant que la premiére puissance du paramétre 4, on peut obte-

nir — & laide des kormuleb, déduites dans le chapitre précédent (¢f. Th.) —les expressions
suivantes:
9K .
= 1[/9‘(@,/\')— I,/(w/.—tg—]/l—/.cs —B|.
T K 2
- b I p e A cos(q‘]-—»?)—) l (97)
=149, — A el —-#%-]A = 1——;7"’;_' 14—t
B ‘/ 1—2eos? 0 l b cos - ‘
2 . 2

Comme on voit, la premicre de ces formules ne dépend guere du parametre 3,5 elle est
identique & la formale (59). On cun conclul que les points, correspondant aux deux points
d’intersection du md&me rayon vecteur avec les circonférences @ ct (), ont dans le plan
des £ la méme abscisse £. Cela était d’ailleurs  évident d’avance. IBn effet, nous avons
négligé tous les termes contenant comme facteur 3, au carré el aux puissances plus éle-
vées. Par la, nous avons regardé commie rectiligne le clicmin qui correspond au passage CC'
(fig. 23) le long d’un rayon vecteur, de la circonférence ) a celle Q’. Mais alors, la confor-
mité de la représentation nécessite que la translation en queslion (dans le plan des ¢) soit
normale au segment A/3, ce que montrent justement les formules (97).

Remarquons encore ¢ue pour la pointe 4 (# =1%,) on a, comme il fallait pré-
voir: n=1.

On trouve ci-dessus un excmple du profil (fig. 24), ainsi caleulé. T.es parametres
B, 0 el 6y, correspondant & ce profil, oul les valeurs suivanles:

B = 30°%; U =60° et 3, =0,1.

Sur la fig. 24, on trouve non seulement le profil en question, niais encore larc de
S : I | :
parabole (en traits interrompus) constituant le squelette de ce profil.

v

2, Détermination du coefficient du moment c¢», dans la position
zéro du profil.

Nous bornons l'analyse des propriétés nérodynamiques des profils en arc de para-
bole a Pexamen du couple des forces acrodynamiques agissant sur le profil situé
dans la position zéro. Le moment 4, de ce couple joue, comme on sait, un rble im-
portant dans certains problemes de l'aviation?).

Or, comme nous apprend laérodynamique, il est tres aisé de trouver la valeur
du moment M, du couple en question dés que l'on connait le développement de la fonction
de transformation en série de Laurent (form. 2). 1l faut seulement’ faire tourner les
axes des coordonnées de sorte que dans le plan des Z le point 4, correspondant
au bord de sortie du profil, vienne sur la portion négative de l'axe des X. Alors la partie

1) On trouvera une étude approfondie de toutes les questions, relatives aux profils pour lesquels
ce moment M, est nul, dans le travail de M. Neumark, ZLes profils a centre de poussée fixe, imprimé
dans le fase. III de ce recueil. (Voir en particulier I'Introduction).
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imaginaire € du coefficient du terme — de ce développement délermine le moment
Z

cherché par la formule!)

My=—2ns50u2C"" , ’ (98)
ot ¢ — désigne la densilé, el v —la vitesse du courant d'air, dirigée daus le sens opposé
a celui de ["awe zéro (c’esl-t-dive, Paxe fa’ de la fig. 25) — on peut aussi considérer le

vectenr n comme la vitesse de translation du profil envisagé, mais alors ce vecteur doit étre
dirigé dans le sens méme de l'axe réel F2’'. Il est a remarquer encore que le moment i,
est regardé ici, suivant l'usage des laboratoires aérodynamiques, comme positf quand il
tend i faire ,piquer le profil; par conséquent, en admettant la disposition indiguée sur la
figure 25, ce moment sera positif lorsqu’il tendra a faire tourner le profil dans le sens de
la rotation des aiguilles d’une montre.

Dans les applications aérodynamiques, on
mel en usage le coefficient du moment, ¢, qui

Y X Y
X \ B est lié au moment My par la relation
\ u
¢ - M,
X Cn —=— —
‘ youti?
Y | AN _
! ou ! désigne la longueur de la corde du profil con-
sidéré. De la et de la form. (98), on tire:
N
Fig. 25. Cm= _ﬂ (’l (99)
12
Il est commode d’introduire la quantité abstraite:
c—_ 4" (100)
a?
Alors, la form. (99) prend la forme:
3
c,,,—_ﬁ/ut(%) C . (99"

Pour déterminer cec coefficient, if faut donc trouver les premiers termes du déve-
loppement de la fonction de transformation z=f(Z) en série de Laurent. Sans donner ici
tous les calculs, assez longs (voir a cet égard Th., p. 101 — 103), nous nous bornons & indi-
quer le résultat final:

s 2 2 ; I R
:_;—}-2(@—;{-—]—‘:3’\)+l;2—|—2( 3 *—pﬁz—}>()13~|—

—I-(l’“—*' _“l‘.A'%l,*}_u)ezI@] — (101)

k2

ou nous avons introduit de nouveau la quantité p(k), définie et calculée & la fin du chapitre I
(voir la form. 40 et la fig. 10). La fonction z:=£(Z) étant réguliere dans tout lextérieur du

) 8. Neumark, | c, Infroduction—on y trouve la form. XIV: M =2xsu?a?B,; or, dans notre
7 Y . - . a @ x . 1
formule (98), le symbole C,”” désigne la partie imaginaire, toute entiére, du coefficient du terme Z , tan-

dis quiiei B, est égal a cette partie imaginaire divisée par le carré du rayon ¢ du cercle générateur — ainsi
7’

. C
toute diftérence entre ces deux formes de la formule en question se réduit a la relation: B, = - ';, etd la
a

différence de signe du moment.
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cercle générateur |Z|=a, il est évident que le développement ci-dessus y esl partout
convergentL.

Pour déterminer mainlenant la valeur du coefficient cherché, il faut encore — comme
nous avons mentionné précédemment — faire tourner les axes de coordonnées dans le plan
des Z de sorte que le point A de la circonférence |Z|=a, correspondant au bord de sortie
du profil, se trouve sur la partie négative de Paxe réel; il en résulle que l'angle
de rotation doit &tre égal i 9, —=x. Du meme angle, 11 faut tourner aussi les axes de
coordonnés dans le plan des =z (fig. 25) pour que la fonction de transformation z==/f (Z)
devienne l'identité au point a linfini. Portons donc dans la form. (101) les substitutions
suivantes:

2= elly-m, z ==z elly-m,
il viendra alors:
D DR ] 2 14 1 .
d=2"12ap — = ZetBjel =04 Ljp2 - 2pt — .y — —eld
+(l K ) I[l+(P AT ey Chli

_i_<lj,z - L*I”_/‘ L )QZIQ:I_A_)Zi(n—ﬁA)_I._ (102)

AI

ou (form. 52):

Il en résulte 'expression suivante pour le calcul de la partie imaginaire C;' du coefficient

du terme i:
Z’
2 1 .
Y lpﬁ sin (27 —B)+ 2( S P — _3_) sin 2y -+

b1k

+(|L2—§- B P«Jr;)*m(‘r—w]w.

Cette expression peut étre mise encore sous une forme plus commode au caleul numérique :

"

c
C=——"' =p’sinBeos 27 [14(p'—2p2) (1 - cos 6)] sin 27, (103)

a

ou nous avons posé pour abréger :

u.’:’— 4-—1—‘—/“‘ w—1}- (104)
3 k2

v

On peut aussi — si Pon préfere — exprimer le coefficient C sans intermédiaire de

Pangle auxiliaire 7, défini par la relation (49): cos v = cosg—; il viendra :

C= — p/sin [’_l —p2 (1 - cos [3)] -+

+ 2 cos-lz— [1 4 (' —2 p?) (1 cos [3)] . h/l—%pﬁ (1~} cos B) ' . (103%)
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A Paide de cette formule, on a calculé et tracé une suite des courbes présentant, pour
diverses valeurs du parametre §, le coefficient € en fonction de angle modulaire 0 = arc sin 4.
Les courhes, se rapporlant aux valeurs positives de f, sonl réunies sur la fig. 26, et celles
relatives i f<2 0 — sur la fig. 26,. On en voit que I'allure de toutes ces courbes est bien
semblable, Llles sont situées en géndral au-dessus de DPaxe des abscisses. Elles sortent,
toutes, de Porigine de coordonnées et obtiennent un seul extremum (mnaximum) pour la valeur

. .. T .
de V'angle modvlaire 0 assez voisine de —. Dinsuite, les courbes correspondant aux cas
2
; . . . = .
>0 vont en décroissant Jusqu’'a =0 pour 0::72-, tandis que celles se rapportant aux

. T . . . \ .
cas fp<=0 aboutissenl pour §==-- aux points dont les ordonnées sout ¢gales & C'=sin2§.
l‘)

In nous appuyant sur ces résultals,
nous pouvons maintenant facilement examiner

-y

la variation du coefficient du moment ¢, . - —

agh——. i

a8 =
C,‘ ar7—|- [ VAl
' 11 L /)
s le-0t s V
- ﬂ=-307// /
g Pt as : /
N ] / _ A0 //7 /1N
” #a60" 04— —
) Z6) BN 7

Vv SE 'f=-120
as /;// ( '\w a3 e .
0z /, B - pe20" a2 W4 /3 =-150
AL ) s
w A1 ]  persor ar L
o e
== e =
:o°4$£d1f W0 —45 | oV i N S Ty a2
Fig. 26,. Fig. 26,.

Dans le nouvenu systeme des axes, Paxe réel des 2’ a-déja la direction de Paxze zéro
(p. 25). Par conséquent, si nous supposons de plus que la vitesse du courant , contournant
le profil considéré, soit dirigée dans le sens des 2’ négatifs (fig. 25 — la poinle 4 con-
stitue alors le hord de sortie), nous pourrons appliquer au calcul du coefficient ¢, la

2
. a . .o
form. (99 c,,.———"-/H:(-Z—) C. La valeur du quotmmi/ qui figure dans cette formule peut

étre déterminée par le simple mesurage de la longueur / de la corde de Parc de parabole
considéré, tracé sur une des figures 15— 20 (on y a admis le rayon o du cercle générateur
comme l'unité). : '

Remarquons encore que, quand il s’agit des applications . pralique$, ce sont seule-
ment les arcs assez légérement courbés qui offrent de Tintérét, c'est-a-dire — dans le cas
étudié ici — ce seront les arcs de parabole se rapportant aux valcurs de langle modu-
laire 0, pas trop voisines de—). C’est pourquoi, dans la suile, nous laissons de c¢oié les

4

. . ) T
arcs excessivement courbés (0 pres de -é-—)
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Nous dounons ci-dessous un apercu de la variation du coelficient ¢, , pourtanl non
pas en foncltion de Pangle wmodulaire 0 qui ne posscde pas une signification géomdlrique
simple, mais en fonclion du rapport A:

A=L, (L05)

ot [ désigne la fleche de I'are AR de parabole, et I — la longueur de sa covde. On trouve
sur la fig. 27 les diagrammes des fonctions ('(A) el sur la fig. 27° — les diagrammes des
fonctions ¢, (A); tous les deux diagrammes sont Lracés exclusivement pour les pelites et
médiocres valeurs du paramolre A

v
1 - N
o420 11
09
08
07
19
06
05
01 [
/,
a3
/]/ 7
0,2- =
ot
)p-i10
A
0

Fig. 27%,

Pour disposer d’un exemple comparatif, nous avons tracé sur ces figures cncore
deux courbes (en lignes pointillées) se rapportant aux squcletles des profils de Joukowski,
c’est-i-dire aux arcs de cercles.

Un coup d’oeil sur les figures ci-contre nous montre celte propriété simple el carac-
téristique des profils d’aviation, ayant les squelettes en arc de parabole!): pour la méme
valeur du parameétre A, le coefficient ¢, diminue & fur el & mesure
que le parameétre B varie en augmentant, des valeurs mnéga-
tives aux valeurs positives; el notamment, si §>=0, le coetlicient ¢, est
plus petil que celui relatif aux profils de Jonkowski; dans le cas contraire, il peul étre
plus grand que celui-ci, surtout, si B, étant négauf, differe assez de zéro.

Remarquons encore (u’il faut combiner ces résullats avec le fait suivant. Désignons—
pour lexprimer plus facilemenl — par le symbole § le poinl de notlre arc de parabole, o
la courbure alteint sont maximum, Si le sommet de la parabole se trouve sur Parc en
queslion, AR, c’est ce sommet qui constitue le point . Dans le cas conlraire, le poinl §
coincide avec une des extrémilés de Yarc AB. Or, comme on voit sur les figures 15— 20,
dans le cas B> 0 (c’est-a-dire pour des valeurs de ¢, comparativement petites), le-point § est

1) 11 fant iei remarquer ce gui suit. Toutes les valeurs trouvées du coefficient ¢,, se rapportent
aux arcs AB mémes, mais on en peut tacilement obtenir les valeurs de ee coefficient correspondant aux
profils £/, pour lesquels ces arcs de paraboles forment des squelettes -— il suffit & cet effet de multiplier
la valeur considérée de ¢, par lo cairé du rapport suivawt: la longueur de la corde de l'arc AB divisée
par la longueur de la corde du profil £’



situé dans la parlie antérieure de Parec A4 8 — tandis que, dans le cas contraire, § <0, ce
point se trouve dans la partie postérieure.

En géndéralisanl cetle observation, on pourrait en conclure que, pour diminuer
la valeur du coefficient c¢,, il faut chercher les profils moins
incurveés o Varriere gqu’i avant '

CHAPLITRE IV,

Représentation conforme et biunivoque de l'extérieur d’'un segment

de droite sur U'extérieur d’un arc symétrique d’hyperbole.

Pour donner une premiére idée de lanalyse qui va suivee, il convient de faire ici
quelques remarques préliminaires. Or, i cet ¢gard, il fant considérer le sujet du chapitre 1
non sculement comme la solution d'un probleme concret—la représentation conforme et
biunivoque de 'extérieur d’'un cercle sur Uextérieur d’un are de parabole—mais plutot comme
un exemple devant expliquer une nouvelle mélhode qui peut étre appliquée a un nombre
de cos analogues.

L’essentiel de cette mélhode cousiste en ceci.

Soit donné, dans le plan de la variable complexe z=xr-4iy, un réseau, ortho-
gonale et isométrique, de deux systemes des lignes définis par les équations:

¢ (@, y) = ConslL. 7 (2, y) = Const.

Par la, on connait la fonction analytique C =tin==f(r+iy) qui transforme d'unc manidre
conforme (mais en général pas biunivoque) l'extérienr des ares curvilignes &= Const,
(resp. 7= Const.) silués dans le plan des z en un systéme des segments paralleles & Paxe
des 7 (resp. & — voir, pav exemple, le chapitre . paragraphe 1, ot Pon tronve la discussion
détaillée des coordonnées paraboliques: z=1/, p¢* .

Or, dans un nombre de cas, on peul ensuite réussir, en sc¢ guidant par le principe
de Schwarz mentionné plus haut (p. 5), & faive la représentation conforme de ce systéme
des segments parallcles a Paxe des 7 sur un systéme convenable des segments paralloles
i l'axe des £; et de suite, en prenant Uinversion de la fonction analytique {=f(z), également
sur un certain arc curviligne: . = =Const. Par cela-méme, on parvient déja a la repré-
sentation, conforme et biunivoque, de I'extéricur de-l'arc curviligne §=C, sur Pextéricur
d’un certain arc curviligne 7= C,.

Dans ces conditions, le probléme de la représentation conforme de Vexlérieur d’un
cercle sur l'extériear d'un arc: curviligne donné £=0C, se raméne a la recherche de la
représentation dc l'extérieur de ce cercle sur lextérieur d’un arc 1=, appartenant
& une lout autrc famille des courbes, ce qui peul présenler, dans des cas étendus, un pro-
bleme plus facile & resoudre, ou méme — un probléme déji resolu, si notaimment 1= C, est
un segment de droite ou un arc de cercle. On se lrouve, par exemple, en présence de ce
priemier cas, si les courbes &= C, possédent un axe commun de symélrie, el sil’on y prenne
un arc symétrique par rvapport i cet axe. (est justement de cette facon que nous allons
transformer, dans ce chapitre et dans celul qui va suivre, les arcs symdtriques des coniques.

Ajoutons enfin que trés souvenl on peut assez facilement généraliser la solution
aussi pour les arcs asymétriques ).

1y Clest ainsi, p. ex,, que nous avons trouvé, dans le par. 3 du chap. |, la représentation des arcs
agymétriques de paraboles. Quant aux aves asymétriques d’hyperboles et (’ellipses, nous remettons leur
étude a un travail prochain.
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1. Coordonnées elliptiques.

Dans ce qui va suivre, les coordonnées ellipliques jouerons un rdle important.
I convient done d’élablir ici leurs propriétés esscntielles.

Envisageons deux plans: celui de la variable complexe s=. iy et celui de la
variable complexe (==¢--77, et soit fixée enlre les points de ces deux plans la corrves-
pondance définie pai la formule:

r=-—cCoshrcost,

== —c¢.cos{, . 1
y=-Fc¢ Sinh sin¢ , W

(3]

ou ¢ désigne une constante positive,
On appelle & et 7 les coordonnées clliptiques du point z.
Il s’ensuit de la form. (1) que & chaque poinl §{ correspond un seul point z, mais

pas inversement, car la transformation (1) w’est pas biunivoque, la fonction inverse a (1)
“étant multiforme; en effet, elle s’exprime par Pintégrale définic:

f=mrceos —=-—F | ————, (4)

dans Thypothese que 'on part de lorigine z=0 avec la valeur initiale 4 ¢ pour le radical.
La fonction sous le signe d’intégration n’ayant d’autres points singuliers que les deux points
critiques z=c¢ el z=—c, tout chemin d’intégration peul &tre remplacé par une suite de
lacets décrits autour de ces points critiques, et suivis du chemin direct, c’est-d-dire du
segment joignant lorigine au point z lorsque celui-ci w’est pas situé sur l'axe réel, en
dehors de Dintervalle (—e¢,-¢); si c’est le cas, on peut prendre pour chemin direct une
ligne située enticrement au-dessus de l'axe réel. Or la valeur de cette intégrale (2) le long
de lacet, décrit autour du point critique z=r¢, cst égale & - ou —=, suivant que l'on
part de lorigine avec la valeur initiale du radical ¢ ou —e¢; tandis que cette valeur,
correspondant au lacet décrit autour de lautre point critique z=—c, est égale respecti-
vement & — = et ~nt)

]/

suivant le chemin direct avec la valeur initiale 4-¢ pour le radical }/¢?— 2%, toutes les
autres valeurs de cetle intégrale s’exprimeront par

z
S L . _ dz .
Ainsl, si nous désignerons par {*=¢*—i7* la valeur de Uintégrale f—f—z- ==, prise
\ 2 —z
0

S 2uw ou — 20— 1)w,

D

ou %, et %, désignent des nombres entiers quelconques. On obtient la premiére expression,
s’il faut introcduire un nombre pair de lacels, et la seconde, s’il en faut un nombre impair.
Il s’ensuit qu’a chaque point z correspond, dans le plan de la variable complexe ¢, deux
suites des poinls (voir sur la fig. 28 les points 4 etc.) dont les coordonnées sont déter-
minées par les expressions:

TCtns e i2‘_z;~+(2~/.2_1)ﬁ:_(%_H*)Jrzy.ﬂ. 3)

Par suite, tous ces points sont situés sur les deux paralleles a l'axe réel dont la distance
est égale a 27; la distance entre les deux points successifs, situés sur une des deux

1y Voir, par exemple: Goursat, Cours d’dnalyse Mathémalique, t. II, p. 135137,
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paralitles est évidemment 2z. 1 s’ensuil encore des expressions (3) que tous deux parmi
ces points, I'un se trouvant au-dessus ot launtre au-dessous de Paxe réel, sont symdélriques
par rapport a un des points de laxe réel dont les coordonndes sont de la forme:
0,4+ =, -2 ete. A ces derniers points correspondent, dans le plan des z, aliernativement

les deux points critiques z=-—¢ el z=-}-¢ formant les foyers, /, et [7,, communs aux
deux familles des courbes isothermes: celle des ellipses homofocales (== 1,):
€ 2 i 2
— = @
¢ Gosliy, ¢ Sinh 7,

et celle des hyperboles homofocales (§=+¢, f==):

B 3 2
- ! == '_I/ A =1. (:\)
ccoséy e sing,

Aux premiéres courbes, les ellipses, correspondent donc dans le plan des & les deux suites
des segments (de la longueur 27); leurs extrémités se touchent d’ailleurs, de sorle qu’ils

forment les deux paralleles: 7n=-1, et n=—1, (fig. 28); dautre part, & chaque
branche d’une des hyperboles y correspondent une infinité des droites paralleles a 'axe ima-
ginaire: £ =&} 2%7 et £=—§ +2%«=x. Remarquons encore (ue, si 'on suppose que le

point z décrit la branche envisagée de T'hyperbole, dans un sens déterminé, les points cor-
respondants du plan des { décrivent les droiles indiquées, alternativement d’en haut en
bas et inversement.

On peut évidemment rendre biunivoque la transformation en uestion, si I'on prend
le soin de remplacer le plan simple des z par la surface convenable de Riemann rvelative
4 la fonction (2). Cette surface sc compose d’ane infinité de feuillets; leurs points de rami-
fication, en nombre infini, sont situés au-dessus de l'un et de I'autre point critique z=+¢.
D’ailleurs, pour ne pas s’engager dans les considérations lopologiques concernant cette sar-
face, tout inutiles pour ce qui va suivre, nous pouvons imaginer cue ces feuillets sont
coupés le long des deux courbes, I, L, ct F,L,, allant des points criliques vers linfini.
Ces coupures, menées d’ailleurs d’une manieére quelconque, ne doivent pas cependant se
croiser entre elles. A ces coupures correspondent évidemment, dans le plan des ¢, les
courbes qui passent par les points correspondant aux points critiques, et (ui sont de plus
symétrigues par rapporl & ces points.

2. Représentation conforme et biunivoque de I'extérieur d’'un segment
sur 'extérieur d'un arc symeétrique d’hyperbole.

Passons maintenant au probleme posé. Envisageons donc, dans le plan de la
variable complexe z =2 -}-iy, sur une des hyperboles dont les foyers se¢ trouvent aux
points F; et Fy, un arc quelconque symétrique A5, D’apres ce qui a été expliqué plus
haut, la fonction (1) transforme cet arc AB en deux systémes des segments 473, égaux et
paralléles & Paxe des 7. Leur configuration est marquée sur la fig, 28.

Il est commode de considérer dans’le plan de la variable complexe ¢ la bande com-
prise entre deux paralleles, £ =0 et £ ==, comme principale. Cetie hande n’est autre chose que
la représentation conforme et biunivogque du plan des z, coupé le lang des deux parties de
I'axe des a allant des points critiques — ¢ et ¢ vers linfini. Cette transformation est définie
par la formule (2), dans Ihypothése bien entendu que lon y attribue au radical /e — 22
cette détermination qui devient égale & +c¢ au point z=0. Les autres bandes du plan des ¢,
nous serviront d’ailleurs pour faciliter la recherche des représentations intermédiaires.

Conformément aux remarques générales, faites au début de ce chapitre, nous allons
transformer maintenant le systeme de ces segments de droites en un systémes des seg-
ments MWV, situés — dans un nouvel plan Je la variable complexe t=p--ia — sur 'axe
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réel, un aprés lautre, symélriquement par rapport aux points t==zv (voir la fig. 29).
Il est clair (cf. ce qui a été dit sur la page B) que la dérivée de la fouction de transfor-

~

Z=X+i

il =E+in
A
A B A B
R 5« MMNE_ M|NEN|M C Edr C QINEHIM £
cIN KR P
B A Bl A
B &
% 2c
I'ig. 28.

mation cherchée {=={(z) doit posséder un poinl critique (nn pole de lordre 1) a chaque
point M et /N, et un zéro simple a chaque point (4, B) qui correspond & une des extrémi-
iés, A ou I3, des segments du plan des . Nous Décrirons donc sous la forme:

) f (=0 +e) !‘ ({)E,VTH‘ = (pg./,_v)] ]
- _ , S, TIO RA
]/r»ﬁc ), +r) )(r)rf) ll = (;,,)” (lerf)] ' ((2/\’)}‘1‘(?_——) l

27y

———— = —— e i — (Z’C ==
. e oy T . —1 . g —T
]/sm x ke sin = Byt sinz 2 sinp 22"
v 2

y 2v 2v

T ke
b()S-—’E — COS8 — [ )
v v
e ———d T (6)
T (o T
l/ cos—r—-cos —py ) |[CcOS—T—cCO8 -,
v v v

La signification des notations introduites esl expliquée sur la fig. 29. TLe coeffi-
cient C,, réel et positif, reste provisoirement indéterminé. Quant a la détermination du

° T-p+i6 b3 t=r+io
._b_j\
M ANENB MC F CM ANENBM _~ _F C M NE,_ .
B A T B[ A F '
r—P.——vl —Jmb— 4q ———~]
P2 e —
V——n 2h -
Fig 29.

radical, nous choisissons celle (ui est positive & P'origine de coordonnées t=0. Ajoutons
encore quil faut considérer, dans le plan des <, les segnenis de droites #/ N comme cou-
pures qui ne doivent pas étre traversées par le chemin d’intégration.
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On peul facilement s’assuver — d’unc manicre analogue « celle dont nous avons tiré
parti dans le chapitre T lorsqu’il s’agissait de la représentation conforme d’un arc de para-
bole” — que la fonction (6) détermine vérilablemenl la représentation biunivoque de notre
plan des ¢ sur celui des t, a la condilion cependant que les parametres vérifient Péquation :

-
T T
COS — T — COS —
v v
— — ———d v=1}, (7)
; T = 7 e
COS-- p —COS— T | [CosS— T — CcOs — p,
: v v v v

exprimant que les inages des poinls M et NV coincidenl dans le plan des {. Cela assure
déja que, dans le cas éludié¢, la représentation conforme sera biunivocue.

in laissant, pour le moment, cette condition sous sa forme implicite, nous revenons
encore plus tard sur la relation explicile qui en résulte.

Maintenant, pour transformer ce plan des ¢ contenant une infinité des images de
notre arc d’hyperbole A7, en un nouvesu plan ne contenant qu’un seul image, segment de
droite J AV, il suffit d’introduire la simple représentation conforme, analogue a (1):

(.:——/I.C()SE—T, (8)
v

ot ¢t=r-~is désigne la nouvelle variable complexe cL, — /4 et -~ 4, soul les abscisses des
images des foyers [} et /7, ; nous y désignons de plus par m et » les abscisses des poinls A/
et IV, et par b — l'abscisse commune des images des pointes 4 et /7 de Pavc d’hyperbole
(voir la fig. 29). Remarquons encorc que dans le plan des 7, de méme que dansles autres,
le segment de droite MN élant regardé commie une coupure, le point 4 se trouve au-dessus

et B — au-dessous de cctle coupurc. Ainsi, on a:
T T ™
m=—/hcos-—p,; h=—hcos—p,; n=—hcos—p,. 9)
v v v

Enfin, étant souvent commode d’introduire comme la région primitive, (ui va &tre trans-
formée ensnite en la région donnée, I'exlérieur d’un cercle, nous posons:

n—m=—haa, (9

ce qui permet toujours de faire représenter lexlérieur du segment MN sur Pextérieur du
cercle, du rayon déterminé, égal & a. )

Si nous portons maintenant toutes ces expressions dans la formule (6), nous
obtiendrons immédiatement:

: (10)

ou il faut attribuer au radical la valeur initiale positive, si 'on commence l'intégration le
long de 'axe réel, dans le sens des quantités croissantes,



Cette formule, avec Ia formule (1), el sous la condition admise (7), ui peut étre
exprimée a laide de la nouvelle variable ¢ comme il suit:

S Gl L —— | 7"
V(hE—)(m—1) (n — /) )

m

déterminent déji, d’'une maniére continue, la correspondance biunivocque des deux cotés du
segment de droite MV (fig. 29) sur les deux cotés de Pavc envisagé d’hyperbole (fig. 28).
Observons de plus que la fonction z(1)=2z[{(4)] est holomorphe dans le plan des ¢,
a Pextérieur du segment /N . Par suite, en s’appuyant sur le théoreme, signalé déja dans
le chapitre T (voir la note sur la page 7), on peut en déduive [acilement que dans le fait
cette fonclion =z () détermine la représentalion conforme et biu-
nivoque de I’extérieur du segment de droite surl’extérieur de
I’are d’hyperbole considérc.

Ce qu'il reste encore & établir, ce sont les relations liant les paramétres introduits
et mettant en évidence les parameétres primitifs. Nous parviendrons a cela en indiquant
simultanément le moyen le plus pratique de calcul des expressions en question.

Mais d’abord, remarquons qu’il s’ensuit des formules (2) et (10):

(Z; _dz dg _ ]/;L"j'z‘l- ¢, v b—1

it —IE . d

. ({Z f
- TR = —— (l oul: llnl ) == (,1 o ——
= V=R — =0 7/

- oa
o

. . . dz . , . L
Comme nous admettons toujours I'hypothése, lim (~-—):’l, il en résulte qu'il doit &tre:

di
| e
L ==
A
al 4
C - =1. (11)
x
Ce n’est pas évidemment la condition suffisante — celle-ci, nous 1'établirons un peu plus
loin — mais, c’est en toul cas la condition nccessaire. Par suite, nous pouvons écrire

définitivement les formules qui déterminent la représentation cherchée comme il suit:

! '

g=-—c. cOS{; £ = (b—=rjde

— 12
V(A2 =2 (m—1) (n—1 (12)

— I

L’intégrale qui y figure conslitue une intégrale elliptique de troisieme espéce. La
seule méthode de calcul, qui se présente dans ce. cas comme la plus convenable, est celle
qui est basée sur l'usage des fonctions Thére de Jacobi, admettant des développements
en séries irés convergentes.

Pour exprimer l'intégrale en question &4 l'aide de ces fonctions, effectuons d’abord
la transformation homografique suivante

1:__]_':1? . ‘5_+ ]l; (13)
hd-m t—h
et désignons par k2 I'expression
. 2 —
2 :‘/z -+ m . h 7£; Do I h (_n;_m)_ _ (14)
h—m hdn (h—m)(h+-n)
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Il s’ensuit que, dans le nouvean plan des 7', Pimage du foyer /7 sc trouve i Porigine de
coordonndes; celui du poinl 4/ vient aw point 7= -1, el N — au point 7= ; simul-
Jt
tanément, image de Pantre foyer /7, s’enfuil i Pinfini 7-—oco, tandis que l'image de Din-
fini (4 o) vient sur la partic négative de Paxe réel au point A dont Pabscisse est ¢gale i

h — m

o h <~ m '

T (15)

Or en imaginant que le plan des 7" est coupé le Iong de Paxe des quanlités négatives, dés
Porigine jusqu’dc Vinfini, passons au demi-plan auxiliaire de la variable complexe

W=y, (16)

en prenant cette détermination du radical dont la parviie réclle est
positive (lig. 30).

U W=y +iy
N a7 ‘
BT ME W | x
Alt=oe) AT
E B E . /’U°L
= A EM A N % %EMAN—— L PR Mz,
_hm 0 1T B 12 0 1B X !
/A(t:oo) : % B_
i IE 7
’ B N
. R NP
/ﬁK'/—*‘/

Fig. 30.

Ensuite, transformons ce demi-plan en un rectangle & Paide d’une fonclion eliiptique. A cet
effet, nous posons, en remarquant (ue les expressions (14) sont positives et plus peliles
que l'unité:

~ h—m (]
sn(w|K,iK") — sn(w|k)- wtl/_/l]_Jr_::z. 54_*/: (17)

ot la fonction sz admel pour les deux périodes les quantités: 4K (k) et 20K (k) =20 K (£),
définies préccdemment (voir la note 2 sur la page 27). Inversement, nous déduirons de la
formule (17):

h—m h—m
T —

—_— s — —————
(o f e hm (18)
h—m h—m

po R—=m 9, | M
I+ h—-m sn s h—m

1) Lorsque, dans la notation des fonctions elliptiques, le module n’est pas explicitement nommsé,
il faut conclure que c’est le module k (¢’est-d-dire le couple des périodes 4K et 2{K’) qui sert 4 la con-
struction des fonctions elliptiques considérées.



Iin calenlant & apres la fornule
w=I"(arcsin IV, k) , (7%

il est utile, lorsque I a une valeur complexe, de recourir aux formules présentées dans
le chapitre 1l (§ 8). Remarquons, de plus, que parmi les rectangles qui correspondent au
demi-plan des ¥, nous choisissons celui dont les sommets ont les coordonnées: iK', K-+ iK',
K—iK', —iK', en le nommant le demi-rectangle fondamental.

Quant & la correspondance des bords des régions transformées , elle s’ensuit immé-
diatement des propriétés de la fonction sn. Cette correspondance est hien mise en évidence
sur la figure 30, olt nous avons désigné en outre par la valeur absolue des ordonnées
des deux points A correspondant & t=o00; et par ¢, — celle des images des exirémités
A et B de l'arc d’hyperbole.

Or, il résulte de la form. (17):

T —m
sn (i | =1 — 19
' (“L} ) ll//z.—{—m (19)

nous pouvons donc écrire la formule (18) sous la forme:

f— ?;1]2_ V(l+ Sll'—l_(i(_",\) ’ (1811)
sn? w—sn? (ie)

ensuite, d’aprés la relation connue
. .8 A’
sn(ie|k)=—=i —l—]—ﬂ——)
en (o | A7)

on tire de la form. (19):

s (o, | B) — - ]/ T (k) —I—'l/ PR <m/.~'>»--1~]/ j{} (19"

Introduisons encore 'amplitude 7 de (m|4'):
h—m T (20)
%o L=

y==am (v |4, ¢ i ds o siny =sn <V)‘/l.’):~"l/
d’ot inversement

do B
V 1 —k"?sinto

o= = I (7, k). (20%)

0

On peut considérer les quantités £, 7 et « comme les seuls parametres indépendants,
tous les autres pouvant étre exprimés a Uaide de ces trois. D’abord, ¢ est défini par la
formuale (20%); ensuite, quant & m, n et 4, en tenant compte des trois relations:

h—m 9 h n—m

-_—sinz'/, - . ———~:/."2, 12—772::4a,
2h ' ) h—m  h—n )
on a
1 f2gin?- M2 gin?- (112 sin? - :
PORIP O Sl s 1115 APTROOR S Tool Ja o SYAP ORI % s s Ll (21)
k% sin? 2y k2 s 2y ’ A" sin? 2y
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Avant de chercher des expressions pour les deux autres paramctres, bet ¢, Lrans-
formons lintégrale (12) i laide des formules (18*) et (19). Tout d’abord, cn lenant compte
de la détermination admise du radical, on Lrouve;

sud (i) sn wenwdn w

3
]

Cll(l(’ )(Ill(l(‘ ) [:SHz w——sni’(‘ i(:)\)‘l“

]/—(_/.L_i — ) (m ——l)(T———r):éi/ﬂ

ensuite:

snwenwdn w

At = —4hsn®(iy)— s
sn?w —sn® (i), )]

en portanl ces expressions dans la formule (12), on trouve:

w

L= i —1 e ( e >~(—~]n‘( l'(')\) wm— 2 el < i“)‘> £ w" )(— <— (Z o, (22>
h sn (i) sn?w—sn? (iry)
Mais, on al') (
' . o
snacnedn @ ”p a) Lk | I H (a H)__; (23)
snZw —sn’a O () 2 W{a+w)
0
par suite
fei b 4\ (i) dn (o) 07 (i) o iln (ur — (22%)
h sn (iey) () (ir) (i, —|— w)

on il faul prendre zéro comme la valenr initiale du logavithme pour w =0, et ensuile la

prolonger par conlinuation.
Les fonctions de Jacobi, ©(w) et H(w), sont, comme on sail, des fonctions

entieres; remarquons encore — ce (ui sera utile dans ln suite——que les z¢éros de la fonc-
tion @ (w) sont situés aux points: 2mK - (224-1)iK"; et ceux de H(w) — aux points:
2mK4-2nikK'.

La fonction analytique &=/ (w), déterminée par la form. (22%), est holomorphe
a Dintérieur du demi-rectangle fondamental (fig. 30) et sur le contour méme, sauf les deux
points A{(w =10 ) ou la fonclion devient infinie comme un logarithme. C’est une fonclion
impaire. Elle fournit la représentation conforme et biunivoque de ce demi-rectangle fonda-
mental sur la bande principale des {, comprise entre les deux paralleles ¢=0 et ¢=-=x
et coupée le long du segment NF,. En joignanlL a ce demi-rectangle fondamental
le rectangle symétrique de lui par rapport a Vorigine de coordonnées w —= 0 el
en supposant que, dans le plan des w, les deux segments F, A forment les coupures
(fig. 30), nous parviendrons & la représentation de cette seconde moilié du rectangle fonda-
mental sur la bande bornée par les paralleles: é==— 1= et £=0. Au contraire, si nous
laissons le point w Lraverser ces coupures en entourant un des deux points A, le loga-
rithme qui intervient dans la formule (22*) augmente ou diminue (suivant le sens du par-
cours) de 2mi et, par suite, la fonction {=f (w) — de 2x. De cette facon, on peut alors
obtenir V'affixe du chaque point du plan des { en faisant décrire au point w le chemin con-
venable, d’ailleurs entiérement situé a lintérieur de ce rectangle fondamental

" P. AppelletE Lacour, L. c. p. 276.
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Dans la pratique de calcul, on Lire parti du lait que toules les deux lonclions, © (i)
et H(w), admettent les développements en séries convergeant Lres rapidement:

T W W H T
O (9)=1—2gcos— 24082 —2¢"cos3— f ... ;
K K K
(24)
L omw o ww o omar |
IT{w)==2¢7 sin : -— 2¢tsin3 -~ 2grsind o — oy
2K 2K %K J
OlL:
K
g==e¢ " K (24

K
bleme, loujours lieu, saul le cas limite: A=1. Le¢ module £ étant véel est plus petit que
Punité (voir la form. 14), les cuanlités K, K’ el ¢ sont réclles el posilives. Par suite, si la
(quanlité ¢ n'est trop voisine de Punilé, la convergeance de ces séries est Lrés rapide. Si ce
n’esl pas le cas, on peul Loujours, en s’appuyant sur les formules:?)

(ies scries convergent absolument pour borné el g1, ce qui a, dans notre pro-

6 (s

- K~z - A L
l\,l/\):]/-l\,-,-r' PRECL (e KPR, ]l(w|[f,l/x’):-—z'/l(, e VKK (G | K7 EK), (25)

passer a la série:

4 4 -
— It d ™

4 A
(i | K’y IN): il.'Zl’/r/N’Sinh;-l‘\f,——‘ZI/r/"" Sinh.’%:‘ZK,—l—---‘, g e K (26)

el aux autres, analogues. Il est vrai (Walors au lieu des fouctions trigonomiélriques y appa-

)

raissent les fonctions hyperboliques prenant des grandes valeurs pour grand —ce qui
| :

semble présenter pour le calcul numérique un inconvénient assez grave. Mais, d’abord, on
N i K| <V K24 K% 5 et d’aulre part, ces
séries étant alors construites avee les périodes K et ¢ K, correspondant au module complé-
menlaire 4/, la nouvelle quantité ¢ dont dépend la rapidité de la convergeance des ces séries

x
. . — T .
est égale a e X', landis ue

peut ¢videmment supposer loujours que | w

. /(5
est, en lout cas, moindre que exp 5 14 Ii"‘ .

-

Sinh -
2S5mh o K

Par suite, méme daus le cas le plus désavantageux, lorsque w-= K- K" et le rapport

aungmente indéliniment (& - 0), tous les termes du ddéveloppement (26) a partir du
deusiénie tendent vees zéro, ct cela d'une maniere trés rapide, savoir plus rapidement

—-n[in—1)— '] 1{((—,
fque e .

Ainsi, soit dans un (24), soit dans Pautre (28) groupe des développements, la quantité ¢
. . . L, :
(resp. ¢') se présenlera loujours comme plus petite cue e‘"<2—3—(:1 ce point de vue le cas

le plus désavantageux a lieu lorsque K= K, ¢’est-d-dire: k=4’ ;—/_ﬁ - C’est en raison
)

Y I ¢, p. 130.



— 50 —

de ceis quil suffit, pour la plupart des cas ot il s’agit du calcul numérique, de n’envisager
dans ies développements (24) el (26) ue les deux premicrs Lermes.
Observons cependant que la maniabilité de la formule (22" est un peu diminuée
par la nécessité de choisir la délerminalion convenable de la fonclion multiforme
H (my — w) .- ) o . - o i .
—~0 2 Pour éviler loute erreur, il convient done de se rendre compte des varia-
I (w4 w)
tions possibles des fonctions H (w; —w) et W (wy+ w) quand la variable complexe w par-
court un chemin silué enticrement a linlérieur du ractangle fondamental (Fig. 30). A cet
eftet, il faut évidemment examiner la fonclion générale Ll (w) dans une région plus vaste; on
peut s'assurer facilement qu’il suffit de considérer un rectangle quatre fois plus grand, de

sommets: +2K+2iK’.1)

Remarquons d’abord ¢ue la fonction I (w) étant impaire et prenant des valeurs
imaginaires conjuguées pour des valeurs conjuguées de w, ou peut sc borner a Pexamen
du cas ou la variable w se trouve dans le premier quadrant,

Envisageons y donc un rectangle dont les deux cotés, un —situé sur l'axe de quan-
tités réelles et I'autre — sur 'axe de quanlités puremenl imaginaires, sont respectivenient
de la longueur 2K et 2 K’. Nous parlageons cc rectangle en (ualre rectangles élémen-
taires, égaux, que nous désignerons par: 1, I, Il et IV (voir la fig. 31). Les sommets
de ces rectangles sonl marqués par les chiffres, depuis 0 jusqu'a 8.

Pour le probleme en question, comme nous nous convaincrons dans la suite, I'essen-
tiel est d’examiner la représentation du contour € (0—2—4—06—0) da rectangle con-
sidéré sur le plan de la variable complexe z=H (w). Nous connuencerons par la détermina-
tion des poinls w, o la dérivée W’ (w) devient égale a zéro. Prenons donc, comme poinl
de départ, la formule bien conmue ), déterminant la dérivée logarithmique

1’ (H’)

| (w):(:(w|m,w’)——z—w, (n=Co), (27)

dans I’hypothese, bien cntendu, ou les demi-périodes o ct w’, avec lesquelles est construite
la fonction de Weierstrass {(w|w, o), ne sont pas indépendantes, mais:

0w=K o —iK’"; (277

comme on sait, la fonction {w est une fonction Impaire, méromorphe, ayant des poles
simples, de résidu 1; notons encore ue

C(w+20)=Cw+27 el Cwt20)=Lwt+27, ol: =Low, f=fo. (27

En observant maintenant qu’aux points 0, 2, 4 el 6 (les seuls points, dans la région
considérée, o la fonction méme H(w) s’annule) la dérivée I’ (w) n’est pas égale & zéro3),

1Y Lorsquiil g’agit exclusivement de la variation de Il (w) dans un rectangle élémentaire, de som-

mets + K+ iK’, on en peut consulter Pouvrage: Taunery et Mollk, Lléments de la ihéorie des fonclions
elliptiques, t. llI, p. 154 ot sv.

3 Loe,t I p. 192, form. LXXVIIL Il y faut poser, |/éﬁ: 1, & cause des égalités (27%).
3) Iin effet, on a

I {w) = ]/"]? snw & (w),

W)=y kenwdnw (;)(w)—{—l/z snw B (w);

d’ott:
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on voit (form. 27) (ue les zéros de la dérivée H’(w) se trouveut aux points ou s'annule
la fonction:

/'(w)zf:w—lw .
i
Mais .
77 = —pw— U
»

en remarquant cnsuile cue, le long du segment de droite 0 —1—2, on a pw>>e,, et en
tenant compte de ce quet)

‘71_’_%>0v

on s’assure que le loug de ce segmenl: f'(w)<<0, c'est-i-dire que la fonction méme

. H ()
Fiw)=
H (w)
y diminue constamment de la valeur oo au point w=0 jusqua —co au point w=2K,

Elle devient égale & zéro aun milieu 1 du segment;

[K)=%—"Tw=0

0]

Passons maintenant & Pexamen de la dérivée H’(w) le long du coté suivant 2—3—4.
On y peut poser

w=2K4+iv=2w+1v.
Ainsi

frw)=—p 20+ i.w') e —p(iv) — /A

) w
Lorsque 0 <o <l 2K, on a —oco < p(iv) ey, mais!)
M .
ey +—<<0;
(V]

doung, il en résulte: [P (w) =0 .

mais, aux points w=0, 2K, 2K-+2iK’ et 2/K’, la fonction sn s'annule, on y peut donc former le
tableau suivant:

w 0 2K 2K +2i K’ 20K’

sn 0 0 0 0

en w +1 -1 41 1
dn w +1 41 —1 —1
6 (w —_— .

|+ ﬁ +]/ T q % q T

’ ’ 1 ’ I YY)
I1'(w) _F]/%kff _]/2ka L. J2RFE ___]/
T ™ q IS q n

.

) Voir, p. ex. Tannery et Molk, /. ¢, t. I, p. 5, (form. XXX). 11 y faut poser: w,=w et =, =+



Par suite, le long de ce segment, la fonclion

/ﬁﬂ:2n+CW%~£@w+J@:Cwm—blm

)
en reslanl purement imaginaire, croit conslamment de —ico pour w=2K par la valenr
Co g | e s , , o —1 o Sim
/(2 /&—I~l/\ ):Z‘I“—F‘I‘ —_— (2(1)—‘— u)):— — = )
(L] w 20.)

quelle prend au point 2K 4K, jusqu’i -j-ico au poinl w=32K-42iK’; sur ce segment,
la dévivée IV (w) devient done égale i zéro au poinl 3, situ¢ au-dessus du milieu 3
du segment en queslion.

Ensuite, sar le segmenl 4 —5—06, on a:

we=21 N -} u,
la variable « décroissanl de la valeur 2 K an point 4 jusqu’i zéro au poinl 6. Ainsi

/(“) :/(3 N _‘_ ,,_) =Cu _|~ 2"1,‘“ ,1‘_(2 Y ‘1 “) —=Clu— i " — .l_ﬂ?.

® (O] w

On en voit que la fonction //(w), et par suite H () aussi, n’y peut point s’annuler, car le

I

coefficienl de la pariic imaginaire y reste conslant: —
[0}
Enfin, sur le dernier edlé 6 —7—0 du rectangle, on a4 w=1i¢, la vaviable ¢ dimi-
nuant de 2K’ jusquic 0. Par suite:
/'I [”1) = _‘// (L. (:) _

%

O]
el, de wéme que pour le ehté opposé, on y a constamuent:
[ () =0

Gela veul dire que la fonclion /() décroit en méme temps que v. Tlle y est partoul
puremenl imaginaire. ]’u‘gule au poinl 6 a ~-7co, elle change ensuile de signe en devenanl,
au point 7, égale & .
FURY =7 — D =",
o 2

et en tendant enfin vers —ico pour le point 0. Il en vésulte done que la dérivée U (w)
devient zéro au point ¢/, situé au-dessus du point 7. L’ordonnée de ce point
est la méme que Pordonnée du point homologue 3.

Ajoulons encore que les images, dans le plan de H(w), des points 3’ et 6’ ont
les affixes opposés, d’aillenrs de méme que les images de tous les couples des points w dont
les cordonnées complexes ne different que de 2K, car H(w 2 K)= —11(w).

Ainsi, sur le contour 0—1—2 -3 —4—-5—6—7—0 du rectangle considéré, ils se trouvent
trois points: 1, 3’ ct 6/, ol la derivée H’(w) s’annule. Cela permet déja de se rendre compte
des variations de la fonction I1(w) Ie long de ce contour C. Voici. un apercu général de
la variation en question (fig. 31). Lorsque la variable w croit par valeurs réelles de 0
a 2K, la fonction H(w) d’abord croit aussi de 0 jusqu’a la valeur

mmzvfi“, |




pour diminuer apres jusqu'a zéro: H(2K)=0. Rusuile, le point w venant le long de la
droite w= 2K, du point w=2K jusqu’it w =2 K-} 27 K", la fonction [L(2K|ip)= — M (iv),
étant purement imaginaire, diminue jusqu’au moment ou le point s atteinl le point 3’; puis,
la dérivée " (w) y changeanl de signe, la fonction 1T (w) commence alors croitre pour re-
venir & la valeur zéro lorsque le point w vient au point 4. De cc moment, le poinl w
déerivant le segment 4—5—6 de la droite ¢ =2 K’, la fouction H(w) prend des valeurs
complexes
% 1 imu 1 K—u
. I 1K _ 5 =
DERIK A uym—e kT Ny =——e ™k U= '™ & ().
1 q
On en voit que, « diminuant de la valeur 2K par K jusqua zérvo, le module de H (w)
augmente de zéro jusqu'a —H (K) powr w = K- 2{K', pour ensuite diminuer juscqu’a zéro
9

en prenant les mémes valeurs pour les points symétriques par rapport au point 5. Quant
a Pargument de H (), il croit constamment de sa valeur initinle — supposons quelle soit
égale & —m (u=2K)—par la valeur 0 (¢ =K), jusqu'n 4-= (v =0) (voir la lig. 31). Bufin

Y W=y

o n
[ 77
770 g
TR e
4K _g'.'."/‘.gi

| i

Fig. 81*.

lorsque le point w se trouve sur le segment 6 — 7 — 0, la fonction H(i¢) admet des
valeurs opponsées i cclles correspondant aux points homologues (2K--i¢) du scgment
2 — 3 — 4. L’image du segmenl 6 —7 — 0 posseéde donc un point de rebroussement ¢,
tout de méme que celui du segment opposé (wy = wy —2K).



Ainsi, le contour C du rectangle envisagé est représenté, dans le plan des z =11 (w),
sur la simple (sans points doubles) courbe fermée ¢":0 —1—2 —3 —3' —4—5—-6~—6"—7—0.
La fonction entiere H(w) étant partout holomorphe, on déduit du théoréme connul),
concernant Uinversion des fonctions analytiques, que [’intérieur de ce rectangle est
représenté sur la région, intérieure a la courbe C’, et cela d’'une manicre hiunivoque
et conforme — de la vésulte déji que la dérvivée 11 (w) ne peul s’annuler nulle part
a lintérieur du rectangle examiné — c’est pourquoi, dans la rveprésentation de ce rec-
tangle que l'on voit sur la fig. 31, les angles sonl conservés partout, sauf les Lrois points:
1, 3 et 6.

Pour pouvoir suivre plus aisément la variation de la fonction H(w), nous avons
présenté encore sur la fig. 31* le schéma des images de lous les seize rectangles élémen-
taires composant le rectangle entier, de sommets +2K+2:K'. Les régions et les points
correspondants y sonl marqués d’une méme facon caractéristicue.

D’une maniére tout analogue, on peut discuter aussi la variation de la fonction O (w).
Nous nous bornons ici & présenter seulement le schéma de cette variation en donnant les
images des seize rectangles élémentaires envisagés plus haut, images fournis par la fonction
examinée O (w) (voir la méme figure 31*). D’ailleurs, en se reportant aux résultals obtenus
précédemment par rapport a la fonclion H(w) on peut bien simplifier I'étude de la variation
_ ")

Vksnw

Quant aux deux autres fonctions, H, (w) et O (w), on n’a plus besoin des schémas
supplémentaires, car elles sont lides aux fonctions précédentes par des simples relations:

de cette fonction O (w) qui est liée & H(w) par la relation: 0 (w)

Hw=Hw+K)=—Hw—K) et 0O (w=0(wf~A)=0(m—K).

De l'analyse précédente, il s’'ensuit déja le mode de variation de l'argument de la
fonction H (w) dans tout le rectangle envisagé, de sommets +2K-2iK.
Nous avons réuni les résultats dans le tableau schématique ci-dessous en y admettant que
la valeur initiale de cet argument est égal & zéro pour w réel, positif et plus petit que 2K,
et qu'ensuite on détermine cet argument par continuation de la valeur initiale en deux
directions jusqu’au segment (— 2K, 0) que 'on veut considérer alors comme une coupure.
Si, au-conltraire, avant s’arréter en un certain point w, on a Llraversé ce segmenl m fois
dans le sens positif (d’en haut en bas) et » fois dans le seus négatif, il faut ajouter aux
limites, indiquées dans le tableau ci-dessous, la quanlité: 2 (m—n)z.

Tableau des intervalles de variation de I’argument ¢ de [I(w)

— 2K — K 0 € 2K
207 — —— — — 20K
T p<C2x 0< = OLp<n — << <0
K - — K
3 4 fl
il or | S<e<n | 0T | =2 <p0
0 — — 0
3 T T o
—Eﬁ\<cp\<—7:——7c<cp\<.-—5 —E\‘P<O O\<‘P\<E
iK' — - — — 1K’
—2r<<pL—n —rnLp<<0 | —m<<e L0 0Lp<<m
— 2K’ —2iK’
—92%K —K 0 K 2K

) Voir la nole sur la page 7,
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En s’appuyant sur les résultats acquis, nous revenons maintenant a déterminer les

paramelres de la représentation en (uestion,

Cherchons d’abord & satisfaire & la condition ’uniformité de cette représentation;

celte condition (form. 7 et 7*) se réduit, dans notre cas, & Pégalité:

Car=1Cw, c’est-a-dire: LK) =L(K+IiK).

Posons, en oulre, pour abréger:
{=dw—{InX,
ou (form, 22%):

A :i(]i— . ) en(iem)dn(i,m) 0 O (i)

h sn (o)) - O (im)

= consl.;
Or, d’apres les formules : 1)

H(w+2K)=—H(w),

on a:

Wi — &)= —TI (i o+ K, Hiion— KT iK' )= —eT

done, en tenanl compte de la variation indiquée de l'argument ¢ de I (w), on obtient:

T

T (ietw)
{7 )
Hw2iK)=—e T (W),

KMH (e K+iK);

= AK s Cy = A (K+iK )t i%u)‘zcn,ii(‘l]{’ +%v~,\) :

Ainsi, pour que la condition (28) soit remplie, il doit étre:

T,
A==
KK’
Par suite :
) H (i), — w)

et en particulier:

w n———~*,
KK’ H (i oy +w)

Comme nous avons désigné auparavant cette abscisse par &, on a, par conséquent:

(4 N
So=T (1 O ) ; d’on: ), = (’l -

K

)K’;

et il s’ensuit de I'équation (32) une relation entre les parametres b et /:

b 2sn (i e,

I

h en (Zey ) dn (7o

) Voir: P. Appell et E. Lacour, [ ¢, p. 488

[ AN
7 _T
)l Fo) iy e

],

H{in—w)

(28)
(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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on la founction Zéta est définie par la formule:

Jin envisageanl cncore les formules (20), (20%) el (35), on peut écrire :

b sin 2y N
— =l | (/i) —
F ]/[ (i)

e , (36
b — k"% sin®y 2K

11 faut ici mnsister sur ce que Vavgument de la fonction 4{iv | K, i K"), inlervenant dans la
| 8 )

formule (36), est purement imaginaire. Gela ne présente pas de dilficultés, si 'on calcule

cette fonction en partant de la formule lexprimant sous la forme du quotient des deux

séries entieres, 0 (w) el O (i), sauf le cas cependant ot le module & s’approche de D'unité.

Dans ce dernier cas, et aussi lorsqu’on veul [aire usage des Tables de Legendre
, | ) 8 ,

Qapres la formule

~
[«
M

L) = U (am w) — X

W (37)

il convienl de n’envisager que des argunients réels, en passant de la fonction Z{(ivy | K, iK")
a celle Z (o |K',iK), conslruile avec les périodes: 2R ot 27K, c'est-a-dire relalive au
module complémentlaire 4. Or, on a (voir la form. 25):

g - . { .o, oo B : '
L{io|K,iK")=- (_ O @K, i K )=—1 e en (o[ A7) @ (| N iR =
d (i) d o, :
) ” /I ] /L‘I ’
g | mesnle R dn(a K)oy iy ] (379
2AKK en (o |47 '
Par suite :
b sin 2y

=cos 2y 4 —, BN AURT T R
, V %

T— Fiainy

on:
I N (R VR &\ 37wk
Lo | K iK)y= L, b7y — " =L (g, b)) — [ — "1 (37

K T
done :

b sin 2y ’ £
— =cos 2" — Ly k) — | 1— 2 k], 36
P skt |5y — (1= 2w (36"

— k"2-sin*y 7:

ou encore (form, 21):

V1-ZF?sin?y . .
b—=m-}+8a Fsindy ~ Lo | K", iK). (36™")




Il est encore & remarquer que la condition d’'uniformité (32) assnre déja ce que la
coordonnée ¢ du point [, est égale & —}-m, conformément & notre énoncé initial (voir la
fig. 28). En effet:

CE‘:C(jjiK’):?i—z—r-u‘,‘—i(i‘rt¥'%f’)\):—|—‘ft. (38)

La deuxieme condition a salisfaive est celle qui exprime que la transformation con~
sidérée z=1z () devienl identil¢ an point & linfini z=(=oc0:

lim (:) —~1. (39)
[ T
zt = ea
Nous avons (form. 1):
z:——c.cosC:——-; (eft e 10).

Au point t=co correspondenl, dans le plan des w, les deux points A, silués sur le hord
du demi-rectangle fondamental: w=-+1i¢ . La variable complexe § y devient infiniment
grande de méme maniere que le logarithme (forni. 33). On «a, par suite, en faisant usage
des notations (30) et (32):

2

o

<

Z:___L(OIAJU—i--lnX_i_(,,—IAm——lnX):____i(XCIAIU_{__l_c—IAw):

[ Rl gi'rl‘,? W) eldw _1_ w‘?_‘j,—,wl e 14 ny. . (40)
2 N {iey ) (0 — )

Nous voyons de la derniére formule que z tend vers linfini de la méme maniere dans les
deux cas: celul o0 la variable w s’approche du point +iey, el cclui on elle tend vers le
point — ¢y . Supposons donc, pour fixer Ies idées, que c’esl vers le point —i¢, que lend
la variable w. On peut alors, dans le dernier membre de Uéquation (40), négliger le
premier terme qui devienl infiniment petit. Nous aurons donc:

~:—ie/‘“~,‘ﬂ(2i('*,‘) lim ——— S

con 211 (i, —
fnklu)‘ (fm), — )

lim

z
1

~ lu

oo
oo

il

Or en partant de la formule hien connue?):

s —sntw

sn (e w)sn (o —w)=—" —— : (41)
1 — A*snasnw
qui peul étre écrite égalefnent sous la forme:
L MinAw) Hm—w)  so®(in)—sn®w (417)

ko O@e+w) O@e—w) L1—Ai*sni(in, )snlw
et en tenant compte cncore de la formule (18"), on trouve:

lim [ H (i — ) | = 2440 &) - st
H2in) 1—~Esni(in)

! == co
we= (v}

» Tannery ot Molk, l e, t II p. 287, form. LXXIV (1).
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Par suite:

12 ;0 o 4 5,
lim 5 — & pan, PRI A= Rsni(in)
! Lhkh 000 (2im) Sn2(1u))

= oa

on en conclut la condition cherchée:

o L RHK TR0 (2i0) gy 42
/T__ul/ T T Ry e ) T i igTy (42)

On pourrait dire que cette condition détermine I'échelle dans laquelle il faut tracer
les courbes situées dans le plan de la variable z (fig. 28).

. . (4 .
Ajoutons encore que l'on peut exprimer le rapport -, dussisous des autres formes,
l

souvent plus commodes; d’abord, en se servant des formules connues!), on a:

0(2i0) 1 1 1—/czsn4(iv)\) I (1—/#tgtyjcosty
H(2i0)) I/Tsn(mm Vk 2sn(ie)en(ie)dn(ie) ]//c 2itgy Y T— k"% sinty
et par suite: :
g mu), : -
i:il/2/f/f’£cﬁ- 5 S S (42
h g V1—Kk?sin?zy H(2i0)

ou bien:

"Ul 4. 2 wind A
e 2/{ K costy — /1' siny, (1. . (42*%)
1 —k"%sin?y 0 (2iv)

Lorscue le module # dépasse la valeur }/1,, il est préférable de se déharrasser des ar-
gumenls purement imaginaires (voir la form. 25), en passant de la fonction H (270 | K, (K")
all(20| K, iK):

_c_=l/2“, K sin 27y _ 1 _
) n Y1 —F?sin?y H(2m|K', iK)

— 9k ., K 1——/('2 sint y 1 . (42%)
— k% sin?y @(20)\|K',1K)

Il est a remarquer cue, suivant le cas, les unes ou les autres formules se montrent plus
propres aux applications.

Avec la derniére condition, nous avons établi toutes les relations liant les para-
métres introduits (form.: 20, 21, 36 et 42). On en voit qu’il ne reste que dcux para-
métres indépendants: ket y (sans compter le paramétre 4 a=n-—m déterminant la lon-
gueur du segment primitif #N). Ajoutons ici qu'au licu de prendre le couple des para-
métres 4 et y, on peut choisir aussi bien celui-ci: &k el ¢ (form. 20%), ou encore: 4 et §
(form, 35). GCe dernier systeme est d’autant préférable que le parameétre §, a une trés
simple signification géométrique: il est égal a Vangle que forme une des asymptotes de
notre hyperhole avec la direction de laxe de uantités réelles. Dans la condition admise,

T . . . . . .
_é_<&° < =, en désignant par o celui des deux angles en question ui est aigu (lig. 28),

nous pourrons écrire:

o=mn—=E. (43)

") Voir, p. ex.: P. Appell et E, Lacour, [ e, p. 133, 152 et 167,



L’hyperbole élant déterminée sans ambiguilé par ses asymptoles et la distance 2¢
des ses foyers, il suffit — pour définir completement la position de l'arc 4 B—de trouver
encore la seconde coordonnée elliplique, 47, des extrémités (L el 3 de cel arc d’hyperbole.
Or les formuales (36 —36™*) délerminent abscisse commune 4 des images des extrémités
A et B dans le plan des ¢, c¢est-i-dire dans le plan du segment primitif. Pour trouver
maintenant les deux valeurs de la variable w correspondant aux points A el B3, posons

d’abord conformément & la fig, 30:
wyg=N- iy, e wyg=NKN—ip, o O<po,<<K’,

el envisageons ensuile cc qui résulle des formules (17) el (36™):

. » I’:’ ’ T - &
siny | L (7,k) — -~ I tecosy /1 —Kitsinty
sn gy =snwy=—lgy B - .l\__ L —
cosy | 1 (7, k) — ; " ‘ —siny /1 —k2siny
\
Or:
su {4 iv))== onfivg 1

dn(ivg)  du(eg k)

Donc, en désignant par y Vamplitude de (v,

£, on a:

siny=sn (v |£), el du(v,[h)=4A41= |/1 —kZsinty ,

el par suite:

elg v/ 1 - k'2sin?y

cosecy =4Ak"siny - L4 I
I (‘/,/\')—j?l 3,

La valeur de lamplitwde 1 élant trouvée, on délermine ¢y o Paide de la formule:

v == I (7, k)5

et ensuite les coordonnées elliptiques:

Sty = — —h (Kfip)—iln H (’.’ff'::f‘_ftl_‘f@). —
- KK' "~ 1 (ivy, - K+ in,)
" , . (4 0)
—_— ﬁ,(,)\“—i——iﬁ"o‘ : ‘,}\', 4= —iln ][ —/———~—0—:| »
K K 1, [ (et 00)]

on:

0 (w) = U (w4 K ) = ‘/fff_'jc11 w0 (w) ;

v

1 = 9 - 2
Hl(w)::27“4'005?7{——[—2(/Icos3§}%—|—2(/4 coss.g_]"g4-- o

&

H, (i ¥) = 2 g Cosh =24 2 ¥ Cosh 8= -2 4% Cosh 5 = |
o ) — 311 —— s Q—— ¥ e
: ! ok ! ak 1 2K

(44)

(46)

(47)

(47"



Ainsi, on relrouve la form. (35).

¢t simullanément, on obtient:
U [ewnt o]

to=— ()2 - In » )
K 111[ (u)\—(l“)]
ou encore:
o=l O (o) 4oy [ K, 1K) (48°)
0("1\_"0 K’,l]&)

Les vésullats de U'élude précédente sont résumés dans le tableau ci-dessous

Tableau de formules I

. . (b—1nydt¢
Z2==— ., COS G, = e e = S,
]/(/1 (3 (m— ) (n —1¢)
~—h
{—=— L S z'lu 1 (w)—? Lm' w— " (ave sin 1V, £); W==1gy" 2 +7 .
KK' (iv), - ) It

Parameétres primitifs: «, £ ot & .
Paramélres dérives: «, vy, 7, by, m, n, ¢, b cl vy,

g=7—8; s')‘:(l——ﬁ)]\"; 7 ==am (m, | ) ;
I
T— (I - &%) sin®y

cos 2y n=28ua = ]
k2sin*dy

L —Ai"%sin*y

1 —42sin>;

e m==8u
A'2sin®2y

h=8ua
/'~sm“)/

] — k"% sin'y : Il einty [ ¢
(.‘:.8(1‘/:)/\& u.__b_ll_/, PR l—__; /)——IIL=8(I,l~-[ / SXE /. IS(/,A’) . l— =0 /, :
2 i’ w7 EKD) k2sin 2y ; )

T k2sin22y 0 (2,

— FZsint-
cosecy=4A"siny 1+ gy l/ LN/#‘SI‘“ /’ 0y = 174, )
E{y, & J

Ajoutons encore ici qu’en général il suffit de faire varier le paramotre ¢, seulement
ou £, m, car les cas §=¢£ et {E=n—F¢

s}

dans un des deux intervalles: O<&O<%
ne different que par la position de arc d’hyperbole que I'on veul transformer: ces deux

arcs sont symétriques par rapport a l'axe des y.
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3. Etude de quelques cas de dégénérescence,

Pour se rendre compte de I'influence des paramaétres & et £ (ou £) sur la forme
géométrique des arcs considérés, nons allons examiner les quatre cas particuliers,

19, Nous commengons par le cas:

&() = (49)

T
2
[hyperhole en question dégéncre alors en une droite: l'axe des quantités purement ima-
ginaires, et larc 4/ — en un segment de droite. Nous allons montrer que cela-méme
résulte directement des lformules précédentes.

D’abord, on obtient d’apros la form. (35):

Lo
[ Ly E[\ . (50)

K 1
suy ., 4|l= [ ~
(2 ’) \/H—/\-'

. —
siny = sn (¢ |4 = /_,_.
/ ([ 4) V 7

Or, élanL!)

on a:

Lnsuite, de la formule )

Irsnacnadne sn® w0 () | L0 (w—a) & (w-u) | (51)
l—Asnasniw O () 210w —a) O (- a)
. K’
on oblient, en posanl w =« =
(~)'( L g /) L
‘f e (51%)
8] ——I(’ﬁ/-")
2
de 14, il s’ensuil:
I’ & (w ,/[') 1 .. 1— 4% P
Ey , My ==wt— 1L ="} — . (62*)
R = e T i ay — 2 -3
En portant ces valeurs dans la form. (36™), il vient:
) T—r 1 1—4
_/L:,2 1 ]5'+l' ,/.-__.J,E/ R
o Tk 2 2 2 L4
Ensuite, ’aprés les formules (21):
/1:2(LU——£' m—= —2a; n=-4+2a .

1— 4%

) P. Appell et E. Lacour, 1. ¢, p. 153.
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Prenons maintenant la formule (12) en y remplacant les parameétres 6, &, m et n par les
expressions lrouvées ci-dessus:

{=— . ,“Z/ _ - .
1—k
—Qaﬂ
1—k

En y effectuant Pintégration, on obtient:
[ —4 S TERE
{=—arcsm |—- 5 l/& a?| - I_— — 2 ‘ R
Cha) k 1—k

N et Y s

d’oul

Mais, d’apres la form. (42,

par suite:
2= —4a?.

Mais ce n’est autre chose quc la fonction donnant la représentation con-
forme de 1’extérieur d’un segment de droite sur I['extérieur d’un
autre segment dont les exlrémités correspondenlt aw poinl du milien du premier
segment et pice-versa.

Remarquons encore que cela résulle aussi des valeurs des expressions pour v, ¢,
et 7. Ln effet:

Y I
cosec v = £#’ /vf 1 G s ko
' | L—|—/.'< | 'l——/c) VT

il vient de liv

K’
1=, "o:f’l:"z ;
et par suite (form, 48*):
7o =n O (K \_ K’ 1 [\2: In 0,0 | K, l\_) e ]/—/—f

00 |K'iK) OOK"IK)
ainsi, on en déduil finalement

A —
ZA::——L'.COS(EO—I—i7‘0)=—4-a—1/c—— sin(iln}/k):Zia, de méme: zp=-—2ia.

—

2%  La deuxiémne valeur spéciale du paramctre §;:
f=1 (53)

(le cas ¢ =0, comme il a été déja mentionné plus haut, revient au méme) doit éire consi-
dérée comme le cas limite. Posons donc:

Eorx::‘rt—a,



Y

¢ désignant une variable qui tend vers zéro. On obtient, par conséquent, dans la premiére
approximation:

7_;07\:8£~
=

Mais, de Ly résulte que les paramétres linéaires ¢, A, m, & et n augmentent indé-
finiment,

(C’esl justement & cause de cela qu’il est ulile, pour l'examen de ce cas, de faire
transporter, dans les deux plans fondamentaux, celui des z el celui des ¢, les origines de
coordonnées aux points /,, En désignant les nouvelles variables complexes respectivement
par z, el #, nous aurons:

g =z—¢ et L =t—h;
et en effecluant encore, dans le plan des {, une transformation analogue
1= C %,

¢'esl-a-dire en y Lransportant origine de coordonnées & la plus proche image du foyer F,,
nous pourrons donner a nos formules fondamentales la forme suivante:

s ==— o {1—cosL,)- ——2csin?vcl-; P - (51_+/I_b)£lll_ NGTA
2 ]/f— ty QA8 (44 h—m) (¢, +h—n)

Dans cetle expression, les différences:

| — F2gint- 2
/:—/)),:4(1% V—A—SE]—/', /z—n~——4a—/———,
k2 cos?y k'2cos?y
;o (55)
n L
1 —k"2sin?y E(A/"/C)—_]?ﬂ
h—b=hba L1 — —
k"% costy lgy V1 —K?sin?y

comme on s’assure facilement, tendent pour -0 respectivement vers les valeurs finies:

x) ol
[1. a _1_; 4 a /L ; [ta . E . (55*)
k' ke K K’

Par suite, pour des valeurs finies de la variable ¢, la variable auxiliaire {; a des valeurs
infiniment petites, de I'ordre —/:; on peut donc écrire l'expression limite pour &, (en
Vi

négligeant, en présence de l'unilé, le terme de l’ordre/—1 , comme il suit:
2

o1 (t,h—b)dy,
TVRE | V= T —mY (- —n)

: (56)

Il est & observer que ce n’est plus l'intégrale elliptique de troisieme espéce, mais
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celle de deuxieme espice, el en particulier — la mcéme qui intervient duns la représern-
tation conforme de larc symélrique de parabole (chap. I). En effel, ¢ étaut infiniment
pelit, on  peut remplacer Sl]l»; tout simplement par '/, . Par suite, on peul cerire:
1
== el
. 2

Quant au parametre ¢ qui augmenle indcliniment, il vient de la formule (42%):

. ¢
fim — 1.
A L0

« L] > . . . » .
De celle fugon, en portanl encore dans la form. (56) les valeurs limites (55°), préecdem-
ment Lrouvées, on oblient:

i
: bha [
/ | dt
= L ( o k'® K')( 1
o, o — I ——
2 1 %
q 1/11<h+4f1 /ilz)(q«]—-ﬁa/‘_’z)

On peul vérifier facilement ue la formule ci-dessus ne présente autre chose cue la
représentation conforme ol biunivoque de [Textérvicur «’un
scgment de droite sur l’extérienr d’un are symdétrique de pa-
rabole, rveprésentalion éhulice en détail dans les deux premiers chapitres,  Gela devient
tout visible, si on y pose

11 vient alors

formule qui ne differe de celles trouvées dans le chap. I que par les notations (il convient
surtout d’insister sur ce que le module désigné iei par & a ¢té, dans
le chap. I, nommé 4, el .vice-versa,

3% 11 reste encore & examiner le probleme étudié pour les valeurs extrémes du
wodule: k=0 et k=1,

Envisageons d’abord le cas:
Les parameétres linéaires, examinés au nunméro 20, augmentant alors indéfliniment comme

7 il est utile de faire transporter, dans le plan de la variable complexe z, Porigine



de coordonnées & un point du segment MN. Mais, avant d’effectuer cette Lranslation, nous
allons miontrer que dans ce plan des ¢ le point réuni (4, B) vient pour 4 =1 au milieu
du segment considéré, c’esl-a-dire ue

lim (6—m)=2a.
k=1

A cet effet, en désignant, une fois pour toules, par & une variable infiniment petite, tendant
vers z€ro, posons:

K=, (58)

En négligeanl, dans la suite, en présence des termes finis, les termes de 'ordre de
3% et de Pordre supérieur, nous pourvons cevive '

K

4 T — =K o2
Ke=lIn—; Mo~ ' =c K= _: gsiny=sn(n|)=siny, . 59
- K== / o / (1.4 j (59)
Il en résulle
. .y e 2% . T ¢ . .
L | K i K)>="—¢ sin > ——sm27, hy'
(] ) i = / (59)
d’ou (form. 36",
m (h—m)=2a, (G0)
a=0

Si nous portons maintenant dans la formule fondamentale (12) la transformation

t—b=t—m—2a=1",
il vient

(b—1)dt . tde .
:E - r—— —— _ —
- o l/(/13—l'~’) (m—)(n—1) o

A

—2

La variable complexe d’intégration ¢’ prend, grace & la transformation effectuée, exclusi-
vement des valeurs finies, tandis que le parameétre

1 —3d%sin?
/L pmn) 8 (- et 7"
o sin? 2y

tend vers l'infini, On a donec:
. ¢ m  2a
lim —+—+ =cos 27,
=0\ A /e h

et, par suite, il faut envisager pour ¢, dans ce cas, I'expression suivante:

i
8% sin dt 32sin 2y ;s
QXJ‘ & -z /‘]/12—4612;

b 8a 1/1'2——4?:.30_ 8a
—2a

) Voir, p. ex., H. A. Schwarz Formules el propositions pour Pemploi des fonctions elliptiques,
Paris, Gauthier-Villars, 1894, p. 53 et 54.
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nais (form. 59):

e e T by
=)= )

2 2
donc :

N -
S RV o

Su

=g, —

En obscrvant .ensuite que lim @ (2e |K',iK)=1, on obtlient (ue le paramétre ¢ tend
6=0

vers l'infini de la facon:
Sa
o . -

- 8%sintg

(62)
Par suite, sans tenir lieu des quantités infiniment petites, on trouve:
z=—c.co8L=—c.cost, — )/ 1P —hat .

Bvidemment, il convient, dans le plan des z, effectuer la translation du systeme de coor-
données au point -——e¢.cos &. On obtient alors en introduisant la nouvelle variable complexe z’:
1 0

e A y
z':z-{-—c.cos&og—]/ M hoat . (63;

C’est de nouveau la fonction de traunsformation dun segment (MN)
en un autre (48), de la méme longueur 4a. Cela devient d’ailleurs tout
naturel, si on observe que, dans le cas de A’ tendant vers zéro, la longueur de la corde
de Parc d’hyperbole envisagé Az par rapport & la distance focale 2e¢ devienl infiniment
petite, moindre cue

ha 6% .
o~ —gin?é

Conformément 4 cela, on trouve: lim v, =0,

"
6==10

4% [nvisageons enfin le cas limile
k=0, E=1,

en posant d’une maniére analogue au cas précédent :

On a donc, en négligeant les termes infiniment petits de dégré supérieur o §:

4 Lirid ~
K~—, K =In é—a 1/716_ Tx ;l/_a (65)
2 6 2

L’intégrale K’ tendant vers l'infini, le parametre ¢, angmente aussi indéfiniment, de la fagon:

to
1o =
o= (1_30) K’ =1n (i) " (65°)

T 4]



Remar([uons que l'on peut supposer ici

T
E—<&0<w,

I S * s . . . . .
car les cas E‘,:E el & == ont éL¢é étudiés précédemment. Ainsi, on peul écrire, en con-

A

servant loujours le méme dégré d’approximation:

2&0

o (i oy | & 3\
Sl o) =Teh e —a 2 : (66)
cn (ivy | k) ' &

siny = sn (¢ |#) =

) . . T . N
On en voit que Pamplitude 7 tend vers o mais plus lentement que le module k=23 vers

2zéro. Par suile:

llim  A=—2%2a; lim  m——2a; lim n=2%2a. (67)

=20 4=20 50

En obscrvant ensuite que le produil ¢e2% Llend vers zéro, on trouve facilement (voir les
form. 59 et 59*) que la fonction Z (i ¢y | K, K') tend également vers zéro; il résulte de la
(form. 36%):

0= T

lim b:2P§—4)a. (67"
5=0

D’antee parl, d’apres les formules (47) el (66), on trouve:

2g,
. 2% s, \ S N 23\ ®
——siny (147 e a) =siny | L+ — .
== . . ATy
sin ¢ . & So \ 2
! -
L’amplitucde 7 tend done, e méme cue 7y, vers 57— ot aussi plus lentement que & vers

4

zéro. Ensuile, on .y a;

siny = Tgh ¢, ,

formule que lon déduit d’une méme manicre (ue celle: siny="Tgh ¢) . Ainsi, on obtient:

1

")‘n — 20
Ctgh ¢, = Tgh f’)‘(l 4ol /.) ,

&
d’ou:
- —9
e MideTt  ®
’l——e~2”7\—e_2”“—[—e-2”)\-'2”" &
Il en résulte:
- , . £
clim (28,—20 ) =In-—""%- . (68)
5=0 T—2C,

On voit donc que les quantités ¢y et ¢y tendent simultanément vers Dinfini de

S

i~ <o

sorte que leur différence s’approche de la valeur finie o In Cela nous permel déji



d’examiner le mode de variation de la coordonnée elliptiqque 7, :

) 7 £ U)\‘l‘vu
~q0g—;( ).,04_1 Cosh (01, + ) —2(1—v)v0—{—ln ¢

Cosh (9, —¢,) B o

: " — & ;
—2(1— 7(;)00—{—1))\—{—00—11] (‘/ —C—g—o—q——{—‘/ - —(iEO—):

¢ T & T
~22 4 —In —N‘) 9 —{— — In — (69)

T T — & n—;o T —&

il

Cetle cnordonnée 7, augmenle donc indéfiniment, néanmoins les coordonnées reclilignes,
x et y, des exlrémités de notre arc A3 restent finies, car simullanément Lend vers
zéro le paramétre ¢. En effet, sous les conventions admises, il s’ensuil de
la formule (42%:

E“] Lo
= P o) 4 Tghy —2—-v)
oyt R At e
h Y5 etvh
ou bien
Lo
2o 70
c=8ae " . (70)
Y Le résultat concernant le parameétre ¢ indique que e cas
étudié¢ ici est celui, oo l’hyperbole envisagée
A dégénére en ses asymptotes el par conscquent,
larc AB — en une ligne brisée, composée des
M N’ — deux segments de droite, (M,N)4 el (M,N)B,
FNE 2 formant l'angle (voir la form. 43): 2 =2z—2¢
(fig. 32).
B En revenant maintenant & la vecherche de la coor-
donnée z,4 de l'extrémité A de cet arc dégénéré, nous trou-
Fig. 32. verons d’apres les form. (69 el 70):
_o B
24y =—c.cos (§+in)=—8ae T " (cosét Coshny — isin§; Sinhn)=
“2‘_‘0)\+7]n)
~bae T (— cos & .7 sin &)
mais :
&
— 2% 0 1 ’;&iln % —In ;
= T T — & = 0
d’ou:
E.Q
TE_E.»() &n ? . .
zp="4a (— cos g + sin ). (71)
T T —&0

Cette formule nous montre, d’une part, que lorsque le parametre &, s’approche

b . - .
de — , la coordonnée complexe de l'extrémité A tend vers la valeur 2ia; d’autre part,
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si £, s’approche de lautre valeur extréme =, il vient:

lim z4=4a, car lm o =1.
E.nh;_‘rt BZO

Ces résultats s’accordent entierement avec Panalyse présentée dans les numéros précé-
dents: 1° el 2°.

Ainsi, nous pouvons terminer la discussion en indiquant sommairement que le para-
métre £ détermine l'angle 20 formé par les asymplotes de Phyperbole sur laquelle est
situé l'arc envisagé A B, tandis que le module 4 influe sur le rapport de la grandeur
de cet arc 472 a la distance 2¢ des foyers de cette hyperbole: lorsque / croit de 0 i,
ce rapport diminue de co jusqu'ic 0. Autrement dit, pour obtenir des grands arcs d’hyper-
bole (relativement & la distance des foyers), il faut choisiv les pelites valeurs de 4, et pour
disposer des petits arcs — les valeurs de 4 voisines de l'unité,

CHAPITRE V.

Représentation conforme et biunivoque de I'extérieur d’un segment
de droite sur 'extérieur d’'un arc symétrique d’ellipse.

Envisageons maintenant, dans le plan de la variable complexe z=w iy, au lieu
de la famille des hyperboles homofocales la fanille des ellipses dont les foyers F, et F,
sonl situés en ces mémes points (z==Tc¢) que précédemment.

Tout d’abord, il faul observer que dans le cas des ellipses — tout autrement que
dans le cas des hyperboles que nous venons d’étudier —~- il y a & distinguer deux genres
des arcs symétriques: les uns, symétriques par rapport au grand axe—nous les appellerons
arcs périfocaux (fig. 33); et les autres, symétriques par rapport au petit axe — arcs péricen-

travy (fig. 35).

1. Cas de l'arc périfocal.

Nous allons commencer par I'étude de la représentation des arcs du premier genre:
arcs périfocaur. La méthode servant a la recherche de cette représentation sera lout ana-
logue & celle concernant les arcs syméiriques d’hyperbole. Cela nous dispense d’entrer
dans le détail,

Soit donc donné sur une des ellipses en question un arc symétrique périfocal 4 B
situé du coté du foyer F, (z==-+c¢). Nous Introduirons, de méme que dans le chapitre
précédent, la représenlation conforme du plan des z sur celui des {=¢&+i7, délinie par

la formule:

{ == arccos 2 :i_}_ __(lz:7 "
c 2 1/03~Z2

0

ot il faut prendre cette détermination du radical qui est positive au point z =0,
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Dans le plan des ¢, a l'arc 4B correspondent deux séries des segments situés. sur
les deux droites pavalleles & l'axe réel: n==-1,. Leur configuration est expli-
quée par la fig. 33. Nous y avons désigné par & la plus pelite valeur positive des
abscisses des images des points 4 et 3.

Nous allons transformer ensuite ces segments de facon it obtenir une infinité des
couples identiques des segments A/N, paralleles a 17axe imaginaire, ct se trou-
vant au-dessus et au-dessous des images du deuxienie foyer £, (voir le plan de la variable

complexe © — fig. 33)., La transformation cherchée est donnée par la formule analogue
z=x+ly 4y A g=Ein N .
A—N g A—I g
M 7 M
F! C F; M N_x Fz C 'o N F| C E (C:,
L j i -0 NEa £ aq -
] p—t B—a——A
N N
B
T=p+l6
o]
A o 3 L=r+is
AlB T—A B{ 2 - b—
ME ¢ E% ¢ Mgsc — E, C EMA N:r
M - —n' F—oh—I[ B
BjA BiA - M~ e———4 g
N N n
Fig. 33.

a celle que nous avons obtenue dans le chapilre précédent (form. 6); nous lécrirons toul
de suile sous sa forme la plus simple:

T

T n
cos I - oo—|—cos -
v v
.
L=,

]/ cos I Lcsl—|—cos—r)(

II suffit maintenant d’appliquer la transformation inverse & (1), savoir:

0

[==— T cos — 3
=—hcos—1, (3)

pour revenir immédiatement i un simple plan de la variable complexe ¢=r-is, ne con-

tenant qu'un seul segment de droite MV, image de larc AB, choisi dans le plan de la
variable complexe z. ’

En portant cette variable ¢ dans la formule (2), nous parvenons & éxprimer la
représentation cherchée a l'aide des deux formules seulement:

f |
N (b— 1) dr

— : A
V{IRT—=2)Y (m—1) (n — 1) @

Z=-—¢.CO0S¢ et (=

~h



A &

ou nous avons posé, de méme que dans le chap. IV,

c, =1
™

: ()
sans quoi on ne pourrait satisfaire & la condition: -

11[1 . (6)

=

Quant & la détermination du radical dans la formule (4), il y [aut envisager celle
qui esl positive pour /=0,

Alnsi, nous sommes arrivés aux mémes formules que dans le cas de l’arc d’hyper-
hole (voir le chap. 1V, form. 12). Ce qui dislingue ce cas du cas précédent, c’est une autre
succession des parametres: m, b, n el h, rangés suivant leurs valeurs relatives. Dans le
cas de I'arc d’hyperbole, nous avons eu:

—h<<m<lb<"n<h
tandis que maintenant (fig. 33): ;

O<h<m<b<n (7)

En passant a l'analyse de celte représentation conforme, il convienl, de méme que
dans le cas précédent, d’'introduire les fonctions 7hétw de Jacobi.
A cel effet, en lenanl compte de lordre dans lequel suivent maintenant les points
£, Ly, M ev N, nous elfectuons d’abord la Lransformation homograficque

pomAh =k , (8)
m—nh (+h

inverse i celle (ui a ét¢ appliquée dans le chapitre IV (form. 13). On en voit (fig. 34)
que, dans le plan des T, I'image de l'infini z7=oco se trouve au point A:

Ty= mih, (9)

;
m—nh

réciproquement, 'image du foyer /7, vienl a linfini 7:=co, tandis que l'image du foyer F,
vient & Porigine de coordonnées; quant aux images des points M et N, ils se trouvent
respectivement aux points:

o . 1

Ty==+1 et -FN:+_2 )

k

ot .
m—h n+th
m+h n—~h

=+ (10)

On voit donc (el il importe de songer & cela dans tout ce paragraphe) que le symbole £
désigne ici une autre expression que dans le chapitre IV, & savoir:
Pexpression k, correspondant au cas d'un arc d’ellipse périfocal, est inverse & celle qui
correspond au cas d’un arc d’hyperbole (voir la form. 14 du chap. IV).
Remarquons encore que, étant A<Cm < rn, l'expression k est réelle, positive et plus
petite que ['unité;
0<<h <L, (101



ce que l'on vérifiera immédiatement cn éerivant:

e | frm 20— ) (11)
(1) (m—h)
Introduisons ensuite la transformation
W=VT, (12)

cil prenant cetle détermination du vadical qui esl posilive pour T réel et positif. Celte
fonction transforme le plan des 7', coupé le long de 'axe des cuantités réelles et négatives,
en un demi-plan positil, Si I'on applique enfin la transformation
e m+h 1—h )|
sn(w|h)=sn(w|K,iK)=W-=]/ ——- — (13)
m— /L t + h

on parvient a la représentation conforme des aires cnvisagées sur le demi-rectangle fonda-
mental, de sommets + iK', K+iK', K\— iK' et —iK'. On y a, en général:

w==1I"(arc sin W, k). (137)

La détermination & prendre est bien distinguée sur la fig. 34, Remarquons en outre
que nous y avons désigné par «), l'abscisse comnmwume des deux points A correspondant

Uy WEuHY Uy
— Uy
e }’
[ TF 7 fﬁ £ f AII:_ I
1 —T‘— é—[ K'
= Z . v,
£ gM A N Al ZEM AN Al E M lju
o1 B je o 0T B
ik 7 ]
Al kA
F AN
7 v
_K_-.
Fig. 34.
4 t=co0, et par v,—Ila valeur absolue de lordonnée des images des extrémités A el B de
Varc d’ellipse envisagé. Or, on a d’aprés la form, (13):
sn(u), i K")—+ /m I:/'
] m—h
d’ou
1 m—h ]/ 1 — 1
SN 1, == - ,
i mA b n+n’ (14)
et
nz—{—_/z_
_ : 2 sn2 1y sn? o
fep /L—m—_—_/z L+ A%sn?uy sn?a ) (15)
i+_/l_ 1—/k?sn? ) sn?w
m—~n

) Le module k sera souvent mis a4 ¢6té — dans la suite, toutes les fois qu'il sera supprimé, cela
signifiera que les formules se rapportent au module k.



Introduisons encore amplitude v do {(u; |4]:

Y ~—am (w) | k), 0« 7 < .2 ) (16)
d’ou :
X
. R n — h - d 0
siny —sn () | k) : / = et 1w, - - - AV
r=sn(alh) =1 = 4 , T free )y (167

et désignons, comme dans tout ce qui précede, par 4« la longueur da segmenl primilif A/,
sur Pextérienr duquel est représenté 'extérieur de 'ave d’ellipse AB:

hoo=n—m, (a7

Or, en fonction de Llrois paramétres, £, < el a, on peul déja exprimer tous les autres
paramétres. D’abord:

2 . 2a .. | —k*sin?y) (14-sin?-
h=t (1—i%sin?y)ctgly; m==: i (I4-/A2 sin® ) clg?y; n =2« { __&111__,(? s L) - (18)
i ) ’ k" ’ ) A" sin? v

Ensuite, pour ohtenir les relations délerminant les deux aulres paramétres, 5 el ¢, lrans-
formons lintégrale (4) en y inlroduisant la variable w. D’aprés la formule (15), on trouve:

n

b en . dn oy, o . sn? o dw
t=1i|-——1 b —'(w—l]&’)—'Zz/Hsn moenmdnw, | — (19
fo sn 1y, 1 —Aifsnu sntw

12(¢

Le deuxicme membre conlient lintégrale dec troisiome espice sous la forme (ue
Jacobi désigne par la notation Il (w, u;) —J1 ({1 K’, w). Or, comme on sait!), cetle inté-
grale s’exprime trés simplement par les fonctions t/4éta:

2 o . [ ’
MM {(w, wy)=4A%*sn u) cn ) do w, st wdw = ~l In @ (s =t 2 - -®—(u)‘) . (20)
| — A% sn?uy snw 2 O(wm+w) 0 (n)

o

Evidemment, il y faul prendre zéro commie la valear initiale du logarithme pour
w =0 et ensuite le prolonger par continuation. Le choix correct de I'argument de ce loga-
rithme est bien facilité par l'analyse présentée dans le chapitre précédent el concernant
la variation des fonctions Ll (w) et © (w) (voir, en particulier, les fig. 31 et 317

Remarquons que I'on peut exprimer Pintégrale (20) aussi bien & laide de la fonc-
tion H au lieu de 0; il suffit de faire usage de la formule

In 0 (w), — w) :—Ew—l-ln H(L_I& :}_—ﬂf:w)

H o)
0 (uy + w) K H{EX +up—w)

3 P. Appell et E. Lacour, L e., p. 276



— 74—
(ui est une conséquence imwmédiate de la relation bien connuel), lianl ces fonclions:

I
o= Qw1 K
0 () = — 7 o a8 @ T

H (s iK'’ . (217

Par suite, la variable ¢ s’exprimera conime il suit:

) o ) NI ot e
r— S (o0 1) - b _q\en dn ) U (u3) (s — i K7) —i1n _H (I-A ILLH ’ (22)
K AW Sh ), O (@) HEK a4 w)

ou il importe de songer & ce qu'il y faut toujours éviter les points critiques logarithmiques
w==11iK"+wu, en les entourant du cOté¢ de l'intérieur du demi-rectangle fondmnental (voir
la fig. 34).
On déduil immédiatement de la formule (22) que, pour satisfaire & la condition
d’'uniformité
bu=1n ¢'esl-a-dire C(N)==2(KEiK") ,
il faut et il suffit qu'il soil:

() T uy, |

0 () ' 2KK’

b 280w, B ( (23)

h en g dn w,

car (voir la fig. 31): In N K5 *:VK_-») =in et In T — K}, = IL—|— i (J—{— ﬂ) :
H (i K"+ w+ K) HQ2iK 4 w4 K) K K

Par suite, en porlant I'expression (23) dans la formule (22), on obtient:

f—n 4 —"”?T) we— I ln” (R w) ' (24)
KN’ N (§ K" g 4w

ou encore (voir la form. 21):

~ ) (1, — )
=n-4-1 T o ln~( <”)i—— . (24
KK’ O (), - )
D’apres ces formules, on a:
LT
Cy="C(y==x —|‘ t I,I—):' : (25)
K’

Comme la valeur absolue de l'ordonnée 7 des poinls M cl N a été désignée auparavant
par 1,, on a donc:

1wy . K’

— =", d’ou Wy, = — Ty - (26)

K’ n

Il est & remarquer ici que le parameire m, ==F(y,4) étant au plus égal a K, le para-

. . i
métre 7, ne peut obtenir des valeurs plus grandes que —-

1y 1 c., p.-487.
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Notens encore qu’il résulte immeédiatement des formules (24) el 24%):
Lr="CL (i) =0 et Cr=(0)=—x
ce qui concorde avec notre hypothese initiale (fig. 33).

Nous revenons maintenant cencore une fois & la formule exprimant le parameélre 4,
pour mieux adapter celle-ci au calcul numérique. D’apres la formule (cf. le chap, IV, form. 37*")

S 0" (1) . I
L | K, i K"y == — > =y ) — , 27
(uy | (K o (7, k) « uy (27)

w),

cn tenant comple de la définition (16) el de la velation de Legendre, on transforme
Pexpression (23) en

b 'l+~~'“/' [<x,/f>—(1—}§)”>~_l’ (28)

h V I— k?sin?y
d’ol:
‘ ha 1ol ] .
— e ) h2e082 - — Ty k) — . . s *
b nz_/LJZ{ K% cos?y —-clg v Y/ T— k2 sm2/[] (7, k) (1 K’)ul\][ (28%)

Dans certains cas, il peut étre utile d’exprimer ce parameélre en fonction du module complé-
mentaire 4’ au lieu de 4. FEn appliquant, a cet effet, la lormule (37*), démontrée dans le
chapitre précédent, on déduil de la form. (23):

b 2 91L() / ) .
—e=1-21g /—]—-17] = bin_z_ Z(ew | K" I K) (29)
ou
i T 79 .9 _ . rp g *
h—m=ball 4 Y clgy ]/ L —k2sin?y Z{iw|N',iK) |. (29%)

Passons maintenant a la dernieve condition,

lim (—:> =1,
/

z- o
[==oc

exprimant que la représentalion conforme considérée doit devenir une idenlité au point
a linfini. Or, ¢’esl quand le point w lend vers le point i K’ - u; ou vers le poinl — iK' 4 ),
que les points z et ¢ s’¢loignent vers linfini. Remarquons qu'il est tout égal vers lequel
de ces deux points A tend w — supposons donc, pour fixer les idées, que w tend vers
(K’ w.. La variable complexe { augmente alors indéfiniment comme un logarithme. Par
suile, en partant de la formule

¢
z:——c.cos(’,:—-:)—(e'(;—}—e"(‘,)
en trouve aisément:
Tu ( l'
. % ¢ Trm @y iKY ) X k
lim S =-—eXX 02w 4iK)lm ——m—
¢ 2 t.0 (uy — w)

. { = oo
{:= oo w=uy) + 1K'



ensuite, en faisant usage de la relation (41*) du chap. 1V, et de plus, en tenant compte de
la formule (15), on a:
— i KN1 1 i K
i 0.0 ()] 2 MK Qi)
ko 0®Q2uw iK' [sn2 u), — sn? (u) - ZK)]

—= 1

! =oo
w=u) + 1K’

ainsi, apres avoir effectué uelques transformations connues, on obtiendra:

® u?)
02 (2 w) . R

. 3 ¢ 1 —/Akrsntuy
lim — = — —

l 4h ksn® uy, ]/
F ==Y

t=—oca

1
WK 02
T

11 en résulle la relation cherchée:

I uﬁ)‘ - nl—’,)‘
£ 215y ‘/_2 kKK e XE _ 1—k*sinty 1/2 Ly (30)
h Y 1—ksinty T H(2w)  (I—#*sin?y)cos?y, T 02m)

ou encore sous la forme, plus commode dans certains cas:

o 2igy ‘/i_lc/."'K’_‘__“ i _
h Y 1—Isiny x U(2iw|KYiK)

__cos'y —k?sinty _1/ 24 K7 t (30%)
T (1 — A2 sinZy)cos?y z 02w |K,iK)

Ainsi, toutes les conditions étant établies, on peut exprimer tous les paramétres par
les deux parameétres indépendants (sans compter le paramaltre 4a=rn—m); ce seront: £k et
un de trois paramétres suivants, 7, w, ou 7, qui sont liés par les simples relations:

. T u),
w=F(y, k) et Ty = o . (26*)

Parmi ces trois paramétres, y, u) el 7y, c’est le paramétre 7, qui a la plus simple
signification géometrique. Si Ton désigne notamment par e l'excentricité de l'ellipse dont
une portion est formée par notre arc A2, on aura (voir le chap. IV, form. 4):

1

_— 31
: Cosh 1, (31)

Il importe de rappeler ici (ue la valeur du paramétre & étant fixée (0<<k<<1),
on peut choisir pour la valeur du parameétre 7 chaque valeur de lintervalle constant

T - - . .
(0, E>1 tandis que les limites des intervalles pour les parameétres wu) et 7, dépendent de

la valeur choisie du paramétre % (voir la form. 26*):

e
KI

0<<uy <K, 0 <<y << (32)
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Pour compléter enfin les formules déterminant la représentation ¢tudiée, il faut
encore élablir I'expression pour la coordonnée parabolique &, qui fixe la position des extré-
mités A et B de notre arc sur lellipse 7=1,. Or, dans le plan des ¢, la coordonnée ¢
de I'image commun de ces extrémités A et B est déterminée par les formules (28) ou (29).
Par suite, en posant conformément a la fig, 34:

wa=K-}-ip, et wp=K —1ip,, (0 <o, << K"}, (33)
et en combinant la formule (13) avec (28), nous obtenons:

. L T 1),
E(y,k)—-—uwu,
1 0 ) K - 2KK

k% sin?y '

sn?w,y = sn?wy; =

, I T ), S
iy, k)— = w Letgy /1 — /2 sin? -
(7.5 4) F: +21{1\"F 81 7
Done, en décignant par y Pamplitude de (¢, [4), on a:
, . _ . . 1 1
sn (v, | &) =sin¥y et sn?(K+ivy|b)=———-2= —>F 1 (34)
dn? (v, [£"y 1 —Ai"?sin?y
dot:
, k2sin 2~ /~j7.72 m2 -~
siny — - | — k2sin2y — sy yl—Rswmty (35)
k! . I T u),
218 (yy k) — = wn + —
T K 2KK

Aprés avoir trouvé Pamplitude 7, on détermine ¢, & laide des Tables de Legendre:
po==F (v, &), (36)

et ensuite les coordonnées elliptiques (form, 24%):

. T 1), 9, T, o O (g —iey)
& Lly=—T —— l—'-———tlll—f—v——_—.
o7 ke TR 10 (100 i vp)
Ainsi, on retrouve la formule
T
o = ra
et l'on obtient:
) —iy ,
60:75 fl_——ul ‘Ir() + Arg : L(Zl)\ .’0) . (37)
KK’ O, (), ~-ivy)

O, (mn—ivg)
0, (1, | iv,)
tient des deux quantités imaginaires conjuguées, Observons encore que dans la formule
précédente il faut attribuer & 1’argument celle de ces valeurs qui
est comprise entre 0 et =.

La formule (37) peut étre présentée aussi sous la forme:

le module de Dexpression étant évidemment égal & I'unité comme le quo-

0, (vg—im | K', i K) (37
0, (v, Fim| K, i K)

&0:7t-——AI‘g

qui montre (ue 0<<gy=<tm.
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Les principales formules déduiles plus haut sont résumées dans le tableau ci-dessous.

Tableau de formules 11,

(b—1) de

s—=-—c,c08(; = | ——== e

]/(/1‘-’—12) (/n—/) (n—1)

:ﬁ—i‘[ﬂ”l W__l.ln@(’_l)f“_w); w:F(arCSinT/V,/t); W= 1 . /l;/:
KK’ 0 (1, -+ ) ksing V Tk

Paramotres primitifs: o, & et 7.
Parametres dérivés: e, wy, 7, A, m, n, ¢, b et & .

L =Xy, am (1| £)
=TT ), == 5 ) = PREOR
Cosh 1, T t
2a . 2a 2a (1 —A~isim?y) (14 sx112y)
L2 2 - o2 Ay e E— : 1a9 L D, . J— .
h= I —(1—A*sin?y)clg®y; m= A.'Z(l 4 Arsin?y)ctg?y; n= e sinty
o T Ut
_2a 2K 1 —i*sinty e KKT
A2 T sin?y 0(2:m)

b—m=

4 — 4
k::{—— K costy -|-etg y 1/ T— A2 sin®y [E (1.4 K)— (l—[—) u)J }
L

A

| v —12 2 5inZ+
sim(:/—[,] | — A?sin®y — (2 5in 27 /T —Esin'y L e = I R,

N "
2 lE(y_,/r)—(l-—A;’) u)\]

G)L(f'_ —im K", iK)
(voFim|K,iK)

== Al"g

Nous allons maintenant examiner trés rapidemenl quelques cas de dégénérescence,
¢, Soit
o =10 et Oh<l.

Le paramétre K’ étant fini, on a;

uy =0, v =0 et £

—
[

Pour expliquer ce cas, il faut supposer d’abord que les paramétres 7,, w, et ¥
different de zéro, et ensuite faire les tendre vers zéro. On obtient alors en négligeant les
termes infiniment petils:

2 ‘ 9 __ 2 : —
poe to 2 243K 20 2 23k 0 2a +_2_ 4—31,
klz X2 3 ]’2 k’? X‘.] 3 k12 k’B N k
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‘ . H i . L, . spe b : bod
On en voit que les paramétres linéaives 4, m et » augmentent indéfiniment, toutefols
de la fagon que la distance entre le point #, et les points A/ et N reste finie, Comme
en a simultanément

il en vient que la distance ¢ entre les foyers /| et [}, augmente, elle aussi, indéliniment; par
contre, la distance entre le foyer £, et le sommel de notre arc AB veste finie, car

. . h "]02 7102
lim (cCoshvy—-¢) =lim = =% lim =
4 =0 y=0 2 Iz g=077  AEPK”

Ainsi, le foyer [, s’éloignant indéfiniment de V'arc 47, on reconnail que cet arc
dégénére en un arvc symédélrique de parvabole, cas étudié en détail dans
trois premiers chapitres.

Ce cas de dégénérescence esl donc tout analogue au cas 29 du chap. IV (voir p. 62),
el — de méme que la — on peut facilement vérifier la conclusion énoncée par le calcul
direct, en lransportant les origines de coordonnées dans les deux plans fondamentaux,
celui des z et celui des z, aux points F,, et en passant ensuite a la limite: =0,

2°. Considérons mainlenant le cas ou le parametre 7, prend sa valeur la plus
grande possible, niais encore compatible avec la valeur demnée du module 4:

1l s’ensuit;

, T
an, =K ; Z:E; h=m=0=0; n=hba; c=2u0e" " ; =

Mais ces résultats n’expliquent pas complelement le cas étudié, car le paramétre &
reste indéterminé.  Comme on voil de fa formule (37), la valeur de cc paramétre dépend
alors de la manicre dont s’approchent simultanément les paramelres i et ¢y de ces valeurs
extrénies, K et K’. DPour examiner cctle circonstance, il [aut poser

~

et faire tendre ensuite la quantité & vers zéro par valeurs posilives. En négligeant — en

~

présence des lermes finis — tous les termes des degrés supérieurs & ¢, nous pourrons écrire

. 1- N o~
siny=~1; sin 2y =>=23; lt)\%](—TO; E(y,kh)=E k'3,
()
et par suite:
2 KR
sm2*"\“1—2£~-£ o, _—(_ 9———— -0’
x &’
d’ou :
. K’
V()f:\,f_-[\’—-l 2
b
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Ainsi, on voit que le parametre «) tend vers K infiniment plus rapidement que le
parametre oy vers K’ 1l en résulte donc que argument de Vexpression

X ~ p K

(3. i"n); O (N iK —p 5~—ip,V3) H{(—p, 86— i/’z'/g)

¢

0, (ua—iv) O (KN—iK'—pa-+ip)s)  -252s H(pd—ipVs) 1
“,

tend vers zéro (p, el p, désignent les quantités constanles cl positives). Par suite, d’aprés
la formule (37), il vient:

lim & ==1lim (7: — T V‘:) —0.
K

B

. 3 T
Lo g =

[~

On reconnait par cela que dans le cas étudié 'arc A2 couvre toul le contour de

-

Uellipse envisagée (defmle par son excentricité: e:i:CosInr—j—;l . Ainsi, on parvient a la
\

représentlation conforme et biunivoque de l’extérieur d’une
ellipse sur Dextérieunr du segment de droite.

Si 'on veut encore déduire de nos formules générales la formule déterminant la
représentation conforme dans ce cas spécial, il faut partic de la formule (4). En y prenant,
d’abord, comme poinl donl on commence Vintégration, le point N (t=4a) au lieu de
£ (¢=0), et en y portanl, ensuite, les relalions:

h=m=15=0,

on peut écrive cette formule comme il suit:

it

¢ B =z .
Vilra—1)

=i, —

it

Pour simplifier le résullal final, introduisons encore la représentation conforme et
biunivoque de l'extérieur du segment considéré A N sur Pextéricur du cercle, se trouvant
dans mn nouveau plan de la variable complexe 7, et décrit de Vorigine de coordonnées
comuie centre avec le rayon cégal & a:

[:Z—!—

Qua .
Z—f—

En portant cette expression dans la formule précédente, nous obtenons:

VA
C:ﬂ—-{-—i'{lu-—l—ilni,
a

d’ou
z=—c¢,cos=cCosh ('qu—|—1n i):i(z eﬂo—f—i e ;
a 2\a VA
mais:
c=2aec~" ;
par suite:
e? ale—2"

=27
4z T Z
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On voit donc que ce n’est autre close que la représenlalion conforme et biunivoque de l'exté-

rieur d’un cercle sur Pextérieur de notre ellipse. Les demi-axes de lellipse sonl égales respec-

i : ; L ‘ Coshr, -+ Sinh

tivement & ¢ Coshy, et ¢ Sinh,, et le rayon du cercle générateur 4 a=c¢ Coshr, + Sinh 1, )
2

c’est-i-dire & la moyenne entre les longueurs de ces demi-axes.

3% Dans le cas

k=1, [F=0, K=oco, K'=—|,  0<y<

non seulement les paramétres linéaives, /i, m el n, mais également les différences, m—4
et n—h, augmentent indéfiniment.

Cela montre que le segment de droite M N est infiniment éloigné des images des
foyers, F, et I,. Les propriétés de la représentalion conforme exigent que les mémes
relations existent dans 'autre plan fondamental, celui des z. Il en résulterait donc que
Parc examiné A 7 constitue une lrés petite partie du contour entier (alors infiniment long)
de lellipse. De plus, cet arc d’ellipse A5 doit dégénérer, dauns le cas
envisagé, en un segment de drvoite, car le rayon de courbure de Vellipse,
- . . _ . . Sinh? 7,
au sommet périfocal, étant égal au rapport du carré du petit axe au grand axe: ¢ ——= ,

Cosh m,
augmente indéfiniment avec la distance focale 2¢.

On peut, d’ailleurs, vérifier cette conclusion direclement.

Or "), il vient de la form, (28%):

lim  (b—m)=2a.
k=1

Si nous effectuons donc, dans le plan des ¢, la translation du sysléme de coordonnées:

ty=t—1"0,

) Soit k=%, k= 1/1 — 3, ot 7 désigne une petite quantité essentielement positive, tendant vers
zéro. On trouve aisément, en négligeant les termes du degré supérieur a 3 :

B== (1 — —) ; == (1 + ) ;
2 4 2 4
Tu u 20 ,\,,_'
x~£w=~ic—w@:”(bngg——w;
°OKK’' K KK\ 2 K’ 2

P o
V1 — k®sin g = cos? g+ s¢sin?y == €08 ¢ (1 —l—é tg? J) ;

= (0, k) o=

bl o 1+4siny 5 siny
(1_Ltgz?) dy :L(l_,__ i 1ESnZ B s
2 €08 ¢ 2 4 1—siny 4 costy

e%x

E(, k)

Il

4
o1 "o 3t 1-}siny
14+ L tg2, ) cos 0 dw = siny ——sin 7 4 —Inp ——=%
f<+2g(9) 7Y 2 +4 1—sinv
1]

d’ot:

E ™y o7\ .
E(y,k)——u = (1——}siny ;
G By =t e < 2>

en portaat ces expressions dans (28%), on obtient, en effel:

lim_ ()(b —my=2a.

=



el portons cefte subslitulion dans la form. (4), en y Llransportant simultanément le com-
mencement de Uintégration au point M (t=m, {;==m — b=—24a), nous obtenons:
4,
. . — i dl
L,:ﬂ:—}—l'f]o—{'* e
VihFb40) (h—b—1) (—2a—0)(20—1,)

-2

La variable ¢, dans toute région hornée entouranl le segmenl N, n’admel que des valeurs
finies, tandis que les expressions, |A--4| et |hA—0|, augmentent indéfiniment —on peut
donc écrirve, dans la premiére approximation :

L

. 1 /, dt . ba®— 2
le=rd-in+ ——— . '.;:‘ﬁ‘|‘l"1t)“"1/'". == “'f,*’
SV — 2 Vha®—1? hE—)?

~2a
bat — 2 bda*—
~ : 1 r~— AT 1 1
z=—c.cosl=c.cos {in,— — L e Coshy | — e —
‘ ( 10 l/ bt — M2 al 20— h*) B

boat —1t
— = p—)
+ i ¢ Sinh ]/‘7,9‘ ——yi—

d’ou;

Mais (form. 28):

lim " =14+21%;
ko1
et (form. 307%):
. ¢
lim -- =1,
h
. k=1
Par suite:
. ¢ : 1 cos?, : ¢
lim —m——— =lim ——— = —/ el lim ———=0.
Vibr—ne //,-’ | 2sing bt — i
=1 ST ES
& heet I k
Ainsi, on parvient & la formule [imite cherchée:
. cosy -
3, =3 — ¢ Cosh vy =i Sinl 7, — Ly Ta? £

2siny
Mais, dans le cas envisagé, on a:

hy=210, =21 (7,1)=1In _l;[—-_su ‘

1 — siny
d’on
. 1 sin, . 2 sin
eMh=— _t—/ et Sinh 7, = - sy
] — siny cos®y
Par suite

Zl:Z~CCOSh7]0:]/[—]TJ_;7[k—dE ,
ce qui prouve déja notre assertion.
Le cas étudié correspond & celui du chapitre IV qui y a é1é désigné par le méine
numéro 3°.

4% Par contre, dans le cas limite:

/\':O, /CI:]_, I(:E:



.

Parc envisagé A B entoure de plus proche le foyer F£,, en y se courbant de sorle que
les deux parties, supérieure et inlérieure, sc vapprochent infini-
ment en formanl an scul secgment de drvoite. Ce cas ne conslitue d’ail-
leurs quwun cas particulier d’enire ceux qui onl ¢té examinés au muméro 19 (5 =0). Tout
cela résulte des formules limiles snivanles:

p g L sty

h—=m=12acltg*y; ;

sin® v
. da
iy, - /'(/',O):/‘ h=um, €= , ; »/10:().
sin?
Par suite, en transporlanl, dans la formule (1), -le commencement de l'intégration du point
Fy (t==—"h) au point N(r=wn), el en tenaut compte des relations précédenles, on obtient:
/ /
»
’ (me— 1) dt d i 1: . 1—2a
(== = = ) - =7 - : _ = - arcsin——;
Vot — (e — ) —1) V= 2a)y—(1—2a)? 2 n—32a
n n

done:
2a 2ua t—32a .,
=— sty =1 —32a
n—3a sin?y 2u

o [
ST=—¢.CO08=2¢ -

Aiusi, notre représentation conforme se réduit, dans le cas 4 =0, & une simple translation.

5% Signalons cenfin que dans le cas on les deux paramétres, y et A, s’approchent
simultanément de ses valeurs extrémes, les plus grandes,
M y 9 I
‘/_:7 et k=1, (alovs: 7y, =2u) =2K=co0),

I'excenlricité e—-
Cosh
par suite, cet are dégéndre en un arec de cercle.

de Uellipse, sur laquelle se trouve notre arc A B, s’annule; et

Il esl & remarquer que la valeur de LPangle cenlral ., correspondant a cet arc de

cercle, dépend de la maniére dont tendent simultanément les paramétres: 7 vers ey et 4%

vers 1; ou plus précisément, de la valeur limite du rapport

. I . N i , [T
lim — =g, ol d=— - — el F=11—r.
500 ' 2 -
R=0

, .. . , LT K
C’est ainsi, le paramétre y restant conslant el ¢gal & 5 Te=725 ], ct le module 4

R
tendant vers 1 (on a alors g=oc02), que lon parvienl a lare de cercle, de l'angle central
w=2x, cest-i-dire & la circonférence euticre du cercle {cf. le n. 2% de Panalyse précédente).

. X : : , T
Par contre, si c’est le parameélre & qui est constamment ¢gal a 1 lorsque 7 lend vers—

2
(¢=0), on est, & la limite, en présence du segment de droite (I'arc de cercle, de Pangle
central | égal & zéro — comparer le n. 3%, Cetle dépendance entre Iangle p et la limile g
devient tout clair, si 'on déduit des formules (18) el (30" expression limite pour le rayon
de courbure p; de larc périfocal, c'est-i-dive le rayon de larc de cercle en question; or
on trouve en laissant de coté le cas déja examiné, g=0:

)
. Sinh? 1 1. a . e K :
py = lim (c ———}—%) = lim (ceNs)=—lim — =glim e2&-u))
5 =0 ' 2 3-=0 Ny 0=
13:0 Cosh 7, =0 ?,-»_»-ol]’COShZT—’—A K=0
g;éO k=0 K’



Mais, avec lapproximation suffisante:
Mais P
P o
. ) d . e -V ]Le?
lim  (K—w)=lim — :Jf—,,?/—T; ——— — lim " ? = In FVi+tg ;
=0 50 / sin*¢ 2 cog? 5=0 0?4 i o
& =0 wep ) ! Pk ? B0 oA b
0 [
, ST L o2\2
donc: = ! +»] | I—:g,, .
i) o

2. Cas de l'arc péricentral.
D’une maniére analogue & celle qui a ¢té appliquée a la recherche de la représen-
tation conforme des arcs périfocaux, nous parvenons, dans le cas des ares péricentraux

(38)

aux formules sulvantes:
!
(i h— /f) d !

z=—c¢,C0s8{; = | —
V(h2—12) (in —8) (im — 1)
—nh

quant & la détermination du radical, il faut prendre celle qui est puremenl imaginaire

positive pour

t =20.
La définition des parametres introduits se trouve sur la fig. 35. En méme temps,
ce schéma de la représentation conforme explique nettement la configuration des points

Z=X+i y
=24 g=€+in n
A
M -1 g-o
A—H—-B AI————I\D}[—BT
F F, E C 7.10 K 3
] X dr 4@ -%Pﬂlr I T %IJ;
. 2c S -
B~—L—A B—r—A
2 t=r+is
T=p+16 6 N ﬂ_T
N N Al 4
n
AlB AB ¢ 1— l
.C L% .C M
M E Mo | 1 F. cp B4 M R
o M Jé M anf i gk
¥ T~
BlA N -1V -
N

N
Fig. 85.
caractéristiques et de leurs images dans les différents plans; par li, est rendue bien facile

la sélection correcte des déterminations des fonctions étudiées.
De méme que dans les cas précédents, nous allons introduire maintenant les fonc-

tions de Jacobi.
A cet égard, effectuons d’abord la transformation homographique suivante :
1—i)T .,
L=l == (39)
r—1x

T__i)\t—|~/z

ik



Le paramétre inlroduit % délermine la position de 'image A de linfini ¢=oco sur l’axe
de quantités purement imaginaires :
Ty=1¢un.

Nous définissons ce parametre par la condition que, dans le plan des 7, les images des

poinls M el /N soient silués sur laxe imaginaire, symélriquement par rapport i lorigine de

coordonnées (fig. 36). De celle condition, on tire la relation:

B2 —mn A=V (B2 4= ) (b - w2
h (m - n)

Désignons ensuite la valeur absolue des ordoimées de ces points, I/ et N, par le

VL=
quotient 7 — ainsy, on a:

-

(40)

i
A.

- . . K

,[]”:-*-l et - .IN:+LT- (4-1)
v

En regardant les quantités, 4 et 4, essentielement positives et plus petites que Punité,

comme les modules des intégrales elliptiques completes, K=K (k) et K =K {4'), nous

posons enfin:

I'=—cn(w—iK|KiK)=—cn(w—iK), (42)
ou P A0 (42")
ksnw

Dans le plan de la nouvelle variable complexe, w=w--iv¢, il y a une infinité
des rectangles correspondant & tout le plan de la variable 7. DParmi ces rectangles, nous
envisageons celui de sommets: —2 i K, +K—20 K, + K4 2/K', --2{K". La correspondance
entre les points, 7" el w, est indiquée sur

la fig. 36. On y voit, par exemple, que v Lol
a la moiti¢ supérieure de notre rectangle - U%y
correspond le demi-plan négalif des ¢ T A Né_L
(N (6)<<0), cl i sa moitié inférieure — L LA (L= 00) AT
le demi-plan positif des ¢. A N
i T'_);{( . 4K 7 sk
Notons encore que, conformément F] L_AB 4 2 T. Mzt
a (41), on a: ML——% J
, . . B E
wr= K wy=K+2:K. (4af*) 5 Bg%{a
. .. T.A N
En y désignant, de plus, par u ' 7
I'abscisse des points correspondant a F—K—
{=—0co, NOus aurons: Tig. 36.

. NN . .’
mmm s ot = plaEAK) | diy F (43)
ksn(uw+20K)  ksnuw, k

et ensuite (form. 39):

i Krsnysnw —dnmdnw ih snu dnuy —snwdnw (44)
_— . . S —_ ; &
k dn ), sn w 4-sn ), dn w k sn? w-— sn?u) i
inversement, il vient (form, 42 et 39):
. . l )\ { —| /l
cn kw—zK'M):—T:———t—- (45)

Y

Pour en déterminev w, il faul d’abord, en posant

enlw— iK' |ky=cos (¢+411), ¢’est-a-dire ¢ id=am(w—iK'|k), (46)
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trouver 'amplitude

o4id="arccos (—— (47)

iht4-h
tixh

- ¢ v actliLe ¢ CholxX correc aes aleur [ C y 5 Cl-con e
] n vue (I( l [ Ler [ I ( L { V 119 S (le wecos nous ()19,”0“5 conlr
a con ouration (165 )01 caraclert lue (ans [§ lan de ¢C Lle variable com )1(3,\6 o 4 .
l 1 o l 0 s el Sl l €5 | S 1) l l 1 cell I

v lividemment, dans ce plan, il n’y a besom que
2 d'une bande, de la largeur égale & =5 nous pou-
7 vons, par exemple, choisie la bande, limitée par
7 les deux droites, paralleles & Paxe imaginaire:
N M 7 N p=0 ct o=-= (voir la fig. 37).
A'B ol ’ E AlB I’amplitude ©—-7¢ étanl ainsi définie, on
X B|A s peut déja déterminer la variable complexe w
M N 7 M a lPaide des Tables de Legendre. Tn effet,
: apres Vhypothese (46), on a:
we=iK'4F(p4id, k). (48)
Fig. 37.

A I'égard de ce caleul, les considérations du
chapitre 11 (§8) font un bon service, Rewarquons cependant que pour éviler toute
ambignité, il convient de limiler encore davantage la région envisagée de la variable
complexe o--id, savoir o la bande:

De cette fagon, on traitera dircclement les poinls /-, silués dans le demi-plan
négatif (countenant le foyer /). Les points correspondanls  w=—u—--iv remplissent le
rectangle (0,+ K, +K-+2/K,4+ 2K’ qui se lrouve au-dessus de Paxe des . Quant
aux points ¢+, situés dans le demi-plan  positif, il suffit de trouver la  valenr
w (¢t~ )=u ~~iv, correspondanl au point /,~, symétrique de /7t par rapport & laxe de
(uanlilés purement imaginaires, el prendre ensuite la valeur imaginaire conjuguée (¢f. fig, 36):

w () =u,—iv,.
Ainsi, étant fixée sans aucune ambiguité la correspondance biunivoque entre les
points de tout le plan des ¢ et les poinls silués a Uintérieur du rectangle fondamental du
plan des w, il resle encore & établir la correspondance entre les poinls w de ce reclangle
et les points ¢, situés dans un domaine connexe (ui correspond d’une facon univoque
i tout le plan des z.
A cet effet, portons lexpression (414) dans la formule fondamentale (38); nous
trouverons successivement:
/—-,,_— — N/ cn oW R
V(A — ) (e — ey (im— )=}~ —— — —

2 emog, (dnowg snow - s, do w)?

fren w dw

dt=1- — — 5
h(dnwy, snow - snog, doow)?
d’ou :
w
E—=1icnuw, k K 4 Shwdnw - dn w — s 1 (-{Lui dw
h sn? w —sn? ),

K
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w
snow din o 1, cnw— cnuw
dw—=—-1n —— ~3

Or on vérifiera aisément que: cnuy,
sn?w — sn? u), 2 cnw - cenuw,

12
quant & la derniére intégrale, on a d’apres la formule (23 — chap. IV):
w

m

sn iy en iy, dn o,

1 (5, 4 w)

— A= (w — i K") 0" ()

i 0 (e, — w)
sn?w — sn® 8 (1)) 2

tK’

_ (K
Par suite:

. T t, . o, b O (u; ; T1(s -

L= (J, _ ') + i(w—(K) [/\' cn ), —— (142) ] +[— In [H—(“i_—*‘ﬁ Laweenm, | (49)
2 K ok 0 (1) 2 H(mn, —w) enw-fFenwy

Il convient d’observer ici que, au dedans du rectangle fondamental du plan des w,

il n’y a pas des poinls critiques du logarithine cqui figure dans la formule (49). En effet,

ce n’est que le point intérieur w=w qui, A premicre vue, pourrait apparaitre comme
un tel point. Mais, en Llenanl compte du fail que, en ce point w==u), la fonction

_ . __”)FTW%_ 12 10— wt
cn W — CN ), = 5 1+ k/f)——4! +...
ainsi cue LI {u —w)—914/(_ sin -L(u _w)_')]ll/_ﬂ L
€ [ L —aaV{q 5K A 2V g Sln2[((lt)\—w)+---

possédent le zéro du m éme (premier) ordre, on s’assure immcdiatement que le point
w=1 est un point régulier pour notre logarithme. Il en résulte que chaque
détermination de ce logarithme, constitue & intérieur du rectangle
en question une fonction uniforme. Remarquons que, des & présent, nous
choisirons toujours cette détermination qui obtient au[point w=0
la valeur principale du logarithme (méme, réelle et positive).

Griace a cette convention, la formule (49) va nous fournir la représentation con-
forme et Dbiunivoque du rectangle envisagé dans le plan des w sur une demi-bande
des t. Cette demi-bande, d’une
largeur variable, est limitée par ‘a d W
une courbe infinie passant par . oW
I'origine de coordonnées [, et
par cet image du foyer F, qui
se présenle le premier sur la f
partie positive de 'axe des §. ,
Il est facile a vérifier que la 4K
courbe limitant la demi-bande a -
en question coincide ensuile
avec les deux paralleles a I'axe
inaginaire des 7. ¥ JC’

En tenant compte de
ces remarques, nous allons
satisfaire maintenant a la con- L/
dition d’uniformité : eeK,_J

Fig. 38.

(w=C(y Cest-d-dire: LK) =CL(K+2iK")="C(K—2iK"). (50)

Pour faciliter davantage le choix correct de la détermination admise du logarithme, nous
donnons ci-contre (fig. 38) le schéma de la variation de la fonction cnw. En s’y référant



et en Lirant encore parti de 'analyse précédente concernant la varialion de la fonction H
(voir p. 52 — 54 et la fig. 31), on trouve alsément:

Ry == (1 _ ”2ﬂ> JiX (K — iKY,
2 K
S 20K = :(l+L]é>|~ I (K- iR, (51)
SR 20k == <1 —:a%’;-) N (K— 30K,
o
o : Nk en = En) (519
h O (uy)

Il s’ensuit donc de la condition (50) TI'équalion suivanle:

y o _Eh (51%)
2KK

d’ou lon tire immédiatement la relation délerminant le paramétre 4:

b ——l*[@’<1[7‘)+ ﬁ_u_x], (52)

b kena, | O(n) | 2KK

Observons ici que lensemble des valeurs du paramotre 4 posséde la borne infé-

rieure égale a —)—- Pour vérifier cela, formons I'expression:
\

b

[ (i, &) :(—h————:—\)/rcn u, .

D’aprés la formule (43), on a:

/.'(“’ /r) — %ﬁ (li) _{_ A 71_1(, - .
O (12) 2K K dn w«

A2snu en

ou nous avons omis lindice X pour simplifier I’écriture. Considérons ensuite la dérivée de
cette fonction, prise par rapporl a w:

d . N LA B () 7 o K2 ‘
du [ ) =" (k) du O {u) _‘_zZKK—' — vt dn? «
Or 1)
K 9;(_”‘) duta I
du § (u) N
Par suite:
£ (u k) T £

» YK K K dn? «
ou, d’aprés la relation:

EK 4B K— KK — % ,
il vient -
E ke

' ub)— ——1 .
b= =1+ a5

'Y Voir, p.ex, Tannery et Molk, L ¢, t. IV, form, CII, p. 95 et 96,
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Le parameétre w ==, parcourant Vintervalle (0,XK), la fonction dnu est comprise entre 1
et k’; par conséquent:

g O

[r(u, k) = — k2

L'
Mais, comme nous avons indiqué précédemment (chap. I, form, 16*): LIS 2, done:

[ (k) = 0.

Cela montre déji que la fonction [(uy, k), et par suite aussi la différence b — 2, consti-

tuent dans Pintervalle (0« u; < K) une fonction monotone et non décroissante. Cette dif-
férence, étant d’ailleurs égale & zéro pour w = 0 (form. 43 el 52), n’est donc jamais négative:
h ks oy,

/J e—— /I
BN dn

(52%)

De cette limitation du paramétre 4 vient immédiatement (voir la form. 39) quc les images

e

des points A el B sont situés dans le demi-plan supérieur des 7

'1" '['A, B> 0 Y
[2

d’ou résulle, dans le plan des w, la position caracléristique des points A et B (voir la fig. 36):
ils se trouvent plus proche des images du point N que de M; autrement dit, la valeur
absolue des ordonnées ¢ de ces points A4 et B est plus grande ou,
au moins, égale & K’. Nous allons faire usage de cette propriété un peu plus loin.

En revenant maintenanl i P'expression (49), on voit que la variable { peut étre
écrile sous la forme plus simple:

T,

_ ~_|_ ol ‘l,.l H (u) + w) Senw—cnigl (63)
2 KK 2 H (1), — w) O O
Notons encore le résultat qui vienl des formules (bl) et (51*):
® LT,
ALY 4
Crr="Cu 5 \ 121(, (54)

Or, ayant désigné auparavant (fig. 35) par 7, la valeur absolue des ordonnées 7 de tous
les points formant le segment de droite AR, il s’ensuit:
T ), 2K’

, d’on: W= """, . 54"
2K 2 x o (54%)

Mo =

Rappelons en outre que ce paramélre 7y, lui seul, détermine déja I'excentricité ¢ de lellipse
n,==", sur laquelle se trouve notre arc AB (voir la form. 4 du chap. 1V}

- . 55
Cosh 1, (53)

Il sera utile d’introduire maintenanl 'amplitude 7 de («),|k):
v ==am (| k), ¢’est-a-dire: un=1{y, k). (56)

Conformément a la figure 36, le paramétre u) doit étre toujours compris dans I'intervalle

0 <y < K, (66%)
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par suite

T Thw
0<y< o (56")
. A 3 . N W [( .
il en résulte donc que 'ordonnée 7, ne peul &étre plus grande cque g
Tl .
0 << s (56°")

Passons mainlenant & la transformation des autres parameétres. D’aprés la for-
mule (44), on obtient:

"= — -
k dn wy A" snwy, ' k dn iy — & sn wy,

b krsnou — K dnow, . b kEsnwy A dn,

En portant dans ces formules amplitude 4, il vient:

ho siny V1—k¥sin?y — &' hoosing V1 —/k¥sin? - &'
Vg oo BN 4= /. v = L

M —— , = —. - —
k cos?y k cos?

En désignant ensuite, de méme que dans les cas précédents, par 4a la longueur de notre

segment de droite MN:

n—m-—"4a, (57)
nous trouverons enfin:
h==9%a //\;- cos?y; m-—2a ( - -/17 sin Vi—j2 s-in‘~’7_) ;
‘ ‘ (58)

L

n=—=2a ({— L~ /], sin 'L/-l_———krsﬁlz‘/_‘) ;

et (form. 52):

9 Y c
) _‘_(z cos Y Q__ (IL?‘) _T . N (59)
k' O 2KKT
ou encore, d’apres la form. (27):
2a % I 2a ) 1
b="—cosy|E (/,k — — T\ F{(y k)| ===cosy | Ky, k) — 1 —"=\F{v,)]. (59"
o /.[ (7 )+( NG 1() (/ )] T /._ (s 45 ( K,) va )] (59%)
Il reste encore & satisfaire & la derniére condition:
lim (f—> =1.
¢
g
w=w) =u, + 21K
A cet effet, transformons d’abord la formule (53) en I'éerivant :
e mm [ W) onw —enw)t
2 2KK’ 2 M@ —w)U (4w snluy—sn?w
or
H (uy,— w) H (1), w) = ksn (w), — w)sn (uy 4 w) 0 (uy — w) 0 (u) 4 w),
ensuite 1)

sn?u) —sn?w

sn (uy — w) sn (u), +w) = I Fen my sn? e

1

Y Voir, l.c, t. II, p, 287,
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il en résulte que lexpression

= u, I sniasniw
. —h cw —cnu 1 — k?sn?u; sn’w
el —=jearxx V. —— H () 1/ -
sn® uy, — sn? w k® (1), — w) O (1) ~w)

augmente 1indéfiniment lorsque la variable w lend vers wy= 1w +2:(K’, tandis que
Pexpression inverse et tend alovs vers zéro. D'antre part, en vertn de la formule (44), on a:

. i . h
linn l/ L(sn?uy — sn? w)J = — 2 i-—snudnu;
k
[ oo
W = w)\
par suite, il vient:
. 4 ¢ . e~ 1L c cn o e Ll —Arsutu
Lim ~=——lim —= . LSS O Al (2m,) oo — 2 ST
¢ 2 L Ah snuy dn oy, 0(0)0 (2w)
Z = o0 = 'U)‘
[ = oo { = oo

De la s’ensuil déja la relation cherchée délerminant le parametre ¢. Aprés avoir effectué
encore des simples Ilransformations — entre autres celle-cil):

) VI sn 2wy =2 Y S en dnog,
= -== i ] v
0 (2u)) 1 — 42 sn! w,

et, en inlroduisant enfin le parameétre y (form. 56), nous obtenons:

T ), - =
izgtgxe‘é}ﬁ('l/ ‘/2/‘ K 1——/(251n~~/)
/i ksin2vy I] (2 w)

ATCII'PL .
_2e il l/ 1 — &*sin' ¢ ]/2 KK (60)
k(1 cosy) 0 (2u) T

ou encore, en passant aux fonctions relatives au module complémentaire 4”:

._{‘.‘_:?‘tgy — e : — YV 2k K l—/ﬂst/)

h /lqm)/IJ(‘)zu)[K’-zK
_l_, cos‘y—/r sm",( ]/_’)_/:I\ (60")
1+COS/ @21 | K" iK)

Toutes les relations entre les paramétres étant ainsi établies, nous pouvons main-
tenant passer a la recherche de la coordonnée elliptique &, (fig. 35) déterminant la position
des extrémités de Parc étudié AB sur lellipse f=1,. Or, dans le plan des w, aux extrémi-
tés A et B correspondent deux points, symiétriques par rapport & l'axe de quantités réelles
(fig. 36). La valeur absolue des ordonnées de ces points, comme nous avons démontré un
peu plus haut (p. 89), ne peut pas étre moindre que K’; en la désignant donc par ¢, K,
nOus aurons:

Wy K - 1K' ivy: wp=K— iK' —iv; O <o <K - (6Y)

y 1 e, t I p. 293.



D’autre part, dans le plan des ¢ la coordonnée de lUimage de ces points, 4 et B, étant
t=-10b, il résulte de la premiére des formules (44):

‘ kil
krsn oy, — Zdn w,

((]n w) I (62)

Su kb
wes AR Floe oy, - “Zsn,
Ji

dn (K A+ K" +ivy) A,sn( o) ST (oo | #1) __ B on (K — vy | K7 (624

sn (K iK' -+ ivg) dn (in) dn (ey | £)

Désignons, cetle fois, par v la coamplitude de (v, | #), ¢’est-d-dire Pamplitude de (K" — v, | £7)
1 =coam (vo| &) = am (K'—vy | £); cost=cn (K" —,|£"); (63)

il est & remarquer que, le parvametre ¢, variant entre 0 et K’ (c’est-a-dive la fonction
en (K —v, | /) —entre 0 et 1), la complitude y peut admettre chaque valenr de Iintervalle:

(63°)

=
N
AN

oA

Ainsi, on obtient d’aprés les formules (62) et (63), en y portant de plus lexpression (59%)
pour &:

cos Y= /1 — k?sin?y ———— : -t (64)

- ] 3

A siny — "’
siny, l/l K sinty Algy | E (7 h) (L 11,) F(y, A)|
A .

Apres avoir déterminé, par celle formule, la coamplitnde 1, on peul caleuler le paramétre v
a l'aide des Tables de Legendre, d’apres la formule:

fry = 1(' ——F(“{ ) /\’) . (65)

Enfin, quant & la coordonnée clliptique & méme (wy =K+ iK' —-iv,), on a d’apres la
formule (53):

= /‘.I
cn ), ~F i—/~ cn (v | &)
fy

T Tue, ru, { 0, (141 0,)
bo iy == T R Ly | Sl ) : |
2 2KK P Y R T
N @), i oK)
d’ou:
- T wmme, 1 e Lo 2k K en wy c_n_(vo_|ﬁ’)_ 4 i /\rg @1 (u, — i 9y) (66)

L
°T2 2KK' 2 8 k2en?uy—k2en? (o, | K) 2 (. + i VO)

ou plus simplement:

Tu) ¢, ken w, (ll) — wo) .
=— arc tg — — 66
° o T8 en (v, |/')+ (7o) (68
ou encore:
= arcl k enuy, _|_ 3 Arg 0, (¢p i un [l i K) (66*)

K en(pg | &7 0, (vo—iuy| K, i K)
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Il esl & obsevver que conformément & la détermination du logarithme admise au début
(p. 87), il faut attribuer aux fonctions multiformes fignrant dans les formules (66*) et (66**)
exclusivement des valeurs comprises dans les intervalles:

ken b
0<arcty - b gm &
Fen(o,|K) 2

1

O (i, —iv
SO —ie)

0, (0, 4 7 0y)

D e i T
0.< Ar - AP‘(r_)_](ro Fiw] K’ (K) <

¢
" O (rg—iuy | K, 1K) h

Nous donnons ci-dessous le résumé des principales formules déterminant la repré-
sentation conforme que nous venons d’étudier daus ce paragraphe.

Tableau de formules IIL

({b—1)dt _
VU — %) (im — 1) (i = 7).

___I_. W), '—|——§—ln I](w,\—}—w)_ cnw——cnu)‘];

KK 2 T {w)—w) cnw-Fcnu

_iM h
w=1 K" -1 (o-4id,h); v - 1¢ =arccos +
t4irh
Parametres primilifs:  a, 4 ot 7q.
Pavametres dévivés: e, wn, 7, A m, n, ¢, b et &

1 2K \
s W= My v=am (u\|4);
Cosl, =

v

h=2a »;—fj cos?y; m=—=32a (——'J. + /l’ siny /1 —/(Zsinzy_);

/z=2a<l—[——f—sm/|/l k? sin? y );

LN Y ’ i
o — e 2KK 1 —A2sinty 1/?‘/‘ K; b:Q—(Ecosy By, k)— (1—_—;)1'1(“/_»/“)] ;
2u1 s K Nl K’
i 1
vsm Y. V1= sin?y —[—lgx[E(X,A) (l——(j>F(X:/‘)|
) | K, i K
pe=K'—F(1,k);  §=arctg kenm +~1'AP8 1 i )

Ken(e,| k) 2 0, (vg —iw | K, iK)
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[in terminant I'étude de ce cas de la représentation conforme, nous allons indiquer
encore (uelques cas de dégénérescence .

19, v, =0; 0h<1.
On trouve alors:
k / 2a
e=1; wm=10; =0, h=2a-—; m=—2a; n=-+2a; b=0, = I:_v_f;
AJ /I /t"
ensuite ;
= . k
1= z)—; ry =03 §, = arcly v

On voit donc que dans ce cas nolre ave A dégénére ecn un secg-
ment de droite, situé¢ entre les foyers [ et [F,. Si b=0, ce
segiment AB est égal a Loule la distance focale /), /,; au contraire, si k=1, le seg-
ment 4 /3 est infiniment court par rapporl & la distance focale qui augmente alors
mdéfiniment.

Tout cela résulte aussi des formules (38) qui prennentl dans ce cas la forme:

2a o eN?
z2=—— - cost, £ = arc cos |4’ / _ (L\ )
/\" [ ] l% 2(1)

5= ['Plj" —[—/1 at .

20y, = 72111;, ; w,=K; 7 ____;c_) ; P S
Il en résulte
w I
h=0; m=0; n=ha; b=20; c—2a ¢ ¥R =20 e~
et
cos v =1, =10 gy = K’ .

Pour trouver maintenant la valeur limite du parametlre &, il faul poser;

et faire tendre ¢ vers zéro par valeurs positives. Il vient alors:

1.
11;_%/(———,0,
et (form, 64):
2K7 .
cos =41 — 3,
o

d’ou ’on tire:

K
Y%QVWO;

%=K'—F(7,/c'>z1c'—zl/ LS

par suite :

w k'
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[in (enant compte de ces relations, on déduit de la form. (G6)

. =
lim £ =——.

~
6=0

Ce résullat indique cue, dans le plan des , les segments de droite AR couvrent
completement les paralleles v=H-, et par conséquent, dans le plan des z, les extrémités
A el I3 se louchent de maniére que ’arc A7 constitue tout le contour de
I'ellipse = =r1,.

D’ailleurs, on peut démontrer immédiatement cette conclusion en partant de la for-
mule fondamentale (38). On fera cela d’une maniére la plus simple en introduisant encore
la représentation conforme et biunivoque de I'extérieur du segment MN du plan des ¢ sur
Pextérieur d’un cercle | Z|=a. En effet, posons:

2

a
=27 " L%a,
p -

et portons celte expression dans (38) en y transportant simultanément le point de départ
de linlégration au point N; il vient:

7 . ) di . 7
:: "l"‘lv}o_{_‘l pr—— = n—'—-l'/m*-l——lln——ﬂ
2 ]/t(/—llla) a
dilq
d'on:
A a ; 2
3 = — e e"M)=2+ e
4 a 7
B h—=1;  (M—0); 0. 1.
' Y - Y'Y
litant done
0 <y <co et O-<z<é~,
on obtient:
. ) . . b
lim h=-o0; fim m=-co; lim  »=-oco; lim b=+ o0; lim  — =tgy;
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 N
. C
el lim —=—1;
k=1 h

ensuite, en posant A" =2¢ el faisant tendre & vers zéro, el en se servant encore des
résultats exposés dans la note sur la page 81, on tire aisément de la form. (64):

lim cosy =0,
k=1
d’ou:

lim §=— et lim gy =0;
k=1 2 k=1
par suite:

i

lim
h=1

0:"‘_'

vl
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Ainsi, dans le plan des €, les images des arcs considérés se réduisenl aux points
isolés:

E=(2nF 1) (—1)*.in,.

T
2
Par conséquent, dans le plan des z, Parc A3 fait une infiniment petite partie du contour
de lellipse =1, qui, elle méme, augmente indéfiniment avec la distance focale 2¢. Comme

: . - . Cosh?7, .
le rayon de courbure de lellipse, & son sonunel péricentral, s’exprime par c—'—%, il est
Sinh 7,
clair que ce rayon augmente indéliniment — on en reconnait que larc 4 /3 dégénére alors

en un segment de droite. On pourrait vérifier direcltemenl cette assertion en partant de la
formule (38), ot il faul cffecluer, i cet égard, le changement de variable qui transporterail
Porigine de coovdonmées, dans le plan des ¢, au point sitné sur le segment AV, par exemple:
aw point (=1ib.

4, f=0; (K=1).

L’autre parametre y ayant d’ailleurs une valeur quelconque de Pintervalle (0,4 1/, =),
de méme que celui 0 <<uy << K, il vient toutelois de la form. (56***) que l'ordonnée ellip-
tique 7, ne peul étre que

=0

Ainsi, nous revenons sur la valeur extréme du parameélre 7, , examinée au numéro 1°.
Commie il y a été expliqué, dans ce cas combiné (A=0; 7,=0), notre représentalion con-
forme et biunivoque se réduit a la transformation de lextériear du segment M N du plan
des ¢ sur Vextérieur du segment A S==F, J, du plan des =.

. o 0 .
Ajoutons encore que dans lautre cas combiné: A=1; y=—, (=K, q,=co), le

L=

2

. . . & . o

résultat dépend de la valeur limite g vers laquelle tend le rapport———, & savoir: Jarc

T

5
2

d’ellipse A B dégénére alors en un are de cercle dont le rayon p, est une fonction de cette
limite g (comparer le cas 5% de dégénérescence de 'are périfocal d’ellipse —p. 83). Le calcul
facile i effectuer fournie la relation suivante entre ce rayon p, de l'arc A B et la valeur
limite ¢ (de méme que pour larc périfocal, on y doil examiner séparément le cas g==0):

. osh?+ . (I T . 1—n2

pe = lim cw =qlim el —u — nLL ; '/g = lin Vi 2
k=1 Sinh 7, k=1 g b AN
1=y =5 A - 2 o

k
g5=0 g5=0 X.""TE
2



Un écoulement du fluide visqueux par le tuyau conique.

par PIOTR SZYMANSKI.

Le but de cette note est d’obtenir une solution exacte des équations de Stokes pour
le cas du mouvement permanent du fluide visqueux incompressible dans un tuyau conique

de section circulaire,

Nous supposons que le champ de forces
extérieures est nul, le mouvement étant symétrique
par rapport 4 'axe du tuyau,

Soient (p, 4) deux coordonndes sphériques
d’un él¢ément du fluide, p désignant la distance entre
cet élément et le sommet du céne et 6 —Vangle ue
le rayon vecteur forme avec axe du tuyau, (Fig. 1).

Iin désignant par gy, el p; les composantes
de la vitesse et par p, s et y=2 resp. la pres-

a
sion, la densité et le coefficient cinématique de
viscosité du fluide, on peut mettre les é¢ualions
du mouvement sous la forme:

(_( i
S~

/J)Q -
- :k]ci

~
~
~
-~

e

-

o

—
—_——

~

Fig. 1.

vidop, 03’

np 238

p 4%

10 2 2005 203
0Py A, 200 2oy, O
s dp pr ptoo  p? op
1 0 2 9 5 d vy
——L pvfdnd S = SR 2
apdo p% 3¢ p*sin?d ap
0 1 vy | 20, 5 A
ﬂ_‘__._’i‘%_i-{—v—mgo:o
dp  p d¢ PP

ou A signifie le laplacien c. &-d:

0? 29 1 ¢

A= 2% 4 -

ap*  pdp  p*oc?

En introduisant le tourbillon:

ctgd 0
+ gQ__.
p* 08

P

D

05 dop + Up U3

|-
JT___ e



et en posant:

) ) 0,7 - 03®
="t 00" 403’ ()
5 2

on lransforme les équations (1) et (2) comme suit:

Y |0
OE L (L0909 ps) —wn (1a)
op poc p
oFE d(pw
“-—\/L:—pmv{,. (2a)
00 0p
En ¢liminant 2, on obtient:
v A w-—— @ :ia(mva)+iM. (6)
25in? 3 5
p* SIn* o p 0o p op
Introduisons une fonction de courant ¢ par les équalions:
Loy
Uy = — ) 7
f psing 06 @)
1 od
03 = - P = (8)

psing dp

Péquation (3) sera alors salisfaite quelle que soit la fonction §. Les équations (4) et (G) se

transforment maintenant comme suit;

1 2 ' t
O = — o ‘l‘—a* L o4 ’ M
psing op? pd 0¢ \ sincé 90
vJ-‘ 1 P(wpsme) 10 1 O(wpsing) ]| _
|psing Jp? p? 00| sin¢ 09 |

® (O]

g | 0 ;
_1lad _(ps_lna) Lag (psma) (1

p op i) p 00 ap

La solution ¢ de ce systéme doit satisfaire aux conditions suivantes (3, désignant 'angle

de convergence du ltuyau):

9%

10 =0

0p|5=3 )
les vitesses py et p, sont nulles sur les parois du tuyau.

0

» 2 =9
09 53,

T : :

3% ——-— >0 la vitesse yp; est nulle sur l'axe du tuyau.

sin & ap 3»0
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1 0 . : . .
4 — ? est bornée c. a—d. la vitesse y, esl bornée sur I'axe du tuyau.
SING . 00|y_5¢
d 1 0 . J v,
ho —_ —‘*N-—(p‘ —>'0 C.a"d. *lﬁ‘ —
a8\ sind 03/ 30 |3=0

Il est nécessaire d’ajouter encore une condition pour déterminer compldtement le
mouvement du fluide. En effet, Q) désignant le débit de Uécoulement, on a:

X N

N
[} Oy Oy

‘ . L N 9d
2= v, .pdd.2 n8=2% | p’; Lo, do=—2x | ——do=2mn{: — 27
¢ jvr p e T p SIn er SN G . p,do ' 0810 n[p]\ -c[q)]

0 0 0

On peut admellre [q)]azo =0 doi:

Donc la condition supplementaire sera:

Q.
B:Bo:_—’g—” ’ [(p]a—-a:o

La solution du probleme sera [ournie par le développementl de la [ornie:

n=co

3 .. R n
b=0y7¢’ 2 (Rsindy) . &, {cos 7). (ﬂ) S (9)
g
n=0 F
ou p, désigne la valeur moyenne de la vilesse a lentrée du tuyau, r, — le rayon de la
. r i . r .
section d’entrée, B=-2%" _ la constante de Reynolds el p, esl ¢gal 4 —° (La vitesse

v sin g,
moyenne p, est définjie par la relation:

Q =mrry%0,

il en resulte que la quantité ( ainsi que la constante R doivent étre affectées d’un signe
+ suivant le sens de la vitesse de I’écoulement).
En tenant comple des relations entre (@, 7, v,, po el 8, on peul éerire maintenant:

) - Rr\n .
§= % Zcp" (cos &) <—P—°> (10)

n=0
Les fonctions ¢, se déterminent par la voie de récurrence, En effet, en posant:

2z =—co0sd (11
et

Lo (f) = nn - 0)f (1 =29 L (12)

on parvient au systéme suivant d’équations:

L, (%) == An (T) (13“)
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les fonctions A4, () étant déterminées par le systeéme:

Loyo(d)y=1—2%) I, _1(2) (14n)
ou lon a posé:
dB, _ . dn, ; db,
Hy oy (x) =4, — '_2'+-)‘q’2 : l"“‘"'(”_[)q’n—l v —
da da da
— |48, A L1155, ilipﬂ'-?+... (n+3) B, __1‘_‘1’9_ : (15n)
. dx da dax N
. {
H (2)=0 : H,y ()= — 4 B, *%
duv
el
By () = An (@) (16n)
1—a?
Les conditions 1°— 6° prennent la forme: (x, = cos d,)
L du(z)=0 pour n=1,2, 3,..
29 (7)) =0 » n=20,1, 2, 3...
3 —‘I)L(i)-: -0 L8] ll:'_l, 27 3...
]/1 — 1
4. ¢! (1) existe " n=0, 1, 2, 3
5, )y 1 —at>0 ,  a=0,1,23
r>1
; - 1
6. ¢, (1)=0 %(“‘o):_"g
La solution du problémme s’obtient de la maniére suivante. En supposant connues
les fonctions ¢,, ¢;, ... ¢,_1, on connail aussi les fonctions A4,, 4,, ... 4,—-1 et B,
B, ... B,_q, done, aussi la fonction 7/, _((2) d’aprés Péquation (15n). On résout Véquation

(14n) et Pon trouve ensuite ¢, () de I'équation (13n).

Tout se reduit, done, & la résolution des équations linéaires de la forme:

Lm[Y(ﬂ-')] = X (2) (17)
Cette derniere équation admel Uintégrale générale:
Y(2) = o W (2) 4B S (@) 41l [ X ()] (18)

ou II, (X) désigne une solulion particuliere quelconquc.

La fonction TV, (z) est un polynome de degré m-}1 divisible par 1—=a?; on a
notamment:

Wi(x)=1-—a? ;o Wy la)=

o | W

;
Bat—1)(l—a?) ; W, (@) —_—%(21 ot — 14?4 1) (1 —a?)

fen

Wy(e)=3a(l—a?); Wi(@)=—(T2%—32)(1 —2%);

Do
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et en général :
W () = (1 — a2 Py, (2); (19)

ou P, (z) désigne le polynome de Legendre.
La fonction S, (¢) est de la forme:

St () = U () + Wi 1nT , (20)

A
€xr

ou U, () est un polynome de degré m salisfaisant & I'équation:

4o W,

m (m - 1) Uy, (1 — &%) U,,, =4 W,,, —-|-T— — (21)
—_——
Les cinq premiers polynomes U, (+) sont les suivants:
U @)=—2x Ug () =13 2 — 15 a3 Uy () = — —liz.z 4105 & 31—52'“
U,(2)=4—02* U,(z :———~—{—£ 2? — 351

On détermine la solution particuliére I, (X) par la méthode de la variation des con-
stantes arbitraires et 'on oblient:

1

o [X ()] = JPWMHSMWYZZ%@°&””Xku; (22

X

ou:
Cu=40,0) ,,,( Y=2m(m 1) P (1) = 2m (m 4 1) (23)
puisque P, (1) =1.
. . X () . e , ,
Si la fonction r— est bornée dans lintervalle 2y, < a <1 (on démontre par récur-
—
. H, ((@). (1 —2% . . . . R
rence que la fonction —* 1(11> (1 — %) jouit de cette propriété), I'expression (22) peut étre
—

transformée a Paide de (20) et I'on obtient, en intégrant par parties:

AN Y. W )
mngfmmm% Wan () Un6) 3 0 4
m L — "

m ds me ' di . (24)
1—s? | 1 —2¢

La formule (18) donne maintenant ;

Ap (@) = W yo (@) 4Ty o [(1 — %) Ha (r)] , (25n)



(on a posé =0 en ayant égard aux condilions 3° 4° 59).
. W o (2 e o .
Puisque le polynome V, (#) = — " 2(¥) satisfait a I'équation:
dn—406

Lu [ V)] = Wt (),

D (1) == g Wi (1)~ by Wy s (2) - 10, {n,,H [t — )]} : (26n)

on obtienl aussi:

Les formules de récurrence (15n), (16n) et (26n) avec les conditions 19— 6° détermi-
uent les fonctions ¢, (x).

Nous allons démontrer ue ces condilions peuvent etre remplies.

D'abord on détermine les conslanles a, el b, conforment aux conditions 1° el 2°,
ce qui revient a la résolution d’un systéme de deux équations linéaires, dont le détermi-
nant est égal a:

A (L) =W (%) W'y (25) — W2 (%) Wi (%) -

[l en résulte que les constantes a, et b, existent si z, est différent de racines de
toutes les équations A, () =0 n=0,1,2... et de points limites de ces racines. Cette
restriction est essenlielle. )

Quant aux conditions 3° 4° 5% elles sont remplies grice aux propriétés suivantes
de foctions ¢, (x), que Uon démontre nar l'induclion:

a) M, (x) est bornée dans 'intervalle (x,, 1),

B) & (r) est de la forme ¢, () =(1— a?) @, (x) ou ¢,(v) cst la fonction bhornée
pour x, <o,

1) "' (%) est bornée powr x, a1,

Enfin, le calcul simple prouve que la fonction ¢, (r) esl cnticrement déterminée par
les conditions 2° et 6°,

Donc, le développement (10) existe el nous fournit la solution du probleme proposé. 2)

Ceci élabli, on exprime la vitesse de 1'écoulement par les formules:

n—+2
- —Z " (cos @ ( RI“) (27)
ﬁ/{zlo —~ p

0 1, (cosac) [ Rry\n+2
 R?r,? sin ¢ p
n=1

(28)

Quant a la pression, on obtient le développement suivant:

2 2 \ n--3
Lo yoltet YO Z 1 (c053) - Const (29)
3 2 T Rs red
n=20

) 1l est aisé 4 démontrer que toute fonetion A (x) admet au moins un zéro dans Pintervalle

(—1,1). En effet, o nombre de zéros du polynome P’y (x) dans cet intervalle étant égal & n—1, la fonction

Pruyo(x) Wn+2(x)
Prp (x) Whn (x)

%) Je n’ai pas réussi & démontrer la convergence de ce développement,

admet au moins un extremum dans Iintervalle (— 1,1). Cela démontre I’assertion.



ou: Ej=— 3 (30,)
. A
By=—=L (30,)
A
et. Ep=— n 3+’L |_3[q’1 11—2‘1’24’2 11—3+ (l_‘1 qJn—lB] (3011)

La constante s’exprime en fonction de la pression et de la vitesse, déterminée en
un point quelconque du luyau.

Le calcul effectif de fonctions ¢,(r) est assez laborieux. Ainsi je me suis borné
a calculer les deux premiéres seulement: '

(=)l 2 a? =3y

bo()= (L — o) (1 -2,

(1 —xz)(r—a,)* (x5’ —3— 27,2

= S (T — )t (1 24

=
W= i L2
(z— ) [63:02—3 + (52,0 —6.2,) 2 — (131, — B) 22 4 5, 2#
8y (1 — o)t (1 +2,)?
(L — ) (12 1)
3[40 — 3.5+ (68— 18w+ (187, — 122, + (302, —10) 15zt ]
16 25 (1 —ag)* (12,2 _

by (x) =
ol

I 0 (L) -

Ey (2)=—

Comme le montre la formule (9), l'erreur de Papproximation ainsi obtenue est de
Pordre de sin?g,. Ainsi, il est inutile de retenir dans expression méme de fonctions ¢, (x)
ot ¢, (z) les termes du méme ordre ou d’ordre plus élevé. Donc, en développant ces fonc-
tions suivant les puissances de siné et de sind,, on obtient:

0p==2 0, (Pp“) (1 — &) [1 —I—%:)—sin 80(%)“ 3,58+ 54)] (31)
v3=0 (32)
P—Po__ 5"‘ 'Oy [( p_q)g__ 11"—002 {(_90_)4 1] (33)
o '31 sin 6y [\ p | p
ou l'on a pose: o
sin ¢
— 34
: sin 8, (34)

et p, désigne la pression au centre de la section d’entrée.
Pour nous rendre compte de la maniére, dont I’écoulement varie le long du tuyau,
nous transformons (31) et (32) en posant:

p==pots (35)

et en developpant suivant les puissances de s.
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En écrivant:

. o s
Po 1 1 ssind, s*sin? 3§,

RRUFS =1
.2

Foo +i 1_}_;‘__ o )

L

on peut se borner aux termes de l'ordre de sing;. On obtient ainsi:

. 6 0y -
op =20, (1 — |1+ ’(3"0 sin 9, (1_3,5&2+ad)]—-3?‘1(1—&2) sin 8, (36)
. v 0
P=po 8V g (0t Ay z) sin 3, (37)
g re o 7o}

o N M b4 A N
On ne peut se servir de ces formules que pour les valeurs petites de l'angle & .

r
T

P
-,

r=1cm \
U=lem/sek
R=11

Fig. 2. Fig. 3.

Fig. 4.

Les fig. fig. 2—4 représentent les courbes de distribution de vitesses vg» & la section

. e N cm?
d’entrée du tuyau, pour quelques valeurs particuliéres de r,, 8, et p, et pour v=0,018 v
Chaque figure contient les deux diagrammes correspondant aux deux sens opposés de
I'écoulement, en comparaison avec la courbe correspondant & l’écoulement laminaire de
Poiseuille par le tube cylindrique de la méme section droite. Les courbes correspondant
a Pécoulement convergent (dirigé vers le somment du cone) sont tracéés a gauche de l'axe
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des ordonnées, celles correspondant a I'écoulement divergenl sont disposées & droite.

I.a parabole de Poisecuille est tracée en trait interrompu. [R signifie la constante de Rey-

nolds R:(MJ
v
I’écoulement convergent est caracterisé par
les courbes considérablement aplatiés en compa-
raison avac la parabole de Poiscuille. La forme des
courbes dans les deux cas est sensiblement con-

forme aux données de l’expérience.

Il est & remarquer, que l'écoulement défini === }39 [T

S

par les formules (36) et (37) tend vers celui de
Poiseuille cuand &, tend vers zéro.

In effet, si l'on dispose le systéme de coor-
données cylindriques, comme le montre la fig. 5,
on a pour d&,—>0:

0

S>3z et g — -

Les formules (3G) et (37) deviennent, done, &

WZQ%“—ﬁW

o

et:

P—P0 __ 8vo, .

o ry?

ce qui prouve notre assertion.

la limite:

—- 7

Fig. 5.



A Note on the Discontinuous Potential*)

By M. I, THOMPSON, Sc. D., Ann Arbor, U.S.A.

The original theory of the discontinuous potential as dezeloped by Witoszynski for
the determination of the forces acting on an airplane wing of infinite span is based on
a multiple-valued complex potential which may be written in the form 1):

, a*e—lo 8iuaksine
[(Z)=—u|Ze 4 —+ ua e oo (D
VA s + a'l
while the complex velocity is
ar tg—lo hival sina
/:—u ele — 2 . 2)
dz 22 Z( 2 k)
In these expressions Z = X - i ¥ = re¥ is the complex variable in the plane of the pri-
mitive circle, with center at Lhe origin and radius «, which is to be transformed confornially
into an airfoil section by means of a funclion of the form z = F(Z). The transformed pro-

file is taken in the zcro position, that is the real axis in the z-plane coincides with the
axis of zero lift, a is the angle of attack measured from this axis, and » is the magnitude
of the velocity at an infinite distance from the profile.

It has been shown by several writers?) on this subject that the expressions for the
lift and drag acting on a unil length of a wing of infinite span may be written in the forms:

Py=cvlaK sinae . . . . . . . . . . . . . . .3
P, =ocu?alk,sine 4 K,sin*acosa] . . . . . . . . . (4)

where Py and P, represent Lhe lift and drag forces, respectively, and o is the mass density
of the finid, while K, K, and K; are constants which depend on the shape of the profile.

In a previous article®) the present writer has pointed out that in case of asymmetric
or cambered airfoils, the constants K, and K, are in general different from zero, and that
a range of values of o can always be found for which the drag is negative, which, of course,

is absurd. For symmetric profiles, the constant K, is always zero and there is no difficulty
of this kind.

*) Cet article wappartient pas aux travaux de DInstitut Aérodynamique de Varsovie. Il parait
néanmoins dans ce recueil, car il se rattache a4 un travail antérieur de Mr. Thompson, exécuté pendant
sa collaboration & I'lustitut et publié dans le Fase. IV (rem. de la Rédaction),

) S.Neumark: ,Sur les formes diverses du potentiel servant & calculer les forces qui agissent
sur les profils d’aviation*. Travaux de I’lustitut Aérodynamique de Varsovie, Fascicule 1, 1927, p. 43.

) C. Witoszynski: ,La Mécanique des Profils d’Aviation* (E. Chiron, Paris, 1924) § 12.

S. Neumark: loe. cit,, § 6.

M. J. Thompson: ,The effect of a hinged flap on the aerodynamic characteristics of an airfoil”,
Travaux de I'Institut Aérodynamique de Varsovie, Fascicule 1V, 1980, p. 23.

) M.J. Thompson: loec. cit, pp. 24 —29.
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In the paper referred to in note (3) a generalized form of the discontinuous potential
was considered such that the complex velocily takes the form:

1«;1 Wi 2Fa WE,Z"a"
(/ + ) (Zl/'l ,‘i__ {LI/2)1 (Zl/1__|__ a/?)u

5
d a* el
__[ ——u (e[(/. —

— —47uu sine
(lZ Z2 1/2

the numbers E,, E,, and E; being arbitrary constants which are determined by the various
conditions that Lhe complex velocity must satisfy. Although the conclusions given in this
paper are correct as far as they affect the work that followed, the analysis is not entirely
free from errors and we therefore give the method and results here in corrected form.
Let us suppose that instead of the form (2) for the complex velocity, the second or
complementary term is an.infinite series, the whole expression being of the formu:

a 2, —1u «° 2”_1 r .
by E— ‘ .
l—/_—;—u el _7° —hinasine \ n@®? Y
4z z g g

el Z ~+a

[t may easily be verified that any function of this form gives the primitive circle Z=ae!?
as a slream-line. In order to satisfy Joukovsky’s hypothesis that the velocity at the point
7Z =—a corresponding to the trailing edge of the transformed profile shall be equal to zero,

it is necessary to stipulate that ? E,=1.

n=1
As a second condition on these constants, we shall stipulale that their values must
be so chosen that that part of the expression for the drag which forms the coefficient of the
term in sine, shall be equal to zero. Now after substituting the expression (5) in the first
formula of Blasius, it will be found that the portion of the complex expression for the lift
and drag depending on sine, is of the form:

- i 7 a'k 2L, a
P —iP = —h4iculasina 1= Eya + it ACR —‘—
g1 X1 Zz YA (ZV? _+_ an/:)Z (Z A 41__ a ,,

7, f"’a“” 8E, 7 a \6E, 7 47
e S
(@ oty (7" ety (2

In this expression we substitute?) Z =a(? then {=x=1ip thus reducing the integrals to real

dz

ones taken along the imaginary axis. Finally we put p=-;- 80 as to avoid having to deal

with improper integrals and we get:

1
Pl —iP —16cutasina |
![l_l P Gu*a Sin d

=g 8B AR —le4l)
Sy 1

@ 1 ey (241
64 By ' (' —622-1) _i_lﬁLszl( — 445 L1661t — 44 2 H-1) + |4z Y
B (@418 @ 1) s

) C. Witoszynski: loc. cit, § 12.
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d

d
write the reciprocal of the derivative of the transformation function in the form:

dz (A7 S dz
() o
dz dz

then the imaginary part of the above expression when sel equal to zero, gives us the equation

N

where the same substitutions are, of course, to be made in the expression for - If we

3]

1
f(z — 1) { e 8E, GE W —14r41) GAE (1t — G2 1)

0 T et T ey ey

16 Iy 4 (18 — 44 (6 - 166 11— hd 12 1) | % d7 Z/ 0

— s v T L BTN Al —
(241" J

It should be noted that there is a term in sin®e in the drag which may also cause Lrouble,

but its coeffjcient is usually very small and is has been completely neglected here?®). Now
it may be shown thal the coefflicients in Lhe series

_.l__

w3

YA 4, A,
BT BN R
dz A + A +
. . . . . " a
are all real for symmetric profiles, and since we must substitute Z =—a«p* = Wwe have
[.4

in such a case

N (M) o
dz

Thus it is easily seen why the coefficient K, in the formula (4) for the drag is zero for
symmetric profiles. Lor an asymmetric profilc these coelficients will evidently depend on
the transformation function and thus the complex potential will be a function of the shape
of the profile.

Ifor our third condition on the coefficients &, B,...... E,, we shall demand that
the lift as calculated by the new complex potential shall be approximately the same as that
given by the original discontinuous potential (1). Since it is known that, to a very close
approximation, the lift on an airfoil is directly proportional to the circulation around it, this
condition leads to an cquation based on the equality of the circulations as determined by
the two functions. The circulation around the primitive circle as determined by the origi-
nal discontinuous potential is®)

C=8uasina

In order to calculate the circulation due to our new Tunction, we shall determine the velo-
city on the primitive circle as a function of the polar angle ¥ and then substitute this value
in the intecgral

C= J Ve add

-7

The circulation due to the plane translatory flow represented by the [irst term of (5) is, of
course, zero while the velocity on the primitive circle due to the remaining part is found
by substituting this expression in the formula

V, == iet? af
dé A~ae‘}

% M. J. Thompson: loc. cit., p. 23.
% 8. Neumark: loc. cit., p. 45.
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This gives, after simplification

Vc’ —Jusina |- Ela——{—— £y 5 -1 L 3 S+ E, g -+
1+ cos - 1+ cos-- 14 cos — 1+cos —
_ 6 2 2 2
I, .
- = "';j.'s_}—"' N ()
('I. |~ cos —)
2

and Lhe circulation is

C'=8uasina Ef+gin4wzﬁy+igm_kﬁ34g+uu
_ 37 s 35 315

and setting lhis equal to the value found for the original complex potential, we get

) 7 12 83
B2t B By e b=
1+32+m*'%'%M5'+

The above considerations have given us three conditions which the coefficients
Eoo..... E, must satisfy and it therefore seems natural to use only the first three terms of
the complementary part of expression (5). Thus only threec arbitrary constants will be

involved and the mnew function will be as simple as possible. The complex velocity then
becomes:

> . ‘/’! ,/'J n/'l
2 p—ia, ¢ 1) LE.7Z a

ilé — (eia @ i#) —hiua sin e — leﬁ'".f ‘_T?;Z_a. ‘_fl /” (7)
“ 7 A VA N A A X

and the conditions which the cocfficients must satisfy are

E bR, b E=1 . . . . . . . ... .. @8

1
2 2 . T 22 R AP |7
fy_ P TN e ”}EGZ)dk:O -
) RTESTS ST Ty
B2 4L =1 . (10)
ll_l"‘73q JZ'—}_"[_‘% _43— . - . . - . . - . . .

A solution of these equations is possible only for a definite prolile, for which the value of

. [dZ . . . . . . .
;\‘( ZJ) may be found. The simplest possible asymmetric profile is a circular arc which may
dz

be obtained, placed in the zero position, by using the Joukovsky transformation function ?):

(L4-a)?

¥4 _—

Tz ~+ kael
and putting & =-cos p. The reciprocal of the derivative of this function is

%: (Z -k aelr)?
dz  (Z-4a){Z +a2ketr—1)}

and after making the proper substitutions and separating out the imaginary part, we get:

2 — — kcos .
X glﬁ — 2k s sing. k*(k—cos p) 41 cf)'s[J T
(22— ) {212 -4 k2t — b ke (22 1) cos p}

1) € Witoszynski: loe. cit, pp. 38—39.

-

Y
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For the special casec of a circular arc, we get

ds ){( —{—l —4/3/}
and equation (9) becomes
2 7,02 4 —
J (2 —1) Jffl—{—-gl-ll-‘-"[  AB 1424 ) } Qi—0
({0 —akey | (2 -1y (2 1)

When &=0.2, corresponding to a ratio of camber to chord of 0.102006, this equation, after
evaluation of the intégral by Simpson’s rule, reduces to

1, 159981 12, -+ 1.89767 17, = 0

and its simultaneous solulion with equations (8) and (10) gives the [lollowing values for Lhe
cocfficients:

B,=10.67339  E,=—25.79570  E, =16.12231

A check on these values may be obtained by comparing the velocity distribution
on the primitive circle with that obtained by means of the second term of the original
complementary function of only new terms. These values are determined by means of the
formula®):

1

Ve, 1
Qu sine 1 _}_Coq."()'_
and by (6):
["c;‘ El E3 /’;3

9 7 i _I_—_—_{]—Z;
wsing 1 FCO“T ([—]—cos 9)

_,q —

.\ 3
('l |- cos a)

The vesults are shown in the accompanying table and are plotted against 9 in
Figure 1 (p. 117).

]

Velocity Distribution with Three Terms

td ?IIV sciln .a- _2}8—61‘11 o L 2 uV sci‘n u— 2 uV ;ln [
0 0.50000 0.90306 100 0.60872 0.57507
10 0.50095 0.90084 110 0.63550 0.50266
20 0.50383 0.89284 120 0.66667 0.42938
30 0.50867 0.87684 130 0.70293 0.35671
40 0.51555 0.85697 140 0.74515 0.30097
50 0.52457 0.82844 150 0.79440 0.28225
60 0.53590 0.79256 160 0.85204 0.33782
70 0.54971 0.74972 170 0.91983 0.54048
80 0.56624 0.69947 180 1.00000 , 1,00000
90 0.58679 0.63997

% 8 Neumark: loc. cit, p. 44.
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It is seen ab once that these distributions are far from being the same, consequently
we would hardly expect that the coefficient K, in Lthe expression for the dragas obtained by
these two functions would be in very close approximation.

In order to obtain a better agreement between the velocity distributions as deter-
mined by the modified and original forms of the discontinous potential, let us suppose that
the new complementary function consists of four terms instead of three. The complex
velocity will then be of the form:

2 ,-‘/: 82
- df a? et S Eia 2 Bya 4B Z"a
= — u|el*— —4iuasina i —+ = _I__,,'
4z 7 el kR v Y,
Z\Z +a Z'+ta Z +a )

N 81, Za"
(7"

The above conditions when applied to this function give the following equations
to be satisfied by the coefficients:

E By +By=1 . . . . . . . . . .. (13
i
(2 4N T LT 12 (1 —— 14 g2 / 4 (g4
f(l 1) JE1+ 81,21‘ _AE (=411 4B O (062 +l}3<d_z)dz:0...(14)
(e 41) \ (2 4-1) (> 1) (¢, 4 1) dz
12
Ll—}- r+ ChESE=L (1

However, there are now four coefficients to be determined and so a fourth equation is
needed. This we shall obtain by taking equality of the velocities at the point & —= 0 on
the primitive circle as given by the original and modified complementary terms as being
an index of the agreement between the velocity distributions. The condition that these two
values be equal leads to the ecuation:

L, L, E '
L4+=24+242=1 0 00 000 .0 0. .16
R O (10
If we write equalion (14) in the form
' EyayEy+ay Byt a, =0

where
1
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then the simultaneous solution of this equation with (13), (15) and (16) gives:
145 — 2 31 —14
B=1E0 =2 g% p==t
T 1 1

where 1 =22a,—31 a4 14a, —5.
n the case of the Joukovsky profile discusscd above we gel:

1

sf 0 (12— 1) {h (k—cos p) 12 -1 — k cos .}
(4132124 k20— Ak (1* - 1) cos p}

: (02— 1) {k (k—cosp)? |- J——/Lcole?_
f (AN 024k — Ak (02— 1) cos p)

dt

dt¢

1
4 f (8 (12— 1) {hk (h—cos p) 12 41—k cos p} {11 — 14 24 1} 1,
(@02 akr et = bk (/2—{—l)u)3p} '

ay = 1 —
f 14(/2~— 1) {k (k—cosp) 241 —kcosyp} Y
() (212 bk — bk (24 1)cosp)
1
Y B2 —1){k(k—cosp)?+1—kcosp} {¢* — 6241} iy
f (4D 12 Fa k2t —4h k2 (2 4 1) cos p}
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1
8 (2 —1) {k (k —cos p) by 41—k cos p. iy
J @O ekt —b k(2 1) cos p.) '

FFor the circular are for which &= cosp.=0,2, we find, using Simpson’s rule, that
a, — 1.59981 ay=1.89767 @, =1.99584
E, = —6.24440 E,=31.87536 E,= —44.91528 E, = 20.28432

and

Now in attempting to determine the velocity distribution on the primitive circle
corresponding to these values it will be found that the velocity atL any point reduces to the
difference of two very large numbers while the velocily itself is a relatively small quantity.
Consequently the above constants must be determined more accurately in order to obtain

satisfactory results, in fact it is necessary to calculate their values and those ol cos — as

well as to at least eight significanl figures in order to obtain the velocity accurately to five.
The determination of the values of a, a3 and a, to the required number ol significant
places either by exact inlegration or by Simpson’s rule involves a great deal of labor, but
it is possible to simplify this work considerably.

In the case where k=cosp.—=0 we get the rectilinear profile in the transformed
plane and since this is a symmetric section Lhe left side of equation (14) is identically zero,
but the values of «;, a; and a, are not zero and may be evaluated Dby exacl integration
with rvelatively litttle trouble. The results in this case are

1
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The values of the constants in the expression for the velocity are
E, =-—6.4542014 E,=32.798487 E,=—406.216049 E,=20.871718

and we note at once that these values do not differ greatly from those obtained for /2 =0.2.
This fact leads us to the supposition that perhaps these coefficients are practically constant
for all profiles. In order to determine the influence of the camber of the profile on these
values another circular arc was consideredffor which &= 0.4 corresponding to a camber-chord
ratio of 0.21822. To investigate the effect of a change in thickness calculations were also
made for a Joukovsky profile for which 4A=0.2; =30 the two integrals in both these
case being evaluated by Simpson’s rule. The vesullts are summarized in the following tlable:

k P a, tt, a, I, E, Es E,

0 90° 1.59693 1.89127 1.98645 —6.45420 32,79849 | --46.21605 20.87172
0.2 arc cos 0.2 1.59981 1.89767 1.99584 —8.24440 31.87536 | —44.91528 20.28432
0.4 are cos 0.4 1.60922 1.91908 2.02731 —6.10246 31.26772 | —44.05906 19.89764
0.2 300 1.61155 1.92483 2.03854 -—6.39570 32.54108 | —45.856334 20.70796

It thus appears that these quantities change but little with the shape of the profile
and we can for all practical purposes consider them as being absolate constants.

For purposes of accuracy in determining the velocity distribution, we shall in what

. e e T
follows consider only the limiting case k=0, p.=

5 The velocity distribution for the

complementary functions of four terms is

El + _____Ez _ E3 +

9 o\, 9\8 o\
1+ cos — 1 1-cos— 14 cos — 1-4-cos—
o ot el e

L,

and nsing the values of the constants given above we obtain the results shown in the
next table and plotted graphically in Figure 1. It is seen at once that although these values
are much closer to those for the original discontinuous potential, the differences are still
rather large.
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Velocity Distribution with Four Terms

I, 1.,
+ 9 e +9 . e
' 2usinao 2usina
0 0.50000 100 0.66577
10 0.50209 110 0.68711
20 0.50803 120 0.70348
30 0.51796 130 0.71296
40 0.563164 140 071014
50 0.54884 150 0.71398
60 0.56912 160 0.72441
70 0.59197 170 0.78698
80 0.61650 180 1.00000
90 0.64161

Becausc of this disagreemenl we have carried out the analysis with a complementary
function of five terms, Lhat is

d 1 2 g—tu . l 3‘ ”‘.’ 2 j" . ) J’/I'.! s
[ =—u (e’“ ——a—’(-—z—) —hivasing ) — ,“ L y + ~- By (f/ -+ ' Il'3-7 n -+
d[, z l Z . (% & +a )2 (Z % l-a /"')4 (7 k - a /?)"’

_/8,_&Z_Qi,‘ MAI! ‘,li (17)

(le‘l—-l—_al/T)B (Z|/1__‘_ a‘/ﬂ)lo
The four conditions that we applied in the previous case now give

,Ej “l‘ E2+E3 +E4"|—' E5:1. . . . . - . . . . . (18)

ES-a, B, 4-ay By H-a, By -}a, E,=0 . . (I

2B 4Lp T AR (20)
th gy P gy ™ g™ — 5 7 o

E,  E,  E ,E

F R e i = N o (21

e A B T (21)

where a,, a, and a, have the values given on page 111 and

1
(2 AN (B 44 15 BB A — A g2 7
16f[ (A — 17 (8 — 44166 11 — Ab >4 1) % ‘l/ di

(l"’—|~1)” dz

1
2___ )2
fg———i) 3 z dit
Jo2+1 dz ,

If we regard FE; as an arbitrary constant then the simultaneous solution of equations
(18) . . . . (21) gives

:T—{—B_(M 2y, — 48 a3+ 6740, —304;) E;
T 67

B,
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1 6 Y
g = M (204 ay— 281 ay - Bha, —67) By
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where as befove y=21a, —3la, 4-14a, —5

For a Joukovsky profile the valuo ol «; hecomes

(12 1) (2 +|) Jr/./fﬁ_ﬁ/ (1 +I)wsp] o
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For the lumiting case of the reclilincar profile where A=c¢

1
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(¢ 41y
T 3
95 14 — 109
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and Lhe expressions for the above coefficients then become

I, = — 6.4542014 - 0.2388020) F,
I,= 327984866 — 14173003

5y = — 46.2160493 - 3.0806778 £,
[y = 20.8717176 — 2.9019814

As in the caleulations with  four terms, the shape of the profile appears to have
little effect on these values. The following results for the same profiles considered before
were obtained by evalualing the inlegrals by Simpson’s rule.

k p- a, E, E,

0 900 1.96551 — 6.45420 -+ 0.23880 £, 32.79849 — 1.28671 F;
0.2 arc cos 0.2 1.97874 ~- 6.24440 - 0.20032 F, 81.87536 -— 1.28081 I;
0.4 are cos 0.2 2,01760 — 6.10246 - 0.20939 $1.26772 — 1.28798 F;
0.2 300 2.03068 — 6.39570 4 0.24578 B, 32.54108 — 1.44810 I,




k P I 2

0 90° — 46.21605 -+ 3.08058 2, 20.87172 — 2.90198 £,
0.2 arc cos 0.2 — 44.91528 - 2.90079 7, 20.28482 — 2.82079 E;
0.4 are cos 0.2 — 44.05906 - 2.89821 Ey 19.89764 — 2.82014 £
0.2 300 — 45.85334 - 3.12384 7 20.70796 — 2.92132 £

The velocity distribution for this case is given by the formula

’ .
Ve, I

Iy N Ly T S
2 G\ O\ ) \8
1 4-cos — 1 4+ cos — | 4-cos —
[1eosg) [1emg] (e )

A

Ii,

;.A+cosg+(fl+coﬁ_2-)

2usina

In the following calculations we have assumed that E,, [,, I, and I, expressed

in terms of Fj, do not change with the shape of the profile and are equal to the values
(4

given on page 115 for the rectilinear profile. We have calculated Zu—Ilsf;l_a for =0, p.==90°

for several different values of I, the results Dbeing shown in the table which follows and
also in Figure 1. Although none of these curves are in very good agreement with the

Velocity Distributions with Five Terms
V', /2 usina

+ E,=—100 L,=—150 E, =331
0 0.50000 0.50000 0.50000
10 0.50296 0.50338 0.49924
20 0.51043 0,51163 0.50006
30 0.52299 0.52549 050134
40 0,53965 0.54366 0.50436
50 0.55948 0.56477 0.51368
60 0.58116 0.58817 0.52935
70 0.60337 0.60906 0.55430
80 0.62362 0.62719 0.59297
90 0.64055 0.64001 064515
100 0.65213 0.64531 0.71094
110 0.65732 0.64242 0.78572
120 0.65679 063344 0.85802
130 0.65458 0,62358 0,90625
140 0.66007 0.632562 0.89702
150 0.68966 0.67749 0.79453
160 0.76452 0.78456 0.59177
170 0.89259 0.94537 0.43754
180 1.00000 1.00000 1.00000

one for original discontinuous potential, these results demonstrate the possibility of obtaining
a satisfactory agreement by this method. If necessary still more terms could be added
to the complementary function and a better agreement might possibly be obtained by an
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application of the method of least squares, bult we shall not carry this work any further al
this time.

We have now shown that il is possible to find a new discontinuous potential whose
derivative is of the form (5) which will give practically the same velocity distribution as
that obtained with the original function of only one term, the circulation remaining the
same, and the drag being always positive for the usual range of angles of attack. Now calcu-
lations made with other functions®) giving the same velocity distribution and circulation as

v
248/ &

09—

0.8

a7

06

0,5__-‘%

04

03}

01

25 40 b5 G0 oo izi e 760 iai o
Fig. 1.

the original function, have shown that under these conditions the values of the coctficient
in Lhe expression for the lift and of K in the drag are practically unchanged. Consequently
the calculations we have just made show that the original disconlinuous potential may be
considered as an approximation to a similar function of five or more terms and the former
may be used for the determination of the characteristics ol a wing profile provided Lhat
in the case of asymmetric sections, we put K, equal to zero in the expression for the drag.
This expression then hecomes

Po=scu?alysintocoss . . . ., . . o . . . (22

Ann Arbor, Michigan (U. S. A)
June 9, 1931.

8. Ncumarl: loe. eit.
M. J. Thompson: loc cit, pp. 38 -—44,
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prowadzone pod kierunkiem

Prof. C. WITOSZYNSKIEGO

O pewnej metodzie Lworzenia profildw, lotniczych_—J. Bonder.
Zastosowanie rézunycl postaci potencjatu do obliczenia sil
dzialajacych na profile lotnicze — S, Neumark., 7 18 rysunkami
w teksécie. Str. 84. 1927. Zt 9.—

O wieloplacie wukladzic tandem—J. Bonder D. Szymanski. Prze-
piyw plaskicicezy przez palisade odeinkéw prostolinjowych—
P. Szymaniski. Przyczyunelk do tcorji dwuplate—J. Bonder i P, Szy-
manski. 7 22 rysunkami w tekécie. Str. 72. 1928. 7L 9.—

Profile lotnicze o stalym $rodku parcia—S. Neumark. Uwagi
dotyczace pomiardw $dmigla pociagowego ustawionego
sko$nie w pradzie powietrza—l. Bonder. 7 23 rysunkami w tekscie.

Ste. 79.  1930. L 9.—

Wplyw lotki podifuznej na charakterystyki aerodynamiczne
plata nosnego-—M. J. Thompson. Tunel Instytutu Aerodyna-
micznego w Warszawilie. Pewneuwagidotyczyce badan sta-

tecznosci podluinej — M. J. Thompson. 7 43 rysunkami w tekscie.
Str. 96. 1930. 89—
Prace dos$wiadczalne wykonane w czasic od 1927 — 1931.
C. Bieniek. Z 32 vysunkami w lekseie.  Str. 272, 1932. 7. 50.—

Travaux de I'Institut Aérodynamique de Varsovie

Fascicule I:

Fascicule II:

FFascicule 111

Fascicule IV:

Fascicule V:

exéculés sous la direction
du prof. C. WITOSZYNSKI

Sur la construction des profils d’aviation — J. Bonder.
Sur les formes diverses du potentiel servant & calculer
les forces qui'agissent suvr les profils d’aviation—S. Neumark,
18 figures. 84 pages. 1927 21 9.—

Sur le multiplan en tandem—J. Bonder ot . Szymanski. Ecoule-
ment plan du fluide & travers une palissade de segments
rectilignes—P. Szymanski, Contribution a la théorie du bi-
plan—IJ. Bonder et P. Szymanski. 22 figures. 72 pages. 1928. Zf. 9.—

Les profils d’aviation a centre de poussée ixe—S. Neumark.
Quelquesremarques concernant les essais de 1’hélice pro-
pulsive installée obliquement dans un courant d’air—J. Bon-
der. 23 figures. 79 pages. 1930. 71 9.—

The effect of a hinged flap on the aerodynamic characteristics
of an airfoil—M. J. Thompson. The wind tunnel of the Aerodyna-
mic Institute of Warsaw. Some notes on the study of longi-
tudinal stability—M. J. Thomson. 43 figures. 96 pages. 1930. 71 9.—

Travaux expérimentaux exécutés pendant les années
1927 1931—C. Bieniek. 32 figures, 272 pages.. 1932. ' 1. 50.—
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