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JULJAN BONDER, ing. et PIOTR SZYMANSK]I, dr. phil.

SUR LE MULTIPLAN EN TANDEM.

Le probléme concernant les qualités des monoplans et des multiplans occupe depuis
longtemps les esprits des constructeurs des avions; jusqu’aujourd’hui, il ne peut pas étre
consideré comme résolu définitivement. Sans doute, en comparant un biplan ordinaire avec
un monoplan, tous les deux possédant la méme surface portante et le méme allongement
des ailes, c’est le monoplan qui a la supériorité au point de vue aérodynamique; mais ceci
est racheté par sa grande étendue. Or, 'augmentation de celle-ci en dehors de certaines
limites produit des difficultés de construction insurmontables; donc, le probléme des multi-
plans reste toujours ouvert et important. Cela vaut la peine de faire quelques efforts pour
étudier les propriétés des multiplans et surtout des biplans en les examinant non seulement
dans le cas des ailes situées d'une fagon habituelle 'une au dessous de 1’autre, mais encore
dans d’autres configurations rationnelles. Remarquons que plusieurs autres questions
spéciales se rattachent a ce probléme, par exemple — la théorie de I’hélice qui peut étre
regardée a un certain point de vue comme un multiplan possédant un nombre infini d’ailes
situées d’une maniére déterminée.

Dans le travail présent nous nous bornons a ’étude des propriétés aérodynamiques
des systémes de profils situés 'un a l’arriére de l'autre. Nous posons le probléme encore
plus simplement en considérant le mouvement comme un écoulement plan autour de n
profils rectilignes, tous situés sur la méme droite. ('axe x) l'un a la suite de l’autre.

§ 1.

Nous partirons du potentiel du professeur Witoszynski?). C’est le potentiel
d’écoulement autour d’un seul profil qui se distingue des autres fonctions, proposées dans
ce but, par sa concordance meilleure avec les résultats de expérience?).

1 M. Grammel a donné une solution particuliére de ce probléme en se basant cependant sur la théorie
de Joukowski, Voir: R. Grammel, Die bhydrodynamischen Grundlagen des Fluges. Braunschweig, 1917, Vieweg
& Sohn, §§ 14 — 6.

%) Voir: C. Witoszyhski, La Mécanique des Profils d'Aviation, Paris, 1924 — éd. Chiron. C. Wito-
szynski, Modification du principe de circulation, Proceedings of the international congress
for applied mechanics, Delft, 1925,
ing. Stefan Neumark, Sur les formes diverses du potentiel servant a calculer les forces qui
agissent sur les profile d’aviation, Travaux de Institut Aerodyn. de Varsovie, Fascicule [, 1927.
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Soit |Z| = a I’équation d’un cercle situé dans le plan d’une variable complexe:

Z=Xd+iv=re™ . ... ...

Pour I’écoulement autour de ce profil circulaire le potentiel complexe de M. Witoszynski
a la forme suivante:

- 5 2e 8 lua’l sina

2 b i — —u [ zewy e} 4 8indheine

f(z) =+ o R e I )
y
ot ® désigne le potentiel des vitesses; ¥ — la
fonction de courant; 2 — la vitesse du courant
a a l'infini; o — l'angle que f{ait cette vitesse avec la
X u{ 8 direction négative de l'axe X (fig. 1).

e En désignant par Vy et Vy les composantes
de la vitesse suivant les directions des axes des coor-
données, on obtient de (2)la formule suivante, donnant

. la vitesse complexe:
Fig. 1. P
—la 3
ate 4 jual si
Vy — iVy = i)y _ _ (e’a — )——- asmoc . 3)
dz z z(zW-+ o +—2a%)
2

Le potentiel (2) et la vitesse complexe (3) sont représentés par les fonctions non
uniformes, ayant un point critique a l'origine des coordonnées 0. Il faut évidemment se
borner & une de deux déterminations du radical Z':. On choisit celle qui est positive
pour Z réels et plus grands que @. Puis, on fait une coupure suivant les deux lignes de
courant AM et AM’ issues du point A du cercle |Z| = a jusqu’a l'infini (fig. 1). Le
prolongement de cette coupure jusqu’au point critique 0 est remplacé ici par notre cercle
qui se présente comme une coupure naturelle puisque nous ne considérons jamais que
des points situés a Pextérieur de ce cercle. La région limitée par les lignes AM et AM’
est de cette maniére exclue de notre champ des vitesses; elle s’appelle la couche de
discontinuité.

Le coefficient 8sine du deuxiéme terme du potentiel (2) est déterminé par
la condition que la vitesse au point A soit nulle, ce qui donne la
valeur finie de la vitesse a la pointe du profil transformé. Cette pointe
doit correspondre au point A du profil circulaire primitif.

Ces remarques faites, passons au probléeme posé dans Vintroduction. 1l s’agit du
potentiel d’écoulement autour de # segments de l'axe x.

~ Pour nous rendre compte du caractére de ce probléme, nous commencerons par
I'¢tude de P’écoulement autour d’un seul profil rectiligne.
Soit 2 = x -} iy; la fonction

z:z+§....”.......m

trans{orme, comme on sait, d’'une facon conforme notre cercle du rayon @ en un segment
(— 2a, + 2a) de l'axe x (fig. 2). La longueur / de ce segment est donc:

l=4a . . . . . . . . . ... . .0

Pour obtenir le champ des vitesses dans le plan 2, il faut déterminer préalablement
Z en fonction de 2. ]l vient de la formule (4):



], ) L.
Esz_4a2_ B ()

En y introduisant la longueur { = 4a du profil rectiligne, on aura:

| , 3
Z:§+2--‘/z—(é)...........(7)

On voit immeédiatement que Z est représenté par une Ay
fonction non uniforme de 2. Pour la rendre unilorme, il faut

fixer la détermination du radical 1/.22 — (1)2, conformé- _ /f\
o . 2 PRNAS =l

ment aux conditions physiques du probléme. i
Or, l'une de deux déterminations de la fonction (7)

donne la représentation du plan de z sur l'intérieur, l'autre sur
Iextérieur du cercle |Z| = a. Nous choisirons donc celle

d’eux qui permet d’atteindre les valeurs infinies de Z pour 2 — oo. On satisfaira a cette

Fig. 2.

.. . . e 2 ,
condition en prenant la valeur positive du radical 1/22 —_ (2£) pour Z réels et plus

l

rands que —.
g q 2

n \ s s l l
La nature méme du probléme nous conduit 4 considérer le segment (—-—~2—, + E)’

joignant les points critiques du radical, comme une coupure, ce qui rend uniforme la
détermination choisie.

Il est utile de donner une régle pratique dont on pourrait se servir pour calculer
la valeur du radical en question.

. {
Soient — © < ¢ < ® et — 7« L ¢, «{ 7 les angles que font les vecteurs 2 4+ — et
l . . , . : ) .
z — 3 avec la direction positive de l'axe x (fig. 2). Selon la convention faite, concer-
, N . l l
nant la détermination du radical, les arguments des facteurs z + — et 2z — — seront

respectivement ¢; |+ 2k~% et ¢, + 2k=, ou k désigne le nombre de circuits autour du

segment A; B,. L’argument du radical ‘/(z + 2£) (z — 21_) sera alors &—‘2_—% + 2km

ou simplement , ce qui ne dépend déja du nombre de circuits autour de notre

¢+ 9
- - 2 _. "
segment. On calculera donc la valeur du radical ci- dessus a laide de la formule:
wawzyﬁ_w
2 2
Passons maintenant a la détermination du champ des vitesses dans le plan du

profil rectiligne c’est a dire dans le.plan de z.
Nous partirons de la formule connue

( cos Eh——‘z;(ﬁ + I sin %‘ﬂz) .. (8

df(Z) dz

UYx — LUy = .
dz dz

&)

qui donne la vitesse complexe d’écoulement autour du profil transformé; ici v. et v, dési-
gnent les composantes de cette vitesse et f(Z)— le potentiel d'écoulement autour du profil
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circulaire primitif. En introduisant dans la formule (9) la valeur de la dérivée (3) du po-
tentiel (1), nous en obtiendrons:

a2

74

+ Z 4 iual sina

. (10

Vs — 1T, = — U cosd — [l sina

a2 a a
Z— — Z—=| (2 2a'f
? (75 (e g v 2e)

La vitesse complexe ¥x — i v, est exprimée ici par intermédiaire de la variable
Z; nous passons a la variable 2 et au paramétre / en nous servant des formules (4) et (6).

y Or,

a? at oz 22

Z — = Z; _ == — — ~ 2

TZ z 2 F %
d’ou

a? 2 I\2

L — = =12 E_ . p2 = 2 _) ;
Z 1/4 a4 l/z (2

enfin:

Zz + & — @ — /4L
+Z‘/2 ‘/Z-}—Za—l—z ‘/z—I—Za ‘/z—l—z

Donc:
. . F4
Yy — iUy = — U costt — [l sint — pe———————— —
e
2 2 )
l[u [ sino. ' (n
z + = A
2 |1+ 2 l/(z+i) (zﬁf)
l
Il nous reste encore de fixer la détermination du radical l/z + % dont le point
critige (— 2£) correspond au point Z = — a dans le plan de Z. Dans ce plan (fig. 1)

on a fait déja la coupure MA M, composée de deux lignes de courant issues du point A.
La transformation (4) fait correspondre aux lignes AM et AM' deux lignes de courant

A, M, et Ay M'; situées dans le plan de z et issues du point 2 = — El (fig. 3). 1l suffit

donc de considérer la ligne M, A; M, comme coupure en admettant encore que la valeur de

. . L
l/z +~2£ est positive pour Z réels et plus grands que 7

Nous ferons usage de la formule (I1) pour calculer la vitesse aux points du

!

l . . ‘1
segment A, By, donc pour: — < x K ) et y = 0. On vérifiera immédiatement que

v, = 0, c’est-a-dire que A; B, est une ligne de courant. La deuxiéme composante
v, de la vitesse y obtient deux valeurs distinctes suivant le cas o I'on se trouve au-des-
sus ou bien au-dessous du profil. Nous désignerons ces deux valeurs respectivement
par Vs et ;.

Conformément a la convention faite concernant les déterminations des radicaux, on
a pour la partie supérieure du profil ¢, = 0, ¢, = =, donc:



Uy = — U cosd — U sing —
A
2] [z =)
o 7 __u_ll_sxﬁa_ - (12)
x + 5 l) (l )
2| 1+ 7-2 ]/(x t3) 53—~
et pour la partie inférieure ¢, = 0, ¢, = — =, par conséquent:
Uy = — U cosa -+ u sina — 7 = +
l/(x +3) 5=+
i [ sina
+ — R E)
1) e
201+ ——1-2— l/(x +3z) 7~
On voit que les vitesses 75 et ¥, deviennent infinies au point 2 = l— Quant aux
vitesses au point 2 = — %‘ elles se présentent sous la forme indéterminée. Mais il suffit

d’écrire les formules (12) et (13) de la maniére suivante:

) x+= T o=
Vsy = — I coso I . ® SM* l/ 2 Vi S A )]

pour obtenir:

('Us)z___ = — I cost. % sina; (7)) L = — U cost — —;— sinda., (15)

[SIE

o] =

Donc, la valeur absolue de la vitesse au bord de fuite est plus grande
au-dessus du profil que celle au-dessous, la différence étant égale a usino.

§ 2.

La généralisation des formules, que nous venons d’établir, nous permettra d’étudier
I’écoulement autor de 7 segments quelconques, situés sur 'axe x, ce qui constitue le but
de ce travail. )

Les considérations du § précédent nous fournissent quelques indications sur la forme
de cette généralisation. Les conditions physiques du probléme servent & déterminer les
expressions cherchées.

Nous prendrons pour point de départ la formule (11) qui donne la vitesse com-
plexe d’écoulement.

La deuxiéme partie de cette formule est composée de trois termes. Puisque chacun
d’eux est réel sur le segment B, A,, on peut considérer cet écoulement comme résultant

de trois mouvements superposés. |’expression généralisée de la vitesse complexe sera
formée d’une fagon analogue.
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Avant d’aborder le probléme, précisons les conditions auxquelles doit satisfaire la
formule généralisée.

1) Le premier terme — # cosz ne change pas.

2) Le deuxiéme et le troisiéme termes doivent &tre adaptés aux nouvelles condi-
tions d’écoulement autour de notre multiplan en tandem.

3) Le deuxiéme terme pour Z = co doit ce reduire a — i sinc.
4) Le troisiéme terme, représentant le mouvement discontinu, doit s’annuler
_,_.3/
2

a l'infini comme 2
Pour que la continuité de conditions physiques soit conservée il est nécessaire

encore que l’expression généralisée se rameéne a la formule (11) dans les
deux cas suivants:

5) quand tous les segments se rapprochent 'un de ’autre de la
manieré qu'ils constituent un seul segment;

6) quand tous les segments, excepté "'un d’eux, s’éloignent vers
I’infini.

\

Ce sont les conditions qui déterminent complétement les coefficients de Dexpres-
sion cherchée.

Ces remarques faites, nous pouvons passer a la construction méme de la formule.

Envisageons les 1 segments (b, @), (b, @), . . . . ... ... (bn an), tous situes sur
axe x et n’empiétant pas l'un sur Vautre (fig. 4). Soit: b, > a, > b, > a, 3> . . ..
:} bll > a”'

Posons encore:

Y
B, (2)=(z—b)(z —b)...... , (2 — by);  (16)
. ) Ay @)=z —a)(—ay..,....&—a). 17)
b, ,—__b _-b,, - . ' ..
! » % o En ayant égard a toutes les conditions, nous
écrirons V'expression généralisée de la vitesse complexe
Fig. 4. sous la forme:
, . A, (2 B, (2
Vy — iU, = — I cos® — Ll sint -— - @+ 5@

2V 4, ). Ba (2)

— i sina M@—=—BG . g8

A, (2) , - ’
[ + I/An (2) — B (2 )] V- Ay (2) . By (2)

Grace a cette forme, chacun de ces trois termes, constituant la formule en question,

peut avoir la signification de la vitesse d'un écoulement autour de nos segments. En effet,
les polynomes B, et A, ayant des signes contraires sur tous les segments (b, 2,), la valeur

du radical V 4, (2) . B, (2) y est imaginaire. Quant au radical l/A (21)4 _(.Z)B &' , il

conserve la valeur réelle. Or, la composante v, de la vitesse y s’annule; il en résulte que

les segments en question sont dec lignes de courant.
Il reste encore a démontrer que les conditions (3), (4), (5) et (6) sont remplies.

On vérifiera immédiatement que ceci a lieu pour les conditions (3) et (4), grace
sux degrés des polynomes A, 4+ B, et Ap — B

Passons donc aux conditions (5) et (6). Nous posons:

@, = by, @y = by, . o ... .. Gy = bue . o . ... (19)
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Comme les distances entre les extremités des segments voisins s’annulent, nous

n’aurons qu'un seul segment (b; a,) dont la longueur est la somme de celles des segments
particuliers.

En méme temps:

VAp.By = (2 — b)) . . ... .. (z— b)) V(z — b) (2 — an);
Ay + By = —0b)....... (2 — b . Q22— b — a,);
Apn— By=(z—by) ....... (z — by . (b, — ay);
d’ou
2 — b + an
Uy — LUy = — U cost. — IU sind —— z —
V(Z — bl) (z - an)
. . — a
— iu sina RE————— - e
[]+l/ "] V(z——blj(z—d,.)
en admettant donc encore: b, = E, et a, = — i, on obtient (11) — ¢. ¢. f. d.

Nous nous occuperons maintenant de la condition (6). Dans ce but, divisons
d’abord le numérateur et le dénominateur du deuxiéme et troisiétme terme de (18) par

(— )= tb by . ... br—y.bry,; ....by Fixons ensuite la position du segment (a; b),
et faisons tendre a, et b, pour p 5~k vers I'infini en admettant que lim % — 1. 1l en résulte:
p

bk—l—-ak

Uy — LUy = — U cost — Ll sind ————— — — —

V(Z —_ bk) (Z — ak)

zZ —

— [ 4 sino be — ax ;
1 Z — Ay _ _
[ + l/bk — ak] V(g — by) (2 — an)
en posant encore by = -— @y = —, on revient a la formule (11).

Ainsi, toutes les conditions posées précédemment sont remplies.
Avant d’appliquer la formule obtenué (18), il faut la rendre uniforme en choisis-

sant d'une maniére convenable les déterminations des radicaux: V A, (2) . B. (z) et

l/ An (2) . Les segments (@, by), joignants les points critiques du premier de
An(z) - B" (z)

ces radicaux, se présentent ici comme les coupures naturelles, il suffit donc de fixer la
valeur de ce radical en un point quelconque du plan. Nous admettons que le radical en
question est positif pour z réels et plus grands que b,. Cette convention faite, la valeur

du radical VA . B, peut étre calculée pour toute valeur de 2z, comme suit:

VAn (). Bo(2) = VA (2) . B (2)] (cos ﬁlzhﬁ i sin &2%) . (20)

ou ¢; et 9, désignent respectivement les arguments des polynomes A, et B,. Pour calculer
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¢, et ¢, désignons respectivement par ¢, et ¢,” les arguments des facteurs 2 — a, et
z — by, alors: :

¢ = O Jo® 4 ... e oo o L (200
9, = @, 4+ @@ L + @ 0000 (20

En ayant égard a la détermination choisie du radical, nous admettons tous ces argu-
ments égals a zéro pour 2 réels et plus grands que b,. Tout circuit décrit autour d'un
segment (b, a,) donne aux ¢, et ¢,” le méme accroissement + 2=. 1l faut donc, pour
se servir de la formule (20), d’attribuer aux ¢, et ¢, le méme multiple de 2%. Il suffit
par exemple d'admettre: — = < o, < n; — © < ¢, < ®. Mais nous n'insisterons pas
sur cette convention particuliére, puisqu’il nous sera utile d’'introduire dans la suite les
coupures qui seront incompatibles avec cette convention. C’est I'uniformisation du radical

et

A . - : :
‘/_. n 5 dont nous allons nous occuper maintenant, qui exige I’introduction de ces
n n

coupures.

Mettons d’abord en évidence les points critiques de ce radical. Ce sont les zéros
) Z P @, du polynome A, (2) aussi que ceux du polynome A, (z) — B, (2).
Nous allons prouver que ce dernier polynome admet une racine et une seule dans chacun
d’intervalles (a,, b, +,) (fig. 4). En effet, si a, = b, 4+, le polynome A, (2) — B. (2)

a une racine ¢, = a, = by 4 ;. Dans le cas contraire, les polynomes A, (x) et B, (x) ont
- : . Bn (x .
le méme signe pour: @, > X > b, 4+, donc la fonction f(x) = A—"%x—i est positive dans
n
tout l'intervalle (a,, &, 4 ;). Comme f(bp+,) = 0 et f (a,) = oo, cette fonction varie
d'une maniére continue de 0 a co lorsque x croit de b, 4., a ap. 1l existe donc la valeur
¢, de lintervalle (a,, b, +,) telle que f (c,) = 1. On a alors: A, (cy) — Bn(6p) =0
c. q. f. d. Le polynome A, (2) — B, (2) étant du degré 7 — I, il n’admet plus de racines
que €, Cop v oo .. Cn— 1, déja trouvées. Alors les points @; > ¢, > ay > ¢y > . . ...

Qn—y 2» Cn—y > Qy constituent l'ensemble de tous les points critiques du radical

AII .
A n - Bn : '

Pour rendre uniforme ce radical il suffirait d’introduire 272 — | coupures arbitraires,
chacune issue du point critique correspondant et s’étendant vers linfini. Mais la nature
physique du probléme exige que toute coupure soit une ligne de courant. D’autre part
une ligne de courant 2z, M, issue du point critique quelconque 2, cesse d'étre la ligne de

Fig. 5.

courant, si la variable 2 décrit un circuit autour du point critique 2,. En effet, soit P le
point situé sur la coupure 2, 1/ (fig. 5). Puisque 2z, M est une ligne de courant, la valeur
de v, — iv, au point P est telle, que la vitesse y soit tangente a la coupure 2, . Cepen-
dant, si la variable 2z décrit un chemin quelconque, entourant le point 2,, et revient au
point P’ infiniment voisin & P, mais situé de l'autre c6té de la coupure 2¢M — la valeur
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de vy — iv, devient tout différente. La vitesse au P’ ne sera plus tangente a 2z, M et
la coupure 2, M cesse d’étre une ligne de courant. 1l faut donc trouver une autre ligne
2, M’ qui serait une ligne de courant pour le point P’. L'ensemble de ces deux lignes
Zy M et zy M’ doit étre considéré comme une seule coupure.

Si les lignes 2, M et 2, M’ n’ont qu'un seul point commun 2, la portion du plan,
contenue entre ces deux lignes, sera exclue du champ des vitesses. Cette région du plan
s'appelle ,la couche de discontinuité“. Au contraire, si les lignes z, M et 2, M’ ont des
points communs autres que Z,, l'interprétation physique de la formule (18) serait impossible,
car dans ce cas ils y aurait des portions du plan de 2z ou les mouvements empiéteraient
I'un sur l'autre, )

Nous admettons dans la suite que pour tout point critique a;,, Gy . .. . @y, €, Cy
—=
An - Bn
courant, issues de ce point et s’étendant vers 'infini. C’est I'hypothése que nous n'avons
pas vérifié directement dans le cas général (pour n = 1, il est aisé d'ailleurs la vérifier et,

de plus, prouver que les lignes en question ne se coupent pas).

¢n—1 du radical , on peut trouver un systéeme de deux lignes de

En résumé, nous avons maintenant 217 — | coupures M, a, M’,, . ... M, a, M'y;
Nye Ny 0oL Np—, ¢ui—y N'n—, (fig.5) issues des points critiques du radical

/_ An i On calculera ce radical a 'aide de la formule:

l/ A". . = l/— ~_‘4"
An - Bn A" —_ B"
ou @, = @M 4 @ 4 . 4 @4~V désigne 'argument du polynome 4, — B, et
9, — Pargument du facteur 2 — ¢, de ce polynome.

(cos —(E%—(Ed 4+ i sin (—PQ—;&), .. @2D

Pour z réels et plus grands que &, nous admettons ¢, = 0. Pour toute autre
valeur de 2z — l'argument ¢,(*/ obtient la valeur déterminée par sa variation continue sur
un chemin quelconque aboutissant au point Z et ne rencontrant pas des coupures. 1l
est commode d’admettre la méme définition de ¢,® et ¢,®. C’est la convention dont nous
avons parlé auparavant. Elle rend la formule (18) uniforme.

Comme une simple application nous calculerons la vitesse aux points ¢;, ¢ . . . .
Cn—-1. Selon la définition des points ¢; on a: A, (cx) = B, (¢x); donc:
s s . A,, Cr
Vy — LUy = — I costt — Il SInO ——————j

/ At (ca)
I'argument ¢; de A, (cx) est égal & — k=, dou:
Uy —~ [Vy= — UL cose — fwsina . . . . . . . . . (22)
Comme on voit, la vitesse d'écoulement aux points en question est
égale a celle a l'infini (fig. 5).
Comme une seconde application, déterminons la vitesse sur le profil (by az).
Puisque cette vitesse obtient des -valeurs différentes au-dessous et au-dessus du profil,

nous les distinguerons en désignant par 7% respectivement u;® la vitesse sur la partie
inférieure resp. supérieure du profil (bx ax).

On a
au - dessous du profil : o, = —(k— )=y @ =—Fkr; ¢ =—(k—1)m;

" au-dessus du profil: q>1=~—(k—;l)1r; = — (k — 2)m; ¢ = — (b — )=,
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ainsi |'argument (Pl—-l_z——(@ du radical VA4, . B, est — k= + 72r_ au - dessous et—(k — )7 4

7: v .. -~ I
+ > au - dessus du profil, pendant que ‘/A A"B est réel et positif sur les deux cotés
n— Dn

du profil. D’autre part A, (x) et B, (x) ont des signes opposés sur le segment (bx a),
donc:

|An (X) . Bn (x)| = — An (x) . Bn (x).
Ensuite: A, (x) —Bp ()= +b,+ . .. + bp—a,—a,— . . . —ay)(x—¢;) . . . (X —Ca—y);
mais :6, + by + ... .. +bp—a —a; — ... .. — a, > 0,
done pour: ¢x—; > X > ¢y on a:
Ap (X) =B, (X)| = (— D)~ [An () — Ba(0)]. . . . . . . (23)
D’autre part, pour: @4—; > X > @&  on a: A, (X) = (— )~ |4, (%)
il en résulte pour: Ch—y 2 bp > X > an > Ca:
An (%) = A 2
| An (x) — Bn(x) An (x) — B, (x)
Ainsi, en vertu des formules (18, 20, 21 et 24), on obtient:
™ = — ycosau — Usina (= D*[Ax &) + Bu (x)] —
2V — A, x) . By ()
— I sind —— = Zk [4 (x) — By (x)) .. (25%)
N —
2 ll + 1/An o= B (x)] V — Aux) . Bu(x)
vs(k) = — 1L cos® + I sina (— I)k (An (x) + Bn (x)]
2V — A, (x) . Ba (%)
— & —
1 4 sina (— 1)* [An (X) — Ba (x)] (25)

A, (x)
2 [1 4 I/An o — B, (x)] V — Aux) . Ba(x)

Pour nous rendre compte de la répartition des vitesses sur le profil, neus détermine-
rons encore le signe du polynome A, (x) + B, (x¥). Le raisonnement tout-4 - fait analogue
au précédent a 'aide duquel nous avons trouvé les racines du polynome A, (x) — B; (x), nous
permettra déterminer les racines d;, dy, . . . . dy du polynome en question. En effet, les
polynomes A, (x) et B, (x) ayant des signes contraires dans tous les points intérieurs du
segment (bpap) et s’annulant V'un a l'extremité by et l'autre a I'extremité ax de ce segment,

il y existe un point dy tel que: f(d;)= %—Z{% =— 1. Si ay=by, on obtient dy = ay = by.
n k
Donc, dans tous les cas, les racines d,, dy, ... ..... d, sont réels et: ap < dx < by

(fig. 5); ainsi:

|40 (¥) + Ba(x)| = (— 11! [An(x) 4 Ba(x)] quand by > X > dy
et (26)
| An (x) + Ba(x)] == (— 1)}* [An(x) + Bn(x)] quand dy > X > ay

Et tenant compte des relations (23) et (26), nous écrirons les formules (25") et (25”)
comme suit:



—_ ] —

Us,i'") = — U cos®. | U4 sina A (x) +_Bl(ﬂ | F
2V — A, (x). B, (x)
+ & sino e j" Ex; — B” R .o 27
by n x N T T
2 [I + ‘/ E” (x) . B,, (x) An (x) Bu (x)
pour: by > x > dy et
\
.vs‘[(ll) = — I cosd i i SinOt I An (x) + Bn (x) s
, 2 V—A.(x). B, (x)
o PR e
% PR
2|1+ I/A,, o hw | h@ A |
pour: d/, /\/ X > Qy.
Dans ces formules les signes supérieurs se rapportent a la vitesse 7,(*) au-dessus
du profil et les signes inférieurs — a la vitesse 7" au-dessous du profil. .
On ne peut se servir des formules trouvées que pour b, > X > a,. Pour les
valeurs X = b, ou X == a; ces formules prennent la forme indéterminée. Mais on peut

I’écarter en écrivant la formule (18), comme suit:

2 VA, + (A, + B l/__ l;
)

V. — iUy = — 4 cosd — LU sin® - ——— ' )
2|‘+]/A T ] VB,

d’ou pour 2 = b, on obtient:lvx-—i’U,,Jz by = OO e e (29)
== O

B (ax) ]/— B (a)

En posant 2 = @3 c. a d. A, = 0, on a:

[V — [vy] = — I cosd — [ sina
2= ap
2V B (ar)
L’argument ¢; du polynome A, (x) — B, (x) pour X = a; c’est-a-dire I'argument
de — B (ax) est égal & — (B — 1) = de deux cotés du profil; argument ¢, de Bn(ax)
est — (k — 2) T au-dessus et — BT au-dessous du profil; ainsi les vitesses au point

a, seront réelles et égales respectivement:

Vs (ap) = — u cosa—l—-%sina; N (08

’U,W(ak):—ucosot—;isina. R ¢ 11 10}

On voit immédiatement gque toujours:

| o™ (an)| < | ar)| + - . . . . . . . . (307)

Revonons maintenant -aux formules (27') et (27") pour nous rendre compte de la

variation de la vitesse le long du profil. :
Envisageons d'abord les vitesses provenant du deuxiéme terme. Les formules en
question montrent que ces vitesses ont des valeurs opposées aux points du profil, situés
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des cotés différents.

Toutes les deux vitesses s’annulant aux points d’abscisses d (fig. 5),

elles ont des signes contraires a gauche et a droite de ce point.

La partie contributive de la vitesse provenant du troisiéme terme est négative au-

dessus et positive au-dessous du profil.
premijers, on arrive a la vitesse résultante.

En tenant compte de ce terme aussi que de deux
Il est aisé de vérifier que pour a suffisamment

petit la vitesse résultante sur le profil est partout négative, excepté les points situés au

voisinage du point b, du coété inférieur du profil.
ment simple aux points a;, a,
s’étendant vers l'infini.

..... an,
De méme, les points ¢,

autre systéme des discontinuités (fig. 5).
Nous ne considérons pas les formules ét

mouvement réel. Elles ne nous serviront dans

ou commencent les couches de

Il en résulte qu’il s’effectue le décolle-
discontinuité

Cy . donnent

. Cn—y naissance a un

ablies comme fournissant un modéle du
la suite que pour le calcul des vitesses,

des pressions et des forces qui agissent sur nos profils.

§ 3.

Ce qui présente pour nous le plus d’intérét, ce sont les valeurs des forces agissant
sur les profils particuliers, en premier lieu — la comparaison de ces valeurs avec celle de

La

la force quiagit sur un seul profil rectiligne.

surface portante de ce dernier doit étre,

évidemment, égale a la somme de celles des profils particuliers.

Dans ce qui va suivre nous ne nous occuperons que de la force portante.
dant, le calcul direct de cette force serait trés compliqué.

rectiligne, on peut laisser de cété cette difficulté.

Cepen-
Quand il s’agit d’un seul profil
En effet, dans ce cas, la force portante

P, s'exprime avec une approximation tout suffisante par la formule:

P,ZouC, .

o désignant la densité du fluide; © — la vites
lation autour de ce profil.

lieu de la force portante — ce qui est beaucoup

En revenant a I'objet de nosrecherches c.

nous admettons 'existence de la méme relation.

@3n

se du courant a l'infini et C — la circu-

Ainsi, il est permis, dans ce cas, de calculer la circulation au

plus simple.

a d. aux systémes de 7 profils rectilignes,
Nous nous bornerons donc a déterminer

la circulation C, autour de chaque profil; nous la comparerons aprés avec la circulation

autour d'un seul profil rectiligne dont la longueur est: { = [, + I,

oo+

Nous rappelons que la circulation C autour d'un seul profil rectiligne (fig. 1)

s’exprime par la formule:

v, dx +

ou v, désigne la vitesse au dessous du profil, v,
nous obtiendrons:

— U cost. -+ U sina

(SRR

Vs dx

f_ (32)

— au dessus.

En vertu de (12) et (13),

wlf gina

IR



2
-+ — U cosa — U sind — "2‘_: _ , w2 sina i
Vie? 2oy s+ g5
+é gt
— 2 u sina _xdx o pedx

I ( “__l) r
—~— x? . 1z x4+ - - —x?
~3 4 ~4 2 “+|/ "2 |/4

La premiére intégrale est égale & zéro; pour obtenir la seconde, il suffit d’appliquer la
substitution:

—— —
V,»C + 5 = ['» cosyp; d’ou: l/f—} — x?= [ sinp cos¢; d x = — 21l cos9 sinp d¢; de cette

facon on aura:

a9
I + cosy

2
C— — 2 ul sino — 24l sino [tgg-] — 2 ulsina). . (33)

Nl;\

Quand il s'agit d'un systéme des profils, il faut, pour obtenir la valeur de la
circulation C; autour du %"¢ profil, remplacer dans la formule (32) v, et v, respectivement
par U, et v, :

L x (O
¢ = | w,(k)dx+] G® dx. . ... (B4
.ak by
Ecrirons ces _Vitesses sous une forme y

explicite pour le cas de deux et trois profils
des longueurs égales, situés sur I'axe x d'une

maniére symétrique par rapport a lorigine. fo— [ = o |
En désignant par / la longueur de chaque =z 4 0 | _u
profil et par £ — la distance des centres ﬂ 0y 7
de deux profils voisins, nous obtenons, en m ad ~ rh—
vertu des formules (16), (17), (18), (25) et Fig. 6
(25""), dans le cas n = 2 (fig. 6): o
h+1 h—1 h —1 h 4+
by =——; a =—; by=——; @ =— —;
2 2 2

2 ]2
P LBl

S )

4, (2) = (z — }i;—l)

) Les formules (31) et (33) donnent la valeur suivante de la force portante agissant sur le profil
rectiligne: Py = cu € = 20 u*] sine; ce qui s'accorde trés bien pour @ suffisamment petit.— avec l'expression
obtenue a l’aide de la formule de Blasius.

Voir: C. Witoszyfhski — La Mécanique des Profils d’Aviation, 1. c.. p. 51, form. (6) et la suivante

= Y}

et » — Modification du principe de circulation, I. ¢., p. 7.

(on y a introduit la valeur numérique: &




2 2
d’ou:
o L
; . 4
Uy — iUy = — U cost — lU sing — ———— ——_ = —
S e Nl
2 ) 2
—iu sino ————————— 42 :(35)
R N A A _ 2 = —\2 ]
I e ]
I + 2 ) 2 2 2
21z
et a
x2 h‘l _ [2
Vs,V = -— u cosat I u sine —— 4 F
1%
— ) lx .
-+ U sino. — — ; ... (35D
i
(x_h—l) (x_l__/z-{—l)
I+ 2 2 1174
21lx
o o2
Vs ) = — 1 cosa + u sina 4 +
1%
: lx _ '
I 4 sina - L. (35)
h— 1 h+ 1
x =) e 4 2TE
|+ \/( 2 ) ( 2 ) w
2lx

ol on a posé pour abréger:

v TEET—] 2 - e

De méme, dans le cas n =

b1=h+2£; a, = h —



d’out:

L i B
VDbl ]
. b

1+\/ [ +3g) (e — 2+ i) P I/(22 ] A [

l(3z2 b

Ve —iUy== — 1 cost— (U sind

— Il sino. X

Nous nous bornons, dans ce qui suit, au cas de deux profils ayant la méme lon-
gueur / (fig. 6). En vertu des formules (34), (35), (35”) et (35”), on trouve l'expression
de la circulation autour du premier profil:

L

C, = 2ul sina 4 dx +

| >
wl+

" E+\/(x hzdz) (HH;_!)‘W— } B

h—1 2[x

et celle de la circulation autour du second profil:

_h=1
2 o B
C, = — 2ul sina ; W4 dx +
__h+l
2
h—1
‘a2
xdx

= L. . . . . (38

[ PR ES
]+\/( 2 le 2 ) w

+

R4

-G
-

On voit que C, et C, ne différent que par les limites d'intégration. En remplagant
x par (— x), on peut aussi obtenir C, sous la forme suivante:



Cy, = 2ul sina | — Y ax —+

xdx
S —— R 12 6

i | L R— Iy L
g ‘,+\/( T2 ll(xz S| w

2

Ainsi, pour trouver les valeurs de ces circulations, il suffit de calculer trois intégrales

suivantes:
bt et
2 B P 2
X — 4 xdx
VS —_— 7 dx; )= P - =
! I W 2 (x—htl)(x—}—h—i_l)
- . l + 2 2
h—1 h—1 —_— e
Ta < L ) 2lx i
bt
3
xdx
Jy = = e == e e 1))

14

A0 (A4 1
[

A laide de ces notations, on peut écrire les formules précédentes (37) et (38’) comme suit:

Coo=2ulsing (y + b -« « « « « « . . . . (40)
Co=2ulsing (—J, + ) . . . . . . .5 . . @4

Introduisons encore les rapports A, et A, entre les circulations C; soit C, et la cir-
culations 2 C autour d'un seul profil de la longueur double 2/, c'est-a-dire les expressions:

C |

A1 - Z—IC: — 3 (J1 + Jg) N PO N . . . . - N (42)
G 1 .

A2 = zvé == ? (_‘]1 + ‘]3) . . . e . . . (43)

[l sera aussi intéressant de trouver la somme de ces rapports:

G+ G
2C

A =

— i%-(Jz F ) L (b

Les intégrales qui sont a calculer se raménent aux fonctions algébriques et el-
liptiques. -



Nous commengons par [l'integrale J; qui peut étre transformée a 'aide de la sub-

stitution sulvante:

o
x:é‘cos’p—l——g— l—/—i;sinz@,...... .. (49
d’ous
) .
—é*-“ siIn 9P cos
dx = — L sing deo — T ————r — dyg;
l——ESinZ(P
_ Iy h—1\ (k1 h——l) _
W = x| [ - —} |[—— — x| [x e =
VA ] i o et
Ilh . ) 2
m= = sin? (7 cos@+l/1—é2- sinz'-P);
donc: N
_(ix: a9 —— .. ... (45)
W h ’__12—;
/Z ] - }'; SiHQ(P
y
et
h+-1 ) -
B —cos cp-{—-coscp ‘/| ——;%sini'cp
_]1: x* . I I ___ ””F‘“—
. | ko,
[.W ~71; sin” @

2

— — 1 41 -— =- sin’y
: 2
=L;ww@+“~£ R AP
2, [ 2
¢ l—»}—lg sin® @
e
/ / I/ smcpdw
I/I*—_sm @

En introduisant les notations habituelles des intégrales de premiére et de

II‘

seconde espéce:;
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P do 9

F(@l.k)=f, —— Y 14
. V | — k% sin%g

1 B 1)

E(cm./c)=fv’|~—/e‘—’sin2cpdqa N 2
'()
on peut écrire:
h T l ht — [P T l

= -2 = ) - N
‘ I E(z /z) Y F(z /1) (49)

Nous passons maintenant au calcul de l'intégrale J,:

ll—l‘—‘l
jz': )g_dx Py -
o= e+ ] | w
h—1 ]
2 | + 21x |
bt 1 [ . h—1 h+1\7
T e | \/(X T)(_l—z_)

21 x J
=3 —— _— = X =
(h l_k) (x+/1—z) W
2 2

h—1
2
h+1
2 . T __ 272
z_lf p _+_1+x o h—1 4 x h r
h? o 2 LW
b
h4 !
2
' et 20% + h? — P
T V 21x & ek A =

VI

;2_1_1 =z = " ] . h4-1
4 x? — ]2_121/ - L Y —1Qlx + n2--1) V21
x (4 x ) ) ( 5 o x) (x 5 ) ( ‘Jl_“ ] _) _ x

1 = =
1 b '/ (E‘Zﬂ_c) (x + ET_—Z) =t

”
1) Pour les intégrales elliptiques complétes (({)1 = ;) , on emploie aussi des notations abrégées:

n n
F ('E. k) =K(k) et E (-2*, k) = FE (k). Nous n'en ferons pas usage dans la suite,



21lx 4 h* — P
2/1’ / : dx =

x h_—2-|—1 ,\) <,\—{— h;—l)

) (x — /1'2“1)—1(21x+112—1?) 1/_2_1}c'l

R el

1 N § -1

S e B 2
h—Dh(h+20 21 4 4
_}__ ( ____122 —_ F/ = __T/{_f_m”_ dx+ lhz/ d [(l—l_x)W] +
1

h—1 h—1
3 2

—
=
~~
N
&
|
|
=
(-3
l\
S b
—
\
/—-\

Vol 21x 4 h* — P

oo / , V () (s ;ﬁ) e W

L’expression entre parenthése { } s’annule pour x = '——;~ — ce que 'on peut vérifier

aisément en effectuant la différentiation indiquée. Ensuite, en se servant de la substitution

(45), nous trouverons l'intégrale:

At
2 T _12____
21 B I | ht— P sin? Ih L e
= g By L B Peinte g lheoso ¥ K 4=
h? 4 n 2
S ; e,
Yy W A h ‘/I o sin? @
5
Y A "’ ! !
I : ‘ m
_ L - £ d: 'f do =25 E(Z, 5. .. . (50
A R o e R (RS U
0 0
L
L’intégrale /‘2 d [(I + x) W] est évidemment égale a zéro, car les limites d'intégration
Y-l
2
satisfont a I'équation W = 0. Enfin, pour calculer la derniére intégrale qui figure dans la
formule (49), nous appliquerons la substitution:
x=h+£coszf9. v , (B



d’otr:
[1-}»[
V22/£2 le‘j__h_—_j L ————dx =
]
l/(h+ BRTA
2
" h—i
bl
\d
* ) )
— [t = Lt sing
|/ h ht
—— dp =
] {3 in? @
— St
0 2h

L A S awN [+ h .

1 . 241/ 2L _ _
|/ / l+hsin3<9+ h‘/ /1/ |/] 2n e de =
:(l_i)v/;ff %5V0i£-+25v/;zg %,V/F+h,.(n)

h h 2h h h 2h

ou: W, = arc sin‘/ 21 T ¢ 5|
h+-1
Ainsi

_ =D 2 L 1 L ! I+ h
h= h? ZhE(z’/z) +(] /z)]/z'}lF((P" l/_é'h) +
+2hi'/zifg cp,|/’+7) S )
! h 2h

Nous allons déterminer maintenant I'intégrale J,. D’une facon analogue a précé-

dente, nous trouverons:

h+41
2 xdx o
Jy = T'ﬁt A—n |
q / |]+\/ 2 ")("+2)JW
Th—1 B 21x
2 . .
h+ e
. h+1 -1
SR
) 20x R
- e T
T o | e
2
bt
- L R L
h* v, 2 2 . W



h+1
2

2lx — R —i—l_’ -

— /;'~ V2ix d _ §
i h+1 h—1
e ——= X e 1
R ‘/( ;) =t
I h+ 1
2
X(4 X — B2 1) l/(h;’l = x) (x + h;) — 1 Qlx— k4B
— I_EZ D - _ Some T == = . - +
h-L h—1
RS
h4 1 , , :
I T (3x'~’——:21x—~!1_ 4_~—l) (4x2—h3—13)
+ =5 S — dx +
h—1
T
h 41
- 2
V21 2lx — h>+ P (h+ D) — 20
+ —2-}—2—2 = P ey - == dx=“-' hvzi o=
(h—l—l )( h—l)
n—1 X |— X)X — —
T |/ 2 2
CE [x(4xz_h° 2y V R+t x+h2—g)—l(21x—h +12)V7f1}1
R == i
h+1 h—1 .
dx ‘/( ;T )( 2 ) L=
2
.!"_2‘—' h;l—l
21 h* — I 4
— X2 dx — — —
+h2/ o “ﬂf dix—10 W] +
Y h— W_— h—1
g ?
h+ !
2
V21 2lx — h? r
+2h2/ . Al i ol S PO
h-+1 h—1
e Y/l
lei: { } _h—1=0; quant a la premiére intégrale qui figure dans cette formule, elle
h 41

est déja determinée [form. (50)]. Ensuite: /h_l [(x — &) W] = 0. Ainsi, il ne reste

2

qu'une intégrale a calculer. Nous la transformerons préalablement de la maniére suivante

h+4 1
2

V21 2x — k4P
LRl T — dx =

Ly




h+1
_ 21Vl / \/ (’lil o) (v — h:{) B
2 d .
'!1 — 1
2
2 [
o — 41
__leZZ)Z e ——dx =
G
[y 2 2
2
bt
- 2
/5 |+ E[__
2 2 __ ]2 X
:4;5—('1 21/1)'-’121 SR A— ) (56)
'/x (h~{—l +x)(x B 11—1)
oy 2 2
2
En appliquant maintenant la substitution
x == I (57)
2 cos? o
nous trouverons:
il
z 2 3
X_ZI 721x_—lz—f—l —— i
2 h? h—+1 _h—
Yh—t l/x( 2 +“>x 2
2
P 12) vZi y °°SZQP
=4 - = —,:_ de =
h?
‘/ — —27 Sinzf\o )
h+1

A 4
W , o —/ Vi

T b V)t e

2h
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. . 21
ou comme précédemment: ®, = arc sin l/h—{—l'

De cette facon on a:

(h + 1) (h — 20) I (= I I l/ 1 .‘/iz_pz
, = T 2LE(E ) a1 =9V 25 F e, ) L —
S B2 oy (2 h) T ( h) h (‘P‘ Zh)
! l/l ‘/}z_+_1 R — Lh 4 2P I iz 1
25V 25 Efe 1) ) = Mt 2l G e L)
h h (% Zh) h? + h (2 h)
1/ 1 h41 ! ! h1
—2-V 2Lt E ,]/—— — I~»~‘/2—F I/—) (59
h h (‘P‘ Zh) ( h) 3 (% 2h ©9)

En introduisant maintenant les expressions obtenues pour J;, J, et J, dans les
formules (42) et (43), on obtient:

)\1:Q=I_{1+é_2§+ﬁ(1_2£) E(E,%)_/§(|_l_2> F (E»"[‘)"i‘

20 2 I h? 2 I h? 2" h
14/ .1 ht 1 i T [+ h
--2«-‘/2-»5 ,]/--—~ | — - \/2— (‘/—-) . (60
{ h h (% 2h>+( h) hF(Pl 2/1} (69)

Ahd,
10
075 \
\_
NA
oy
05
A
/
025
h
L
/ 5 10 15 20
Fig. 7.
c, 1 I Ik By (m 1 P I 5 |
A, = 2 — _ — 42— Py 2t} E(E N L) —
e z{l PR z(' /22) (2 h)+l( h?)F(z h)
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On a tracé sur la fig. 7 'allure de ces quantités en fonction du rapport 7 Ce

diagramme nous montre que le premier profil a en général une portance plus grande que
le second et ceci est autant plus accentué qu'ils sont plus approchés.
Ensuite, en comparant les formules (60) et (6!), on voit que, indépendamment de

la valeur du rapport i c'est-a-dire de la distance des profils, il est toujours:

G+ G,
2C

)\:’:

— =1 . .62

Ainsi, un biplan 2 tandem doit avoir la méme portance qu'un
monoplan, tous les deux ayant la méme surface portante.

Quand il s'agit du calcul de circulations autour de nos profils dans le cas oun
n > 3 on est conduit aux intégrales hyperelliptiques qui ne se réduisent pas en général
aux fonctions F (9, k) et £ (o,k). Dans tous ces cas on peut effectuer le calcul numérique
des intégrales en question en employant la méthode connue de Simpson. Mais ce procédé
exige que la fonction a intégrer soit bornée entre les limites d'intégration. Cependant,
i

U(x)dx
b Vo A (). Bu(x)

bornée dans lintervalle (a;,b;) qui ne s’annule pas aux points a; et b,. La fonclion
a intégrer devienne donc infinie aux extrémités d’intervalle. Mais il sulfit d’effectuer le
changement de la variable pour éviter cet inconvénient. On peut par exemple poser

tous ces intégrales ont la forme j ~, ou ((x) désigne une fonction

x:ék§%+bk2;alfsin{}', S (63)

alors

o dx R (-7

Vi — an) (be — x) ‘

T

2
La substitution faite, I'intégrale se présente sous la forme/ F (sinl) d¥, o F(sint)
T
3
désigne une fonction bornée entre les limites d’intégration, donc les formules de Simpson
peuvent étre deja appliquées,



PIOTR SZYMANSK]I, dr. phil.

ECOULEMENT PLAN DU FLUIDE A TRAVERS
UNE PALISSADE DE SEGMENTS RECTILIGNES.

INTRODUCTION.

Nous appelons la palissade tout systéme infini de profils égaux situés dans le plan
d’'une maniére périodique. l.a palissade de profils rectilignes est déterminée lorsqu’on sait
la longueur / de chaque segment, la distance % entre les milieux de deux segments voisins
et I'anglz B que [ait la droite des milieux avec la normale aux segments. On peut disposer
les axes des coordonnées de maniére que les segments de la palissade soient paralléles
a l'axe x. (Fig. 1).

Il est aisé d’obtenir une telle palissade a 1'aide de la y
représentation conforme.

Le premier chapitre de cette note est donc consacré

a I'étude d’une fonction analytique non uniforme qui trans-

forme un cercle en une palissade demandée.

Dans les chapitres suivants nous étudions l'écoule- = JO
ment a travers cette palissade en nous plagant successivement -t
aux différents points de vue. Nous considérons en premier
lieu I'écoulement irrotationnel du fluide parfait dérivant d’un
potentiel uniforme. Cela constitue I'objet du deuxieme
chapitre. Fig. 1.

Dans le troisiéme chapitre nous nous placons au
point de vue de la théorie de Joukowski en ajoutant au :
potentiel précédent un terme dont la circulation autour de chaque segment de la palissade
est non nulle. Par suite de cette modification le potentiel d’écoulement devient non
uniforme tandis que la vitesse est exprimée par la fonction uniforme. Ceci constitue le
point essentiel de la théorie de Joukowski.

‘Le dernier chapitre est consacré a I'¢tude d'un écoulement basé sur la théorie de
prof. Witoszynski. Dans cette théorie le potentiel d’écoulement ainsi que la vitesse
doivent étre exprimés par les fonctions non uniformes. Grace aux valeurs multiples
de la vitesse on est conduit a éliminer des régions déterminees du plan par les coupures.
Ces régions s’appellent les ,coliches de discontinuité”.
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Nous obtenons le potentiel d’un tel écoulement er: ajoutant au potentiel uniforme
considéré dans le premier chapitre un terme supplémentaire convenablement choisi.

Le but de notre travail est de calculer les forces agissant sur les profils de la
palissade et de comparer les résultats obtenus par ces méthodes.

Il faut remarquer que la partie du probléme se rattachant au principe de Joukowski
a eté déja résolue par M. Koenig*) au moyen d’une méthode différente.

CHAPITRE 1

Soient Z= X -}- iY et 2 = x -+ iy deux variables complexes. Nous transformons
le cercle |Z| = @ en une palissade de segments rectilignes située dans le plan de la
variable 2 a l'aide de la fonction:

A 1B Z -+ ak —iB a + kZ
z2=-—le lg =—— + ¢ lg —= L0l o 0 o
Zn{ gZ—'aklh g — VS ES (N
C'est la fonction non uniforme admettant quatre points critiques logarithmiques:
a a
ak, — ak, -- et — —.
k k

Si la variable Z décrit un chemin quelconque ne faisant aucun circuit autour de
points critiques, Z varie d’'une maniére continue et reprend sa valeur initiale lorsque Z
revient au point de départ. Au contraire, si Z décrit un

Qom y chemin fermé renfermant des points critiques, la valeur
20 Q' initiale et la valeur finale de Z ne se confondent pas en
/ - , ’
J //R,f/’ s, général.
b~ -~ .
P \ Nous ne considérerons dans la suite que les chemins
/ \ . , \ .
X {of ~ ak |‘ situés au dehors du cercle |Z| = @, c.-a-d. les chemins
o b 3 4 e tels que PQRP ou PP Q R P (Fig. 2). Celte convention
| \ H . . . . .
Y- S faite, le premier terme de la fonction (1) devient uniforme.
’ . [4
;’k /,' En effet, tout chemin fermé parcourant au dehors du
P’.h\ _‘___,” cercle | Z| =. a contient tous les deux points critiques
T ak et — ak ou n'en contient aucun. Dans tous les cas
Fig. 2. I'accroissement du premier terme de l'expression (1) le

long de ce chemin est nul.

Tout cela devient évident, si I'on sépare la partie réelle et la partie imaginaire de (1).

it '
Posons, en effet: Z = re . ‘

» |

Nous obtenons:

: 2,2 9 2 2 X 242
x:_h,{% cos B lg R 4 2akr cos % 4+ a®>  r? + 2akr cos ¥ + a’k

2x kr? — 2akr cos ¥ - a® "2 — 2akr cos 9 -+ a2k +
) 2akr sin? 2akr sin\‘})
-+ sm@ arcz‘g m + arctgm ] (2)
y = h ll_ sin 1 kR - 2akr cos?d -4 a? r* — 2akr cosd 4- ak®
x| 2 S R — 2akr cos¥ + a2 L 2akr cos? L @’k

*) E.Koénig. Potentialstromung durch Gitter. Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik.
Berlin 1922, B, 2, s. 422.
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2akr sin ¥

I
4+ cosf ( — arcty “———— - arctg 2akr sin

r? — a*k? a’> — R?

:‘......(3)

Désignons, en général, par Arcfg 7 la valeur principale de arcig / c.-a-d. la valeur

. . T ow
comiprise dans l'intervalle |— —, )
. . . 2akr sin ¥
Attribuons a la fonction arcig - Sl?é)— la valeur 0 pour r = a et ¥ = 0;
re — a°r”
alors: '
., 2akr sin? 2akr sin?d
arctg —————— = Arclg ———
r: — a’k ré — okt

pour tous les points du plan de Z situés au dehors du cercle | Z| = a.
En effet, pour r > a l'expression:

2akr sin¥d
P R
. .. . . 2akr sin ¥ 2akr sin ¥
est toujours finie et continue, donc les fonctions Arcly ————— et arctg ————
Ty RS
coincident.
2akr sin

Au contraire, la valeur de la fonction arcig = au point quelconque du

@’ — R
plan situé au dehors du cercle | Z| = @ dépend du chemin parcouru par ce point. Cela
résulte du raisonnement suivant.

. . 2akr sin?
L'expression =~
@ — pr ,
en changeant le signe lorsque Z traverse cette circonférence. Appelons ,région positive”

. C . 2akr sini .
la portion du plan ot l'expression “——————— est posi-

at — Rp?

tive, et de la méme maniére définissons ,région néga-
tive”. (Sur la Fig. 3 la région positive est couverte des

hachures).

Supposons maintenant que Z varie le long du

. v ope s . ' - a
devient infinie sur la circonférence du cercle |Z| = =,

. . . . a
chemin qui coupe la circonférence |Z| = pren allant
2

de la région positive a la région négative du plan.
Au point de rencontre la valeur de

2akr sind . T, T .
Arctg *_a_l__smT_ fait un saut de 4 -- a — - tandis
o — ier 2 2
; 2akr sin?d
que arctg T

varie d'une maniére continue. Ainsi

2akr sinat 2akr sin ¥ . , .
la différence Arcig ZLﬂn« -— arctg aism;z_ obtient l'accroisses
a 4

— B2 a2 —

. , a ..
que Z traverse la circonférence |Z| = - on passant de la région ¢

négative du plan de Z. Attribudns a tout passage par ladite circonfére.
suivant le cas, si ce passage s'effectue de la région négative a la régior
dans le sens inversse.



On peut écrire alors:

2 akr sin 2 akr sin?
arctg == — = Arctg ————— 4+ m=z
at — k*r? a® — k*r
. " . . a . :
ou m demgne 1e nombl'e de rencontres de la mrconference |Z| = E prises avec 16 signe

convenable.
Ainsi pour le chemin BPQ (Fig.3) m =0, tandls que pour le chemin BR.S m=2.

Les formules (2) et (3) peuvent s’écrire maintenant:

k| 6 lg k2rt 4 2akr cos{) ~1— a* r* -+ 2akr cosd 4 a*k? 4
= —| = cos —_— . - et =
zﬂlz Br! — 2akr cos® 4+ at r® — 2akr cos¥ + ark?
9 o
4 sinf [Arctg M“— 4 Arcgg 202N L o sin@]. . (a)
— a’k? a — fir? ]
h [I sinp | B r? -}- 2akr cosV + a® r? — 2akr cosV + 'R’
— — {— 8In -— ——— e | £ J—
YT 0 |2 € [rt — Zakr cosd + @@ P + 2akr cosd + @’k
— cosp (Arctg 2akr sin® 4 pe 20k S0VN 4 es8] L L (Ba)
,-2 - aZk'l a'l _ k2r2 ]

ou m désigne, comme plus haut, le nombre d'intersections du chemin allant du point ini-

. . . . a
tial B au point Z avec la circonférence | Z| = —-
. . SN T a
Ce nombre est pair pour tout point Z situé a l'intérieur du cercle |Z] = — et
impair pour les points situés au dehors de ce cercle.
Nous allons déterminer maintenant les profils qui correspondent au cercle | Z| = a.
Posons pour cela 7 = a et m = 21; n est un nombre entier, puisque m est pair.
Les formules (2a) et (3a) donnent:
k| | + 2k cosd 4 &2 2k sm{)
X = —|cosf lg - 2 sinB Arctg —— | + nk sinB. )
2n | — 2k cos® + 2 T 2500 9 —
y=unhcosB. . . . . . . . . . ... O

On voit immédiatement que ces formules représentent un systéeme de segments
rectilignes disposés d'une maniére périodique, le période étant égal a ie—8. Ce systéme
est donc la palissade demandée,

Considérons un segment quelconque de la palissade, p. ex. celui qui correspond
a la valeur n = 0.

Les équations, qui déterminent ce segment, seront:

X = »/‘z: cosf lg

. 2 g
1 + 2k cosV + k& 4 2 sinp Arctg 2k smﬁ] (4)

1 — 2k cosd + k2 | — k%

y=0 . . . . . .. . .. (5
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Calculons la longuer [ de ce segment. En différentiant (4,) par rapport a ¥ et en
égalant la dérivée a zéro, on détermine les valeurs de ¥ correspondant aux extremités du

segment par la condition:

tgﬂ-:—] ﬂff“— O (&)
I 4 k2
ce sont les valeurs ¥, et © 4 9 o
sin y = L5 Sin'(i; cos i, = = ,a%) cos f R VA A G}
R R
R=V1-+2kcos2B4+k . . . . . . . . .. @O
En substituant & = ¥, et ¥ = © 4 ¥, dans la formule (4,), on vbtient les abscis-
ses X, et X,,, des extremités du segment en question:
X = —ﬂ*lcosﬁ lg R _‘l-i_—-z-k—k%OSE~ + sinf Arctg 2k sin (10
I — k2 i
Xyo = | cosB lg - L . — sinP Arctg 2% sin B (10,)
T | R+ 2k cosB R
d’ot la longueur du segment:
I = Zh[cosﬁ lg R+ 2k CQSB-+sinﬁ A/’Cthk sin (rn
T | — & R

La palissade est ainsi complétement déterminée.
Ajoutons encore quelques remarques qui se rattachent a la représentation du plan
de Z tout entier.

Ainsi, aux points Z == % et £ == — % correspond dans le plan de 2z le point

' o fe . . a , . Ve
a linfini, Done, 'image du cercle |Z| = " se décompose en deux parties répétées une

infinité de fois conformément a linfinité de valeurs prises par le nombre 7 dans les for-
mules (2) et (3). Ce systétme de courbes détermine dans le plan de z une infinité de ré-
gions dont chacune ne contient qu'un segment de la palissade.
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La fig. 4 met en évidence les régions correspondantes de deux plans. Un coup
a'oeil sur la figure permet de comprendre tous les détails de la correspondance en que-
stion. On voit 'p. ex. que le chemin tel que BRS dans le plan de Z fait passer z d'un

segment de la palissade a un autre. Au contraire, en faisant varier Z le long du chemin
tel que BPQ, on revient au méme segment.

Nous laissons de c¢été l'étude approfondie de ladite correspondance, en nous
bornant aux indications déja faites.

Avant de terminer ce chapitre, nous citerons encore quelques formules dont nous
ferons usage dans les chapitres suivants.

En différentiant la fonction (1) par rapport 2 Z, on obtient:

dz akh[ e et

= . — 1 e )
az x| ot — R2Z? 2 — a*k?

A laide de (7), (8) et (9), la formule se transforme én:

dz __ akh Re o (2% — a”ezm") (13)
WA x (22— (0 — B Z2)
Pour Z = aeiﬁ‘ on a:
Re™™ (22— 2%y — 20206™ [sin @ — B) - K2 sin (O - B] . . . . (14)
et:
(22 — a k) (@ — B2 = ' (1 — 28 cos 20 - kY . C L (15)

donc pour Z = ae':

dz _ 2khie™ sin (% — ) & & sin (3 4 B) 0
dz an I — 2k cos 29 -+ & N

CHAPITRE IL

Nous allons construire maintenant I'écoulement non tourbillonnaire du fluide par-
fait a travers la palissade définie dans le chapitre précédent. Conformément aux conditions

spéciales qui se présentent dans les applications aérodynamiques, la vitesse de cet écou-
lement doit étre constante a l'infini.

Nous supposons cette vitesse égale a — uel«,

L’écoulement le plus simple correspondant a la valeur « = 0 dérive d'un poten-
tiel uniforme —-u#2z. Ce potentiel exprimé en termes de la variable Z peut s’écrire:

uh Z + ak a -+ kZ
— e lg =—— L B g — T2,
Zn[ gZ——ak+ ga~—kZ]

Le généralisation immédiate de cette expression nous conduit au potentiel cher-
ché sous la forme:

uh | {(f—a) Z — ak — 1 (3—a) a — kZ
— (b, = 2% lg Z—2 . lg ——= Co
Jo =90+ i¢y = P 13 g Z + ak +- e g P kZ] (17)
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En effet, désignons par v, et v, les composantes de la vitesse de I'eécoulement
défini par le potentiel (17). On a, en géneral:
, 7} a dz
vy o W aZ
dz az  dz

Mais:

dfy _ akuh[ e!G— e —i(B—a)
az T

Z otk @t — Rk Z* e (|9]’

d’ot — a l'aide de la formule (12):
P10 (02 — 2 7% — o= 1G—) (20 — g* )

UV, — v, = U 20
‘ v e (7% — a? k) — el (@ — Kk Z2) (20)
Au point a l'infini du plan de 2 correspondent les valeurs Z = % et £ = —-Z—

En substituant ces valeurs dans la formule (20), on obtient:

[vx — ivy] = — nele
=20
ce qui s'accorde avec la condition posée.

Le potentiel (17) a une forme complétement analogue a celle de la fonction de
transformation (1). Grace a cette circonstance il est uniforme dans le plan de 2z bien
qu’il se présente comme une fonction non uniforme de la variable Z  En effet, tous les
raisonnements du chapitre précédent se transmettent immédiatement sur la fonction (17).

En particulier, les valeurs multiples de f, s’expriment par les formules (2a) et (3a)
si 'on y remplace § par B — @, x par ¢, et ¥ par ¢,.

A tout point 2 = X -+ [y correspond selon les formules (2a) et (3a) une valeur
déterminée de m. Cette valeur substituée dans les formules analogues établies pour la
fonction f,, on obtient la valeur unique de f,. Cela prouve notre assertion.

Passons au calcul de la vitesse d’écoulement sur les profils de la palissade. Nous

avons déja obtenu la formule (20) exprimant la vitesse. Posons maintenant Z = ae’”; la

formule (20) donne:

. a o Y () o
'Ux—‘ivuz”—us”l(s—i_a"_B)_l—k.s_ln(q _U+B)(2”

' sin (O — B) 4 £* sin () + B)
Cette expression est réelle, comme il fallait s’y attendre; donc v, = 0 et v, = 7,

ou v, désigne la vitesse sur le profil. On a, par conséquent:

b= — p 2@ o — B P —e+ B
sin (v — B) 4 &’sin (I -+ B)

Le numérateur de cette expression s’annule pour les valeurs ¥ =3, et # == 4 D,
ou ¥, est angle aigu déterminé par la condition:

sin (0, + o — B + kB sin (0, — o+ ) =0
ou:
| — K

T EE= (3

Z‘g {)'l =



Posons:
Ri= V1 4 282 cos2 (B—a) + &' . . . . . . . . (24
alors:
. I — k. I k2 . ,
sin ), = R, sin (f — a) cosiy, = - —[; cos (B - =).  (25), (26)

Ly/ En comparant (6) et (23), on a: ¥ < ¥,
/ d’our il résulte que la répartition des vitesses surle
profil donné par (22) est analogue a celle qui
s'obtient pour un seul profil rectiligne (Fig. 5). On
le vérifiera par la détermination du signe de l'ex-

ﬂ'% pression (22), ou mieux — de lexpression (Z8a).
NH‘% En terminant ce chapitre, nous transforme-

. rons les formules (19) et (20) a laide de (24),

~ (25) et (26).
/__}/ Par ces transformations nous mettrons en
daf,

évidence les zéros des fonctions -~ —— et Uy — vy,

1

L

\ \1

Fie. 5 ainsi que les valeurs de Z, ou la vitesse d’écou-
lement devient infinie. Nous obtiendrons:

dfy _  akuh Rle-i‘q'l (22 — a'ZEZI‘(]") 27)
az = (2% — a2 k) (a* — k2 Z7) o
puis, en tenant compte de (13) et (18):

—i e, 2,
Ve — [V, = — UL fye _ .Z— -2 — (28)

Roe_nt}" 70— g2t

Il est utile de remarquer encore que powr Z = ac'’,

Re ™ (22— 2™y = 220 [sin (0 4+ 0 — 8) 4+ K sin @ — o | . (29)

1 — A
v — vy =gy = — g B S =) gy
Ry sin (¥ — )

CHAPITRE IL

Nous avons considéré dans le chapitre précédent un écoulement dérivant d’un po-
tentiel uniforme. La résultante des pressions sur le profil de la palissade provenant de ce
potentiel est nulle,

En nous placant au point de vue de la théorie de Joukowski nous construirons dans
ce chapitre un potentiel non uniforme qui donne des forces agissant sur les profils:

Nous obtenons ce potentiel en ajoutant au potentiel uniforme f, consideré aupara-
vant un terme non uniforme convenablement choisi. Le potentiel ainsi formé s'écrira:

uhl . Z — ak , a — kZ VALY
= |eltma) l|g =——— =i |g == — 2 Kik lg - 30
/i ’[ § Z -+ a/c+ € a + kZ & A AL (30)

"

[
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Le coefficient K sera déterminé de la maniére que la vitesse d’écoulement soit
finie au point de fuite du profil c.-—~4—d. a son extremité d'arriére. Cela conduit a la

condition:
|
& | = 0 . . . . . .. . ... 3
az | 2 — aei(w_;_\‘}o)
Mais:
df, _  akuh  Rie (22 — ™) £ 2aK (1 — k) iZ 52
az r (2% — a®f?) (@ — RB*ZY o
d'ou, a V'aide des formules (29), et (15), on obtient pour Z = e’
df, 2 ikuh sin Y + o — B) + £ sin (W —a + B) + K (I — &Y (33)
4z el | — 2k* cos 20 + & .
et, en égalant a zéro, apres avoir posé & = © -+ 3:
K = sin (¥ + ¢ — B) 4 K*sin (V) — « + B) / NuT U} .‘l
e (S
ou en vertu de (7) et (8): W, "_f,,a-“*;
G R €
R 34)

Le potentiel (30) s’écrira maintenant:

uh| 1Gw Z — ak —i(8—0) a — RZ 2k sino Zr — k)
S e : — - - 1 . (35)

| = e : 1 -
4 2% 5z -+ ak £ + rZ R £ w2 pr

Calculons la vitesse d’écoulement; nous avons, en vertu de (32) et (13):

B, 288, o g
oty RN E @ fa a2 gy
Re™ Mo z2 — aet! )
En particulier, pour Z = + % c.-a-d. pour z infini on obtient:
* . ity
Ve — LUy = — U |e + LRK, _eﬁ__}
o0 } R ] k2€2 119‘0
ou, en se basant sur (7), (8) et (34):
173 / M l
vy — L7, =—u[e i—mesl. N 7))
oo R )

La discussion simple permet de choisir, comme il suit, les signes correspondant

aux valeurs de la vitesse a + oo,

i 1
2 — (eia "g"imeg) [ T S B B | (37&)

'vx - l'yy R

+m
4



I ik osing
Ve — 17, | = — i e — ik sing, e | . . . . . . (37b)
=~ R

Ainsi, nous sommes conduits a hypothése que la vitesse de particules du fluide
change quand elles passent par la palissade, ce changement s’étendant jusgu’a l'infini.

Dans la plupart des applications de notre théorie, p. ex. dans la théorie de I'hélice,
on considére le fluide comme immobile a l'amont de la palissade a une grande
distance de celle-ci, la palissade étant animée d’'un mouvement de translation uniforme.
A ce point de vue le mouvement considéré dans notre travail est le mouvement relatif du
fluide par rapport a la palissade. 1l en résulte que la vitesse de translation de la palissade,

que nous désignerons par 2, ¢/, doit étre égale a — v, — [vy|, .

Posons donc:

oy lo, ; . 13
e = u<e 4. Lk sinz e‘) N C T
R
Nous obtenons:
tga + 2k cosf ‘o
lgo, = — — Y ¢ °)
| — 2k sin B tga
et:
i,? = u’ I -+ -—L-}-—/?—;ma - sin (= — §) + L S—m ¢ (40)
En résolvant la premiére de ces équations par rapport a fg e on obtient:
tgg = — 5100 N 1)
cosa; -+ Zk cos (z; — B) ‘
1 R g
en substituant ensuite dans (40), on détermine «:
_ 4, VR* 4 4kR cose, cos (o, — B) + 4K cos® (2 — B) 42

R 4+ 2k cosp

Les formules (41) et (42) nous permettent de calculer les paramétres & et a pour
chaque valeur donnée de ue!w,

Nous allons déterminer maintenant la résultante des pressions agissant sur le profi
quelconque de la palissade. Soient P. et P, les composantes de cette force suivant lesl
axes des coordonnées, en adoptant la direction négative de I'axe X comme le sens positif

de Px.

La formule connue de Blasius donne:

Py — IPy = — Zf(df‘) I
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ou l'intégration s'effectue dans le plan de Z le long de la circonférence du cercle primitif
|Z| = a; o désigne la densité de lair.

af,  dz

En substituant les valeurs de 7 et i tirees des formules (32) et (13), on obtient:
v

9 — i, 9 a0 2id, _ BN 7712
Py — iPy = — oa{g@vz‘_ [R,e (Z a*e” ') -+ 2aK (1 — k& ).;ZJ iz ()
27Re 1 (22 — a’k®) (@ — B2 2% (27 — a%e! ")
Dans cette intégrale la fonction a intégrer admet deux pédles Z = ae et
Z = ae' ™% Grués sur la circonférence |Z| = a, c-a-d. sur le chemin d’intégration.

Mais cela ne nous arrétera pas dans le calcul. En effet, ce sont les profils avec une
seule pointe d’arriéere dont on s'occupe dans les applications pratiques. En ayant égard
a ces applications nous considérerons les segments de la palissade comme les profils de
ce genre extrémement minces.

Cela revient a remplacer le chemin d’intégration |Z| = a par une circonférence

{Z| = a 4 ¢ ou ¢ est le nombre positif tres petit. Ce nouveau chemin d’intégration

contient dans son intérieur quatre péles de la fonction a intégrer, a savoir: Z = ak,
i i e e . Py .

Z = —ak, Z = ae "et Z = — age ° Llintégration se réduit maintenant au calcul des

résidus correspondant a ces poles.

On simplifiera le calcul en remarquant que la fonction & intégrer peut étre mise
sous la forme d'une somme de deux termes, dont un ne renferme que des carrés de la
variable Z. Le résidu provenant de ce terme est évidemment nul; il ne reste donc qu’ A
déterminer le résidu du deuxiéme terme de cette somme. On aura:

2 b2 — p4 / — i3, 2 . g2 2%,
P, —ip, — — 2o@kwh (1= k) KiRe (2 — @) 2dZ

Re~ (22— a'B?) (a*— k222 (22— a2 )

(45)

En évaluant cette intégrale par la méthode des résidus, on obtient:

_ 4okurhKR
R (1= 2k cos 28,+&")

Py—LP [(14-k") cos (Bg—)— 242 cos (Vo)A | —) sin (%,— )] (46)

ou, en séparant la partie réelle et imaginaire:

_ 46 Kku*h R,
R (1 — 2k cos 29, + kY

y [(1 + &%) cos ($—)—2k*cos (¥, + )] . (47
et:
__AcKh*hR, sin (¥, — %) (1 — &Y

Pe = R (I — 2k cos 29, + &

e L (48)

En éliminant les paramétres auxiliaires %, % et K & l'aide des formules (7), (8),

(9), (24), (25), (26), et (34), on met P, et P: sous la forme:
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p, = 4cku*h sina coso S o (49).)
| R
!
S p,\.:_i‘i’f_“‘“’gsiﬂ?i R 1))

En introduisant enfin au lieu de # et o les paramétres #, et ¢, servant 4 représenter

la vitesse & l'infini, on obtient (voir 41 et 42):

4sku,®h sino,

Py = S - [R o, - 2k o, — o 51
' T (R b 2k cospp (R 08 T Bhcos (o =By (51)
p, = _ AskuhA sinte, - (5_53!'1
" (R + 2k cosh)? o

Selon les formules (51) et (52) la résultante des pressions est donnée par ses
composantes suivant les axes des coordonnées. Mais, il est plus commode de décomposer
cette force suivant la direction de la vitesse 4 l'infini et la direction normale a cette

derniére.

Désignons ces nouvelles composantes de la pression résultante par FP., (force

portante) et P, (résistance d l'avancement).

On aura: I o

Py, = P, cosae, — P, sino,

Py = P, sina, + P, cosq,

donc:
__‘Ackulh sine;
7 = Z[{_—}:izk cos @3—2 []l) —I— 2k cos %) cos (d'l -— B)] Coe (53)
Bokiu?h sin’ey cos (% — )

P, = el R L))
(R: + 2k cosB)? ‘ ) .

T '
"

Comparons nos résultats avec la valeur de la force P’;, correspondant & un seul
profil rectiligne se trouvant dans les mémes conditions.

LT

D’aprés Joukowski on a:

Py =-mou?l sing,
Introduisons le rapport:
\ — L
Py
alots '
o 3k B R 4 2kcosoy cos (6 —8) . . o
I (R + 2kcosB)? -r
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CHAPITRE IV

Les considérations du chapitre précédent sont basées sur I'hypothése, qu'd une
_certaine distance - du profil, d’ailleurs trés petite, 'écoulement réel du fluide visqueux peut
étre considéré comme potentiel et le fluide méme comme le fluide parfait. Suivant cette
hypothése la région, ol le mouvement n’est pas potentiel, se présente sous la forme d’une
couche d’épaisseur trés petite embrassant le profil. On l'appelle la couche superficielle.

La couche superficielle est intimement liée avec le profil et participe dans son
mouvement par rapport au fluide, elle peut, donc, &tre considérée comme la partie inté-
grale du profil. le mouvement réel du fluide visqueux autour d'un profil est, ainsi,
remplacé par un mouvement potentiel du fluide parfait autour d’'un autre profil composé
* du profil donné et de sa couche superficielle. Ce qui est essentiel dans cette théorie, c’est
que le nouveau profil ne differe pas pratiquement du profil donné, grace a I'épaisseur
négligeable de la couche superficielle. .

Mais l'expérience montre!) que la couche superficielle, trés mince dans la partie
antérieure du profil, subit un décollement dans la partie arriere. Nous constatons dans le
mouvement réel du fluide l'existence d'une couche tourbillonnaire qui se produit, en
géneral, au voisinage du bord de fuite et s’étend & une distance considérable du profil.

On distingue deux espéces du décollement?): le décollement simple qui se
produit en un seul point du profil, et le décollement double se produisant aux
deux points différents du .profil.

[’idée fondamentale du prof. Witoszynski est de construire le potentiel complexe
représentant le mouvement du fluide réel au dehors de la couche tourbillonnaire; dans la
région occupée par la couche le potentiel ne serait pas défini.

Le raisonnement analogue s’applique encore s'il s’agit de I’écoulement autour d'un
systéme fini de profils ou de la palissade infinie, mais toujours dans le cas du décolle-
ment simple.

Ainsi, la théorie du prof. Witoszynski remplace les couches tourbillonnaires par
les régions du plan de la variable complexe exclues du champ de vitesses a l'aide des
coupures convenablement choisies. Ces régions sont alors dites les couches de dis-
continuité. Les deux coupures limitant une quelconque de ces couches de discontinuité
commencent en un point du profil correspondant et s'étendent jusqu’ a l'infini, n’ayant au
dehors du profil aucun point d'intersection. D’ailleurs, toutes ces coupures doivent étre
des lignes de courant.

Pour construire le potentiel de ce genre représentant un écoulement autour d'un
systéeme de profils, en se sert des fonctions analytiques a dérivée non uniforme. Considé-
rons, en effet, une fonction analytique f(2) = ¢ (x,¥) + [ (x,¥) déterminée dans tout
le .plan, dont la partie imaginaire ¢ (x,y) est constante pour chaque profil du systéme et
dont la dérivée f’ (2) est non uniforme autour d’un profil quelconque P du systéme.

Nous laissons de coté autres conditions auxquelles doit satisfaire cette fonction. La
. derniére condition, imposée sur la dérivée f’ (2), implique, évidemment, que cette déri-
.vée admet des points critiques sur le profil P ou dans son intérieur.

Grace aux valeurs multiples de la fonction f’ (2), elle ne peut représenter aucun
. champ de vitesses déterminé dans tout le plan de 2 Mais, si l'on choisit une détermina-
tion quelcornque f’(2). de la fonction f'(2), cette détermination sera uniforme dans chaque

) ) Voir p. ex. L. Prandtl. Ueber Flassigkeitsbewegungen bei sehr kleinen Reibung. Verh. d. Il
Intern. M_ath.-Kongress Heidelberg 1904. Leipzig u. Berlin 1905 p, 484, ou: N. Joukovski. Aérodynamique.
Paris 1916. )
) C. Wito.szynski. La mécanique des profils d’aviation. Paris 1924. p. 27.
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région du plan n'entourant aucun point critique de f’(2), et, par conséquent, déterminera
dans cette région un champ de vitesses.

Supposons maintenant qu’il existe une région R telle que:

) La détermination f'(2) de f’(z) définit dans la région R un champ de vi-
tesses V. T

2) La région R contient une ligne de courant L, appartenant au champ V, et
issue d'un point A du profil P. (Fig. 6).

En prolongeant analytiquement la fonction f' (2)
le long du chemin fermé F entourant le profil / on
revient au point de départ avec une autre détermina-
tion f'(2) de la fonction 7'(2). Cette fonction f'(2)
définit dans la région R le champ de vitesses V, diffé-
rent du champ initial V|. 1l existe, en général, dans le
champ de vitesses V,, ou dansle champ obtenu de V,

. ——— - par le prolongement analytique, une ligne de courant L,
Fig. 6. issue du point A. .
Il peut arriver que les lignes L; et L, satisfas-
sent aux conditions suivantes:
L, et L, tendent vers l'infini,
L, et L, n'ont pas des points d'intersection au dehors du profil P,
L, précede L, sur le chemin F suivi dans le sens du prolongment,
L, et L, ne rencontrent qu'un seul profil du systéme, c.-a-d. le profil P.

Rl ) A

Alors la région du plan située au dehors de P et limitée par les lignes L, et L,
peut servir comme une couche de discontinuité correspondant au profil P.

En opérant de la méme maniére sur les autres profils du systéme, on obtient une
famille de couches de discontinuité, chaque issue d'un profil du systéme efils’&t&nddnt
jusqu’a linfini. alpenie taso

Le raisonnement précédent est Join d’étre complet-outaiiti“pllis ’-‘;Bréifigjﬁ“C'est un
essai d'exposer les points essentiels d’une méthode w&iw&tale Hl]lfl‘\ib n!'éii-"ﬁ)aé‘bété"'"ﬂ}i’ib‘liq"ii'ée
jusqu’d présent qu'a des cas concrets. Unié”‘E’Bé‘iﬁcfé':.'\pa”ftiéi"’E:"ésj"‘ffgtit;ﬁg,““’a'&ﬂf’ onalrait
besoin pour justifier cette méthoti; " H'ese pag ‘evidoral praviseer *Anksy Jes” linfites' "dans
lesquelles la méthode .est! apslicable: dontrlbimatd'stre Formulabsiles ) rablafiEL gai &ty
rattachent sontsrdutis la9plupakes horvedBlubl mesids dantolds e coterdts, itqualquefoierlaks
simples. Donc, chaque fois quand on applique cette méthode, on -¥& Boinah Predinnde,

cath calouldessfardesséndlaissantsdercoté +liéxamensithéeviquec Lla -confiance awx’] résultats
-ide-ced) calemlsliast toujours ibabéé surlavbomparaisoncdunidonnées de lddpérienked)ustaya
1ol anslEndsitvartlla thethade deVeloppes, wous allanb: s it dansda suitet in Botefieel
1d’¢aciilement kieraversiaopalissadérdéfirie dansiTer} Cchapitde idetidrvsiotd. j Maid!s larathe
d’abordapivette: leohstruetion; ods ferons bnuute aneniemarquar sen (2 T\ ndvinh sl tmob
5.1 .noitshel potentiel sdaliguedtibn “Aineh Gues fous ey 'potetitield! e manse sgdniedue nous
-iatonatien Doecasiondelredcontretiddnne naissafes dussi #inina® duted faniiilede styaehks
de discontinuité. Lestesuckids ide digdontintitd!appdttenant ¥idéire sEEgAde Hatmilles com-
mencantpauikpaintssgritiqudb; desla’ fonetiom g’ (k) bituésaanhs deborss des wprofils id systéme.
-Famsolelraniconsidérérdel la palidshde. infinielqges! points:critiquesiisent dispvsésslsuymiBare
~Hpstis palidsadesdiul intervallerdecaetsbxe 1possédantunt seul deséed spointsspioaloup woil

b oV @REH Witwioldz yhts kind navseeaniadeiads pidills aolandd Pdef clieel 517437068, Neumark.

. Buridesifbemnioh divdrsesodhipotentel servkilt acecalflileriibsforees i dgiskbht sur Ted prdas wavludliMTraskux

de I'lnst, Aérodyn. de Varsovie. 1927. Fasc. L. p, 72, ou, enfin, J. Bonder et P, Szymanski. Suf!ld #hld-
P K (_'

plan en tandem, ce volithe g FEOT zitnt! moitsioa’h elilorg wub supincpdm sd Jdeavseois L NS]
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Nous ne savons pas, s'il existe dans le mouvement réel les couches tourbillonnaires
qui correspondraient aux couches de discontinuité de ce genre, en défaut des expériences
nécessaires. Mals, ceci importe peu dans notre travail.

En effet, le but que nous nous avons proposé est d’obtenir le moyen & calculer
les forces qui agissent sur les profils de la palissade. Nos efforts sont dirigés 4 ce que
les résultats des calculs en question s’accordent avec les données de l'expérience.

Néanmoins, si I'existence du phénoméne mentionné pourrait étre mise en évidence
par l'expérience, ce serait un argument puissant au profit de la théorie en question.

Ces remarques faites, nous passons a la construction méme du potentiel.

Soit f(2) une fonction analytique, dont la dérivée est donnée par les formules!):

df _ _ aluh | R (22 — a2e™)

_I_

iz | (2 —at k) (@ — R ZY)
R _ 4_5'__/‘_.&__ — o
iUy Aoy

Z + ak)(a—l—kZ)( Lo 4 g_eT—[—z) s 09

a .

h| g, Z4 ak 5, @+ kZ'| _
z=—|eFlg =——— ? ] 0 < kT ¢
7 i R P 2

La fonction f’ (2) est la somme de deux termes, dont le premier est la dérivée du
potentiel considéré dans le chapitre I. Comme nous y avons déja remarque, c’est une

fonction uniforme dans tout le plan de z.

L
Fig. 7. TN PR i
. ansh SOTUCLIOTN YIS LD
X

Quant au deuxiéme terme de cette somme, il admet lgbri'}m%@éﬂ‘Jriﬁ‘i“fﬁes‘ Zﬂé"—qoﬂét

Z = oo par rapport a la variable Z. Calculons-lesevildursiides2 earrespond snta kes points
du plan de Z. Comme la fonction (1) -nlest!définisrglen:dehdry duivereler| ) ab iodivtine

donc, & examiner le point Z = oo,

i ndis ninh sica slosiatusnos alisidb  xus npant selsis’T o towenog tiethoov jup nrstesl a1 (0
S it s ayNouk conserveas icileb-motations!des abbpiteds:'précddentart he ivoefficientr Ausdrasidéterminéiidans

la suite d’aprés la condition analogue a celle du chapitre lIl dushint s gdeoqeih aangilityer wlilorq
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Les formules (2a) et {3a) donnent pour r = oo

X = ﬂlzh Siﬂ@; y = N?zé COSB; Hl == O) ‘l_ l, + 2 .

Done, au point Z = o correspond la suite infinie des points:
mh (7 -2 mih —i3
z:~i-/e(2 ‘): -2»—0 , m=20,+1+2... . . . . (56)

Tous ces points sont les points critiques de la fonction f'(2) dans le plan de z. En effet,
le chemin fermé P QR entourant un de ces points (Fig. 7) correspond dans le plan de Z
au chemin fermé P'Q'R’ entourant le point critique Z = 0.

Il existe aussi des points critiques situés sur les segments de la palissade, puisqu’au
chemin fermé tel que ST U correspond dans le plan de Z le chemin S'7'U’ entourant
le point Z = 0.

Il est évident que outre ces points la fonction /' (2) ne posséde plus des points
critiques. Donc, conformément aux principes de la théorie exposée plus haut, il faut
construire deux familles de couches de discontinuité. lLes couches de la premiére famille
commencent aux points de fuite des profils, tandis que les couches constituant la deuxiéme
naissent aux points de la suite (56). (Fig. 8).

&

W\

O

D & ==
N

Fig. 8. Fig. 9.

Pour obtenir ces deux systémes de couches de discontinuité il suffit de mener
quatre coupures dans le plan de Z: deux allant du point N au point F, et deux issues
du point F vers I'infini. (Fig. 9)1).

Toutes ces coupures introduites, la fonction f’(2) devient uniforme au dehors des
couches de discontinuité obtenues. Il en résulte que cette fonction déterminera un champ
de vitesses au dehors de couches de discontinuité.

)} Le lecteur qui voudrajt pousser l'analyse jusqu'aux détails consultera la note déja citée: Sur le
multiplan en tandem, ce. vol,, ot se trouve la solution d’un probléme analogue concernant le systéme fini de
profils rectilignes disposés en tandem.
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Nous allons vérifier maintenant que ce charip représente un écoulement a travers

af

notre palissade. Pour cela il suffit démontrer que la valeur de 27 ie™  est réelle pour

Z = act?

On a, en effet, pour Z= ae':

ar o _ 2kuh| sin (P 4 o — f) 4 & sin (F
dz ar | — 2k cos 29 + k!

o4 9)

+

__}.. N e ey . .
(1 -] 2% cos® - &%) (1 t cos

ce qui est réel pour A réel.

Mais on détermine A par la condition:

dZ V== -+ «‘)'0

qui donne pour A la valeur réelle:

4 — sin(h 4 o--B) T A sin (0 — o 4 §) N (7))
| + 2k cos ¥y + &2
c. q. f. d.
En substituant dans cette formule les valeurs de sin ¥, et cos ', tirées de (7) et (8),
on parvient aux expressions sulvantes:

:‘Fm]o: (R — 2k cosB); . . . . . . . . . . (58
—R?

ou:
(1 — k% sina

- R4 2k cosB

(58a)

CALCUL DES FORCES.

Comme dans le chapitre précédent, nous calculons les forces agissant sur les pro-
tils de la palissade en s'appuyant sur la formule de Blasius. En adoptant les mémes
notations, nous aurons, comme auparavant:

.P,,—ip.\.z—if(d{[)“‘-@dz R £ 1),
| 2 ) \az) @z

mais, cette fois, le chemin d’intégration sera défini d’une maniére differente.

En effet, la circonférence | Z| = @, ainsi que tout chemin fermé embrassant cette
circonférence, rencontre les coupures tracées dans le plan de Z. Donc, le chemin d'inté-
gration du chapitre précédent doit étre modifié conformément & cette nouvelle circonstance.
D’ailleurs, cette modification doit étre justifiée aussi par des raisons physiques.

Tout cela nous conduit au chemin d'integration définie de la maniére suivante.
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On décrit de points Z = 26" et 7= et C T comme centres deux circonférences
PQR et STU de rayon p suffisamment petit (Fig. 10), puis
4 on intégre le long du chemin UBPQRAS formé par des arcs
des cercles UBP, PQR et RAS, en faisant tendre, ensuite, le
QM 2 nombre p vers zéro.
¥ \ Pour abréger I’écriture nous désignons notre chemin
% 5 B 0 E g z d’intégration par @, le chemin composé des arcs R4S et UBP
" par €, et 'arc PQR par €,.
T . af az .
U En substituant dans (59) les valeurs de —= et tirées
z
Fig. 10. des formules (55) et (13), on obtient:
b ip — _cakwn [N R (22—t
! 2m (Z° — a*k?) (a* — R*Z?)
s L
; VT q2BY) (g? . B2 72
+ : 4AZ_A e (Z_ — ¢ k) (a k Z%) 47 (60)
- 7 =t a - R_l‘(]‘o 7 e 219,
(Z -+ ak) (@ + kZ) < eT 4 Zez—I—Z e ( a‘e”" ")
a JE—
ou:
Py —iP.= [F(Z)ydz . . . . . . . ... (6)
¢
si nous désignons par F (Z) la fonction A intégrer.
En developpant le carré de la fonction ﬂ, on obtient:
FZ)y=FRO+REZ) + /& . . . . . . . . (62

Puisque le chemin @ est composé de €, et €, on a:

P,— iP. = [ F(2)dz + | F2ydz

La premiére de ces intégrales est égale au demi-résidu de la fonction F(Z) par

. id R . . A , . T
raport au point Z == ae " multiplié par 27/, ce qui peut étre déterminé immédiatement.
Nous passons, donc, au calcul de la seconde intégrale.

On a d’abord:

fF(Z)dZ: [R@dz+ sz (2) dZ + st (2) dz
o [t [ S

Comme la fonction F, (Z) ne dépend que de Z? et le chemin G, est composé de
deux arcs RAS et UBP, symétriques par rapport 4 l'origine, on a:

[F(2)dzZ = — [ F(2)dz

RAS “uBp
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d’ou: ot
/J(&dz+ /Fwwu-/ﬁma¢ax .ammm
R fy
. . \ ) ,," G \ o N R TR TR W RN S \‘
par conséquent: co U ] ( ¢ o A= 1 i
j F(Z)dZ = j F, (2) dZ + ] F3(2) dZ "“'_,, Y
.(S/O .@0 .(5’0 DATIO G
et: A
ﬂ—&ﬂ—wﬂ@ﬂw)Fwﬁ p+/wwwﬁwfmwwﬂ.wm
Q- a7y . y‘ _.... 0 4
Maia: & A l}( . s L [‘)7 (9 S8 e ) i A Cdiv (in E

i .o == Lokuzh[ 2R, sin (¥, — %)) " | .
ni [(Z ae” ")y F (Z)]Z — ael&" 4 | — 28 cos 20 + & jl_ i
ti ‘\4 2 % 4(1) n\ ' | hﬁ‘l \

+ +2k008&r+k2] (I—ZkzcosZﬁ +k) ‘ H

A ) F— U AR TR - i
[(§ -F ) mie S\ 1 (% 0y i 200 | |) [ y

i
ou, en substituant la valeur de A tirée de la formule (58a) et les valeurs de sin®; et cos &,

:;"m-‘/\
) iy IG&U!H} sin 0‘[ | R—2kcos B]?
(0\) ) ﬂi [(Z ae ) F (Z)}Z_L 113& IT"( ~ + 2 R + 2k cos l{a
anoa andh est mﬁ! devoin.gue les denx dernicres. intégrales.de Ja f@rmulq,.(fﬂ) sont réelles;
xdﬁau'gﬂ Pa” ﬁucl?mlrr‘;ﬁshdu)(detﬁrmlpﬁoppt 1)“1@&‘”?“{@* dQUQLV arnal ob anoly amorataorios

tao "B supeing odnibeda ontd Toag \ alsugatad’l sup »Uuux v AU e e b grst al sl

i
totugving ot Ry =d oh MMM&I ap +\ i i ;CP%s (;))2 “rin b oune (\64)
R 2 R + 2k cos B
et: Wb
o m:ﬁ%@ﬁZ+]ﬁ@M¥»W”WL...w®
7 e Bk e
ou, en substituant au lieu de F, (Z) et F; (2) leurs expres;sidhs
F
P, __ Aicaku’h Ag, e~ 1% ) (Z"-—Ya & ( Py d‘% Ao \‘{ e }-_+
- —(idky T e TR - \'1 o “}b”” "ﬂ"_o
o 5w Re | %2*‘l ““w2+ﬂmm+w2> T 2
Y g
an od nilgdn 0915 1nmg ooz olng ah elstgdior shnoosza sl snp tiow ol dais J o 1Y

id i,
% Re™ (Z 4+ ak) (a + kZ) - 21,80 = Ik — (66)
\, . DroAZESdlet 1) | Z /@ 2
(I‘-\ . . . . Ca . . . i AW — € €
@0 e a Z

i

3 , . Ppe g . .
En posant _Zzaei , conformément a la définition: du chemin @), et en faisant

+ Bcakllzh AZ / (Z — ak) (a — kZ) s ol ((l)‘dlg () ealimol r;,-nl‘» liny

tendre, ensuite, p vers zéro, on obtignt, (14), (29): \\ | \
(&%) P
'>4'-'+'3'0" #on | A ra2on AL A1) . :
AR
p . LoAku'h sm(a+a—a)+k2sm(«‘>—a+ﬂ) avy
=

~ +

smw—m+www+mmme#w¢mew+“

—n+%



w49, .
Ledtwh | 1—2keospdrl vl L . (67)
% ]-—{—chosﬂ—{—k I 4 cos ‘)'—;‘\}" [sm (D—B)"i—]z“sm (D +‘p)]
: _'+‘()o - g . . . 2
Posons: '
=+ 4
Jy o= sin (v 4+ « — B) 4 &% sin (% — a‘-__if B) o d ﬂ - (68)
sin (' — B) + & sin (& + B) (1 +cos— T8)(] o 3k coad +k2)
' -+
et:
Tk
S, = | — 2k cos &+ 4 /22; _ d ¥ (69)
|+ 2k cos & 4 1 (l + cos L —2 Yo’ [siﬁ (¥ —B) + &% sin (I + B)]
“r + 4y
Alors: .
py— SRR oA oagy o)

w

Le calcul précis de ces intégrales conduit aux formules compliquées, nous nous
contenterons donc de leurs valeurs approchées. Nous nous bornerons ‘dads la ‘suite aux
termes de rang de sina, ‘Il en résulte que lmtegra]e [, peut étre négligée, puisque A* est
de rang de sin?e. Quant a l'intégrale J;, on la decompose de la maniére suivante:

-+

P :
Ji = cosu = — d i +
J 1 4 2k cosd 4 k?) (| +C051_j2‘ )
_,8.0

=+ 8y

& sino cos (" — ) —R cos 0 dd

3 ~_ﬂ+&05in (" — B) + K sin (9 + B) | (] + cos (_2_) (1 +2k cos \‘}+k2)

Il est aisé de voir que la seconde intégrale de cette somme peut étre negllgee en

vertu des formules (59) et (70), donc:

py ~ SRR A coso o (71

T

ou:
=, '
J=; 18 L
(1+2kcosn+k2)( b=

5 — 9,
2

Calculons l'intégrale’ J, Posons:




alors: Lo
J = __de — (73)
I 4+ 2k cos 29 + 9) + £ | 4 coso
_"; )
La fonction a intégrer peut étre décomposée de la maniére suivante: |
¢ S
1 . I :E+M¥'Nsin tp_%_P—I—chsﬂ—_asincp_—}:-Tf'_co_s_Z_f{J
| +2k cos 29+ 9) + £ | 4 cosy I + cos ¢ | + 2k cos 29 4 ¥,) + &
. o . o . ' vl
ou: e ' )
L Vg Mt Nsing
1 +:;2_:.k cos (29 4 V) 4+ K 14 coso , I 4+ cos o i
+ P - T + Q COos (‘P —|: S iil.]_ (P_ + 2_\T7C(152 '(,P_""“'; '\' e .,: ..'._ ) (74)
b+ v cos’ ¢ + A sin @ cos ¢
si 'on pose: | _ o . C
. p=1—2kcos ¥4k . . . . . . . . . (75)
v=4kcos V¥ . . . . . . . . . . . .75
A= —4ksind, . . . . . . . . . . . (75)
7 En chassant les dénotninateurs ‘et en égalant les coefficients, on obtient le systéme

d’équations suivant: " KT

P—T4 n(E-+ M=

P—T+Q+Ep+2N=0
S+ p N=0

2T Qv (B 4+ M) =0
S+ X(E+ M) =0

27+ Ev—AN=0

(76)

En résolvant ces équations par rapport aux ¢toefficients indéterminés E, M, N, P,

@Q, S, T, on obtient:

— ’ = M = ! ; = .
>+ ey, et

: S : I i

PRERSE S IR L Q-;_w + opy 2
2+ v (b v

>\P& . -T:' )\2 + V2

m-.—-».—.—-.--?‘ ey

(i ) 2(w vy
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ou, en substituant les valeurs de g, v et A des formules (75):

_ 8% [(I 4 k%) cos &, + K]
(€5) ( + 2k Cfs Ty + k2)2
Q= — 4% [(I—I—k?) cosw‘} + 2k (1 4 sin? 9,)]
(1 + 2k cos ¥, + k%)?
_RREES T k cos 3, 4 K)
R I (] +2{Z cos ¥, - R2)?

S N |» T8 AL 3k2 L 7 — 4k cos ¥, o
(I —{—Zk cos«‘} —[—122)2 (I + 2k cos ¥, + R*)
|_'_i‘ rire - 1 N — _mEa 4k sin ,&0
o2 B eds ¥, + & (1 4 2k cos ¥, + K2
e On a maintenant: "«
+ :
dy sin ¢d ¢ 1
J=Ern 4+ M _— N —_— 1 — L
(6050) / I 4+ cos ¢ + / 1 4+ cos ¢ + 2
(dery % ~5
ou:
T . Lo
{ 4
Sintag - al ln':erh_ilz) §ane __P + Q cos ¢ 4 .8 sin ¢ + T cos 2(? ¢
I 4+ 2k cos 29 + ¥) + k?
5
Mais:
+3 + X
dy ¢ |
N ——— = 1g - = 2
(\_f)\) . / ] + COSCP: g 2 . ,
__% ) , ._125_ ’
et: N
+5 0 A .=
sinpde _ sin cp;icp + / sin pd¢
] | 1 o
LW S ¥ T W rm%ﬂm[;tcc:?l(g'un ¢ ﬂ + ot Y + (‘TOS ?
)
X

0 -

t.'\: . : 2 "’ PR
( j_:_”') sin cpdcp n sin pde 0
- l + cos <p I 4 cos ¢
0 .
v +2JJ

d'ou:

“

(77)

(78) .

LB T L 09



— 4 —

Nous nous occuperons maintenant de l’intégrale L. Nous reviendrons
a l'ancienne variable 9 a l'aide de la formule:

'{]' = ZCP —|— {)'“

Apres cette transformation 'intégrale L s'écrira:

d’abord

=+ by
§— 9, -,
P 4 Q cos -+ § sin + T cos (3 — 1)
L: - = = S _—t _,277 _ — e d,‘().
I 4+ 2k cos O 4 &?
—ntdy
ou:
"+ 9,
NS N 9
Lcos By (2 kgow & | o ity 4 p— 2o0e e (LS B
L = 2k - 2k 4y +
'+ 2k cos ¥ + k2
—nd-§,
n+ 4, 7k,
9
¥y . 0 . {'d(a ‘) 8- CO0Ss ’2‘ d\‘)'
~+ 7 sin ¥, sin ol 4+ (Q cos T°—~—Ssin¥g~) S 4
I + 2k cos Wy 4 k2 2 2 I 4+ 2k cos ¥ 4 k?
~+ 9, Sy
T4 9,
9
g 9 sin z d
in 249 Yo S
T (Q sin 5+ § cos 2) |+ 2k cos & + &2
—mt+ g,
Mais:
| 4 2k cos & 4 R — (I 4 k) — 4k sinﬂ‘;—' = (1 — I + 4k cos?
donc:
w + &
I — WTCOS‘?L_F P_T(l—'—k?)cosﬂ'o d\‘)'( .
k . 2k I 4+ 2kcost + &2
—n+
n 4 9,
. sin ¥ d
+ Tsin 1 4+ 2kcos?d + & +
—n+d
n+ B
b
3 9 cos 3 dd
o ¢ Yo .
~+ [Qcos 5 S sin 2) - +

(0 4+ k) — 4 kgin? —
Yots, 2



T A,
N
/ 9 o sin —- d ¥
+ (Q sin _éﬂ + S cos —29) === 2 g (80)
(1 — R)? + 4kcos®—
Zat9, 2
Calculons toutes ces intégrales. On a d’abord:
=+ B
f avy J‘ dg +
I —I—Z/ﬁcosﬂ +ll‘ | + 2kcos ¢ -+ R
—n+d —=
o =+
' dy d
+f | 4+ 2kcosd + R* - J 1 4+ 2kcosy + R
—n
Posons dans la prémiére intégrale:
y=¢ — 2=
alors:
- Rt g,
j o da f do _ f d 4 B
1 —I— 2kcosy + 2 N + 21?.coscp —|—— . I + 2kcosd + k?
— T+ J T+ & p
donc:
o d s /
. ¢ — j (¢4 (81)
I 2k cos § + e I 4+ 2kcosd + R*
—ﬁ+'&0 — T

Comme la fonction sous le signe de l'intégrale est paire, on a:

B e g f " £ S——
s 2heosy e . | + 2kceso + &*
0

— T

On effectue intégration a l'aide de la transformation:

z‘=tg—§—

et on obtient:

(o]

4y =2f dt L
| 4 2k cos ¥ + A R — ke

e
ke

— ajetg L=k = :
= U f ok |




donc, en vertu de (81):

=+
d 2
f ST = AT (8)
I 4+ 2k cosV 4+ k2 | k?
— 74,
De la méme maniére on a:
=44y i
j' sin v d . sinddy
I + 2k cos + &2 . I + 2k cosd + k2
-t -5

puisque la fonction a intégrer est périodique de période 2%. Puis, comme elle est impaire:

_}_T[ T

f sin$ d 9 _ f.“' sindd ¢ - 4~lf0 sin $ d 9 R
J I 4 2k cos & + R . I 4+ 2k cos9 + &2 I 4+ 2k cosd + R
0 ]

donc: x4 9,

N '«,d

J sind 4% =0 . . . . . . . .. (83
| 4+ 2k cosd + R

— T4,

. Les deux derniéres intégrales de la formule (80) se calculent facilement a laide
des transformations:

g

£ = sin -
pour la premiére integrale, et:
£ = cos b
pour la deuxiéme. On obtient:
T+ by
3 =8
COSEd“} | ]+k+2l’kcos—2~
= - lg ———— —_— . (84)
(1 4+ k)2 — 4k singi B VE L ) Vi cos
_.ﬁ_l_ﬂ.o 2
et:
"+ 8, ) _
sin 5 ds , 2 VE sin ‘;L
- — == - Arcl‘g } }Z . L (85)
(1 — k)2 4k cos‘z% (1—k) VE -
—n+ 9,

En substituant dans (80) les valeurs obtenues des integrales (82), (83), (84) et (85)

on parvient a la formule:

L =

© 7T cos¥, 2% T + k% cos&ol
P
k + I — kz[ 2k T



V) 2 /- W
Q cos -Zo—Ssin 2” | %k + 2VE cos?n
TGS et S MO T
(I + &) Vi |+ £ — 2 VE cos "
9, %, —
2 |Q sin 5 4 Scos —) 2 Vk sin -
4 e L prctg oo 2
(1 — k) Vk =k

Mais, en vertu des formules (77):

T+ ) cos®y 4RI+ ) cosdy + 2k

2k (I 4+ 2k cos ¥y + £%)*
puis:
N i “)
4k cos Y ) (1 4 k) + 4ksin? =°
9 .9, 2 | 2
Qcos — — Ssin — = — e ————— '
2 2 (I + 2kcosdy + &%)
et:
« {)U - o 9 “)‘0
N ; 4 % sin 7 l(l — k) — 4 k cos? 2-]
Qsin 2 + Scos - = — — - ;
2 2 (I 4+ 2k cos iy + £?)?
donc:
: 3 9
J— 8k e | - cos ¥y + m [(I + k%) cos?y + 2k]
(I 4 2k cosVy + &4 | | — k2
'{)'0 i 9 oy n.l) ) v U‘”
cos = I(l 4 k): 4 4k sin? / 1 4k 4 2 VEk cos
2 | 2 2
J — lg - \) +
2004k Vi I+ 4k 2 Vkcos 2
i3 i 1 O
sin VZL) [(l — k)* — 4k cos® “| 2 Yk sin - '-’I
-+ - = Arcig 2 ‘ _
0 — k) Vk b—k
La formule (79) donne maintenant:
;_ 2 + _ 4k [ [ + A cos - 2k
‘ I = 2k cosd, | k2 (1 4 2k cos W, R L 1 — &2
'{)'U - - - “).“' o {}0
cos - k(l + k)* 4 4k sin® - I+ 4k ~+ 2 Vk cos =
2 2 2
= ~ = g ———
201 -+ k) Vk | +%2 — 2 Vk cos ™
| ” . Uy Ay,
sin —- |(| — k) — 4k cos® - ‘ 2 Vh sin l
2 | 2

+ Arctg

(0 — 1) vk b=k ‘



En substituant dans (71) on obtient:

8c Aku®* h cosa 2km [(1 + k%) cosy + 2k]
Py = 1 2k i,

y = (I + 2k costy 4 &%) {( + cosVy 4 k%) + T -+

. ¥, - .

2 Vksin - |(| — k)2 — 4k cost -2 2 VE sin 2~°

+ . Aretg - .
| — & R s

T b | LYy 9
Vk cos ZL [(I —+ &) + 4k sin? E—} I+ k+ 2 VE cos .éﬁ‘
T I 4 - g e - B . (86)
: 1+k—2chosz‘—‘[

ou a l'aide de (58a):

8ok (I — 1{2) u? h sine cosc
o= - : ] 21 i k>
’ = (R —}— 2k cosp) (1 + 2k cos ¥, +k2)2{ + 2k cos + B+

2w [(1 + B cos¥y + 2F] +

I — k2

p— 9 - g
2 Vksin > [(I — k) — 4k cos® -2

+ 2. —— Arclg ———
’ — k I — &

Vk cos {}20 [(I + k)* + 4k sin? El | + k& + 2 Vkcos EUI
e 1 ’ . (87)

b & | -k — 2 VE cos 0

Comme on a déja etabli, la valeur de P, se détermine par la formule:

P = — sku®h sin®o (] i+ ;_ _

R — 2k cosp\?
: . ... .. (64
; ) (64)

R + 2k cosB

Nous rapportons les axes des coordonnées a la direction o de la vitesse a l'infini.
En désignant par Py, et P, les composantes de la pression suivant ces axes, on a:
g P 1 1 P P

P:, = P, sine 4 P, cosa
Py = Py coso. — Pysine. . . . . . . . . . . (88)

Introduisons maintenant le rapport:

P.’ll
!
PI/J.

A=

ou:
P, = 2cu*l sine

comme c'était fait a la fin du chap. IIL
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On peut écrire les formules (64) et (87) sous la forme abrégée:
P. = —ou*h sin?a. M
P, = 80u’fi sine cosa.. N

ou M et N sont indépendants de o.
En vertu de (88) on a:

Py = 8ou*h sine. cos’ . N + ou?lt sin®a.
et:

h | h
A= 4N = o - M in?o
; cos®a 5 ; sin

ou, d'une maniére approchée, en négligeant les termes de rang o*:

)\:4N/Z

=



JULJAN BONDER, ing. et PIOTR SZYMANSKI, dr. phil.

CONTRIBUTION A LA THEORIE DU BIPLAN.

Dans cette étude il s’agit d'examiner Iinfluence de la disposition des ailes d’'un
biplan sur la valeur de sa force portante.

Nous ne considérerons que I’écoulement autour d'un biplan avec les ailes indéfini-
ment longues ayant comme profil deux segments rectilignes, égaux et paralléles.

Nous allons établir le champ de vitesses de cet écoulement en nous servant d’une
forme particuliére de la représentation conforme.

CHAPITRE L

UNE REPRESENTATION CONFORME DE DEUX ARCS DU
CERCLE SUR DEUX SEGMENTS EGAUX ET PARALLELES.

Soient AB et CD deux arcs égaux du cercle | Z| = a, situés dans le plan de la
variable complexe Z = X - (Y. Supposons que les valeurs
de la variable Z correspondant aux points A4, B, C et D soient:

aeial(’, aci(“—{)'o), ae—i‘(}o‘ ae—"i(n'"ﬂo)‘

Envisageons la représentation du plan de Z sur le plan de A/<-\\B
. ) P X [3
la variable z = x - 7y, définie par la formule: T
2
=@ = b (1 D)+
at\?
(Z -+ -—) — 4 &% cos’e

+COSS" e '—Z‘

——— ,7>v_2 2 E S—
Z '/(Z + ‘;) — 4a? cos? ¥,

ou ¢ et B désignent les paramétres. Nous supposons que:

0 < Uy < e

N €

T
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~

La fonction de transformation z = f (Z) se déterminera alors comme:

V4 z

o 2

zzf(Z):'Jl £ (Z)dZ = — i sinP J (1 + “) 47 4

1R

N

2
— 4qg* cos® ¢

(Z+_.J‘.). 4z . . . . .2
(22

2
V4 Z — — 44a° cos® ¥,
‘/( tZ ) ’

oul'intégration s’effectue suivant le chemin déterminé joignant le point Z, avec le point Z.

&

Le point Z, peut étre pris arbitrairement,
L . . . i
La fonction & intégrer ayant le péle Z = 0 et quatre points critiques Z = ae

i (e — i ~i(r—4 . . .

aell “), ae '™ ae i 0), la fonction de transformation (2) est non uniforne. En elfet,
I'intégrale indéfinie (2) admet des périodes cycliques provenant des lacets décrits autour
de points critiques 4, B, C et D (le seul période polaire provenant du poéle Z = 0 est

égal a zéro).
Cependant, il est aisé de définir une détermination uniforme de la fonction (2) qui

transforme la région extérieure du cercle | Z| = @ en une région du plan de z.

Il suffit pour cela de se borner dans la formule (2) aux chemins situés & 'extérieur
du cercle |Z| = a.

En effet, tout chemin fermé situé a I'extérieur du cercle | Z; = @ ne renferme aucun
poiat critique dans son intérieur, ou bien y contient tous les quatre. Dans tous les cas
I'intégrale (2) obtient la valeur-zéro.

Pour que la transformation soit entiérement définie, il faut encore fixer le point

Z, aussi que la détermination du radical l/

aiy? R q .
Z + Z) — 44g° cos?®, dans ce point.

Nous posons Z, = a, ce qui fait correspondre l'origine du plan de z a l'origine M
des arcs du cercle |Z| == a. Quant au radical, nous I'admettons positif au point M. Ces
conventions faites, la transformation est déja définie.

Nous allons étudier maintenant la courbe qui correspond dans le plan de z au
cercle | Z| = a. Pour obtenir la valeur de z correspondant & un point quelconque P
situé sur la circonférence du cercle | Z| = a, il suffit d’appliquer la formule (2) en suivant
un chemin d'intégration quelconque joignant M et P et parcourant en dehors du cercle.
Nous conviendrons d'effectuer I'intégration indiquée suivant
I'arc du cercle | Z = a en évitant les points critiques situés
sur cet arc par des demi-circonférences décrites au dehors
du cercle. Comme l'intégrale (2), prise le long d’une quelconque
de ces demi-circonférences, tend vers zéro avec le rayon de
cette demi-circonférence, le chemin d’intégration se réduit & la

suite des arcs du cercle |Z| = a dont aucun ne renferme

de points critiques, qui sont tous situés a leurs extremités.

(Fig. 2). Il ne faut pas d’ailleurs oublier que l'argument du
DY —

radical I/(Z 4 q; -

chaque fois quand on passe par un point critique.

o . T
— 4qa2 cos’d, doit étre augmenté de 2

Ces remarques faites, passons aux calculs.



Posons - )
i
Z=uaée" . . . ... ...
Alors:
dz cos’" — cos*s
— = . sinfl cosV 4+ [ cosf N (4)
az ie' | cos®—cos® iy
et:
_ o ,  cos? ) cos’s
z = f(Z) = 2a sinf sin? 4 2ai cosB J C(js . : ?OS AT )|
v V cos®—cos*ih,

Supposons d’'abord 0 <{ ¥ <« ¥, c.-a-d. que P est situé sur l'arc MA. La formule
(5) nous montre que la partie réelle et la partie imaginaire de z sont tous deux positives.
Elles croissent constamment quand ¥ varie de 0 a .

Le point P, du plan de 2, correspondant au point P, décrit donc une ligne /M, A,
(Fig. 3). La valeur de z au point 4, que nous désignons par 2 (4,) est:

.3.0
29 22
2 (A) = 2a sinf sin% + 2ai cosp f _co8 . cof Y.L (6)
“  Vecos® ¥ — cos*d,

En passant maintenant par le point critique A, largu-
ment du radical y

Cos? O — )
V cos cos? i 4 5

F
= — 1 : 0 \Q
vy, on a x ! \Nl\

= 2a sinf sinV 4 2a cosﬁj __:——-—:--wiﬂ—l- G D,

e

) ) T
obtient l'accroissement 5 donc pour ¥, < I <

+2azcospf £ : R )

Si U varie de ¥, a # — ¥, la partie imaginaire de 2 c.-a-d. I'ordonnée du point P,
reste constante. Quant a I'abscisse du point Pl, elle se compose de deux parties. La pre-

miére 2a sinf sin? augmente pour ¥, < ¥ < — et pour ; < ¥ L — dyelle décroit,

pendant que la deuxiéme exprimée par I’ mtegrale croit pour ¥y <L ¥ < setn —e <V L T — Iy

et diminue pour ¢ << ¥ << ® — & Leur somme a donc un maximum pour une

. T .. _—
valeur ¥, de ¥ comprise entre ¢ et 7et un minimum pour une valeur © — ¥, située dans

'intervalle (t — &, © — &), Par conséquent, I’abscisse du point P; va d’abord en croissant
guand ¥ varie de ¥, jusqu’a ¥, ensuite elle diminue dans l'intervalle (¥,, = — ;) et enfin
augmente pour © — ¥, << ¥ << ® — ¥, Le point P; décrira une ligne brisée A, E, F; B, ou:

{}l
cos’ — cos’e

z (E)) = 2a sinf sin?d; 4 24 cosf f — dvy 4

/
g ¥ cos? ¥y, — cos 29
0



t+,
. G )
L 2ai cosd ( oz et e g N
“ V cos? — cos? U,
. . T cos?V — cos’e
z (F)) = 2a sinf sinV, 4 2a cosp J —— d¥ 4
9 Vcos*ﬂ'(, —_ cos2 ¥
[}
_cos? — cos’e
—}—Zalcosﬁj A O
! Veosd — cos? ¥,
et:
== g -
. cos®? — cos? .
z (B)) = 2a sinf sin ¥, -+ 2a cosB = -4 4
9 Vcos? ¥y — cos?
0
.“}0 29 P
) 2) ~— cos’e
—}—Zalcosﬁj meS08 R e [1)}
Y cos? & — cos”
Pour = — ¥, < ¥ < = on obtient la formule:
=,
3 290 2e
z:2asinBsin1‘)'—}—2acosBJ LCOSTE T COSE g0+
f Vcos?®, — cos??
Yy
9, :
e 29 __ 2 29 2
& 206 cosB f _ _cos | cos®e g f c_o_s _1 __cos E:_: a9 ] . (1)
“ Veos?) — cos®y - Veos?® — cos®dy -
0
Le point P, décrira maintenant une ligne B, N, ou:
n*{]n 29 2 ‘(}0 29 5
29 — 1) — tg
z (M) = 2a cosﬁf cos”) T COSTE 9 1 24 cosB U cos ) —.COSE v
l/cos”)'o — cos?¥ ,  Vcos?) — cos®d,
m T -9
- AF T 0620 — cos?e
— f Sosil ——cosit s ] = 24 cosp J (COSTT T O E go L (12)
: Veos?d — 00520 s Veostdy — cos®d
™ 0
En procédant de la méme maniére on obtient pour — © < ¥ < 0 l'image de l'arc.

M CDN qui sera une ligne M, C,G,H,D;N,. On a:

T
2 (C) = — 2a sinf sin¥, — 2ai cos[ﬂf l/

COS21(] _— (:0325

i% . . (13)

cos2 ¥ — cos? iy




ou:

— 57

o,
. . i 3 .
2 (@) = — 2a sinB sind, — 2a COS@f cos? __cos E. iy
9 Veostd, — cos?®
—Vo
¥y
. 9 __
— 2ai cosf j (i)j‘__*_cos_e_ = — 2a sinB sin¥d, 4
/
w  Vcos?d — cos??d
9, 2 %
29 —— . 2{)' . 9
+ 2a cos f T (_:0_5_8 d% — 2ai cosB J e
g l/cos2 1]0 — COS ﬂ
0

z (H) = — 2a sinf sind, 4 2a cosP f "

COS ﬂ — coszz-:_ dﬁ' o
l’ cos’¥, — cos?d
y
29 9
- 2a1cosﬁf o8 COSE 4% ... .. ... (15)
A Vcos%‘) — cos’® ¥,
T cos®d — cos?e
z (D) = — 2a sinB sin¥, + 26 cosB f

= — 4% —
Y Y COS2 1(]'0 — C082 g
0

, (16)

Il est aisé de vérifier que les lignes A; M, C, et B; N; D, sont paralléles
pour cela deux points Q et R

cles. Prenons
I'un sur A C, 'autre sur BD symétrique au premier par
rapport a I'axe des Y. Les valeurs corespondant de 2 seront

¥
19— cos?
2 (Q) = 2a sinf sin® 4 2ai cosP f _cos” ;ggs L S (17)
Veos?d — cos® ¥,
et:
T — 9
. 9 )
(B,)) = 2a sinB sind 4 2a cos g j _cos® ! 506 E dv +
Vecos?d, — cos® &
o T —3
29 g
4 2ai casP [ =£08 cos’ LY . f ~ cos’ cos’e 45 ] (18)
Vcos?d — cos28 Vcos?d — cos® ¥,
T—$,
=9,
_3. _ 9
z (R) = 2a sinB sind 4 2a cosB cos _COSTE 4y 4+
Vcoszﬂ-

o — cos’?
0



4
J
+ 2ai cos@f Soed - °°r“_i~\ v . . . ... .. 19
Vecos?d — cos?l,
par conséquent:
_ 8

29 __ 2
2 (@) — 2 (R) = —2ecosp [ ST (20)

Yo V cos? Iy — cos®

Les points Q; et R, ont donc la méme ordonnée, la différence de leurs abscisses
étant indépendante de 9. On peut choisir & de maniére que cette différznce soit nulle.
Dans ce cas les points @, et R, coincident quel que soit la

[ ¥ , valeur de ¥, 4 condition que cette valeur ne surpasse ¥, par
£ 7k v PR SRR la valeur absolue. l.a ligne en question prendra la forme
w—d—\ I indiquée sur la fig. 4. Nous nous bornerons dans la suite
= : MN' < a I'étude de ce cas particulier. Supposons donc que:
: 1
I| C\D, } ﬁ—'&ﬂ
S H cos?d — cos’e ]
_— ——addy=0. . . . (2N
Fig. 4. ' Vcos?d, —— cos™d
0
d’ot
r—9, T,
cos2? d‘\‘]' f sin?d dW
l/c0520 — cos® . Fcos?¥, — cos’¥
Ty %o
cos?e = — — et sin’e == - ... (22)
T—9, =3
j daw " avd
Vcos?dy — cos™ v ¥ cos?, — costd
1‘)‘0 ‘(}0
Comme ¥, <{ ¥+ = — ¥, on a )
cos??d L cos?i,
ﬁ—:\‘]-n "=,
2 [$
) cos?d ¥ a
donc J — — —— & cos’ Y, f e
s Vcos?dy, — cos?i . Vcosg{)(,  cos?d
0 0
d’ou:

cos?e < cos’iy
par conséquent:
€

VAN

9, -
ce qui s’accorde avec I'hypothése déja faite.

Aprés avoir fait ce choix du parameétre &, on obtient la fonction de transformation
dépendant de deux paramétres arbitraires.f et 4, Cette fonction transforme le cercle
| Z| = a en ligne brisée M, A, E, Fy B, N, D, H, G, C, M, représentée sur la fig. 4. Nous nous
occuperons maintenant de la forme de cette ligne. Désignons par [ la longueur du coté
E, F, = G, H, de cette ligne et par % la distance de deux segments E, F, et G4 H,. Soit
d le déplacement du segment E; | par rapport au segment G f1,. (Fig. 4).



NOUS aurons ].CS formules:

1‘)_
h:chs(ﬂf cos R 0 )

1/cos ¥ — cos®th,

2

&
1 29
[ =z(E)— z(F,)=12a sin® (sin¥, — sind,) + 24 cosf f TR

l/coszm‘i'o — cos>

Mais en vertu de (21):

9, ==, n—&, .
J' ‘cosi’*\‘} — cos’e e J cos* — cos’e 49 _f - (ﬁli).___ cgs_"’e 4y —
“ o Vecos?d, — cos?d s i/gos~9(, — cos?d l/coszw‘} — cos?d
9, i 9, 8,
¥,
cos®{ — c05 € cos®¥ — cos’e
— - a9 _|_ 49
5 V cos® ¥, — cos?d Vcos ¥, — cos?
0
donc:
’3‘1
. . . _cos’d —- cos’e
= 2a sin§ (sin¥, — sin?,) 4 24 cosf av +
V cos? ¥y — cos?d
[t}
o,
+f cos’ ¥ — cos?e 79 J (25)
Vcos?d, — cos??d S
0
Enfin, selon (8) et (14):
1
. ) i cos?d — cos?e
= 2a sinf (sind; 4 sind,) + 2a cosp / ad . . (26)
A V cos? ¥, — cos? ¥

Tous ces expressions renferment des intégrales se réduisant aux intégrales ellipti-
ques de premiére et de deuxiéme espéce. Nous allons effectuer cette reduction.

CALCUL DE e

On a selon (22):

©—
J’ costd d

V cos?d, — cos??

dd
f Veos* ¥, — cos?d




posons:

in o cos v
sin® =— ———
cos
alors:
- E
' cos® 4 ¥ , sin@ dy
——— - = cos’ ¥, : = —
A Vecos?d, — cos®¥ ‘ oV | — cos?¥, sin?o
0 e
s
2 3
de —
= T — V1 — cos®Vy sin¢do
V1 — cos? ¥, sin® @ .
™ ¢ =
Y T2
ou suivant les notations habituelles:
w—{}o
* (:c)s,2 D d
- —— — _
V cos? ¥y — cos® b 1 — cos’ ﬂo sin? @

0

; , - T P
— 2f V1 —cos?dy sinzfpdcp = 2F (cosﬂ'o, 7) — 2E (cos{)'o, 7)

De la méme manieére:

™

n—
av do T

=2f : >~ =2F |cos?y,
¥ 1 — cos®¥y sin* @ 2

V cos? f) — cos?

18

0

donc:
F (cos ¥y, —-) (cog ¥y, ——»—) E (cos iy, " )

et: sin’e = -

) F'(cosﬂb. )

A bo e

COS2 £ =

3]

F (cos D, -
2

CALCUL DE 9, ET #,.

Les angles ¥, et ¥, présentent les valeurs de ¥ pour lesquelles 'abscisse du point
transformé P, obtient la valeur maximum ou la valeur minimum. En différentiant donc la
partie réelle de (7) par rapport a ¥ et en égalant ensuite a zéro la dérivée obtenue, on

trouve I'équation qui sert a déterminer ¥, et ¥,:

ing ¢+ g cos’d — cos’s 0 28)
sin B cos ¥ cosf —————————— = e e e e
¥ cos? ¥, — cos?

ou:
cos* ¥ — (2 cos?P cos?e 4 sin?B cos? ) cos?d + cos?P cosie = 0



d’ou:
;9 2
cost ¥, = cos?B cosle | ot B_;:os =
- Sl;p l/-sinzﬁ cost ity 4 c_os'z_ﬁ ::os_"’ e (cos® ¥y — ;osz g . . . . (29
;2 29
cos? ¥, = cos?B cos’e -+ Sl_n@TCOSJ +
+ S—‘;—B‘ Vsin?B cos"n‘J'o. + 4 co-s;ﬁ cos’e (cos’za‘}ojgs"—e; N €10)]
Il est aisé de vérifier que:
by <y Lo Yy <%
En tenant compte de signes du radical Vcos?¥, — cos?¥ et de cos ¥ dans I'équation (28),
on s’ assurera bientét que les valeurs de ¥ correspondant aux points E, F, G, H (Fig. 2)
seront respectivement : &, © — ¥,, — ¥, et — © + ;.
CALCUL DE =&
Selon (23):
o 29 d9 X o
g .
B = 4a cosB [J - C_OS — - — cos?e { ] . (23a)
Vcos?d — cos?dy - Vecos?d — cos?d,
Posons:
sin? = sind, sin @
alors:
i cos’d 4 ¥ 2 - : =
f e f V1 — sin?d; sine do = E (sm-{}O, ——)
Vcos?d — cos? ¥, 2
0 0
de méme:
" a9 E d
f . S P— f e (sin{)'u,i)
A Vcos®d — cos? ¥, . V1 — sin*9; sin’0 2

par conséquent:

h = 4a cosp [E (sinw‘l‘o, 7P) — cos’e F(sin«‘)-o, T)]

ou, en vertu de (27):

h = 4a cosB |E (Sin"‘)'o, -722) — F (sinﬂ(}o, %) +



Mais, on a la relation!):

—
4

F(cos(’), ;—) E (sin@. —‘-—) + E (cos(‘), %) F (sin@, %) —

2
— F(cose, i) F (sin@, l) -
2 2 2
donc:
h— Zaf_trcosg (31)
F (COS {]'(), _)
<2
CALCUL DE /.
La formule (24) donne:
T
ot sin?e — sin? ¥
[ = 2a sinf (sin¥;, — sin?d,) — 2a cosP lf — — ad 4
5 Vecos? ¥, — cos??d
- .
s ain2 g
+f = AT ——--dﬂ-] L (24R)
- V Cos2 '0'(, — (:os2 &
=
Posons:
cos = cos¥, sing; et: sing@y = aid 1
cos V,
alors:
—g' Yy
: ad
[ L T -
o Vcos? ¥y — cos? V1 — cos?dy sin?¢
et:
5 SRR $1
f — -Sm_q___“——— = { V1 — cos?d, sin®> ¢ do = E (cos?y, 9,).
Vcos® ¥, — cos® .
L
De la méme maniére:
=~ — 92
J _ooav J a9 _
v Vcos?d, — cos?? . V1 — cos??d, sin’¢
P2
P2 J
= f 4 = [ (cos ¥y, ¢5)
A V1 — cos?*¥, sin’¢

) Cf. par ex. Lucien L évy. Précis élémentaire de la théorie des fonctions elliptiques. Paris, 1898.

p 84, formule (73).



et:

. Vecos*d, — cos®i

ind do - T e
e el AT R

©y

— f VT = cos? ¥y sinp do — I (cos ¥y, 0,).

0

En substituant dans (24a), on obtient:

! = 2a sinB (sin¥, — sind,) + 2a cosB {E(cost, v) +

+ E(cosdy, ©)) — sin®e [F (cos ¥y, 9,) 4 F(cos?y, CP‘_))]}
ou, en vertu de (27):

[ = 2a sinB(sin¥; — sindy) + 24 cosf {[E(cosﬂ'(,, 0,) + E (cos ¥y, 9,)] —

E (COS '\()'0, i)

- [F(cos s, ¢1) + Flcos ¥y, 92)]} (32)
F (cosﬂo, —
2
ou:
. cosily . cost,
@, = arc sin ¢ et: @, =arcsin — —— (33)
cosh cos ¥y
CALCUL DE d.
La formule (26) peut s’écrire:
- % o2 28
d = 2a sinP (sin?; -+ sindy) + 2a cosfl [ S TSI g9 —

. ¥ cos W+, -— cos?d
’\()Z

—f et tin dn-] ... .. @6a)

m‘.“l

9, Vecos?d, — cos??
"On obtient, comme auparavant:
f%e . ain? _
sin®e sin .
f P dd = sin’e F (cosd,, 93) — E(cos¥y, )
5. Vcos? ¥, — cos?
H

et:

T

s 9 - 90,
sin’e — sin%9) o
[ EEEEER gy = sinte Fleost, ) — E (cos, 9)
A Vcos? &, — cos??d .

¥y



d’ou:

d = 2a sinf (sin¥, + sin®d,) 4+ 2a cosf [ E(cosy, 9) — E(cosi, ©y) —
— sin®e [ F (cos ¥y, ¢) — F (cosih, 9) ]}

par conséquent, a l'aide de (27)

d = 2a sinf (sind, + sindy) 4+ 24 cosf {E (cosVy, ©) — E (cos ¥y, 9y) —

&

E (cos ¥y,

[Flecos ¥y, 9) — Flecosdy, o). . . . . 1 (34)

oA o
e | ——

a (cos Uy

ol P, et ¥, sont déterminés par (33).
Ainsi toutes les quantités qui servent 4 déterminer la forme de la courbe trans-

formée sont exprimées i 'aide des parameétres a, § et ¥,

CHAPITRE IL
LA FORCE PORTANTE D'UN BIPLAN.

Considérons les profils du biplan disposés selon la fig. 5; cette disposition correspond
a la fonction de représentation, définie plus haut (form. 1 et 27)

o

a?
Z4 - — 4a? e
( ) cOos

Z—;:—isinﬁ(l—l—%) + cosfi =t _aé;a—_‘:?'*'—_,
zy/ (z2+% | — 4at cost9,
ou:
F (cos-\(}'o, T:) - E (COS 0'0, E)
2 2

cos’e = —=L.

F (cos - T—E)
2

Il s’agit maintenant de déterminer 1'écoulement autour de ces profils. Cet écoule-
ment doit devenir uniforme a l'infini. Nous désignerons par # la valeur absolue de la
vitesse a l'infini et par ¢ l'angle qu’elle fait avec la direction négative de l'axe des .
Ainsi la vitesse complexe de notre écoulement doit rempliv la condition :

to

(vx — L7y) = —ue . . . . . . . . . . . (3%
oo

|zl =

Sl s’agit du cas particulier @ = 0 ou bien ¢ = %, le champ correspondant de
vitesses peut étre exprimé d’une maniére immédiate et simple. En effet, dans ce cas, on
a dans le plan z tout entier:

Ve — LUy =" U« . . . . .. . ... (36)



Dans les autres cas, nous allons examiner le champ de vitesses a l'aide de la
fonction de représentation conforme (1) qui fait correspondre a la région extérieure du cercle
| Z| = a du plan Z — le plan 2 tout entier.

On passe ensuite du champ de vitesses du plan Z a celui du plan 2, en se servant
de la formule connue:

. . iz
Ve — ivy, = (Ux — ivy).—, . . . . . . . . . (3D

dz
. . . . ... a4z
ou ¥x — [Vy est la vitesse complexe de l'écoulement dans le plan Z et la dérivee -
z

est donnée par la formule (1) du chapitte I

Fig. 5.
Il en resulte que dans le cas « = 0 la vitesse complexe dans le plan Z s'exprime
a l'extérieur du cercle | Z| = a par la formule:
y
(Z—-I—— — 40a? cos?e
. . a? z
Uy — iUy = lu sinf ( 1+ 22) — 4 cosf ————— ==,  (38)

‘/(Z—I—_ ) — 4a? cos?d,

la signification des paramétres 8, ¥, ¢ est expliquée au chapitre 1. On obtient de la
form. (38) la valeur suivante de la vitesse complexe a !'infini:

(vy — [vy) = iu sinf — u cosf = — ue P 1))
|Z| =

Envisageons maintenant dans ce plan Z l'écoulement modifié de maniére que sa
vitesse a l'infini soit décalée de I'angle o de la position précédente (39):

. - az
'()X——i'vy=iusm((3-—d)(l+2;)

I/F OVt oty

— s cos(B—a) - ( ) _MZCOS_E»--»—- N 1)
a
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a —B) (41)

(vy — fvy) = — ue
|Z| = o0

Il est facile de vérifier que c’est encore la vitesse complexe d'un écoulement

i¥ .
autour de nos arcs du cercle | Z| = a. En effet, pour Z = a¢" " et ¥, < ¥ < ® — ¥ ou
bien — ¥, > ¥ > — = 4 ¥, la vitesse se reduit a la composante 7, tengente au cercle!):

29 o
. ~ cos? A cos
Vo = — 21 sin (B — @) cosV 24 cos (B — ) — — —; . . (42)
Tcos®, — cos*¥
. a*\* . . .
ici, en vertu de la détermination admise du radical (Z e E) — 4q* cos? ¥y, le signe
moins se rapporte a l'arc supérieur (¥, < & < = — ) et le signe plus a l'arc inférieur

(— % >8> —n 4 %)
Ainsi, on a trouvé dans le plan Z le champ de vitesses (40) qui, en vertu de la
formule (37), détermine aussi I'écoulement autour de segments rectilignes dans le plan 22).
En examinant simultanément les formules (1) et (40), on voit que la vitesse dans
le plan 2 devient infinie aux pointes £, F,, G, H,, de nos segments. Il s’agit maintenant—

de méme que dans le cas d'un seul profil rectiligne — de modifier 'écoulement de ma-
niére que la vitesse soit finie aux pointes d’arrriére F, et H;. Il en résulte que dans le
plan Z la vitesse doit s’annuler aux points du cercle: ¥ == — 9, et ¥ = — n } I,

On peut arriver a ce but en complétant le champ de vitesses (40) par un champ
suivant :

aZ
2aA — iB (Z— Z)
Uy —iVy= 2au cos (f—a) — L L (43)

a2\? T
Z (Z—]—— 7) — 4a? cos? iy

ce qui donne les valeurs de vitesse sur I'arc supérieur (signe -+ ) et sur larc inférieur (sig-
ne —) du cercle | Z| = a:

A+ B sind

Vcos?d, — cos??d

Yo = + 24 cos (B — a)

(44)

La partie de cette expression qui dépend du coefficient A a sur les deux arcs les
signes contraires, tandis que celle qui dépend de B a les mémes signes. Il en résulte aussi
que le terme avec le coefficient B produit la circulation pesitive autour de tous les deux
segments rectilignes (E, F, et G, H,); quant & celui avec le coefficient A, il augmente la

1) Les composantes de la vitesse suivant le rayon vectuer et la perpendiculaire au rayon vecteur
s’expriment par la formule:

., , T
Vg + iv, = (vyx— ivy) . le ¥
) 11 y a lieu de remarquer que — grice a la détermination du paramétre s[form. 27: sin®? ¢ =
T
E (cos ¥, 3)
= ——-n—:l ~— le potentiel qui correspond au champ de vitesses en question est uniforme. Ainsi,
F (cos By 2 )

pour une courbe quelconque renfermant un seul ou tous les deux segments, la circulation est égale a zéro
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circulation autour du segment supérieur et diminue celle qui correspond au segment
inférieur.

Ainsi le champ de vitesses complété s’exprime a Paide de la formule:

2
Uy — iUy = LU sin ([5 — ) (l + ;2) —

2\ 2 2
(Z+ a_) — 44 cos®’s — 4a*A - 2iaB (Z— -aZ—>
— i cos (B — a) — » = == = (45)
at\? ) .
Z l/(Z—{— Z) — 40’ cos® ¥,
Les valeurs de 4 et B sont déterminées par la condition que la vitesse
v, = ie" (vy — ivy) == — 2u sin (B — o) cos¥ +
Z= ae“L}
. 19 - 2 A B sin &
+ 24 cos (B—a) 08" T coste - A 4 Bsind (46)
Vcos? ¥, — cost ¥
soit égale a zéro pour ¥ = @ — ¥, et ¥ = — w4 I,

En exécutant ce calcul, il y a lien de tenir compte de l'équation (28) qui sert a dé-
terminer les paramétres ¥, et V,; on en peut tirer les relations:

: ) . ‘
cos’{, — cos’e cos® cos’¢e

=0; sinf cos¥ + cosB-——

cos?t, — cos®, cos® ¥

= 0. (47)

sinB cosy — cosfs

4 - cos? «9'_1

Par conséquent, on peut écrire les équations servant a déterminer les coefficients
A et B, sous la forme:

— cos?Vy + cos’e + A + B sinid,
= - : —*c

sin (B — @) cos?, + cos (B — 2) tgf - = = 0s¥,=0;
cos’V, — cos’e
(48)
Y S 2 A — B sind
sin (B — ) cosy + cos (B — o) tgp o 1T coseh A Beindy oy Ly,
cos?d; — cos’e
ou bien:
— sina (cos®dy — cos’e) + cos (B — 2) sinB (A + B sindy) = 0;
— sin @ (cos?d; — cos?e) + cos (B — @) sinf (A — B sin?d)) = 0
d’oti:
A — sind (sin’e — sindy. sindy) B — sin ¢ (sin¥; — sin ) (49)

sinf cos (f — a) ’ sinB cos (f — )

Nous passons maintenant a I'étude de linfluence de la disposition des segments
rectilignes sur les valeurs des forces portantes. Nous nous bornerons & la comparaison
des valeurs de ces forces avec celle de la force portante qui agit sur un seul profil recti-
ligne de la longueur 2/. Dans ce dernier cas, nous appliquons le potentiel de Joukowski,
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qui resulte du reste, comme nous le verrons plus loin, de nos formules comme un cas li-
mite. Ainsi on aura:

l2 e—la

2
f@ =FZ)= --u (Ze’“ + 4Z)-L'lu sinalg%, avec: z=Z+iZ. (50)

La force portante, relative 4 ce segment unique, s’exprime donc par la formule
connue:

Py=ouC, . . . . . . .. .. ... 06D

ou C désigne la circulation autour de ce profil; en vertu de (50), on a:

C=2®lusine . . . . . . . . . . .. (52

Nous admettons dans la suite que la valeur de la force portante qui agit sur un
de nos segments rectilignes (B, F, ou G, f,) peut étre exprimée d’une maniére approchée
par la méme formule (51): P, =~ ou C; par conséquent, on peut remplacer la comparaison
des forces portantes en question par la comparaison des circulations.

Introduisons encore les notations suivantes:

C, — la valeur de la circulation autour du segment supérieur E, Fi;

C — » n moom ” » " " inférieur G, H,.

La circulation le long d’un profil, comme on le sait, ne subit dans la représentation
conforme aucune variation; par conséquent, on peut aussi exprimer les valeurs des circu-
lations C, et C, a 'aide des formules:

n—i, — 4y
szf Ve add; szf v add. . . . . . . (53)
8, ’ ~ -+ &

En y introduisant I'expression (46) de la vitesse v, et en tenant compte de la con-

dition (21):

n— 4
29 ool
f cos®¥ — cos’e 4 g,
Veos? ¥,— cos? &
By
on obtient:
T — G )
C, = 2au cos (B—a)f A—I_?Sf.ri d,
3, Veos? ¥ —cos™¥
| % A4 Bsino
sin
C,=—2au — S ———
? cos (¢ * f Vcos?¥,— cos?¥ ad,
— 744
d’oti:
C, = 2au cos (B — o) [ZA. F (cosﬁ'o, %) + nB]; C . (54)
C, = 2au cos p — a) [~2A.F (cosﬁo,%) + = B]; A 1))

G+ C=4mauBcos (B —a).. . . . . . . . . (56)
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Avyant déterminé les expressions ci-dessus, introduisons les rapporis:

| = =k )\,_,:&’ )\:_Cl_ﬂ,..,,,_,(w)
C C C

qui doivent caractériser la portance des ailes du biplan en question relativement a la

portance du monoplan ayant l'aile dont la largeur est égale a la somme des largeurs des

ailes du biplan c'est-a-dire a — 2/

En vertu de (54 — 57), (52) et (49), on obtient:

2E ( cos 0'0,-;—) ~— 2 sind, .sind,. F ( cos iy, —Tzi) -+ = (sin i -— sin i)

C a
Ao R , (58
! C l T sinf ¢8)
c . —2B (cos ¥y ;) -+ 2 sin?d . sind, . F (cos Vg, l;) + m (sin ¥, — sinily)
hg = 2= D - e - - —-, (59
) c | % sinf >9)
in?d, — sin
QD WD Y o W Y (-0
vk ) sin B

ou le quotient il est déterminé par les formules (32) et (33).

Les formules précédentes constituent, dans le cas général, la solution du probléeme

posé. Quelques cas particuliers exigent toutefois une discussion spéciale.
. . .. T . . . T . . . .
1°. Soit 4, trés voisin de ) c’est-a-dire: ¥, = — — 8, ou & désigne une tres

petite quantité positive. En négligeant les puissances de 8 plus élevées que &2, nous obte-
nons successivement:

cosd, = sind = &;
7
~ = ~ 52
E(COS‘(}O» _;t_): f Vl -‘62811'12(? d"P:jZE"(]—4)9
Q
J;— d ~ X 82
F(cosﬁ'o, ): (f — ___(l_l__),
T V1 — 82 sin?o 2 4
2
E(cos{‘ro, %—) I—-—a— » 5
sin?e — nd ; ==y coste =20 (6])
T
F ’&1 - ] i
(cos o 2) + 2
¢

~ - - ~ 62 82
E(cosn‘}o,q))zf V1 — & sin’¢ d¢ = q)(l ~7) + 3 sin 2¢;
]



~ ? d ~ 82 82 .
F (cosVy, @) = J = JP——_ = (l —l—:) — —8— sin 29 ;
vy V1 -3 sin’y
on tire ensuite de (29) et (30):
~ & 8 , ®— 28
29, = — — — sinf = 6 sin? -— ,
cos® ) 5 5 B 4
~ 2 o2 — 2 ~ , T 2
cos? 1, -OE' = % sin = &% cos® £ 2 P 5 gin? +4 P ;
d’ou:
~ 62 T — . -~ 2 9 T — 25
sint;, - | — " sin? 4 —E; sin v, ] — 7 cos® 2 ~(; .. (62)
on a encore a cause de (33):
~ T ¥, o~ 2
o, — arc sin 050 =™ 28 g = arc sin <27 T TEZB s
cos g 4 cosV, 4

en introduisant ces expressions dans les formules (31), (32) et (34). on obtient:

h = 4a cosB; Y (%))
R N (%)
d= 4asinB. . . . . . . . . . . . . (66)
. ) h ~ 4 cosf d ~ 4 sinf -
On voit que les quotients — — — et — = — augmentent en gene-
! 52 ! 52 !
ral indéfiniment (4 I'exception de f = 0 et B = ; ), lorsque v, tend vers %
On a, en méme temps, en vertu des formules (58 60):
A S L WL Neanl
) *2
_ ou bien:
CISCQ’_—”ic...........,(M)
2
De cette fagon on a prouvé que, dans le cas de deux profils éloignés indéfiniment
h ' . . : .
m = oo ou 5= oo |, I'écoulement en question produit autour du chaque profil la mé-

me circulation que celle correspondant a ’écoulement .de Joukowski autour d'un seul profil
dont la longueur est égale a 1

2%, Soit maintenant p = 0; les profils se trouvent donc un au-dessus de l'autre.
Dans ce cas, on ne peut pas se servir des formules (58 — 60) parce que leurs dénomina-



teurs et numérateurs s’annulent. Il faut donc calculer les formules en question spéciale-
ment pour ce cas. On a selon (29) et (30):

h=d=cc . . ... ... ... (68
donc:
2 Ta
h= — - Y (1))
F (cos{}o, ~)
2
en introduisant encore la notation ¢, = érc sin —CPS—B—, on peut écrire:
cos VU,
I = 4a [E (cosV,y, @) — sin> & F (cosVy, @)); . . . . . (70)
d = 0. R V)

Ensuite, les équations servant a déterminer les coefficients A et B prendront
la forme:

~- sind cos & -+ coso — A +_§_Sm—_'i_, = 0;
Vcos?d, — cos?e
. A — B sin &
—~ sin® cos & — cost@ ————————— = ();
V cos? dy — cos? E
il en resulte:
A = 0; B = tgua clge V/coszx‘}o——cosze N 7))
Dont
C, = C, = 27au sina ctge V"cos230 — cos’e, . . . . . . (73)
d’our:
A = A, = —;—l— ctge Vlcos2\9‘0— cos?e; N V£)
a N
A= 4+ N = 27- L‘z‘gel/cos2\9'0—— cos*e. . . . . . . (79
. T
3%  Soit encore: § = 7
On trouve aisément:
™
ho= s w=0 . (8)
h=20; [l = 2a (I — sindy); d=2a( —+sindy);. . . . 7D
A = sin’e — sin 9y B=1—sind; . . . . . . . (78

E (COS ’l()'o, %) —_ sin'a'o F (COS 8‘0' __le_)
...l_

N e
: 2 x (I — sind,)

I ¢4



— 72 —

A

E (COS by, -
- 2 - - ..
2 = (I — siny,)

) -~ sindy F (cos ¥, Z)
— =L 80

A=1 . . . . . . .. ... .. (8

On voit donc que, si les deux profils rectilignes sont situés 'un a la suite de
Pautre, la somme des circulations C; + C, ne dépend pas du tout de leur distance. C’est
le méme résultat que 'on a obtenu dans le travail précédent quoique le champ de vitesses
qui vy fut discuté était tout différent.

4°.  Enfin, dans le cas 9, = 0, on cbtient un seul profil au lieu de deux profils
distincts. En effet, selon la form. (27), on a: & = 0; donc la fonction de transformation
(1) prendra la forme:

dz

dZ= — isinf (I —I———;E?) -+ cosB (] ——-‘z) = 8_18—— EIB Z ... (82)

AN

Faisons encore tourner, dans le plan Z, les axes des coordonnées d’'un angle B, en

introduisant dans la form. (82) la substitution: Z = Z' e/# — on aura:
2
dz @ @83
az AR

Comme on voit, ce n'est que la fonction de transformation du cercle en un seul
profil rectiligne.

Ensuite, en vertu de (29) et (30):

¥ = B; S8 =0; . . L8
donc (51): .
A = 0; B= ——>0% ... (85
cos (f — a)

Ainsi la vitesse complexe (48) prendra la forme:

. a2
x — ivy = il sin (B—a)(] + Z.2) _

2
— U cos (B—a)(l ——%) + 2iua sina 2‘—; I (- 16))
ou bien, en passant aux coordonnées Z' = X’ - i V', on obtient:
.v,__.i:v,—-__uelu_l_ Zg—la_l._M 87
¥ v = TR P sy - .. (87

ce qui définie le champ de vitesses bien connu de I'écoulement de Joukowski.
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