DR. RASPER WEIGEL.

Wykre§lny sposob rozwiazywania rownan normalnych z dowolng
doktadnoscig wyznaczenia tak niewiadomych, jak i ich Dledow
1 btedow ich funkeyj.

Wste p

Mimo to, ze rachunek wyréwnania na-
stregcza pam  wiele sposobno$eci do uzy-
wania metod wykreslnych, postugujg sie
niemi “miernicy niechgtnie i tylko w wy-
Jatkowych wypadkach.

Przyczyng tej dotychczasowej niecheci
do wykreslnych metod wyrownania u mier-
nikow jest po pierwsze: okolicznosé, ze
instrukecja poligonalna?) dopuszcza tylko
w pewnych wypadkach 1 to do$¢ dowolne
wyrownanie wykresine, po drugie: Ze te
metody wykreslne, ktére dajg wyniki zgodne
z metodg najmn. kwadratow dotyczg tylko
trygonometrycznego oznaczenia punklow
przez wcinanie i cho¢ dajg geomelryciny
obraz calego wyrownania, pochtaniajg jednak
zwykle prawie tyle czasu, co wyrdwnanie
rachunkowe.

Natomiast sg one bardzo interesujgce
ze stanowiska czysto teoretycznego, gdyz
pouczajg nas o przeroéznych analogiach, jakie
zachodzg pomiedzy rachunkiem wyroéwnania,
a pewnymi zagadnieniami z dziedziny me-
chaniki, a w szczegbdlnosci statyki.

Zajmujac si¢ jednak tg sprawg blizej?),
doszedtem do wniosku, Ze chcgc zastosowac

1y Instruklion fiir Polygonal (Theodolit-) Ver-
messungen. Wien 1904.

2) Wykreslne wyréwnanie przy trygonometry-
cznem oznaczeniu punktow przez weinanie. Craso-
pismo Techniczne r. 1910. Str. 156, (legoz autora).

wykreslne metody wyréwnania do sposirze~
zen dowolnej kategoryi, a nie tylko przy
wyZe] oznaczonem zagadnieniu, nalezy po-
rzuci¢ dotychezasowe sposoby polegajace na
przeksztatlceniu rownan normalnych na ana-
logiczne o znaczeniu statycznem i t. p. i opar-
tem na tem calem wyrédwnanin, natomiast
zajaé sie blize] sprawg wykreslnego przed-
stawienia 1 rozwigzania juz samych réwnan
normalnych o dowolnej ilo$ci niewiadomych.

Sposoéb, ktory tu przedstawie, spetnia
wlasnie tak postawione zadanie, przewyi-
szajgc przytem rachunkowg metode tak

- pod wzgledem oszczednosci na czasie, jak

i (w zwyklych warunkach) na dokladnosci,
adyz pozwala na wyznaczenie niewiadomych,
ich wag i wag ich funkeyj z dowolng do-
ktadnoscia.

I. Opis i uzasadnienie wykreslnego
wyréwnania.

Jak wiadomo polega wyréwnanie spo-
strzezen posredniczacych, zawarowanych ete.
na ustawieniu na mocy réwnan bleddw od~
powiednich roéwnan normalnych, rozwigza-
niu ich podiug niewiadomych i wyznaczeniun
wag niewiadomych, lub wag ich funkcyj.

Dla uproszezenia opisu i odpowiednich
wzoroéw ogranicze si¢ do uzasadnienia wykr.
wyréwnania spostrzezen posredniczacych
o jednakowych wagach.
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Je$libysmy mieli wyrownywaé spostrze-
zenia o wagach réznych, nalezatoby tylko
zmienié wspoltezynniki [aal, [ab] na |paal,

[pab], lub [apa], [aph] (dla zawar.), jak

rowniez przy wyréwnaniu spostrzezen zawa-
rowanych wyrazy [al], [b1]... na o;.. @,..

Wiemy, ze system ztozony z g réwnan
normalnych mozna zastapi¢ u zredukowa-
nemi réwnaniami normalnemi, ktorych wy-
razy wolne hedg miaty znaczenie spostrzezen
zupelnie rownowartych danemu szeregowi
spostrzezenl i z niego utworzonemu syste-
mowi rownan normalnych?).

Kazde z rownail normalnych o p nie-

wiadomych przedstawia nam geometrycznic
utwor analogiczny do ptaszczyzny w prze-
strzeni trojwymiarowej, a ze przechodzac na
zredukowane rownania normalne mamy
w kazdem nast¢gpnem rownaniu o jedng
niewiadomy mniej, tak ze wreszcie ostatnie
zredukowane réwnanie normalne posiada
tylko jedng niewiadoms, bedzie ono przed-
stawialo geometrycznie odcinek w przestrzeni
jednowymiarowej.

Napiszmy zred. réwn. normalne w na-
stepujacej formie (n. p. dla 3 niewiad.):

. Jabl . ac] L [al]
VT fal YT Taal * T Taal
[be.1] . [b1.1]
R T S Ty s Y
[c1.2]
z + lec.2] 0.

Z tego sposobu przedstawienia zr. ro-
wnan norm. wynika, ze je$li potrafimy przed-
stawi¢ wykre$lnie wszystkie wspotezynniki
przy niewiadomych az do ostatniego, ktory
to wyraz z ujemnym znakiem przedstawi
nam odcinek odpowiadajacy ostatniej nie-
wiadonej i bedziemy idac powrotng drogg
wykreslnie mnozyli odpowiedne wspotezyn-
niki z odpowiednimi znanymi nam juz nie-
wiadomymi, otrzymamy po kolei wszystkie
niewiadome jako sumy poszczegdlnych od-
cinkow, uwzgledniajac oczywiscie przytem
im przynalezne znaki.

Wykres ktoryby odpowiedzial powyz-
szym wymogom, przedstawi sie zdaniem
mojem najprosciej w formie nastepujacej.

1) F. R, Helmert. Ausgleichungsrechuung nach
d. M. d. k. Qu. Lipsk i Berlin 1907 str. 213.

Na prostej AM (patrz fig. 1.) odeinamy
w skali dogodnej dla naszego przysziego ry-
sunkn od punktu A ku punktowi M wielkosci
[aa], [ab], [ac] ilal], (przyjawszy, ze mamy
tylko 3 niewiadome) znajdujace si¢ w pierw-
szem rownaniun normalnem i oznaczamy
konce tak powstalveh odeinkow przyna-
leznymi im lilerami wraz z odpowiednim
znakiem.

fig1

”

/e

Nast¢pnie oblieramy punkt O na prosto-
padtej w punkcie A, opuszczamy z punktow
ab, ac i al prostopadle do przeciecia sig
z prostg Qaa i tak otrzymane punkta prze-
cigeia ab’ ac’ i t. d. odrzntowujemy na
prosta O A, otrzymujge punkta B, C i L. k-
czgce nastgpnie punkt O kolejno z punktami
ab, acit d, otrzymamy na prostej B aly’
odeinki B3’ B3” i BB, ktore,

jesli przyjmiemy, Ze diugosé O A rowna
si¢ jednoscl, heda odpowiadaty na mocy po-

dobiefistwa trojkatow  wyrazom D%INET .
fab [ac]; [ab] [al o
[aa) |aa]

___Z tych samych powodow beda odcinki
CC, CC7 CC”, a nastepnie LT’ LL” i LL™
[ab] [ac] [ac] [ac],

odpowiadaly wyrazom

_ [aa] [aa]
[ac] [al] [ab] [al] [ac] [al] . [al] [al]
[aa) [aa] [aa] ' aa]

Mamy wiec wszystkie wyrazy potrzebne
do redukcyi drugiego réwnania normalnego
(1 to niektére z kontrolg) przedstawione jako
odcinki. Samo za§ pierwsze zredukowane
réwnanie normalne przedstawiaja nam od-
cinki OB, OC i OL, z ktérych kazdy na-



lezy jeszeze pommnozy¢ przez odpowicdnig
niewiadomg. Pierwszy ten wykres nazwijmy
literg ,a“.

Przejdzmy teraz do wykres$lnego przed-
stawienia drugiego zred. rownania norm.,

kiore napiszmy w formie nastepujacej:
[be. 1| [bl.1]
Teratt el

Na prostej A; M; odcinamy od p. A,
ku punktowi M; w tej samej skali co przed-
tem wyrazy |[bb]|, [beji[bl] i odejmujemy
od nich wykre$inie z uwzglednieniem znakow

odcinki odpowiadajgce wyrazom ;I|’|+|1]’|,
[ab] [ac] ; [ab] [al] 1o tedy (patr
[aa) i faal otrzymamy tedy (palrz

fig. 2) na prostej A; M, odcinki przedstawia-
jace wyrazy [bDb.1], [be.1] i |bI.1|. Na-
stepnic obieramy lak samo jak poprzednio
punkt O, ktory tgezymy z punktem bl .1
Na, w ten sposob otrzymang prosilg rzulu-
jemy || do A;O; punkta be.1 1 b1, 1 otrzy-
mujae p. be. 11 bl. 1) wreszcie przez od-
rzutowanie tych ostatnich na prostg O A,
otrzymujemy punkta C; i I.; i odeinki O, C,
1 Oy Ly. Egczac wreszeie punkt O, z punl\taml
be.1 i bl.1 otrzymujemy na prostych
G, be. 1" 1 Iy bl. 1" odeinki €, Cy € €7

LI’y 1 LyL7, ktore nam przedstawm_]z;
. . [be.1] [be. 1]
w pewnej skali wyrazy b1
[be. 11 bl.1] [be. 1) [bl.1} . [bh.1]Db1.1]
[bb. 1] > [bb.1] [bb.1] -

fig. 2,

HE '.
e M,

Drugie zred. réwnanie norm. mamy
znow dane odeinkami O, C, i O,L,. Wykres
ten nazwijmy literg b

177

Wreszeie ofrzyvmamy przy pomocy od-
powicdnich odcinkow a“ i .h* trzeci wy-
kres .c*, na ktorym bedzie (patrz fig. 3.)
uwidoczniona ostatnia nicwiadoma z jako
odcinek 0, L.

fig. 3,

W
R 1o
! SRR B
Ly 2 vy D
Af— e e M —
/ /
/ y
/
[/
[
;L:‘_ :'/ ,._’/CE):‘
I
| / S
"
1
07'.
Poniewayz irzecie zred. rownanie nor-
. L .
malne opiewa: z - lcc.2| = 0, nuusimy

znale$e odeinki [ee.2| 1 |el. 2] a nast¢puie

el 9
nam iloraz |———|
lee. 2],
Rozwinhmy oba le symbole na poszeze-
golne czlony, to ofrzymamy:

odcinek przedstawiajgey

U qaclJace] [be.q] [be. 1
lec. 2] =fee] — =g h. 1]

o qacfal]  [be. bl 1]
el 2l =lell = "™ = b1

Po naniesieniu wige na prostej A,M,
odcinkow [cc| 1 [el], nalezy od nich alge-
braicznie odjgé¢ odeinki CC” i CC” zawarte
w wykresie ,a“, nastgpnic odcinki C,C,’
i C,C,” zawarle w wykresie .h*, a olrzy-
mamy wedle powyzszego wzoru odcinki od-
powiadajgce wyrazom [cc.2] ifcl.2]. Jesh
wreszcie z punktow c¢l.2 poprowadzimy
rownolegty do prostej AQO az do prze-
ciecia sie z prosia O, cc.2 i lak otrzymany
punkt ¢1.2" odrzucimy na prosiag 0,A,,
olrzymamy na niej punkl L,. Odcinek 0,1,
bedzie nam przedslawial uiewiadomg z ze
znakiem ujemnym (co do skali w jakiej go
nalezy odczytaé, patrz pozniejszy rozdziat
o pow.ekszenin dokiadnosci niewiadomych
i ich wag).

Aby przy (worzeniu odcinkow odpo-
wiadajgeyeh  wyrazom zr. rOwnan nor-

23
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malnych nie bylo 1)0t1/eh‘1 wypisywaé od-
powiednich wzoréow i dopiero wedle nich
owe odcinki tworzyé, podaje nastgpujaca
regule (na przykladzie):

Cheae n. p. ulworzyé odeinck odpo-
wiadajacy wyrazowi [de. 3| czwartego zred.
rownania normalnego, odcinam na prostej
A, M, wyraz [de| i odejmuje od niego alge-
braicznie odcinek, k101y w wykresie ,a" od-
cina nam prosta Oae na prostej Dad,
a nast¢pnie odeinki, ktore w wykresie ,,h“
odcina nam prosta  O;be.1 na proste]
D, bd" 1, a w wykresie ,¢* prosta O,ce.2
na prostej Dycd .2

Szemalycznie napiszemy to tak:

. ’ ad i ae l
NH
: g3} .
|de.3] = de — #% {bhd.11i be.l
- aé] [
°© cd.2 i ce.2
Gdy, ktory z wyrazéw zawartych

w klamrze jest rowny zern, odpada szuka-
nie odpowiedniego odcinka w przynaleznym
wykresie.

Majac wreszcie wyznaczong ostalnig
niewiadomg z, otrzymamy przy jej pomocy
niewiadomy y z wykresu ,h¢ na podstawie
réwnania:

lbe.1] .

L1 [bl.1]
YTyt T b 0,

bb 1]
czyli
o |be.1]+[bY. 1]z
y=- b 1]

Nanosimy wiec odcinek z od O, ku A,,
prowadzimy rownolegly z tak otrzymanego
punkfu Z; do prostej A;M,, a prosta O, be .1
odetnic nam na niej dtugose Z, 7, ktora
odpowiada wyrazowi z [bec. 1] Odcinek ten
dodajemy algebraicznie do odeinka A, b1.1
1z w ten sposob otrzymanego punktu na
prostej A, M; (zaznaczywszy przy nim znak
alg. odcinka = {[b1.1]+|bc.1]z}) opu-
szczamy prostopadty do A, M, az do punktu
przecigeia sie z prosta O,[nh.1]; odrzu-
ciwszy wreszcie 0w punkt na prostg O, A,
olrzymamy odcinek y (liczgc od punktu 0,),
ktorego znak ])(‘(17ie pl‘zeci\vny znakowi od-
cinka {|bl.1]+ z}. (patrz fig, 1.

Analogicznie otr'/,ymamy PrzZy pomocy
niewiadomych y i z z wvykresu ,a“ niewia-
domy x.

Po wyznaczeniu niewiadomych nalezy
wyznaczy¢ jeszeze ich wagi, lub nawet wagi
ich funkeyj.

fz'g‘. 4
b

-
|
1

[

N

1

N

Jak wiadomo mozemy przedstawié nie-
wiadome X, Yy, z... jako linijne funkcye
wielko$ei 1 Iy..., nad ktéremi czynilismy
nasze spostrzezenia, a poniewaz rownania
btedow przedstawilismy w formie:

+al=34,

przeto i ksztalt owych funkcyj bedzie ogolnie
nastepujacy :

ax+by-dcz.......

<t +%2+§[ 4 .....=0
lab
v+ aqli + agly + ey + ... =,

jesli wyrazy %I£ nazwiemy przez c.

Nazwawszy g—l{ = 4, a %ZT = y, moze-
my napisa¢ (n. p. dla 3 niewiadomyeh):

—v = ly + ayl, - a3l = [al]

—y = ayly + Bly + B3ly = [B]

—z = o5ly + by + vy = [7]]

a oznaczywszy Sredni Dbiad spostrzezenia |
o wadzie = 1 przez g:

2 o 1
Ex = [e «] g2 P, = | al
E‘z': [B 8] &2 1ub Pi= (B 8]
¥ y "

- o 1 .
E=Mrla% =yl

N - » z
Pod K nalezy tu rozumieé¢ $redni biad od~
nosuej niewiadomej, a przez P. jej wage.



Jesli nastgpnie przejdziemy do Ey, $r.
btedu funkeyi niewiadomych x, vy, z to
kwadrat jego przedstawi si¢ nastepujgco:

2 (6F\: (6N ,

= () e+ (5) @+ () o
aze

6F _0F. éx | OF dy . 8I. oz

6ly — ox o T oy o T 6 Ol
lllb W == fl . Qg + f_’ ﬁi '7|_ f‘ Vi,

otrzymamy, zastepujgc pojedyncze kwadraty
Srednich Dbledow &* przez g2 wedle wzoru
% Lo .
~——, po odpowiedniem uporzgdkowaniu
1

&~ =
catego wyrazu nastepujacy wynik:

g {leel b 2l b 2y

F + 188 £ +210ByI by . &2
4.— [vrl fZQJ
a odwrotno$¢ wagi funkeyi:

A lea) £2 + 2 [af] f, 1, 4 2 |ay| ; ("
Pr + 1881 o+ 2 [py] £ £
+ Iy &

Po wyznaczeniu wielkoSci sum |ae|, [aﬂj
it d ig mamy wszelkie dane do oblicze-
nia ér. bledow niewiadomych i ich funkey;j.

Sumy owe [aa|, [ef] it d. wyznaczymy
wykres$lnie sposobem analogicznym do spo-
sobu rachunkowego Hansena?®). Sposobu tego
bedziemy uzywali przy wyréwnania spo-
strzezen posredniczgcych.

Przy wyréwnaniu spostrzezen zawaro-
wanych natomiast, bedziemy si¢ postugiwali
wykreslnym sposobem opartym na nastepu-
jacych wzorach?):

26, L1 [ 2
B, = {[aa] T bbA] T Tee .‘>J}
L 6] 6.2
Pr = Taal T Tob.i] T Tec.2]"

We wzorach tych oznacza:

i, 1] — £, — 12 ¢

[aal e
(2] = 16 1] — fgegt (5 1
za$ [fy.1] = f, — [2§Jf

1) Astronomische Nachrichten tom 8, 1. 192,

%) Patrz: 1. p. F. R. Helmert Ausgleichnungs-
rechnung n, d. M. d. kI. Q., Lipsk i Berlin II. wyd,,
str. 180; lub W. Jordan, Handbuch d. Vermemes-
sungskunde, Stuttgart 5 wydanie, L. tom, sir. 92.
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Jak wiec wida¢, mozna przy pomocy

Jjuz istniejgeych wykresow ,a* ,h= i ,¢* wy-

znaczy¢ odcinki odpowiadajgce powyZszym
o2

wyrazom, a wige E i B

Sposob ten polecam przy wyrdéwnaniu
spostrzezen zawarowanych i wowezas, gdy
zalezy nam na wyznaczeniu $r. blgdu funkeyi
niewiadomych, a nie $r. btedow samyeh nie-
wiadomych.

Oméwimy teraz blizej sposob wykresiny
stuzgey do wyznaczenis sum |ee), [ef|i b d.

Dla ich wyznaczenia mamy wedle Han-
sena (dla 3 rownan norm.) trzy grupy po Lrzy
réwnaf dla wag:

[ [aa] -+ [ab] [1] + [ac| [ay] —1 =0

|ab]|aa] 4 |bb]|e3] 4- [belley] =10
lac] [aa| - |be] [ep] + |cc][ay] =0
(laala] - Jabllgg] + Lacllpr] =0
2 ] [ag] - |bD) (B8] : [be] [By]—1=0
\lac] [aB] -+ Ibc] [88] + lec =0
[faal [a] - Jab] y] & Jacllyy =0
3) J[ab] [ay| + [bb][gy] + [be|[yy| =0
|Lac| [ay] -+ |be] [gy] + lee| [yy)—1=10

Dla wyznaczenia 6 niewiadomych [ac|,
|| 1t d. uzyje trzech zred. réwn. normal-
nych trzeciej grupy, dwoch pierwszych zr.
rown. norm. drugiej grupy i pierwszego zr.
r. n. pierwszej grupy.

B 1ol + o 1] + ot Ll =0
16+ (] Ll =0
. 1
[yr] :[—c_c—ZJ
2 (a] + 122 fgg + B ) =
2 1481+ faa] [aa]
1881 + foeg] 187 =y
D foa] + o] (o] + o] o) = i

Taksamo wiec jak niewiadonie x, yi z
mozemy przy pomocy dawnych wykresow
L2 b 1 ¢t wyznaczy¢ wszystkie niewia-
donie sumy, poczgwszy od |yy| az do [ec|.
(Patrz przykitad na tablicy).
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1. Powiekszenie dokfadnogci niewiadomych
ich wag etc., otrzymanych wykres§lnem wy-
réwnaniem.

Zastandwmy si¢ teraz nad skaly, w ja-
kiej bedziemy otrzymywali wyniki przy wykr.
Wyrownaniu.

Wprawdzie nic moze by¢ lu mowy
o skale w jej whasciwem znaczenin, gdyz
porownujemy tu liczhe niemianowang z od-
cinkiem, ktory jest mianowany, aby jednak
uzyskaé podstawe do porownania liczb przed-
slawionych jako odcinki, zakladam, ze jezli
jednostkom liczby odpowiadaja centymetry
na odcinku, 1o jest ona przedstawiona w skali
1L [ tak n. p, jezli przedstawie liczbe 948
odeinkiem wynoszgeym 948 c¢m., powiem
ze naniostem ja w skali 1:10.

OA = 0,7, =..... 1 nanosimy z reguty
woskali 10: 1, n«l/,y\\'u_iac ja ogolnic litery o

Skalg dla wspotezynnikow [aa| i L d
procz wyrazow wolnych obieramy stosownie
do najwigkszego wspokezynnika, skalg dla
wyrazow wolnych [al], [DI] i t . tak, by od-
cinki je przedslawiajgce hyly mniejsze jak
odeinki odpowiadajgce wyrazom kwadralo-
wym (n. p. odcinek przedstawiajaey wyraz
[al] ma byé mniejszy jak odcinek przedsta-
wiajaey wyraz [aa] it d.).

Wspomnieé tu nalezy, ze zwykle rozpo-
rzgdzamy warto$ciami przyblizonemi nicwia-
domych, szukajac tylko ich poprawek, ktore
bedg zwycezajnic mniejsze od jednoscei, a wiee
bedy przedstawiaty odcinki nie przekracza-
jace na prostej OA punkiu A. Gdyby za$ za-
chodzita obawa przekroczenia tego punktu,
nalezy przez zastosowanie odpowiedniey
(mniejszej) skali dla wyrazow  wolnych,
zmniejszy¢ tak odcinki przedstawiajace nie-
wiadome, zeby wecale lub przynajmniej mato
przekraczaty punkta A.

Jak za$ dobor odpowicdnich skal wpty-
wa na skale niewiadomych, widzimy najle-
piej z porownania rownania okre$lajgcego

nam niewiadomg z:

_ el 2]
= Toc. 2 - z odcinkiem odpowiadajacym

niewiadomej z (patrz fig. 3)
Odcinek 04 A, nanicsiono tu w skali o
[ce. 2] » . .k (ska-
la wsp. [aal... procz wyraz. wolnych.
. [e]l . 2] naniesiono tu w skali | (skala
wyrazow woluych).

Nazwijmy skal¢ odeinka z przez S, ,
. 1 e ol
3. widae, ze S, = T
Pamiglajge o tem mozna zawsze tak
skale obra¢, aby nasze niewiadome jako od-
cinki byly mniejsze Inb mato co wigksze od
diugosei OA.

Aby nasze wykresy

z lig

nic mialy anormal-
nych wymiarow, nalezy przed rozpoczeciem
wyrdwnania uwzgledni¢ nastepujace uwagi:

1) Nalezy sprowadzi¢ wspotezynniki ro-
wnan btedow do mniej wigcej tej samej

wielkosgei, tak, by najwig¢kszy z nich nie byt
10 razy wigkszy od najmniejszego. (N. p.

101 +- 89y + 05, + [ = 0 zamienimy na
nnstgpu_jagce rownanie bledow:
10185 4+ 89 57+ 1=0, gdzie § =
af = (rlz).

Jal]  [bl]

[aa]’ [Db)|
wywnioskowaé w przyblizeniu o wielkosci
niewiadomych!); po obiorze wige skal o i
Kk, (mwzgledniajge najw. wyraz kwadr.) na-
lezy przyjaé takq skale 1, hy odeinki przed-
slawiajace niewiadome byly przypuszezalnie
mniejsze, Iub matoco wigksze od dingosci

10x,

2) Ze stosunkow it. d.mozna

AO. Nazwijmy stosunek T% literg p, a stosu-

L.
nek T literg ¢, wowezas przedstawi sie skala
3N

niewiadomych Syy, = p.q.k.

Poniewaz 1 jest poprzedniemi uwagami
uwarunkowane, zdavzy si¢ czgsto, 7ze  be-
dzie mmiejsze od jednosei, czyli ze wplynic
nickorzystnie na doktadno$é wyniku wyro-
whnania.

Z powodu jednak, 7ze mozemy, jak to
zaraz wykazg, bardzo matym naktadem pracy
znacznie powigkszy¢ doktadnoéé naszych re-
zultatow, wyznaczymy powyZszym sposobem
nasze niewiadome, choéby z bardzo malg
dokladnoscia, wstawimy je do réwnan nor-
malnych, otrzymujac (naturalnie rachunko-
Wo0) po prawej stronie rownan zamiast zera
pewne odchytki w,, w,, wy. Otrzymaliémy
wige zamiast prawdziwych wartosci na x,
y 1z warto$ci przyblizone X' y' i 7, a chcqc

je poprawié musimy je uwaza¢ jako spo-

strzezenia zawarowane.

Y Rozumowanie lo oparte jest na porednim
sposobie rozwigzywania r. norm. Jacobi’ego.



I tak warunkami  klore spetnic nalezy,
$q tu rownania normalne:

[aa|x -F [ab]y -+ |ac]z + [al] = 0
[ab]x -~ [bb]y -|- [bl| = 0
Jacl x -+ [be] v + - Jel] = 0,
©po wslawienin za$ za niewiadome naszych
warto$ci, otrzymamy:
[aa] X" - |ab]y" - Jac|z" 4 |al] = w,
[ab| x" -~ |bb|y |7z = [bl] = w,
[ac] x - [be] v+ [ee] 7 =+ [el] = w,

Zachodzi tu jednak specyalny wypadek,
z¢ mamy tyle warunkow ile niewiadomych,
a wiec Sci$le okreslone zadanie.

Jezli nazwiemy roznice
(x —xX) = dx, (y—y) = 0y i (z—2") = 0z,
i porownamy ze sobg powyzsze rownania,
ofrzymamy nastepujgcy nowy system rownan
normalnych, o niewiadomych dx, dy i dz:

|aal dx -F [ab]dy + L wy o= 0
[ab] dx 4 [bb]dy - [be]dz + wy = 0

lac] ox - [be] 8y + [ee] oz ++ w, = 0,
lub w formie zredukowane;j:
ab] [ac] w
X - I:‘1 < dy = 07 1 =
ox 4 [aa] Yt [aa| 2a [aa] v
o b ]| [ @, Jo, 1]
R T R T Rl
[w5. 2]
0z + e, 2] = 0.

Gdy wiec w naszych wykresach ,a*,b*
i ,c* naniesiemy (w odpowiedniej skali w)
odchylki o,, w,, w, zredukujemy

lab] w, |

wy Na |wy. 1] = wy — [a—a|l’ a
_ : [ac] w, [be. 1w,
; 9| = S Ko Wt MO el
oy na . 2] s [aa] [bh. 1]
otrzymamy przy bardzo matym naktadzie

pracy poprawki dx, dy 1 dz.

Gdyby jeszeze 1 teraz rownania nor-
malne nie byly dostatecznie zaspokojone,
przeprowadzilibyémy na wzér drugiego trze-
cie wyrownanie, otrzymujgc ogolnic nasze
niewiadome w ksztatcie nastgpujgeych sze-
regow:

X =x + 0x 4 0x 4 "X ...,

y=y =0y + dy + 0y +

72 =1 4+ 0z + 0z -+ 0"z +.....

W zwyczajnych warunkach beda jednak
te szeregi tak silnie zbieZne, ze wystarezy
tylko podwdjne wyrownanie: Przyktad. Niech
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bedzie przy pierwszem wyrownaniu k=:1:1,
—(ﬂ: L:1
k ’
gdy za$ po wstawieniu naszyeh rezallalow
olrzymalismy niezgodnosei w setnych, nanie-
siemy je w skali w = 100 : 1,0[1‘2\'1111110111\' po-

o=10:1, 1=1:10, a wige dyy, =

prawkidy 6,14, wskalisdy == l_ =1000:1.

Tak samo mozemy i rezullaly wykresine
otrzymanc dla wyrazow |aa| |ad| poprawic,
lylko, 7ze zwyezajnie nic zalezy nam w Ly
wypadku na wielkiej dokladnosei.

Wwypadku gdy niesprawdzamy naszyeh
rezultalow przez wstawienie ich do rownan
normalnych, mozemy uzyvé kontroli wykre-
$lnej, polegajace] na wykreslnem przedstla-
wieniu naslgpujaeych znanyeh rownan:

X 4 |al] |ae| - | D] [a3] —{— lel]]ay| =0
y - lal] [ep] + [DU 8] + [el][By] =0
z - Jab ey F [DI[By] == feclyy] —= 0

Jezlismy nanie$li przy wyznaczanin wy-
razow |ee| i t. d. jednostke w skali z, otvzy-
mamy te wyra'/,v analogicznie do poprzednich

uwag w skali ——, za$ wysznkujge wnaszych

k
wykresach odcinki odpowiadajgee iloczynom
[al] [ee] 1t d. i sumujge je algebraicznic
otrzymamy kontrole dla niewiadomych x, y
%l .
¢ M mocy proporeyi:
o= S:1L

1z w skali 8 =
ox

k
Sumeg |p dd| konieczng do obliczenia $re-
dniego bledu jednostkowego mozemy olrzy-
macé w dwojaki sposob, albo przez wslawie-
nie wyznaczonych niewiadomych w rowna-
nia bledow, albo w sposob czysto wykresiny
polegajacy na tworzeniu wyrazow, ktore od-

jete od [11] dajg nam [pdd| e\\entullme

[06] = |11.3] (dla 3 niéw.) [d6] = |11.3]=
- [al[al] _ [bL.LJ[bL.1]  [el.2][el. 2]
: [aa] [bb . 1] [ee. 3]

To wykreSlne odejmowaniec mozna wy-
kona¢ na dowolnej prostej, nalezy tviko na-
1
Tk

Czasem, gdy [11] databy w tej skali bar-
dzo diugi odcinek, nanosimy tylko cze$é |11,
zaznaczajac punkl poczgtkowy tej linii od-
powiedniy eyiry.

Poniewaz sposélh ten daje nam |pdd)|
w pewnej z gory okreslonej skali klora cza-

samprzod naniesé [ll| woskali Spyg =
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sem moze by¢ bardzo maly, ustepuje on
sposobowi pierwszemu, jest jednak zwykle
wyslarezajgeym ze wzgledu na to, Ze dla wy-
znaczenia & $r. bigdu jedn., nalezy wynik
podzieli¢ przez w — k (k == liczhie niew.)
i wyciggngé z tak otrzymanej liczhy' 2-gi
I])dd])
n-k /°
Ponizej zestawitem labele, na kiorej po-
dane sg wprost wzory na skale naszych re-
zultatow, wynikajgce z obrania skali odpo-
wiednich wyrazow.

pierwiastek (

Tabela oryentacyjna dla skal:

L olisy .
obierajacdla | skale |°U /‘(-\ﬁlqmm) | skalg
|
wspotezynni- k ‘niewiado- |0l
kow [aa], [bb]... mychx,y,z g =P-U- k
jednostki na _ | wyrazow jox
prostej OA o=p.k fee] (@) K p.r.k
wyrazow wol-| ; poprawek [ow _
ayeh [l (pl]...) b= 9K | gy gy, oz =Pk
dla jednostki poprawek
’ v — - S ow’
przy wyzna- | z = r.K | ], oe], =p.t.k
czanin [ae] [¢f] Ieey] Tk
Wyrazow wol- . . " 11
nych w, g, oy 7S¢ k Ipd] % Gk
wyrazow wolnych ;
dlapooraws lael-| 0 ¢ | 1 [.I - u.k
Wer Wi Vs p k
wyrazow: _ konlrolne |= l
(U [=nu.k \x, Y, z =(.r.k
Przy pomocy po- o 5
dobnych  wykresow /s
mozna takze i two- feo-eooooobo_
rzy¢ réwnania nor- ooy

mocy podobiensiwa odpowiednich trojkglow
otr'/,vmam skale dla wyrazow |aal, [ab] itd.
iz

k = e Dia lepszej oryentacyi zaznaczylem
na lig. 5. wyrazy a,% i a, I, powstate z wy-

razow a, i b,.

Zdaje mi si¢ jednak, ze lepiej bgdzie
wyznaczyé owe sumy przy pomocy lablic
i dopiero przy rozwigzywaniu réwnan nor-
malnych zastosowaé powyzej podangmetode
wykresing.

Sposob wykreslny podany przezemnie
ma te wlasnosé, ze tem bardziej nadaje sig
do uzycia, im wigcej niewiadomych maja
rownania normalne. Nadaje sie wiec znako-
micie przy wyrownaniu siatek niwelacyjnych
i tryangulacyjnych.

Poniewaz przy lem ostalniem wyréwna-
niu zajdzie warunek sinnsowy, wiec rowna-
nie normalne mu odpowiadajace bedzie miato
wspOtezynniki zwyczajnie rozne od wspot-
czynnikow innych réwnan normalnych.

Najlepiej bedzie w tym wypadku, gdy
odpowiedne rownanie normaine (o wspot-
czynnikach roznigeych si¢ od resziy rownan
n) przedstawimy w wykresie ,a“, ktory caty
hedzie wiekszy lub mniejszy od innych wy-
kresow zaleznie od wspotezynnikow [aa|[ab].

" Jednem stowem nalezy nanie$¢ wspotezyn-

niki pierwszego rownania n. w skali k. m=K,
a odbierajgc z wykresu ,a“ potrzebne nam
wyrazy do redukeyi mnych rownan n. przez
m wykres$lnie dzielic.
Jest to rzecz zbyt pro-
sta by si¢ nad nig
diuzej rozwodzié.
Nakoniec poda-

S &

malne. A
Na [ig. 5. przed-

stawiam wykres, przy

pomocy ktoérego mo-

4 je tablice, na ktorej
przedstawitem  wy-
kres$lne wyrownanie
spostrzezen posredni-

zemy otrzymacé wszy-
stkie wyrazy réwnan
normalnych. Nalezy
tu jednak uwazaé na
skalg w jakiej wyrazy
[aa] 1 t. d. z wykresu o
odbierzemy. Ponie-
waz przyjinujg tu dla jednosci = OA pewng
skale o, a dla jednoSci = AA’” bede zmuszo-
ny przyjaé czesto inng skale o’ nast¢pnie na-
noszg¢ liczby oy, by 1t d. w skali i, wige na

czacych, wyréwna-
nych  rachunkowo
(wzglednie wyséwka)
w Handbuch d. Ver-
messungkundeW. Jor-
dana, tom I, str. 102,
Stuttgart 1904,

Na przykladzie tym wida¢, jak szybko
wzrasta dokladno$é rezaltatow przez zasto-
sowanie do nich powtornego wyréwnania.

‘Mamy tu dane wprost rownanianormalne:
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417508 — 630y — 650z — 214 =.0
11750y — 6507 — 1396 = 0
L2z 4 540 — 0,

-+ 10034

Poniewaz, chege unikngé bardzo diu-
gich wykresow mozemy przedslawié wspot-
czynniki r. n. (bez wyrazow wolnych) co
najwiceej w skali k = 1:1, a nastepnie jak
[al]
[aa]
dome nie beda sig wiele roznity od jednosei,
mozemy przyjac skalg dla niewiadomych
Ssyz = 0 (=10:1), gdyz nic ma obawy, by
odcinki x, y 1 z przekroczyly znacznie pun-
kta A, A, 1 A, A wice skale dla wyrazow
wolnych 1 otrzymamy:

| = Suack g
5 .

(Przy wyréownaniu siatek bryangulacyj-
nych przyjmujemny dla bezpieczenstwal mnicj-
sze niz z powyzszego wzoru wypada).

7. pierwszego wyréwnania otrzymali-
$my ) niewiadome x, y 1 z w skali Sy, =
10:1, a mianowicie X'= (068, y'=117, z'=(32.
Po wstawieniu tych wartosei w rownania

lo widaé¢ ze stosunkow i L d. niewia-

-1y Poniewaz tlablica z przykiadem bhedzie pra-
wdopodobnie w druku zmniejszona uwidocznitem
na niej podziatkg w skali 1:1, aby mogla stuzy¢ dla
pordswnania zmniejszenia.
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normalne otrzymujemy roznice: w, = 0075
wy = 0015, w; = — 0-065, ktore naniesione
w skali w = 100:1, wyznaczajg nam po-
prawki dx, dy i dz w skali olw = 1000:1,
a wiee odezytujac na wykresach mamy:

ox = — (0048, 0y = — r0023, dz = 00009,

czyli ostatecznie:

X = (06752, v = 11677, z = (3209.
Dalsze poprawianie niewiadomych uwazamy
za zhyteczne.

Wreszeie przyjunjge dla jedno$ei skale

x = 10 :1, wyznaczyliSmy sumy [ee|, [e3]
i Lodow skali =2 =100 1.
A wiec:
|ea| = 0094
[af] = 0052 [pB] = (:093
[ay| = 006 |py| = 006 |yy| = 0078
PmﬁZej umiescitem kontrole dla nicwia-
domych w skali ';—\l = 10:1 1 wyraz [pdd)
wskali L 1:1, a wige |pdd| = 81:35.

Ji¢
Jak wiec widzimy otrzymaliSmy, stosu-
jac proste wyrownanie te same cyfry co
Jordan, tam za§ gdzie stosowalisSmy po-
dwojne wyrownanie, zwiekszyla sie dokia-
dno$é znacznie.
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