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diugosci skdll, a nactepnie ne obwodzie tego okregu zaznaczamy
punkty odpowiadajace katom npe co 10° /TySa 4.6/ Réwnolegle do
promienie OB w pewnej dowolnej odleglofici rysujemy prostg MN,

Z zaznaczonych punktéw na okregu prowadzimy proste prostopadie
do prostej MN. W podobny sposdéb na prostej MN mozeny otrzymad
skale funkcji np, funkcji y = sin x.

K. Skale podwédjne.

Jegli na jednym odcinku wraz ze skalg funkcyjng y = f(x)
sporzgdzi si¢ skale réwnomierng wartosci x, to takie skale na-
zywamy skalami podwéjmymi. Skale podwd jne mozemy rozpatrywaé ja-
ko zatozenie skali rownomlernea i skali funkcyjnej, przy czym
poczatkowe i kohAcowe punkty tych skal winny sie pokrywaé, Przy~
ktad skali podwéjnej pokazano na rys.t4.7 a i1 b. Fodwdjna skalg
mozna stosowaé do znajdowania wartosci funkcji f{x}lub odwrotnie
majac wartosé funkcji £{x) mozemy znalezé wartosé argumentu x.

14.5. Wykreslanie skal funkeyjnyeh przy pomody "HarZy".

Majac do dyspozycjl narysowens dowolng skale funkcyjrg
mozna wyrysowaé metods graficzng skale tej funkcji o innym mo-
dule. !
W tym celu na odcinku AB umieszczamy dang skale funkcyJjng
f x . Z dowolnego punktu O /rys.14.8/ prowadzimy proste laczgce
punkty 1, 2, 3 e n na danej skall funkecyjned, W dowolne]j od-
legloéci od prostej AB prowadzimy do niej prosty réwnoleglsy MN
otrzymujgc w ten spobéb dang skale funkcyjng, ale juz o innym mo=
dule,

Przy pomocy tej metody moiemy zmniejszaé lub powiekszaé
dowolne skale funkcyjne np. réwnomierne,&logarytmiczre, trygono-
metryczne itp. W przypadku np. rysowapnia skal logarytmiczanych
skale AB mozZna nanieéé bezposrednic ze skall suwaka logarytmicz-
nego.

Bardzo czesto metoda ta siuzy do wykreéslania skal linlowo-ulamp
kowych typus 7

oy cx + 4
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gdzie:s a, b, ¢, .4 s wartoSciami steiymi,

Rysunek sporzadzony wediug powy2szego opisu, 2 slufgcy do zmiany
modulu dowolnej skali funkcyjnej, nazywamy "harfg",

Przyk*ad konstruowania tego typu skal funkeyjnych przedstawiony
Jest na rys.14.9. Z dowolnego puaktﬁ 0 prowadzimy proste przez
punkty réwnomiernej skali A B, Ne proste]j MN, nleréwnolsglea do
prostej AB, obtrzymijemy szuians sinle¢ funkoyjns.

14,6, Siatld ITunkcyjnese

Uklady wspOirzedaych zbudowane za pomocs skal funkeyjnych
nezywamy siatkami funkeyjnyml . '

Wiasno§cia tych siatek jest to, ze kaida funkeda uwiklena
dansa swigzkiem postaci

af(x) + vEly] + e = 0

gdzie: a, b, ¢ sg wartofciami stalymi, bedzie linig prosta ne
siatce funkcyjnej, Jjeé&li na osi Ox Jjeat skonstruowans skala fun-
keji £{x) a na osi Oy - skala funkcji £{y). Funkeje £(x) i 2{y)
mszg oczywiscie speiniac¢ warunid umozliwiajgce konstrukceje skal
funkecyjuych, & misnowicie muszg byc ciggie i monotonicazne,

Hajczescie] wykresy sporzadzamy na tzw, paplerze milimetro—
wym, ktéry posiada réwnomierne skale, przy czym cdleglosé jednej
réwnolegtej linii od drugiej wynosl 1 mm /rys.i4.10/, Papier mi-
limetrowy stosujemy do wykreslanis zaleznosci linicwych,

Szczegdlnie czgsto uzywa sie siatek logarytmicznych
/papier‘w logaxrytmicznyech/, gdzle na obu stronach wspéirzednych
—umieszczone sg egkale logarytmiczne /ryseid.11/.
Tego rodzaje skale uzywane sa do wykreSlania funkeji potegowyche

Czasaml uzywa si¢ siatek tzw, péllogaryimicznych /papiery
péilogaryimiczne/, gdzie na jedns] osi umieszczonn jesh skals lo-
garybmiczna, a pa drugiej - skala réwnomierna /liniowa//rTys.14.12/,
“rzy pomeocy tego bypu siatek uajlepie]j otrzymaé linie prostg w
prz,padku atesowania funkejl wykiadniczych,

Siatki funkecyjne, Jjek z tego widaé, speiniajg dufg role
przy opracowywaniu danych dofwiadczalnych,

1i+,7s Dobor odpowiedniej sistki i skali funkecyineje
Decyzje¢ wyboru najwiasciwszej skali podejmuje sie na podsta=
wie tego, jak najlepiej zblizona Jjest do prostej przedstawiona na



=e . o

&
Ip. Skala Typ roéwnania
1 Podwédjnie liniowa Y = ax + bx
~2 Iiniowo - logarytmiczna y=a ¥
3 ¥y = abx
Podwdjnie logarytmiczna y=28a xb

Tabela nr 14.1. Frzyklady stosowania skal dla odpowiednich
typdéw révman.

'y

Rys.14013|

Sposoby oznaczania na wykresach dokladnoéci wykonywa-
nych pomiardw,



= N0
o

wykresie funkcja. Jesli jest znans poprawna posta¢ funkcji, mo-
zemy od razu wybraé najwlasciwszag dla niej sikale, W przypadku
guy nie znamy danej funkcjl mozemy prébowaé nanosié punk%y
doswiadczalne na rdzne skale, aby méc stwierdzié, ktéra z nich
jest ala rozwazanych danych najbardziej odpowiednia. Jesli to
jest moiliwe, zazwycza] wybiera sig te skale, przy ktoérej roz-
kiad punktoéw poumiarowych jest najbardzie] zblizony do linii
prostej. Wykres w postaci linii prostej na papierze o kazdej z
tych skal wskazuje na pewnien typ mdéwnania. Skale i odpowiada-
Jace im typy rownan przedstawia ponizsze zestewlenie /tavbela
nr 14,1/ .

Po cokonaniu wyboru papieru z naniesiong na nim odpowiednig
skalg nalezy dobra¢ atugosé Jeunostkowej podzialki na osiach,
przestrzegajagc przy tym nastepujmcych praktycznych reguk:

a/ zmienna niezalezna winna byé odktadana na osi poziomej,
zuienna zalezna na osl pionowej,
b/ w celu szybkiego odczytenia wspdlrzednych dowolnego punktu
na wykresie naleiy stosowaé¢ tak skale, aby jednej dzialce na
papierze funkcyjnym odpowiadeto 1-10%, 2-10%, 4-4101, 5102
Jednostek nierzonej wielkoéci, & unikeé wszelldich innych
Droporcii, )
¢/ punkty pomiarowe na wykresle winny byé tak rozmisszczone,
aby punkty pomiarowe, przez ktére przechodzi wykreslona
krzywa, byty roztozone na caiej powrerzchni wykresu, przy
czym zaréwno skala pozioma jak i pionowa nie uusi zaczynad
sie od zera,
d/ skale na obu osiach winny byé tak dobrane, aby tangens kata
nachylenia krzywej w najbardzie] interesujacych nas prze-
dziatach byt bliski jednoSci.
Kazdy z punktéw nanisesionych na wykres jest okreslony przez od—
powiednie wartobei x i y, ktore otrzymane sg w wyoiku pomieru,
a wigc obie wartoscl sa cobmmczone biedami, Dlatego tez, na wykre—
sie zaznacza sig¢ nie bylko punkty pomiarowe, ale 1 ich bledy,
ktére zaznaczamy w postaci malych prostokacilkiéw o bokach réw-
nych 28x 1 2Ay /rys.14.13/, gdzie &x 1 Ay sg dowolnymi bez-
wzglednymt biedami np. maksymalnymi, standardowymd 1tp. Tak wige
wykreslona krzywa powinna przechodzié przez obszary ogramiczone
tymi prostokacixami biedéw, W praktyce zaznaczemy wartosci ble-



ddw vezwzglednych przez odpowiednie odeinki poziome 1 pionowe
przecnodzgce przez punkt pomiarowy, tak jak to pokazane Jest
n&,wﬁkresie nr 14,13,

Trzy wykreélaniu krzywych w zasadzie mozemy braé¢ dowolne
jednostka na osiach poziomych 1 pionowych, jednak nejmniejszy
odstep, Jjakl mozna odczytaé ma wykresie powinien odpowiadaé
wielkoSci bledu bLezwzgladnego. Na tej podstawis nalesy ustalié
odpowiednig skale. W praktyce do wykreSlenia krzywych z dosta=—
teczng dokladnoscia wystarcza arkusz o formacie 20x 25 cm, lub
25 % 50 cm. Liczba punkitdéw ktora ralezy naniesé na arkusz nie
powinna by¢ zbyt duza, zwykle wystarcza okoio 15 :punktéw, .z
tym, Ze w okolicaci miejsc charakterystycznych jak np. maksina,
minima czy tez punkty przegiel powinnce byé wigksze zageazczew—
nie punktow pomiarowych. Zabezpiecza to uzyskanie wiekszej
dok?adnoSci w tych miejscach, Bardziej zlozony jest przypadek,
sdy ziawisko fizyczne opisane jest przy pomocy trzech lub vie-
cej zmiennych np,:

£lx, 7, 2}
W tym wypadku bardzo czg¢sto jedna z tych amlethLJ wielkosel
npe % okreslana Jest szereﬂiem wartosci Zqs Zps %y cev Zye Dla
ktéryeh okreslamy zaleZno&é awbech pozostatych wiellkosci x 1 Yo
fazda # wykre$lonych krzywych na tym sanym wykresie beazie ob-
razowaia zaleznodé ¥ i y przy okreslonym znaczeniu z. ek np.

nateienice pradu anodowege w triodach zalezy od dwoch wiellkosei,

a mianowicie cd naplecia na anodzie i od praylofonsio ngviccia

ng siatcea

148, Interpolacja grariczna,

Na podstavie sporzgdzoneo wWykresu mozna wyznaczyd

ze zpiennych, gdy znane jest druga. W taldeh praypadikach,
W przelzicle [Xo - 113 zwiany ¥ sa proporcjonulne ac
Gogcl x, przy czym warbtoSciom X

o o 1

oapowiaudja warvoscl v, 1

I - O
¥ny L0 znajec vartosé x mieszczal'sie w tym przedziale, moZna

wyzneczyt y., zalle
= rix} w przyblifeniu ms charakter 1inii proste] /rys.l4.14/,

ac, ze W rozpatrywanym prreaziale funkcja
o

osemy wige napisaé provorcie:



Y

Ry S 14 Interpolacja graficzne.

28y

Trg.14,15 Wyznaczanie bleddw metodg graticzng,



< g

Rys.14.16.Wykreslanie pochodne]j funkeji y = f(}:) metodg cigciw,



ALy Yo'~ ¥q

IO = X'i 32 S ]{1

skad otrzymamys:
o = Jq :
Jq ¥ (xo X Lﬂ) =, =%, Se

Yo

Wertosé funkecii y, mozemy obliczyd przez podstawlenie odpo-
wiednich danych do wzoru ~ 3,14 1lub odezytaé bezposrednio z
wykresu przez poprowadzenie proste] prostopadlej do osi Ox az
do przeciecis sie o krzywy, e z tego punktu prosta prostopadis
do osi Oy uzyskujac w ten aposéb szukany wartosé Yo Metodn te
ma ograniczona i niezbyt duZa dokladnoéé, Jes$li blad wyznacze-
nia wartosci x, jest rdwny A x, wéwezas blad popeinicny pray
wyznaczeniu y, jest réwmy A y. Odeinla A vy mosemy wyznaczyé
réwniez metoda graficzung, tak Jjak to jest pokazane na rys.14.15.

14.9. Ekstrapolacja graficzna,

Jesli podans jest funkeja y = f{x]/najCZQQCiej wyznaczona
w spdeéb dodwiadczalny/ to moZna wyznaczyé w przyblifeniu war-
tosci ted funkeji dla wartosci ¥ leZacych poza tym przedzialem.
Tali sposéb wyznaczenie wartoscli nazywamy ekstrapclacja. Spo-
86b postepowania w tym praypadlu jest podobny jak przy interpo-
lacji. Ekastrapolacja moze byé stosowana tylko wtedy, gdy na
ekstrapolowanym odcinku wystepuja gwaitowne zmiany. rrzy.ladenm
ekstrapolacji bedzie np. zatozenie, e funkcja empiryczna li-
niowa w pewnvm przedziale, Leazie rowniez liniowg dla wszystkich
mozliwych wartoScl zmiennych.

14510, Graficzne rédzniczkowanie.

L VWiykreslenie krzywych otrzymanych w wynilu doSwiadczenia
waje wdem moznofdé wysonanié na nich operacjii btakich Jak résnica—
kowarde 1 catliowanie.

Jegli anelityczna postaé nieznénej funkeji wyrazimy przez
y = r{x]
o la ,raficzneso wyznaczenia wartosci pochodﬁej te] Tunicjli
w puniicie X, /rys.i4.16/ nalezy wykreslic étyczng w punlkcie €

.
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Wyznaczanie pochodnej funkeji y = f£[x) metoda cigciw.
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o wspbirzednych /xg, yo/ i wyznaczyé kat ok zawarty miedzy tg
styczng a osig x~6w. Wynika to z tego, Ze:
<= £x) = teol

Zagadnienie to proste z punktu widzenia teoretycznego, prak-
tycznie moze byt wykonane z pewnym przyblizeniem; zaleznym od
stopnia dokiadnogci wykonania stycznej w punkcie C,

Wiartosé pochodnej w wybranym punkcie x, na wykresie
funkedi y = f(x) mozna wyznaczyé stosujgc jedng z trzeck metod:

a/ metoda cieciw,

b/ metoda stycznej,

¢/ metoda normalnej

14+10.1. Wyznaczanie pochodnej metodg cigciwe

Dang funkcje y = f(x] wykreSlamy na papierze milimetrowym.
liastepnie na otrzymane]j krzywej w sasiedztwie punktu /xo, yo/,
w ktérym wyznaczyé cheemy pochodng obieramy pare punktéw Aj
o wspéirzg¢dnych x4, Yi» ale w ten sposéb aby czesé punktéw by-
ta po jednej stronie, a czesé po drugiej stronie punktu /xo,
 ¥of « ¥Trzy pomocy wzoru:

Ams T

Ax Xy = ¥y
ocliczamy nachylenia cigciw przez tdk dobrane punkty A. oraz

.l.

przez punkt A . Wykreslajac krzyws 'K'L "f (A x) MOZBeMmYy WyZno—
czyt wartosé pochodneg w obranym punkcie x tzn, dla

- (0

wyznuczenie pochodne] ta metoda pokezano na rys. 14617

i=’|,2...n

o?

110,26 Vyznaczanie pochodne] metodg stycznej.

He wykreSlonej krzywej obierany punkt /xo, Yof s W ktérym chce-
my wyznaczyé wartodé pochodnej., Frzez wybrany punkt prowvodzimy

sty czng do krzywej, a nastepnie na stycznej oblieramy dwa do-
wolne punkty o wspéirzednych /x4, Y./, /X, Yol o Fociouna w

i ~ 1
punikcie », y obliczany jako nachylenia tej styezne] wg wzorus



ISR Y=

dx L T
Jesli poprowadzimy prostg réwnolegta do styczne] w taki sposdb
aby przechodzita przez punkt o wspélrz@dnych = -1, y= 0,
to korzystajac z zaleznobci:

a Jo -0 _

o " oo %

nozemy nachylenie to odczytat wprost z wykresu, gdyz pochodna
jest rowna rz¥dnej punktu przeciecia tej prostej z osi y-ow
/rys.’l"h 18/0

14,1043, Wyznaczanie pochodnea metoda normainej.

Warbtosé pochodnej mozemy wyznaczyé, okreslajac normalng do wy-
rysowanej krzywe] zamiast wykreflania stycznej. Oznaczajac na—

chylenie stycznej przez P%%qs i nachylenie normalne] przez

(d korzystamy z zaleznoscl
n

&, --m

gdzie wartosé &%%Jn mozemy wyznaczyé graficznie lub anali-

tyczrie jedng ze znanych metod.
Najlepsza doktadnodh wyznaczonej pochodnej otrzymuje sie
woéwczas, gdy wartosé pochodnej jest zblizona do jednosci.

144104+ Graficzne wyznaczanie krzywej pochodneje.

Na otrzymanej funkcjl y = £ X nanosimy szereg dowolnie obra-
.nych punktéw F,, Fp, Fj ees F., DPrzez ktére prowadzimy styczne
do krzywej, /Tys. 14.19/. Przez punkt |-10 ) prowadzimy proste
réwnolegte do tych stycznych otrzymujac na osi y-ow punkty

kﬁ’ Lin, Mj eee M) odpowiauajgce pochodnym funkcji w ohranych
punktach F,, F,, F; see F o Przez punkty Mq, M, H5 ceoe Mn pro-
wadzimy proste rownolegie do osi x-6w, a przez punkty I'q, ¥y,
F5 «.s F, proste révnolegte do osi y-6w. ¥a prrmecigciu odpo~
wlade jacym sobie prostym otrzymujemy punkty I, Yo, r5 eeo P,y
ktore polaczone ze sobg daja krzywa pochodnej.



Rys.14.18,

Wyznaczanie wartoeci pochodnej metodsa stycznes.

Rys 14,19,

Graficzne wyznaczanie krzywej pochodnej funkeji y =
= f(:ﬂ ™
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Rys.14,20, Catkowanie graficzne.

0

Rys.14.21, Graficzne wyznaczanie funkcji pierwotnej,



14411e Calkowanie graficzne.

Cotkowanie graficzne polega na wyznaczeniu powierazchni
pod dang krzywa ograniczona rzgdnymi w punktach iraficznych 1
osr odcigtych. Istnieje 8zereg metod cbliczania powierzchni
pod krzywa, z ktérych najbardziej uitywana jest metoda éredmie]
rz¢dnej.

14.11+1s keTGoda Srednie] rzvdnej.

VW celu wyznaczenia powierzchni, pole pod krzywa dzielimy
na. parzysta liczbe paskéw o réinych wzglednie réznych szero—
ko$ciach, Dla kazdego z paskéw obliczamy powierzchnie z wzorus

1
M T\yi % 71+q] Ax
gdzies y; 1 y3,4 - kraficowe wartosci funkcji dla i-tego paska,

Ax ~ szerokosé przedziztu obliczdnego paska
/I‘3’S.’14.20/¢
Calkowita powierzchnia pod krzywg wyniesie:
L 4
b n
S & / ) ax==8;
d i=q

Doktadnosé wyznaczenia powierzchni bedzie tym wieksza im wic-—
szy beazie przedzial Ax,

141142, Inne metody wyznaczania powlerzchni,

Do innych uizywanych metod wyznaczania powierzchni zali-
cuamy metode wazenia wyciete] powierzchni, metode fotometrycz-—
ng polegajgcg na oswiebleniu komérki fotoelektrycznej przez
vrsesiong © otworem w postaci wyznaczane]j powierzcimi oraz po-
miday powierzchni /pola/ za pomoca planimetru., Ta ostatnia meto-
da Jjest szczegdlnie prosta w uzyciu.

141163 Wyznaczarie funkeji pierwotnej.
lLajgc okres$long funkcje y = f(x) mozemy metoda graficzng
wyzneczyé funkcje pierwotna:
rlx) = Jel)ax
W Tym celu stosujemy konstrukcje pokazang na rys.14,21. Ze



= MG

sroakéw przedziatdw /xq, x2/, /x2, xa/, /xa, xu/ coe /Xn;ﬂ’

X,/ prowadzimy proste révnolegte do os1 y-6w, az do przecigcia
sie z krzywa y f{x\ Z punktéw przecieé¢ prowzazimy nastepnie
proste réwnolegie do osi x-6w otrzymujac punkty Mq, Mo Mi ses
M,, ktére lgczymy z punktem P |-1,0] na csi x-déw. Obierajac
dowolny punkt F, na prostej réwnolegtej do osi y-éw 1 przeclhio-
azacej przez punkt o wspdirz¥dne] Xqr prowadzimy przez niego
prostg réwnolegisg do FH,, otrzymujac punkt F,. Dalej przez

punkt Fp prosta réwnolegig do M, otrzymujgc punkt F3 1td,
Otrzymamy odcinkr Fq, Fo, F3 oo F 10 Fa 3

otrzymuj4c w ten cposdéb funkcje pierwotng F x . Dokladnoéé otrzy-
manej funkeji bedzie tym wiekaza, im wiekszg bedziemy miela
liczbe przedzialdw, '

15, }rzedstaw;enie danych dofwiadczalnych za pomocg réwnan.

Dane doSwladczalne otrzymujemy cz¥sto w wyniku pomiaru
zmiennej zaleznej y dla szeregu wartosci zmienne] X. Zakiadamy
przy tym, Ze inne wazne czynnikl nie ulegaja zmianom, Zazwy-—
czaj nanosi sie wartoSei y w fumkeji x i rysuje sie krzywag w
baki sposéb aby przechodzila ona mozliwie jak najblize] zazna-
czonych punktédw pomiarowych. Ze wzgledu na biedy pomiarowe,
trudno oczekiwaé, Zeby rzeczywista krzywa przechodzila dokiad-
nle przez wszystkie punkty odpowiadajgce wynikom pomiarowyms
W zalezno$ci od celu, do jakiego jest potrzebna znajomosé
krzyweJ, stosujemy odpowiednie metody i kryteria, jakimi nale-
zy sie posiugiwaé przy wykreSlaniu tej krzyweje.

Jako niektére cele wykreSlania krzywych mozna wymienié:

a/ dobre uzmysiowlenie jakoéciowej natury zalezno$ei y od x,

b/ cheé ocenienia y w funkcji x miedzy warto®ciami wyznaczony-
mi do$wiadczalnie /interpolacja/ a nawet poza zakresem
zmierzonych wielkodci /ekstrapolacja/g

¢/ porzadane wyeliminowanie, o ile to jest mozliwe, wpiywéw
biedéw przypadkowych,

d/ wyznaczenie pochodnych lub catek funkecji y = ylx|,

e/ wyznaczenie prawa wyrazajgcego zwigzek w formie réwnania
matematycznego pomiedzy wartosciami zmiennych uzyskenych z
pomiaréw,
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