chujgcego dang metode pomiardw, to wystarczy przeprowadzié po—
miar jeden raz.
2. Jesll btad losowy jest bledem gidwnym, to pomlar naleiy prze-—
prowadzaé wimlokrotnie., ILiczbe pomigrdw nalezy tak dobraé, azeby
blad losowy fredniej arytmetyczned by mniejszy od biedu syste—
matycznego, tak aby ten cstatni znbéw okreslal biad rezultatu,
Nalezy przy tym panietaé, Ze moZemy ogranicuzyé sie do jed-
nego tylko pomiaru wyjgtkowo w tych'przypadkach, kiedy z pewnych
innych ¢rédetr wiemy, ze wielkosé bledu losowego jest mniejsza
ni% btedu systematycznego. Dzieje sie tak zwykle woédwczas, gdy
mierzenia dokonuje sie zneng metods, ktérej biedy sy zbadane i
Znane.

4o Cyfry znaczace.

Cyfrumi znaczgcymi w liczbach przyjeto nazywaé wezystkie
eyfry 1,2,3440.,9, 8 takie zero, ale tylko w tych przypadkach,
Jeéli zngjduje sige ono w $rodku lub na koncu liczby. JeSli jed-—
nek zero w utamkach dziesietnych znajduje sie po przecinku z le-
we] strony pozostatych cyfr, to nie jest wtedy cyfrg znaczacge
Np. liczby 3, 14159 oraz 980,665 lub 86 #4000 posiadajg po szesé
¢yfr znaczgcych, Jesli natomiast wezmiemy liczby 1,015, 0.15,
0.015, 0,0015 to pierwsza z nich posiadakztery cyfry znaczgce,
& pozostaie trzy po dwie cyfry znaczace.

5« Blgd wzgledny i bezwzgledny.

frzy opracowywaniu wynikéw eksperymantalnych wiekszosé ob-
liczen przeprowadza sig¢ na przybliZonych wartoéciach mierzonych
wielkoscli, poniewaz ich dokladne warto$Sci nie sg znane,
dakos¢ wynikéw pomiardw zwykle wygodnie jest charakteryzowaé nie
absolutng wielkoScig biedu Z&:{, a jego stosunkiem do mierzonej
wislko&ci x, a mianowiciet '

@-=11 X

X 1'5

Wartosé 1.9 nazywamy bledem wzglednym 1 zazwycza]j wyrasamy go w

procentach, Szezegdlng zaleta tego bigdu jest to,ze jest on wiel-
koscis niemianowang, 2 wiec moZna go pordwnywaé z bredami wzgle—

dnymi pochodzgcymi od pomiardw réisnych wielkosci niepordwnywal-



nvch ze Bong, np. masy i temperaturg. W wickszofcl zastoscwah

+ad ten jest w istocie nsjwazniejszy., Uzycle bezwzglednego LIg-,

e
du pomiaréw niewiele méwi o rzeczywishte]j dokradnosel, gdy nie
zestawiamy wielkofci btedu z mierzons wielkofcig. Z tego punktu
widzenia wielkosé bledu wzglednego daje wialiciwsze pojecie o
dokiadnoscl pomiardw. Biad wzgledny nie smienia aie przy zmie-
nie skali pomiaru wielkosci, tzn. przy zwiekszeniu /lub zmmiej-
szeniu/ liczby przyblizonej i proporejoralnym zwig¢kszeniu /lub
zoniejszenin/ jeJ biedu bwzwzglednege nre., 4la liczby a = 100
z bledem bezwzplednym ﬁ ¥ = 1cmi dla liczby a = 1000 cm z
bigdem beuswzglednym Ji X = 10 cm, biad wizgledny jest takl sam.
W praktyce wychodzgc =z odpowlednich definicjl i metod ma-
chunkowych obliczamy z

th

pomierdw wartcsé Sreanie i pedajemy gra—
nice, z ktérych = duiym prawdopcdobienstwem zawlers si¢ prawdzi--
wa wartoesé A mierzone]j wielkoscl ¥. Zarduno bigd teazwzgledny
Ax jek i blad wzeledny moze mieé warbosd dodatnig jak 1 uje-
una, przy czym z reguly jest riemoZliwe stwierdzenis, czy otrzy—
mane wartosé pomiarowa Jjest wiznaczona z hadmiarem czy niedomia-
rem. Dlatego przy podawaniu bledu naleiy go zaopatrzyé w znak
podwd jny t ., sk wiges
ATA=x 25
'ér= t‘é%§ : ' %5

AX = S:A &.5

Vzory vowyisze odgrywaja isbotng role w teoril 1 prakbyce rachun-—

+

ku biegdéw, Wie zawsze mozna caltkiem }atwo oszacowad bezwzgledny
bigu pomiaru fizycznepo. Yrzy pomiarze najczescie] okreSlong
wielkoéé mierzymy bgdé przez odczytanie na podziaice, badi na
podstawie wykresu uzyskanego za pomocg przyrzadu rejestrujacego,
ewentualnie uzywany prayrzad daje oaczyt ¢

Lrowy. Rozlrzygnat,
dak duzy Jjest blad bezwzglgdny ocaczytu, czyli jaks najmniejsza
czest vielkoSci mierzone moZemy jjeszcze calkowicie pewnie od-

czytaé, mozna tylko na podstawie doSwiadczenia, Ziau wzgledny
odczytu jest zavenm vany stosunidem:

§= & 5.5

la
gdzie: m — Jest najmniejszg réznica wielkoscli mierzone
jeszcze moZns pewnie okreslid,
I - absolutna wartosé wielkosci mierzone] odczytena na
przyrzadzie



Otie wielkosci m i M musza bhyé ocaywiseiw razone w jednakowych

1 DY %, Y
jednostlkach, ktére Fednak moga byé zupeinie dowolns, w szczegll-
nym przypadku mogg to bys tylke podziaikd skali.

Se1s Prayblizone metody obliczania blgddw waglednych i vezwzgled-
nych liczb przyblizonych,

W praktycs w celu szybszego obliczenis blgdu bezwzgliednego
dub Litedu wzglednego oraz uproszcezenia rechunkéw stosuje sig
niekiedy berdziej proste, checiaz mniej dokladne wzory niZ wzér

% 5 dla bledu wzglednego, Szczegdlnie odnoei sig %o do prazy—
padlruy gdy liczba A ma wiele cyfr zuaczgeych, W taldwm wypadku
mozZne stosowaé Wzer ns biﬁd wzgledny uproszczonyt

Fas
R T 6.5
& = Sy 6.5

gdzie: k -~ oznacza plerwszsg cyfre znaczacyg liczby 4,

n =~ itlode cyfr znaczacych liczby A,

P = 1losé miejse po przeciniu w liczble Ae
Nelesy zaznaczyé, %e wartosé biedu wzglednego, obliczponego wg
wzorw 6,5 jest zawsze wieksza od wartodci bledu wzglednego
obliczonego wg wzoru 3.5 lub 1.5 , tzn. many:

CuSd

Przykiad 1, Znalezé blad wzgledny uproszczony gestoscl wody
przy temperaturze 10°¢

D.. = /0,999727 % 0,000001/ gecu >
W tym pggypadku: k=9, n=¢6

y P = 6
107° :
O, = —2 5 =t 0,0000011 = £ 0,00011%,
5 9:10""

Biad wzgledny obliczony wg wzoru 2.5 wynosi:
+ i A e +
g == G5e7ey = ~ 0,000001 = = 0,0001%
tis wielkodd nieco mniejeza od warbosdel é;;.

Frzykiad 2, Znaleié bind wzgledny wartoici przyspieszenia

-~

g = /980,274 = 0,003/ cmes™<
W tym przypaakp mamy: k=48 0= 6,0n = A,

210"
Oy = =0
9+10

*~ -
- 0, 000%3%



VWielkos¢é biedu wzglednego, cbliczonego wg wzoru 1.5 wynosis
o = £ 0,000%%

Przyktad 3. Znalesé biad wzgledny pomiaru predkosdcl Swiatla

¢ = /299796 £ 4/ kmes™!
W danym przykladzie mamy: k = 2, a = 6, p = U,
4
&, = ——= =t 0,002%
u- 2.10?
natomiast:

(\g Sora Awall B Fr
O = 7TEge = Oibons

Duza rbznica w obu rodzajach bledéw wynika z istnienia duZe]
roztieznoscl miedzy przyjeta wartoscia A = 26107 kmes~ ' & rze—

o]

czywlsta, ktéra mato rézni sig od 30105 kmeg

502, Obliczanie bleddéw bezwzglednych liczb przybliionych,

Wartosci bieddw bezwzglednych /maksymalnych/ jekie popel-
niemy w wyniku zaokraglenia liczb, moZemy wyznaczyé przy pomocy
wzorus

B 7k % /e o T34 =R 7.5
gdzie: k — plerwsza cyfra przybliZonej wartosci A,
n - ilosé cyfr znaczacych liczby A,
p - ilosé misejsc po przecinku w liczbie A,
d - bzad wzgledny,.
Przyklad., Okreslié ilosé cyfr znaczacych przy wyznaczaniu z ta-—
bliey gestoscl rteci przy temperaturze o%g,
do = 13,5955 gecm™
aby blad wzgledny nie przekraczal wartoscl § = 0,001 = 0,1%.
Na podstawie wzoru 7.5 mémy: k= 1, n = 6, p = 4,
stgd bigd bezwgledny: :
Em=/1+ 1/ 1081 | 10732 0,02 geen™
Nie popelniajac biedu wielszego niz 0,1% mozna przyjadls:
do = /15,59 £ 0,02/ geom ™
Btad wzgledny liczby przybliZonej zwigzany jest z ilodeis
Jjed liczb znaczacych /yswnych/. Iloké cyfr znaczacych w tym
wypadku liczy sie od pierwszej cyfry znaczace] liczby do pierw—
sze]j cyfry znaczace]j jej bezwzglednego bledu., W ostatnim przykia-



e

dzie cyframi znaczgcymi /pewnymi/ sa 1, 3, 5 natomiast 9 Jjest cyf-
rg niepewng. Orientacyjnie mozna przyjaé, #e Jjedna cyfra znaczgca
/pevma/ odpowiada bledowl rzedu 10%, dwle cyfry znacsace, biedowd
rzgdu 1%, trzy ~ 0,1% 1td. Jetli nie mamy dokiadniejszych infor-
macjl ¢ wielkofci bledu, to przyjmje sie jako blad bezwzgledny
70 jearostek ostatniego miejsca. Stenowi to gbébray dopuszczalny
kres biedu,

Udpowiednic blgd wzgledny przybliZenis mozemy oszacowaé wediug
WZOrus

i 10 1 2en -
Sl P o el 40 845
¢ e 1081 k

gdzie: Xk - pierwsza cyfra wielkoSci przyblizoned,
n - liczba cyfr znaczacyche

Przykisd, Dla lhczby przybl¢20nej A = 5,347 przyjrujemy biad bez-
WzglgdA A = 0,010, natomiast blad wzgledry tej-liczhy wynosi
przy przyjeciu k = 5 oraz n = 4:

&= - 107 2 0,002

Heguly przyblizonych obliczen siuzg z Jjednej strony do zmniejsza-
uia niepotrzebnego nakifadania sie bigdbéw zaokrgglenia, z drugiej
za§ strony do zmniejszenia zbytecznych rachunkéw przeprowadzanych
dle =zgbezpieczenls nieosiggalne /albo niepotrzebnej/ dokladnosci
wynlku, Sensowna ocens bledéw przy obliczeniach pozwela wskazad
optymalng iloféé cyfr znaczgeyeh, kitére palezy zachowaé podaczss
obliczeh 1 w kolcowym wynikue.

Ge Wykonywanie dzialafi rachunkowych pna liczbach przyblizonych.

Na glutek ograniczonej doktadnogel metody pomiaru i przyrza-

& Jd J J :

23 -

déw pomlarowych ctrzymujemy % wynilku liczby przybliZone o okreglo-
nym stopriu doktadnogel, Fachunki wykcenywane pa tiych liczbach nie
mogzs mieéd wigkszei dokednosci niz na To pozwala dokiadnosé da-
nych, frzy wykoaywaniu rechunkéw na liczbach przyblizonych naleZy
atosowaé sie de nastepnjacych reguls
1a W przypadin dedawania lub odejmowsnisa liczb pr 3 lifonych nale-
%y odrzucaé cyfry w wymiku, w ten sposéb, aby majmnie]j znaczaca

(1)

cyfrae zuejdowsala slg « pozyeil nmajwiece]j zoacsace] cyfry nlepewmer
w skiadnika hn Wychodzi Zz 28io%enia, =& biyd Dezwzgledny




sumy &lgebreiczne] liczb przybliZonych jest réwny artmetyczne]
sumie ich bredéw bezwzplednych,
rrzykiad, Dla sumy liczb przyblizZonych
241,0
+ 3543
12,41
+ 1,548
265,238 = 265
dk mozeny zaokraglié tylko do licsb csikowitych, gdyz biad

Wyx
sumy wynosi:

1+ 1+ 0,1+ 0,01 = 2,11
tzn,, ze pierwsza cyfra po przecinxu jest niepewna O wiecej nij

10 jednosteks

2o ¥Yrzy podnoszeniu licezby przyblizonej do kwadratu lub trzeciej
potegi naleisy w wyniku zachowaé o jedng cyfre znaczgca mnieg

niz ich miala dana liczba przyblizona,

Przyktad.

),585 = 45,882712 = 46

%e trzy obliiczaniu pierwiastka drugiego lub trzeciego stopnia
7z liczby przyblizonej nalezy w wyniku zachowaé te samg liczbg
¢yfr znaczgcych, jaka miala liczba pierwlastkowana,..
Frayktad,

\256,3
s
85,33 4,4025123 = 4,403

1]

16,009372 = 16,01

4, Trzy azieleniu lub mnoZeniu liczb przybliZonych zachowaé na-
lezy w wyniku liczbg cyfr znaczgcych réwng najmniejszej z liczb
cyfr znaczacych cazynnikéw,
Przyktad,

8,5325,13 = 214,3580 = 34 244

-&j.g-’f;- = 16,336 = 16,3
5. Aby lamlujgcy sie blad zaokrgglel nie dgraniczaeX dolkladnosSci
ogstetecznego wyniku, wezystide wynikl poSrednie gbliczamy 2z
liczbg cyfr znuaczgcych o jeden wieksza od liczhy okredlonej po=
wyiszymi regurami 1 dopiero w wyniku ostatecznym te zbedng



cyfre odrzucamye

6.1+ Wykonywanie dzizlan na ljczbach przyblizonych.

6+.1¢1, Dodawanie liczb przyblizonych,

B1ad bezwzgledny sumy algebraicznej wielu liczb przybli-
zonych jest réwny sumie bledéw bezwzgledanych jej poszczegblnych
sktadnikéw, zgodnie ze wzorem:

e SIS ﬂx

=X+ ZA 'A)\’i i

(A%}

to

Ze wzoru 1.6 wynika, ze¢ bezwzgledny bigd sumy liczb przyblizZo-
nych réwna sie sumie bezwzglednych bledéw poszczegdlnych jej
skiadnikéw, W przypadku, gdy zmaki bezwzglednych bleddw sa nie-
znane zawsze bierzemy taki. przypadek, aby wszystkie bezwzgledne
bledy mialy ten sam znak, dodatni albe ujemny.

Tak wiec:

AXmax= (14X, +[AX le AAXa1) 2 214X 2.0

przy czym Xmax nazywamy meksymainym biedem bezwzglednym,

W przypadku wieksuej liczby sktadnikéw lepie]j postugiwaé
sig¢ ocenami uwzgledniajacymi fakt, ze przy dodawaniu zachodzi
czeSciowa kompensacje biedéw o réinych znakach, W tym wypadku
mozna przyjaé, ze

Axgs [ AXAE L AXT <\ S (AXS e

gdzie Z\Xs nazywamy bigedem bezwzglednym losowym,
zykiad,
Blgd maksymalny dla sumy bleddw
+0,12; +1,3; -1,0; 0,833 -1,8

miesia:
§ o b % In and s e
Ziyuax =50.ﬂi’*Iﬂu:,+1n1,0/+10,b4[+/—1,8/= 5,06 5,1
Dia tych samych bledow btgd losowy wyalesie

2
=

7 o o 2 =
A I £ \[ ol 125 4+ 1,5 + '1‘0’“ L 0581"' + 1,8 = ;f,b

|

Dla sumy n liczb zaok 2gionyih z dokiadnofeia do m-tego miejsca
Po przecinku /tzn, zaokraglonych z bledem mniejszym nis



- B -

0,5+107%/ stosuje sie wzér:

Ax =3 + 0,50107® dlan 10 4,6
Przykitad, Bigd bezwzgledny sumy lf%zb przyblizonych
12,5 4 1,7 248% 13,9 % #edng 2.0 8 7520+ 2.8 40042 +
+ 1,5 + 5,4
wyniesie /n = 41, m = 1/

Ax =\31% + 0,5.107" = 0,3

W wypadku dodawania liczb, z ktérych jedna ma bigd bezwzglednie
znacznie przewyzszajscy biedy pozostaiych iiczb, mozna przyjat,
ze biad bezwzgledny sumy jest rowny temu najwiekszemu biedowi,
Przy tym w sumie nalezy zachowaé celowo takg samg ilosé dzie-
sietnych znakdw, jake wystepuje w skisdaniku majacym najwiekszy
blgd bezwzgledny, , :

Jetli mamy sume wielu liczb tego samego znaku, tc bad
wzgledny sumy tych liczb zawiera sie¢ miedzy najmniejszymi i naj-
wiekszymi z bieddbw wzglednych sktadnikdw, a mianowicie:

é;nax‘>'é% b é;nin

Czesto mamy do czynienia z przypadkiem, gdy jedra ze skiadnikéw
sumy jest liczba dokladng, Dla np, dwdch liczb &, iA,, bigd
wzgledny sumy w tym wypadku wyniesie:

5 e JAX,+1A%, ] r

A47F 1o

Jesli jedna z wartosci np. A jest liczba dokiadng, to jej biad
bezwzgledny AXQ = O,

stgds
5y
S LF .A.,]+.A2

6.6

7 drugiej strony, na podstawie definicji bigdu wzglednego mamys
S Ax,
B
7 pordwnaasia dwbdch wyrazen G.6 1 7.6 widzimy, Ze
354 &,
tzn., %ze przy dodawaniu liczb przybliZonych z liczbami doktadny-
mi /nie obarczonymi brodami/ wzgledny biad sumy jest mniejszy
od bedu wzglednego liczb przyblizonych,

746



= B

6.2, Odejmowanie liczb przybliZonych,

Jesli mamy dene dwie wielkofSci przyblizone
X, = 4, % A,
X, = 4o 2 AXp 8.6

X, - Xp = Aq - Ao & (JAX,[+1AX,])
Ax = £(|Axq+] Axe 1) 946

Bigd bezwzgledny réznicy dwébch liczd przyblizonych réwna sie
sumle wartoscl bezwzglednych bigedbéw odjomnej i odjemnija., Ogdlnie
mozna powledzieé, Ze biad bezwzgledny algebralcznej sumy liczb
prazyblifonych réwna si¢ sumie bezwzglednych wartoéci bieddéw hez—
wzglednych poszczegdlnych skladnikéw,
wzgledny bigd rézniay licz przybliZonych 8.6 1 9,6 wyrasa
sl¢ przy pomocy wzorus

g= tn!_Ax']i*'lAX_z_J

A‘]*AZ .

to

tzZn, » Ze

10.6

W przypadku stosowania wzoru 10.6 nalezy zwréclé uwage na fakt,
ze jeSll wartosél Aq i 4o nlewiele réznie sie migdzy sobg, to
réznica A4=Ap mole okazalé sie mals wielkoscia, & w tym przypadku
bZad wzgledny moze mieé duzg wartosée Tak wiec przy odejmowaniu
licezb przyblizonych maleje dokladncsé, przy cz;m biad wzgledny
rézZnicy tych liczb jest wiekszy od biledéw wzglednych tych liczb,
zwlaszcza, gdy liczby te rdinig sle nieznacznie miedzy soba, tzn,
jesli roinica ich jest bardzo matra w pordéwnaniu z Tyml liczbami,
Nalezy zatem unikaé odejmowania liceb bliskich sobie, przeksztal-
cajac w odpowliedni sposdéb schemat obliczen,

Przykiad,

/23,1 £ 0,3/ = /92,4 £ 0,4/ = 10,7 £ 0,7 "

Ge%e MnoZenie liczb przybliZonych.
Jefli mamy wyrzsenie w postaci iloczynu llczb przybliZonych
X = ,. ~ ::_\ sss “":"—".'i. 11.6
to blgd wzgledny iloczynu prayblizonych liceb, réwna sig sumie
bezwzglednych wartoscl biedéw wzglednych wszystidch poszczeghl-



nych czynnikédw
5=+(1& 1411 ... 1 Snl)= 2 %‘1&-/ o

?rzy idlku czynnikach n lepie] posiugiwaé si¢ wzorem uwzglednia-
jacym kompensacje btedd¥ o réznych vnakach:

XN R

Majac obliczony bigd wzgledny wg wzoru 12.6 lub 13.6 oblicza-
my blad bezwzgledny iloczynus
Ax=§-4 1446
gdzie: A X - blad bezwzgledrny iloczynu liczb prazybliZonych
4 = A,«"A2’A3 wseoeldn

& = biad wzgledny iloczynu liczb przyblizonych, obli-

czony wg wzoru’ 12,6 lub 13,6 :
Yrzy okreélaniu biedéw iloczymu liczb przyblizonyek nalezy naj—
rierw obliczyé bigd wzgledny iloczynu wg wzoru 12;6 1Iub 13.6
a nastepnie znale#( jego biad -bezwzgledny wg wzoru 4.6 .
W przypadku mroZzenie liczby przyblizZonej Aq z liczbg dokiadnsg
/pozbawiong bledu/ N, a mianowicie X = NeAq otrzymamy wyrazenie
na bpigd wzgledny i bezwzgledny iloczynu

= Fed

Ax=tx Axy 1546

tzn., 2e bezwzgledny bXad iloczynu jest proporcjonalny do N na-
tomiast wzgledny btad ilcczynu pozostanis bez zmianye
YFrzyktad,

desli xq = 31,5 £ 0,2 X5 = 12,3 £ 0,6 Xz = 3,0 L 0,1
X, = 10,4 £ 0,3 X5 = 21,35 0,4 ¥y = 7,5 = 0,2
to btad WZ”]any iloczynu tych liczb wyniesie:
0,6 Qa1 0,3 0,2
8= 3% 1°+125 5,0*104*215*7‘5’=°v"6

stgd
Ax = 0,16+31,5+12,3+5,0010,421,3:7,5 = 0,16290848,985 =
= 14535,8%8 ¥ 44500
Uwzi;leaniajac KOJQ&HS&CJQ biedéw o rbdznych znpkach otraymany:

- ——

LA
e B f DR R b
ol = __1_'_1 + __1...._ ME AN L NS4 5 e +
31,5 12,3 2,0 10,4 e
R—
e
e —*9-'-‘:- = 0,074



= 0,074+90848
@ wiegc wertoSci biedow nieco mniejszes

Gelts Dzielenie liiczb przyblizonychs
btgd wzgledny ilorazu liczb przyblizonych

Az =

X
gdzie: X; = Aq

I+

Az, I =4,% Ax,
oblicZa si¢ ze wzoru:

S=2(16,1+18;!) 1646

tzn., Ze bigd wzglgdny ilorazu liczb przybliZonych réwna sig¢ su-
mie bezwzglednych wartosci bieddéw wzglednych dzielnej i1 dzielni-
ko, Biad bezwzgledny ilorazu obliczamy wg wBbpIui

i
5 x . 1746

gdzie: é;- btad wzgledny ilorazu liczb przybliZonych obliczemy
WE Wzoru 16,6 .
W przypadku ckre$lania bkiedu ilorazu liczb przyblizonych poste-
pujemy pcdobnie jak w przypadku obliczania biedu iloczynu liczb
przyblizonych tzn, obliczamy najpierw bigd wzgledny wg wzoru
16.6 , & nastepnie okreélamy btad bezwzgledny wg wzoru 17.6 .

W przypadku, gdy Ap =N /N - liczba doktadna, tzn. Z&Xz = [
>
> = 0/, otrzymamy:
= +
W A
ax ' ‘
4]
Ax=2— 1846

tzn., %e przy dzieleniu liczby przyblizonej przez dokladng

liczbe N, biad bezwzgledny ulegnie zmniejszeniu N razy, natomiast
bigd wzgledny nie ulegnie zmianie.
Przykitad,

Jedlli xp=37,5L 0,4 i x = 12,7 £5.4

to wzgledny bigd ilorazu

X
x = —1

Xn
c

n

wyniesie

N . 0,042
37,5 14,7
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Blgd bezwzgledny zafi
Ax = 0,042+ %..579: 0,13 = 0,2

6.5+ Mnozenie i dzlelenie liczb przybliZonych.

Przy mnozeniu i dzieleniu liczb przybllZOnych has b5 eeo A
raz B-‘, B2 sev® Bn
A1 Ag A3 oee A.m
B.'! B2 B3 sse Bn

= - 19.6

bigd wzgledny otrzymuje si¢ 2ze wzorui:

8= Spal HlSnale.. 2 Spnl*1 8! léml",.fjcani FRea

Przy duzej liczbie m+n sk:aanl kéw lPDled posiugiwaé sie wzorem
czebciowo momgeneugacym btedy o réinych znakach, a mianowicie:

05 ng RIYRARS MR LT MR S e
Majac blad wzgledny obllcﬂany wg wzoru 20,6 1lub 21,6 otrzy-
mamy bigd bezwzgledny:

Ax =td8x 22,6
gdzle: X ~ jest cbliczone wediug wzoru 19,6 .
Jebll blad wzgledny dla jedms] z liczb AL lub BJ jest znacznis
wickszy od bteddw pozostalych liczb, o mozemy przyjat, Z: blad -
Yvzgledny wyrazenie 19.6 jest réwny temu najwiekszemu biedowl,
Zachowuje eie przy tym celowo tg 1lcéé cyfr =zhaczgcych, jaks
wystepuje w liczbls majgce] rajwiekszy blagd wzgledny.
Trzyktad, .

vajac A4 = 31,2%£ 0,3 Ay =7,4%0,2 kz=9,3L0,2
L + .

B, = 1,4 20,1 By = 14,304 By=D58=0,3

o blad wzgledny wielkoscl .
z = 54,21?'419'5 L 18!5
1y 41k, 35,8

‘wyniesie:

g— Oi" +-23—{ + 9—’—?- +£.’_1 +_Q,_-"._ +_.0_£.':3. = 0,21

318 Tl 9,3 1.4 4¢3 5,8
stad:
Az = 0,21+18,5 = 3,9
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korzystajgc ze wzoruiZﬁ.ﬁl otrzymamy biad wzgledny:

) 2 2 2 . Sah
6‘ 0,21 +o,2) +(o,1) +[o,4 +{o,3) = 0,1
,4 8 7,4! 9,3 1,4 1,3 (5,8

Ax =0,1.18,521,9

6.6, Potiggowanie liczb przyhlizonych,

Jesli dowolna liczba przyblizona .

= A LAY i 2546
podniesiona zostanie do potegl n-tego stopnia tzne .
= (& & A&x)2 24,6
to korzystaaqc ze vizorow przyblizonych 14.6 moZzemy napigaé:
X2 = 421 & n§) . 2546
Stad wzgledny bigd potegowanla okresla sie¢ prostym wzorem
,=tné 26.6

gdzies d; - wzgledny biad potegowanej liczby przyblizonej 23,6 .
Wzgledny blgd spowodowany pobteggowaniem liczby przyblizonej rdéwna
sle iloczynowl wyktednika potegi i biedu wzgledrnego liczby botg -
gowanej.

Bezwzgledny biad, jakl otrzymamy przez potegowanie Jliczby
przyblizonej wyraza sie Przy pomocy wzcrus:

Ax, =%tn A1 Ax 27.6

Otrzymuje sie go wiec w wyniku pomnozenlia przez siebie trzech war~
tosci a mianowicie wyktadnika potegi, liczby przyblizonej w pote-
dze o jeden stopien nizZe] oraz bezwzglednego bi¢du liczby przybli-
Zoneje.
Tak wiec mozemy napisaé:

) Gl A . b'e 28.6
Warto tutaj zaznaczyé, Ze wzory 26.6 1 27,6 sa siuszne dla
dowolnych wartosci n /niekoniecznie caikowitych/. W praktyce wzoér

27.6 jest wzorem zbyt zioZonym, dlabego tez dla okreslenia bledu

bezwzglednego, jalki obtrzymujemy przy potegowaniu liczb przyblizo-
nych, korzystamy z waoru:

AX, = o & - AL 29.6

gdzies 6'~ jest bledem wzglednym liczby przybliZonej.



Tak wigc, vrzy okreslaniu breddw liczb przyblizonych poddanych
dziataniu potegowania, najpierw obliczamy btad wzgledny wg wzoru
26,6 a nastepnie obliczamy biad bezwzgledny na podstawie wzoru
25,6 wzglednie 27.6 o '
Przykiad. ‘
W przypadku liczby 14,3 + 0,2 podniesionej do potegi 2,4 otrzyma-—
my bigd wzgledny
Jp: 2ok A olomk
_ 1443 :
oraz blad bezwzgledny

2
Ax;, = 0,034 9,35%%

= 20
tak wiec
[as,5 % 0,275 5 bga t o0

L]

6,7+ Pierwiastkowanie liczb przyblizonych,

" Jedli przyblizong liczbe poddamy dziaXaniu pierwilastkowania,
przy czymn pierwiastek jest stopnis n-tego, tzn.

o ] —

L[-X = u.& = 30.6
to korzystajac z wzorbw przybliZonych, mozna napisalé:

“r—- " ~

Vx = E (‘1 A %fi f 31,6

Z wyrazenia 31.6 wynika, %e wzgledny biad jeki popeilniauy przy
pierwiastkowaniu liczby prayblizone] okresla wzdr:

5 = i'il"tg 52.6

P ;
tmo. réwny jeet on biedowr wazglednemu liczby przybliZone] podzie~
lonem: przez stopien pierwiastka. Bezwzgledny blgd wyraza sle
WZ O Gl
e _
B .Ax . 3345
W praktyce korzystancej Jest cbliczaé biad bezwzgledny z Wzoru;
LJ -
-ﬁx-p = :t'%_- JI ES 54 o6

W tym wypadln, w celu obliczenis bledéw, postepujemy analogicznie
jek w przypadku potegowania liczb prayblizonych, tzl. najpierw

_Ahp = i.é%-_g
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obliczamy blad wzgledny ze wzoru 32,6 , a nastepnie biad bez-
wzgledny z wzoru 34,6 lub 35,6 ,

- Przykiad,

Obliczyé bigd popeilniony przy plerwiastkowaniu n=3 stopnie z
liczby przyblizonej 21,37 L 0,43

§ =21.9%  _ 0,007
B s 24,27

S Pe—
A;P = V21,57 s 0,007 = 0,00546% 0,01

otrzymamy wies:
B T e ———

\q/2’1,3’? t 0,45 = 2,78 £ 0,01

648, Obliczanie i zsokreglanie wynikéw koncowyche

Doktadnoéé opracowania materiatu liczbowego powinna byé
uzalezniona od dokiadnosci samych pomiaréw, Przeprowadzenie obli-
czen-w celu uzyskania wickszej ilodci znakéw dziesietnych niz to
jest potrzebne, powoduje zbytnig strate czasu i stwarza zludue
wrazenie wiekszej dokladnosei pomiarow, Nalezy zawsze przestrzegeaé
zacady, Ze bigd otrzymywany w wyniku dokonywania obliczef powi-
nien byé znascznie /np. 10 razy/ mniejszy od ogélnego biedu pomia-
réw, Mozemy byé wtedy przekonani, 2e w rezultacie dziatahn arytme-
tycznyeh dokonywanych na wynikach pomiardéw nie obarczamy osta-—
tecznego wyniku dodatkowym biedem.

Zgodnie z powszechnie obowigzujgcyml zasadami zaokrgglania
wynikéw kohicowych oraz ze sposobem zapisu stalych f"zvcznych
przyjmgje sie:

- Przy odeozytywaniu wartosci z tablic matematycznych i fizycznych
przyjeto, %e w przypadku gdy nie okreslono dokladnofcl maksymalne
blad bezwzgledny nie przekracza 10 jednostek miejsca najmniej
znaczacegos NDe odcéytana z tablicy wielkosé 0,7500 moze mieé
biad bezwzgledny nie wiekszy niz 0,0010: wartosé 25,57:10~C mose
posiadaé blad bezwzgliedny nie wigkszy niz 0,10¢10° 8

~ Biedy pomiarowe mozns zaokrgglaé wyilgcznie w gbre, tak by w
#adnym wypedku ich nie zmniejszaé np, wynik 1,012 moZna zaokrg-
glié¢ tylko do 1,1,

- Wozystlde biedy pomiarowe obliczac naleiy z dokladnoscia do
trzech miejse znsczgoych, a nastgpnie zaockrgglié je do dwédeh



= B

wzglednie dac Jednego miejsca znaczgcero,

- Sam wynik pomiaru musimy obliczaé z doktadnosScig do kilku miejce
znaczaceych, tak aby liczba obliczonych miejsc dzlesietnych prze-
kroczyta liczbe miejsc dziesie¢tnych bieddéw pomiarowych. Np. obli-—
czamy X = 378,53 w'przypadku gdy Ax - 253,

~ Wynik kohcowy zaokraglamy na tym samym miejscu dzisesietnym co
btsd pomiaru np. 378,5 = 2,3,

— Zaokraglernie wyniku koncowego wiclkosci mierzone] wykonrujemy
wedlug jedne] z powszechnle przyjetych zasad, & mianowicie:

1/ cyfry O - 4 zaokraglsmy w dér, a cyfry 5 -9 w gore,

2/ cyfry O - 4 zaokragglamy w dét, cyfry 6 - 9 w gbére a
cyfre 5 do liczby parzystej czyli w dbé%, gdy poprze—
dza Jg cyfra parzysta, a w gére gdy poprzodza Jja cy—
fra nieparzysta,

3/ cyfry O - 49 zaokraglamy w déx, a cyfry 50 - 99 w gbre.

Mozna stosowaé dowolng z tych zasad, lecz w danym zagadrieniu na-
lezy stosowaé konsckwentnie tylko jedmg z nich,

7.0. Wzory przybliZonea

Przy obliczeniach na liczbach przyblizZonych nie ma sensu
poslugiwaﬁ sie wzorami dajacymi duzo wiekszg dokladnofé nit Go-
kadnof#é oteny danych wyjiciowych, Podstewowym srddiem wzordw
przyblizonych sa szeregl, zwlaszecza szeregl Taylora. Przy posius
giwaniu sie¢ wzorami naleiy zwracaé szczegdla uwage na oceny ich
bledéw, pdys zazwyczaj wzory przyblizone dla réznych przedzieliw
majjg réine biedy.

Zestawienie waznlejszych wzordw przybliZonych wraz 2z zakTe-
sem ich biedéw podano w tabeli nr 7.1-

8.0, Prawo rozkladu bledéw przypadiowyche

Yystepowanie bleddw przypasdkowych podlega pewnej DTAWLdio-
woel, ktérej matematyczne sformulowanie stanowli weziowe zagad-
nienie teorii btedéw. W celu znalezisnia bledu pomiaréw nalezy
powtérzyé wielokrotnie mierzerie danej wielkofci, JeBli kazdy
pomiar daje wynik nieco inny, memy do czynienia z syluacja, gdy
gidéwne rple odgrywa bigd losowy,.
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