ST

to z prawdopodobiedstwen ufnofci P mozna uwazaé, Ze rozklad praw-
dopodobiehstwa biedéw przypedkowych w rozpatrywanej seril pomia-
réw rézni sie od rozkladu normelnego. ¥ przeciwnym przypadkun
przyjmijeny hipoteze o normaluym rozkladzie btedéw przypadkowych
pomiarue, ILiczbe stoprni swobody k dla liczby przedzisidw 1 prazyj-
mije sies -

k=1l - 3 dla przypadku pomiaréw, gdy zamiast wartosSci rzeczywis-

ved a 1 wartofscl przyjmuje sie doBwiadezalnie war-
tofé sredniej arytmetyczne] X i empiryczny blgd ston-
dardowy g,

k

LI}
i
1
n

2 dla przypedku, gdy wartosé rzeczywista a jest dokiadnis
znana /np. przy pomiarach wzorce/, ,

k=1~ 14 dla przypadku, gdy znans Jjest wartosé rzeczywista a

oraz Aredni biad kwadratowy'fg.

W praktyce spotyka sig¢ raczej sytuacje, ze zaréwno wartoité kred-

niej arybtmetycznej X jak i1 empiryczay btsd standardowy 8, oblicza

sig¢ na podstawie wynikéw pomiaru, stgd liczba stopni swobody

k = 1 - 3, Dlategc tez, aby otrzymaé liczbg swobody nie mniejsza

pd pieciu nalezy braé liczbe przedzialdéw 1 nie mniejszg niz

osiems.

11e I1losé niezbednych pomiaréw,

W celu zmnie]jszenia biedu losowego pomiarédw mozna stosowaé
dwa sposoby: F
a/ zwiekszenie dokladnoidci poszczegbdlnego pomiaru tzn,
zmniejszenie wielkosci f;,
b/ zwig¢kszenie liczby pomiaréw tzn. skorzystanie z wzoru

6}( = F
przy zatozeniu dodatkowym, ze wszystlkdie mozliwosci udoskonalenia
same]j techniki powmiaréw zostaly juz wykorzystane w celu popra—
wienia doktadncici pomi&ru,

Jesli bzad systematyczny, okreslony w jakikolwiek sposéb
ma wartose A a, to celowe jest zuniejszenie bigdu losowego tylko
do Gakich rozmiaréw, aby ogbélny biad popiaréw okresleny byt cai-
kowicie bledem systematycznym. Niezbedne jest wiec, aby przedzial
ufnoseci zbudowany dula ustalonego wspéiczynnika ufnosci byl zdecy—
dowanie uniejszy od wielkosci biedu systemalycznego tzn. aby
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ol
e .
0;5 _ 057 09 0;95 0,99 0,999
1,0 2 5 5 7 11 1%
0,5 3 6 93 18 31 50
04 4 B 19 27 46 74
(A ‘8 3 52 48 T8 127
0,2 )} 29 ™ 95 M 271
0,9 47 159 273 387 658 1080
0,05 183 434 wie | 1540 2559 4338
6,01 14543 - OTTSR 27161 | 285446 664358 108307

mabela 11,7, Niezbgdna liczba pomiarcw ala obtrzymanis losowego
btedu z prawdopodobienstw-:mcc .

R /]
}é&ﬁ
&0 ¥
/
e v | |

\
;

=

P

RyBe11e10 Zalsznosé iloSci pomiaréw od wartosel £ = -rl:—-
gdzies Ax - wartose bxedu losowego, e
8, = Sredm blad kwadratowy,
Aa - brad systemetycany,
oI = 1' 2 - - ‘10

1
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AxK Ae 1em
ifozna tu przyjaé reguie, Ze nie wa pobtrzeby doktadniej okreslaé
ogblny biad niz z dokladnoscia do 10%, co cznacza, %e w przypadku
gdy Ax & %Aa, werunek 1.11 mozna uznaé za speiniony. Cze-
sto Jjednak mozemy zadowalaé sie mniejszymi wymaganiaml. npe przyj-
mujac Ax € -}Aa, nawet A x 4—3— Ao, przy czym przyjmjemy zwyk-
le wspélezynnild ufnosei O = 0,95, chociaz niekiedy istnieje
potrzeba przyjecla wieckszego wspiéczynnika ufnodei, Przy oblicza-
niu niezbednej liczby pomiardw korzystaé mozemy z tebell nr 111
lub z wykresu nr 11.1. Warbossé

£=_§. = i--A—a 2411
Sn 118 E"

gdzie: 4= - btgd losowy,

S~ Sredni biad kwadratowy

Aa - blgd systematyczny,
o - dowolnic przyjeta liczba 1, 2 ... 10 w zaleznosci
od wymagan dokladno$ci pomiarus.

obliczamy przyjmjac odpowiednig warto$é m oraz znajge zwykle
biad systematyczny, ktéry moze by¢ np. okreslony klasg dokladnod-
ci przyrzadu pomiarowego, doktadhoéé odczytu lub tez okreslony w
jekis inny sposédbe.

Z wykresu nr 11.1 widaé, ze wzrostem Sredniegc btedu kwadra-
towego s, przy stailym biedzie systematycznym A a oraz przy zada—
nym wspéiczynniku ufnosci ol rofnie liczta potrzebnych pomiardw
r, Realnie nalezy zatozyé, ze wartosé 6’.€ Se Aa sdyz przy wWie-
tszych wartosciach 6 dla istotneso zmniejszenia roli biedv loso-
weg;o potrzeba juz setek 1 tysiecy pomiardéw, W takich przypadkach
dla zuniejszenia biedu pomiaréw konieczna jest radykalna zmiana

metody pomi&rdw,

12, Bledy wynikoéw ziozonych.

Czesto mamy 4o czynienia z przypadkaml, gdy wyzhnaczana wiel-
kos¢ jest funkcja jeanej lub tez kilku mierzonych wielkeSci, np,
przy wyznaczeniu pola prostokgta dokojumemy pomiardéw diugosci
dvu jepo bokéw a i b, 2 powierzchnie obliczamy postugujac sie

wzorem: S = a * be.
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abela 2.1, Wartoici bledu funkej:r jednej zriennej y = £ x

dla a = const, b = const, ¢ = const,
BI3d bezwzgledny Bxad wzgledny !
Ip, y= /x/ Ay ] Ay~
S y
ie ax a-Ax AT
.{ -
28 ax ¢ b a-Ax a Ax
ax ¢+ b
3¢ ) Lo . e Ax ceoenaBae— A X
ax + b /ax & bf” ax + b
4, ab Ax L S i
e et ———ZTyee Ax -
b+ ax /‘b-:m:.*’ xe/b &+ cx/
bx bx™ -Ax 2
L 2 Ax BLx
X x x
Te -v ax " -1:_.Ax ul-an
L‘q 2x
3. af>—y :,2 bx 1
. -{‘hx - - AX emmteens A Y
8% ax
9% pp2x ab = b -Ax Al s
10, o™ o Ax a-Ax
11 == == /1 + px/-Ax | /1 o+ Apf/-Ax
= ——— — =
2 T i ae s
ffa® ¢ % T:_.__ﬁ__, Ax = - A x
a +x
= 4 3
L ] ¥ J : ([ -
L _odd sl - }
b 5 H
14¢ jlg = v e - i 1
= x Ip= H Ax
i X Ape, - log x {
‘ } e el e O bbb b
15. § 1gx —-Q;ﬁ&——- Ax i r-—-Q{-izL._ A X l



Y 1akich przypadlach,; ktore nosza naswe pomisarow posrewnich
/v oardznieniu ou takich, w ktérych bauana wielkosé moerzy sie
bezposrednio np. pomiar diugesci masy, temperatury itp./ mamy do
czynienia 2z dwoma przypadkami :
1/ wyznaczana wartosé zalezy tylko od jeunej wielkosci, ktéra
Jjest bezposrednio mierzona,
2/ wyznaczana wartosé zaleiy od wielu vielkosci, ktére sa mie-

rzone. bezposredinio, “

12e1e LZedy obliczaria-wartosci funxkeji jednej zmiennej,

JeSli szukany wynik zaleiy tylko o4 jedne] nieznanej wiel-
koéci obarczonej biedem pomiarowym A.x, a szukana wartosé¢ ma
posta¢ funkcjr y = £/x/, to vezwzgleany rezultat A ¥y wyniesie:

Ay --g—x- £{x) Ax 1.12

artosé blecu wzplednego w Sym wypadku beuzie okreslona wzorems
Al:.f:i(ﬂ Ax 2.42
¥ o 2%
e podstawie wzoru 1.12 oraz 2,12 mozeny obliczyé biedy nie~
ktérych funkcji podstawowych przedstawionych w tabelil nr 1z.1. 7
przypacku, gdy mamy kilka pomiardéw wartosci x; i =1, 2 ... n,
woéwczas na miejsce X podstawiamy wartoéé Srednig arytmetyczna_f
oraz w miejsce A x podstawiamy éredni biad kwadratowy 6 /X/ o
Zamiast 11 y otrzymamy wéwczas Sredni bigd kwadratowy wartoici
funkcji € /3y/.

Yrzy pomiarze Jjednokrotnym danej wielkoéci, gdy warunki
dofwiadczenia nie pozwaleja nem dokonaé wielu pomiaréw np. przy
pomiarze temperatury poczgtkowej czy tez koncowej w kalorymetrze,
wielkos¢ biedu oceniamy Jjako najmniejsza dzialke ne sksli przy-
rzadu pomiarowego., Jesli oko z dostateczng pewnoscig moze ocenié
poidéwki tej dziatkdi, to Jjeko blad pojedy“czego pomiaru moina
przyjaé¢ warto&é poiowy najmniejszej dzialki, W wypadlu znajdowa-—
nia bigdu wielltoSci mierzone] przez odjecie czy tez dedanie do
siebie dwdéch odczytan, catkowity blad bezwzgledny réwna sie su—
mie bezwzglednych wartosci biedéw pojedybcezych. Zakiadamy iz w
takich wypaakach mamy Zawsze do czynienia z najhardzie] nieko—
rzysipymli warunksmi, mianowicie bigdami jednakowego znaku,

»
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Biedy wielkosci katowych wyznaczamy posiugujac si¢ Zuxowg riar
kqta.

12.2. Bledy obliczania wartojci funkcji wielu zmiennych,

12.2.1. Blad msksymalny wartosei funkcji wielu zmiennych.

Je®1i szukana wielkosé jest funkcja kilku innych wielkoéca
wyznaczonych drcga bezposredniego pomiaru, przy czym wyznaczana
wielkogé jest funkcja nie jednej lecz wielu zmiennych n, czyli:

= f(xq, Xo see xn) 3.12
to blqd bezwzgledny fun}cji ZS ¥y wyznaczamy z wzoIrus

}a—fl Ax,l + oy 1 Azg + ees + gf:nl Axn 4.12

Jest to bezwzglgdny biad meksymalny funkeja wielu zmiennych
%012 , ktéry mozna napisaé w postaci:

4 =‘.£:‘ i%il'dxi 5412

Wzgledny btad maksymelny otrzymamy dzielgc stronami réwnanie
4,12 wzglednie 5.12 przez 3,12 . Otrzymamy odpowiednio:

A ot of
g She K'X,‘., x; e .xn-y (l——x'1l Ax’l + l—a—:;-e‘ AXZ b goa'h
%ﬁn\‘ Axn) 6412

co mozemy zapisaé w postaci:

A1= 1 \ \ Ax 712

v £{X1, X5 ece Zpn) i
Przebieg poste¢powania przy wyznaczanlu bezwzglednego bigdu maksy—
malnego na podstawlie wyrazenia 4,12 sprowadza si¢ do wyznacze-
nia résniczki zupeinej dy wyniku przedstaw1oneuo Ifunkcijyg 3.12
a nastepnie zastapienis réiniczek oipow1ednm1 biedami pomiarowymi
poszczegélnych wielkoSci,
Rézniczkowenie czastkowe prueprowudzamy tylko wzgledem tych wiel-
kosei, ktére wnoszg wklad do blgdu wyniltu koncowego, Bedg to z
reguiy wielkosci mierzone w doswiadczeniu,

Frzy wyznaczeniu bledu uwzgledniamy réwniez te wielkoSci,
ktérych nie mirzymy, ele ktére majg wplyw na wartosé ogdlneio
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s=gitnest blgdu np. wielkoéci z tablic wyznaczons metoda interpo-
lacji, wartoSci niektoérych staiych jakTT e itp, Postcpowanie z
tego rodzaju bledami ombéwione jest w punlkcie 13.7¢35.

Wertodci bledow a X; rozumie sig jake najwigksza ze wszyst-
kich wartodci, a misnowicie:

Azi = lxl - 1?1‘ 812

gdzie: X; — wartosé &redniej arytmetyczuej.

Xy ~ najwigksza wartosé ze wszyslkich otrzymenych wartosei
Czasami przez Axi rozumie sig Sredni bigd arytmetycziny wyznaczo-
ny % wzorus:

x; - x| 9.12

Ms

s 1
Axs =

-

~

gdzie: x5 - eartoSci posrczegdlnych pomiarow,
fi — wartosé Srednia arytmetyczua dane] serii pomiaréw,
W szczegblnym przypadku, gdy funkecja 3.12 ma postaé ileczynu

pobeg mierzonych wielkosSci

a o
g =k A ¢ X3 e SR 10412

to wygodniej jest nﬁapLerw oznsczyé biad wzgiedny 1 na tej podsta-
wie obliczyé big ﬂ%glqdny. W tym celu logarytmujeny stronami
wzér 10.12 , a nastepnie stronami rézriczkujemy, otrzymujgc wy-

razenie:
Ax, Ax,
= ‘&‘ l + lbl l_‘ sas ¥ !‘ml'—'i? 11,12
Bigd bezwzgledny'w tyn wypadiu otrzymamy:
AI i Alﬁ‘
Ay = k-x‘%-xg cosXp lal-!—;ﬂ‘\ + b=l + oo
() 1 -“2 !
Axn‘I |
%\mh . : 12012
: Tp
flaiely tu zaunaczyl, %e sposdéb ten atosujemy tylko w takiw przy—
vadku, gdy wielkoéé wyznaczana nie jest sumg ant roznicg poszcze—

goluych cziondw.
W tablicy nr 12,1 przedstaviono wartosci bledéw wzgledaych
i hezwzelpdnych nieltdrych elementarnych funiedis
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2 p=2.(4"

10
\
B : \6\‘\*__

&9
licrha zmiennych n

Rys. 12.1. Prawdonodobieristwe wystopowania tego samego
znaku bxodu w zalegnodeli o4 ilosei zmiennych,



= 5

Ao Eo Btad losowy wartofei fukcji wielu zmiennych,

Je~1li funxeja 3.12 jest funkeja kilku zmiennych, wtedy
prawdopocohieldstwo tezo, ze wszybtkie bigdy beda miaty jednakowy
znak jest stosunkowo mate i jest tym mniejsze, im wigksza jest
liczba bieddw pomiarowych. Yrzw dziesigciu zmiennych prawdopo—
dobie+stwo to wynosi okoto 0.2% 1 prawdopodcbienstwo tego, ze
wszystxic bigdy beua jeunakowego znaku, jedncczesnie beda miaxy
‘ najwielksza wartosé, pralktycznie réwne jest zeru /ry8ic.1/. Dla-
teso stuszne jest przy wiekszej iloéci zmiennych zamiast wzoru

4,12 lub .72 stosowaé wzdér na biad bezwzgledny:
v

Ay of(BE Ae)? o[§E Bmo)? o o [BE ) o

CcOo mozna zZaplsac:

Av = {:E (%% Axi)z | .12

Biad wzgledny ullcaamy Zz wzorus:

A")" il 2 13¢f 2' s
¥ T X, e x;,v:z’;'{ X3 ij_) 15412

Jdzér 13,12 1lub 14,12 zachowuje swa postaé jesli zamiast bie-

du llxv uzyjemy Sredni btad arytmetyczny obliczony z wzoru 9.9
jub sredni biga k\&oratowy'é; wzglednie &, obliczone z wzoru

2 i wzoru 3.° 5, i
< 9f 2 9f ﬁ?; e
6 Vlax ‘{1) + {a}_2~6x%tﬂt(-a—x~n* 5::‘2!. To12
ub w ogdlnej postaci:
7 3¢ 2 5
6, 135 6x)

sczepbélnym przypadku, gdy funkcje ma postad:
T = E,+ %

to

= =
6}, = !/ 6x, * Oxg 18,12

tzhe, Ze Jjesli dwie zmienne losowe maja rozkiad normalny, to ich

v ¥

suma ma réwniez rozkisd normelny,
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Dlg Ffunkecji liniowejppostaci

Fo= kfl xl‘ + k2 12 e e o k'nxﬂ 19-12
fredni biad kwadratowy wyniesie:
) 2 - \2 ‘ . 2
6y = ﬁk,lGx‘} + (kaéxz) + eee *+ (%GK'.) 20,12

Jesli oblicza sig bigd wartosci fumkeji wedlug wzoru 13,12 , to
prawdcpodobiehstwo tego biedu dla.él;y bedzie takie samo jak dla
z&xia Dlatego celowe Jest poslugiwanie sie wzorem 13,12 1 przyj-
mowanie wartosci [lx& tak, aby mozna bylo,otrzymaé zadowalajaco
wysoka wartosé prawdopodobienstwa dla A Yo
Przykied. Wspéiczynnik lepkosci 7 moZzemy wyznaczyé z wzoru:
_To: :
?.‘ 81lvw

gdzie: p — cismienie pod wplywem ktérego wyplywa ciecz, T - pro-

mien kapilary, 1 - diugoéé kspilary, t - czas wypiywu

cieczy, Vv — objetosé¢ cieczy, ktéra wypliynela w czasie t,
W wyniku przeprowedzonego doswiadczenia obtrzymano nastgpujace
dane: ‘
= /200 ¥ 0,1/ mn Hg
= /1% 0,01/ m
= 100 £ 0,1 mm
= /25 £ 0,1/ sekx

v = /5000 £ 1 / wn’ :

Logarytmujac, ¢ nastepnie rézniczkujac wzoér na lepkosé cieczy 1

'c
I

H
l

e -

zastepujac roézniczki przez przyrosty otrzymamy:

A A A A A Av
'7?=—§+4—i7+“—t"+——r+—:’

todstawiajgc dane doswiadczalne 1 odpowiadajace im biedy bez—
wzg,ledne otraymamy:

? L 0,1 & 4 0,01 = U, 1 +_9_,_1 +.F,|__ = 0,0457
Y 200 i) 25 100 200
stad biad wzyledny

_A_Z. ok 550

Ze wzsledu ne stosunkowo duza liczoe zumiennyeh /n = 5/ mosna za-

o o

stosowaé vwzdér na wzplecuy bied losowy /wadr 15,.12/. Obrzymamy stad:
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.

Lol o (o s el -

¥0,0000002 + 0,0016 + 0,000016 + 0,000001 + 0,00000004 =

e :
40,0016174 0,04

Ay _
7
a wiec wynik nieco mniejszy niz w poprzednim przypadku., Warto
zwrdcié uwage, ze decydujsce znaczeunis dla biedu lepkodcl ma dok-
tednoé¢ pomiaru promienia kapilary, cc szczegdlnie uwydatnia sie
w przypadku biledu loscwegoe:

Stad

13. Niektore zagadnienia optymalizacji metod pomiarowych,

Frzy poérednich, wzgiednie przy hardziqﬁzloﬁonych romiarach
na biad wyniku koncowego wywlerajg wplyw bZedy wszystidch operaw
c¢ji skiadajgcych sie na to postepowarie. Chcac poprawié wyniki
pomiaréw przez dobranie wiasciwych warunkédw Gobwiadczalnych, sta-—
ramy si¢ usuwal przede wszystkim te zrddie bieddéw, Ktdére w naj—
wigkszym stopniu wpiywajsa ne powstanie bledu wynlku kohcowego.
Stosujgc odpowlednie warunki pondearu i opierajgc sie na wynikach
rachunku biedéw moZemy niekiedy zmniejszyé biedy pomiarsw podred-
nich,

13:1e Ocena roli biedédw w poszczegdlnych ogrniwach procesu mierze—
nis.
Lsoria bieddw pozwale przeprowadzié analize lub TeZ krybycz~

nie ocenid¢ metody pomiarowe 1 ujaw rndéd dich aiekbtédre nkédogodnosei,

W szczegdluym przypadku, jesli dle cloreblenia pewne; wielkosci y
it poulerzyé Tzad wielkoSel X, ; Xy see X

n
b T [ IO A
i080c. y Jesuesmy w

to przy okreManiu

x|}

bigdu wzglednemo czy tez bezwzglednego wie

a

stanie stwierdzié, ktére bigdy wartosci mierzonych x., s e o
nalely zonierzyé ze szczepdlnie duza doktadnoScig, Jdesli érzeprc-
wadzi si¢ podobng analizg¢ ned wszytkipml metodaml; jakie moga byé
0Q uwage przy pomiarze kté:ejkolwiekaielh0901, o mozna

wZlevag D
S1

W ten sposcb wybradé najlepsze metody dla pomiaru danej wielkosei,
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