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wzglednie dac Jednego miejsca znaczgcero,

- Sam wynik pomiaru musimy obliczaé z doktadnosScig do kilku miejce
znaczaceych, tak aby liczba obliczonych miejsc dzlesietnych prze-
kroczyta liczbe miejsc dziesie¢tnych bieddéw pomiarowych. Np. obli-—
czamy X = 378,53 w'przypadku gdy Ax - 253,

~ Wynik kohcowy zaokraglamy na tym samym miejscu dzisesietnym co
btsd pomiaru np. 378,5 = 2,3,

— Zaokraglernie wyniku koncowego wiclkosci mierzone] wykonrujemy
wedlug jedne] z powszechnle przyjetych zasad, & mianowicie:

1/ cyfry O - 4 zaokraglsmy w dér, a cyfry 5 -9 w gore,

2/ cyfry O - 4 zaokragglamy w dét, cyfry 6 - 9 w gbére a
cyfre 5 do liczby parzystej czyli w dbé%, gdy poprze—
dza Jg cyfra parzysta, a w gére gdy poprzodza Jja cy—
fra nieparzysta,

3/ cyfry O - 49 zaokraglamy w déx, a cyfry 50 - 99 w gbre.

Mozna stosowaé dowolng z tych zasad, lecz w danym zagadrieniu na-
lezy stosowaé konsckwentnie tylko jedmg z nich,

7.0. Wzory przybliZonea

Przy obliczeniach na liczbach przyblizZonych nie ma sensu
poslugiwaﬁ sie wzorami dajacymi duzo wiekszg dokladnofé nit Go-
kadnof#é oteny danych wyjiciowych, Podstewowym srddiem wzordw
przyblizonych sa szeregl, zwlaszecza szeregl Taylora. Przy posius
giwaniu sie¢ wzorami naleiy zwracaé szczegdla uwage na oceny ich
bledéw, pdys zazwyczaj wzory przyblizone dla réznych przedzieliw
majjg réine biedy.

Zestawienie waznlejszych wzordw przybliZonych wraz 2z zakTe-
sem ich biedéw podano w tabeli nr 7.1-

8.0, Prawo rozkladu bledéw przypadiowyche

Yystepowanie bleddw przypasdkowych podlega pewnej DTAWLdio-
woel, ktérej matematyczne sformulowanie stanowli weziowe zagad-
nienie teorii btedéw. W celu znalezisnia bledu pomiaréw nalezy
powtérzyé wielokrotnie mierzerie danej wielkofci, JeBli kazdy
pomiar daje wynik nieco inny, memy do czynienia z syluacja, gdy
gidéwne rple odgrywa bigd losowy,.



Tabela 7.1, Wzory przyblizone.
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Rys. 8.3, FunXeja bleddw Guausse.
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Jedli przeprowadzimy N pomlaréw za pomocy o] same] mebow
dy, z Jjednakowsg<starannofciq, to talkde pemiary nazywemy pomia-
rami o Jednakowe] dokiadunoScli, Bledy iosowe nie s do usunigeia,
nie mozns ich wykluczyé -z Zadnego wyniku pomiaru, Za pomocs
metod rachunku prawdopodcohienstwa mozne tylke uwzglednié ich
wpiyw na oceng wartoScl rzeczywiste] mlerzone] wielkefei, &
wigc okre8lié wartofé mierzone; wielkoscl ze znacznie mniejszym
btedsm niz bledy poszczegdlnych pomlerdw. Uwzglednienis wpiywu
bleddéw losowych jest cparte me zpajomofci prawa ica rozkladu,

8¢1e Rozklad normalny.

Najeczesciej przyjmujs sie, Ze rozklad bledéw losowych po—
miaru jest rozkladem normalnym /prawo Gaussa/, opisanym przez
funkecje:

ax)t
1 =
y = o e 26 1.8
gdzie: 6'— Jest to tzw., wariancja roziktadu,
e - poistawe logarytméw neturalnych,

AX - wartosé bledu,

Przy wprowadzeniu wzoru Gaussa zaktada sie, 2ze bledy losowe

spetniaja nastepujace warunki:

1/ Bigdy pomiardéw mogg przyjmowaé kazdg wartosé w sposdéb clg—
£5Yy

2/ Przy duzej liczbie pomiardw bledy o jednakowej wartosSer bez-
wzglednej ale réznych znakébw zdarzaja sie jednakowo czE€sto,

"%/ Czestofé otrzymywania bleddw zmniejsza sie w miare zwleksza-—
nia sie ich wartoéci bezwzglednej. Oznacza to, Ze duZe bie-
dy popeinisne sg rzadzie]j niZz male,

4/ Prawdopodobielistwo wystgpienia biedu przekraczajgcego co do
modulu pewng okreSlona liczbe, jest proktyczrie réwne zeru.

Z rys.8,1 widac, ze pray zmniejszéniu paramesru & krzywa roze—

kiadu normalnego zweza sig wzdluz osi Ox, a wydiuza sie wzdluz

osli y. Ponadtio im mniejsze 6’, tym szybciej maleje funkcja y

przy wzroscie fx/. Prawdopodobienstwo, #e¢ zmlienna losowa X

znejdzie sig w przedziale symetrycznym /-X., X4/ Jjest wyraipne

polem figury zakreskowane] ng rys.8.2. Z rysunku tego widzimy,
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%e im nmiejeze jest Ertym mniejszy jest rozrzut bieddw wokdi
zex8 /POTs TySe8.1/¢
Oceng wielkoscl bigdu losowego pomlardéw mozna Przeprowa=

dzié kilkoms sposobaml, Nejbardzlej rozpowszechniona Jest oce-
na g& vomoca tzw, érednlego biedu kwadrakowsgo, czylli bledu
stendardowsgo, Na rys.8.3 przedstawiono przykiady okrefions
wartoScls odchylenia standardowego, ktére dla 6'3est odcigtyg
punkbta przeclecia krzywej rozkiadu nmormelnego. Z wykresu wicaé,
zZe W obszarze ograriczonym krzywg rozkiadu oraz odcletymi pun=-
ktdéw przegiecia sawiere sie 68,26% wezystkich wypikéw pomiaro—
wyche, Prawdopodobielsiwo znalezienia wyniku poza tym przedzia-
lem wynosi 31,74%. Warto zauwazyé, %e w przedziale okreflonym
przez dwukrotne odchylenis standerdowe 2¢ & mieScl sie 95% Wy~
nilkéw pomierowych, a w przedziale %» & ponad 99,7% wszyetiich wy=
nikéw, Trzykrotne odchylenie sgtendardowe bywe mazwene hisdem
nyksymalnym, '
Rozklad CGgussa Jjest clagliym 1 symetryczaym rozkiadem, ktory
jest czesto wykorzystywany w modelowaniu i symulacji komputero-
wej. Rozklad ten opisuje wiekszofé zjawisk mierzalnych, Do zja-
wisk wystepujacych zgodnie z rozkladem normalnym nalezg mie-
dzy innyms

e/ pomiary diugosSci liniowych i katowych,

b/ bledy pomlaréw predkosci ldniowych i katowych,

¢/ poidar gredni otwordw powstvaiych w wyniku wisrcenia tymi

samymi wiertiemi,
4/ wynilki badan testowych,

Be2, Wartiofci sSrednie pomiardw o jsdnakowe;] dokiadno§ei.

Jehli jakag wielkodé zostanie zmierzona z jednekows sta-
renneofels n razy Gym sanym preyrzgdem, o na skubtek biedéw
przypadkowych otrzymamy wynilki réinigqce sie¢ wartobciami liczbo-
wyml ¢

f,] ‘12 1:5 a:..exi,.,::n 2.8

orzy czym zaklada gi@, 2e dyspcenjemy duzg liczbg pomiandw, tzn,

za n P11, Warunek ber bedzle mo?na uwa’ac zsa spelniony, fesli
bedzieny mield do dyspezycii v zZasaduie co najuniej azedd war
tofed liczbowych Tej sawe] wilelkosci fizycznej, uzyskanych z

pomleréw przeoprowadzonych w tych samych warunkach, Jakc



rzeczywistej wartobci A mierzonej wielkosSci uzywa sie Sredniej
arytmetyczne Js:

s
. + ¥ X% x L
= i 2 n 1 e o
RA-Sramesh =l e e e ¥, 5.8
hu n i:%

Jedl1 wéréd wynikéw pomiaréw spotyke sie wyniki réwne, to od-
powieanie skladmtk? mozna poxagczyé. Tak wigc, jesli wynik z,

wystepugje o, Tazy, wynik X, wystepuje L, razy, & wyndk x wy-

stegpuje m,razy /gdzie M+t oeetly, = n/, to wzé4r na Sreanig

arytmetyczng przyjuie postaé:

(-
X = o = % +.8
&4
Srednia arytmetyczna charakteryzuje sig¢ tym, Ze suma odchylen
dodatnich od warto$ci &redniej réwna sie sumie odchyled ujem—
nych od tej wartoici. Naleiy jeszcze zwréeié uwage na fakt, e
érednia arytmetyczna ns ogdil nie pokrywa sie =z wartoscia naj-
czefcie]j wystepujacs w pomiaraci,
Prgykiad,
Podfczas poriaru natefenia pradu uzyekano nastepujgce wynilkls
i |5 | w0 3,9 ] 41 ] 43 8,
==y ]
m {3 |« [a [ |2]s
Obliczyé Srednig arytuetyczng natezenia pradu.
Iiczba pomiardéw wynosi:
€

n=2m1=3+4+4+5+2+4=20
HES |

Sreunia arytmetyczna zgodnie ze wzorem 4.8 wyniesies

i '3'6 (3.4,5 + Leli 0 + 43,9 + 3o4 1 + 24,3 +

+ 4ei,2) = 4,1

.04 Rodza]j bledéw pomierowych.,

W wiekszodcl przypadkdw Srednia mrytmetyczna jest najbar-
dziej rozsadna z punkit widzenia fizycznego wartobcia srednig,
wokod ktore] uktadajs sie poszezegdlne wartoécei pomlarowe,

Rozrzut wartoscli zmierzonych dookola wartobci sredmiej,
czyli precyzjs pomiardw mozna scharakteryzowaé w rézny sposéb,
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zakiadajgc, Ze pomiary X; X5 ese X, =4 niezalezne i wykonane 2z
jednskowa dokiadnofcia.

O

ele Sredni bigd kwadratowy.

1/ Jefli prowadzone ss pomiary znone] wielkoSci a /wzorca/, to
ze elektywrg oceng wariencji przyjmije sig Arednie kwadratowe
odchylenie wynikdéw pomiaréw od wartoSci at

"
6=gn = Vfl E (b5 -na] 19
irf
Gdy liczba obserwecji n jest bardzo duza, to pedlegajgea walu.a—
niom losowym wielkoéé Sob de:zy dec pewnej stalej wartoéci 6.
Granicg te nazywamy Srednim bledem kwadretowym. Ewadrat tej
wielkoSei 6 nosi nazwe desperSdji lub wariancji pomiardw. Ta
wia8nia wielkobé wystepujs we wzorze 4.5 n= rozkiad normalny
Gaussa. W rzeczywistisci jednalk nie oblic"amy wielkosci 6 lecz
jej prayoblizong wartosé Sn, kbdra jest tym blizsza 6 s im
wigkszy jest n, tan., im wigksza- jest ilos¢ pomiardw.
2/ Jedli mierzona wielkosé jest ni eznand, 1.0 z& oceng wariacnidy
przyjumuje sie /wariancje empirycz: ‘a/g Sp~ tzwe Sredni blad
kwadratowye .

L
tn = o I __i)‘? (=%
». ‘J n_,] _‘____ ._Xl {_.)
icq -

pdzie: ¥ -~ srednia arytmetycezna wynikéw pomiarowych.
Z/ Jesli jedynym 1 tym samym przyrzadem przeprowadzs sie m serii

pomiardéw, to Srecdni bigd kwearatowy wyrazi sig pray pomocy wzo-

ILs
= v e e
ek (. -‘.]:—3,2 +[_-;_,)..q),c‘-,)2 i fn )8, 2
s sdia e i 5 ol 8 it
i j !""1""’1"’@;)“1-}* co f -1.’ ’

pdzie: n, 1 eas N = liczba pomizrdw w poszczegdlnyck seriach,
L—;ﬁ‘; Sp wee N, = Oapowd evnie wariaacje emplryczne,

W szczegoliym przypadku, gdy liczba pomisrdw jest jedua-

kowa w kazdej Scrali ¢ in. o4 = ofi = 1, 2 .2 W/ TO wzdr 3.9

przyjmije postec



e
Z = = .:I_ == S = 4.9
8 Sn v m S5 i i

4/ Jesli dle m seril pomlaréw jednej i tej samej wiellkoSci znane
sg tylko liczby pomiaréw w kazdej seini B, D5 esoll,, Oraz éreanie
arytmetyczne X, X%, ease X, 2 kazdej serii, to Sredni bigd kwadra-
towy wyrazi si¢ wzorem:

—- "
6'-"'8,, =/ -;1_7 % ni{xi—§)2 5.9

gdzie:

V ZIL_LX oraz N=n1+n2+...+%

i}

54 Je&sli dla wyrnikéw peomiardw Xq ¥p ese X 0 nie jednakowej do-—
ktadno&ci znane sa doktadne wartoSci wag lub stosunkl tyeh
wartoscy .

1.1
Pth2:..-Pn=-g‘,.t-€:: ece =i‘17“,

to éredni bigd kwadratowy wyniesie'

EP‘ xc | I'6.9

p/n-1/
gdzie: :
o PpeXq + PosXy + ees + PpcX, . _1 %p L
PAtPzt eee + Py P 7 samt
749
p= f§§I> '

i1
6'-1— wariancja odpowiadajaca wartoscl X5
Czesto jednak dokladne wagl pomiardéw /lub ich stosunki/ sg nie-
znane 1 w tym wypadku zastepuje sie je przyblizonymi wartoScia-—
mi, otrzymanymi na podstawlie wynikéw doSwiadczenia wg wzorédw:

e R .7 n

P,IEPE:nQQ:Pn""—'é'!"“'—e':.na: oy
Sq Sp 8n
gdzie: D =—m—i- ~ waga pomiaru w i-te] serii,
&
m; = liczba pomiardéw w i-te] serii,
8, - fredni biad kwadratowy pomiaréw w i-tej serii,
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Ocerna ta ma te same wilasnoScl, co ocena 3.8 wartosci Sredniej
arytmetycznej. Czasaml mamy do czynienia = przypadkiem, gdy
opracowywene wynild x; ¥, ... X, nie sg wynildml bezpogrednich
nomiaréw lecz sg Aredniml z n serii pomiaréw przeprowadzonych z
tq samg dokladncéeis /tj. z jednakowym érednim biedem kwadrato-
wym/, przy-czym liczba pomiaréw w kazdej seril Jest inna. W tym
przypediu kaide]j wartosci X, moZna przypisaé jako wage liczbe
pomiaréw w odpowiednie] Berﬂi

Py = Iy i=1, 2 qea n

gdziel m - liezba pomierdw w 1-te]j serii ze Srednig wartovscig X e
W tym wypadku wzér 7.9 oprzyjumie postaé:

e S s 8.9
% m1+m2+ coe +mn - T
n

gdzis: n = Eni
Pet

Sens tej éredniej waZoneJ polega na tym, Ze wynild czesciowe,
uzyskane metodami lepie] odbtwarzalnym lub jako sdrednia z wie-
keze] liczby oznaczeh, & zatem wiarypodaniejsze, majg przy oblie
czeniu wyniku koficowego wielkszg wage, czyll bardzie] wpiywajg na
Jjego wartcobé.

9.2, Sredni bigd arytmetyczny.

Sredni blgd arytumetyczny /zwany teZ biedem przscietnym/ ob-
licza slie wg wzorus

|x,~3l+ lxg—x\ vos t|X —Tl

1 e A
= n T ST '.E.zq lx"_“x‘ 909
‘Z

. s \
gizlef ¥ « srednia arytmetyczna wynlkéw pomiarédw,

W przypadku pesiugiwenie sig érednim biedem erytmetycznym » dla
makej ilofci pomiaréw m poprawmiej jest obliczaé go nie wedlug
wzoru 9.9 letz wg waorus

- e = i)

Przy duzych n »éznica gdzy'cxrzymywanymi wartofciam. bledu
na podstawie tych dwu wzoriw Q.9 4 10, Jest barduzo mata,
Wartosé bezwzgledns ximi oznecza, %e przy obliczeniach bierze
sie pod uwege Jedynle bezwzgledne wartoSel réznle, pomiiajge ich

znak, Zaletg biedu r jest to, ze latwiej oblicza sie go ni%

o
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