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13s1ele Ocona roil bieddw bezwzglednych przy zastosowaniu metody
réwnych wplywdw,
JeRli szukany wielkoké y jest funkcjs kilku zmiennych wiel-
koéel wyznsczonych droga bezposredniego pomiaru tzn,
= (X X, e xn) 113
to zgodnie z wzorsm #4.12 biad oezwzgledny mozna wyrazié przy
POmMOCYy WzOTusl

af' of 9f
Ay = —3—14 Ax,‘ + —3?2 Xy + eee + ‘a—xn Xn 2.13

Najbardziej dogodne warunki mierzenia beds wtedy, gdy biedy bez-
wzgledne w kazdym z.poszczegdlnych ogniw procesu mierzenia beda
w przyblizeniu jednakowe, tzn., gdy

e

n
gdzie: n - liczba warto$ci zmiennych, obarczonych bledaml pomia-
rowyml . '

W przeciwnym bowiem przypadku doktadnosé kohncowego wyniku okreslo-
na jest przez dokladnosé Jednej tylko wielkoSci, e mianowicie tej,
ktérej btgd pomiaru jest najwiekszy.

Na podstawie réwnahh 3,13 mozna wyznaczyé wartoSci biedéw
bezwzglednych poszczegbédlnych zmliennych, przy zalozeniu, ze znany
wzglednie zadany jest bigd bezwzgledny A ye

Ax =—é¥—f— 4,13
Al

Analizuquc otrzymane wartosci Ax,l, Ax2 ooe Axn -mozemy Sstwier—
dzié, ktére 2z tych wartosci wplywaja w najwlekszym stopniu na
wynik biedu kohcowego., Stad otrzymamy wskazéwke, ktérg wielkosé
naleisy szczegdlnie starannie zmierzyc, aby nie zcstal przekroczo-
ny calkowity btad pomiaru.
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Przyklad. Obliczyé dopuszalne bledy pomiaru promienia r = 3,2 cm
oraz wysokogcli h = 4,7 ¢m przy obliczaniu objevodcl waleca, aby
blad bezwgledny objeboscl walca byk nie wiekszy niz AV = 1 cmj.
Rézniczkujac wzér na objebosé walcs
v Tz &
wzgledem n=% zmiennych tzo. T s T oraz h otrzymemy:
%0 AV = v° h AW+ 2T r hAr + T r°4n

Stosujac metode réwnych wplywdw otrzymamy wyrazenia ne warbosci
bezwzgledne

Av =x=nAT, Av
skad otrzymemy:

2Wr hlr, AV-= I 2An

Av Av Av
" “—'—" ﬁ_ = - Ab = —
4 r°h AT E =2

Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe do powyzszych wzoréw otrzyw
nany dopuszczalne poszczegdine biedy bezwzglédne

AT =0,02 Ar=0,01 cn Ah=0,03 cn
przy ktérych moZemy osiggnaé zatozong dokiadnosc.

13+1s2+ Ocena roli bieddéw wzglednych przy zéstoscoweniu metody
réwnych wpiywowe
W prazypadku, gdy znana jest wartoié biedu wazglednego (S-y

szukaned wielkoseci y = f(x,]. Xy aes X to jest ona funkcjg

n)’
wielko'sci wielu zmiennych, pkreslonych wzorem

-i_}i'.’.H \61'1+E§ l—%:—f;[ gx2+ ...+}—U-i \(‘;—}. 54

Suosujac metode réwnych wp;ywéw Tobimy zaktoiemie, Ze wsnystlae
cziony révmania b.13 53 sobie réwne., Stgd otrzymawy wyraZenia
na bdledy wzpledne pos zepOlnych zmiennweh, obarczonych bicdani :

A C’rf i
R
&
=l
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Nelezy zauwazyé, 2e z wyraienia dla bigadw czastkowych wzglednych
cpisganych przez réwnenie 5,15 mezna otrzymal bigdy bezwzpgledne
i odwr Ltﬂl@, 7 wyrezenia 4,13 na wartosci bezwzuleduych blgdow
czastkowyc h moZna otrzymad biedy wzgledne, W plaxtyce Jednak, w
przypadiu obliczed przybliZonych, czasami dwa foimalnie ekwiwa~-
lentne wzory moga daé rdéizne wyniki. Dlatego tez w przypadku wyko-
nywvania waznych pomiarbéw nalezy zastosowaé obie przedstawione me-—
body, a w przyvpauku otrzymania réinych wynikéw, wybieradé te meto-
de, kitdra jest wygodniejsza przy wykonywaniu obliczen.

Frzyktad, Stosujac te nietode do danych z popracciiego praykiadu
obliczamy nsjpierw blqd wzgledny objetoscis

é = _v{kv (AT e o e = 0,02
= et — ) " - H
v 172 b —T 3,2° 4,7

Wykorzystujac wzory 13.6€ obtrzymemy dopuszcz&alne biedy wzgledne

dla poszezegélnyeh n = 3 zmiennych:

Dopus- :zalne bLiedy bezwzgleane Bla poszczegdlnyeh zmiennych wy-

niose:

a'ﬁ=é_;’?\_=oo
1}:‘:.{;‘_'1- = 0,07 cm
Ah-.-:c‘éhh=oos om

Jak widaé¢ przy pomocy tej metody otrzymalidmy wyniki identyczne
Jjak w poprzednim przypadkus
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1%3.7e%s Wpiyw liczD przyosliicnych na wartosé bledu wyniku zioZzo~
nego.

Przy wyznaczaniu wartesci biedu pomiain zlczomego czesbto
mamy do czyniernia z takimi liczbami przybliZonymi jak’ﬁ- s pod- .
stawa logarytmdédw naturalnych e, wartoéci tablicowe niektéryeh
statych fizycznych itp. W valkdich wypadkach nalezly wzlgé wertosci
przyblizone z takg iloscig cyfr znaczgcych, aby bigd wynikiy z
tego powodu mozna bytcby zanjiedbaé, Dokladnosé opracowania nater-
ialu liczbowege powirna byé uvzaleznicna c¢d dokladnodel samych
poriardwe

W celu pominiecia bledéw wynikiyeh z przybliZenia liczb
wyzej wymienionych nalezy zawszs przestrzegaé zasady, aby biad
otrzymeny w wyniku dokonywania obliczen byl znsczrie mniejszy od
ogélnego blgdu pomiaru, N& ogbdi przyjmuje slg, ze biad ten powi-
nien wynosié mniej niz ‘i/10 sumy pozostatych bredéw czgstkowych
pomiaru zlozonego., Wtedy moZewy byé przekonani, Ze w rezultacie
dzialan arytmetycznych dokonywanych ng wynikach pemierdw nie cbar-
czamy ostatecznego wyniku dodatkowym diedem. W prakbtyce obliczamy
blqd pomiaru zlozonego wediug wzor6w 4,12 lub 6,12 traktujac
w pierwsze] Tazie liczby przyblizone jako zmienne obarczone bie-—
dami, & nast¢pnie obliczamy blad bezwzgledny AP z wzoru:

Ar <& S135] 14 7,13

gdzie: P ~ liczba przybliZona, zaokrgglona do trzech, & nawet do
dwoch cyfr znaczacych,
Warto zaznaczyé, ze nie interesuje nas same wartoéé P, lecz
liczba cyfr znaczacych Jjakg przy tym obliczeniu otrzymujemy.
Jesli z taksg sama dokladnoscia /a nie takg samg iloscig cyfr zna~
czgeych/ wesmiemy do obliczen liczbe przyvliZong, to bigd wynik—
iy z zeokrgglenia liczby przyblizZone]j mo2emny pominaé, tzn, nie
braé go pod uwage w rachuntu bleddw,

Przyktad. Przy wyznaczaniu objetosci V cylindra c wysokosei h
i promieniu podstawy korzystamy z wzorus
v=Trn
Stosujgc wz6r 11.12 otrzymamy wyrazenie naz bhlgd wzgledny obje~
todci cylindra:



Zalkladajac, ze —== = 0,03, a .._{.‘___. 0,01 oraz korzystajac z

e [ -
Al- %—\2-’;{- — l l%i (2 0,03+0, O’l} = 0,02198 T 0,022

tzne biorac wartosé M = 3,142 do obliczenia wartosci V moizemy
zariedbaé wartosgé - ¥ raghunku biedéw,

13.3s Okreslenie rajbardziej dogodnych waruunkéw pomiaru,.

Najbardzie] dogodne warunki poriaréw Leda mialy oczywiscie
miejsce w tym przypadku, gdy wartosci bieddw beda miaty mozlawie
n2jmnie jszg wartosdé., Z matematycznego punktn widzenia zagadmienls
sprowsdza sie do zrslezienia minimum wartoédci funkcji na maksy—
malny tigd wagledny. Przycsdwnujac pierwszg pochodng bledu wapled—
n2go do zera, moiemy wyznasczys ekstremun funkcii /minimin/, a
stad najbardzie] korzystne warunki przeprowudzania dobSwiacczen,
Nalezy Lu zaznaczy:, ze nie zawsze uda nam sie wyznaczy¢é rajbar—
dziej dogodne warunki pomiardw, gdyz nie kazaa fumkcja posiada
minimaie

l—‘rzx_Liau. Przy okreslaniu oporu przewodnike meivodg mostka Wheat.-
stona' a nieznany opér wyliczamy z wzoru:

5
o)
£
=
(1]
.
2n)
o]
]

opdr staily,

1,y 1-» - odpowiednie diugoscl przewodnilka w mostku, mig~
dzy ktoryrd eonzjdojs sie konbtakb Jebtyk/ przy serowym

Fa lwanome i,

cogpadns pororanie tuchomeso kontakbtu /atyke/

bigd maksymalny bedzie wlal najmniejsda war—

e przez L drugosé nrzewodu po ktérym przomie-
szcza gie korntakt, o mozeny nepisuai:

L=+ L:.

& wzdr na copbéy przyinie rosteés
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i
Ry = Ro s 7

Logarytmujac, & nastepnie rdzniczkujac obie strony powyzszego
rownania obrzymamy wyrazenie na btad wzglednys

A Ry 1 1
CiRee L EE R T 11)'A11

Wyrazepie Lo beazie miato minimum przy minimainej wartosci wspdil-
czynnika stojacego przy'éilﬂ, Cznaczajgc go przez z btzn.
I 7 gt ,
= 11 ——L——:—I1

mozemy znalezé pierwsza pochodng

dz_ _ J Sy
oraz druga pochodng
2 A
o A T
das e A e =

toniewaz 1. jest zawsze mniejsze od L, ot druga pochodna ma war=
tosé dodatinig, Funkcja posiada minimum dla takie] wartosci 1,,
dla ktoérej pierwsza pochoana réwna sie zeru., Mozemy wiec napisaé:

e R PR S =
Y2 = el
(& - 1q) B
skad otrzymamys:
1, = L
2

tzn., najbardziej dogodne warunki pomiaru bedziemy mieli dla prazy-—
padku gdy ruchomy kontakt /styk/ bedzie sie znajdowsl mniej wie-
cej w potowie diugosci L btzn, gd5'11 = lp. Folozenie takie
uzyskamy, dobierajac odpowiednia wartosé Ro.

14, Apaliza graficzna rezultatéw pomiardw,.

Przedstawienie 'wynikéw uzyskanych z pomiaréw doswiadczal-~
nych moina przedstawié w postaci tablic, diagraméw, wykreséw itp.



Rys.14e1e Wykreslapie krzywych na podsbawie uoniesionych

it

runktow dosSwiadezalnych,



14,1, Tablice,

Teblice /tabele/ sg bardzo wygodne do przedstawlenia zesta-
wiefi wynikéw. Kaida z tablie wincs mieé odpowledni tytut, popraw-
nie okreslone nagiéwkl oraz podane wlaBciwe jednostlkd. Ukiad
tablic powinien byé bardzo przejrzysty, & kaida z nich winna sin-
2yé przedsvawleniu tylko jedne] zasadniuzed koncepcji,

14024 Diggramy,

Za pomocg diagraméw mozna przedstawié wynild w formie bar-
dziej 1lustracyjnej ni% za pomocg tahel, W kazdym z diagraméw
nalezy przedstawié tyliko kilka istotnych cech i kesdy z nich po-
winien stanowié w sposéb Jasry i prosty ilustracje tylko jednej
ideii, )

14.3, Wykresy,

Dane dofwiadczalne otrzymujemy czesto w wyniku pomiaru
zmiennej zaleznej y dla szeregu wartofci inrnej zmiennej rizza-
leznej x, uwazajac przy tym aby inne wazne czynniki nie ulegaly
zmianom.Zazwyczaj zmienng niezalezng odkiada sie na osi poziomej,
a zmienna zelezna na osi pionowej, a nastepnie usituje sie nary-
sowaé mozliwie agodng krzywg jak nejblize] zaznaczonych punlttoéw
/TySe el Z€ wzgledu na predy pomiarowe krz wa z reguly nie

pedzie przechodzila dokiadnie przez punlkty pomiarowe odpowiadaja-—
ce wszystkim obserwacjom,

Vivkres przedstawia funkecje w sposéb Lardziej pogladowy 1
ilustracyjny niz wartosSci zebrane w Iormnie tacel. Tabele bowien
nie penazujag jasno zacaowenia si¢ fuunkeji, natoriast jest ono
wvidoczne w przyiadku graficznego przedstawienia danych ne papierze
rilimetrowyme
rrzy praricznoym przedstawieniu danych dofwiadczainych w wigkszob-
ci przypadkéw przyjuujemy, prostoxabng wslad wspdiruzednycn. Inne

aktaay wspoirzeanych np., wspéirzedne biepunowe, sa rzadziej bra-
ne pod wwape przy sporzaazaniu wykresdow,

jazdy wykres powinien byé popravnie tytulowsny oraz opat-
rzony inrormacja o oapoviauajacych mu parzmetracih. Csie picnowe
i poziome winny oyé wiasciwie 1 wyraznie opisane £ zaznaczenien
jednostlii misry, Dla kezdej hkrzywe; naleZy welkazaé odpowiadajgce



JjeJ parametry, a w przypadku zaznaczonla na wykresie punittéw po-
niarowych, trzeba ich symbole np. kétke, krzyzykd, trijkaty itp.
opisaé w legerdzie,

Graficzna metoda przedstawianie danych ma wiele cennych
zalet, 5 ktérych najwainiejszymi sq: ‘

a/ dobre uzmysicwienie jakoisclowej unatury zalaincoscl jednej
zmwienpe] od druglej, pozwalajgce na bezpolrednie przetle~
dsenie przebisgun fuaskejl, wystepoweanis jej maksimdw, pun—
k6w przegiet itp.,

b/ latwoBé ocenisniz wartosei znsjdujqcej sig pomigdzy war—

* tosciami wyznaczonyml doswiadczalnie /interpolacja/, a na-
wet poza zakresem zxierzonych wartofci /ekstrapolacja/,

¢/ mezliwosé wyeliminowenia, cc crasaml jest mozliwe, wp}Jwéw
bieddéw przypadkowych /wygladzenie danych/,

4/ wozliwoéé wylkonywania pewnych speracjli ape. rbézniczkowania
Ivt calkowania,

o/ mozliwoéé nstalenia prawa w formle wzoru empirycznego, wy-
rozniajacego zaleznosé jednej zmiznnej od drugiej.

Sporzadzajac wykres na podsbtawie wartofci tablicowych, nalezy
wybraé najodpowiednieiszg do Gego celu skalg, przy czym skale na
0sl poziome] i pionowe] moga byé tekie same lud rdzne,

14a4,  Skale funkcyjnes

Sperzadzajace prestoliniows skale furikeyjng, umieszczamy ja
ra osi liczbowe;j, pa ktdérej zostal:
&/ wyrézniony zwrot, <o zaznacrz#tmy strzalka,
b/ wyrdini eny punicty zwany punktem zerowym iub poczatlkiem osi,
¢/ wybrana Jednostka diugofci, ktdbérg odkladamy od punktu Ze=—
TOWeg0.

Xazdemu punitesy na i

|
(o]
(]
i

zdej preyporzaflovujemy liczbg -

wspbirsedng punlcbu, kidra jest jege odlegioscia od poczabiou osi.
Te skale, ktére sa nariesione na zwykle linijii peomiacrove nazywi~
my skalspd réwnomiernymi. W niektdrych uvrzypadkach siale réwno-—
mierne nic wystarcaaja L zachodzi yo;rueoe,lun;gvruowxnia 1nneLo
rodzain skal tzw., skel funkeyjarch. Znajduja one szerckie zasto-

1
sowanie przy opracowyw.iu canych deswiccczulingch, azisid

o
=

=
e
L -
4]
0

o
HJ

funkcji moZna w wyniku specjalnegs coboru skal
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Rysel4.2. Skala funkeyjna.
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Ryse1tst, Bkala logarytmiczna.
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Ryse14.5. Skale funkeyjne dla funkeji y= x° 1 y = d;-



=537
oyjnych przeksztekcié w linig proata.

144,11 Modul 1 dlugoéé SKalllo-

Jo21i weimiemy pod uwage Jakakolwiek funkecje
y = £{x)
i wyliczymy wartosé te funkeji dla szeregu argumentdw X, np.
031, 25 3 1td., to otrzymemy odpowiadajgce Temu Szersgowi C1ag
wartofel
En..f.-f-(nl—v Tq = f‘\ﬂ']' T2 = f(2)= V%= 1'[3]
Te wartosci funkeili v moZemy codiozyé na prostej MK od pswnego
dowolnego punktu A /rys.14.2/ a pisaé wartodci argumentu x tzn,
oznaczyé liczbami O, 1, 25 3 se. W rezultacie otrzymamy skale z
réwnomiernymi odstepami, ale z numeracja takg, jak u zwyklych
linmiowych skal. Tak zbudowana skela nszywe slie skala funkcyjng lub
skala denej funktji £{x). ¥ celu zbudowania skali funkcyjnej na=-
lezy wybraé pewna dlugogé odcinka i przyjaé go za jednostkey Te
przyjety jednogtke nazywamy modulem skali i oznaczamy przez me
Jeli dlugosé skali przyjmiemy za dy & y, = f(:o) L ¥ = flxn]
oznaczajg wartosci dwéch skrajnych punktdédw na skeli,; to

Jf S = E 1o 14

tzn.,, Ze modui skali nie powinien by¢ wigkszy od diugosci skali
podzielone] przez rodznice skrajnych wartosci funkeji. Im wiekszy
jest modut shali, z tym wigksza dokladnoScia potrafimy odczytaéd
wartoseli funkcji i zaznaczyé punkty o danych wartoSciaech, Jak
wynika z wzoru .74 liczby wystepujace w licznilan i mianowniku
posiacaja okreslone miana, staa réwniei liczba m powinna posiadad
miano, Odstepuje sig jednak od tej zasady, uwazajac, %e liczba
niemianowanz m wskazuje llokrotnie nalezy rozgiagnaé skale
funkecja f(x\ o module 1 cm, aby otrzymaé¢ skale tej funkcji diu-
goscar d cme ,

14,2, Rodzaje siral funkeyjnyche

W zaleznoisci od potrzeb mozemy stosowaé rdznego rodzaju
skale funkcyjne, li~jczesciej spotykanymi skalami w praktyce sag



skale révmomierne, logarytmiczne, potegowe, trygonometryczne,
Hiekiedy stosujemy skale o specjalnym przeznaczeniu np, skele do
wyznaczania rozkiadu Gaussa, rozkitadu logarytmicznego itpe

A, Skale réwnomierne.

Iajprostrzymi skalami powszechnie stosowanymi sg skale
réovnomierne tj, takie, w ktorych jednakowym réznicom cech odpo-
wiadeja réwne odcinki, Np. skala linijki centymetrowei jest ska-
lg révmomierna o module m = 1, Na nys.14.3 przedstswliono skale
réwnorierng o module m = 0,25,

Wiasnoscia skal réwnomiernych Jjest ich gtala dok2adnodsd beszwzgle-

dna,

B. Skala logarytmiczna,

Czgsto uzywana skala przy sporzadzeniu wykreséw jest skala
logarytmiczna, Istotna jej zaleta jest fo, ze bigd wzglgdny przy
odczytywaniu cechly kaZzdego punktu skali logarytmicznej jest Jjed-
nakowy. Dobrym przykiadem tego typu skall jest skala suwaks lo-
garytmicznego, Jednostka jest tu diugosé suwaka, ktéra najczeéb~
ciej przyjmuje wartosci 15 cm, 25 cm 1 50 cm. Warto zwrédcié uwa-~
ze na fakt, Ze na skali logarytmiczne] nie moZe znajdowaé si
punkt o cesze (4 gdyz logarytm zera nie istnieje., Przykiad skali
logarytmicznej pokazano na TysSeit.ds

C. Skalz potegowa,

Skala pot¢gowa w ogdlnym przypadku moZe byé olwetlora przy
pomocy funkcji typu
vy = x2 : \
gdzie: n moze przybieraé wartosci calkowite lub utamkowe,
Fajczeéclej mamy do czynienia z przypadkiem, gdy n réwna sie
2,3 lub -g- 1 -%—. Fraktycznie skale potegows wykonuje si¢ przy.

wzglednie malych wartoSciach X, Na rysel4.5 przedstawionc skale
funkeying dla funkejl y = 1 y = {i .
D, Skela trygonometryczna.

bkale tryponometryczne mozewy wykonadé w najprostrzy sposbdb
stosujac metode graficzng, Chcgc wykreslié skale funkcyjmg np,
funkeji y = cos x, wykréslany cwiartke okrggu o promieniu réwnym



o
oy

0 40N

0'0.

60

70°

‘90.

COS5 X

Rys.14.6, Spoasib wykreSlania skuli funkcyjnej funkcji y
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Frzykiaa skall poawéjnej dla wertosei x i cos x,



Ina /tzw,

wyKres

1ikeyjnych metoda

narfy/.

Hyse 4.8, \izkreélania skal Tw

VSa4 49
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diugosci skdll, a nactepnie ne obwodzie tego okregu zaznaczamy
punkty odpowiadajace katom npe co 10° /TySa 4.6/ Réwnolegle do
promienie OB w pewnej dowolnej odleglofici rysujemy prostg MN,

Z zaznaczonych punktéw na okregu prowadzimy proste prostopadie
do prostej MN. W podobny sposdéb na prostej MN mozeny otrzymad
skale funkcji np, funkcji y = sin x.

K. Skale podwédjne.

Jegli na jednym odcinku wraz ze skalg funkcyjng y = f(x)
sporzgdzi si¢ skale réwnomierng wartosci x, to takie skale na-
zywamy skalami podwéjmymi. Skale podwd jne mozemy rozpatrywaé ja-
ko zatozenie skali rownomlernea i skali funkcyjnej, przy czym
poczatkowe i kohAcowe punkty tych skal winny sie pokrywaé, Przy~
ktad skali podwéjnej pokazano na rys.t4.7 a i1 b. Fodwdjna skalg
mozna stosowaé do znajdowania wartosci funkcji f{x}lub odwrotnie
majac wartosé funkcji £{x) mozemy znalezé wartosé argumentu x.

14.5. Wykreslanie skal funkeyjnyeh przy pomody "HarZy".

Majac do dyspozycjl narysowens dowolng skale funkcyjrg
mozna wyrysowaé metods graficzng skale tej funkcji o innym mo-
dule. !
W tym celu na odcinku AB umieszczamy dang skale funkcyJjng
f x . Z dowolnego punktu O /rys.14.8/ prowadzimy proste laczgce
punkty 1, 2, 3 e n na danej skall funkecyjned, W dowolne]j od-
legloéci od prostej AB prowadzimy do niej prosty réwnoleglsy MN
otrzymujgc w ten spobéb dang skale funkcyjng, ale juz o innym mo=
dule,

Przy pomocy tej metody moiemy zmniejszaé lub powiekszaé
dowolne skale funkcyjne np. réwnomierne,&logarytmiczre, trygono-
metryczne itp. W przypadku np. rysowapnia skal logarytmiczanych
skale AB mozZna nanieéé bezposrednic ze skall suwaka logarytmicz-
nego.

Bardzo czesto metoda ta siuzy do wykreéslania skal linlowo-ulamp
kowych typus 7

oy cx + 4
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