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względnie do jednego miejsca znaczącego, 
- Sam wynik pomiaru musimy obliczać z dokładnością do k i l k u miejsc 
znaczących, tak aby l i c z b a obliczonych miejsc dziesiętnych prze
kroczyła liczbę miejsc dziesiętnych błędów pomiarowych. Np. o b l i 
czamy X - 378,53 w przypadku gdy A X = 2,3. 

- Wynik końcowy zaokrąglamy na tym samym miejscu dziesiętnym co 
błąd pomiaru np. 378,5 * 2,3, 

- Zaokrąglenie wyniku końcowego wielkości mierzonej wykonujemy 
według jednej z powszechnie przyjętych zasad, a mianowicie: 

1/ c y f r y 0 - 4 zaokrąglamy w dół, a cyfry 5 -9 w górę, 
2/ cyfry 0 - 4 zaokrąglamy w dół, cyfr y 6 - 9 w górę a 

cyfrę. 5 do l i c z b y parzystej c z y l i w dół, gdy poprze
dza ją cyfra parzysta, a w górę gdy poprzedza ją cy
f r a nieparzysta, 

3/ c y f r y 0 - 4 9 zaokrąglamy w dół, a cyfry 50 - 99 w górę. 
Można stosować dowolną z tych zasad, lecz w danym zagadnieniu na
leży stosować konsekwentnie t y l k o jedną z nic h . 

7 . 0 . Wzory przybliżone. 
t r z y obliczeniach na liczbach przybliżonych nie ma sensu 

posługiwać się wzorami dającymi dużo większą dokładność ni4 do
kładność oceny danych wyjściowych. Podstawowym źródłem wzorów 
przybliżonych są szeregi, zwłaszcza szeregi Taylora. Przy posłu
giwaniu się wzorami należy zwracać szczególą uwagę na oceny i c h 
błędów, gdyż zazwyczaj wzory przybliżone dla różnych przedziałów 
mają różne błędy. 

Zestawienie ważniejszych wzorów przybliżonych wraz z zakre
sem i c h błędów podano w t a b e l i nr 7.1» 

8,0. Prawo rozkładu błędów przypadkowych• 
Występowanie błędów przypadkowych podlega pewnej prawidło

wości, której matematyczne sformułowanie etanowi węzłowe zagad
nienie t e o r i i błędów. W celu znalezienia błędu pomiarów należy 
powtórzyć wielokrotnie mierz.orie danej wielkości. Jeśli każdy 
pomiar daje wynik nieco inny, mamy do czynienia z sytuacją, gdy 
główną rplę odgrywa błąd losowy. 



Tabela 7•'W Wzory przybliżone. 
..... mąp l 

tp&jbtizone 

BŁad nie przekracza ..... mąp l 

tp&jbtizone 

0,4% 4,0 To 40 1o 

..... mąp l 

tp&jbtizone Zakres, 4 

zwiewności x 
zakres V 

zmienności X-
zakres ( , , 
zmienności X-

A. Sin X = X 0,07? =4,4° 0,245=44° 0,786 = 4 5 ° 

z. 
x* 

siny =• x - - 8 T 0,58 = 33,2° 4,005 = 57,6° 4,632 = 93,5° 

3. cosx = >1 0,045 - 2,68 0,444= 8,4° 0,454= 25,8° 

A. c o s * 0,386-22,4° 0,662 = 37,9° 4,036 = 59,3° 

5. 0,054 =3,4° 0,472-9,8° 0,547 -29 ,6 ° 

6. t g x - x + f 0,293=46,8° 0,5/19 -29 ,7 ° 0,895 = 54,5° 

7. -0,085 a 2 do 
+ 0,093 a 8 

-0,247 a? do 
+0,328 a? 

-0,60? O? do 
+ 4,545 a 2 

8. -4 _x_ -0,054 ot? do 
+ 0,032 a 1 

-0,457 a 2 do 
+ 0,466 a * 

-0,448 a 2 do 
+ 0.530 a? 8. "\J a*+x' a z a 5 

-0,054 ot? do 
+ 0,032 a 1 

-0,457 a 2 do 
+ 0,466 a * 

-0,448 a 2 do 
+ 0.530 a? 

9. 4 A X 
a+ x ' a 

± 0,034 a, ± 0,099 a ± 0,304 a ' 

40. e x = 4 + x - 0,045 -0,434 do + a 448 -0,375 do+ 0,502 

44. ba |4+y =x i 0,003 i 0,020 -0,476 do + 0,230 

AZ. 
|a+b|k» 
d ^ k - a ^ - b 

a > 0 |b|«a 
z bTędem riędu, .2 

43. 
Ajcm+b = 

, 4 b 
= c + rrf c m - ł 

m - 4 /4 . b f 
Wad rzędu 2 c 1 m c 1 

44. 4 - 4 b 
a+b a a z 

b2 

2 błędem rzędu a-* 

45 
'= 0,96 a +0,398 b 

a > b blad nie przekracza A% 

46 |d+X|% dla. x « o i 
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Al. H±c|...=>t±a± 
b±c.« 

a < A , b <M c <M 
X < 2 ° Hijmionij w r u o U c m a c h 

>I8. 

M9. 

EH. 

22. 4±a =4+a 

23. fi±a 

2 4 . 
pi t e j M - t d l 

| / f ± c t i b + c * c l 

2 5 
stn l o c - X | = 

sinoc ± X-CDS«C 

\Z6. COS i * - X 

cosec £x-sin°c 



Rys, 3,1, Krzywe rozkładu normalnego dla różnych wartości 6> • 

M II 
, I > - — x~ -36 -X -S*i 5 H Si x 

Ryś* 8,2. wykres ilustrujący prawdopodobieństwo znalezienia się 
zmiennej losowej w przedziale /-x^, x^/ /pole zakre-
skowane/. 

Rys, 8,3. łtinkeja błędów Gaussa, 



7 = =—2- e 1.8 
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J e & l l przeprowadzimy N pomiarów za pomocą t e j samej meto
dy., z jednakową^starannością, to tak i e pomiary nazywamy pomia
rami o jednakowej dokładności. Błędy losowe nie są do usunięcia, 
nie można i c h wykluczyć-z żadnego wyniku pomiaru. Za pomocą 
metod rachunku prawdopodobieństwa można ty l k o uwzględnić i c h 
wpływ na ocenę wartości rzeczywistej mierzonej wielkości, a 
więc określić wartość mierzonej wielkości ze znacznie mniejszym 
błędem niż błędy poszczególnych pomiarów* Uwzględnienie wpływu 
błędów losowych je s t oparte na znajomości prawa i c h rozkładu. 

8.1 w Rozkład normalny* 
Najczęściej przyjmuje się, że rozkład błędów losowych po

miaru je s t rozkładem normalnym /prawo Gaussa/, opisanym przez 
funkcję: 

t 6 H T ' 
gdzie: 6 - jes t to tzw. wariancja rozkładu, 

e - podstawą logarytmów naturalnych, 
A X - wartość błędu. 

Przy wprowadzeniu wzoru Gaussa zakłada się, że błędy losowe 
spełniają następujące warunki: 
1/ B.*.ędy pomiarów mogą przyjmować każdą wartość w sposób cią

gły. 
2/ Przy dużej l i c z b i e pomiarów błędy o jednakowej wartości bez

względnej ale różnych znaków zdarzają się jednakowo czfesto, 
3/ Częstość otrzymywania błędów zmniejsza się w miarę zwiększa

ni a się i c h wartości bezwzględnej. Oznacza t o , że duże błę
dy popełniane są rzadziej niż małe, 

V Prawdopodobieństwo wystąpienia błędu przekraczającego co do 
modułu pewną określoną liczbę, jest praktycznie równe zeru. 

Z rys.8.1 widać, że przy zmniejszaniu parametru f? krzywa roz
kładu normalnego zwęża się wzdłuż osi 0x, a wydłuża się wzdłuż 
osi y. Ponadto im mniejsze , tym szybciej maleje funkcja y 
przy wzroście /x/. Prawdopodobieństwo, że z;oienna losowa x 
znajdzie się w przedziale symetrycznym /-x.j, x^/ j e s t wyrażone 
polem f i g u r y zakreskowanej na rys.8.2. Z rysuntcu tego widzimy, 

v 
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że im mniejsze jest u tym mniejszy je s t rozrzut błędów wokół 
zera /por. r y s . 8 . 1 / . 

Ocenę wielkości błędu losowego pomiarów można przeprowa
dzić kilkoma sposobami, najbardziej rozpowszechniona je s t oce
na za pomocą tzw* średniego błędu kwadratowego, c z y l i błędu 
standardowego. Na r y s , 8 . 3 przedstawiono przykłady określone 
wartością odchylenia standardowego, które dla € jes t odciętą 
punktu przecięcia krzywej rozkładu normalnego. Z wykresu widać, 
że w obszarze ograniczonym krzywą rozkładu oraz odciętymi pun
któw przegięcia aawiera się 6 8 , 2 6 % wszystkich wyników pomiaro--* 
wych. Prawdopodobieństwo znalezienia wyniku poza tym przedzia
łem wynosi 3 1 » 7 4 % « Warto zauważyć, że w przedziale okre8lonym 
przez dwukrotne odchylenie standardowe 2 » © m i e a c i się 9 5 % wy
ników pomiarowych, a w przedziale 3 * sponad 9 9 , 7 % wszy-Etkich wy
ników. Trzykrotne odchylenie standardowe bywa nazwane błędem 
myksymalnym. 
Rozkład Gaussa j e s t ciągłym i symetrycznym rozkładem, który 
jest często wykorzystywany w modelowaniu i symulacji komputero
wej. Rozkład ten opisuje większość zjawisk mierzalnych. Do z j a 
wisk występujących zgodnie z rozkładem normalnym należą mię
dzy innymi i 

a/ pomiary długości liniowych i kątowych, 
b/ błędy pomiarów prędkości liniowych i kątowych, 
c/ pomiar średni otworów powstałych w wyniku wiarcenia tymi 

samymi wiertłami, 
d/ wyniki badań testowych. 

8 . 2 , Warto sci średnie pomiarów o jednakowej dokładności© 
Jeśli jakaś wielkość zostanie zmierzona z jednakową s t a 

rannością n razy tym samym przyrządem, to na skutek błędów 
przypadkowych otrzymamy wyniki różniące się wartościami l i c z b o 
wymi* 

X^ "̂ 5 • *• • *^i'**^*n 2 , 8 
przy czym zakłana się, że dysponujemy dużą liczbą pomiarów, t z n . 
że n ^ 1 . Warunek ter. będzie można uważać aa spełniony, gęśli 
będziemy m i e l i do dyspozycji o zasadnie co najmniej sześć war
tości liczbowych t e j samej wielkości f i z y c z n e j , uzyskanych z 
pomiarów przeprowadzonych w tych samych warunkach. Jako cceny 



AA -

rzeczywistej wartości A mierzonej wielkości użyara się średniej 
arytmetycznej: 

A - x = 
x 1 + x n 3.8 

Jeśli wśród wyników pomiarów spotyka się wyniki równe, to od-
powieonie składniki, można połączyć. Tak więc, jeśli wynik x^ 
występuje m̂  razy, wynik x 2 występuje mg razy, a wynik xKwy-
stępuje mKrazy /gdzie 111̂ +212+ ,.,+m̂  = n/, to wzór na śreonią 
arytmetyczną przyjude postać: 

1 K 

x = - ^ i w ; x i 4.8 
i'i 

Średnia arytmetyczna charakteryzuje się tym, że susa odchyleń 
dodatnich od wartości średni ej równa się sumie odchyleń ujem
nych od t e j wartości. Należy jeszcze zwrócić uwagę na f a k t , że 
średnia arytmetyczna na ogół nie pokrywa się s wartością n a j 
częściej występującą w pomiarach, 
Przykład, 
Podłfczas pomiaru natężenia prądu uzyŁKano następujące wyniki: 

•1 * ,5 4,0 3,9 4,1 * i 3 4 ,2 

3 4 4 3 2 4 
Obliczyć średnią arytmetyczną natężenia prądu, 
l i c z b a pomiarów wynosi: 

6 
n = *S m, = 3 + 4 + 4 + 3 + 2 + 4 = 2 0 

śreunia arytmetyczna zgodnie ze wzorem 4.8 wyniesie: 
1 = "50* ( 3 * 4 » 5 + «+••+,(> +'4 .3,9 + 3*4,1 + 2 . 4 , 3 + 

+ 4.4 ,2 ) = 4,14 

9.0, Rodzaj błędów pomiarowych. 
W większości przypadków średnia arytmetyczna jest najbar

d z i e j rozsądną z punktv. widzenia fizycznego wartością średnią, 
wokół której układają się poszczególne wartości pomiarowe. 

Rozrzut wartości zmierzonych dookoła wartości średniej, 
c z y l i precyzję pomiarów można scharakteryzować w różny sposób, 



zakładając, że pomiary x^ •». at^ są niezależne i wykonane z 
jednakową dokładnością. 

9 . 1 . Średni błąd kwadratowy. 
1/ Jeśli prowadzone są pomiary znanej wielkości a /wzorca/, to 
za efektywną ocenę wariancji przyjmuje się średnie kwadratowe 
odchylenie wyników pomiarów od wartości a: 

6*811=1/ J Ś i ^ - a ) 2 1.9 
I i'1 

Gdy l i c z b a obserwacji n j e s t bardzo duża, to podlegająca waha
niom losowym wielkość Sn dąży do_ pewnej stałej wartości 6" . 
Granicę tę nazywamy średnim błędem kwadratowym. Kwadrat t e j 
w i e l k o s c i ( ? nosi nazwę desperSlji lufa wariancji pomiarów. Ta. 
właśnie wielkość występują we wzorze 4 . 8 na rozkład normalny 
Gaussa. W rzeczywistiści jednak nie obliczamy wielkości 6* l e c z 
j e j przybliżoną wartość Sn, która jes t tym bliższa (> , im 
większy jes t n, t z n , im większa- jes t ilość pomiarów. 
2/ Jeśli mierzona wielkość jest nieznana, to za ocenę wariacnjjj 
przyjmuje się /wariancję empiryczną/62~ Sn 1 tzw. średni błąd 
kwadratowy. 

i—; ^ 
&a = U nłr ̂  k i " 5 ' 2 2 ' 9 V i'1 

gdzie: x - średnia arytmetyczna wyników pomiarowych. 
3/ Jeśli jedynym i tym samym przyrządem przepi-owadza się m s e r i i 
pomiarów, to średni błąd kwaaratowy wyrazi się przy pomocy wzo
ru: 

1 i , M s i 2 + ( a 2 - i ) £ 2 2 * — S ć S 
(n--il + iaa-i)* ... +K -1 / 

gdzie: n^ n^ ... n
m ~ l i c z b a pomiarów w poszczególnych seriach, 

Ŝ  S2 ••• Sn - odpowiednie wariaucje empiryczne, 
W szczególnym przypadku, gdy l i c z b a pomiarów jest jedna

kowa w każaej s : r i i tan. n^ = n/i - 1, 2 m/ to wzór 3.9 
przyjmuje postać 
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4/ Jeśli dla m s e r i i pomiarów jednej i t e j samej wielkości znane 
są t y l k o l i c z b y pomiarów w każdej s e n i n,, . ..n^, oraz średnie 
arytmetyczne x,( x 2 ••• x m z każdej s e r i i , to śreoni błąd kwadra
towy wyrazi się wzorem: 

^=S«=/ "mir H ^K-5)2 5.9 
gdzie; 

5 = U^f$*V »i' o r a z N = n n + ng 4 • M 
5/ Jeśli dla wyników pomiarów x^ Xg ... x n o niejednakowej do
kładności znane są dokładne warto u c i wag lub stosunki tych 
wartości 

Pi « P 2 « P a * %L ^ 

to średni błąd kwadratowy wyniesie: 

" !( P/n-1/ 
6 . 9 

7.9 

gdzie: 
, - P i ' y l + P2'*2 + *»• + Pn'*n . J . t. x 

P<|+P2+ .«. + P n P f 5 1 1 

w 

O- - wariancja odpowiadająca wartości x^. 
Często jednak dokładne wagi pomiarów /lub i c h stosunki/ są n i e 
znane i w tym wypadku zastępuje się je przybliżonymi wartościa
mi, otrzymanymi na podstawie wyników doświadczenia wg wzorów: 

P 1 : P 2 : . . . : P n = —-5 « —-j : . . . 1-—7 
S„ S g ^ 

gdzie: p. = — ^ _ waga pomiaru w i - t e j s e r i i , 
S l 

m̂  - l i c z b a pomiarów w i - t e j s e r i i , 
Ŝ j - średni błąd kwadratowy pomiarów w i - t e j s e r i i . 
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Ocena t a ma te sama własności, co ocena 3.8 wartości średniej 
arytmetycznej. Czasami mamy do czynienia z przypadkiem, gdy 
opracowywane wyniki x^ •.. x n nie są wyniki mi bezpośrednich 
pomiarów lecz są średnimi z n s e r i i pomiarów przeprowadzonych z 
tą samą dokładnością / t j . z jednakowym średnim błędem kwadrato
wym/, przy. czym l i c z b a pomiarów w każdej s e r i i j e s t inna. W tym 
przypadku każdej wartości x^ można przypisać jako wagę liczbę 
pomiarów w odpowiedniej s e r i i 

P i = m 1 1 = 1 , 2 . . . n 
gdziei m̂  - l i c z b a pomiarów w i - t e j s e r i i ze średnią wartością x i » 
W tym wypadku wzór 7*9 przyjmie postać: 

x = — J — J £ — £ " n . = _ L * 5 m , x 8 . 9 

n 

gdzie: a a S i ł . 

Sens t e j średniej ważonej polega na tym, że wyniki częściowe, 
uzyskane metodami l e p i e j odtwarzalnym lub jako średnia z wię
kszej l i c z b y oznaczeń, a zatem wiarygodniejsze, mają przy o b l i 
czeniu wyniku końcowego większą wagę, c z y l i bardziej wpływają na 
jego wartość. 

9 , 2 . Średni błąd arytmetyczny. 
Średni błąd arytmetyczny /zwany też błędem przeciętnym/ ob

l i c z a się wg wzoru: 
l»,,-x|+ j x 2 - x U ... +l* n - * " l 1 « 

r " n ~ n 
1=1 

9.9 

gd^iej x - średnia arytmetyczna wyników pomiarów* 
W przypadku posługiwania się średnim błędem arytmetycznym r dla 
jTuałej ilości pomiarów a poprawniej je s t obliczać go nie według 
wzoru 9.9 lecz wg wzoru: 

f n f a - 1 ] j , i 

Przy dużych n różnica między otrzymywanymi wartościami błędu 
r na podstawie tych dwu wzorów 9«9 » 10.9 j e s t bardzo mała. 
Wartość bezwzględna x^-i oznacza, że przy obliczeniach bierze 
się pod uwagę jedynie bezwzględne wartości różnic, pomijając i c h 
znak. Zaletą błędu r jest t o , że łatwiej oblicza się go niż 
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