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sprowadza sle do wyznaczenia wszystlkich stailych wystepujacych
w réwnaniu, W celu wylaczenia wpiywna bieddw, przeprowadza sie¢
wieckszg liczbe pomiaréw, przy czym kazdy pomiar daje nam réwne—
nie wigZace z sobg niewiadome wspdlczynniki, W przypadku duze]
liczby pomiaréw dochodzi si¢ zatem do ukisdu, w ktérym liczba
réwnan jest znacznie wieksza niz liczba njewiadomych. Halezy
wiee znalesé najbardzie] prawdopodobne wspérezynniki, ktére na
ogdt nie beda gpelniad fcidle anl jednego z danego ukiadu réw—
nan. '

° W celu wyznaczeria stalysh réwnenia istnieje wiele réz-—
nych metod, od bardzo prostych, ale matoc doktadnych, do bardzo
dokYadnych ale skomplikowanych i pracechlonnych,

15.2¢1s ketoda dgrednich.

letods Srednie;] jest.jedng z najprostrzych metod anali-~
tycznych 1 nie wymega graficznego przedstawienis danych ekspe-
rymentalnych, Opiera si¢ one ne zaloZeniu, ze dla révmania naj-
lepiej przybliwajacego otrzymane dane eksperymentalue

£i=f(x,a°,a,1tnoan)-yi 1=1’20u.n
gdzie: flx, 251 By 85 see an) - wartosBci obliczone
¥, — wartosci zmierzone

winna byé révma zero, tzn., zZe

n n

- Ei= _'Z' [f{xi, 8gy 84 ees ah)— y._‘_] =0
feq iz

4 celu wyznaccenia stalych révmania flxi, agy & uu:ai) nalezy

podzielié otrzymenych n punktdédw doswiadczalnych na tyle irup ile

mamy stax, ch aype vla kazdej =z tych'grup wymagamy, aby réinice
sle zerowsly, tzn,, 2Zehy zachodzil zwiazek 30.15 « ¥ ten spo-
86b otrzynuje si¢ n rownahn z a, niewiadomyni o

W oprazypadku, gdy miedzy ¥ 1 y istnieje teoretyczna ustalo—
na zaleZnoéé¢ liniowa

"y = ax + b

ouser:ovane vartesgci ¥y na skutek wystepcwonia bieddéw pomiaro-
wych beda sie réznily od ovserwowunych wartosci ax; + b, W celu
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wyzneczenis paramebréw a i b dane dosBwiadczalne dzielimy na °
dwis grupy A 1 B. Otrzymamy w ten sposéb
gyupa A
/xqb yq/: /12:— y;_\/ see /xm' Y
grupe B
/Epqr Tmpals [Epeqy Tngqd eee IXpy T/

Dla kazdej grupy oddzielnie piszemy rbéwnanie:

= (7 - 8%y - t) = 0
ieq ;
5 31"
S vy - e -b) =0
W0}

gdzie: m oznaczajgca liczbe obserwacji w plerwszej grupie, mo-
ze byé¢ dowolna, Zazwycza] dcbiera si¢ Jja tsk, aby dla n psrzys—
tego liczba obserwacjli w druglej grmpie byla rbéwniez m, w Drzy-
padku dla n nieparzystego byia rdéwna m 1,

Wspbiczynnilkd a i b wyznaczamy z ukladu rOwnan:

m w
a Zx +mb= 2= 3y

r=9 s2f
32415
n [<4
eZx +0nb=3F v
foummed i remel

rrzyklad, Frzy wyznaczaniu zaleznoSci oporu przewcdnika w fun-
keji temperatury otrzymano nastepujgce wyniide

s [ % 19,1 25,0 [30,4 | 36,0 [40,0 45,1 | 50,0

R | S 76,3@ | 77,80 | 79,75 | 80,80 |83,35 | 83,80} 85,10

—— e

Zakiadajac, Ze zaleﬁnoéé'migdzy opornoscia R i temperaiurg t©
mozna wyrazic¢ przy pomocy zaleznosci linioweJ:

R=a+Dbt%
wyznaczyé state a 1 b metoda fradnich, Liczba obserwacji wynesi

iy

tzn. a i b, stad wynilki obser-

v

n =-7 a8 liczba stalycii wynoci

-9
wacji dzielimy na dwie srupy, tak aby pierwszej grupie bylo
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m = 4 wyniku, a w drugiej grupis n - m = 3 wyniki obserwacji.
Otrzymamy wiec dwie grupy:

by 191 25,0 30,1 36,0
J I-sza grupa
R, 4 76,30 77,80 79,75 80,80
‘oraz
i 40,0 45,1 50,0
5,7 ‘
R, o 82,35 83,90 85,10 1I-ga grupa
Obliczamy wartosci sum w obu grupachs
4 4
=ty = 110,2 = Ry = 314,65
iz .-"
B 2
o Bll= 13241 = Ry = 251,35
r=¢ Y3
Podstaviajgc obliczone sumy do wzoru 32,15 otrzymamy ukiad
réwnan
110,2 - a + 4+ b = 314,65
1%5,1+a + 3+Db = 251,35

Rozwiazujac powyzszy ukiad otrzymany:
a = 70,20 b = 0,284
% ten sposéb rezultaty pomisidw zaleznosci oporu od temperatury
mozny zapisaé przy pomocy wWzoru empirycznego: 4
R = 70,90 + 0,284~ %
stuszne;;o w pacanym wakresie temperatur,

1542424 lLetoda najmnizjszych kwadratdow,

kejprecyzyjniejsza metoda znajdowania funkcji zawrerajgcej
szerey parametréw, polega na zminimalizowaniu sumy kwadratéw od-
chylen punktéw pierwotnych od danej krzywej. Jesli wybrana zalez~
noé¢ funlzeyjna Jjest w postaci

y = f(xi,ao, 8y ses an) 5515

ndzie: parameirédw 8,y @7 .ee 8 nie moZna oxres$lié¢ uo.izédnie na
podstawie doéwisasdczalnych wartosci funkcji Tqs Yo see Y, PONiewaz
te ostatnie zavierajg bigly przypadikowe, sakizaa si¢ pray tym, e
poriary wartofici funlicjii Fqs Tp eee ¥y 82 przeprowadzone niezalez-
nie jeaen oa uru.iego i Zze biedy pomiardw podlejaia roz.sitodovi
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Ryse15e15. Wyznaczanie bigddw bezwzgl#dnych Axl.,

0

Uy !
61 //
4
| __/
01 i i —
2 - 2 3 X

Ryg.15.16. dykres linii prostej o réwnamiu y = =0,57 + 2,19 Xa



normslnemui. .

lletoda najmniejszych kwadratéw opiera sie na nustepuja-
cych zalozeniach:
a/ wynik ¥olejnego pomiaru ¥y mozng uwazaé za sume wielkoscl

i [xi, 8y 8, eae an\) oraz biedu pomiarowego A x5 /T3S0 15/

I = f(xi, ao, a,l tce 8Q+Axi¥ 52615

)
i

1

b/ dobraniu tak wielkosci A x; aby suma kwadratéw orgddw Ax
byia najmiejsza
n > n >
S:ZA:{ == |y —f(x.,a, Blel 5 ojerd = min 34.15
1 i 1 i i 0 1
uwazajac w tym przypadku oe 8By 8y evs B, 23 zmienne nie-—
zalezne,

Jesli pomiary wykonano z niejednaicowa dokiadnoscia, lecz znane
sa stosunki warianc¢ji pomiaréw, to zamiast sumy 3% .15 Dbierze
sie sume

n -
2
S = Z [yi -— flxi, ao, a,‘ so e %)] Pl 35".5

gdzie czynniki p; 2wane waraud pomiaréw sz odwrotnie proporcjo-
nalne de odpowiednichb wariancji
- . - e 3
Pq 3 Pop % ese 3 p, = 6;‘ .-6}".”.°—6_',.t
Jesli wszystkie pomiary wartosci funkcji przeprowadza sig z jed-
nakowa dokiadroécig, lecz dla kazdej wartosci arsumentu Xy prayd-
muje si¢ Srednie arytmetyczne wynikéw pomiaréw w danej serii, to
za wagl pomiardéw w odpowiedniej serii mozna wzigé liczby poriaréw
w seriach, czyli Py = my.
Zagadnienie okre$lania tych wartosci parametréw a,, 8, «ee a, dla
ktérych funkcja
8 = s(ao,’ 84 eeo an) 36.15

przyjmuje najmniejsza wartosé, sprowadza sie¢ do rozwigzania ukta-—
du révmnan

9s

da,

= 0



_ai =0

381

ap 31.15
LA e

9sy

Znalezienie i rozwigzanie tego ukladau réwnain Jjest sazczegdlnie
proste gdy funkcja f(x, 8o 84 eee an] Jest liniowa wzgledem ps-
rametréw 8.y 84y 85 ees Bpe Ze. pomocg tej metody rachunkowe]

mogg zostad okreflone nieznane wspébiczyunilki réwneft empirycznych,
npa. réwaaf liniowych, réwrar wyZsazaych stopni, réwnar potegowych
lub wykladnoczyche

Ao Réwnenie liniowse

Czesto spotykanym zagadnieniem jest znalezienie proste]
aproksymijaced zbiér n punktdéw, o ktbérych wiemy, ze ich wspdi-
rzgdne y zawleraja biedy pomiarowe., Funkcja ktdrej szukamy ma
postaé:

y=a+bgx 8.1

gdzies a - Jest punktem przeciecia prostej 2z osig y-oéw,
b - parametrem okreélajacym nachylenie proste] do osi x-6w.
Dla n punkbtéw x;, 7; dla ktorych wystepuje zaleznosé

liniowa, otrzymana suma kwadratdédw wyniesie:

n
8 .= 2' (yi -8 - in}2 39.19
(=

gdzie: R/ Jjest zaobserwowana wartoscia dla i-iego punittu, =
Warunki minimam s sg

L]
== 2 Sy -a-bx) =0

Ba it1 !

ds L 1

— Yy —a —=bx,jx: =0 ho.15
== = (n 1] *1=0

S .. S p
= .. S e
PR el M T _4__”5&:_!;_'2'__ q1.15



n 4 1
a___izyi_bzx‘. 52.45
o= NN |
Oszacowanie biedéw standardowych dla staiych a i b obliczamy =z
WZ0Tus
n z' n
/]
T
a -2 = t 1 z z
Mn wd Y n _.X,"[%Xi)
it 1
e , = ey
n 2 2
1 . x;
|7 B Ly a-bx) g o Jleg
n-2 7. y &Xf’" = ,‘}z A
g [T ]

fyzyk¥ad. Wyznaczyé réwnanie linii prostej, ktéra aproksymowad
bedzie nastepujace dane

x| 05 [1,0 |15 [2,0 2,5 | 3,0

3,701 5,02 | 6,04

y | 0,62 l 1,64 I 2,58

Vivkresem dla tych punktéw jak widaé to z rys.15.16 jest linia
prosta, ktérej réwnanie mozewy napisaé w postacis
y = a+ bx :

7 i 2 « R o PO A
Yartosci wspdiczynnikéw a i b wyznaczamy z waordw QLA B
przy czym

[ 2
[ 6
n==6 le = 10,5 Eyl = 19,6
x it4 : i1
S 12 2 o0, 2 = 43,8 = . )2 - 110,25
Exi = 2i4,75 Exiyi = 43,89 X5 = »
o it i1

Podstawiajac obrzymane dane do wzoru 44.15 i 42.15 otrzymamy:
10,5+ 19,6 — 6 - 43,89 _ 2,192
= 2,192

110,25 = 6+ 22,75

a = (19,6 - 2,792+ 10,5) = 0,570

W celu obliczenia bleddw standardowych wartoéci sktaiych a i b
wylonujeny odpowieunie obliczenia, wstawiajac je do pomizszej
tabelld



1ip a+bx, s ‘yl—u—bxilk
1 0,529 0,562 0,009

2 1,62 1,04 0, 0004

3 | 2,71 2,58 0,017

4 | 3,81 3,70 0,012

5 | 4,90 5,02 0,0144

6 | 6,00 S,04 0,006

== 0,0044

Vistawiajac odpowiednie dane do wzordw 43 .1 1 44 15 otrzyma—
my bledy standardo:e stoiycn a i b:

8. == 9'0544 S 0,06
= 6 -2 622,75 - 110,25

1+

s, 1{ 0,0544 _/' ,22'75 = o,é;
6 ~2 6-32,75 - 110,25
stad
a = -0, 57 0,06
b= 2,19 £ 0,11

révnanie plosLeJ LIOZ emy napisaé¢ w postdc1.
v = (0,570 £ 0,08 + {2,719 £ o, 11)-x
révnanie tej prostej przedstawiono na rys.15,16,

« Révmania kwaaratowe.
Jesli jest podana zaleinosé miedzy dwoma zmiennyri olreslo-—
na przy pomocy réwnania kwadratowego
: 2
¥y =8%x + bx+ ¢ u5 .15
to dla znalezienia wspéiczynnikéw a, b, ¢ nalefy rozwiazaé ulkiad
réwnan liniowych

n n n n
nec+b = x;, +a :Eiz; - = ¥4 =0
=1 i1 X
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Ryse1De17e Wiykres réwnania y = -0,1 x“ + 0,4 % + 3



e "
c Té: X+ B E?% xg + a
iz =

~ A4

&7
=
039

&

4 o~

X o 4:;x?
i=f

1

i

sk = B

5%.45

przykiad. 2a pomocy réwnania kwadratowego nalesy aproksymowad
nastepujace dane doBwiadczalns, przedstawione na wykresle /1ys.
1517/ 1. ponizsze]j tabelce:

b 2,00 4,00

6,00

8,00

10,00 | 12,00

14,00

v 3,76 4 44

2404

5,56

6,00 | 6,36

6,64

Przyjmujemy, 2e réwnanie kwadratowe ma postad:

= ax° + bx + ¢
N

W celu wykorzystenia zworéw &8.15 obliczamy wielkosci pomocni-

cze
1 o~
n= 7 Eki ="
4
L 52
zxi = '74816 2:;‘
inf =7 =

Otrzymene wartosci wstawiamy do wzoréw 46 ,15 , otriymujac uklad

réwnar:

7c + 56b + 5608 - 37,8 = 0O
56¢ + 550b + 62728 = 330,28 = O

560c + 6272b + 7416a - 344,64 =
skad wyznaczany wartosci stalych:
8 = —0,0’l, D = 0.49 0 == 3

Poszukiwene réwnanie ma pestad:

2

Y = -O,ﬂx' + 0,42 + 3

Ce Réwnania potegowee

W przypadku gdy zaleznosé miedzy dwoma zmiennymi X i y

okreSlona jest pray pomocy WZOru

.0

R

g =
to w celu wyzniczenis
nan liniowxch

43.15

storyceh o 1 b nalezy noawigzad uklsd row-
p7




.. Py Zl%" "% [lgx: lgyi) A
[%l{)x,‘ S Y] ['92Xi

1| = - ) 5
lg 8 2 —= ?Tlg ¥y - b % lg % | 43.1»
x r L |

D. Réwnanie wykiadnicze.

Jesli zaleznogs UliQd.Z dwoma gmiennymi moze byé ustalona
J J
cia

w postaci WzOoTu wykiadniczego:
50.15
y=a- o DX
to dla okresSlenia wartoiéci wspbicezynnikéw nalezy rozwiazaé ukiad
révnan
%y = =
o e o ] " X .
R - Bad Z1l9yi £ %9y 51.15
T 2 = 2
lge £} -
ge[IZ x;) - nZ x
e s <
1@;a=—n-Zlgxi—b 1g eZ’xi §2.15
121 1

sdzie: lg e = 0,4343
W przypaaku, gdy aleinofé wykiadnicza miedzy dwoma 2zmien-

nymi jest okreSlona przy pomocy Wzoru §3.15
Emienbr |
to w celu okreélenia statych a i b nalezy rozwiazaé ukiad réwnan

liniowych

" "
= E. ; lay;
g b= x.glg ek Bl 5415
& vi 7
{%x,) -nix
1 n
R =?[ gy, - 1g b %”1) §5.15

16.0% norelicja liniowa.

Jazna cechea charaliterystyczng, obliczeng z reguly przy ba-
aaniu zaleznosci dwdch zmiennych jest tzw. wspélczynnik korelacai
okreslany przy porocy wzorus



liczba pomiaréw { prawdopodobieistwo
b ok = T =

0,05 ] 0,01

5 6,75 | 0,87
5 0,71 0,83
7 0,67 0,80
(3] 0,63 0,77
9 0,60 0,74
10 0,58 0,71
12 0,53 0,66
4 0,50 0,62
16 0,47 0,59
ie 0,44 (56
20 0,42 0,34
25 0,38 i 0,49
30 0,35 i Ced5
§0 0,20 0,39
50 G,27 Ce35
50 i 0,25 0,33
a0 ! 0,22 0,28

1 0,20 2 - i
oC - 0, SA_A £ _”L

Tabela 16.1. Wortosei krytyczne wspdiczynnika korelacji.



b
!
x i
B ; r=-05
ys ]
py=dd X ¥
Y
r.={ X
R}'S.'](S.’l .

liozrzuty pun.tdw na piaszczyinie dla wartobel wspbHi-
czynnika korelacji zmieniajgacego sie od =1 do +1.



Ix % %[ ){ ;.-[} 1.16
: ‘.:" (K,-X ('j !'/")

- -

gdzie: x 1 y - wartosci Srednie
ludb
n

n;:%xl'yi"z" ,,,'J'
VI Ex-Ex]I S v {2 5l

wspolezynnik xorelacgjir liniowej charaxteryzuje écisiiwost wza-

jermej zaleznoéci oou zwiennych dla przypadku zaleznosci linio-
wej. lioze on przybieraé¢ wartoséi od -1 do +1, przy czym znak do-
datni odpowiada zaleinosci prostej, a znak ujemny zaleznobci
pOSTGdniej* « Dla przypadku niezaleznosci zmiennych ma on war—
tok¢ réwng O, dla zaleznoscl funkcyjnej wartosé +1 lub -1, przy
czym im wartos¢ wspblezynnika r zbliza sie €0 do wartosci bez~
wzgledne do Jjednosei, tym silniejsza jest zaleznosé obu zmie—
nnych, Y¥rzy postugiweniu sig¢ wspbiczynnikiem korelacji nalezy
wzigé pod uwage fakl, 2e obarczony on jest bligdem przypadkowym
tym wigkszym, im mnieisza Jjest liczba pomiaréw z ktdérych wspdi-
czynnik obliczonoe, Dlatego w tablicy 16.1 podano krytyczne war—
tosci wspélczwmmnké korelacji, ¢zyli wartosci, jakie moZe on
przybraé z prawdopodobierstwem 0,05 lub 0,01 dla danej liczby n
oiracowanych wynikéw, nawet dla pelnej niezalefnosci obu zmien—
nych, Cbliczony wspbétczynnik korelacji wg wzoru 1.16 lub 2,16
musi by¢c co Go wartesci bezwzglednej wiekszy od wartodci wspdi-
czynnika wzietego z tablicy A6.4 dla odpowiedaniego prawdopodobien-
stwa p oraz liczby pomiaréw n, aby zachcdzilte korelacjs liniowa
miedzy otrzymanymi wartosciami pomiarowymi,

Ila rys.16.1 przedstawiono graficzne wartosci wspbdleczynnika kore-
lacji réznych rozrzutéw punktdédw dosviadczalnych,

rrovkrad, VW vyniku eisperymentu usyskano nastepujace wane wyj-
sciowe

* .
tan. :Ze wzrostel jednej cechy malejie wartoé&é drupuej cechy



1,49 | .80 | 2,00 | 2,80 @
|
!

|
ﬁ']?’] l 1()’47

stvierdzono, Ze pigduy danymi istnieje zaleznosé liniowa
¥ = 2,20 ¥ + 4,10

Obliczyé wspdiczynnik korelacji.

Qbliczemy najpierw wartosci pomocnicze

s 5
n=>5 ‘é’xi gy Zixf = 18,50 /:.-57’-"1)2 - 82,26

" § 5 e
=33 = 40,49 =I5 = 357.85 (%yi) = 1639, 44
=

Y] i

5
e aEs = 17497
if

otrzymane dane ovliczeniowe podstawiamy do wzoru 2.76 skad
otrzymamy wspdiczynnik korelacji

rk £ 5 a 7/’97 e 9,07 40749 - = + z]'oo

V[5-18,5 - 82,26] [5-337,85 - 1539,44]

tzn., Ze miedzy vartosciami x i y istnieje &cista zalezZnosé li-
niowa, Dopuszczalna wartosé wspdlezynnika korelacji dla n = 5
wynosi 0,75 lub 0,87 zaleznie od przyjetego prawdopodobieﬂstwg
/vaplica nr 15.1/

17.0. Sprawozdanie z badah.
Sprawozdanie z pruzeprowsdzonych badahn moze mieé¢ rdéine formy

w zaleZnoséci od jepo dalszego wykorzystania, Forma sprawozdania
sg np. listy co reuakeji, obszerne referaty, artykuly, prece
lyplorowe, ksinZld itp. liiezaleznie od prrzeznaczenia, sprawozda=—
nie z badan néukowych powinno zawieraé pewvne czesci skiadowe,
iCiore moZne przeastawic w postaci schematu: ’

1. Sytur i avreszczenie,

2. wprowaazerie i.postawienie problemu,

=

e w literajurze przedwmiotu,

probl

L e LIET 8. oaden,
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