= o

Ocerna ta ma te same wilasnoScl, co ocena 3.8 wartosci Sredniej
arytmetycznej. Czasaml mamy do czynienia = przypadkiem, gdy
opracowywene wynild x; ¥, ... X, nie sg wynildml bezpogrednich
nomiaréw lecz sg Aredniml z n serii pomiaréw przeprowadzonych z
tq samg dokladncéeis /tj. z jednakowym érednim biedem kwadrato-
wym/, przy-czym liczba pomiaréw w kazdej seril Jest inna. W tym
przypediu kaide]j wartosci X, moZna przypisaé jako wage liczbe
pomiaréw w odpowiednie] Berﬂi

Py = Iy i=1, 2 qea n

gdziel m - liezba pomierdw w 1-te]j serii ze Srednig wartovscig X e
W tym wypadku wzér 7.9 oprzyjumie postaé:

e S s 8.9
% m1+m2+ coe +mn - T
n

gdzis: n = Eni
Pet

Sens tej éredniej waZoneJ polega na tym, Ze wynild czesciowe,
uzyskane metodami lepie] odbtwarzalnym lub jako sdrednia z wie-
keze] liczby oznaczeh, & zatem wiarypodaniejsze, majg przy oblie
czeniu wyniku koficowego wielkszg wage, czyll bardzie] wpiywajg na
Jjego wartcobé.

9.2, Sredni bigd arytmetyczny.

Sredni blgd arytumetyczny /zwany teZ biedem przscietnym/ ob-
licza slie wg wzorus

|x,~3l+ lxg—x\ vos t|X —Tl

1 e A
= n T ST '.E.zq lx"_“x‘ 909
‘Z

. s \
gizlef ¥ « srednia arytmetyczna wynlkéw pomiarédw,

W przypadku pesiugiwenie sig érednim biedem erytmetycznym » dla
makej ilofci pomiaréw m poprawmiej jest obliczaé go nie wedlug
wzoru 9.9 letz wg waorus

- e = i)

Przy duzych n »éznica gdzy'cxrzymywanymi wartofciam. bledu
na podstawie tych dwu wzoriw Q.9 4 10, Jest barduzo mata,
Wartosé bezwzgledns ximi oznecza, %e przy obliczeniach bierze
sie pod uwege Jedynle bezwzgledne wartoSel réznle, pomiiajge ich

znak, Zaletg biedu r jest to, ze latwiej oblicza sie go ni%

o
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9.1. Geometryczna intierpretacie poszczerndinyeh rodzajow



sredni bigd kwadratowy Sne Przy dostatecznie duzej liczbie pomia-
réw / praktycznie dla n >30/ wmiedzy biledami r i sp zachodza
zwigzkis

r=0,8 -« 8y : 119

Br= 1,25 « T 12,9

9e5e Biad prawdopodobnye

Obok sredniego biedu kwadratowego sp oraz Sredniego bledu
arytmetycznego uizywa sie jeszcze tzw, bigd prawdcpodobny zdefi-
niowany w ten sposéb, ze prawdopodobieastwo znalezienia odehylen
od Bredniej arytmetyczne] wiekszych od tej wartoscl jest réwne
prawdopodobieinstwu znalezienia odchylen mniejszyche Zaleznosé
migdzy srednim bledem kwadratowym g; & biedem prawdopodobnyml7
wWyraza sie przy pomocy wzorus

p= 0.6745 « & lub 7:-%— £y 1349

6y = 1,48 '7 1449
Bigd prawdopodobny jest dosé cz@ste i chetnie uizywany przy opra-
cowywaniu wynikéw. Frzyczyna lezy w tym, Ze ma on mniejszg war—
tosé od Aredniego bledu kwadratowego. Nie moze byé jednak popraw-—
ng miarg precyzjl pomiaréw, gdyZ nawet w przypadku rozkiadu zbli-
sonego do normalnego, wartosé jego moze byé niepoprawna, Wartosé
ta odnosi sig¢ bowiem do catej populacji, natomiast w przypadku
niewielkie]j prébki moze byé ona zupeinie inna,

9,4, Zaleznosci matematyczne miedzy poszczegdlnym rodzajam.
bledéWo

Zalezno&cli miedzy wymiemionymi rodzajami bleddéw podene sg

- W tabelce nr 9,1, natomiast interpretacja geometryczna kazdego
rodzaju btedu przedstawiona jest na wykresie rozkiadu normalne—
g0 /Ty8e%.1/+ BZad prawdopodobay 7 rojedyhczego wyniku jest ok-
reslony odcietyml tych punktéw krzywej Gaussa, ktérych rzedne
dzielg symetryczne czedcl powlerzchbni ograniczone] krzywg 1 o-
siaml wspéirzednych na dwie réwne czedci, Blgd Sredni kwadratowy
pojedyliczego pomiaru & okredlony jest odcietymi punktéw prze-
glecia na obu polowach krzywej bledu. Blad Sredni arytmetyczny
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- = 3
Tl046 pomiaréu Ky, '

n

2 0,6862

3 0,5908

é 30,4857

5 0,4299

¢ 7 0,3698

8 03512

9 0,5367

% 0,3249

Tabela 9.2, Wartoici wspbdiczynnika K, dla oszacowania biedu
standardowego z rozpictosci i ilosci pomiaréw.

Piobka | Hyniki Srednio, | foznica migdzy | Knograt
Hynikouwne memicy
/ o
A X XgXan ¥a (R Xmac i R4
g o1 X39" Xam A2 R2= Komax X2min Rj
U on o Mot L= 8 S 1 fon e B ST I L
L - d ===k == s======p==
e 0 e o —X » R 2
{ m )‘m4 Xmg xmn Xm Rm xmrrox mmin m
f A 2
/ y "—‘—,;ltx'b AR
l (= ]

Tab@la G.3. Zestavienie wymikoéw n pomiardw dla xazdej z m
prévelk.



= 5| =

/przecietny/ pojedyiczege wynlku T wyznaczony jest przez odcighe
Srodidw "cleikoficim kazdej poiowy powierzchni, zawartej miedzy
krzywa i osiawl wspéirzgdnych. Srodek ciezkodel rozumiany tu jest
Jeko zwykly &rodek cigilofcl powierzchni, Naleiy zwrécié uwage na
fakt, %e z trzech rodzajéw przedstawionych bieddéw najwigksza war—
tosé ma blgd sredni kwedratowy & , natomiast najmniejszg wartosé
biagd prawdopodobpy'y e

9.5, Oszacowanis btedu standardowego.

W wielu wypadkach chcac unikngé zmudnych obliczen éredmniego
btedu kwadratowego oraz majac stosunkowo malg liczbé pomiardw,
mozemy skorzystaé z wzoru szacunkowego na Sredni bigd kwadratowy.

Sk=kn'R 1509
gdzie: k; — wspdiczynnik, ktéry dla danej wartoécl n liczby po~
nlaréw znajdziemy w tablicy nr 9.2,

_ B = o ST U tzn, rézZnica mi¢dzy najwi¢kszg Toax ¥

S wartofcia pomiaru ze wszystikdch
obrzymanych pomiaréw., Wielkodé R nazywamy rozpigtos-
cla pomiarédw,

Wz6r 15,9 Jjest niezmiernie wygodny w praktyce dogwiadoralnel.

Do wyliczenia go wystarczy rogpi¢tosé, czyli réinice mi¢day naj—

wigkszym e najmniejszym znalezionym wynikiem madweiyx pomnoldyd

Przez Btaiq, ktére] wartosé znajdziemy w tablicy nr 9.2, Wertosé

tego wzoru jest dogodna takze z tego wzgledu, %e ukywal go moZe-~

ny przy stosunkowo matej liczbie pomlardw.

Sredni bzad kwadratowy'éf mozna oszacowaé na podstawie n pomiardw

wykonanych na m prébkach, Wyniki pomiaréw naleiy ultoiyé wg wiel-

kosel i zestawié dla réznych prébek w tabele /nr 9,3/, Wyrazenie
na oszacowanie odchylenis standardowego sprowadza sie do wzorus

8p =v = .% R; 16.9

Oazacowanie odchylenia etandardowggd za pomocsy vozpiétoéci i
wspélczyneikn kn Jest wishclwlie Jedyuym poprawnym sposobem o0sza=—
cowenia O na podstawlie male; ilofci pomiardéw, Ticzba pomiaréw w '
kazdej serii musl by¢ dla wszystkich prdébek taka sama i to naj-
mied ny2 i nle powinna przewyiszeé 7, Z wartobeli tych obliczaw

najmniejszg x
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my Srednig rozpigtosé:

Ve

ﬁ = —%— Ri ’1709

-
-

a nastepnie mnozymy wartosé R yprzez wspbiczynnilk kn_/z teblicy
ar 9,2/ dla danej liczby pouwmlardéw n.

Sgp=lp + B 1849
Oszacowanie biedu standardowego ra pedatawie rozpietosci R i
wspbtezynnika Eﬁ zostalo wprowadzone przy zalozeniach stousowal-
noéci rozkiasdu Gzussa, MoZna jednak to oszacowanie sbtosowaé do
wynikéw rozrzuconych symetrycznie, ale nie zupeinie dokladnis
normalnie. Stosujge do cbliczenia wspélGZynnik Kn nie dopubcimy
sie zbyt duzego biedu,

9,6« Sredni bigd kwadratowy wartoSci fAredniej.

Srednia arymtetyczna pojedyHczych pomiaréw obliczona wg
wzoru 3.8 Jjest tym bardziej zblizome do wartodcl rzeczywiste]
mierzonej wielkosci, im wieksza liczba pomiaréw brana jest w ra-—
chube. Srednie ta jest rowniez obarczons biedem doswiadczalnym,
gdyz wyzneczona jest na podstawie poszczegbdlnych pomiardw,

Btad éredniej arytmetyczned n pomiacdw ject rbébwny biedowws
pojedyhczego pomiaru podzieloneml przez {f ¢« I tak éredni blad
kwadratowy érednie] arytmetycznéj wyniesie:

[n _)x.
605 . ol il fip | X151 1949

A sk n/n-1/
Bigd éredni Sredniej arytmetyCVnej:
r ¢
I = T— = O 8 - dO.
T i

Biad prowdopodobny sredniej arytuetycznej:
¥

o o2 B

Ta s "5

Kazdy z obliczonych bleddéw Sreaniej arytmetycznej mozna przedsta=-
wi¢ graricznie, odkladajac ns osi odeietych liczbe pomiaréw, a

21.9

na ogr rzednych blgd grednie;] arybtmetycznel. ZaleinoSci takie
ala wszystkich rodzejoéw blesddéw srednie] aryltmetyczne] przedsta—



st E. i ] g
- PrgedziaZ Ax & 26° i 367

e =re—
WapoZzezymnik |
uﬂoéoi GC l ] 0.68 ! 0'95 0’997 i

Tabela, 9.4, Wspéiczynnilkd ufnosci ok dila prredziatéw Ax=k€
w rozkiadzie normalnym, '

A
0,3\4\

0f

0 2 4 ¢ € 0 2 14 % 18 20 22 24 2 28
liczba pomiarcu

Se ,,..‘-E?. Zaleinose wielkosel dipdu kwaarctowero Sreunie]
vtmetyczned G 5 oigdu Sredanie o arytunetycznero
Sreanie] aryptue :.;-

cned r, oraz biedu spowoLOWHNEO
sreuniej arytnetyczne] 7A v mllP’l’lOa(.l od ilogei
pomiarow,

L



wione sg na wykresie nr 9,2,

Z rysunku 9.2 widaé, ze przy zwiekszenlu ilosci pomiaréw wszy-
stkie rodzaje bledéw Sredniej arytmetyczne] ciggle sig zmniej—
szajae. Jednakze to zmniejszenie sie poczgwszy od pewneJ liczby
pomiaréw réwnej w przyblizenmiu 10-15, staje si¢ bardzo nieznaczme
Mozna stad wyciggngé wniosek, 2e dla zmniejszenia bledu Arednied
arytmetycznej pomiaréw, nie jest racjonalne nadmierne zwigksza=
nie ilosci pomiaréw, a w prakbtyce wystarcza okoto dziesligciu.

Ponadto z wykresu 9.2 wynika, 2e przy malej liczble pomia-
réw kazdy nast¥pny pomiar powoduje istotne podwyZszenie dokiad-
noécl érednied, mp. dla n=4 uzyskamy dokladnosé¢ firednied dwu-
krotnie wyzszg niz przy jednym pomiarze, natomlast potrojenie
doktaduobcl osiggnelibyhmy Jjednak dopiero przy n=9 pomiarach.

Dle okre#lenia dokladnosci biedu standardowego Aredniej
arybtmetyczne]j z zastosowaniem rozpietodci R mozemy korzystaé z
wyrazenias

|
TR TR
gdzie Sp - wartosé szacunkowa biedu standardowego obliczonego wg
wzoru 15.9 e
Oszacowanie 22,9 mozna uiywaé dla normalnie 2lbo przynajmniej
symetrycznie rozrzuconych wynikéw pomiarowyche

22,8

9.7, Przedziat ufnosci,

Jesli oznaczymy éreuniq arytmetyczng z pomiaréw mierzonej
wielko&ci przez ¥, a bigd pomiaru przez A x, to prawdopodobien-
stwo tego,2ze rezultat pomiaréw réini sie od rzeczywistej war-—
toSci x nie .iecej niz A = mozna zapisaé w postaci:’

P/ = Ax<x<x+ Ax/ =L
gdzie prawdopodobienstmmloc nosi nazwe wepblczynnika ufnobeci, a
przedziat wartosci od x— Ax do X+ Ax nosi nazwe przedziatu uf-
noéci, Dla charakterystyki wielkosci biedu losowego pomiaréw
trzeba pouswaé dwie liczby, a mianowicie wielkosé samego bledu
/lub alugosé przedziatu ufnosci/ i wielkosé prawdopodobienstwa
of . Znajomo&é wspbéiczynnike ufnoSci, pozwala o-2nié stopien
ufnosci, jaki mozna pokladaé w otrzymanym rezultatcie.



==

Przedzial ufnosci reprezentuje granice, w ktérych z duzym prawdo-
podoblehstwem zZnajduje sig poprawny wyniky o ile nie pojawia sie
bledy inne niz przypadkowo. Wyraza on zatem pewna nieokreslonosé
otrzymanych wynikéwe Szerokofé przedzialu ufnoéci Jest miarq
wlelkosei jeJ nieokreslonosci.

Wygoda stosowania biedu standardowego jako podstawowej mia-—
ry liczbowej bledu obclgiajgcego pomiary polega na tym, 2e wiel-
kofci tej odpowlada zupeinie okreflony pozliom wspbélczynnika uf-
noaci 0,68, podwojonej wartoscl tego biedu 2 6'odpowiada prawdo—
podobieristwo 0.95, a potrojomemu 3 Gfodpowiada 0.997,

Zwykle podaje sie wartosé sredniego btedu kwadratowego
pomijejge juz podanie odpowiadajgcego mu prawdopodoblenstwa 0,68
Omawiane wyzej zaleznodci wspbélczynnika ufnoéei o{ oraz bledu
standardowego dla przedzialédw Ax = k6 dla k = 1, 2, 3 w roz-
kladzie normalnym mozna przedstawié w tabelce nr 9.4,

W praktyce doswiadczalnej jednak wartosci 6 2 reguly nie znamy
i zastepujemy ja oszacowaniem s,. Przeweznie jednak nie mozemy
przeprowadzié tak duzej liczdby pomiaréw, aby mozna bylo w prze—
dziale x £ x 6 wartosé 6 zastapié wartoScia s tj. obliczonym
oszacowaniem, bez ryzyka utraty rzetelnosci szacowania statystycz-—
nego. Dlatego tez przy niewielkiej liczbie pomiaroéw sposdb
wyznaczania przedziafu ufnoéci bedzie zalezatr od znajomodci lub
nieznajomosci wartoséci 6'1.M02emy rozréznié tu trzy przypadk,
a mianowicies

8/ wyznaczanie przedziatu ufnodci pizy znanym 6',

b/ wyznaczanie'przedzialu ufnoéci przy znanej wartosci Sp,

¢/ wyznaczanie przedziazu ufnoSci na podstawie rozpietosca

wynikéw,

9e7e1e Wyznaczanie przedzialu ufnosci przy znanym 6 .

Przy obliczaniu przedzialu ufnoSci na podstawie nieswiel-
kiej liczby pomidréw, gdy znana jest wartosé [ s stosujemy roz-
kiad Gaussa. Przedzial ufnosci obliczamy wg wzoru:

L:it"z—'6 2309
, V= 4
&dzie: n - liczba pomiarédw,

ﬁ%— wspbéiezynnmik wyznaczony z tabell nr 9,5 dla danej

liczby pomiaréw n 1 odpowiednich wspélezynnikéw ufnosca,



=BG -

= T
n Vo Yn'
B
0,95 0,297 0,95 0,997
2 1,38 2,12 9,00 166,00
3 1,13 1,3 2,48 11,10
4 0,98 1,50 1459 4,61
5 0,88 1234 1924 2,96
6 0,80 122 1:05 2,25
7 0,75 1913 0,92 1,85
3 0,69 1,06 0,84 1,60
9 0,65 1500 0,77 1,42
10 0,62 0,95 0,72 1,29
25 0,39 0,80 0,41 0,67
Tabela 9.5, WartoSci == dla rozkiadu Gaussa i i dla roz-
h e
ktadu t-studenta dla wspéiczynnikéw ufunodei 0,95
i 0,997. iy
S Wspllezymmik  ufwiofel
0,95 099
2 6.4 Fe1,8

3 T3 3,01

4 0,92 1932

5 Ce51 0,84

g 0,40 0,63

T 0,33 0,51

8 0,29 0,43

9 0,26 0,37

10 0,23 0,33

Tabela

9.6, wartosci wspoieczynnika K, do wyliczania ulnosei
na podstawie rozpietodcl wynikéw.



L ~ przedzial ufnobci.

Q.72 Wyznaczanie przedziaku ufnodeci przy znanej wartosci sy.

W prZypadkulgd“ mamy do dyspezycii mala liczbe pomiamdéw 1
w praktyce przewaznie nie znamy wartosci 6', zamiast normalnsgo
rozkisdu Gausse, uzywamy rozkiadu t - Studenta, Rozkiad ten jest
rozktadem réznicy wielkogci roziozonej normalnie i wielkosci ma-
jace] rozitad oszacowania odchylenia utdnudrdoﬂuuo, prZy coym
e, Rozktad t — Studenta

obie te wielkosci sa od siebie niazal:
jest rozkiadem symetrycanym, podcbunym do rozkiadu Gaussa, zalezny
od parametru n, urzy czym of normalnego rvéipi sie tym, Ze ma
wigkszg liczebnosé bleddéw wigkszych 1 mniejszg liczebnosé bigadw
mniejszychs Ze wzrastcjacq wartofcia ilosecl pomiardw zbliza sie
coraz bardzie] do rozkadu normelnego. Fraktycznie juz dla n. 2 30
rozkiad t z dosé duza pewnoscis mozna zastgplé rozkiadem normal-
nyme Rozklad © = Studenta umozliwia wyznaczenie przedziaiu ufnos-—
ci, gdy mamy wyiacuondle do dyspoeycjl oszacowanie parametru & -

przypadku matej licuzby pomiardw n, z ktdérych obliczamy Sreanig
X, stosujemy wzors

= 2449

L =%

gdzie: L - przedzial ufnosci,
S,—~ Sredni bilgd standardowy,
n -~ liczba pomiardw,
Tg - wspbdlrezynnilk wyzpaczony z tablicy nr 9.5 dla danego n
1
n = ] : i ey T oL
1 oapowiednich wspéiczynnikdw ufnoseci,
O.7e3, Wyznaczanie przevzislu ufnosci na podstawie rozpietosdelr

W :;’Ill kdvie

Przy bardz >j liczbie pomiardw moiZna do wyliczenia

przedzialu uinoscir wiyé rozpigtosci L, Sposdéb ten jest bardzo
prosty i szczegolnie uzyteczny w przypadku maie] liczby pomiardw

o
Npe N = 2. Do obliczenia prezecziaku ufnosci w tym wypadke siuzy
wzOoTr3
s Fo
AL = - ‘I"D.R 25,9

reania z otrzymanych wynikow,

i}

gdzies x -~ wartosd
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Ryse 9¢5e krzeazias ufnosci dla wspdiczynnika ufnoSci 0,95 w
zaleznosci od liczby pomiaréw w przypadku stosowania
rozkiadu Gaussa , rozktadu t-studenta i na

podstawie rozpietosci pomiarédw.
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R =x tje réznica miedzy najwieksza i najmniej—

wax ~ Xmin
szg warsosciag pomiaru,
K, - wspéiczynnik wyznaczony ne pcdstawie tabeli nr 9.6.

Wspbiczynniki K, sg w zasadzie zaokraglonymi wartoéciami tzw,
rozktadu Lords, W miare wzrostu n, wartosé tego wspdiczynnika
poczatkowo zmniejsza sie bardzo szybko, pdiniej wolniej i w koncu
staje sie zupeinie znikome, Oznecza to, Zze zwigkszenie liczby po-
miaréw np, z n = 2 don = 3 jest zwiagzane z istotnym zwezZeniem
przedziaiu ufnofecl, a tym samym zwigkszeniem pewnoSci wyniku,
podczas gdy zwiekszenie np, z n = 5 don = 6 nie ma juz tak is-
totnego wptywu na szerokosé przedzialu ufnosci,

Zaleznoscr wspbiczynnika —FZT- h i—% s+ Kn, w zaleznosci od

ilosci uzyskanych pomiaréw przedstawiono na wykresie nr 9,3,
. PrzvkZad, Przyjmuqu, %e podane liczby
%>, 3B, 43, 23, 20
maja rozktad normalny, obliczyé przedziat ufnoSci,
Srednia arytmetyczna z otrzymanych n = 5 pomiardéw wyniesie:

X = 33,8
a Aredni blgd standardowy
Sn = 747

Stosuljac rozkiad t - Studenta, obliczemy przedziar ufnobci z
wzoru 24,9, Wartosé E%f = 1,24 dla n = 5 1 wspbiczynnika ufnosci
0,95 otrzymamy z tabeli nr 9,5. Stad przedzial ufnohci

L= 35’8 i 1!24 ?y7 = 33,8 S 906
Dla otrzymanych wartosci pomiarowych mozemy wyznaczyé przedzial
ufnoéci na podstawie rozpigtoscl wynikéw R = 43-23 = 20, korzy-—
stajge z wzoru 25,9 otrzymamy przedzial ufnofci na podstawie
Tozpietosci wynlikéw,

L=33,8%0,5120=33,8% 10,2
gdzie wspotczynnik K, = 0,51 wzigbto z tabeli nr 9,6 dlan = 5 1..
wspbéiczynmika ufnosci 0,95. Oba przedzialy ufmosci obliczone
dwﬁh& metodamy niewiele, jak widaé, réznig sie miedzy sobg.
Gdyby wziaé tylko n = 3 pomiary np. 35, 38, 43 to R = 43.35 = 8
1 przedzial ufnolci wynidsiby /dla wspbdiczynnika ufnosei 0,95/

L=38,7%L1.38= 38,7 % 10,4
8 wiec teZ niewiele rézrigey sie od wynikéw poprzednich,
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