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Jeżeli natężenie pola j e s t różne w różnych miejscach, pow­
ierzchnię dzielimy na elementy wektorowe A S , mnożymy j e 
sk a l a r n i e przez l o k a l n e wektory "g^ i następnie sumujemy 
otrzymując całkowity strumień 

$ * jt ffc- A | t * 21 a ć ASł «*( £ , A"S*L) 

Za kierunek wektora A 5 przyjmujemy kierunek zewnętrznej 
normalnej do powierzchni A S . W granicy suma p r z e j d z i e w 
oałkę 

s 

8.2. Twierdzenie Gaussa 

Strumień grawitaoyjny przechodzący przez powierzchnię 
zamkniętą j e s t wprost proporcjonalny do masy H zamkniętej 
wewnątrz t e j powierzobni. 

gdzie K = 4ltfi« 0 -stała grawitacyjna, 

Twierdzenie Gaussa przybiera postać 

f = 41T6M 
Twierdzenie to pozwala nam w prosty sposób obliczać natęże­
nie pola przez olało o różnych kaztałtaoh. 

8.2.1. Pole p?awitaffv.1ne T"™v"b" " " t e r i a l n e g o 

śhyznaleść natężenia pola grawitacyjnego wytworzonego 
przez punkt materialny o masie M otaczamy go w myśli powierz 
chrią kulistą o promieniu r . /rys.2.8/ Wartość natężenia 
pola grawitacyjnego na powierzohni k u l i będzie wszeędzle 
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jednakowa /reguła s y m e t r i i / . Wektor natężenia g* j e s t wszędzie 
prostopadły do powierzchni k u l i i można zastąpić i l o c z y n 
skalarny iloczynem bezwzględnych wartości obu wektorów. 

$=1^5 AS * » Z ej A S cos(£,As) =J1<^ AS COsO = 

stąd ^ M 

t z n . natężenie pola maleje wraz z kwadratem odległości 
od punktu materialnego wytwarzającego pole. 

Rys. 2.8. Pole grawitaoyjne punktu materialnego 
o masie 11 

Jeżeli w odległości r umieścimy Idru g i punkt materialny 
o masie m , to nedzle na niego działała siła grawita­
cyjna o wartości 

J e s t to słynne prawo g r a w i t a c j i odkryte przez Newtona w 
XVII w. obowiązujące w oałym Wszechświecie. 



8.2.2. Pole Krawitac.-y.ine k u l i 

W podobny sposób możemy wyznaczyć natężenie poła vt odległo­
ści r Od środka k u l i o masie M otaczając ją w myśli powierz­
chnią kulistą 1 stosując wzór Gaussa / r y s . 3.8/ 

* n 

£ = 2 ^ = S c j L ^ S i cosfoi ,*4Si) = Z CJ^SL cos 0 » 

- ^ Z AS = <ft -41T r Ł =4TTS • N 
stąd 

_ r M 
8 - * - r 

Zatem prawo Newtona stosuje się-także do k u l i jednorodnych, 
z tym że r oznacza t u t a j odległość między i c h środkami. 
Powierzchnię kulistą możemy poprowadzić także wewnątrz 
k u l i wytwarzającej poli»/r<R/. Objęta tą powierzchnią kulistą 
masa wyniesie / r y s . 4.8/. 

M r =^V r = o f i r r 2 

gdzie v r - objętość k u l i o promieniu r 
^ - objętość k u l i . 

Rji?>.8 Pole grawitacyjne masy 

Rys.4.8. Zależnośćnatężenia pola grawitacyjnego g od odl e ­
głości dla k u l i o promieniu R i masie A* 



Stosując'w tym przypadku tzw. Gaussa otrzymamy 

Natężenie pola grawitacyjnego wewnątrz k u l i o promieniu R 
rośnie liniowo od g = 0 w środku k u l i do g =jlfyGR 
na powierzchni k u l i . Dalej na zewnątrz k u l i d l a r ? R 
maleje . 

8 . 3 . Pole grawitacyjne Ziemi 

Ze względu na rozmiary Ziemi /R = 6370 km/ możemy 
olała w j e j otoczeniu traktować jako punkty materialne 
i pominąć zakłócenia wywołane i c h własnymi polami grawi-
taoyjnymi. / r y s . 5 . 8 / . 

Rys.5~t8.Pole grawitacyjne Ziemi 

Oznaczając 

r = R*h 
gdzie R - promień k u l i ziemskiej 

a h - wysokość pod j e j powierzchnią 

\ 

http://Rys.5~t8.Pole


- 80 -

możemy obliczyć natężenie pola grawitacyjnego g Ziemi 
na podstawie wzoru g = b T y i twierdzenia Gaussa 

gdzie g R • 0 -gg- j e s t natężeniem pola grawitaoyjnego na 
powierzohni Ziemi. Dla wysokości h n i e w i e l k i e j w porówna­
ni u z powierzchnią Ziemi / d l a h « H / 

1 R 

Tak więo dla mjałyoh wysokości nad powierzchnią Ziemi 
możemy przyjąć 

g * g_ = oonst. 
Średnią gęstość Ziemi ocenia się ns 5f5 g/om • Gęstość 
skorupy ziemskiej /wyznaczona z pomiarów/ ma różne wartości, 
zależne od rodzaju materiału. Średnią gęstość warstwy 

3 " granitowej ocenia się na 2,7 g/om , warstwy bazaltowej 

- na około 2,9 - 3,0 g/om . Porównanie tych wartości z war­
tością średniej gęstości Ziemi prowadzi do wniosku, że we 
wnętrzu Ziemi i s t n i e j e materiał o znacznie większej gęstości 
niż gęstość skał występująoyoh na powierzohni. Rozkład gęs­
tości wraz ze zmianą głębokości przedstawia 
wykres na r y s . 6.8. 
W związku z nierównym rozkładem gęstości wewnątrz Ziemi 
natężenie pola grawitaoyjnego wraz z głębokością również 
n i e będzie malało w sposób l i n i o w y * 
Rozkład ten mpżna przedstawić przy pomocy wzoru 

AtG f l . 
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O 4000 3000 5000 
głębokość Km 

Rys. 6.8. Zmiana gęstości Ziemi o wraz ze zmianą 
głębokośoi 

gdzieś r - odległość od środka Ziemi zmienna w granicach 
B ) p ? 0| 1! - promień Ziemi, G - stała grawitacyjna. 
Zależność natężenia pola grawitacyjnego Ziemi od głębokości 
na podstawie doświadczeń przedstawiono na r y s . ?.8. 
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głębokość tkwi 

Rys. 7.8. Zmiana przyspieszenia ziemskiego wewnątrz 
Ziemi 

8.4. Masa Ziemi 

Siłą działającą na ciało w polu grawitacyjnym Ziemi 
nazywamy ciężare m ciała* Można przyjąć, że natężenie 
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ziemskiego pola grawitacyjnego je3t równoznaczne z przy­
spieszeniem swobodnego spadku* Jego średnia wartość na 

o 

poziomie morza d la szerokości geograficznej C = 45 wynosi 

gj, = 9,80665 m/s2 

z d r u g i e j strony 
w - r a • 

stąd 
M = ± g 

6 
Wiedząc, że G = 6 , 6 7 3 - 0 , 0 0 3 / . 1 0 " 1 1 N.a 2Ag 2/wyznaczona w 
sposób doświadczalny/ można obliczyć masę Ziemi 

M 6,6? ' ^ 
8.5. Grawitacja ^ 

Prawo ciążenia zapisane za pomocą wzoru F = €>—^- «Jest speł­
nione ściśle d l a punktów materialnych, zaś w przybliżeniu 
dl a ciał o rozmiarach skończonych, jeśli odległości pomiędzy 
ciałami znacznie przekraczają własne rozmiary l i n i o w e 
ciał /co właśnie ma miejsce w przypadku Układu Słonecznego/. 

Istnieją współozene warianty hipotez o naturze grawi­
t a c j i , skonstruowanie zgodnie z wyobrażeniami o naturze 
sił jądrowych i elektromagnetycznych. Przyciąganie grawita­
cyjne dwóoh oiał tłumaczy się tu wymianą speoyfioznych 
cząstek, kwantów pola grawitacyjnego - grawitonów, podobnie 
jak jądrowe oddziaływania nukleonów wiąże sdę z wymianą 
mezonów, saś elektromagnetyczne z wymianą fotonów. Jednakże 
n i e ma obecnie kompletnej i potwierdzonej doświadczalnie 
t e o r i i tego rodzaju. 
Ilościową w e r y f i k a c j e prawa powszedniego ciążenia przeprowa­
dzono w i e l o k r o t n i e , poddając podaniom uniwersalność 1 war­
tość liozbową stałej grawitaoyjnej G. Wiemy obecnie, że 
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stała G zachowuje tę samą wartość, niezależnie od rodzaju materia­
łu z dokładnośoią do a> 0 , 3%. Sprawdzono również hipotezę zależ­
ności G od czasu. Ostatnie dane uzyskane na podstawie r a d i o ­
l o k a c j i Merkurego, ustaliły górną granicę prędkości zmiany G: 

—11 
jeśli zmiana tek? zachodzi to n i e przekracza ona &G = 3 . 1 0 G 

10 

na rok. Oznacza t o , że w ciągu i s t n i e n i a Wszechświata /około 1 0 

l a t / stała g r a w i t a c j i n i e mogła się zmienić więoej niż o 30% 

swej obecnej wartości. 
Jednakże na początku naszego s t u l e c i a pojawiły się ważne argument 
ty przemawiające za rewizją newtonowskiej t e o r i i ciążenia, 
czego dostarczyła szczególna t e o r i a względności. Zgodność 
t e o r i i Newtona z obserwacjami w obrębie Składu 
SłoneozHsgo wynikała z małej w porównaniu z prędkością światła 
prędkość planet i ciał na powierzchni Ziemi. /Prędkość Ziemi 
w ruchu w okół Śliwica wynosi 30 km/s, a zatem j e s t 10 razy 
mniejsza pd prędkości światła/. W ten sposób t e o r i a Newtona 
była jedynie grawistyką, analogicznie do e l e k t r o s t a t y k i opisywa­
nej przez prawo Coulomba. Uogólnienie t e o r i i Newtona na pole 
ciążenie i poruszające się w tych polach z dowolną prędkością 
ciał dokonał E i n s t e i n , przy czym zmiany t e okazały się i s t o t n e 
w obszarach s i l n y c h pól grawitacyjnyoh i przy dużyoh prędkoś-
oiaoh. 

Podstawowe założenia Binste i n o w s k i e j t e o r i i ciążenia 
można sformułować w następujący sposobi 

a/ masa j e s t miarą bezwładności, ciążenia i e n e r g i i ciał, 
b/ oddziaływanie ciał rozchodzi się ze skończoną pręd­

kością n i e przekraczająoą prędkości światła C. 
Prawo ciążenia B i n s t e i n a zostało sformułowane w p o s t a c i równań 
wiążących pola ciążenia z rozkładem m a t e r i i we Wszechświecie. 

i 
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Bierz e się tu pod uwagę wszystkie rodzaje m a t e r i i zarówno 
rzeozywiste masy /skupienei lub rozłożone w sposób ciągły/ 
jak i masy równoważne e n e r g i i mechanicznej, c i e p l n e j , pól 
elektromagnetycznych, jądrowych i t p . 
Cała ta materia określa pole grawitacyjne w p r z e s t r z e n i i w ten 
sposób wyznacza tory ruchu ciał, c z y l i rozkład m a t e r i i w prze­
s t r z e n i wyznacza geometrię t e j p r z e s t r z e n i , W najogólniejszym 
przypadku pełna charakterystyka pola grawitacyjnego w t e o r i i 
Bfinsteina wymaga podania n i e jednej f u n k c j i współrzędnych 
- potencjału /jak w t e o r i i Newtona/ lec z zbioru dziesięciu 
f u n k c j i bardzo złożonych. 

Analiza rozwiązań równań pola grawitacyjnego wykazała, że 
newtonowskie prawo g r a w i t a c j i otrzymuje się jako przybliżone r o z ­
wiązanie równań E i n s t e i n a , słuszne w przypadku tzw. słabych 
pól. Pole grawitacyjne nazywamy słabym jeśli spełnia warunek: 

gdzie HI - oznacza potencjał pola grawitacyjnego. 
Na powierzchni Słońca potencjał wytwarzanego przezeń pola 
G-~- /M- masa Słońca, R - promień Słońca/. Stąd na wartość /q 

-6 
otrzymujemy wartość w przybliżeniu równą 10 , co oznacza, że 
oały Ukł8d Słoneczny znajduje się w obszarze słabego pola i 
t e o r i a ciążenia Newtona powinna dawać tu zadowalające wy n i k i . 
Botychczas, jeśli chodzi o prawo F ~ r , w żadnym z przeprowa­
dzonych na Ziemi doświadozeń n i e stwierdzono jakiegokolwiek 
odchylenia od tego prawa. Przeprowadzono jednak względnie pomyśl­
nie wiele doświadczeń potwierdzających nowe efekty przewidywa­
ne przez ogólną teorię względności. 
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8.5.1. Relatywistyczne zagadnienie Keplera 

W wielu wypadkach zachodzi konieczność o b l i c z e n i a poprawek 
relatywistycznych d l a ruchu keplerowskiego. Jest t a k np. w 
re l a t y w i s t y c z n e j t e o r i i atomu wodoru czy też naszego układu 
planetarnego. 

Konkozwność rozpatrzenia tego zagadnienia wynika z obserwacji 
ruchu planet, które doprowadziły do wykrycia powolnego ruchu 
punktu przysłonecznego dla wszystkich w zasadzie o r b i t . 
Jak wynika z pomiarów, ruch ten j e s t tym wyraźniejszy, im 
bliżej Słońca znajduje się dana planeto (ry3. 8.8.),I tak np. 
perihelium Merkurego przesuwa się o 572*' na s t u l e c i e . 

Rys. 8.8." 
Rozłożenie planet wokół Słońca 

Poszukując wyjaśnienia tego zjawiska uwzględniono przede 
wszystkim wpływ pozostałyoh planet. Poprawki pochodzące z 
tego źródła wyjaśniły przeważającą część efektu, pozostała 
jednak różnica wynosząca dla Merkurogo 4-?11 łuku na s t u l a c i e . 
Mimo drobnej liozbowo wartości t e j różnicy samo i s t n i e n i e r o z ­
bieżności między danymi obserwacyjnymi a dobrze sprawdzoną 
teorią newtonowską budziło niepokój. Jak wykazał dokładniejszy 
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raohunek perihelium Merkurego jest dokładnie odtworzony 
przez wynik uzyskany w ramaoh ogólnej t e o r i i względności. 
To samo dotyczy także pozostałych planet, dla któryoh udało 
sie zmierzyć ruoh perihelium. Warto podkreślić, ze doskonała 
zgodność wyniku teoretycznego 42,9" z daną obpnrwaoyjną 42,55 

stanowi jeden s podstawowych sprawdzianów słuszności ogólnej 
te o r i i względności. 

8 , 5 , 2 . Promień świetlny w polu grawitacyjnym 

Promień świetlny, jako promieniowanie elektromagnetyczne 
o pewnej e n e r g i i , charakteryzuje się również pewną masą, rów­
noważną t e j e n e r g i i , a więc powinien podlegać działaniu siły 
ciążenia i zmienać kierunek biegu przy przejśoiu w pobliżu 
ciała o dużej masie. Dokładne o b l i c z e n i a przeprowadzone na 
podstawie t e o r i i E i n s t e i n a , dają przesunięcie kątowe promienia 
świetlnego od odległej gwiazdy, przechodzącego przy krawędzi tar*s 
ozy słonecznej równe 1,75*/rys,>f9.8//dokładność pomiarów 10%/ . 

Zakrzywienie promienia świetlnego w polu grawitacyjnym można 

Rys. 5.8. Zmiana orbity planety w polu dążenia 
Słońoa 
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SToiicE 

Ziemia 

Byo.10.8. Odchylenie promienia świetlnego w polu 
grawitacyjnym 

interpretować jako załamanie światła w ośrodku, którym j e s t 
samo pole* P a l a elektromagnetyczne powinny ulegać opóźnieniu 
w polu grawitacyjnym, podobnie jak ulegają opóźnieniu wchodząc 
do dśrodka optycznego o współczynniku załamania n /prędkość 

Efekt ten stwierdzono w eksperymentach ra d i o l o k a c y j n y c h w 
Merkurym i Wenus w c h w i l i przeohodzenia tyoh planet za. Słońcem. 
Pale radiowa odbite od planety ulegają opóźnieniu przy widocz­
nym zbliżeniu się planety do Słońca. Opóźnienie t a wzrasta, 
dopóki planeta n i e s k r y j e się za tarozą Słoneczną. Po ukaza­
n i u się planety zza tarczy opóźnienie zaozyna maleć. Najwięk­
sza wartość opóźnienia, odpowiadająca s y t u a c j i , gdy promień 
t a k i przebiega tuż przy krawędzi tarczy słonecznej wynosi 
około 160 pa. / 5 % dokładności/. 

8 . 5 . 3 . Zmianą częstości światła w polu grawitacyjnym 

Promieniowanie elektromagnetyczne można przedstawić 
jako strumień kwantów pola elektromagnetycznego. Z zasada 

f a l elektromagnetycznych w próżni o , w ośrodku o 



równoważności mas; i e n e r g i i wynika, że kwantowi promieniowania 
można przypisać masę 

JE_ h-v_ 

W konsekwenoji w polu grawitacyjnym kwant promieniowania będzie 
podlegał działaniu sił pola, które przy przemieszczeniu kwantu 
z jednego miejsoa w drugie wykona pewną pracę 

g d z i e - potencjał pola w punkcie początkowym 
- potencjał pola w punkcie końcowym 

Nastąpi również odpowiednia zmiana AV częstości ^ 

l u b 

_ M L _ 
V ~ <* 

P r z y przechodzeniu kwantu z pola o mniejszym potencjale pola 
do punktu o większym potencjale t z n , xi^>^Ą, A l 3 j e s t ujemne, 
co oznacza, że w takim wypadku widmo promieniowania widzialnego 
ulega przesunięciu ku cz e r w i e n i . Efekt ten powinniśmy obserwować 
w przypadku światła odległych gwiazd i światła słonecznego. 
Eksperyment polega na dokładnym u s t a l e n i u położenia znanych 
l i n i i widmowych na s k a l i częstości i porównaniu i c h z położeniem 
t y c h samych l i n i i emitowanych przez źródło naziemne. W przy­
padku Słońca przewidywane przesunięcie w stronę czerwieni wy­
n o s i A % = 2.10 - 6 , co nie przekracza zdolności r o z d z i e l c z e j 
a p a r a t u r y pomiarowej. Efekt grawitacyjnej zmiany caęstości 
z o s t a ł doświadczalnie potwierdzony w przypadku wysyłanego 
p r o m i e n i o w a n i a p r z e z b i a ł e karły / 1 9 & 7 / . Obserwowano także 
zmianę c z ę s t o ś c i kwantów promieni f , po przejściu 20 m w 
kierunku p ionowym, w p o l u s i ł ciężkości Ziemi. 
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