Podstawiajac /9.9/ do /8.9/ otrzymamy

) = as
K—Zmd{
gdzie wielko&é:
5_'__4_,.*
M |rwa Wb gy = 3m K

/10.9/
nosi nazw¢ predkosci polowe] i wskazuje Jaka powierzchnieg
zskresla promief wodzgcy T w_jednostqg’czasu.

Z /10.9/ wynika, Ze gdy X= const, do %:—:—- = const,

9«3+ Prawa Keplera

Obserwacje ruchu planet pozwolizy Keplerowi na sformutowa-
nie trzech waZnych praw dotyczacych tych ruchéw. Odegraly one
potem igtotng role w odkryciu prawa powszechnego cigzZenia,
Zagadnienie ruchu planet z dobrym przybliZeniem moZemy ' spro-
wadzié do zagadnienia ruchu punktu materialnego /planety/ w
polu centralnym z oentrum w oArodku Sionca. Na przyblizenie
takie pozwalaja male masy planet w stosunku do masy Siofica
1 ich duza odlegtoAé od Skofica w poréwnanin = rozmiarami
wlasnymi, -

I. Pierwsze prawo Keplera giosl: planety poruszajq sie po
elipsach, a Stofice znajduje si@ w Jednej z ognisk ka%dej
elipsy
Mo%na udowodnié, %e czastki w polu centralnym poruszajg sie
po krzywych stoikowych, ozyll po liniach uzyskanych przez
ré2ne plaskie przekroje powierzohni stoZkowej.

II.Prawo Keplera: promief wodzgcy skierowany od Slohca do
rlanety zakre&la w réinych odstepsch ozasu réwne pola.

Prawo to Jest po preatu tuierdzaniem o atatosdol predkoéoi

katowej. /T¥8« $,9/ tzn. dla X = const. wynika, e Txy—coonat.



A

tzn, ds, = ds, = ds = const.

Ryse, 6.9. Ilustracja II-go prawa Keplera
{

IiI~cie prawe Keplers: kwadraty okreséw dwu dowolnych planet
maja sle do sleble jak trzecie potggli wielkich péZosi ich

orbit.

W przypadku ruchu pe torze kovlowym iloczyn prgyaspleszenia
doérodkowego a, 1 masy planety powinien byé wtedy réwny sile
Jej przyclagsnia przez Slofice Lzn,

mon=miE = G2
Jdotll weimiemy pod uwage dwie réZne planety o torgch kolowyah
% rbéznymi promieniami i réinymi okresami oblegu, to z wyraZe- '
nia powyZszego wynikaja nastepujace réwnosci,

el ; Y A ¥
V“:G—E t v1—6 Tl
ale V = 2%; » 8kad otrzymamy po podstawieniu i podzieleniu
stronami otrzymanyoh géwnaﬁ
. e
Ti""'rl’

Zalesnos® ta :jgst sluerna tskie dla toréw eliptyoenyoh i wyra-—
28 II1l-0ie prawo Keplera,

Odohylenie od prawa Keplera, Jjekie modna zaobserwowaé wynikaja
zagsdniczo £ dwbéch przyozyn. :

Po pierwsze: planety nie sq punkbtanmi materialnymi.



- 100 =

Po drugie: IstnieJje wplyw zakl6cenia wywolanych przez pola
grawitecyjne pozostalych planet,

Yimo to prawa Keplera daja dokladny opis ruohu planet /rys.

5
-E . —
(g
| F? 10
a3l
1 1
Merhur«j’
o4 ' t t
A07 108 40° T(s)
okres obiequ

Rys. #.9 . Zeleznoéé miedzy duzg pbrosia orbity
w Jjednostkaoh éredniej odlegzofci Ziemi

od Stoiica od okresu obiegn w sekundach

[“m/ﬂ

- —=r—
8 10 12 M R [kpa]
Ryse Be9s XKrzywa rptacji Galaktyki

Na rys, 8.9. przedstawiona jest saleznosé predkosdei rotacji

w funkoji odlegtofei od frodka Galaktyki, tzw, krzywa rotacji
Galaktyki. Jak widaé 2 przebiegu krzywe] predkosé obrotu
Galaktykl inaczej /wolniej/ lﬁienia 8i¢ w miare oddalania



gle od centrum niZ wyniks to z III-go prawa Keplera /linia
kropkowsna/. Jest to spowodowane tym, Ze wigkszobé masy
Galaktykl znajduje sie¢ poza JeJ jadrem 1 Ze snaczna JeJ czesé
rozmieszozonas Jest w dyskun, Na podstawie obserwacji rotacji
Galaktyki W réznych odlegtoSciach od Arodka moZns wnosié o

rozktadzie w nie] masy.

9.4, Ruchy sztucnych satelitém

Ruchy sztucznyoh ciel niebieskich takioh jak sztuczne
satelity, sady mig¢dzyplanetarne, réwniez podlegaja w przy-
bliZeniu prawom ruchu Srodkowego.

Aby sztuozny satelita mégl obiegaé Ziemig¢ po torze
kozowym o promieniu Por sita rrzyoiggania ciasla o masie n
przez mas¢ Ziemi M musi by¢ rbéwna oiezarowi tego ciala, oraz

s8lle odsrodkowe]

h{%% > "\%

v=VgT.

W poblizu powierzchni Ziemi ry = R /R ~ promief kuli ziem-—

gkad

skiej/ i wtedy otrzymamy predkofé wejlola satelity na orbite
okotoziemskg,

V,5YRq = 85 (7,910"75 )
Predkosé te umownie nazywa sie plerwsza predkoscia kosmiczng.
W przypadku orbity eliptycznej ulega ona zmianie tak, aby
predkosé polowa byla zachowana. Dlatego w akrajn&oh poloze—
niach satelity w punkocie najbliZszym Ziemi /Penigeum/ i naj-
dalszym /Apogeum/ ma on odpowiednio predko4é najwiekszg i
najmniejsza, Kierunek pierwsze] predkofici kosmiocznej winien

by¢ dokZadnie réwnolegly do powierzohni Ziemi, Predkosé ta
zmniejazé 8l¢ z wysokosciq i dla Ksiezyce wynosi 1 km/s,
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Opér atmosfery zmniejsza stopniowo predkosé ruchu satelitédw
poruszajacych si¢ w je] gbérnych warstwach, powodujsc zmiany
ksztattu orbity. Najsilniejsze hamowanie jest w okolicach
penigeun.

Predkosé ucieczki z pola grawitacyjnego Ziemi nosi nazwe
predkoSci parabolicznej. Pojazdowl nalesy nadaé taka pred-—
kos¢, by jego energia kinetyczna byls réwna energii poten-

cjalnej.
Ek"EP=O
/1/
Energia potencjalna wynosi
=--4dEkp
dr
skygd
—f e (mM6 _.mM /2/
EP—ojFar—f 2 2dr =6
Uwzgledniajgqoe energi¢ kinetyczng otrzymamy
2
my M
2 =6 r 0

ale

'Dla r = R /R-promieh Ziemi/
1
-i*—'maR=0
skad m
v=V1qk =VTVgR = v, V2 '><M,2F3—]
Predkos¢ ta w,= v,,-ﬁ nazywa sie druga predkosSoig kosmiczng
lub predkoAcig paraboliczng. Dla Merkurego np. predkosé ta
posiada mniejszgq warto4é ze wezystkich planet naszego uktadu
i wynosi v, = 3,6 lm/s, natomist dla Jowlsza v, = 61 lm/s.
Przy malym wzrofcie predkosSci clats Jjego orbita wydatnie sie
wydluZa., JeSli przekroozy sig¢ te prequéé, satelita opusci

ne zawsze strefe aktywnofecl Ziemi i przéjdzie do obszaru
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przewagi grawitécyjnej Bofica, by odtad jako sztuczna
planetoida obiegaé je po obszernej elipsie. Ta "niebezpie-
czna"predkosé ‘zawarta jest pomiedzy 10,8 a 11,2 km/s, a wigo w
bardzo waskich granicach. Drobna niedokladnosé¢ w funkcjonowa-
niu silnikéw, a satelita zamiast staé sig satelita ksiezyca,
staje sle satelitq Sxofoa,

Tak zwana trzeola predkos¢ kosmiozna wzgledem Ziemi wynosi

co najmmiej V4 » 16,65 km/s 1 zaleZy od pooZenia planety
wzgledem Stokca. Przy takiej predkoSol oialo materialne wyrzu-
cone =z Ziemi w odpowlednim kierunku poruszatoby si¢ poczltko-
wo po hiperboli, ktérej ognisko znajduje si¢ w Srodku masy
Ziemi, a po przekroozeniu Jej strefy aktywnoéoi po paraboli,
ktéiej ognisko jest poloZone w éro&ku.masy Stofica, Majao
trzeoia predko#é kosmiozng cialo opubciloby po odpowiednim
ozasie nasi uktad Sloneozny na ZawszZe. V

Na rys. 10.9 przedstawiono predkosé ucieozkl = Uk;adu
Stonecznego w ~aleZmofoi od odlegloéci od Rionca., Zaznaczo-

no takze prediofci uocieozki od poszczegblnych planet.

10, Dynamikas ciata gztywnego

Jefli rozpatrywanym oistem Jest sztywns oienka
obrecz o promienin r , obraocajgoa si¢ dookola stale] oai
prostopadtej do ptasz¢zyzny obreozy 1 przeochodzqoej przez

Jjej $rodek masy /oh symetrii/ rys. 1.10/, to moZemy napisaé
%e wartoSé bezwzgledna calkowitego momentu pedu jest réwna

n n Z 2 ]
k=2_ npi=2w rymv =laminw=lw
i=4 L PL i=4 t Y b= /1 010/
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Rys. 10.9. Predkosé uoieczki dla poszcezegdlnych
planet ukladu Stonecznego
gdzie wilelkoéé

2 mr
= m. -7 F
Legs Ioh /2410/

nazywamy momentem bezwladnosci ciala wzgledem osi obrotu

Sumowanie /2.10/ moZemy zastgpié przez ocatkowanie
2 1
VJ=frdm=fr"p-dv

gdys ?=av

/3e10/

Caltka /3.10/ sprowadza sie do CZynmiko. geometryoznego
identycznego dla réznych cial o tej samej postaoi i obje~-

toSci., Moment bezwiadnosci oharakteryzuje wiec rogzkltad
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nagsy wzgledem osl obrotu.

Rys8. 1."10. Wartosé¢ momentu pedu dla obreczy

Nalesy zauwalyé, %e dla rozpatrywanej obreczy oalkowity moument
pedu K = J-w jest réwnolegly do wektora predkosci katowe]
w /ryg. 1.10/, tak ze w tym przypadku stuszpa jest zalez-—
nosé T(.= ]_(5

/4.10/
Z zasady wachowanla momentu p@du wynika, 2e stai06¢ wektora i
oznacza stalosé¢ iloczynu Jw ., W przypadku zmiany bezwiadnoéci
obreczy, =np., przez zmiang jej promienia przy niezmieniomcj
mesie, to zgodnie ze wgorem /2,10/ lub /3,10/ omnaczaloby to
zoniejszenie si¢ momentu bezwladnosci J. Na to, aby moment pedu
Erpozostal staly, musi wzrosngé predkosé katowaiﬁ y tzn, ze
obrecz bedsie obrascata si¢ szybciej.

Praeksztetcajqc wzbdr
d¥ _d [n. =)0 4.
W= = (1) =0 =)t

przy zstozeniu, Ze moment bezwladnoSci nie zmienia sie w czasl e,

otrzymemy 2zwiazek



- 105 -

N=1¢F /5.10/

tzn., Ze moment sily wzgledem obranej osi Jest réwny iloczynowi
momentu bezwladno&cl wzgledem tej 08l 1 przyspieszenia kgtowegoe.
Wektor momentu sit 5; jest skierowany wedluZz osi obrotu, jak bo
wynika z definicji iloczynu wektorowego.
W szczegbdlnym przypadku zgodnie z wzorem

V=57 (1°6)
dle N = O otrzymujemy J-w = const.
Stad wyniks wniosek, %e Jesli przejdziemy od Jednej Xkonfigu-
racji uktadu sztywnego punktéw. materialnych do inne] /przesu-
niemy wzgledem siebie punkty i usztywnimy ich poXozenie/, to
zmieni sie predkgéé katowa obrotu. )
Widzimy wiec, %e zaréwno predkosé katowa w clata sztywnego
Jak i Jego moment pedu 3: oraz moment sity irskierowane 88
wzdiuz tej samej proste], a misnowicie osl obrotu.
Ma to Jednak migsce tylko w tym przypadku, gdy ruch obrotowy
zachodzi dookols state] osi, przechodzgcej przez &rodek masy
ciata i bedace] Jego osla symetrii, MoZemy wéwczas traktowaé
wspomniane wyZzej wielkosol Jako skalary 1 positugiwaé sie tylko
ioh yartoéciami bezwzglednymi,
Enorgi¢ kinetyczng otsta sztywnego moZna wyprowadzié, zakrada-—
jéc, %e energla i~tego punktu ciata bgdzie dana.wegorem

Ef% v = :2- m v w?l
Buﬁujqc powytgzg wyrazenle wazystkich punktéw ciats sztywnego,
otrsymamy energig kinetycznaq ciala sztywnego w ruchu obro towym,

51 4 2 A 2
Ek=\2=4 El_x:ﬂ mT =37 W
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10.2. Zwiazek momantu pedu z predkodocig katows

Jeéli jskied cislo, np. obrecz gztywns obfaca si¢ dookols
statej osi &rodkowej tworzadej kat mniejszy od 90° = plaszozyz-
na tej obreczy, to wektor predkosci katowej w Jest skiero-
wany wzdluz osi obrotu, RozloZmy wektor ¢ na dwie sktgdowes
réwnolegtq dé plaszczyzny obrgozy W, 1 skladowa Wp prosto-
radia do te] plaszczyzny /rys. 2.10/.

os
&Jw =
71K 7
3 / =%
: / / KP
; I
Kr q\
aj b) c)
Rys. 2,10, Obrét cisle sztywnego
_—.-_* by |
W2 = g+ /6410/

Wsgledem tych dwéch wyréinionyoch osi moZemy znaleté wektory
: - -» —_
momentu pedu K, i KP , Wiedzge, %2e K = J-WwW , Otrzymemy

pa—— - ze =» = =
zatem Kr-jr-wT 1 KP=]pWDP

7710/



gdzie odpowiednie momenty bezwladnosci b¢da mialy wartoké

A 2 = 2
=5 mr v Jp=mrT
h=3 P /8.10/
oraz
- > b d -» ] .—-I
K=Kr+KP=]T'wT+ PwP /9010/

- -
Kierunek wektora K wzgledem wektora w obliozymy, znajdujao
stosunek wartosSci bezwzglednych skiadowyoh obu wektoréw.

Xp _Jpwp _mr'we _,we
K e fmrfw, wr

/10.10/

1

Z wzoru /10,10/ widaé, %e stosunki wartosci bezwzglednyoh skia-.
dowych wektora 'f./ momentu pedu/ i wektora > /predkofci kg~
fowej/ maja réine wartodci, tzn., wektory te mie pokiywaaq sie
co do kierunku, Stad mozna wyciggnaé wnioamek Jesli obreoz obraoca
si¢ dookola osi nis bedace] Jej osig symetrii, wéwczas wektor
momentu pedu E.ma inny kierunek w przestrzeni niZ wektor pred-
kosci katowe] W . Sytuacje taksa mamy na rys. 2.10c. Kiedy
obrecz sie obraca, to obraca 8i¢ réunie’ wektor E wokéi wek-
tora W
Zgodnia z wzcrem
K —

el
Skoro zmienla si¢ w ozasie kierunek wektora f: musi dsialaé
pewien moment sity N. Moment sii w tym uktadzie odniesienia
gwigzanym 2z obraoajaca si@ obreozg bierze sie od‘sily'odérod—
koweJ /rys. 3.10/, Moment powstaly od tych siit dzialas w ten
spoabb, 2e usiluje ustawié piaszczyzne obreczy prostopadle
do osi obrotu, Przeciwdziala temu przeciwnie skierowany moment
8i1 pochodzgoy od gil reakcji w oiyskach.Widzimy zatem, Ze na

o6 dziala moment si reakcji i on wladnie powoduje zmiang kie-~



Rys. 3.10. Moment sik odérodkowych zwigzanych z obra=-
cajaca si¢ obreczg, gdy o8 Arodkowa tworzy
kgt mniejszy od 90° z plaszczyzng obregczy

runku momentu pedu.
Moment tych sit reakoji zniknie, gdy o5 obrotu pokryje sie
z osia symetrii obreczy /ryse. 4.10/

8
2

Rys. #4.10, 08 symetrii i os obrotu pokrywalla sie ze soba
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