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Podstawiając / 9 . 9 / do / 8 . 9 / otrzymamy 

gdzie wiełkośói 

dS ą i — 
ar i , r x d l 

/ 1 o . 9 / 

n o s i nazwę prędkości polowej i wskazuje jaką powierzchnię 
zakreśla promień wodzący r~ w jednostce czasu. 
Z / 1 0 . 9 / wynika, że gdy k = const. do = const. 

d t 

9 . 3 . Prawa Keplera 

Obserwacje ruchu planet pozwoliły Keplerowi na sformułowa­
n i e t r z e c h ważnych praw dotyczących t y c h ruchów. Odegrały one 
potem istotną rolę w odkryciu prawa powszechnego oiążenia. 
Zagadnienie ruohu planet z dobrym przybliżeniem możemy spro­
wadzić do zagadnienia ruchu punktu materialnego /planety/ w 
polu centralnym z oentrum w ośrodku Słońca. Na przybliżenie 
t a k i e pozwalają małe masy planet w stosunku do masy Słońoa 
i ioh duża odległość od Słońca w porównaniu z rozmiarami 
własnymi. 
I. Pierwsze prawo Keplera głosi: planety poruszają się po 

e l i p s a c h , a Słońce znajduje się w jednej z ognisk każdej 
e l i p s y 
Można udowodnić, że cząstki w polu centralnym poruszają się 
po krzywych stożkowych, ożyli.po l i n i a c h uzyskanych przez 
różne płaskie przekroje powierzohni stożkowej. 

I I . Prawo Keplera: promień wodzący skierowany od Słońoa do 
planety zakreśla w różnych odstępach czasu równe pol a . 
Prawo to j e s t po prosto twierdzeniem o stałości prędkości 
kątowej, / r y s . 4 . 9 / t z n . d l a ŁTS oonst. wynika, że =oonst. 
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Rys. 6*9. I l u s t r a c j a II-go prawa Keplera 
i 

I I I - o i e prawo Keplera: kwadraty okresów dwu dowolnyoh planet 
mają się do s i e b i e jak t r z e c i e potęgi w i e l k i c h półosi ioh 
o r b i t . 

W przypadku ruohu pc torze kołowym i l o c z y n przyspieszenia 
dośrodkowego a r i masy planety powinien być wtedy równy 8 i l e 
j e j przyciągania przez Słońce t z n . 

A l 1
 r mM 

maT= - b-~pr 
Jeśli weźmiemy pod uwagę dwie różne planety o torgch kołowych 
z różnymi promieniami i różnymi okresami obiegu, to z wyraże­
n i a powyższego wynikają następujące równości. 

a l e V = , akąa otrzymamy po podstawieniu i pod z i e l e n i u 
stronami otrzymanych równań 

Zależnoś" ta j e s t słuszna także" d l a torów eliptyoznyoh i wyra­
ża I I I - o i e prawo Keplera. 
Odchylenie od prawa Keplera, j a k i e można zaobserwować wynikają 
zasadniczo z dwóch przyczyn 
Po pierwszo: planety n ie są punktami materialnymi. 
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Po drugie: I s t n i e j e wpływ zakłócenia wywołanych przez poła 
grawitacyjne pozostałych planet. 

Mimo to prawa Keplera dają dokładny o p i s ruohu planet / r y s . 
7 . 9 / . 

okres obicqu 
Rys. 7 . 9 . Zależność między dużą półosią o r b i t y 

w jednostkach średniej odległości Ziemi 
od Słońca od okresu obiegu w sekundach 

• — i — i — i — i — i — i — i 

O Z 4 6 8 10 12 * R[k|»] 

Rys. 9 * 9 . Krzywa r p t a o j i G a l a k t y k i 

Ha r y s . 8 . 9 . przedstawiona j e s t zależność prędkości r o t a o j i 
w f u n k c j i odległości od środka G a l a k t y k i , tzw. krzywa r o t a o j i 
G a l a k t y k i . Jak widać z przebiegu krzywej prędkość obrotu 
G a l a k t y k i i n a c z e j / w o l n i e j / zmienia się w miarę oddalania 
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się od centrum niż wynika to z III-go prawa Keplera / l i n i a 
kropkowana/. J e s t to spowodowane tym. że większość masy 
G a l a k t y k i znajduje się poza j e j jądrem i że znaczna j e j część 
rozmieszczona j e s t w dysku. Na podatawie obserwacji r o t a c j i 
G a l a k t y k i W różnych odległościaoh od środka można wnosić o 
rozkładzie w n i e j masy. 

9.4. Ruchy sztucznych satelitów 

Ruohy sztucznych ciał n i e b i e s k i c h takioh jak sztuczne 
s a t e l i t y , sądy międzyplanetarne, również podlegają w przy­
bliżeniu prawom ruchu środkowego, 

Aby sztuozny s a t e l i t a mógł obiegać Ziemię po torze 
kołowym o promieniu r Q , siła przyciągania ciała o masie m 
przez masę Ziemi M musi być równa ciężarowi tego ciała, oraz 
a i l e odśrodkowej 

V 1 

Tn7o=mtj 
skąd 

W pobliżu powierzchni Ziemi r 0 *e R /R - promień k u l i ziem­
s k i e j / i wtedy otrzymamy prędkość wejśoia s a t e l i t y na orbitę 
około z i emską. 

^ Y T T ^ o ^ / s (1,910*/*) 
Prędkość tę umownie nazywa się pierwszą prędkością kosmiczną. 
W przypadku o r b i t y e l i p t y o z n e j ulega ona zmianie tak, aby 
prędkość polowa była zachowana. Dlatego w skrajnych położe­
niach s a t e l i t y w punkcie najbliższym Ziemi /Penigeum/ i n a j ­
dalszym /Apogeum/ ma on odpowiednio prędkość największą i 
najmniejszą. Kierunek pierwszej prędkości kosmicznej winien 
być dokładnie równoległy do powierzohni Ziemi, Prędkość ta 
zmniejsza Bię z wysokością i d l a Księżyoa wynosi 1 km/s. 
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Opór atmosfery zmniejsza stopniowo prędkość ruchu satelitów 
poruszających się w j e j górnych warstwach, powodując zmiany 
kształtu o r b i t y . N a j s i l n i e j s z e hamowanie j e s t w o k o l i c a c h 
penigeum. 
Prędkość u c i e c z k i z pola grawitacyjnego Ziemi n o s i nazwę 
prędkości p a r a b o l i o z n e j . Pojazdowi należy nadać taką pręd­
kość, by jego energia kinetyczna była równa e n e r g i i poten­
c j a l n e j . 

Ek-Ep=0 

Energia potencjalna wynosi 

ar 
skąd 

E p = - / F dr = " J ^ d r = 6 ^ ™ 
o 

Uwzględniająo energię kinetyczną otrzymamy 

f - 6 f =0 
a l e 

Dla r = R /R-promien Ziemi/ 
l mv — maR =0 

3kąd 

Prędkość t a v,= Y^-lfif nazywa się drugą prędkośoią kosmiczną 
lub prędkością paraboliczną. Dla Merkurego np. prędkość t a 
posiada mniejszą wartość ze wszystkich planet naszego układu 
i wynosi v, = 3,6 km/s, natomist d l a Jowisza v a = 61 km/s. 
Przy małym wzroście prędkośoi ciała jego o r b i t a wydatnie się 
wydłuża. Jeśli przekroozy się tę prędkość, s a t e l i t a opuści 
na zawsze strefę aktywności Ziemi i p r z e j d z i e do obszaru 
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przewagi grawitacyjnej' Słońca, by odtąd ,iako sztuczna 
planetoida obiegać je po obszernej e l i p s i e . Ta. "niebezpie-
czna"prędkość zawarta j e s t pomiędzy 10,8 a 11,2 km/s, a więo w 
bardzo wąskich granicach. Drobna niedokładność w funkcjonowa­
n i u silników, a s a t e l i t a zamiast stać się satelitą księżyca, 
s t a j e się satelitą Słońca. 
Tak zwana t r z e o i a prędkość kosmiczna względem Ziemi wynosi 
oo najmniej v 3 > 16,65 km/s i zależy od położenia planety 
względem Słońca. Przy t a k i e j prędkości ciało materialna wyrzu­
cone z Ziemi w odpowiednim kierunku poruszałoby się początko­
wo po h i p e r b o l i , której ognisko znajduje się w środku masy 
Ziemi, a po przekroczeniu j e j s t r e f y aktywności po p a r a b o l i , 
której ognisko j e s t położone w środku masy Słońca. Mając 
trzeoią prędkość kosmiozną ciało opuściłoby po odpowiednim 
ozasie nasz układ Słoneczny na zawsze. 
Na r y s . 10.9 przedstawiono prędkość u c i e c z k i u Układu 
Słonecznego w "ależnośoi od odległości od Słońca. Zaznaczo­
no także prędkości u c i e c z k i od poszczególnych pla n e t . 

10. Dynamika olała sztywnego 

10.1. Bnergla i ned w ruchu obrotowym 

Jeśli rozpatrywanym olałem j e s t sztywna cienka 
obręoz o promieniu r , obracająca się dookoła stałej o s i 
prostopadłej do płaszczyzny obręczy i przechodzącej przez 

j e j środek masy /oś s y m e t r i i / r y s . 1.10/, to możemy napisać 
że wartość bezwzględna całkowitego momentu pędu j e s t równa 

V=4 1=4 1 /1.10/ 
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Rys. 'i0.9. Prędkość u o i e c z k i d l a poszczególnych 
planet układu Słonecznego 

gdzie wielkość 

1=4 /2.10/ 

nazywamy momentem bezwładności ciała względem o s i obrotu 
Sumowanie /2.10/ możemy zastąpić przez oałkowanie 

Całka /3.1o/ sprowadza się do czynnika, geometryoznego 
identycznego d l a różnych ciał o t e j samej postaoi i obję-
tośoi. Moment bezwładności oharakteryzuje więc rozkład 
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masy względem o s i obrotu. 

f -

Rys. 1.10. Wartość momentu pędu d l a obręczy 

Należy zauważyć, że d l a rozpatrywanej obręczy całkowity moment 
pędu K a J-LO j e s t równoległy do wektora prędkości kątowej 
to / r y s . 1.10/, tak że w tym przypadku słuszna j e s t zależ­
ność —» . 

K - 3 X5 
A.10/ 

Z zasady zachowania momentu pędu wynika, że starość wektora K* 
oznaczB stałość il o c z y n u J-w . W przypadku zmiany bezwładności 
obręczy, np. przez zmianę j e j promienia przy niezmienionej 
masie, to zgodnie ze wzorem /2.10/ lub / % 1 0 / oanaczałob.y to 
zmniejszenie się momentu bezwładności J . Na to, aby moment pędu 
K pozostał stały, muai wzrosnąć prędkość kątowa w , t z n . że 
obręcz będzie obrscała się s z y b c i e j . 
Przekształcając wzór 

przy założeniu, że moment bezwładności nie zmienia się -i c z a s i e , 
otrzymamy związek 
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N = 3-e / 5 . 1 0 / 

t z n . , że moment siły względem obranej o s i j e s t równy iloczynowi 
momentu bezwładności względem t e j o s i i przyspieszenia kątowego. 
Wektor momentu sił H j e s t skierowany wzdłuż o s i obrotu, jak to 
wynika z d e f i n i c j i iloozynu wektorowego. 
W szczególnym przypadku zgodnie z wzorem 

— - - , 

d l a N = O otrzymujemy J-w • const. 
Stąd wynika wniosek, że jeśli przejdziemy od jednej k o n f i g u ­
r a c j i układu sztywnego punktów, materialnych do in n e j /przesu­
niemy względem s i e b i e punkty i usztywnimy i c h położenie/, to 

i 
zmieni się prędkość kątowa obrotu. 
Widzimy więc, że zarówno prędkość kątowa UJ ciała sztywnego 
jak i jego moment pędu k oraz moment aiły M skierowane są 
wzdłuż t e j samej p r o s t e j , a mianowicie o s i obrotu. 
Ma to jednak misjsce t y l k o w tym przypadku, gdy ruch obrotowy 
zachodzi dookoła atałej o s i , przechodzącej przez środek masy-
ciała i będącej jego osią s y m e t r i i . Możemy wówczas traktować 
wspomniane wyżej wielkości jako skalary i posługiwać się t y l k o 
i o h wartościami bezwzględnymi. 
Bnorgię kinetyczną oiała sztywnego można wyprowadzić, zakłada­
jąc, że energia i-tego punktu ciała będzie dana wzorem 

h'T m i ' v i l = T m i " V w l 

Sumując powyżaze wyrażenie wszystkioh punktów oiała sztywnego, 
otrzymamy energię^ kinetyczną ciała sztywnego w ruchu obrotowym. 
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1 0 . 2 . Związek momentu pęda z prędkością kątowa. 

Jeśli jakieś ciało, np. obręcz sztywna obraca się dookoła 
stałej o s i środkowej tworzącej kąt mniejszy od 9 0 ° B płaszczyz­
ną t e j obręczy, to wektor prędkości kątowej <5 j e s t s k i e r o ­
wany wzdłuż o s i obrotu. Rozłóżmy wektor w na dwie składowej, 
równoległą do płaszczyzny obręczy l o r 1 składową u ) p p r o s t o ­
padłą do t e j płaszczyzny / r y s . 2 . 1 0 / . 

os 

b) 

05 

/ K p 

Rys. 2 . 1 0 . Obrót ciała sztywnego 

lO = U)p + COr / 6 # 1 0 / 

Względem tych dwóch wyróżnionych o s i możemy znaleźć wektory 
momentu pędu K r i .wiedząc, że K = J-(0 . Otrzymamy 
zatem 

/ 7 . 1 0 / 
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gdzie odpowiednie momenty bezwładności będą miały wartość 
] T 4 - m r 2 l 3 P = m r 2 . 

T 2 r / 8 . 1 0 / 

oraz 

K = K r + K p - ] T W r + 3p» p / 9 . 1 0 / 
—•> . 

Kierunek wektora K względem wektora w obliczymy, znajdująo 
stosunek wartości bezwzględnych składowych obu wektorów. 

K p _ 3p-Up _ mrłu>P ^ o u>t> 

/ 1 0 . 1 0 / 

Z wzoru / 1 0 . 1 0 / widać, że stosunki wartości bezwzględnych skła­
dowych wektora K / momentu pędu/ i wektora w /prędkości ką- • 
towej/ mają różne wartości, t z n . wektory te n i e pokrywają się 
co do kierunku. Stąd można wyciągnąć wniosek jeśli obręcz obraca 
się dookoła o s i n i e będącej j e j osią s y m e t r i i , wówczas wektor 
momentu pędu K ma inny kierunek w p r z e s t r z e n i niż wektor pręd­
kości kątowej w . Sytuację taką mamy na r y s . 2.10c. Kiedy 
obręcz się obraca, to obraoa się również wektor ~K wokół wek­
tora (o , 
Zgodni.? z wżerem 

A t " \ 

Skoro zmienia się w ozasie kierunek wektora If, musi działać 
pewien moment siły lT. Moment sił w tym układzie odn i e s i e n i a 
związanym z obracającą się obręczą b i e r z e się od siły odśrod­
kowej / r y s . 3 . 1 0 / . Moment powstały od tyoh sił działa w ten 
sposób, że usiłuje ustawić płaszczyznę obręczy prostopadle 
do o s i obrotu. Przeciwdziała temu przeciwnie skierowany moment 
sił pochodząoy od sił r e a k c j i w łożyskach.Widzimy zatem, że na 
oś działa moment sił r e a k c j i i on właśnie powoduje zmianę k i e -
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Rys. 5 . 1 0 . Moment sił odśrodkowych związanych z obra­
cającą się obręczą, gdy oś środkowa tworzy 
kąt mniejszy od 9 0 ° z płaszczyzną obręczy 

runku momentu pędu. 
Moment tych sił r e a k c j i z n i k n i e , gdy oś obrotu pokryje się 
z osią s y m e t r i i obręczy / r y s . 4 . 1 0 / 

u) 

"8 
T 

RyB. 4 . 1 0 . Oś s y m e t r i i i oś obrotu pokrywa8ą się ze sobą 
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