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10.3. Elipsoida bezwiadno#oi

Wotmy teraz pod uwage jakis dowolny i-ty punkt zrajdujaocy
si¢ w odlegloboi T, od punktu O /rys. 5.10/. Punkt ten ma
predkosé liniowsg ?7,_ styozng do toru 1 lezacg w ptaszozythle
progtopadiej do osi obrotu., Wektor predkosSci liniowej ir'L jest
zwigzany z wektorem predkosci katowe] o w sposéb nastg¢pujaoy

V,=80x7,
Moment pedu l-f-t punktu i-tego wzgleédem punktu O, to znaozy
1loczyn wektorowy promliernia wodzgcego punktu '1_", 1 jego pedu

— —%
P -m¥ ~ ma pospat
k'L ="LX P

Rys. 5.10. Ruch obrotowy cisla gztywnego

Jezeli na rozpatrywary punkt i-ty dziala sila -ﬁ‘: to moment
sizy N; wzgledem punktu O jest iloczynem wektorowym pro-
mienia wodzgcego T; 1 sily '?L

gl Py e,

Ni=T x Fi.

PoniewsZ cialo state sklsds si¢ z bardzo wlelu takich punktdw,



ne ktére dzlataja sity zewngtrzde i kitdre miedzy soba oddzia~
iywuja silami wewn@trznymi, to aby otrzymaé wielkoSci charakte—
ryzujaoe clalo sztywne Jako cstosé, nalezy zsumowaé wielkosdci
charakteryzujgce poszczegblne punkty. Naleiy przy tym zaszna-—
ozyé. %e predkosé katowa wszystkich punktéw ciala Jest jodna—'
kowa i wynosi Ty s @ wigo charakteryzujq one ciato sztywne.
Dodajac momenty pedu wezystkich punktéw clata sztywnego otrzy-—
mamy wypadkowy moment pedu wzgledem wybranego punktu O,

i) L B D LI NE - < i

K=ZKi =Z i%p, =2 1ixmy =2 i xV;

=4 1=4 =4
Korzystajac ¢ zaleZnoéci, Ze VL = —(;). b'é .."._
T s 2 = T

K =Zm T % (i 7 ) /11.10/
Wz6r /11.10/ wyraza ogdlnag postaé momentu pedu ciaia sziywnegc.
Jezell =zaloZymy, %e poczqtek ukladu wspdirzednych jest sztyw-
no zwigzany z cialem w Srodku masy ocisla i %e of obrotu jest
osig Srodkowq i nie jest osia statsa, to w ogélnym preypadku
08 moZe zmieniaé swoje porozenle w clele i przestrzenl,

Korzyatajgo z tozsamos$ci wektorowe]

/12,10/
i zakledaggc:’m < S ot}
SR el C=m
dostajemy
- 5 _"‘_?_ > > _
G @x7) =wr-r (o) /13,10/

—
Oznaczajac wspdirzedne wektordw 'r'-ti W odpowiednio przez

Xio YL s %3 oraz (OKI w,j,wz mozemy wyznaczyé iloczyn
- .»
Ty W = Xy Wx +U; *2Z. W,
i L Sk i Wz
e /14410/
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Podstawiajae /13.,10/, /14.10/ do wzoru /11.10/ obliovanmy
gktadowg Ex wektora momentu pedu " 3 /awzgledniajgo wyrazZenle
/12.10/.

= = (A ] . :
Ky = Wx Z mi (12 =x | oy Zmyx; Y- 2 mixizi, P
Wprowadzajqo oznaczenia
Jxyx =Zmi("%_xiz
Iny =22 mpxyyi .
b Bag /16410/

Jxz =2 m, X Z

i postepujao podobnie w przypadku skladowych K.j i Kedostaniemy

Ky = Joox Wy +]x3 Wy +]xz w0z

K\j =J3x Wx +Jyy Wy +ng Wz _
/17.10/
Kz =Jzx 0x +Jzy 0y * 12z w2 '

—»

W ten sposdéb skladowe wektora predkosci katowe] w  wiaZe sie
ze skladowymi wektora momentu pedu -E przy pomocy roéwnah
/17.10/, w ktérych wystepuje 9 wielkqéci zaleZacych od rogkta-
du masy ciala wzgledem osi obrotu.
Ns przykisd wyraZenie

T =5 mi(vd %) = mi (gl z])
bedace suma iloczyr6w mas przez kwadraty odlegto$ci od osi Ox
ognacza moment bezwladnosci ciata wzgledem te 651; Dziewieé
wyrazéw wystepujacych w /17.101 moZemy napisaé w postacl ma-

ciezy 1 oznaozyé symbolicznie J @
l Ixx , Iyx, Jzx

'J,lK:: Ixy Jyy 1zy /8 .10/
I 3XZ ]32 JZZ
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Uktad rémnap /17.10/ moina wige krétko zapisaé w postaci

-_— A

K=%-w /19.10/

Wielkobé ﬁ nie jest skelarem, leoz represzentuje uktad

9 wielkosScl. Z tego tes wegledu kiarunek weitora X w ogblnosct
nie jest zgodny z kierunkiem wektors W

Wielkosé 3 nagywamy tensorem druglego rz¢du, s macierwz
/18,10/ nosi nazwe macierzy tensora. Nazwa tensor powstals

W mechanioe cial odksztoloalnych, gdzie napr¢Zenia ozy ted
odkaztalcenia taklego clela 83 wielkoSciami tensorowymi.

Dla kazdego ciala sztywnego moZna tak dobraé kierunkl trzech
o8l wapdrzednych, i% znikng wszystkie wyrazy zwane momentami

zboczenis lub dewiac]i tyra
3)(3::]\_‘)( =sz =]zx =]5z =]z\j ={)

Macierz /18.10/ bedzie wigc miata w tym szszegblnym przyvadku
"postaeé

0 JyO

i]xxoo
0 6 3

Przy tekim wyborze wspdivzednyoh moZemy napisaé
=l Jy=l:  3,=1, /20,10/

Wielkosci /20.10/ nazywamy gléwnymi momentami bezwladnohoi
clala sztywnego, & odpowiednie osie - gilownymi osiami bezwtad-
nosci tego cilata .

Reprezentacja tensora symetrycznego jest powierzchnig drugiege

stopnia, §cisle biorac elipsoidy.
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Jdesli cialo ma symetrie sferyczng, woéwczas

]1=]2=33 =3
Jesli cislo mg symetrie obrotowa, to dwa spofréd trzech
gtéwnych momentéw bezwladnobci sa sobie riéwne

]4 * }1 =]3

¥ ogélnym preypsdku w kierunku najwigkszej osi elipsoidy mo-
ment bezwladnoSci bryty przyjmuje wartoS¢ najmniejszg, w kis-
runku osﬂnajmniejszej -~ najwieksza, w kierunku zas trzecie]
osi wartoéé posrednig.

W przypadku obreoczy sztywnej np., mamy najwiekEZJ_jp:=n\r2=]4
nafitedszy Jr=%mr®=1,=3z

Interpretacjy geometryczna zwigzku /19,10/ przedstawlona jest
na rys. /6.10/

4 2
Poprowadzamy przez punkt S prostg o kler:mku osl obrotu,

tzn, wektora W /rys. ¥.10/. 0dtazmy na tej prostej odolnek
A
¢ dlugoScl g 2 —-= dzle J oznacza momernt bezwXadnobei cisla
g v Bk

sztywnege wzglgdem osi obrotu © .



am
Rys. ¥.,10, Wyznasczenie kierunku wektoraK na
elipsoidzie bezwladrogei

Aby znale%é kierunsk wektors momentu pedu ¥ oials 8z tywnego,
poprowadzimy plaszczyzng styczng do elipgoidy w punkcie okreS-
lonym przez wekbom w i przeprowadzonym przegzupunkt S normal-
ng do te] piaszozyzny. Wekbor E bedrie lezat na tej okres-—
lone] proste]j.

Z przedstawionej konstrukejl wyznaczania kierunku wekbtors

momentu pedu wynikaja nastgpujace wnioskizx

1, Dlz oisz o symetril sfieryczne] elipsgoids bezwladnobci prze~
chodzlw kule, W tym wypadku welkbor -I-I. jest zawaze réwnolegiy
do wektora W .

2. Dla cia o symetrii obrotowaj slipsoida bezwladrosci prze-
ksztaloa si¢ w elipsoide obrotowg., W tym przypadku o8 geome-
tryozna cinla Jest zawsze gléwna osia bezwladnoécl. Jest to
08 najwiekszego badf nsjmniejszegv momentu bezwladnofol
v zalaznodci od tego, czy clalo jest splaszczone czy tes
wydtuzone.

3. Wektor X jest réwnolegly do wektora &  wtedy, gdy obrdt
zachodzl wok6l o3l symetrii cisia, lub dowolnsd osi laZgce
w piasczyznie prostopadiej do tej osl i przechodzgcej przez

srodek masy.
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4, ¥ ogélnym przypadku wektor i? bedzie réwnolegly do wektora
w tylko wtedy, gdy obrét zachodzi wokél jednej z gioéwnych
osi bezwladnoSci.

W tym przypadkn dobieramy osie x,y,z 2zgodnle z gléwnymi osiami

bezwladnoéci bryly sztywnej. Wobec znikania w tych warunkach

monentéw dewiacyjnych, moment pedu i? ma skladowe

Kx = Jux Wx A

Ky =Tyy wy 718/

Kz =122 Wz
Jesli jednak obrét zachodzi :déokola jednej z gidwnych osi
bezwiadnoséci, to tylko Jjedna ze sktadowyochk predkoSoi katowe]
ma wartosé réing od zera i wobec tego rdima od zera Jest
tylko odpowlednia sktadowa momerntu pedu, np., gdy n%i=(nz = 0,
woéwczas Kx=]xx Wy . Uzasadnia to wyzej wyprowadzone stwier-
dzenie. Obr6t jest stahilmy, jesli zachodzi dookola osi odpo-
wiadajacej badZ najwiekszemu, bgdZ nadmniejszemu momentowi
bezwiadnosci bryly sztywnej.
Stabilnoé¢ osi swobodnych nie Jest Jednsk jednakowa, Bardziej
stabilna jest of odpowiadajgca najwiekszemu momentowi bezwlad-

nosci. MoZna sie o tym przekonaé na rsstepujacych przyktadach

a) b

Rys. &§.10. Stabilnos¢ osi swobodnych wirowania
riasskiego kratka
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1. Zawieszony krazek na drucié na 08l silnika elektrycznego
przy wolnych obrotach silnika wiruje dookola swe] érednicy,
gdyz pod wptywem cigzaru ustawla si¢ on pionowo /1358.8.10/.
Jednakze przy szybkich obrotach, gdy gtéwma role odgrywaja

sily odérodkowe, kraZek ustawis si¢ poziomo /¥¥3.8.10/.

2, W tym poloZeniu oS obrotu odpowiasda nasjwickszemu momentowi
bezwigdnosci. Tak bedrie zZachowywal gi¢ waleo metalowy,
umieszczony na osi silnika /rys. 9.10 a 1 b/. Przy powol~

nych obrotach waleo wirnje dookola swe] osi /rys.8.10a/, przy

szybkich obrotach ustawia si¢ pionowo /rys. 9.10b/.

g
;Il
o Y

Rys. 8.10, Stabilnoéé osi swobodnyoh wirowanis waloa

3. Podobnie Jak walec zachowa si¢ Zafouch zawieazony na

druoie bedqoym ns osi silnika /rys8,10.10/, gdzie dls ma-
tych obrotéw mamy poloZenie ##.10a/ natomiast przy dusych
obrotach potozenie A46,10b/,
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a) b)
Ry8.10.10 a 1 b, Stabilnosé ancucha

Na rys, 44.10. przedstawione sg gtowne osie bezwladnoéci dla
niektérych figur geometrycznyoh.

és nojwigkszeqo osie naymnt Q .
momentu  beziladnosa ﬂmeniu’ be_z.{%%w
?4 | 3
{ g
WS =
e __4
v P 2. 4
By ¥ 74

Rys. 1.10. Osie hezwiadnosci dla réznych cial


http://Rya.-fO.10

- 1@

10. 4. Teoria bgks

Bgkiem /giroskopem/ bedziemy nszywaé bryle sztywns, ktéra moze
wykonywaé dowolny ruch obrotowy w przestrzeni. Jezeli na bgka
nie dzialajg Zadne sity, méwimy 2e bgk Jest ewobodny. Pomijemy
przy tym ewentuslnle towarzyszgcy ruchowl obrotowemu ruch
posi:cepowy bryly.

Podstawowe rownania rzgdzgce ruchem bgka nosza nazwg rownan
Bulera, ktére ze wzgledu ne bardzo skomplikowans postaé nie
podajomy, Warto zsznaozyé, %e istnieje jedynie kilka wypadkdw,

w ktérych rdéwnanie te udazo si¢@ scalkowaé.

10.4.1, Ruch byks swobodnego

Rozpatrzmy ruoh obrotowy obzgozy wok6Z osi Arodkowe] nie
pokrywajaoj si¢ z Je) osig symetril, tzn. z osia najwigkszego
momentu bezwiadnofci, W tym prrypadku wektpr momentu pedu'g
ms inny kierunek niZz wektor predxoSci kgtowe] ® s 8 08 obrotu
nie jest svals, mo2e si@ swobodnle poruszal, tzn. Ze Jest chwilowg
osia obrotu, Zekladsmy, %Ze moment 8il zewng¢trznyoh znika, a to
oznaoza, Ze wektor f Jest staly oo do wartosel i kierunku,
Rozi62my wektor © na sktadowe prostopadig i1 réwnoleglsy

© =W, +Wp
Wowezag wektor i? mozra przedstawié w postaci

e b Jied :

K=Kyt Kp
Ale teraz kierunek staly w przestrzeni zachowuje wektor i:
Wynika z tego, ze zarbwno o$§ gymetrii jak 1 chwilowo o$ obrotu
nuszgd okra%aé niezmiennie w przestrzeni o$ moment2 pedu opisu-
jac powierzchnie stozkowe., Rys. 12.10 ilustruje omawisne zalez—

noéci.



Rys. 12.10. 0§ momentu pedu chwilowa 08 obrotu -

0

Ryse 13.10. Btozek mutaoji

W czasie obrotu bgka jego o5 symetril zakresla dookota nierucho-
mego kierunku momentu pedu stoZek, ktéry nazywamy stolkiem

autacyjnym /rys. 13.10/. Drugi stozek, réwniez dookoXa tego
nieruchomego kierunku zskresla w przestrzeni chwilowe 08 obrotu
Jest to tzw. herpolhodia. W kazde] chwill oS symetril baka 1
jego chwilowa o5 obrotu lefs w pltasgzczyfnle przechodzgce] przes
kierunek momentu pedu bakn, Oznacza to, Ze okresy obiegu osi
symetrii bagkas po stoZku wutacyjnym i chwilowe] osi obrdtu baka
po herpolhodii sg Jednakowe.
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W szczegdlnym przypadku ruch baka odbywaé sie moZe bez
nutaoji, mianowicie, gdy wprawimy bak w ruch obrotowy tak,
by nie doznal on/bocznego uderzenia, i by jego oS8 symetrii
pokrywala sie na skutek tego z osig momentu pedu. 08 symetrii
Jest wéwozas osla momentu pgdu przechodzgoa przesz Srodek masy
baka. Tego rodzaju sytuacje mamy podczas rzutu dyskiem z nada-
nym mu jednoczefnie nuohedpbrotowym dookola osi symetrii. W tych
warunkach moment pedu Jest staly i ma staly kierunek w przestrzeni
w ozasle rzutu /rys. 14,10/, Wobeo tego 1 kierunek osi symetrii
dysku jest staly w czasie jego lotu, dzigkl ozemu na czebol
spadajace] toru wytwarza si¢ wskutek oporu powietrza sila nosdna,
Zasieg rzutu dyskiem w tym przypadku ulega wyrainemu zwigkszeniu

w pordwnaniu z rzutem besz obrotu.

77777777777 777777777777 /777 77777777777,

Rys. 14.10. Rzut dyskiem

10,4,2, Ruch baka pod dzislaniem git zewnetrznych

Gdy bak podlega dziataniu zewn¢trznemu momentowi sily,
Jego moment pedu zmienia Bie_w czasie zgodnie z réwnaniem

ruchu obrotowego bryty sztywnej.
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Wyobrasmy sotie, Ze na obrecz wirujaca wokoé: osi najwieksze-
go momentu bezwladnosci podziala slza —ET. réownclegta do esi

obrotu @ /rys. 15.10/.

Rys. 15.10. Obrét obreczy pod dziataniem
sily zewnegtrzne]

Moment tej sity E: —r' x—I; Jest prostopadty do osi obrotu.
Gdyby obrecz nie wirowata, tzn. gdyby w =0, to pod wpiywem
sity ¥ obrécitoby si¢ woké: osi wyznaczonej przez wektor_ﬁ.
Ale skoro wiruje z predkoBcia kqtowa_us s to moment pedu
X=Jw . JeSli sila podzialala w czasie At , to pod wpZywem
momentu siky Y‘I. moment pedu zmieni sie@ o AK eN-AL

Wektor —X—(’, a razem z nim 08 symetril obreozy obréei sie zatelm

i przyjmie nowe poloZenie

— - -

K A K+aAK
Obrét ten, woréw oczekiwaniom zajdzie wwokél trzecie] osi, prosto-
- 3
padlej zarbwno do W , jJek i1 doN. Zjawisko to nosi nazwe

efektu giroskopowegc /rys. 18,10/,
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e

Wektor przyrostu momentu pedu AK jest prostepadiy do
- — —_—0

wektora momentu pedu ¥ oraz,jeélj.ZSK <« K ¢ to suma

tych dwéch wektordw E? ma te samg wartosé bezwzgledna
leoz inny kierunek /rys. 15.10/.
Wartosé momentu pedu if Jest stalts, mamy bowiem zanied-

bujge wyrazy drugliego rzedu

k2= (K'-ak) =k%-2K'ak +aK = K"

1 -
Widzimy, Ze moment sil zZewngtrznych N powoduje obrét wektora
—
K a wraz z nim obré6t osi symetrii.Zjawisko to nosi nazwe
precesjl. Kierunek ten opisuje tzw. stoZek precesji, z okres-

1ona predkoscia katowa precesji Q)P a

10.4¢3. Precesia z nutac

Najozgéciej mamy do o2zynienia nie z precesjjs reguiarnq
bgka pod wpiywem momentu sity zewnetrznej, ale z ruchem
zXozonym 2z precesjli z natoZong nutacjg. Pod wpiywem tego momentu
wektor momentu pgdu baks nie Jest, Jjak wiemy nieruchomy w
przestrzeni, lecz zakresSla stoZek precesji. Ponadto o8 symetrii
bakas zakresSla dookoxza kierunku momentu pedu stozek nutacji Og
symetrii bgka makreSla w tym wypadku nie okrgg lecz linie
wetykowata. Blady osi baka na kuli, ktérej érodek lezy w pun-
koie podparcia baka dla réinych gzybkosci precesji i nutacji
przedstawiono ns rys. “1B.10.
Przyktad zastosowania preeesji = nutacja stanowig pociski
artyleryjskie, ktérym nadaje sig ruch obrotowy dookota osi
symetrii przez nagwintowanie lufy armatniej. W préizni pooisk
zachowaxby wobec tego kierunek osi obrotu, tak Ze oplsywalby
parabole, W powietrzu doznaje dzialania sily gporu powietrza

F, skierowanej przeciwko kierunkowl jego predkosSci i przyloZone]
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Rys. 16.10. 8lad osi baka na kuli,-ktérej Srodek lezy w
punkcie podparcis bgks, a/ szybkoéé precesji
Jest réwna szybkokci nutecji, b/ jest mniejsza,
¢/ Jjest wicksza

Rys. 1¥.10. Tor pocisku z zaznaczeniem Jego zboczenia
W prawo



- 125 =

w punkcie K /rys. 1¥.10/. Réwnoczednie w Srodku cigzkodel S
pocigku dziala jego cieZar 3; Te dwle siiy powoduja powstanie
momentu, ktoéry powoduje ruch precesyjny polaczpny z nutagg-.

W wyniku tego skomplikowanego ruochu, klerunek osi nie zakresSla
powierzchni stozkowej, lecz powlerzchnie bardziej skomplikowang

- c¢ykloidalug, uzyskujgc przy tym zbdczenie w prawo /rys.1¥.10/.

10.,4.4. Ruch precesyiny Ziemi

Wirujaca dookola swej‘abi Ziemla stanowi rodzaj baka.
Wskutek sptaszczenis Ziemig swym ksztaltem przypomina.apla%zozona
elipsoide obrotowg, wiruiaca woké:r gwej osi nie pokrywajacej sie
jednak z jej osia eymetriv. Wskutek splaszczenia Ziemi jej mo~
ment bezwladno$ci dookola jej osi obrotu B jest niecp mnisj~
szy niz moment bezwtadnosSci dookoza osi A, prostopadiej do
osi obrotu. Z pomiardw wynika, e /rys. 18.10/ o5 obrotu Ziemi

'JB_'.‘A A
3. 30
tworzy % piaszczyzng toru Ziemi dookola Siohca /ekYiptyka/

kat 66,5° /rys. 1B.10. Wskutek tego czesé kuli ziemskiej o
Srodku S,bedace blizej Siofica jest silniej przyciqgana przez

B
S °
do slonca S4

Rys. 18+10. Ruch precesyjny Ziemi
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