Czym zajmuje si¢ fizyka?

Zapraszamy na wspolna wyprawe w $wiat fizyki. Pokazemy w niej, ze otaczajace nas
przedmioty 1 zachodzace zjawiska ogladane przez pryzmat fizyki s ciekawsze 1
podporzadkowane logicznym prawom. Spojrzymy réwniez na nowe, rozwijajace si¢ szybko
obszary fizyki, ktére odkrywaja przed cztowiekiem nieznane dotad mozliwosci.

Umiejetne wykorzystanie praw fizyki stanowi
podstawg rozwoju technicznego. Juz od dawna prawa
te wykorzystywane byty bardzo zrgcznie (patrz obok).
Dowody tego podziwiamy we wspaniatych budowlach
skonstruowanych przed wiekami.

Postgp techniczny wynika bezposrednio z rozwoju
fizyki. Energia elektryczna, telefony komoérkowe, ptyty
kompaktowe, samoloty, statki kosmiczne, nowoczesne
metody radioterapii, nanotechnologie - wszystko to
opiera si¢ na odkryciach z dziedziny fizyki.

Rys. 0.0.1. Maszyny proste -
dzwignia i koto w pracach
konstrukcyjnych przed dwoma
wiekami.

Fot. 0.0.1. Podboj kosmosu bytby niemozliwy bez
wykorzystania wiedzy ze wszystkich niemalze dziatow
fizyki. [WiZ, Nr7,1999r.]

Wiasnie dlatego fizyka stanowi jeden z pierwszych przedmiotéw nauczania na
Politechnice.
Nauka fizyki poprzedzona jest kursem matematyki, bowiem matematyka stanowi jezyk i
narze¢dzie fizyki. Z kolei, prawa fizyki wykorzystywane sa w innych naukach przyrodniczych,
w zastosowaniach technicznych, a nawet w socjologii i ekonomii.

Fizyka zajmuje si¢ badaniem struktury i wlasno$ci materii oraz zjawisk zachodzacych w
przyrodzie.
W zjawiskach fizycznych demonstrujg si¢ wtasnosci materii wynikajace z jej struktury, fizyka
za$ formutuje prawa, ktére opisuja przebieg tych zjawisk w czasie i przestrzeni.

Wszystko, co wokét nas dzieje si¢ w czasie 1 przestrzeni stanowi przedmiot naszej obserwacji
1 analizy zmierzajacej do zrozumienia otaczajacego nas Swiata. R6znorodnos¢ zachodzacych
zjawisk sprawia, ze dlatego nie wszystkie z nich mozemy obserwowac bezposrednio. Ich



rozpigtos¢ przestrzenna i czasowa wykracza poza mozliwosci naszych oczu i czas zycia
cztowieka.

Skala przestrzenno-czasowa zjawisk fizycznych

Dla przedstawienia skali w jakiej zachodza zjawiska fizyczne popatrzmy na zakres w jakim
mieszcza si¢ podstawowe wielkosci charakteryzujace przebieg zjawisk - czas i1 przestrzen.
Podobny przeglad mozna bytoby zrobi¢ dla wielu innych wielkosci jak, masa, temperatura,
ci$nienie itp.

Zacznijmy od charakterystycznych rozmiaréw
w skali makroskopowej. Wymienmy (w
kilometrach) przyblizone wartosci kilku z nich:
dtugos¢ réwnika - 40 tysigcy, odlegtos¢ do
Ksigzyca - 384 tysiace, odlegtos¢ do Stonca -
150 milionéw, odlegtos¢ do najblizszych
gwiazd, 4* 10", promien dostgpnej do
obserwaciji czesci Wszech$wiata - 1.5%10%
kilometra.

Popatrzmy tez na skalg czasu wyrazona w
latach: okres obrotu Ziemi wokot wtasnej osi -
1/366, okres obrotu Ziemi wokot Stonca 1,
okres obrotu Stonca wokoét srodka Galaktyki -
240 milionéw, wiek Ziemi - 4.6 miliarda, wiek
Wszechswiata - okoto 15 miliardow.

Fot. 0.1.1. Odlegtos¢ do tej galaktyki, to
okoto 100 milionow lat swietlnych, czyli ok.
107" ko

Wybierzmy si¢ w druga "podréz Guliwera" tym razem w zakres rozmiaréw i czasow
mikroskopowych.

Wymienmy (w metrach) rzedy
wielkosci kilku typowych rozmiaréw :
grubo$¢ wtosa - 10'4, srednica wirusa
ospy - 107, promien atomu - 107,
promien jadra atomowego - 107,
rozmiar elektronu - ponize;j 1078,

Zrébmy to samo dla typowych
wartosci czasoéw wyrazonych w
sekundach: mrugnigcie okiem - 0.15,
btysk lampy btyskowej - 0.001, czas
lotu elektronu w kineskopie - 10'8,
najkrétsze btyski laserowe - 107, czas
Fot. 0.1.2. Czgstki wyemitowane w zderzeniu jader — zderzen jadrowych - 10 sekundy.
atomowych. Zderzenie trwato okoto 107 sekundy.




Pokazali$my tu przyktady rozpigtosci obiektéw i zjawisk fizycznych w czasie i przestrzeni.
Te najwigksze stanowia domeng astronomii, te najmniejsze - fizyki czastek elementarnych.
Nie bez powodu wybraliSmy te dwie skrajnosci. Demonstruja one bowiem cechg, ktéra w
pierwszej lekcji naszego kursu chcemy bardzo mocno podkresli¢, mianowicie - jedno$¢
fizyki. Wtasnie badania w dziedzinie czastek elementarnych moga w zasadniczy sposéb
przyczyni¢ si¢ do zrozumienia wielu zagadnien dotyczacych ewolucji Wszechswiata
poczynajac od pierwszych chwil po Wielkim Wybuchu. Jedno$¢ fizyki oznacza réwniez
uniwersalnos$¢ praw fizycznych. Wielokrotnie w czasie naszego kursu bedziemy to jeszcze
podkreslac.

Uzyskiwanie informacji nieosiagalnej bezposrednio wymaga zar6wno rozwoju metod
badawczych jak i urzadzeh pomiarowych o coraz to wigkszej skali ztozonosci. Rozwdj
srodkéw komunikacji i telekomunikacji a takze wzrost kosztéw budowanych urzadzen
sprawia, ze coraz czesciej prace w dziedzinie fizyki doswiadczalnej tacza wiele laboratoriéw
z r6znych krajow $wiata. Przykladem moze by¢ migdzynarodowa organizacja "European
Southern Observatory", ktéra swe laboratoria pomiarowe zbudowata w gérskich
miejscowosciach Chile: Paranal i La Silla. Laboratoria te, to cata sie¢ teleskopow, za$
uzyskiwane rezultaty pomiaréw opracowywane sa w wielu krajach europejskich.

e 3 Fot.1.4. Fragment
obserwatorium w La Silla.
Laboratorium posiada 14
teleskopow optycznych i 15-

p metrowy radioteleskop dla sub-
milimetrowych dtugosci fal.
Wiecej informacji mozna

. ] " znalez¢ pod adresem:
http://www.eso.org

Jest moze paradoksalne, ale badanie najmniejszych sktadnikéw materii - czastek
elementarnych - wymaga konstruowania najwigkszych urzadzen pomiarowych, a
eksperymenty realizowane s przez zespotly ztozone z tysigcy specjalistow z wielu krajow.
Najwickszym w $wiecie osrodkiem fizyki czastek elementarnych jest CERN (European
Laboratory for Particle Physics). Dla ogarnigcia rozmiar6w znajdujacego si¢ tam kompleksu
pomiarowego niezbedne jest - zdjgcie lotnicze.

Wielkosci fizyczne i ich jednostki

Przygotujmy sobie warsztat pracy. Badane zjawiska fizyczne opisywac bedziemy za
pomoca wielkosci fizycznych wyrazajacych w sposéb ilosciowy wilasnosci materii i zjawisk.
Wielkosciom fizycznym przypisujemy liczby zwane ich warto$ciami.

Wyrézniamy kilka typéw wielkosci fizycznych.

Wielko$ci skalarne sa najprostsze i wyrazane sa ilosciowo jedna liczba. Do skalarnych
wielkosci fizycznych zaliczamy np. masg, czas, temperaturg, potencjat elektryczny.



Wielkos$ci wektorowe wyrazamy za pomoca n liczb ustawionych w okreslonej kolejnosci,
czyli uporzadkowanych. Liczby te nazywamy sktadowymi wektora. Liczba n odpowiada
wymiarowi przestrzeni, w ktérej prowadzimy analiz¢ badanego zjawiska. Niekoniecznie musi
to by¢ przestrzen trojwymiarowa. Jesli badane zjawisko z zatozenia zachodzi w ptaszczyznie,
analiza nasza moze ograniczy¢ si¢ do dwoch wymiaréw, jesli ruch odbywa si¢ wzdtuz linii
prostej - do jednego. W tzw. mechanice relatywistycznej analize prowadzi¢ bedziemy w
przestrzeni czterowymiarowej zwanej czasoprzestrzenia, a odpowiadajace tej przestrzeni
wektory nazywac¢ bedziemy czterowektorami. Pelne okreslenie wielkosci wektorowe;j
wymaga podania dtugosci, kierunku i zwrotu wektora. Dtugos¢ wektora okresla wartos¢
wielkosci wektorowej. Do wielkosci wektorowych zaliczamy np. predkos¢, przyspieszenie,
sitg, natgzenie pola elektrycznego i magnetycznego, ped, moment pedu itd.

Wielko$ci tensorowe stosujemy do badania osrodkéw i zjawisk o cechach anizotropowych
czyli takich, ktérych wtasnosci zaleza od kierunku w przestrzeni. Przedstawiamy je za
pomoca tablicy liczb, ktére zapisujemy w postaci macierzy. Za pomoca tensorow opisujemy
na przyktad wtasnosci krysztatow i osrodkéw ciaglych. Takie wielkosci jak przewodno$¢
elektryczna, przenikalno$¢ elektryczna 1 magnetyczna zaleza od kierunku wzgledem osi
krystalograficznych w krysztatach - maja wigc charakter tensorowy.

Wielkosci fizyczne wyrazamy iloSciowo w postaci liczb, ktére informujg ile razy wynik
pomiaru jest wigkszy, badz mniejszy, od wartosci przyjetej umownie za jednostkg. Zawsze
wigc podajac wartos¢ dowolnej wielkosci fizycznej musimy jednoznacznie okresli¢ w jakich
jednostkach wielkos¢ ta jest wyrazona. Definicje 1 prawa fizyczne wiaza ze soba r6zne
wielkosci, co umozliwia wyrazenie jednej wielkos$ci za pomoca innych. Okazuje sig, ze
mozna okresli¢ zestaw kilku podstawowych wielkosci fizycznych i za ich pomoca wyrazic¢
inne. Ulatwia to bardzo dziatania na jednostkach przy opisie iloSciowym zjawisk fizycznych.

W Polsce stosujemy Miedzynarodowy Uklad Jednostek, ''SI''. Podstawowymi jednostkami
tego uktadu sa: jednostka dlugosci (metr), masy (kilogram) i czasu (sekunda). Oprécz nich, za
podstawowe uwaza si¢ jeszcze jednostki nat¢zenia pradu, Swiattosci, temperatury
bezwzglednej oraz ilosci materii.

Ponizej wymienione sa podstawowe jednostki uktadu SI. Podajemy jakiej wielkosci jednostka
dotyczy, jej nazwg i oznaczenie.

wielkos¢ fizyczna nazwa jednostki | oznaczenie
dtugos¢ metr m
masa kilogram kg
czas sekunda S
nat¢zenie pradu amper A
o |
Swiattos¢ kandela cd
ilo$¢ materii mol




Kilka blizszych informacji o jednostkach podstawowych.

Jednostka dlugosci - Metr jest to dlugos¢ drogi, ktéra Swiatto przebywa w prézni w czasie
réwnym 1/299792458 sekundy.

Jednostka masy - Kilogram jest to masa wzorca wykonanego ze stopu platyny i irydu (stop
bardzo twardy i odporny na korozj¢) i przechowywanego w Migdzynarodowym Biurze Miar i
Wag w Sevres koto Paryza. Warto doda¢, zZe jest to w przyblizeniu masa jednego litra czystej
wody w temperaturze 4°C.

Jednostka czasu - Sekunda jest to przedziat czasu réwny 9 192 631 770 okresom
promieniowania emitowanego przy przejsciu pomi¢dzy dwoma nadsubtelnymi poziomami
stanu podstawowego atomu cezu '>°Cs.

Jednostki innych wielkosci fizycznych, to jednostki pochodne. Tworzymy je wykorzystujac
wzory definiujace wielkosci fizyczne lub wyrazajace prawa fizyki, ktére wiaza te jednostki z
jednostkami podstawowymi; dla przyktadu: predkos¢ to stosunek dlugosci drogi do czasu,
wigc jednostka predkosci w uktadzie SI jest metr na sekundg.

Niekiedy uzywamy jednostek jednej wielkosci dla wyrazenia innej. Dla przyktadu, odlegtos¢
do gwiazd wyraza sig¢ czgsto w latach §wietlnych. W tym przypadku do okreslenia dtugosci
uzyliSmy jednostki czasu wykorzystujac znany zwiazek pomigdzy droga, predkoscia i
czasem F = Y- tgdzie predkoscia jest predkosé $wiatta. Inny przyktad, to wyrazanie masy w

jednostkach energii wykorzystujac stynny wzér Einsteina & = m’ e’ Masg czastek
elementarnych wyrazamy zazwyczaj w megaelektronowoltach (MeV). Znajac warto$¢
predkosci Swiatta i mas¢ w megaelektronowoltach, nietrudno jednak wyrazi¢ ja takze w
kilogramach. Bedzie to oczywiscie wartos¢ bardzo mata.

Zestawienie podstawowych i pochodnych jednostek uktadu SI, dla wielkosci fizycznych
omawianych w tym kursie, zawiera INDEX.




Fot.1.5. Schemat rozmieszczenia pierscieni akceleracyjnych w laboratorium CERN na
terytorium Szwajcarii i Francji. W pierscieniach tych przyspieszane sq czqstki i jadra
atomowe do predkosci bardzo bliskich predkosci swiatta. Same pierscienie znajdujq
sie kilkadziesiqt metrow pod ziemiq. Dtugosc najwiekszego z nich, to 27 km . (CERN
Courier 39/8, 1999)

Jako przyktad metody pomiarowe;j
pokazujemy na Fot.1.6 rezultat wizualizacji
komputerowej zarejestrowanej w uktadzie
pomiarowym eksperymentu ALEPH odkryte;j
niedawno czastki, zwanej. bozonem
posredniczacym Z. Badany proces trwa ok.
107 sekundy. Czastki tej nie mozemy
obserwowac bezposrednio, ale identyfikujemy
ja poprzez produkty rozpadu, co w koncowym
rezultacie prowadzi do emisji
obserwowalnych czastek tworzacych tzw.

Fot.1.6. Zderzenie e+— zaejestrowane " "wytryski" (ang. - jets) pokazane na ilustracji
o ) kolorem z6ttym.
eksperymencie ALEPH w CERN

Oczywiscie, kazdy dziat fizyki ma rozwini¢te odpowiednie metody pomiarowe, ktore nie
sposéb tu prezentowac szczegdtowo. Przedstawiony przyktad demonstruje jedna z metod, w
ktérej poznane juz procesy wykorzystuje si¢ do badania proceséw nieznanych.



Mechanika

1. Zjawiska ruchu

Ruch nalezy do najczesciej obserwowanych zjawisk

fizycznych. Z wieloma przejawami ruchu mamy do
czynienia w naszym bezposrednim otoczeniu; wiele
innych mozemy oglada¢ na ekranach odbiornikow
telewizyjnych. Jeste§my swiadomi takze zaréwno ruchu
planet, gwiazd i1 galaktyk jak i ruchu molekut, atoméw 1
czastek elementarnych pomimo, ze nie mozemy tych
ruchow obserwowac bezposrednio. Ruch jest tez
odpowiedzialny za wiele zjawisk fizycznych, jak zjawiska
termiczne, akustyczne, czy elektryczne.

Fot. 1.1.1 Start wahadtowca "Columbia". Ruch ten jedynie
krotki czas mozemy obserwowac gotym okiem, ale
trajektoria tego ruchu wyznaczona jest bardzo
precyzyjnie.(CERN Courier 39/7, 1999)

Czesto ruch zachodzi z tak duza predkoscia i w tak krétkim czasie, Ze nie mozna obserwowac
okiem bezposrednio jego przebiegu. Wéwczas staramy si¢ za pomoca odpowiednich
przyrzadow zarejestrowac tor poruszajacego sig obiektu i z ksztattu toru wnioskowac o
predkosci obiektu i czasie trwania ruchu.

- milionowych czesci sekundy. Dla utrwalenia sladow takich
s ruchow stosujemy specjalne uktady detekcyjne oraz komputerowe
8 systemy wizualizacji. (CERN, Rap.Ann. 1986)

W niektérych przypadkach ruch jest tak powolny, ze wykorzystujemy inne efekty wywotane
przez ruch, by wnioskowac o jego istnieniu.

Fot. 1.1..3. Rejestrowanie ruchu ciat niebieskich wymaga dtugiego
czasu obserwacji.

Na zdjeciu - Teleskop "Gemini" na Hawajach. Widoczne sq slady
ruchu samochodow i ... gwiazd.(Cern Courier, 39/7, 1999)

Ruch polega na zmianie wzajemnego polozenia ciat. Zmiana ta odbywa si¢ w czasie i
przestrzeni. Opis ruchu, to znalezienie zwiazkoéw pomigdzy uptywem czasu a zmiana



polozenia ciatl. Dla ilosciowego opisu ruchu wprowadza si¢ szereg poje¢ 1 definicji.
Wymiefmy najbardziej podstawowe:

o Uklad odniesienia - to cialo lub zbidr ciat wzgledem ktérych opisujemy ruch innych
cial.

e Punkt materialny - to ciato, ktérego rozmiary w badanym ruchu mozna uzna¢ za
pomijalnie mate.

o Cialo sztywne - to takie cialo, ktore nie ulega odksztalceniu w czasie rozpatrywanego
ruchu.

e Stan spoczynku - wzglgdem danego uktadu odniesienia ma miejsce wtedy, kiedy
ciato nie zmienia swego potozenia wzglgdem tego uktadu.

¢ Ruch postepowy -to ruch, w
ktérym wszystkie punkty danego
ciata przemieszczajg si¢ tak samo
co do wartosci i kierunku
wzgledem zadanego uktadu
odniesienia.

¢ Ruch jest prostoliniowy - jesli
przemieszczenie to odbywa si¢
wzdtuz linii proste;.

Fot.1.1..4. Ruch samolotu na trasie, to na
0got ruch postepowy.

@

¢ Ruch obrotowy - ma miejsce, kiedy -
wszystkie punkty danego ciata - AR
_—— o
Lz
-

poruszaja si¢ po okregach, ktérych
srodki znajduja si¢ na jednej proste;j.
Prosta ta nazywa si¢ osia obrotu.

f:i: ey S

¢ Ruch jest plaski, kiedy kierunek =
ruchu zmienia si¢ , ale ruch zachodzi s T .
w jednej ptaszczyznie. Fot. 1.1..5.Ruch na karuzeli jest

przyktadem ruchu obrotowego.

Kiedy wprowadzimy pojgcia uktadu wspéirzednych i bgdziemy omawiaé szczegétowo
wybrane rodzaje ruchow, wprowadzimy bardziej precyzyjne ich definicje. Typowe przyktady
ruchu postgpowego i obrotowego ilustruja zdjgcia pokazane powyzej.

e Opis ruchu, w ktérym odpowiadamy na pytania "kiedy" i "gdzie" znajduje sig¢ ciato,
czyli analizujemy ruch w kategoriach przestrzeni i czasu, nosi nazwe¢ kinematyki.
Kinematyczny opis ruchu nie zajmuje si¢ wigc przyczynami wywotujacymi ruch.

e Badaniem wzajemnych oddziatywan wywotujacych ruch ciat i analiza zwiazkéw
pomigdzy sitami dziatajacymi na ciala a ich ruchem zajmuje si¢ dziat fizyki zwany
dynamikg.

Nasze rozwazania o ruchu zaczniemy od kinematyki punktu materialnego.



2. Uklady wspoélrzednych i wektor potozenia

Przy opisie ruchu postugujemy si¢ pojeciem uktadu wspétrzednych, ktéry wiazemy z
wybranym przez nas uktadem odniesienia. Opis ruchu polega na przyporzadkowaniu danemu
punktowi P zespotu liczb okreslajacych w kazdej chwili czasu w jednoznaczny sposéb jego
potozenie w przestrzeni oraz kierunek i warto$¢ jego predkosci i przyspieszenia. Wybor
uktadu odniesienia oraz odpowiedniego uktadu wspétrzednych zalezy od rodzaju
opisywanego ruchu. Specyfika ruchu cze¢sto sugeruje wybér odpowiedniego uktadu
wspotrzednych.

Na Rys.1.2.1. pokazane sa wielkosci

7 okreslajace potozenie punktu w przestrzeni

il trojwymiarowej za pomoca wektora

) polozenia I (zwanego tez promieniem

R wodzacym). Poczatek tego wektora znajduje
si¢ w poczatku uktadu wspétrzednych, a
koniec w danym punkcie przestrzeni. Na
rysunku kolorem niebieskim pokazany jest
wektor potozenia punktu P. Kolorem
CZErwonym zaznaczone sa wersory, czyli

¥ wektory o jednostkowych dlugosciach,
Ty okreslajace kierunki osi uktadu wspétrzednych

v

prostokatnych. Symbole # %P sméwione
beda ponize;.

Wigcej informacji o wektorach zawiera
Rys. 1.2.1. Punkt Pj jego wspdtrzedne w INDEX - przypomnienie wiadomosci z

przestrzeni tréjwymiarowe;. matematyki (wektory).

Uklad wspétrzednych prostokatnych (kartezjanski)

Potozenie ciata w uktadzie wspoétrzednych prostokatnych wyznaczone jest przez podanie
trzech liczb okreslajacych wspétrzedne wektora potozenia (% y:2) wzgledem poczatku
uktadu (0.00) na trzech przecinajacych si¢ w tym punkcie prostopadtych do siebie prostych

zwanych osiami (X.Y.Z) . Uktad jest prawoskretny, kiedy obrét osi ¥ w kierunku osi ¥

wyznacza kierunek osi Z zgodnie z reguta $ruby prawoskretnej. Pokazany na rysunku uktad
jest uktadem prawoskrgtnym.

Wektor polozenia w uktadzie prostokatnym jest wigc suma wektorowa wersorow L]k
pomnozonych przez odpowiadajace im sktadowe promienia wodzacego:

-

E:=.Y§+_L'?+Zk (1.2.1)

Dtugos$¢ wektora potozenia jest liczba dodatnia i wynosi



Uklad wspétrzednych sferycznych

Potozenie ciata okreslone jest tu przez podanie

(1.2.2)

dtugosci promienia wodzacego I oraz dwéch

katow ¥ i P, jakie promien T tworzy z osia Z i odpowiednio rzut promienia T na

ptaszczyzne (X.Y)

z osig X . Wersor wspétrzednej T skierowany jest zawsze wzdhuz

promienia wodzacego, a wersory obu katéw skierowane sa w strony okreslone przez aktualne
kierunki ich przyrostow (patrz - Rys.1.2). Jest to istotna r6znica pomigdzy uktadem
sferycznym a prostokatnym, gdzie kierunki wersoréw sa na state zwiazane z osiami uktadu

wspoétrzednych
A P(r,%,¢)
z
wli L
W r
— i
T !
g : A
i . Y >
e
X
Wespotrzedne sferyczne

Rys. 1.2.2. Punkt Pj jego potozenie w uktadzie
wspdtrzednych sferycznych.

Wektor potozenia w uktadzie sferycznym:
(1.2.3)

T=r-r

Wspétrzegdne w  ukladzie prostokatnym
wyrazone przez wspotrzedne

sferyczne:

X =r-sind. cosg

vV =r sind sing

(1.2.4)
Z =1 cosd

Wspétrzedne w  ukladzie  sferycznym
wyrazone przez wspolrzedne

prostokatne:

r= -.||_‘:: +_L-"ﬁ +z:
a,||:~:‘ﬁ + L-'j

& = arctan —— (1.2.5)

Z

v
¢ = arctan—
X

Uktad wspoétrzednych sferycznych bedziemy stosowa¢ do opisu ruchu ciat wokét zadanego
punktu w przestrzeni trojwymiarowej i w przypadkach, kiedy sity dziatajace w przestrzeni

maja symetri¢ sferyczna.



Uklad wspétrzednych cylindrycznych (walcowy)

W uktadzie tym potozenie ciala okreslone jest przez podanie dtugosci rzutu promienia

wodzacego na plaszczyzng (X.Y)

oznaczonego jako # kata ¥ jaki tworzy rzut Pz osia

X oraz wspétrzednej Z . Wersor wspétrzednej 7 skierowany jest zawsze wzdtuz kierunku

rzutu promienia wodzacego na ptaszczyzng (X.Y) , kierunek wersora kata ¥ okre$lony jest
przez aktualny kierunek zmiany tego kata, wersor wspoirzgdne] € zachowuje staty kierunek,
podobnie jak w uktadzie wspoétrzednych prostokatnych. (patrz Rys.1.3)

A Pfﬂl’ror ZJ'
Z
%-\-hﬂﬁE i,
L Rp
=ty
| Y
£
Wspotrzedne cylindryczne

Rys. 1.2.3. Punkt Pj jego potozenie w uktadzie
wspotrzednych cylindrycznych.

Wektor potozenia w uktadzie wspétrzednych
cylindrycznych:
T=g ptz-& (1.2.6)

Wspotrzedne w  ukladzie prostokatnym
wyrazone przez wspotrzedne cylindryczne:

X =p0 COSE

y=p sing 1.2.7)

ZF=ZF

Wspétrzedne w uktadzie cylindrycznym
wyrazone przez wspoétrzedne prostokatne:

v
¢ = arctan—
X

(1.2.8)

Z =2

Uktad wspoétrzednych cylindrycznych bedziemy stosowac do opisu ruchu ciat wokét zadane;j
osi w przestrzeni tréjwymiarowej i w przypadkach, kiedy sity dzialajace w przestrzeni maja

symetri¢ walcowa.



Uklad wspétrzednych biegunowych

Kiedy ruch odbywa si¢ w jednej ptaszczyznie nazywamy go ruchem ptaskim. O tym, ze ruch
jest ptaski decyduja pewne czynniki fizyczne; powiemy wigcej o tym w dalszej czg$ci kursu.
Mozemy zawsze tak dobra¢ osie uktadu wspétrzednych, by ruch taki odbywat si¢ w

ptaszczyznie przez nas zadanej, np. (X.Y) . Ruch ptaski mozemy traktowac jako szczegdlny
przypadek ruchu przestrzennego, kiedy w uktadzie prostokatnym i cylindrycznym
wspotrzedna z rowna jest zeru, a w uktadzie sferycznym kat @ réwny jest #/1.

Do opisu ruch ptaskiego stosujemy czgsto uktad wspétrzednych biegunowych. W uktadzie
tym potozenie punktu wyrazone jest przez dwie liczby: dlugo$¢ promienia wodzacego r i kat
obrotu @, liczony wzgledem osi X. Wersor promienia wodzacego skierowany jest wzdluz jego
kierunku; wersor kata @jest do niego prostopadly (patrz Rys.1.4)

P(r,p)
A @ r
4 P
=y
r i
@ : x

. >
X

Wspo6hzedne biegunowe

Rys. 1.2.4. Punkt Pj jego potozenie w uktadzie
wspotrzednych biegunowych.

Wektor potozenia w uktadzie wspoétrzednych
biegunowych:
F=r F (1.2.9)
Wspétrzegdne w dwuwymiarowym uktadzie
prostokatnym wyrazone przez
wspotrzedne biegunowe:

X =I-Ccosg

V=r-sing (1.2.10)
Wspétrzedne w  ukladzie  biegunowym
wyrazone przez wspolrzedne
prostokatne:
r= _‘;: + _L-"ﬁ
o= r:u‘c!‘m:ij (1.2.11)

X

Uktad wspoétrzednych biegunowych bedziemy stosowac do opisu ruchu ciat wokét zadanego
punktu w przestrzeni dwuwymiarowej i w przypadkach, kiedy sity dziatajace w ptaszczyznie

maja symetri¢ obrotowa.

3. Predkos¢

Wiemy juz jak wyznaczy¢ potozenie punktu materialnego w przestrzeni tréjwymiarowe;j
postugujac si¢ uktadem wspotrzednych prostokatnych. Ruch - to jednak zmiana tego



potozenia w czasie, co oznacza, ze zarowno dlugosc¢ jak i kierunek wektora potozenia sa
funkcja czasu t.

Zapiszemy to nastgpujaco:

-

F=Ht=xt]-1+yft] | +z(t)- k (13.1)
Podobnie zapisa¢ mozemy przyrost wektora potozenia w zadanym przedziale czasu 4t
AF=Ax [+dy [+4z k (1.3.2)

Zmiang potozenia w jednostce czasu otrzymamy przez podzielenie przyrostu wektora
potozenia przez przyrost czasu:

Ar Az - ﬁ_}f ~ Az o~
—=—i+—j+—k (1.3.3)
A At At i

Kiedy przyrost czasu zdaza do zera, iloraz réznicowy (1.3.3) przechodzi w pochodna wektora
polozenia wzgledem czasu.

LAt dr dx - dy - dz ~ -
Im—=—=—".j4+— j+— - k=qv (1.3.4)
&0 dt df cf dt )

Pochodna wektora polozenia wzgledem czasu

Pochodna wektora potozenia wzgledem czasu w zadanej chwili £ nazywa sie predkoscia
chwilowg ciata

b=

dr
clt

(1.3.5)

Z matematyki wiemy, ze pochodna okresla lokalna szybkos$¢ zmiany funkcji i wyznaczona
jest przez styczna do funkcji w danym punkcie. Nasza funkcja jest potozenie ciata, a zmiana
tego potozenia w czasie wyznacza tor ciata w przestrzeni. Oznacza to, ze kierunek wektora
predkosci chwilowej pokrywa si¢ ze styczng do toru w danym punkcie, a jego zwrot
wyznaczony jest przez znak przyrostu wektora potozenia.

Na rysunku obok kolorem czerwonym pokazany jest przyktadowy tor ciala w przestrzeni.
Rzut toru na plaszczyzng pozioma pokazany jest kolorem ré6zowym. Kolorem
niebieskim zaznaczone sg promienie wodzace dla dwéch punktéw na torze, a
kolorem zielonym ich rdznica, czyli przyrost wektora potozenia.




Na osiach uktadu wspétrzednych
zaznaczone sa jego skladowe. Zmiana
polozenia odbywa si¢ w czasie, a wigc
kazdemu punktowi na torze odpowiada
okreslony czas. Kiedy roznica czasu
zmierza do zera wektory polozenia
zblizaja si¢ do siebie, a iloraz przyrostu
wektora potozenia do przyrostu czasu
Y zmierza do skonczonej warto$ci, ktora
> jest wtasnie predkoscia chwilowa ciata.
Wektor predkoSci  zaznaczony  jest
kolorem fioletowym. Wektor ten jest

styczny do toru ciala w kazdym jego
punkcie.

Rys. 1.3.1. Przyktadowy tor ciata w przestrzeni.

Jednostkq predkosci w uktadzie SI jest predkos¢ ciata poruszajqcego sie ruchem
Jjednostajnym, ktore w ciqgu jednostki czasu (sekundy) przebywa jednostke dtugosci (metr).
Jednostke predkosci zapisujemy w postaci 1 m/s .

Skladowe wektora predkosci

WspominaliSmy juz, ze specyfika ruchu sugeruje wybdér odpowiedniego uktadu
wspotrzednych. Kiedy analizujemy ruch pasazera pedzacego pociagu wida¢ celowo$¢
zastosowania dwuwymiarowego ukladu prostokatnego i wybdr osi wzdtuz i w poprzek
kierunku ruchu pociagu. Kiedy jednak pociag zakrgca i jedzie po tuku bedacym elementem
okrggu, moze okaza¢ si¢ przydatne wykonanie analizy w ukfadzie biegunowym. Kiedy
jeszcze dodatkowo pociag pokonuje wzniesienie - wybor ukladu sferycznego lub
cylindrycznego moze by¢ uzasadniony.

Zdefiniowany juz wczesniej wektor predkosci w uktadzie wspoétrzednych prostokatnych
mozemy zapisa¢ w postaci sumy jego sktadowych jako:

o g,

. ) &,
- = < =~ - ~ (1.3.6)
D=—=up, - i+u,  j+u, k=0, +0, +0;
ct - :
gdzie wspotrzedne wektora predkosci wynosza
p =& - — (1.3.7)

. v, =—, -
dt T dt dt



Forma tego zapisu jest analogiczna do zapisu wektora potozenia, wzor (1.2.1)

Wartos¢ bezwzgledna wektora predkosci wyrazona przez jej wspotrzedne w uktadzie
kartezjanskim zapiszemy analogicznie do wzoru (1.2.2)

(1.3.8)

Zwr6¢my uwage, ze w zyciu codziennym witasnie warto$¢ bezwzgledna (modut) predkosci
nazywamy "predkoscia” lub "szybkos$cia" nie interesujac si¢ na ogot kierunkiem tego
wektora.

4. Przemieszczenie i droga

Wzér (1.3.5) wyrazajacy definicj¢ predkosci taczy trzy podstawowe pojecia fizyki ruchu:
czas, przemieszczenie i pregdkos$¢. Zapiszmy to w nastgpujacy sposéb

dr =ov 8 df (1.4.1)

Wzor ten wyraza rézniczkg wektora potozenia, czyli przemieszczenie jako iloczyn predkosci
chwilowej i przyrostu czasu. Konsekwentnie, przemieszczenie ciala w skonczonym przedziale
czasu t=t,-t; wyrazi¢ mozna w postaci catki oznaczonej

t;

Ty =F —F = IJ (t)cle (14.2)

ty

Pamigtamy, ze calka jest suma nieskonczonej liczby przyrostéw stanowiacych wyrazenie
podcatkowe. W naszym przypadku jest to suma wektorowa elementarnych przemieszczen
wyrazonych wzorem (1.4.1).

A - Zataczony rysunek ilustruje te zaleznosci.
Y e Przemieszczenie pomi¢dzy punktami A i B
odbywato si¢ po skomplikowanej 1 dlugiej drodze
(pokazanej kolorem pomaranczowym), chociaz
przemieszczenie koncowe jest niewielkie,
bowiem punkt B potozony jest w poblizu punktu
B A. Jest to rezultatem obliczenia calki jako
r T wektorowej sumy przemieszczen. Na rysunku
; pokazane sa kolorem fioletowym dwa
I, przemieszczenia, ktére kompensuja si¢

' X wzajemnie przy obliczaniu wektorowej sumy

B  Przyrostow.

Rys. 1.4.1. Przemieszczenie i droga



Kiedy interesuje nas dtugos¢ przebytej drogi musimy oblicza¢ sume dtugosci, czyli
bezwzglednych warto$ci przemieszczen elementarnych. Czynimy to zamieniajac wektor
predkosci we wzorze (1.4.1) jego wartoscia bezwzgledna.

Droga przebyta w czasie t wyrazona jest wigc wartoscia skalarna, czyli liczba okre§lona
wzorem

t;

5= Jﬂ(ﬁ)cﬁ (1.4.3)

£

Zauwazmy, ze kiedy predko$¢ w danym przedziale czasu nie zmienia swej wartosci
bezwzglednej uzyskujemy znany ze szkoty wzor

s=vf (1.4.4)

Jednostkq przemieszczenia i drogi w uktadzie SI jest jednostka dtugosci (metr) co zapisujemy
w postaci 1 m .

5. Przyspieszenie i jego skladowe: normalna i styczna

Zdefiniowalismy predkos¢ jako granicg stosunku przyrostu wektora potozenia do przedziatu
czasu w ktérym ten przyrost nastapit. Podobnie, granice stosunku przyrostu wektora
predkosci do czasu, w ktérym ten przyrost nastapit nazywamy przyspieszeniem chwilowym
lub krétko - przyspieszeniem. Przyspieszenie jest wigc pochodna wektora predkosci
wzgledem czasu, a co za tym idzie - druga pochodna wzgledem czasu wektora potozenia. W
uktadzie wspoétrzednych prostokatnych zapiszemy to w nastepujacy sposob.

L Ab b b, - By o b, ~ dF
Im—=—"—="% {4+ — .|+ k=
M0 48 dbt dt clf f B

(k]

=a (1.5.1)

Zmiana wektora predkosci moze dotyczy¢ zarowno bezwzglednej wartosci jak 1 kierunku.
Pamigtajac, ze wektor predkosci jest zawsze styczny do toru poruszajacego sig ciala mozemy
okresli¢ jego warto$¢ bezwzgledna oraz jego kierunek w postaci zapisu

b=v'T (1.5.2)

gdzie vjest wartoscia bezwzgledna predkosci, a © jest wersorem stycznym do toru w danym
punkcie. Wektor przyspieszenia

ol
I

o,

Er-|t:1

(1.5.3)

mozemy wigc, wykorzystujac zapis (1.5.2), wyrazi¢ w formie




E=ﬁ:£{ﬂ-;}:@-;+ﬂ-£ (1.5.4)
dt dt dt dt

Pierwszy sktadnik w prawej czgsci wzoru, to sktadowa przyspieszenia styczna do toru.
Sktadowa ta jest tym wigksza im wigksza jest zmiana bezwzglednej wartosci predkosci w
czasie. Drugi sktadnik - sktadowa normalna (czyli prostopadta) odpowiedzialny jest za
zmiang kierunku wektora predkosci. Jest on tym wigkszy im wigksza jest predkos¢ ciata 1 im
szybciej zmienia ono kierunek swego ruchu. Miara zmiany kierunku ruchu ciata jest
krzywizna jego toru wyrazana zwykle poprzez promien krzywizny, ktory okreslany jest jako
promien okrggu stycznego do toru na matym odcinku w poblizu danego punktu. Jezeli
dtugos¢ tego odcinka zdaza do zera, méwimy o promieniu krzywizny w danym punkcie toru.
Promien ten jest staty dla ruchu po okregu i jest nieskonczony dla ruchu po prostej.

Ve
a,=—
Mozna wykaza¢, ze sktadowa normalna przyspieszenia wyraza si¢ wzorem R . Wektor

przyspieszenia jest suma sktadowej stycznej i normalne;j:

7_3.‘?

a=ﬁ~?+—ﬁ (1.5.5)
ot R

W ten sposob przedstawiliSmy przyspieszenie w postaci dwoch prostopadtych do siebie
sktadowych, ktérych wartosci bezwzgledne wynosza

2
v - (1.5.6)

Ry T — Fel
At it

Pierwsza skierowana zawsze zgodnie z aktualnym kierunkiem wektora predkosci, czyli
styczna do toru w danym punkcie, nosi nazwe¢ sktadowej stycznej , druga - skierowana do
srodka okrggu okreslajacego aktualny promien krzywizny toru nosi nazwe¢ sktadowej
normalnej przyspieszenia i nazywana jest tez przyspieszeniem dosrodkowym. Zauwazmy,
ze ciato porusza si¢ ruchem przyspieszonym takze wtedy, kiedy bezwzglgdna warto$¢ jego
predkosci nie zmienia sig, ale kiedy porusza si¢ ruchem krzywoliniowym. Szczeg6lnym
przypadkiem takiego ruchu jest ruch po okrggu.

Na rysunku obok przedstawiony jest
kolorem zielonym przyktadowy tor
samochodu na zakrgcie drogi. Promien toru
wynosi R. Przyspieszenie samochodu mozna
roztozy¢ na dwie sktadowe:

i . .
1. 7 - sktadowa styczna powoduje zmiang
wartosci predkosci. Pojawia sig, gdy
kierowca naciska na pedat gazu lub hamulca.

[#) . .
1. 7" - sktadowa normalna powoduje zmiang
kierunku predkosci. Pojawia sig, gdy
kierowca kreci kierownica.




Rys. 1.5.1. Przyktadowy tor samochodu na
zakrecie drogi

Jednostkq przyspieszenia w uktadzie SI jest przyspieszenie ciata poruszajqcego sie ruchem
Jjednostajnym, ktorego predkos¢ w ciqgu jednostki czasu (sekundy) przyrasta o jednostke
predkosci (metr na sekunde). Jednostke przyspieszenia zapisujemy w postaci b>1 m/s’ .

6. Przyklad ruchu - rzut ukosny

Ruch, w ktérym przyspieszenie zachowuje stala warto$¢ co do wartosci bezwzgledne;j i
kierunku nazywamy ruchem jednostajnie zmiennym.

Z ruchami tego typu spotykamy si¢ codziennie, bowiem sa to wszelkie ruchy odbywajace si¢
z przyspieszeniem ziemskim. Tak poruszaja si¢ spadajace lub rzucone przedmioty, takim
ruchem (cho¢ o innej wartosci przyspieszenia) poruszaja si¢ zjezdzajace po zboczu géry o
statym nachyleniu pojazdy, gdy nie wystgpuje hamowanie i opory ruchu sa pomijalnie mate,
tak porusza si¢ kula karabinowa lub strzata z tuku, jesli takze opory powietrza mozna
zaniedbac, tak porusza si¢ strumien wody wyrzucany pod ci$nieniem. W dalszej czgsci kursu
fizyki zobaczymy, ze tak réwniez poruszaja si¢ tadunki elektryczne w jednorodnym polu
elektrycznym. Znajduje to wielorakie zastosowania, np. w konstrukcji kineskopow
telewizyjnych oraz akceleratorow czastek i jader atomowych stosowanych w badaniach
naukowych, przemysle i medycynie.

A Kierunek wektora przyspieszenia moze by¢ dowolny.
7 Jedynie dla sprecyzowania naszych dalszych rozwazan
’ przyjmijmy, ze przyspieszenie skierowane jest wzdiuz
osi Z. (Patrz - rysunek) W momencie, kiedy
rozpoczynamy obserwacj¢ ruchu, cialo przez nas

obserwowane moze juz poruszac si¢, czyli mozna mu
Uy przypisa¢ pewien wektor predkosci poczatkowe;.
Y Wreszcie, cialo w tym momencie znajduje si¢ w

okreslonym punkcie przestrzeni, ktéry okreslamy przez

podanie  jego  wspoOtrzednych. Dwa  wektory:
Uyp =U przyspieszenia 1 predkosci poczatkowej wyznaczaja
ptaszczyzng ruchu. Mozemy tak dobra¢ kierunki osi
uktadu wspotrzednych, by byla to np. ptaszczyzna
(Y,Z). Wowczas, skltadowe predkosci i polozenia

Rys.1.6.1. Relacje ki t . . . - .
Y elage Knemayezne W dtuz osi X w poczatkowej chwili t=0, réwne sa

ruchu jednostajnie
przyspieszonym.

Warunki poczatkowe ruchu (dla ¢ = 0) w uktadzie wspotrzednych prostokatnych okreslamy w
nastgpujacy sposob
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01+0 f+ay k fﬂ,ﬂ:ﬂga}
'}=ﬂi Fpp Jr+ fﬂ:},ﬂ, rod (1.6.1)
F=0i+y, frzy k [0.70.20 ]

W rozpatrywanym przez nas ruchu wektor przyspieszenia nie zmienia si¢ w czasie.
Pamigtajac, ze przyspieszenie jest pochodna predkosci wzgledem czasu, mozemy wyznaczy¢
predkos¢ wykonujac operacje odwrotna do rézniczkowania, czyli catkujac przyspieszenie po
czasie. Zapiszmy te relacje dla poszczegdlnych sktadowych

a, =22 = dp =a,di=0df = % = [0°dE=0+C, = Cp
df
_ &5 - - - = = 1.6.2
@ =—L = dy=a d=0d = o =[o-@=0+C, =C, (162
d.:‘f'z
a, = = = do, ~a, di=a, d = ¢?2=Iazﬂ'df=azﬂ'f+ﬂm

Jak wiemy z matematyki, kazda z catek nieoznaczonych okreslona jest z doktadnoscia do
statej calkowania. State te oznaczyliSmy litera C, z odpowiednim indeksem. Sa one niezalezne
od czasu, mozemy wigc wyznaczy¢ je w oparciu o wartosci sktadowych predkosci dla =0,
(wzor (1.6.2)) otrzymujac

G = &g (1.6.3)

W ten sposéb mamy wyznaczone trzy sktadowe wektora predkosci ciata

o= ﬂ’ ﬂ‘_,'}r = o .:‘)'z = azﬂ' £+ .:')'zﬂ. (164)

¥

Podobnie wyznaczamy wspétrzedne wektora potozenia pamigtajac, ze predkos¢ jest pochodna
polozenia wzgledem czasu. Uzyskujemy w ten sposob wartosci wspotrzednych w funkcji
czasu.

o= = de=o, di=0dt = x=[0d=0+C, =0 (1.6.5)



ﬂ‘)’}r = o d’}( = .:’)'}', cdf= .:'J'}n:, el = ¥ = ‘I‘.:‘)'FG Cedf = g‘)’}”:, 'f+}.?|:| (166)
dz { 1
v,=— = dz=u, -di={a,y t+u,,)-df =
cf
. (1.6.7)
. $2
= z=|{ay t+u,p) dt=a,y- —+u t+zg
E o

W ten sposéb mamy wyznaczone wektory predkosci i potozenia dla dowolnej chwili naszego
ruchu. Zaleznos$ci wektoréw potozenia od czasu nosza nazwe réwnan ruchu. Wzory (1.6.5-
1.6.7) stanowia wiec rozwigzanie rOwnan ruchu dla przypadku ruchu jednostajnie zmiennego.
Wzory te sa tez réwnaniami toru poruszajacego si¢ ciata zapisanymi w postaci
parametrycznej, gdzie parametrem jest czas. Zauwazamy, ze w naszym przypadku ruch
odbywa si¢ wytacznie w ptaszczyznie (Y,Z). Ruch taki nazywamy ruchem ptaskim. Mozemy
fatwo zapisa¢ rownanie toru ciata w naszym ruchu w postaci bezposredniej zaleznosci z =
J(y). Zapis taki uzyskamy eliminujac czas z zaleznosci (1.6.6), (1.6.7). Z réwnania (1.6.6)
wyznaczmy czas

£= (1.6.8)

i wstawiamy do réwnania (1.6.7) otrzymujac

¥ ¥
Z=ay t 2+ thzy = | —25 'f}’_l”aJEJf[—;za (y-¥yoltzg  (169)
i Horl)
i ¥

W uzyskanej zaleznos$ci bez trudu rozpoznajemy réwnanie paraboli. ROwnanie to mozemy
przepisac tez w postaci

z= R Y A AT (1.6.10)
2{ &y cos & )
gdzie
4y = _ %0 S I
A=y Ve,  fgoH =24, oos & = == (1.6.11)
o g+ iy P



Przyrost wspétrzednej y oznaczyliSmy tu przez Ay i wprowadziliSmy kat nachylenia
o€wektora predkosci v, wzgledem osi Y.

Rys. 1.6.2. przedstawia graficzna prezentacje rozpatrywanego przez nas ruchu z
wyszczegOlnieniem podstawowych symboli i zaleznosci. W tym przypadku wektor
przyspieszenia skierowany jest w strong przeciwna niz sktadowa v . wektora predkosci. Tor
na rysunku odpowiada znanemu z kursu szkolnego przypadkowi rzutu ukosnego i moze by¢
uznany np. za tor pocisku armatniego w idealnym przypadku braku oporéw ruchu.

XAx(t)=x,=0
Ux{t)r=uxﬁl =0

Rys. 1.6.2. Kinematyka rzutu ukosnego
Iustracja graficzna - test

Wszystko, co opisaliSmy za pomoca definicji i wzoréw, znajduje zywe odzwierciedlenie w
otaczajacej nas rzeczywistosci. Caty pek "rzutéw ukosnych" pokazany jest na stronie
tytutowej naszego kursu. Teraz za§ Ty sam sprawdzZ czy rozumiesz znaczenie poszczeg6lnych
pojec 1 wzoréw



Dla przyktadu - wyznacz przy zatozonych przez
siebie warunkach poczatkowych:

1. czas, po ktérym ciato wystrzelone do gory z
okreslona predkoscia osiagnie najwigksza
wysokos¢,

2. wartos¢ tej wysokosci wyrazong w metrach,

3. zasigg lotu ciata wystrzelonego pod danym
katem do poziomu,

4. kat dla ktérego zasigg bedzie najwigkszy

5. catkowity czas lotu wystrzelonego pod
danym katem pocisku,

6. predkos¢ pocisku w najwyzszym punkcie
oraz w momencie uderzenia o ziemig,

7. predkos¢ wyrzucanej pionowo wody w
stynnej fontannie na jeziorze genewskim,
gdzie wysokos¢ stupa wody osigga 130m.

(patrz zdjgcie obok)
Rys.1.6.3. Jaka masa wody utrzymuje sie w 8. Masg wody utrzymujacej si¢ w powietrzu
powietrzu i z jakg predkosciq jest wiedzac, ze fontanna wyrzuca 500 litrow

wyrzucana woda w sfynnej genewskiej wody na sekundg.

fontannie?

A teraz, wyniki swych obliczen mozesz sam sprawdzi¢ wykonujac modelowanie ruchu
jednostajnie przyspieszonego za pomocy interaktywnej ilustracji graficznej. Rysunek ponizej
prezentuje przyktadowy wykres uzyskany z uzyciem tego programu.

MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna Kliknij w polu rysunku.

140 +
120 4
100 4

0 50 100 150 200 250 300 350
5 5 Y [m]
 —a—Tor ruchu, Z=f(Y)

Rys.1.6.4. Ruch jednostajnie przyspieszony.

Najlepsza weryfikacja obliczen jest eksperyment. Wykonamy go teraz w naszym Domowym
Laboratorium Fizycznym.



Domowe Laboratorium Fizyczne

Sprawdzenie czy trajektoria rzutu uko$nego ma
rzeczywiscie ksztatt paraboli moze by¢ trudne, bowiem
zwykle rzucony przedmiot nie pozostawia sladu. W naszym
domowym laboratorium rol¢ wyrzucanych w sposéb ciagly
przedmiotéw odgrywa strumien wody w tazience.

e Zaobserwuj dla jakiego kata wzgledem poziomu zasigg strumienia wody jest
najwigkszy.
¢ Oszacuj predkos¢ strumienia wody wiedzac, ze wysoko$¢ kafelka wynosi 15cm.

7. Transformacja Galileusza
Opis ruchu punktu materialnego zalezy od

K.‘“‘ wyboru uktadu odniesienia. Jak zmieniaja si¢
A wspoélrzedne punktu, gdy przechodzimy z
T jednego uktadu do innego? Rozpatrzmy
—— najprostszy przypadek. Uktad ruchomy
> (X'Y'Z'") porusza si¢ wzgledem uktadu
i U / 0 i nieruchomego (XYZ) ruchem jednostajnym i

prostoliniowym z predkoscia

v, .=0,0v,__) s 1
Rys.1.7.1. Uktad ruchomy porusza si¢ ruchem s . !'Efm "wzdtuz osi Z, ktora
jednostajnym i prostoliniowym wzdtuz osi Z. P okrywa sig z osia Z (patrz Rys.1.7.1).

—=r__ r r r
Jesli punkt porusza si¢ w ukladzie ruchomym z predkoscia V N [V =V Vs J , to jego

predkos¢ w uktadzie nieruchomym wynosi V= [Vf’ VyiVz J, gdzie

x Ve VSV, V=V Vi (1.7.1)

Wsp6étrzedne punktu w uktadzie nieruchomym (x, y, z) zwiazane sa ze wspotrzgdnymi w
uktadzie poruszajacym si¢ (x', y', z) wzorami:

x=x" y=y' z=z'+v__-t =V (1.7.2)

Ostatnia z rownosci wyraza zatozenie o rownosci uptywu czasu, w roznych uktadach
odniesienia. Do tego zagadnienia powrdcimy jeszcze przy omawianiu ruchéw z predkosciami
bliskimi predkosci Swiatla.

Transformacja odwrotna, tj. wyrazenie wspotrzednych punktu w uktadzie ruchomym przez
jego wspdtrzedne w uktadzie nieruchomym, okres§lona jest wzorami:

x'=x, y'=y, z2=z-pg t t=t (1.7.3)




Zaleznosci te stanowia tres¢ tzw. transformacji Galileusza taczacej wspotrzedne punktu w
uktadzie, ktory porusza si¢ ze stata predkoscia w nie zmieniajacym si¢ kierunku, zgodnym ze
zwrotami osi Z i £ oraz w ukladzie nieruchomym, gdy osie obu uktadéw sa wzajemnie
rownolegte.

Przytoczmy kilka przyktadéw transformacji Galileusza w praktyce. Pierwszym jest
oczywiscie przyklad z poruszajacymi si¢ ruchem jednostajnym, prostoliniowym: wagonem,
statkiem czy samolotem, ktérych ruch wzgledem ziemi dodaje si¢ do naszego ruchu wewnatrz
nich. Klasycznym przyktadem sa tez ruchome schody. Transformacja Galileusza ostrzega
rowniez, by (niezaleznie od innych wzgledéw) nie wyrzucac przedmiotéw z jadacych
pojazdow. Wyrzucony, nawet z niewielka predkos$cia, przedmiot z pgdzacego samochodu
porusza si¢ z podobna jak samochdd predkoscia wzgledem drogi i moze by¢ po prostu -
niebezpieczny.

Zadania
Zadanie 1.1 wspélrzedne kartezjanskie

Ruch plamki na ekranie oscyloskopu, w uktadzie kartezjanskim osi XY, opisuje wektor
potozenia

F(t)=[A'cos(m't),B gl [m't:l]

9

gdzie A, B, o to state dodatnie, natomiast t - czas.

Znalez¢:
1. réwnanie toru plamki,
2. réwnanie krzywej po ktérej bedzie poruszac sie plamka w przypadku, gdy B = A,
3. wektor predkosci,
4. wektor przyspieszenia.

Rozwiazanie
Z tresci zadania wynika, ze

x(t) = 4 cos[m't)oraz y[t] =B sin Iio:u't).

Réwnie toru otrzymujemy eliminujac czas z powyzszych réwnan ruchu.

2 2 2 2
X—2=cosgli0:|'t:l F—2=sﬁ12[m't) K—2+F—=cosz(m't)+smg(m't)
Poniewaz & oraz B , to A" B ,
£+£ -1
2 )
czyli ruch odbywa sig po elipsie o réwnaniu £~ B

W przypadku szczegdlnym, gdy B = A,



ruch odbywa si¢ po okrggu o réwnaniu

Z definicji wektora predkosci,

7)==, | -

w tym ruchu, dt - dt

Z definicji wektora przyspieszenia,

0[5
w tym ruchu,

Zadanie 1.2

dhr,, d'tfy

dt

gyt =A%

[—Jl'a'o:u'sin I:m't),E'm'ms[m't)]

i - .

e dommmz
VTI%

- — — — — - D
++ Ha

L 1 1 1 .'I

5t |

Rys. z1.2.1. Znaczenie wielkosci

wystepujgcych w zadaniu.

Znalez¢:

1. wektor predkosci todzi,
réwnanie toru todzi,

=[—4-'3L'mz'cos(m't),—B'mj'Sﬁl (o:-'t]]

zasada niezaleznosci ruchow

tédz przeptywa w poprzek rzeke ze statg wzgledem
wody predkoscig v,, prostopadfa do kierunku pradu
rzeki. Predkos¢ wody w rzece v,, jest rGwna zeru przy
brzegach, po srodku nurtu osigga wartosé u, a zmienia
sie wraz z odlegtoscig od brzegu zgodnie ze wzorem:

T, :u-sm(n—}rJ
D

b

gdzie D jest szerokoscia rzeki.

3. odlegtosc¢ xo, o ktora prad rzeki znosi 16dz od miejsca startu do miejsca przybicia na

przeciwlegtym brzegu.

Rozwiazanie

Poczatek uktadu wspoétrzednych kartezjanskich (punkt 0,0) umieszczamy w miejscu startu
todzi. Daje to warunki poczatkowe, dla czasu t =0, x(0) =01 y(0) =0.

¥ =|v,.v,]= [u'sin[%], vy].

1. Wektor predkosci :



2. Ruch todzi w poprzek rzeki wynika z natozenia si¢ dwéch niezaleznych ruchéw, w
kierunku osi OX z podang predkoscia vy 1 0si OY ze stalg predkoscia vy.

Znaczy to ze: F(t) Tyt .

Natomiast w kierunku osi OX:

vt D Ty
K(t:'=_[‘ii’xdt=_[u'5iﬂ[ DY ]dt=—u cos[ Dy't]+const
T

Stala catkowania const wyznaczamy z warunku poczatkowego: X(D) B U, wige

u'D u'D
X(D =- + const const =
TV, . astad TV,
i dlatego
TV N TV
x(t)=uD 1-cos LAy =2U'Dsm2 Ly
Ty Ty, 2D

C . . . . .. = t .
Eliminujac z powyzszego rdwnania ruchu czas (przez podstawienie ¥y ), otrzymujemy

= E'u'DS].ng Ty
W, 2D

réwnanie toru:

2'uD
Hg = ——

3. Gdy wspétrzedna y = D, to wspétrzedna x = x¢, dlatego Ty
Stownik
kinematyka opis rucfh}l, w ktorym zajmujemy sig zwigzkami pomigdzy potozeniem,

predkoscia, przyspieszeniem i czasem
dynamika analiza zwiazkéw pomigdzy sitami dziatajacymi na ciala a ich ruchem.

ruch, w ktérym wszystkie punkty danego ciata przemieszczaja si¢ tak
ruch postepowy samo co do wartosci 1 kierunku wzgledem danego uktadu odniesienia
ruch ruch, w ktérym przemieszczenie ciala odbywa si¢ wzdtuz linii prostej
prostoliniowy ’ ymp y & P ]
ruch plaski g;g?léidory zachodzi w jednej plaszczyznie; torem ciata jest krzywa




uklad punkt w przestrzeni, ciato lub zbidr ciat wzgledem ktérych badamy ruch
odniesienia innych ciat

punkt ciato, ktorego rozmiary w badanym ruchu mozna uzna¢ za pomijalnie
materialny mate.

cialo sztywne

ciato, ktére nie ulega odksztalceniu w czasie rozpatrywanego ruchu

stan spoczynku

stan kiedy ciato nie zmienia swego potozenia wzgledem uktadu
odniesienia

uklad
wspotrzednych

okreslony w danym uktadzie odniesienia zespét osi przecinajacych si¢ w
punkcie zwanym poczatkiem uktadu i umozliwiajacy wyznaczenie
potozenia dowolnego innego punktu w danym uktadzie

wektor polozenia

wektor, ktérego poczatek znajduje si¢ w poczatku uktadu wspéirzednych,

(promien . . .. .

wodzacy) a koniec okresla potozenie (wspotrzedne) danego punktu

uklad uktad wspétrzednych, w ktérym potozenie punktu okreslone jest przez
wspolrzednych | podanie warto$ci rzutéw wektora potozenia na prostopadie do siebie osie
prostokatnych uktadu

uktad uktad wspétrzednych, w ktérym potozenie punktu okreslone jest przez
wspolrzednych | podanie dtugosci promienia wodzacego oraz dwéch katéw jakie z osiami
sferycznych uktadu tworzy promien wodzacy i jego rzut

uktad uktad wspétrzednych, w ktérym potozenie punktu okreslone jest przez
wspolrzednych | podanie rzutu wektora potozenia na jedna z osi oraz rzutu na prostopadia
cylindrycznych |do niej ptaszczyzng i kat rzutu w tej ptaszczyznie na jedna z osi

uklad dwuwymiarowy uktad wspétrzednych, w ktérym potozenie punktu
wspolrzednych | okreslone jest przez podanie dlugosci promienia wodzacego oraz kata jaki
biegunowych tworzy z jedna z osi uktadu

wersor wektor o dlugosci jednostkowe;j

predkosé pochodna wektora potozenia wzgledem czasu

przemieszczenie |réznica wektorow potozenia ciata w dwdch réznych chwilach czasu
przebyta droga |catka oznaczona z bezwzglednej wartosci predkosci po czasie

predkos¢ srednia

iloraz przebytej drogi przez czas, w ktérym droga ta zostala przebyta

przyspieszenie pochodna wektora predkosci wzgledem czasu

przyspieszenie sktadowa przyspieszenia skierowana do srodka okrggu okreslajacego
normalne lokalny promien krzywizny w danym punkcie

przyspieszenie sktadowa przyspieszenia styczna do toru w danym punkcie, czyli
styczne skierowana wzdtuz kierunku wektora pregdkosci w tym punkcie

rownanie ruchu

rOwnanie wyrazajace zaleznos¢ potozenia ciata w funkcji czasu

réownanie toru

réwnanie okreslajace ksztalt toru ciala w przestrzeni




Przyczyny ruchu

: h W poprzedniej lekcji zajmowaliSmy si¢ opisem
. ruchu nie wnikajac w to, jakie przyczyny ten ruch
powoduja. Dynamika ruchu bada zwiazki
pomigdzy czynnikami wywolujacymi ruch, a
wlasciwosciami tego ruchu. Aby nieruchome ciato
wprawi¢ w ruch musi ono by¢ poddane dziataniu
sity, ktora zmieni jego stan spoczynku w stan
ruchu. Sily stanowia przyczyne wywolujaca
ruch cial materialnych i powodujaca zmiang
stanu ruchu.

Sita jest wielko$cia wektorowa. Posiada okreslona

Fot. 2.0.1. Pitka jest jeszcze w stanie Vzartos'é, punkt przylozenia, kierunek 1 zwrot. Sita
spoczynku, ale za chwile zostanie F na rysunku powyzej przytozona jest do ciata w
wprawiona w ruch pod dziataniem sity  punkcie 1, za$ jej kierunek i zwrot wskazuje
wywartej na niq przez pitkarza. strzatka, ktérej dlugoéé proporcjonalna jest do

wartosci sity.

Czy jednak przytozona do ciata sita zawsze wywotuje jego ruch? Kiedy ciato poruszy sig, a
kiedy nie, jesli poddane zostanie dziataniu sity lub uktadu sil? Jezeli cialo poruszy si¢ pod
wplywem dzialajacej na niego sity, to jak ruch ten zalezy od wartosci tej sity i czy tylko od
same;j sity jest zalezny? Kiedy za$ ciato porusza sig, to czy ruch ten moze trwa¢ dowolnie
dlugo, czy tez ciato zatrzyma si¢ samo?

Popatrzmy blizej na relacje pomigdzy sila i ruchem. Stojacy na szafie wazon nie porusza si¢
(nie spada) cho¢ wiemy, Ze dziala na niego wszechobecna na Ziemi sita cigzkosci. Owszem -
spada, kiedy pozbawimy go podpory jaka jest gérna Scianka szafy. Pod wptywem sity
ciezkosci predkose jego si¢ zwigksza. Jesli wazon jest cigzki i spada z wysoka, moze
uszkodzi¢ stojaca na stole lampg, a przy tym i sam moze ulec rozbiciu. W koncu jednak
zatrzymuje si¢ pomimo istnienia sit ci¢zkosci.

Przyktad ten, chociaz banalny, pokazuje rozmaite relacje pomigdzy sila i ruchem. W celu
uogdlnienia mozna zamiast wazonu rozwaza¢ ruch innych przedmiotéw, mozna odmienic¢
kierunek ruchu zamieniajac spadanie w doét - wyrzucaniem do gory, a sil¢ cigzkosci zamieni¢
ci$nieniem gazéw wybuchowych w lufie armatniej. Stad tylko jeden krok do probleméw, gdy
gazy te beda nie w lufie, ale w dyszy rakiety lub komorze spalania samolotu odrzutowego. Z
kolei - zderzenie wazonu z lampa nie r6zni si¢ w swej naturze od zderzen pojazdow czy
wreszcie - zderzen czastek elementarnych lub jader atomowych.

Stormutujmy bardziej ogdlnie wyniki obserwacji z naszego przyktadu:



1. Kiedy pomimo dziatania sity (tu - sily ciazenia) ciato nie porusza si¢ (wazon nie
spada) - to znaczy, ze na to ciato dziala réwnocze$nie jakas inna r6wnowazaca sita lub
sity. Sumaryczna sita wynosi wigc zero. Stan taki moze trwa¢ dowolnie dtugo, ale
kiedy sity dziatajace na ciato przestaja si¢ rownowazy¢ (pozbawiamy wazon podpory)
wtedy...

2. Dzialajaca na ciato niezréwnowazona sita (tu - sita cigzkosci) zmienia stan jego ruchu
- zamienia bezruch w ruch i zamienia mata predkos¢ w wigksza, czyli nadaje cialu
przyspieszenie. Kiedy za$ ciato oddzialuje na drugie - wtedy...

3. Dzialanie jednego ciala na drugie (wazonu na lampg¢) wywotuje reakcj¢ ze strony
drugiego ciata na pierwsze (lampy na wazon). Im wigksze dziatanie pierwsze, tym
wigksze i drugie, ale skierowane w odwrotna strong - ku pierwszemu.

= Przyktady mozna mnozy¢. Laczy je jedna wspdlna cecha -
= wszelkie zmiany charakteru ruchu zachodza pod wptywem
sit wywieranych na cialo, za$ stan spoczynku jest
rezultatem réwnowagi tych sit. Kiedy wigc na ciato dzialaja
sity rownowazace si¢ lub nie dziataja zadne sity, charakter
ruchu nie moze si¢ zmieniac - jesli cialo jest w spoczynku,
“powinno w spoczynku pozostac, jesli jest w ruchu -
powinno pozosta¢ w ruchu. Stwierdzenie to wydaje si¢
oczywiste, a przeciez przez wieki uwazano, ze to wlasnie
dla podtrzymania ruchu potrzebne jest przylozenie
zewngtrznej sity, bo w przeciwnym przypadku ciato
zatrzyma sig. Nie brano pod uwage, ze we wszystkich
obserwowanych przypadkach ruchu dziatata sita
zewnetrzna przeciwdziatajaca ruchowi, przyktadana w

postaci oporéw ruchu.

Galileusz jako pierwszy powiqzat przypadek spoczynku i ruchu jednostajnego
prostoliniowego, jako nie dajqce sie odroznic stany ruchu. Na ilustracji - Galileusz (Galileo
Galilei, 1564 - 1642)

W tej lekcji poznamy prawa ruchu, czyli zasady pozwalajace powiaza¢ wtasnosci ruchu z
przyczynami, ktére ten ruch wywotuja. Przedyskutujemy przyktady pokazujace
rownowaznos$¢ stanu spoczynku i ruchu jednostajnego prostoliniowego, wprowadzimy
pojecie uktadu inercjalnego 1 poznamy przypadki uktadéw nieinercjalnych. Oméwimy relacje
pomiegdzy sila i przyspieszeniem i wprowadzimy pojecie masy bezwladnej. Zobaczymy, ze
zapoczatkowana przez Galileusza i Newtona mechanika klasyczna potrafi opisa¢ w postaci
prostych praw niezwykta ztozonos¢ ruchow wsrdd ktoérych zyjemy.

1. Zasady dynamiki

Prawa ruchu zostaly sformutowane przez Izaaka Newtona 1
przedstawione w 1686 roku w dziele

""Philosophiae naturalis principia mathematica''

w postaci trzech zasad dynamiki.




Podany w pierwszej czgsSci wyktadu przyktad stanowi ilustracj¢ zasad dynamiki. Trzy
wysunigte tam wnioski odpowiadaja wtasnie trzem zasadom dynamiki sformutowanym przez
Newtona. Zasady te oméwimy teraz bardziej szczegétowo.

Fot.2.1.1. Na fotografii - Isaac Newton (1642 - 1727) - figura w gabinecie figur woskowych
Mme Tussaud w Londynie (WiZ, 5/1977,5.28)

Pierwsza zasada dynamiki

Zapiszmy pierwsza zasade dynamiki w sposéb podobny do oryginalnego sformutowania
Newtona. Zauwazmy tez, ze zasadg t¢ wyraza pierwszy wniosek z naszego przyktadu.

pierwsza zasada dynamiki
Jezeli na ciato nie sq wywierane sity (lub dziatajqce sity sie rownowazq ) to ciato to pozostaje
w stanie spoczynku lub ruchu jednostajnego, prostoliniowego

Zasadnicza wartoscia pierwszej zasady dynamiki jest wprowadzenie rOwnowaznosci stanu
spoczynku i stanu ruchu jednostajnego prostoliniowego. Rozpatrzmy to na przyktadzie ruchu
pociagdéw.

Kiedy siedzimy w przedziale wagonu jadacego pociagu, uktadem nieruchomym jest dla nas
wagon, bo wzgledem nas si¢ nie porusza. Kiedy stoimy na peronie, uktadem nieruchomym
jest stacja kolejowa. Oba te uklady odniesienia sa jednakowo dobre do badania stanu ruchu
innych przedmiotéw, jesli tylko w czasie prowadzenia obserwacji, predkos$¢ pociagu nie
zmienia ani warto$ci, ani kierunku. Pasazer takiego pociagu nie moze stwierdzi¢ czy pociag
stoi na stacji czy jedzie z duza predkoscia jesli nie wyjrzy przez okno, (zaniedbujac oczywiscie
efekty szumu, czy wibracji towarzyszacych czgsto ruchowi pociagu). Jego walizka na pétce pozostawac
bedzie nieruchoma. Kiedy jednak pociag nagle zahamuje, to walizka moze spas¢ z potki, cho¢
nikt z pasazer6w jej w tym czasie nie dotyka. Jest to oczywiscie w sprzecznosci z pierwsza
zasada dynamiki rozpatrywana w ukladzie odniesienia zwiazanym z pociagiem. Uktad taki
nie jest wigc dobrym uktadem odniesienia.

Uktady, w ktérych pierwsza zasada dynamiki jest spetniona, nazywamy ukladami
inercjalnymi; uktady, w ktérych spetniona nie jest - ukladami nieinercjalnymi. Jadacy
pociag moze by¢ uktadem inercjalnym ale tylko wtedy gdy wektor jego predkosci zachowuje
stala warto$¢, kierunek i zwrot. Zauwazmy, ze kiedy znany jest jeden uktad inercjalny, to
znanych jest ich nieskonczenie wiele. Kazdy bowiem uktad poruszajacy si¢ wzgledem uktadu
inercjalnego z dowolna ale stata co do wartosci i kierunku predkoscia jest tez uktadem
inercjalnym. Pierwsza zasada dynamiki stanowi wigc definicj¢ uktadu inercjalnego.

Masa i Srodek masy

Dla sformutowania drugiej zasady dynamiki konieczne jest wprowadzenie pojecia masy. Juz
Newton okreslit mas¢ jako miarg ilosci materii uwazajac te jej wlasciwos¢ za niezalezna od
stanu ruchu obiektéw materialnych.

Jednostke masy (kilogram, kg) wprowadziliSmy juz w pierwszej lekcji. W drugiej,
zdefiniowalis$my pojgcie punktu materialnego. Teraz, kazdemu obiektowi materialnemu



przypiszemy mase¢ 11 jako miare jego bezwladnosci przy dzialaniu na cialo sily, ktéra
nadaje mu przyspieszenie.

Kiedy interesuje nas ruch uktadu wielu punktéw materialnych, wprowadzamy pojecie srodka
masy. Wektor potozenia srodka masy dla uktadu IV punktéw zwiazany jest z masami “% oraz

promieniami wodzacymi ¥ wszystkich punktéw wchodzacych w sktad uktadu wzorem

_ i ~ N
Tom = Ei_;”i I gdzie M= Zmi (2.1.1)
- i=1

jest masg catego uktadu.
Wektor pedu

Dla ilosciowego opisu ruchu ciata o danej masie wprowadza si¢ pojgcie wektora pedu
zdefiniowanego jako iloczyn masy ciata 1 wektora jego predkosci. Ped jest wigc takze
wektorem, a jego kierunek zgodny jest z kierunkiem wektora predkosci.

p=m-0 (2.1.2)

Ped uktadu punktéw materialnych stanowi wektorowa sume¢ pedoéw wszystkich punktéw
wchodzacych w jego sktad

N N
p=>p;=> . m; b (2.1.3)
=1 i=1

Druga zasada dynamiki

Kiedy cialo jest pod dzialaniem sit nie rtOwnowazacych si¢ wzajemnie, to zgodnie z pierwsza
zasada dynamiki jego stan spoczynku lub ruchu jednostajnego prostoliniowego ulega zmianie
- zmienia si¢ wektor jego predkosci. Intuicyjnie wyczuwamy, ze zmiana predkosci bedzie
tym wigksza, im wigksza sita bedzie na ciato dziata¢ oraz, ze kierunek zmiany predkosci
bedzie zgodny z kierunkiem dziatania sity. Z doswiadczenia wiemy tez, ze wigksza silg trzeba
przyktada¢ do ciat o wigkszej masie niz o mniejszej, by osiagnac ta sama zmiang predkosci.

Druga zasady dynamiki wyraza zwiazek pomig¢dzy zmiang w czasie pgdu ciala, a sita pod
wpltywem ktérej zmiana ta zachodzi. Zmiang pgdu w czasie wyrazamy jako pochodna pedu
wzgledem czasu, otrzymujac wzdr wyrazajacy ilosciowo druga zasadg¢ dynamiki

— E (2.1.4)




Pochodna pedu wzgledem czasu informuje jak szybko nastgpuje zmiana pedu w czasie.
Mozemy wigc druga zasade dynamiki sformutowac¢ stowami w sposéb nastgpujacy:

druga zasada dynamiki
Szybkos¢ zmiany pedu ciata rowna jest wypadkowej sile dziatajqcej na to ciato.

W ten sposéb druga zasada dynamiki daje nam ilosciowe okreslenie sity.

Jesli przyjmiemy, ze masa ciala podczas ruchu pozostaje stata, to rownanie (2.1.4) mozemy
przepisa¢ w postaci

- i g 0
F:@:M: IH-E: m-a (215)
t dt dt

gdzie @jest wektorem przyspieszenia ciata. Druga zasada dynamiki moze wigc by¢ takze
sformutowana inaczej.

F=ma (2.1.6)

lub stowami

druga zasada dynamiki (dla m=const )
lloczyn masy ciata przez jego przyspieszenie rowny jest sile dziatajqcej na to ciato

Zatozenie o stato$ci masy nie zawsze jest jednak spelnione, a tylko wtedy gdy predkosci
poruszajacych sie obiektéw sa duzo mniejsze niz predkos¢ Swiatta tj, gdy ¥ == €. Pierwsze
sformutowanie drugiej zasady dynamiki jest wigc ogdlniejsze od drugiego. Wigcej na ten
temat powiemy w nastgpnych lekcjach.

Masa bezwladna i ci¢zar ciala

—y

Zapiszmy inaczej wzér (2.1.6). Kiedy na cialo o masie Zdziatamy sita I, nadajemy mu
przyspieszenie

i .
— F (2.1.7)

o=
i1

Przyspieszenie jest wigc proporcjonalne do dziatajacej na ciato sity, zas wspétczynnikiem
proporcjonalnosci jest odwrotno$¢ masy ciata. Oznacza to, ze im wigksza jest masa ciata
(mianownik utamka) tym wigkszej musimy uzy¢ sity (licznik) by przyspieszenie ciata moglo
pozostac¢ bez zmian. Méwimy, Zze masa jest miara bezwtadnosci ciata czyli "oporu" jaki ciato
stawia sile, ktéra zmienia stan jego ruchu. To wtasnie dlatego konstruktorzy samochodéw
staraja si¢ zmniejszac ich masg, by uzyska¢ wigksze przyspieszenia przy tej samej mocy
silnika, to dlatego wigksza sit¢ musimy przykfadac otwierajac masywne drzwi, cho¢
otwierajac - wcale ich nie podnosimy, a jedynie obracamy.



Masa i cigzar ciala to nie to samo. Masa, ktora jest wtasnoscia danego ciata zwana jest tez
masg bezwladng w odréznieniu od cig¢zaru ciata, ktdry jest r6zny na Ziemi, na Ksi¢zycu lub
w statku kosmicznym. Masa bezwtadna jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci w réwnaniu
(2.1.6). Ciezar ciala jest wypadkowaq sily jaka dziata na ciato wskutek przyciagania
grawitacyjnego i sity odsrodkowej obrotowego ruchu Ziemi. Cigzar ciata mozemy wyrazi¢ za
pomoca réwnania (2.1.6) jako

F=F =m’

g (2.1.8)

Tl

gdzie cigzar P jest po prostu sita dziatajaca na ciato o masie #?znajdujace si¢ na powierzchni
Ziemi, a € jest wektorem przyspieszenia jakie uzyskuje ciato spadajace swobodnie pod

wplywem sity cigzko$ci w danym miejscu. Przyspieszenie & zwane jest przyspieszeniem
ziemskim i nie zalezy od wtasnosci spadajacych przedmiotéw, ale od masy Ziemi i odlegtosci
danego ciata od srodka jej masy. Dlatego tez inna jest warto$¢ tego przyspieszenia na
biegunie, inna na réwniku, bowiem Ziemia nie jest idealna kula; inna jest takze wysoko nad
powierzchnia Ziemi. Przyblizona warto$¢ przyspieszenia ziemskiego wynosi 1g=9.81 m/s”.1.
O sitach dziatajacych na ciata poruszajace si¢ w polu grawitacyjnym Ziemi dowiemy si¢
wigcej w lekcji poswigconej grawitacji. Oczywiscie, mozna tez podobnie zdefiniowac
przyspieszenie na Ksigezycu, Marsie itd.

Jednostkq sity w uktadzie SI jest niuton (N). Jest to sita, ktora masie rownej jednej jednostce
masy (kilogram) nadaje przyspieszenie réwne jednej jednostce przyspieszenia (1 m/s>);
kg m

IN=125_

5 . Stosowanq niekiedy jednostkq jest tez kilogram sity. Jest to sita
odpowiadajqca ciezarowi masy 1kg i wynosi 1kG = 8.81N |

Domowe Laboratorium Fizyczne
W naszym Domowym Laboratorium Fizycznym mozemy wykona¢ proste ale efektowne
doswiadczenie demonstrujace pogladowo role bezwtadnosci. Zanim jednak uruchomisz
demonstracjeg, sprobuj odpowiedzie¢ na zawarte w dolnej czesci tabelki pytanie.

Kasia wykonuje

Na zaczepionej u g0ry nici . )
P Jugory doswiadczenie.

zawieszony jest arbuz. U dotu
przymocowana jest taka sama

druga nié. )===>>> Bedzie ciagnac za nic¢

zaczepiona u dotu.

...a teraz bedzie ciagnac
powoli.

Najpierw pociagnie szybko,

Odpowiedz - ktéra ni¢, dolna czy gdrna, zerwie sie kiedy Kasia pociggnie szybko, a ktéra - kiedy
bedzie ciggng¢ powoli. Uzasadnij swojg odpowiedZ. Teraz zobacz wynik
doswiadczenia.

Druga zasada dynamiki stanowi fundament catej fizyki klasycznej. W niezwykle proste;j
postaci wzoru (2.1.10a) zawarte sa prawa ruchu obiektow materialnych poczynajac od




przyktadowego wazonu spadajacego z szafy, a konczac na ruchu samolotow, rakiet 1 cial
niebieskich. Zasada ta wyznacza zwiazek pomigdzy przyczyna (sita) i skutkiem jej dziatania
(przyspieszenie) stanowiac podstawg deterministycznego rozumienia praw fizyki wyrazanego
przez tzw. zasade przyczynowosci. Zgodnie z ta zasada znajomo$¢ warunkéw poczatkowych
(potozen 1 predkosci ciat w danej chwili) oraz dzialajacych na te ciata sit wyznacza
jednoznacznie stan ich ruchu w dowolnej chwili. Zakres stosowalno$ci drugiej zasady
dynamiki wyznaczony zostal dopiero w poczatkach XX-go wieku poprzez mechanike
relatywistyczna i kwantowa. Zasada ta jest jednak szczeg6lnym przypadkiem obu tych teorii
fizycznych.

Trzecia zasada dynamiki

W naszym przykladzie z wazonem zwracaliSmy uwagg, ze

kiedy lezy on na szafie czy na stole, dzialaja na niego

. wzajemnie rOwnowazace sig sily: sila przyciagania ziemskiego

B O skierowana w dot 1 skierowana w goére sita reakcji podioza

/ jakim jest $cianka szafy czy powierzchnia stotu. Sity te musza

znosi¢ si¢ wzajemnie, w przeciwnym bowiem przypadku

(:/' wazon zaczatby si¢ porusza¢ zgodnie z druga zasada
A dynamiki.

Ta relacja pomigdzy oddzialujacymi na siebie ciatami stanowi
tres¢ trzeciej zasady dynamiki.

trzecia zasada dynamiki
Oddziatywania wzajemne dwdch ciat sq zawsze rowne co do wartosci ale przeciwnie
skierowane.

Kiedy wigc cialo A (patrz, rysunek obok) dziata na cialo B dang sifa Fps , to ciato B dziata na

cialo A taka sama sila lecz przeciwnie skierowana, Fap . Mozemy to zapisa¢ w postaci

Fpi=-Fip (2.1.9)

Wz6r ten oznacza, ze sity akcji i reakcji maja ten sam kierunek, rowne warto$ci i przeciwne
zwroty. Jesli nazwiemy site¢ pochodzaca od jednego ciata - silg akcji, a pochodzaca od
drugiego - sifa reakcji, to trzecia zasad¢ dynamiki mozemy sformutowac inaczej:

trzecia zasada dynamiki
Kazdej akcji towarzyszy zawsze rowna co do wartosci lecz przeciwnie skierowana
reakcja.

Widzimy wigc, ze sity zawsze wystgpuja parami (uSwiadomit nam to Newton w trzecie;j
zasadzie dynamiki), ale sa przytozone do réznych cial. Zwr6¢my uwage, ze gdyby byly
przytozone do jednego ciala, to znosityby si¢ 1 w naszym $wiecie nie bytoby ruchéw
zmiennych.



el

Fot.2.1.2. Przecigganie liny jest typowym przyktadem akcji i reakcji. (WiZ, 6/2000,s.57)

2. Rownania Newtona

Zasady dynamiki Newtona opisuja wszelkie ruchy cial makroskopowych (czyli takich,
ktérych masy sa duzo wigksze od masy atomu) i odbywajace si¢ z predkosciami matymi w
stosunku do predkosci swiatla. Praktycznie, oznacza to ruch jakichkolwiek makroskopowych
obiektéw materialnych. Dlatego tez czgsto mechanike opisujaca ruchy cial makroskopowych
z niewielkimi predkosciami za pomoca zasad Newtona nazywamy mechanika newtonowska.
Zastosowanie prostych wzoréw (2.4) i (2.6) umozliwia zar6wno wyjasnienie
skomplikowanych ruchéw statkow kosmicznych, jak i wiele zjawisk z zycia codziennego
prowadzac niekiedy do zaskakujacych wnioskéw.

Relacja: sila - przyspieszenie

Na poczatek "doswiadczenie", ktére kazdy z nas wykonywat wielokrotnie - wbijanie
gwozdzia w kawatek drewna. Nie mamy zamiaru uczy¢ Cig tu wbijania gwozdzi w deske, ale
chcemy - bys$ rozumiejac dobrze istotg drugiej zasady dynamiki - umiat ja w przysztosci
stosowa¢ w rozwigzywaniu probleméw znacznie bardziej ztozonych.

Domowe Laboratorium Fizyczne

e it

Najpierw podejmg prébg wcisnigcia gwozdzia palcem - oczywiscie -
bez powodzenia...

Potem wbij¢ go bez wigkszego wysitku uderzeniem miotka (byle nie
w palec).

Wykonuj¢ czynno$¢ banalna, a przeciez zdumiewajaca.

Oszacuj wartos¢ sity, ktora dziatam na gw6zdz, kiedy wbijam go mtotkiem w kawatek deski.

Skorzystajmy z rOwnania wyrazajacego druga zasadg¢ dynamiki dla przypadku ruchu mtotka

wbijajacego gwo6zdz.




o
F:m-a:m-—us:sm-— (2.2.1)

Zatozylismy, dla uproszczenia, ze ruch mtotka wbijajacego gw6zdz jest ruchem jednostajnie
opdznionym, wigc warto$¢ opdznienia uzyskujemy dzielac réznicg Av€predkosci
poczatkowe] Upel koncowej (zero) przez czas wbijania 4. Wezmy dla przyktadu masg
miotka m=0.5kg, predkos¢ w momencie uderzenia vy =10m/s i zaglebienie si¢ gwozdzia
1cm. Czas wbijania bedzie ilorazem zaglebienia przez srednig predkos¢ rowna potowie
predkosci poczatkowej, czyli 4t = 0.002s. Mamy wigc,

10m/s
0.002s

F=03kg =0.3kg 3000m ‘57 = 2500N ~ 250kG (2.2.2)

Sita wykonanego bez trudu uderzenia pétkilogramowym miotkiem trzykrotnie przekroczyta
$redni cigzar ciata cztowieka (!). Nic dziwnego, ze nie mialem szans wcisna¢ gwozdzia
palcem. Cata tajemnica zawarta jest tu w ogromnej wartosci, 5000m/s”, op6znienia (czyli
ujemnego przyspieszenia) wynikajacego z krotkiego czasu uderzenia. To dlatego przy
whbijaniu gwozdzia deska musi spoczywac¢ na twardym podtozu. To wtasnie dlatego spadajace
na kamienng posadzke¢ naczynia na ogo6t koncza sttuczeniem sig. To dlatego tak tragiczne
bywaja skutki zderzenia samochodu z drzewem i znacznie lepiej jest "wyladowaé w rowie".
To dlatego w konstrukcji samochodu tworzy sig "strefg zgniecenia". Przyktady mozna
mnozyc...

Uklad rownan Newtona

W lekcji drugiej podaliSmy definicjg¢ ruchu jednostajnie przyspieszonego. "Ruch, w ktérym
przyspieszenie jest state co do wartosci bezwzglednej i kierunku nazywamy ruchem
jednostajnie przyspieszonym."

Powstaje jednak pytanie - "kiedy taki ruch moze zachodzi¢"? W jakich warunkach
przyspieszenie zachowuje stata warto§¢? Kinematyka nie zajmuje si¢ poszukiwaniem
odpowiedzi na te pytania. Dla znalezienia odpowiedzi musimy skorzysta¢ z r6wnan dynamiki.

Potraktujmy to zagadnienie bardziej ogdlnie i zapiszmy réwnanie (2.1.6) wyrazajace tres¢
drugiej zasady dynamiki pamigtajac, ze przyspieszenie jest druga pochodna potozenia
wzgledem czasu; wzoér (1.5.1).

F=m'da=m ﬁ =m- d’F
R a2 (2.2.3)

Wektory wystgpujace w tym rOwnaniu maja w przestrzeni trojwymiarowej po trzy sktadowe,
ktore w uktadzie wspotrzgdnych prostokatnych odpowiadaja kierunkom osi uktadu. To
rownanie wektorowe w rozpisaniu na sktadowe w danym uktadzie odniesienia ma posta¢
uktadu trzech réwnan skalarnych zwanych rownaniami Newtona.



dv . d°x
F}: =m-.-a, = 1 E=m- =
It dt-
du., S
F_=ma_  =m- —=m - f (2.2.4)
] dt dt - o
d L d°z
F,=m a,=m —==m —
dt dt -

Jest to uktad réwnan r6zniczkowych drugiego rz¢gdu. Réwnania te sa podstawowymi
rownaniami dynamiki. Jak wspominane byto wczesniej, wiaza one przyczyne (sita) z jej
skutkiem (ruch). Ich konkretna forma okreslona jest przez rodzaj sity, ktéra ruch wywotuje.
W naszych lekcjach fizyki bedziemy formutowac i rozwiazywac réwnania Newtona dla kilku
waznych przypadkow sit.

Zanim omOéwimy kilka konkretnych przyktadow - zapamigtajmy, ze o rodzaju ruchu ciata
decyduje dziatajaca nan sita.

1. Jezeli sita jest rowna zeru, to cialo pozostaje w spoczynku lub w ruchu jednostajnym,
prostoliniowym.

2. Jezeli sila jest stala, to ruch jest jednostajnie zmienny (jesli masa ciata nie zmienia sig
tj. jesli m=const)

3. Jezeli sita jest zmienna, to ruch jest zmienny, a jego charakter zalezy od zmiennosci
sity.

3. Sily bezwladnosci

Autobus, ktérym jedziemy ostro hamuje. Dobrze znamy takag sytuacje - musimy sie
wtedy mocno trzymag, aby nie upas¢. Odczuwamy dziatanie tzw. sity bezwtadnosci.
Sity bezwtadnosci obserwujemy w uktadach nieinercjalnych, czyli poruszajacych sie z
przyspieszeniem. Wartos¢ sity bezwtadnosci jest wprost proporcjonalna do
przyspieszenia uktadu i masy ciata, kierunek jest przeciwny do kierunku
przyspieszenia. Site bezwtadnosci wyrazamy wzorem:

(2.3.1)

Sity bezwtadnosci nazywamy sitami pozornymi, poniewaz nie jest to realne
oddziatywanie miedzy ciatami. Sity bezwtadnosci wystepuja tylko w uktadach
nieinercjalnych, natomiast obserwujac to samo ciato z uktadu inercjalnego, mozna
jego ruch wyjasni¢ tylko dziataniem sit rzeczywistych - sity bezwtadnos$ci w tym opisie
w ogo0le nie wystepuja. Wyjasnimy to na konkretnych przyktadach.

Wyobrazmy sobie, ze na poditodze autobusu lezy pitka. Kiedy autobus przyspiesza,
pasazer widzi, ze pitka toczy sie do tytu. Zobaczmy jak ruch pitki w przyspieszajacym
pojezdzie wyglada z zewnatrz, z uktadu nieruchomego (inercjalnego).



Kiedy autobus jedzie ze statg
predkoscig (uktad inercjalny),
pitka ma takg samag predkos¢

Rys. 2.3.1. Pitka w uktadzie inercjalnym

LI

Rys. 2.3.2. Pitka w uktadzie nieinercjalnym

¥ jak autobus i pozostaje
wzgledem autobusu w
spoczynku.

Autobus przyspiesza (uktad nieinercjalny), jego
predkos¢ rosnie, ale predkos¢ pitki pozostaje
taka, jak poprzednio. W rezultacie obserwator
patrzacy na pitke z zewnatrz widzi, ze autobus
"ucieka" spod pitki - pitka pozostaje z tytu. Na
pitke nie dziata zadna sita.
Natomiast pasazer autobusu widzi, ze pitka
zaczyna toczy¢ sie do tytu. Interpretuje ruch pitki
wzgledem autobusu jako wynik dziatania sity
bezwtadnosci, dziatajgcej przeciwnie  do
kierunku przyspieszenia autobusu.

Przyktad

Oblicz site dziatajaca na pasazera samochodu, ktory przy predkosci 60 km/h wpadt
na drzewo. Strefa zgniotu w tym samochodzie wynosi 1 m, a masa pasazera 70 kg.

Zaktadamy, ze po uderzeniu w drzewo samochéd porusza sie ruchem jednostajnie
przyspieszonym z przyspieszeniem ujemnym. Predkos¢ koncowa réwna jest zero ,
droga przebyta podczas hamowania wynosi 1 m. Przyspieszenie samochodu
obliczymy ze wzordéw na predkos¢ koncowg i droge w ruchu jednostajnie

przyspieszonym.

at’
v, =v,—at=0 S =Vof——5-

2 . Z pierwszego wzoru obliczamy czas hamowania i




wstawiamy do drugiego:

2

Vo 8 Vs _ Vo _ ._Vs
25

S=v,————F=-—=a
a 2 a 2a
Na pasazera w ukfadzie nieinercjalnym (hamujacym samochodzie) dziata sita

bezwtadnosci skierowana do przodu réwna

2

F,.=ma=
25

Wstawiamy dane liczbowe: m =70 kg, v, =60 km/h = 16,7 m/s, S =1mii
otrzymujemy: Fp = 9722 N co odpowiada ciezarowi ciata o masie prawie 1 tony.
Zauwazmy, ze sita ta jest wprost proporcjonalna do kwadratu predkosci poczatkowej,
a wiec dwukrotne zwiekszenie predkosci skutkuje czterokrotnym zwiekszeniem sity.
Sita jest tez odwrotnie proporcjonalna do drogi hamowania. Jesli wiec pojazd jest
sztywny i podczas zderzenia odksztatci sie na przyktad tylko o 10 cm, to sita
bezwtadnosci wzrosnie dziesieciokrotnie!

Innym przyktadem jest przyspieszajgca lub hamujgca winda.

Kiedy winda rusza w goére z przyspieszeniem a, na pasazerke,
oprécz sity ciezkosci mg, dziata sita bezwtadnosci skierowana
przeciwnie do kierunku przyspieszenia windy i rowna ma.
Catkowita sita przyciskajaca pasazerke do podtogi wynosi wiec:
F=mg+ma

W sytuaciji, kiedy winda porusza sie w dét z przyspieszeniem a,
sita bezwtadnosci dziata w gére i odejmuje sie od sity ciezko$ci:
F=mg-ma

A co sie stanie, gdy winda bedzie spadata swobodnie z
przyspieszeniem ziemskim? Wtedy wypadkowa sita dziatajgca
na pasazerke stanie sie rbwna zeru - pasazerka bedzie w stanie
niewazkosci.

Takiego stanu doswiadczajg skoczkowie spadochronowi
uprawiajacy skoki z opdznionym otwarciem spadochronu.
Obejrzyj film. zrealizowany przez operatora spadajacego razem
mg ze skoczkami (z uktadu nieinercjalnego). Obserwator ogladajacy
te akrobacje z uktadu nieruchomego widzi, ze na skoczkow
dziata tylko sita ciezkosci.

Rys. 2.3.3 Sity bezwtadnosci w windzie




Sila odsrodkowa

Wyobrazmy sobie, ze krgcimy si¢ na karuzeli w wesotym
miasteczku. Czujemy site wciskajaca nas w krzesetko. Nic
dziwnego - znajdujemy si¢ bowiem w uktadzie
nieinercjalnym. Krzesetko porusza si¢ po okregu, a wigc
dziata na niego sita dosrodkowa nadajaca mu przyspieszenie
dosrodkowe. Sita bezwladnosci zwana sila odsrodkowa jest
rowna:

F,=-ma__=mre* (23.2)

Sit¢ odsrodkowa odczuwa tylko obserwator znajdujacy si¢ w uktadzie obracajacym sig -
uktadzie nieinercjalnym. Wyobrazmy sobie cztowieka stojacego na obracajacej si¢ tarczy
trzymajacego na nitce kulkg. W pewnym momencie nitka pgka. Jak ruch kulki wyglada dla
obserwatora w ukladzie inercjalnym (nieruchomym) i dla obserwatora w uktadzie
nieinercjalnym (obracajacej si¢ tarczy)? Obserwator w uktadzie nieruchomym stwierdza
poczatkowo istnienie sity dosrodkowej - realnej sity oddziatywania nitki na kulke. Gdy nitka
ulega przerwaniu sita dosrodkowa znika i kulka porusza si¢ dalej po stycznej. Natomiast
obserwator na tarczy widzi, ze na kulke¢ dziata sita odsrodkowa, ktéra w momencie
przerwania nitki wyrzuca kulk¢ na zewnatrz wzdtuz promienia.

Rozwazmy sytuacje kosmonautéw na stacji kosmicznej poruszajacej si¢ po
orbicie okotoziemskiej. W uktadzie nieinercjalnym (stacja kosmiczna) na

pasazerow dziata sita przyciagania Ziemi ° Ziréwna jej sita odsrodkowa

F

a5 W rezultacie kosmonauci nie odczuwaja dziatania zadnej sity - sa w
stanie niewazko$ci. Obejrzyj film o zyciu na stacji kosmicznej. Dla
obserwatora w uktadzie inercjalnym kosmonauci poruszaja si¢ z takim
samym przyspieszeniem dosrodkowym jak stacja. W jego uktadzie na
kosmonautéw dziata tylko rzeczywista sita grawitacji. Zwré¢my uwage na

analogi¢ do sytuacji windy spadajacej swobodnie. W ogdélnosci mozemy
Fose Stacjakosmiczna ~ Powiedziec, ze stan niewazko$ci wystepuje w uktadach poruszajacych sig
swobodnie w polu grawitacyjnym.



Rys. 2.3.4. Sity bezwtadnosci na stacji kosmicznej

4. Praca i Moc

Praca

Praca stalej sity I przy przemieszczeniu ciala o

odcinek 45 okre$lona jest jako iloczyn
skalarny

AW =F.As=F.As. cosex “(2,4,1)

gdzie ojest katem pomigdzy kierunkiem dziatania
sity, a kierunkiem przemieszczenia. Kiedy kat ten jest
katem ostrym, praca ma wartos¢ dodatnia, kiedy

Rys.2.4.1. Sita, przemieszczenie i praca.  rozwartym - ujemna; kiedy wynosi 90°, praca wynosi
zero. Sita, ktérej kierunek jest przeciwny do kierunku
ruchu wykonuje pracg ujemna.

Zauwazamy, ze praca wykonywana jest jedynie przez sktadowa sity rownolegta do kierunku
ruchu. Sktadowa prostopadta zadnej pracy nie wykonuje, cho¢ zmniejsza nacisk
przesuwanego przedmiotu na podtoze. Pamigtajmy o tym przy przemieszczaniu ci¢zkich
przedmiotow.

Zauwazmy tez, ze méwimy tu o pracy wykonanej nad uktadem fizycznym jakim jest
przesuwane cialo przez sity zewngtrzne, ktore to ciato przesuwaja (cztowiek, kon, traktor...).
Uogdlniajac - praca wykonana nad uktadem fizycznym przez sity zewngtrzne jest dodatnia, a
praca wykonana przez uklad fizyczny kosztem energii tego uktadu (mechanicznej, cieplnej,
elektrycznej itd.) jest uyjemna. Definicj¢ t¢ wykorzystywac bedziemy wielokrotnie.

Zaktadali$my tu, Ze sita pozostaje stata przy przemieszczeniu ciata o odcinek 5 . W ogélnym
przypadku sita nie musi mie¢ stalego kierunku ani warto$ci. Kierunek ruchu ciata tez moze sig
zmieniac.

t 7 75 Rozpatrzmy ogdlniejszy przypadek zilustrowany na

I Rys.2.8. Wektor sity, oznaczony kolorem czerwonym, jest
AP funkcja potozenia ciata na torze. Kolorem niebieskim
oznaczone s3 elementarne przemieszczenia dla ktorych
przyjmujemy, ze sita pozostaje stata pod wzgledem
wartosci, kierunku 1 zwrotu. Praca elementarna na takim

odcinku toru wynosi

Rys.2.4.2. Sity i elementarne AW = Ff Tl-dr
przesuniecia na torze AB.

(2.4.2)



Pracg na torze pomigdzy punktami A 1 B mozemy
wyznaczy¢ przez sumowanie elementarnych przyczynkéw
wykonanych na odcinkach toru o dtugosciach dazacych do
zera. Zauwazmy przy tym, ze te elementarne przyczynki
pracy rowne sa iloczynom sktadowej sity stycznej do toru
w danym punkcie przez warto$¢ elementarnego
przemieszczenia.

Sumowanie to sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci catki

B
W= [F(f). &
A

(2.4.3)

Moc

Szybkos¢ wykonywania pracy przez dana sit¢ charakteryzuje moc, ktora wyrazamy jako
stosunek pracy dW do przedziatu czasu df | w ktérym praca ta zostata wykonana.

gV F.dr = _
P=?:?:F-u (2.4.4)

Wzér (2.6) pokazuje, ze moc wyrazi¢ mozna takze jako iloczyn skalarny wektora sity i
wektora predkosci ciata, do ktorego sifa ta jest przylozona. Jak powiemy p6zniej, wykonana
praca prowadzi do zmiany energii uktadu fizycznego. Moc charakteryzuje wigc takze
szybkos¢ zmiany energii uktadu.

Za jednostke pracy przyjmuje si¢ pracg jednostkowej sily przy przesunigciu rownym
jednostce dtugosci i kacie pomiedzy wektorami sity i przesunig¢cia réwnym zeru.

Jednostka pracy w uktadzie SI jest jeden dzul & f=1-N oy

Jednostka mocy jest taka moc, kiedy jednostkowa praca wykonana jest w jednostce czasu.

w=11

Jednostka mocy w uktadzie SI jest jeden wat ( 5).

5. Sity zachowawcze i dyssypatywne



Powr6¢my do przyktadu narciarza. Przyktad ten traktujemy jako
ilustracje¢ catej klasy ruchéw odbywajacych si¢ pod wpltywem sity
ciezkosci.

Przy podchodzeniu w gér¢ narciarz musi pokonac¢ site grawitacji,
ktéra skierowana jest pionowo w doét i réwna jest cigzarowi
narciarza. Praca tej sity przy jego ruchu w gér¢ ma znak ujemny,
bowiem kat £ pomigdzy kierunkiem sity i kierunkiem ruchu jest
rozwarty. Narciarz za$ wznosi si¢ dzigki sile swych mig$ni.
Odwrotnie jest przy zjezdzie w d6t. Wtedy praca sily cigzkosci
mie¢ bedzie znak dodatni. Rezultatem dziatania tej sity bedzie
nadanie narciarzowi pewnej predkosci.

Fot.2.5.1. W tym
przypadku sita grawitacji
wykonuje prace dodatniq.

Zaleznosci te ilustruje Rys.2.5.2. przedstawiajacy schematycznie tras¢ narciarza, ktory
wychodzi na gére o wysokosci £z lewej strony wzniesienia (odcinek 1-2) przechodzi
poziomy fragment trasy (odcinek 2-3 ), zjezdza z prawej (odcinek 3-4), a nastgpnie wraca do
punktu wyjscia (odcinek 4-1).

-mgh

1"Fj"_-'

Rys.2.5.2. Schemat zamknietego toru narciarza. Podane sq wartosci pracy wykonanej przez
site ciqzenia na poszczegolnych odcinkach toru.

Wektor sity cigzkosci, pokazany kolorem czerwonym, ma kierunek pionowy, a jego wartos¢
wynosi '8 . Na pierwszym odcinku toru, od punktu I do punktu 2, zaznaczono elementarne
przemieszczenie @5 oraz kat, jaki tworzy ono z kierunkiem sity cigzkoéci, analogicznie do
oznaczen na Rys. 2.1. Wykorzystujac wzor (2.1) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ pracy Wiz
wykonanej przez sile cigzkosci na tym odcinku. Oznaczajac przez “12 dtugo$é tego odcinka
otrzymujemy

W,n=m g 8. cose=m-2- 5 cos{00° + j=—m @8- -58In3 =
12 1z 12 L 1z

sin (2.5.1)

—_——
=-m-g-5;--h/s;o=—m g-h

Zauwazmy, ze praca ta nie zalezy od kata nachylenia stoku. Na odcinku 3-4 wartos$¢ pracy
bedzie taka sama, ale znak bgdzie dodatni. W przypadku ruchu po poziome;j czg¢sci toru sita
ciazenia nie wykonuje zadnej pracy, bowiem kierunek ruchu jest prostopadty do kierunku
sity. Sumaryczna praca wyniesie wigc



Wi +Woa v+ Woy +Wyy=—m g h+0+m g h+0=0 (2.5.2)

Otrzymalismy bardzo wazny wynik. Praca sity grawitacji po torze zamknigtym jest rowna
zeru. Latwo zauwazy¢, ze wniosek ten pozostanie stuszny takze i wtedy, kiedy tor bedzie miat
jakikolwiek, cho¢by bardzo skomplikowany, ksztatt. Zawsze bowiem mozemy roztozy¢ tor na
sume¢ dowolnie matych odcinkéw prostoliniowych sprowadzajac problem do rozpatrzonego
powyzej.

Z faktu zerowania sig¢ pracy na torze zamknigtym wynika inny wazny wniosek. Praca
potrzebna na przemieszenie ciata pod wptywem sity cigzkosci pomiedzy dwoma dowolnymi
punktami nie zalezy od ksztattu drogi a jedynie od potozenia samych punktéw.

Rzeczywiscie, dla dowolnie wybranego toru mozemy znalez¢
drugi tor stanowiacy jego dopetnienie do toru zamknigtego;
patrz schemat obok. Fakt zerowania si¢ pracy na drodze
D i Wanls +iWes o =
zamknigtej zapiszemy w postaci (Wap )1 +(Wga J: 0

Z drugiej strony, praca na tej samej drodze od punktu A do B i

Ar 1. = —TAT ]
od B do A rézni si¢ tylko znakiem, np. (W )2 (Whs Jz .
Biorac pod uwagg obie te zaleznosci znajdujemy ze

(Wap )y =(Wag 2,

W ruchu narciarza (1 w wigkszosci innych ruchdéw) niebagatelna rolg odgrywaja jednak takze
sity oporu powietrza i sity tarcia przy poruszaniu si¢. Czy praca tych sil po torze zamkni¢tym
tez bedzie réwna zeru?

Pamigtamy (lekcja trzecia, segment czwarty), ze sity tarcia skierowane sa zawsze przeciwko
ruchowi. Podobna wtasno$¢ maja sity oporu osrodka. Praca tych sit ma wigc znak ujemny w
czasie calego ruchu. Sumaryczna praca po torze zamknigtym nie bedzie wigc dla tych sit
rOwna zeru.

Jesli praca wykonana przez sil¢ przy przemieszczeniu ciala po torze zamknietym o
dowolnym ksztalcie rowna jest zeru, to sile takg nazywamy silag zachowawcza. Sile, ktora
nie spelnia tego warunku nazywamy silg dyssypatywna lub rozpraszajaca.

Przyktadem sily zachowawczej jest sita ciazenia, oraz znana nam juz sita sprezystosci. Do sit
dyssypatywnych zaliczamy sity tarcia i sity oporu powietrza.

W dalszej czgsci kursu poznamy jeszcze inne przyktady obu rodzajow sit.

6. Energia potencjalna i kinetyczna
Energia, to mozliwo$¢ wykonania pracy, za$ praca wykonana nad ciatem zmienia jego
energi¢. Energia mechaniczna moze wystgpowac¢ pod dwoma postaciami: energii potencjalnej

- zwiazanej z potozeniem ciata w przestrzeni, w ktdrej dziataja sily (przestrzen taka
nazywamy polem sit) oraz energii kinetycznej - zwiazanej z jego ruchem.



Energia potencjalna

Dla okreslenia energii potencjalnej ciata musimy najpierw zdefiniowa¢ potozenie punktu
odniesienia wzgledem ktorego energi¢ tg¢ bedziemy okreslac. Energig potencjalng okreslamy
za pomoca wprowadzonego juz pojgcia pracy.

Energia potencjalna ciala w danym punkcie, wzgledem okreslonego punktu odniesienia,
réwna jest pracy jaka wykonuja sily zachowawcze przy przemieszczeniu ciala z danego
punktu do punktu odniesienia.

Nie bez powodu zaznaczyliSmy, ze chodzi tu o prace sit zachowawczych. Praca wykonywana
przez sity dyssypatywne powoduje wydzielenie si¢ ciepta, wywotuje r6znorodne skutki
zewngtrzne 1 zamienia si¢ na inne niz mechaniczne rodzaje energii. Ta rozproszona energia
nie stanowi energii potencjalnej ciata.

Stosujac definicj¢ energii potencjalnej do naszego przyktadu z narciarzem stwierdzamy ze:

1. energia potencjalna ciata w polu sit cigzkosci w punktach o tej samej wysokosci (21 3)
oraz (1 14) jest taka sama,

2. energia potencjalna w punkcie o wysokosci £ (na wierzchotku) wzgledem punktu
odniesienia (u podnéza géry) wynosi

EP =m'g'h (2.6.1)

taka jest bowiem praca sit cigzkoS$ci na trasie od wierzchotka do podnéza, Wiy (zob.

Rys.2.5.2).
Uogo6lniajac nasze rozwazania mozemy zwiazek pomigdzy praca wykonana przez sily

zachowawcze a warto$ciami energii potencjalnych w zadanych punktach na torze (oznaczmy

N Do . . . AdE . .
je literami A i B) oraz przyrostem energii potencjalne;j P zapisa¢ w postaci

Wap = Ep__, _Ep: =-{E, -E |=-4E, (2.6.2)

Wartos¢ i znak pracy sity zachowawczej przy przesunigciu ciata pomi¢dzy dwoma
dowolnymi punktami okreslaja ubytek energii potencjalnej ciata przy tym przesunigciu, tzn.
wzigta ze znakiem minus réznicg¢ energii potencjalnej w punkcie koncowym i poczatkowym.

Dla ilustracji zapiszmy to dla odcinka trasy narciarza pomigdzy punktami 3 i 2.

—E, }=-4E, (2.6.3)

(Jako ¢wiczenie wtasne okresl przyrost energii potencjalnej pomiedzy innymi punktami na
trasie narciarza.)



Kiedy ruch odbywa si¢ wzdtuz kierunku dziatania sity, na przyktad wzdtuz osi X, mozemy
zapis wektorowy zastapi¢ zapisem skalarnym otrzymujac zwiazek w postaci

dW =F.dx =—dE, mb F=-—2F (2.6.4)
s dx

W dalszej czgsci kursu fizyki wyrazimy ten wazny zwiazek w bardziej ogdlnej postaci.
Energia kinetyczna

Energi¢ kinetyczna ciata okre§limy takze za pomoca pojgcia pracy. Przeksztalcimy w tym
celu wzor (2.4.3)

B B B an v
Wayg=|F df=|madi=m |— df=m- |— db=

‘Jl ‘Jl ‘Jl d!-
) o i X (2.6.5)
f~ .= U m- ug m- 1

=m |u-du:m— = 5 =

J 2 ] 2
|'.F'__ = L = =

DokonalisSmy tu zamiany zmiennej catkowania korzystajac ze znanej nam juz definicji
predkosci (patrz wzoér (2.3.5)). ZastapiliSmy takze sitg iloczynem masy i przyspieszenia
wykorzystujac druga zasade dynamiki. Wielkos$¢ okreslona wzorem

By = (2.6.6)

nosi nazwe energii Kinetycznej ciata o masie m i predkosci v.

Zwiazek pomiedzy praca wykonana nad danym ciatem, a zmiana jego energii kinetyczne;j
mozemy wigc zapisa¢ w postaci

Wap =Eg - Ek__, ) (2.6.7)

6.3 Twierdzenie o pracy i energii

Jesli pracg nad cialem wykonuje nie jedna, a wiele sil, to zmiana jego energii kinetycznej
rOwna jest pracy wykonanej przez ich sil¢ wypadkowa. Zwiazek pomiedzy praca wykonana
przez wypadkowa dzialajacych na ciato sit, a zmiana jego energii kinetycznej - znany jest
jako twierdzenie o pracy i energii.

Praca wykonana przez wypadkow3 sil dzialajacych na ciato réwna jest zmianie jego
energii kinetycznej.



Nie zawsze zmiana ta jest dodatnia. Praca sit grawitacji nad wyrzuconym do gory
przedmiotem powoduje zmniejszenie jego predkosci. Podobny skutek wywotuja sity tarcia i
oporu powietrza. Prace réznych sit dziatajacych réwnoczesnie na cialo moga mie¢ rézny
znak. Pamigta¢ jednak nalezy, ze twierdzenie o pracy i energii odnosi si¢ do pracy wykonane;j
przez wypadkowa wszystkich dzialajacych na ciato sit. Zwr6¢my tez uwagg, ze twierdzenie
to obejmuje wszelkie dziatajace na ciato sity, wiaczajac w to sity dyssypatywne, jak sity
tarcia.

Twierdzenie to ma wielkie znaczenie praktyczne przy rozwigzywaniu probleméw, kiedy
poszukujemy zwigzku pomig¢dzy zmiana predkosci ciata a wykonana nad nim praca.

Zwréémy tez uwage, ze z podanego wyzej okreslenia energii potencjalnej i kinetycznej
wynika, ze jednostki energii sa takie same jak jednostki pracy.

7. Prawo zachowania energii

Zdefiniowalis$my juz energi¢ potencjalna i kinetyczna, a réwnoczesnie pokazaliSmy zwiazek
pomiedzy zmianami tych energii, a praca wykonywana przez sity dzialajace na ciato.
Przypomnijmy jeszcze raz odpowiednie wyrazenia (wzory: (2.6.2), (2.6.7)) - zapisujac je dla
przypadku, gdy prace nad ciatem przy przesunigciu z punktu A do B wykonuja wytacznie
sity zachowawcze.

Wa=E, —~E, =E; —Ep, (2.7.1)

Z wzoru tego wynika natychmiast, ze

Ep, +Ex, =Ep *+Eg 2.7.2)

Widzimy, ze suma energii potencjalnej i kinetycznej dla punktéw A i B na drodze
poruszajacego si¢ ciala jest taka sama. Punkty te sa dowolnie wybranymi punktami na torze.
Oznacza to, ze suma obu rodzajow energii, stanowiaca catkowita energi¢ mechaniczna ciata,
pozostaje stata, kiedy cialo porusza si¢ pod dziataniem sit zachowawczych, czyli

E,+E; = const (2.7.3)

Wzér ten wyraza prawo, zwane tez zasadg, zachowania energii mechanicznej, ktére
sformutowa¢ mozna nastgpujaco

zasada zachowania energii mechanicznej
Catkowita energia mechaniczna ciata, na ktore dziatajq tylko sity zachowawcze, jest stata.

Wz6r (2.60) mozna takze zapisa¢ w postaci

- _ 1= _
{EPB EP.*. ! _ERB Eg,

4
(1]

czyli —AE, = AE} (2.7.4)



Zapis ten okresla prawo zmian energii potencjalnej i kinetycznej ciala gdy dziataja nan
wylacznie silty zachowawcze. Wéwczas ubytkowi energii potencjalnej towarzyszy zawsze
rowny mu co do wartosci bezwzglednej przyrost energii kinetycznej i vice versa.

Kiedy na ciato dziatajq sity dyssypatywne zasada zachowania energii mechanicznej nie jest
spetniona. Sity te zmieniaja energi¢ mechaniczna ciata. Nastgpuje zamiana energii
mechanicznej na inne rodzaje energii, np. energi¢ cieplna, chemiczna, elektryczna, jadrowa

1tp.

Zasada zachowania energii moze by¢ jednak sformutowana bardziej ogdlnie. Rozpatrzmy
uklad odosobniony, czyli taki, ktéry w zaden sposéb nie oddziatluje z otoczeniem, a wigc nie
wymienia ani energii ani masy z otoczeniem i wezmy pod uwage sumg wszystkich postaci
energii w dowolnych procesach zachodzacych w tym ukladzie. Nazwijmy t¢ energi¢ -
catkowita energia uktadu. Zasad¢ zachowania energii mozemy sformutowa¢ wtedy w spos6b
0g0lny.

zasada zachowania energii
Energia catkowita uktadu odosobnionego jest stata.

Zasada zachowania energii nalezy do fundamentalnych zasad fizyki, chociaz sformutowana
zostala na podstawie faktow doswiadczalnych i moze by¢ obalona przez stwierdzenie faktéw
przeczacych jej stusznos$ci. Faktow takich dotychczas nie znaleziono. Ich poszukiwania
doprowadzity natomiast do odkrycia wielu efektow fizycznych, ktérych nieuwzglednienie
interpretowano poczatkowo jako niezgodno$¢ z zasada zachowania energii.

8. Prawo zachowania pedu

Przypomnijmy sobie druga zasade¢ dynamiki, ktéra méwi, ze pochodna pedu ciata wzgledem
czasu rowna jest sile dziatajacej na ciato.

F= 2.8.1)

Sy

Réwnanie to mozna zastosowaé réwniez do uktadu cial. W takim przypadku £ oznacza

wypadkowa wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na uktad, a P wektorowa sume pedéw
wszystkich ciat uktadu, czyli catkowity ped uktadu.

Kiedy wypadkowa sit zewngtrznych wynosi zero, to rowna jest takze zeru pochodna
catkowitego pedu wzgledem czasu, co oznacza, ze sam ped nie zmienia sig, tzn. pozostaje
stalty co do wartosci, kierunku i zwrotu. Stwierdzenie to wyraza zasad¢ zachowania pedu.

zasada zachowania pedu
Jezeli na uktad nie dziatajq sity zewnetrzne lub dziata uktad sit zrownowazonych, to ped

uktadu pozostaje staty.

co mozna krotko zapisa¢ w postaci



%

Jezeli F'Z'=0 o P=const (2.8.2)

Zasada zachowania pedu jest kolejna fundamentalng zasada fizyki.

Na szczegodlne podkreslenie zastuguje niezaleznos¢
catkowitego pedu uktadu od wszelkich oddziatywan
wewngtrznych pomigdzy jego elementami. Kiedy wige
jakis$ element uktadu uzyskuje ped w wyniku
zachodzacych w ukladzie procesow, pozostata czgs$¢
uktadu uzyskuje ped o tej samej wartosci, lecz
przeciwnie skierowany. To wlasnie zachowanie pedu
jest podstawa dziatania silnikow odrzutowych i
rakietowych, jest tez powodem odrzutu przy strzatach z
broni palnej itd. Bardzo ciekawym wizualnie
przyktadem zachowania pgdu jest kulisty ksztatt
rozpryskujacych si¢ fajerwerkéw, gdzie suma pedoéw
wszystkich fragmentéw pocisku musi bys bliska zeru,
bo taki jest ped pocisku u wierzchotka lotu, a sity
wybuchu sa sitami wewngtrznymi w uktadzie
fajerwerku jako catosci, Fot. 2.8.1.

Fot.2.8.1. Ksztatty rozpryskujqcych

sie fajerwerkow odzwierciedlajq Warto tez doda¢, ze ped uktadu nie moze by¢
bardzo efektownie zasade zamieniony na co$ innego, w odréznieniu od energii
zachowania pedu. mechanicznej, ktéra moze ulec zamianie na inne

rodzaje energii. Zasada zachowania pedu obowiazuje
wigc takze w procesach, w ktérych naruszona jest
zasada zachowania energii mechaniczne;j.

9. Przyklady: zderzenia cial

Zderzenie, to proces w ktérym na uczestniczace w nim ciata dziataja wielkie sily, ale w
stosunkowo krotkim czasie. Wynikaja z tego wazne dla praktycznej analizy wnioski :

1. Dzialajace podczas zderzenia sily sa na ogoét o wiele wigksze od innych,
dlugotrwatych sit zewnetrznych dziatajacych rownocze$nie. Te inne sity mozna na
0go6t pomina¢ rozpatrujac proces zderzenia.

2. Czas zderzenia jest na tyle krétki, ze wyraznie mozna wydzieli¢ stan zderzajacych si¢
ciat "przed" i "po" zderzeniu.

3. Sily wystgpujace podczas zderzenia mozna zaliczy¢ do sit wewngtrznych dziatajacych
w uktadzie zamknigtym ktéry stanowia zderzajace sig obiekty, zgodnych z trzecia
zasada dynamiki. (Takie sity nazywa sig sitami newtonowskimi.)



Fot.2.9.1. Zderzenia czgstek elementarnych i jgder atomowych; ich analiza stanowi wazny element
badan w fizyce jgdrowej. Na zdjeciu, zderzenia dwdch jgder wegla (z lewej) oraz jgdra
wegla z jgdrem tantalu (z prawej) zarejestrowane w propanowej komorze pecherzykowej
Zjednoczonego Instytutu Badani Jgdrowych w Dubnej. Sq to przyktady zderzen
niesprezystych, w ktorych czes¢ energii zuzyta jest na rozbicie jgder i produkcje nowych
czgstek.

Jezeli podczas zderzenia zachowana jest energia kinetyczna, to zderzenie takie nazywamy
zderzeniem sprezystym, jezeli zachowana nie jest - zderzeniem niesprezystym. Prawo
zachowania pedu stosowa¢ mozna zawsze, jesli tylko zatozenie o braku sit zewnetrznych
dziatajacych na uktad jest spetnione. (W praktyce, mozna stosowac czgsto i w przypadkach
gdy na uktad zderzajacych sig¢ ciat dziataja sily zewnetrzne ze wzgledu na wymieniong w
punkcie 1. wlasciwos¢ zderzen). Jesli przed zderzeniem ciata poruszaty si¢ wzdtuz jednej
prostej, to ich zderzenie nazywamy centralnym, jesli wzdtuz prostych nie pokrywajacych sig,
to zderzenie nazywamy niecentralnym lub peryferycznym.

Badania zderzen maja zwykle na celu uzyskanie mozliwie najpetniejszej informacji o ruchu
ciat po zderzeniu na podstawie znajomosci stanu poczatkowego zderzajacych si¢ cial. W tym
celu stosuje si¢ prawa zachowania do stanéw uktadu ciat przed i po zderzeniu. Okazuje sig,
ze nawet bez znajomosci sit dzialajacych w procesie zderzenia 1 wykorzystujac jedynie prawa
zachowania mozemy dowiedzie¢ si¢ wiele o badanym przez nas procesie.

Zderzenia sprezyste

r A7 U Rozpatrzymy przyktad sprezystego zderzenia

( 9 > ~¥- -~ Centralnego, na przykladzie zderzenia kul o

masach % i #'2 poruszajacych si¢ wzdtuz

Rys.2.9.2. Kule poruszajgce sie z réznymi jednej prostej z predkosciami Y1i 2
predkosciami  wzdfuz  jednej danym uktadzie odniesienia.

w
prostej.

Zapiszmy prawa zachowania. Mowia one, ze suma pgdow oraz energii kinetycznych przed i
po zderzeniu sa sobie rowne. Indeksem (') oznaczymy predkosci kul po zderzeniu.
Rozpatrujemy przypadek jednowymiarowy, wiec zasad¢ zachowania pedu zapiszemy w
postaci skalarnej zaktadajac, ze zwroty wszystkich wektorow pedow sa jednakowe.

Prawo zachowania pedu:



my 4+ ms b =my-u +ms-us (2.9.1)

Prawo zachowania energii:

-

I E
— My +— s U
o o =

3 by

_ .|[ I': .|[ r:
=5 my -yt msbs (2.9.2)
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Przepiszmy te réwnania nieco inaczej. Rownanie (2.9.1) zapisujemy w postaci

—_f = (1t —
Ity - Lyj=ins (U o (293)

Analogicznie przepisujemy réwnanie (2.9.2)

—vuy J=m, - (u5 -y )

/ (2.9.4)

By by

Dzielac stronami réwnanie (2.9.4) przez (2.9.3) i wykonujac elementarne dziatania

arytmetyczne otrzymujemy zwiazek, ktory jest niezalezny od mas zderzajacych sig kul.
(Zaktadamy, zZe réznice predkosci w réwnaniu (2.9.3) nie sa réwne zeru.)

. -_— I:'h -
vyt =0t U , (2.9.5)

Zwiazek ten mozna przepisa¢ w postaci

= ot — o
ti—bz =tz =t (2.9.6)

Uzyskali$my pierwszy rezultat. Pr¢dkos¢ zblizania si¢ kul przed zderzeniem réwna jest
predkosci ich oddalania si¢ po zderzeniu czyli ich predkosci wzgledne przed 1 po zderzeniu sa
takie same.

Mozemy teraz wyznaczy¢ predkosci kul po zderzeniu. Z réwnanie (2.9.6) widac, ze
Uz =y -y +u (2.9.7)

Podstawiajac to do rownania (2.9.7) mozemy wyznaczy¢ predkos¢ pierwszej kuli po
zderzeniu

. my — In, < m;
vi=up | ——= 4o | ——— (2.9.8)
my; +ina my +ina

Podobnie uzyskuje si¢ wzor na predkos¢ drugiej kuli po zderzeniu



M- — 11y 2 my
j_J‘r:. =U-- - - +UI B R (299)
my +ina my + s

UzyskaliSmy poszukiwane wzory ogdélne na predkosci kul po zderzeniu. Rozpatrzmy teraz
kilka szczegdlnych i ciekawych przypadkéw podstawiajac zatozone warunki do wzoréw
(2.9.8)1(2.9.9). Zamieszczona ponizej tabela okresla te warunki 1 pokazuje ich ilustracjg
graficzna przed i po zderzeniu.

Warunek

A my=ms

II?I = IH:

m- > Im

U:=ﬂ

m. 44 my

. =0

Przed zderzeniem Po zderzeniu
i i i, =
5 s S N L [
,’ﬁﬁmhx‘ Ly Vi U2 P i 'I 1 i Lia
A . | __ Ay L =
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kule wymienia si¢ predkosciami Up =7 oraz Y241
e s, o T
o 5 F b E
- i __’}_p.__ o { b - —————
T i b i

pierwsza kula zatrzymuje si¢ po
zderzeniu, druga porusza si¢ z

.. . =0 Ua =1
predkoscia pierwszej przed : oraz ~- 1
zderzeniem

pierwsza kula odbije si¢ z prawie
niezmieniona predkoscia, druga vy = —uy oraz “z =10
(praktycznie) pozostaje w spoczynku

pierwsza kula prawie nie zmieni
swej predkosci, druga uzyska v
podwdjna predkos¢ pierwszej

I
£z

1 oraz

Rys.2.9.3. Rozne przypadki zderzen sprezystych kul

Podamy dwa przyktady opisanych tu przypadkéw zderzen sprezystych.




Pierwszy dotyczy procesu spowalniania neutronéw. Jak ostoni¢ si¢ przed strumieniem
szybkich neutronéw? Czy stawia¢ $ciang z olowiu, czy moze zastosowac "plaszcz" wodny?
Neutrony nie posiadaja tadunku elektrycznego i nie wywotuja jonizacji ale ulegaja
sprezystym rozproszeniom na jadrach atomowych. Kiedy neutron trafia w osrodek ztozony z
cigzkich jader, to jego zachowanie podobne jest do zachowania si¢ kuli pierwszej z przyktadu
C. Neutron bedzie odbijat si¢ wielokrotnie od cigzkich jader, ale jego energia pozostanie
prawie niezmieniona. W rezultacie opusci material i nie zostanie zahamowany. Kiedy jednak
znajdzie si¢ w osrodku ztozonym z lekkich jader, to bardzo szybko nastapi wymiana jego
energii z innymi jadrami o niewielkiej masie, podobnie jak w rozpatrywanym przez nas
przypadku B. Wida¢, ze znacznie lepszym materiatem spowalniajacym neutrony jest woda,
bowiem jadrami atoméw wodoru sa protony o masie bardzo bliskiej masy neutronéw. Jadra
otowiu maja za§ mase¢ ponad 200 razy wigksza od masy neutronu.

Drugi przyklad - to odbijanie pitki o powierzchni¢ Ziemi. Masa Ziemi jest znacznie
wigksza od masy pitki 1 predkos¢ Ziemi przed 1 po zderzeniu jest praktycznie taka sama, zas
pitka odbija si¢ w przeciwnym kierunku i z podobna predkoscia, podobnie jak w przyktadzie
C.

Zderzenia niesprezyste

Gdyby po zderzeniu kule zlepily sie i dalej poruszaly wspélnie z ta sama predkoscia Y12
mielibySmy do czynienia ze zderzeniem catkowicie niesprezystym, zwanym tez - doskonale
plastycznym. W takim zderzeniu nie jest zachowana energia kinetyczna, kule zwykle ulegaja
odksztatceniu 1 rozgrzaniu, pewna energia zuzyta jest na ich zlepienie itp. Spetnione jest
jednak prawo zachowania pedu.

oy - s+ ma e ={my +ma- ) Uya
1+ 2 V2 1 24 H12 (2.9.10)

Z réwnania tego natychmiast wyznaczmy wspdlna predko$é Y12 potaczonych razem kul

my -y +ms -0
g my +in; (2.9.11)

Przekonaj sig jednak, ze zachodzi nier6wnos¢:

Bia m. -7
= 2= o ] = 4
Ek‘._ﬂ—LH?I*’IH:J - IQ:I.‘EI\". +Ek:.|—

A

ms,-Us

(2.9.12)

Ly

W uktadzie odniesienia poruszajacym si¢ z predkoscia Uiz ped potaczonych z soba kul
wynosi oczywiscie zero, bo w swym wtasnym uktadzie kule nie poruszaja si¢. Wynika stad

ciekawy wniosek. Predko$é Y12 | to predko$é przy ktérej sumaryczny ped kul byt réwny zeru
takze przed zderzeniem, co wynika bezposrednio z zasady zachowania pedu. Konsekwentnie -
takze sumaryczny ped kul po zderzeniu sprezystym musi by¢ rowny zeru w tym uktadzie,
poniewaz jest rowny pedowi kul przed zderzeniem. Uktad, w ktérym sumaryczny ped
wszystkich cial wchodzacych w jego sktad réwny jest zeru nazywamy uktadem $rodka masy.



Wahadlo balistyczne

Przyktadem, w ktérym wykorzystujemy prawo zachowania pgdu w procesie zderzenia
niesprezystego, jak 1 prawo zachowania energii dla sit zachowawczych, jest tzw. wahadto
balistyczne stuzace do pomiaru szybkosci pociskow.

Wahadlo to stanowi kloc drewniany o masie

I

zawieszony na lekkiej linie. Pocisk o masie ~ ¥
o

poruszajacy sie z predkoscia  * uderza w kloc i

grz¢znie w nim, a caty uktad uzyskuje predkos¢

“pk . Jest to typowy przyklad zderzenia

niesprezystego, w ktéorym energia mechaniczna
nie jest zachowana.

Rys 2.9.4. Wahadto balistyczne

Prawo zachowania pedu jest jednak spetnione i wymaga by

My b, ={my, +my | by (2.9.14)
Po uderzeniu pocisku wahadto uzyskuje predkos¢ PEj energi¢ kinetyczna
(pk) f my +my J P
By s U (2.9.15)

Uktad znajduje si¢ pod dziataniem zachowawczej sity cigzkosci, ktora sprawia, ze predkosc
wahadla zmniejsza si¢ do zera po osiagnigciu wysokosci 2, za$ cata energia kinetyczna
uktadu zamienia si¢ w energi¢ potencjalna. Mozemy wigc teraz zastosowac prawo
zachowania energii. Otrzymujemy zwiazek

fm, +my ]
e TR ={m_ +m.] g h
ok = g k8 (2.9.16)

skad wyznaczamy natychmiast prgdkos¢ poczatkowa uktadu

Yog =2 8 h

b

(2.9.17)

a ze wzoru (2.29) - predkos¢ pocisku



{nip+nikj
Yp = 28 h (2.9.18)

HIP

Znajac predkos¢, mozemy wyznaczy¢ energi¢ kinetyczna pocisku

2
(p) _ Mp 2_{mp+mkj
B = tp=—— g h (2.9.19)
= P
oraz jej stosunek do energii kinetycznej uktadu
E}Lp‘l (my +my | my
P g T, (2.9.20)
Ey P P

Stosunek ten jest znacznie wigkszy niz 1 bowiem masa kloca jest zwykle znacznie wigksza od
masy pocisku. Stracona energia mechaniczna zamienita si¢ na ciepto powodujac rozgrzanie
pocisku i kloca.

Doswiadczenia

Sfilmowali§my doswiadczenia wykonane z wykorzystaniem zestawéw kul:

(1) piec jednakowych kul - zderzenia sprezyste,

(2) mata kulka i duza kula - zderzenia sprezyste,

(3) kulki plastelinowe - zderzenia niesprezyste.

Obejrzyj te doswiadczenia klikajqc odpowiednio w polu obrazka, bqdz wykorzystujqc inne
dostepne potqczenia.

Fot. 2.9.5. Zestawy kul.



10. Opis ruchu obrotowego

Z ruchem obrotowym spotykamy si¢
rownie czg¢sto jak z ruchem postgpowym -
zaczynajac od otwierania drzwi, poprzez
obracajace si¢ kota roweréw,
samochoddéw czy pociagdéw, krecace sig
wirniki silnikéw elektrycznych, wirujace

. Smigta samolotow 1 helikopteréw... az po
ruch planet i innych cial niebieskich.

Ruch obrotowy posiada szereg
specyficznych cech zastugujacych na
uwage i wyjasnienie. Dlaczego rower
przewraca si¢ kiedy stoi, a zachowuje
pozycj¢ pionowa, kiedy jest w ruchu?
Dlaczego baletnica na lodzie podnosi w

Fot.2.10.1. Ruch $migla samolotu, to jeden 7 wielu €91& 1&ce by kreci¢ piruety? Po co w

przyktadéw ruchu obrotowego. helikopterach instaluje si¢ smigto
ustawione pionowo? Czy Ziemia zuzywa

energig, gdy kreci si¢ wokot Stonca?

| . PowiedzieliSmy w lekcji trzeciej, ze sity sa przyczyna zmiany stanu

' ruchu cial. Zmiana ta zalezna jest nie tylko od samej wartosci
dziatajacej sity, ale takze od miejsca jej przytozenia oraz kierunku jej
dziatania. Rysunek 2.10.2. pokazuje cztery przyktady dziatania na
drzwi ta sama sita. W przypadkach <1i I dziatajaca sita nie
spowoduje ruchu drzwi. W przypadku B potrzebne jest przylozenie
znacznej sity. Najlatwiej poruszy¢ drzwi przyktadajac sit¢ w poblizu
punktu €'i tam wtagnie instaluje si¢ klamki.

| Rys. 2.10.2. Skutek dziatania sily wywieranej na drzwi zalezny jest
od miejsca jej przytozenia i kierunku jej dziatania.

Ten prosty przyklad ilustruje specyficzne cechy ruchu obrotowego. Ruch odbywa si¢ wokot
okreslonej prostej, zwanej osig obrotu. Widzimy, ze wazna rolg odgrywa odlegtos¢ punktu
przytozenia sity od tej osi. Predko$c¢ i przyspieszenie punktéw poruszajacych si¢ ruchem
obrotowym tez sa zalezne od odleglosci od osi obrotu, nie sa wigc jednakowe dla wszystkich
punktéw. Jak wigc formutowac réwnania dynamiki, gdy dziata sifa jedna, a przyspieszenia
r6znych punktéw sa r6zne?

Wsp6lny jest jednak kat obrotu. Gdyby wigc zamiast przemieszczenia liniowego rozwazac
przemieszczenie katowe, opis bytby o wiele prostszy. Widac, ze celowe jest wprowadzenie
wielkosci specyficznych dla ruchu obrotowego i dla nich formutowa¢ réwnania dynamiki. To
wilasnie bgdzie przedmiotem lekcji, ktorg rozpoczynamy.

PowiedzieliSmy juz, ze w ruchu obrotowym wszystkie punkty poruszajacego si¢ ciala
zataczaja okregi, ktérych $rodki leza na osi obrotu. O$ ta nie musi jednak zachowywac
stalego potozenia w czasie ruchu; moze zmienia¢ swa orientacj¢ i moze si¢ przesuwac.
Bardzo cz¢sto mamy wigc do czynienia z kombinacja ruchu postgpowego i obrotowego. W



lekcji trzeciej dowiedzieliSmy sig, ze ruch postgpowy uktadu punktéw materialnych mozemy
opisa¢ zaktadajac, ze wypadkowa wszystkich sit zewnetrznych dziata na jeden punkt, ktérym
jest srodek masy uktadu. W czasie ruchu postgpowego ciato moze wykonywac takze ruch
obrotowy. Mozemy jednak oddzieli¢ ruch postegpowy od obrotowego opisujac ruch
postgpowy srodka masy. Pozostaje wtedy tylko opis ruchu obrotowego.

Ogdlnie méwiac, ruch obrotowy moze odbywac si¢ wokot osi obrotu, lub wokét punktu.
Ruch wokét punktu ma miejsce wtedy, kiedy kazdy punkt uktadu porusza si¢ po powierzchni
sfery o wspolnym srodku zwanym punktem obrotu. Ruch ten mozna jednak roztozy¢ na trzy
sktadowe ruchy wokoét trzech osi (np. osi uktadu wspétrzednych prostokatnych) . Rozwazania
nasze ograniczymy wigc do ruchu wokot statej osi obrotu.

Wyobrazmy sobie obracajaca si¢ tarczg. Predkosci r6znych punktéw tarczy sa rzne.
Najszybciej poruszaja si¢ punkty na obwodzie tarczy, punkty potozone blizej osi poruszaja si¢
wolniej. Widzimy, ze w opisie ruchu obrotowego pojgcie pojecie predkosci liniowej (1.3.5)
nalezy zastapi¢ pojeciem predkosci katowej jednakowej dla wszystkich punktéw
obracajacego si¢ ciata. Warto$¢ predkosci katowej rowna jest pochodnej wzgledem czasu kata
zakreslanego przez promien wodzacy (Rys. 2.10.3)

do
om=— 2.10.1
ar ( )
Predkos¢ katowa jest wektorem o kierunku
Z pokrywajacym si¢ z osig obrotu. Zwrot

wektora zgodny jest z regula Sruby

prawoskretnej. Przy zmianie kierunku ruchu

obrotowego zwrot tego wektora zmieni si¢ na

przeciwny. Wektor predkosci katowej mozna
» przedstawi¢ jako:

o

@
dt

o= (2.10.2)

gdzie z jest wersorem o kierunku osi obrotu.

Jezeli predkos¢ katowa zachowuje stala

wartos$¢, to w ruchu tym mozemy wyrazic¢
Rys. 2.10.3. Okreslenie wektora predkosci modut predkosci katowej jako o=@/t adzie
katowej & . % jest katem obrotu wykonanym w czasie f .

Jednostka predkosci katowej jest radian na
sekunde.

Ruch obrotowy ze stala predkoscia katowa opisuje si¢ takze podajac czas, w ktérym
poruszajace si¢ ciato wykonuje jeden pelny obrdét, czyli kiedy kat obrotu wynosi 27 Czas
ten, oznaczany zwykle jako T, nosi nazwe okresu w ruchu obrotowym. Liczbg obrotéw
wykonanych przez cialo w czasie jednej sekundy, czyli odwrotnos$¢ okresu, nazywa si¢
czestotliwoscia 1 oznacza zwykle jako ¥ lub I, Zapiszmy relacje pomigdzy tymi
wielkosciami.



= . m=2-7 v (2.10.3)

Jednostka okresu jest sekunda, jednostka czestotliwosci jest jeden herc (Hz); jego wymiarem
jest odwrotnos$¢ sekundy.

Kiedy predkos$¢ katowa zmienia si¢ w czasie mOwimy o ruchu obrotowym przyspieszonym.

Przyspieszenie kqtowe,E , ktore charakteryzuje zmiang predkosci katowej w czasie,
okreslamy jako pochodna predkosci katowej wzgledem czasu, czyli druga pochodna
wsp6birzednej katowej ¥ wzgledem czasu

g=2-2¥ (2.10.4)

gdzie ¥ = %" ¥ Kierunek wektora przyspieszenia katowego okreslony jest wiec przez
kierunek zmiany predkosci katowe;.

Zwiazek predkosci liniowej i katowej dany jest wzorem:
U=r —=r @ (2.10.5)

Mozemy tez wyrazi¢ sktadowa normalna wektora przyspieszenia przez predkos¢ katowa.

- ]

g = el 2 (2.10.6)
Ir Ir

gdzie r jest promieniem krzywizny toru.

Wartos$¢ przyspieszenia katowego wiaze si¢ ze sktadowa styczna wektora przyspieszenia
zalezno$cia

_dy _droaw) 1_d'm_

a

Tat T dr E

re (2.10.7)

przyjmujemy bowiem, ze wartos¢ ¥ nie zmienia si¢ w czasie.

Przypominamy, ze powyzsze relacje spetnione sa przy zatozeniu, ze ruch obrotowy zachodzi
wokot ustalonej osi obrotu.

11. Réwnanie ruchu obrotowego

Moment sily i moment pedu




Wielkoscia ktora dla ruchu obrotowego stanowi odpowiednik sity w ruchu postgpowym jest
moment sity. Moment sity zdefiniowany jest zawsze wzgledem okreslonego punktu w
przestrzeni, cho¢ w czasie ruchu potozenie tego punktu moze si¢ zmieniac.

Rozwazmy punkt materialny A, na ktéry dziata sitaF'. Na
rysunku 2.11.1 pokazany jest schemat geometryczny
ilustrujacy  definicj¢ momentu sily.  Oczywiscie,

plaszczyzna, w ktérej leza wektory Fi TImoze by¢
dowolnie utozona w przestrzeni.

Moment sity F przytozonej w punkcie <1, okreslony
wzgledem punktu @ jest iloczynem wektorowym
promienia wodzacego T majacego poczatek w punkcie @i

—y

sity F

M=7xF 2.11.1)

Zwré¢my uwagge, ze jest to jednocze$nie moment sity F
wzgledem osi, na ktérej lezy punkt O, prostopadtej do

plaszczyzny wyznaczonej przez wektory Ti F .

Rys.2.11.1. Moment sity M,

Na rysunku 2.11.1 kolorem kremowym zaznaczona jest ptaszczyzna wyznaczona przez

wektory Ti F. Zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, wektor momentu sity jest
prostopadty do tej plaszczyzny. Zwrot tego wektora okreslony jest przez regule sruby
prawoskretnej. Bezwzgledna wartos¢ momentu sity wynosi

M=r.-F sine (2.11.2)

Warto$¢ momentu sity mozemy wyrazi¢ jako iloczyn sity przez
F sktadowa promienia wodzacego prostopadta do
sity. Sktadowa ta nazywamy ramieniem sily. Jest to

odlegtos¢ kierunku dziatania sity od od osi obrotu.

M={r sine) F=r F (2.11.3)

Rys.2.11.2. Rzut na
plaszczyzne wyznaczong

—y

Mozemy tez wydzieli¢ skladowa sity prostopadla do promienia
praez wekior sity, I i wodzacego. Wéwczas wartoé¢ momentu sity mozemy zapisaé w
promien wodzqcy T postaci



M=r.(F sing)=r F| (2.11.4)

Wida¢, ze wartos¢ momentu sity okresla sktadowa promienia wodzacego prostopadta do
kierunku dziatania sity lub sktadowa sity prostopadta do promienia wodzacego. Kiedy
kierunek sity pokrywa si¢ z kierunkiem promienia wodzacego moment sity rowny jest zeru.

Kolorem kremowym na Rysunku 2.4 zaznaczony jest réwnoleglobok oparty na wektorach T i

F _ Pole tego réwnolegtoboku réwne jest wartosci bezwzglednej momentu sity. Kierunek
wektora momentu sily jest w tym przypadku prostopadly do ekranu, a zwrot jest w nasza
strong, co zaznaczamy symbolem ().

Jakie beda skutki dziatania momentu sity na punkt materialny o masie m? Sktadowa sity
prostopadta do promienia wodzacego nadaje przyspieszenie zgodne z kierunkiem ruchu
punktu, znane nam z lekcji drugiej jako przyspieszenie styczne. Wykorzystujac wzoér (2.11.3)
mozemy wigc napisac

M=rF =rma,=rmre=mr-.g=1¢

(2.11.5)

Wprowadzona tu wielkos$¢

I=m r* (2.11.6)

zwana momentem bezwladnosci punktu materialnego, odgrywa zasadnicza rolg w opisie
ruchu obrotowego i bedzie omawiana szczegdétowo w dalszej czgsci tej lekcji.

Podobnie jak wektor momentu sity okresla si¢ wektor momentu pedu wzgledem osi obrotu
(lub punktu 0). Jest on réwny iloczynowi wektorowemu promienia wodzacego i pgdu punktu
materialnego.

L=Fxp=Fxm @ (2.11.7)

Réwnanie Newtona dla ruchu obrotowego

Warto$¢ momentu pedu punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu ze stala predkoscia
v mozna wyrazic:

L=r-p=r-m-v=r-m-(or)=m’ o=Io

(2.11.8)

Wz6r (2.11.8) mozna zapisa¢ wektorowo:

L=I& (2.11.9)




Wektor momentu pgdu ma kierunek zgodny z kierunkiem osi obrotu podobnie jak wektor
predkosci katowe;.

Przeksztatl¢my teraz druga zasade¢ dynamiki do postaci opisujacej ruch obrotowy. Pomnézmy
w tym celu wektorowo obie strony réwnania (2.1.4) przez T . Otrzymujemy réwnanie

TRF =7xt (2.11.10)

Widzimy, ze lewa strona tego réwnania jest znanym nam juz momentem sity. Dla znalezienia
znaczenia fizycznego prawej strony obliczmy pochodna wzgledem czasu momentu pedu.

ﬁ=£{fxf}=£xﬁ+}:x@ (2.11.12)
dt  df dt dt

Zauwazamy natychmiast, ze pierwszy czlon po prawej stronie tego wzoru réwny jest zeru.
Wynika to z wtasnosci iloczynu wektorowego. Pochodna wektora promienia wodzacego
wzgledem czasu, to z definicji wektor predkosci, ktorego kierunek pokrywa si¢ z kierunkiem
wektora pedu ciala, a iloczyn wektorowy dwéch wektoréw réwnolegtych jest réwny zeru. W
rezultacie otrzymujemy.

a _.. dp (2.11.12)
dt dr

Podstawiajac ten zwiazek do rownania (2.11.10) i pamigtajac w dalszym ciagu, ze lewa strona
rownania (2.11.10) jest momentem sity (2.11.1), mamy

ik 1 (2.11.13)

WyraziliSmy w ten sposéb druga zasadg dynamiki poprzez zwiazek pomigedzy momentem sity
i pochodna momentu pedu wzgledem czasu. Zwiazek ten jest zwany druga zasadg dynamiki
ruchu obrotowego.

Zaktadajac, ze moment bezwladnosci zachowuje w czasie ruchu warto$¢ stata I=const,
mozemy zapisa¢ pochodna momentu pedu wzgledem czasu w postaci

(2.11.14)

| By
I
T
tay

- di1a)-1.
dt

| &

Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego moze wigc by¢ zapisana takze w formie



M=1IF% (2.11.15)

12.Energia kinetyczna ruchu obrotowego

Pamigtamy, ze energia kinetyczna Eg punktu materialnego réwna jest potowie iloczynu jego
masy i przez kwadrat jego predkosci Y:

m-u-

E. = 2.12.1)

3

Energia kinetyczna posiada wlasno$¢ addytywnosci. Oznacza to, ze energia kinetyczna
uktadu &N punktéw materialnych réwna jest sumie ich energii kinetycznych.

N N 2
my - U;

Ep=2.Ep;=2, (2.12.2)

]

=1 =1

Rozwazmy ruch obrotowy uktadu sztywno zwigzanych punktéw materialnych. Typowym
przyktadem takiego uktadu jest ciatlo sztywne. Pamigtamy, ze w ruchu obrotowym predkos¢

Y1 poruszajacego si¢ punktu I zalezna jest od jego odlegtosci od osi obrotu Zf natomiast

predkosé katowa & jest dla wszystkich punktéw taka sama. Predko$é liniowa punktu I wiaze
si¢ z predkoscia katowa zwiagzkiem:

b =y (2.12.3)

Wykorzystamy te informacje zapisujac wyrazenie dla energii kinetycznej uktadu punktéw
materialnych bgdacych w ruchu obrotowym.

N i " - i . o
Ek=z[:-mj-m“ I ]=:-m‘ > m;ori (2.12.4)
i=1%" = i=1
Rozpoznajemy tu wprowadzona wzorem (2.12.11) wielko$¢ I zwana momentem
bezwtadnosci, ktéra dla uktadu punktéw materialnych okreslona jest wyrazeniem
N )
I= Z{ m;rj ) (2.12.5)
i=1

Zwré¢my uwage, ze moment bezwtadnosci nie stanowi wiasnosci ciata, jak np. masa. W jego
okresleniu wystgpuje bowiem kwadrat odlegtosci od punktu wzgledem ktérego nastepuje
obrot, jest wigc zalezny od potozenia tego punktu w przestrzeni. Mozna powiedzie¢, ze
moment bezwtadnosci wzgledem danej osi obrotu okresla sposob przestrzennego roztozenia
masy wzgledem tej osi w kierunku do niej prostopadtym.



Energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego sztywnego uktadu punktéw materialnych wyrazamy
wiec wzorem

(2.12.6)

Widzimy, ze wzor na energi¢ kinetyczna w ruchu obrotowym ma podobna posta¢ do wzoru
(2.6.6), ale predkosc¢ zastapita predkos¢ katowa, a masg zastapit moment bezwiladnosci.

13. Moment bezwladnosci bryly sztywnej

Ciato sztywne traktujemy jako uktad nieskonczenie wielu punktéw materialnych, ktérych
wzajemne odlegtosci pozostaja niezmienione w czasie ruchu. Moment bezwtadnosci dla ciata
sztywnego wyznaczymy wigc zastgpujac sumowanie we wzorze (2.12.5) catkowaniem po
catej objetosci ciata. Odpowiada to wykonaniu przejscia granicznego

N
I= gii;r;z{dmj i )= | r“dm (2.13.1)
: i=1 M

gdzie Am, jest elementem masy ciata znajdujacym si¢ w odlegtoéci %7 od osi obrotu. Element

masy mozemy z kolei wyrazié przez element objetosci, jesli tylko znamy gesto$é ciata # w
— r

danym jego miejscu pamigtajac, ze dm=p-dv

szZtywnego mozemy wigc zapisa¢ w postaci

. Wz6r na moment bezwtadnosci ciata

= - pjdV (2.13.2)

Przyktadowe momenty bezwtadnosci dla kilku typowych bryt podano ponize;j.

@ ¢ O -}

pret
kula tarcza tarcza mR*
2
}zsz mR2 I:mRE 12

5 I== !

Zwré¢my uwage, ze o ile masa danego ciata okreslona jest jednoznacznie, to moment
bezwtadnosci jest r6zny dla r6znych osi obrotu. Mozna pokazac, ze jesli znany jest moment

bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy ciata I sm . to moment
bezwladnosci wzgledem osi do niej rownolegtej i przesunigtej o odcinek d dany jest wzorem:



I=1_+Md* (2.13.3)

Wzér ten nosi nazwe twierdzenia Steinera.

Na zakonczenie - proste do§wiadczenie w domowym laboratorium fizycznym, gdzie mozesz
wykorzysta¢ wiele ze zdobytych juz wiadomosci. Najpierw zastandw si¢ jaka bedzie
odpowiedz na zawarte ponizej pytania, potem zobacz demonstracj¢, nast¢pnie postaraj si¢
poprze¢ swe obserwacje rachunkowo.

Domowe Laboratorium Fizyczne

Odpowiedz - gdy ciagniemy za ni¢ nawini¢ta na szpulce, jak
to jest pokazane na fotografii obok, to czy ni¢ bedzie sig:

1. nawija¢ - szpulka potoczy si¢ w lewo,

2. odwija¢ - szpulka potoczy si¢ w prawo,

3. ani nawija¢é, ani odwijac - szpulka przesunie si¢ w lewo
bez toczenia ?

Od czego to bedzie zaleze¢, np.: od masy szpulki, ilosci
nawinigte] na szpulce nici, kata pomigdzy kierunkiem
ciagnigtej nici i plaszczyzna stotu, wspétczynnika tarcia
szpulki o stét, od czego$ innego jeszcze...?

Postaraj si¢ odpowiedzie¢ przed uruchomieniem pokazu, a teraz sprawdz swa odpowiedz
klikajac w polu fotografii.

Na koniec, kiedy znasz juz odpowiedz, popisz si¢ przed domownikami pytajac ich o to samo.

14. Zasada zachowania momentu pe¢du

Druga zasadg dynamiki dla ruchu obrotowego (2.11.13) mozna zapisa¢ dla uktadu wielu ciat,
jesli moment silty zastapimy wektorowa suma wszystkich zewngtrznych momentéw sit
dziatajacych na uktad a moment pedu oznaczac bedzie catkowity moment pgdu uktadu, czyli
wektorowa sumg¢ momentow pedow poszczegdlnych cial. W ten sposéb uzyskujemy druga
zasadg dynamiki dla ruchu obrotowego uktadu wielu ciat:

M (2.13.1)

Zewnm

2 By

Kiedy wiec wypadkowy moment sit zewngtrznych dziatajacych na uktad réwny jest zeru, to
pochodna momentu pgdu wzgledem czasu réwna jest zeru, co oznacza, ze moment pedu
pozostaje staly. Jest to trescia kolejnego podstawowego prawa mechaniki - zasady
zachowania momentu pedu

zasada zachowania momentu pedu
Jezeli wypadkowy moment sit zewnetrznych dziatajqcych na uktad rowny jest zeru, to
catkowity moment pedu uktadu pozostaje staty.




Jesli sztywny uktad punktéw materialnych lub ciato sztywne jest uktadem symetrycznym
wzgledem osi obrotu, to catkowity moment pedu begdzie rownolegty do osi obrotu i zgodny z
kierunkiem wektora prgdkosci katowej. Mamy wtedy

L=I& (2.13.2)

Zapisalismy t¢ zalezno$¢ w postaci wektorowej pamigtajac, ze odnosi si¢ to do przypadkow
uktadéw symetrycznych wzgledem osi obrotu.

Jesli na uktad nie dziataja sity zewngtrzne lub moment sit zewngtrznych wzgledem mozliwe;j
osi obrotu wynosi zero, to zgodnie z zasada zachowania momentu pgdu, catkowity moment
pedu uktadu pozostaje niezmieniony. Z drugiej strony, moment pedu uktadéw symetrycznych
przy obrotach wokot osi symetrii, jest iloczynem momentu bezwtadnosci ciata 1 jego
predkosci katowej. Jesli wigc zmienia si¢ moment bezwtadnosci ciata (bez wptywu sit
zewngtrznych), to musi zmieni€ si¢ takze predkos¢ katowa, by moment pgdu pozostat
niezmieniony.

Powr6¢my do pytan postawionych we wstepie do tej lekcji. Nie dziwi nas, ze koto rowerowe
wprawione w ruch obrotowy, ktéremu nadaliSmy okreslony pod wzgledem wartos$ci i
kierunku moment pedu, moze si¢ dlugo obracac - bo zachowuje si¢ warto$¢ bezwzgledna
momentu p¢du, a moment sit hamujacych w tozyskach o niewielkiej srednicy jest stosunkowo
maty. Nie dziwi nas tez, ze rower w ruchu nie przewraca si¢ - bo kierunek wektora momentu
pedu kot jest zachowany. To tu wtasnie lezy tajemnica piruetéw kreconych na lodzie, kiedy
tyzwiarz przyciagajac do siebie rece lub podnoszac je do gory zmniejsza wartos¢ momentu
bezwtadnosci wzgledem osi obrotu , a w konsekwencji zwigksza si¢ jego predkos¢ katowa.
Wiemy, ze helikopter kregcitby si¢ wokot osi pionowej, gdyby nie byto dodatkowego smigta
rownowazacego moment pedu uzyskany wskutek obrotu $migta zasadniczego. Rozumiemy
dlaczego uktad Stoneczny zachowuje swa stabilnos¢ przy braku dziatajacych z zewnatrz
momentow sil. Pamigtajmy jednak, ze planety nie sa punktami materialnymi i ich ruch
obrotowy woko6t wlasnej osi musi by¢ brany pod uwage w ogélnym bilansie momentu

pedu. Wigcej o ruchu ciat pod wptywem sit grawitacji powiemy w lekcji 6sme;j.

Pokazy z sali wykladowej Wydziatlu Fizyki PW

Oto pokazy prezentujace do§wiadczalne potwierdzenie zasady zachowania momentu pedu
opracowane przez dr Krystyne Wosinska przy wspoétudziale studentow Wydziatu Fizyki
PW: Hani, Marcina i Michata.

Zobaczmy, jak zmiana momentu bezwtadnos$ci uktadu wptywa na predkos¢ katowa, kiedy na
uktad nie dziata zewngtrzny moment sity.

hantle

Pokazy z sali wyktadowej Wydziatu Fizyki P.W.




<==( Moment
bezwtadnosci duzy -
predkos¢ katowa mata

Moment bezwtadnosci
maty -
predkos¢ katowa duza
)==>

Hania rozpoczyna ruch wirowy trzymajac w wyciagnigtych rekach dwa cigzarki. Kiedy
przyciaga je do siebie, czyli zbliza do osi obrotu, moment bezwtadnosci uktadu zmniejsza sig,

a predko$¢ katowa rosnie, bowiem: L=I o= Gm”tgdzie: L: _ sktadowa pionowa

momentu pedu, - moment bezwtadnosci, @ - predkos¢ katowa. Kiedy Hania wyprostowuje
rece, czyli zwigksza moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu, predkos¢ katowa maleje.

koto rowerowe
Inne doswiadczenie ilustrujace zasade zachowania momentu pedu:

Poczatkowo o0$ kota, a wigc 1 wektor momentu pedu skierowane sa poziomo. Sktadowa
pionowa wektora momentu pedu réwna jest zeru.

Pokazy z sali wyktadowej Wydziatu Fizyki P.W.

<==( Marcin
otrzymuje
wirujace koto.

Marcin
obraca o$
wirujacego
kota do pionu.
)==>

W czasie obracania osi kota moment pgdu kota nie jest zachowany - Marcin musi wywierac¢
znaczng sit¢ na obracang oS, a takze na oparcie krzesta . Moment sity reakcji wigz6w zmienia




moment pedu kota - po obrocie moment pgdu kota skierowany jest pionowo. Poniewaz jednak
dziatajace w czasie obracania sity byty sitami wewngtrznymi (dziatajacymi w uktadzie
Marcin - krzesto) sktadowa pionowa catkowitego momentu pgdu uktadu pozostaje réwna
zeru. Marcin obraca si¢ teraz wraz z wirujacym kotem wokoét osi pionowej w kierunku

przeciwnym do kierunku obrotu kota, a warto$¢ jego momentu pgdu Ly jest r6wna wartosci

momentu pgdu kota Ly :

Zatrzymujemy Marcina. Moment pgdu Marcina zostal przekazany Ziemi. Moment pedu
kota nie zmienit si¢ - nadal wynosi Ly

Marcin obraca o$ kota o 180". Moment pedu kota zmienia si¢ z Ly na LF‘«. Aby catkowity
moment pedu pozostatl staty, Marcin kreci sig teraz z momentem pedu L, ktéry spetnia

L =—I +L

rOwnanie: . Wyznaczamy stad L:

=l

Moment pedu, a wigc i pregdkos$¢ katowa Marcina jest dwa razy wigksza niz na poczatku.
A dlaczego koto podparte w jednym punkcie osi nie spadio na ziemig? Wyjasnienie
znajdziesz w ,,Pokazach z sali wyktadowej” - "Sity zyroskopowe"

walizka

Kazdy z nas potrafi intuicyjnie przewidzie¢ skutki dziatania sity. Na przyktad wiemy, co si¢
wydarzy, kiedy popchniemy lezacy na stole przedmiot. Intuicja nas jednak zawodzi, gdy
mamy do czynienia z momentem sity. Dlatego czgsto skutek dzialania momentu sity wydaje
si¢ nam zaskakujacy. Obejrzyjmy kolejny film z serii ,,Pokazy z sali wyktadowe;”.

Pokazy z sali wyktadowej Wydziatu Fizyki P.W.

Michat zmierzy si¢
z walizka o
dziwnych

| wlasciwosciach.

Walizka zawierajaca wirujace koto unosi si¢ w jedna lub druga strong, kiedy trzymajacy ja




Michat obraca si¢ wokét swojej osi. Wytlumaczenie tego
LM zjawiska pokazuje rysunek obok. Poczatkowo koto
B zamknigte w walizce wiruje w plaszczyznie pionowej -

—0' wzdhuz osi OO'. Kiedy Michat prébuje obréci¢ sig z
\m;-;g;\_\_‘_\B.walizka(, przyktada do niej par¢ sit F i F' , ktore
skierowane sa poziomo, prostopadle do osi OO
Moment tej pary sit jest skierowany pionowo wzdtuz osi

|‘q \ wektor predkosci katowe] ﬁ‘_J"‘skierowany jest poziomo
3

AA'. Moment sity M nadaje uktadowi przyspieszenie

L=

M
katowe i

, skierowane tak jak moment sity, czyli pionowo do géry. Oznacza to, ze po
pewnym czasie £ nastapi zmiana wektora predkosci katowej @ o wektor &8 ktory jest
skierowany tak jak wektor g pionowo w gére. Suma wektoréw o Ao jest predkoscia

katowa kota po czasie At | Jak widaé¢ kierunek tej nowej predkosci katowej wyznaczony
jest przez prosta BB'. Kierunek predkosci katowej pokrywa si¢ zawsze z osig obrotu, wigc

na skutek dziatania momentu sity M 0§ obrotu kota bedzie obraca¢ siec wokoét osi
poziomej, prostopadiej do OO'. Obserwujemy to jako unoszenie si¢ walizki w jedna lub

druga strone w zaleznoéci od kierunku obrotu Michata, a wiec od zwrotu momentu sity &
. Gdyby os obrotu walizki byta umocowana, na wigzy dzialalyby sity, ktére nazywamy
sitami zyroskopowymi. Sity te stanowia powazny problem techniczny w urzadzeniach
zawierajacych wirujace czesci, na ktoére dziataja momenty sit.
Podobny skutek dziatania momentu sity obserwowaliSmy w poprzednim filmie, gdzie pan
Andrzej podtrzymywal wirujace koto w jednym punkcie oddalonym od $rodka cigzkosci.
Moment sily cigzkosci wzgledem punktu podparcia skierowany byt poziomo i taki tez byt
kierunek przyrostu predkosci katowej A& W rezultacie obserwowali$my obrét osi kota w
ptaszczyznie poziome;].
Zjawisko to zna kazdy, kto probowal jezdzi¢ na rowerze nie trzymajac kierownicy. Lekkie
przechylenie roweru w jedna strong¢ (powstaje wtedy moment sily cigzkosci wzgledem
punktu podparcia roweru) powoduje skrecenie kota w strong przechylenia.

Zadania

Zadanie 2.1 zasady dynamiki Newtona

Trzy ciala o masach m;, m;, ms potaczone ni¢mi, przesuwaja si¢ po poziomej ptaszczyznie
pod wptywem przytozonej sity F. Wspoiczynnik tarcia migdzy masami m;, mp, m3 i podtozem
wynosi [L.

Prosz¢ znalez¢ przyspieszenie mas a oraz sity napinajace obie nici: Nji N;, odpowiednio.



T Hla —J.'_"—M i . il T = my —
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Rys. z2.1.1. Sity dziatajqce w kierunku poziomym.

Rozwigzanie

Napigta (rozciagana) sita Nj ni¢ dziala na masy m; 1 m, znajdujace si¢ na jej koncach, sitami
N2 1 Ny;. Druga ni¢, napigta sita N, dziata na masy m; i ms sitami N3 oraz Nai,.

Na podstawie trzeciej zasady dynamiki Newtona:

] = B = [ R =[] = ]|

oraz

Ruch mas m;, my, m3; odbywa si¢ pod wptywem przylozonej sity F (zgodnie z zaznaczonym
kierunkiem), z przyspieszeniem a i zgodnie z druga zasada dynamiki:

m,a=F-T - I
mya =N, -T, - I,
maa =M, -T;

Sily tarcia sa proporcjonalne do sit nacisku, wigc: Ty = pmyg , T, = HILE | T3 =pmsg .

Odpowiedz otrzymamy rozwiazujac powyzszy uklad réwnan.
Zadanie 2.2 ruch postgpowy po réwni pochylej
Z jakim przyspieszeniem porusza sie masa m:

e wdétrowni,
e wgore réwni?

Wspolczynnik tarcia migdzy ciatem o masie m i réwniag wynosi .

q daf ‘fff goTy

A w+—z

m
A

(- (-
Rys. z2.2.1b. Masa m porusza sie w gore

Rys. z2.2.1a. Masa m porusza sie w dot rowni. P
rOwni.



Rozwigzanie

Masa m porusza si¢ w dot rowni z
przyspieszeniem a, gdy tga> U to jej

predkosé rosnie, gdy tg o < pto maleje.

Masa m porusza si¢ w gore rowni z
opoznieniem a, jej predkosc¢ maleje.

Réwnanie ruchu Newtona:

mra=tn g &no—7T
T=p'm g cosa

gdzie

Stad otrzymujemy &

Réwnanie ruchu Newtona:
m'a=m'g'sne+T
b

gdzieT=;¢'m'g'cosc~_"

= glsin & — i cos ) =gfsin o+ p cosa)

. Stad otrzymujemy g[ .

Zadanie 2.3 maszyna Atwooda, czyli bloczek nieruchomy

AN N L T

N
N‘i my
m, l
L m;g
m.-g
Rozwigzanie

Dwa ciata o masach m; i m, pofaczone sg niewaikg,
nierozciggliwg nicig przerzucong przez
bloczek, ktérego mase nalezy zaniedbad.
Bloczek obraca sie w kierunku zgodnym z
kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

Proszg obliczy¢:

e przyspieszenie mas a
e oraz naciag nici N,

a ponadto znalez¢ warunek jaki musi spelnia¢ masa
m, aby ruch odbywat si¢ w podanym kierunku.

Bloczek o zaniedbywalnej masie stuzy do "przeniesienia" sity naciagu nici. Z drugiej zasady
dynamiki Newtona, rOwnania ruchu postgpowego mas:

ma=IT-mzg

M8 = .2 —N’

gdzie umownie, dodatni zwrot maja wektory skierowane zgodnie z kierunkiem wynikajacym

z obrotéw bloczka.

Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy przyspieszenie a oraz naciag nici N.

Ruch mas odbywa si¢ we wskazanym strzatka kierunku, gdy 2 20,




Zadanie 2.4 uklad mas w ruchu

Mo A NN N NN N N N N N
M

Uktad mas przedstawiony na rysunku jest w ruchu.

Proszg obliczy¢:

e  przyspieszenia mas a, oraz a,, dla masy my i m,.
W, e naciagi nici Ny, Ny i Ns.

Masy bloczkéw oraz nierozciagliwej nici zaniedbac, tarcie
my réwniez.

I

mg L

Mg
Rozwigzanie
Mamy uktad réwnan ruchu dla masy m; i m,, odpowiednio:
mya; = mg - N,

mya, = M, —m,g
b

Ch|

iy

1

wynikajacy z zaleznosci kinematycznych oraz
M, =2N, IN;=2N,

zwiazek migdzy przyspieszeniami

zaleznoS$ci migdzy sitami naciagu nici:
Tak wigc do rozwigzania jest uktad pigciu niezaleznych réwnan z pigcioma niewiadomymi.

Zadanie 2.5  warunek okreslonego ruchu

Dwa ciata o masach m; i m; potaczono nicia, ktéra przerzucona jest przez bloczek znajdujacy
si¢ w wierzchotku réwni pochylej o kacie nachylenia a. Wspétczynnik tarcia migdzy ciatem o
masie my 1 réwnia wynosi I. Masg bloczka nalezy zaniedbac.

Jaka powinna by¢ masa mj, aby ciato o masie m; poruszato si¢ ruchem jednostajnie
przyspieszonym:

e w gore rowni,
e w dot réowni?



ny

nLE
‘.

nh

Mg
oL

Rys. z2.5.1a. Masa m2 porusza sie w gore
rowni.

Rys. z2.5.1b. Masa m2 porusza sie w dot
rowni.

Rozwiazanie

warunek okreslonego ruchu

Masa mj; porusza si¢ w gorg rowni

Masa mj; porusza si¢ w d6t réwni

Réwnania ruchu Newtona:
ma=tmzg- I
maa =IM-mygsin o —mygucosa

ml—mg(smcr_'ﬂu:u:oscxj

q =
oy +m,

Stad,

Z warunku ruchu, @ » 0 otrzymujemy
zaleznos$¢:

> [sin o+ coso)

Réwnania ruchu Newtona:
ma=I-mzg
maa =mygsin o ~N-mygucosa

L= mglism cx—p:::oscxj—mlg
tm, +im,

Stad,

Z warunku ruchu, @ » 0 otrzymujemy
zaleznoSci:

< mylsin o —p Eosajorazm<tga.

Zadanie 2.6 zasada zachowania pedu i energii

7 wozka o masie M, jadacego z predkoscia v po gtadkim, poziomym torze wyrzucono worek

o masie m z predkoscia u wzgledem wozka.

%va—h

Obliczy¢ predkos¢ wézka po wyrzuceniu worka oraz pracg wyrzucenia worka z wézka.

Zadanie rozwiaza¢ uwzgledniajac dwa przypadki:

1) worek zostal wyrzucony zgodnie z kierunkiem ruchu woézka




2) worek zostal wyrzucony w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wézka.
Rozwiazanie
Korzystajac z zasady zachowania pgdu

M +m 7 = M7, + m(7 +
(M +m]  + 1l +1)

a stad predkos¢ wozka po wyrzuceniu worka

V, =VE =y
M | gdzie znak "-" dotyczy przypadku 1), a znak "+" przypadku 2).

Praca W, wykonana przez cztowieka zwigkszy energie kinetyczna uktadu mas M oraz m,
W= AE

Zmiana energii kinetycznej uktadu réwna jest r6znicy energii koncowej Ey i poczatkowej Eo,

. 0F =By " Eo

W
Dlatego,

1+ =

2 2 2 2 1

=Mv§+m(viu)2_(M+m)irg=mug m]

Zadanie 2.7 energia i praca
Z jakim przyspieszeniem porusza si¢ masa m:

a) swobodnie w dot rowni,
b) w gore réwni?

Wspolczynnik tarcia migdzy ciatem o masie m i rownig wynosi [l oraz tgo>U. Przy
rozwiazywaniu tego zadania nalezy zastosowa¢ zasad¢ zachowania energii.

W daf do g
T ‘\g:fy

Gz

m
Yo

‘. ‘.

Rys. z2.7.1b Masa m porusza sie w

Rys. z2.7.1a Masa m porusza sie w dot rowni. L
gore rowni.

Rozwiazanie

Przypadek a) Przypadek b)




Masa m porusza sie w dot réwni z
przyspieszeniem a, jej energia
kinetyczna wzrasta, energia
potencjalna maleje. Bilans energii
uzupetnia praca sity tarcia.

Masa m porusza sie w gore rowni
Z opoZnieniem a, jej energia
kinetyczna maleje, energia
potencjalna wzrasta. Bilans
energii uzupetnia praca sity tarcia.

Zasada zachowania energii:

gdzie W - to praca sity tarcia
T THIMTETCUSE ha drodze s, h - to
wysoko$¢ mierzona od podstawy réwni.

Po podstawieniu

mgs s o = + g cosctE

9

czyli Vo= N}IE‘gs[sin O = L COS oe:l.

Stad otrzymujemy przyspieszenie w ruchu

jednostajnie przyspieszonym
a=glsin o cosc)

Zasada zachowania energii:

2
1w

=rngh + T

b

gdzie W - to praca sity tarcia

T=ﬁ“'m'g":‘:'S':*"nadrodzes,h—to

wysoko$¢ mierzona od podstawy réwni.

Po podstawieniu

2

117 :
5 = mgs 'S o + UIng Coso S
czyli Vo= N}@gs[sm o+ cos oe:l.

Stad otrzymujemy op6znienie w ruchu
jednostajnie

‘s - = i +
opéznionym # glsin o+ pe ':c'm]l.

Zadanie 2.8 zderzenie niesprezyste

Kulka ®#0 masie m , poruszajaca si¢ z predkoscia v, zderza sig niesprgzyscie ze spoczywajaca

kulg ® o masie M.

Rys. 72.8.1. NiespreZyste zderzenie kul.

Jaka czg$¢ energii kinetycznej kulki #0 masie m zamieni si¢ w energi¢ wewnetrzna.

Zderzenie jest doskonale niesprgzyste.

Rozwiazanie

Dla zderzen doskonale niesprezystych spetniona jest zasada zachowania pedu (wyktad)

M- T+m §=M+m)¥,




gdzie skalarnie: ~ MV= 0 to ped kuli nieruchome;j ® , przed zderzeniem,
mv to ped kulki uderzajacej ®, przed zderzeniem,
(M+m)vy to ped obu kul, po zderzeniu .

Po zderzeniu obie kule *®poruszaja sie z predkoscia:

1w
'|;jl' =
M+m
(M +m )
By, - My
1 posiadaja wtedy energi¢ kinetyczna: 2 .
m 2
E,=—'v
o2

ktora jest mniejsza od tej energii jaka posiadata kulka przed zderzeniem z

nieruchoma kula.

Czegs¢ energii kinetycznej jaka posiadata kulka przed zderzeniem z nieruchoma kula, przy
zderzeniu kul, zamienita si¢ na energig cieplna.

E’k—Ekx= M
Ek m+M

Zadanie 2.9 zderzenie centralne

Dwie kule o masachm iM @ zderzaja si¢ centralnie, niesprezyscie.

Rys. 72.9.1. Centralne, niesprezyste zderzenie kul.

Wiadomo, ze energia kinetyczna jednej z kul (tu ) jest n razy wigksza od energii

kinetycznej drugiej z kul ( tu ®). Jaki musi by¢ stosunek mas M/m, aby po zderzeniu obie
poruszatly si¢ w kierunku ruchu tej z kul ktéra miata mniejsza energig?

Rozwiazanie
Zderzenie jest centralne, a to znaczy ze wektory predkosci (i pedéw tez) obu kul leza na

prostej przechodzacej przez srodki tych kul. Ponadto jest doskonale niesprgzyste, a wigc dla
uktadu izolowanych kul spetniona jest zasada zachowania pedu.



M- V+m =(M+m) 7,

Prawo zachowania pedu jest prawem wektorowym, w przypadku zderzenia centralnego
sprowadza si¢ do jednego réwnania skalarnego:

gdzie za pomoca znakow "+" i

;E._. M-V-mv=M+m|v, NP -y

nn

uwzglednione sa przeciwne zwroty wektoréw predkosci

kulek przed ich zderzeniem.
Po zderzeniu niesprezystym obie kulki *“@poruszaja sie z predkoécia:

=M'V—mv
IM+m

e

w kierunku ruchu tej z kul ktéra miata przed zderzeniem mniejsza energig.

Kierunek ruchu kulek *® (zwrot wektora ich predkosci v, -> skalarnie znak) jest taki jaki

miata kulka o mniejszej energii kinetycznej L czyli dodatni.

Warunek na iloraz M/m otrzymamy rozwiazujac niero0wnosc¢: vy > 0, przy uwzglednieniu, ze

Stownik

W2
.
2 2

pierwsza zasada
dynamiki

Kazde ciato pozostaje w stanie spoczynku lub ruchu jednostajnie
prostoliniowego, jezeli nie doznaje dzialania sity lub dziatajace na ciato
sily si¢ rOwnowaza

druga zasada
dynamiki

Szybkos¢ zmiany pedu ciata réwna jest wpadkowe;j sile dzialajacej na to
ciato.

trzecia zasada
dynamiki

Oddziatywania wzajemne dwoéch ciat sa zawsze réwne co do wartosci ale
przeciwnie skierowane.

uklad inercjalny

uktad, w ktérym spetniona jest pierwsza zasada dynamiki

ped ciala iloczyn masy ciata i wektora jego predkosci
wlasnos$¢ cial materialnych polegajaca na stawianiu oporu sitom
bezwladnos¢ zewngtrznym dziatajacym na ciato oraz zachowywaniu stanu ruchu w

przypadku, kiedy na ciato sily zewnetrzne nie dziataja

masa bezwladna

miara bezwladnosci ciata

cigzar ciala

sifa jaka dziata na cialo wskutek przyciagania grawitacyjnego

przyspieszenie
ziemskie

przyspieszenia jakie uzyskuje ciato spadajace swobodnie pod wptywem
sity ciezkosci




zasada - zgodnie z ktdra znajomo$¢ warunkoéw poczatkowych oraz

zasada C . . . . . -
, . |dziatajacych na ciata sit wyznacza stan ich ruchu w dowolnej chwili
przyczynowosci
czasu
réwnanie uktad trzech réwnan skalarnych (w przestrzeni tréjwymiarowej)
Newtona wyrazajacych ilosciowo tres¢ drugiej zasady dynamiki

sila tarcia

sifa przeciwdziatajaca ruchowi ciata; wystgpuje kiedy stykajace sig
powierzchnie przesuwaja si¢ wzgledem siebie

sila tarcia
statycznego

warto$¢ graniczna sily tarcia, przy ktorej cialo pozostaje jeszcze
nieruchome pomimo przylozenia sity zewngtrznej

sila tarcia

sifa tarcia wystegpujaca, kiedy ciato jest w ruchu

kinetycznego
wspoélczynnik stosunek sity tarcia do sity nacisku bedacy wtasciwoscia tracych si¢
tarcia powierzchni
raca jest iloczynem skalarnym wektorow: sily dziatajacej na ciato i
p przemieszczenia ciala
moc stosunek pracy do czasu, w ktérym zostata wykonana, praca wykonana w
jednostce czasu; okresla szybkos¢ zmiany energii uktadu fizycznego
sita sila, ktorej praca wykonana przy przemieszczeniu ciata po torze
zachowawcza zamknigtym o dowolnym ksztalcie rowna jest zeru
sita . P . : .
sita, ktora nie spetlnia warunku sity zachowawczej
dyssypatywna
energia rowna jest pracy jaka wykonuje sita zachowawcza przy przemieszczeniu
potencjalna ciata z danego punktu do punktu odniesienia
energia energia ciala bedacego w ruchu, potowa iloczynu masy ciata i kwadratu
kinetyczna jego predkosci

twierdzenie o
pracy i energii

Praca wykonana przez wypadkowa sil dziatajacych na ciato réwna jest
zmianie jego energii kinetycznej.

prawo Calkowita energia mechaniczna ciala, na ktére dzialaja tylko sity
zachowania

. zachowawcze,
energii :

. . jest stata.

mechanicznej
prawo
zachowania Energia catkowita uktadu odosobnionego jest stata.
energii
prawo Jezeli na uktad nie dziataja sity zewnetrzne lub dziata uktad sit

zachowania pedu

zrownowazonych, to ped uktadu zachowuje wartosc¢ stata.

zderzenie L . : . o

. jezeli w procesie zderzenia zachowana jest energia kinetyczna
sprezyste
zderzenie jesli przed zderzeniem i po zderzeniu ciala poruszaja si¢ wzdiuz jedne;j
centralne prostej




ruch obrotowy

ruch, w ktérym wszystkie punkty danego ciata poruszaja si¢ po okregach,
ktorych $rodki znajduja si¢ na jednej prostej zwanej osia obrotu

predkos¢ katowa

wielko$¢ wektorowa, ktorej wartos¢ rowna jest pochodnej potozenia
katowego wzgledem czasu

zwana tez predkoscia katowa, czestoscia kotowa lub pulsacja; pochodna

czestos¢ przemieszczenia katowego wzgledem czasu (kat zakreslony w jednostce
czasu przez cialo bedace w ruchu obrotowym)

okres czas, w ktérym ciato wykonuje jeden pelny obrét

czestotliwosé liczba obrgtow wykonanych przez cialo w czasie jednej sekundy,
odwrotnos¢ okresu

przyspieszenie . .

katowe pochodna predkosci katowej wzgledem czasu

moment sity

(wzgledem danego punktu) - iloczyn wektorowy promienia wodzacego
majacego poczatek w danym punkcie i sity dziatajacej na ciato

moment pedu

(punktu materialnego wzgledem danego punktu) - iloczyn wektorowy
promienia wodzacego punktu materialnego i jego pedu

ramig sily sktadowa promienia wodzacego prostopadta do linii dziatania sity
dla punktu materialnego - iloczyn masy przez kwadrat odlegtosci od osi
moment p . e .
L . obrotu, dla uktadu punktéw - suma momentéw bezwtadnosci wszystkich
bezwladnosci

punktow

druga zasada
dynamiki ruchu

szybko$c zmiany nomentu pedu réwna jest momentowi sity

obrotowego
twierdzenie wzOr okreslajacy moment bezwladnosci wzgledem osi nie przechodzace;j
Steinera przez $rodek masy ciata
zasada PO . .

. Moment pgdu uktadu, na ktéry nie dziata moment sit zewngtrznych jest
zachowania

momentu pedu

wektorem stalym.




Wstep

Ruchy harmoniczne i ich cechy wspolne

Poszukaj cech wspélnych w nastgpujacych ruchach:

e ruch hustawki,

e drgania strun w
instrumentach
muzycznych,

e ruch wahadla zegara
mechanicznego,

e ruch ciezarka
wiszacego na
sprezynie,

e drgania szyb
okiennych przy
hatasliwej ulicy.

e drgania napigcia w
obwodach pradu
zmiennego

Jakie sq wspolne cechy tych ruchow? Podaj jeszcze kilka podobnych przyktadow.

We wszystkich tych przypadkach ciato porusza si¢ tam i z powrotem wracajac co pewien
okres czasu do tego samego punktu. Ruch taki nazywamy ruchem okresowym, drgajacym lub
oscylacyjnym. Czgsto ruch drgajacy towarzyszy innym rodzajom ruchu, np. kotysanie
poruszajacego si¢ pociagu lub samochodu o niesprawnych amortyzatorach; czgsto dotyczy
periodycznych zmian innych wielkosci niz polozenie ciata, np. napigcia elektrycznego, lub
ci$nienia; bywa tez, ze ruch ten "ukrywa si¢" pod postaciami innych zjawisk, np. w akustyce,
optyce lub w procesach elektromagnetycznych. W dalszej czg¢sci wykladu poznamy jeszcze
wiele innych przyktadéw podobnych ruchéw w réznych dziatach fizyki.

Ruchy drgajace mozna opisa¢, w sposéb doktadny lub przyblizony, za pomoca wyrazen
zawierajacych funkcje sinus i cosinus. Funkcje te nazywamy funkcjami harmonicznymi, zas$
opis taki nosi nazwg analizy harmonicznej. W przypadkach niektérych ruchéw drgajacych,
zwanych ruchami harmonicznymi, opis ten jest szczeg6lnie prosty. Sity wywotujace te
ruchy nazywamy sitami harmonicznymi. Ruchy takie bgda przedmiotem naszych dalszych
rozwazan. Pamigtajmy, Ze ruchy harmoniczne sa ruchami drgajacymi, jednak nie wszystkie
ruchy nalezace do klasy ruchéw okresowych, drgajacych lub oscylacyjnych sa ruchami
harmonicznymi.

Popatrz "okiem fizyka" na ruchy drgajqce i postaraj si¢ odnalezé wspolne cechy tych ruchow.
Zwroc¢ takze uwage na wystepujqce miedzy nimi roznice odpowiadajqc na nastepujqce
pytania:

Jakie sa specyficzne cechy sity dziatajacej na ciato poruszajace si¢ ruchem drgajacym.
W jakim potozeniu ciata sita ta jest najwigksza, a w jakim najmniejsza?

Kiedy najwigksza jest predkos¢ wyrzucanej z tuku strzaty?

W jakim potozeniu najwigksze jest jej przyspieszenie?



e Od czego zalezy wysokos¢ tonu struny skrzypcowej, a od czego sita dzwigku?

e Dlaczego wprawione w ruch drgajacy wahadto stopniowo zmniejsza swe wychylenia.
e Od czego zalezy sita ttumiaca ruch wahadta?

e W jaki sposéb mozna podtrzymac ruch drgajacy?

e Wymien cechy wspélne i r6znice w ruchu wahadta i ttoka w silniku spalinowym?

Wspdlne charakterystyczne cechy ruchéw harmonicznych zawarte sa w rdwnaniu opisujacym
ten ruch. W rozwiazaniu tego rownania znajdziemy odpowiedzi zaréwno na te, jak i na inne
pytania dotyczace ruchu harmonicznego.

Zapamietaj - rownanie ruchu harmonicznego, zwane tez rOwnaniem oscylatora
harmonicznego, jest jednym z fundamentalnych réwnan w fizyce. Réwnanie to spotkasz

jeszcze wielokrotnie w kursie fizyki, dlatego trzeba koniecznie zrozumiec¢ jego sens, postac
oraz formg rozwiazania i znaczenie wystepujacych w nim parametrow.

1. Réwnanie ruchu harmonicznego

Jako przyktad rozpatrzmy ruch ciata o masie m zawieszonego na sprezynie (czerwona kulka).

T

Im wigcej rozciagamy sprezyng, tym wigksza sita "stara si¢" przywrdécic ja znéw do potozenia
rownowagi dzialajac wzdtuz kierunku rozciagania ale majac zwrot przeciwny niz zwrot
odchylenia. (Patrz rysunek i animacja powyzej.) Jesli odksztatcenia sa doskonale sprgzyste,
to wartos¢ sity wyrazona jest przez znane nam juz prawo Hooke'a, wzor (3.47). Najog6lniej
mozemy to zapisa¢ w postaci

(3.1.2)




W zaleznosci tej F jest sila, x - odchyleniem, czyli aktualnym potozeniem ciata okreslonym
wzgledem potozenia rOwnowagi; k jest wspétczynnikiem proporcjonalnosci
charakteryzujacym wiasnosci spr¢zyny. Jezeli wspotczynnik ten nie zmienia si¢ w czasie
ruchu, to wartos¢ sily jest wprost proporcjonalna do wielkosci odchylenia od potozenia
réwnowagi. Ruch odbywajacy si¢ pod wptywem takiej sity nazywamy ruchem
harmonicznym, a sity o tej wlasnos$ci nazywamy sitami harmonicznymi. Proporcjonalnos¢
sity do odchylenia jest najbardziej charakterystyczna wtasnoscia, wspdlna dla wszystkich sit
harmonicznych, mimo Ze sily te nie ograniczaja si¢ wytacznie do sil sprezystosci. Znak minus
oznacza, ze kierunek sity jest przeciwny do kierunku odchylenia.

Réwnanie Newtona dla sily harmonicznej

Korzystajac z drugiego prawa dynamiki mozemy réwnanie ruchu ciata o masie m pod
dziataniem sity (3.1) zapisa¢ nastgpujaco:

-

da-__
m- } =-k'x (3.1.2)
dt=
Przepiszemy to rOwnanie w postaci
d :‘ = —uf 'x (3.1.2a)
ct=

gdzie wprowadziliSmy wielkos¢ % zdefiniowang jako

ar=.0k/m (3.1.3)

Réwnanie (3.2a) jest rownaniem rézniczkowym drugiego rz¢du. Niewiadoma w tym
rownaniu jest odchylenie od potozenia rownowagi x, a $cislej méwiac, zaleznos¢ tego
odchylenia od czasu t. Poszukujemy wicc takiej funkcji x=f£{(t), ktérej druga pochodna d*x/d¢’
rowna jest jej samej *~i¢tej ze znakiem minus 1 pomnozonej przez pewnq stata, ktora

oznaczyliSmy przez

Jaka funkcja ma taka wlasciwos¢? Oczywiscie - funkcje, sinus i cosinus. Nietrudno
sprawdzi¢, ze podany wyzej warunek zostanie zachowany takze jesli funkcje te pomnozymy
przez staly czynnik, a do argumentu dodamy dowolna stala.

Posta¢ rozwiazania

Sprawdzmy wiec, czy podany wyzej warunek bedzie spetniony zaktadajac, ze rozwigzanie ma postac:

x=A cosf i+ g (3.1.4)

gdzie A oraz ¥, to wartosci state, nie zmieniajace si¢ w czasie.




Obliczamy pierwsza pochodna, czyli dx/dt. Zwré¢my uwage, ze pierwsza pochodna
potozenia wzgledem czasu to po prostu chwilowa predkosc¢ ciata, Y.

'y

E:U:—:l-m-sfn{m-t+¢?} (3.1.5)

Druga pochodna, czyli przyspieszenie ciata a, wynosi

—a=-A & cocos{ & t+p) (3.1.6)

Rzeczywiscie, druga poch~4»a ma t¢ sama postac, co funkcja (3.4) ale wzigta ze znakiem

. . . ) eqe s o . . . . , .
minus 1 pomnozona przez . SprawdziliSmy, ze funkcja (3.4) jest rozwiazaniem rOwnania
oscylatora harmonicznego.

Znaczenie parametrow

Przeanalizujmy teraz sens fizyczny statych: <1, @oraz ¥, stanowiacych parametry naszego
rozwigzania.

o Wielko$¢ 41 | toamplituda drgan harmonicznych. Aby okre$li¢ znaczenie tego
parametru przypomnijmy, ze maksymalna i minimalna warto$¢ funkcji sinus i cosinus
to +11-1. Warto$¢ A roéwna jest wigc, zgodnie ze wzorem (3.4), maksymalnemu
odchyleniu od potozenia rownowagi. Wymiar tej stalej jest taki sam, jak wymiar
odchylenia.

e  Wielko$¢ & nazywa si¢_czestoscig drgan wiasnych uktadu. Wielkos¢ ta jest zasadnicza
charakterystyka uktadu wykonujacego drgania pod wptywem sity harmonicznej i
okreslona jest wzorem (3.3).

e  Wielko$¢ ¥, to faza poczatkowa ruchu harmonicznego. Z postaci wzoru (3.4) widac,
ze warto$é ¥ wraz z wartoscia amplitudy okresla odchylenie od potozenia réwnowagi
w chwili poczatkowej tj. dla t=0.

Zauwazmy teraz, ze jesli argument funkcji cosinus w formule (3.4) zmienimy o
wielokrotno$é =7 | to warto$¢ funkcji nie zmieni sig, bo takie sa wtasnosci funkcji sinus i
cosinus. Aby za$ wyrazenie w nawiasie formuty (3.4) wzrosto o =% , musimy czas ¢
zwigkszy¢ o 27w (sprawdz to). Po czasie 27 | @ g ciato przyjmie znéw to samo polozenie.
Sytuacja bgdzie powtarzac si¢ po kolejnych, takich samych przyrostach czasu. Przedziat
czasu

y il (3.1.7)



to okres w ruchu harmonicznym i wyraza si¢ w jednostkach czasu czyli np. w sekundach.
Odwrotnos¢ okresu

oo Bt E (3.1.8)

nazywa si¢ czestotliwoscia w ruchu harmonicznym. Jest to liczba okresow T' w jednostce
czasu. Wymiarem czgstotliwosci jest 1/s; jednostka jest I herc (Hz), Czgstotliwos¢ drgan
wynosi 1Hz, kiedy okres rowny jest jednej sekundzie, czyli w czasie jednaj sekundy zachodzi
jedno drganie..

Zauwazmy nastepnie, ze jesli faza poczatkowa bedzie réwna — & 2 1o otrzymamy z
réwnania (3.4)

x=A cosflw t+g|=A cosf{e- t—xw/2)=A sinfe-t)] (3.1.9)

czyli dla =0 wychylenie bedzie x=0. W zaleznosci od fazy poczatkowej ruch oscylatora
harmonicznego mozemy wigc opisywac¢ zarowno funkcja cosinus jak i sinus. Oczywiscie,
jesli do wartosci fazy poczatkowej dodamy liczbe bedaca wielokrotnoscia kata petnego 360°
czyli 2x, to uzyskamy znéw to samo wychylenie, x.

Bardzo wazna cecha ruchéw harmonicznych, wyr6zniajaca je wsrdd innych rodzajow
ruchdéw, jest izochronizm, czyli niezalezno$¢ okresu drgan wtasnych uktadu drgajacego od
amplitudy, co stanowi podstawg funkcjonowania zegaréw mechanicznych. Warto dodac, ze
izochronizm wahadta odkryt w swych do§wiadczeniach Galileusz w roku 1583.

Interaktywna ilustracja graficzna

Opisane wyzej zalezno$ci mozesz teraz sprawdzi¢ sam korzystajac z interaktywnej ilustracji
graficznej. Z jej pomoca mozesz przesledzi¢ zalezno$¢ wychylenia, predkosci i
przyspieszenia od czasu dla wybranych przez Ciebie wartosci parametréw: A, k, m i %

. Stopien zrozumienia przez Ciebie tych zaleznoSci mozesz sprawdzi¢ odpowiadajac na
zalaczone tam pytania.
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Rys.3.1.1. Potozenie, predkosc i przyspieszenie w ruchu harmonicznym.

2. Bilans energii w ruchu harmonicznym

Energia potencjalna i kinetyczna

Przypomnijmy zwiazek pomigdzy sitg F, a zmiana energii potencjalnej dE, na odcinku drogi
dx, w poblizu punktu x; wzor (2.6.4).

F{X}:_dEp{x} lub dE,(x]=~F(x] dx (3.2.1)
dx
W naszym przypadku sit¢ i odchylenie od potozenia réwnowagi taczy zwiazek (3.1.1).
Energi¢ potencjalna w punkcie x mozemy wigc wyznaczy¢ jako
EP{.\:}:—l{—k-x}-r:b;::-k-.‘:‘ (3.2.2)

przyjmujac, ze w potozeniu rownowagi (x=0), E,(x)=0.

Energia kinetyczna ciata o masie m poruszajacego si¢ z predkoscia Y wynosi

1
Ek{u}::-m-u‘ (3.2.3)



(2.2) Energia catkowita

Dodajmy do siebie obie energie:

o - I LJ: (3.2.4)

Ep+E ==k x"+

by | b=

Podstawiajac wartosci x oraz ¥ze wzoréw (3.1.4) 1 (3.1.5) otrzymujemy:

i 2 2 i o o i 2
EP +E, ::-k-:l‘ : cc‘s‘{m-t+‘p,‘+:-k-d“ sinT | o !'+q::}=:-l<-d‘

(3.2.5)

Suma energii potencjalnej i kinetycznej w ruchu harmonicznym nie zalezy ani od x, ani
od Vi jest wkazdej chwili czasu (a wigc rowniez i w kazdym punkcie) taka sama,
wprost proporcjonalna do kwadratu amplitudy. Wynik ten jest konsekwencja zasady
zachowania energii mechanicznej pokazujac, ze sity harmoniczne sa sitami zachowawczymi.
Rzeczywiscie, odchylenie ciata od potozenia réwnowagi, to dostarczenie mu energii
potencjalnej. Jezeli potem nie ingerujemy w ruch ciata, to uzyskiwana w czasie ruchu do
potozenia rownowagi energia kinetyczna jest rOwnowazna traconej przez ciato energii
potencjalnej. Po minigciu polozenia rownowagi sytuacja jest odwrotna - ciato traci energi¢
kinetyczna, ale zyskuje potencjalng itd.

Interaktywna ilustracja graficzna

Zalaczone rysunki przedstawiaja zaleznos¢ od potozenia i od czasu energii kinetycznej 1
potencjalnej oraz bedacej ich suma energii catkowitej. Widzimy, ze zmniejszaniu sig energii
potencjalnej towarzyszy wzrost energii kinetycznej, i na odwrét, za§ suma obu rodzajow
energii pozostaje wartoscig stalg niezaleznie od polozenia i od czasu. Zwiazki pomigdzy
potozeniem ciata i jego predkoscia, a energia kinetyczna, potencjalng i catkowita mozesz
przesledzi¢ sam korzystajac z zalaczonej ilustracji interaktywnej.
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Rys.3.2.1. Bilans energii w ruchu harmonicznym w funkcji potozenia i czasu

A teraz pytanie - predkos¢, polozenie i1 przyspieszenie sa funkcjami czasu o okresie 7, ale
okres zmiennosci energii kinetycznej i potencjalnej wynosi 7/2. Dlaczego tak jest?
Przeanalizuj uwaznie posta¢ zaleznosci od x i ¥ we wzorach (3.2.2) oraz (3.2.3).

3. Drgania harmoniczne ttumione

Dotychczas rozwazaliSmy ruch harmoniczny swobodny, w ktérym nie wystgpowaty zadne
sity poza sita harmoniczna. Na og6l jednak ruch jest thtumiony wskutek oporu powietrza lub
innych oporéw wystepujacych w uktadzie drgajacym. Opory te sa zwykle tym wigksze, im
wigksza jest predkosc¢ ciata. Czujemy to wyraznie po wysunigciu reki przez okno jadacego
samochodu lub pociagu. Sita dzialajaca na ciato zawiera wigc dodatkowy czton
proporcjonalny do predkosci.

i
F=-k x-b—
ar (3.3.1)




Parametr b, jest tu wspétczynnikiem proporcjonalnosci. Rownanie ruchu zapiszemy
nastgpujaco:

-

m e Firxoo 3.32)
dt* dt

Rozwigzaniem tego réwnania opisujacym przypadek drgan ttumionych jest funkcja:

x=A e cosfwt+p)=A cos{w't+o) (3.3.3)

gt

gdzie amplituda drgan <1'= A-& “7  zmniejsza si¢ z czasem w spos6b wyktadniczy.

Wielkos¢ f=b/2m zwane jest wspétczynnikiem thumienia. Wspéiczynnik ten rosnie
proporcjonalnie do wzrostu oporéw ruchu ale jest tez odwrotnie proporcjonalny do masy
drgajacego ciata. Im wigksza jest masa ciata tym mniejszy wptyw na ruch drgajacy maja
opory ruchu.

Zauwazmy, ze rozwiazanie (3.3.3) ma postac¢ bardzo podobna do rozwiazania opisujacego
drgania swobodne. Tlumienie zmienia jednak amplitudg i czg¢sto$¢ drgan.

Czestos¢ drgan thumionych & nie zmienia si¢ w czasie 1 wynosi:

o= Jw’ - §° (3.3.4)

Czgstos$¢ ta jest mniejsza niz czgstosci drgan wlasnych uktadu swobodnego. W konsekwencji
zwigksza si¢ okres drgan, T .

o, H (3.3.5)

Kiedy jednak oporu ruchu rosna tak, ze wyrazenie pod pierwiastkiem we wzorze (3.3.5) staje
si¢ rowne zeru to czgstos¢ drgan maleje do zera, a okres ro$nie do nieskonczonosci - ruch
przestaje by¢ ruchem okresowym. Takie thumienie nazywamy krytycznym. Ten przypadek
graniczny odpowiada sytuacji, w ktorej uktad najszybciej osiaga potozenie rownowagi. Przy
dalszym wzro$cie wspétczynnika ttumienia ruch bedzie miat charakter aperiodyczny
(petzajacy). Uktad bedzie zdazat do potozenia rownowagi, ale wolniej niz w przypadku
granicznym. Okreslenie warunkéw, w ktérych ruch drgajacy zmienia si¢ w ruch aperiodyczny
odgrywa istotng rol¢ w konstrukcji uktadéw, gdzie wazne jest ttumienie niepozadanych
drgan: przyrzady pomiarowe, amortyzatory itp.

Wyrézniamy wigc trzy przypadki:

1 2_p?.0 zachodza drgania, ktérych charakter zalezy od wartosci wspétczynnika
@t =" > thumienia



Przypadek graniczny - czgsto$¢ drgan maleje do zera (okres dazy do
2 | @’ - g% =0  nieskonczonosci). W tym przypadku uktad najszybciej powraca do stanu
rOwnowagi.

2 2 uktad nie wykonuje drgan, ale wraca do stanu rownowagi w sposéb
3w —-f° =0 . . .

aperiodyczny, przy czym wolniej niz w przypadku drugim
Zaleznos¢ wychylenia od czasu dla wybranych przez Ciebie wartos$ci wspotczynnikéw
tlumienia mozesz teraz zobaczy¢ korzystajac z zataczonej aplikacji_. Rysunek przedstawiony

ponizej pokazuje przyktadowe zaleznos$ci odchylenia od czasu dla drgan swobodnych i
tlumionych

Kliknij w polu

MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna
rysunku.
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Rys.6.4.Drgania harmoniczne proste i ttumione.

4. Ruch harmoniczny wymuszony

Czy mozna podtrzymac ruch drgajacy pomimo istnienia sit oporu? Mozna,
? bo umiemy podtrzymac¢ zaréwno ruch wahadta zegara, jak i hustawki, czy
struny skrzypcowej. Co wigcej, mozna wzmocni¢ lub wywota¢ ruch
drgajacy.

Popatrz jeszcze raz na obraz z pierwszej strony tej lekcji. Obejrzyj go
uwaznie w powigkszeniu 1 odszukaj na nim silg, ktéra podtrzymuje ten

ruch.

Ruch mozemy podtrzymac poprzez przytozenie zewngtrznej sity okresowej, co widac
wyraznie na zataczonym obrazie. Zasadnicza role w podtrzymaniu tego ruchu odgrywa
zwiazek pomigdzy czgstoscig oscylacji wlasnych uktadu, a czgstoscia sity wymuszajace;.



Ruchy tego typu nazywamy oscylacjami lub drganiami wymuszonymi. Czgstos¢ tych drgan
jest narzucona przez okresowa site wymuszajaca, ale zaréwno ich amplituda jak i faza
zaleza od relacji pomigdzy czgstoscia sity wymuszajacej a czgstoscia drgan wlasnych uktadu.

Zapiszmy postac sity wymuszajacej Fy o amplitudzie F 0i czestosci # w najprostszy sposéb
F, = Fp-cos{m,, -t} (3.4.1)

Réwnanie ruchu harmonicznego ttumionego z sita wymuszajaca ma postac;

-

dx o'y
m —+b —+k x=F, cos{a,, t] 3.4.2
ot dt o S ( )

Pamigtajac wzor (3.1.3) okreslajacy czgstos¢ wlasng drgan swobodnych oraz definicje
wspdtczynnika ttumienia mozna réwnanie (3.4.2) zapisac w postaci

d’x dr o F,
—+2. 8 —+w” x="2 coslm,, ] 343
dr 15 d!. m | I ! ( )

Rozwigzanie tego rownania jest podobne do rownania (3.1.4) ale amplituda i faza okreslone
sa przez relacje pomigdzy czestoscia drgan wlasnych, czgstoscia sity wymuszajacej oraz
wspoélczynnikiem tlumienia.

Rozwigzanie to mozna zapisa¢ nastgpujaco:
x=A cosfe, t—@) (3.4.4)

gdzie amplituda wynosi

Fp/m

‘_1: ) a ) a )
- - 'Il- - -
J{m —an, T +4- 87wy,

9

(3.4.5)

za$ faza wyznaczajaca opdznienie drgania uktadu wzgledem sity wymuszajacej okreslona jest
wzorem

2.4 oy,
tgP=——+ (3.4.6)
Dy
. , , . L . dd,/dw,, =0
Amplituda drgan okreslona wzorem (3.4.5) osiaga najwigksza wartos¢ gdy — ¢ " ,a

wigce gdy



iy, = gy =@ — 2 ,5: . (3.4.7)

Wartos¢ amplitudy wynosi wtedy

Fy/m

f-ﬁ-«fm:—ﬁ:.

flrf-z =

(3.4.8)

Stan, w ktérym amplituda drgan osiaga najwigksza warto$¢, nazywamy stanem rezonansu.
Odpowiadajaca maksymalnej amplitudzie czgsto$¢ sity wymuszajacej nosi nazwe czestosci
rezonansowej.

Zapiszmy charakterystyczne cechy drgan wymuszonych.

e Uktad drga z czgstoscia sity wymuszajacej i jest ruchem nie ttumionym.

e Amplituda drgan zalezy zaré6wno od wspdiczynnika tlumienia, jak i od r6znicy
pomiedzy czestoscia drgan wlasnych uktadu i czgstoscia sity wymuszajacej.

e Amplituda osiaga wartos¢ nieskonczong kiedy brak jest ttumienia, a obie czgstosci sa
sobie rowne, czyli czgsto$¢ rezonansowa rowna jest czgstosci drgan wiasnych uktadu.
Dla warto$ci wspotczynnikow tlumienia réznych od zera amplituda osiaga najwigksza
wartos¢ (czyli wystepuje rezonans) dla czestosci okreslonych wzorem (6.39), a wigc
mniejszych od czgstosci drgan wiasnych.

Zaleznoscti te ilustruje ponizszy rysunek. Kolejne numery krzywych odpowiadaja
zwigkszajacym si¢ warto§ciom wspoétczynnika ttumienia. Zwro¢ uwage, ze wraz ze wzrostem
tlumienia:

e obniza si¢ maksimum krzywej rezonansowej,

e potozenie maksimum (czgstos¢ rezonansowa) przesuwa si¢ w kierunku mniejszych
czestosci,

e krzywa rezonansowa staje si¢ "szersza" (poszerza si¢ w potowie swej wysokosci).

Mozesz takze sam wprowadzi¢ inne wartosci wspoétczynnikéw ttumienia i obserwowac ksztatt
krzywej rezonansowej korzystajac z zataczonej aplikacji.
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Rys.6.4.Zjawisko rezonansu.

Ze zjawiskiem rezonansu spotykamy si¢ czgsto w zyciu codziennym, np. drgania elementéw
samochodu w czasie jazdy, drgania szyb okiennych w przypadku hatasu na ulicy itp. Warto
zwroci¢ uwage, ze juz niewielkie sity wymuszajace moga doprowadzi¢ do znacznego wzrostu
amplitudy drgan i niebezpiecznych wibracji w przypadku rezonansu. Jest to szczegdlnie

istotne przy konstrukcji mostéw, skrzydet samolotéw, kadtubéw okretow itp.
5. Prawo powszechnego cigzenia

Prawo powszechnego ciazenia okresla sil¢ przyciagania wzajemnego dwoch punktow

materialnych o masach ®%i 2 znajdujacych si¢ w odlegtosci réwnej 12 ( patrz Rys.

3.5.1).

Sila wzajemnego przyciaggania dwoch punktéw materialnych jest proporcjonalna do
iloczynu ich mas i odwrotnie proporcjonalna do kwadratu ich odleglosci

Prawo to odnosi sig takze do kul jednorodnych 1

G F my takich, ktérych gesto$¢ masy zalezna jest tylko od

i > = @ promienia, czyli odlegto$ci od $rodka kuli. Zwr6¢my
' j ) 12 tez uwagg, ze sita grawitacji jest zawsze sila
- _— ’ przyciagajaca w odréznieniu np. od sity

elektrostatycznego oddziatywania tadunkéw gdzie

mamy do czynienia zarowno z przyciaganiem jak i z
- odpychaniem. Wektor sity grawitacji lezy na prostej
Rys.3.5.1. Wektor 12 tqczy Srodki kul.  taczacej oba punkty materialne. (Na rysunku, jedynie dla

zachowania czytelnosci, wektory sity sa odsunigte nieco od tej
prostej.)

Sita przyciagajaca Fyz dziatajaca ze strony masy “'Zna mase “ ma zwrot wektora 2

b

ktérego poczatek znajduje si¢ w srodku masy %, a koniec w $rodku masy 2. Sita ta
okreslona jest wyrazeniem




= Iy - I
i2=G ———— 1> (3.5.1)

12 =2/ 5;

gdzie G jest wspétczynnikiem proporcjonalnoéci zwanym stata grawitacji, a 2 iz

Iz

jest wersorem, czyli wektorem jednostkowym skierowanym tak samo jak wektor i< .

Zgodnie z trzecia zasada dynamiki, sita przyciagajaca masy “ dziatajaca na mase¢ 2 ma
taka sama wartos¢, ale przeciwny zwrot

Foy=-Fp2=-G ——2%; (3.5.2)

Wyznaczenie statej grawitacji byto zadaniem trudnym, bowiem sita grawitacji pomig¢dzy
cialami o mierzalnych bezposrednio masach jest bardzo mata. Pierwszy pomiar wykonany
zostal przez Cavendisha w 1798 roku. Wartos¢ statej grawitacji wynosi:

G=06.672-10 "N-m" kg * (znacza to, ze dwie kule o masach my=m,=1kg przyciagaja
si¢ z odlegtosci r=Im sita F'=06.672-107""N _ Stata grawitacji jest stala uniwersalna; jej
wartos¢ nie zalezy od oddziatujacych ciat ani od wiasnosci osrodka (przestrzeni) w ktorej
znajduja sig ciata.

6. Praca sil grawitacyjnych

Oddziatywanie grawitacyjne pomigdzy ciatami oddalonymi od siebie nie jest oddziatywaniem
z odlegtosci (jak poczatkowo uwazano za Newtonem) lecz przenosi si¢ za posrednictwem
pola grawitacyjnego. Istnienie pola grawitacyjnego oznacza, ze na znajdujace si¢ w nim ciata
materialne dziata sita wprost proporcjonalna do ich masy. Kazde ciato na ktére dziata pole
wytwarza réwniez swoje wlasne pole modyfikujac w ten sposéb otaczajaca przestrzen i
oddzialujac na inne ciata. W tej lekcji rozwazamy wtasnosci pola grawitacyjnego pamigtajac
jednak, ze w przyrodzie wystgpuja tez pola o innych wlasnos$ciach, np. pole elektryczne,
magnetyczne czy tez pole sit jadrowych. Wigcej informacji o wtasnosciach pél podamy w
kursie Fizyka 11.

Wykorzystujac pojgcie pola mozemy powiedzie¢, ze wzor (3.5.1) wyraza sit¢ oddziatywania

pola grawitacyjnego wytworzonego przez mase =2 na odlegta od niej o odcinek I masg .

Sita ta zalezna jest jednak takze od samej masy “, nie moze wigc stanowi¢ charakterystyki
pola. Mozna uwolnic¢ si¢ od tej zaleznosci dzielac site dziatajaca na ciato o danej masie przez
wartos¢ tej masy. Uzyska si¢ wtedy informacje o sile dzialajacej na masg jednostkowa.

Dla ilosciowego wyrazenia wielkosci sit dziatajacych w danym polu wprowadza si¢ wielko$¢

wektorowa ¥ zwana natezeniem pola grawitacyjnego i zdefiniowana wzorem



F

m

V= (3.6.1)

gdzie F jest sila dziatajaca na punkt materialny o masie .

Zwréémy uwage, ze zwrot tak zdefiniowanej sity jest przeciwny do zwrotu wektora
okreslajacego potozenie masy 2 wzgledem masy M wytwarzajacej pole. Jezeli wiec
interesuje nas natgzenie pola w punkcie odleglym od tej masy o odcinek ', to wyrazajac site
wystepujaca w definicji natgzenia pola wzorem (3.6.1), otrzymujemy wyrazenie

B M T
F=—G .2 (3.62)

r- T

W ten sposéb kazdemu punktowi w przestrzeni mozemy przypisa¢ wektor zwany natgzeniem
pola grawitacyjnego w tym punkcie. Cata przestrzen w ktérej dziata pole staje si¢ w ten
sposob polem wektorowym. Znajac masg ciala umieszczonego w danym punkcie pola oraz
natgzenie pola w tym punkcie mozemy na podstawie wzoru (3.6.1) wyznaczy¢ site dziatajaca

na to ciato £ =7 -1

Sile, z jaka dziata masa Ziemi na dowolne ciato o masie 7, nazywamy ci¢zarem ciata i

okre$lamy wyrazeniem F=mg gdzie g jest przyspieszeniem z jakim porusza si¢ (spada
swobodnie) ciato pod dzialaniem wytacznie sity cigzkosci w danym punkcie pola
grawitacyjnego Ziemi. Nat¢zenie ziemskiego pola grawitacyjnego w danym punkcie wynosi
wiec

¥(r)=§r] (3.6.3)

czyli réwne jest przyspieszeniu ziemskiemu w tym punkcie.

Obliczmy teraz prace wykonana przez sity grawitacji wytwarzane przez ciato o masie M
przy przemieszczaniu punktu materialnego o masie 22z punktu < do punktu B, Rys. 3.6.1.
Dla uproszczenia zaktadamy, ze ciato o masie M jest takze punktem materialnym lub
jednorodna kula.

czerwong oznaczona jest
sita dzialajaca na mase¢ 11

ze strony masy M,
Odlegtos¢ punktu <1 od

_.

M

e
Ty

— .
F dr Symbolem I i strzatka
>
m

$rodka masy M wynosi 4

Rys.3.6.1. Przemieszczenie masy Mz punktu 43 do punktu Bw . odlegloé punktu B

polu grawitacyjnym masy M. i
wynosi ‘B .

Warto$¢ sity dziatajacej na masg 2ze strony masy M wynosi



GMm
F = . (3.6.4)

Praca wykonana przez sily przyciagania grawitacyjnego przy przesuni¢ciu masy 1o
infinitezymalny odcinek dr WYynosi:

_ 5y
dw = F -dF =22
.

dr (3.6.5)

Praca jest ujemna, bo wektor sity tworzy kat 180° z wektorem przesuniecia, a cosinus kata
180° wynosi -1.

Praca pola przy przesunigciu masy 2z punktu <1do punktu B wyniesie:

s M . 7 ; 1]
W= |(—G-‘I m}h.z_g_ﬁ.f_m. |iﬁcb~=G-3'L-'I-m-£ =

F Y7 rl,

r

La

(3.6.6)

M. m M. m M.m M. m
[y -G =-. (-G j=U,4-Ug
Ig Ia Ty Ig

Mozna wykaza¢, ze praca wykonana przez sity grawitacji przy przemieszczeniu masy od
punktu <1do punktu B nie zalezy od drogi po ktérej odbywato si¢ przemieszczenie, a jedynie

od réznicy odwrotnosci odlegtosci punktéw od $rodka masy M wytwarzajacej pole.
Niezaleznie od tego, czy przemieszczenie odbywa sig po linii prostej, czy po dowolne;j
krzywej - wykonana praca jest taka sama. Stad wniosek, ze kiedy potozenia obu punktow
pokrywaja sig, tzn. ciato porusza si¢ po drodze zamknigtej, wykonana praca wynosi zero,
chocby droga przemieszczenia byta dluga 1 skomplikowana.

Wykonana praca wiaze si¢ ze zmiang potozenia, a nie predkosci - rowna jest wigc réznicy

energii potencjalnych masy 2w punktach 1i B, co oznaczyliémy jako Us~Us . Dodanie

lub odjecie statej wartosci do U 44 Us nie zmienia ich réznicy. Méwimy, ze energia
potencjalna wyznaczona zostata z doktadnoscia do dowolnej statej addytywnej, tzn., ze
mozemy napisac

M. m

r

U=-G

+ const (3.6.7)

Z postaci wzoru (3.6.7) wida¢ natychmiast, ze jezeli I'= % to energia potencjalna réwna jest

tej stalej tzn. Ue, = const Wtedy jednak znika oddzialywanie grawitacyjne. Przyjmijmy
wigc, Ze stala ta roOwna jest zeru, a wtedy

. M m
o

U=-C (3.6.8)




WyrazZenie to okresla energi¢ potencjalng punktu materialnego o masie #?begdacego pod
dziataniem sity grawitacji pochodzacej od znajdujacego si¢ w odlegtosci 7 ciata o masie M .
Znak minus oznacza, ze masa M znajduje si¢ w polu sity przyciagajacej do masy M .

Zadania

Zadanie 3.1 swobodne drgania harmoniczne

Jednorodny, sprezysty pret o wspoteczynniku sprezystosci k, dtugosci L 1 masie m; z
zamocowang na koncu masa m, wychylono w poziomie z potozenia rownowagi
(odksztalcenie sprezyste w granicy stosowalnosci prawa Hooke'a). Obliczy¢ okres
swobodnych drgan harmonicznych preta.

Rozwiazanie
A Wprowadzamy dodatkowe oznaczenia: A -
Zy *——" amplituda drgan masy m,, z - amplituda drgan
_________ H""'""""""""* elementu preta o grubosci - dx, masie - dmy,
|| By ¥z znajdujacego si¢ w odlegtosci - x od miejsca
| x dx dmy L sztywnego zamocowania preta (jest tam tez

umieszczony poczatek uktadu wspoéirzednych).

Podczas drgan preta rozne jego elementy wykonuja drgania o r6znej amplitudzie z, chociaz ze
stalg czgstoscia @ - z ta sama czgstoscia wE€ drga tez masa m,. Oczywiscie, koniec preta
przymocowany do $ciany nie zmienia swego potozenia.

z A

Dlatego tez spelniona jest zaleznosé: * L

Gestos¢ jednorodnego preta o masie m;, dtugosci L 1 powierzchni przekroju S wynosi

="
o=
Lo

b

wigc element masy dm; bedzie
dimy =p S dx =%'dx.

Calkowita energia dla masy m,

E, Ly =l'w2'm2'ﬂ2

2 2 ()

Energia drgajacej masy dm;



Energia wszystkich elementéw preta o masie m; 1 dlugosci L

Catkowita energia uktadu mas m; i m; jest suma odpowiednich energii (*) i (*¥*) z jedne;j
strony ale tez moze by¢ zapisana za pomoca wzoru w postaci ogélnej (wyktad).

[ﬁ + R ]g_;u2 = T
dlatego 3 oraz

Zadanie 3.2 pole grawitacyjne wewnatrz Ziemi

Zbadac¢ ruch kulki o masie m w fikcyjnym tunelu przechodzacym przez srodek Ziemi.
Przyja¢, ze Ziemia jest jednorodna kula, masa wpada do tunelu z zerowa predkoscia
poczatkowa (swobodnie), a opory ruchu sa do zaniedbania. Znane sa: stala grawitacji - G,
gesto$¢ Ziemi - p, promien Ziemi - R .

Rozwiazanie

Podczas ruchu w tunelu masa znajduje si¢ w ré6znych odlegtosciach x od srodka Ziemi.

x=R, 0<x<R, -R,<x<0

Masa m znajdujaca si¢ w odleglosci x od srodka Ziemi przyciagana jest przez planetg sila
zalezna od x

—m%' oo x=-kx

|
Fx)=-

wigc sita harmoniczna proporcjonalna do wychylenia, tu - odlegtosci od srodka Ziemi.

JE [4
w=_|—=|]—mao
Masa m wykonuje ruch harmoniczny o czg¢stosci # 3 .



x(f,)=Rx'|:c::s[ %'?L",D'G'ﬁ

Znajomos$¢ rownania ruchu zapewnia petna charakterystyke ruchu.

Roéwnanie kinematyczne ruchu masy ma postac

Zadanie 3.3 natezenie i potencjal pola grawitacyjnego

Proszg oceni¢, z jaka minimalna pr¢dkoscia nalezatoby wystrzeli¢ rakietg z powierzchni
Ziemi, aby zdotala dotrze¢ do Ksig¢zyca. Jaka predko$¢ miataby ta rakieta przy powierzchni
Ksigzyca? Przyjac, ze Ziemia i Ksigzyc sa kulami, ktérych srodki znajduja si¢ w odlegtosci D
= 3,84x108m. Masa Ziemi - M, = 5,96x1024kg, a dla uproszczenia obliczen - masa Ksigzyca
My = 1/81M,, promien Ziemi R, = 6,37X106m, a promien ksi¢zyca Ry = 1/4R,.

Rozwiazanie

Ruch rakiety bedzie odbywat si¢ w wypadkowym polu grawitacyjnym Ziemi i Ksigzyca.
Przyciaganie ziemskie bedzie dziatato hamujaco, a przyciaganie ksi¢zycowe przyspieszajaco.
Na prostej taczacej srodki Ziemi 1 Ksigzyca znajduje sig taki punkt P, w ktéorym wypadkowe
natgzenie pola grawitacyjnego g jest rowne zeru, tzn.

.§1 +.§2 =ﬁ,Czyli |§1|= E2|

Rys. z3.3.1. Potozenie punktu P, na prostej tqczqcej Ziemie i Ksiezyc

Jesli punkt ten znajduje si¢ w odlegtosci x od $rodka Ziemi, to w punkcie tym

%l My
— z =7+
g =0 o2 &2 (D-=f
oraz
1
— M
aMs_g 81 °
) 2
i (D -x) .
2 _ I =
Z powyzszego réwnania wynika zalezno$¢ * = 81D - =) , ato daje * 05D .



Znaczy to, ze pole grawitacyjne Ziemi bedzie "dziatatlo efektywnie" w odlegtosciach x < 0,9D
od jej $rodka, dalej bedzie dziatato tylko pole grawitacyjne Ksigzyca. Wystarczy zatem
rakiecie znajdujacej si¢ na powierzchni Ziemi nadac¢ taka predkosc, ktéra umozliwita by jej
dotarcie do miejsca oddalonego o 0,9D od $rodka Ziemi. Dalsza drogg bowiem, rakieta
przebedzie pod wptywem pola grawitacyjnego Ksigzyca i bedzie spada¢ na Ksigzyc ruchem
przyspieszonym.

Z zasady zachowania energii

b mbd mbd mhd
—mvi-G 2 -G E =G -G k

D-R, 09D 01D

-4

czyli suma energii kinetycznej i potencjalnej rakiety na powierzchni Ziemi rowna jest energii
potencjalnej rakiety w punkcie P, poniewaz w tym miejscu energia kinetyczna rakiety jest
rowna zeru.

Po przeksztalceniu powyzszego rownania mozna obliczy¢ minimalng predkos¢ rakiety, z jaka
nalezatoby ja wystrzeli¢ z powierzchni Ziemi, aby zdotata dolecie¢ do Ksig¢zyca:

v"=2@Mzi— Lt
E, 05D @81D-R_) 81D

z

Wykorzystujac zasadg zachowania energii mozna réwniez obliczy¢ predkosc z jaka rakieta
spadnie na Ksigzyc. Z zaleznosci

i Al
-G —2-G—2= =lmv§ -G
0,90 0D 2

mM, . mM,
R, D-R,

gdzie lewa strona przedstawia energi¢ potencjalng rakiety w punkcie P, a prawa energi¢
rakiety na powierzchni Ksi¢zyca, otrzymujemy ze

1 90 1 81
vk = 2GM, E. D 0iD D-R1
I : I

Prosz¢ samodzielnie dokonczy¢ rozwiazywanie zadania.

Stownik
drgania proste drgania, w ktérych na uktad dziala wytacznie sita harmoniczna
harmoniczne (proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie skierowana)

amplituda drgan |najwigksze odchylenie od potozenia réwnowagi

okres drgan czas trwania jednego cyklu drgan

czestotliwosé liczba cykli drgah w ciagu jednej sekundy, gdy na uktad dziata wylacznie
drgan wlasnych |sita harmoniczna

faza poczatkowa |argument funkcji cos (lub sin) dla chwili t=0 okres$lajacy poczatkowa




warto$¢ odchylenia od potozenia r6wnowagi

drgania tlumione

drgania, w ktérych wystepuje dodatkowa sita przeciwdziatajaca ruchowi

wspoélczynnik : L . . : .

thumienia wielkos¢ charakteryzujaca sitg thumiaca w ruchu harmonicznym
drgania drgania, w ktérych wystgpuje zewngtrzna sita periodyczna, zwana sitg
wymuszone Wymuszajaca.

rezonans zjawisko wystgpienia maksymalnej amplitudy dla drgah wymuszonych
prawo Sita wzajemnego przyciagania dwéch punktéw materialnych jest
powszechnego proporcjonalna do iloczynu ich mas i odwrotnie proporcjonalna do
cigzenia kwadratu ich odlegtosci.

natezenie pola

wektor rowny stosunkowi sity dzialajacej na punkt materialny w polu

grawitacyjnego |grawitacyjnym do jego masy; sita dziatajaca na masg jednostkowa
praca wykonana przez sity grawitacji przy przemieszczeniu punktu

potencjal pola materialnego o jednostkowej masie z danego punktu pola do
nieskonczonosci

powierzchnia

ekwipotencjalna

powierzchnia, na ktdrej leza punkty o tej samej wartosci potencjatu




Wstep

eSS Vechanika oparta na réwnaniach dynamiki
i : - . .. .
Ny = ;ﬁﬁ, . Newtona i transformacji Galileusza
;T S22 uznawana byta przez ponad dwa wieki za
7., | "M teorie rzadzaca ruchem wszelkich ciat
# materialnych. W migdzyczasie zmierzono
predkos¢ swiatta, a Michelson 1 Morley w
swym stynnym do$wiadczeniu wykonanym
w 1887 roku stwierdzili, ze predkos¢ ruchu
Ziemi na orbicie okotostonecznej nie dodaje
si¢ do predkosci Swiatta ani od niej nie
odejmuje. Wynika z tego, ze predkos¢
Swiatta w prozni jest niezalezna od ruchu
uktadu w ktérym znajduje si¢ zrédto Swiatta
lub w ktérym wykonuje si¢ pomiar.

Fot. 4.0.1 W jonowodzie zderzacza RHIC w Predkos¢ ta ma zawsze ta sama wartosc,
Brookhaven poruszajq sie w dwoch przeciwnych ktéra wynosi

kierunkach jony ztota z predkosciq rownq c=200702458 m/s
0.99996 predkosci swiatta. ~ 300000 lm/s

Konsekwencje z tego wynikajace
zrewolucjonizowaty rozwdj fizyki XX-go wieku.

Sformutowana w 1905 roku przez Alberta
Einsteina szczegdlna teoria wzglednosci zajeta
miejsce mechaniki newtonowskiej. Trzeba jednak
doda¢, ze teoria wzglednosci nie obalita stuszno$ci
zasad dynamiki Newtona, ale uscislita je i
okreslita zakres ich stosowalno$ci. Szczegdlna
teoria wzglednosci 1 warto$¢ predkosci §wiatta
byly przedmiotem r6znorodnych weryfikacji, ale
do tej pory wyniki doswiadczalne potwierdzaja
statos¢ predkosci swiatta 1 pozostaja w zgodzie ze
szczegllna teorig wzglednosci.

Fot. 4.0.1 Albert Einstein.

Dla uswiadomienia sobie konsekwencji wynikajacych z faktu niezaleznosci predkosci swiatta
od ruchu uktadu odniesienia, rozpatruje si¢ czgsto nastgpujace do§wiadczenie, Rys.10.1.

Rys. 4.0.1. Zdarzenia réwnoczesne w uktadzie P nie sq réwnoczesne w uktadzie S .

Nadajnik, &V znajdujacy si¢ na srodku platformy F emituje btyski $wiatta we wszystkich
kierunkach. Na obu koncach platformy ustawione sa uktady pomiarowe (odbiorniki: O;i O,),
ktore rejestruja czas nadejscia do nich sygnatu Swietlnego, Platforma porusza si¢ wzgledem



nieruchomej stacji 9 . Rozpatrujemy czas rejestracji sygnatu przez oba odbiorniki.
Pamigtamy, ze predkos¢ §wiatla jest taka sama we wszystkich kierunkach i réwna jest &
zarowno w uktadzie platformy, jak i w uktadzie stacji.

W uktadzie wlasnym platformy sygnatl §wietlny zostanie zarejestrowany réwnoczesnie przez
oba odbiorniki co jest naturalng konsekwencja symetrii uktadu pomiarowego. W uktadzie

stacji zauwazamy, ze odbiornik O; zbliza si¢ do sygnatu §wietlnego, a odbiornik 0, oddala

sig. Swiatto dotrze wiec wezesniej do pierwszego, a pézniej do drugiego odbiornika.

Otrzymalismy paradoksalny wynik. W uktadzie stacji istnieje moment, kiedy odbiornik 0,

"wie" o nadejsciu sygnatu, a odbiornik 0. jeszcze nie. W uktadzie platformy taka sytuacja
jest niemozliwa; obydwa sygnaly zostana odebrane rownocze$nie. Widzimy, ze
rownoczesnos¢ zdarzen jest pojgciem wzglednym i wyciagamy wniosek, ze czas biegnie
r6znie w roznych uktadach odniesienia.

Predkos¢ §wiatta w prézni jest graniczna predkos$cia rozchodzenia si¢ sygnaléw niezaleznie
od ruchu uktadu odniesienia. Nie mozna zwigkszy¢ tej predkosci umieszczajac nadajnik na
czyms, co juz si¢ porusza. Obiekty obdarzone masa zawsze poruszaja si¢ z predkosciami
mniejszymi od predkosci Swiatta. Stwierdzenia te sa jednak sprzeczne z transformacja
Galileusza, gdzie predkosci obiektu i danego uktadu odniesienia dodaja si¢, gdy ruch
rozpatrujemy w innym ukladzie.

Podany przyktad utatwia nam zmiang sposobu myslenia, kiedy rozpatrujemy poj¢cia czasu i
przestrzeni oraz ich wzajemne relacje. W tej lekcji zobaczymy, ze nie mozna tych pojeé
rozpatrywac niezaleznie. Wprowadzimy wigc pojgcie czterowymiarowej przestrzeni zwanej
czasoprzestrzenia, i okreslimy tzw. interwal czasoprzestrzenny, ktéry zachowuje swa warto$¢
we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia.

Zacznijmy od podania postulatéw Einsteina.
1. Czasoprzestrzen

Ogloszona przez Einsteina szczegdlna teoria wzglednosci opiera si¢ na dwdch postulatach.
postulaty Einsteina:

1. Prawa przyrody sq takie same we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia.
2. Predkosc swiatta w prozni jest taka sama we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia i nie zalezy od ruchu zrodet i odbiornikow swiatta.

Konsekwencja tych postulatéw jest zwiazek pomiedzy wspotrzednymi w przestrzeni
trojwymiarowej 1 czasem. Przestrzen i1 czas tworza w szczegdlnej teorii wzglednosci
czterowymiarowa czasoprzestrzen, w ktorej kazdemu punktowi przypisuje si¢ cztery

. (. v CH , . . , . ,
wspétrzedne ' ¥ & C £), Wspoétrzedne te opisuja zdarzenie, ktére zachodzi w okreslonym
punkcie przestrzeni i w okreslonej chwili czasu.

Pamigtamy, ze odlegto$¢ pomiedzy dwoma punktami w przestrzeni tréjwymiarowej okreslona
jest wyrazeniem



AP = Ax? + Ay” + A2 (4.1.1)

Odlegtos$¢ pomigdzy dwoma punktami w czasoprzestrzeni nazywamy interwalem
czasoprzestrzennym (lub krétko interwalem) 1 okreslamy wzorem

As? = o7 A — Ax? — Ay - AZ” (4.1.2)

Zauwazmy, ze odlegtos¢ ta jest niezerowa nawet wtedy, gdy zdarzenia zachodza w tym
samym punkcie przestrzeni trojwymiarowej. Punkt w czasoprzestrzeni nosi nazw¢ punktu
$wiata, a zbior punktow opisujacych przemieszczenia danego ciata w czasie i przestrzeni
tworzy lini¢ §wiata. Linie te mieszcza si¢ wewnatrz stozka zwanego stozkiem swietlnym lub

stozkiem Minkowskiego.

odzie

o
przeszlosd
Zdarzenia O
5 |

|
|
/ |

Rys.4.1.1. Stozek Minkowskiego. Cata

przesztosé i przysztosé zdarzenia ©
miesci sie w obrebie stozka.

2. Transformacja Lorentza

A
¥

Stozek ten (Rys.4.1.1.) opisany jest rownaniem

] ]

o =x?ryl+g? =17 (4.1.3)

Trajektorie wszystkich sygnatow, ktére rozchodza si¢
z danego punktu Oz predkoscia $wiatta znajduja sie
na powierzchni tego stozka. Wszystkie o
predkosciach mniejszych mieszcza si¢ wewnatrz
stozka.

Stozek ten okresla przeszios¢ 1 przysztos¢ zdarzenia

O . Wszystko co w przesztosci mogto mie¢ wptyw na
zdarzenie O miesci sie w dolnej czgsci stozka.
Wszystko co moze stanowi¢ przysztos¢ tego zdarzenia
miesci sie w czesci gornej. Wszystkie zdarzenia z
obszaru "gdzie indziej" ani nie mogly mie¢ wptywu na
zdarzenie @ w przesztosci, ani nie moga mie¢ w
przysztosci; nie pozostaja z tym zdarzeniem w
zadnym stosunku przyczynowym. Wszystkie
dziatania, ktére odbywaly si¢ z predkosciami
mniejszymi od pr¢dkosci swiatta mieszcza sig
wewnatrz stozka i pokazane sa na rysunku zielona
linia. Linia ta nosi nazwe linii $wiata zdarzenia O.

Przypomnijmy sobie transformacj¢ Galileusza
omawiang w lekcji 1. Zgodnie ze wzorem (1.7.1)
predkos¢ ciata poruszajacego si¢ w jednym
uktadzie jest w ukladzie drugim, poruszajacym
si¢ wzgledem pierwszego, "suma odpowiedniej
sktadowej w uktadzie ruchomym i predkosci
translacyjnej samego uktadu". Kiedy jednak



sygnat Swietlny zostaje wyemitowany w uktadzie
ruchomym, to zgodnie z transformacja
Rys 4.2.1. Ruch wzgledny uktadow Galileusza, w uktadzie nieruchomym do jego
odniesienia. predkosci musi by¢ dodana predkos¢ wzajemna
obu uktadéw. W rezultacie otrzymuje si¢ wartos¢
predkosci wigksza niz ¢, a to jest niemozliwe.

Nie mozemy tez zastosowac transformacji Galileusza do innych obiektéw, bowiem w jej
sformutowaniu nie istnieje pojecie predkosci granicznej. Dochodzimy do wniosku, ze
transformacja Galileusza ma okreslone granice stosowalnosci i dla duzych predkosci powinna
by¢ zastapiona inna. Ta inna transformacja musi zapewni¢ stalo$¢ predkosci §wiatta, powinna
tez przechodzi¢ w transformacj¢ Galileusza dla matych predkosci. W zalaczonym
uzupetnieniu pokazane jest jak warunki te mozna wykorzysta¢ do znalezienia szukanej
transformacji zwanej transformacjg Lorentza. Ponizej podajemy jej posta¢, a w nastgpnych
segmentach rozwazymy kilka ptynacych z tej transformacji wnioskow.

Dla przypadku, kiedy oba uktady maja osie wzajemnie rownolegte, a uktad oznaczony
symbolami ze znakiem (" "prim" ) porusza si¢ wzdtuz osi Z z predkoscia ¥, transformacja ta
okreslona jest wzorami

z4u -t o 4.2.1)

oraz transformacja odwrotna

- —
z-ut oG 4.2.2)

= V=¥, B =

gdzie £=0/¢ Nietrudno zauwazyc¢, ze transformacja ta przechodzi w transformacj¢

Galileusza, kiedy g staje si¢ bliskie zeru, czyli kiedy predkos¢ uktadu ruchomego jest duzo
mniejsza od predkosci Swiatla.

Zapiszmy te wzory w tatwiejszej do zapamigtania formie wykorzystujac tzw. czynnik
Lorentza ¥

i i
}’ = =
wj;[ v’ JI —,5’: )

oraz mnozac obustronnie wzOr na transformacje czasu przez ¢. Otrzymujemy wtedy prosty
zapis wzordéw transformacyjnych:



x=x y=yv'. z=yv-{z+f c-t] ct=v{ct+f z'|
4.2.4
x'=x, V'=v. z=wv.(z-fi.ct) ct=v.[ct—fF z) ( )

3. Skrocenie dlugosci

Przypu$émy, ze chcemy zmierzy¢ dhugo$é preta, ktéry spoczywa utozony wzdtuz osi Z. W

tym celu odczytujemy wspétrzedne jego koncéw i #2 . Dlugo$é preta jest réznica

wspotrzednych jego koncéw i wynosi I=zz-2; Dtugos¢ tego preta w uktadzie

zl

poruszajacym si¢ znajdziemy okreslajac potozenie jego koncéw Z1i Z2w tej samej chwili

czasu, czyli dla Fi=tz w tym ukfadzie dtugo$é preta bedzie { = 22721,

Dla wyrazenia dtugosci preta w uktadzie poruszajacym sig przez jego dtugos¢ w uktadzie
nieruchomym korzystamy z tych wzoréw transformacyjnych (4.2.1), ktére zawieraja 2, Z'i
t podstawiajac te sama warto$é ' dla obu koncéw preta. W rezultacie otrzymamy

zh+o. f z'hty -t z'h—z' |

ZI:—W. z::ﬁ. Z:—Z.-

1= > 4.3.1
Ji— @ @30
Widzimy wigc, ze

I'=z,—z)=lz,—2;) 4[] —gi=1 41— = ! (4.3.2)
¥V

gdzie ¥ jest tzw. czynnikiem Lorentza okre§lonym jako

1

r= ﬁ (4.3.3)

Widzimy, ze ¥ =1 , bowiem 0=pf =1 Czynnik Lorentza réwny jest jednosci dla
przypadku, kiedy predkos¢ rowna jest zeru i zdaza do nieskonczonosci dla predkosci
zblizajacych sig do predkosci Swiatla.

Podobne obliczenia mozemy wykona¢ zaktadajac, ze pret spoczywa w uktadzie poruszajacym
si¢ ale obserwowany jest w uktadzie nieruchomym, wzgledem ktérego si¢ porusza.

Zakladamy wtedy warunek b=tz korzystamy z wzoréw transformacyjnych (4.2.2). W
rezultacie otrzymujemy taki sam wynik

I=z,-2z;,=l2',—2) J1- ﬁ: =I.Ji- ﬁ: =

Py

4.3.4)

=3



14 Im

HE
(B4

4. Dylatacja czasu

Zauwazamy, ze dlugos¢ preta mierzona w ukladzie wzgledem
ktorego pret si¢ porusza jest mniejsza niz dlugosé¢ w ukladzie, w
ktorym pret spoczywa. Efekt ten nazywamy czgsto "skréceniem
Lorentza" albo kontrakcja dlugosci. Najwigksza dtugos¢ preta jest
wtedy, kiedy mierzona jest w ukladzie, w ktérym pozostaje on
nieruchomy. Dtugos$¢ t¢ nazywamy dtugoscia wtasna preta, zas uktad
odniesienia w ktérym pr¢t spoczywa, ukladem wlasnym preta.

Oczywiscie, efekt ten jest niezauwazalny w Swiecie makroskopowym,
bowiem warto$¢ czynnika Lorentza jest praktycznie réwna jednosci dla
wszelkich ruchéw, ktére mozemy obserwowac bezposrednio. Fizycy,
zajmujacy si¢ oddziatywaniami czastek elementarnych lub zderzeniami
cigzkich jonéw wielkich energii stosuja transformacj¢ Lorentza przy
wszelkich obliczeniach dotyczacych ruchu tych obiektow
mikroskopowych. Ilustracj¢ tego stanowi rysunek 4.3.3.

Rys. 4.3.1. Poglqdowa ilustracja zderzenia jonow otowiu
przyspieszonych do energii rzedu kilkudziesieciu tysiecy
megaelektronowoltow. W wyniku skrocenia Lorentza ksztatt ich ze
zblizonego do kuli przeksztatcit sie w forme dyskow. Zauwazmy
bowiem, ze wymiary ciat skracajq sie tylko w kierunku ruchu.
Srodkowy obszar pokazany kolorem zéttym, to poszukiwany obecnie
nowy stan materii zwany plazmq kwarkowo-gluonowq.
Zainteresowanych tymi zagadnieniami odsytamy do strony internetowej
Europejskiego Laboratorium Fizyki Czgstek CERN
(http://'www.cern.ch).

Przez okno jadgcego pociqgu spoglada pasazer. Kiedy mijat stacje <1 zapamietat wskazanie

zegara stacyjnego. Spojrzat tez na swoj zegarek i zapamietat jego wskazanie. To samo

od wskazan na stacji
jego zegarek musi si¢ poznic, bowiem wskazywat mniejszq roznice czasu. W domu sprawdzit ,
Ze jego zegarek chodzi jednak bezbtednie. Wtedy zrozumiat co to jest dylatacja czasu.

uczynit, gdy mijat stacje B . Kiedy jednak odjqt wskazania czasu swego zegarka na stacji <1
B oraz to samo uczynit dla zegaréw stacyjnych doszedt do wniosku, ze

Fot.4.4.1. Jeden z najszybszych pociqgow swiata, francuski TGV, rozwingt na trasie z Paryza



do Nantes predkos¢ 500 km/godz. Stanowi to 0.00000046 czes¢ predkosci swiatta - to jednak
o wiele za mato, by zaobserwowad zZjawisko dylatacji czasu.

UWAGA: W naszym opowiadaniu nie chodzi oczywiscie o pociag rzeczywisty - cho¢by
najszybszy, jak na fotografii powyzej - ale o hipotetyczny pojazd, ktéry porusza si¢ z
predkoscia bliska predkosci Swiatta.

Wyrazmy potozenie i czas w uktadzie wlasnym pasazera poprzez wspoétrzedne 1 czas w
uktadzie wiasnym mijanych stacji. Wspétrzedne pasazera Z' w jego wlasnym uktadzie réwne

sa, oczywiscie, zeru, (bo jest on zawsze w $rodku wlasnego uktadu odniesienia). Stosujemy
transformacj¢ Lorentza, wzor (4.2.4)

O=y-lz.—vtal 0=y lzg—uv-tg| “4.4.1)

Czas w ukladzie wlasnym pasazera, kiedy mijat stacje <1i B

\ vz \ -z
tdz}"(tﬁ_ ﬁAJ fs=}"(fs - :EJ (4.4.2)

e ey

Czas At ktéry minat w uktadzie wlasnym pasazera wynosi

At=tp-t =y [fﬁ —ty-— (25 -2, '} = }"[ﬂf— 5 (z5-24 '} (4.4.3)

(] [

gdzie Atjest réznica wskazan zegaréw stacyjnych.

Ze wzoru (4.4.1) mamy

Wstawiamy to do wzoru (4.4.3), otrzymujac

df=}L[dt—5;~d{]=y-dt[1—£%}::y-dt i _a (4.4.5)
e} c ' ¥

Réznica czasu w ukladzie stacji wyrazona przez réznicg czasu w ukladzie pasazera jest

A=y A= —= (4.4.6)
1- g

Pamictajac, ze ¥ jest (dla predkosci wigkszych od zera i mniejszych od ¢) wigksza od jednosci
widzimy, ze 4t > At' co zaobserwowat pasazer z naszego opowiadania. Dyzurny na stacji
powie zas$, zaktadajac, ze zegary na wszystkich stacjach pracuja jednakowo, ze czas w



uktadzie poruszajacym si¢ biegnie wolniej. Czas podrézy pasazera wskazany na zegarze
dyzurnego stacji jest bowiem dtuzszy niz czas wskazany przez zegar poruszajacy si¢ z
pasazerem.

Zjawisko to nosi nazwe¢ dylatacji (wydluzenia) czasu. Zjawisko to jest obserwowane przez
fizykow, ktorzy mierza czas zycia rozpadajacych sig czastek, na przyktad mezonéw # . Kiedy
czastka porusza si¢ w uktadzie laboratoryjnym z predkoscia bliska predkosci Swiatla, jej czas
zycia ulega wydtuzeniu, co bez trudu mozna sprawdzi¢ do§wiadczalnie.

5. Transformacja predkosci

Zapiszmy wspotrzedne wektora predkosci punktu materialnego w nieruchomym uktadzie
odniesienia w chwili £

dx dy dz
U.‘.‘ :E. ¥ = E UZ’ = E (451)

Podobnie czynimy dla drugiego uktadu o osiach wzajemnie réwnoleglych, poruszajacego si¢

wzgledem pierwszego ze stata predkoscia ¥ w kierunku osi ZiZ' tj. tp = [ﬂ'ﬂ'uﬂ']

(Wszystkie wielkosci odnoszace si¢ do drugiego uktadu bedziemy oznacza¢ symbolem V)
'prim"),

: ey , dy' o de'
U‘T:E. UJ-:E. UIZE. (452)

Ze wzoréw transformacyjnych (4.2.4) wynika , ze

Gy -t Hup /67 ) dz
_ dz'+ug - df df = df+oy /o® - dz

m - JI _2 ) | (4.5.3)

Stad mozemy wyznaczy¢ sktadowe predkosci dzielac pierwsze trzy rGwnania okreslajace
transformacje przyrostow wspotrzednych przez czwarte, okres§lajace przyrost czasu.
Otrzymujemy

voJi—uy/o”

I+uo, v, /c

de=dx'., dy=dy'. dz

Uy = By vz

_UI.T-""I'I_U"S? :G: _ UIz"'UD (454)

I+, v, /c I+p, v, /c”

Widac¢, ze gdy predkosé Y0bedzie mata w stosunku do predkosci $wiatta, to wzory (4.5.4)
przechodza w znane z lekcji pierwszej wzory otrzymane za pomoca transformacji Galileusza

a1.7.1)

Predkosci w uktadzie \ g



I L R N T ES H . b — o
g = oE T oy = z 0 (4.5.5)

iI-vy-v, /c” T i-pyep, oT i-vy-0, /6"

W szczegdblnosci, jesli ciato porusza si¢ wzdtuz osi Z z predkoscia ¥~ Yz w uktadzie
nieruchomym i ¥ = ¥z w uktadzie poruszajacym si¢ z predkoscia ¥@wzgledem uktadu
nieruchomego, to relacja pomig¢dzy tymi predko$ciami ma postac

R S I
v=—: (4.5.6)

I+u'wy /e

Latwo zauwazyé, ze jesli za rozwazane predkosci podstawimy predkosé §wiatta tj. ¥ = Ho = ¢
, to predkos¢ ta bedzie w obu uktadach taka sama i rowna <. Jesli predkosci beda mniejsze, to
w wyniku transformacji uzyskamy predkos¢, ktéra rowniez bedzie mniejsza od predkosci
swiatla, ale jej wartos¢ bedzie inna niz przewiduje to transformacja Galileusza. Powoduje to
mianownik we wzorze (4.5.6). Widzimy, ze w zadnym przypadku predkos¢ swiatta nie bedzie
przekroczona.

6. Rownowaznos$¢ masy i energii

Przypomnijmy wzér (2.1.5) z lekcji drugiej wyrazajacy druga zasade dynamiki Newtona.

~ (7.0 3]
g_dp_dimg) di_ - 4.6.1)
ot ot ot

Napisalismy go zakladajac "ze masa ciata podczas ruchu pozostaje stata". Zalozenie to trwato
od czasu Newtona przez ponad dwa wieki. W swej szczegdlnej teorii wzglednosci Einstein
odstapit od tego zalozenia przyjmujac, ze masa ciata ro$nie wraz ze wzrostem jego predkosci

11
m=—2_=my,.y

=

(4.6.2)

[
|
c:lr 3 t:r

gdzie my nosi nazwg masy spoczynkowej, poniewaz m=my gdy predkos¢ rowna jest zeru.

W rezultacie, warto$¢ pedu nie bedzie proporcjonalna do predkosci ciata, ale bedzie rosnac¢
szybciej

PN U= =1}y ¥+ U
- (4.6.3)

Uwzgledniajac taka zalezno$¢ pedu od predkosci mozemy zapisa¢ druga zasade dynamiki w
postaci relatywistycznej



(4.6.4)

Widzimy, ze sila nie jest juz proporcjonalna do przyspieszenia. Co wigcej, jesli kierunek
predkosci nie bedzie taki sam jak kierunek sity, to i kierunek przyspieszenia bedzie rézny od
kierunku sity. Jesli zas$ predkos¢ bedzie sig zbliza¢ do predkosci Swiatla, to przyspieszenie
bedzie dazy¢ do zera. W rezultacie predko$¢ ciata nie bedzie mogta osiagna¢ predkosci
$wiatta, chociaz ped bedzie mdgt wzrasta¢ nieograniczenie. Widzimy jednak, ze kiedy
predkosc¢ jest duzo mniejsza od predkosci §wiatla, to masa jest bliska masie spoczynkowej i
prawa ruchu Newtona sa wystarczajaco dobrze spetnione.

Dla wyrazenia energii w postaci relatywistycznej obliczymy pracg, jaka wykonuje sita na
danej drodze. Szczegdty tych obliczen podane sa oddzielnie.

Uzyskany wynik pokazuje, ze przyrost energii kinetycznej jest r6znica masy relatywistycznej
i masy spoczynkowej pomnozonych przez kwadrat predkosci $wiatta - okres§la wiec zwiazek

masy z energia. Wielko$é 2 ¢~ nazywa si¢ energia calkowita, a %0 ' ©

spoczynkowg. Mamy wigc nastgpujacy zwiazek

energia

E=m o = my - 67y = Ep+my- c° (4.6.5)

Uzyskalis$my stynny zwiazek Einsteina pokazujacy rownowazno$¢ masy relatywistycznej i
energii catkowitej, ktora jest suma energii kinetycznej i spoczynkowej

E=mc~, (4.6.6)

Warto doda¢, ze Einstein uogdlnit ten zwiazek na przypadek gdy energi¢ catkowita stanowi
energia spoczynkowa, kinetyczna i wszelkie inne formy energii.

Gdy predkos¢ jest znacznie mniejsza niz predkos¢ §wiatta to energig kinetyczna mozemy
wyrazi¢ (patrz objasnienie) znanym wzorem Ek=mv2/2.

Dowodem stusznos$ci zwigzku wyrazajacego roOwnowaznos¢ masy i energii moze byc¢
zamieszczone ponizej zdjecie przedstawiajace ponad 1000 czastek wyprodukowanych w
wyniku zderzenia dwéch jader ztota, ktérych sumaryczna energia w uktadzie srodka masy
wynosita 130 GeV (gigaelektronowoltéw). Jadra przyspieszone byly w specjalnym
akceleratorze tzw. zderzaczu RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) w Brookhaven National
Laboratory, w USA.

Fot.4.6.1. Slady czqstek zarejestrowanych w komorze projekcji czasowej detektora STAR w
czerwcu 2000 roku. [CERN Courier, Vol.40, Nb.8, (2000)]



Zadania

Zadanie 4.1 transformacja predkosci, predkos¢ wzgledna

Po torach réwnolegtych poruszaja si¢ dwie czastki y (fotony), z ktérych kazda, jak wiadomo,
ma w prézni predkos¢ c. Jaka predkos¢ bedzie miata jedna czastka wzgledem drugiej, gdy

e czastki zblizajg sie,
e oddalaja sie wzajemnie.

Rozwiazanie

Relatywistycznie, tj. gdy predkosci v oraz vy zmierzone w uktadzie U sa poréwnywalne z
predkoscia Swiatta, predkos¢ wzgledna v', wyrazona w uktadzie U' bedzie:

W powyzszym wzorze znak "+ " uwzglednia przypadek zgodnych zwrotéw wektoréw
predkosci "-" oraz przeciwnych zwrotéw tych wektoréow "+".

C C C C
—_— > +— -« —_—>
Rys. 4.1.1a. Fotony zblizajq sie do siebie, Rys. 4.1.1b. Fotony oddalajq sie od siebie,
zwroty wektorow ich predkosci sq przeciwne. | zwroty wektoréw ich predkosci sq przeciwne.

W tym zadaniu oba fotony poruszaja si¢ z predkoscia c, a zwroty ich predkosci sa przeciwne,
co daje



1+':_

Zadanie 4.2 relatywistyczne skrocenie dlugosci

Z jaka predkoscia powinien poruszac sig pret w kierunku swej dlugosci, aby doznat
relatywistycznego skrocenia o potowg?

Rozwiazanie

Jesli L to dtugos¢ preta spoczywajacego, to dwukrotne zmniejszenie jego dlugosci opisuje
wzOr

1 e
-L=LJ1-—
2 C

Predkos$¢ v obliczamy z powyzszego rownania:

NG

1 v =—rc
C 4,at0daje 2

Zadanie 4.3 dylatacja czasu

W promieniowaniu kosmicznym spotyka si¢ protony o energii 10'" GeV. Proszg ocenid, ile
czasu potrzebuje taki "ultraszybki" proton na przebycie calej naszej Galaktyki, jezeli jej
srednice szacuje sie na 10” lat $wietlnych? Energia spoczynkowa protonu 9,38*10° eV.

Czas mierzymy w uktadzie odniesienia:

e U -zwigzanym z Ziemia,
e U'-zwigzanym z protonem.

Rozwiazanie
W uktadzie U zwiazanym z Ziemia
Poniewaz proton o tej energii porusza si¢ w uktadzie zwiazanym z Ziemia z pr¢dkoscia

bliska predkosci Swiatta to czas jego podrozy przez Galaktyke bedzie bedzie bardzo bliski
wartodci t = 10° lat swietlnych = 3,16* 10" s.



W uktadzie U' zwiazanym z protonem

W uktadzie poruszajacym si¢ z predkoscia v czas t' ptynie wolniej (dylatacja czasu), zatem
czas t' podrézy protonu bgdzie rowny

=t . 1-—
Cj

Energia spoczynkowa protonu Eq = myc?, energia protonu bedacego w ruchu E = mc¢” oraz

tmy ' C
E=——
v
1-—
C
2
tm,'cC
tl =t 1]
Zatem dwa ostatnie réwnania daja E
Stownik
przestrzen czterowymiarowa , w ktérej kazdemu punktowi przypisuje si¢
czasoprzestrzen |cztery wspotrzedne (x,y,z,¢). Wspolrzedne te opisuja zdarzenie, ktore
zachodzi w okreslonym punkcie przestrzeni i w okreslonej chwili.
interwal odlegto$¢ pomigdzy dwoma punktami w czasoprzestrzeni

stozek Swietlny

zbidr punktow czasoprzestrzeni rozdzielajacy przesztosc, terazniejszosc i
przysztos¢ danego zdarzenia oraz obszary zdarzen powiazanych i
niepowigzanych przyczynowo z danym zdarzeniem

transformacja transformacja wspotrzednych potozenia i czasu uwzgledniajaca

Lorentza skonczona predkosc¢ Swiatta, jednakowa w kazdym uktadzie odniesienia
P efekt polegajacy na tym, ze dtugos¢ obiektu poruszajacego si¢ wzgledem

skrocenie Lo - :

dlugosci danego uktadu odniesienia jest mniejsza kierunku ruchu uktadu w

uktadzie nieruchomym niz w uktadzie, w ktérym ten obiekt spoczywa

dylatacja czasu

efekt polegajacy na zwigkszeniu czasu trwania zdarzen, mierzonego w
uktadzie poruszajacym sig, w stosunku do czasu trwania zdarzen w
uktadzie, w ktérym dane zdarzenia zachodza

energia odpowiadajaca masie ciala bedacego w spoczynku Rdéwna jest

energia e . Lo ..
masie ciala spoczywajacego pomnozonej przez kwadrat predkosci
spoczynkowa e
Swiatta; Eo=mgc”.
energia pelna energia ciata z uwzglednieniem energii spoczynkowej 1
catkowita relatywistycznego wzrostu masy E=mc”.




Elementy termodynamiki

W termodynamice zajmujemy si¢ zjawiskami cieplnymi i ich
powiazaniami z innymi zjawiskami (mechanicznymi,
elektrycznymi, magnetycznymi). Klasycznie rozwazamy
zwiazki miedzy wielkosciami makroskopowymi, takimi jak
temperatura, ci$nienie, obj¢to$¢ bazujac na zasadach
termodynamiki ustalanych na podstawie doswiadczenia.
Przy opisie zjawisk metodami statystycznymi uwzgledniamy
wielkosci mikroskopowe dla atoméw i czasteczek, takie jak
ich masy, predkosci, energie. Wielkos$ci makroskopowe i
mikroskopowe sa ze soba zwiazane i1 daja si¢ wyrazic¢

odpowiednimi zaleznosciami, bo stuza wyjasnieniu tych

samych zjawisk.

Fot. 5.0.1. Ptongca swieca jest
w réwnowadze mechanicznej z
otoczeniem, ale nie jest w
rownowadze termiczne;j.

1. Struktura materii

Dla ilo$ciowego opisu struktury atomowej badz czasteczkowej ciat (opisu mikroskopowego)
oraz do opisu takich wlasnosci ciat, ktére dostgpne sa naszym obserwacjom 1 pomiarom
(opisu makroskopowego) wprowadza si¢ szereg pojec i definicji.

Masa atomowa (czgsteczkowa) - to stosunek masy atomu danego pierwiastka chemicznego
(czasteczki zwiazku chemicznego) do 1/12 masy atomu wegla "*C. Z definicji tej wynika ze

wielkosci te sa bezwymiarowe.

Mol - jest taka ilo$cia danej substancji, ktéra zawiera liczbe atoméw (czasteczek) réwna
liczbie atoméw w 12 gramach (0,012kg) wegla 2c,

Liczba Avogadro - to liczba atoméw badz czasteczek w jednym molu substancji. Okreslona

_ 23
doswiadczalnie liczba ta wynosi N, =6.0221367-10°" /mol .

Warunki normalne - okreslone sg przez warto$¢ ciSnienia rowna:

Pp = latm = 760mmHg = 10i323FPa

oraz wartos$¢ temperatury rowna



T,=273.13K =0°C

Prawo Avogadro - glosi, ze w warunkach jednakowego cis$nienia i temperatury jednakowe
objetosci réznych gazéw zawieraja jednakowa liczbe czasteczek.

W warunkach normalnych objgtos¢ jednego mola gazu wynosi Vp = 22.414dm .

2. UKlad i stan ukladu

e Uktad fizyczny - to cialo lub zbidr rozwazanych przez nas cial. Jest to najbardziej
og0lne okreslenie 1 stosujemy je w kazdym dziale fizyki.

e Uktad termodynamiczny- uktad fizyczny, w ktérym obok innych zjawisk
(mechanicznych, elektrycznych, magnetycznych itd.) uwzgledniamy zjawiska cieplne.

cfoczenie

a R o
= uktad termodynamiczny =
= . PRYT U =
(L " 5 _.'"I s
= parametry stanl S
o o

L3
enengia wewneirzna

oiocrenie

e QOtoczenie - to cialo lub zbi6r cial, ktére nie naleza do uktadu, ale moga z nim na r6zne
sposoby oddziatywac.

e Uktad zamkniety - to uklad ktory nie wymienia materii z otoczeniem. W przeciwnym
przypadku uktad nazywamy otwartym.

e Uktad izolowany - to ukiad ktéry nie wymienia zar6wno materii jak i energii z
otoczeniem.

e Stan uktadu - charakteryzuje wlasnosci uktadu 1 okreslony jest poprzez wartosci
parametrow stanu.

e Podstawowymi parametrami stanu sa: ciSnienie, objgtos¢ i temperatura.

e Stan rownowagowy uktadu - to taki stan, w ktéorym wszystkie parametry stanu maja
okreslone wartosci 1 ktore pozostaja niezmienne, jesli nie zmieniaja si¢ warunki
zewnetrzne, w jakich znajduje si¢ uktad.

e Stan nieréwnowagowy - ma miejsce wtedy, gdy ktéry$ z parametréw stanu nie ma
okreslonej wartosci lub jego wartos$¢ jest inna niz w stanie rownowagi i zalezy od
czynnikéw zaburzajacych rownowage, na przyktad temperatura w r6znych punktach
ciala jest r6zna.

e Stan nieréwnowagowy, stacjonarny - jesli parametry w stanie nierdwnowagi sa
ustalone (nie zmieniaja si¢ w czasie).

Przemiana albo proces - to przechodzenie uktadu z jednego stanu réwnowagi do drugiego,
charakteryzujacego si¢ innymi warto$ciami parametréw stanu. Nazwa przemiany zaczyna si¢
zwykle od przedrostka "izo", jesli ktorys z parametrow stanu pozostaje w czasie przemiany
niezmieniony; na przyktad przemiana izotermiczna zachodzi w stalej temperaturze.
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Relaksacja - to taki rodzaj przemiany, w ktérym uktad przechodzi samorzutnie ze stanu
nieréwnowagowego do stanu réwnowagi.

Przemiana oznacza zmiang stanu uktadu. Jesli wigc uktad znajdowat si¢ w stanie réwnowagi,
to przemiana oznacza naruszenie tego stanu. Kiedy jednak przemiana nast¢puje powoli, w
granicznym przypadku - nieskonczenie powoli, to mozemy uwazac, ze proces taki przechodzi
przez ciag stanéw rownowagowych.

e Przemiana kwazistatyczna - to taki proces, ktéry moze by¢ traktowany jako ciag
standw rownowagowych. Przemiana kwazistatyczna powinna zachodzi¢
nieskonczenie powoli. W wielu przypadkach mozemy jednak uwazac rzeczywiste
przemiany za kwazistatyczne, jesli tylko zachodza wystarczajaco wolno.

e Przemiana odwracalna - to taki proces, ktéry moze przebiega¢ w odwrotng strong i
mozliwe jest przywrdcenie stanu poczatkowego uktadu oraz jego otoczenia (tzn. bez
wywolywania zmian w otoczeniu). Oznacza to, ze jesli uktad przechodzi od stanu A
do stanu B przechodzac przez ciag stanéw posrednich, to mozliwe jest takze przejsScie
ze stanu B do stanu A w ten sposob, ze uklad przechodzi przez te same stany
posrednie, ale w odwrotnej kolejnosci. Oznacza to rowniez, ze dla takiego
przeprowadzenia uktadu w kierunku odwrotnym konieczna jest znajomos$¢ wszystkich
(rownowagowych) standw posrednich. Przemiany kwazistatyczne sa przemianami
odwracalnymi.

e Przemiana kotowa (cykliczna) - to proces, w ktérym uktad po przej$ciu szeregu
standéw posrednich powraca do stanu poczatkowego.

Zapiszmy wyrazenie na energi¢ catkowita uktadu w postaci:

E=E +E,+U (5.2.1)

E
gdzie Ey jest energia kinetyczna uktadu jako catoéci, a ~ ¥ - energia potencjalng w
zewngtrznym polu sit. Te postacie energii znamy juz z pierwszej czgsci naszego kursu -
dotyczacej ruchu.

Wielkos¢ U, to energia wewnetrzna uktadu. Na energi¢ wewnetrzng sklada si¢ energia
kinetyczna chaotycznego ruchu czasteczek, energia potencjalna oddziatywan
migdzyczasteczkowych 1 wewnatrzczasteczkowych, a takze energia spoczynkowa wynikajaca
z rbwnowaznosci masy i energii. W naszych rozwazaniach zajmowac si¢ bedziemy gtéwnie
zmianami energii wewngtrznej wynikajacej z zachodzacych przemian, nie zas wartoscia
bezwzgledna tej energii (np. zwiazana z masa czastek). Nalezy jednak zauwazy¢, ze energia



kinetyczna wyzwalana w procesach jadrowych wiaze sig ze znaczacymi zmianami masy,
ktére uwzglednia si¢ w bilansie energetycznym.
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Energia wewngtrzna jest funkcjq stanu uktadu. Oznacza to, ze parametry stanu okreslaja
catkowicie wartos¢ energii wewngtrznej niezaleznie od tego jakim przemianom uktad
podlegat dazac do tego stanu. Kiedy uktad przechodzi od jednego stanu do drugiego, to
zmiana energii wewnetrznej jest réznicg energii wewngetrznych w stanach koncowym i
poczatkowym. Réznica ta nie zalezy natomiast od rodzaju przemiany i od tego przez jakie
stany posrednie uktad przechodzit. Wynika z tego, ze jezeli po zakonczeniu przemiany uktad
powraca do tego samego stanu, to energia wewngtrzna mie¢ bedzie taka sama wartos¢ jak w
stanie poczatkowym, czyli przyrost energii wewnetrznej bedzie réwny zeru.

3. Zerowa zasada termodynamiki

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowagi termicznej jest rOwnos¢ temperatur.
Stwierdzenie to znane jest jako zerowa zasada termodynamiki. Zasadg t¢ formutuje si¢ takze
W postaci:

zra |1 = | f — i f — 1
Jesllle1 T5 ) oraz { Ts irﬁfu"’,tole1 TC’,

gdzie przez T z odpowiednimi indeksami oznaczyli§my temperatury ciat 1, Bi €
Traktujac ciato B, jako ciato wzorcowe mozemy uznaé zerowa zasade termodynamiki za
metod¢ pomiaru temperatury. Mozemy tez powiedzie¢, ze zerowa zasada termodynamiki
okresla wtasno$ci rownowagi termicznej uktadu; jest ona przekazywalna (tranzytywna) w
uktadzie cial bedacych w kontakcie termicznym.

Temperaturg wyrazamy zazwyczaj w skali Celsjusza lub Kelvina. Temperaturze (wody z

lodem pod ci$nieniem atmosferycznym) t = 0°C odpowiada temperatura T = 273,15 K.
Jednostki obu skal sa takie same.

4. Pojemnos¢ cieplna

Pojemnos¢ cieplna, okreslona jest jako stosunek ilosci ciepta X przekazanej uktadowi w
danym procesie do odpowiadajacej mu zmiany temperatury @1 .
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Jednostka pojemnosci cieplnej jest (J/K). Pojemnos¢ cieplna danej masy substancji zalezy od
jej sktadu chemicznego, stanu termodynamicznego, a takze od rodzaju procesu, w ktérym
nastgpuje wymiana ciepta. Zwiazek pomigdzy iloScia wymienionego ciepta a odpowiadajaca

mu zmiana temperatury dla  moli danej substancji okre$la wzér
&2 = I?}jr .C.‘C . CII-' (5.4.1)

gdzie Cx jest pojemnoscia cieplng jednego mola substancji i zwane jest cieptem molowym lub
molowym cieplem wlasciwym w przemianie "x"’, tzn. cieptem, ktérego wymiana powoduje

%)
zmiane temperatury 1-go mola gazu o 1 kelwin. Jednostka ciepta molowego jest (mc’f K

Pojemnos¢ cieplng jednego mola gazu nazywamy cieplem molowym.

Okresla si¢ takze wielko$¢ zwana cieptem wiasciwym, ktora jest pojemnoscia cieplna
przypadajaca na jednostke masy danej substancji. Jednostka ciepta wlasciwego jest, wigc

&=

Pojemno$¢ cieplng jednostki masy gazu nazywamy cieptem wlasciwym.

5. Cieplo i praca

Cieplo jest energia przekazywana od ukladu o wyzszej temperaturze do uktadu o nizszej
temperaturze. Cieplo (réwniez praca) nie charakteryzuje ani stanu koncowego ani stanu
poczatkowego uktadu, ale proces zmian energii. Ciepla nie nalezy utozsamiac z energia
wewngtrzng. Ciepto i pracg mierzymy w tych samych jednostkach. W uktadzie SI jest to dzul
—1J. W praktyce uzywana jednostka bywa kaloria (1 cal). 1 cal =4,1868 J.

Energi¢ mozna przekazywac ciatom na dwa rézne sposoby: ciepta i pracy. Przekazywanie
energii w postaci ciepta nazywamy dostarczaniem ciepta ciatu, a w postaci pracy
wykonywaniem pracy nad danym ciatem. W izolowanym uktadzie termodynamicznym ciat o
r6znych temperaturach obowiazuje zasada bilansu cieplnego.

[ ciopio pobrans pracz ciafo L O [ cicplo oddane przoz cialbo )
0 mizszef temperatuize .ﬁ‘» brarie = pdduitd =" owyZsze] femperaturze
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Ilos¢ ciepta, jaka uktad pobiera (oddaje), gdy jego temperatura zwigksza si¢ (zmniejsza si¢)
zalezy od tego, w jakich warunkach zachodzi proces wymiany ciepta. Doswiadczenia
wykazuja, ze ciepto wtasciwe wielu substancji zmienia si¢ z temperatura. Dlatego podane
wzory stosuje si¢, w praktyce, tylko przy niezbyt duzych réznicach temperatur. W tablicach
podawane sa najczesciej wartosci ciepta wlasciwego i ciepta przemiany dla proceséw
zachodzacych przy ci$nieniu atmosferycznym. Dostarczanie ciepta ciatu prowadzi do zmiany
jego temperatury lub zmiany jego stanu skupienia (przemiany fazowe).
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Praca wykonana przez uktad termodynamiczny wiaze si¢ ze zmiana obje¢tosci uktadu pod

wplywem wywieranego ci$nienia. Jako przyktad rozwazmy cylinder o przekroju 9 zamknigty
szczelnym tlokiem, ktéry moze si¢ przesuwac.

Wykonana przez uktad praca elementarna

& zwiazana z przesunigciem ttoka o

p F S;_, infinitezymalny odcinek & réwna jest
. iloczynowi dziatajacej na ttok sity
—=dhe— pomnozonej przez wielkos¢ tego
F S5 przesunigcia. Przesunigcie nastgpuje pod
p — e, . . IJ . . L .
wplywem cisnienia +, wigc sita réwna jest
iloczynowi ci$nienia i powierzchni, na ktéra
ci$nienie to dziata.
Mamy, zatem dW'=p-§5-dh=p- 'fﬂ"r'

Przez 4V oznaczyliSmy przyrost objgtosci zwiazany z infinitezymalnym przesunigciem ttoka
o odcinek @l . Prace zwiazana ze skonczonym przesunigciem ttoka i wynikajaca z tego

zmiang objetosci od Vi do V2 wyznaczamy jako catke

abjafode kaficowa
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6. Gaz doskonaly

Wigkszo$¢ naszych rozwazan dotyczy¢ bedzie przemian gazowych. Wiasnosci
poszczegdlnych gazéw zaleza od ich struktury mikroskopowej oraz parametrow
makroskopowych okreslonych przez wartosci ci$nienia 1 temperatury. Jako swego rodzaju gaz



modelowy traktuje si¢ tzw. gaz doskonaty, ktérego wlasnosci makroskopowe i mikroskopowe
sa jednoznacznie okreslone. Okazuje sig, ze gazy rzeczywiste stosujq si¢ dobrze do praw
okreslonych dla gazu doskonatego, jesli ich cisnienie jest dostatecznie mate. Niektore gazy,
np. azot i tlen nawet przy ci$nieniu atmosferycznym i temperaturze pokojowej maja wtasnosci
zblizone do wlasnosci gazu doskonatego.

Okreslmy mikroskopowe witasnosci gazu doskonatego jako zbioru identycznych czasteczek,
nie wnikajac na tym etapie rozwazan glebiej w ich wewnetrzng struktura.

1. Czasteczki gazu traktujemy jak punkty materialne przy opisie ich ruchéw
termicznych. Nie rozpatrujemy indywidualnych wtasnos$ci czasteczek gazu (np.
powietrza czy pary wodnej), ale wszystkie uwazamy za identyczne. Objgtos¢
zajmowana przez czasteczki jest tak mata w stosunku do objgtosci naczynia, Ze mozna
ja pominac.

e 2. CzgsteczKi poruszaja si¢ chaotycznie a ruch ich podlega zasadom dynamiki
klasycznej. Wszystkie kierunki ruchu czasteczek sa jednakowo prawdopodobne, za$
ich zderzenia wzajemne lub zderzenia ze Sciankami naczynia mozemy opisywac
stosujac réwnania Newtona.

o 3. Calkowita liczba czasteczek jest bardzo duza. Oznacza to, Ze pomimo
czasteczkowej struktury gazu mozna usredni¢ wielkos$ci mikroskopowe, aby
scharakteryzowac jego makroskopowe wtasnosci.

e 4. Zderzenia czasteczek sa doskonale sprezyste i natychmiastowe. W zderzeniach

spetnione sa zasady zachowania energii kinetycznej i pedu. Czasteczki posiadaja tylko

energi¢ kinetyczna. Zaniedbuje si¢ energi¢ potencjalna wynikajaca z sit ich
wzajemnego oddziatywania. Czas trwania zderzen jest pomijalnie maty w stosunku do
czasu pomigdzy zderzeniami.

Podane wyzej wlasnosci gazu doskonatego bedziemy wykorzystywac rozwazajac
zagadnienia opisu statystycznego ruchéw cieplnych.

7 makroskopowego punktu widzenia, stan gazu doskonatego okre§lamy podajac wartosci

trzech parametréw: temperatury 1 , ci$nienia i objetosci v, Parametry te nie s jednak
niezalezne. Laczy je zwiazek zwany rownaniem stanu gazu doskonatego stanowiacy

i

Pl

= const (5.10)

Nietrudno znalez¢ warto$¢ stalej wystgpujacej we wzorze (11.10) pamigtajac, ze w warunkach
danego ci$nienia i temperatury (warunkach normalnych) jeden mol kazdego gazu zajmuje
objetos¢ réwna 22,4140 dm’. Oznaczajac stala z rownania (11.10) dla jednego mola gazu
symbolem £ otrzymujemy réwnanie stanu gazu doskonatego w postaci

pV=RT (5.11)

gdzie warto$¢ statej £, zwanej uniwersalnq stata gazowa albo statq Clapeyrona wynosi




v
R=Po "0 _g 314501
Ts mol- K

(5.12)

Wz6r (5.11) mozna uzna¢ za makroskopowa definicj¢ gazu doskonatego. Gaz doskonaty to
wigc taki gaz, ktory spetnia podane wyzej rownanie stanu.

Jesli zamiast jednego mola bedziemy rozwazaé ilo$é gazu réwna M molom, wéwczas
rOwnanie stanu bedzie mie¢ postac

pV=n, RT (5.13)

Réwnanie to nosi nazwe rownania Clapeyrona.

Uniwersalna stata gazowa odniesiona do jednego mola i podzielona przez liczb¢ Avogadro,
czyli liczba czasteczek zawartych w jednym molu, ma sens stalej gazowej przypadajacej na
jedna czasteczke i zwana jest statq Boltzmanna. Jest to jedna z podstawowych statych
uniwersalnych w fizyce, ktéra wielokrotnie bedziemy stosowa¢ w trakcie naszego kursu.

R TY
k=" =12380658 50" L
N, = (5.14)

Réwnanie stanu gazu dla jednego mola mozna wigc zapisac takze w postaci
pV=5LkNsT (5.15)

. . . . 5 . ro.z .
Dzielac obie strony tego rownania przez v otrzymamy inng posta¢ réwnania stanu:

p=nkT (5.16)

gdzie n=N4/V jest liczba czasteczek w jednostce objetosci. (Pamigtamy, ze V' jest
objetoscia jednego mola.) Zauwazmy, ze zgodnie z rdwnaniem (5.16) ciSnienie gazu
doskonatego w danej temperaturze jest wprost proporcjonalne do liczby czasteczek w
jednostce objetosci (koncentracji czasteczek).

Zadania
Zadanie 5.1 roéwnanie stanu gazu doskonatego

Ile moli gazu doskonatego znajduje si¢ w objetosci 22,4 litra, przy ci$nieniu po = 101325 Pa i
temperaturze to = 0° C?

Rozwiazanie

Z réwnania Clapeyrona mamy, ze
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gdzie: p to cisnienie gazu (w paskalach), V to objetos¢ (w metrach sze$ciennych), T to
temperatura (w kelwinach), a R to uniwersalna stata gazowa.

Zadanie 5.2 przemiana gazu doskonalego

Porcja gazu doskonatego o parametrach poczatkowych py, Vo, Ty poddana zostata przemianie
w wyniku, czego objgtos¢ wzrosta czterokrotnie, a cisSnienie zmalato dwukrotnie. Jak zmienita
si¢ temperatura tej porcji gazu?

Rozwiazanie
Dla tej porcji gazu mamy, ze

BoVe =T BV =T _B
R

& ~ _ ﬂ..‘ _
R 7 Poniewaz Vi =41%j to T =27,

przed przemiang ™% | a po przemianie ™

Zadanie 5.3 mieszanina gazéw

Zbiornik o objetosci V = 0,02 m°’ zawiera mieszaning wodoru i azotu w temperaturze T =
300K. Masy gazéw: m; =2 g - to masa wodoru, my = 7g - to masa azotu, a ich masy molowe
wynosza odpowiednio M| = 2 g/mol i M, = 28 g/mol. Jakie jest ci$nienie mieszaniny tych
gazoéw?

Rozwiazanie
Réwnanie stanu mieszaniny gazéw doskonatych:
PV =n.4 ET
gdzie ™1 jest catkowita liczba moli gazu w mieszaninie, V - objetoscia zbiornika, p to

ci$nienie w zbiorniku z mieszanina, T jest temperatura mieszaniny gazow podana w
kelwinach, a R jest stata gazowa.

. .. (o by =hy tn .. h . . il . .
W mieszaninie gazéw ~ M M UM odzie " Mito liczba moli wodoru, a — M: to liczba moli
azotu oraz
1 1
oy = el S
M, M,

Mozemy zapisa¢ wigc rownanie stanu mieszaniny gazow:
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M, M,

p ) [
Stad obliczamy ci$nienie mieszaniny:
Zadanie 5.4 Dbilans energetyczny

Do jednego litra wody o temperaturze 20°C dolewamy jeden litr wody o temperaturze 100°C.
Temperatura zmieszanej wody wynosi 60°C. Oblicz ile ciepta pobrata woda zimna oraz ile

kg
. ,, A=1000 —= | . .
ciepta oddata woda goraca. Znane sa dla wody: ggstos¢ = i ciepto wlasciwe

¢ =4190 —
kg K

Rozwiazanie
Maseg litra wody obliczymy ze znanego wzoru 2'=# -V Podane w tresci temperatury
oznaczymy: & =20°C £ =I00°C 't =80°C W kelwinach bedzie to T: =20 C+273 &

T,=100°C+273K T,=60°C+273K
, .

Ciepto pobrane przez zimniejsza wodg i ciepto oddane przez wodg goraca to

Q:!:!':r'_l-_m'l:r II _1'-
Q. =m-c_-\I,—-T,
Po podstawieniu podanych wartosci otrzymujemy Zesser = Qezm, =1676 &

Uwaga, mozna si¢ tu przekonac, ze aT{k]=2e°c],
Zadanie 5.5 topnienie $niegu

Do naczynia ze $niegiem o temperaturze 0°C wlewamy 0,5 kg goracej wody o temperaturze

7
¢, =4190 ——
100°C. Oblicz mase stopionego $niegu. Ciepto wlasciwe wody -5 ciepto
c,=334.10° L
topnienia lodu ($niegu) kg

Rozwiazanie

Cieplo oddane przez goraca wode @ =2 &: ~t)io cieplo pobrane przez $nieg @ = ..

m-c,,-[t,—t,)
m_ == 2 %

Stad €.

Stownik

ilo$¢ substancji, ktéra zawiera liczbg atoméw (czasteczek) réwna liczbie

mol atoméw w 12 gramach (0.012kg) wegla 2c,




liczba Avogadro

liczba atoméw badz czasteczek w jednym molu substancji. Okreslona
do$wiadczalnie liczba ta wynosi N4=6.0221367%10%/mol .

warunki normalne

okreslone sa przez wartos¢ cisnienia: p=101325Pa 1 temperatury:
T=273.15K

prawo Avogadro

W warunkach jednakowego ci$nienia i temperatury jednakowe objgtosci
réznych gazow zawieraja jednakowa liczbe czasteczek.

uktad fizyczny ciato lub zbiér rozwazanych przez nas ciat.
. ciato lub zbior cial, ktére nie naleza do uktadu, ale moga z nim na rézne
otoczenie . .
sposoby oddzialywac
. uktad ktéry nie wymienia materii z otoczeniem; w przeciwnym
uktad zamkniety

przypadku uktad nazywamy otwartym.

uktad izolowany

uktad ktéry nie wymienia zar6wno materii jak 1 energii z otoczeniem.

stan uktadu

charakteryzuje wtasnosci uktadu i okreslony jest poprzez wartosci
parametrow stanu.

stan rownowagowy
uktadu

stan, w ktérym wszystkie parametry stanu maja okreslone wartosci i
pozostaja niezmienne, jesli nie zmieniaja si¢ warunki zewngtrzne w
jakich znajduje sig uktad.

stan
nierownowagowy

gdy ktérys z parametrow stanu nie ma okreslonej wartosci lub jego
warto$¢ jest inna niz w stanie rownowagi przy danych warunkach
zewngtrznych

zerowa zasada

warunkiem koniecznym i wystarczajacym rownowagi termicznej ciat jest

termodynamiki réwnos¢ ich temperatur
przemiana przechodzenie uktadu z jednego stanu do drugiego, charakteryzujacego
(proces) si¢ innymi warto$ciami parametréw stanu.
. rodzaj przemiany, w ktoérym uktad przechodzi ze stanu
relaksacja . . .
nieréwnowagowego do stanu réwnowagi
przemiana zachodzacy nieskonczenie powoli proces, ktéry moze by¢ traktowany
kwazistatyczna jako ciag standw réwnowagowych.
przemiana proces, w ktorym uktad wraz z otoczeniem moze przejs¢ ze stanu
odwracalna koncowego, do poczatkowego

przemiana kotowa
(cykl)

proces, w ktérym uktad po przejsciu szeregu stanow posrednich powraca
do stanu poczatkowego.

energia
wewnetrzna uktadu

na energi¢ wewngtrzng sklada sig energia kinetyczna chaotycznego
ruchu czasteczek, energia potencjalna oddziatywan czasteczkowych oraz
energia spoczynkowa wynikajaca z rOwnowazno$ci masy 1 energii

funkcja stanu
uktadu

funkcja okreslona catkowicie przez wartosci parametrow stanu
niezaleznie od tego jakim przemianom ukfad podlegat

pojemnosc cieplna

ilos¢ ciepta potrzebna do podwyzszenia temperatury ciata o jeden kelwin

molowe

ilo$¢ ciepta potrzebna do podwyzszenia temperatury jednego mola




ciepto wtasciwe

substancji o jeden kelwin




Jak przemienic ciepto w prace?

Rys. 6.0.1. W silniku spalinowym
nastepuje zamiana (czesci) ciepta na
prace.

Pytanie to stato si¢ w XIX wieku bodzcem rozwoju
termodynamiki 1 doprowadzito do skonstruowania
silnikéw cieplnych. Cieplo jest rwnowazne pracy
zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki i
mozliwa jest zar6wno przemiana ciepta w prace jak
1 pracy w ciepto.

Czy jednak cale cieplo w przemianach
termodynamicznych moze by¢ przemienione w
prace?

Obserwujac dziatanie silnikéw samochodowych
widzimy - ze nie. Silnik rozgrzewa si¢ bowiem i
musi by¢ specjalnie chtodzony ogrzewajac przy tym
atmosferg¢ nawet podczas goracego lata, chociaz
wcale nam na tym nie zalezy. Dlaczego nikt nie
zuzywa tego marnowanego ciepta? (Cale szczgsicie, ze
przynajmniej zima cieplo to przydaje si¢ do ogrzania wngtrza
samochodu.)

Jest jednak glebsza przyczyna uniemozliwiajaca
przemiang catego ciepta w prace.

Temu zagadnieniu, i zwiazanym z nim tematom, poswigcona jest wlasnie ta lekcja.

1. Pierwsza zasada termodynamiki

Oznaczamy przez AU zmiang energii wewnetrznej uktadu, ktéry przechodzi ze stanu o

energii wewngtrznej Ut do stanu o energii wewngtrznej Uz, Zmiana ta moze zachodzié na

kilka sposoboéw:

1. przez wykonanie pracy W nad uktadem lub przez uktad nad otoczeniem,

2. przez wymiang ciepta Q migdzy uktadem i otoczeniem,
3. przez wymiang materii M pomigdzy uktadem, a otoczeniem.



| Q>0
| cleplo pobrane

M=0 '
materia pobrana l
W=0 W=0
praca nad ukiadem praca ultadu 5
materia oddana

Q=<0
ciepto oddane

Zapiszemy to nastgpujaco

AU=U-U; =W+Q+M (6.1.1)

Wprowadzamy tu konwencje, ktéra bedziemy stosowa¢ w dalszych rozwazaniach:
Praca " jest dodatnia (W =0 jezeli jest wykonywana przez sity zewngtrzne (otoczenie)
nad uktadem fizycznym. Kiedy uktad fizyczny wykonuje pracg nad otoczeniem (kosztem

W <o)

swej energii wewngtrznej) praca ta jest ujemna ' . Podobnie, ciepto jest dodatnie

(Q=0] jesli przeptywa z otoczenia do uktadu, a ujemne (Q=0] jesli przeptywa z uktadu do
otoczenia. Dla przyktadu, kiedy sity zewngtrzne (otoczenie) wykonuja pracg sprezajac gaz

r I
(AV <0] , to wykonana praca jest dodatnia, kiedy gaz wykonuje pracg nad otoczeniem

FATS ] . .
(AV > ﬂ’, praca jest ujemna.

rozprezajac sie
Wz6r (6.1.1) wyraza zasade zachowania energii w procesach termodynamicznych i nosi
nazwge pierwszej zasady termodynamiki. Zasada ta moze wigc by¢ sformutowana w
nastgpujacy sposob.

pierwsza zasada termodynamiki

Przyrost energii wewnetrznej uktadu przy przejsciu ze stanu poczqtkowego do koncowego
rowny jest sumie dostarczonej do uktadu energii cieplnej, wykonanej nad uktadem pracy oraz
energii uzyskanej wskutek wymiany materii z otoczeniem. Przyrost ten nie zalezy od sposobu,
w jaki dokonuje sie przejscie, a okreslony jest catkowicie przez poczqtkowy i koncowy stan
uktadu.

W ten sposéb pierwsza zasada termodynamiki wskazuje na trzy rézne sposoby zmiany energii
wewngtrznej uktadu: na drodze wykonywania pracy nad uktadem badz przez uktad oraz
poprzez wymiang ciepta lub/i materii pomigdzy uktadem a otoczeniem.

W niektérych zagadnieniach uzytecznie jest przyjac, ze praca dodatnia, to praca wykonana

przez uktad. Tak zdefiniowana pracg oznacza¢ bedziemy przez W .z definicji tych wynika
zwiazek: W'=-W 4 wzor (6.1.1) mozemy zapisa¢ w formie



AU+W'=Q+M (6.1.2)

Wz6r ten pokazuje, ze wskutek wymiany z otoczeniem ciepta lub materii (prawa strona
wzoru), uktad moze wykona¢ pracg lub/i powigkszy¢ swa energi¢ wewnetrzng (lewa strona
wzoru). Kiedy za$ stan poczatkowy pokrywa si¢ ze stanem koncowym, to energia
wewnetrzna obu stanéw jest taka sama, czyli AU = @i praca wykonana przez uktad

W=0Q+M (6.1.3)

jest tylko wtedy rézna od zera, kiedy miedzy uktadem i otoczeniem jest wymieniana energia.
Niemozliwe jest wigc skonstruowanie silnika cyklicznego, ktéry pracowatby bez pobierania z
otoczenia energii. Taki hipotetyczny silnik nazwano perpetuum mobile I-go rodzaju. Niekiedy
wigc formutuje si¢ pierwsza zasadg termodynamiki jako niemozliwos¢ skonstruowania
perpetuum mobile pierwszego rodzaju.

W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy omawia¢ uklady nie wymieniajace materii
z otoczeniem, dla ktérych M =0, Zmiana energii wewnetrznej AU uktadu o statej masie
dokonuje si¢ poprzez wymiang ciepta Q , co zachodzi w warunkach réznicy temperatur

pomigdzy uktadem i otoczeniem, lub/i poprzez prace w wykonana nad uktadem lub przez
uktad nad otoczeniem,

Q>0
ciepio pobrane

Ww=0 - Ww<o
praca nad ukiadem praca uktadu

cieplo oddane

AU=Q+W (6.1.4)

Dla wyznaczenia skonczonej pracy wykonanej w procesie kwazistatycznym, odwracalnym,
mozna rozpatrywac¢ przemiang jako ciag procesow elementarnych, w ktérych zmiany
parametrow uktadu sa nieskonczenie mate. Dla procesu elementarnego zapiszemy pierwsza
zasadg termodynamiki w postaci

U =80+ a0V (6.1.5)

UWAGA: Symbolami 3Q j oW oznaczamy rézniczkowe porcje (a nie skonczone przyrosty)
wymienianego przez uktad ciepta i wykonanej pracy przy nieskonczenie matych
(infinitezymalnych) zmianach parametréw stanu uktadu. Wynika, to z faktu, ze ciepto i praca
nie sa funkcjami stanu, bowiem jak zobaczymy, zaleza od drogi przejscia pomigdzy stanami.



Méwimy wiec, ze s3 funkcjami procesu. Symbol U oznacza zmiang energii wewnetrznej,
ktora jest funkcja stanu. W przemianie kotowej, kiedy uktad powraca do stanu poczatkowego,
jego energia wewngtrzna mie¢ bedzie taka sama wartos$¢ jak w stanie poczatkowym, co
zapisujemy w postaci

pdlU =0 (6.1.6)

Nieskonczenie maty przyrost, dla ktérego spetniony jest warunek(6.1.6), nazywamy
rézniczka zupelng. Kiedy warunek ten nie jest spetniony, mamy do czynienia z wyrazeniem
rézniczkowym. Rézniczkami zupelnymi sa wigc nieskonczenie mate przyrosty funkcji stanu,
ale nie sa nimi infinitezymalne ilo§ci wymienianego ciepta, lub wykonanej pracy. Bilans
ilosci ciepta pobranego i oddanego przez uktad w przemianie kotowej lub wykonanej przez
uktad pracy nie musi by¢ réwny zeru. Zobacz takze komentarz .

Praca wykonana przez uktad termodynamiczny wiaze si¢ ze zmiang objgtosci uktadu pod
wplywem wywieranego cisnienia. Jako przyktad rozwazmy cylinder o przekroju & zamkniety
szczelnym tlokiem, ktéry moze si¢ przesuwac.

Wykonana przez uktad praca

elementarna 27V zZwiazana z
przesunigciem ttoka o
infinitezymalny odcinek @l
I rowna jest iloczynowi
P e—) dziatajacej na tlok sity
. pomnozonej przez wielkos¢ tego
—>dheé— przesunigcia. Przesunigcie
=5 nastgpuje pod wptywem
P = T cisnienia £, wiec sita réwna
jest iloczynowi cis$nienia i
powierzchni, na ktdra cisnienie
to dziata.

Mamy wigc
oW'=p. 5. dh=p-dV (6.1.7)

Przez dV oznaczyliSmy przyrost objgtosci zwigzany z infinitezymalnym przesunigciem tloka
o odcinek @1, Praca zostata wykonana przez uktad, wigc oznacza to zmniejszenie si¢ jego
energii wewngtrznej. Kiedy wykonywana jest praca nad uktadem, to przyrost energii
wewnetrznej uktadu jest dodatni, ale praca taka wiaze si¢ ze zmniejszeniem obj¢tosci uktadu
wigc znak przyrostu objetosci jest ujemny. Pierwsza zasadg termodynamiki wyrazona w
postaci rézniczkowej wzorem (6.1.5) mozemy wigc zapisa¢ w innej, uzytecznej postaci

przyjmujac W =-p-dV czyli tak, by wykonana praca nad uktadem powodowata wzrost
energii wewngtrznej uktadu.

dU=58Q-p dV (6.1.8)




Wykonana nad uktadem prace zwiazana ze skonczonym przesunigciem ttoka i wynikajaca z

‘[.-"

tego zmiang objgtosci od Vi do "< wyznaczamy jako catke

7

Wiz=- _[ p-dv (6.1.9)

Dla wyznaczenia tej pracy nalezy podstawi¢ funkcje okreslajaca zaleznos¢ cisnienia od
objetosci w danej przemianie termodynamicznej prowadzacej od stanu I do stanu 2, a
nastgpnie obliczy¢ wartos$¢ catki. Zapamigtajmy - jest to jedna z "recept” na rozwigzywanie
wielu zadan z zakresu termodynamiki.

2. Podstawowe procesy cieplne
Rozwazmy kilka podstawowych proceséw cieplnych (termodynamicznych).

Proces, w ktérym objetos¢ uktadu pozostaje stata, czyli V = const nazywamy przemianq
izochoryczng. W przemianie tej nie jest wykonywana praca, wigc w oparciu o pierwsza
zasadg termodynamiki mamy dla przemiany izochorycznej relacjg

Qy =dU. (6.2.1)

€O oznacza, ze W przemianie izochorycznej mozemy zmieni¢ energi¢ wewnetrzna uktadu
jedynie na drodze wymiany ciepta.

Cieplo molowe substancji w procesie przebiegajacym bez zmiany objgtosci wyraza sig
wzorem

_fau
Cy = [ﬁ] (6.2.2)

gdzie indeks V przy znaku pochodnej czastkowej oznacza, ze proces zachodzi w statej
objetosci.

Energia wewnegtrzna danej masy gazu doskonatego zalezy jednak wytacznie od
temperatury. Przekonuje nas o tym do§wiadczenie J.P. Joule'a z rozpr¢zaniem
rozrzedzonego gazu do prézni gdy uktad jest w ostonie izolacyjnej uniemozliwiajace]
wymiang ciepta z otoczeniem. Mozemy wiec zapisa¢ wzor (6.2.2) dla gazu doskonatego
W postacl

c, =% (6.2.3)

czyli w dowolnym procesie kwazistatycznym, odwracalnym niezaleznie jaka wielkos$¢ jest

stata zmiana energii wewnetrznej “* moli gazu doskonatego jest okreslona wzorem .



EIL" =1 M- C'I:" o EII' (6.2.4)

Bardziej szczeg6towe uzasadnienie tego wzoru w oparciu o analiz¢ doswiadczenia
Joule'a zawiera zataczony przypis. Zapamigtajmy wigc, ze wzor (6.2.4) okreslajacy
zmiang energii wewngtrznej ma charakter uniwersalny, tzn. mimo ze zostat sformutowany

. . .. . . . C- . .
dla przypadku przemiany izochorycznej i wystgpuje w nim ciepto molowe V', moze by¢
stosowany przy opisie innych przemian gazowych, gdyz energia wewngtrzna jest funkcja
stanu. Informacja ta jest bardzo uzyteczna przy rozwiazywaniu zadan.

Jesli dany proces zachodzi w stafej temperaturze, czyli 1 = const  to méwimy, ze
zachodzi przemiana izotermiczna. Z rbwnania stanu gazu wynika natychmiast, ze w
przemianie tej cisnienie gazu jest odwrotnie proporcjonalne do jego objgtosci, bowiem dla
danej masy gazu wyrazonej w molach mamy

. const
p-V=ny RT. czvli p= =

(6.2.5)

Zwiazek ten zwany jest prawem Boyle'a Mariotte'a.

Prac¢ wykonana nad uktadem przy przemianie izotermicznej wyznaczamy w oparciu o
definicje (6.1.9) oraz korzystajac z réwnania stanu dla przemiany izotermicznej (6.2.5).

Tr
Vs -

W=- | p-dV=-n, RT. f%z_ﬂ.‘d’ R-T - {InV,-InV, | =

T T7
Va

H (6.2.6)
vy
=1, R T-h{ ‘J
: 7.
Zapiszmy pierwsza zasade termodynamiki dla przemiany izotermicznej w postaci
rézniczkowej, wzor (6.1.8
dU =7 — p-dV (6.2.7)

W przemianie izotermicznej T=const, wigc dU=0. Oznacza to, ze W przemianie
izotermicznej energia wewnetrzna ukladu nie zmienia si¢. Widzimy dalej, Zze mimo iz
temperatura uktadu jest stata, to jest wymieniane ciepto migdzy uktadem i otoczeniem.
Ilos¢ tego ciepta mozemy okresli¢ w oparciu o réwnanie (6.2.7)

0=23Qr —p-dv. czyli Qr =p-dvV (6.2.8)

co okresla, uwzgledniajac zmiang znaku, wyrazenie (6.2.6). Wymiana ciepta nastgpuje

wigc na skutek wykonanej pracy. Jesli praca jest wykonywana nad uktadem! oW > 0) ,to

. P S, . .
ciepto w réwnej ilosci musi by¢ oddawane do otoczenia' Q <0); vice versa.




Jesli proces zachodzi pod statym ci$nieniem, czyli £~ GGHS!L, to méwimy, ze zachodzi

przemiana izobaryczna. Z. rdwnania stanu wynika, ze w tym przypadku objetos¢ jest

liniowa funkcja temperatury. Przy wzroscie objetosci praca jest wykonywana przez gaz

(W <0, W=0) (W=0 W<0)
, a przy zmniejszeniu objgtosci, przez otoczenie,

Cisnienie zachowuje stala warto$¢, wigc praca wykonana nad uktadem w przemianie

izobarycznej wynosi

W=-— p-dV=—p. | dV=p(V,-V,) (6.2.9)

Podwyzszenie temperatury o jeden kelwin wymaga wigcej ciepta niz w przypadku
ogrzewania bez zmiany objgtosci, bowiem czg$¢ ciepta zuzywana jest na wykonanie
pracy.

dU =0, - p-dV (6.2.10)
Wyrazenie to mozemy przepisa¢ dla ™3 moli w innej postaci wykorzystujac wzory:

(6.2.4) oraz (6.2.10a)

.H}jr'C'l:" 'I':II-':I?JJ'CD'CIIH_IJ'EII'I (6.211)

gdzie wprowadziliSmy pojecie ciepta molowego przy stalym ciSnieniu

5Q,
o =

: dl

C 6.2.12)

Z réwnania (6.2.11) wynika, ze w procesie izobarycznym energi¢ wewngtrzng mozemy
zmieni¢ zaréwno na drodze wykonania pracy jak i wymiany ciepta.

Rézniczkujac réwnanie stanu (6.2.12a) dla procesu izobarycznego, w ktérym £ = const
mamy

p-dV =ny, R dT (6.2.13)
Wykorzystujac ten zwigzek mozemy réwnanie (6.2.11) przepisa¢ w postaci
nar - Cp  dT =0y, - CP -dl —ny, - R-dT (6.2.14)
skad otrzymujemy



Stosunek ciepta wlasciwego przy statym ci$nieniu do ciepta wtasciwego przy statej
objetosci jest parametrem okres$lajacym rodzaj gazu i oznaczany jest zwykle symbolem

¥ (kappa).

“r 6.2.16
K=— 2.
c. (6.2.16)
Wykorzystujac wzor (6.2.14) mamy zwiazek
Cy+R R R
=— =1+ Iub Cyp=——
e c, c, 4 v =5 (6.2.17)

Ze zwiazk6éw tych widzimy, ze & =1

Korzystajac ze wzoréw (6.2.14) 1 (6.2.16) mozna ciepto molowe C, i Cy wyrazi¢ za
pomoca wspotczynnika &

R ‘R
c,=27% (6.2.18)

C1:' = s
F—1 . F—1

Przemiana, ktéra zachodzi bez wymiany ciepta z otoczeniem - to przemiana
adiabatyczna. Dla przemiany tej mamy wigc

=0 (6.2.19)
W takim przypadku pierwsza zasada termodynamiki, wzér (5.8) , przyjmie postac.
dU =-p-dV (6.2.20)

€O 0znacza, ze W przemianie tej energi¢ wewngtrzng mozna zmieni¢ jedynie poprzez
wykonanie pracy. Zapiszmy to bardziej szczegélowo wykorzystujac réwnanie stanu
(6.2.12a) 1 wzor (6.2.4).

T
.th_r_R'J 1:

dU =- P .dV. eayli  ny Cp-dT+P T oo (6221
nn_l_f-'ia‘i'" - - I v

Mozna to zapisaé nieco inaczej dzielac obustronnie ostatnie réwnanie przez ¥ =1

dI' R dV
?4' . v =0 (6.2.22)

Pamigtajac z matematyki, ze diinx ) =dx/x oraz, ze rozniczka sumy rowna jest sumie
r6zniczek, mozemy to roOwnanie przepisa¢ w postaci



A
CI[IHT +

T

-In I-"J =0 (6.2.23)

Jesli rézniczka funkcji réwna jest zeru, to funkcja réwna jest statej, czyli

InT + R -InV = const (6.2.24)
Pamictai . . R/Cy=x-1___. . e
amigtajac (wzor 6.2.17), ze - mozemy wzoOr (6.2.24) przepisa¢ w innej
postaci
InT +({x -1} InV = const Iub In{T - V¥ %)= const (6.2.25)

Jesli logarytm funkcji réwny jest stalej, to i sama funkcja pozostaje stata. Mozemy wiec
napisac

T - V*™1 = const (6.2.26)

Wykorzystujac rownanie stanu gazu doskonatego pV=RT mozemy wzor (6.2.26) zapisac
W postaci

p-V 7E
R

VE = const Iub P = const (6.2.27)

Wzory (6.2.27) pozostana w mocy, jesli stata gazowa £ wlaczymy do statej po prawej
stronie. Otrzymamy wtedy

P V% = const (6.2.28)

Wz6r ten jest r6wnaniem adiabaty i nosi nazwe rownania Poissona. Postepujac podobnie
mozna otrzyma¢ rownania okreslajace zalezno$ci migdzy innymi parametrami stanu dla
przemiany adiabatyczne;j.

p T% 1=%] _ const. V. T sonst (6.2.29)

Realizacja przemiany adiabatycznej jest trudna, gdyz wymaga idealnej izolacji cieplnej
gazu od otoczenia. Warto jednak zauwazy¢, ze gdy sprezanie lub rozprezanie gazu
zachodzi bardzo szybko, to nawet mimo nienajlepszej izolacji cieplnej przemiana taka ma
charakter bardzo zblizony do przemiany adiabatycznej. Wtasciwos¢ t¢ wykorzystuje si¢ w
pracy silnikéw cieplnych.




Jesli w czasie przemiany pojemno$é cieplna ciata pozostaje stata, czyli € = const o
mowimy, ze zachodzi przemiana politropowa. Znajdzmy dla gazu doskonatego zwigzek
pomigdzy ci$nieniem i objgtoscia w takiej przemianie, czyli rtownanie politropy.

Zapiszmy pierwsza zasade termodynamiki dla gazu doskonatego w postaci rozniczkowej,

wzOr (6.1.5) pamigtajac przy tym, ze aQ=C.dr , WzOr (6.2.10a) oraz, ze dU =Cy-dl
Ny Cy - dl =ny - C-dl —p-dV (6.2.30)
Wz6r ten mozna tez zapisac inaczej
AV
ny (C—Cy) dT=p-dV b dT=—L28 6.2.31)
' ny - (C=Cy )

Wykorzystamy takze rownanie stanu gazu doskonatego (6.2.12a) rézniczkujac je

pdV+V.dp=ny R dl (6.2.32)

Wstawiajac wyrazenie na @1 ze wzoru (6.2.31) do réwnania (6.2.32) otrzymujemy po
prostych przeksztatceniach

(C-Cy -R) ' prdV+{C-Cy 'V dp=0 (6.2.33)

.. . Cy+R=C, . . . TV
Pamigtajac, ze - #1 dzielac stronami réwnanie (6.2.33) przez I

otrzymujemy rownanie rézniczkowe, w ktérym zauwazamy wyrazenia bedace
rézniczkami logarytmu

dv d
(C=Cp) - #(C-Cy) L= (6.2.34)

ja)
Catkowanie tego réwnania daje w wyniku
fc _CP InV+{C-Cy ) Inp = const (6.2.35)

ll - r 'l . . . . . .
Dzielac obie strony tego rOwnania przez ' C-Cy) , co jest mozliwe tylko, jezeli

=0 . . , . ., .
(C=Cy) otrzymujemy po skorzystaniu z wlasnosci wyrazen logarytmicznych

p V" = const (6.2.36)

gdzie




n= £ (6.2.37)

nazywa si¢ wykladnikiem politropy. (Pamigtajmy by nie myli¢ tego oznaczenia z
oznaczeniem we wzorze (6.2.37a), takze litera "n", liczby czasteczek w jednostce
objetosci. Nie wprowadzamy tu nowych oznaczen, by pozosta¢ w zgodnosci z ogdlnie
przyjetym nazewnictwem.)

Ze wzoru (6.2.37) mozna obliczy¢ ciepto molowe C w zaleznosci od wyktadnika n.

nC..-C
C=__+ P

n—1

(6.2.38)

Wzér (6.2.36) jest rownaniem politropy gazu doskonatego obejmujacym przypadki dla

C=CyJ

— ]
ktérych ( . Kiedy za$ (C=Cv] réwnanie (6.2.35) przyjmuje postaé

fc _CP VInV o= const (6.2.39)

Przemiana taka zachodzi wigc przy statej objgtosci; jest to przemiana izochoryczna. Na
podstawie wzoru (6.2.37) widzimy, ze w tym przypadku wyktadnik politropy 7 —#%,

Kiedy 11 =0 to wzér (6.2.36) przyjmuje postaé £~ const, Mamy wtedy do czynienia z
przemiang izobaryczng zachodzaca przy stalym ci$nieniu.

E » . ' ."r = . . . , .
Kiedy 1= 1 mamy rownanie pl cr:.vnst. Pamigtajac o postaci rdwnania stanu

pV=RT_... : . . . .
widzimy, ze przypadek ten dotyczy przemiany izotermiczne;j.

) C= n=C,/Cy=x. ) .. ) . ,
Kiedy & =@ to £ ' i réwnanie takiej przemiany przyjmuje postac
p'V® = const . " . L .

. Zerowe ciepto wlasciwe przemiany oznacza, patrz wzor (6.2.10a), ze

uktad nie pobiera i nie oddaje ciepta, Q=0 pomimo zmiany temperatury, czyli nie
wymienia ciepta z otoczeniem. Jest to wigc przemiana adiabatyczna.

Widzimy wigc, ze wszystkie opisane przemiany sa faktycznie réznymi odmianami
przemiany politropowej, czyli tworza rodzing przemian politropowych (bardziej po polsku
- wielokierunkowych).

Rysunki: 6.2.1 1 6.2.2 podsumowuja omawiane zagadnienia. Na Rys. 6.2.1 przedstawione
sa podstawowe procesy cieplne we wspotrzednych (ci$nienie, objgtos¢). Na Rys. 6.2.2
pokazana jest zalezno$¢ ciepta molowego od wyktadnika politropy, wzér (6.2.38). Na
uwagg zastuguje fakt, ze dla wartosci n wigkszych od I i mniejszych od & , ciepto
molowe przyjmuje warto$ci ujemne co oznacza, ze temperatura obniza si¢ pomimo
doprowadzanego do uktadu ciepta. W takim procesie uktad wykonuje pracg zardwno
wskutek doprowadzanego ciepta jak i kosztem swej energii wewngtrznej.
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Rys. 6.2.1. Podstawowe przemiany Rys. 6.2.2. Ciepto molowe C procesow
cieplne w uktadzie wspotrzednych (p,V) | cieplnych w funkcji wyktadnika politropy n

3. Silniki cieplne

W silnikach cieplnych realizowany jest cykl przemian termodynamicznych. Oznacza to, ze
uktad, ktéry przemianom tym podlega powraca cyklicznie do stanu poczatkowego. Nie
oznacza to jednak, ze cykl taki musi by¢ odwracalny. Pamigtamy, ze proces odwracalny to
taki, ktéry moze przebiega¢ od stanu poczatkowego do koncowego i odwrotnie przechodzac
przez ten sam ciag proceséw kwazistacjonarnych bez wprowadzania zmian w

otoczeniu. Warunek ten nie jest nigdy spetniony w rzeczywistych silnikach cieplnych.

Zanim jednak bedziemy rozpatrywac pracg konkretnych typow silnikéw zajmiemy sig
cyklem, ktéry bedzie wygodnym punktem odniesienia do dalszych naszych rozwazan. Cykl
ten rozpatrywany byl przez francuskiego inzyniera i fizyka Leonarda Sadi Carnota na
poczatku XIX-go wieku i zwany jest cyklem Carnota. Jest to cykl odwracalny skladajacy
si¢ z dwéch przemian izotermicznych oraz dwoch adiabatycznych.

4 Schemat przebiegu cyklu ilustruje Rys.13.2.
Kolorem r6zowym zaznaczone sg izotermy,
kolorem zielonym - adiabaty. Te ich odcinki,
ktére tworza cykl, zaznaczone sa kolorem
niebieskim. Przebieg cyklu rozpoczyna si¢ w
punkcie I przemiang izotermiczng zachodzaca
przy temperaturze T;, w wyniku ktérej
nastepuje rozprgzanie gazu od objgtosci V; do
V, przy czym cis$nienie zmienia si¢ od p; do p,.
Ciepto pobierane jest przy tym ze zbiornika o
nieskonczonej pojemnosci cieplnej, wigc jego
temperatura nie ulega zmianie pomimo

- » przekazania uktadowi ciepta. Proces 2-3 jest

Vi Vy vV, Vi WV procesem adiabatycznym, proces 3-4 jest znOw

P




procesem izotermicznym, ale zachodzacym
przy nizszej temperaturze 7, , w ktérym uktad

Rys. 6.3.1. Schemat cyklu Carnota oddaje ciepto tzw. chtodnicy o wielkiej
pojemnosci cieplnej; proces 4-1 jest drugim
procesem adiabatycznym.

Pierwsza przemiana zachodzi przy statej temperaturze, wigc energia wewngtrzna gazu nie
ulega zmianie. Gaz pobiera ciepto Q; ze zrédta ciepta i w catosci zuzywa go na wykonanie

pracy

17
Ve

; v v,
W,=Q, = |IJ.CH."':H.TI-L!IT:H-T&-IHI.T': =0 (6.3.1)

17 4
¥

W przemianie drugiej, zachodzacej pomigdzy punktami 2 1 3, gaz ulega rozprgzeniu
adiabatycznemu. Oznacza to, ze odcigty zostal zaré6wno doplyw ciepta, jak i mozliwo$¢
przekazania ciepta otoczeniu, ale rozpr¢zanie odbywato si¢ nadal do objgtosci V3.

Trzeci etap jest znOw przemiang izotermiczna, w ktdérej gaz zostaje spr¢zony od objetosci V3
do V,. Gaz oddaje ciepto do chtodnicy o wielkiej pojemnosci cieplnej, wiec temperatura 7>
pozostaje niezmieniona, ale wskutek rozprgzania adiabatycznego od obj¢tosci V, do V3, ktore
zaszto wczesniej, jest nizsza od temperatury T;. Praca wykonana przez gaz w tym procesie
wynosi

Y % gy
Wo=Qy= [pdV=RT, [

Y3 Y3

v,
=-R.T,. IHF <0 (6.3.2)

=

Zauwazmy, ze w tym przypadku obie wielkosci: wykonana praca i ciepto "pobrane" z
chtodnicy sa ujemne. Ciepto oddane, ktéremu przypisujemy wartos¢ dodatnia, oznacza si¢

zwykle symbolem Q Mamy wigc

Q- =-Q- (6.3.3)

Czwarty proces jest znow adiabatyczny i przeprowadza uktad od punktu 4 do poczatkowego
punktu I. W ten sposob cykl zostaje zamknigty, a energia wewngtrzna po wykonaniu catego
cyklu ma swa pierwotng wartos¢. Przyrost energii wewnetrznej uktadu rowny jest zeru, a
sumaryczna wykonana praca rowna jest pobranemu przez uktad cieptu zgodnie ze wzorem

(6.1.4)
W=W+W, =0, -Q; (6.3.4)

Stosunek pracy wykonanej przez ukltad w jednym cyklu do pobranego w tym cyklu ciepta
nazywamy sprawnosciq lub wydajnosciq silnika cieplnego (maszyny cieplnej). W naszym
przypadku mamy



(6.3.5)

Widzimy, ze sprawno$¢ bytaby réwna jednosci gdyby cate ciepto zostato zamienione na
prace. Uktad musiatby wytacznie pobiera¢ ciepto. Czgs¢ ciepta musi by¢ jednak oddawana
otoczeniu i w rezultacie sprawnos¢ jest zawsze mniejsza od jednosci.

Wykorzystujac wtasnosci przemiany adiabatycznej, wzor (6.2.26), mamy w naszym
przypadku zwiazki

T, VE =T Vi ez T VET=Tp VT (6.3.6)

Dzielac stronami pierwsze z rownan (6.3.6) przez drugie otrzymujemy

7 =1 - =1 7. -
(I 2 J _ (I 3 J czyli LERE (6.3.7)

‘[a"l V., ‘[_,"I = 17,

Wykorzystujac ten zwigzek mamy na podstawie wzoréw (6.3.1) oraz (6.3.2)

Q 2 b %=Q:. (6.3.8)

2

S

Wynika z tego, ze sprawnos¢ silnika Carnota moze by¢ przedstawiona w postaci

(6.3.9)

Otrzymalismy wazny zwiazek, ktéry mowi, ze sprawnos$¢ silnika Carnota okreslona jest
wylacznie stosunkiem temperatur; mniejszej do wigkszej, i ze ro$nie wraz ze zmniejszaniem
si¢ tego stosunku. Widzimy tez, ze sprawnos$¢ ta jest mniejsza od jednosci, co oznacza, ze nie
cate pobrane ciepto zamienia si¢ na prace. Czg$¢ ciepta oddawana jest chtodnicy, ale jest to
konieczne dla przeprowadzenia cyklu kotowego.

Jesli cykl jest nieodwracalny, co moze by¢ wynikiem niedoskonatej izolacji cieplnej lub tego,
ze przemiany nie sa kwazistatyczne, to sprawnos$¢ silnika jest mniejsza niz w przypadku cyklu
odwracalnego.

<]-—= 6.3.10
- ( )

Whiosek, ze sprawnos¢ silnika Carnota zalezy wytacznie od stosunku temperatur znany jest
pod nazwa pierwszego twierdzenia Carnota.



Twierdzenia Carnota: /. Wszystkie silniki pracujqce w odwracalnym cyklu Carnota
pomiedzy tymi samymi temperaturami majq te samq Sprawnosc.

Twierdzenie to oznacza rowniez, ze sprawnos¢ dowolnego cyklu odwracalnego, ale
sktadajacego si¢ z innych przemian niz cykl Carnota nie moze by¢ wigksza od sprawnosci
odwracalnego cyklu Carnota.

Drugie twierdzenie dotyczy sprawnosci silnikéw nieodwracalnych.

2. Sprawnosc¢ cyklu nieodwracalnego jest zawsze mniejsza od sprawnosci cyklu
odwracalnego.

Zwré¢my uwage, ze mozliwe jest takze przeprowadzenie cyklu w kierunku odwrotnym.
Oznacza to, ze nad uktadem wykonywana jest praca, za$ ciepto odbierane jest z chtodnicy i
przekazywane nagrzewnicy. Uktad taki dziala jak maszyna chtodzaca, czyli moze stanowic
lodéwke. Ciepto odbierane jest wtedy od ciala o temperaturze nizszej i przekazywane ciatu o
temperaturze wyzszej poprzez wykonanie pracy. Odpowiednikiem sprawnosci jest tutaj
skutecznos¢ chtodzenia okreslona jako

g=t K2 _ (6.3.11)

4. Entropia

Cykl Carnota jest dobrym przyktadem do wprowadzenia jeszcze jednej waznej funkcji stanu.
Zauwazmy, ze ze wzoréw (13.3) i (13.8) wynika zwiazek

Q__Q ., 9. Q_

T, T I T, T,

4 o i

o (6.4.1)

Zwiazki te mozna fatwo uogdlni¢ na dowolny cykl odwracalny traktujac go jako ztozenie
wielu cykli Carnota, patrz Rys. 6.4.1. Wéwczas dla kazdego elementarnego cyklu mamy

AQ,  AQ-
Q;, 4Q; _
T, T,

4

o (6.4.2)

Stosunek ilosci ciepta pobranego z danego zrédia do jego temperatury bezwzgledne;j 4Q/T
nazywamy cieptem zredukowanym. Widzimy wigc, ze suma ciepet zredukowanych w kazdym
elementarnym cyklu Carnota réwna jest zeru.

Kiedy zapiszemy takie réwnania dla N cykli,
I T otrzymamy
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=0 6.4.3
T (6.4.3)

=1

[T

Zwré¢my uwagg, ze adiabaty znajdujace si¢ wewnatrz
konturu przekrywaja si¢ parami, co odpowiada
sprezaniu i rozprgzaniu gazu. W rezultacie nastgpuje
kompensacja pochodzacych od nich wktadéw i
sumaryczny cykl zawiera tylko elementy brzegowe
izoterm i adiabat. W ten spos6b przyblizamy dowolny
odwracalny cykl kotowy suma cykli Carnota. Kiedy

liczba cykli elementarnych N ro$nie, otrzymujemy w

granicy
Rys.13.3. Kazdy proces odwracalny N oAQ. .
. e . .40 _18Q
mozna aproksymowac ztozeniem cykli Iim ol ll? =0 (6.4.4)
Carnota. NoeiTy i ¢

Widzimy, ze catka po obwodzie zamknigtym C z wyrazenia Q 'Tr(’)wna jest zeru. Oznacza
to réwniez, ze w przypadku procesu przeprowadzajacego uklad z jakiego$ stanu A do innego
stanu B catka z tego wyrazenia nie bedzie zaleze¢ od drogi catkowania. (Przypomnij sobie
analogiczna wtasnos¢ pracy wykonywanej w polu sit zachowawczych, omawiang w lekcji
czwartej lub zmiany energii wewnetrznej gazu w procesach kwazistatycznych,
odwracalnych.) Wtasnos¢ ta oznacza, ze funkcja okreslona ta catka jest funkcja stanu. Nosi
ona nazwe entropii i oznaczana jest przez S. Mamy wigc:

o}
ds=— 4.
T “(645)

Funkcje t¢ poznamy w dalszej czgsci kursu w interpretacji statystycznej jako wielko$¢
zwiazana z prawdopodobienstwem stanu uktadu.

Dla kotowego procesu odwracalnego mamy

.&:—} -
iﬁr=£d3=” (6.4.6)

Dla przemiany przeprowadzajacej w sposéb odwracalny uktad ze stanu A do stanu B
| == 1dS=55-54 (6.4.7)

Podana tu definicja nie pozwala na wyznaczenie bezwzglednej wartosci entropii bowiem z
zaleznosci (6.4.7), widaé, ze




B
= EE Sa (6.4.8)

‘Jl

Dla wyznaczenia entropii uktadu w danym stanie musielibySmy zna¢ wartos¢ bezwzgledna
entropii stanu poczatkowego. Mozemy jednak wyznaczy¢ przyrost entropii w danym procesie
i to (jak zobaczymy) ma zasadnicze znaczenie dotyczace okreslenia mozliwosci zachodzenia
oraz kierunku przebiegu proceséw w przyrodzie. Wazna cecha entropii jest takze jej
addytywnosé, co oznacza, ze entropia uktadu jest suma entropii poduktadéw. Warto tez

zwroci¢ uwage, ze poniewaz w przemianie adiabatycznej, odwracalnej mamy Q= ﬂ, to

warto$¢ entropii jest dla tej przemiany stala; 5=const.d5=0 ppoceq adiabatyczny,
odwracalny nazywa si¢ dlatego procesem izoentropowym.

Zauwazmy, ze w przypadku proces6w nieodwracalnych wzrasta oddane otoczeniu ciepto o
znaku ujemnym w stosunku do ciepta pobranego, ktéremu przypisaliSmy znak dodatni.
Przyczyna jest niekwazistatyczny przebieg procesu, niedoskonata izolacja uktadu itp.

Sprawnos¢ silnikow nieodwracalnych jest mniejsza niz odwracalnego silnika Carnota. Z
nieréwnosci (6.3.10) wynika, ze

Q:+Q:- . -7,
Q; T;

(6.4.9)

co mozemy przepisa¢ w postaci

Q: Q

by

=0 (6.4.10)

5

1

Poréwnujac tg zaleznos¢ ze wzorem (6.4.1) widzimy, ze ciepto zredukowane w procesach
nieodwracalnych jest mniejsze niz w procesach odwracalnych Warto$¢ catki z lewej strony
wzoru (6.4.6) tez bedzie mniejsza w procesach nieodwracalnych niz w odwracalnych, dla
ktérych warto$¢ ta réwna jest zeru. Lacznie dla obu typéw proceséw mozemy zapisacé
nieréwnos¢ postaci

IJ%%C”EG (6.4.11)
[ [

Nier6wnos$¢ ta zwana jest nierownosciq Clausiusa. Przypadek znaku rownosci dotyczy
proceséw odwracalnych.

Poréwnajmy ze soba sumaryczne ciepto zredukowane 1 zmiany entropii dla przemian
odwracalnych i nieodwracalnych. Rozpatrzmy cykl kotowy, w ktérym przemiana ze stanu A
do B jest nieodwracalna, a przemiana z B do A jest odwracalna. W oparciu o nieré6wnos¢
Clausiusa mozemy napisac



1

B y
|‘§+|§{ﬂ

| | (6.4.12)
Afn) T Efoj r
gdzie wskaznikami (n) i (o) oznaczyliSmy odpowiednio przemiang nieodwracalna i
odwracalna. Dla przemiany odwracalnej mamy
‘J.l
| %:5{5;-5{5; (6.4.13)
Efo]
Biorac to pod uwage mozemy wzor (6.4.12) przepisa¢ w postaci
B
| £+S{A}—S{B}-::ﬂ (6.4.14)
A;:: ] r
lub inaczej
B
| % <S§{B)-S{A) (6.4.15)
Afn)

Oznacza to, ze sumaryczne ciepto zredukowane w procesie nieodwracalnym migdzy stanami
A i B jest mniejsze od zmiany entropii przy przej$ciu odwracalnym migdzy tymi stanami. Dla

uktadu izolowanego nie wymieniajacego ciepta z otoczeniem mamy Q= ﬂ, czyli
B
| —=0 (6.4.16)

Afn]

Wz6r (6.4.15) mozemy dla takiego przypadku napisa¢ w postaci
S(B)=>5A) (6.4.17)

Rezultat ten znany jest jako prawo wzrostu entropii.
Entropia uktadu izolowanego, w ktorym zachodzq procesy nieodwracalne moze tylko rosnqc.

Jezeli w uktadzie zachodza wytacznie procesy odwracalne, albo uktad osiagnat stan
rownowagi termodynamicznej wtedy entropia pozostaje stala.

Jak wspominaliSmy juz, stwierdzenie to stanowi zasadnicza warto$¢ pojgcia entropii. Jest to
funkcja stanu okreslajaca kierunek przebiegu proceséw, zaréwno wyidealizowanych
(odwracalnych) jak i rzeczywistych. Okreslajac zmiany entropii mozemy przewidziec, czy
dany proces jest mozliwy, czy tez nie lub czy moze zajs¢ samorzutnie w uktadzie
pozostawionym sobie.



5. Druga zasada termodynamiki

Poznali$my juz pierwsza zasade¢ termodynamiki bedaca faktycznie zasada zachowania energii
odniesiong do proceséw termodynamicznych. Zasada ta okresla warunki energetyczne
zachodzenia proceséw w przyrodzie i faczy ilosSciowo przekaz ciepta oraz wykonana prace ze
zmianami energii wewngtrznej uktadu. Odnosi si¢ ona do wszelkich pomys$lanych proceséw,
niekoniecznie dajacych si¢ zrealizowa¢ w rzeczywistosci. Oznacza tez niemozliwos¢
skonstruowania perpetuum mobile pierwszego rodzaju jako sprzecznego z zasada zachowania
energii. Jednakze - pierwsza zasada termodynamiki nie wyr6znia zadnego kierunku
zachodzenia procesow chociaz wiemy, ze kierunki te sa wyrdznione.

Pierwsza zasada termodynamiki nie wystarcza do pelnego opisu proceséw zachodzacych w
przyrodzie. Dla przyktadu, catkowicie zgodna z pierwsza zasada termodynamiki bytaby
zamiana na pracg¢ nieprzebranej ilosci energii cieplnej tkwiacej w wodach mérz i oceanéw, w
powietrzu, czy skorupie ziemskiej. Wiemy, ze energia ta nie moze by¢ w catosci zamieniona
na praceg.

Wymienmy jeszcze inne przyktady proceséw, ktére nie moga zachodzi¢, chociaz nie sa
sprzeczne z zasada zachowania energii.

e  Wiemy, ze wskutek tarcia wytwarzaja si¢ znaczne iloSci ciepta. Pierwotni ludzie tak
wlasnie rozniecali ogien. Tarcie jest przyczyna rozgrzewania si¢ hamulcéw w
samochodach. Nie zdarza si¢ jednak, by ciepto powstate wskutek ruchu tracych si¢
przedmiotéw wprawito te przedmioty z powrotem w ruch.

e (Gdy w naczyniu znajduje si¢ powietrze pod cisnieniem wigkszym od ci$nienia
atmosferycznego, to opusci ono naczynie, kiedy tylko pojawi si¢ w nim otwor. Proces
ten nastgpuje samorzutnie az do momentu wyréwnania si¢ ciSnien wewnatrz i na
zewnatrz naczynia. Jest to jednak proces nieodwracalny, bowiem proces odwrotny jest
nieprawdopodobny.

¢ Kiedy stykaja si¢ dwa ciata o r6znych temperaturach nastgpuje przeptyw ciepta od
ciala o temperaturze wyzszej do ciala o nizszej temperaturze. Proces trwa az do
momentu wyréwnania si¢ temperatur. Nie obserwujemy nigdy samorzutnego
przeptywu ciepta od ciat chtodniejszych do cieplejszych.

W tej lekcji wprowadziliSmy fenomenologiczng definicjg¢ entropii, ktéra ma takie same
wlasnosci, jak i ta - wprowadzona w dalszej lekcji na gruncie statystyki. OkresliliSmy tez
granice sprawnosci silnikow cieplnych stwierdzajac, ze sprawnos¢ wszystkich silnikéw
rzeczywistych czyli pracujacych w cyklu nieodwracalnym jest mniejsza niz silnika
odwracalnego. PoznaliSmy wigc szereg warunkéw zachodzenia proceséw w przyrodzie -
innych niz te, wynikajace z zasady zachowania energii.

Warunki te ujgte sa w postaci drugiej zasady termodynamiki, ktéra moze by¢ sformutowana
na kilka sposobéw.

1. Sformulowanie podane przez Clausiusa w 1850r. Niemozliwe jest przekazywanie ciepta
przez ciato o temperaturze nizszej ciatu o temperaturze wyzszej bez wprowadzenia innych
zmian w obu ciatach i w otoczeniu.



2. Sformulowanie podane przez Kelvina w 1851r. Niemozliwe jest pobieranie ciepta z
Jednego termostatu i zamiana go w catosci na prace bez wprowadzania innych zmian w
uktadzie i w otoczeniu.

Wiasnie sformutowanie Kelvina wskazuje na brak mozliwosci wykorzystania ciepta
zmagazynowanego w wodzie oceandéw. Juz na przyktadzie silnika Carnota widzielismy, ze
dla wykonania pracy konieczne byto oddawanie czgsci ciepta otoczeniu, a warunkiem tego
byl termostat o nizszej temperaturze niz zrédto ciepta. Kiedy za$ temperatury zrédta i
odbiornika ciepta staja sig bliskie, to wydajnos¢ silnika zmniejsza si¢ do zera.

Hipotetyczny silnik, ktory pobieralby ciepto z otoczenia 1 zamieniat je w catosci na prace
nazwano "perpetuum mobile drugiego rodzaju". Druga zasad¢ termodynamiki sformutowac
mozna wiec takze w nastgpujacy sposob.

Skonstruowanie perpetuum mobile drugiego rodzaju jest niemozliwe
Uogdlnieniem wszystkich tych sformutowan jest prawo wzrostu entropii.
Entropia uktadu izolowanego nie moze malec.

Wynika z tego, ze procesy zachodzace samorzutnie w uktadzie izolowanym prowadza do
wzrostu entropii, czyli osiagniecie stanu rownowagi oznacza osiagni¢cie najwigkszej wartosci
entropii uktadu. Wzrost entropii uktadu oznacza, ze uktad przechodzi do stanu bardziej
prawdopodobnego. Wszystkie procesy zachodzace w przyrodzie sa wigc jednokierunkowe
(nieodwracalne), gdyz przejscie do stanu o mniejszej entropii bytoby przejsciem do stanu
mniej prawdopodobnego.

6. Gaz rzeczywisty

Wiasnosci gazéw rzeczywistych bliskie sa wlasnosciom gazu doskonatego przy dostatecznie
matych ci$nieniach i wystarczajaco wysokich temperaturach, a wigc przy matych gestosciach.
Jesli warunki te nie sa spetnione, to rownanie stanu gazu doskonalego nie opisuje poprawnie
wlasnos$ci gazow rzeczywistych.

Przy opisie mikroskopowych wiasnosci gazu doskonatego zaklada sig, ze czasteczki gazu
zajmuja znikoma objetos¢, a ich oddziatywania sprowadzaja si¢ do zderzen sprezystych. W
rzeczywistosci, objetos¢ dostgpna dla ruchu czasteczek jest pomniejszona, bowiem nie moga
one zbliza¢ si¢ do siebie na odleglo$¢ mniejsza niz wynosi $rednica czasteczki i nie moga
zblizy€ si¢ do Scianek na odlegto$¢ mniejsza od ich promienia. Cis$nienie takze jest wynikiem
nie tylko sprezystych i natychmiastowych zderzen czasteczek, ale réwniez rezultatem ich
wzajemnych oddzialywan poza momentami zderzen. Objgtos¢ dostepna dla ruchu czasteczek
jest zatem pomniejszona w stosunku do objetosci gazu doskonatego, a ci$nienie -
powigkszone. Efekty te zostaly uwzglgdnione w réwnaniu van der Waalsa w postaci
dodatkowych cztonéw, ktére dodaje si¢ do cisnienia i odejmuje od objetosci.

fp+p' ) (V-V')=RT (6.6.1)

P , .. TN L . L .
Jesli wartosci Pi V Sg rowne zeru, otrzymujemy znane nam rownanie stanu gazu

doskonatego dla jednego mola gazu. Ciénienie ¥ | zwane jest ci$nieniem kohezyjnym.



Ci$nienie to proporcjonalne jest do gestosci gazu # i sit wzajemnego oddzialywania
czasteczek. Sity te takze wzrastaja proporcjonalnie do ggstosci gazu, a ggstos¢ jest odwrotnie
proporcjonalna do objg¢tosci. Mamy wiec

p~p F~p’~1/V? (6.6.2)

Zmniejszenie objgtosci proporcjonalne jest do liczby czasteczek, a liczba ta, przy danym
ci$nieniu, jest proporcjonalna do objgtosci naczynia. Objgtos¢ V' stanowi wiec te czesé
objetosci, ktdra jest efektywnie zajgta przez czasteczki gazu.

P=a e

. . = . L, . .
Wprowadzajac oznaczenia: oraz V' = B otrzymujemy réwnanie znane jako

rownanie van der Waalsa.

rownanie van o
+— 1V -bi=R
der Waalsa [}J 12 V-bl=R'T (6.6.3)

State @i bcharakteryzuja wtasnosci jednego mola danego gazu rzeczywistego.

Zaleznos¢ cisnienia od objetosci przy statej temperaturze dla gazu van der Waalsa wynikajaca
z rébwnania (6.6.3) ma postac

P=——"— (6.6.4)

Przykladowe izotermy van der Waalsa dla dwutlenku wegla CO; pokazane sa na Rys. 6.6.1.
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Rys. 6.6.1. Izotermy van der Waalsa dla dwutlenku wegla w kilku wybranych temperaturach.

Z postaci wzoréw (6.6.3) 1 (6.6.4) oraz ksztattu izoterm widzimy, ze sprezajac gaz przy statej
temperaturze mamy dla temperatur wysokich systematyczny wzrost ci$nienia przy
zmniejszaniu si¢ objetosci, podobnie jak dla gazu doskonatego. Najmniejsza warto$¢
objetosci réwna jest parametrowi P, ktéry opisuje efektywna objetosé zajmowana przez jeden
mol czasteczek gazu. Kiedy wigc objeto$é staje sig bliska 2, to ci$nienie dazy do

RT/[V -

I
nieskonczonos$ci, bowiem réznica w mianowniku wyrazenia "dazy do zera. Z

. T v .. v e .
kolei, wyrazenie ~ ¢ V= obniza warto$é ci$nienia, co przy stosunkowo niskich temperaturach
powoduje powstanie lokalnego minimum w obszarze pomig¢dzy punktami C i B.

Naturalnym wnioskiem z analizy izoterm van der Waalsa jest to, ze dla okreslonej
temperatury nie pojawia si¢ minimum, ale jedynie punkt przegigcia na poziomym odcinku
krzywej. Punkt ten zwany jest punktem krytycznym i na rysunku 6.1 oznaczony jest literg K.
Odpowiadajace temu punktowi wartosci ci$nienia, objgtosci 1 ggstosci gazu nosza nazwe
wartoSci krytycznych. Znaczenie tych wartosci oméwimy w dalszej czesci tej lekcji.

Znajac wartosci krytyczne dla danej substancji nietrudno jest wyznaczy¢ odpowiednie
wartosci wspotczynnikow a i b w réwnaniu van der Waalsa. W punkcie krytycznym styczna
do izotermy jest pozioma, co oznacza zerowanie si¢ pierwszej pochodnej cisnienia wzgledem
objetosci. Punkt ten jest tez punktem przegigcia, co oznacza zerowanie si¢ drugiej pochodne;j.
Mamy zatem dla T=const




dp__ R T +"?=ﬂ oraz

v (V-b)? VvV

. ) (6.6.5)
d If, _ _.H.Tﬂ _6'%—{:0: { przy T = const)
dv- (V-b) V*°

Z réwnan tych wyznaczamy

¥ a a
T,.=—. 2. = . fio=3-b
k=5 1R Py o b ' (6.6.6)

Wsp6étczynniki rownania van der Waalsa wyrazone przez wartosci krytyczne wynosza

az—:’_'{H'TH’]: b BTk (6.6.7)
64 pp. ' S-ph. o

Tak wyznaczone wspétczynniki zostaly uzyte w naszej interaktywne;j ilustracji izoterm van
der Waalsa dla dwutlenku wegla, gdzie Ty,=304K, piw,=7.38MPa.

Na koniec warto zaznaczy¢, ze nasze dotychczasowe rozwazania w tej lekcji odnosity si¢ do

jednego mola gazu. Kiedy rozwazamy My moli, wowczas dodatkowe cztony réwnania (6.6.1)
, Ny -a )
p="M__ V=ny, b
7 ‘ . . ,
sa: |2 , aréwnanie van der Waalsa ma postaé

Ve

[IJ+ s H] AV—ny bl=ny RT (6.6.8)

Nalezy doda¢, ze rownanie van der Waalsa ma charakter empiryczny i jest jednym z kilku
réznych réwnan stanu gazu rzeczywistego, najbardziej popularnym.

Przeanalizujmy nieco doktadniej postac izoterm van der Waalsa, dla réznych wartosci
temperatur. Przyktadowe ksztatty izoterm dla trzech r6znych temperatur spetniajacych

warunek 17 < T <12 przedstawia Rys. 6.6.2. Zacznijmy od przypadku temperatury nizszej
od temperatury krytyczne;j.



Kiedy poprzez zmniejszanie objgtosci

naczynia sprezamy izotermiczne gaz

rozpoczynajac od duzej objgtosci i

matlego ci$nienia w temperaturze ponizej
[az temperatury krytycznej (punkt

jz

T, < Ty < T, oznaczony symbolem temperatury T ) -
przesuwamy si¢ po krzywej w kierunku
punktéw <1i B. W punkcie B krzywa
para ma lokalne maksimum. Dalsze
nenusycond | ;wigkszanie sity wywieranej na ttok
' powinno spowodowac obnizenie
~ ciSnienia wewnatrz naczynia. Musiatoby

1 2 to doprowadzi¢ do raptownego przejscia

Tl uktadu do stanu E o tym samym

! ci$nieniu, bowiem cisnienie zewnetrzne

v > byloby wigksze od ci$nienia
wewnetrznego. Tak si¢ jednak nie dzieje.
W punkcie “Xrozpoczyna si¢ nowe

Rys. 6.6.2. Przyktady izoterm van der Waalsa zjawisko - skraplanie, czyli tworzenie si¢

fazy ciektej.

{ ciecz+
para nasycona

Para nienasycona, bedac w fazie gazowej, wskutek spr¢zania zwigksza swa gegstos¢ i w

punkcie A osiaga gestos¢ pary nasycanej w temperaturze T , czyli staje si¢ para nasycona.
Dalsze zmniejszanie objgtosci powoduje skraplanie pary nasyconej. Proces ten odbywa si¢
wzdhuz prostej <10 | przy statym ci$nieniu.

Przy zmniejszeniu si¢ objetosci na odcinku 1L coraz wigcej gazu ulega skropleniu. W
naczyniu wspélistnieja wtedy dwie fazy - ciecz i para nasycona. W punkcie D caty gaz ulega
skropleniu i nast¢puje gwattowny wzrost ci§nienia, poniewaz §cisliwos¢ cieczy jest
wielokrotnie mniejsza od Scisliwosci gazow.

Fakt, ze w punkcie <1rozpoczyna si¢ skraplanie nie oznacza, ze odcinek krzywej 1B jest dla
gazu nieosiagalny. Proces skraplania rozpoczyna si¢ na istniejacych zwykle w gazie
niejednorodnos$ciach, ktore sa centrami kondensacji. Jesli proces sprezania przeprowadzany
jest ostroznie a gaz nie zawiera zanieczyszczen mozliwe jest przemieszczenie si¢ do punktu

B Gaz w takim stanie nazywamy parq przesycong.

Analogicznie do efektu powstawania pary przesyconej mozliwe jest przejscie w odwrotnym
kierunku - od punktu I do punktu €. Uzyskujemy wtedy stan cieczy przegrzanej. Stany te sa
stanami metastabilnymi. Oznacza to, ze wystarczy niewielkie zaburzenie, aby wyprowadzi¢
ciecz lub gaz z takiego stanu. Nastgpuje wtedy gwattowna kondensacja (w przypadku pary
przesyconej) lub wrzenie cieczy (w przypadku cieczy przegrzanej). Proces skraplania badz
wrzenia rozpoczyna si¢ na wystepujacych niejednorodnos$ciach, a nastgpnie obejmuje cata
objetosc.

Nalezy tu wspomnie¢ o niezwyklym zastosowaniu zjawiska powstawania pary przesyconej i
cieczy przegrzanej. Zjawiska te zostaty wykorzystane w konstrukcji detektorow
promieniowania jonizujacego i odegraty doniosta role w badaniach z dziedziny czastek



elementarnych. Kondensacja pary przesyconej wykorzystana zostala w dziataniu komory
Wilsona, za$ stan cieczy przegrzanej w komorach pecherzykowych.

Fotografia 6.2. przedstawia wngtrze komory
pecherzykowej wypetnionej ciektym propanem.
Stan przegrzania uzyskano poprzez gwattowne
obnizenie ci$nienia w komorze, dzieki czemu
osiagnigto warto$é ponizej punktu £z rysunku
6.2. W tym momencie do komory wstrzyknigta
zostala wiazka jader wegla z akceleratora. W
rezultacie oddzialywan jadrowych, ktore
nastapity wewnatrz komory, wyemitowanych
zostalo wiele czastek, w tym takze - czastek
natadowanych, ktére wywotuja jonizacj¢ atomow
osrodka. Zjonizowane atomy stanowig bardzo
skuteczne centra, na ktérych rozpoczyna si¢
proces wrzenia. W rezultacie, wzdtuz toréw
czastek tworza si¢ mikropecherzyki pary, ktére
szybko powigkszaja si¢. Kiedy ich wielkoS¢ jest
odpowiednia do sfotografowania uruchamiana
jest lampa btyskowa i uktad aparatow
fotograficznych rejestruje obraz sladéw czastek
emitowanych w oddziatywaniu
jadrowym.(Wigcej na ten temat powiemy, i do
fotografii tej powr6cimy, w drugiej czesci kursu
fizyki.)

Warto zwrdéci¢ tu uwage na niepozadany, ale
interesujacy z punktu widzenia naszych
rozwazan, element. Wewnatrz komory
znajdowaly si¢ trzy ptytki wykonane z tantalu.
Plytki te stanowity oczywiste zaburzenie
jednorodnosci w komorze, moglty réwniez drgnaé
przy gwaltownym obnizaniu ci$nienia W
rezultacie, wokot nich nastapito réwniez

. spontaniczne wrzenie propanu widoczne w
Fot. 6.6.1. Wnetrze komory pecherzykowej. postaci biatych plam na zdjeciu.

Proces przechodzenia ze stanu stalego w stan cieklty nazywamy topnieniem. Proces ten
wymaga dostarczenia ciepta, ktére dla jednostkowej masy substancji nosi nazwg ciepta
topnienia. Proces ten dla substancji krystalicznych zachodzi w okreslonej temperaturze.
Zaktadajac, ze ilos¢ dostarczanego ciepta na jednostke czasu ma warto$¢ stalg otrzymamy
zaleznos$¢ temperatury od czasu dla ciala, ktére podlega procesowi topnienia w postaci
przedstawionej na rysunku 6.6.3.



" Kolorem czerwonym pokazana jest zaleznos¢
T temperatury od czasu dla ciat krystalicznych.
Temperatura ciata wzrasta wraz z uptywem
czasu, kiedy dostarczane jest ciepto. Po
osiagnieciu temperatury topnienia, punkt <1,
ciepto zuzywane jest na proces topnienia i
temperatura pozostaje stata. Kiedy stopieniu
ulega cata masa, punkt B, temperatura fazy
ciektej zaczyna dalej wzrastac.

W przypadku cial amorficznych nie ma

okreslonej temperatury topnienia.

Przechodzenia ciata w stan ciekty odbywa si¢
Rys. 6.6.3. Zaleznosci temperatury od czasu ~ w okreslonym przedziale temperatury. Jest to

dla ciat krystalicznych (kolor czerwony) i rezultatem podobne;j struktury ciat

amorficznych (kolor niebieski). amorficznych i cieczy (brakiem
uporzadkowania atoméw 1 czasteczek na
duzych odlegtosciach).

Trzeba tu dodac, ze rysunek 6.6.3 jest jedynie rysunkiem schematycznym. Nachylenia
odcinkéw do punktu A i od punktu B beda r6zne, gdyz zaleza one od ciepta wiasciwego, ktore
dla fazy ciektej ma inng warto$¢ niz dla fazy state;j.

Procesem odwrotnym do topnienia jest proces krzepnigcia albo inaczej - krystalizacji. W
procesie tym cialo oddaje ciepto, a sam proces rozpoczyna si¢ takze na centrach krystalizacji,
podobnie jak na centrach kondensacji w przypadku skraplania. Takze podobnie i tu mozliwy
jest proces przechtodzenia cieczy i pozostawanie jej w stanie metastabilnym. Drobna
niejednorodno$¢ w postaci zanieczyszczenia moze wowczas spowodowac proces krystalizacji
(bardziej ogélnie - solidyfikacji, gdyz nie zawsze powstajacy stan staty ma strukturg
krystaliczna). W przypadku silnych, gwaltownych przechtodzen mozliwe jest przejscie cieczy
w stan amorficzny ciata statego.

Zadania
Zadanie 6.1 praca gazu doskonalego

Prosz¢ obliczy¢ prace wykonana przez gaz doskonaty przy zmianie jego objetosci od V; do
V, w przemianie: izobarycznej, izotermicznej, politropowej i adiabatyczne;j.

Rozwigzanie
W
W= dev

Praca przy zmianie obj¢tosci gazu, bedzie:
gazu zwigksza sig, a ujemna gdy maleje.

. Praca ta jest dodatnia gdy objetos¢

Gdy gaz podlega przemianie izobarycznej to:
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oraz

W

W= dev =plV, -V,

Dla przemiany izotermicznej ¥ 11 =Py =pV . Po podstawieniu do wzoru na pracg
_ P1Y1
zaleznosci Vo dostajemy

4V

W, W
W= J‘Pﬂ"rl? =p Vil

R

Gdy gaz podlega przemianie politropowej to:

F'11"T1n =P2v;1 =P'T"rn’

gdzie n oznacza, tym razem, wyktadnik politropy (6.3.37).

Wstawiajac do wzoru na pracg, otrzymujemy

v, 1
=p V)
W 1-n

w,

B L 1 1
W= [p, L dV =p VP [—dV =p V2
Jplvn ™1 1{[1“?rl ISR

-1 n-1
1;”?2 T"Tl

1

1-n

W 1In

Dla przemiany adiabatycznej, wyktadnik # = # | Przypadek adiabaty rozpatrzony zostat
rowniez w poprzednim zadaniu, w ktérym wzor na pracg¢, wykonana nad uktadem,
wyprowadzony zostal innym sposobem.

W przypadku przemiany izotermicznej tt =1, a w przypadku przemiany izobarycznej & = 0

Prace W wykonana nad uktadem znajdziemy np. przez zastosowanie wzoru ogélnego
W=

Zadanie 6.2 praca w przemianie adiabatycznej

Obliczy¢ prace wykonana przy adiabatycznym spr¢zaniu gazu doskonatego od objetosci V;
do V,, jesli cisnienie poczatkowe wynosito p;. Znany jest rOwniez wykladnik adiabaty «x.

Rozwigzanie
W przemianie adiabatycznej nie zachodzi wymiana ciepta z otoczeniem co wyrazamy

zapisem Q = 0. W wyniku wykonanej pracy (nad gazem) wzro$nie energia wewngtrzna gazu
AU. Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki:



W= AT =, C, AT

Dla przemiany adiabatycznej obowiazuje zwiazek
iV =PV ,

gdzie pj, V| - to ci$nienie i objetos$¢ na poczatku przemiany, a p i V» - to ci$nienie i objgtos¢
na koncu przemiany.

Zmianom cisnienia 1 objgtosci w tej przemianie gazu doskonatego towarzyszy wzrost

T, = Py T, = ps Vs

temperatury od nyk do ny R . Zmiana temperatury AT=T,-T, bedzie
AT = Pa¥y “P1Y)
., nq B
wynosic¢

Praca wykonana przy adiabatycznym spre¢zaniu czasteczek gazu od objetosci Vi do Vs, jesli
ci$nienie poczatkowe wynosito p;, bedzie:

Z WV
W= Ev ™ ’if—i'l PV
2
W
Pa™HR e
po uwzglednieniu zaleznosci wynikajacej z rownania adiabaty: 2 Jesli

uwzglednimy, ze dla gazu doskonatego spetniona jest zaleznos$¢ (6.2.17) to otrzymamy:

-1
W= pl-l;url E -1
w—1]| V,
Wykonang pracg mozna réwniez obliczy¢ (ten sam wynik) korzystajac z definicji pracy w
przemianie termodynamiczne;j.

Zadanie 6.3 cykl Otta

Pracg czterosuwowego silnika benzynowego, z dobrym przyblizeniem, opisuje cykl Otta na
ktory sktada si¢ szes¢ nastgpujacych procesow:



Cykl Otta
(3

—+ — Izohara

acliabata

izochora

cifniedie, p

4

1)

Wy Dbljetns'é,ﬁf 7,

Rys. 26.3.1. Kolejne przemiany w cyklu

proces (0) - (1) polega na izobarycznym (przy
statym cisnieniu p;) wessaniu powietrza
zawierajgcego pary benzyny do catkowitego
wypetnienia objetosci cylindra Vi,

proces (1) - (2) prowadzi do adiabatycznego
sprezenia zassanej mieszanki, az do minimalne;j
objetosci cylindra V,, przy czym temperatura i
cisnienie podnoszg sie do wartosci T, i p,,

proces (2) - (3) towarzyszy spalaniu (wybuchowi)
mieszanki przy statej objetosci V, = V3, czemu
towarzyszy wzrost temperatury od T, do T,

proces (3) - (4) polega na adiabatycznej ekspansji
gazow spalinowych do objetosci V,, przy czym
temperatura spada do wartosci Ty,

proces (4) - (1) przedstawia (izochoryczny)
spadek cisnienia do p, i temperatury do T, w
wyniku otwarcia wentyla wypustowego,

proces (1) - (0) ilustruje powrét uktadu do stanu
poczatkowego w ktérym zachodzi izobaryczne
wypchniecie reszty gazéw spalinowych z uktadu
spalania.

Obliczy¢ wydajnos¢ cyklu Otta. W odpowiedzi proszg uwzglednic tzw. stopien sprezenia tj.

iloraz objetosci V,/V.

Rozwiazanie
Cyld Otta
(3
g izobara

adiabata
imoc hora

-

&

2 |y

4)

13

|
-

Ve Dbljetas'é, i v,

Rys. 26.3.2. Kolejne przemiany w cyklu

T, <T,

W procesie (2) - (3) izochorycznego ogrzewania gaz

pobiera ciepto

Qy = AT, =nCu AT = nCy [T, - Ty )

W procesie (4) - (1) izochorycznego ochtadzania
gaz oddaje ciepto

Q, = AT, =nC AT =nC (T, - T, )

b
, wigc ciepto oddane przez gaz wyniesie

|Q4|= nCv[T4 _Tl)



Sprawnos$¢ cyklu Otta obliczamy ze wzoru:

Qz _|Q4|

Qs

Po podstawieniu, otrzymujemy

T, -T, T, +T,

"o T3_T:4

Aby wyrazi¢ t¢ sprawno$¢ za pomoca stopnia sprezenia wykorzystamy réwnania adiabat w
TRl = t . . . . . i
postaci const - Wyktadnik w réwnaniu adiabaty (Poissona) K

w1 _ -1 =1 — -1
Dla procesu (1) - (2) mamy: L™ =Ty , dla procesu (3) - (4) mamy: TV, T, )
Z powyzszych réwnan obliczamy temperatury i podstawiamy do wzoru na sprawnos¢.

w1

Otrzymujemy, ze
Zadanie 6.4 wykresy przemian

Gaz doskonaty poddano kolejno trzem przemianom: (1)-->(2), (2)-->(3), (3)-->(1). Wykres
zmian stanu tego gazu we wspotrzednych T, V przedstawiony jest na Rys. z6.4.1, ponizej.

(2
\
A S ©
tempenlitu.m, T |

Rys. z6.4.1. Przemiany w uktadzie T, V.

e Jakim kolejnym przemianom poddano gaz?
e Przedstaw przemiany tego gazu na wykresach, we wspotrzednych p,V oraz p,T.

Rozwiazanie

Analizujemy kolejno przemiany zilustrowane na podanym wykresie (Rys. z6.4.2.):



cirdenis, p

przemiana (1) --> (2) to przemiana izobaryczna w ktérej rosnie objgtos¢ i temperatura

gazu

przemiana (2) --> (3) to przemiana izotermiczna w ktérej maleje objetos¢ 1 ros$nie

ci$nienie gazu

przemiana (3) --> (1) to przemiana izochoryczna w ktérej maleje temperatura i

ci$nienie gazu.

T — izochora
— izohata
— izotetma (2)
":=-n
= h 4
(EL—t—s
temperétu.m,T I

Rys. z6.4.2. Przemiany przedstawione w uktadzie T, V.

izochora
izohatra
— izoterma (3>'
(L »- (2)
temperﬁtum, T '

Rys. 26.4.3. Przemiany w ukfadzie p, T.

przemiana (1) --> (2) to przemiana
izobaryczna w ktdrej ro$nie objetos¢ i
temperatura gazu

przemiana (2) --> (3) to przemiana
izotermiczna w ktdrej maleje objetos¢
i ro$nie ci$nienie gazu

przemiana (3) --> (1) to przemiana
izochoryczna w ktérej maleje
temperatura i ciSnienie gazu.

cifTderde, p

T — izochora
— izobara

(3> — izoterma

(1) = (2)

n:nhjn:tés’ni,ii’ :

Rys. 26.4.4. Przemiany w ukfadzie p, V.

przemiana (1) --> (2) to przemiana
izobaryczna w ktorej ro$nie objetosc i
temperatura gazu

przemiana (2) --> (3) to przemiana
izotermiczna w ktdrej maleje objetos¢
i ro$nie cis$nienie gazu

przemiana (3) --> (1) to przemiana
izochoryczna w ktérej maleje
temperatura i ciSnienie gazu.



Zadanie 6.5 zmiana entropii

Oblicz zmiang entropii porcji ny moli gazu doskonatego w procesie izotermicznego
rozpr¢zania od objetosci Vo do objgtosci Vi.

Rozwiazanie

Z pierwszej zasady termodynamiki dU =80 —p-dV . Dla przemiany izotermicznej
dU =0

a5 =50 _p:dV

Dlatego 8Q =p-dv oraz T T . Zréwnania stanu gazu doskonatego
H, -R dv
E:H— dS:H-H-R-_
T Vo wiec V
e dv 14
M:S::_SE:JH.HI '?=H_H'R'1HV::
Poszukiwana zmiana entropii Va 0
Stownik
anizotropia zalezno$¢ wlasnosci fizycznych ciata od kierunku
. metastabilny stan cieczy, w warunkach cisnienia i temperatury
ciecz przegrzana . . . ..
odpowiadajacych stanowi gazowemu danej substancji
ciepto stosunek 1losci ciepta pobranego z danego zrédta do jego temperatury
zredukowane bezwzglednej

cykl odwracalny sktadajacy si¢ z dwéch przemian izotermicznych oraz

cykl Carnota dwoch adiabatycznych

cykl termodynamiczny sktadajacy si¢ z dwoch adiabat izochory 1 izobary.

cyki Diesia Opisuje pracg silnika Diesla.

cykl termodynamiczny sktadajacy si¢ z dwéch adiabat i dwoch izochor.

cykl Otta Do cyklu Otta zblizony jest cykl pracy silnika benzynowego.

1. Niemozliwe jest przekazywanie ciepta przez ciato o temperaturze
nizszej cialu o temperaturze wyzszej bez wprowadzenia innych zmian w
obu ciatach 1 w otoczeniu

2. Niemozliwe jest pobieranie ciepta z jednego termostatu 1 zamiana go
na praceg bez wprowadzania innych zmian w uktadzie i w otoczeniu.

3. Skonstruowanie perpetuum mobile drugiego rodzaju jest niemozliwe
4. Entropia uktadu izolowanego nie moze male¢.

druga zasada
termodynamiki

1.funkcja stanu ktérej przyrost w przemianie odwracalnej rowny jest
entropia przyrostowi ciepta zredukowanego
2. wielkos$¢ proporcjonalna do logarytmu prawdopodobienstwa




termodynamicznego stanu uktadu

faza substancji

stan substancji charakteryzujacy si¢ jednoznacznie okreslonymi
wilasnosciami

nierownosc
Clausiusa

suma wartosci ciepetl zredukowanych w kazdej przemianie zamknigte;j
jest nie wigksza od zera

para nasycona

para o maksymalnej mozliwej gestosci w danej temperaturze

para przesycona

metastabilny stan pary, w warunkach ci$nienia i temperatury
odpowiadajacych stanowi ciektemu danej substancji

parowanie

proces polegajacy na przejsciu z fazy ciektej do gazowe;j

pierwsza zasada
termodynamiki

Przyrost energii wewngtrznej uktadu rowny jest sumie dostarczonej do
uktadu energii cieplnej, wykonanej nad uktadem pracy oraz energii
uzyskanej wskutek wymiany materii z otoczeniem. Przyrost ten w
procesach kwazistatycznych i odwracalnych nie zalezy od sposobu, w
jaki dokonuje si¢ przejscie, a okreslony jest catkowicie przez poczatkowy
i koncowy stan uktadu

prawo wzrostu

Entropia uktadu izolowanego, w ktérym zachodza procesy nieodwracalne

entropii moze tylko rosnac.
proces proces, w ktérym entropia zachowuje wartos¢ stata. Procesem takim jest
izoentropowy kazdy proces adiabatyczny, odwracalny.
przejscie fazowe | proces w rezultacie ktérego zmienia si¢ faza substancji
rzemiana . . .
prz . proces, ktéry zachodzi w stalej temperaturze; T=const
1Zotermiczna

prawo Boyle'a

odnosi si¢ do przemiany izotermicznej: pV=const. W stalej temperaturze
iloczyn ci$nienia i objgtosci jest staty lub - cisnienie zmienia sig

Mariotte'a . . . N
odwrotnie proporcjonalnie do objgtosci.
rzemiana . . e
li)z ozchoryczna proces, ktory zachodzi przy stalej objgtosci; V=const
rzemiana . . e
Iijz ozbaryczna proces, ktory zachodzi przy statym cisnieniu; p=const
rzemiana . . . . . .
Z dia batyczna przemiana, ktéra zachodzi bez wymiany ciepla z otoczeniem
przemiana . . e ie . .
politropowa przemiana, w czasie ktorej pojemnos$¢ cieplna ciata pozostaje stata
punkt okreslajacy warunki cisnienia i temperatury, w ktérych moga
punkt potréjny istnie¢ w rownowadze trzy stany skupienia danej substancji: stata, ciekta i

gazowa

rownanie van der
Waalsa

rOwnanie stanu gazu rzeczywistego biorace pod uwage objgtos¢
czasteczek gazu i sily ich wzajemnych oddziatywan




skraplanie

proces polegajacy na przejsciu z fazy gazowej do fazy cieklej

stan (punkt)
krytyczny

stan, w ktérym znikaja réznice pomigdzy wlasnosciami cieczy, pary
nasyconej i gazu. Ggstosci substancji w tych trzech stanach sa jednakowe.

stan metastabilny

stan uktadu, ktéry moze by¢ zmieniony wskutek bardzo niewielkiego
zaburzenia warunkéw w jakich uktad si¢ znajduje

stan rownowagi

stan ktérego wiasnosci makroskopowe nie zmieniaja si¢ w czasie

dynamicznej pomimo zachodzacych proceséw w skali mikroskopowe;j
sublimacja proces polegajacy na przejsciu z fazy gazowej do fazy stalej
1.Wszystkie silniki pracujace w odwracalnym cyklu Carnota pomigdzy
twierdzenie tymi samymi temperaturami maja t¢ sama sprawnosc.
Carnota 2. Sprawno$¢ cyklu nieodwracalnego jest zawsze mniejsza od sprawnos$ci
cyklu odwracalnego.
wartosci warto$ci ci$nienia, temperatury i ggstosci w punkcie krytycznym
krytyczne , lemp y1ge p ytyczny
wzor podaje zaleznos$¢ ci$nienia atmosferycznego od wysokosci nad
barometryczny powierzchnia Ziemi

wykres stanu

wykres we wspoétrzednych temperatury i ci$nienia okreslajacy warunki
wspolistnienia faz danej substancji




Teoria kinetyczna

Substancje, z mikroskopowego punktu widzenia, maja
budowe "ziarnista". Sktadnikami ich sa atomy badz
czasteczki, ktérych wzajemne oddzialywania okreslaja
' wiasnosm makroskopowe substancji jak ci$nienie lub
1 temperatura oraz stan skupienia: staly, ciekty lub

| gazowy. Ogromna liczba czasteczek z jaka zwykle

' mamy do czynienia uniemozliwia stosowanie do opisu

czyni w mechanice. W jednym centymetrze
sze$ciennym gazu miesci si¢ w warunkach
normalnych okoto 10" czasteczek, ktére zderzaja si¢
ze sobg oraz ze Sciankami naczynia. Do opisu ich
ruchu stosuje si¢ metody statystyczne, a wielkosSci

1 makroskopowe charakteryzuje si¢ poprzez usrednione
" warto$ci wielkosci mikroskopowych takich jak
predkosci czasteczek czy energie ich wzajemnego
oddzialywania.

Fot. 7.0.1. Wystarczy zblizyc¢ sie do
kwitnqcych hiacyntéw, by poczuc -
role dyfuzji.

Dla ilosciowego opisu zjawisk transportu wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie strumienia, czyli
wielkosci okre$lajacej jaka wartos¢ danej wielkos$ci fizycznej przenoszona jest przez dana
powierzchni¢ w jednostce czasu. Zaréwno przenoszone wielkosci, jak i powierzchnie moga
by¢ rézne; moze to by¢ na przyktad strumien cieczy badz strumien $wiatla, moze to by¢
przekrdj rury, ale moze by¢ tez powierzchnia zamknigta, jak banka zaréwki itp. Strumien
odniesiony do jednostkowej powierzchni prostopadiej do kierunku przeptywu nazywaé
bedziemy gestosciq strumienia (lub nat¢zeniem strumienia).

Wystepujace w uktadzie niejednorodnos$ci bedace przyczyna zjawisk transportu
charakteryzowane sa przez pochodne funkcji okreslajacych przestrzenny rozktad danej
wielkosci. Rozktad ten odpowiada istnieniu pola danej wielkosci fizycznej, np. temperatury
lub gestosci. Pochodna wyrazajaca szybkos¢ zmian danej wielkosci w okreslonym punkcie
pola i w okreslonym kierunku jest dlugoscia wektora zwanego gradientem tej wielkosci.
Chociaz pojecie gradientu wprowadzimy formalnie w dalszej cze$ci kursu Podstaw Fizyki, to
jednak juz teraz bedziemy je uzywac do opisu zjawisk transportu.

1. Cisnienie

X
- — Czym jest ciSnienie gazu z mikroskopowego punktu
- h“ ‘i e widzenia?
_f'ﬂ:'&f" I .
“‘ Scianki naczynia zawierajacego pewna porcj¢ gazu
*h I v& o uderzane sa ustawicznie przez czasteczki bedace w
i./"j' K\, “] chaotycznym ruchu. Wyznaczmy przekaz pedu przy takich

zderzeniach. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze naczynie ma
Rys. 7.1.1. Czgsteczki gazu w ksztalt szescianu o dtugosci $cianek réwnej I
szesciennym naczyniu.



Predkos¢ czasteczki w uktadzie wspétrzednych prostokatnych zapiszemy w postaci wektora

U={uyg vy, ) (7.1.1)

4 W wyniku sprezystego zderzenia czasteczki ze Scianka

prostopadta do osi -X zmieni znak tylko sktadowa
predkosci wzdtuz tej osi, czyli bedzie

bl

U =—U,, U_":-:U.T” v.=4u, (712)

Dalsze nasze rozwazania dotyczy¢ beda tylko kierunku
X | stosowaé wiec bedziemy zapis skalarny. Zmiana

- Z Uy v skladowej pedu wzdhuz osi X bedzie réznica
-~ A . . .
— *» pomigdzy pedem po i przed zderzeniem (Ped
Uy oznaczamy tu duza litera P bowiem matq litera

Rys. 7.1.2. Zderzenie sprezyste oznaczac¢ bedziemy cisnienie.)

czqsteczki gazu poruszajqcej sie w
ptaszczyznie (X,Y) ze Sciankq APy =-m-p, —(m u, |=-2m v, (7.1.3)
prostopadtq do osi X.

i -
Ped przekazany $ciance bedzie odwrotnego znaku, a wigc wyniesie = %' Pz

czasteczki przez kostk¢ wynosi t=1/vy za$ przelot w obie strony trwac bedzie dwa razy

At=2.1/u,

. Czas przelotu

dtuze;j; . Czgstos¢ ¥ uderzen o Sciankg, czyli liczba uderzen w jednostce czasu

. ;. . . . =1/ = . a1l
bedzie odwrotnoscia czasu przelotu czasteczki w dwie strony czyli ¥ at=us (2 1) .

Ped przekazany sciance w jednostce czasu rowny bedzie pedowi przekazanemu w jednym
uderzeniu pomnozonemu przez liczbg uderzen w jednostce czasu.

AP, o, m-u-
X — X : 11 Uﬂ- — X
!

at 2.1

(7.1.4)

Z drugiej zasady dynamiki wiemy, ze AP/At=F Pamigtamy tez, ze cis$nienie jest
stosunkiem sity do powierzchni, na ktdra sita dziata . Powierzchnia ta jest w naszym
przypadku réwna kwadratowi boku $cianki. Ci$nienie bedace skutkiem uderzen jedne;j

czasteczki w §cianke wynosi wigc & ~ F/S=F/I" Sumujac przyczynki od wszystkich
uderzajacych w $cianke czasteczek i dzielac przez jej powierzchnig otrzymujemy wyrazenie
na cisnienie gazu dziatajace na $ciankg

N
S m. - oe, ] - )
ST mY , m N Yo (7.1.5)
P=—7T—7F—"° S/_,U::i_ PR Rt Bl R L
I.1° I i=1 ! N =1

Zatozylismy tu, ze wszystkie czasteczki w liczbie N maja t¢ sama mase 1. Dlugo$¢ $cianki
w trzeciej potedze zamieniliSmy objgtoscia szescianu v, Iloczyn masy czasteczki m przez
liczbg czasteczek N jest masa gazu w naczyniu, za$ podzielony przez objgtos¢ V jest gestoscia



"

.
gazu, ktéra oznaczylismy symbolem # . Symbol { .

sktadowej wektora predkosci wzdtuz osi X .

} oznacza wartos¢ srednia kwadratu

Biorac pod uwagg, ze kwadrat wektora rowny jest sumie kwadratéw jego sktadowych

"

% i pamietajac, ze wszystkie kierunki wektora predkosci sa tak samo
prawdopodobne oraz, ze ruchy w kazdym kierunku sa niezalezne - mozemy zamieni¢ warto$¢
srednig kwadratu sktadowej przez wartos¢ srednig kwadratu wektora predkosci, czyli

0o =u" =p; +u, +u

' {u: } (7.1.6)

Ostatecznie otrzymujemy wzOr wyrazajacy zwiazek pomigdzy mikroskopowymi (Srednia
predkos¢ czasteczek) i makroskopowymi (ci$nienie i ggsto$¢) wlasnosciami gazu

B= % IHI:IN - <u:) = % 2 (u:> (7.1.7)

W naszych rozwazaniach nie uwzglednialiSmy zderzen pomigdzy czasteczkami. Zwré¢my
jednak uwage, ze w zderzeniach sprezystych jest zachowany ped oraz energia kinetyczna, a
wigc przy duzej liczbie zderzajacych sig czasteczek zderzenia te nie beda wptywac na wartos¢
srednig pedu przekazywanego Sciankom naczynia. WybraliSmy takze regularny (szescienny)
ksztalt naczynia. W warunkach rownowagi ci$nienie wywierane na wszystkie $cianki o
dowolnym ksztalcie a takze wewnatrz naczynia jest jednakowe, o czym wiemy z prawa
Pascala. Rozwazania nasze maja wigc ogélny charakter.

2. Temperatura
Dla znalezienia zwiazku pomigdzy makroskopowa i mikroskopowa interpretacja temperatury

pomnézmy lewa i prawa strong rownania (7.1.7) przez objetos¢ naczynia Vi poréwnajmy to
wyrazenie z rOwnaniem stanu gazu doskonatego

(7). V=

We wzorze tym iloczyn ggstosci i objetosci jest po prostu masa gazu, ktéra nastepnie
wyraziliSmy w molach oznaczajac przez M jego masg¢ molowa.

4

p V= . <U~“>: ny R.T (7.2.1)

o

Ty | =
Ty | =

Mnozac stronami przez 3/2 i dzielac przez liczbe Avogadro otrzymujemy

— —

_ﬁ_@,:}_%i_y (7.2.2)

I.;||I-—'.




Zauwazamy przy tym, ze masa molowa podzielona przez liczb¢ Avogadro to po prostu masa

jednej czasteczki 0. Tloraz stalej gazowej i liczby Avogadro, to stata Boltzmanna ¥, ktéra
wprowadziliSmy wzorem (7.2.2a). Stata ta ma sens stalej gazowej odniesionej do jedne;j
czasteczki. Jak zobaczymy, stata ta odgrywa fundamentalna rolg w fizyce.

Wykorzystujac wprowadzone oznaczenia mozemy przepisac¢ rownanie (7.2.2) w postaci

1 2
:-IHD-<U >=

Wyrazenie po lewej stronie jest wielko$cia mikroskopowa - $rednia energia kinetyczna
chaotycznego ruchu czasteczek gazu przypadajaca na jedna czasteczkeg; wyrazenie po prawe]
stronie jest proporcjonalne do wielkosci makroskopowej - temperatury bezwzglednej ciata.
Stwierdzamy wigc ze,

kT (7.2.3)

L

temperatura jest miara Sredniej energii kinetycznej chaotycznego ruchu czgsteczek.

Srednia warto$¢ kwadratu predko$ci wynosi

<”:>= 3.1;;!;’;? | (7.2.4)

Na tej podstawie mozemy okresli¢ tzw. srednia predkos$¢ kwadratowa definiujac ja jako

- (12.10b)

my

:} 3 kT

Yo v, = {U

Zauwazmy, ze na podstawie wzoru (12.7) mozemy S$rednia predkos¢ kwadratowa wyrazic¢
poprzez wielkosci makroskopowe: ci$nienie p i ggsto$¢ gazu, ¥, bowiem na podstawie wzoru

J-p
Vo dav, =,

12.7) : £ Mamy wigc ideg prostego eksperymentu, za pomoca ktérego

okreslajac tatwo mierzalne wielkosci makroskopowe: p (manometr) oraz objgto$¢ i mase

gazu w celu wyznaczenia jego gestosci #, mozemy wyznaczyé statystycznie usredniona

wielkos¢ mikroskopowa jaka jest Yir dov Zaprojektuj taki eksperyment, i jesli mozesz -
zrealizuj go.

3. Zasada ekwipartycji energii

W naszych rozwazaniach uwzglednialiSmy tylko energig ruchu postgpowego czasteczek. Jest
to wystarczajace jezeli rozpatrujemy gaz jednoatomowy - kiedy atomy mozemy traktowac
jako punkty materialne. Do opisu ich potozenia wystarczy podanie trzech wspétrzednych.
Czasteczki wieloatomowe moga wykonywac takze ruch obrotowy; mozliwe sa réwniez
drgania atoméw wchodzacych w sktad czasteczki. Z ruchami tymi takze wiagze si¢ pewna




energia (z obrotem - energia kinetyczna ruchu obrotowego, z drganiami - energia kinetyczna i
energia potencjalna).

Potozenie punktu materialnego w przestrzeni jest w petni opisane przez trzy wspéirzedne.
Dwa potaczone na sztywno punkty materialne moga by¢ opisane za pomoca pigciu (a nie
sze$ciu ) liczb, bowiem fakt ich sztywnego potaczenia sprawia, ze do opisu ich potozenia
wystarczy poda¢ potozenie jednego z nich oraz dwa katy okreslajace orientacje w przestrzeni
prostej taczacej te punkty. Polozenie drugiego punktu na tej prostej jest znane, skoro znana
jest ich wzajemna odleglos¢. Potozenie N niezaleznych punktow materialnych wymaga
jednak 3N liczb, skoro traktujemy te punkty jako niezalezne. Potozenie ciata sztywnego
wymaga podania szesciu liczb. Pig¢ z nich okresla, podobnie jak w przypadku uktadu dwéch
cial, polozenie wybranego punktu, na przyktad srodka cigzkosci, oraz kierunek wybrane;j
prostej, na przyktad osi obrotu. Punkty nie bgdace na osi moga jednak zmienia¢ swe
potozenie wskutek ruch obrotowego woko6t osi, potrzeba wiec jeszcze zna¢ kat obrotu - razem
szes¢ liczb.

Liczbg niezaleznych wielkosci za pomoca ktérych moze by¢ opisane potozenie uktadu
nazywamy liczbq stopni swobody uktadu. Liczba ta okresla wigc mozliwos$ci ruchéw jakie
moze wykonywac czasteczka. Z kazdym ruchem wiaze si¢ okreslona energia. Jezeli ruch jest
catkowicie chaotyczny i zaden rodzaj ruchu nie jest uprzywilejowany, to mozna przyjac, ze na
kazdy stopien swobody przypada jednakowa porcja energii. Stwierdzenie to jest trescia
zasady ekwipartycji energii, czyli inaczej méwiac, zasady rownomiernego rozdziatu energii
na wszystkie stopnie swobody.

Zasada ekwipartycji energii
Na kazdy stopien swobody czqsteczki przypada srednio ta sama energia .
Na kazdy stopien swobody czasteczki przypada Srednio energia rowna kT/2 .

W oparciu o nasze rozwazania widzimy, ze energia ruchu czasteczek w gazach
wieloatomowych jest wigksza niz w gazach jednoatomowych.

, = ,‘:':"' - B
Srednia energia czasteczki o danej liczbie stopni swobody f wynosi wigc {E} \f/2)-k T.

Dla jednego mola gazu doskonalego, kiedy zaniedbuje si¢ energi¢ potencjalna wynikajaca z

sit wzajemnego oddzialywania czasteczek, iloczyn <E} Na jest po prostu energia

. U=N, (E}y=If/2) Ny k- T=(f/2)RT
wewnetrzng gazu roOwna : ! : ! .

4. Energia wewnetrzna

Jej warto$¢ mozemy okresli¢ na przyktadzie ruchu postgpowego czasteczek punktowych. W
tym przypadku liczba stopni swobody wynosi 3, a $rednia energia kinetyczna czasteczki, jest

rowna 3/ kK- T w naszych rozwazaniach uwzglednialiSmy tylko energi¢ ruchu
postgpowego czasteczek. Jest to wystarczajace, jezeli rozpatrujemy gaz jednoatomowy -
kiedy atomy mozemy traktowac jako punkty materialne. Do opisu ich potozenia wystarczy
podanie trzech wspéirzgdnych. Czasteczki wieloatomowe moga wykonywac takze ruch
obrotowy; mozliwe sa rowniez drgania atomow wchodzacych w sktad czasteczki. Z ruchami
tymi takze wiaze si¢ pewna energia (z obrotem - energia kinetyczna ruchu obrotowego, z



drganiami - energia kinetyczna i energia potencjalna). Polozenie punktu materialnego w
przestrzeni jest w petni opisane przez trzy wspotrzedne. Dwa polaczone na sztywno punkty
materialne moga by¢ opisane za pomoca pigciu (a nie szesciu) liczb, bowiem fakt ich
sztywnego potaczenia sprawia, ze do opisu ich polozenia wystarczy poda¢ potozenie jednego
z nich oraz dwa katy okreslajace orientacje w przestrzeni prostej taczacej te punkty. Potozenie
drugiego punktu na tej prostej jest znane, skoro znana jest ich wzajemna odlegtos$¢. Polozenie
N niezaleznych punktéw materialnych wymaga jednak 3N liczb, skoro traktujemy te punkty
jako niezalezne. Potozenie ciala sztywnego wymaga podania szesciu liczb. Pi¢¢ z nich
okres$la, podobnie jak w przypadku uktadu dwéch cial, potozenie wybranego punktu, na
przyktad $rodka cigzkos$ci, oraz kierunek wybranej prostej, na przyktad osi obrotu. Punkty nie
znajdujace sig¢ na osi moga jednak zmienia¢ swe potozenie wskutek ruch obrotowego wokot
osi, potrzeba wiec jeszcze znac kat obrotu - razem szes$¢ liczb. Nasze rozwazania pokazuja, ze
energia ruchu czasteczek w gazach wieloatomowych jest wigksza niz w gazach
jednoatomowych.

Srednia energia czasteczki o danej liczbie stopni swobody i wynosi
(BY=Z.k.T
2 .

Dla N czasteczek gazu doskonalego, kiedy zaniedbuje si¢ energi¢ potencjalna wynikajaca z sit
wzajemnego oddzialywania czasteczek, iloczyn N< E > jest po prostu energia wewngtrzna
gazu réwna

1
U=sN-{E)=N-—-k-T
{ ) 2 .

U=n, N, —kT=n, ~R-T
Dla ny moli gazu doskonatego 2 2

Energi¢ wewnetrzng uktadu U utozsamiamy z catkowita energia wszystkich czasteczek.
dU=n,, -C,-dT

Poniewaz dla ny; moli gazu doskonatego

wigc, otrzymujemy
) . C.—-C,
Wykorzystujac wzor Mayera ' )

0 =—_ - B Kw=—7%
mozna wyrazi¢ wyktadnik adiabaty za pomoca liczby stopni swobody: - ,
i+2

wiec i



Stownik

statystyczna
interpretacja
temperatury

temperatura jest miarg Sredniej energii kinetycznej chaotycznego ruchu
czasteczek

liczba stopni

(dla uktadu mechanicznego) liczba niezaleznych wielkosci za pomoca

swobody ktérych moze by¢ opisane potozenie uktadu

zasada ekwipartycji |Na kazdy stopien swobody czasteczki przypada srednio ta sama
energii energia rowna kT/2.

rozktad Maxwella rozktad wartosci predkosci chaotycznego ruchu czasteczek gazu

predkosci czqsteczek

doskonatego dla zadanej temperatury i masy czasteczek

rozktad koncentracji czasteczek w funkcji ich wysokosci lub energii
potencjalnej. Odnosi si¢ nie tylko do pola sit przyciagania ziemskiego,

rozkiad Bolizmanna ale do dowolnego pola potencjalnego, jesli tylko czasteczki poruszaja
si¢ chaotycznym ruchem cieplnym.

rocklad Mawella- | ooy <ie w ehaotyeanym ruchs w okteélone;

Boltzmanna p jalny jdujacym sie yezny d
temperaturze

mikrostan stan uktadu w ktérym opisane sa stany wszystkich jego elementéw

hipoteza ergodyczna

Prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanéw sa jednakowe

stan uktadu opisany za pomoca wielkosci odnoszacych si¢ do catosci

makrostan uktadu
prawdopodobienstwo | odnosi si¢ do makrostanu uktadu: liczba mikroskoopowych sposobow
termodynamiczne realizacji danego makrostanu (liczba mikrostanéw odpowiadajaca

(waga statystyczna)

danemu makrostanowi)

entropia

definicja statystyczna: wielko$¢ proporcjonalna do logarytmu
prawdopodobienstwa termodynamicznego stanu uktadu

fluktuacje

losowe odchylenia danej wielkosci od wartos$ci sredniej

prawo wzrostu
entropii

entropia uktadu izolowanego nie moze male¢, w procesach
nieodwracalnych entropia uktadu rosnie




Termodynamika statystyczna

Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia
szostki kostka do gry - jakie, ze obie kostki
pokaza te same liczby, - a jakie, ze bgda to
sz0stki? Jaka jest szansa trafienia szostki w
toto-lotka? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
polowa jader preparatu promieniotwoérczego
rozpadnie si¢ w danym czasie? Czy jest
mozliwe, by wszystkie czasteczki powietrza
wypelniajacego mieszkanie znalazty si¢ na raz
w jednym pokoju, a w innych zapanowata
préznia?

Wszystkie te przyktady taczy wspdlna cecha -
dotycza zdarzen ktére moga, ale nie musza
wystapi¢. Prawdopodobienstwa ich wystapienia
réznia si¢ jednak znacznie.

Fot. 8.0.1 Prawa statystyczne "gry w kosci"
i ruchow cieplnych sq takie same.

1. Ruch cieplny czgsteczek

Wiemy juz, ze przy ruchu cieplnym czasteczek:

e Identyczne czasteczki sa w chaotycznym ruchu

e Wszystkie kierunki ich ruchu sa jednakowo prawdopodobne

e Temperatura jest miarg ich $redniej energii kinetycznej

e Predkosci zmieniaja si¢ w wyniku zderzen

e Predkosci poszczegdlnych czasteczek sa rozne w szerokim zakresie wartosci.

Teraz przedstawimy te zagadnienia metodami statystycznymi. Termodynamika statystyczna
opisuje uktady wielu czasteczek, z jakich sktadaja si¢ ciata za pomoca wielkosci srednich
(Srednia predkos¢, srednia droga, srednia energia itd.) oraz tzw. rozkladow statystycznych.
Wiaze mikroskopowe, dane statystyczne o czasteczkach z makroskopowymi parametrami
stanu. Postuguje si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa i pozwala wyznacza¢ najbardzie;j
prawdopodobne kierunki proceséw.

2. Rozklad Maxwella predkosci czgsteczek

Rozktad Maxwella opisuje predkosci czasteczek gazu doskonatego bedacego w stanie
rOwnowagi termodynamicznej, na ktory nie dzialaja sity zewngtrzne. Pozwala obliczy¢
charakterystyczne warto$ci wielkosci $rednich: $rednia predko$¢ kwadratowa, srednia
predkosc¢ i1 predkos¢ najbardziej prawdopodobna oraz liczbe czasteczek o predkosciach
zawartych w przedziale wartosci od v do v + dv.

Jezeli mamy N czasteczek, to liczba dNy czasteczek o predkosciach w przedziale od ¥ do
v+dv pedzie okre§lona wzorem

dN,, =N -Flu) duv

9



. Fiup) .
gdzie Fiu) dane jest wzorem:

2w kT 2 kT

Wyprowadzenie powyzszego wzoru i szersze omowienie tematu mozna znalez¢ w
materiatach dodatkowych.

. . Fiup} . s o
Co jest charakterystyczne w tym rozktadzie Fiul, Jest to konieczno$¢ wystapienia
maksimum ze wzgledu na iloczyn rosnacej parabolicznie i malejacej wyktadniczo zaleznosci

od Y. (Przeanalizuj doktadnie trzy cztony wzoru na Flu] . Pierwszy, to czynnik

normalizacyjny zawierajacy wylacznie wartosci stale, drugi - to czton wyktadniczy, ale z
ujemna wartoscia w wyktadniku, czyli malejacy ze wzrostem predkosci i réwny jedynce dla
b=0ogtatni - rosnacy paraboliczne ze wzrostem predkosci. Rezultat jest zobrazowany na

wykresie Fiuv) maxwellowskiej funkcji rozktadu predkosci czasteczek azotu przy
temperaturach: 73 K (-200°C), 273 K (0°C), 473 K (200°C).

Gdy temperatura rosnie maksimum krzywej rozktadu przesuwa si¢ w strong wigkszych
predkosci 1 krzywa ulega sptaszczeniu. Pole pod krzywa rowne jest catkowitej liczbie
czasteczek w probce i1 pozostaje state niezaleznie od temperatury. Rozktad predkosci
czasteczek w danej temperaturze zalezy od masy czasteczek. Im mniejsza masa tym wigksza
liczba czasteczek o duzych predkosciach.

0.004+
73K
£ AR
] 473K
5 0003t
=
i
o 0002
=
e
5
=]
=
Z 00017
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i 500 10m 1500

predkosc v [mis)

Rys. 8.2.1 Maxwellowska funkcja rozktadu predkosci dla czqsteczek azotu przy
temperaturach: - 200°c, 0°C, 200°C.

Dla kazdej temperatury mozna okresli¢ predkos¢, ktéra wystgpuje najczesciej, czyli najwigcej
czasteczek ma predkosci bliskie tej wartosci. Wartos$¢ ta odpowiada maksimum rozktadu

o
Maxwella. Predko$¢ te nazywamy predkoscia najbardziej prawdopodobna, ¥ . Mozna ja
dF o)

dv |,
okresli¢ z matematycznego warunku na maksimum funkcji. “=Cr . Stad otrzymuje

=0




o
si¢

=l

=42 - k-T/m, o Up U gy

, A WigC “jak to wynika z definicji $redniej predkosci

kwadratowej (teoria kinetyczna).

Korzystajac z funkcji rozktadu mozna, réwniez, obliczy¢ odpowiednio predkos¢ srednia
(Srednia arytmetyczna wszystkich predkosci)

0.0025+7
T —_ 273K
B =
o — oyl
o o>
5
B ooo1ar
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Rys. 8.2.2 Maxwellowska funkcja rozktadu predkosci dla czqsteczek azotu przy temperaturze
0°C. Predkos¢ najbardziej prawdopodobna v, = 402 m/s, predkos¢ srednia <v > = 454 m/s,
predkos¢ srednia kwadratowa < Uy, 1y >= 493 m/s.

Charakterystyczne predkosci obliczamy ze wzoréw:

S _\/E-H-T_\/E-R-T
o= =
predkos¢ najbardziej prawdopodobna M o

{U>=J5-Hl; =\/i-k-1"

Js R-T _|3-k-T
srfm mﬂ

Korzystajac z poznanych w tej lekcji termodynamicznych wtasnosci
gazéw, mozemy otrzymac bardzo wazny wzor okreslajacy zaleznos$¢
ci$nienia atmosferycznego od wysokosci nad powierzchnig Ziemi.
Cisnienie atmosferyczne w danym punkcie nad powierzchnia Ziemi
okreslone jest przez cigzar warstwy powietrza lezacej powyzej tego
punktu, powinno wigc zaleze¢ od wysokosci. Im wigksza wysokos¢,
tym mniejsza jest warstwa powietrza, wigc 1 ciSnienie jest mniejsze.

predkos¢ srednia

predkos¢ srednia kwadratowa

Wzo6r barometryczny

Roéznica ci$nien dp zwiazana ze wzrostem wysokosci @t ma wiec
znak ujemny 1 wynosi

dp=—-pg-g-dh (8.3.1)




Rys. 8.3.1 Cisnienie
gazu w funkcji
wysokosci

gdzie # jest gestoscia gazu na wysokosci 2, a & jest
przyspieszeniem ziemskim na tej wysokosci.

Z dobrym przyblizeniem mozna potraktowac powietrze jako gaz doskonaty. Dzielac

= B L,
obustronnie réwnanie stanu gazu doskonatego dla jednego mola ¥ V=RT przez wartos¢
sredniej masy molowej powietrza, okreslonej z uwzglednieniem procentowej zawartosci
azotu, tlenu 1 pozostatych gazéw w powietrzu, otrzymujemy

: R-T . M p
(VIM]==""+, 1 =
P S PTRT (8.3.2)

: '8
——="-dh 8.3.3
- (8.3.3)

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie rozniczkowe o rozdzielonych zmiennych

p M g
—=—-——>=dh
P R T (8.34)

Zaktadajac, ze temperatura atmosfery ma wartos¢ stata (tzw. atmosfera izotermiczna) i pole
grawitacyjne jest jednorodne (g(h)=const) mozemy tatwo scatkowac to réwnanie otrzymujac

M.z
Inp= —£+IHC (8.3.5)
gdzie [nC to stala catkowania.
Ze wzoru (8.3.5) wynika, ze
M g h
n=Cexpl - —=— 8.3.6
I P[ AT ] (8.3.6)

Dla & = O cisnienie réwne jest ci$nieniu atmosferycznemu @ na powierzchni Ziemi. Stad

wyznaczamy stala; C=Po_Ostatecznie otrzymujemy

S (8.3.7)
P=po e T — 3.

Jest to tzw. wzor barometryczny. Wynika z niego, ze ci$nienie zmienia si¢ z wysokoscia
szybciej dla nizszych temperatur oraz dla cigzszego gazu, i ze zmiana ta ma charakter




wykladniczy. Jak zobaczymy w dalszej lekcji wzor ten odegrat istotna rolg¢ w rozwoju fizyki
statystycznej.

Wz6r (8.3.7) obowiazuje dla atmosfery izotermicznej, dla ktérej mamy I = constoraz
jednorodnego pola grawitacyjnego. Jezeli warunki te nie sa spetnione, nalezy podstawic
zalezno$¢ funkcyjna temperatury od wysokosci oraz zaleznos$¢ g=g(h) do wzoru (8.3.7)
i rozwiazac otrzymane rownanie rézniczkowe.

M N, m;, mg

Korzystajac z faktu, ze R Ny k k , gdzie my - Srednia masa czasteczki powietrza,
mozemy zalezno$¢ (8.3.7) przedstawi¢ w postaci

| my-zhk
=pPo- —— 8.3.8
P=Po E'-\I{ LT ] ( )

Zwr6¢ uwage na wyrazenia w liczniku 1 mianowniku wyktadnika funkcji "exp'’ okreslajacej
ci$nienie. Jaki jest ich sens fizyczny?

4. Rozklad Boltzmana

W rozwazaniach dotyczacych rozktadu Maxwella ignorowali$my catkowicie fakt, ze
czasteczki poruszaja si¢ w polu sit cigzkosci, a wigc wyrdzniony jest kierunek pionowy. Wzor
barometryczny wskazuje, ze cigzar czasteczek ma wplyw na rozktad ci$nienia w funkcji
wysokosci. Jak uwzglednic ten efekt w opisie rozktadu predkosci czasteczek?

Przepiszmy w nieco innej formie wzor barometryczny. Zaktadajac atmosferg izotermiczna,
mozemy zamieni¢ ci$nienia p i po wystepujace we wzorze barometrycznym wielkosciami 2 i

Mo ktére reprezentuja koncentracje czasteczek, czyli ich liczbe w jednostce objetosci na
wysokosci horaz na powierzchni Ziemi.

Wykorzystujac to zapiszemy wzor barometryczny w formie

. . . . E .
Zwréémy uwage, ze wyrazenie 10 8 jest po prostu energia potencjalng P czasteczki w

polu sit cigzko$ci (przy zatozeniu jednorodnego pola grawitacyjnego).

ED
=g exj —ﬁ

Wiec rowniez

Ten wzor wyraza zalezno$¢ koncentracji czasteczek od ich wysokosci lub grawitacyjne;j
energii potencjalnej. Wynikajacy z niego rozktad koncentracji nosi nazwe rozktadu



Boltzmanna 1 odnosi sig nie tylko do pola sil przyciagania ziemskiego, ale do dowolnego pola
potencjalnego, jesli tylko czasteczki poruszaja si¢ chaotycznym ruchem cieplnym.

5. Makrostany i mikrostany

e Stan uktadu okreslany przez parametry makroskopowe, jak temperatura, ciSnienie,
energia wewngtrzna, itd. nazywamy makrostanem.

e Stan uktadu wyznaczony przez okreslenie stanéw wszystkich czasteczek wchodzacych
w jego sklad nazywamy mikrostanem.

Liczba mozliwych mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi jest na og6t
ogromna, analiza nasza bg¢dzie mie¢ charakter statystyczny. Liczba mikrostanéw
odpowiadajacych danemu makrostanowi nazywa si¢ prawdopodobienstwem
termodynamicznym lub wagq statystyczng makrostanu.

Rozpatrzmy sens wagi statystycznej na przyktadzie naczynia z gazem, w ktérym znajduje si¢
N czasteczek. Stan danej czasteczki opiszemy tylko jedna informacja - w ktérej czgsci
naczynia, lewej czy prawej, czasteczka si¢ znajduje. Zbidr tych informacji dla wszystkich N
czasteczek okresla mikrostan naszego uktadu. (Dla uproszczenia rozwazan nie bedziemy brac¢
pod uwage predkosci, kierunku ruchu, masy czasteczek itp.). Makrostan uktadu okreslamy
podajac sumaryczng liczbg czasteczek z jednej (np. lewej) strony naczynia. Nie bierzemy tu
pod uwage predkosci czasteczek, ale makroskopowy parametr jakim jest ci$nienie gazu
zalezne od jego gestosci, a gesto$¢ proporcjonalna jest do liczby czasteczek w jednostce
objetosci. Liczba makrostandw, to liczba przypadkéw, w ktérych k czasteczek (nie wazne
ktorych) znajduje si¢ z lewej strony oraz N - k, z prawej strony. Liczba mikrostanéw dla
danego makrostanu, w ktérym k czasteczek znajduje si¢ z lewej strony rowna jest liczbie
kombinacji k - elementowych w zbiorze o N elementach 1 wynosi:

N!

Q(N. k)= IR

Dla zilustrowania tych relacji przeanalizujmy szczegétowo przypadek matej liczby
czasteczek, na przyktad - czterech.

Przyklad

Uktad termodynamiczny: N = 4 czasteczki gazu w zamknigtym naczyniu.
Charakterystyka uktadu:

e makrostany tj. liczby czasteczek po jednej stronie (lewej, prawej) naczynia
o 2"= 16 mikrostanéw tj. wszystkie mozliwe potozenia czterech czasteczek w danych

makrostanach.
() a ! i
lewa sirona naczynia . | prawa strona naczynia
M — k=3 czasteczki . k= 1 czgsteczha




Rys. 8.5.1 Waga statystyczna danego makrostanu £2 =4. Prawdopodobienstwo
termodynamiczne /2" = 4/16.

Zaktadamy, ze czasteczki sa rozrdznialne (tzn. mozemy je ponumerowac cyframi 1, 2, 3, 4).
W ponizszej tabeli przedstawione sa wszystkie mozliwe sytuacje.

. ) liczba prawdopo-
makrostany mikrostany mikrostandwdobieristwo
boe =0 |1 1 116
ool P4 p(1234)
L=1 | 1.{1,2.3.4) 4 4116
w F=3 | p.(234)0134)(214)2321)
o L=2 | 1.(1.2).(1.3).01.4).(2.3).(2.4).(34) | & 6116
| P=2 | p (34)(240023)014}(1.3501.2)
. L=3 | 1.(2.3.4),(1.3.4)(2,1.4)(2,3.1) 4 416
o ! L=4 | 1.(1234) 1 116
¢ P=0 | p.(0)

W lewej kolumnie tabeli wymienione sa mozliwe makrostany uktadu. Wszystkie mozliwe
mikrostany odpowiadajace danemu makrostanowi wymienione sa w kolejnej kolumnie.
Podane sa tam wszystkie sposoby, na jakie moze by¢ realizowany dany makrostan. W
nastgpnej kolumnie znajduja sig liczby mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi,
czyli wagi statystyczne poszczegdlnych makrostanéw. W kolumnie z prawej strony podane sa
prawdopodobienstwa realizacji poszczegdlnych makrostanéw. Na dole tablicy podana jest
sumaryczna liczba mikrostanéw oraz sumaryczne prawdopodobienstwo, ktére réwne jest,
oczywiscie, jednosci. ZatozyliSmy, ze czasteczki s rozrdznialne (zostaly ponumerowane).
Liczba mikrostanéw dla danego makrostanu, w ktérym k czasteczek znajduje si¢ z lewej
strony réwna jest liczbie kombinacji k - elementowych w zbiorze o N elementach i wynosi

Q(N. k)= N

k! (p..,- - kj! . Jest to wlasnie waga statystyczna danego makrostanu. Sumaryczna
liczba wszystkich mikrostanéw wynosi 2~. Prawdopodobiefistwo danego makrostanu jest
rowne stosunkowi jego wagi statystycznej do sumarycznej liczby wszystkich mikrostanéw i
dla naszego przypadku podane jest w prawej kolumnie tabeli. Prawdopodobiefstwo, ze dana
czasteczka znajdzie si¢ z prawej lub z lewej strony naczynia jest takie samo, czyli
prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanéw sa sobie rowne. Uogdlnienie tego stwierdzenia
na zdefiniowane w dowolny spos6b mikrostany nosi nazwe¢ hipotezy ergodycznej.

Najbardziej prawdopodobne sa makrostany, w ktérych po obu stronach znajduje si¢ ta sama
liczba czasteczek.

lewa strona naczynia &
N—k= 2 czgsteczki

prawa strona naczynia
k= 2 czgsteczki




Rys. 8.5.2 Waga statystyczna danego makrostanu £2 = 6. Prawdopodobienstwo
termodynamiczne /2" = 6/16.

Gdybysmy w stanie poczatkowym umiescili gaz z jednej strony naczynia, to po pewnym
czasie czasteczki zajetyby pozycje odpowiadajace najwigkszej wadze statystycznej, czyli
najwigkszemu prawdopodobienstwu termodynamicznemu. Stan taki nazywamy stanem
rownowagi. Uklad wyprowadzony ze stanu rownowagi ma tendencje do samorzutnego
powrotu do tego stanu. Inne stany uktadu sa mniej prawdopodobne. Proces zmierzajacy do
ustalenia si¢ w uktadzie stanu rownowagi jest procesem nieodwracalnym, bowiem proces do
niego odwrotny jest bardzo mato prawdopodobny. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dany proces
jest wtedy nieodwracalny, gdy proces do niego odwrotny jest bardzo mato prawdopodobny.

A teraz sam sprawdz funkcjonowanie praw statystyki na przyktadzie naczynia, w ktérym
znajduje si¢ pewna liczba czasteczek. Stan kazdej z nich okresla miejsce jej potozenia, po
lewej badz prawej stronie naczynia. Makrostan uktadu czasteczek wyznacza sumaryczna
liczba czasteczek po danej stronie. Wykorzystujac wyniki poprzedniej interaktywnej ilustracji
mozesz okresli¢ wagi statystyczne r6znych makrostanéw.

Dla praktycznego sprawdzenia proponujemy Ci okresli¢ liczbg préb niezbgdna do uzyskania
makrostanu, w ktérym wszystkie czasteczki beda po jednaj (np. lewej) stronie naczynia.
Wykonaj to dla wzrastajacej liczby czasteczek. Wykresl liczbg prob w funkcji N. Poréwnaj
uzyskane wyniki z wagami statystycznymi wyznaczonymi w nastgpnej ilustracji
interaktywnej. Napisz swemu opiekunowi, do jakiej wartosci NV starczyto Ci cierpliwosci.

MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna Kliknij w polu rysunku.

L ] :‘éf

..
LI
'

Rys. 8.5.3 Mikrostany czqsteczek zamknietych w naczyniu.

Wykorzystujac wyniki poprzedniej interaktywnej ilustracji mozesz okresli¢ wagi statystyczne
r6znych makrostanéw. Rysunek 12.4 pokazuje rozktad wag statystycznych poszczegdlnych
makrostandw dla liczby czasteczek N=40. Rozktady wag statystycznych dla innych liczb
czasteczek mozesz samemu zobaczy¢ uruchamiajac interaktywna ilustracj¢ graficzna.



0 . Kliknij w polu
MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna rysunka.,
1,6E+11
o 1.4E+11 | o
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0 10 20 30 40
liczba czasteczek z jednej strony naczynia
Rys.8.8. Liczba mikrostanow czgsteczek w jednej z dwoch czesci naczynia.

6. Statystyczna definicja entropii

Kiedy uktad sktada si¢ z nie oddziatujacych poduktadéw wéwczas prawdopodobienstwo
stanu rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw stanéw poduktadéw.

0=0,-0,

Stan uktadu, oprécz znanych nam juz parametréw jak temperatura, czy ci$nienie mozna takze
scharakteryzowac przez inng wielko$¢ zawierajaca informacje o jego prawdopodobienstwie
termodynamicznym. Wielko$cia taka jest entropia zdefiniowana poprzez logarytm naturalny
z prawdopodobienstwa termodynamicznego. Dzigki takiej definicji entropia uktadu jest suma
entropii poduktadéw, bowiem iloczyn prawdopodobienstw zamienia si¢ w sumeg ich
logarytmow.

InQQ=InQ, +InQ},

Definicja entropii taczaca jej cechy mikroskopowe 1 makroskopowe oraz okreslajaca jej sens
statystyczny ma postac

S=k-InQ, (12.41)

gdzie k jest znana nam juz stala Boltzmanna. Entropia ro$nie wraz ze wzrostem
prawdopodobienstwa stanu uktadu, jest logarytmiczna miara tego prawdopodobienstwa.

Jak wiemy, entropi¢ mozna takze zdefiniowa¢ poprzez wielkosci makroskopowe (wzor ).
Wymienmy podstawowe wiasnosci entropii wynikajace z naszych wczesniejszych rozwazan.

Przyktadem moze by¢ rozwazany przez nas uktad podzielony umownie na czgs¢ lewa i
prawa.




1. Przemiany nieodwracalne zachodzqce w uktadzie izolowanym prowadzq do wzrostu
entropii uktadu.

Prawo to wyraza wzor

dS=0 (12.42)

Przyktadem moze by¢ rozwazany przez nas uktad podzielony umownie na czgs¢ lewa i
prawa. Wzrost prawdopodobienstwa statystycznego rownowazny jest ze wzrostem entropii
tego uktadu.

Prawo wzrostu entropii ma charakter ogélny i odnosi si¢ do wszelkich proceséw
zachodzacych w przyrodzie. Wzrost entropii rOwnoznaczny jest ze wzrostem
nieuporzadkowania elementéw uktadu; z przechodzeniem ich od stanu uporzadkowanego do
stanu chaotycznego. Stanem pewnego uporzadkowania jest zgromadzenie gazu w jedne;j
czg$ci naczynia, ale takze stanem uporzadkowania jest potka z ustawionymi na niej
ksiazkami. Kiedy pétka spada 1 w rezultacie ksigzki sa porozrzucane na podtodze, mamy
takze do czynienia za wzrostem entropii uktadu. To samo dotyczy rozbitej szklanki, ktéra
spadta ze stotu, zburzonych w wyniku trzgsienia Ziemi domoéw, wracajacej do potozenia
rownowagi drgajacej sprezyny itd.

2. W stanie rownowagi entropia uktadu osiqga wartos¢ maksymalnq.

Kiedy wiec w wyniku przemiany nieodwracalnej uktad zwigksza swa entropig, to stan jego
rownowagi rownoznaczny jest z maksymalna wartoscig entropii uktadu.

Zadania

8.1. Oblicz charakterystyczne predkos$ci czasteczek tlenu w powietrzu, przy pogodzie
(temperatura 00C) okreslanej mianem marznacej mzawki. W jakiej relacji sa te predkosci z
dozwolong dla pojazdéw predkoscia S0 km/godz?

Rozwiazanie

Zastosuj rownania podane w lekcji 8:

. _JE-H-T _\/E-R-T
o= =

e predkos¢ najbardziej prawdopodobna M Mo

6-R-T &§-k-T
{v} = =

a-M - m,
3-R-T 3-k-T
<D5:.}m'> = =
M m,

8.2. Przy jakiej temperaturze Srednia predkos¢ kwadratowa czasteczek dwutlenku wegla
bedzie réwna Sredniej predkosci kwadratowej czasteczek azotu w temperaturze 0°c?

e predkos¢ srednia

e predkos¢ srednia kwadratowa



Wskazowka

.
T,=—-T,
Uwzgledniajac definicj¢ $redniej predkosci kwadratowej czasteczek o,

Proszg¢ samodzielnie rozwiaza¢ zadanie. Potrzebne beda masy czasteczkowe azotu i
dwutlenku wegla.

8.3. Oblicz zmiang entropii n moli gazu doskonatego w procesie izotermicznego rozprgzania
od objetosci V( do objetosci V.

Rozwigzanie

Uktadem jest porcja ny moli gazu zawierajaca liczbg N identycznych, niezaleznych
czasteczek (poduktadéw). Prawdopodobienstwo stanu uktadu Q réwne jest iloczynowi
prawdopodobienstw stanéw poduktadow Qi (i =1,2...N).

Dla pojedynczej czasteczki prawdopodobienstwo jej przebywania w objetosci V jest
proporcjonalne do V, a dla N czasteczek do VY. Wigc

Q=AV__Q=0%=(A-V)"

oraz , gdzie A jest stata proporcjonalnosci.

Z. definicji entropii bgdzie S=k-N Uﬂ A+InV ) . Liczba czasteczek i ich temperatura nie
zmieniaja si¢. Zwigksza si¢ objetos¢ porcji gazu od Vi do Vk i zwigksza si¢ entropia
(nieuporzadkowanie) uktadu.

v, v,
AS=S8,-8,=k-N(InA+InV,)-k-N(InA+InV,)=k-N- Ink=ny R-Int
o 0

8.4. Izolowany uktad dwdch zbiornikow. Zbiornik o objgtosci V zawierat ny; moli gazu o
temperaturze T. Zbiornik o objetosci V, zawierat ny, moli réwniez o temperaturze T, Oblicz
zmiang entropii tych gazéw po potaczeniu zbiornikéw 1 powstaniu mieszaniny.

Wskazowka

Dla tej mieszaniny gazéw AS=AS5; +AS;

Stownik

rozktad Maxwella rozktad wartosci predkosci chaotycznego ruchu czasteczek gazu
predkosci czgsteczek |doskonalego dla zadanej temperatury 1 masy czasteczek

rozktad koncentracji czasteczek w funkcji ich wysokosci lub energii
potencjalnej. Odnosi si¢ nie tylko do pola sit przyciagania ziemskiego,
ale do dowolnego pola potencjalnego, jesli tylko czasteczki poruszaja
si¢ chaotycznym ruchem cieplnym.

rozktad Boltzmanna

rozktad Maxwella- rozktad potozen i predkosci czasteczek bgdacych w polu sit
Boltzmanna potencjalnych i znajdujacym si¢ w chaotycznym ruchu w okreslonej




temperaturze

wzor barometryczny

podaje zaleznos$¢ ci$nienia atmosferycznego od wysokosci nad
powierzchnig Ziemi

mikrostan

stan uktadu w ktérym opisane sg stany wszystkich jego elementéw

hipoteza ergodyczna

Prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanéw sa jednakowe

stan uktadu opisany za pomoca wielkosci odnoszacych si¢ do catosci

makrostan uktadu
prawdopodobienstwo | odnosi si¢ do makrostanu uktadu: liczba mikroskoopowych sposobow
termodynamiczne realizacji danego makrostanu (liczba mikrostanéw odpowiadajaca

(waga statystyczna)

danemu makrostanowi)

entropia

definicja statystyczna: wielko$¢ proporcjonalna do logarytmu
prawdopodobienstwa termodynamicznego stanu uktadu

fluktuacje

losowe odchylenia danej wielkosci od wartosci $redniej

prawo wzrostu
entropii

entropia uktadu izolowanego nie moze male¢, w procesach
nieodwracalnych entropia uktadu ro$nie




Termodynamika statystyczna

Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia
szostki kostka do gry - jakie, ze obie kostki
pokaza te same liczby, - a jakie, ze bgda to
sz0stki? Jaka jest szansa trafienia szostki w
toto-lotka? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
polowa jader preparatu promieniotwoérczego
rozpadnie si¢ w danym czasie? Czy jest
mozliwe, by wszystkie czasteczki powietrza
wypelniajacego mieszkanie znalazty si¢ na raz
w jednym pokoju, a w innych zapanowata
préznia?

Wszystkie te przyktady taczy wspdlna cecha -
dotycza zdarzen ktére moga, ale nie musza
wystapi¢. Prawdopodobienstwa ich wystapienia
réznia si¢ jednak znacznie.

Fot. 8.0.1 Prawa statystyczne "gry w kosci"
i ruchow cieplnych sq takie same.

1. Ruch cieplny czgsteczek

Wiemy juz, ze przy ruchu cieplnym czasteczek:

e Identyczne czasteczki sa w chaotycznym ruchu

e Wszystkie kierunki ich ruchu sa jednakowo prawdopodobne

e Temperatura jest miarg ich $redniej energii kinetycznej

e Predkosci zmieniaja si¢ w wyniku zderzen

e Predkosci poszczegdlnych czasteczek sa rozne w szerokim zakresie wartosci.

Teraz przedstawimy te zagadnienia metodami statystycznymi. Termodynamika statystyczna
opisuje uktady wielu czasteczek, z jakich sktadaja si¢ ciata za pomoca wielkosci srednich
(Srednia predkos¢, srednia droga, srednia energia itd.) oraz tzw. rozkladow statystycznych.
Wiaze mikroskopowe, dane statystyczne o czasteczkach z makroskopowymi parametrami
stanu. Postuguje si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa i pozwala wyznacza¢ najbardzie;j
prawdopodobne kierunki proceséw.

2. Rozklad Maxwella predkosci czgsteczek

Rozktad Maxwella opisuje predkosci czasteczek gazu doskonatego bedacego w stanie
rOwnowagi termodynamicznej, na ktory nie dzialaja sity zewngtrzne. Pozwala obliczy¢
charakterystyczne warto$ci wielkosci $rednich: $rednia predko$¢ kwadratowa, srednia
predkosc¢ i1 predkos¢ najbardziej prawdopodobna oraz liczbe czasteczek o predkosciach
zawartych w przedziale wartosci od v do v + dv.

Jezeli mamy N czasteczek, to liczba dNy czasteczek o predkosciach w przedziale od ¥ do
v+dv pedzie okre§lona wzorem

dN,, =N -Flu) duv

9



. Fiup) .
gdzie Fiu) dane jest wzorem:

2w kT 2 kT

Wyprowadzenie powyzszego wzoru i szersze omowienie tematu mozna znalez¢ w
materiatach dodatkowych.

. . Fiup} . s o
Co jest charakterystyczne w tym rozktadzie Fiul, Jest to konieczno$¢ wystapienia
maksimum ze wzgledu na iloczyn rosnacej parabolicznie i malejacej wyktadniczo zaleznosci

od Y. (Przeanalizuj doktadnie trzy cztony wzoru na Flu] . Pierwszy, to czynnik

normalizacyjny zawierajacy wylacznie wartosci stale, drugi - to czton wyktadniczy, ale z
ujemna wartoscia w wyktadniku, czyli malejacy ze wzrostem predkosci i réwny jedynce dla
b=0ogtatni - rosnacy paraboliczne ze wzrostem predkosci. Rezultat jest zobrazowany na

wykresie Fiuv) maxwellowskiej funkcji rozktadu predkosci czasteczek azotu przy
temperaturach: 73 K (-200°C), 273 K (0°C), 473 K (200°C).

Gdy temperatura rosnie maksimum krzywej rozktadu przesuwa si¢ w strong wigkszych
predkosci 1 krzywa ulega sptaszczeniu. Pole pod krzywa rowne jest catkowitej liczbie
czasteczek w probce i1 pozostaje state niezaleznie od temperatury. Rozktad predkosci
czasteczek w danej temperaturze zalezy od masy czasteczek. Im mniejsza masa tym wigksza
liczba czasteczek o duzych predkosciach.

0.004+
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£ AR
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5 0003t
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Rys. 8.2.1 Maxwellowska funkcja rozktadu predkosci dla czqsteczek azotu przy
temperaturach: - 200°c, 0°C, 200°C.

Dla kazdej temperatury mozna okresli¢ predkos¢, ktéra wystgpuje najczesciej, czyli najwigcej
czasteczek ma predkosci bliskie tej wartosci. Wartos$¢ ta odpowiada maksimum rozktadu

o
Maxwella. Predko$¢ te nazywamy predkoscia najbardziej prawdopodobna, ¥ . Mozna ja
dF o)

dv |,
okresli¢ z matematycznego warunku na maksimum funkcji. “=Cr . Stad otrzymuje

=0




o
si¢

=l

=42 - k-T/m, o Up U gy

, A WigC “jak to wynika z definicji $redniej predkosci

kwadratowej (teoria kinetyczna).

Korzystajac z funkcji rozktadu mozna, réwniez, obliczy¢ odpowiednio predkos¢ srednia
(Srednia arytmetyczna wszystkich predkosci)
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Rys. 8.2.2 Maxwellowska funkcja rozktadu predkosci dla czqsteczek azotu przy temperaturze
0°C. Predkos¢ najbardziej prawdopodobna v, = 402 m/s, predkos¢ srednia <v > = 454 m/s,
predkos¢ srednia kwadratowa < Uy, 1y >= 493 m/s.

Charakterystyczne predkosci obliczamy ze wzoréw:

S _\/E-H-T_\/E-R-T
o= =
predkos¢ najbardziej prawdopodobna M o

{U>=J5-Hl; =\/i-k-1"

Js R-T _|3-k-T
srfm mﬂ

Korzystajac z poznanych w tej lekcji termodynamicznych wtasnosci
gazéw, mozemy otrzymac bardzo wazny wzor okreslajacy zaleznos$¢
ci$nienia atmosferycznego od wysokosci nad powierzchnig Ziemi.
Cisnienie atmosferyczne w danym punkcie nad powierzchnia Ziemi
okreslone jest przez cigzar warstwy powietrza lezacej powyzej tego
punktu, powinno wigc zaleze¢ od wysokosci. Im wigksza wysokos¢,
tym mniejsza jest warstwa powietrza, wigc 1 ciSnienie jest mniejsze.

predkos¢ srednia

predkos¢ srednia kwadratowa

Wzo6r barometryczny

Roéznica ci$nien dp zwiazana ze wzrostem wysokosci @t ma wiec
znak ujemny 1 wynosi

dp=—-pg-g-dh (8.3.1)




Rys. 8.3.1 Cisnienie
gazu w funkcji
wysokosci

gdzie # jest gestoscia gazu na wysokosci 2, a & jest
przyspieszeniem ziemskim na tej wysokosci.

Z dobrym przyblizeniem mozna potraktowac powietrze jako gaz doskonaty. Dzielac

= B L,
obustronnie réwnanie stanu gazu doskonatego dla jednego mola ¥ V=RT przez wartos¢
sredniej masy molowej powietrza, okreslonej z uwzglednieniem procentowej zawartosci
azotu, tlenu 1 pozostatych gazéw w powietrzu, otrzymujemy

: R-T . M p
(VIM]==""+, 1 =
P S PTRT (8.3.2)

: '8
——="-dh 8.3.3
- (8.3.3)

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie rozniczkowe o rozdzielonych zmiennych

p M g
—=—-——>=dh
P R T (8.34)

Zaktadajac, ze temperatura atmosfery ma wartos¢ stata (tzw. atmosfera izotermiczna) i pole
grawitacyjne jest jednorodne (g(h)=const) mozemy tatwo scatkowac to réwnanie otrzymujac

M.z
Inp= —£+IHC (8.3.5)
gdzie [nC to stala catkowania.
Ze wzoru (8.3.5) wynika, ze
M g h
n=Cexpl - —=— 8.3.6
I P[ AT ] (8.3.6)

Dla & = O cisnienie réwne jest ci$nieniu atmosferycznemu @ na powierzchni Ziemi. Stad

wyznaczamy stala; C=Po_Ostatecznie otrzymujemy

S (8.3.7)
P=po e T — 3.

Jest to tzw. wzor barometryczny. Wynika z niego, ze ci$nienie zmienia si¢ z wysokoscia
szybciej dla nizszych temperatur oraz dla cigzszego gazu, i ze zmiana ta ma charakter




wykladniczy. Jak zobaczymy w dalszej lekcji wzor ten odegrat istotna rolg¢ w rozwoju fizyki
statystycznej.

Wz6r (8.3.7) obowiazuje dla atmosfery izotermicznej, dla ktérej mamy I = constoraz
jednorodnego pola grawitacyjnego. Jezeli warunki te nie sa spetnione, nalezy podstawic
zalezno$¢ funkcyjna temperatury od wysokosci oraz zaleznos$¢ g=g(h) do wzoru (8.3.7)
i rozwiazac otrzymane rownanie rézniczkowe.

M N, m;, mg

Korzystajac z faktu, ze R Ny k k , gdzie my - Srednia masa czasteczki powietrza,
mozemy zalezno$¢ (8.3.7) przedstawi¢ w postaci

| my-zhk
=pPo- —— 8.3.8
P=Po E'-\I{ LT ] ( )

Zwr6¢ uwage na wyrazenia w liczniku 1 mianowniku wyktadnika funkcji "exp'’ okreslajacej
ci$nienie. Jaki jest ich sens fizyczny?

4. Rozklad Boltzmana

W rozwazaniach dotyczacych rozktadu Maxwella ignorowali$my catkowicie fakt, ze
czasteczki poruszaja si¢ w polu sit cigzkosci, a wigc wyrdzniony jest kierunek pionowy. Wzor
barometryczny wskazuje, ze cigzar czasteczek ma wplyw na rozktad ci$nienia w funkcji
wysokosci. Jak uwzglednic ten efekt w opisie rozktadu predkosci czasteczek?

Przepiszmy w nieco innej formie wzor barometryczny. Zaktadajac atmosferg izotermiczna,
mozemy zamieni¢ ci$nienia p i po wystepujace we wzorze barometrycznym wielkosciami 2 i

Mo ktére reprezentuja koncentracje czasteczek, czyli ich liczbe w jednostce objetosci na
wysokosci horaz na powierzchni Ziemi.

Wykorzystujac to zapiszemy wzor barometryczny w formie

. . . . E .
Zwréémy uwage, ze wyrazenie 10 8 jest po prostu energia potencjalng P czasteczki w

polu sit cigzko$ci (przy zatozeniu jednorodnego pola grawitacyjnego).
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Wiec rowniez

Ten wzor wyraza zalezno$¢ koncentracji czasteczek od ich wysokosci lub grawitacyjne;j
energii potencjalnej. Wynikajacy z niego rozktad koncentracji nosi nazwe rozktadu



Boltzmanna 1 odnosi sig nie tylko do pola sil przyciagania ziemskiego, ale do dowolnego pola
potencjalnego, jesli tylko czasteczki poruszaja si¢ chaotycznym ruchem cieplnym.

5. Makrostany i mikrostany

e Stan uktadu okreslany przez parametry makroskopowe, jak temperatura, ciSnienie,
energia wewngtrzna, itd. nazywamy makrostanem.

e Stan uktadu wyznaczony przez okreslenie stanéw wszystkich czasteczek wchodzacych
w jego sklad nazywamy mikrostanem.

Liczba mozliwych mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi jest na og6t
ogromna, analiza nasza bg¢dzie mie¢ charakter statystyczny. Liczba mikrostanéw
odpowiadajacych danemu makrostanowi nazywa si¢ prawdopodobienstwem
termodynamicznym lub wagq statystyczng makrostanu.

Rozpatrzmy sens wagi statystycznej na przyktadzie naczynia z gazem, w ktérym znajduje si¢
N czasteczek. Stan danej czasteczki opiszemy tylko jedna informacja - w ktérej czgsci
naczynia, lewej czy prawej, czasteczka si¢ znajduje. Zbidr tych informacji dla wszystkich N
czasteczek okresla mikrostan naszego uktadu. (Dla uproszczenia rozwazan nie bedziemy brac¢
pod uwage predkosci, kierunku ruchu, masy czasteczek itp.). Makrostan uktadu okreslamy
podajac sumaryczng liczbg czasteczek z jednej (np. lewej) strony naczynia. Nie bierzemy tu
pod uwage predkosci czasteczek, ale makroskopowy parametr jakim jest ci$nienie gazu
zalezne od jego gestosci, a gesto$¢ proporcjonalna jest do liczby czasteczek w jednostce
objetosci. Liczba makrostandw, to liczba przypadkéw, w ktérych k czasteczek (nie wazne
ktorych) znajduje si¢ z lewej strony oraz N - k, z prawej strony. Liczba mikrostanéw dla
danego makrostanu, w ktérym k czasteczek znajduje si¢ z lewej strony rowna jest liczbie
kombinacji k - elementowych w zbiorze o N elementach 1 wynosi:

N!

Q(N. k)= IR

Dla zilustrowania tych relacji przeanalizujmy szczegétowo przypadek matej liczby
czasteczek, na przyktad - czterech.

Przyklad

Uktad termodynamiczny: N = 4 czasteczki gazu w zamknigtym naczyniu.
Charakterystyka uktadu:

e makrostany tj. liczby czasteczek po jednej stronie (lewej, prawej) naczynia
o 2"= 16 mikrostanéw tj. wszystkie mozliwe potozenia czterech czasteczek w danych

makrostanach.
() a ! i
lewa sirona naczynia . | prawa strona naczynia
M — k=3 czasteczki . k= 1 czgsteczha




Rys. 8.5.1 Waga statystyczna danego makrostanu £2 =4. Prawdopodobienstwo
termodynamiczne /2" = 4/16.

Zaktadamy, ze czasteczki sa rozrdznialne (tzn. mozemy je ponumerowac cyframi 1, 2, 3, 4).
W ponizszej tabeli przedstawione sa wszystkie mozliwe sytuacje.

. ) liczba prawdopo-
makrostany mikrostany mikrostandwdobieristwo
boe =0 |1 1 116
ool P4 p(1234)
L=1 | 1.{1,2.3.4) 4 4116
w F=3 | p.(234)0134)(214)2321)
o L=2 | 1.(1.2).(1.3).01.4).(2.3).(2.4).(34) | & 6116
| P=2 | p (34)(240023)014}(1.3501.2)
. L=3 | 1.(2.3.4),(1.3.4)(2,1.4)(2,3.1) 4 416
o ! L=4 | 1.(1234) 1 116
¢ P=0 | p.(0)

W lewej kolumnie tabeli wymienione sa mozliwe makrostany uktadu. Wszystkie mozliwe
mikrostany odpowiadajace danemu makrostanowi wymienione sa w kolejnej kolumnie.
Podane sa tam wszystkie sposoby, na jakie moze by¢ realizowany dany makrostan. W
nastgpnej kolumnie znajduja sig liczby mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi,
czyli wagi statystyczne poszczegdlnych makrostanéw. W kolumnie z prawej strony podane sa
prawdopodobienstwa realizacji poszczegdlnych makrostanéw. Na dole tablicy podana jest
sumaryczna liczba mikrostanéw oraz sumaryczne prawdopodobienstwo, ktére réwne jest,
oczywiscie, jednosci. ZatozyliSmy, ze czasteczki s rozrdznialne (zostaly ponumerowane).
Liczba mikrostanéw dla danego makrostanu, w ktérym k czasteczek znajduje si¢ z lewej
strony réwna jest liczbie kombinacji k - elementowych w zbiorze o N elementach i wynosi

Q(N. k)= N

k! (p..,- - kj! . Jest to wlasnie waga statystyczna danego makrostanu. Sumaryczna
liczba wszystkich mikrostanéw wynosi 2~. Prawdopodobiefistwo danego makrostanu jest
rowne stosunkowi jego wagi statystycznej do sumarycznej liczby wszystkich mikrostanéw i
dla naszego przypadku podane jest w prawej kolumnie tabeli. Prawdopodobiefstwo, ze dana
czasteczka znajdzie si¢ z prawej lub z lewej strony naczynia jest takie samo, czyli
prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanéw sa sobie rowne. Uogdlnienie tego stwierdzenia
na zdefiniowane w dowolny spos6b mikrostany nosi nazwe¢ hipotezy ergodycznej.

Najbardziej prawdopodobne sa makrostany, w ktérych po obu stronach znajduje si¢ ta sama
liczba czasteczek.

lewa strona naczynia &
N—k= 2 czgsteczki

prawa strona naczynia
k= 2 czgsteczki




Rys. 8.5.2 Waga statystyczna danego makrostanu £2 = 6. Prawdopodobienstwo
termodynamiczne /2" = 6/16.

Gdybysmy w stanie poczatkowym umiescili gaz z jednej strony naczynia, to po pewnym
czasie czasteczki zajetyby pozycje odpowiadajace najwigkszej wadze statystycznej, czyli
najwigkszemu prawdopodobienstwu termodynamicznemu. Stan taki nazywamy stanem
rownowagi. Uklad wyprowadzony ze stanu rownowagi ma tendencje do samorzutnego
powrotu do tego stanu. Inne stany uktadu sa mniej prawdopodobne. Proces zmierzajacy do
ustalenia si¢ w uktadzie stanu rownowagi jest procesem nieodwracalnym, bowiem proces do
niego odwrotny jest bardzo mato prawdopodobny. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dany proces
jest wtedy nieodwracalny, gdy proces do niego odwrotny jest bardzo mato prawdopodobny.

A teraz sam sprawdz funkcjonowanie praw statystyki na przyktadzie naczynia, w ktérym
znajduje si¢ pewna liczba czasteczek. Stan kazdej z nich okresla miejsce jej potozenia, po
lewej badz prawej stronie naczynia. Makrostan uktadu czasteczek wyznacza sumaryczna
liczba czasteczek po danej stronie. Wykorzystujac wyniki poprzedniej interaktywnej ilustracji
mozesz okresli¢ wagi statystyczne r6znych makrostanéw.

Dla praktycznego sprawdzenia proponujemy Ci okresli¢ liczbg préb niezbgdna do uzyskania
makrostanu, w ktérym wszystkie czasteczki beda po jednaj (np. lewej) stronie naczynia.
Wykonaj to dla wzrastajacej liczby czasteczek. Wykresl liczbg prob w funkcji N. Poréwnaj
uzyskane wyniki z wagami statystycznymi wyznaczonymi w nastgpnej ilustracji
interaktywnej. Napisz swemu opiekunowi, do jakiej wartosci NV starczyto Ci cierpliwosci.

MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna Kliknij w polu rysunku.

L ] :‘éf
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Rys. 8.5.3 Mikrostany czqsteczek zamknietych w naczyniu.

Wykorzystujac wyniki poprzedniej interaktywnej ilustracji mozesz okresli¢ wagi statystyczne
r6znych makrostanéw. Rysunek 12.4 pokazuje rozktad wag statystycznych poszczegdlnych
makrostandw dla liczby czasteczek N=40. Rozktady wag statystycznych dla innych liczb
czasteczek mozesz samemu zobaczy¢ uruchamiajac interaktywna ilustracj¢ graficzna.



0 . Kliknij w polu
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liczba czasteczek z jednej strony naczynia
Rys.8.8. Liczba mikrostanow czgsteczek w jednej z dwoch czesci naczynia.

6. Statystyczna definicja entropii

Kiedy uktad sktada si¢ z nie oddziatujacych poduktadéw wéwczas prawdopodobienstwo
stanu rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw stanéw poduktadéw.

0=0,-0,

Stan uktadu, oprécz znanych nam juz parametréw jak temperatura, czy ci$nienie mozna takze
scharakteryzowac przez inng wielko$¢ zawierajaca informacje o jego prawdopodobienstwie
termodynamicznym. Wielko$cia taka jest entropia zdefiniowana poprzez logarytm naturalny
z prawdopodobienstwa termodynamicznego. Dzigki takiej definicji entropia uktadu jest suma
entropii poduktadéw, bowiem iloczyn prawdopodobienstw zamienia si¢ w sumeg ich
logarytmow.

InQQ=InQ, +InQ},

Definicja entropii taczaca jej cechy mikroskopowe 1 makroskopowe oraz okreslajaca jej sens
statystyczny ma postac

S=k-InQ, (12.41)

gdzie k jest znana nam juz stala Boltzmanna. Entropia ro$nie wraz ze wzrostem
prawdopodobienstwa stanu uktadu, jest logarytmiczna miara tego prawdopodobienstwa.

Jak wiemy, entropi¢ mozna takze zdefiniowa¢ poprzez wielkosci makroskopowe (wzor ).
Wymienmy podstawowe wiasnosci entropii wynikajace z naszych wczesniejszych rozwazan.

Przyktadem moze by¢ rozwazany przez nas uktad podzielony umownie na czgs¢ lewa i
prawa.




1. Przemiany nieodwracalne zachodzqce w uktadzie izolowanym prowadzq do wzrostu
entropii uktadu.

Prawo to wyraza wzor

dS=0 (12.42)

Przyktadem moze by¢ rozwazany przez nas uktad podzielony umownie na czgs¢ lewa i
prawa. Wzrost prawdopodobienstwa statystycznego rownowazny jest ze wzrostem entropii
tego uktadu.

Prawo wzrostu entropii ma charakter ogélny i odnosi si¢ do wszelkich proceséw
zachodzacych w przyrodzie. Wzrost entropii rOwnoznaczny jest ze wzrostem
nieuporzadkowania elementéw uktadu; z przechodzeniem ich od stanu uporzadkowanego do
stanu chaotycznego. Stanem pewnego uporzadkowania jest zgromadzenie gazu w jedne;j
czg$ci naczynia, ale takze stanem uporzadkowania jest potka z ustawionymi na niej
ksiazkami. Kiedy pétka spada 1 w rezultacie ksigzki sa porozrzucane na podtodze, mamy
takze do czynienia za wzrostem entropii uktadu. To samo dotyczy rozbitej szklanki, ktéra
spadta ze stotu, zburzonych w wyniku trzgsienia Ziemi domoéw, wracajacej do potozenia
rownowagi drgajacej sprezyny itd.

2. W stanie rownowagi entropia uktadu osiqga wartos¢ maksymalnq.

Kiedy wiec w wyniku przemiany nieodwracalnej uktad zwigksza swa entropig, to stan jego
rownowagi rownoznaczny jest z maksymalna wartoscig entropii uktadu.

Zadania

8.1. Oblicz charakterystyczne predkos$ci czasteczek tlenu w powietrzu, przy pogodzie
(temperatura 00C) okreslanej mianem marznacej mzawki. W jakiej relacji sa te predkosci z
dozwolong dla pojazdéw predkoscia S0 km/godz?

Rozwiazanie

Zastosuj rownania podane w lekcji 8:

. _JE-H-T _\/E-R-T
o= =

e predkos¢ najbardziej prawdopodobna M Mo

6-R-T &§-k-T
{v} = =

a-M - m,
3-R-T 3-k-T
<D5:.}m'> = =
M m,

8.2. Przy jakiej temperaturze Srednia predkos¢ kwadratowa czasteczek dwutlenku wegla
bedzie réwna Sredniej predkosci kwadratowej czasteczek azotu w temperaturze 0°c?

e predkos¢ srednia

e predkos¢ srednia kwadratowa



Wskazowka

.
T,=—-T,
Uwzgledniajac definicj¢ $redniej predkosci kwadratowej czasteczek o,

Proszg¢ samodzielnie rozwiaza¢ zadanie. Potrzebne beda masy czasteczkowe azotu i
dwutlenku wegla.

8.3. Oblicz zmiang entropii n moli gazu doskonatego w procesie izotermicznego rozprgzania
od objetosci V( do objetosci V.

Rozwigzanie

Uktadem jest porcja ny moli gazu zawierajaca liczbg N identycznych, niezaleznych
czasteczek (poduktadéw). Prawdopodobienstwo stanu uktadu Q réwne jest iloczynowi
prawdopodobienstw stanéw poduktadow Qi (i =1,2...N).

Dla pojedynczej czasteczki prawdopodobienstwo jej przebywania w objetosci V jest
proporcjonalne do V, a dla N czasteczek do VY. Wigc

Q=AV__Q=0%=(A-V)"

oraz , gdzie A jest stata proporcjonalnosci.

Z. definicji entropii bgdzie S=k-N Uﬂ A+InV ) . Liczba czasteczek i ich temperatura nie
zmieniaja si¢. Zwigksza si¢ objetos¢ porcji gazu od Vi do Vk i zwigksza si¢ entropia
(nieuporzadkowanie) uktadu.

v, v,
AS=S8,-8,=k-N(InA+InV,)-k-N(InA+InV,)=k-N- Ink=ny R-Int
o 0

8.4. Izolowany uktad dwdch zbiornikow. Zbiornik o objgtosci V zawierat ny; moli gazu o
temperaturze T. Zbiornik o objetosci V, zawierat ny, moli réwniez o temperaturze T, Oblicz
zmiang entropii tych gazéw po potaczeniu zbiornikéw 1 powstaniu mieszaniny.

Wskazowka

Dla tej mieszaniny gazéw AS=AS5; +AS;

Stownik

rozktad Maxwella rozktad wartosci predkosci chaotycznego ruchu czasteczek gazu
predkosci czgsteczek |doskonalego dla zadanej temperatury 1 masy czasteczek

rozktad koncentracji czasteczek w funkcji ich wysokosci lub energii
potencjalnej. Odnosi si¢ nie tylko do pola sit przyciagania ziemskiego,
ale do dowolnego pola potencjalnego, jesli tylko czasteczki poruszaja
si¢ chaotycznym ruchem cieplnym.

rozktad Boltzmanna

rozktad Maxwella- rozktad potozen i predkosci czasteczek bgdacych w polu sit
Boltzmanna potencjalnych i znajdujacym si¢ w chaotycznym ruchu w okreslonej




temperaturze

wzor barometryczny

podaje zaleznos$¢ ci$nienia atmosferycznego od wysokosci nad
powierzchnig Ziemi

mikrostan

stan uktadu w ktérym opisane sg stany wszystkich jego elementéw

hipoteza ergodyczna

Prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanéw sa jednakowe

stan uktadu opisany za pomoca wielkosci odnoszacych si¢ do catosci

makrostan uktadu
prawdopodobienstwo | odnosi si¢ do makrostanu uktadu: liczba mikroskoopowych sposobow
termodynamiczne realizacji danego makrostanu (liczba mikrostanéw odpowiadajaca

(waga statystyczna)

danemu makrostanowi)

entropia

definicja statystyczna: wielko$¢ proporcjonalna do logarytmu
prawdopodobienstwa termodynamicznego stanu uktadu

fluktuacje

losowe odchylenia danej wielkosci od wartosci $redniej

prawo wzrostu
entropii

entropia uktadu izolowanego nie moze male¢, w procesach
nieodwracalnych entropia uktadu ro$nie




Pole elektryczne
Wstep

Pierwsze, nie§wiadome obserwacje zjawisk elektrycznych, to niewatpliwie ogladane z lgkiem
przed wiekami - wytadowania atmosferyczne.

=

Fot. 9.0.1 Zrozumienie praw fizyki spowodowato zmiane stanowiska cztowieka - od strachu
przed piorunem, do powszechnego wykorzystania energii elektrycznej.

Przyciaganie skrawkow pergaminu przez potarty suknem bursztyn, opisane bylo juz w
czasach starozytnych przez Talesa z Miletu 1 wlasnie od greckiej nazwy bursztynu "elektron”
wywodzi sig termin "elektrycznos¢".

Za prawdziwy poczatek rozwoju wiedzy o elektrycznos$ci uzna¢ mozna sformutowanie przez
Coulomba w 1785 roku prawa oddzialywania wzajemnego tfadunkow elektrycznych. Poznanie
praw opisujacych zachowanie si¢ czastek niosacych tadunki elektryczne oraz pdl przez te
fadunki wytwarzanych umozliwito cztowiekowi zaréwno zrozumienie niebezpieczenstw
zwiazanych z wytadowaniami elektrycznymi w atmosferze jak i wykorzystanie ruchu
fadunkéw elektrycznych w ré6znorodnych zastosowaniach praktycznych. Obecnie, energia
elektryczna znajduje zastosowanie w niemalze wszystkich dziedzinach dziatalnosci
cztowieka.

Ladunek elektryczny stanowi wlasnos¢ niektérych czastek; na przyktad tadunek elektronéw
jest ujemny, protonéw dodatni, neutrony sa za$ elektrycznie obojetne. Ladunek elektronu jest
elementarnym fadunkiem ujemnym, a fadunek protonu - elementarnym fadunkiem dodatnim.
Ladunek ciat natadowanych elektrycznie jest zawsze wielokrotno$cia fadunku elementarnego.
Taka elementarng warto$¢ jakiej$s wielkosci nazywamy kwantem. Méwimy wigc, ze tadunek
elektryczny podlega kwantowaniu, czyli moze by¢ wyrazony w postaci

g=1tN.e

gdzie q jest tadunkiem danego ciata, e jest tadunkiem elementarnym, a N jest liczba
naturalna.



Jednostka tadunku elektrycznego w uktadzie SI jest 1 kulomb (1C). Kulomb jest jednostka
pochodna i zdefiniowany jest jako tfadunek przenoszony przez prad elektryczny o natgzeniu

jednego ampera w czasie jednej sekundy; 1€ =1A-1s  Fadunek elementarny wyrazony w

. . 1019 . . .
kulombach wynosi: 1&8=1.6803-10 " C Warto$¢ tadunku elementarnego jest tak mata, ze w
zjawiskach makroskopowych nie zauwazamy zwykle tej "ziarnistosci" tadunku i traktujemy
zmiany tadunkéw jako zachodzace w sposob ciagty.

Sumaryczny tadunek elektryczny pozostaje staty w dowolnych procesach zachodzacych w
uktadach elektrycznie izolowanych, czyli nie wymieniajacych tadunkéw z otoczeniem. Fakt
ten jest trescig zasady zachowania fadunku.

Catkowity tadunek uktadu elektrycznie izolowanego jest staty.

F.adunki moga jednak pojawiac sig i znikaé, czego przyktadem sa reakcje jadrowe zachodzace
przy wysokich energiach, gdzie produkowane sa tysiace czastek natadowanych. W procesach
anihilacji para elektron-pozyton zamienia si¢ za$ w nie posiadajace fadunku fotony. Procesy
te nie sa jednak sprzeczne z prawem zachowania tadunku. Prawo to stwierdza bowiem, ze
sumaryczny tadunek czyli suma tadunkéw w uktadzie, liczona z uwzglednieniem ich znaku,
pozostaje stata. Jesli wigc produkowane sa tadunki o znaku dodatnim, musza by¢ tez
produkowane fadunki znaku ujemnego, to samo dotyczy procesOw anihilacji.

1. Prawo Coulomba

Na poczatek wazna uwaga: sita oddziatywania wzajemnego tadunkéw elektrycznych
zalezy od o$rodka, w ktérym tadunki te si¢ znajduja. Poczatkowo zaktada¢ bedziemy, ze
osrodkiem tym jest préznia.

Sita oddziatywania wzajemnego fadunkéw elektrycznych stanowi tres¢ prawa
sformutowanego przez Coulomba.

Sita wzajemnego oddzialywania dwdch, nie poruszajacych si¢, fadunkéw
punktowych jest wprost proporcjonalna do iloczynu wartosci tych tadunkéw oraz

odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci miedzy nimi.

Zapisujemy to nastgpujaco:

F-_ ' %%

9.1.1
4-7-g, 1° ©-11)
gdzie i 9ato wartoéci tadunkéw, T - odlegto$é miedzy nimi.
Wielkos¢
., C*
£,=885.107" —— 9.1.2
b N-m* ( )



nosi nazwe przenikalnosci elektrycznej prézni.

Kierunek wektora sity, ktorej
wartos$¢ okresla prawo
Coulomba, zgodny jest z
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Rys.9.1.1. Kierunki sit oddziatywania wzajemnego
dwoch tadunkow: gorna czes¢ rysunku -
roznoimiennych, dolna czes¢ - jednoimiennych. (W
gornej czesci rysunku jedynie dla przejrzystosci wektory sit
odsuniete sq od prostej tqczqcej tadunki. )

Zauwazamy analogig
pomigdzy prawem
powszechnej grawitacji,
omawianym w wykladzie
trzecim, a prawem Coulomba,
jesli iloczyn mas zastapimy
iloczynem tadunkow.

Pamigtamy jednak, ze w przypadku sit grawitacyjnych mamy do czynienia zawsze z sita
przyciagajaca, za§ w przypadku tadunkéw jednoimiennych sita wzajemnego
oddzialywania jest odpychajaca, co ilustruje dolna czg$¢ rysunku 9.1.1. Ponadto, sita
grawitacji nie zalezy od o$rodka, w ktérym znajduja si¢ ciata. Sity oddziatywania
wzajemnego punktowych tadunkéw elektrycznych nazywamy czgsto sitami
kulombowskimi.

Wektor sity oddzialywania wzajemnego dwoch tadunkéw dla oznaczen przyjetych na
rysunku 9.1.1 mozemy wigc zapisa¢ w postaci

- 44 - = 9149 =
Fo=——Ha% 3, Fp=—2 1 5, 9.1.3)
47551 d-7. 551

Zwré¢my uwage, ze w przypadku tadunkéw réznoimiennych (zaznaczonych na rysunku
9.1.1 kolorami: zielonym i czerwonym) iloczyn wartosci fadunkéw ma znak ujemny.

Stwierdzono do§wiadczalnie, ze obecnos¢ w poblizu innych tadunkéw nie ma wplywu na
sit¢ oddzialywania pomigdzy okreslonymi dwoma tadunkami. Jesli wigc w przestrzeni

oprécz danego tadunku 9% znajduje si¢ N innych tadunkéw 9, to wypadkowa sita
dziatajaca na ten tadunek wyniesie.

N
F=3Fyu (9.1.4)



czyli jest suma wektorowa sit pochodzacych od wszystkich N tadunkéw.

2. Natezenie pola elektrycznego

Pole elektryczne wytworzone przez tadunki elektryczne to przestrzen, w ktérej na
umieszczony tadunek dziala sita elektryczna. Warto$¢ i kierunek tej sity okresla prawo
Coulomba. Punktowy tadunek gy pozwalajacy wykry¢ istnienie pola elektrycznego nazywamy
ladunkiem prébnym. Przyjmuje sig, Ze jest to tadunek o znaku dodatnim na tyle maty, by
wytwarzane przezen pole byto zaniedbywalne w stosunku do pola wytwarzanego przez inne
fadunki. Jezeli tadunki wytwarzajace pole sa nieruchome, to pole to nazywamy polem
elektrostatycznym.

W tym miejscu druga wazna uwaga: rozwazania nasze dotyczy¢ beda z reguty tadunkéw
punktowych znajdujacych si¢ w polu elektrostatycznym. Zatozenie to przyjmowac
bedziemy dalej bez dodatkowego przypominania. Na inne przypadki bedziemy wyraznie
zwraca¢ uwage w tekscie.

NatezZenie pola elektrycznego jest wektorem okreslonym jako stosunek sity dzialajacej w danym
punkcie pola na punktowy fadunek prébny g, do wartosci tego tadunku:

9.2.1)

czyli jest sita dziatajaca na umieszczony w danym punkcie przestrzeni fadunek jednostkowy.
W przypadku pola wytwarzanego przez tadunek punktowy ¢ mamy:

— 1 q F
E= = (9.2.1a)

4-T-8, T

gdzie ’ |1| jest wektorem jednostkowym (wersorem) skierowanym od tadunku
wytwarzajacego pole do tadunku prébnego.

Pole elektrostatyczne wytworzone przez tadunek punktowy nazywa sig¢ czg¢sto polem
kulombowskim. Zapamigtajmy, ze nat¢zenie pola kulombowskiego zmienia si¢ z odlegtoscia
od tadunku bedacego Zrédtem pola jak 1/r%.



Przyjmuje sig, ze
kierunek natg¢zenia pola
pokrywa si¢ z
kierunkiem sity
dziatajacej na probny
tadunek o znaku
dodatnim; patrz rysunek
9.2.1.

Rys.9.2.1. Kierunki
natezenia pola
pochodzqce od tadunku
dodatniego (7 lewej) i
ujemnego (z prawej).

Jednostka natg¢zenia pola, wynikajaca z definicji, jest w uktadzie SI sita o wartosci jednego
niutona dziatajaca na tfadunek prébny o wartosci jednego kulomba, czyli 1N/C.

Linie styczne do wektorow nat¢zenia pola kulombowskiego (zwane liniami sit pola) beda
tworzyly zbior prostych radialnie wybiegajacych z punktu (lub wbiegajacych do punktu), w
ktérym znajduje si¢ tadunek bedacy zrédtem pola. Punkty, w ktérych natgzenie pola ma taka
sama warto$¢ bgda tworzyty powierzchnie sferyczne symetrycznie otaczajace tadunek
zrodlowy. Mozemy powiedzie¢, ze pole kulombowskie pojedynczego tadunku ma symetrig
sferyczna.

Kiedy w przestrzeni znajduje si¢ wiele tadunkéw, wowczas sita dziatajaca na tadunek prébny
rOwna jest sumie wektorowej sit pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw, co jest
konsekwencja wzoru (9.1.4). Fakt ten zwany jest zasadg superpozycji pol i wyrazony jest
wzorem

iy

E=3E; (9.2.2)

Traktujac element tadunku dg jako tadunek punktowy mozemy pochodzace od niego
natg¢zenie pola w punkcie odleglym o ¥ zapisa¢ wzorem

1 d
dE = i
475, 22 (9.2.3)
Pole wypadkowe od tadunkéw roztozonych w sposéb ciagly otrzymamy z zasady
superpozycji pol zastgpujac sumg we wzorze (9.2.2) catkowaniem
E=|dE 9.2.4)

gdzie catkowanie wykonuje si¢ po obszarze, w ktérym roztozone sa fadunki.

W ten sposéb kazdemu punktowi pola elektrycznego przypisaliSmy wektor okreslajacy
wartos$¢, kierunek i zwrot nat¢zenia pola w tym punkcie. Dla praktycznego opisu wygodnie



jest postugiwac sig pojeciem linii sil. Linie te prowadzone sa tak, ze w kazdym punkcie
styczna do linii sil pokrywa si¢ z kierunkiem natgzenia pola, a liczba linii przypadajacych na
jednostke powierzchni prostopadtej do linii sit w danym punkcie odpowiada wartosci
natgzenia pola w tym punkcie.

Przyklady obliczen natezenia pola dla uktadéw tadunkéw punktowych oraz tadunku
roztozonego w sposob ciaglty, omawiane sa w czgsci po§wigconej zadaniom.

A teraz, jesli uzywasz przegladarki "Internet Explorer", mozesz sam wygenerowac uktad
linii sit oraz zobaczy¢ jakie sa kierunki i wartos$ci sit dziatajacych na tadunek probny
umieszczony w réznych punktach pola. Mozesz tez zobaczy¢ potozenia tzw. powierzchni
ekwipotencjalnych, o ktérych bedzie mowa w nastgpnym segmencie tej lekcji. Ponizej
zademonstrowany jest przyktad dla uktadu tadunkéw sktadajacego si¢ z dwéch réznych
tadunkéw dodatnich oraz jednego ujemnego. Aby uruchomi¢ demonstracje, kliknij w polu
ilustracji. Aplikacja ta zostala opracowana przez Twego kolegg, studenta IV-go roku
Wydziatlu Fizyki, specjalnosci "fizyka komputerowa", pana Piotra Zarzyckiego w roku ak.
2001/2002.

A HTML Teat Poie - Micaneaht Intasnal Ewploial

Pole elektrostatyczne ukladu ladunkow punktowych
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3. Potencjal pola

Obliczmy pracg wykonana przez sity pola elektrycznego przy przemieszczaniu probnego

tadunku 9oz punktu <1 do punktu & w polu elektrycznym wytworzonym przez punktowy
tadunek Q (Rys.9.3.1).



ﬁ' Symbolem F i
- - strzatka brazowa
. * @ - - oznaczona jest sita
o) A dp B dziatajaca na tadunek

90 7e strony tadunku

Q (Zaktadamy, ze
znaki tadunkéw sa
takie same, wiec sita

F jest odpychajaca.
Rys.9.3.1. Przemieszczenie tadunku 90 z punktu < do punktu Bw 0 (ill egto é?{aunli?u ‘_{
polu elektrycznym tadunku Q. od érodka Iadunku Q

wynosi 74; odlegto$é

punktu B wynosi %5 .

Warto$¢ sity dziatajacej na tadunek 9@ ze strony tfadunku wanosi:

a 1 9-q
== . S
4-m-5 r ©.3.1)

gdzie ¥ to odlegtos$¢ migdzy tadunkami Qi 9o,

Praca AW wykonana przez silty oddziatywania elektrostatycznego przy przesunigciu fadunku

200 odcinek dr Wynosi wigc:

T i = Q QZI
dW =F-df = ~d
T 4-1-8,- re ’ ©.3.2)

Praca sit pola przy przesunieciu tadunku 92 z punktu <1do punktu B wyniesie:

11
_[ Q-q, dr=- Qg (1 1) 1 Q¢ 1 Q4 (9.3.3)

-1*r£:, —1T£j|r Iy 4158 1, 4-1-8, 15

Mozna wykazaé, ze praca wykonana przez sily pola elektrycznego przy przemieszczeniu

ladunku 99z punktu <ido punktu B nie zalezy od ksztalttu drogi po ktérej odbywalo sie
przemieszczenie i okreslona jest przez wartosci tadunkéw oraz odleglo$ci punktow i
B od ladunku wytwarzajacego pole.



C

Niezaleznie od tego, czy przemieszczenie
odbywa si¢ po linii prostej, czy po dowolnej
krzywej laczacej punkty <1i B - wykonana praca
jest taka sama (Rys. 9.3.2). Kiedy wigc potozenia
obu punktéw znajduja si¢ w tej samej odlegtosci
od tadunku wytwarzajacego pole - wykonana

A praca wynosi zero, niezaleznie od ksztaltu drogi

po ktérej poruszat sie tadunek ¢, choéby nawet

droga ta byta dluga i skomplikowana. Oznacza

to, ze wykonana praca wynosi zero, kiedy punkt
Rys.9.3.2. Praca sit pola elektrycznego koncowy pokrywa si¢ z punktem poczatkowym
podczas przemieszczenia tadunku z punktu (przemieszczenie po drodze zamknigtej). Pole o

Ado punktu B jest taka sama, gdy takiej whasciwosci - praca na drodze zamknigte;j
przemieszczenie odbywa sie po drodze a i TOWNa jest zeru - nazywamy polem

b. Jesli poczatek i koniec przesuniecia zachowawczym.

pokrywajq sie (droga c), praca rowna jest

zeru.

Wykonana praca wiagze si¢ wylacznie ze zmiang potozenia - moze wigc by¢ przyréwnana do

réznicy energii potencjalnych tadunku 92 w punktach i 5. Wzér (9.3.3) mozemy wiec
zapisac:

H;:_ 1 IQ'Q'-:'_ 1 .qu':'zb" —L'T

_4-;‘1-5_:, r, 4-m-g, 1y - g ©.3.4)
gdzie Ua. to energia potencjalna tadunku 92w punkcie 1, Us. energia potencjalna

tadunku 92w punkcie 5.

Dodanie lub odjecie statej wartosci do Ui UB nie zmienia réznicy U,-Us, Méwimy, ze

energia potencjalna wyznaczona zostata z doktadnos$cia do statej dowolne;j

7= 1 : Q g0 + const 9.3.5)
4.7 55 r

Z postaci wzoru (9.3.5) widac¢, ze jezeli =% to energia potencjalna réwna jest tej stalej tzn.

Us = const, Wtedy jednak znika oddziatywanie elektrostatyczne. Przyjmujemy wigc, ze
stata ta rowna jest zeru, a wtedy

o -
U= L% (9.3.6)

4d-m- 55 r




“ (3.1) Potencjat pola

Wyrazenie (9.3.6) okre$la energie potencjalna tadunku 29bedacego pod dziataniem sity
pochodzacej od tadunku Q znajdujacego si¢ w odleglosci T od tadunku 9¢. Energia ta

réwna jest pracy wykonanej przy przemieszczeniu tadunku 20z danego punktu pola do
nieskonczonos$ci. Energia ta r6wniez charakteryzuje pole w danym punkcie, jest jednak wciaz
zalezna od wartosci tadunku prébnego.

Podobnie jak w przypadku definicji nat¢zenia pola definiujemy wigc inna wielko$¢
charakteryzujaca pole, zwana potencjalem pola , ¥, w danym punkcie.

(9.3.7)

Potencjat jest wigc energia potencjalng jednostkowego, punktowego tadunku dodatniego
znajdujacego si¢ w danym punkcie pola. W przypadku pola wytwarzanego przez tfadunek

punktowy Q mamy wigc

1
7= g (9.3.8)
d-m-gq5 1

Moéwimy, ze pole tadunku punktowego jest polem potencjalnym i potencjat tego pola
(zwanego polem kulombowskim) zmienia si¢ z odlegtoscia jak 1/r.

Kiedy pole wytwarzane jest przez uklad N ladunkéw, wowczas w konsekwencji zasady
superpozycji pol, praca zwiazana z przemieszczeniem tadunku pomi¢dzy dwoma punktami w
tym polu réwna jest sumie prac sit pochodzacych od poszczeg6lnych tadunkéw.

N
W=2W, (9.3.9)
=1
Podobnie, potencjat pola réwny bedzie:
1 N Q.
= s
iz 2 93.10)

b

co oznacza, ze potencjat pola pochodzacego od sumy tadunkéw réwny jest sumie potencjatéw
pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw tego uktadu.

Ze wzoru (9.3.6) wynika, ze znajac potencjat pola w danym punkcie mozna wyznaczy¢
energic potencjalng tfadunku 9, ktéry w tym punkcie si¢ znajduje



U=p-q (9.3.11)

Znajac potencjat w dwoch punktach pola mozna z kolei wyznaczy¢ pracg sit pola przy
przesuwaniu fadunku 9pomiedzy tymi punktami

[WzU__i—UE =q-(p, —o,.) ] 9.3.12)

Praca ta réwna jest iloczynowi tadunku i r6znicy potencjatéw pomigdzy potozeniem
poczatkowym i koncowym tego tadunku. Kiedy punkt koncowy przesuwa si¢ do
nieskonczonosci, gdzie potencjat pola rowny jest zeru (wygodnie jest tak przyjac, gdyz pole w
nieskonczonosci znika), to wykonana praca wynosi

Weo=Us=q @4 (9.3.13)

Wynika stad wazny wniosek

Potencjat w danym punkcie pola rowny jest liczcbowo pracy wykonanej przez sity pola przy
przesunieciu jednostkowego tadunku dodatniego z tego punktu do nieskonczonosci.

Zwré¢émy jednak uwage, ze zaréwno energia potencjalna, jak i potencjat sg okreslone w sposéb wzgledny.
Oznacza to, ze jako stan odniesienia mozna wybra¢ dowolny stan uktadu fizycznego i mozna mu arbitralnie
przypisa¢ dowolng warto$¢ energii potencjalnej (potencjatu). Zalozenie, Ze jest to stan, w ktérym znika
oddzialywanie (znika pole) oraz energia potencjalna w tym stanie (potencjat) jest rtéwna zeru, jest stosowane
najczesceiej.

Jednostka potencjatu jest jeden wolt (1V). Jest to potencjat w takim punkcie pola, z ktérego
przesunigcie tadunku 1C do nieskonczonosci wymaga pracy réwnej 1J; czyli 1V=1J/1C.

W fizyce mikroczastek za jednostke energii przyjmuje si¢ bardzo czg¢sto energi¢ jaka uzyskuje
elektron przy przechodzeniu pomigdzy punktami pola o réznicy potencjatoéw réwnej 1V. Taka
jednostke nazywamy elektronowoltem i oznaczamy IeV. Z okre$lenia tej jednostki wynika, ze

1eV~16-100°C-V=16-10"1

(3.2) Zwiazek nat¢zenia pola z potencjalem

Praca zwiazana z przemieszczaniem fadunku w polu elektrycznym jest bezposrednia
konsekwencja sit dziatajacych na tadunek; sity zas bezposrednio wiaza sig z natgzeniem pola
elektrycznego. Stwierdzenia te prowadza do wniosku, ze pomig¢dzy natgzeniem pola i
potencjatem musi istnie¢ okreslony zwiazek.

Z kursu mechaniki pamigtamy, ze wykonanie pracy przez sity potencjalne nad ciatem
powoduje ubytek energii potencjalnej ciata (Patrz wzory (2.6.2) 1 (2.6.3) w wykladzie
drugim).

W przypadku pola elektrostatycznego praca wykonana przez sitg F na drodze 9P spowoduje
zmiang energii potencjalnej -dU:




d = F-dﬁ: cj-E-djg_ﬁ:—CfU:—q-dﬂ? (9.3.13)
czyli
E-dp=-dp (9.3.14)

Pamigtajac o whasnos$ciach iloczynu skalarnego wektoréw widzimy natychmiast, ze kiedy
ruch odbywa si¢ w kierunku prostopadtym do kierunku natg¢zenia pola, to zmiana potencjatu
wynosi zero. Méwimy wtedy, ze ruch odbywa si¢ po tzw. powierzchni ekwipotencjalnej.
Kiedy za$ ruch odbywa si¢ wzdtuz kierunku nat¢zenia pola to zmiana potencjatu z tym
ruchem zwiazana jest najwigksza. Dla takiego przypadku mozemy wzoér (9.3.14) zapisa¢ w
postaci skalarnej. Niech kierunek wektora natgzenia pola bedzie zgodny z kierunkiem osi X,
wtedy

E-de=-dp (9.3.15)
z czego wynika, ze
dep
E=——T1
o (9.3.16)

Kiedy jednak kierunki wektorow Ej g beda dowolne, woéwczas dla sktadowych Ey, Ey 1 E,
mozemy zapisa¢ analogicznie

O Op oip
E - = f ET. = - . E = —
X e . oy z % (9.3.17)
W postaci wektorowej mozemy relacje (9.3.17) zapisa¢ nastgpujaco
= de ~ do ~ do p
E:——¢}-1+—¢}-}+—¢}-k (9.3.18)

dx dy dz

Wyrazenie po prawej stronie wzoru (9.3.18) nazywamy gradientem potencjatu pola
elektrycznego. Wiecej informacji o funkcjach wektorowych znajdziesz tutaj.

Gradient - wektor, ktorego sktadowe sa pochodnymi po wspétrzednych przestrzennych - jest
miarg szybkosci, z jaka potencjat zmienia si¢ w przestrzeni. Od szybkos$ci zmian potencjalu w
przestrzeni, a nie od wartosci potencjatu zalezy natezenie pola. Zwiazane jest to z faktem, ze
potencjat jest okreslony z doktadnoscia do statej. Mozemy przypisa¢ danemu punktowi
zupelnie dowolna warto$¢ potencjatu (np. 1 000 V), ale jesli we wszystkich sasiednich
punktach potencjat jest taki sam, to nat¢zenie pola réwne jest zeru, czyli nie ma w tym
obszarze pola elektrycznego.



Zapamigtajmy wazny zwiazek faczacy natgzenie i1 potencjal pola.

Natezenie pola elektrycznego w danym punkcie rowne jest gradientowi potencjalu pola
w tym punkcie, wzigtemu ze znakiem minus.

Zwiazek (9.3.18) umozliwia wyznaczenie nat¢zenie pola, jesli znamy rozktad jego potencjatu
1 na odwroét - wyznaczenie potencjatu jesli znamy rozktad nat¢zenia pola. Pamigtajac, ze sil¢
dziatajaca na tadunek w polu mozemy wyrazi¢ przez iloczyn warto$ci tadunku i nat¢zenia
pola, mozemy zapisa¢ wyrazenie na pracg sil pola elektrycznego przy przemieszczaniu
tadunku pomigdzy punktami A i B w postaci (patrz wzory (9.3.2), (9.3.4)1 (9.3.12)):

g E d=q(ps-os) 9.3.19)

B
W= |

A
Dzielac obustronnie ostatnia réwno$é przez 9 otrzymujemy

B
|E-dl=gs-@5 (9.3.20)
A

Z wzoru tego wynika wazna zalezno$¢
E —_ —_
Py = P — _[E- dl (9.3.20a)
A

pokazujaca wspominana juz wzglednos¢ pojecia potencjatu.

Majac na uwadze, Ze praca na odcinku od “ido B zalezy wytacznie od réznicy potencjatéw w
tych punktach 1 nie jest zalezna od drogi po ktorej odbywa si¢ przemieszczenie, to dla

przemieszczenia po konturze zamknigtym, kiedy punkty <1i B pokrywaja sie, mamy

jZE-cﬂ =0 (9.3.21)

Oczywiscie zaktadamy tu, ze w czasie przemieszczenia natgzenie pola w poszczegdlnych
punktach nie zmienia si¢ w czasie. Pole takie nazwalismy elektrostatycznym. Wyrazenie po
lewej stronie wzoru (9.3.21) nazywamy cyrkulacja wektora nat¢zenia pola. Réwnanie (2.3.21)
stwierdzajace, ze cyrkulacja wektora nat¢zenia pola po konturze zamknigtym jest rowna zeru,
okresla podstawowa wtasciwos¢ pola elektrostatycznego i jest spetnione dla wszystkich pol
potencjalnych (posiadajacych potencjat).

A teraz mozesz sam wygenerowac uktad linii sit dla r6znych uktadéw tadunkéw. Mozesz tez
zobaczyc¢ rozktad potencjatu 1 potozenia tzw. powierzchni ekwipotencjalnych.



4. Dipol elektryczny

L

Aby uruchomi¢ demonstracje, kliknij w polu
ilustracji.

T —“' — Autorzy symulacji: Zbigniew Kqkol i Jan

Zukrowski, Wydziat Fizyki i Informatyki
Stosowanej Akademii Gorniczo-Hutniczej w
Krakowie.

Najprostszym przyktadem uktadu tadunkéw elektrycznych jest uktad dwoch tadunkow
znajdujacych si¢ w pewnej statej odlegtosci od siebie.

F

Rys. 9.4.1. Dipol elektryczny

L J

Jesli sa to tadunki o takich samych warto$ciach ale

+q. -
réznych znakach: T 7 Gy odlegto$¢ migdzy

nimi {jest duzo mniejsza niz odlegtosé do punktu
P | w ktérych wyznaczmy pole, to uktad taki
nazywamy dipolem elektrycznym; Uktad taki
pokazany jest na rysunku 1.4.1., gdzie jednak nie
sa zachowane proporcje dotyczace odlegltosci
punktu P . Punkty, w ktérych znajduja si¢ tadunki,
nazywamy biegunami dipola. Prosta
przechodzaca przez oba tadunki nazywamy osia
dipola (na rysunku o$ ta pokrywa si¢ z osia X);
wektor faczacy oba tadunki i skierowany w
kierunku tadunku dodatniego nazywamy
ramieniem dipola (na rysunku zaznaczony
kolorem niebieskim), za$ iloczyn ramienia dipola
przez wartos¢ tadunku dodatniego nazywamy

elektrycznym momentem dipolowym,
.Wektor ten zaznaczony jest na rysunku kolorem
rézowym

p=gqgl (9.4.1)

Warto zaznaczy¢, ze elektryczne wtasnosci
molekut dielektrykéw podobne sa do wtasnosci
dipoli.



Natg¢zenie pola w danym punkcie przestrzeni pochodzace od dipola mozemy wyznaczy¢
korzystajac z zasady superpozycji pdl tj. sumujac nat¢zenia pol pochodzacych od obu
tadunkow.

E=E +E (9.4.2)

Rozpatrzmy dwie najprostsze sytuacje.

W przypadku gdy rozwazany punkt znajduje si¢ na osi dipola, to wektor nat¢zenia pola lezy
réwniez na tej osi. Ilustruje to rysunek 9.4.2

PE
S » @ - —_—

i | i | b E F

I
= i

Rys. 9.4.2. Natezenie pola elektrycznego w punkcie P lezqcym na osi dipola.

Wektory nat¢zen pdl od tadunku dodatniego i ujemnego leza na tej samej osi ale sa
przeciwnie skierowane. Natgzenie pola jest wigc ich réznica arytmetyczng; patrz rysunek

9.4.2.
E:L- Iﬁ B Iﬁ _ g Ifﬁ_t'f _
dmog9 \rf o d-mogg |y or

! &r (9.4.3)
_ 9 |le-nlir+n )| g 2lr
4.7 £ ry o 47 8y ry s

gdzie przez T oznaczyli$my odlegto$é punktu P od érodka dipola. Pamigtajac o zatozeniu, ze

odlegto$¢ ta jest znacznie wigksza od odlegtosci pomiedzy tadunkami, tj. T+ = 1= # 1 >>1 ,

otrzymujemy:

2.qg-lr 2
Ew =12 = : (9.4.4)

4.7 gqr° 2-m-Ep- "

Drugim szczeg6lnym przypadkiem jest potozenie punktu na prostej prostopadtej do osi
dipola i przechodzacej przez jego $rodek. Przypadek ten ilustruje Rys. 9.4.3.



Fyv /P Y

Rys.9.4.3. Pole elektryczne dipola na
prostej przechodzqcej przez jego
srodek i prostopadtej do jego osi

Nate¢zenie pola jest suma wektorowa natgzen pol
pochodzacych od obu tadunkéw (wzoér 9.4.2).
Szczegdtowe rachunki przedstawione oddzielnie
prowadza do wyrazenia na wartos¢ E:

_ 1 g-!
4.7 £p [ ) I:]J i (9.4.5)
r~ +:

Pamigtajac znéw, ze T => I i zaniedbujac wielko$é

I” /4 poréwnaniu z I~ otrzymujemy

1 g-I 1 7
E= 5 L 946

4-7- 55 P 4.7 55 P

Poréwnujac wzory (9.4.4) 1 (9.4.5) widzimy, ze
nat¢zenie pola w punktach jednakowo odlegtych od
srodka dipola jest dwukrotnie wigksze dla punktéw
lezacych na jego osi w stosunku do punktéw lezacych
na prostej prostopadtej do osi dipola i przechodzace]
przez jego srodek. Zauwazmy réwniez, ze pole
elektryczne pochodzace od dipola zmniejsza si¢

proporcjonalnie do 2 T tj. szybciej niz pole
pochodzace od tadunku punktowego, ktére zmniejsza

sie jak 2/27 . Nic dziwnego, sumaryczny tadunek
dipola wynosi zero.

Dla kompletnosci podamy jeszcze bez wyprowadzania
wzOr na pole dipola w dowolnym punkcie, ktérego
polozenie okresla odlegtos¢ I'ikat £, zgodnie z
rysunkiem 9.4.1.

Fe ! P fsemTa 04

:E'H'Eﬂ 1":'

Dla kata # réwnego 0 i 90 stopni wzor ten przechodzi
odpowiednio we wzory (9.4.4) 1 (9.4.6).

Dla ilustracji, na rysunku 9.4.4 pokazane sa linie sit
pola dla dipola elektrycznego oraz prostopadte do nich
linie odpowiadajace przecigciu powierzchni
ekwipotencjalnych z ptaszczyzna XY. Dla kilku
punktoéw pokazane sa tez wektory natezenia pola,
ktore zawsze sa styczne do linii sit pola.
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Rys.9.4.4. Dipol elektryczny i wytworzone przez niego pole elektryczne.
Sprébuj takze sam okresli¢ kierunek i oszacowaé warto$¢ natezenia pola w innych punktach.

Na dipol umieszczony w jednorodnym polu
-4  F elektrycznym dziata para sit, ktérej moment
> wynosi (patrz rysunek 9.4.5)

AL
M=E gl sine ©.4.8)

co w postaci wektorowej mozna zapisac jako

-__
oy
LN

- M= pxE (9.4.9)

Moment sit bedzie wigc powodowat obrot
dipola tak, by jego os ustawiona byta wzdtuz

Rys.9.4.5. Dipol w polu elektrycznym linii sit pola elektrycznego (e=0) Witedy
M = 0] wektor momentu dipolowego ¥ bedzie

rownolegty do wektora E

5. Ruch czastki naladowanej w polu elektrycznym

Jak wiemy, sita F dzialajaca na fadunek g umieszczony w polu elektrycznym o natgzeniu E
okreslona jest wzorem.

F=g E (9.5.1)



gdzie znak tadunku moze by¢ dodatni badZ ujemny. Kierunek sity zgodny jest z kierunkiem
wektora natgzenia pola, a zwrot zalezny jest od znaku fadunku.

Zapiszmy réwnania Newtona dla tego przypadku. Pamigtamy, ze I = m- @ gdzie M jest
masa czastki, a @ jest jej przyspieszeniem. Z kolei, przyspieszenie jest druga pochodna
wektora potozenia i pierwsza pochodna wektora predkosci wzgledem czasu. Wektory te
moga mie¢ dowolng orientacj¢ w przestrzeni. Réwnanie ruchu ma wigc postac.

- do d°F
F:m-—uzm- i
dt dt~

=g E (9.5.2)

A Okreslmy warunki poczatkowe dla naszego
7 przypadku. Przyjmijmy, ze wektor nat¢zenia
pola skierowany jest wzdtuz osi Z, czyli jego

E (E,.E,.E,]
Wr.-, = 4 sktadowe '~ XUy TS

A (0.0.E) . Sktadowe wektora potozenia i
_ predkosci przyjmijmy za dowolne i1 oznaczmy
k& je dla chwili czasu t = @symbolami

mozna zapisac¢ jako

1 i ' L [ = - 1 I N} .]
/ ! I| i l.‘.,_-:;-_IrD.ZDJOI_aZ'- EQ:Fy0-Fz-S

s g Y  torysunek 9.5.1.

. [lustruje

Y Rys.9.5.1 Wektory: potozenia, predkosci i pola
: elektrycznego

Réwnania Newtona dla poszczegdlnych sktadowych oraz ich rozwigzania maja wigc postac.

:__ du. -
m } =m—==0 Uy =Usp X =l t+x,
dt dt
d° v du,
m——=m——-=0 =90, =0, = vV=U,5 t+ v, (9.5.3)
at” cdt y ! - y |
d’z du, g-E E
m-— m =g E o, = 4w o :
I aF ) T 20 hz — +0,, t+z,

Zauwazamy, ze ruch w kazdym z kierunkéw jest niezalezny od ruchéw w kierunkach
pozostatych. Jesli wigc wszystkie predkosci poczatkowe rowne beda zeru, to ruch bedzie
odbywat si¢ tylko w kierunku zgodnym z kierunkiem wektora natgzenia pola, czyli w naszym
przypadku w kierunku osi Z. Bgdzie to ruch jednostajnie przyspieszony, jednowymiarowy.
Przyspieszenie w tym ruchu zapisa¢ wigc mozna w postaci skalarnej

g-E

I

(9.5.4)

=

bowiem kierunek przyspieszenia w tym ruchu jest takze wielkoscia stala.



Jesli tadunek czastki jest ujemny, to ruch bedzie odbywat si¢ w kierunku przeciwnym do

kierunku wektora B . Jesli dodatkowo w chwili £ = @sktadowa predkosci w kierunku Z byla
nieréwna zeru i dodatnia to ruch bgdzie ruchem jednostajnie opéznionym az do momentu
kiedy ujemny przyrost predkosci bedzie réwny predkosci poczatkowej, czyli kiedy

t=v;0 mIq E] jegli wchwili t=0sktadowa predkosci w kierunku X byta nieréwna

zeru, to ruch w tym kierunku bedzie ruchem jednostajnym, prostoliniowym, a czastka
poruszac si¢ bedzie w ptaszczyznie (X,Z) - bedzie to wigc ruch ptaski. Zwréémy tez uwage,

7e przyspieszenie w tym ruchu okresla czynnik - E/m wyrazajacy proporcjonalnos¢

przyspieszenia czastki do wartosci natezenia pola i fadunku czastki i odwrotna
proporcjonalnos¢ do jej masy.

Rozwazania nasze mozesz teraz sprawdzi¢ samemu za pomoca przygotowanego w tym celu
interaktywnego testu graficznego.

Rozwazmy blizej ruch elektronu w polu elektrycznym. Ladunek elektronu wynosi (poréwnaj

_. P PSE
z tablicami statych fizycznych) e = 1.60217733-10°°C

_a- - 431
m,=9.1093697 107" kg ; stosunek tadunku elektronu do jego masy wynosi

, ajego masa

/ =1.73 ¥ 2. ] 11 / . . .
Qe /me =1.75851962.10°" C/kg . Natgzenie pola wyrazi¢ mozemy w niutonach na

kulomb lub, co jest rtOwnowazne, w woltach na metr. Wymiar wyrazenia q E/m

C'-N- 1 :I\g-m_ I m

jest wigc

C kg s kg 57w uktadzie SI wyrazenie to mozemy wigc zapisa¢ dla

elektronu w postaci

E 2 _F 175881062 10" Z-F 1.75681062 1007 9.5.5)
meg s° ns”

WyraziliSmy to w metrach na nanosekund¢ do kwadratu, bo w praktycznych zastosowaniach
wygodniej bedzie wyraza¢ czas ruchu elektronu w nanosekundach.

MS-Excel Interaktywny test graficzny Kliknij w polu rysunku.




Ruch czgstki natadowanej | F
w polu elektrycznym

Sita: F=q.E

Masa {wjednosthach
masy olektranu}

Laduniek {w jedrostkach
Ladunk elomantarna )
Hathkenis pola, alakir,
Skladowa X pegdiodsi
Skiadawa ¥ preckodci
Pabotenis poczaticows X
Pobotenie poczgiowe ¥

[czas ohserwaci [

o

Rys.9.5.2. Przyktad ruchu czqstki w polu elektrycznym.

6. Prawo Gaussa

Strumien wektora natezenia pola
elektrycznego

Porcj¢ strumienia wektora natgzenia pola

elektrycznego d@lf przez maty element

powierzchni ds (tak maty, ze moze by¢
traktowany jako ptaski, a nat¢zenie pola w
jego obrebie jest wektorem statym)
definiujemy jako skalarny iloczyn wektora
natgzenia pola i wektora prostopadtego do
tego elementu powierzchni, o wartosci

réwnej polu powierzchni ds.
d®, =E-dS (9.6.1)

Warto$¢ strumienia wektora natgzenia pola
elektrycznego przez cala powierzchni¢ S, ktdora
obliczamy przez zsumowanie porcji strumienia

Rys.9.6.1. Strumien wektora natezenia pola przez poszczegblne elementy powierzchni dS,

elektrycznego E przez powierzchnie dS. jest .réwna l.iczbie lin.ii sit pola przecinajacych tg
powierzchni¢. W najprostszym przypadku, gdy
pole elektryczne jest jednorodne, strumien
wektora natg¢zenia pola elektrycznego przez
ptaszczyzng o powierzchni S jest réwny:

©. =E-5-cosa (9.6.2)

gdzie a jest katem miedzy wektorem



natgzenia pola elektrycznego i normalna do
powierzchni.

Strumien wektora nat¢zenia jednorodnego
pola przez powierzchnig prostopadta do linii
sit pola réwny jest iloczynowi natgzenia pola

i polu powierzchni: D, =E-F w
przypadku powierzchni réwnoleglej do linii
sit pola (linie sit nie przebijaja powierzchni)
strumien réwny jest zeru.

E

~ Obliczmy strumien wektora natgzenia pola

! elektrycznego przez powierzchnig zamknigta
otaczajaca punktowy tadunek elektryczny (Rys.
9.6.2). Wybierzmy powierzchnig kuli, w ktdre;j
srodku znajduje si¢ tadunek punktowy wytwarzajacy
pole. Wektor natezenia pola elektrycznego w
kazdym punkcie wybranej powierzchni jest
jednakowy i prostopadty do powierzchni. Strumien
wektora natgzenia pola elektrycznego przez element
powierzchni &5 wynosi wigc:

E
—-dS (9.6.3)

d®_ =E-dS =
dmer”

Aby obliczy¢ strumien nat¢zenia pola przez cala
powierzchnig kulista, nalezy scatkowac to
wyrazenie:

D, = 9 gs5=_19 1,§d3=_‘-’1(9.6.
s g’ dmgrs « dzs,r4)

Rys.9.6.2. Strumien pola elektrycznego
tadunku punktowego q przez
powierzchnie kulistq.

Catka po powierzchni kuli réwna jest powierzchni
fds =am°
kuli: =

Otrzymalismy wazny wzor, ktéry mowi, ze strumien natgzenia pola elektrycznego przez
powierzchnig otaczajaca tadunek jest proporcjonalny do tego tadunku:

@=L (9.6.5)
Mozemy ten wzor uogdlni¢ dla dowolnej powierzchni zamknigtej, obejmujacej tadunek
punktowy gq.

Kiedy wewnatrz danej powierzchni zamknigtej znajduje si¢ wiele tadunkéw punktowych, to
zgodnie z zasada superpozycji p6l mamy dla »n tadunkéw



‘ %F}dﬁk {E,-dS (9.6.6)

Przez E; oznaczyli$my pole pochodzace od fadunku o numerze £ . Majac na uwadze, ze kazda

z catek po prawej stronie wzoru (9.6.6) réwna jest 97 £ otrzymujemy

-~ o~ 12
=¢E-dS=—> g (9.6.7)
E[:. i=1

3

Wzér (9.6.7) zawiera w sobie tre$§¢ prawa Gaussa dla nat¢zenia pola elektrycznego.

Strumien wektora natezenia pola elektrycznego przez dowolna powierzchni¢ zamknigta
réwny jest sumie fadunkéw obejmowanych przez te powierzchnie, podzielonej przez “o

Zwré¢my uwagg, ze kiedy suma tadunkéw wewnatrz powierzchni réwna jest zeru, lub kiedy
zamknigta powierzchnia nie obejmuje zadnego tfadunku, to wéwczas strumien réwny jest
zeru.

Kiedy mamy do czynienia z ciaglym rozktadem tadunkéw w danej objetosci V, mozemy
zdefiniowa¢ gestosé tadunku #

dy

gdzie dg jest tadunkiem zawartym w elemencie objetosci dV Catkowity tadunek
wyznaczymy catkujac gestos¢ fadunku po objgtosci v

Sa.=|podv
2= d 9.6.9)

Zaleznos¢ (9.6.7) mozna dla przypadku tadunkéw o rozktadzie ciagtym zapisa¢ wigc w
postaci

{E-dS=—[p-dv (9.6.10)
)

Przyktad:

Wykorzystajmy prawo Gaussa do obliczenia nat¢zenia pola w punktach znajdujacych si¢ na
zewnatrz 1 wewnatrz powierzchni kulistej (sfery) o promieniu R naladowanej ze stala
gestoscia powierzchniowa < . Niech r bedzie odlegloscia punktu od srodka natadowanej
powierzchni kulistej. Ze wzgledu na symetrig sferyczng wektor natgzenia pola jest w kazdym



punkcie skierowany wzdtuz promienia, a wartos¢ natg¢zenia pola jest jednakowa dla
rownoodleglych od srodka sfery punktow. Prawo Gaussa mozemy w tym przypadku zapisac
dla punktu na zewngtrz natadowanej powierzchni w postaci skalarne;j:

[l}}f.dS‘:i
5 £p

b

9.6.11)
5 q
—_—— —_——

$E-dS=§E-dS=E §dS=E 47 -1’ =4-n- R’ o/s
5 5 5

We wzorze (9.6.11) najpierw skorzystaliSmy z faktu, ze kierunek wektora nat¢zenia pola
pokrywa si¢ z kierunkiem normalnej do powierzchni sferycznej (zamieniajac iloczyn skalarny
wektoréw iloczynem ich wartosci), nastgpnie wiedzac, Ze nat¢zenie pola jest state dla statej
odlegtosci od srodka powierzchni kulistej, wylaczyliSmy E przed znak catki, potem
wykonali$my catkowanie po powierzchni o promieniu r , co dato po prostu powierzchnig

sfery Sr . Wreszcie ostatnia rownos¢ jest zapisem prawa Gaussa, gdzie gestosé
powierzchniowa ¢ pomnozona przez pole sfery o promieniu R jest catkowitym tadunkiem
zgromadzonym na powierzchni tej sfery. Nat¢zenie pola na zewnatrz sfery wyraza si¢ wigc
wzorem

=
E= —I (9.6.12)

Dla punktéw znajdujacych si¢ w odleglosci mniejszej niz R od Srodka natadowanej
powierzchni kulistej natezenie pola musi by¢ réwne zeru, bowiem wewnatrz sfery o
promieniu mniejszym niz R nie ma po prostu zadnego tadunku.

Kiedy fadunek rozlozony jest jednorodnie w calej objetosci kuli, nie tylko na powierzchni,

z gestoscia objetosciowa # to stosujac bezposrednio wzér (9.6.10) dla dowolnego punktu
wewnatrz kuli, otrzymujemy

—— —— (9.6.13)

J-H-J‘S-E:H’S}-ﬁ-rs-p"E,D

skad otrzymujemy natychmiast wyrazenie na nat¢zenie pola wewnatrz kuli w punkcie
odlegltym o r od jej srodka

(9.6.14)

Natg¢zenie pola na zewnatrz kuli otrzymamy identycznie jak dla powierzchni sferyczne;j
zastepujac tylko powierzchniowa gestos¢ tadunku, gestoscia objetosciowa. Catkowity tadunek
4 o
q = — .77 H"" . p
kuli jest wtedy réwny &



Uzyskalismy szereg waznych rezultatéw mowiacych, ze natgzenie pola elektrycznego:

1. wewnatrz naladowanej powierzchni kulistej rowne jest zeru, za$ na zewnatrz jest
odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od jej srodka ,
2. wewnatrz jednorodnie natadowanej kuli jest proporcjonalne do odlegtosci od jej

srodka,

3. na zewnatrz kuli jest jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od jej
srodka , co odpowiada sytuacji, jakby caty tadunek byt skupiony w §rodku kuli.

4. pola na zewnatrz kuli i powierzchni kulistej sa identyczne, jesli ten sam tadunek
zgromadzony jest w obu przypadkach.

Zaleznosci te zilustrowane sa na rysunku
9.6.3. gdzie pokazana jest zaleznos$¢
natgzenia pola elektrycznego od odlegtosci
punktu w ktérym wyznaczamy pole od
srodka kuli. Kolorem czerwonym
pokazana jest ta zaleznos¢ dla
natadowanej powierzchni kulistej i
kolorem niebieskim dla jednorodnie

natadowanej kuli.

Rys. 9.6.3. Natezenie pola elektrycznego
od natadowanej powierzchni kulistej i
jednorodnie natadowanej kuli

W obu przypadkach natgzenie pola na zewnatrz kuli jest takie, jakby bylo wytworzone przez
tadunek punktowy umieszczony w srodku kuli. Ze spostrzezenia tego wynika, ze prawo
Coulomba opisuje oddziatywanie nie tylko tadunkéw punktowych, ale réwniez tadunkéw o

rozktadzie kulistosymetrycznym.

7. Przewodniki w polu elektrycznym

Przewodniki to materialy, w ktérych tadunki elektryczne moga swobodnie si¢
przemieszczaé. W metalach fadunkami tymi sa elektrony zwane walencyjnymi, ktére moga
poruszac sig tatwo w catej objetosci. Wyrdzni¢ mozna tu dwa przypadki.

1.) Kiedy neutralny przewodnik znajduje si¢ w zewngtrznym polu elektrycznym wéwczas na
swobodne elektrony dziataja sity proporcjonalne do nat¢zenia pola.

—s - +
— - +
— B +
_—P' i +
E, -Q -Q

Rys.9.7.1. Przewodnik w

—
—
—_—
—

zewnetrznym polu elektrycznym

W rezultacie nastgpuje przegrupowanie tadunkéw az do
momentu, kiedy dziatajace na tadunki sity znikaja, czyli
nat¢zenie pola w dowolnym punkcie wewnatrz
przewodnika staje si¢ rOwne zeru. Zjawisko to nazywamy
indukcja elektrostatyczna, a tadunek pojawiajacy si¢ na
powierzchni przewodnika - fadunkiem zaindukowanym
(indukcyjnym).



Pole elektryczne wytworzone przez przegrupowane
fadunki znosi si¢ z polem wnikajacym do przewodnika. Po
usunigciu zewngtrznego pola elektrycznego ruch cieplny
powoduje powr6t do réwnomiernego rozktadu elektronéw
w przewodniku

2.) Ladujemy elektrycznie neutralny przewodnik znajdujacy si¢ w przestrzeni bez pola
elektrycznego, wprowadzajac nan tadunek z zewnatrz. Na powierzchni natadowanego
przewodnika wektor nat¢zenia pola musi by¢ prostopadty do powierzchni, gdyz w
przeciwnym razie sktadowa styczna do powierzchni powodowataby przemieszczanie si¢
tadunkéw w przewodniku. W konsekwencji, zaréwno objetos¢ przewodnika jak i jego
powierzchnia stanowia obszary ekwipotencjalne, a niezrdwnowazone tadunki elektryczne
wprowadzone na przewodnik, roztozone sa jedynie na powierzchni przewodnika.

Jakie bedzie nat¢zenie pola w poblizu powierzchni przewodnika? Skorzystajmy w tym celu z
twierdzenia Gaussa. Niech gestos¢ tadunku zaindukowanego przez pole zewngtrzne lub
wprowadzonego na przewodnik wynosi na powierzchni przewodnika o.

Wydzielmy na powierzchni 9 przewodnika element d5 i

maty cylinder zamknigty Sciankami dS;; dSy Pierwsza z
nich jest na zewnatrz przewodnika, druga jest wewnatrz, a ich
powierzchnie réwne sa @5 . Cylinder ten przecina
powierzchnig¢ przewodnika jak to pokazano na rysunku 9.7.2.
Zauwazmy, ze strumien natgzenia pola przez powierzchnig

cylindra ogranicza si¢ do Scianki zewngtrznej cylindra ds, ,

bowiem wewnatrz przewodnika nat¢zenie pola rowne jest

Rys.9.7.2. Natezenie pola w zeru, a kierunek wektora E pokrywa si¢ z osia cylindra, czyli

poblizu przewodnika tatwo strumien przez $ciank¢ boczna réwny jest takze zeru.

znalezé stosujqc prawo

Gaussa. Na podstawie prawa Gaussa (wzér 9.6.5) mozemy napisac
dla naszego przypadku
dg
’ X 9.7.1)

diP=E dS5,=E - dS=0c-dS/z,
Wynika z tego, ze
E=o/s (9.7.2)

Natezenie pola w poblizu powierzchni przewodnika na ktorej znajduje si¢ fadunek jest
proporcjonalne do powierzchniowej gestosci tadunku.

Kiedy przewodnik ma nieregularny ksztatt wowczas gestos¢ tadunku na powierzchni nie jest
jednakowa, ale jest odwrotnie proporcjonalna do lokalnego promienia krzywizny
powierzchni. Na ostrych zakonczeniach przedmiotéw metalowych gestos¢ tadunku jest wige
szczegblnie duza. Rzeczywiscie, w poblizu takich miejsc powierzchnie ekwipotencjalne
zblizaja sig 1 zakrzywiaja, odzwierciedlaja bowiem w poblizu przewodnika jego ksztatt. Duze
zmiany potencjalu oznaczaja duza wartos¢ nat¢zenia pola, patrz wzoér (9.3.18), za$ duze



natgzenie pola odpowiada duzej ggstosci powierzchniowej tadunku, wzor (9.7.2). Z kolei na
elementach powierzchni o duzym promieniu krzywizny (wyptaszczonych) gesto$¢ tadunku
jest najmniejsza, za§ na wewngtrznych powierzchniach wydrazonych przedmiotéw
metalowych gestos¢ tadunku wynosi zero. Tak wigc tadunek (zaindukowany polem
zewngtrznym lub wprowadzony na przewodnik poprzez jego natadowanie) rozktada sig¢ na
jego powierzchni zewnetrznej z ggstoscia odwrotnie proporcjonalna do lokalnego promienia
krzywizny powierzchni.

Kiedy przewodnik ma posta¢ pustej w srodku kuli wéwczas przekazywane mu tadunki
gromadza si¢ na jego zewnetrznej powierzchni. Zostato to pomystowo wykorzystane w
budowie generatora wysokiego napigcia Van de Graaffa. Uproszczony schemat tego
generatora i jego zasada dziatania przedstawione sa oddzielnie.

Fakt znikania pola elektrycznego wewnatrz przewodnika (lub w obszarze otoczonym
przewodnikiem) ma znaczenie praktyczne. Wystepuje tu bowiem efekt "ekranowania" czyli
pozbycie si¢ wptywu zewngetrznych pol elektrycznych.

8. Pojemnos¢ elektryczna

Potencjal przewodnika proporcjonalny jest do zgromadzonego na nim tadunku. Rzeczywiscie,
oddalanie badz przyblizanie od/do natadowanego przewodnika innych tadunkéw wiaze sig z
wykonaniem pracy. Praca ta jest tym wigksza im wigksze jest natezenie pola w punkcie, do
ktorego tadunek jest przemieszczany. Natgzenie pola w poblizu przewodnika proporcjonalne
jest do gestosci powierzchniowej tadunku. Gesto$¢ ta proporcjonalna jest do catkowitego
zgromadzonego tadunku, ale zalezy rowniez od rozmiaréw 1 ksztattu przewodnika. Zwiazek
proporcjonalno$ci pomiedzy tadunkiem zgromadzonym w przewodniku i jego potencjatem
zapisujemy w postaci.

(9.8.1)

Wsp6étczynnik proporcjonalnosci 1/C charakteryzuje wtasnosci przewodnika, za§ C
nazywamy jego pojemnoscig elektryczna. Ze wzoru (9.8.1) wynika bezposrednio definicja
pojemnosci elektrycznej odosobnionego przewodnika (tj. przewodnika, w ktérego otoczeniu
nie ma innych ciat przewodzacych lub nieprzewodzacych). Okreslona warto$¢ pojemnosci
oznacza, ze stosunek tadunku wprowadzonego na przewodnik do potencjalu wytworzonego
na jego powierzchni jest staly

=const=0C (9.8.2)

3 |0

za$ C zalezy od ksztattu i rozmiaréw przewodnika okreslajac jego zdolnos¢ do gromadzenia
tadunku elektrycznego. Jesli wigc zmiana zgromadzonego w przewodniku fadunku o
jednostkowa warto$¢ (1C) odpowiada zmianie jego potencjatu takze o jednostkowa warto$¢
(1V), to méwimy, ze pojemnos¢ tego przewodnika rowna jest jednej jednostce pojemnosci.
Jest nig jeden farad (IF). Farad jest duza jednostka. Pojemnosci typowych elementéw



) _ o uF=10°F
uktadéw elektronicznych sa znacznie mniejsze tj. rzgdu lub nawet
pF=1 0°F

Jako przyktad wyznaczmy pojemnos¢ przewodnika kulistego o promieniu R. W tym celu
przyjmijmy, ze kula ta naladowana jest tadunkiem ¢q oraz, ze nie jest pod dziataniem
zewnetrznego pola elektrycznego. W rozdziale 9.6 wykazaliSmy, ze pole wytwarzane przez
tadunek g roztozony jednorodnie na kuli jest identyczne z polem tadunku punktowego ¢
umieszczonego w srodku kuli. Podstawiajac do definicji (9.8.2) wzor na potencjat pola
tadunku punktowego g w odlegtosci R od niego

©= g 9.8.3
476, R (©-8.3)

otrzymujemy wyrazenie na pojemnos¢ kuli:
C=4.7 g5 R (9.8.4)

Widzimy, ze pojemnos¢ elektryczna przewodnika nie zalezy od materiatu z jakiego jest
wykonany, a jedynie od geometrii jego powierzchni zewngtrznej, decydujacej o rozkladzie
przestrzennym fadunku - w tym przypadku od promienia kuli R.

Kiedy jednak przewodnik jest pod dziataniem zewngtrznego pola elektrycznego jego
potencjat ulega zmniejszeniu.

Mozna to zilustrowa¢ przyktadem. Kiedy do natadowanego
przewodnika A zblizamy inne przewodniki to indukowany w nich
tadunek przeciwnego znaku po stronie natadowanego przewodnika
spowoduje ostabienie wytwarzanego przez ten przewodnik potencjatu.
Zmniejszenie potencjatu przy tym samym tadunku oznacza za$
zwigkszenie pojemnosci.

Uktad przewodnikéw o stosunkowo duzych powierzchniach
potozonych blisko siebie moze gromadzi¢ znaczne tadunki elektryczne.
Uktad dwéch przewodnikow majacych réwne réznoimienne tadunki

Rys.9.8.1. . .
Pﬁ s.eifws,é uklady ~ hazywamy kondensatorem. Ksztatt kondensatoréw jest zwykle taki, by
przj ewodnikdw pole skupione byto pomigdzy bliskimi sobie powierzchniami, zwanymi

oktadkami, 1 byto zawarte wewnatrz kondensatora.

Pojemno$¢ kondensatora wynikajaca z definicji pojemnos$ci odosobnionego przewodnika
(9.8.2) jako pojemnos¢ wzajemna dwéch przewodnikéw okreslona jest przez tadunek
gromadzony na jednej z oktadek kondensatora przy danej r6znicy potencjatéw pomigdzy jego
oktadkami (catkowity tadunek gromadzony na kondensatorze to : +q +(-q)=0)

s (9.8.5)



gdzie przez U oznaczyliSmy réznice potencjatow
U=g -9 (9.8.6)

Zapiszmy wzor na pojemno$¢ kondensatora ptaskiego ztozonego z dwéch jednakowych
oktadek o powierzchniach réwnych S i odleglo$ci pomiedzy nimi réwnej d. Jezeli na kazdej z
oktadek zgromadzony jest tadunek o wartosci bezwzglednej ¢, to natgzenie pola
elektrycznego pomig¢dzy oktadkami bedzie zgodnie ze wzorem (9.7.2)

F g
E = — =
e 255 (9.8.7)
Przyjmujac, ze pole to jest jednorodne mozemy na podstawie wzoru (9.3.20) napisac:
g .
E.d= d=g;— ¢, =U (9.8.8)
Ep- S
Stad zgodnie z definicja pojemnosci kondensatora (9.8.5) mamy
c-2_%0S 9.8.9)
U d

Widzimy, ze pojemnos¢ kondensatora ptaskiego jest tym wigksza im wigksza jest
powierzchnia jego oktadek oraz im mniejsza jest odlegto$¢ migedzy nimi. W dalszej czgsci
kursu zobaczymy, ze pojemnos¢ kondensatora zalezy takze od rodzaju dielektryka
umieszczonego miedzy oktadkami.

Kondensatory mozemy taczy¢ na dwa sposoby: réwnolegle badz szeregowo.

Réwnolegle polaczenie kondensatoréw ( jednakowe U )

Kiedy taczymy kondensatory rownolegle, jak na

o, O, (.,  rysunku 9.8.2, to napigcie na wszystkich kondensatorach
@ [ 1 - ? jest jednakowe. Ladunek zgromadzony na kazdym z
[ nich bgdzie natomiast zgodnie ze wzorem (9.8.5)
o | L ___ ] iloczynem pojemnosci danego kondensatora i

przytozonego napigcia tzn.:

Rys.9.8.2. Uktad kondensatoréw 9, =U.C;. qu=UCy.. gq.=U.C,
potqczonych rownolegle : 1 = 2 n n

(9.8.10)

Catkowity tadunek jest suma fadunkéw zgromadzonych na wszystkich kondensatorach, czyli

]
i

a i
g=>.g;=C;+C,+...+C, |- U= [‘F‘ Ci] U=Cc.U (9.8.11)

=1 1



Pojemno$¢ sumaryczna kondensatoréw potaczonych réwnolegle jest suma ich pojemnosci,
czyli

C

T

3 C; (9.8.12)

i=1

Szeregowe polaczenie kondensatorow ( jednakowe q )

Kiedy kondensatory polaczone sa szeregowo, to suma
c C. '8 napig¢ na nich réwna jest U, a tadunek kazdego z nich
I ' y  jest taki sam, jako rezultat rozdzielenia tadunku
@“—‘I I‘_‘I I" - = —'l pomigdzy oktadkami dwdch sasiadujacych
& kondensatoréw wskutek zjawiska indukcji
= elektrostatycznej. Napigcie i-tego kondensatora jest

réwne Ui =2/C; Mamy wigc:
. 3 il . n .I C

Rys.9.8.3. Uktad kondensatorow U=>U,=q 3 —= 4q 9.8.13)
potqczonych szeregowo e G C
Pojemnos¢ kondensatoréw potaczonych szeregowo wynosi wigc

1 |

—=3 9.8.14

ey 9.8.14)

Pojemnos¢ ta jest mniejsza od najmniejszej pojemnosci w uktadzie.

9. Pole elektryczne w dielektrykach

W odréznieniu od przewodnikéw - dielektryki - to materiaty, w ktérych tadunki elektryczne
nie mogg swobodnie si¢ przemieszcza¢. MOwimy, ze tadunki elektryczne w dielektrykach sa
"zlokalizowane". Nie oznacza to, ze fadunki w dielektryku sa catkowicie nieruchome.
Wiasnie pewne przesunigcia fadunkow 1 zmiana orientacji uktadu tadunkéw w atomach
dielektrykéw pod wptywem pola elektrycznego jest przyczyna ich ciekawych wiasnosci
elektrycznych.

Omawiajac zagadnienia dotyczace pojemnosci elektrycznej zaktadaliSmy, ze pomiedzy
oktadkami kondensatora panuje préznia. Jesli jednak miejsce to wypelnimy dielektrykiem
utrzymujac te same tadunki na oktadkach, to zauwazymy ze pojemno$¢ kondensatora si¢
zwigksza. Zmiana pojemnosci zalezy od rodzaju materiatu umieszczonego pomigdzy
oktadkami kondensatora. Zgodnie ze wzorem (9.8.5) wzrostowi pojemnosci przy
niezmienionym fadunku odpowiada zmniejszenie r6znicy potencjatow. Kiedy wigc w

kondensatorze prézniowym o pojemnosci Co zgromadzonemu tadunkowi 9 odpowiada

réznica potencjalow Ug , to po umieszczeniu pomigdzy oktadkami dielektryka ulegnie ona
zmniejszeniu do warto$ci U wyrazonej stosunkiem



Yo_ g Bl (9.9.1)

Ug q fI_C_
U Cp,/C G,

Wielkos¢ £, charakteryzujaca dany dielektryk, nazywamy wzgledna przenikalnoscia

) g=1, g=1 L.
elektryczng dielektryka, dla prozni.
£
powietrze 1,00059

woda (t=0°C) 88

spirytus etylowy Przyktadowe wartosci wzglednych przenikalnosci

(t=25°C) 33,1 elektrycznych (zwanych dawniej statymi dielektrycznymi)
szkto 32.35 niektorych materiatow.

ebonit 2,7-3,5

specjalne masy 1000 - 10

ceramiczne 000

Co jest przyczyna tych "magicznych" wtasnosci dielektrykéw powigkszajacych pojemnos¢
kondensatoréw? Dla zrozumienia tego efektu trzeba siggna¢ do atomowej budowy materii.
Atomy i czasteczki, to uktady tadunkéw dodatnich 1 ujemnych o wielkosci kilku angstremow
(10" m).

Dielektryki polarne to substancje, ktérych atomy (czasteczki) posiadaja trwaty elektryczny
moment dipolowy, wynikajacy z asymetrii rozktadu fadunku dodatniego i ujemnego. Ruch
cieplny sprawia, ze ustawienia dipoli sa chaotyczne i wypadkowy moment dipolowy jest
rowny zeru. Zewngtrzne pole elektryczne wnikajac do takiego dielektryka stara si¢
uporzadkowac dipole tak, zeby ich elektryczne momenty dipolowe byty ustawione zgodnie z
wektorem natgzenia pola.

Dielektryki niepolarne to substancje, ktérych atomy (czasteczki) nie posiadaja trwatego
momentu dipolowego, co wynika z symetrii rozktadu tadunku dodatniego i ujemnego. W
takich dielektrykach zewngtrzne pole elektryczne powoduje polaryzacjg dielektryczng -
niewielkie przesunigcia fadunkéw zwiazanych, ktérych skutkiem jest uzyskanie przez kazdy
atom (czasteczke) pewnego momentu dipolowego, zgodnego z wektorem natgzenia pola
ZeWNngtrznego.

Dielektryk w zewnetrznym polu elektrycznym.

W wyniku konkurencji porzadkujacego

5, = dziatania zewngtrznego pola
—0 > elektrycznego i dezorganizujacego
— - dziatania ruchu cieplnego pewna czgs$¢
% > - . ..
E] A~ =11~ dipoli jest uporzadkowana.
= -  — A o
—_— L= e —=_ 11 Uporzadkowanie dipoli powoduje, ze
> = > na powierzchniach bocznych
=y dielektryka powstaja indukowane




fadunki T 9'i ~ ql, ktore wytwarzaja
wewnatrz dielektryka dodatkowe pole

elektryczne E'. Wektor natezenia pola
elektrycznego wytworzonego przez
uporzadkowane dipole ma zwrot

Rys. 9.9.1. Pole elektryczne w dielektryku przeciwny do wektora natgzenia pola
wnikajacego. Zatem wypadkowe pole

elektryczne E w dielektryku jest
stabsze od pola wnikajacego.

E=E —-FE' (9.9.2)

Wypadkowy moment dipolowy dielektryka umieszczonego w polu elektrycznym jest rézny
od zera. WielkoScia charakteryzujaca stopien polaryzacji dielektryka jest wektor
polaryzacji zdefiniowany jako catkowity moment dipolowy jednostkowej objgtosci
dielektryka.

_ _I It
P=Iim —> n; 99.3
A0 AV ;P‘; ( )

gdzie n jest liczba czasteczek o momentach dipolowych Piw elemencie objetosci AV

W dowolnego rodzaju dielektrykach izotropowych wektor polaryzacji P jest wprost
proporcjonalny do natezenia pola £ w danym punkcie:

P=x-gE (9.9.4)

gdzie Kjest podatnoscia elektryczng dielektryka. Jest to stala bezwymiarowa
charakteryzujaca dany materiat. W substancjach nieizotropowych zwiazek (9.9.4) ma bardziej
skomplikowana formg.

Zgodnie ze wzorami (9.8.9) 1 (9.9.1) pojemnos¢ kondensatora ptaskiego wypetnionego
dielektrykiem bgdzie rowna

(9.9.5)

Dla wyznaczenia natgzenia pola elektrycznego w dielektryku wypelniajacym przestrzen
pomigdzy oktadkami kondensatora natadowanego tadunkiem na kazdej z oktadek,
postuzmy si¢ prawem Gaussa.



Wezmy izolowany przewodnik, na powierzchni
ktérego znajduje si¢ tadunek + g. Pod nieobecnos¢
dielektryka prawo Gaussa na granicy przewodnik -

L o
+ 4+ 4+ + + E|_ préznia (dla zamknigtej powierzchni

prostopadtoscianu, ktérego przekrdj przedstawiono

przewodnik

-q na rysunku linia czerwona) ma postac:
1
dielektryk Pon- Gaussa ES=—q (9.9.6)
L]

Rys. 9.9.2. Analiza sytuacji na granicy

przewodnik - dze?ektry k" Czerwonq l””fl Strumien natezenia pola elektrycznego réwny jest
zaznaczono powierzchnie Gaussa, czyli iloczynowi natezenia Ey i powierzchni podstawy S,

dowolr.ne wybranq powierzchnig poniewaz w przewodniku natezenie réwne jest zeru.
zamknietq.

Teraz stosujemy prawo Gaussa, wzor (9.9.6.), do przypadku przewodnika graniczacego z
dielektrykiem. Caty strumien przez powierzchnie zamknigta sprowadza si¢ do strumienia
przez jej fragment znajdujacy si¢ wewnatrz dielektryka. Z kolei tadunek catkowity

obejmowany przez t¢ powierzchni¢ rowny jest sumie tadunku zgromadzonego na oktadce
oraz przeciwnego znaku tadunku indukowanego na powierzchni dielektryka. Mamy wigc

1 :
ES=—(g-4qg) (9.9.7)

&g
skad otrzymujemy wyrazenie na natezenie pola w dielektryku

q g
E-= -
=5 7.5 (9.9.8)

Pierwszy sktadnik w wyrazeniu po prawej stronie okresla nat¢zenie pola pomigdzy oktadkami
kondensatora prézniowego (wzor (9.8.7.). Natgzenie pola pomniejszone jest jednak o drugi
sktadnik bedacy rezultatem indukowanego tadunku zwiagzanego w dielektryku.

Pamigtajac o proporcjonalno$ci nat¢zenia pola w kondensatorze i réznicy potencjatéw migedzy
oktadkami, wzoér (9.8.8.), mozemy na podstawie wzoru (9.9.1) napisa¢ wzor na nat¢zenie pola
w dielektryku w innej postaci

E
E="0-_9 (9.9.9)

£ £-£5-5

Ze wzoréw (9.9.7) 1 (9.9.8.) mozemy tatwo wyznaczy¢ warto$¢ tadunku zwigzanego
(polaryzacyjnego). Mamy bowiem

g g g g | ;1
E= - = cevii g=g-|1-— 9.9.10
£5-85 £5-85 £.55-58 | ! I( E’J ( )



Widzimy, ze kiedy =1, czyli pomiedzy oktadkami panuje préznia, to tadunek zwiazany
réwny jest zeru - co jest oczywiste, a kiedy & — % to tadunek zwiazany calkowicie
kompensuje tadunki swobodne i natgzenie pola w osrodku mig¢dzy oktadkami wynosi zero -
co jest ciekawe.

Kiedy natomiast zapiszemy wzor (9.9.10) w postaci

g 2 49 (9.9.11)
5 £.5,-8 8§

to otrzymujemy interesujacy zwiazek, ktéry ma waznga interpretacj¢ fizyczna.

Po pierwsze widzimy, ze stosunek tadunku do powierzchni, to po prostu powierzchniowa
gestos$¢ tadunku, ktéra zwykliSmy oznacza¢ symbolem & Mozemy wigc wzor (9.9.11)
przepisac nastgpujaco

+ T (9.9.12)

£ Ep

gdzie & to powierzchniowa ggsto$¢ tadunku g na oktadkach kondensatora, za§ < 'to
powierzchniowa gestos¢ tadunku ¢’ zwiazanego na powierzchni dielektryka.

Po drugie, nietrudno zauwazy¢ ze drugi sktadnik po prawej stronie wzoru (9.9.10), kiedy

licznik i mianownik pomnozymy przez grubos¢ dielektryka d stanowi wartosé elektrycznego
momentu dipolowego jednostki objgtosci warstwy dielektryka, a wigc oznacza wartos¢
wektora polaryzacji okreslonego wzorem (9.9.3) i odniesionego do calej objgtosci
dielektryka.

q_gd_1 &
128 3 p=P 9.9.13
S sa v = ©9.13)

Zauwazamy rOwniez, ze pierwszy sktadnik po prawej stronie wzoru (9.9.11) okresla zgodnie
z wzorem (9.9.8), warto$¢ nat¢zenia pola E w dielektryku o wzglednej przenikalnos$ci
elektrycznej £. Suma za$ wartosci wektora polaryzacji i wektora nat¢zenia pola

pomnozonego przez przenikalnos¢ elektryczna prézni %@ stanowi wartosé tzw. wektora

indukcji elektrycznej D zwanego tez wektorem przesuniecia elektrycznego. Oznaczenia te
zaznaczono symbolami u géry we wzorze (9.9.10)

W postaci wektorowej zwiazek ten zapisuje si¢ w postaci

—

D=¢,-E+P 9.9.14)




Zaleznos¢ te niekiedy nazywa si¢ rownaniem elektrostatyki dielektrykéw, albo zwiazkiem
pomiedzy trzema wektorami charakteryzujacymi pole elektryczne: wektorem indukcji

elektrycznej D , wektorem natgzenia pola E i wektorem polaryzacji £ .

Zapiszmy jeszcze parg uzytecznych zwigzkow. Wykorzystujac wzor (9.9.8) mozemy napisac
g/S=c-59 E (9.9.15)

ale zauwazamy, ze 4 'S to wartos¢ wektora indukcji elektrycznej. Otrzymujemy stad wazny

zwiazek wektora natgzenia pola 1 wektora indukcji elektryczne;j

D=¢-¢,-E (9.9.16)

Zaleznos¢ (9.9.16) wykorzystuje sig czgsto do definicji wektora indukcji elektryczne;.
Zwr6¢my bowiem uwage, ze nat¢zenie pola elektrycznego E nie okresla jednoznacznie w
osrodkach materialnych fadunkéw zrédtowych wytwarzajacych to pole, zwanych tadunkami
swobodnymi. W prézni (na przyktadzie kondensatora ptaskiego, na ktérego oktadkach

F
E a = —
roztozony jest tadunek z gesto$cia & ) nat¢zenie pola wynosi %0 Gdy kondensator ten
wypelnimy dielektrykiem o przenikalnosci elektrycznej £ (utrzymujac na oktadkach ten sam
E=E;/¢s

tadunek swobodny & ) natezenia pola zmniejsza si¢ £ -krotnie (

E= F
(9.9.8)) 1 wynosi 550 | Chcac wobec tego okresli¢ tadunek zrédtowy (swobodny)
niezaleznie od osrodka poprzez wektor charakteryzujacy pole, nalezy obok wektora nat¢zenia
pola wprowadzi¢ nowy wektor, ktérego wartos$¢ nie zalezataby od przenikalnos$ci elektryczne;j
osrodka. Latwo zauwazy¢, ze warunek ten spetnia wielkos¢ zdefiniowana wzorem (9.9.16),
mianowicie wektor indukcji elektryczne;.

, patrz wzor

10.Energia pola elektrycznego

Natadowany kondensator magazynuje pewna porcj¢ energii. Intuicyjnie wyczuwamy, ze
bedzie ona tym wigksza, im wigkszy tadunek bgdzie zgromadzony na kondensatorze 1 im
wigksza bedzie réznica potencjatéw, do jakiej kondensator zostanie natadowany. Energia ta
jest rownowazna pracy jaka w tym celu nalezy wykona¢. Prace zwiazana z przenoszeniem
tadunku juz obliczaliSmy. Roéwna jest ona iloczynowi fadunku i r6znicy potencjatéw
pomigdzy ktérymi byt przemieszczany, patrz wzor (9.3.11). W procesie tadowania
kondensatora r6znica potencjatéw nie jest jednak stata. Jak zwykle w takich przypadkach,
zapiszemy wyrazenie okreslajace prace zwiazang z przeniesieniem dazacej do zera porcji
fadunku i wykonamy catkowanie. Praca elementarna przeniesienia fadunku dq pomigdzy
punktami o réznicy potencjatéw U wynosi

dwqu.uqu% (9.10.1)



gdzie 9 jest tadunkiem juz zgromadzonym na kondensatorze wytwarzajacym réznice
potencjatéw U. Catkowita praca zwiazana z przeniesieniem tadunku Q begdzie okreslona
przez catke

Q° Qu cuf
2.C & &

0
W=IdW=_£§-dq= (9.10.2)

Rzeczywiscie, wykonana praca réwna energii natadowanego kondensatora jest
proporcjonalna do iloczynu zgromadzonego tadunku i1 napigcia. Wspétczynnik 1/2 tez
intuicyjnie jest jasny, jako okreslajacy $rednig warto$¢ napigcia w procesie tadowania. Jesli
jest to prézniowy kondensator ptaski to wzér (9.10.2) mozna zapisa¢ inaczej wykorzystujac
wzory (9.8.8)1(9.8.9)

5 CU’ _ =558 U° 55 d.E s E

¢ 2 d 2 d 2 2

Vv (9.10.3)

gdzie przez v oznaczyliSmy iloczyn pola powierzchni i odleglosci pomigdzy oktadkami
kondensatora czyli zawarta tam objgtos¢, a wigc objgtos¢ obszaru, w ktérym istnieje pole
elektryczne. Pole to powstato wskutek tadowania kondensatora, a wigc energi¢ natadowanego
kondensatora mozemy traktowac jako energig tego pola.

Majac na uwadze, ze natgzenie pola w objgtosci pomigdzy oktadkami ma stata wartos¢,
mozemy zdefiniowac gestos¢ energii, czyli energi¢ przypadajaca na jednostke objetosci pola

. —Le _G (9.10.4)

Jesli przestrzen pomigdzy oktadkami kondensatora bedzie wypetniona dielektrykiem o
wzglednej przenikalnosci elektrycznej £, gestos$¢ energii pola elektrycznego w dielektryku
wynosi

w, =_‘9'E=;'E‘ 9.10.5)

i

co korzystajac ze wzoru (9.9.16) mozna zapisa¢ w postaci

E-D
wy = 9.10.6)
2




Zadania

Zadanie 9.1 tadunki punktowe

i \Q Q . #
t . . W wierzchotkach kwadratu znajdujg sie cztery jednakowe,
. L dodatnie fadunki punktowe Q, a w sSrodku symetrii tego
h g . . kwadratu umieszczony jest ujemny tadunek -q, ktory
& utrzymuje caty uktad w réwnowadze (Rys. z9.1.1.).
L L Prosz¢ znalez¢ wielkos¢ tadunku q.

Rys. 79.1.1. Rozmieszczenie tadunkow.

Zadanie 9.1 wskazowka
\(E)\Q Q (3 Eadunki dodatnie Q(1),Q(2),Q(3),Q(4), znajdujace sig
‘a w wierzchotkach kwadratu, odpychaja sig, a tadunek
T - ujemny -q przyciaga kazdy z tych tadunkéw. Aby
o . uktad tadunkéw byt w réwnowadze wypadkowa sita
. P dziatajaca na kazdy z fadunkéw musi by¢ réwna zeru.
Do obliczenia wielkosci fadunku q wystarczy obliczy¢
iy wypadkowa site (réwna zeru) dziatajaca np. na Q(4),
‘ - (Rys. 29.1.2).

Rys. z9.1.2. Sity dziatajqce na Q(4).

Zadanie 9.1 rozwiazanie

_”E Fadunki dodatnie Q(1),Q(2),Q(3),Q(4), znajdujace si¢
w wierzchotkach kwadratu, odpychaja si¢ sitami
Coulomba (Rys. z9.1.3.). Jesli oznaczymy, ze dtugos¢

4 boku kwadratu wynosi a, beda to sity o wielko$ciach :
q . _ 1 | Qg
fodpychane - 5 E 4




dla fadunkéw odleglych o a oraz

1 ok

F , = —
S

Rys. z9.1.3. Sity dziatajgce na uktad tadunkow. dla fadunkéw odlegtych o -\E a

Ladunek ujemny -q przyciaga kazdy tadunek dodatni Q sitami Coulomba (Rys. z9.1.3.) o
wielkosci :

L. -
FEER dns e 2

2

Aby uktad tadunkéw byt w rownowadze wypadkowa sita dziatajaca na kazdy z tadunkow
musi by¢ rowna zeru. Do obliczenia wielkosci tadunku q wystarczy obliczy¢ wypadkowa sitg
(réwna zeru) dziatajaca np. na Q(4).

Na tadunek Q(4) oddziatujg tadunki Q(1) i Q(3) sitami odpychania F”i

E . . -
*30 réownych wielkosciach :

1 Q
Fyp=F; = —
drzs a
F4q_ )
Q) oraz tadunek Q(2) dwukrotnie mniejsza sita Fy o wielkosci
,F-u
' 2
=N 42 F 1 Q

c dms, s H'E E,_F

Rys. 79.1.4. Sity dziatajqce
na Q(4). F.adunek ujemny -q przyciaga tadunek dodatni Q(4) sita

Coulomba F4cl0 wielkosci :

_ 1 gqQ
dme & 2
)

4q



= Wypadkowa sita odpychajaca Q(4) jest suma wektorow F“, F“3i

ol Fia . Sifa ta zréwnowazona jest przez silg przyciagania F“q.

—_

By +Fg +Fy +Fyy =0

...... Tallle R ~ ~ 1 QE 1 Q2
|F“+F43|+|F”|=4 '—E'N'E"'dl '—2 2
i = o= = Poniewaz THE a RHE 2d
4q Fy1+ Fyz+ Fyg a
— ey 1o 5 +l __ 1 2qQ
dms,e a’ 2 dngye at d
Rys. z9.1.5. Wypadkowa » a sta

sita dziatajqca na Q(4). q-= —%IQ\E 1) 0

Zadanie 9.2 prawo Gaussa

Kula o promieniu R, wykonana z dielektryka o wzglednej
przenikalnosci elektrycznej €, zostata natadowana
réwnomiernie fadunkiem o gestosci objetosciowej p.
Prosze obliczy¢ dla wytworzonego w przestrzeni pola
elektrycznego:

e indukcje - D,
e natezenie-E,
e polaryzacje - P.

Rys. 79.2.1. Natadowana Wiyniki obliczef nalezy przedyskutowac dla réznych odlegtosci
kula. od $rodka kuli.

Zadanie 9.2 wskazowka

Ladunek roztozony réwnomiernie w kuli wytwarza pole o symetrii
kulistej. Wektory D, E oraz P maja kierunek radialny oraz stata
wielko$¢ na powierzchni kuli o dowolnym promieniu r.

Z prawa Gaussa,

. ar
. Dy =21 El)=
- e dlart <Lk : 3 , BEDE’
3 E*:
Dy =28 E@ =
e dlar >E: 3 3,1 .

b

Rys. 79.2.2. Przekrdj kuli. Stan polaryzacji dielektryka P(r) mozna obliczy¢ z zaleznosci :
P(r) = D(r) - €0E(r).



Zadanie 9.2 rozwiazanie

Ladunek roztozony réwnomiernie w kuli wytwarza pole o symetrii kulistej. Wektory D, E
oraz P maja kierunek radialny oraz stata wielkos¢ na powierzchni kuli o dowolnym promieniu
r. Z prawa Gaussa

j”f)-d§=q

9

gdzie, dla kuli, wektor dS ma kierunek radialny, podobnie jak wektor D. Wobec powyzszego,
iloczyn skalarny bedzie

D d5=D-ds,
a catkowanie sprowadzi si¢ do mnozenia

jD'dS=DidS=D'S

w obszarzer <R

Dla odlegtosci r mniejszych od promienia R natadowanej
rownomiernie kuli, z prawa Gaussa
D dar? = q

gdzie dla kulistej powtoki o promieniu r jej

i ia S=4m’
Rys. 79.2.3. Promien powtoki r mniejszy powierzchnia ’

od promienia natadowanej kuli R.

Rys. 79.2.4. Ladunek q
wewnqtrz powtoki o
promieniu r.

q=p —mr’
tadunek g wewnatrz powtoki o promieniur: 3

Stad indukcja pola elektrycznego rosnie z odlegtoscia od srodka kuli zgodnie z zaleznoscia :

_o'r
D) = —

b

a natgzenie pola wg wzoru:



E() =2

L

Stan polaryzacji dielektryka P(r) mozna obliczy¢ z zaleznosci : P(r) = D(r) - €yE(r).

Po wykonaniu odejmowania :

PIrI=E[1—l]
3 g]

w obszarzer >R

Dla odlegtosci r wiekszych od promienia R natadowanej
rownomiernie kuli,
z prawa Gaussa

jf:u dE=0
, gdzie dla kulistej powtoki o promieniu

r jej powierzchnia 5= dm’ .

Rys. 79.2.5. Promien powtoki r wiekszy
od promienia natadowanej kuli R.

Q=p 2R
Fadunek Q wewnatrz powtoki kulistej o promieniur : 3 .

Stad indukcja pola elektrycznego maleje z odlegtoscia od srodka natadowanej kuli zgodnie z
zaleznoscig :

pR?

2
I

Dir) =

a nat¢zenie pola wg wzoru podanego na wyktadzie:



oR.?

Er) = 2

35t
W rozpatrywanym obszarze nie ma dielektryka, zatem P(r) = 0.

Zadanie 9.3 potencjal pola elektrycznego

tadunek punktowy Q znajduje sie w S$rodku kuli o promieniu R
wykonanej z dielektryka o wzglednej przenikalnosci
elektrycznej €.

Proszg obliczy¢ dla wytworzonego w przestrzeni pola
elektrycznego:

e indukcje - D,
e potencjat - @.

Wyniki obliczen nalezy przedyskutowac dla réznych odlegtosci
od $rodka kuli.

Rys. 79.3.1. Wielkosci
wystepujqce w zadaniu.

Zadanie 9.3 wskazowka

Punktowy tadunek Q umieszczony w Srodku kuli wytwarza pole o
symetrii kulistej. Wektor D ma kierunek radialny oraz
statg wielkos¢ na powierzchni kuli o dowolnym
promieniur.

Z prawa Gaussa,

Q
D(r)=—Q2 Ef)=——=
o dariRE. dur? dmger”
D(r)=—Q2 E()= —> 3
e dar >R dur? dmer”

Rys. 29.3.2. Przekrdj kult. Do obliczenia potencjatu pola elektrostatycznego mozna

wykorzysta¢ zaleznos¢ wiazaca potencjal 1 natgzenie pola
zachowawczego.

Zadanie 9.3 rozwiazanie

Punktowy tadunek Q umieszczony w $rodku kuli wytwarza pole o symetrii kulistej. Wektor D ma
kierunek radialny oraz statg wielkos¢ na powierzchni kuli o dowolnym promieniu r.
Z prawa Gaussa,



jD'dS=DidS=D'S

indukcja, w obszarze r <R

Dla odlegtosci r mniejszych od promienia R kuli
wykonanej z dielektryka,
z prawa Gaussa

D= Q, gdzie dla kulistej powtoki o promieniu r

.. . 0=t
Rys. 79.3.3.Promien powtoki r mniejszy Jej powierzchnia '

od promienia kuli R.

tadunek Q wewnatrz powtoki o promieniur.

Rys. 79.3.4.Ladunek Q wewnqtrz
powtoki o promieniu r.

Stad indukcja pola elektrycznego maleje z odlegtoscia od srodka kuli zgodnie z zaleznoscia:

Q
Dir)=
@ Ar? ,
a natgzenie pola wg wzoru
E(r) = Lﬂ
dmger

indukcja, w obszarzer >R

Dla odlegtosci r wiekszych od promienia R kuli

wykonanej z dielektryka,

z prawa Gaussa

D5=0Q

, gdzie dla kulistej powtoki o

.. . . . . = 2
promieniu r jej powierzchnia = = 4™



WJI

Rys. 79.3.5. Promien powtoki r wiekszy od
promienia kuli R.

Stad indukcja pola elektrycznego maleje z odlegtoscia od srodka kuli zgodnie z zaleznoS$cia:

Q

Ayt ,

D(r) =

potencjat, w obszarze r >R

Do obliczenia potencjatu pola elektrostatycznego wykorzystamy zalezno$¢ wiazaca potencjat
1 nat¢zenie pola zachowawczego. Przyjmujemy, Ze potencjat pola w nieskonczonej odlegtosci
od kuli jest rowny zeru.

Eir= 1 < 5
Poniewaz w tym obszarze Tal o
y Q L1 Q
pir) =—[E{r)dr = — —dr =
) l 2 47s lrg dxsr

potencjat, w obszarzer <R

Efr) =3

4?:5351'2 to

Poniewaz w tym obszarze

— o Qe Lo @ [ R
®) =~ [BC) 4K%Ergdr+ﬁ[rgdr] 4Hnr[1+ H]

Zadanie 9.3 odpowiedz

Obliczone zaleznosci indukcji elektrycznej i potencjalu wytworzonego pola od odlegtosci od
srodka kuli.



odlegtos¢ indukcja potencjat
E -r
[ <R D) = -2 o(r) = — [1+ l
Ay dmgr st
¢ _ Q
Dir) = @l =
r >R (1) = =5 (¥ y—

Obliczone zalezno$ci @(r) przedstawione sa tez, pogladowo, na wykresie.

@ (potencjad)

R,
T (odlegiogd)

Rys. 79.3.6. Znaleziona zaleznos¢ potencjatu pola od odlegtosci od srodka kuli.

Zadanie 9.4 Kkondensator ptlaski

Dwa jednakowe, ptaskie kondensatory o polu powierzchni oktadek S i odlegtosci migdzy
nimi d zostaly wypelnione dwoma dielektrykami o wzglednych przenikalno$ciach €; i €, na

dwa sposoby (Rys. 3.3.1.). W obu przypadkach kazda substancja wypetnia przestrzenh mi¢dzy
oktadkami do potowy.

Proszg obliczy¢ 1 poréwna¢ pojemnosci dla tych kondensatorow.




Rys. z9.4.1. Dwa sposoby wypetnienia kondensatora.

Zadanie 9.4 wskazowka

Y ® W przypadku a), pojemnos$¢ kondensatora C
bedzie bedzie pojemnoscia
3 i 5 i uktadu dwoéch kondensatorow
: potgczonych réwnolegle
g By d d C=C+(C,.
&
: : W przypadku b), pojemnos$¢ kondensatora C

g a bedzie pojemnoscia uktadu dwoéch
kondensatoréw potaczonych szeregowo.

Rys. z9.4.2. Dwa  sposoby  wypetnienia
kondensatora.

Zadanie 9.4 rozwiazanie
kondensatory potaczone rownolegle

W przypadku a), pojemno$¢ kondensatora C, bgdzie pojemnoscia uktadu dwoch
kondensatoréw potaczonych réwnolegle (napigcie na tych kondensatorach bytoby takie
samo).

g 3 307 Poniewaz
g r
Cn = Cnl + Cnﬂ ,
S By d 4 & d
g5 o EpE, S
X Cnl_ ;15 cﬂ: Dd2'§
! 2 gdzie oraz
3 s 32
o= Sgi .
Rys. z9.4.3. Potgczenie rownolegfe. o i od 151+ &)

kondensatory potaczone szeregowo

W przypadku b), pojemnos$¢ kondensatora Cy, begdzie pojemnoscia uktadu dwéch
kondensatoréw potaczonych szeregowo (fadunek na oktadkach tych kondensatoréw bylby tej
samej wielkosci).



Poniewaz

5 5 ‘
[ i L _1 1
Z L 42 — =+
I I G Cn Gy ,
d 3
- = 2 2 2
: ' Ty = g5 — Chg = Sg8,5 —
' . gdzie 4 oraz d
3 3
2858 5,
Rys. z9.4.4. Potgczenie szeregowe. v ﬁ
BT &

to .

Zadanie 9.5 energia pola elektrycznego

Ptaski kondensator naladowany zostat do napigcia U. Odlegto$¢ miedzy oktadkami wynosi d,
a ich pole powierzchni S.
Proszg obliczy¢ i porownac ggstosci energii pola elektrycznego w obszarze migdzy oktadkami
tego kondensatora, jesli :

e przestrzen miedzy oktadkami wypetniata préznia (powietrze),
e przestrzen miedzy oktadkami wypetniat dielektryk o wzglednej przenikalnosci €.

Rys. 79.5.1a. Kondensator prozniowy Rys. 79.5.1b. Kondensator z dielektrykiem
Zadanie 9.5 wskazowka

Energia zgromadzona w polu elektrycznym natadowanego kondensatora réwna jest pracy
wykonanej w celu jego natadowania.

Gdy :

W, - 1 5,5U°

e przestrzen miedzy oktadkami wypetniata prdéznia, 2 d

1 5,£517°
W, = -1
e przestrzen miedzy oktadkami wypetniat dielektryk o przenikalnosci e€ 2 d



Gestos¢ energii pola pola elektrycznego to energia na jednostke¢ objgtosci obszaru migdzy
oktadkami kondensatora. Dla pola jednorodnego i prostopadtoscianu - objgtos¢ V = Sd.

Zadanie 9.5 rozwigzanie

Przy tadowaniu kondensatora wykonywana jest praca

2 2r72
Q@ _1cW =1ECU2

welt
2C 2 C

9

gdzie wiadomo, ze Q = CU. Energia ta zgromadzona jest w polu elektrycznym panujacym
migdzy oktadkami kondensatora.

kondensator préozniowy

s 3
W, = loy? 1% o =5
2 2 d | gdzie pojemnos$é¢ kondensatora prézniowego d
kondensator z dielektrykiem
W, - lcgUﬁ _ 15507 c, - 5,55
2 2 d | gdzie pojemno$é kondensatora z dielektrykiem d

poréwnanie

Energia natadowanego kondensatora jest zgromadzona w polu elektrycznym migdzy jego
oktadkami. OznaczylisSmy te energie: W, - gdy migdzy oktadkami préznia, W, - gdy migdzy
oktadkami dielektryk, tj. material o zdolnosci do polaryzacji w polu elektrycznym. Zachodzi,

ze
wieksza.

. Znaczy to, ze energia zgromadzona w kondensatorze z dielektrykiem jest € razy

W

WS —
Podobnie, gestos¢ energii pola elektrycznego, bo V| gdzie objetos¢ V = Sd.

Nowe pojecia, definicje i wyrazenia

zasada zachowania tadunku Catkowity tadunek uktadu izolowanego jest staty.




prawo Coulomba

Sita wzajemnego oddziatywania dwdch nie poruszajgcych sie
tadunkéw punktowych jest wprost proporcjonalna do iloczynu
wartosci tych tadunkdéw oraz odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odlegtosci miedzy nimi.

fadunek elementarny

tadunek elektronu, 1e=1.602*10°C

tadunek prébny

tadunek punktowy o znaku dodatnim pozwalajgcy wykry¢ istnienie
pola elektrycznego

natezenie pola elektrycznego

wektor o kierunku sity dziatajgcej na fadunek prébny i wartosci
bedacej stosunkiem tej sity do wartosci tadunku prébnego

zasada superpozycji pol

natezenie pola od uktadu tadunkéw jest sumg wektorowg natezen
pdl pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw

linie sit pola

linie prowadzone tak, ze w kazdym punkcie styczna do linii sit
pokrywa sie z kierunkiem natezenia pola

potencjat pola

energia potencjalna jednostkowego, punktowego tadunku
dodatniego znajdujgcego sie w danym punkcie pola

powierzchnia ekwipotencjalna

powierzchnia, na ktérej potencjat wszystkich punktéw jest taki
sam

dipol elektryczny

uktad dwdch potozonych blisko siebie tadunkéw o takich samych
wartosciach ale réznych znakach

elektryczny moment dipolowy

iloczyn tadunku dodatniego bieguna przez odlegtos¢ miedzy
biegunami dipola

prawo Gaussa

Strumien wektora natezenia pola elektrycznego przez dowolng
powierzchnie zamknietg réwny jest algebraicznej sumie
tadunkdéw obejmowanych przez te powierzchnie, podzielonej
przez wartos$¢ przenikalnosci elektrycznej prézni.

przewodniki

materiaty, w ktérych tadunki elektryczne mogg swobodnie sie
przemieszczac

przewodniki

materiaty, w ktérych tadunki elektryczne mogg swobodnie sie




przemieszczac

uktad dwdch przewodnikdéw o stosunkowo duzych powierzchniach
potozonych blisko siebie, posiadajgcych réwne réznoimienne

kondensator . . . . .
tadunki i wytwarzajgcy pole elektryczne skupione w ograniczone;j
przestrzeni (miedzy tymi przewodnikami)

. . materiaty, w ktdrych tadunki elektryczne nie mogg swobodnie sie
dielektryki

przemieszczac

wzgledna przenikalnos$¢
elektryczna

wielkos¢ charakteryzujgca wtasnosci elektryczne materiatéw
(zwana dawniej statg dielektryczng)

dielektryki niepolarne

dielektryki, w czgsteczkach ktérych srodki ciezkosci tadunkdw
dodatnich i ujemnych pokrywajg sie w nieobecnosci pola
elektrycznego, tzn. ich moment dipolowy w nieobecnosci pola
rowny jest zeru

dipol sprezysty

indukowany polem elektrycznym dipol w czgsteczce niepolarnego
dielektryka

polaryzowalnos¢ dielektryka

wspotczynnik wyrazajacy proporcjonalnos¢ indukowanego
momentu dipolowego atomu (czgsteczki) do natezenia pola
elektrycznego

dielektryki polarne

dielektryki, w czgsteczkach ktérych Srodki ciezkosci tadunkdw
dodatnich i ujemnych nie pokrywajg sie w nieobecnosci pola
elektrycznego tzn. ich moment dipolowy jest w nieobecnosci
pola rézny od zera

dipol sztywny

istniejgcy w nieobecnosci pola elektrycznego dipol czgsteczki
polarnego dielektryka

wektor polaryzacji dielektryka

suma wektorowa momentéw dipolowych czgsteczek zawartych w
jednostce objetosci dielektryka

ferroelektryki

materiaty, w ktérych wystepuje samoistna polaryzacja bez
zewnetrznego pola elektrycznego, zas w zewnetrznym polu
elektrycznym polaryzacja wykazuje petle histerezy




Prad elektryczny
Wstep

Réznica poziomoéw wody i réoznica potencjatow

Fotografia obok przedstawia zaporg

4‘1?.;‘ wodr}ac na Dunajcg w Rpanwie. Po

+ _ lewej stronie rozciaga sig pigkne
4 Jezioro Roznowskie (niestety na
¥ zdjeciu niewidoczne) z dobrze znana
; i’ odwiedzajacym - "Matpia Wyspa".
&8 Ania spoglada jednak na drugg strong,
@ gdzie daleko w dole wije sig
stosunkowo waska struga Dunajca. Te
dwa "$wiaty" rozdziela zapora, ktérej
celem jest wytworzenie w okreslonym
N micjscu znacznej roznicy poziomow

R wody.
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Wiemy od dziecka, ze zapora

il zbudowana zostata by zasila¢ w
energi¢ elektryczna nasze domy,
szkoty itd. Zobaczymy, ze ilustruje
réwniez bardzo dobrze temat naszej
lekcji.

Fot .10.0.1. Zapora wodna na Dunajcu w Roznowie.

W poprzedniej lekcji powiedzieliSmy, ze powierzchnia przewodnika jest powierzchnia
ekwipotencjalng. Zauwazmy, ze powierzchnig ekwipotencjalng jest takze powierzchnia wody
w jeziorze Roznowskim (i kazdym innym), a wartos¢ tego potencjatu zalezy od wysokosci
poziomu wody. Potencjal jest tu jednak wytworzony przez pole grawitacyjne, a nie
elektryczne. Spogladajac razem z Ania na drugg strong zapory widzimy jednak, ze kiedy
pojawia si¢ réznica potencjatow pola grawitacyjnego (czyli pozioméw wody po dwéch
stronach zapory), a woda ma mozliwos¢ przeptywu, to nastgpuje przeptyw wody ze zbiornika
0 poziomie/potencjale wyzszym do tego, ktéry ma nizszy poziom/potencjat. Intensywnos¢
przeptywu moze by¢ rézna i zalezy od tego, jakim kanatem pozwalamy wodzie przeptynac.

To wtasnie jest tematem lekcji, ktéra rozpoczynamy wykorzystujac daleko idace analogie.
Przyporzadkowujemy masie wody - tadunek elektryczny, réznicy pozioméw wody - réznice
potencjatéw elektrycznych, a kanatowi wodnemu - przewodnik, przez ktéry poptynie prad.

1. Natezenie i gestos¢ pradu

Odwré¢my kierunek naszej analogii oméwionej we Wstepie. Kiedy pomigdzy dwoma
natadowanymi przewodnikami (zbiornikami wody) wystgpuje r6znica potencjatow
elektrycznych (pozioméw wody), to nastgpuje przeptyw tadunkéw elektrycznych (masy
wody) od przewodnika (zbiornika) o wyzszym potencjale (poziomie wody) - do tego, ktory
ma nizszy potencjat (poziom wody).




Prad elektryczny - to uporzadkowany ruch tadunkéw elektrycznych, ktérego przyczyna
jest istnienie réznicy potencjatow.

Intensywnos¢ przeptywu tadunku elektrycznego opisujemy ilo§ciowo przez okreslenie
wielkosci fadunku przeptywajacego przez dang powierzchni¢ w jednostce czasu lub inaczej,
przez stosunek tadunku dq do czasu dt, w ktérym ten tadunek przez dana powierzchnig

przeptynat

(10.1.1)

gdzie przez I oznaczyliSmy wielkos¢ zwang natezeniem pradu. Zauwazmy tu, ze tadunek
elektryczny moze mie¢ dodatni badz ujemny znak, za$ przeptyw tadunku dodatniego w jedna
strong mozna uwaza¢ za r6wnowazny przeplywowi tadunku ujemnego w strong przeciwna.

Nosnikami tadunku w metalach sa elektrony, w zjonizowanych gazach oraz elektrolitach sa
to takze dodatnio lub ujemnie natadowane jony. W niektérych przypadkach moga to by¢
réwniez naladowane czastki makroskopowe. Jest jedynie kwestia umowy, ze za kierunek
pradu przyjmujemy Kierunek poruszania si¢ no$nikéw dodatnich.

Kiedy natezenie pradu jest statle w czasie czyli w jednakowych odcinkach czasu przez dana
powierzchnig przeptywa ten sam tadunek méwimy, ze mamy do czynienia z przeptywem
pradu stalego. Woéwczas wzor (10.1.1) mozemy zapisa¢ w postaci

I=t—§ (10.1.1a)

W r6znych miejscach powierzchni, przez ktora przeptywa prad jego natgzenie moze by¢

rézne. Wprowadzamy wigc pojecie wektora gestoéci pradu / . Kierunek tego wektora
okres$la kierunek ruchu no$nikéw dodatnich, a warto$¢ odpowiada natezeniu pradu ptynacego
przez prostopadta do tego kierunku powierzchnig jednostkowa wokét danego punktu w
przewodniku.

- tﬂ' -
=—n
] s, (10.1.2)

gdzie ¥ jest wersorem wskazujacym kierunek ruchu no$nikéw dodatnich przez powierzchnie
ds |

postaci

Korzystajac z pojecia wektora gestosci pradu mozemy wyrazi¢ nat¢zenie pradu w

1=[j d5 (10.1.3)
=

gdzie przez ds§ oznaczylismy wektor o warto$ci réwnej @9 i skierowany prostopadle do tej
powierzchni w strong przeptywu tadunkéw dodatnich.



Jaka jest predkos¢ przemieszczania si¢ fadunkéw w przewodniku; bliska predkosci §wiatta

czy mniejsza? Nazwijmy te predko$¢ predkoscig unoszenia Yu. Dla jej wyznaczenia
przyjmijmy, ze w odcinku przewodnika o dtugosci 11 powierzchni przekroju poprzecznego S

porusza sig ' ¥ = 1§ Ielektronéw przewodnictwa, gdzie przez n oznaczyli$my liczbe
elektronéw przewodnictwa w jednostce objetosci. Ladunek w objetosci V réwny jest wigc

W

geenf51) (10.1.4)

gdzie e jest tadunkiem elementarnym. Zaktadajac, ze mamy do czynienia z przeptywem pradu
statego okreslamy czas, w ktérym tadunek ten przeptynie przez powierzchni¢ S wzorem

f=— (10.1.5)

By
Natg¢zenie ptynacego pradu bedzie wtedy wynosi¢

_enS5-1

—e-n- S, =75
; 10y u =17 (10.1.6)

gdzie ostatnia rownos$¢ wynika po prostu z definicji wektora gestosci pradu. Zalezno$¢
wektorowa

j=e-n g, (10.1.7)

okreslona dla danego punktu materiatu, przez ktory przeptywa prad stanowi inna

(mikroskopowa) postaé definicji wektora 7 .

Wyznaczona ze wzoru (10.1.6) predkos$¢ unoszenia wynosi

b, = =1 (10.1.8)

Poruszajac si¢ w kierunku wymuszonym przez pole elektryczne, elektrony jednoczesnie
uczestnicza w beztadnym ruchu cieplnym. Wedlug prostego modelu klasycznego gaz
elektronowy opisujemy podobnie jak gaz doskonaly. Oznaczmy przez v $rednia predkosée
ruchu cieplnego elektronéw w przewodniku, a przez u $rednia predkos¢ unoszenia elektronéw
w tym przewodniku, gdy ptynie w nim prad staty. Przewodnik znajduje si¢ w temperaturze
pokojowe;j.

Wartos$¢ predkosci sredniej ruchu cieplnego mozna oszacowac, wykorzystujac wzory:

1 1 3 3kT 5
;m<Lr‘)=EkT:‘,>|:U:|§r_m = ? %10‘1’?‘1{3 (10.1.9)

-

warto$¢ predkosci unoszenia elektrondw mozna oszacowac¢ wykorzystujac wzor (10.1.8):



dla typowych wartosci /, n, S:

I

~2:107"m/s
- / (10.1.10)

it=

gdzie I = 1A, grubo$¢ miedzianego przewodu d = 2mm, n = 8,5-10®*/m” (kazdy atom miedzi
daje jeden elektron swobodny, zatem znajac mas¢ molowa miedzi u = 63,5 g/mol, gestos¢
miedzi p = 8,96 g/cm3 i liczbe Avogadro (liczbg atoméw w 1 molu) Na = 6,02-1023/m01,
mozna obliczy¢ koncentracj¢ elektronéw n).

Widzimy, ze predkos¢ elektronéw bedacych nosnikami pradu jest niezwykle mata w
poréwnaniu z predkoscia ruchu cieplnego (10" razy mniejsza). Mozna powiedzieé, ze prad
ptynie bardzo wolno. Oczywis$cie sygnat, ktory nakazuje elektronom przewodnictwa ptynaé¢ w
okreslonym kierunku rozchodzi si¢ niezwykle szybko. Sygnatem tym jest pole elektryczne,
ktore rozchodzi si¢ z predkoscia réwna predkosci Swiatla.

Ruch elektronéw i predkos¢ przemieszczania si¢ sygnatu elektrycznego to zupetnie nie to

samo! Podobnie i woda z kranu poptynie natychmiast po odkrgceniu kurka, ale woda, ktéra w
momencie tego odkrecania byta jeszcze w studni - dotrze do nas o wiele pdznie;j.

2. Prawo Ohma

Jaki prad poptynie w probce materiatu, na koncach ktérej wytworzymy réznicg potencjatow
u?

Dla wigkszo$ci metali w obszarze umiarkowanych temperatur (bliskich temperaturze

pokojowej) zalezno$¢ natg¢zenia pradu od wytworzonej réznicy potencjatéw (przytozonego
napigcia) jest prosta proporcjonalnos$cia, tzn. stosunek napigcia i natgzenia pradu jest staly.

(10.2.1)

gdzie wspolczynnik proporcjonalnosci R nazywamy opornoscia przewodnika. To empiryczne
prawo sformutowane dla metali nosi nazwg¢ prawa Ohma. Wnioskiem z prawa Ohma jest to,
ze oporno$¢ metali, w pewnym zakresie temperatur, jest stata. Warto$¢ opornosci
przewodnika zalezy zaréwno od rodzaju samego materiatu jak i jego ksztaltu 1 rozmiaréw.
Dla scharakteryzowania wtasno$ci materiatu wprowadza si¢ pojecie opornosci wlasciwej p.
Zwiazek pomigdzy opornoscia a opornoscia wlasciwg okresla wzor

B=p = 10.2.2
2 3 ( )

gdzie [ jest dtugoscia przewodnika, a S jego przekrojem poprzecznym, przez ktory przeptywa
prad. Zatem oporno$¢ wtasciwa jest opornoscia probki danego materiatu o dlugosci/ = 1m i
przekroju § = 1m’.



. P . P ciecze i P
przewodniki [Qm] izolatory [Q-m] gazy [Qm]
srebro 16107 o 10" \woda 10° -
8 10" destylowana 10*
iods L7107 10" - |woda 10 - o
miedz 8 eboni 104 tzeczna 100 Przyktadowe wartosci
5810 Lo q opornosci wtasciwych
ini 0 ' - (woda niektérych materiatéw.
aluminium g polietylen 10 morska 0,3 ry
zelazo ?’8'10 guma ~10" Spirytus 1,5-105
etylowy
- s
ztoto 3’4'10 siarka 10" powietrze }818_

Zaleznos$é¢ opornosci od zmiany temperatury 2w zakresie umiarkowanych temperatur takze
w przyblizeniu mozna opisa¢ funkcja liniowa

R=R, {1+e Af),  A=T-T, (10.2.3)

gdzie Ry jest opornoscia w temperaturze Ty, za ktéra zazwyczaj przyjmuje si¢ temperaturg Ty
= 0°C, a Zjest temperaturowym wspoétczynnikiem opornosci.

Zapisujac prawo Ohma w postaci
'=I"R (10.2.4)

zauwazamy, ze jezeli znamy nat¢zenie pradu i opornos¢ pomigdzy dwoma punktami danego
materiatu, to mozemy wyznaczy¢ takze réznice potencjatéw pomigdzy nimi. Na tej wtasnie
zasadzie dziataja tzw. potencjometry - uktady pozwalajace ustala¢ i zmienia¢ réznice
potencjatéw.

Zwréémy jeszcze uwage, ze zalezno$¢ (10.2.4) miedzy napigciem i nat¢zeniem pradu w
przewodniku jest zawsze stuszna (R jest w ogdlnosci tzw. oporno$cia statyczng przy danym
napi¢ciu U.), natomiast bedzie ona wyrazata prawo Ohma tylko wtedy, gdy R = const dla
réznych U lub 1.

Nalezy takze zwrdci¢ wage, ze wiele materiatow i elementéw przewodzacych prad
elektryczny nie stosuje si¢ do prawa Ohma. Zaleznos¢ nat¢zenia pradu od réznicy
potencjatéw nie jest w tych materiatach liniowa, czyli oporno$¢ przy r6znych napigciach jest
rozna. . Materialy takie odgrywaja wazna rol¢ w uktadach elektronicznych, gdzie wiasnie
wykorzystywana jest nieliniowa zalezno$¢ ich opornosci od przytozonego napigcia badz
temperatury.

Prawo Ohma mozemy tez sformutowac w postaci r6zniczkowej, korzystajac z definicji
wektora gestosci pradu, wzoér (10.1.2). W tym celu zrézniczkujmy wyrazenie na nat¢zenie
pradu / wynikajace bezposrednio ze wzoru (10.2.1):



LT

I==
= (10.2.5)

Zaktadajac, ze opornos¢ zachowuje wartos¢ stata, zastosuymy wzoér (10.2.2) do elementu
przewodnika o dlugosci dl i powierzchni dS oraz wykorzystajmy zwiazek pomigdzy réznica
potencjatéw i1 nat¢zeniem pola elektrycznego (9.3.20). Otrzymujemy wtedy

1/R
1 r:';S _a
dI:E-dU:_.E.dg:f.dS (10.2.6)
2

ZatozyliSmy tu, Ze wektory nat¢zenia pola i ggstosci pradu sa réwnolegte, co jest stuszne w
ciatach izotropowych. (W ciatach anizotropowych wprowadza si¢ pojecie tensora przewodnictwa, czego nie
bedziemy tu omawia¢.) Dla omawianego tu przypadku mozemy zapisa¢ wektorowg zaleznos¢
miedzy gestoscia pradu i natezeniem pola elektrycznego wynikajaca z ostatniej rownos$ci po
prawej stronie we wzorze (10.2.6)

(10.2.7)

Wzér ten wyraza prawo Ohma w postaci rézniczkowej. Zwro¢my uwage, ze i w tej postaci

prawo to, stwierdzajac zalezno$¢ liniowa pomiedzy wektorami J i E , wymaga aby
2= const

Jaki jest sens fizyczny wyprowadzonych przez nas zalezno$ci? Ze wzoru (10.1.7) widzimy, ze
gestos¢ pradu jest proporcjonalna do predkosci unoszenia tadunkéw w przewodniku; ze
wzoru (10.2.7), ze jest rtOwniez proporcjonalna do nat¢zenia pola, ktdre jest przyczyna
uporzadkowanego ich ruchu. Z poréwnania tych wzoréw wynika, ze predkos¢ nosnikéw
zwiazana z przeptywem pradu jest proporcjonalna do natgzenia pola. Zauwazmy przy tym, ze
rownanie (10.2.7) jest konsekwencja prawa Ohma. W metalach wystgpuja wprawdzie
swobodne elektrony, ale znajduja si¢ one w ciaglym chaotycznym ruchu, ktérego srednia
predkos¢ przekracza o wiele rzedow wielkosci typowe predkosci unoszenia okre§lone
wzorem (10.1.8). Uporzadkowany ruch no$nikéw naktada si¢ wigc na chaotyczny ruch
cieplny, za$ okreslona warto$¢ predkosci unoszenia, mimo dzialania na nosniki stalej sity ze
strony statego pola elektrycznego, jest rezultatem ustalenia si¢ r6wnowagi pomigdzy sila
wynikajaca z istnienia pola elektrycznego i sity hamujacej wynikajacej z chaotycznego ruchu
nos$nikéw, w czasie ktérego zderzaja si¢ z rdzeniami atomowymi (jonami) metalu. Sytuacja
podobna jest do ruchu spadochroniarza, ktérego stata predkos¢ opadania wynika z réwnowagi
pomiedzy sifa przyciagania grawitacyjnego, a sita oporu powietrza. Pamigtajac, ze
temperatura jest miarg Sredniej energii kinetycznej chaotycznych ruchéw cieplnych,
zrozumialy staje si¢ wzrost opornosci przewodnikéw ze wzrostem temperatury .

3. Sila elektromotoryczna



Kiedy dwa przewodniki natadowane do ré6znych potencjaléw potaczymy za pomoca innego
przewodnika, to spowodujemy przeptyw w nim pradu elektrycznego, az do momentu
wyréwnania si¢ potencjalu na powierzchniach przewodnikéw, po czym przeptyw pradu
ustanie. Tu znéw nasuwa si¢ analogia. Kiedy potaczymy ze soba dwa zbiorniki wodne
umieszczone na réznych wysokosciach, to spowodujemy przeptyw wody ze zbiornika
gérnego do dolnego az do momentu kiedy poziomy wody w nich si¢ wyréwnaja badz cata
woda z jednego znajdzie si¢ w drugim zbiorniku. Kiedy to nastapi, ruch wody ustanie. Dla
podtrzymania przeptywu potrzebna jest pompa, ktéra napetnia¢ bgdzie zbiornik gérny woda
ze zbiornika dolnego. Co jest taka pompa w przypadku przeptywu fadunkéw elektrycznych?

Istnieje wiele typow urzadzen umozliwiajacych wytwarzanie réznicy potencjatow
elektrycznych. Ich dzialanie polega na przemieszczaniu tadunkéw elektrycznych kosztem
innych rodzajow energii. W popularnych bateryjkach jest to energia chemiczna. Moze to by¢
jednak energia potencjalna spigtrzonej za zapora wody, ktora przeksztatca si¢ w energie
kinetyczna ruchu topatek turbiny napgdzajacej generator. Turbina moze tez by¢ napg¢dzana
para wodna pod wysokim ci$nieniem, ta za$ produkowana jest wskutek spalania wegla,
paliwa ciektego, gazowego czy jadrowego.

Sita elektromotoryczna (w skrocie SEM) jest réznica potencjaléw wytwarzana przez zrédto
pradu, czyli urzadzenie przetwarzajace energi¢ (chemiczna, mechaniczna, ...) na energi¢
elektryczna. Jej warto$¢ jest okreslona przez wydatek energetyczny zrédta na wymuszenie
przeptywu tadunku ¢, przypadajacy na jednostke fadunku. Nalezy wigc podzieli¢ pracg
wykonana przez sity zewngtrzne W, na przeniesienie tadunku g przez wartos¢ tego tadunku.

(10.3.1)

Kierunek przeptywu pradu w danym odcinku obwodu zalezny jest tacznie od wartosci 1 znaku
réznicy potencjatow oraz SEM dzialajacej na tym odcinku. Przyjmuje si¢, ze SEM ma znak
dodatni jesli jej dzialanie sprzyja ruchowi fadunkéw dodatnich w wybranym kierunku.

Rysunek 10.3.1 przedstawia podstawowe elementy obwodu elektrycznego. Waznym
parametrem zrodta sity elektromotorycznej jest jego opor wewngtrzny R,,, ktory
przedstawiony zostal w postaci oddzielnego elementu, chociaz nie jest on dostgpny z
zewnatrz.

Linig przerywana zaznaczono zroédto
—C A SEM, a jego koncéwki przedstawiono
= >\—/ symbolicznie w postaci matych kétek.
: Zewngtrzng oporno$¢ 0znaczono

R g _ symbolem R,. Symbolami: V oraz A
SN0

H,,_ zaznaczono woltomierz 1 amperomierz,
czyli mierniki wskazujace réznicg
potencjatow (napigcie) na zaciskach zrédia
oraz natgzenie pradu ptynacego w

: obwodzie. Strzatka wskazuje umowny
________ | kierunek przeptywu pradu. Przyjmujemy




tu, ze wewngetrzna oporno$¢ amperomierza
jest zaniedbywanie mata, za$ woltomierza
duzo wigksza od R,.

Rys. 10.3.1. Podstawowe elementy obwodu
elektrycznego

Rolg oporu wewngtrznego pozna¢ mozna tatwo wykonujac pomiary napiecia w obwodzie
pokazanym na rysunku 10.3.1 dla r6znych wartosci opornosci zewngtrznej. Im mniejsza
bedzie warto$¢ tej opornosci, tym mniejsze napigcie wskaze woltomierz. Jest to rezultatem
rozkladu réznicy potencjatéw wytwarzanej przez zrédto pomigdzy napigcia na obu
oporno$ciach wystepujacych w obwodzie.

U,=£-1I-R, (10.3.2)

Kiedy wartos¢ oporu zewngtrznego bedzie nieskonczenie wielka woéwczas napigcie U, bedzie
najwigksze i rowne bedzie wartos$ci sily elektromotorycznej zrédta. Odpowiada to sytuacji,
kiedy obwdd zrédia pradu jest otwarty. Pozwala to okresli¢ sitg elektromotoryczna zrodta w
nast¢pujacy sposob. Sita elektromotoryczna réwna jest réznicy potencjaléw na biegunach
zrodla otwartego.

Wykorzystujac wzor (10.3.2) mozemy sitg elektromotoryczna powiaza¢ ze zmierzonym
napig¢ciem zewngtrznym zaleznoS$cia

E=U,+I-R, (10.3.3)

Korzystajac zas ze zwiazku migdzy natgzeniem pradu ptynacego przez przewodnik i
napig¢ciem na koncach przewodnika, mozemy wyrazi¢ U, przez iloczyn nat¢zenia pradu w
obwodzie i opornosci zewngtrznej otrzymujac

[E;" =I-(R, +Rw_}] (10.3.4)

Oznacza to, ze sita elektromotoryczna w obwodzie réwna jest sumie napie¢ w tym obwodzie
(na oporze zewngtrznym i wewngetrznym).

4. Prawa Kirchhoffa

Obliczanie rozktadu napie¢ i pradéw w rozgal¢zionych obwodach elektrycznych utatwiaja
znacznie dwa prawa sformutowane przez Kirchhoffa. Prawa te wyrdzniaja dwa elementy
uktadow elektrycznych: wezly, tzn. takie punkty w ktérych zbiega si¢ wiele przewodnikéw
oraz oczka, czyli zamknigte elementy obwodu.

Na rysunku 10.4.1 pokazany jest przyktadowy wezet W gdzie
zbiega sig pi¢¢ przewodnikow. W dwoéch z nich
(zaznaczonych kolorem niebieskim) prady ptyna w kierunku
do wezla, w trzech pozostatych kierunek pradu jest
przeciwny. W wezle nie ma zadnego zrédta wiec z zasady
zachowania fadunku wynika, ze suma pradéw wpltywajacych
do wezta musi by¢ rowna sumie pradéw wyptywajacych.
Mozna tez powiedzie¢, ze suma algebraiczna pradéw
wpltywajacych do wezta réwna jest zeru. Jest to wiasnie tres¢




pierwszego prawa Kirchhoffa, ktére zapisujemy i wyrazamy
W postaci:

Rys. 10.4.1. llustracja

pierwszego prawa Kirchhoffa (10.4.1)

Suma pradow w wezle sieci r6wna jest zeru.

Przy sumowaniu, wartosci pradéw wptywajacych do wezta oznaczamy dodatnio, za$
wyplywajacych ujemnie. Dla w¢zta przedstawionego na Rys. 10.4.1. prawo to wyraza
rOwnanie

I3+I4:II+I:+I5 .Iub I3+I4_II_I:_I520 (10413)

Drugie prawo dotyczy oczka sieci. Przyktadowe oczko pokazuje rysunek 10.4.2.

Elementami oczka sa zar6wno zrddia sity
elektromotorycznej jak i opornosci. Ich liczba i
uktad moze by¢ catkowicie dowolny. Jesli
wybierzemy jakis kierunek obiegu wokoét konturu
oczka, a nastgpnie przypiszemy wszystkim pradom,
ktorych kierunek jest zgodny z obranym kierunkiem
znak plus 1 odpowiednio pradom w kierunku
przeciwnym - znak minus oraz wszystkim sitom
elektromotorycznym wystgpujacym w oczku
przypiszemy znak plus, jesli powoduja one przeptyw
pradu wzdtuz obranego kierunku i znak minus - jesli
' w kierunku przeciwnym, to zwigzek pomigedzy suma
— algebraicznag sit elektromotorycznych w oczku oraz

R

— - suma napie¢ na wystepujacych w oczku
opornos$ciach wyraza wzor stanowiacy tres¢
drugiego prawa Kirchhoffa:

N N
Rys. 10.4.2. Ilustracja drugiego prawa . ]
Kirehhoffu ; E, = ; I,-R, (10.4.2)

gdzie N jest liczba odcinkéw na ktore kontur podzielony jest weztami.
Prawo to sformutowa¢ mozna nastgpujaco.

Suma wszystkich sil elektromotorycznych w oczku sieci rowna jest sumie napigé
wystepujacych w tym oczku .

Dla oczka przedstawionego na Rys. 10.4.2. drugie prawo Kirchhoffa wyraza rownanie:



E-E,+E=I-R-I,-R,+I,-R,+1,-R, (10.4.22)

PrzyjeliSmy tu, ze natezenia pradéw ptynacych przez oporniki R}, R, R3 i R4 to odpowiednio
L, I, I3, 1, a sila elektromotoryczna sasiadujaca z opornikiem R, to E, z opornikiem R, - to
E», a z opornikiem R; - to Ej.

5. Praca i moc pradu

Obliczmy pracg jaka zwigzana jest z przeptywem pradu. Pamigtamy, Zze praca zwiazana z
przemieszczaniem tadunku elektrycznego pomig¢dzy punktami pola o ré6znych potencjatach
jest iloczynem warto$ci tadunku i r6znicy potencjatéw pomigdzy tymi punktami, wzor
(9.3.11). Zapiszmy ten wzOr w postaci rozniczkowe;j

dW=dg U=1dt- U (10.5.1)

Przez U oznaczyliSmy tu napigcie elektryczne czyli réznicg potencjaléw pomigdzy punktami
miedzy ktérymi nastgpuje przeptyw pradu. Nastepnie skorzystaliSmy ze wzoru (10.1.1).

Prace wykonana przez prad w skonczonym czasie t wyznaczymy obliczajac warto$¢ calki:
£
W=|U Idt (10.5.2)
0

Jesli napigcie 1 natgzenie pradu nie zmieniaja si¢ w czasie tj. mamy do czynienia z
przeptywam pradu statego, wéwczas mozna wykona¢ catkowanie we wzorze (10.5.2)
otrzymujac:

[W =1.U- r] (10.5.3)

Korzystajac z zaleznosci U = I A mozemy wzér (10.5.3) zapisaé w postaci:
W=I"R-t (10.5.3a)

Praca ta spowoduje wzrost energii wewngtrznej przewodnika, a wigc i wzrost temperatury.
Jezeli przewodnik bedzie mie¢ kontakt z osrodkiem (termostatem) o nizszej temperaturze, to
nastapi przeptyw ciepta z przewodnika do osrodka. Ciepto to zwane jest cieptem Joule'a.

Moc pradu mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (10.5.1) pamigtajac, ze jest to praca wykonana w
jednostce czasu, czyli stosunek pracy do czasu, w ktérym zostala ona wykonana.

aw

P:—:
df

i I (10.5.4)

Korzystajac z zaleznos$ci (10.5.3.a), mozna moc pradu okresli¢ takze wzorem:



[P: I’ -R] (10.5.4a)

Wzér (10.5.3a) pokazuje, ze ciepto
wydzielane podczas przeptywu pradu (ciepto
: Joule'a) szybko ro$nie wraz ze wzrostem
natg¢zenia pradu - jest proporcjonalne do
kwadratu nat¢zenia. Gdy chcemy przestaé
energig elektryczna na duze odlegtosci,

wydzielanie sig ciepta jest zjawiskiem
~ niepozadanym, bo oznacza straty przesylanej
energii. Dazy si¢ wigc do tego, aby natgzenie
pradu w liniach przesytowych byto
niewielkie. Aby jednak przesta¢ dana moc P
potrzebne jest odpowiednio wysokie
napigcie, wzor (10.5.4). Z tego powodu
energig elektryczng przesyla si¢ pod
napigciem 110 kV lub wigkszym.

Rys. 10.5.1. Linie wysokiego napiecia

Zadania
Zadanie 10.1 opor zastepczy

Kazdy z okregéw, ktdre sa elementami uktadu przedstawionego na Rys. z/0.1.1., ma op6r R.
Obliczy¢ opor zastepezy R, dla uktadu przewodnikéw, miedzy punktami A i B.

Rys. z10.1.1. Uktad przewodnikow.
Zadanie 10.1 wskazowka

Spadek napigcia migdzy punktami A i B bedzie:



I'E, =lI'lR +lI'lR+lI'lR
2 2 2 2 2

U =T' R, oraz 2

Zadanie 10.1 rozwigzanie

Dla pojedynczego okregu ®— opor jest R , a dla odpowiadajacego mu pétokregu {R?}
opor jest R/2.
i2 2 2

Spadek napigcia migdzy punktami A i B A bedzie réwny spadkowi
A B
napigcia na oporze R, , CO zapisujemy:

U.=1F I'Rz=lI'lR+lI'lR+lI'lR
AR T Z oraz 2 2 2 2 2 2
poniewaz do kolejnych we¢ziéw wptywaja i wyplywaja z nich prady 1/2.

Zatem z pierwszego 1 drugiego prawa Kirchoffa:

czyli .

Zadanie 10.2 mostek Wheatstone'a

W uktadzie elektrycznym przedstawionym na Rys. z10.2.1. przez galwanometr G nie ptynie prad.
Znane sg wielkosSci oporow R,, R;, R4 oraz sita elektromotoryczna E. Nalezy obliczy¢
opor R;.



Rys. z10.2.1. Mostek Wheatstone'a stosowany do pomiaru oporow.

Zadanie 10.2 rozwigzanie

Wprowadzamy dodatkowe oznaczenia tak jak to zostato
przedstawione na rysunku z10.2.2. Przez
oporniki Ry, Ry, Rs, Ry ptyng prady Iy, Iy, I3, 14,
odpowiednio.
Z pierwszego prawa Kirchhoffa, dla weztow
A, B i C
mamy:

I,=I, ,+I, =1 I,=1,

Rys. z10.2.2. Dodatkowe oznaczenia.

Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa (przyjmujac za dodatni kierunek obiegu przeciwny
do kierunku ruchu wskazéwek zegara) mamy:

-LR,+LR, =0

dla oczka ABCGA , (%)

dlaoczka ADCGA  L1aFa ~LBe =0 cun

dla oczka BCDB LR LEy = & o

Z pierwszego prawa Kirchhoffa i z rownania ( ** ) mamy, ze

k.

11=12=I4R_‘*
2-

Z pierwszego prawa Kirchhoffa i z réwnania ( * ) mamy, ze



Podstawiajac obliczone 14 do poprzedniego réwnania otrzymujemy:

E:R,

E. =
1 R,

Wynik nie zalezy od E.

Zadanie 10.3 woltomierz i amperomierz w obwodzie

Op6r R =200 Q umieszczono w obwodach elektrycznych przedstawionych ponizej na
schematach 1) i1 2). W celu wyznaczenia oporu R obliczono stosunek napigcia wskazywanego
przez woltomierz do natgzenia pradu wskazywanego przez amperomierz. Uzyskano sprzeczne
rezultaty.

Rys. 210.3.1. Schemat 1). Rys. 210.3.2. Schemat 2).

2 2

®

Otrzymano wynik R; = 160 Q Otrzymano wynik R, =210 Q

Jakie byly opory wewngtrzne: amperomierza r, i woltomierza r,?

Zadanie 10.3 rozwigzanie

Dla amperomierza r, =R~k , a dla woltomierza
Opdr wewnetrzny amperomierza r, = 10 , a woltomierza r, = 800 Q.

Op6r amperomierza powinien by¢ maty w poréwnaniu z oporem mierzonym, aby mozna byto
pomina¢ spadek napigcia na tym mierniku. Opor woltomierza powinien by¢ znacznie wigkszy
od oporu mierzonego aby mozna byto pomina¢ sktadowa nat¢zenia pradu, ktdra ptynie przez
woltomierz.



Nowe pojecia, definicje i wyrazenia

prad elektryczny

uporzadkowany ruch fadunkow elektrycznych

natezenie pradu

fadunek przeptywajacy przez dowolny przekrdj przewodnika w
jednostce czasu

prad staly

prad, ktérego natgzenie nie zmienia si¢ w czasie

wektor gestosci
pradu

wektor ktérego kierunek okreslony jest przez kierunek ruchu nosnikow
dodatnich, a warto$¢ odpowiada natg¢zeniu pradu ptynacego przez
prostopadta do tego kierunku powierzchnig jednostkowa wokoét danego
punktu w przewodniku

predkosé
unoszenia

predkos¢ przemieszczania si¢ tadunkéw w przewodniku pod wptywem
przytozonego pola elektrycznego

prawo Ohma

Nate¢zenie pradu w przewodniku jest wprost proporcjonalne do
przylozonego napigcia czyli wartos¢ opornosci przewodnika jest stata

opornos¢ wlasciwa

wielkos¢ charakteryzujaca wlasnosci przewodzace danego materiatu,
réwna liczbowo opornosci materiatu o jednostkowym przekroju 1
jednostkowej dtugosci

sita
elektromotoryczna

roznica potencjatéw na biegunach zrodta otwartego

pierwsze prawo
Kirchhoffa

Algebraiczna suma pradéw w wezle sieci rowna jest zeru.

drugie prawo
Kirchhoffa

Suma algebraiczna wszystkich sit elektromotorycznych w oczku sieci
roéwna jest sumie wystepujacych w tym oczku napigé

ciepto Joule'a

cieplo wydzielone wskutek przeptywu pradu elektrycznego




Pole magnetyczne
Wstep

Zjawiska magnetyczne

Zacznijmy od "pocztéwki" z odleglego kontynentu. Mozna pomysle¢, ze przedstawia ona tor
wyscigowy. Ale kto (lub co) biega po okrggu, ktérego dtugos¢ ma "na oko" kilka
kilometréw?

Chociaz potozony wsrdd zieleni, nie jest to jednak osrodek wypoczynkowy, ale
amerykanskie laboratorium fizyki jadrowej Brookhaven National Laboratory na wyspie
Long Island, ok. 100 km od Nowego Yorku. Zawodnikami w "wyscigach" po widocznym na
fotografii okrggu sa za$ jadra atomowe rozpgdzone do predkosci bliskich predkosci swiatta.

Konstrukcja tego gigantycznego urzadzenia to przede wszystkim zastosowanie wiadomosci o
tadunkach elektrycznych poruszajacych si¢ w polu magnetycznym, co jest przedmiotem
lekcji, ktéra wtasnie rozpoczynamy. Pod koniec lekcji powrécimy do Brookhaven, ale wtedy
mechanizm dziatania tego skomplikowanego kompleksu akceleracyjnego bedzie dla Ciebie o
wiele bardziej zrozumiaty.

Z ruchem tadunkéw elektrycznych, czyli z przeptywem pradu elektrycznego zwiazane jest
oddzialywanie inne od omawianego dotychczas oddzialywania statycznych tadunkéw oraz od
zjawisk zachodzacych w przewodniku. Oddziatywanie to moze by¢ tatwo wykryte za
pomoca igly magnetycznej umieszczonej w poblizu przewodnika z pradem. Nazywamy je
oddziatywaniem magnetycznym.




Zjawiska magnetyczne znane sa od dawna. Juz w starozytno$ci obserwowano wystgpowanie
sit pomigdzy kawatkami rud zelaza znajdowanymi w Azji Mniejszej (Magnezji) oraz ich
oddzialywania na przedmioty zelazne. Kolejne obserwacje doprowadzity do skonstruowania
busoli magnetycznej, ktéra odegrata wazna rol¢ w morskich eksploracjach $wiata.

o.)

Rys. 11.0.1.

Schemat doswiadczenia
Oersteda; widok z gory.
Czerwonym kolorem pokazany
jest przewodnik pod ktorym
umieszczona jest iglta
magnetyczna:

a.) w przewodniku nie plynie
prad: ustawienie igly okresla
kierunek pola magnetycznego
Ziemi (doktadniej, sktadowej
tego pola w plaszczyznie, w
ktorej obraca sie igta),

b.), c.) w przewodniku ptynie
prad w kierunku wskazanym
strzatkq: igta ustawiona jest
prostopadle do kierunku
przeptywu pradu.

Za przetom w badaniu zjawisk magnetycznych mozna
uzna¢ doswiadczenia Oersteda wykonane w 1820 roku.
Dunski fizyk Hans Christian Oersted zaobserwowal, ze igta
magnetyczna umieszczona pod przewodnikiem przez ktory
ptynie prad ustawia si¢ do tego przewodnika prostopadle.
Po zmianie kierunku pradu igta obraca si¢ o 180 stopni.

Zaktadajac, ze wiedza nasza ogranicza si¢ do czterech
pierwszych lekcji kursu Fizyka 2, wynik doswiadczenia
Oersteda powinien wywota¢ w nas spore zdziwienie!

e Po pierwsze - pamigtamy, ze przewodnik w ktérym
ptynie prad pozostaje elektrycznie obojgtny.
Rzeczywiscie, rOwnanie ciagtosci wymaga, by taka
sama warto$¢ tadunku wptywata z jednej co
1 wyptywata z drugiej strony przewodnika. Wynika
Z tego, ze igla reaguje nie na obecnos¢ fadunkow
elektrycznych, ale na ich ruch.

e Po drugie - gdybySmy w naszych staraniach
zrozumienia obserwacji Oersteda potraktowali igle
magnetyczng jak dipol elektryczny to zgodnie z
rozwazaniami w lekcjach poprzednich powinnismy
raczej oczekiwac przyciagania ktoregos jej konca do
przewodnika lub ustawienia sig igly wzdtuz
kierunku ruchu tadunkéw. Dlaczego wigc igla
ustawia si¢ prostopadle do kierunku przeptywu

pradu (?)

Rzeczywiscie - chodzi tu wyraznie o inne zjawisko, ktore
kieruje si¢ innymi prawami niZ poznane

dotychczas. Wiemy, ze igla posiada bieguny: pétnocny N i
potudniowy S. Jest wigc sens traktowac ja jako dipol i
zatozy¢ ze igla ustawia si¢ wzdluz kierunku pola, ale
innego niz pole elektryczne.

Zapiszmy konkluzje wynikajace z doswiadczenia Oersteda nazywajac to pole na ktore reaguje
igla magnetyczna - polem magnetycznym.

1. Uporzadkowany ruch tadunkow elektrycznych wywoluje w otaczajacej
przestrzeni powstawanie pola magnetycznego.

2. Pole to ma charakter pola wektorowego (posiada wlasnosci kierunkowe).

3. Linie tego pola sa prostopadle do kierunku ruchu fadunkéw elektrycznych.



Pojawia si¢ jednak szereg pytan. Jak zmienia si¢ pole magnetyczne w funkcji odlegtosci od
przewodnika lub poruszajacego si¢ tadunku? Jaki jest jego kierunek w zaleznos$ci od kierunku
ruchu tadunku lub pradu ptynacego w przewodniku? Jak wyznaczy¢ pole dla przewodnika,
ktéry nie jest prostoliniowy? Jakie bedzie pole kiedy w przestrzeni pojawi si¢ wiele
przewodnikow, a w kazdym z nich prad bedzie inny? Czy przewodniki te beda na siebie
wzajemnie oddziatywac?

Dalsze nasze rozwazania po§wigcone beda znalezieniu odpowiedzi na te i wiele innych pytan
dotyczacych niezwykle ciekawych witasno$ci pola magnetycznego.

11.1. Wlasnosci pola magnetycznego

Pole magnetyczne moze by¢ Pole magnetyczne moze dziata¢
wytworzone przez: silg na:
e poruszajace si¢ fadunki e poruszajace si¢ ciata
elektryczne natadowane elektrycznie
e prad pltynacy w przewodniku e przewodnik z pradem
¢ dipol magnetyczny e dipol magnetyczny
e ciala namagnesowane e ciala namagnesowane

Zwrocmy uwage, ze przeptyw pradu to uporzqdkowany ruch tadunkow, dipol magnetyczny to
petla, w ktorej ptynie prqd, a wtasnosci magnetyczne magnesow, jak zobaczymy w dalszej
czesci tej lekcji, wynikajq z tego, ze ich atomy to mikroskopijne dipole magnetyczne.

—

W danym punkcie przestrzeni istnieje pole magnetyczne o indukcji B, jesli na tadunek

punktowy ¢ , poruszajacy si¢ z predkoscia V dziata w tym punkcie sita F

[F = q(ﬁxﬁ)] (11.1.1)

Dynamiczne wilasnos$ci pola magnetycznego opisuje wektor indukcji magnetyczne] E Jezeli

w danym punkcie przestrzeni jest okreslony wektor B to wektor sity moze mie¢ w tym
punkcie rézny kierunek i zwrot, gdyz jest on zalezny od orientacji wektora predkosci

wzgledem wektora B . Wynika stad, ze w przypadku pola magnetycznego nie nalezy uzywac
okreslenia ,,linie sit pola”. Linie pola magnetycznego to w ogdélnosci krzywe, do ktérych w

kazdym punkcie jest styczny wektor B Specyficzne dziatanie pola magnetycznego na tadunek
elektryczny mozna wytlumaczy¢ w nastepujacy sposob. Poruszajacy si¢ tadunek wytwarza
wilasne pole magnetyczne. Sita Lorentza to oddziatywanie tego pola z zewngtrznym polem
magnetycznym, zalezne od wzajemnej konfiguracji tych pol.




Sil¢ dzialajaca w polu magnetycznym na
poruszajacy si¢ tadunek nazywamy sitq Lorentza.
Widzimy, ze sila dzialajaca na tadunek
poruszajacy si¢ w polu magnetycznym jest zawsze
prostopadta zaréwno do kierunku wektora jego
predkosci, jak i do kierunku wektora indukcji
magnetycznej. Zwrot tej sity zalezny jest od znaku
poruszajacego si¢ tadunku. Zwr6¢my uwage, ze
sita Lorentza nie moze wykona¢ pracy, poniewaz
w kazdej chwili jest prostopadta do wektora
przesunigcia. Oznacza to, ze sila Lorentza nie
moze zmieni¢ energii kinetycznej poruszajacego
si¢ ciata, a powoduje jedynie zmiang kierunku

.5 ruchu.
X = . ¥ Warto$¢ sity Lorentza zalezy, zgodnie z
F=q-(6xB) wlasnoscia iloczynu wektorowego, od kata
migdzy wektorem predkosci tadunku 1 wektorem
Rys.11.1.1. Sita Lorentza indukcji magnetyczne;j

F=g-v-B-sma

(11.1.2)
Jesli czastka natadowana porusza si¢ prostopadle do kierunku wektora E, to sifa ta ma
maksymalna warto$¢ rowna:
Frgz =q-0- B (11.1.3)
skad :
B — FI]".'I.'.'.."[
g-u (11.1.4)

Mozemy wigc powiedzie¢, ze wartos$¢ indukcji magnetycznej jest rOwna sile jaka dziata na
jednostkowy tadunek dodatni (prébny) poruszajacy si¢ w polu magnetycznym z jednostkowa
predkoscia w kierunku, w ktérym sita magnetyczna ma maksymalna warto$¢.

Jednostka indukcji magnetycznej jest tesla (T) okreslona zgodnie ze wzorem (11.1.1) w
postaci

C.({m/s) A m (11.1.5)

Jesli tadunek 2znajduje sig¢ réwnoczesnie w polu elektrycznym o natezeniu £, to niezaleznie

od pola magnetycznego dziala na niego sita F=g¢B , patrz wzor (9.2.1) pochodzaca o pola
elektrycznego. Uwzgledniajac to zapiszemy site¢ Lorentza dla tadunku w polach:
elektrycznym i magnetycznym:



[F q(* U x E)] (11.1.6)

Sita elektrodynamiczna to sita dzialajaca na przewodnik z pradem znajdujacy si¢ w polu
magnetycznym.

Jak wiemy, prad elektryczny stanowi uporzadkowany ruch tadunkéw w przewodniku. Prad
ten charakteryzujemy nat¢zeniem pradu I, ktére okreslone jest wzorem (10.1.1).
Wykorzystajmy to dla zapisania sity Lorentza dziatajacej na tadunek dg poruszajqcy Sig Z

predkoscia ¥ w przewodniku znajdujacym si¢ w polu magnetycznym o indukcji B

I.dt ol /dt
— = r': — — —
dF =dg-{ 0 =B)=1{dl =B (11.1.7)

Wektor predkosci zapisali$my jako stosunek przemieszczenia & tadunku wzdtuz osi
przewodnika do czasu, w ktérym to przemieszczenie nastapito. OtrzymaliSmy w ten sposéb

wyrazenie okre$lajace site dziatajaca na element przewodnika o dtugosci & przez ktéry
ptynie prad o nat¢zeniu 1.

Pamigtajac o wlasnos$ciach iloczynu wektorowego widzimy, ze kiedy przewodnik ustawiony
jest wzdluz kierunku pola to nie dziata na niego zadna sita, kiedy ustawiony jest prostopadle
do kierunku pola - sita jest najwigksza. Wartos¢ tej sily jest proporcjonalna do natgzenia
pradu w przewodniku.

W polu magnetycznym tak, jak w kazdym polu wektorowym, mozna wprowadzi¢ strumien

wektora B , jako skalarny iloczyn wektora Bj i wektora ds , prostopadtego do elementu
powierzchni ds (poréwnaj wyktad 9.6).

dP;=B- dS. (11.1.8)

Prawo Gaussa

Strumien wektora indukcji pola magnetycznego przez dowolna, zamknigta powierzchnig jest
rowny zeru - tyle samo linii pola wchodzi do powierzchni, co z niej wychodzi.

(11.1.9)

_§B-d5=0
3

Taka posta¢ prawa Gaussa dla pola magnetycznego jest matematycznym zapisem waznej
wtlasnosci: pole magnetyczne jest polem bezzrédlowym. Porownajmy wzor (11.1.9) z
prawem Gaussa dla pola elektrostatycznego, wzor (9.6.7). W tym przypadku analogiczna
wielkos$¢ - strumien natgzenia pola elektrycznego przez dowolna powierzchni¢ zamknigta,



'IJE, rowna jest sumie fadunkéw zawartych wewnatrz tej powierzchni. Ladunki te stanowia
zrodia pola elektrostatycznego - pole elektrostatyczne jest wigc polem zrédtowym.

Prawo Ampere'a

Suma skalarnych iloczynéw B-dl po krzywej zamknigtej otaczajacej przewody z pradem

(czyli tzw. cyrkulacja wektora B) jest wprost proporcjonalna do sumy natezen pradéw
przeptywajacych przez powierzchnig S , ktérej brzegiem jest ta krzywa.

{’B"ﬂ = Uy -1 (11.1.10)

Wsp6étczynnik uy to przenikalno$¢ magnetyczna proézni. Taka posta¢ prawa Ampere'a jest
matematycznym zapisem waznej wtasnosci: pole magnetyczne jest polem wirowym.

Prawo Ampere'a umozliwia fatwe
wyznaczenie warto$ci wektora indukcji
magnetycznej w zadanej odlegtosci od
nieskonczenie dtugiego przewodnika, w
ktérym ptynie prad o natgzeniu 1.

Na Rys. 11.1.2 pokazane sa linie indukcji pola
magnetycznego wytwarzanego przez prad
ptynacy w przewodniku prostoliniowym. Igta
magnetyczna umieszczona w dowolnym
punkcie ustawia si¢ w kierunku stycznym do
linii pola. Z powodu symetrii osiowej takiego
uktadu linie pola sa okr¢gami o $srodkach
lezacych na przewodniku z pradem.
Zauwazamy istotng réznic¢ pomigdzy liniami
indukcji pola magnetycznego, a linii sit pola
elektrycznego, ktore skierowane byty do lub
od tadunkoéw elektrycznych, zaczynajac lub
konczac si¢ na nich. Linie indukcji
magnetycznej nie maja poczatku ani konca, ale
sa zamknigte 1 otaczaja przewodnik z pradem.

W celu wyznaczenia wartosci wektora indukcji
Rys. 11.1.2. Pole magnetyczne prostoliniowego magnetycznej w odlegto$ci r od przewodnika
przewodnika z prgdem obliczamy catke po okrggu o promieniu r
wspotsrodkowym z przewodnikiem oraz do
niego prostopadtym. Otrzymamy z prawa
Ampere'a:



SkorzystaliSmy tu z faktu, ze wektory Bj

dl 53 w tym przypadku zawsze do siebie
rownolegte, bo linie wektora indukcji sa
okregami wspétsrodkowymi z przewodnikiem
tak samo jak kontur, po ktérym wykonujemy

catkowanie i warto$ci wektora D sa takie same
w tej samej odlegtosci od

przewodnika. Warto$¢ wektora indukcji w
odlegtosci r od prostoliniowego przewodnika,
przez ktéry ptynie prad o nat¢zeniu I, wynosi
wigc

B:FE'_'I

]

2xr (11.1.12)

Wektor ten jest styczny w danym punkcie do
okregu, po ktérym wykonane zostato
catkowanie.

Waznym zastosowaniem prawa Ampere'a jest wyznaczenie pola magnetycznego wewnatrz
solenoidu, ktéry stanowi wiele zwojéw przewodnika nawinigtych jeden obok drugiego (tzw.
zwojnica) i w takiej liczbie, ze jego dlugos¢ jest znacznie wigksza od $rednicy. Na rysunku
11.1.3.a) pokazane sa elementy dwoch sasiednich zwojéw oddalone od siebie, by
zademonstrowac konfiguracj¢ pola magnetycznego wokoét nich. Rysunek 11.1.3.b) pokazuje

pole jednego zwoju solenoidu.

Rys. 11.1.3. Pole: a) fragmentu dwdch sgsiednich zwojéw, b) jednego zwoju solenoidu

Widzimy, ze pola pomigdzy sasiednimi zwojami kompensuja si¢, natomiast pola od strony
wewnetrznej i na zewnatrz solenoidu dodaja si¢. Pole wewnatrz i na zewnatrz jest
symetryczne wzgledem osi solenoidu. Kierunek wektora indukcji magnetycznej pokrywa sig z

kierunkiem tej osi.
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Rys. 11.1.4. Pole magnetyczne solenoidu; strzatki niebieskie pokazujq kierunek pola magnetycznego;
ramki i strzatki zielone - obwody po ktdrych liczymy cyrkulacje

Rysunek 11.1.4. przedstawia w przekroju fragment solenoidu ktéry bgdziemy traktowac jako
nieskonczenie dtugi. Dla wyznaczenia wartosci wektora indukcji magnetycznej pola
wytworzonego przez prad ptynacy w solenoidzie skorzystamy z prawa Ampere'a obliczajac

cyrkulacje wektora B wzdtuz zamknigtego konturu zgodnie ze wzorem (11.1.10). Dla
uproszczenia naszych rozwazan nadamy konturowi posta¢ prostokatnej ramki, ktérej boki a 1
¢ utozone sa rownolegle do osi solenoidu, a boki b i d sa do tej osi prostopadte. Zauwazamy
natychmiast, ze cyrkulacja liczona zaréwno dla ramki znajdujace;j si¢ catkowicie wewnatrz
solenoidu jak i dla tej na zewnatrz rowna jest zeru, bowiem w obu przypadkach ramki nie
obejmuja przewodnikéw z pradem. (Co nie znaczy bynajmniej, ze nie ma tam pola
magnetycznego.) Zauwazany tez, ze wktad do cyrkulacji od bokéw b i d jest we wszystkich

przypadkach réwny zeru, bowiem wektor & jest prostopadty do tych bokéw i iloczyn skalarny
we wzorze (11.1.10) réwny jest zeru. Wynika z tego bardzo wazny wniosek. Wktady do
cyrkulacji od bokéw a i ¢ kompensuja si¢ wewnatrz i na zewnatrz solenoidu co oznacza, ze
panuje tam jednorodne pola magnetyczne.

Whiosek ten zawiera faktycznie dwa stwierdzenia. Pierwsze, ze pole magnetyczne w calej
przestrzeni wewnatrz solenoidu jest jednorodne, czyli takie samo co do wartosci i
kierunku. Drugie, Ze pole w calej przestrzeni zewngtrznej tez jest jednorodne. Brzmi to
paradoksalnie, bowiem przestrzen ta rozciaga si¢ do nieskonczonosci. Oczekiwaliby$my
raczej, ze pole zmniejsza si¢ ze wzrostem odlegtosci od solenoidu. Co wigcej - pamigtamy, ze
linie wektora indukcji magnetycznej sa zamknigte i ten sam skonczony strumien przenika
przez ograniczong powierzchnig przekroju poprzecznego wewnatrz solenoidu, co i przez
nieskonczong powierzchni¢ wokoét solenoidu na zewnatrz. Oba te warunki moga by¢
spelnione réwnoczes$nie tylko wtedy, kiedy pole magnetyczne na zewnatrz solenoidu
réwne jest zeru.

Pamigtajmy jednak, ze rozwazamy tu solenoid o nieskonczonej dlugosci. W rzeczywistych
solenoidach o dlugos$ciach skonczonych wystepuja tez sktadowe pola wzdtuz bokéw b i d.
Pole na zewnatrz rzeczywistego solenoidu nie jest wigc doktadnie rowne zeru, cho¢ znacznie
mniejsze niz wewnatrz. Warto$¢ tego pola zalezna jest od potozenia punktu wzgledem osi i
srodka solenoidu.

Powr6¢my do wyznaczenia warto$ci indukcji magnetycznej wewnatrz solenoidu o
nieskonczonej dlugosci. W tym celu umies¢my ramke tak by jej bok a znajdowat sig



wewnatrz solenoidu, a bok ¢ na zewnatrz. Wiemy juz teraz, ze niezerowy wkitad do cyrkulacji
wnosi wylacznie bok a. Przyjmijmy tez, ze na jednostke dtugosci solenoidu przypada n
zwojow, czyli wewnatrz ramki przeptywa prad réwny I-n-a w takim przypadku wzor
(11.1.10) sprowadza si¢ do catkowania wzdtuz tego tylko boku w rezultacie czego
otrzymujemy.

B a= T . n-a czvili B = I . n
Ho ¥ Ho (11.1.13)

Pole magnetyczne wewnatrz solenoidu proporcjonalne jest do nat¢zenia pradu i ggstosci
zwojow solenoidu. Ten prosty wzor obowiazuje $cisle dla solenoidu o nieskonczone;j
dlugosci. W praktyce, przybliza on niezle wartos¢ indukcji pola magnetycznego w punktach
znajdujacych si¢ w srodkowej czgsci solenoidéw o dtugosciach skonczonych.

" Solenoidy jako urzadzenia sluzace do wytwarzania pola
magnetycznego znajduja zastosowanie w wielu
réznorodnych instrumentach pomiarowych oraz
- w eksperymentach ~ fizycznych. O skali wielkosci
stosowanych solenoidow §wiadczy zamieszczona obok
fotografia.

Fot. 11.1.5. Jeden 7z wigkszych solenoidow na Swiecie -

% stuzy do wytwarzania pola magnetycznego w

4 cksperymencie STAR w Brookhaven National Laboratory
B (USA). "STAR" - to pierwsze litery stow "Solenoidal

@ Tracker At RHIC" - co mozna przettumaczyé jako
"Solenoidalny tropiciel w RHIC" i stuzy do "tropienia”
czqstek elementarnych.

Zwykle mamy do czynienia z bardziej ztozonym rozktadem pradéw elektrycznych.
Wyznaczenie wektora indukcji magnetycznej w dowolnym punkcie umozliwia w takim
przypadku prawo Biota-Savarta.

Rozwazmy krzywoliniowy przewodnik, w
ktérym ptynie prad o nat¢zeniu I, Rys. 11.1.6.
Przewodnik ten mozemy roztozy¢ na sume
bardzo duzej liczby elementéw z ktérych
kazdy mozemy uzna¢ za prostoliniowy.
Elementowi takiemu przypisujemy wektor

jego dhugosci  dl skierowany zgodnie z
kierunkiem  przeptywu  przezen pradu.
Interesuje  nas  wektor indukcji  pola
magnetycznego w punkcie P, ktérego
polozenie = wyznacza promien wodzacy
Tokreslony wzgledem danego elementu
przewodnika.




Rys. 11.1.6. Prawo Biota-Savarta

Zgodnie z prawem Biota-Savarta indukcje pola magnetycznego w tym punkcie pochodzaca

od elementu & okresla wzoér

- 3 (11.1.13)
4.7 r
W formie skalarnej mozemy wzodr ten zapisa¢ w postaci
dﬁzpc.-f_cﬂﬂinzx
4.7 i (11.1.14)

gdzie kat & zawarty jest pomiedzy elementem & i promieniem I. Waznym wnioskiem z
prawa Biota-Savarta jest to, ze pole magnetyczne od przewodnika o dowolnym ksztalcie, jest
wprost proporcjonalne do natg¢zenia pradu ptynacego w tym przewodniku . Z zaleznosci tej
bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci naszego kursu.

Dla wyznaczenia wypadkowego wektora indukcji magnetycznej pochodzacego od catego
przewodnika nalezy obliczy¢ catke z wyrazenia (11.1.14) po catkowitej dtugosci
przewodnika.

B-{aB

(11.1.15)

11.2. Dipol magnetyczny

Obliczmy site dziatajaca na sztywna ramke prostokatna przez ktéra ptynie prad, umieszczona
w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji &, Rys. 11.2.1. (Symbol kétka z krzyzem na
rysunku oznacza kierunek prostopadty do ptaszczyzny ekranu "od patrzacego”. symbol kétka z kropka, "do
patrzacego".) Kolorem jasno-brazowym pokazana jest ramka, a fioletowe strzatki wskazuja
kierunek pradu. Obie czesci rysunku, lewa i prawa, przedstawiaja t¢ sama ramke, przy czym
lewa czg$¢ pokazuje rzut odpowiadajacy patrzeniu prostopadle na ekran, prawa pokazuje rzut
ogladany przy patrzeniu wzdtuz ekranu z prawej strony. Zwré¢my uwage, ze ramka nie lezy
w plaszczyznie ekranu, ale jest od niej odchylona tak, ze bok 1 jest blizej patrzacego niz bok
3. Boki te sa prostopadte do kierunku pola magnetycznego, ktére skierowane jest za ekran.
Boki 2 i 4 sa nachylone wzglgdem ekranu. Uwaga: zaniedbujemy tu szczegdty zwiazane z
doprowadzeniem pradu do ramki jako element techniczny nie majacy wptywu na nasze
rozwazania. (Jesli przewody doprowadzajace przebiegatyby obok siebie, to kierunki pradu w nich bylyby




przeciwne i efekty magnetyczne znosityby si¢. Dla naszych rozwazan wazne jest jedynie to, ze w ramce
przeptywa prad.)
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Rys. 11.2.1. Ramka z pradem w polu magnetycznym

Stosujac wzér (11.1.6) do kazdego z bokéw ramki i pamietajac, ze kierunek wektora !
odpowiadajacy danemu bokowi pokrywa si¢ z kierunkiem pradu, zauwazamy ze sity
dzialajace na poszczegdlne odcinki ramki skierowane beda tak, jak pokazuja zielone strzatki
na rysunku. Sity dziatajace na odcinki 2 i 4 skierowane sa w przeciwne strony i znosza si¢
wzajemnie. Sity dziatajace na odcinki 1 1 3 tez skierowane sa w przeciwne strony, ale kiedy
ptaszczyzna ramki jest nachylona wzgledem ekranu to powstaje moment obrotowy réwny

b —
‘&-I:E-I-G-B-:-anzx: I ab B sineg=I1 8§ B sinc (11.2.1)

gdzie przez S oznaczyliSmy powierzchni¢ ramki. Zauwazmy, ze wyrazenie to jest bardzo
podobne do wyrazenia (9.4.8) na moment obrotowy jakiego doznaje dipol elektryczny w polu

elektrycznym o natgzeniu E Rolg wektora E petni tu wektor B , za$ dipolowemu
momentowi elektrycznemu = 9 I odpowiada tu wyraz I 5. Przez analogi¢ mozemy wigc

obwodowi w ksztalcie ramki o powierzchni & z pradem o natezeniu I przypisa¢ dipolowy

moment magnetyczny # zdefiniowany wzorem

[ﬁzI-S-ﬁ] (11.2.2)

gdzie o jest wektorem prostopadtym do powierzchni ramki skierowanym zgodnie z reguta
sruby prawoskretnej, ktérej obrét pokrywa si¢ z kierunkiem przeptywu pradu po konturze
ramki.



Warto zauwazy¢, ze zgodnie z wzorem (11.2.2)
dipolowy moment magnetyczny obwodu z
pradem zalezy jedynie od powierzchni rozpigtej
na konturze, a nie od ksztattu konturu.

Rys. 11.2.2. Dipolowe obwody magnetyczne
obwodow z praqdem elektrycznym o dowolnym
konturze (nie koniecznie w postaci ramki
prostokqtnej) w zaleznosci od kierunku prqdu

Moment obrotowy jakim dziala pole magnetyczne o indukcji & na ramke mozemy teraz
zapisa¢ w postaci wektorowej

M= uxB (11.2.3)

Tak jak uktad dwéch jednakowych o przeciwnym znaku tadunkéw nazwali$my dipolem
elektrycznym, tak teraz przez analogi¢ kazdy zamknigty obwdd z pradem elektrycznym
bedziemy nazywali dipolem magnetycznym.

Na podstawie naszych rozwazah widzimy, ze obwody z pradem w polu magnetycznym beda
ustawialy si¢ tak, aby wektor indukcji magnetycznej byl prostopadty do ptaszczyzny rozpigtej
na konturze obwodu. Wtedy znika moment obrotowy jakim pole magnetyczne dziata na
obwdd, a jego moment dipolowy jest réwnolegty do linii indukcji. Maksymalnej warto$ci
moment obrotowy bedzie dziatat, gdy do pola magnetycznego wprowadzimy obwdd, ktérego
ptaszczyzna bedzie rownolegta do do linii indukcji magnetycznej, a wiec dipolowy moment
magnetyczny obwodu bgdzie prostopadty do linii indukcji.

Do dipoli magnetycznych bgdziemy jeszcze powracac, teraz natomiast warto zwroci¢ uwage,
7e wyznaczajac moment obrotowy dziatajacy na ramke z pradem w polu magnetycznym,
pokazaliSmy réwnocze$nie zasad¢ dziatania silnikéw elektrycznych oraz wskazéwkowych
przyrzadéw pomiarowych. W urzadzeniach tych sily dziatajace na ramke zwielokrotnione sa
poprzez nawinigcie wielu zwojow przewodnika na wspdlny szkielet.

11.3. Ruch czastki naladowanej w polu magnetycznym

Jak bedzie poruszac si¢ czastka natadowana w polu magnetycznym? Odpowiedz na to
pytanie ukaze nam ogromne mozliwosci jakie stwarza nauce, technice, medycynie itd.
zastosowanie pola magnetycznego do sterowania ruchem czastek natadowanych. Jak
zobaczymy potem, jeszcze wigksze mozliwosci wptywu na ruch czastek naladowanych
stwarza wykorzystanie kombinacji pdl magnetycznych i elektrycznych.

Przypomnijmy jeszcze raz wzor okreslajacy site Lorentza, czyli sitg¢ dziatajaca na tadunek
poruszajacy si¢ w polu magnetycznym,




F=g (6xB] (11.3.1)

Ustawmy uktad wspétrzednych prostokatnych
tak, by o§ Z pokrywata si¢ z kierunkiem

4 wektora indukcji magnetycznej B ; Rys.
4 11.3.1. pokazuje konfiguracje geometryczna
. dla naszego przypadku. Kolorem czerwonym
B Gl . zaznaczono wersory wyznaczajace kierunki
I . v osi wspotrzednych, kolorem niebieskim

. zaznaczono przyktadowy wektor predkosci
czastki, a kolorem fioletowym jego rzuty na

4 E
k : i) osie uktadu wspétrzednych. Przez L
i —p———=———>F_, oznaczono sktadowa prostopadta do wektora
it ek o *_*—«-i___* Y B skadowa ta lezy w ptaszczyznie XY.
Y Przez l loznaczono sktadowa predkosci

rownolegta do kierunku wektora B Sktadowa

ta réwna jest sktadowej "z .

Rys. 11.3.1. Wektor indukcji magnetycznej i
sktadowe wektora predkosci czqstki w
uktadzie wspotrzednych prostokqtnych.

Szczegétowe rozwiazanie uktadu rownan Newtona dla ruchu czastki w kierunkach X, Y, Z
przedstawiamy oddzielnie bowiem wymaga wykonania bardziej ztozonych obliczen. Tutaj
podajemy jedynie krotka metodg pozwalajaca na wyznaczenie promienia krzywizny i skoku
linii §rubowej, po jakiej porusza si¢ czastka w polu magnetycznym.

Ruch czastki mozna opisac jako ztozenie dwdéch niezaleznych ruchéw: wzdtuz osi Z z

predkoscia “zi w ptaszczyznie XY z predkoscia “L.

Ruch wzdluz osi Z: Kierunek sity Lorentza jest prostopadty do wektora B , a wigc skladowa
sity w kierunku osi Z wynosi zero. Ruch wzdtuz osi Z jest wigc ruchem jednostajnym z

predkoscia Yz

Ruch w plaszczyznie XY: Wartos¢ sity Lorentza mozna zapisa¢ jako:

F=gq.u -B (11.3.2)

Zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, sita ta skierowana jest zawsze prostopadle do

predkosci L, moze wigc zmienia¢ jedynie kierunek predkosci, a nie jej warto$é. Sita o takiej
wlasnosci jest sita dosrodkowa - pod jej wptywem czastka porusza si¢ po okregu, ktérego
promien mozna wyznaczy¢ z rownania

4

g
q-v, -B="1 (11.3.3)
ro.



gdzie wyrazenie po prawej stronie, to znany wzor na sit¢ dosrodkowa w ruchu po okregu.

Z wyrazenia (11.3.3) wyznaczamy wigc promien okregu:

(11.3.4)

U -m=

gdzie iloczyn PL jest tzw. "sktadowa poprzeczna" pedu czastki. Okres ruchu wynosi

&wr dmemuyu  2wem

T = 11.3.5
oy q-5 v q-b ( )
Czestos¢ kotowa
. ‘B
w=tT_ 28 (11.3.6)
T m

zwana jest czestoscia cyklotronowa. Czgsto$¢ ta nie zalezy od predkosci czastki, a jedynie od
indukcji pola magnetycznego B oraz stosunku tadunku czastki do jej masy g/m.

W kierunku osi Z tor jest linig prosta, zas w ptaszczyznie XY okrggiem. Wobec tego
wypadkowy tor bedzie linia Srubowa zwang tez helisa. Skok helisy réwny bedzie drodze,
jaka w kierunku Z przebedzie czastka w czasie jednego okresu

&7

q B

h=u, T=u,-

(11.3.7)

Opisane zalezno$ci mozesz teraz sam sprawdzi¢ korzystajac z ilustracji interaktywne;j
demonstrujacej ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym dla zadanych przez Ciebie
wartosci parametrow. Odpowiedz na zawarte tam pytania

Mozesz takze obejrzec tor czastki natadowanej poruszajacej si¢ w polu magnetycznym na
symulacji Zbigniewa Kakola i Jana Zukrowskiego z
Wydziatu Fizyki i Informatyki Stosowanej Akademii Gérniczo-Hutniczej w Krakowie.

MS-Excel Interaktywna ilustracja graficzna | Kliknij w polu rysunku.




Ruch czastki naladowanej
w polu magnetycznym

Sita Lorentza F = g-{uv> B)

[Masa (w jednostkach

rmasy protonu) =
Ladunek [w jednostkach
Fadunku elementarnago)
Wektor indukc)i magnet.
Skladowa X predkodci
Skladowa ¥ predkodci
Skiadows Z predkodei
Faza poczatkowa
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Rys.11.3.2. Przyktad ruchu czqstki w polu magnetycznym.

11.4. Zjawisko Halla

Ciekawym zjawiskiem, zaobserwowanym przez E. H. Halla jeszcze przed odkryciem
elektronu (w 1879 r.) jest powstawanie na $ciankach przewodnika réznicy potencjatéw
poprzecznej w stosunku do kierunku przeptywu pradu, kiedy przewodnik ten umiescimy w
prostopadtym do kierunku pradu polu magnetycznym. Schemat obrazujacy mechanizm
zjawiska Halla pokazany jest na rysunku 11.4.1.

Kierunek przeptywu pradu I wskazuja czerwone strzatki. Jesli
nosnikami pradu sa tadunki dodatnie, to kierunek ich

predkosci wskazuje wektor Y+ jesli sa to tadunki ujemne,

kierunek ich predkosci o (pokazany strzatka koloru
zielonego) jest przeciwny. Kierunek wektora indukcji

\

magnetycznej B wskazuja niebieskie strzatki. Zwr6¢my

uwagg, ze kierunek dziatania sity Lorentza F zaréwno na
dodatnie, jak i na ujemne no$niki bedzie taki sam. Kierunek
ten pokazuje brazowa strzatka. W rezultacie, po prawej stronie
_l skupiaja si¢ tadunki dodatnie badz ujemne, w zaleznos$ci od
i
A

tego jaki jest znak no$nikéw pradu w danym materiale.
Zgromadzone juz nos$niki wytwarzaja poprzeczne pole
elektryczne, ktdre przeciwstawia si¢ procesowi ich dalszego
gromadzenia si¢. W rezultacie nastgpuje stan rGwnowagi,
kiedy dziatajaca na tadunki sita Lorentza bgdzie
zrOwnowazona przez sil¢ skierowana w przeciwna strong i

RN

H

Rys. 11.4.1. Zjawisko Halla




pochodzaca od wytworzonego przez zgromadzone no$niki
pola elektrycznego, ktore nazywamy polem Halla. R6znica

potencjatéw Un odpowiadajaca stanowi r6wnowagi nosi
nazw¢ napiecia Halla.

W celu wyznaczenia wartosci napigcia Halla zapiszmy wzdr wyrazajacy rOwnowazenie si¢
sity pola elektrycznego 1 sity Lorentza dziatajacych na tadunek q.

g-E=g-uv- B (11.4.1)
gdzie przez YoznaczyliSmy warto$¢ predkosci tadunku niezaleznie od znaku. Wzér ten
zapisaliSmy w postaci skalarnej, bowiem kierunki obu sit si¢ pokrywaja, a zwroty sa

przeciwne. Zalezno$¢ pomigdzy nat¢zeniem pola Halla Ey i r6Znica potencjaléw ( napigciem
Halla) mozemy wyrazi¢ wzorem analogicznym do wzoru (9.8.8) dla kondensatora ptaskiego

Eu=Uy/d (11.4.2)
gdzie d oznacza odlegto$¢ migdzy bocznymi $ciankami (lewa i prawa)
Podstawiajac to do wzoru (11.4.1) otrzymujemy wzoér na warto$¢ napigcia Halla
Ug=vB.d (11.4.3)

Predko$¢ nosnikéw nietrudno powiazac¢ z wartoscia ptynacego przez przewodnik pradu.
Wiedzac, ze przekréj przewodnika wynosi & = @ d | mozemy warto$¢ tadunku dq

przeptywajacego z predkoscia Yprzez ten przekréj w czasie df zapisaé wzorem

dV

—_— -
dg=v-dt-5 n- e czvli U=ﬁ- - = ! (11.4.4)
ad ; dft adne adn-e

gdzie e jest wartoscig tadunku elementarnego, a przez n oznaczyliSmy liczbg tadunkéw
elementarnych w jednostce objetosci (tak okreslona liczbe nazywamy koncentracja

ff ]
n el

no$nikéw). Dla rozszyfrowania wzoru (11.4.4) zauwazmy najpierw, ze iloczy jest

tadunkiem zawartym w jednostce objetosci przewodnika. Z kolei, element objetosci dv
zawiera te fadunki, ktére w czasie dt przeptywaja z predkoscia Yprzez powierzchnig S. Jesli

I
wigc tadunek w jednostce objetosci rowny jest (n-e , to tadunek w objetosci dv jednostek

‘m.al. t . . .. , , . .y ..
(n-e) di czyli dg . Dla uzyskania ostatniej z réwnosci skorzystaliSmy juz tylko z

I'=dg/dt

wynosi

definicji nat¢zenia pradu,

Wz6r na napigcie Halla moze wigc by¢ zapisany w postaci

) I.B.d 1Y I1.B I
L.Hz =[ ] = HH— (1145)
n-e




Wielkos¢ e =1/(1 €] o7 vwamy stata Halla. Zauwazmy, ze mierzac napiccie Halla przy
znanym nat¢zeniu pradu, indukcji pola magnetycznego i grubosci (mierzonej w kierunku

wektora B ) uzytej prébki, mozemy wyznaczy¢ warto$¢ koncentracji no$nikéw w materiale
probki oraz ich znak. Wartosci te zawiera stata Halla dla danego materiatu. Stata ta
charakteryzuje material i nie zalezy od rozmiaréw préobki. Widzimy, ze napigcie Halla jest
odwrotnie proporcjonalne do koncentracji nosnikéw. Dlatego napigcie to osiaga wigksze
wartosci w probkach wykonanych z materiatéw potprzewodnikowych, gdzie koncentracja
nos$nikéw jest mniejsza. Jesli w danym materiale wystgpuja nosniki obu znakéw, to znak
statej Halla okresla dla jakiego znaku koncentracja no$nikéw jest wigksza.

Zjawisko Halla wykorzystywane jest szeroko przy pomiarach indukcji pola magnetycznego.

Ze wzoru (11.4.5) widzimy, ze napiecie Halla jest proporcjonalne do warto$ci wektora B . (w
silnych polach magnetycznych (duze B), gdy prébka jest w bardzo niskiej temperaturze (ponizej 1K) i no$niki

fadunku mogg si¢ poruszaé tylko w ptaszczyznie prostopadiej do wektora B (tzw. dwuwymiarowy gaz

no$nikéw tadunku) napigcie Halla przestaje zaleze¢ liniowo od B zmienia si¢ skokowo ze wzrostem indukcji
magnetycznej. Jest to tzw. kwantowe zjawisko Halla. )

11.5. Pole magnetyczne w osSrodku materialnym

Pole magnetyczne wnikajac do wngtrza substancji zmienia sig.
— —— Jako miar¢ tej zmiany przyjeto stosunek wartosci wektora

B 0 > B 2 indukcji magnetycznej we wnetrzu substancji B do warto$ci

wektora indukcji pola wnikajacego B o, czyli wzgledna
przenikalno$é magnetyczng substancji 4 (inne oznaczenie
U — przypis redakcji technicznej).

Rys. 11.5.1. Pole magnetyczne
wnikajqce do substancji

E_ 11.5.1
B, A, (11.5.1)

Dla substancji naturalnych stwierdzono doswiadczalnie trzy przypadki:

e wnikajace pole magnetyczne ulega niewielkiemu wzmocnieniu, a wiec &> 1. Takie
substancje nazwano paramagnetykami,

 whnikajace pole magnetyczne ulega niewielkiemu ostabieniu, a wiec # < 1. Takie
substancje nazwano diamagnetykami,

 whnikajace pole magnetyczne ulega znacznemu wzmocnieniu, a wiec #>> 1. Takie
substancje nazwano ferromagnetykami.

Magnetyczne wtasnosci materialéw okreslaja gléwnie magnetyczne wtasciwosci ich
elektronéw. Wiasciwosci te wynikaja z ruchéw elektronéw, ktére mozna traktowac jako
przeptyw pradu w mikroobwodach elektrycznych. Elektrony zwiazane w atomach posiadaja




orbitalny moment pgdu, z ktérym wiaze si¢ orbitalny moment magnetyczny oraz rodzaj
wlasnego momentu pedu zwanego spinem (wielko$¢ t¢ wyjasnia doktadnie mechanika
kwantowa), z ktérym takze wiaze si¢ moment magnetyczny zwany spinowym. Oczywiscie
elektrony, ktdre nie sa zwigzane na orbicie wokéljadrowej w atomie (i staja si¢ praktycznie
swobodne) maja tylko spinowy moment magnetyczny.

e Atomy paramagnetyka posiadaja niewielki dipolowy moment magnetyczny. Ruch
cieplny sprawia, ze ustawienia dipoli sa chaotyczne i wypadkowy moment dipolowy
probki jest rowny zeru. Zewngtrzne pole magnetyczne wnikajac do paramagnetyka
stara si¢ uporzadkowac dipole magnetyczne tak, zeby ich momenty dipolowe byty
ustawione zgodnie z wektorem indukcji. W wyniku konkurencji porzadkujacego
dziatania zewnetrznego pola magnetycznego i dezorganizujacego dziatania ruchu
cieplnego pewna czg$¢ (niewielka) dipoli magnetycznych jest uporzadkowana. Miara

tego efektu moze by¢ wektor namagnesowania M | ktérego warto$é jest réwna
wartosci momentu magnetycznego przypadajacego na jednostke objgtosci.

M= limZ (11.5.2)

Pole magnetyczne uporzadkowanych dipoli magnetycznych jest zgodne z polem
wnikajacym - pole magnetyczne ulega niewielkiemu wzmocnieniu.

¢  Wypadkowy moment magnetyczny atomow diamagnetyka jest réwny zeru.
Whikajace pole magnetyczne wpltywa na ruch elektronéw w atomach, powodujac
powstanie niewielkich momentéw magnetycznych o zwrocie przeciwnym do zwrotu
wektora indukcji pola zewngtrznego. Pole magnetyczne indukowanych dipoli
magnetycznych jest przeciwne do pola wnikajacego - pole magnetyczne ulega
niewielkiemu ostabieniu. Wektor namagnesowania ma zwrot przeciwny do zwrotu
wektora indukcji zewngtrznego pola magnetycznego. Podobnie jak w
paramagnetykach istotne znaczenie ma dezorganizujacy ustawienia dipoli
magnetycznych ruch cieplny.

¢ Atomy ferromagnetyka posiadaja znaczny dipolowy moment magnetyczny.
Oddziatywanie wymienne prowadzi