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Stowo wstepne

Celem przedmiotu Matematyka jest dostarczenie studentom aparatu pojeciowego nie-
zbednego w toku studiowania przedmiotéw kierunkowych.

Material wyktadéw i ¢wiczen zawartych w podreczniku OKNA zawiera podstawowe
elementy tych dzialéw Matematyki Wyzszej, ktore moga byé uzyteczne w przedmiotach
specjalistycznych, oraz Dodatki zawierajace, na zyczenie wyktadowcéw innych przedmio-
téw, te dzialy matematyki, ktére nie obowiazuja na egzaminie z Matematyki, ale moga
ulatwié¢ rozwiazywanie probleméw wystepujacych w innych przedmiotach obowiazujacych
na studiach.

Student powinien opanowaé¢ umiejetnos¢ odnajdywania w podreczniku odpowiednich
metod i wzoréw ulatwiajacych rozwiazanie probleméw opisanych modelem matematycz-
nym. Przystepujac do samodzielnego opanowania materiatu nalezy staraé sie zrozumieé
role podanych definicji i wzoréw utatwiajacych rozwiazywanie zadan i ustali¢ relacje mie-
dzy nimi. Jest to bardzo przyjemny proces w wyniku ktérego mozna samodzielnie rozwia-
za¢ umieszczone na koncu rozdziatu zadania uzyskujac wynik zgodny z podang odpowie-
dzig.

Egzamin z Matematyki polega na sprawdzeniu czy student potrafi rozwiazaé dosy¢
trudne zadania korzystajac z wydruku podrecznika umieszczonego na stronie przedmiotu
oraz z tabeli wzoréw odpowiednich dzialow objetych egzaminem.

Studiujac samodzielnie mozna korzystaé z literatury uzupetniajacej, pamigtajac jednak
ze moga wystepowaé rézne metody i oznaczenia rozwigzywania zadan.

Pomoca w opanowaniu systematycznym obowiazujacego do egzaminu materiatu sa
zajecia stacjonarne na ktorych wyktadowca omawia trudniejsze zadania i wyjasnia watpli-
wosci w postaci indywidualnych konsultacji.

Przedmiot Matematyka jest realizowany w dwéch poétsemestrach. Egzamin mozna zda-
waé w dwbch czesciach, po kazdym pélsemestrze, lub z catoéci materialu po calym seme-
strze.

Szczegbdlty dotyczace zawartosci materiatu po kazdym pédtsemestrze terminy zajeé sta-
cjonarnych oraz zasady zaliczenia zostana podane w pliku na stronie Matematyka pod
nazwa Zaliczenie przedmiotu.

Zyczymy wytrwaloéci i satysfakeji z trudnych ale ciekawych studiéw.

Zespotl prowadzgcych przedmiot Matematyka
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Wyktad 1

Calka krzywoliniowa
nieskierowana

Calki krzywoliniowe niekierowane odgrywaja istotna role w rachunku catkowym. Zde-
finiowane sa one na odcinku tuku. Funkcja podcatkowa jest funkcja f(M), gdzie M jest
punktem lezacym od huku. Catke krzywoliniowa oblicza sie poprzez zamiane na calke ozna-
czona. W przypadku gdy funkcja podcatkowa jest rowna jednoéci, catka krzywoliniowa nie-
kierowana wyznacza dlugosé¢ odcinka tuku. Za pomocsg calki krzywoliniowej niekierowanej
mozna oblicza¢ momenty statyczne i bezwladnosci odcinka tuku.



10 WYKEAD 1. CALKA KRZYWOLINIOWA NIESKIEROWANA

1.1 Calka krzywoliniowa nieskierowana

Definicja catki

Rozwazmy otwarty tuk [ gtadki o réwnaniach parametrycznych

r=ux(t), y=yt), z==z((1), te(apf). (1.1)

Luk ten ma okre$long dtugosé réwna

B8
1| = / VEOE+ WORT (0 d. (1.2)

F.ukowi nie nadajemy zadnego kierunku, jest to tuk nieskierowany.

Przedzial (o, 5) dzielimy na n czesci ciagiem podprzedzialéw normalnych. Podziatowi
temu odpowiadaja podzialy tuku na n czesci punktami A, k = 1,2, ..., n ograniczajacymi
cieciwy Al = [Az, Ay, Az].

Niech w punktach krzywej [ bedzie okre$lona funkcja ciagla f(M), gdzie M = (z,y, 2).
W kazdym podprzedziale (tx_1,tx) wybieramy punkt My i tworzymy sume

Su =Y f(My)AIL. (1.3)
k=1

Jezeli dla kazdego ciagu normalnych podzialéw przedziatu (a, 8) ciag sum cze$ciowych jest
zbiezny do granicy wtadciwej niezaleznie od doboru punktéw My to granice te nazywamy
catkq krzywoliniowq nieskierowang z funkcji skalarnej i oznaczamy symbolem

/ F(M) dl, (1.4)
l

Obliczanie calki krzywoliniowej
Mozna wykazaé, ze jezeli

1. krzywa jest zadana parametrycznie x = z(t), y = y(t), z = 2(t) dla ¢t € (o, ), to
dl = \/(2)2 + (y')2 + (#)? dt oraz

B
/f(M) dl=/f[x(t),y(t)aZ(t)]\/(ﬂf’(t))Q+(y’(t))2+(2”(t))2dt (1.5)
l o

2. krzywa [ jest krzywa plaska zadang parametrycznie © = z(t), y = y(¢), t € (o, 8), to

M = (z,y), dl = \/(2')?> + (y')? dt oraz

B
/f(M) dl =/f[x(t),y(t)}\/(w’(t))2+(y’(t))2 dt. (1.6)
l «
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3. krzywa plaska [ zadana jest jawnie, tzn. y = y(z) dlax € (a,b), todl = /1 + (v/)? dz

b
[ ranyai= [ flo @)V @) d (1.7)
l a

Uwaga 1.1. Jezeli krzywa [ jest cze$ciami gltadka, np. jest krzywa tamana, to dzielimy
droge catkowania na czesci, obliczamy catki krzywoliniowe odpowiadajace tym czesciom
i dodajemy je.
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1.2 Zastosowanie calki krzywoliniowej nieskierowanej

Rozpatrzmy tuk AB o gestosci liniowej masy p(z,y).

1. Jezeli funkcja f(M) = 1 luku AAB7 to caltka krzywoliniowa wyznacza diugosé tej
krzywe;.

2. Masa M tego tuku dana jest wzorem

M = /p dl. (1.8)
AB
3. Momenty statyczne M, (wzgledem osi Oz), M, (wzgledem osi Oy)
M, = /yp dl, M, = /a:p dl. (1.9)
AB AB
4. Srodek mas
M, M,
= — = — 1.10
Zo M Yo M ( )

5. Momenty bezwladnosci B, B, odpowiednio wzgledem osi Oz, Oy

B, = /yQp d, B,= /pr dl. (1.11)
AB AB

6. Jezeli 0(x,y) jest gestodcia tadunku elektrycznego tuku AB, to calkowity ladunek
elektryczny wyraza sie wzorem

/5(96,3/) dl. (1.12)

AB

Przyktad 1.2. Na plaszczyznie dany jest okrag o2 + y? = 72 a na nim punkt A(—r,0).

Obliczy¢ mase tego okregu zakladajac, ze jego gesto$é d(z,y) jest réwna kwadratowi od-
legtodci punktu P od punktu A.

Rozwigzanie. Odleglo$é punktu P od A wynosi |[AP| = \/(z +7)2 + 42, czyli |AP|? =
(x + r)2 + y2. Korzystajac z parametrycznego zapisu okregu x = rcost, y = rsint,
0 < t < 27 otrzymujemy |AP|? = 2r?(1+cost), dl = Vr2sin?t +r2cos?t dt = r dt. Masa
okregu

2m
M = /2r3(1 + cost) dt = 4.
0
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Przyktad 1.3. Obliczy¢ dlugosé tuku linii zadanej w postaci parametrycznej
xr=3cost, y=3sint, z=4t, odt=0dot=4.

Rozwigzanie.

4
| = / V/(=3sint)2 + (3cost)? + 42 dt =
0

4 4
:/\/9+16dt:5/ dt =5-4=20.
0 0

O]

Przyktad 1.4. Obliczy¢ ponizszg catke krzywoliniowa po krzywej okreslonej na ptaszczy-
znie Ozy réwnaniem jawnym y = %xQ, 0<z<1

/Gydl.
T
l

Rozwigzanie. Korzystajac z zaleznoci dl = /1 + (/)2 dz otrzymujemy

1 1
62
/;\/1+1'2d1‘:3/$\/1+$2d1':
x
0 0

1
=2v/2 -1,

0

—3. [1(1 +x2)m]

3

bowiem catka nieoznaczona
1+a22=¢2
\/ 2 .
/x Lo de = 2xdr = 2tdt

1 1
— = —(1+2%) V1422,

3 3
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1.3 Pytania do Wyktadu

1. Jak sie wyraza catka krzywoliniowa nieskierowana z zaleznosci od rodzaju krzywej?

2. Co wyraza termin nieskierowana?

3. Jakie sg zastosowania catki nieskierowanej w fizyce?
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1.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 1.1. Obliczy¢ calki krzywoliniowe nieskierowane.

1. MZfSyex di, l:y=¢e*, ze(0,In3), Odp. 10v/10 — 2v/2.

2. [|z+vy|dl, l:y=uz, ze€(-1,1), Odp. 2v2.
1

3. fexp\/mdl, l:y=+v1—-22, z€/(0,1), Odp. 1/2em.
l

4. [yl dl, [:2=cost,y =sint, t € (0,2n), Odp. 4.
1

5. [zdl, l:x=3cost,y=3sint,z = 4t, t € (0,27), Odp. 4072,
1

Cwiczenie 1.2. Obliczy¢ mase okregu z2+y2 = r? zakladajac, ze gestosé f (P) jest r6wna
odleglosci punktu P(x,y) lezacego na okregu od osi Oy.

Odp. 472.
Cwiczenie 1.3. Na luku cykloidy o réwnaniu
x =a(t —sint),y = a(l — cost), a>0, te(0,2m)

jest rozlozony ladunek elektryczny o gestoéci f(P) = ,/y. Obliczy¢ calkowity tadunek
elektryczny na tym tuku.

Odp. 7(2a)%/2.
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Wyktad 2

Calka krzywoliniowa skierowana

Calki krzywoliniowe skierowane zdefiniowane sg na skierowanym odcinku AB huku.
Funkcja podcatkowa jest zmienny wektor W (M) styczny w kazdym punkcie do odcinka

luku AB. Calke oblicza si¢ poprzez zamiang na catke oznaczona. Calka krzywoliniowa
skierowana nie zalezy od odcinka tuku laczacego punkty A i B, jezeli pole wektorowe
W (M) w obszarze w ktérym lezy odcinek tuku jest potencjalne tzn. rot W (M) = 0. Calka

krzywoliniowa skierowana wyznacza prace sity W(M ) wzdluz odcinka tuku AB.

17
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2.1 Calka krzywoliniowa skierowana

Rozpatrzmy tuk [ gtadki o réwnaniu parametrycznym

r=ux(t), y=yt), z==z2((1), te(npf). (2.1)

Wartosci t = « odpowiada punkt A na tuku, zas wartosci t = 8 odpowiada punkt B
na tuku [. Lukowi temu mozna nadaé kierunek przyjmujac A jako poczatek tuku i B
jako koniec tuku. Wéwczas kierunek tuku jest zgodny z kierunkiem wzrostu parametru .

~

Luk ktéremu jest dany kierunek nazywamy {ukiem skierowanym AB. Przyporzadkujmy

~

kazdemu punktowi M huku AB jednoznacznie wektor

W(M) = [P(2,y,2), Q(,y, 2), R(z,y, 2)], (2.2)

gdzie funkcje P, Q, R sa klasy C*.

~

Catke krzywoliniowg z wektora TT/ wzdhuz tuku AB oznaczamy symbolem

[Fanyd= [ Pe.yo) dot Q) dy+ R, 2) de (2.3)
AB AB

Jezeli zmienimy kierunek drogi catkowania na przeciwny, to warto$¢ calki zmienia znak
na przeciwny

/W/(M) dl = —/W/(M) dl. (2.4)
AB BA

Calke krzywoliniowg skierowang po krzywej AB skierowanej zgodnie ze wzrostem parame-

tru ¢, mozna obliczy¢ sprowadzajac do calki oznaczonej, przy czym funkcje z(t), y(t), z(t)
opisujace tuk AB sa rézniczkowalne (krzywa gladka), funkcje Pz, y, 2|, Q[z, v, 2|, R[z,y, 2]

sa klasy C! w obszarze jednospéjnym 2. Postaé calki zalezy od postaci krzywej AB.

—~

1. Krzywa AB na plaszczyznie x = z(t), y = y(t), t € (o, B), doz = &(t) dt, dy = y(t) dt.

8
/P(w,y) dr + Q(z,y) dy = /[P(x(t)vy(t))if(t) +Q(z(t), y(®)y(t)] dt  (2.5)

AB

2. Krzywa AB w przestrzeni x = z(t), y = y(t), z = 2(t), t € (o, B), dz = &(t) dt,
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dy = y(t) dt, dz = 2(t) dt.

/ P(a,y,2) da + Q. 2) dy + R(z,y, =) d= =

AB

B
= /[P(fﬂ(t)’y(t),z(t))ﬂb(t) + Q(z(t), y(t), 2()y(t) + R(x(t),y(t), 2())2(t)] dt.
i (2.6)

Caltka krzywoliniowa skierowana nie zalezy od drogi catkowania, jezeli spelniony jest
jeden z rownowaznych warunkéw:

1° Wyrazenie P dx + @ dy + R dz = du, czyli jest rézniczka zupelng funkcji rézniczko-
walnej u(x,y, z) w obszarze ), tzn. istnieje taka funkcja u = u(z,y, 2), ze

ou ou ou

2° Pole wektorowe W = [P, Q, R] jest potencjalne w obszarze 2, czyli W = gradu.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola wektorowego jest rot W = 0 w Q, czyli
pole jest bezwirowe.

—~

Jezeli catka krzywoliniowa po tuku AB nie zalezy od drogi catkowania wéwczas catka

réwna sie réznicy u(B) —u(A) potencjaléw na koncach krzywej AB. Potencjal tem mozna
wyznaczy¢ korzystajac z tego, ze caltka po krzywej [

/Pd:n+Qdy+Rdz (2.8)
!

nie zalezy od drogi catkowania. Rozpatrzmy dwa punkty Ao (zo, Yo, 20) 1 A(x,y, z) oraz po-

laczmy je odcinkiem lamanej poczawszy od punktu Ag: AgAdi, Ai1As, AsA, gdzie
Ao (o, Y0, 20), A1(z1,y1,21), A2(x2,Y2,22), A(z,y, 2). Calkujac wzdluz tej lamanej otrzy-
mujemy wzér na potencjal skalarny u(zx,y, 2)

z

T Yy
u(:v,y,z) = /P(:L‘,y,z) dx +/Q($0,y,2) dy + /R(x()ayOa Z) dz + 07 (29)
o Yo

20
gdzie C jest stala.

%
Przyktad 2.1. Sprawdzié, czy pole wektorowe W = [P, Q, R] klasy C? spelnia warunek
wystarczajacy istnienia potencjatu i wyznaczy¢ ten potencjal, jezeli

_>
W =[_2x+y+3,4y +x + 2,6z — 6].
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Rysunek 2.1: Krzywa tamana w R3

Q =
SRSy

k
= 0
tW = — — — | =
o ox oy 0z
224+y+3 4dy+x+2 62—-6

:i{gy(Gz—G)—gz(4y+x+2)]+

[0 0

—[0 0
—i—k‘[ax(4y+x+2)—ay(2x+y+3)] =0.

Pole jest wiec bezwirowe. Potencjat liczymy ze wzoru

w(z,y,z) =
€T Yy z
:/(2x+y+3)dx+/(4y+a:o+2)dy—i—/(Gz—G)dz—i—C:
o Yo 20

= 2?4y + 3z + 2% + 2y + 322 — 624 C,

gdzie C jest stala.
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2.2 Zastosowania catki krzywoliniowej skierowanej

1. Jezeli wektor W = [P, Q, R] jest wektorem sily dzialajacej wzdluz krzywej AAB, to
catka

/Pdac—i—Qdy—l—Rdz (2.10)
AB
wyznacza prace sily W wzdluz krzywej AAB.

2. Jezeli catka krzywoliniowa jest okreslona na krzywej zamknietej K w obszarze (2,
dodatnio skierowanej , wéwczas

fP dr + Q dy (2.11)

K

wyznacza cyrkulacje wektora W wzdhuz krzywej.

Jezeli pole wektorowe jest potencjalne, tzn. W= grad u, to calka po krzywej zamknie-
tej rowna sie zeru. Krzywa zamknietg w obszarze ptaskim Ozy nazywamy zorientowana
dodatnio wzgledem jej wnetrza, jezeli idacy wzdluz tej krzywej w przyjetym kierunku ma
obszar €1 po lewej rece.

Przyktad 2.2. Obliczyé caltke krzywoliniowa skierowang po krzywej AB skierowanej
zgodnie ze wzrostem parametru ¢.

(a) [ azdr+ydy+zdz, AB:x=2t, y=t> z=1—1t,t€(0,1).
AB
(b) [ yzdz+zxdy+axydz, AB:x=cost, y=sint, z=t,te (0,n).
AB
Rozwigzanie. (a) Mamy dx = 2 dt, dy = 2t dt, dz = — dt. Zatem

1
/xdx—i—ydy—l—zdz:/[(%)-2—|—t22t—|—(1—t)(—1)] it =
AB 0

/ 5t 2tt !
/5t—|—2t3—1 ) dt = [ +—t] = 2.
0

2 Ty
0

(b) Mamy dx = —sint dt, dy = cost dt, dz = dt. Zatem
s .
/yz dr+ zx dy + zy dz = / [tcos2t+ 281n2t} dt = 0.

AB 0
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Wskazéwka Skorzystaé ze wzordw sintcost = % - sin 2¢, cos®t — sin®t = cos2t,
cos?t = Z(1 + cos2t).
O
Przyklad 2.3. Obliczy¢ prace sily W = [x + y, 2z] wzdluz okregu 22 + y% = R2.
Rozwigzanie. Mamy x = Rcost, y = Rsint, t € (0,27). Stad
27
/(:1: +y) dx + 2z dy = / [(Rcost+ Rsint)(—Rsint) + 2R costRcost] dt =
! 0
2w
= R? /(2 cos’t —sin?t — sint cost) dt = mR%.
0
O

Przyklad 2.4. Obliczy¢ cyrkulacje w polu wektorowym W = [y, —z] po okregu 2 +y2 =
R2.

Rozwigzanie. Mamy = = Rcost, y = Rsint, t € (0,27). Stad

27
?{y dx — x dy = R* /[sint(— sint) — costcost] dt = —2R>T.
K 0



2.3.

2.3

1

= W

PYTANIA DO WYKLADU

Pytania do Wyktadu

. Jak mozna obliczy¢ calke skierowana?
. Co oznacza termin skierowana?
. Kiedy calka skierowana nie zalezy od drogi catkowania?

. Jakie sa zastosowania calki skierowanej w fizyce?

23
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2.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 2.1. Obliczy¢ calke po krzywej AB skierowanej zgodnie ze wzrostem parame-
tru ¢.

(a) [ (2a—y)dz — (a—y)dy, AB : tuk cykloidy = = a(t —sint), y = a(l — cost),
AB
t € (0,2m).
Odp. ma?.

(b) [zdr+ydy+(z+y—1)dz, AB : odcinek od punktu A(1,1,1) do B(2,3,4).
AB
Wskazéwka Réwnanie prostej w przestrzeni w postaci kierunkowej przechodzacej

praez punkty A(zo,yo,20), Ble1,yr,z1): £20 — Il _ 2=20
Odp. 13.
Cwiczenie 2.2. Obliczy¢ prace sity W wzdluz tuku AAB.
(a) W = [-2?,—y? cosz|, AB : linia §rubowa x = acost,y = asint, z = 2t, t € (0, %77)
Odp. %ag’.
(b) W = [f,m—;,%}, AAB::E:t, y=1% z=13t€(0,1).
Odp. }—g.
(¢) W=ly,—x], AB : tuk elipsy = 2cost, y = sint, t € <0, g>
Odp. —7.

Cwiczenie 2.3. Obliczyé cyrkulacje w polu wektorowym W po zamknietej krzywej K
dodatnio skierowane;j.

(a) W = [y, —z], K : elipsa © = acost, y = bsint, t € (0, 2m).
Odp. —2mab.

(b) W =lz,z,y|, K : okrag z = cost, y =sint, z =0, t € (0,27).

Odp. .



Wyklad 3

Funkcja zespolona zmiennej
rzeczywistej

Wiasdciwosci funkeji zespolonej wynikaja z definicji i wiadciwosci liczb zespolonych.
Liczby zespolone zdefiniowane sg jako para liczb rzeczywistych z = (x,y), gdzie z jest cze-
Scia rzeczywista liczby zespolonej zas y jest czedcig urojong liczby zespolonej. Liczby zespo-
lone zapisywane sa w postaci: algebraicznej, trygonometrycznej i wyktadniczej. W kazdym
z tych zapiséw wystepuje liczba j = /—1 (oznaczana takze i = /—1, w zaleznoéci o przy-
jetej konwencji). W wyktadzie podane sa dziatania na liczbach zespolonych i ich interpreta-
cja geometryczna. Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej ma postaé f(t) = x(t) + jy(t).
Funkcja ta pozwala na proste zapisanie roznych krzywych w plaszczyznie zmiennej zespo-
lonej wykorzystujac ich parametryczny zapis w plaszczyznie OXY.

25
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3.1 Definicje i dziatania podstawowe

Liczby zespolone sa rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych poprzez wprowadzenie
pierwiastka kwadratowego z liczby —1. Pozwala to na wyznaczenie miejsc zerowych row-
nania 22 4+ 1 = 0, ktére to réwnanie nie posiada rozwiazania w zbiorze liczb rzeczywistych.
Liczby bedace rozwiazaniem tego réwnania oznaczono przez

+j=+—1.

Liczbe j nazwano liczbg urojong lub tez jednostkq urojong (w niektérych podrecznikach
uzywa sie zapisu i = \/—1). Dzigki wprowadzeniu liczby urojonej mozna wyznaczy¢ pier-
wiastki réwnania kwadratowego ax? + bz +c =0 w przypadku gdy A = b% — 4ac < 0.
Zbidr liczb zespolonych mozna zdefiniowaé jako pare uporzadkowana liczb rzeczywistych
w postaci z = (z,y). Stad

j=1(0,1), 1=(1,0)

Korzystajac z tej definicji wprowadzono dzialania na liczbach zespolonych. Wygodnie jest

stosowaé rézne postacie liczby zespolonej: algebraiczna x4+ jy, trygonometryczna i wyktad-

nicza, utatwiajace wykonywanie takich dziatan jak mnozenie i dzielenie liczb zespolonych.
Algebraiczna postaé liczby zespolonej

z=x+jy (3.1)

gdzie z,y s liczbami rzeczywistymi natomiast j jest jednostka urojong spelniajaca waru-
nek

j2=-1 (3.2)

Liczbe x nazywamy czescig rzeczywistq liczby z oraz oznaczamy Re(z) = x. Liczbe y na-
zywamy czescig urojong oraz oznaczamy Im(z) = y. Liczby zespolone czasami zapisujemy
jako pary (z,y).

Dwie liczby zespolone z1 = z1 + jyi1, 22 = 2 + jy2 sa réwne jesli posiadaja takie same
czedci rzeczywiste i urojone tzn.

=2 (T1=221y1 = y2) (3.3)

Liczba rzeczywista jest liczba zespolong postaci x + j - 0. Jest to zatem liczba zespo-
lona, ktora posiada zerowa cze$¢ urojong. Liczby zespolone przedstawiamy graficznie jako
punkty na plaszczyzZnie. Liczbe zespolong postaci bj nazywamy liczbg urojong. Liczby uro-
jone sa to zatem takie liczby zespolone ktére posiadaja zerowa czes¢ rzeczywista. Liczby
rzeczywiste sa polozone na osi rzeczywistej Re z natomiast liczby urojone na osi urojo-
nej Im z. Dzialania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej wykonujemy jak na
wielomianach pamietajac, ze j2 = —1.
Dla liczby zespolonej z = = + jy liczbe postaci

Z=x—jy (3.4)
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____________ Z2=x4jy

Re z

Rysunek 3.1: Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

nazywamy sprzezong (dokladniej: liczba sprzezona) do z. Modulem liczby zespolonej wy-
razenie z = x + jy nazywamy

|z| = Va2 + y? (3.5)

Latwo sprawdzié, ze
2z = |z]? = 22 + 42 (3.6)

Niech z1 = x1 4 jy1, 22 = 22 + jy2 wOwczas mamy nastepujace operacje dla liczb zespolo-
nych

dodawanie

21+ 2= (x1+jy1) + (@2 + Jy2) = 21 + 22 + J(y1 + ¥2)- (3.7)

mnozenie

2129 = (@1 + jy1) - (w2 + jyo) = @1 - 22 + 521 - y2 + jy1 - T2 + jr1 Yo =
:x1-xg—yl-yg—i—j(yl'xg—i—xyyg) (3.8)

dzielenie

2 sz (x4 gyn) (@2 —jye)

zo 2z (m2+ jy2) (2 — jyo)
(w1 22 +y1-y2) + (w2 -y1 — 21 -92)

a x5 +y3 a
_ (= 2 y; Y2) Jrj( 2 y; 1 Y2) (3.9)
x5 + Y5 5 + Y3
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Imz

v

Re z

Rysunek 3.2: Interpretacja liczby zespolonej

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Rozpatrzmy liczbe zespolona z = x + jy Kat ¢ nazywamy argumentem liczby zespo-
lonej, ktory wyliczamy ze wzorow
x

: Y
cos p = B sinp = 7l (3.10)

Liczbe zespolona z = = + yj przedstawiamy w postaci trygonometrycznej w nastepujacy
sposdb

r oy .
z = |z| (‘Z‘+"Z'|J> = |z|(cos ¢ + jsingp) (3.11)

Argument liczby zespolonej nie jest okreslony jednoznacznie, ¢ + 2km, k € N réwniez jest
argumentem, argument dla k = 01 ¢ € (0,27) nazywamy argumentem gldwnym. Liczba
zespolona 0 = 0 4 05 nie posiada postaci trygonometrycznej, poniewaz nie ma zdefinio-
wanego argumentu. Postaé¢ trygonometryczna liczb zespolonych jest szczegdlnie korzystna
przy mnozeniu, dzieleniu i potegowaniu liczb zespolonych. Dla liczb zespolonych z1, zo w
postaci trygonometrycznej

21 = |z1](cosp1 +jsingr) 22 = [22](cos 2 + jsingy) (3.12)

zachodza nastepujace wzory

21 - 29 = |21||22](cos(p1 + 2) + jsin(p1 + p2)) (3.13)
z V4 ..
22 1l cos(o1 — 2) + dsin(er — 2)) (3.14)
Z9 |2’2‘

Przy mnozeniu liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej mnozymy moduty nato-
miast argumenty dodajemy. Przy dzieleniu liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
dzielimy moduly natomiast argumenty odejmujemy.
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Postaé¢ wykladnicza
Wyrazenie e/? zdefiniowane jest wzorem
e/? = cos @ + jsin g, (3.15)

ktéry nazywamy wzorem FEulera. Zauwazmy, ze e/™ = —1.
Jesli z = |z|(cosp + jsinp) to

z = |z]el? (3.16)

nazywamy postacig wyktadniczg liczby zespolonej. Uzywajac postaci wyktadniczej szcze-
gélnie tatwo mnozymy, dzielimy i potegujemy liczby zespolone. Mamy nastepujace wzory

. . . €j</71 .
IP1 . pde2 — pi(p1+e2) R O ) (3.17)
el¥2
Ze wzoru Eulera wynikaja nastepujace zaleznosci
cosp=——— sing = ——— 3.18
¢ 5 ¢ 2 (3.18)

Potegowanie, pierwiastkowanie

Dla danej liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej z = |z|(cos ¢+ j sin ¢) potega
stopnia n takiej liczby wyraza sie wzorem de Moivre’a

2" = |z|"(cos(ny) + j sin(ny)) (3.19)

Przy potegowaniu liczby zespolonej potegujemy modul (jest to zwykla potega liczby rze-
czywistej) natomiast argument mnozymy przez wyktadnik potegi tzn. n.

Przyktad 3.1. Niech z = 1 4+ j = v/2(cos /4 + jsin/4). Obliczyé 28
Rozwigzanie.
28 = (V2)8(cos /4 + jsinm/4)® = 2*(cos 27 + jsin 27) = 2*(1) = 16.
O

W przypadku liczby danej w postaci wyktadniczej z = |z|e/? mamy nastepujacy wzor
na n-ty potege
2" = |z|"ede. (3.20)

Jedli liczba zespolona jest dana w postaci trygonometrycznej z = |z|(cos¢ + jsinp),
to pierwiastki stopnia n z takiej liczby (jest ich doktadnie n jesli z # 0) otrzymujemy
korzystajac ze wzoru

2k 2k
z = V2| <cos(p+ﬂ+jsinw> kE=0,...,(n—1) (3.21)
n n
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co bardziej szczegétowo mozna zapisaé
. 3 g)
z0 = V7| (cos - + jsin -
2 2
z1:\"/]z\<cos(p+ 7T+jsin(’0+ ﬂ)
n n
4 4
22:.”/]z|<cos(p+ 7T—l—js,in(p—i_ 7r>
n n

2(n—1 2(n—1
vy = VT (COSSM(MT N jsinw(n)?r) (3.92)
n n

Przyktad 3.2. Niech z = 8j. Obliczy¢ pierwiastki zespolone stopnia 3 tej liczby.

Rozwigzanie. Przedstawiamy liczbe 87 w  postaci trygonometrycznej. Mamy
87 = 8(cos /2 + jsinm/2). Stad otrzymujemy

2 2
z0 = \3/§<cos7r/+j(sin7r/> =2 (cosz—l—jsinE)

3 3 6 6
242 242
21 =8 cosu—hjsinu =2 cos5—7r—|—jsin5—7r
3 3 6 6
244 244
22:\3/@<COS7T/ ;_ 7r—i—jsiniw/ ; W)ZQ(COSQ(:‘i‘jSingéT)

Uwaga 3.3. Liczba zespolona z = 0 posiada pierwiastek stopnia n réwny 0.
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3.2 Ciagi i szeregi liczbowe zespolone

Ciagi liczbowe zespolone

Tak jak w przypadku ciggdéw liczbowych rzeczywistych definiujemy ciag zespolony jako
funkcje, ktorej dziedzina jest zbior liczb naturalnych N, za$ przeciwdziedzing pewien zbior
liczb zespolonych

Z13R2y s ”my-=-s

ktéry oznaczaé bedziemy {z,}.
Mozna liczby tworzace ciag zespolony zapisa¢ w postaci algebraicznej

{zn + jyn}

Granice ¢ = a + jb ciaggu zespolonego definiujemy analogicznie jak w przypadku ciggu
rzeczywistego lim, .o 2, = ¢.

Ciag zespolony o wyrazie ogélnym z = z + jy ma granice g = a + jb wtedy i tylko
wtedy, gdy cze$¢ rzeczywista x, — a i cze$¢ urojona y, — b.

Ciag majacy granica wtasciwa nazywamy zbieznym.

Zachowuja sie twierdzenia o dodawaniu, odejmowaniu, mnozeniu i dzieleniu ciagow
znane z ciggdéw liczbowych rzeczywistych.

Natomiast nie ma sensu pojecie ciagu monotonicznego, gdyz liczb zespolonych nie
mozna poréwnywaé co do wielkosci.

Szeregi liczbowe zespolone
Niech bedzie dany ciag liczbowy o wyrazach zespolonych
215 Ry e eeylmyens

7 wyrazow tego ciggu tworzymy nowy ciag zwany ciagiem sum czeSciowych o wyrazach
n
Sn =2, (3.23)
k=1

czyli {S,}, ciag ten nazywamy szeregiem liczbowym o wyrazach zespolonych i oznaczamy
symbolem

o
Zzn:zl—i—zz—i—...—i—zn+... (3.24)
n=1

Jezeli ciag ten ma granice wlasciwg S to méwimy, ze szereg jest zbiezny i ma sume réwna
S. Szereg Y7z =D ot (T + JUn) = D opey Tn + D oney Yn jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiezne sg szeregi Y o0 Tp 1> o0 Yn.

Szereg jest bezwzglednie zbiezny jesli jest zbiezny szereg utworzony z modutéw wyrazoéw
szeregu y o0 |zp].
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Mozna wykazaé, ze szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny. Ponadto szereg bez-
wzglednie zbiezny jest szeregiem o wyrazach rzeczywistych i nieujemnych i do badania
jego zbieznosci mozna uzyé¢ kryteriéw stosowanych do badania zbieznosci szeregdéw o wy-
razach rzeczywistych.

Przyktadem szeregu liczbowego o wyrazach zespolonych jest szereg geometryczny o
ilorazie ¢ = z postaci

i 2", (3.25)
n=0

ktory jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < 1, (wynika to z kryterium Cauchy’ego) tym
samym jest zbiezny i posiada sume. Mamy wiec

= 1

E 2t=—— dla|z| <1. (3.26)
1—=z

n=0
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3.3 Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej

Funkcje, ktorej dziedzina jest pewien przedziat T liczb rzeczywistych a przeciwdzie-
dzing pewien zbiér liczb zespolonych, nazywamy funkcja zespolong zmiennej rzeczywistej
i zapisujemy w postaci

z2=2z(t) dlatCT lub z(t)==x(t)+ jy(t). (3.27)

Jezeli réwnania x = z(t) i y = y(t) dla t € T sa réwnaniami pewnej linii na plaszczyznie,
to z = z(t) dla t € T jest réwnaniem tej linii zapisanej w postaci zespolonej.

Wszystkie twierdzenia o granicy i ciagltosci funkcji rzeczywistych zachowuja swoja moc
w dziedzinie zespolone;j.

Pochodna funkcji z(t) w punkcie ty okreslamy jako granice wlasciwg ilorazu réznico-
wego

2 (t) = lim m |[—+j——

Az . Az Ay
APS0 At Atso [At At] ' (3:28)

Istnienie pochodnej z/(t) jest réwnowazne istnieniu pochodnych z/(t) i y/(t), przy czym
Z,(t()) = l‘/(to) +jy/(t0).

Jezeli funkcja z = z(t) o < t < [ przedstawia parametrycznie tuk zwykly i gladki
to wektor §= [2'(to), v (to)] jest wektorem stycznym do tuku w punkcie z(tg), zas§ modul
|2’ (to)] jest dlugoscia wektora §.

Krzywe i obszary w plaszczyznie zmiennej zespolonej

Krzywa na plaszczyznie x = z(t),y = y(t),t € («, ) mozemy zapisa¢ za pomoca
funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej danej wzorem

2(t) = x(t) + jy(t). (3.29)
Przyktlad 3.4. Jaka krzywa przedstawia funkcja z(t) =t 4+ 1 + j3t?

Rozwigzanie. Mamy
z(t) =t+1, y(t) = 3t.

Stad x — 1 =t wstawiajac to do réwnania drugiego otrzymujemy
y=3(x—1)=3x—-3.
Zatem jest to réwnanie prostej y = 3x — 3. O

Przyktad 3.5. Jaka krzywa przedstawia funkcja z(t) = e! + je?'?

Rozwigzanie. Mamy
Stad 22 = (e!)? = e*, wiec

Zatem jest to réwnanie paraboli y = x2. O
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Przy pomocy liczb zespolonych mozna opisaé¢ proste obszary na plaszczyznie:

|z — 20| < R — jest zbiorem punktéw nalezacych do kota domknietego o srodku zg i
promieniu R.

|z — 20| < R — jest zbiorem punktéw nalezacych do kola otwartego o $rodku zj i
promieniu R.

|z — 20| > R — zewngtrze okregu o srodku w zp 1 promieniu R.

r < |z] < R — pierscien o srodku w z = 0 i ograniczony okregami o promieniach r i
R.

0 < z < 7 — wnetrze kata migdzy prosta y = 0 i prosta y = .
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3.4

1.

Pytania do Wyktadu

Jakie sa postacie liczby zespolonej?

Jaka jest interpretacja geometryczna dzialan na liczbach zespolonych?
W jakim dziataniu wykorzystuje sie modut liczby zespolonej?

Jaka jest interpretacja geometryczna pierwiastkéw liczby zespolonej?

Jak mozna krzywa na plaszczyznie i obszar ptaski zapisaé za pomoca funkcji zespo-

lone;j?
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3.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 3.1. Obliczy¢

a) i Odp. 3

b) (1 - 5)8 Odp. 16

c) (=V3+3)° Odp. 64
- 15

d) (1(-1-1\;)31)0 Odp. 219

Cwiczenie 3.2. Rozwigzaé réwnanie

a) 2zt —16=0 Odp. +2,+2j
b) 234+8=0 Odp. 1+ jv3,-2
c) (z—4)*=2j Odp. (5+j), (3 —J)
Cwiczenie 3.3. Wyznaczy¢
a) Re% Odp. ﬁ
b) Re 2 Odp. &1,
) Im % Odp. (x;izg)g
d) Im 2 Odp. x_zigﬁy%

Cwiczenie 3.4. Jaky linie przedstawia réwnanie

a) z=t+(1—1t)j t€ (—o0,00) Odp. prosta z +y = 1.
b) z=2cost — jsint t € [0,27] Odp. elipsa 2%/4 +y* = 1.
c) z=—t+ 52t t € 0,00) Odp. czesé paraboli y = 222, z < 0.

Cwiczenie 3.5. Jaka linie na plaszczyznie przedstawia funkcja
(a) z=24+t+j(1+1),te(1,2,).
Odp. Prosta y =z — 1 od A(3,2) do B(4,3).
(b) z=t>+j(t*+3), t € (0,00).

Odp. Pélprosta y = z + 3 od A(0,3) w pierwszej ¢wiartce.

() z=t+jV1—1t2te€(0,1).
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Odp. Cwiartka tuku okregu z2 + y? = 1 miedzy punktami A(0,1), B(1,0).

Cwiczenie 3.6. Jakie obszary wyznaczajg nieréwnosci

(a) |z —0] < 1.
Odp. Wnetrze okregu o srodku w z=01 R = 1.
(b) |2 —1—j| =2
Odp. Okrag o érodkuw z=14+j1 R=2.
(c) 2<|z| <3, w/d< z<m/2.

Odp. Wycinek pierscienia o promieniach r = 2, R = 3 ograniczony prostymi y = x i
z = 0.
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Wyktad 4

Funkcja zespolona zmiennej
zespolonej

W wyktadzie znajduja si¢ definicje zwiazane z funkcja zmiennej zespolonej f(z) analo-
giczne do definicji wprowadzonych dla funkcji zmiennej rzeczywistej f(x). Sa to: pochodna
funkeji f(z) 1 zwiazane z tym pojecie holomorficznosci, catka f(z). Ciagi i szeregi funk-
cyjne, w szczegdlnosci szereg Taylora i Laurenta.

39
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4.1 Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Niech bedzie dany niepusty zbior D liczb zespolonych. Jezeli kazdemu elementowi tego
zbioru jest przyporzadkowana doktadnie jedna liczba zespolona w, to méwimy, ze w zbiorze
D zostata okres$lona funkcja zmiennej zespolone;j.

Zbiér D nazywamy dziedzing funkcji, za$ zbiér D’ zlozony z elementéw, bedacych
warto$ciami funkcji nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Funkcje zapisujemy w postaci

w = f(z). (4.1)

Jezeli z = x + jy to funkcja przyjmuje posta¢ w = u(x,y) + jv(x,y), gdzie u = Rew, zas
v =Imw.

Funkcja w = f(z) odwzorowuje obszar D w obszar D’. Mozna to graficznie przedstawié
na dwoéch plaszczyznach zmiennej zespolonej.

Rysunek 4.1: Interpretacja odwzorowania zespolonego

Odwzorowanie jest jednoznaczne, natomiast moze nie by¢ wzajemnie jednoznaczne.
Podamy teraz kilka waznych definicji.

Definicja 4.1. Méwimy, ze funkcja w = f(2z) ma w zp granice réwna g, jezeli dla dowolnego
dodatniego ¢ mozna dobraé¢ taka dodatnig liczbe n(e), ze gdy punkt z znajduje sie w
sasiedztwie punktu zp o promieniu 7(e), to jego obraz na drugiej plaszczyznie znajduje si¢
w otoczeniu g o promieniu . Zapisujemy to krotko

[f(2) —gl <& gdy 0 <|z— 2zl <nle). (4.2)

Podana wyzej definicja granicy pociaga za soba istnienie granic podwéjnych obu czesci
funkcji f(z) tzn. czesci rzeczywistej oraz czeéci urojonej i odwrotnie. Wobec tego gdy
granica funkcji w punkcie zq istnieje, to zachodzi nastepujaca réwnosé:

Zl;rgg = xll)ng}() u(z,y) + J xllg:lo v(z,y). (4.3)
Y=o Y=o

Definicja 4.2. Funkcja f(z) jest ciagta w punkcie zp, jezeli
lim f(z) = f(z0)-

Z—r 20
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Definicja 4.3. Pochodna funkcji f(z) w punkcie zyp nazywamy granice wlasciwa ilorazu
réznicowego tej funkeji w punkcie zg. Oznaczmy przez Az = z — zp i Aw = f(2) — f(20),
wowczas

Au Av] (4.4)

Az—0 Az Az—>0 [Az +J Az

7 definicji pochodnej wynika, ze dazenie z do zg jest dowolne.

Jezeli istnieje pochodna f’(2g), to pochodna w punkcie zy nie zalezy do sposobu dazenia
z do zg.

Jezeli przyjmiemy, ze Az = Az, czyli ustalamy droge pozioma réwnolegla do osi Re z,
to otrzymujemy

fl(z) = hm Au + 4 lim Av _ Ou O

z—0 Az Am—)O Az % ]@?' (4.5)

Jezeli przyjmiemy, ze Az = jAy, czyli ustalamy droge pionowa réwnolegta do osi Im z, to
otrzymujemy
A JA A A 0 0
Fiz) = lim 24TIAV g BU gy, SU_ v o0 (4.6)
Ay—=0  jAy Ay—0 Ay Ay—0 Ay Oy Jy
Lewe strony réwnan istnieja z zalozenia i sa sobie réwne, stad otrzymujemy warunek
istnienia pochodnej funkeji f(2)
ou  Ov ou v
— =_— oraz — =—— 4.7
dr Oy y oz (47)
Twierdzenie 4.4. Warunkiem koniecznym istnienia pochodnej funkcji zespolonej
w = f(z) = u+jv jest by cze$é rzeczywista u(x,y) i czesé urojona v(x,y) tej funkcji spel-
niata warunki . Warunki te noszq nazwe warunkow Cauchy’ego-Riemanna w skrocie
C-R. Jezeli funkcja f(z) jest ciggla to warunki C-R sq warunkami wystarczajgcymsi ist-
nienia pochodnej f'(z).

Definicja 4.5. Funkcje majaca pochodna w otoczeniu punktu nazywamy funkcja holo-
morficzng w tym punkcie, jezeli natomiast jest holomorficzna w kazdym punkcie pewnego
obszaru, to nazywamy ja funkcja holomorficzna w tym obszarze.

Wzory na rézniczkowanie poznane w rachunku rézniczkowym zmiennej rzeczywistej sa
stuszne takze w dziedzinie zespolone;j.

Definicja 4.6. Funkcjami harmonicznymi ze soba sprzezonymi nazywamy takie dwie
funkcje dwoch zmiennych u(z,y) i v(x,y) klasy C2, ktére spetniaja warunki C-R.

Mozna wykazaé, ze wowczas funkcje te spelniajg réwnania
Viu(z,y) =0 1 vZu(z,y) =0. (4.8)

Powyzsze réwnania sa nazywane rownaniami Laplace’a; patrz: Dodatek B.
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4.2 Catka funkcji zmiennej zespolonej

~

Calke z funkcji zmiennej zespolonej f(z) na tuku skierowanym AB oznaczamy symbo-
lem

/f(z) dz = /f(z) dz, (4.9)
~ C
AB

gdzie C' jest krzywa tuku AB.
Jezeli funkcja f(z) = u(x,y) + jv(x,y) jest ciagla na krzywej regularnej C' to mozna
ja przedstawi¢ w postaci sumy dwoch caltek rzeczywistych krzywoliniowych, skierowanych

f()dz= [ udr—vdy+j | vdz+udy. (4.10)
JCTeyr—

C C

Calka z funkcji holomorficznej f(z) w obszarze jednospdjnym nie zalezy od drogi catkowa-
nia, zalezy tylko o poczatku tuku w punkcie A i konica tuku w punkcie B. Stad wniosek, ze
catka z funkcji holomorficznej w obszarze jednospéjnym wzdtuz krzywej zamknietej jest
réwna zeru.

j{f(z) dz = 0. (4.11)
C

Jezeli krzywa C' jest opisana wzorem z = z(t) dla a < t < b, to przy obliczaniu calki
korzystamy ze wzoru

b
/ F(2) dz = / FLEO]1(8) dt. (4.12)
C a

Jezeli funkcja f(z) jest holomorficzna w obszarze D z wyjatkiem skonczonej liczby punk-
tow z, k = 1,2,...,n, to calka z funkcji f(z) wzdluz krzywej dodatnio skierowanej C
zamkniete] wewnatrz ktérej znajduja sie punkty nieholomorficznosci zi, £ = 1,2,...,n
wyraza sie wzorem

7{ flz)dz=>" 7{ f(2) dz, (4.13)

gdzie krzywe zamkniete C) zawieraja odpowiednio w swym wnetrzu punkty zx, & =
1,2,...,n nieholomorficznosci funkcji f(2).

Przypomnijmy, ze calki z funkcji zmiennej zespolonej sa catkami krzywoliniowymi skie-
rowanymi i ich wartos¢ zalezy od kierunku catkowania.
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Mamy wiec zaleznosé: zmiana kierunku catkowania zmienia znak calki na przeciwny,
czyli

f(z)dz=— | f(z)dz. (4.14)
/ /
AB BA

Ponadto przypomnijmy, ze krzywa C zamknieta jest dodatnio skierowana wzgledem wne-
trza, gdy biorac kierunek przebiegu krzywej obejmujacej obszar D, punkty tego obszaru
znajduja sie po ,lewej stronie” (patrz rysunek).

A

Rysunek 4.2: Krzywa zamknieta, zorientowana dodatnio

W praktyce wykorzystuje sie wzér catkowy Cauchy’ego.

Jezeli funkcja f(z) jest holomorficzna w obszarze jednospéjnym D ograniczonym krzywa
regularng zamknieta C' dodatnio skierowana wzgledem wnetrza, to dla kazdego punktu zq
lezacego wewnatrz obszaru D prawdziwy jest wzor

F(z0) = 271r] : (Z; dz. (4.15)
& 0

Mozna wykazaé, ze jezeli funkcja f(z) jest w obszarze jednospéjnym D funkcja holomor-
ficzna, to posiada w tym obszarze wszystkie pochodne. Co wiecej pochodne te wyrazone
$3 wzorem

£ () = 2 7{ (f(z)dz. (4.16)
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4.3 Szeregi

Szereg Taylora

Funkcje f(z) holomorficzna w sasiedztwie dowolnego punktu zp mozna rozwinaé w
szereq potegowy Taylora postaci

flz) = Z an(z — 20)", (4.17)
n=0

gdzie a, = f<”7)1§z0)‘

Gdy zg = 0 otrzymujemy szereg Maclaurina postaci

f(z) = Z anz", (4.18)
n=0

(n)
gdzie a, = ! n!(o).

Przyktad 4.7. Szeregi Taylora funkcji elementarnych

22 22 2 2
n=0
23 25 27
SInz =2 3'4‘3 W‘F
22 2’4 26
cosz=loort et

dla z = x € R otrzymujemy znany z liczb zespolonych wzér Eulera

¢/® = cosx + jsinz. (4.19)

Szereg Laurenta

Jezeli funkcja f(z) jest holomorficzna w pierScieniu r < |z — z9] < R, r > 0, R < oo,
to mozna ja w tym pierscieniu rozwina¢ w szereqg Laurenta postaci

oo

f(z) = Z an(z — 20)", (4.20)
n=-—oo
1
2mj
dodatnim obejmujaca punkt zg.
Szereg ten mozna przedstawi¢ w postaci sumy

gdzie a, = fc % dz a C jest dowolng krzywa regularna zamknieta o obiegu

flz) = Zan(z —20)" + Z (a;" , (4.21)
n=0

—(z— 20)"

czesé regularna czesé osobliwa
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gdzie a_,, = % (z — 20)" 1 f(2) dz.
c

Pierwszy szereg po prawej stronie nazywa sie czescig regularng, natomiast drugi —
czesciq osobliwg rozwiniecia funkcji f(z) w sasiedztwie punktu zg.
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Pytania do Wyktadu

Jak sie wyznacza cze$é¢ rzeczywista i urojong funkcji zmiennej zespolonej?

. Kiedy funkcja jest holomorficzna?

Kiedy cze$é¢ osobliwa szeregu Laurenta jest zerowa?
Jaki jest zwiazek miedzy calka z funkcji f(z) a catkami krzywoliniowymi?
Jak sie oblicza n-ta pochodna funkcji homomorficznej w punkcie?

Czym r6zni sie szereg Laureata funkcji f(z) od szeregu Taylora?
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4.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 4.1. Znalezé czeéé rzeczywista i urojona funkeji

a) f(z) ==L Odp. u= L y= L

E] /x2+y2, 22412
b) f(z) =2 e* Odp. u = e**(x cos 2y — ysin 2y),
v = e%*(zsin 2y + y cos 2y).

Cwiczenie 4.2. Zbadaé istnienie pochodnej funkeji (Wskazowka: Sprawdzi¢ warunki
Cauchy’ego-Riemanna (C-R)), gdzie z = = + jy.

a) f(z) = (a* = 3ay®* + 2) + j(y — y° + 3z%y)

b) f(2) = (z + e siny) + j(y — e cosy)
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Wyktad 5

Punkty osobliwe funkcji
zespolonej. Residuum funkc
zespolonej

i

Korzystajac z rozwiniecia funkcji na szereg Laurenta zostala podana definicja i kla-
syfikacja punktow osobliwych funkcji zmiennej zespolonej i residuum wraz z metodami
ich obliczania. Metoda obliczania residuum w biegunach funkcji wykorzystywana jest w
przeksztalceniu Laplace’a.

49
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WYKLAD 5. PUNKTY OSOBLIWE. RESIDUUM

5.1 Punkty osobliwe odosobnione

Definicja 5.1. Jezeli funkcja f(z) nie jest holomorficzna w punkcie zy jest natomiast
holomorficzna w pewnym jego sasiedztwie, to zyp nazywamy punktem osobliwym odosob-
nLonYm.

Zachodzi jeden z nastepujacych przypadkéw.

1.

Czeé¢ osobliwa rozwinigecia w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu zg jest rowna
zeru wowczas punkt zy nazywa sie punktem pozornie osobliwym funkcji f(z). Ist-
nieje ponadto skonczona granica funkcji f(2) gdy z — z9. Tego rodzaju osobliwosé
nazywamy osobliwo$cig usuwalng.

Czed¢ osobliwa rozwinigcia w szereg Laurenta zawiera skorniczona liczbe k-wyrazéw,
czyli dla n > k wspélczynniki a_,, = 0 oraz a_j # 0. Punkt 2y w tym przypadku
nazywamy bieqgunem rzedu k funkcji f(z), czyli

lim [(z — 20)*f(2)] #0, i lim [z — z)*T f(z)] = 0. (5.1)

Z—20 Z—r20

Czeé¢ osobliwa rozwiniecia funkcji w szereg Laurenta zawiera nieskonczenie wiele
wyrazoéw. Punkt zp nazywamy w tym przypadku punktem istotnie osobliwym.
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5.2 Residuum funkcji

Definicja 5.2. Jezeli funkcja f(z) jest holomorficzna w pewnym sasiedztwie punktu z
residuum funkcji w tym punkcie nazywamy nastepujacg catke

z2=20

res f(z) = 2;] f £(2) dz, (5.2)
C

gdzie C jest gltadka linig zamknieta dodatnio skierowang obejmujaca punkt zg.

Korzystajac z rozwiniecia w szereg Laurenta funkcji f(z) w sasiedztwie punktu zp
mozna wykazac, ze

res f(z) =a_1. (5.3)
zZ=z0p
Aby wiec obliczy¢ residuum funkcji f(z) w punkcie osobliwym odosobnionym, wystarczy
wyznaczy¢ a—1 wspoOlczynnik rozwiniecia funkcji w szereg Laurenta w sasiedztwie tego
punktu.
W szczegblnym przypadku, gdy punkt zo jest biegunem k-krotnym funkeji f(z) to
residuum w tym punkcie mozna wyliczyé¢ ze wzoru

1 dk‘—l

Jes f() = Gy el - 20)"f(2)], (5.4)
dla £ = 1 otrzymujemy prosty wzér
res f(z) = lim [(= — ) (=) (5.5)

Twierdzenie 5.3 (Calkowe o residuach). Jezeli funkcja f(z) jest holomorficzna w obsza-

rze jednospojnym D z wyjgtkiem skoriczonej liczby punktow z, € D, k = 1,2,...,n za$
krzywa C' jest krzywg reqularng zamknietq lezgeq w tym obszarze, dodatnio skierowang 4
zawierajgeg punkty zip, k=1,2,...,n w swoim wnetrzu, to

j{f(z) dz = 2mj Z:zr:ezsO f(2). (5.6)
& k=1

Przyktad 5.4. Obliczy¢ residua funkcji w biegunach
a) f(2) = 55,
b) £(2) = 2,

c) f(z)= ﬁ
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Rozwigzanie. a) Funkcja posiada dwa bieguny jednokrotne z; = 3,20 = —3.
1)(z—-3 1 4 2
resf(z)zlimw:imz—i_ =_=Z,
z=3 z—3 (Z — 3)(2 + 3) z—=3 2+ 3 6 3
1 3 1 -2 1
res f(z)zlimwzlim 2t =— =_.
z=-3 z»-3(2—-3)(2+3) 22-32z-3 -6 3
b) Funkcja posiada dwa bieguny jednokrotne zespolone sprzezone z; = j, 20 = —j.
. z . . z J 1
res f(z) =lm | ——— - (z — = lim =2 =_
o 10 = i ooy o) = = =
. z . . z —J 1
res f(z) = lim |—m— - (2 + = lim - = — = —,
1o, 16 = tim [y )| = iy 25 = =
¢) Funkcja posiada bieguny dwukrotne z3 = 1,29 = —1.
. d (z —1)2
ﬁﬂ@ﬂﬂwb—wmm2_

T I T T T |
T |G T e @
d[ (z+1)2 B

: _

res f(z) = lim —

=1 z——1dz [(z—1)%(z +1)?
N S B R
s o P ) e el SR D R
O
Przyklad 5.5. Obliczy¢ residuum funkcji f(z) w biegunach.
52
1. = .
1
2. = —=—-.
Rozwigzanie. 1. Punkt 2y = 1 jest biegunem dwukrotnym.
. d 22 9 . d g
ﬁﬂ@—gmﬁg_w@—DYﬂ%WV“ﬁ
2. Mamy zy = 0 jest biegunem dwukrotnym, z; = 2j, 2o = —2j — bieguny jednokrotne.
d 22 d 1 —2z
reg f(z) = m o L?(% n 4)} 250 dz [zQ . 4] a0
. z—2j . 1 1 1.
res = 11m = lm ————= —— = —1.
o a2z — 2j) (2 1+ 2)) | aoni22(z425) 165 167
. z+2j I 1 1 1.
res — 1m = m ———— = —— = ——71.
2 T S 2 2 1 27) ] b 2(z—2j)  16j  16”



5.3. PYTANIA DO WYKELADU

5.3 Pytania do Wyktadu
1. Co to jest residuum w punkcie?
2. Jakie sg metody obliczania residuum w biegunach?

3. Jak sie stosuje pojecie residuum przy obliczaniu calek po krzywej zamknietej?
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5.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 5.1. Znalez¢ punkty osobliwe odosobnione funkeji, oraz obliczy¢ residua funk-
cji f(z) w tych punktach.

1. f(2) = m Odp. ggslf(z) = —1,§gs2f(z) =1.
2. f(z) = 2. Odp. ggslf(z) = 1/2,Zr:e_slf(z) =-1/2.
3. f(z) = 2L, Odp. res f(2) = 5.
4. f(z) = ﬁ Odp. ggg.f(Z) = —J'/4>Zr:e§jf(2) =j/4
5. f(z) = =t Odp. ;"g%f(z) = 1,§gslf(z) = —1/2,Z1;e_slf(z) =1/2.

6. f(z)= ﬁ Odp. gggf(z) = —3j/16,zrze§j f(z) =3j/16.



Wyktad 6

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne
rzedu pierwszego

Istnieje wiele rodzajow réwnan rézniczkowych zwyczajnych liniowych i nieliniowych
pierwszego rzedu, ktérych rozwiazanie sprawia duze trudnosci. Wyktad koncentruje sie
na réwnaniach takiego typu ktore wystepuja w zastosowaniach np. fizyce. Podany jest
algorytm rozwigzania réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego metoda uzmien-
nienia stalej.
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6.1 RoOwnania rézniczkowe

Roéwnania rézniczkowe opisuja wiele zjawisk fizycznych. Rownania takie zapisujemy w
postaci

F(z,y,y,....y™) =0 (6.1)

gdzie F' jest dowolna funkcjg m-zmiennych, x zmienng niezalezna, y niewiadoma funk-
cja. Rzqd rownania definiujemy jako liczbe réwng stopniowi najwyzszej pochodnej wyste-
pujacej w réwnaniu (6.1)). Tak wiec réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu jest postaci
F(z,y,y") = 0, natomiast drugiego rzedu F(z,y,y’,vy”) = 0. Jesli funkcja F jest liniowa
wzgledem y, 1/, ... to réwnanie nazywamy réwnaniem liniowym.

Rozwigzaniem lub catkq réownania nazywamy kazda funkcje y = f(x), ktora spel-
nia to rownanie. Rozwigzanie ogdlne rownania n-tego stopnia zalezy od n stalych dowol-
nych C1,Cy, ..., Cy, czylijest postaciy = f(x,C1,Cy, ..., Cy). Jezeli statym C1,Cy, ..., C,
nadamy okreslone wartosci to otrzymamy tak zwane rozwigzanie szczegélne zwane takze
catkq szczegélng.

Zagadnieniem Cauchy’ego nazywamy problem polegajacy na znalezieniu calki szcze-
gélnej y = f(x) réwnania spelniajacej warunki poczgtkowe

y(zo) = vo, ¥'(x0) =y1,--.,y™ (20) = . (6.2)

Zagadnieniem brzegowym dla réwnania (6.1)) nazywamy problem znalezienia caltki
szczegblnej y = f(x) spelniajacej warunki brzegowe postaci

fla)=c i f(b) =d, dla a <z <. (6.3)
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6.2 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

W przypadku réwnan rézniczkowych liniowych rzedu pierwszego wyrdznia sie pewne
typy réwnan dla ktérych stosuje sie odrebne metody rozwiazywania.
Roéwnanie o zmiennych rozdzielonych

Réwnaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie postaci

9

9(y)

zakladamy przy tym, ze g(y) # 0. W celu rozwigzania zapisujemy réwnanie w nastepujacy
sposéb

dy _ f@) (6.5)

dz — g(y)

Nastepnie grupujemy wyrazenia z x po jednej stronie rownania natomiast wyrazenia z y
po drugiej. Nalezy to wykonaé w taki sposéb aby dx oraz dy znajdowaly sie w liczniku.
Dostajemy

9(y)dy = f(x)dz. (6.6)

Nastepnie catkujemy takie réwnanie

/ oly) dy = / (@) dz + C. (6.7)

W wyniku otrzymamy zaleznosé postaci ®(x,y,C) = 0 gdzie C' jest pewna stala. Stala
C mozemy wyznaczy¢ jedli do réwnania rézniczkowego dodany jest warunek poczatkowy
y(zop) = yo. Po wyznaczeniu stalej C' otrzymujemy rozwiazanie szczegdlne.

Przyktad 6.1. Rozwiaza¢ rownanie
y +4dxy =0

Rozwigzanie. Przeksztalcajac otrzymujemy

o Ay
dx xy
Nastepnie po rozdzieleniu zmiennych mamy
d
Y _  4ade
Yy
Catkujac mamy In|y| = —222 + C. Stala C' mozemy tez zapisaé jako In|D| skad mamy
In |y| = =222 + In |D| oraz
y= De2%%,
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Roéwnanie typu jednorodnego

Réwnaniem typu jednorodnego nazywamy réwnanie postaci

v =1(%). (6.8)

T

zakladamy, ze x # 0. Réwnanie takie sprowadzamy do réwnania o zmiennych rozdzielonych
stosujac podstawienie u = y/x lub dokladniej u(x) = y(z)/z. Wyznaczamy stad y = zu
oraz iy = u + zu'. Podstawiajac do réwnania otrzymujemy

u+zu = f(u) czyli T = (u) — u. (6.9)

Rozdzielajac zmienne mamy

catkujac dostajemy

/f&iu:/?' (o1

Zatem F'(u) = In |z|+C. Gdzie dF'/du = 1/(f(u) —u). Ostatecznie rozwiazaniem réwnania
jest funkcja

F (3) = In|z| + C. (6.12)
x
Przykltad 6.2. Rozwiazaé rownanie
= (3)
xy =yln(=Z).
x

Rozwigzanie. Dzielac obydwie strony przez r mamy

y’zgln(g),

X X

stad podstawiajac u = y/z mamy
u+zu =ulnu.

Rozdzielajac zmienne dostajemy

/ du _ [dx
u(lnu—1) ) z’

skad In(Inu — 1) =Inz + InC oraz Inu — 1 = Cz. Oznacza to, ze

Inu=In(y/z) =Cz+1 oraz y/xz =L

Rozwigzaniem jest wiec y = ze¢*+1, O
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Roéwnanie rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Rozpatrzmy réwnanie postaci

Y +p(z)y = q(z), (6.13)

ktore nazywamy réwnaniem rozniczkowym liniowym rzedu pierwszego. Jezeli q(z) Z 0 to
méwimy, ze réwnanie jest niejednorodne. Jezeli q(z) = 0 to méwimy, ze réwnanie jest
jednorodne. Rownanie liniowe rozwiazujemy w dwoch etapach

1) Rozwiazujemy réwnanie jednorodne
Y + p(z)y = 0. (6.14)
Jest to rownanie o zmiennych rozdzielnych, ktérego rozwiazaniem ogdlnym jest

y(x) = Ce~ /(@) dv (6.15)

2) Rozwiazujmy réwnanie niejednorodne stosujac metode uzmiennienia stalej. Zakla-
damy, ze rozwigzaniem réwnania niejednorodnego jest postaci

y(z) = C(z)e I @) dz. (6.16)

gdzie C'(x) jest pewng nieznang funkcja, ktéra musimy wyznaczyé. W tym celu wsta-
wiamy y(z) oraz y'(x) do réwnania niejednorodnego. Nastepnie z tak otrzymanego
réwnania wyznaczamy C(x).

Przyktad 6.3. Wyznaczymy rozwiazanie réwnania
y — 5y = e
spelniajace warunek y(0) = 1.
Rozwigzanie. 1) Rozwiazujemy réwnanie jednorodne Z—Z — 5y = 0 skad dy/y = bdx oraz

Iny = 5z 4 In C. Tak wiec y = Ce®® jest rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego.
2) Rozwiazujemy réwnanie niejednorodne stosujac metode uzmiennienia stalej.

Mamy y(z) = C(z)e’® oraz y/(z) = C'(z)e’® + C(x)5e5*. Wstawiajac y,y’ do réwnania
niejednorodnego otrzymujemy

C'(2)e™ + C(z)5e* — 5C (x)e’ = €7,

tzn. C'(z)e® = % czyli C'(x) = 1. Oznacza to, ze C(z) = x + A, gdzie A jest dowolng
stala. Rozwiazaniem ogélnym réwnania niejednorodnego jest zatem

y = (z+ A)e®.

Uwzgledniajac warunek y(0) = 1 mamy 1 = A. Stad rozwiazaniem szczegblnym réwnania
jest y = (z + 1)e’®.
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Roéwnanie Bernoullego

Rownaniem Bernoullego nazywamy réwnanie postaci

Y (@) + ple)y(x) = f2)y" (2). (6.17)

Réwnanie takie rozwigzujemy podstawiajac u(x) = y'~"(x). Otrzymujemy wéwczas réw-
nanie linowe dla funkcji u(z).

Przyktad 6.4. Rozwiazaé rownanie
zy +y=1y*Inzx.

Rozwigzanie. Mamy r = 2. Czyli dla y # 0 stosujemy podstawienie u = y' =2 = 1/y. Stad

/

1 , U
y=— y=-——
U U
Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie
o 1 Inz
w2 u w2’

Mnozac obustronnie przez u? otrzymujemy réwnanie

1 1
W ——u=——Inxz,
x x

ktore jest réwnaniem liniowym o statych wspotczynnikach. Jego rozwigzaniem jest funkcja
u(z) =lnz+1+ Az,

czyli
(x) :
rN=--————--
y Inz+1+ Ax

gdzie A jest dowolng stala. Dodatkowo y = 0 tez jest rozwiazaniem tego réwnanial O
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6.3 Pytania do Wyktadu

1.

2.

Poda¢ podstawowe typy réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu.

Na czym polega metoda uzmienniania stalej dla réwnania liniowego niejednorod-
nego?

Jaka role spetniaja warunki poczatkowe lub brzegowe przy rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych?

. Co jest cecha charakterystyczng rownania Bernoullego i jak sie takie rownanie roz-

wiazuje?
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6.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 6.1. Rozwigza¢ réwnania rézniczkowe stosujac podstawienie ¥ = w.

a) yy =2y —x Odp.y::U—I—C’ey—%.
b) 22 + 5% — 2zyy’ =0 Odp. 22 — 4% = Cx.
o) 2%y =y +xy Odp. y = /=4

Cwiczenie 6.2. Rozwigzaé réwnanie
/
Yy +ytgaxr =cosx

spelniajace warunek y(0) = 1.
Odp. Rozwiazaniem ogdlnym jest y(z) = (z + C') cos z, natomiast rozwiazaniem szcze-
gélnym y(z) = (x + 1) cos z.

Cwiczenie 6.3. Rozwiazaé¢ réwnanie metoda uzmienniania statej.

a)y —Lly=u2 Odp. y = 2% + Cx.
b) y+1iy=1 Odp. y =1+ 1C.

c)y —y=e¢€" Odp. y = ze® + Ce*.



Wyktad 7

Ro6wnania rézniczkowe rzedu
drugiego

W wykladzie ograniczono si¢ do metod rozwiazywania rownan rézniczkowych niejedno-
rodnych drugiego rzedu o stalych wspotczynnikach. Podano metode uzmiennienia statych
oraz metode przewidywania stosowana w szczegdlnych przypadkach.

63
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7.1 Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego

Rownaniem rozniczkowym liniowym niejednorodnym rzedu drugiego nazywamy row-
nanie postaci
y" +p@)y +a(@)y = f(2), (7.1)
gdzie f(z),p(x),q(z) sa to dane funkcje ciagte w pewnym przedziale (a,b).
Jezeli funkcja f(x) = 0 w rozwazanym przedziale, to réwnanie to nazywa sie jednorod-
nym

y" +p(x)y + q(z)y = 0. (7.2)

Funkcje y1(x), y2(x) bedace rozwigzaniem réwnania jednorodnego nazywamy rozwig-
zaniami szczegolnymi.
Rozwiazania te sa liniowo niezalezne w pewnym przedziale (a, b), jezeli wyznacznik
Y1 Y2
/

/
Y1 Yo

W = # 0 w przedziale (a,b). (7.3)

Jezeli rozwiazania szczegdlne yi(z), y2(2) réwnania jednorodnego sa liniowo niezalezne w

przedziale (a,b) (W # 0), to funkcja
y = Ciy1(z) + Caya(z), (4, C; - stale dowolne (7.4)

jest rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego, za$ funkcje yi(x),y2(x) nazywamy
uktadem podstawowym tego réwnania.
W zastosowaniach czesto wystepuja réwnania liniowe o statych wspotezynnikach

ay”(z) + by (z) + cy(z) = f(x) a,b,c € R, a#0. (7.5)

Istnieja dwie podstawowe metody rozwiazywania tego typu réwnan, metoda uzmienniania
stalych oraz metoda przewidywan.

Metoda uzmiennienia staltych
Rozwigzanie wyznaczamy w dwoch etapach.
1) Rozwiazujemy réwnanie jednorodne
ay” (z) + by (z) + cy(z) = 0. (7.6)

Poszukujemy rozwigzania w postaci y = e’ gdzie r jest pewnym parametrem ktéry
staramy si¢ tak dobra¢ aby funkcja spelniata rownanie jednorodne. Mamy

y = erx’ y/ — Tera:’ y// _ 7“267"&8' (77)

Podstawiajac do rownania jednorodnego, upraszczajac oraz dzielac przez e™ dosta-
jemy réwnanie

ar’ +br+c=0 (7.8)

zwane réwnaniem charakterystycznym. Obliczamy A = b? — 4ac oraz rozpatrujemy
trzy przypadki
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e A > 0 Istnieja dwa pierwiastki | # 79, skad wynika istnienie dwéch rozwiazan
y1(z) = e"*) yo(x) = e™*. Latwo sprawdzié, ze sg to liniowo niezalezne roz-
wiazania szczegblne réwnania jednorodnego. Rozwigzaniem ogélnym réwnania
jednorodnego jest

y(x) = C1e™* 4 Coe™”. (7.9)

e A =0 Istnigje jeden podwdjny pierwiastek rq, skad wynika istnienie rozwig-
zania szczegdlnego yp(z) = e™*. Latwo jednak sprawdzié, ze ys(x) = we™®
réwniez jest rozwiazaniem szczegélnym réwnania, liniowo niezaleznym z y; ().
Rozwiazaniem ogdélnym réwnania jednorodnego jest

y(z) = C1e"™* + Coze™™. (7.10)

e A <0 Istnieja dwa pierwiastki zespolone sprzezone r1 = o+ jf8,r0 = a — jf3,
skad wynika istnienie dwéch rozwiazan yi (x) = €%, ya(x) = €"2*
dzié, ze funkcja y(x) = e**[cos(Bz) + j sin(fz)] jest rozwiazaniem réwnania jed-
norodnego. Jezeli weZmiemy czes$é rzeczywista takiej funkcji e** cos(Sx) to réw-
niez jest ona rozwiazaniem réwnania jednorodnego, podobnie jak czes¢ urojona
e*® sin(fx). Mozna sprawdzié, ze e cos(Sx), e** sin(Sx) sa liniowo niezalezne.
Otrzymujemy stad, ze rozwiazaniem ogdlnym

. Latwo spraw-

y(x) = C1e** cos(Bx) + Cae™” sin(fz). (7.11)

2) Poszukujemy rozwiazania réwnania niejednorodnego. W kazdym z przypadkéw A <
0, A =0, A > 0 rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaci

y(z) = Cryi(z) + Caya(z). (7.12)

Stosujac metode uzmiennienia statych przyjmujemy, ze C1, C sa pewnymi funkcjami
zmiennej x

y(x) = Cr(z)yi () + Co(x)ya2(). (7.13)

Nastepnie staramy sie tak dobraé¢ C(x), Ca(x) aby y(z) bylo rozwiazaniem réwnania
niejednorodnego. W wyniku obliczania pochodnych oraz podstawiania do réwnania
niejednorodnego otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

{cmmmmwu%@wxm=o (7.14)
Cl (@), (z) + Ch(a)yh(x) = L2

z ktérego wyznaczamy Ci(x), Co(x).

Przyktad 7.1. Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe

YAy = ——.
SN~ x



66 WYKEAD 7. ROWNANIA ROZNICZKOWE RZEDU DRUGIEGO

Rozwigzanie. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne y” + 4y = 0.
Réwnaniem charakterystycznym jest 72 + 4 = 0. Stad otrzymujemy pierwiastki r; =
2j,79 = —2j tzn. o = 0 oraz § = 2. Rozwiazaniami szczegdlnymi réwnania jednorodnego

59
Y1 = CcOs 2z, Yo = sin 2x.

Natomiast rozwigzaniem ogdlnym
y(x) = C1 cos 2z + Cy sin 2z.
Stosujemy metode uzmiennienia statych.
y(z) = C1(x) cos 2x 4+ Ca(x) sin 2.
Rozwiazujemy nastepnie uktad

C(x) cos2x + Ch(x) sin2x =0

Ci(z)(—2sin2z) + C4(x)2 cos 2z = !

sin? z

Jest to uklad réwnan algebraicznych z niewiadomymi funkcjami C7(z), C4(z). Mozemy
wykorzysta¢ wzory Cramera.

W= cos 2x sin2zr |
T |=2sin2z 2cos2x
0 sin 2x sin 2x sinz cosx CcosS T
Wi=1_ 2c¢os2z| sy - 2 =—2—
G2z sin“ x sin® x sin x
cos 2x 0 cos 2x
W2 = —2sin 2z 1 - Sjn2 T -
sin?
cos?2z —sin x 1—2sin?x 1 5
sin? z sin? z sin? z
Stad
, Wi cos T , Wy 1
Ci(r) = — = ———, Cy(z) = — = —— — L.
w sinx w 2sin“ x

Calkujac otrzymujemy
1
Ci(zr) = —In|sinz| + A, Cg(m):—ictgm—x+B.
Rozwiazaniem ogdlnym réwnania niejednorodnego jest wiec

1
y(x) = (= In|sinz| + A) cos 2z + (—5 ctgr —x + B)sin 2z.
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Metoda przewidywan
Metoda opiera si¢ na nastepujacym twierdzeniu

Twierdzenie 7.2. Rozwigzanie ogolne réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego
o stalych wspolczynnikach jest sumg rozwigzania ogolnego réwnania jednorodnego oraz
dowolnego szczegolnego rozwigzania réwnania niejednorodnego.

Rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego mozemy wiec zapisaé
y(x) =Y () + yo(x), (7.15)
gdzie y(z) jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania
ay”(z) + by () + cy(x) = 0, (7.16)
natomiast yo(z) jest rozwiazaniem szczegélnym réwnania
ay’ (x) + by () + cy(x) = f(x). (7.17)

Metode przewidywan mozemy stosowaé¢ w przypadku gdy funkcja f(z) jest wielomianem,
funkcja wykladnicza, funkcja a(sinwiz) + f(coswiz). Moze tez byé suma lub iloczynem
funkcji wymienionych typéw. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie tylko do przy-
padkéw gdy funkcje wystepujace w f(z) nie sa rozwiazaniami réwnania jednorodnego.
W innych przypadkach réwniez istnieja metody wyznaczania rozwigzania, sa jednak one
bardziej ztozone.

Oto przyklady przewidywania rozwiazania szczegblnego w zaleznosci od postaci f(z)

f(z) Yo(z)
ax? + fr+y Az’ 4+ Bx +C
QL COS WT Acoswx + Bsinwzx
o sinwx Acoswx + Bsinwzx
aewx Aewx

State A, B, C, chwilowo nieokreslone, dobieramy tak aby, yo(x) bylo rozwiazaniem réwna-
nia niejednorodnego

Przyktad 7.3. Rozwiaza¢ rownanie
y//+2y/+y — 4e7.

Rozwigzanie. Wyznaczamy rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego y” + 2y’ +y = 0.
Mamy nastepujace réwnanie charakterystyczne r2 +2r +1 = (r + 1) = 0. Stad rozwiaza-
niem ogélnym réwnania jednorodnego jest

Y(z) =Cre* + Coxe™ ™.
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Wyznaczamy rozwigzanie szczegdlne réwnania niejednorodnego. Rozwigzanie takie
przewidujemy w postaci yo = Ae”. Stad y' = Ae?,y” = Ae®. Wstawiajac tak otrzymane
pochodne do réwnania niejednorodnego mamy

Yo + 2y + yo = Ae” + 24e” + Ae” = 4Ae” = 4e”.

Tak wiec 44 = 4 tzn. A = 1. Rozwiazaniem szczegblnym réwnania niejednorodnego jest
yo = €” natomiast rozwigzaniem ogdlnym réwnania niejednorodnego

y(z) =Y (x) +yo(x) = Cre™" + Coze™™ 4 €".

Przyktad 7.4. Rozwiaza¢ rownanie
y" — 5y’ + 6y = 13 sin 3z.

Dowdd. Wyznaczamy rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego y” — 5y’ 4+ 6y = 0. Mamy
nastepujace réwnanie charakterystyczne r? — 5r + 6 = 0 ktérego pierwiastkami sa r; =
2,79 = 3. Stad rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego jest

Y(z) = C162$ + Czegx.

Wyznaczamy rozwiazanie szczegdlne réwnania niejednorodnego. Rozwiazanie takie
przewidujemy w postaci yo = Asin3x + B cos 3x. Stad

y' =3Acos3x —3Bsin3z, vy’ = —9Asin3z — 9B cos 3x.

Wstawiajac tak otrzymane pochodne do réwnania niejednorodnego mamy

Yo — By + 6yo =
= —9Asin3z — 9B cos3x — 5(3A cos 3z — 3B sin3x) + 6(Asin 3z + Bcos3z) =
= (15B — 3A)sin 3z + (—15A — 3B) cos 3z = 13sin 3z

Poréwnujac wspoélczynniki przy funkcjach trygonometrycznych mamy nastepujacy uktad
rownan

15B—-3A =13
—15A—-3B=0

ktérego rozwiazaniem jest A = —1/6, B = 5/6. Rozwiazaniem szczegdlnym réwnania
niejednorodnego jest yo = 1/6(5 cos 3x—sin 3z) natomiast rozwiazaniem ogdlnym réwnania
niejednorodnego

y(x) = Cre** + Cze® + 1/6(5 cos 3z — sin 3z).

Przyktad 7.5. Rozwiazemy rownanie

xT

y" — 2y = xe”".
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Rozwigzanie. Wyznaczamy rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego 3" —2y = 0. Mamy
nastepujace réwnanie charakterystyczne 2 —2 = 0. Stad rozwiazaniem ogélnym réwnania
jednorodnego jest

Y(z)= CheV2® 4 Che V22,

Wyznaczamy rozwiazanie szczegdlne réwnania niejednorodnego. Rozwiazanie takie
przewidujemy w postaci yo = (Az + B)e *. Stad

Y =Ae ™™ — (Az+ B)e™* = —(Az + B — A)e™ 7,

y'=—Ae "+ (Ax+ B— A)e ™ = (Ax + B —2A)e™".

Wstawiajac tak otrzymane pochodne do réwnania niejednorodnego mamy
vo + 2y, +yo = (Az + B —2A)e ™ —2(Az + B)e * = (—Ax — B —2A)e™ " = xe 7,

tak wiegc —A =1,—B —2A = 0 tzn. A = —1, B = 2. Rozwiazaniem szczegdlnym rdow-
nania niejednorodnego jest yop = (—z + 2)e”* natomiast rozwiazaniem ogélnym réwnania
niejednorodnego

y(z) =Y (z) +yo(x) = CreV? + Coe™V?* 4 (—x +2)e”".

Réwnanie Eulera

Jednorodnym réwnaniem Fulera nazywamy réwnanie postaci
2%y (x) + p(2)y (z) + qy(z) = 0. (7.18)

Jest to przyklad réwnania liniowego w ktérym wspdlczynniki sg zmienne. Rozwiazania
takiego rownania poszukujemy w postaci y = z". Nastepnie dobieramy parametr r tak
aby funkcja y = " spelniata rownanie.

Cechg charakterystyczna réwnania Eulera jest to, ze wspolezynnik przy " jest réwny
x2, wspélezynnik przy 1y jest réwny px, zaé przy y jest réwny ¢, gdzie p i g sa to dowolne
liczy rzeczywiste.

Przyktad 7.6. Znalezé catke ogdlna réwnania
J:Qy” — 2y =0.
Rozwigzanie. Podstawiamy y = 2%, v/ = r - 2", ¢ = r(r — 1)2"~2 do réwnania i otrzy-

mujemy
r(r—1)z" —2z* =0,

dzielac prze " otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

r2—r—2=0
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o pierwiastkach r; = —1, ro = 2.
Stad rozwiazaniem ogélnym réwnania jest

Yy = Ciz~ ! + Coz?.
O

Jezeli pierwiastek r = a réwnania charakterystycznego jest podwéjny (A = 0), to
réwnanie ogélne ma postaé

y = C1z° 4+ Coz”Inzx. (7.19)
Przyktad 7.7. Rozwiaza¢ rownanie
z2y" 4+ 3z +y = 0.

Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne r2+2r+1 = (r+1)2 = 0, 7 = —1. Rozwiazanie
ogblne
y=Crz ' 4+ Cor tnz.

O]

Jezeli pierwiastki réwnania charakterystycznego sa zespolone z = a=+jb, to rozwigzanie
ogolne ma postaé

y = Ciz®cos(blnx) + Coz®sin(blnx). (7.20)

Przyktad 7.8. Rozwiaza¢ rownanie

!

1‘2y +azy +y=0.

Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne r? 4+ 1 = 0. Pierwiastki ry = j, ro = —j, czyli
a=0,b=1.
Rozwigzanie ogdlne
y = C1cos(Inz) 4+ Cysin(ln x).

O

Uwaga 7.9. Réwnanie niejednorodne Eulera rozwiazujemy metoda uzmienniania statych.
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7.2 Pytania do Wyktadu

1. Kiedy mozna réwnanie rézniczkowe rozwigzaé¢ metoda przewidywania na czym po-
lega przypadek szczegllny?

2. Omoéwic¢ sposdb rozwigzywania réwnania rézniczkowego rzedu drugiego niejednorod-
nego metoda uzmiennienia statych.

3. Co jest cecha charakterystyczna réwnania Eulera i jak mozna uzyska¢ rozwiazanie
takie rownania?
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7.3 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 7.1. Rozwigzaé réwnanie metoda przewidywan

a) ¥y’ + 5y + 6y =62 —1 Odp. y =2 — 1 + Cre 2 + Che™37,
b) v +y — 2y = 3e” Odp. y = ze® + C1e® + Coe™ 2%,
c) ¥ — 4y + 4y = sin 2z Odp. y = (C1x + Cs)e** + écos 2x.
d) o' — 2y +y = e**. Odp. y = (Cyx + Co)e® + 2.
e) y' — 4y = 8x3. Odp. y = C1e%* + Cye™2* — 223 — 3.
f) y" — 5y 4+ 6y = 13sin 3. Odp. y = C1e%* + Coe3® + %(5 cos 3z — sin 3z).

Cwiczenie 7.2. Rozwigzaé réwnanie metoda uzmienniania stalych
/" / :
Yy —4y + 4y =sin2x

spelniajace warunki y(0) = £, 3/(0) = 1.
Odp. y = ze

2z 4 % cos 2x.



Wyklad 8

Szeregi funkcyjne

Waznym przypadkiem szeregéow funkcyjnych jest szereg potegowy. Dla ustalonego x
szereg potegowy jest szeregiem liczbowym, co pozwala na wyznaczenie promienia zbiez-
noéci i przedziatu zbieznosci szeregu potegowego, korzystajac z znanego z Matematyki 1
kryterium ilorazowego zbieznosci. Wazng postacia szeregu potegowego sg szeregi Taylora
i Maclaurina wykorzystywane w Metodach numerycznych.
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8.1 Szeregi potegowe

Definicja 8.1. Szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci

Zan(l‘ —x0)", (8.1)
n=0

gdzie a, € R,n = 0,1,.... Liczby a, nazywamy wspolczynnikami szeregu natomiast zg
srodkiem przedzialu zbieznosci szeregu.

Jezeli g = 0 to szereg jest postaci

i anx". (8.2)
n=0

Dla ustalonego x szereg potegowy staje sie szeregiem liczbowym. Badanie zbieznosci sze-
regu potegowego polega na badaniu zbieznoéci szeregu liczbowego dla ustalonego x

Zan(a: —x0)". (8.3)
n=0

Definicja 8.2. Promieniem zbieznosci szerequ y oo o an(z — x)" nazywamy taka liczbe
R > 0, ze dla kazdego x spelniajacego warunek |z — xo| < R szereg jest zbiezny, natomiast
dla kazdego = spelniajacego warunek |z — xg| > R szereg jest rozbiezny.

Definicja 8.3. Przedzialem zbiezno$ci nazywamy przedzial otwarty (zg — R, zo+ R). Dla
r = xg — R oraz dla © = x¢p + R szereg moze by¢ zbiezny lub rozbiezny. Jezeli R = 0
to jedyna wartoscia dla ktérej szereg jest zbiezny jest x = xg. Jezeli R = 0o to szereg
jest zbiezny na calej osi OX. Promien zbieznosci szeregu mozemy wyznaczy¢ korzystajac
z kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu liczbowego oraz z bezwzglednej zbieznosSci
szeregu. (Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny, patrz Matematyka 1).

Przyklad 8.4. Rozpatrzmy szereg wartosci bezwzglednych

(0.9]
Z |anz"™|.
n=0

Zbadamy dla jakich wartosci x szereg taki jest zbiezny. Z kryterium d’Alemberta dla
szeregdéw liczbowych mamy

$n+1 A1
anp,

an+1
Qn

= lim
n—0o0

lim
n—oo

x| = gll.

Tn

Mamy nastepujace przypadki
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a) Jezeli

an+1
Qp

lim
n—oo

=g

oraz g jest rézne od zera i nieskonczonosci to szereg jest zbiezny, gdy ¢ - |x| < 1,
czyli dla |z| < 1/g. Liczba R = 1/g jest promieniem bezwzglednej zbieznosci szeregu
>0 o lana™|, czyli takze szeregu Y o0 ana™.

b) Jezeli g = 0 wéwezas R = oo i szereg jest zbiezny dla kazdego x.

c) Jezeli g = oo wéwezas R = 0 i szereg jest zbiezny tylko dla x = 0 tzn. w $rodku
przedzialu zbieznosci.

W przypadku gdy xg # 0 to promien zbieznosci szeregu > a,(x — x¢)"™ wyliczamy analo-
gicznie z tym, ze rozpatrujemy granice

1
_ant1 | | (@ —20)"F | Gntl
lim = lim |z — xo| = glz — 0]
n—oo | an (a: — 1;0)” n—oo | an
Przyktad 8.5. Zbadac¢ zbieznosé szeregu
oo
571
>
n
n=0
Rozwigzanie. M =& — 570 Stad
ozwigzanie. Mamy an = %-, any1 = %7 Sta
+1 =n
. An+1 . 5" ) . n
lim —|z| = lim —Jz| = lim 5 |z| = 5|z|.
n—oo  a, nsoon-+1mn n—oo n+ 1

Oznacza to, ze szereg jest zbiezny dla 5|z| < 1 tzn. dla |z| < % Promieniem zbieznos$ci
jest R = 1/5 natomiast przedzialem zbieznosci (—1/5,1/5). Sprawdzamy zbiezno$¢ na

krancach przedzialu zbieznosci tzn. dla z = 1/5 oraz © = —1/5. Zalézmy, ze x = 1/5
woéwczas
SO
n=0 " 5 n=0 "
tzn. szereg jest rozbiezny, jest to szereg harmoniczny. Dla x = —1/5 mamy
oo n oo
57 1 1
2 (_2) = _1)n =
> (-5) =X
n=0 n=0

tzn. szereg jest zbiezny co wynika z kryterium Leibniza. Ostatecznie otrzymujemy, ze
obszarem zbieznosci jest (—1/5,1/5). O

Przyktad 8.6. Zbadac zbieznosé szeregu

o0

n($_6)n
;(—1) —
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Rozwigzanie. Mamy

nlEl) an t __nlg; 014_1)4n+1 z

n 1
—6/=lim — |z —6|=—|z — 1.
6| Am i(n 1)|x 6| 4|:C 6| <

Otrzymujemy stad, ze szereg jest zbiezny dla |z — 6] < 4 tzn. -4 <2 — 6 < 4,2 <z < 10.
Promieniem zbieznosci jest wiec 4 natomiast przedzialem zbieznosci (2,10). Dla x = 2

mamy
o0 [o¢] o0
n4n n4n n
n=1 n=1 n=1
i szereg jest rozbiezny. Dla z = 10 mamy
o0 oo o0
(10— 6)" 4m 1
DN =) (FY) =) (D)
n=1 n=1 n=1

i szereg jest zbiezny co wynika z kryterium Leibniza. Ostatecznie obszarem zbieznosci jest
(2,10). O
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8.2 Szereg Taylora, szereg Maclaurina

Twierdzenie 8.7 (Taylor). Jezeli funkcja f(x) posiada w przedziale domknietym o kon-
cach xg i © pochodne do rzedu (n — 1) wlgcznie, to istnieje punkt c lezgcy miedzy xo i x1
taki, Ze

'(z "(x (n=1)(p
) = Sz + PO oy o O s ST e,
(8.4)
gdzie
") (¢
=1 nz( o=z (85)

jest resztq wzoru zwanego wzorem Taylora.

Jezeli funkcja f(x) posiada w tym przedziale domknietym wszystkie pochodne, czyli jest
klasy C* i ponadto reszta Ry, dqzy do zera, gdy n — oo, to funkcja f(x) jest sumq szeregu
potegowego postaci

e (n)
Z an(x — x9)", gdzie ap = fn('l‘o)' (8.6)
n=0 ’

Szereg taki nazywamy szeregiem Taylora [ub rozwinieciem Taylora funkcji f w szereg.

W szczegdlnym przypadku gdy xo = 0 funkcja f jest w otoczeniu 0 sumg szeregu
potegowego postaci

F(0)

n!

Zana:" gdzie a, = (8.7)
n=0

Szereg taki nazywamy szeregiem Maclaurina lub rozwinigciem funkcji f w szereg Mac-
laurina. Sprawdzanie czy reszty R, (r) wystepujace we wzorze Taylora lub Maclaurina
daza do 0 przy n — oo nie zawsze jest tatwe. Ograniczymy sie wiec do podania wzoréw
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rozwiniecia w szereg Maclaurina kilku podstawowych funkcji elementarnych.

" 2 3 n
27‘_1+m+£+£+ + 2 4., gdde zeR
— 3! n!
(8.8)
o0 2n+1 3 5
. x x° .
sm:r:z;)(—l)"wzx—?)'—i-%—... gdzie x eR
n—=
(8.9)
o0 2n 2 4
x x© .
COSZB:Z(—l)"(Qn)!:x——+j+... gdzie z R
n=0
(8.10)
o0 n 2 3
ln(l—l—x):Z(—l)"_l%::c—%—i—z——i—... gdzie x € (—1,1)
n=1 ’
(8.11)
« = o n Oé(Oé — 1) 2 :
(1+x) :Z T :1+ozx—|—T:c + ... gdzie r€eR a=1,2,...
= \n !
(8.12)

Rozwijajac niektore funkcje w szeregi mozna korzystaé¢ z podstawien oraz podstawowych
wzordw.

Przyklad 8.8. Rozwinaé¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x) = sin(2x). Mozemy wykorzy-
staé rozwiniecie funkcji sin x oraz podstawi¢ zamiast  zmienna 2x, otrzymujemy

S & @
sin(2x) _;:0(_ ) @2n+ 1) —7;)(_ ) (2n+1)!

Przyktad 8.9. Rozwinaé¢ funkcje f(z) = 22 cosz w szereg Maclaurina. Mamy

oo
2% cosx = 2° E (—
n=0

Czasami mozemy wykorzysta¢ wzoér na sume szeregu geometrycznego.

2n+2

St

n=0

Przyktad 8.10. Rozwina¢ funkcje f(r) = %53 w szereg Maclaurina. Dokonamy prze-

ksztalcen sprowadzajacych funkcje f(x) do postaci sumy szeregu geometrycznego. Mamy

xxgz‘g'l(lx/g):‘g;(g)n:

:_Z( )nH [§+§z+]

szereg ten jest zbiezny dla |x/3| < 1 tzn. dla |z| < 3.
g J y
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8.3 Szereg Fouriera

Kazdej funkcji f(z) catkowalnej w przedziale (—[,1) mozemy przyporzadkowaé szereg
trygonometryczny Fouriera, co zapisujemy

ay nwx . NI
f(z) ~ 5 + ;_:1 (an cos —— + by, sin T) , (8.13)

gdzie

1 1 .
ao:l/f(x) dz, an:l/f(:c)cosm;x dz, bn:l/f(a:)sinn;rx dz.

(8.14)

W niektérych przypadkach znak przyporzadkowania ~ mozemy zastapié¢ znakiem réwnosci
= co oznacza, ze w przedziale (—[, 1) funkcja f(x) jest suma swojego szeregu trygonome-
trycznego Fouriera. W zastosowaniach powszechnie wykorzystuje sie warunki Dirichleta,
gwarantujace zbiezno$é¢ szeregu Fouriera w przedziale (—[,1) do funkcji f(z). W takich
przypadkach méwimy, ze funkcja jest rozwijalna w szereg trygonometryczny Fouriera.

Definicja 8.11. Moéwimy, ze funkcja f(x) spelnia w przedziale (—I, 1) warunki Dirichleta
jezeli:

1. f(x) jest przedzialami monotoniczna.

2. f(x) jest ciagla z wyjatkiem skonczonej iloéci punktéw nieciaglosci pierwszego ro-
dzaju. W kazdym takim punkcie spelniony jest warunek

flawo) = 5l () + F(a)) (815)
3. Na koncach przedziatu (—I,[) spelnione sa warunki
F(-1) = ) = SLF(-17) + FO)] (8.16)

W przypadku szczegélnym, gdy funkcja f jest calkowalna w przedziale (—m,m) oraz
spelnia w tym przedziale warunki Dirichleta to szereg Fouriera przyjmuje postaé

ag > .
f(z) = ) + E:I(an cosnx + b, sinnz), (8.17)

gdzie

aozl/7T f(z) dz, anZi/ﬂ f(z) cosnz dz, bn=71r/7r f(z) sinnz dz.
(8.18)

—T —T —T
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Czesto w zastosowaniach funkcja f jest okreslona w przedziale (0, 7). Wowczas rozwijajac
funkcje w szereg Fouriera dokonujemy przedluzenia f na przedzial (—m, 7). Przedtuzenia
mozna dokonaé w sposob parzysty (przyjmujac f(—x) = f(x)) lub nieparzysty (przyjmujac
f(=z) = —f(z)). Otrzymujemy w ten sposéb dwie rézne postacie rozwiniecia w szereg
trygonometryczny Fouriera. W przypadku przedtuzenia parzystego mamy b, = 0 dla n =
1,2,... natomiast

2 [T 2 [T
ap = / f(z) dz, an = / f(x) cosnx dx, (8.19)
T Jo T Jo
za$ rozwiniecie jest nastepujace
a o0
f(z) = ?0 + ) apcosnz (8.20)
n=1
rozwiniecie to nazywamy rozwinieciem funkcji f wzgledem cosinuséw. W przypadku prze-
dtuzenia nieparzystego mamy a, =0 dlan =0,1,2,... natomiast
2 [T )
b, = — f(z)sinnx dx (8.21)
T Jo

rozwiniecie jest natomiast postaci
oo
f(z) = Z by, sin nx (8.22)
n=1

rozwiniecie to nazywamy rozwinieciem funkcji f wzgledem sinusow.

Przyktad 8.12. Rozwinaé¢ w szereg trygonometryczny Fouriera funkcje

f(x):{Qx —nr<r<Tm

0 z=—-mzx=n7

Funkcja jest nieparzysta wiec a,, = 0, za$

2 ™
b, = / 2z sinnx dx
T Jo
Catkujemy przez czesci
2 [T . u=2x v = sinnz 2 x ™ 2 [T
— 2zsinnx dxr = | , =—|——cosnz| + — cosnx dx
7 Jo W=2 wv=-1/ncosnx| = n 0 nJy
2 2 2 & 4 4
=— [—Wcosmr—k — sinnw ] = ——cosnm = —(—1)"!
™ n n 0 n n
zatem

(_1 n+1

flz) = 42 ~———sinnz
n=1

n
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Przyktad 8.13. Rozwinaé w szereg trygonometryczny Fouriera funkcje f(z) = 22 dla
—n < x < m. Funkcja jest parzysta zatem b,, = 0 oraz

2 s
ap = / z? cosnzx dx
0

Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy

T oo u=x> v =cosnz z? ™ 2 [T
x“cosnx dr =| , . = —sinnz| —— rsinnx dr =
0 w =2x v=1/nsinnz n o nJy
— —— -9 T T
u=zx v’ = sinnx x . i n
=1\, =— |=—cosnz| + —sinnz| | =—(-1)
w=1 v=—1/ncosnz n n n

Stad a, = %(—1)” oraz

12 = A4(-=1)"
f(:n)—3+nz:1 3 cosnz

Korzystajac ze wzoréw Eulera szereg trygonometryczny Fouriera mozna zapisaé w
postaci zespolonej, zwanej zespolonym szeregiem Fouriera.

Jezeli funkcja f spelnia w przedziale (—I,l) warunki Dirichleta, to jest rozwijalna w
tym przedziale w zespolony szereg Fouriera

m .
f(t) = Z eJTCn, (8-23)
gdzie
1 /! iz
Cn = 5[ f(l‘)@ t d.ﬁU, n= O’i17i2’ (824)
-1

Z szeregim zesplonym Fouriera zwiazane sg dwa wazne w zastosowaniach pojecia:
widmo amplitudowe 1 widmo fazowe.
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Pytania do Wyktadu

. Co oznacza, ze szereg jest bezwzglednie zbiezny?

. Poda¢ definicje promienia i przedzialu zbieznosci szeregu potegowego.

Co nazywamy srodkiem szeregu potegowego i dlaczego kazdy szereg jest w swoim
srodku zbiezny?

Jaka role w obliczeniach przyblizonych spetniaja szeregi potegowe Taylora i Maclau-
rina?

Poda¢ warunki Dirichleta gwarantujace zbieznos¢ szeregu trygonometrycznego Fo-
uriera.

Omoéwié¢ sposéb wyznaczania wspotczynnikéw a,, i b, szeregu Fouriera.

Jak sie otrzymuje rozwiniecie funkcji f(z) wzgledem sinuséw lub cosinuséw w szereg
Fouriera w przedziale (0,1)?

Jak sie otrzymuje postaé zespolona szeregu Fouriera?
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8.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 8.1. Wyznaczy¢ promien oraz obszar zbieznosci szeregow

a) ; - Odp. (—2,2), R=2

b) ; P Odp. (—1,1), R=1

c) Zl 4 Odp. (—00,), R = o0

d) nlz" Odp.z=0,R=0
n=1

e) Y A Odp. (4,6), R =1
n=1

Py et Odp. (—00,00), R =0

Cwiczenie 8.2. Znajac rozwiniecie funkcji e® w szereg Maclaurina znalezé rozwiniecie
funkcji z3e*+1.

Odp. > %x"%

n=1

Cwiczenie 8.3. Znajac rozwiniecie funkcji cos xz w szereg Maclaurina znalez¢ rozwiniecie
funkeji cos? z. (Wskazéwka: zauwazyé, ze cos? x = 1(1 + cos 2z)).

1, 1w (2z)%"
Odp. 5 + 3 2 (=1)" 5
n=1
Cwiczenie 8.4. Rozwina¢ w szereg trygonometryczny Fouriera na przedziale (—m,m)

funkcje
(@) 0 dla —m<x<0
€Tr) =
r dlal0<z<<mw

Odp. f(z) =75 — > [(:137;—1 cosna + (—1)+ M}

n
n=1
Cwiczenie 8.5. Rozwinaé¢ w szereg trygonometryczny Fouriera sinusoéw funkcje

)z dlaxe(O,g)
f(x)_{l dlaxé(%,ﬂ')



84

WYKLAD 8. SZEREGI FUNKCYJNE



Wyktad 9

Przeksztalcenie Laplace’a

Przeksztalcenie to zwane takze transformata jest czesto wykorzystywane do obliczen
w przedmiotach specjalistycznych. W wyktadzie podano warunki przy ktérych istnieje
przeksztalcenie funkcji zmiennej rzeczywistej f(t) na funkcje zmiennej zespolonej f(s)
zwanej transformata funkcji. Oméwiono takze wzory i twierdzenia utatwiajace wyznaczenie
transformat Laplace’a tych funkcji.

85
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9.1 Podstawowe definicje i wtasnosci

Przeksztalcenie Laplace’a jest jednym z przeksztatcen catkowych umozliwiajacych efek-
tywne rozwigzywanie wielu zagadnien opisanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi
i czastkowymi a takze niektérych zagadnien opisanych réwnaniami catkowymi. Przeksztal-
cenie Laplace’a jest Scisle zwiazane ze wzorem catkowym i przeksztalceniem Fouriera.
Metoda przeksztalcenia Laplace’a jest obecnie podstawowa metoda operatorowa o naj-
szerszym i wszechstronnym zakresie zastosowan w teorii sterowania i teorii obwodow elek-
trycznych liniowych o parametrach skupionych.

W rozdziale zostang oméwione wybrane uzyteczne w praktyce problemy z podstaw
matematycznych przeksztalcenia Lalpace’a.

Definicja 9.1. Przeksztalceniem Laplace’a funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej nazywamy
funkcje F'(s) zmiennej zespolonej s = x + jy okreslonej wzorem

F(s) = /0 T et (9.1)

gdzie s jest zespolonym parametrem catkowania.

Przeksztalcenie opisane wzorem (9.1)) bedziemy oznaczaé za pomoca operatora £ czyli

F(s) = L[f(®)]- (9-2)

Funkcja F'(s) nazywa si¢ L-transformata funkcji f(t), zas f(t) L-oryginalem funkcji F'(s).

Przeksztalcenie £ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy catka niewlasciwa we wzorze
jest zbiezna.

W praktyce wykorzystuje sie tzw. funkcje wygaszone tzn. spelniajace warunek f(t) =0
dla t < 0. Mozna pokazadé, ze jesli funkcja f(t) jest wygaszona i ciagta w przedziale (0, c0)
z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw niecigglosci pierwszego rodzaju, oraz istnieja takie
liczby rzeczywiste p > 01 M >0, zedlat >0

|f(t)] < Mef*, (czyli funkcja jest wzrostu wykladniczego) (9.3)

wowezas funkcja f(t) jest L-transformowalna i jest oryginalem przeksztalcenia £.
Przedstawione warunki jakie moze speliaé¢ funkcja f(t) sa jedynie warunkami wystar-
czajacymi istnienia transformaty £, bowiem istniejg funkcje L-transformowalne, ktore nie
spelniaja powyzszych warunkéw.
Przeksztalcenie Laplace’a jest przeksztalceniem liniowym, tzn. jezeli istniejg transfor-
maty

LIf)] = F(s) 1 Llg)] = G(s), to L[Af(t) + Bg(t)] = AF(s) + BG(s),  (9.4)

gdzie A, B =const.
Transformate £ wielu funkcji elementarnych mozna wyznaczy¢ obliczajac bezposrednio

ze wzoru ((9.1)).
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Przyktad 9.2. Wyznaczy¢ transformate £ funkcji jednostkowej zdefiniowanej wzorem

0 dlat<o0
1(t) _ at <
1 dlat>0

Mamy
f(t) A
1(t)

B |

Rysunek 9.1: Wykres funkcji Hevside’a.

> b 14" 1
F(s) = / 1(t)e *dt = lim [ e *'dt = lim [—e—st} =-.
0

b—oo J b—o0 S 0 S

Czyli L[1(t)] = % dla Res > 0.
Analogicznie otrzymujemy transformate funkcji f(t) = e~ czyli £ [e‘at] = ﬁ dla

Re(a + s) > 0, gdzie a jest dowolna stala.
Transformaty £ innych funkcji sa podane w tabeli (9.1).

Obliczanie transformat funkcji ztozonych utatwiaja wzory uzyskane z nastepujacych
twierdzen.

1. Twierdzenie o L-transformacie pochodnej funkcji f(t). Jezeli funkcja f(t) oraz jej
pochodne do rzedu (n—1) wlacznie sa L-oryginalami oraz n-ta pochodna jest ciagta
w przedziale (0,00) wéwczas istnieje L-transformata tej pochodnej przy czym

n

LI @)] = s"F(s) =Y s" " f*1(0), (9-5)

k=1
czyli L[f'(t)] = sF(s) = £(0),  L[f"(t)] = s°F(s) — sf(0) — f'(0), itd.
2. Twierdzenie o pochodnej transformaty F(s).
dn

LI f)] = (=1)" -2 F(s), (9.6)
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Tablica 9.1: Transformaty Laplace’a

Przeksztalcenie Laplace’a

1
1. 1(¢ -
(t) .
n!
3 eat 1
s—a
w
4. sin wi —_
sin w R
s
5. t —_
CcoS w P o
a
6. sh at —_
52 —a?
s
7. chat —_
“ 52 —qa?
w
8. | e ¥sinwt | ———MM ——
(s +a)?+w?
s+a
9. | e~ coswt %
(s+a)+w
2 2
§° —w
10. t t —_—
Ccos w 21w
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w szczegblnosci otrzymujemy wzory L[t1(t)] = &, L[t21(t)] =

L] = o

3. Twierdzenie o przesunieciu w argumencie oryginatu f(t).
Jesli
L[f(t)] = F(s), to L[1(t —to)f(t—to)] = e *"F(s) dla ty > 0. (9.8)

4. Twierdzenie o przesunieciu w argumencie transformaty F(s).
Jesli

L[f(t)] = F(s), to L[e=*f(t)] = F(s + a), (9.9)
gdzie a jest dowolng stala.

5. L-transformata calki z funkcji f(t).
Jezeli istnieje transformata L[f(t)] = F(s), to

L [ /0 t f(t)dt] _ %F(s). (9.10)

6. Transformata funkcji okresowey.
Jezeli funkcja f(t) jest L-oryginalem oraz jest funkcja okresowa o okresie T, czyli
f+1T)= f(t), wéwczas

T
F(s)zm gdzie FT(S):/O f(t)e stdt. (9.11)

Przyktad 9.3. Wyznaczy¢ L-transformaty nastepujacych funkcji:
1. f(t)=1(t —a) — 1L(t — 2a).
Poniewaz £[1(t)] = 1, wiec otrzymujemy F(s) = 1e79% — le
2. f(t) = te*! sin 3t.
__d 2 __d 3 __ 6(s—2) coway L lgi —
Mamy F(s) = —& {L[e* sin3t]} = — & [(S_Q)QJFQ] = oo rap Poniewaz L[sin 3t] =
3
249"
3. f(t) = e Hcost.

Poniewaz L[cost]

s+2

wiec otrzymujemy F'(s) = GroE

=
4. f(t) =1(t)sint + 1(t — m)sin(t — 7).

Mamy F(s) = 5271+1 + e 7 5211.
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5. Funkcji okresowej f(t) o okresie T

A da0<t<Z
—A dlaf<t<T

Korzystajac ze wzoru na transformate funkcji okresowej wyliczamy najpierw

% T A sT 2
Fr(s) = A/ e Stdt — A/T e Stdt = 5 (1 - 6_7) ,
0 B

stad

() (553)

Przyktad 9.4. Wyznaczy¢ L-transformaty funkcji.

1. f(t) = tsintl(t).
2. f(t) = etsintl(t).
3. f(t) =1(t—1)sin2(t —1).
4. f(t) =1(t —2) cos3(t — 2).
5. f(t) =1(t)+2-1(t—3) — 1(t —4).
Rozwigzanie. 1. Korzystamy z Twierdzenia o pochodnej transformaty dla n = 1. Po-
niewaz )
Lsint] = o]

wiec otrzymamy

1 1

Fs) = (s—12+1 s2-25+2

3. Korzystamy z Twierdzenia o przesunieciu w argumencie oryginatu. Poniewaz

. 2
L[Sln2t] = m, tO = 1,
wiec
_ L2
f(s)=e

s2 44
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4. Korzystamy z Twierdzenia o przesunieciu w argumencie oryginatu. Poniewaz

L[cos 3t] = 5219’ to =2,
wiec s
f(s) = _25m~
5. Poniewaz £[1(t)] = 1, wiec
f(s) = é + 267382 - 6748% = %[1 +2e73 — 7%
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9.2 Pytania do Wyktadu

1.

2.

Jaka jest definicja przeksztalcenia (transformaty) Laplace?a?
Kiedy taka transformata funkcji f(¢) nie istnieje?

Jaka jest rola funkcji jednostkowej 1(¢) i 1(t — a) przy zapisywaniu oryginalu trans-

formaty?

Poda¢ podstawowe twierdzenia utatwiajace wyznaczanie transformaty i oryginatu
Laplace?a.
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9.3 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
Cwiczenie 9.1. Wyznaczy¢ transformaty funkcji f(t).

a) f(t) =t"e

b) f(t) =tsh3t

c) f(t) =tcost

d) f(t) = e coswt

e) f(t) =sin3(t —2)

f) f(t) = cos4(t — 3)

Cwiczenie 9.2. Narysowa¢ funkcje f(t) i wyznaczy¢ transformate.

a) f(t)Z{

b) f(t) = |sint| (funkcja okresowa)

dla0<t<a

e tt=a) dlat >0

c) f(t)=1() —1(t —2)
d) f(t)=1(t—2)+1(t)
e) f(t) = 1(t) — 21(t — 2) + 1(t — 3)

93
F(s) = (5_:)!n+1
F(S) (52%99)2
2
F(S) = (582 11)2
F(S) (s—at)}‘g-‘,-u.)2
F(s) = —82‘196_23.
F(S) = ﬁe 38.
F(s) = ﬁe‘“s
_ 1 1 —TSs
F(S) 82-‘1-1 11’277«'5
F(s) = % — %6_28
o —2s 1
F(s) = “—;
725+673s
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Wyktad 10

Odwzorowanie odwrotne Laplace’a

Podano metody wyznaczania oryginatu transformaty dla réznych wystepujacych w
praktyce postaci transformaty f(s). W przypadku biegunéw funkcji f(s) oryginal wyzna-
cza sie korzystajac z residuum pewnych wyrazen zawierajacych transformate. W wyktadzie
wprowadza sie takze definicje splotu i jego transformate.

95
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10.1 Przeksztalcenie odwrotne Laplace’a

Definicja 10.1. Jezeli istnieje L-transformata funkcji f(t) réwna F(s), wéwczas prze-
ksztalcenie odwrotne jest okreslone wzorem

c+joo
(1) 1/ F(s)etds, (10.1)

B 27Tj —joo

przy czym catkowanie odbywa sie w ptaszczyznie zmiennej zespolonej s po prostej Re s = c.
Przeksztalcenie odwrotne oznaczamy operatorem L1,

Jezeli transformata F'(s) jest funkcja holomorficzna w pdélplaszczyznie Res > ¢ oraz
posiada skoniczong liczbe n biegundéw w pélptaszczyznie Res < ¢ woéwcezas korzystajac
z wlasnosci calki z funkcji zmiennej zespolonej oryginal f(¢) mozna wyliczy¢ ze wzoru

f(t) = Z res F(s)e®. (10.2)
P S=S
Jezeli biegun si jest k-krotny to
res F(s)e = 1 lim ﬂ [F(s)e“(s —$ )k] (10.3)
s=sk T (k= 1) sosi dshT Mol '

W szczegdlnodei jezeli sp jest biegunem jednokrotnym funkcji F'(s) wowczas

f(t) = lim [F(s)e™ (s — so)] . (10.4)

S—S0
W zastosowaniach czesto transformata funkcji f(¢) jest funkcja wymierna

_ L)
©) =15

(10.5)

gdzie L(s) jest wielomianem stopnia m, zas wielomian M (s) jest wielomianem stopnia n
oraz m < n. Jezeli wielomian M (s) posiada tylko jednokrotne pierwiastki sy, k =1,2,...,n
wowcezas funkcja F'(s) posiada takze n biegunéw jednokrotnych w s;. Mozna wowczas wy-
kazaé (jest to Twierdzenie o rozkladzie), ze

OEDY ]\%fﬁ:)eskt. (10.6)
k=1

Jezeli transformata F'(s) posiada bieguny zespolone s; = x1 + jy1 1 S2 = 22— jya2, wOwczas
suma residuum w tych biegunach jest réwna 2 razy czes$¢ rzeczywista residuum w biegunie
s1 = x1 + jy1, czyli

f(t) =ress, [F(s)e®] +res [F(s)e®] = 2Re {res [F(s)e™] } . (10.7)

52 S1
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Przyktad 10.2. Wyznaczy¢ oryginal transformaty

(s—1)(s2+1)
Transformata posiada bieguny jednokrotne dla s; = 1, so = j i s3 = —j. Mozna

skorzystac z twierdzenia o rozkladzie.
Mamy L(s) = s, L(1) = 1, L(j) = j, M(s) = (s — 1)(s®> + 1), czyli M'(s) =
(s2+ 1)+ (s —1)2s, stad M'(1) =2, M'(j) = (j — 1)2j = —2(j + 1).

f(t) = %etl(t) +2Re {_2(;4_ 1)€jt:| =

_ %etm) _ %Re [ + 1)(cost + jsint)] =
= %etl(t) - % [cost — sint] 1(¢).

2. F(s) = m Transformata posiada dla s = —2 biegun jednokrotny, dla s; = 1
biegun dwukrotny. Stad

st

| ‘ d est
1= Jim, -+ i 5] -

[e™ + (3t — L)e™ "] 1(2).

O =

3. F(S) = ﬁe_%

Poniewaz w transformacie wystepuje funkcja wykladnicza e=3%, to w oryginale f(t)
bedzie wystepowaé przesuniecie w argumencie oryginatu o wartoéci tg = 3. Obli-
czamy najpierw

} = lim i [esq =te '1(t).

Stad
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Przyktad 10.3. Wyznaczy¢ oryginal.

N .
L 1(s) = ap-nem-

N
Y

() = t=673)°

se”2s
() = =67

w
|

7 1
4 () = e
Rozwigzanie. 1. Rozkladamy funkcje f(s) na utamki proste

s2—4 A E C Ds+ E

s2(s—1)(s2+2) 87+3+s—1+32+4'

Po sprowadzeniu do wspélnego mianownika, uporzadkowaniu i poréwnaniu wspot-
czynnikéw przy odpowiednich potegach otrzymujemy ukltad réwnan, ktérego rozwia-
zaniem sg liczby

A:LB:LC:—;,D:%,E:%)
5 5 5
czyli
(s) 1+1 3 1 +2 s +2 1
s)=—=+-—- - - .
2 s 5bs—1 b5s2+4 5s2+4
Stad

f@)=t+1(t) - %et + %coth + %sith.
2. Stosujemy twierdzenie o rozkladzie. Mamy
L(s)=s, M(s)=(s—1)(s+3), M(s)=(s+3)+(s—1)=25+2=2(s+1).
f(s) ma bieguny jednokrotne s; = 1, so = —3. Ponadto
L(s1) =1, M'(s1) =4, L(sy) = =3, M'(s2) = —4,

czyli

f(t) = Z\%ZL et + 1\141522)) et = [1et + 36_3t:| 1(t).

3. Korzystamy z przyktadu 2. oraz wzoru 13.

»

1 3
:| = Zet + 1673t.

LH—
[(s —1)(s+3)
Stad dla tgp = 2 mamy

f(t) = il(t —2)e 7% 4 zl(t — 92)e=3(1-2),
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4. Wielomian M (s) posiada pierwiastki s; = —1,s9 = j,s3 = —j, czyli f(s) posiada
trzy bieguny jednokrotne, w tym dwa zespolone sprzezone. Stad

flt) = ]\I/}/((S;l)) e’ + 2Re ]\35(8822)) et

L(s)=1, M(s)=(s>+1)(s+1), M'(s)=2s(s+1)+ (s> +1),
M/(Sl) :2, M/(SQ):zj(j-Fl) :2j—2.

Stad
1 1 , 1 1
)= e +2Re—— et = ¢t + Re | ——elt| =
f(t) ¢ + e2(j_1)e 5¢ T e[,_le
1 14 1 1
ziet—i-Re - +](cost+jsint)] ziet—§(cost—sint).

5. Wielomian s(s? — 2s + 5) posiada pierwiastki s; = 1 + 24, 5o = 1 — 24, s3 = 0.
L(s)=1, M(s)=s(s>=2s+5), M'(s)=(s>—2s+5)+s(25—2).

M'(0)=5, M'(s1)=1+25)(2+4)—2)=(1+25)4j =4(-2+j).

Stad
L(s1) sie, L(s3) 142/ 1
t) = 2R S1 38 _9Re | —— (1+24)t L0t _
f(t) eM/(Sl)e +M’(33)€ e 4(_2+j)e +5e
= e—tRe ! et 4 11(15) = }et Re | — _j(cos2t+ jsin 2t) | + 11(15) =
T2 | 224 5072 J 5\ =
1

1
= 1—Oet[—2 cos 2t + sin 2t]1(t) + gl(t).

O]

W przypadku kiedy transformata posiada biequny wielokrotne, oryginal wyliczamy
korzystajac z residuum .

Przyktad 10.4. Wyznaczy¢ przeksztalcenie odwrotne £71[f(s)].

(o) — _s+3
1. f(s) = (35—1)2'
Rozwigzanie. 1. Punkt s; =1 jest biegunem dwukrotnym.

B s+3 41 . d [(s+3)e(s— 1)
f(t)_iiﬁ{(s—nf ]_hm{ (s—1)2 B s
= gim[eSt +tes (s + 3)] = e'1(t) + 4te'1(t) = ' (1 + 4t)1(2).

—1

s—1ds
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2. Bieguny dwukrotne dla s; = j, s = —j. Zatem

_ - B . d set(s—4)* | . d sest ]
110 = 21 [ 7(0)| = 2Refim | R | < 2metm |5 <

(e5t + stest) (s + 7)* — se12(s + 7)

= 2Relim, (s + )1 -

— 9Relim (et + stest)(s —}—j) — 2se’t _9Re (et +jt€jt?2j — 2jelt _
5] (s+4)3 (25)3

~ 9Te elt(1 téi_ 2j) _ iRe[ejt(j —t+2)] =

_ %Re[(cost%—jsint)(j —t492) =

= %[—sint—tcost+2cost]1(t).
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10.2 Transformata Laplace’a splotu

Definicja 10.5. Splotem funkcji fi(t) i fao(t) calkowalnych dla 0 < t < oo, nazywamy
funkcje

o(t) = Fu(t) * folt) = /0 () falt — 7). (108)

Uwaga 10.6. Splot funkcji jest przemienny.

Twierdzenie 10.7 (Borela o splocie). Jezeli istniejg transformaty Fi(s) = L[f1(t)] ¢
Fy(s) = L[f2(t)], to zachodzi réwnosé

L) * ()] = Fi(s) - Fa(s). (10.9)

Wyrazenie % f(f fi1(7) f2(t — 7)dT nazywa sie calkq Duhamela. Z twierdzenia Borela
wynika

L [jt Fi(t) % fg(t)} = sFy(s)Fy(s). (10.10)

Twierdzenie Borela o splocie dwéch funkcji utatwia niejednokrotnie wyznaczenie oryginatu
transformaty:.
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10.3 Pytania do Wyktadu

1. Poda¢ metody wyznaczania oryginatu transformaty.

2. Co to jest splot funkcji i jakie ma zastosowania?
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10.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 10.1. Wyznaczy¢ oryginaly transformat.

a) F(s) = orirs F(t) = (e sint)1(1).
b) F(s) = m ft)y =1 (e7" —e3) 1(1).
¢) F(s) = wrm f(t) = (t—sint)1(t).
d) F(s)m f(t) =5 (e72 —e7" 4 3te?) 1(¢).

&) F(s) = g (e 4+ 265 4 3¢ )
f(t) = 1(t — 2)sin(t — 2) + 21(t — 3) sin(t — 3) + 31(t — 4) sin(t — 4).

—s —2s

£) F(s) = 5 + 35 F(t) =1(t — 1)sh(t — 1) + 1(t — 2) ch 2(t — 2).
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Wyktad 11

Metoda operatorowa

Jest to metoda pozwalajaca na rozwiazywanie rownan rozniczkowych rzedu drugiego
niejednorodnych o statych wspoétczynnikach przy zadanych warunkach poczatkowych. Me-
toda ta jest szczegdlnie uzyteczna gdy funkcja wystepujaca z prawej strony réwnania (wy-
muszenie) jest funkcja nieciagla. Nazwa tej metody pochodzi od polskiego matematyka
profesora Jana Milusinskiego (ur.1913 r) ktéry jest twérca metod rachunku operatoro-
wego.
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11.1 Metoda operatorowa rozwigzywania réwnan roéznicz-
kowych zwyczajnych liniowych niejednorodnych

Metoda ta przeksztalca réwnanie rézniczkowe z niewiadoma funkcja x(¢) w réwnanie
algebraiczne, ktérego niewiadoma jest funkcja X (s) = L[z(¢)]. Warunkiem koniecznym
stosowania tej metody jest by wspotezynniki przy niewiadomej x(t) i jej pochodnych bytly
state.

Metoda ta pozwala na wyznaczenie rozwiazania x(t) rbwnania spelniajacego dodatkowe
warunki poczatkowe dla ¢t = 0.

Metode zilustrujemy na przykladzie.

Przykltad 11.1. Wyznaczy¢ funkcje z(t) bedaca rozwiazaniem réwnania rézniczkowego
2 (t) + x(t) = 2cost

oraz spelniajaca warunki poczatkowe

Stosujemy przeksztalcenie £ do obu stron réwnania oznaczajac X (s) = L[z(t)]. Ko-
rzystajac ze wzoréw na transformaty pochodnych otrzymujemy

2X(s) — s2(0) — 2 (0) + X(s) = ;j_l

Korzystajac z warunkéw poczatkowych po dokonaniu prostych rachunkéw otrzymujemy

1 2s

X = .
(5) s2+1 + (s2+1)2

Korzystajac z przeksztalcenia odwrotnego otrzymujemy
xz(t) = (t — 1)sint 1(¢).
Przyktad 11.2. Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe
2" (t) + z(t) = f(1), x(0) = 0,2'(0) = 0,
gdzie
fO)y=1(t)—2-1(t—1)+1(t —2).

Przy transformowaniu prawej strony réwnania skorzystamy z transformaty funkcji
przesunietej w argumencie oryginatu. Mamy

1 2 1
X 2 1) = = — 278 - _—2s
(s)(s*+1) PRI e

czyli
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Poniewaz £~1 [m] = 1(t) — 1(t) cost, wiec korzystajac z transformaty funkcji prze-
sunietej otrzymujemy rozwigzanie
z(t) =1(t) — 1(t) cost —2[1(t — 1) — 1(t — 1) cos(t — 1)] +
+1(t—2) — 1(t — 2) cos(t — 2).
Uzyskali$my rozwiazanie w przypadku, gdy wymuszenie f(t) jest funkcja nieciagta.
Jak wiadomo prawa strona réwnania rézniczkowego przedstawia wymuszenie dziatajace
na uklad, ktére jest czesto nieznana funkcja f(t). Rozwiazanie takiego réwnania ulatwia

wykorzystanie splotu dwoch funkcji.
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego o stalych wspotczynnikach

ax” (t) + b2’ (t) + cx(t) = f(t) (11.1)

z warunkami poczatkowymi z(0) = 2/(0) = 0. Oznaczmy przez X (s) = L[z(t)], F(s) =
L[f(t)]. Transformata lewej strony réwnania po wykorzystaniu warunkéw poczatkowych
réowna sie transformacie prawej strony, czyli mamy réwnanie

Q(s)X(s) = F(s), (11.2)
gdzie Q(s) = as?+bs+c. Otrzymujemy w ten sposéb rozwiazanie réwnania operatorowego
w postaci

X(s) = =——=F(s). 11.3
)= 557 (113
Stad rozwiazenie rownania (11.1)) mozna wyznaczy¢ za pomoca splotu
1
xt:ft*L_l[ ] 11.4
()= )27 | s (114

a nastepnie uzyskiwaé¢ rozwiazanie dla dowolnej funkcji r(t) posiadajacej transformate
Laplace’a.

Podobna metodg mozna otrzymaé rozwigzanie réwnania przy niezerowych warunkach
poczatkowych.

Przyktad 11.3. Dla przykladu rozwiazemy réwnanie
a'(t) + 2(t) = f(t)

z warunkiem poczatkowym z(0) = 1.
Zal6zmy, ze istnieje transformata L[f(t)] = F(s) i L[z(t)] = X (s). Wéwczas stosujac
obustronnie przeksztalcenie £ otrzymujemy réwnanie algebraiczne
1 1

sX(s) =1+ X(s)=F(s), czyli X(s):F(s)S+1 +s—|—1'

Poniewaz £~! {ﬁ] = e~ !, to otrzymujemy z twierdzenia o transformacie splotu rozwia-

zanie
z(t) = f(t)xe 4 et

W ten spos6b mozna otrzymaé tatwo rozwiazanie réwnania dla réznych funkeji f(¢).
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11.2 Pytania do Wyktadu

1. Jakiego typu rownania rézniczkowe mozna rozwigzywaé¢ metoda operatorowa, omo-
wi¢ tg metode.

2. Jak mozna wykorzysta¢ twierdzenie Borela o splocie przy rozwiazywaniu rownania
rézniczkowego?



11.3. CWICZENIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

11.3 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
Cwiczenie 11.1. Rozwiazaé¢ réwnania rézniczkowe.
a) 2(t) +22/(t) =tsint  x(0) =2/(0) = 0.

)
)+ 22/ () + x(t) = €t z(0) = 0,2'(0) = 1.
)
)
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Dodatek A

Przeksztalcenie Z 1 jego wlasnosci

Przeksztatcenie Z utatwia analize uktadéw w ktérych wektory stanu, wymuszen i odpo-
wiedzi sg funkcjami dyskretnymi. W wyktadzie podane sa podstawowe wzory wyznaczajace
przeksztalcenie Z oraz definicje i wlasnosci. Wiele z nich jest analogicznych do przeksztat-
cenia Laplace’a. Przeksztalcenie Z ulatwia wyznaczanie rozwigzan réwnan réznicowych.

111
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A.1 Podstawowe definicje i wlasnosSci

W zastosowaniach czesto w miejscu funkcji f(¢) zmiennej rzeczywistej wystepuja funk-
cje dyskretne f(n) dlan=20,1,2,...

Za pomoca tych funkcji opisane sg uklady dyskretne stacjonarne liniowe w ktérych
sktadowe wektora stanu, wymuszen i odpowiedzi sa funkcjami dyskretnymi.

Analize tych ukladéw ulatwia przeksztalcenie Z zwane takze dyskretnym przeksztal-
ceniem Laplace’a.

Korzystajac z przeksztalcenia Z mozna uzyskaé¢ rozwigzania rownan réznicowych li-
niowych o stalych wspélczynnikach oraz wyznaczy¢ transmitancje dyskretnych uktadéw
liniowych stacjonarnych o dyskretnym wymuszeniu i odpowiedzi.

Definicja A.1. Przeksztalceniem Z funkeji dyskretnej f(n), n = 1,2,... nazywamy funk-
cje F(z) zmiennej zespolonej z zdefiniowana wzorem

F(z) =3 f(n)z (A1)
n=0

Przeksztalcenie Z bedziemy oznaczali symbolem Z, czyli

Funkcje F'(z) nazywamy Z-transformata funkcji f(n), za$ funkcje f(n) dla ktorej istnieje
transformata F'(z) nazywamy Z-oryginalem.

Oczywiscie transformata Z funkcji f(n) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy szereg wy-
stepujacy we wzorze jest zbiezny.

Mozna wykazaé, ze jezeli dla kazdego n = 0,1,2,... funkcja f(n) spelnia nieré6wnosé
f(n) < e, gdzie « jest stala rzeczywista, to funkcja f(n) jest Z-oryginatem. Méwimy
woéwczas, ze funkcja ta jest wzrostu wykladniczego.

Wyznaczanie Z-transformaty funkcji dyskretnej jest niejednokrotnie ktopotliwe.

Transformaty podstawowych funkeji podane sa w tabeli ().

Przy obliczaniu Z-transformat funkcji f(n) wykorzystuje sie zazwyczaj wlasnosci sze-
regu geometrycznego zbieznego.

Przyklad A.2. Wyznaczyé¢ Z-transformate jednostkowej funkeji dyskretnej 1(n).
Funkcja ta jest zdefiniowana wzorem 1(n) =1 dla n > 0.
Mamy

o0
1 1
Z,[l(n)]221%_”:1—1—;—1—?4—...:z_l dla |z| > 1.
n=0

Czyli
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Analogicznie postepujac otrzymujemy wzor Z[a"] = ;= dla |z| > |al.

Przeksztalcenie Z jest przeksztalceniem liniowym. Jezeli istnieja Z transformaty dys-
kretnych f(n) i g(n) oraz A i B sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi, wéwczas

Z[Af(n) + Bg(n)] = AZ[f(n)] + BZ[g(n)].

Definicja A.3. Odwrotne przeksztalcenie Z funkcji f(n) jest okreslone wzorem

! fF(z)z”_ldz,

f(”)zﬁj

gdzie catkowanie jest po okregu o promieniu r takim, ze wewnatrz tego okregu znajduja
sie wszystkie bieguny funkcji F(z).

Przeksztalcenie odwrotne wzgledem przeksztalcenia Z oznaczamy za pomoca operatora

Z-1.
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A.2 Transformaty Z funkcji przesunietych

Jezeli f(n) jest Z-oryginalem, k dowolng liczba naturalna to transformata Z funkcji
f(n + k) przesunietej w lewo o k wzgledem f(n) wyraza si¢ wzorem

2[f(n+ k)] Z f(n (A.2)

W szczegélnym przypadku, gdy f(0) = f(1) =... = f(k—1) = 0, to wzér upraszcza sie
do postaci

Z[f(n+ k)] = 2"F(2).
W przypadku przesuniecia funkcji dyskretnej f(n) w prawo o k wzgledem n czyli f(n—k)
wowczas

Z[f(n— k)] = _kF( );
przy zalozeniu, ze f(—1) = f(-2)=...= f(-k) =

A.3 Transformaty Z sumy i réznicy

Definicja A.4. Réznica pierwszego rzedu funkcji dyskretnej f(n) nazywamy réznice

Af(n) = f(n+1) = f(n).
Analogicznie réznica n-tego rzedu nazywamy réznice pierwszego rzedu z réznicy (n — 1)-
rzedu, czyli
A" f(n) = A [A" L f(m)]
Korzystajac z transformaty Z funkcji przesunietych mozemy obliczyé¢ transformate
réznicy pierwszego rzedu.
Wykazemy, ze jezeli transformata Z[f(n)] = F(z), to

2[Af(n)] = (z = DF(z) - 2(0).

Mianowicie ze wzoru (A.2)) wynika, ze

2[Af(n)] = 2[f(n+ )] = 2[f(n)] = 2F(2) = 2 (0) = F(2) = (z = DF(2) — 2f(0).

Analogicznie przeliczajac otrzymujemy wzory

2[A?f(n)] = (2 = 1)*F(2) = 2(z = 1) f(0) — Af(0),

Za$ dla réznicy k-tego rzedu otrzymujemy wzér
ZIARf(n)] = (2 = 1)"F(2) - zZ DA (0),

oraz w przypadku zerowych warunkéw poczatkowych Al f(0) = 0, dlai =0,1,2,...,(k—1)
otrzymujemy wzér na transformate Z k-tej réznicy

2[AFf(n)] = (2 — 1)V F(2).
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A.4 Transformata Z splotu funkcji dyskretnych

Definicja A.5. Splotem funkji dyskretnych fi(n) i fo(n) nazywamy funkcje dyskretna

okreslong wzorem
k—1

fi(n) * fa(n) =Y fi(n — i) fald).

1=0

Splot jest przemienny, tzn. fi(n) * fa(n) = fa(n) * fi(n).
Mozna wykazaé, ze jezeli Z[f1(n)] = Fi(z) oraz Z[fa(n)] = Fa(z), to transformata Z
splotu réwna sie iloczynowi transformat, czyli

Zlf1(n) * fa(n)] = Fi(2) Fa(2).

A.5 Twierdzenia o wartos$ciach granicznych
Mozna wykazaé, ze warto$é poczatkowa f(0) funkeji dyskretnej f(n) spelnia zaleznosé

f(0) = lim f(n) = lim F(z)

n—oo Z—00

oraz, ze wartos¢ koncowa f(oo) funkcji dyskretnej f(n) spelnia zaleznosé

f(o0) = lim_ f(n) = lim (=~ 1)F ().

n—oo
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A.6 Metody wyznaczania oryginatu f(n) dla danej transfor-
maty F(z)
Najczesciej stosowane sg metody

e metoda oparta na twierdzeniu o rozkladzie stosowana w szczegélnym przypadku,
gdy transformata F'(z) jest funkcja wymierna, spelniajaca dodatkowe warunki,

e metoda odwrotnego przeksztalcenia Z wykorzystujaca residua funkcji zmiennej ze-
spolonej z.

Metoda oparta na twierdzeniu o rozktadzie

Rozpatrzmy transformate funkeji dyskretnej f(n) w postaci funkcji wymiernej

bedaca iloczynem dwoch wielomianéw. Zakladamy, ze stopien wielomianu L(z) réwny m,
jest nie wyzszy od stopnia wielomianu M (z) réwnego n, (n > m) oraz ze wielomian M (z)
ma pierwiastki z;, ¢ = 1,2,...,n tylko jednokrotne i rézne do jednoéci.

Woéwczas mozna wykazaé, ze oryginal f(n) transformaty F(z) wyraza sie wzorem

F(n) = ; ]\IJ’((ZZ)) 1, (A.3)

Natomiast w przypadku kiedy wielomian M (z) posiada jeden pierwiastek réowny jed-
nosci czyli M(z) = (z — 1)M;(2), to

Ly - L&) -
) =380 * & G Do (A4

_ 222
T (243)(2—2) "
Zastosujemy wzor (|A.3]). Transformata posiada dwa bieguny jednokrotne z; = 2 i

zZ9 = —3.

Przyklad A.6. Wyznaczy¢ oryginal transformaty Z(z)

L(z)z2" ' = (22 = 2)2",  L(2)2nt =27, L(=3)(=3)" ! =7(=3)""1,
M'(2) = (2—2)+ (2 +3), M'(2) =35, M'(—3) = —5.

Stad

czyli ciag wartosci f(1) = =22, f(2) = 2L, f(3) = —11, ...
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Przyklad A.7. Wyznaczy¢ oryginal transformaty Z(z) = %.
Zastosujemy wzér (A.4). Transformata posiada dwa bieguny z; = 11 29 = 3.
L(z)z" 1 =621 L(2)2n 1 =6.2"" L( ) =6,
M(Z)Z(Z—l)Ml(Z)a M(z) = z -2, My(1) = —
Mi(z) =1

Stad
f(n)=—-64+6-22.2""1 = 646.2""

ciag wartosci f(1) = 18, f(2) =42, f(3) =90, ...

Przyklad A.8. Wyznaczy¢ funkcje dyskretna X (n) bedaca rozwigzaniem réwnania réz-
nicowego
X(n+2) +X(n) =0,

i spelniajaca warunki X (0) =1, X(1) =
Oznaczmy przez Z[X (n)] = z(z) stosumc przeksztalcenie Z do réwnania i wykorzystu-
jac warunki otrzymujemy

22x(2) — 22X(0) — 2X (1) + 2(2) = 0,
stad
z(2) (22 +1) = 2% + 2,

czyli
22 z
#(z) = 22+1+22—|—1'

Korzystajac z tablicy transformat otrzymujemy funkcje dyskretna

== - - .
X(n) COS2’I’l+C082n

Metoda odwrotnego przeksztalcenia Z

Przypomnijmy, ze oryginal transformaty Z mozna wyliczy¢ za pomoca catki

1 n—1
Fn) = 2P ()] = g § P e
Calke te mozna obliczy¢ korzystajac z wlasnosci catki funkcji zmiennej zespolonej w
przypadku, gdy funkcja F'(z) posiada skonczona liczbe biegunéw wewnatrz i na brzegu
konturu C.
Jezeli wiec funkcja F'(z) posiada bieguny z;, i = 1,2, ..., k w ktérych ma odpowiednio
residua, to

k
= ngs [F(z)2" 1]

i=1 "
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z

Przyklad A.9. Wyznaczy¢ oryginal transformaty F(z) = (E=IEE=E
Funkcja ta posiada dla z; = 2 biegun dwukrotny oraz dal z3 = 4 biegun jednokrotny.
Stad

z-zn1 z-zn1
fo) =1 ey TS e )
| d | 2" 2"
= [1m [ —
2=2dz |z —4 z—4 (Z — 2)2
i ™ 2z —4) - 2" N 4n
= lim —
z—2 (Z — 4)2 4
n-2"1(=2) —2n 4n
= 1 =
1
— _p.on on 4n—1
1" 12 7
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Tablica A.1: Przeksztalcenie Z

Przeksztalcenie Z ‘

z
z—1
zsin 8

22 —2zcosf3+1

22 — zcos B

22 —2zcosB+1

z

z — el
z

5 1 n
(n)a P
1

6. | 1(n—1)a™ !
(n—1)a po—]

Tablica A.2: Przeksztalcenie Z réznic

’ Przeksztalcenie Z

1| Af(n) (z = DF(z) = 2(0)
2. [ A%f(n) (z = 1)’F(z) — 2(= = 1)/(0) — 2Af(0)

3: A™f(n) | (z —1)"F(z) gdy A'f(0) =0dlai=1,2,...

,n—1

A.7 Wzory podstawowe przeksztalcenia Z

Wzory na réznice

L Af(n)=f(n+1) - f(n)

2. A%f(n) = f(n+2) —2f(n+1) + f(n)

3. A3f(n) = f(n+1)=3f(n+2)+3f(n+1) — f(n)
4. A™[f(n)] = A[A™ T f(n)]

Wzory na przesuniecia

L 2[f(n+k)] = 2FF(z) - kil f(n)zF~1 — przesuniecie w lewo

119
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3. 20f(n+2)] = 22F(2) — 22/(0) - 2f(1)

4. 2[f(n+ k)] = 2"F(2) dla f(0) = f(1)=...= f(k—1)=0

5. Z[f(n — k)] = 2 *F(z) — przesuniecie w prawo, f(—1) = f(=2)=... = f(=k) =0
Przeksztalcenie odwrotne

Jezeli F((z) = Z[f(n)], to

fn) = Zres[F(z)z”_l] zi, 1 =1,2,... k bieguny F(z).



Dodatek B

Calka powierzchniowa

121
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B.1 Calka powierzchniowa niezorientowana funkcji skalar-
nej

Rozpatrzmy powierzchnie S gladka o réwnaniu F'(z,y, z) = 0. Niech na powierzchni S
bedzie okreslona ciagla funkcja f(M), M(z,y, z). Calka powierzchniowa niezorientowana
funkcji skalarnej f na powierzchni S jest liczba okreslona symbolem

[ ran as
s

ktorej istnienie i wartosci sa wyznaczone przez funkcje f i powierzchni¢ S. Tradycyjnie
mozna te catke zdefiniowaé jako granice odpowiedniego ciggu sum catkowych ciggu normal-
nego podzialéw powierzchni, gdy $rednica podziatu dazy do zera. Jezeli ptat powierzchni
S jest okreslony réwnaniem z = g(z,y), przy czym g(x,y) jest funkcja ciagla w jednospdj-
nym obszarze domknietym D plaszczyzny Oxy i jezeli D jest jednoznacznym rzutem plata
powierzchni S na plaszczyzne z = 0, to caltke powierzchniowa niezorientowana funkcji f
obliczamy ze wzoru

J[ sz ds= [[ 1w gtely/ U+ loate ) + Loy (o, )P dody
S D

czesto zapisujemy wygodna réwnosé

ds = /1 + [ou(e, ) + [gy (. 9)] dady.

Jezeli funkcja podcatkowa f(z,y,z) = 1 na placie S to calka powierzchniowa niezo-
rientowana wyznacza pole ptata S, czyli

\sy:é/ ds.

Jezeli funkcja f(z,y, z) wyznacza gesto$¢ powierzchniowa materii rozlozonej na placie
S to catka powierzchniowa niezorientowana z funkcji f wyznacza mase catkowita ptata S.

Przyktad B.1. Obliczy¢ catke
//(x+y+22) ds,
S

gdzie S jest czescig plaszezyzny x +y+ 2 =3,dlax >0,y > 0,2 > 0.

Przypomnijmy, jezeli powierzchnia jest o rownaniu z = g(z,y), to ds = /1 + (g2)2 + (gy)? dzdy
lub ds = \/1+ (25)% + (2y)? dzdy.
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Mamy
z2=3-x—y, zz=-1, zy=-1,
stad
0<z<3
=V1+1+1dedy=+3daxdy, D: ==
0<y<3-z
czyli

//@+y+2@dy://u+y+%3—x—wh@dwy:
S D

3—x

/D/(ny)\/gdxdy\/go/gdxo/@x =

3

:\/ﬁ/[6(3—93)—:1:(3—3:)—;(3—93)2] dz = 18V/3.
0

Przyklad B.2. Obliczy¢ pole czesci plata o réwnaniu z = /22 + 92, dla 0 < z < 1,

0<y<u=.
P
Y2
drdy =
[/¢ ﬂ+y_+ﬁ+y e
:\/ﬁ// dmdyZﬁ/dx/dy:
D 0 0

I 1
-3 [em=val| =
0

2, 27
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B.2 Caltka powierzchniowa zorientowana sktadowej normal-
nej wektora

Rozwazmy gladki ptat powierzchniowy S o réwnaniu z = f(x,y), (z,y) € D. Plat
ten mozemy zorientowacé rozrézniajac dwie jego strony: ujemna i dodatnia. Zorientowanie
plata S dokonuje si¢ poprzez ustalenie kierunku wektora prostopadiego do S. W ten sposéb
w kazdym punkcie ptata S jest okreslony wersor 77 = [cos a, cos 3, cosy] o zwrocie zgodnym
do wektora prostopadtego do S.

Rozpatrzmy w kazdym punkcie ptata S wektor

%
W(M) = [P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, 2)]
i utworzmy iloczyn skalarny
%
Woii=Pcosa+ Qcosf + Rcosy=W,,

%
gdzie W, jest rzutem wektora W na kierunek 7.
Calke powierzchniowa zorientowang oznaczamy symbolem

//W/oﬁds://Wn dsz//[PCOSO(_'_QCOSB‘i_RCOS’Y] ds.
S S

S

%
Calka ta wyznacza strumien wektora W przez powierzchnie ptata S.
Calke te mozna takze zapisa¢ w postaci

//Wnds://dedz+ded:U+Rdacdy.
S

S

Calke te mozna obliczyé¢ wyznaczajac cosinusy kierunkowe plata o réwnaniu z = f(x,y) =
0 ze wzorbéw

_fa: _fy 1

cosqQ = ——————, COSf=—F———=, 08y = —F———-——.
f24+2+1 [P+ f2+1 f2+f2+1

B.3 Posta¢ wektorowa twierdzen catkowych

Twierdzenie Stokes’a

Niech w pewnym obszarze V jest dana dowolna krzywa K regularna zamknieta oraz
wektor W = [P,Q, R], ktérego wspohrzedne sg funkcjami trzech zmiennych klasy C*.
Woéwezas cyrkulacja pola wektorowego po krzywej zamknietej K jest rowna strumieniowi
sktadowej normalnej rotacji tego pola wektorowego W przez zorientowana dowolna po-
wierzchnie S ktorej brzegiem jest krzywa zamknieta K. Mamy wiec rownosé

%W/dl://(rotﬁ})oﬁds://mtnﬁ}ds,
K S S
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gdzie 7i = [cos «, cos 3, cos ] jest wektorem normalnym powierzchni S. Stad wniosek, jezeli

pole wektorowe jest bezwirowe, czyli rot W = 0, to cyrkulacja w tym polu po dowolnej
krzywej zamknietej réwna sie zeru.
Postaé analityczna twierdzenia

dex—FQdy—i—Rdz:
K

= //[(Ry —Q:)cosa+ (P, — Ry)cos f+ (Qp — Py) cosv]| ds,
S

gdzie R, = %—g itd. odpowiednie pochodne czastkowe.

Szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Stokes’a jest twierdzenie Greena na plaszczyz-
nie. Dotyczy ono przypadku, gdy mamy krzywsa plaska L zamknieta, zorientowana do-
datnio i ograniczajaca obszar jednospdjny D przy czym w obszarze jest dany wektor

= [P, Q], ktérego wspotrzedne sa funkcjami dwéch zmiennych klasy C! w obszarze D
i na brzegu L. Woéwczas zachodzi réwnosé

fpdeery://D[Qx—Py] dady.
L

Jezeli wyrazenie P dx + @) dy jest rézniczka zupelng to @, = P,, tym samym cyrkulacja
w takim polu wektorowym jest rowna zeru.

%
Przyklad B.3. Obliczyé cyrkulacje pola wektorowego W = [x,y, z] wzdluz krzywej za-
mknietej C bedacej brzegiem trdjkata S o wierzchotkach

A(a,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a)

zorientowanym zewnetrznie (cos~y > 0).
Ptat jest czescig plaszczyzny o rownaniu

r+y+z—a=0, 0<z<a, 0<y<a—u=z.

%W/dlz//rotﬁ}oﬁds,
C S

?{xdw—l—ydijzdz://rotWo[ﬁ] ds =0,
s

Twierdzenie Stokes’a

czyli

ﬁ
poniewaz rot W = 0, gdzie

N=[1,1,1], ﬁ_[ ,
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Twierdzenie Greena-Gaussa-Ostrogradskiego

Niech bedzie dany obszar V wypukly ograniczony zamknieta gtadks powierzchnig S
zorientowana zewnetrznie oraz wektor W = [P, Q, R], ktérego wspdlrzedne sa funkcjami
trzech zmiennych klasy C! w obszarze_> V wraz z brzegiem S.

Wowczas strumien wektora pola W = [P, Q, R] przez zamknieta powierzchnie S jest
réwny calce potrojnej z dywergencji wektora pola W rozciagnietej na obszar V.

//Woﬁds:///divﬁ}dv.
S Vv

_>
Bezposrednim Wnios_>kiem z tego twierdzenia jest, ze jezeli pole W jest w obszarze V bez-
zrodlowe, czyli divW = 0, to strumien przez powierzchnie zamknieta S ograniczajaca
obszar V jest rowny zeru.

%
Przyklad B.4. Korzystajac z twierdzenia Ostrogradskiego obliczy¢ strumien wektora W
przez powierzchnie zamknieta S bedaca brzegiem obszaru V zorientowana zewnetrznie.

%
W = [z2, 2%y, y*2]

V: 0<z<1, 0<y<vV1—2z2 0<z<a®+y%

//V-nds—///divﬁ}dxdydz.
S \%

_>
divW = 2+ 2% + ¢, stad

Korzystamy ze wzoru

x24y?
I:/‘//(2+x2+y2)da:dydz:é/ dxdy O/ [z + (2% + y?)] dz =

= // [;(1‘2 +y7)7 + (2" + yQ)Q] drdy = 2//(902 +y%)? dady,
D D

wprowadzamy wspéirzedne biegunowe

r=rcosp, y=rsiny, drdy=rdr, nggg, 0<r<1.

1
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4. — - . — . — — —
/dgo/r rdr 27276, 87r'
0 0
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Dodatek C

Wybrane problemy réwnan
rézniczkowych o pochodnych
czastkowych drugiego rzedu
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C.1 Roéwnania rézniczkowe czastkowe

Liniowym niejednorodnym réownaniem rézniczkowym czastkowym rzedu drugiego z
niewiadoma funkcja u(z,y) nazywamy réwnanie postaci

Az, Y)uze + 2B (2, y)uay + C(2, y)uyy + d(@, y)ue + e(z, y)uy + 9(2,y) = f(2,y)

Jezeli dla (x,y) w pewnym obszarze D, funkcja f(z,y) = 0, wowczas réwnanie jest row-
naniem jednorodnym.

Rozréznia sie trzy typy réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych rzedu dru-
giego:
typ hiperboliczny jezeli B2 — AC > 0 dla (z,y) € D
typ paraboliczny jezeli B2 — AC =0 dla (z,y) € D
typ eliptyczny jezeli B2 — AC < 0 dla (z,y) € D

W zastosowaniach typy: hiperboliczny i paraboliczny opisuja zazwyczaj zjawiska fi-
zyczne zalezne od czasu. Wéwcezas funkcje niewiadoma w zapisuje sie w postaci u(x,t),
gdzie x — zmienna biezaca, za$ t — zmienna czasu.

Zagadnieniem granicznym dla rownania rézniczkowego czastkowego jest zagadnienie
polegajace na znalezieniu funkcji klasy C?, bedacej rozwigzaniem réwnania czastkowego
wewnatrz pewnego obszaru i spelniajaca na brzegu tego obszaru dodatkowe warunki zwane
warunkami granicznymi.

Warunki graniczne mogg by¢ poczatkowe i brzegowe.

Zagadnienie graniczne, w ktérym wystepuja jedynie warunki poczatkowe nazywa sie
zagadnieniem Cauchy’ego. Takie zagadnienie formutuje si¢ nastepujaco:

e dla réwnania typu parabolicznego z niewiadoma funkcja u(x,t) w postaci:
u(z,t)i=0 = ¢(z)
e dla réwnania typu hiperbolicznego z niewiadoma funkcja u(x,t) w postaci:
u(z, t)li=o = (), w(z,t)|i=0 = (z)

Jezeli obszar D jest ograniczony, to na brzegu S tego obszaru mozna sformutowaé rézne
warunki brzegowe. Najczedciej sa to warunki:

Dirichleta postaci u(P) = g(P), gdzie P € S

Neumanna postaci g—Z(P) = g(P), gdzie P € S, oraz % jest pochodng kierunkowa w

kierunku wektora normalnego zewnetrznie zorientowanego wzgledem obszaru D.

Metoda rozwiazywania postawionego zagadnienia brzegowego dla réwnania czastko-
wego zalezy od typu réwnania.
W zastosowaniach najczesciej wystepuja réwnania czastkowe postaci:



C.1.

ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE

. Typ hiperboliczny z niewiadoma funkcja u(x,t) (lub u(z,y,t))

réwnanie falowe u,, — a%utt = f(z,t)  (lub VZu — a%utt = f(z,y,t))
Typ paraboliczny z niewiadoma funkcja u(x,t) (lub u(zx,y, z,t))

réwnanie przewodnictwa cieplnego u,, —u; = f(x,t)

(lub V2u — u; = f(z,9,1))

. Typ eliptyczny z niewiadoma funkcja u(z,y) (lub u(z,y, 2))

réwnanie Laplace’a u,, +uyy =0  (lub VZu = 0)
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