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Stowo wstepne

Celem przedmiotu Matematyka jest dostarczenie studentom aparatu pojeciowego nie-
zbednego w toku studiowania przedmiotéw kierunkowych.

Material wyktadéw i ¢wiczen zawartych w podreczniku OKNA zawiera podstawowe
elementy tych dzialéw Matematyki Wyzszej, ktore moga byé uzyteczne w przedmiotach
specjalistycznych, oraz Dodatki zawierajace, na zyczenie wyktadowcéw innych przedmio-
téw, te dzialy matematyki, ktére nie obowiazuja na egzaminie z Matematyki, ale moga
ulatwié¢ rozwiazywanie probleméw wystepujacych w innych przedmiotach obowiazujacych
na studiach.

Student powinien opanowaé¢ umiejetnos¢ odnajdywania w podreczniku odpowiednich
metod i wzoréw ulatwiajacych rozwiazanie probleméw opisanych modelem matematycz-
nym. Przystepujac do samodzielnego opanowania materiatu nalezy staraé sie zrozumieé
role podanych definicji i wzoréw utatwiajacych rozwiazywanie zadan i ustali¢ relacje mie-
dzy nimi. Jest to bardzo przyjemny proces w wyniku ktérego mozna samodzielnie rozwia-
za¢ umieszczone na koncu rozdziatu zadania uzyskujac wynik zgodny z podang odpowie-
dzig.

Egzamin z Matematyki polega na sprawdzeniu czy student potrafi rozwiazaé dosy¢
trudne zadania korzystajac z wydruku podrecznika umieszczonego na stronie przedmiotu
oraz z tabeli wzoréw odpowiednich dzialow objetych egzaminem.

Studiujac samodzielnie mozna korzystaé z literatury uzupetniajacej, pamigtajac jednak
ze moga wystepowaé rézne metody i oznaczenia rozwigzywania zadan.

Pomoca w opanowaniu systematycznym obowiazujacego do egzaminu materiatu sa
zajecia stacjonarne na ktorych wyktadowca omawia trudniejsze zadania i wyjasnia watpli-
wosci w postaci indywidualnych konsultacji.

Przedmiot Matematyka jest realizowany w dwéch poétsemestrach. Egzamin mozna zda-
waé w dwbch czesciach, po kazdym pélsemestrze, lub z catoéci materialu po calym seme-
strze.

Szczegbdlty dotyczace zawartosci materiatu po kazdym pédtsemestrze terminy zajeé sta-
cjonarnych oraz zasady zaliczenia zostana podane w pliku na stronie Matematyka pod
nazwa Zaliczenie przedmiotu.

Zyczymy wytrwaloéci i satysfakeji z trudnych ale ciekawych studiéw.

Zespotl prowadzgcych przedmiot Matematyka
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Wyktad 1
Ciagi 1 szeregi liczbowe

Ciag liczbowy jest funkcja ktora kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe
rzeczywista. Za pomoca ciggéw mozna zapisa¢ np. wyniki do$wiadczen. Wazna cecha cia-
gbw jest zbieznosé, ktérej istnienie sprawdzamy poprzez obliczanie granicy n-tego wyrazu
ciagu przy n dazacym do nieskonczonos$ci. W praktyce stosuje sie kilka prostych metod
wyznaczania granicy ciagéw. Na bazie wyrazow ciggu liczbowego buduje sie szereg licz-
bowy, ktory jest sumg nieskonczonej liczby wyrazow ciggu. Suma ta moze by¢ liczba skon-
czona, wowczas mowimy, ze szereg jest zbiezny, lub nieskonczona. Czasem suma ta moze
nie istnie¢. W wyktadzie podany jest warunek konieczny zbiezno$ci szeregu oraz kryteria
sprawdzajace czy szereg jest zbiezny.
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1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Definicja 1.1. Ciag liczbowy jest funkcja, ktoérej dziedzing jest zbiér liczb naturalnych N
natomiast wartosciami liczby rzeczywste (lub zespolone jesli rozpatrujemy ciagi o warto-
Sciach zespolonych).

Liczbe rzeczywista przyporzadkowang liczbie naturalnej n, oznaczamy przez a, i na-
zywamy n-tym wyrazem ciagu, za$ ciag oznaczamy symbolem {a,}. Aby okresli¢ ciag
podajemy wzér na n-ty wyraz ciagu, czyli a,,.

Przyktad 1.2. a) a,= % czyli a1 =1,a0 = %,ag = %, -
b) ap, =(—-1)" czyli a3 =-1,a2 =1,a3=—1,...
Aby utworzy¢ a,41 wyraz ciagu nalezy zastapi¢ wystepujaca w a,, liczbe n przez n+1.

Przyktad 1.3.
_2n+1 2n+1)+1  2n+3

“3n+2 T 3mt1) 2 3n+5

Gn

Ciag ma interpretacje geometryczna na plaszczyznie OXY, jako zbiér punktéw (n, a,,).
Ciag moze by¢:

a) rosnacy jezeli an41 > a, dla kazdego n € N.

b) niemalejacy jezeli ap+1 > a, dla kazdego n € N.
c¢) malejacy jezeli an41 < ay, dla kazdego n € N.

d) nierosnacy jezeli a1 < a, dla kazdego n € N.

Ciag jest monotoniczny, jezeli spelnia co najmniej jeden z powyzszych warunkow,
z tym, ze cigg rosnacy jest takze niemalejacy, zas ciag malejacy jest takze nierosnacy.
Ciagi rosnace i malejace nazywamy Scisle monotonicznymi. Ciggi ktére nie sa monotoniczne
nazywamy niemonotonicznymi.

Przyktad 1.4. Zbadaé monotonicznosé ciggu

_2n+1
C 3n+2

an
mamy

~2n+3 2n+1  (2n+3)Bn+2)-(Bn+5)(2n+1)
3n+5 3m+2 (3n+5)(3n +2) N
1

- (3n+5)(3n + 2) >0

an4+1 — Qn

dla n € N. Oznacza to, ze ant+1 — an > 0 tzn. apy1 > a,. Ciag jest zatem rosnacy.
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Przyktad 1.5. Zbada¢ monotonicznos$é ciagu
an, =n®—12n+ 36
Rozwigzanie. Mamy a,1 = (n+1)2 —12(n + 1) + 36 = n? — 10n + 25, tak wiec
Uni1 — ap =n? —10n 4 25 — (n? — 12n + 36) = 2n — 11

dla n <5 jest ap4+1 < a, natomiast dla n > 6 mamy a,+1 > a,. Oznacza to, ze ciag nie
jest monotoniczny. ]

Ciag jest ograniczony z gory jezeli wszystkie jego wyrazy sa mniejsze (lub réwne) od
pewnej liczby M.

Ciag jest ograniczony z dolu jezeli wszystkie jego wyrazy sa wigksze (lub réwne) od
pewnej liczby M.

Ciag jest ograniczony jezeli jest ograniczony z gory i z dohu.

Wiérédd ciagow liczbowych wyrdznia sie dwa szczegdlne rodzaje ciagéw: ciagg arytme-
tyczny oraz ciag geometryczny.

Cigg arytmetyczny (a,) jest to ciag liczbowy ktérego wyrazy spelniaja warunek
Gn41 — an = 1 dla kazdego n € N gdzie r # 0 jest pewna ustalona wartoscia zwana réznicg
ciagu. Dla ciaggu arytmetycznego zachodza nastepujace zaleznosci

an-1+a
anp=a;+ (n—1)r an:7n1; ntl
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego > ,_, aj wyraza si¢ wzorem

S, = “ ;ann Iub S, =

201+ (n—1)r
—y "

Cigg geometryczny jest to ciag ktérego wyrazy spelniaja warunek

an+41
an,

=q dla neN

gdzie q # 1 jest ustalong liczba zwang ilorazem ciagu. Zachodza nastepujace zalezno$ci

n—1
an = ai1q

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu wyraza sie wzorem
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Granica ciggu
Liczbe a nazywamy granicg ciggu {ay}, co zapisujemy

lim a, =a
n—oo

jezeli kazde otoczenie liczby a zawiera prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Jest to réwnowazne nastepujacemu zapisowi: dla kazdego € > 0 prawie wszystkie wy-
razy ciagu spelniaja nier6wnosé |a, —a| < e. Jezeli ciag {a, } posiada granice skonczona to
moéwimy, ze ciag jest zbiezny. Ciag, ktory nie jest zbiezny nazywamy rozbieznym. Mozna
wykazaé¢ nastepujace

Twierdzenie 1.6. Kazdy cigg zbiezny jest ograniczony.
Twierdzenie 1.7. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
Wiéréd ciaggdéw rozbieznych wyrdézniamy takie ktore sa rozbiezne do +oo lub —oo, czyli

lim a, = o0 lub lim a, = —
n—oo n—o0

Wyznaczanie granic ciagéow utatwia nastepujace twierdzenie
Twierdzenie 1.8. Jezeli ciggi {an},{bn} sa zbiezne oraz

lim a, =a lim b, =b
n—oo n—o0

to mamy nastepujgce rownosci
a) lim (ap, £by) =a+b
n—oo

b) lim (apb,) = ab

n—oo
. an @
¢) lim — = —
n—oo by, b

gdy b, # 0 dla kazdego n € N oraz b # 0.
Przy obliczaniu granic moga wystapi¢ wyrazenia nieoznaczone

oo 0

=, =, 0-00, o’ 0° 1% oo0-—o0.

oo 0
W tym przypadku nie mozna powiedzie¢ nic o zbieznosci ciggu. Stosujac odpowiednie
przeksztalcenie wyrazu ogdlnego a,, ciaggu, mozna niejednokrotnie uwolnié¢ sie od wyrazenia
nieoznaczonego.

Jezeli a,, jest funkcja wymierna to wystarczy podzielié¢ licznik oraz mianownik przez n
wystepujace w najwyzszej potedze mianownika.
n?—1 -5 1

Przyklad 1.9. lim ——— = i n? _
rzykla a)nggognhrl nl_{gong# 3
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3 S0
b) lim nt = lim 2—2% = — =
n—oon2 — 1 n%ml_# 1
319 ’I’L2—|—2
c) lim =2 — fim 1”:E:oo
n—oo N — 1 n—00 1_5 1

Zauwazmy, ze jezeli stopien wielomianu w liczniku jest réwny stopniowi wielomianu
w mianowniku, to granica jest rowna ilorazowi wspélczynnikéw przy najwyzszej potedze.
Jezeli stopien wielomianu licznika jest mniejszy od stopnia wielomianu mianownika to
granica jest rowna 0. Jezeli stopien wielomianu licznika jest wigkszy od stopnia wielomianu
mianownika to granica jest réwna oo lub —oo. Przy obliczaniu granic czesto korzystamy
z nastepujacych wzoréw

1 n
lim Ya=1, lim {n=1, lim <1+) =e
n— o0 n—oo n

n—oo

gdzie e = 2,718 ... jest liczba niewymierna natomiast a € R;. Logarytm o podstawie e
nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy log, z = Inz.

Przyktad 1.10. Wyznaczy¢é granice ciagu
hm (\/n +4 —+/n).

Rozwigzanie.

N ez B Vi e
Jim (v +4 \f)—nlﬁoo W-f—f

lim ———— =
n—00 \/n—+-4—|—\/ﬁ

O
Przyktad 1.11. Wyznaczy¢ granice ciaggu
y [9n? +1
nl_}l’{.lo 7’L2 + 4 ’
Rozwigzanie.
9n? +1 9+ ¢
lim n2 Tl lim ’f =3.
O

Przyktad 1.12. Wyznaczy¢ granice ciaggu

. n
lim Vni.
n—oo
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14
Rozwigzanie.
lim Vnt = lim ({/n)! = (lim ¢n)!'=(1)* = 1.
n—oo n—oo n—oo
O
Przyktad 1.13. Wyznaczy¢ granice ciaggu
2 n
lim (l + ) .
n—o00 n
Rozwigzanie.
n 2.2 1\ 31° ,
lim (1‘1') = lim <1+n> = lim (1—|—n> —e
n—o00 n—00 B n— 00 5
O

Przyktad 1.14. Wyznaczy¢ granice ciggu

1 —n+1
lim <1 + ) .
n—oo n

1\ ! 1\ 1
lim (1—1—) = lim <1—|—> <1+>=
n—00 n n—oo n n

1\"1! 1
= lim [<1+>] l=et=2.
n—oo n e

Rozwigzanie.
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1.2 Szeregi liczbowe

Rozpatrzmy ciag liczbowy {a,, } ktéry moze by¢ zbiezny lub rozbiezny. Z wyrazéw tego
ciggu tworzymy nowy ciag sum czesciowych o wyrazach

n

Sn:a1+a2+...+an:Zan.

n=1

Ciag sum czesciowych nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy symbolem

(o]
Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

Szereg liczbowy > > | a, nazywamy zbieznym jezeli ciag sum czeSciowych {Sy, } jest zbiezny.
Granice
S = lim S,

n—oo

nazywamy sumgq szeregu. Jezeli granica ciagu {S,} nie istnieje (lub réwna si¢ +o00) to
szereg nazywamy rozbieznym. Niestety tylko w szczegdlnych przypadkach mozna wyka-
za¢ zbiezno$é lub rozbieznosé szeregu poprzez badanie granicy ciagu {S,}. W praktyce
korzysta sie z warunku koniecznego zbieznosci szeregu tzn. jesli szereg jest zbiezny to

lim a, =0

n—oo
Wynika stad, ze jesli li_)m an # 0 to szereg jest rozbiezny. Nalezy podkredli¢, ze spelnienie

n o

warunku koniecznego zbieznosci szeregu nie gwarantuje zbieznosci szeregu.
Przyktad 1.15. Rozpatrzmy szereg
oo
1
P
n
n=1
ktory nazywamy szeregiem harmonicznym. Mozna pokazacé, ze jest to szereg rozbiezny.

Natomiast

lim ap, = lim 1/n=20
n—oo n—oo

tzn. szereg spetnia warunek konieczny zbieznosci szeregu.

Wygodnym narzedziem sprawdzania zbieznosci szeregdw sa kryteria zbieznosci. Kry-
teria zbiezno$ci ulatwiaja stwierdzenie czy dany szereg jest zbiezny czy rozbiezny. Ich
wada jest jednak to, ze w przypadku zbieznosci nie dostajemy odpowiedzi ile wynosi suma
szeregu. Wyznaczanie sum szeregéw jest odrebnym i na ogoét bardzo trudnym zagadnie-
niem. W celu oszacowania sumy szeregu zbieznego mozemy obliczy¢ sume czesciows S,
dla dostatecznie duzego n.
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1.3 Kryteria zbieznosci szeregow
Kryterium poréwnawcze

Bardzo wygodnym kryterium zbieznosci szeregdéw jest kryterium poréwnawcze. Jesli wy-
razy szeregow » . an, » b, speliaja warunki 0 < a,, < b, dla dowolnego n € N, to

1. Jesli ) by, jest zbiezny, to > a, jest zbiezny.

2. Jesli ) ay, jest rozbiezny, to Y by, jest rozbiezny.

[e.e]
W praktyce czesto poréwnujemy szereg z szeregiem Y n% dla ktérego mamy

n=1
i - {a> 1 zbiezny
—n a <1 rozbiezny
Przykltad 1.16. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu
>
5 .
el Ol s 1
Rozwigzanie. Poniewaz
1 1
0< < —
“n2+1 " n?
o0
oraz y # jest zbiezny (o = 2) to ). n%ﬂ jest zbiezny. O
n=1
Przykltad 1.17. Zbadaé zbiezno$é szeregu
>
—/n+1
Rozwigzanie. Poniewaz
0< 1 _ 1 < 1
“2yn Vn+vn T yn+1l
oraz . ﬁ jest rozbiezny (a = 1) to >0, ﬁ jest rozbiezny. O

Kryterium d’Alamberta

Rozpatrzmy szereg » > | ayn, an > 0 oraz obliczmy granice

. An+1
lim

n—00 QA

wéwcezas
g >1 to szereg jest rozbiezny

gdy ¢ g=1 to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu

g <1 to szereg jest zbiezny



1.3. KRYTERIA ZBIEZNOSCI SZEREGOW 17

Przyktad 1.18. Zbadaé zbiezno$é szeregu

oo

371
= 2n
Rozwigzanie. Mamy
3n 3n+l
an:% an+1: 2(n+1)
oraz )
3l 2
li Gntl _ imi—n: im ——=3>1
n—oo  Qp n—00 2(n + 1) 3n n—oon + 1
7Z kryterium d’Alamberta wynika zatem, ze szereg jest rozbiezny. O
Przyktad 1.19. Zbadaé zbiezno$é szeregu
= n!
n=1 n
Rozwigzanie. Mamy
im Y im (n+ 1! n” o nln+1) n"
n—oo  a, n—oo (n+ 1)1 nl nooo (n+1)"(n+1) n!
" 1 1 1
= lim ——— = lim —— = lim ———— = - < 1.
nn
7 kryterium d’Alamberta wynika zatem, ze szereg jest zbiezny. O

Kryterium Cauchy’ego (pierwiastkowe)

Rozpatrzmy szereg Y " | an, a, > 0 oraz obliczmy granice

lim {a, =g

n—oo

wowczas
g > 1 to szereg jest rozbiezny

gdy < g=1 to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu

g <1 to szereg jest zbiezny

Przyktad 1.20. Zbadaé zbiezno$é szeregu

. on3
3

n=1



18 WYKLAD 1. CIAGI I SZEREGI LICZBOWE

Rozwigzanie. Stosujemy kryterium Cauchy’ego

208 2mE 2mt
mi—hmi —

Vo =l e = I T S T !
szereg jest zatem zbiezny. O

Przyktad 1.21. Zbadamy zbiezno$é¢ szeregu
o0 2n3n+1
5n+2 :

n=1

Rozwigzanie. Stosujemy kryterium Cauchy’ego

nl2n3ntl /27373 2-3v3 6
lim /a, = lim {/>==— = lim g 23V3 0
n—00 n—00 Fn+2 n—00 Fn52 n—oo g {l/gQ 5

szereg jest zatem rozbiezny. O

Szeregi naprzemienne

Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci

[e.e]

Z(—l)nJrlan =ay—ay+az—aq+...

n=1
gdzie a, > 0 dla kazdego n € N. Zbiezno$¢ szeregéw naprzemiennych rozstrzyga nastepu-

jace

Kryterium Leibniza

Rozpatrzmy szereg naprzemienny

o0

Z(_l)n—i—lan

n=1

Jezeli ciag {a,} jest malejacy oraz li_}In an = 0 to szereg jest zbiezny.
n—oo

Przyktad 1.22. Zbadaé zbiezno$é szeregu

(e o]

Z(_l)nJrl%'

n=1

1

Rozwigzanie. Ciaga, =

jest malejacy oraz li_)m 1/n = 0. Stad oraz z kryterium Leibniza
n—oo

wynika, ze szereg jest zbiezny. O
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Szereg
- 1
§ : (_1)n+17
n=1 n
nazywamy szeregiem anharmonicznym.
Bezwzgledna i warunkowa zbiezno$é szeregdéw

7 nastepujacej definicji bezwzglednej zbieznosci czesto korzystamy przy badaniu zbiez-
nosci szeregow.

Definicja 1.23. Szereg ) -7 | a, nazywamy bezwzglednie zbieinym jezeli zbiezny jest sze-
reg 3,7y an|-

Twierdzenie 1.24. JeZeli szereg jest bezwzglednie zbieiny to jest zbiezny (wynikanie
w drugq strone nie jest na 0gél prawdziwe).

Definicja 1.25. Jezeli szereg jest zbiezny ale nie jest zbiezny bezwzglednie to méwimy,
ze szereg jest zbiezny warunkowo.

Przyktad 1.26. Jak pokazaliSmy przed chwilg szereg
o
1
Z(_ 1 )n+1 -
n=1 "

jest zbiezny. Nie jest jednak zbiezny bezwzglednie gdyz szereg

oo oo 1 oo 1
Slan =3[yt =30
n=1 n=1

jest rozbiezny.

Przyklad 1.27. Szereg > oo (—1)""11/n? jest zbiezny. Ponadto jest to szereg zbiezny
bezwzglednie gdyz szereg

_y L

= ~;

n=1

1
n+1
D"

Z\an\ > |-

n=1

jest zbiezny.
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1.4

WYKLAD 1. CIAGI I SZEREGI LICZBOWE

Pytania do Wyktadu

. Co to jest ciag liczbowy? Podaj interpretacje geometryczng ciggu i wyraz ogdlny

ciaggu.

. Jak sprawdzamy monotonicznosé ciagu?

Kiedy ciag jest arytmetyczny a kiedy geometryczny?

Podaj kilka metod stosowanych przy obliczaniu granicy ciagu.

. Co to jest granica niewtasciwa ciagu?

Kiedy szereg liczbowy jest zbiezny?

Podaj kryteria zbieznosci szeregu. Jaka jest korzysé¢ ze stwierdzenia zbieznosci sze-
regu?

Kiedy szereg jest zbiezny bezwzglednie a kiedy warunkowo?
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1.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 1.1. Obliczy¢ granice ciagéw

2) Tim 2n? +5n—17
n>oo 3n2 +6n—>5’
. v/n-=3
b) 1
)
6
—2
c) lim on "

n—oo 2n% + 1"~

d) lim Va(vn+1-/n),

e) li_>m V2n? 4+ n —bn,
f) li_>m Vn(vVn+1—+/n),

. 14243+ +n
g) lim ,
n—00 (n—|—1)2

Odp' a) %7 b) 07 C) 0, d) %7 e) —0Q, f) %7 g) %7 h) -3.

Cwiczenie 1.2. Zbada¢ monotonicznosé ciggdéw o wyrazie ogdlnym

) n+1
a) a, = ——
3n2+5n—3
b =
) an n? 4+ 2n

Cwiczenie 1.3. Zbadaé zbieznosé szeregdéw

n!
=13 (2n—1)

718

a)

X 4n — 3

)
n=1 n3n

b)

g

> (n!)25"

Odp. a) malejacy, b) rosnacy.
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(5n + 3)
e) § 23i

Odp. a) zbiezny % b) zbiezny @ i e) zbiezny % , ¢) rozbiezny % i d) rozbiezny %



Wyktad 2

e

[
uo

Funkcja jednej zmiennej
wtlasnosci

Do znanych funkcji elementarnych dodane sa funkcje odwrotne w szczegdlnosci do funk-
¢ji trygonometrycznych i hiperbolicznych. Omoéwiono szczegdétowo granice funkeji w punk-
cie z uwzglednieniem granic lewo i prawostronnych. Granice funkcji wykorzystuje sie do
wyznaczania asymptot funkcji.

23
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2.1 OQOkreslenie funkcji jednej zmiennej, wlasciwosci

Rozpatrzmy dwa niepuste zbiory X,Y C R.

Definicja 2.1. Funkcja okreslona na elementach zbioru X oraz o wartoéciach w zbiorze Y
nazywamy dowolne przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru X dokladnie jednego
elementu zbioru Y. Zapisujemy to nastepujaco

y=f(zr) dla z€X, yeY lub f: X =Y.

Zmienng x € X nazywamy argumentem funkcji natomiast zbiér X dziedzing funkcji.
Podamy kilka uzytecznych wtasnosci funkcji

1. Funkcja f jest parzysta jesli

funkcja f jest mieparzysta jesli
f(=z) = —f(x).
2. Funkcja f jest okresowa, o okresie T, jezeli

f(z) = f(a +nT)

dla kazdego = € X oraz dowolnej liczby catkowitej n. Stata T' > 0 nazywamy okresem
podstawowym.

3. Funkcja f jest ograniczona w przedziale (a,b) jezeli istnieje taka liczba M > 0, ze
dla kazdego = € (a,b) mamy
[f(@)| < M.

4. Funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b) jezeli dla kazdych z1, z9 € (a,b) takich, ze
r1 < X9 zachodzi

f(z1) < f(z2).

Funkcja f jest malejgca jezeli dla kazdych z1, zo € (a,b) takich, ze 1 < x9 zachodzi

f(z1) > f(x2).

Jezeli funkcja jest w danym przedziale tylko rosnaca lub tylko malejaca to méwimy,
ze jest scisle monotoniczna. Mowimy, ze funkcja jest monotoniczna jezeli jest niero-
snaca lub niemalejaca. Funkcja f(x) ograniczona w przedziale (a, b) jest przedziatami
monotoniczna jezeli przedzial (a,b) mozemy podzieli¢ na skonczong ilo$¢é podprze-
dzialéw w ktérych funkcja jest monotoniczna.

5. Funkcja f jest réznowartosciowa jezeli dla dowolnych z1,x0 € X z faktu, ze x1 # x2
wynika, ze f(z1) # f(z2).
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6. Zlozeniem dwoch funkcji f : X — Y, g Y — Z nagywamy funkcje h : X — Z
okreslong wzorem

7. Dla dowolnej réoznowartosciowej funkcji f : X — Y istnieje dokladnie jedna funkcja
g:Y — X taka, ze gdy f(z) = y, to g(y) = z. Funkcje g nazywamy woéwczas
funkecjg odwrotng do f oraz oznaczamy f~!. Argument funkcji odwrotnej bedziemy
oznaczali tym samym symbolem co argument funkcji f tzn. z. Wykres funkcji f jest
symetryczny do wykresu funkcji f~! wzgledem prostej y = .

W zbiorze wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych wyrézniamy funkcje, ktére na-
zywamy funkcjami elementarnymi. Do funkcji elementarnych zaliczamy

a) funkcje stale,

b) funkcje potegowe tzn. funkcje postaci f(z) = z%, a € R, a # 0,

d

)
)
c¢) funkcje wyktadnicze f(z) =a®, a € R, a > 0,
) funkcje trygonometryczne sinx, cos z,

)

e) funkcje powstale z a), b), ¢), d) przez wykonanie skoniczonej iloéci operacji mnoze-
nia, dzielenia, dodawania, odejmowania, sktadania lub brania funkcji odwrotnych.
Z okreslenia funkcji elementarnych wynika, ze naleza do takich funkcji réwniez

9 sinx coS T
ar” +br+c, tgx= , ctgxr =
cos T

sinz’
dowolne wielomiany oraz funkcje wymierne. Do funkcji elementarnych naleza réwniez
funkcje hiperboliczne

sinh(x) = ez_;ﬂ sinus hiperboliczny,

cosh(z) = €E£—  cosinus hiperboliczny,

tgh(z) = Eéﬁ(@ tangens hiperboliczny,

ctgh(z) = Z?jﬁg; cotangens hiperboliczny.

Nie wszystkie z funkcji elementarnych posiadaja funkcje odwrotne.

Funkcja odwrotna do funkcji f(x) = e” jest logarytm naturalny In(z), ktéry oczywiscie
rowniez jest funkcja elementarna.

Osobng klase funkcji odwrotnych stanowia funkcje cyklometryczne bedace funkcjami
odwrotnymi do funkcji trygonometrycznych. Funkcje takie zwane sg réwniez funkcjami
kotowymi

arcsin(z) arcus sinus,
arccos(z) arcus cosinus,
arctg(z) arcus tangens,
arcctg(z) arcus cotangens.
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Rysunek 2.1: Wykres funkcji sinh(x)

Funkcje cyklometryczne sa zdefiniowane na zbiorze wartosci x, dla ktérych funkcje sa réz-
nowartosciowe: sinz dla z € (—7/2,7/2), cosz dla z € (0,7) oraz tgx, ctgzx dla = € R.
Mamy na przyktad

y=arcsine xz € (—1,1) ye (—n/2,7/2)
y =arccosz x € (—1,1) ye (0,m)
y=arctgr z€R y € (—m/2,7/2)
y=arcctgr z€R y € (0,7)

Ponizej podajemy kilka podstawowych wzoréw dla funkcji elementarnych

2 2

sin2x = 2sinxcosx, cos2x = cos”x — sin” x,

2 2

. 1 1
sin $:§(1—COS2$), cos”x = 5(14—60821‘),

cosh? z — sinh? z = 1, cosh 2z = cosh?  + sinh? z,
sinh 2 = 2sinh x cosh z.
Przyktad 2.2. Obliczymy
arcsin(1/2) = b sinb=1/2=b=m/6
arccos(—v3/2) =b cosb= —/3/2=b=>5/67
arctanl = b tanb=1=b=mn/4
arcctg(—v3) =b  ctgb=—/3=b=>5/67



2.1. OKRESLENIE FUNKCJI JEDNE.J ZMIENNE.J, WEASCIWOSCI

Rysunek 2.2: Wykres funkcji cosh(x)

Rysunek 2.3: Wykres funkcji tgh(z)

27
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2.2 Granice funkcji
Istnieja dwie definicje granicy wlasciwe funkcji f(x) w punkcie x.

Definicja 2.3 (Heinego). Liczbe g nazywamy granicq funkcji f w punkcie xg, jezeli dla
kazdego ciagu punktéw {z,} o wyrazach z sasiedztwa punktu xg ciag {f(x,)} jest zbiezny
do g. Zapisujemy to

lim f(z)=g.

T—T0
Definicja 2.4 (Cauchy’ego). Liczba g jest granica funkcji f przy x — xg, jezeli dla dowol-
nego ¢ > 0 istnieje takie § > 0, ze dla kazdego x spelniajacego warunek 0 < |z — xg| < 0
spelniona jest nieréwnos¢ |f(x) — g| < e.

Definicje Heinego i Cauchy’ego sa réwnowazne.
Zachodzg nastepujace wtasnosci granicy. Jezeli

mlggo f(z)=a oraz a:ligtlo g(z) =b,

to

lim [£(2) + g(a)] = a % b,

T—T0
lim [f(z) - g(z)] = a-b.
T—T0
Wiéréd granic wyrdzniamy granice niewla$ciwe w punkcie zg. Sg to takie granice dla
ktorych

lim f(x) =400
Tr—x0

W praktyce musimy czasami korzystaé z granic jednostronnych. Granice takie zapisujemy
nastepujaco

e granica lewostronna w g

lim f(z)= lim f(z)

m_ma T—x0, TXQ

e granica prawostronna w xo

lim f(z)= lim f(x)

xﬁ)xar T—x0, T>X0

Granice jednostronne w punkcie moga by¢ rézne. jezeli granice jednostronne w punkcie sg
rowne to funkcja w punkcie xy posiada granice.
Czesto korzystamy przy obliczaniu granic ze wzordéw

i 1\* T _q
lim 22 lim <1+> —e, lim°S — 0.
X

z—0 T T—F00 z—0 x
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Przyktad 2.5. Obliczymy nastepujace granice

sin 2x sin 2x

a) lim =2 lim =2-1=2,
z—0 X z—0 2x
. tgdx . sindx 4z . 4sindx 1 4
b) lim = lim = lim — =,
z—0 bx z—0 4xHx cosdxr =05 4dx cosdx 5
sin 3x . 3sin3x 4z 3
c) lim — = lim — - = -,
z—0sindr z—04 3z sindx 4
2
zrt—z . xxz—-1) . (x—-1) 1
d ig% dr ilg%) dr ili% 4
o 3at4ox . 3+3% 3
e) lim ——— = lim T~ =,
z00 hrt — 812 z50 5 — g% 5
2
2\ % 1 /2
f) lim <1+) = lim <1+> = e2.
T—00 T T—00 :17/2
Asymptoty

Granice funkcji wykorzystuje sie rowniez do wyznaczania asymptot funkcji.
Definicja 2.6. Prosta x = a nazywamy asymptotq pionowg funkcji f(z) jezeli co najmniej
jedna z granic jednostronnych funkcji w punkcie x = a jest granica niewlasciwa tzn. gdy

lim f(z) = o0

T—a

lub
lim f(x)=+o0

z—at
Prosta y = ax + b nazywamy asymptotq ukosng funkcji f(x) w oo (odpowiednio —oo)
jezeli
lim [f(z) — (ax + )] =0 < lim [f(:c)—(aa:—l—b)]:O)
Tr—r00 T—r—00
W przypadku gdy a = 0 to méwimy o asymptocie poziomej o réwnaniu y = b.

State a,b wystepujace w definicji asymptoty obliczamy w nastepujacy sposéb
f(z)

a:xli}rgOT, b:mlgrgo[f(x)—aq:].

Analogiczne rachunki wykonujemy nastepnie dla © — —o0. Zazwyczaj asymptoty ukoéna
dla £ — oo oraz x — —oo sa identyczne choé¢ nie zawsze tak musi by¢.

Przyktad 2.7. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji

fz) = (2.1)
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Rozwigzanie. Funkcja nie jest okreslona dla x = 1. Obliczamy

2 2
T
lim f(z)= lim = -0 lim f(z)= lim = +0
r—1- f( ) z—=1-x —1 rz—1t f( ) z=l1tx—1

w punkcie x = 1 mamy zatem asymptote pionowa. Sprawdzamy czy istnieje asymptota
ukosna. Obliczamy

a:lim@:lim x =1,

T—00 T oo — 1

. . 122 . X
b= i) el = g lo g —el =g o0y =

asymptota ukosna dla z — oo jest zatem y = x + 1. Analogiczne obliczenia dla z — —o0
prowadza do takiej samej asymptoty.

10

Rysunek 2.4: Wykres funkcji (2.1])
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2.3 Ciagtosé

Funkcje f okredlona w punkcie zg nazywamy ciggiq w punkcie xo gdy istnieje granica
wlasciwa funkcji w zg oraz jest ona réwna wartosci funkcji w tym punkcie tzn.

lim f(z) = f(zo)

T—T0

Funkcje nazywamy cigglg w przedziale (a,b) gdy jest ona ciagla w kazdym punkcie tego
przedziatu. Funkcje elementarne sa funkcjami cigglymi w swojej dziedzinie. Suma, réznica
iloczyn, iloraz funkcji ciagtych jest funkcja ciagta. Jezeli funkcja jest funkcja ciagta w prze-
dziale domknietym (a,b) to ma w tym przedziale warto$¢ najwieksza oraz najmniejsza.

Przyktad 2.8. Funkcja

x dlaz <1
— 2.2
/(@) {xQ +1 dlaz>1 (22)

nie jest ciggta w punkcie x = 1 poniewaz nie istnieje granica funkcji w tym punkcie.

10

Rysunek 2.5: Wykres funkcji (2.2))

Przyktad 2.9. Funkcja

(2.3)

rz dlax<l1
22 dlax>1

jest ciagta w punkcie x = 1 poniewaz

lim f(z) = f(1).

z—1
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25

20 -

Rysunek 2.6: Wykres funkcji ([2.3)

Czasami badamy jednostronng ciagtoéé funkcji w punkcie. Funkcje okreslong w lewo-
stronnym otoczeniu punktu zg tzn. dla x € (zg — €,29),e > 0, nazywamy lewostronnie
ciggla w xq jezeli

lim f(z) = f(zo).

I—)CCO
Analogicznie mozemy zdefiniowaé¢ funkcje prawostronnie ciagta w punkcie xzg, dla
x € (xg,x0 +€), € > 0 jezeli

lim_f(z) = f(x0).

cc—)xo
Funkcja z poprzedniego przyktadu jest prawostronnie ciagta w punkcie x = 1. Jest
natomiast nieciagta. Nieciagtosé funkcji w punkcie moze by¢

pierwszego rodzaju — gdy réznica granicy lewostronnej i prawostronnej w tym punkcie
jest wielkosScig skonczona

drugiego rodzaju — gdy jedna z granic lewostronna lub prawostronna tym punkcie jest
granica niewtadciwa.
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2.4

1.

Pytania do Wyktadu

Co to jest dziedzina funkcji? Podaj przyktady.

. Podaj definicje funkcji: parzystej, nieparzystej, rosnacej, malejacej, okresowej, ogra-

niczonej, podaj przyktady.

Jakie funkcje nazywamy elementarnymi?

Co to sg funkcje cyklometryczne?

Podaj definicje asymptot: pionowej, poziomej, ukosne;j.

Podaj definicje granicy funkcji w punkcie, co to sa granice jednostronne?

Kiedy funkcja jest ciagla w punkcie, obszarze?
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2.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 2.1. Znalez¢ miejsca zerowe oraz dziedzine funkcji

5132— X X —
PR TaR o)

In(z? + 22 + 1)

(Wskazéwka: Obliczy¢ pierwiastki tréjmianu kwadratowego i skorzystaé z réwnosci ln 1 = 0).

Odp. f(z) =0 dla z € {1,2,3}. Dziedzina (2, c0).

Cwiczenie 2.2. Zbadaé ktére z ponizszych funkcji sa parzyste lub nieparzyste

a) f(x) =23+,

b) f(z) = sin(20),
¢) f(x) = cos(3x),
d) f(2) = 2

Odp. a) i b) nieparzyste, ¢) parzysta, d) ani parzysta ani nieparzysta.

Cwiczenie 2.3. Nastepujace funkcje przedstawi¢ w postaci ztozenia funkeji h(z) = g[f(z)].

a) h(x) = cos®z, Odp. f(z) = cosm, g(z) = 22,
b) h(z) = In(sinx), Odp. f(z) =sinz,g(z) =Inz,
¢) h(z) = et Odp. f(z) = 2%+ 1,9(2) = €7,
d) h(z) = /(1 +22)2, Odp. f(z) =1+ 22, g(z) = V2.
Cwiczenie 2.4. Obliczy¢ granice
. Vat4+1-1

a) lim ————,

=0 \/z2 + 16 — 4
b) lim 2 .

z—0 x ctgx

Odp. a) 4, b) 2.

Cwiczenie 2.5. Obliczy¢ asymptoty funkcji

223 — x
a) f(ﬂﬁ):ﬁa
3xr—2

b) f(z) = m

Odp.a)z=—-1l,z=1,y=2x,b) x =2,y =0.



Wyktad 3

Pochodna funkcji jednej zmiennej

1 jej zastosowania

Ze zmienno$cig funkcji wigze sie nierozerwalnie predko$é¢ zmian i przyspieszenie zmian,
pojecia znane z fizyki. W wykladzie zdefiniowana jest pochodna funkcji, jej interpretacja
geometryczna oraz podano wzory pozwalajace na obliczanie pochodnych funkcji ztozonych.
Pochodna funkcji pozwala na wyznaczenie przedzialéw monotonicznoéci funkcji i punktéw
ekstremalnych. Niektore dziatania na funkcjach prowadza do wyrazen nieoznaczonych.
Podany jest wzér de 'Hospitala wykorzystujacy przy obliczaniu granic wyrazen nieozna-
czonych, odpowiednie pochodne.

35



36 WYKLAD 3. POCHODNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ I JEJ ZASTOSOWANIA

3.1 Pochodne funkcji, ekstrema

Definicja 3.1. Méwimy, ze funkcja y = f(z) jest rézniczkowalna w punkcie g, jezeli
istnieje granica wlasciwa ilorazu réznicowego

lim fzo + Azx) — f(z0)
Az—0 Azx

)

gdzie Az = xo—x, granice taka oznaczamy f’(z¢) i nazywamy pochodna funkcji f w punk-
cie xg. Jezeli funkcja posiada pochodng w kazdym punkcie przedziatu (a, b) to funkcje na-
zywamy rézniczkowalna w przedziale (a,b). Dla oznaczenia pochodnej w przedziale (a,b)
uzywamy nastepujacych symboli

af - dy

%7 %7 f/(.’IJ)

Jezeli pochodna istnieje to mozemy ja wyznaczy¢ obliczajac dla kazdego x granice

o) — i T A~ @),

Az—0 Ax

W praktyce pochodne obliczamy znajac pochodne funkcji elementarnych oraz korzystajac
z regul rézniczkowania.

Reguly rézniczkowania
Jezeli istnieje pochodna funkcji f(x) oraz g(x) w przedziale (a,b) to
1) (C-f(z)) =C- f(z), C—stala,
2) (f(z)£g(@)) = f(z) £ g'(2),
3) (f(z) - g(2)) = f'(x) - g(x) + f(2) - ¢'(x),

(@) @) e - f@) - (@)
g (9(%)) N 9*(x) ’

5) (flg(x))) = f'(9(x)) - ¢'(x).

gdzie g(z) #0,

Podstawowe wzory pochodnych funkcji elementarnych

1) (z") =na"t, neR,

2) (a®) =a"lna

3) (na) = L,

4) (sinz) = cosz,
5) (cosz) = —sinw,
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6) (arctgz) = 5.2

1
V1—z?
8) (sinhz)" = coshz,

7) (arcsinz) =

9) (coshz) = sinhuz,

10) (tgh)’ = ,

) (tgh) cosh? z

11) (ctgh) = ——
& sinh? z’

Ze wzordéw podstawowych oraz regul roézniczkowania mozemy wyprowadzi¢ nastepujace
wzory

Interpretacja geometryczna i fizyczna pochodnej

Jezeli funkcja f(x) jest rézniczkowalna w punkcie xg, to jej pochodna wyraza si¢ wzo-
rem

f(zo) = tga,

gdzie « jest katem jaki tworzy styczna do krzywej y = f(z) w punkcie x = z¢ z dodatnim
kierunkiem osi Ozx.

Rysunek 3.1: Interpretacja geometryczna pochodnej funkeji
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Jezeli ruch punktu materialnego odbywa sie po krzywej y = f(z), to pochodna f'(x)
wzdhiz krzywej wyznacza chwilowa szybkosé ruchu tego punktu materialnego.

Pochodne wyzszych rzedéw

Pochodne wyzszych rzedéw liczymy ze wzoru rekurencyjnego

d"f(x) d dn1
dz" dx {d:c”_l f(x)] ’
Pochodna rzedu n oznaczamy f(™ (z). Mamy zatem
d d
f”(l') — % [f/(x)] , f”/(l') — % [f/,($)] .

Przyktad 3.2. Podamy przyklady obliczania pochodnych z uzyciem wspomnianych wcze-
$niej regut

1) f(z) =223sinz  f'(z) = 2[32?sinx + 23 cos x] = 622 sinz + 223 cos x

! z(2—x)—(1+x2)(— 224 ag
2 @) =5 [ = (5) = MR = s

3) f(z) =sin’z f'(z) = 2sinxcosx = sin 2z
4) f(x) =sinz? f'(x) = 2w cosz?

5) f(x) = 41’\/@ f’(m) = 4m+ dr 9. — 8x2—4

2v/x2—1 Va2-1

Monotoniczno$é, ekstrema lokalne funkcji rézniczkowalnych

Jezeli dla = € (a,b), f'(x) > 0 to w przedziale (a,b) funkcja jest rosngca. Jezeli dla
z € (a,b), f'(z) < 0tow przedziale (a, b) funkcja jest malejgca. Jezeli w pewnym przedziale
f'(x) >01lub f'(z) < 0 to funkcja w tym przedziale jest monotoniczna.

Funkcja moze osiagaé¢ dla = 1z ekstremum lokalne (minimum lub maksimum).
Warunkiem koniecznym na to aby funkcja osiagata w punkcie xg ekstremum jest aby
f'(xg) = 0. Warunkiem wystarczajacym na to aby funkcja osiaggata w punkcie zg ekstre-
mum, jest aby w otoczeniu xg pochodna zmieniala znak. Jezeli znak pochodnej zmienia
sie z 4+ na — to funkcja w xg osigga maksimum. W przeciwnym przypadku gdy pochodna
zmienia znak z — na + to funkcja w x( osiagga minimum. Zaznaczamy to w nastepujacej

tabeli
T o 1

f(x) + 0 - 0 +
f(z) v max N min N

tzn. dla g mamy maximum natomiast dla x; minimum. Istnieje réwnowazny warunek
wystarczajacy istnienia ekstremum. Funkcja f(z) posiada w xg ekstremu jezeli f/(xzg) =0
oraz f"(xg) # 0 przy czym jesli f”(zg) < 0 to w zp mamy maximum natomiast jesli
1" (x0) > 0 to w £y mamy minimum.
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Przyktad 3.3. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji

fla) = —=. (3.1)

Rozwigzanie. Obliczamy f’(x)

, 51+ 22) — 522z 5+ 522 — 1022 5(1 — 2?)
(1+22)? (1+a2)?2  — (1+22)?

Znak pochodnej zalezy od znaku wyrazenia 1 — 2. Funkcja kwadratowa y = 1 — 22 jest
dodatnia w przedziale (—1, 1) oraz ujemna w przedziatach (—oo, —1) oraz (1, 00). Oznacza
to, ze f'(x) >0 gdy = € (—1,1), f'(x) <0 gdy z € (—o0,—1) U (1,00) oraz f'(x) =0 gdy

x = —1 lub z = 1. Mamy zatem minimum w punkcie x = —1 oraz maximum w punkcie
=1

A IR M N B

o | =0 [0 |-

Rysunek 3.2: Wykres funkcji (3.1))

Za pomocy drugiej pochodnej funkcji f klasy C? mozna dokladniej okredli¢ ksztatt
badanej funkcji.

Yuk krzywej nazywa sie wypukiym w punkcie xg, jezeli punkty tego tuku w otocze-
niu punktu xg znajduja sie ponad styczna do tuku w punkcie zg, wkiestym, jezeli punkty
z otocznia xg znajduja sie pod styczng do tuku w punkcie xg. Punkt w ktérym tuk prze-
chodzi z wklestego na wypukty, lub odwrotnie nazywa sie punktem przegiecia krzywe;.

Stuszne sa nastepujace twierdzenia

Twierdzenie 3.4. 1. Jezeli w przedziale (a,b) f"(x) <0, to w tym przedziale funkcja
f jest wklesta.
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2. Jezeli w przedziale (a,b) f"(x) > 0, to w tym przedziale funkcja f jest wypukia.
3. Warunkiem koniecznym istnienia punktu przegiecia w xq jest f”(xg) = 0.

4. Warunkiem wystarczajgcym istnienia punktu przegiecia w xq jest zmiana znaku f"(x)
w otoczeniu tego punktu.

Co mozna przedstawic

r | || N I
() + 0 — f'(x) | — 0 +
wyp. | p.p- | wkL wkl. | p.p. | wyp.

Czasami zachodzi koniecznos¢ wyznaczenia najwiekszej lub najmniejszej wartosci funk-
cji w przedziale domknietym. Funkcja f(z) rézniczkowalna w tym przedziale moze mieé
wartos¢ najwieksza lub najmniejsza tylko w takim punkcie w ktérym ma ekstremum (lo-
kalne) lub na krancach tego przedzial

Przyktad 3.5. Wyznaczymy najwicksza oraz najmniejszg warto$é¢ funkcji
f(z) =23 -3z +2 (3.2)

na przedziale (0, 3). Wyznaczamy wartosci funkcji na krancach przedzialu. Mamy f(0) = 2,
f(3) = 20. Wyznaczamy ekstrema, f'(z) = 322 — 3 = 0. Stad f'(z) = 0 dla z = —1 lub
x = 1. Poniewaz punkt —1 nie nalezy do przedziatlu (0,3) to nie jest dla nas istotny.
Zauwazmy, ze f”(x) = 6x oraz (1) = 6 > 0. Oznacza to, ze dla = 1 mamy minimum.
Ponadto f(1) = 0. Poréwnujemy wartosci f(0) = 2, f(1) = 0, f(3) = 20. Wynika stad, ze
dla z = 1 funkcja f posiada wartos¢ najmniejsza, natomiast dla x = 3 warto$¢ najwicksza.

20

Rysunek 3.3: Wykres funkcji (3.2])
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W przypadku gdy funkcja nie jest rézniczkowalna korzystamy z nastepujacej definicji
ekstremum funkcji.

Moéwimy, ze funkcja f(z) posiada w punkcie £y minimum (maximum) lokalne wlasciwe
jesli istnieje otoczenie (xg — h, zg + h) punktu zg takie, ze f(x) > f(zo), (f(z) < f(z0)) dla
dowolnego punktu = € (zg — h, zg) U (2o, xo + h). W przypadku gdy znaki >, < zastapimy
znakami >, < to méwimy o ekstremach niewlasciwych.

Przyktad 3.6. Rozpatrzmy funkcje

f(z) = |xf, (3-3)

ktéra nie jest rézniczkowalna w punkcie z = 0. Widaé, ze f(z) = 0 oraz f(z) > 0 dla
x # 0. Oznacza to, ze funkcja posiada minimum lokalne wlasciwe w punkcie z = 0.

0.8

06 |

0.4

02

Rysunek 3.4: Wykres funkcji (3.3))

Wyrazenia nieoznaczone, reguta de I’Hospitala
Rozpatrujemy nastepujace wyrazenia ktore nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi

0
-, @’ 0- o0, 00 — 00, 0°, , 00, ,1%°,

0 00
Wyrazenia takie wystepuja przy obliczaniu granic funkcji. Rozpatrzmy funkcje
f(z) = g(z)/h(x) w ktérym funkcje g(x), h(z) sa rézniczkowalne w otoczeniu punktu zg.
Jezeli przy x — xg wyrazenie g(x)/h(x) jest typu

9 00

oraz istnieje granica




42WYKLAD 3. POCHODNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ I JEJ ZASTOSOWANIA

* (@ (@)
.oglx) . g(x)
S h(z) S W(z)
Fakt ten nazywamy reguty de I'Hospitala. Dla podkreslenia tego, ze korzystamy z re-

guly de 'Hospitala uzywamy nastepujacego oznaczenia 8 Niektére wyrazenia nieozna-

czone mozemy przeksztalcié do postaci co/oo lub 0/0 a nastepnie korzystaé z reguly de
I’Hospitala.

z—3  H . (z-3) _
Przyktad 3.7. 1) ilgé Gyl o4 lm L ey = ilI% —1/(2\/ﬁ) 4

z—sinz H (z—sinz)’ — T3y l—cosz 2 s sinz

2) il—% 32 [g]i (32%) :}:li)I%) 6 [g]al:lg%) 6 0

0 0

. nz H ;. (Inz) _ 4. 1/ . ) —
3) rli)rél zlnz = ’O OO| zE)IOHﬂL 1/z [%] xgn()lJr (1/z) — xligl /22 T E}%Er( 13) =0

T _ 1 _ T _ 1
4) 1i1rn(1 - I1_1> = oo — 00| = T |
z—0 \% € =0 z(e® — 1) [0]e—0 €¥ — 1+ we® [9]

H .. er 1

im —M——
[%]z—>0 e’ 4+ et + xe® 2

W2zér Taylora i Maclaurina

Rozpatrzmy funkcje f ktérej wszystkie pochodne do rzedu (n — 1) wlacznie sa ciagle
w przedziale domknietym (zg,z) oraz istnieje pochodna rzedu n w przedziale otwartym

(zo,x). Wowczas istnieje takie C' € (g, z), ze wartosé¢ funkcji f(z) mozemy przedstawié
wzorem zwanym wzorem Taylora

(g " (n=1) (4
) = fan) + T80 0 = o) o = anf? e LS o ) 4 Rt
gdzie wyrazenie

Rufw) = T oy

nazywa sie reszta wzoru Taylora. Wzor Taylora mozemy zapisa¢ w postaci

20)* + Ry ().

W szczegblnym przypadku gdy xo = 0 otrzymujemy wzér ktory nazywamy wzorem Mac-

laurina
_ f'(0) . f"(0) fSe=0) -
fl@)=f0) + o+ = :L"2+---+7(n_1)!m '+ Ry (z),

gdzie
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Jezeli funkcja f(z) ma wszystkie pochodne w pewnym otoczeniu punktu zg oraz reszta
szeregu dazy do zera przy n — oo, to wzory Taylora oraz Maclaurina beda wykorzystywane
do rozwijania funkcji f(z) w otoczeniu punktu xg w szereg funkcyjny zwany szeregiem
potegowym.

Mozna korzystaé¢ z nastepujacego wzoru przyblizonego

R

x’\/ PR JE—

skad dla x = 1 mamy

ol a9 1 1
e=¢ = +5+§'
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3.2 Pytania do Wyktadu

1.

Podaé definicje pochodnej funkeji f(x) i interpretacje geometryczna i fizyczna po-
chodne;j.

. Jak oblicza sie pochodna funkcji ztozonej?

Jakie czynno$ci wchodza w sktad badania funkcji?

Jak wyznacza sie najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji w przedziale?

. Kiedy stosujemy regute de I’'Hospitala przy obliczaniu granic funkcji?

Kiedy wzory Taylora lub Maclaurina rzeczywiscie przyblizaja wartosci funkcji?
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3.3 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 3.1. Korzystajac z reguly d’Hospitala obliczy¢ nastepujace granice

sin ax

a) lim )
) z—0 sin bx
tex —x

b) lim ~25 2
z—0  —sinx

¢) lim zlnz.

z—0t
d) lim xze ™.
T—00
) et _ esSinz
e) lim 5
z—0 X

Cwiczenie 3.2. Zbada¢ funkcje (wynik zilustrowaé tabels).

2 1
SRR
—1)2
Odp.

Odp.

Odp.
Odp.

Odp.

Odp.

45

SallS]

a) rosnaca dla x € (—oo, —2) oraz x € (0, 00), malejaca dla x € (—2,0), maksimum dla

r = —2, minimum dla x = 0.

b) rosnaca dla z € (—oo, —1) oraz x € (1,00), malejaca dla x € (—1,1), maksimum dla

r = —1, minimum dla x = 1.

Cwiczenie 3.3. Obliczy¢ pochodne funkeji zlozonych podanych w Cwiczeniu Odpo-

wiedzi

a) h/(x) =2cosz(—sinz),

b) A’ =
) B (x) Sinxcosx,
c) h(z)= e tlog,
4z
d) W(z) = ——.
) ) = e

Cwiczenie 3.4. Zbada¢ wypuklosé i wkleslosé funkeji

2) f(x) = o — a2+ 4,

b) f(z) =%
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Odp.
a) f’(x)>0dlaz € (2,00) - wypukla, f”(z) <0 dla z € (—o00,2) — wklesla.

b) f’(z) >0dlaz € (—o0,—1)U(1,00) — wypukla, f”(z) < 0dlaz € (—1,1) — wklesla,
dla 1 = —1 oraz xo = 1 punkty przegiecia.



Wyktad 4

Funkcje wielu zmiennych.
Pochodne czgstkowe

Wyklad zawiera tylko granice i pochodne czastkowe funkcji dwéch zmiennych jako
wprowadzenie do dalszych wykladéw. Warto zauwazy¢, ze pochodna czastkowa wzgledem
zmiennej x wyznacza szybkos¢ zmian funkcji w kierunku osi OX za$ pochodna czastkowa
wzgledem zmiennej y wyznacza szybkosé¢ zmian w kierunku osi OY'.

47
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4.1 Okreslenie funkcji wielu zmiennych

Funkcja n zmiennych (z1,z2,...,z,) W zbiorze Z C R™ jest to przyporzadkowanie
kazdemu punktowi P(z1,x2,...,x,) jednej liczby z € R, co zapisujemy w postaci

z=f(P), PelZ

Zbiér Z nazywamy dziedzing funkcji f.
W przypadku funkcji dwéch zmiennych mamy

z:f(x7y)’ (.%',y)GD.

Funkcje f(P) nazywamy ograniczona, jezeli w zbiorze Z istnieje taka liczba M, ze dla
kazdego P € Z spelniona jest nieréwnosé |f(P)| < M.
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4.2 Granica i ciggtos¢ funkcji

Definicja 4.1. Liczbe g nazywamy granica funkeji f(P) w punkcie Py, jezeli dla kazdego
ciagu punktéw {P,}, P, € Z, zbieznego do Py, ciag {f(P,)} jest zbiezny do g

Jim, f(P)=g.

Dla funkcji dwéch zmiennych granice w punkcie (zg,yp) zapisujemy w postaci

Jim f(z,y) =g.
Y=yo

Tak zdefiniowana granica nazywa sie granicg podwdjng.

Dla funkcji dwéch zmiennych mozna zdefiniowaé granice iterowane

lim [lim f(:c,y)] i lim [lim f(:n,y)}

T—To | Y—Yo Yy—Yo | T—x0

Istnienie granicy podwdjnej w Py nie jest niezalezne od istnienia granic iterowanych. Gra-
nica podwdjna moze nie istnie¢ mimo, ze istnieja granice iterowane w Fy. Ponadto granice
iterowane moga by¢ rézne w Fj.

Definicja 4.2. Funkcja f(P) jest ciaglta w punkcie Py, jezeli

Jim £(P) = f(Ry).
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4.3 Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Definicja 4.3. Granice wlasciwa

. f(P) = f()
Alaggo AIZ

nazywamy pochodng czastkowa rzedu pierwszego funkcji f(P) wzgledem zmiennej x;
1 oznaczamy z:- w .

Dla funkcji dwéch zmiennych f(z,y) pochodna czastkowa pierwszego rzedu wzgledem
zmiennej x nazywamy granice wlasciwa

_ax_ Xy

lim
Az—0 Ax

a pochodna wzgledem zmiennej y nazywamy granice wlasciwg

11m = — =
Ay—0 Ay oy

fy:

Przy obliczaniu pochodnych czastkowych funkcji stosuje sie takie same reguty jak przy ob-
liczaniu pochodnej jednej zmiennej z tym, ze jezeli obliczamy pochodna czastkows funkcji
f(z,y) wzgledem zmiennej = to zmienna y traktujemy jako stala, analogicznie przy obli-
czaniu pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej y, zmienna x, traktujemy jako stala.

Pochodne wyzszych rzedéw

Pochodne drugiego rzedu funkcji dwoch zmiennych sa nastepujace

oo, oo

ox |0z| ™ oy loy] Y
oraz pochodne mieszane

oo, oof]_,

ox |oy| oy |ox] Y7

Twierdzenie 4.4 (Schwarza). Jezeli pochodne mieszane funkcji f(x,y) sq funkcjami cig-
glymi to sq sobie réwne, czyli

fa:y = fya:-

Definicja 4.5. Jezeli funkcja f(P) ma w zbiorze Z ciagle pochodne do rzedu n wlacznie,
to méwimy, ze jest klasy C™.

Jezeli np. funkcja f(x,y) jest klasy C!, to jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu sa
funkcjami ciagtymi.

Pochodne czastkowe funkcji f(z,y) wyznaczaja szybko$é zmian funkcji w kierunku,
z tym, ze pochodna czastkowa pierwszego rzedu wzgledem zmiennej x wyznacza szybkosé
zmian funkcji w kierunku réwnolegtym do osi Ox, za$ pochodna czastkowa pierwszego
rzedu wzgledem zmiennej y wyznacza szybkos¢ zmian funkeji w kierunku réwnolegltym do
osi Oy.
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Przyktad 4.6. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego oraz pochodne mieszane dru-
giego rzedu funkcji f(x,y) = S’in%, y # 0.

Rozwigzanie.

i) ()

f 8( wcosx> [ g az} [ az] 1+cos$[ 1] ms_ x 1COS:L‘

=—|——Fcos— )= |—-sin—| |- — —|——=| = —sin— — — cos —,

Yo\ vy y vy vyl v?] vy yr oy
X

f —8<1cosx>—[—sinx] [1] [—x}—i—cosx{—l
oy \y y y] Ly y? y | y?

Jak widaé pochodne czastkowe mieszane dla y # 0 sa réwne. O
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4.4 Pytania do Wyktadu

1. Poda¢ interpretacje geometryczna funkcji dwoch zmiennych.

2. Jaka jest réznica miedzy granicag podwdjna a granicami iterowanymi funkcji dwoch
zmiennych w punkcie?

3. Poda¢ definicje pochodnych czastkowych pierwszego i drugiego rzedu funkcji wielu
zmiennych.
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4.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 4.1. Poda¢ i naszkicowaé dziedziny funkcji

a) fa.y)=VI—7 7,
b) fla.y) = /s — L

Odp. a) Punkty na i pod prosta y =1 — z,
b) wnetrze okregu o $rodku w punkcie (0,1) i promieniu r = 1 z wyjatkiem odcinka
xz =01 prostej y = 1.

-

Cwiczenie 4.2. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu drugiego nastepujacych funkeji.

a) f(x,y) = xzy _|_$y2' Odp. fez =¥, fyy = 2z, fry = fym = 2x + 2y.
b) f($?y):$2_y2' Odp fx:ﬂ:27 fyy:_Qa fzy:fyx:().
c) f(z,y) = Sin(:r:2 + y2). Odp. fzz = 2008(1:2 + y2) — 42 Sim(gr:2 + y2),

fyy = 2 cos(2? + y?) — 4y? sin(2? + y?), Joy = fya = —4dxy sin(2? + y?).

z— x 22— 22
4 Joy) = o5 Odp. faz = — ity Joy = gyes oy = Jow = i
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Wyktad 5

Ré6zniczki, ekstremum funkcji

dwéch zmiennych

Wprowadzona w wykladzie rézniczka zupelna funkcji dwoch zmiennych pozwala na
przyblizone obliczenie wartosci funkcji, o ztozonej postaci, w zadanym punkcie. Reszta
wykltadu zawiera warunki konieczne i wystarczajace istnienia ekstremum funkcji dwoch
zmiennych oraz zastosowanie tych wynikéw do wyznaczania ekstremum warunkowego.

95
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5.1 Rozniczka zupelna funkcji

Rozpatrzmy funkcje f(x,y) klasy C'. Przyrost funkcji wynosi

Af = flx+ Az, y + Ay) — f(z,y).

Przyrost ten mozna zapisaé za pomocg pochodnych czastkowych pierwszego rzedu
Af = fohx + fyAy +ep,

gdzie ¢ — 0, gdy p — 0.
Wyrazenie 0 f = fpdx + f,dy nazywamy rézniczkq zupeing funkcji f(z,y).
Roézniczka jest przyblizong wartoscia przyrostu funkcji.
Wyrazenie P dx + Q dy = du jest rézniczka zupeta funkcji u(z,y) klasy C?, jezeli

or _0Q
oy  Ox’
Rozpatrzmy funkcje f(z,y, z) klasy C'. Przyrost funkcji wynosi
Af = flz+ Az,y+ Ay, z + Az) — f(z,y, 2).
Przyrost ten mozna zapisaé za pomocg pochodnych czastkowych pierwszego rzedu
Af = foAx + fuAy + f.Az + €p,

gdzie ¢ — 0, gdy p — 0.
Wyrazenie 0 f = fydz + f,dy + f.dz nazywamy rdzniczkq zupelng funkeji f(z,y, z).
Wyrazenie P dx + Q dy + Rdz = du jest rézniczka zupetna funkcji u(z,y, ) klasy C2,
jezeli
OR _0Q 0P _oR 0Q _ 0P
oy 0z 0z Oz’ 0x Oy
Przyktad 5.1. Obliczy¢ przyblizong warto$¢ wyrazenia
V/(1,02)2 + (1,97)3.

Rozwigzanie. Liczbe te mozna traktowaé jako warto$é funkeji f(x,y) = /22 + y* w punk-
cie (z,y) = (1,2) z poprawka wynikajaca z przyrostow Az = 0,02, Ay = —0,03.
Mamy przyblizenie Af ~ df, stad f(x + Az,y + Ay, z + Az) = f(x,y,z) +df.

3,2

T 2Y
of = Ax + 2 A
f /1-2_’_2/3 /l‘2+y3 y

Podstawiajac « = 1, y = 2 otrzymujemy 0f = % -0,02 + 22 . (—0,03) = —0,053. Zatem
przyblizona warto$é¢ wyrazenia wynosi

R=3-0,053 =2,947.



5.2. EKSTREMA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH o7

5.2 Ekstrema funkcji dwéch zmiennych

Definicja 5.2. Funkcja f(P) ma w punkcie Py maksimum lokalne, jezeli istnieje takie
sasiedztwo S punktu Py, ze dla kazdego P € S spelniona jest nieréwno$é¢ f(P) < f(Fp),
oraz minimum lokalne, jezeli f(P) > f(Fp).

Maksima i minima nazywamy ekstremami.
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji f(z,y) klasy C' w punkcie

Po(xo,y0) jest by fa(FPo) = 0,1 fy(Fo) = 0.

Punkt w ktorym sa spelnione warunki konieczne nazywamy punktem stacjonarnym
funkcji f(z,y). Funkcja klasy C! moze mieé¢ ekstremum tylko w tych punktach obszaru,
ktore sa jej punktami stacjonarnymi.

Warunkiem wystarczajgeym istnienia ekstremum funkcji f(z,y) klasy C? w pewnym
otoczeniu punktu Py(zo,yo) jest, gdy

1° fo(Po) =01 f,(Py) = 0.

2° W(Po) = fuw - fyy(Po) — [fay(Fo)]* > 0.
Ponadto funkcja f(x,y) ma w punkcie Py maksimum lokalne, gdy fz.(Pp) < 0, oraz mini-
mum lokalne, gdy f..(FPy) > 0.
Jezeli W(Py) < 0, to funkcja f w punkcie Py nie posiada ekstremum, jezeli W (FPy) = 0,
to w tym punkcie funkcja moze mie¢ ekstremum lub nie. Wéwczas nalezy skorzystaé z in-
nych metod zbadania istnienia ekstremum.

Przyktad 5.3. Znalezé ekstrema funkcji dwoch zmiennych
z = f(z,y) = 23 + 3zy* — 62.
Rozwigzanie. Warunek konieczny:
{fm =322 4+ 3y? — 6y = 0,
fy = 6xy — 62 = 0.
Rozwiazujac uklad réwnan otrzymujemy cztery punkty stacjonarne funkeji f(x,y)
A(0,0), B(0,2), C(1,1), D(-1,1).

Sprawdzamy w tych punktach warunek wystarczajacy W(z,y) = fuafyy — (fy)? > 0,
mamy
W (z,y) = 362 — 36(y — 1),
w punktach
A: W(A) = —36 < 0 brak ekstremum,

B: W(B) = —36 < 0 brak ekstremum,
C: W(0O)
D: W(D) =136 >0, fz.(C) = —6 < 0 ekstremum — maksimum réwne f(D) = 2.

36 >0, fz2(C) =6 > 0 ekstremum — minimum réwne f(C) = -2,
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5.3 Ekstremum warunkowe funkcji dwéch zmiennych

Jezeli dana jest funkcja ciagta f(x,y) w obszarze (x,y) € U to czesto wystepuje w tym
obszarze warunek g(x,y) = 0 Ekstremum warunkowe polega na wyznaczaniu punktéw
ekstremalnych funkcji f(z,y) speliajacych dodatkowy warunek. Inaczej méwiac poszu-
kuje sie ekstremum lokalne funkcji f(z,y) nie w calym obszarze U ,ale w punktach krzywej
o réwnaniu g(z,y) = 0 lezacej w obszarze U.

Praktyczna metoda wyznaczania punktéw ekstremalnych dla funkcji dwéch zmiennych
jest metoda wspdlczynnikéw nieoznaczonych Lagrange?a. Polega ona na wyznaczaniu lo-
kalnych punktéw ekstremalnych funkcji pomocniczej

F(xay; )‘) = f(xay) + )\g(l’7y),

gdzie A jest nieznanym wspotczynnikiem.
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum warunkowego jest spelnienie uktadu réw-
nan

Fo(z,y;0) = fa(z,y) + Aga(z,y) =0
9(x,y) =0
Kazdy punkt spelniajacy uklad réwnan (5.1) nazywamy punktem stacjonarnym funkcji

f(z,y) przy warunku g(z,y) = 0.
Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego funkcji f(z,y) w punktach
stacjonarnych Py wyznacza znak wyrazenia

W(PO) = Fm(PO)Fyy(PO) - [Fry(PO)]2-

Jezeli W > 0 to w tym punkcie istnieje ekstremum oraz jezeli Fy, jest dodatnia to jest
minimum w tym punkcie, jezeli F,; jest ujemna to jest maksimum w tym punkcie. Jezeli
W < 0 w tym punkcie nie istnieje ekstremum warunkowe.

Przyktad 5.4. Znalezé ekstremum funkcji f(z,y) = = + 2y przy warunku z2 4 3% = 5.

Rozwigzanie. Réwnanie z = x + 2y jest rownaniem plaszczyzny w przestrzeni trojwy-
miarowej. Natomiast warunek jest okregiem o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu /5.
Ekstremum warunkowe wyznaczy na tej ptaszczyznie punkty ekstremalne odpowiadajace
punktom lezacym na tym okregu. Zauwazmy, ze

f(zy) =z +2y
gz, y) =5 —a® —y?
Warunki konieczne dla funkcji F(x,y;\) = = + 2y + A(5 — 22 — y?) sa nastepujace
F,=1-2Xx=0

F,=2-2\y=20
2 +y?=5
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Po rozwiazaniu tego ukladu réwnan (nieliniowych) otrzymujemy, ze punktami stacjonar-
nymi sa A(1,2) i B(—1,—2). Poniewaz

Fup = —2)\, Fy=—2)\  Fu, =0,

zatem

W(A) = W(B) = 4)\* > 0.

Oznacza to, ze w obu punktach stacjonarnych sa ekstrema warunkowe. Ponadto F,,(A) < 0,
czyli jest maximum warunkowe funkcji f(z,y) w A réwne 5 oraz F,,(B) > 0, czyli jest
minimum warunkowe funkcji f(z,y) w B réwne —5. O
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Pytania do Wyktadu

Poda¢ definicje rézniczki zupelnej funkcji dwdch i trzech zmiennych.

Omowi¢ zastosowanie rézniczki zupetnej do obliczania przyblizonego przyrostu funk-
cji dwéch zmiennych. Podaé¢ przyktady.

Podaé¢ warunki konieczne i wystarczajace istnienia ekstremum funkcji dwéch zmien-
nych.

Kiedy funkcja osiaga w punkcie minimum lokalne, maksimum lokalne?

Jak si¢ wyznacza ekstremum warunkowe funkcji dwoch zmiennych?
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5.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 5.1. a) Stosujac rozniczke zupelna funkeji dwdch zmiennych obliczy¢ przy-
blizona warto$¢ wyrazenia

In(14 /0,97 — \/1,04).
b) Dla jakiej wartosci parametru a wyrazenie

V = zadx + zzdy + xyzadz

jest rézniczka zupelna?

Odp. a) —0,03.

Cwiczenie 5.2. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji.
a) f(z,y) =4— 2% —y>2 Odp. P(0,0) — max.
b) f(z,y) = 2% — > Odp. Brak ekstremum.
c) f(z,y)=2% —2y+2y—y? Odp. P (—%, %) - max, P (%, %) — brak ekstremum
d) flz,y) =2 —ay+y> -2z +y. Odp. P(1,0) — min.

Cwiczenie 5.3. Wyznaczy¢ ekstremum funkcji
z=u1xy
przy warunku = + y = 6.

Odp. Maksimum réwne 9 w punkcie (3, 3).
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Wyktad 6

Calka nieoznaczona

Podana jest definicja funkcji pierwotnej, wzory na obliczanie catek funkcji elementar-
nych oraz metode calkowania przez czesci i przez podstawienie. Inne metody calkowania
nie sa omawiane, poniewaz dostepne sa dobre tablice obliczania catek réznego typu.
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6.1 Definicja

Funkcje rézniczkowalng F taka, ze F' = f nazywamy funkcjq pierwotng do f. Jesli F
jest funkcjg pierwotna to F' + C, gdzie C jest dowolng funkcja stata, réwniez jest funkcja
pierwotng. Wynika to z faktu, ze pochodna funkcji stalej jest réwna 0. Oznacza to, ze
istnieje nieskonczenie wiele funkcji ktére po policzeniu pochodnej dadza nam f. Okazuje
sie, ze jesli F' jest dowolna funkcja pierwotna f, to wszystkie pozostate funkcje pierwotne
do f mozemy otrzymaé ze wzoru F + C gdzie C jest pewna stala (nalezy podkreslié, ze
C' oznacza funkcje stala réwna C'). Inaczej mozemy powiedzieé, ze

{F+C|C e R}

jest zbiorem wszystkich funkcji pierwotnych do f. Zbiér wszystkich funkeji pierwotnych
oznaczamy

/f(x)da::F(a:)—i-C'

i nazywamy catkq nieoznaczong funkcji f. Operacje wyznaczania funkcji pierwotnych na-
zywamy catkowaniem. Jezeli dla danej funkcji istnieje funkcja pierwotna to moéwimy, ze
funkcja jest catkowalna. Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 6.1. Jesli f jest funkcjq cigglg to f posiada funkcje pierwotng.

Uwaga 6.2. Mimo, ze kazda funkcja ciggla posiada funkcje pierwotna, to nie zawsze po-
trafimy ja wyznaczy¢. Co wiecej, w niektorych przypadkach funkcja pierwotna nie wyraza
sie za pomocy funkcji elementarnych.

22
/de:C, /xda::2+0

Przyktad 6.4. Nastepujaca funkcja nie jest catkowalna

)0 dlaxz#0
f(x)_{l dlaz =0

Przyktad 6.3.
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6.2 Podstawowe metody catkowania

Znajac podstawowe wzory na pochodne mozemy wyprowadzi¢ nastepujace wzory pod-
stawowe na calki nieoznaczone

/Oda::O—l—C' /1d:c:ﬂs+C'
n 1 n+1 1
"de=——2"""4+C neRn#l —dx =Inlz|+C
n+1 x

1 1 2
/2d$:——{—C /\/Ed:v:\/x:”—{—C

T T 3

am

/axda::1+C' a€eRy,a#1 /emdx:ez—i-C

na
/sin:vda:z—cos:v—l—C /cosmd$:sinx+0

/1d$:arcsinx+0 / ! dx = arctgx + C
V1—2a2 1+ 22
/sinh:cdx:coshx+C' /cosha:da::sinh:c—i-C

Obliczajac caltki uzyteczne okazuja sie nastepujace wzory:

1) liniowos$¢ operacji calkowania Jesli u(x),v(x) sa funkcjami catkowalnymi, to
/(au(l‘) + bu(x)) de = a/u(:n) dx + b/v(:n) dx

2) wzdr na calkowanie przez czesci Jedli u(z),v(x) sa funkcjami rézniczkowalnymi, to

3) wzor na calkowanie przez podstawienie Jezeli v jest funkcja rézniczkowalna, u jest
funkcja catkowalna, to

/u(v(az))v'(m) dx = /u(t) dt, t=vwv(z)

4) Calkowanie funkcji wymiernych. Funkcja wymierna ma postaé

R(x) =12
9(x)
gdzie f(x) jest wielomianem stopnia deg f, a g jest wielomianem stopnia deg g. Jezeli
deg f > degg, to funkcja R(z) ma przedstawienie (ktére mozemy otrzymaé przez

dzielenie wielomianéw)

gdzie deg L < deg M,



66 WYKEAD 6. CALKA NIEOZNACZONA

L(x)

a W(z) jest wielomianem. Wyrazenie (6] mozna roztozy¢ na utamki proste, co
ulatwia obliczanie calek z fukcji tej postaci (patrz Przyklad [6.10).

Obliczajac calki zawsze mozemy sprawdzi¢ poprawno$¢ obliczen liczac pochodna otrzyma-
nej w wyniku catkowania funkcji. Powinnidmy otrzymadé funkcje podcatkows.

Przyklad 6.5. Obliczymy catke funkcji f(z) = (222 +1)/x

222 +1 1 2
/:C;_ d:E:Z/wdx—l—/deU:Za;+ln|m|+C:$2+ln|xl—|—C

Przyklad 6.6. Calkujac przez czesci obliczymy caltke funkcji f(z) = Inz

/lnxdmz/l-lnxdwz

Przyktad 6.7. Obliczymy [ e* cosz dz. Calkujac dwukrotnie przez czedci otrzymujemy

frnd ,: 1
u, lnlx v 1‘ :xlnx—/ajdm:xlnx—x—{—C
=5 v=zx T

u=e* v =cosx

T
e’ cosxdr =
/ u =e”

e’ v=sinx
u=e* v =sinz
=e¥sine — [ e’sinzder =], =e"sinz +e“cosx — [ e cosxdr
=e¥ v=—cosz

Stad mamy
/ez cosxdr = e*sinx + e*cosx — /e’” cosz dx.

Skad wyliczamy [ e” cosz dz. Dostajemy [ e® cosx dx = %(sinm +cosx) + C.
Przyktad 6.8. Catkujac przez podstawienie obliczymy catke funkcji tgx.

sinx t =cosx
/tgmdx_/cosxdx_ ‘dt:—sinxd:c

Przyjeliémy tutaj u(t) = 1/t,v(z) = sinz. Zlozono$¢ niektorych funkcji wymaga cza-
sami abysmy stosowali wzory na catkowanie przez czesci lub przez podstawienie wielokrot-
nie.

:_/aff:—1n|t|+C’:—ln(cosx)+C

Przyktad 6.9. Obliczmy caltke funkeji f(x) = 225¢%. Stosujemy podstawienie 22 = ¢

/2:1:5er dr = = /tht dt

Calkujac nastepnie dwa razy przez czesci mamy
u=t> v =

2t
/tedt_ W=2t v=e¢l

t

t =22

dt = 2z dx

=t =
—tht—Q/tetdt— v v=e
u=1 v=e

Stad

= t%e! — 2(te! — /et dt) = t?e! — 2tel —e! + C

2 2 2 2
/2$56x dr = 2% — 222" — % +C



6.2. PODSTAWOWE METODY CALKOWANIA 67

W przypadku obliczania catek mozemy napotkaé na znaczne trudnoéci w rachunkach.
Ponadto istnieja funkcje ktorych calki istnieja ale nie sa funkcjami elementarnymi.
O tego typu catkach méwimy, ze nie sg elementarne. Oto przyktady catek nieelementar-

nych.
/e_gc2 dzx, /e dzx, /sin:c2 dzx, /cos:c2 dx.
T

Ogodlnie sprawdzanie czy dana calka jest elementarna moze byé¢ bardzo trudne i nie be-
dziemy sie¢ tym tematem zajmowac.

Przyktad 6.10. Obliczy¢ calki z funkcji wymiernych

2x — 3
Y [ e m

b) /@_562)3@5,

L(z) : _ 32
C) /ax2—{—b:[;—{—c dl‘, gdZIe A = b® — 4ac < 0.

Rozwigzanie. Rozktad na utamki proste jest nastepujacy

2w-3 A B
Y G D@—2 r-1 z-2

T A B C
R e Rl P A pe 1 A &

L(x) Az +B

c)

Aby obliczy¢ stale rozkladu na utamki proste, sprowadzamy prawe strony rozktadu do
wspOlnego mianownika a nastepnie poréwnujemy wspotczynniki w wielomianach stojacych

ar?+br+c ax?+br+c

w licznikach obu stron. O
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Pytania do Wyktadu
. Co to jest funkcja pierwotna?
. Jak sprawdzié¢ czy calka nieoznaczona z funkcji f(x) zostala poprawnie obliczona?
. Oméwié podstawowe metody obliczania calek nieoznaczonych funkeji f(z).

. Kiedy rozktad funkcji podcatkowej na utamki proste utatwia obliczenie catki?
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6.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 6.1. Stosujac metode calkowania przez podstawienie obliczyé calki

1
a) f%dw Inz =t Odp. 1/2In*z + C,
b) [ 2xe” da 2=t Odp. ¢** + C.
c) fx?’f—ilda: Odp. 1/3In |23 + 1| + C.
d) fid Odp. —1/61n |1 — 3¢%| + C
T p. n e :
e) [ ! dx Odp. In|lnz|+ C
xlnz P- '

Cwiczenie 6.2. Stosujac metode calkowania przez czeici obliczyé calki
a) [ xcos3zdx Odp. x/3sin3z + 1/9cos 3z + C,
b) [2%e®dx Odp. (22 — 2z + 2)e® + C.

¢) [x2e ?dx. Odp. —1/4e=2%(222 + 22 + 1) + C.
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Wyktad 7

Calka oznaczona funkc
zmiennej

1 jedne]j

Obliczanie caltek oznaczonych bazuje gtéwnie na wykorzystaniu funkcji pierwotnej. Po-
dane sa przyktady obliczania calek metoda catkowania przez czesci i przez podstawienie.
Omowione sg zastosowania geometryczne calki oznaczonej w szczegélnosci wyznaczanie
pola obszaréw ptaskich i objetosci bryt obrotowych. Jest takze zdefiniowana catka niewla-
Sciwa pierwszego rodzaju wraz z metodami sprawdzania zbieznosSci catki.

71
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7.1 Definicja

Definicja 7.1. Niech na odcinku (a, b) bedzie dana funkcja f jednej zmiennej. Tworzymy
podziat odcinka, dowolnie wybranymi punktami przy czym

a=x0 <1< ...<Tp1<xp=>0.

Dtugos¢ i-tego podprzedziatu oznaczamy przez Ax; = x; — x;—1. Liczbe 6, = max Ax;
nazywamy Srednicg podziatu. Ciag podzialéw nazywamy normalnym, jezeli érednica po-
dziatu dazy do zera przy n — oo.

W kazdym podprzedziale wybieramy dowolny punkt £ € (z;_1,x;) a nastepnie two-
rzymy sume

> fG)A
=1

zwana sumg catkowa przyblizong. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podziatu przedziatu
[a, b] ciag sum catkowych jest zbiezny do tej samej granicy wlasciwej, niezaleznie od wyboru
punktow &;, to granice te nazywamy calka oznaczona funkcji f(z) w przedziale (a, b) i ozna-

czamy symbolem
b
/ f(z)dz.

Okreslona wyzej catka oznaczona nazywa sie calkg oznaczong Riemanna.

Postugujac sie suma catkowa mozemy w dodé¢ prosty sposéb obliczaé przyblizone war-
tosci calek oznaczonych z dowolng doktadnodcia.

Zwracamy uwage na kwestie zasadnicza: catka oznaczona z funkcji f(z) w przedziale
(a,b), jezeli istnieje, jest liczba, natomiast calka nieoznaczona jest zbiorem wszystkich
funkcji pierwotnych F'(z) funkcji f(z) w rozwazanym przedziale.

Mozna wykazaé, ze jezeli funkcja F'(z) jest funkcja pierwotna funkcji f(z), to calka
oznaczona w przedziale (a, b) spelnia réwnosé

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a).
Wykonujac rachunki na catkach oznaczonych bedziemy postugiwali si¢ nastepujacym

zapisem F'(b)—F(b) = F(x) '

a

/aaf(a:)da::0

/abf(x)d:p:—/baf(az)dx

/Cf(x)dm—i—/bf(x)dx:/bf(x)dx dlaa<c<b

. Z definicji calki oznaczonej wynikaja nastepujace zaleznosci.

ponadto mamy odpowiedniki wtasnosci zachodzacych dla calek nieoznaczonych
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1) liniowosé operacji catkowania dla calek oznaczonych jezeli f, g sa funkcjami ciaglymi
to dla dowolnych a, 8 € R

/abaf(:v)Jrﬁg(x) d:r:a/abf(x) dx+ﬁ/abg($) d

2) wzor na calkowanie przez czesci dla calek oznaczonych Jezeli f, g sa funkcjami roz-
niczkowalnymi oraz pochodne f’, ¢’ sa ciggle to dla dowolnych a,b € R

b
/fwwuwmzuummn

b
- [ 1@ @ ds

3) wzdr na catkowanie przez podstawienie dla calek oznaczonych Jezeli f : (a,b) — (¢, d)
jest funkcja rézniczkowalna o ciaglej pochodnej oraz g : (¢, d) — R jest funkcja ciagla
to

b f(b)
/gWMﬂ@m=/ g(t) dt
a f(a)

Przyklad 7.2. Obliczymy calke f_ll x dx.

1 21 1
A
d :7) = - —
/1x v 2 1-1 2

Przyktad 7.3. Stosujac metode catkowania przez czeéci obliczymy catke

1
/ ze® dx.
0

u=z v =¢€"
=1 v=¢€
1o ( )
—e€ —e—(e—1)=1.
0 0

=0

N —

= ge®

1
/ ze® dx =
0

= ze”

Przyktad 7.4. Stosujac metode catkowania przez podstawienie obliczymy catke

1
/ z(1 4 22)" dx
0
gdzie n jest pewna ustalona liczba naturalna.

1+a%=t

1 1 /2
/ (1 4+ 23" doe = | 22 do = dt :2/ t" dt =
0 x € (0,1),t€ (1,2) 1

tn+1 2
(n+1)h

NN

oo 1
Cn+1 2n+1)
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Powyzsza catke mozemy réwniez obliczy¢ inaczej. Wyznaczamy catke nieoznaczona

(1 + x2)n+1

C
n+1 t0

/x(l + 23" dx =1/2

nastepnie obliczamy

1 (1 + x2)n+1 ‘1 _ on 1

2 n+l o n+1 2m+1)

Przyktad 7.5. Stosujac podstawienie x = sint obliczymy fol dx.
T =sint

1 /2 w/2
/ dr = | dxz = cost dt :/ costdt:sint’ =1
0 z€(0,1),t € (0,7/2) 0 0



7.2. ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE 75

7.2 Zastosowania do obliczania pdl obszaréw ptlaskich i ob-
jetosci bryl obrotowych

Calka oznaczona ma nastepujaca interpretacje geometryczna. Jezeli funkcja f(z) > 0
dla z € (a,b) to ff f(x) dx jest réwna polu powierzchni obszaru zawartego miedzy osia

Ox oraz wykresem funkcji f. Jedli f(z) < 0 to f; f(z) dz jest réwna polu powierzchni
obszaru zawartego miedzy osig Ox oraz wykresem funkcji f ale ze znakiem minus.

v

Rysunek 7.1: Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Przyktad 7.6. Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji sin « oraz osia
Oz dla z € (0, 7).

™ T

sinz dr = —cosx
0

=—(-1-1)=2
0

Przyktad 7.7. Obliczymy calke f_ll V1 — 22 dx.

1
/ V1—22dz
1



76 WYKLEAD 7. CALKA OZNACZONA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

g(y)

f(x)

Y

Rysunek 7.2: Interpretacja geometryczna calki oznaczonej — pole obszaru ograniczonego
przez krzywe

Calkujemy przez podstawienie

T =sint

1 /2
/ V1—22dx=| dx=costdt :/ v/1 = (sint)2cost dt =
-1 z e (—1,1),te (—n/2,7/2) —7/2

/2 /2 /2 1 2%
:/ |cost|costdt:/ COSQtdtZ/ ﬂdt:

—m/2 —m/2 —m/2 2

1 7/2 1 /2 1/m =« 1 T
— ¢ = sin 2t :7(7 7) S0-0)="Z.

2t T, 5T g) T 100 =3

......

potowy kota o promieniu 1 tzn. 1/27 = /2.

Calki oznaczone mozemy wykorzysta¢ do obliczania pdl obszaréw zawartych miedzy
wykresami funkcji. Zalézmy, ze mamy dane funkcje f(x),g(x) calkowalne w przedziale
(a,b). Zal6zmy ponadto, ze f(z) > g(x) dla = € (a,b). Wowczas pole obszaru zawartego
miedzy wykresami funkcji f(z) i g(z) obliczamy ze wzoru

b
/ (@) - g()] de

Dla funkcji catkowalnych w przedziale (a, b) definiuje sie pojecie wartosci $redniej funk-
cji w przedziale (a,b). Wartosé¢ taka definiujemy wzorem

b
bia/ f(z) dx.
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Przykltad 7.8. Obliczy¢ warto$é érednia funkeji sin(z) na przedziale (0, 7). Mamy
1

™ —

4 1 T 2
/ sinx dr = —[—cosz]| = —.
0 0 ™ 0 ™

7 punktu zastosowan w geometrii wazne sa nastepujace wzory. Rozpatrzmy funkcje
f(z) dla = € (a,b). Objetos¢ V oraz pole powierzchni bocznej S obszaru powstatego
z obrotu funkcji f(x) dookota osi Ox wyrazaja sie wzorami

b b
V:W/ () da, P:27r/ F@)VIE () da.

Przyktad 7.9. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej z obrotu wykresu funkcji sin z dookota
osi Oz dla x € (0, ).

s 7‘[‘2

0> T2

™ ™1 —cos?2
V:7r/ sin2xdx:7r/ cosxdx:ﬂ_(a:
0 0 2 2
Calki niewlasciwe pierwszego rodzaju

Niech f(z) bedzie funkcja ciagla dla x € (a,00). Calke niewlasciwg na przedziale
x € (a,00) definiujemy wzorem

T sin 2%

0 2

T
/ f(z)de = hm f(z) dz, (7.1)

analogicznie definiujemy
b b
/ f(z)de = lim f(z) dz. (7.2)
—00 T——o00 T
Moéwimy, ze calka niewladciwa jest zbiezna jezeli istnieja odpowiednie granice ((7.1)), (7.2).

Przyktad 7.10.
T \f
J e dim [ g e = Jim 2y, = i 20T 1) =

oznacza to, ze calka [;° ﬁ dx jest rozbiezna.

Przyktad 7.11.

[e’s) T T
/ e ¥dr= lim e dr= lim —e® = lim —e '4+1=1
0

T—oo Jg T—o00 0 T—o0

oznacza to, ze catka fooo e~ " dx jest zbiezna co ciekawe jej warto$é jest rowna polu kwadratu
o boku 1.
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7.3 Pytania do Wyktadu

1. Podaj zwiazek miedzy calka nieoznaczong i oznaczona.
2. Omoéw zastosowanie geometryczne calki oznaczonej.

3. Podaj definicje catki niewltasciwej pierwszego rodzaju, kiedy ta catka jest zbiezna?



7.4. CWICZENIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

7.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
Cwiczenie 7.1. Obliczy¢ calki oznaczone

a) [{ Inz dax.

b) fol(e“” —1)*e*dz.

c) fog x sin 2xdz.

d) [f ez,

xT

Cwiczenie 7.2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego funkcjami

a) y=z,y==c

b) y =sinz,y = %x
c)y=eTy=e* x=
d) y= ix2,y:3x—%x2.
)

79

Odp. ;11
Odp. (e — 1)°/5.
Odp. 7/4.
Odp. 3/2.

Odp. 1/6.

Odp. 1 —7/4.
Odp. e+1/e —2.
Odp. 8.

Odp. 1.

Cwiczenie 7.3. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej poprzez obrét funkceji wokoét osi Ox.

1. y=2a2y=r
2. y= 2%,y:sinx.

3.0<y<i1<z<2

Odp. 37/10.
Odp. 72/12.
Odp. 8.
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Wyktad 8

Macierze 1 wyznaczniki

Wyklad ten zalicza sie do dzialu matematyki Algebra: podaje definicje macierzy, dzia-
tania na macierzach. Definiuje wyznacznik macierzy kwadratowej i podaje metody ob-
liczania wyznacznika Sarrusa dla wyznacznika stopnia trzeciego i rozwinigcia wzgledem
dowolnego wiersza lub kolumny wyznacznika wyzszych stopni. Podana jest takze definicja
rzedu macierzy.

81
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8.1 Dzialania na macierzach

Macierzg wymiaru m x n nazywamy dowolny dwuwskaZnikowy cigg liczb a;; gdzie

1=1,2,...,m, 5 =1,2,...,n. Macierz takg zapisujemy w postaci tablicy
ai,l a1.2 c.. Q1n
a1 G2 ... QG2n

A= . . ) . lub A= [ai,j]mxn
am71 am72 . amm

W zaleznosSci od liczby m wierszy oraz n kolumn, macierze moga byé prostokgtne gdy
m # n lub kwadratowe gdy m = n. Dla macierzy kwadratowej wymiaru n x n wspd6lng
liczbe wierszy i kolumn n nazywamy stopniem macierzy. Wyrazy a;;,¢ = 1,2,...,n na-
zywamy wyrazami gtéwnej przekatnej. Macierzq jednostkowq nazywamy macierz kwadra-
towa, ktéra na gléwnej przekatnej posiada jedynki, natomiast pozostale elementy a; ; gdzie
i # 7, sa réwne zeru, np.dla n = 3

)

1 0
0 0
0 0 1
Macierz jednostkowa oznaczamy symbolem I. Macierzg zerowqg nazywamy macierz kté-
rej wszystkie elementy sa réwne zeru. Wsérod macierzy prostokatnych czesto spotykamy
macierze wierszowe, zawierajace jeden wiersz oraz macierze kolumnowe zawierajace jedna

kolumne.
Wykonywanie dzialan na macierzach wymaga duzej uwagi, poniewaz dzialania takie
sg odmiennie zdefiniowane niz dziatania na liczbach. Jesli A, B s3 macierzami tego samego

wymiaru to
A= B = aijlmxn £ [bijlmxn = [aij £ bijlmxn

Przy dodawaniu dwéch macierzy tego samego wymiaru dodajemy elementy o takich sa-
mych wskaznikach i, j czyli stojace na tej samej pozycji w macierzy.
Mnozenie macierzy przez liczbe

kA = kla; jlmxn = [kai jlmxn
Przy mnozeniu macierzy przez liczbe mnozymy kazdy element macierzy przez liczbe.

Przyktad 8.1. Dane sg trzy macierze A, B,C

3 0 -1 -3 2 1 1 2 1
A=12 5 1|, B=|6 5 4|, C=1]2 2 1
7T -2 0 0 2 —4 0 -1 0
Wyznaczyé
(a) A+ B.

(b) B— A.
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(c) A—3B+2C.

Rozwigzanie. (a)

3 0 -1 -3 2 1 0 2 0
A+B=1|2 5 1|+|6 5 4|=1|8 10 5
7 =2 0 2 —4 70 —4
(b)
-3 2 1 3 0 -1 -6 2 2
B—-A=1|6 5 —12 5 1]|=|4 0 3
0 2 —4 7 =2 0 -7 4 —4
(c)
[3 0 —1] -3 2 1 1 2 1
A—-3B+2C=12 5 1|-=-3|6 5 4|+2]2 2 1| =
7 -2 | 0 2 —4 0 -1 0
3 0 —1] 9 -6 -3 2 4 2
=12 5 1|+ |-18 =15 —-12|+ |4 4 2| =
7 -2 0 0 -6 12 0 -2 0
(14 -2 -2
=|-12 -6 -9
7 —10 12

O]

Mnozenie macierzy A oraz B jest wykonalne tylko wtedy gdy liczba kolumn macierzy
A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Mamy mianowicie

Am><p ' Bpxn = men

Iloczynem macierzy A oraz B nazywamy macierz C = [¢; j|nxm ktérej elementami sg c; i,
t=1,...,n,5=1,...,m okre$lone wzorem

Cik = i 1b1 g+ a;202k + ...+ aipby i

element c; j; jest sumg iloczynéw elementéw i-tego wiersza macierzy A oraz k-tej kolumny
macierzy B. Bierzemy pierwszy element i-tego wiersza macierzy A oraz mnozymy go przez
pierwszy element k-tej kolumny macierzy B nastepnie dodajemy do tego iloczyn drugiego
elementu i-tego wiersza macierzy A oraz drugiego elementu k-tej kolumny macierzy B,
nastepnie dodajemy do tego iloczyn p-tego elementu i-tego wiersza macierzy A oraz p-tego
elementu k-tej kolumny macierzy B. lloczyn macierzy A oraz B oznaczamy

AB, A-B, AxB
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Mnozenie macierzy poza wyjatkowymi sytuacjami (np. wtedy gdy jedna z macierzy jest

macierza jednostkowa) nie jest przemienne tzn. zazwyczaj

A-B+#£B- A

Przyktad 8.2.
ar b1 c T a1+ by +cz
as by col| - |yl = |agx + boy + coz
ag by c3 z as3x + by + c3z

Przyktad 8.3. Obliczymy AB dla

-2

s [2 3 —1} B

2x3

2
0
4 2 3 1

wW =

3%x2

Tloczyn macierzy AB jest macierza C wymiaru 2 x 2. Obliczamy elementy macierzy C
mnozac odpowiedni wiersz macierzy A przez odpowiednia kolumne macierzy B.

c11=2(-2)+3-1+(-1)-3=-4 ¢12=2-2+3-0+(-1)-1=3
c21=4-(-2)+2-1+3-3=3 Cop=4-24+2-0+3-1=11

Ostatecznie otrzymujemy

|:2 3 —1] ) 1 (2) _[6171 6172:| _|:—4 3:|
42 31,5 |3 1 €21 €22]959 3 1],

Przyktad 8.4. Niech

Obliczmy A - B oraz B - A

~1 2] [2 3] _[-1-242:1 —-1-3+2.2
10 (12 [ 12401 1:340-2

i
o

HE R R

Zauwazmy, ze A- B # B - A.

Przyktad 8.5. Wyznaczyé A- Bi B - A, jezeli

3 -5 7
A‘[—2 9 4}’ B

Il

|
w
S
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Rozwigzanie. Mamy

Ap—|3 51 _13 2 _[314(=5)-(=3)+7-5 3-0+(=5)-4+7-7]
-2 9 4 5 7 o (-2)-149-(-3)+4-5 (-2)-0+9-4+4-7|
~[53 29
-9 647

oraz

[1 0
B-A=|-3 4 {_32 _95 ﬂ:
5 7

1-3+40-(-2) 1-(=5)+0-9 1-740-4
= |(=3)-344-(=2) (=3)-(=5)+4-9 (=3)-7T+4-4| =
| 5-3+47-(-2) 5-(=5)+7-9  5-7T+4-4

(3 -5 7
—|-17 51 -5
1 38 63

Ro6wno$é dwbéch macierzy

Macierze A i B i jednakowych wymiarach sg réwne jezeli kazdy element a; ; macierzy
A jest réwny elementowi b; ; macierzy B, dlai=1,2,...,m; j=1,2,...,n.
Transponowanie macierzy

Dla danej macierzy A = [a; j]mxn definiujemy macierz transponowana AT = (@ ilnxm
jako macierz powstala z macierzy A przez zamiane jej kolumn na wiersze (lub wierszy
na kolumny). Pierwszy wiersz zapisujemy jako pierwsza kolumne, drugi wiersz jako druga
kolumneg, ..., m-ty wiersz jako m-ta kolumne.

Przyktad 8.6. Wyznaczy¢ macierz transponowana
{2 3 —1]T B ; é
4 0 2 1 9

Wtlasnosci transponowania

(A4 B)T = AT 4+ BT, (AT =4
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Wtlasnosci dzialan na macierzach

e lacznosé dodawania

(A+B)+C=A+(B+C)

e przemiennos$¢ dodawania

A+B=B+A

elementem zerowym dodawania jest 0 tzn. macierz zerowa

A+0=0+A=A

elementem przeciwnym do A jest —A

A+ (=A)=0

elementem jednostkowym mmnozenia jest

A-T=1-A=A
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8.2 Wyznaczniki

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a; j]lnxn jest liczba jednoznacznie przypo-
rzadkowana tej macierzy oraz oznaczona symbolem |A| lub det(A). Liczbe kolumn oraz
wierszy nazywamy stopniem wyznacznika.

Dla  Aix1 = [a1,1], mamy det(Aix1) = a1
a1 a
Dla Agyo = L1 %12 mamy
as1 a2
a1 a2
det(Aax2) = = 1,022 — 02,1412
a1 a2

Wyznacznik stopnia 2 obliczamy jako réznice iloczynu elementéw na przekatnej gtownej
i iloczynu elementéw na przekatnej boczne;j.

Przyktad 8.7. Obliczy¢ wyznacznik

3 -2
) 1

‘_3-1—(—2)-5_3“0_13

Wyznacznik stopnia 3 obliczamy stosujac metode Sarrusa nazywana réwniez sche-
matem Sarrusa Dopisujemy od prawej strony wyznacznika jego pierwsze dwie kolumny

\/ N2

N

o°

aii ar2 a13 Clll a2

a 1 az 2 a2 31@ 1 Q22 = ajia22a33+ aj2a23a31+ ajiszazi1a32+
/ —Qa31G22013 — 32023011 — 43302101 2
a31 as 2 0331 as1 as2
X
e

Rysunek 8.1: Metoda Sarrusa

i wyrézniamy trzy przekatne gtéwne ze znakami + oraz trzy przekatne boczne ze zna-
kami —. Wyznacznik stopnia 3 obliczamy nastepnie jako sume iloczynéw elementéw na
wyrédznionych przekatnych z wybranymi znakami + oraz —.
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Przyktad 8.8. Obliczy¢ wyznacznik metoda Sarrusa

2 3
~1 0 2[=2-0-34(-1)-4-14+1-3.2—-1-0-1-2-4-2—(=1)-3.3=
1 4

W

=0—-446-0—-164+9=-5

Do obliczania wyznacznikéw stopnia czwartego lub wyzszego nie ma gotowych sche-
matéw typu metoda Sarrusa. Wyznaczniki wyzszego stopnia obliczamy wyrazajac je przez
wyznaczniki stopnia o jeden nizszego.

Definicja 8.9. Minorem elementu a;; macierzy kwadratowej A nazywamy wyznacznik
M; ; macierzy powstalej przez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A.

Przyktad 8.10. Wyznaczy¢ minory macierzy

-1 2 0
3 1 2
4 3 -2

Rozwigzanie. Obliczmy przyktadowe minory.

1 2

Mu = ‘3 —2

’:1-(—2)—3‘2:—8

skreslamy pierwszy wiersz oraz pierwsza kolumne.

-1 2
Mgg—‘ 4 3'—(—1)-3—4-2——11
skreslamy drugi wiersz oraz trzecig kolumne. O

Zauwazmy, ze minorow mozemy utworzy¢ tyle ile jest elementéw macierzy.

Definicja 8.11. Dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy kwadratowej
A = [a; j] nazywamy liczbe
Aij = (=1)" My

Zauwazmy, ze (—1)7/ = —1 gdy suma (i + j) jest liczba nieparzysta oraz (—1)/ =1
gdy suma (i+j) jest liczba parzysta. Dopelnienie algebraiczne jest wiec minorem (podwy-
znacznikiem) z odpowiednim znakiem. Wszystkie dopelnienia algebraiczne tworza macierz
AP = [A; j]nxn nazywana macierza dopelien algebraicznych macierzy A.

Dopelnienia algebraiczne pozwalaja zdefiniowaé i oblicza¢ wyznaczniki dowolnego stop-
nia.

Transponowana macierz dopelnien algebraicznych nazywamy macierzg dolgczong.
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Definicja 8.12. Rozwinieciem Laplace’a (lub krétko rozwinigciem) macierzy A wzgledem
k-tej kolumny nazywamy wyrazenie

a1 g A +agpAog + -+ an pAn g

jest to suma iloczynéw elementéw k-tej kolumny przez ich dopelnienia algebraiczne. Mozna
pokazaé, ze rozwinigcie Laplace’a nie zalezy od k tzn. dla kazdego k jest takie samo.
Rozwinigciem Laplace’a (lub krétko rozwinieciem) macierzy A wzgledem i-tego wiersza
nazywany wyrazenie
ai1Ain +ai2lio+ ...+ ainAin
jest to suma iloczynow elementéw i-tego wiersza przez ich dopetnienia algebraiczne. Mozna
pokazaé, ze rozwinigcie Laplace’a nie zalezy od ¢ tzn. dla kazdego ¢ jest takie samo.

Definicja 8.13. Wyznacznikiem macierzy nazywamy liczbe
det(A) = a1 A1k + ag Aok + ...+ ankAnk
gdzie k jest dowolnie ustalone.
Wyznacznik macierzy mozemy réowniez oblicza¢ w nastepujacy sposéb
det(A) = a;14i1 + ai2Aio+ -+ ainAin

gdzie i jest dowolnie ustalone. W celu obliczenia wyznacznika dokonujemy rozwiniecia La-
place’a wzgledem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny. Nalezy zauwazy¢, ze najlepiej
wybra¢ wiersz lub kolumne w ktérej jest jak najwiecej zer. Rachunki sa wéwczas krétsze.

Przyktad 8.14. Obliczmy wyznacznik stopnia czwartego wykonujac rozwiniecie wzgle-
dem pierwszego wiersza

= a1,1A11 +a12412 +a13413 a1 4h14 =
= O'Al,l+1‘A172+0'A173+2-A1,4:
=1-A12+2- Ay

N~ = O
— W O

2
0
1
1

O NN

Wyznaczymy dopelnienia algebraiczne postugujac si¢ wzorem A; ; = (—1)"7 M, ;

A= (—1)"2Myp = —M;p = |-

)

Ostatecznie otrzymujemy

det A= A9 +2414=—-12+2(-8) = —28
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Wyznaczniki obliczyliSmy jako sume iloczynéw elementéow pierwszego wiersza przez
ich dopelnienia algebraiczne. Okazuje sie, ze biorac pod uwage dowolny inny wiersz lub
kolumne i stosujac taka samg procedure jak z pierwszym wierszem otrzymamy taki sam
wynik.

Przyklad 8.15. Obliczmy wyznacznik macierzy
1 2 3
A=10 1 2
01 3
trzema sposobami. Dokonamy rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza potem

wzgledem drugiego wiersza a nastepnie wzgledem pierwszej kolumny.
Rozwinigcie wzgledem pierwszego wiersza

1 2 0 2 0 1
— — 2 — 3 — 4 — . . o (— . . . —
|A| = 1(-1) 1 3‘—1-2( 1) 0 3‘4—3( 1) 0 1‘ 1-1-14+2-(-1)-0+3-1-0=1
Rozwinigcie wzgledem drugiego wiersza
Al =0+ 1(—1)* (1) §‘+2(—1)5 é ﬂ:o+1-1.3+2-(—1).1:1

Rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny

1 2

_ _1)\2

'+O+O:1-1-1—|—0+O:1

Wtasnosci wyznacznikow

a) Jesli macierz kwadratowa ma wiersz lub kolumne zerowa, to jej wyznacznik jest
réwny zero.

1
0
2

o w;
oo w
Il
o

drugi wiersz jest zerowy

b) Jezeli dwa wiersze (kolumny) sa proporcjonalne to wyznacznik macierzy jest réwny

Zero.
1 -2 3
0 3 4/=0
2 -4 6

pierwszy wiersz w; jest proporcjonalny do treciego wiersza ws, ws = 2w;.
¢) Transponowanie macierzy nie zmienia wartosci wyznacznika

det(AT) = det(A)
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d) Dla dowolnej macierzy A stopnia n oraz dowolnej liczby & € R mnozenie wyznacznika
przez liczbe jest réwnowazne z pomnozeniem dowolnego (ale jednego) wiersza przez
taka liczbe lub z pomnozeniem dowolnej (ale jednej) kolumny przez taka liczbe.

e) Dla dowolnej macierzy A stopnia n oraz dowolnej liczby k € R zachodzi réwnosé

det(kA) = k" det(A)

f) Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych tego samego stopnia réwny jest ilo-
czynowi wyznacznikéw tych macierzy (jest to twierdzenie Cauchy’ego)

det(AB) = det(A) det(B)

g) Jezeli do dowolnego wiersza dodamy inny wiersz pomnozony przez dowolng stala,
to wartos¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie. Wykonujac operacje na wierszach lub
kolumnach otrzymujemy zazwyczaj macierz rézna od macierzy wyjsciowej, obydwie
macierzy majg jednak taki sam wyznacznik.

Przyktlad 8.16.

1 w3+(—2)w1
1| ———
2

S = W
(S NI
O = W
O N

1
1/ =0
0

Do trzeciego wiersza dodaliSmy pierwszy wiersz pomnozony przez (—2), zapisujemy
to w3 + (—2)w;. W wyniku takiej operacji otrzymujemy trzeci wiersz zerowy, nato-
miast pozostale wiersze pozostana niezmienione. Z wlasnosci a) wynika, ze wyznacz-
nik jest zerowy.

h) Jezeli do dowolnej kolumny dodamy inny kolumne pomnozony przez dowolna stala,
to wartos$¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie.

Omoéwione wlasnoéci upraszczajg obliczanie wyznacznika.
Wiasnosci f), g) pozwalaja wprowadzié¢ zera do wyznacznika, co znacznie upraszcza
jego obliczanie.

Przyktad 8.17.

2111 2111
-1 2 3 2| wy—wy_ |—1 2 3 2
1111 -1 0 0 0
1 2 31 1 2 31

Odejmujemy od trzeciego wiersza pierwszy wiersz. W ten sposob w trzecim wierszu poja-
wiaja sie elementy zerowe. Nastepnie stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciego
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wiersza (gdyz jest tam najwiecej zer).

2 1 1 1
-1 2 3 2
_1 0 O 0 = a371A3,1 +a3,2A3,2+a373A3,3+a374A3,4 —
= 1A31+0A372+0A33+0A374:
]. 2 3 1 ’ )
~ Ay -
1 1 1
= (-1 (-1)-2 3 2=
2 31

= —(346+4-6-6-2)=1

Definicja 8.18. Macierzq nieosobliwg nazywamy macierz kwadratows dla ktérej wyznacz-
nik jest rézny od zera. Jezeli |A| = 0 to macierz nazywamy osobliwg.

Definicja 8.19. Macierzq odwrotng do macierzy A nazywamy macierz A~! spelniajaca
warunki

AAT = AT A =T

Mozna pokazaé, ze macierz A~! istnieje wtedy i tylko wtedy gdy A jest macierza kwadra-
towa oraz |A| # 0. Macierz odwrotna wyraza si¢ wzorem

1

AT =
A

(4”)"

gdzie AP jest macierza dopelnien algebraicznych macierzy natomiast (AD )T jest macierza
transponowang macierzy dopelnien algebraicznych.

Przyktad 8.20. Znajdziemy macierz odwrotna do macierzy

3 1 -1
A= 4 2 -1
-2 -1 1

Wykonujac odpowiednie obliczenia mamy |A| = 1 oraz

1 -2 0 10 10 1
AP =10 1 1|, AP)YT=]-21 -1, Al=]-21 -1
1 -1 2 01 2 01 2

w celu sprawdzenia poprawnoéci przeprowadzonych rachunkéw mozemy zawsze sprawdzic

czy AA-' =Tlub A 1A =1
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8.3 Rzad macierzy

Rozpatrzmy dowolng macierz A. Podmacierzg macierzy A nazywamy dowolng macierz
ktéra powstaje z macierzy A przez skreslenie pewnej iloéci wierszy i pewnej iloéci kolumn.

Przyktad 8.21. Dla macierzy

3 2 5 8
6 1 0 7
9 3 41

podmacierzami sa

3 2 3 2 8 2 8 2? 3]
61’617’31’91’ '

Szczegdblnie istotne sg podmacierze kwadratowe, dzieki nim definiujemy pojecie rzedu
macierzy. Dla danej macierzy mozemy wyznacza¢ podmacierze kwadratowe a nastepnie
obliczaé¢ ich wyznaczniki

Przyktad 8.22. Dla macierzy
A - [2 1 3 1]

3 4 2 4
mamy 6 podmacierzy 2 x 2. wyznaczniki tych podmacierzy wynosza
2 1 2 3 2 1
i e B
1 3 11 31
4 2'__10’ ’4 4‘_0’ ‘2 4‘ 10.

W przypadku badania rzedu macierzy bedziemy pytali czy istnieja podmacierze o nie-
zerowym wyznaczniku. Tutaj istnieja.

Definicja 8.23. Rzedem macierzy kwadratowej A nazywamy najwiekszy stopien pod-
macierzy macierzy A o niezerowym wyznaczniku. Rzad macierzy oznaczamy symbolem

R(A).
Przyktad 8.24. Wyznaczy¢ rzad macierzy

3 -1 2
A=|-2 4 1
-1 7 4

Obliczamy wyznaczniki podmacierzy stopnia 3. Jest tylko jedna taka podmacierz jest nig
cala macierz. Obliczamy zatem |A|

3 -1 2
A=|-2 4 1/=48—-2841+8-21-8=0
-1 7 4



94 WYKLAD 8. MACIERZE I WYZNACZNIKI

Oznacza to, ze rzad macierzy A nie moze by¢ réwny 3. Sprawdzamy zatem czy A jest
rzedu 2. Aby tak bylo musi istnie¢ co najmniej jedna podmacierz 2 x 2 o wyznaczniku
réznym od zera. Podmacierz taka tatwo wskazaé biorac np.

R

Wyznacznik takiej podmacierzy wynosi 10 i jest oczywiscie rézny od 0. Otrzymujemy stad,
ze najwieksza (jesli chodzi o stopien) podmacierza o niezerowym wyznaczniku jest macierz
2 x 2. Zatem R(A) = 2.

Przy wyznaczaniu rzedu macierzy wystarczy wskazaé tylko jedna, najwieksza pod
wzgledem stopnia, podmacierz o niezerowym wyznaczniku. Stopien takiej macierzy jest
rowny rzedowi macierzy. Pozostale wyznaczniki podmacierzy tego samego stopnia moga,
lecz nie musza, byé¢ réwne zero. Wprost z definicji rzedu macierzy wynika, ze macierz A
jest rzedu k wtedy i tylko wtedy gdy istnieje podmacierz stopnia k macierzy A o wyznacz-
niku ré6znym od zera oraz wszystkie podmacierze macierzy A stopnia wiekszego niz k maja
wyznacznik réwny 0. Rzad macierzy A, x. jest liczba calkowita nieujemng mniejsza od
iloéci kolumn i mniejsza od iloéci wierszy. Symbolicznie zapisujemy to nastepujaco

R(A) <m, R(A) <n

Przyjmujemy, ze rzad macierzy zerowej jest rowny 0. Zauwazmy, ze jedyna macierza ma-
jaca rzad zero jest macierz zerowa.

Przyktad 8.25. Wyznaczmy rzad macierzy
-3 0
A=
RN
W macierzy tej istnieje jedna podmacierz 2 x 2 (jest to cala macierz). Wyznacznik tej
podmacierzy wynosi 0. Ponadto istnieja 4 podmacierze stopnia 1. Jedna z tych podma-
cierzy ([3]) ma wyznacznik rézny od zera. | — 3| = —3 (| | oznacza tutaj wyznacznik

macierzy 1 x 1 a nie warto$¢ bezwzgledna co moze by¢ mylace, bardziej precyzyjny byltby
zapis |[—3]| = —3). Oznacza to, ze R(A) = 1.
Przyktad 8.26. Wyznaczmy rzad macierzy
2 4 3
A= [1 2 —1}
Macierz jest wymiaru 2 x 3. Stad rzad jest mniejszy badz réwny 2. Wybieramy podwy-
znacznik stopnia 2 utworzony z pierwszej i trzeciej kolumny
2 3
A I

Zatem R(A) = 2. Pojecie rzedu macierzy wykorzystamy do rozwiazywania uktadéw réw-
nan liniowych.
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8.4

Pytania do Wyktadu

. Poda¢ definicje: macierzy prostokatnej, kwadratowej, jednostkowej, zerowej.

. Omoéwié dziatania na macierzach.

Podaé¢ podstawowe wlasnosci wyznacznikow.

Kiedy wyznacznik jest rowny zeru? Co to jest stopien wyznacznika?

Oméwi¢ metody Sarrusa i Laplace’a obliczania wyznacznika.

Kiedy macierz jest nieosobliwa?

Poda¢ definicje macierzy: transponowanej, dopetnien algebraicznych, odwrotne;j.

Jak sie wyznacza rzad R(A) macierzy?
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8.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 8.1. Dla danych macierzy

1 21 110 2 11
A= |1 3 2 B=1|3 4 1|C=1{2 1 2
01 3 1 21 1 11
sprawdzi¢ réwnoscia) A-B = B-A,b) A(B+C)=A-B+A-C,c) A-(B-C)=(A-B)-C

Cwiczenie 8.2. Pomnozy¢ nastepujace macierze.

[3 —4 5 3 0 1 3 ]
a) |2 =3 1]-]2 3]. Odp. | 0 —6
3 -5 —-1] [0 3 -1 —18]
(3 1 3 1 1 8 19 8]
b) (1 2 1]-]2 1 Odp. |6 8 6
3 1 3 1 31 8 19 8]
(1 1 0 0 1 200 330 0]
13 0 O 2100 75 0 0
Sloo 1 2/ oo 1 3 Odo- 15 0 7 5
0 0 =3 1 00 31 0 0 0 -8
Cwiczenie 8.3. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki.
3 5 2
a) 0 2 1. Odp. 19.
4 1 3
1 2 0 0
-4 2 5 6
b) 5 1 0 -3l Odp. —2.
3 5 2 1
Cwiczenie 8.4. Wyznaczy¢ rzad nastepujacych macierzy.
1 1 1 1 2
21 -1 1 3
a) A= L9 -9 9 6 Odp. R(A) = 2.
3 2 0 2 5
2 1 1 1 1
b) A= 42 2 2 2 Odp. R(A) = 1.
1 -1
2 3
c) A= 3 9 Odp. R(A) =2.
-1 1
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Cwiczenie 8.5. Dla jakich wartosci parametru a rzad macierzy

TN W N
O = Q
W N
O = =N

jest mniejszy od 4.

Cwiczenie 8.6. Wyznaczy¢ macierz odwrotna do macierzy

3 1 1
A=14 2 -1
-2 -1 1

oraz sprawdzié, ze A71A = 1.

97

Odp. a = 1.
-2 -3
5 7
1 2
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Wyklad 9

Uktady réwnan liniowych

W wyktadzie podane sa metody rozwiazywania uktadéw rownan algebraicznych niejed-
norodnych i jednorodnych. Wprowadza sie zapis macierzowy tych uktadéw. W przypadku
kwadratowej nieosobliwej macierzy uktadu stosuje sie macierzows metode rozwigzywania
uktadu korzystajac miedzy innymi z macierzy odwrotnej uktadu. Podana jest takze réw-
nowazna metoda wyznacznikowa Kramera rozwigzywania takiego uktadu. Uklady moga
by¢ a) oznaczone, woéwczas istnieje dokladnie jedno rozwiazanie b) nieoznaczone wéw-
czas istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan oraz c) sprzeczne. Problem zwiazany z tego
typu uktadami rownan rozstrzyga twierdzenie Kroneckera-Capelliego wykorzystujac poje-
cie rzedu macierzy.

99
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9.1 Posta¢ macierzowa uktadu rownan

Uktadem m réwnan liniowych niejednorodnym z n niewiadomymi 1, o, ..., z, nazy-
wamy

a1171 + a12%2 + ... + a1pTy = by

a21%1 + @209 + ... + aspxy = b

(9.1)
Am1T1 + Q22 + ... + ATy = by,
gdzie a;; € R,i = 1,...,m,j5 = 1,...,n. Wspoélczynniki przy niewiadomych tworza ma-
cierz ktora nazywamy macierzqg gtowng ukladu
ail aip ... QA1n
A=
aml1 Qm2 ... Qmn
wyrazy wolne by, ..., b,, oraz niewiadome x1, ..., T, zapisujemy jako macierze kolumnowe
bl I
bg xI9
B=. X =
bm L,

Uklad réwnan (9.1) jest réwnowazny nastepujacemu réwnaniu macierzowemu

a111 a12T2 e A1nTn T b1
a21T1  A22T2 ... A2pTp T2 bo
Am1T1 Am2%2 ... GmnTn Tn bm

co przy przyjetych oznaczeniach mozemy tez zapisaé
AX =B

Przyktad 9.1. Uktad réwnan liniowych

20+ 5y =3
y— 2=0
—x+2z=1

zapisujemy w postaci macierzowej Aw = B

25 0 x 3
01 -1 yl =10
-1 0 2 z 1
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Wyrézniamy trzy rodzaje uktadéw réwnan liniowych: uktadu oznaczone, nieoznaczone
i sprzeczne. Uklad réwnan liniowych jest oznaczony jezeli posiada dokladnie jedno roz-
wiazanie. Uklad rownan jest nieoznaczony jezeli posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.
Uktad jest sprzeczny jezeli nie posiada rozwigzan.
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9.2 Metoda macierzowa, metoda wyznacznikowa

Najprostszym do rozwiazania jest uktad rownan liniowych, w ktérym liczba niewiado-
mych réwna jest ilosci réwnan oraz macierz gtéwna uktadu jest nieosobliwa tzn. det A # 0.
Uktad taki nazywamy uktadem Cramera.

Uktad Cramera mozna rozwigzaé postugujac si¢ metoda macierzowa. W tym celu mno-
zymy rownanie

AX =B
lewostronnie przez A~!. Stad otrzymujemy
AT'AX =A7'B
stad oraz z faktu A~'A =T dostajemy
X=A"'B.

Przyktad 9.2. Rozwiaza¢ metoda macierzows uktad

2z + 3y = —1
3z+2y= 1

Rozwigzanie. Mamy
2 3 —1
=l e[
Poniewaz |A| = —5 # 0 to jest to uktad Cramera musimy obliczyé A~!B. Wyznaczamy
macierz odwrotna

At ADYT,

1
:W(

g 1[2 =8 _ 12 -3
5|3 2| " —5|-3 2

Otrzymujemy

mamy zatem

otrzymujemy wiec

astader =1,y = —1. O
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Uktad Cramera mozemy réwniez rozwiazaé stosujac inna metode, zwang metodg wy-
znacznikowg lub metodg Cramera. W tym celu majac uklad Cramera obliczamy W = |A|
oraz Wy, i =1,...,n gdzie W; jest wyznacznikiem macierzy powstalej z macierzy A przez
zamiane kolumny ¢ kolumng wyrazéw wolnych

bl arz ... A1n ail b2 e A1n
b2 a2 ... a9, a1 bg PN a2,
Wi=|. . . Wy = .
by an2 ... anpn ant bn ... amm
lub ogdlnie
air ... A13-1) by ai(i+1) --- Qin
azr ... A23i—1) by as(i+1) -+ G2n
Wi = . . .
anl ... an(i_l) bn an(i+1) e (079 )
dla ¢ = 1,...,n. Uklad Cramera jest zawsze oznaczony tzn. posiada dokladnie jedno
rozwigzanie dane wzorem
Wy Wy Wi,
T AR 1

Przyktad 9.3. Metoda wyznacznikowg rozwiaza¢ uklad réwnan
2043y +22= 3
r—2y—3z=-3
3z+ y+ z= 4
Rozwigzanie. Obliczamy wyznaczniki W, Wy, Wy, W3

2 3 2
W=|1 -2 -3|=-44+2-274+12+6—-3=-14
3 1 1
3 3 2
Wi=1-3 -2 -3|=—6-6—-36+16+9+9=-14
4 1 1
2 3 2
Wo=|1 -3 —-3|=—-64+8-27T4+184+24—-3=14
3 4 1
2 3
Wy=11 -2 —-3|=-16+3—-27+18+6—12=-28
3 1 4
Otrzymujemy stad
Wi - Wa_ M TR 28
N W~ T w T T BT W T T
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9.3 Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Do rozwiazywania ukladéw réownan liniowych m x n tzn. uktadéw postaci

a11r1 + a1are + -+ - + a1pxy = by

a1 + agere + -+ - + AT, = by
9.2)

Am121 + Qa2 + - -+ AmnTn = by,

wykorzystujemy pojecie rzedu macierzy. Analize rozwiazalnosci takiego uktadu zaczynamy
od poréwnania rzedéw macierzy glownej ukladu A oraz rozszerzonej A|B ktora powstaje
z macierzy A przez formalne dopisanie kolumny wyrazéw wolnych. Dokladniej

ain a2 - Qip air a2 ... aip b1

a1 @ -+ G2y a1 a2 ... az, b
A= . . ) AlB =

aml1 am2 - Amn aml1 am2 ... Amn bm

Kwestie istnienia oraz ilo$ci rozwiazan roztrzyga nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 9.4 (Kroneckera-Capelliego). Uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy R(A) = R(A|B).
Ponadto
e jesli R(A) = R(A|B) = n to rozwigzanie jest dokladnie jedno

e jesli R(A) = R(A|B) = r < n to rozwigzan jest nieskonczenie wiele zaleznych od (n —r)
parametrow.

o jesli R(A) # R(A|B) to uklad jest sprzeczny.

Aby okredli¢ rodzaj ukladu obliczmy rzedy macierzy A oraz A|B nastepnie poréwnu-
jemy tak otrzymane rzedy ze soba oraz z ilo$cia niewiadomych.

Przyktad 9.5. Rozwiaza¢ uktad réwnan

3zr+2y= 1
2043y = —1
Sr+3y= 2

Rozwigzanie. Wypisujemy macierze gtéwna oraz rozszerzona

3 2 32 1
A=12 3 AB=|2 3 -1
5 3 53 2
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7 macierzy wybieramy podmacierz
3 2
A=
5 il
ktorej wyznacznik jest rézny od 0 i wynosi —1. Oznacza to, ze R(A) = 2. nastepnie

obliczamy |A|B| (tutaj A|B jest macierza kwadratowa, w ogélnoéci nie musi tak by¢).
Mamy

3 2 1
2 3 -1|=18+6-10-15+9-8=0
5 3 2

macierz A|B nie moze by¢ wigc rzedu 3. Ostatecznie R(A) = R(A|B) = 2. Poniewaz 2 jest
rowne ilodci niewiadomych to mamy doktadnie jedno rozwiazanie.

Przy badaniu rzedu macierzy wybraliSmy podmacierz sktadajaca sie ze wspolczynni-
kow przy niewiadomych w pierwszym i trzecim réwnaniu. Aby rozwigzaé uktad skreslamy
rownanie ktoérego wspotczynniki wystepuja poza wybrana podmacierzg tzn. rownanie dru-
gie. Otrzymujemy uktad Cramera

3r+2y=1
5 + 3y =2

Obliczamy W = —1 oraz W; = =11 Wy = 1. Stad « = W /W =1,y = Wo/W = —1.

Para (1,—1) jest réwniez rozwigzaniem réwnania drugiego. O
Przyktad 9.6. Rozwiaza¢ uktad réwnan

20 +3y+z=1

r— y+2z=0

Rozwigzanie. Jest to uklad dwoch réwnan z trzema niewiadomymi (m = 2,n = 3). Ma-
cierz gléwna i rozszerzona majg postac

2 31 2 31 1
A_L -1 2] A‘B_L —120}

Obydwie macierze maja po dwa wiersze. Oznacza to, ze R(A) < 2, R(A|B) < 2. Ponadto

macierz
2 3
1 -1

bedaca podmacierza macierzy A ma wyznacznik rowny —5 tzn. rézny od 0. Stad
R(A) = R(A|B) = 2. Uklad posiada zatem rozwiazanie, ponadto rozwigzan jest nieskor-
czenie wiele zaleznych od 3 — 2 = 1 parametru. Elementy wybranej podmacierzy sa wspél-
czynnikami przy niewiadomych x,y. Niewiadomg ktérej wspdtczynnik znajduje sie poza
wybrana podmacierza traktujemy jako parametr tzn.

z=t, teR.
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Porzadkujac ukltad otrzymujemy

20+ 3y=1-—1t
T— y=-—2t

Powyzszy ukiad jest ukladem Cramera o wyznaczniku

2 3
el Y
Obliczamy wyznaczniki Wy, Wy
1—¢t 3
Wy = o _1’——1+t+6t—7t—1
2 1—-t
Wg—‘l _2t'——4t—1+t——3t—1
Stad
LoW_m-1_ 71 W 313, 1
"W 5 55 YTWTT 5 755
Uktad posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od parametru ¢.
x:—%t—i-%
y=32t+%f teR
z=1

Uktlady jednorodne

Uktad réwnan liniowych nazywamy jednorodnym jesdli wyrazy wolne uktadu sa zerowe.
Uktad jednorodny w postaci macierzowej zapisujemy nastepujaco

Az =0

gdzie 0 jest macierza zerowa. Macierza rozszerzona ukladu jednorodnego jest macierz A|0.
W przypadku uktadéw jednorodnych rzad macierzy rozszerzonej jest zawsze rowny rzedowi
macierzy gtéwnej. Oznacza to, ze uklad jednorodny posiada zawsze rozwiazanie. W przy-
padku gdy rzad jest réwny iloSci niewiadomych mamy jedno rozwigzanie. Rozwigzaniem
tym jest rozwiazanie zerowe tzn. x1 = x9 = --- = x, = 0. Jezeli A jest macierza kwadra-
towa oraz det A = 0, to uklad jednorodny posiada rozwigzania niezerowe, jezeli natomiast
det A # 0, zera to uklad jednorodny posiada tylko rozwigzanie zerowe.

Przyktad 9.7. Rozwiazaé uktad jednorodny
20—y +32=0
dx+y— 2=0
8r+y+ 2=0
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Rozwigzanie. Macierza gtéwng ukladu jest

Latwo sprawdzi¢, ze |A| = 0. Istotnie

2 -1 3
Al=13 1 —1|=2+9+8-24+2+3=24-24=0
8 1 1

Oznacza to, ze R(A) < 3. Biorac podmacierz
2 -1
3 1

2 -1
3 1

macierzy A sprawdzamy, ze

=2+3=5

Stad R(A) = 2. Uklad jest zatem nieoznaczony gdyz r = 2 < 3 = n. Za parametr mozemy
przyja¢ niewiadoma ktorej wspotczynniki nie wystepuja w macierzy

.

tzn. z = t,t € R. Skreslamy trzecie réwnanie skad mamy

20 —y = -3t
3r+y= t

Jest to uklad Cramera z parametrem ¢. Obliczamy wyznaczniki W = |A| , W} , Wa. Mamy

3t -1 2 —3t
' . J_4WH——% E twjpwﬂw_%+%_nt
Stad
Wy =2t Wy 11t
xr= — = — _ —

Rozwiazaniem jest wiec

m:—%t
y=%t
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9.4

1.

WYKEAD 9. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Pytania do Wyktadu
Jak sie buduje macierz uktadu rownan?
Opisa¢ metody macierzows i wyznacznikowa rozwiazywania uktadu réwnan.
Kiedy uktad réwnan jest uktadem Cramera

(a) sprzecznym,

(b) oznaczonym,

(¢) nieoznaczonym?

Kiedy uktad 3 réwnan z 4 niewiadomymi ma rozwigzanie

(a) zalezne od jednego parametru,

(b) zalezne o dwéch parametréw,

. Kiedy uktad réwnan jednorodny posiada rozwigzanie niezerowe?
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9.5 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
wiczenie 9.1. Rozwiaza¢ nastepujace uklady réwnan liniowych.

r+y—22=0
20+ 2y —4z=1 . Odp. Uktad sprzeczny.
3z+3y+z2=1

20 4+3y+22=1

r+y—z=1

r—2y+22=2 . Odp.xz%,yz—%—i—t,z:t,teR.
2 —y+2=3

20 -3y +42=28

3r+by—2z=10 . Odp. Uktad sprzeczny.
Tr—y+72=15

b)
c)
d)

C
r+2y+2z=0
r+y+z=1 . Odp. x=2—-t,y=—1.
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Wyktad 10

Wektory w R3

Wektory w przestrzeni R3 okreslane sg przez trzy cechy: dlugo$é, kierunek i zwrot.
Wektory moga by¢ swobodne lub zaczepione taczace dwa punkty w przestrzeni. Podane
sa dzialania na wektorach i ich zastosowania do obliczania pdl réwnolegtobokéw i obje-
tosci réwnolegloscianéw. Zdefiniowane sa takze, wazne w zastosowaniach wartoéci wlasne
i wektory wlasne macierzy.
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10.1 Wektory

Wektorem nazywamy odcinek posiadajacy trzy cechy: dlugoéé, kierunek, zwrot. Wek-
tory dzielimy na zaczepione oraz swobodne. Wektor zaczepiony oprécz wymienionych cech
posiada punkt zaczepienia zwany poczatkiem wektora. Czasem wyrdézniamy dwa punkty
w ktérych jeden jest poczatkiem wektora natomiast drugi konicem wektora. W przestrzeni
tréjwymiarowej R, Py (1, y1, 21), Po(22, Y2, 22) sa punktami ktérych odleglogé jest dtugo-
Scia wektora P P;. Dhugo$¢ taka oznaczamy |P) P| oraz obliczamy ze wzoru

P P3| = /(2 — 21)% + (y2 — 91)2 + (22 — 21)?

Kierunek wyznaczony jest przez cosinusy katow jakie tworzy wektor z osiami uktadu kar-
tezjanskiego Oxyz. Mamy odpowiednio

cosa—j@_xl cos,é’—jyz_y1 0087—22_21
= s = 5 - =
| PP | PPy | P Py

gdzie cos? a + cos? 3+ cos? v = 1. Sa to tzw. cosinusy kierunkowe wektora. Mozna rozpa-
trywaé wektory nie posiadajace punktu zaczepienia, ale jedynie wspomniane trzy cechy.
Wektory takie nazywamy wektorami swobodnymi oraz oznaczamy

a = [ag,ay,a;]

gdzie a., ay, a, sa wspdtrzednymi wektora. Diugoécig wektora @ jest

|| = /a2 + a2 + a?

W uktladzie kartezjanskim prostokatnym definiujemy trzy wektory, zwane wersorami, umiesz-
czone odpowiednio na osiach Ox, Oy, Oz i zaczepione w poczatku uktadu wspdirzednych.
Sa to wektory

i=11,0,0],7 =[0,1,0],k = [0,0,1]

kazdy o dlugosci réwnej 1. Wektory takie sa wzajemnie prostopadte. Kazdy wektor swo-
bodny mozna zapisaé za pomocg wersoréw w postaci sumy

a = azi+ayj+ak

Dziatania na wektorach wygodnie jest zdefiniowaé dla wektora swobodnego. Rozpa-
trzmy dwa niezerowe wektory @ = [ag, ay, a],b = [by, by, b.] wowczas okreslamy:

a) Réwnosé wektoréow @ = b jest réwnowazna warunkowi

az =by, ay="by, a,=0b,

b) Suma wektoréw @ + b zdefiniowana jest wzorem

@+ b= lag + bs,ay + by, az + b.]
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[1,0,0] [0,1,0]

Rysunek 10.1: Wersory uktadu wspétrzednych w R3

Rysunek 10.2: Suma wektoréow a i b

¢) Mnozenie wektora przez liczbe \d@ zdefiniowana jest wzorem

NG = [Aag, Aay, Aa]

d) Iloczyn skalarny wektoréw @ o b zdefiniowany wzorem

@ob=|d|-|b|cos(@,b)

gdzie cos(ad, b) jest cosinusem kata miedzy wektorami @ oraz b. lloczyn skalarny wek-
toréw mozemy réwnowaznie zdefiniowaé wzorem

Gob= azby + ayby +a.b,
Wektory sa prostopadle gdy iloczyn skalarny tych wektoréw jest rowny 0, czyli

Glb=0<dob=0
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—

\ X (a,b)

a

Rysunek 10.3: Iloczyn skalarny wektoréow a i b

Tloczyn skalarny wykorzystuje sie do wyznaczania kata miedzy wektorami.

_do b _agby + ayby + azb,
| [b] ][]

0S

Dlugosé rzutu wektora @ = [ag, ay, a;] na wektor b= [by, by, b.] obliczamy ze wzoru

Tloczyn wektorowy wektoréw @ = [ag, ay, az], b= [bs, by, b;] jest wektorem ¢, wektor taki
oznaczamy

prostopadtym do @ oraz bo dhugosci
| = |al|b] sin(@, b)

oraz zwrocie takim, ze wektory d, l;, ¢ majg orientacje taka jak wybrany uklad wspdlrzed-
nych. Oznacza to, ze wektory &, 5, ¢ mozna bez zmiany kolejnosci i kierunku natorzy¢ na
wersory wybranego ukladu wspolrzednych. Zauwazmy, ze HEL“H5| sin(a, 5)| jest polem po-
wierzchni rownolegloboku rozpietego przez wektory @, b. Jezeli wektory sa réwnolegle to
axb=0. lloczyn wektorowy wyznaczamy ze wzoru

R
axb=\|a; a, a,
be b, b

Chcac uzyskaé¢ wektor @ x b rozwijamy taki wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza.
Latwo sprawdzié, ze jezeli d||b to
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&)

[oxk |

Rysunek 10.4: Pole réwnolegtoboku rozpietego przez wektory @ i b

lloczyn mieszany trzech wektorow

a = lag,ay,az], b= [be, by, bz], €= [ca,cy,cC]

obliczamy ze wzoréw
az Gy a
(@xb)oc=|by b, b,

Cx Cy Cs
Tloczyn mieszany zapisujemy (@, b, ¢). Mozna pokazaé, ze
(@,b,8) = (@xb)oc=ado(bx?)

Wartosé bezwzgledna iloczynu mieszanego jest objetoscig réwnolegloscianu rozpietego na
wektorach a, b, C.

Przyktad 10.1. Obliczymy kat miedzy wektorami @ = [1,2, —1], b= [2,1,1] oraz dlugosé
rzutu wektora b na a. Mamy
@ =vi+4+1=v6, |p=vVa+1+1=+6
Stad
bod=1-2+2-1+(-1)-1=3

oraz
3 3 1

VBve 62

oznacza to, ze a = /3. Dlugoscia rzutu jest zatem

b = aob _ 3 _ V6
“oal Ve 2
Przyklad 10.2. Majac trzy wierzchotki A(2,2,1), B(—1,2,2),C(—2,0,2) obliczymy pole
trojkata A(ABC') oraz dlugosci bokdow.

AB=[-1-2,2-22—1=[-3,0,1] |AB| = V10
AC=[-2-20-22—1] = [-4,-2,1] |AC| = V21
BC=[-2+1,0-22-2 =[1-2,0] IBC| = V5

CoOSx =
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Rysunek 10.5: Objetoéé prostopadtoécianu rozpietego przez wektory a, bic

Pole tréjkata jest rowne polowie pola rownolegtoboku rozpietego przez wektory E oraz
AC. Pole réwnolegloboku jest réwne |AB x AC/|. Poniewaz

-

i j K
ABxAC=|-3 0 1:H_0 ;
1

-3 1’ '—3 0
-4 -2

,(—1)-‘_4 ol _2H=[2,—1,6]

Stad ]@ X /ﬁ| =4+ 1+ 36 = V41. Pole tréjkata A(ABC) jest zatem réwne 1/2+/41.

Przyklad 10.3. Dane sa trzy wektory @ = [3, —2,5],5 =[1,-1,3],¢ = [-2,2,1]. Obli-
czymy objetos¢ czworo$cianu oraz réwnolegloscianu rozpietego na tych wektorach. Obje-
tos$¢ réwnolegltoscianu wynosi

. 3 -2 5
@b, =1 1 -1 3/|=[-7=7
2 21

Objetosé czworoscianu wynosi 1/6/(a@, b, @)| = 7/6.
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Przyktad 10.4. Znalez¢ wektor € = [¢g, ¢y, ¢;] 0 dlugosci 1 oraz prostopadly do wektoréw
a=|[1,1,-1], b= [v2,0,+/2]. Wyznaczmy dowolny wektor prostopadly do @ oraz b np.

—

a x b mamy

A
axb=|1 1 —1|=[V2,-2v2, V2]
V2 0 V2

obliczmy |@ x b = V248 +2 = v/2v6. Wektor (@ x b)/(|d@ x b|) ma dlugosé¢ 1. Stad

poszukiwanym wektorem jest

g= 2 a‘><5:16[\/§,—2\/§,—\/§]= { !

2 1
7

S

lub wektor o przeciwnym zwrocie tzn.

. [ 1 2 1}
T
6 V6 V6
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10.2 Wartosci wtasne i wektory wlasne macierzy

Wektory w przestrzeni n-wymiarowej mozna zapisa¢ w postaci macierzy kolumnowej

al
a2
X =|a3

Aan

Definicja 10.5. Wektory X1, X2, X3, ..., X} nazywamy liniowo niezaleznymi, jezeli réw-
nanie
o X1 t+oasXo+ ...+ ap X =0,

gdzie O jest wektorem zerowym, ma tylko rozwiazanie o1 = a9 = ... = a = 0. W
przeciwnym wypadku wektory te nazywamy liniowo zaleznymi.

W przypadku dwoch wektoréw X, Y liniowo zaleznych zachodzi réwnoéé X = AY,
wowcezas wektory te nazywamy kolinearnymi.

Przyktad 10.6. Wykazaé, ze wektory

1 0 1
Xi= 12|, Xo=|1], X3=|1
1 1 1
sa liniowo niezalezne oraz przedstawi¢ wektor
1
X =2
0
w postaci
X = a1 X1 + asXso + a3 Xs. (101)

Rozwigzanie. Sprawdzamy, czy wektory X;, ¢ = 1,2,3 sa liniowo niezalezne. Kombinacja
liniowa wektoréw przyréownana do zera daje uklad jednorodny postaci

a;+a3=0
200 +ag + a3 =0
al+as+a3=0

Poniewaz wyznacznik tego ukladu réowna sie W = 1, tj. jest rézny do zera, zatem uktad
posiada jedynie rozwiazanie zerowe (o = ay = a3 = 0). Tak wiec wektory sa liniowo
niezalezne.
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Wstawiajac do wyrazenia ([10.1]) wartosci liczbowe wektoréw otrzymujemy uklad row-
nan niejednorodny z niewiadomymi «;, ¢ = 1, 2, 3 postaci

al+az=1
200 + ag + ag = 2
al+as+a3=0

Jak policzyliSmy wyzej wyznacznik tego uktadu jest rowny 1, jest to zatem uktad Cramera
o rozwigzaniach
ap = 27 Qg = _]-7 a3 = _]-a

CzyliX:2X1—X2—X3. O

Rozpatrzmy teraz macierz nieosobliwa A stopnia n (det A # 0). Szukamy dla tej ma-
cierzy takich wektoréow niezerowych X, aby zachodzita rownosé

AX = \X,

czyli takich aby wektory AX i X byly kolinearne. Dla wygody zapisu kolinearnosci korzy-
stamy z macierzy jednostkowej I wymiaru n x n. Mamy wtedy réwnosé

AX = MX, lub réwnowaznie (A— )X =0, (10.2)

gdzie O oznacza macierz zerowa wymiaru n X n. Jest to uktad n réwnan liniowych jed-
norodnych o macierzy (A — M) zwanej macierzq charakterystyczng. Wektor X niezerowy
istnieje wowczas, gdy det(A — AI) = 0. Wyznacznik ten nazywamy wielomianem charak-
terystycznym macierzy A.

Wartosci A; dla ktérych réwnanie posiada rozwigzanie niezerowe nazywamy
warto$ciami wlasnymi macierzy A, a odpowiadajace warto$cig wlasnym wektory X; na-
zywamy wektorami wlasnymi macierzy A.

Przykltad 10.7. Wyznaczyé wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

4 2
A= {_ ! _1] |
Rozwigzanie. Macierz charakterystyczna ma postaé
4—X 2
-3 —1-|

Wielomian charakterystyczny A?> — 3\ + 2. Réwnanie charakterystyczne
A —3x+2=0.

Stad tez otrzymujemy, ze wartosci wlasne sg rowne A\; = 1, Ao = 2.
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Wektory wtasne otrzymujemy z zaleznosci

4— )\ 2 1|

e
Dla Ay = 1 mamy 3x1+2z2 = 0 dla Ay = 2 mamy 2x1+2x2 = 0. Stad wektorami wlasnymi
macierzy A sa wektory

<O _ { 7_3], @ _ [1 _1}
13
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10.3 Pytania do Wyktadu

1.

2.

Czym sie charakteryzuje wektor? Kiedy wektor jest swobodny, podac jego zapis.
Podac¢ interpretacje geometryczng dodawania i odejmowania dwoch wektorow.
Podaé¢ wzory opisujace iloczyn skalarny dwoch wektoréw i kat miedzy wektorami.

Podaé wzory opisujace iloczyn wektorowy dwoch wektoréw i sens geometryczny diu-
goéci tego iloczynu.

Podaé¢ wzoér na iloczyn mieszany trzech wektoréw i jego zastosowanie.

Kiedy wektory sa liniowo niezalezne? Jak wyznacza si¢ wartosci wtasne i wektory
wlasne macierzy kwadratowej?
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10.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

Cwiczenie 10.1. Obliczy¢ iloczyn skalarny podanych par wektoréw.

i=1[-1,52],b=[3,0,7]. Odp. 11.
a=1[1,2,3],b=1,4,0]. Odp. 9.
Cwiczenie 10.2. Obliczy¢ iloczyn wektorowy podanych par wektoréw.

a=1[-1,3,2],b=[-1,2,-5]. Odp. @ x b =[-19,—7,1].
Ga=2]+kb=1i—j+3k. Odp. @x b=[7,1,-2].

Cwiczenie 10.3. Obliczyé pole tréjkata rozpietego przez wektory @ = [1,—1,1], b =
0,3, -2].
Odp. S = v/14/2.

Cwiczenie 10.4. Obliczy¢ pole réwnolegloboku o wierzchotkach A(1,0,1), B(3,-1,5),
C(~1,5,0).

Odp. S = V/461.
Cwiczenie 10.5. Sprawdzié, czy wektory
@=1[1, -2, 3, v=I[2 4, 2|
sa prostopadtle. Znalezé wektor o dlugosci 1 prostopadly do @ oraz .
Cwiczenie 10.6. Dane sa punkty
A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,1,0), D(0,0,1)

Obliczy¢ dtugoéé wysokoéci czworoscianu ABC' D poprowadzonej z wierzchotka A. Wyko-
na¢ rysunek.

Cwiczenie 10.7. Dane sa wektory

vy =[1,2,-1], vy =13,2,1], wv3=19,2,7]
Sprawdzié, czy wektory vy, ve, vs sa wspdlplaszczyznowe.
Cwiczenie 10.8. Obliczy¢ pole tréjkata o wierzcholkach

A(-2,1,-1), B(1,2,-2), (C(-1,3,-3)
oraz dlugos$¢ wysokoéci poprowadzonej z wierzchotka B. Wykonaé rysunek.
Cwiczenie 10.9. Dla wektoréw

@=[-1,1,v2], &=][1,-1,0]

obliczy¢:
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a) kat miedzy wektorami @ oraz 7,
b) wektor prostopadly do wektoréw @ oraz v,

c¢) dlugosé rzutu wektora i na .
Cwiczenie 10.10. Wyznaczy¢ dlugoéé rzutu wektora @ = [3, 1] na wektor b = [1,2].
Odp. V/5.
Cwiczenie 10.11. Wyznaczy¢ rzut wektora @ = [3, 0, 6] na wektor b= 2,1,2].
Odp. [4,2,4].
Cwiczenie 10.12. Dobraé¢ warto$é parametru s # 0 tak aby punkty
A(l,-1,1), B(2,1,-1), C(2+2s,1+s,—1+s)

byly wierzchotkami tréjkata prostokatnego. (Wskazéwka: skorzystaé z warunku prostopa-
dlosci wektoréw AC oraz AB lub AC oraz C@)

Odp. s = —% lub s = —%.
Cwiczenie 10.13. Obliczy¢ objetoéé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach

i=1[3,-2,5, b=[1,-1,3, ¢=[-2,21].

Odp. V =T17.
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Wyktad 11

Plaszczyzna, prosta w R?

W wyktadzie podano zastosowanie wektoréw w Geometrii analitycznej gtéwnie do za-
pisu prostej i ptaszczyzny. Podano takze przyklady zastosowania wektoréw do rozwiazy-
wania wzajemnej relacji punktow, prostych i plaszczyzn.

125
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11.1 Ptaszczyzna i prosta

Plaszczyzna jest jednoznacznie zdefiniowana przez punkt nalezacy do ptaszczyzny oraz
wektor ktory jest do plaszczyzny prostopadly. Plaszczyzna przechodzaca przez punkt
Py(x0,y0, 20) oraz prostopadla do wektora N = [A, B, C] jest zbiorem punktéw (z,y,z)
spelniajacym réwnanie

Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0
ktére réwnowaznie mozemy zapisaé
Axr+By+Cz+D =0

gdzie D = —(Axg + Byo + Czy). Kqt miedzy plaszczyznami jest katem miedzy wektorami

Rysunek 11.1: Plaszczyzna wyznaczona przez punkt i wektor

prostopadlymi do tych plaszczyzn. Dwie plaszczyzny sa réwnolegle jesli wektory Nl, N,
prostopadte do tych ptaszczyzn sa réwnolegle tzn. gdy N; x Ny = 0.

Prosta jest jednoznacznie zdefiniowana przez punkt ktéry do prostej nalezy oraz wek-
tor ktéry jest do prostej réwnolegly. Prosta przechodzaca przez punkt Py(xo,yo, 20) oraz
réwnolegla do wektora ¥ = [a, b, ¢] jest zbiorem punktéw (z,y, z) spelniajacych réwnania

T =x9+ at
Yy =1yo+ bt teR
z2=2z9+ct

ktore nazywamy rownaniem parametrycznym prostej. Czasami prostg zapisujemy w po-
staci kierunkowej

a b c

T—To __Y—Y _ 22— %0

Uwaga Liczby a,b,c w powyzszym wyrazeniu moga by¢ zerami (byle nie wszystkie trzy
jednoczesnie), poniewaz sa one wspélrzednymi niezerowego wektora, a jak wiadomo nie-
zerowy wektor moze mie¢ zerowe niektére wspoltrzedne.
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%
/

P

0

Rysunek 11.2: Prosta wyznaczona przez punkt i wektor kierunkowy

Prosta moze by¢ réwniez zapisana w postaci krawedziowej jako cze$¢ wspdlna dwoch
nierownoleglych ptaszczyzn. Kat miedzy prostymi jest katem miedzy wektorami do tych
prostych réwnoleglymi.

Przykltad 11.1. Wyznaczy¢ rownanie plaszezyzny przechodzacej przez punkt P(—1,2,4)
oraz réwnolegtej do wektoréw @ = [0, 3,5],b = [—7, 2, 1]. Wektor prostopadly do poszuki-
wanej plaszczyzny musi byé prostopadly do @ oraz b. Obliczmy @ x b

i gk
ixb=[0 3 5|=[-7-3521]
7 2 1

Stad rownaniem plaszczyzny jest
—T(x+1)—35(y—2)+21(—4) =0
lub po podzieleniu stronami przez (—7) oraz uproszczeniu
z+5y—32+3=0.

Przyktad 11.2. Napisa¢ w postaci parametrycznej réwnanie prostej powstatej z przecie-
cia plaszczyzn
5 + 2y —Hz+4+6 =0, 20 +2y—324+3=0

Wektorem kierunkowym prostej jest wektor prostopadly do [5,2, —5] oraz [2,2, —3]. Obli-
czamy zatem

I A
NixNo=1|5 2 —5|=[4,5,6]
2 2 -3

Znajdujemy nastepnie dowolny punkt nalezacy do prostej, tzn. dowolne rozwiazanie uktadu

5r 42y —5z24+6=0
20 +2y—324+3=0
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niech z = 0 wowczas uktad przybiera postaé

o + 2y = —6
{2;10 +2y=-3
ktory rozwiagzujac dostajemy z = —1,y = —1/2. Ostatecznie réwnaniem parametrycznym
poszukiwanej prostej jest
r=—-1+44t
y=—1+45t teR
z =6t

Przyktad 11.3. ZnaleZ¢ punkt przebicia prostej
r=14+¢t, y=1+4+2t, z=1+4 3t, teR
z plaszczyzng 3x — 2y + 2z — 5= 0.

Rozwigzanie. Punkt przebicia znajduje si¢ wstawiajac prawe strony rownania opisujacego
prosta w postaci parametrycznej (w przypadku, gdy réwnanie prostej jest w innej postaci,
wtedy sprowadzamy je postaci paramerycznej), do réwnania plaszczyzny. Znajdujemy w
ten sposob warto$é parametru ¢ dla ktorego prosta przecina plaszczyzne, czyli

3(1+t)—2(1+2t)+(1+3t)—5=0.

Po rozwiazaniu tego réwnania otrzymujemy wartos¢ parametru ¢ = 1, dla ktérego prosta
przecina zadana plaszczyzne.
Zatem punktem przebicia prostej z plaszczyzna jest punkt P(2,3,4). O

Przykltad 11.4. Znalezé odleglo$¢ punktu P(1,0,1) od plaszczyzny = +y + z = 8.

Rozwigzanie. Rozwiazanie otrzymujemy w dwoch etapach.

(1°) Prowadzimy prosta przechodzaca przez punkt P prostopadla do zadanej plaszczy-
zny. Prosta ta ma wektor kierunkowy réwnolegly do wektora N normalnego do plaszczyzny
czyli do N = [1,1,1].

Roéwnanie prostej w postaci parametrycznej jest nastepujace

r=1+4+t, y=t, z=1+t, teR.
Wyznaczamy punkt przebicia prostej z plaszezyzng (patrz Przyklad [11.3).
(1+t)+t+(1+1) =8,

czyli t = 2. Zatem punktem przebicia jest R(3,2,3).
(2°) Odleglos$é punktu P od plaszczyzny jest réwna dlugosci wektora ﬁ, czyli

d=Vi+4+4=2V3
O

W rozwigzywaniu zadan z geometrii niejednokrotnie mogg pomoc proste rysunki. Po-
nizej przedstawiamy kilka przykladdow.
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Rysunek 11.3: Odlegloéé miedzy plaszczyznami

Rysunek 11.4: Odlegtoéé¢ punktu od plaszczyzny

Rysunek 11.5: Odleglo$¢ punktu od prostej
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Rysunek 11.6: Rzut prostej na plaszczyzne

-

A

Rysunek 11.7: Odlegloéé prostej od ptaszczyzny

Rysunek 11.8: Odlegtos¢ prostych
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11.2 Pytania do Wyktadu

1. Postacie ptaszczyzn.
2. Postacie prostych.
3. Jak wyznacza si¢ posta¢ parametryczng prostej zadanej w postaci krawedziowej?

4. Jak wyznacza sie rzut punktu na plaszczyzne?
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11.3 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
Cwiczenie 11.1. Wyznaczy¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez punkty
A(1,0,2), B(-1,0,1), C(2,3,1).
(Wskazowka: rozwiazaé uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi).
Odp. —z+y+22—-3=0.
Cwiczenie 11.2. Wyznaczyé¢ wspélrzedne rzutu punktu P(1,7,3) na plaszczyzne
II:3x+42—-40=0
oraz obliczy¢ odlegtoéé punktu P od plaszczyzny II.
Odp. (4,7,7), odlegtoéé¢ 5.
Cwiczenie 11.3. Wykaza¢, ze punkty
A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1), D(2,1,3)
leza na jednej plaszczyznie. (Wskazdéwka: Obliczyé zﬁ (/ﬁ X zﬁ))
Cwiczenie 11.4. Dane jest réwnanie prostej w postaci krawedziowej

{233—3/—2—1:0 (%)

r+y+z—2=0
Znalez¢é réwnanie prostej w postaci parametrycznej. (Wskazéwka: nalezy rozwiazaé uklad (x)).

Odp.x=1,y=1-3t,z=3t, t € R.



Wyktad 12

Pole skalarne, pole wektorowe,
pochodna kierunkowa

Wyktad zawiera wazne definicje wystepujace w zastosowaniach. Definiuje pole ska-
larne, wektorowe, potencjal skalarny, operacje rozniczkowe: gradient, rotacja, dywergen-
cja. Wprowadzona jest takze definicja operatorow ,nabla” i laplasjanu utatwiajacych zapis
operacji rozniczkowych. Waznym zastosowaniem tych definicji jest mozliwos¢ wyznacza-
nia pochodnej kierunkowej, czyli wyznaczania szybkoéci funkcji w dowolnie dobranym
kierunku.
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12.1 Pole skalarne i wektorowe
Rozpatrzmy przestrzen V tréjwymiarows z ortogonalnym uktadem wspotrzednych.

Definicja 12.1. Jezeli kazdemu punktowi M (z,y,z) obszaru V przyporzadkowana jest
doktadnie jedna liczba rzeczywista, to mowimy, ze w obszarze V zostalo okredlone pole
skalarne.

Pole skalarne ¢ jest okreslone jezeli istnieje funkcja u = (M) = ¢(x,y, 2).
Pole skalarne ¢ jest klasy C! w obszarze V jezeli funkcja ¢(z,y, ) ma w tym obszarze
ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu wowczas méwimy, ze pole jest rézniczkowalne.

Definicja 12.2. Jezeli kazdemu punktowi M (z,y, z) obszaru V przyporzadkowany jest
doktadnie jeden wektor, to méwimy, ze w obszarze V zostalo okreslone pole wektorowe.

_>
Pole wekotorowe W jest okreslone jezeli istnieja funkcje [P(x, vy, 2), Q(z, v, 2), R(x, y, 2)]
okreslone w obszarze V, bedace wspotrzednymi wektora pola, czyli

W(P,Q,R) = Pz, y,2)i + Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)F,

1,7,k sa wersorami uktadu wspétrzednych.
Linia pola wektorowego W (P, ), R) nazywamy linie, ktérej kierunek w kazdym punkcie
M pokrywa sie z wektorem pola w tym punkcie.

Definicja 12.3. Niech funkcja f(P) jest klasy C'. Gradientem tej funkcji nazywamy
wektor, ktérego wspélrzednymi sa pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Dla f(z,y, 2)

T _|or of of
W=gradf = [81:’83/’82]

%
Funkcje f nazywamy potencjalem skalarnym pola wektorowego W.

_>
Zapisujemy to symbolem W = grad f.
.o % - — . -~
Dla funkcji f(x,y) klasy C! wektor W = grad f = [%, %} = foi + fyJ, gdzie i, ] sa
wersorami uktadu Oxy. .
Niech pole wektorowe W (P, @, R) posiada wspélrzedne P(x,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)

bedace funkcjami klasy C*.

_>
Definicja 12.4. Rotacjg pola wektorowego W (P,Q, R) nazywamy wektor zdefiniowany
symbolicznie za pomocg wyznacznika:

_>
rot W =

N Sl =
Qe
o Yo =
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Obliczajac wyznacznik otrzymujemy wzor

oz (08 _9Q\ , - (9P OR\ .(0Q OP
rOtW_Z(ay w)”(az 8x>+k<8x ay)‘

_>
Pole wektorowe nazywamy bezwirowym jezeli rot W = 0.
Mozna wykazaé, ze pole potencjalne jest bezwirowe tzn. rot grad f = 0.

_)
Definicja 12.5. Dywergencjq pola wektorowego W (P, Q, R) nazywamy wielkos¢ skalarna
zdefiniowang nastepujaco:

.= 0P 0Q  OR
de_E—i_aiy—i_@

_>
Pole wektorowe nazywamy bezzZrodtowym, jezeli div W = 0.
Mozna wykazaé, ze div grad f = 0, czyli pole potencjalne jest bezzréodtowe,
divrot W = 0, czyli pole rotacji rézniczkowalnego pola wektorowego jest bezzrodiowe.

Dla utatwienia zapisu operacji w polu wektorowym i skalarnym wprowadza si¢ operator
Hamiltona zwany takze operatorem ,nabla” zdefiniowanym symbolem

-0 -0 <0

i zwany takze pseudowektogm. . N

Stad Vf = grad f, Vo W = div W, V x W = rot V..

Operacja VV f = V2f = divgrad f = fyz + fyy + f2» zwana jest laplasjanem. Czasem
laplasjan f zapisuje sie symbolem A f.

Przyktad 12.6. Obliczy¢
gradient funkcji
fla,y,z) =2 +y*2
w punktach A(1,1,1), B = (3,2,0).
Zmnalez¢ kat miedzy gradientami w tych punktach.
Wyznaczy¢ punkty, w ktérych gradient tej funkcji jest réwny zeru.

Rozwigzanie

a) . ~ B ) - B
grad f = foi + fyf + fok = 32% + 2y2] + y°k

grad f(A) = 3i + 2] + k, grad f(B) = 27i + 4k = 27i + 0 + 4k.

b) Cosinu kata ¢ miedzy gradientami wynosi

s — grad f(A) -grad f(B) 3-274+2-0+4-1
77 Terad f(A)] [grad f(B)] ~ O+ 411 /@72 +16
85 85 85 0.83

T V14729116 J1d- V22t 16 102
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¢) grad f = 0, gdy

czyli w punkcie (0,0, 0).

Przyklad 12.7. Przyjmujac oznaczenie r = \/x? + y2 + 22 obliczy¢

gradr,
grad %
a) gradr = 27 + %3 + 2 = z%+y§+z% = [I’E’,”z].
b) grad + = —% [Zi+ Y5 4 2k] = — % [wi 4 yj + 2k = —[w;%’z}.
Przykltad 12.8. Dane jest pole indukcji elektromagnetycznej
Botr
utworzone przez ladunek e umieszczony w poczatku uktadu, gdzie r = /22 + y? + 22,
7 = xi + yj + zk. Obliczyé div D.
Rozwigzanie Mamy D = T%J;i + %93 + T%z%
Korzystajac z pochodnych mamy
0 em) r? — 3a?
—(Z) =e—
Ox \r3 rd
0 ey) r? — 3y°
- - = e
oy \r3 r5
0 (eZ) r? — 322
Bl (hiad RS
0z \r3 rd
Stad
- (3r? — 32
aivD = (37 3% 37 32y = O T3
r r

Przyktad 12.9. Obliczy¢ rotacje pola wektorowego
— _ _ _
W = zai + zyj + yzk.

Korzystamy ze wzoru

= zi+xj +yk = [z, z,y].
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Przyktad 12.10. Wyznaczy¢ gradient funkcji skalarnej
L 3 3., .3
f([L‘,y,Z)Zg(ZE +y +Z)_2xy2
Rozwigzanie. Mamy

fz = 2 — 2yz, fy = y2 —2xz, f. = 22— 2xy.

Zatem
grad f = [2? — 2yz,y? — 2z2, 22 — 2xy].

Przyktad 12.11. Wyznaczyé¢ dywergencje pola wektorowego
—)

W=[y—u=z2x—uy,z]

T 2

W = [z 4+ 2y + 2z, zyz,x + z].

Rozwigzarze) Podstawiajac do wzoru otrzymujemy

.= 0 0 g,
d1VW—8—$(y—x)+8fy(2m—y)+$(z)——1—1+1——1.

Liczymy jak w (a)

v W = - 22) + o = =2 1.
div W =5 (@ +oy+22) + 5o (ayz) + oo +2) = 2w +y ozt

Przyktad 12.12. Wyznaczy¢ rotacje pola wektorowego
_>

T 2

W = [z 4+ 2y + 2z, zyz,x + z].

Rozwigzarize) Korzystajac z postaci wyznacznikowej rotacji otrzymujemy

i ik
— [ o 0
rot W = a% 8% % =1 [ay(xZQ) — az(zyf)]
say? zy? w2’
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(b) Analogicznie jak poprzednio otrzymujemy

.
[SSREN

k
rot W = b w0z | =1 [(x—kz)—az(acyz)]
22 +ry+22 ayz 42

~[o J, 4 —[o d ., 4 B
J %(aﬁ—i-z) %(3& +a:y+2z)]+k[ax(xyz) a—y(az +xy+2z)] =

=i(0—zy) —j(1 —2) + k(yz — 2) = [y, 1,yz — 1].
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12.2 Pochodna kierunkowa

Rozpatrzmy funkcje f(z,y, z) klasy C! w otoczeniu punktu Py. W punkcie tym wezmy
pélos [ o kierunku § = [cos a, cos 3, cosy]. Na pédlosi znajduje sie punkt P(z,y, z).

Definicja 12.13. Pochodng kierunkowq funkcji f(z,y, z) w kierunku § nazywamy granice

wladciwa
i S 1)
PPy | PPy
gdzie |PPy| oznacza odleglosé punktéw P(z,y, z) i Py(xo, Yo, 20)-

Pochodna kierunkowa funkcji f(x,y,2) w punkcie Py w kierunku wektora jednostko-
wego § mozna obliczyé ze wzoru

of
ol

Analogicznie oblicza si¢ pochodna kierunkows funkcji f(x,y) klasy C! w punkcie Py w
kierunku wektora §

?lc = fo(Po) cosa + fy(P) cos B = grad f(Fy) o 5.

Pochodna ta wyznacza szybkos$¢ zmian funkcji w kierunku s. Szybko$¢ ta jest najwigk-
sza jezeli kierunek ten w punkcie Py jest zgodny z kierunkiem wektora grad f(P).

Przyktad 12.14. Obliczy¢

|py = falpy cosa+ fylp, cos B+ f.|p, cosy = grad f(P) o 5.

gradient funkcji z = f(x,y) = 22y
pochodna kierunkowa w punkcie Py(1,1) w kierunku punktu P;(2,4).
pochodna kierunkowa funkcji f(z,vy, 2) = xy + xz + yz w punkcie Py(—1,2,3) w kierunku
punktu P;(2,3,6).
a) grad z = 229 + 32%9%5 = [2xy3, 32%92].
b) Korzystajac ze wzoru %{\ p, = grad f|p, o 7, T = [cosa,cos (] otrzymujemy wektor
PP, = [1,3]. |PyPi| = V10, cosax = \/%, cos B = \/%—0. T = [\/%’ \/ifo} . Stad pochodna
kierunkowa funkcji z = 22y® w punkcie Py(1,1) w kierunku wektora [ wynosi
0 1 3 11
of 2. +3. — ~ 3,
ol V10 V10 V10

Pochodna ta osiaga najwieksza warto$é w kierunku @ = grad f(Fp), czyli @ = [2, 3].
Uwaga Wektor 7 jest unormowanym (tzn. o dlugoéci 1) wektorem kierunku ktérego

|p, = grad f(Py) o T = 48.

liczymy pochodna kierunkowa.

c¢) Obliczamy wersor (wektor o dlugosci 1) kierunkowy vectora PyP; = [3, 1, 3]. Dlugosé
5 . .

wektora Py P, wynosi v/ 19, stad wersor kierunkowy




140WYKLAD 12. POLE SKALARNE, POLE WEKTOROWE, POCHODNA KIERUNKOWA

Gradient funkcji f
gradf=[y+zz+zz+y],  gradf(P) =521

Stad pochodna kierunkowa w punkcie Py w kierunku punktu P; wynosi

% — g () 05 = 52100 |

3 1 3}_20
V19" V19’ V19 V19
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12.3 Pytania do Wyktadu

1.

Poda¢ definicje pola skalarnego, wektorowego, potencjatu skalarnego pola wektoro-
wego, gradientu, pola bezzrédlowego, pola bezwirowego.

Podaé zapis gradientu, dywergencji rotacji za pomoca operatora Hamiltona.

Poda¢ definicje i sens geometryczny pochodnej kierunkowej oraz wzor utatwiajacy
jej obliczenie.

. Dlaczego wektor kierunkowy pochodnej musi by¢ o dtugosci 17

W jakim kierunku szybkos$¢ zmian funkcji jest najwieksza?
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12.4 Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania
Cwiczenie 12.1. Obliczyé gradient funkcji f(z,y) = ye® w punkcie (1,2,).

Cwiczenie 12.2. Obliczy¢ cosinus kata miedzy gradientem funkcji

B x
a4 y2 422

w punktach A(1,2,2) i B(-3,1,0).
Cwiczenie 12.3. Obliczyé div F i rot ?, jezeli F = 1/ +yz, 1)y + xz,1/x + xy).

Cwiczenie 12.4. Obliczyé¢ pochodna kierunkows funkcji f(xz,y,2) = zyz(z +y+ 2) w
kierunku wektora [ = [—1,1, —1].

wiczenie 12.5. Obliczyé¢ dywergencje i rotacje nastepujacych pél wektorowych.

22,2, x? Odp. divW = 2y, rot W = [0,2z — 2z, 0.

.%' y,z Y, _x2z2]

Cw
a) W
b) W =

Odp. divﬁ)/ =22 — 22y — 2222, rot VT} = [—2yz, 2222 22].



Dodatek A

Calka wielokrotna funkcji dwéch i
trzech zmiennych
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A.1 Catka wielokrotna funkcji dwéch zmiennych

Definicja

Niech w obszarze domknietym D nalezacym do R? dana bedzie funkcja ciagta dwéch
zmiennych f(P) gdzie P = (x,y). Dzielimy obszar D na n czesci [D1, Da, ..., D,] o polach
Ady,...,Ad,. Oznaczmy przez d; Srednice czesci D; oraz przez o, = max(di,...,dy)
Srednice podziatu. Ciag podzialdw nazywamy normalnym jezeli srednica podziatu dazy do
zera przy n — oco. W kazdej czesci D; wybieramy punkt P;(x;,y;) i tworzymy sume

=1

zwana sumg catkowq. Jezeli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw obszaru D, ciagg sum
catkowych jest zbiezny do tej samej granicy wlasciwej, niezaleznie do wyboru punktéw P,
to granice nazywamy calkq podwdjng z funkcji f(z,y) w obszarze D i oznaczamy symbolem

//D f(z,y) dzxdy.

Jezeli obszar D opisuje sie nieréwnosciami a < z < bic <y < d to zachodzi réwnosé

[ty oty = [ ’ [ / "t dy] dr.

Jezeli obszar D jest ograniczony nieréwnosciami
a<z<b  g(x)<y<hx),

wowcezas calke obliczamy ze wzoru

| # diy = | ’ [ /g :j)ﬂm,y) dy] dr.

Kazdy powyzszy zapis catki podwdjnej za pomoca dwukrotnego catkowania nazywamy
catkq iterowang.

Interpretacje geometryczne

a) Calka z funkcji podcatkowej f(P) =1 w obszarze D jest réwna polu obszaru D.

b) Calka z funkcji podcatkowej z = f(P) > 0 w obszarze D jest réwna objetosci walca
podstawie D, obcietego przez powierzchnie z = f(x,y).

Przyklad A.l. Obliczy¢ catke [[(z + y) dzdy, gdzie D jest obszarem okreslonym nie-
réwnosciami 0 < x <1, z <y < 2zx.
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>

Rysunek A.1: Interpretacja geometryczna calki podwdjnej — pole obszaru

Mamy

/ﬁx+y)dmdy:/ol [/:z(x%—y)dy} da::/ol [:By%—y;}
:5/1x2da::5. x
2 /s 6

Zamiana zmiennych w calce podwdjnej

Niech przeksztalcenie x = z(u,v), y = y(u,v) odwzorowuje obszar D w ukladzie Ozxy
na obszar D' w ukladzie Ouv.
Jakobianem przeksztalcenia nazywamy wyznacznik funkcyjny

ox Oz

0@y |ou oo
J(u,v)—a(u,v) =loy oy

ou Ov

Calke podwdjna mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru

[[16.w dody = [ [ £l ). pta,0)] 100, 0)| dud.
W praktyce najczesciej korzysta sie ze wspdirzednych biegunowych
T =TCcosy
y=rsing
dla ktérych jakobian przeksztalcenia jest rowny J = r. Zazwyczaj korzystamy z latwiej
do zapamietania réwnosci dxdy = r drdp.
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Rysunek A.2: Interpretacja geometryczna catki podwdjnej — objetosé figury walcowej

Przyktad A.2. Obliczy¢ catke [[x dzdy w obszarze ograniczonym okregami w24y’ =1
i 22 4+ y? = 4 w pierwszej éwiartce.
Mamy

™

B 7 (% 7
z dxdy = recospdr| dp = - cosp dp = —.
o LN 3 Jo 3

Przyktad A.3. Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchnia o réwnaniu z = ﬁ’

walcami 22 + y? = 1, 22 + y? = 4 i plaszczyzna z = 0, dla z > 0.
Rozwigzanie. Poniewaz obszar D calkowania jest ograniczony okregami wprowadzamy
wspolrzedne biegunowe x = rcos ¢,y = rsin . Stad

4

:7’-—27

4 2 24 27 21
DIty 0 1T 0 1T

? D={(rp):0<p<2m1<r<2}, dody=rdrdp.
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e, . . . . 2 2
Przyktad A.4. Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej paraboloidg eliptyczna z = % + %
oraz plaszczyznami x = -1,z =1,y =-1,y = 1.
Rozwigzanie. Obszar catkowania

D=A{(z,y): —1<zx<1,-1<y<1}.

Ze wzgledu na symetrie bryly wzgledem uktadu wspoélrzednych wystarczy obliczy¢ i ob-
jetosci bryl i calo§é pomnozyé¢ przez 4.

1 1 2 2 1 2 3
Y ® oy
V:4/ da:/ <+> dy:4/ {y+
o Jo \a T2 o 14776
1 2
2?1 11
—4 T4l ) =4l—+2)=1
/0<4+6> (12+6>

Przyklad A.5. Obliczyé objetoéé¢ bryly ograniczonej sfera z? + % 4+ 22 = 2a? i walcem

2+ y? = a®

1
dzr =
0

O]

Rozwigzanie. Ze wzgledu na symetrie obszaru wzgledem uktadu wspoétrzednych wystarczy

obliczy¢ tylko % objetosci i wynik pomnozy¢ przez 8. Wprowadzamy wspolrzedne biegu-

nowe r = rcos,y = rsin o, dx dy = r dr dp. Obszar catlkowania

Dz{(T,(p):OSgpSg,Ogrga}.

T a 4.
V:8/2 dap/ V2a? —r?2rdr= gﬂa3(2\/§—1).
0 0

Rachunek pomocniczy: catke
/7’\/ 2a% — r2 dr

liczymy stosujac podstawienie 2a% — 2 = 2, stad r dr = —t dt i otrzymujemy prosta catke
do policzenia. O
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A.2 Catka wielokrotna z funkcji trzech zmiennych

Definicja

Niech w ograniczonym obszarze domknietym V nalezacym do R? dana bedzie funk-
cja ciagla trzech zmiennych f(M), gdzie M = (z,y,z). Dzielimy obszar V na n czesci
Vi,...,V, o objetosciach AVy,..., AV, i érednicach di,...,d,, przy czym Srednicag po-
dzialu jest o, = max(dy,...,d,). Ciag podzialéw nazywamy normalnym jezeli $rednica
podziatu dazy do zera gdy n dazy do nieskonczonodci.

W kazdej czesci V; wybieramy dowolny punkt M; i tworzymy sume

=1

zwana sumg calkowg. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podziatu obszaru V, ciag sum
caltkowych jest zbiezny do tej samej granicy wlasciwej, niezaleznie od wyboru punktéw
M;, to granice ta nazywamy calkq potréjng z funkcji f(x,y,z) w obszarze V' i oznaczamy

symbolem
/// f(x,y, z) dedydz.
1%

Calke te mozna obliczy¢ korzystajac z iteracji podobnej jak przy obliczaniu catek
podwdjnych.

Jezeli obszar V jest opisany nieréwnosciami a < z < b, g(z) < y < h(z), m(z,y) <
z < n(x,y), to calke potrojna obliczamy ze wzoru

b h(z) n(z,y)
/// f(z,y,2) dwdydz:/ dﬂ:/ dy/ f(x,y,2) dz,
14 a 9(z) m(z,y)

przy czym najpierw catkujemy wzgledem zmiennej z, nastepnie wzgledem zmiennej y i na
konicu wzgledem zmiennej x.
W przypadku gdy w obszarze V funkcja f(x,y, z) = 1, wéwczas

/// dxdydz = objetosé bryly (V).
v

Zamiana zmiennych w calce potrdjnej

Niech przeksztalcenie
x = z(u,v,w)
y =y(u,v,w)

z = z(u,v,w)

klasy C' odwzorowuje obszar V na obszar V.
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Jakobianem tego przeksztalcenia nazywamy wyznacznik funkcyjny

ou v OJw
Ow.y.2) |0y Oy Oy

J(u,v,w) = Dvw)  |ou 0 Bw|
ou Ov Ow

Jezeli wyznacznik ten jest rézny od zera w obszarze V', to

[ sz dodyaz = [[]flatw00),p0 0.0, 500,010, 0,0)| dudod.
1% %
Zazwycza] korzysta sie w zamianie zmiennych ze wspdélrzednych:
a) sferycznych (r,,9), 0 <r < o0, 0 < ¢ <27, 0 <9 <, gdzie
T = 7 coSs @ siny,

y = rsinysind,

z = rcost,

woéwezas jakobian przeksztalcenia jest réwny J(r, ¢, 9) = r? sin . W praktyce mozna
wykorzystaé¢ réwnoéé¢ drdydz = r?sind drdpdd.

b) walcowych (r,¢,2), 0 <r < oo, 0 <@ <21, —00 < z < 00, gdzie

T =T CoS ¢,
Yy = rsing,

z =2z,

wowcezas jakobian przeksztalcenia jest réwny J(r, ¢, z) = r. W praktyce mozna wy-
korzystaé¢ réwnosé: dxdydz = r drdedz.

Przyktad A.6. Znalez¢ objetosé bryly V opisanej nieréwnosciami:
z<Va24y2, 1<2?4+y2+22<4, £>0,y>0, z2>0.
Stosujemy wspoélrzedne sferyczne, czyli obszar V'’ bedzie opisany nieréwnosciami:

1<r<2, 0<<p<z,

T
T <y
2 4 —

IN

s
5"
Mamy wiec

iy iy iy
2 2 2 2

2 z 2
V:/ dr/2dgo/r2sing0dg0:/r2dr/dgo/singpdgpz71\577.
1 0
1 0 z

s
4
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Przyklad A.7. Obliczyé objetosé bryly ograniczonej potsfera z = /2 — 22 — 42 i pa-
raboloida z = x2 + y2. Stosujemy wspoélrzedne walcowe, wéwezas obszar V' jest opisany
nieréwnosciami:

O<r<l, 0<@<2m rr<z<+V2-—r2

Zatem

27 V2—1r2

V:/ldr/dgo / rdz:%(sf—m.
0 0

T

Przyktad A.8. Obliczy¢ catke
I= /// 2/ x? +y? dedydz,
Q

gdzie obszar () jest ograniczony plaszczyznami y = 0,z = 0,z = 3 i walcem 22 + y% = 1.

Rozwigzanie. W tym przypadku korzystnie jest wprowadzi¢ wspoélrzedne walcowe x =
rcosp,y = rsing, z = z. Stad

Q:{(@araz):OSQOSQW,OSTSLOSZS?)}_

3
I_/// z\/:r2+y2dxdydz—// \/xQ—i—de:}:dy/ zdz =
Q D 0
9 o [ 1 31
:// \/m2+y2dxdy-:/ d(p/ rordr =97 —
D 2 2 Jo 0 3

= 3.
0

Przyktad A.9. Obliczy¢ catke

I = /// xy dr dydz,
Q

gdzie (2 jest obszarem ograniczonym powierzchnia z = xy oraz plaszczyznami z 4+ y =
1,z=0dla z > 0.

Rozwigzanie. Mamy
Q={(2,9,2):0<2<1,0<y< —ao+1,0<z < zy}.

Iterujac catke otrzymujemy

1 —x+1 Ty 1
Iz/xdm/ ydy/ dz = —.
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Przyktad A.10. Obliczy¢ catke potrdjna

I= ///Q(aH—y)z dxdydz,

gdzie obszar () jest ograniczony sferg 2 +y?+4 22 = 1 oraz plaszczyznami z = 0,y = 0,2 =
0,dlax >0,y >0,z>0.

Rozwigzanie. Obszar ) jest czescig kuli zawartej w pierwszym oktancie, zatem jego ob-

jetosé to % objetosci catej kuli o promieniu 1, ze wzgledu na symetrie wzgledem ukladu

wspdbirzednych. Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych

T = 71cospsiny
y = rsingsind dx dy dz = r*sin 9 dr dy dd

z =171cosV

mozna obszar ) zapisa¢ w postaci

IN

IA
oS
H,_/

™

s s 1 s
I:/2 dga/2 dﬂ/ rtsin? 9 cos ¥(cos ¢ + sin ) dr = /Q(Cosngrsincp) do =
0 0 0 0

2, 2 1 1 2 . 1 3 a5
= sin“ ¢ cos? dit - — = — (cos ¢ + sing) = sin 19‘2 dp
o 5 5/, 3 0

2 2
=1 02(cosg0+sin<p) dyp = TR
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