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WSTEP

Zbiory czesciowo uporzadkowane z ortouzupednieniem sg
systemami algebraicznymi, ktérych wlkasnosci wyrazaja sie
w terminach relacji czesSciowego porzadku oraz odwzorowania

a + *a",ktére jest uzupednieniem, tzn. ava®"= 1, al/la“"= O.

Sq to bardzo ogélne systemy algebraiczne, ktdére obejmuja za-
rowno algebry Boole®a jak 1 tzw. logiki kwantowe, ktérych
szczegolnym przypadkiem jest krata podprzestrzeni domknie-
tych przestrzeni Hilberta. Badajac wlkasnosci tych systeméw
mozna stosowad zaréwno metody teorii algebr Boole®a jak row-
niez metody stosowane w analizie funkcjonalnej 1 w teorii
przestrzeni Hilberta. Okazuje sie, ze teoria zbiordéw czescio-
wo uporzadkowanych z ortouzupednieniem bez zadnych dodatko-
wych zatozen jest zbyt ogdlna, aby uzyskac¢ istotne wyniki,
jJak np. twierdzenie o reprezentacji. W badaniach, ktdore majg
na celu zastosowania w mechanice kwantowej, naturalnym narze-
dziem jest teoria przestrzeni Hilberta 1 dlatego prace doty-
czace teorii logik kwantowych z reguty zajmujg sie pewnymi
aspektami tej teorii. Przyjmowane sg wtedy dodatkowe aksjo-
maty, ktorych celem jest upodobnienie zbioru czesciowo upo-
rzadkowanego z ortouzupednieniem do kraty podprzestrzeni
domknietych przestrzeni Hilberta. Ta strona teorii zbioréw
czesciowo uporzadkowanych z ortouzupednieniem jest bardzo
dobrze rozwinieta.

Metody teorii algebr Boole"a sg szczegdlnie dogodne do

rozwiniecia teorii pewnej szczegolnej klasy zbioréw czesciowo



uporzadkowanych z ortouzupednieniera, mianowicie taw* orto-
posetow boolowsklch, ktorych dodatkowg wkasnosoig jest row-
nowaznos¢} a 4b* c=> a /\b a 0* Ortopoaety boolowskie

sg na tyle bliskie algebrom Boole"a, ze mozna o nich udowod-
ni¢ wiele twierdzen analogicanych do twierdzen o algebrach
Boole™89 Niektdére aspekty tej teorii, np* twierdzenie o re-
prezentacji dla tych ortoposotéw, zostaty rozwazone w pra-
cach J* Klukowskiego* Celem niniejszej pracy jest dalsze roz-
winiecie teorii ortoposetow boolowsklch, w szczegélnosci zba-
danie ich struktury, wkasnosci ideatéw 1 Filtréw oraz miar
na tych zbiorach* W badaniach zostaty wykorzystane metody
teorii algebr Bodo®a*

Zbiory czesciowo uporzadkowane a ortouzupednienlem mozna
nie tylko uwaza¢ na uogélnienie algebr Boole"a, ale rowniez
interpretowa¢ je jako zbudowane z algebr Boole"a, poniewaz
dla kazdego a t ? zbidér {o,a,a”", tworzy algebre Boole®a.
Wobec tego kazdy zbidr czesSciowo uporzadkowany z ortouzuped-
nleniem mozna traktowa¢ jako pewnego rodzaju amalgamacje
algebr Boole"a. ’Liozemy sie zatem spodziewaC, ze teoria arnal-
fAmaoji w algebrach Boole"a pozwoli dostrzec nowe wlasnosci
zbioréw czesciowo uporzadkowanych z ortouzupednieniem*
Dlatego w niniejszej pracy zajmiemy sie takze amalgamacjag
algebr Boole"a* W przypadku algebr Boole®a bez dziatan nie-
skonczonych amalgamacja zostata w pedni zbadana w pracach
Ph* Dwlngera 1 F*U* Yaguba* Natomiast dotychczasowe wyniki
dotyczgce amalgamacji m-aupednych algebr Boole"a byty jedy-
nie czesciowe /uzyskiwane przy dodatkowych zatozeniach, np*

m-dyetrybutywnosci/*
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Dopiero niedawny wynik R. La Grange"a umozliwi4 sformutowa-
nie w niniejszej pracy twierdzen o amalgamacji 1 o istnieniu
uogéInionego m-produktu w sposéb w pedni analogiczny do od-
powiednich twierdzen dla algebr Boole®a z dziaktaniami skon-
czonymi*

Algebry Boole®a odgrywaja zatem w teorii zbiorow czes-
ciowo uporzadkowanych s ortouzupednieniem podwéjng role.

D jednej strony* w, one szczegolnym przypadkiem tych zbio-
row, wobec czego teoria algebr Boolea jest speojalnym roz-
dziatem teorii zbioréw czesSciowo uporzadkowanych z ortouzu-
pednieniem* 3 drugiej strony, kazdy zbidr czeSciowo uporzad-
kowany a ortouzupeinieniem jest amalgamacja algebr Boole"a,
a wiec wkasnosci tych algebr determinujg w pewnym stopniu
wkasnosci owego zbioru. Jednym z celdw niniejszej pracy jest
uwypuklenie 1 umotywowanie tego faktu.

Praca sktada sie z trzech rozdziatow. Rozdziat X jest
poswiecony badaniu struktury ortoposetéw boolowskich | sta-
nowi zasadniczg czeso pracy. GHownymi wynikami tego rozdzia-
+u sa:

- Podanie przyk#adu ortoposetu boolowskiego W 1 miary na M,
ktora nie da sie przedtuzy¢ do miary na algebrze Boolea
B [U], wynika stad, ze jadro homomorflzou ortoposetéw
boolowskich nie zawsze jest ideatem.

- Podanie warunkow koniecznych 1 dostatecznych na to, by
miare zerojedynkowg na ortoposecle boolowskin P mozna
byto przedtuzy¢ do miary na algebrze Boole®a, zawieraja-

eej ten ortopooet.
- Wykazanie, ze kazdy zupedny ortoposet boolowski jest

algebra Booler"a.
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- Zbadanie w#asnosci centrum 1 podortoposetow ortoposotu
boolowsklego} wprowadzenie pojecia ortoideatu 1 wykazanie»
ze kazdy dwuwartodclowy homomorfiza podatgcory Boole®a
ortoposotu boolowsklego P daje sie rozszerzy¢ do hooomor—
flzmu ortoposotu P w algebre Boole"a {0,1™*

- Wykazanie, ze kazdy ortoposet boolowskl jest logika gene-
rowang przez pewng boolowskag strukture logiczng*

- Rozpatrywanie ortoposotu boolowsklego jako pewnego czescio-
wo uporzgdkowanego systemu algebr Boole®a 1 wykazanie, ze
dla kazdego ortoposetu boolowsklego istnieje algebra Boole"a

bedaca wolnym rozszerzeniem tego posetu*

V rozdziale 11 wynik R* La Grange®a dotyczacy amalga-
macji skonczonej ilosci o-algebr Boole®a jest uogolniony na
dowolng rodzine o-olgobr Boole"a* Pozwolido to wykazacC istnie-
nie w klasie o-algebr Boole"a wolnych produktéw z amalgamacjag
oraz sformutowaC pewne twierdzenia o rozszerzeniu m-feomomor—
fizmow, analogiczne do twierdzen méwigacych o algebrach
Boole"a ze skonczonymi dziataniami*

Rozdziat 11l zawiera zastosowanie wynikow rozdziatu IX
do zbadania amalgamacji w algebrach Posta* Wykazano, ze kla-
sa m-elgebr Posta ustalonego rzedu n oraz klasa wszystkich
m-algebr Posta majg wkasnosS¢ amalgamacji} scharakteryzowano
zupedno algebry Posta Jako retrakty pewnych jednorodnych
1 uniwersalnych algebr Posta*

Praca niniejsza ma charakter czysto algebraiczny*
Ze wzgledu na dualnos¢ pomiedzy algebrami Boole®a 1 przestrze-
niami Stone®a podane w niej twierdzenia maja mniej lub bar-
dziej naturalng interpretacje topologiczng. Zeby Jednak nio
zwiekszaC objetosci pracy, nio formudowano odpowiednikéw to-
pologicznych tych twierdzen, tym bardziej ze metody alge-
braiczne sg baruzlej naturalne*



Rozdzi1at#t |

STRUKTURA ORTOPOSETOW BQOLOWSKICH

1, PODSTAWOWE DEBWTICJE 1 JASNOSCI

Definicja 1.1. Klech P bedzie zbiorem czesciowo upo-
rzadkowanym przez relacje , zawierajacym najmniejszy ele-
ment O. Hiech ah->a" bedzie odwzorowaniem zbioru P
w P. Mowimy, ze - (P, 0) jest ortoposetem boolow-

skim, jesli sa spednione nastepujace warunki:

(1)

(2)
pozwala to zdefiniowa¢ relacje ortogonalnosci elementéw
a 1 b (aJ-b), mianowicie a-Lb"~"a”b*

) /\ Mra-Lb =—=e> (c » aV¥b) »» gdzie aVb oznacza
atb6P L coOP
kres gorny elementow a 1 b

[0)) j-l J-D <e=>aAb = o]

a.bep
aAb oznacza kres dolny elementow a i1 b

Z warunkéw (1) - (@) wynika istnienie elementu najwiekszego

w P, ktérym jest 0= 1, oraz, Ze dla dowolnego a6-P mamy
aVa* = 1. Mamy ponadto dla dowolnych a,b€-P jjafb ==v>
av(a“Ab) « b] czyli ortoposet boolowski jest szczegélnym
przypadkiem ortomodulamego zbioru czesciowo uporzadkowanego
z ortodopetnieniem. Szczegdlnym przypadkiem ortoposetu boolow-
skiego jest algebra Boole®"a. Istnieja (patrz [14] ) ortoposety

boolowskie, ktére nie sa algebrami Boole"a.



P. Samuel w J26] (patrz réwniez 1* PTlukowski [4]) wyka-
zat nastepujacy lemat:

Lem” jEir? (Samuel): Ortoooset boolowski jest algebrag
Booi3"a wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazde dwa jego elementy
maja kres dolny.

Poniewaz w dalszym ciggu bedziemy czesto powotywacC sie
na wkasnosci ortoposetow boolowskich udowodnione w pracy
J. Klukéwskiego [FY], przytoczymy tu niektdére z nieb. bez
dowodUo

Niech (P,4-* %0) bedzie ortoposetem boolowskira.

1.5* Niech a#b&P. Istnienie jednego z kreséw aAbt aAb",
a“no, a“"Ab*, avb, avb*, a“vb, a“vb® pocigga za

sobg i1stnienie kazdego z nich.

1.4* Niech a,bOP. Jesli istnieje avb, to*
a“"NN(avb) a a#l o
a* (aAb) v(aAb*)
avb kK (@aAb™) v(anb) v(a"n b)

1 5. Niech a,b,c6P. Jesli istnieja (a@Ac)v(bno) oraz
avb, to (avb) no istnieje 1 zachodzi rownose:
(avb)nc * (eno)v(bAc)

Mozna to uogolni¢ w nastepujacy sposob*
Jesli (a™Ab) V(a2Ab) v... V(anAb) i v EgV ...van
istniejg, to (@‘va2Ve*eV~) Ab istnieje i zachodzi

rownosc*

@™V e2V ...V s (@{Ab) V (@2Ab) V =.®V (a™Ab)

Analogicznie mozno sformudowaC dualne prawo rozdzielnosci.

1*6. Dysjunktywnos¢ orzoposetu boolowskiegos
Dla dowolnych a,bGP jezeli niepravida, ze a“b, to

istnieje C&P, o/ 0O takie, ze o”a oraz cnb = 0.



Definicja 1.7» Niech 9,0 i (P2, * ,0)
beda orboposetami boolowskimi. Odwzorowanie h j ——»P2
nazywamy homomorfizmem P~ w 7?2, Jesli spelnia nastepu-

jJace warunki:
©O) dla kazdego af-P* h(@*) * h(@)-
(i1) dla dowolnych a,bf Jesli aAb s 0, to
h(a)vh(b) istnieje i h(avb) = b.(e)n h()
Homomorfizm h rdéznowartosciowy nazywamy moncraorfizmem.
Podamy bez dowodu kilka prostych wkasnosci homcmorfizmu:
1) Jesli an,a2, PA i a™na™ * 0 (a™an) dla
11 J, to i.stnieje h@Y)v h(@a2)Vv... vh(an) 1
h(al v*..va2) = h(al)v VhCan)

2) h@) *1, h@O) =0

3 Jesli istnieje aVb, ro istnieje h(a)vh(b) oraz
h(a)Ah(b) 1 zachodzg réwnosci:-
h(av b) = h(a)v h(b)
h(aAb) * h(a)Ah(b)

W szczegbInosSci JesSli a-Lb, to h(a)J _h(b).

4) Jesli ad4b, to h(a)4b(b).

Przyymijmy teraz za C.M. Barrosem [2'] nastepujaca de-
finicje:

Definicja 1 .8. Niech P = (P, ~, * ,0) bedzie ortopo-
setem boolowskim. Zbior JCP, J ~0 nazywamy Ffiltrem, Je-
zeli dla kazdego skoniczonego podzbioru FCJ mamy (FJ”cj,

gdzie dla dowolnego Acp



Pelcie- i1deatu jest dualne do pojecia filtru. Sg to
uogolnienia poje¢ ideatu i1 filtru w tracie lub algebrze
Bools™a, gdyz widaC, ze jesli J jest filtrem, to dla do-
wolnych a”n,a2, J jesli a™el2a = = = < jstnieje
to nalezy do J, a takze jesSli a£J, a”™b, to bej,
Analogicznie jak d¥a algebr Boole"a wprowadza sie pojecie
filtru (ideatu) maksymalnego.

Z tw* 6 pracy [24 wynika, ze*

1.9 Filtr J ortoposetu P jest maksymalny wtedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kazdego at P, albo a£J, albo a"e J.

Bsierdzenie 1.10. Jezeli J jest jfiltrem maksymalnym

w P, to
fl dla a€eJ
h(@ = f j
\ O - ag J

jest homomorfizmem ortoposetu boolowskiego P w dwuelemen-

towg algebre Boole"a |0, 1M

Dowdd oczywisty przez sprowadzenie warunkéw w def. A7-
homomorfizmu.
Sierdzenie odwrotne do tw. 1*10, co wykaze podany dalej
w pracy przykd#ad, nie jest prawdziwe,tznf dla homomorfizmu
ortoposetéw boolowskich h : P-— zbior |zeP*h(x) =
nie zawsze jest fTiltrem.
A wiec; wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosC pomiedzy filtra-
mi maksymalnymi 1 homomorfizmami dwuwartosciowymi algebry

Boole®a nie przenosi sie dla dowolnego ortoposetu boolowskiego.

Definicja 1«V>_ Miarg na or toposecie boolowskim
(P, 4> * *0) nazywamy odwzorowanie mtP — zbioru

P w przedziat NO,1N takie, ze*



) m(l) b 1
U) dla a,b&P jesli alb, to a(avb) =m() + m(b)

Podstawowe wdasnosci miary na ortoposeeie boolowskim P:

1) s@) b O
2) m@") »1 —m@
3 Jesli a~b, to uw(a)d»(b).
4) Dla dowolnego ciagu an,...,8 P takiego, ze ajMa.. i£J
a(alva2v...ven) « m(@) + a(a2) ¢...+ mCar)?
WhasnosS¢ te dowodzi sie w prosty sposéb indukcyjnie wy-
korzystujac fakt, ze jesli aJ aiP i al,2,...,n oraz
elva2v ***ven is;fetiQj® tO0 a L a”v a2V ...vV
3) Jesli aVb Istnieje, to
a(avb) *m@) ¢ m(b) - t(anb)”*(a) + a(b)
Dowod™*
Wykorzystujgc wczesniej wypisane wdasnosci ortoposetu
bootawskiego oamyt
aVb b av(bla®) oraz b * (agb) V (a#n b) .
Poniewaz albAar“ i aAbla®"Ab dostajemy:
m(avb) a af[av(bna“)] =
= a(a) + a(b/la®*) = a(a) + m(b) - aCanb)
WHasnosci 3) nie da sie uogolni¢ dla dowolnej skoniczonej
sumy a”Va2V...\/an6"P, tzn. nie zawsze zachodzi warunek*
iii) jesli alva2wv'ip.. istnieje, to
mfarvagv...va”) 4 a(ai) eeece *(«*)
Definicja 1.12. Jesli miara na ortoposeeie boolowskim
P spednia dodatkowo warunek ii1), to nazywamy ja miara sub-
addytywng.

Kazda niara okreslona na algebrze Boole"a jest subad-
dytywna.



1.13. J. I1QLukowekl w pracy [13] udowodni#l”™, ze dla kaz-
dego ortoposetu boolowsklego P 1istnieje algebra Boole# B
i moAooorflzm 1 ; ?—>B taki, ze B jest generowane pzsez
i(P) /w dalszym ciagu bedziemy utozsamia¢ i(P) z P, algebre
B oznacza¢ przez B [Jfl ) pray tym kazdy filtr w P jest pos-
taci PnV 9 gdzie V jest filtrem a B [P] lub dualnie; kaz-
dy 1deal WP jest w postacti Pn [l » gdzie [. jest ideatem 1
B [p]/ n oznacza iloczyn teoriomnogosciowy/.
Zachodzi pytanie, czy jesli mamy okreslong na ortoposecle
boolowskIm P miare m, lub homomorfizm h ; P—- >A w algebre
Boole®a A, to istnieje na B [?] miara a* , ze m*|? « m oraz
odpowiednio hoooaorfisa h* i B £pfF—>A$ ze h* ? « h. Jesli
uwzglednimy powyzej cytowane twierdzenie oraz znany z teorii
algebr Boole"a fakt, ze jadro dwwartosciowego homomorfizau
algebry Boole"a jest ideatem maksymalnym, to wobeo 1*10 ba-
danie wyzej postawionego zagadnienia w przypadku homomorfizmu
dwuwartosciowego /réwniez miary zerojedynkowej/ h ; P —>{0,1}
sprowadza sie do rozstrzygniecia, czy zbidr jace-P s h (xX)* o}
jest ideatem maksymalnym /lub dualnie [xe? s h (xX) « 1}
filtrem maksymalnym/» Podany dalej przyktad wskazuje, ze nie

zawsze to zaohodzl.

2. PRZYKLAD ORTOPOSETU BOOLCWSKIEGQ U X MIARY NA U, KTORA
NIE DA SIE PRZEDtUZYC DO MIARY NA B [Ii]
Wiadomo /patrz [27] str.4/, ze jeSli X jest nlepusta

przestrzenig topologiczng, wtedy rodzina C regularnie domknie-

ci/ Fakt ten wynika rowniez z pracy R. Sikorskiego "On dense
subsets of Boolean algebras™ Coll* Math* 10/1963/
str. 189-192.
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tych podzbioréw tej przestrzeni jest algebrg 3ooie"a z dzia-
fanfaws U* ,N*# okreslonymi nastepujaco: al» = aVb,
afl*b = Int arib, a®™= -a, gdzie U ,l1 ,— sg to dziatania
teoriomnogosciowe, zas d'oznacza topologiczne domkniecie

zbioru a.

2.1, Rozwazmy jako X na plaszczyznie koto domkniete.
Hiech B~ bedzie rodzing ztozong ze zbioru pustego i skon-
czonyoh sum domknietych wycinkow kotowych. Mamy C. tat-
wo pokazac¢, ze |b*",v, n»; **X) jest algebrag Boole®a, gdzie

aVb s aUb

aAb s Int anb
a' =”7a"
UmiesCmy rozwazane koto w biegunowym ukdadzie wspotrzednych

Qr(p tak, by Srodek kota znajdowat sie w poczatku ukdadu.

Utech < 2] przez 2Y bedziemy oznacza¢ domknie-
ty wycinek kotowy zawarty miedzy podprostymi: oraz
<P-<Pa-
Niech teraz * g0, n >
p2=
’ /430

p3e\~I”3 >

Oznaczmy t£ * f

Niech T s Jt£: 1*0,1,...t5] +
1

Rozwazmy dla 1 = 1,2,3 zbiory a|p™ T oraz algebry
Boole'a A+ generowane w B’ przez C~, Z postaci elementow
wynika, ze p~Aj dla 1/ j. lloczyn algebr Nnf\2nA>S

jest algebrag Boole®"a generowang przez T.
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ITiech teras I m eras dla a,bEM adb<==?anb M a,
0 s o w Zauwazmy, ze jesSli aeb, to istnieje 1 takie, ze
a&A”, zatena’eA”™ awiec a’e-H,

Wykazemy, ze (K, 4» 5t 0) jest ortopoceten boolowckim,
Nalezy sprowadzi¢, ze U spednia warunki (1) — (@) w definicji
1,1, Spei#nienie warunkow (1) 1 (2) wynika natychmiast z faktu,
ze * jest uzupednieniem x algebrze Boole"a B* < Zakazmy te-
raz, ze kres dolny elementéw a 1 b n M jest réwny zero wtedy
1 tylko wtedy, gdy nalezga one do tej samej algebry (dla
pewnego oraz anb = 0w AN, czyli wtedy 1 tylko
ptedy, gdy anb e O w algebrze b'e Cynika stad, ze aAb a O
w M wtedy 1 tylko wtedy, gdy a™-bl, a wiec warunek (4) jest
spetniony. Podobnie dla pokazania, ze zachodzi warunek (3)
mamys jezeli anb = 0w t, to a,btA”™ dla pewnego 14-1"3»
a wiec istnieje Cc&A”™ oraz c = av b. Oczywiscie ceM.

a jest ortoposeten baolowskim.

2,2, Niech teraz dla 1 = 1,2,5 ni*Ci“~*{°tl} bedzie
funkcja takg, ze dla teT m~t) * 0 oraz nCpN) * 1»
W naturalny sposob rozszerzymy ja k#adac dla t&5? m~™Mt*) =1
oraz a”pp aao,
Niech teraz an,a2*<**,a*l ~"dzie dowolnym ciggiem takim, Zo
dla k a 1,2, ,,,,n a~GC™ 1lub £7&Ci* JeSli many
ni(al)-mi(a2) .,,mi(an) ¢ 0, to s 1 dlak al,2,,,«,n
czyli1 dla kazdego 1M-k™n a” jost uzupeinieniem pewnego tG T
lub jest rowne p~, a wiec a@GAS2A»+,Aakd O,
Korzystajac z tw. o przedduzeniu do homomorfizmu (patrz
Sikorski [23]) mozna zatem funkcje — 5{0,1™ przedtuzyc¢
do miary zorojedyrdcowej mi:Ai— >{Q,1} na algebrze A",



Zauwazmy, ze jesli a£EM oraz atA™ 1 abAp k? 1, go
mi(@ = m~™a). Mozemy wiec okresli¢ m:iH- w nastepu-
jJacy sposob:
dla aGM, m(@) sm”™a) jesli afA".
Pokazemy, ze m:M-— >{0,1} jest miarg na ortoposecie boolow-
sliim M. Jest oczywiste, ze warunek i) w def. 1.1l jest spek-
niony. Miech teras afbGM 1 aJlb. Zatem aAb = 0, a wiec
istnieje 1M.143 oraz a,bGAif avbeA” m@ = mi@),
m(b) = mx(b),
m(avb) = m~avb) =m~a) + mCb) * m(@) + m(b).
Erugi warunek w definicji 1.11 jest wiec rowniez spedniony
I m jest miara.

Miara ta nie da sie przedtuzy¢ do miary na algebrze
Boole"a B[m], gdyz: pyvp2vp® =1

i T(pvp2Vpp * 1 ,ale m(p*)+m(p2)+m(pp = 0

czyli m nie jest miarg subaddytywng.
Zbior |xEM:m(x) * 1™ nie jest wiec Filtrem w M.
Wida¢ stad, ze twierdzenia o wzajemnie jednoznacznej odpo-
wiedniosci miedzy filtrami maksymalnymi 1 miarami zerojedyn-

kowymi nie da sie uogélni¢ na dowolny ortoposet boolowski .3

3. ROZSZERZENIE MIAR ZEROJEDYNKOWYCH (HOMOMORFIZMOW DOTAR-
TOSCIOWYCH) W ORTOPOSETACH BOOLOWSKICH

Dla ufatwienia czytania przytoczymy tutaj znane tw.

Sikorskiego o rozszerzaniu ftomomorfizmow (patrz [28]):

Twierdzenie 5.1 (Sikorski). Odwzorowanie f:G— »£/ zbioru
G generatorow algebry Boole®a B w algebre B*' mozna przed-

tuzy¢ do homomorfizmu h: B —* B* wtedy i tylko wtedy, gdy



NIA2A2 A AEAANSO — A A~ f(Ag) A =0

dla dowolnego ciggu AN ,A2#...,An6G i dowolnego wyboru

I
=

NL*A2**** £ liczb 1 * (-"0* gdzie 1 A « A $raz (-1 A
2 tw. 3.1 nozna wywnioskowaé, ze:
Twierdzenie 3.2. Kazdy z nastepujacych dwoéch warunkow
jest dostateczny 1 konieczny na to, zeby dwuwartosScicwg miare
m:P— >{0,1 na ortoposecie booion3kin P mozna byto przedtu-

zy¢ do miary na algebrze Boole"s B[p]:

(i) dla dowolnego ciagu an,a2,e==*en 6-P, jesli
Qnazn*>**Aan * 0 to m(al>m(a2)...m(an) = 0

(i1) dla dowolnego ciggu an,a2t#teeefaneP, jesSli
m@®) b m(a2) b*..s m(an) *0 to a”va2v eeeve” / 1

lub nie istniegje.

Dowod:

Wykazemy najpierw rownowaznos¢ warunkoéow (i) oraz (ii).
) =>(1)
Nie<h an,a2,...tanGP takie, ze m(ad) = m(a2)c...ssci(@)=0
oraz va2v ...ve”™ » 1* Wtedy (a”vVa2Vv ...va”n) "= 0. Po-
niewaz w ortoposecie boolowskim zachodzg prawa de 1Jorgana,
to gjAa2A...Aa” =0 i m@DH*m(@2)... m@") « 1
(i) =» (i)
iliech aMN,0p,..., fP, a*napA.e-. Aa™ s« 0

i ra@ )-m(@2)...fi@@a) ~ 0,

I
—

to w(@®) = m(a2) ==eee* OO
m@jj) s m@az2) =...=m@" =0

oraz ajvaz2v ...va™” m@‘Na2n... pa”)"=0" a l.
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Zoby zakonczyé dowod wystarczy uwzgledni¢ tw. 3»1 oraz fakt,
zo0 B[?] jest generowana przez P, a P jest zamkniety ze

wzgledu na uzupednienie*

twierdzenie 3*3* Jezelil miara m zerojedynkowa na orto-
posecie boolowskim P jest subaddytywna, to daje sie rozsze-

rzy¢ do miary na algebrze Boole™a B[p]*

Dowdéd: Poniewaz m jest subaddytysma, wiec dla dowol-

nego al,a2>**_,ali&P jesli istnieje a”v a2v *._.Van, to
m(a”v a”™v *_.*v a3d) 4 m(aq) + m(a2)+.**+
Zatem jesli m@a,j) » m(n2) «=*e= mCa™) e 0, to
n(alv a2v van> 4 0 czyli a4va2v*.*vafat 1.
Spedniany jest wiec warunek (ii) z tw* 3*2, co konczy dowdd*

Zachodzi pytanie, jakie warunki powinien spednia¢ orto-

poset P, by kazda miara na P by4a subaddytywna*

twierdzenie 5*4* Jezeli ortoposet boolowski P ma te

wkasnosé, ze dla dowolnego ciggu af,a2,...*ail6P 2z istnie-
nia kresu a”vB2V...vapa wynika istnienie tekiego podciagu
©f, 12, %%, liczb ~,2;***,n, re n/ vV »»» VE&J .

1 “2 bn—t

istnieje, to kazda miara na P jest subaddytywna*

Prosty dowdéd indukcyjny opunzezamy*

Wniosek 3*5* Jezeli ortoposet boolowskl P ma wkasnosé
wymieniong w tw* 3«4, to kazda miara zerojedynkowa na P da
sie przedtuzy¢ do miary zerojedynkowej na algebrze Boole#a B{p] =

Oczywiscie wkhasnos¢ z tw* 3*4 jest spedniona w kazdej
algebrze Boole"a* Przyktadem ortoposetu boolowskiego spednia-
jacego ten warunek i1 nie bedgacogo algebrg Boole®a jest orto-

poset L opisany w pracy J* Klukéwekiogo e=]=



4. ALGEBRA BOOLE®A ZABIERAJACA PODQRTOPOSBT BOOLORYSKI HIE
BED*CT ALGEBRA BOOLE #A
UogdélInieniom rozwazan dotyczacych przykdadu 2.1 Jest

nastepujace twierdzenie:

iwiordzenie 4.1. Algebra Boole"a B zawiera podortopo-
set bcolowski nie bedacy algebrg Boole#a wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istniejg P~*P2&B takie, ze kazdy z idealtdéw Rownych:

* (PMAp-j], » (PMAPgl t J2 s (PMAPgI

J3 » (PMApX]

jest nieskonczony.

Powod: Najpierw dowiedziemy koniecznosci Vv?arunku. Niech
PCBt P ortopocet boolowski (z dziataniami Jak o B) nie
bedacy algebra Boole"a. Istniejg zatem P 1 p~SrPf  ze
p~"JAPg nie istnieje w P* 2 whasnosci 1.3 wynika, zew P
nie istniejag rpwniez p~A Pg* PANIP2* P2Apd] czyliw B te
wszystkie kresy sa rozne od zera, a wiec zbior {p”,P2”" jest
niezalezny czylt B zawiera podalgebre izomorficzng z algeb-
ra wolng o dwéch generatorach.

Wykazemy, ze kazdy z ideatow k =0,1,2,3 jest nie-
skonczony. Niech P>jAP2 nie istnieje i Jc skonczony. Za-
tem skonczony jest ztior X =JI6 P t xp” i Xx"p2”~. Nie
moze by¢ i”~AXg * 0 dla dowolnych x”ac”6X, bo wéwczas
istniatby kres gorny elementow nalezgacych do X, Kktory byk-
by krosem dolnym p~ 1 p2* Nie moze réwniez istnieC
x~n”2 0 dla dowolnych x/,X2 €rX, bo wtedy réwniez sume
elementéw z X daloby sie przedstawi¢ jako sume elementow
parami rozdgcznych. Zatem w X muszg istnie¢ takie Xx™ i1 X2,

ze X”"NAX2 nie istnieje w P. Rozwazajac nastepnie zbiodr



Y a jye? ry"xn i 1 powtarzajac rozumowanie wie-
lokrotnie dochodzimy do sprzecznosci z tym, ze JQ jest
skoniczony. Podobnie pokazujemy, Se kazdy 2 pozostatych idea-
+ow jest nieskonczony»

Ifowicdziomy teraz dostatecznosc¢i warunku» Poniewaz JQ
jest nieskonczony, zatem istnieje xeJ0O takie, ze x ¢ O,

x t prAPg oraz ideak gEéwny (x"n np2l zawiera nieskon-

czenie wiele elementéw» Hiech * x. Jesli mamy okreslony

ciag parami rozdgcznych elementéow tjft2, JQ taki,

ze dla b = (1 \/ | o] p,,IP5, (b] zawiera nieskon-
<n-

czenie wiele elementéw, to dla dowolnego a ® D c<b co
najmniej jeden z ideatow (cl oraz (c"nbl ma nieskoncze-
nie wiele elementow. Jesli (cl jest nieskonczonym zbiorem,
to e c'ni), jesli (c"n bj jest nieskonczony, to =cC
(Jesli oba nieskonczone, to rowna sie krotamukolwiek

z tych elementéw)»

W podobny sposob réwniez w kazdym z (a - 1,2,3) mozemy
okresli¢ ciag parami rozkacznych elementéw t°, K « 1,2, ,eee
Okreslmy teraz T *{t*" ri - C,1,2,2% k =1,2,.»» ] .

1ilech bedzie algebrg zoologa generowang w B przez
zbior v T, A2 generowana przez {p™Mi~T. Teoriomno-
gosciowa Simla P sAj N2 a dziakaniami jak w B jest
ortoposetem boolowskim, co mozna dowiesSC podobnie jak w
przyktadzie 2»l .

3 okreslenia algebr A i A2 wynika, ze p~np2 nie nale-
zy do P (ani pozostate kresy pJjAP2* PMAPA* PNYAP2  oraz
ich uzupednienia)»

Uwaga 1t na ogot algebra Boole"s B dla tak skonstruowanego

orfcopocctu P nie jest algebra Bjp]»
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5. ZUPELKE ORTOPOSETY BOOLOWSKIE

Definicja 5*1. Méniny, ze oretoposet (P, 4»*) jest
m-zupedny (gdzie m jest nieskonczong liczbg kardynalng),
jeshi dla kazdego indeksowanego zbioru {a™t t &TF

parami ortogonalnych elementéw P (tan* _L a.™ dla
tlft2 eT# b N *t2) istnieje kres gorny ~\/ a™*

Ortoposet (P,4,*) jest zigpely, jesli jest in-zupekly

dla dowolnej liczby kardynalnej m*

J* Klukéwski w pracy [14] pokazat, ze kazdy atomowy
1 zupedny ortoposet boolowski jest algebra Boole®a*
W szczegolnosci wynika stad, ze kazdy skonczony ortoposet
boolowski jest etgebrg Boole"a. Pokazemy, zc zatozenie
0 atomowosci ortoposetu boolowskiego nie jest konieczne*

Mianowicie:

Twierdzenie 5*2* Kazdy zupedny ortoposet boolowski jest
zupedng algebra Boole™a (twierdzenie to zostato opublikowane

w pracy I117D)*

Dowdéd: niech (Pt4»f) bedzie zupednym ortoposetem
boolowskim tzn* istnieje w ? Kkres gorny dowolnogo zbioru
elementéw parami rozdgcznych. Powotujac sie na lemat 1*2
wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnych istnieje kres
dolny PlAp2.
ltiech pN,p2€:P oraz X »{xX&P : x4p3 i X 4 P2\ .
Okreslamy zbidér Y (Yc2.X) nastepujaco:

A€Y <> (Ac:x 1 dla kazd. x#yeA, jesli x y toxny s 0).
OkresImy w Y czesciowy porzadek jako teoriomnogosciowg in-
kluzje* Jozoli C Jjest #ancuchem elementow w Y, to suma

teoriomnogosciowg elementdw tego 4ancucha nalezy do Y



(Jest zbiorem parami rozdgcznych, elementéw nalezacych do X)*

Zatem kazdy d4ancuch w (Y, ¢ ) ma ograniczenie gorne, a wiec

z Lematu Kuratowakiego-Zorna wynika istnienie w Y elementow

maksymalnych*

Klech U #fY bedzie elementem maksymalnym (Mcxcp),

Pokazemy, ze w ortoposccie boolowskin P kres gorny elementéw

nalezgcych do M Jest rowny kresowi gornemu elementéw nale-

zacych do zbioru X*

Przede wszystkim ,, Ys* istnieje w P, bo P Jest zupeiny

I M Jest zbiorem elementéw parami ortogonalnych*

Riech Vu a=p, Oczywiscie p6X, bo dla kazdogo a£M,
1 a4 P2, satem p4d4p”™ 1 p4ap2«

Wykorzystujac toraz wkasnos¢ dysjunktywnooci 1.6 poka-
zemy, ze dla kazdogo s &X zachodzi x 4 p.

Przypusémy, ze tak nie Jest, tzn. ~ (x4p)« Istnieje
zatem yeP, vy ijt0, ynp «0 i y4zx czyli yex*
Poniewaz ynp « 0, zatem dla kazdego aeM, ypapa * O,

g wiec y~M 1 zbior Doszlismy do sprzecznosci
z zatozeniem, ze M Jest elementem maksymalnym w X* /

Liany zatem, ze p ogranicza z gory zbidér X$ Jest to
najmniejsze ograniczenie gorne, gdyz peX.

A wiec p Jest kresem gornym elementow nalezacych do X
czyli Jest kresem dolnym elementéw 1 p2*
Udowodnilismy w ten sposéb, ze zupedny ortoposet boolowski

P Jest algebrag Boole"a.

Poniewaz P ma te wkasnosS¢, ze istnieje kres gorny dowolne-
go zbioru elementow parami rozdgcznych, wiec Jest zupedng

algebrg Boolera.



21 -

Wniosek 5m2, Jezeli 6-zupetny ortoposet boolowski me
te whasnos¢, ze kazdy zbidr elementéw parani ortogonalnych
jost co najwyzej przeliczalny, to jest on zupedng algebra

Boole™a*

Definicja 5»3. Miare m r P <0,1) okreslong na or-
tpposecio boolowskis P nazywamy 6-miara, jesli dla kazdego

przeliczalnego ukdadu parani ortogonalnych elementéw

al *a2*a3*eee

Z udowodnionego twierdzenia 5*2 wynika nastepujacy.

Wniosek 5«4. JesSli na &-ortoposecie boolowskim P mozna
okreslié¢ 6-niare Scisle dodatnig (tzn. m(@) s 0 <<>a = 0),

to ortoposet ten jest zupodng algebrg Boolera.

Dowdd s Przypusémy, ze X Jest zbiorem parami rozdacza-
nych elementow z P. Liczba elementdw takich, ze majg miare
co najmniej 1/n wynosi co najwyzej n. Zatem X jest prze-
liczalny* Wynika stad, ze 6-ortoposet boolowski P jest zu-

pedny, a wiec jest zupedng algebra Boole"a*

6. CENTRUM ORTOPOSEOT BOOLOWSKIEGO

Badajac mozliwosSC przedstawienia posetu zawierajacego
element najwiekszy 1 najmniejszy jako produktu kartezjanskie-
go prostszych poeetéw G. Birkhoff (patrz [$J str* 66) wprowa-

dzi+ nastepujace pojecio centrum:



DolinieJa 6.1, ITlech P bedzie zbiorem czeSciowo upo-
rzadkowanym z O 1 1» Centrum posetu P Jest to zbidr tych
elementow eeP, ze P a X*Y, gdzie X,Y posety z 011l
oraz e u (,0)*

Udowodni+ on réwniez nastepujace dwa twierdzenia wazne

dla badania struktury posetu*

Avierdzenie 6.2 CBIrkhoff Centrum dowolnego posetu
z O 11 Jest kratg boolowska (algebrg Boole®a) zo wzgledu

na porzadek w tym pooecie.

Twierdzenie 6«3 (Birkhoff) Jezeli *eee™ en M
parami rozdacznymi elementami nalezacymi do centrum posetu

P takimi, ze e@Vo2v...ven =1, to

P * gdzae a [0.en * {X6P* x"e”™,

1 4 1,2,»»«,n
Wykazemy teraz, ze zachodzi nastepujacy™
mL,emat 6»4, Dla dowolnego ortopooetu bootawskiego P na-
stepujace dfta warunki sg rownowazne*
l° dla kazdego zeP rne istnieje (zve istnieje)
2° P = XkKi gdzie X,Y posety zO il oraz e s (1,0)
Dowod*
Wykazemy najpierw, zo z 2° wynika 1°. Zachodzi to dla
dowolnego posotu, gdyz Jesli P s XxY 1 e = (1,0), to
dla z£P, s« (X,y), gdzie x6X, yeY mamy*
rne B x,y)n (1,00 B (xnl, ynd) * (x,0)
zve B (*Y) v(l,0) a (xvl, yv0) B (i,y).-

Pokazemy toraz, zo z 1° wynika 2°.
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Xno, xve istniejg a satozenig dla dov?olnego x6-P#

i§kazemy, te odwzorowanie h okreslone pr202 xH(xne,xve)

jest izomorfizmem ? oraz EXE*, gdzie E A [0,e-], E*9 [e,3'K

a)

b)

D

h zachowuje porzadek, tan. jesli x-y, to h() ™ b(y),
Oczywiste, bo josli x™y, to xne ~yAo oraa
xve 4 yve.
h jest "na"
Jesli seEXE*, to z sa (Buy), gdzio x~e i1 y”e
(czyli x%.y). Istnieje peP, ze z = h(p), mianowicie
p sxv(eny), bo e"ny istnieje z zalozenia, X oraz
e"[ly sa roztaczne,
pi-——>»( [xv(e"nVN]no, xv(e'ay)ve *

B ((xne)vo, ev(e"ny)) a (xne, evy) a (xfy)
Korzystalismy tu z wkasnosci 1*3 - 1«b*
h jest rézno, artoociowo.
Hiech T#geP, f# m(Ene,£ve), g >(gAe,gve).
pokazemy, ze jesli h() = h(@), to f ag.
h(f) * h(g) =.) £ne = ene 1 fTve s gve

(fvg)Ae"s (gve)Aer
£Ae" A gAe”

Zatem T a (FfAe)v(FAe") a (6NB)Vv (gAe*) a g
" zachowuje porzadek

s Xy =72
irt(e1) syfe*~Ayn, nl(@2) =~v(e"Ny?2)
Josli xI~x2 i yl~ry2* to xlv(e"ny™ XgV (©ay2)

czyli jesli zl 4 z2* to b*1(z1) "1 T1(22).

Ze spednienia warunkéw a), b), c), d) wynika, ze posety: P

oraz E* E* sg i1zomorficzne.
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Mozemy zatem sformudowaé nastepujace*

Twierdzenie 6.5. Jezeli P jest ortoposetem boolowskim,
to e£P nalezy do centrum tego posetu wtedy 1 tylko wtedy,

gdy dla kazdego xGP xne 1istnieje (lub xve istnieje).

7. PODORTOPOSETY ORTOFOSETU BOOLOWSKIEGO

Definicja 7.1. Niech (P,4t*) bedzie ortoposetem.
Podzbiér PACP, PN ¢ nazywamy podortoposetem ortoposetu

P, jesli*

Oczywiste, ze podortoposet P~ ortoposetu P jest ortopose-
tem z dziakaniami jak w PJ czes¢ wspolna dowolnej i1losci
podortoposetow jest podortoposetem. Podortoposet ortoposetu
boolowskiego moze nie by¢ ortoposetem boolowskim, na co wska-

zuje nastepujacy przykdad.

Przektad 7.2. Niech algebra Boole"a A bedzie produktem
boolowskim rodziny podalfeebr algebryA” 2 Wiadomo
(patrz [27]), ze rodzina & e jest niezalezna, tzn.

dla kazdego skonczonego ciggu réznych wskaznikow

Z niezaleznosSci rodziny (A-j~teT @®Ynilca» ze dla x,yeP

jesli x7y, to istnieje tO6T, ze zeAt i yéAt -
o) o
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Okreslmy w P porzadek 1 uzupelnienie tak samo jak w A*
P jest podortoposetam algebry A (traktowanej jako orto-
poset boolowski), gdyz:

(i) wenny dowolne a,b GP] poniewaz aib<=*>a4b" wiec
jesli a-lb, to a 1 b# muszg naleze¢ do tej samej algeb-
ry A-_ , do ktoérej musi naloze¢ réwniez bf a wiec takze
avbE X toe-

Oczywistfe, ze P jest ortoposetem modularnym, bo dla a,b€P
jesli adb, to ba av(b/la®). blie jest jednak ortopoce-

tem boolowskim, bo dla a,bGP takich, ze a@Ai_l» b6A+2

i tl dt2, kres dolny a i b w P jest réwny zero,
natomiast nic sg one ortogonalne, bo nie zachodzi ani a4 b#
ani (elementy te sa z réznych algebr).

Niech (P,4***0) Dbedzie ortoporetem boolowekim.

Definicja 7.3» Podortoposet P~ ortoposetu boolowskiego
P nazywamy podortoposetem boolomskim, jezeli speiniony jest
warunek:
(iii) a.tﬁ\P’\ mliiApplb a0<—>aAr')A\b :OJ

Jest jasne, ze podortoposet boolowski ortoposetu boolow-
skiego jest ortcposetem boolowskimj podobnie czes¢ wspdlna

tych podortoposetow.

Definicja 7.4. ITioch E C P. Czes¢ wspdlna podortopo-
cetow boolowskich zawierajgcych zbiér E jJest najmniejszym
podortoposetem boolowskim zawierajgcym E* len podortoposet

nazywamy podortoposetem booiowskim generowanym przez zbior E.



Definicja 7.5. Jezeli1 podortoposet booloseki ortoposetu
P jest algebra Boole#a, to nazywamy go pocalgebra Boole"a

ortoposetu F.

Lc&at 7,6« Klech E <np bedzie zbiorem elementdéw para-
ail ortogonalnych (roztacznych). Istnieje podalgebra Boolo®a

A peilortoposetu P take* ze E c A.

Powod» Zauwazmy najpierw, ze na podstawie def. 1.1 ist-

niejag w P wszystkie skoniczone sumy elementéw 2bioru E.
u n

Bosasazmy teraz elementy postaci \/ é'\l e,. t gdzie eHRE
= =

lub o~E£E. Jesli w iloczynie &j@)j/\ N doa rozne czynni-

j£ nalezace do E, to iloczyn ten jest rowny zero. Wystarczy

wiec rozpatrywaC iloczyny eiMjAe™A. .. Ae”™ lub

111 °12/1 === neln” 2 zie eikeE 1 rozne. Pierwszy
z tych i1loczynéw istnieje w P, bo»

eMAe™N ... Ne™ « (eMVONV ...VeN) #

Drugi iloczyn istnieje réwniez, gdyz

eiiA(°i2 GiIM™ ~ QA Gp 2V *ve”™r *ONt
bo ®i2v *“*v e in
- O n - -
A wiec \4{/1 [ Bwv. jest lcresem gornym skonczonego zbioru,
i KBI

do ktérego natozg elementy zbioru E lub uzupednienia skon-
czonych sum tych olenentowf kres ten zawsze istnieje w P.

Zatem P zawiera algebre Boole®a generowang przez E.

Lemat 7.7. Niech CciP bedzie #ancuchem, tzn. dla do-

wolnych c¢”,c?GC N c2 lub c2 ~ cl* #babrtopoeot boolou-

ski P zawiera podalgebre Boole"a generowang przoz C.
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Q &
Dowdd: Itozwezray kresy postaci \/ /\ » gdzie
1=1 k»i L
CikK"C £ikGik = clk Idt £ikcik = Gik*

Zbior {c”ec: 1l i7"sg 1-"k-"n Jest *ancuciienj niecit
bedzie to 4ancuch c2 ..M an.n» Dla kazdego
ial,2,«..,m*n~1 @ * Cinci+l istniejew P# bo

°i 4 °i+l* Biooh eo =cl* 3biér E 1 ~®o*el »"**@n-n-1 5
Jest zbiorem olomontéw parani ortogonalnych; kazdy element

cif 1 -$¥-m, Jest skoriczona sumg elementdédw zbioru bB. Wy-

m n
razenie V A daje sie zatem przedstawi¢ a posta-
p J=1 k=1
ci V A gdzie e4lr8&E lub e7”OE. Podobnie Jak

i»] kBI X
w poprzednim lemacie mozna wykazaC, ze ten kres istnieje

a P. Zatemwp istnieja wszystkie kresy postaci

m n
\/ A gdzie ©C; zbidr tych elementéw tworzy
=l ksl «“ kel

algebre Bcole"a.

Lemat ?»£« Jezeli A, B sa podalgebrami Boole#a orto-

posetu boolowskiego P takimi, z&6 A A (@Ab istnieje
a&A bEBvV

A pjj to istnieje podalgebra Boole"a ortoposetu P zawiera-

jaca AuB.
m n
Dowodt Rozaatryw&nie wyrazen y/1 b\u a.,v, gdzie
1=
~NAv 3 lub an6-Av B, sprowadza sie do rozwazenia kresu

xa
_\/1 fliiAbill gdzie a’1\€rA oraz Ll&B- Istnienia tego kresu
1=

dowodzi sie indukcyjnie (ze wzgledu na m) wykorzystujac whkas-

nos$é 1.3 oraz 1*5 (rozwaza sie kres (_\/1 arAbMJA «. Atm>*
»

Przoz zastosowanie lematu 7.8 dostajemy w szczegolnosci:



Whiosek 7.9. Jezeli Ac? jest podalgebrg Boole'a orto-
posetu boolowskiego P i ¢ &P ma te wiasnosc* ze dla kaz-
dego a&A apc istnieje, to wortoposecie P je3t algeb-

ra Boole'a zawierajgca A

.'niosek ?#10. Jezeli z jest centrum ortoposetu boolow-
skiego P | A dowolny podalgebrg Boole# tego ortoposetu,

to istniej© w P pocalgebra Boole'a zawierajagca Au?2.

Poniewaz tooriomnogosciowa suma dowolnego tancucha
(so ?*zgledu na inkluzje) podalgebr Boole'a ortoposetu boolow-
skiego P jest podalgebrg Boole'a tego ortoposetu, przez
zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna daje sie wywniosko-

wac istnienie w P maksymalnych pcdalgebr Boole'a*

tomot 7.11. Jezeli P jest m-zupeinym artoposetem
boolowokim i A jost maksymalng podalgebrg Boole'a tego

ortoposetu, to A jest m-zupeing algebrg Boole'a*

Do:/6d: Biech (at)t&il bedzie zindeksowanym zbiorem
parami roztgcznych elementéw algebry A. Poniewaz P jest
m-zupetny, wiec istnieje \/ &. s & Wezmy dowolne x 6 A,

t feT
Oczywiscie 3rpa”™ istnieje dla kazdego te2 oraz

xnab i. 2 /Ta™ dla t2# czyli istnieje
vT(a’\nx) *c# liamy c4x 1 c™a; wiec x e cv(xAdcH
te z

oraz aacv(anc'). Zachodzi réwniez

*  aA V Z' al say a've
xae tG L

czyli xac' L a Ac'# Dostajemy wiec xJ16 = c# Zatem po-
niewaz dla kazdego xeA xpa istnieje, z wniodtu 7*9 otrzy-

mujemy istnienie podalgebry Boole'a zawierajgcej AU "a\#
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Poniewaz A _jest naksynalng podalgebrg, wiec aeA; tyn
samym kres gorny dowolnego m-indekeowanego zbioru elementdw
parami rozdacznych nalezy do A, czyli A jest m-algebrag

Boole®"s*

8. OBSOIBEALY

Wprowadzimy teraz bardzo przydatne w dalszych rozwaza-
niach uogolnienie pojecia ideatu algebry Ro&le"a*
Niech (P, 4,»,0) bedzie ortoposetec boolowskim, zas J

niepuatym zbiorem zawartym a P.

Definicja 8*1* J nazywamy ortoideakem ortoposetu boolow-

skiego P, jesli spekniane sa nastepujgce warunki:

Ii +9gJ, beP i1 bda, to bej

()

1 je
2° jesli aeJ, beJ i ai_b(anb «0), to evb6J

Oméwimy teraz podstawowe wkasnosci ortoideatu™
Jest jasne, zo jesli J jest ortoideatemw Pt to dla
e,bGJ, jesli avb istnieje, to avb6J] natomiast kresy
gorne zbioréw wiecej niz dwuelementowych nie musza nalezec
co ortoideatu, nawet jesli istniejg o P,

Kezdy ideakt (patrz definicja 1*8) jest ortoidealem,
ale nie na odwréot* Jezeli P jest algebra jBoole"a, to poje-
cia ortoideatu 1 i1deatu pokrywajg sie*

Definicja 8*2, Ortoideat nazywamy wkasciwym, jesli nie
pokrywa sie z ortepoeeten P*
tatwo zauwazyC z definicji 1*7, ze jadro honon:orfiznu

ortoposetow boolowskich jest ortoideatem wlasciwynr/4ooocj-Ch-
banvey ¢évtopc”e”™ /blror&rvensvbtonve., W, O £),
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Definicja 6*3» Ortoideat J Jest maksymalny, Jesli
Jest wHasciwy i nie Jest zawarty w zadnym innym ortoidoale
wiasciwym*

Suma teoriomogosciowa ortoideatdw wkasciwych Jest oczy-
wiscio ortoiuotdom wkasciwym, zatem z lematu Karatowskiego-

Zoraa otrzymujemy:

8*4* Kazdy ortoideat wkasciwy zawarty Jest w pewnym

ortoidealc maksymalnym*

8*5» N& kazdego elementu aQ E 1 ortgposetu P i1stnie-
je ortoideat maksymalny zawierajacy aO, gdyz kazdy element
aQ F*1 generuje ortoideat g¥éwny JQ * "xtPs x".aQ" , ktory
Jest wAhasciwy™*

Twierdzenie 8*6* Ortoideat wkasciwy J ortoposetu boolow-
skiego P Jest maksymalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego aep# albo a£J albo a“el.

Dowod: analogiczny Jak dla algebry Boole®a (patrz
Sikorski [271).
Z powyzszego d+atwo wynika, ze Jadro honamorfizmu dwu-

wartosciowego hs P — Jest ortoideatem maksymalnym*

Twierdzenie 8*7* Jezel1 J Jest ortoideaton maksymal-

nymw P, to odwzorowanie okresSlone dla xfeP nastepujaco

Jost hoaaomorfizmom ortoposetu boolowskiego P w duuelemen-
towg algebre Boolo"a {0,1".

Dowdd oczywisty*

Jest réwniez oczywiste, ze Jesli J Jest ortoideatem
w P, Bcp Jost algebrg Boolo"a, to JnB Jest ideatem
algebry B*
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Lemat 6.8. Jezeli BCP jest podaljjebra Boole"a orto-
posetu boolowskiego P, JB ideatem wkasciwym algebry B,

to i1stnieje w P ortoideat maksymalny J* taki, ze JgNJ**

Boodds Oznaczmy (a » - x<=P: x ~ a}

Rozwazmy zbidor Je IJJB (al = Pokazemy, ze J Jest
ae

ortoideatem w P«

1° Oczywisto jest, ze jesSli aeJd, i b<.a, to beldf

2° Niech ael, bej; istnieje zatem xfelfi 1 y&Js,
zo a& (x|l oraz bé6r(yl czyli a~x 1 bd#« Jesli
anb 0, to avb istnieje i avb”zvy. Poniewaz

JB jest ideatem algebry Boole'a B oraz x,y6JB, to
XxvyelJnN zatem avbt].
J jest ortoideatem whasciwym, gdyz 1~ J, bo 1~ JIAf
jest wiec zawarty w ideale maksymalnym J*, ktory zawiera
rowniez Jfi. Jest oczywiste, ze jesSli JB jest ideata

maksymalnym w B, to J*aB = JB*

M, 1ordzenie 8*9* Jezeli Bc:p jost podalgebrg Boole"s
ortoposeta boolowokiego P# h:B— >{0,1™ jest izomorfiz-
mem algebry Boole"a B w dwuelementowg algebre Boole®a {0,1],
to istnieje homomorfizn h : P-—>7"0,1 taki, ze h (X) e h(X)
dla zeB.

Powdd: Jadro izomorfizmu h jest ideatem J maksy-
malnym w B (a wiec wiasciwym)* Z lematu 8*8 istnieje orto-
ideat maksymalny J* zawierajacy ten ideat, oraz 3r\J*»~ =1,
a wiec na podstawie twierdzenia 8*7

1 dla
h ) x €]"

jest szukanym homomorfizmem
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dteiorézenie 8.9 modemy wysdowi¢ nastep ujgco:
Kazdy dwuwartosciowy homomorfiza podalgebry Boole"a orto-
posetu boolowskiego P daje sie rozszerzy¢ do honomorfizau

ortoposetu P w algebre Boolea |Q,I].

9. BOOLOWSKIE STRUKTURY LOGICZNE

Do lepszego poznania struktury ortoposetu boolowskiego
korzystne jest badanie pewnego zbioru algebr Boole "a, w kto-
rym mozna okresli¢ wspolne operacjo porzadku i uzupednienia.
Rozwazenia takie dotyczgce ortoposetow modularnych mozna zna-
lezC w pracy P.D. Fincha [9] oraz w pracach &.J. Maczyn-
skiego [22] 1 [2] -

Niech {b”™11lel } bedzie i1ndeksowanga rodzing algebr
Boole#a. Oznaczmy porzadek w LYy przez oraz uzupet-
nienie przez Iy . Piszac x ~j-y lub N~ x zakdadamy,
ze xfTy natozg do *

Przyjmijmy za Finehem [9] nastepujaca definicje:

Definicja 9.1. Strukcurg logiczng nazywamy indeksowa-
ny zbior {b~* 56l algebr Booie"a o nastepujacych ukas-

nosciach:

(1) kazda algebra ma ten sam najmniejszy element O

(ii) jezeli x,y6-L"n , to XNy <=? X ™, VY

(i) jezelt x ™My 1y z, to istniejoTer, z0 X-4tfZ

(iv) jJezeli x bp, , to II™X = X

~) jezeli x,yel”™™ L(b, to xv~yexv”™y (av™-b o0z-
nacza kres gorny elementéw a i b w algebrze )=

(i) z faktu, ze dla pewnego X 1y w wyni-
ka, ze josli x”~z i y4yz, to istnieje # kto-

re zawiera X,Y,Z.
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Hiech L a U”L"™- < Wykorzystujgc warunki (1) - (iv) nozna
w L okresli¢ czesciowy porzadek oraz uzupeknienie, a mia-
nowicie:

& Yy <=> 1istnieje T&IMr#ze s "Ny

x# a Il x dla dowolnego L™ zawierajgcego Xx*

Definicja 9*2. Powyzej okreslone (L, ™ f%) nazywamy logi-
ka generowang przez strukture logiczng {I ts rer}

Finch pokazat w [9], =ze:

9*3» Logika generowana przez strukture logiczng Jest

ortoposetaa modularnym*

9*4* Kazdy zupeiny ortoposet modularny Jest logika gene-
rowang przez pewng strukture logiczng*

Poniewaz zupedny ortopoeet boolowski Jest algebra 2oolo"a
(patrz twierdzenie 5*2), to* 9*4 nie wnosi wiele do badania
struktury ortoposetéow boolowskich*

Przyjmijmy nastepujaca definicje:

Definicja 9*5. Strukture logiczng {1 ™~ freP} nazy-
wamy boolowskg strukturg logiczng, Jesli spednia dodatkowo
warunek:

(vii) Jesli dla dowolnych d,(b I z faktu
i z " y" Wynika @ S 0,” to istnieje 7?rel, Ze
xfy &Ly .

Wykazemy teraz, zo zachodzi nastepujace twierdzenie*

Twierdzenie 9*6. Logika generowana przez boolowskag
strukture logiczng Jest ortoposetem boolowskim.

Dowod: imiech (L, 4,%) bedzie logika genero»vang przez
{L*: Sell . Poniewaz logika ta Jest artoposotem modu-
larnym (patrz 9*4), wystarczy pokazac, ze dla Xxfy£L

Xny s 0 < x-4y# . Z okreslenia porzadku 1 uzupeinienia



- 34T

w 4osico b neowy*

Jezeli x 7™ y", to istnieje 7&I, ze x"NjHj. y czyli
xnyy =0, awiec xny =0.

Jozelt xpay B O, to korzystajac z (vii) mamy, ze istnieje
Bel takie, ze x,yelL™ i xn?™y s 0 czyli x"i™ y#
a wiec XxX N y**

Sierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwo:

Sierdzenie 9*7. Kazdy ortoposet booiowski jest logikg

Generowang przez pewng boolowska strukture logiczng*

Dowdd: Hiech B bedzio podalgebra Boole#a ortoposetu
boolowskiego P* Przez zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zoraa
widzimy, ze istnieje maksymalna podalgebra Boole"a zawieraja-
ca B« Oczywiscie, kazda maksymalna podalgebra Boole"a jest
lagebra Boole"a z dziataniami jak w P*

ITioch. 6T ~ bedzie zbiorom wszystkich maksymalnych
podalgebr Boole#a ortoposetu boolowskiego P* Dla dowolnego
X&P x nalezy do czteroeiementowej algebry {0,x,x",1Jc.P
czyli kazdy element P nalezy do co najmniej jednej maksy-

malnej podalgebry Boole"a* Zatem P s §rJan¥L -

jest boolowska strukturg logiczng,

sprawdzajac po koleir warunki (@) - (vii):

(1) oczywiste

(i1) oczywiste

(iii) SSvy oraz y<-Z czyli O0™x sta4l, a wiec istnieje
na podstawie lematu 7*7 podalgebra Boole"a zawieraja-
cax 1z, czyli istnieje rel, ze x,T,&By 1 oczy-
wiscie x 4 "2.

(iv) oczywiste

~) oczywisto
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(i) mony tu pokazaC, zc jocli y4s®, to x4z i y4z
implikuje Istnienia r , ze X,y,aeB" ;

Jesli y4x# to xny =0 czyli xvy istnieje.

Poniewaz x4s 1 y43, wiec Xvy4z 1 iIstnigje

wm(xvy)"n 3, Irdl—- Kk x,y,w sg parami rozkacz-

ne, wiec istnieje w P (lemat 7*6) podalgebra Boole-a,

ktora je zawiera (zawiera réwniez z = xvyvw), czyli

istnieje S & [ +takie, ze x,y,z &

(vii) warunek ten oznacza po prostu, ze jesli X 1y s3
ortogonalne wP, to istnieje a P maksymalna podalgeb-
ra Boole™a, ktora te elementy zabiera, co jest spel-
nione*

Poniewaz prawdg jest, ze w P jesli to i1stnieje podol-

gcbra Boole®a, ktéora te elementy zawiera, oraz X" sl ,Xx

dla x£ , zatem (P,$:,") Jest logika generowang przea

boolowska strukture logiczng {B-giYO-rij
Definicja 9*6. Strukture logiczng {b”"« Y6-I} nazy-

wamy n-strukturg logiczna, jezeli kazde t  jest m-algebrg

Boole"a oraz spednione sg warunki*

(viii) jezeli xt6-b™n dla te% 1 UI , to
V. Axt m N/2ZN
tet Vv teff 2
(x) jezeli X 4n 1 X Jest zbiorem elementéw parami

ortogonalnych w b oraz z jest kresem goérnym zbio-
ru X, to istnieje Ttrel, ze Xv {2\ £.1»"*
Jest jasne, zo logika generowana przez boolowskg i>-strukture

logiczng jest m-ortopocetem boolowskim™*

wniosek 9*9. Kazdy m-zupedny ortoposet boolowski jest

logika generowang przez pewng boolowskg m-strukture logiczng



Dowdd: wykorzystujac tw. 9,7 wystarczy pokazaé, ze
frel’ J jest m-strukturg logiczng* .arunek (viiil) jJast
oczywiscie spetniony* Warunek (ix) jest spedniony na nocy
lematu 7*%6 1 lematu 7*11 -
W dalszy© ciagu méwiagc o boolowakiej strukturze logicz-
nej Trel} bedziemy zakdadaC, ze wszystkie sq

maksymalne w P 3 U 3X, co wprawdzie nie wynika z defi-
ser

niej i 9*5, ale co +atwo uzyska¢ a dovjolnej boolowskiej struk-
tury logicznej biorgc odpowiednie sumy teoriormogosciowe

lagebr*>

9*10. Rioch P a \J BY bedzie logika generowang przez
Tell T

boolowskag strukture logiczng s Tj- * wezmy xePj
jezeli x 9-C\ Br ,to x ma kres goérny i dolny z kazdym

ter b1
elementem ygP, zatem x nalezy do centrum Z ortoposetu
P (na mocy twierdzenia 6*5) czyli EQ}B\/C:Z,
Musi byC¢ réwniez Z cr“\g , bo gdyby tak nie byto, to
istniataby algebra nie zawierajagca Z, a w tym przy-
padka: z wniosku 7*10 wynika istnienie podalgebry Boole-"a,
zawierajacej Z U , roznej od ., €O bytoby sprzeczne

z maksymalnoscig algebry e tkany zatem:

Z

9"1"1_ Riech ortoposet boolonski P = \J Bv nie bedzie
ser

algebrg Boole "a* Rozwazmy "niezgodny' zbidr X<=P, tzn* ta-
ki, zo dla dowolnych x,yeX, jesli x ¢ y to 2/ly nie ist-
nioje* Zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna daje istnienie
maksymalnych zbiorow *niezgodnych™. Oczywiscie zadno dwa ele-
menty zbioru ""niezgodnego’ nie moga naleze¢ do tej samej

algebry ze struktury * Wobec jednoznacznosci



przedstawienia P = maksyrialne podalgeb-
ry P) wydawa¢ by cie no(o, ze moc m&Ifflymalnego zbioru
""niezgodnego’ jest ustalona. Moc maksymalnego zbioru "'‘niez-
godnego™ jest oczywiscie ograniczona pracz moc zbioru

{BY : YeT?j * ale nie jest stalg liczbg, na co wskazuje
przyktad ortoposetu L*M bedacego produktem kartekjanskim
ortoposetu boolowskiego L opisanego w pracy [ W oraz or-
toposetu M podanego w niniejszej rozprawie w 2.1*
Struktura logiczna generujgca ten ortopocet sk#ada sie z

6 algebr Booleta, a wystepuja ® tym ortoposecie maksymalne
Zbiory ''niezgodne™ dwuelementowe, trdojelementowe oraz

szescioe lementowo .

10. WOLEK ROZSZERZENIE CRTOPOSEiU BOOLOWEKIEGO

Pojecie granicy prostej czesciowo uporzgadkowanego Ssy-
stemu algebr Boole"a wprowadzi4 Ph. Dwinger w pracy f4]e

Podajemy za nim nastepujgce definicje:

Definicja 10.1. CzesSciowo uporzadkowanym systemem al-
gebr Boole®a nazywamy zoior At 6VX] T gdzie 4.
jest zbiorem czesSciowo uporzadkowanym 1 dla kazdego i eA.

jest algebrg Boole"a oraz dla f~t B~—- >
jest homomorfizmem takim, ze:
() jost identycznoscig dla kazdego N &N
) dla

Definicja 10.2, Granicg prosta czesciowo uporzadkowane-
go systemu /Bn w klasie wszystkich al-
gebr Boole"a jost para (B, {i1i": A,eA.}), gdzie B jest
algebrg Boole#a oraz dla kazdego xfrA. 1™ t Bnh— ? B jest

homomorfizmem takim, ze:



O) -1* dla A™NK

(ii) dla towlmj parr C, {Irs AeAle )* gdzie C jest
algebra Boole®a i1 dla kazdego A6° /[ — >C
jest hoaomorfizmom takim, zs h~ - bn cla AN/t

to iIstnie,jo dok#adnie jeden barnonorii3t h - B— ~C

teki, ze hi™ e dla dowolnego N1 & A .

Jezeli1 Wyst™pujace w powyzszych definicjach algebry
1 homonorfizny zastgpimy odpowiednio przez m-algebry 1
w-homoaorfizmy, dostaniemy definicje granicy prostej w klasie
m-zupednych algebr Boole#a*

Z1auomo, ze granica prosta czesciowo uporzadkowanego
systemu algebr Boole#a zawsze istnieje w klasie wszystkich
algebr Boole®a. Na ogét jednak i nie muszg by¢ Clonomor-
fizmemi.

Przytoczymy tu jeszcze wykorzystany dalej wynik z pracy

Dwingora W

Taiertdzenie 10»3. (Bainger) Niech sA,N.8/V}
bedzie czesciowo uporzadkowanym systemem algebr Bocie®a,
ktérego granica prostg jest @G, {in :A6A~" ). Niech AO
bedzie dowolnym ustalonym elementem zbioru A .

O) Na to, by 1~ by4o monomoffizmem konieczno 1 wystar-

czajace jest speinienie nastepujgcego warunku:
Jezoli 6g*SN"— *{0*1} jost pewrem honomorfizmem,
to dla kazdego A t A istnieje homororfizn
Sa*BA-—-tnki, ze 6" «sO i St =a,
dla A-™"M

(i1) Jezeli 1;, jest monomorfizmom, to fAO’\ Jjost mono-

Ao
morfizraon: dla H, "AO«
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10.4# intonujemy powyzsze wyniki ao badania ortopoce-
trr boolooskich*

Hieob {.By tI©Tl{bedzie boolowskg strukturg logiczng,
Pe U I_By logika /ortopoBotem booilowkiw/ generowang praca
te strukture* 3o0s ograniesonia ogolnosci bedziemy w dalssym
Olggtt zak¥adac¢, so B™. Jest aaksyinalna dla reP.

Wezay A b 27~ z porzadkiem okreslonym nastepujaco $

dla x * & A <~> [Qcpa,
Okreslmy dla xefl cx m cayli dla jrep Gc™ e BT =

Zaunazmy, 30 C,nCm a A 3.nlun s N 3r =
n mnm wmn n «p/ reu)t

% P A a Cavyv
gdzie nv/i o3aae3a sume tooriooaogosciowg, a 1 nukres

dolny so wzgledu na wprowadzony porzadek [ -
Dla kazdego xe[] Cn Jest oczywiscie algebra Boole"s*
jeb dla X,fie  ?x¥1 J™u* 0-~0p4, bedzie naturalnym tAdo-

sonion Ne,clev <"l wiec:
1 taXx Hy wie

rex
CS) ifx Jest ioourgozac’eie,. ulu sus-ejo x 6/
) Tay Aa, a fx9 dla

Czyli {CI‘I ,I™ tA]%ie [ A Jest czesciowo uporzadkoepnym
cystoLion olgobr Boole"a — bedziemy po nazywali generowanym
przez boolowskg strukture logiczng {B 1 teP }

Leoat 10.5» Jezeli { tx9fi e 4N Jest czescio-
wo uporzadkowanym systemem algebr Boole®n generowanym przez
booloroka strukture logicznga {1 1irel*1 (B, {in thé&fy)
Jest granica prostg tego systemu, ta dla kazdego Xe [

1v:Ca3 Jost noaomorflBwT™>



Dowod} Wystarczy pokazaC, ze warunek podany w twierdze-
niu 10.3(i) Jest spedniony dla dCHOIIMgP N e A. .
Vieziay dowolne X & A . Mech ¢gQ: C ---bedzie
hemomorfi zmesu
C, Jest podalgebra Boole®a generowanego i>rzea boolowskag

strukture logiczng {b5s 6 "} ortoposetu boolouskiego P.

P. u Bs . unu Cn
&&I nef

Mozemy wiec na podstawie twierdzenia 8*9 wnioskowaC, ze ist-
nieje homomorfizm g : P — taki, ze dla x &Cg

) = 90(9)-

Niech teraz dla kazdego ne-A 2n 3 S|g- *

Oczywiscie gAq agé oraz

/4 Y/1= sA N1 e
7 ten sposob udowodnilismy, ze w granicy prostej

(B,~. N&n 3} ) «o3paikio 1in sgronmanunrlimi.

10.6. W celu uproszczenia zapisu oznaczmy dla y g-p
1,VJ przez i1~ = Z okreSlenia systemu «C ,f _sA,/tfr/Ajf
definicji 10.2 granicy prostej i1 lematu 10-5 wynika, ze

mamy pare (E,jJiMi1Yt f \) gdzie 17: 3" —>B dlaYt Tl

sgmonomorfizmami algebr Boole®a takimi, zes

() dla xeBbo 1 X ) s 1 ) dla dowolnych
b.*§ & I~

(i) Jesli iotnioje algebra Boole"s C i honamorfizmy
— >C o tej whkasnosci, ze dla dowolnych
d»(1 6T  Jesti zts~r 1 , to h"()*h X
to wéwczas istnieje dokdadnie Jeden homomorfizm

h - B-—>C toki, ze hi s h dla dowolnego Y e .



Mozemy teraz okresli¢ h s P B W nastepujacy sposob*
poniewaz dla a 6p istnieje jel , zo x$B4,
ntiech h(x} * 1y(x).
Z warunku 10.G (1) wynika, ze przeksztatcenie jest dobrze

okreslonee

Lemat 10.7. Przeksztatcenie h ; P —>B okreslone po-
wyzej jest ewnamorfizmem ortoposetu boolowskiego P w algeb-

re Boole®a 3.
Dowod * Najpierw pokazemy, ze h jost homomorfizmem.

1° dla Xx,yc~P h(x#) a h(X)*
oczywiste, bo dla kazdego Tre~ 1 "X s

2° jezelt any * 0, to istnieje *& jJ , ze X€Bv 1
yeB”™ czyli xvy eB, (z definicji 9.5 ooolowskiej

struktury logicznej); zatem dla X1y mamy:

K@GBovy) - 1j. (xvy) * 1™ (9 &) a hGOv h@y)

A wiec oba warunki w definicji homi:.orfizmu sg spetnio-
ne.
Pokazemy teraz, ze h jost faaaoraorfizmem.
Klech x,yeP, X Fy 1 hX = h(y). Z okresSlenia przeksztat-
centa h oraz z faktu, ze wszystkie 1i1v dla TG’ sg mono-
norfizmami (lemat 10.5) wynika, ze X 1 y nie moga nalezecC
do toj samej algebry B x dla zadnego y el = Zatem nie moze

by¢ (lomat 7.7) ani X7y ani y”™x. Pozemy tutaj skorzystac

z whasnosci (1.6) dysjunktywnosci ortoposetu bootowskiego,
tzn. istnieje ceP, wr"N,0 takie, ze c”™x 1 cny « 0;
czyli b(cny) * h(c)Ah(y) » O
oraz h(c) S h(X) * b(y)
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Iiany wiec h(c) O, U(c) rozdaczne z h(y) 1 h{) ™ h(y)
czyli doszlismy do sprzecznosSc¢ i* I7uel wiec zachdédzi¢ dla

x,yeP Jesli x 7~y tc h(X) f b(y).-

twierdzenie 10.6* Lia dowolnego ortopoeetu boolowskiego
P lotnioje algebra Boole"a B 1 nonorioriiatr ortoposotu booloo-
skiego h : P-— taki, ze ula kazdego Locomorfizmu
g $P-— »A (A algebra Boole®a) istnieje dokdtadnie Jeden
honataorfizm ¢3 B-— >A taki, ze <fh e g tzn* nastepujacy

diagram Jest przemienny*

P

Dowdd: Poniewaz kazdy ortoposet boolowski Jest genero-
wany przez pewnaga boolowskag strukture logiczna, wystarczy za—
stosowa¢ lemat 10*5 i lemat 10.? oraz wykorzystaé¢ wkasnosc
10*6( i) =

Uwaga* Poniewaz na ogot nawet moncmorfizn ortopocetdw
boolowskich nie zachowuje kresoéw wiecej niz 2 elementéw,

wiec algebra B 2z tw* 10*3 nie Jest regularnym rozszerza-

niem ortoposotu P. Wiadomo Jednak, ze rozszerzenie regular
no dla ortoposctu boolowskiego istnieje, Jest nim B(Pj

(patrz 1.15)* Poniewaz z tw. 10.8 wynika, ze b jest wolnym
rozszerzeniem, a wiec powstaje problem: okresli¢ tak rela-

cje rownowaznosci /\ w B, by mozna byto udowodnic

/n =*b|pl



Rozdziat i1

ALULGAMACJA m-ZUPILIIYCH /LGEER BOOLL"a

1. 1VPRO1IVADZSHIE

Pojeci© amalgamacji zostato wprowadzono explicit®
przez Rf Fralsse &0j, a nastepnie ogolnie zbadane przez
B. Janssona w 12 1 [131* ktéry podajo wiele waznych kon-

sekwoncji wkasnosci amalgamacji.

Definicja 1.1. Hioch ;K bedzie klasg algebr podobnych.

Mowimy, ze klasa ma wkasnos¢ amalgamacji, jezeli dla

dowolnych A, Bj, B2 & jC oras aonamorfizméw £9% A—

i f2» A— istnieje algebra C 67 i monomorfizmy
BA~ >C oraz gg* takie, ze * gMgit tzn*

nastepujacy diagram jest przemienny*

Jezeli ponadto cuCB®) s €«|(A) * 62*2~ * to
mowimy, ze klasa JfC ew mocng wkasnos¢ amalgamacji.
Whasnos¢ amalgamacji w klasie algebr Boole®a byta na-
stepnie badana przez Ph. lwingera [6]t 7 , F.M* Yaquba
31 oraz M.J. Maczynokiego 19 < 20 * 21 < Wiadomo, ze
klasa wszystkich algebr Boole®a ma wkasnos¢ amalgamacji
(p&trz 7 ), znane bydy czesSciroe wyniki dotyczace wkasnosci
amalgamacji w klasie m-zupednych algebr Boole®a (p&trz 6 ,
199 131, (@, [21). Ostatnio R. La Grange 16] udowod-
ni4, zo klasa Ei-algobr Boole"a ma mocng wkasnos¢ amalgamacji,
tzn.



Twierdzenie 1.2 (La Grange) Dla dowolnych n>-algebr
Boole®"a A, 3*, Bg i m-nononar£izméo A— >B™ 1
tgt A — istnieje m-algebra Boole*a C oraz m—mcnooor—

fizmy &,* Bl1- >C i ggJ B2- >C takie, ze

s 6272 ~ 827®2" s
W twierdzeniu 1.2 m-algebry i1 Ewhoaomorfizmy mogg by¢ za-
stgpione odpowiednio przez algebry zupedne oraz hamoaorfiz-

wy zupedne.

2. 1014E PRODUKTY Z m-AMALGAMACJ*

Pokazemy teraz, ze zachodzi rowniez nastepujace uogol-

nienie twierdzenia 1 .2*

Twierdzenie 2.1. Miech |Bt: t&l1} bedzie pewng iIn-
deksowang rodzina algebr Boole"a. Jezeli A, B sg m-algeb-
rami Boole#a 1 £t« A— >Bt cwnonomorfizmami dla tGT,

to istnieje m-algebra Boole"a C oraz n-nanomorfizny

gt — >C dla t~T takie, ze dla 1,jJGT g™ = &%)
przy czym dla i ® j gCBj.)o 3 6 (A)«
Dowod :

Korzystajac z aksjomatu wyboru mozemy zatoze¢, zo zbior
T pokrywa 3ie ze zbidérka wszystkich liczb porzadkowych
mniejszych od pewnej ustalonej liczby \i -
Otrzymamy zatem system m—algebr Boole*a Cv 1 m—conomor—

fizmow gx takich, ze

: Bj >C , c C,, 6N NN K

6 (Bj )OBH (*uy ) @ dla

gdzie y 1 ~<p
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C;c Cy oznacza, ze Cy joet B-podalgebrg algebry G/A -

Tak jest rzeczywisci©, gdys jesli wezmiemy CQ < BQ
oraz Jako Sq autamorfizm identycznosclawy algebry BQ,
to warunek (@ jost oczywiscie speiniony dla V N y4<i*

Ponadto zaktadajac, ze A<% 1 oraz mi>gg

by¢ tak dobrane dla ~c /1 (™ warunek (J jest speinio-

ny, jesli tylko n 1 fi< X , rozwazmy algebre Boole"s*
c'" = U Cc
n Kn 3

(suma teorionnogosciowa ciggu wstepujacego algebr Boolera
jest algebrg Boole™a)*

Algebra C” nie nusi by¢ m-zupedna, ale poniewaz dla kazdej
algebry Boole#a istnieje nininulne n-rozszersonie (patrz [Z271),
niech ladzie takim m-rozozerzeniem dla algebry

°A <C" CCb*

Mamy zatem m-mononorfismy g :© B -*«5. dla %™ A

przy czym wszystkie g ;fy s A —>C”™ pokrywajg sie dla |<A*
Wezmy m-monomorfizm gQf0OS A — »%a *

Poniewaz mamy rcéwniez TA* A , zatem z wkasnosci
amalgamacji dla klasy m-ilgebr Boole®a wynika, ze istnieje
m-algebra 3ooio0"a C oraz m-manomorfizmy g 1 h;

takie, ze

s>* BX --->0X' 4 * CNh --->01 1 gAfA =hA Sofo
Klasa m-algebr Boole®a jest zamknieta ze wzgledu na obrazy

izomorficzne, mozemy wiec zatozy¢, ze C jest rozszerze-

niom algebry Cy , anh jest identycznoscig, a wiec
cC cnc cn dla A -
Poniewaz réwniez (BA)ahnr (™) »Bag(Bn ) oC” BOFQA)

to eA(BA)ngi (B,, ) = g,f0(A) dla N
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Pokgsalismy aatam, ze warunek 1  jest réwniez spedniony
dla 5 <dA+1 I A< 49+ 1. Korzystajac z zasady in-
dukcji pozaskadczonoj mamy wiec, ze warunek (i  jest spel-
niony dla kazdego [ 1 A< N

Zeby zakonczy¢ dowod twierdzenia, wystarczy wzigé jako C

minimalne m-rozczorzenio algebry Boole"a C"f gdzie

c" = U c4

Uwaga# tatwo zauwazy¢, ze w tym dowodzie d-algebry 1 m-hono-
morfizmy moga by¢ zastgpione odpowiednio przez algebry zu-
pedne 1 hamocorfizmy zupedno (wtedy C* 1 C wuzieednienia
algebr C" i CH)*

Definicja 2*2* Niech B™ t#fT” bedzie rodzing
m-olgebr Boole"a 1 niech A - m-algebra Boole"a taka, ze
Istnieja dla kazdego t&3) m-nonamorfirny F's A —-/B\*

Uogolnionym wolnym m-produktem rodziny (B"s t }

z m-zonalganowong m-podalgebrg A nazywamy n-algebre Boole®s
C taka, ze speiniane sg nastepujace warunki#
(1) dla kazdego teT istnieje n-nonamorfizm o‘\# B .— =C

taki, ze s g™ dla dowolnych 1, j&T

2) UWB, ) n-gonerujo C
tfeT © e

(3 jezeli D jest m-zupeing algebrg Boole®s 1
het# B.— "D t zbior m-hmomorfisnow takich, ze
>4f1 - ™~ dla 1,jJe3?, to istnieje m-hcaaonorfizm
h i C— =D taki, ze bgfc * h|. dla te#t.
Warunki (2) i»(S) w definicji 2*2 moga by¢ zastgpione przez
warunek (2")#
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(2#) Jezeli D joet a-zupoing algebrg Boole™a 1
M. —>D-g 2 dQst zbiorem i>*hananor£lzmbo
takich, ze hj» * dla dowolnych i,j &2,
to i1stnieje doktadnie jeden m-koEiomorfizm h 1 C—>D
taki, ze kg™ = hj. dla t£2*
Z porownania definicji 2*2 oraz definicji 10*2 z roads* |1
wida¢, zo uogolniany wolny m-produkt clgebr NN
z T-aawailcalawan™ m-podalgebrg A jest szczegdlnym przypad-
kiem granicy prostej w klasie m-algebr Boole"a 1 m-hamocior-
Tizmow.
Wiadomo (patrz 4 ), ze granica prosta systemu
w klasie n>-&lgebr Boole"a zawsze istnieje,
jest jednoznaczna z dok#adnodcig do izomorfizmu 1 moze byC
skonstruowana w nastepujacy sposob?
Niech (Et Hc 11 $) bedzie wolnym m-prodaktem zbioru
It tw® (pntrz Sikorski [27 )= Dla prostoty utozsamiamy
kazda z jej obrazem izomorficznym 1MB") w B. Niech
J bedzie najmniejszym m-ideatem © B zawierajgacym zbior
=) n * I»J"NT» XgAr
Niech g: B ——"B/J bedzie kanonicznym m~homomorfizmem.
Niech dla kazdego t£2 ~ = s|*t* Kozna pokaza¢ ([4Dt
ze para (B/J, ]} ~eet £I6M1C4 Prostg systemu
ft*A ~"Bt\tes: -
wykorzystujac powyzszo uwagi udowodnimy teraz :
Twierdzenie 2.3. Niech A, bedg m—algebrami Boole'a
1 ft* A- Cbmonomorfizmemi dla t62. Uogélniony wolny

m-produkt rodziny = ~ 2 z m-zamalgamoaona m-podalgebra

A zawsze 1istnieje.



Poiba» Wystarczy pokazaC, ze w granicy prostej

C,{gfc t w 3aacle m-algebr Boole#& systemu A,Bt,ft»t/NT
E-honoTiorfizray g. sg sHTongaoardsateTti dla kazdego t€2.

Z twierdzenia 2.2 wynika, ze dla rodziny iIstnied®
m-algebra Boolea C  oraz w-monomorfizmy RW.: — >C*
takie, ze h » * dla dowolnych 1, j&T.

Zatem z warunku (i1) definicji granicy prostej wynika, ze
istnieje dok¥adnie jeden m-homomorfizm b C — >0 taki,

ze = h. dla t£T.

Poniewaz dla kazdego 16T K< jest n-monamarfizmem, oczy-
wiste jest, ze . tez musi byC roznowartosciowc.

Poniewaz takze h™NBM N s k") dla i &j» I»jen
wiec oczywiscie 6@ ngiB") « dla 1 ®j, 1,J€ET
czyli (C*{& t ¢e) Jest uogolnionym wolnym m-produktem ro-

dziny \t 2 3 mocno m-zamalgamowang m-podalgebrg A.
Czyli w klasie n-algebr Boole"a istniejg wolne produkty

z amalgamacjq.

Uwaga» Poniewaz w klasie zupednych algebr Boole'a nie zawsze
istnieje granica prosta, dowéd ta. 2.J nie moze byé rozsze-

rzony na klase zupe#nych algebr Booler"a.

Wniosek 2.4. Hiech boolowska m-struktura logiczna
{Bv * TTel v ma te wkasnos¢, ze dla dowolnych de@&r
dE(b -=> B ,0Bia Z. Z istnienia wolnych ia-produktéw
z m-zamalgamowang m-podalgebrg wynika, ze istnieje m-algebra
Boole#a B i m-monomorfizmy i -tB3 —>B, YO61; takie,
ze dla x&S 1" * i) dla M, (b e T « przy czym
jesli istnieje m-algebra Boole®"a C 1 m-homomorfizmy olfla TIr&r
g, *Bv~rC takie, ze g™M(x) afeb(X) dla x£z, <&®el,
to istnieje doktadnie jeden m-homonorfizm Q& B — ~C taki,
ze ¢Gid »qgd dla c€rI,
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NiechA Ps r||_'6l' 0 bedzie logika generowang przez
B \V-» ifin j . li&two pokazaC, ze przeksztatcenie
h jP—- "B takie, ze dla h) *1 (X) jest
m-homonorflzneo n-ortoposetu boolowskiego P w m-algebre
Boole"a 3.

Poniewaz z mocnej niecnosci amalgamacji
15(8) n IpCBp) WwWinr(2) , TSffi

to h Jest nwnonoeoriizmem. Stad (B,h) jest wolnym m-ro2sze~
rsaniom z-ortoposetu boolowskiego P, tzn* dla dowolnego
Er-liowororffanu g~ P — >C, gdzie C jest n-algebrg Boole*a
istnieje dokdadnie joden 1z>-h.0dbonorfim ¢ ; B — >C taki

Cph = g.

*¢ PEWNE TilXBri3t O ROZSZERZANIU e-HOMOSORUaiOS?

Z whasnosci amalgamacji wynikaja nastepujgce twierdze-
nia, analogiczne do twierdzen dla klasy wszystkich, algebr

Boole"a*

Sierdzenie 31 . Niech AQ bedzie wkasciwg n-podalgeb-
rg m-algebry Boole*a A (AQCA), % dowolnym zbiorem. Ist-
nieje m-algebra C 1 m-monomorfizmy w.r A—— dla t61
takie, ze dla dowolnych t,pG?2

Sfcl) » dla xtAO0
w(3E:) * "(X) dla t+p 1 X£A - AQ

Powdd; Niech dla kazdego t£T i*t AQ— f A bedzie
cwaonamorfizmem idontycznosciowym (injakcjg)-.
Zaten na mocy tw. 2.1 istnieje n-algebra Boole# C oraz
Ertmonomorfizmy fiL; A— >C, ze gMj- » gMip dla dowolnych
t,p&2 czyli dla x&/10 gtac) a gp(X).-



Ponitewaz 6la tjip ~(A)n™(A) = £1(A0) = ~"Cao)> ~"iec
St(x) * "Cx) dla xeA- AQ.

ffwierdzenie 3*2. Jezeli C, Aj.,.Bj. sg m-algebrami Boole"a,
Aj.c Bt 1 fJ.* Aj— 4C 1a-1tbonaor.fizmy dla ttT, to istnie-
je ifr-algebra D (Dz>C), ze dla kazdego t£T istnieje m-mono-
morfism ¢gj8 Bj.— >D, z0 (. a fJ. przy czym
I[@EYn6m() =F *"A~Anf~Nr) dla 1 fjJj 1*j&

Dowod :

Rozwazmy najpierw dowolne ustalone t&5.

Z whasnosci amalgamacji mamy nastepujacy diagram*

1 - injekcja

Utozsamiajagc w - U(C) z C mamy:

COD.f A *oxx co £;(Bt) = £tA"tN *
t
Powtarzajac rozumowanie otrzymamy dla te 2 rodzine takich

1a-algebr Pje Biorgc 1 : C— >G oraz 1j.: C— 7. dla tet
jako injekcje, przez zastosowanie twierdzenia 2*1 dostojaay,
ze istnieje n-algebra D oraz m-manomarfiany h: C— »D
1 hjs DJ— >D takie, ze hi = xN). dla kazdego t &T
czylt bx) a h(s) dla kazdego z£C.
h(C)oht(®j;) = h(C), #CP™otijCB-j) = h(C) dla i*j,
1 .KI

Utozsamiajac znowuw D h(C) z C mamy:

CCD 1dla xGC bj.(© a h(x) dla kazdego te+t.
Bioragc ¢g- s hj.£8 otrzymujemy:

g-i Bj. — >0, giY* u £t dla #azx360 t GT*



Hozna to zilustrowac diagramem:

strzatki nieopisane
oznaczaja injekcje

hAD~An h~) =¢C dla i *j, i,j tT
Poniewaz Co *fgn)

e "'"W - W
zatesa &j(Ba)nei(Bt) = dla 1¢ j

Ityn cam. dowdd zostat zakonczony.

itoierd&enie 3*3» i*iecH ci 3 bedg ipui™~cbrw i Boole#a,
* ft! At — Ewnonomorfiznaail dla tG2, Istnieje m-algob-
N~ b~ B taka, ze dla kazdego t &T istnieje &-homomoriiso.

w.r C-—>C taki, ze dla ace-Aj. g”MU) = ft(x)*

Bo£Od$ wykorzystujac wielokrotnie twierdzenie 3.2 dosta-
jemy nastepujacy diagram przemienny (dla dowolnego teT ma-

iy te same algebry B” ks 1,2,,.%):

b hiz

3 B. >

gdzie poziome strzatki sg injekcjsmi oraz

*Ak: Ms-| >\ dla kr 1,2, .- s3 takie, ze

* £5(X) dla xe/t 1 te?”

(przyjeliSmy tu oznaczenie BQ « B).
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Iliach (C, {1~ feeo 4 .) Ws1i1e granicg prostg w klasie
m-*algebr Boole"a systemu k»Q,1,**** Poniewaz rodzina
{\Wo 1 2}... Jsst ciggiem wstepujacym, wiec granicg pros-
ta tego systemu w klasie wszystkich algebr 3ooie"a jest

c" e bcoo Eza—algebra C jest po prostu wolnym m-rogular-
nym n-rozszarzeniem algebry C#. V g.canicy C utozsamiamy

i1JB”) z Bk; tym samym B » BQCC oraz i~hn * NaTy

wiec rodzine m-monomor£izméw h~ i 3\ w--takg, ze
N(x) = bag(x) dla k™1 1 zC-B~

zatem na podstawie definicji 10.2 istnieje n-fiomociorfizn

wn C- >C taki, ze gJfi N htk czyli g™x) = ft(X)

dla xtAt 1 tell*

W szczegb6lnosci z twierdzenia 3*3 otrzymujemy;

Wniosek 3*4, Jezeli A jest m-podalgebra m-algebry
Boole#a Bi f; A— >B jest n-nononorfizmem, to istnieje
m-algebra Boole'a C taka, e B jest m-podalgebrag tej al-
gebry oraz istnieje m-hmomorfizm gs C- >C taki, ze
g(x) « F(x) dla zé&A.

Wynik we wniosku 3*4 jest stabszy niz uzyskany w analo-
gicznym twierdzeniu dla klasy wszystkich algebr Soole*a
przez M.J* tiagczynskiego (praca doktorska), gd2ie hamoEiorfizn

wystepujacy Vv tezie twierdzenia jest automorfizmem*
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ICJUASAKACJA  AhGfcHt'  POSEA

1. POBBbI, . GNE POJECIA

Podamy najpierw proste uogélnienie definicji 2.2
z poprzedniego rozdziatu,
lilech bedzie klasg algebr podobnych.
Bieoh A , AJ-.e $ oraz istniejg monomorfizmy A A
dla t£T.

Definic.la 1.1 Pare (3, t”) nazywamy wolnym

produktem algebr 2 w N tlsie A zamalgamowang

podalgebrg A, jezeli spedniono sg warunki:

1° B
2C dla kazdego tedistniejg monoiaorfizmy g™t A*—
takie, ze * gjf* dla dowolnych i»je 2

5° Jezeli Ce f i N jJest rodzing homoniorfizméw
takich, ze HI: AE-7?C ih»~ = dila 1,j6T,
to i1stnieje doktadnie jeden homomorfizm h * B-—
taki, ze g\ s dla kazdego t6T.

Mowimy, ze wolne produkty w amalgamacja istniejg w klasie ™ |,

jezeli dla kazdego uk#adu AN N . AeSfC

i A— = AtH-£-T istnieje wolny produkt algebr
At t£T a zamalgamowang podalgebra A#

Zajmiemy sie problemem amalgamacji dla algebr Poeta.
Algebry Poeta bydy szczegdétowo badane przez G.Epeteina 8 ,
T. Traczyka [29 , 50 , Ph. Ewingera [1 , [5 , G. Rouseau
[25 i innych.



Przytoczymy tu nastepujgca definicje*
Definicja 1.2. P jest algebrg Posta rzedu n}2, jezeli
P jest kratag dystrybutywng z O 1 1 oraz istnieje w P taki bkonczoti

+ancuch C: 0O « eo™ei<™Ne*4 el * I# ze *a*dy element
X eP daje sie doktadnie w jeden sposéb przedstawi¢ s postaci™

n-1
x* \/ Di(X)ei
1*1
gdzie D1(X) > D2(x) > ...> ""(x) oraz DiI(x)GB dla

kazdego "'U;i1™Mn-1
B * ~x OP* 1istnieje x&P takie, ze 1vx" * 1 1 XxXnx" m oj.

Jezeli1 algebra Posta jest kratg m-zupetng, to nazywamy
ja m-algebrg Posta. W przypadku, gdy m jest liczbag skonczo-
na, przez m-algebre Posta rozumie¢ bedziemy algebre Posta.

Jest dobrze znane (Dsinger [5]D* ze #ancuch C (dancuch
statych) jest wyznaczony jednoznacznie. Wiadomo rowniez
(Rousseau [25], Balbes, Dwinger [1]), ze P jest eoproduktem
B 1 Cw kategorii krat dystrybutywnych z O 1 1 1 hoaomorfiz-
méw kratowych zachowujacych O i 1, i1 na odwrot* jezeli P jest
eoproduktem (w tej kategorii) algebry Boole#a B i1 4ancucha
m-elementowego C, to P jest algebrag Posta rzedu n, ktorej
+ancuchem statych jest C. Bedziemy zatem dla algebry Posta P
uzywaC¢ oznaczenia <B,C> e

Epstein [33 pokazat, ze algebra Posta P * <B,CY jest
m-zupedna wtedy 1 tylko wtedy, gdy algebra Boole®"a B jest
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Traczyk [B0] pokazak, ze klasa algebr Posta ustalonego
rzedu n moze by¢ rownosciowo zdefiniowana jako klasa algebr
z pewnymi operacjami. Operacje tt charakteryzuja oczywiscie
homomorfizmy pomiedzy algebrami Posta tego samego rzedu*
Mozna jednak przyjac¢ ogolniejsza definicje homomorfizffiu

w klasie wszystkich algebr Posta, a mianowiciel

Definicja 1,3 (Traczyk) Niech P « <B,C> 1 P«
= <B",C"~™ Dbeda algebrami Posta odpowiednio rzedu r 1 n.
Homomorfizmem Posta ht P — >P" nazywamy homomorfizm kratowy
(zachowujacy O 1 1) taki, ze h(C) CC-.
Jezeli homomorfizm Posta zachowuje kresy zbiordow m-indeksowa-
nych, nazywamy go m-homomorfizmem.

Jest oczywiste, ze homomorfizm Posta h: P — *P" wyzna-
cza homomorfizm B — >b* algebr Boole"a 1 h.|Jgx C— »C*
+ancuchow, ale i1 odwrotnie, tzn* zachodzi nastepujace twier-

dzenie*

Twierdzenie 1*4. Niech P * bedzie algebrg Posta
rzedu n 1 P* « <B",C" )» algebra Posta rzedu r* Kazdy hcmo-
morfizm boolowski h*s B — *B" 1 homomorfizm #anncuchow (kra-
towy zachowujacy O i 1) h°t C — >C" maja doktadnie jedno
wspolne rozszerzenie do hcaaomorfizmu Posta h: P—- >P% przy
czym:

(1) jesli h* 1 h° sa monomorfizmami, to h réwniez
(i) jeshi h : B - jest m-homomorfizmem algebr Boole®a,

to h : P - >P# jest m-homomorfizmem Posta*

Dowod: P jest eoproduktem algebry Boole"a B i1 4ancucha
C, wiec istnienie doktadnie jednego h : P — »P" wynika z de-
finicji1 coproduktu, co ilustruje nastepujacy diagram prze-

mienny:



c N P<

|

i hi._ 5 DR [ARED ckcje
1
C—~"—>P"C -B7

(i) wynika z faktu, 22 kazdy ztP ma dokkadnie jedna re-
n-1
rezentacje monotoniczaa x* V _ BJ/I3c) Aen,
p 1€ a Bei X ) N

(ii) Dla dowodu tej wkasnosci, niech 5y m

1 X. \/ X. s Z,X. ep dla té&$.
1 t 7
hGO * h( V. Di(2)A N h@e)a h
O * h( Vi i( ) e-l) m .y 03-1 )a (8111) &

-1 * ) -1
nV H v Di(xt))Ah°(ei):r_]V_ V I:l?: 1(x,) |a hOo(ed.
1*1 te? 1 k1 LteT

-1
V' \/ A0 (*D)AbOED)
1«1 tt-1

n-—1 4
o Y MQIE) . Y, 1)

Wniosek 1*5* Poniewaz kazdy autamorfizm algebry Posta
P = <B,C> jest staty na +ancuchu C, zatem kazdy autamor-
Tizm algebry Posta jest wyznaczony jednoznacznie przez auto-
morfizm algebry Boole®a B« Wynika stad, ze kazde twierdzenie
o automorfizmach w algebrach Boole"a ma 3wdj odpowiednik w
twierdzeniu o automorfizmach w algebrach Posta,

Niektore inne konsekwencje tw. 1,4 rozwazymy w nastepu-

jJacych paragrafach.
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2, WEASNOSC AMALGAMACJI W KLASIE m-ALGEJBR POSTA RZEDU n

Niech fP oznacza klase wszystkich m-algebr Posta
ustalonego rzedu nyY/2 (jJesli m skonczone, jest to po prostu
klasa wszystkich algebr Posta tego rzedu)e

Dla PfrAnnt P * <B,C> gdzie

Cs0Os0©Co g» * Je

Poniewaz algebry sg tego samego rzedu, nie prowadzi do nie-
porozumien oznaczenie tym samym symbolem C 4ancucha statych
w dowolnej algebrze. Wyréznienie stalych traktujemy tu jako
operacje zeroargumentowe i bedziemy rozwaza¢ tylko takie ho-
momorfizmy Posta, ze h(C) * C.

Z rozwazan dotyozacych wkasnosci amalgamacji w klasie

m~algebr Boole"a wynikajg natychmiast nastepujgce dwa twier-

dzenia;

Twierdzenie 2,1. Klasa ma wiasnosS¢ amalgamacji

(patrz Ildef. i1.1).

Powéd; Niech P P 2A7 tY F-— f2*x P "%P2
bedga m-nonomorfizmami Posta.

P= <B,C>

P,, * <B1fC>

p2 » < >

Jest oczywiste, ze dla 1 = 1,2, jest 1zomorfizmem,
£11B m~monomorfizmem nb-algebry Boole"a B w Bi>

Klasa wszystkich m-algebr Boole 'a ma wtasnos¢ amalgam acji,
zatem istnieje taka m-algebra Boole'a B* i takie m-mono-
maorfimy gf£ . » —»«*, *e g* f-|B - gg fgjg.

Rozwazmy P* * <B*,C)> . P* jest m-algebrg Posta.

Ha podstawie twierdzenia 1.4 m-monomorfizm gf ; NB*
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Jest oczywiste, ze g e g2f2*

A wiec pokazalismy, ze wkasnosC¢ amalgamacji jest spedniona

twierdzenie 2.2. W klasie ZPnm 1istnieja wolne produk-

ty z amalgamacja.

Niech P * <B,C> , Pt» <Bt,C>
Wezmy ~ uogolniany wolny m-produkt m-algebr
Boole"a { BT 2 m~zama”Samoman”™ Podalgebrag B.

Rozwazmy algebre poeta P s <.B*,C}> < Oczywiscie
Podobnie jak w poprzednim dowodzie d4atwo pokaza¢, ze warunki
2° 1 5° z definicji 1.1 sg spednione - wystarczy bra¢ odpo-
wiednie rozszerzenia do homomorfizmow Poeta bomomorfizméw
okreslanych na algebrach Boole™a B 1 B\, t&T,

W szczegolnosci z twierdzen 2.1 i 2*5 wynika, ze klasa
wszystkich algebr Posta rzedu n” 2 ma wlkasnos¢ amalgamacji
I, co wiecej, w klasie tej istniejg wolne produkty z amalga-
macja.-

Dalsze rozwazania dotyczg klasy ® dla m skonczo-
nego.

Przytoczymy jeszcze nastepujacag adaptacje definicji po-
danej przez B. Jonssona w [1Z2] 1 [13] -
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f - B—>A. Algebra A nazywa sie ~-jednorodna ® ,
jezeli kazdy i1zomorfizm 1 : A™— *A2 podalgebry A na
podalgebre A2C A taki, ze Xj < B , da.le sie rozszerzycC

do automorfizmu na A.

Wniosek 2.4. Dla kazdej nieskonczonej liczby kardynal-
nej cl przy zatozeniu ogélnej hipotezy continuum dk+ * 20
istnieje w klasie (m skonczone) jedna, 1 z dokdadnos-
cig do i1zomorfizmu tylko jedna, dd4-uniwersalna d\f-,jedno-

rodna algebra Posta roL+*

Dowodt Przy zatkozeniach, twierdzenia,z wkasnosci amalga-
macji (patrz [13] 1 [18]) wynika istnienie w klasie algebr
Boole"a jednej, 1 z dok#adnoscig do izomorfizmu tylko jednej,
d+-uniwersalnej cC-jednorodnej algebry Boole®™a O KT
Hiech P+ * <U”M+»C ) . Poniewaz w algebrze Posta kazdy
element ma dok#adnie jednag representacje monotoniezng (patrz
definicja 1.2), wiec moc zbioru elementow algebry Po(fr

jest nie wieksza niz moc zbioru n-wyrazowych ciggoéw elementéw
algebry Boolea U™+ czylt P+ * U = Speinienie pozo-
statych warunkéw definicji 2.3 wynika natychmiast z twierdze-
nia 1.4. Z tego samego twierdzenia wynika réwniez fakt, ze
P~N+ jest tylko jedna (z dok#adnosScig do izomorfizmu).
Nie wiadomo natomiast, czy dla dowolnej nieskonczonej
liczby kardynalnej d iIstnieje zawsze cL* jednorodna
o!'~uniwersalna algebra w klasie m-algebr Boole"a, tym samym
nie wiadomo, czy jest tak w klasie jeshli m nieskon-
czone. Zui>elhe algebry Posta mozna jednak scharakteryzowac
jako retrakty pewnych algebr (b-jednorodnych G-uniwersat-
DJah* $>m <m skonczone).

Przypomnimy jeszcze definicje retraktu.



Defin.ic.1a 2.5. Algebra Posta P™ jest retraktem algebry
Poeta P2 .jesli istniejg homomorfizny f: Pg— "PN 1 g:PYJ— >P2
takie, ze fg jest identycznosCiowym automorfizmem na P/N*
Wynika stad, ze g jest monomorfizmem i f jest nomaaaorfizmem

P2 na P/,

Wniosek 2 .6. Algebra Posta P rzedu n 1 mocy jest
zupedna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest retraktem “-uniwersal-
nej c™M-jednorodnej algebry P~ +  (* klasie wszystkich al-
gebr Posta rzedu n)e

Dowdd; Kloch F « <B,C> ,to B”cL .p jest zupeina
wtedy 1 tylko wtedy, gdy B jest zupetna {Epstein [8])-
W pracy [I3] M.J. Maozynski udowodni¥, ze algebra Boolera
A omocy A 4-cb jJest zupedna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest
retraktem algebry U™ + * Stad uwzgledniajac twierdzenie 1.4

1 definicje 2.5 dalsza czeS¢ dowodu jest oczywista.3

3. AVALGAMACJA W KLASIE WSZYSTKICH ALGSZ2R POSTA

Niech ¢ oznacza klase wszystkich algebr Posta skonczo-
nego rzedu. Klasa ta wprawdzie nie jest klasg algebr podobnych
(rézna i1los¢ operacji zoroargumentowych), ale wkasnosS¢ amalga-
macji mozna zdefiniowaC jak w def. 1.1 rozdz. Il rozwazajac
homomorfizmy Posta.

Lemat 3.1. Dla aowolnych #ancuchéw C,CN,C2 (a wiec
skonczonych z O 1 1) 1 monomorfizméw fA*C —2C 1 F2*C —* C2
istnieje +ancuch 1 monomorfizmy g® 1 CN— >C/ i

g° * C2— >C* takie, ze (g®N « GRIZ2.
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Dowdd: Niech C : G = eQ” erd s » <o « 1.
Rozwazmy iloczyn kartezjanski zbioréw CL, i Cg* Niech
C* a AUBy gdzie

A Tj(a,b) c2l V  [e~C, In(et) » a
Il Mi<n-1

1 2% ei1-1 N b N f27eI

B~a.bjec”~crV~r~nrc, *2@@1) ab

U
W zbiorze C okresSlamy relacje porzadku w sposéb nastepujacy:

[(@a,b) r(ctd)3 <<= Ja< e lub (a* c i brd)"J.
C* jest zbiorem skoniczonym, liniowo uporzadkowanym, zawiera-
jJacym element najmniejszy (0,0) oraz element najwiekszy (1,1),
awiec C*eN
Okreslamy nastepujaco*
6N(1) = (1*1) oraz

dla a6C, takiego, ze istn. &C (0™iMn-2)

g°@ * (a,f2(et))
Jest widoczne, ze przeksztakcenie to jest roznowartosciowe,

zachowuje porzadek, a wiec jest monomorfizmem z w .

Analogtcsmi© okreSlamy ¢g® « C2-— *C 1 &°*°) * (0*0) oraa
g®(b) «(fre™.b) dla bGC? takiego, ze TF(©iel)<Db

dla pewnego 1™M1Mn-1.

Dla e”"&C nary gljfre”) B (fitei)*f2%i)) | e|f2(«1) =
*(fl(ei),f2(«i)) ozyli g®fl « g]f2, 00 konczy dowdd.



Twierdzenie 3.2. Klasa wszystkich algebr Posta ma whkas-
nos¢ amalgamacji.

Dowdd: Niech P * <B,C> , Pl » <JLtCL> , P2 « < B2»C2"
bedg dowolnymi algebrami Posta, ?—— f2s P — >P2 mo-

nomorfizmami Posta.

2 lematu J.1 i wkasnosci amalgamacji w klasie algebr Boole"a

wynika istnienie 1 przamiennos¢ diagramow:

Niech teraz P* « ’

PN— ?>P* rozszerzenie monomorfizmow g° 1 g”*,
S2* P-— ~P* rozszerzenie monomorfizmow g2 1 g* .
Rownos¢ g jf™ * g2f2 wynika z przemiennosci przedstawionych
diagramow.
Wykazalismy wiec, ze dla dowolnych algebr Poeta P, P™# P2
I monomorfizmow ™ P — yP» 1 T2: p-— »P2 istnieje algebra
Posta P* i monomorfizmy Poeta g™ — P i g’ P2—9p*
takie, ze » g2F2#

Uwaga 1: Opierajac sie na lemacie 3*1 1 tw. 1.4 mozna
podounie dowiesS¢, ze klasa wszystkich m-algebr Posta ma wkas-
nos¢ amalgamacji.

Uwaga 2: Wolne produkty z amalgamacjg nie zawsze istnie-
ja w klasie wszystkich algebr Posta, gdyz na to, by istniat
wolny produkt rodziny algebr Posta {Pt\te5>» jest konieczne,
by rzad tych algebr byt wspélnie ograniesony (nhie jest to

jednak warunek wystarczajacy).-
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