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W S T Ę P

Zbiory częściowo uporządkowane z ortouzupełnieniem są 
systemami algebraicznymi, których własności wyrażają się 
w terminach relacji częściowego porządku oraz odwzorowania 
a i— * a',które jest uzupełnieniem, tzn. ava'= 1, аЛа'= 0.
Są to bardzo ogólne systemy algebraiczne, które obejmują za­
równo algebry Boole'a jak i tzw. logiki kwantowe, których 
szczególnym przypadkiem jest krata podprzestrzeni domknię­
tych przestrzeni Hilberta. Badając własności tych systemów 
można stosowaó zarówno metody teorii algebr Boole'a jak rów­
nież metody stosowane w analizie funkcjonalnej i w teorii 
przestrzeni Hilberta. Okazuje się, że teoria zbiorów częścio­
wo uporządkowanych z ortouzupełnieniem bez żadnych dodatko­
wych założeń jest zbyt ogólna, aby uzyskać istotne wyniki, 
jak np. twierdzenie o reprezentacji. W badaniach, które mają 
na celu zastosowania w mechanice kwantowej, naturalnym narzę­
dziem jest teoria przestrzeni Hilberta i dlatego prace doty­
czące teorii logik kwantowych z reguły zajmują się pewnymi 
aspektami tej teorii. Przyjmowane są wtedy dodatkowe aksjo­
maty, których celem jest upodobnienie zbioru częściowo upo­
rządkowanego z ortouzupełnieniem do kraty podprzestrzeni 
domkniętych przestrzeni Hilberta. Ta strona teorii zbiorów 
częściowo uporządkowanych z ortouzupełnieniem jest bardzo 
dobrze rozwinięta.

Metody teorii algebr Boole'a są szczególnie dogodne do 
rozwinięcia teorii pewnej szczególnej klasy zbiorów częściowo
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uporządkowanych z ortouzupełnieniera, mianowicie taw* orto- 
posetów boolowsklch, których dodatkową własnośoią jest rów­
noważność} a 4b' c=> а /\Ъ a 0* Ortopoaety boolowskie 
są na tyle bliskie algebrom Boole'a, że można o nich udowod­
nić wiele twierdzeń analogicanych do twierdzeń o algebrach 
Boole*&9 Niektóre aspekty tej teorii, np* twierdzenie o re- 
prezentacji dla tych ortoposotów, zostały rozważone w pra­
cach J* Klukowskiego* Celem niniejszej pracy jest dalsze roz­
winięcie teorii ortoposetów boolowsklch, w szczególności zba­
danie ich struktury, własności ideałów 1 filtrów oraz miar 
na tych zbiorach* W badaniach zostały wykorzystane metody 
teorii algebr Bodo'a*

Zbiory częściowo uporządkowane a ortouzupełnienlem można 
nie tylko uważać na uogólnienie algebr Boole'a, ale również 
interpretować je jako zbudowane z algebr Boole'a, ponieważ 
dla każdego a t ?  zbiór {o,a,a', tworzy algebrę Boole'a. 
Wobec tego każdy zbiór częściowo uporządkowany z ortouzupeł- 
nleniem można traktować jako pewnego rodzaju amalgamację 
algebr Boole'a. ’ Łiożemy się zatem spodziewać, że teoria arnal- 
f^maoji w algebrach Boole'a pozwoli dostrzec nowe własności 
zbiorów częściowo uporządkowanych z ortouzupełnieniem*
Dlatego w niniejszej pracy zajmiemy się także amalgamacją 
algebr Boole'a* W przypadku algebr Boole'a bez działań nie­
skończonych amalgamacja została w pełni zbadana w pracach 
Ph* Dwlngera 1 F * U* Yaąuba* Natomiast dotychczasowe wyniki 
dotyczące amalgamacji m-aupełnych algebr Boole'a były jedy­
nie częściowe /uzyskiwane przy dodatkowych założeniach, np* 
m-dyetrybutywności/*
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Dopiero niedawny wynik R. La Grange'a umożliwił sformułowa­
nie w niniejszej pracy twierdzeń o amalgamacji i o istnieniu 
uogólnionego m-produktu w sposób w pełni analogiczny do od­
powiednich twierdzeń dla algebr Boole'a z działaniami skoń­
czonymi*

Algebry Boole'a odgrywają zatem w teorii zbiorów częś­
ciowo uporządkowanych s ortouzupełnieniem podwójną rolę.
25 jednej strony* щ  one szczególnym przypadkiem tych zbio-*
rów, wobec czego teoria algebr Boolea jest speojalnym roz­
działem teorii zbiorów częściowo uporządkowanych z ortouzu- 
pełnieniem* 3 drugiej strony, każdy zbiór częściowo uporząd­
kowany a ortouzupełnieniem jest amalgamacją algebr Boole'a, 
a więc własności tych algebr determinują w pewnym stopniu 
własności owego zbioru. Jednym z celów niniejszej pracy jest 
uwypuklenie i umotywowanie tego faktu.

Praca składa się z trzech rozdziałów. Rozdział X jest 
poświęcony badaniu struktury ortoposetów boolowskich 1 sta­
nowi zasadniczą częśó pracy. Głównymi wynikami tego rozdzia­
łu są:
- Podanie przykładu ortoposetu boolowskiego И 1 miary na M, 

która nie da się przedłużyć do miary na algebrze Boolea
B [u], wynika stąd, że jądro homomorflzou ortoposetów 
boolowskich nie zawsze jest ideałem.

- Podanie warunków koniecznych 1 dostatecznych na to, by 
miarę zerojedynkową na ortoposecle boolowskin P można 
było przedłużyć do miary na algebrze Boole'a, zawierają- 
eej ten ortopooet.

- Wykazanie, że każdy zupełny ortoposet boolowski jest 
algebrą Boole'a.
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- Zbadanie własności centrum 1 podortoposetów ortoposotu 
boolowsklego} wprowadzenie pojęcia ortoideału 1 wykazanie» 
że każdy dwuwartodclowy homomorfiza podałgcory Boole'a 
ortoposotu boolowsklego P daje się rozszerzyć do hooomor— 
flzmu ortoposotu P w algebrę Boole'a {0,1^*

- Wykazanie, że każdy ortoposet boolowskl jest logiką gene­
rowaną przez pewną boolowską strukturę logiczną*

- Rozpatrywanie ortoposotu boolowsklego jako pewnego częścio­
wo uporządkowanego systemu algebr Boole'a 1 wykazanie, że 
dla każdego ortoposetu boolowsklego istnieje algebra Boole'a 
będąca wolnym rozszerzeniem tego posetu*

V rozdziale II wynik R* La Grange'a dotyczący amalga­
macji skończonej ilości o-algebr Boole'a jest uogólniony na 
dowolną rodzinę o-olgobr Boole'a* Pozwoliło to wykazać istnie­
nie w klasie o-algebr Boole'a wolnych produktów z amalgamacją 
oraz sformułować pewne twierdzenia o rozszerzeniu m-feomomor— 
fizmów, analogiczne do twierdzeń mówiących o algebrach 
Boole'a ze skończonymi działaniami*

Rozdział III zawiera zastosowanie wyników rozdziału IX 
do zbadania amalgamacji w algebrach Posta* Wykazano, że kla­
sa m-elgebr Posta ustalonego rzędu n oraz klasa wszystkich 
m-algebr Posta mają własność amalgamacji} scharakteryzowano 
zupełno algebry Posta Jako retrakty pewnych jednorodnych 
1 uniwersalnych algebr Posta*

Praca niniejsza ma charakter czysto algebraiczny*
Ze względu na dualność pomiędzy algebrami Boole'a 1 przestrze­
niami Stone'a podane w niej twierdzenia mają mniej lub bar­
dziej naturalną interpretację topologiczną. Żeby Jednak nio 
zwiększać objętości pracy, nio formułowano odpowiedników to­
pologicznych tych twierdzeń, tym bardziej że metody alge­
braiczne są baruzlej naturalne*



-  6 -

R o z d z i a ł  I 

STRUKTURA ORТОРОSETÓW BQOLOWSKICH

1, PODSTAWOWE DE БИТ IC JE I JASNOŚCI

Definicja 1.1. Klech P będzie zbiorem częściowo upo­
rządkowanym przez relację , zawierającym najmniejszy ele­
ment 0. Hiech a h— > a' będzie odwzorowaniem zbioru P 
w P. Mówimy, źe • (P, 0) jest ortoposetem boolow-
skim, jeśli są spełnione następujące warunki:

( 1)

(2)

(5)

(4)

pozwala to zdefiniować relację ortogonalności elementów 
a i b (aJ-Ъ), mianowicie a-Lb^— ^a^b*

/ \  Га-Lb ==•> (с » аѴЪ)
atb6P L cóP
kres górny elementów a i b

» gdzie aVb oznacza

Л
a.bep

J-b <•=> a Ab = oj
a Ab oznacza kres dolny elementów a i b .

Z warunków (1) - (4) wynika istnienie elementu największego 
w P, którym jest 0'= 1 , oraz, źe dla dowolnego аб-Р mamy 
aVa* = i. Mamy ponadto dla dowolnych a,b€-P jja-£b ==v> 
av(a'Ab) « b] czyli ortoposet boolowski jest szczególnym 
przypadkiem ortomodulamego zbioru częściowo uporządkowanego 
z ortodopełnieniem. Szczególnym przypadkiem ortoposetu boolow- 
skiego jest algebra Boole'a. Istnieją (patrz [14] ) ortoposety 
boolowskie, które nie są algebrami Boole'a.
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P. Samuel w [26] (patrz również .1* PTlukowski [14] ) wyka­
zał następujący lemat:

Lem^ j1jjh2 (Samuel): Ortoooset boolowski jest algebrą 
Вооіз'а wtedy i tylko wtedy, gdy każde dwa jego elementy 
mają kres dolny.

Ponieważ w dalszym ciągu będziemy często powoływać się 
na własności ortoposetów boolowskich udowodnione w pracy 
J. Klukówskiego [l̂ r], przytoczymy tu niektóre z nieb. bez 
dowodUo

Niech (P, 4-* %0) będzie ortoposetem boolowskira.

1.5* Niech a#b&P. Istnienie jednego z kresów aAbt a Ab', 
а'ло, a'Ab', avb, avb', a'vb, a'vb' pociąga za 
sobą istnienie każdego z nich.

1.4* Niech а,ЪѲР. Jeśli istnieje avb, to* 
а'Л(аѵЬ) а а#Л o 
a * (aAb) v(aAb') 
av b к (а Ab') ѵ(алЬ) ѵ(а'л b)

1 .5. Niech a,b,c6 P. Jeśli istnieją (аАс)ѵ(Ъло) oraz 
avb, to (avb) л o istnieje i zachodzi równość: 
( аѵЪ)лс * (ело)ѵ(ЬАс)
Można to uogólnić w następujący sposób*
Jeśli (a^Ab) V(a2 Ab) v... V(an Ab) i v EgV ... Va^ 
istnieją, to (a^ v a 2 \/°* • Ѵ ^ )  Ab istnieje i zachodzi 
równość*

(a^v e2 V* ... V s (a.-( АЬ) V (a2 Ab) V  •.® V (a^ Ab)
Analogicznie możno sformułować dualne prawo rozdzielności.

1*6. Dysjunktywność orzoposetu boolowskiegos
Dla dowolnych a,bGP jeżeli nieprav7da, że a^rb, to 
istnieje C&P, o / 0 takie, że o ^ a  oraz с л Ъ  = 0.
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Definicja 1.7» Niech 9 ,0) i (P2, * ,0)
będą orѣороsetami boolowskimi. Odwzorowanie h j — — » P2

nazywamy homomorfizmem P^ w ?2, Jeśli spełnia następu­
jące warunki:

(i) dla każdego af-P* h(a*) * h(a)'

(ii) dla dowolnych a,bf Jeśli a Ab s 0, to 
h(a)Vh(b) istnieje i h(avb) = Ь.(е)л h(b)

Homomorfizm h różnowartościowy nazywamy moncraorf izmem.
Podamy bez dowodu kilka prostych własności homcmorfizmu:

1 ) Jeśli а^,а2, P^ i а^ла^ * 0 (a^a^) dla 
i i  J, to i.stnieje h(a^) v h(a2) V... vh(an) i 
h(a1 v*..va2) = h(a1)v VhCa^)

2) h(1 ) * 1 , h(0) = 0

3) Jeśli istnieje aVb, ro istnieje h(a)vh(b) oraz 
h(a)Ah(b) i zachodzą równości:-

h(av b) = h(a)v h(b) 
h(aAb) * h(a)Ah(b)

W szczególności Jeśli a-Lb, to h(a)J_h(b).

4) Jeśli a4b, to h(a)4b(b).

Przyjmijmy teraz za C.M. Barrosem [2"] następującą de­
finicję:

Definicja 1 .8. Niech P = (P, ̂ , * ,0) będzie ortopo- 
setem boolowskim. Zbiór JCP, J ^ 0  nazywamy filtrem, Je­
żeli dla każdego skończonego podzbioru FCJ mamy (FJ^cj, 
gdzie dla dowolnego Acp
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Pelcie- ideału jest dualne do pojęcia filtru. Są to 
uogólnienia pojęć ideału i filtru w tracie lub algebrze 
Bools'a, gdyż widać, że jeśli J jest filtrem, to dla do­
wolnych a^,a2, J  jeśli а^л e2 a • • • • istnieje 
to należy do J, a także jeśli a£J, a^b, to bej, 
Analogicznie jak dła algebr Boole'a wprowadza się pojęcie 
filtru (ideału) maksymalnego.
Z tw* 6 pracy [2~j wynika, że*
1.9* Filtr J ortoposetu P jest maksymalny wtedy i tylko 

wtedy, gdy dla każdego at P, albo a£J, albo a'e J.

Bsierd zenie 1.10. Jeżeli J jest jfiltrem maksymalnym 
w P, to

f 1 dla a €• J
h(a) = f j

\ 0 - ag J

jest homomorfizmem ortoposetu boolowskiego P w dwuelemen- 
tową algebrę Boole'a |0,1̂ .

Dowód oczywisty przez sprowadzenie warunków w def. A.7- 
hom om orf izmu.
Sierdzenie odwrotne do tw. 1 *10, co wykaże podany dalej 
w pracy przykład, nie jest prawdziwe,tznf dla homomorfizmu 
ortoposetów boolowskich h : P — zbiór |zeP*h(x) = 
nie zawsze jest filtrem.
A więc; wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość pomiędzy filtra­
mi maksymalnymi i homomorf izmami dwuwartościowymi algebry 
Boole'a nie przenosi się dla dowolnego ortoposetu boolowskiego.

Definicja i«V>. Miarą na or toposecie boolowskim
(P, 4-» ’ *0) nazywamy odwzorowanie mtP--zbioru
P w przedział ^0,1^ takie, że*



i) m(1 ) b 1

U )  dla a,b&P jeśli a_Lb, to a(avb) = m(a) + m(b) 
Podstawowe własności miary na ortoposeeie boolowskim P:

1) s(O) b 0
2) m(a') » 1 — m(a)
3) Jeśli a^b, to ш(а)4»(Ь).
4) Dla dowolnego ciągu a^,...,8̂  P takiego, że aĵ La.. i£J 

a(a1 v a 2 v...ven) « m(a^) + a(a2) ♦...+ mCa^)?
Własność tę dowodzi się w prosty sposób indukcyjnie wy­
korzystując fakt, że jeśli aJ_aiP i a 1 ,2, ...,n oraz
e1 V a 2 v *’*ven is,fettiQj®» t0 a _L a^v a2 V  ... v V  

3) Jeśli a V b  Istnieje, to
a(avb) * m(a) ♦ m(b) - т(алЬ)^*(а) + a(b)
Dowód*
Wykorzystując wcześniej wypisane własności ortoposetu 
booławskiego oamyt
a V b  b аѵ(ЬЛа') oraz b * (адЬ) V  (а#л  b) .
Ponieważ a l b A a '  i a A b l a ' A b  dostajemy: 
m(avb) а а[аѵ(Ьла')] •
= a(a) + а(ЬЛа') = a(a) + m(b) - а(алЬ)

Własności 3) nie da się uogólnić dla dowolnej skończonej 
sumy a^Va2 V...\/an 6'P, tzn. nie zawsze zachodzi warunek*

iii) jeśli a1 v a 2 N/'іф.. istnieje, to
mfa^vagv...va^) 4 a(ai) ♦•••♦ *(«*)
Definicja 1.12. Jeśli miara na ortoposeeie boolowskim 

P spełnia dodatkowo warunek iii), to nazywamy ją miarą sub- 
addytywną.

Każda niara określona na algebrze Boole'a jest subad- 
dytywna.



1.13. J. IQLukowekl w pracy [із] udowodnił1^, że dla każ­
dego ortoposetu boolowsklego P istnieje algebra Boole#a B 
i moAooorflzm i ; ? — >B taki, że B jest generowane pzsez 
i(P) /w dalszym ciągu będziemy utożsamiać i(P) z P, algebrę 
B oznaczać przez B [jfl ) pray tym każdy filtr w P jest pos­
taci P n V  9 gdzie V  jest filtrem я B [P*] lub dualnie; każ­
dy ideal w P jest w postaci Р л Д  » gdzie Д. jest ideałem я 
В [p]/ л oznacza iloczyn teoriomnogościowy/.
Zachodzi pytanie, czy jeśli mamy określoną na ortoposecle 
boolowsklm P miarę m, lub homomorfizm h ; P — > A w algebrę 
Boole'a A, to istnieje na B [?] miara a* , że m*|? « m oraz 
odpowiednio hoooaorfisa h* i B £_pf —> A$ że h* ? • h. Jeśli 
uwzględnimy powyżej cytowane twierdzenie oraz znany z teorii 
algebr Boole'a fakt, że jądro dwwartościowego homomorfizau 
algebry Boole'a jest ideałem maksymalnym, to wobeo 1*10 ba­
danie wyżej postawionego zagadnienia w przypadku homomorfizmu 
dwuwartościowego /również miary zerojedynkowej/ h ; P -—>{0,1} 
sprowadza się do rozstrzygnięcia, czy zbiór jace-P s h (x)* o} 
jest ideałem maksymalnym /lub dualnie [ xe? s h (x) « 1 }
filtrem maksymalnym/» Podany dalej przykład wskazuje, że nie 
zawsze to zaohodzl.

2. PRZYKŁAD ORTOPOSETU B00LCW8KIEGQ U X MIARY NA U, KTÓRA 
NIE DA SIE PRZEDŁUŻYĆ DO MIARY NA B [li]
Wiadomo /patrz [27] str.4/, że jeśli X jest nlepustą 

przestrzenią topologiczną, wtedy rodzina C regularnie domknię­

ci/ Fakt ten wynika również z pracy R. Sikorskiego "On dense 
subsets of Boolean algebras" Coll* Math* 10/1963/ 
str. 189-192.
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tych podzbiorów tej przestrzeni jest algebrą Зооіе'а z dzia- 
іапіаші U* , П*# określonymi następująco: аЦД» = a Vb, 
а Л*Ь = Int arib, a’* = -a, gdzie U , П  , — są to działania 
teoriomnogościowe, zaś a" oznacza topologiczne domknięcie 
zbioru a.

2.1, Rozważmy jako X na płaszczyźnie koło domknięte. 
Hiech B’ będzie rodziną złożoną ze zbioru pustego i skoń- 
czonyoh sum domkniętych wycinków kołowych. Mamy C. Łat­
wo pokazać, że |b ' ,ѵ , л » ; *<^*X) jest algebrą Boole'a, gdzie 

a V b  s a U b  
a A b ss Int a n b  
a ' = ̂ a"

Umieśćmy rozważane koło w biegunowym układzie współrzędnych 
Q r(p tak, by środek koła znajdował się w początku układu. 

Uiech ,j < ̂P2| przez 2 У będziemy oznaczać domknię­
ty wycinek kołowy zawarty między półprostymi: oraz

<P-<Pa-
Niech teraz * <( О, Л  >

p2=
„ /43Г
p3 e \ ~ Г ’ 3 >

Oznaczmy t£ * f

Niech T s Jt£: i*0,1,...t5| ł
k=1 ,2,...

Rozważmy dla i = 1,2,3 zbiory a |p^ ^ T oraz algebry 
Boole'a A± generowane w B' przez C ^ , Z postaci elementów 
wynika, że p ^ A j  dla i / j. Iloczyn algebr П f\ 2 л А 5 
jest algebrą Boole'a generowaną przez T.
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ITiech teras Ш m eras dla a,b£M a4b<==?aлЪ м а,
0 ss ф  щ Zauważmy, że jeśli а еы, to istnieje i takie, że 
a&A^, zatena’e A ^  a więc a’e-H,
Wykażemy, że (K, 4» 5 t 0) jest ortopoceten boolowckim,
Należy sprowadzić, że U spełnia warunki (1) — (4) w definicji
1,1, Spełnienie warunków (1) i (2) wynika natychmiast z faktu, 
że * jest uzupełnieniem x algebrze Boole'a B* • Zakażmy te­
raz, że kres dolny elementów a i b и M jest równy zero wtedy
1 tylko wtedy, gdy należą one do tej samej algebry (dla
pewnego oraz а л Ъ  = 0 w Â , czyli wtedy i tylko
ptedy, gdy а л Ъ  e 0 w algebrze Ъ' • Cynika stąd, że a Ab a 0 
w M wtedy i tylko wtedy, gdy a^-b1, a więc warunek (4) jest 
spełniony. Podobnie dla pokazania, że zachodzi warunek (3) 
mamys jeżeli алЬ = 0 w te, to a,btA^ dla pewnego 14-i ̂ 3» 
a więc istnieje c&A^ oraz c = av b. Oczywiście ceM.
a jest ortoposeten baolowskim.

2,2, Niech teraz dla i = 1,2,5 ni*Ci“~*{°tl} będzie 
funkcją taką, że dla teT m^t) * 0 oraz n^Cp^) * 1»
W naturalny sposób rozszerzymy ją kładąc dla t&5? m^t') = 1 
oraz a ^ p p  a 0,
Niech teraz a^,a2* •**,a*l ^dzie dowolnym ciągiem takim, źo 
dla k a 1,2, ,,,,n a^GC^ lub £^&Сі* Jeśli many 
ni(a1)-mi(a2).„mi(an) ф 0, to s 1 dla k a 1,2, ,,«,n
czyli dla każdego 1^-k^n a^ jost uzupełnieniem pewnego t G T 
lub jest równe p^, a więc a(jAS2 A »ł,Aaił Ф O,
Korzystając z tw. o przedłużeniu do homomorfizmu (patrz 
Sikorski [23]) można zatem funkcję — 5>{0,1̂  przedłużyć
do miary zorojedynłcowej mi:Ai— >{Q,1} na algebrze A^,



Zauważmy, że jeśli a£M oraz atA^ i аб Ap k ? 1, go 
mfc(a) = m^a). Możemy więc określić m:H— w następu­
jący sposób:
dla a GM, m(a) sm^a) jeśli a£A^.
Pokażemy, że m:M— >{0,1} jest miarą na ortoposecie boolow- 
sliim M. Jest oczywiste, że warunek i) w def. 1 . 1 1  jest speł­
niony. Miech teras afbGM i aJLb. Zatem a Ab = 0, a więc 
istnieje 1^ . 14 3  oraz a,bGAif a v b e A ^  m(a) = mi(a), 
m(b) = m±(b),
m(avb) = m^avb) = m^a) + m^Cb) * m(a) + m(b).
Erugi warunek w definicji 1.11 jest więc również spełniony 
i m jest miarą.

Miara ta nie da się przedłużyć do miary na algebrze 
Boole'a B[m], gdyż: p̂j v p2 vp^ = 1

i т(р'ѵр2 Ѵрр * 1 , ale m(p')+m(p2)+m(pp = 0 
czyli m nie jest miarą subaddytywną.
Zbiór |x€M:m(x) * 1^ nie jest więc filtrem w M.
Widać stąd, że twierdzenia o wzajemnie jednoznacznej odpo- 
wiedniości między filtrami maksymalnymi i miarami zerojedyn­
kowymi nie da się uogólnić na dowolny ortoposet boolowski. 3

3. ROZSZERZENIE MIAR ZEROJEDYNKOWYCH (HOMOMORFIZMÓW DOTAR­
TO ŚC IOW YCH) W OR TOPO SETACH BOOLOWSKICH

Dla ułatwienia czytania przytoczymy tutaj znane tw. 
Sikorskiego o rozszerzaniu ftomomorfizmów (patrz [28]):

Twierdzenie 5.1 (Sikorski). Odwzorowanie f:G— » £/ zbioru 
G generatorów algebry Boole'a B  w algebrę B ‘ można przed­
łużyć do homomorfizmu h: B  — * B* wtedy i tylko wtedy, gdy
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Л ^2^2 ^ AŁ^A^s O — A ^ f ( Ag)  А = О
dla dowolnego ciągu A^,A2#...,An 6 G i dowolnego wyboru 
^1*^2****,£n liczb 1 * (-'O* gdzie 1 A « A śraz (-1) A = A'

2 tw. 3 . 1 nożna wywnioskować, że:

Twierdzenie 3.2. Każdy z następujących dwóch warunków 
jest dostateczny i konieczny na to, żeby dwuwartościcwą miarę 
m:P— >{0,1̂  na ortoposecie Ьооіопзкіп P można było przedłu­
żyć do miary na algebrze Boole's B[p]:

(i) dla dowolnego ciągu a^,a2,•••*en 6-P, jeśli
Q1 Л a2 Л * * * /\ an * 0 to m(a1 >m(a2)...m(an) = 0

(ii) dla dowolnego ciągu a^,a2# •••fan e P, jeśli
m(a^) b m(a2) b *..s m(an) * 0  to а^ѵа2 ѵ ••• ѵе^ / 1 

lub nie istnieje.

Dowód:
Wykażemy najpierw równoważność warunków (i) oraz (ii).

(i) =>(ii)
Nie«h a^,a2,...tan G P  takie, że m(a/J) = m(a2)c...ssci(an)=0 

oraz va2v ... ѵе^ » 1* Wtedy (a^V a2V ... ѵа^)'= 0. Po­
nieważ w ortoposecie boolowskim zachodzą prawa de IJorgana, 
to ajj A a 2 A... Aa^ = 0 i m(a')* m(a2)... m(a^) « 1

(ii) =»(i)ilie c h  a ĵ,  Op, .  .  .  ,  fc P , a^ / \  ap  A  .  • .  A a ^  «s 0
i ra(a1 )-m(a2)...fi(an) ^ 0,

to ш(а^) = m(a2) ==•••* 0(0̂ ) = 1 

m(ajj) s m(a2) =...= m(a^) = 0

oraz âj v a 2 v  ... ѵа^ m (a^ Л а 2 л... да^)'= О' я 1 .
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Żoby zakończyć dowód wystarczy uwzględnić tw. 3»1 oraz fakt, 
żo B[?] jest generowana przez P, a P jest zamknięty ze 
względu na uzupełnienie*

twierdzenie 3*3* Jeżeli miara m zerojedynkowa na orto- 
posecie boolowskim P jest subaddytywna, to daje się rozsze­
rzyć do miary na algebrze Boole"a B[p]*

Dowód: Ponieważ m jest subaddytysma, więc dla dowol­
nego а1,а2>**.,ай & P jeśli istnieje а^ѵ a2v  *.. V a n, to

m(a^v а^ѵ *.*v a3) 4 m(a-j) + m(a2)+.**+

Zatem jeśli m(a,j) » m(n2) «•*•= mCa^) e 0, to

и(а1 v  a2v v an> 4  0 czyli a/jva2 v*.*vafa Ł 1 .

Spełniany jest więc warunek (ii) z tw* 3*2, co kończy dowód*

Zachodzi pytanie, jakie warunki powinien spełniać orto- 
poset P, by każda miara na P była subaddytywna*

twierdzenie 5*4* Jeżeli ortoposet boolowski P ma tę 
własność, że dla dowolnego ciągu a(1,a2,...łail6 P z istnie­
nia kresu а^ѵв2 Ѵ...ѵад wynika istnienie tekiego podciągu
t>j, t2, * * •, liczb ^,2;***,п, re n/ v »»» v&j.

1 “2 bn—1
istnieje, to każda miara na P jest subaddytywna*

Prosty dowód indukcyjny opunzezamy*

Wniosek 3*5* Jeżeli ortoposet boolowskl P ma własność 
wymienioną w tw* 3«4, to każda miara zerojedynkowa na P da 
się przedłużyć do miary zerojedynkowej na algebrze Boole#a B{p] • 

Oczywiście własność z tw* 3*4 jest spełniona w każdej 
algebrze Boole'a* Przykładem ortoposetu boolowskiego spełnia­
jącego ten warunek i nie będącogo algebrą Boole'a jest orto­
poset L opisany w pracy J* Klukówekiogo (/№•]•
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4. ALGEBRA BOOLE'A ZABIERAJĄCA PODQRTOPOSBT BOOLOiYSKI HIE 
B£D*CT ALGEBRĄ BOOLE #A
Uogólnieniom rozważań dotyczących przykładu 2.1 Jest 

następujące twierdzenie:

iwiord zenie 4.1. Algebra Boole'a B zawiera podortopo- 
set bcolowski nie będący algebrą Boole#a wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieją P^*P2 &B takie, że każdy z  ideałów Równych:

* (P^Ap-j], » (P^APgl t J2 s (P^APgl ♦

J3 » (P^ApX]
jest nieskończony.

Powód: Najpierw dowiedziemy konieczności v?arunku. Niech 
P C B t P ortopocet boolowski (z działaniami Jak o B) nie 
będący algebrą Boole'a. Istnieją zatem Ѳ P i p^śrPf że 
p^jAPg nie istnieje w P* 2 własności 1.3 wynika, że w P 
nie istnieją rpwnież p^A Pg* Р^ЛР2* P2 ApJ| czyli w B te 
wszystkie kresy są różne od zera, a więc zbiór {р^,Р2  ̂ jest 
niezależny czyli B zawiera podalgebrę izomorficzną z algeb­
rą wolną o dwóch generatorach.

Wykażemy, że każdy z ideałów k = 0,1,2,3 jest nie­
skończony. Niech P>jAP 2 nie istnieje i Jc skończony. Za­
tem skończony jest ztiór X = J1 6 P t х^р^ i x^p2 .̂ Nie 
może być i^AXg * 0 dla dowolnych х^ас^бХ, bo wówczas 
istniałby kres górny elementów należących do X, który był­
by krosem dolnym p^ i p2* Nie może również istnieć 
х^л^2 0 dla dowolnych х^,Х2 €гХ, bo wtedy również sumę
elementów z X dałoby się przedstawić jako sumę elementów 
parami rozłącznych. Zatem w X muszą istnieć takie x^ i x2, 
że x^AX2 nie istnieje w P. Rozważając następnie zbiór
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Y a jye? г у^х^ і i powtarzając rozumowanie wie­
lokrotnie dochodzimy do sprzeczności z tym, że JQ jest 
skończony. Podobnie pokazujemy, Se każdy 2 pozostałych idea­
łów jest nieskończony»

Ifowicdziomy teraz dostatecznośći warunku» Ponieważ JQ 
jest nieskończony, zatem istnieje xeJ0 takie, że х ć 0, 
x t  p^APg oraz ideał g£ćwny (х'л лр 21  zawiera nieskoń­
czenie wiele elementów» Hiech * x . Jeśli mamy określony 
ciąg parami rozłącznych elementów t]Jft2, JQ taki,
że dla b = ( \ /  tj) р„ЛР5, (b] zawiera nieskoń-

1 <n- 1 &
czenie wiele elementów, to dla dowolnego а Ф D c<b co 
najmniej jeden z ideałów (cl oraz (с'лЪІ ma nieskończe­
nie wiele elementów. Jeśli (cl jest nieskończonym zbiorem, 
to e с'лі), jeśli (c' ’л  b j jest nieskończony, to = c 
(jeśli oba nieskończone, to równa się krótamukolwiek
z tych elementów)»
W podobny sposób również w każdym z (i - 1,2,3) możemy
określić ciąg parami rozłącznych elementów t̂ , k « 1 ,2,••• 
Określmy teraz T * {t^ г i - C,1,2,2$ k = 1,2,.»» ] . 
iiiech będzie algebrą zoologa generowaną w B przez
zbiór v  T , A2. generowana przez {p^i^T. Teoriomno- 
gościowa Simla P *s /vj ly ń2 a działaniami jak w B jest 
ortoposetem boolowskim, co można dowieść podobnie jak w 
przykładzie 2»1 .
3 określenia algebr A^ i A2 wynika, że р^лр2 nie nale­
ży do P (ani pozostałe kresy pJjAP2* P^AP^* P̂ jA P 2 oraz 
ich uzupełnienia)»
Uwaga 1t na ogół algebra Boole's B dla tak skonstruowanego 
orfcopocctu P nie jest algebrą Bjp]»
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5. ZUPEŁKE ORTOPOSETY BOOLOWSKIE

Definicja 5*1. Мбпіиу, że orętoposet (P, 4»*) jest 
m-zupełny (gdzie m jest nieskończoną liczbą kardynalną), 
jeśli dla każdego indeksowanego zbioru {a^t t &Tf 
parami ortogonalnych elementów P (tan* _L a.^ dla

t1 ft2 eT# b ^ * t 2 ) istnieje kres górny ^\/ a^*

Ortoposet (P,4,*) jest ziąpełny, jeśli jest in-zupełny 
dla dowolnej liczby kardynalnej m*

J* Klukówski w pracy [14] pokazał, że każdy atomowy 
i zupełny ortoposet boolowski jest algebrą Boole'a*
W szczególności wynika stąd, że każdy skończony ortoposet 
boolowski jest ełgebrą Boole'a. Pokażemy, żc założenie 
o atomowości ortoposetu boolowskiego nie jest konieczne* 
Mianowicie:

Twierdzenie 5*2* Każdy zupełny ortoposet boolowski jest 
zupełną algebrą Boole'a (twierdzenie to zostało opublikowane 
w pracy І17І)*

Dowód: niech (Pt4 » f) będzie zupełnym ortoposetem 
boolowskim tzn* istnieje w ? kres górny dowolnogo zbioru 
elementów parami rozłącznych. Powołując się na lemat 1*2 
wystarczy pokazać, że dla dowolnych istnieje kres
dolny P1A p 2.

Iłiech p^,p2 €:P oraz X » { x & P  : x 4 p >j i x 4  P2 \ . 
Określamy zbiór Y (Yc2.X) następująco:
A €- Y <==> (Ac:x i dla każd. x#yeA, jeśli x у to х л у  s 0). 
Określmy w Y częściowy porządek jako teoriomnogościową in­
kluzję* Jożoli C jest łańcuchem elementów w Y, to suma 
teoriomnogościową elementów tego łańcucha należy do Y
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(jest zbiorem parami rozłącznych, elementów należących do X)* 
Zatem każdy łańcuch w (Y, c ) ma ograniczenie górne, a więc 
z Lematu Kuratowakiego-Zorna wynika istnienie w У  elementów 
maksymalnych*
Klech U £• У będzie elementem maksymalnym (Мсхср),
Pokażemy, że w ortoposccie boolowskin P kres górny elementów 
należących do M Jest równy kresowi górnemu elementów nale­
żących do zbioru X*
Przede wszystkim „Y s *  istnieje w P, bo P Jest zupełny 
i M Jest zbiorem elementów parami ortogonalnych*
Riech V u a = p, Oczywiście p 6 X, bo dla każdogo a£M, 

i a 4 P2, satem p4p^ i p 4p2«
Wykorzystując toraz własność dysjunktywnoóci 1.6 poka­

żemy, że dla każdogo s & X zachodzi x  4 p.
Przypuśćmy, że tak nie Jest, tzn. ~ ( x 4 p )« Istnieje 

zatem yeP, у jt 0, у л р  « 0 i у 4 зс czyli уѲХ*
Ponieważ улр « 0, zatem dla każdego aeM, у да * 0, 
ą więc y^M i zbiór Doszliśmy do sprzeczności
z założeniem, że M Jest elementem maksymalnym w X* /

Liany zatem, że p ogranicza z góry zbiór X$ Jest to 
najmniejsze ograniczenie górne, gdyż peX.
A więc p Jest kresem górnym elementów należących do X 
czyli Jest kresem dolnym elementów i p2*
Udowodniliśmy w ten sposób, że zupełny ortoposet boolowski 
P Jest algebrą Boole'a.
Ponieważ P ma tę własność, że istnieje kres górny dowolne­
go zbioru elementów parami rozłącznych, więc Jest zupełną 
algebrą Boole'a.
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Wniosek 5m2, Jeżeli 6-zupełny ortoposet boolowski me 
tę własność, że każdy zbiór elementów parani ortogonalnych 
jost co najwyżej przeliczalny, to jest on zupełną algebrą

Definicja 5»3. Miarę m г P <0,1) określoną na or- 
tpposecio boolowskis P nazywamy 6-miarą, jeśli dla każdego 
przeliczalnego układu parani ortogonalnych elementów

Z udowodnionego twierdzenia 5*2 wynika następujący.

Wniosek 5«4. Jeśli na &-ortoposecie boolowskim P można 
określić 6-niarę ściśle dodatnią (tzn. m(a) s  0 <— > a = 0), 
to ortoposet ten jest zupołną algebrą Boole'a.

Dowód s Przypuśćmy, że X jest zbiorem parami rozłącza­
nych elementów z P. Liczba elementów takich, że mają miarę 
co najmniej 1/n wynosi co najwyżej n. Zatem X jest prze­
liczalny* Wynika stąd, że б-ortoposet boolowski P jest zu­
pełny, a więc jest zupełną algebrą Boole'a*

6. CENTRUM 0RT0P0SEOT B00L0WSKIEG0

Badając możliwość przedstawienia posetu zawierającego 
element największy i najmniejszy jako produktu kartezjańskie- 
go prostszych poeetów G. Birkhoff (patrz [$J str* 66) wprowa­
dził następujące pojęcio centrum:

Boole'a*

a1 * а2*а3* •••
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DolinieJa 6.1 , ITIech Р będzie zbiorem częściowo upo­
rządkowanym z 0 i 1» Centrum posetu P Jest to zbiór tych 
elementów eeP, że P a X* Y, gdzie X,Y posety z 0 i 1 
oraz e u (1 ,0)*

Udowodnił on również następujące dwa twierdzenia ważne 
dla badania struktury posetu*

Avierdzenie 6.2 C Blrkhof ff) Centrum dowolnego posetu 
z 0 i 1 Jest kratą boolowską (algebrą Boole'a) zo względu 
na porządek w tym pooecie.

Twierdzenie 6«3 (Birkhoff) Jeżeli *•••* en ^4
parami rozłącznymi elementami należącymi do centrum posetu 
P takimi, że e(jVo2v...ven = 1 , to

P * gdzae я [O.e^ * {хбР* х^е^,

i Я 1,2, »»«,n
Wykażemy teraz, że zachodzi następujący*

■Lemat 6»4, Dla dowolnego ortopooetu bo oławskiego P na­
stępujące dfta warunki są równoważne*

1 ° dla każdego zeP гле istnieje (zve istnieje)
2° P = Х к і  gdzie X,Y posety z 0 i 1 oraz e s (1,0)

Dowód*
Wykażemy najpierw, żo z 2° wynika 1 °. Zachodzi to dla 

dowolnego posotu, gdyż Jeśli P s X x Y  i e = (1,0), to 
dla z £P, s «  (x,y), gdzie хѲХ, уеУ mamy*

гле в (x,y) л (1,0) в (х л 1 , у лО) * (х,0) 
zve в (х*у) ѵ( 1 ,0) а (хѵ 1 , у ѵ 0) в (і,у).

Pokażemy toraz, żo z 1 ° wynika 2°.
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хло, хѵе istnieją а sałożenią dla dov?olnego хб-Р#
i§y każemy, t e odwzorowanie h określone pr202 хн(хле,хѵѳ)
jest izomorfizmem ? oraz EXE*, gdzie E я [0,е~], Е*я [е,з"]<
a) h zachowuje p̂ orządek, tan. jeśli x -̂ у, to h(x) ^  b(y ), 

Oczywiste, bo jośli х^-у, to хлѳ ^ yAo or aa
xve 4 у ve.

b) h jest "na"
Jeśli seEXE*, to z я (зцу), gdzio x^e i y^e 
(czyli x>$.y). Istnieje peP, że z = h(p), mianowicie 
p ss хѵ(ѳлу), bo е'лу istnieje z założenia, x oraz 
е'Ду są rozłączne,
pi---»( [х ѵ(ѳ'л У)] л о, х ѵ(е'д у) ѵ е) *

в ((хлѳ)ѵО, еѵ(е'лу)) я (хле, еѵу) я (xfy) 
Korzystaliśmy tu z własności 1*3 - 1«5*

c) h jest różno, artoóciowo.
Hiech f#geP, f i— ■»(£ л e,£v e), gi— >(gAe,gve). 
pokażemy, że jeśli h(£) = h(g), to f я g.

h(f) * h(g) =.) £ле = еле i fve s gve
(fvg)Ae's (gve)Ae'
£Ąe' я gAe'

Zatem f я (fAe)v(fAe') я (бЛв)ѵ (gAe*) я g
d) h*"̂  zachowuje porządek

s (x/j»y<j) = z2

іГ1 (в1) s y f e ' A y ^ ,  h“1 (z2) = ^ ѵ ( ѳ ' Л у 2)

Jośli x1 ^ x 2 i y1 ^y2* to x1 ѵ(е'л y^) XgV (© ду2)

czyli jeśli z 1 4 z2* to b*1 (z1) ^ l T 1(z2).
Ze spełnienia warunków a), b), c), d) wynika, że posety: P 
oraz E* E* są izomorficzne.
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Możemy zatem sformułować następujące*

Twierdzenie 6.5. Jeżeli P jest ortoposetem boolowskim, 
to e£P należy do centrum tego posetu wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla każdego xGP хле istnieje (lub хѵѳ istnieje).

7. PO DOR TOP 0 SE TY ORTOFOSETU BOOLOWSKIEGO

Definicja 7.1. Niech (P,4t*) będzie ortoposetem. 
Podzbiór P^CP, P^ ф ф nazywamy podortoposetem ortoposetu 
P, jeśli*

Oczywiste, że podortoposet P^ ortoposetu P jest ortopose­
tem z działaniami jak w Pj część wspólna dowolnej ilości 
podortoposetów jest podortoposetem. Podortoposet ortoposetu 
boolowskiego może nie być ortoposetem boolowskim, na co wska­
zuje następujący przykład.

Przekład 7.2. Niech algebra Boole'a A będzie produktem 
boolowskim rodziny podalfeebr algebry A ̂ 2. Wiadomo
(patrz [27] ), że rodzina (Â _)̂ _e jest niezależna, tzn. 
dla każdego skończonego ciągu różnych wskaźników

Z niezależności rodziny (A-j^teT ®Упі1са» że dla x,yeP 
jeśli x^y, to istnieje t0 6 T, że z e A t i yćAt •

1

o o
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Określmy w P porządek i uzupełnienie tak samo jak w A* 
P jest p od or t op o setam algebry A (traktowanej jako orto- 
poset boolowski), gdyż:

(ii) weńny dowolne a, b G P| ponieważ aib<=*>a4 b' więc 
jeśli a-Lb, to a i b# muszą należeć do tej samej algeb­
ry A. , do której musi nalożeć również bf a więc także

‘'o
a v b£ A to •
Oczywiśtfe, że P jest ortoposetem modularnym, bo dla a,b€P
jeśli a 4 b, to b a  аѵ(ЪЛа'). Ыіе jest jednak ortopoce-
tem boolowskim, bo dla a,bGP takich, że аѲАі. » b 6A+

1 2
i t1 ф t2, kres dolny a i b w P jest równy zero, 
natomiast nic są one ortogonalne, bo nie zachodzi ani a 4 b# 
ani (elementy te są z różnych algebr).

Niech (P,4***0) będzie ortoporetem boolowekim.
Definicja 7.3» Podortoposet P̂  ortoposetu boolowskiego 

P nazywamy podortoposetem boolomskim, jeżeli spełniony jest 
warunek:

(iii) А иa Ap b a 0 <— > a Ap b = 0a.beP^ L P1 A J
Jest jasne, że podortoposet boolowski ortoposetu boolow- 

skiego jest ortcposetem boolowskimj podobnie część wspólna 
tych pod ortoposetów.

Definicja 7.4. ITioch E С P. Część wspólna podortopo- 
cetów boolowskich zawierających zbiór E jest najmniejszym 
podortoposetem boolowskim zawierającym E* len podortoposet 
nazywamy podortoposetem booiowskim generowanym przez zbiór E.



-  26 -

Definicja 7.5. Jeżeli podortoposet booloseki ortoposetu 
P jest algebrą Boole#a, to nazywamy go pocalgebrą Boole'a 
ortoposetu F.

Lc&at 7,6« Klech E <n p będzie zbiorem elementów para- 
ai ortogonalnych (rozłącznych). Istnieje podalgebra Boolo'a 
A peiortoposetu P take* że E c  A.

Powód» Zauważmy najpierw, że na podstawie def. 1.1 ist­
nieją w P wszystkie skończone sumy elementów 2bioru E.

u n
Bosasażmy teraz elementy postaci \/ /\ e,. t gdzie eiłf&Ei=1 lc=1
lub о^£Е. Jeśli w iloczynie A  ©j^ ^  doa różne czynni-iCssi
j ±  należące do E, to iloczyn ten jest równy zero. Wystarczy 
więc rozpatrywać iloczyny eî jA e^A... A e ^  lub
°І1Л °І2Л ••• леІп’ !̂ zie eikeE i różne. Pierwszy 
z tych iloczynów istnieje w P, bo»

е ^ А е ^ Л  ...Ле^ « ( е ^ Ѵ о ^ Ѵ  ... Ѵ е ^ )  #

Drugi iloczyn istnieje również, gdyż

ѳі іА(°і2 Gin̂  ~ Qi>j A (Gp 2 V * ѵ е ^  * ©^t

bo ®і2 ѵ *‘*ѵ ѳ іп
o n

A wiec V/ Д  влѵ. jest Icresem górnym skończonego zbioru, 
i* 1 кві

do którego nałożą elementy zbioru E lub uzupełnienia skoń­
czonych sum tych olenentówf kres ten zawsze istnieje w P. 
Zatem P zawiera algebrę Boole'a generowaną przez E.

Lemat 7.7. Niech CciP będzie łańcuchem, tzn. dla do­
wolnych c^,c?G C ^ c2 lub c2 ̂ c1 * #ba6rtopoeot boolou- 
ski P zawiera pod algebrę Boole'a generowaną przoz C.
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Q &
Dowód: ltozważray kresy postaci \ /  / \ » gdzie

1=1 k»i -UŁ
сік^С £ikGik = clk ltLt £ikcik = Gik*
Zbiór { c ^ e c  : 1 i ̂  są 1 -^k-^n^ Jest łańcuciienj niecił
będzie to łańcuch c2-̂  ... ̂  cm.n» Dla każdego
i a 1 ,2,«..,m*n~1 ©4 * Сі лсі+1 istnieje w P# bo

°i 4  °i+1 * Biooh eo = c1 * 3biór E 1  ̂ ®o*e1 »"**®n-n- 1 5 
Jest zbiorem olomontów parani ortogonalnych; każdy element
cif 1 -ś-î -mn, Jest skończona sumą elementów zbioru Б. Wy- 

m  n
rażenie V  A  daje się zatem przedstawić a posta-

p J=1 k=1
ci V  A  gdzie e41r&E lub ѳ^Ѳ Е .  Podobnie Jak

i»1 кві ж  ** **
w poprzednim lemacie można wykazać, że ten kres istnieje
га P. Zatem w p istnieją wszystkie kresy postaci 
m n
\/ A  gdzie ѲС; zbiór tych elementów tworzy
i=1 kss1 “  ^  **
algebrę Bcole'a.

Lemat ?»£« Jeżeli A, B są podalgebrami Boole#a orto-
posetu boolowskiego P takimi, że A  A  (a Ab istnieje

a &A b £ B v
я pjj to istnieje podalgebra Boole'a ortoposetu P zawiera­
jąca AuB.

m n
Dowódt Rozaatryw&nie wyrażeń V/ Д  a.,v, gdzie

i=1 Ы
^ A v 3  lub а^б-Аѵ B, sprowadza się do rozważenia kresu 
xa\/ fiiAb4l gdzie a^€rA oraz L & B .  Istnienia tego kresu 
i=1 1 1 1 1
dowodzi się indukcyjnie (ze względu na m) wykorzystując włas-

r>-1
nośó 1 .3  oraz 1*5 (rozważa się kres ( \ /  a^Ab^^jA «. Atm> *

i»1
Przoz zastosowanie lematu 7.8 dostajemy w szczególności:
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Wniosek 7 .9 . J e ż e l i  A c ?  je s t  podalgebrą Boole'a  orto­posetu boolowskiego P i  с &P ma tę  własność* że d la  każ­dego a&A а д с  is t n ie je , to  w ortoposecie P je 3 t algeb­ra Boole'a zawierająca A ...'niosek ?#10.  J e ż e l i  Z je s t  centrum ortoposetu boolow- skiego Р І А  dowolny podalgebrą Boole#a tego ortoposetu, to  istn iej©  w P poćalgebra Boole'a  zawierająca A u 2 .Ponieważ tooriomnogościowa suma dowolnego łańcucha (so ?*zględu na in klu zję) pod algebr Boole'a  ortoposetu boolow- skiego P je s t  podalgebrą Boole'a  tego ortoposetu, przez zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna daje s ię  wywniosko­wać is tn ie n ie  w P maksymalnych pcdalgebr Boole'a*Łomot 7 .1 1 . J e ż e l i  P je s t  m-zupełnym ar top o setem boo Iowo kim i  A jo s t  maksymalną podalgebrą Boole'a  tego ortoposetu, to  A je s t  m-zupełną algebrą Boole'a*Do:/ód: Biech ( at ) t & i l będzie zindeksowanym zbiorem parami rozłącznych elementów algebry A . Ponieważ P je s tm-zupełny, więc is t n ie je  \ /  & . s &• Weźmy dowolne x  6 A,t  feTOczywiście згда^ is t n ie je  d la  każdego t e 2  oraz х л а ѣ i .  2 Л а ^  dla  t 2# c z y li  is t n ie jev  (а ^лх )  *  c# liamy c 4 x  i  c ^ a ;  więc x  e  с ѵ ( х Д с #) t e T  zoraz а а с ѵ ( а л с ' ) .  Zachodzi również
x a c * ar A Дt  GT V 2C#) Z '  a l  s  а Ч  a ' v c  t  GT zc z y l i  x a c ' _ L  a A c ' #  Dostajemy więc х Л б  = c# Zatem po­nieważ dla każdego х е А  х д а  is t n ie je , z wniodtu 7*9 otrzy­mujemy is tn ie n ie  podalgebry Boole'a  zaw ierającej A U -̂ a\#



-  29 -

Ponieważ A .jest naksynalną podalgebrą, więc а e A; tyn 
samym kres górny dowolnego m-indekeowanego zbioru elementów 
parami rozłącznych należy do А, czyli A jest m—algebrą 
Boole's*

8. OBSOIBEAŁY

Wprowadzimy teraz bardzo przydatne w dalszych rozważa­
niach uogólnienie pojęcia ideału algebry Ro&le'a*

Niech (P, 4,»,0) będzie ortoposetec boolowskim, zaś J 
niepuatym zbiorem zawartym я P.

Definicja 8*1 * J nazywamy ortoideałem ortoposetu boolow- 
skiego P, jeśli spełniane są następujące warunki:

1 ° jeśli ł g J, beP i b4 a, to bej

2° jeśli ae J, b€• J i аі_Ъ(алЬ « 0), to e v b 6J

Omówimy teraz podstawowe własności ortoideału*
Jest jasne, żo jeśli J jest ortoideałem w Pt to dla 
e,bGJ, jeśli avb istnieje, to a v b 6J| natomiast kresy 
górne zbiorów więcej niż dwuelementowych nie muszą należeć 
co or to ideału, nawet jeśli istnieją o P,

Keźdy ideał (patrz definicja 1 *8) jest ortoideałem, 
ale nie na odwrót* Jeżeli P jest algebrą jBoole'a, to poję­
cia ortoideału i ideału pokrywają się*

Definicja 8*2, Ortoideał nazywamy właściwym, jeśli nie 
pokrywa się z ortepoeeten P*

Łatwo zauważyć z definicji 1*7, że jądro honon:orfiznu
ortoposetów boolowskich jest ortoideałem właściwym̂ /łooocj-Cb- 

ъалѵьу ć vtopc^e^ / ы ^ о ^ & г ъ е л ъ ь ю л ѵ е . , I W ,  О Ф ± ) ,



30 -

Definicja 6*3» Ortoideał J Jest maksymalny, Jeśli 
Jest właściwy i nie Jest zawarty w żadnym innym ortoidoale 
właściwym*

Suma teoriomogościowa ortoideałów właściwych Jest oczy- 
wiścio ortoiuoŁłom właściwym, zatem z lematu Karatówskiego- 
Zoraa otrzymujemy:

8*4* Każdy ortoideał właściwy zawarty Jest w pewnym 
ortoidealc maksymalnym*

8*5» И &  każdego elementu aQ j£ 1 ortqposetu P istnie­
je ortoideał maksymalny zawierający a0, gdyż każdy element 
aQ j* 1 generuje ortoideał główny JQ * ̂ xtPs x^.aQ̂  , który 
Jest właściwy*

Twierdzenie 8*6* Ortoideał właściwy J ortoposetu boolow- 
s kie go P Jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każ­
dego aep# albo a£J albo a'eJ.

Dowód: analogiczny Jak dla algebry Boole'a (patrz 
Sikorski [27l).

Z powyższego łatwo wynika, że Jądro honamorfizmu dwu- 
wartościowego hs P — Jest ortoideałem maksymalnym*

Twierdzenie 8*7* Jeżeli J Jest ortoideał on maksymal­
nym w P, to odwzorowanie określone dla xfeP następująco

Jost hoaaomorfizmom ortoposetu boolowskiego P w duuelemen- 
tową algebrę Boolo'a {0,1^.

Dowód oczywisty*
Jest również oczywiste, że Jeśli J Jest ortoideałem 

w P, Bcp Jost algebrą Boolo'a, to J n B  Jest ideałem 
algebry B*
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Lemat 6.8. Jeżeli BC P jest podaljjebrą Boole'a orto- 
posetu boolowskiego P, JB ideałem właściwym algebry B, 
to istnieje w P ortoideał maksymalny J* taki, że Jg^J**Booóds Oznaczmy (a -] » -j_x<=P: x  ^  a,} •
Rozważmy zbiór J e  IJ (al • Pokażemy, że J jesta e J B
ortoideałem w P«

1 ° Oczywisto jest, że jeśli a e J, i b<.a, to beJf2° Niech a e J ,  b e j ;  is t n ie je  zatem x f e J fi i  y & J s ,  żo a & ( x l  oraz b6r(yl c z y l i  a ^ x  i  b4#« J e ś l i  а л Ь  ss 0, to  a v b  is t n ie je  i  a v b ^ z v y .  Ponieważ J B je s t  ideałem algebry Boole'a  B oraz x , y 6 J B,  to x v y e J ^  zatem a v b t J .
J jest ortoideałem właściwym, gdyż 1  ̂  J, bo 1 ̂  Jfif 
jest więc zawarty w ideale maksymalnym J*, który zawiera 
również Jfi. Jest oczywiste, że jeśli JB jest ideała 
maksymalnym w B, to J * a B = JB*

IV; i ord zenie 8*9* Jeżeli Bc:p jost podalgebrą Boole's 
ortoposeta boolowokiego P# h:B— > {0,1^ jest izomorfiz­
mem algebry Boole'a B w dwuelementową algebrę Boole'a {0,l], 
to istnieje homomorfizn h : P — >^0,1^ taki, że h (x) e h(x) 
dla zeB.Powód: Jądro izom orfizm u h je s t  ideałem J  maksy­malnym w B (a więc właściwym)* Z lematu 8*8 is tn ie je  orto­id eał maksymalny J *  zawierający ten id e a ł, oraz 3 r\J*~ = J ,  a więc na podstawie twierdzenia 8*71 d la

h (x) x  € J"je s t  szukanym homomorfizmem
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dteiorćzenie 8.9 modemy wysłowić następ ująco:
Każdy dwuwartościowy homomorfiza podalgebry Boole'a orto- 
posetu boolowskiego P daje się rozszerzyć do honomorfizau 
ortoposetu P w algebrę Boole'a |Q,l].

9. BOOLOWSKIE STRUKTURY LOGICZNE

Do lepszego poznania struktury ortoposetu boolowskiego 
korzystne jest badanie pewnego zbioru algebr Boole 'a, w któ­
rym można określić wspólne operacjo porządku i uzupełnienia. 
Rozważenia takie dotyczące ortoposetów modularnych można zna­
leźć w pracy P.D. Fincha [9] oraz w pracach &.J. Mączyń- 
skiego [22] i [23] .

Niech {ь^ііГеГ } będzie indeksowaną rodziną algebr 
Boole#a. Oznaczmy porządek w L у przez oraz uzupeł­
nienie przez IIу . Pisząc x ^j-y lub N ̂ x zakładamy, 
że xfy nałożą do *

Przyjmijmy za Fine hem [9] następującą definicję:

Definicja 9.1. Strukcurą logiczną nazywamy indeksowa­
ny zbiór {b^* 5“€гГ] algebr Вооіе'а o następujących ułas- 
nościach:

(i) każda algebra ma ten sam najmniejszy element 0

(ii) jeżeli x,y 6-L^ n , to x ^ y  <=? х ^p, у
(iii) jeżeli x ̂ ^ y  i у z, to istnie jo T e Г, żo x-4tfZ

(iv) jeżeli x bp, , to ІІ^х ■ x
(v) jeżeli x,yel^^ L(b, to x v ^ y e x v ^ y  (av^-b oz­

nacza kres górny elementów a i b w algebrze )•
(vi) z faktu, że dla pewnego x i у w wyni­

ka, że jośli x ^ z  i y 4 yz, to istnieje # któ­
re zawiera x,y,z.
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Hiech L a U^L^- • Wykorzystując warunki (i) - (iv) nożna 
w L określić częściowy porządek oraz uzupełnienie, a mia­
nowicie:

ac у <=> istnieje тГ & Г # że s ^  ̂ у
x# а II j x dla dowolnego L^ zawierającego x*

Definicja 9*2. Powyżej określone (L, ̂ f') nazywamy logi­
ką generowaną przez strukturę logiczną {l t s rer}

Finch pokazał w [9], że:

9*3» Logika generowana przez strukturę logiczną Jest 
ort op oset aa modularnym*

9*4* Każdy zupełny ortoposet modularny Jest logiką gene­
rowaną przez pewną strukturę logiczną*

Ponieważ zupełny ortopoeet boolowski Jest algebrą 2oolo'a 
(patrz twierdzenie 5*2), to* 9*4 nie wnosi wiele do badania 
struktury ortoposetów boolowskich*

Przyjmijmy następującą definicję:

Definicja 9*5. Strukturę logiczną {l -̂: freP} nazy­
wamy boolowską strukturą logiczną, Jeśli spełnia dodatkowo 
warunek:
(vii) Jeśli dla dowolnych cL,(b Г z faktu

i z ^ y "  Wynika (|Z S 0," to istnieje ?геГ, że
xfy &Ly .

Wykażemy teraz, żo zachodzi następujące twierdzenie*

Twierdzenie 9*6. Logika generowana przez boolowską 
strukturę logiczną Jest ortoposetem boolowskim.

Dowód: iiiech (L, 4,') będzie logiką genero»vaną przez 
{L*: 5 е Г І  . Ponieważ logika ta Jest ar top oso tern modu­
larnym (patrz 9*4), wystarczy pokazać, że dla xfy£L 
хлу s 0 <==> x-4y# . Z określenia porządku i uzupełnienia
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w łosico I» neony*
Jeżeli x ̂  y', to istnieje 7 & Г ,  że x^jHj. у czyli 
х л уу = О, а więc х л у  =* О.
Jożeli хду в О, to korzystając z (ѵіі) mamy, że istnieje 
Т5*е Г takie, że x,yeL^ i хл^у s 0 czyli х ^ й ^  y# 
a więc x ̂  y'*
Sierdzenie odwrotne jest również prawdziwo:

Sierdzenie 9*7. Każdy ortoposet booiowski jest logiką 
Generowaną przez pewną boolowską strukturę logiczną*

Dowód: Hiech B będzio podalgebrą Boole#a ortoposetu 
boolowskiego P* Przez zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zoraa 
widzimy, że istnieje maksymalna podalgebra Boole'a zawierają­
ca B« Oczywiście, każda maksymalna podalgebra Boole'a jest 
lagebrą Boole'a z działaniami jak w P*
ITioch. 6* Г ̂  będzie zbiorom wszystkich maksymalnych
podalgebr Boole#a ortoposetu boolowskiego P* Dla dowolnego 
X&P x należy do czteroeiementowej algebry {0,x,x ',1 J с. P 
czyli każdy element P należy do co najmniej jednej maksy­
malnej pod algebr у Boole'a* Zatem P s \ J  By •)глГ &

sprawdzając po kolei warunki (i) - (vii):
(i) oczywiste
(ii) oczywiste

(iii) S-ś-y oraz y<-Z czyli О ^ ж  sta 41, a więc istnieje 
na podstawie lematu 7*7 podalgebra Boole'a zawierają­
ca x i z, czyli istnieje г е Г ,  że х,т,&Ву i oczy­
wiście x 4 ^2.

(iv) oczywiste
(v) oczywisto

jest boolowską strukturą logiczną,



(vi) mony tu pokazać, żc joćli y4s', to x 4 z  i y4z 
implikuje Istnienia Г , że х,у,аѲВ^ ;
Jeśli y 4 x# to хлу = 0 czyli xv у istnieje. 
Ponieważ x4s i у4з, więc x v y 4 z  i istnieje 
w  m (хѵу)'л 3, ГГЯІ— It x,y,w są parami rozłącz­
ne, więc istnieje w P (lemat 7*6) podalgebra Boole'a, 
która je zawiera (zawiera również z = xvyvw), czyli 
istnieje S & Г takie, że x,y, z & .

(vii) warunek ten oznacza po prostu, że jeśli x i у są 
ortogonalne ѵэ P, to istnieje я P maksymalna podalgeb- 
ra Boole'a, która te elementy zabiera, co jest speł­
nione*

Ponieważ prawdą jest, że ш P jeśli to istnieje podol-
gcbra Boole'a, która te elementy zawiera, oraz x' s Щ  , x 
dla x£ , zatem (P,ś:,') jest logiką generowaną prze a 
boolowską strukturę logiczną {B-giYó-rij .

Definicja 9*6. Strukturę logiczną {b^« Уб-Г} nazy­
wamy n-strukturą logiczną, jeżeli każde Ł jest m—algebrą
Boole'a oraz spełnione są warunki*

(viii) jeżeli xt 6-1»̂  л dla te 5? i U l ,  toV  A x t  m N/2* ^
teł v teff z

(ix) jeżeli X 4 и i X jest zbiorem elementów parami 
ortogonalnych w I» oraz z jest kresem górnym zbio­
ru X, to istnieje тгеГ, że X v  {z\ £.1»^*

Jest jasne, żo logika generowana przez boolowską i>-strukturę 
logiczną jest m-ortopocetem boolowskim*
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wniosek 9*9. Każdy m-zupełny ortoposet boolowski jest 
logiką generowaną przez pewną boolowską m-strukturę logiczną
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Dowód: wykorzystując tw. 9,7 wystarczy pokazać, że 
fre Г J jest m-strukturą logiczną* .arunek (viii) jast 

oczywiście spełniony* Warunek (іх) jest spełniony na nocy 
lematu 7*6 i lematu 7*11 •

W dalszy© ciągu mówiąc o boolowakiej strukturze logicz­
nej тгеГ} będziemy zakładać, że wszystkie są
maksymalne w P з U  3 X , co wprawdzie nie wynika z defi-ser
niej i 9*5, ale co łatwo uzyskać a dovjolnej boolowskiej struk­
tury logicznej biorąc odpowiednie sumy teoriormogościowe 
lagebr*

9*10. Rioch P a \J BY bedzie logiką generowaną przez
теГ T

boolowską strukturę logiczną s Tj- * weźmy xePj
jeżeli x 9- C\ Br , to x ma kres górny i dolny z każdym ter ъ 1
elementem ygP, zatem x należy do centrum Z ortoposetu 
P (na mocy twierdzenia 6*5) czyli Г\ В ѵ С 2,Т56Г
Musi być również Z сГ\В , bo gdyby tak nie było, toГ*
istniałaby algebra nie zawierająca Z, a w tym przy­
padła: z wniosku 7*10 wynika istnienie podalgebry Boole'a, 
zawierającej Z u , różnej od , co byłoby sprzeczne 
z maksymalnością algebry • Łkany zatem:

Z

9*'!'!. Riech ortoposet boolonski P = \ J Bv nie będzie
ser

algebrą Boole 'a* Rozważmy "niezgodny" zbiór X<=P, tzn* ta­
ki, żo dla dowolnych x,yeX, jeśli x  ć у to 2 Лу nie ist- 
nioje* Zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna daje istnienie 
maksymalnych zbiorów "niezgodnych". Oczywiście żadno dwa ele­
menty zbioru "niezgodnego" nie mogą należeć do tej samej 
algebry ze struktury * Wobec jednoznaczności
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przedstawienia P = maksyrialne podalgeb-
ry P) wydawać by cię no (До, że moc m&Jfflymalnego zbioru 
"niezgodnego" jest ustalona. Moc maksymalnego zbioru "niez­
godnego" jest oczywiście ograniczona pracz moc zbioru 
{ву : YeT^j * ale nie jest stalą liczbą, na co wskazuje 
przykład ortoposetu L*M będącego produktem kar tekjań skim 
ortoposetu boolowskiego L opisanego w pracy [ W  oraz or- 
toposetu M podanego w niniejszej rozprawie w 2.1* 
Struktura logiczna generująca ten ortopocet składa się z 
6 algebr Boole#a, a występują ® tym ortoposecie maksymalne 
zbiory "niezgodne" dwuelementowe, trójelementowe oraz 
s ze ś c ioe lement owo .

10. WOLEK ROZSZERZENIE CRTOPOSEiU B00L0WEKIEG0

Pojęcie granicy prostej częściowo uporządkowanego sy­
stemu algebr Boole'a wprowadził Ph. Dwinger w pracy f4]•

Podajemy za nim następujące definicje:

Definicja 10.1. Częściowo uporządkowanym systemem al­
gebr Boole'a nazywamy zoiór A»,;t бѴХ] f gdzie Д.
jest zbiorem częściowo uporządkowanym i dla każdego i e A .

jest algebrą Boole'a oraz dla f ^ t  B ^ — >
jest homom orf izmem takim, że:
(i) jost identycznością dla każdego Л & Л
(ii) dla

Definicja 10.2, Granicą prostą częściowo uporządkowane­
go systemu ^Вл w klasie wszystkich al­
gebr Boole'a jost para (В, {i^: A,eA.}), gdzie B jest 
algebrą Boole#a oraz dla każdego xfrA. i^ t Вл — ? B jest 
homomorfizmem takim, że:
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(i) -i* dla A ^ K
(ii) dla towlmj pa^r (C, {ĥ s AeAlę )* gdzie C jest

algebrą Boole'a i dla każdego Аб'Д -— >C
jest hoaomorf izmom takim, żs h^ - Ьл cla A^/t; 
to istnie,jo dokładnie jeden Ьэглопогіізт h : B—  ̂C 
teki, że hi^ e dla dowolnego Л & А .

Jeżeli ѵ/yst^pujące w powyższych definicjach algebry 
i homonorfizny zastąpimy odpowiednio przez m-algebry i 
uł-homoa orf izmy, dostaniemy definicję granicy prostej w klasie 
m-zupełnych algebr Boole#a*

.’.iauomo, że granica prosta częściowo uporządkowanego 
systemu algebr Boole#a zawsze istnieje w klasie wszystkich 
algebr Boole'a. Na ogół jednak i^ nie muszą być Cłonomor- 
fizmemi.

Przytoczymy tu jeszcze wykorzystany dalej wynik z pracy 
Dwingora W  :

fiaiertłzenie 1Q»3. (Bainger) Niech s Я,И.в/Ѵ}
będzie częściowo uporządkowanym systemem algebr Bocie'a, 
którego granicą prostą jest (В, {іл : А б А ^  ). Niech A 0 

będzie dowolnym ustalonym elementem zbioru A .
(i) Na to, by i ^  było monomoffizmem konieczno i wystar­

czające jest spełnienie następującego warunku:
Jeżoli 6q*S^--* {0*1} jost pewręm honomorfizmem,
to dla każdego A t A  istnieje homororfizn
S a * BA ---tnki, że 6^  « s0 i S/t *л,]ч_ =* бд,
dla A-^M .

(ii) Jeżeli i;, jest monomorfizmom, to fAo A0 ̂
morfizraon: dla H,^A0«

jost mono-
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10.4# intonujemy powyższe wyniki ао badania ortopoce- 
tórr boolooskich*

Hieob {.By t ГѲ Г{ będzie boolowską strukturą logiczną,
P e U  By logiką /ortopoBotem Ьооіошкіщ/ generowaną pracaГ
tę strukturę* 3os ogranie sonia ogólności będziemy w dalssym 
Olągtt zakładać, śo B̂ . Jest aaksyinalna dla reP.

Weżay A b 2^ z  porządkiem określonym następująco $ 
dla x ^ & A  <~ >  Дсд,

Określmy dla х е Д  C x  m  cayli dla jrep G c ^ e BT •
Zaunażmy, 30 С,лСм а А  З.лГШи s П  З г =л П' тг&л, л «-д/ rexu)t

% Р А  я СЯЛ̂ /
gdzie лѵ/і озааеза sumę tooriooaogościową, а л л и, kres 
dolny so względu na wprowadzony porządek Д  •
Dla każdego хеД Сл Jest oczywiście algebrą Boole's*

jeb dla X, f i е Д  ? х̂ /і J^u* Д-^Од, będzie naturalnym tyło-
• "Іану więc:

Jest іооигдозао̂ еіе,. ulu suś-ejo х 6Д  
a fx s) dla

śonion 
CS) i

Л в , с П в ѵ1 tferX rexЛ.Х
(ii) Гду Дд,
Czyli {сл ,Г^ t А|^і ѳ Д  ^ Jest częściowo uporządkoepnym 
cysto Lion olgobr Boole'a — będziemy до nazywali generowanym 
przez boolowską strukturę logiczną { В i te P  }

Leoat 10.5» Jeżeli { t x 9 f i е Д ^  Jest częścio­
wo uporządkowanym systemem algebr Boole'д generowanym przez 
booloroką strukturę logiczną {ІД іігеГ^і (в, {іл t h & fy )  
Jest granicą prostą tego systemu, ta dla każdego Х е  Д  
iv: СдДЗ Jost noaomorfІвшт*



Dowód} Wystarczy pokazać, że warunek podany w twierdze­
niu 10.3( i) Jest spełniony dla dCHOllMgP Л e A . .
V7eżiay dowolne X  & A .  Mech gQ: C ---będzie
hemomorfi zmesu
C, Jest podalgebrą Boole'a generowanego i>rzea boolowską 
strukturę logiczną {b 5 s 6 " } ortoposetu boolouskiego P.

P .  u  B s  .  и  Сл
&&Г леД

Możemy więc na podstawie twierdzenia 8*9 wnioskować, że ist­
nieje homomorfizm g : P — taki, że dla x  &Сд 
S(3c) = gQ(x).
Niech teraz dla każdego ле-А 2л 3 S|q. *
Oczywiście g, a g. oraz A q o

6/4 ̂ л/1 = s А ^ Л  •
7/ ten sposób udowodniliśmy, że w granicy prostej
( В , ^ .  Л & л  } ) «оздаікіо іл  są гопапигПмі.

10.ó. W celu uproszczenia zapisu oznaczmy dla у g- p  
i , V j przez i^ • Z określenia systemu •• C ,f . s A,/tfr/Ajf 
definicji 10.2 granicy prostej i lematu 10-5 wynika, że
mamy parę (£, ji^ i Y t f \) gdzie i ̂ : 3 ^ --- > B dla Y t  Г
sąmonomorfizmami algebr Boole'a takimi, żes
(i) dla x еВы i x (x) s ig* (x) dla dowolnych

Ы.* §  & I~
(ii) Jeśli iotnioje algebra Boole's C i honamorfizmy

— >C o tej własności, że dla dowolnych di»(l 6 Г Jeśli z t B ^  1 , to h^(x)*h (x)
to wówczas istnieje dokładnie Jeden homomorfizm 
h : B --- >C toki, że hi s h dla dowolnego Y e Г.



B Uf następujący sposób*Możemy teraz określić h s P 
ponieważ dla a  6 p istnieje j  e Г , żo x $ В 4 , 
niech h(x} * iy(x).
Z warunku 10.G (i) wynika, że przekształcenie jest dobrze 
określone•

Lemat 10.7. Przekształcenie h ; P -— >B określone po­
wyżej jest еюп amorfizmem or topos et u boolowskiego P w algeb­
rę Boole'a 3.

Dowód * Najpierw pokażemy, że h jost homomorf izmem.

1° dla х,ус~Р h(x#) a h(x)'
oczywiste, bo dla każdego тге~ i ̂  (x') s

2° jeżeli я л у  * 0, to istnieje * &  j , że x€Bv i 
уев^ czyli x v y  eB, (z definicji 9.5 ooolowskiej 
struktury logicznej); zatem dla x i y  mamy:

к(зсѵу) - ij. (xvy) * i^ (x) (y) a h(x)v h(y)

A więc oba warunki w definicji homoi:. orf izmu są spełnio­
ne.
Pokażemy teraz, że h jost faaaoraorfizmem.
Klech x,y eP, x j* у i h(x) = h(y). Z określenia przekształ­
cenia h oraz z faktu, że wszystkie i v dla тг G Г” są mono- 
norfizmami (lemat 10.5) wynika, że x i у nie mogą należeć 
do toj samej algebry B x dla żadnego у e Г • Zatem nie może 
być (lomat 7.7) ani x ^ y  ani у ̂ x. Poźemy tutaj skorzystać

z własności (1.6) dysjunktywności ortoposetu boołowskiego, 
tzn. istnieje ceP, ir ^,0 takie, że с^х i с лу « 0; 

czyli Ь(слу) * h(c)Ah(y) » 0 
oraz h(c) <ó h(x) * b(y)
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Iiamy więc h(c) je 0, U(c) rozłączne z h(y) i h(c) ̂  h(y) 
czyli doszliśmy do sprzeczność i* I'uei więc zachódzić dla 
x,yeP Jeśli х ̂  у tc h(x) f b.( y).

twierdzenie 10.6* Łia dowolnego ortopoeetu boolowskiego 
P lotnioje algebra Boole'a B i пюпогіогі’іат ortoposotu booloo- 
skiego h : P — taki, że ula każdego Locomorfizmu 
g $ P — *> A (A algebra Boole'a) istnieje dokładnie Jeden 
honataorfizm Фз B — >A taki, że <fh e g tzn* następujący 
diagram Jest przemienny*

Dowód: Ponieważ każdy ortoposet boolowski Jest genero­
wany przez pewną boolowską strukturę logiczna, wystarczy za— 
stosować lemat 10*5 i lemat 10.? oraz wykorzystać własność 
10*6( ii) •

Uwaga* Ponieważ na ogół nawet moncmorfizn or top ocet ów 
boolowskich nie zachowuje kresów więcej niż 2 elementów, 
więc algebra В z tw* 10*3 nie Jest regularnym rozszerza­
niem ortoposotu P. Wiadomo Jednak, że rozszerzenie regular­
no dla ortoposctu boolowskiego istnieje, Jest nim B(Pj 
(patrz 1.15)* Ponieważ z tw. 10.8 wynika, że Ъ jest wolnym 
rozszerzeniem, a więc powstaje problem: określić tak rela­
cję równoważności / \  w B, by można było udowodnić

P

Д/л  =* b [p1
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R o z d z i a ł  II

ALULGAMACJA m-ZUPIŁIIYCH /LGEER BOOLL'a 

1. iVPROiVADZSHIE

Pojęci© amalgamacji zostało wprowadzono explicit© 
przez R f Fralsse &0j, a następnie ogólnie zbadane przez 
B. Janssona w 12 i [131 * który podajo wiele ważnych kon- 
sekwoncji własności amalgamacji.

Definicja 1.1. Hioch ;K będzie klasą algebr podobnych. 
Mówimy, że klasa ' ma własność amalgamacji, jeżeli dla 
dowolnych A, Byj, B2 & j C  oras aonamorfizmów £̂ % A-—  
i f2» A-— istnieje algebra C 6 ^ i monomorfizmy

B^— > C oraz gg* takie, że * g^fg# tzn*
następujący diagram jest przemienny*

a  ;c

Jeżeli ponadto сцСВ^) s €Ц*«|(А) * 62*2^ *  to
mówimy, że klasa jfC ею mocną własność amalgamacji.

Własność amalgamacji w klasie algebr Boole'a była na­
stępnie badana przez Ph. Iwingera [_6]t 7 , F.M* Yaquba
31 oraz M.J. Mączyńokiego 19 • 20 * 21 • Wiadomo, że
klasa wszystkich algebr Boole'a ma własność amalgamacji 
(p&trz 7 ), znane były częściroe wyniki dotyczące własności 
amalgamacji w klasie m-zupełnych algebr Boole'a (p&trz 6 , 
19 9 !31 , (20І , [21). Ostatnio R. La Grange 16] udowod­

nił, żo klasa Ei-algobr Boole'a ma mocną własność amalgamacji, 
tzn.



Twierdzenie 1.2 (La Grange) Dla dowolnych n>-algebr 
Boole'a A, 3̂ , Bg i m-nononar£izmóo A — >B^ i
tg t A — istnieje m-algebra Boole *a C oraz m—mcnooor— 
fizmy &,* B1— >C i ggJ B2— >C takie, że

s 62^2 ^ €»2^®2  ̂ s
W twierdzeniu 1.2 m-algebry i Ewhoaomor fizmy mogą być za­
stąpione odpowiednio przez algebry zupełne oraz hamoaorfiz- 
шу zupełne.

2. 10ІЯЕ PRODUKTY Z m-AMALGAMACJ*

Pokażemy teraz, że zachodzi również następujące uogól­
nienie twierdzenia 1 .2*

Twierdzenie 2.1. Miech |Bt: t&l} będzie pewną in­
deksowaną rodzina algebr Boole'a. Jeżeli A, B^ są m-algeb- 
rami Boole #a i £t« A — >Bt cwnonomorf izmami dla t G T, 
to istnieje m-algebra Boole'a C oraz n-nanomorfizny 
ĝ t — >C dla t ^ T  takie, że dla i,jGT g^f^ = &j*j
przy czym dla i Ф j ĝ CBj.) o 3 6j^(A)«

Dowód :
Korzystając z aksjomatu wyboru możemy założeć, żo zbiór 

T pokrywa 3ię ze zbiórka wszystkich liczb porządkowych 
mniejszych od pewnej ustalonej liczby \i •
Otrzymamy zatem system m—algebr Boole*a Cv i m—conomor— 
f izmów gx takich, że

: Bj > C , с  Сд , 6^ ^  ^ ̂  K

6 (Bj ) 0 В н  (*ц ) “ (A) dla

gdzie у i ^ < p
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С ; с Сц oznacza, że С у. jo et в-р od algebrą algebry G/t •

Tak jest rzeczywiści©, gdyś jeśli weźmiemy CQ • BQ 
oraz jako Sq autamorfizm identycznośćlawy algebry BQ, 
to warunek (i jost oczywiście spełniony dla V ^ y4 <i* 
Ponadto zakładając, że A> < % i oraz mi>gą
być tak dobrane dla ^ с Л  ( ^  warunek (J jest spełnio­
ny, jeśli tylko Л  i fi < X  , rozważmy algebrę Boole's*

c" = U  Cc
л к л  3

(suma teorionnogościowa ciągu wstępującego algebr Boole'a 
jest algebrą Boole'a)*
Algebra C” nie nuśi być m-zupełna, ale ponieważ dla każdej
algebry Boole#a istnieje nininulne n-rozszersonie (patrz [27l ), 
niech ladzie takim m-rozozerzeniem dla algebry

°A <C" С С Ь *
Mamy zatem m-mononor f ismy g : B -*«5. dla % ̂  A
przy czym wszystkie g ; fy s A -- >C^ pokrywają się dla |<A*
Weźmy m-monomorfizm gQf0s A - — »°a *
Ponieważ mamy rćwnież fA* A , zatem z własności
amalgamacji dla klasy m-ilgebr Boole'a wynika, że istnieje 
m-algebra Зооіо'а C oraz m-manomorfizmy g 1  h;  
takie, że

s>* B X ---> 0 X '  4 *  СЛ --->СЛ  1 gA fA = h A Sofo
Klasa m-algebr Boole'a jest zamknięta ze względu na obrazy 
izomorficzne, możemy więc założyć, że C jest rozszerze­
niom algebry Cy' , a h  jest identycznością, a więc

c  сл с сл d3La A •
Ponieważ również (B^ ) a h ̂  (c'̂  ) » в д (Вл ) о С ^  B0fQ(A) 
to e A (BA )ngi (В,, ) = ą,f0(A) dla Л



46 -

Pokąsaliśmy aa tam, że warunek 1 jest również spełniony 
dla 5 < Я + 1  i Д <  Я +  1. Korzystając z zasady in­
dukcji pozaskaóczonoj mamy więc, że warunek (i jest speł­
niony dla każdego î> i Д <  ̂  .
Żeby zakończyć dowód twierdzenia, wystarczy wziąć jako C 
minimalne m-rozczorzenio algebry Boole'a C'f gdzie

c' = U  c4

Uwaga# Łatwo zauważyć, że w tym dowodzie d-algebr у i m-hono- 
morfizmy mogą być zastąpione odpowiednio przez algebry zu­
pełne i hamocorfizmy zupełno (wtedy C' i C uzięełnienia 
algebr C" i C')*

Definicja 2*2* Niech B̂ * t £• T ̂  będzie rodziną 
m-olgebr Boole'a i niech A - m-algebra Boole'a taka, że 
Istnieją dla każdego t&3) m-nonamorfirny f̂ s A — -̂ B̂ .* 

Uogólnionym wolnym m-produktem rodziny (B^s t } 
z m-zonalganowoną m-podalgebrą A nazywamy n-algebrę Boole's 
C taką, że spełniane są następujące warunki#
(1 ) dla każdego t e T istnieje n-nonamorfizm ĝ.# B̂ .— =>C

taki, że ss g^fj dla dowolnych i,j&T

(2) U W B , )  n-gonerujo C
tfeT ^  ę

(3) jeżeli D jest m-zupełną algebrą Boole's i
hę# B̂ .—  ̂D t zbiór m-hmomorf i snów takich, że
>4fi - h^f^ dla i,je3?, to istnieje m-hcaaonorfizm 
h i C — =>D taki, że bgfc * h|. dla teł.

Warunki (2) i (3) w definicji 2*2 mogą być zastąpione przez»
warunek (2')#
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(2#) Jeżeli D jo et a-zupołną algebrą Boole'a i
łXj.: — > D- g 2 dQst zbiorem i>*hananor£Izmó©
takich, że hj^ * dla dowolnych i,j & 2,
to istnieje dokładnie jeden m-koEiomorfizm h i C— >D 
taki, że kg^ = hj. dla t £ 2*

Z porównania definicji 2*2 oraz definicji 10*2 z roads* I 
widać, żo uogólniany wolny m-produkt clgebr ^ ^
z т-аашаісаіашап^ m-p od algebrą A jest szczególnym przypad­
kiem granicy prostej w klasie m-algebr Boole'a i m-hamocior- 
fi zmów.
Wiadomo (patrz 4 ), że granica prosta systemu

w klasie n>-&lgebr Boole'a zawsze istnieje, 
jest jednoznaczna z dokładnoócią do izomorfizmu i może być 
skonstruowana w następujący sposób?
Niech (Et Ifc 1 1 S?) będzie wolnym m-pr od aktem zbioru 
i®t t tr ® (pntrz Sikorski [27 ) • Dla prostoty utożsamiamy 
każdą z jej obrazem izomorficznym і^(В^) w B. Niech
J będzie najmniejszym m-ideałem © B zawierającym zbiór

f±(x) л * i»j^T» x g A r

Niech g: B — —  ̂B/J będzie kanonicznym m~homomorfizmem. 
Niech dla każdego t £ 2  ^  = s|^t* Kożna pokazać ([4])t 
że para (B/J, j ^eet £ГбПІС4 Prostą systemu

ft * A ^Bt\tes: •
wykorzystując powyższo uwagi udowodnimy teraz :

Twierdzenie 2.3. Niech A, będą m—algebrami Boole ' a  
i ft* A — Cbmonomorfizmemi dla t 6 2. Uogólniony wolny 
m-produkt rodziny • ^  2 z m-zamalgamoaoną m-podalgebrą
A zawsze istnieje.
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Ройба» Wystarczy pokazać, że w granicy prostej 
(C,{gfc t w заас1ѳ m-algebr Boole#& systemu A,Bt,ft»t^T
E-honoTiorfizray g. są янтопдаоагЯятеті dla każdego t € 2.
Z twierdzenia 2.2 wynika, że dla rodziny istnieJ°
m-algebra Boole'a C oraz ш-monomorfizmy ĥ .: — >C *
takie, że h ^  * dla dowolnych i,j&T.
Zatem z warunku (ii) definicji granicy prostej wynika, że  
istnieje dokładnie jeden m-homomorfizm Ы  C — ->C■“ taki, 
że = ĥ. dla t £ T.
Ponieważ dla każdego 1 6- T h*. jest n-monamarf izmem, oczy­
wiste jest, że gj. też musi być różnowartościowc.
Ponieważ także h^(B^) ̂  s kĵ f̂ (A) dla i Ф- j» l»j ■- ̂
więc oczywiście 6^(3^) л gj(B^) « dla i Ф j, i,j€ T
czyli (C* {&£ t ę) jest uogólnionym wolnym m-produktem ro­
dziny ' \t 2 3 mocno m— zamal gamowaną m-p od algebrą A.
Czyli w klasie n-algebr Boole'a istnieją wolne produkty 
z amalgamacją.
Uwaga» Ponieważ w klasie zupełnych algebr Boole' a nie zawsze 
istnieje granica prosta, dowód ta. 2.J nie może być rozsze­
rzony na klasę zupełnych algebr Boole'a.

Wniosek 2.4. Hiech boolowska m-struktura logiczna 
{Вѵ * ТТеГ v ma tę własność, że dla dowolnych d e(b &Г 

d £ ( b  -=> B , O B i a Z. Z istnienia wolnych ia-produktów 
z m-zamalgamowaną m-podalgebrą wynika, że istnieje m-algebra 
Boole #a B i m-monomorf izmy i - t B $■ — > B, Y 6 l ; takie, 
że dla x & S  i ̂ (x) *  i^(x) dla T̂, (b e Г « przy czym 
jeśli istnieje m-algebra Boole'a C i m-homomorfizmy оПа тГ&Г 
g , * B v ^ C  takie, że g^(x) а feb(x) dla x£Z, <*,(!> еГ, 
to istnieje dokładnie jeden m-homonorfizm Cp* B —  ̂C taki, 
że ф id » gd dla c* € Г,
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Niech P s L będzie logiką generowaną przez ̂ ггбГ Q
ч В V- » iffri j . Ii&two pokazać, że przekształcenie 
h j P — ^B takie, że dla h(x) * i (x) jest
m-homonor f Izneo n-ortoposetu boolowskiego P w m-algebrę 
Boole'a 3.
Ponieważ z mocnej niecności amalgamacji

і 5 (в^) n І р С В р )  Ш 1^(2) , T S f f i

to h Jest пмпопоеогі izmem. Stąd (B,h) jest wolnym m-ro2sze~ 
r saniom za—or top oset u boolowskiego P, tzn* dla dowolnego 
Er-Іюш oii orf łanu g* P — >C, gdzie C jest n-algebrą Boole'a 
istnieje dokładnie joden iz»-h.04bonorfim ф ; B — > C taki 
Cph = g.

*♦ PEWNE ТйІЖВгіЗт O ROZSZERZANIU e-HOMOSORUaiÓS?

Z własności amalgamacji wynikają następujące twierdze­
nia, analogiczne do twierdzeń dla klasy wszystkich, algebr 
Boole'a*

Sierdzenie З И  . Niech AQ będzie właściwą и-pod algeb­
rą m-algebry Boole*a A (AQCA), 5? dowolnym zbiorem. Ist­
nieje m-algebra С i m-monomor f i zmy щ.г A-— dla t 61 
takie, że dla dowolnych t,pG2

SfcU) » dla xtA0

%(з:) * ^(x) dla t + p i x £ A  - AQ

Powód; Niech dla każdego t £ T i * t  AQ— f  A będzie 
cwa on amorfizmem idontycznościowym (injakcją).
Zaten na mocy tw. 2.1 istnieje n-algebra Boole#a C oraz 
Ertmonomorfizmy £ц.; A — >C, że ĝ ij. » g^ip dla dowolnych 
t,p&2 czyli dla х & Л 0 g^ac) a gp(x).
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Ponieważ 6la tjip ^(А)п^(А) = £fc(A0) = ^ C ao)» ^ięc

St(x) * t^Cx) dla x e A -  AQ.

ffwierdzenie 3*2. Jeżeli C, Aj.,Bj. są m-algebrami Boole'a, 
Aj. c Bt i fj.* Aj.— -i' C ia-ibonanor.fizmy dla t tT, to istnie­
je ifr-algebra D (Dz>C), że dla każdego t£T istnieje m-mono- 
morfism gj.8 Bj.— > D, ż© gj. a fj. przy czym 
6j[(B̂ ) n 6mj( )  = f ^ A ^ n f ^ )  dla i f jj i* j &

Dowód:
Rozważmy najpierw dowolne ustalone t&5.

Z własności amalgamacji mamy następujący diagram*

i - injekcja

Utożsamiając w 
C O  Dj.f Ą

t

Dj. Ц(С) z C mamy:
* **. c o  £;(Bt) = £t^'t^ *

Powtarzając rozumowanie otrzymamy dla tę 2 rodzinę takich
ia-algebr Pj.e Biorąc i : C — >G oraz ij.: C-- ^j. dla teł
jako injekcje, przez zastosowanie twierdzenia 2*1 dostojaay, 
że istnieje n-algebra D oraz m-manomar f i any h: C — »D 
i hj.s Dj.— > D takie, że hi = ix̂ij. dla każdego t &T

czyli ЬДх) a h(s) dla każdego z£C.

h(C)oht(Bj;) = h(C), ł^CP^otijCB-j) = h(C) dla i*j,
І . К І

Utożsamiając znowu w D h(C) z C mamy:
C C D  i dla xGC bj.(C) a h(x) dla każdego teł.
Biorąc gj. ss hj.£̂  otrzymujemy:
gj-i Bj. — >D, t̂jfî  u £t dla iŁażc3eG0 t GT*



Hożna to zilustrow ać diagramem:

s tr z a łk i nieopisane  
oznaczają in je k cje

h ^ D ^ n  h ^ )  = C dla i  *  j ,  i , j  t T

Ponieważ C o  *  f  (j^ )• ' ' W - W
zatesa &j(Ba ) n e i (Bł ) = d la  1 ć  j

Ityn cam. dowód zo sta ł zakończony.

itoierd&enie  3*3» i*iecłł ci 3 będą і р ч і ^с Ьг ш і  Boole #a , 
* f t ! At — Ewnonomorfiznaail dla t G 2 ,  Is tn ie je  m-algob- 
^  Ь ^  B taka, że dla każdego t  & T is t n ie je  &-homomoriiso. 
щ.г C-— > C ta k i, że dla ace-Aj. g^ U ) = f t (x)*

Bo£Ód$ wykorzystując wielokrotnie twierdzenie 3 .2  dosta­

jemy następujący diagram przemienny (d la dowolnego t e T  ma- 
iiy te  same algebry B^, k s  1 , 2 , , . * ) :

•fb

3
h i Z

B.

T̂3>2 ------?

------------ >
gdzie poziome s tr z a łk i są injekcjsm i oraz 
*4k: ^łs-l > \  d la  k г 1 ,2 , ••• są ta k ie , że

* £*(х) dla x e / t 1 t e ^ 
(przyjęliśm y tu oznaczenie BQ « B ).
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Iliach (С, { і ^  feeo -і .) W s i e  granicą prostą w klasie 
m-*algebr Boole'a systemu ■< k»Q,1,**** Ponieważ rodzina
{ \ W o  1 2}... Jsst ciągiem wstępującym, więc granicą pros­
tą tego systemu w klasie wszystkich algebr Зооіе'а jest

CO

c' e ! za-algebra C jest po prostu wolnym m-rogular-
b=0 ’

nym n-rozszarzeniem algebry C#. V g.canicy C utożsamiamy 
iJB^) z Bk; tym samym B » BQ C C  oraz i^h^ * Пату
więc rodzinę m-monomor £ izmów h^i 3̂ . w---taką, że

^ ( х )  = Ьэд(х) dla k ^ l  i z C - B ^

zatem na podstawie definicji 10.2 istnieje n-łiomociorfizn 
щл C — >C taki, że g J fi ^ htk czyli g^x) = ft(x)

dla x t A t i  tell*.
W szczególności z twierdzenia 3*3 otrzymujemy;

Wniosek 3*4, J e ż e l i  A jest m-podalgebrą m-algebry 
Boole#a B i  f; A — >B jest n-nononorfizmem, to istnieje 
m-algebra Boole "a C taka, йе B jest m-podalgebrą tej al­
gebry oraz istnieje m-hmomorfizm gs C — >C taki, że 
g(x) « f(x) dla z&A.

Wynik we wniosku 3*4 jest słabszy niż uzyskany w analo­
gicznym twierdzeniu dla klasy wszystkich algebr Soole'a 
przez M.J* tiączyńskiego (praca doktorska), gd2ie hamoEiorfizn 
występujący ;v tezie twierdzenia jest automorfizmem*
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R o z d z i a ł  III

icJUAsAkACJA ĄhGfcHŁ' POSŁA

Aj

1. РОББЫ,. GnE POJĘCIA

Podamy najpierw proste uogólnienie definicji 2.2 
z poprzedniego rozdziału, 
liiech będzie klasą algebr podobnych.
Bieoh A , Aj. e $  oraz istnieją monomorfizmy A

dla t£T.

Definic.la 1.1 Parę (3, t ̂ ) nazywamy wolnym 
produktem algebr 2 w ^ Łlsie я zamalgamowaną
pod algebrą A, jeżeli spełniono są warunki:

1° B
2C dla każdego teł istnieją monoiaorfizmy ĝ t A*—

takie, że * gjf* dla dowolnych i»je 2

5° Jeżeli Ce f i ^ jest rodziną homoniorfizmów
takich, że Ьц.: Afe-?C i h ^  = dla I,j6 T,
to istnieje dokładnie jeden homomorfizm h * B —  
taki, że bĝ . я dla każdego t 6T.

Mówimy, że wolne produkty w amalgamacją istnieją w klasie ^  , 
jeżeli dla każdego układu A^ ^ . AeSfC

i A — -> AtH-£-T istnieje wolny produkt algebr
At t£T a zamalgamowaną podalgebrą A#

Zajmiemy się problemem amalgamacji dla algebr Poeta. 
Algebry Poeta były szczegółowo badane przez G.Epeteina 8 ,
T. Traczyka [29 , 50 , Ph. Ewingera [i , [5 , G. Rouseau
[25 i innych.
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Przytoczymy tu następującą definicję*
Definicja 1.2. P jest algebrą Posta rzędu n } 2 ,  jeżeli 

P jest kratą dystrybutywną z O i 1 oraz istnieje w P taki bkończoti 
łańcuch C: O « eo ^ ei < ^ e* 4 en»>i * 1# że *a*dy element 
x e-P daje się dokładnie w jeden sposób przedstawić я postaci*

x * \ /  Di(x)ei 
i*1

gdzie D1(x) >  D2(x ) >  ...> ^^(х) oraz Di(x)GB dla 
każdego "Ц;і^п-1
В * ̂ x OP* istnieje x&P takie, że ivx' * 1 i хлх' m oj.

Jeżeli algebra Posta jest kratą m-zupełną, to nazywamy 
ją m-algebrą Posta. W przypadku, gdy m jest liczbą skończo­
ną, przez m-algebrę Posta rozumieć będziemy algebrę Posta.

Jest dobrze znane (Dsinger [5])* że łańcuch C (łańcuch 
stałych) jest wyznaczony jednoznacznie. Wiadomo również 
(Rousseau [25], Balbes, Dwinger [1]), że P jest eoproduktem 
B i C w kategorii krat dystrybutywnych z 0 i 1 i hoaomorfiz­
mów kratowych zachowujących 0 i 1, i na odwrót* jeżeli P jest 
eoproduktem (w tej kategorii) algebry Boole#a B i łańcucha 
m-elementowego C, to P jest algebrą Posta rzędu n, której 
łańcuchem stałych jest C. Będziemy zatem dla algebry Posta P 
używać oznaczenia < В, C > •

Ępstein [зЗ pokazał, że algebra Posta P * <.B,C У jest 
m-zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy algebra Boole'a B jest

n-1
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Traczyk [30] pokazał, że klasa algebr Posta ustalonego 
rzędu n może być równościowo zdefiniowana jako klasa algebr 
z pewnymi operacjami. Operacje tfc charakteryzują oczywiście 
homomorfizmy pomiędzy algebrami Posta tego samego rzędu* 
Można jednak przyjąć ogólniejszą definicję homomorfizffiu 
w klasie wszystkich algebr Posta, a mianowicie 1

Definicja 1,3 (Traczyk) Niech P « < B,C> i P'«
= <B',C'^ będą algebrami Posta odpowiednio rzędu r i n. 
Homomorfizmem Posta ht P — >P' nazywamy homomorfizm kratowy 
(zachowujący 0 i 1) taki, że h(C) CC'.
Jeżeli homomorfizm Posta zachowuje kresy zbiorów m-indeksowa- 
nych, nazywamy go m-homomorfizmem.

Jest oczywiste, że homomorfizm Posta h: P — *P' wyzna­
cza homomorfizm B — >Ъ* algebr Boole'a i h.|ę* C — »C'
łańcuchów, ale i odwrotnie, tzn* zachodzi następujące twier­
dzenie *

Twierdzenie 1*4. Niech P * będzie algebrą Posta
rzędu n i P' « < B',C' )• algebrą Posta rzędu r* Każdy hcmo- 
morfizm boolowski h*s B — *B' i homomorfizm łańcuchów (kra­
towy zachowujący 0 i 1 ) h°t C — >C' mają dokładnie jedno 
wspólne rozszerzenie do hcaaomorfizmu Posta h: P — >P% przy 
czym:
(i) jeśli h* i h° są monomorfizmami, to h również
(ii) jeśli h : B — jest m-homomorfizmem algebr Boole'a, 

to h : P — >P# jest m-homomorfizmem Posta*

Dowód: P jest eoproduktem algebry Boole'a B i łańcucha 
C, więc istnienie dokładnie jednego h : P — »P' wynika z de­
finicji coproduktu, co ilustruje następujący diagram prze­
mienny:
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с ^ >Р <—
1?

I1
hiі łi і^#±2* і^*±2 ckcje

С — ^--> Р' С - Б7

(i) wynika z faktu, że każdy z t P  ma dokładnie jedną re-
n-1

prezentację monotoniczaą х *  V  БЛзс) Ae^,Іяеі X Ł
(ii) Dla dowodu tej własności, niech 5? >y m

i X .  V Xj. s z,x. ep dla t &•$.
1 t 17

П-1 n-1h(x) * h( V  Di(2)Ae.) m V  h(D.*(x)) a h(вл) asІш1 1 1 isi 1 1

n-1 * . , . n-1V  H V  Di(xt))Ah°(ei) = v  
i*1 te? 1 i«ri Lt eT

V  ьГ(l 1(x , ) | a  h0(e±).

n-1V  \/ 0̂>i(*t))Ab0(e4)
i«1 tt-I

n—1 /V v М%ОД)&«*) Ш V h(xt)t ЬТ 1*1 1 T 1 ttl 5

Wniosek 1*5* Ponieważ każdy aut amorfizm algebry Posta 
P = < B,C > jest stały na łańcuchu C, zatem każdy aut amor­
fizm algebry Posta jest wyznaczony jednoznacznie przez auto- 
morfizm algebry Boole'a B« Wynika stąd, że każde twierdzenie 
o automorfizmach w algebrach Boole'a ma 3wój odpowiednik w 
twierdzeniu o automorfizmach w algebrach Posta,

Niektóre inne konsekwencje tw. 1,4 rozważymy w następu­
jących paragrafach.
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2, WŁASNOŚĆ AMALGAMACJI W KLASIE m-ALGEJBR POSTA RZ£DU n

Niech f P  oznacza klasę wszystkich m-algebr Posta 
ustalonego rzędu пУ/2 (jeśli m skończone, jest to po prostu 
klasa wszystkich algebr Posta tego rzędu)•

Dla P f r ^ n n t  P * < B,C> gdzie

C s O s ©o ©/j ̂  * i •
Ponieważ algebry są tego samego rzędu, nie prowadzi do nie­
porozumień oznaczenie tym samym symbolem C łańcucha stałych 
w dowolnej algebrze. Wyróżnienie stałych traktujemy tu jako 
operacje zeroargumentowe i będziemy rozważać tylko takie ho- 
momorfizmy Posta, że h(C) * C.

Z rozważań dotyozących własności amalgamacji w klasie 
m~ algebr Boole'a wynikają natychmiast następujące dwa twier­
dzenia;

Twierdzenie 2,1. Klasa ma własność amalgamacji
(patrz Ildef. i.i).

Powód; Niech P ,P^ 2 ^ t Y  F — f 2* P "“*P2
będą m-nonomorfizmami Posta.

P = <B,C>
P,, * <B1fC>
p2 » < >

Jest oczywiste, że dla i = 1,2, jest izomorfizmem,
£ІІВ m~monomorfizmem пь-algebry Boole'a B w Bi>K la s a  w szy stk ich  m -algebr Boole 'a  ma w łasność am algam acji, zatem is t n ie je  tak a  m -algeb r a B o o le 'a  B *  i  ta k ie  m—mono- ■ aorfimy g £  .  » , — » « * , * •  g *  f - ,|B -  gg f g j g .
Rozważmy P* * <B*,C)> . P* jest m-algebrą Posta.
Ha podstawie twierdzenia 1.4 m-monomorfizm g£ ; ^ B*
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Jest oczywiste, że g^f^ e g2f2*
A więc pokazaliśmy, że własność amalgamacji jest spełniona

Niech P * <B,C> , Pt »  <Bt,C> .
Weźmy ~ uogólniany wolny m-produkt m-algebr
Boole'a { -fe e* T 2 m~zama^Samoman^ Pod algebrą B.
Rozważmy algebrę poeta P s <.B*,C}> • Oczywiście 
Podobnie jak w poprzednim dowodzie łatwo pokazać, że warunki 
2° i 5° z definicji 1.1 są spełnione - wystarczy brać odpo­
wiednie rozszerzenia do homomorfizmów Poeta bomomorfizmów 
określanych na algebrach Boole'a B i B̂., t &T,

W szczególności z twierdzeń 2.1 i 2*5 wynika, że klasa 
wszystkich algebr Posta rzędu n^ 2 ma własność amalgamacji 
i, co więcej, w klasie tej istnieją wolne produkty z amalga­
macją.

Dalsze rozważania dotyczą klasy ф  dla m skończo­

Przytoczymy jeszcze następującą adaptację definicji po­

twierdzenie 2.2. W klasie źP nm istnieją wolne produk­
ty z amalgamacją.

z

nego.

danej przez B. Jonssona w [12] i [13] •
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f : В — > A. Algebra А nazywa się ^-jednorodna ® ,
jeżeli każdy izomorfizm i : A^ — *A2 pod algebry A na
podalgebrę A2 C A taki, że Xj < f> , da.1e się rozszerzyć 
do automorfizmu na A.

Wniosek 2.4. Dla każdej nieskończonej liczby kardynal­
nej cl przy założeniu ogólnej hipotezy continuum ck.+ * 2°̂  
istnieje w klasie (m skończone) jedna, i z dokładnoś­
cią do izomorfizmu tylko jedna, d 4-uniwersalna d\f-,jedno­
rodna algebra Posta roL+*

Dowódt Przy założeniach, twierdzenia,z własności amalga­
macji (patrz [13] i [18]) wynika istnienie w klasie algebr 
Boole'a jednej, i z dokładnością do izomorfizmu tylko jednej,
cL+-uniwersalnej cC-jednor odne j algebry Boole'a 0 .

ckT
Hiech P ^ + * <. U ^ +»C ) . Ponieważ w algebrze Posta każdy 
element ma dokładnie jedną representację monotoniezną (patrz
definicja 1.2), więc moc zbioru elementów algebry P ,.o(+
jest nie większa niż moc zbioru n-wyrazowych ciągów elementów 
algebry Boole'a U ^ + czyli P ^ + * U • Spełnienie pozo­
stałych warunków definicji 2.3 wynika natychmiast z twierdze­
nia 1.4. Z tego samego twierdzenia wynika również fakt, że 
P ^ + jest tylko jedna (z dokładnością do izomorfizmu).

Nie wiadomo natomiast, czy dla dowolnej nieskończonej 
liczby kardynalnej d  istnieje zawsze cL* jednorodna 

o!~uniwersalna algebra w klasie m-algebr Boole'a, tym samym 
nie wiadomo, czy jest tak w klasie jeśli m nieskoń­
czone. Zui>ełne algebry Posta można jednak scharakteryzować 
jako retrakty pewnych algebr (b-jednorodnych (3-uniwersał- 
D'Jah* $>m  < m skończone).

Przypomnimy jeszcze definicję retraktu.
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Defin.ic.1a 2.5. Algebra Posta P^ jest retraktem algebry 
Poeta P2 .jeśli istnieją homomorfizny f: Pg— ^P^ i g:P̂ j— >P2 
takie, że fg jest identyczność iowym automorf izmem na P^* 
Wynika stąd, że g jest monomorfizmem i f jest ńomaaaorf izmem 
P2 na P^.

Wniosek 2.6. Algebra Posta P rzędu n i mocy jest
zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy jest retraktem ^-uniwersal­
nej ĉ +-jednorodnej algebry P ^ + (* klasie wszystkich al­
gebr Posta rzędu n)•

Dowód; Kloch F « <B,C> ,to B^cL . p  jest zupełna 
wtedy i tylko wtedy, gdy B jest zupełna {Epstein [8]).
W pracy [l3] M.J. Mąozyński udowodnił, że algebra Boole'a 
A o mocy A 4-cb jest zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy jest 
retraktem algebry U^ + * Stąd uwzględniając twierdzenie 1.4 
i definicję 2.5 dalsza część dowodu jest oczywista. 3

3. AMALGAMACJA W KLASIE WSZYSTKICH ALGS2R POSTA
Niech ф  oznacza klasę wszystkich algebr Posta skończo­

nego rzędu. Klasa ta wprawdzie nie jest klasą algebr podobnych 
(różna ilość operacji zoroargumentowych), ale własność amalga­
macji można zdefiniować jak w def. 1.1 rozdz. II rozważając 
homomorfizmy Posta.

Lemat 3.1. Dla aowolnych łańcuchów С,С^,С2 (a więc
skończonych z 0 i 1) i monomorfizmów f^*C — ?Ĉ  i f2*C — * C2 
istnieje łańcuch i monomorf izmy g® i C^— >C^i
g° * C2— > C* takie, że g®^ « б®і’2.
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Dowód: N iech  C : G = e Q ^  e^4 » . » <• « 1 .Rozważmy ilo c z y n  k a r te z ja ń s k i zbiorów СЦ i  Cg* N iech С *  a A U By gd zie
A =r j(a,b) C2I V  [e^C, І л( е ±) » а

1 ̂  i < n-1

1 f2^ei-1̂  ^ b ^ f2^eî )l

B ^ a . b j e c ^ c ^ V ^ ^ c ,  *2(®i) a b  

i ^gC^) ̂  a ^
JU

W zbiorze C określamy relację porządku w sposób następujący: 
[(a,b) ̂ r(ctd)3 <=“=-> [a <  e lub (a * c i b^d)"J.
C* jest zbiorem skończonym, liniowo uporządkowanym, zawiera­
jącym element najmniejszy (0,0) oraz element największy (1,1), 
a więc c* e ^

Określamy następująco*

6^(1) = (1*1) orazd la  a 6 C,, ta k ie g o , że i s t n .  & C ( 0 ^ i ^ n - 2 )  
g°(a) * (a,f2(et))

Jest widoczne, że przekształcenie to jest różnowartościowe, 
zachowuje porządek, a więc jest monomorfizmem z w • 

Analogłcsmi© określamy g® • C2 — *C 1 &°'°) * (0*0) oraa 
g®(b) «(f^e^.b) dla bGC? takiego, że f(©ie1) < b 
dla pewnego 1^i^n-1.
Dla e^&C mamy gljf^e^) B ( f i^ei ) * f 2^ei  ) )  І  e|f2( « l )  ■ 

* ( f 1(e i ) , f 2( « i ) )  ożyli g®f1 «  g|f2, oo kończy dowód.
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Twierdzenie 3.2. Klasa wszystkich algebr Posta ma włas­
ność amalgamacji.

Dowód: Niech P * <B,C> , P1 » <JLtCL> , P2 « < B2»C2^ 
będą dowolnymi algebrami Posta, ?-— f2s P — >P2 mo­
nomorf i zmami Posta.
2 lematu J.1 i własności amalgamacji w klasie algebr Boole'a 
wynika istnienie i przamienność diagramów:

Niech teraz P* « ,

P ^ — ?>P* rozszerzenie monomorfizmów g° i g ^ ,
S2* P-— ^P* rozszerzenie monomorfizmów g2 i g *  .

Równość gLjf̂  * g2f2 wynika z przemienności przedstawionych 
diagramów.
Wykazaliśmy więc, że dla dowolnych algebr Poeta P, P^# P2 
i monomorf i zmów f̂ t P — уР^ i f2: p — »P2 istnieje algebra 
Posta P* i monomorfizmy Poeta ĝ ł — *P*" i ĝ : P2 —9 P*
takie, że » g2f2#

Uwaga 1: Opierając się na lemacie 3*1 i tw. 1.4 można 
podounie dowieść, że klasa wszystkich m-algebr Posta ma włas­
ność amalgamacji.

Uwaga 2: Wolne produkty z amalgamacją nie zawsze istnie­
ją w klasie wszystkich algebr Posta, gdyż na to, by istniał 
wolny produkt rodziny algebr Posta {Pt\te5.» jest konieczne, 
by rząd tych algebr był wspólnie ograniesony (nie jest to 
jednak warunek wystarczający).
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