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O powstawaniu zjawiska wyboczenia.

A  Y  7 potocznym języku technicznym nieraz by-
y  w ći rozumiane pod wyboczcnia

*  każde wogóle wygięcie pręta prostego, 
wywołane przez siły podłużne, t. j. siły bądź ści
śle rów noległe  do osi pręta ,  bądź też tworzące z 
nią kąt bardzo ostry.

W  nauce nazwę wyboczenia stosujemy tylko do 
dwóch zjawisk fizycznych, mianowicie do z jaw i
ska wyboczenia sprężystego i do zjawiska wybo
czenia niesprężystego. Aczkolwiek oba te zjawiska 
różnią się od siebie pod względem sposobu powsta
wania, posiadają one jednak pewne cechy wspól
ne, które pozwalają je uważać za dwa rodzaje (ni
żej oznaczone przez I i II) tego samego zjawiska 
fizycznego.

Dla obserwatora zjawisko wyboczenia przed
stawia się w ten sposób, iż pręt prosty, obciążo
ny osiowo przez siły stale wzrastające P, pozosta
je prostym do pewnej wartości siły podłużnej Pk, 
po przekroczeniu zaś tej wartości ulega wygięciu. 
Z tego powodu wyboczenie bywa zwykle określa
ne poprostu, jako fakt niestateczności prostolinjo- 
wego typu równowagi pręta przy pewnej wartości 
siły podłużnej.

Tego rodzaju określenie, jako bardzo ogólne, 
nie może wprawdzie nastręczać żadnych wątpliwo
ści, nie charakteryzuje jednak też zupełnie indy
widualnych cech zjawiska na tle innych faktów 
niedostatecznej równowagi i nie zawiera warun
ków, towarzyszących powstawaniu zjawiska. Stąd 
zdaje się wypływać potrzeba nieco głębszego u ję 
cia istoty fizycznej zjawiska, potrzeba zrozumiała 
nietylko ze względów dydaktycznych, ale też i ze

względów czysto naukowych, gdyż brak o tyle o 
ile rozpowszechnionego określenia zjawiska wybo
czenia niewątpliwie przysparza nieraz badaczom 
trudność wzajemnego porozumienia się. Utarte 
mniemanie, iż o m n i s  d e f i n i t i o  o d i o s a  
e s t nie powinno być przeszkodą do poszukiwań 
w tym kierunku.

Każdy wogóle układ materjalny uważamy za 
znajdujący się w stanie równowagi statecznej, je 
żeli, przy dowolnie małem odchyleniu części ukła
du od położenia równowagi, zaburzenie równowa
gi pozostaje trwale dowolnie małem; jeżeli zaś 
małe odchylenie od położenia równowagi wywołu
je zaburzenie, wykraczające poza obszar dowolnie 
wybrany, wówczas mamy do czynienia z równo
wagą niestateczną x).

J a k  widzimy, zastosowanie przytoczonego okre
ślenia równowagi niestatecznej do "zjawiska wybo
czenia wymaga, dla całkowitej jasności, ustalenia 
natury i sposobu powstawania owego „małego od
chylenia" od położenia równowagi, które powoduje 
dalsze zaburzenie, wykraczające już poza dany 
obszar. Pod tym względem właśnie zachodzi wy
raźna różnica między wyboczeniem sprężystem a 
niesprężystem, niezależnie od różnicy w sposobach 
wyznaczenia siły krytycznej w obydwóch przypad
kach.

To samo dotyczy i tego określenia równowagi, 
według którego równowaga ciała będzie stateczna,
o ile ciało wyprowadzone z położenia równowagi

’ ) Według rozprawy prof. inż. dr. M. T. H u b  e r a  
p. t. „Kryterja  stałości równowagi", r. 1926, str. 1.
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będzie do tego położenia wracało, zaś niestateczna 
wówczas, gdy będzie się od niego od d ala ło2).

Weźmy pręt prosty, obciążony osiowo (rys. la), 
nieograniczony ani pod względem sprężystości, ani 
też pod względem wytrzymałości. Przyczynę od
chylenia, wywołującego zaburzenie równowagi pro
stoliniowej takiego pręta, możemy sobie przedsta
wić jako dwa momenty [J-, zaczepione chwilowo 
do końców pręta, działające w tej samej pła
szczyźnie i skierowane ku sobie.
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wywołują wy- 
gięcie(zakrzy-  ̂
wienie) pręta, 
stwarzając w 
każdym jego **- 
przekroju mi- 
mośród si
ły podłużej P, aJ 
poczem zni
kają. Przed 
ich usunię
ciem się jesz
cze część A rJ- 
pręta pozosta
je pod dzia- 
łani2 m mo- ^  
mentu [J-, mo
mentu Ma =
=  P ya oraz 
momentu 9)i, 
w e w n ę t r z 
nych sił sprę-

„ży&lośfiî dzia:-
ł a j ą c y c h  w jg[> 
przekroju aa 
(rys. 2 ).

Mamy tu 
na widoku,tak 
jak  i wszędzie niżej, zginanie pręta w płaszczyźnie 
działania momentów [J-, a więc zginanie płaskie.

Jeżeli przyjmiemy, iż momenty |J. wzrastają do 
swej ostatecznej wartości w sposób ciągły i nie
skończenie powolny, wówczas momenty |x, Afa i 9)1, 
muszą utrzymać odciętą część pręta w równowa
dze, czyli że musi mieć miejsce zależność:

o, . . . (i)

przyczem pręt przybierze pewną postać AgB  
(rys. Ib).

Po usunięciu momentów [J- równowaga pręta 
zakrzywionego zostaje zaburzona, poczem ustala 
się ponownie bądź jako typ równowagi prostolin
iowej A B  (rys. la), bądź też krzywolinjowej A dB  
(rys. Ib), w zależności od tego, czy siła P nie 
przekroczyła wartości krytycznej P k, czy też ją 
przekroczyła.

W  przypadku pręta o nieograniczonej spręży
stości momenty mogą przybierać dowolną wiel
kość, gdyż rola ich sprowadza się jedynie do wy
tworzenia mimośrodu ya (mimośród sprężysty), 
a więc do umożliwienia wystąpienia momentów 
zginających M̂ .

Rys. 3 — 5.

Rolę przyczyny, wywołującej chwilowy mimo
śród siły podłużnej (przyczyny zakrzywiającej), 
może odegrać też pewna siła ~ .prostopadła do 
osi pręta i znikająca z chwilą powstania mimośro
du. Może to mieć miejsce jednak tylko wówczas, 
gdy pręt jest należycie podpaity (rys. 3). Wreszcie 
rolę przyczyny zakrzywiającej odegrać może rów
nież chwilowa różnica temperatur otoczenia /, i {■, 
z dwóch stron pręta (rys. 4).

Przed zaczepieniem do pręta momentów 
(względnie sił *) naprężenia normalne w nim wy
rażają się wzorem;

P
A (2)

gdzie A oznacza pole przekroju pręta.
Po zaczepieniu momentów [•>. największe naprę

żenia normalne wyniosą:

-  _i_« — p  j-t** +  p y ■ (3)

gdzie W oznacza wskaźnik wytrzymałości pręta.
Po usunięciu momentów a wyrażenie (3) przy 

P C  Pk przybiera postać (2 ), a przy P >  Pk 
postać:

(4)

W  technice mamy do czynienia oczywiście tylko 
z prętami o sprężystości ograniczonej.

W razie pręta o pewnej określonej granicy 
sprężystości momenty [i. mogą przybierać tylko 
wartości nieskończenie małe w sensie fizycznym, 
w danym więc razie wartości, odpowiadając

małym naprężeniom że można ta naprężenia 

pominąć w porównaniu z naprężeniami śriskaja-
Pcemi . . Gdyby ten warunek nie został spełnio-
A

ny, wówczas naprężenia, spowodowane przez mo
menty p., dodane do naprężeń, spowodowanych 
przez siły podłużne, mogłyby łącznie przekroczyć 
granicę sprężystości, a nawet granicę wytrzymało
ści, i w ten sposób momenty [J- stałyby się bezpo
średnią przyczyną złamania lub trwałego odkształ
cenia pręta.

Przyjmujemy tu, że przynajmniej przy war-
Ptości P — P k naprężenia ^  nie przekraczają granicy

sprężystości, czyli że w chwili rozpoczynania się 
wyboczenia pręt jest jeszcze sprężysty.

W  razie gdy momenty [>- (względnie siła ~) 
są wielkościami nieskończenie małemi, powodują 
one nieskończenie małe ugięcie T|, i nieskończenie 
mały moment [J., =  Piix w środku pręta. Moment [)-i 
wywołuje nieskończenie małe ugięcie %  oraz odpo
wiedni moment zginający ;>.L> =  Pty>, moment m 
wywołuje nieskończenie małe ugięcie %  oraz mo
ment [i.3  =  Pr j3  i t. d. (rys. 5). Wszystkie wielkości 

tJ-2 > % < ■ > oraz 1*11 !a2 i s 3  wielkościami
nieskończenie małemi tego samego rzędu, a więc 
dodawanie do siebie we właściwy sposób ugięć y 
może doprowadzić w sumie do ugięć pręta o wiel
kości skończonej ').

2) p.rof. H. C z o p o w s k i  „Mechanika teoretyczna". 8) Vide W. W i e r z b i c k i, Mechanika budowli, 1929,
1921, t. I, str. 206. str, 192.
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Może jednak zajść przypadek w pręcie o sprę-
JJ,

żystości ograniczonej, iż naprężenie ^  nie będzie

V ,  .  ,  .  Pmogło byc pominięte w porownaniu z naprężeniem

a jednak naprężenie obliczone ze wzoru (3) nie 
będzie przekraczało naprężenia na granicy sprę
żystości i nie będzie dlatego decydowało o złamaniu 
lub trwałem wygięciu pręta.

Przypadek też może mieć wprawdzie miejsce 
i w razie gdy pręt wchodzi w skład pewnej kon
strukcji budowlanej, zdarza się to jednak rzadko, 
i dlatego można powiedzieć, iż w prętach ściska
nych, stosowanych w budownictwie, naprężenia 
wyrażają się wzorem (2) gdy P <L Pk i wzorem (4) 
gdy P >  Pk Tem różni się przedewszystkiem 
zjawisko wyboczenia od zjawiska ściskania mimo- 
środowego (jednoczesnego ściskania i zginania), 
przy którem naprężenia wyrażają się wzorem (3) 
przy najmniejszej nawet wartości siły P.

W artość siły podłużnej P — Pk odgrywać tu 
będzie rolę podobną do tej, jaką odgrywa zero 
w stosunku do liczb dodatnich i ujemnych. Przy 
P =  Pk może, mianowicie, pręt ściskany posiadać 
i kształt prosty i kształt zakrzywiony, przy nie
skończenie małej jednak wielkości ugięcia y. Można 
więc w tym sensie mówić o wyboczeniu nieskoń
czenie słabem.

Z technicznego punktu widzenia pręt pozostaje 
oczywiście przy P — Pk prostym; jak widać jednak 
z rys. 7 i tablicy II, przytoczonej niżej, mały 
nawet, ale skończony przyrost siły P  powoduje 
już duże wygięcie się pręta.

Wyobraźmy sobie w dalszym ciągu pręt dosko
nale sprężysty, ściskany osiowo i przeniesiony do 
pewnej przestrzeni abstrakcyjnej, w której nie 
działa siła ciężkości, w której niema zmian atmo
sferycznych i t. d. Jeżeliby siła podłużna w takich 
warunkach dosięgła w pręcie wartości krytycznej, 
wówczas wyboczenie pręta mogłoby mieć miejsce 
jedynie na skutek wystąpienia jakiejś przyczyny 
zakrzywiającej w sensie wyżej omówionym. G d y 
by natomiast przyczyna taka nie mogła mieć m ie j
sca, wyboczenie nie nastąpiłoby tu wogóle.

Pręty ściskane, znajdujące się w zwykłych 
warunkach pracy konstrukcji budowlanej, podlegają 
jednak wstrząsom, wahaniom temperatury, miejsco
wym chwilowym zmianom w jednorodności ma- 
terjału i t. d. Wstrząsy, jakich doznają pręty ści

5nnm

skane, znajdują wyraz w omówionych wyżej mo
mentach a, bądź siłach %, zaś zmiany w jednorod
ności materjału pręta wywołują bezpośrednio 
mimośród sił podłużnych.

W ten sposób widzimy, że już w samych wa
runkach pracy prętów ściskanych konstrukcyj 
budowlanych tkwi źródło mimośrodu sił podłużnych 
nawet wówczas, gdyby mimośród taki nie był 
spowodowany przez zaczepione w sposób wyraźny 
momenty lub siły rc.

Skoro więc, z 
fizycznego punktu 
widzenia, mimośród 
siły podłużnej, choć
by nieskończe
n i e  mały, w pręcie 
ściskanym zawsze 

__a powstać musi, pozo
staje on więc za
wsze, niezależnie 
od źródeł, z jakich 

pochodzi, przyczyną najbliższą ( c a u s a  p r o x i m a )  
zjawiska wyboczenia. Przyczyna ta jednak przybiera 
znaczenie dopiero wówczas, gdy siła podłużna 
dosięga wartości krytycznej Pk.

Gdy siła podłużna jest mniejsza od siły kry
tycznej, mały chwilowej mimośród siły podłużnej 
pozostaje tu bez znaczenia.

Im dalszą jest siła podłużna od siły krytycznej, 
tem większa jest stateczność pręta sprężystego, 
Stopień jego stateczności może być zmierzony na 
podstawie liczby wahań pręta A B  (rys. 1) po 
usunięciu momentu [i lub sił " ,  gdy pręt pozostaje 
pod działaniem samych tylko sił podłużnych1). 

Mówiąc wyżej o mimośrodzie siły podłużnej, 
jako o przyczynie najbliższej zjawiska wyboczenia 
pręta ściskanego siłą podłużną, równą sile kry
tycznej, lub większą od niej, mieliśmy stale na 
uwadze tylko chwilowy mimośród siły podłużnej,

Rys. 8.

Rys. 9. Rys. 10.

tak iż, chcąc wyznaczyć formę odkształconej pręta, 
uległego sprężystemu wyboczeniu, nie należy brać 
pod uwagę momentów {J. lub sił it, które ten począt
kowy, chwilowy mimośród siły podłużnej spowo
dowały.

Jeże li  siła zaczepiona została ze stałym mimo- 
środem, wówczas prostolinjowa forma równowagi 
jest tu wyłączona i pręt będzie wygięty przy n a j 
mniejszej nawet wartości siły podłużnej P.

Weźmy pręt stalowy, w jednym końcu utwier
dzony, o długości 100 mm i o przekroju podłuż-

4) A. S o m m e r f e l d ,  Eine einfache Vorrichtung zur 
Veranschaulichung des Knickungsvorganges, Z. V. D. I. 1905, 
str. 1321.
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Rys. 11.

nym 12 mm X  1 mm (rYs- 6), obciążony siłą po
dłużną P, działającą równolegle do jego osi z mi- 
mośrodem a, i wyznaczmy największe jego ugięcie/, 
odpowiadające różnym wartościom siły P. Doj
dziemy tą drogą do jednej z krzywych (rys, 7), a dla 
różnych wartości a — do pęku krzywych I — VI, 
przedstawionych na tym rysunku i odpowiadają
cych różnym wartościom a.

Krzywe II — VI są tu zaczerpnięte z pracy 
prof. Czopowskiego5), zaś krzywa I została obliczo
na, niezależnie od tamtych krzywych, metodą po
daną przez K. Obrębowicza6), Kształt krzywych 
prof. Czopowskiego znajduje potwierdzenie w obli
czeniach innych autorów, oczywiście tylko w czę
ściach, wchodzących w zakres tych ostatnich 
obliczeń.

Wybierzmy na 
każdej z krzywych
1 — VI punkt o (na 
rysunku kółko), od
powiadający takiej 
wartości P 0 siły po
dłużnej P  i takiej 
wartości f0 ugię
cia /, że przy P > P () 
ugięcia wzrastają 
znacznie prędzej,
niż odpowiadające im siły podłużne. Punkty 
te odpowiadają pewnego rodzaju optimum sił P, 
inaczej, pewnej wartości tych sił, przy których 
grozi prętowi niebezpieczeństwo technicznie niedo
puszczalnego wygięcia.

Biorąc z rys. 7 wartości f0 (ugięcia) i a (mi- 
mośrody), odpowiadające poszczególnym punktom
o, znajdujemy zależność /0= F , ( a )  między temi 
d w ie m a  w ie lk o śc ia m i ,  u w id o cz n io n ą  na  ry s .  8. 
Z w y k r e s u  w id a ć ,  że w m ia rę  zm n ie jsz a n ia  się  
mimośroau a szybko maleje wieikość ugięć

Z drugiej strony, na rys. 9, przedstawiającym wy
kres zależności P0 — F 2 (a) między wielkościami 
P () i a, sporządzonym na podstawie rys. 7, widzi
my, że wielkość P„ szybko spada przy zwiększa
niu się mimośrodu, zwłaszcza przy mimośrodach 
małych.

Położenie punktów o na wykresie 7 jest tem 
wyraźniejsze, im mniejszy jest mimośród a. Przy 
dużych a  krzywe wykresu stają się coraz bardziej 
płaskiemi, a przy a —o o  mamy do czynienia z czy- 
stem zginaniem pręta momentem zaczepionym do 
jego końca. W tym przypadku ugięcia są propor
cjonalne do momentów, a więc odpowiednia linja 
wykresu 7 powinna mieć kształt linji prostej.

Powyższe rozważania nie uległyby oczywiście 
zmianie i wówczas, gdyby rozpatrywany pręt był 
w dwóch punktach swobodnie podparty.

Wyobraźmy sobie, że jedna z krzywych rys. 7 
została zastąpiona w okolicy punktu o bądź przez 
dwie przecinające się w tym punkcie proste, 
w różny sposób nachylone względem osi f, bądź 
też przez dwie płaskie krzywe, nie mające w punk
cie o wspólnej stycznej (rys. 10).

Gdy siła P  przybiera wartość P0 o znaczeniu 
wyżej omówionem, wówczas najmniejszy przyrost

tej siły powoduje, iż zamiast zależności P =  F  (f), 
wyrażonej przez prostą Oo lub krzywą Ono, pręt 
zacznie się wyginać wegług zależności, wyrażonej 
przez prostą or  lub krzywą omr. Ponieważ prosta
Oo odpowiada tu małym wygięciom pręta, zaś 
prosta or dużym, więc przy P — P0 grozi prętowi, 
że jakaś zewnętrzna okoliczność, zwiększająca 
siłę podłużną nawet o wielkość nieskończenie małą 
w sensie fizycznym, może wywołać niedopuszczal
ne, z punktu widzenia technicznego, wygięcie 
pręta.

W obec niemożności ścisłego wyznaczenia poło
żenia punktu o, linje funkcyj /„ =  F t (a) i P„ =  F 2 (a) 
powinny być właściwie zastąpione przez odpo
wiednie pasy funkcjonalne, w rodzaju przedsta
wionego na rys. 11, chociaż dla dalszych rozwa
żań tej pracy nie jest to konieczne.

Z wykresów rys. 8 do rys, 10 wynika, że siła P„ 
przy ściskaniu mimośrodowem odgrywa rolę ana
logiczną do roli siły krytycznej Pk przy wybocze
niu, gdyż w jednym i drugim wypadku mały przy
rost siły ściskającej powoduje duże (niedopu
szczalne) ugięcie pręta ściskanego. Ponieważ w rze
czywistości przejście od rodzaju zależności P — F  (f), 
wyrażonej dolną (poniżej punktu o) częścią każdej 
z krzywych rysunku 7, do zależności wyrażonej 
górną (powyżej punktu o) częścią tej krzywej, od
bywa się nie w jednym punkcie, lecz na przestrzeni 
pewnego skończonego odcinka o o "  tej krzywej 
(rys, 12), więc przejście to może mieć miejsce do
piero przez przyrost siły P0 o pewną wielkość 
skończoną -'P, tem mniejszą przytem, im mniejszy 
jest mimośród a.

W  tablicy I przedsta
wione są dla rozpatrywa
nego pręta i małych mi- 
mośrodów przyrosty siły 
podłużnej AP, powodują
ce przejście zależności 
P =  F  (!) od jednego ty
pu (np. wyrażającego się 
prostą Oo na rys. 10) do 
drugiego (np. wyrażają
cego się prostą or na tym
że rysunku) oraz odpo
wiadające temu przejściu przyrosty Af. Dołączo
ny jest tu dla porównania wypadek, gdy mimo
śród, a również i ugięcia pręta równają się 0, 
czyli wypadek, gdy pręt pod działaniem siły osio
wej, przekraczającej wartość krytyczną, dopiero 
zaczyna się wyginać.

T A B E L A  I.

a A P A f A*
A P

A f

f

A P

P

0 0,15 20 130 o o 0,03
0,1 0,4 17 42 34 0,08
0,5 ! ,0 25 25 8 0,20

1 1,5 30 20 5 0,30

5) Prof, H. C z o p o w s k i ,  Słów kilka o wyboczeniu sprę- 
żystem, Czasopismo techniczne, 1924.

6) K, O b r ę b o w i c z ,  O wytrzymałości prętów na wybo
czenie. Rozprawy Akademji Umiejętności, 1886, str. 101.

Analogja, zachodząca między stanem równowa
gi pręta ściskanego osiowo przy P =  Pk a stanem 
równowagi pręta ściskanego mimośrodowo przy 
P =  Po, upoważniałaby pozornie do wtłoczenia te
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go ostatniego stanu równowagi w określenie rów
nowagi niestatecznej, przytoczone na wstępie tej 
pracy, lecz wiele względów, przedewszystkiem zaś 
wzgląd na różnicę warunków energetycznych, czy
ni to niemożliwem. Omawiana analogja zasługuje 
jednak na podkreślenie i może, mojem zdaniem, 
rzucić wydatne światło zarówno na warunki fizycz
ne, towarzyszące zjawisku wyboczenia, jak i na 
doświadczalne wyznaczanie siły krytycznej. Stan 
równowagi, odpowiadający wartości P = P 0, bę
dziemy niżej nazywali równowagą q u a s i - n i e -  
s t a t e c z n ą  pręta ściskanego mimośrodowo.

Siła krytyczna Pk może być rozpatrywana na 
podstawie wykresu rysunku 9, jako granica sił P0, 
wyrażonych w funkcji mimośrodu, czyli że

Pk == lim P0|°=o =  HmjFo (5)

Przy wyznaczaniu siły krytycznej dla pręta 
sprężystego drogą doświadczalną uzyskanie zu
pełnie ścisłej osiowości obciążenia podłużnego nie 
jest możliwe, dlatego też drogą doświadczalną 
uzyskujemy właściwie bezpośrednio nie siłę Pk, lecz 
jedną z sił P0. Dla małych mimośrodów siły po
dłużnej, jak widać z rys. 9, siła P 0 szybko zdąża 
do P k, tak iż przy dobrej aparaturze doświadcze
nia siła P k mało różni się od teoretycznie wyzna
czonej siły Eulera P £.

Ze względu na omówione wyżej okoliczności, 
towarzyszące zjawisku wyboczenia sprężystego, 
możemy dla tego zjawiska ustalić następujące okre
ślenie:

Wyboczenie sprężyste jest to zjawisko, pole
gające na tem, że pręt sprężysty, pierwotnie pro
sty i ściskany siłami podłużnemi ściśle osiowemi, 
zakrzywiowy pod działaniem pewnej chwilowej' 
przyczyny zewnętrznej, nie wraca, po usunięciu tej 
przyczyny, do swego kształtu prostolinjowego,
0 ile siła podłużna przekroczyła wartość, zwaną 
siłą krytyczną.

W  zagadnieniach budownictwa mamy przeważ
nie do czynienia z przypadkami wyboczenia 
niesprężystego, t. j. przypadkami, kiedy na-

Pkprężenie . , odpowiadające wartości Pk siły po- 
/ i

dłużnej, przy której zaczyna się wyginanie pręta, 
jest większe od naprężenia na granicy spręży
stości materjału i powoduje naprężenie trwałe.

W  przypadkach wyboczenia niesprężystego nie 
mogą być stosowane równania teorji sprężystości
1 dlatego wyprowadzenie wzorów teoretycznych 
dla siły krytycznej natrafia tu na znacznie większe 
trudności, niż w razie wyboczenia sprężyste
go ')•

W  pewnych wypadkach mamy jednak możność 
wyznaczania ugięć, oczywiście trwałych, i pręta 
niesprężystego. W  tym celu musimy przyjąć, że

założenie płaskich przekrojów moc swą tu zacho
wuje oraz że naprężenia rozkładają się w każ

dym normalnym przekroju poprzecz- 
 ̂ nym belki według znanego nam pra- 

P  wa.
Weźmy pręt NN, zginany siłami po

dłużnemi P, zaczepionemi z pewnym 
stałym mimośrodem KN =  a  (rys. 13).

Niech prosta A B  na rys. 14 ozna
cza pewien przekrój poprzeczny 
pręta, a prosta 
A B '  || A B -  wy
kres naprężeń 
ściskających.

Przypuśćmy, iż A'_ 
naprężenia, spo
wodowane zgi
naniem pręta, 

wyrażają się krzywą A"KGB". Dodając do siebie 
oba rodzaje naprężeń, znajdujemy wykres naprężeń 
w przekroju A B  w postaci rzędnych krzywej 
A'A "KG B"B'. W przypadkach gdy w grę wcho
dzić może wyboczenie, punkt A" wykresu znaj
duje się poniżej punktu A', czyli że mamy w da
nym przekroju do czynienia z naprężeniami róż
nych znaków. Gdy chodzi o najważniejszy zwykle 
początek wyginania się pręta, wówczas napręże
nia wyciągające A 'A " , mniejsze, co do wielkości 
bezwzględnej, od naprężeń ściskających B'B", nie 
przekraczają zwykle granicy sprężystości. Upraszcza 
to ustalenie prawa rozkładu naprężeń w ściskanej 
części przekroju AB.

Ustawiając dla części pręta Av. (rys. 13) dwa 
równania równowagi sił zewnętrznych i wewnętrz
nych, działających w dowolnym przekroju aa, 
znajdujemy:

/
r> dA — P

f °
z dA  =  P  (y-j-a)

(6)

(7)

Jeżeli oznaczyć przez £, i s2 jednostkowe wy
dłużenia na obydwóch krawędziach pręta, a przez 
h wysokość przekroju, wówczas otrzymamy dla 
krzywizny wygiętej osi pręta wyrażenie

i  =
P h

Po nadaniu określonego kształtu krzywej 
A "K G B ”, czyli po ustaleniu zależności:

0 =  M£) .............................. (9)
możemy, rozwiązując za Karman’em łącznie rów
nania (6) —  (8), znaleźć w sposób taki sam, jak 
dla prętów sprężystych, o stałym współczynniku E, 
równanie odkształconej w postaci:

dly  - P ( y  +  a). . . . (10)E dx-

7) Z pośród uczonych polskich swoje wzory teorety
czne dla siły krytycznej przy wyboczeniu niesprężystem dali: 
prof. L. Karasiński, prof. M. Broszko i dr. Wł. Burzyński.

W dalszym ciągu ustawił Karman dla pręta 
niesprężystego teoretyczny wzór siły krytycznejs), 
obecnie jednak naogół zaniechany.

8) Wzór Karman'a dla siły krytycznej został między in- 
nemi zakwestjonowany przez prof. M. Broszkę w pracy p. t. 
,,Uber die ałlgemeine Losung des grundlegenden Knickpro- 
blems“ oraz przez prof, Huber’a w pracy p. t. , ,0  wybo
czeniu niesprężystem", 1931.
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Całkowanie równania (10) wykonane przez Kar- 
man an) sposobem wykreślnym pozwoliło mu spo
rządzić dla stali wykres przedstawiony na rys. 15, 
a wyrażający dla pręta, którego wysmukłość wynosi

~ =  60, i dla różnych mimośrodów zależność 

między ugięciami pręta a siłami P  (ściślej naprę

żeniami średniemi -j-)  , przy których mają miejsca 

te ugięcia.
Zależność P  =  F(f), otrzymana w ten sposób 

teoretycznie, została przez K arm ana dla pewnych 
wypadków sprawdzona doświadczalnie. Aczkol
wiek przyjęta przez Karman'a forma zależności (9j 
została przez późniejsze badania obalona, nie wpły
wa to jednak na sam kształt krzywych wykresu 
rys. 15.

S n , E k9[

3100

3000

2300

2800

2700

2600

10 20 30 40 50 60 ?t0 80 90 100 V 0 f  

Rys. 15.

Wprawdzie wykres rys. 15 otrzymany został 
dla stali posiadającej wyraźny okres plastyczności, 
jednak i dla innych materjałów budowlanych na
leży w kształcie krzywych P  =  F[f) oczekiwać 
mniej lub więcej wyraźnego załamania, wywoła
nego przez to, że materjały te przy zginaniu dają 
zawsze szybko wzrastające ugięcia, skoro siła zgi
nająca przekroczy pewną wartość.

Oznaczamy przez o punkty wierzchołkowe (na 
rysunku kółka) krzywych wykresu 15, t. zn. punkty, 
w których następuje załamanie się krzywych ugięć. 
Siły P 0, odpowiadające punktom o, będą miały 
podobne znaczenie, jak siły P0 na wykresie 7, 
gdyż, poczynając od tych wartości sił, pręty będą 
wykazywały prędko wzrastające ugięcia. Ugięcia, 
odpowiadające siłom P„, będziemy oznaczali, jak 
poprzednio, przez fQ. Różnica między znaczeniem 
sił P() na wykresie 7 i na wykresie 15 polega na 
tem, że dla każdego mimośrodu a w pierwszym 
przypadku, po przekroczeniu wartości P (), siły po
dłużne wzrastają, choć bardzo powoli, a w drugim 
maleją. W  tym ostatnim wypadku siła P 0 odpo
wiada właściwie max P.

Na rys. 16 i 17 uwidocznione są odpowiednio 
zależność /0 =  F , (a )  między mimośrodem a  siły 
podłużnej a największem ugięciem f0 oraz zależ

ność P n =  F (a)  między mimośrodem a a siłą P„. 
Z wykresów tych wynika, że skoro mimośród siły 
podłużnej maleje, ma- f  
leje prędzej jeszcze to 
ugięcie f0 pręta, przy 15 
którem występuje si- 10 
ła P (), oraz że przy s 
zmniejszaniu się mi
mośrodu a  wzrasta 1 
prędko siła P0 , przy 
której ugięcia pręta 
zaczynają szybko ros
nąć.

10 15 2 0  25

Rys. 16.

9) T. v. Karman, Untersuchungen iiber Knickfestigkeit, 
Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, 1910, str. 18.

Przypuśćmy, iż siła podłużna P  nie jest ściśle 
równa P0, lecz jest od niej mniejsza o wielkość 
bardzo małą; wówczas pręt pod działaniem tej 
siły będzie się znajdował w położeniu takiem sa
mem, jak omówiony wyżej pręt sprężysty pod 
działaniem odpowiedniej siły P„. W  obydwóch, 
mianowicie, wypadkach małe przekroczenie war
tości P u przez siłę podłużną powoduje szybkie 
wzrastanie ugięcia pręta. W obydwóch też wy
padkach siły P 0 odpowiadające tej wartości ugię
cia f0, poza którą ugięcia nagle wzrastają, wzra
sta szybko w miarę zmniejszania się mimośrodu a.

Pręt niesprężysty znajduje się więc przy P = P „ ,  
podobnie jak pręt sprężysty w tych samych wa
runkach, w stanie przypominającym stan równo
wagi niestatecznej przy wyboczeniu, a któryśmy 
nazwali wyżej stanem równowagi quasi-niesta- 
tecznej.

Podobny stan równowagi posiada w przypadku 
pręta niesprężystego tę jeszcze analogję z wybo- 
czeniem, że w obydwu wypadkach duże zaburze
nie w równowadze pręta, wywołane matą przy
czyną, pozostaje i po usunięciu tej przyczyny, 
a więc momentu |', względnie małego przyrostu 
siły P 0. Nie ma to miejsca przy miinośrodowem 
zginaniu pręta sprężystego po przekroczeniu siły P 0, 
gdyż duże ugięcie pręta w tym przypadku znika 
przy zmniejszeniu się siły P.

Omówione wyżej własności zginania pręta si
łami podłużnemi zbliżają nas do ściślejszej defi
nicji zjawiska wyboczenia niesprężystego.

Wyżej przytoczone określenie wyboczenia sprę
żystego nie może tu oczywiście znaleźć zastoso
wania, gdyż pręt niesprężysty, zakrzywiony przez 
moment nieskończenie mały [J. (względnie siłę 7t), 
nie wraca do swego kształtu prostolinjowego nie 
tylko po usunięciu momentu [J-, lecz nawet po cał- 
kowitem usunięciu siły podłużnej P.

Z drugiej strony 
wiemy, iż na to, 
aby wyginanie się 
pręta mogło nastą
pić, koniecznem 
jest, jak to było 
omówione wyżej, 
aby siła podłużna 
uzyskała pewien 
mimośród, bez nie
go bowiem, po
dobnie ja k i  w przy
padku prętów sprę
żystych, wyboczenie nie będzie miało miejsca.

Wyobraźmy sobie np., że mimośród siły po
dłużnej w chwili wyboczenia pręta został wywo-
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łany przez momenty [i-, zaczepione do końców 
pręta i zwrócone ku sobie, i przypuśćmy, że są 
to momenty nieskończenie małe w sensie omówio
nym wyżej, t. j. momenty, wywołujące takie na
prężenia, które mogą być pominięte w porówna
niu z naprężeniami ściskającemi, wywołanemi 
w pręcie przez siłę podłużną. Po usunięciu tych 
momentów spowodowane przez nie ugięcie które 
nadało sile podłużnej pewien mimośród, nie znika, 
jest ono jednak tegoż rzędu co moment {J-, 
a więc nieskończenie małe. Moment P który 
powstał z powodu mimośrodu rj,, będzie więc wiel
kością nieskończenie małą i może wywołać do
datkowe ugięcie pręta vj2, tegoż rzędu, co ugięcie

Drogą dodawania ugięć nieskończenie małych 
7],, tj8i 7j8 i t. d. możemy tu dojść, jak w omówio
nym wyżej wypadku pręta sprężystego, do ugięć
o wielkości skończonej.

Zjawisko wyboczenia możemy więc tu wytłu
maczyć w ten sposób, że gdy siła podłużna jest 
mniejsza od wartości krytycznej Pk , ugięcia pręta 
nie przekraczają wielkości nieskończenie małej, 
gdy zaś siła P  przekroczy wartość krytyczną Pk , 
wówczas ugięcia pręta otrzymają wartości skoń
czone.

W ten sposób rozumiana siła Pk odgrywa tu 
rolę podobną do omówionej wyżej siły P„ przy 
zginaniu mimośrodowem i na podstawie wykresu 
rys. 17 możemy przyjąć, iż siła P 0 , podobnie jak 
siła krytyczna przy wyboczeniu sprężystem, wy
razi się wzorem:

P  =  lim |P 0|0=o =  l im jF 2(a)j0=o,

gdzie wyrażenie F 2{a) przedstawia siłę Pt) w funkcji 
mimośrodu siły podłużnej.

Przy wyznaczeniu siły krytycznej drogą do
świadczalną bezpośrednio, otrzymać możemy w da
nym razie, tak samo, jak i przy wyboczeniu sprę
żystem, tylko jedną z sił P{)l nie zaś prawdziwą 
siłę Pk ■ Dokładność wyznaczenia siły krytycznej 
zależy tu więc, jak i w tamtym wypadku, od stop
nia doskonałości aparatury doświadczenia. Nie
skończenie mały mimośród, odpowiadający na wy
kresie rys. 17 sile P0 =  P k, jest przyjęty za rów 
ny zeru (a =  0 ) .

Gdy chodziło o wyboczenie prętów o nieogra
niczonej sprężystości, moment , odgrywający rolę 
przyczyny zakrzywiającej, nie potrzebował być wo- 
góle ograniczony co do swej wielkości; w razie 
wyboczenia pręta o sprężystości ograniczonej, mo
ment [J- musiał być uważany za nieskończenie mały, 
jednak wielkość jego nie miała żadnego wpływu 
na wygięcie się pręta wybaczanego, gdyż przyczy
na zakrzywiająca występowała tu tylko chwilowo, 
a w czasie, gdy pręt doznawał wygięcia skończo
nego, moment [J- już na ten pręt nie działał.

Przy wyboczeniu niesprężystem, przyczyna, po
wodująca początkowy mimośród siły podłużnej, 
jako wielkość nieskończenie mała, może mieć wpraw
dzie charakter chwilowy, lecz sam mimośród nie 
znika po usunięciu tej przyczyny, i dlatego mo
ment Pfh, którego ramieniem jest on, zależy cd 
jego wielkości. Od wielkości początkowego mi
mośrodu zależy więc też i składające się z ugięć 
nieskończenie małych ostateczne, trwałe ugięcie 
pręta ściskanego, a więc i siła Pk, która je wywo
łuje. Zależność między siłą krytyczną a tym nie

skończenie małym mimośrodem % nie jest znana. 
F a k t  jednak, że pręty o tych samych wymiarach 
geometrycznych i z tego samego wykonane mater- 
jału ulegają wyboczeniu przy wartościach siły kry
tycznej Pk zbliżonych do siebie, wskazywałby, zdaje 
się, na to, że wpływ wielkości mimośrodu na 
wielkość siły krytycznej nie jest znaczny.

Na podstawie omówionego wyżej poglądu na 
powstawanie zjawiska wyboczenia niesprężystego 
ustalamy następujące określenie tego zjawiska:

Wyboczenie niesprężyste polega na tem, że 
pręt pierwotnie prosty i ściśnięty osiowo siłami 
podłużnemi ponad granicę sprężystości, doznawszy 
zakrzywienia nieskończenie małego (technicznie 
niedostrzegalnego), jako skutku pewnej chwilowej 
przyczyny zewnętrznej, podlega skończonemu (tech
nicznie wyraźnemu) wygięciu, o ile siły podłużne 
przekroczyły pewną wartość, zwaną siłą krytyczną,
O ile siła ściskająca nie przekroczyła wartości kry
tycznej, wówczas to samo zakrzywienie nieskoń
czenie małe nie spowoduje skończonego wygięcia 
pręta.

W  tablicy II  przedstawione zostały schema
tycznie poszczególne stany równowagi, towarzy
szące zarówno powstawaniu zjawiska wyboczenia 
sprężystego, jak i niesprężystego.

T A B E L A  II.

X Wuboczenie sprężyste (Gk<K') l Ą b . niespręż.(()k>/f)
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Linje z wężykiem przedstawiają w tablicy prę
ty, w których największe naprężenia normalne nie 
przekroczyły granicy sprężystości K', zaś linje bez 
wężyka—pręty, w których granica sprężystości zo
stała przekroczona.

Rubryka I odpowiada przypadkom, gdy naprę
żenie odpowiadające sile krytycznej, a więc naprę-

Pkżenie krytyczne ok =  ^  , jest mniejsze od K', czyli

przypadkom wyboczenia sprężystego, zaś rubryka II 
przypadkom, gdy o* jest większe od K', czyli przy
padkom wyboczenia niesprężystego.

Stany równowagi a l( a2 i a3, a więc wogóle 
typ la wyboczenia dotyczy prętów wykonanych 
z materjału, dla którego wielkość K' może przy
bierać wartości dowolnie duże, czyli prętów o sprę



żystości nieograniczonej, natomiast stany b j , b 3 i b 3, 
a więc wogóle typ Ib wyboczenia dotyczy prętów, 
dla których wyrażenie (4) nawet przy P bardzo 
mało większem od Pk przekracza wielkość K', czyli 
prętów o sprężystości ograniczonej10). Wreszcie 
wyboczenia sprężystego dotyczą przypadki, gdy 
pręt po przekroczeniu przez siłę podłużną warto
ści krytycznej (P >Pa) znajduje się w stanie rów
nowagi Ia ;„ o ile przyrost siły P  ponad wartość 
krytyczną nie przekroczy pewnej wartości AP
i znajduje się w stanie równowagi Ib3, o ile przy
rost wartość tę przekroczy (typ lab wyboczenia). 

Dwa przedstawione w tablicy typy wyboczenia 
niesprężystego Ha i Ilb różnią się tylko od siebie 
tem, że w pierwszym wypadku pręt staje się nie- 
sprężystym dopiero przy P  =  Pk, podczas gdy 
w drugim jeszcze przed przekroczeniem przez si
łę podłużną wartości krytycznej naprężenia a prze
kraczają granicę sprężystości K ' ,

Przypadek rówinowagi, nazwany wyżej rów
nowagą quasi - niestateczną, jako stan równo
wagi, odpowiadający takiej wartośdil siły po
dłużnej P 0, przy której mały przyrost siły wywo
łuje duże ugięcia pręta (z punktu widzenia tech
nicznego niedopuszczalne), zajść może i w in
nych zagadnieniach mechaniki technicznej, poza

ściskaniem mimośrodowem.
Przytoczymy tu parę 

przykładów, przyczem na
leży zaznaczyć, iż zamiast 
mówić o ugięciu i odpo
wiadającej mu sile, można 
tu mówić ogólniej o od
chyleniu od położenia rów
nowagi i o jego przyczy
nie.

Weźmy dwa pręty (rys. 
18) proste i całkowicie 
nieodkształcalne o dłu
gości A B  — l,  połączo

ne ze sobą przegubowo w punkcie B. Końce A 
obydwóch prętów są przesuwne (bez tarcia) i ob
ciążone przez siły P, skierowane wzdłuż osi prę
tów początkowo ściśle osiowo. Przegub B  jest po
łączony z nieruchomą i nieodkształcalną po
wierzchnią ss zapomocą sprężyny CB, której spół- 
czynnik sprężystości jest k.

Jeżeli siła P  nie przekroczyła pewnej wartości 
krytycznej Pk, wówczas przegub B  przesunięty do 
położenia B' wraca pod działaniem sprężyny na 
swe miejsce pierwotne, jeżeli zaś P > P k ,  —  pręty 
pozostają nachylone do kierunku AA.

Wyznaczenie wielkości Pk odbywa się w ten 
sam sposób, jak wyznaczenie siły Eulerowskiej. 
Rozpatrujemy więc położenie układu odchylone 
od równowagi prostolinjowej o wielkość x,  odpo
wiadającą kątowi BAB' — cp. Odchylenie wy
wołuje w sprężynie CB  siłę kx  oraz powoduje 
siłę Q, jako wynik działania na pręty A B  sił P 
pod kątem ? .

Przy równowadze układu sił P w położeniu od* 
chylonem od położenia prostolinjowego mamy:

2P
k x ~ Q  — -------- sincp . . . .  (12)

coscp

Ponieważ x  =  /sin'.?, więc

o klr = y  cos? (13)

Siła Pk będzie to ta siła P,  przy której możli- 
wem się już staje położenie prostolinjowe ABA , 
a więc

I kl kl
Pk =  \ ~lL COS? . . . . (14)

I <p=0

Przypuśćmy dalej, iż sprężyna CB  jest dłuższa 
niż odległość płaszczyzny ss od AB"A, że więc 
przy P  =  0 odległość B"B  =  a (rys. 19). Będziemy 
wówczas mieli do czynienia z zadaniem podobnem 
do ściskania mimośrodowego. Otrzymamy tu, 
mianowicie, następującą zależność między kątem 
B"AB' =  'f a siłą P:

j, k l x
r  — -z  cos? — j—

2  x  a
lub też zależność

k l sin cp
1 cos ? - |...2 / sin cp — a

(15)

(16)

Wykres zależności P — F(x) dla różnych 
wielkości mimośrodu daje pęk krzywych (rys. 20), 
podobny do przedstawionego na rys. 7.

Z wykresu rys, 20 widać, że przy małych 
mimośrodach a wyraźnie występuje tu załamanie 
się krzywych zależności P  F(x) przy pewnych 
wartościach P =  P0 .

10) Vide W. W i e r z b i c k i .  Metody obliczenia słupów 
złożonych, Przegląd Techniczny, 1927, str. 1013, szpalta 
lewa.

Weźmy teraz pręt AC nieodkształcalny i przy
twierdzony ramowo do końca sprężystego pręta 
AB, swobodnie podpartego w punktach A i B  
(rys. 21). Spółczynnik sprężystości obrotu prze* 
kroju poprzecznego A niech będzie k. Jeżeli od
chylimy pręt AC o kąt ?, wówczas równanie równo
wagi — 0 przybierze dla pręta tego postać:

PI sin? —  ?&, . , . . (17)
skąd

P _  k cp 
/ s in ' ( 18)
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(f: ML 
3 E J  ’ (20)

z której wynika, iż

k =
3 E J  
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Rys. 22.

gdzie M jest to dowolny moment zginający za
czepiony do końca A pręta, zaś E  i J  odpowiednio 
spółczynnik sprężystości materjału pręta i mo
ment bezwładności jego przekroju poprzecznego.

W  razie zaczepienia siły P  w punkcie C z pew
nym mimośrodem a, doszlibyśmy tu znowu do 
krzywych typu rys. 7,

W yobraźmy sobie wreszcie przyrząd przed
stawiony na rys. 22. Przyrząd ten może być uwa
żany za model stożka, ustawionego na jego wierz
chołku. Marny tu pionową nieważką ramę A B B A  
(rys. 22a), opartą na przegubach cylindrycznych 
(bez tarcia) A, pozwalających je j na obrót w 
płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny rysun
ku. Do poprzeczki B B  ramy w je j środku przy
mocowany jest wspornik Cc (rys. 22b), a do koń
ca tego ostatniego pręt cD równoległy do prętów 
ramy AB. W  punkcie D przytwierdzony jest 
ciężar.

Przy a >  0 i h > 0  (rys. 22 b) mamy do czynie
nia z bryłą zawieszoną w ten sposób, iż środek 
ciężkości (w danym razie środek ciężaru D) znaj
duje się niżej, niż punkt zawieszenia (przeguby A), 
mamy więc do czynienia ze stanem równowagi 
statecznej. Przy a =  0  i /i<0 mamy do czynienia 
z równowagą niestateczną.

Przy a > 0 następuje odchylenie prętów A B  od 
położenia pionowego. Kąt odchylenia możemy wy
znaczyć z warunku, że przy równowadze układu

pionowej, przechodzącej przez A (rys. 22 b). Stąd 
mamy:

tŚ'P =  X ........................ .....  (17)

Zależność między wielkościami tp, a i h przed
stawiona jest na wykresie rys. 23. Z wykresu te
go wynika, że przy małych mimośrodach można 
zauważyć wartości h0, posiadające tę własność, iż 
niewielka zmiana ich powoduje duże odchylenie 
ramy. Mamy więc znowu do czynienia z przypad
kiem, nazwanym wyżej równowagą quasi-niesta- 
teczną układu.

W raca jąc  do prętów ściskanych, stosowanych 
w budownictwie, zauważyć należy, iż wobec trud
ności wyznaczania siły krytycznej dla tych prę
tów ze względu na to, że siła ta wywołuje zwyk

le naprężenia, przekraczające granicę sprężysto
ści, byłoby, zdaje się, wskazanem wprowadzać tu 
do obliczenia mimośród siły pod łużn e j11). Przy
i,ym sposobie postępowania wywołuje wprawdzie 
trudności ustalenie dopuszczalnych naprężeń, 
możnaby jednak obejść tę trudność, stosując tu 
dopuszczalne naprężenia te same, co przy zwyk
łem ściskaniu lub zginaniu, sprawdzając nadto, 
czy ugięcia pręta są dostatecznie niższe od ugięć 
oznaczonych wyżej przez f 0, a odpowiadających 
przypadkowi równowagi quasi-niestatecznej, Tu 
nasuwa się konieczność ściślejszego obliczenia 
ugięcia prętów.

Wskazanem byłoby obliczanie prętów ściska
nych jednocześnie przy uwzględnieniu mimośro
du, jak wyżej, i bez jego uwzględnienia według 
wzorów doświadczalnych.

n) Vide W  W i e r z b i c k i .  O wytrzymałości prętów 
ziozonych w mostach żelaznych, 1924.
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