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I. Dyskusja kierunków naprężeń głównych.
P ra c a  k o n s tru k c y j b u d o w lan y ch , p o d d a n y c h  p ła s ­

k iem u  u k ład o w i sił, c h a ra k te ry z u je  s ię , z je d n e j s tro n y , 
k sz ta łte m  lin ij je d n a k o w y c h  n a p rę ż e ń , z d ru g ie j zaś, 
k s z ta łte m  to ró w  ty c h  n ap ręże ń .

P ra c a  n in ie js z a  p ośw ięcona j e s t  lin jo m  iz o s ta ­
ty czn y m , ja k o  je d n e m u  z ro d z a jó w  to ró w  n a p rę ż e ń  
u k ła d u  p łask ieg o .

Je ż e li  w y o b raz im y  sobie c ia ło  sp rę ż y s te  o k s z ta ł­
cie g ra n ia s to s łu p a  lu b  w alca , obciążone w  k ie ru n k u  
p ro s to p ad ły m  do w ysokości, to  l in ją  iz o s ta ty c z n ą  bę­
d z iem y  n a z y w a li k rz y w ą , w y k re ś lo n ą  n a  p rz e k ro ju  
p o p rzeczn y m  g ra n ia s to s łu p a  i p o s ia d a ją c ą  tę  w łasn o ść , 
że s ty c z n a  do n ie j w  p ew n y m  p u n k c ie  c ia ła  sp rę ż y s­
teg o  w sk a z u je  k ie ru n e k  je d n e g o  z n a p rę ż e ń  g łó w n y ch .

P o za  o g ó ln ą  c h a ra k te ry s ty k ą  w a ru n k ó w  p ra c y  po ­
szczeg ó ln y ch  budow li i w sk azan iem  w  n ich  m ie jsc  n ie ­
b ezp ieczn y ch , l in je  iz o s ta ty c z n e  są w ie lo k ro tn ie  p o ­
m ocne p rz y  ro z m ie sz cza n iu  n ie k tó ry c h  e lem en tó w  k o n ­
s tru k c y jn y c h , n. p. ż e la z n y c h  w k ład e k  u k o śn y ch  w  b e l­
k a c h  że la z o -b e to n o w y c h , k ą to w n ik ó w  u s z ty w n ia ją c y c h  
w  p io now ych  b lach ach  b e lek  ż e la zn y ch  i t .  d .

P rz y  w y z n acz en iu  lin ij iz o s ta ty c z n y c h , b ąd ź  d ro g ą  
u s ta w ie n ia  ró w n a ń  ty c h  k rz y w y ch , b ą d ź  zapom ocą o b li­
cz en ia  w sp ó łrz ęd n y ch  p o szczeg ó ln y ch  je j  p u n k tó w  nie- 
zb ęd n em  j e s t  u z a le ż n ie n ie  się  od p ew n eg o  p ła sk ieg o  
u k ła d u  osi w sp ó łrz ęd n y ch . Z  d ru g ie j s tro n y , k ie ru n k i 
n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  w  p ew n y ch  p u n k ta c h  c ia ła  s p rę ­
ży s teg o  za leżą  od w ielkości ty c h  n a p rę ż e ń . Z te g o  w y ­
n ik a  kon ieczn o ść  z b a d a n ia  w  k aż d y m  p o szczeg ó ln y m  
w y p a d k u  za leżności m ięd zy  ró w n a n ia m i n a p rę ż e ń  w  d a ­
n y m  ciele a u k ład em  w sp ó łrz ęd n y ch , w k tó ry m  p o szu ­
k u je m y  lin ij iz o s ta ty c z n y c h . Z a d a n ie  to  sp ro w a d za  się  
do d y sk u s ji k ie ru n k ó w  n a p rę ż e ń  g łó w n y ch .
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P o ję c ie  n a p rę ż e n ia  w  d an y m  p u n k c ie  o c ia ła  sp rę ­
ż y s te g o  ro z u m ie m y  w  sposób  n a s tę p u ją c y  :

B ie rzem y  w alec  sp rę ż y s ty  o p rz e k ro ju  dow olnym  
(rys. 1) i o w ysokości 1. N iech  w a lec  te n  b ędz ie  p rz e ­
c ię ty  p o w ie rzch n ią  c y lin d ry c z n ą  a  a,  p rz ech o d zącą  p rzez  
p u n k t  o.  O d d z ia ły w an ie  o d rzuconej części B  w a lca  n a  
część  je g o  A ,  oddz ie lo n ą  od ta m te j p o w ie rzch n ią  a a ,  
m oże być  za s tą p io n e  p rz ez  u k ła d  sił p ,  ro z ło żo n y ch  
w  sposób  c ią g ły  p o d łu g  te j p o w ierzch n i.

P rz y jm u je m y  p ew ien  u k ła d  w sp ó łrz ęd n y ch  X  O  Y  
i  z a k ła d a m y , że  :

P = / ( z ,  у ) ...................................... (1)
W  od leg łośc i n ie sk o ń czen ie  m ałe j od p u n k tu  o, 

n a  p rz e s trz e n i o d c in k a  b c ,  zw an eg o  e lem en tem  iz o s ta ­
ty c z n y m  , u w a żam y  p o w ie rzch n ię  c y lin d ry c z n ą  za  
p ła sz c z y z n ę , n a c h y lo n ą  do osi O X  pod k ą te m  <p, a  s iły  
p  za  s ta łe  i n a c h y lo n e  do b c  pod s ta ły m  k ą te m  /3.

N a p rężen iem  w p u n k c ie  o będ z iem y  w ięc n a z y ­
w a li w ie lk o ść :

d p

° v ~  d A ' ■ ■ (2)

g d z ie  d p  j e s t  to  su m a s ił p ,  d z ia ła ją c y c h  n a  p o ­
w ie rzch n ię  b с . 1 =  d  A .

P o n iew aż  k a ż d ą  z sił p  m ożem y  ro z ło ż y ć  n a  siłę
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p ro s to p a d łą  do p o w ie rzch n i b e  i do n ie j s ty c z n ą , w ięc 
i n a p rę ż e n ie  a v  w p u n k c ie  o  d z ia ła ją c e  n a  p ła sz c z y z n ę  
b e , m ożem y ro z ło ży ć  n a  n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e  o i s ty ­
czne T.

A b y  m o żn a  b y ło  p o ró w n y w ać  ze sobą n a p rę ż e n ia  
a  i i ,  o d p o w iad a jące  ró ż n y m  elem en to m  iz o s ta ty c z n y m , 
p rz ech o d zący m  p rzez  p u n k t  o u s ta la  się  za leżn o ść  m ię­
d zy  n a p ręże n ia m i, d z ia ła j ącem i n a  e lem en t 6 c, n a c h y ­
lo n y  w zg lęd em  osi O X  pod  dow olnym  k ą te m  <p a n a ­
p rężen iam i, d z ia ła j ącem i n a  e lem e n ty  x x  o raz  y y ,  od ­
pow iedn io  ró w n o leg łe  do osi O X  i O Y  (rys. 2). Z a ­

leżn o ść  tę  o trz y m u je m y  z w a ru n k ó w  ró w n o w ag i gra- 
n ia s to s łu p a , w y c ię teg o  z o m aw ian eg o  c y lin d ra  i p o s ia ­
d a ją c e g o  p o d s taw ę  o k sz ta łc ie  t r ó jk ą ta  a b c  o w y m ia ­
ra c h  n ie sk o ń cz en ie  m a ły ch  (rys. 8). P o n ie w aż  od leg łość  
p ła sz c z y z n  a b  i у  у  j e s t  w ie lkością  n iesk o ń cz en ie  m a łą , 
w ięc n a p rę ż e n ia , d z ia ła ją c e  n a  te  p ła sz c z y z n y , ró ż n ią  
się  od s ieb ie  ty lk o  o w ie lkości n ie sk o ń czen ie  m ałe , 
m u szą  b y ć  w obec te g o  u w a ż a n e  za  ró w n e  sobie. To 
sam o d o ty c z y  p ła sz c z y z n  a c  i x x .

P rz y  k ie ru n k a c h  n a p rę ż e ń , p rz y ję ty c h  n a  ry s . 3 
i p rz y  p rz y ję ty m  ta m  sposob ie  o d m ie rz a n ia  k ą tó w  q> 
za leżn o ść  m ięd zy  n a p rę ż e n ia m i а,  г,  ax i a y w y ra ż a  się 
zapom ocą ró w n a ń  :

a = f f a.s in 2ę>-ł-ff^cos2 < р + 2 г 0 sin<pcos<p . . (3)

*
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a
ox ~\~ о  у 

2 + cos 2 ę  +  T0 sin  2 (p

sin  2 <p +  t0 cos 2 gp. .

(4 )

(6 )

N a jw ię k sz ą  w a rto ść  a x o trz y m a  n a p rę ż e n ie  a  (n a ­
p rę ż e n ie  g łó w n e  p ie rw szeg o  ro d z a ju ) w  t. zw . p rz e ­
k ro ju  g łó w n y m , t. j .  w ów czas, g d y  p ła sz c z y z n a  b c  
n a c h y lo n a  b ędz ie  w zg lęd em  osi O X  pod k ą tem  q>=(p1 
o d p o w iad a ją cy m  ró w n a n iu  :

t g 2 qp„ =  —  .............................(6)
”y «a:

lu b  te ż  ró w n a n iu  :

D ru g i z k ą tó w  <p, o d p o w iad a ją cy  ró w n an io m  (6) 
lu b  (7), d o ty c z y  n a c h y le n ia  <jp=<jp2 e lem e n tu  iz o s ta ty c z ­
neg o , w  k tó ry m  n a p rę ż e n ie  a  (n a p ręż en ie  g łó w n e  d ru ­
g ieg o  ro d z a ju )  o s iąg a  w a rto ść  n a jm n ie jsz ą .

P rz y  d a n y m  sposobie  zn a k o w a n ia  d la  w ielkości 
n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  o trz y m u je m y  w z o ry :

®max   -p  О у (  ̂ ( 1̂ x  ® li\ , .)

o mm ~  2  ~  + T ° ’ .  •  ( 8 )



5

p rz y cze m  n a p rę ż e n ia  g łó w n e  p ie rw szeg o  ro d z a ju  (po­
s iad a ją ce  w a rto ść  b ez w zg lęd n ą  w ięk szą) o zn aczam y  
p rzez  <r, d ru g ie g o  zaś  p rzez  u2 .

W y ra ż e n ie  (6) d a je , p rz y  9o= cp 1 o raz  p rz y  <p=<p2 
w a rto ść  г —0 .

W y k re ś ln ie  p rz e d s ta w ia m y  za leżności, zach o d zące  
m ięd zy  n a p ręże n ia m i, d z ia ła j ącem i w  d an y m  p u n k c ie  c ia ła  
sp rę ży steg o , zapom ocą w y k re su  M ohr’a, zapom ocą w y ­
k re su  b iegunow ego , w reszc ie  zapom ocą e lip sy  n a p rę ­
żeń  (e lip sy  L a m é ’go).

P ie rw sz y  z w y m ien io n y ch  w y k resó w  je s t  n ie ­
zw y k le  w y g o d n ą  w u ży c iu  n o m o g ram ą  ró w n a ń  ;4) i (6), 
n ie  w sk a z u je  je d n a k  bezpośred n io  k ie ru n k ó w  n a p rę ż e ń .

W y k re s  b ieg u n o w y  w y ra ża  w zó r (8) i m a k s z ta ł t  
p rz e d s ta w io n y  n a  ry s. 8 i 10. T u  p ew ien  w e k to r w y ­
ra ż a  n a p rę ż e n ie  n o rm aln e , d z ia ła ją c e  n a  e lem e n t izo­
s ta ty c z n y  (p rzek ró j), n a c h y lo n y  w zg lęd em  osi O X  o k ą t  
<jp; n a p rę ż e n ia  ax i ay o d p o w iad a ją  tu  n ap ręże n io m  
g łó w n y m . W y k re s  te n  j e s t  z n a czn ie  tru d n ie js z y  do w y ­
k o n an ia  w p o ró w n an iu  do w y k re su  M o h r’a, p rzyczem , 
podobn ie , j a k  i ta m te n  w y k res , n ie  d a je  on k ie ru n k ó w  
n a p rę ż e ń ;  z a le tą  je g o  je s t  z n a c z n a  p rz e jrz y s to ść  p rz y  
p rz e d s ta w ie n iu  n a p rę ż e ń , ja k o  fu n k c y j k ą ta  cp.

E lip sa  n a p rę ż e ń  n ie  o d zn acza  się a n i p ro s to tą  
dw óch p o p rz ed n ich  w yk resó w , an i też  ła tw o śc ią  b u ­
dow y, p o siad a  je d n a k  d la  celów  n in ie jsze j p ra c y  w a rto ść  
s z c z e g ó ln ą , g d y ż  w sk a z u je  k ie ru n k i n a p rę ż e ń  i te rn  
u ła tw ia  budow ę lin ij iz o s ta ty c z n y c h .

E lip s a  n a p rę ż e ń  m u si b y ć  o d n iesio n a  do osi w sp ó ł­
rz ęd n y ch , p o k ry w a ją c y c h  się z k ie ru n k a m i n a p rę ż e ń  
g łó w n y ch . R ó w n a n ie  je j ,  b ędące  p rz e k sz ta łc e n ie m  
ró w n a n ia  (3), p osiada  p o s ta ć :

• (9)

T u  x  i у  o z n a c z a ją  w sp ó łrz ęd n e  ko ń ca  o d c in k a  
a B  (rys. 4), w y ra ż a ją c e g o  n a p rę ż e n ia  w y p a d k o w e  a r  
z n a p rę ż e ń  a  i t, d z ia ła ją c y c h  w p u n k c ie  o  n a  p ew ien  
p rzek ró j (e lem en t iz o s ta ty c z n y ), p rz e p ro w a d z o n y  p rzez  
te n  p u n k t, zaś  ax i ay o z n a c z a ją  w ie lkości n a p rę ż e ń  
g łó w n y c h , ró w n o le g ły c h  do odpo w ied n ich  osi w sp ó ł­
rz ę d n y c h . O m aw ian y  p rzek ró j m oże b y ć  tu  u w a ż a n y  
za  id e n ty c z n y  z e lem en tem  b c  w e d łu g  ozn aczeń  ry s . 3.

II
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B u d u jem y  w d a lszy m  c ią g u  w ty m  sam ym , co 
w y że j, u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y ch , e lip sę , o d p o w iad a jącą  
ró w n a n iu  (rys. 6):

x L y l
—  +  —  
Ox Oy

=  1 ( 10)

i zau w aż am y , iż d w a  k ie ru n k i a B / ,  o raz  a  C, n a c h y ­
lone  w zg lęd em  osi a X  pod k ą ta m i if) i <p, b ęd ą  w z g lę ­
dem  te j  e lip sy  sp rzężone , o ile  zo s tan ie  sp e łn io n y  w a ­
ru n e k  :

tg ę P -tg  ..................................(H )
ox

Z  b u dow y  e lip sy  (9) w y n ik a  (co n ie  by ło  tu  je d ­
n a k  u za sad n ian e ) , że ta n g e n s  k ą ta  n a c h y le n ia  p ro s te j 
a B 1 w zg lędem  osi a X  ró w n a  s ię :

t g x f ) = y  =  c tg  (p. 
x ax

• (12)
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Z ró w n a ń  (11) i (12) m a m y :

tg  <p. c tg  <p =  .................................... (13)
o x

czy li, że k ie ru n e k  a  B, n a p rę ż e n ia  w y p a d k o w eg o  
w  p u n k c ie  a  i k ie ru n e k  e lem e n tu  iz o s ta ty cz n eg o , na  
k tó ry  to  n a p rę ż e n ie  d z ia ła , są k ie ru n k a m i sp rzężo n em i 
w zg lędem  e lip sy  (10).

G d y  chcem y  n a  p o d staw ie  e lip sy  n a p rę ż e ń  do­
w iedz ieć  s ię , ja k ie  n a p rę ż e n ie  d z ia ła  n a  e lem e n t izo ­
s ta ty c z n y  n ac h y lo n y  w zg lęd em  osi a  X  pod  k ą te m  <p, 
w ów czas p rz ep ro w a d zam y  śred n icę  a  C  e lip sy  (10), n a ­
ch y lo n ą  w zg lęd em  osi a X  pod  w y m ien io n y m  k ą te m  
i z n a jd u je m y  k ie ru n e k  a B /  sp rz ężo n y  z k ie ru n k ie m  
a  C  w zg lędem  te j  e lip sy . Ś red n ica  a  B, e lip sy  (9), p rz e ­
p ro w ad zo n a  ró w n o leg le  do p ro s te j a B , '  da  n am  w ie l­

kość p o szu k iw a n e ­
go n a p rę ż e n ia . G d y  
obie e lip sy  w y k o ­
n a n e  są n a  je d n y m  
ry s u n k u  k o n s tru k ­
c ja  g eo m e try c z n a  

u le g a  u p ro sz cze ­
n iu .

D o tąd  lic zy ­
liśm y  s i ę , zg o d n ie  
z ry s . 3, je d y n ie  
z n a p rę ż e n ia m i w y ­
c iąg a j ącem i ax i or  
G d y b y  oba te  n a ­
p rę ż e n ia  b y ły  ści- 
sk a jącem i, sposób 

o d c z y ty w a n ia  
z e lip sy  (9) w ie l­
kości n a p rę ż e ń  w y ­
p ad k o w y ch  Orp n ie  

u le g łb y  zm ian ie . 
G d y b y śm y  n a to ­
m ia s t m ieli do c z y ­
n ie n ia  z n a p rę ż e ­
n iam i a x i Oy, róź- 
n iącem i, się  co do 
zn a k ó w  w ów czas
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e lip sa  (10) m u s ia ła b y  być  z a s tą p io n a  p rzez  h ip erb o lę  
(rys. 6 lu b  7), o d p o w iad a ją cą  ró w n a n iu :

x l _  y j

Ox Gy
=  1. • (14)

P o za tem  sposób o d c z y ty w a n ia  n a p rę ż e ń  p o zo sta je  
tu  te n  sam , co i w y że j. E lip sa  (10) i h ip e rb o la  (14) są 
to  w ięc k rz y w e  k ie ­
ru n k ó w  (coniques in - £ %  
d ic a tr ic e s )1). P rz y  w y ­
k re ś la n iu  k ie ru n k ó w  
ze sobą sp rz ężo n y c h  
j e s t  w  d a n y m  ra z ie  
n a jw ła śc iw sz e m  sko­
rz y s ta n ie  z teg o  w a ­
ru n k u , że k a ż d a  ze 
ś re d n ic  sp rz ężo n y c h  
w zg lęd em  e lip sy  lu b  
h ip e rb o li j e s t  ró w n o ­
le g ła  do s ty c z n e j, 

p rz ep ro w a d zo n e j 
p rzez  p u n k t  p rz e c ię ­
c ia  się  z k rz y w ą  d ru ­
g ie j ś re d n ic y  sp rz ę ­
żonej.

O ile  n a p rę ż e n ia  
a x i Oy są  teg o  sam e­
go  z n a k u , to  i n a p rę ­
że n ie  a v  b ęd z ie  teg o ż  
z n a k u . W y n ik a  s tąd , 
że w  ty m  w y p a d k u  
k ie ru n e k  n a p rę ż e n ia  
(a  1?, '  n a  ry s . 5) i k ie ­
ru n e k  od p o w ied n ieg o  Rys .  7.
e lem e n tu  iz o s ta ty c z ­
n eg o  ( a  C)  tw o rz ą  ja k o  śred n ice  sp rzężo n e  e lip sy , zaw sze  
k ą t  ro z w a rty .

N a p rę ż e n ia  ct̂ ,, p rz e d s ta w io n e  ja k o  d łu g o śc i p ro ­
m ien i w y k re su  b ieg u n o w eg o , odn iesio n eg o  do je d n e g o  
z k ie ru n k ó w  n a p rę ż e ń  g łó w n y ch , u k ła d a ją  się  w  d a ­
n y m  w y p a d k u  w e d łu g  ry s . 8 .

l) Por. n. p. Bertrand de Fontviolant : „Resistance des 
materiaux", 1923, t. I. str. 136.
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K ą ty  z a w a rte  m ięd zy  sp rzężo n em i śre d n ic am i h i­
perbo li są k a ta m i o strem i, p rz y te m  o ile  k ie ru n e k  e le ­
m e n tu  iz o s ta ty c z n e g o  a C  z n a jd u je  się w  je d n y m  z k ą ­
tów , u tw o rz o n y ch  p rzez  a sy m p to ty  (n iem a ls ty czn e) 
ІѴ, jŚ, i N 2 S i  (rys. 6 i 7), to  k ie ru n e k  n a p rę ż e n ia  w y ­
p ad k o w eg o  a B '  b ędz ie  z n a jd o w a ł się w d ru g im  kąc ie , 
do ta m te g o  sąsiedn im .

X

P rzy p u ść m y , iż  n a p rę ż e n ie  g łó w n e  a y j e s t  n a p rę ­
ż e n ie m  śc isk a jąc em  (rys. 9), zaś  n a p rę ż e n ie  g łó w n e  a x
n ap ręże n ie m  w y c ią g a ją -  
cem . W ó w czas  p rz y  <p=0, 
g d y  e lem en t iz o s ta ty c z n y  
b c  p o k ry je  się z e lem en­
tem  a c , b ęd z iem y  m ieli,
IZ  0 (p == Gy •

J e ż e li  k ie ru n e k  n a ­
p rę ż e n ia  w y p ad k o w eg o  а ѵ 
o d ch y li się od k ie ru n k u  
a Y  i z a jm ie  w  kąc ie  
S 2 a  S, po łożen ie  a B 2' 
(rys. 6), w ów czas odpo­
w ied n i e lem e n t iz o s ta ­

У

---------------------- > .  x

Rys. 9.

Ił

2
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ty c z n y  p o k ry je  się z k ie ru n k ie m  sp rzężo n y m  a C ,  p rz e ­
ch o d zący m  p rzez  k ą t  S 2 a N ,  i id en ty cz n y m , w zg lęd n ie  
ró w n o le g ły m  do b c .  W  ty c h  w a ru n k a c h  e lem en t b c , 
w z g lę d n ie  p rzek ró j a  C  w  p u n k c ie  a,  będzie  śc isk an y .

G d y  k ie ru n e k  a  B '  n a p rę ż e n ia  w y p ad k o w eg o  
p o k ry je  się  z k ie ru n k ie m  S 2 a sy m p to ty , w ów czas 
p o k ry je  się  z n im  i k ie ru n e k  a  C  odpo w ied n ieg o  e le ­
m e n tu  izo s ta ty cz n eg o . N ap ręże n ie  a v  będz ie  w ty m  r a ­
z ie  n ap ręże n ie m  s ty czn e m  t.

S koro  k ie ru n e k  a  B '  n a p rę ż e n ia  w y p ad k o w eg o  а т 
p rz e jd z ie  p rzez  k ą t  S 2 a N , (rys. 7), w ów czas k ie ru n e k  
o d p o w ied n ieg o  e lem e n tu  iz o s ta ty c z n e g o  a  C  (w zg lęd n ie  
bc) ,  z n a jd z ie  się  w k ąc ie  S 2 a S , .  N a p ręże n ie  a v  będz ie  
t u  d z ia ła ło  n a  p ła szc zy zn ę  b c  w te n  sposób, iż będzie 
d ą ż y ło  do o d d a len ia  te j p ła sz c z y z n y  od p u n k tu  a , b ę ­
d z ie  w ięc n a p rę ż e n ie m  w y c iąg a jącem .

Z  pow y ższeg o  w y n ik a , że n a p rę ż e n ia  a v , odpo­
w iad a j ące k ie ru n k o m  z a w a rty m  w  k ą ta c h  S,  a  S 2 i 2VX a  N 2 
b ęd ą  n a p rę ż e n ia m i śc isk a jącem i, a n a p rę ż e n ia  odpo­
w ia d a ją c e  k ie ru n k o m  z a w a rty m  w k ą ta c h  N,  a S 2 i N 2 a S 1 
b ęd ą  n a p rę ż e n ia m i w y c ią g a jące m i. R zec z  b ędz ie  się 
m ia ła  o d w ro tn ie , g d y  n a p ręże n ie  g łó w n e  ay b ędz ie  
śc isk a j ącem , a n a p rę ż e n ie  g łó w n e  a x w y c ią g a j ącem .

X

Rys. 10.
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W y k re s  b ieg u n o w y , o d p o w iad a ją cy  w y k reso w i 
z ry s. 8 , p rz y b ie ra  tu  p o stać  p rz e d s ta w io n ą  n a  ry s . 10 .

P rz y  w y z n acz an iu  p o ło żen ia  p rzek ro jó w  g łó w n y ch  
w d an y m  p u n k c ie , a w ięc tem  sam em  osi e lip sy  n a ­
p rężeń  n a tra f ia m y  n a  p y ta n ie , k tó re  z d w u  ro z w iąza ń  
ró w n a n ia  (6), k tó rem u  o d p o w iad a  n a p rę ż e n iu  g łów nem u. 
A b y  k w e s tję  tę  ro z s trz y g n ą ć , w s ta w ia m y  oba ro z w ią ­
z a n ia  ró w n a n ia  (6) jp, i  ęp, w  ró w n a n ie  (3) lu b  (4). 
W ów czas w a rto ść  a , o d p o w iad a ją ca  k ą to w i ę>, , m usi 

i b y ć  od łożona p ro s to p ad le  do p rz e k ro ju  n ac h y lo n e g o
w zg lęd em  osi O X  w  sen sie  ry s . 3 pod k ą te m  ę>, , 
a  w a rto ść  o, o d p o w iad a jąca  k ą to w i <p2 m usi być od ło ­
żona p ro s to p ad le  do p rz e k ro ju  n ac h y lo n e g o  w zg lędem  
te jż e  osi pod  k ą te m  <p2 .

In n e  k ry te r ju m  p rz y  w y z n acz an iu  n a p rę ż e ń  g łó w ­
n y ch  m oże być o trz y m a n e  z w a ru n k ó w  ró w n o w ag i 
g ra n ia s to s łu p a  a b c  (rys. 3) w ra z ie , g d y  n a p rę ż e n ie  a  

j e s t  je d n e m  z n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  a  (rys. 11). R z u tu ­
ją c  n a  oś O  Y  s iły , d z ia ła ją c e  w  ty m  w y p a d k u  n a  g ra - 
n ia s to s łu p  a b c , o trz y m u je m y :

— r 0 d  A  sin  +  a  d  A  cos (p —  ay d  A  cos cp = 0 ,  (15)
g d z ie  d A  o zn acza  po le śc ian y  b c .  Z n a jd u je m y  s tą d :

W  b e lk ach , g d y  m ożem y  p rz y ją ć  a y =  0, o trz y ­
m u jem y  :

t g  q > = — ........................................ (17)
4

*
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W  ty m  w ięc p rz y p a d k u  k ą t  o s try  <р=<р,, z w ią ­
z a n y  ró w n a n iem  (17) z n ap ręże n ie m  g łó w n em  a — ax , j e s t  
k ą tem  n a c h y le n ia  w zg lęd em  osi Х -ów  p rz e k ro ju  g łó w ­
neg o , z n a jd u ją c e g o  się pod d z ia ła n ie m  teg o  w ła śn ie  
n a p rę ż e n ia . W  te n  sam  sposób  k ą to w i o s trem u  <р — (рг 
o d p o w iad a  n a p rę ż e n ie  g łó w n e  a = a 2 .

N ależy  za u w aży ć , że  w p ra w d z ie  p rz y  u s ta w ie n iu  
w zorów  (6) i (7), p rz e zn a czo n y c h  do w y z n acz en ia  p o ­
ło żen ia  p rz ek ro jó w  g łó w n y ch , liczy liśm y  się  ze sche­
m atem  s ta ty c z n y m , p rz y ję ty m  n a  ry s . 3, je d n a k  p rz y  
k o rz y s ta n iu  z w y m ien io n y ch  w zorów , j e s t  rz ecz ą  obo­
ję tn ą ,  ja k ie  po łożenie g ra n ia s to s łu p a  a b c  w zg lędem  
osi w sp ó łrz ęd n y ch  będ z iem y  m ieli n a  u w ad ze , b y leb y  
z n a k i n a p rę ż e ń , osi w sp ó łrz ęd n y ch  i k ą ty  <jp b y ły  u z g o ­
d n io n e  ze sch em a tem  za sa d n ic z y m .

R ys. 12.

P o n ie w aż  u z a sa d n ie n ie  teg o  o czy w is teg o  z re sz tą  
tw ie rd z e n ia  w y m ag a  z e s ta w ie n ia  d łu g ie j  a n ie z b y t c ie­
kaw ej ta b lic y , o g ra n ic z y m y  się tu  do ro z p a trz e n ia  
p rz y k ła d u  belk i, u tw ie rd z o n e j w  je d n y m  końcu , sw o­
bodnej n a  d ru g im  i obciążonej tu  s iłą  sk u p io n ą  P.  
Ł a tw o  p rz ek o n ać  s ię ,  że  d la  p u n k tu  о  (ж = 10 , у  =  16) 
o trz y m a m y  tu  n a c h y le n ie  p rz e k ro ju  g łó w n eg o  2 1°, 
n ie z a le ż n ie  a n i od p rz y ję te g o  u k ła d u  w sp ó łrz ęd n y ch , 
a n i od p rz y ję te g o  p rz e k ro ju  p o p rzeczn eg o  ( a a  lu b  a , a ,), 
a n i te ż  od p rz y ję te g o  p o ło żen ia  e lem e n ta rn eg o  g ra n ia s to ­
s łu p a  (rys. 12).



18

II. Całkowanie równania linji izostatycznej.
P o n iew aż  w  p ew n y m  p u n k c ie  c ia ła  p ry z m a ty c z ­

n ego  oba n a p rę ż e n ia  g łó w n e  07 i <x2, j a k  ró w n ież  oba 
o d p o w iad a jące  im  p rz e k ro je  g łó w n e , są do s ieb ie  w z a ­
je m n ie  p ro s to p ad łe , w ięc k ą t  (p o k re ś la ją cy , w e d łu g  
ró w n a n ia  (16) lu b  (17), p o ło żen ie  e lem e n tu  iz o s ta ty c z ­
nego , o d p o w iad a jąceg o  je d n e m u  z n a p rę ż e ń  g łó w n y ch , 
p rz y p u ść m y  n a p rę ż e n iu  au  te m  sam em  o k re ś la  k ie ru ­
n ek  d z ia ła n ia  d ru g ieg o  n a p rę ż e n ia  g łó w n eg o  <r2, a  w ięc 
i k ie ru n e k  s ty czn e j w d a n y m  p u n k c ie  do k rz y w e j izo ­
s ta ty c z n e j d la  teg o  o s ta tn ie g o  n a p rę ż e n ia .

W y o b raźm y  sobie, iż k rz y w e  iz o s ta ty c z n e  o d n ie ­
s ione są do p ew nego  u k ła d u  osi w sp ó łrz ęd n y ch  O X ,  O Y ,  
z w ią zan y c h  z p ry z m a ty c z n e m  cia łem  sp ręży stem . 
W  p rz y ję ty m  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y ch  k rz y w e  te  w y ­
ra ż a ją  s ię , p rzy p u śćm y , zapom ocą ró w n a ń :

p rzy czem  :
y  =  F ( x ) ,  •
d y
d x

=  tg q p ,

• (18) 

• (19)

g d z ie  (p j e s t  to  k ą t  n a c h y le n ia  w zg lęd em  osi O X  s ty c z ­
nej do l in ji  iz o s ta ty c z n e j w d an y m  p u n k cie . W obec 
zn a k o w a n ia  k ą tó w  cp, p rz y ję te g o  n a  ry s . 8 , ró w n a n ie  
(19) p rz y b ie ra  p o stać  :

77? =  -  4>..................................... (20)

P o  u w z g lę d n ie n iu  w y ra ż e n ia  (7) d o chodzim y  do 
n a s tę p u ją c e g o  ró w n a n ia  ró żn iczk o w eg o :

d y  Oy— c
d x 2 + 1. ( 21)

R ó w n a n ie  l in ji  iz o s ta ty c z n e j (ró w n an ie  18) m oże 
b y ć  ro z p a try w a n e , ja k o  c a łk a  ró w n a n ia  (21). C a łk a  ta  
m oże b y ć  ściśle  o trz y m a n a , w  rz ecz y w is to śc i, ty lk o  
w p rz y p a d k a c h  zu p e łn ie  w y ją tk o w y c h  i d ro g ą  ob liczeń  
dość żm u d n y ch .

P ro p o n u ję  tu  w y z n acz en ie  k rz y w e j iz o s ta ty c z n e j 
d ro g ą  p rz y b liż o n eg o  c a łk o w an ia  ró w n a ń  ty p u  (2 1 ).

S to su ję  w ty m  ce lu  t. z w. sposób R u n g e ’g o 2). 
M etoda ta  z n a jd u je  p u n k t  w y jśc ia  w  p ro p o zy c ji E u le r ’a,

s) 0. Runge: „Ueber die numerische Auflosung von Dif- 
ferentialgleichung“, Mathematisclie Annalen, 1895, str. 167.

II
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p o le g a ją c e j n a  tem , a b y  k rz y w ą , w y ra ż a ją c ą  ca łk ę  d a ­
n eg o  ró w n a n ia  ró żn iczk o w eg o  b u dow ać n a  p o d staw ie  
w sp ó łrz ęd n y ch  je j  p o szczeg ó ln y ch  p u n k tó w , w y z n acz o ­
n y c h  w  sposób  p rz y b liż o n y .

P o z a  sposobem  o b liczen ia  p o szczeg ó ln y ch  w sp ó ł­
rz ę d n y c h  k rz y w e j (18), za leconym  p rzez  E u le r ’a, p o w ­
sta ło  je sz c z e  k ilk a  in n y c h  sposobów  teg o  ob liczen ia , 
z k tó ry c h  n a jśc iś le jsz y m  j e s t  w ła śn ie  sposób R u n g e ’go.

P o d am y  tu  k ry te r ju m , n a  m ocy k tó reg o  p o szc ze ­
g ó lne  sposoby  ob liczen ia  w sp ó łrz ęd n y ch  ró w n a n ia  (18) 
m o g ą  być  ze sobą p o ró w n y w an e , w  szczegó lności g d y  
chodz i o ró w n a n ie  ró żn iczk o w e p ie rw szeg o  rzęd u , 
a  w ięc i o ró w n a n ie  różn iczk o w e lin ji  iz o s ta ty c z n e j (2 1).

B

X

P rz y p u ść m y , iż  k rz y w a  A B  n a  ry s. 13 p rz e d s ta ­
w ia  w y k re s  p o szu k iw a n eg o  ró w n a n ia  (18). N a p o d s ta ­
w ie  w a ru n k ó w  z a d a n ia  u s ta la m y  p ew ien  p u n k t  p o c z ą t­
k o w y  A 0 (x0, y 0), p rz ez  k tó ry  k rz y w a  A B  p rz e jść  p o ­
w in n a . N a d a ją c  odcięte j x0 dow olny  m a ły  p rz y ro s t 
sk o ń czo n y  A x ,  o b liczam y  p rz y ro s t A y ,  o d p o w iad a ją cy  
now em u p u n k to w i k rz y w ej A B ,  a w ięc p u n k to w i A ,  
o w sp ó łrz ę d n y c h :

xx= x a + A x

Уі=Уо+Ау .............................................. (22)
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W  p o d o b n y  sposób p rzech o d z im y  od p u n k tu  
do p u n k tu  A 2 ( x 2 , y ,)  i t. d.

T ą  d ro g ą  o trz y m u je m y  sze reg  p u n k tó w  k rzy w ej 
(18), k tó re  p o łączone ze sobą o d c in k am i p ro s ty ch , d a ją  
n am  lin ję  łam an ą , z a s tę p u ją c ą  z p o trz e b n ą  d o k ład n o śc ią  
p o szu k iw an ą  k rz y w ą .

R ó w n an ie  różn iczk o w e (21), o k tó re  tu  chodz i, 
p o siad a  n ao g ó ł p o s tać  :

%  = / ( * ,  У) ......................................(23)ax
S tą d  p rz y ro s t А у  m oże być  o b liczony  zapom ocą 

sze reg u  T a y lo r’a  d la  dw óch  zm ien n y ch  n ie za leżn y c h  
w  sposób n a s tę p u ją c y :

Ay = f ( x, y ) A x + ( Ą + Ą f )  ̂  +
+ [ / ,  1 + 2 / „  / + / „  f 2+ Ą  ( A  + / , / )  ] j ^ 3 +  • • • (24)

g d z ie  _ d f ( x ,  y )  f  _ _ d f
1 d x  ’ 2 d y

,  _ d ' f  f  f  _  a2y
J n ~  d x "  J 2 i ~ d y * '  J n ~ d x d y -

E u le r  s to so w ał d la  А у  w y ra ż e n ie :
A y = f ( x , y ) A x , ...................... (26)

sk ąd  w y n ik a , iż ty lk o  je d e n  w y ra z  p rz y b liż e n ia  E u le r ’ a 
p o k ry w a  się  z ro zw in ięc iem  (24).

D la  u z y sk a n ia  tu  w iększej d o k ład n o śc i o b liczam y  
w y ra ż e n ia  :

A\ y = f { x ,  у )  A x ............................. (26)
Аг у = / { х + А х ,  y + A ^ y ) A x  . . . (27)
A&y = f ( x + A x , у + А г у ) А х  . . . (28)

Л у _ Ь * + і 1 у _ к (29)

Po ro zw in ięc iu  w y ra ż e ń  (27) i (28) p o d łu g  sze reg u  
T a y lo r’ a zn a jd z iem y , iż w y ra żen ie  (29) ró ż n i się od 
śc is łeg o  w y ra ż e n ia  (24) d la  А у  dop iero  w  w y ra z ie  t r z e ­
cim , za w ie ra ją c y m  l i 1 i w  n a s tę p n y c h .

R u n g e  p ro p o n u je  d la  p rz y ro s tu  А у  w y ra ż e n ie :
. . (30,
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w k tó rem  N$  o b licza  się w e d łu g  w zo ru  (29), zaś N T) 
ja k o  p ie rw sze  p rz y b liż e n ie  d la  p rz y ro s tu  A y ,  n ie  w e ­
d łu g  w zo ru  (26), lecz w e d łu g  w y ra ż e n ia  :

N T = f { x + \ A x ,  y + ^ A i  y ) A x .  . . . (31)

P o  ro zw in ięc iu  w  sze reg i w ielkości, w ch o d zący ch  
w  sk ład  w y ra ż e n ia  (30), zn a jd z iem y , że w y ra żen ie  to  
ró ż n i się od ścisłe j w a rto śc i А у  dop iero  w  w y ra zac h , 
z a w ie ra ją c y c h  A x  w  p o tęd ze  trzec ie j i w yższy ch .

Sposób  R u n g e ’go z o s ta ł sp ra w d z o n y  d ro g ą  p rz y ­
b liżo n eg o  ca łk o w an ia  p ew n y ch  ró w n a ń , p o s iad a ją cy ch  
ro z w ią z a n ia  ścisłe. W  p rz y p a d k u  p rz y b liż o n eg o  ob li­
czen ia  ro z w ią z a n ia  ró w n a n ia  l in ji  iz o s ta ty c z n e j (2 1), 
n a jlep sz y m , z d a je  s ię , sposobem  o k re ś le n ia  ścisłości 
o trz y m a n e g o  ro z w ią z a n ia  będzie  p o ró w n a n ie  ze sobą 
k o le jn y c h  p rz y b liż e ń  o trz y m a n y c h  ze w zorów  (29 i (30). 
Ł a tw o  p rz ek o n ać  s ię ,  iż  d ro g ą  z m n ie jsz a n ia  w ie lkości 
o d c in k a  A x  ró żn icę  tę  m ożem y u c z y n ić  dow oln ie  m a łą .

Sposób  w y z n a c z e n ia  l in ji  iz o s ta ty c z n y c h  d ro g ą  
ca łk o w a n ia  z o b ra z u je m y  tu  n a  p rz y k ła d z ie  be lk i u tw ie r­
dzonej w  je d n y m  k o ń cu  o raz  za p o ry  t ró jk ą tn e j ,  z n a j­
d u jące j się pod d z ia ła n ie m  p a rc ia  w ody.

B ierzem y  belkę  p rz e d s ta w io n ą  n a  ry s . 14 i n a  ry s. 
16, a w ięc b e lk ę  w je d n y m  k o ń cu  u tw ie rd z o n ą , a n a  
d ru g im  o b c iążo n ą  s iłą  P ,  i p rz y jm u je m y  za p o czą tek  
w sp ó łrz ę d n y c h  środek  c iężkości końcow ego  p rz e k ro ju  
В  B '  d an e j belk i. A b y  w y z n acz y ć  w p rz y ję ty m  u k ła -
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d zie  w sp ó łrz ęd n y ch  l in ję  iz o s ta ty c z n ą , ro b im y  tu  p rz e ­
k ró j a  a  i b ie rzem y  om ów iony  w yżej (rys. 3) n ie sk o ń ­
czen ie  m a ły  g ra n ia s to s łu p  a b c .

P rz y s tę p u je m y  do u s ta w ie n ia  ró w n a n ia  ró ż n ic z ­
kow ego (2 1 ) l in ji  iz o s ta ty c z n e j w  d a n y m  p rz y p a d k u  
szczegó lnym , a  w ięc d la  be lk i o ro zp ię to śc i 1 =  12 , a w y ­
sokości h = 6. W o b ec  teg o , że ob liczen ie  p ro w ad z im y  
tu  w e d łu g  o gó ln ie  ro zp o w szech n io n e j w p ra k ty c e  
u p roszczone j te o r ji  z g in a n ia , p rz y jm u je m y , że d la  belk i 
Oy =  0.

N iech  b ęd ą  x  i у  w sp ó łrzęd n em i p ew n eg o  p u n k tu  
a ,  leżąceg o  w  p rz e k ro ju  a a  (rys. 14), lu b  też  n ie sk o ń ­
czen ie  do n ieg o  zb liżo n eg o  p u n k tu  o. W ó w czas n a p rę ­
że n ie  ax w w y m ien io n y m  p u n k c ie  w y ra z i się  w zorem  :

ox =
M y

(82)

g d z ie  M  ozn acza  m o m en t z g in a ją c y  w p rz e k ro ju  a a  
а  I  m o m en t b ezw ład n o śc i teg o  p rz ek ro ju .

P o n iew aż  ró w n a n ie  (21) o p a r te  j e s t  n a  schem acie  
s ta ty c z n y m , p rz y ję ty m  n a  ry s . 8, u w a ż a m y  tu  n a p rę ­
żen ie  ax za  d o d a tn ie , w ów czas, g d y  j e s t  ono n a p rę ż e ­
n iem  w y c ią g a j ącem . M o m en t M = P x  n ie  u le g a  zm ian ie  
z n a k u  n a  ca łe j d łu g o śc i b e lk i , b ęd z iem y  w ięc go s ta le  
u w a ż a li za  d o d a tn i. S tą d  o trz y m a m y  d la  n a p rę ż e n ia  
a x w y ra ż e n ie :

D la  n a p rę ż e n ia  s ty czn e g o  t0 o trz y m u je m y  od p o ­
w ied n io  w z ó r:

ѵ п ( т - 4 Ѵ  • • •<“ »
g d z ie  z n a k  d o d a tn i p rz ed  p ra w ą  częśc ią  ró w n a n ia  t ł u ­
m acz y  się  zg o d n o śc ią  k ie ru n k u  n a p rę ż e n ia  г 0 w  d an y m  
p rz y p a d k u  ze sch em a tem  p rz y ję ty m  n a  ry s . 3.

N a d a je m y  w reszc ie  ró w n a n iu  (21) p o s tać  n a s tę .  
p u ją c ą :

» I C L 
V,

arc: іі

o

• (35)
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W  m y śl u w a g  w y p o w ied z ian y ch  n a  w stęp ie  teg o  ro z ­
d z ia łu  i w m yśl ró w n a n ia  (17) zn a k  +  (w ięcej) odpo­
w iad a  tu  ró w n a n iu  ró żn iczk o w em u  lin ji  izo s ta ty cz n e j 
d la  w ięk szeg o  z n a p rę ż e ń  a ,  zaś  z n a k  — (m niej) d la  
m n ie jszeg o  z n ich .

P rz y  z n a k o w a n iu  p rz y ję te m  n a  ry s . 3 w  w y ra ż e ­
n iu  (8) z n a k  +  (w ięcej) odp o w iad a  n a p rę ż e n iu  w y c ią ­
g a jąc em u , a z n a k  — (m niej) śc isk a jącem u . W obec p rz y ­
ję te g o  sposobu  o d liczan ia  k ą tó w  <jp m usie liśm y , w s ta ­
w ia jąc  w  ró w n a n ie  (20) z a m ia s t t g (p w a rto ść  je g o  ze 
w zo ru  (7), z n a k  w  p raw ej części teg o  w y ra ż e n ia  zm ie ­
n ić  n a  o d w ro tn y . S tą d  w y n ik a , iż l in ja  iz o s ta ty c z n a  
d la  n a p rę ż e n ia  w y c ią g a ją c e g o  b ęd z ie  m ia ła  w  d an y m  
ra z ie  n a s tę p u ją c e  ró w n a n ie  ró ż n ic zk o w e :

P rz y  у  u jem n em , p ie rw szy  w y ra z  p raw ej części 
ró w n a n ia  (35) s ta je  się d o d a tn im . W ó w czas z n a k  +  
(w ięcej) p rz y  p ie rw ia s tk u  odpo w iad ać  b ędz ie  l in ji  izo ­
s ta ty c z n e j m n ie jszeg o  z n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  (<xa), w  d a ­
n y m  ra z ie  d o d a tn ieg o , czy li w y c iąg a jąceg o , zaś  z n a k  — 
(m niej) odp o w iad ać  b ęd z ie  l in ji  iz o s ta ty c z n e j w iększego  
z n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  (u,), w  d an y m  ra z ie  śc isk a jącg o .

Je ż e li  chodz i n am  o to , a b y  d a n a  l in ja  iz o s ta ­
ty c z n a  w sk a z y w a ła  n a  ca łe j sw ej d łu g o śc i k ie ru n e k  
g łó w n y ch  n a p rę ż e ń  w y c ią g a jący c h , w ów czas d la  części 
be lk i pon iże j osi O X  o d p o w ied n ik iem  ró w n a n ia  (36) 
b ędz ie  ró w n a n ie  n a s tę p u ją c e :

Z  ze s ta w ien ia  ró w n a ń  (36) i (37) w y n ik a , że o ile  
l in ja  iz o s ta ty c z n a , o d p o w iad a ją ca  ty m  ró w n an io m , m a 
k s z ta ł t ,  p rz e d s ta w io n y  n a  ry s . 15 zap o m o cą k rz y w e j 
A B C , to  część je j  A B  o d p o w iad a  ró w n a n iu  (36), zaś  
część В  C  ró w n a n iu  (37).

S ty c z n e  do l in ji  A B C  w sk a z u ją  tu  k ie ru n k i d z ia ­
ła n ia  n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  w y c ią g a ją c y c h . G d y b y śm y  
ch c ie li m ieć l in ję  iz o s ta ty c z n ą  d la  n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  
p ie rw szeg o  ro d z a ju  (u J , n ieza leżn ie  od z n a k u , w ów czas,

• (36)
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z a m ia s t g a łęz i В С ,  o trz y m a lib y śm y  tu  g a łą ź  A ' B ,  
a k rz y w a  A B  A '  b y ła b y  l in ją  p o szu k iw an ą . G a łą ź  A '  B  
w sk a z y w a ła b y  w ów czas k ie ru n k i n a p rę ż e ń  g łó w n y ch  
u jem n y ch .

Rys. 16.

D la  p rz y k ła d u  o b liczy m y  tu  l in ję  iz o s ta ty c z n ą , 
p rz ech o d z ącą  n a  ry s . 16 p rzez  p u n k t  p rz e k ro ju  u tw ie r ­
d ze n ia  o w sp ó łrz ęd n y ch  x t  =  12 i y 0— 1,5 i d la  A x — —2.

f ( xo Уо) — + лЦ ш *лVI 32-1,6»;
1 2 . 1,5

3*—1,5*
4 у =  —2 .0 ,1 7 8 = —0,356

+  1 = 0 ,1 7 8
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f ( x 0+ A x , y  +  A1y )  =  —  ' ’ nQ +  V l,488ł + 1 = 0 ,8 0 4

4 » — 2 . 0 ^ - 0 , 6 0 8

/ (* .+ < )* ,  У + Л . У ) —  +  Ѵ д а и Г - о , 400

4  у  =  -  2 .0 ,4 0 0 =  - 0 ,8 0 0

JVS_  І М і  _  - 0 , 3 6 6 - 0 ,800 _ _ 0 f i 7 8  
z  z

/•(** + 1 d  *, У O + 1 4  I/) ■ - -  ^ 1 І 7 4 8  +  ̂ ’° 05 2+ 1 =

=  0,236
iV2, =  - 2 . 0 , 2 3 6 = - 0 , 4 7 2  

Л у = Л +  + 1 №  -  l\+) =  - 0 ,4 7 2 - 0 ,0 3 5  =  - 0 ,5 0 7  
a?j =  10, y , = 0 ,9 9 3

Д ж , y t ) = 0 ,3 4 2 , 4 * = — 1, 4  У — —0,342
f { x x +  A x ,  y i + 4  У) = 0 ,5 2 8 , A2y = —  0 ,528 
Д ж ,+ Л ж , у 1+ 4 У ) = 0 ,6 3 1 ,  4 2/== —1О,631 
іУ у =  — 0,486, Д ж 2 +  |Л ж , у , + 1 4  У )= 0 ,6 3 5  

JVy =  — 0,635, А у =  — 0 ,586 
ж2= 9 ,  у 2 = 0 ,4 0 2

/ ( * 2 > У2) = 0 ,8 0 4 , Лж =  — 1, 4 У = —0.804 
8  О 409 ________

П х г + А Хі , у ,  +  4 у ) =  9 Д 1 6 0 + Ѵ і ,8 9 0 + 1  =  1,539.

N a leży  zau w aży ć , iż w  p u n k c ie , o d p o w iad a jący m  
w sp ó łrzęd n y m  ж2= 9 ,  y 2 = 0 ,4 0 2 —0 ,8 0 4 = —0,402, w obec 
zm ian y  z n a k u  p rz y  у , l in ja  iz o s ta ty c z n a  o d p o w iad a  ju ż  
n a p rę ż e n iu  d ru g ieg o  ro d z a ju  a2 , k tó re  j e s t  tu  je d n a k  
w  d a lszy m  c iąg u  n a p ręże n ie m  w y c ią g a jące m . A  w ięc :

4  У == — 1,637, Д ж 2 +  Лж, y 2 +  4  2/1=1,546 
4  y = - 1 ,5 4 6 ,  4 s = — 1,175
Д ж 8 +  |Л ж , іО +  і 4 У ) = 1 »  A r = - 1 ,  Л г/ =  — 1,058 
z 3= 8 , У г ~ —0,656
f ( x 3 , 2/3) = 1,784, A x = — 0,500, At y  =  — 0,892 
Д ж 3 +  Лж, 2/3 +  4  У)= 3 ,7 7 5 , 4  у — — 1,887 
f { x 3 +  Ax,  у 3 + А . г у ) = 5,388, 4 у  =  —2,694 
4 s =  — 1,793, Д ж 3 +  £ Лж, 2/3 +  і 4  у ) = 2 .5 1 5  
1Ѵу= — 1,257, Л г /=  — 1,332 
*4 =  7,5, у 4 =  — 1,988.
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N a p o d staw ie  o b liczonych  w sp ó łrz ęd n y ch  l in ji  
izo s ta ty cz n e j w y k re ś lam y  k rz y w ą  p rz e d s ta w io n ą  n a  
ry s . 16 zapom ocą g ru b e j l in ji  p e łn e j. L in ja  ta  j e s t  
n o rm a ln ą  do dolnej p o w ie rzch n i belk i. W y n ik a  to  
z ró w n a ń  (6) i (3). S koro  bow iem  n a  k ra w ę d z i b e lk i 
t0= O  i  oy = 0, o trz y m u je m y  z ró w n a n ia  (6) d la  k ą ta  (p 
w a rto śc i 0  i 90°, k tó re  w staw io n e  do ró w n a n ia  (3) 
u z a sa d n ią  w y p o w ied z ian e  tw ie rd z en ie .

D la  in n y c h  p u n k tó w  l in ji  iz o s ta ty c z n e j k ą ty  n a ­
ch y len ia  s ty c z n y c h  o trz y m u je m y  z ró w n a n ia  (36) b ąd ź

d  у
(37), m a ją c  n a  u w ad ze , iż = t g  <p. W s ta w ia ją c  o trzy -

CL X
m an e  tą  d ro g ą  k ą ty  w  ró w n a n ie  (3), z n a jd u je m y  n a  
ca łe j d łu g o śc i l in ji  iz o s ta ty c z n e j w a rto śc i te g o  n a p rę ­
żen ia  g łów nego , w  d an y m  ra z ie  w y c ią g a jące g o , d la  
k tó re g o  z o s ta ła  o n a  zb u d o w an a . O d k ła d a ją c  te  w a rto śc i 
n o rm a ln ie  do lin ji  izo s ta ty cz n e j A B C  (rys. 17), o trz y ­
m u jem y  w y k res  a b  C  o m aw ian eg o  n a p rę ż e n ia .

J e ż e li  zaczep im y  do be lk i p rz ed s taw io n e j n a  ry s . 
1 5 — 17, z a m ia s t o b c iążen ia  sk u p io n eg o , ob c iążen ie  c iąg łe  
ró w n o m iern ie  roz ło żo n e  o n a tę ż e n iu  q ,  w ów czas w y ra ­
że n ia  (33), (34), (36) i (37) p rz y b io rą  odpow iedn io  p o stać  :

И
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• ( 40)

O bliczenie, p rzep ro w a d zo n e  n a  p o d staw ie  w zorów  
(38) — (40) d o p ro w ad za  n as  do k rz y w e j, iz o s ta ty c z n e j, 
p rz ed s taw io n e j l in ją  g ru b ę  p e łn ą  n a  ry s . 18.

P o  o b liczen iu  an a lo g iczn em  do w y k o n a n eg o  d la  
be lk i, p rz ed s taw io n e j n a  ry s. 15— 17, z n a jd u je m y  d la  
belk i, w  k tó re j Z = 2 5  i Л =  10, obciążonej n a  k o ń cu  siłą  
sk u p io n ą  l in ję  iz o s ta ty c z n ą , p rz e d s ta w io n ą  g ru b ą  l in ją  
p e łn ą  n a  ry s . 19.

Z a s to su je m y  tu  w  d a lszy m  c ią g u  sposób  p rz y b li­
żo n eg o  ca łk o w an ia  ró w n a n ia  ró żn iczk o w eg o  lin ji  izo-
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s ta ty c z n e j do w y zn acz en ia  l in ji  iz o s ta ty c z n e j w  zap o rze  
o p rz e k ro ju  tró jk ą tn y m .

t y
Rys. 20.

D la  z a p o ry  p rz ed s taw io n e j n a  ry s . 20 i d la  po­
d a n e g o  ta m  u k ła d u  w sp ó łrz ęd n y ch  w y ra żen ia  d la  n a ­
p rę żeń  ax , а  у i t0, d z ia ła ją c y c h  ró w n o leg le  do osi w sp ó ł­
rz ęd n y ch , p rz y b ie ra ją  p o stać  n a s tę p u ją c ą 3):

T0= a ;c tg 2c o ...............................................(41)
< * х = У ............................................................. (42)
ay = a x + b y ,  .  (43)

g d z ie  :
a

2 — у t g 2 w 
tg3 w

b = y —  c tg '2 co, • (44)

zaś  у  o zn a cza  c ię ż a r  je d n o s tk o w y  m u ru  z a p o ry  p rz y  
c ięża rze  je d n o s tk o w y m  w ody , w y n o szący m  1 t j m s.

s) Por. W. Wierzbicki: „Rozkład naprężeń w murach 
szczelnych", P rzeg ląd  Techniczny, 1928.

II
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P rz y  w y z n aczen iu  n a p rę ż e ń  w zap o rach  u w a żam y  
zw y k le  n a p rę ż e n ia  śc isk a jące  za  d o d a tn ie , w obec czego  
p rz y jm u je m y  d o d a tn ie  k ie ru n k i n a p rę ż e ń  w e d łu g  ry s . 
20. P o n iew aż  w szy s tk ie  n a p rę ż e n ia  p rz y jm ie m y  tu  ze 
zn ak iem  o d w ro tn y m  w p o ró w n a n iu  do sch e m a tu  z ry s. 
3, w ięc z n a k  p rz ed  w y rażen iem  (21) zm ian ie  n ie  u leg a .

W y z n a c z y m y  d la  z a p o ry , w  k tó re j Л =  2 4 т ,  <u =  
=  80° i y = 2 ,4  t j m 3 l in ję  iz o s ta ty c z n ą , p rzech o d zącą  
p rzez  p u n k t  o w sp ó łrz ęd n y ch  # „ = 0 , y „ = 1 0 .

W  ty m  w y p a d k u  :
« = 6 ,4 6 0 , 6 = - 0 , 6 0 0 ,  c = 6 - l  = — 1,600,

w obec czego  ró w n a n ie  (21) p rz y b ie ra  p o s ta ć :

d y  6,460 x — 1,600?/
d x  6 z

+ V ( e ’4TOv * 1’6 0 0 i' ) ‘ + i - <«>

1 cm * 1 -i
Rys. 21.

A b y  zdecy d o w ać  się n a  z n a k  p rzed  p ie rw ia s tk ie m  
w  ró w n a n iu  (45), n a le ż y  uciec się do w zorów  (16) i (20) 
i n a d a ć  te m u  ró w n a n iu  p o s ta ć :
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d y  =  _  
d x

a  w  d a lszy m  c ią g u  po stać  :

(46)

d y

d x
• ( 4 7 )

Z ro z w aża ń , p rz y to c zo n y ch  n a  p o c z ą tk u  teg o  ro z ­
d z ia łu , o raz  z u w a g , d o ty czą cy ch  ró w n a n ia  (35), w y ­
n ik a , iż zn a k  — (m niej) w ró w n a n iu  (47) o d p o w iad ać  
b ędz ie  l in ji  iz o s ta ty c z n e j n a p rę ż e n ia  o w iększej b e z ­
w z g lęd n e j w a rto śc i, w d an y m  ra z ie  n a p rę ż e n ia  śc isk a ­
ją c e g o  ct =  er, . S tą d  doch o d z im y  do zn a k u  +  (w ięcej) 
p rz ed  p ie rw ia s tk ie m  w ró w n a n iu  (45).

D o ta k ie g o  sam ego  o b liczen ia , ja k ie śm y  za s to so ­
w a li w yżej do b e lk i w  je d n y m  k o ń cu  u tw ie rd z o n e j, 
a  w d ru g im  sw obodnej, z n a jd u je m y  n a s tę p u ją c e  w sp ó ł­
rz ęd n e  p o szc zeg ó ln y ch  p u n k tó w  lin ji  iz o s ta ty c z n e j :

г/0 =  10,000 A x =  1 
^  =  10,120 A x — 1 

y 2 =  l0 ,591  A x = 2 
y 3 =  12,593 A x = 2 . . (48)
y k — 15,289 A x — 3 
y h =  19,999 A x —2 

ze =  l l  y 6 =  23,665.
O dpow iedn ia  k rz y w a  p rz e d s ta w io n a  j e s t  g ru b ą  

l in ją  p e łn ą  n a  ry s. 21. W  p u n k c ie  ж0= О , y 0 =  10 k rz y w a  
t a  j e s t  n o rm a ln a  do pow ierzch n i m u ru  w obec teg o , że 
tu  n a p rę ż e n ie  s ty c z n e  t0 =  0.

N ależy  za u w aży ć , iż  sposób śc is łeg o  ca łk o w an ia  
ró w n a n ia  lin ji  iz o s ta ty cz n e j d la  z a p o ry  t ró jk ą tn e j  n ie  
d a łb y  ró w n ież  ż a d n y c h  k o r z y ś c i4), aczk o lw iek  j e s t  on 
w  d an y m  ra z ie  do pom yślen ia .

rr0=0 
x t =  1 
z2-=2 
ж ,= 4

x,  = 9

III. Linje izokliniczne i Ich zastosowanie.
L in je  izo k lin iczn e  (isoclin ic l in e s )5 *), są  to  k rz y w e  

p o s iad a ją ce  tę  w łasność , że w e w sz y s tk ic h  p u n k ta c h

ł) G. Pigeaud: „Resistance des Materiaux et Elasticité11, 
1920, str. 762.

5) Akira Miura: „Spannungskurven in rechteckigen und
keilformigen Tragern“, Berlin, 1928, str. 5 i następne.

%\
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je d n e j z n ich  n a p rę ż e n ia  g łó w n e  te g o  sam ego  ro d z a ju  
są w zg lęd em  osi w sp ó łrz ęd n y ch  je d n a k o w o  n ach y lo n e .

P o szczeg ó ln e  e le m e n ty  p o szc zeg ó ln y ch  lin ij izo ­
s ta ty c z n y c h  są w ięc d la  d an eg o  ro d z a ju  n a p rę ż e n ia  g łó w ­
neg o  w  m ie jscach  p rzec ięc ia  ich  z l in ja m i izo k lin icz  • 
nem i do sieb ie  rów n o leg łe . L in je  izo k lin iczn e  (izok liny ) 
m ogą być  z teg o  pow odu pom ocne p rz y  b udow ie  lin ij 
iz o s ta ty c z n y c h .

R o lę  ró w n a ń  lin ij izo k lin ic zn y ch  o d g ry w a ją  ró w ­
n a n ia  (6) i (7), o ile  k ą ty  <p b ędz iem y  u w a ża li w n ich  
za  w ie lkości s ta łe . G d y  chcem y  w ięc sp o rz ąd z ić  l in ję  
iz o k lin ic zn ą  d la  d an e j w a rto śc i k ą ta  n a c h y le n ia  d an eg o  
n a p rę ż e n ia  g łó w n eg o , w s ta w ia m y  w a rto ść  tę  w lew ą 
część w y ra ż e n ia  (7), p ra w ą  zaś p rz e d s ta w ia m y  ja k o  
fu n k c ję  x  i у , w y ra ż a ją c  n a p rę ż e n ie  ox i ay w te n  sam  
sposób, j a k  w  ro z d z ia le  p o p rzed n im .

W  te n  sposób ró w n a n ia  izo k lin iczn e  s ta ją  się 
ró w n a n ia m i ty p u :

tg  cp— F ( x ,  y )  =  c o n s t........................... (49)

D la  p rz y k ła d u  om ów im y tu  sposób  p o w s ta w a n ia  
lin ij izo k lin ic zn y ch  w k o n s tru k c ja c h  p rz ed s taw io n y ch  
n a  ry s . 16, 18, 19 i 21.

D la  ła tw ie jsz e g o  b u d o w a n ia  lin ij izo k lin ic zn y ch  
w sk azan em  je s t ,  a b y  ró w n a n ia  ich  b y ły  ro z w ią z a n e  
w zg lęd em  je d n e j  ze w sp ó łrz ęd n y ch . W  ty m  ce lu  n ie ra z  
w y g o d n ie j j e s t  tu  k o rz y s ta ć  n ie  z ró w n a n ia  (7), lecz 
b ez p o śred n io  z ró w n a n ia  (6).

U s ta w m y  ró w n a n ie  l in ji  izo k lin iczn e j d la  belk i, 
p rz e d s ta w io n e j n a  ry s . 16.

Z a s tę p u je m y  p rz ed ew sz y s tk ie m  ró w n a n ie  (6) p rzez  
ró w n a n ie  :

tg  2 c p =  — — , ............................. (50)

k tó re  p rz y b ie ra  w  d an y m  p rz y p a d k u  p o stać  :

7
lu b  p o s ta ć :

y 2— y x i g 2 ( p — • (62)

sk ąd  po ro z w ią z a n iu  ró w n a n ia  o trz y m u je m y :
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? _ * t | 2 ( P ± y p . . ( 6 3 )

D la  b e lk i obciążonej w sposób c ią g ły  odpow iedn io  
z n a jd u je m y  :

W sta w ia m y  dalej w e w zo ry  (53) i (66) np . y> — 60° 
o raz  x  ró w n e  k o le jn o  2, 4, 6 i t. d. i t ą  d ro g ą  docho­
d z im y  do lin ij izo k lin iczn y ch , o zn a czo n y ch  c y frą  60° 
n a  ry s . 16 i ry s . 18. C y fra  60° o zn acza  tu , iż  w k ażd y m  
p u n k c ie  dan e j k rz y w ej je d e n  z p rz ek ro jó w  g łó w n y ch  
n a c h y lo n y  j e s t  w zg lędem  osi O X  pod k ą te m  60°.

P o n ie w aż  w iem y, że  w ięk sze  n a p rę ż e n ie  g łó w n e  
n a  g ó rn e j p o w ie rzch n i be lk i m a k ie ru n e k  poziom y, 
czy li ró w n o le g ły  do osi belk i, co o d p o w iad a  ą> =  90°

h . ,
i z/ — -D —- , w ięc p rz y jm u je m y  w ró w n a n ia c h  (53) i (56)

C i

p rzed  p ie rw ia s tk ie m  z n a k  +  (w ięcej). D la  p o d o bnych  
pow odów  w  do lnej części b e lk i p rz y jm u je m y  z n a k  — 
(m niej).

P rz y  <p =  45° o trz y m u je m y  za ró w n o  z ró w n a n ia  
(53), j a k  i z ró w n a n ia  (56) d la  у  w y ra żen ie  n ie o k re ­
ślone oo — oo ; k tó reg o  w a rto ść  rz e c z y w is ta  ró w n a  się 0. 
Oś belk i w ięc j e s t  l in ją  iz o k lin ic zn ą  d la  k ą ta  <p=45°.

N a  ry s . 16, 18 i 19 k rz y w e  izo k lin iczn e  d la  ró ż n y ch  
k ą tó w  p rz ed s taw io n e  są  zapom ocą c ien k ich  lin ij p e ł­
n y ch .

A b y  o trzy m a ć  lin je  izo k lin iczn e  d la  zap o ry , p rz e d ­
staw io n e j n a  ry s . 21, n a d a je m y  ró w n a n iu  (6), w z w ią zk u  
z o zn aczen iam i (44) i (45), p o s tać  n a s tę p u ją c ą :

2 t„ 2 x  c tg 2 co
tg  2 c p = -------—  = -------f j — . . . . (57)

O'»/ Ox c y  +  b x
R o z w ią z u ją c  ró w n a n ie  (57) w zg lęd em  x,  o trz y ­

m u je m y :
___ y c t g 2 y _  l ,6 y  t g 2 y
2 c tg  2ot)—atg 2 ęo  6 — 6 , 4 6 t g 2 q p '
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W s ta w ia ją c  w  ró w n a n ie  (68) poszczegó lne  w a r­
to śc i k ą ta  (p doch o d z im y  do p ęk u  p ro s ty c h  izok lin icz- 
n y c h  w sk a z a n y c h  n a  ry s . 21 zapom ocą c ien k ich  lin ij 
p e łn y c h .

P ę k i lin ij izo k lin ic zn y ch  m ogą być  z pow odzen iem  
w y z y sk a n e  do b u d o w y  lin ij iz o s ta ty c z n y c h .

P rz y p u ść m y  w ięc, iż  m am y  p ęk  lin ij iz o k lin ic z ­
n y c h  (rys. 22), o d p o w iad a ją cy ch  k ą to m  <p1; <p2, <p3 itd .

J e ż e l i  l in ja  iz o s ta ty c z n a  m a p rz e jść  p rz ez  p u n k t  
a ,  leżą cy  n a  izo k lin ie  cp1 , w ów czas p rz ep ro w a d zam y  
z teg o  p u n k tu  p ro s tą  a  a x, ró w n o le g łą  do osi О  X  i od ­
k ła d a m y  od n ie j k ą t  qd, =  a , a  a 2 w sen sie  sch e m a tu  
ry s . 1. P ro s ta  a  a 2 b ędz ie  tu  k ie ru n k ie m  p rz e k ro ju  
(e le m en tu  iz o s ta ty cz n eg o ), n a  k tó ry  d z ia ła  n a p rę ż e n ie  
g łó w n e , o d p o w iad a ją ce  d an em u  pękow i lin ij izo k lin icz ­
n y c h . P rz e p ro w a d z a ją c  p ro s tą  a b  p ro s to p a d łą  do p ro ste j 
a a 2 , z n a jd u je m y  k ie ru n e k  o d c in k a  l in ji  iz o s ta ty c z n e j, 
z a w a r ty  m ięd zy  izo k lin am i ęp, i <jp2 .

W  p u n k c ie  b  p rz ep ro w a d zam y  p ro s tą  b b2, n a ­
c h y lo n ą  pod  k ą te m  q>2 w zg lęd em  osi X -ów  o raz  p ro s tą  
b c  do n ie j p ro s to p a d łą  i s ta n o w ią c ą  o d cinek  l in ji  iz o s ta ­
ty c z n e j m ięd zy  izo k lin am i (p2 i ę>3 . W  te n  sam  sp o ­
sób b u d u jе т з г p o zo sta łe  odc in k i p o szu k iw an ej l in ji  izo ­
s ta ty c z n e j . K ą ty  cpi , qo2 , i t .  d. o d k ład am y  tu  od 
osi X - ó w  n a  p o d s taw ie  ta n g e n s ’ ów.

W y z n a c z e n ie  lin ij iz o s ta ty c z n e j na  p o d s taw ie  izo- 
k lin ó w  m o żn a  u p ro śc ić  sobie w  sposób  n a s tę p u ją c y  : 

P rz e p ro w a d z a m y  p ro s tą  O, K  ró w n o le g łą  do osi 
X - ó w  i p ro s tą  K e '  do n ie j p ro s to p ad łą . N a te j o s ta tn ie j



pros te j  o d k ład am y  odcinki K b ' ,  K c '  i t.  d. w t e n  spo­
sób, a b y :
K h ‘  K o '

=  t g ( 9 0 ° - ^ 1) =  ctgęp1, —  = t g ( 9 0 ° - 9 P 2) =  ctgqo2
i t.  d.

Ł ą c z ą c  ze sobą p u n k t  O t z p u n k ta m i  b' ,  c ' , d ' . . . z n a j ­
d u je m y  k ie ru n k i  0 , Ь ' Ц а Ь ,  0 1 с ' Ц Ь с  i t.  d. D la  w y ­
zn a cze n ia  w ięc l in j i  iz o s ta ty cz n e j  a b o d e  p rz e p ro w a ­
d z a m y  z p u n k tu  a  p ro s tą  ró w n o le g łą  do O, b ' , z p u n k tu  
b  ró w n o le g łą  do Ot c'  i t.  d. M am y  t u  w  te n  sposób 
do cz y n ie n ia  z p e w n ą  a n a lo g ją  w ie loboku  szn u ro w eg o  
(por. rys .  21). G d y b y  l in je  izok lin iczne  b y ły  do siebie 
n ieskończen ie  zbliżone, w ów czas  odcink i  a b ,  b c ,  c d  
i t .  d. b y ły b y  n iesk o ń czen ie  m a łe  i d a ły b y  w  r e z u l t a ­
cie śc is łą  l in ję  i z o s ta ty c z n ą  a  A .  P o n ie w a ż  j e d n a k  w y ­
m ien ione  odcink i  m a ją  d łu g o ść  sk o ń c z o n ą ,  l in ja  ła m a n a  
a b c d .  . .  odsun ie  się n a  rys .  22 w zg lę d em  odpow iedn ie j 
k rz y w e j  w  k ie ru n k u  do p o c z ą tk u  w sp ó łrz ęd n y ch .

29

Je ż e l i  p rz e p ro w a d z im y  p rzez  p u n k t  a,  z a m ia s t  
p ros te j  a  b,  ró w n o le g łą  do n ie j  p ro s tą  O l ,  a  n a s tęp n ie ,  
z a m ia s t  p ros te j  b e, ró w n o le g łą  do n ie j  p ro s tą  I  I I  i td .,  
n o w a  l in ja  ł a m a n a  O  I I I  I I I . . .  b y ła b y  p rz e s u n ię ta  
w zg lę d em  l in j i  łam an e j  a b c . . .  w k ie ru n k u  d o d a tn ic h  
X-ów. D w ie  w y m ien io n e  t u  l in je  ł a m a n e  tern  ró ż n ią  się od 
siebie, że k a ż d y  e lem e n t  l in j i  a b c .  . . ,  z a w a r ty  m ięd zy  
izok linem  (p, a  izok linem  (pi +1, n a c h y lo n y  j  e s t  w z g lę d em  
osi X-ów pod k ą te m  9 0°— (pi, a  k a ż d y  e lem e n t  l in j i

It
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O H I . . .  z a w a r ty  m ięd zy  tem i sam em i izok linam i n a ­
ch y lo n y  j e s t  w zg lęd em  osi X  ów pod k ą te m  9 0 °— <jpi+1. 
K rz y w a  a  A ,  j a k o  ściśle p rz e p ro w a d z o n a  l in ja  izo s ta ­
ty c z n a ,  p rzech o d z i  m ięd zy  l in ja m i  łam an e m i a b c . . .  
i O l i i . . .  i o d g ry w a  d la  n ich  obu  ro lę  g ra n ic y  p rz y  
n iesk o ń czen ie  zw iększa jące j  się l iczbie izoklinów .

A b y  m ożliw ie  j a k n a j  lepiej z a s tą p ić  l in ję  a  A  (rys. 
22) p rzez  l in ję  ł a m a n ą ,  m o żn a  p rz ep ro w a d z a ć  t ę  o s ta tn ią  
w  t e n  sposób, ab y  je j  odc inek  p rz e c in a ją c y  l in ję  izo- 
k l in ic zn ą  (pi i n a c h y lo n y  w zg lęd em  osi X-ów pod k ą ­
te m  (pi z n a jd o w a ł  się częściowo m ięd zy  izok linam i <jp,_i 
a (pi, częściowo zaś m ięd zy  izok l in am i qp, i (pi+ 1 (rys. 23). 
W  ty m  w y p a d k u  w ie rzch o łk i  l in j i  łam an e j  B , G i t .  d. 
p o w in n y  z n a jd o w a ć  się w je d n a k o w e j  odległości od 
izok linów , m iędzy  k tó ry m i są zawarte®). L in ja  izo s ta ­
ty c z n a  t ą  d ro g ą  w y z n a c z o n a  w s k a z a n a  j e s t  n a  rys. 16, 
j a k o  l in ja  I,  p rzyczem , j a k  w idać, l in ja  t a  dobrze  z g a ­
d za  się z k r z y w ą , o t rz y m a n ą  d ro g ą  p rz y b liż o n eg o  ca ł ­
k o w a n ia  ró w n a n ia  (21). N a  ty m  s am y m  r y s u n k u  l in ja  
I I  z o s ta ła  zb u d o w a n a  n a  p o d s taw ie  linij izok lin icznych ,  
p rz e p ro w a d z o n y c h  co 5°, a  l in ja  I I I  n a  p o d s taw ie  linij 
izo k l in ic zn y ch  p rz ep ro w a d z o n y c h  co 10°.

N a rys .  18, 19 i 21 g ru b e m i  l in ja m i  p u n k to w a -  
nem i u w idoczn ione  są l in ję  w y k o n a n e  n a  p o d s taw ie  
l in ij izo k l in ic zn y ch  w e d łu g  sc h e m a tu  l in j i  a b c . . .  
z rys .  22.

B u d o w a n ie  l in j i  izo s ta ty cz n e j  w e d łu g  sc h e m a tu  
A B C . . .  z ry s .  23 n a s t rę c z a  t ru d n o śc i  p rz y  o k re ś lan iu  
p o łożen ia  p u n k tó w  B , C, D  j e d n a k o w o  od leg ły ch  od 
z a w ie ra ją c y c h  j e  izoklinów . To p o w o d u je  dow olności 
i d la te g o  u w a żam , iż p rz y  k o rz y s ta n iu  z w y m ie n io ­
n e g o  sc h e m a tu  ko n ieczn em  j e s t  je d n o c z e sn e  s p o rz ą d z e ­
n ie  l in j i  iz o s ta ty cz n e j  w e d łu g  sch e m a tó w  a b c . . .  
i О  I I I .  . . z r y s u n k u  22 ce lem  u s ta le n ia  g ra n ic  b łędu .

IV. W n i o s k i .

P o ró w n a jm y  te ra z  sposób w y z n a c z e n ia  linij izo s ta ­
ty c z n y c h  n a  p o d s taw ie  linij izo k l in iczn y ch  ze sposo­
bem  p rz y b liż o n eg o  ca łk o w a n ia  ró w n a n ia  ró żn iczkow ego  
l in j i  iz o s ta ty cz n e j .

P rz y  ca łk o w a n iu  ró w n a n ia  k rz y w e j  iz o s ta ty cz n e j  
d o k ład n o ść  ob liczen ia  m oże być, j a k  to  w y k a z a n o

6) Th. Wyss: ,,Die Kraftfelder in festen elastischen Korpern 
und ihre praktischen Anwendungen1*, Berlin, 1926.



w  rozdz ia le  I I ,  ł a tw o  u s ta lo n a  d ro g ą  p o ró w n a n ia  ze 
sobą k o le jn y ch  p rz y b liż eń  obliczen ia .  D ok ładność ,  j a k a  
t u  m oże być u z y s k a n a  p rzez  z m n ie jsza n ie  d o w olnych  
p rz y ros tów , j e s t  d o s ta te c z n a  d la  w sz e lk ic h  z a g a d n ie ń  
o c h a ra k te r z e  tech n ic zn y m .

P rz y  w y z n a c z e n iu  linij iz o s ta ty c z n y c h  n a  p o d s ta ­
w ie izok linów  d ok ładność  teg o  w y z n a c z e n ia  za le ży  od 
t a k ic h  okoliczności,  j a k  ska la  ry s u n k u ,  ścisłość r y ­
su n k u ,  ilość w y z n a c z o n y c h  linij izo k l in ic zn y ch  i t.  d., 
k tó re  n ie  zaw sze  są ła tw o  u c h w y tn e  i k tó re  n ie  p o ­
z w a la ją  w obec teg o  ła tw o  u s ta l ić  g ra n ic  b łęd u  obli­
czen ia .

Z  d ru g ie j  s t ro n y  w y z n acz en ie  je d n e j  l in j i  izo s ta ­
ty czn e j  d ro g ą  p rzy b liżo n eg o  ca łk o w an ia  w y m a g a  m niej 
więcej 1 — 2 god z in  czasu  i zn aczn e g o  n a tę ż e n ia  u w a g i,  
wobec teg o ,  że  z w ią z a n a  z te m  ca łk o w an iem  p ra c a  r a ­
c h u n k o w a  n ie  d a je  się zm echan izow ać .

Sam o w y z n a c z e n ie  l in j i  izo s ta ty cz n e j  n a  p o d s ta ­
w ie  d an eg o  p ęk u  izok linów  j e s t  rz ecz ą  b a rd zo  p ros tą .  
W y z n a c z e n ie  linij izo k l in ic zn y ch  w y m a g a  w p ra w d z ie  
dość  znaczne j  ilości d z ia ła ń  a ry tm e ty c z n y c h ,  lecz d z ia ­
ł a ń  p o w ta rz a ją c y c h  się i d a ją c y c h  się u ją ć  w  tablice . 
P rz y te m  p ęk  izok linów  pozw ala  n a  p rz e p ro w a d zen ie  
linij iz o s ta ty c z n y c h  p rzez  dow olną  l iczbę  p u n k tó w .

U w a ż a m  w ięc  iż, dopóki chodz i  o w y z n acz en ie  
linij i z o s ta ty c z n y c h  d la  celów ogó lnego  z o r je n to w a n ia  
się w  p ra c y  dane j  k o n s tru k c j i ,  w y z n acz en ie  ty c h  linij 
n a  p o d s taw ie  linij izo k l in iczn y ch  j e s t  ca łkow ic ie  w s k a ­
zane, g d y  j e d n a k  chodzi o d o k ład n e  w sk a z a n ie  m ie jsca  
w  dane j  k o n s t ru k c j i ,  k tó re  pow inno  być  w zm ocnione  
lu b  w k tó rem  n a le ż y  oczek iw ać  p ękn ięć ,  n a le ż y  w ó w ­
czas  uciec się do op isan eg o  w yżej sposobu  ca łk o w an ia  
ró w n a n ia  l in j i  i zo s ta ty cz n e j .
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