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INZ. DR. WITOLD WIERZBICKI

Profesor Szkoly Giéwnej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

O zastosowaniu teorji kraty
do wyprowadzenia rownan energji sprezystej.

Teorja kraty, poza jej bezposredniem wyzyskaniem do obliczenia
mostéw kratowych, moze byé z pozytkiem zastosowana i do uzasad-
nienia réwnan, dotyczgcych energji sprezystej, nagromadzonej przy
odksztatcaniu sie konstrukcyj budowlanych.

Mowigc o rdwnaniach energji sprezystej, mamy na widoku
wszystkie réwnania, wyrazajace w spos6b wyrazny zalezno$¢ miedzy
nastepujgcemi trzema kategorjami wielkosSci, lub przynajmniej miedzy
dwiema z posrod nich:

1. miedzy uog6lnionemi sitami P, wzrastajgcemi w sposdb ciagly
i nieskonczenie powolny i zaczepionemi do konstrukcji, wykonanej
z materjatu, uwazanego za sprezysty,

2. miedzy odpowiedniemi uogélnionemi przesunieciami (wspot-
rzednemi) punktéw zaczepienia sit (¢ lub v),

3. miedzy energja sprezysta V, nagromadzong w danej kon-
strukcji w ciggu wzrastania sit P od zera do ich wartosci ostateczne;j.

Roéwnania, dotyczace energji sprezystej, sg uzytecznym Srodkiem
przy rozwigzywaniu szeregu zagadnien statyki budowlanej, a teorji
mostéw w szczegbélnosci i stanowig ulubiong metode pracy wielu
uczonych, przedewszystkiem za$ statykoéw niemieckich.

Wedtug celéw, do jakich powyzsze réwnania prowadzg, mozna
podzieli¢ je w sposdb nastepujacy:

Do obliczenia energji sprezystej, nagromadzonej w danym ciele,
korzystamy z réwnania ClapeyronY*, ktéremu nadajemy zwykle postac:

V=12 P . C o o )

Réwnanie to doprowadza nas, jak wiadomo, w sposO6b prosty
do przedstawienia energji potencjalnej ciala sprezystego w postaci
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jednorodnej funkcji sit drugiego stopnia:
V=2Kk.P*+ 2/Ct.PiPj.ccciiiiiiices 2)

gdzie wspotczynniki k i kx nie sg zalezne od sit.
Z drugiej strony, ilo$¢ energji sprezystej nagromadzonej w danej
konstrukcji, wyrazi¢ mozemy zapomocg wzoru:

V=J3Vidxdyd 2z ., 3)

gdzie V1 wyraza ilo$¢ energji nagromadzonej w szescianie o krawedzi
rownej 1, wyjetym z odksztatconego ciata, a wielkosci dx, dy, dz
wyrazajg ditugosci krawedzi nieskonczenie matego prostopadtoscianu.

Réwnanie (3) wyptywa bezposrednio z okresSlenia energji spre-
zystej jednostkowej i z przyjetego naogdét w statyce, a omoéwionego
wyzej, sposobu wzrastania sit P i wobec tego wiasciwie nie nalezy
do grupy omawianych tu réwnan. tacznie jednak z réwnaniem Cla-
peyron’'a, przez zestawienie dwoch roznych wyrazenn dla energji spre-
zystej, daje ono moznos¢ tatwego obliczenia odksztatcenn w razie, gdy
te ostatnie odpowiadajg sitom zaczepionym w danych punktach kon-
strukcji, t zn. gdy np. mamy do wyznaczenia przesuniecie w punkcie
zaczepienia i w kierunku dziatania sity skupionej, lub gdy mamy do
wyznaczenia obrét w punkcie zaczepienia momentu. Zestawienie dwoch
wspomnianych wyrazen dla energji sprezystej przedstawia wiasciwie
tylko odmienng forme réwnania Clapeyron’al.

Do wyznaczenia odksztatcen stuzy nam najczesciej twierdzenie
Castigliano’a:

P TSP (4>

Do wyznaczenia wielkosci statycznie niewyznaczalnych korzystamy
z twierdzenia Menabrea’i *v

lub tez z twierdzenia Betti'ego, zwanego twierdzeniem o wzajemnosci

przesunieé: 2P'C,, = 2P"C, e (6)

gdzie wielkosci P' i ¢, odpowiadajg jednemu, za$ P" i c, drugiemu
uktadowi sit, zaczepionych do tej samej konstrukcji2.

Szczegolny wypadek twierdzenia Betti'ego, odpowiadajacy jednej
sile, nazywamy, jak wiadomo, twierdzeniem Maxwell’a.

‘) M. G. Lam¢: Leeons sur la theorie mathematique de 1¢lasticit¢ des corps
solides, 1852, str. 80.

2 Ustawiajac wzory statyczne dla ramownicy czteroprzestowej, miatem
moznos$¢ przekonac sie, ze przy obliczaniu uktadéw ztozonych stosowanie twier-
dzenia Betti'ego jest mniej klopotliwe, niz stosowanie twierdzenia Menabrea’i
(vide Przeglad Techniczny, 1930, Nr. 46).
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W razie sprezystego utwierdzenia podp6r moze by¢, przy
wyznaczeniu wielkosci statycznie nadliczbowych, rdwniez uzyteczne
i twierdzenie Castigliano’a.

Réwnania (1) —(6) dotycza w réwnej mierze ukitadéw petnych,
jak i kratowych.

Nie wdajac sie w historje powstawania omawianych tu réwnan,
zauwazy¢ jednak nalezy, iz niektdre z nich zostaly pierwotnie usta-
wione dla ukiadéw kratowych, nastepnie za$ rozpowszechnione i na
uktady petne (np. twierdzenie Menabrea’'i)X inne za$ naodwrét, udo-
wadniane byty z poczatku dla ukitadow petnych, pézniej za$s dopiero
byly zastosowane i do uktadoéw kratowych (np. twierdzenie Clapeyron’a).

Uzasadnienie twierdzen, dotyczgcych energji sprezystej dla ciat
peinych, opiera sie przedewszystkiem na rownaniach ogdlnych teorji
sprezystosci, wyprowadzenie za$ tych réwnan dla kratownic odbywa
sie na podstawie tak zw. metody Maxwell’a i Mohr'a, opartej na
zasadzie prac wirtualnych, ktéra w danym razie moze by¢ zresztg
wyprowadzona i bezposrednio z teorji kratownicy?.

Z dydaktycznego punktu widzenia wyprowadzenie réwnan energji
sprezystej dla ciat pelnych jest znacznie bardziej ztozone, niz uzasad-
nienie tych samych réwnan w zastosowaniu do ukitadéw kratowych,
tak iz w starszych podrecznikach mechaniki, gdzie te twierdzenia byty
traktowane, ze wzgledu na ich znaczenie teoretyczne w nauce o0 spre-
zystosci ciat statych, z wielkg precyzjg, zajmowaty one wiele miejsca.
W nowszych podrecznikach natomiast, ze wzgledu na koniecznos$¢
zapoznania wspotczesnego inzyniera z bardzo licznemi nowemi za-
gadnieniami wspoétczesnej statyki budowlanej, wyprowadzenie tych
rownan jest traktowane raczej schematycznie, przyczem gtéwny nacisk
ktadzie sie na sposoby ich stosowania.

Zmierzajagc do uproszczenia wykitadu réwnan energji sprezystej
dla ciat petnych, autorowie wspotczesnych podrecznikéw statyki idg
w dwoch kierunkach: jedni, mianowicie, upraszczajg bezposrednio uza-
sadnienia pierwotne, odrzucajgc pewne subtelnosci w rozumowaniu
i dbajgc raczej o algebraiczng poprawnos$¢ dowodzenia, drudzy korzy-
stajg i w danym wypadku z wywodow, przeznaczonych dla uktadéw
kratowych.

Pierwsi nie odbiegaja, wprawdzie, lub przynajmniej nie odbiegajg
pozornie od schematu statycznego c™ta petnego, zmuszeni jednak ze

‘) Por. M. Levy: La Statique Graphique, 1888, str. 220, réwniez B. de Font-
violant: Les methodes modernes de Resistance de Materieaux, 1920.

2 Por. W. Wierzbicki: Geometryczne uzasadnienie wzoru na przesuniecia
weztdw kratownicy. Przeglad Techniczny, 1930.
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wzgledu na brak miejsca do niedomdéwien, decydujg sie nieraz na
pewne niejasnosci wyktadu.

Drudzy, idgc za przyktadem Mohr'al i wyrzekajgc sie niejako
przy wyprowadzaniu rdéwnan energji sprezystej schematu ciata petnego
na korzys¢ kratownicy, uogoélniajg nastepnie swe wywody drogg twier-
dzenia, iz kazde ciato petne moze by¢ uwazane za kratownice prze-
strzenng o0 nieskonczenie wielkiej liczbie pretéw nadliczbowych i ze
wobec tego réwnania energji sprezystej, wyprowadzone dla kratownicy,
moga by¢ bez dalszych dowodéw rozpowszechnione i na konstrukcje
petne.

To ostatnie twierdzenie oparte jest na przedstawieniu ciata spre-
zystego, jako zbioru punktéw materjalnych, miedzy ktéremi dziataja
sity, proporcjonalne do zblizania sie wzajemnego tych punktéw i skie-
rowane wzdtuz taczacych je prostych. W ten sposob pomyslany
schemat ciata sprezystego nie przeczy wprawdzie prawu Hoock’a,
nie spetnia jednak charakterystycznego dla pracy sprezystego ciatla
petnego warunku, mianowicie nie odpowiada mu, co do liczby statych
sprezystosci.

Chodzi o to, ze w razie przyjecia dla ciata sprezystego schematu
kratownicy, mamy do czynienia z jedng tylko stalg sprezysta, z liczbg E,
wspoétczynnikiem sprezystosci przy wycigganiu (lub $ciskaniu), w danym
razie charakteryzujagcym zalezno$¢ miedzy rozsuwaniem sie wezidw
kratownicy a sitami, dzialajgcemi miedzy niemi. W przeciwiehstwie
do tego, w ciele sprezystem petnem, a wiec uwazanem za pewne
sprezyste continuum mamy do czynienia z dwiema wielkosciami
statemi, a wiec, poza wspoétczynnikiem E, jeszcze z liczbg Poisson’a ii.

Poglad na ciato sprezyste, jako na zbior punktow materjalnych,
a wiec poglad, doprowadzajgacy do schematu kratownicy, czyli do tak
niekiedy zwanego modelu Navier'a?, jest obecnie pogladem przesta-
rzalym, gdyz wszystkie nowoczesne badania naukowe w zakresie
teorji sprezystosci oparte sg juz na zatozeniu sprezystego continuum
czyli modelu Cauchy’ego.

Stad wyptywa nie dajacy sie, w zasadzie, odeprze¢ zarzut nie-
wspoétczesnosci, jaki moznaby postawi¢ sposobom wyprowadzenia
rownan energji sprezystej, opartym na teorji kraty.

Nie wydawaloby sie tez tu narazie stusznem odpieranie tego
zarzutu przez powotywanie sie na najnowsze badania w zakresie

*) O. Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen Mechanik,
1914, str. 431.

2 Por. Prof. Inz. Dr. M. T. Huber: Kryterja statoSci réwnowagi, 1926, str. 24
oraz M. Navier: Resume des legons sur lapplication de la Mecanique, 1833, str. 1
i 102.
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budowy materji, gdyz badania te stojg jeszcze dos¢ daleko od potrzeb
praktycznej teorji sprezystosci.

Z drugiej strony, proste a jednak S$ciste i pozbawione niedo-
mowien uzasadnienie wzordw (1) — (6), tak nieraz uzytecznych w pracy
inzyniera, jest koniecznoscia dydaktyczna.

Z tego powodu nalezy sie zastanowi¢ nad tem, czy nie moznaby
byto w ten sposdb praktycznie ograniczy¢ obszaru stosowalnosci
réwnan, dotyczacych energji sprezystej, aby w tym obszarze, wypro-
wadzenie ich na podstawie teorji kratownicy byto zgodne z ogdlnie
przyjetemi zatozeniami mechaniki budowli.

Ograniczenia, o ktérych mowa, dotycza po pierwsze, typu od-
ksztatcen, po wtore, rodzaju naprezen i po trzecie, sposobu zaczepie-
nia sit zewnetrznych.

Zestawiajgc wyszczeg6lnione na poczatku niniejszej pracy przy-
padki, gdy réwnania energji sprezystej znajduja zastosowanie, z rodza-
jami konstrukcyj peilnych, dla ktérych to zastosowanie jest korzystne,
tatwo spostrzegamy, ze wchodza tu w gre przedewszystkiem przypadki
zginania, zaréwno elementéw konstrukcyjnych prostolinjowych, jak
i krzywolinjowych. Mamy tu wiec przedewszystkiem na widoku belki
proste, na ktére zadne sity podituzne nie dziatajg, nastepnie ramy,
w ktorych obliczeniu rzadko tylko sity podituzne brane sg pod uwage,
wreszcie tuki, w ktorych, wprawdzie sity podtuzne zwykle uwzgle-
dniamy, w ktérych jednak wptyw decydujacy na naprezenia majg
zwykle momenty zginajace.

Co do naprezen, nalezy stwierdzi¢, iz w wyjgtkowych tylko wy-
padkach przy wyznaczeniu odksztatcenn konstrukcyj budowlanych, lub
tez wielkosci statycznie niewyznaczalnych, uwzgledniamy wpityw na
obliczane wielkosci naprezen stycznych, czyli liczymy sie z przesuwa-
niem wewnatrz ciat odksztatcanych.

Wreszcie, ogromng wiekszos$é konstrukcyj budowlanych i wszyst-
kie nieomal konstrukcje mostowe rozktadamy zwykle w obliczeniu
statycznem na elementy ptaskie. W obliczeniach za$, dotyczacych
konstrukcyj przestrzennych, zwykle wymagania, co do Scistosci obli-
czen statycznych, bywajg niezbyt surowe (np. w obliczeniu koput).

Twierdzi¢ mozna z catg Smiatoscig, iz poza ograniczonym w ten
sposOb zakresem zagadnieh pozostaje juz tylko bardzo niewiele prak-
tycznych zadan statyki petnych konstfukcyj zginanych, za$ zagadnienia
o charakterze badawczym nie bywajg prawie zapomocag réwnan energji
sprezystej rozwigzywane, zreszta, nie te zagadnienia ma sie na widoku,
dazac do uproszczen w wyprowadzeniu omawianych réwnan.
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Poniewaz ograniczyliSmy nasze rozwazania do uktadow ptaskich,
nie mamy potrzeby trwaé tu przy opisanym wyzej modelu ciata spre-
zystego, jako kratownicy przestrzennej, lecz mozemy przej$¢ do pro-
stszego schematu kratownicy ptaskiej, co znacznie utatwi dalsze
rozwazania.

Dla uproszczenia przerobek matematycznych, nie wzbudzajacych
w danym zadaniu wiekszego zainteresowania naukowego, obszerniej
omawiamy tu tylko najprostszy, lecz zarazem i najwazniejszy schemat
kratownicy o pasach rdwnolegtych, przedstawiajgcy niejako model
petnej belki pryzmatycznej w dwoch punktach swobodnie podparte;j,
wzglednie belki utwierdzonej w jednym koricu i swobodnej na drugim.

Kratownice te bedziemy uwazali w dalszym ciggu za statycznie
wyznaczalna, posiadajgcg np. krate w rodzaju przedstawionej na rys. 1,
cho¢ bardzo gesta. Przez podobne przyjecie oddalamy sie jeszcze
bardziej od modelu Navier'a, w ktorym kazdy wezetl powinien by¢

potaczony ze wszystkiemi innemi weztami; powstajacy w ten sposob
nowy model lub schemat statyczny, aczkolwiek bardziej znacznie ogra-
niczony, co do swej ogolnosci, nadaje sie jednak z powodzeniem do
obliczenia ugie¢ belki petne;j.

Stosujgc dalsze rozwazania do belki w dwoéch punktach swo-
bodnie podpartej lub belki utwierdzonej w jednym kohcu i swobodnej
w drugim, zauwazamy przedewszystkiem, iz wszystkie rownania energji
sprezystej, wyszczeg6lnione na poczatku tej pracy, mozna ujg¢ w jedno
réwnanie symboliczne: pAp cy™_q n

w ktérem zresztg wielko$¢ V nie zawsze wystepuje w sposdb wyrazny.

Aby uzasadni¢ stosowanie kratownicy, jako modelu statycznego
belki petnej, ustalimy przedewszystkiem warunki, ktéorym odpowiadac
powinna kratownica, przedstawiona na rys. 1, aby te same wartosci
P, ci V czynity zado$¢ réwnaniu (7), zarbwno w razie, gdyby zostato
ono ustawione dla tej wiasnie kratownicy, jak i wowczas gdyby do-
tyczyto belki petnej o tej samej rozpietosci i o tym samym sposobie
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podparcia (rys. 2). Zakladamy tu, oczywiscie, ze funkcja F zachowuje
ten sam ksztatt w obydwoéch wypadkach.

Kratownice przedstawiong na rys. 1 uwazamy za przegubowg
oraz odpowiadajgca wszystkim zatozeniom teorji krat i zaczepiamy do
niej, np. do jej gornych weztow szereg sit P, dziatajgcych prostopadle
do osi pasow i oddalonych od lewej podpory belki o odlegtosci d.
Z drugiej strony, na goérnej powierzchni belki peinej, przedstawionej
na rys. 2 i wykonanej z tego samego materjatu, ustawiamy sity réwne
oméwionym sitom P i ustawione od lewej podpory belki w tych
samych odlegtosciach d, co i tamte. Dwa tego rodzaju obcigzenia
obydwdch belek mozemy uwazaé za identyczne, gdyz zar6éwno wykresy
momentéw zginajacych, jak i wykresy sit poprzecznych w obydwdéch
wypadkach sg tu te same. Ma to miejsce w danym razie niezaleznie
od ksztattu i wymiaréw poprzecznych obydwoéch belek.

Przyjmujemy, ze belka pelna wykonana jest z materjatu jedno-
rodnego i ma np. przekréj poprzeczny prostokatny o szerokosci a

Rys. 2.

i' wysokosci h (rys. 1). W belce kratowej przyjmujemy szerokosé
pasow i krzyzulcdw oraz dtugosé przegubéw cylindrycznych za réwna a,
za$ odlegtos¢ osi podtuznych obydwoéch pasoéw, o wymiarach po-
przecznych tych samych, przyjmujemy za réwng h (rys. 2).

Nalezy zauwazy¢, iz wobec odrzucenia wptywu na zginanie na-
prezen stycznych, ksztatt przekroju poprzecznego belki petnej, o ktoérej
mowa, pozostaje witasciwie bez znaczenia dla dalszych rozwazan.

Sity P, wywotujac zginanie omawianej belki kratowej oraz belki
petnej, powoduja znieksztatcenie ich przekrojéw poprzecznych, wzgled-
nie przekrojow ukosnych. W belce kratowej, mianowicie, wyciggane
krzyzulce i pasy doznajg zwezen poprzecznych, za$ Sciskane krzyzulce
i pasy poprzecznych rozszerzen. Z drugiej strony, belka o przekroju
petnym doznaje odksztatcenia poprzecznego, przedstawionego narys. 3.
Oba te rodzaje odksztatcenia mogag oczywiscie wystgpi¢ tylko w tym
wypadku, gdy wspotczynnik Poisson’a (i réozny jest od zera.
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W mysl jednak zasady zesztywnienia ani w obliczeniu statycznem
kratownic, ani tez w obliczeniu belek petnych nigdy nie bierzemy pod
uwage wptywu odksztatcern poprzecznych na naprezenia normalne,
nie mamy wiec powodu uwzglednia¢ go tez i przy obliczaniu energji
sprezystej, nagromadzonej w tych konstrukcjach.

Pomijajac za$ powyzsze odksztatcenia, przyjmujemy tem samem,
ze liczba Poisson’a, jedna z dwoéch statych sprezystosci, réwna sie
tu 0 w obydwdéch wypadkach. Mozemy to zrobi¢ tylko w belkach
o0 malej szerokosci i nie powinniSmy tego stosowal w szerszych
ptytach, gdzie wielko$¢ wspétczynnika fi wywiera wpltyw wyrazny
na naprezenia. _

Obliczenie ugiecia belki petnej w pewnym punkcie D (rys. 2),
czyli prostopadtego do osi belki przesuniecia punktu D (przesuniecia
¢ = vD, lezgcego na osi belki, odbywa sie naog6t (poza omawianemi
tu metodami, opartemi na réwnaniach energji sprezystej) zapomoca

rownania osi odksztatconej, lub tez sposo-
bem momentoéw wtérnych, opartym na ana-
logji, istniejgcej miedzy forma osi odksztat-
conej belki zginanej a krzywa sznurowa,
a wiec posrednio réwniez opartym na
rownaniu osi odksztatcone;j.

Wyprowadzenie og6lnego réwnania
osi odksztatconej:

RS 3 EINA=M ... (8

opiera sie miedzy innemi na dwéch zalozeniach nastepujgcych:

1 na zalozeniu, ze roéwnolegte do siebie warstwy belki petnej
nie wywierajag wzajemnie na siebie nacisku w kierunku prostopadtym
do osi belki, nie odksztatcaja sie wiec w tym kierunku,

2. na zalozeniu, ze wspomniane warstwy nie przesuwaja sie
wzgledem siebie, co odpowiada tak zwanemu zatozeniu ptaskich prze-
krojow ; wobec tego, ze miedzy naprezeniami stycznemi a przesunie-
ciami jednostkowemi istnieje zaleznosc¢:

(gdzie G oznacza wspotczynnik sprezystosci przy przesuwaniu, a f?
przesuniecie jednostkowe), zatozenie to odpowiada przyjeciu, iz stata
sprezystosci G réwna sie tu nieskoriczonosci (G = oo0).

W konsekwencji powyzszych zatozeh uwazamy, iz punkt D’ na
goérnej i punt D" na dolnej powierzchni belki, lezgc na prostej prosto-
padtej do osi (normalnej) i przechodzacej przez punkt D, nie zmienig,
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po odksztatceniu, odlegtosci swej od tego punktu, ani w Kierunku
stycznym do osi, ani w kierunku prostej D', D”. Mamy wiec, ze
VD —Vn= \D . = = (10)

W belce kratowej role punktéw D', D” i D odgrywajg punkt N,
potozony w Srodku wysoko$ci kratownicy, oraz wezty N' i N", ktorych
odlegtosci od lewej podpory belki odpowiadajg odlegtosciom tamtych
punktéw. Powstaje tu pytanie, jakim warunkom odpowiadaé¢ powinna
belka kratowa, aby wzajemna nieprzesuwalno$¢ weztéw N' i N", od-
powiadajaca nieprzesuwalnosci punktéw D’ i D" belki petnej, byta
zabezpieczona.

Otdéz zatozenie nieprzesuwalnosci punktéw D' i D” w kierunku
normalnej do osi odksztatconej moze tu by¢ zastgpione w sposob do-
stateczny przez warunek nieodksztatcalnosci stupéw kratownicy, ktoéry
nie pozwoli weztom N' i N" przesungé sie wzgledem siebie.

Przyjecie, iz stata sprezystosci O rdwna sie nieskonczonosci,
jest réwnoznaczne z odrzuceniem wptywu sit poprzecznych na wygi-
nanie sie belek petnych, natomiast w przypadku kratownicy pominiecie
wptywu sit poprzecznych na przesuwanie sie weztow moze by¢ wy-
razone przez przyjecie nieodksztatcalnosci podiuznej pretow Kkraty,
w szczeg6lnosci za$ krzyzulcéw. Tiumaczy sie to w ten sposob, iz
w kratownicy o pasach réwnolegtych sity w pretach kraty sa wprost
proporcjonalne do sit poprzecznych, tak, iz przyjmujac, ze prety te
nie ulegajg ani wydtuzeniu, ani skrétowi, czyli, ze ich wspoétczynnik
sprezystosci réwna sie Ekr= co, odrzucamy tem samem wptyw sit
poprzecznych na wyginanie sie belek kratowych.

Innemi stowy, zalozenie nieodksztatcalnosci pretéw kraty, przy
jednoczesnem zatozeniu, ze oba pasy kratownicy majg te same wymiary
i sg wykonane z tego samego materjatu, catkowicie zabezpiecza nie-
przesuwalnos¢ weztdw N' i N” w kierunku normalnej oraz stycznej do
osi belki i odgrywa tu role zatozenia, ze G = oo przy obliczeniu ugieé
belki petnej.

Przy obliczeniu odksztatcen poréwnywanych ze sobg belek, peinej
i kratowej, przyjmujemy wiec, w mysl powiedzianego wyzej po pierwsze,
ze sity zewnetrzne P sg w obydwdéch wypadkach zaczepione jedna-
kowo, po wtore, ze fi —0 i po trzecie, ze sity poprzeczne w obydwoch
wypadkach nie majg wptywu na odksztatcenia, czyli ze G = oo,
wzglednie Ekr — oo. n

Stosujac do wyznaczenia ugiecia belki petnej w punkcie D
spos6b momentéw wtdérnych otrzymujemy:

- 01)
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gdzie Slk wyraza moment wtérny w przekroju D belki, t. j. moment
zginajacy od obcigzenia ciggtego, zmieniajgcego sie weditug wykresu
momentéw zginajacych od rzeczywistego obcigzenia belki, a E | ozna-
cza iloczyn wspdiczynnika sprezystosci przy wycigganiu i zginaniu
przez moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego belki.

Z drugiej strony, obliczajac dla belki kratowej przesuniecie punktu
D w Kkierunku prostopadtym do osi belki, rowne przesunieciu punktéw
N' i N", otrzymujemy na podstawie wzoru opartego na zasadzie prac
wirtualnych, czyli wedtug t zw. metody Maxwell’a i Mohr'a, iz

gdzie S oznacza sity w poszczegdélnych pretach kratownicy, Z sity,
ktére dziatatyby w tych pretach, gdyby w weZle N' byla zaczepiona
sita 1, majgca kierunek przesuniecia vN, wreszcie EA — iloczyn wspét-
czynnika sprezystosci przez pole przekroju poprzecznego pasa i X —
dtugos¢ jednego przedziatu pasa. Wobec tego, ze stupy i krzyzulce
kratownicy uwazamy za nieskonczenie sztywne, czyli za nieodksztal-
cajgce sie, sumowanie dotyczy tu tylko obydwoch pas6éw, obejmujac
wszystkie przedziaty belki kratowej.

Oznaczamy przez Mx momenty zginajace, wywotane przez rzeczy-
wiste obcigzenie zewnetrzne w poszczeg6lnych weztach kratownicy K",
oddalonych od lewej podpory o odlegtosci x, i przedstawiamy na
rys. Ac wykres tych momentéw. Woéwczas sity podituzne, powstajgce
w potozonych naprzeciwko weztéw k" poszczegélnych przedziatach
mk' pasdw belki kratowej, wyrazg sie zapomocg wzoru:

Ciezar réwny 1t, zaczepiony nad punktem N (w odlegtosci a
od podpory), ktérego przesuniecie wyznaczamy, wywotuje zaréwno
w rozpatrywanej belce kratowej, jak i w odpowiedniej belce petnej,
momenty zginajace, zmieniajace si¢ wedtug wykresu momentéw, przed-
stawionego na rys. Ab.

Oznaczajac przez Mx rzedne wykresu Ab w punktach oddalonych
0 g od lewej podpory belki kratowej, otrzymujemy dla sity wywotanej
w przedziale mk' pasa przez site 1, zaczepiong w wezle N, wielkos¢:

(14)

W zwigzku z tem wzo6r (12) przybiera posta¢ nastepujaca:

Mx Mx X
Vn= 272 h ' h 'EA e (15)
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Sumowanie dotyczy tu, jak wyzej, dwdch paséw kratownicy,
kazdy o diugosci I
Przyjmujemy dalej, ze przedziaty belki kratowej malejg w sposob
nieograniczony, czyli ze zaktadamy X= dx. W zwigzku z tem suma (15)
przeksztatca sie w catke nastepujaca:
, fm, m:
EA
Wracajac do wykresu Ab, obliczamy rzedng jego dla punktu N.

Poniewaz ciezar 1 wywotuje reakcje belki réowne 1—¥0raz¥, wiec

Rys. 44, b, c.
moment zginajacy, wywotany przez ten ciezar w punkcie 2V, wynosi:

FOAZT(1-%) € oo, 17)

Wyrazenie dla N, jak wida¢, przedstawia pomnozong przez 1
rzednag linji wptywowej momentu zginajacego w punkcie N dla belki
w dwoch punktach swobodnie podpartej.

Wobec tego, ze wykres 4b jest linjg wptywowg momentu zgina-
jacego w punkcie D (o rzednych (tj = Mx) i wobec tego, ze wykres 4c
dla momentéw Mx uwaza¢ mozemy za wykres obcigzenia wtérnego

= Mx, powinnismy dla wyznaczenia momentu wtérnego 2}t w punkcie
N wykona¢ catkowanie:

SR* = 9J+A—=’(nqx.M'xdx: 50Mxl\/l'xdx .. . (18
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Ze wzordw (16) i (18) otrzymujemy wiec:

(19)

/h\2
lloraz 2 12] E A = ly wyraza moment bezwtadnosci belki, ktdrej

caly materjat zostat skupiony na osiach dwdch jej réwnolegtych do
siebie pasow.

Z zestawienia wzoréw (11) i (19) wynika wiec, iz na to, aby
belka kratowa o tej samej rozpietosci, obcigzeniu i sposobie podparcia,
co pewna belka petlnha, dawata, przy wszystkich poczynionych wyzej
zastrzezeniach, w odpowiednich punktach te same normalne do osi
przesuniecia, co tamta, potrzeba, aby belka kratowa czynita zados¢
warunkom nastepujgcym:

1 Odlegto$¢ miedzy osiami paséw belki kratowej musi by¢ rédwna
wysokosci belki petnej.

2. Caly materjat belki skupiony byé musi na osiach paséw, przy-
czem momenty bezwitadnosci belek majg by¢ sobie rowne, t j.

3. Przedzialy belki kratowej powinny by¢ nieskoriczenie mate.
4. Prety kraty nie mogg ulega¢ odksztatceniu podtuznemu.

Jezeli wiec zachodzi potrzeba wyznaczenia przesuniecia belki
petnej w pewnym punkcie D, lezagcym na osi, to, wyznaczajac odpo-
wiednie przesuniecie dla wezta nalezacego do kratownicy, odpowia-
dajacej tylko co wymienionym warunkom, a potozonego w tej samej
odlegtosci od poczatku belki, co punkt D, otrzymamy wynik identyczny
z poszukiwanym.

Zatozenia upraszczajgce, poczynione wyzej jak to zostato udo-
wodnione, majg ten sam sens fizyczny dla belki kratowej, co i dla
petnej, w jednakowym wiec a naog6t w dopuszczalnym tylko stopniu
wptywajg one na dokiadnos$¢ obliczen statycznych.

Poniewaz przedzialy omawianej wyzej belki kratowej uwazamy
za nieskonczenie mate, mozemy wiec sity zewnetrzne zaczepia¢ do
tej belki we wszystkich punktach jej diugosci, nie bedac przez to
W sprzeczno$ci z teorja kraty i mogac dzieki temu rozpowszechnic
wszystko powyzsze i na obcigzenia ciggte. Nie mamy tu potrzeby
robi¢ zadnych zastrzezen co do obcigzenia momentowego, gdyz co do
ksztattu wykresu rys. 4c¢ nie robiliSmy zadnych ograniczen.
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Przechodzac do wyznaczenia obrotéw sprezystych poszczegél-
nych przekrojéow belki pelnej, ustawiamy dla obrotu jej pewnego

przekroju D wzdr nastepujacy:
*.))-§!llllllllllllllll @

gdzie %D oznacza site poprzeczng w przekroju D belki, wywotang
przez obcigzenie wtorne ¥= MX (rys. 2).
Wyznaczenie obrotu przekroju D belki kratowej wyznaczamy
z omoéwionego wyzej wzoru:
.'Sj Z.S. X
' '-24 '-E A - o, (21)

N i

w ktorym S, X \EA ma to samo znaczenie, cO wyzej we wzorze
(12), za$ Z oznacza sity, powstajace w poszczegbélnych pretach paséw
kratownicy pod dziataniem momentu réwnego 1 i zaczepionego w prze-
kroju D, ktérego obrdt obliczamy (rys. 5).

Moment, réwny 1, zaczepiony w przekroju N belki, wywotuje
momenty zginajace M", ktérych wykfres przedstawiony jest na rys. 5b.
W zwigzku z tem sily Z, powstajace w poszczegdlnych przedziatach
pasa kratownicy, wyrazajg sie wzorem:

MZ
Z= (22)

analogicznym do wzoru (14), za$ sity S zapomocg wzoru (13).



14 Prof. Inz. Dr. Witold Wierzbicki [324]

Wykres, przedstawiony na rys. 5b przedstawia, jak wida¢, z dru-
giej strony, linje wptywowa dla sity poprzecznej w przekroju N dla
belki swobodnie podpartej. Wobec tego mozemy tu dokonac¢ prze-
ksztatcenia wzoru (21), analogicznego do wyzej omdwionego prze-
ksztatcenia wzoru (12). Sita poprzeczna %D= od obcigzenia
wtérnego w punkcie N bedzie sie tu réwnata, mianowicie:

XN= .M”d x :5 Mx.M'~dx (23)
n 0
wobec czego dla kata obrotu gm otrzymamy:

PN (24)

<|)EA
Zestawiajac ze sobg wzory (20) i (24), z jednej strony, oraz
wzory (11) i (19), z drugiej, mozemy twierdzi¢, ze w tych samych
przypadkach, kiedy wyznaczenie ugieé¢ belek petnych moze byé zasta-
pione przez obliczenie przesunie¢ odpowiednich weztdw belek kra-

\
LT 14 r
i- 1 r

Rys. 6. Rys. 7.

towych, odpowiadajgcych warunkom wyzej omowionym, roéwniez
i obroty poszczeg6lnych przekrojow belek mogg by¢ wedtug tej samej
reguty obliczone.

Dalej mozna réwniez twierdzi¢, ze reguta ta znajdzie zastoso-
wanie i dla belek prostych statycznie niewyznaczalnych, gdyz obliczenie
tych ostatnich sprowadza sie, w rezultacie, do wyznaczenia pewnych
ugie¢ i obrotow.

Poza belkg w dwdch punktach swobodnie podpartg, w oblicze-
niach statycznych konstrukcyj, ztozonych 2z elementéw zginanych,
spotykamy sie stale z odksztatceniem belki w jednym koricu utwier-
dzonej, a w drugim swobodnej. tatwo jest uzasadni¢, ze i w tym
wypadku oméwiona reguta obliczenia odksztatcern znajduje zastoso-
wanie. Wyznaczenie odksztatcen belki utwierdzonej sprowadza sie
wiasciwie do wyznaczenia przesunigcia i obrotu swobodnego konca
belki pod dziatlaniem sity skupionej i momentu, zaczepionych w tym
koricu. Inne rodzaje odksztatcenn sg juz tylko geometrycznem doda-
waniem tamtych.
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Dla belki petnej mamy dla obcigzenia przedstawionego na rys. 6:

PP PP

vV 3EI V. 2E | i, (25)

oraz dla obcigzenia przedstawionego na rys. 7 mamy odpowiednio:
_ MP MI

2EI D E | (26)

Do obliczenia odksztatcen kratownicy stosujemy tu, jak wyzej,
wzory (12) i (21), majac na uwadze, ze momenty Mx od obciazenia
rzeczywistego wyrazajg sie w przypadku, przedstawionym na rys. 8,
wzorem: Mx=P .x
oraz w przypadku, przedstawionym na rys. 9, wzorem:

Mx= M.

Przy obliczaniu przesunie¢ v zaczepiamy do konca belki site

rowna 1t oraz przy obliczaniu obrotu zaczepiamy tu moment réwny

1tm. W ten sposob otrzymujemy w przypadku przedstawionym na
rys. 8:

1Px  1x PP 1
Vo 2A “E j-2V\K¥A-Tdx-A --f A — .
n n l(i)IEA
_ L szzl P x 1. PP 1
»=22 gp JhEA"h X~ 27 )

()EA

W przypadku, przedstawionym na rys. 9, mamy odpowiednio:

SZX M \X ] MP 1
- 2 20 ~Ya ) hEA' h x- O(hy'W. = W
| \v
SZX M1
N . .
=0 EA "' | hEA‘h (30)
e U

Zestawienie wzorow (27) — (30) ze wzorami (25) i (26) dowodzi
tego, co miato by¢ wykazane.
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W sposob rownie prosty, jak poprzednio, mozna wykazac¢, ze
energja sprezysta, nagromadzona przy zginaniu belki petnej, wyraza
sie zapomocg tego samego wzoru, co energja sprezysta nagromadzona
w kratownicy, odpowiadajgcej warunkom, omdwionym wyzej.

Dla belek petlnych o dowolnym sposobie podparcia energja spre-
zysta wyraza sie, jak wiadomo, réwnaniem:

IM2dx
02EI

Dla odpowiedniej belki kratowej, mamy réwnanie nastepujace:

gdzie X= dx oznacza ditugos¢ przedziatu pasa kratownicy.
Wobec tego, ze sity S w poszczeg6lnych pretach pasa wyrazajg
sie, w zaleznosci od momentu zginajacego, wzorem:

(31)

MK
h
wzor (32) przybiera posta¢ nastepujaca:
(MY dX M**X  flwdx
r- 2\ 2EE m m <33>
o \2/ ‘¥

to znaczy posta¢ réwnania (31).

Wszystko, co bylo powiedziane o odksztatceniu belek w dwdch
punktach podpartych i belek w jednym koncu utwierdzonych, a na
drugim swobodnych, moze by¢ zastosowane bez zadnych zastrzezen
i do innych ukfaddéw, ztozonych z prostych elementéw zginanych,
a wiec do konstrukcyj ramowych przedewszystkiem.

Poniewaz zostato tu dowiedzione, ze dla belek peinych odksztat-
cenia i nagromadzajgca sie w czasie tych odksztatcen energja sprezysta
majg te same wyrazenia, co dla belek kratowych o réwnych momen-
tach bezwitadnosci, mozemy twierdzié, ze o ile réwnania (1) — (6)
zostang wyprowadzone dla pewnej konstrukcji ztozonej z szeregu
zginanych elementéw kratowych, to pozostang one stusznemi w tym
samym stopniu, co do dokiadnosci, i dla konstrukcji, w ktorej ele-
menty kratowe bedg zastgpione przez elementy peilne o réwnych
momentach bezwladnoSci.

Stosowanie schematu kratownicy ptaskiej do wyprowadzenia
rownan (1) — (6) dla uktadéw ptaskich nie moze by¢ uwazane za
nawrét do dawnych pogladéw na budowe ciatl sprezystych przede-
wszystkiem dlatego, ze przy tym wyprowadzeniu brane sg pod uwage
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w sposOb posredni lub bezposredni obie stale sprezystosci w tej
formie, w jakiej wchodzg w zadania ptaskie wogole.

Omawiana w tej pracy kratownica ptaska odgrywa w danym
razie mniej moze role modelu ptaskiego ciala sprezystego, niz przy-
blizonego schematu, stuzgcego do obliczenia tak ztozonego uktadu
statycznie niewyznaczalnego, jakim jest pod wzgledem rozkitadu na-
prezen belka petna, a ktérego innym uproszczeniem, ogolnie przyjetym,
jest belka, odpowiadajgca zatozeniu ptaskich przekrojow. Wyzej juz
byto wykazane, ze wymienione tu oba schematy upraszczajgce za-
pewniajg ten sam stopienn dokiadnosci ostatecznych obliczen.

Uzasadnienie stuszno$ci stosowania schematu belki kratowej przy
wyprowadzeniu réwnan energji sprezystej i wzajemnosci przesuniec
dla ptaskich belek petnych mogtoby by¢ z tatwoscig rozpowszechnione
i na uktady ztozone z elementéw zginanych o przekroju zmiennym
w spos6b ciaglyl. Nie wydaje sie to jednak potrzebnem w granicach
panowania utartych wzoréw mechaniki budowlanej dlatego, iz przy
obliczaniu konstrukcyj ztozonych z pretéw o przekroju zmiennym

Rys. 10.

w sposOb ciggly, albo zgota zmiennos¢ ta nie bywa brana pod uwage,
albo tez bywa uwzgledniona tylko w ten sposob, ze we wzorach
wyprowadzonych dla belek o przekroju statym wielkosé stata | bywa
zastepowana przez wielkos¢ zmienng | = f(x), co moze by¢ zastoso-
wane z tg samg stusznoscig i w przypadkach omawianych w tej pracy.

Przy stosowaniu belek o przekroju zmiennym w spos6b nie-
cigglty (rys. 10) wyobrazamy sobie niejako, ze odcinki belki o réznych
momentach bezwitadnosci stykajg sie ze soba podiug pewnych nie-
odksztatcalnych ptaszczyzn normalnych do osi belki. Nic nie stoi nam
w danym razie na przeszkodzie zastgpi¢ tu odcinki petne o zmiennym
przekroju przez odpowiednie odcinki kratowe (rys. 10), odpowiadajgce
oméwionym wyzej warunkom i na ™Men wiec wypadek mozemy bez
zastrzezen rozpowszechni¢ wypowiedziane tu twierdzenia.

Zakrzywione prety zginane o statym przekroju poprzecznym moga
by¢ rozpatrywane, jako ztozone z nieskonczenie matych elementéw
prostych, podpadajg wiec one pod rozwazania powyzsze. Pretoéw zas
0 przekroju zmiennym dotyczy uwaga, uczyniona nieco wyzej.

__ ") Por. M. Levy, op. cit.
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Pozostaje jeszcze podkres$li¢, iz w my$l zasady superpozycji
odksztatcenia, wywotane przez dzialanie na prety sit podtuznych moga
by¢ dodawane do odksztatcen, wywotanych przez momenty zginajgce,
i ze energja sprezysta nagromadzona w elementach konstrukcyjnych
zginano-Sciskanych, obliczanych na podstawie réwnan energji spre-
zystej, nieomal zawsze bywa wyznaczana ze wzoru:

(34)

gdzie czes¢ jej, wywotana przez zginanie, moze by¢ obliczona nieza-
leznie od czesci wywotanej przez Sciskanie.

Mozemy wiec ostatecznie przyja¢, iz zastosowanie do wyprowa-
dzenia réwnan energji sprezystej (1) — (6), dotyczacych belki petnej,
schematu kratownicy ptaskiej o tym samym momencie bezwitadnosci,
nalezy uwaza¢, przy zachowaniu zwyktej doktadnosci obliczen sta-
tycznych, za stuszne dla wszystkich uktadéw sprezystych, mogacych
uchodzi¢ za ptaskie *).

*) Samo wyprowadzenie réwnan energji sprezystej na podstawie teorji kraty
znalez¢ mozna np. w pracy: W. Wierzbicki: Mechanika budowli, 1929, str. 432
i nastepne, lub w cytowanem wyzej dziele O. Mohr'a.









