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1. W stęp.
Jakkolwiek w budownictwie żel.-betonowem sta­

nowi p ł y t a  równie ważny element konstrukcyjny 
jak b e l k a ,  to jednak w obliczeniach technicznych 
panuje dotąd niepodzielnie jednowymiarowy schemat 
belki, po prostu dlatego, źe jest bez porównania ła­
twiejszy do opanowania przez teoryę, aniżeli dwu- 
miarowy schemat płyty. Ale podobnie jak po wszech- 
stronnem panowaniu kratownicy płaskiej (jako utworu 
dwuwymiarowego) w statyce konstrukcyi budowla­
nych przyszła niedawno kolej na kratownicę prze­
strzenną (jako utwór trójwymiarowy) a badania teo­
retyczne i doświadczalne wskazały na jej ważne za­
stosowania praktyczne, tak nadszedł obecnie czas 
do zajęcia się teoryą płyt i dostarczenia konstrukto­
rom podstaw do racyonalnego wymiarowania, zwłasz­
cza, że dzięki zastosowaniu pewnych metod przybli­
żenia, jakie się pojawiły w najnowszych czasach, 
można ominąć wielkie trudności matematyczne ścisłej 
teoryi.

Klasyczna teorya płyt zapoczątkowana w słyn­
nej rozprawie konkursowej Zofii G e r m a i n  nagro­
dzonej przez Akademię paryską w r. 1815, sprowadza 
zagadnienie odkształceń i natężeń pod wpływem 
danego obciążenia do całkowania pewnego równania 
różniczkowego cząstkowego 4-go rzędu, określającego 
p o w i e r z c h n i ę  u g i ę c i a  płyty z materyału j e- 
d n o l i t e g o ,  r ó w n o k i e r u n k o w e g o  i p o d l e ­
g ł e g o  p r a w u  H o o k e ’ a. Teorya ta nie jest zresztą 
zupełnie ścisła w znaczeniu jakie przypisujemy ści­
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słym rozwiązaniom ogólnych równań różniczkowych 
matematycznej teoryi sprężystości, lecz o tyle do­
kładna, o ile

1. G r u b o ś ć  p ł y t y  h j e s t  s t a ł a  i ma ł a  
w o b e c  i n n y c h  w y m i a r ó w ;

2. U g i ę c i a  p ł y t y  są ma ł e  w p o r ó w n a ­
n i u  do  j e j  g r u b o ś c i ;

3. Wpływ s i ł  p o p r z e c z n y c h  jest mały 
w porównaniu do wpływu m o m e n t ó w  z g i n a j ą ­
c y c h  i s k r ę c a j ą c y c h .

Te założenia są wprawdzie spełnione u płyt 
żel.-betonowych, lecz n i e j e d n o l i t o ś ć  materyału, 
zboczenia betonu od prawa Hooke’a i pewnego ro­
dzaju r ó ż n o k i e r u n k o w o ś ć  uzbrojenia nie po­
zwalają wogóle na bezpośrednie zastosowanie teoryi 
klasycznej. Wobec tego spróbujemy przedewszyst- 
kiem zbudować ogólną teoryę dla płyt żel.-betono- 
wych, ograniczając się na razie do zwykłego przy­
padku uzbrojenia dwoma układami cienkich prętów
o kierunkach wzajemnie prostopadłych i zadowalając 
się oczywiście takim stopniem przybliżenia, jaki 
w tych trudnych warunkach da się praktycznie 
osiągnąć.

2. Podstawy ogólnej teoryi przy założeniu jedno­
litości materyału. Momenty zginające i skręcające.

Przedewszystkiem trzeba zauważyć, że przyję­
cie w płycie pewnej płaszczyzny jako w a r s t w y  
o b o j ę t n e j ,  tak dogodne w teoryi klasycznej, jest 
zgoła niedopuszczalne w odniesieniu do płyty ż e l­
betonowej, nawet gdyby beton podlegał w obszer­
nych granicach prawu Hooke’a. Atoli to nie prze­
szkadza do określenia powierzchni ugięcia zapomocą 
którejkolwiek z płaszczyzn poprowadzonych równo­
legle do wierzchniej lub spodniej ściany płyty po­
myślanej poziomo i odniesionej do prostokątnego 
układu spółrzędnych o poziomych osiach X  i Y,
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a pionowej osi Z skierowanej na dół. Skrócenia bo­
wiem włókien pionowych będą, wogóle bardzo małe 
w porównaniu do ugięć £, wobec czego możemy 
uważać powierzchnie spodniej i wierzchniej ściany 
płyty równoległe przed ugięciem za równoległe i po 
ugięciu z dokładnością wystarczającą nietylko w obli­
czeniach praktycznych, lecz niewątpliwie także przy 
pomiarach laboratoryjnych.

Drugie założenie teoryi klasycznej, iż p r o s t e  
( l ub „ w ł ó k n a “) n o r m a l n e  d o  p o w i e r z c h n i  
p ł y t y  p r z e d  o d k s z t a ł c e n i e m  p o z o s t a j ą  po 
o d k s z t a ł c e n i u  n o r m a l n e  do p o w i e r z c h n i  
u g i ę c i a ,  możemy śmiało przenieść do teoryi płyty 
żel.-betonowej, wykluczając tem samem przypadki 
ślizgania się wkładek żelaznych po betonie i pomi­
jając świadomie natężenia drugorzędne w pobliżu 
powierzchni stykania się żelaza z betonem, jakie 
można wykazać już u belek żel.-betonowych ’ ).

O dokładnem uwzględnieniu zboczeń betonu od 
prawa Hooke’a nie może być oczywiście mowy (bez 
względu na trudności matematyczne) już dlatego, 
ponieważ nie mamy tutaj do czynienia z l i n i o w y m  
stanem napięcia (jak w podłużnych włóknach belek 
zginanych) lecz ze stanem d w u w y m i a r o w y m ,  
a nawet t r ó j w y m i a r o w y m  (wliczając i natężenia 
ścinające poprzeczne). Dla takich stanów nie znamy 
dotąd zupełnie związków pomiędzy natężeniami a od­
kształceniami poza granicą proporcyonalności, gdyż 
odnośne badania doświadczalne robiono tylko przy 
liniowym stanie napięcia, a z a s a d a  s u p e r p o z v -  
c y i  da się pogodzić tylko z prawem Hooke’a. Nie 
pozostaje zatem nic innego, jak przyjęcie do teore­
tycznych obliczeń w pierwszem przybliżeniu ważno­
ści prawa Hooke’a i dobranie później takiej średniej 
wartości spółczynnika sprężystości betonu Eh (wzglę-

*) Por. M. T. H u b er . „ O b l i c z e n i e  w y m i a r ó w  be ­
lek b e t o n o w y c h  o b u s t r o n n i e  u z b r o j o n y c h " .  Czas. 
Techn. 1906, Ust. 2. „Działanie uzbrojenia ściskanego".
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dnie stosunku n = E f :E b spółczynników żelaza i be­
tonu) która najlepiej odpowiada doświadczeniom 
z płytami. Jak wiadomo, zrobiono już tak w teo- 
ryi odkształceń belek żel.-betonowych i znaleziono 
n=CNJlO.

Z
Rye. 1.

Przyjąwszy tymczasowo wszystkie założenia 
teoryi klasycznej i obrawszy płaszczyznę środkową 
płyty za płaszczyznę XY, oznaczmy (jak w ogólnej 
teoryi sprężystości) przez r], f  składowe przesunię­
cia dowolnego punktu płyty x, y , z, wywołanego jej 
ugięciem; wówczas możemy w myśl owych założeń 
uważać £ za niezależną od z funkcyę samych x i y , 
która będzie określać rzędne słabo zakrzywionej po­
wierzchni ugięcia. Dla punktów x, y, 0 można nadto 
przyjąć £ = 0, 17= 0.



Niechaj n i l 1 przedstawia na rye. 1 ślad po­
wierzchni ugięcia na płaszczyźnie rysunku równole­
głej do X Z ; zaś S ‘ punkt, który przed ugięciem 
znajdował się na płaszczyźnie środkowej w S] nako- 
niec NN‘ rzut normalnej do powierzchni ugięcia
w punkcie S ‘ : natenczas pochodna cząstkowa —-O X
o bardzo małej wartości liczbowej określa z pominię­
ciem małych rzędu wyższego wartość kąta nachyle­
nia NN‘ względem osi Z. Przesunięcie | punktu P  
płyty, który przed ugięciem leżał na normalnej 
w odległości z od płaszczyzny środkowej, określi 
przeto równanie:

. . i ,  

Podobnież przesunięcie składowe w kierunku Y

’’— ‘T y ................ la)

Stosownie do wzorów ogólnej teoryi odkształ­
cenia znajdziemy stąd dla wydłużeń właściwych 
Xx , K  w kierunkach X  i Y:

, d i ____, dn___________ 2
x~  dx~  dx2’ y~~dy~ dy2 • ' ]

Według prawa Hooke’a mamy teraz z pomi­
nięciem bardzo małego az\

1 , 1 x 1 . 1 , a.
~ ‘ d i 8) 

przyczem oznacza (jak w podręczniku „Technik11) 
E  zwykły spółczynnik sprężystości (moduł wydłuże­
nia), zaś m liczbę Poisson’a ; a stąd po rozwiązaniu 
względem ax i oy:

m2E (dH  1 d2£\ \
-1 2 m dy1) ’ 1

m2 E  /  1
Ou o 1 2 l

( 1  W + * C \ ' I
\ m dx2 dy2)  i

4)



Obok natężeń normalnych występują na ścia­
nach elementu dxdydz także natężenia ścinające 
dwojakiego rodzaju.

Najpierw bowiem zmienia się wskutek opisa­
nego odkształcenia kąt prosty między krawędziami

dx a dy (ryc. 2) o bardzo mały kąt posunięcia y . ,
, , . , .  . dn ,.który się składa z dwu części —  i — , czyli

r . - ^ + | l .........................6)ox dy
Tej zmianie kąta towarzyszą natężenia ścina- 

j ące tz na ścianach dx dz i dy dz elementu o kierun­
kach prostopadłych do krawędzi dz, dla których na 
podstawie prawa Hooke’a i przy pomocy równań (1) 
i (1 a) napiszemy w zór:
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I- G( H + | ) — i' ° ‘ SĘ> ' ' 6>
przyczem oznacza G s p ó ł c z y n n i k  s p r ę ż y s t o ­
ści  p o s t a c i o w e j  związany, jak wiadomo, z E  
równaniem

. . . . . . . . . . . . . 7)
Z równań (4) i (6) widzimy, że wszystkie trzy 

natężenia ax , ay i t, są proporcyonalne względem z, 
a zatem ich rozmieszczenie na dowolnym odcinku h 
pomyślanym na bocznej ścianie elementu dxdyh  
przedstawi taki sam diagram, jaki przedstawia 
w przekroju belki zginanej rozmieszczenie natężeń 
normalnych.

Niechaj oznacza d F  element pola dxdz albo 
dydz (ryc. 3 a) na ścianach, bocznych elementu 
hdxdy. Siły normalne oxdF  działające na ścianę 
hdy są widocznie równoważne parze sił o momencie

+ -  T  2
\zax d F = d y\ fa xdz

■i
którego wektor jest równoległy do osi Y. Będzie to 
m o m e n t  z g i n a j ą c y  dla rozpatrywanego prze­
kroju hdy.

Podzieliwszy powyższe wyrażenie przez dy 
otrzymamy moment zginający odniesiony do jednostki 
szerokości przekroju poprzecznego płyty prostopa­
dłego do osi X :

c= f  zax dz ,
h

Mx i 
_

T
albo po wstawieniu wartości ax z rów. 4) i wykona­
niu całkowania:

Mx wP-E h3 1
m2—1 121[dV*+ rn l )  • • 8)
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dx

X . 2

c
Rye. 3.
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Analogicznie znajdziemy dla momentu zginają­
cego odniesionego do jednostki szerokości przekroju 
prostopadłego do osi Y:

Dla określenia znaku algebraicznego zrobiliśmy 
przytem umowę analogiczną jak w teoryi zgięcia 
belek. Siły styczne izdF  działające na ścianę hdy 
(ryc. 3 b) są równoważne parze sił o momencie

którego wektor jest prostopadły do ściany. Jest to 
zatem m o m e n t  s k r ę c a j ą c y ,  który w odniesieniu 
do jednostki szerokości przekroju określi podobnie 
jak powyżej wzór

ważny oczywiście dla obu przekroi. Stąd po wsta­
wieniu wartości t z z  rów. (6) i zcałkowaniu:

Zanim przejdziemy do rozpatrzenia natężeń ści­
nających drugiego rodzaju, i ,  i którym na ścia­
nach hdx i hdy  (ryc. Bc) odpowiadają wypadkowe 
s i ł y  p o p r z e c z n e  Vx i Vy odniesione do jednostki 
szerokości przekroju, — rozważmy znaczenie wyra­
żeń dla Mx, My i D.

Przedewszystkiem występuje we wszystkich
3̂

trzech wzorach wyraz , który jest niczem innem,
1  Cl

jak tylko momentem bezwładności paska przekroju

u
J

h
2
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płyty o szerokości 1 względem osi obojętnej (Xlub Y). 
Oznaczmy go przez <7, a nadto nazwijmy

^ Ą - E ' .........................10, wr—1
p ł y t o w y m  s p ó ł c z y n n i k i e m  s p r ę ż y s t o ś c i ,  
natenczas wzory (8), (8 a) i (9) przybiorą postać

(d2C 1M,— E ‘ j R r | + — ę i ) ,\ o x i  m  d y 1)

My=--E ‘ J (—
\ m  d x l  d y 1)

D =  —2 G J
dxdy

U )

3. Sztywność płyty przy zgiiianiu i skręcaniu. 
Przejście do płyty żcl.-betonowej.

Drugie pochodne £ występujące w powyższych 
wzorach określają, jak wiadomo, krzywiznę powierz­
chni ugięcia; łatwo z nich wyczytać, że momenty 
Mx, My i D o danej wielkości wywołają tem słabszą 
krzywiznę powierzchni ugięcia (tem mniejsze warto­
ści drugich pochodnych), im większe będą wyrażenia 
E ‘ J  tudzież GJ. Te wyrażenia są przeto miarą 
sztywności płyty przy zginaniu względnie skręcaniu 
i grają podobną rolę, jak EJ  w teoryi zgięcia belek, 
lub GJr w teoryi skręcenia okrągłych wałów. (Jp 
oznacza tutaj biegunowy moment bezwładności prze­
krój u). S z t y w n o ś ć  p r z y  z g i n a n i u  E ‘ J  i s z t y ­
wn o ś ć  p r z y  s k r ę c a n i u  GJ płyty j e d n o l i t e j ,  
jak tymczasowo założyliśmy, wypadła oczywiście 
w obu przekrojach jednakowa, skoro jednak przej­
dziemy do płyty żel.-betonowej, w której pręty uzbro­
jenia mają kierunki równoległe do X  i F, to sztywność 
w obu przekrojach może być rozmaita. Podobnie jak 
w zginanej belce żel.-betonowej jest miarą sztywności 

EbJiĄ-Ej-Jf—Eb (Jb-\-n Jf),
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tak też możemy przyjąć w przekroju hdx względnie 
hdy za miarę sztywności przy zginaniu

EJ Jbx+Ef JfX= E i (Jix +  n‘ Jfx)= E b‘ Jx, . 12 a) 
względnie

Et Jby +  EfJ/y =  Eb Jy , . . . 1 2  6) 
jeżeli stosownie do poprzednich oznaczeń nazwiemy: 

Jtx, Jb,j moment bezwładności na jednostkę sze­
rokości przekroju poprzecznego samego betonu dla 
przekroju równoległego do osi X  względnie Y,

Jrx, Jfy takież momenty bezwładności przekroi 
samych wkładek żelaznych,

n‘ stosunek zwykłego spółczynnika sprężystości 
Ej żelaza do płytowego (średniego) spółczynnika sprę­
żystości betonu Et, nakoniec

Jx, Jy s p r o w a d z o n e  (idealne) momenty bez­
władności obu przekroi odniesione do jednostki sze­
rokości.

Jako osi momentów bezwładności należy oczy­
wiście obrać proste poziome przechodzące przez śro­
dek p r z e k r o j u  s p r o w a d z o n e g o  utworzonego 
z przekroju betonowego i ^'-krotnego przekroju 
żelaznego.

Sztywność przy skręcaniu nie da się dla płyt 
żel.-betonowych przedstawić wedle tego samego sche­
matu, co sztywność przy zginaniu, albowiem wsku­
tek skręcania powstają w warstwach poziomych płyty, 
a więc i w warstwie uzbrojenia o d k s z t a ł c e n i a  
p o s t a c i o w e ,  którym siatka uzbrojenia stawia opór 
po części pośrednio utrudniając odkształcenie betonu 
przylegającego do prętów, zresztą zaś tylko o tyle,
o ile skrzyżowania prętów są usztywnione. Najczę­
ściej takiego usztywnienia niema, wobec czego 
uzbrojenie przyczynia się tylko nieznacznie do szty­
wności przy skręcaniu.

Zważywszy na trudność teoretycznego oznacze­
nia, w jakim stopniu przyczynia się uzbrojenie wogóle 
do Rd, t. j. sztywności płyty przy skręcaniu, nale-
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żałoby zależność Rn od Gb, Jb i J, zbadać doświad­
czalnie. Na razie można przyjąć dla niej formę:

w której oznacza v spółczynnik liczbowy rosnący 
wraz z sztywnością na skrzyżowaniach prętów, a za­
tem bardzo mały w przypadku ich luźnego skrzyżo­
wania. Łatwo przytem zrozumieć, źe oś sprowadzo­
nego momentu bezwładności

figurującego w wyrażeniu dla sztywności przy skrę­
caniu RD=G bJ ‘ , będzie wprawdzie leżeć w jednako- 
wej wysokości na ścianach hdx i hdy  elementu płyty, 
lecz będzie różna od osi momentów bezwładności Jx
i tTy. Jej położenie znajdziemy oczywiście analogicznie 
z warunku, iż oś obojętna przechodzi przez środek 
sprowadzonego pola przekroju Ft +  vF/, przyczem 
nie pozostaje nic innego, jak przyjąć

Nasuwa się jeszcze kwestya czem zastąpić 
liczbę m widoczną po prawej stronie dwu pierwszych 
z rów. (11). Nie będzie to oczywiście ani rrii ani m, 
lecz jakaś wartość pośrednia bardziej zbliżona do mi 
z powodu przewagi betonu nad żelazem, która po­
winna być wyznaczona doświadczalnie. Z tego po­
wodu pozostawimy symbol m bez oznaczonego 
wskaźnika.

Dla płyty żel.-betonowej napiszemy przeto za­
miast (11) równania następujące:

Jb+ v J f = J ‘ .........................14)

Fh=\(.Fbx+ F by), Ff =\(Ffx+Ffy) . . 15)

16)



+

4. Siły poprzeczne 1 równanie powierzchni ngięcia 
płyty żel.-betonowej.

Teraz dopiero możemy przystąpić do obliczenia 
sił poprzecznych Vx i Vy warunkujących natężenia 
ścinające drugiego rodzaju xx i xy. W  tym celu na­
piszemy dla elementu h dx dy warunki momentów, 
względem osi równoległych do X, Y i przechodzą­
cych przez środek elementu. Pierwszy z nich daje:

Mtt dx— ̂ My +  dy} dx +

+  D d y - ( D + ~  d Ą d y + V . d x M +

albo po redukcyi i pominięciu wyrazu nieskończenie 
małego rzędu trzeciego wobec innych rzędu drugiego :

— - dx d y d x  dy +  Vx dx dy= 0 .  oy ox
Stąd wypada pierwsze z następujących równań: 

dMy dD  
x dy +  dx ' 

dMx dD 
Vy~  dx + dy 

drugie zaś wypływa analogicznie z warunku momen­
tów względem osi Y. Po wstawieniu wartości z rów. 
(16) otrzymujemy następujące wzory dla sił po­
przecznych :

r  E ‘ j ( l  d*S i d^\  gr> r  ^  1
b “ 1 mdx'l dy dy3)  b dx2dy'\

( W  , 1 W  \ o *  r, | 18)

15

17)

Vy=  Eb‘ +  i - T - i l — 2 ObJi  J ! L \ _
'v V dx3 ^  m dxdy y  uyjhu dxdy'1

Nakoniec do obliczenia ugięcia £ zastosujemy 
do elementu hdxdy  niewyzyskany jeszcze warunek 
równowagi, a mianowicie warunek rzutów na oś Z.



Oznaczywszy przez p obciążenie płyty odnie­
sione do jednostki pola mamy tedy:

p  dx dy -  Vxdx -\-[vx jcte— Vy dy +

+  { V,J+ T x dx) d y ^° '  
czyli po uproszczeniu:

_  _ d V x_ d V y 
^ dy dx ' 

a stąd po wstawieniu wartości Vx i Vy z rów. (18)
i uporządkowaniu:

16

ly +  2I -  g & r  I . C 5 -2-y dx4 [in 2 Jdx2dy2

+  ® . Ł ^ - p  . . . .  19)

Powyższe równanie różniczkowe cząstkowe 
określa przeto powierzchnię ugięcia płyty żel.-beto­
nowej. Całkując je znaleźlibyśmy £ jako funkcyę 
x i y, a stąd przy pomocy wzorów (16) i (17) mo­
menty zginające, skręcające i siły poprzeczne w każ­
dym punkcie płyty.

W przypadku płyty jednolitej przybiera to 
równanie różniczkowe znaną postać:

m ^ E  _ h3przyczem E

Całkowanie równania różniczkowego (19) pro­
wadziłoby do nader zawiłych wzorów, rzadko na- 
dających się do praktycznego zastosowania. Mimo 
to mogą mieć ścisłe rozwiązania rów. (19) ważne 
znaczenie praktyczne, bądź przez to, iż służą do 
oceny dokładności wzorów przybliżonych, bądź też 
dlatego, że wskazują drogę badaniom doświadczal­
nym.
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5. Praca odkształcenia płyty żel.-betonowej.
Do wyprowadzenia wzorów przybliżonych no- 

woczesnemi metodami służą ogólne prawa p r a c y  
o d k s z t a ł c e n i a .  Aby je  zastosować musimy zna- 
leśó wyrażenie dla w e w n ę t r z n e j  p r a c y  o d ­
k s z t a ł c e n i a  L„ (t. j. pracy sił wewnętrznych) 
płyty żel.-betonowej. To wyrażenie ma w przypadku 
płyty jednolitej postać:

m \ dxdy dxdy . . 20)

znaną oddawna*), którą łatwo przekształcić na na­
stępującą :

2 Vdz2 m dy)dx  

E ' J W t  1 d2£\d2£ , /  ^2n 2L   ̂ oa \
+  “ 2 W +  m dx'Jdyl +  2 G J \ dxĘ,) \dxdy 20a) 

Całkowanie w powyższych wzorach rozpościera 
się na całe pole płaszczyzny środkowej płyty. Zwa­
żywszy, że w wyrażeniu dla pracy odkształcenia pomi­
nięto bardzo mały wpływ sił poprzecznych i że

Ł , • ć 2£ l d2£ 1 . .. . , wartości T~f =  — i 2 = ------ - określają z dosta-u X Qx o y Qy
tecznem przybliżeniem krzywiznę przekroi po­
wierzchni ugięcia płaszczyznami X Z  i YZ, możemy 
z uwzględnieniem związków (11) napisać:

W , + * • ( - s s ) ] * *
z czego widzimy, że praca odkształcenia elementu 
h.dxdy  składa się z p r a c y  z g i n a n i a  momentami 
MX) My i p r a c y  s k r ę c a n i a  momentami D. Pod­
stawiwszy dla tych wielkości statycznych wartości

*) Por. M. T. H u b  e r : „O wytrz. płyty prostokątnej.. 
Przegl. techn. LII. 1914, str. 261.

M. T. Hnber. 2



18

(16) odpowiadające płycie żel.-betonowej, znajdziemy 
widocznie wyrażenie dla pracy odkształcenia takiej 
p ły ty :

1 . 21)

+
m  dx2 dy2J b i . W 2/

+

+  iii dx2 dy2

6. Przykład zastosowania ogólnej teoryi. Płyta 
prostokątna swobodnie podparta wzdłuż całego ob­

wodu i jednolicie uzbrojona.
Niechaj oznacza a długość, b szerokość płyty 

(ryc. 4) mierzoną jako odstęp teoretycznych krawędzi

i

!a T

S3
1

o L  . .

J3

1

CM \----■§■----

i

.

, 'V

Ryc. 4.

podparcia, poza które brzeg płyty wystaje tylko 
nieznacznie, tak iż można pominąć wpływ części 
wystającej. Przyjmijmy:
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£ = /“cos — cos ~  22)a b
jako równanie powierzchni ugięcia płyty odniesione 
do układu spółrzędnych o osiach X, Y równoległych 
do boków prostokąta a, b i początku O w środku 
płyty. Nieoznaczony na razie parametr /określa w i­
docznie strzałkę ugięcia w środku. Taką postać ma 
przybliżone równanie powierzchni ugięcia płyty 
jednolitej obciążonej jednostajnie, używane od dość 
dawna przez inżynierów francuskich, a wyprowa­
dzone nową metodą przez H. L o r e n z a 1). To rów­
nanie jest nawet ścisłem w przypadku obciążenia p  
rozłożonego niejednostajnie według funkcyi:

nx ny
p = p 0 c o s — c o s — , . . . . 23)

jak się łatwo przekonać wstawiwszy z (22) i (23) 
wartości w równanie różniczkowe (19). Do obliczenia 
s t r z a ł k i  u g i ę c i a  f  wypada przytem warunek;

y * ) “ Po’ • • Ua)
jeżeli przyjmiemy dla skrócenia:

B=Ei,‘ Jy, A = E t Jx j 

C = J -  (E„‘ Jx+ E t‘ Jy) +  2 Gh J‘ .2 m
Przyjmijmy teraz, że obciążenie płyty żel.-be­

tonowej składa się z siły skupionej P  umieszczonej 
w środku płyty i ciężaru jednostajnie rozłożonego Q, 
a równanie (22) określa w p r z y b l i ż e n i u  po­
wierzchnię ugięcia, natenczas idąc drogą wskazaną 
przez H. Lorenza obliczymy w p r z y b l i ż e n i u  
strzałkę f  ze znanego warunku pracy:

L,„=LZ1 .................

*) H. L o r e n z :  „Angen&herte Berechnung rechteckiger 
Platten11. Zeitschr. d. V. d. Ing. 1913, str. 623.

24 6)



który wyraża, że wewnętrzna praca odkształcenia 
(energia potencyalna) układu sprężystego równa się 
pracy obciążeń (sił zewnętrznych) Lz. Mamy tedy:

• ■ 2B)
a po wstawieniu wartości na f  z (22) i zcałkowaniu:

20

Q \ f . . . 25 a)

Z drugiej strony daje wzór (21), po podsta­
wieniu :

ć>2£ _n 2 nx ny—  ,= _  /■ cos — cos ~  , dx2 a2 a b
d2t . n 2 nx ny=  _  f  cos cos
dy2 62 a 6
d2t  „jt2 . TT* . ny ——  =  + / - — sin — sili — dzdy ab a b

i uporządkowaniu:

4 Gh J‘ . 27ra: . 2«y)H------sin —  sin - \dxdy.a%bL a b I
Stąd po wykonaniu całkowania:

1 n k P  ( r 1
L" =  2 4 O T  i ^ a * + [ ~ ( ^ . / x  +  ̂ ^ ) +

+  4 (r*</'ja 2 b2 +  F ‘i J!/bij . . . 26) 

Z warunku pracy wynika zatem:

A i
71 4 '( p + ^ ) |a3bs

E\J*a4+|[ i ( E '»J«+E,ł Jł)+4G»J']|azb2+E'j Jy b4
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Dwa pierwsze z rów. (16) dają nadto:

28)

Największe wartości osiągają momenty zgina­
jące widocznie w środku płyty, t. j. dla z = 0, y = 0 , 
a więc :

Ponieważ dla przyjętego obciążenia jest środek 
płyty niewątpliwie miejscem niebezpiecznem, więc 
równania (29) będą służyć do obliczenia wytężenia 
materyału danej płyty, moment D jest bowiem 
w tem miejscu równy zeru. Podstawiwszy wartość f  
z (27) we wzory (29) i zastąpiwszy n liczbową war­
tością, znajdziemy jeszcze:

7. Wzory praktyczne dla płyty prostokątnej 
jednolicie uzbrojonej.

Do praktycznych obliczeń przy projektowaniu 
uprościmy wzory (27) i (30) podstawiając

. 29)

max Mx =

max My



i
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i oddzielając wpływ obciążenia jednostajnie rozłożo­
nego Q=abq  od wpływu obciążenia skupionego P. 
W ten sposób otrzymamy kolejno:

1. D la  o b c i ą ż e n i a  q {kgjcm2) r o z ł o ż o n e g o  
j e d n o s t a j n i e  na  c a ł e j  p o w i e r z c h n i  p ł y t y :  

 ̂ q 4 4

. . . .  (jak powyżej) 38>

1
max3L= 2 • 7—1— -------—— --------- - 84)6,10 J*a4+ . . . .  (jak powyżej)
2. D la  o b c i ą ż e n i a  s k u p i o n e g o P w  ś r o ­

dku  p ł y t y :
f ____1 f  a ’ f

24,35 E'& Jza4+  . . . .  (jak powyżej ')
a b ( i a2+ b 3j J^

max Ms=0,405 P . ■ v-----7-------------—  37)
J*a4 + ----- (jak powyżej)

ab
maxM,,=0,405P.=—-L— ' ------= — ------- -

J^a -̂h . . . .  (jak powyżej) 38)

W  przypadku płyty kwadratowej uzbrojonej 
w obu kierunkach jednakowo (6 =  a, Jx =  Jy= J )  prze­
kształcają się powyższe wzory na następujące:

1. f = —1____S5l 1
120,18 E'S«T 1 /  TYJ' •

ni \ m/ J

*) Zamiast spółczynnika 1/24,85 można napisać z rów- 
nem przybliżeniem 0,0411.
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m a x M = I p O  ^ m - l J '  • • 4 0 )
m + 1  J

2 f ____1 1,1‘  2 _________ L ____ __ 41)
48,70 E'jJ i , 1 , 1\J'  ' 1

m

max M =0,’2025 P .... -  1 -T-  . . 42)1 m —1J'
+ m +  l J

Przy zastosowaniu powyższych wzorów należy 
oczywiście pamiętać o znaczeniu wielkości E\, m, 
Jx, JV) J‘ określonem dokładnie w ust. 3. (Wzory 
(12)—(15)). Pewną trudność nastręcza obiór liczby 
Poisson’a m i płytowego spółczynnika sprężystości 
betonu E 'h, wobec czego byłoby bardzo pożądane, 
aby te wielkości oznaczyć zapomocą doświadczeń 
z płytami. Na razie wiemy tylko, że m betonu jest 
stosunkowo wielkie (mając oczywiście na myśli śre­
dnią wartość). Przyjąwszy n. p. w pewnej płycie 
kwadratowej J'\J=  0,7, zaś m = 6  znajdziemy we
wzorze (40) max M = — Dqa1, a z wzoru (42) max 

1
M =  podczas gdy w belce tak samo obciążo-

’ . 1 . 1  nej wypada, jak wiadomo -̂ .qa1, względnie -rP
o  4

(licząc naturalnie tak samo moment przypadający 
na jednostkę długości). Jak widzimy redukuje „dzia­
łanie płytoweu moment silniej w przypadku obcią­
żenia rozłożonego jednostajnie, aniżeli w p r z y ­
p a d k u  o b c i ą ż e n i a  skupionego.



8. Porównanie z przepisami administracyjnymi 
różnych państw i z wzorami praktycznymi fran­
cuskiej „Rady głównej dróg i mostów" z r. 1913 1).

Że statyka płyty była dotąd prawie nieznana 
ogółowi inżynierów, dowodzą ustępy z przepisów 
administracyjnych, odnoszące się do obliczenia płyt 
podpartych na wszystkich czterech krawędziach
i tak:

1. Przepisy f r a n c u s k i e  z r. 1906 zalecają 
moment zginający obliczony jak dla belki prostej 
o rozpiętości równej krótszemu bokowi n. p. a po­
mnożyć spółczynnikiem redukcyjnym.

1 bk---------t, albo jp-7— . . . 43), a v 2 a 4 +  64 '
+  M

w przypadku obciążenia jednostajnie rozłożonego.
2. Przepisy a u s t r y a c k i e  z r. 1911 zezwalają 

na redukcyę momentu zginającego, gdy a<Lb<j\,ba 
przez rozłożenie całkowitego obciążenia Q na dwie 
takie same płyty, ale tylko dwustronnie podparte
o rozpiętościacLi a i b w ten sposób, że na pierwszą 
przypada obciążenie

b 2
............................... 44a)

24

na drugą zaś
ka'l+ b

ka2 
ka2+ b Q...................................446)

Liczba k oznacza tutaj stosunek pola przekroju 
prętów żelaznych równoległych do a, odniesionego 
do jednostki długości przekroju płyty, przyczem

0,3.

*) „Calcul des hourdis en bóton armó“. Note jointe 
a l’avis du Conseil General de Ponts et Chaussees. Ann. d. 
P. et Ch. 1 9 1 2 -VI.



3. Przepisy p r u s k i e  z r. 1907 zezwalają na 
redukcyę momentu zginającego przy obciążeniu je ­
dnostajnie rozłożonem do wartości

j ^ ® 2, ............................... 45)
jeżeli a < ib  <Z l,5q.

4. Przepisy w i r t e m b e r s k i e  z r. 1912 ze­
zwalają na rozłożenie obciążenia na dwie płyty po­
dobnie jak w przepisach austryackich, z tą jednak 
różnicą, że na płytę o rozpiętości a, względnie b 
przypadają obciążenia:

64 « 4 
p --p 7Ś W > '  ■ ■ 461

5. Przepisy s z w a j c a r s k i e  polecają podobnie 
jak austryackie i wirtemberskie rozłożyć obciąże­
nie na

■ ■ 47)
Inne przepisy bądź to nie mają wcale odno­

śnych ustępów, bądź też nie zawierają ich w skró­
ceniach ogłoszonych w peryodycznych wydawnic­
twach o budownictwie żel.-betonowem.

Przyjrzawszy się powyższym przepisom, wi­
dzimy, że polegają prawie wyłącznie na surowym 
empiryźmie, który chyba tylko we Francyi opiera 
się częściowo na teorj'i klasycznej, obchodząc się 
zresztą dość bezceremonialnie z jej wzorami. Ta te- 
orya dostarcza bowiem dla momentu zginającego 
wzoru przybliżonego:

25

1fi ( W - a 2W
Max M  — oa2 m 18)Max Mx- ^ q a  - ^ 1+fc2)J , • • 4S)

który daje wartości większe od obliczonych zapo- 
mocą ścisłego rozwiązania Naviera o C\J 10°/0 dla

lecz o CV> 3O°/0 dla -̂ =  oo. Ze względu



i, 2, 00
i 1 1

J26 ’ 10’ 6£
1 1 1

28,7 iT 8j5

na to, iż w warstwach skrajnych płyty panuje 
dwuwymiarowy stan napięcia, piszą inżynierowie 
francuscy wyznający Ponceletowską, niewątpliwie błę­
dną, teoryę wytężenia materyału *) zamiast wzoru 
(48) następujący:

•  ■ •  « >

Ten wzór wyjaśnia genezę ministeryalnego 
przepisu, albowiem dla
—  =  1, 2, go daje

1 1 1
razy ęa2 zamiast

Ma== 2§7 l i ’ 8*5 raZy qa2 według 
ścisłego rozwiązania Navier’a. Autorowie rozumo­
wali napewne tak: „Jeżeli — =  co, to paski po-a
przeczne płyty zachowują się jak belki, dla których 

najw. M  =  -^-ya2.
O

Uwzględniając nieuniknione w praktyce nie­
dokładności obwodowego podparcia płyty w po­
równaniu do założeń teoryi przyjmujemy dla 
bezpieczeństwa w przypadku płyty kwadratowej
Ma = 2^gra 2. Formuła uniwersalna powinna dać obie
te wartości, a nadto powinna zbliżać się budową do 
uproszczonej formuły teoretycznej (48a). Tym wa­
runkom czyni widocznie zadość wzór

M- ~ §  • ■ • « » >
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ł) Por. M. T. H u b e  r. „"W ł a ś c i w a  p r a c a  o d k s z t a ł ­
cę  n i a j a ko m i a r a w y t ę ż e n i a  m a t e r y a ł u 1' Czas. tech. 
1904. A lbo: „O p o d s t a w a c h  t e o r y i  w y t r z y m a ł o  ś c i “ . 
Prace mat. — fiz. t. XV.



który daje dla
b h o
a "  X' *' “

M .~  i ,  { ,  j  razy qa2n.

Takie rozumowanie prosi się o krytykę. Czyż 
bowiem projektujący inżynier z wyrobionem po­
czuciem statycznem będzie uwzględniał działanie
płytowe przy wartości — znacznie większej od 2 ?

CC
Oczywiście n ie ! Od dobrego wzoru do obliczenia 
płyty należy przedewszystkiem żądać dokładności
w interwale 1<T— <  2. czemu bez porównania lepiej 

CL
dogadza forma przybliżonego wzoru teoretycznego 
(48 a), aniżeli wzoru (486).

Drugą kardynalną wadą wzoru (48 b) po­
leconego przepisami francuskimi jest zupełne za­
niedbanie różnic w sztywności przy zginaniu mo­
mentami Mx i My, różnic właściwych płytom żel.- 
betonowym. (Uwzględnienie tych różnic w przepi­
sach austryackich nie ma, jak łatwo zauważyć, na­
ukowej podstawy).

Z powyższych powodów zajęła się we Francyi 
„Rada główna dróg i mostów" rozpatrzeniem kwe- 
styi obliczenia płyt żel.-betonowych i opracowała 
w r. 1912 nadzwyczaj cenny memoryał, w którym 
między innemi zaleca następujące wzory prakty­
czne, oparte po części na podobnych rozumowaniach, 
jakiemi się posługiwali autorowie przepisów:

1. Dla obciążenia jednostajnie rozłożonego na 
całej płycie:

1 «  49)
80*  Et, a ^ J z+ aW pJ y+ b 'J y

, ,  1 , bkJymax. Mx =  -̂ .qa2-------------— , . BO)
8 a'Jx+ a W p xJy+ b V y

27
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max M, 1
a b 1

a\Tr
68)

'* 8 a ^ + a W p J y + b ^
2. Dla obciążenia skupionego w środku:

1 P  a W  
“ 40 Eh a\Tx+ b % '  • ‘ ’ 52)

max

max

58)

54)

Wzory powyższe nazwane w memoryale „empi­
rycznymi0 stoją bez wątpienia znacznie wyżej od 
wzorów wszystkich znanych przepisów ministeryal- 
nych i w przypadku obciążenia jednostajnie rozło­
żonego zbliżają się formą bardzo do nowych wzo­
rów teoretycznych wyprowadzanych w niniejszej 
pracy, natomiast różnią się znacznie w przypadku 
obciążenia skupionego. "We wzorach memoryału nie 
widać nadto zupełnie wpływu sztywności uzbrojenia 
przy skręcaniu i wpływu liczby Poisson’a, których 
istnienie nie podlega żadnej wątpliwości. Dalszą dy- 
skusyę lepiej wszakże odłożyć do czasu, w którym 
będziemy rozporządzać odpowiednią ilością dat do­
świadczalnych.

Na zakończenie zauważymy jeszcze, iż teorya 
rozwinięta w niniejszej pracy nadaje się dobrze i do 
p ł y t  k a s e t o w y c h ,  t. j. płyt z krzyżującemi się 
żebrami, jeżeli te żebra dzielą płytę na prostokąty 
dość małe w porównaniu do prostokąta podparcia; 
z pewnemi zaś modyfikacyami da się także zasto­
sować do s i a t e k  b e l k o w y c h ,  jakie np. tworzą 
p o m o s t y  mostów żelaznych i drewnianych.

Lwów w lutym 1914.
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Resume.

L ’auteur etablit l’equation differentielle (19) de 
la flexion, et l’expression du travail elastique (21), 
dans le cas ou l’armature des hourdis est consti­
tute par deux systemes orthogonaux des fils de fer. 
Sans chercher a present la solution rigoureuse l’au- 
teur applique la methode approximative de Mr. H. 
L o r e n z  pour trouver les formules theoriques, rela­
tives au calcul de la fleche f  au centre de l’hour- 
dis, et aux moments flechissants max Mx, max My, 
dans le cas de la charge uniformement repartie et 
d’une charge concentróe au milieu de l’hourdis 
rectangulaire. L ’approximation des nouvelles formu­
les peut etre regardee comme suffisante, lorsque le
rapport (fig. 4.) ne depasse pas la valeur 2 (6> a ) ; 

a
elles different des formules empiriques du Conseil 
General des Ponts et Chaussees (en date du 11. Juil- 
let 1912) principalement par les termes du deno- 
minateur (dans les form. 32—38), qui dependent de 
la rigidite torsionelle de l ’hourdis.
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