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1. Wstep.

Jakkolwiek w budownictwie zel.-betonowem sta-
nowi ptyta réwnie wazny element konstrukcyjny
jak belka, to jednak w obliczeniach technicznych
panuje dotad niepodzielnie jednowymiarowy schemat
belki, po prostu dlatego, Ze jest bez poréwnania ta-
twiejszy do opanowania przez teorye, anizeli dwu-
miarowy schemat ptyty. Ale podobnie jak po wszech-
stronnem panowaniu kratownicy ptaskiej (jako utworu
dwuwymiarowego) w statyce konstrukcyi budowla-
nych przyszta niedawno kolej na kratownice prze-
strzenng (jako utwdr tréjwymiarowy) a badania teo-
retyczne i doswiadczalne wskazaly na jej wazne za-
stosowania praktyczne, tak nadszedt obecnie czas
do zajecia sie teoryg piyt i dostarczenia konstrukto-
rom podstaw do racyonalnego wymiarowania, zwtasz-
cza, ze dzieki zastosowaniu pewnych metod przybli-
zenia, jakie sie pojawity w najnowszych czasach,
mozna omina¢ wielkie trudnosci matematyczne Scistej
teoryi.

Klasyczna teorya ptyt zapoczgtkowana w styn-
nej rozprawie konkursowej Zofii Germain nagro-
dzonej przez Akademie paryska w r. 1815, sprowadza
zagadnienie odksztatcen i natezenn pod wpltywem
danego obcigzenia do catkowania pewnego réwnania
rézniczkowego czastkowego 4-go rzedu, okreslajgcego
powierzchnie ugiecia plyty z materyatu je-
dnolitego, rownokierunkowego i podle-
gtego prawu Hooke'a Teorya ta nie jest zresztg
zupetnie Scista w znaczeniu jakie przypisujemy Sci-
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stym rozwigzaniom ogdlnych réwnan roézniczkowych
matematycznej teoryi sprezystosci, lecz o tyle do-
ktadna, o ile

1 Grubos$¢ ptyty h jest stata i mata
wobec innych wymiarow;

2. Ugiecia ptyty sag mate w pordowna-
niu do jej grubosci;

3. Wptyw sit poprzecznych jest maly
w poréwnaniu do wptywu momentdéw zginajg-
cych i skrecajgcych.

Te zalozenia sg wprawdzie speinione u piyt
zel.-betonowych, lecz niejednolito$s¢ materyatu,
zboczenia betonu od prawa Hooke'a i pewnego ro-
dzaju réznokierunkowos$¢é uzbrojenia nie po-
zwalajg wogdle na bezposrednie zastosowanie teoryi
klasycznej. Wobec tego sprobujemy przedewszyst-
kiem zbudowa¢ ogélng teorye dla ptyt zel.-betono-
wych, ograniczajgc sie na razie do zwyklego przy-
padku uzbrojenia dwoma uktadami cienkich pretow
o kierunkach wzajemnie prostopadtych i zadowalajgc
sie oczywiscie takim stopniem przyblizenia, jaki
w tych trudnych warunkach da sie praktycznie
osiggnac.

2. Podstawy ogélnej teoryi przy zatozeniu jedno-
litosci materyatlu. Momenty zginajace i skrecajgce.

Przedewszystkiem trzeba zauwazyé, ze przyje-
cie w ptycie pewnej ptaszczyzny jako warstwy
obojetnej, tak dogodne w teoryi klasycznej, jest
zgota niedopuszczalne w odniesieniu do plyty zel-
betonowej, nawet gdyby beton podlegat w obszer-
nych granicach prawu Hooke'a. Atoli to nie prze-
szkadza do okre$lenia powierzchni ugiecia zapomoca
ktérejkolwiek z ptaszczyzn poprowadzonych réwno-
legle do wierzchniej lub spodniej Sciany ptyty po-
myslanej poziomo i odniesionej do prostokatnego
uktadu spétrzednych o poziomych osiach X i Y,
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a pionowej osi Z skierowanej na doét. Skrécenia bo-
wiem wiokien pionowych beda, wogdle bardzo mate
w porownaniu do ugie¢ £, wobec czego mozemy
uwaza¢ powierzchnie spodniej i wierzchniej Sciany
ptyty roéwnolegte przed ugieciem za réwnolegte i po
ugieciu z doktadnoscig wystarczajacg nietylko w obli-
czeniach praktycznych, lecz niewatpliwie takze przy
pomiarach laboratoryjnych.

Drugie zatozenie teoryi klasycznej, iz proste
(lub ,witékna“) normalne do powierzchni
ptyty przed odksztatceniem pozostajg po
odksztatceniu normalne do powierzchni
ugiecia, mozemy Smiato przenies¢ do teoryi ptyty
zel.-betonowej, wykluczajac tem samem przypadkKi
Slizgania sie wkladek zelaznych po betonie i pomi-
jajac Swiadomie natezenia drugorzedne w poblizu
powierzchni stykania sie zelaza z betonem, jakie
mozna wykazaé juz u belek zel.-betonowych ).

O doktadnem uwzglednieniu zboczen betonu od
prawa Hooke'a nie moze byé oczywiscie mowy (bez
wzgledu na trudnosci matematyczne) juz dlatego,
poniewaz nie mamy tutaj do czynienia z liniowym
stanem napiecia (jak w podtuznych wioknach belek
zginanych) lecz ze stanem dwuwymiarowym,
a nawet trojwymiarowym (wliczajgc i natezenia
Scinajace poprzeczne). Dla takich stanéw nie znamy
dotad zupetnie zwigzkéw pomiedzy natezeniami a od-
ksztatceniami poza granica proporcyonalnosci, gdyz
odno$ne badania doswiadczalne robiono tylko przy
liniowym stanie napiecia, a zasada superpozv-
cyi da sie pogodzi¢ tylko z prawem Hooke'a. Nie
pozostaje zatem nic innego, jak przyjecie do teore-
tycznych obliczern w pierwszem przyblizeniu wazno-
sci prawa Hooke’'a i dobranie p6zniej takiej Sredniej
wartosci spotczynnika sprezystosci betonu Eh (wzgle-

* Por. M. T. Huber. ,Obliczenie wymiaréw be-

lek betonowych obustronnie uzbrojonych". Czas.
Techn. 1906, Ust. 2. ,Dziatanie uzbrojenia $ciskanego".
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dnie stosunku n=Ef:Eb spotczynnikéw zelaza i be-
tonu) ktoéra najlepiej odpowiada doswiadczeniom
z ptytami. Jak wiadomo, zrobiono juz tak w teo-
ryi odksztatcen belek zel.-betonowych i znaleziono
n=CNJIO.

Rye. 1.

Przyjgwszy tymczasowo wszystkie zalozenia
teoryi klasycznej i obrawszy ptaszczyzne Srodkowag
ptyty za plaszczyzne XY, oznaczmy (jak w ogoélnej
teoryi sprezystosci) przez 1], f skladowe przesunieg-
cia dowolnego punktu ptyty X, y, z, wywotanego jej
ugieciem; wodwczas mozemy w mysl owych zalozenh
uwazaé¢ £ za niezalezng od z funkcye samych x i vy,
ktéra bedzie okresla¢ rzedne stabo zakrzywionej po-
wierzchni ugiecia. Dla punktéw x, y, 0 mozna nadto
przyja¢ £=0, 1= 0.



Niechaj nill przedstawia na rye. 1 $lad po-
wierzchni ugiecia na ptaszczyznie rysunku réwnole-
gtej do XZ; zas S' punkt, ktéry przed ugieciem
znajdowat sie na ptaszczyznie srodkowej w S] nako-
niec NN' rzut normalnej do powierzchni ugiecia

w punkcie S‘: natenczas pochodna czgstkowa N

0 bardzo matej wartosci liczbowej okre$la z pominie-
ciem malych rzedu wyzszego warto$¢ kata nachyle-
nia NN‘ wzgledem osi Z. Przesuniecie | punktu P
ptyty, ktory przed ugieciem lezal na normalnej
w odlegtosci z od ptaszczyzny Srodkowej, okresli
przeto réwnanie:

i,
Podobniez przesuniecie sktadowe w kierunku Y

Y e 1a)
Stosownie do wzoréw ogdlnej teoryi odksztat-

cenia znajdziemy stad dla wydtuzen witasciwych
Xx, K w kierunkach X i Y:

, di , dn 2

X~ dx~ dx2' y~~dy~ dy2 = ' ]

Wedtug prawa Hooke'a mamy teraz z pomi-
nieciem bardzo matego az\

1, 1 X 1. 1 , a.

~'d i 8)

przyczem oznacza (jak w podreczniku ,Technikl)

E zwykty spoétczynnik sprezystosci (modut wydtuze-

nia), zas m liczbe Poisson’a; a stad po rozwigzaniu
wzgledem ax i oy:

m2E (dH 1 d2E\ \

-12 m dyl) ' 1

o mOZE L w +*Cc\" 1

m dx2 dy2 i




Obok natezen normalnych wystepujg na Scia-
nach elementu dxdydz takze natezenia S$cinajgce
dwojakiego rodzaju.

Najpierw bowiem zmienia sie wskutek opisa-
nego odksztatcenia kat prosty miedzy krawedziami

dx a dy (ryc. 2) o bardzo maly kat posuniecia vy.,

ktéry sie sktada z dwu cze$ci — i —n, czyli

Fox “ay |
y
Tej zmianie kata towarzyszg natezenia $cina-
jace tz na Scianach dxdz i dy dz elementu o kierun-
kach prostopadtych do krawedzi dz, dla ktérych na
podstawie prawa Hooke'a i przy pomocy réwnan (1)
i (1a) napiszemy wzor:



l- G(H+|)—1TF°*se> ' ' &
przyczem oznacza G spotczynnik sprezysto-
§ci postaciowej zwigzany, jak wiadomo, z E
réwnaniem

............. 7

Z rownan (4) i (6) widzimy, ze wszystkie trzy
natezenia ax, ay i t, sg proporcyonalne wzgledem z,
a zatem ich rozmieszczenie na dowolnym odcinku h
pomyslanym na bocznej S$cianie elementu dxdyh
przedstawi taki sam diagram, jaki przedstawia
w przekroju belki zginanej rozmieszczenie natezen
normalnych.

Niechaj oznacza dF element pola dxdz albo
dydz (ryc. 3a) na S$cianach, bocznych elementu
hdxdy. Sity normalne oxdF dzialajgce na Sciane
hdy sg widocznie rownowazne parze sit 0 momencie

i3
\zaxd F=dy\faxdz

]
ktoérego wektor jest rownolegty do osi Y. Bedzie to
moment zginajacy dla rozpatrywanego prze-
kroju hdy.

Podzieliwszy powyzsze wyrazenie przez dy
otrzymamy moment zginajacy odniesiony do jednostki
szerokosci przekroju poprzecznego ptyty prostopa-
dtego do osi X:

Mx= fi zaxdz ,
h

T
albo po wstawieniu wartosci ax z réw. 4) i wykona-
niu catkowania:

wWP-E h3 1

MX 21 12pdves m ) - -8
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dx

Rye. 3.

X.2
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Analogicznie znajdziemy dla momentu zginaja-
cego odniesionego do jednostki szerokosci przekroju
prostopadtego do osi Y:

Dla okres$lenia znaku algebraicznego zrobiliSmy
przytem umowe analogiczng jak w teoryi zgiecia
belek. Sity styczne izdF dziatajagce na $ciane hdy
(ryc. 3b) sg rownowazne parze sit o momencie

u
J

ktorego wektor jest prostopadty do Sciany. Jest to
zatem moment skrecajgcy, ktory w odniesieniu
do jednostki szerokosci przekroju okresli podobnie
jak powyzej wzér

h

2
wazny oczywiscie dla obu przekroi. Stad po wsta-
wieniu wartosci - . réow. (6) i zcatkowaniu:

Zanim przejdziemy do rozpatrzenia natezen Sci-
najacych drugiego rodzaju, i, i ktérym na Scia-
nach hdx i hdy (ryc. Bc) odpowiadajg wypadkowe
sity poprzeczne Vx i W odniesione do jednostki
szerokosci przekroju, — rozwazmy znaczenie wyra-
zenn dla Mx, My i D.

Przedewszystkiem Agvystepuje we wszystkich
trzech wzorach wyraz , ktory jest niczem innem,

1c
jak tylko momentem bezwtadnosci paska przekroju
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ptyty o szerokosci 1 wzgledem osi obojetnej (Xlub Y).
Oznaczmy go przez <, a nadto nazwijmy

A ) .
Wrél E " o 10,

ptytowym spétczynnikiem sprezystosci,

natenczas wzory (8), (8a) i (9) przybiorg postac

.. (d2 1 )
M— E JRorxf+ﬁ %yli)’
My=—B 3G ax dyy U)

D=—2GJ
dxdy

3. Sztywnos¢ plyty przy zgiiianiu i skrecaniu.
Przejscie do ptyty zcl.-betonowej.

Drugie pochodne £ wystepujgce w powyzszych
wzorach okreslajg, jak wiadomo, krzywizne powierz-
chni ugiecia; tatwo z nich wyczytaé, ze momenty
Mx, My i D o danej wielkosci wywotajg tem stabszg
krzywizne powierzchni ugiecia (tem mniejsze warto-
éci drugich pochodnych), im wieksze beda wyrazenia
E‘J tudziez GJ. Te wyrazenia sg przeto miarg
sztywnosci ptyty przy zginaniu wzglednie skrecaniu
i grajg podobng role, jak EJ w teoryi zgiecia belek,
lub GJr w teoryi skrecenia okragtych watow. (Jp
oznacza tutaj biegunowy moment bezwladnos$ci prze-
kréju). Sztywnos$¢ przy zginaniu E‘J i szty-
wno$é¢ przy skrecaniu GJ ptyty jednolitej,
jak tymczasowo zatozyliSmy, wypadta oczywiscie
w obu przekrojach jednakowa, skoro jednak przej-
dziemy do ptyty zel.-betonowej, w ktérej prety uzbro-
jenia maja kierunki réwnolegte do X i F, to sztywnosé
w obu przekrojach moze by¢ rozmaita. Podobnie jak
w zginanej belce zel.-betonowej jest miarg sztywnosci

EbJiA-Ej-Jf—Eb (Ib-\-n Jf),
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tak tez mozemy przyja¢ w przekroju hdx wzglednie
hdy za miare sztywnosci przy zginaniu
EJJbx+EfIFX=Ei (Jix+ n'IX)=EBJIx, . 12a)
wzglednie
Et Jy+ Efd/y=Ebayy, . . .12 6)
jezeli stosownie do poprzednich oznaczen nazwiemy:

Jtx, Jbj moment bezwtadnosci na jednostke sze-
rokosci przekroju poprzecznego samego betonu dla
przekroju rownolegtego do osi X wzglednie Y,

Jrx, Jfy takiez momenty bezwiadnosci przekroi
samych wktadek zelaznych,

n‘ stosunek zwyklego spoétczynnika sprezystosci
Ej zelaza do ptytowego (Sredniego) spotczynnika spre-
zystosci betonu Et, nakoniec

Jx, Jy sprowadzone (idealne) momenty bez-
wiadnosci obu przekroi odniesione do jednostki sze-
rokosci.

Jako osi momentéw bezwiadnos$ci nalezy oczy-
wiscie obra¢ proste poziome przechodzgce przez Sro-
dek przekroju sprowadzonego utworzonego
z przekroju betonowego i ~'-krotnego przekroju
zelaznego.

Sztywnos¢ przy skrecaniu nie da sie dla piyt
zel.-betonowych przedstawi¢ wedle tego samego sche-
matu, co sztywnos$¢ przy zginaniu, albowiem wsku-
tek skrecania powstajg w warstwach poziomych piyty,
a wiec i w warstwie uzbrojenia odksztalcenia
postaciowe, ktdrym siatka uzbrojenia stawia opor
po czesci posrednio utrudniajgc odksztatcenie betonu
przylegajacego do pretéw, zresztg za$ tylko o tyle,
o ile skrzyzowania pretéw sa usztywnione. Najcze-
sciej takiego usztywnienia niema, wobec czego
uzbrojenie przyczynia sie tylko nieznacznie do szty-
wnosci przy skrecaniu.

Zwazywszy na trudno$¢ teoretycznego oznacze-
nia, w jakim stopniu przyczynia sie uzbrojenie wogoéle
do Rd, t j. sztywnosci ptyty przy skrecaniu, nale-



14

zatoby zaleznos¢ Rn od Gb, Jbi J, zbada¢ doswiad-
czalnie. Na razie mozna przyjgc¢ dla niej forme:

w Kktorej oznacza v spoétczynnik liczbowy rosngcy
wraz z sztywnos$cig na skrzyzowaniach pretéw, a za-
tem bardzo matly w przypadku ich luZznego skrzyzo-
wania. tatwo przytem zrozumieé, Ze 0$ sprowadzo-
nego momentu bezwladnosci

IbtvIF=JT e 14)
figurujagcego w wyrazeniu dla sztywnosci przy skre-
caniu RD=GbJ‘, bedzie wprawdzie leze¢ w jednako-
wej wysokosci na Scianach hdx i hdy elementu piyty,
lecz bedzie r6zna od osi momentow bezwiladnosci Jx
i tfly. Jej potozenie znajdziemy oczywiscie analogicznie
z warunku, iz oS obojetna przechodzi przez S$rodek
sprowadzonego pola przekroju Ft+ vF/, przyczem
nie pozostaje nic innego, jak przyjac

FRe\(.Fbx+ Fb), FF=\(Ffx+Ffy) . . 15)

Nasuwa sie jeszcze kwestya czem zastapic
liczbe m widoczng po prawej stronie dwu pierwszych
z row. (11). Nie bedzie to oczywiscie ani mii ani m,
lecz jaka$ wartos¢ posrednia bardziej zblizona do mi
z powodu przewagi betonu nad zelazem, ktora po-
winna by¢ wyznaczona doswiadczalnie. Z tego po-
wodu pozostawimy symbol m bez oznaczonego
wskaznika.

Dla ptyty zel.-betonowej napiszemy przeto za-
miast (11) réwnania nastepujace:

16)
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4. Sity poprzeczne 1réwnanie powierzchni ngiecia
ptyty zel.-betonowej.

Teraz dopiero mozemy przystgpi¢ do obliczenia
sit poprzecznych Wx i W warunkujgcych natezenia
Scinajace drugiego rodzaju xx i xy. W tym celu na-
piszemy dla elementu hdxdy warunki momentéw,
wzgledem osi réwnolegtych do X, Y i przechodza-
cych przez Srodek elementu. Pierwszy z nich daje:

Mtdx—"My+ dy} dx+
+Ddy-(D+~ dAdy+V.dxM +

+

albo po redukcyi i pominieciu wyrazu nieskonczenie
matego rzedu trzeciego wobec innych rzedu drugiego :

—- dxd y d x dy+ Vxdxdy=0.
oy ¥y d ox dy xdy

Stad wypada pierwsze z nastepujgcych réwnan:

dMy dD
x dy + dx '

dMx dD 17)
W~ dx + dy

drugie zas wyptywa analogicznie z warunku momen-
tow wzgledem osi Y. Po wstawieniu wartosci z row.
(16) otrzymujemy nastepujgce wzory dla sit po-
przecznych :

r E‘j (1 &S id*\ gr>r ~ 1
b” ““1mdx'ldy dy3 b dx2dy'\

i | 18)
VVdX3x m dxdyy uﬁﬁ’u dxdy'l

Nakoniec do obliczenia ugiecia £ zastosujemy
do elementu hdxdy niewyzyskany jeszcze warunek
rownowagi, a mianowicie warunek rzutéw na o$ Z.
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Oznaczywszy przez p obcigzenie ptyty odnie-
sione do jednostki pola mamy tedy:

p dxdy- Wxdx -\-[vx jcte—Wydy +

+ {V,J+ T xdx)dy~°’
czyli po uproszczeniu:
_ _dVx_dVy
n dy dx '
a stad po wstawieniu wartosci VWx i W z row. (18)
i uporzadkowaniu:

Iydx4+ 2[i_n 2 g& bdgzgy%
+® .£™-p 19)

Powyzsze rdwnanie rozniczkowe czgstkowe
okres$la przeto powierzchnie ugiecia ptyty zel.-beto-
nowej. Caltkujac je znalezlibysmy £ jako funkcye
X iy, astagd przy pomocy wzoréw (16) i (17) mo-
menty zginajace, skrecajace i sity poprzeczne w kaz-
dym punkcie ptyty.

W przypadku ptyty jednolitej przybiera to
rownanie rézniczkowe znang postacd:

m~E _ h3
przyczem E

Catkowanie réwnania rozniczkowego (19) pro-
wadzitoby do nader zawitych wzoréw, rzadko na-
dajacych sie do praktycznego zastosowania. Mimo
to mogg mie¢ Sciste rozwigzania réw. (19) wazne
znaczenie praktyczne, badz przez to, iz stuzg do
oceny doktadnosci wzoréw przyblizonych, badZz tez
dlatego, ze wskazujg droge badaniom doswiadczal-
nym.
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5. Praca odksztatcenia ptyty zel.-betonowej.

Do wyprowadzenia wzoréw przyblizonych no-
woczesnemi metodami stuzg ogdélne prawa pracy
odksztatcenia. Aby je zastosowa¢ musimy zna-
les6 wyrazenie dla wewnetrznej pracy od-
ksztatcenia L, (t. j. pracy sit wewnetrznych)
ptyty zel.-betonowej. To wyrazenie ma w przypadku
ptyty jednolitej postac:

m  \dxdy dxdy . . 20)

znang oddawna*), ktérg tatwo przeksztatci¢ na na-
stepujacy :

2 Vdz2 m dy)dx

E'JWt 1 d2£\d2f , /[ ~2n 2. ™ oa \

+ “2W  + m dx'Jdyl+ 2G JNIXE,) \dxdy 20a)
Catkowanie w powyzszych wzorach rozposciera

sie na cate pole ptaszczyzny Srodkowej ptyty. Zwa-
zywszy, ze w wyrazeniu dla pracy odksztatcenia pomi-
nieto bardzo maly wplyw sit poprzecznych i ze

e C2F I . d2f _ 1 oy

wart‘oém E';(’tc’— —Q(I oyé_ & okreslajg z dosta

tecznem przyblizeniem krzywizne przekroi po-
wierzchni ugiecia ptaszczyznami XZ i YZ, mozemy
z uwzglednieniem zwigzkéw (11) napisac:

W +*e(-ss)]**
z czego widzimy, ze praca odksztatcenia elementu
h.dxdy skiada sie z pracy zginania momentami
MX My i pracy skrecania momentami D. Pod-
stawiwszy dla tych wielkosci statycznych wartosci

*) Por. M. T. Hub er: ,,O wytrz. plyty prostokatnej..
Przegl. techn. LIIl. 1914, str. 261.

M. T. Hnber. 2



18

(16) odpowiadajgce ptycie zel.-betonowej, znajdziemy
widocznie wyrazenie dla pracy odksztatcenia takiej
ptyty:

nodx2dy2) bi.wx

+ i|J|' dx2dy?2 - 21)

6. Przyklad zastosowania ogolnej teoryi. Pilyta
prostokatna swobodnie podparta wzdtuz catego ob-
wodu i jednolicie uzbrojona.

Niechaj oznacza a diugos¢, b szerokosé¢ piyty
(ryc. 4) mierzona jako odstep teoretycznych krawedzi

S3

Ryc. 4.

podparcia, poza ktére brzeg ptyty wystaje tylko
nieznacznie, tak iz mozna poming¢ wptyw czesci
wystajgcej. Przyjmijmy:
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£=/"“cos 3 coS b 22)
jako rownanie powierzchni ugiecia ptyty odniesione
do uktadu spétrzednych o osiach X, Y rownolegtych
do bokdéw prostokgta a, b i poczagtku O w S$rodku
ptyty. Nieoznaczony na razie parametr /okre$la wi-
docznie strzatke ugiecia w Srodku. Taka posta¢ ma
przyblizone réwnanie powierzchni ugiecia ptyty
jednolitej obcigzonej jednostajnie, uzywane od dosé
dawna przez inzynierow francuskich, a wyprowa-
dzone nowg metodg przez H. Lorenzal. To réw-
nanie jest nawet scistem w przypadku obcigzenia p
roztozonego niejednostajnie wedtug funkecyi:
p:pOcosm(cosrﬂ, ... .23)
jak sie tatwo przekona¢ wstawiwszy z (22) i (23)
wartosci w réwnanie rézniczkowe (19). Do obliczenia
strzatki ugiecia f wypada przytem warunek;

y¥)*Po" e o Ua)
jezeli przyjmiemy dla skrocenia:
B=Ei,”Jy, A=Et Jx
e ‘ ‘ 24 6)
C = (B Ix+Et Iy)+ 2Ghl,
Przyjmijmy teraz, ze obcigzenie ptyty zel.-be-
tonowej sklada sie z sity skupionej P umieszczonej
w Srodku ptyty i ciezarujednostajnie roztozonego Q,
a réwnanie (22) okre$la w przyblizeniu po-
wierzchnie ugiecia, natenczas idac droga wskazang
przez H. Lorenza obliczymy w przyblizeniu
strzatke f ze znanego warunku pracy:
L,W=LZ1 e,

* H. Lorenz: ,Angen&herte Berechnung rechteckiger
Plattenl Zeitschr. d. V. d. Ing. 1913, str. 623.
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ktory wyraza, ze wewnetrzna praca odksztatcenia
(energia potencyalna) uktadu sprezystego réwna sie
pracy obcigzen (sit zewnetrznych) Lz. Mamy tedy:

e m 2B)
a po wstawieniu wartosci na f z (22) i zcatkowaniu:
Q\f . . . 253a)

Z drugiej strony daje wzér (21), po podsta-
wieniu :

CRE n2 nx ny
dx2 - /lazcos;cos b
d2t _ ~ £N 2005 NMX cog NY
dy2 62 a 6

d2t _ N LJt2 . T, . ny

i uporzadkowaniu:

4Gh) . Zra . %
H---g%]L— sma- \ggo?}/
Stad po wykonaniu catkowania:

1 nk P ( ril
L"= 2 4 0Ti"a*+[~(N.Ix +~M"N)+

+ 4 (r*</ja2b2+ F'idWwij . . . 26)
Z warunku pracy wynika zatem:
Al
714(p + A ) |eBbs

ENJ*ad+|[ i ( E'»J«+E 1IH+4G»J'] Jazb2+E '] Jy b4
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Dwa pierwsze z réw. (16) dajg nadto:

28)

Najwieksze wartosci osiggajga momenty zgina-
jace widocznie w Srodku piyty, t.j. dla z=0, y=0,
a wiec :

29)

Poniewaz dla przyjetego obcigzenia jest srodek
ptyty niewatpliwie miejscem niebezpiecznem, wiec
rownania (29) beda stuzy¢ do obliczenia wytezenia
materyatu danej plyty, moment D jest bowiem
w tem miejscu rowny zeru. Podstawiwszy wartos¢ f
z (27) we wzory (29) i zastgpiwszy n liczbowag war-
toscia, znajdziemy jeszcze:

max Mx=

max My

7. Wzory praktyczne dla ptyty prostokatnej
jednolicie uzbrojonej.

Do praktycznych obliczenn przy projektowaniu
uproscimy wzory (27) i (30) podstawiajgc
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i oddzielajac wptyw obcigzenia jednostajnie roztozo-
nego Q=abq od wptywu obcigzenia skupionego P.
W ten spos6b otrzymamy kolejno:

1 Dla obcigzenia q{kgjcmd roztozonego
jednostajnie na catej powierzchni ptyty:
~oqg 4 4

.... (jak powyzej) 38>

1
- 1 -
max3L 6,10 2.\7]*a21+ .... (jak powyzej) 84)

2. Dla obcigzenia skupionegoPw $ro-
dku ptyty:
f 1 f a'f
24,35 E'& Jza4+ .... (jak powyzej ")
ab(ia2tb3Ji
max Ms=0,405P .= Vpmmme femmmmmmeee — 37)
J*ad+ -—- (jak powyzej)
ab
maxM,,=0,405P.=—F— '------ = — - 38)

Ja~h . ... (jak powyzej)

W przypadku ptyty kwadratowej uzbrojonej
w obu kierunkach jednakowo (6= a, Jx=Jy=J) prze-
ksztatcajg sie powyzsze wzory na nastepujace:

1 =—1 S51 1
120,18 E'S«T 1/ TYJ -
nn \ m/J

* Zamiast spotczynnika 1/24,85 mozna napisaé¢ z row-
nem przyblizeniem 0,0411.
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maxM=Ip0 "~ m -1J " e o 40)

m+1J
2 f 1 112 L _ 41)
48,70 E'jJ i , 1 , 1\J' ! 1

m

max M=0,2025P...- 1 -¥ . . 42

1 m-—1J

+m+1J

Przy zastosowaniu powyzszych wzoréw nalezy
oczywiscie pamietaé o znaczeniu wielkosci E\, m,
Jx, JVJ J° okreslonem doktadnie w ust. 3. (Wzory
(12)—(15)). Pewna trudno$¢ nastrecza obior liczby
Poisson’a m i pltytowego spoéiczynnika sprezystosci
betonu E'h wobec czego bytoby bardzo pozadane,
aby te wielkosci oznaczy¢ zapomocg doswiadczen
z plytami. Na razie wiemy tylko, ze m betonu jest
stosunkowo wielkie (majac oczywiscie na mysli Sre-
dnig wartos¢). Przyjawszy n. p. w pewnej plycie
kwadratowej J'\J=0,7, za§ m=6 znajdziemy we

wzorze (40) max M =— Dgal a z wzoru (42) max
1

M = podczas gdy w belce tak samo obcigzo-

nej Wypada, jak wiadomo -O.qal, wzglednie -4rP

(liczagc naturalnie tak samo moment przypadajacy
na jednostke dtugosci). Jak widzimy redukuje ,dzia-
tanie ptytoweu moment silniej w przypadku obcig-
zenia roztozonego jednostajnie, anizeli w przy-
padku obcigzenia skupionego.
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8. Pordownanie z przepisami administracyjnymi
réznych panstw i z wzorami praktycznymi fran-
cuskiej ,Rady gtéwnej drég i mostow" z r. 1913 ).

Ze statyka pilyty byta dotad prawie nieznana
ogo6towi inzynierdw, dowodzg ustepy z przepisoéw
administracyjnych, odnoszace sie do obliczenia ptyt
podpartych na wszystkich czterech krawedziach
i tak:

1. Przepisy francuskie z r. 1906 zalecaja
moment zginajacy obliczony jak dla belki prostej
0 rozpietosci réwnej krotszemu bokowi n. p. a po-
mnozy¢ spdtczynnikiem redukcyjnym.

----- ! -t albo 9—k 43)
av Yakvea = =

+ M

w przypadku obcigzenia jednostajnie roztozonego.

2. Przepisy austryackie z r. 1911 zezwalajg
na redukcye momentu zginajgcego, gdy a<Lb<j\,ba
przez roztozenie catkowitego obcigzenia Q na dwie
takie same plyty, ale tylko dwustronnie podparte
0 rozpietosciacLi a i b w ten spos6b, ze na pierwszg
przypada obcigzenie

b2 44
Katlah e a)
na drugg za$
ka2
Ka2+ b (@ R 446)

Liczba k oznacza tutaj stosunek pola przekroju
pretéow zelaznych réwnolegtych do a, odniesionego
do jednostki diugosci przekroju ptyty, przyczem

0,3.

*) ,Calcul des hourdis en béton armé“. Note jointe
a l'avis du Conseil General de Ponts et Chaussees. Ann. d.
P. et Ch. 1912-VI.



25

3. Przepisy pruskie z r. 1907 zezwalajg na
redukcye momentu zginajacego przy obcigzeniu je-
dnostajnie roztozonem do wartosci

FA® 2 e, 45)

jezeli a<ib <Z1,5q.

4. Przepisy wirtemberskie z r. 1912 ze-
zwalajg na roztozenie obcigzenia na dwie ptyty po-
dobnie jak w przepisach austryackich, z tg jednak
roznicg, ze na ptyte o rozpietosci a, wzglednie b
przypadajg obcigzenia:

64 «4
p--p7SW>" = m 461

5. Przepisy szwajcarskie polecajg podobnie
jak austryackie i wirtemberskie roztozy¢ obcigze-
nie na

m m 47)
Inne przepisy badz to nie majg wcale odno-
Snych ustepdéw, badz tez nie zawierajg ich w skro-
ceniach ogtoszonych w peryodycznych wydawnic-
twach o budownictwie Zzel.-betonowem.
Przyjrzawszy sie powyzszym przepisom, Wwi-
dzimy, ze polegaja prawie wytgcznie na surowym
empiryzmie, Kktoéry chyba tylko we Francyi opiera
sie czesciowo na teorj'i klasycznej, obchodzgc sie
zreszta dos$¢ bezceremonialnie z jej wzorami. Ta te-
orya dostarcza bowiem dla momentu zginajgcego
wzoru przyblizonego:

fi (W -a W
Max Mx=—= q@a2 ~ 1#c2)d , <« < 4§)

ktory daje wartosci wieksze od obliczonych zapo-
mocg Scistego rozwigzania Naviera o C\J 10°/0 dla

lecz o O% 30°%0 dla ™= oo. Ze wzgledu
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na to, iz w warstwach skrajnych plyty panuje
dwuwymiarowy stan napiecia, pisza inzynierowie
francuscy wyznajgcy Ponceletowska, niewagtpliwie bie-
dng, teorye wytezenia materyatu ¥ zamiast wzoru
(48) nastepujacy:

Ten wzér wyjasnia geneze ministeryalnego
przepisu, albowiem dla
- = i',' 21 69 daje
P 111 1
J26’ 10 6£
1 1 1

Ma=—= 287 T 8f5 raZy qa2 wedtug
Scistego rozwigzania Navier'a. Autorowie rozumo-

razy ea?2 zamiast

wali napewne tak: ,LJezeli =° Co, to paski po-
przeczne ptyty zachowuja sie jak belki, dla ktérych
najw. M = -8-ya2

Uwzgledniajgc nieuniknione w praktyce nie-
doktadnosci obwodowego podparcia piyty w po-
rownaniu do zalozen teoryi przyjmujemy dla
bezpieczenstwa w przypadku ptyty kwadratowej

Ma= 2"gm2 Formuta uniwersalna powinna da¢ obie

te wartosci, a nadto powinna zbliza¢ sie budowa do
uproszczonej formuty teoretycznej (48a). Tym wa-
runkom czyni widocznie zados¢ wzor

M_...§ e 0 ® «» >

b Por. M. T. Hube r. ,"Wtas$ciwa praca odksztat-
ceniajako miara wytezenia materyatul Czas. tech.
1904. Albo: ,O0 podstawach teoryi wytrzymato $ci”.
Prace mat. — fiz. t. XV.
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ktory daje dla

b h 0
a" X *! “
M .~ i, {, j razy ga2n

Takie rozumowanie prosi sie o krytyke. Czyz
bowiem projektujacy inzynier z wyrobionem po-
czuciem statycznem bedzie uwzgledniat dziatanie

ptytowe przy wartosci @ znacznie wiekszej od 2?

Oczywiscie nie! Od dobrego wzoru do obliczenia
ptyty nalezy przedewszystkiem zgda¢ doktadnosci

w interwale 1<T—< 2. czemu bez poréwnania lepiej
CL

dogadza forma przyblizonego wzoru teoretycznego
(48a), anizeli wzoru (486).

Druga kardynalng wadg wzoru (48 b) po-
leconego przepisami francuskimi jest zupetne za-
niedbanie roéznic w sztywnosci przy zginaniu mo-
mentami Mx i My, réznic wiasciwych plytom zel.-
betonowym. (Uwzglednienie tych roznic w przepi-
sach austryackich nie ma, jak tatwo zauwazy¢, na-
ukowej podstawy).

Z powyzszych powoddw zajeta sie we Francyi
-Rada gtdéwna drog i mostéw" rozpatrzeniem kwe-
styi obliczenia ptyt zel.-betonowych i opracowata
w r. 1912 nadzwyczaj cenny memoryat, w ktérym
miedzy innemi zaleca nastepujgce wzory prakty-
czne, oparte po czesci na podobnych rozumowaniach,
jakiemi sie postugiwali autorowie przepisow:

1 Dla obcigzenia jednostajnie roztozonego na
catej ptycie:

1 « 49)
80. Et, arJz+aWpJdy+b'Jy

max. Mx= -J‘_qa2- ____________ b_ka ,
8 a'Jx+aW pxJy+bVy
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1 a\Tr
max M, ab1l 68)

* 8 a~"+aWpJdy+b~
2. Dla obcigzenia skupionego w Srodku:
1 P aw

“40 Eha\Tx+b% " = * 52)
max 58)
max 54)

Wzory powyzsze nazwane w memoryale ,empi-
rycznymiO stoja bez watpienia znacznie wyzej od
wzoréw wszystkich znanych przepiséw ministeryal-
nych i w przypadku obcigzenia jednostajnie rozto-
zonego zblizajg sie formg bardzo do nowych wzo-
row teoretycznych wyprowadzanych w niniejszej
pracy, natomiast r6znig sie znacznie w przypadku
obcigzenia skupionego. "We wzorach memoryatu nie
widaé¢ nadto zupeitnie wptywu sztywnosci uzbrojenia
przy skrecaniu i wptywu liczby Poisson’a, ktérych
istnienie nie podlega zadnej watpliwosci. Dalszg dy-
skusye lepiej wszakze odtozyé do czasu, w ktorym
bedziemy rozporzadza¢ odpowiednig iloscia dat do-
Swiadczalnych.

Na zakonczenie zauwazymy jeszcze, iz teorya
rozwinieta w niniejszej pracy nadaje sie dobrze i do
ptyt kasetowych, t. j. ptyt z krzyzujgcemi sie
zebrami, jezeli te zebra dzielg ptyte na prostokaty
do$¢ mate w poréwnaniu do prostokata podparcia;
z pewnemi za$ modyfikacyami da sie takze zasto-
sowa¢ do siatek belkowych, jakie np. tworza
pomosty mostow zelaznych i drewnianych.

Lwow w lutym 1914,
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Resume.

L’'auteur etablit I'equation differentielle (19) de
la flexion, et I'expression du travail elastique (21),
dans le cas ou l'armature des hourdis est consti-
tute par deux systemes orthogonaux des fils de fer.
Sans chercher a present la solution rigoureuse I'au-
teur applique la methode approximative de Mr. H.
Lorenz pour trouver les formules theoriques, rela-
tives au calcul de la fleche f au centre de I'hour-
dis, et aux moments flechissants max Mx max My,
dans le cas de la charge uniformement repartie et
d’'une charge concentrée au milieu de [I'hourdis
rectangulaire. L’approximation des nouvelles formu-
les peut etre regardee comme suffisante, lorsque le

rapport a (fig. 4.) ne depasse pas la valeur 2 (6> a);

elles different des formules empiriques du Conseil
General des Ponts et Chaussees (en date du 11. Juil-
let 1912) principalement par les termes du deno-
minateur (dans les form. 32—38), qui dependent de
la rigidite torsionelle de I'hourdis.
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