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Dr. Inz. Z. WASIUTYNSKI.

O ENERGETYCZNEJ MIERZE SZTYWNOSCI | O ZASTOSOWANIU JEJ
DO ANALIZY USTROJOW LANGER’A.

(Referat wygtoszony na zebraniu W. T, P. w dniu 28 maja 1934 r.)

Sztywno$¢ nie jest terminem jednoznacznym. Nietylko w réznych jezykach nadajg jej zu-
petnie rézne znaczenia, ale nawet w naszym jezyku sztywno$¢ ma odmienne znaczenia, zaleznie
od dziedziny, w ktorej o niej moéwimy. Gdy moéwimy w mechanice teoretycznej o brytach
sztywnych, to mamy na mysli bryty nieodksztatcalne, podczas gdy méwigc w mechanice tech-
nicznej o tem, ze dany ukfad jest bardziej sztywny od innego ukiadu, chcemy powiedzie¢ tylko,
ze pierwszy ukiad jest mniej odksztatcalny od drugiego.

Naog6t w statyce i w wytrzymatosci przez sztywnos$¢ nazywamy iloczyny wchodzgce do
mianownikéw wyrazen na odksztatcenia belek lub pretow. A wiec w wyrazeniu na kat skrece-
nia ¢ preta o dtugosci I, obcigzonego momentem skrecajagcym M,

M|
cszty
sztywnos$¢ przekroju kotowego (Szt)= GI0,
a przekroju eliptycznego (Szt) = -ﬁ?é;
G jest tu wspoétczynnikiem sprezystosci poprzecznej,
A polem przekroju,
/0 biegunowym momentem bezwladnosci.

W wyrazeniu na ugiecie belki wolnopodpartej, obcigzonej w potowie rozpietosci sitg S
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przez sztywno$¢ rozumiemy iloczyn E|I.

Rzadziej moOwi sie o sztywnos$ci preta rozcigganego, rozumiejac przez to iloczyn E A
wspotczynnika sprezystosci przez pole przekroju, stanowigcy mianownik wyrazenia na wy-
dtuzenia.

Gdy jest mowa o belkach kratowych, ztozonych z dwoch paséw, potgczonych krzyzul-
cami, stupami i wieszakami, to przez analogje z belkami pryzmatycznemi, przyjeto obliczac ich
sztywnos¢ jako iloczyn wspotczynnika sprezystosSci przez moment bezwladnos$ci pasow. W takiem
ujeciu sprawy tkwi pewna niedoktadnos¢. Istotnie wyobrazmy sobie dwie kratownice o jedna-

Rys. 1.

kowych uktadach geometrycznych pretéw i o jednakowych przekrojach paséw gdrnych i pasow
dolnych; natomiast niech przekroje krzyzulcow drugiej kratownicy (rys. 2) bedg wielokrotnie
wieksze od przekrojow krzyzulcéw pierwszej (rys. 1). Przy dowolnym ukladzie przekrojow, tng-
cych oba pasy kazdej z kratownic, momenty bezwtadnosci paséw beda jednakowe, ale pod do-
wolnym uktadem obcigzehn druga kratownica bedzie dawa¢ mniejsze odksztatcenia od pierwszej,



gdyz krzyzulce jej beda sie mniej odksztatca. Bedzie bardziej sztywng. Jako miary sztyw-
nosci kratownic nie mozna wiec stosowac iloczynu ze wspotczynnika sprezystosci przez moment
bezwtadnos$ci przekrojow pasow, gdyz miara ta jest nieScista.

Wreszcie do poréwnywania sztywnosci koput, lub jakichkolwiek innych ustrojow bardziej
ztozonych, jest nam brak miernika, réwnie og6lnego jak poprzednio omoéwione mierniki sztyw-
nosci belek pryzmatycznych. Pozostaje tu jedynie poréwnywanie odksztatcen rozpatrywanych
ustrojow pod jednakowemi obcigzeniami. Tak tez czesto bywa rozumiana sztywno$¢ kratownic,
a to zapewne dlatego, ze przepisy stawiajg zwykle warunki, aby najwieksze ugiecie przesta czy
tez dZzwigara nie przekraczato drobnego utamka rozpietosci. Ten spos6b pojmowania sztywnosci
kratownic, cho¢ pozwala na orzeczenie w kazdym przypadku, ktéra kratownica jest bardziej
sztywna, odpowiada tylko przyblizenie celowi, dla ktérego wyznaczamy sztywnos$¢. Dlaczeg6z
bowiem ustroje sztywne uwazamy za lepsze od mniej sztywnych? Przeciez naogét odksztatcenia
ich sa tak mate, ze nie znieksztatcajg ustrojow w sposéb szkodliwy dla ich uzytecznosci. Od-
ksztatcen dzwigaréw i przeset mostowych unikamy zazwyczaj nie dlatego, ze te odksztatcenia
sg niebezpieczne same przez sie, lecz dlatego, ze pod obcigzeniami ruchomemi w ustrojach bar-
dziej odksztatcalnych, powstajg drgania, mogace wywota¢ duze naprezenia; niebezpieczenstwo
powstania wielkich naprezenn podczas drgan ustroju jest tem wieksze, im czesto$¢ jego drgan
wiasnych jest blizsza do czestosci uderzen obcigzenia ruchowego. Czesto$¢ drgan ustroju, drga-
jacego ruchem harmonicznym wyraza sie zaleznoscia:
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w ktorej Il oznacza energje sprezysta, nagromadzong w ustroju w chwili gdy odksztatcenia
dojdg do swej aplitudy, za$ K oznacza iloraz z energji kinetycznej ustroju drgajacego w chwili
przejScia przez potozenie nieodksztatcone, przez kwadrat czestosci drgan.

Jako pierwsze przyblizenie wartoSci energji sprezystej odksztatcenia podczas drgan,
mozna przyjmowac¢ warto$¢ energji sprezystej odksztatcenia statycznego, wywotanego obcigze-
niami istotnie dziatajgcemi na ustroj. Energje te oznaczymy przez II*.
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Przyjete zatozenie odpowiada zastgpieniu ksztattu, ktéry ustréj przyjmuje podczas drgan,
przez posta¢ odksztatcong pod wpltywem statycznego dziatania obcigzen i ciezaru wiasnego
ustroju. Jak widzimy czesto$¢ drgan zalezy nietyle od najwiekszego ugiecia ustroju, lecz od
pracy sprezystej stanowigcej sume iloczyndw ugie¢ przez obcigzenia i ciezar wiasny.

Wyrazenie na czesto$¢ drgan, nasuwa mysl uzycia energji sprezystej odksztatcenia jako
miary sztywnosci ustrojow, przez uwazanie tych ustrojow za sztywniejsze, ktorych energja spre-
zysta pod danem obcigzeniem jest mniejsza. Rozpatrzmy jakie wyniki otrzymac mozna przyjmu-
jac te wielko$C za miare sztywnoSci ustrojow I jaki jest stosunek energji sprezystej odksztat-
cenia do tych wielkosci, ktore zwykle stuza do poréwnywania sztywnosSci ustrojow.

Przedewszystklem widoczng jest proporcjonalno$¢ energji sprezystej odksztatcenia do
odksztatcen ustroju. Powiedzenie wiec, ze ten ustrdj jest bardziej sztywny, ktéry daje mniejsza
prace sprezystag, ma znaczenie zblizone do powiedzenia, ze ten ustr6j jest bardziej sztywny,
ktory daje mniejsze odkszatatcenie, pod dowolnem obcigzeniem.

Dalej, wyrazenia na energje sprezysta skrecania i $cinania:
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na energje sprezystg zginania
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wskazuja, ze praca sprezysta odksztatcenia jest odwrotnie proporcjonalna do iloczynéw

oraz na energje sprezystg rozciggania:

GIO, EIl , EA,

ktére przyjeto nazywac sztywnos$cig na skrecanie, zginanie i rozcigganie. Mowiac, ze prety



pryzmatyczne dajg mniejszag warto$¢ pracy sprezystej przy zginaniu, skrecaniu lub rozciaganiu
stwierdzamy przez to, ze odpowiadajgce im iloczyny

GIO, EI , EA

sg wieksze, a wiec, ze ich sztywnosci sg wieksze.
Przechodzac do poprzednio omawianego przyktadu dwdéch kratownic, réznigcych sie
tylko przekrojami krzyzulcow, na ktorych stwierdziliSmy niewystarczalnos$¢ iloczynu

El

jako miary sztywnosci na zginanie, widzimy, ze pod dowolnem, jednakowem obcigzeniem obu
kratownic, pierwsza z nich da wiekszg prace sprezystg od drugiej, gdyz jest bardziej od niej
odksztatcalna.

Woreszcie odwrotno$¢ pracy sprezystej odksztatcenia moze stuzy¢ za miare sztywnosci
wszelkich ustrojéow bardziej ztozonych, np. koput nie posiadajgcych w statyce budowli prosto
formutujacej sie miary odksztatcalnosci.

Jakiz wpltyw wywierajg zmiany energji sprezystej odksztatcenia na czestos¢ drgan ustroju ?
Rozpatrzmy dwa uktady wytrzymatosciowe o jednakowych rozktadach mas, lecz o réznych
sztywnosciach. Niech np. drugi ustréj daje pod dowolnem obciazeniem wieksze odksztatcenie
od pierwszego. Wyobrazmy sobie, Ze oba ukiady wprowadzono w drgania o jednakowych
amplitudach wszystkich punktow w ktorych skupione sg masy. Wowczas w wyrazeniach na

czestosci drgan tych ustrojow:
vy -/

wielkosci sprowadzonych energij kinetycznych beda sobie réwne KX~K*, gdyz zalezg one tylko
od amplitud drgan wi od mas ustrojow m:

v2md X .

Natomiast praca sprezysta pierwszego ustroju bedzie wieksza od pracy sprezystej drugiego,
gdyz aby odksztatci¢ ustréj bardziej sztywny do tej samej amplitudy co ustréj mniej sztywny,
trzeba uzyé wiekszych obcigzen . Mamy wiec przy jednakowej amplitudzie drgan:

ii] > n2
oraz W> <@,

a wiec ustréj bardziej sztywny daje wiekszg czestos¢ drgan.
Z drugiej strony, jezeli oba ustroje majag jednakowe rozktady mas to ustréj sztywniejszy
da mniejszg prace sprezystg odksztatcenia statycznego:

IS < n@.

Whnioskujemy stad, ze z dwdch ustrojow o jednakowych rozktadach mas, ten ma wiekzg
czesto$¢ drgan, ktéoremu odpowiada mniejsza praca sprezysta pod tem samem obcigzeniem obu
ustrojow. Mierzac sztywno$¢ odwrotnoscig pracy sprezystej pod dowolnem obcigzeniem, widzimy,
ze ustroje, ktore wedtug tego miernika; sg bardziej sztywne, maja jednoczes$nie wiekszg czestosé
drgan, wskutek czego obcigzenia powtarzajagce sie okresowo bedg w nich wywotywac drgania
0 mniejszej amplitudzie, a wiec i mniejsze naprezenia, niz w ustrojach, w ktérych ten miernik
sztywnosci jest wiekszy.

Nie mozna tego samego twierdzi¢ o ustrojach, z ktérych jeden daje w dowolnym przekroju
wieksze maksimum ugiecia, od maksimum ugiecia drugiego ustroju, w jakimkolwiek innym
przekroju. Bowiem najwieksze ugiecie nic nie méwi o pracy sprezystej, ktérej wielkos¢ zalezy
od ugie¢ nie jednego punktu, lecz wszystkich tych punktoéw w ktérych dziata obcigzenie. Stowem,
jezeli maksimum ugiecia jednego ustroju jest mniejsze od maksimum ugiecia drugiego ustroju:

Al < Y
to czesto$¢ drgan pierwszego ustroju moze byé¢ wieksza, rowna, lub mniejsza od czestosci drgan
drugiego ustroju:
w)5:a)2 e
>
W wyniku tych rozwazan o zaleznosci sztywnosci ustrojow wytrzymatosciowych od
odwrotnos$ci energji sprezystej odksztatcenia, widzimy, ze warto$¢ tej odwrotno$ci moze stuzyc

za miare sztywnosci we wszystkich przypadkach w ktérych sztywno$¢ mierzymy: badZ mniejszemi
odksztatceniami pod dowolnem obcigzeniem, badZ iloczynami G10, EI, EA, badZ tez czestoscig



drgan wiasnych ustroju. Jedynie woéweczas, gdy za ustrdj bardziej sztywny uwazamy ustrdj,
dajagcy mniejsze maksimum ugiecia, odwrotno$¢ energji sprezystej odksztatcenia nie zawsze ma
wartosci wieksze w ustroju o mniejszem maksimum ugiec.

Stwierdziwszy, ze warto$¢ pracy sprezystej pod dowolnem obcigzeniem jest odwrotnie
proporcjonalna do wszystkich miernikéw, ktéremi zazwyczaj wyrazamy sztywno$é ustrojow,
rozpatrzmy przyktad poréwnywania sztywno$ci dwdch ukladéw przez zestawienie ich prac
sprezystych.

Rys, 3. Rys. 4.

Wezmy dwa ustroje, z ktérych kazdy jest utworzony z tuku, ze Sciegna i z wieszakdw
(rys. 3 i 4). Niech uktady geometryczne i wymiary tych ustrojéw bedg jednakowe. Co sie za$
tyczy przekrojow pretéw, to zatdzmy:

1) ze przekroje wieszakow w obu ustrojach sg jednakowe,

2) ze przekroje tuku 1-go ustroju majg pola i momenty bezwiadnosci réwne polom
i momentom bezwitadnoS$ci przekrojow $ciegna 2-go ustroju,

3) ze przekroje $ciegna 1-go ustroju majg pola I momenty bezwiadnosci réwne polom
i momentom bezwtadnosci przekrojow tuku 2-go ustroju,

4) ze tuk 1-go ustroju jest n-krotnie sztywniejszy od tuku 2-go ustroju, a wiec, ze

J‘U =n 1st. n.

142 ' hi
Jezeli stosunek n jest dostatecznie duzy np. n> 8, to 1-y ustrdj stanowi tak zwany tuk
ze Sciegnem, a drugi ustréj jest tukiem wzmocnionym sztywng belka. W budowie mostow
zelaznych, ten drugi uszréj nosi nazwe ustroju Langer a, Ustroje Langera budowano juz 100 lat
temu, dawniej dawano im jednak wypetnienie z krzyzulcéw. Kilka lat temu Nielsen, doktadnie
analizujgc ten ustrdj, wykazat, ze przez odpowiednie pochylenie wieszakow (rys. 5 i 6) mozna

Rys. 5. Rys. 6.

zmniejszy¢ momenty gnace w belce usztywniajgcej, a wiec zwiekszy¢ jego sztywnos$¢. W Polsce
niedawno zastosowano ten ustrdj, budujac 4 przesta Langer’a o rozpietosci 78 m przez Narew
w Zegrzu. Bardzo powszechnym zarzutem, stawianym ustrojom Langer’a jest zarzut, jakoby te
ustroje byty mato sztywne. Por6éwnanie wielkosci prac sprezystych, nagromadzajacych sie pod
dowolnem obcigzeniem w ustroju o sztywnym #tuku i w ustroju o sztywnej belce wykaze, ze
ustr6j Langer’a moze by¢ sztywniejszy od tuku ze $ciggiem, o ile tylko rozpieto$¢ jest niewielka
i o ile spetnione sg poprzednie zatozenia t. j. jezeli:

Ati = Asi l+i— Isz Asi = Ai2

Wyobrazmy sobie, ze kazdy z rozpatrywanych ustrojow jest obciazony sitg skupiona,
dziatajacg na S$ciegna w dowolnem miejscu, jednak w obu ustrojach jednakowem, i rozpatrzmy
wielkosci prac sprezystych nagromadzonych pod wiywem tych sit w kazdym z ustrojow.

Jak wiadomo (np. z dos$wiadczen), sity w wieszakach drugiego ustroju beda roztozone
do$¢ rownomiernie (rys. 8), podczas gdy w pierwszym ustroju powstang duze sity w wieszakach



najblizszych obcigzeniu, a pozostate wieszaki bedg prawie ze nieobcigzone (rys. 7). Z réwnan
rzutdbw na pion sit zewnetrznych, mys$lowo wyodrebnionych $ciegiem obu ustrojow, widaé, ze
sity, dziatajagce w wieszakach drugiego ustroju sg naogét mniejsze od sit wywotanych w tych
wieszakach pierwszego ustroju, ktore sasiadujg z obcigzeniem. Whnioskujemy stad, ze energja
sprezysta odksztatcenia wszystkich wieszakéw ustroju Langer’a jest mniejsza od energji spre-
zystej odksztatcenia wieszakéw tuku ze s$ciegnem. Oznaczymy to symbolicznie nieréwnoscia:

nv>nv

Poréwnajmy teraz energje sprezystg odksztatcenia tuku pierwszego ustroju z energja
sprezysta odksztatcenia belki drugiego ustroju, Linje wptywu momentéw gnacych w obu tych
elementach majg ksztatt prawie jednakowy. Obcigzenie tuku moze by¢ uwazane jako obcigzenie
skupione, natomiast na belke poziomg oprécz sity jednostkowej dziatajg reakcje wieszakow.
Rozktad tych reakcyj nie jest zupetnie rdwnomierny, najwieksze ich wartosci wystepuja w okolicy
sity jednostkowej (rys. 9). Dlatego tez momenty gnace w belce poziomej drugiego ustroju sg

zawsze mniejsze od momentéw gnacych w {uku pierwszego ustroju. Poniewaz za$ i tuk ma
wiekszg dtugosé, przeto praca sprezysta wywotana w nim przez momenty gnace jest wieksza od
pracy sprezystej, wywotanej w belce. Energja ta skiada sie z trzech sktadnikéw: z ktorych jeden
pochodzi od momentéw gnacych, drugi —od sit normalnych, a trzeci od sit tngcych. Luk pierw-
szego ustroju, obcigzony bardzo nierbwnomiernie, moze by¢ przyréwnany do tuku obcigzonego
sitg skupiong. Natomiast belka pozioma drugiego ustroju, podlegajaca dziataniu sity obcigzajacej
i reakcyj wieszakdw, rozktadajgcych sie rdGwnomiernie, moze by¢ przyréwnana do belki lezacej
na sprezystem podtozu i obcigzonej sita skupiong. Momenty gnace w tuku pierwszego ustroju,
beda wiec niewatpliwie wigeksze od momentéw gnacych w belce drugiego ustroju. To samo be-
dzie z pracag sprezystg tych momentéw. Zaznaczymy to symbolicznie, piszac:

n'iAirw.

Aby poréwnac prace sprezysta sit normalnych tuku pierwszego ustroju, z pracg sprezysta
sit normalnych $ciegna drugiego ustroju, zauwazmy, ze sity normalne w $ciegnach obu ustrojow
sg prawie jednakowe, gdyz silty te zalezg przedewszystkiem od ukfadu osi pretow ustroju,
a w znacznie mniejszym stopniu od wiasciwosci wytrzymatosciowych tych pretéw. Tak wiec
w obu ustrojach linje V\éD’ryWU rozporow moga by¢é wyznaczone z dostateczng doktadnoscig, jako

parabole o strzatkach o /11 (rys. 10).

M

Z réwnania rzutdw na poziom odcinka tuku pierwszego ustroju, wynika, ze sity nor-
malne w tym tuku sg wieksze od sit rozciggajagcych w belce ustroju Langer’a. Jezeli wiec prze-
kroje obu tych elementéw sg jednakowe, to sity normalne dajg wieksza energje odksztatcenia
w tuku pierwszego ustroju niz w $ciegnie drugiego ustroju i to tembardziej, ze tuk jest diuzszy
od Sciegna. Mamy stad nier6wnosc:

> I



Rozpatrujagc sity trgce w tuku pierwszego ustroju i w belce drugiego ustroju, widocznem
jest, ze wykresy tych sit przebiegaja tak, jak to pokazano na rys. 12 i 13, a mianowicie, ze

murmm/lDII:

Rys. 12. Rys. 13.

sity trgce w tuku pierwszego ustroju, sg niemal ze state wprawo i wlewo od okolicy sity obcig-
zajacej i, ze sity tnace w belce drugiego ustroju zmieniajg sie stopniowo z obu stron punktu
dziatania obcigzenia, dajac wykresy zblizone do trojkatéow. W dowolnym przekroju tuku pierw-
szego ustroju, sita tngca jest naogdt wieksza od sity tngcej w dowolnym przekroju belki ustroju
Langer’a. Energja sprezysta odksztatcenia, przypadajgca sitom tngcym, jest w tym przypadku
wieksza w pierwszym ustroju niz w drugim:

n,i3>n"sr.

Porownajmy teraz energje sprezysta odksztatcenia Sciegna pierwszego ustroju z energja
sprezysta odksztatcenia tulcu drugiego ustroju. Sciegno pierwszego ustroju, obcigzone nieréwno-
miernie, ulega wiekszym momentom gnacym od tuku drugiego ustroju, obcigzonego réwnomier-
nie. Praca sprezysta odksztatcenia wywotana momentami gnacemi w S$ciegnie, jest wiec w tym
przypadku wieksza od pracy sprezystej momentéw gnacych w tuku:

Rozumujac podobnie, spostrzegamy, ze sity normalne dajg mniejszg prace w Sciegnie
pierwszego ustroju niz w tuku drugiego ustroju:

n's*< n"IN
i ze sity tngce w temze Sciegnie dajg wiekszg prace od sit tngcych w tuku drugiego ustroju:

Zestawiajgc wszystkie nierdwnosci energij sprezystych odksztatcen obu ustrojow, mamy:

nv>n'v
R'4tm>W sm n'EA>n"5Ar n"i7,>n ,s7
n'saf> n"iaf nw<n"£fA

Rozpatrzmy tu zestawione wartos$ci prac sprezystych sit normalnych. Z obu nieréwnosci
tych prac, druga ma znaczenie dominujace, gdyz dotyczy cienkiego $ciegna pierwszego ustroju
i cienkiego tuku drugiego ustroju, a wiec elementéw o mniejszych przekrojach, silniej naprezonych
od tuku pierwszego ustroju i od $ciegna drugiego ustroju. Jest wiec:

n'iff -f-n'N< n"sw-j-n'W .

Pomijajac prace sit tngcych i prace zmagazynowang w wieszakach, zestawiamy prace
sprezysta obu ustrojow w dwoch nieréwnosciach:

nfJf>n"X n~cn"*.

Pierwsza z nich méwi, ze momenty gnace dajg wiekszg prace w fuku ze Sciegnem niz
w ustroju Langer’a, a druga, ze sily normalne dajg wiekszg prace w ustroju Langer’a niz
w tuku ze S$ciegnem.

Zwazywszy, ze praca sprezysta, wywotana odksztatceniami gngcemi na znacznie wiekszg
warto$¢ od pracy, wywotanej sitami normalnemi, widzimy, ze pod obcigzeniem dowolnie
ustawiong sitg skupiona, tuk ze $ciegnem daje wiekszg energje odkszatcenia od ustroju Langer’a,
a wiec ze jest mniej sztywny. Jezeli jednak obciazenia obu ustrojéw rozktadajg sie rGwnomiernie
wzdtuz ich Sciegien, to w tuku pierwszego ustroju i w belce usztywniajgcej ustroju Langeria,
momenty gnace roéwnajg sie zeru. Pod temi szczegblnemi obcigzeniami, o sztywnosciach ustrojow



decydujg wartosci prac sprezystych sit normalnych, gdyz praca momentéw gnacych w kazdym
ustroju jest zerem.

Stosunek prac sprezystych odksztatcenia rozpatrywanych ustrojéw, zalezy od rodzaju
obcigzen, ktérym te ustroje podlegajg. Istotnie obcigzenia state rozktadajg sie prawie réwnomiernie
wzdtuz Sciegien obu ustrojow i nie wywotujg niemal zadnych momentéw gnacych w ich tukach
i belkach. Momenty gnace moga by¢ wywotane jedynie przez obcigzenia ruchome. Jezeli wiec
praca sprezysta zginania tukéw lub belek, wywotana obcigzeniem ruchomem, dominuje w obu
ustrojach nad pracag sprezysta sit normalnych, to ustréj Langer’a zachowuje sie tak, jak ustréj
bardziej sztywny od #tuku ze S$ciegnem. Jezeli natomiast praca sit normalnych, wywotana
obcigzeniem statem i ruchomem, dominuje nad pracg momentdw gnacych, to ustrdj Langer’a
daje wieksze ugiecia i drga z mniejszg czestoscia od tuku ze Sciegnem, gdyz gromadzi w sobie
wieksza iloS¢ energji sprezystej.

Whnioskujemy stad, ze w zastosowaniu do mostow matych rozpietosci, w ktérych obcigzenia
ruchome wywotujg znaczne momenty gngce, ustr6j Langer’a jest bardziej sztywny od tuku ze
Sciegnem.

Natomiast w mostach duzych rozpieto$ci, ktérych dzwigary magazynujg wielkie iloSci
energji sprezystej, pochodzacej od ciezaru wiasnego mostu, ustréj Langer’a jest mniej sztywny
od tuku ze Sciegnem.

Whnioski te wyprowadzono w przyjetych poprzednio zatozeniach, ze przekréj tuku
pierwszego ustroju jest rowny przekrojowi Sciegna ustroju Langer’a, oraz, ze przekrdj sciegna
pierwszego ustroju jest rowny przekrojowi tuku drugiego ustroju. Jednak, jak to wiadomo,
ustroje Langer’a sg lzejsze od tukéw ze S$ciegnami, to znaczy, ze przy tej samej rozpietosci
ich elementy maja naog6t mniejsze wymiary od elementéw tych tukéw. Wskutek tego ustroje
Langer’a skupiajg w sobie wiekszg iloS¢ energji sprezystej, nizby to wynikato z przyjetych tu
zatozen.

Ten przyktad poréwnania sztywnosci dwdéch ustrojow wytrzymatoSciowych, przez
zestawienie ich prac sprezystych, wskazuje na to, ze energja sprezysta odksztatcenia, moze byc¢
dogodnym miernikiem sztywnoS$ci ustrojéw. Gdybysmy bowiem poréwnywali sztywno$¢ tukéw
ze Sciegnami i ustrojow Langer’a, drogg obliczania ich ugie¢, to bylibySmy zmuszeni do
przeprowadzenia dtugich rachunkéw algebraicznych, niepodatnych do dyskusji. Aby dojsé¢ do
whnioskéw trzebaby byto wykona¢ przeliczenia liczbowe na Kilku przyktadach. Droga ta nie-
tylko nie nadawataby sie do ogdlnego rozpatrzenia zagadnienia, ale tez bytaby zupeinie po-
zbawiona przejrzysto$ci metod energetycznych.



DE LA MESURE ENERGETIQUE DE RIGIDITE ET DE SON APPLICATION
A L'ANALYSE DES BOW-STRINGS.

Resume.

Le mot rigidite est employe sous diverses significations. En mecanique rationelle on
appelle rigide un corps non deformable. Lame appelait par rigidite le coefficient O des defor-
mations elastiques angulaires. En mecanique appliquee, rigide signifie peu deformable et on
comprend par rigidite d’une poutre ou d’une barre les denominateurs des expressions algebri-
ques formees pour les deformations, a savoir: EJ, ES, OSA(A%'J0) etc. Mais si l'on con-
sent a mesurer ainsi la rigidite des systemes elasliques, on trouve par exemple, que deux
poutres triangulees, ayant les memes sections des membrures principales, mais des tirants de
sections notamment differentes, ont la meme rigidite. On ecarte cette inexactitude en adoptant
pour mesure de rigidite linverse du potentiel interne de deformation, Cette mesure est tou-
jours d’accord avec les mesures habituelles, car elle est proportionnelle aux produits EJ, ES,
0S4:(4n2J0 etc.; elle est sensible aux variations des sections des tirants des systemes reticulaires,
en somme elle est toujours applicable a comparer les deformations statiques de toutes les con-
structions, a partir des plus simples jusque’aux plus compliquees, pour lesquelles on n’avait
pas d’expressions generales de rigidite, comme par exemple pour les coupoles. De plus, Iinverse
du potentiel interne nous donne non seulement I'idee des deformations statiques, mais aussi
des deformations dynamiques. La frequence des vibrations harmoniques d’un systeme elasti-
ques s’exprime par la relation
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dans laquelle IT signifie le potentiel interne au moment de la deformation maximum et K le
quotient de l’energie cinetique du systeme au moment de passage par l’etat non deforme, par
le carre de la frequance. Il peut etre remplace avec une bonne approximation par le potentiel
interne de la deformation statique sous les charges appliques au systeme. |l est done clair qu’on
appelant plus rigides les systemes elastiques qui accumulent moins de travail durant leur de-
formation, on pourra dans les cas d’egale disposition des masses, enoncer une conclusion pre-
cieuse, que le systeme plus rigide a une plus grande frequence de vibration.

En comparant les potentiels internes de deux poutres en bow-string dont la premiere
a l’'arc notamment plus rigide que le tirant, et la seconde a la section et le moment d’inertie de
I'arc egaux a la section et au moment d’inertie du tirant de la premiere, tandis que le tirant
de la seconde poutre a la section et le moment d’inertie les memes que Tarc de la premiere,
on arrive a conclure, que le potentiel du aux moments flechissants est plus grand dans la pre-
miere poutre que dans la seconde
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et qu’au contraire le potentiel dti aux forces normales est plus petit dans la premiere poutre
que dans la seconde N
n"*<ii%.

Done en cas de repartition uniforme de charges et du poids propre de ces syst&mes,
en quel cas les moments flechissants sont nuls, le premier est plus rigide que le second, car
son potentiel, dont la majorite sera due aux forces normales, deviendra plus petit que le po-
tentiel du second. Au contraire, siles charges sont concentrees, ce sont les potentiels dus aux
moments flechissants qui decideront de leurs rigiditd, et I’'on trouve en ce cas que la premiere
poutre peut etre moins rigide que la seconde. Le second systeme est done preferable au pre-
mier surtout en cas de petites et moyennes portees, e’est a dire dans les cas que les charges
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